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I N T R O D U C T I O N  

---------- 

La théorie des processus harmonisables introduite par M. Lotve pour 

2 
généraliser la notion de processus stationnaire (au sens L ), a été développée 

entre autres par Yu. A. Rozanov, H. Niemi, et M.M. Rao. 

Dans cette thèse sont abordés trois aspects de cette théorie : les 

processus (ou champs) harmonisables définis sur un groupe abélien localement 

compact (1.c.a.) et leurs propriétés d'approximation des processus continus, 

la loi forte des grands nombres (L.F.G.N.) pour les processus harmonisables 

sur IR , l'étude du spectre de puissance de certains d'entre eux. 

La définition habituelle d'un processus harmonisable sur un groupe 

1.c.a. est donnée à partir d'une mesure stochastique qui est supposée régulière. 

Au chapitre 1, nous montrons que l'hypothèse de régularité peut être omise. 

Mais il en résulte qu'un processus harmonisable peut posséder plusieurs mesures 

stochastiques spectrales, une et une seule d'entre elles étant régulière, 

d'après 1. ~luvgnek. 

Ensuite est établie une loi faible des grands nombres pour les 

processus harmonisables, généralisant des résultats de Yu. A. Rozanov, et 

de M.F. Driscoll, J.N. McDonald et N.A. Weiss (formule d'inversion permettant 

de retrouver les masses ponctuelles de la mesure stochastique spectrale, pour 

la convergence en moyenne quadratique). 

Chapitre II : H. Niemi a prouvé que tout processus (faiblement) 

harmonisable sur IR peut être approximé par une suite de processus fortement 

harmonisables uniformément sur tout compact de IR. Au chapitre II, ce résultat 



est étendu aux processus continus définis sur un groupe 1.c.a. à valeurs dans 

un espace L~ séparable. 

Puis divers raffinements de cette extension sont donnés lorsque le 

groupe est a-compact, puis a-compact et métrisable. Ces résultats, notamment 

la notion d'opérateur harmonisant,ont été obtenus simultanément par R. Moché 

travaillant sur des processus harmonisables d'espace-temps IR . 
Chapitres III, IV, V : en utilisant à plusieurs reprises un résultat 

essentiel dû à A. Pietsch et R. Rogge, à H. Niemi, à A.G. Miamee et H. Salehi - 

qui peut s'énoncer sous la forme : tout processus harmonisable est dominé par 

un processus stationnaire - nous généralisons et affinons des résultats sur la 

loi forte des grands nombres, obtenus par divers auteurs (notamment V.F. Gaposhkin 

et J. Rousseau pour ne citer que les plus récents) dans le cas particulier des 

processus stationnaires ou fortement harmonisables. 

Ainsi on trouve dans le chapitre III le résultat central de toute 

l'étude de la L.F.G.N. : la loi forte des grands nombres est vérifiée si et 

P-p. S. 
seulement s'il existe un réel a > 1 tel que JJ(~U] < a-") n++m > O ,  

où JJ est la mesure stochastique spectrale du processus harmonisable quelconque 

considéré (V.F. Gaposhkin avait établi ce résultat pour les processus station- 

naires continus). 

Au chapitre IV sont données trois conditions suffisantes, mais non 

nécessaires, portant sur la bimesure spectrale pour qu'un processus harmonisable 

vérifie la L.F.G.N. Enfin, par un exemple, il est montré que le problème ne 

peut se traduire de manière nécessaire et suffisante sur les bimesures (deux 

processus stationnaires continus sont construits, ayant la même mesure spec- 

trale, l'un vérifiant la loi forte, l'autre ne la vérifiant pas). 



- III - 

Les résultats du chapitre précédent sont affinés au chapitre V 

où l'on donne des conditions suffisantespour que l'on ait pour presque tout 

W : 

où g est une fonction pouvant tendre vers + a avec t . 

Chapitres VI et VI1 : différentes notions de stationnarité d'un 

processus stochastique ont été développées ; ainsi la stationnarité asympto- 

tique due à J. Kampé de Fériet et E. Parzen, et l'harmonisabilité, comme nous 

l'avons déjà vu. 

Yu. A. Rozanov a établi que tout processus fortement harmonisable 

sur B est asymptotiquement stationnaire. Dans le chapitre VI est introduite 

une classe plus vaste de processus harmonisables asymptotiquement station- 

naires : les processus harmonisables à bimesure O-finie. 

Ainsi en étudiant, par filtrage la moyenne temporelle de l'espérance 

de la puissance d'un tel processus, nous établissons que celle-ci est localisable 

sur l'axe des fréquences, selon une notion définie par A. Blanc-Lapierre, 

c'est-à-dire que l'on peut déterminer la contribution de chaque fréquence à 

cette puissance. Et ceci est fait en donnant la mesure spectrale de la puissance 

moyenne associée à ce processus en fonction de sa bimesure spectrale, qui est 

a-f inie. 

Enfin, en application des résultats sur la L.F.G.N., le chapitre VI1 

contient des conditions suffisantes pour que l'on puisse déterminer la moyenne 

temporelle de la puissance des trajectoires d'un processus fortement harmonisable . 
Ces résultats améliorent certains travaux de A. Blanc-Lapierre. 





CHAPITRE 1 

MESURES STOCHASTIQUES SPECTRALES D'UN PROCESSUS 

HARMONISABLE DEFINI SUR UN 

GROUPE ABELIEN LOCALEMENT COMPACT. 

................................ 

1 - INTRODUCTION 

Il est connu que tout processus harmonisable défini sur IR ou Z 

admet une unique mesure stochastique spectrale. Or, dans le cas général, 

un processus (ou champ) harmonisable défini sur un groupe abélien localement 

compact peut posséder plusieurs mesures stochastiques spectrales. Par contre, 

il possède une unique mesure stochastique spectrale régulière. 

Dans ce chapitre nous établissons ce résultat et une loi faible 

des grands nombres. Puis nous énonçons quelques propriétés utiles par la suite. 

- Au paragraphe 2, la définition de la régularité d'une mesure hilbertienne 

est posée. Des contre-exemples et des exemples sont donnés. 

- Nous définissons ensuite, au paragraphe 3, les processus hannonisables 

en mettant en évidence la non-unicité de la mesure stochastique spectrale, 

dans le cas général, lorsqu'aucune condition de régularité n'est imposée. 



- Le paragraphe 4 est consacré à l'établissement d'une formule d'inversion 

qui permet d'estimer les masses ponctuelles d'une mesure stochastique spectrale 

d'un processus harmonisable. Cette formule généralise des formules données par 

Rozanov dans le cas où l'espace temps G est Z ou IR . 

- Puis, au paragraphe 5, nous rappelons la caractérisation d'un processus 

harmonisable par son noyau à l'aide d'une bimesure spectrale. Ceci nous permet 

de constater que tout processus continu stationnaire est harmonisable. 

- Ce chapitre se termine par une étude des processus harmonisables à 

densité stochastique spectrale (paragraphe 6). 

Notation. 

Dans ce chapitre et le suivant, G désigne un groupe abélien 

localement compact, et r son groupe dual. La loi interne de G est notée 

additivement, tandis que celle de ï est notée multiplicativement. Nous 

considérons sur ces groupes abéliens localement compacts des mesures de Haar 

notées, respectivement, ds et dy (chacune unique à un facteur multipli- 

catif près). 

L'image d'un élément s de G par un caractère continu y de ï 

est écrit sous la forme <s,y>. 

2 - MESURES HILBERTIENNES REGULIERES 

Soit H un espace de Hilbert. Suivant ~luvanek [23:  5 11 
nous posons : 



2 . 1 .  Dé~An&vn.- Une mesure hilbertienne définie sur la tribu 

borélienne B(T) d'un espace topologique séparé localement compact T , 

est dite régulière lorsque pour tout A  de B(T) et tout E > O , il 

existe un ouvert U et un compact K  de T tels que : 

K C A f Z U  

et ' ~ B ~ B ( T )  , B C U \ K ,  j / u ( ~ ) / / ~ < E  . - 

Une mesure hilbertienne sur B(T) n'est pas toujours régulière. 

2.2. Combe-exemp&z Leroy Péterson [21( : th. II. 121 a établi 

que tout groupe G abélien localement compact non métrisable admet une 

mesure n positive finie non régulière définie sur la tribu borelienne 

B(G) . Dans ce cas,lorsque z est un élément non nul de H , la mesure 

hilbertienne u définie sur B(G) par : 

n'est pas régulière. 

Par contre, d'après p4 : th. 1.71 , nous avons : 

2 . 3 .  Lemme.- Soit T un espace topologique séparé. Si chaque - 
ouvert de G est o-compact, alors toute mesure positive finie est régulière. - 

De plus [23 : cor. 1.2.1  : 

2 . 4 .  Lemme.- Si une fonction IJ : B(G) + H , définie sur la - - A 

tribu borélienne B(G) d'un groupe abélien localement compact G , est -- - - 

telle que, pour tout z de H , la fonction pz(.) = (u(.), : B(G)  + C - 

soit une mesure complexe régulière, alors u est une mesure hilbertienne -- -- - 



Ainsi, nous déduisons : 

2 . 5 .  Pkapob&on.- - Si G est un groupe abélien localement compact 

tel que chaque ouvert soit a-compact, alors toute mesure hilbertienne sur 

B(G) est régulière. 

2 . 6 .  Remahque.- Ainsi nous obtenons que toute mesure hilbertienne 

sur B E )  8 )  ou B(E/2 71 z) est régulière. 

Or on sait que : 

2.7. Lemme.- Soit -- G un groupe abélien localement compact. Pour 

toute fonction f : G + C intégrable par rapport à la mesure de Haar de G, 
r 

la mesure complexe définie sur B ( G )  par : A + f(s) ds est régulière. 1 
En utilisant la théorie de l'intégration forte des fonctions à 

valeurs dans un espace de Hilbert séparable (intégrale de Bochner) i2l) 

[27 : chap. IIII] nous avons : 

2.8. CvkvU&e.- Soient G un groupe abélien localement compact 

et H un espace de Hilbert séparable. Pour toute fonction f : G + H forte- - 

ment intégrable par rapport à la mesure de Haar de G , la fonction d'ensemble - 

JJ dé£ inie sur B(G) par JJ(A) = 1 f (s) ds est une mesure hilbertienne 
J A 

régulière. 

Pheuue : En effet, pour tout z de H , et tout A de B(G) , 

par la propriété de Pettis pour l'intégrale forte L27 : th. 111.2.193 on a : 

et nous pouvons appliquer les lemmes 2.4 et 2.7 . . 



3 - PROCESSUS (OU CtiAMPS) HARMONISABLES 

Nous considérons à partir de maintenant que H = L~(s,F,P) où 

(S,F,P) est un espace probabilisé. Ceci n'affecte en rien la généralité de 

notre étude puisque tout espace de Hilbert complexe est isométrique à un sous- 

2 
espace d'un espace L~(S,F,P) [34 : 5 21. 

2 
D a ~ s  ce cas, une mesure hilbertienne à valeurs dans H = Lc(S,F,P) 

est appelée une mesure stochastique. 

En utilisant la théorie de l'intégration par rapport à une mesure 

vectorielle définie par Dunford et Schwartz b3 : 5 IV.IO] nous posons : 

3. 1 .  Dé&in&on. - Un processus X : G + H est dit harmonisable 

lorsqu'il est la transformée de Fourier d'une mesure stochastique 

p : 8 + H définie sur la tribu borélienne du dual r de G : 

La mesure stochastique p est appelée mesure stochastique spectrale 

de X. 

Le lemme suivant que nous déduisons directement de la définition 

3.1, sera amélioré ultérieurement. 

3.2. Lemme.- Tout processus harmonisable est borné et faiblement 

continu. 

PheuW : D'après p 3  : th. IV. 10.81, le processus harmonisable X 

de mesure stochastique spectrale vérifie : 



où 1 lp 1 1 (r) , la semi-variation de JJ dans T, est finie d'après [13 : 

lemma 1v.10.41 . 
De plus pour tout z de H , nous avons : 

p z  
étant la mesure complexe définie sur B(r) par JJ,(A) = (p(A) , z ) ~  ; 

par conséquent la fonction si--+ (x(s),z)~ , transformée de F'ourier d'une 

mesure complexe, est continue. D'où la faible continuité de X. g 

La notion de processus harmonisable est liée à celle de processus 

V-borné introduite par Bochner 1 8 : 8 7 1 .  

3.3. DéZ(&iAhn.- Un processus X : G + H est dit V-borné 

lorsque : 

i) il est borné et faiblement mesurable , 

ii) il existe une constante c > O telle que 

et l'intégrale de Pettis f(s) . X(s) ds est définie puisque X est i 1 
bornée faiblement mesurable, et f appartient à L ( G ) .  

3.4. L~mme.- Tout processus harmonisable est V-borné. 



Phcuve : Pour tout z  de H , par définition de l'intégrale 

de Pettis (intégrale faible), on a : 

f (s) . ~ ( s )  ds, ilH = j f (s) (X(S),Z) ds = jG f(s) (1 <s,y> pz(dy)) ds , 
G 

H T 

d'après le théorème de Fubini, appliqué aux mesures complexes pz et f(s) ds : 

Ainsi 

et 

Du théorème 123 : th. 21 de ~luvgnek, nous déduisons : 

3 . 5 .  Théohème.- Un processus X : G -t H est harmonisable si, 

et seulement si,il est faiblement continu et V-borné. De plus dans ce cas, 

il possède une unique mesure stochastique spectrale régulière p  . 

i) Si nous n'imposons aucune condition de régularité sur la mesure 

stochastique spectrale p  , dans le cas général, il n'y a pas unicité. 

En effet, d'après le théorème de dualité de Pontryagin, tout 

groupe abélien localement compact est le dual d'un groupe abélien localement 

compact. Donc, soit r un groupe abélien localement compact non métrisable, 

dual d'un groupe G. Il existe une mesure stochastique non régulière 

JJ : B ( T )  -t H (cf. remarque 2.2). 

Le processus harmonisable X : G -t H défini par : 



X(s) = j <s,Y> JJ(~Y) 
r 

possède deux mesures stochastiques spectrales distinctes : qui n'est 

pas régulière,et son unique mesure stochastique spectrale régulière (th. 3.5). 

ii) D'après la proposition 2.5., lorsque r est un groupe abélien 

1ocalemer.t compact, tel que tout ouvert soit a-compact, tout processus 

harmonisable possède une unique mesure stnchzstique spectrale, et celle-ci 

est régulière. 

Nous retrouvons l'unicité de la mesure stochastique spectrale 

d'un processus harmonisable lorsque G = IR ou i2 k7 : V. III]. 

iii) Un problème qui se pose est de déterminer des liens entre les 

différentes mesures stochastiques spectrales d'un processus harmonisable. 

3 . 7 .  - Nous pouvons donc énoncer, d'après [23 : cor. 3.31 , 

l'amélioration suivante du lemme 3.2. 

Théuhèm~. -  Tout processus harmonisable est borné et uniformément 

continu. 

4 - FORMULE D'INVERSION - LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES POUR 

LES PROCESSUS HARMONISABLES 

Les formules d'inversion permettent d'estimer certaines valeurs 

des mesures stochastiques spectrales d'un processus harmonisable. Ainsi 

nous ginéralisons aux processus hannonisables la loi faible des grands 

nombres pour les processus faiblement stationnaires définis sur un groupe 



abélien localement compact obtenue par Driscoll, McDonaldet Weiss u 2  : 

th. 11. Ce résultat généralise aussi la formule d'inversion [36 : Inversion 

formulae] de Rozanov pour les processus harmonisables sur IR . 

Commençons par établir la condition d'intégrabilité forte 

suivante : 

4.1. Lemme. - Soient (0, ) un espace mesurable, H un espace - - 
de Hilbert séparable, et m une mesure complexe ou positive sur (fi, ,[ 1. 

Pour toutes fonctions mesurables h : R + H bornée, et f : fi + C 

m-intégrable, la fonction mesurable f.h : R + H , w L-t f ( w )  . h(w) , 

est fortement m-intégrable. 

P%euv& : Pour prouver que f.h est fortement m-intégrable, 

suivant la définition de l'intégration forte 1-27 : dé£. 111.111.4~, nous 

allons établir l'existence d'une suite (gplp>, de fonctions en escalier 

fortement m-intégrables vérifiant : 

m-p . S. 
gp p++m ' a h  > 

1 lgp(w) - gq(w) ( / /ml (do) ---t O . 
p,q-tO 

i) Puisque l'espace de Hilbert H est séparable, il existe une 

famille {xn : n c IN} dénombrable,dense dans H. Pour chaque entier p 1 ,  

posons : 



La fonction h : R + H étant mesurable, pour chaque entier 

p -: 1, on définit une partition ." -mesurable de R en posant : 

(des A (h,p) pouvant être vides). De plus la fonction en escalier 
n 

h : R + H définie par : 
P 

: fonction indicatrice 
P n= 1 'A~(x,P> 

de A,(X,P)> , 

vérifie pour tout w de R : 

et puisque la fonction w t-+ 1 / h(w) ( / est bornée par un nombre b O , 

la fonction a c+ / Ihp(u) 1 1 est bornée par l+b . 
Ainsi la suite bornée de fonctions en escalier (hp)pEm* 

converge vers h uniformément sur R. 

ii) La fonction f : -+ C est m-intégrable, donc il existe 

une suite de fonctions étagées (fp)p~rn qui converge vers f m-presque- 

1 
sûrement, et au sens de L (m). 

iii) Pour chaque entier p 2 1 , considérons la fonction en 

escalier mesurable 
g~ 

: , + H H définie par : g (a) = f (a).h (o). 
P P P 

Alors la suite (gp)psm* converge m-presque-sûrement vers la 

fonctions f.h . 

De plus pour tout entier p > 1 , la fonction f étant 
P 

m-intégrable, la relation 



entraîne que la fonction en escalier 
g~ 

est fortement m-intégrable r27 : 

déf. III.  III. 11. 

Pour tous les entiers p et q ? 1 , nous avons : 

d'où en intégrant par rapport à la mesure lm/ , variation totale de m , 

(w)  1 lm (du) . sup ( 1  h (w)-hq(w) 1 : w E ni . 
P 

Ainsi, puisque 1 
(fp)psIN 

converge au sens L (m) et que la suite 
(hp)pE~* 

converge uniformément sur R ,  nous obtenons : 

* 
Les fonctions gp , p c IN , satisfont les conditions, énoncées 

au début de cette démonstration, pour que la fonction f O h soit fortement 

m-intégrable. E 

Maintenant nous pouvons établir : 

4.2. Théax2me.- Soit un groupe abélien localement compact G .  

m étant sa mesure de Haar, supposons qu'il existe une suite de compacts 

(Kn)ncm 
tels que : 

m( (s+Kn) AK,) 
rn(~,) > O  lim = O pour tout s & G . 

n++m m (KR) 



Soit X : G + H un processus harmonisable de mesure stochastique - 

spectrale f l  , et à valeurs dans un sous-espace séparable de H. 

Alors 

Pfieuve : Puisque le processus X est continu borné et à valeurs 

dans un sous-espace séparable de H , l'intégrale forte est définiepour chaque 

entier n (lemme 4.1). 

Soit y e r . D'aprhs le théorème de Fubini pour les mesures 
vectorielles [27 : th. IV.III], nous avons pour tout entier n : 

Or, d'après Cl2 : lemma 11 la suite de fonctions continues 

(An)nE DI 
vérifie pour tout y de r : 

/ 1 
si y = 1 élément neutre de r 

IA,(Y) 1 s 1 et lim An(y) = 
n++m 

\ 0 sinon . 

Ainsi le théorème de convergence dominée pour les mesures vecto- 

rielles 0 3  : th. IV.10.10] s'applique : 



- 1 
iim j An(y a )  li(do) = Y(IYI) > 

n++m T 

i) Ainsi nous retrouvons [36] [37] : 

, n=N - ian pour G = Z ,  lim- 1 e . xn = p(Ca}) , a E IR/~TIZ , 
N++CO n=O 

Nous pouvons obtenir des formules analogues pour G = zP ou IRP . 

ii) Sous les hypothèses du théorème 4 . 2 . ,  toutes les mesures stochasti- 

ques spectrales d'un processus harmonisable ont les mêmes masses ponctuelles. 

Ces mesures stochastiques ne seraient-elles pas égales ? 

iii) Rozanov [36] [371 a établi une formule d'inversion donnant les 

valeurs sur les intervalles bornés de IR (respectivement de 1-IT,IT]) de 

la mesure stochastique spectrale d'un processus harmonisable sur IR 

(respectivement sur ZZ). Cette formule admet-elle des versions pour 

d'autres types de boréliens et pour d'autres cas de groupe G ? 



5 - -MESURES SPECTRALES ET CARACTERISATION DES PROCESSUS 

HARMONISABLES PAR LEURS NOYAUX 

5.1. Dé6CniLion.- NOUS appelons bimesure spectrale sur un espace 

mesurable (a,,& toute fonction de deux variables M : x &, -t C qui 

vérifie : 

i) M est séparément o-additive par rapport à chacune des variables 

ii) M est de type positif 

5 . 2 .  Remqueh : 

i )  A l'aide du théorème de Vitali-Hahn-Saks Cl3 : IV.10.6], on 

montre aisément que la définition précédente d'une bimesure spectrale est 

équivalente à celle donnée par R. Moché [27 : déf. IV.IV.~]. 

ii) D'après r 2 7  : th. 1v.1v.61 toute bimesure spectrale M sur 

(a, A) est de la forme : M(A,B) = E(p(A) . Li(B)) , A et B E d: , 
2 

où p est une mesure stochastique sur un espace LC(S,F,p). 

iii) De plus, pour chaque événement A de & , les fonctions M(A, .) 

et M(.,A) : *fi -t C sont des mesures complexes. Mais la bimesure spectrale 

M : d x d + C nn'st pas toujours prolongeable en une mesue complexe 

définie sur la tribu produit ~4 @ 0% r141 r181 . 

Utilisant la théorie de l'intégration par rapport à une bimesure 

spectrale exposée par R.  och hé [27 : chap. IV.IV] (voir aussi [ g l ) ,  nous 

avons la caractérisation suivante des processus hannonisables par leurs 

noyaux C36j. 



5.3. Théohème.- Soit un processus x : G + H. Pour que x 

un processus harmonisable, il faut et il suffit qu'il existe une bimesure 

spectrale M sur (ï, 73(r)) telle que : 

La notion de processus harmonisable généralise celle de processus 

continu stationnaire [27 : § v.v]. 

5.4. P h 0 p o ~ ~ o n . -  Un processus continu et stationnaire est un 

processus harmonisable dont une bimesure spectrale est concentrée sur la 

première bissectrice { ( y , y )  : y  e ï l .  

Les processus harmonisables de Lotve 125 1 sont dénommés ici 

fortement harmoniçables : 

5.5. D é ~ ~ o n . -  Un processus harmonisable X : G + H dont 

une bimesure spectrale est prolongeable en une mesure sur la tribu produit 

8 ( T  x r ) ,  est appelée processus fortement harmonisable. 

Ainsi un processus continu et stationnaire est fortement 

harmonisable. 

Comme une bimesure spectrale n'est pas toujours prolongeable 

en une mesure, nous sommes amenés par la suite à utiliser le résultat 

suivant dû à A. Pietsch et R. Rogge [43] [44] (voir aussi [26 : lema 41) 

et que nous déduisons aisément de r34 ; prop. 5.6.1.  

Ce résultat sera essentiel pour l'étude de la loi forte des 

grands nombres au chapitre III, et pour la construction de la mesure 

spectrale d'un processus harmonisable à bimesure o-finie au chapitre VI. 



5.6. phopvb.i;tion.- Pour toute bimesure spectrale M sur un 

espace mesurable (Q, .? ), il existe une mesure positive finie m - sur 

( 1 )  dominant M , c'est-à-dire telle que pour toute fonction mesurable 

bornée f : fl -t , on a : - 

O lj f(w) ?i;') M(dw, du') s 1 ~f(w) l 2  m(du) . 
QXQ n 

5.7. Remwrque : Pour de nombreuses applications, il serait 

très utile de déterminer une construction d'une mesure dominant une bimesure 

spectrale donnée. 

6 - PROCESSUS HARMONISABLES A DENSITE STOCHASTIQUE SPECTRALE 

Nous abordons l'étude d'une famille de processus hannonisables 

très simples, que nous utiliserons au chapitre II pour approximer, en un 

sens à définir, toute fonction continue définie sur un groupe abélien 

localement compact et à valeurs dans un espace de Hilbert séparable. 

Nous supposons que l'espace de Hilbert H est séparable. 

6.1. Z)c?din&bn.- Un processus harmonisable X : G + H est 

dit à densité stochastique spectrale, lorsqu'il possède une mesure stochas- 

tique spectrale qui est à densité par rapport à la mesure de Haar dy 

du dual r de G. C'est-à-dire qu'il existe une fonction g : T -t H 

fortement dy-intégrable telle que : 



Dans ce cas, d'après le corollaire 2.8 et le théorème 3.5, g 

est l'unique mesure stochastique régulière de X. 

6.2. Lemme.- Soient fi, , un espace mesuré, m étant une 

mesure positive quelconque, et p : cl% -+ H une mesure stochastique à densi* 

g : R -+ H par rapport à m . 

Alors la bimesure spectrale M çur fi, ) associée à JI par 

est prolongeable en une mesure sur dg 8 & . 

La difficulté rencontrée dans la preuve du lemme est due au 

fait que la mesure m n'est pas supposée o-finie, et donc on ne peut pas 

définir de mesure produit m O m de façon usuelle @9 : dé£. 7.71. 

Pheuve : 

Comme g est une fonction fortement m-intégrable, d'après 

[27 : th. 111.111.8], la fonction positive w --+ ( Ig(w) 1 ( est m-intégrable. 

Posons pour tout w de R : 

f (w) = g(w) / 1 lg(w) I I  si g(o) # O , et f(w) = O sinon. 

Ainsi la fonction (,-L, E(H))-mesurable f : R -t H est bornée et vérifie : 

En notant [ l  1 g l  lm-J la mesure positive finie sur (fi, d$ ) à 

densité la fonction 1 I g /  1 par rapport à la mesure rn , la propriété de 

Pettis pour l'intégration forte 137 : th. 111.111.51 entraîne pour tout 

A de & :  



o r ,  l a  f o n c t i o n  bornée mesurable  f  e s t  fo r tement  i n t é g r a b l e  p a r  r a p p o r t  

à l a m e s u r e p o s i t i v e  f i n i e  [ I ( g / \ m ]  donc o n p e u t  é c r i r e :  

d 'où,  d ' a p r è s  [27 : t h .  1 1 1 . 1 1 1 . 5 ] ,  

Comme l a  mesure [ I  / g (  lm] e s t  p o s i t i v e  f i n i e  s u r  J 6  , l a  mesure 

p r o d u i t  [ l  l g l  lm] 8 [ l  i g l  lm] e s t  d é f i n i e  s u r  8 u% . Donc en a p p l i q u a n t  

l a  p r o p r i é t é  de P e t t i s  [27 : t h .  111.111.5] e t  l e  théorème de Fubin i  nous 

obtenons pour t o u s  l e s  événements A e t  B de : 

- 
l a  f o n c t i o n  complexe h : (w,w')  ++ E(f (w) . £ ( u t ) )  é t a n t ,  évidemment, 

I& 8 &-mesurable e t  bornée,  donc [ /  1 gl lm] 8 [i  1 [ml - in tégrab le .  

A i n s i  l a  bimesure s p e c t r a l e  de  l a  mesure s t o c h a s t i q u e  fl e s t  

p ro longeable  en une mesure s u r  td 8 (I% à d e n s i t é  h par  r a p p o r t  à 

l a  mesure p o s i t i v e  f i n i e  / (  l g (  lm] 8 [ /  i g (  lm] m .  

Nous déduisons aisément  : 



6.3. Phvpob&&.- Tout processus harmonisable à densité stochastique 

spectrale est fortement harmonisable. 

La condition suffisante d'intégrabilité forte, suivante, se 

déduit facilement du lemme 4.1. 

6.4. Cvh~&khe.- Soient (R, & )  un espace mesurable, H - 
espace de Hilbert séparable et m %=mesure complexe ou positive sur 

(0, ' ) .  Pour toutes fonctions mesurables g : R + H fortement m-intégrable, 

et f : R + C bornée, la fonction mesurable f.g : 0 -t H w -t f(w).g(w) - 

est fortement m-intégrable. 

6.5. CohvL&Lte.- Sous les hypothèses du lemme 6.2, pour toute 

fonction mesurable bornée f : 52 + C , on : 

6.6. C v h o W e . -  Tout processus harmonisab- X : G -+ H 5 

densité stochastique spectrale g : r + H , s'exprime sous la forme : - 





CHAPITRE I I  

APPROXIMATIONS FORTEMENT HARMONISABLES DE PROCESSUS 

CONTINUS DEFINIS SUR UN GROUPE AEELIEN 

LOCALEMENT COMPACT. 

------------ 

INTRODUCTION 

Considérons un groupe 1.c.a. (localement compact et abélien) G , 
2 

un espace probabilisé (s,F,P) , et l'espace de Hilbert H = L (S,F,P) que a 
nous supposons séparable. 

Sur l'espace C(G,H) des processus continus définis siir G, nous 

définissons une famille d'opérateurs fortement harmonisants (paragraphe 2), 

c'est-à-dire qui transforment tout processus de C(G,H) en des processus 

fortement harmonisables. Nous obtenons, plus précisément, que les opérateurs 

de cette famille donnent des processus harmonisables à densité stochastique 

spectrale. 

A l'aide de ces opérateurs, nous établissons (paragraphe 3) que les 

processus harmonisables de C(G,H) à densité stochastique spectrale et à 

support compact forment un sous-ensemble dense de C(G,H) muni de la topologie 

de la convergence compacte (théorème 3.1.). 

Lorsque le groupe 1.c.a. G est o-compact, C(G,H) est un espace 

de Fréchet, et on obtient que tout processus de C(G,H) est la limite uniforme 



sur tout compact, d'une suite de processus harmonisables de C(G,H). Ceci 

généralise le résultat suivant, établi en collaboration avec R. Moché ij 1 / : 

n 2 
pour tout processus continu borné X : IR -* L a ( S , F , P ) ,  il existe une suite 

de processus harmonisables à densité stochastique spectrale, qui converge 

vers X uniformément sur tout compact de IRn . 
De plus lorsque G est o-compact et métrisable (corollaire 3.4.1, 

il existe une suite (n) nc, 
d'opérateurs fortement harmonisants de C(G,H) 

qui converge vers l'opérateur identité. 

Nous donnons divers raffinements de ces résultats pour des familles 

équicontinues de processus de C(G,H) (théorème 3.3), et pour la famille 

Cint(G,H) des processus fortement intégrables de C(G,H) (cor. 2.5 et 3.5). 

De cette étude, nous déduisons (exemple 3.7) dans le cas G = IR , que tout 

processus continu X de C(IR,H) est limite d'une suite de processus 

fortement harmonisables (x~)~~, tels que : 

11 /n 
X (t) = n(1-nç) . (x(t+s)+x(t-s)) ds , pour t E 1-n,n] , 

J O  

Cette approximation est différente de celle obtenue dans [ l l  j .  

1.1. - Dans ce chapitre, nous considérons un groupe 1.c.a. G et 

son dual i'. Nous munissons ces groupes 1.c.a. de mesures de Haar harmonisées, 

notées respectivement ds et dy [38 : 1.5.1 .]. 

Nous allons approximer les éléments de l'espace C(G,H) des 

processus continus à valeurs dans l'espace de Hilbert séparable H , muni 

de la topologie de la convergence compacte : un système fondamental de 

voisinages ouverts de la fonction identiquement nulle est donnée par : 

pour tout compact K de G et tout réel E > O 



1 . 2 .  - Pour tout processus X : G + H , l'espace H(X) est le 

sous-espace de Hilbert de H engendré par la famille {~(t) : t E G l .  

1.3. - Nous allons utiliser la théorie de l'intégration forte 

pour les fonctions à valeurs dans un espace de Hilbert séparable \ i l \  

127 : chap. 111-1, et nous notons Cint(~,~) la classe des processus de 

C(G,H) qui sont fortement intégrables par rapport à la mesure de Haar 

de G. 

1 
1.4.  - CPasne B ( G )  

Pour construire les opérateurs harmonisants, nous allons utiliser 

une classe de fonctions auxiliaires qui jouerons le rôle de fonctions de 

lissage et qui seront les fonctions harmonisantes de la construction. 

Aussi, suivant W. Rudin [38 : 1.5.1, nous considérons la classe 

1 1 B ( G )  des éléments de L ( G )  qui sont des transformées de Fourier 

1 inverses d'éléments de L ( r ) .  

D'après le théorème d'Inversion B 8  : th. 1.5.1 .] un élément 
1 

de B (G) est la transformée de Fourier inverse de sa transformée de Fourier. 

Lorsque V est un voisinage ouvert de l'élément neutre O de 

G , il existe un ouvert symétrique U de O tel que 

( Ü T Ü )  compact et (m) C V - 

Alors, rn désignant la mesure de Haar de G , la fonction complexe 
1 

$(Y) = rn( ( s  + ü) ('. ü) appartient à B (G) , a pour support le compact 



(m) et vérifie : 

2 - OPERATEURS HARMONISANTS 

Le théorème 2.1. nous permet de construire des opérateurs harmonisants. 

2.7. Théohème.- Soit un processu? X  : G + H  fortement intégrable 

par rapport à la mesure de Haar du groupe 1 .c. a. G. Pour tout élément $ 

1 de B (G) , de transformée de Fourier $, le processus Y : G + H ( X )  défini -. 

est un processus harmonisable à densité stochastique spectrale 1 : r -+ H(x), 

Et d'après le théorème I.6.3., le processus Y est fortement 

harmonisable. 

i) Définissons Y 1. 
La fonction complexe 4 est continue et bornée, donc d'après le 

lemme 1.6.4.  et l'invariance par translation de la mesure de Haar d'un groupe 

l.c.a., la ds-intégrabilité forte de X entraîne celle de la fonction 

s b+ 3(s) . X(t+s) pour tout t de G. Donc on peut définir le processus 



Par le lemme I.6.4., nous obtenons aussi que la fonction 

s c-t <F> . X(s) est fortement ds-intégrable pour tout y de T. 

Or la fonction positive s fi+ / Ix(s) 1 1 est ds-intégrable 

[27 : th. III. 111.81 , et pour tout s la fonction complexe y I-+ <s,y> 

est continue sur T, donc par le théorème de convergence dominée classique, 

les relations : 

1 / / <s,y> . x(s) ds - / <s,o> . X(s) dsl / l j <s,l> - <s,a> . 1 X(S) 1 lds 
J G J G G 

et I<S,~> - <s,a>J . 1 Jx(s) / 1 s 2 1 /x(s) / 1, y , a E r ,  

entraînent que la fonction définie de T dans H(X) par 

est une fonction continue. De plus, elle est bornée puisque 

La transformée de Fourier $ de $ étant supposée appartenir 

1 à L ( r )  , nous pouvons appliquer le lemme 1.4.1. et obtenir que la 

fonction 1 : T - H(X) définie par la relation (2.2) est fortement 

dy-intégrable,et permet de définir une mesure stochastique JJ : B ( T )  -+H(x) 



De plus pour toute fonction mesurable bornée f : T + C , (corollaire 1.6.5.) 

J r ' f(y) li(dy) = j f(~) . I(Y) . 
r 

ii) Prouvons que Y est un processus harmonisable. 
A 

La fonction 4 étant la transformée de Fourier inverse de 3 , 

par la propriété de Pettis pour l'intégration forte [27 : th. 111.111.5] 

nous obtenons pour tout x de H et tout t de G : 

et, par le théorème de Fubini appliqué avec les mesures complexes '(y) dy 

et (X(t+s) , ~ ) ~ d s  , à la fonction complexe continue bornée sur G x i' , 

( s ,  y) ++ <S>Y> , l'égalité précédente implique : 

= j <t,y> ;(y) (1 <t+s,y> (x(t+s),x)), ds) dy . 
r G 

Puisque la mesure de Haar d'un groupe 1.c.a. est invariante 

par translation, et que la fonction s &+ <s,y> . X(s) est fortement 

ds-intégrable, nous déduisons : 

Ainsi pour tout t de G , nous avons : 



Nous pouvons, maintenant, définir des opérateurs harmonisants 

par le théorème suivant : 

2.2. Théohèmc.- Soient une fonction f : G -t a mesurable à support 

1 
compact K , et une fonction I) élément de ?3 (G) de transformée de - 
Fourier 4. 

Alors la relation 

(2.3) HX(t) = 1 $(SI f (trs) . x(t+s) ds , t E G , 
G 

définit un opérateur linéaire continu de C(G,H) dont l'image est contenue 

dans la classe des processus hannonisables à densité stochastique spectrale. 

La densité stochastique spectrale 1 X : r + H(X) du processus 

harmonisable H X est donnée par : 

Ptreuvc : Soit X de C(G,H) . 

Le processus continu X est borné sur le support compact K 

de la fonction ds-intégrable f , donc d'après le lemme I . 4 . 1 . ,  la 

fonction f.X , est fortement ds-intégrable. Ainsi le théorème 2.1. 

s'applique au processus f.X : le processus HX est défini, harmonisable 

à densité stochastique spectrale. Donc HX appartient à C(G,H). 

La linéarité de f i  étant évidente, montrons sa continuité en 

tant qu'opérateur de C(G,H) . 

Pour tout t de G , on a : 



c sup ii((s) : s r GI . ] f(t+s) ~ ( t + s )  ds . 
G 

D'après les hypothèses, la fonction 141 est bornée par un réel 

positif c , et d'après l'invariance par translation de la mesure de Haar 

ds , on déduit : 

où, f étant ds-intégrable, c l  est une constante ne dépendant que de 4 et 

de f, c'est-à-dire de ff. Ainsi H est un opérateur continu de C(G,H). a 

2.3. Remdtiqu~h : -- 

i) L'opérateur ff défini au théorème (2.2) transforme les éléments 

de C(G,H) en processus fortement harmonisables (théorème 1.6.3), il est 

donc un opérateur fortement harmonisant de C(G,H). 

ii) De plus la densité stochastique spectrale 1 X de la 

transformée ffX d'un processus harmonisable X de mesure stochastique 

spectrale JJ peut s'écrire sous la forme : 

iii) En général l'opérateur ff n'est pas invariant par rapport au 

temps : il ne transforme pas toujours un processus stationnaire de C(G,H) 

en un processus stationnaire. En effet, si X de C (G,H) est stationnaire 

(c'est-à-dire : (x(t+h) ,~(t))~ = (~(h) ,x(o))~) , nous avons pour tout t 

et tout h de G : 



= jj )(s)$(s') f (t+h+s) f (t+sl) (x(h+~),x(s'))~dsds' , 
GxG 

et en général cette expression dépend de t . 

iv) Mais, on peut obtenir une certaine stationnarité. Soient K 

un voisinage compact de O dans G , K1 un compact, $ une fonction 

1 
de B (G) de support K , et f la fonction indicatrice de K + KI . 

L'opérateur harmonisant H vérifie, pour tout X de C(G,H) : 

et lorsque X est stationnaire, pour O , t , h et t+h E K 1 '  

Par contre, lorsque nous considérons la classe Cint(G,H) des 

processus de C(G,H) qui sont fortement ds-intégrables nous obtenons 

aisément : 

2.4. CokoJ?hh~.- - Soit $ un élément de gl(G). Alors la 

relation 

définit une transformation linéaire continue et invariantepar rapport au 

temps de Cint(G,H) à valeurs dans C(G,H) , les images étant des processus 

harmonisables à densité stochastique spectrale. 



2 . 6 .  Rematryuc : Lorsque G est un groupe 1.c.a. et a-compact 

la transformation définie sur Cint(~,a) par la relation (2.5) est à 

valeurs dans Cint(~,~). 

3 - APPROXIMATIONS FORTEMENT HARMONISABLES 

a )  Densité 

3 . 1 .  Théo4Pme.- La classe des processus harmonisables de C(G,H) 

à densité stochastique spectrale et à support compact est dense dans l'espace - 

c (G,H). 

Phcuve : Soient X de C(G,H) et K un compact de G. 

Sur le compact K , la fonction X : G + H est uniformément 

continue, donc pour tout réel E > O , il existe un voisinage VE de 

l'élément neutre O de G tel que : 

De plus ce voisinage VE de O peut être choisi ouvert symétrique et de 

fermeture compact, ce que nous supposerons par la suite. 

Comme G est un groupe l.c.a., il existe une fonction positive 

1 3 de B (G) à support compact contenu dans VE et telle que 

s) ds = 1 (cf. 1 . 4 . ) .  

De plus, VE étant un ouvert symétrique de fermeture compact, 

la fonction fE indicatrice du compact K + VE , satisfait : 



D'après le théorème 2.2. le processus HEX : G + H défini par 

est harmonisable à densité stochastique spectrale. Par le choix des fonctions 

$E et fE , il vérifie : 

Par conséquent le support de 
HEX 

est contenu dans le compact 

K + CE + VE , et pour tout t de K nous avons : 

d'où : 

et d'après le choix de l'ensemble 
V E  

nous pouvons conclure par : 

b)  Suites approxirnantes 

Nous venons de montrer que, au sens de la topologie de la convergence 

compacte dans C ( G , H )  , on peut approximer tout processus X de C(G,H) 

par une famille de processus harmonisables. Ne pourrait-on pas trouver une 

suite de processus harmonisables qui convergeraient partout vers X ? 



Le théorème 3.1., nous donne une réponse affirmative lorsque le 

groupe 1.c.a. G est o-compact. En effet dans ce cas l'espace C(G,H) 

est un espace de Fréchet, donc un espace métrisable, et tout élément de 

C(G,H) admet un système fondamental et dénombrable de voisinages. Par 

conséquent le théorème précédent entraîne : 

3 . 2 .  C o h o U e . -  Lorsque G est un groupe 1.c.a. et O-compact, - 

pour tout proce* X C(G,H) , il existe une suite de processus harmo- 

nisables à densité stochastique spectrale et à support compact, qui converge 

vers X uniformément sur tout compact de G. -- 

Nous améliorons ce résultat en prouvant : 

3 . 3 .  Théohème.- Soient G un groupe 1.c.a. et a-compact, et 

E une partie de C(G,H) uniformément équicontinue sur tout compact de G. 

Il existe une suite d'opérateurs fortement harmonisants (HnlnEB 

de C(G,H) , telle que pour tout compact K de G , on : - 

lim ffnx(t) = ~ ( t )  , uniformément par rapport à X &- E ,  
n++m 

e t à  t &I- K .  

Pheuve : D'après l'uniforme équicontinuité sur tout compact de G 

de la famille E ,  pour tout compact K et tout réel positif E > O , il 

existe un voisinage ouvert relativement compact W ( E , K , E )  de O dans G 

tel que : 



Comme G est o-compact, il existe une suite croissante de 

compacts (Fn)ncIN contenant l'élément neutre O et de réunion G. 

Avec ces notations, posons : 

Ainsi les voisinages ouverts Vn de O et les compacts Kn 

vérifient : 

Vn+l C Vn r Vn - 
et Vn compact , 

De plus si K est un compact quelconque de G , la suite 

croissante d'ouverts (Kn + 'n)nsm le recouvrant, il est contenu dans 

l'un de ces ouverts, et donc dans l'un des compacts 
Kn ' 

En considérant, pour chaque n, une fonction positive 9, de 

E'(G) à support compact contenu dans l'ouvert Vn , telle que 

( s d = 1 (cf. 1.4.), et la fonction 
- 

fn indicatrice de Kn + Vn 9 

J G 

on obtient aisément (comme au cours de la preuve du théorème 3.1.) que les 

opérateurs fortement harmonisants Un , n E IN , définis sur C(G,H) par : 

satisfont pour tout X de C(G,H), les relations : 



Ainsi, puisque chaque compact K est contenu dans un compact Kn y 

pour tout X de la famille E ,  on a : 

D'où le théorème énoncé. a 

Les opérateurs harmonisants Hn , n E IN , utilisés ci-dessus 

dépendent de la famille E de processus que l'on veut approximer. De plus, 

dans le cas général, on n'a pas pu déterminer le comportement de la 

suite (Hnx) nc IN lorsque X n'appartient pas à la famille E .  Par contre : 

3.4. CokoUairre.- Lorsque G est un groupe l.c.a., o-compact 

et métrisable il existe une suite d'opérateurs fortement harmonisants 

de C(G,H) , qui converge vers l'opbrateur identité de C(G,H) 
(Hn)ncIN - 
de la manière suivante : 

pour toute partie E C(G,H) uniformément équicontinue sur 

tout compact de G , et pour tout compact K & G , on : 

lim Hnx(t) = X(t) , uniformément par rapport à X dans 
n++m 

E e t à  t dans K .  - 

i%euve : D'après les hypothèses, le groupe G possède un système 

fondamental dénombrable de voisinages ouverts ( v ~ ) ~ ~ ~  de l'élément neutre 

O vérifiant la condition (2.6), et il existe une suite croissante (KnInaIN 

de compacts contenant O , de réunion G , et vérifiant la condition (2.7). 

Ainsi, pour chaque entier n , l'opérateur fortement harmonisant 

Hn , défini sur C(G,H) à partir du voisinage ouvert Vn de O et du 



et du compact Kn , comme au cours de la preuve du théorème 3 . 3 . ,  satisfait : 

Soient une famille E de processus de C(G,H) uniformément 

équicontinue sur tout compact de G , un compact K et un réel E > O. Alors 

il existe un entier n tel que n > n ===> K C Kn i Kn . Et puisque la 
O 

famille décroissante (Vn)nEm , forme un système fondamental de voisinages 

ouverts de O , il existe un entier n(E,K,€) > O tel que pour tout X 

de E et tout t de K , 

donc , n > max{n n(E,K,€)} -=> 1 /HnX(t) - ~ ( t )  / 1 < E . 
O '  

Nous affinons les résultats précédents en établissant : 

3.5. CotroWe.- Lorsque G est un groupe 1.c.a. métrisable, il 

existe une suite 1 
('n)nEm de transformations fortement harmonisantes et inva- 

riantes par rapport au temps, de Cint(~,H) dans C(G,H) , telle que : 

i) pour toute partie E & Cint(G,H) uniformément équicontinue 

sur tout compact de G , et pour tout compact K G , on a : 

iim Hnx(t) = ~ ( t )  , uniformément par rapport à X 9 f, 
n++m 

et à t dans K ; - --- 

ii) pour toute partie - E - de Cint(~,~) uniformément équicontinue 

sur G ,  o n a :  - 

1 
lim H,X(t) = X(t) , uniformément par rapport à X dans E 

n++m 

et 3 t dans G. - 



Ph~uve : Puisque le groupe topologique G est localement compact, 

abélien et métrisable, il existe un sytème fondamental dénombrable 
(vn)nc~ 

de voisinages ouverts de l'élément neutre O de G vérifiant la condition 

(2.6). 

En considérant, pour chaque entier n , une fonction positive 4 n 
1  

de B (G) à support contenu dans l'ouvert Vn , soit HI  la transformation 
ri 

harmonisante et invariante par rapport au temps définie de Cint(G,H) à 

valeurs dans C(G,H) , comme au corollaire 2.5. par la relation : 

Alors, on obtient : 

On déduit aisément de cette relation le corol1aire.m 

3.6. ExempLe G = ZZ . Considérons G = (Z,+) muni de la 

topologie discrète, alors le corollaire 3.4 srapplique : pour toute famille 

{X(t) : t e Z} de H , il existe une suite de familles hannonisables 

(Xn(t) : t E telle que Xn(t) ;- X(t) uniformément sur 

tout ensemble fini de Z . 

En choisissant K n =  { - n  ,..., n} et V n =  {O},  Cn(t) = 1  

pour t = O et $ (t) = O sinon. Alors, on peut poser : 
n 

HnX(t) = X(t) pour t E I-n ,. . . , n} 

= O sinon 

t =n 
isy zn X(Y) = 1 e ~ ( s )  pour tout Y de IR/2nZ . 

t=-n 



3.7. ExempLe G = IR. Dans ce cas le corollaire 3.4 s'applique 

aussi : tout processus de C(IR,H) est limite uniforme sur tout compact 

de IR, d'une suite de processus fortement harmonisables. 

Soient Kn = [-n,n] , Vn = 7-l/n,l/n[ et la fonction $n 

définie par : 

4,' s) = n(î+ns) pour s E l-l/n,~] 

=n(i-ns) pour S E  [0,l/n], 

= O sinon . 

.. 
La transformée de Fourier de dn est la fonction Jn définie sur IR par : 

A 

$ (y) = 1 pour y = O  , et 
sin y/2n 2 

~n(y) ( y/2n ) sinon . 

Les théorèmes 2.2. et 3.4. s'appliquent et l'opérateur harmonisant 

Hn s'exprime sous la forme : 

pour tout t de IR , la fonction fn étant la fonction indicatrice de 

n + "n 

- 
= 1-n-î/n , n+l/n] . 

Ainsi nous obtenons : 

/ l  ln 
HnX(t) = n(1-ns). (X(t-s) + ~(t+s)) ds , pour t [-n , n] , 

J O  

Vn(s).x(t+s) ds , pour t E [-n-2/n , -n] 
- t-n- 1 /n 
f-t+n+l /n 

Hnx(t) = ' $n(s).~(t+s) ds , pour t t: [n , n + 2/d , 
J-11n 



2 2 
HnX(t) = O pour t é  [-n-; , n + - 1 .  n -  

La densité stochastique spectrale de Hn(X) a pour expression : 

sin y / ~ n ] ~  j"+'In -isy 
Znx(y) = ( y/2n . X(S) ds , y a IR . 

-n- 1 ln 

De plus dans Cint(IR,H) , la transformation harmonisante et 
1 

invariante par rapport au temps ffn peut s'écrire sous la forme : 

H;X(~) = jUin n(1-ns). (~(t-s) + X(t+s)) ds pour tout t de IR , 

et la densité stochastique spectrale : 

3 . 6 .  Rcmcurque : Dans l'exemple précédent nous constatons que 

lorsque le processus X appartient à Cint (IR,H) , les densités Ln(X)  

1 
et Z X convergent quand n tend vers l'infini : 

n 

-is y 
lim LnX(y) = . X(s) ds , Y E IR 

n++m 

Dans le cas général nous n'avons pas d'information sur le 

comportement des densités. 



CHAPITRE I I I  

INTRODUCTION A LA LOI FORTE DES 

GRANDS NOMBRES POUR LES PROCESSUS HARMONISABLES SUR IR 

I - INTRODUCTION 

 é étude de la loi forte des grands nombres (L.F.G.N.) pour les 

processus faihlement stationnaires et continus,et pour les processus harmonisables 

à mesure spectrale, fut abordée par différents auteurs. 

M. LOEVE k5], A. BLANC-LAPIERRE et R. BRARD [4 1, I.N. VERBITSKAYA [42] 
et V.F. GAPOSHKIN [16] ont donné des conditions suffisantes portant sur la 

covariance dans le cas des processus faiblement stationnaires et continus. 

V.F. GAPOSHKIN, dans le cas précédent, et A. ARTMOTO [2], pour les 

processus harmonisables à mesure spectrale (fortement harmonisables), ont établi 

des conditions suffisantes portant sur la mesure spectrale (ou sa variation totale). 

Dans ce chapitre - à l'aide des techniques de calcul employées par 

J. ROUSSEAU-[35] et de la domination des bimesures spectrales sur (IR, BIR) 

par des mesures positives finies, obtenue par A. PIETSCH et R. ROGGE [43] [44] 

(voir aussi A.G. MIAMEE et H. SALEHI [26]) - nous montrons que la L.F.G.N. est 

vérifiée par un processus harmonisable X , si et seulement s'il existe un 

réel a > 1 tel que la mesure stochastique spectrale p de X vérifie 

la condition suivante : 



V.F. GAPOSHKIN est parvenu à cc résultat pour les processus stationnaires 

et continus [16, th. 21, et pour les processus harmonisables à mesure spectrale 

[17, § 3.61. Nous apportoris donc la généralisation de ce dernier résultat aux 

processus harmonisables quelconques (faihlemei~t harmonisnblcs). 

Notons qu'à partir de maintenant, la nature de notre étude change 

radicalement : les deux premiers chapitres traitaient de certaines propriétés 

du second ordre des processus par l'utilisation de techniques strictement 

hilbertiennes. Maintenant, l'attention va se porter sur les trajectoires de 

ces processus. 

Notons aussi que, pour nous, un processus {Xt : t E El du second 

ordre est faiblement stationnaire si : 

tandis qu'ordinairement, est imposée la constance de la moyenne : t a- E(X ) ,  t 

condition qui est tout a fait superflue dans cette étude. 

2 - POSITION DU PROBLEME 

2 . 1 .  - DQ&Ln&un.- Etant donnée une fonction aléatoire (£.a.) 

réelle ou complexe X = {Xt , t E IR 1 définie sur un espace probabilisé ( s ~ , A , P ) ,  

nous dirons que X vérifie la L.F.G.N. lorsqii'il existe un ensemble 

A-mesurable et de ~robabilité 1,tel que : 

- l'application t X ( w )  soit ( B R ,  BK) - mesurable et localement 
t 

intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue sur IR , 



2.2. - C ~ A  d'un phocedbuh du becund ohdhe continu. 

Considérons X = { X  t E IR} un processus du second ordre continu 
t '  

défini sur un espace probabilisé (~,A,P). 

L 
Puisque l'application X : R --+ LK(R,A,P) , t w Xt , est continue, 

2 2 
le sous-espace de Hilbert L (X) de L (R,A,P) est séparable et l'application K 

t 1 /Xt 1 1 est continue, donc (BIR, BIR) - mesurable ; d'après le théorème 

de caractérisation de la Bochner - intégrabilité [27 , th. 8. p. III. 1 11, nous 
en déduisons que le processus X est Bochner - intégrable par rapport à la 

mesure de Lebesgue sur tout intervalle borné de IR . 

En passant par l'intermédiaire de 1' intégrale de Pettis [27 , th. 5 

p. III.Io], il est clair que les intégrales de X sur les quatre intervalles 

d'extrémités a et b (a < b) sont égales et nous notons 

valeur commune dans L~ (X). 

Lorsque la f.a. X : R x IR --t IK , (w,t) X (w) est, de plus, 
t 

(A t3 KIR , 8,) - mesurable, il existe un ensemble " , A-mesurable de probabilité 1 ,  

tel que pour tout o de ? la fonction X.(w) : (IR, BR) --+ ( I K ,  KIKI soit 
0 '  

localement intégrable ; de plus, pour tous a et b de W , a $ b , la 

variable aléatoire P - presque partout définie par w m- lb X-(w) dt , 
2J a 

appartient à la classe d'équivalence de dt dans LIK (R,A,P) [29 , prop.3.91. 

Dans ce cas, pour t > O , nous noterons la moyenne du processus X 

sur t, t] par : 

Il est entendu que nous choisirons toujours pour représentant de 

2 
cet élément de LIK(:2,A,P) , la v.a. P - presque partout définie par : 



La moyenne o(X) = i o t ( X )  : t > 01 e s t ,  a l o r s ,  un  p r o c e s s u s  du 

second o r d r e  c o n t i n u  e t  P - P.S.  à t r a j e c t o i r e s  c o n t i n u e s  1 2 7  , p r o p .  5 .  

p. 111 .51 ,  e t  l e  p r o c e s s u s  X  v é r i f i e  l a  L.F.G.N.  s i ,  e t  s eu lemen t  s j  : 

l i m  P - P .S .  o t (X)  = O . 
t->+cc 

2.3 .  - Convention.- Dans l a  s u i t e ,  l e  p r o c e s s u s  du second 

o r d r e  e t  c o n t i n u  X = {X . t e IR) s e r a  t o u j o u r s  supposé  mesurab le .  
t '  

C e c i  n ' e s t  qu 'une  commodité,  p u i s q u e  t o u t  p r o c e s s u s  réel  e t  c o n t i n u  - 

é t a n t  c o n t i n u  e n  p r o b a b i l i t é  - admet  une  m o d i f i c a t i o n  m e s u r a b l e .  

3 - PREMIERE REDUCTlON DU PROBLEME 

Comme l ' o n t  f a i t  l e s  d i f f é r e n t s  a u t e u r s  c i t é s  à c e  s u j e t ,  nous  ramenors  

l ' é t u d e  du comportement a s y m p t o t i q u e  P - P.S.  du  v r o c e s s u s  iot(;Y) : t  > 01 ,  à 

c e l l e  d ' u n e  s u i t e .  Nous s u i v o n s  i c i  p l u s  p a r t i c u l i è r e m e n t  l a  démarche d e  

J. ROUSSEAU . 

3.1. - Lemme.- Pour  t o u t e  s u i t e  
2 

d e  L x ( n , A , ~ )  (IYn)ncm - 

Pkelct'c : Le théorème de Beppo-Levy nous donne : -- -- 



pc i r  conséquent : 

d 'où  : 

lim P - P.S.  Yn = O . 
n++m 

Le r é s u l t a t  su ivan t  e s t  d e  A. BLANC-LAPIERRE e t  A. TORTRAT [ 7 ] .  

Il a é t é  r é é t a b l i  pa r  J. ROUSSEAU dans l e  c a s  tn = n . 

3.2. - P h o p o ~ f i o n .  - çoit X = {xt : t E IR ) un processus  
2 

du second o r d r e ,  con t inu  e t  t e l  que S U ~ { E ( I X ~ (  ) : t E R 1 = cZ  < + - . 
Pour t o u t e  s u i t e  c r o i s s a n t e  

( t n l n E m  
de  nombres p o s i t i f s ,  nous avons : 

1)  < + m => l i m  P - P.S. sup lat(X) - U t  (x) 1 = O . 
n=O t n++m tn<t< t n 

n n+ 1 

P4cuve : D'après  l e  lemme 3.1. il s u f f i t  de montrer que : --- 

+m 2 1 E (  sup lut(X) - u t  (x)] ) < + . 
n=O t < t $ t  n 

n n+l 

1 )  E t i d e  ~ajectoire par tr~ectoirc:. Pour P-presque t o u t  w e t  

pour t ' t tn+l , nous avons : 
n 

a i n s i  en développant  e t  en remarquant que : 



nous obtenons : 

2) Donc, le théorème de Fubini et l'inégalité de Schwarz nous donnent : 

ainsi 

3.3. - Remuhque : Sous les hypothèses de la proposition 3.2, 

l'équivalence suivante est vérifiée : 



lim P - P.S. o (X) = O  <=> lim P - P.S. o (X) = O ; 
t++m t 

m + m  n 

ce qui ramène l'étude de la L.F.G.N. à un problème séquentiel 

En particulier : 

3.4. - CotioUeecLih~.- Tout processus harmonisable mesurable X 

vérifie : 

- limp-p.s. sup lot(X) -cn(x)I = O ,  
n++m n< t<n+ 1 

- lim P - P.S. o (X) = O <=> lim P - P.S. o (X) = O . 
t++m t n++m n 

Ptcuvc : En effet, la mesure stochastique spectrale de X -- 

vérifie 127 , prop. 5. p. V . 3 1  : 

Ainsi, en utilisant la proposition précédente avec tn = n , nous 

pouvons conclure. I 

4 - REPRESENTATION DE LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE 

4.1. - ConvenLion.- Pour tout u de IR , --- Sin(u) désignera u 

la valeur en u de la fonction entière, bornée $ : IR --+ W , 

1 , s; u = O  

Sin(u) , sinon . 
U 

1 3  est intégrable par rapport à toute mesure hilbertienne sur (IR, B W )  

[ 27  , th. 3. p. IV. 251. 



4 . 2 .  - Renianque : Considérons un processus harmonisable 

X = { X t  : t e IR) défini sur un espace probabilisé ( ~ , A , P )  : sa moyenne sur 

t o u ~  intervalle [- t, t;, t O , e s t  alors t g a l c  2 : 

où l'intégrale envisagée est l'intégrale de Bochner. 

4.3. - Théanème.- Lorsque X est un processus harmonisable mesu- 

rable, de mesure stochastique spectrale , la moyenne u(X) & X s'écrit : 

& > > O  , u(du) . 

De plus la bimesure spectrale M X vérifie : 

Pheiivc : Le processus harmonisable X s'exprime sous la forme : 
-- 

'A E 1R , XT = j eiTu ,,(du> 
ainsi 

b t > O  , O t (x) = -!- . \It (\ ei'u (du)) d~ 
2t 

i ~ u  
~'a~~lication : IR x IR --+ (C , (u,~) "* e , est (BlR2 , ea) - 

mesurable et bornée, elle vérifie, dfaprès le théorème de Fubini mixte 1 2 7  , 

th. p. IV.321 : 

& > O ,  c u (du)) cir = \ (Ift eiTu cl,) u(du) 

d'où 



Par  d é f i n i t i o n  de  l ' i n t é g r a t i o n  par  r a p p o r t  à une bimesure s p e c t r a l e  

C 2 7  , p. 1 ~ . 3 g  nous avons : 

5 - DECOMPOSITION DE LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE : 

NOUVELLE REDUCTION DU PROBLEME 

Le c o r o l l a i r e  3 . 4 .  nous a  permis de  r e s t r e i n d r e  n o t r e  é t u d e  

à c e l l e  de l a  convergence de  l a  s u i t e  ( o ~ ( X ) ) ~ ? ,  . 

Le processus  X é t a n t  harmonisable ,  l a  moyenne a (x) peut  s ' é c r i r e  
n 

sous l a  forme : 

avec n , p , q e i ~  , p q < n s p  '+' e t  p  > i . 

Nous a l l o n s  montrer que,  pour p f i x é ,  l e s  t r o i s  premiers  termes de  

c e t t e  somme tendent  P - P.S.  v e r s  O , l o r s q u e  n tend v e r s  + ; c e  q u i  

donnera une nouve l le  r é d u c t i o n  du problème. 

Pour c e l a ,  nous u t i l i s e r o n s  l a  domination - q u i  nous p e r m e t t r a  de 

s u b s t i t u e r  à l a  bimesure s p e c t r a l e  de X , une mesure p o s i t i v e  f i n i e  concent rée  

s u r  l a  d iagona le  de  11C2 , grâce  à un r é s u l t a t  de  A. PIETSCH e t  R.  ROGGE k3] [441 

( v o i r  a u s s i  [26 , lemme 41 )  - e t  l a  technique de découpage de l ' a x e  r é e l ,  

employée par  I . N .  VERBITSKAYA [42] e t  J. ROUSSEAU 1351, q u i  donneront d e s  

majora t ions  s u f f i s a n t e s .  
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Compte tenu de la représentation de la moyenne U ( X )  obtenue ci-dessus, 

nous serons amenés à utiliser les inégalités suivantes : 

5.1. - 11 existe un réel c > 0 tel que, pour O < s < t , 

nous avons : 

sin(tu) sin(su) t 
(i.3) t'u E IR , S C .  , 

tu su 

(sin(tu) sin(su) 
(i.4) t'u E IR*, 

tu su 

Ces cinq majorations se vérifient aisément, les trois premières 

s'obtenant à l'aide du théorème des accroissements finis. 

2 5.2. - Lemme.- Soient une mesure stochast* : BIR -+ L ~ ( Q , A , P )  

et une suite croissante (tn)nE~ de nombres positif S. 

-2 2 
1) Si la suite (tn . C t r ) n ~ ~  est bornée, alors : 

r=O 

sin(tn.u) 
lim P - P.S. ( - 1)  du) = O .  
n*m J :  l u t  n t n .u 

+" t" 
2 -2 -2 

2) Si la suite (tn . 1 tr est bornée, et 1 tn < + m ,  
r=n n=O 

alors : 

sin(tn.u) 
lim P - p.S. (du) = O . 
n++m 

n 



3) Si la suite (tnInEm vérifie simultanément les trois conditions 

précédentes, alors : 

sin(tn.u) 
lim P - P.S. 

tn.u 
u(du) -Y(]- til, tilb] = O . 

++m 

Pheuvc : Lorsque M : B E  X BIR - K est une bimesure spectrale, 

comme nous l'avons déjà dit, il existe une mesure positive finie m sur 

(IR, 8 ) qui domine M [2h ,  lemme 4 1 .  
IR 

Sin(u) est continue bornée dans IR , Puisque l'application : u 'Lw--- 

u 
la domination de M par m entraîne les inégalités suivantes pour tout entier n : 

sin(t .u) 2 

- 1 ( - 1) m(du) 
{u: /ul<t 1 tn.u n 

Ainsi, d'après le lemme 3.1., pour prouver les propriétés (1) 

et (2) il suffit d'établir que,respectivement : 

- 1 
< t - ' 1 .  Notons : vn E IN , yn = {u E IR : tn+] < lu) 



1) L'inégalité (i.2) nous donne la majoration de la somme(3.1) par : 

d'où en permutant les termes : 

les ensembles Y r (r c IN) 
étant deux à deux disjoints, l'hypothèse (1) nous 

permet de conclure. 

2) La somme (3.2) s'exprime sous la forme : 

Le second terme de cette somme est aisément majorable, grâce à 

1 ' inégalité (i. 5) ,  par : 

Le premier terme se majore par : 

Les hypothèses (2) sur la suite 
(tn)nc~ 

nous permettent de conclure. 

5 . 3 .  - Rematry uen : 
n 

1 - Pour tout réel a > 1 , la suite 'a )ne w vérifie toutes les 

hypothèses du lemme précédent, donc : 

n 
lim P - P.S. sin(a 'u) 

(du) - p - a n  , ) = 0 . 
n++w 



2 - Lorsque X est un processus harmonisable mesurable de mesure 

stochastique spectrale y, et 
(tn)nc~ 

une suite croissante de nombres 

positifs vérifiant les trois conditions du lemme précédent, nous constatons 

que : 

-1 -1 
donc lim P - P.S. u (X)  = O  <-> lin P -P.S. u(]- t n ,  tn [I) = O .  

n++m n n++m 

Afin d'obtenir le résultat annoncé au début du paragraphe 5, 

il nous reste à étudier l'expression on(X) - o (X) pour pq < n S p q+ 1 
q 
P 

p fixé. Mais, nous remarquons que : 

q+ 1 
n 

pour pq < n s P on(x) - u (x) = 1 (0. (X) - oj-l ( X ) )  9 

P 
q j =pq+ 1 J 

ce qui nous invite, comme l'a fait J. ROUSSEAU pour p = 2 , à montrer le 

lemme suivant inspiré de 1. G ~ L  et J. KOKSMA [15]. 

5 . 4 .  - -- Ler?it~ie de n~ajoh~iori.- Considérons un nombre entier p 2 2. 

Tout nombre entier n 2 2 s'écrit de manikre unique sous la forme . 

NoXcLtiohz : Pour p fixé, posons : 

Idq IN* , k 1 , .  q ,  de^: E 
k 

si k = 1 

(ii) a (e) = 
q 

bq(e) - ek pq-k , si k i 1 i' ' 



Lemmt.- E t a n t  donné un nombre e n t i e r  p > 1 , t o u t e  s u i t e  ( z j )  j c . ~ ~  

de nombres complexes, e t  t o u t e  s u i t e  ( c ~ ~ ) ~ ~ ~ Y  
d e  nombres r é e l s  p o s i t i f s  

v é r i f i e n t  : 

bq(e)  
2 q  -1 C l 1  2 

1  , max 1 f Z j l  ( 1  Cik) - Z j l  2. 
k= 1 [ k= ' l  ' ecEk j-a ( e ) + l  

P q<n<p'+l j=p'+~ 9  

Ptleuue : s o i t  pq < n  < pq+' ; l e  nombre e n t i e r  n  s ' é c r i t  

de maniè re  unique : 

Nous obtenons l ' i n é g a l i t é  : 

en f a i s a n t  a p p a r a î t r e  l e s  nombres a k  , k  F d , e t  en u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  

de  Schwarz : 

dk(n)  bq (e l  
2 

Mais, ~ k  E 11, ... , q ~  , I c z j 1 2  6 I. i I z j /  9 

ecEk j=a (e )+ l  j=d (n)+ l  
k- 1  q  

b ( e )  
n  2  

d 'où  1 1  '1 Z . I > . ~  

k= 1  k= 1 ' ecEk j a  ( e ) + l  
q  



Le lemme de majoration précédent nous amgnera par la suite à utiliser 

le résultat suivant dont la démonstration emploie la même technique de majoration 

qu'au lemme 5.2. 

5.5. - Lemme.- Pour tout processus harmonisable X , tout entier 

1' .> 1 , et tout réel a [0,p[, nous avons : 

+" 9 
( 3 . 3 )  1 I L  (paik. max ~ ( 1 0 ~  (,)(x) - 

a (el 
( x ) l 2 ) i  < +  m . 

q=l k=l ec E 
k q =! 

Pteuve : Considérons un entier p > 1. Pour tout q de IN* , 

tout k de C l ,  ...,q 1 et tout e de Ek , notons S : IR -> IR 
4, e 

l'application continue bornée définie par : 

Ainsi l'écart quadratique 
E(Jab (e)") - ( e )  (x)12) est liG à 

9 q 

la bimesure spectrale M du processus harmonisable X par la relation : 

(cf. théorème 4.2. ) . 

Comme la bimesure spectrale M est dominée par une mesure positive 

finie m sur (IR, EIR) , l'expression (3.3.) est majorée par : 

Il reste donc à montrer que : 



Suivant  l ' i d é e  de J. ROUSSEAU,nous découpons l e  domaine d ' i n t é g r a t i o n  

de s2 . Pour q de IN* , posons : 
q>' 

a i n s i ,  

-q- 1 de  p l u s  e n  n o t a n t  y = {u E IR : p  lu 1 < p-q} , pour q dans R , 
9 

nous obtenons une p a r t i t i o n  : q F R I  de 1- 1 ,  l [ \  {O}. 

+Co 

7 I i i ~ o ~ O ~ u ~ n  que 1 C l  (q) < + m 

q= l  

Pour t o u t  e n t i e r  q > 1  , t o u t  k de  ( 1 ,  ...,q 1 e t  t o u t  e d e  Ek , 

nous avons : 

O < b ( e )  - a  (e )  < p 
q-k+ 2 

e t  O < b  ( e )  z p  q+l . 
4 q 9 

a i n s i ,  d ' a p r è s  l ' i n é g a l i t é  ( i . l ) ,  m é t a n t  une mesure p o s i t i v e ,  nous majorons : 



Par conséquent, en découpant de nouveau les domaines d'intégration, nous obtenons : 

d'cù, en permutant les termes (théorème de Fubini) : 

comme m est une mesure positive finie, et n appartient à [O,p[, nous 

pouvons écrire : 

+m 
2 4  a 1 I1(q) s C2p. - . m({u : O < lu1 < p-2)) < + m . 

q= 1 p -1 p-a 

+m 
2) iilavcthom que 1 12(q) < + . 

q= 1 

Pour tout entier q 2 1 , tout k de Il, ...,q 1 et tout e 

de Ek , nous avons : 

O < b (e) - a (e) < pq-k+2 
q q 

et pq 6 a (e) ; 
9 

ainsi l'inégalité (i.3) nous donne : 

en découpant les domaines d'intégration,nous obtenons : 



d ' o ù  en  permutant l e s  termes : 

p a r  conséquent  

3 )  hlanthun~ que 1 I j ( q )  < + = . 
q= 1 

Pour t o u t  e n t i e r  q 3 1 , t o u t  k d e  ( 1  ,..., q ) ,  e t  t o u t  e d e  Ek , 

l e s  i n é g a l i t é s  ( i . 3 )  e t  ( i . 4 )  nous donnent  : 

1ul-l  m(du) . s2 (u) m(du) 6 (CP) 
q7e 

A i n s i ,  il a p p a r a î t  que 

d'où e n  majorant  ( L I ] - 1  e t  en  permutant  l e s  termes : 



or 

donc 

4 )  - hfom7mnn que C C4(q) < + - . 
q= 1 

Pour tout entier q > 1 , tout k de i l ,  . . . , q  } , et tout e de Ek , 

l'inégalité ( i . 4 )  nous permet d'écrire : 

Ainsi nous obtenons : 

Finalement : 

L'emploi de la technique de domination des processus nous permet de 

généraliser la décomposition de la moyenne d'un processus stationnaire obtenue 

par V.F. GAPOSHKIN ? 6  , th. 11 au cas des processus harmonisablts quelconques. 



5.6. - ThéohBrne de d é c u m p o o ~ o n  de La moyenne d'un phoce.bdL(/S 

humnoninabLe. - ----- 

Lorsque X = {Xt : t E IR} est un processus harmonisable mesurable -- 

et de mesure stochastique spectrale u, -- pour tout entier p i 1 , il existe 

un processus du second ordre {Yt(X,p) : t > 21 vérifiant : 

lim P - P.S. Yt(X,p) = O 
t++m 

P k ~ u u &  : Rappelons d'abord les différentes réductions opérées sur -- 

la moyenne de X : 

On peut donc majorer Yt(X,p), qui est évidemment un processus 

du second ordre, de la rnanit>re suivante : 

Les deux premiers termes de cette majoration tendent vers O P - p.s 

quand t + + (respectivement d'après les lemmes 3.4. et 5.2.). 

Pour établir (3.7) il reste à montrer que : 



Pour tous  l e s  e n t i e r s  n  e t  q  t e l s  que pq < n  5 p q + l  ; nous avons : 

c e  q u i  e n t r a î n e ,  d ' a p r è s  l e  lemme de majora t ion  5.4.  : 

où 
(ak)kcma 

désigne une s u i t e  quelconque de nombres p o s i t i f s  ; d 'où  l a  r e l a t i o n  : 

q  
1 , E[ max ( o n ( X ) - J q ( ~ ) i 2 ] S (  f ~ ; ' ) . C I  a ~ E ( I ~ ~  (e)(x)-aa (XI / 2)] 

pq<nspq+l P  k= 1 k  q  k=î k ' e c ~  

Pour prouver i a  r e l a t i o n  (3 .8) ,  i l  s u f f i t  donc d ' e x h i b e r  une s u i t e  

(uk)k21  t e l l e  que i e  d c r c i e r  membre de l ' i n é g a l i t é  précédente s o i t  l e  terme 

g é n é r a l  d 'une s é r i e  convergente.  

- - k 
S o i t  CL E l , p i ,  e t  posocs a k  = a , pour k  > 1 . 

Dans c e  cas, l e  premier  f a c t e u r  f o .  e s t  p o s i t i f  majoré par 

4 k= 1 
, e t  d ' a p r k s  l e  lemme 5.5., l e  second e s t  l e  terme g é n é r a l  d 'une 

cc- 1 

s é r i e  convergente.  



6 - C.N.S. PORTANT SUR LA MESURE STOCHASTIQUE POUR LA L.F.G.N. 

Le théorème de décomposition précédent nous permet de donner une 

condition nécessaire et suffisante portant sur la mesure stochastique spectrale 

pour que la L.F.G.N. soit vérifiée. D'ailleurs, nous obtenons le résultat 

plus général suivant : 

6.1. - Théotème.- Soit un processus harmonisable mesurable X : 

2 2 
IR + L (s,F,P) de mesure stochastique spectrale p : B(IR) -+ L~(s,F,P). cc 

Les deux conditions suivantes sont équivalentes. 

i) o (X) converge P-P.S. lorsque t tend vers l'infini , 
t 

ii) il existe un réel a > 1 , tel que la suite (p ({lu1 < a-n})ncm 

converge P-p. S. 

Dans ce cas, pour tout réel a > 1 , nous avons : 

(3.9) lim P-P.S. ot(X) = l m  P . S .  u < a n )  = ( 0 )  . 
t++m n++m 

Pteuve : 

1) Lorsque la condition (i) est satisfaite, par la remarque 

5.3. l . ,  et la formule d' inversion pour les processus harmonisables [ 36 ] ,  

nous obtenons que la relation (3.9) est vérifiée (et par conséquent (ii)). 

Lorsque la condition (ii) est satisfaite avec un nombre a entier 

le théorème de décomposition 5.6. permet de conclure que la condition (i) est 

vérifiée. 

La difficulté est de prouver que (ii) => (i) lorsque le nombre 

réel a > 1 n'est pas entier. 



2) Soient un réel a > 1 , et deux entiers q et r tels que 
r 

a s q  et 2 1 a 0 .  

Posons p = q2 , et pour r > r notons n(r) l'entier tel que : 

Ainsi n(r) 6 n(r+l) s n(r) + 1 et lim n(r) = + , 
r++m 

donc on peut extraire une sous-suite (n(rq))q,m telle que n(r ) = q 
4 

à partir d'un certain rang 
qo - 

D'après le théorème de décomposition 5.6. ,  pour tout entier r on a : 

Donc, par la remarque 5.3.1., nous constatons que la condition (ii) 

entraîne l'existence et l'égalité des limites suivantes : 

-n 
lim P-P.S. ,,(lu] < a ) = lirn p-P.S. a (X) 

n++m n 
n++m 

Le théorème de décomposition 5.6. nous permet de conclure. a 

Comme corollaire nous déduisons : 

6.2. - Théotrème.- Un processus harmonisable X , de mesure 

stochastique spectrale JJ , vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, il 

existe un réel a > 1 tel que : 



Dans ce cas, cette relation est vraie pour tout réel a > 1. 

6 . 3 .  - ~ C M V L < ~ U C  : L'étude que nous venons de faire pour 

I t  
XT di , reste valable pour o' t (x) = 7 1; XT di . 

En effet, nous avons l'analogue du théorème 4 . 3 .  : pour tout processus 

harmonisable mesurable X , de mesure stochastique spectrale u , la moyenne 

o'(x) de X s'écrit sous la forme : 

itu - 

j e  tu p(du) . 

iu - 
vérifie des inégalités du type De plus la fonction u k-+ 

U 

i .  1 ,  2 3  4  et 5 qui permettent de prouver un 

théorème analogue au théorème 5.6. 



CHAPITRE IV 

CRITERES POUR LA L.F.G.N.  
------------ 

1 - INTRODUCTION 

A partir des travaux de V.F. GAPOSHKIN et J. ROUSSEAU, nous allons 

déterminer trois critères portant sur la bimesure spectrale d'un processus harmo- 

nisable pour que celui-ci vérifie la L.F.G.N.. 

Le premier est une conséquence directe de la généralisation du théorème 

de Menchoff-Rademacher prouvée par R.J. SERFLING. 

Les deux autres découlent des techniques de calcul rencontrées au 

chapitre précédent qui utilisent le lemme de majoration 111.5.4. . 

Nous commençons par étudier le comportement asymptotique de la suite 

(p(iu : O < lu1 < , où a est un réel supérieur à 1 , et nous en 

déduisons les critères pour la L.F.G.N. Ces conditions suffisantes ne sont pas 

nécessaires comme le montre l'exemple de A. Ya. KHINCHIN. 

Tout processus harmonisable étant dominé par un processus faiblement 

stationnaire, nous établissons une condition suffisante qui porte sur la covariance 

de ce dernier. Par contre, il existe des processus harmonisables ne vérifiant 

pas la L.F.G.N. qui sont dominés par des processus faiblement stationnaires qui 

la vérifient. 



De ces critères se déduit aussi une condition suffisante pour les processus 

harmonisables à mesure spectrale qui généralise le résultat de V.F. GAPOSHKIN 

[6 , th. 3'~] pour les processus faiblement stationnaires. 

Dans la suite, Log désignera la fonction logarithme népérien et, pour 

tout r4el a > 1 , lga sera la fonction logarithme de base a. 

-n 
2 - COMPORTEILiENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE (~({u : 0 < lu\ < a l))nc7N : 

UTILISATION D'UNE CENERALISATION DU THEOREME DE 

MENCHOFF-RADEMACHER 

V.F. GAPOSHKIN [16] a employé le théorème de Menchof f-Rademacher 

Ci * th. 2.3.2.1 pour étudier le comportement asymptotique de la suite 

(,({Il : 0 c lu15 2-n~))nEN lorsque la mesure stochastique est orthogonale. 

R. J. SERFLING [40] et A. SZEP , th. 31 ont donné une généralisation de ce 

théorème au cas des suites non orthogonales : 

2 . 1 .  - Théo&ème.- Etant donnés un espace probabilisi (Q,A,P) 

une suite ( Y ~ ) ~ ; ~  -- de L&(Q,A,P) vérifiant : 

la série 1 'Yj converge P - p. S. . 
j=l 

Nous en tirons le résultat suivant : 

2 . 2 .  - P m p o n i t i o n . -  Soient p : Bn -+ L~&,A,P) une mesure 

stochastique et - une suite croissante de nombres positifs tendant 
(tn)n>~ - 

- 1 
+ m . En notant, pour tout j & IN* , u j  = ~({u : tj+l 

pour tout entier n > 1 nous avons : 



Phcuve : La a-additivité de la mesure stochastique donne dans 

mais la condition (4.1) entraîne pour chaque n la convergence P - P.S. de la série 
+Oï 

- 1 1 p. dont la somme ne peut être égale P - P.S. qu'à p({u : O < 1 1 1 1  < tn 1 ) .  
j=n 3 

+m 

Par conséquent, puisque la suite (.l p.) converge P - P.S. vers O , la 
J=n J "31 

suite ( u  : 0 < u < t n 1  converge P - P.S. vers 0 . 

2 . 3 .  - Remanque : Dans la proposition précédente 2.2., nous 

constatons que l'hypothèse porte sur ln corrélation entre les variables aléatoires 

LI > j F IN*, et sur leurs moyennes quadratiques : 
j 

Nous retiendrons le résultat suivant : 

2 2.4. - C a è l r e  1 .- Lorsque JJ : B IR -+ LIK(a,A,p) est une mesure 

stochastique de bimesure spectrale M pour laquelle il existe un réel a > 1 

et un entier n r 1 tels que : 



il apparaît que : 

(4.3) lim P - P.S. ~ ( { u  : O < lu1 < a-"}) = 0 
n++m 

De la proposition I V . 2 . 2 .  nous déduisons la généralisation suivante 

du théorème [16 , th. 3 ' ~ ]  de V.F. GAPOSHKIN : 

2 
2 . 5 .  - Caho@aine. - Etant donnée p : BIR-+ LIK(~,A ,P)  une 

mcsure stochastique à mesure spectrale M telle qu'il existe un nombre réel 

- 1 
bo , O < bo 6 e , pour lequel : 

'1  1 1 
(4.4) Log Log (-) . Log Log (-1 \Mi (du,dv) < + , 

~ { ~ : O < \ ~ ~ < b ~ l  I IUI I / V I  

où [ M I  désigne la mesure variation totale de la mesure scalaire M , - 

il apparaît q~ : 

lim P - P.S. ~ ( { u  : 0 < < a-n}) = O . 
n++m 

PRcuve : Lorsque x tend vers + , L9g ~og(x) et lga lga(x) 
.- 

ont le même ordre de grandeur, donc la condition (4.4) vérifiée avec la fonction 

Log Log, l'est avec la fonction ka ka . 

La fonction lga lga étant croissante, et laiiiesure M I  positive, 

nous avons : 



où -j-1 
y j  = { u  : a  s lu1 < a  - j )  ; 

d e p l u s , v j  , 1 . 0 ,  I M ( Y ~  X ~ k )  5 M I  ( y j  yk)  . 
-n 

P a r  conséquen t ,  s i  n  e s t  un e n t i e r  t e l  que a  O < bo , l a  c o n d i t i o n  (4 .4)  

impl ique  : 

e t ,  d'cipri-s 1;i p r o p o s i t i o n  p récéd tn te ,nous  pouvons c o n c l u r e .  . 
2  2.6. - Lemme. - Toute  mesure  p o s i t i v e  f i n i e  Mo sur (IR , 8 =2) 

t e l l e  q u ' i l  e x i s t e  t r o i s  nombres r é e l s  E, c , bo > O v é r i f i a n t  : 

s a t i s f a i t  l a  r e l a t i o n  : 

1 1 
( 4 . 6 )  3 b  J O , ~ - I I  , j j ~ u : O I l u l ~ b 1 2  Log Log(-) . Log Log(--) < + m 

lu1 IvI 

P4 tu iC  : En e f f e t ,  e  é t a n t  l e  nombre t e l  que Log(e)  = 1  , no tons  : -- 

-e 
ko 

e t  c o n s i d é r o n s  un e n t i e r  ko 3 1 t e l q u e  e  S b  ; 

a i n s i ,  Bk C C U  : O  < lui  < b o l  . 
O 



La croissance de la fonction Log Log donne : vj , k E ltiY , 

O s  II 1 1 Log ~og(--) . Log ~og(-) Mo(du,dv) s (j+l) (k+l) .Mo(cj ck) 
'jXCk I U I  I V I  

où les ensembles Ck,k E IN, sont deux à deux disjoints et vérifient : 

- e ko 
Dmc la relation (4.6) est vérifiée avec b = e si la série double de 

terme général (j+l) (k+l) .Mo(Cj x Ck) est convergente 

Etudions cette série : 

en permutant les termes, nous obtenons : 

dloù,en utilisant la a-additivité de la mesure Mo : 

Ainsi, grâce à la relation ( 4 . 5 ) ,  nous majorons par : 



2.7. - Remutque : La condition (4.5) peut être remplacée par une 

condition plus faible : 

il existe trois réels E ,  bo , c > O et un entier q 3 2 tels que : -- -- 

où Vr : 1 , ~ o g ~ + ~  = ~ o g  O ~og, . 

2 2.8. - C o n o r n e .  - Lorsque p : BIR-+ LIK(n,A ,P) est une mesure 

stochastique à mesure spectrak M dont la variation totale ! M I  vérifie l'une 

des conditions (4.5) ou (4.7), nous avons : 

\Ja c 11, + a[ , lim P - P.S. ~({u : O < lu1 < a-")) = O . 
n++m 

3 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE (p({u : O < lu1 < P-n})),,m : 

UTILISATION DU LEMME DE MAJORATION 

3 . 1 .  - Etude phé.k%ni.n&e. - 

Considérons un entier p > 1. Comme J. ROUSSEAU, nous constatons que : 

q+l pour pq < n < p , 

-n q -n 9 
P({u : O < lu/ < p 1 )  = p({u : O < lu1 < p-p 1 )  - p({u : p I lu1 < P-P 1) P-P.S.. 

Par conséquent : 

'7 
l i m ~  - P.S. max Iv(Iu : p-" lu1 < p-' 1)I = O  



'l 
3. 1 . 7 .  - Etudions  l a  s u i t e  ( J . I ( B ~ ) ) ~ ~ ~  - où B 4 = Cu : O < lu1 < p - '  ) 

+a> 
2 C e t t e  s u i t e  converge P - P.S .  v e r s  O lo rsque  ): E ( ~ \ I ( B ~ )  1 ) c + , 

q =O 
c ' e s t - à - d i r e  lo rsque  : 

-n 9 
3 . 1 . 2 .  - Etudions  l a  s u i t e  ( mar Ip({u : p I l u (  < p-' 1 )  l)qcm 

pq<nsp q+l 

En posant  : bj E IN , Yi  = {u : p-j  : lu1 < p'j+' ) , l e s  bori.1 i e n r  

V , j  E IN , son t  deux à deux d i s j o i n t s  e t  v é r i f i e n t  : 
j 

Avec ces n o t a t i o n s ,  l e  lemme de majora t ion  111.5.4. donne : 

q 
E (  max ( p ( { u  : p-n 5 lu1 < P-' ))l2) 

pq<nSpq 
+ 1 

b  ( e l  
q 9 

( ( 1  s k l ) . ( f  s  1 E l  1 c ( ~ ~ ) l ~ )  
k= 1 k=l  ecE j = a  (e )+ l  

k q 

A i n s i  l a  s u i t e  é t u d i é e  converge P - P . S .  v e r s  O , lo r sque  l a  s é r i e  

numérique de terme g é n é r a l  l e  d e r n i e r  membre de l ' i n é g a l i t é  p récédente  e s t  conver- 

g e n t e  pour un choix de l a  s u i t e  (Sk)k$l  ' 



En p a r t i c u l i e r , s i  
(Sk)k> 1 

e s t  l a  s u i t e  c o n s t a n t e  1 ,  nous ob tenons  

l e s  c o n d i t i o n s  s u f f i s a n t e s  : 

A i n s i  nous sommes amenés à l ' é t u d e  s u i v a n t e  : 

3 . 1 . 3 .  - Etud ions  l e s  ensembles  Aq(e) 

Cons idé rons  un e n t i e r  q  > 1 

a )  l i t  k  = 1 - E t a n t  donnés e e t  e '  deux é léments  de  
El  

r a p p e l o n s  que : 

b ( e ) = p q + l + e  . p q + e l  . p  q-' b  ( e l )  = pq + l  + e '  . pq + e ;  . p  q- 1 , 
9  ' 4  

a  ( e )  = a  ( e l )  = p q  ; 
4  4  

nous c o n s t a t o n s  que b ( e ' )  < b (el  -> A ( e l )  C A ( e )  ; 
q  q  q  9  

q+ 1 - q 
de  p l u s  b e c E l  , ~ ~ ( e )  c {u : p-' < /ut < p  1 = c 

4 '  

b) S o i t  k  E ( 2 ,  . . . , q  } . Etai i t  donnés e  e t  e t  deux é l é m e n t s  de  
Ek ' 

nous avons : 

q-k 
b ( e )  = a  ( e l  + ek  . p  

q  q 
, 

b ( e t )  = a  (e') + el: . pq-k . 
9  9  

S i  a  ( e )  = 3 ( e V )  e t  ek  > e 1  
q  q  

, a l o r s  



de p l u s ,  v e  E Ek , c a r d { e V  E Ek : a (e)  = a  ( c l ) ]  = p . 
9 4 

Main tenan t ,  c o n s i d é r o n s  l e  c a s  où a ( e )  # a Ce') , e t  posons 
9 9 

j o  
= i n f { j  c { O  ,..., k-1) : e .  # e ! }  , 

J J  

a l o r s  nous avons : 

4-jo k- 1 
a (e )  - a  ( e ' )  = (e - e t  1 . p + 1 (e.-e!) . pq-J , 

9 J J q j o  jo j = j  +I 
O 

d'où 

e t  
q-k+l 

/ a  ( e )  - a ( e V ) /  2 P 
9 9 

En regroupan t  l e s  é l é m e n t s  e de Ek q u i  donnent l e  même a 
9 ' 

nous ob tenons  une p a r t i t i o n  Pk d e  Ek don t  chaque c l a s s e  E c o n t i e n t  p 

é léments  de  Ek , e t  v é r i f i e  : 

-a  ( e>- (p - l )p  q-k -a ( e )  
' je c E , A ~ ( ~ ) C  { u  : p q 6 < P (l ) = C ( E ) .  q 

De p lus ,  d ' a p r è s  c e  q u i  p récède  : 

3 .1 .4 .  - Co~néquence : Lorsque Mo e s t  une mesure p o s i t i v e  

2 
su r .  (IR , BE2), pour  t o u t  e n t i e r  q > 1 , nous avons : 



Mo é t a n t  une mesure p o s i t i v e ,  nous majorons p a r  : 

e t  p a r  conséquent : 

Le r é s u l t a t  s u i v a n t  découle d i rec tement  de l ' é t u d e  précédente .  

2 3.2. - Chi;tèhe 2 . -  soit JJ : BIR -+ LK(fl ,A,P)  une mesure s tochas-  

t i q u e  d e  bimesure s p e c t r a l e  M.  - - 

S ' i l  e x i s t e  t r o i s  r é e l s  E ,  - bo , c > O t e l s  que : 

a l o r s  pour t o u t  e n t i e r  p > 1 , 

P,tcccv& : Les c o n d i t i o n s  (4.12) e t  (4.13) é t a n t  v é r i f i é e s  avec l a  

f o n c t i o n  Log , e l l e s  l e  son t  avec l a  f o n c t i o n  l g p  , d ' a p r è s  l e s  p r o p r i é t é s  

d e s  f o n c t i o n s  logar i thmes .  



En utilisant les notations précédentes,la condition (4.12) nous donne : 

ainsi 1 M(Bq x Bq) < + - . 
q =O 

De plus la condition (4.13) implique les inégalités suivantes : 

'&c IN* , q >,qo , V k  1 . .  q , b'e c E~ , 
b (e) 

/Igp ( p q  a ( e )  -3-E 
O s M(A (el x A (el) l c . ,- 

9 q a (e) 

-k+2 -3-E . 
donc M(A (e) X A  (e)) l c . P . (I 

9 q 
9 

par conséquent : 

+m q 
3 

+w 
1 q ï pk+' . max M(A (el x >iq(e)) c c P . C q-l- < + m .  

q=l k=l =€k  
q q= 1 

D'après l'étude 3. l., les conditions (4.8) et (4.10) étant 

satisfaites, nous pouvons conclure : 

3 . 3 .  - Rmahque : Les conditions (4.11) et (4.12) peuvent être 

remplacées par des conditions plus faibles : 

il existe trois réels E ,  bo , c > O %un entier q > 2 tels que : 

2 1 1 --1 
(4.14) U < b < bo => M({u : O < ul < b )  ) ( c . [LO~~(%) . .. Log (--Id . 

q b 



1 
1 1 [q2 Log - 11 . [~og(i)]-~ . [LO~~(%) .... L O ~  q (--)J-~ b . [Logq(i-)]-E 

2 
3.4. - CUehe  3. - soit JJ : BIR + L ] ~ ( O , A , P )  une mesure 

stochastique de bimesure spectrale M. -- 

S'il existe une mesure positive finie Mo - sur (IRL, B 2 )  satisfaisant : 
IR 

1) pour tout A de l'algèbre engendrée par les intervalles de IR, 

2)3b0 L ]o,e-'] ,jj 1 1 
(4.6) Log Log(--) . Log Log(--) Mo(du,dv) < + m, 

{u:0</u/<bo} l u /  1 V I  

alors pour tout entier p > 1 ,  

P4euue : La condition (4.6) étant vérifiée avec la fonction Log , 

elle l'est avec la fonction lgp . Considérons un entier qo 2 2 tel que 
" 

En utilisant les notations de l'étude 3.1., la condition (4.16) 

nous donne : 



nous obtenons : 

d'où 1 M(Bq x Bq) < + u : l a  condition (4.8) est satisfaite . 
q=o 

La condition (4.16) nous donne aussi : 

d'où,dfaprès la relation (4.11) , 

2 < q . p . Mo(Cq * Cq) ; 

mais les ensembles C , q E IN , sont deux à deux disjoints et vérifient : 
9 

donc, M étant une mesure positive,nous obtenons : 

et la condition (4.6) nous donne : 

+O> 

1 q f M(A (e) x A (e)) < + - : la condition ( 4 . 9 )  est 
q=qo k=l ecEk q 9 

satisfaite . 

Ainsi, d'après l'étude 3.1, nous pouvons conclure. m 

3 . 5 .  - Rernaquu : 1) Comme toute bimesure spectrale M sur (IR, B m) 
est dominée par une mesure positive finie m sur (IR , BIR) 1261 , il existe 

toujours une mesure positive M = R(m) sur (IR2, 8 IR 2) telle que M et Mo 

vérifient la relation (4.16). 



2) Nous rappelons que si la condition ( 4 . 7 )  ou la condition ( 4 . 5 )  sont 

vérifiées,il en est de même de la condition ( 4 . 6 ) .  

3 )  Le corollaire 2.5 .  peut être obtenu comme corollaire de la 

proposition précédente. 

4 )  Lorsqu'il existe une mesure spectrale positive Mo dominant la 

bimesure spectrale M de mesure stochastique p ,  et satisfaisant la condition 

( 4 . 6 ) ,  alors, pour tout entier p > 1 , nous avons : 

4 - LA L.F.G.N.  POUR LES PROCESSUS HARMONISABLES 

Nous considérons un processus harmonisable X = {Xt : t s IR) 

L 
de mesure stochastique spectrale JJ : BIR+ La(S2,A,P).  Le comportement 

en moyenne quadratique de la moyenne de X est donnée par Yu. A. Rozanov 

C36 , th. 2.2 .1  : 

Par conséquent : 

Nous allons donc établir des conditions suffisantes pour que cette 

convergence ait lieu aussi P - presque sûrement. 

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théorème de 

décomposition de la moyenne d'un processiis harmonisable (th. 111 .5 .6 )  et 

des propositions 2.4 . ,  3.2. et 3.4.  . 



4.1. - ThéohErne.- Sur un espace probabilisé (R,A,P) , soit un 

processus hnrmonisable mesurable X = {Xt : t c IR} dont la bimesure spectrale -- 

M vérifie l'une des hypothèses suivantes : 

1) il existe un réel a > 1 et un entier no 5 1 tels que : 

2) il existe trois nombres E :  bo , c > O tels que : 

2 1 -1-E 
(4.12) O < b < bo -> ~({u:~<lul<b) ) 6 c . (Log Log(b)) 

2 Log (a) 1 - 3 - ~  
(4.13) O < a < b < b => M({u:a<lul<b} ) 6 c . (---- - 1 )  . (Log Log(b)) , 

Log (b) 

3 )  il existe une mesure positive finie 
2 

Mo (IR , Bn2) satisfaisant : 

i) pour tout A de l'algèbre engendrée par les intervalles de IR : 

(4.16) M(A x A )  6 Mo(A X A) , 

(4.6) ii) 3bod~,e-1], 1 1 
"{u:o<~u~ 

2 Log (--1 .Log Log (--)M (du, dv) < + CO . 
IuI Ivl 

Alors : lim P - P.S. ot(X) = u({O}) . 
t++w 

Dans ce cas,le processus X vérifie la L.F.G.N. si et s e u l e m e s s  : 

2 
M({O} ) = O . 



4 . 2 .  - R e m c j u u  : 1) Les conditions (4.12) et (4.13) peuvent être 

remplacées par les conditions plus faibles (4.14) et (4.15). 

2) Toutes ces conditions sont des conditions suffisantes mais pas 

nécessaires comme le montre l'exemple de A. Ya. KHINCHIN 5.6. . 
3) Dans l'énoncé du théorème 4.1., la fonction Log peut être 

remplacée par une fonction logarithme de base quelconque. 

Dans le cas particulier où M est prolongeable en une mesure 

spectrale, le théorème précédent nous permet de donner un résultat que 

V.F. GAPOSHKIN b3, th. 4'~] a établi pour les processus faiblement station- 

naires. 

4.3. - Coho&k&e.- Soit un processus hannonisable mesurable X 

de bimesure spectrale M , dominé par un processus faiblement stationnaire et 

continu Y dont le noyau r vérifie : 1 --- 

+- r2 (u) . Log Log(u) 
(4.17) 3 b o > e  , d u < + -  

bo 
u . Log(u) 

2 
Alors X @rifie la L.F.G.N. si, et seulement si, M({O} ) = O . -- 

Rettiahqueh : 1) E n  particulier, lorsque Y est un processus faiblement - 
stationnaire et continu dont le noyau vérifie la relation (4.171, en notant 

R(m) sa mesure spectrale, nous obtenons : 

Y vérifie la L.F.G.N. <-> m({O}) = O . 



2) Pour que la condition (4.17) soit vérifiée, il suffit que : 

(4.18) 3 c  > O , r2(t) = O(Log ~o~(t))-'-~ lorsque t -+ + m 

ou même seulement que : 

(4.19) j q c  I N ,  q 2 2  et q~ > O ,  

r 2 (t) = O ~(~og~(t))-l . (~og~(t) .. . L O ~  q (t))-' . (~og~(t))-q 
lorsque t -t + . 

Pfieuve : Soit R(m) la mesure spectrale du processus faiblement 

stationnaire Y , nous avons : 

Or il existe une constante c > O telle que : 

et comme m est une mesure positive, nous obtenons : 

Considérons une suite croissante (tn)nc~ vérifiant : 

et un entier n tel que : b < t  . 
O n 

Nous pouvons écrire : 

+m r (u) .Log Log(u) 
(4.21) 1 2 d u =  1 Log Log(u) 

(U) du , 2 
u.Log (u) n=n {u:  t <u<t } u . ~ o g  (u) n n+l 

et d'après la relation précédente entre m et r . 2 ' 



Il en r é s u l t e  que : 

+m r 2 ( t )  . Log Log(t)  
- d t  

t t . Log( t )  
n 

O 

< + m  , d ' a p r è s  (4.17) . 

O r ,  t n c  B J ,  
- 1 

É l u /  < t - l  ,- 1 
tn+f n O 5 Log Log(--) s ~ o g  ~ o g ( t  n+l ) 

lu1 

par  conséquent : 

Puisque Y domine X ,  nous pouvons conc lure  que l e s  c o n d i t i o n s  (4.16) 

e t  (4 .6)  du théorème précédent  4 . 1 .  s o n t  vérifiées avec  M = ~ ( m )  , e t  donc : 

l i m  P - P.S.  ot(X) = p({O})  
t-b+m 

où e s t  l a  mesure s t o c h a s t i q u e  s p e c t r a l e  de X. 



P a r  conséquent : 

Du théorème 4.1. nous déduisons a u s s i  c e t t e  g é n é r a l i s a t i o n  

d e  B 6  , t h .  3 ' ~ ]  : 

4.4.  - Coh~&kh&.- Sur  un espace p r o b a b i l i s é  (R,A,P), cons idérons  

X = {X : t e IR} un processus  harmonisable mesurablç_i  mesure s p e c t r a k  M 
t 

-1  
t e l l e q u ' i l e x i s t e u n r é e '  O < b o < e  p o u r l e q u e l  

A l o r s  i i m  P - P . S .  o t ( x )  = LJ({O}) , 
t++m 

2 
e t  X v é r i f i e  l a  L.F.G.N. s i ,  e t  seulement s i ,  M({O} ) = O . - 

A .  ARIMOTO a donné d ' a u t r e s  types  de c r i t è r e s  en su ivan t  l a  méthode 

d e  I . N .  VERBITSKAYA [ 4 4 .  A i n s i  il a obtenu [ 2 , t h .  21 : 

4 . 5 .  - ThéohPrne.- soit x un processus  harmonisable  mesurable  à 

mesure s p e c t r a l e  M t e l l e  que : 

lo r sque  b -4 O+ . 

A l o r s  : l i m  P - P.S.  ot(X) = O . 
t++- 



4.6. - Exemple de. A. Ya KHINCHIN [42 , rem. 21 . 
Il existe des processus faiblement stationnaires continus qui vérifient 

la L.F.G.N. sans satisfaire l'une des hypothèses du théorème5.1., autrement 

dit, ces conditions ne sont pas nécessaires. 

4.6.1. - @-@@g-c;tig~.- Considérons deux variables aléatoires 

réelles U et V indépendantes sur un espace probabilisé (~,A,P), la variable 

U suivant la loi uniforme sur [-n,n] tandis que la loi de V est notée m. 

Le processus X = {Xt : t E IR} défini par : 

V t / t ~  , x = e  
i. (u+tV) 

t , 

est centré, du second ordre, faiblement stationnaire et continu : 

itV i'(u+tv)] = E(eiU) . E(e ) = 0 . ~(i~') = 0 , 

R(m) est la mesure spectrale du processus faiblement stationnaire X (cf.I.2.8). 

4.6.2- - C o ~ ~ n - ~ C ~ c . - i @ - _ @ - i ~ d d & - n t c - ~ o - ~ - ~ u - .  x 
~<Z4,ii-<~-~If,$IN.- Pour presque tout w de SZ et tout t > O , 

la moyenne o (X)(w) s'exprime sous la forme : 
t 

d'où 

et 

1 
V(W) f O => lot(x)(w)l = pour t + + , 

Par conséquent, X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, 



et il n'y a aucune autre condition sur la mesure de probabilitk m . 

4.7. - Il existe des processus faiblement stationnaires continus, 

qui ne vérifient pas la L.F.G.N., et dont la m e z e  spectrale ~ ( m )  satisfait 

la relation : 

D'après Cl : 2.4.1 .] , il existe dans L;([O,~]. 6L0,113 h) - 

oii est la mesure de Borel - une famille ortlionormale 
(Zk)kcm 

et une 

suite (Ck)ks~ de réels tels que : 

2 
On définit une mesure stochastique u : BE -+ LD([0, 11, Bl0, l! , h ) 

en posant : PB IZ BE , u ( B )  = 1 ck Zk , et on considère une versiori 
k: Z - ~ E B  

mesurable du processus hannonisable Y = {Yt : t c IR} de mesure stochastique 

spectrale . 
Y est stationnaire puisque : 

Comme u({O}) = O , on a m(0) = O , mais la L.F.C.N. n'est pas 
n 

vérifiée par Y : sinon, puisque p (1- 2-n , z-~[) = p(n) - 1 ck Zk , 
k=O 

et d'après le théorème 111.6.2.  , on aurait : 



n 
A-P.S. 

1 ck Zk 
+ p(IR) , ce qui est faux . 

k=O n++- 

On peut évidemment supposer que E ( 1  p (IR) 1 *) = 1 , ce qui fait 

que la mesure spectrale m de Y est une loi de probabilité. 

4 . 8 .  - Rmlutque : Il existe des processus harmonisables ne 

vérifiant pas la L.F.G.N., mais dominés par un processus harmonisable qui la 

vérifie. Ces processus peuvent être choisis faiblement statiorinaires. -- 

Plus particulièrement, on peut construire 2 processus continus 

stationnaires ayant la même mesure spectrale, l'un vérifiant la loi forte - 

des grands nombres et l'autre ne la vérifiant pas : il suffit de reprendre 

le processus Y construit ci-dessus, au 4 . 7 . ,  dont la mesure spectrale 

a été notée m , et X : t c - r  e i(U+tV) - exemple de A. Ya. KHINCHIN - 

où V suit la loi m : ccmme m(0) = O , ce dernier processus, dont la 

mesure spectrale est m , vérifie la loi forte des grands nombres (cf. 4.6). 

4 . 9 .  - Remanque : L'hypothèse 3 du théorème 4.1. suppose 

l'existence d'une mesure positive qui satisfait les 
-- 

conditions (4.6) . I i  serait intéressant de trouver ou construire une 

telle mesure Mo à partir du processus étudi6 ou de sa bimesure spectrale. 

Et donc d'obtenir une condition sur le processus pour que lfhypoth&se 3 soit 

satisfaite. 





CHAPITRE V 

VITESSE DE CONVERGENCE DE LA MOYENNE 

D'UN PROCESSUS HARMONISABLE. 

1 - INTRODUCTION 

Nous montrons d'abord que la moyenne o (X) d'un procesus harmonisable 
t 

mesurable X vérifie une loi du log. itéré, à savoir : 

ot(X) = O(Log Log(t)) lorsque t + + , 

autrement dit : 

lim P - P.S. [LO~ ~og(t)]-' . o (x) = O . 
t++m t 

(Ce résultat a été démontré par V.F. GAPOSHKIN dans le cas particulier des 

processus faiblement stationnaires [16, cor. 53 ) .  

Les techniques de calcul employées précédemment vont ensuite nous 

permettre d'estimer la vitesse de convergence P - P.S. vers O de la moyenne 

d'un processus harmonisable qui vérifie la L.F.G.N.. 

Ces derniers résultats améliorent-aussi des résultats analogues de 

V.F. GAPOSHKIN pour les processus faiblement stationnaires b6, 1 41.  



2 - LOI CU LOG. ITERE POUR LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE 

L'étude IV.3.l . et la domination iious permettent de montrer quc : 

2 2.1. - L C m C . -  Toute mesure stochastique p : En.-+ LIK(C2,A,p) 

vérifie : 

P 9 P > 1  9 

- 1 
lim P - P.S. (Log n) . u({u : O < l u [  < p-n~) = 0 

n++m 

Phcuve : Puisque : 

et lim max --- = Log(p) , 
q q+1 P <nsp q 

pour prouver le lemme, en utilisant les notations de l'étude IV.3.1., il 

suffit d'établir que : 

où M est la bimesure spectrale de la mesure stochastique u. 

m désignant une mesure positive finie sur (IR, 8 ) qui domine 
IR 

la bimesure spectrale M , nous pouvons écrire : 



+- 
5 1 p2 . m(C ) (d'après (4.11)) , 

q= 1 q 

2.2. - Thiohème (Loi du log.LtEhé).- Tout processus harmonisable 

mesurnble X vérifie : -- 

P,~cuvc : D'après le théorème 111.5.6. de décomposition de la 

moyenne d'un processus harmonisable, utilisé pour p = 2 , il existe un processus 

du second ordre {Yt (X,2) : t > Z} tel que, k > 2 , vn r IN vérifiant : 

n+ 1 
l + ~ ~ < t $ 1 + 2  , o n a i t :  

- lim P - P.S. Yt(X,2) = O . 
t++m 

Il suffit donc de vérifier que 

,A]- 2-n , 2-y-) . (Log Log(t)) -1 P-P.S. * O  9 ce qui équivaut, 
t++- 

compte tenu de l'égalité : 

-1 P-p s 
u({u : O < /ul < 2-n1) . Ig2 (n) --LAO , et résulte 

n++- 

dori< du lemme précédent. 



2.3. - Le résultat qui suit montre quc la loi du log. itéré que 

nous venons d'obtenir est, d'une certaine manière, optimale. 

Pilapudition.- Pour toute application croissante g : IR+ --+ IR+ - 

qui satisfait les conditions suivantes : 

i) Ip > 1 , ]A > O et lno ' 0 tels que : 

ii) lim g(t) = + , 
ti+m 

iii) g(t) = o(Log (Log t)) quand t + + r n ,  

il existe un processus continu et stationnaire X = {xt : t r IR} construit sur 

([O, 11, BL0,û , h )  - h est la mesure de Borel - et tel que : 

1im sup (g(t))-l . x = + A - P.S. 
t++m 

P f i e ~ w  : D'après G. ALEXITS Cl : p. 1001, il existe une famille 

2 
orthonormale (Zk , k r W) dans La([O, 11 , BLo, l-j, A) et une suite ('k)keIN 

de nombres réels tels que : 

 ans l'espace L~([o,I] , B r o , l ~ ,  A) , la famille (ck Zk . k r A) 
- 

est sommable et l'on définit unt. mesure stochastique i1 sur (IR, Ba) en 

posant : 



Soit X le processus harmonisable de mesure stochastique spectrale 

p : il est en fait stationnaire car 

+m -k 
- b i s n i  , itp x t =  1 c k .  e . Zk - égalité que l'on peut vérifier 

k=O 

à partir de : 

où pz est la mesure complexe définie sur BE par : 

D'après le théorème de décomposition de la moyenne d'un processus 

harmonisable (th. III.5.6.), nous avons : 

n+ 1 
V t > 2  et Y n c m  tels que: ~ + ~ " < t s ~ + p  , 

ot(X) = yt(X,p) + u ( l -  p-" , P-"[) . 

De plus, dès que t est assez grand, nous avons : 

-2 n+2 
g(pn) > A  . g(t), car t s p  (d'après (i)) . 

X-p. S. 
Puisque Y (X,p) . O et d'après (ii), nous obtenons : 

t++m 

lot(x) / 
lim sup --- l li cl - P - ~  , P - ~  C) I 2 A-* . lim sup - 
t++m g (t) n++- g (pn) 

et par conséquent . 



-n 
n -1  

lim sup - P 9 P [II- ; 1ini sup (g(p ) )  . / 
ck . 

n-HW g(pn) n++m k=O 

3 - VITESSE DE CONVERGENCE P-P.S. VERS O DE {yt(x,p) : t > 2 1  

{Yt(x,p) : t > 21 est évidemment le processus qui apparaît dans le 

théorème de décomposition de {ut (x) : t > O } .  

Nous allons simplement affiner des calculs déjà faits. 

3.1. - Lemme.- Si un processus harmonisable mesurable 

X = {X : t e IR} , une application croissante g : IR' -4 IR+ et un entier 
t 

P > l  satisfont les conditions suivantes : 

(5.1) A 1 Jqo E IN tels que : 

(5.2) il existe une mesure positive finie- m (IR, 8 ) qui domine IR 

la bimesure spectrale M X , tel que : 

alors le procesjus {Yt(X,p) : t > 2 } a la propriété suivante : 

Il existe évidemment des fonctions g satisfaisant (5.1), par exemple : 



- t %- ~ o g ~  t , y > O 

- t %- (Log ~og(t)P , y O 

1 - t%++tC1, O < C 1 < - .  
2 

P4euve : Rappelons d'abord la majoration de Yt(X,p) obtenue dans 

la démonstration du théorème 111.5.6. : 

A x sup (Int(x)-an(x)I) + / a  q(~)-u(l-p-q,p'qUI 
n< t<n+l P 

ggggg-p&u!&&Lcgii : Dans un premier temps, nous allons montrer que 

(5.4) lim P - P.S. g(pq) . max (1on(x)-o (x)\) = O 
q++- pq<nSpq+' P 

Nous savons, d'après le théorème III.4.3., que . 

et, d'après la preuve du théorème III.5.6., que : v a  E ] 1 ,p[ , 

E (  max 
2 P k 

(on(x)-o (x) 1 ) )  S . 1 (P.) max 1 S;,~(U) . m(du) . 
pqin<pq + 1 pq k= 1 efq E k 



Nous allons montrer, par des calculs analogues à ceux des lemmcs 

111.5.2. et III.5.5., que nous avons : 

(5.6) 3 n  e ] 1,p[ tel que : 

puisque, d'après le leme 111.3.1. et la preuve III.5.6., (5.6) -> (5.41, 

et,(5.7) e t  (5.8) => (5.5). 

C ü n v e k ~ i ü n , -  Ayant à étudier la nature de séries, on peut sans 

inconvénient convenir que dans (5.1) et (5.2), q o = O .  

N o A u L ~ o M ~ . -  On choisit a de manière que l'on ait 1 < a < 2 et 

a . A  < p ( c'est possible puisque 1 < A < pl. 

Il est clair que : 

2 r 2 
bn , 1- E h ~ *  , g (p n) < (n) et qu'en particulier si l'on pose 

S = ~ ~ ( I )  , o n a :  

Yq E m* , 2 q ~ ( P ) I B . A ~ .  

Nous suivons la démonstration du lemme 111.5.5 en reprenant 

ses notations : ainsi 

'&EN 9 

-q- 1 
Yq = Cu : p < /uj < P - ~ I  



+Co 
2 q 1 )  Montrons que 1 g (p ) . C l  (q) < + m : d'après la démonstration 

de la convergence de la série 1 Il (q) dans la preuve du théorème III.5.5., 
q= 1 

nous savons que : 

2 q 2) Montrons que 1 g (p ) . l2(q) < + : d'après les calculs 
q= 1 

analogues à ceux de la preuve III.5.5., nous savons que : 



+- 
2 q 3) Montrons que 1 g (p ). I3(q) < + w . D1apr&s des calculs 

o = l  
analogues antérieurs, on sait que : 

+m 

4) Montrons enfin que 1 g2(pq) . l4(q) < + . On sait que : 
q= 1 

Il est facile de voir que ces 4 résultats partiels impliquent (5.6) 

et a fortiori impliquent (5.4) (voir preuve 111.5.6.). 

5) Démonstration de la propriété (5.7) 

a) A partir de 111.5.1. (i.5), nous avons les majorations suivantes : 



b) nous avons encore : 

6 )  Démonstration de la propri4té (5.8) 

 inégalité (i.2) de 111.5.1. entraîne : 



La p r o p r i é t é  (5.5) e s t  donc v é r i f i é e .  m 

Nous pouvons main tenan t  c o n c l u r e  l ' é t u d e  de  l a  convergence P - P . S .  

de g ( t )  . Yt(X,p) 5 O quand t -) + . Puisque  s i  t . 2 e t  q t - 

s o n t  l i é s  pa r  : 1 + pq < t s 1 + pq+' , nous avons : 

compte t enu  de l a  m a j o r a t i o n  (A), de (5.4)  e t  de ( 5 . 5 ) ,  il s i i f f i t  de mont re r  

que : 

l i m  P - P.S.  g ( t )  . sup ( / o t ( x )  - o,(x) 1 )  = 0 . 
t++m n< t s n + l  

Or on s a i t  ( f i n  de  l a  démons t ra t ion  111.3.23, que : 

4 2  
E (  sup  ( ( a t ( x )  - u n t x ) 1 2 ) )  s 7 ( l  l u i  l ( B I )  . 

n < t l n + l  11 

g ( t )  < A  , D'après  111.3.1 e t  pu i sque  n  < t 6 n+l  -> 1 6 -- 
g (n) 

il s u f f i t  de mont re r  que : 

+m 

1 (ml2< + -  , c e  q u i  r é s u l t e  d e s  m a j o r a t i o n s  c i -dessous  : 

n=l  n  



4 - VITESSE DE CONVERGENCE P-P.S. VERS O DE 

L I ( ] -  a-n, a-"D QUAND n + + m .  

4 .1 .  - ! - m e . -  soit LI : B ~ - - + L ~  (~YA,P) une mesure stochastique, - - M 

une suite croissante de nombres positifs, et une application croissante qnEN --- 

g : IR+ --+ IR+ telles que : 

- 1 - 1 
En posant, bn E N , un = pCu - . tn+l < lu/ < tn 1 , EUS avons : 

Pheuve : D'après le théorème de Menchoff-Rademacher-Serfling-Szep, 
+m + m 

les séries 1 g(tn).un et 1 un converge P - P.S. D'autre part, 
n= 1 n= 1 

u étant a-additive, nous avons : 

k 
' d n c ~  , iim m.q. 1 u .  = p({u : O < ;ul < tn1}) . 

k++m j=n J 

I l  existe donc un événement certain Ro tel que : 

k 
- 1 - iim 1 ~.(u)=LJ({u : 0 < lu1 < tn } )  (o) 

k-h+m j=n J 

+ m 

- la série 1 g(tj) . u. (u)  converge : nous notons rn(u) sa 
j =n J 



Vn /n E et Vu /n R , nous avons elors : 

d'où, en utilisant la formule de sommation d'Abel, nous obtenons : 

Il en résulte que bu E Ro : 

Appliquons ce résultat au cas où est une mesure stochastique à 

mesure spectrale. 

4.2. - Cohok?hhe.- Soit p : Bn -+ L;(~,A ,P) une mesure 

stochastique à mesure spectrale M et une application croissante g : IR+ ---t JR+ . 

On suppose que : 

où Vu > e , f (u) = g(u) . Log LO~(U). - 

-n 
Alors, va > 1 , lim P - P.S. g(an) . ~ ( { u  : O < lu1 < a 1) = O . 

n++m 



P 4 C u u ~  : La c o n d i t i o n  (5.10) e s t  encore v é r i f i é e  l o r s q u e  dans l a  

d é f i n i t i o n  de f ,  on s u b s t i t u e  au logari thme népér ien  un logar i thme à b a s e  

a  > 1 quelconque . 

'dj E i~ , posons 
- j - 1  

y j  = { U  : a r l u ]  < a - l j  . 

En u t i l i s a n t  l a  v a r i a t i o n  t o t a l e  / M I  de l a  mesure M , nous avons : 

Vj, k 5 IN* , nous avons : 

- ( ~ ( y ~  yk)l  : \ M I  ( y .  x yk) . 
J 

Il en r é s u l r e  que : 

On c o n c l u t  grâcc au lemme précédent .  . 
Dans l e  c a s  d'une bimesure quelconque M , on i n t r o d u i t  une mesure 

p o s i t i v e  majorante  : 

2 4 . 3 .  - Lemme.- S i  une mesure s t o c h a s t i q u e  J.I : BR--+ L*(Q,A,P) , 

>n e n t i e q  p > 1 e t  une a p p l i c a t i o n  c r o i s s a n t e  g : IR' -4 IR' vérifient -- 
l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  : - 

1 )  ] B  ' O e t  ]no E IN - t e l s  - que - : 
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2) e x i s t e  une mesure  p o s i t i v e -  2 
Mo zr ( I R ,  6 2) t e l l c  - - - que : 

(4 .16)  - pour t o u t  événement A  de l ' a l g è b r e  e n g e n d r é e s r  l e s  i n t e r v a l l e s  

de 1R , -. 

N ( A  X A) 5 b! (kL A) , 

'I 1 1  
(5.12) - f (-.--) . f  (--) M (du,dv)  < + , & 

i -1 ]2 
t u : ~ < l u / < e  lu1 I V I  

V U > l ,  f  (u )  = g ( u )  . Log Log(u)  . 

a l o r s ,  l im P - P.S.  g(pn)  . p({u : 0 < lu1 < P - ~ } )  = 0 . 
n++m 

RzrnoLILquzb : 

- t QG-+ (Log Log( t )  ) a  , a  > O , v é r i f i e  (5.1 1 ) ; 

- (5.12) e s t  a u s s i  s a t i s f a i t e  quand, dans  l a  d é f i n i t i o n  de f , 

on s u b s t i t u e  au l o g a r i t h m e  n é p é r i e n  l e  l o g a r i t h m e  à b a s e  p . 

pJLf3.l~~ : ri é t a n t  a d d i t i v e ,  bq , n  e t e l ç  que pq < n  < p  q+l  , 

-n q  -n q 
, ({u : O < lu1 < p  1 )  = "tu : O < l u /  < p-P 1 )  - Li({, : p  Y lu1 < p - p  1 )  . 

qo 
qo d é s i g n a n t  un e n t i e r  t e l  que n  + 2  $ p , nous avons : 



D ' a p r è s  l e  lemme 111 .3 .1 .  , on e n  d é d u i t  que  : 

q  
l i m  P - P.S.  g ( p P  ) . u ( B  ) = O e t ,  f a c i l e m e n t ,  que : 

q i + m  9  

2 )  I l  r e s t e  à m o n t r e r  que 

que l ' o n  p e u t  f a i r e  e n  u t i l i s a n t  e n c o r e  l e  lemme 111.3 .1 .  dans  une  é t u d e  

p a r a l l è l e  à (IV.3.1) d o n t  on r e p r e n d  l e s  n o t a t i o n s  : 

2 4 .4 .  - Lemme.- S i  une mesure  s t o c h a s t i q u e  p : B B - +  LK(R,A,P) , 
d e  b imesure  s p e c t r a l e  M , un r é e l  a a 1  e t  une a p p l i c a t i o n  c r o i s s a n t e  

: IR+ - - -  -+ I R +  v é r i f i e n t  : 

1) 3~ -, O et 3 n o  E IN t e l s  que : 



2) il e x i s t e  une mesure p o s i t i v s  Mo sur (IR2, t e l l e  que : 

(4.16) M(A x A) i Mo(A x A),  pour t o u t  événement A  d e  l 1 a l g i i b r e  

engendrée p a r  l e s  i n t e r v a l l e s  de IR , 

-n 
a l o r s  l i m P - P . S .  g ( a n )  . u({u : O < l u /  < a  1 )  = O  

n++m 

Pfieuve : Il s u f f i t  d e  démontrer  que : 

-j-1 vj , s i  y = ( u  : a J u  < a- j}  , nous avons : 
j 

( d ' a p r è s  (5 .13) )  

< + m  ( d ' a p r è s  ( 5 . 1 4 ) )  . 



5 - VITESSE DE CONVERGENCE P-P.S. VERS O DE LA MOYENNE 

D'UN PROCESSUS HARMON ISABLE 

Des paragraphes 3 et 4 , extrayons les résultats suivants : 

5.1. - Thta&8rnc.- Soient un processus hamonisable mesurable 

X = {Xt : t E IR} dz bimesure spectrale M et une application croissante 

g : IR+ ---+ IR+ qui vérifient les 4 conditions suivantes : 

2) (5.1) d p  , qo s IN , p > 1 , ]A s tels que : 

3 )  (il (5.13) 3 B s ] 0, + m[ et 3 q1 s IN tels que : 

4 )  3 existe une mesure positive finie m sur (IR, 7SE) qui domine M , -- - 
tel que : 

Alors , -- 



5 .2 .  - ThéotPrne.- S o i e n t  un processus  harmonisable mesurable  

X = { X  : t E IR] X b i m e s u r e  s p e c t r a l e  M e t  une a p p l i c a t i o n  c r o i s s a n t ~ x  
t -- 

g : IR+ -+ IR+ q u i  v é r i f i e n t  l e s  3 c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

3 )  jl e x i s t e  une mesure p o s i t i v e  f i n i e  m  sur (IR , B ) dominant M IR 

e t  t e l l e  que : 

A l o r s  : 

5.3. - Remahqua : 

1) Sous l e s  hypothèses de l ' u n  ou l ' a u t r e  d e s  2  théorèmes p r é c é d e n t s ,  

l e  p rocessus  harmonisable mesurable  X v é r i f i e  l a  L.F.G.N.. 

2) Sans l a  c o n d i t i o n  (5 .15) ,  e t  p dés ignant  l a  mesure s t o c h a s t i q u e  

s p e c t r a l e  de X , on o b t i e n t  seulement : 

l i m  P - P.S .  (ot(X) - p({O})) . g ( t )  = O . 
t++m 

3) La 2Lme c o n d i t i o n  du théorime 5 . 2 .  e s t  v é r i f i é e  l o r s q u ' i l  

e x i s t e  des e n t i e r s  qo e t  p 2 2  , e t  un r e e l  B , 1 < B < 6 , t e l s  que 

i a  r e l a t i o n  (5.1 1) s o i t  v é r i f i é e .  



1 4) La fonction g(t) = ta , avec O < a < - ,  vérifie la 
2 

ème 
condition du théorème 5.1. 

5) Les fonctions g(t) = LO$ t , avec a > O , et 
ème 

g(t) = ( ~ o g  Log t)', avec a > 0, vérifient la 2 condition du 

théorème 5.2. 





CHAPITRE V I  

PUISSANCE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE 

A BIMESURE a-FINIE. 

I - INTRODUCTION 

Lorsque l'on recueille des informations sur un signal, on utilise 

un récepteur qui le transforme (qui le filtre). Et, lors de l'étude de l'évo- 

lution du signal ou de son filtré, on peut rechercher si cette évolution pos- 

sède une stationnarité asymptotique en fonction du temps [5]. 

Dans ce chapitre et le suivant, nous abordons l'étude de la puis- 

sance pour certaines classes de processus harmonisables. Celui-ci est consacré 

à l'étude du comportement asymptotique de l'espérance de la puissance d'un 

processus harmonisable à bimesure o-finie. Au chapitre suivant on s'intéressera 

au comportement asymptotique de la puissance des trajectoires - autrement dit 
des signaux reçus - pour certains processus fortement harmonisables. 

Dans le paragraphe 2 de ce chapitre, nous définissons les filtres 

utilisés : les filtres linéaires à gain borné. 

Au paragraphe 3, nous établissons que les processus harmonisables 

à bimesure a-finie forment une classe de processus asymptotiquement station- 

naires. 



Afin de déterminer la mesure spectrale asymptotique d'un tel 

processus, nous construisons au paragraphe 4, une "restriction" sur la 

première bissectrice d'une bimesure spectrale O-finie. 

Or cette "restriction" contient toutes les informations sur la 

moyenne temporelle de l'espérance de la puissance instantanée du processus. 

Ainsi, au paragraphe 5, nous montrons que cette moyenne temporelle est 

"localisable" sur l'axe des fréquences, notion introduite par A. Blanc-Lapierre 

[5 : p. 3861. 

2 - FILTRES A GAIN BORNE 

2 . 1 .  - Rappel : Etant donnée une mesure stochastique 

2 
p : E(IR) --t La(S,F,P) , toute fonction borélienne bornée g : IR - cC 

2 
est p-intégrable. De plus la fonction d'ensemble g.p : B(IR) -+ La(S,F,P) 

définie par : 

est une mesure stochastique telle que pour toute fonction borélienne bornée 

f : IR --+ C (qui est g.p-intégrable tandis que fg est p-intégrable) on a : 

Ainsi nous pouvons poser [5 : chap. VIII] [6] [19]. 

2 . 2 .  Védi&on.-  Soit une fonction borélienne bornée 

g : IR --+ C , nous appelons filtre linéaire à gain borné g , la transfor- 

mation F définie sur la classe des processus harmonisables sur IR , par : 



itu 
~ X ( t ) = j  IR e g(u)p(du) , 

où JJ est la mesure stochastique spectrale du processus hannonisable X. 

2.3.  - Remahqua : 

i) Le filtré d'un processus hannonisable de mesure stochastique 

p , est le processus harmonisable de mesure stochastique g.y . 
ii) Les filtres linéaires sont invariants par rapport au temps 

puisque pour tout processus hannonisable X , si on note Xh le translaté 

de temps h de X : 

alors, on a : 

Ainsi l'action du filtre ne dépend pas du temps, et ces filtres linéaires 

transforment les processus stationnaires en processus stationnaires. 

iii) La fonction g correspond à l'apport (ou gain) du filtre F 

en fonction de la fréquence. 

2 . 4 .  - ExempLen : 

i) Tout filtre à réponse percussionnelle r 5  1 r 6 1, défini comme 
convolution d'une mesure complexe avec le signal, est un filtre linéaire à 

gain borné g tel que UH g(-U) est la transformée de Fourier de m. Ainsi : 

itu F x(t) = j x(t-s) m(ds) = e g(u) u(du) , 
IR IIR 

où X est un processus harmonisable de mesure stochastique j.~ . 
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ii) Un filtre "passe-raie" est défini par un gain gU fonction 
O 

indicatrice d'une raie (ou fréquence) u . 

iii) Un filtre "passe-bande" est défini par un gain 
guo,~l 

fonction indicatrice d'unel'bande" de fréquences [u0,u1], u1 < u : 

F itu itu 
(u) p(du) = e  du) . 

uo9u1 g ~ o  ,ul 

iv) Les filtres "passe-rai-e" et lrpasse-bande" peuvent être obtenus 

comme limite d'une suite de filtres à réponse percussionnelle((théorème 1 . 4 . 2 )  

et [5 : VIII. 2.33). 

Grâce aux théories de l'intégration par rapport à une mesure 

vectorielle [13] et de l'intégration par rapport à une bimesure spectrale 

[27 : 5 IV.IV] , nous obtenons aisément la généralisation suivante de la 

formule des interférences donnée par A. Blanc-Lapierre et R. Fortet 

r5 : chap. VII], [6] pour les processus fortement harmonisables. 

2 .5 .  - Fohmde d u  inteh~éhencen. Soient F1 et F2 deux filtres 

linéaires qui possèdent des gains bornés, respectivement g1 et g2. Pour tout 

processus hannonisable X de bimesure spectrale M , nous avons : 



3 - PROCESSUS ASYMPTOTIQUEMENT STATlONNAlRES - PROCESSUS 

HARMONISABLES A BIMESURE SPECTRALE o-FINIE 

Désirant étudier la moyenne temporelle de la covariance 

E(F1X(t+h).F2X(t)) , pour h fixé, entre deux filtrés d'un processus harmo- 

nisable, nous allons dans ce paragraphe définir une famille de processus 

harmonisables pour lesquels cette moyenne temporelle converge. Et nous commençons 

par le cas où les filtres sont égaux à l'identité (g, E 1 et g2 z 1). 

Dans le paragraphe 5 nous passerons au cas de filtres quelconques à 

gain borné. 

Généralisant la notion de processus stationnaire, les processus 

asymptotiquement stationnaires ont été introduits par J. Kampé de Fériet, 

F.N. ~renkiel [22'] et E. Parzen [ 3 3 ] .  Reprenant la définition donnée par 

Yu A. Rozanov [36] posons : 

3.1. D ~ ~ & & o M .  - Un processus X : IR -+ L;(S,F,P) est dit 

asymptotiquement stationnaire lorsqu'il existe une fonction continue 

r : IR -+ C telle que pour tout h de IR on ait : 

t 
(6.2) r(h) = lim ' E(x(s+~).~) ds . 

t++m O 

Dans ce cas, la fonction r appelée fonction de corrélation asympto- 

tique de X , est définie positive et continue, le théorème de Bochner s'applique, 

et il existe ur.e urique rcsure m positi~.~e et borde sur R ( I R ) ,  que ilouc 

appellerons la mesure spectrale asymptotique de X , vérifiant : 

ihu 
r(h) = e m(du) . 

IR 



Le premier résultat nous permettra de prouver le théorème 3.7. 

3.2. Lemme.- Lorsqu'une suite bornée (Xn(t) : t E IR) de processus 

2 
asymptotiquement stationnaires sur L (s,F,P) converge vers un processus c 
(X(t) : t E IR) uniformément sur IR , alors le processus (X(t) : t E IR) 

est asymptotiquement stationnaire. 

De plus lim rn(h) = r(h) uniformément par rapport à h dans IR, 
n++- 

où r et r sont les tonctions de corrélation asymptotique, respectives de - n - 

Pheuve : Pour chaque entier n , posons : 
- - 

Kn(t,s) = E(Xn(t) . Xn(s)) et ~(t,s) = E(x(~) . ~(s)) . 

1) Montrons la convergence de la moyenne temporelle de 

E(x(s+~) .X(s)) p y r  tout h de IR . Soient t , t' > O , pour tout n > O 

nous avons : 

Puisque la suite 
('n) nc l~ 

est bornée et converge vers X uniformément 

sur IR , la suite (Kn)n 
converge vers K uniformément sur ïR x IR 

lorsque n tend vers l'infini. 

Soit E > O , il existe n(~) 3 O tel que : 

donc pour tous les n > n(~) , t > O , et h de 1R , on a : 



De plus les processus Xn sont asymptotiquement stationnaires, donc étant 

donnés h ,  et n > n(~) , il existe t(n,c,h) > O tel que pour tous les 

t, t' > t(n,c,h) : 

Ainsi regroupant ce qui précède, nous obtenons qu'étant donnés h, 

et E > O , il existe t(~,h) > O tel que pour tous les t, t' > t(~,h) : 

Par conséquent, d'après la propriété de Cauchy, pour tout h de 
t 

IR , la moyenne LI K(s+h,s) ds converge vers un nombre r(h) lorsque t 
O 

tend vers l'infini. 

2) Montrons maintenant la continuité de la fonction r , ce qui 

achèvera la démonstration. 

Pour tout réel h et tout entier n , on a : 

or lim 1 IK-K,~ 1, = O , 
n++m 

donc la suite de fonctions continues 
(rn)nem converge vers la fonction r 

uniformément sur IR . Ainsi r est continue.. 

Yu. A. Rozanov [36] a établi que tout processus fortement harmo- 

nisable X est asymptotiquement stationnaire. Nous allons généraliser ce 

résultat en introduisant une classe de processus harmonisables qui sont des 



limites uniformes sur IR de processus fortement harmonisables. Ainsi d'après 

le lemme précédent, les processus de cette classe sont asymptotiquement station- 

naires. 

3.3. D c ? & b a o n . -  Une bimesure spectrale M définie sur 

B(IR) x B(IR) est dite a-finie lorsqu'il existe une suite (Bn) ncm 

de boréliens de B(B) qui vérifient : 

(6.4) pour tout n de IN , Bn C Bn+l et u B n = I R ,  
n EB 

( 6 . 5 )  pour tout n , la variation de Vitali de M sur Bn x Bn 

est finie. 

Dans ce cas, pour tout n , la restriction de la bimesure spectrale 

M à B(B,) x B(Bn) est prolongeable en une mesure sur B(B, x Bn). 

3.4 - ExanpLes : 

a) La mesure spectrale d'un processus fortement hannonisable 

est a-finie. 

b) L'exemple suivant, dû à D. A. Edwards [14] montre l'existence 

de processus hannonisables à bimesure a-finie qui ne sont pas fortement 

harmonisables. 

Considérons la famille définie positive de nombres réels : 

TI c.. = , j c m \  { O 1  , 
J J  2j(~o~(~+i>)~ 



Alors, il existe un espace probabilisé (S,F,P) et une suite 

(Xj) j+zm dans L&(s, F,P) telle que E(X~ .\) = cjk . NOUS pouvons définir 
2 

une mesure stochastique JJ : BOR) -+ LIR(S,F ,P) par JJ(B) = 1 x 
ieB j 

pour tout borélien B , la famille (Xj)jcm 
étant sommable. 

Puisque 1 1 1 cjtl = + , la variation de Vitali sur IR2 
j k 

de la bimesure spectrale M de JJ est infinie. De plus, puisque p est 

discrète, M est a-finie. 

Ainsi le processus harmonisable de mesure stochastique p a une 

bimesure spectrale O-finie mais n'est pas fortement harmonisable. 

3.5 - NaimXonb.-  Considérons une bimesure spectrale M O-finie 

2 
associée à une mesure stochastique p : B(IR) -+ L~(s,F,P) [27 : th. IV 

111.61 [34] , et une suite (B ) de boréliens satisfaisant les conditions 
n 

(6.4) et (6.5). 

Pour chaque entier n , notons pn la mesure stochastique définie 

sur B(lR) par pn(~) = p(B flBn). Sa bimesure spectrale Mn vérifie : 

Mn(A x B) = M((A 17 Bn) x (B f i  B )) pour tous les boréliens A et B. Ainsi 
n 

la variation de Vitali sur IR2 de la bimesure spectrale Mn est finie : 

2 Mn est prolongeable en une mesure sur B(IR ) que nous noterons encore 
Mn. 

Si X désigne le processus harmonisable de mesure stochastique 

spectrale p , pour chaque entier n , notons Xn le processus fortement 

harmonisable de mesure stochastique spectrale 
'n ' 

Le résultat qui suit, raffine dans un cas particulier - à savoir 

les processus harmonisables à bimesure O-finie - le théorème de H. Niemi 

[30 : th. 3.411 que nous avons généralisé au chapitre II. 



3.6.  Phopu~h%n.- Pour tout processus harmonisable X à bimesure 

O-finie, il existe une suite bornée de processus fortement harmonisables,qui 

converge vers X uniformément sur IR . 

Ptltuve : Avec les notations 3.5, posons B; = IR \ Bn . A l'aide 
de la semi-variation 1 p 1 de la mesure stochastique p [13 : th. I V .  10.81, 

nous obtenons pour tout t de IR et tout n de ïN les majorations 

suivantes : 

itu 2 
E(Ix(~)-x~(~) 1') I E(/j e ii(du)12) 1 ( 1  I V /  1 (BA)) . 

Puisque la suite de boréliens 
(B;)nEm 

décroît vers l'ensemble 

vide, lorsque n tend vers l'in£ ini, la suite de réels ( 1  /LI 1 1 
converge vers O [r13, lemma IV. 10.51, et donc la suite 

('n) ne i~ converge 

2 
vers X dans Lc(S,F,P) uniformément par rapport à t de IR . 

Ainsi corne corollaire du lemme 3.2. et de la proposition 3.6. on a : 

3 . 7 .  Théotrème.- Tout processus harmonisable à bimesure a-finie 

est asymptotiquement stationnaire. 

3.8. Remtquu 

i) Un procesus harmonisable n'est pas toujours à bimesure 

a-finie. En effet, H. Niemi a donné un exemple de processus harmonisable 

à temps discret qui n'est pas asymptotiquement stationnaire (théorie à 



temps discret) [32 : 1.41 .  Comme le théorème 3.7 reste valable dans la 

théorie à temps discret, sa bimesure spectrale n'est pas o-finie. Par 

conséquent, p étant sa mesure stochastique spectrale (définie sur 

B ( [ -  r , ~ ] ) ) ,  la bimesure spectrale du processus harmonisable (à temps continu) 

défini par 

itu 
X(t) = 1 e p(du) , tell7 , 

J IR 

n'est pas 0-finie. Nous ne savons pas si X est asymptotiquement stationnaire 

(théorie à temps continu). 

ii) Ainsi nous résumons les relations entre différentes notions de 

stationnarité par l'arbre suivant : 

# ( stationn 

H. Niemi nous a informé de l'existence d'exemples de processus 

harmonisables qui ne sont pas asymptotiquement stationnaires. 

iii) Dans ce paragraphe, nous n'avons pas donné d'information sur 

la mesure spectrale asymptotique d'un processus harmonisable à bimesure o-finie. 

Ceci est l'un des objets des paragraphes suivants. 

4 - BIMESURE o-FINIE ET BISSECTRICE 

Yu. A. Rozanov a prouvé que la mesure spectrale asymptotique d'un 

processus fortement harmonisable est la restriction à la première bissectrice 



A = {(u,v) : u = V) de sa mesure spectrale M [36]. Ainsi : 

t 
iim + 1 E(x(s+~) .~i;j) ds = e ~(du,dv) . 
t++m 0 IIA ihu 

Dans le cas d'un processus harmonisable général, l'un des problèmes 

qui se posent est : comment pouvons nous définir "la restriction sur la 

première bissectrice de la bimesure spectrale" ? 

Ce problème fut aussi soulevé par H. Niemi r 32  : 5 23 qui a 

introduit la notion de mesure(s) diagonale(s) d'une bimesure spectrale quel- 

conque. Il reste largement ouvert : l'unicité éventuelle d'une telle mesure 

diagonale n'étant pas traitée. 

Nous présentons, ici, une réponse à la question posée, la solution 

proposée étant indépendante des travaux de H. Niemi. 

4.1. Lemme.- Soit M une bimesure spectrale o-finie et 

(Bn) XIE 
une suite de boréliens vérifiant (6.4) et (6.5). Considérons 

la suite 
(Mn) nc m des mesures sur B(IRL) caractérisées par : 

Alors il existe une unique mesure m positive bornée sur 

B(IR) telle que : 

Pkeuve : Nous allons montrer que la suite (n) nc hl 
des restric- 

tions à la première bissectrice A des mesures Mn , n E TN , définies par : 

est convergente. 



La difficulté est de montrer que cette suite est bornée. Or, d'après 

C34 : prop. 5.61 et [26 : Domination lema], la bimesure spectrale M 

est dominée par une mesure md positive bornée sur E(IR) c'est-à-dire 

telle que pour toute fonction f : IR -+ (I: borélienne bornée : 

O il,. , f(t) M(dt,ds> r J lf(t>l md(dt) , 
IR 

et en particulier pour tout borélien B , on a : 

Posons 1 = ] , ] , pour r de I et q de IN . Alors 
2q 

pour chaque q , les intervalles I~ r E Z , forment une partition de IR , 
q '  

et la suite S = ( 1 Ir x I ~ )  décroît vers la première bissectrice A 
q 9 qcm 

lorsque q tend vers l'infini. 

Etant donnés un borélien B , et deux entiers n et q , la 

mesure Mn vérifie : 

= md(B n Bn) . 
Ainsi, lorsque q tend vers l'infini, nous obtenons : 

Les mesures m n c ïN , sont donc des mesures bornées positives. 
n '  

De plus la suite 
'n) ne N est croissante puisque : 



Donc, pour chaque borélien B , la suite croissante de réels 

(mn(B> lnEm converge vers un nombre positif m(B) , et d'après le théorème 

de Vitali-Hahn-Saks b 3  : cor. 111.7.33, la fonction d'ensemble m est une 

mesure positive bornée sur B(1R). 

De plus cette mesure m vérifie pour tout entier n et tout 

borélien B : 

et donc elle est unique. 

4.2. Remahque : La mesure m construite au lemme 4.1. semble 

dépendre de la suite de boréliens (Bn)ncm 
vérifiant (6.4) et (6.5). 

Il n'en est rien. Pour montrer l'indépendance de cette mesure par rapport 

à (Bn)nc IN nous allons prouver qu'elle est la mesure spectrale' asympto- 

tique du processus hannonisable X à bimesure M u-finie, qui est asympto- 

tiquement stationnaire (théorème 3.7). 

5 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA MOYENNE TEMPORELLE DE 

LA COVARIANCE DE DEUX FILTRES D'UN PROCESSUS HARMONISABLE 

A BIMESURE a-FINIE 

En généralisant, le théorème [5 : th. IX.IV p. 3881 de A. Blanc- 

Lapierre le résultat suivant permet une analyse du spectre de puissance d'un 

processus hannonisable à bimesure a-finie. 

5.7. Théuhème.- Soient un processus harmonisable X à bimesure 

o-finie M , et une suite (Bn) ncIN 
de boréliens vérifiant (6.4) et (6.5). 



Alors la mesure m sur B(IR) construite au lemme 4.1 à partir - 

de M et de (Bn)neR , est la mesure spectrale asymptotique du processus - 

X qui est asymptotiquement stationnaire. Elle ne dépend pas de la suite 

(Bn)nem ' 

De plus, pour tous les filtres linéaires F et F2 dont les 1 - 

gains respectifs pi !! 82 sont bornés, nous avons uniformément par 

rapport à h de 7R : - 
t ihu 

( 6 . 6 )  iim 1 j ,(FI x(s+h). F,) ds = e pl (Y) g2(u) m(du) 
t+- O 

Pheuve : 

i) Supposons pour commencer que le processus X soit fortement 

hannonisable. Sa bimesure spectrale est alors prolongeable en une mesure 

2 
sur B(IR ) ,  et la mesure m qui vérifie le lemme 4.1. ne dépend pas du 

choix de la famille de boréliens 
(Bn)ne~ 

et constitue la restriction 

de M à la première bissectrice. 

Par le théorème de Fubini classique, nous obtenons pour tout h 

de IR et tout t > O : 

(+ j eis(u-v) ds) ~(du,dv) . 
O 

Soit E > O .  Posons = i(u,v) c x2 : O < lu-"/ < EI 

et 1: = {(u,v) 6  IR^ : E lu-VI). Alors, nous avors : 



*insi pour tout h de IR , tout t > 0 et tout E > O 9 nous : 

E(F~ ~(s+h) . F2 x(s)) ds - e gl (u) g2(u) m(du) 1 i ihu 

ihu is(u-v) ds) ~(du,dv) 1 
= 'i~,u*v, 

où \ M I  est la variation totale de la mesure complexe M définie sur 8(IRL). 

1 
En choisissant c = - . et en faisant tendre t vers l'infini, 

JE 
le dernier membre converge vers O. La proposition est donc vérifiée pour les 

processus fortement hannonisables. 

ii) Supposons maintenant que le processus X soit harmonisable 

à bimesure o-finie notée M. Soit (Bn)nEW une suite de boréliens vérifiant 

(6.4) et (6.5) , et utilisons les notations posées en 3.5 et 4.1. 

La covariance entre les filtrés F 1 x et F2x vérifie, pour tout 

h de I R ,  tout t > O  et tout n > O : 

t -- ihu 
(6.7) 1: 1 E(F~X(S+~) . f2x(s)) ds - g1 (u) g2 (u) m(du) I 

O IR 

t ihu A- 

l 
+ ir Io e(rIxn(s+h> . F,x~<s>> ds - 1 IR e gl(u) g2(u) mn(du) I 

ihu e g1 (u) g2(u) (% - m) (du) 1 . 



Or pour tout n g O , tout s de IR et j = 1,2, on a : 

de plus 

Ainsi, uniformément par rapport à s et h de IR , 

Par conséquent, étant donné E > O , il existe n(~) > O tel que pour tout 

n > n(c) , tout t > O et tout h de IR , 

De plus, d'après la partie i de cette démonstration, pour n 

fixé, il existe t(n,d > O  tel que pour t > t(n,~) et h de IR , 

Enfin, puisque pour tout h de IR le lemme 4.1. nous donne : 

iuh iuh 
e gl (u) g2(u) (mn-m) <du)/ = 1 e g ,  (u) g2(u) m(du) 1 

' n 



la décroissance vers l'ensemble vide de la suite de boréliens (BA) nam 
implique qu'il existe un entier n'(El tel que pour tout n > n'(~) 

et tout h de IR : 

(6. 10) 11 eiuh gl(u) g2(u) (mn-m) (du) 1 < ~ 1 3  . 

Les relations (6.7), (6.8), (6.9) et (6.10) impliquent que pour tout 

E > O , il existe t(3 > O  tel que pour tout h de IR et tout t >t(~) , 

Donc la relation (6.6) est satisfaite. 

De plus, en choisissant les gains g, et g2 constants de 

valeur 1, nous obtenons que le processus X est asymptotiquement stationnaire 

de mesure spectrale asymptotique m , qui est unique et donc ne dépend pas 

du choix de la suite (Bn)ncm 
. Ce qui achève la démonstration.. 

5 . 3 .  - Quelqueo tremahyuen eX queo;tionb nwt La puAdance. 

7 - Ebpémce. de La puhnance. h ta i l ; tanée  

L'espérance de la puissance instantanée d'un processus 

2 
X : I R - L  (s,F,P) est définie comme étant E(\x(~)\~) , à l'instant t [5]. c 

Lorsque le processus X est harmonisable, celle-ci est bornée, 

et si M désigne la bimesure spectrale de X , l'espérance de la puissance 

instantanée s'exprime sous la forme : 



E(/x(~)I~)={~ e it(u-v) M(~u,~v) ; 
IR XIR 

et pour un filtré linéaire de gain borné g : 

Or, si X est stationnaire de mesure spectrale m (qui est ~ositive), 

on obtient : 

Ainsi en utilisant des filtres passe-raie et passe-bande, on constate que 

chaque fréquence apporte sa contribution à l'espérance de la puissance instan- 

tanée, on dit que l'espérance de la puissance instantanée d'un processus station- 

naire est localisable sur l'axe des fréquences [5 : p. 3861. 

Dans le cas général, l'espérance de la puissance instantanée d'un 

processus harmonisable n'est pas toujours localisable sur l'axe des fréquences. 

Il apparaît que les différences entre fréquences interviennent 131. Il serait 

intéressant d'approfondir cette étude. 

2 - Moyenne tempotr&e d e  lfe..4pétrance de la p d d a n c e .  d X a . n t a n é e .  

Lorsque le processus X : IR -+ L ~ ( s , F , P )  est harmonisable de 
(C 

bimesure spectrale M , la moyenne temporelle sur [0,t] de l'espérance 

de la puissance instantanée est donnée par : 

t 
2 11 ~<lx<s>l ) ds 

is (u-v) 
t M(du,dv)) ds . 

O 

Dans le cas général, M n'étant pas unemesure sur B(IR') , on 

ne peut pas permuter les intégrales, ce qui pose un problème dans le cas général. 



Or nous avons vu que dans le cas d'un processus hannonisable X 

à bimesure a-=, si m désigne la mesure spectrale asymptotique de 

X (corollaire 5.2), on a : 

et en filtrant avec un gain g borné, 

Ainsi dans ce cas la moyenne temporelle de l'espérance de la puissance 

instantanée de X existe et est localisable sur l'axe des fréquences. La mesure 

m est appelée par A. Blanc-Lapierre la mesure spectrale de la puissance 

moyenne de X. 

Que se passe-t-il dans le cas général où le processus hannonisable 

X n'est plus supposé être à bimesure spectrale a-finie ? 



CHAPITRE VI1 

SUR QUELQUES PROPRIETES ERGODIQUES 

DE CERTAINS SIGNAUX HARMONISABLES. 

---------- 

I - INTRODUCTION 

L'observateur qui étudie un phénomène aléatoire harmonisable enregistre 

en fait un signal qui est une trajectoire tronquée du filtré d'un processus 

harmonisable. (On ne considère ici* des filtres linéaires à gain borné). 

Dans le meilleur des cas on dispose d'un petit nombre d'enregistrements. On 

ne peut donc étudier la répartition du spectre de puissance, au moyen de 

moyennes temporelles et non au moyen d'espérances mathématiques, qu'à partir 

d'une ou plusieurs trajectoires (cf. A. Blanc-Lapierre [5]). 

A. Blanc-Lapierre [5 : ch. VIII] [3] examina les problèmes liés à 

la détermination expérimentale du spectre de puissance d'un signal. Dans ce 

chapitre, en application des résultats obtenus précédemment pour la L.F.G.N., 

nous allons prouver que cette étude est possible pour une classe de processus 

fortement harmonisables plus vaste que celle présentée par A. Blanc-Lapierre 

dans : th. VI11 8.VI. p. 3951. 

Ce chapitre comporte deux paragraphes. Le premier nous donnne des 

conditions suffisantes pour que la moyenne temporelle de la trajectoire du 

filtré d'un processus harmonisable converge presque sûrement. Le second est 

consacré à l'établissement de conditions suffisantes pour que la moyenne 

temporelle de la puissance d'une trajectoire converge. 



Les filtrés d'un processus harmonisable,étant des processus harmonisables, 

sont continus en m.q. et admettent des versions mesurables. Dans ce chapitre 

nous considérons toujours des versions mesurables de ces processus. 

2 - L.F.G.N.  POUR LES FILTRES D'UN PROCESSUS HARMONISABLE 

Des critères pour la L.F.G.N. donnés au théorème IV.4.1., nous 

pouvons déduire des conditions suffisantes pour que les moyennes temporelles 

des trajectoires des filtrés d'un processus harmonisable convergent 

P-presque-sûrement. 

2 2 . 1 .  Ptropodi,tion. - Soit X : 1R -+ La(S, F,P) un processus 

harmonisable de mesure stochastique spectrale fl telle que l'une des 

deux hypothèses suivantes soit vérifiée : 

(7.1) 1 )  il existe trois réels E , bo , c > 0 tels que : 

- 1 -(1+€) 12 -> / Ifl( 1 ({O < lu1 < b)) d c(L0g Log b) 9 

1 -(3+E) 12 
Log a - 1)lI2 . (Log Log -) s c(- Log b b 9 

(7.2) 2) il existe une mesure positive Mo - sur ( R ~  , B(IR~)) 

satisfaisant : 

ri) pour tout A de l'algèbre engendrée par les intervalles de IR , 



1 ii) 3 bo F lo,eël~. 
1 1 

Log Log - . Log Log - Mo(du,dv) < + . 
1- 

lu l IvI 

Alors pour tout filtre linéaire F de gain borné g , f X vérifie : 

t 
i m  p . .  F X(s) ds = g(01 . ~({oI) . 

t 
t++m O 

Pheuut : Nous avons vu (VI.2) que le filtré F X est harmonisable 

de mesure stochastique g.0 . Sa bimesure spectrale est définie sur 
8(X) x B(IR) par 

De plus pour tout borélien B , 

Donc lorsque l'une des deux hypothèses énoncées est vérifiée, 

le théorème IV.4.1. permet de conclure. W 

3 - ESTIMATION DE LA MOYENNE TEMPORELLE DE LA PUISSANCE 

D'UNE TRAJECTOIRE DE CERTAINS PROCESSUS HARMONISABLES 

Nous allons maintenant étudier le comportement asymptotique 

de la moyenne temporelle de la puissance instantanée d'une trajectoire 

d'un processus fortement harmonisable qui possède de "bonnes propriétés" 

de fluctuation (conditions (7.3), (7.41, (7.5)). Pour cela nous filtrons 

le processus, afin de déterminer la contribution de chaque fréquence. 

Nous commençons par établir le lemme technique suivant : 



3 . 1 .  Lemme - (ThéahErne de a7~znh6eh-t p a m  Re6 t nuWLe4  kiebe.xtLenne6 ) . 

Soient un espace de Hilbert H , deux espaces mesurables (S,F) 

et (Q,d$,, une mesure hilbertienne p : F + H  et une fonction mesurable - 

Alors la fonction d'ensemble v : -+ H définie par 

v(A) = p({h E A}) est une mesure hilbertienne. 

De plus, pour toute fonction mesurable f : R -+ C , 

telle que If O hl soit p-intégrable, la fonction f O h est p-intégrable, 

la fonction f est v-intégrable et pour tout A & c 6  : 

P/reuve : Il est évident que JJ est une mesure hilbertienne. 

Prouvons la deuxième partie du lemme. 

i) Si f est étagée, on constate aisément que pour tout A 

ii) Supposons que f soit positive et que f O h soit p-intégrable. 

Il existe une suite croissante de fonctions étagées positives (fn)nEm 

qui converge partout vers f. Les fonctions fn O h sont étagées positives 

et forment une suite croissante qui converge partout vers la fonction 

p-intégrable f O h. 

D'après i), pour tout A de J% et tout entier n , on a : 



Or par le théorème de convergence dominée pour les mesures vectorielles 

Cl3 : th. IV. 10.10] nous obtenons : 

f O h ~ J J  = lim f n o h d u =  limj fndv , 1, hEA, n* j{hPAI n-t* A 

Ainsi, d'après la définition de l'intégration par rapport à une mesure 

hilbertienne 0 3  : def. IV. 10.71 , la fonction f est v-intégrable 

et pour tout A de u% , nous avons : 

iii) Dans le cas général, puisque If O hl est p-intégrable, 

la fonction If( est v-intégrable, d'après ii). D'après @ 7  : cor. 1v.11.71, 

la fonction f O h est JJ-intégrable, et f est v-intégrable. De plus, 

en considérant les parties réelle positive, réelle négative, imaginaire 

positive et imaginaire négative de la fonction f , la partie ii) nous 

permet de conclure.. 

Ainsi, on peut déduire aisément du lemme précédent : 

3.2. Lemme. - Soient deux espaces mesurables (s,F) (a, A) 
2 

une mesure stochastique ri : ---+ Le(S,F,P) et une fonction mesurable 

h : R + W .  

Pour toute fonction mesurable bornée g : R --+ E , le - 
L 

processus Y : IR --+ Lc(S,F,P) défini par : 

2 est harmonisable de mesure stochastique spectrale v : B(IR) -+ L@(s,F,P) 



définie par v(A) = g(u)  du) . 

De plus 

Nous pouvons maintenant prouver : 

3 . 3 .  ThéohErne - Sm Re. npe&e de puhnance  de c&aivld phocedbM 

hatunonAubled. 

Soit X : IR --+L~(s,F,P) un processus harmonisable de mesure - a: 
2 stochastique spectrale p : BOR) -+ Lc(Sy F,P) telle que : 

(7.3) 4 i) pour tout A de B(IR) U(A)  ~L~(s,F,P) y - 

4 (7.4) ii) p considérée corne une fonction à valeurs dans L,(S,F,P) 

* 
est une mesure vectorielle que nous noterons b a 

2 (7.5) iii) la fonction p.; : B(IR) x B(IR) -t L&(s,F,P) , définie par 

 p.;(^ x B) = p(A) . , est prolongeable en une mesure 

* -* 2 2 
stochastique notée 1 C3 p : B (IR ) - L~(S,F ,P) . 

Si p vérifie l'une des deux hypothèses suivantes : - 

(7.6) 1) il existe trois réels E, bo , c > 0 tels que : 

* -* 
ii) O < a < b < b o = >  I j p 8 p 1 1  ((a< Iu1-u21< b}) 

Log a 1 -(3+€) /2 
S c(- - 1 ) ' l2 . (Log Log -) Log b b Y 



(7.7) 2) il existe une mesure positive finie M~ (ai2, 8(m2)) 

satisfaisant : 

i) pour tout A de l'algèbre engendrée par les intervalles de IR : 

ii) jbo c ]o,~-'I , Log ~ o g  - Log Log - l ~ ~ ( d u ~ , d u ~ )  < +. . 
II,,< u 1 <bol lul 1 Iu21 

Alors pour tous les filtres linéaires F et F de gains bornés respectifs 1 -  2 

et g 2 , s :  
81 - 

De plus pour tous les filtres F1 F2 cette limite est une variable 

aléatoire constante P-P.S. si et seulement si 

* -* 
( 7 . 9 )  'dB , B' e 8(ai2) , p 8 p ((B x B') n A) est une constante néces- 

sairement positive . 

Pheuve : 

1) En utilisant l'inégalité de Schwarz, on constate que toute 

* 
fonction complexe p -intégrable est pintégrable [13 : déf. IV.IO.~] 

et que les deux intégrales sont égales. 

2 2) De plus,comne la fonction p . ; : 8(lR) x B(W) -+ L~(s,F,P) 

* -* 2 
est prolongeable en une mesure p 8 JJ : 8(ai2) + LC(S, F,P) , pour toutes 

les fonctions mesurables bornées f et g : IR- (C , on a : 



i) En effet si f et g sont étagées, cette propriété est évidente. 

ii) Lorsque f et g sont deux fonctions positives bornées, il existe 

deux suites croissantes (fnlncm 
et (gn'ncm 

de fonctions étagées positives 

qui convergent partout, respectivement, vers f et g. D'après le théorème 

de convergence dominée pour les mesures vectorielles 3 : th. IV. 10.10] : 

* L4 * 4 
fn du + IB f du et I gn d$ L+ 1 g du* , 

IR IR 

Comme (f,(u> g,(~)>,,~ est une suite croissante de fonctions en (u,v) 

étagées positives, qui converge partout vers la fonction bornée f(u) g(v) : 

Or pour les fonctions étagées nous avons vu que : 

- * -* 1 fn<u) ,(du) . f (u) gn(v) u @ y  (du,dv) . 
IR II, 

Ainsi, l'unicité de la limite L~ , et les relations (7.10) et (7.11) nous 

donnent : 

iii) On déduit aisément que la relation précédente est encore vraie 

lorsque f et g sont deux fonctions complexes mesurables et bornées. 

3) Si FI et F 2  sont deux filtres de gains bornés 8, et g2 9 



D'après le lemme 3.2., le processus s t-+ F,X(s) . F2x(s) est 

harmonisable de mesure stochastique spectrale v définie par : 

De plus pour tout borélien B de B(IR) , 

* -* 2 
E(v(B).v(B)) s / Igl 1 l m  . 1 1g21 l m  . 1 I P  @P I I  ({u1-u2 BI) . 

Si la mesure p vérifie l'une des deux hypothèses (7.6) ou (7.7) 

du théorème, alors v vérifie l'une des deux hypothèses (7.1) ou (7.2) de 

la proposition 2.1, et cette proposition s'applique au processus harmonisable 

- 
FIX . F2X . En particulier, la relation (7.8) est vraie. 

3) Sous les hypothèses du théorème, si la limite dans (7.8) est une 

variable aléatoire constante P-P.S. pour tous les filtres F1 et F2 , alors 

en considérant des filtres passe-bande on obtient la relation (7.9). 

Réciproquement si la condition (7.9) est satisfaite, on vérifie 

aisément que la limite dans (7.8) est une variable aléatoire constante 

P-P.S. lorsque g et g2 sont étagées, puis lorsque ces deux fonctions 
1 

mesurables bornées sont positives et enfin quelconques.~ 



i) D'après les conditions (7.3) et (7.4) le processus X , étudie 
4 

au théorème 3.3., est à valeurs dans L (S,F,p). De plus la condition (7.5) a 

entraîne que ce processus est fortement hannonisable, sa mesure spectrale 

M étant : 

* -* 
La restriction v de 8 p à la première bissectrice 

A = {u =u , définie par : 1 2  

est une mesure hilbertienne qui vérifie d'après (7.8) : 

et la condition (7.9), se traduit par : 

ii) Ainsi lorsque la condition (7.9) est satisfaite, nous constatons 

que nous pouvons estimer, en observant des trajectoires, la restriction m 

à la première bissectrice de la mesure spectrale M . 

Donc, d'après le théorème VI.5.1. nous obtenons : 



et la moyenne temporelle de la puissance instantanée d'une trajectoire de 

X est P-P.S. localisable sur l'axe des fréquences : pour tout filtre F 

de gain borné g , on a 

iii) Sans les hypothèses (7.6) et (7.7), les conditions (7.3), 

(7.4) et (7.5) entraînent, d'après le théorème V.2.2. ,  que : 

Ainsi la moyenne temporelle de la puissance d'une trajectoire a P-P.S. pour 

ordre de grandeur  log Log t) lorsque t tend vers l'infini : 

lim P-P.S. / t ~ ~ ( s ) / 2 d s = 0  . 
t*m t Log Log t J O  

iv) Les conditions posées sur le processus X et, en particulier, 

sur sa mesure stochastique sont fortes, affaiblir ces conditions est un 

problème ouvert. 
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Dans la première partie (chap. 1 et II) l'espace-temps O W%r 
processus harmonisables (p.  h. ) considérés est un 'groupe 1.c.a. On 
au chap., 1 qu'un tel p.h. peut avoir plusieurs mesures s t o a h a e t f q ~ s  

spectrales (m. s . s .  ) , par exemple si G n'est pas métrisable, et qu'il e6~1!Wr,en-t 

de se restreindre aux m. S. S. régulières, et au chap. II que 17ensWM 4e8 
. . 

p. h. h densif 6 stochastique spectrale est dense dans l'enseirrb#e des 

processus continus pour la topologie de Ia convergence compacte. 

< 

Dans les deuxième (chap; III, IV, V )  et troisième parties, 

l'espace-temps est IR et des propriétés asymptotiques des p.h.  sont 

démontrées. Ainsi au chap. III une C . N .  S. portant sur la m .  S. S. est donnée 

pour qu'un p. h.  vérifie la loi forte des grands nombres. Les chap. IV et V 

contiennent des raffinements de ce résultat (C . S. maniables et vitesses de 

I 'emvergeme cie la 1,f.g.n.). 

/ 

La troisième partie - porte sur la puissance et le filtrage de certains 

p.h. : c'est l'espérance be la puissance instantanée qui est utilisée au chap. 

VI où est démontré que tout p.h. à bimesure' sigma-finie est 

asymptotiquement stationnaire, la mesure spectrale asymptotique étant 

estimée. Au chap. VI1 , c'est la puissance du signal (trajectoire) lui-même qui 

intervient. La m.s.s. est estimée P.S. au, moyen de filtrés du signal, et un 

théorème ergodique en est 
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