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INTRODUCTION

La théorie des processus harmonisables introduite par M. Loéve pour
. . . . . 2 f s ax .
généraliser la notion de processus stationnaire (au sems L7), a été développée

entre autres par Yu. A. Rozanov, H. Niemi, et M.M. Rao.

Dans cette thése sont abordés trois aspects de cette théorie : les
processus (ou champs) harmonisables définis sur un groupe abélien localement
compact (l.c.a.) et leurs propriétés d'approximation des processus continus,
la loi forte des grands nombres (L.F.G.,N.) pour les processus harmonisables

sur R , 1'étude du spectre de puissance de certains d'entre eux.

La définition habituelle d'un processus harmonisable sur un groupe
l.c.a. est donnée a partir d'une mesure stochastique qui est supposée réguliére.
Au chapitre I, nous montrons que l'hypothése de régularité peut &tre omise,
Mais il en résulte qu'un processus harmonisable peut posséder plusieurs mesures
stochastiques spectrales, une et une seule d'entre elles étant réguliére,

d'aprés I. Kluvdnek.

Ensuite est établie une loi faible des grands nombres pour les
processus harmonisables, généralisant des résultats de Yu. A. Rozanov, et
de M.F. Driscoll, J.N. McDonald et N.A. Weiss (formule d'inversion permettant
de retrouver les masses ponctuelles de la mesure stochastique spectrale, pour

la convergence en moyenne quadratique).

Chapitre II : H. Niemi a prouvé que tout processus (faiblement)
harmonisable sur IR peut &tre approximé par une suite de processus fortement

harmonisables uniformément sur tout compact de M. Au chapitre II, ce résultat
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est étendu aux processus continus définis sur un groupe l.c.a. & valeurs dans

un espace L2 séparable.

Puis divers raffinements de cette extension sont donnés lorsque le
groupe est o-compact, puls o-compact et métrisable. Ces résultats, notamment
la notion d'opérateur harmonisant, ont été obtenus simultanément par R. Moché

travaillant sur des processus harmonisables d'espace~temps IR .

Chapitres III, IV, V : en utilisant 2 plusieurs reprises un résultat
essentiel di 4 A. Pietsch et R. Rogge, & H. Niemi, & A.G. Miamee et H. Salehi -
qui peut s'énoncer sous la forme : tout processus harmonisable est dominé par
un processus stationnaire - nous généralisons et affinons des résultats sur la
loi forte des grands nombres, obtenus par divers auteurs (notamment V.F. Gaposhkin
et J. Rousseau pour ne citer que les plus récents) dans le cas particulier des

processus stationnaires ou fortement harmonisables.

Ainsi on trouve dans le chapitre III le résultat central de toute

1'étude de la L.F.G.N. : la loi forte des grands nombres est vérifiée si et
' . . -n, P-p.s.
seulement s'il existe un réel a > 1 tel que u(lul <a ) ot o,

ol u est la mesure stochastique spectrale du processus harmonisable quelconque
considéré (V.F. Gaposhkin avait établi ce résultat pour les processus station-—

naires continus).

Au chapitre IV sont données trois conditions suffisantes, mais non
nécessaires, portant sur la bimesure spectrale pour qu'un processus harmonisable
vérifie la L.F.G.N. Enfin, par un exemple, il est montré que le probléme ne
peut se traduire de maniire nécessaire et suffisante sur les bimesures (deux
processus stationnaires continus sont construits, ayant la méme mesure spec-~

trale, l'un vérifiant la loi forte, l'autre ne la vérifiant pas).
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Les résultats du chapitre précédent sont affinés au chapitre V
ot 1l'on donne des conditions suffisantes pouwr que 1'on ait pour presque tout

w 3

t
1
g(t) . T f_t Xs(w) ds _t:':"» o ,

oi g est une fonction pouvant tendre vers + «® avec ¢t .

Chapitres VI et VII : différentes notions de stationnarité d'un
processus stochastique ont été développées ; ainsi la stationnarité asympto-
tique due 3 J. Kampé de Fériet et E. Parzen, et 1'harmonisabilité, comme nous
1'avons déja vu.

Yu. A. Rozanov a établi que tout processus fortement harmonisable
sur TR est asymptotiquement stationnaire. Dans le chapitre VI est introduite
une classe plus vaste de processus harmonisables asymptotiquement station-—

naires : les processus harmonisables & bimesure o-finie.

Ainsi en étudiant, par filtrage la moyenne temporelle de l'espérance
de la puissance d'un tel processus, nous établissons que celle-ci est localisable
sur l'axe des fréquences, selon une notion définie par A. Blanc-Lapierre,
c'est-a-dire que l'on peut déterminer la contribution de chaque fréquence 2
cette puissance. Et ceci est fait en donnant la mesure spectrale de la puissance

moyenne associée a ce processus en fonction de sa bimesure spectrale, qui est

o-finie.

Enfin, en application des résultats sur la L.F.G.N., le chapitre VII
contient des conditions suffisantes pour que 1'on puisse déterminer la moyenne
temporelle de la puissance des trajectoires d'un processus fortement harmonisable

Ces résultats améliorent certains travaux de A. Blanc-Lapierre.






CHAPITRE |

MESURES STOCHASTIQUES SPECTRALES D'UN PROCESSUS
HARMONISABLE DEFIN! SUR UN

GROUPE ABELIEN LOCALEMENT COMPACT.

I - INTRODUCTION

Il est connu que tout processus harmonisable défini sur R ou Z
admet une unique mesure stochastique spectrale. Or, dans le cas général,
un processus (ou champ) harmonisable défini sur un groupe abélien localement
compact peut posséder plusieurs mesures stochastiques spectrales. Par contre,

il posséde une unique mesure stochastique spectrale réguliére.

Dans ce chapitre nous établissons ce résultat et une loi faible

des grands nombres. Puis nous énongons quelques propriétés utiles par la suite.

- Au paragraphe 2, la définition de la régularité d'une mesure hilbertienne

est posée. Des contre-exemples et des exemples sont donnés.

- Nous définissons ensuite, au paragraphe 3, les processus harmonisables
en mettant en évidence la non-unicité de la mesure stochastique spectrale,

dans le cas général, lorsqu'aucune condition de régularité n'est imposée.



- Le paragraphe 4 est consacré a l'établissement d'une formule d'inversion
qui permet d'estimer les masses ponctuelles d'une mesure stochastique spectrale
d'un processus harmonisable. Cette formule généralise des formules données par

Rozanov dans le cas ou l'espace temps G est Z ou IR

- Puis, au paragraphe 5, nous rappelons la caractérisation d'un processus
harmonisable par son noyau a l'aide d'une bimesure spectrale. Ceci nous permet

de constater que tout processus continu stationnaire est harmonisable.

- Ce chapitre se termine par une étude des processus harmonisables a

densité stochastique spectrale (paragraphe 6).

Notation.

Dans ce chapitre et le suivant, G désigne un groupe abélien
localement compact, et I' son groupe dual. La loi interne de G est notée
additivement, tandis que celle de T est notée multiplicativement. Nous
considérons sur ces groupes abéliens localement compacts des mesures de Haar
notées, respectivement, ds et dy (chacune unique a un facteur multipli-

catif prés).

L'image d'un élément s de G par un caractére continu y de T

est écrit sous la forme <s,y>.

2 - MESURES HILBERTIENNES REGULIERES

Soit H un espace de Hilbert. Suivant Kluvdnek [23: § 1]

nous posons :



2.1. Déginition.~ Une mesure hilbertienne définie sur la tribu
borélienne B(T) d'un espace topologique séparé localement compact T ,
est dite régulieére lorsque pour tout A de B(T) et tout e >0, il
existe un ouvert U et un compact K de T tels que

KCACU
et VB eB(M , BCUNK, [p®][lg<e .

Une mesure hilbertienne sur B(T) n'est pas toujours réguliére.

2.2. Contrhe-exemple Leroy Péterson [24 : th. II.12] a établi
que tout groupe (G abélien localement compact non métrisable admet une
mesure n positive finie non réguliere définie.sur la tribu borélienne
B(G) . Dans ce cas, lorsque z est un élément non nul de H , la mesure

hilbertienne u définie sur B(G) par :
p(a) = nCa) . z , A € B(G)

n'est pas régulieére.

Par contre, d'apreés @4 : th. I.7] , nous avons :

2.3. Lemme.- Soit T wun espace topologique séparé. Si chaque

ouvert de G est o—compact, alors toute mesure positive finie est réguliére.

De plus [23 : cor. I.2.] :

2.4. Lemme.- Si une fonction u : B(G) » H , définie sur la

tribu borélienne B(G) d'un groupe abélien localement compact G , est

telle que, pour tout z de H , la fonction pz(.) = (n(.), z)H : B(G) » ¢

soit une mesure complexe réguliére, alors u est une mesure hilbertienne

réguliere.



Ainsi, nous déduisons :

2.5. Proposition.- Si G est un groupe abélien localement compact

tel que chaque ouvert soit o-compact, alors toute mesure hilbertienne sur

B(G) est réguliére.

2.6. Remarque.- Ainsi nous obtenons que toute mesure hilbertienne

sur B(R), B(Z) ou B(]R/zﬂz) est réguliere.

Or on sait que :

2.7. Lemme.~ Soit G un groupe abélien localement compact. Pour

toute fonction f : G - € 1intégrable par rapport a la mesure de Haar de G,
r

la mesure complexe définie sur B(G) par : A —| f(s) ds est réguliere,
A

En utilisant la théorie de l'intégration forte des fonctions a
-
valeurs dans un espace de Hilbert séparable (intégrale de Bochner) l21}

[27 : chap. III] nous avons

2.8. Conollaine.- Soient G un groupe abélien localement compact

et H un espace de Hilbert séparable. Pour toute fonction f : G > H forte-

ment intégrable par rapport 2 la mesure de Haar de G , la fonction d'ensemble

y  définie sur B(G) par p(A) = J f(s) ds est une mesure hilbertienne
A

réguliére,

Preuve : En effet, pour tout z de H , et tout A de B(G) ,

par la propriété de Pettis pour 1'intégrale forte [27 : th. III.Z.lQ] on a :

(J f(s) ds , x),, = J (f(s), x)_ds ,
A By H

et nous pouvons appliquer les lemmes 2.4 et 2.7 . B



3 - PROCESSUS (OU CHAMPS) HARMONISABLES

Nous considérons & partir de maintenant que H = Li(S,F,P) ol
(S,F,P) est un espace probabilisé. Ceci mn'affecte en rien la généralité de
notre étude puisque tout espace de Hilbert complexe est isométrique & un sous—
espace d'un espace Lé(S,F,P) [34 : § 2].

Dars ce cas, une mesure hilbertienne a valeurs dans H = Lé(S,F,P)

est appelée une mesure stochastique.

En utilisant la théorie de 1l'intégration par rapport a une mesure

vectorielle définie par Dunford et Schwartz D3 : § IV.IO] nous posons :

3.1. Déginition.- Un processus X : G =+ H est dit harmonisable
lorsqu'il est la transformée de Fourier d'une mesure stochastique

u : B(Ir') >H définie sur la tribu borélienne du dual T de G :

X(s) = j <s,y> pldy) seG .
T

La mesure stochastique pu est appelée mesure stochastique spectrale

de X.

Le lemme suivant que nous déduisons directement de la définition

3.1, sera amélioré ultérieurement.

3.2. Lemme.- Tout processus harmonisable est borné et faiblement

continu.

Preuve : D'apreés [13 : th. IV.10.8], le processus harmonisable X

de mesure stochastique spectrale p vérifie :



Hxe) |1y sup {<s,v>] ¢ v e Th a0 = o]l <+ =, sec ,

ot ||ul|(r) , la semi-variation de p dans T, est finie d'apres [13

lemma IV.10.4] .

De plus pour tout z de H , nous avons :
(X(s),Z)H = J <s,y> UZ(dY) , seG ,
T
M, étant la mesure complexe définie sur B(T) par pZ(A) = (u(A),z)H ;
par conséquent la fonction s F—»'(X(s),z)H , transformée de Fourier d'une
mesure complexe, est continue. D'ou la faible continuité de X. 8
La notion de processus harmonisable est liée a celle de processus

V-borné introduite par Bochner | 8 : § 7].

3.3. Définition.- Un processus X : G > H est dit V-borné

lorsque :

i) 1l est borné et faiblement mesurable ,

ii) 11 existe une constante ¢ > O telle que

I f £(s) . X(s) dslly scllell, » tet'@,
G

ou f(y) = J <s,y> f(s) ds , v eT,
G

et 1l'intégrale de Pettis f f(s) . X(s) ds est définie puisque X est
G

bornée faiblement mesurable, et f appartient a L1(G).

3.4. Lemme.- Tout processus harmonisable est V-borné.




Preuve : Pour tout z de H , par définition de 1'intégrale

de Pettis (intégrale faible), on a :

(f f(s) . X(s) ds, z)H = J £(s) (X(s),z)H ds = j f(s)(J <s,v> uz(dy))ds,
G G G T

d'aprés le théoreme de Fubini, appliqué aux mesures complexes p, et f(s) ds :
= J f(y) u_(dy) = (J £(y) pldy), 2), -
z H
T T
Ainsi f f(s).X(s) ds = J f(y) p(dy)
G T
et Il ff(s) . X(s) dsl[H gsup {[£()]| = yeT} . |[ju]l|(. W
G
Du théoreéme [23 : th. Z] de Kluvdnek, nous déduisons

3.5. Théonlme.- Un processus X : G ~ H est harmonisable si,

et seulement si,il est faiblement continu et V-borné. De plus dans ce cas,

il posséde une unique mesure stochastique spectrale réguliére pu .

3.6. Remarques.-

i) Si nous n'imposons aucune condition de régularité sur la mesure

stochastique spectrale p , dans le cas général, il n'y a pas unicité.

En effet, d'aprés le théoréme de dualité de Pontryagin, tout
groupe abélien localement compact est le dual d'un groupe abélien localement
compact. Done, soit T un groupe abélien localement compact non métrisable,
dual d'un groupe G. Il existe une mesure stochastique mon régulidre

p i B(r') > B (cf. remarque 2.2).

Le processus harmonisable X : G+ H défini par :
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X(s) = J <s,y> pldy)
r

posséde deux mesures stochastiques spectrales distinctes : pu qui n'est

pas régulidre, et son unique mesure stochastique spectrale réguliére (th. 3.5).

ii) D'aprés la proposition 2.5., lorsque T est un groupe abélien
localement compact, tel que tout ouvert soit o-compact, tout processus
harmonisable posséde une unique mesure stochastique spectrale, et celle-ci

est régulieére.

Nous retrouvons l'unicité de la mesure stochastique spectrale

d'un processus harmonisable lorsque G = 1R ou Z [}7 : V. III].

iii) Un probleme qui se pose est de déterminer des liens entre les

différentes mesures stochastiques spectrales d'un processus harmonisable.

3.7. - Nous pouvons donc énoncer, d'aprés [23 : cor. 3.3] >

1'amélioration suivante du lemme 3.2.

Théonéme.~ Tout processus harmonisable est borné et uniformément

continu.

4 - FORMULE D'INVERSION - LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES POUR

LES PROCESSUS HARMONISABLES

Les formules d'inversion permettent d'estimer certaines valeurs
des mesures stochastiques spectrales d'un processus harmonisable., Ainsi
nous généralisons aux processus harmonisables la loi faible des grands

nombres pour les processus faiblement stationnaires définis sur un groupe



abélien localement compact obtenue par Driscoll, McDonald et Weiss []2
th. 1]. Ce résultat généralise aussi la formule d'inversion [36 : Inversion

formulae| de Rozanov pour les processus harmonisables sur IR .

Commencons par établir la condition d'intégrabilité forte

suivante :

A
4.1. Lemme.- Soient (@, /) un espace mesurable, H un espace

de Hilbert séparable, et m une mesure complexe ou positive sur (9,.%).

Pour toutes fonctions mesurables h : Q > H bornée, et f : Q - €

m-intégrable, la fonction mesurable f.h : Q - H , w* f(w) . hw) ,

est fortement m~intégrable.

Preuve : Pour prouver que f.h est fortement m-intégrable,
suivant la définition de 1'intégration forte [27 : déf. IIT.III.4|, nous

allons établir 1l'existence d'une suite (g ) de fonctions en escalier
g p21

3

fortement m—intégrables vérifiant :

gp—;';f L
et J llg (W) - g W} |m|(dw) ——— 0 .
v P 4 P,q>0

i) Puisque l'espace de Hilbert H est séparable, il existe une

famille {xn :ne N} dénombrable,dense dans H. Pour chaque entier p > 1,

posons :
B1(p) = B(x1,1/p) ={xeH: [Ixi-x‘| < 1/p}
Bz(p) = B(x2,1/p) \ B1(p) ={xeH: i|x2—x|| <1/p et x ¢ B1(p)}
Bn(p) = B(xn,1/p) \‘Bn_i(p)
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La fonction h : @ - H étant mesurable, pour chaque entier

p = 1, on définit une partition o ~mesurable de £ en posant :
-1
An(h,p) = h (Bn(p)) , ne N

(des An(h,p) pouvant &tre vides). De plus la fonction en escalier
hp : § > H définie par :

400

hp(w) = ) X Xp (X p)(m) (ol fonction indicatrice
n=1 n "’

X
An(X,p)
de An(X,p)) s

vérifie pour tout w de £ :

[{h(w) - hp(m)ll < p

et puisque la fonction wk>||h(w)|| est bornée par un nombre b 20,
la fonction w +> !lhp(w)‘[ est bornée par 1+b .
Ainsi la suite bornée de fonctions en escalier (h_) *
p’ pelN

converge vers h uniformément sur Q.

ii) La fonction f : § -> € est m—intégrable, donc il existe
une suite de fonctions étagées (fp)penq qui converge vers f m-presque~

~ 1
stirement, et au sens de L (m).

iii) Pour chaque entier p > 1 , considérons la fonction en

escalier mesurable g, * (2, ) » (M, B(W)) définie par : gp(w) = fp(w).hp(M).

Alors la suite (gp)pelN* converge m-presque-sirement vers la

fonctions f.h .

De plus pour tout entier p x> 1 , la fonction fp étant

m-intégrable, la relation
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||gp(w)|] < (1+b) . !fp(w)| ,

entralne que la fonction en escalier gp est fortement m-intégrable [27

déf. III.TII.1].

Pour tous les entiers p et q = 1 , nous avons :
|lgp(w) - gq(m)l‘ < (1+b) . |fp(m) - fq(w)\ + |fp<w>i . i\hp<m) - hq(m)\\ ,

d'olt en intégrant par rapport & la mesure |m| , variation totale de m ,
g P

JQ llgp(w) - gq(w)ll |m| (dw)

< (1+b) J [f (0)-f (W)] |m|(dw) +
, g | P q
+ JQ ]fq(m)[ Im| (dw) . sup {]lhp(w)—hq(w)[i T w e Q} .
Ainsi, puisque (fp)peDJ converge au sens L1(m) et que la suite (hp)peIN*

converge uniformément sur §, nous obtenons :

jQ ng(w) - gq(u))” lm!(dw) W 0

. * . e P .
Les fonctions gp , p e N , satisfont les conditions, énoncées
au début de cette démonstration, pour que la fonction f o h soit fortement

m~intégrable. K

Maintenant nous pouvons établir :

4.7. Théondme.- Soit un groupe abélien localement compact G.

m étant sa mesure de Haar, supposons qu'il existe une suite de compacts

(K )

2 ne tels que :

m((s+K )AK )

m(Kn) =0 pour tout s de G .

m(K) >0 et lim
n n>+eo
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Soit X : G+ H un processus harmonisable de mesure stochastique

spectrale p , et & valeurs dans un sous—espace séparable de H.

Alors

lim ER%—T J <s,y> . X(s) ds = p({y})
N>+oo n K

n

Preuve : Puisque le processus X est continu borné et a valeurs
dans un sous—espace séparable de H , l'intégrale forte est définie pour chaque

entier n (lemme 4.1).

Soit v € T . D'apres le théoréme de Fubini pour les mesures

vectorielles [?7 ¢ th. IV.IIi}, nous avons pour tout entier n :

1
m(Kn)

J <s,y> . X(s) ds <s,y> <s,a> ds u{da)
K

n n

]
—
—
=]
~
| -
=3
4
e
=

= JF An (Y-1 a) p(da)

1
avec A (y) = —_"*—’J <s,y> ds
n m (Kn) K

Or, d'apres [12 : lemma 1] 1la suite de fonctioms continues

(An)nelN vérifie pour tout y de T

1 si y =1 élément neutre de T
A (O] 1 et lim A (Y =

n->+w
0 sinon .

Ainsi le théoréme de convergence dominée pour les mesures vecto~

rielles [}3 : th. IV.10.10] s'applique
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lim J A GT 0w = uiyh
n->+oco T

1im -m-(—11(‘-)— J <;,—T‘{—> X(S) ds = H({Y}) . B
N>+ n K

n

4.3. Remarques

i) Ainsi nous retrouvons [36] [37] :

n=N .
.1 -
pour G =2Z , limg T e lan X = p({al) , ae R/20Z ,
N->-+00 n=0
1 (T -iac
pour G =R, 1lim T-J e Mt L x(r) dr = p({0)) , aeRr
Tt 0

Nous pouvons obtenir des formules analogues pour G = z? ou RP .

ii) Sous les hypothéses du théoréme 4.2., toutes les mesures stochasti-
ques spectrales d'un processus harmonisable ont les mémes masses ponctuelles.

Ces mesures stochastiques ne seraient-elles pas égales ?

iii) Rozanov [36] [37] a établi une formule d'inversion dommant les
valeurs sur les intervalles bornés de IR (respectivement de L—ﬂ,ﬂ]) de
la mesure stochastique spectrale d'un processus harmonisable sur 1R
(respectivement sur 7). Cette formule admet-elle des versions pour

d'autres types de boréliens et pour d'autres cas de groupe G ?
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5 - BIMESURES SPECTRALES ET CARACTERISATION DES PROCESSUS

HARMONISABLES PAR LEURS NOYAUX

5.1. Définition.- Nous appelons bimesure spectrale sur un espace
. . »" -
mesurable QLJD toute fonction de deux variables M :J%x Jé -~ C qui
vérifie
i) M est séparément o—-additive par rapport a chacune des variables

ii) M est de type positif .

5.2. Remarquesd :
i) A 1'aide du théoréme de Vitali-Hahn-Saks []3 : 1V.10.6], on
montre aisément que la définition précédente d'une bimesure spectrale est

équivalente 2 celle donnée par R. Moché [27 : déf. IV.IV.5].

ii) D'aprés [27 : th. IV.IV.6| toute bimesure spectrale M sur
(Q,A) est de la forme : M(A,B) = E(u(A) . p(®)) , A et Be ﬁ s

N . 2
ol p est une mesure stochastique sur un espace Lc(S,F,P).

iii) De plus, pour chaque événement A de d% , les fonctions M(A4,.)
et M(.,A) : 'ﬂ“ -~ C sont des mesures complexes. Mais la bimesure spectrale
M : -fé x ,}é + C n'est pas toujours prolongeable en une mesure complexe

définie sur la tribu produit A o A 4] [18] .

Utilisant la théorie de 1'intégration par rapport a une bimesure
spectrale exposée par R. Moché [27 : chap. IV.IV] (voir aussi [9]), nous
avons la caractérisation suivante des processus harmonisables par leurs

noyaux 1L361 .
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5.3. Théoneme.- Soit un processus X : G -~ H. Pour que X soit

un processus harmonisable, il faut et il suffit qu'il existe une bimesure

spectrale M sur (T, B(T)) telle que :

(X(s), X(t))H = H <s,y> <t,y'> M(dy, dy') , s, te G .
I'xT

La notion de processus harmonisable généralise celle de processus

continu stationnaire [27 : § v.v].

5.4, Proposition.- Un processus continu et stationnaire est un

processus harmonisable dont une bimesure spectrale est concentrée sur la

premiére bissectrice {(y,y) : y e I'}.

Les processus harmonisables de Lodve [25] sont dénommés ici

fortement harmonisables :

5.5. Déginition.- Un processus harmonisable X : G » H dont
une bimesure spectrale est prolongeable en une mesure sur la tribu produit

B(T x I'), est appelée processus fortement harmonisable.

Ainsi un processus continu et statiomnaire est fortement
harmonisable.

Comme une bimesure spectrale n'est pas toujours prolongeable
en une mesure, nous sommes amenés par la suite & utiliser le résultat
suivant dd & A. Pietsch et R. Rogge [43][44] (voir aussi [26 : lemma A])
et que nous déduisons aisément de r34 s prop. 5.6.].

Ce résultat sera essentiel pour 1'étude de la loi forte des

grands nombres au chapitre III, et pour la construction de la mesure

spectrale d'un processus harmonisable & bimesure o-finie au chapitre VI.



5.6, Proposdition.- Pour toute bimesure spectrale M sur un

espace mesurable (Q, 2b), il existe une mesure positive finie m sur

(9,d) dominant M, c'est-a-dire telle que pour toute fonction mesurable

bornée £ : Q~>C , on a :
{ —_— 2
0 < JJ f(w) flw") M(dw, dw') < J lf(w)l m{dw)
QxQ Rat
5.7. Remarque : Pour de nombreuses applications, il serait

tres utile de déterminer une construction d'une mesure dominant une bimesure

spectrale donnée.

6 - PROCESSUS HARMONISABLES A DENSITE STOCHASTIQUE SPECTRALE

Nous abordons 1'étude d'une famille de processus harmonisables
trés simples, que nous utiliserons au chapitre II pour approximer, en un
sens 4 définir, toute fonction continue définie sur un groupe abélien

localement compact et a valeurs dans un espace de Hilbert séparable.

Nous supposons que 1'espace de Hilbert H est séparable.

6.1. Définition.- Un processus harmonisable X : G » H est
dit 2 densité stochastique spectrale, lorsqu'il posséde une mesure stochas-
tique spectrale u qui est & densité par rapport a la mesure de Haar dy
du dual T de G. C'est~3-dire qu'il existe une fonction g : T >~ H
fortement dy-intégrable telle que

,
p(a) = | g(y) dy A e B(T)
JA
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Dans ce cas, d'aprés le corollaire 2.8 et le théoréme 3.5, u

est 1l'unique mesure stochastique régulidre de X.

6.2, Lemme.~ Soient (Q, J%,nﬂ un espace mesuré, m étant une

mesure positive quelconque, et u : d% ~+ H une mesure stochastique 3 densité

g : 2> H par rapport a2 m .

Alors la bimesure spectrale M sur (Q, o) associée a p  par

M(A,B) = E(u(a) . u(®) , A,Be B ,

est prolongeable en une mesure sur (B © B .

La difficulté rencontrée dans la preuve du lemme est due au
fait que la mesure m n'est pas supposée o-finie, et donc on ne peut pas
définir de mesure produit m @ m de facon usuelle 59 : déf. 7.7].

Preuve :

Comme g est une fonction fortement m-intégrable, d'aprés

[27 : th. III.III.B], la fonction positive w — {[g(w)lt est m~intégrable.

Posons pour tout w de @

fw) = glw) / ||g)]]| si gw) #0 , et f(w) =0 sinon.

Ainsi la fonction (Jé, B(H))-mesurable f : @ > H est bornée et vérifie :
glw) = g || . £ , wen .

En notant |||g||m] 1la mesure positive finie sur (o, ob) a
densité la fonction ||g|| par rapport 3 la mesure m , la propriété de

Pettis pour 1'intégration forte |27 : th. III.III.5| entraine pour tout

A de d% :
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(u(A),Z)H = J (gw), Z)H m(dw)
A

(£ (w),2) fm] (dw)
JA o [le!n] @@

or, la fonction bornée mesurable £ est fortement intégrable par rapport

4 la mesure positive finie [|]g||m] donc on peut écrire :
(H(A),Z)H = (J f(w) H‘gHmI (dw) z)H ,
A
d'ou, d'aprés [27 : th. III.III.5],

() J £ [lglla] @) -
A

Comme la mesure [||g||m] est positive finie sur & | 1a mesure
produit [|]g] [m] 8 [[ig] fm] est définie sur dé@ dé . Donc en appliquant
la propriété de Pettis {:27 : th, III.III.S] et le théoréme de Fubini nous

obtenons pour tous les événements A et B de JD

M(A,B)

]

E(u(A) .p(BY) = E(f £ [|lgllmf (dw) - J £ ([iglim] (dw™))
A B

]

JJ EEW.Tw ) [|lgllm] @ [lellm] (dw,dw")
AxB

la fonction complexe h : (w,w') +> E(f(w).f(w")) étant, évidemment,

d% 8 J%—mesurable et bornée, donc [I [gl [m] 8 [|lgl [mj-intégrable.

Ainsi la bimesure spectrale de la mesure stochastique pu est
prolongeable en une mesure sur J%@ (ﬁ a3 densité h par rapport a

la mesure positive finie H [g( [m] 8 U fg[ |m] ®..

Nous déduisons aisément :
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6.3. Proposition.- Tout processus harmonisable 2 densité stochastique

spectrale est fortement harmonisable.

La condition suffisante d'intégrabilité forte, suivante, se

déduit facilement du lemme 4.1.

6.4, Conollaine.- Soient (9, #) un espace mesurable, H un

espace de Hilbert séparable et m une mesure complexe ou positive sur

(2, - ). Pour toutes fonctions mesurables g : @ > H fortement mw-intégrable,

et £ : Q> C bornée, la fonction mesurable f.g : Q@ > H o > f{w).gw)

est fortement m-intégrable.

6.5. Conollainre.~ Sous les hypothéses du lemme 6.2, pour toute

fonction mesurable bornée f : Q ~ €, on a :

J f(w) p(dw) = J flw).g(w) m(dw) .
Q 2

6.6. Coroflaire.~ Tout processus harmonisable X : G > H 3

densité stochastique spectrale : T > H, s'exprime sous la forme :
que Sp g P

X(s)=J <s,v> . gly) dy , s eG.
T
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CHAPITRE 11

APPROXIMATIONS FORTEMENT HARMONISABLES DE PROCESSUS
CONTINUS DEFINIS SUR UN GROUPE ABELIEN

LOCALEMENT COMPACT.

| - INTRODUCTION

Considérons un groupe l.c.a. (localement compact et abélien) G ,
un espace probabilisé (S,F,P) , et l'espace de Hilbert H = Lé(S,F,P) que

nous supposons séparable.

Sur l'espace C(G,B) des processus continus définis sur G, nous
définissons une famille d'opérateurs fortement harmonisants (paragraphe 2),
c'est-3-dire qui transforment tout processus de C(G,H) en des processus
fortement harmonisables. Nous obtenons, plus précisément, que les opérateurs
de cette famille donnent des processus harmonisables a4 densité stochastique

spectrale.

A 1'aide de ces opérateurs, nous établissons (paragraphe 3) que les
processus harmonisables de C(G,H) & densité stochastique spectrale et a
support compact forment un sous—ensemble dense de C(G,H) muni de la topologie

de la convergence compacte (théoréme 3.1.).

Lorsque le groupe l.c.a. G est o-compact, C(G,H) est un espace

de Fréchet, et on obtient que tout processus de C(G,H) est la limite uniforme
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sur tout compact, d'une suite de processus harmonisables de C(G,H). Ceci
généralise le résultat suivant, établi en collaboration avec R. Moché [11] :
pour tout processus continu borné X : r" — Lé(s,fﬂP), il existe une suite
de processus harmonisables a densité stochastique spectrale, qui converge

. . n
vers X uniformément sur tout compact de IR .

De plus lorsque G est o-compact et métrisable (corellaire 3.4.),
il existe une suite (Hn)ném d'opérateurs fortement harmonisants de C(G,H)
qui converge vers 1'opérateur identité.

Nous donnons divers raffinements de ces résultats pour des familles
équicontinues de processus de C(G,H) (théoréme 3.3), et pour la famille
Cint(G’H) des processus fortement intégrables de C(G,H) (cor. 2.5 et 3.5).

De cette étude, nous déduisons (exemple 3.7) dans le cas G = IR , que tout

processus continu X de C(IR,H) est limite d'une suite de processus

fortement harmonisables (Xn)neIN tels que
t1/n
Xn(t) = J n(1-ns) . (X(t+s)+X(t-s)) ds , pour t € |-n,n] ,
]
- 2 2
X (0) =0 , pour t¢ [-n-2, 0+

Cette approximation est différente de celle obtenue dans |[11].

1.1. - Dans ce chapitre, nous considérons un groupe l.c.a. G et
son dual T. Nous munissons ces groupes l.c.a. de mesures de Haar harmonisées,

notées respectivement ds et dy [38 : 1.5.1.].

Nous allons approximer les éléments de l'espace ((G,H) des
processus continus a valeurs dans l'espace de Hilbert séparable H , muni
de la topologie de la convergence compacte : un systéme fondamental de
voisinages ouverts de la fonction identiquement nulle est donnée par

pour tout compact K de G et tout réel e >0
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V(K,e) = {X e C(G,H : Veek ||x®)]] e} .

1.2, - Pour tout processus X : G~ H , 1l'espace H(X) est le

sous-espace de Hilbert de H engendré par la famille {X(t) : t e G}.

1.3. - Nous allons utiliser la théorie de 1'intégration forte

pour les fonctions & valeurs dans un espace de Hilbert séparable 1217
[27 : chap. IIIJ, et nous notons Cint(G’H) la classe des processus de
C(G,H) qui sont fortement intégrables par rapport a la mesure de Haar

de G.

1.4. - Classe B'(G)

Pour construire les opérateurs harmonisants, nous allons utiliser
une classe de fonctions auxiliaires qui jouerons le rdle de fonctions de

lissage et qui seront les fonctions harmonisantes de la construction.

Aussi, suivant W. Rudin [38 : 1.5.], nous considérons la classe
1 <14 . . .
B (G) des éléments de L1(G) qui sont des transformées de Fourier

inverses d'éléments de L1(F).

D'aprés le théoréme d'Inversion [38 : th. 1.5.1.] un élément

1 . . . . .
de B (G) est la transformée de Fourier inverse de sa transformée de Fourier.

Lorsque V est un voisinage ouvert de 1'élément neutre O de

G , il existe un ouvert symétrique U de O tel que
(U + U) compact et (U +U)CV .

Alors, m désignant la mesure de Haar de G , la fonction complexe

J(s) = m((s + U) " U) appartient i B1(G) , a pour support le compact
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(U + 1) et vérifie :

J J(s) ds > © et @(y) = (J <s,v> ds)2 , yerTl
G U

2 - OPERATEURS HARMONISANTS

Le théoréme 2.1. nous permet de construire des opérateurs harmonisants.

2.1. Théonéme.- Soit un processus X : G > H fortement intégrable

par rapport 3 la mesure de Haar du groupe l.c.a. G. Pour tout élément ¢

de B1(G) , de transformée de Fourier $, 1le processus Y : G » H(X) défini

par

[
(2.1) Y(t) = J f(s) . X(t+s) ds , t € G ,
G

est un processus harmonisable a densité stochastique spectrale z : T > H{EX),

2.2) Y(v) = &(Y) . J <s,y> - X(s) ds , Yy e T .
G

Et d'aprés le théoréme I.6.3., le processus Y est fortement

harmonisable.

Preuve :

i) Définissons Y et E.
La fonction complexe ¥  est continue et bornée, donc d'aprés le
lemme 1.6.4. et 1l'invariance par translation de la mesure de Haar d'un groupe

l.c.a., la ds-intégrabilité forte de X entraine celle de la fonction

s — #(s) . X(t+s) pour tout t de G. Donc on peut définir le processus
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Y : G > H(X) par

Y(t) = J J(s) . X(t+s) ds , t € G
G

Par le lemme I1.6.4., nous obtenons aussi que la fonction
s+ <s,y> . X(s) est fortement ds-intégrable pour tout vy de T.
Or la fonction positive s+ ||X(s)|| est ds~intégrable
[27 : th. III.III.S] , et pour tout s la fonction complexe Y > <s,Y>
est continue sur T, donc par le théoréme de convergence dominée classique,

les relations :

]]( <s,y> . X(s) ds - ( <s,a> . X(s) ds|] ¢ J |<s,y> = <s,a>| . ||X(s)]|]|ds
le ‘G G
et I<s,y> = <s,o>] - [[X() ] < 2 [[X(&|], v, aeT,

entrainent que la fonction définie de T dans H(X) par

Yy — J <s,y> . X(s) ds ,
G

est une fonction continue. De plus, elle est bornée puisque
|]J <s,y> . X(s) dsl| < j [1X(s)]] ds < + = .
G G

La transformée de Fourier  de 1 étant supposée appartenir
a L1(P) , nous pouvons appliquer le lemme I.4.1. et obtenir que la
fonction ) : I' — H(X) définie par la relation (2.2) est fortement
dy~intégrable,et permet de définir une mesure stochastique u : B(I') —H(X)
par

p(a) = J Y(v) dy , AeB(@) .
A
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De plus pour toute fonction mesurable bornée f : T » €, (corollaire I.6.5.)

f
J £(y) pldy) = J £(y) . J(y) dy
T r

ii) Prouvons que Y est un processus harmonisable.

La fonction ¢ étant la transformée de Fourier inverse de J,
par la propriété de Pettis pour 1'intégration forte [?7 : th. III.III.S}

nous obtenons pour tout x de H et tout t de G :

(Y(t),x)H = J (J <s,y> 113(\{) dy) . (X(t+s),x)H ds ,
G T

et, par le théoréme de Fubini appliqué avec les mesures complexes #ly) dy
et (X(t+s),x)Hds , & la fonction complexe continue bornée sur G x T ,

(s,y) v <s,y> , 1'égalité précédente implique :

-~ r e
(Y(t),x)H Jr P{y) (J <s,y> (X(t+s),x)H ds) dy

G

J <t,y> @(Y) (J <t+s,y> (X(t+s),x))H ds) dy
r G

Puisque la mesure de Haar d'un groupe l.c.a. est invariante
par translation, et que la fonction s+ <s,y> . X(s) est fortement

ds-intégrable, nous déduisons :

(Y (),x)y = Jr <t v> (G, x)y dy = (Jr <t,y> . ) () dy, )y

Ainsi pour tout t de G , nous avons :

Y(t)

]

r

J <t,y> . Y (y) dy
J

<t,y> play) . 8
T
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Nous pouvons, maintenant, définir des opérateurs harmonisants

par le théoréme suivant :

2.2. Théoneme.- Soient une fonction f : G ~ ¢ mesurable 3 support

. P 1 .
compact K , et une fonction 1 élément de B (G) de transformée de

Fourier .

Alors la relation

(2.3) HX(t) = J P(s) £(t+s) . X(t+s) ds , t e G ,
G

définit un opérateur linéaire continu de C(G,H) dont 1'image est contenue

dans la classe des processus harmonisables & densité stochastique spectrale.

La densité stochastique spectrale E X : T > H(X) du processus

harmonisable H X est donnée par :

(2.4) T XG0 = ) . f ¥ £(s) . X(s) ds .
G

Preuve : Soit X de C(G,H)

Le processus continu X est borné sur le support compact K
de la fonction ds—intégrable f , donc d'aprés le lemme I.4.1., la
fonction f.X , est fortement ds—intégrable. Ainsi le théoréme 2.1.
s'applique au processus f.X : le processus HX est défini, harmonisable

a densité stochastique spectrale. Donc HX appartient 3 C(G,H).

.

La linéarité de H étant évidente, montrons sa continuité en

tant qu'opérateur de C(G,H).

Pour tout t de G, on a :
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HHR (0 || sj W) | 1£ess) | | [x(crs)| | ds
G
< sup {JU(s)]| : s € G} . J |£(e+s)| ||X(t+s)]] ds .
G

D'aprés les hypotheéses, la fonction [ﬂl est bornée par un réel
positif ¢ , et d'aprés l'invariance par translation de la mesure de Haar

ds , on déduit :
[HR(E) || 5 ¢ J [£(s)] Ix(s)|lds € ¢ J | £(s)] ds . sup{||X(s)|] : s e K}
G K

$ c, sup {]1%¢) ]| :+ s e K},

o, f étant ds-intégrable, ¢, est une constante ne dépendant que de { et

de f, c'est-a~dire de H. Ainsi H est un opérateur continu de C(G,H). B

2.3. Remarques :
i) L'opérateur H défini au théoréme (2.2) transforme les éléments
de C(G,H) en processus fortement harmonisables (théoreme I.6.3), il est

donc un opérateur fortement harmonisant de C(G,H).

ii) De plus la densité stochastique spectrale 2 X de la
transformée HX d'un processus harmonisable X de mesure stochastique
spectrale y peut s'écrire sous la forme :

Y X(y) = @(Y) . J E(Y_1 o) p(da) , y eT
T

iii) En général 1'opérateur H n'est pas invariant par rapport au
temps : il ne transforme pas toujours un processus statiomnaire de C(G,H)
en un processus stationnaire. En effet, si X de C(G,H) est stationnaire
(c'est-a~dire : (X(t+h),X(t))H = (X(h),X(O))H) , Mous avons pour tout t

et tout h de G :
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(HX (e+h), HX(£)) JJ P(s)P(s") £(t+h+s) £(t+s') (X(t+h+s),X(t+s')) dsds’
GxG

JJ P(s)f(s') f(t+h+s) f(t+s') (X(h+s),X(s'))Hdsds' s
GxG

et en général cette expression dépend de t

iv) Mais, on peut obtenir une certaine stationnarité. Soient K

un voisinage compact de O dans G , K1 un compact, ¢ wune fonction

de B1(G) de support K , et f 1la fonction indicatrice de K + K1 .

L'opérateur harmonisant H vérifie, pour tout X de C(G,H) :

HX (t) J J(s) . X(t+s) ds , si tek, ,
G

HX(t) = 0 , si t ¢ K, + K ~-K,

et lorsque X est stationnaire, pour O , t , h et t+h e K1 s

(HX(t+h), Hx(t))H = (HX(h), Hx(o))H .

Par contre, lorsque nous considérons la classe Cint(G’H) des

processus de C(G,H) qui sont fortement ds-intégrables nous obtenons

aisément :
2.4. Corollaire.- Soit  un élément de BY(G). Alors la
relation
1 (
(2.5) Hx(t) = J J(s) . X(t+s) ds , te G ,

G

définit une transformation linéaire continue et invariante par rapport au

temps de Cint(G’H) a4 valeurs dans C(G,H) , les images étant des processus

harmonisables a densité stochastique spectrale.
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2.6. Remarque : Lorsque G est un groupe l.c.a. et g-compact

la transformation définie sur Cint(G‘H) par la relation (2.5) est a

valeurs dans C.  (G,H).
int

3 - APPROXIMATIONS FORTEMENT HARMONISABLES

a) Densité

3.1. Théonéme.~ La classe des processus harmonisables de  C(G,H)

3 densité stochastique spectrale et 3 support compact est dense dans 1'espace

c(G,H).

Preuve : Soient X de C(C(G,H) et K un compact de G.
Sur le compact K , la fonction X : G >~ H est uniformément
continue, donc pour tout réel € > 0 , il existe un voisinage Ve de

1'élément neutre O de G tel que :
/ .
Ve e x , Vs € V8 s [1X(e+s) - X(B)]] €« ¢ .
De plus ce voisinage VE de O peut étre choisi ouvert symétrique et de
fermeture compact, ce que nous supposerons par la suite.

Comme G est un groupe l.c.a., 1l existe une fonction positive
ﬂe de B1(G) a support compact contenu dans V€ et telle que

J § (s) ds = 1 (cf. 1.4.).
G £

De plus, V_ étant un ouvert symétrique de fermeture compact,

la fonction fs indicatrice du compact K + VE , satisfait

t¢gK+V +V et seV ==>tis f K+V ==>Ff (t+s) =0 .
€ € € € €



D'aprés le théoréme 2.2. le processus HeX : G>H défini par
H X(t) = J g (s) £ (t+s) . X(t+s) ds . t eG
3 c € €

est harmonisable & densité stochastique spectrale. Par le choix des fonctions

§ et £, il vérifie:
€ £

]
(@}

H x(t) , tEéK+V +V
£ €

€

)
HeX(t) JV we(s) . X(t+s) ds , t e K .

3
Par conséquent le support de HEX est contenu dans le compact

K+V +V , et pour tout t de K nous avons :

ng(t) - X(v) =J &E(s) . (X(t+s)-X(t)) ds ,

v
€

|iH€X(t)—X(t)l| < J ﬂg(s) ds . sup{|[|X(t+s)-X()|| : s € Ve} s

v
€

et d'aprés le choix de 1'ensemble VE nous pouvons conclure par :

sup{§|H€X(t) -X(W)]] r tekKse .

b) Suites approximantes

Nous venons de montrer que, au sens de la topologie de la convergence
compacte dans C(G,H) , on peut approximer tout processus X de C(G,H)
par une famille de processus harmonisables. Ne pourrait—on pas trouver une

suite de processus harmonisables qui convergeraient partout vers X ?
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Le théoréme 3.1., nous donne une réponse affirmative lorsque le
groupe l.c.a. G est o-compact. En effet dans ce cas 1l'espace C(G,H)
est un espace de Fréchet, donc un espace métrisable, et tout élément de
C(G,H) admet un systéme fondamental et dénombrable de voisinages. Par

conséquent le théoréme précédent entralnme

3.2. Conrollaire.- Lorsque G est un groupe l.c.a. et  o-compact,

pour tout processus X de C(G,H) , il existe une suite de processus harmo-

nisables a4 densité stochastique spectrale et a support compact, qui converge

vers X uniformément sur tout compact de G.

Nous améliorons ce résultat en prouvant

3.3. Théonéme.- Soient G un groupe l.c.a. et o-~compact, et

E une partie de C(G,H) uniformément équicontinue sur tout compact de G.

I1 existe une suite d'opérateurs fortement harmonisants (H )
P n' nelN

de C(G,H) , telle que pour tout compact K de G , on a :

lim HnX(t) = x(t) , uniformément par rapport & X dans E,
N>+

et & t dans K.

Preuve : D'aprés l'uniforme équicontinuité sur tout compact de G
de la famille E, pour tout compact K et tout réel positif ¢ >0, il
existe un voisinage ouvert relativement compact W(E,K,e) de O dans G

tel que :

W e E , Veex , Vs e wEx,e , Hx(e+s)-x() ] < e .
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Comme G est o-compact, il existe une suite croissante de

compacts (F.) contenant 1'élément neutre O et de réunion G.
n’ nelN

Avec ces notations, posons :

- = = N
V= WEF LD, Vy = WEFy,1/2) NV ..., Vo= WE,F_,1/n) Vg 20ees

Ainsi les voisinages ouverts Vn de O et les compacts Kn

vérifient :

(2.6) v TV TV et Vn compact

(2.7) K CK + Vo< Km_1 et e Kn =G .
nelN

De plus si K est un compact quelconque de G , la suite
croissante d'ouverts (K_ + V) le recouvrant, il est contenu dans
n n"nelN
1'un de ces ouverts, et donc dans 1'un des compacts Kn .
En considérant, pour chaque n, une fonction positive &n de

B1(G) a support compact contenu dans 1'ouvert Vn , telle que

( ¥ (s) ds = 1 (cf. 1.4.), et la fonction f_ indicatrice de XK + V ,
Jog 'm n n n

on obtient aisément (comme au cours de la preuve du théoréme 3.1.) que les

opérateurs fortement harmonisants Hn , ne N, définis sur C(G,H) par :

H X(t) = JG lﬂh(S) £ (t+s) . X(t+s) ds teG

satisfont pour tout X de C(G,H), les relationms

[l

HnX(t) JV ﬂn(s) . X(t+s) ds , t e K s

n

et LA X)) = (O[] < sup{|{X(t+s) = X(DD || : s ¢ V), tek
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Ainsi, puisque chaque compact K est contenu dans un compact Kn

pour tout X de la famille E, on a

W
=]

sup{llHnX(t) -X()]] : t ek g1/m n

D'olt le théoreéme énoncé. W

Les opérateurs harmonisants Hn ,ne IN, utilisés ci-dessus
dépendent de la famille E de processus que l'on veut approximer. De plus,
dans le cas général, on n'a pas pu déterminer le comportement de la

suite lorsque X n'appartient pas a la famille E. Par contre

(an) ne N

3.4. Conoflaine.- Lorsque G est un groupe l.c.a., o¢-compact

et métrisable il existe une suite d'opérateurs fortement harmonisants

(Hn)ne]N de C(G,H) , qui converge vers 1'opérateur identité de  C(G,H)

de la maniere suivante

pour toute partie E de C(G,H) uniformément équicontinue sur

tout compact de G , et pour tout compact K de G, on a

lim HnX(t) = X(t) , uniformément par rapport & X dans
N>+

E et 4 t dans K .

Preuve : D'aprés les hypothéses, le groupe G posséde un systeme

fondamental dénombrable de voisinages ouverts (Vn)nelN de 1'élément neutre

0 wvérifiant la condition (2.6), et il existe une suite croissante (Kn)neDJ

de compacts contenant O , de réunion G , et vérifiant la condition (2.7).

Ainsi, pour chaque entier n , 1'opérateur fortement harmonisant

Hn , défini sur C(G,H) & partir du voisinage ouvert v de 0 et du
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et du compact Kn , comme au cours de la preuve du théoréme 3.3., satisfait :
§|HnX(t) - X(t)]] g sup{||X(t+s) - X(©)]] : s € Vn} »tekK , Xe C(G,H) .

Soient une famille E de processus de C(G,H) uniformément
équicontinue sur tout compact de G , un compact K et un réel ¢ > 0. Alors
il existe un entier n tel que n > o ===> K C Kn C Kn . Et puisque la

o

famille décroissante (V) forme un systéme fondamental de voisinages

n’"nelN °

ouverts de 0 , il existe un entier n(E,K,e) > 0 tel que pour tout X
de t et tout t de K,
n > n(E,K,e) et s ¢ Vn == [X(t+s) - X()]] < e ,

donc , n > max{no , n(E,K,e)} == IIan(t) -x) |l <e. M

Nous affinons les résultats précédents en établissant :

3.5. Corolhaire.~ Lorsque G est un groupe l.c.a. métrisable, il

. . 1 . . .
existe une suite (H) de transformations fortement harmonisantes et inva-

n" nelN

riantes par rapport au temps, de Cint(G’H) dans C(G,H) , telle que :

i) pour toute partie & de Cint(G’H) uniformément équicontinue

sur tout compact de G , et pour tout compact K de G , on a :

lim H1X(t) = X(t) , uniformément par rapport & X dans E,
N>+ n

et a2 t dans K ;

i1i) pour toute partie £ de Cint(G’H) uniformément équicontinue

sur G , on a :

lim H;X(t) = X(t) , uniformément par rapport a X dans [
N>+

et 4 t dans G.
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Preuve : Puisque le groupe topologique G est localement compact,
abélien et métrisable, il existe un sytéme fondamental dénombrable (Vn)neDJ
de voisinages ouverts de 1'élément neutre O de G vérifiant la condition

(2.6).

En considérant, pour chaque entier n , une fonction positive @n

1 N . 1 .
de B (G) & support contenu dans l'ouvert Vn , soit Hr la transformation
"

harmonisante et invariante par rapport au temps définie de Cint(G’H) a
valeurs dans C(G,H) , comme au corollaire 2.5. par la relation :
1 [ 4
H X(t) = J ¥ (s) . X(t+s) ds, t e G
n ¢ P

Alors, on obtient

[{H;X(t) - X() )] € sup {]|X(t+s) - X(&)|] : s ¢ Vn} , tegG.
On déduit aisément de cette relation le corollaire. B

3.6, Exemple G =Z . Considérons G = (Z,+) muni de la

topologie discréte, alors le corollaire 3.4 s'applique : pour toute famille
{X(t) : t € Z} de H , il existe une suite de familles harmonisables

(Xn(t) T te Z)n telle que Xn(t) v X(t) uniformément sur

€N

tout ensemble fini de Z .

En choisissant K = {-n,..., n} et v, o= {0}, wn(t) =1

pour t =0 et ﬂn(t) = 0 sinon. Alors, on peut poser :

HnX(t) = x(t) pour te{n,..., n}
=0 sinon
tn is
et i X(y) = E e x(s) pour tout y de 1IR/27Z .
t=-n
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3.7. Exemple G = R. Dans ce cas le corollaire 3.4 s'applique
aussli : tout processus de C(RR,H) est limite uniforme sur tout compact

de TR, d'une suite de processus fortement harmonisables.

Soient Kn = [-n,n] , Vo= T-1/n,1/n] et la fonction &n

définie par :

lyn(s) n{1+ns) pour s ¢ [—1/n,0] .

n(1-ns) pour s e [0,1/n],
=0 sinon

~

La transformée de Fourier de dn est la fonction dn définie sur R par :

- ~ o 2
wn(y) =1 pour y =0 , et ¥ (y) (S Y/2n>

n y/Zn sinon .

Les théoremes 2.2. et 3.4. s'appliquent et 1'opérateur harmonisant
ﬂl s'exprime sous la forme :
(1/“ (nH/n

H X(c) = J d_(s) £ (t+s) . X(t+s) ds =

¢ (s-t) . X(s) ds ,
~1/n Jen-1/n °

pour tout t de R, 1la fonction fn étant la fonction indicatrice de

g = I
Kn + Vn = |-n-1/n , n+1/n] .

Ainsi nous obtenons :

1/n
HnX(t) = { n(1-ns).X(t-s) + X(t+s)) ds , pour t € [—n , nJ ,
0
1/n .
H X(t) = J J (s).X(t+s) ds , pour t € [-n-2/n , —nJ s
n -t-n-i/n ©
(~t+n+1/n )
HnX(t) = J &n(s).X(t+s) ds , pour te [n,n+ 2/n] ,
~1/n



- 38 -

, 2 2
et HnX(t) =0 pour te [-n oo oty

La densité stochastique spectrale de Hn(X) a pour expression :

sin y/2n 2

-1isy
y/2n ¢

. X(s) ds , y € R

n+1/n
EnX(Y) = ( J

-n-1/n
De plus dans Cint(IR,H) , la transformation harmonisante et
. . 1 ..
invariante par rapport au temps Hn peut s'écrire sous la forme :
1/n

H;X(t) = J n(1-ns). (X(t-s) + X(t+s)) ds pour tout t de
0

et la densité stochastique spectrale :

sin y/an

Z;X(y) = ( /70 J]R e ™ X(s)ds , ye R

3.8. Remargue : Dans l'exemple précédent nous constatons que
lorsque le processus X appartient a Cint(IR,H) , les densités Zn(X)

1 AP
et ZnX convergent quand n tend vers l'infini

lim £ X(y)
N>+ n

4( e 15Y | x(s) ds Yy € R
R

it

lim z’x(y)
n=>+owo n

J e 1SY | X{(s) ds , y e R .
R

Dans le cas général nous n'avons pas d'information sur le

comportement des densités,
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CHAPITRE 111

INTRODUCTION A LA LO! FORTE DES

GRANDS NOMBRES POUR LES PROCESSUS HARMONISABLES SUR R

I - INTRODUCTION

L'dtude de la loi forte des grands nombres (L.F.G.N.) pour les
processus faiblement stationnaires et continus,et pour les processus harmonisables

3 mesure spectrale, fut abordée par différents auteurs.

M. LOEVE.{25], A. BLANC-LAPTERRE et R. BRARD [4 ], I.N. VERBITSKAYA [42]

et V.F. GAPOSHKIN [16] ont donné des conditions suffisantes portant sur la

covariance dans le cas des processus faiblement stationnaires et continus.

V.F. GAPOSHKIN, dans le cas précédent, et A. ARIMOTO [2}, pour les
processus harmonisables a mesure spectrale (fortement harmonisables), ont &tabli

des conditions suffisantes portant sur la mesure spectrale (ou sa variation totale).

Dans ce‘chapitre - a4 l'aide des techniques de calcul employées par
J. ROUSSEAU’[QSJ et de la domination des bimesures spectrales sur (R, BBR)
par des mesures positives finies, obtenue par A. PIETSCH et R. ROGGE [43][%4]
(voir aussi A.G. MIAMEE et H. SALEHI [26]) - nous montrons que la L.F.G.N. est

vérifiée par un processus harmonisable X , si et seulement s'il existe un

réel a > 1 tel que la mesure stochastique spectrale u de X vérifie

la condition sulvante :

-n -n
HmP-—ps.uG—a » a D =0 .
n>te



V.F. GAPOSHKIN est parvenu 4 ce résultat pour les processus stationnaires
et continus [16, th. 2], et pour les processus harmonisables & mesure spectrale
[17, § 3.6]. Nous apportons donc la généralisation de ce dernier résultat aux

processus harmonisables quelconques (faiblement harmonisables).

Notons qu'id partir de maintenant, la nature de notre étude change
radicalement : les deux premiers chapitres traitaient de certaines propriétés
du second ordre des processus par 1'utilisation de techniques strictement
hilbertiennes. Maintenant, 1'attention va se porter sur les trajectoires de

ces processus.
Notons aussi que, pour nous, un Processus {Xt rte R du second

ordre est faiblement stationnaire si

Ve ,s,he R , BX - X)) = B, - X ),

tandis qu'ordinairement, est impos&e la constance de la moyemne : t ~n» E(X ),
P Yy t

condition qui est tout & fait superflue dans cette étude.

2 - PCSITION DU PROBLEME

2.1. - Dé4inition.- Etant donnée une fonction aléatoire (f.a.)
réelle ou complexe X = {Xt , t e R} définie sur un espace probabilisé (Q,A,P),
nous dirons que X vérifie la L.F.G.N. lorsqu'il existe un ensemble Qo s

A~mesurable et de probabilité 1, tel que

V@ € 0
o]

i
- 1'application t ~n Xt(w) soit (BR , Bn? - mesurable et localement

intégrable par rapport 3 la mesure de Lebesgue sur R ,

t
- et —L~J X (w) dt — O
~t

2t t>+o
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2.2. - Cas d'un processus du second ordre continu.

Considérons X = {Xt , t € R} un processus du second ordre continu

défini sur un espace probabilisé (Q,A,P).

Puisque 1'application X : R —> Li((Q,A,P) , t e Xt , est continue,
le sous—-espace de Hilbert LZ(X) de Li((Q,A,P) est séparable et l'application
t e }’Xt)l est continue, donc (B]{, BIQ - mesurable ; d'apré&s le théoréme
de caractérisation de la Bochner - intégrabilité [?7 , th. 8. p. 111.11], nous
en déduisons que le processus X est Bochner - intégrable par rapport i la

mesure de Lebesgue sur tout intervalle borné de 1R .

En passant par 1'intermédiaire de 1'intégrale de Pettis [27 , th, 5
p. III.10], il est clair que les intégrales de X sur les quatre intervalles
b
d'extrémités a et b (a < b) sont &gales et mous notons } Xt dt leur

a
valeur commune dans L2 x).

Lorsque la f.a. X : 0 x R — K , (w,t) > Xt(w) est, de plus,

]<) - mesurable, il existe un ensemble Qo , A-mesurable de probabilité 1,

tel que pour tout w de QO , la fonction X (w) : (R, E]{) — (K, Bﬂ<) soit

(Ao BR’ B

localement inté&grable ; de plus, pour tous a et b de R , a<b, la
b
variable aléatoire P ~ presque partout définie par w "~ J Xt(w) dt ,

b a
appartient 3 la classe d'&quivalence de J Xt dt dans Li<(Q,A,P) [29 , prop.3.§].
a

Dans ce cas, pour t > 0 , nous noterons la moyenne du processus X
sur [~ t, t] par :
1 [t
g = — .
t(X) XT dt
2t ° -t
I1 est entendu que nous choisirons toujours pour représentant de

cet &lément de Li((Q’A’P) , la v.a. P - presque partout définie par



1 t
W A ——-J XT(m) dr
2t -t

La moyenne o(X) = {ot(X) :t > 0} est, alors, un processus du
second ordre continu et P - p.s. 3 trajectoires continues [27 , prop. 5.

P III.S], et le processus X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si

lim P - p.s. ot(X) =0

>+

2.3, - Conveption.- Dans la suite, le processus du second

ordre et continu X = {Xt : t € R} sera toujours supposé mesurable.

Ceci n'est qu'une commodit&, puisque tout processus réel et continu -

tant continu en probabilité - admet une modification mesurable.

3 - PREMIERE REDUCTION DU PROBLEME

Comme 1'ont fait les différents auteurs cités & ce sujet, nous ramemnons
1'étude du comportement asymptotique P - p.s. du processus {ot(X) 1t >0}, a

celle d'une suite. Nous suivons ici plus particuliérement la démarche de

J. ROUSSEAU .

. 2
3.0, Lemme.- Pour toute suite (\Pn)m:]N de LIK(Q,A,P)
+00 ;
TOE(Y 1) <+ e > 1im P - p.s. ¥_=0
n n
n=0 no>4eo
Preuve : Le théoréme de Beppo-Levy nous donne

+oo 2 +oo 9
Z E(;\{Jn’ ) <+ @ == E(F |¥ 1) <+
n=0 n=0 R



- 43 -

par conséquent

P - p.s.

Le résultat suivant est de A. BLANC-LAPIERRE et A. TORTRAT [7].

I1 a &té réétabli par J. ROUSSEAU dans le cas t =n .

3.2. - Proposition.- Soit X = {X :te R} un processus

. 2
du second ordre, continu et tel que sup{E(IXt[ ) :t e R} = c2 < + ®

Pour toute suite croissante (t )

de nombres positifs, nous avons
n’neN

4ot 2
Z ¢ o+l _ 1) < + o ===> 1im P - p.s. sup lot(X) - o, x)] =0.
n=0 t >+ o t_<tgt n
n n n+l

Preuve : D'aprés le lemme 3.1. il suffit de montrer que :

+co

Z E( sup ]Gt(X) - ot

=0 t <tgt n
n ntl

(x)|2) < 4 o

1) Etude trajectoire par trgjectoire. Pour DP-presque tout w et

pour t_ < t g t , Nous avons :

5,00 () = 5, (0 W]
n
tn _tn t
= [QJ_ - _l—) [ XT(w) dt + —L.f_t XT(m) dt + ~L.Jt XT(m) dT|2 H

2t 2t -t 2t 2t
n n n

ainsi en développant et en remarquant que :
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0 < L. l et 0 <« L. —L>S n oll a =t .7t
2t 2t 2t 2t 2t n o
nous obtenons :
lo. (X)) - o (X) ()]
t t
n
2 t t -t -t
o [HJHIH ()| dr as ——ljn{nlxm | dr d
< X (w).X (w dr + ! w). X (w)} dr d<
JL I RS g i 8 PR N N T 3
n n n
t -t
1 t (t an n n
+ ——ZJ |X (u)).Xé(w)| dt d§ + __3J j |x (w).Xé(w)l dt dé
bes e e T 26> Jeg e T
n n n n n
a thojt | “th ot
+— J [ lXT(w).X6(w)$ dx d6-+——§ J I |XT(w).X6(w)| dr dé .
2t Y-t e 26" /- t
n n n n

2) Donc, le théoréme de Fubini et 1'inégalité de Schwarz nous donnent :

2
E( sup Iot(X) e )1
t <tgt n
n n+l
32 a a
< ~l% . (2t )2 + ~l§- a’ + —17-. al + -l% (2t a ) + 2 . (2 a)
4t n 4t T4t 2t n 2t n
n Ees n n
L2
22 nl
n
ainsi
a 2 t 2
D A LI L
t t
n n

3.3, - Remarque : Sous les hypothéses de la proposition 3.2,

1'équivalence suivante est vérifiée :
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lim P - p.s. ot(X) =0 <==> 1im P - p.s. o, X) =0 3
>+ >+ n

ce qui raméne 1'étude de la L.F.G.N. & un probléme séquentiel,

En particulier :

3.4. - Coroflaine.- Tour processus harmonisable mesurable X

vérifie :

- 1lim P - p.s. sup |Gt(X) - GH(X)I =0,
oo n<tgn+l

- 1lim P - p.s. ot(X) = 0 <===> 1lim P - p.s. 0 (X) = 0 .
to>too nr+o n

Phﬁuqﬁ : En effet, la mesure stochastique spectrale u de X

vérifie [27 , prop. 5. p. V.3] :

A

Ve e m 5%, 1% s (Jull®)% <+ o

Ainsi, en utilisant la proposition précé&dente avec t =n, nous

pouvons conclure. B

4 - REPRESENTATION DE LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE

4.1. - Conventdon.- Pour tout u de TR, EEESEZ désignera

la valeur en u de la fonction entidre, bornée y : R — R ,

u e 1 . si u =20

sin(u) .
S, sinon .

u
) est intégrable par rapport 3 toute mesure hilbertiennme sur (R, BI{)

(27 , th. 3. p. 1. 25].
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4.7. - Remarque : Considérons un processus harmonisable
X = {Xt : t ¢ R} défini sur un espace probabilisé (Q,A,P) : sa moyenne sur

tout intervalle [f t, d, t - 0, est alors égale a

t

- X dt
ot(X) < s

Pra—

ot 1'intégrale envisagée est 1'intégrale de Bochner.

4.3. - Théonéme.~ Lorsque X est un processus harmonisable mesu-

rable, de mesure stochastique spectrale u , la moyenne o(X) de X s'éerit :

Ye >0 , ot(X) = J Ei%ﬁf&l p(du)

De plus la bimesure spectrale M de X vérifie :

VE, s> 0, E(iot(x)“OS(X)\z) - JJ (51iifu) _ 51iifu)).(sliifv) _ SliifV)) M(du, dv)

Prewve : Le processus harmonisable X s'exprime sous la forme :

\/T e R , XT =[e1Tu u (du)
ainsi
1 t itu
Ve > 0 , Ot(X) = — . [ (I e p(du)) dr
2t -t
L'application : R x R —> € , (u,1) v~ et , est (BRZ , BE) -

mesurable et bornée, elle vérifie, d'aprés le théoréme de Fubini mixte [ﬁ7 »

th. p. Iv.32] :
t . t .
Ve > o0, J (J "™ L@du)) dr = J (J "™ d1) uldu)
~t -t

d'Oﬁ Gt(X) = J _S_i_n_.—_(tu)“(du)
tu
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Par définition de 1'intégration par rapport 3 une bimesure spectrale

27 , »p. IV.BQ] nous avons

Ve, s>0 , Elo -0 (0] = E<|J @nltw _ osinlswy g4y 12

tu su

- JJ (sin(tu) N sin(su)) . (sin(tv) _ sin(sv)) M(du,dv) B

tu su tv sV

5 - DECOMPOSITION DE LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE

NOUVELLE REDUCTION DU PROBLEME

Le corollaire 3.4. nous a permis de restreindre notre étude

ad celle de la convergence de la suite (on(X))n>]

Le processus X &tant harmonisable, la moyenne on(X) peut s'écrire

sous la forme :

sin(pq.u) L (du)

q

6 (X) = (6 (X) - o (x))+J _
n o Pq {u:p qs,u}} p.u

. q — _
+J CERe W oy awy ¢ u (-0, 2D,
fus]ul<p 13 pliu

+1
avec n , p, ge N | pq <n pq et p > 1.

A

Nous allons montrer que, pour p fix&, les troils premiers termes de
cette somme tendent P - p.s. vers O, lorsque n tend vers + = ; ce qui

donnera une nouvelle réduction du probléme.

Pour cela, nous utiliserons la domination - qui nous permettra de
substituer a la bimesure spectrale de X , une mesure positive finie concentrée
sur la diagonale de ]R2 , grdce a un résultat de A. PIETSCH et R. ROGGE 53] @4]
(voir aussi [26 , lemme 4]) - et la technique de découpage de 1'axe réel,
employée par I.N. VERBITSKAYA [42] et J. ROUSSEAU [35], qui donneront des

majorations suffisantes.
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Compte tenu de la représentation de la moyenne ¢(X) obtenue ci-dessus,

nous serons amenés & utiliser les inégalités suivantes :

5.1. -~ 11 existe un réel ¢ > O tel que, pour 0 < s <t ,

nous avons :

(G.1) Yuewr , |2nCEW _sinGw) oo jy) L (e-s)
tu su

G.2) Yuewr , MW oo e e,
tu

(i.3) Yo e R sin(tu) _ sin(sw)

t
SC°(§-1)’

tu su
(i.4) Yy . R% , sin(tu) _ sin(su) < c ,
tu su ]ul.s
(i.5) Vﬁ c R* , sin(tu) < c .
tu lul.t

Ces cing majorations se vdrifient aisément, les trois premi&res

s'obtenant 3 1'aide du théoréme des accroissements finis.

5.2. - Lemme.~ Soient une mesure stochastique p : B — L%£62,A,P)

R
et une suite croissante (t ) de nombres positifs.
n nelN -
-2 2
1) Si la suite (tn . z tr)m:]N est bornée, alors :
r=0
sin(t .u)
lim P - p.s. J _ G————Jl~—— - 1) u(du) = 0 .
e {us|ul<t_ 1} t_.u
n n
2 T -2 R
2) Si la suite (tn . rzn tr )neDJ est bornée, et nzo tn < 4+ o

alors

lim P - p.s. J 4
oo {urt_ slul}  t .u
n n
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3) Si la suite (tn)neni vérifie simultanément les trois conditions

précédentes, alors

sin(t_.u) _ _
j____ll_.- U (du) —1Jd— tnl, tnIEJ =0

lim P - p.s. [

n>+® t .u

n

Preuve : Lorsque M : B]{ x BE(-—~+ K est une bimesure spectrale,

comme nous 1'avons déja dit, il existe une mesure positive finie m sur
(R, B]R) qui domine M [26, lemme 4].

. . . sin(u . o
Puisque 1l'application : u Vv sin(w) est continue bornée dans R ,
u

la domination de M par m entraine les inégalités suivantes pour tout entier n :

sin(t .u) sin(t .v)
0 g ” L~y (——2— - 1) M(du,dv)
-1,2
{fuslul<t '} t .u t v
n n n
sin(t_.u) 2
< J -1 (——2— - 1) m(du)
{u:]u}<tn } t-u
et
sin(t .u) sin(t_.v)
0 g J Ll g ) () M(du,dv)
Myt s|u‘} t .u t .v
n n n

sin(t .u) 2
) m(du)

<

) J'{u:t_lsiu‘} t_.u
n n

Ainsi, d'aprés le lemme 3.1., pour prouver les propriétés (1)

et (2) il suffit d'établir que,respectivement :

+oo sin(t .u) 2
3.1 J " Do) m@w <+,
n=0 J{u:|ul<t_'} t_.u
n n
+o sin(t_.u) 2
3.2) 7 J . L) m(du) < +
n=0 {ust <Jul3 £, U

Notons : VYne N , Y, = fueR :t_ ., 5 |u]< t
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1) L'inégalité (i.2) nous donne la majoration de la somme (3.1) par

+o0 +co
2 2 -2
™ ) t ) £ m(yr) s
n=0 r=n

d'oli en permutant les termes :

™ ¥ €, ) ti Loy ) s

les ensembles Y, (r ¢ N) étant deux a deux disjoints,

permet de conclure.

2) La somme (3.2) s'exprime sous la forme :
+o sin(t .u) 2 +oo
J - . (——2—) m(du) + )

n=1 J{u:t_ gluf<t '} t
n o n

.u =0 J{u:t g|ul} t
o

1'hypothése (1) nous

sin{(t .u) 2
n ) m(du)

u
n

Le second terme de cette somme est aisément majorable, grace a

1'inégalité (i.5),par :

40
ZLe? ) t2). m(R)
° n=0 "

Le premier terme se majore par :

+oo

-2
. Zotn

J +o
- -1 -1
fure SERTI

n=1

Les hypothéses (2) sur la suite (t )

5.3. - Remarques :

1 - Pour tout réel a > 1, la suite (an)

hypoth2ses du lemme précé&dent, donc

n>to a .U

u_2 m(du) < c2 . Z t—2 . Z tz

n-1

m(y_) .
=0 r+l r

nous permettent de conclure.
n nelN P

vérifie toutes les

. n
lim P - p.s. U —S—l—n—(r%—:}l—)-u(du) - U (:]‘ a " s a_nD] =0 .
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2 - Lorsque X est un processus harmonisable mesurable de mesure
stochastique spectrale yu, et (tn)ne]N une suite croissante de nombres
positifs vérifiant les trois conditions du lemme précédent, nous constatons
que :

lim P - p.s. I:Ot x) - U(:]' t;l, t;l[)] =0,
n->+o0 n

donc lim P - p.s. 0, (X) =0 < > lim P - p.s. u(]- t_l’ t—1[> =0.
n->+c tn n>+o n n

Afin d'obtenir le résultat annoncé au d&but du paragraphe 5,

il nous reste 3 étudier 1'expression UH(X) -0 q(X) pour Pq <n¢g PQ+l s
P
p fix&. Mais, nous remarquons que :
q q+1 ' i
pour p'<ngp . o (X) -0 q(X) = (oj(X) - cj_l(X)) ,
P j=pl+1

ce qui nous invite, comme 1'a fait J. ROUSSEAU pour p = 2 , i montrer le

lemme suivant inspiré de I. GAL et J. KOKSMA [15].

5.4. - Lewme de wajoration.- Considérons un nombre entier p > 2.

Tout nombre entier n > 2 s'écrit de maniére unique sous la forme :
= pd §
pour p' < n £ p s n p o+ 1+ ) e .
k=0 k

ou ge N , e= (eo,...,eq) € Eq = {0,...,p~2} % {0,...,p~1}q .

1)

~k
pq

Notaticn : Pour p fixé, posons

.
%ﬁ e W ) Vi e {1,....q} y Ve € Ek

k .
(i) bq(e) =pl+ 1+ e, pid

1

(ii) a (e)
q
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Lemme.~- FEtant donné un nombre entier p > 1 , toute suite (z,)

7.
-

3’ jeN
de nombres complexes, et toute suite (uk)kem* de nombres réels positifs
vérifient :

b (e
Vﬁ 1, max l z zjl < ( Z oy ) . [ Z o - Z i' Z zjl
pq<n$pq+1 j=pq+1 k=1 k=1 eeEk J=aq(e)+l
. q g+l . Vel
Preuve ¢ Soit p < mngp ; le nombre entier n s écrit
de mani&re unique
q 3
q G -
n=p + 1+ 2 e, pq J avec e e £ 3
j=o J q

notons,pour k = 1,...,q :
k .
dk(n) = pq + 1 + z e, pq J et d (n) = pq
j=0 °

Nous obtenons 1'inégalité :

A IPES ST S
j=pl+1 k=

. - H tqs e g,
en faisant apparaitre les nombres oy ke N , et en utilisant 1'inégalité

de Schwarz :

n q q dk(n)
RN A S R N S
s=pdel k=1 k=1 j=d, | ()41
dk(n) bq(e)
Mais, Yk e {i,...,q} , | z z.|2 S 2 | 2 zj‘z ,
j=dk_1(n)+l eeEk 3=aq(e)+1
n q bq(E)
2 -
d'on ] NI B AT T AN LS
j=pq+1 k=1 k=1 eeEk j=aq(e)+l
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Le lemme de majoration précédent nous aménera par la suite & utiliser

le résultat suivant dont la démonstration emploie la méme technique de majoration

qu'au lemme 5.2,

5.5. - Lemme.- Pour tout processus harmonisable X , tout entier

p > 1, et tout réel o de [b,p[; nous avons :

o4
(3.3) oy (pwk.xmx E(jo (X) - o @)ﬂ)}<+m_
21 k5 E b (e) a (e)
q= - ee k q q
Preuve : Considérons un entier p > l. Pour tout q de N

tout k de {1,...,q} et tout e de Ek , notons Sq t: R — R
,e

l'application continue bornée dé&finie par :

sin(b _(e).u) sin(a (e).uv)
S, (@) = 94 - 9 .
4 bq(e).u aq(e).u

Ainsi 1l'écart quadratique E(\ob (e)(X) -9, (e)(X)}Z) est 1ié a
q q

la bimesure spectrale M du processus harmonisable X par la relation :
(cf. théoréme 4.2.).

rr

| _ 20
E(gobq(e)(X) caq(e)(x)‘ )= JJ Sq,e(u) . Sq,e(v) M(du,dv)

Comme la bimesure spectrale M est dominée par une mesure positive

finie m sur (IR, BHQ » 1'expression (3.3.) est majorée par :

Iy . ~ g K '( 2
(3.4) 2 A(q) ot A(q) = (pa) ™ max S e(u) m(du) .
q=1 k=1 ecEk ;oD

I1 reste donc a montrer que

+co
YOA@ < + o
q=1
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Suivant 1'idée de J. ROUSSEAU, nous découpons le domaine d'intégration

de Sz e Pour q de ]N* , posons :
q
k 2
Y@ = ] (po)” max J cael. Sg @ m(du)
k=1 eek, {uzluf<p T
Ly = % (b0 max J -q-1 -q+k 55 oW m{du)
k=1 eeE, /{u:p gJul<p T O
q
k 2
7.(q) = ) (pa) max J _ st (W m{du) ,
3 k=1 eeEk {u:p q+ks,ul<l} 4.
ZA(q) = g (pa)k max J S2 e(u) m{du) ;
k=1 eeEk {u:lslul} 9
ainsi,
8@ € L@ + J,@ + 1@ + ], (@ ;
de plus en notant Yq ={ue R : p—q—l < Jul < p-q} , pour g dans NN ,
nous obtenons une partition {Yq tqe N} de ]— 1, 1[ N\ {0},
+oo
1) Montrons que ] 7 (@) < + .
q=1
Pour tout entier q 2 1 , tout k de {l,...,q} et tout e de Ek s
nous avons :
0 g bq(e) - aq(e) < pq_k+2 et 0 < bq(e) < pq+1 ;

ainsi, d'aprés 1'in&galité (i.1), m é&tant une mesure positive, nous majorons :

2 2 4 2q-2
55,0 mdw se? pt o pRTH j u? m(dv).

J{u:[u(<p_q—l} ’ :

{u:!u|<p—q_ }
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Par conséquent, en découpant de nouveau les domaines d'intégration, nous obtenons :

+c0 +oo +o
2 4 4 - 2
) 21(Q) ge P .7 ak . qu k. ( J u” m(du) + 0 . m({0}) ,
q=1 q=1 k=1 r=q+l Ye
+o q +oo
4 k 2q~k-2
< 2 p ) a . p T m(Yr) s
g=1 k=1 r=q+l

d'cl, en permutant les termes (théoréme de Fubini)

+o0 +o -]

2 4 k ~k-2r+2
sc“p .7 ) ) o .p hed m(yr) s
k=1 r=k+] q=k

2 4 +o0 +o0

PTG ncuU v

r

N

pz—] k=1 p r=k+1

comme m est une mesure positive finie, et o appartient 3 [b,p[ , nous

pouvons é&crire :

+oo C2 4 P
) Zl(q) g 2p 2 i nu o< ful < p ) <4+ w .
q=1 p -1 p—c
+oo
2) Montrons que ¥ zz(q) <+ o,
q=1

Pour tout entier q x> 1, tout k de {1,...,q} et tout e

de Ek , nous avons :

q-k+2 q
0 < b (e) -—a (e) < t < a R
q( ) q( Y <p e P q(e) H

ainsi 1'inégalité (i.3) nous donne :

2 4 -2k

2
_ _ S° (u du) < . m(du) ;
j{u:p—q 1$|UI<P a*ky g Jm@w st

"ty g fu]<p7T

en découpant les domaines d'intégration,nous obtenons :

+o +oo q
Y 1, = S § &k m(y,) »
q=1 q=! k=1 r=q-k P
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d'oll en permutant les termes :

4o 4o r+k

2 4
sctp . ] ] I O iag)
r=0 k=1 g=max(r,k) P r
2 4 e
ccfpt o ] mG) o T O @mintl) v 1),
r=0 k=1 P
par conséquent
+eo 2 4 +00 K
) Ez(q) st p oY (k+D) A me 0 < Jul <) < 4w
q=1 k=1 p
+ 00
3) Montrons que ZB(q) < 4o,
q=1

Pour tout entier q x 1 , tout k de {l,...,q}, et tout e de E

les inégalités (i.3) et (i.4) nous donnent :

~q-k -1
J sk s2 () m(dw) < (ep? . p 9 J etk lul ™! m(dw
furp %ul<1y @ {u:p <Jul<1}

Ainsi, il apparalt que

+oo +o q-1 g-k-1

2 k - -1

I Lwse?. I 1 1 &0, j o™ mGaw)

q=1 q=2 k=1 r=0 Ye
d'oli en majorant |u|—1 et en permutant les termes :

+oo +oo +co
2 k —-q+r+l
s m” . 1 1 ) o L p 3 .oy ),

k=1 r=0 gq=r+k+l £

&k, 2
k=1 P p-1

N
~
2]
el
N
~
o~1

. m({u : 0 < |u| <1}) <+ o 3

?
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or o € [b,p[
4+
donc Z 23(q) <+ o,
q=1
+o
4) Montrons que L@ <+ =
q=1
Pour tout entier q > 1 , tout k de {1,...,q} , et tout e de Ek s

1"inégalité (i.4) nous permet d'écrire

l

f - f -
82 e(u) m(du) < c2 . P 2q u 2 m(du)
uttshaly O J{u:1<iu]}
Ainsi nous obtenons :
400 +00 q _
) ZA(q) < 2. D) of pk 2q m({uzlg|ul}) ,
q=1 q=1 k=1
+oo 2
N Cz z Cg)k . —g—-. m({u:ls!u]}) .
k=1 P p -1
(cp)?
< ep), 2 m({u:lslu!}) < + o .
p2_1 -0

Finalement
+o
A<+ B
q=1

L'emploi de la technique de domination des processus nous permet de

généraliser la décomposition de la moyenne d'un processus stationnaire obtenue

par V.F. GAPOSHKIN [j6 , th. 1] au cas des processus harmonisables quelconques.



5.6. - Théoneme de décomposition de La moyenne d'un processus

hajmonisable .-

Lorsque X = {Xt : t € R} est un processus harmonisable mesurable

et de mesure stochastique spectrale u, pour tout entier p » 1, il existe

un processus du second ordre {Wt(X,p) : t > 2} vérifiant :

(3.6) o, () =¥ &p) +u(-p ", p 1D

q+1

ou pq+1 <tgp +1 , et

3.7 lim P ~ p.s. Wt(X,p) =0 .
>4
Preuve : Rappelons d'abord les différentes réductions opérées sur

la moyenne de X :
0, (K) =0, X =0 X o (0 —c‘pq(X) + opq(X) - w(-p 99D + w (- N0 YD

ou n, q € N, n<t gn+l et pq <mn g pq+1

On peut donc majorer Wt(X,p), qui est évidemment un processus
du second ordre, de la maniere suivante :
v @] s sup e o o = @-p e DI+ max o, (0-0 (0]

n<tgn+1 D pq<n<pq+1 p

Les deux premiers termes de cette majoration tendent vers O P - p.s.
quand t > + « (respectivement d'aprés les lemmes 3.4. et 5.2.).
Pour établir (3.7) il reste a montrer que

(3.8) lim P~ p.s. max §GH(X) -0 q(X)} =0 .

N>+ pq<nqu+1 P
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Pour tous les entiers n et q tels que pq <n g pq+1 , nous avons :
!

e X)) -0 X = ) (0.X) -o0. (X))

! p? q J it

>

j=p +1

ce

.

qui entraine, d'aprés le lemme de majoration 5.4.

Var1, max  (Jo_@-o q(x)]z)s(

pq<nqu+1 P k

i ~30

-1, 4 2
M )’[?Z O 2% 19 () @9, (@17,
q q

1 ee K

ol (ak)ke]N* désigne une suite quelconque de nombres positifs ; d'ou la relation

gq+1 p k=1 k=1 eck

v , 2 ? -1 d 2
a1, E[ max (Jo_(X- 7, (0] 1s( Loy ).[Z o0 L ECoy () 070, oy 1]
plensp - - k d 4

-1, 4 k1 2.4
g ( g o )._21 o P "1, max E(foy (e) -0, (e)(X)| ) s
= = eeEk q q

puisque Y e w* s card(EK) = (p-1) pk .

Pour prouver la relation (3.8), il suffit donc d'exhiber une suite
<ak)k>1 telle que le dcrnier membre de 1'inédgalité précédente soit le terme

général d'une série convergente.

. 9 i k
Soit « € |1,p_, et posons 4, = o , pour k 3|
Dans ce cas, le premier facteur § a;1 est positif majoré par
k=1
1 .
, et d'apres le lemme 5.5., le second est le terme général d'une
a-1

série convergente. W
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6 - C.N.S. PORTANT SUR LA MESURE STOCHASTIQUE POUR LA L.F.G.N.

Le théoréme de décomposition précédent nous permet de donner une
condition nécessaire et suffisante portant sur la mesure stochastique spectrale
pour que la L.F.G.N. soit vérifiée. D'ailleurs, nous obtenons le résultat

plus général suivant :

6.1, - Théonéme.- Soit un processus harmonisable mesurable X :

R » Lé(S,F,P) de mesure stochastique spectrale u : B(IR) - Li(S,F,P).

Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

i) ot(X) converge P-p.s. lorsque t tend vers l'infini ,

ii) il existe un réel a > 1 , tel que la suite (u{|u] < a-n})nEJN

converge P-p.s.

Dans ce cas, pour tout réel a > 1 , nous avons :

(3.9) lim P-p.s. ot(X) = lim P-p.s. p{{|u] < a ™) = p(oh .
totoo n->+o
Preuve :

1) Lorsque la condition (i) est satisfaite, par la remarque
5.3.1., et la formule d'inversion pour les processus harmonisables [36],

nous obtenons que la relation (3.9) est vérifiée (et par conséquent (ii)).

Lorsque la condition (i1i) est satisfaite avec un nombre a entier
le théoréme de décomposition 5.6. permet de conclure que la condition (i) est
vérifide.

La difficulté est de prouver que (ii) ==> (i) lorsque le nombre

réel a > 1 n'est pas entier.
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2) Soient un réel a > 1 , et deux entiers q et r tels que

2 .
Posons p =q  , et pour r > r =~ notons n(r) 1'entier tel que

pn(r)

+1<af < pn(r)+1

Ainsi n(r) € n(r+1) € n(r) + 1 et lim n(r) = + = ,
: >+
donc on peut extraire une sous-suite (n(r )) telle que n(r ) =
P q’’ qelN q q q

4 partir d'un certain rang q, -

D'aprés le théoréme de décomposition 5.6., pour tout entier Y on a :

o r(X) =y r(X,p) + p(lul < p—n(r)) , et lim P-p.s. ¥ r(X,p) =0
a a -+ a

Donc, par la remarque 5.3.1., nous constatons que la condition (ii)
entraine l'existence et 1'égalité des limites suivantes :

lim P-p.s. p(Ju] < a_n) = lim P-p.s. © n(X)
n>+e n->+o a

= lim P-p.s. p(]u] < p-n(r)) = lim P-p.s. p(|u] < p 9.

T+ g>+eo
Le théoréme de décomposition 5.6. nous permet de conclure. |
Comme corollaire nous déduisons :

6.2. - Théonéme.- Un processus harmonisable X , de mesure

stochastique spectrale u , vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, il

existe un réel a > 1 tel que :
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(3.10) lim P-p.s. u(:]- a "t , anD =0 .
n>+o

Dans ce cas, cette relation est vraie pour tout réel a > 1.

6.3. - Remarque : L'étude que nous venons de faire pour

t t
_ 1 ' 1L
ct(X) = 5% J—t X dt , reste valable pour ot(X) =T Jo X dt .

En effet, nous avons 1'analogue du théoreme 4.3. : pour tout processus
harmonisable mesurable X , de mesure stochastique spectrale y , la moyenne

o'(X) de X s'écrit sous la forme :

, 1 t e1tu -1
Vt >0, OL(X) =1 J XT dt = J T p(du) .
0

iu
De plus la fonction u#+— & " vérifie des inégalités du type

(i.1), (i.2), (i.3), (i.4), et (i.5) qui permettent de prouver un

théoréme analogue au théoréme 5.6.
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CHAPITRE IV

CRITERES POUR LA L.F.G.N.

1 - INTRODUCTION

A partir des travaux de V.F. GAPOSHKIN et J. ROUSSEAU, nous allons
déterminer trois critéres portant sur la bimesure spectrale d'un processus harmo-~

nisable pour que celui-ci vérifie la L.F.G.N..

Le premier est une conséquence directe de la généralisation du théoreme

de Menchoff-Rademacher prouvée par R.J. SERFLING.

Les deux autres découlent des techniques de calcul rencontrées au

chapitre précédent qui utilisent le lemme de majoration III.5.4. .

Nous commengons par étudier le comportement asymptotique de la suite

-n . . .. N
(p{u : 0 < |u| <a 1)) , ou a est un réel supérieur & 1 , et nous en

nelN
déduisons les critéres pour la L.F.G.N. Ces conditions suffisantes ne sont pas

nécessaires comme le montre 1'exemple de A. Ya. KHINCHIN.

Tout processus harmonisable étant dominé par un processus faiblement
stationnaire, nous établissons une condition suffisante qui porte sur la covariance
de ce dernier. Par contre, il existe des processus harmonisables ne vérifiant
pas la L.F.G.N. qui sont dominés par des processus faiblement stationnaires qui

la vérifient.
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De ces criteres se déduit aussi une condition suffisante pour les processus
harmonisables a mesure spectrale qui généralise le résultat de V.F. GAPOSHKIN

E6 > th.3'A] pour les processus faiblement stationnaires.

Dans la suite, Log désignera la fonction logarithme népérien et, pour

tout réel a > 1 , lga sera la fonction logarithme de base a.

2 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE (u€u : 0 < |ul <a "} o ¢

UTILISATION D'UNE GENERALISATION DU THEOREME DE

MENCHOFF-RADEMACHER

V.F. GAPOSHKIN [16] a employé le théoreme de Menchoff-Rademacher

[1 , th. 2.3.2.] pour étudier le comportement asymptotique de la suite

n

({u : 0 <lulsg 27

nelN lorsque la mesure stochastique p est orthogonale.
R.J. SERFLING [AQ] et A. SZEP [41 , th. 3] ont donné une généralisation de ce

théoréme au cas des suites non orthogonales :

2.1. - Théoadme.- Etant donnés un espace probabilisé (Q,A,P) et

une suite (Wj) de L%K(Q,A,P) vérifiant :

j?;1
+oo _
YOOE(. . v )] . Log(i) . Log(k) < +
P 3 k
j,k=1
<+co
la série 2 Wj converge P - p.s.
j=

Nous en tirons le résultat suilvant

2.7. - Proposdtion.~ Soient p : B]R——J* LJZK(SZ,A,P) une mesure

une suite croissante de nombres positifs tendant

~1 Lo -1
j+1 < jutb < tj b,

chastique e t
stochastique et ( n)nz1

. *
vers + = . En notant, pour tout j de W , u, =u({u: t

pour tout entier n, 2 1 nous avons :
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+ oo
(YD) v !E(pj . uk)} . Log(j) . Log(k) < + =
j7k=no
==> 1lim P - p.s. u({ v : 0 < ju} < t;1}) =0 .
n—>+oe
Preuve : La o=-additivité de la mesure stochastique u donne dans
2
L]K(sz, A,P)
+ oo
v . -1y .
nz 1 , pu o< Jul <t ' = § uw
n j=n J

mais la condition (4.1) entraine pour chaque n 1la convergence P - p.s. de la série
“+oo
1

z 1. dont la somme ne peut &tre égale P - p.s. qu'd u({u : 0 < Ju| < t; .
j=n
4o
Par conséquent, puisque la suite ( 2 pj)n>1 converge P - p.s. vers 0 , la
jen I

1))

suite (4({u : 0 < Jul < t; converge P ~ p.s. vers 0 . IR

nzl
2.3. - Remarque : Dans la proposition précédente 2.2., nous
constatons que l'hypotheése porte sur la corrélation entre les variables aléatoires

. * .
uj »j € N, et sur leurs moyennes quadratiques

; iE(uj . ﬁk)] . Iog(j) . Log(k) < + =
ik '
oo

et 2 E([ujlz) . (Log(j))2 < 4+ o
j=1

Nous retiendrons le résultat suivant

2.4. - Cnit2ne 1.- Lorsque p :BIR — L?K(Q,A,P) est une mesure

stochastique de bimesure spectrale M pour laquelle il existe un réel a > 1

et un entier nooz 1 tels que :
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oo . .
(4.2) Yo M{u A R I 2T v <A
j’k=no
Log(j) . Log(k) < + »
il apparait que :
4.3) lim P - p.s. p({u : O < |u] < a") =o0.

n->+o

De la proposition 1V.2.2. nous déduisons la généralisation suivante

du théoreme [16 , th.3'A] de V.F. GAPOSHKIN

2.5. - Conollaite.- Etant donnée p : B_ -- L;ﬁSLA,P) une

R

mesure stochastique 4 mesure spectrale M telle qu'il existe un nombre réel
-1

b0 , 0« bo_s e , pour lequel :
[f 1 1 |
(4.4) Jj 9 Log Logé——) . Log Log(—) M| (du,dv) < + =
{U=O<‘U=<bo} ful lvi

ol M| désigne la mesure variation totale de la mesure scalaire M,

il apparait que :

Va ¢ ]1, + w[ , 1im P =~ p.s. u{{u : 0 < lul < a™ =0 .

n->+%

Preuve : Lorsque x tend vers + « , Log Log(x) et 1ga 1ga(x)
ont le méme ordre de grandeur, donc la condition (4.4) vérifide avec la fonction

Log Log, l'est avec la fonction 1ga lga

La fonction lga lga étant croissante, et la aesure |M| positive,

nous avons

. ' K
Vi, k>0, 0sig, 1g, (a) . 1g 15 (a9 . [y (g %)

k

[ 1 1y
< IJYjXYk lg lg (—) . lg_ lg ( ?) (M

a (du,dv) ,
lul Vi
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de plus, Vj , k>0, [M(Yj x Yk)l < M (Yj v

-n

Par conséquent, si n_ est un entier tel que a ° < bO , la condition (4.4)
implique :
+00
C L 18, L 1g G0 L MOy Xy < e
J,k=no

et,d'aprés la proposition précédente,nous pouvons conclure. W
’ p y

2.6. - Lemme.- Toute mesure positive finie M sur (BRZ, B]RZ)

telle qu'il existe trois nombres réels ¢, c , bo >0 vérifiant :

-1
(4.5) 0 <by, by $b ge = M ({u:0< fuf < bl x{v:o<|v| < b,
1 1 ~-1-€
¢ ¢ . [Log Log(—) . Log Log(—)] ,
b1 b2
satisfait la relation :
(r
-1 1 1
4.6) b o, Log Log(—) . Log Log(—-) M (du,dv) < + o ,
4.6) 3b € Jo,e Jan{u:O<|u]<b}2 & Log | g Log v o
Preuve : En effet, e étant le nombre tel que Log(e) = 1 , notons :
k4 K ok
Yk e N , C, =fu:e ¢ cul <) et B, = {u:0<|ul <e" 1},
k
et considérons un entier ko z 1 tel que e < bo H
ainsi, B, C{u:0<|ul <b}.
k o

o .
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La croissance de la fonction Log Log donne :

oo ]
C.xC
J

Vi, ke W

3

Log Log(-'—) . Log Log(—) M_(du,dv) € (j+1) (ke1).M (C; x €
u v
k

ou les ensembles C,,k € NN,

K sont deux 3 deux disjoints et vérifient :
\fr € IN =
U € =B,
k>r
k
Donc la relation (4.6) est vérifiée avec b = e si la série double de

terme général (j+1)(k+1).M0(Cj x Ck) est convergente.

Etudions cette série :

+o0 +00 % k
_ v (J+1)(1<+1).Mo(cj x €)= ) y MO(CJ. xC)
i, k=k j,k=k_ r=0 s=0
o o
en permutant les termes, nous obtenons
k0—1 ko—1 40 +oo ko_1 40 40+ +oo ko"1 +o oo
S T T S APTSUC S N D R NPT AR S S
r=0 s=0 j=k _ k=k r=0 s=k j=k k=s r=k s=0 j=r k=k
o o o o o o

+ oo + oo +o 4o

+ 3 N

r=k s=k_j=r k=s
o o

d'ol, en utilisant la o-additivité de la mesure M

2 +0o
= k.M (B, xB )+k . ) M (B xB)
o] kO k0 o} o=k o ko s
o -
io +x +00
+ k. M (B_xB )+ 7 M (B_xB)
o =k o r ko rek  s=k o r s
o (o] (o}

Ainsi, grdce a la relation (4.5), nous majorons par :

400 400 40

: ~1-¢ -1-¢ -1~

k. M (B, x B )+ 2c . kok .Y +c Y Y o (xs) € <4
o o r=k r=ko s=k
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2.7. - Remarque : La condition (4.5) peut &8tre remplacée par une

condition plus faible :

il existe trois réels e, bO 5 ¢ >0 et un entier q 2 2 tels que :

4.7 0<b, , b, <b ==> Mo({u : 0 < fu] < bl x{v:0c< lv] < bz})

-1 ol
1 1 1 1 1 1
<c . [%ogz(gq) . Logz(E;) fee Lqu(S:)' Lqu(bz)J .[%qu(g:) . Logq(bz)J s

ot Vr 3 1 , Logr+1 = Log o Logr .

2.8. - Conollaine.- Lorsque p : B]R_+ L;(GLA,P) est une mesure

stochastique a mesure spectrale M dont la variation totale |M| vérifie 1'une

des conditions (4.5) ou (4.7), nous avons :

]
Q

Va ¢ ]1, + w[' , lim P - p.s. u({u : 0 < |u] < a ")
n>+o

3 -~ COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SUITE (u({u : 0 < |u| < p™"H)__ :

UTILISATION DU LEMME DE MAJORATION

3.1. - Etude préliminaire.-

Considérons un entier p > 1. Comme J. ROUSSEAU, nous constatons que :

pour pl < ngp ,

- 4 _ _.4
uu s 0 < Jul <p ™) =ulu:0<ul <pPH - uu:p™glul < p P} pep.s..

A

Par conséquent

a4
lim P - p.s. p({u : 0 < [u| < p P =0 et
Q>+

. -n -pd
lim P - p.s. max [u{u : p " < |u| <p D] =0

gt pq<nqu+1

==> 1lim P - p.s. u({u : 0 < ]u| < p_n}) =0 .
N>+
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3.1.1. - Etudions 1la

59

suite (u(B )) ot B ={u:0c<]u<pP}
w(B ) oy o% B ful <p

+eo

Cette suite converge P - p.s. vers 0  lorsque Z

q=0

E(QuB) %) <+ =,
q
c'est-a~dire lorsque :
+00
(4.8)

L‘M(B XxB) < +
q= q q

3.1.2. ~ Etudions la suite ( max

- _q

lu({u:p " jul <p P HD -
Qg+ €
p<ngp

En posant : VG e N , Vj ={u:p g lul < p~J+1} , les boréliens
Vj , j € N , sont deux a deux disjoints et vérifient

- 54 o
P cn s pt ! = Lu s p Mg ful <p P = T u(v,)

j=pl+

Avec ces notations, le lemme de majoration III.5.4, donne :

- _q
E( max (u{u : p "5 Ju] <pP })]2)
plengp?”!
q q bq(e)
< (Y s hd s L E | Tooswalh
k=1 k=1 eek j=a (e)+1 J
k q
q
€ () s« § s
k=1 =

YOM(A_(e) * A (e)))
1 k eeEk 4 4
oli, pour ¢ e W , kell,...,q} et ece Ek s

—bq(e)

P g fuf <

-a (e)
A (e) = {u
q

p 4 3

<

Ainsi la suite étudiée converge

P - p.s. vers 0O , lorsque la série
numérique de terme général le dernier membre de 1'inégalité précédente est conver-

gente pour un choix de la suite (Sk)k21
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En particulier,si (sk)k>1 est la suite constante 1, nous obtenons

les conditions suffisantes :

400 q
(4.9) Yoa )Y ] Ma(e) xA(e) < +w

g=1 k=1 eek 4 q

k

e k+1
(4.10) 1 q § p ' max M(A (e) x A (e)) < +»

g=1 k=1 eck, q q

Ainsi nous sommes amenés a 1'étude suivante

3.1.3. - Etudions les ensembles Aq(e)

Considérons un entier q > 1

a) Soit k =1 - Etant donnés e et e' deux éléments de E1 ,

rappelons que

bq(e) = pq + 1 + e - pq +e . pq—1 , bq(e’) = pq + 1 + eé . pq + e! . pq-1 s
a (e) =a (e') =pl;
q q
nous constatons que b (e') < b (e) ==> A (e')CT A (e) ;
q q q q
_.q+l _.q
de plus Ve ¢ E1 , Aq(e) C{u:p p < Jul <p Py = Cq ,

et card E1 (p-1) p .

b) Soit k e {2,...,q9} . Etant donnés e et e' deux éléments de E, |,
k

nous avons :

]

bq(e) aq(e) te - P ,

bq(e‘) aq(e” e . P .

Si aq(e) = aq(e') et e, > ei , alors

-a_(e)-(p-1p% ¥ -a_(e)
Aq(e')(: Aq(e) Clu:p ¢ < |u] <p 1 3
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v . = ¢ ' =
de plus, Ve ¢ Ek , card{e' e E_ : aq(e) dq(e )} =p .

Maintenant, considérons le cas ol aq(e) # aq(e’) , et posons
jo = inf {j € {0,...,k-1} : ej # ej} ,

alors nous avons @

q_jO k-1 q_3
a(e) —a(e') =(. -e') . p + 2 (e,~e') . p' ~ ,
q q i, i, j=j a1 j
a-i, k-1 q-
d'ol \aq(e) - aq(e')l 2 p - o1 pTT,
j=jo+1
-k+1
t a (e) -a (eN] » pd
€ I q q N ’ P

En regroupant les éléments e de Ek qui donnent le méme aq s

nous obtenons une partition Pk de Ek dont chaque classe E contient p

éléments de Ek , et vérifie :

—aq(e)—(p—1)pq—k —a_(e)

Ve e E , A () S {u:p slul <p & 3= c ® -

De plus,d'aprés ce qui précede :

VE,E'ePk , EFE ==cC ®NCE) =9
et U Cc®Cc
EePk q

3.1.4. - Conséquence : Lorsque M_  est une mesure positive

sur’ (1R2, ERZ), pour tout entier q > 1 , nous avons :

q q
) MO(Aq(e) x Aq(e)) = ) MO(Aq(e) x Aq(e)) + ) ) MO(Aq(e) x Aq(e)) :

k=1 eeEk eeE1 k=2 ecEk
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M étant une mesure positive, nous majorons par :

¥ o~ 0

< (p~1) p MO(Cq x cq) + p ¥ MO(Cq(E) x cq(E))

2 EeP

k X

2
<p . MO(Cq x Cq) + (g-1)p . MO(Cq x Cq) s

et par conséquent :

q
@ Va1, T ] M@ xae) cq. B

.M (@€ xC) .B
k=1 eaEk ° 9 4

Le résultat suivant découle directement de 1'étude précédente.

3.2. - Cnitérne 2.~ Soit p : B]R -—»LfK(Q,A,P) une mesure stochas-—

tique de bimesure spectrale M.

$'il existe trois réels €, bo » € >0 tels que :

5 -1-¢

(4.12) C<b<b ==>M{u:0< lu <b}) c.[Log Log(—:;)] ,

et

-3¢
. - 1
(4.13) 0 < a<b<b_ ==>M{u : ag ju] < b}z) <c . EEP§£§2~- 1] . [Log LOg(EJ}
o
Log(b)
alors pour tout entier p > 1 ,
lim P -~ p.s. v({u : 0 < jul <p "} =0

11>+

Preuve : Les conditions (4.12) et (4.13) étant vérifides avec la
fonction Log , elles le sont avec la fonction lgp , d'aprés les propriétés

des fonctions logarithmes.
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En utilisant les notations précédentes, la condition (4.12) nous donne :

q_-1-¢
P _ -1-€
Vﬁ 29, 0 < M(Bq x Bq) < c[igp lgp(p i] =c . q s
4o
ainsi Y M(B xB) <+
q=0 q q

De plus la condition (4.13) implique les inégalités suivantes :

quIN* » 424, > Vke{1,...,q} y VeeEk ,

b (e)
18p CIRE| aq(e) -3-¢
0 < M(A ce Ll T ], 1 y
< Magle) hpe) ce . @ [ig, 18,0 ¢ ]
4 |
gp(p )
b (e) - a (e) -
sc . [ . [1g (a ()] ;
a (e) P q
q
ot pq s a(e) sb (e) g Pq+1 et 0 <b (e) —a (e) < pq—k+2 ,
q q q q
donc M(Aq(e) x Aq(e)) <c. p—k+2 . q—3—s ;
par conséquent :
+00 q oo L
E q 2 Pk+1 . max M(A (e) x A (e)) € ¢ .p3 . 2 q t-e <+ w
q=1 k=1 eeEk q q q=1

D'aprés 1'étude 3.1., les conditions (4.8) et (4.10) étant

satisfaites, nous pouvons conclure :

limP ~p.s. pfu: 0< Jul <p ™ =0 . B
N>+

3.3. - Remarque : Les conditions (4.11) et (4.12) peuvent &tre

remplacées par des conditions plus faibles :

il existe trois réels ¢, b0 , ¢ >0 et unentier q 2 2 tels que :

(4.14) 0 <b<b =>M{u:0c< Jul < 819 < ¢ .[Logz(%) e Logq(%)]_1 .
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(4.15) 0<a<b<b == M{u:as ful < b}

1

<

1
LOg ("‘ ) 1 -9 1 1 -
c [ 2_ . 1] . [Log (E)] . [Log2 (B) - .Logq(g—)]

. [Log (-1-)]_€
Log (—:;) ab

3.4. - Cniténe 3.- Soit p : B]R > L?K(Q,A,P) une mesure

stochastique de bimesure spectrale M,

S'il existe une mesure positive finie Mo sur (IRZ, B]RZ) satisfaisant @

1) pour tout A de 1'algébre engendrée par les intervalles de R,

(4.16) M(A x A) < MO(A x 4) ,

(4.6) Z)HbO € ]O,eqj ,'H 2 Log Log(—L-) . Log Log(——1—) Mo(du,dv) <+ ®
{u:0<fuf<b0} [ul [ v

alors pour tout entier p > 1,

4.3) lim P - p.s. u({u : 0 < |u| < p—n}) =0 .
n>+oo
Preuve : La condition (4.6) étant vérifiée avec la fonction Log ,

elle 1'est avec la fonction lgp . Considérons un entier 9, 2 2 tel que
p < bo .
En utilisant les notations de 1'étude 3.1., la condition (4.16)

nous donne

Vq > 1 0O<MB xB)s<M @B xB) ;
q q q o q q) ;

-2 1 1
comme M (B xB) < . If 1 1 —) . 1 lg (—) M (du,d
o g q d B xB & & UE) & gp( v ) M, (du,dv)

9 9

et qosq===>BqC{u:O<|u[<bO} s
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nous obtenons :

-2 1 1
Vgzq , MB xB)sq” . { lg lg (—) . 1g_1lg (——) M (du,dv)
or " g Hiwocpulenp? @ 2 T R
. +oo
d'ou 2 M(B xB ) < +« . la condition (4.8) est satisfaite .
q=0 q q

La condition (4.16) nous domne aussi :

q q
Yaz1, o< ¥ § MA () xA(ds | ] M4 xal)),
k=1 eeEk a 4 k=1 eeEk 4 4

d'ol,d'aprés la relatiom (4.11),
s P o q q

mais les ensembles Cq , qe N , sont deux a deux disjoints et vérifient :

+oo
U C =B Cif{u:oc< lul < bo},
q=q qO

donc, MO étant une mesure positive,nous obtenons :

Yo me xcye 1 'r[ lg lg () . 1g lg () M (du,dv)
q . x < g lg (—) . lg_lg (— u,dv
a=q, o9 T amqg He e P Pl L
< ” , 1 ie 1y 1g ) 1g 1) M_(du,dv)
) {u:0<]u}<bo} PPy PPy

et la condition (4.6) nous donne :

+oo q
Y q N 5 M(Aq(e) x Aq(e)) < + o : la condition (4.9) est

9=q,, k=1 eek, satisfaite .

Ainsi, d'aprés 1'étude 3.1, nous pouvons conclure. W

3.5. - Remarques : 1) Comme toute bimesure spectrale M sur (BK,B:m)

est dominée par une mesure positive finie m sur (r, BDR) [26] , il existe

toujours une mesure positive MO = R(m) sur (]Rz, BIRZ) telle que M et M

vérifient la relation (4.16).
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2) Nous rappelons que si la condition (4.7) ou la condition (4.5) sont

vérifides,il en est de méme de la condition (4.6).
3) Le corollaire 2.5. peut &tre obtenu comme corollaire de la

proposition précédente.

4) Lorsqu'il existe une mesure spectrale positive Mo dominant la

bimesure spectrale M de mesure stochastique 1y, et satisfaisant la condition

(4.6), alors, pour tout entier p > 1 , nous avons :

(4.3) 1im P ~ p.s. u({fu : 0 < Ju| < p-n}) =0 .

>+

4 - LA L.F.G.N. POUR LES PROCESSUS HARMONISABLES

Nous considérons un processus harmonisable X = {Xt : t e R}
de mesure stochastique spectrale p : B]R_* Li(Q,A,P). Le comportement
en moyenne quadratique de la moyenne de X est donnée par Yu. A. Rozanov
(36 , th. 2.2.] :

1 t -ixoT
V&o e R , lim —-J X .e dt = u({x_}) .
>+ °

Par conséquent :

lim ot(X) = u({o}) .
ttoo
Nous allons donc établir des conditions suffisantes pour que cette

convergence ait lieu aussi P - presque siirement.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoreme de
décomposition de la moyenne d'un processus harmonisable (th. III.5.6) et

des propositions 2.4., 3.2. et 3.4. .
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4.1. - Théonlme.- Sur un espace probabilisé (,A,P) , soit un

processus harmonisable mesurable X = {Xt : t € R} dont la bimesure spectrale

M vérifie 1'une des hypothéses suivantes :

1) il existe un réel a > 1 et un entier nO > 1 tels que :

Z

+ . .
t.2) 7 MUu o a T g fu] <2 x fu s a ¥ g u) <Ry
jsk=n0

Log(j) . Log(k) < + = |

2) 1l existe trois nombres ¢, bo , ¢ >0 tels que

4.12) 0<b<b =~ = M({u:0<[u]<b}?) ¢ c . (Log LC>g(%))_1"E

’

(4.13) 0 <a<b<b => M({u:a<|u|<b}2) sc. (L'—C—)g—(él - 1) . (Log Log(l-))—S_E
o b
Log(b)

>

. . Lo .. 2 . .
3) il existe une mesure positive finie Mo sur (IR, BlRZ) satisfaisant :

i) pour tout A de l'algeébre engendrée par les intervalles de TR

>

(4.16) MA x A) < MO(A x A)

.6) i) JIb_o,e] ”

1
Log Log(—-).Log Log(—l~QMO(du,dv) <+,

{u:0<|u|<bo}2 [u] [vl
Alors : lim P - p.s. Ut(X) = u({0o})
t>+o

Dans ce cas,le processus X vérifie la L.F.G.N. si et seulement si :

M{0}%) =0 .



v

4.2, - Remarques : 1) Les conditions (4.12) et (4.13) peuvent &tre

remplacées par les conditions plus faibles (4.14) et (4.15).

2) Toutes ces conditions sont des conditions suffisantes mais pas

nécessaires comme le montre 1'exemple de A. Ya. KHINCHIN 5.6. .

3) Dans 1'énoncé du théoréme 4.1., la fonction Log peut &tre

remplacée par une fonction logarithme de base quelconque.

Dans le cas particulier ot M est prolongeable en une mesure
spectrale, le théoréme précédent nous permet de donner un résultat que
V.F. GAPOSHKIN []3, th. A’AJ a établi pour les processus faiblement station-

naires.

4.3. - Corollaire.- Soit un processus harmonisable mesurable X

de bimesure spectrale M , dominé par un processus faiblement stationnaire et

continu Y dont le noyau r, vérifie :

f+m rz(u) . Log Log(u)
e

G.n 3 b02 du < + «
b u . Log(u)
o
1 u ru _
avee Yu , v>0 , r.(u) = r (t-s) dt ds et r, (u-v) = E(Y .Y )
—_ 2 4 2 1 — 1 u v
2.uo Y =u -
et Log(e) =1 .
Alors X wvérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, M({O}Z) =0 .
Remarques : 1) En particulier, lorsque Y est un processus faiblement

stationnaire et continu dont le noyau vérifie la relation (4.17), en notant

R(m) sa mesure spectrale, nous obtenons :

Y vérifie la L.F.G.N. < > m({0}) =0
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2) Pour que la condition (4.17) soit vérifiée, il suffit que :
(4.18) Je>o0 , rz(t) = 0(Log Log(t))_znE lorsque t - +
ou méme seulement que :
4.19) 3qe]N,q>,2 et E[s>0,

r,(t) =0 [;Logz(t>)f‘ . (Log, (t) ... Logq(t))" . (Log ()77

lorsque t - + = .

Preuve : Soit R(m) 1la mesure spectrale du processus faiblement

stationnaire Y , nous avons
sin(tu) >
YWwso , ro(w) = | ERE n@an) .
2 tu

Or il existe une constante c¢ > O telle que :

-1 o o Eintew,?

tu

et comme m est une mesure positive, nous obtenons

-1
Yus>o , ¢c.m{t:0<|t] <cu M) g,
Considérons une suite croissante (t_) vérifiant :
n’ nelN
limt_ =+ ©
o
et un entier n tel que b <t
o o n

Nous pouvons écrire

+o r_(u).Log Log(u) +o
2 au = ) J
u
th u.Log(u) n=n_ {u:tn<u$tn
o

Log Log(uw) \ () 4u ,
}u . Log(u)

4.21) J
+1

et d'aprés la relation précédente entre m et r,
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+o
. I Log Log(u) du

e .mfu:0< ful < t;>D
} u . Log(u)

n=n {u:t_<usgt
o n n

+1

400
2 2 . -1,y .
d' ot > %—. E BLog Log(tn+1)) - (Log Log(tn)) ] . m{{u:0< |u| < t D
n=n
Il en résulte que :
+o0 ) iy B
¢ )} (Log Log(t N7 . mlu: t . lul < )
n=n_+1i
0
+o rz(t) . Log Log(t)
g2 J dt
t t . Log(t)
n -
o
2 ! I -1
+ ¢ . (Log Log(t_ )™ . m({u : O < juj < tn 1)
n_ o
<+ ow d*apreés (4.17)
or, Yaew, ¢! <l <t == 0 ¢ Log Log(-'-) ¢ Log Log(t_, )
’ > Fpat S n S 8g|ui\ 0l
par conséquent
[ 1,42 o 2
j -1 (Log Log{—)" m(du) = } (Log Log(tn+1)) .
I{u:o<luj<t’ '} lul e
n o
o
-1 - -1
m({u € o€ ful <t 1) o<+ o,

Puisque Y domine X, nous pouvons conclure que les conditions (4.16)

et (4.6) du théoreéme précédent 4.1. sont vérifiées avec Mo = R{m) , et donc :

lim P - p.s. Ot(X) = p({oh
400

ol u est la mesure stochastique spectrale de X.
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Par conséquent :

Lim B - p.s. 0 (X) = 0 <=> M({0}>) =0 . ®
£+

Du théoréme 4.1. nous déduisons -aussi cette généralisation

de [16 , th. 3'4]

4.4, - Conoflainre.- Sur un espace probabilisé (Q,A,P), considérons

X = {Xt : t ¢ R} un processus harmonisable mesurable & mesure spectrale M

telle qu'il existe un réel O < b <« e-1 pour lequel
q o pour lequel

4.4) J[ 2 Log Log(~l-0 . Log Log(—l—) M| (du,dv) < + = .
{u:0<|u|<bo} [ul [v]
Alors 1im P - p.s. Ot(X) = u({o}) ,
4w

et X wvérifie la L.F.G.N. si, et seulement si, M({O}z) =0 .

A. ARIMOTO a donné d'autres types de critéres en suivant la méthode

de I.N. VERBITSKAYA [47]. Ainsi il a obtenu [ 2, th. 2]

4.5, - Théonéme.- Soit X un processus harmonisable mesurable a

mesure spectrale M telle que :

1
je>0, J M| (du,dv) = O(————5—)

J{u:{ulsb}z ]Log(b)‘3+E
;

[! Ml (du,dv) = 0—-h —)

JJ{u:[ulsb}X{v:bdvl} |vl b.lLOg(b)\

- Husb<|ulIx{vib<|v]} |uv| b“. |Log(b)] €
lorsque b -— 0"
Alors : lim P - p.s. Gt(X) =0 .

t>+oo
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4.6. - Exemple de A. Ya KHINCHIN [42 , rem. 2] .

I1 existe des processus faiblement stationnaires continus qui vérifient

la L.F.G.N. sans satisfaire l'une des hypotheéses du théoréme 5.1., autrement

dit, ces conditions ne sont pas nécessaires.

4.6.1. - Comptruction.- Considérons deux variables aléatoires
réelles U et V indépendantes sur un espace probabilisé (2,A,P), la variable

U suivant la loi uniforme sur [;ﬂ,ﬁ] tandis que la loi de V est notée m.
Le processus X = {Xt : t € R} défini par :

- ei.(U+tV)

VtCIR Y Xt b

est centré, du second ordre, faiblement stationnaire et continu :

Veer, Bx) =l U7 o e =0 . 56" -0,

r(t) = J etV gp = [ o1tV m(dv)
J

R(m) est la mesure spectrale du processus faiblement stationnaire X (cf.I.2.8).

véripie La L.F.G.N.- Pour presque tout w de et tout t >0 ,

la moyenne ot(X)(w) s'exprime sous la forme :

t t .
0, (X) (w) —l-J X (W) dt = — J ol WtV ) g ,
-t

2t 2t -t
d'ot V(w) # 0 => |0t(X)(w)| = O(%) pour t > + ® ,
et V() = 0 ==> Ict(X)(w)] = 1

Par conséquent, X vérifie la L.F.G.N. si, et seulement si,
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P(V=0)=0 c'est-3-dire m({0}) =0 ,

et il n'y a aucune autre condition sur la mesure de probabilité m .

4.7. - 11 existe des processus faiblement stationnaires continus,

qui ne vérifient pas la L.F.G.N., et dont la mesure spectrale R(m) satisfait

la relation :
m({0}) =0 (16, th.3'B].

D'apres [1: 2.4.1.], il existe dans LZ([O,1], Br. -1y, A) =
o {o,1]

ou )\ est la mesure de Borel - une famille orthonormale (Zk)kCIN et une
suite (ck)kelN de réels tels que
+oo
- E C<+oo’
k=0 k
n
- lim sup | } ° Zk{ =+ o A - p.s.

n->-+oo k=0

e s . 2
On définit une mesure stochastique 1y : BIR — L¢([p’1]’ 8[0,1} LA )

en posant : V% € Bﬂi , u@®) = E ) Zk , et on considére une version

k:2 Kep
mesurable du processus harmonisable Y = {Yt : t € R} de mesure stochastique

spectrale .

Y est stationnaire puisque :

v 1278
-VteIR,Yt=Eckae s
k=
+oo .~k
- Vt,sem EY..Y) = ) e !2 ei? (t=s)
t s k=0 k

Comme p({0}) =0, ona m(0) =0 , mais la L.F.C.N. n'est pas
n
vérifiée par Y : sinon, puisque u(]— VI , 2 n[> = u(R) — 2 ¢ Zk s
k=0
et d'aprés le théoréme III.6.2. , on aurait
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z c, Z Ap.s., L{mr) , ce qui est faux .
k "k
k=0 N>+

On peut évidemment supposer que E(tp(IR)|2) =1 , ce qui fait

que la mesure spectrale m de Y est une loi de probabilité.

4.8, - Remarque : Il existe des processus harmonisables ne

vérifiant pas la L.F.G.N., mais dominés par un processus harmonisable qui la

vérifie. Ces processus peuvent &tre choisis faiblement statiommaires.

Plus particulierement, on peut construire 2 processus continus

stationnaires ayant la méme mesure spectrale, 1'un vérifiant la loi forte

des grands nombres et 1'autre ne la vérifiant pas : il suffit de reprendre

le processus Y construit ci~dessus, au 4.7., dont la mesure spectrale
a été notée m, et X : t F-»—el(U+tV) - exemple de A. Ya. KHINCHKIN -

ot V suit la loi m : comme m(0) = O , ce dernier processus, dont la

mesure spectrale est m , vérifie la loi forte des grands nombres (cf. 4.6).

4.9. - Remarque : L'hypothése 3 du théoréme 4.1. suppose
l'existence d'une mesure positive Mo sur B 2 qui satisfait les
R
conditions (4.6) . Il serait intéressant de trouver ou construire une
telle mesure Mo a partir du processus étudié ou de sa bimesure spectrale.

Et donc d'obtenir une condition sur le processus pour que 1'hypothése 3 soit

satisfaite,
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CHAPITRE V

VITESSE DE CONVERGENCE DE LA MOYENNE
D'UN PROCESSUS HARMONISABLE.

I - INTRODUCTION

Nous montrons d'abord que la moyenne ot(X) d'un procesus harmonisable

mesurable X vérifie une loi du log. itéré, 3 savoir :

Ot(X) = 0 (Log Log(t)) lorsque t =+ + o
autrement dit :

lim P - p.s. [Log Log(t):!-1 .0 X)=0.
400 t

(Ce résultat a été démontré par V.F. GAPOSHKIN dans le cas particulier des

processus faiblement stationnaires [16, cor. 5]).

Les techniques de calcul employées précédemment vont ensuite nous
permettre d'estimer la vitesse de convergence P - p.s. vers 0 de la moyenne

d'un processus harmonisable qui vérifie la L.F.G.N..

Ces derniers résultats améliorent-aussi des résultats analogues de

V.F. GAPOSHKIN pour les processus faiblement stationnaires [36, § 41.
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2 - LOI DU LOG. ITERE POUR LA MOYENNE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE

L'étude 1IV.3.1. et la domination nous permettent de montrer que

2.1. - Lemme.- Toute mesure stochastique g : BH(_* Li(GE,A,P)

vérifie :
Vp eN , p>1 , lim P - p.s. (Log n)—1 cu{u ;0 < [u] < p 1) =0
N>+

Preuve : Puisque :

q q+1 -n -pd
Ve ™, pt<nsop => y{u:0<ful <p " =ulu:o0<ju <pFhH

— _54
—uu s p T lul < pP Y
et lim max Log(n) _ Log(p) ,
gr+e q q+1 q

pour prouver le lemme, en utilisant les notations de 1'étude 1IV.3.1., il

suffit d'établir que :

+ oo
2 q_z .M(B xB) < +o
q=1 9 9
+oo -1 q
et Yoa o) ) M@ (e) xA(e)) <+,
q=1 k=1 eeEk 4 4

oi M est la bimesure spectrale de la mesure stochastique wu.

m désignant une mesure positive finie sur (IR, BIR) qui domine
la bimesure spectrale M , nous pouvons écrire :

+ oo -2 + oo ) +
N MB X B) < Z Q7 mB) < Y

S
q=1 q=1 q¥1

q . m(R) < + =,

De plus ,
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P T
yoq . i‘ Y oM(A (e) xA (e)) s ) q . § Y ma (e)) ,
q q q=1 q

q=1 k=1 eeEk k=1 eeEk

o

< Yy p° . m(C) (d'aprés (4.11)) ,
=1 q
q
2

sp - omy C) <+ . W

qz1 4
7.2. - Thionéme [Lod du Log.iténé).- Tout processus harmonisable

mesurable X vérifie :

lim P - p.s. (Log Log(t))“.ot(x) =0 .
>+

Preuve : D'aprés le théoréme III1.5.6. de décomposition de la

moyenne d'un processus harmonisable, utilisé pour p = 2 , il existe un processus

du second ordre {WC(X,Z) :t > 2} tel que, Ve > 2 , Vo e W vérifiant :

+1 .
1+2% <t ¢1+ 2™, on ait

- o =u(-27", 2D v &,

- 1im P - p.s. Wt(X,Z) =0 .
400

I1 suffit donc de vérifier que
-1 Pop.s., 0 ce qui équivaut,

p(d-2", 277D . (Log Log(t))
>+

compte tenu de 1'égalité

p@-2"", 27D = woh) + ulu 0 < jul <27,

pu : 0 < Jul <27 . 1g;1(n) Brpese, , et résulte
N>+

don¢ du lemme précédent.
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7.3. - Le résultat qui suit montre que la loi du 1log. itéré que

nous venons d'obtenir est, d'une certaine maniére, optimale.

L . . . +
Proposition.~ Pour toute application croissante g : R — R"

qui satisfait les conditions suivantes

i) EP > 1, HA > 0 et Hno > 0 tels que

n+1

Vo > o g™ ) <AL g,

i) 1lim g(t) = + =
t>+o

s

iii) g(t) = o(Log (Log t)) gquand t - + «

s

il existe un processus continu et stationnaire X = {Xt : t € R} construit sur

(BL1], B[O,ﬂ , A) — X est la mesure de Borel - et tel que

lim sup (g(t:))_1 . ]ot(X)t = 4+ ® X - p.s.
>+
Preuve : D'aprés G. ALEXITS [1 : p. 100], il existe unme famille

2 .
orthonormale (Zk , k € IN) dans L]R([O,ﬂ s 8[0,1]’ A) et une suite (Ck)kﬁlN

de nombres réels tels que :

+ o

- 2 c, < + @
k=0 k
n, 1 Y
- lim sup (g(p)) .| E o Zk[ =+ oo XA - p.S.
-+ k=0

2 .
1
Dans 1'espace LG([O’1]’ 8[0’1], A) , la famille (ck Z, k € W)
est sommable et 1'on définit unc mesure stochastique u sur (R, BR) en

posant

VB e By , u(B) = Zk e Z, .
(k:p "€B)
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Soit X le processus harmonisable de mesure stochastique spectrale

u : il est en fait stationnaire car
+o0 - -k
-Veem , X = 2 ¢, . e P . Z - égalité que 1'on peut vérifier
t k=0 k k

a partir de :
2 = _ itx
Vz e LE([:O,ﬂ, 8[0,1]’ Mo, EX . Z) = ;( e by (dx)

ou est la mesure complexe définie sur B]R par :

Yz

VBe By » w,® =EQ® .2 -

—Vt,seIR,E(Xt.)_()=Zlc
D'aprés le théoréme de décomposition de la moyenne d'un processus

harmonisable (th. III.5.6.), nous avons

\‘/t>2 et VYne N tels que : 1+pn<t151+p .

0, (X) = ¥ (X,p) + u(- p L, "D .

De plus, dés que t est assez grand, nous avons :

g™ 2 A7 . g(), car tgp™? (dlapres (i) .

Puisque Wt(X,p) Ap.s., 0 et d'aprés (ii), nous obtenons :
t>+co
lo, (X)] _ -n -n

Lim sup ~Lt > A 2 . lim sup IUCI P . Dl

trto g (t) -+ g™

-n ~-n iy *e g
or w(J-p ", p D =V ¢ 7 = Yoe .z, - 2 e 2y,
k=it 1 k Tk ke k k k=0 k k

et par conséquent .,



[ -n - n

. p(l- ) -

lim sup - G- p =2 p_ Dl = lim sup (g(p™)) 1_l Y oe . Z
no+® glp) no>+0 k=0

=+ A = p.s.

3 - VITESSE DE CONVERGENCE P-p.s. VERS 0 DE {\Pt(X,p) :t > 2}

{\Yt(X,p) :t > 2} est évidemment le processus qui apparait dans le

théoréme de décomposition de {ot(X) :t > 0}.

Nous allons simplement affiner des calculs déja faits.

3.1. - Lemme.- Si un processus harmonisable mesurable

. . . + + .
X={X :te R} , une application croissante g : R —> R et un entier

p > 1 satisfont les conditions suivantes :

5.9 Ja e Jt,p[ et ]qo € N tels que :
q
Vozp @, gz(pn) < A.gz(n) >

(5.2) il existe une mesure positive finie m sur (R, BHQ qui domine

la bimesure spectrale M de X , tel que :

J g2 () mdw) < + = ,
{u:0<fuf<1} [u]

alors le processus {‘Pt(X,p) :t > 2} a la propriété suivante :

(5.3) 1im P - p.s. g(t) . Wt(X,p) =0 .

>+

11 existe évidemment des fonctions g satisfaisant (5.1), par exemple
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R VA LogY t,y>0
- t vw— (Log Log(t))Y , Y >0

1
- tw—t*, 0<aqac< 5

Preuve : Rappelons d'abord la majoration de Wt(x,p) obtenue dans

la démonstration du théordme III.5.6.

@ ¥ @p| s s (o @0 ) + o -ud-pp D]

n<t<n+1 p
+  max . ('on(x)-o q(X)|) s
pq<nqu P
ol
-t>23; n,qe IN,
- n<t g n+l
q q+1
- p <ngp
Etude préliminaine : Dans un premier temps, nous allons montrer que
(5.4) lim P - p.s. g(pq) . max ([cn(x)—o q(X)\) =0
o pdengpd*! p
(5.5) limP - p.s. g . Jo X -u{-p%, p D] =0
e pt

Nous savons, d'aprés le théoréme III.4.3., que .

(e (nd
wh e N , o q(X) = J sin(pu) u (du)
P pu

et, d'aprés la preuve du théoreme III.5.6., que : Yo e ]1,p[:,

2 P 3 k 2
E( max (|on(X)—G q(x){ D Y (pa)" max | S o (@) . m(du)
pq<nqu+1 p k=1 eeEk s



Nous allons montrer, par des calculs analogues a ceux des lemmes

IIT1.5.2. et III.5.5., que nous avons :

(5.6) Jo e J1,p[ tel que

8

+00
2 gZ(pQ) . § (pu)k max J Si e(u) m(du) < + s

q=1 k=1 eeEk
o2 sin(pu), 2

(5.7) 7 g (pC‘).f _ G WY 2 h(du) <+ @,
q=1 {u:p qs‘u|} pqu

400
(5.8) N
q=1

(sin(pqu) _

q

B 1)2 m{du) ,
u: |ul<p 93 Pu

¢
gz(pq) .
I

puisque, d'aprés le lemme III.3.1. et la preuve III.5.6., (5.6) ==> (5.4),

et,(5.7) et (5.8) ==> (5.5).

Convention.~ Ayant a étudier la nature de séries, on peut sans
inconvénient convenir que dans (5.1) et (5.2), 4, =0 .
Notations.- On choisit o de maniére que l'on ait 1 < a < 2 et

a.A < p (c'est possible puisque 1 < A < p).
11 est clair que :
v * 2, r r 2 ' . . <1t
n, re N |, g“(pn) s A.g"(n) et qu'en particulier si l'on pose
2
B =g (1) , on a :
V * 2,.q q
qe N, g (p") < B . A .

Nous suivons la démonstration du lemme III.5.5 en reprenant

ses notations : ainsi

Yaenw , vo=du s p T gl < p ™Y

A
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+00
1) Montrons que z gz(pq).z1(q) < +» : d'aprés la démonstration

=t
de la convergence de la série z 21(q) dans la preuve du théoréme II1I.5.5.,
q=1
nous savons que :
+oo 4o +oo
2 2 4 k 2q-k-2 2
P gD @ s " ] Pt g N mey)
r
q=1 q=1 k=1 r=q+1
+0o +oo
2_4 k 2q-k-2r [ 2,1
s ] L oo | g% maw
q=1 k=1 r=q+1 Y, lul
+o0 L ol
2 4 k 2q-k-
=cp' ) ) ! pd r J gzé-l—) m(du)
k=1 r=k+1 q=k Yy |u|
02 4 4 qk rr 2,1
= 2_p G ¥ J g (——) m(du)
p-1 k=1 P raii1 Y, lul
2 4 r
. Czp . J g2 mldw) < + = .
p-a p -1 {u:0<|uj<1} |uf
+oo
2,4 I
2) Montrons que § g (pY) . Ez(q) <+ o : d'aprés les calculs
q=1
analogues a ceux de la preuve III.5.5., nous savons que :
400 4-00 +oo r+k
2 2 4 k 2
g ., @ s e T T ) " g% (ph mey)
q=1 r=0 k=1 q=max(r,k) P
+0 4o r+k
2 4 Ak 2
scp ] ] ) = J g* (1) m(du)
r=0 k=1 gq=max(r,k) P % [ul

r

24 T ALk 2,1
s e () (ke &2) )J g" (—) m(du)
k=1 P {u:0<ful<t} [u]
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had .
3) Montrons que z gz(pq).23(q) <+

D'apres des calculs
q=1
analogues antérieurs, on sait que

T2
I s eh.I,@

40 4o 40
- 2
s ep? Y o pIT g2 %) m(y,)
q=1 k=1 r=0 q=r+k+1
+00 +o0 r ~ 400 ~
< T KT (g m@)) T Y
k=1 =0 Yy ]u\ q=r+k+1
4o
= C2p3 . A L« z (%)k

) J ) maw)
p-A k=1 P {u:0<[uf<1} [ul

o0

+
4) Montrons enfin que 2

2
g (pq) . za(q) <+ ® . 0n sait que
q=1

3

0 e~3

4 o
22691, @ < ¢ n(m
1

k k-2 2
N (21 o ptT gt ph
q q=1 k=1
40 400
s 8 < n(R) D) (ocp)k (~A2—)q
k=1 g=k p
2 +eoo
=8 c? m(1R) ——g——— . (gé_)k
pT-A k=1 P

11 est facile de voir que ces 4 résultats partiels impliquent (5.6)
et a fortiori impliquent (5.4) (voir preuve III.5.6.).

5) Démonstration de la propriété (5.7)

a) A partir de III.5.1.

(i.5), nous avons les majorations suivantes
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+o . q 2
) g2<pq).J o Ene Wy G
q=1 {u:1>|ulzp ! pqu
+o  gq-1 _ .
< ep? 3T gl priu m(y,)
q=1 r=0
+oo g-1 q-r
< (ep)? ) (—AE) J g? () m(du)
g=1 r=0 p v, v
+co +o - f
=@’ Tl HTH 2 mew
I R R
- (ep)? g’ 1) m(au)
p A J{u:0<|ul<1} ful
< + o
b) nous avons encore :
w2 sin(plu), 2 2 o2
1 e (pq)-J ERREY n@@w) ¢ nm ) gD L op
q=1 {usfulz1} plu q=1
il q
< ams § &
q=1 p
<+ . 1
6) Démonstration de la propriété (5.8)
L'inégalité (i.2) de ITI.5.1. entraine
+‘m . q
IR J el g2 Gy
q=1 {uzul<p™ 4} pdu
400 +oo
s 1T o209 mer)
q=1 r=q
+00 r
SCZ Y (J{ gz(ﬁL) m(du) . § qu—Zr)
N a5t
r
N2
cLep” J g 1) mlaw
p =1 /{u:0<|u|<1} [ul

-2q
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La propriété (5.5) est donc vérifiée. B

Nous pouvons maintenant conclure 1'étude de la convergence P ~ p.s.

de g(t) . Wt(X,p) vers O quand t > + ® , Puisque s1 t > 2 et qe€ N

sont liés par 1+ pq <t s 1+ pq+1 , nous avons
1 g g(t)—-< A
gD

compte tenu de la majoration (A), de (5.4) et de (5.5), il suffit de montrer

que :

lim P - p.s. g(t) . sup (|ot(X) - On(X)i) =0 .
>0 n<t<n+l

Or on sait (fin de la démonstration III.3.2), que :

EC sup (o, 0 -0 0% < % dlull @) .
n

n<tg<n+1

D'aprés III.3.1 et puisque n < t € n+l ==> 1 ¢ 8(t) <A,
g(n)
il suffit de montrer que
T ()2
2 @ilLQ < 4 o ce qui résulte des majorations ci-dessous
n=1 n
q+1
+00 +© P 2
(n),2 g(n)
PESS . T T &
n=2 n q=0 n=pq+1 n
Rl q+1, 2
< 1 emn ptERD
q=0 P
+oo q
s (-1 g A <§>

q=0

< + © .
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4 - VITESSE DE CONVERGENCE  P-p.s. VERS 0 DE

p(-a™,a") QUAND n~++w .

4.7. - Lemme.- Soit pu : B]R -**Li&GJ,A,P) une mesure stochastique,

(tn)n N une suite croissante de nombres positifs, et une application croissante
€

g R —— R* telles que :

- t —m + R

n
n->+o0
- g(t) ——> + =
t->+oo
En posant, Vne N , p_ = ulu : t_1 < Jul < t_1} nous avons :
L s s n H . n+] ¥ 1 n y o2 s
+o .
(5.9) b oOIEGQ )] - Log(§) - Log(k) gty .+ glyy) < + =
i k=1 J J

1

=—> 1im P - p.s. u({u : 0 < |u] < t; . g(tn) =0 .

n->+oo
Preuve : D'apres le théoréme de Menchoff-Rademacher-Serfling-Szep,
+00 +o0
o _ .
les séries nZ1 g(tn).un et nz1 u, converge P - p.s. D'autre part,

¢ étant g—additive, nous avons

Vﬁ e IN , lim m.q.
k>4 j

I 1 %

“j = y({u : 0 < ju} < t b

Il existe donc un événement certain Qo tel que

&Q)e Qo et &M e N

k

- lim 2 Wo=n{u : 0 < |u] < t;1}) (w)
k>+e j=n J
e
- la série 2 g(tj) . Lﬁ(w) converge : nous notons rn(w) sa
j=n

SOomme .
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Vﬁ e N et V@ € QO , MOUs avons aiors

u({u :

40

0 < |u] < t;1})(m) = 'Z Lﬁ(m)

j=n

+oo

= V

L

-1
i (g(tj)) .(Lj(w) - rj+](m)),

d'ol, en utilisant la formule de sommation d'Abel , nous obtenons

4 oo
- p({u 2 0 < Ju < t:})(w) = (g(tn))_1.rn(w) o ¥

j=n+1
- a0 < fu] < £ D W

<

< 2 (g(tn))".sup(jrj(w>1 Do) .

11 en résulte que Yo € QO :

g(tn).p({u :

0 < ful < t:})(w) ~0 . W
1400

Appliquons ce résultat au cas ou

u
mesure spectrale.

4.2.

- Corollaine.- Soit u : B

2
e L]K(Q,A,P) une mesure
stochastique 3 mesure spectrale M

et une application croissante
On suppose que :

g(t) —— + =,

t>+o

(5.10) - ” , £
{u:0<|uf<1}

LB (M (du,dy) < o+ e
{ul {v

ol Ya > e , f(u) = g(u) . Log Log(u).

Alors, V% >1, 1lim P ~ p.s. g(an)

Lpu : 0 < Jul <a ™)
N>+

rj<w>((g(tj>>"

- (g(tj_1))—1),

est une mesure stochastique a

+ +
g : R ~-—> R
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Preuve : La condition (5.10) est encore vérifiée lorsque dans la
définition de £, on substitue au logarithme népérien un logarithme a base

a > 1 quelconque .

-3t Ju] < a—j} .

A

Vj e W, posons Yj ={u : a
En utilisant la variation totale [M| de la mesure M , nous avons :
v. X
j» ke IN' , nous avons :

. re
-0 < [M(y, x ) 18,(3)-1og (k) g(aj)-g(ak) < IJ . £ 4| (du,dv)
j Dy ol

- 1M(Yj xy ) |oe Iy (vj <y )

Il en résulte que
+co

j E:] Cr; > v [1g, () 18,0 glab)ga

£ L) M (du,dv)

(f
N -
H{ wso<lul<a 11 |yl ||

On conclut grice au lemme précédent. BB

Dans le cas d'une bimesure quelconque M , on introduit une mesure

positive majorante

4.3. - Lemme.- Si une mesure stochastique u : B]R—* L?K(Q,A,P) ,

. . . . + + P
un entier p > 1 et une application croissante g : R —> R vérifient

les propriétés suivantes :

D 3B >0 et Jn e N tels gue :

q+1 q
G.11) Voew n, < pd =g’ ) <B.g") ,
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2) il existe une mesure positive MO sur sz, SRZ) telle que

(4.16) - pour tout événement A de 1l'algébre engendrée par les intervalles
de R,
M(A x A) g MO(A x A) ,
(5.12) - | £ Ll M (dudw) <+, ob
{u:0<]u1<e—1}2 o] v
Yu > 1 , f(u) = g(u) . Log Log(u) .
alors, lim P - p.s. g(pn) cu{u s 0 < ful < p'H =0 .

n->+co

Remarques :

- t vw— (Log Log(

- (5.12) est aussi satisfaite quand, dans la définition de f

)% , o >0, vérifie (5.11) ;

)

on substitue au logarithme népérien le logarithme & base p .

Preuve : ¢ étant

v{u 0 < Jul <p ™) = u{u

T

q=q

(o]

1) Etude de (u(Bq))

additive, Vﬁ ,ne N tels que p’' <n g<p

-4 ~ -p4
o< ful <p P H - ulu:p s lul <p D

geN ’ ol Bq ={u:0< |uf < p P}

q

.. . o
b
ER désignant un entier tel que o +2<p , hous avons :

q
2, p
(p* ) M(B_ x B ) <
g (p q q

+co q
2, p N
I g6 . M@ <B)

q=qo
“+00
< 1 47 H £G-) L f (1) M_(du,av)
a,  mes, Wl
oo
<1 o>l £ L) M (du,ay)
q=q JJB  xB ful [v|
° qO qO
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D'aprés le lemme III.3.t. , on en déduit que :

q
lim P - p.s. g(pP ).u(Bq) =0 et, facilement, que :
qr+e

lim P - p.s. g(p) (B ) =0 , on pl < g pq+1
qr+eo q
2) Il reste & montrer que
. -n ) —pq n
lim P - p.s. max Juu s p s jul <p " D] g®M) =0 , ce
Q>+ pq<nqu+1

que 1'on peut faire en utilisant encore le lemme III.3.1. dans une étude

paralléle a4 (IV.3.1) dont on reprend les notations :

_ _.4
Y E(  max ln(fu : p "¢ Jul <pP })lz.gz(pn))-

q 2 pdt!
aC) ] M @A (e)xa (e)) g G’ )
9=q, k=1 eeEk 9 4

n
~1

+o00
co2 2 . 2, pt
< =)q q° p Mo(cq cq) g (P )
“ £y .oy M_(du,dv)
a=q, *'CxC_ lul (vl

< B2 JJ £-1-) Lo M_(du,dv)
{u:o(}u|<P—2}2 iu' 'V|

<+ . B

4.4. - Lemme.- Si une mesure stochastique u : Bn{~—+ LiK(Q’A’P) s

de bimesure spectrale M , un réel a > 1 et une application croissante

81 R -——> R vérifient :
1) I8 > 0 et ;|n0 € N tels que :
T2 2
(5.13) Vo s n_, Y g @h ¢ B . gt @M
q=n

(o]
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2) il existe une mesure positive M = sur (R?, B]RZ) telle que :

(4.16) M(A *x A) < MO(A x A), pour tout événement A de l'algebre

engendrée par les intervalles de R ,

fr
(5.14) )IJ g(~—1—) . g(—‘-—v) S M_(du,dv) <+,

{u:0<|u} <1} lul lvi

alors  limP = p.s. g . u({u:0<ful <a™H=0.

>+
Preuve : I1 suffit de démontrer que :
40
T 2@ Mu o< ful <a ™) <rew.
n=n_

Vﬁ e N , si Y5 = {u: a < Jul <a™} , nous avons :

T -n,2 2
T M({u:0< |u] <a "1 L gt@h
n=no
+ 00 400 oo 2 n
¥ vV gf@) MO(Y~ X Yk)
n=n_ j=n k=n J

N

+ j-1 k +o ]
I T 1 g apm) + T §

i=ng k=no n=n_ k=] n=n_

g2 (dn) 'MO (YJ X’Yk) )

+ 0 J—] +co .

2, k. 2
(Y ™ (y .7y ). (@) + YoM (roar) 8 (@
- k= © k=3 ¢ 4
] no I'lo ]

A
o]

(d'apres (5.13))

+00 +co k .
3 1 MGy e@) . ogld)
j=n_ k=n_ J
+00 +c0
< B | g L el M (du,dv)
jeng k=g My ool vl
f 1 1
= BJ g(—) . gt Mo(du,dv)

twso<lul<y? 1ol v

< 4+ (d'apres (5.14)) . B
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5 - VITESSE DE CONVERGENCE

P-p.s.
D'UN PROCESSUS HARMONISABLE

VERS 0 DE LA MOYENNE

Des paragraphes 3 et 4 , extrayons les résultats suivants

5.1. ~ Théohréme.~ Soient un processus harmonisable mesurable
X = {Xt :t € R} de bimesure spectrale M et une application croissante
g R — R qui vérifient les 4 conditions suivantes
1) (5.15) M({0,0}) =0 »
2) (.1 dp, g, e W, p>1, Ja e J1,p[  tels que
q
Vh > p © . gz(pn) <A . gz(n) s
3) (1) 5.13) dBe JO, + [ et 3‘11 € N telg que
2.k 2
Vq2q1, gg(p)ng(pq),
k=q
1
ou
(ii) - lim g(t) = + = et
>t -
400 . N
(5.9) TG x vl . Log(i) .« Log@®) . g(?) . g(@) < + =
j,k=1 ]
o View . yy=te:p e u) <7,
4) {1 existe une mesure positive finie m sur (R, B]R) qui domine M ,
tel que
(5.2) [ gz(—l—J m(du) < + «
{u:o<ul< 1} v
Alors ,

t>+00

lim P - p.s. g(t)

. ot(X) =0 .
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5.7. - Théonlme.- Soient un processus harmonisable mesurable

X = {Xt : t € R} de bimesure spectrale M et une application croissantc

+ + S P .
g : R —> R qui vérifient les 3 conditions suivantes :

1) (5.15) M({0,0}) =0 ,

2) HP,qOC]N s P>1, 3A€]1,p[ et JB e JO, + »[ tels que :

95

(5.1) Va p s gz(Pn) <A gz(n) s

W

q+1 q
2
G.11) Yq > q > g (P ) < B.gz(pp )

3) il existe une mesure positive finie m sur (R , B_) dominant M

R
et telle que :
( 1 1312
(5.12) (Log Log(-—) . g(—))" m(du) < + =
{u:0<jul< e_1} v u
Alors : lim P - p.s. g(t) . gt(X) =0 .
>+

5.3. - Remarques :
1) Sous les hypothéses de 1'un ou l'autre des 2 théoremes précédents,

le processus harmonisable mesurable X vérifie la L.F.G.N..

2) Sans la condition (5.15), et u désignant la mesure stochastique
spectrale de X , on obtient seulement
lim P - p.s. (0, X) - u({O})) . g(t) =0 .
>+
3) La 2°™ condition du théoréme 5.2. est vérifiée lorsqu'il

, et un réel B, 1 < B < Vp , tels que

Z

existe des entiers q, et Pz 2

la relation (5.11) soit vérifiée.
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4) La fonction g(t) = t* , avec 0 < a < % , vérifie la

éme L L
2°™® condition du théordme 5.1.

5) Les fonctions g(t) = Log™ t , avec o >0 , et
a P éme ..
g(t) = (Log Log t) , avec a > 0, vérifient la 2 condition du

théoréme 5.2.
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CHAPITRE VI

PUISSANCE D'UN PROCESSUS HARMONISABLE

A BIMESURE o-FINIE.

I - INTRODUCTION

Lorsque l'on recueille des informations sur un signal, on utilise
un récepteur qui le transforme (qui le filtre). Et, lors de 1'étude de 1'évo-
lution du signal ou de son filtré, on peut rechercher si cette évolution pos-

séde une stationnarité asymptotique en fonction du temps [5].

Dans ce chapitre et le suivant, nous abordons 1'étude de la puis-—
sance pour certaines classes de processus harmonisables. Celui-ci est consacré
a4 1'étude du comportement asymptotique de 1'espérance de la puissance d'un
processus harmonisable & bimesure o-finie. Au chapitre suivant on s'intéressera
au comportement asymptotique de la puissance des trajectoires - autrement dit

des signaux recus — pour certains processus fortement harmonisables.

Dans le paragraphe 2 de ce chapitre, nous définissons les filtres

utilisés : les filtres linédaires & gain bormé.

Au paragraphe 3, nous établissons que les processus harmonisables

4 bimesure o-finie forment une classe de processus asymptotiquement station-

naires.
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Afin de déterminer la mesure spectrale asymptotique d'un tel
processus, nous construisons au paragraphe 4, une "restriction" sur la

premiére bissectrice d'une bimesure spectrale o-finie.

Or cette "restriction" contient toutes les informations sur la
moyenne temporelle de 1'espérance de la puissance instantanée du processus.
Ainsi, au paragraphe 5, nous montrons que cette moyenne temporelle est
"localisable" sur 1'axe des fréquences, notion introduite par A. Blanc-Lapierre

[5: p. 386].

2 - FILTRES A GAIN BORNE

2.1. - Rappel : Etant donnée une mesure stochastique
g : B(R) — Lé(S,F,P) , toute fonction borélienne bornée g : R — €
est p-intégrable. De plus la fonction d'ensemble g.u : B(R) ——A-Lé(S,F,P)

définie par :

g.u(B) = J g(u) p(du) ,
B

est une mesure stochastique telle que pour toute fonction borélienne bornée

f: R— ¢ {(qui est g.u-intégrable tandis que fg est p-intégrable) on a :

J f(u) g.p(du) = J f(u) glu) pldw) .
R R

Ainsi nous pouvons poser  [5 : chap; VIII] le] [19].

2.2. Définition.- Soit une fonction borélienne bornée
g : R—> € , nous appelons filtre linéaire a gain borné g , la transfor-

mation F définie sur la classe des processus harmonisables sur R , par
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F x(t) = J eitu g(u) p(du) ,
R

ou p est la mesure stochastique spectrale du processus harmonisable X.

2.3. ~ Remarques :

i) Le filtré d'un processus harmonisable de mesure stochastique

u , est le processus harmonisable de mesure stochastique g.p .

ii) Les filtres linéaires sont invariants par rapport au temps
puisque pour tout processus harmonisable X , si on note Xh le translaté

de temps h de X :
Xh(t)=X(t+h) , teR , heR ,

alors, on a :

Fx (t) = FX(t+h) .
Ainsi 1'action du filtre ne dépend pas du temps, et ces filtres linéaires
transforment les processus stationnaires en processus stationmnaires.

iii) La fonction g correspond a 1'apport (ou gain) du filtre F

en fonction de la fréquence.

2.4. - Exemples :

i) Tout filtre & réponse percussionnelle [ 5] [ 6], défini comme
convolution d'une mesure complexe avec le signal, est un filtre linéaire a

gain borné g tel que ur> g(-u) est la transformée de Fourier de m. Ainsi :

F x(t) = J X(t-s) m(ds) = J oty g(u) p(du) ,
il

R

o X est un processus harmonisable de mesure stochastique p .
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ii) Un filtre "passe-raie" est défini par un gain g fonction
u
0
indicatrice d'une raie (ou fréquence) u

Fox@) =| e™g (0 pldw) = o R))
uo " guo p(du) = e o ug .

iii) Un filtre "passe-bande" est défini par un gain g,

u
o’ 1
fonction indicatrice d'une'bande" de fréquences [uo,u1], u <u
o i
F K@) = | Mg @ o - J ™™ i(dw)
u_,u u ,u
o’ R o’ 1 luo,u1

iv) Les filtres '"passe-raie" et '"passe-bande" peuvent &tre obtenus
comme limite d'une suite de filtres A réponse percussionnelle ((théoreme I1.4.2)

et [5 : VIILI. 2.3)).

Grace aux théories de 1'intégration par rapport a une mesure
vectorielle [13] et de 1'intégration par rapport a une bimesure spectrale
[27 : § IV.IV], nous obtenons aisément la généralisation suivante de 1la
formule des interférences donnée par A. Blanc-Lapierre et R. Fortet
[5 : chap. VII], [6] pour les processus fortement harmonisables.

2.5. - Formule des intenférences. Soient F1 et FZ deux filtres

linéaires qui possédent des gains bornés, respectivement gy et g, Pour tout
processus harmonisable X de bimesure spectrale M , nous avons :

— i(t1u1-t2u2)
6.1) E(F1X(t1).F2X(t2)) = JJ g,(u1) gz(uz) e

M(du1du2)
R x IR
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3 - PROCESSUS ASYMPTOTIQUEMENT STATIONNAIRES - PROCESSUS

HARMONISABLES A BIMESURE SPECTRALE o-FINIE

Désirant étudier la moyenne temporelle de la covariance
E(F1X(t+h).F2X(t)) , pour h fixé, entre deux filtrés d‘'un processus harmo-
nisable, nous allons dans ce paragraphe définir une famille de processus
harmonisables pour lesquels cette moyenne temporelle converge. Et nous commencons
par le cas ol les filtres sont égaux & 1'identité (g1 = 1 et g, = .

Dans le paragraphe 5 nous passerons au cas de filtres quelconques a

gain borné.

Généralisant la notion de processus stationnaire, les processus
asymptotiquement stationnaires ont été introduits par J. Kampé de Fériet,
F.N. Frenkiel [22] et E. Parzen [33]. Reprenant la définition donnée par

Yu A. Rozanov [36} posons

3.1. Déginition.- Un processus X : R —> Li(S,F,P) est dit
asymptotiquement stationmnaire lorsqu'il existe une fonction continue
r: R— € telle que pour tout h de IR on ait :

(6.2) r(h) = lim

t
J E(X(s+h).X(s)) ds .
t>+4oo

0

|-

Dans ce cas, la fonction r appelée fonction de corrélation asympto-
tique de X , est définie positive et continue, le théoréme de Bochmner s'applique,
et il existe une urique mesure m positive et bornée sur  B(IR), que nous

appellerons la mesure spectrale asymptotique de X , vérifiant

r .
r(h) = J MY ndw)
R
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Le premier résultat nous permettra de prouver le théoréme 3.7.

3.2. Lemme.- Lorsqu'une suite bornée (Xn(t) : t € R) de processus

. . . 2
asymptotiquement stationnaires sur LG(S,F,P) converge vers umn processus

(X(t) : t € R) uniformément sur IR , alors le processus (X(t) : t € R)

est asymptotiquement stationnaire.

De plus lim rn(h) = r(h) uniformément par rapport 3 h dans 1R,
4o

ou r et r sont les fonctions de corrélation asymptotique, respectives de

Preuve :. Pour chaque entier n , posons :

Kn(t,s) = E(Xn(t) . Xn(s)) et  K(t,s) = EX() . X(s)) .

1) Montrons la convergence de la moyenne temporelle de
E(X{(s+h).X(s)) pour tout h de TR . Soient t , t' >0 , pour tout. n 3 O

nous avons :

1 ft 1 t’
‘? J K(s+h,s) ds - o [ K(s+h,s) ds

0 (o]
1 ([t p o
< = J (K(s+h,s) - K _(s+h,s))ds| + |-+ J (K(s+h,s) - K _(s+h,s))ds
t n t n
(o] 0
1 [t i o[t
* J Kn(s+h,s) ds - r J Kn(s+h,s) ds .
0 0
Puisque la suite (Xn)nelN est bornée et comverge vers X uniformément
sur IR, la suite (Kn)ndN converge vers K uniformément sur R x IR

lorsque n tend vers l'infini.
Soit e > 0 , il existe n(e) > O tel que :

n > n(eg) ==> HKn—KH00 < €e/3 .

donc pour tous les n> n{(e) , t >0, et h de R, on a:
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t
j K(s+h,s) - Kn(s+h,s) ds{ < /3 .

De plus les processus Xn sont asymptotiquement stationnaires, donc étant
donnés h,et n > n(e) , il existe t(n,e,h) > O tel que pour tous les

t, t' > t(n,e,h)

t t!
(6.3) Ilj K _(s+h,s) ds - —1, J’ K _(s+h,s) ds| < /3 .
t n t n
0 0
Ainsi regroupant ce qui précéde, nous obtenons qu'étant donnés h,

et € >0, il existe t(e,h) > O tel que pour tous les t, t' > t(e,h) :

1 rt 1 t'
‘— J K(s+h,s) ds - — J K(s+h,s) ds} < ¢ .
t t

0 0

Par conséquent, d'aprés la propriété de Cauchy, pour tout h de

t
R , la moyenne j K(s+h,s) ds converge vers un nombre r(h) lorsque t

1
tlo

tend vers 1'infini.
2) Montrons maintenant la continuité de la fonction r , ce qui

achévera la démonstration.

Pour tout réel h et tout entier n , on a :

l[r@)-r )] < ||x-k_|]

o

or lim ||R-K || =0,
n o
N>+

donc la suite de fonctions continues (r ) converge vers la fonction r

n"nelN

uniformément sur 1R . Ainsi r est continue.l

Yu. A. Rozanov [36] a établi que tout processus fortement harmo-
nisable X est asymptotiquement stationnaire. Nous allons généraliser ce

résultat en introduisant une classe de processus harmonisables qui sont des
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limites uniformes sur IR de processus fortement harmonisables. Ainsi d'apres
le lemme précédent, les processus de cette classe sont asymptotiquement station-

naires.

3.3. Définition.- Une bimesure spectrale M définie sur

B(R) x B(R) est dite o-finie lorsqu'il existe une suite (B )

n’ nelN
de boréliens de B(R) qui vérifient :
(6.4) pour tout n de IN , Brl CBn_'_1 et U Bn =R,
nelN
(6.5) pour tout n , la variation de Vitali de M sur Bn x B

est finie.

Dans ce cas, pour tout n , la restriction de la bimesure spectrale

M a B(Bn) x B(Bn) est prolongeable en une mesure Sur B(Bn x Bn).

3.4 - Exemples :

a) La mesure spectrale d'un processus fortement harmonisable
est o-finie,

b) L'exemple suivant, du & D. A. Edwards [14] montre 1'existence
de processus harmonisables & bimesure o-finie qui ne sont pas fortement

harmonisables.
Considérons la famille définie positive de nombres réels

L e—T jemw\ {o},

C. 5
33 25(Log(j+1))

sin{n(j~k)/2)

G- 5172 K12 Log(5+1) Log(k+1)

cjk= ik, i, keI \{0}.
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Alors, il existe un espace probabilisé (S,F,P) et une suite

(Xj) dans Lig(S,F;P) telle que E(xj.xk) = cjk . Nous pouvons définir

jelN
une mesure stochastique u : B(R) — L%R(S,F,P) par p(B) = Z x

jeB J

pour tout borélien B , la famille (Xj)jeﬂi étant sommable.

. _ . . 2
Puisque 2 = 4+ o _  la variation de Vitali sur R

) les, |
Jk 3k
de la bimesure spectrale M de p est infinie. De plus, puisque p est

discrete, M est o-=finie.

Ainsi le processus harmonisable de mesure stochastique p a une

bimesure spectrale o-finie mais n'est pas fortement harmonisable.

3.5 - Notations.- Considérons une bimesure spectrale M o-finie
associée a une mesure stochastique u : B(R) ——*-Lé(S,F,P) [27 : th. IV
1I1.6] [34] , et une suite (Bn) de boréliens satisfaisant les conditions

(6.4) et (6.5).

Pour chaque entier n , notons Hy la mesure stochastique définie
sur B(R) par pn(B) = u(B(1Bn). Sa bimesure spectrale Mn vérifie :
Mn(A x B) = M((a N Bn) x (B N Bn» pour tous les boréliens A et B. Ainsi
la variation de Vitali sur DRZ de la bimesure spectrale Mn est finie :

2
Mn est prolongeable en une mesure sur B(IR”) que nous noterons encore Mn'

Si X désigne le processus harmonisable de mesure stochastique
spectrale p , pour chaque entier n , notons Xn le processus fortement

harmonisable de mesure stochastique spectrale Moo

Le résultat qui suit, raffine dans un cas particulier - & savoir
les processus harmonisables & bimesure o-finie ~ le théoréme de H. Niemi

[30 : th. 3.41] que nous avons généralisé au chapitre II.
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3.6, Proposition.- Pour tout processus harmonisable X a bimesure

o-finie, il existe une suite bornée de processus fortement harmonisables,qui

converge vers X uniformément sur IR .

Preuve : Avec les notatioms 3.5, posons B; =R\ B - A 1'aide
de la semi-variation ||p|| de la mesure stochastique u [13 : th. IV. 10.8],
nous obtenons pour tout t de IR et tout nmn de N les majorations

suivantes :
(X (015 < (lufl @)% < (o] @<+ =,

E(Jx()-X_(0)|?) E(lj " p@w |?) ¢t @ .
Bl

Puisque la suite de boréliens (B') décroit vers l'ensemble

n’nelN
vide, lorsque n tend vers 1l'infini, la suite de réels (||;J||(Br'1))n€]N
converge vers O [?3, lemma IV.10.5], et donc la suite (Xn)neni converge

vers X dans Lé(S,F,P) uniformément par rapport a2 t de IR .

Ainsi comme corollaire du lemme 3.2. et de la proposition 3.6. on a :

3.7. Théondme.- Tout processus harmonisable & bimesure o-finie

est asymptotiquement stationnaire.

3.8. Remarques

i) Un procesus harmonisable n'est pas toujours a bimesure
g-finie. En effet, H. Niemi a donné un exemple de processus harmonisable

a4 temps discret qui n'est pas asymptotiquement stationnaire (théorie a
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temps discret) [32 : 1.4]. Comme le théoréme 3.7 reste valable dans la

théorie a temps discret, sa bimesure spectrale n'est pas o-finie. Par

conséquent, u étant sa mesure stochastique spectrale (définie sur
B([- w,m])), la bimesure spectrale du processus harmonisable (& temps continu)
défini par

X(t) =[ o1ty p(du) , te R ,
JR

n'est pas og-finie. Nous ne savons pas si X est asymptotiquement stationnaire
(théorie & temps continu).

ii) Ainsi nous résumons les relations entre différentes notions de

stationnarité par 1l'arbre suivant :

harmonisable c { harmom.sable}
. . fortement avec une +-
{statlonnalre} C {harmonisablej C bimesure
#= 7#* o -finie — asymptotiquement|
s stationnaire j

H. Niemi nous a informé de l'existence d'exemples de processus

harmonisables qui ne sont pas asymptotiquement stationmaires.

iii) Dans ce paragraphe, nous n'avons pas donné d'information sur
la mesure spectrale asymptotique d'un processus harmonisable & bimesure o-finie.

Ceci est 1l'un des objets des paragraphes suivants.

4 - BIMESURE o-FINIE ET BISSECTRICE

Yu. A. Rozanov a prouvé que la mesure spectrale asymptotique d'un

processus fortement harmonisable est la restriction 3 la premiére bissectrice
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A= {(uv) + u=v} de sa mesure spectrale M [36]. Ainsi :

t .
Lim + J E(X(s+h).X(s)) ds = ” ™™ M(du,dv) .
t>+oo 0 A

Dans le cas d'un processus harmonisable général, 1'un des problémes
qui se posent est : comment pouvons nous définir "la restriction sur la

premiére bissectrice de la bimesure spectrale” ?

Ce probléeme fut aussi soulevé par H., Niemi [32 : § 2] qui a
introduit la notion de mesure(s) diagonale(s) d'une bimesure spectrale quel-
conque. Il reste largement ouvert : l'unicité éventuelle d'une telle mesure

diagonale n'étant pas traitée.

Nous présentons, ici, une réponse a la question posée, la solution

proposée étant indépendante des travaux de H. Niemi.

4.1. Lemme.~ Soit M une bimesure spectrale o-finie et

(Bn)neni une suite de boréliens vérifiant (6.4) et (6.5). Considérons

. 2 e .
la suite (Mn)ne]N des mesures sur B(IR") caractérisées par
Mn(AxB)=M((AﬁBn)x(BPBn)), ne N, A, B e B(R).

Alors il existe une unique mesure m positive bornée sur

B(R) telle que :

m(Ban)=Mn((BxB)ﬂA), ne N , Be B(R) .

Preuve : Nous allons montrer que la suite (mn)nelN des restric-

tions & la premiére bissectrice A des mesures Mn , ne N, définies par :

mn(B) = Mn((B xB) N A, Be B

est convergente.
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La difficulté est de montrer que cette suite est bornée. Or, d'aprés
[34 : prop. 5.6] et [26 : Domination lemma], la bimesure spectrale M
est dominée par une mesure my positive bormée sur B(IR) c'est-a-dire

telle que pour toute fonction £ : ® — € borélienne bornée :

0 < JJ £(t) £(s) M(dt,ds) g J |f(t)‘2 md(dt) s
Rx R R

et en particulier pour tout boréliem B , on a :

0 ¢ M(B x B) smd(B) .

Posons Ir=]L , —Eﬂ-] , pour r de Z et q de IN . Alors
a 5,0 7 ,a

pour chaque ¢q , les intervalles IZ , ¥ e Z , forment une partition de R ,

et la suite S = ( 2 " x 15) décroit vers la premiére bissectrice A
rez ¢ q'qel

lorsque q tend vers l'infini.

Etant donnés un borélien B , et deux entiers n et q , la

mesure Mrl vérifie :

r r
0sM (] (B(\Iq) x (B(‘qu))

nitn 'n
b YoM(B qu‘Bn) x (B N I, N B

reZ

A

Y m,@BNIINB)
reZl d 4 n

a
md(B Bn) .

Ainsi, lorsque q tend vers l'infini, nous obtenons :

0

A

mn(B) < md(B n Bn) < md(IR) .

Les mesures m o, ne IN , sont donc des mesures bornées positives.

De plus la suite m e croissante pui e :
P su (n)ne]N st s puisqu

mn(B) = mn+1(B N 15;n ) < mn+1(B) y B € B(R).

+1
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Donc, pour chaque borélien B , la suite croissante de réels
(mn(B))ne]N converge vers un nombre positif m(B) , et d'aprés le théoréme
de Vitali-Hahn-Saks [13 : cor. III.7.3], la fonction d'ensemble m est une

mesure positive bornée sur  B(IR).

De plus cette mesure m vérifie pour tout entier n et tout

borélien B
m(BNB)=m(B) =M ((BxB) na,

et donc elle est unique.

4.7, Remarque : La mesure m construite au lemme 4.1. semble
dépendre de la suite de boréliens (Bn)nelN vérifiant (6.4) et (6.5).
Il n'en est rien. Pour montrer 1'indépendance de cette mesure par rapport
a (Bn)ne]N nous allons prouver qu'elle est la mesure spectrale asympto-

tique du processus harmonisable X & bimesure M o¢-finie, qui est asympto-

tiquement stationnaire (théoreme 3.7).

5 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA MOYENNE TEMPORELLE DE

LA COVARIANCE DE DEUX FILTRES D'UN PROCESSUS HARMONISABLE

A BIMESURE o -FINIE

En généralisant, le théoréme [5 : th, IX.IV p. 388] de A. Blanc-
Lapierre le résultat suivant permet une analyse du spectre de puissance d'un

processus harmonisable & bimesure o-finie.

5.1. Théonéme.- Soient un processus harmonisable X 2 bimesure

o-finie M , et une suite (Bn) de boréliens vérifiant (6.4) et (6.5).

nelN
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Alors la mesure m sur B(R) construite au lemme 4.1 & partir

de M et de (Bn)ne]N , est la mesure spectrale asymptotique du processus

X qui est asymptotiquement stationnaire. Elle ne dépend pas de la suite

(B_)

n’nelN °

De plus, pour tous les filtres linéaires F1 et F2 dont les

gains respectifs g, et g, sont bornés, nous avons uniformément par

rapport 3 h de TR :

t .
(6.6) lim & J E(F, X(s+h). F. X(s)) ds = J e o (W) Tw) m(du)
t 1 2 R 1 2

t>rtoo [¢]

Preuve :
i) Supposons pour commencer que le processus X soit fortement

harmonisable. Sa bimesure spectrale est alors prolongeable en une mesure

2 s e .
sur B(IR"), et la mesure m qui vérifie le lemme 4.1. ne dépend pas du

choix de la famille de boréliens (Bn)ne]N et constitue la restriction

de M a la premiere bissectrice.
Par le théoréme de Fubini classique, nous obtenons pour tout h

de IR et tout t >0

t .
1 J ihu ————-
— E(F, X(s+h).F, X(s)) ds = J‘( e g, (w) g, (v)
t 0 1 2 R xR 1 2

1
G

t is (u-v)

e ds) M(du,dv) .
0
Soit € > O . Posons s = {(u,v) € R?: 0 < lu-v| < ¢}

et Aé = {(u,v) € ® . e < |u-v|}. Alors, nous avors :



- 124 -

t .
J e1s(u—v) ds| <1 ,
6]

t .
J ol (u-v) as| < 2
0 et

1
pour (u,v) € AL ‘7;_

tf—=

pour (u,v) € A;: s |

Ainsi pour tout h de R , tout ¢t >0 et tout e > O , nous obtenons :

1 (" T ih
E JO B(F, X(s+h) . F, (D) ds - J ol

_1

JJ{u#V}

u g1(u) gz(u) m(du) |

. t .
o g, () g, (V) (%-J 5TV g0y M(du,dv) |
0

< Heglla - Heyll, - & Il @)+ bl @),

ot |M| est la variation totale de la mesure complexe M définie sur B(]RZ).

. 1 . P
En choisissant ¢ = — , et en faisant tendre t vers 1'infini,
t
ie dernier membre converge vers O. La proposition est donc vérifiée pour les

processus fortement harmonisables.

ii) Supposons maintenant que le processus X soit harmonisable
3 bimesure o¢-finie notée M. Soit (Bn)ne]N une suite de boréliens vérifiant
(6.4) et (6.5) , et utilisons les notations posées en 3.5 et 4.1.

La covariance entre les filtrés F1X et F2X vérifie, pour tout

h de R, tout t >0 et tout n >0

t .
6.7) ll E(F X(s+h) . F_X(s)) ds - othu g, (w) g, (W m(du)|
t o 1 2 R 1 2
1 t — [
B “t‘ JO E(F1X(S+h) . FR(s) - F1Xn(s+h) . FoX (s)) ds|
1 (" ' ihu ——
+ [? JO E(F1Xn(s+h) . szn(s)) ds - JIR e g1(u) g, (W mn(du)‘

+ IJ ihu gy (W g, (W) (m - m) (dw) | .
R .
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Or pour tout n > O, tout s de TR et j = 1,2, on a :

Z

2 isu 2
BUF X, () = Fx(o)[?) = E(|JB' e g ) waw %)

n

s a1z dnllen®

de plus

B(Fx 1% < a2 - (ol m)?

Ainsi, uniformément par rapport &4 s et h de R,

lim E(F X (s+h) . F,X (s)) = E(F X(s+h) . F,X(s))
n->+o
Par conséquent, étant donné ¢ > 0 , il existe n(e) > O tel que pour tout

n >n(eg) , tout t >0 et tout h de TR

H

IS

t - -
(6.8) | J E(FIX(s+h).F2X(s) - F1Xn(s+h) .- FoX(s)) ds| < ¢/3

0

De plus, d'aprés la partie i de cette démonstration, pour n

fixé, il existe t(n,e) >0 tel que pour t > t(n,e) et h de IR

t —_— .
(6.9) L% J E(F\X{s+h). F,X (s)) ds - j etul g (v) g, (w) mn(du)} < e/3
4]

Enfin, puisque pour tout h de TR le lemme 4.1. nous donne :

{ : _
|J e1uh g1(u) gz(u) (mn—m) (du)|

|J e g () 5 mlaw |
R B

1
n

<l ll. - gl - n@)
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la décroissance vers l'ensemble vide de la suite de boréliens (B;) N
ne
implique qu’il existe un entier n'(e) tel que pour tout n > n'(e)

et tout h de TR :

(6.10) IJ elub g1(u) g, (W) (mn-m) (du)| < /3 .

Les relations (6.7), (6.8), (6.9) et (6.10) impliquent que pour tout

€ >0, il existe t(g >0 tel que pour tout h de MR et tout t >t(e) ,

I Y FX(s)) ds - | P
|z’ E(F X(s+h) . F,X(s)) ds e

0

N g, (W g,(w) m@dw| < e .

Donc la relation (6.6) est satisfaite.

De plus, en choisissant les gains 8, et g, constants de
valeur 1, nous obtenons que le processus X est asymptotiquement stationnaire
de mesure spectrale asymptotique m , qui est unique et donc ne dépend pas

du choix de la suite (B))

. Ce qui achéve la démonstration.
n’ nelN 4 u

5.3. - Quefques hemarques ef questions sur La puissance.

1 - Espérance de La puissance instantance

L'espérance de la puissance instantanée d'un processus
fpt . 2 s .
X: R—> Li(S,F,P) est définie comme étant E(|X(t)|°) , & 1'instant t [5].
Lorsque le processus X est harmonisable, celle-ci est bornée,
et si M désigne la bimesure spectrale de X , l'espérance de la puissance

instantanée s'exprime sous la forme :
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E(lX(t)lz) = JJ eit(u_V) M(du,dv)
IR xR

et pour un filtré linéaire de gain borné g :

E(|Fx(0) %) = ” V) oy T M(du,dv) .
R xR

Or, si X est stationnaire de mesure spectrale m (qui est positive),

on obtient :

E([Fx(t)|?) = f lg(w) |2 m(dw) .
R

Ainsi en utilisant des filtres passe-raie et passe-bande, on constate que
chaque fréquence apporte sa contribution & 1'espérance de la puissance instan-
tanée, on dit que l'espérance de la puissance instantanée d'un processus station-

naire est localisable sur 1'axe des fréquences [5 :p. 386].

Dans le cas général, l'espérance de la puissance instantanée d'un
processus harmonisable n'est pas toujours localisable sur 1'axe des fréquences.
I1 apparalt que les différences entre fréquences interviennent [31. I1 serait

intéressant d'approfondir cette étude.

2 - Moyenne temponrelle de £'espérance de fa puissance instantanée.

Lorsque le processus X : R — Lé(S,F,P) est harmonisable de
bimesure spectrale M , la moyenne temporelle sur [b,t] de 1'espérance

de la puissance instantanée est donnée par :

1 1

t 2 t is(u-v)
T j E(IX(S)I ) ds = E—J (JJ e v M(du,dv)) ds .
0] 0 Rx R

P . 2
Dans le cas général, M n'étant pas unemesure sur B(IRR") , on

ne peut pas permuter les intégrales, ce qui pose un probléme dans le cas général.
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Or nous avons vu que dans le cas d'un processus harmonisable X

4 bimesure o-finie, si m désigne la mesure spectrale asymptotique de

X (corollaire 5.2), on a :

1 (" 2
lim ¢ J E(]X(s)|) ds = m(R) ,
o+ 0

et en filtrant avec un gain g borné,

1 (" 2 2
lim ?-J E(|FX(s)|?) ds = J lg(u) |© m(du) .
t>+o 0 R

Ainsi dans ce cas la moyenne temporelle de 1'espérance de la puissance

instantanée de X existe et est localisable sur 1'axe des fréquences. La mesure

m est appelée par A. Blanc-Lapierre la mesure spectrale de la puissance
moyenne de X.
Que se passe~t-il dans le cas général ol le processus harmonisable

X n'est plus supposé €tre a bimesure spectrale o-finie ?
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CHAPITRE VI

SUR QUELQUES PROPRIETES ERGODIQUES

DE CERTAINS SIGNAUX HARMONISABLES.

I - INTRODUCTION

L'observateur qui étudie un phénomeéne aléatoire harmonisable enregistre
en fait un signal qui est une trajectoire tronquée du filtré d'un processus
harmonisable. (On ne considére ici que des filtres linéaires & gain borné).

Dans le meilleur des cas on dispose d'un petit nombre d'enregistrements. On
ne peut donc étudier la répartition du spectre de puissance, au moyen de
moyennes temporelles et non au moyen d'espérances mathématiques, qu'a partir

d'une ou plusieurs trajectoires (cf. A. Blanc-Lapierre [5]).

A. Blanc-Lapierre [5 : ch. VIII] [3] examina les problémes liés a
la détermination expérimentale du spectre de puissance d'un signal. Dans ce
chapitre, en application des résultats obtenus précédemment pour la L.F.G.N.,
nous allons prouver que cette étude est possible pour une classe de processus
fortement harmonisables plus vaste que celle présentée par A. Blanc-Lapierre

dans [5 : th. VIII 8.VI. p. 395].

Ce chapitre comporte deux paragraphes. Le premier nous donnne des
conditions suffisantes pour que la moyenne temporelle de la trajectoire du
filtré d'un processus harmonisable converge presque slirement. Le second est
consacré a 1'établissement de conditions suffisantes pour que la moyenne

temporelle de la puissance d'une trajectoire converge.
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Les filtrés d’un processus harmonisable,étant des processus harmonisables,

sont continus en m.q. et admettent des versions mesurables, Dans ce chapitre

nous considérons toujours des versions mesurables de ces processus.

2 - L.F.G.N. POUR LES FILTRES D'UN PROCESSUS HARMONISABLE

Des critéres pour la L.F.G.N. donnés au théoreme 1IV.4.1., nous
pouvons déduire des conditions suffisantes pour que les moyennes temporelles
des trajectoires des filtrés d'un processus harmonisable convergent

P-presque-siirement,

2.1. Proposition.~ Soit X : R — Lé(S,F,P) un_processus

harmonisable de mesure stochastique spectrale p telle que 1'une des

deux hypothéses suivantes soit vérifiée :

(7.1) 1) il existe trois réels ¢ , b0 , ¢ >0 tels que :
1) 0<b<by ==> {]ul] ({0 < |u] < b}) £ c(Log Log %)_(1+€)/2 ,

ii) 0<a<b<b => Flull (a < Ju] < bh)

Log a _ 1/2 1,-(3+e) /2
< c(Log 5 1) . (Log Log b) ,
. . .. 2 2
(7.2) 2) il existe une mesure positive Mo sur (R” , B(IR™))

satisfaisant :

i) pour tout A de 1'algébre engendrée par les intervalles de IR ,

(llull(A))z s M (axAp,
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i
Log Log A . Log Log 1 M (du,dv) < + = ,
2 [¢)
{O<|u|<bo} |ul v

i) I b e ]o,é’],”

Alors pour tout filtre linéaire F de gain borné g , F X vérifie :

t
lim P-p.s. lt J F X(s) ds = g(0) . p({Oo})
>t 0
Preuve : Nous avons vu (VI.2) que le filtré F X est harmonisable

de mesure stochastique g.u . Sa bimesure spectrale est définie sur

B(R) x B(R) par

(A,B) —— JJ g(u) gv) M(du,dv)
AXB

De plus pour tout borélien B ,

IH g(u) g() M(du,dv)| < E(IJ g paw ) < [lgllZ . (lullGn? .
BxB B

Donc lorsque l'une des deux hypothéses énoncées est vérifiée,

le théoréme IV.4.1. permet de conclure. B

3 - ESTIMATION DE LA MOYENNE TEMPORELLE DE LA PUISSANCE

D'UNE TRAJECTOIRE DE CERTAINS PROCESSUS HARMONISABLES

Nous allons maintenant étudier le comportement asymptotique
de la moyenne temporelle de la puissance instantanée d'une trajectoire
d'un processus fortement harmonisable qui posséde de "bonnes propriétés"

de fluctuation (conditions (7.3), (7.4), (7.5)). Pour cela nous filtrons

le processus, afin de déterminer la contribution de chaque fréquence.

Nous commengons par établir le lemme technique suivant :
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3.1. Lemme - (Théonéme de transfert pour Les mesures hilberntiennes).

Soient un espace de Hilbert H , deux espaces mesurables (S,F)

et (Q,ﬂg, une mesure hilbertienne pu : F>H et une fonction mesurable

h:s—>0 .

Alors la fonction d'ensemble v : J% -—— H définie par

v(A) = p({h e A}) est une mesure hilbertienne.

De plus, pour toute fonction mesurable f : Q@ — € ,

telle que |f o h| soit p-intégrable, la fonction f o h est p-intégrable,

la fonction f est v-intégrable et pour tout A de Mo

J f(w) v(dw) = J f o h(s) u(ds) .
A {heA}

Preuve : I1 est évident que u  est une mesure hilbertienne.

Prouvons la deuxiéme partie du lemme.

1) Si f est étagée, on constate aisément que pour tout A

de f& )

J f dv = J f oh dp .
A {heAl

ii) Supposons que f soit positive et que f o h soit p-intégrable.
I1 existe une suite croissante de fonctions étagées positives (fn)ne]N
qui converge partout vers f. Les fonctions fn o h sont étagées positives

et forment une suite croissante qui converge partout vers la fonction

p—intégrable f o h.

D'aprés i), pour tout A de M et tout entier n, on a :

J fn dv = J fn o h du
A {heA}
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Or par le théoréme de convergence dominée pour les mesures vectorielles
[13 ¢ th. IV.10.10] nous obtenons :
J f ohdy = lim I fn ohdy= Llim J fn dv .
{heAl n>+o /{heA}l e A
Ainsi, d'aprés la définition de 1l'intégration par rapport a une mesure

hilbertienne D3 : def. IV. 10.7] , la fonction f est v-intégrable

et pour tout A de j% , nous avons :

dev=[ fohdp .
A {heA}

iii) Dans le cas général, puisque |f o h| est u-intégrable,
la fonction |f| est v-intégrable, d'aprés ii). D'aprés (27 : cor. 1V.11.7],
la fonction f o h est uy~intégrable, et f est v-intégrable. De plus,
en considérant les parties réelle positive, réelle négative, imaginaire
positive et imaginaire négative de la fonction f , la partie ii) nous

permet de conclure.

Ainsi, on peut déduire aisément du lemme précédent :

3.2. Lemme.- Soient deux espaces mesurables (S,F) et (Q,J@)

. 2 ,
une mesure stochastique p : s — LG(S,F,P) et une fonction mesurable

h: Q— R.

Pour toute fonction mesurable bornée g : Q — € , le

processus Y : IR — Lé(S,F,P) défini par :

ith(u)

Y(t) = J glu) e p(du) te R

Q

est harmonisable de mesure stochastique spectrale v : B(IRR) — Lé(S,F,P)
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définie par v(A) = J g(u) p(du)
- {heAl

De plus

1vl] (a) s sup |gw]| x |lu]| ({h e ad)

ueA

Nous pouvons maintenant prouver :

3.3. Théorneme - Swt Le spectre de puissance de certains processus

harnmonisables.

. 2
Soit X : R ———*LG(S,F,P) un processus harmonisable de mesure

. 2
stochastique spectrale p : B(IR) ——9-L€(S,F,P) telle que :

(7.3) i) pour tout A de B(R) , wu(A) € Lg(S,F,P) ,

(7.4) ii) y  considérée comme une fonction 2 valeurs dans L:(S,F,P)

. *
est une mesure vectorielle que nous noterons up ,

(7.5)  iii) 1la fonction u.p : B(R) x B(R) —> L2(S,F,P) , définie par

pu.n(A x BY = u(A) . p(®B) , est prolongeable en une mesure

* -k
stochastique notée u O p : B(IRZ) — Lé(S,F,P)

Si u vérifie l'une des deux hypothéses suivantes :

(7.6) 1) il existe trois réels ¢, bo , c >0 tels que :

i) 0<b<b —> [|u* 65" | ({0 < [u;-u,| < bD

2|

< c¢(Log Log %)_(1+E)/2

bd

ii) 0<a<b<b = [1n*e ™| (a < |u1—u2| < b})

(Log a _ 1)1/2 .

-(3+e) /2
sc Log b ’

(Log Log %)
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.. 2 2
.7 2) il existe une mesure positive finie Mo sur (R™, B(R"))

satisfaisant :

i) pour tout A de l'algdébre engendrée par les intervalles de IR :

o] (Cluymuy] e a1 < (o ax an'?

ii) Jb_e Jo,e 11, ”

Log Log Log Log

M (du,,du,) < + = .
2
{0<|ul<b0}2 IU1 lu, | ot

2

Alors pour tous les filtres linéaires F1 et F2 de gains bornés respectifs

g4 et gy» ON 3 :

t J— —_— -
J F1X(s).F2X(S) ds = J B g1(u1)g2(u2) u*8 u*(du1,du2) .
0 {u1-u2}

(7.8) lim P-p.s.
t>+oo

]

De plus pour tous les filtres F1 et F2 cette limite est ume variable

aléatoire constante P-p.s. si et seulement si

X —%
7.9 Ve , B' € B(IRZ) , 4 8 u ((BxB'YN A) est une constante néces—
sairement positive .

Preuve :
1) En utilisant 1'inégalité de Schwarz, on comnstate que toute
*
fonction complexe u -intégrable est p-intégrable [j3 : déf. IV.10.Z]

et que les deux intégrales sont égales.

2) De plus,comme la fonction u . p : B(IR) x B(RR) —> Lé(S,F,P)
* %
est prolongeable en une mesure u 8 u : B(]Rz) — Li(S,lﬂP) , pour toutes

les fonctions mesurables bornées f et g: R—> € , on a :

J f(u) p(du) . [ g(v) pldv) = I[ 9 f(u) glv) u*G ;*(du,dv) .
R R R
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i) En effet si f et g sont étagées, cette propriété est évidente.

ii) Lorsque f et g  sont deux fonctions positives bornées, il existe

ites croissantes f et i 8 8 iti
deux suites ( n)neIN (g) oy de fonctions étagées positives

qui convergent partout, respectivement, vers f et g. D'aprés le théoréme
de convergence dominée pour les mesures vectorielles [13 : th. IV.10.10] :

4 *LA *

* *
J fn dy naﬁw > J f duy et J g dy —— J g du
R R R R

2
*
(7.10) J £ A’ J g, dp*;_;%:—»J £ du*.J g du
R R R R
Comme (fn(u) gn(v))m:]N est une suite croissante de fonctions en (u,v)

étagées positives, qui converge partout vers la fonction bornée f(u) g(v) :

: 2
(7.11) J , £, & pYon” (du, dv) i—»[ £(W) g9 170 [(du,dv) .
R n n n-+oo BRZ

Or pour les fonctions étagées nous avons vu que :

—— k%
J]R fn(u) p(du) . J gn(V) p(dv) = JJ]RZ fn(u) gn(v) p 8up (du,dv)

R

Ainsi, l'unicité de la limite L2 , et les relations (7.10) et (7.11) nous

donnent :

J f(u) p(du) . J g(v) p(dv) = JJ 2 fu) g™ p*eﬂ*(du,dv)
R R R

iii) On déduit aisément que la relation précédente est encore vraie

lorsque f et g sont deux fonctions complexes mesurables et bornées.

3) si F1 et F2 sont deux filtres de gains bornés gy et 8,
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isu

isu1 2
u(du1) . LR gz(uz) e u(duz)

F,X(s) .F X(s) = J g,(u) e
12AS) P RS T

is(u1—u2) % _*(d )
= [ 2 81(uy) gyluy) e w8 (duy,duy) .

R
D'aprés le lemme 3.2., le processus s+ F1X(s) . sz(s)- est

harmonisable de mesure stochastique spectrale v définie par :

v(B) =JJ g1(u1) gz(uz) p*Gﬁ*(du1,du2) , B e B(R)
{u1—uzeB}

De plus pour tout borélien B de B(R) ,

* ~%
EGEB) VB < g ll, - lleyll, - [ln7en

||2({u1-u2 € Bh .

Si la mesure u  vérifie 1'une des deux hypothéses (7.6) ou (7.7)
du théoréme, alors v vérifie 1'une des deux hypothéses (7.1) ou (7.2) de
la proposition 2.1, et cette proposition s'applique au processus harmonisable

F1X . F2X . En particulier, la relation (7.8) est vraie.

3) Sous les hypothéses du théoréme, si la limite dams (7.8) est une
variable aléatoire constante P-p.s. pour tous les filtres F1 et F2 , alors

en considérant des filtres passe-bande on obtient la relation (7.9).

Réciproquement si la condition (7.9) est satisfaite, on vérifie
aisément que la limite dans (7.8) est une variable aléatoire constante
P-p.s. lorsque 8, et g, sont étagées, puis lorsque ces deux fonctions

mesurables bornées sont positives et enfin quelconques. [}
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3.4. - Remarque : Puissance d'une thajectodire.

i) D'aprés les conditions (7.3) et (7.4) le processus X , étudié
au théoreéme 3.3., est a valeurs dans Lg(S,F,P). De plus la condition (7.5)
entraine que ce processus est fortement harmonisable, sa mesure spectrale

M étant :
% =% 2
M(A) = E(u an (8)) , A ¢ B(R")

* =%
La restriction v de u 8 p 4 la premiere bissectrice
A= {u1=u2} , définie par :
-
v(B) = p @ p ((BxBNA) , BeBM,

est une mesure hilbertienne qui vérifie d'aprés (7.8)

t —_—
lim J F1X(t) . F2X(t) dt = J g1(u) gz(u) v{(du) ,
t+o 10 R

et la condition (7.9), se traduit par :

VB e BR) v(B) = M((B x B) M {u, = u,}) P-p.s.

ii) Ainsi lorsque la comdition (7.9) est satisfaite, nous constatons
que nous pouvons estimer, en observant des trajectoires, la restriction m

3 la premiére bissectrice de la mesure spectrale M .

Donc, d'aprés le théoréme VI.5.1. nous obtenons :

t - rt —_—
lim P-p.s. %-J F1X(s).F2X(s) ds = 1im-% J E(F1X(s).F2X(s)) ds
ttoo 0 t>+o 0

g, (u) g, m(du),
LR1 2
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et la moyenne temporelle de la puissance instantanée d'une trajectoire de

X est P-p.s. localisable sur 1'axe des fréquences : pour tout filtre F

de gain borné g , on a

1 (" 2 ( 2
lim P-p.s. E-J [FX(s)|© ds = J lg(w) | m(du) .
tr+oo 0 R

iii) Sans les hypothéses (7.6) et (7.7), les conditions (7.3),
(7.4) et (7.5) entrainent, d'aprés le théoréme V.2.2., que :
-1 [t S
lim P-p.s. (t Log Log t) J FiX(s).F,X(s) ds = 0 .
to>+o 0

Ainsi la moyenne temporelle de la puissance d'une trajectoire a P-p.s. pour

ordre de grandeur o{Log Log t) lorsque t tend vers 1'infini :

1 t 2

lim P-p.§. ————— J [X(s)}{“ ds =0 .
>+ t Log Log t ‘0O

iv) Les conditions posées sur le processus X et, en particulier,

sur sa mesure stochastique sont fortes, affaiblir ces conditions est un

probléme ouvert.
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RESUME

Dans la premiére partie (chap. I et II) l'espace-temps G des

processus harmonisables (p.h.) considérés est un groupe l.c.a. On montre
au chap. I qu'un tel p.h. peut avoir plusieurs mesures stochastiques
spectrales (m.s.s.), par exemple si G n'est pas métrisable, et qu'il convient
de se restreindre aux m.s.s. réguliéres, et au chap. II que l'ensemble des
p.h. & densité stochastique spectrale est dense dans l'ensemble des

processus continus pour la topologie de la convergence compacte.

Dans les deuxiéme (chap. III, IV, V) et troisieme parties,

l'espace-temps est IR et des propriétés asymptotiques des p.h. sont
démontrées. Ainsi au chap. III une C.N.S. portant sur la m.s.s. est donnée
pour qu'un p.h. vérifie la loi forte des grands nombres. Les chap. IV et V
contiennent des raffinements de ce résultat (C.S. maniables et vitesses de

convergence de la 1.f.g.n.).

La troisiéme partie porte sur la puissance et le filtrage de certains

p-h. : c'est l'espérance de la puissance instantanée qui est utilisée au chap.
VI ou est démontré que tout p.h. & bimesure sigma-finie est
asvmptotiquement stationnaire. la mesure spectrale asymptotique étant

estimée. Au chap. VII, c'est la puissance du signal (trajectoire) lui-méme qui

intervient. La m.s.s. est estimée p.s. au moyen de filtrés du signal, et un

théoréme ergodique en est déduit.
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