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INTRODUCTION

lLes objets rigides des variétés homogénes complexes ont fait
1'objet de nombreux travaux. En particulier, W. Barth et M. Otte ont
étudié les fonctions holomorphes invariantes d'un groupe de Lie complexe

réductif linéaire, (Voir [BO]). Ils montrent que pour un tel groupe .G :

Si f est une fonction holomonphe invariante par £'action
d'un sous-groupe H alons f  est également invariante par £'ac-
tion de La clitwre de Zariski de H.

A.T. Huckleberry et G.A. Margulis ménent une étude ana]ogue
des objets souples. Pour ce qui concerne les hypersurfaces invariantes,

ils démontrent le théoreme suivant, (Voir [HM]).

Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple ef 1 un sous-
groupe de G. Alorns, 4L n'exdiste aucune hypersurface de G Lnva-

riante pan 1 a4 et seulement 34 1 est Zaniski dense.

D.N. Ahiezer obtient un résultat analogue par une méthode dif-

férente (Voir [AH]).

Leur conjecture” générale est la suivante :



(i)

Conjecture : Soit G un groupe de Lie complexe et H un sous-
ghoupe de G tels que : H ne s0it pas contenu dans un sous-ghoupe
parabolique propre de G et que Les seules fonctions holomorphes in-
variantes par H sodent Les constantes.

Alons toute hypernsurnface invarniante parn H £'est aussd pan Le

premien groupe dénivé de G.

Elle est démontrée par K. Oeljeklaus et W. Richtofer dans le cas

résoluble, (Voir [OR]).

J.J. Loeb a remarqué que la connaissance du comportement des
fonctions plurisousharmoniques invariantes pouvait éclairer ces questions.
Aussi 1'essentiel de notre travail consiste a étudier les fonctions pluri-
sousharmoniques d'un groupe de Lie complexe réductif linéaire. Notre résul-

tat .de base est le suivant :

Soit § une fonction plwiisousharmonique d'un groupe de Lie
complexe réductif Linéaire invariante parn L'action d'un sous-groupe
discnet infini. Alons P est également invardiante par R'action d'un
sous-groupe complexe a un parametrhe. En particulien, une telle fonc-

tion ne peut etre stiictement plurisousharmonique.

Sa démonstration nécessite de consacrer une attention particu-

liere au "modele” : SL(2,€) x € O.



(iii)

La kdhleriennité d'une variété complexe homogéne n'est en général
pas élucidée. Les cas compacts sont entidrement connus, dans un cadre plus

général J.J. Loeb établit :

Soit G un groupe de Lie complexe et T un sous-groupe discret
de G .nclus dans une forme réelle GRr de G a spectre non imagd-

naire pur tel que %R/r 504t compact. Alons G/T n'est pas kdhlerien.

Dans Te cas oli G est semi-simple, un théoréme de A.T. Huckleberry
permet de ramener 1'étude des formes faiblement kdhleriennes invariantes a
une question de fonctions plurisousharmoniques. Grice a nos résultats an-

térieurs, nous obtenons alors le théoréme suivant :

Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple dont T est un
sous-groupe discret. Alons G/T est faiblement hihlernien A4 et seu-
Lement 54 T est gdind.

En s'appuyant sur une technique originale déja élaborée dans [ORJ,
et sur le théoréme de A.T. Huckleberry mentionné ci-dessus, K. Oeljeklaus
raméne 1'étude des hypersurfaces d'une variété complexe homogéne semi-sim-
ple a celle de leurs fonctions plurisousharmoniques. En utilisant nos ré-
sultats, i1 généralise le théoréme de Huckleberry-Margulis de la facon sui-

vante, (Voir [BEO]).

Soit G un ghoupe de Lie complexe semi-sdimpLe dont H est un
sous-ghoupe queleonque. Alons toute hypersurface de G invarniante par

L'action de H L'est aussi par celle de La cliture de Zarnishi de H.






CHAPITRE 1

QUELQUES PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES.

Dans ce chapitre, nous formulons quelques propriétés aigébriques

des sous-groupes cycliques d'un groupe de Lie complexe réductif linéaire,

Si G est un groupe algébrique linéaire alors tout y ¢ G
admet la décomposition suivante : y = Yy ol Ys et Yy commutent, Yg

étant diagonalisable et Yy unipotent.

De plus, si G(y) désigne Te sous-groupe engendré par vy et

G(y) sa cldture de Zariski, on a : G(y) = G(vg) x 6(y ). De plus, Gy ) est

isomorphe a un groupe abélien ¢*9, a moins que vy soit d'ordre fini,

et G(v,) est isomorphe a €.

Ces résultats sont établis dans [BOR], ils s'app]iquent'au cas
des groupes réductifs qui sont toujours algébriques. Dans ce cas, W. Barth
et M. Otte font les remarques suivantes : le centralisateur CG[G(YSH est
réductif et contient é?;;;; il existe un sous-groupe de Lie fermé S de

6 isomorphe 3 SL(2,6) tel que Glr) € S < C4[6(v,)].

Ces propriétés permettent de classifier les sous-groupes cycli-
ques d'un groupe de Lie complexe réductif 1inéaire. Cette classification

est précisée par le théoreme suivant :



-2 -

Théoreme 1.1 - Soit G un groupe de Lie complexe réductif
Linéaihe.
Par tout v € G, notons G{y) ALe sous-groupe engendré pan vy

et G(y) sa cldture de Zanisk{. Nous avons alons La classification sui-

Cas 0 : G(y) est find et Gly) = G(vy).

Cas 1 : G(y) est infind et il existe un sous-groupe A de G tel que :

§

G(y) est infini et il existe un sous-ghoupe S de G zel que :
L) S = SL(2,0)

Al B = T = 1 D uetic s,

A7)
Cas 3 : G(y) est infini et 4L existe un sous-groupe S de G tel que :

i) S =sL(2,0) x ¢

M) 6y = T x e¥9c s,

Remarques :

a) Les isomorphismes évoqués dans le théoreme 1.1 sont biholomorphes.

a
a) On notera respectivement vy = (e Ve d ;s v= (8 }) et

RN 3
y = (0 1),(e seeese )1 dans chacun des cas 1, 2 et 3.

Démonstration (cf. [BO], page 107).
W. Barth et M. Otte utilisent le théoréme 1.1 ainsi que le théoréme
suivant pour étudier les fonctions holomorphes invariantes d'un groupe de

Lie complexe réductif linéaire,



Théoreme 1.2 - Tout sous-groupe discret infiné de GL(n,C) con-

tient au mons un éLément d'ondre .nfind.
Démonstration (cf. [BO], page 105).

Des théordémes 1.1 et 1.2, nous tirons Ta proposition suivante
que nous utiliserons dans 1'étude des fonctions p.s.h. et des formes kihlé-

riennes invariantes.

Proposition 1.3 - Soift G un groupe de Lie complexe néductif .
Lindaine dont T est un sous-groupe discret anfini. Alors il existe un
élément vy de T d'ordre Angind et un sous-ghoupe G, de G Ztels que :

£ Glvlc 6, .

i) 1L exdste une involution o : G~ G vérifdant :

' o~ Y
oly.g) = v '.olg), Yge G, -

En outre G0 salisfait a L'un des isomonphismes suivants :

. a a
Cas1: 6, — €9, wy)=(e e D).
Cas 2 : G —= SL(2,8), ¥(v)=( D
tas 2 : &y —3 sb7s Y I R
' - a a
Cas 3+ 6, - SLZ,0) X0, () = [ Dute e q)J.

Démonstration : L'existence de v, G, et ¥ résulte immédia-
tement des théoremes 1.1 et 1.2.

Celle de 1'involution découle de 1'exhibition suivante dans
chacun des trois cas d'isomorphisme :

) -1 _ 1 -1y
Cas 1 : YoooV (21,...,zq) = (z1 ,...,zq )

Cas 2 : ¥ooo¥ (A)=DAD' oi D=B ‘ﬂ



Cas 3 : ¥ oo o ¥ (A,z) = (DAD™T,271).

11 est facile de vérifier que o ainsi définie satisfait la

propriété annoncée. a

Nous avons également besoin de la caractérisation suivante
d’algébricité d'un sous-groupe de Lie complexe d'un groupe algébrique

linéaire complexe.

Lemne 1.4 - Soit G un groupe algébrique Linéaine complexe
dont H est un sous-groupe de Lie complexe. Alons H  est algébrique
54 et seulement 54 G(h)C H pourtout he H.

Démonstration (cf. [BO], page 105).



CHAPITRE 11

FONCTIONS HOLOMORPHES ET FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES
INVARIANTES D’UN GROUPE DE LIE COMPLEXE REDUCTIF.

§ 1 - Fonetions hofomosaphes nvaiiantes.

L'objet de ce paragraphe est de rappeler le théordme suivant di
a W. Barth et M. Otte.

On considerera que 1'action des sous-groupes a toujours lieu a

gauche,

Théoreme 2.1 - Soit G un groupe de Lie complexe Lindaine #é-
ductif dont H est un sous-groupe queleonque. Alons, toute fonetion ho-
Lomonphe de G .invariante pour H L'est aussi par La cléture de Zariski
H de H.

Autrement dit, si O(G)H désigne 1fensemb1e des fonctions holo-

morphes de G invariantes par H alors on a : O(G)H = O(G)H (cf. [BO]).

L'essentiel de 1a démonstration du théoreme 2.1 consiste a étu-

dier les cas particuliers suivants :

a,n an

Cas (1) : G =0 et H={(e ! yeeose 3 )ineZ} tel que # = ¢*9 .
. _ _ eelomy, .
Cas (2) : G=5SL(2,8) et H= TZ = {(0 1),nel} H

oo P T
H = Tm {(0 1),Uem}.



N ayn an
Cas (3) : 6 =5SL(2,6) x€™¥ et H= T, x e ', e Q9 )inez}

tel que H = Tg * ¢*9,

Le théoreme 2.1 étant satisfait dans chacun de ces trois cas
(cf. [BO]), 1'application du théordme 1.1 montre immédiatement que f est
constante sur é?&} dés que f est invariante pér G(g). En particulier,

1'utilisation de cette remarque pour les translatées a droite de f

g9 -
T f(-gy) entraine que f est G{g) invariante dés lors qu'elle est G(qg)

invariante. Soit ﬁ ={ge H/V fe O(G)H,f(g-) = f}, ;ib est le plus
grand sous-groupe de G sous 1'action duguel tous les éléments de O(G)H
sont invariants. Ainsi, compte tenu de ce qui précede, -Efﬁsc: ﬁ pour tout
he ﬁ. Alors ﬁ est de Lie complexe et contient H, on a, en vertu du

Temme 1.4, AcH. pou o6)c oM.

Remarques :

1} La démonstration de W. Barth et M. Otte utilise explicitement
1'analycité des fonctions holomorphes et ne peut donc &tre adaptée au cas

des fonctions plurisousharmoniques.

2) Dans le cas ol G = SL(2,C) et H = tl le théoregme 2.1 sti-
T T
pule que 0(sL(2,8)) £ = o(sL(2,0)) ©.

Nous utiliserons ce résultat dans la suite.

La suite de ce chapitre est consacrée & 1'étude des fonctions
plurisousharmoniques d'un groupe de Lie complexe réductif linéaire inva-
riantes par un sous-groupe monogéne. Les paragraphes 2, 3 et 4 traitent

des cas typiques discutés dans le théoréme 1.1.



Les sous-groupes seront toujours supposés agir a gauche.

§ 2 - Fonctions plurisousharmoniques invariantes. Le cas abéfion : G = €0,

Nous démontrons, ici, le théoréme suivant :

Théoreme 2.2 - Soit § une fonction p.s.h. sur ¢*% invariante
aqn
par T = {(e

u a U

*1 q N
Ih= {{e ' ,...,e 1 );ueC} ol oy = Reaj.

an
veees® T )inell. Aloms § est aussi invariante pan

La démonstration du théoréme 2.2 ne pose aucune difficulté réelle.
Elle fait néanmoins appel a quelques propriétés simpies des fonctions plu-
risousharmoniques, ou sous-harmoniques, que nous commencons par rappeler.

Ces propriétés seront également utiles dans les paragraphes suivants.

Lemme 2.3 -
L) L'ing. d'une gamille de fonctions p.s.h. est p.s.h.

Le sup Zgalement powrvu qu' Ll s0lt 5.c.5.

i) Soit G un groupe de Lie complexe dont K est un.Aou4~gaoupe
compact,
Soit w une meswre de Haan sun K. Soit ¢ une gonction
p.s.h. sun G alons Lo fonction ¢ définie par

dg) = f P(gk)du(k) est p.s.h. sun G et invariante par
K
2'action de K a drnodte,

LAL) Une §onction sous-harmonique de € ne dépendant que de

Re u = x esf une fonction convexe de X,



L) Toute fonction sous-haumonique majonée sur € est constante.

Démonstration du théondme 2.2 : Soit § p.s.h. sur ¢*9 et in-

161 ig
variante par T. Posons $(z1,...,z ) = Sup _ (e Zy5..008 9 ).
q Gje [0,21{' q

¥ est encore p.s.h. en vertu du lemme 2.3, i). (C'est la compacité de

BLanq qui assure la semi-continuité supérieure de %). La fonction
", 01.1U o U

u » Jle Zyse.0s@ q zq) est sous-harmonique sur € et ne dépend que

de Re u, c'est donc une fonction convexe de x = Re u (cf. Lemme 2.3,

jii)). En outre, cette fonction convexe est périodique donc constante.

u o _u R o u
Zyseense q zq) < $(e ! Zyseeese q zq) = ﬁ(z) Yuect.

Ce qui donne 1'invariance cherchée par le lemme 2.3, iv). Q

“
On a donc (e

§ 3 - Fonctions plunisoushanmoniques invariantes. Le cas semi-simple

typique : G = SL(2,C).
Nous allons démontrer le théoréme suivant qui généralise le cas
particulier correspondant du théoréme 2.1.
Théoreme 2.4 - Toute fonction plurnisousharmonique de SL(2,C)

Lnvarviante par TZ L'est aussd par Tm.

*
Notre démonstration repose sur 1'utilisation du théoréme 2.1( ).

(*) A.T. Huckleberry a établi simultanément une démonZtréfibﬁ du théoréme
2.4 ne faisant pas appel au théoréeme 2.1.



Notations : Ty = {(} ) =T sacA}, A=Z,R ou C.

o désigne 1'involution de SL(2,C) définie par o(A) = pAp~"

N i 0
ou D= [é _{] .

Pour toute fonction ¢ de SL(2,C), on note Fﬂ la fonction

de la variable réelle définie par Fﬂ(y) = J(Tiy).

P désignera le cdne des fonctions p.s.h. de SL(2,) invarian-

tes par Tk et P_ le sous-cOne des €léments réguliers de P.

Remarque. :

En vertu du lemme 2.3, iii), Fﬂ est une fonction convexe pour
tout € P.

Cette remarque motive le lemme suivant :

Lemme 2.5 - S{ pour toute gonction @ € P La gonction convexe

associée Fm est monotone alors Le théoneme 2.4 est vaad.

Démonstrnation : Soit ¢ p.s.h. sur SL(2,C) et invariante
par tl'

Posons wl(A) = Xe%ﬁp[]ﬂ1(TxA), il est facile de voir que ¢1 e P.

n

Posons également ¢, = Max{{y,,f,00}, comme o(T,A) T_xg(A),

02 reste dans P mais, en outre, est invariante par o : ﬂz 00 = ﬂz.

*
Soit pour finir wz e P_ une majorante de wz que 1'on obtien-
dra par un procédé classique de convolution.

On a par construction : sz(y) = &2(Tiy) < ﬂ;(Tiy) = Fﬂ*(Y).
" o : : 2
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F ,(y) étant (convexe) monotone par hypothese, F¢ (y) -1'est également.
2

"

Mais ‘F@Z est paire car ¥, o o =}, et °(Tiy) =T

iy donc Fﬂz est

constante.
Finalement, comme F, (y) < F, {y) = F, (0) 1a fonction convexe
@1 . ﬁz ﬂz
F& est aussi constante, c'est-a-dire que M1(Tiy) = &1(1), vy eR. D'ou

1
¢1(Tu) = $1(I), V uefC.

La fonction u - W(Tu) est sous-harmonique, majorée par
$1(Tu) = §;(1), donc constante. En appliquant le méme raisonnement aux

translatées ﬁA(X) = J(XA) de ¢ on a bien 1'invariance de { par Te-

Le lemme 2.5 permet d'entamer la démonstration du théoréme 2.4

en raisonnant par 1'absurde.

Supposons a cet effet qu'il existe ¥ e P, telle que Fy soit

non monotone.

I1 est facile de voir que les fonctions y - FﬂA(y) = W(Ti A)

y
sont, elles aussi, convexes non monotones pour A pris dans un voisinage

compact V assez petit de 1.

Montrons qu'il est possible de trouver ﬂo e P_ telle que :

V(A,y) e VxR, FJA(y) >a > 0.

Observons pour cela que {y eiR/F&A(y) = F&A(y) = 0} est un in-
tervalie de R que 1'on pourra supposer inclus dans [-k,k] pour tout

Ae V.

Donnons-nous x une fonction plateau de R identique’a 1 sur
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[-2k,2K] et définissons § par H(A) = f 9T, A)x(u)du. 1T est alors
R

facile de constater que Fy =F" % x et F' =F/, * x ne sont jamais
oA ga A

simultanément nulles pour tout A e V.
Posons, pour finir, @0 = exp(ﬁ), comme
l2 " . .
‘ﬂ A(y) = expljib’A(y)] [Frle (y) + F%\(y):', on voit aisément que mﬁo est

un bon candidat.

La suite de Ta démonstration nécessite 1'emploi du lemme suivant

2

dont la démonstration, essentiellement basée sur les techniques L° de

L. Hoérmander est donnée dans 1'Appendice B.

Lemme 2.6 - Soit 9 un ouvernt pseudo-convexe de GN+1. Notons
w £a projection de Q@ sur La drodite Zy = ... =2y =0 et notons

yv n
o = {(21""’ZN’ZN+1) = (z,zN+1) € Q/|z] <M} avec M > 0.
Soit f une gonction holomorphe sur w Zelle qu'il existe M > 0

v
pour Lequel J |f(zN+1)l —— dr < + =, oa dx désigne La mesure de
iy .
Lebesgue sur EN+1, P est une fonction p.s.h. régulidre sun Q@ et ¢

un minorant de plurisousharmonicité pour W, que L'on pourra supposer in-
ferniewn a 1.

Alons, 4L existe F analytique sur Q Jddentique & f sur o

et telle que Jﬁlwp-@+ 2k|]0<+w.

SL(Z,G)/% n'est pas holomorphiquement séparé- (cf. théorzme 2.1)
Z

donc n'est pas de Stein. En revanche, 1'ouvert ¢ = {(g g)m € SL(Z,G)/% /d # 0}
Z
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1'est comme le montre 1'isomorphisme suivant :

o | 2in &
¢ 9 — !‘e d,b,dJ.

En appliquant le lemme 2.6 sur & avec un poids induit par 00 s
nous fabriguons une fonction holomorphe F non constante sur 1'image d'une
Tﬁ-orbite par n. L'estimation & laquelle cette fonction sera soumise met-
tra en évidence 1'existence d'un prolongement analytique de f =Fon &

SL(2,¢)/TZ .

La proposition suivante nous fournit une condition suffisante
pour qu'une fonction Fon, olt F est holomorphe sur 2, soit analy-
tiquement prolongeable a SL(Z,!IZ)/T . Sa démonstration repose sur un

Z

lemme dont on trouvera une démonstration dans [SK].

Lemme 2.7 - Soit £ un ouvert de En, X une hypersungace de
Q et f une fonction holomonphe dans 9\X Localement de carné intégha-

bte sun 9. Alons f  se prolonge holomonphiquement & Q.

Proposition 2.8 - Soit F une fonction holomorphe sur 9. Si

0 [0}

by 4

pour tout Ao = ted que boCo # 0 et tout compact

K = {(z g Ve d /']d[As €, |c-c0|vs €, lb—bol <€}, ona:

1

|F(z1,22,z3)]2 dy < + o

Jn<|<e) E

|Z1
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alons La fonction f =F o n 4e prolonge holomonphiquement & SL(2,(1:)/T .
z

Démonsthation : Soit F une fonction holomorphe sur Q. Le
lemme 2.7 montre que pour que f =F o n se prolonge analytiquement a

SL(Z,@)/T i1 suffit que Tes intégrales :
VA

|F(e21”u,b,d)|2dx(u,b,d) soient finies
(U,b,d)€W1(K€)

a ¢ v
pour tout compact K_ = i, d)N e / ]dlzs €, ]C‘COI_S €, lb—bol:s e}

a c
avec A =< bz d(o)> tel que : boc, # 0. ¥, désignant le paramétra-

. L a clvy _ _(C
ge suivant de K_ : W1([£ QJ ) = (u,b,d) = (3 ,b,d).

1 4 a 3
Observons que Re u + Re Bd " Re 5 C Re-B - Re 5 e si bien
0

o

39

que pour ¢ pris assez petit, on a |Re u + Re g& - Re 5l < %-.
o

. o . _ o
Ators 1'application v, : W1(K€) > ¥, 0 w1(K€) = "(Ke)- définie

par Wz(u,b,d) = (ezj"u,b,d) = (21,22,23) est injective.
La formule de changement de variable nous donne alors :

2im 2 _ f 2 ’
[w1(K )lF(e k u’b’d)l dk(u,b,d) = }y20w1(K )[F(Z1322,Z3)l T;;T2'dl(z1:22sl3).
€

Ce qui démontre la propostion 2.8. a

Considérons Ta foncticn p.s.h. ¢ définie sur @ par ¢ on = ¥y
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Les conditions portant sur @0 se traduisent par le fait que
@(21,22,13) est une fonction convexe non monotone de Loglz1| dont la
dérivée seconde est uniformément minorée pour (22,23) pris dans un voi-

sinage compact bien choisi de (0,1).
Posons w(z1,22,z3) = @(21,22,23) + |12!2 + |z312. Remarquons
que ¥(z).X > c(zq) >0 pour Z = (z,,2,,2,) € €" x K, et 11X[1% = 1.

En effet, dans le cas contraire, il existerait une suite

n n)

((21,22,22),Xn) telle que ez " et (Xg,X3 tendent vers 0. &En

extrayant au besoin une socus-suite, on obtiendrait (zg,zg) € K1 et X?
de module 1 tels que ¢(z1,zg,zg).(X°,0) = 0, Ceci contredirait la

. ta s ek " *
stricte positivité de QLoglz1| sur € x K1.

En outre, en remarquant que 1im @(21,22,23) = 4+ « yniformé-
Z, |t
1

ment sur K1, et en composant V¥ par une fonction convexe x assez
N

croissante, on peut disposer dune fonction ¢ = x[% + [22|2 + 123[?]

dont 1e minorant de plurisousharmonicité est minoré par o > 0 sur

t* x Ky et telle que @(21,22,23) 3 lLog|z1|| sur €° x Ky

On utilise maintenant le lemme 2.6 sur @ en prenant pour coor-

données de ¢3
zZ' = (za,zé,zé) = (22,23-1,21). On notera z = (21,zz,z3).
On considere la fonction f(zé) =25 et le poids 28 + 2}09[25[.

2 -23L2Log{z1[ 1 0%
Nous avons % J x 1Z4]%e E~dx(z) < El'f . ® %4a(z) < + .
C xK1 : 0 G'xK1
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", v

o 2 ~2¢—2Log[z3| 1

donc ainsi [f(z3 e -
(Zi,Zé)eKi

Zéet*

- dr(z') < + » ce qui, en vertu

du Temme 2.6 assure 1'existence d'un prolongement holomorphe F de f & @
tel que :

-2$L|z'|2—2Log]zé[
da(z') < + o,

[ IF(z')|%
Q
Mais alors, si Ke est un compact du type introduit a la proposition 2.8,

on a la majoration :

2 12
I ) lF(Z)l da(z) = J F(z') da(z")
M

|z4] (k)" Jz3

2
-28-]z"|%-2Log |z}
2e 73 da(z'

K Sup SEZX[;+|Z'I?]+IZ'|2)_[ IF(z*) z').

n(K.) Q
Et donc, ¢ étant bornée sur ”(Ke) puisque wo est continue

sur SL(2,C), on a bijen :

| 2
f, FI2)|™ pa(z) < + w.
a(k) Iz,

D'aprés la proposition 2.8, F o n se prolonge en une fonction
holomorphe sur SL(2,8), invariante par Tl mais identique a expZinz
sur {TZ.I,Z e €}. Compte tenu du théoréme 2.1, nous obtenons ainsi la

contradiction cherchée.
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- Fonctions plurisousharmoniques invardantes ; Le cas néductif typique :

SL(2,8) x ¢*9.

L'objet de ce paragraphe est d'obtenir la généralisation suivante

du théoreme 2.4,

Théoreme 2.9 - Soit ¢ une fonction pluniscusharmonique sur

a,n an
SL(2,6) x €*9 invariante pan T = {([B ? ,(e ! oo e 3 NineZ) akors P

14 ot1u o, u
est invardante pan Ty = {( Je ' ,eose 3))suel} ol o, = Rea..
¢ 01 J

J

Notations :

. L'actionde Z ou R sur SL(2,0) x €% est donnée par :

a1o¢ a_o
a.(A,z) = (TaA,a.z) ol (a.z) =(e Zyseees® q zq) pour o eR

ou Z.

+ L'action de € est définie par :

aqu o u
u.(A,z) = (TuA,u.z) ot (u.z)=(e ' ,...,e 3) pour ueC.

(On note oy = Reaj).

. L'involution o de SL(2,8) x €9 est définie par
o(hz) = (oa0z) 0= () 9.

- P désignera le cdne des fonctions p.s.h. sur SL(2,8) x m*q,
invariantes par 1'action de R et ne dépendant que de (A,|z]).

P, sera le sous-cOne des €léments réguliers de P.

Remarnques :

Pour tout ¢ € P 1la fonction Fﬁ(x) définie par ﬁ(TX,1) est

une fonction convexe de la variable réelle. En effet Fﬂ(x) = J(TX,T) =
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= $(I,(~-x).1) et u =~ ¢#(I,u.1) est une fonction sous-harmonique sur € ne

dépendant que de Reu.
Cette remarque conduit au iemme suivant :

Lemme 2.10 - Si pour toute fonction Y € P La fonctdion convexe

assocdée F@ est monotone alons Le théoneme 2.9 est wial.
Démonstration : Considérons d'abord @1 e P et posons
tﬂz = Max{lﬂ1,lﬁ1 o al}.

Comme o[x.(A,z)] = (-x).[o(A,2)], J, reste dans P mais en

outre est invariante par o : $2 = &2 o o.
Soit aussi ﬂ; e P_ une majorante de &2 obtenue par convolution.
On a Fﬂz(x) = 0,(T,.1) < 05(T,,1) = Ep;(x), Fm; étant (convexe) monotone

par hypothése, Fw 1'est aussi.
2

_X,1) donc

Mais sz est paire car ¥, =, o o et ofT 1) = (T
Fﬂ est constante. Ainsi, comme F, (x) £ Fy (x) = Fy {0) 1la fonction convexe

Fﬁ est elle aussi constante, autrement dit : J1(TX,1) = $1(I,1).
1

I1 suffit d'appliquer ce raisonnement aux translatées
A ,z)
01 0" 0% (x,2) = &1(XA0,szo) de ﬂ1 pour obtenir 1'invariance de A - ﬂ1(A,zo)

par T,, donc par Tm en vertu du théoreme 2.4. L'invariance de $1 par

1'action de € découle alors immédiatement du calcul suivant :
Ed

0y fu.(Agsz)] = 0y (T Asu.z) = §(T A x.2)) = J1(TiyA0,zo) =, (A 5z,)
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pour tout u = x + iy e C.

Le lemme sera démontré si nous exhibons une majorante 01 € P
d'une fonction p.s.h. ¢ invariante par Z sur SL(2,C) x ¢*%.  Une telle
majorante est donnée par :

ie, i6

&1(A,z) = Xe?5?1] ﬂ(TXA,x.(e Zgyeaise 9% .

eje@,Zﬂ 0

Grace au lemme 2.10, nous sommes en mesure de démontrer le théoré-
me 2.9 en raisonnant par 1'absurde. Supposons qu'il existe ﬂo e P telle

que Fﬂ soit non monotone.
0

En procédant comme dans le paragraphe précédent, on pourra supposer

que X (T 1) est strictement convexe, non monotone, dés que |y|

0 x+iy’®

est assez petit. En outre, on s'arrangera pour que Inf Fﬂ (x) = Fﬂ (o).
R 0 0

Le lemme technique suivant, démontré dans 1'appendice C, nous

conduira a la conclusion.

Lemme 2.11 - Soit L uwn cdne convexe de fonctions de € a valeurs
néelles tel que :

a) L est néticulé supérieurnement et contient Les constantes.

b) gel => got,el, Vzet (t,(u) = z+u).

el Vzetl, Ygel, x> gl(x+z) est convexe sur R.

d} agoeL 9/t3€0>0 tels que :

£ |Im z| < g, => {x > go(x+z) strictement convexe non monotone}
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L) I]]r;f g9,(x) = g (0) 3
YLALL) g, est continue.
el Vagel, Yzet, Infg(x+z) = Inf g{x) (= Inf g).
R R ¢
Alons, AL existe y eR tel que Vze c, Vy eR, Vg e L,
g((y+i)y + 2] = g(z). -

Montrons que {u ~ m(TuA’1)}AeSL(2,¢) est un cdne remplissant les

’ JeP
condit fons du lemme 2.11.

La vérification des propriétés (a), (b), (c), (d) ne présente
aucune difficulté, en particulier, on choisira go(u) = ﬂo(Tu,1). Seule
(e) exige un peu de travail.

Soit J e P, posons {' :SL(2,L) x € +RR

(A,u) — J(A,u.1)
J' est p.s.h. et ne dépend pas de Im u. Le principe du minimum de
C.0. Kiselman (cf; Appendice A) fournit alors une fonction p.s.h. {_ sur

m
SL(2,C) définie par : ﬂm(A) = Inf ¢'(A,u). &m étant de toute évidence
. ¢ :

invarjante par T., 1'est aussi par TE en vertu du théoréme 2.4. C'est 13,

la propriété cherchée :

nf T T = Inf DT A (x).1) =B (TA) =8 (A) = Inf J(T A1),

De 1'application du Temme 2.11, nous déduisons 1'existence de

vye R tel que :

AT RDER (CR) Vier , Vaes(2,t), VyeRr
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11 est alors facile d'utiliser le théoreme 2.4 pour obtenir 1'in-
variance de A > {(A,1) par T@‘ Mais &o(TX,1) est non monotone : c'est

la contradiction attendue.

Le théoréme est démontré.

Pour terminer ce paragraphe, nous donnons une version plus forte

du théoréme 2.8.

Théoreme 2.12 - Soit § p.s.h. swe SL(2,6) x €*% et inva-

1n, 3"

an
rdante pan T = {[(0 1),(e yerese O ):I;nel} alons ) est invarniante

u

o.u
seeese 3 ):ueC}, oU o = Reas.

pr T x (e !
¢ i j

Démonstration : Soit ¢ p.s.h. sur SL(2,L) x ¢*9 et invariante
par T. Comme nous 1'avons vu a 1a fin de la démonstration du lemme 2.10,

il existe une majorante 01 e P de 4.

D'aprés le théoréme 2.9, 01 est invariante par (€.
Ainsi, ¢1(TiyA,z) = &1(A,(iy).z) = &1(A,z), V'y eR. D'ol en appliquant
le théoréme 2.4 2 Aw ﬂ1(A,z) :

lﬂ1(TUA:Z) = ‘”1(A,Z) V ued.

Donc $1(TU1A,u2.Z) = 91(Tu1_u2A,Z) = J,(A,z).

D'oir 1a conclusion puisque ¢ < &1. O
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§ 5 - Fonctions plurisoushanmoniques d'un groupe dé Lie réductdif Linéaine

dnvaidantes par un sous-ghoupe diseret.

La proposition suivante synthétise les résultats obtenus dans les

trois paragraphes précédents.

Proposition 2.13 - Soit G un groupe de Lie complexe réductip
Lindaine dont T est un sous-ghoupe discret et Ainfini. Alons AL existe
un sous-groupe de Lie G0 de G mund d'une .nvolution o ef un sous-

ghoupe & un paramétre B : € > Go fels que :

1 slZ)cr ;

2} fa cowbe B : € >G, , ur 8(u) est non dégénirée ;

3l VneZ, oo 8(n) =s8(-n);

4) Pour toute fonction J p.s.h. sur G constante sun 8(Z),
¥ o B est constante sur C. En panticulien, si 1 est

invardante pan T alors  est invariante par 8(C).

Démonstration : L'existence de G0 et de ¢ a été discutée
dans 1a proposition 1.3.

L'existence de g et la propriété 4) découlent clairement des
différents cas d'isomorphisme auquel est soumis Go et de 1'étude des
modetes effectuée dans les paragraphes 2, 3 et 4. a

Pour terminer ce chapitre, nous signalons le corollaire suivant :

Corollaire 2.14 - Soit G un groupe de Lie complexe réductif
Lintaine et T un sous-groupe discret de G. Alons G/} n'admet de

fonctions s.p.5.h. que 54 T est fdnd.
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Démonstration : Si T est fini une telle fonction s'obtient faci-
lement en moyennisant une fonction s.p.s.'h. de G. Si T est infini, alors
la proposition 2.13 montre que toute fonction p.s.h. de G invariante par
I est constante sur des courbes complexes non dégénérées de G et ne peut

de ce fait étre strictement p.s.h. 0
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CHAPITRE 111

STRUCTURE KAHLERIENNE ET HYPERSURFACES INVARIANTES
D’UN GROUPE DE LIE COMPLEXE SEMI-SIMPLE,

Dans ce chapitre, nous utilisons les résultats obtenus sur les
fonctions plurisousharmoniques invariantes pour étudier 1'existence d'une
structure kahlérienne invariante par 1'action d'un sous-groupe discret sur

un groupe de Lie complexe semi-simple.
Le principal théoreme est le suivant :

Théoréme 3.1 - Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple
dont T est un sous-ghoupe discret. Alons G/T  est kdhlénien 54 et seu-

Lement a4 T est gand.

En outre, nous évoquons la facon dont K. Oeljeklaus utilise ces

mémes résultats pour obtenir le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 - Soit G un groupe de Lie complexe semd-simple
dont H est un sous-groupe anbitraine. Alons toute hypersunface de G
dwariante par L'action de H £'est aussi parn celle de fa cloture de
laniski H de H (voin [BED)).
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§ 1 - Forumes kidhLéndennes Anvardiantes d'un groupe de Lie complexe Aemi-simple

et fjonetdons plunisoushaumoniques.

Nous démontrons un théoréme de A.T. Huckleberry permettant de ra-
mener 1'étude des structures kahlériennes invariantes a3 une question de fonc-

tions plurisousharmonigues.

Théoréme 3.3 - Sodt G un groupe de Lie complexe semi-aimple,
K un sous-groupe compact maximal et H un sous-groupe arbitraine de G,
Soit w une forme fermée de type (1,1) sur G. Alors

(1) w = 33y.

{2} Si w est positive (stnictement positive) alorns ¥ est
p-s.h. (S.p.a.h.).

(3] S84, en outrhe, w est {nvarniante par L'action de K a droite
et parn celle de H & gauche alorns on peut choisin ¢ 4Anva-

riante parn L'action de K a droite et satisgaisant :

#th.g) =¥(g) +c(h) ; YgeG, Yhed,
oi C est un canactére additif de H.

Démonstration :

+ Commencgons par rappeler que G est de Stein et que
H1(GJR) =0, H2(GﬂR) =0 car G est semi-simple.

Démontrons (1).

« Soit g une forme fermée de type (2,0) sur G alors g peut
s'écrire g = 3¢ ol o« est une forme 3-fermée de type (1,0).

En effet, comme HZ(GJR) = 0, on peut écrire g =dp ol p est
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une 1-forme.

Ecrivons o = p0’1.+ 1,0 ol p0;1 et 1,0 sont respectivement

de type (0,1) et (1,0).

On a alors 1 B =py g+ (d0g ¢ + 5p1,0) + 5p0’1 , d'ou puisque

g8 est de type (2,0) :

(1) 20g,q * 304,970
(11) 390’1 =0

(iii) 8 = 8p1’0 .

G étant Stein, on peut écrire, grace a (ii) : o 1= 3u.
D'oli en remplacant dans (i) :

(iv) 0 = 33u + %010 ° 3[51,0 - aul.

Finalement (iii) et (iv) montrent que B = 5a oOU o = Py.p - 3U

est bien 3 fermée.

+ Considérons maintenant «w une forme fermée de type (1,1).
w étant de type (1,1) est en fait 3 et 3 fermée. G étant Stein,

on a alors :
(i) w=3y ou y est une forme de type (1,0).

On a aussi 0 = 3w = 33y = -33y d'ol en appliquant la remarque ci-dessus

a la (2,0) forme fermée sy :

3¢ ol o est une (1,0) forme 3 fermée.

(ii) %

Ainsi : (iii) o 3{y-a) avec 3(y-a) =0.
Comme G est Stein, on peut écrire y-o = 3y et donc o = 35d.

(1) est démontrée.



- 26 -

Voyons le point (2).

Si w est hermitienne alors 33J = 33. Ainsi quitte a substi-
tuer %—(&‘*5) 3 §, on pourra supposer § 2a valeurs réelles. Que

soit alors p.s.h. ou S.p.s.h, résulte immédiatement des définitions.

Passons au point (3).

*

Nous notons g5.w pour T; 0 ol Tg désigne suivant les cas

0 )
la translation a gauche ou a droite par go' Soit p une mesure de Haar

normalisée sur K. w étant K-invariante, on a :
’ *
w = I kK .w du(k)
. K
. .
d'ol : w = I k .3af.du(k) .
K

Par analycité de Tk et dérivation sous le signe somme, il vient :

- *
o = 5] K0 dul).
K ,
Ceci nous autorise & supposer ¢ invariante & droite par K.

- - * *
Soit maintenant h € H. On a h*m = h*.aaﬂ =3 h.J et h.w=uw

3a(h™.0 - §) =0.

Admettons un instant le lemme suivant :
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Clemme.- Toute fonction pluniharmondique de G dnvardlante pan

K a dnoite est constante.

Appliquons le 3 h*g - ¢, alors?é 1'évidence h w C(h) = h™§ - § =
d(h) - P(1) définira un caractére sur H.

Terminons en démontrant Te lemme :

Soit v une fonction pluriharmonique de G. G étant simplement
connexe, €crivons :

(1) vy =Re F ou F est holomorphe sur G,
¥ étant supposée K-invariante, on a : k*.Re F-Re F =0 d'ob :

(2) KF-F=ik"mF-ImF], VYkeck
K*F - F &tant holomorphe (2) montre qu‘elle est constante. Ainsi :

(3) K'F-F=F(K) -F(1), Vkek.

G étant semi-simple K est une forme réelle de G alors (3) s'étend par

prolongement analytique :

(4) g*.F-F=F(g) -F(1),Vget.

N
De (4), on tire immédiatement que F = F - F(1) est un caractére

holomorphe de G.

Y
Pour terminer, i1 nous suffit de montrer que F est constant.
N
Fétant un morphisme de groupe de Lie de G sur €, on a :

(5) F*[X,YJ = [?*(x),F*(v)] =0 Y (X,Y) e Lie(6) x Lie(6).
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Finalement, G étant semi-simple, on a

Lie(G) = [Lie(G),Lie(G)] donc, d'apres (4), F*=0.
o
F

est donc constant et le théoréme 3.3 est démontré. a

§ 7 - Stwetwie kdhlérienne invardante d'un groupe de Lie compfexe

semi-sample.

Le principal objet de ce paragraphe est de donner une démonstra-

tion du théoreme 3.1.

Théoréme 3.1 - Soit G un groupe de Lie complexe Asemi-simple dont

T est un dous-groupe discret. Alons : G/T  hkdhlénien <=> T est find.

Démonstration : S T est fini, il suffit de moyenniser une
forme kihlérienne de G (qui est Stein donc muni d'une telle forme) pour

en obtenir une sur G&/T.

Si r est infini, nous raisonnons par 1'absurde. Supposons G/T
kdhlerien, alors il existe une (1,1) forme fermée strictement positive «
sur G, invariante par 1'action de r (& gauche). Quitte a moyenniser
w , on pourra en outre 1a supposer invariante par 1'action de K a droite.
Alors d'aprés le théorame 3.3, o peut s'écrire : o = 330 ob ¢ est

S.p.s.h. sur G et vérifie :

J(y.q) = ¥(g) + Cly) Y ge@, VY € T.

C étant un caractére de T.
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Utilisons maintenant la proposition 2.13 dont nous conservons les
notations. Notons encore ¢ 1la fonction S.p.s.h. induite par § sur Go

et introduisons ¢ =90 + ¢ o0 0. On a alors :

Vnez:doem =gBM] + 9o s
= ¢(8(n)] + 9[8(-n)]
= 9(1) + C o g(n) + #(1) + C o g(-n)

= $ o 8(0).

Y
Ainsi, d'aprés la proposition 2.13, ¢ est constante sur la courbe
non dégénérée : g : € » Go' Mais a est S.p.s.h. tout conme ¢ donc
Y
§ 0 g est strictement sous-harmonique sur €. C'est 1a, la contradiction

attendue. o
Nous terminons ce paragraphe par deux remarques.

Remarque 3.4 : La démonstration donnée du théoréme 3.1 permet en
fait d'affirmer que toute forme fermée positive de type (1,1) sur G, in-
variante par T ne peut étre strictement positive a 1'origine 1 de G que
si T est fini.

On dira que G/r est faiblement kdhlerien si il existe une (1,1)
forme fermée positive sur G, invariante par T, et au moins strictement
positive en un point. La remarque ci-dessus permet d'affirmer que G/I ne

peut étre faiblement kihlerien que si T est fini.
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Remarque 3.5 : Sur SL(2,C) on a un résultat un peu plus précis :
toute forme (1,1) fermée positive invariante par TZ a gauche et SU(2,C)
a droite est invariante par Tm. D'aprés les théoremes 3;3 et 2.4, i1 suf-
fit pour cela de montrer que si ¢ est p.s.h. sur SL(2,0) invariante par
1'action de SU(2,f) a droite et telle que J(TnA) =9(A) +c.n, Vnel

alors ¢ = 0.

Nous allons démontrer succintement cette assertion.

. - * .
Pour cela introduisons pour tout z € € la transformation o,

de SL(2,6) définie par = o, (A) = D;'AD, ou D, = et
0 o ‘o 0 0 -iu

Remarquons que pour z, = 1, on retrouve 1'involution o déja

(T_A) = T___ o, (A).
0 z ZZOZO

utilisée. On remarquera aussi que o,

Soit ¢ p.s.h. sur SL(2,C) invariante par SU(2,L) & droite

et telle que :

Vnet &(TnA) = #(A) + c.n.

Posons @1 =§+4o o0, $1 est Ti-invariante donc Tm-inva-

riante en vertu du théoréme 2.4. Cela donne :
Vzet [(T,A) - J(A)] + [# o o(T,A) - # o o(A]] = 0.

Ainsi les deux fonctions sous-harmoniques entre crochets sont en réalité

harmoniques et en particulier continues.
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Posons FA(X) = &(TXA) - #(A). - c.x, .d'apreés ce qui précede,

FA est continue, en outre elle est clairement périodique de période 1.
. o

Considérons a =g Q et posons &A =x) +4 o o, - On a

pour tout n e Z, &A(TpnA)

ﬂA(A) d'ol par le théoréme 2.4 :

I (TA) =4, (R) Yuet.

En particulier, en faisant u = -A-1 on trouve :

T _4A) = J(A)-c/.
-A

Ainsi FA est nulle sur Q'* donc sur R par continuité

et périodicité. On a donc en fait : Vx eR s d(TXA) = J(A) + c.x.

Notons z = x+iy alors &(TZA) = C.X + ﬂ(TiyA), ﬁ(TZA)

étant harmonique en z ainsi que J(T_ZA), on a nécessairement

c'(R)y + $(R)
J(A) + c.x + c'(A)y

d'ol lﬂ(TiyA)
§(T,A)

u

avec bien sir ¢'(TA) = c'(A), Vze€ et c'(AK) = c'(A), YK e SU2,L).

Pour % eR™, on a : @A(TZA) = @A(A) + e (A) - ¢’ o NK(A)]Y

d'ou, d'aprés le théoréme 2.4, c¢' o o) = c'.

En utilisant la décomposition d'Iwasawa, il est alors facile de

voir que c¢' est constante.

On a donc :
J(TA) = J(R) + cx + c'y.

On va montrer que c =c' = 0 en raisonnant par 1'absurde. Supposons

cc' £0.
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Considérons &Z =+ oo, ol z, sera choisi plus tard.
0 0

On vérifie que :

@ZO(TZA) = ﬁzo(A) + x(c-ex mc'y ) + yle'-c'x rey ) ol z = X Hy .

Choisissons z, pour que c(1-x°) = c'yo alors d'apres le

théoreme 2.4, on a aussi c‘(1-xo) = -cy. d'ou c2 +c'2 =0

o , ce qui

est absurde.

§ 3 - Hypersurfaces dnvariantes d'un groupe de Lie complexe semi-simple,

Commencons par rappeler un résultat obtenu par A.T. Huckleberry

et G.A. Margulis :

Théor2me 3.6 - Soit G wn ghoupe de Lie complexe semi-simple dont
1 est un sous-groupe arbitraire. Alons AL n'y a pas d'hypersurface de G

Anwdante parn 1 a4 et seulement 84 1 est Zaniski dense.

Démonstration (Voir [HM]) :

En utilisant nos résultats sur les fonctions plurisousharmoniques
jnvariantes K. Oeljeklaus établit Ta généralisation suivante (Voir [BEQ]).
Théoreme 3.2 - Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple et

H un sous-groupe anbitrnaire de G. Aloas toute hypersunface de G .inva-

niante parn H £'est aussi par Ra chiture de Zaniski H de H.

Compte tenu du théoréme 2.1, le théoréme 3.2 répond a la conjecture

de A.T. Huckleberry et G.A. Margulis pour le cas semi-simple (cf. Introduction).
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Pour terminer, nous donnons les grandes lignes de la démonstra-

tion du théoréme 3.2.

En s'appuyant notamment sur Te lemme 1.4, on montre qu'il suffit
d'établir le théoreme pour le cas ot H = G(y) est un sous-groupe mono-

géne infini de G.

La discussion s'organise alors suivant la classification rappe-

1ée au théorame 1.1.

Le cas 1 est justiciable d'une technique qui est expliquée dans
[BEQ].

Dans le cas 2 et 3, on montre que 1'existence d'une hypersurface
G(y) invariante mais non G(y) invariante engendre une forme kdahlérienne
faible invariante par G(y). En utilisant le théoréme 3.3 et en raison-
nant comme nous 1'avons fait pour le théoréme 3.1, on obtient une contra-

diction.
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APPENDICE A

PRINCIPE DU MINIMUM POUR LES FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES,

Le principe du minimum de C.0. Kiselman peut s'énoncer de la

facon suivante :

Théoréme - Soit V une varniété complexe et @ un ouvert de
Stein dans V x € éwariant par R™. On suppose que Les fibres ()
au-dessus de a € V sont connexes. Alons pour toute gonction p.s.h.

invariante par R™ Ra fonction ¢ difinie pan : $(a) = Inf ¥(a,z)
Zen-1(a)
est p.s.h. sun La projection de @ sur V  (Vein [KO).

Nous démontrons une version affaiblie de ce théoréme, suffisante

dans notre utilisation.

Proposition - Soit G un groupe de Lie complexe et  une fonc-
tion p.s.h. sun G x € ne dépendant pas de Imz pour z € €. ALors Za

fonction ¢ définie par J)(g) = Inf #(g,2) est p.s.h. sur G.
Zel

Démonstration : Commencons par observer que pour tout g ¢ G

fixé 1a fonction &g :R >R définie par ﬁg(x) = f{g,x) est convexe.

Nous procédons en trois étapes successives.
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1ore étape : On suppose { de classe ¢” et les fonctions ﬁg

strictement convexes non monotoneés.

Dans ces conditions, pour tout ge G Tla fonction ﬁg atteint
son minimum en un unique point w(g) et la fonction w ainsi définie

est réguliere.

Il s'agit d'établir que pour tout 9, € G et toute fonction
holomorphe F : VO +~ G définie sur un voisinage VO de 0 dans € et

telle que F(0) = 9, » Ta fonction @ o F est sous-harmonique en O.
Soit r > 0 pris assez petit pour que Dr ={zel/lz| s r}c Vo'

Soit f wune fonction holomorphe sur le disque unité D1 de €

dont la partie réelle est une solution d'un probléme de Dirichlet pour la
donnée au bord : & » w o F(re1e)

Re f(eie) =wo F(reie).

Ecrivons 1'inégalité de moyenne en z = 0 pour la fonction sous-

harmonique de D : z » ¢[F(rz),f(z)]. I vient :

3 G ie ie
¥ o F(O) = \D(gosf(o)) £ v JO lDD:(Y’e ),fle )]de =
-1 f“v[r(reie) w o Fre'®)]de = L f”q‘; o F(re®)ds.
27\' 0 | 27\' O

Et donc ¢ o F est sous-harmonique en z = O.
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2tme étape : On suppose simplement que Tes fonctions convexes

ﬂg sont non monotones.

Par un procédé classique de convolution sur le groupe G x €,
on fabrique une suite de fonctions ﬂ: p.s.h. et C° sur G x €, ten-

dant en décroissant avec e > 0 vers .

En outre, on peut s'arranger pour que ces fonctions ne dépendent
que de (g,Rez). Ainsi les fonctions convexes &:g sont non monotones
puisque :

lpeg(x) 3 nﬂg(X), Vge.

Ainsi, en posant ﬂs(g,z) = $:(g,z) + isezlz, on dispose d'une
suite de fonctions p.s.h. sur G x € satisfaisants aux conditions de 1la

premigre étape. En outre, 05 tend en décroissant avec e > 0 vers .

Les fonctions @E sont p.s.h. sur G et tendent en décroissant

avec € >0 vers .

-

¢ est donc p.s.h. sur G.

3%me étape : On suppose ¥ quelconque.
Pour tout k e N* posons ﬁk(g,z) = Sup{-k,f#(g,z)} + % \Rez!z,

les fonctions wk satisfont aux conditions de 1'étape 2 et tendent en dé-

croissant vers § pour k > + ». Donc pour tout k, @k est p.s.h. sur

G, d'ou en raisonnant comme ci-dessus, la plurisousharmonicité de J. O
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APPENDICE B

DEMONSTRATION DU LEMME 2.6

Nous démontrons, dans cet appendice, le lemme 2.6 dont 1'énoncé

figure a l1a page 11.

Nous commencons par établir le résultat intermédiaire suivant.
I1 répond & une question technique déjad étudiée par des moyens divers

& T'occasion de nombreux travaux.

Nous nous appuyons sur une méthode voisine de celle utilisée

par G. Coeuré dans [CO].

Soit @ un ouvert pseudo-convexe de £N+1, d p.s.h. sur @

et ¢ un minonant de plunisousharmonicité pour .

Soit 99s--.59y N fonctions holomonphes sur Q. Nous notons

IgI2 = Igilz. Poun toute (0,1)-fomme w sun £ felle que

i~
—

1
‘ 2 o’ 2 N
f lw] _W_Tz.dx <+ o L exdiste u = (u1,...,uN) € LO(Q,&) tel que
fQ clg
¢

N , 5 -

= 2 e 2 e
Y g:du; =w et I lu]¢ =— da < f lw] dx.
i=t ] a (g2 o clgl®

Nous utilisons la méthode des 3 poids de Hdrmander.
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Soit ¥ p.s.h. sur @ comme en 4.2.1 de [HO].
On considere, comme Hormander, les espaces hilbertiens (L2) ,(Lz) ,(LZ)
) &1 1 wz 2 $3
ol Ji = - (3-i)¥, et les opérateurs fermés a domaines denses T et S

induits par le 3

) 2
— (L5), .
2q13

Introduisons deux autres opérateurs, de nature identique, T' et

SI
2\W T 2\N &' 2\N
(L°)$ — (L1)¢ — (LZ)J .
1 2 3
P -] N -
définis par : T (u1,...,uN) = g;9u;.

i=1

S'(w) = {g;30}), .

On veut établir 1'analogue du lemme 4.4.1 de [HO] pour T' et S'.
On a d'abord facilement : T'%w = {T*(éiw)}?=1 = (§1,...,§N)T*w,

. N .. -, Lo
aan [1T7llf = 1 an (G0) 1% ! = fﬂn al%e gl? .

: -J
On a aussi |iS'w|I$3 = IQ|Sw12e 3lg|2.

Notons § = (J + Log|g|2) - Log]g!2 =" - Loglg|2 dans 1'iné-

galité fondamentale de Hormander 4,29 (cf. [HO], page 93), cela donne :

: ' . _10| . 'lﬂ'
[ e - 210017 iot2e 1912 < 2f 7%l% Tal? + | Jul%e Plal?
Q : Q Jo
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c'est-3-dire, d'aprés ce qui précéde :

(I - -2 2 N 2 -9, 2 < [T 2. + 11S's 2l .
) s e 2t Mol < i v disl iy

L'inégalité (I) permet alors de transposer intégralement la
démonstration du lemme 4.41 de [HO] & T' et S' en ayant soin de substi-
tuer clgl2 & ¢ et ¢ a . On obtient ainsi le résultat intermédiai-

re annonce.

Voyons maintenant la démonstration du lemme proprement dit.
Nous allons utiliser le résultat intermédiaire en prenant pour 9; les N

premiéres fonctions coordonnées de EN+1.

Soit ¥ une fonction plateau de %, identique 2 1 au voisi-
nage de 7= 0, et a support dans {(;,ZN+1) eq/ Iy = 0}.
Considérons 1a (0,1)-forme w = -f(zN+1)§w(%).

Notons Q = {z e Q/; e Supp¥}, on choisit ¥ pour que @, C ay.

-4 T 2
2 e _ 2 IBW(?)I -9
w _—z__ f ,—
Jn ol l%[ c IQ | (ZN+1)l Cl%l4 ) ‘S

PLN I -lﬂ
€ Sup % . L} lf(ZN+1)|2 —e—c— dr < + o

" YeSupp3¥

donc d'aprés le résulitat intermédiaire i1 existe Upseeoslly » N fonc-
N

tions C® sur @, telles que ) .z = -f(zN 1)5‘1!(3') et
i=1 1 +
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-y -

2 e 2 e

lul ~ dx < [ dr < + =,
Jg HE a o %%

N
Alors la fonction F = ) Uz, + f(zN+1)w(%) est holomorphe

sur 9 et coincide avec f sur w.

w2
En outre : (J |F|2e'$'lzl ) 2 ¢
Q .
RN N vz
(fgif(ZN+1)‘le(z)|2e P12 72 4 ([9'121 “121|2e -121%4 12

n ~- 2 '\9
Mais jnlf(zN+1)|2Iw(z)I2e d-121%, < JQ ]f(ZN+1)12 EE— dr < + w
¥

(car ¢ <1 et J¥] ¢ 1).

. N a2 N Y2 - oo M2
o [ 1L w5 e BB B g 2 e o
o 9

Q i=1

2
On a donc bien J lF{ze'$'lZ‘ dr < + o,
Q
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APPENDICE C

DEMONSTRATION DU LEMME 2.11

« Pour tout g e L notons m(g) = Inf g.
€
Introduisons fe le sous-cone de L des fonctions vérifiant
0

les conditions i) et ii) de (d).

+ Nous allons établir :

n
1 vy Legoeg] *R/Vgel  glyly) + iy) = m(g).
y > v,ly) °
Pour cela, commencons par observer qu'en vertu de i) et i),

. n
il existe Yg : [}eo,sg] >R  pour toute fonction g de LE telle que
0

g(vg(y) + iy) = Inf g(x + iy).
xeR
D'ou compte tenu de (e) g(yg(y) + iy) = m(g).
En particulier, on fabrique de cette facon Yo associée a 9o-

Soit g e v alors g+g_ e L et donc :
Eo [o] Eo

Q(Yg+go(Y) +iy) + go(yg+go(y) +iy) = m(g+g ).
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Puisque m(g) = g(0) et m(go) = 9,

donc :

I(vgeq (¥) +iy) + g (v o (y) + iy) = mlg) + m(g)).

g+g, 9+g,

Ceci entraine immédiatement que g(yg+g (y) + iy) = m{g) donc «
0

et g (v (y) + iy) = m{g.) donc ¥ =y d'ou (1).

0" g9, 0 9+9, 0

Nous montrons maintenant (2) :Vgel V z, ¢ @,
gQiy + vy(y) + 2z) < g(z,) pour lyl < €
Considérons pour cela E définie par :

d(z) = Max[g(z,) g(z+z2)] + g (2)

i1 est facile de voir que a € fe {on utilise en particulier (
0
Alors d'apreés (1), on a :

N . N
9lvy(y) + iy) = mlg) = g(z) + m(g,),
ce qui donne immédiatement (2).

Montrons que Yo est additive :

(0), ona mig+g ) = m(g) + m{g,)

9+,

a) et

(3) Iyl < e/ s Iyl s eg/2 => vglywy') = voly) + vgly').

Soit y' e [}50/2,50/2], considérons g définie par

Y

49
g(z) = go(z+iy' + yo(y')), i1 est facile de voir que g ¢ LE /2 Alors

0
d'apres (1), on a':

lyl s e/2 => gliy + v,(y)) = m(g).

g

(b)).
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Ce qui s'écrit aussi :

Iyl. < ef2 => 9o (voly) + Yoly') + ily+y')) = m(g) = m(go).

D'oli 1'06 tire yo(y) + yo(yf) = yo(y+y'), c'est-a-dire (3).

Supposons un instant avoir montré la continuité de Yo alors,
compte tenu de (3), vy, serait linéaire sur Eeo,eA]. Alors on dispo-

serait de y e R tel que (2) devienne
(2') : Y gel Vz et glz +(i+y)y) < g(z.) pour ly] s ..
0 0 ; 0 ~ %o
Ce qui entraine manifestement la conclusion du Temme.

IT nous reste donc a prouver la continuité de Yo Montrons

d'abord que Yo est bornée ; si cela n'était pas alors on trouverait

Yo > 0 telle que yo(yn) x X, >0 {ou yo(yn) < -xg < 0) alors

X > go(x+iyn) = g (x) serait convexe décroissante pour x < v, (y,) donc

en particulier pour x £ Xx Par passage a la limite et par continuité

o
de g, ., x> go(x) aurait la méme particularité ; ce qui est absurde

compte tenu de 1) et ii).

En raisonnant de facon analogue, on montre que Si Yn > Yo
- ' s ' < 1
dans [ 50’56] alors y,(y,) est 1'unique valeur d'adhérence de v {y,)
ce qui compte tenu de ce qui précéde nous donne bien la continuité de Yor

O






- 47 -

BIBLIOGRAPHIE

Fokkkk

[AH] AHIEZER D.N. - Invariant Meromorphic functions on semi-simple
complex Lie groups.
Inv. Math. (65), p. 325 & 329, (1982).

|'_BO] BARTH W. and OTTE M. - Invariante Holomorphe Funktionen auf
Reduktiven Liegruppen.
Math. Ann. (201), p. 97 a 112, (1973).

[BOR] BOREL A. - Groupes linéaires algébriques.
Ann. of Math. (64), p. 20 & 82, (1956)

[BE] BERTELOOT F. - Fonctions plurisousharmoniques sur SL(2,C)
invariantes par un sous-groupe monogéne.
(A paraitre au Journal d'Analyse Mathématique).

[BEO] BERTELOOT F. and OELJEKLAUS K. - Invariant plurisubharmonic
functions and hypersurfaces on semi-simple
complex Lie groups.

(Preprint).

[CO:] COEURiZ G. ~ Propriété de Runge et enveloppe d'holamorphie
de certaines variétés analytiques de dimension
infinie.

Bull. Soc. Math. France (102), p. 281 a 288,
(1974).

[G0O] GOLDBERG S. - Curvature and Homology.
Ac. Press. (1962).



[HOC]

[t0]

|HM |

k1]

[LE]

[Lo]

[OR]

(PO}

[sx]

- 48 -

HOCHSCHILD G. - La structure deé groupes de Lie.
Dunod (1968).

HORMANDER L. - An introduction to complex analysis in several
variables.
North Holl. Math. Library, (1973).

HUCKLEBERRY A.T. and MARGULIS G.A. - Invariant analytic
hypersurfaces. !

Inv. Math. (71), p. 235 & 240, (1983).

KISELMAN C.0. - The partial Legendre transform for plurisubhar-
monic functions.
Inv. Math. (49), p. 137 & 148, (1978).

LELONG P. - Fonctions plurisousharmoniques et formes diffé-
rentielles positives.
Gordon & Breach, (1968).

LOEB J.d. - Action d'une forme de Lie réelle d'un groupe de
Lie complexe sur les fonctions plurisousharmoni-
ques.

Ann. ‘Inst. Fourier (35), p. 59 & 97, (1985).

- On the structure of complex

OELJEKLAUS K. and/RICHTOFER ‘W.:
é_ol’ir—nManifolds =
(greprint). -

POSTNIKOV M. - Lecons dé Géométrie. Groupes et Algebres de Lie.
Ed. Mir (1985).

SKODA H. - Applications des techniques 2 a la théorie des
idéaux d'une algébre de fonctions holomorphes
avec poids.

Ann. Scient. Ec. Norm. Sup. 4e Série, t. 5,
p. 545 a 579, (1972).



ROES U ME

Le principal objet de ce travail est 1'étude des fonctions p.s.h.
d'un growe de Lie complexe réductif lTinéaire G invariantes par 1'action
d'un sous-groupe discret infini 'T.

Nows montrons que de telles fonctions sont aussd invarianites pat
Llaction d'un sous-groupe complexe @ un parametre.

Ceci généra]isant partiellement, un théoréme de W. Barth et M. Otte sur
les fonctions ho]omorphes

La démarche adoptée consiste a s'intéresser en premier lieu a
certains cas typiques a savoir :

@ s 01
an an
(@) 6= SL12,8) x 8" et r={[( S e ,nel}

Dans le premier cas, nous raisonnons par 1'absurde ; grace aux
techniques L2 de L. Hormander, nous montrons que 1'existence d'une fonc-
tion p.s.h. { idnvariante par T mais non invariante par T¢ = {(8 ﬁ);uem}
permet de fabriquer une fonction holomorphe ayant la méme particularité,

ceci étant contraire au théoréme de W. Barth et M. Otte.

sL(2,6) et r=((1" ;neZy et

Dans le second cas, le principe du minimum de C.0. Kiselman nous
permet de conclure en nous appuyant sur notre premier résul tat.

Nous utiliserons un'tﬁéorémé de A.T. Huckleberry pour pouvoir ap-
pliquer nos résultats sur Tes fonctions pgs h. a 1'étude des formes faible-
ment kdhlériennes 1nvar1antes d'un groupe ﬂe Lie complexe semi-simple. Nous
démontrons le théoréme su1\\ft ¥’~yj

Soit G un groupe Hakl4zwaoﬁp£exe semi-simple dont T est un
sous-gnoupe discret. Alons : G/T faiblement kdhlénien <=> T f4ind.

Nous terminons en évoquant la facon dont K. Oeljeklaus utilise

nos résultats pour généraliser un théoréme de A.T. Huckleberry et G.A. Margulis

sur les hypersurfaces invariantes d'un groupe de Lie complexe semi-simple.

MOTS CLES
. FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES INVARIANTES
. KAHLERIENNITE
. VARIETES HOMOGENES SEMI-SIMPLES
. GROUPE DE LIE COMPLEXE REDUCTIF LINEAIRE
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