
TIIÈS~ 

présentée à 

É DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE FLANDRES 

SCD LILLE 1 

030 254766 4 

ARTOIS 

bpporteu~  : 3. QETRtctZ, U n l W Y  de ##dMARBE1LCE 
A.T. H U ~ ~ G B E R R Y *  &ive& ~ P Y  BOCHUM (RFA) 
kt. 6KQCZA. W ~ E V W @ ~  &J PAR#& VI 

EmrninaWrs : d. CYEr~flt$ tkilyimW dg: U U  t 
J.J. LQEü, UrSSwrsité de LILLE 1 

* - . ., -1, 

, ." 
*, $>fi> 1,: a *'A t 7fd' 

. 6: ' 
" ,w 

- 



No d'ordre : 95 

présentée à 

L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE FLANDRES ARTOIS 

pour obtenir 

LE TITRE DE DOCTEUR DE L'UNIVERSITÉ 

SPÉCIALITÉ : MATHEMATIQUES PURES 

FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES ET KAHLERIENNITE 
DES VARIETES HOMOGENES SEMI-SIMPLES 

Membres du Jury : Président : Ph. ANTOINE, Université de LILLE 1 

Rapporteurs : J. DETRAZ, Université de AIX-MARSEILLE 
A.T. HUCKLEBERRY, Université de BOCHUM (RFA) 
H. SKODA, Université de PARIS VI 

Examinateurs : G. CEURE, Universitb de LILLE I 
J.J. LOEB, Université de LILLE I 

Soutenue le 20 Mars 1987 





Je h e m c i e  vivement PhiLippe AnRoAne d'avoi.t accepR@ La 
phgnidence du juty. 

@ m d  Coeutc? a dihigé ma thèse. Sa ixèn gmnde 
dhpon ibd i t é  m'a perrmin de bénédicdeh connXamment de ben c o n n d  
encouhagementn. Bien PLU, bon aide 6LLt powr moi un véhiXable 
a p p h ~ ~ b a g ~  a imd qu'un exemple pmmanent de dgnamiome. Je me 
pmme;tb de l u i  exphima toLLte ma h e c o n ~ b a n c e .  

La pxébence de Jean-Jacquen Loeb au juty de c&e thène me 
daLt  g m d  p l a h & ,  il a b d V i  mon Lmvail  avec intéhi% e,t je lui d o h  
p h i e w z n  tremahquen dLtehmivianten ; je suAn heuheux de pouvoh Le 
h emm&. 

En m'&viLant aux Jouhnéa CompLexen du Sud de & Fhance en 
7986, Madame J a c q u u e  DéLtaz m'a pehmio d'expvneh la pemiëhe pahtie 
de ce ~ v ~ .  I l  m' es t  aujoutd' hi agatable de h eamench  puut na 
pcv&&ipaLLon au juty. 

He& Skoda, P i m e  DoLbeauU eX P i m e  LeLong ont monttré 
.t1inXéMt qu'il% pohtent à mon L m v a  en me ~cLinan.t L 'honnw de 
m'&vite,k à Lem n é ~ h e .  Je h m m c i e  p&rLticfièhem& Hewri Skoda 
d ' avo& accepté & a h e  patLtk du jwy .  

A.T. k c h l e b m y  dont [en xkavaux ont ~ o h t m e n t  mofivé c&e 
Rhène a b i w  uaa~!u tcrppctlteh ~h 1ne6 ' r f ~ u t R c i t b .  Je hi expLbtie tnn 
g&aLixude. 

SaLLtenh une thèse bUppVbe aubbi  de Ra commence& : je t ienb 
à évoqua h.'.i.n,jlueulce d u  -elcubnhnb avec Etienne Ghyb, Mathieu 
Meqeh, Main Pajoh 4;t VLad Sehg&bcu ~ W L  La na;tme de m a  choix. Je 
thru a w b i  ù à e r n m h  les  Ltudcantn, enbeignantn eR chmhewrn de 
['U.F.R. e t ,  p a f i ë h e m n t ,  V a n i e l  Bokhu, Bemahd CaRemme et 
Azdz EX Kacvni-Maoui powr La bympatf i  q u ' A  m'ont témoignée. 

C'ut avec beaucoup de gen;tieeebne de dévouement que 
Madam Raymvnde B é M  a dactyLog~pkié l e  manubmiA. Je % hemmcie 
c hdewrew ement. 

Je hemehcie également Re p~trnannel? de hephoghapkie de 
['U.F.R. de Mathématiyuu. 





1 NTRODUCT ION 

Les objets rigides des variétés homogènes complexes ont f a i t  

l ' ob j e t  de nombreux travaux. En par t icul ier ,  W. Barth e t  M. Otte ont 

étudié les  fonctions holomorphes invariantes d'un groupe de Lie complexe 

réductif 1 inéaire,  (Voir [BO] ). I l s  montrent que pour un t e l  groupe G : 

S i  f ut unc 6onothn koLomohphe invahiade pah  l'a&n 

d'un noun-ghoupe H d o m  f enL 6gahen-t i nwuuhde  patr L'ac- 

Lion de k k  dôtwre de Z a h b k i  de H. 

A.T. Huckleberry e t  G.A. Margulis mènent une étude analogue 

des objets souples. Pour ce qui concerne les  hypersurfaces invariantes, 

i l s  démontrent l e  théorème suivant, (Voir [HM] ). 

SoLt G un gmupe de Lie complexe b k - b h p l e  eA 1 I boun- 

grroupe de G .  keorrh, il n'exi~inte ailcune hypehhuhbace de G inva- 

hiante pah 1 n i  e;t beuRement d i  1 ut Z a & b k i  denbe. 

D . N .  Ahiezer obtient un résu l ta t  analogue par une méthode dif-  

férente (Voir [AH] ) . 
Leur conjecture' générale es t  l a  suivante : 



Conjecture : SoLt G un ghoupe de Lie complexe e,t H un boi.~6- 

ghoupe de G te& que : H ne boiX p u  conXenu davib un bous-ghoupe 

patlabo@ue phope & G e,t que L u  n e d u  donctiucuno holomohphu in- 

vahiantu pah H h o i m t  L u  conbaknu.  

E l l e  e s t  démontrée par K. Oeljeklaus e t  W.  Rich to fe r  dans l e  cas 

réso l  uble, (Vo i r  COQ 1. 

J.J. Loeb a  remarqué que l a  connaissance du comportement des 

fonct ions plurisousharmoniques invar iantes  pouvai t  é c l a i r e r  ces questions. 

Aussi 1  'essent ie l  de no t re  t r a v a i l  consiste à é tud ie r  l e s  fonct ions p l u r i -  

sousharmoniques d' un groupe de L i e  canpl exe r é d u c t i f  1  inéa i re .  Notre resu l -  

t a t  de base e s t  l e  su ivant  : 

Soi2 ql une donctian p L d o a h m o n i q u e  d'un ghoupe de Lie 

compLexe hédudi6 L i n é a h e  h u m A m t e  pm l ' a o t h n  d'un saun-gxoupe 

dhcheX i n d i n i .  M o u  ut égdement invanhiante pan L 'aotbn  d'un 

boa-ghoupe complexe à un pahamè&e. En parcthuLLch, une t e a e  donc- 

L h n  ne peu2 &the. n.trtictement pXw~Aoubhwmonique. 

Sa démonstration nécessi te de consacrer une a t t e n t i o n  pa r t i cu -  

* 9 l i è r e  au "modèle" : SL(2,â) x â . 



La kah le r i enn i t é  d '  une va r i é té  complexe homogène n ' e s t  en général 

pas élucidée. Les cas compacts sont  entièrement connus, dans un cadre p lus  

général J.J. Loeb é t a b l i t  : 

SaLt  G un ghoupe de Lie complexe cd r un bou6-ghoupe &chet 

de G &clun dann une ~ o m e  h é d t e  GR de G 5 hpecZhe non &agi- 

n&e pm t e l  que GR /r mO"Z: compact. Aloh6 G / r  n ' u t  pas Mhee~Len.  

Dans l e  cas où G e s t  semi-simple, un théorème de A.T. Huckleberry 

permet de ramener 1 'étude des formes fa ib lement kahleriennes i nva r i an tes  a 

une quest ion de fonc t i ons  plurisousharmoniques. Grdce il nos r é s u l t a t s  an- 

t é r i eu rs ,  nous obtenons a l o r s  l e  théorème su ivant  : 

Soi t  G un ghoupe de Lie complexe bemi-nhple dont r ut un 

bous-gtroupe dismet. Aloh6 G / r  ut &i.blement kZhem&n h i  et beu- 

Lem& b* r ut & 4 x .  

En s'appuyant sur une technique o r i g i n a l e  déja élaborée dans [OR], 

e t  sur l e  théorème de A.T. Huckleberry mentionné ci-dessus, K. Oel jeklaus 

ramène l ' é tude  des hypersurfaces d'une va r i é té  complexe homogène semi-sim- 

p l e  a c e l l e  de l e u r s  fonc t ions  plurisousharmoniques. En u t i l i s a n t  nos ré-  

su l t a t s ,  il général ise l e  théorème de Huckleberry-Margulis de l a  façon su i -  

vante, ( V o i r   BE^ ). 

Soit  G un ghoupe de Lie complexe demi-nhple don2 H ut un 

hou-ghoupe quelconque. M o u  toute hypmwr~ace  de G ,invahian& p~ 

t'acx2an de H L ' u t  u n i  pah c&e de .ta d 6 t m e  de ZatUnki de H. 





CHAPITRE 1 

QUELQUES PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES. 

Dans ce chapi t re,  nous f o m u l  ons quelques p rop r i é tés  algébr iques 

des sous-groupes cyc l iques d'un groupe de L i e  complexe r é d u c t i f  l i n é a i r e .  

S i  G e s t  un groupe algébr ique 1 i n é a i r e  a l o r s  t o u t  y E G 

admet l a  décomposition suivante : y = ysyU où yS e t  yu comnutent, yS 

é t a n t  diagonal i sab le  e t  yu unipotent .  

De plus, s i  G(y) désigne l e  sous-groupe engendré par  y e t  
- - - -  - 
G(y) sa c l ô t u r e  de Z a r i s k i ,  on a : G(y) = G(yS) x G(yU). De plus,  G(yS) e s t  

isomorphe à un groupe abé l ien  à moins que y, s o i t  d 'o rdre  f i n i ,  
- 

e t  G(yu) e s t  isomorphe a U. 

Ces resu l  t a t s  sont  é t a b l i s  dans [BOR], i l s  s 'app l iquent  au cas 

des groupes r é d u c t i f s  q u i  sont tou jours  algébriques. Dans ce cas, W. Bar th  

e t  M. û t t e  f o n t  l e s  remarques suivantes : l e  cen t ra i  i s a t e u r  c G [ ~ ( y S j l  e s t  - 
r é d u c t i f  e t  con t i en t  G(Y,), il ex is te  un sous-groupe de L i e  fermé S de 

G isomorphe A SL(2.t) t e l  que G(v,)c S C C ~ [ G ( ~ ~ ) ] .  

Ces p rop r i é tés  permettent  de c l a s s i f i e r  l e s  sous-groupes cyc l  i- 

ques d'un groupe de L i e  complexe réduc t i f  l i n é a i r e .  Cet te  c l a s s i f i c a t i o n  

e s t  précisée par  l e  théorème su ivant  : 



Théorème 1.1 - SoLt G un gnaupe de Lie compLme 4 é d d 6  

fiéaxhe. 

Pan tolLt y E G, notom G(y) lc boa-ghoqe  engendxé pah y 
- 

e t  G(y)  6a clôtuhe de Za>rhk i .  M a u  avond a loh i l  l a  chni&i .ca tbn  hui- 

vante : 

-- 

C a 6  O : G(y) ut 6Ani ex G(y)  = G(y) .  

Cas 1 : G(y) ut ind.ini ct AR i e a e  un sou-ghaqe  A de G tel que : 

xi A Z O  *q 
- 

1 G(y) = A .  

Cao 2 : G(y) ed.t Xnd& e2 AR a d t e  un ouus-gnaupe S de G t e l  que : 

I) S g SL(2.U) 
- 1 u 
G(Y) g Tu = l ) y ~ ~ â } ~  S. 

'L 

Cao 3 : G(y)  ut &6X ct AR i e h t e  un noud-ghoupe S de G tel que : 
Q, 

1 S = SL(2,ê) x c*q 
'L 

U) G(r) E Ta x S. 

Remuhqued : 

a )  Les isomorphismes évoqués dans l e  théorème 1.1 sont biholmorphes. 

a 1 a 
a )  on notera respectivement y = (e e ) ; y = (0 1) e t  

[I ' aq)] dans chacun des cas 1. 2 e t  3 .  Y = (O l ) , ( e  .....e 

D é m o n n ~ & n  (cd. [BO], page 107) .  

W. Barth e t  M.  Otte u t i l i sen t  le  théorème 1 .1  a insi  que l e  théorème 

suivant pour etudier l es  fonctions holomorphes invariantes d'un groupe de 

Lie complexe réductif 1 inéaire.  



Théoreme 1.2 - TOUX now-ghoupe dinc/reX Avi~ini de. GL (n,B) con- 

tW au m o d  un élément dtoh&e & ~ ~ .  

Vémonbtm.Xion (cd. [BO] , page 705). 

Des théorèmes 1.1 e t  1.2, nous t i r o n s  l a  propos i t ion  suivante 

que nous u t i l i s e r o n s  dans l ' é tude  des fonctions p.s.h. e t  des formes kahlé- 

r iennes invar iantes.  

Propos i t ion  1 . 3  - SoLt G un ghoupe de Lie complexe &éd&q 

linéaihe dont r ut un boub-ghoupe dibchet h(uzdX. keom i l  dexidte un 

étément y de r d'ohdxe .iui&&i e.t un wzoub-ghoupe Go de G te& que : 

Li) 71 exhexidte une inuolLLtbn o : Go + Go ué?&jhiant : 
-1 

o(y.g) = Y .o(g), b' g c Go . 

Démonbtxafhn : L'existence de y, Go e t  Y r é s u l t e  irnrnédia- 

tement des théorèmes 1.1 e t  1.2. 

C e l l e  de l ' i n v o l u t i o n  découle de l ' e x h i b i t i o n  suivante dans 

chacun des t r o i s  cas d'isomorphisme : 

- 1 - 1 - 1 Cas 1 : Y O o O Y  (zly...,z 1 = (zl , ..., zq 1 ; 
q 

- 1 
cas 2 : r 0 o 0 r (A) = DAD-l OU D = -3 ; 



Cas 3 : Y o a o Y-'(A,z) = (DAD",Z-'1. 

II e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que o a i n s i  d é f i n i e  s a t i s f a i t  l a  

p rop r i é té  annoncée. O 

Nous avons également besoin de l a  ca rac té r i sa t i on  suivante 

d ' a l g é b r i c i t é  d 'un sous-groupe de L i e  complexe d 'un  groupe algébr ique 

1 i n é a i r e  canpl exe. 

Lemne 1.4 - .Soit G un gghoupe cLeyébhique hécLihe cumpLexe 

dont  H ut un b0~1A-gh0upe de Lie complexe. Aloh-4 H ut dgébhique 

d i  bedement b i  (;ThSc H p u u t  t o d  II E H. 

D C m o n W o n  (cd. [BO] , page 105 1 . 



CHAPITRE II 

FONCTIONS HOLOMORPHES ET FONCTIONS PLUR 1 SOUSHARMON IQUES 

INVARIANTES D'UN GROUPE DE L I E  COMPLEXE REDUCT 1 F ,  

§ t - FoncRknb holomohpha i n v a a i m t a .  

L 'ob je t  de ce paragraphe e s t  de rappeler l e  théorème suivant dû 

a W. Barth e t  M. Otte. 

On considerera que l ' a c t i o n  des sous-groupes a toujours l i e u  à 

gauche. 

Théorème 2 .1  - Sokt G LM ghoupe de Lie complexe. RUz6ahe hé- 

ducLifi dont H ut un bous-ghoupe queRconque.. MOM, toute 6onc;thn ho- 

Lomahphe de G i n w k ï n t e  pow H l ' e ~ A :  UAX. pah & cRôAwe de Z d k i  

H de H. 

Autrement d i t ,  s i  u ( G ) ~  désigne 1 'ensemble des fonctions ho1 o- 

'i morphes de G invar iantes par H a lo rs  on a : 0(6lH = 0(G) (c f .  [BO] ). 

L 'essent iel  de l a  démonstration du théorème 2.1 consiste a étu- 

d ie r  l e s  cas pa r t i cu l i e r s  suivants : 

a 1 a n 
Cas (1 )  : G = e t  H = { (e  ,..., e ) ;nd )  t e l  que H = it*q . 

Cas (2) : GZSL(2,U) e t  H = T z = ( ( O  ;);nd) ; 



a 1 a n 
Cas (3)  : G = SL(2,D) x t4 e t  H = Tb x {(e , . . . ,e ; n d l  

t e l  que FI = T< x t*q. 

Le théorème 2.1 é tan t  s a t i s f a i t  dans chacun de ces t ro i s  cas 

(cf. [BO]), 1 'application du théorème 1.1 montre immédiatement que f e s t  
- 

constante sur  G(g) des que f es t  invariante par G(g). E n  par t icul ier ,  

l ' u t i l i s a t i on  de ce t te  remarque pour les  t ranslatées  ?I droi te  de f : 

fg '  = f ( * g l )  entraîne que f es t  EW invariante dès lors  qu 'e l le  e s t  G(g) 
% % 

invariante. So i t  H = ~g c H/V f c o ( G ) " , ~ ( ~  * )  = f3. H e s t  l e  plus 

grand sous-groupe de G sous 1 'action duquel tous les  éléments de O (G) H 

sont invariants. Ainsi, compte tenu de ce qui précède, G(h)c # pour tout  
% % 

h s H.  Alors H es t  de Lie complexe e t  contient H ,  on a ,  en vertu du - 
lemme 1.4, R CH. D'où O ( G ) ~ C  O ( G I H .  

Remahqua : 

1) La démonstration de W .  Barth e t  M. Otte u t i l i s e  explicitement 

l 'analyci té  des fonctions holomorphes e t  ne peut donc ê t r e  adaptée au cas 

des fonctions pl urisousharmoniques. 

2 )  Dans l e  cas où G = SL(2,t) e t  H = Tz l e  théorème 2.1 s t i -  

Te puie que ~ ( s L ( Z , t ) ) ~ z  = O ( S L ( P , C ) )  . 
Nous util iserons ce résu l ta t  dans l a  suite. 

La su i t e  de ce chapitre es t  consacrée à l 'é tude des fonctions 

plurisousharmoniques d'un groupe de Lie complexe réductif l inéaire inva- 

r iantes  par un sous-groupe monogène. Les paragraphes 2 ,  3 e t  4 t r a i t en t  

des cas typiques discutés dans l e  théorème 1.1. 



Les sous-groupes seront  toujours supposés a g i r  à gauche. 

*q 
§ 2 - Fonctbnb p luLi6ou~hmonique~ h v ~ ù a n t e h .  Le cah a b U n  : G = 6 . 

Nous démontrons, i c i ,  l e  théorème su i van t  : 

Théorème 2.2 - SoiX $ w u  6onnothn p.n.h. AWL invahian;tu 

La démonstration du théorème 2.2 ne pose aucune d i f f i c u l t é  r é e l l e .  

E l l e  f a i t  néanmoins appel a quelques propr ié tés  simples des fonc t ions  p lu -  

r isousharmniques,  ou sous-harmoniques, que nous c m e n ç o n s  par rappeler .  

Ces p rop r i é tés  seront  également u t i l e s  dans 1 es paragraphes suivants. 

L e m  2.3 - 
i )  1'516. d'une 6 a e  de 60notionb p.4.h. est  p.4.h. 

LL ,$y3 QIgdcmenZ pouhvu q u ' i l  b o a  .C.A.  

.Ü) S o k t  G un gghoupe & Lie comtJeexe dont K est un dous-gnoyîe 

compact. 

Soi t  i;t une meAWre de Haan ALUL K .  So i t  4 une doncthn 

p. 6. h. nuh G d o m  .b ~onotion 8 dé6inie patr 

a(,> =' 1 i ( g k ) d u ( k )  c4.t p.a.h. 6m G et U i v U e  pa* 
K 

Lü) Une ~ v n d i o n  hou-hahmvn ivu  de Il ne dépendant que de 

Re u = x ut une 6vncthn convexe de x .  



W )  T o d e  6oncXhn boa-hatvnonique m j o t 6 e  ALUL IC ut con&zn&. 

V é m o n W n  du Rhéotème 2 . 2  : Soit 9 p. s.h. sur c * ~  e t  in- 
i el i e 

variante par r. Posons $(z , , .  . . ,r  ) = Sup $(e z , , .  . . ,e qzq) .  
~ . E [ o , ~ T ]  

J 

d: e s t  encore p.s.h. en vertu du lemne 2.3, i ) .  (C'est la compacité de 

[ o , ~ I T ] ~  qui assure la semi-continuité supérieure de Î). La fonction 

'L alU a U 
u * $(e z . .  . e z ) es t  sous-harmonique sur  t e t  ne dépend que q 
de Re u, c ' e s t  donc une fonction convexe de x = Re u (cf.  Lemme 2.3, 

i i i ) ) .  En outre,  cet te  fonction convexe e s t  périodique donc constante. 

a lU a u a lu a u 'L 

On a donc $(e z , .  l z e zl , . . . ,e  zq)  = b(z)  u E I l .  

Ce qui donne l ' invariance cherchée par l e  lemme 2.3, iv ) .  0 

§ 3 - Fonot,hnb pl&oaha.hmon+qua inva tUanted .  Le cah demi-bhple 

typ ique : G = SL(2,C). 

Nous allons démontrer l e  théorème suivant qui généralise l e  cas 

par t icul ier  correspondant du théorème 2.1. 

Théorème 2.4 - T o d e  donctbvz p lWoaharonon ique  de SL(2,C) 

&vatLiante. pa/r Tl l'e~X a a n i  pah TC. 

(*) Notre démonstration repose sur 1 'u t i l i sa t ion  du théorème 2.1 . 

(*)  A.T. Huckleberry a établ i  simultanément une démonstration du théorème 
2.4 ne fa i san t  pas appel au théorème 2.1. 



N o m h n a  : TA = {(O 1) = Ta;ad} ,  A = L , R  ou t. 

o désigne l ' i n v o l u t i o n  de SL(2,U) dé f i n ie  par a(A) = DAD-1 

Pour toute  fonc t i on  9 de SL(2,U), on note Fd l a  fonc t i on  

de l a  va r iab le  r é e l l e  d é f i n i e  par Fd(y) = $(T. ). 
1 Y 

P désignera l e  cône des fonct ions p.s.h. de SL(2,U) i nva r ian -  

tes  par  TR e t  Pm l e  sous-cône des éléments régu l i e rs  de P. 

Remaque : 

En v e r t u  du lemme 2.3, i i i ) ,  
Fd 

e s t  une fonct ion convexe pour 

t o u t  ip E P. 

Cette remarque motive l e  lemme suivant : 

Lemne 2.5 - Si pout to&e 6oncthn 9 E Pm La dondion convexe 

ahdoclée Fg ut monohne a l o u  Le .t&othe 2.4 ut v d .  

U é m o n s ~ n  : S o i t  iQ p.s.h. sur SL(2,Q) e t  i nva r ian te  

par Tz. 

Posons g1(A) = Sup J,(T,A), il es t  f a c i l e  de vo i r  que dl c P. 
xs @,1] 

Posons également Q2 = Max($l ,$Il o o l ,  comme o(TxA) = T-,a(A), 

d2 r e s t e  dans P mais, en outre, e s t  i nva r ian te  par a : d2 O B = d2. 
* 

S o i t  pour f i n i r  d2 E Pa une majorante de $2 que 1 'on obt ien- 

dra par  un procédé classique de convolut ion.  

On a par const ruc t ion  : F4 (y)  = 4J2(Tiy)  di(^^^) = F * (y ) .  
2 $2 



F .(y) étant (convexe) monotone par hypothèse, F (y) l ' e s t  également. 
Ji 2 $ 2  

Mais F e s t  paire car O u = J2 e t  u ( T .  = T 
$2 iy -iy ' donc F e s t  92 

constante. 

Finalement, comme F (y)  r F$2 
$1 

(y)  = Fd (O) la  fonction convexe 
2 

F e s t  aussi coristante, c 'est-à-dire que $,(Tiy)  = 31 (11,  d y E IR. D'où 
$1 

iP1(TU) = d , ( I ) .  v U ' e. 

La fonction u -+ $ ( T u )  e s t  sous-harmonique, majorée par 

dl ( T u )  = dl (11, donc constante. En appl iquant l e  même raisonnement aux 

translatees JiA(x) = J I (XA)  de $ on a bien l ' invariance de ( par Tg. O 

Le lemme 2.5 permet d'entamer l a  démonstration du théorème 2.4 

en raisonnant par l'absurde. 

Supposons cet  e f f e t  qu ' i l  exis te  3 r P t e l l e  que F$ s o i t  

non monotone. 

11 e s t  fac i le  de voir que l e s  fonctions y - FqA(y) = ~ ( T ~ ~ A )  

sont,  e l l e s  aussi ,  convexes non monotones pour A p r i s  dans un voisinage 

compact V assez pe t i t  de 1. 

Montrons qu'il  e s t  possible de trouver JO c Pm t e l l e  que : 

V ( A , ~ )  r v x IR, ~ ÿ * ( y )  2 u > O. 

Observons pour cela que {y E IR/F" (y) = F '  (y) = 0) e s t  un in- 
$A $A . 

terval le  de IR que 1 'on pourra supposer inclus dans [-k,k] pour tout 

A E V. 

Donnons-nous x une fonction plateau de IR identique à 1 sur 



[-2k,2k] e t  définissons $ par  $(A) = T J ( T ~ , A ) ~ ( U ) ~ U .  I l  e s t  a l o r s  
IR " 

f a c i l e  de constater  que FZ. = F" * x e t  F; = F i A  * x ne sont jamais 
iPA $A iP A 

simul tanément nu l l es  pour t o u t  A E V. 

Posons, pour f i n i r ,  $Io = exp($), comme 

FM (Y) = exp[FaA(y)] . [F12(y) + FZ (y)], on v o i t  aisément que do e s t  
$OA $A J) A 

un bon candidat. 

La s u i t e  de l a  démonstration nécessi te 1 'emploi du lemne su i van t  

dont l a  démonstration, essent ie l lement basée sur l e s  techniques L~ de 

L. Hormander e s t  donnée dans 1 'Appendice B. 

Lemme 2.6 - Soct n un ouveht pneudo-convexe de (IN+'. Notom - 
w La phojeotion de n nm .ik choLte zl = . . . = zN = O ef notom 

" " 
nM = {(zl, ... ,Z ,Z N+l) = ( Z , Z ~ + ~ )  E R / ~ z I  < M l  avec M > 0 .  

Soct f une donotion holomohphe 4w w W e  q u ' a  exA.te M > O 

pow Lequel! \ / f  (zN+l) l 2  $ dA < + où d i  d@n*gne La med<rne de 
n~ 

Lebsagu~ iua tN", 1 eaX une doncfion p.n. h.  néguliène nun n cT c 

un muiomnt de p l w d o ~ s h a m o n k L t é  pow 9, que L'on p o u m  suppose& in- 

~ékieuh à 1. 

M o u ,  .il e&te F ana&;tiyue d u h  R identique à f AM w 

N 
ef t f i e  que 1 ~ 1 ~ e x p  - + 2 1zil2]dh < + m. 

R i = l  

SL(2,â)lT n ' e s t  pas ho1 omorphiquement séparé (c f .  théorème 2.1 ) 
e 

'L donc n ' e s t  pas de Stein. En revanche, l ' o u v e r t  n = ( ( b  :)% c SL(2,()/ /d # O }  
Tz 



1 ' e s t  comme l e  montre 1 ' isomorphisme suivant : 

En appliquant l e  lemme 2.6 sur 2 avec u n  poids induit par , 

nous fabriquons une fonction holomorphe F non constante sur l'image d'une 

Tu-orbite par n. L'estimation à laquelle ce t te  fonction sera sounise niet- 

t r a  en évidence l 'exis tence d'un prolongement analytique de f = F O i1 a 

La proposition suivante nous fourni t  une condition suffisante 

pour qu'une fonction F o  ri , où F e s t  holomorphe sur n,  so i t  analy- 

tiquement prolongeable à SL(2,IC) . Sa démonstration repose sur  un 
lTz 

lemme dont on trouvera une démonstration dans [SKI. 

Lemme 2.7 - Sai t  0 un ouveht de ICn ,  X une hgpmwrdace de 

n et f une donothn holomohphe ciand n\X l o d e m n t  de cahhE  intégha- 

bLe dun. n. M o u  f f e  phoLonge holorno~phqument à a. 

Proposition 2.8 - S U A  F une. donotAan holornairphe AU n. Si 

pom tout  A. = ( :O) td  que boco + O & t o u t  compact 



D é r n o n n W h n  : S o i t  F une fonc t i on  holomorphe s u r  n. Le 

lemme 2.7 montre que pour que f = F O se prolonge analyt iquement 

SL(2,ê) il s u f f i t  que l e s  i n tég ra les  : 
iTz 

2 ( ~ ( e ~ ~ " ~ , b , d )  1 dx(u,b,d) so ien t  f i n i e s  
~ ( u , b , d ) ~ Y ~  (Kg) 

% 
pour t o u t  compact KE = {(b :)% 6 n / d r E c c  r E, 1 b-bol r € 3  

avec A. = ( :: ) t e l  que : boco + O. v1 designant l e  paramétra- 

a = (u,b,d) = (i ,b,d). ge su ivant  de K& : 

a 
O a R e - = R e 6 - R e F ,  s i  b ien  Observons que Re u + Re - 

bo O 

Alors 1 ' a p p l i c a t i o n  : yll (KE) + y2 O Y, (KE) = n(KE) d é f i n i e  

par vZ(u,b,d) = (e2iwu,b,d) = (z  1 2 3  ,z ,z ) es t  i n j e c t i v e .  

que pour r p r i s  assez p e t i t ,  on a 

La formule de changement de va r i ab le  nous donne a l o r s  : 

1 1 Re u + Re - Re $1 < 2 . 

Ce qu i  démontre l a  propost ion 2.8. 0 

Considérons l a  f o n c t i o n  p.s.h. @ d é f i n i e  su r  n par  O q = do. 



Les conditions portant sur se traduisent par l e  f a i t  que 

@(z1,z2,z3) e s t  une fonction convexe non monotone de Log(zll dont l a  

dérivée seconde e s t  uniformément minorée pour (z2,z3) pr i s  dans un voi- 

sinage compact bien choisi de ( 0 , l ) .  

2 2 Posons y(z1,z2,z3) = @(z1,z2,z3) + 1z21 + 1z31 . Remarquons 
2 que Y ( z ) . X  > c ( z l )  > O  pour Z = (z , ,z2,z3)  c D* x K I  e t  I l X l  = 1 .  

En e f f e t ,  dans l e  cas contraire,  i l  ex i s t e r a i t  une sui te  

n n 
( ( Z ~ , Z ; , Z \ ) , X ~ )  t e l l e  que @(zn) .xn e t  ( X 2 , X 3 )  tendent vers O. En 

O O extrayant au besoin une sous-suite, on obtiendrait (z2,z3) E K I  e t  X; 
O O de module 1 t e l s  que d z 1  , z 2 , z 3 ) . ( ~ y y 0 )  = O. Ceci contredirai t  la 

s t r i c t e  posi t ivi té  de @ "  
L0!3lz1 l sur  O* x  K ~ .  

En outre,  en remarquant que lim @(z ,z ,z ) = + - uniformé- 
Izl 1%- 1 2 3  

ment sur K I ,  e t  en composant Y par une fonction convexe x assez 

croissante, on peut disposer d'une fonction 

dont l e  minorant de plurisousharmonicité e s t  minoré par co > O sur 

* x  KI e t  t e l l e  que @(z1,z2,z3) 5 ILog/zll 1 sur  O* x  K I .  

On u t i l i s e  maintenant l e  lemme 2.6 sur n en prenant pour coor- 

données de D3 : 

Z '  = ( z 1 , z 1 , z ' )  = ( Z  ,Z - 1 , ~ ~ ) .  On notera z = ( z  z z ). 1 2 3  2 3 1"' 3 

On considere l a  fonction f ( z j )  = z j  e t  l e  poids 28 + 2Loglz; 1 .  
'L 

-2~-2Loglz ( % 

NOUS avons i I O  1zl 12e ' 1 d ~ ( z )  .. 
C 

e-"d~(z)  < + W. 

X K ~  O c * ~ K ,  



% 

2  -26-2Loglz1 1 
donc a i n s i  I f ( z i ) ]  e 1 d x ( z l )  < + ce qui ,  en ve r tu  

j ( z l  , Z ' ) E K ~  c  1 * Z3Eê 

du lemme 2.6 assure 1  'ex istence d'un prolongement holomorphe F de f n 

t e l  que : 

Mais a lo rs ,  s i  KE e s t  un compact du type i n t r o d u i t  à l a  p ropos i t i on  2.8, 

on a  l a  majora t ion  : 

s sup (e ~ X G + I Z ~ I ~ I + I Z ~  12).1 ~ F ( ~ I )  d ~ ( z ' ) .  
R 

E t  donc, 0 étant  bornée su r  n(KE) puisque do e s t  cont inue 

sur S L ( 2 , t ) ,  on a  b ien  : 

D'après l a  p ropos i t i on  2.8, F  O T) se prolonge en une fonc t i on  

holomorphe sur SL(2,U), i nva r i an te  par Th mais ident ique exp2iaz 

sur (TZ.I,z E a>. Compte tenu du théorème 2.1, nous obtenons a i n s i  l a  

con t rad i c t i on  cherchée. 



5 4 - FonDtknb plwLinau~hafimoviiqueb Anvahianfer, ; l e  cas tréductid typique : 

SL(2,t) x u*q. 

L'objet de ce paragraphe e s t  d'obtenir la général isation suivante 

du théorème 2.4. 

Théorème 2.9 - SoLt 4 une d o n d h n  p ~ o ~ h a ~ m i n i y u  A W ~  

a ln a n 
SL(2,t) x O*q  i , iua i in i i f~  pc:t r = (([, ;],(e ,..., e ) ) ; n d l  d c * a  $ 

NoAathnb : 

L'action de Z ou R sur SL(2,ê) x ê*q e s t  donnée par : 

a l a  a a 
a A  = T a A z  où (0.2)  = (e z , ,  .. . ,e 1 ) pour a E R 

q 
ou z. 

L'action de Il es t  définie par : 

1 a U 
U A Z  = ( T U A , . z )  où ( u . z ) = ( e  . . e q  pour u~ t. 

(On note a = Reaj). 
j 

L'involution u de SL(2,C) x es t  définie par 

( A z )  = ( D A D ~ Z ~ )  où O = (A -7) . 
P désignera l e  cône des fonctions p.s.h. sur SL(2,t) x 

invariantes par 1 'action de IR e t  ne dépendant que de (A,lzl). 

Pa sera l e  sous-cône des éléments réguliers de P. 

Remahqu&b : 

Pour tout $ E P la  fonction F (x)  définie par $(Tx,l) e s t  ID 
une fonction convexe de la variable réel le .  En e f f e t  F3(x) = d(Tx, l)  = 



= 1 - 1  e t  u  -t $ ( I , u , l )  es t  une f o n c t i o n  sous-harmonique sur Q ne 

dépendant que de Reu. 

Cette remarque condui t  au lemme su i van t  : 

Lemme 2.10 - Si pow~ toLLte donotion 9 e Pm & ~onot&n convexe 

annocite Fd ~ A X  monofone d o m  Le Rhéohème 2.9 eh? vhoi .  

DémonnZtuLLon : Considérons d 'abord gl e P e t  posons 

d2 = M ~ X ( $ ~ , $ ~  O a l .  

Comme O@. (A ,Z )~  = ( - X ) . ~ ( A , Z ) ] ,  dJ2 r e s t e  dans P mais en 

outre e s t  i nva r i an te  par a : d2 = d2 O o. 

S o i t  aussi  4; s Pm une majorante de 92 obtenue par convolut ion.  

On a  F  ( x )  = $ 2 ( ~ x , l )  s $;(TxYl) = F  * ( x ) ,  Fd; é t a n t  (convexe) monotone 
92 92 

par hypothèse, 
F$2 

1 ' e s t  aussi. 

Mais Fd es t  pa i re  car  d2 = J2 O O e t  o(Tx,l) = (T-x, l )  donc 
2 

F e s t  constante. A ins i ,  c m e  F ( x )  < F  ( x )  = F  (O) l a  f onc t i on  convexe 4 dl : '. d2 92 

F,J, es t  e l l e  aussi  constante, autrement d i t  : $,(T~,I) = $ l ( I , l ) .  

Il s u f f i t  d 'app l iquer  ce raisonnement aux t rans la tées  

(X,z) = $ l ( X A o , ~ ~ ~ o )  de dl pour ob ten i r  l ' i n v a r i a n c e  de A  + dl ( ~ $ 2 ~ )  

par TR , donc par Tc en v e r t u  du théorème 2.4. L '  invar iance de dl par  

1  ' ac t i on  de (C découle a l o r s  immédiatement du ca l cu l  suivant : 

O 

dl [ u . ( A ~ ~ ~ ~ ) ~  = J1l(~u~o~u.zo) = ~ D , ( T ~ A ~ , X . Z ~ )  = g ( T  A z ) = ,j (A ) 1 i y  O' O 1  O' O 



pour tout u = x + iy E il. 

Le lemme sera démontré s i  nous exhibons une majorante 4, E P 

d'une fonction p.s.h. $ invariante par Z sur  SL(2,U) x u * ~ .  Une t e l l e  

majorante e s t  donnée par : 

Grâce au lemne 2.10, nous smmes en mesure de démontrer l e  théorè- 

me 2.9 en raisonnant par 1 'absurde. Supposons qu'il  exis te  So E Pm t e l l e  

que Fg s o i t  non monotone. 
O 

En procédant comme dans l e  paragraphe précédent, on pourra supposer 

que x + Q o ( ~ x + i y  , I I  e s t  strictement convexe, non monotone, dès que ly 1 
e s t  assez pe t i t .  En outre, on s'arrangera pour que Inf F (x) = F ( O ) .  

lR $0 $0 

Le lemme technique suivant, démontré dans 1 'appendice C ,  nous 

conduira à la conclusion. 

Lemme 2.11 - Soi t  L LI cUne convexe dp. aonotio~n de (f à udeuhs 

~réeeReb t e l  que : 

a)  L t u t  héLkURé dupéhiemement e2 cona%nt Ltu conbaknta. 

b )  g . ~  => g 0 t Z g ~ ,  Y z E a  ( t Z ( ~ )  = z + u ) .  

C )  Y z c t ,  V g c L ,  x + ~ ( x + z )  e h t c o n v e x e ~ w z  IR. 

d )  3 go E. L eR 3 co > O .t& que : 

C) IIm z (  < => ( X  + g0(x+z) n ~ R m e n t  convexe non monotone1 



1 I n f  gO(x) = go(o) ; 
IR 

el g  E L, 'd z E â, I n f  g(x+z) = I n f  g(x)  (= I n f  g). 
IR IR t 

Montrons que { u  -t $(TUASI ))AESL(2,(C) e s t  un cône rempl issant  l e s  

cond i t i ons  du lemme 2.11. 

La v é r i f i c a t i o n  des p rop r i é tés  (a), (b ) ,  (c) ,  ( d l  ne présente 

aucune d i f f i c u l t é ,  en p a r t i c u l i e r ,  on cho i s i ra  go(u) = do(Tu, 1). Seule 

(e)  exige un peu de t r a v a i l .  

S o i t  4 E Pm, posons 3 '  : SL(2,C) x (Ii +IR 

(A,u) - V(A,U.I) 

4 '  e s t  p.s.h. e t  ne dépend pas de Im u. Le p r i nc ipe  du minimum de 

C.O. Kiselman (cf .  Appendice A) f o u r n i t  a l o r s  une fonct ion p~.s.h. 9, sur 

SL(2,t) d é f i n i e  par : $,,,(A) = I n f  $ ' ( A , U ) .  dm é t a n t  de tou te  évidence 
C 

i nva r i an te  par TR, l ' e s t  aussi par  Tc en ver tu  du théorème 2.4. C'est l à ,  

l a  p r o p r i é t é  cherchée : 

De l ' a p p l i c a t i o n  du lemne 2.11, nous déduisons l ' e x i s t e n c e  de 

y e R  t e l  q u e :  



I l  e s t  a l o r s  f a c i l e  d ' u t i l i s e r  l e  théorème 2.4 pour obteni r  l ' i n -  

variance de A + Q(A,1) par Tg. Mais QO(Tx,l)  e s t  non monotone : c ' e s t  

1 a contradiction attendue. 

Le théorème e s t  démontré . 

Pour terminer ce  paragraphe, nous donnons une version plus fo r t e  

du théorème 2.9. 

Théorème 2.12 - S o i t  $ pp..h. b w ~  SL(2,Q) x o~ &"CL- 

D6rnonsthatWn : S o i t  fl p.s.h. sur SL(2.U) x û ~ * ~  e t  invar iante  

par r .  Comme nous l 'avons vu à l a  f i n  de l a  démonstration du lemme 2.10, 

i l  e x i s t e  une majorante dl  E P de 4. 

D'après l e  théorème 2.9, dl  e s t  invar iante  par a. 

Ainsi ,  4 (T. A,z) = $l(A,( iy) .z)  = 4 , (Ayz) ,  Y c R. D'o i i  en appliquant 
1 1Y 

l e  théorème 2.4 3 A ++ $,(A,z) : 

D'où l a  conclusion puisque d s 4,. 



§ 5 - Fonction4 yJ.ewdowhahmoniqu~ d'un ghoupe de Lie héducXi6 h é a i h e  

invzvahianten p#i un hOüA-CJhOy3e & & C I L & .  

La proposition suivante synthétise les  résul tats  obtenus dans les  

t r o i s  paragraphes précédents. 

Proposition 2.13 - S o a  G LM ghoqe de Lie complexe héducXi6 

finéaite donz r e n X  un O O U A - ~ ~ O U ~ ~  &&che..t eA & h & i .  A l o ~  il e x h X e  

wz 6ow-ghoqe de Lie Go de G m u n i  d'une hinvo.htion o eX un nous- 

ghoupe & un pah.Umè&~ B : a + Go Que : 

I I  ~ ( a I ) c r  ; 

21 & combe B : il + Go , u P B ( u )  ebt non dégénéhée ; 

3)  b' n c n, (5 o ~ ( n )  = @(-II) ; 

4 )  POLLIL toute d o n d b n  9 p.n. h. bu& G conhtan& 6 U h  B @ ) ,  

IJ o 6 ent conn,tanSe nuh If. En pntLticiruRieh, A A  10 edX 

~ v ~ n t e  pm r dohd 9 ut .invahiante pah $(a ) .  

D é m o n b ~ b n  : L'existence de Go e t  de u a é té  discutée 

dans la proposition 1.3. 

L'existence de e t  l a  propriété 4 )  découlent clairement des 

différents  cas d'ismorphisme auquel e s t  soumis Go e t  de 1 'étude des 

modèles effectuée dans les  paragraphes 2 ,  3 e t  4. 17 

Pour terminer ce chapitre, nous signalons 1 e cor011 ai re sui van t : 

Coroll a i r e  2.14 - SoLt G un ghoupe de Lie complexe héd&.qj 

f i é a A e  e,t r un now-ghoupe discheX de G. Mom G/, nfadmeA de 

donctianb n.p.6. h. que o i  r ut d i n i .  



D@mon&ation : S i  r es t  f i n i  une t e l l e  f onc t i on  s ' o b t i e n t  f a c i -  

lement en moyennisant une fonc t i on  s.p.s.h. de G. S i  r e s t  i n f i n i ,  a l o r s  

l a  p ropos i t i on  2.13 montre que tou te  fonc t i on  p.s.h. de G i nva r i an te  par 

r e s t  constante sur des courbes complexes non dégénérées de G e t  ne peut 

de ce  f a i t  ê t r e  s t r i c tement  p.s.h. O 



CHAPITRE II 1 

STRUCTURE KAHLERIENNE ET HYPERSURFACES INVARIANTES 

D'UN GROUPE DE L I E  COMPLEXE SEMI-SIMPLE, 

Dans ce chap i t re ,  nous u t i l i s o n s  l e s  r é s u l t a t s  obtenus sur l e s  

fonc t ions  plurisousharmoniques invar ian tes  pour é t u d i e r  1  'ex istence d '  une 

s t ruc tu re  kahlér ienne i nva r i an te  par 1  ' a c t i o n  d'un sous-groupe d i s c r e t  sur 

un groupe de L i e  complexe semi-simple. 

Le p r i n c i p a l  théorème e s t  l e  s u i  vant : 

Théorème 3.1 - SoLt G un ghoupe de Lie complexe nemi-himpCe 

dont r ut un noun-ghoupe cfAcn&. M o h ~  G/r ut küzaheéhien n i  eX heu- 

Lement h i  r tut 6Ai. 

En out re ,  nous évoquons l a  facon dont K. Oel jek laus u t i l i s e  ces 

mêmes résu l  t a t s  pour ob ten i r  l e  théorème su i van t  : 

Théorème 3.2 - Soit  G un gghv(Lpe dc Lie C O ~ I P L C X C  lc11:i-5inip4: 

dont H ut un 60~6-ghoupe ahb.Ltm&e. M o u  tolLte h y p m m ~ a c e  de G 

hv-e p a h  l 'ac t ion  de H l ' u t  a u d i  p a h  ce l le  de h d ô m e  & 

Z a h h k i  H de H 1 V o h  [BEO] ) . 



§ 1 - Foma kÜzahe6hi.enna & v U a  d'un gtroupe de G e  compLexe dod-bimpLe 

2.x 6 ü 1 1 ~ ~ n A  pLuJl.iAoubhahmoniqua. 

Nous démontrons un théorème de A.T. Huckleberry permettant de ra- 

mener 1 'étude des structures kahlériennes invariantes il une question de fonc- 

t ions pl urisousharmniques. 

Théorème 3.3 - S u d  G ~1 y ~ ~ ü u p ( ?  de Lie complexe? demi-bimpLe, 

K un ma-gtroupe compact maxUnae ct H un boa-gxoupe ahbia%he de G. 

Sad u une ~ o m e  @&née de type ( 1 , l )  hm G. A b u  : 

( 1 )  w = a a $ .  

eX pah ce l le  de H à gauche a l o u  on p u  c h h h  4 inva- 

hiante pair L ' a c t h n  de. K à dhoae et batio6aAdant : 

Commençons par rappeler que G e s t  de Stein e t  que 
2 H ' (G ,R)  = O ,  H (G$) = O car G e s t  semi-simple. 

Démontrons (1) .  

Soi t  6 une forme fermée de type (2,O) sur  G a lors  6 peut 

s ' é c r i r e  6 = aa où a e s t  une forme a-fermée de type (1,O). 
2 En e f f e t ,  comme H (G,IR) = O ,  on peut écr i re  6 = dp où p e s t  



une 1-f orme. 

Ecrivons p = PO,, + pl où pOy1 e t  pl sont  respectivement 

de type (O,?) e t  (1,O). 

on a a lo rs  : B = aply0 + (apOyl + à ~ ~ ~ ~ )  + à ~ ~ , ~  r d'où puisque 

6 e s t  de type (2,O) : 

( i i )  ap = O 
031 

( i i i )  8 = ap l,o ' 

G @tan t  Stein. on peut ec r i re ,  grâce b ( i i )  : poy l  = - au. 
D'où en remplacant dans ( i )  : 

( i v )  O = a5u + 50 = à F l y o  - au]. 
1 ,O 

Finalement ( i i i )  e t  ( i v )  montrent que 6 = aa où a = p - au 190 

e s t  b ien a fermée. 

Considérons maintenant I,J une forme fermée de type (1,l). 

w é t a n t  de type (1 , l )  e s t  en f a i t  a e t  5 fermée. G é t a n t  Ste in ,  

on a a l o r s  : 

( i )  = ay où y e s t  une forme de type (1,O). 

On a aussi  O = a,,, = a j y  = - a a y  d'où en appl iquant l a  remarque ci-dessus 

a l a  (2,O) forme fermée ay : 

( i i )  ay = aa où e s t  une (1,O) forme à fermée. 

A i n s i  : ( i i i )  u = a(-y-a) avec a ( y - n )  = 0. 

Comme G es t  Stein, on peut é c r i r e  y-a = a$ e t  donc w = à>$. 

(1 )  es t  démontrée. 



Voyons l e  p o i n t  ( 2 ) .  

Si w est hermi t ienne  a l o r s  ai$ = aaJ .  Ains i  q u i t t e  à s u b s t i -  

1 t u e r  - ( 9  + 9) à 4, on pour ra  supposer  $ à v a l e u r s  r é e l l e s .  Que 4 
2 

s o i t  a l o r s  p.s.h. ou S.p.s.h. r é s u l t e  innnédiatement d e s  d é f i n i t i o n s .  

Passons au p o i n t  ( 3 ) .  

Nous notons g*.w pour T* .w où T dés igne  s u i v a n t  l e s  c a s  
O 90 go 

l a  t r a n s l a t i o n  à gauche ou à d r o i t e  p a r  go. S o i t  ri une mesure de Haar 

normalisée s u r  K. w é t a n t  K-invariante ,  on a : 

d'où : 

Par a n a l y c i t é  de Tk e t  d é r i v a t i o n  sous  l e  s igne somme, i l  v i e n t  : 

Ceci nous a u t o r i s e  supposer  i n v a r i a n t e  à d r o i t e  p a r  K. 

- * 
S o i t  main tenant  h E H. On a h*w = h*.aa$ = a a  h .$ e t  h*.w = w 

d 'où  : 

Admettons un i n s t a n t  l e  lemme s u i v a n t  : 



Appliquons l e  21 h*$ - 9, a l o r s  à l 'év idence h » C(h) = h*$ - 4 = 

$ ( h l  - $(Il d é f i n i r a  un caractère sur H. 

Terminons en démontrant l e  lemme : 

So i t  Y une fonct ion p lur ihamonique de G. G é tan t  simplement 

connexe, écrivons : 

(1) Y = Re F où F es t  holomorphe su r  G. 

Y é t a n t  supposge K- invar iante,  on a : k * . ~ e  F - Re F = O d'où : 

(2) k * ~  - F = i[k* Im F - I m  F], V k c K. 

k * ~  - F é tan t  holomorphe (2) montre q u ' e l l e  e s t  constante. Ainsi  : 

(3) k * ~  - F = F(k)  - F(1),  b' k E K. 

G é tan t  semi-simple K es t  une forme r é e l l e  de G a l o r s  (3) s'étend par 

prolongement ana ly t ique : 

(4) g * . ~  - F = F(g) - F ( l ) ,  tJ ç r G. 

% 

De ( 4 ) ,  on t i r e  imnédiatement que F = F - F(1) e s t  un caractère 

holomorphe de G. 

'b 
Pour terminer, il nous s u f f i t  de montrer que F es t  constant. 

% 

F é tan t  un morphisme de groupe de L i e  de G sur  C, on a : 



Finalement, G é tan t  semi-simple, on a 
'7, 

~ i e ( G )  = ~ L I ~ ( G ) , L ~ ~ ( G ) ]  donc, d'après (4), F, = O. 

% 

F es t  donc constant e t  l e  t héo rhe  3.3 es t  démontré. O 

§ 2 - Shuctwre kükeéhienne &va>riante d'un ghoupe de Lie complexe 

nemi-nimple. - - - -- . . -. - - 

Le principal objet de ce paragraphe e s t  de donner une démonstra- 

t i on du théorème 3.1. 

Théoreme 3.1 - S o a  G un ghoupe & Lie complexe berni-bimple. dont 

r ut un now-ghoupe dinchct, M o u  : G/r kükeéhien <=> r ucst ,$hi. 

DCrnonbRhathn : Si r e s t  f i n i ,  i l  s u f f i t  de moyenniser une 

forme kahlérienne de G (qui e s t  Stein donc muni d'une t e l l e  forme) pour 

en obtenir une sur G/r. 

Si r e s t  inf ini  , nous raisonnons par 1 'absurde. Supposons G/r 

kahlerien, a lors  i l  existe une ( 1 , l )  forme fermée strictement positive LI 

sur G ,  invariante par 1 'action de r (a gauche). Qu i t t e  a moyenniser 

u , on pourra en outre l a  supposer invariante par 1 'action de K à droite. 

Alors d'après l e  théorème 3.3, CO peut s ' é c r i r e  : CU = ;a$ où $ es t  

S.p.s.h. sur G e t  vér i f ie  : 

C é tant  un caractère de r .  



Utilisons maintenant la proposition 2.13 dont nous conservons les  

notations. Notons encore l a  fonction S.p.s.h. induite par 4 sur Go 

e t  introduisons = 4 + 4 o a. On a a lors  : 

?, 

Ainsi, d'après la proposition 2.13, 3 es t  constante sur  1 a courbe 

non dégénérée : B : U + Go. Mais e s t  S.p.s.h. tout cmme .J donc 
?, 

O B e s t  strictement sous-harmonique sur a. C'est l a ,  l a  contradiction 

attendue. 0 

Nous terminons ce paragraphe par deux remarques. 

Renmque 3.4 : La démonstration donnée du théorème 3.1 permet en 

f a i t  d'affirmer que toute forme fermée positive de type (1,l) sur G ,  in- 

variante par r ne peut ê t r e  strictement positive a l ' o r ig ine  1 de G que 

s i  r e s t  f i n i .  

On dira que G/r es t  faiblement kahlerien s i  i l  existe une ( 1 , l )  

forme fermée positive sur G ,  invariante par I', e t  au moins strictement 

positive en un  point. La remarque ci-dessus permet d'affirmer que G/r ne 

peut ê t re  faiblement kahlerien que s i  r e s t  f i n i .  



Remahque. 3.5 : Sur SL(2,a) on a  un r é s u l t a t  un peu p lus  p r é c i s  : 

tou te  forme ( 1 , l )  fermée p o s i t i v e  i nva r i an te  par Tg à gauche e t  SU(2,â) 

a d r o i t e  e s t  i n v a r i a n t e  par  TC. D'apres l e s  théorèmes 3.3 e t  2.4, il suf- 

f i t  pour ce la  de montrer que s i  dl e s t  p. S. h. sur SL(2,d) i nva r i an te  par 

1  ' a c t i o n  de SU(2,t) à d r o i t e  e t  t e l l e  que $(TnA) = $(A) + c.n, t/ n E k 

a l o r s  c = O. 

Nous a l l ons  démontrer succintement c e t t e  assert ion.  

Pour ce la  in t rodu isons pour t o u t  zo E a* l a  t ransformat ion O, 

0 - 

de SL(2,d) d é f i n i e  par : a, (A) = D~IAD, où Dz - 
O O O O 

2  - 
Uo 

- zo. 

Remarquons que pour zo = 1, on re t rouve 1 '  i nvo lu t i on  a déjà 

u t i l i s é e .  On remarquera auss i  que (T,A) = T-,, a, (A). 
Oz0 O O 

S o i t  p.s.h. su r  SL(2,ê) i nva r i an te  par SU(2,t) d r o i t e  

e t  t e l l e  que : 

posons 4, = 4 + $ O O, dl e s t  TE-invariante donc Ta-inva- 

r i a n t e  en v e r t u  du théorème 2.4. Cela donne : 

A ins i  l e s  deux fonc t ions  sous-harmoniques en t re  crochets sont en r é a l i t é  

harmoniques e t  en p a r t i c u l i e r  continues. 



Posons FA(x)  = $(T,A) - $(A). - c.x, d 'après ce qu i  précède, 

FA e s t  continue, en out re  e l l e  es t  c la i rement  pér iod ique de pér iode 1. 

Considérons x = e @** e t  posons = h$ + $ O oh. On a 
9 

pour t o u t  n E. Z, $ (T A) = qlX(A) d'où par l e  théorème 2.4 : 
Pn 

En p a r t i c u l i e r ,  en f a i s a n t  u = - A - '  on t rouve : 

A ins i  FA e s t  n u l l e  sur O-* donc sur R par c o n t i n u i t é  

e t  p é r i o d i c i t é .  On a donc en f a i t  : V x  r R ,  $(TxA) = $(A) + C.X. 

Notons z = x+ i y  a l o r s  $(TZA) = c.x + $(T. A), $(TzA) 
'Y 

é t a n t  harmonique en z a i n s i  que J(T-,A), on a nécessairement 

d 'où  
$ (T .  A )  = C '  (A)Y + Q(A) 

1Y 

1 
$(TZA) = &A)  + c.x + c l (A )y  

avec b ien  sûr cl(TZA) = c ' (A) ,  v z  E il e t  cl(AK) = c ' (A) ,  \ d K  E SU(2,â). 

pour h c R+*, on a : iUA(T,A) = illA(A) + " ' (A)  - C '  - h ( ~ ) ] y  

d'où, d'après l e  théorème 2.4, c '  O o = c l .  
X 

En u t i l i s a n t  l a  décomposition dlIwasawa, il e s t  a l o r s  f a c i l e  de 

v o i r  que c '  es t  constante. 

On a donc : 

J(TZA) = $(A) + cx + c ' y .  

On va montrer que c = c '  = O en ra isonnant par 1 'absurde. Supposons 

c c '  # O. 



Considérons qZ = 3 + 9 O oz où zo sera cho i s i  plus tard.  
O O 

On vé r i f i e  que : 

9, (T,A) = 9, ( A )  + x(c-cxo-c'y,) + y(c9-c 'xo+cyo) où z = xo+iyo. 
O O 

O 

Choisissons zo pour que c(1-xo) = c ' y o  a l o r s  d ' ap rès  l e  
2 th6orènie 2.4, on a aussi  c 9 ( l - x  ) = -cyo d'où c + c l 2  = O ,  ce qui 

O 

e s t  absurde. 

4 3 - Hypennmdaca .&Iu&ntu  d'wz ghoupe de Lie complue  be.Yn.i-bhple. 

Commençons par rappeler un r é s u l t a t  obtenu par A.T. Huckleberry 

e t  G.A.  Margulis : 

Théorème 3.6 - SoiX G un ghoupe de L& complexe semi -nhp le  dont 

1 e n t  lot noun-gxoupe a r r b h h z d ~ e .  M o u  2 n'y a p u  d'hypmnuhdace de G 

AozLtatUante pax 1 h i  eX seuRemc?& h i  I ut Zah.L~ki denbe. 

D é m o n W n  (Va& [HM] 1 : 

En u t i l i s a n t  nos r é s u l t a t s  sur  l e s  fonctions plurisousharmoniques 

invar iantes  K. Oel jeklaus é t a b l i t  l a  généra l isa t ion  suivante (Voir  BE^ ). 

Théorème 3.2 - Soi2  G un g x o q e  de  f i e  complue  nemi-bhple  ct 

H un hous-gxoupe ahbi,tta&e de G. M o u  tau& hypmuxdace  de G inva- 

xAavLte pu.& H l' at w s i  pax ~LôZôt~~he de Z a ~ h f i  h de H. 

Compte tenu du théorème 2 .1 ,  l e  théorème 3.2 répond à l a  conjecture 

de A.T. Huckleberry e t  G.A. Margulis pour l e  cas  semi-simple ( c f .  Introduction).  



Pour terminer, nous donnons J e s  grandes lignes de la  démonstra- 

tion du théorème 3.2. 

En s'appuyant notamment sur l e  lemme 1.4, on montre qu ' i l  s u f f i t  

d ' é tab l i r  l e  théorème pour l e  cas où H = G(y)  e s t  uri sous-groupe mono- 

gène inf ini  de G. 

La discussion s'organise alors  suivant la classification rappe- 

lée  au théorème 1.1. 

Le cas 1 e s t  just ic iable  d'une technique qui e s t  expliquée dans 

ûans l e  cas 2 e t  3, on montre que l 'exis tence d'une hypersurface 
- 

G(y) invariante mais non G(y) invariante engendre une forme kahlérienne 

fa ib le  invariante par G(y). En u t i l i s an t  l e  théorème 3.3 e t  en raison- 

nant c m e  nous 1 'avons f a i t  pour l e  théorème 3.1, on obtient une contra- 

diction. 





APPENDICE A 

PRINCIPE  DU MINIMUM POUR LES FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES. 

Le p r i n c i p e  du minimum de C.O. Kiselman peut s'énoncer de l a  

facon suivante : 

Théorème - S a d  V une vdtUéZé cotrplexe e l  a un ouvent  & 

& U n t e  pah lRm La f iono t im 4 dé&inie pcu~ : &a) = I n f  $(a,z) 
z m - ' ( a )  

est  p .  6. h. buh La p h o j e c t b n  & nuh V ( Voih [ K I ]  ) . 

Nous démontrons une vers ion  a f f a i b l i e  de ce théorème, s u f f i s a n t e  

dans no t re  u t i l i s a t i o n .  

Propos i t ion  - SoLt G un ggtroupe & Lie complexe et qî une. donc- 

t i 0 n p . h . h .  buh G x C n e d é p e n d a n t w  de Im z powr z e C .  ARou Ra 

d o n d h f l  d d é 6 a e  Pah $(g) = I n f  $(g,z) UA: p . ~ . h .  AWL G .  
z ~e 

V é m o n W b n  : Commençons par observer que pour t o u t  g E G 

f i x é  l a  f onc t i on  $ : W + R  d é f i n i e  par $ ( x )  = $(g,x) e s t  convexe. 
9 9 

Nous procédons en t r o i s  étapes successives. 



lère étape : On suppose 4 de classe cm e t  l e s  fonct ions 4 
9 

s t r ic tement  con vexes non monotones. 

Dans ces cond i t ions ,  pour tou t  g  E G l a  fonc t i on  4 a t t e i n t  
g  

son minimum en un unique p o i n t  w(g) e t  l a  f onc t i on  w a i n s i  d é f i n i e  

e s t  régu l iè re .  

Il s ' a g i t  d ' é t a b l i r  que pour t o u t  go E G e t  toute  fonc t i on  

holomorphe F : Vo + G d é f i n i e  sur un vois inage Vo de O dans 6 e t  

t e l l e  que F(0) = go , l a  fonc t i on  4 O F  e s t  sais-harmonique en O. 

S o i t  r > O p r i s  assez p e t i t  pour que Dr = {z E U l l z l  s r l  C VO. 

So i t  f une fonc t i on  holomorphe sur  l e  disque un i té  D, de U 

dont l a  p a r t i e  r é e l l e  e s t  une so lu t i on  d 'un problème de D i r i c h l e t  pour l a  
i e donnée au bord : e » w O F( re  ) 

Ecrivons 1  ' i n é g a l i t é  de moyenne en z  = O pour l a  fonct ion  sous- 

harmonique de D : z + dF( rz ) , f ( z ) ] .  Il v i e n t  : 

E t  donc j) O F e s t  sous-harmonique en z  = 0. 



2ème étape : On suppose simplr2ment que l e s  fonc t ions  convexes 

dg sont non monotones. 

Par un procédé c lassique de convo lu t ion  su r  l e  groupe G x U, 

on fab r i que  une s u i t e  de fonc t ions  4; p.s.h. e t  cm sur G x U, ten- 

dant en décroissant  avec E > O vers 9. 

En outre,  on peut  s 'arranger pour que ces fonct ions ne dépendent 

que de (g,Rez). A i n s i  l e s  fonc t ions  convexes ip* sont non monotones 
E Q 

puisque : 

2 A ins i ,  en posant JE(g,z) = 4:(g,z) + ~ I R e z l  , on dispose d'une 

s u i t e  de fonc t ions  p.s.h. sur G x E s a t i s f a i s a n t s  aux cond i t ions  de l a  

première étape. En out re ,  gE tend en décroissant  avec E > O vers 9. 

Les fonc t i ons  gE sont p.s.h. sur G e t  tendent en décroissant  

avec E > O vers 3. 

3 e s t  donc p.s.h. sur  G. 

3ème dtape : On suppose $ quelconque. 

1 2 Pour t o u t  k E N *  posons $k (g ,~ )  = ~ u p ~ - k , $ ( g , z ) ~  + - 1RezI , 
k 

l e s  fonct ions Jk s a t i s f o n t  aux cond i t ions  de 1 'étape 2 e t  tendent en dé- 

c ro i ssan t  vers $ pour k + + -. Donc pour t o u t  k, Jk e s t  p.s.h. sur 

G, d 'où  en ra isonnant comme ci-dessus, l a  p lu r isousharmonic i té  de 9. O 





APPENDICE B 

DEMONSTRATION DU LEMME 2,6 

Nous démontrons, dans c e t  appendice ,  l e  lemme 2.6 dont  1 'énoncé 

1 f i g u r e  à l a  page 11. 

Nous commençons p a r  é t a b l  i r  l e  r é s u l  t a t  i n t e r m é d i a i r e  s u i v a n t .  

11 répond à une q u e s t i o n  technique  déjà é t u d i é e  p a r  des  moyens d i v e r s  

a 1 'occas ion  de nombreux t ravaux .  

Nous nous appuyons s u r  une méthode v o i s i n e  de ce11 e u t i l i s é e  

p a r  G.  Coeuré dans PO]. 

SaCt n un onveht pheudo-convexe de tN+', 3 p. A .  h. d ~ r  a 

et c un minamnt de pLuhAoushah.manici.tc? powr 9. 

SoCt g,  , . . . 'gN N 6 o n c ; t h n ~  hdomohpha buh a. Noud notonh 

2 2 191 = -1 ig i I  . Pvuhtv lL te  (0'1)-duorit? (L AU~L Z&c?quc 
1=1  

Nous u t i l i s o n s  l a  méthode d e s  3 poids  de Hdrmander. 



S o i t  Y p.s.h. sur  n came en 4.2.1 de [HO]. 

2 On considère, c m e  Hormander, l e s  espaces h i l b e r t i e n s  ( L  ) ,(L2) ¶ (L2 )  0 9 ,  I d 2  2 d 3  

où di = 9 - ( 3 - i ) ~ ,  e t  l e s  opérateurs fermés à domaines denses T e t  S 

i n d u i t s  par l e  5 : 

Introduisons deux aut res  opérateurs, de nature  ident ique,  T '  e t  

N -  
dé f i n i s  par : T1(ul,. ..,uN) = 1 giau 

i = l  i' 

On veut é t a b l i r  l ' ana logue du lemme 4.4.1 de [HO] pour T' e t  SI. 

N - * 
On a d 'abord fac i lement  : T'*U = { T * ( ~ ~ W ) ) ~ = ,  = ( 6  l,...,gN)T U, 

On a aussi l l ~ ' o 1 1 ~  = 1 l~U12e- '31g12. 
93 51 

2 
Notons iJ = (( + ~ 0 ~ 1 ~ 1 ~ )  - Log lg l  = 4 '  - Log1g12 dans l ' i n é -  

g a l i t é  fondamentale de Hormander 4.2.'9 ( c f .  [HO], page 93), ce la  donne : 



c 'est-à-dire ,  d'après ce qui précède : 

L'inégalité (1) permet alors  de transposer intégralement la 

démonstration du lemne 4.41 de [HO] à T '  e t  S '  en ayant soin de substi- 

tuer clg12 à c e t  3 '  à 9. On obtient ainsi l e  résul tat  intermédiai- 

re  annoncé. 

Voyons ma in tenant 1 a démonstration du 1 m e  proprement d i t .  

Nous allons u t  il i se r  l e  résu l ta t  intermédiaire en prenant pour gi les N 

premières fonctions coordonnées de tN+l 

Soit Y une fonction plateau de 2, identique à 1 au voisi- 
'L 'L 

nage de z = O ,  e t  à support dans { ( z , z ~ + ~ )  E n / z ~ + ~  = 0). 

Considérons la  (0,l)-forme = -f (z,,,+~ ) ;Y (3. 
2. 

Notons Gy = {z E. S2Iz E SuppYI, on chois i t  Y pour que ny c nM. 

On a : 

h Sup - - 3 
2i~uppaiu *-- 1 s2 I ~ ( z ~ + ~ I ~ ~ ~  c dr  < + -  

donc d'après l e  résu l ta t  intermédiaire i l  exis te  u ,  .... .uN . N fonc- 
N - 

t ions C m  sur  n, t e l l e s  que 1 a u i a z i  = -f(zN+,  )à~(:) e t  
i=1 



N 
Alors l a  fonction F = 1 z + f Y e s t  holomorphe 

i = l  

sur n e t  coïncide avec f su r  w. 

En outre : ( jn 1 F 2e-d- 1'1 'cih) I l 2  < 

(car  c s 1 e t  ) Y I  6 1 ) .  

s 2 
On a donc bien  1 dA < + m .  

n 



APPENDICE C 

DEMONSTRAT I O N  DU LEMME 2 , 1 1  

Pour t o u t  g E L notons m(g) = I n f  g. 
(E 

Introduisons rE l e  sous-cône de L des fonct ions v é r i f i a n t  
O 

l e s  condi t ions i )  e t  i i )  de (d). 

Nous a l l ons  é t a b l i r  : 

'b 

1 )  3 v 0  : [-eO.~J + R  /y g E L, ~(Y,(Y) + i y )  = d g ) .  

Y + Y ~ ( Y )  
O 

Pour cela, commençons par observer qu'en ve r tu  de i) e t  i i ) ,  
'L 

il e x i s t e  yg : [-F~,EJ +IR pour tou te  fonct ion g de LE t e l l e  que 
O 

g(yg(y) + i y )  = I n f  g(x + i y ) .  
xaR 

D'où compte tenu de (e)  g(y ( y )  + i y )  = m(g). 
9 

En p a r t i c u l i e r ,  on fabrique de c e t t e  façon y, associée à go. 
'L 

S o i t  g c ZE a l o r s  g + go .E LE e t  donc : 
O O 

g(r (Y )  + i y )  + gO(yg+go(y) + i y )  = m(g+go). 
g +go 



Puisque d g )  = g ( 0 )  e t  d g o )  = g o ( 0 ) ,  on a  m(g+go) = m(g) + d g o )  

donc : 

Ceci e n t r a î n e  immédiatement que  g(y  ( y )  + i y )  = m(g) donc Y - 
9+g0 9+g0 - Y9 

e t  g (Y ( y )  + i y )  = d g o )  donc Y = y O  d 'où  ( 1 ) .  
0 g+g0 9+9, 

Nous montrons main tenant  (2 )  : g  E L \d z o  E û, 

g i i y  + yO(y) + zO) s g(zo)  pour ly 1 s E,. 

'L 
Considérons pour c e l a  g  d é f i n i e  p a r  : 

% 

g ( z )  = ~ a x [ g ( z ~ ) , g ( z + z ~ ) ]  + go(z)  

% 'L 
i l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que g  E L E  (on u t i l i s e  en p a r t i c u l i e r  ( a )  e t  ( b ) ) .  

O 
Alors  d ' a p r è s  ( l ) ,  on a  : 

c e  qui  donne immédiatement ( 2 ) .  

Montrons que y. e s t  a d d i t i v e  : 

S o i t  y '  c [ - ~ ~ / 2 , ~ ~ / 2 ]  , cons idérons  g  d é f i n i e  par  
'L 

g ( z )  = g o ( z + i y i  + r , ( y ' ) ) ,  i l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que g  e L Al o r s  
E0/2 

d ' a p r è s  ( l ) ,  on a '  : 

lyl s E0/2 => g ( i y  + y 0 ( y ) )  = d g ) .  



Ce qu i  s ' é c r i t  aussi : 

D'où l ' o n  t i r e  yo(y) + yo (y ' )  = yo(y+y') ,  c 'es t -à-d i re  ( 3 ) .  

Supposons un i n s t a n t  a v o i r  montré l a  con t i nu i té  de y. a lors,  

canpte tenu de ( 3 ) ,  y, s e r a i t  l i n é a i r e  sur  EE~,EJ. Alors  on dispo- 

s e r a i t  de y E R  t e l  que ( 2 )  devienne 

Ce qu i  entraîne manifestement l a  conclusion du lemne. 

Il nous res te  donc à prouver l a  con t i nu i té  de yo. Montrons 

d'abord que y, e s t  bornée ; s i  ce la  n ' é t a i t  pas a lo rs  on t r o u v e r a i t  

y, -t O t e l l e  que yo(y,) 3 x0 > O (OU y0(yn) f -x, < O) a lo rs  

x -+ go(x+iyn) = gn(x) s e r a i t  convexe décroissante pour x < donc 

en p a r t i c u l i e r  pour x ç xo. Par passage à l a  l i m i t e  e t  par con t i nu i té  

de go , x -+ go(x) a u r a i t  l a  même p a r t i c u l a r i t é  ; ce qu i  e s t  absurde 

compte tenu de i )  e t  i i ) .  

En raisonnant de façon analogue, on montre que s i  y, + y 0  

dans [ - E ~ , E ~  a lo rs  yo(yo) e s t  l 'un ique valeur d'adhérence de yo(yn) 

ce qu i  compte tenu de ce qu i  précede nous donne bien l a  c o n t i n u i t é  de 
y,. 

O 
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