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NOTATIONS 

[BU] : matrice des dérivées des fonctions d'interpolation N par rapport aux 
coordonnées d'espace reliant les déformations aux valeurs nodales du 
déplacemen t , 

[B4] : matrice des dérivees des fonctions d'interpolation N par rapport aux 
cordonnées d'espace reliant le champ électrique aux valeurs nodales 
du potentiel, 

CcD] : tenseur des constantes de rigidité B induction électrique constante, 

[cE ] : tenseur des constantes de rigidité B champ Blectrique constant, 

[Dl : matrice de rigidité de la plaque piézoAlectrique, 

!! : vecteur induction Blectrique, 

[dl : tenseur des constantes piBzoblectriques, 

E : module dtWXRYO, 

E : vecteur chwp Alectrique, 

[el : tenseur des constantes piézoblectriques, 

f - : vecteur force de surface imposée, 

E : vecteur force de surface, 

FA : fréquence d ' antirésonance, 

FR : fréquence de résonance, 

[g] : tenseur des constantes piézo6lectriques, 

h : Apaisseur de la plaque piAzoélectrique, 

[hl : tenseur des constantes piézoélectriques, 

[JI : matrice de Jacobi du changement de systeme de coordonnées, 

k : coefficient de couplage 6lectrombcanique d'un mode, 

[KU,]: matrice de rigidité mbcanique, 



[Ku+]: matrice de rigidité piézoélectrique, 

[K4+]: matrice de rigidité diélectrique, 

L : quantité variatiomelle associée au probléme électromécanique, 

43 : plus petite dimension latérale de la plaque piézoélectrique, 

y : vecteur des moments de flexion et de torsion de plaque 
piézoélectrique, 

[Ml : matrice de masse cohérente, 

Ne : fonctions d'interpolation associées B un élbment de maillage du 
domaine. 

2 : vecteur normal B une surface oriente vers l'extérieur, 

$ : charge 4lectrique de l'électrode p. 

9 : vecteur des valeurs nodales des charges électriques, 

R : distance d'un point B l'axe de symbtrie, 

[RI : matrice de rotation associbe B un changement de repere orthonormé, 

S : entropie, 

SP : surface de l'blectrode p, 

su : surface sur laquelle est imposé le déplacement u', 

S, : surface sur laquelle est appliquee la force f, 

2 : tenseur des dbformations, 

[SD] : tenseur des constantes Blastiques B induction électrique cons tante, 

[SE] : tenseur des constantes Blastiques B champ électrique constant, 

T : température, 

U : énergie interne, 

5! : champ de déplacement autour d'une position de repos, 

ge : vecteur des valeurs nodales du champ de déplacement de l'élément, 



L! : vecteur déplacement imposé, 

w : ddplacement normal au plan de la plaque piézoélectrique (fléche), . r 
Ee : vecteur des valeurs nodales de la flèche, 

m 

x,y ,z :  système de coordonnées locales, 

X,Y,Z: systéme de coordonnées globales, 

a,f3,r: angles de rotation, 

[a] : matrice de rigidité de la plaque piézoélectrique, 

[PI : matrice piézo6lectrique de la plaque, 

[ P S I  : tenseur des constantes diélectriques B déformation constante, 

[P~] : tenseur des constantes dielectriques B contrainte nulle, 

: coordonnée angulaire, 

: symbole de KRONECKER, 

: symbole de derivation partielle, 

: tenseur des constantes diélectriques B deformation constante, 

: tenseur des constantes dielectriques B contrainte nulle, 

: coefficient diblectrique du trilame pidzodlectrique, 

: vecteur des courbures de la plaque piézodlectrique, 

: coordonnée angulaire, 

: potentiel dlectrique appliqud B la structure, 

2 : vecteur des valeurs nodales du potentiel sur le domaine, 

O : pulsation du systeme, 

SI : domaine Alectrom&canique mod6lisé par cléments finis, 

E , s , f : système de coordonnees réduites, 

v : coefficient de Poisson, 

P : masse volumique. 



INTRODUCTION 

La conception de transducteurs piézoélectriques nouveaux pour 
l'acoustique sous-marine requiert notamment le développement de modèles et 
d'outils de simulation permettant d'analyser le comportement de structures 
tridimensionnelles hétérog&nes, anisotropes et de formes complexes [l-31. 
Cet objectif implique l'usage de méthodes numériques élaborées, et 
généralement celui de la méthode des éléments finis sur laquelle reposent 
plusieurs codes de calcul spécialisés [4-61 dont le code ATILA [2,3,7,8]. 

Le code de calcul par Bléments finis ATILA permet, dans un domaine 
borné B deux ou trois dimensions comportant des parties élastique, 
pi6zoélectrique et fluide, l'intbgration de l'équation du mouvement. de 
l'équation de POISSON et de 1'Bquation de HELMHOLTZ, compte tenu de 
diverses conditions aux interfaces et sur les frontihres externes. Il 
autorise ainsi la description précise de la conversion d'une énergie 
électrique en energie mécanique, via l'effet piézoélectrique, puis de la 
conversion de 1'Bnergie mbcanique en énergie acoustique, suivant les 
conditions de continuite cinématique et dynamique ii l'interface 
fluide-structure, et enfin du rayo~ement vers l'infini de cette énergie 
acoustique, grhce ii une condition de non réflexion appropriée imposée sur 
la surface externe de la partie fluide du domaine étudié. Ce code a été 
essentiellement utilise pour analyser le comportement de projecteurs sonar: 
transducteurs Tonpilz [7,9] (figure 1). transducteurs annulaires B moteurs 
radiaux de type Isabelle [10,11] (figure 2 ) .  transducteurs annulaires B 
immersion libre [12,13] (figure 3), transducteurs flextensionnels 
[2,14,15] (figure 4). Dans ces différents cas, le matériau actif décrit 
était la ceramique piézo4lectrique, B polarisation uniforme. De plus, 
hormis le cas de la coque des transducteurs flextensionnels pour lequel 
trois élbments finis particuliers ont étb conçus [14,15], tous les 6léments 
finis de structure utilisés reposaient sur les théories générales de 
l'élasticitb et de la piézoélectricité, exploitées sans approximation et 
formulées pour des problèmes tridimensionnels ou B symétrie de révolution. 

L'objet de cette these a &té la gbnéralisation de l'application des 
éléments finis B d'autres problèmes liés B la modélisation des matériaux 
~iézo6lectriques: materiaux différents de la céramique, matériaux 
ferroélectriques B polarisation non uniforme, structures piézoélectriques 



longues soumises B des conditions de déformation plane, structures 
piézoélectriques planes composites, soumises B des déformations de plaque. 
Le premier point a ainsi nécessité, B l'intérieur du code, la 
génbralisation des opérations tensorielles. Sa solution permet maintenant 
aussi bien la description des céramiques piézoélectriques que du quartz, du 
niobate de lithium ou des piézoplastiques. Le second point, rbsolu en 
exploitant de façon particuliére l'intégration numérique lors de la 
description des éléments, permet la prise en compte d'une céramique ou d'un 
piézoplastique dont la direction de polarisation n'est pas uniforme: 
polarisations cylindrique et sphérique, ou polarisation plus complexe telle 
qu'elle existe dans des structures dégradées partiellement dépolarisées 
[16,17]. Le troisième point, spécifique des barrettes piézoélectriques, 
permet l'analyse de transducteurs haute fréquence, utilisés notamment en 
imagerie acoustique [i8]. Enfin, le quatrième point concerne la 
modélisation des trilames piézoélectriques qui sont les éléments sensibles 
de nombreux capteurs, notamment d'hydrophones B directivité intrinsèque. Ce 
point a nécessité de compléter les hypothèses de KIRCHHOFF typiques de la 
théorie des plaques en élasticité [lg] par des conditions mi5caniques liées 
B l'aspect composite de ces structures et par des conditions blectriques 
lii5es B leur nature piézoélectrique. Ces développements ont conduit à 
l'élaboration de deux éléments finis surfaciques qui sont, à notre 
connaissance, originaux dans leur formulation et leur domaine 
d'application. Dans chaque cas traité, une validation précise des résultats 
acquis a été conduite, par rapport B d'autres résultats analytiques ou 
nurneriques, ou par rapport B des mesures. L'ensemble de cette contribution 
permet maintenant la modélisation, B l'aide du code ATILA, de plusieurs 
familles nouvelles de transducteurs: hydrophones, transducteurs haute 
fréquence, transducteurs utilisant de nouveaux matériaux actifs, et a d é j à  
permis diverses optimisations. 

Ce rapport est divisé en quatre chapitres. Le premier contient un 
bref rappel des équations de la piézoélectricité, de la formulation 
variationnelle du probleme de vibration d'une structure pii5zoélectrique et 
de sa résolution par éléments finis. Ces notions fondamentales sont 
illustrêes par la description d'éléments piézoélectriques B déformation 
plane et de leur application à des barettes haute fréquence, puis par la 
description d'un élément particulier, le triangle piézoélectrique 
isoparamétrique B six noeuds pour structures B symétrie de révolution. Le 
second chapitre précise la gén8ralisation des opérations tensorielles 
permettant la prise en compte de tout matériau piézoélectrique. Il analyse 
ensuite la description par él8ments finis d'une polarisation variable, 
qu'il valide dans les cas particuliers des polarisations cylindrique et 
sphérique. Le troisieme chapitre présente le problème de la plaque 
piézoélectrique et a un caractére essentiellement didactique puisque, de 
fait, les modes de flexion d'une telle plaque ne sont pas couplés et ne 
pourraient être excités électriquement. Toutefois, il permet l'association 
des hypotheses de KIRCHHOFF et des équations décrivant les vibrations d'une 



structure piézoélectrique et débouche sur l'écriture de termes essentiels 
au problème du trilame. Enfin, le quatrième chapitre exploite les résultats 
précédents, obtenus pour la plaque pi6zoélectrique, dans le cas d'un . . trilame. Après la formulation des él&ments, il décrit plusieurs 
applications. Il s'achève par une étude paramétrée du couplage 

-W piézoélectrique d'un trilame et l'analyse des limites des modèles, 
associées notamment au caractère composite d'une telle structure. 
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CHAPITRE 1 

DEVELOPPF63ENT DE QUELQUES P I E Z O ~ I Q ü E S  

Aprds un bref rappet des dquattons fondamentates de ta 
ptdzodtectrtcttd, ce chapitre prdsente tes rdgtes géndrates de ta formatton 
et de ta condensatton des dtffdrents tenseurs d'un matdriau 
pidzodtectrtque, tnâépendamment de sa ctasse de sgmdtrfe. Les dquattons .: 

décrivant te comportement ttndatre d'une structure dtectromdcantque mue par *:sq-t -. 
t'effet ptd80dZectrtque sont abrs posdes, puis leur formutation :u 

varfattomtte est dtudtde atnst que tew rdsotutfon d t'aide de ta ladthode 
des dt&ents ftnts. Ensutte, te ddvetoppsnient d'dtdments ftnts 
pfdzodtectrtques ptmrs est propos8 (92dments rectangutatre et trtangutatre 
de ddfomatton ptane, 4ZOnent trtangutaire d syndtrte axiate), pour 
iZZustrer ta fommkztton. m f n  ces OZdnrents sont vatidés d t'aide de 
p tU8 f -8 et- te8t8. 



1- 1 ANALYSE THEORIQUE D'UN PROBLEME ELECTRûMECANIQUE 

1- 1.1 Expressions tensorielles de la pi6zoélectricitb 

Une structure cristalline peut &tre décrite par une reproduction 
dans l'espace d'un motif ou groupe d'atomes, suivant des translations 
définies par trois vecteurs élémentaires. Cet édifice, triplement 
périodique, possède des éléments de symétrie ponctuelle dont le 

. dénombrement aboutit A distribuer en 32 classes les différents cristaux 
[ 2 0 ] .  Les cristaux de même symétrie ponctuelle ont un comportement 
semblable vis A vis d'actions physiques de même orientation. La notion de 
tenseur apparait dès que l'on cherche B établir des relations linéaires 
entre effets et causes dans les milieux cristallins. L'analyse tensorielle 
permet le classement des grandeurs physiques d'après les lois de 
transformation de leurs composantes lors d'un changement d'axes de 
référence. Les propriétés physiques des cristaux peuvent ainsi Btre 
décrites par des tenseurs de rang zero, comme la chaleur specifique, de 
rang un, comme la pyroBlectricit6, de rang deux, comme la permittivité 
diélectrique, de rang trois, comme la piézo6lectricite, de rang quatre, 
comme l'élasticite. Lorsqu'un changement d'axes de référence correspond B 
une opération de symétrie du cristal, il résulte de l'identité des 
propriétés physiques du cristal dans les deux repères des relations entre 
les composantes des tenseurs caracterisant ces propriétés, et donc une 
réduction du nombre des composantes indépendantes. Pour les matériaux 
piézoélectriques qui nous interessent plus particulièrement dans ce 
rapport, trois tenseurs sont nécessaires pour les caractériser 
complètement: le tenseur des permittivités diélectriques, le tenseur des 
constantes piezoélectriques et le tenseur des constantes Blastiques. Le 
tableau 1-1 [21] présente la représentation des tenseurs associes aux 
differentes classes de symétrie ponctuelle des cristaux piézoélectriques. 

1- 1.1.2 Rappel historique 

L ' effet piezoélectrique fut decouvert expérimentalement en 1880 par 
Pierre et Jacques CURIE qui observdrent, en exerçant une pression sur la 
surface de certains cristaux comme le quartz ou le sel de rochelle, 
l'apparition d'une charge Blectrique de surface proportionnelle B cette 
pression. L'effet inverse, A savoir que l'application d'une tension 
électrique sur les faces du cristal produit une dilatation ou une 
contraction de ce dernier, fut prédit en 1881 par LIPPH4N. Ce phénomène 
fut, par la suite, decrit par DUHEM puis par WIGT. Cependant, l'effet 
piézoélectrique resta une curiosité scientifique jusqu'au dBbut de la 
première guerre mondiale. A cette époque, LANGEVIN utilisa les cristaux 
piézoélectriques B des fins de detection sous-marine. Cette application, 
suivie de beaucoup d'autres, s'est largement développée partir de 1950 



avec l'apparition du titanate de baryum, puis, plus récemment, de 
céramiques pi6zoélectriques en titanate de baryum ou en titano-zirconate de 
plomb. Ces composés, obtenus par frittage d'oxydes ou de sels de Plomb, de 
Zirconium et de Titane [ 2 2 ] ,  peuvent avoir des formes g6amétriques très 

(1): Cette table est donn&e pour les tenseurs C f j k t ,  e i j k  et €f j .  

D'autres auteurs ta donnent pour les tenseurs gjk t ,  di j k  et € y j .  
Dans ce cas, certains coefficients de ta table sont muttiptiés par 2. 

r 
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Notation: 
0 Module nul. 

Module different de zero. - Modules Aga-. 
0-0 Modules @aux en valeurs absolues, mais de signes contraires. 

Tableau 1-1: table des symetries des matrices de constantes blastiques, 
pi6zo6lectriques et diélectriques dans le système des axes cristallo- 
graphiques [21]. La symbtrie par rapport B la diagonale principale 
n'est pas mentionnee. Le nombre de constantes élastiques, piézoélec- 
triques et diélectriques independantes est indiqué B droite de chaque 
matrice. Les matrices des classes denuees de piézoélectricit6 ne sont 
pas représentees. (1) 



variées (anneau, disque, sphère, etc...). Ils sont ferroélectriques. 
Après polarisation, réalisée en soumettant la céramique B un champ 
électrique élevé (quelques dizaines de kV par centimètre), généralement a 
une température proche de la température de CURIE, apparait un effet 
pi6zoélectrique. La symétrie des tenseurs caractéristiques de la céramique 
est celle de la classe 6mm [23]. 

1- 1.1.3 Equattons fondamentates 

Dans un solide élastique, la variation de l'énergie interne U est 
une différentielle totale exacte exprimée par la relation: 

du = uijdsij + TdS (1.1) 

où uij est une composante du tenseur des contraintes, s une composante du < tenseur des déformations, T la temperature et S l'entropie avec: 

Les indices i et j varient de 1 B 3 et repèrent les axes de coordonnées. La 
notation d'EINSTEIN est adoptée et systématiquement utilisée. En écrivant, 
pour une transformation adiabatique, la différentielle totale de aij: 

on peut Atablir, dans l'hypothèse d'un comportement linéaire du matériau, 
la relation suivante: 

Cijkl est une composante du tenseur des constantes élastiques. Cette loi de 
proportionnalité entre contraintes et déformations a éte énoncée pour la 

a 

première fois au siècle par HOOKE. Dans le cas d'un solide 
pi&zoélectrique, l'énergie interne doit étre augmentée de l'énergie 
électrique. Ainsi, la variation de l'énergie interne U s'écrit: 



et:  

du = u i j d s i j  + E,dD, + TdS 

u i j  est une composante du tenseur des contra intes  e t  E, une composante du 
champ e lec t r ique .  En d i f fé renc ian t  u i j  pour une transformation adiabatique: 

on e t a b l i t ,  avec l a  m ê m e  hypothése de linCsaritCs, que: 

et: 

c :~  est une composante du tenseur d 'ordre  quatre des constantes 
Blastiques B induction Cslectrique constante et hk i j  une composante du 
tenseur d 'ordre  trois des constantes piCszoCslectriques. L a  re la t ion  (1.10) 
t r a d u i t  l ' e f f e t  piCszoélectrique inverse.  D e  m ê m e ,  en d i f fé renc ian t  E, on 
é t a b l i t :  

En remarquant a l o r s  que: 



on peut écrire: 

où : 

Pyj est une composante du tenseur d'ordre deux des constantes diélectriques 
déformation constante. La relation (1.14) exprime l'effet piézoélectrique 

direct. Le couple de relations (1.10) et (1.14) constitue les équations 
d'état de la piézoélectricité. D'autres systémes d'équations d'état 
équivalents peuvent être établis en choisissant d'autres couples de 
variables indépendantes. Ainsi, on obtient en choisissant: 

1- 1.2 R&gles de condensation des tenseurs 

1- 1.2.1 Notation de VOIGT 

Un tenseur de rang quatre possede 3' = 81 composantes, un tenseur 
de rang trois, 27 et un tenseur de rang deux, 9. Les tenseurs aij et sij 
étant sym6triques. le nombre de constantes élastiques indépendantes est 
réduit de 81 B 36 et le nombre de constantes piézoélectriques de 27 18. 

Un couple non ordonne d'indices (i,j) ne peut ainsi prendre que six valeurs 
distinctes, num6rotées de 1 B 6 de la manihm suivante [24] : 

L'opération de passage d'une paire d'indices (i,j) A l'indice a 
correspondant, conformément B la relation (1.19). constitue la contraction 



des indices. 

. . 
1- 1.2.2 Appttcatton uux équations de ta ptézoétectrtctté 

'- En adoptant cette notation, dite de VOIGT, les modules élastiques 
indépendants peuvent être repkrés par seulement deux indices ar et f3 variant 
de 1 B 6. Ces coefficients se rangent dans un tableau carré 6x6 B 36 
éléments : 

De même, les modules piézoélectriques indépendants se rangent dans un 
tableau B trois lignes et six colonnes: 

Le passage des tenseurs aux tableaux constitue l'opération de condensation 
des tenseurs. Cette notation peut Atre étendue aux tenseurs des contraintes 
et déformations afin d'écrire plus simplement les équations d'état. Ainsi, 
par exemple, les relations (1.16) se mettent sous la forme: 

Si la convention (1.19) est adoptée pour les contraintes, c'est B dire: 

avec a * (i,j), alors il faut poser: 

pour que la relation (1.22) soit effectivement équivalente B la relation 
( 1 . 6 )  Le système d'équations (1.17) peut également être transposé en 
notation matricielle de VOIOT: 

mais, pour satisfaire aux définitions de a, et de s, données dans les 
relations (1.23) et (1.24) il faut alors poser: 



sQp = 2P .syj kl 

d,, = 2q.dljk 

où p est le nombre d'indices supérieurs B 3 dans le couple (a,@), q vaut 1 
pour ar inférieur ou égal A 3 et 2 pour a supérieur B 3. Enfin, le système 
formé par les dquations (1.10) et (1.14) d'une part et le système 
d ' équations ( 1.18) deviennent : 

et: 

De plus, sachant que: 

on d6duit que le tableau 6x6 des coefficients cap est sym6trique par 
rapport A la diagonale principale, ramenant ainsi de 36 A 21 le nombre des 
composantes indbpendantes dans le cas le plus g6n6ral. De m&me ayant: 

il rbsulte que le tenseur des constantes didlectriques P i j  est également 
symétrique, réduisant ainsi A 6 le nombre de constantes diélectriques 
indépendantes. 



1- 1.3 Formulation d'un problème électromécanique 

1- 1.3.1 Equations 

fimre 1-1: domaine piBzoBlectrique R 

Dans l'hypothèse des petits dBplacements, les Bquations d'état d'un 
système piézoélectrique peuvent être compl6tées par les relations 
suivantes : 

où ui est une composante du champ de deplacement et @ le potentiel 
électrique. Dans le domaine piézoélectrique R (figure 1-1). sont vérifiées 
1' équation de NEWi'ON ou Bquation du mouvement: 

et l'équation de POISSON: 

P est la masse volumique du matériau piézoélectrique. En régime harmonique, 
la pulsation a, le couplage des relations (1.16) aux équations (1.33) et 

(1.34) conduit 8: 



1- 1.3.2 Condtttons aux ttmttes 

Deux types de conditions aux limites sont associés à ces équations, 
les conditions aux limites mécaniques et électrtques. Les conditions aux 
limites mecaniques sont: 

- des conditions du type DIRICHLET, correspondant B un champ de 
déplacement impose: 

I 

ui = ui (1 .36)  

oii u; est une quantité connue. On note Su la surface correspondante. 

- des conditions du type NEüM4NN correspondant B un champ de 
contrainte imposé: 

oti est le vecteur normal B la surface et £ un vecteur de force 
imposée par unité de surface. On note S, la surface correspondante. 

Les conditions aux limites électriques sont: 

- des conditions sur l'excitation du champ électrique. Toute partie de 
la surface dbnuée d'électrode ne porte pas de charge superficielle et: 

oiî g est le vecteur normal B la surface. On note S, la surface 
correspondante. Cette condition suppose que le champ électrique est 
nul B l'extérieur du domaine , ce qui revient B considérer la 
permittivité diélectrique du milieu extérieur comme négligeable devant 
celle du domaine. Cette hypoth&se est largement vbrifiée pour les 
matériaux piézoélectriques étudiés. 

- des conditions sur le potentiel et l'excitation du champ 6Lectrique 
valables sur les électrodes. Chaque électrode, de surface Sp , est 
portée au potentiel @p. Sa charge $ est obtenue par: 



Suivant les cas, le potentiel ap OU la charge Qp est imposé. 
L'origine des potentiels est définie en imposant sur l'une des 
électrodes, par exemple l'électrode p = O, un potentiel nul (a, = 0). 

1- 1.4 Application de la méthode des blérnents finis 

1- 1.4.1 Principe variationne2 

La formulation variationnelle d'un problème consiste ii définir une 
quantité stationnaire L dont la minimisation, suivant le théorème d'EULER 
[25], fournit les Rquations différentielles de ce problème et l'ensemble de 
ses conditions aux limites. Dans le cas des équations (1.35) et de 
1 ' ensemble des conditions aux limites (1.36) a (1.39) , une quantité 
stationnaire L proposRe par J.A. LEWIS [26], R. HOLLAND et E.P. EER NISSE 
[27], puis justifiee A l'aide du principe des travaux virtuels par H. ALLIK 
et T.J.R. HUOHES [28], est donnée par: 

- J'J su (ui - ~ ; ) . n ~ ~ ( ~ : ~ ~ ~ * s ~ ~  - ekij*~k).d~u 

La première integrale est le lagrangien du problème mécanique. La seconde 
correspond aux deplacements imposes. La troisième est le travail des forces 
extérieures appliquees. La quatrième contient l'énergie électrique et 
1'Rnergie du couplage piezoélectrique. La cinquième corresponde aux 
potentiels imposes. Enfin, la sixième est associee aux electrodes. 

Dans le cas de domaines aux formes géom6triques simples, la 
minimisation de cette fonctionnelle L peut Atre réalisee A l'aide de la 



méthode de RAYLEIGH-RITZ [25]. Toutefois, cette technique devient 
inutilisable si les formes géometriques sont complexes ou si la structure 
est hétérogéne . 

1- 1 . 4 . 2  Méthode des éléments finis 

figure 1-2: discrétisation du domaine 

La méthode des éléments finis, qui exploite souvent une formulation 
variationnelle, est très connue dans le domaine de la mécanique et 
largement décrite dans de nombreux ouvrages et publications 129 - 321. 
Seuls les principaux points de la méthode sont donc brièvement rappelés 
dans ce rapport. Le domaine dans lequel le champ de déplacement et le 
potentiel sont recherches est découpé par des lignes et des surfaces 
fictives en Cléments (figure 1-2). Ces éléments, de formes g6ométriques 
simples, sont interconnectés en un nombre fini de points appelés noeuds. 
Les dbplacements et les potentiels aux noeuds constituent les inconnues du 
problèae. A l'intérieur de chaque élément, les composantes u, du champ de 
deplacement et le potentiel @ sont définis de maniere unique partir de 
leurs valeurs nodales et grace A l'utilisation de fonctions d'interpolation 
ou de forme. Sous forme matricielle, ces relations d'interpolation 
s'écrivent: 

u, = [ N e ] . E  (1.41) 

IJ: et y sont les vecteurs formes respectivement par les valeurs nedales de 
la composante a du champ de déplacement et du potentiel. [Ne]  est la 
matrice ligne des fonctions de forme. Dans un élement, le nombre de 



fonctions de forme est égal au nombre de noeuds. Ces fonctions de forme 
sont des fonctions polyn6miales des coordonnées réduites E,  TI, C de 
l'élément et sont, par exemple, illustrées en figure 1-3. Algébriquement, 

figure 1-3: definition des fonctions de formes d'un 
alement triangulaire B trois noeuds. 

elles sont définies par la relation: 

où 6 i j  est le symbole de KRONECKER et i et j decrivent tous les noeuds de 
l'é16ment. En utilisant les relations (1.31) et ( 1 )  l'état de 
déformation de l'element e represente par le vecteur s peut s'écrire, en 
fonction des deplacements nodaux de cet 616ment: 

où [BU] est la matrice de transformation formée par les derivées des 

fonctions de forme par rapport aux variables x, y, z et ge le vecteur des 
valeurs nodales de . De mbme, la combinaison des relations (1.32) et 
(1.42) permet d' &rire: 

4 

En tenant compte des relations (1.44) et (1.45). les equations (1.22) 
peuvent se mettre alors sous la forme matricielle: 



Dans ces relations, la matrice [CE] est la matrice 6x6 obtenue par 
condensation du tenseur c et [el est la matrice 3x6 obtenue par 
condensation du tenseur e, k. Compte tenu des relations (I.46), la 
fonctionnelle définie dans la relation (1.40) peut être decomposée en une 
somme sur tous les éléments du domaine [7]: 

et: 

Les matrices [KY,], [Kt,] et [q+] sont respectivement les matrices 

elementaires de rigidité mécanique, piézoélectrique et dielectrique. 9 est 
le vecteur des valeurs nodales Qj de la charge telles que, si les noeuds m 
sont les noeuds d'une électrode p dont le potentiel est égal B @,, alors la 
somme des charges 8, est égale à C+, , sinon Qj est nulle. L'application du 
principe variationnel consiste à &rire: 



et: 

Il conduit au système d'équations suivant [Il]: 

où [Ku,], [Ku+] et [K++] sont les matrices de rigidit6 obtenues B partir 
des matrices élémentaires de rigidité en les regroupant en un tableau 
unique pour toute la structure. Cette opération, qui implique de sommer les 
termes associés A des noeuds communs B plusieurs éléments, porte le nom 
d'assemblage. lJ, jo et F sont alors les vecteurs formés par les valeurs 
nodales des déplacements, du potentiel et des forces sur tout le domaine. 

1- 1 .4 .3  Equations cf résoudre 

La résolution du systéme d'équations ( I l )  dont la matrice 
associée est réelle et symetrique, peut Atre conduite dans plusieurs cas: 

a) Analyse statique 

Le système B résoudre est obtenu en posant o = O. Deux éventualit6s sont B 
considérer: 

- la structure est isolée électriquement et une force statique 
est imposée sur sa frontiére extérieure. La condition d'isolement 
électrique implique alors que la somme des valeurs nodales de la 
charge sur chaque électrode soit nulle et permet ainsi la 
condensation des lignes correspondantes. La r6solution du système 
obtenu fournit le champ de déplacement et les potentiels induits 
par effet piézoélectrique direct en tout point de la structure. 

- la structure est mécaniquement libre (F = 9 ) et soumise B des 
tensions excitatrices. Le champ de déplacement induit par effet 
piézoélectrique inverse et les valeurs nodales de la charge peuvent 
Atre directement calculés. 



1 b) Analyse modale en court-circuit 

Toutes les électrodes sont portées au potentiel zéro et la force F est . . nulle. Par condensation des lignes correspondant aux noeuds d'électrodes, 
le systéme à résoudre se réduit à: 

Cette équation admet des solutions non identiquement nulles si: 

Les pulsations propres ai, racines de l'équation ( I . 5 3 ) ,  sont appelées 
pulsations de résonance. Les modes propres correspondants sont obtenus en 
résolvant l'équation (1.52) pour chaque valeur de a,. La seconde équation, 
donnée par: 

permet de calculer les valeurs nodales de la charge. 

c) Analyse d a l e  en circuit ouvert 

Dans ce cas, la somme des valeurs nodales des charges sur chaque électrode 
est nulle. Par condensation des lignes correspondantes, l'équation A 
résoudre peut se ramener B une forme identique à celle de la relation 
(1.52). Les pulsations propres obtenues sont alors dites pulsations 
d'antirésonance. 

d) Analyse harmonique 

Dans ce cas, deux éventualités principales peuvent être considbrées: 

- la structure est isolbe Uectriquement et une force sinusofdale 
F, de pulsation o, est imposée sur sa frontiére extérieure. La 
&solution du systeme ainsi obtenu fournit le champ de déplacement 
et les potentiels induits par effet pibzoélectrique direct en tout 
point de la structure. 

- la structure est mécaniquement libre et soumise à des tensions 
excitatrices sinusofdales. Le champ de déplacement induit par effet 
piézoélectrique inverse et l'impédance électrique de la structure 
peuvent Btre calcul6s. 

Le détail de ces différentes analyses peut être trouvé dans les 
thèses de D. BOUCHER [30] et de J.N. DECARPIGNY [7]. D'autres types 
d'analyse sont possibles et correspondent B des conditions aux limites plus 
complexes. 



1- 2 FORMULATION DES ELEMEIlTS PIEZOELECTRIQUES BIDIMENSIONNELS 
DU CODE ATILA 

1- 2.1 Description somnaire de la bibliothbque du code ATILA 

Le code d' éléments finis ATILA permet l'étude de transducteurs 
piézoélectriques B symétrie axiale ou complètement tridimensionnels: 
analyse modale en résonance ou antirésonance, analyse harmonique dans 
a i r ,  analyse harmonique dans l'eau en condition de rayonnement 
[7]. Conçu pour la modélisation de projecteurs sonar, il a été validé par 
l'analyse de plusieurs dizaines de structures différentes et utilisé 
également pour des hydrophones, des transducteurs basse fréquence, des 
résonateurs et capteurs, etc... Les éléments du code ATILA sont des 
éléments isoparamétriques B interpolation quadratique, susceptibles de 
décrire des lignes, des surfaces ou des volumes dont les frontières sont 
courbes. La construction de ces éléments est faite B l'aide de coordonnées 
réduites , q, 5 (figure 1-4). Le passage de ces coordonnées réduites aux 
coordonnées réelles x, y, z du repère local est effectué B l'aide des 
fonctions de forme. Le maillage de la structure est réalisé dans un repère 
fixe et unique, OXYZ, appelé repère global. Le passage du repère local, lié 
B chaque élément, au repère global se fait par rotation. Le calcul des 
differentes matrices et vecteurs définis dans les relations (1.48) et 
( 1.49) est conduit en coordonnées réduites , la transformation de 

<- - I 

- l 

figure 1-4: transformation des coordonnées 



coordonnées étant assurée par le jacobien du changement de coordonnées. 
L'évaluation des intégrales est faite par une technique numérique dite de 
quadrature de GAüSS [31]. 

Le code ATILA contenait, B l'origine de ce travail, des éléments 
mécaniques et piézoélectriques B deux et trois dimensions (2D et 3D), des 
éléments fluides B deux et trois dimensions, des éléments interfaces 
fluide-structure et des éléments rayonnants. Les éléments mécaniques, 
construits suivant les équations (1.4) et (1.31). sont un hexaèdre B vingt 
noeuds, un prisme B base triangulaire B quinze noeuds, un rectangle B huit 
noeuds et un triangle B six noeuds pour structures en contrainte plane, 
déformation plane ou symétrie axiale, un élément B deux noeuds, divers 
éléments plaques et coques. Les éléments piézoélectriques, construits 
suivant les équations (1.16). (1.33) et (1.34). sont l'hexaèdre B vingt 
noeuds, le prisme B base triangulaire B quinze noeuds, le rectangle B huit 
noeuds pour structures A symétrie axiale. Par ailleurs, pour décrire les 
conditions de rayonnement imposées B certains transducteurs, les éléments 
nécessaires sont des éléments fluides, utilisant la variable de pression, 
des éléments d'interface, assurant les continuités cinématique et dynamique 
aux interfaces fluide-structure, des éléments rayonnants, assurant une 
condition de non-réflexion sur la surface externe des maillages des 
domaines fluides. Toutefois, ces derniers éléments ne sont pas exploités 
dans ce rapport, dont l'objectif concerne des structures non immergées. 

L'examen de la liste précédente montre l'absence d'éléments 
piézoélectriques plans, utilisant llhypoth&se de déformation plane ou de 
contrainte plane, et d'un Blément triangulaire B six noeuds B symétrie 
axiale. Les premiers résultats décrits ci-après concernent le développement 
d'un triangle et d'un rectangle en déformation plane ainsi que d'un 
triangle A symBtrie axiale destinés B compléter la bibliothèque du code. 
Ils vont permettre, en outre, de préciser sur des exemples la formulation 
d'un A16ment. 

1- 2.2 Détermination des matrices élémentaires des éléments 
piézoélectriques 2D 

Dans un problème de déformation plane, le champ de déplacement est 
défini uniquement par les deux déplacements ul et u2, paralléles aux axes 
orthogonaux x et y du repere cartesien associé au plan. En symétrie axiale, 
les déplacements dans n'importe quelle section plane contenant l'axe de 
symétrie suffisent également A définir l'état de déformation et de 
contrainte. 



1- 2.2.1 Fonctions de forme 

figure 1-5: géométrie des éléments 2D 

En utilisant la relation (1.43) et en choisissant, pour 1' élément 
triangulaire B six noeuds (figure I-5a), les coordonnées réduites 
suivantes : 

on peut établir les expressions des six fonctions de forme données 
par : 

En procédant de meme pour l'élément quadrilatère à huit noeuds (figure 
1-5b), avec le choix des coordonnées réduites suivant: 



l e s  hu i t  fonctions de forme obtenues sont:  

noeud 
E 
'l 

Dans les d i f f é r en t s  ca lcu ls  intervenant dans l a  construction des 
matrices de r i g i d i t é ,  il est nécessaire de der iver  l e s  fonctions de forme 
pa r  rapport  aux var iables  x et  y. Ces fonctions de forme é t an t  déf in ies  B 
l ' a i d e  de var iables  rédui tes  € et  q ,  les expressions de l e u r s  derivées par 
rapport  aux var iables  x e t  y stAcrivent:  

Cette r e l a t i on  peut se mettre sous l a  forme matr ic ie l le :  

1  

- 1  
-1 

2 

-1 

3 
1 - 1 1  

4 

1 1 - 1  

5 6 
0 - 1 1 0  

7 

O 0 1  

8 



[JI e s t  l a  matrice jacobienne de changement de repères (passage du repère 
Oxy au repère OErl). 

1- 2.2.2 Etéments de déformation plane 

Dans une analyse en déformation plane, l e  tenseur des déformations 
ne garde que ses t r o i s  composantes sr , s2 et  s6 re l a t i ve s  au plan Oxy de 
1 ' élément ( f igure  1-6) . Par déf in i t ion  l a  composante s j  est nu l le ,  de m ê m e  
que l e s  composantes sq e t  s5. De plus ,  l e s  seules  composantes de l a  
con t ra in te  B prendre en compte sont également l e s  t r o i s  composantes 

a, , u2 e t  06, r e l a t i v e s  au plan. L e s  au t res  composantes ne sont pas nu l les  
mais ne contribuent pas au t r a v a i l  des forces i n t é r i eu re s  [14]. De même, 
pour les grandeurs é lec t r iques  couplées aux grandeurs é las t iques  par 
l ' e f f e t  piézoélectrique,  on ne conserve que les composantes dans l e  plan: 
E , e t  E, pour l e  champ é lec t r ique ,  Dl et  D, pour l ' induct ion é lec t r ique .  

f igure  1-6: déformation d'un barreau long 

L'ensemble de ces  hypotheses correspond, par  exemple, B un barreau 
piézoélectrique long, por tant  des é lectrodes  s u r  des faces l a t é r a l e s  
longues, se déformant dans sa sect ion d r o i t e  ( f i gu re  1-6). L e s  équations de 
l a  p i ézoé l ec t r i c i t é  données par les r e l a t i ons  (1.22) s e  réduisent a l o r s  8:  



et: 

Dl = ell.sl + e12.s2 + e16.s6 + &;,.El + &T2.E2 

D, = e,, .sl + e22 .s2 + eZ6.s6 + &Z1 .El + ES, .E2 

Définissant par: 

les vecteurs formes respectivement par les composantes utiles des tenseurs 
des deformations et des contraintes, du champ et de l'induction 
électriques, l'exposant T signifiant une transposition, les Bquations 
(1.60) et (1.61) peuvent se mettre sous la forme matricielle: 

[cE-J= 

cl1 c:2 cf1 

cZ1 c;, cf, 

* Ctl Cf2 Cf6 - 



[cE], [el et [Es] sont respectivement les matrices des constantes 
élastiques. piézoélectriques et diélectriques utilisées en déformation 
plane. Compte tenu de la relation (1.41). les déplacements ul et u2 en un 
point quelconque de l'élément e s'écrivent: 

U;, et Uz, sont les deplacements dans les directions x et y au noeud i. n 
est le nombre de noeuds de 1' elément. De meme, de part la relation (1.42). 
le potentiel en tout point de ltél&ment s'écrit: 

où y est le potentiel du noeud i. De plus definissant par: 

les vecteurs formés respectivement par les valeurs nodales du champ de 
déplacement et du potentiel, les relations (1.44) et (1.45) permettent 
d'établir l'expression des matrices de transformation: 



et: 

Les matrices élémentaires de rigidité se calculent alors d'après les 
relations (1.48) appliquées B un problgme bidimensionnel, les integrales de 
volume se transformant en intégrales de surface: 

Dans le cas particulier des éléments de déformation plane développés, ces 
matrices sont respectivement de dimension 2nx2n, 2nxn et  m. DAs lors, 
l'application du principe variationnel conduit au systéme d'equations 
(1.51) dont la résolution fournit toutes les grandeurs physiques du 
problème électromécanique étudié. 



1- 2.2.3 Elément à symétrte axiale  

figure 1-7: déformation d'un solide de révolution 

Dans le cas de la symetrie de révolution, qui s'apparente B celui 
de la déformation plane, tout déplacement radial provoque automatiquement 
une déformation dans la direction tangentielle. Cette composante de la 
déformation doit Atre prise en compte, ainsi que la composante de la 
contrainte qui lui est associée. De façon évidente, si l'axe x est l'axe de 
révolution du solide, la composante tangentielle de la déformation 
s'exprime en fonction du déplacement radial u2 par [32]: 

où R est la distance du point consider6 B l'axe de symétrie. Par la suite, 
on note s3 cette dernière composante de la déformation car elle fait 
intervenir les constantes de rigidité suivant l'axe z, normal au plan. En 
tenant compte de la relation (1.41) , l'expression complète de s3 est: 

En notant: 
3 = S29 93, 96) 

les vecteurs formés respectivement par les composantes utiles de la 
déformation et de la contrainte, le système d'équations (1.63) permet 



d'exprimer la matrice des constantes élastiques en symétrie axiale sous la 
forme : 

Les matrices [el et [E'] ont les mêmes expressions que celles données dans 
les relations (1.65) et (1.66). La matrice de transformation pour un corps 

symétrie de révolution s'écrit, d'après les relations (I.44), (1.75) et 
(1.76) : 

L'expression de la matrice [Bi] etablie dans la relation (1 -73) reste 
valable en symétrie axiale également. Le volume de matiere associé i3 
l'élément est, quant B lui, celui du corps de révolution décrit en faisant 
tourner l'élbment autour de l'axe de symétrie. Ainsi, les expressions des 
matrices élémentaires de rigidité sont: 

. = 
Dans le cas particulier de l'élément triangulaire B six noeuds, ces 
matrices élémentaires de rigidité sont respectivement de dimension 12x12, 
12x6 et 6x6. L'assemblage de ces matrices et l'application du principe 
variationnel conduisent également au système d'équations (1.51) dont la 
résolution peut Atre menée dans les diffbrents cas précédemment décrits. 



1- 3 TESTS DEÇ ELEMENTS PIEZOELECTRIQUES BIDIMENSIONNELS 
DEVELCIPPES 

1- 3.1 Tests des el6ments de defoxmation plane 

Pour valider les éléments de déformation plane développés dans ce 
chapitre, deux types de test sont effectués. Dans un premier temps, nous 
avons comparé les résultats de l'analyse modale d'un barreau 
piézoélectrique parallélépipédique long réalisée avec un maillage 
tridimensionnel aux résultats obtenus sur le m&me barreau avec un maillage 
plan, utilisant des éléments de déformation plane. Dans un second temps, 
nous avons calculé les courbes de dispersion en fréquence d'une barrette, 
servant ii la réalisation de sondes ultrasonores multi-éléments utilisées en 
échographie médicale, et les avons compar6es aux mesures effectuées par 
R.H. COURSANT [18]. 

1- 3.1.1 Comparaison â un modéte trtdtmensionnet 

Le barreau piézoélectrique modélisé est en céramique de type Xg 
(variété Pons-Alcatel), de section carrée égale B 1 cm2 et de grande 
longueur (figure 1-8). Les faces parallèles au plan OXY sont métallisées et 
constituent les électrodes. La direction de polarisation est 

milieu de propagation 

figure 1-8: schéma d'un barreau piézoélectrique long 



perpendiculaire aux électrodes. Le maillage tridimensionnel est réalisé à 

l'aide d'une couche unique d'éléments héxaèdriques A vingt noeuds 
(figure 1-9), d'épaisseur O.25cm. Pour favoriser la condition de 
déformation plane, seules les composantes du champ de déplacement 
parallèles au plan de la couche (plan 0x2) sont conservées. Par ailleurs 
pour des raisons de symétrie, un quart de la section du barreau est 
modélisé. Les conditions aux limites appliquées imposent la même symétrie 
au champ de dbplacement. Le maillage bidimensionnel est, lui, réalisé à 

l'aide d'éléments quadrilatères B huit noeuds (figure 1-10). 11 représente 
un quart de la section et tient également compte de cette symétrie. 



figure 1-10: maillage avec des 616ments de déformation plane 

L'analyse modale en circuit fermé et en circuit ouvert conduit, 
pour chaque modèle, aux fréquences de rbsonance et d'antirgsonance 
présentées dans les tableaux 1-4 et 1-5. Le tableau 1-6 donne, pour chaque 
mode, le coefficient de couplage électromécanique dont la définition est 
précisée dans l'annexe 1. Les tirets ( - ) ,  apparaissant dans ces tableaux, 
correspondent aux modes du modèle tridimensionnel qui ne sont pas obtenus 
avec le modèle bidimensionnel de déformation plane. 

Tableau 1-4: Fréquences de résonance en kHz 

Mode 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

13 
14 

15 , 

M & l e  2 D  
213.0 
248.6 
303 5 
398. 1 
480.6 
578.9 
654 5 - 

- 
- 
- 

777.8 - 
811.7 
828.6 

Modéle 3D 
213.0 
248.6 
303 5 
398.1 
480.6 
578.9 
654 5 
654 9 
675 9 
744.2 
767 9 
777.8 
802.4 
811.7 
828.6 



Tableau 1-5: Fréquences d'antirésonance en kHz 

Mode 
1 
2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 

Tableau 1-6: Coefficients de couplage en % 

. . Ces differents resultats montrent un tr&s bon accord entre les deux 
modélisations. Par ailleurs, les quatre premiers modes du quart de la 
section droite du barreau piézoélectrique sont représentés sur les figures 
1-11 B 1-14. Lt identitb des champs de deplacement obtenus avec les deux 
maillages prouve également la qualit4 des rgsultats fournis par les 
é16ments de déformation plane. 

Modble 2D 
223.8 
254.1 
307.8 
398.5 
480.6 
578 9 
654.8 

- 
- 
- 
- 

778 2 - 
812.1 
830. i 

Modele 3D 
223.8 
254.1 
307.8 
398 5 
480.6 
578 9 
654.8 
654 9 
675.9 
744.2 
767.9 
778 2 
802.4 
812.1 
830. i 



f igure 1-11: champ de deplacement du premier mode du barreau I 





1- 3.1 .2  Hodéttsatton des barrettes ptézoélectrtques d'un 
transducteur d'tmagerte médicale 

. . Les émetteurs-récepteurs d'échographie medicale utilisent le plus 

souvent des réseaux de transducteurs piézoélectriques. Ces transducteurs, 
* - dont les fréquences de fonctionnement sont de quelques Mégahertz, sont 

essentiellement constitués d'une barrette piézoélectrique linéaire rainurée 
et correctement adaptée par une ou plusieurs lames quart d'onde 
(figure 1-15). La cellule de base d'une telle barrette est constituée d'un 

UnIlIl. Yqn1qw 

figure 1-12: definition d'une barrette linkaire pi6zoelectrique 1183 

long et mince parall&lépipède pi6zoélectrique dont la largeur W et 
l'épaisseur T sont petites devant la longueur. L'état vibratoire de ces 
barrettes presente une dispersion des modes qui depend du rapport (W/T). 
Les courbes expérimentales sont obtenues par la mesure de l'impédance 
électrique dans l'air de nombreux Bchantillons d6coupes (figure 1-16}. 

vers I'oscilloscope 

figure 1-16 : dispositif experimental de mesure d' impédance 118 1 



L'ensemble de ces mesures, particuli&rement fastidieuses B d a l i s e r  B cause 
de l a  dkoupe des échantillons, peut otre remplace par une modblisation par 
Csleients finis .  Considérant l a  longueur comme tr+s grande devant l e s  
dimension8 tr(uuwraralea, les fr6qtbe~cao de FAsonrurce ne dbpendent alors 
que de W et de T. Le maillage defini u t i l i s e  donc &es lel6ments de 
d4fomation plane. En fa)sant varier le rapport (W/T), on peut alors 
construire le réseau de courbes de dispersion des modes. Les courbes de 
dispersion en fr4quence des s i x  premiers m o d e s  de vibration sont 
représentks  sur  la f igurs  1-17. pour une valeur i n i t i a l e  de T 4gale B 
1 cm. Les points exp6rimntsux plsc4s sur  ce8 courbes permettent 
d'appr(5cier l'accord t rb  sat is fa isant  entra, lea  mesures et  l a  simulation. . 

au* . 

am* . 
U U I  . 
U* l .  

. W .  

- .  
a*W . 
U1. 

U 1 .  

W .  

U m u .  

m .  

U* . 

U W ,  

f: irc, 1-17: cairbb. de dispersion Be iodes d'une barret te  - 

Les i4isr errsuplsrr t e s ta  ont 6M t r a i tb .  en ut i l i san t  un maillage f a i t  B 
le ai& bss 6lbrink t r i sngula i rw b six mmî& et ont fourni des d s u l t a t s  
rigounwwrnt idsntiqzrsl. 

Pour effectuer les âiff4rents tests de validation de 1'CIlément 
triangulaire pi4zaélectrique i sy.Qtrie axiale et B s ix  noeuds, un disque 
de ceramique du type P762 (variete  Quartz et Si l ice) ,  8'Cspaisseur lcn et de 
diaketre 2cm. portant des Blectrodee sur  ses faces normales i 1'- de 
&volution et polaris& unifo-t paralldlement A cet mm, a et4 
i id lAl i s ( l r .  Corpte tanu da la giiebonetrie, dtm 4lactrdEso et de l a  



polarisation, un maillage plan avec des éléments prenant en compte la 
symétrie de révolution est suffisant pour décrire le comportement 
dynamique du disque. -. 

1- 3.2.1 Analyse modale d'un disque piëzoétectrtque 
9. 

Quatre maillages différents sont proposés: trois sont rgalisés B 
l'aide d' éléments triangulaires ayant diverses orientations (figures 1-18 
à 1-20) et un B l'aide d'éléments quadrilatères B huit noeuds 
(figure 1-21). Ce dernier type de maillage sert de référence B toute 
l'6tude car l'élément quadrilatère a déjà été validé par comparaison B des 
mesures 1333. L'analyse modale du disque dans l'air a kt6 conduite et les 
fréquences de résonance et d'antirésonance calculées avec les différents 
maillages sont présentées dans les tableaux 1-7 et 1-8. Ces r6sultats 

Mode 
1 

Tableau 1-1: Fréquences de résonance en kHz 

Maillage 3 
88.7 

üaillage 1 
88.7 

Maillage réfbrence 
88.8 

Tableau 1-8 : Fréquences d ' antiresonance en kHz 

Maillage 2 
88.8 

M e  
1 
2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

montrent un très bon accord entre toutes les modélisations. Les 
coefficients de couplage électromécanique du disque dans l'air, donnés dans 
le tableau 1-9, montrent le meme accord. 

Mllege 1 

88.7 
115.0 
151.8 

157 93 
193 7 
212.6 
229.1 
263.4 
268.2 

272 7 

Maillage 2 
88.8 
114.9 
151.9 
157.3 
193 7 
212.6 
229.1 
263.4 
268.2 

272 7 

Maillage 3 
88.8 
115. O 
151.6 

157 3 
193 1 
211.6 
228.6 
261.2 
267.8 

272 3 

Maillage réfbrence 
88.8 
115.0 

151.7 
157 3 
193 1 
211.6 
228.5 
261.3 

267.3 
271.4 



Tableau 1-9: Coefficients de couplage en % 

M e  
1 
2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 
1 O 

Sur les figures 1-22 B 1-26 sont représentes les cinq premiers 
modes propres trouvés avec chaque type de maillage. Ces déformées montrent 
l'identité des champs de déplacement obtenus dans chaque cas. 

1- 3.2.2 Analyse harmonique d'un disque piézoélectrique 
dans t ' a i r  

Maillage 1 

3 
5 3 
30 
O 
22 

O 
26 
0 

9 
O 

La réponse du disque précédent B une excitation klectrique 
sinusordale a été analysée. Cette étude harmonique, faite entre 50 et 150 
kHz, a dgalement conduit B des résultats identiques entre toutes les 
simulations. La figure 1-27 donne l'allure de la courbe d'admittance dans 
la bande de fréquence étudiée. Cette courbe d'admittance est obtenue avec 
le premier type de maillage. Les points de calcul fournis par les autres 
maillages n'ont pas 6té utilisés afin de l'alléger, ces points se 
confondant pratiquement avec ceux du premier maillage. 

Ce chapitre a présenté l'application de la méthode des éléments 
finis i lt6tude de structures piézoélectriques et a permis le développement 
de quelques 61éments piézoélectriques de déformation plane (triangle et 
rectangle isoparamétriques B six et huit noeuds) et B symétrie axiale 
(triangle isoparam6trique six noeuds). Les exemples tests traites dans ce 
chapitre ont conduit B d'excellents résultats, validant ainsi les éléments 
développés. Par ailleurs, les techniques de base qui vont permettre la 
prise en compte de tout type de matériau pi&zoélectrique, ont été mises en 
place dans les éléments et vont Atre complétées dans le second chapitre. 

Maillage 2 
2 

53 
30 
O 
22 
O 
26 
O 

9 
O 

Maillage 3 
3 
5 3 
30 
O 
22 
O 
26 
O 

9 
O 

Maillage référence 
2 

53 
30 
O 
22 
O 
26 
O 
9 
O 



figure 1.18 : maillage du type 1 

figure 1.20 : maillage du type 3 

figure 1 . 1 9  : maillage du type 2 

figure 1.21 : maillage de référence 



fimre 1-22: premier mode propre du disque ~ i6z04lectr ique  



figure 1-23: second mode propre du disque pi6zo6lectrique 

- 



finure 1-24: troisiéme mode propre du disque pi6zo6lectrique 



figure 1-25: quatrième mode propre du disque pi6zo6lectrique 



figure 1-26: cinquième mode propre du disque pidzo6lectrique 



figure 1-27: courbe d'admittance d'un disque pi6zoélectrique 



CHAPITRE II 

DESCRIPTION DE LA POLARISATION VARIABLE DANS UNE STRUCTURE 

A t'origine de ce travait, te code ATILA permettait ta prise en 
compte d'un seut matériau piésoétectrtque, ta céramique, dont tes tenseurs 
caractéristiques correspondent cf ta ctasse 6mm. Par aitteurs, ta 
potarisation & t'intérieur d'un étément devait Btre unijorme et sa 
direction devait pouvoir Btre obtenue cf partir de t'axe OX par une rotation 
autour de OY ou une rotation autour de 02. Dans ta premiére partie de ce 
chapitre, ta détermination de8 directions des axes principaux du matériau 
piézoétectrique est génératisée et permet ta prise en compte de tout 
matériau piésoétectrtque, qu'il soit orthotrope, comme ta céramique, ou 
totalement anisotrope, conune te quartz. Dans ta seconde partie, te cas 
particutter d'une potarisation variaôte, non unijorme dr t'intérieur d'un 
élément, est anatysé. Ce cas corresponâ iZ des structures intéressantes dans 
ta technotogie actuette de8 transducteurs. It est ittustré par trois 
exemptes testa. 



II- 1 DEFINITIONS LIEES A UN CHANGEMENT DE REPERE ORTHONORME 

II- 1.1 Choix des angles de ro ta t ion  

Les proprié tés  physiques d'un matériau pi6zoélectrique étant  
or ientées ,  l eur  description nécessi te  l a  déf in i t ion  d'un repère, appelé 
repère pr incipal  du materiau e t  noté Oxlx2xJ. En tou t  point  de l a  s t ructure  
z3 modéliser, ce  repère d o i t  Atre dé f in i  B p a r t i r  du repère global du 
maillage, noté OXYZ. Par a i l l e u r s ,  pour permettre l e  ca lcu l  des matrices 
élémentaires, ce  repère do i t  auss i  etre d é f i n i  B p a r t i r  du repère loca l  de 
chaque él6ment. L'ensemble des opérations de changement de repère est donc 
complexe et suppose un choix unique des angles de rotat ion.  

II- 1.1.1 Définition des angles d'EULER 

L e s  angles de rotat ion les plus  couramment u t i l i s é s  pour passer, 
par exemple, d'un repère Oxyz au repère Ox"y"zn, sont les t r o i s  angles 
d'EULER a, P et  Y. Ils sont dé f in i s  comme s u i t  [34] : 

- a est l ' ang le  de ro ta t ion  autour de l ' axe  Oz fa i san t  passer du 
repere Oxyz au repère Ox'y'z, tel que l ' axe  Oxn appartienne au plan 
O Y ' ~ ,  

- P est l ' ang le  de ro ta t ion  autour de l ' axe  Oy' fa i san t  passer du 
repère Ox'y'z au repère Ox"ytz', 

- Y est l ' ang le  de ro ta t ion  autour de l ' axe  Oxn fa i san t  passer du 
repère Oxny'z' au repère Oxnynzn. 

L e s  angles d'EULER sont  def in i s  algébriquement, une ro ta t ion  é t an t  posi t ive  
quand elle or ien tée  autour de son axe dans le sens trigonometrique d i rec t .  

Ii- 1.1.2 Ddfinttfon des angles utilis6s 1 

Dans le code ATILA, compte tenu d'une permutation i n i t i a l e  des 
composantes des d i f fbren ts  tenseurs, les axes principaux Oxl, Ox2 e t  Ox3 du 
matériau sont ,  par  défaut,  supposés confondus avec les axes OY, OZ et OX. 
En conséquence, les angles de rotat ion,  également notés a, P et  Y, ont une 
déf in i t ion  lbghrement d i f fé ren te  de c e l l e  des angles d ' W .  L e s  rota t ions  
successives sont: 

- une ro ta t ion  d'angle a autour de OZ fa i san t  passer du repère OXYZ au 
reHre Ox'y' Z ,  tel que l ' axe  Oxj appartienne au plan Ox'Z 
( f igure  Ii-la), 

- une ro ta t ion  d'angle P autour de l ' axe  Oy' f a i s an t  passer du repère 
Ox'y'Z au repère Oxgy'zt ( f igure  Ii-lb), 



finure IL-1: dbfinition des angles de rotation u,p,T décrivant 
le passage du repére OXYZ au repère Ox3xix2 [34] 

- une rotation d'angle Y autour de l'axe Ox3 faisant passer du repère 
Ox3y'zt au repére Ox3xlx2 (figure II-lc). 

IZ- 1.2 Matrices de changement de rephre 

II- 1.2.1 Uatrtces des rotations éZémentaires 

La matrice d'une rotation Alementaire d'angle or est la matrice 
liant les coordonnees (x',y',z') d'un point M dans le nouveau repère B ses 
coordonnées (x,y,z) dans l'ancien repère. La relation correspondante: 

X '  = XCOSQ + ysina 

y' = -xsina + ycosoc 

2' = 2 

peut se mettre sous la forme matricielle: 



coscs sincs O 
[Ra] = [-sOn. COU w.3) 

-. [R,] est alors la matrice unitaire caractérisant cette rotation d'angle a. 
Par un raisonnement similaire, les expressions des autres matrices de 
rotation d'angles Q et Y peuvent btre ktablies: 

CO@ O -sin@ 

si* O CO@ 

II- 1.2.2  Catcut de ta matrice produit 

La matrice [RI caract6risant la succession des rotations est 
obtenue par produit des matrices 616mentaires [R,], [RB] et IRr]: 

On obtient, après d6veloppement : 

II- 2 TRANSFOR)ZATIûN DES TENSEURS L I E  AU CHANQ3ENT DE REPERE 

11- 2.1 Relation de changement de base 

Soient (el ,e2 ,g3) la base orthonormée li6e au repère OXYZ et 
$ 8 9  

(el , c2 .c3 ) la base orthonormée attachée au repère Oxl x2x3. On peut montrer 

que les vecteurs de base si. g; et g; s'expriment en fonction de 
el, g2 et g3 par la relation: 

où [RI est la matrice de rotation d4finie au (II.7). La relation (II.8) 
exprime le changement de base orthonormée. 



II- 2.2 Changement de base d'un vecteur 

Soit un vecteur de composantes xi, x2 et x3 défini dans 

-. l'espace vectoriel sous-tendu par la base (el, e2, e3 ) . Soient xi , x i  et x i  
les composantes de y dans le nouvel espace vectoriel sous-tendu par la base 
( e;, 2 ) .  Par définition on a: -. 

1 1  y = xi .si 

~n utilisant la relation (II.8). on écrit: 

(II. 10) 

d'où se déduit la relation entre nouvelles et anciennes composantes d'un 
vecteur lors d'un changement de base: 

(II. 11) 

II- 2.3 GénCralisation aux tenseurs 

L'opération de rotation ne peut se faire que sur la forme générale 
du tenseur, jamais sur sa forme condensée. Ainsi, pour les différents 
tenseurs d'un materiau piézoélectrique, les relations suivantes expriment 
les nouvelles composantes en fonction des anciennes. 

11- 2.3.1 Appttcatton au tenseur étastique 

La relation de changement de base d'un tenseur élastique, donnée 
ici pour le tenseur C: jkl , est : 

E 
CIjki = Rim*Rjn*Rio*R~p*Cmnop (II. 12) 

Cette relation est valable pour tous les tenseurs de rang quatre. 

11- 2.3.2 Appttcatton au tenseur pfésoétectrtque 

La relation de changement de base d'un tenseur piézoélectrique, 
donnée ici pour le tenseur eijk, est: 

ei jk = Rim*Rjn*Rko *emno (Ir* 13 

. = 
Cette relation est valable pour tous les tenseurs de rang trois. 

11- 2.3.3 Appttcatton au tenseur dtétectrtque 

La relation de changement de base d'un tenseur diélectrique, donnée 



ici pour le tenseur &;j, est: 

Cette relation est valable pour tous les tenseurs de rang deux. 

(II. 14 ) 

II- 3 ANALYSE DU CAS DE LA POLARISATION VARIABLE 

Lors d'une analyse par bléments finis d'une structure 
piézoelectrique B l'aide de code ATILA, les axes principaux du matériau 
sont definis B partir des axes globaux par la donnee de trois angles de 
rotation. Dès lors, les composantes des tenseurs élastique, pi6zoélectrique 
et dielectrique sont modifiees d'apres les relation (II.12) ii (11.14). 
Toutefois, ce calcul étant fait Alement par element, il implique dans 
chaque &lément des proprietés hoiaogdnes et, dans le cas particulier d'une 
céramique, une polarisation uniforme. Cette condition est souvent 
restrictive puisque, dans une c6ramique. la direction de polarisation est 
fixee par l'orientation du champ Blectrique polarisant au cours de la 
fabrication et peut donc Atre rendue variable. C'est par exemple le cas 
d'un cylindre de ceramique polarise radialement, comme indique sur la 
figure II-2. La direction de polarisation ne peut alors ntre decrite qu'en 

fiaure II-2: cylindre de ceramique A polarisation radiale 

moyenne dans chaque 616rnent. Pour pouvoir decrire des polarisations 
variables, la determination de la direction de polarisation, et donc 
l'orientation du repere principal, doit se faire ponctuellement et non 
globalement sur 1'616ment. 



II- 3.1 Rciaarque sur le calcul des matrices de rigidité 

Le calcul des intégrales définies par les relations (1.48) est 
.. toujours effectué à l'aide des variables réduites E, et t. Toute 

intégrale du type: 

[Ke] est l'une des matrices élémentaires de rigidité [ KU, ] *  [K:@] Ou 

1 ,  [Be] l'une des matrice de transformation [B:] ou [BI] et [O] l'un 

tenseurs élastique, piézoélectrique ou diélectrique, devient: 

où [JI représente la matrice jacobienne de changement de coordonnées. Dans 

cette expression, seule la matrice [Be] dépend des variables réduites E, q 
et C par l'intermédiaire des relations du type (1.71) ou (1.72). Elle est 
donc réévaluée à chaque point d'intégration et permet de dbcrire 
précisément les contours courbes de l'élément. La matrice [G], exprimant 
les propriétés physiques de l'élément, est, quant B elle, constante lors de 
l'intégration. Elle ne dépend que de l'orientation globale de l'élément. 

11- 3.2 Evaluation des tenseurs point par point 

Le principe d'analyse de la polarisation variable consiste B 
calculer également la matrice [G] B chaque point d'intégration. 
L'orientation du repère principal est déterminée point par point et, B 
1 ' aide des relations (II. 12) & (II. 14), les composantes de la matrice [G] 
sont modifiées. L'intégrale de la relation (II.16) prend alors la forme 
finale suivante: 

Cette technique permet, lorsque la polarisation varie dans l'élément, un 
calcul plus précis des différentes matrices de rigidité, qui tiennent alors 
compte de formes géométriques complexes et d'une direction de polarisation 
variable. 

* -  

II- 3.3 Calcul des angles de rotation en polarisation radiale 

Les points d'intégration n'étant pas directement accessibles, la procédure 



de calcul des angles de rotation a été automatisée. Les deux sections 
suivantes présentent le calcul des angles de rotation dans le cas des 
polarisations cylindrique et sphérique. Ces polarisations sont définies 
principalement pour des mat6riaux uniaxiaux. L'angle de rotation Y est 
alors indifférent. Dans le cas d'utilisation d'autres materiaux, l'angle 7 

doit Atre pr6cise. 

II- 3.3 .1  Cas de ta potarisation cylindrique 

fimre II-3: definition de l'angle u pour la polarisation 
cylindrique 

Connaissant les coordonnées réduites E, q et 5 d'un point M, ses 
coordonn~s globaïes X, Y et Z peuvent etre calcul4es compte tenu de la 
bijection entre l'espace des coordonn6es réduites et celui des coordonnées 
globales. L'angle a est alors l'angle entre l'axe OX et l'axe OM (figure 
II-3) dom6 par: 

L' angle f3 est nul et la valeur de l'angle Y est indifférente. 

(II. 18) 



II- 3.3.2 Cas de ta potarisation sphérique 

finure II-4: definition des angles a et P pour la 
polarisation sphérique 

Comme dans le cas de la polarisation cylindrique, les angles a et P 
sont calcules B partir des coordonnées globales du point M (figure II-4) 
par : 

La valeur de l'angle Y est indifférente ici également. 

n- 4 ANALYSE DE QüELQüES BXE?lPLGS TESTS 

Dans cette partie, trois exemples tests correspondant B une 
polarisation variable sont traités: 

- l'analyse tridimensionnelle du comportement dynamique d'un cylindre 
piezoélectrique. Les résultats sont comparés, pour les modes 
présentant la symbtrie de révolution, aux résultats obtenus avec une 
modélisation plane utilisant des Bléments B symetrie axiale. 



- l'étude du mode radial d'une sphdre piézoélectrique. Les résultats 
sont comparés aux résultats analytiques. 

- l'analyse modale, en déformation plane, d'une section d'un tube 
piézoélectrique. L'attention est portée sur la levée de dégén6rescence 
de certains modes lorsque la description de la polarisation est 
insuffisamment précise. 

II- 4.1 ModClisation d'un cylindre pi6zoélectrique 

Pour valider la prise en compte de la polarisation cylindrique, un 
cylindre piézoélectrique creux est modélisé. Ce cylindre a un rayon interne 
de gcm, un rayon externe de 9.5cm et une hauteur de lcm. Pour simplifier le 
maillage du cylindre, seul un secteur angulaire est maillé. Sur les faces 
du diddre définissant ce secteur, des conditions de symétrie sont imposées 
au champ de deplacement. Les maillages utilises sont: 

- trois maillages tridimensionnels représentant respectivement des 
secteurs angulaires de 2 (figure II-5) , 6 (figure 11-6) et 45 d6gr6s 
(figure a-7) . 
- un maillage plan, avec des AlAments prenant en compte la symétrie de 
révolution (figure 8 dont les résultats associés servent de 
référence. 

L'analyse modale en circuit fermA et en circuit ouvert est conduite pour 
chaque type de maillage. Pour les maillages tridimensionnels, seuls les 
modes ayant la symbtrie de rAvolution sont retenus et comparés aux 
résultats fournis par le maillage plan. Les fréquences de résonance et 
d'antirésonance obtenues avec les différentes simulations sont donnees dans 
les tableaux II-1 et 1ï-2. Les coefficients de couplage Alectromécaniques 
sont &galement calculAs et donnbs dans le tableau II-3. Avec le maillage 
tridimensionnel d'un secteur de 45 dAgrés, la densite des modes n'ayant pas 
la symétrie de révolution est Alevée. Dans la liste des vingt premiers 
modes w r e s  donnée par le code ATILA, seuls trois modes B symbtrie de 
r6voluticm sont relevbs. Les fréquences des autres modes.& symétrie de 
révoluticm n'ont pas At4 determinées et sont donc remplacées, dans les 
tableaux, par des Atoiles (*) . 

figure YI-5: maillage d'un secteur de 2' du cylindre 

-4 



fiwre II-6: maillage d'un secteur de 6' du cylindre 

figure ïI-7: maillage d'un secteur de 45' du cylindre 

fimre li-8: maillage pian a symetrie axiale  



Tableau II-1: fréquences de r6sonance en kHz 

mode 

1 
2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

Tableau II-2 : fréquences d ' antir6sonance en kHz 

symetrie 
axiale 

5.57 
41.41 
83.82 
147.32 
230.27 
234.88 
302.32 
309 75 

mode 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

Tableau II-2: coefficients de couplage en % 

ouverture 
de 2' 
5.57 
41.42 
83.85 
147.56 
230.30 
234.90 
302.40 
309 76 

symétrie 
axiale 

5.89 
41.41 
92 34 
147.32 
234.27 
234.88 
302.32 
314.14 

k 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

.- 
Ces tableaux montrent une bonne concordance des differents 

resultats. Malgré le nombre restreint d1é16ments utilises pour le maillage 
du secteur de 45'. l'erreur reste relativement faible sur les trois 
premiers modes. Les trois premiers modes propres B symétrie de révolution 
sont représentés figures - 8  B II-10, pour le maillage plan et deux 
maillages tridimensionneis (secteurs de 2 et 6 d6grés) . L'identite des 

ouverture 
de 6' 
5.60 
41.42 
83.84 
147 35 
232.02 
235.44 
303 31 
309.86 

ouverture 
de 2' 
5.88 
41.42 
92 34 
147.56 
234.27 
234.90 
302.40 
314.15 

ouverture 
de 45' 
5.55 
41.47 
84 -93 

* 
46 

46 

* 
* 

symistrie 
axiale 

32 
O 
42 
O 
18 
O 
O 
17 

ouverture 
de 6' 
5.91 
41.42 
92 37 
147 35 
235.44 
235.44 
303 31 
314.85 

ouverture 
de 2' 

32 
O 
42 
O 
18 
O 
O 
17 

ouverture 
de 6' 
32 
O 
42 
O 
17 
O 
O 
18 

ouverture 
de 45' 
5.86 
41.47 
89.46 

i t  

4 t  

* 
e 

ouverture 
de 45' 
32 
O 
32 
* 
* 
* 

I) 





finure Ii-10: second mode sym6trie de r4volution du cylindre 



fiare IT-11: troisième mode symétrie de révolution du cylindre 



fréquences et des champs de déplacement obtenus démontre la précision du 
modèle utilisé pour décrire la polarisation cylindrique. 

iI- 4.2 Modblisation d'une sphdre pibzoélectrique 

Le second type de polarisation variable B valider est la 
polarisation sphérique. Celle-ci présente un degré de complexité supérieur 
B celui de l'exemple précédent, dans la mesure où la direction radiale 
n'est plus contenue dans un des plans de base du système de coordonnées 
mais varie dans l'espace suivant le vecteur qui joint le centre d'une 
sphére à un point quelconque de sa surface. Pour décrire cette 
polarisation, une sphère creuse de gcm de rayon interne et de 9.5cm de 
rayon externe a At& mod&lisée. Cette sphere porte des électrodes sur ses 
faces interne et externe. Un secteur de 15 degrés dans le plan horizontal 
et de 90 degrés dans le plan vertical a été maillé. Ce maillage est rkalisé 
B l'aide d'éléments hexaédres B vingt noeuds et d'un élément prismatique à 
base triangulaire à quinze noeuds (figure II-12). Des conditions de symétrie 
sont imposees au champ de déplacement sur les faces du diedre délimitant ce 

fi~ure 11-12: maillage d'un secteur d'une sph&re piézoélectrique 

secteur. Les fruences de résonance et d'antirésonance du premier mode 
radial de cette sphhre mince peuvent se caïculer analytiquement, comme 
rappelé dans l'annexe 2.  Les résultats de la simulation et du calcul 
analytique sont présentés dans le tableau II-4. 



radial 

analytique 9.12 10.82 

Tableau 11-4: fréquences de résonance et d'antirésonance 
et coefficient de couplage du mode radial 

Ces résultats prouvent un bon accord entre la simulation et le 
calcul analytique. Ils permettent de valider la prise en compte de la 
polarisation sphérique. 

1I- 4.3 Etude des modes d'un tube pi6zoélectrique infini 

Pour décrire une polarisation variable du type cylindrique ou 
sphérique sans recourir A la technique décrite dans ce chapitre, il faut 
sélectio~er pour chaque élbment piézoélectrique du maillage, une direction 
de polarisation unique correspondant A la moyenne des directions radiales 
passant par l'élément. Cette façon de procéder se traduit, lors de 
certaines simulations, comme celle btudiée dans cette section, par une 
levée anormale des dégénbrescences de modes. Les modes dits dégénérés sont 
des modes de mêmes fréquences dont les champs de déplacement sont 
identiques A une rotation de la structure entiere près. L'exemple traité 
est celui d'un tube de gcm de rayon interne, de lOcm de rayon externe et de 
hauteur infinie. Ce cylindre ne présente que des modes de vibration 
transversale qui sont parfaitement décrits par un maillage plan utilisant 
des éléments de déformation plane (figure II-13). L'analyse modale du tube 

figure II-1s: maillage d'un tube infini 

en circuit fermb est conduite dans deux cas pour lesquels le maillage de la 
structure est identique: 



- dans le premier cas, une direction de polarisation moyenne suivant 
les bissectrices principales (figure II-13) est fixée pour chaque 
élément du maillage. Ce cas, qui est un cas extrême, est choisi pour 
accentuer les lévées de dégénérescence. 

- dans le second, la direction de polarisation est calculke sur tous 
les points d'intégration de chaque élément, comme décrit dans ce 
chapitre. 

Les fréquences de résonance obtenues, dans les deux cas, sont données dans 
le tableau a-5. Dans ce tableau, plusieurs modes sont dégénérés, comme le 

Tableui  I I - f i :  fréquences de résonance du tube infini en kHz 

mode 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

IO 
11 
12 
13 
14 

premier et le second ou le troisihe et le quatrihe etc... Toutes ces 
dégénbrescences sont bien obtenues avec le maillage utilisant la 
polarisation variable. Par contre, avec le maillage B polarisation fixe, on 
observe quelques lev&es de dbgén6rescence. Les champs de dbplacement 
associes aux six premiers modes sont présent6s sur les figure 11-14 B II-19. . . 
Il faut noter que, si dans un cas réel trait& avec une modélisation plus 
fine, les écarts ne sont qu'un effet secondaire lors d'une analyse modale, 
ils peuvent cependant impliquer une réponse harmonique plus complexe ou 
présentant des pics de largeur erronk, ce qui rend alors la qualité de la 
modélisation B polarisation variable indispensable. 

12.26 12.67 
12.43 12.67 

polarisation 
fixe 

0.47 
0.51 
1.45 
1.46 
2.82 
2.87 
4.67 
4.75 
5 53 
6.85 
7.38 
7.66 
7 092 

10.04 
10.21 

polarisation 
variable 

0.51 
0.51 
1.57 
1.57 
3 03 
3.10 
5.05 
5.05 
5.68 
7.54 
7 54 
8.02 
8.02 

10.52 
10.52 



f igure 11.15: second mode propre du tube i n f i n i  



figure II. 16: troisieme mode propre du tube in f in i  

f igure II.17: quatr ibe  mode propre du tube i n f i n i  



finure II.18: cinquième mode propre du tube in f in i  



li- 4.4 Ebdblisation de rbsonateurs pi6zoClectriques 

Dans cette partie, on se propose de modéliser deux sortes de 
-. résonateurs piézoélectriques. Le premier est un transducteur sandwich formé 

d'une ou deux plaques piézoélectriques en niobate de lithium collées sur 

. a une plaque métallique en Thermetast. Le second est une lame de quartz 
présentant des modes d'épaisseur B énergie piégée. Les éléments actifs de 
ces transducteurs étant des materiaux piézoélectriques dont les tenseurs 
représentatifs n'appartiennent pas B la classe cristallographique de la 
céramique, la modélisation de ces résonateurs permet de valider la prise en 
compte, par le code ATILA, de tout type de matgriau piézoélectrique. 

li- 4 .4 .1  Rdsonateur au niobate de Zithium 

Trois configurations différentes du résonateur au niobate de 
lithium sont étudiées. Dans la premi&re configuration (figure &20a), le 
transducteur est forme de deux plaques piézoélectriques collées de part et 
d'autre d'une lame métallique. Dans la deuxieme configuration (figure 
li-20b), le transducteur se compose d'une plaque piézoélectrique comprise 
entre deux plaques métalliques. Enfin, dans la troisieme configuration 
(figure II-20~).  le transducteur est forme simplement d'une plaque 
piézoélectrique collée sur une plaque métallique. Dans les trois cas, le 
matériau piézoélectrique est le niobate de lithium. Le metal est du 
Therme Zast , de module dlWWNO 1.839 1011 Pa et de coefficient de POISSON 
0.44 . Les dimensions, exprimées en mm, sont portees sur la figure a-20 

pour chaque transducteur. La modélisation a 6th conduite dans les trois 
cas. Les valeurs calculées de la fréquence de résonance et du coefficient 



de couplage du mode longitudinal sont comparées aux valeurs expérimentales 
obtenues par C. DUCHET [35] dans le tableau II-6. L'accord est très bon et 

Tableau II-6: fréquences de résonance et coefficients de couplage 

valide la prise en compte de ce matériau. 

typede 
résonateur 

a 
b 
c 

II- 4 .4 .2  Résonateur à quarte 

Le deuxidme type de résonateur modélisé est le résonateur B lame de 
quartz présentant des modes d'épaisseur B Anergie piégke. Ces modes, qui 
correspondent B une onde de volume se propageant suivant la direction 
normale B la plaque de quartz, presentent une dispersion provoquée par la 
lente variation de l'épaisseur du cristal. Deux coupes différentes de la 
plaque de quartz ont ét4 étudiées: une coupe en simple rotation (type AT) 
et une coupe en double rotation (type SC). Ces coupes correspondent B des 
orientations différentes de la plaque par rapport au repère 
cristallographique du matériau (figure II-21). Les valeurs calculées des 

Fr (Hz) 
calculée 

113.3 
108. i 
110.~1 

1 figui+, II-21: differentes coupes de la lame de quartz 1361 I 
fréquences de résonance des six premiers modes sont comparées, pour les 

Fr (HZ) 

112.2 
106.6 
108. g 

k(%) 
calculé 

31 
19 
26 

k(%) 
mesuré 

30 
19 
25 



deux cas, aux valeurs expérimentales obtenues par B. DU= [ 3 6 ] .  Les 
tableaux II-7 et II-8 présentent les résultats obtenus avec les deux 

Tableau II-7: fréquences de résonance de la coupe AT 

Fr (MHz) 
mesurée 

5 .oo 
5.08 
5.09 - 
8.40 
8.40 

mode 

1 
2 

3 
4 
5 
6 

Tableau II-8: fréquences de résonance de la coupe SC 

Fr (MHz) 
calculée 

5.02 
5.12 
5.12 
8.33 
8.42 
8.42 

modélisations et les mesures correspondantes. Le tiret dans le premier 
tableau remplace une valeur expérimentale manquante. La qualité des 
résultats obtenus permet de valider égaiement la prise en compte du quartz. 
Toutes ces modblisations montrent la capacité du code ATILA à décrire 
maintenant tout type de matériau piézoélectrique, indbpendamment de la 
classe & symétrie de leurs tenseurs caractéristiques. 

Fr (MHz) 
mesurée 

5 -00 
5.10 
5.11 
6.90 
7.01 
7.02 

mode 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

lx- 5 CONCLUSION 

Fr (MHz) 
calculée 

5.00 
5.12 
5.12 
6.98 
7.10 
7.10 

Dans ce second chapitre, la généralisation des opérations 
tensorielles intervenant dans le calcul des différentes matrices de 
rigiditb des élbments piézoélectriques, entamée dans le premier chapitre, 

f *  

est completée. Elle permet alors la prise en compte, par le code ATILA, de 
tout type de matériau piézoélectrique (céramiques, quartz, CdS, 
piézoplastiques) à polarisation uniforme. Des modélisations de résonateurs 
à quartz présentant des modes d'épaisseurs à énergie piégbe et de 
transducteurs sandwich formbs de deux plaques rectangulaires 
piézoélectriques au niobate de lithium collées de part et d'autre d'une 



lame métallique en Themnetast ont été effectuées. Les résultats de ces 
modélisations ont permis de valider complètement ce premier aspect de la 
généralisation, 

. . Le second aspect, entièrement d6veloppé dans ce chapitre, concerne 
la modification, dans les éléments piézoélectriques de la bibliotheque du 

. . code ATILA, de la procédure dtint6gration numérique. Il permet alors la 
prise en compte, dans l'élément, d'une polarisation variable du type 
cylindrique ou sph6rique. Les nombreux exemples tests de polarisation 
variable traités dans ce chapitre ont fourni des résultats particulièrement 
précis et ont permis le validation de ce dernier aspect de la 
généralisation. Les é16ments piézoélectriques ainsi développ6s peuvent, dés 
lors, Atre constitués de tout materiau piézoélectrique B polarisation 
uniforme ou variable. 



CHAPITRE lu 

ANALYSE DES PLAQUES PIEZOELECTRIQUES 

Dans tes probtbmes traités aux chapitres 1 et n, tes relations 
fondamentales entre contraintes et déformattons ont été exptoftées sous 
leur forme exacte, tes approxfmations n'étant liées qu'it ta mdthode des 
étéments jfnis. Dans ta théorie classfque des plaques étastiques, certaines 
hypothbses sfmptfjicatrices sont fntroduftes dbs te début, permettant de 
ramener l'étude d'une structure trfdfmensionnelte dl&paisseur jafbte à un 
probtbme bidfmensionnet. Ces hypothdses sfmptificatrfces, qui supposent une 
varfation tinéaire des contraintes et des déjormatfons le long d'une 
normale au plan mouen de la plaque, ne sont vatabtes que dans ta mesure où 
ta plaque est mince et a de petits dêptacements. Ce chapitre a pour obdet 
d'apptiquer ces hgpothdses de ta théorie des ptaques minces cf des plaques 
pféeoétectriques et d'en déduire ta jormutatfon équfuatente. Il constitue 
un préambute it t'étude des trftames piésoélectriques qui est t'objet du 
chapitre et n'a pas d'apptication directe. 



lit- 1 PREsENTATION DU P R O B L .  DE LA PLAQUE PIEZOELECTRIQUE 

. . n- 1.1 Description 

. . Une plaque piézoélectrique est une structure tridimensionnelle 
sollicitée en flexion dont une des dimensions, l't5paisseur. est très petite 
comparée aux deux autres (figure lU-1). Cette structure, supposée en 
ceramique piçzdlectrique, est métallisée sur ses deux grandes faces qui 
sont parallt3les entre elles . La direction de polarisation est orthogonale 
aux électrodes formées par les faces métallisées. 

figure ifi-1: schema d'une plaque piézo6lectrique 

Les proprietes de flexion d'une plaque dependent, en grande partie, 
du rapport des dimensions laterales B l'épaisseur. Dans la théorie des 
plaques minces, les hypothèses classiquement admises, appelées hypotheses 
de KïMNHûF?' [lg], sont les suivantes: 

a - il n'y a pas de deformation dans le plan moyen d'une plaque: ce 
plan reste neutre pendant la flexion, 

b - les points de la plaque situés initialement sur une normale au 
plan moyen demeurent sur celle-ci après la flexion, 

c - les contraintes normales suivant une direction transversale à 
la plaque peuvent Btre negligees. 

Par ailleurs, du point de vue electrique, les lignes de champ electrique 



sont considérées normales aux électrodes. En général, l'erreur faite, en 
utilisant ces hypothèses, est de l'ordre de hl2 [14], h étant l'épaisseur 
de la plaque et 2 la plus petite des dimensions latérales de la plaque. 

. Quantitativement, si l'erreur maximale admise est de 5%. les hypothèses ne 
sont utilisables que pour les rapports vkrifiant: 

Pour des rapports plus grands, l'utilisation d'élements plaques épaisses ou 
d'éléments solides tridimensionnels doit être envisagée. La figure II[-2 [37] 
indique le domaine de validité des éléments plaques minces (1). plaques 
épaisses (2) et d'éléments solides tridimensionnels (3) en fonction du 
rapport h/Z. L'épaisseur du trait est fonction de la qualité des résultats 
généralement obtenus avec chaque type d'élément. 

figure H-2: domaine d'utilisation des plaques 

En tenant compte de ces hypothèses, l'analyse tridimensionnelle 
peut être ramenée B un problème plan. Les équations d'état de la 
piézo6lectricit4 ~ O M & ~ S  par les relations (1.25) se réduisent 9: 

.- 
La relation (1.4) permet d'&rire: 



Le couplage de cette équation avec les relations (JlI.2) fournit le système 
suivant : 

En definissant par gT = (ul ,u2 ,06 ) et $ = (sl ,s2, 06) les vecteurs g et s 
des contraintes et deformations du plan moyen, les relations (m.3) et (JlI.6) 
peuvent alors se mettre sous forme matricielle: 

Cal = 

et: 

avec : 

m- 2 MATRICE DE RIGIDITE D'UNE PLAQUE PIEZOELEcTRIQüE 

Ei- 2.1 Définition des wiments 

(m. 10) 

L'état de déformation et de contrainte d'une plaque peut être 
entièrement d4crit par la fldche w qui est le déplacement transversal du 



plan moyen de la plaque. Toutes les composantes de la contrainte peuvent 
notamment s'exprimer en fonction de cette flèche. En dehors du plan moyen, 
compte tenu de la seconde hypothèse de KIRCHHOFF, les contraintes et les . déformations varient lineairement dans lf6paisseur de la plaque. Les 

moments de flexion et de torsion par unité de longueur, décrits B la 
. . 

figure X-3: moments de flexion et de torsion d'une 
plaque piezoélectrique 

figure P-3, sont [ 2 3 ] :  

Ml = rG2u1  . zdz 

n, = Jhc2u2. zdz (m. il) 

E- 2.2 W f i n i  t ion de8 dCfolr~etionrr gCnCralisCes 

Les deformations géneralisbes sont définies de telle sorte que leur , 

produit scalaire avec les moments de flexion et de torsion, aussi appeles 
contraintes géneralisées, s'identifie au travail des forces interieures. On 
peut donc donner de la deformation génbralisbe la definition suivante [381: 



(lu. 12) 

où rlet r2 sont les rayons de courbure, respectivement dans les plans xOz 
et yûz, et r6 la torsion de surface. 5 et Q se relient ais6ment. Ainsi, 
soit dn une section Blémentaire de la plaque obtenue par une coupe dans le 
plan xOz (figure m-4). En notant dx la longueur de la fibre moyenne de dR, 

1 fimre Z-4: flexion d'un domaine blémentaire I 
on peut, par construction de triangles semblables sur la section flechie, 
écrire : 

où z est la distance du point M à la fibre moyenne. En appliquant cette 
démarche m e c  les autres composantes, la relation entre la déformation 2 et 
la déformation généralis&e 5 peut alors stAcrire: 

2 = 2.5 (m. 14) 

Cette relation, qui vérifie les deux premières hypotheses de KIRCHHOFF, 
montre que la déformation g varie linéairement dans l'épaisseur de la 
plaque . 

1- 2 .3  Uatrice de rigiditC de l a  plaque piCzdlectrique 

En développant l'expression de la contrainte gBnéralis6e Ml donn6e 
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par la premiére équation de (I.11), on obtient: 

Sachant de plus qu'il n'y a pas de charges libres dans le volume du 
matériau, l'équation de POISSON s'écrit: 

Alors : 

d'où: 

De la m&me façon, on trouve: 

et: 

(III. 16) 

(m. 18) 

(la. 20) 

Ces mlations sont independantes de l'excitation électrique. Le 
comportement de la plaque doit donc &tre indifférent aux conditions aux 
limites Blectriques. 

Définissant par = { M ~  ,Mg) le vecteur formé par les moments 
de flexion et de torsion, les Aquations ( 1 , (m. 19) et (m. 20) se 
regroupent sous la forme matricielle suivante, liant les contraintes 

*- généralisées aux deformations géneralisées: 



LamatriceCD] est appelee matrice de rigiditC de la plaque 
piézo6lectrique. A l'évidence, compte tenu de l'expression de d donnée par 
la relation (lü.10), l'effet des termes piézo6lectriques se traduit donc 
simplement par un raidissement de la plaque. 

lü- 3 APPLICATION DE LA METHODE DES ELEMENTÇ FINIS 

81- 3.1 Expression du principe variatio~el 

Comme indique dans la section precedente, le probléme d'une plaque 
pi6zoblectrique en flexion se réduit au problème d'une plaque Blastique 
isotrope dont les constantes élastiques sont raidies par l'effet 
pi6zo6lectrique. Dès lors, les modes de flexion de la plaque 
pi6zoélectrique ne peuvent pas Atre excites blectriquement. La 
fonctionnelle L associee aux équations de la plaque est purement mécanique 
et donnee par [31]: 

où o est la pulsation, w la flèche, p la masse volumique, S la surface de 
la plaque, V son volume et f une force par unit15 de surface provenant de 
conditions aux limites mécaniques appliquees. 

P- 3.2 Expressions des matrices Clémentaires 

La méthode des BlCSments finis, decrite au premier chapitre, peut 
alors Atm appliquee au cas de la plaque piézoélectrique. On définit 



respectivement par: 

la flèche et le vecteur des déformations en un point d'un élément e, où te 
est le vecteur formé par les valeurs nodales de la fleche aux différents 
noeuds de l'élément, [Ne] est la matrice des fonctions de forme décrites en 
annexe 3 et [Be] est donnée par: 

La fonctionnelle L de la relation (IU.23) peut alors se decomposer en une 
somme sur tous les éléments de maillage [7]: 

soit : 

(m. 28) 

(1. 29) 



[Ke] est la matrice élémentaire de rigidité. [Me] est la matrice 
élémentaire de masse cohérente et Fe le vecteur élémentaire des forces 
appliquées. Definissant alors par le vecteur des valeurs nodales de w 
sur tout le domaine, l'expression (Iii.27) peut se réarranger sous la forme: 

Dans cette équation, i et j decrivent tous les noeuds du domaine et on a 
posé : 

où e(i,j) représente un blbment e contenant les noeuds i,j et e(i) un 
élément contenant le noeud i. Cette operation de réarrangement, donde par 
les relations (lü.32), constitue l'assemblage, comme indiqué au 
paragraphe 1-1.4.2. L'application du principe variationnel conduit alors i3 
minimiser L par rapport aux valeurs nodales de W: 

soit : 

Cette équation peut se réecrire sous la forme matricielle: 

La resolution de ce système correspond au cas purement elastique du système 
(1.51). Elle peut Atre conduite en analyse statique (E est une force 
statique appliquée la structure), en analyse modale pour une structure 
mécaniquement libre ( = 2 ) ou en analyse harmonique (E est une force 
dépendant sinusoldalement du temps la frbquence W) et fournit, dans tous 
les cas, le champ de deplacement de la structure. 



a- 4 n v D E  D'üN EXEMPLE TEST 

Les fréquences propres d'un disque métallique sollicité en flexion . . peuvent se calculer analytiquement par l'utilisation d'une formule 
empirique proposée par R.D. BLEVINS [39] et A.W. LEISSA [40]: 

. . 

Dans cette expression, l'indice j correspond au nombre de cercles nodaux, 
Xj  est un paramètre dimensionnel dépendant de j, R et h sont le rayon et 
l'épaisseur du disque, E le module d'YOUNG, v le coefficient de POISSON et 
P la masse volumique du matériau constitutif du disque. En définissant par: 

le module d'YûüNG et le coefficient de POISSON &quivalents pour une plaque 
piézoélectrique mince polarisée suivant l'axe 3, cette formule peut être 
utilisée pour dbterminer les fr6quences propres des modes de flexion des 
plaques piézoélectriques. Pour un disque de céramique du type P762 (variété 
Quartz et Silice) de lOcm de rayon et de 0.5cm d'épaisseur, les différents 
parametres sont: 

E = 0.629 lol Pa 

v = 0.359 

Le tableau IP-1 présente, pour les trois premiers modes, les 
résultats obtenus soit analytiquement, soit par une modélisation à l'aide 
des Aleiients plaques d6veloppés . Ce test ne permet pas de valider 

Tableau IP-1: fréquences de r6sonance en Hz 

j 

1 
2 

3 

completement l'élément plaque développé car, dans une plaque 

calcul 

648 
2749 
6260 

modélisation 

697 
2838 
6167 

écart 
en % 
7 
3 
1 



piézoélectrique, plusieurs coefficients de POISSON et plusieurs modules 
d'YOUNG peuvent etre définis et chacun de ces paramètres apporte une 
contribution B la valeur des fréquences obtenues. Des tests plus 

. approfondis n'ont pas été conduits, par absence de résultats expérimentaux 

servant de comparaison. 
. . 

III- 5 CONCLUSION 

La formulation des plaques piézoélectriques développée dans ce 
chapitre a permis, bien que n'ayant pas d'application directe, l'écriture 
de deux élbments plaques piézoélectriques A six et huit noeuds. Ces 
éléments peuvent fournir les modes propres de flexion des plaques 
piézoélectriques. Des analyses modales de plaques piézoélectriques 
sollicitées en flexion ont ainsi pu Atre effectuees et les résultats 
obtenus ont autorisé une validation partielle de la formulation. Cette 
formulation est reprise au chapitre suivant et appliquée A lt6tude de 
structures composites. 



CHAPITRE 117 

ANALYSE DES TRILAMES PIEZOELECI'RIQUES 

Ce chapitre a pour obiet te dévetoppement d'une forntutation adaptde 
à 2 'étude des tri tames piéao&tectr iques, en exptot tant t 'étude des plaques 
minces decrite dans te chapitre précedent. Les tritames sont des structures 
composites qui servent & ta réattsation d'hydrophones. Its sont un étément 
essentiel pour ta conception de capteurs. AprOs avoir étabtf te jormatfsme, 
nous présentons une comparaison des résuttats numériques d des résuttats 
expérimentaux obtenus notanment par interj&rom&trie, comparaison qui valide 
ta méthode et déjtnit ses tiaftes d'apptication. 



m 1 DESCRIPTION 

Un trilame piézoélectrique est une structure camposite formée de 
deux plaques fines de céramique piézoélectrique, généralement circulaires, 
collées de part et d'autre d'une âme mbtallique, fine également, de même 
forme que les plaques pibzoélectriques et de dimensions latérales souvent 
supérieures (figures 111-1 et 111-2). Cette âme métallique est encastrbe à sa 
périphérie dans un support. Les faces des céramiques portent des électrodes 
et les polarisations sont normales aux faces, de m4me sens (figure IP-3a) 
ou de sens opposés (figure 111-3b) suivant le mode de connexion électrique 
(parallele ou serie). Soumis B une différence de pression AP entre ses deux 
faces, le trilame subit une déformation de flexion (figure ]ZL-4), la 
surface neutre étant la surface mbdiane de l'âme mbtallique. Le couplage 
électrique apparalt alors via les termes piézoélectriques du type "31". 

Le trilame piézoélectrique est l'élément essentiel de nombreux 
hydrophones auxquels il confbre une directivité intrinsbque, m4me en basse 
fréquence (i.e lorsque la longueur d'onde est grande par rapport aux 
dimensions de l'hydrophone) . Dans un hydrophone de type "dipôle" 
(figure IQ-5), le trilame, dont le diamdtre est de quelques centimbtres, 
est monte dans un flasque metallique annulaire (figure 111-6) , 1 ' ensemble 
étant enrobé de polyuréthane. La directivité est alors décrite par une 
fonction cosinus, les maxima Atant sur l'axe de symetrie. Dans un 
hydrophone de type ncardiorden [41-421, le trilame ferme une cavité 
cylindrique remplie d'huile (figures 111-7 et 111-8). A l'autre extrémité de 
la cavité, l'huile interne est mise en contact avec le fluide externe gràce 
A une fente mince, quasi annulaire. L'ensemble de la cavitb et de la fente 
constitue un réseau déphaseur qui, s'il est juducieusement ajuste, donne B 
1 ' hydrophone une directivité cardioide présentant son maximum sur 1 ' axe de 
symétrie, c6te trilame. Dans d'autres structures, le trilame peut Atre 
également monté devant une cavite cylindrique remplie d'air, ce qui 
augmente la sollicitation de pression bP mais supprime la compensation 
hydrostatique. 

I céramiques 
,,; , ,.. : a . .  . .. . . '  , , .  . , l #  . .  i . - '  

1 - I / 3 
1 . .  , . . .  , ,  

a . , . . .  , .  , . 
I 
I 

fimre m-1: schéma descriptif d'un trilame piezoélectrique 



figure a - 2 :  présentation d'un trilame piézoélectrique 

l passage isolant 

support 
7 

figures III-3: schéma de principe d'un trilame piézoélectrique 
avec montage parallèle (a) 1 ou série ( W S  ) 
plaques actives 



f i ~ u r e  IQ-4 : f lexion d ' un trilame pi6zo6lectrique 

AME 

\ 

fimre IQ-5: sch6ma descript i f  d'un hydrophone de type dipôle 



f i g u r e  IZT-6: p r é s e n t a t i o n  des  f l a s q u e s  mé ta l l i ques  

élément sensible c ircul t  déphaseur 

f i g u r e  E-7: schéma d e s c r i p t i f  d ' u n  hydrophone de  type c a r d i o i d e  



#g- :n 
, . M"' :A 



IQ- 2 FORMULATION DU PROBLEME DU TRILAlvlE PIEZOELECTRIQUE 

111- 2.1 Hypothèses et Bquations 

Le trilame piézoélectrique & étudier est formé de deux couches de 
cdramique piCzoélectrique entre lesquelles est intercalée une couche de 
matériau métallique. Les épaisseurs des couches piézoélectriques sont 
identiques et indépendantes de l'épaisseur de la couche métallique. Les 
autres dimensions latérales sont prises identiques pour les trois couches 
de l'élément (figure ID-9). Cette dernière restriction est sans importance 

fimre KI-9: schéma d'un trilame piézoélectrique 

pratique puisque la structure réelle, pour laquelle l'âme métallique a des 
dimensions latbrales plus grandes que celles des céramiques, pourra être 
décrite en reliant des éléments trilames et des éléments de plaques 
élastiques. L'élément trilame est conçu comme un élément unique composite, 
intégrant dans sa formulation les paramètres physiques des trois couches 
qui le constituent. Les faces supérieure et inférieure de chaque couche de 
céramique sont métallisées et constituent les Blectrodes, connectées 
électriquement comme indiqué sur la figure IQ-10. Le vecteur de 

figure ISZ-10: schéma électrique du trilame 

- 



polarisation est dirig6 suivant l'axe Oz, dans le même sens pour les deux 
céramiques. En considérant que le rapport de la plus petite des dimensions 
latérales à l'épaisseur totale est supérieur A 20, les hypothèses de plaque 
mince peuvent Atre utilisees. Toutefois, ceci constitue une approximation 
de moins bonne qualit6 que pour les plaques homogènes car les effets de 
cisaillement aux interfaces entre couches et les rotations de la normale 
dans les plans xOz et yOz sont négligés. Compte tenu de ces hypothèses, et 
avec les notations du chapitre précedent, les équations du trilame sont: 

- dans tes domaines piézoétectriques: 1 

- dans te domaine mécanique: 

où E et v sont respectivement le module d'Young et le coefficient de 
Poisson du métal. Les exposants p et m désignent respectivement les 
domaines pi6zoélectriques et mecmique. [oc] et [P] ont les mêmes 
expressions que celles definies dans les relations (lU.8) et (lU.9). 

I[E 2.2 Définitions des moments de f lexion et  de torsion 

En admettant pour le trilame les memes approximations que pour les 
plaques pi6zoélectriques, les contraintes et d6formations varient 
lingairemnt dans chaque couche. En supposant alors un collage parfait 
entre couches, la d6formation varie de façon continue d'une couche ii 
l'autre. La contrainte est, quant à elle, discontinue aux interfaces entre 



couches et varie différemment dans les différents matériaux (figure Ill-11). 
Les moments de flexion et de torsion s'obtiennent donc en intégrant 

figure IZZ-11: variation de la contrainte dans le trilame 

séparbment, dans chaque couche, la variation des contraintes 
correspondantes 1231: 

q.zdz + .zdz + Jh: al . zdz 

q . ~ d ~  + 1- b: ..z~z + 3 . zdz 

' 6  = [:: * .zd~ + J-:: ..zdz + Jh: q . zdz 
IP. 2.3 Expressions des inductions Qlectriques 

Soient respectivement Di et Dj les inductions 6lectriques dans les 
couches pi&zoélectriques supbrieure et infhrieure du trilame. La diffbrence 
de potentiel $ aux bornes de la cbramique supbrieure est donde par: 

. . Compte tenu de la relation ( lJZ.2): 



En remplaçant arl et  a2 par l eu r s  expressions données dans l e s  re la t ions  
(IZ2.1)  e t  remarquant que Pl = P2,  c e t t e  équation (Kl.7) devient: 

0 é t a n t  connu. l 'équat ion (Kl.9) permet de calculer  Di: 

D e  l a  m ê m e  manière, s u r  l a  ceramique in fe r ieure ,  en écr ivant :  

on trouve: 
D j  = -Di 

IL!- 3 MATRICES CARACTERISTIQUES DU TRILAME 

IB 3.1 Equations d'btat du trilame 

En u t i l i s a n t  les re la t ions  (112.1) e t  (H.3). l 'express ion du moment 
de f lexion de l a  r e l a t i on  (lQ.4) peut se developper sous l a  forme: 

-hl - Pl .Dj.[-h2 zdz 



Après intégration, cette équation devient: 

2 @!- hi) (h!- hi) 

= 7.0L11* 1 + 5'"l2' r2 

De la méme façon, en développant les expressions ( H. 5) et ( m. 6) des 
autres moments, on obtient: 

1 - 202. (Dj - ~ j ) .  (h:-h:) 

et: 

Dès lors, dbfinissant par: 

1 ' induction &leetrique globale du trilame, les équations ( m. 14) d ( m. 17) 
peuvent se regrouper sous la forme: 

Ces relations constituent les équations d'état du trilame. 



112- 3.2 Matrice de rigiditb 

La matrice [D,] de l a  r e l a t i on  ( m. 18) e s t  déf in ie  par: 
*. 

CD,] = 

C'est l a  matrice de r i g i d i t e  du trilame piézoélectrique.  L e  coef f ic ien t  x 
y e s t  donné par: 

112- 3.3 Vecteur pibzoélectrique 

Le vecteur g de l a  r e l a t i on  ( IQ. 18) est dé f in i e  par: 

C ' e s t  l e  vecteur pi6zo6lectrique du trilame piézoelectrique.  

lQ- 3.4 Coefficient diblectrique 

L e  coef f ic ien t  Y de l a  r e l a t i on  (112.18) est de f in i  par: 

Il ca rac t e r i s e  l a  permi t t iv i te  diblectr ique du t r i lame pi6zoélectrique. 



rrZ- 4 APPLICATION DU PRINCIPE VARIATIONNEL 

-. En adoptant les mêmes définitions et notations que celles de 
(lit. 24) , les équations d' état du trilame s' écrivent pour l'élément e: 

Ce systeme d'équations est analogue au système d'équations associé à un 
matériau piézoélectrique classique, les matrices des constantes élastiques, 
piézoélectriques et diélectriques étant simplement remplacées par des 
matrices dont les termes prennent en compte & la fois les caract6ristiques 
physiques des différents matériaux du trilame et les différentes épaisseurs 
des couches. Dès lors, la formulation variationnelle du trilame est la même 
que celle des éléments piézoélectriques ordinaires. 

IP- 4.1 Formulation variationnelle 

La fonctionnelle associée & ces 6quations est: 

où S et V représentent la surface et le volume du trilame. V, est le volume 
de la couche pibzoélectrique superieure, la contribution de la couche 
inférieure étant automatiquement incorporbe compte tenu de la definition de 
D3. P est la masse volumique bquivalente donnée par: 

où ppet pm sont respectivement les masses volumiques de la céramique et du 
métal et Vm le volume de la partie mécanique. o est une pulsation, Q la 
charge des blectrodes. En développant l'expression de L, on obtient: 



El- 4.2 Matrices élémentaires de rigidité 

Comme dans les chapitres précédents, la fonctionnelle L est alors 
-. dbcomposée sur tous les élbments du maillage: 

Cette bquation peut se mettre sous la forme: 

.- La première intégrale définit la matrice élémentaire de rigidité mécanique 
et la seconde, le vecteur &lementaire de rigidité piézoélectrique. La 
troisième est le coefficient diélectrique élémentaire. La quatrième définit 
la matrice &lémentaire de masse cohérente et la dernière est le vecteur des 
forces nodales appliquées B l'élément. 



KI- 4.3 Equations A résoudre 

En définissant par: 

les termes des matrices de rigidité mécanique, piézoélectrique et 
diklectrique, de la matrice de masse et du vecteur de force appliquée après 
assemblage, tel que décrit au paragraphe lü.3.2, l'expression ( 122.29) peut 
alors être réécrite sous la forme: 

où i et j decrivent tous les noeuds du maillage. Dés lors, l'application du 
principe variationnel conduit; B minimiser L par rapport ii (P et aux valeurs 
nodales de 5: 



103 

On obtient, en développant ce système: 

et: 

Ces deux équations peuvent se regrouper sous la forme matricielle: 

Ce système d'équations est identique B celui de (1.51). Il se résout de la 
même manière et avec les mémes conditions aux limites mécaniques et 
électriques. En particulier, les modes de flexion étant couplés 
électriquement, un trilame peut donc, contrairement B la plaque 
piézoélectrique, présenter des résonances et antirésonances. 

ZZ- 5 ANALYSE D'EXEHPLES TESTS 

Deux éléments trilames piézo6lectriques ont été développés: 
l'élément trilame quadrilatère B huit noeuds et l'élément trilame 
triangulaire B six noeuds. Ces élhments ont permis la modélisation de 
structures réelles prhsentant la symétrie de révolution A l'aide de 
maillages tridimensionnels. Les résultats de la simulation sont comparés 
d'une part aux résultats de mesure et d'autre part A des modélisations 
réalisbs & l'aide d'éléments prenant en compte la symetrie de révolution. 

m- 5 . 1  Etude du trilame seul 

La structure A étudier est formée d'un disque métallique en alliage 

.- d'aluminium (type AG5) d'un diamètre de 381m sur lequel sont collés, de 
part et d'autre, deux disques de céramique (type X31 de Pons-Alcatel) d'un 
diamètre de 2ûmm. Les trois disques sont coaxiaux (figure E-12). 
L'épaisseur de chaque disque de céramique est de 0.5mm. Suivant les cas, 
l'épaisseur du disque métallique est 0.5, 0.8 ou de 1.2mm. La structure 



figure XZ-12: structure trilame seule 

complète est libre. Le maillage réalisé B l'aide des éléments trilames 
représente un vingt-quatrième de la structure réelle (figure IZL-13). Des 

1 figure IZL-1s: maillage avec des éléments trilames 1 

conditions de symétrie sont imposées au champ de dkplacement sur les faces 
du dièdre délimitant le secteur maillé. Le maillage réalisé B l'aide des 
éléments B symétrie axiale est représenté en figure 122-14. L'analyse 

fimre l!Z-14: maillage avec des éléments B symétrie axiale 

modale de la structure est conduite en circuit fermé (résonance) et en 
circuit ouvert (antirésonance). Les tableaux IIL-1 B 122-6 présentent les 
résultats obtenus pour les fréquences de résonance et d'antirésonance et 
les coefficients de couplage dans chaque cas. Seuls les deux premiers modes 



ayant la symétrie axiale permettent une comparaison et sont retenus. Ils 
correspondent de plus aux seules valeurs expérimentales obtenues. 

Tableau IQ-1: frbquence de résonance du premier mode (en Hz) 

Bpaisseur 

e=0.5mm 
e=0.8mm 
e=1.2mm 

Tableau IIL-2: fréquence d'antiresonance du premier mode (en Hz) 

trilame 

5160 

7657 
10512 

épaisseur 

e=0.5mm 
e=0.8mm 
e=1.2mm 

Tableau 112-3: coefficient de couplage du premier mode (en %) 

symétrie 
axiale 

5089 
7714 
10345 

trilame 

5265 
7949 
11072 

épaisseur 

e=o.smm 
e=O. 8mm 
e=1.2mm 

mesure 

5222 

7271 
9808 

Tableau lQ-4: frequence de résonance du second mode (en Hz) 

symétrie 
axiale 

5209 
8023 
10868 

trilame 

20 

27 
3 1 

apaisseur 

e=0.5rnm 
e=0.8mm 
e=1.2mm 

mesure 

5310 
7480 
10156 

Tableau 1P.5: frequence d'antirésonance du second mode (en Hz) 

symétrie 
axiale 
21 

27 
32 

trilame 

20876 

27586 
37402 

épaisseur 

e=O.Smm 
e=0.8mm 
e=1.2mm 

mesure 

18 

23 
26 

symétrie 
axiale 

20719 
27078 
35738 

trilame 

22120 
28880 

38593 

mesure 

21253 
26596 
34283 

symgtrie 
axiale 
21885 
28240 

36734 

mesure 

22261 

27676 
35324 



figure in-15: champ de deplacement du premier mode couplé 

figure in-16: champ de deplacement du second mode couple 



Tableau a-6 :  coef f ic ien t  de couplage du second mode (en f l )  

épaisseur 

e=0.5mm 
e=0.8mm 
e=1.2mm 

L e s  f igures  a-15 e t  a-16 représentent les champs de déplacement obtenus. 
Tous ces r é s u l t a t s  montrent un bon accord en t r e  l e s  deux simulations e t  
en t r e  les simulations e t  l a  mesure. Toutefois, les r é s u l t a t s  expérimentaux 
é t a n t  toujours i n f é r i eu r s  aux r é s u l t a t s  de ca l cu l ,  il est possible que le  
collage ne s o i t  pas pa r f a i t  e t  que l a  s t ruc tu re  réelle s o i t  donc moins 
r i g ide  que c e l l e  modélisée. L ' iden t i t é  des champs de déplacement en t r e  le  
maillage u t i l i s a n t  des éléments trilames e t  l e  maillage u t i l i s a n t  des 
élément A symétrie ax ia le  const i tue ,  elle auss i ,  une premiere val idat ion de 
ces éléments trilames. 

1E- 5.2 Etude du trilame dans son flasque 

trilame 

3 3 
30 
25 

Dans les conditions normales d ' u t i l i s a t i o n ,  l e  t r i lame est toujours 
encastré dans un support appelé flasque ( f igure  1E-17). Dans l e  cas  t r a i t é  

I flasque 

symétrie 
ax ia le  

32 
28 

23 

f igure  1E-17: s t ruc tu re  trilame avec flasque 

mesure 

30 
28 
24 

i c i ,  le  f lasque est en l a i t on .  Il a un diamètre i n t é r i e u r  de 24mm, un 
diametre ex te r ieur  de 38mm et  une épaisseur de 8mm. Les maillages u t i l i s é s  
sont  donnes s u r  les f igures  IQ-18 e t  a-19. L e  maillage avec des éléments 



fi~ure Ia-18: maillage avec des éléments trilames et hexaèdres 

1 figure H19: maillage avec des eléments B symétrie axiale I 

trilames représente, comme dans l'exemple précédent, un huitième de la 
structure et des conditions de sym6trie sont imposées au champ de 
déplacement sur les faces du dièdre delimitant le secteur angulaire maillé. 
Les fréquences de résonance et d'antirésonance et les coefficients de 
couplage sont donnés dans les tableaux IP-7 B E-12. Ici également, et pour 
les mees raisons, seuls les deux premiers modes couplés sont conserv6s. 

Tableau 1P.7: fréquence de résonance du premier mode (en Hz) 

épaisseur 

e=0. 5mm 
e=0.8mm 
e=1.2mm 

trilame 

9550 
13540 
17221 

symétrie 
axiale 
10881 
14346 

18473 

mesure 

9775 
13348 
16892 



Tableau IU-8: fréquence d'antirésonance du premier mode (en Hz) 

épaisseur 

e=0.5mm 
e=0.8mm 
e=i .2mm 

Tableau E-9: coefficient de couplage du premier mode (en %) 

trilame 

10253 
14389 
18177 

épaisseur 

e=0.5mm 
e=O. 8mm 
e=1.2mm 

Tableau IP10: fréquence de résonance du second mode (en Hz) 

symétrie 
axiale 
11768 

15269 
19279 

trilame 

36 
34 
32 

épaisseur 

e=0.5mm 
e=0.8mm 
e=l .2mm 

mesure 

10556 
14069 

17613 

Tableau S11: frbquence d'antirésonance du second mode (en Hz) 

symétrie 
axiale 

38 
34 
29 

trilame 

27078 
27539 
29184 

épaisseur 

e=o.fimm 
e=0.8mm 
e=l .2mm 

mesure 

38 
32 
28 

Tableau ZZ-12: coefficient de couplage du second mode (en %) 
r, 

symétrie 
axiale 

27584 
28601 

30647 

trilame 

27134 
27637 
29517 

épaisseur 

e=0.5mm 
e=0.8mm 
e=1.2mm 

Ces tableaux montrent une bonne cohérence des r6sultats. Les figures E-20 
A BZ-23 montrent les champs de déplacement des quatre premiers modes ayant 
la symétrie de révolution. Le champ de déplacement absolu a 6té mesuré pour 
le premier mode par interférométrie [43], par J. P. CHABROL [44], A 1 ' aide 
du dispositif de la figure E-24. La comparaison des courbes représentant, 

mesure 

26171 

26952 
28904 

sym&trie 
axiale 

27639 
28705 
30873 

trilame 

6 
9 
15 

mesure 

26261 
27042 
29084 

symétrie 
axiale 

6 
9 
12 

mesure 

8 
8 
11 



fimre 112-20: champ de déplacement du premier mode couplé 

fimre IQ-21: champ de d6placement du second mode couplé 



1 figure -22: champ de deplacement du troisième mode couple 

figure 11CI-2s: champ de deplacement du quatrième mode couple 



' igure 122-24: p résen ta t ion  du banc de mesure p a r  in te r fé romét r i  

pour les t r o i s  s t r u c t u r e s  e t  suivant  un diamètre,  les déplacements normaux 
obtenus par  c a l c u l  ( t r a i t  p o i n t i l l é )  e t  par  in te r fé romét r i e  ( t r a i t  cont inu)  
est proposée en f i g u r e  KI-25. L'accord est exce l l en t .  

E- 5.3 Courbes de dispersion de modes 

Pour un encombrement donné de l 'hydrophone e t  sans changer l a  
na tu re  des matériaux, deux paramètres importants  permettent de r é a l i s e r  une 
opt imisa t ion:  il s ' a g i t  du diamètre du disque de  céramique e t  de 
l ' é p a i s s e u r  de l 'âme métal l ique du trilame. En f a i s a n t  v a r i e r  séparément 
ces  paramètres, on peut  é t a b l i r  des réseaux de  coubes décr ivant  l ' é v o l u t i o n  
des  fréquences e t  des  c o e f f i c i e n t s  de couplage. Cette étude a été f a i t e  s u r  
les deux premiers modes du trilame encas t ré .  L e s  f i g u r e s  122-26 a KI-29 
présentent  les r é s u l t a t s  obtenus. L a  fréquence du premier mode est une 
fonct ion  c ro i s san te  de l ' é p a i s s e u r  du d isque  méta l l ique  e t  du diamètre du 
d isque  p iézoélec t r ique .  Quant au c o e f f i c i e n t  de couplage, il présen te  un 

- maximum pour un diamètre du disque de  céramique de 20mm, maximum p l u s  ou 

moins marqué su ivan t  l ' é p a i s s e u r  de l'âme méta l l ique .  L 'existence de ce  

m. 
maximum peut ê t r e  i n t e r p r é t é  pa r  l a  présence s u r  l a  l i g n e  neu t re  d'un point  
d ' i n f l e x i o n  séparant  deux zones de courbure opposées. Tant que l e  diamètre 
des  céramiques est f a i b l e ,  l a  courbure de  chaque céramique a un s igne  
cons tan t ,  de m ê m e  que l a  d e n s i t é  de  charge, et  l e  couplage c r o î t  avec l e  
diamètre. Par  con t re ,  s i  le  diamètre devient  t r o p  grand,  l a  courbure d'une 
céramique peut changer de s i g n e  e t  l a  d e n s i t é  s u p e r f i c i e l l e  de charge s u r  



fimre JQ-25: comparaison entre les deplacements obtenus par 
interferometrie et par calcul le long d'un diamétre 
pour une tension d'excitation de un volt. 

chaque électrode n'est plus de signe constant. Alors, le couplage décroît 
quand le diamétre augmente. La frequence du second mode est à peu près 
constante jusqut& un diamétre de ceramique d'environ 20mm, sa variation 
étant à peine 5% de la frequence centrale (27.8 kHz). Au del& de ce 

* diamètre, la fréquence devient trés sensible B l'épaisseur de l'âme 

métallique et croit rapidement avec elle. Ce mode, avec une fréquence de 
résonance constante et un faible coefficient de couplage, est un "mode de 
flasque". La perturbation du trilame sur ce mode ne devient notable qu'au 
delà d'un certain diamétre. Sur des modélisations faites en imposant une 
condition d'encastrement parfaite sur la péripherie de l'âme métallique du 



figure II-26: courbe de variation de l a  fréquence du premier 
mode couplé 

figure ISZ-27: courbe de variation du coeff ic ient  de couplage 
du premier mode couplé 



mode couplé 

IY*. 

- 
U .  

UI. 

II. 

JII, 

figure ISZ-29: courbe de variation du coefficient de couplage 
du second mode coup16 

B 
.fi 



trilame (sans maillage du flasque), ce mode disparaît, justifiant ainsi sa 
dénomination. Par ailleurs, il faut noter que le coefficient de couplage de 
ce mode est faiblement croissant. Les faibles oscillations présentes sur . . les courbes sont partiellement liées Èi l'algorithme d'interpolation utilisé 
pour le tracé. ..- 

112-5.4 Limites de validitb du mod&le trilame 

Pour déterminer la limite de validité du mod&le trilame, des études 
comparatives ont été menées sur des modes de rang supérieur a deux. La 
modélisation d'un trilame réalisée avec un maillage utilisant des éléments 
trilames est comparée Èi une modélisation utilisant des éléments Èi symétrie 
de révolution. De ce fait, seuls les modes présentant une symétrie de 
révolution peuvent être comparés. Le tableau 112-13 présente les résultats 
obtenus et les écarts observés entre les deux simulations pour les dix 
premières frequences de résonance. Ce tableau montre que les cinq premières 
fréquences sont obtenues avec suffisamment de précision, l'kart maximum ne 

Tableau 1ç-13: fréquence de résonance en kHz 

mode 

1 
2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 
10 

dépassant pas 6%. Au dela de ce rang, les écarts augmentent assez 
rapidement et le modèle trilame devient inadapté pour décrire le 
comportement dynamique de la structure étudiée. Cette dégradation des 
résultats est prévisible [45]. En effet, le modèle développé dans ce 
rapport ne prend pas en compte les cisaillements transversaux aux 
interfaces entre couches. Or ces contraintes de cisaillement, responsables 
du décollement des couches observé expérimentalement [46], peuvent prendre 

r* des valeurs assez importantes comparées Èi celles des autres contraintes 
retenues dans le modele trilame. N6gliger ces contraintes se traduit par 
une rigidification anormale de la structure, entrainant des valeurs de 
fréquences de résonance trop élevées. D'autres formulations, notamment la 
formulation variationnelle en variables mixtes (deplacements et 
contraintes) [47], permettent de prendre en compte tous ces effets. Le 

symétrie 
axiale 
10.8 
27.6 
40. 9 
104.4 

158.3 
192.2 
228.7 

307.6 
354.9 
430.7 

trilame 

10.9 
27.1 
43.6 
105.8 

155.8 
231.1 

278.9 
400.3 
440. O 

562 3 

écart 

1 
-2 
6 
1 

- 2 
17 
18 

23 
19 
24 
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modèle de trilame présenté ne fournit donc des résultats satisfaisants que 
sur les premiers modes de flexion des structures trilames étudiées. Le 
nombre de ces modes de flexion correctement décrits dépend aussi 
étroitement de la densité du maillage réalisé. 

II. 

la- 6 CONCLUSION 

Les différents exemples tests traités dans ce chapitre ont permis 
de valider la formulation des é16ments trilames développés. Sur les 
premiers modes des structures tests étudiées, les résultats obtenus sont de 
bonne qualité. Toutefois, des comparaisons faites avec les modélisations 
utilisant des éléments b symétrie axiale sur des modes supérieurs ont donné 
des écarts plus importants, mais pas systématiquement. La modélisation 
numérique des trilames, comme celle des plaques élastiques, souffre d'une 
convergence qui n'est pas monotone. Néanmoins, la possibilité nouvelle 
d'analyser l'effet des paramgtres physiques de la conception d'un trilame 
sur ses fr6quences propres et ses coefficients de couplage est un résultat 
important qui devrait aider le développement de nouveaux hydrophones et a 
déjb été exploit6 dans des travaux d'optimisation. 



CONCLUSION 

Les résultats obtenus lors de cette thèse, principalement focalisée 
sur le développement d'éléments piézoélectriques, ont permis la 
généralisation de l'application des éléments finis B l'étude de structures 
utilisant des matériaux piézoélectriques quelconques, B polarisation 
uniforme ou variable, de structures longues soumises à des conditions de 
déformation plane et de structures piézoélectriques composites, soumises à 
des déformations de flexion. 

Les développements présentés dans la premiere partie de cette thèse 
ont conduit à l'écriture d'éléments piézoélectriques complets. Ces 
éléments, basés sur une formulation tensorielle génerale, permettent 
maintenant aussi bien la description des céramiques pi4zoélectriques que du 
quartz, du niobate de lithium ou des piézoplastiques, ind6pendamment de la 
classe de symétrie de leurs tenseurs caractéristiques. De plus, la 
généralisation des opérations de changement de base orthonormée et la 
modification de la procédure d'intégration numérique du code ATILA 
autorisent la prise en compte d'une direction de polarisation variable dans 

d 
un élément. Les nombreux exemples tests traités ont validé ces différents 
aspects. Notamment, les exemples de polarisation variable ont 
particulierement mis en évidence l'importance d'une description correcte de 
ce type de polarisation [48]. 

Lt6tude des structures planes composites présentée dans la seconde 
partie de cette thèse a conduit au d6veloppement d'éléments originaux que 
sont les trilames piézoélectriques. Ces éléments surfaciques, basés sur les 
hypotheses classiques de KIRCHHOFF utilisées pour les plaques minces 
élastiques, ont été largement validés par rapport à des mesures réalisées 
sur des structures réelles. Ils permettent maintenant la modélisation de 
plusieurs familles nouvelles de transducteurs et ont déjà autorisé 

4 
l'optimisation de quelques hydrophones. Cependant, l'optimisation n'a pu se 
faire que sur les premiers modes de la structure. En effet, la formulation 
des éléments trilames présente des limitations liées aux contraintes de 
cisaillement aux interfaces qui ne sont pas prises en compte. Par ailleurs, 
le seul matériau piézoélectrique pris en compte actuellement par les 



modèles plaques et trilames est la céramique piézoélectrique. D'autres 

extensions des mod&les peuvent donc d'ores et déj& être envisagées: la 

prise en compte des contraintes de cisaillement et la possibilité 

d'utiliser un materiau piézoélectrique autre que la céramique. 
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ANNEXE 1: DEFINITION DU COEFFICIENT DE COUPLAGE D'UN MODE 

Le coefficient de couplage électromécanique k est la racine carrée 
du rapport de l'énergie emmagasinée sous forme mécanique à l'énergie totale 
appliquée, pour une fréquence nulle [49]. On distingue les coefficients de 
couplage suivants, dans les céramiques particulièrement: 

- tongitudinat 
- transversat 
- radia2 

Plus généralement, on définit le coefficient de couplage électromécanique 
dynamique comme: 

(A. 1.1) 

où U, est la densité d'énergie élastique, U2 la densité d'énergie 
électrique et U12 la densité d'énergie piézoélectrique. Dans lthypoth&se 
d'un comportement lingaire du matériau piézoélectrique, la densité totale 
d'énergie U est donnée par [SOI: 

où si et ai sont respectivement les composantes des tenseurs des 
déformations et des contraintes, Ej et Dj les composantes du champ et de 
l'induction électriques. 

A- 1.2 Expressions de la densité d'bnergie 

En utilisant alors les équations de la piézoélectricité (1.17) dans 
lesquelles a et E sont les variables indépendantes, l'expression ( A .  1.2) de 
la densité d'énergie devient: 

Or, par définition: 



alors on en déduit que: 

A- 1.3 Expression du coefficient de couplage 

Pour un système électromécanique fini, où contraintes, 
déformations, champs et inductions électriques sont connus, le coefficient 
de couplage s'obtient en fonction d'intégrales de volume des densités 
d'énergie. On peut montrer que ce coefficient s'exprime en fonction des 
fréquences de résonance FR et d'antirésonance FA par [SI]: 

Le coefficient de couplage est la mesure, dans un mécanisme de transduction 
piézoélectrique, du rapport de conversion d'une forme d'énergie à l'autre. 



ANNEXE 2: ETUDE ANALYTIQUE DU MODE RADIAL D'UNE SPHERE 
MINCE PIEZOELECTRIQUE [52] 

A- 2.1 Equation du mouvement 
4 

. 
La détermination du mode de vibration radiale d'une sphère mince 

piézoélectrique peut se faire analytiquement. La sphère est considérée 
comme mince lorsque son épaisseur est négligeable devant son diamètre. Les 
contraintes suivant cette épaisseur peuvent alors être négligées. On 
suppose de plus que la sphère est polarisée radialement. En notant E le 
déplacement radial d'un point de la sphQre, l'équation de NEWTûN peut 
s ' écrire : 

a2 E 
dm. - - - dl? 

où dm et dF sont respectivement la masse et la force de 1'6lément de sphère 
(figure A-1.1 au point considére. Compte tenu des notations de la 

fimre A-1.1: é16ment d'une sphère polarisée radialement 

figure A-1.1, cette équation devient: 

.., 
où p est la masse volumique, a le rayon et T l'épaisseur de la sphère. * Cette équation peut se réecrire sous la forme: 

Les équations de la piézoélectricité (1.17). appliquées la céramique 



permettent d'&rire: 

a Sachant que les déformations sl et s2 sont identiques pour la sphére et 
& 8 s'expriment en fonction du déplacement radial E par: 

E 
s1 = s2 = - 

a (A.2.5) 

le couplage des relations (~.2.4) et (A.2.5) B l'équation (A.2.3) donne: 

En régime harmonique de pulsation o, cette 6quation devient: 

Posant: 

alors le déplacement s'écrit: 

A- 2.2 Calcul de l'admittance blectrique 

L'intensité du courant électrique 1, entrant dans la sphére 
piézoélectrique est donnée par: 

où Q est la charge apparaissant sur les électrodes. Elle est donnée par: 

Q = 47ra20, (A.2.12) 

D3 est l'induction électrique qui s'écrit pour cette sphére: 

D3' d3i (ul+ 02) + ~ 3 3 ~ 3  (A.2.13) 



Dès lors, le développement de l'équation (A.2.11) conduit 8: 

Le couplage de cette équation avec les relations (~.2.4) et (A.2.5) d'une 
part, les définitions (A.2.8) et (A.2.9) d'autre part, permet d'écrire: 

1 = jw.4na2 
1 

(A.2.15) 
.a2 (SE) (Y; - d) 

Or, compte tenu des hypothèses admises pour la sphère mince, le champ 
électrique E3 est donne par: 

où V est la différence de potentiel appliquée. L'équation (A.2.15) peut 
alors se réecrire sous la forme: 

jo.4na2 . E ~ ~ v  
1 = 1 d; i + 1 - -1 a: 1 (A.2.17) 

T 
&&pa2 (SC) (Y; - 02)  & j 3  SE 

d'où l'expression de l'admittance électrique de la sphère: 

où l'on a pose: 

A- 2.3 Déterrination des fréquences de &sonance et d'antirésonance 

A la résonance, les hlectrodes sont court-circuitées. La différence 
de potentiel est alors nulle, entrainant une admittance électrique infinie. 
L'expression (A.2.18) permet donc de calculer la fréquence de résonance 
qui est donnée par: 

A l'antiresonance, les électrodes sont en circuit ouvert. 
L'intensité du courant Blectrique est alors nulle, entrainant une 
admittance électrique nulle. La fréquence d'antirésonance est alors donnée 



ANNEXE 3: RAPPEL DE LA MiRMULATION DES PLAQUES ELASTIQUES 
ET DES FONCTIONS DE FORME UTILISEES 

A- 3.1 Formulation [32] 

Selon l a  théor ie  classique des plaques minces, l e  comportement 
dynamique d'une plaque est d é c r i t  sans ambiguïté dès que l ' on  connait  l a  
f lèche,  w,  en tou t  point .  La formule générale su r  l 'élément peut s ' é c r i r e :  

où [Ne] est l a  matrice des fonctions de forme e t  { s e )  le  vecteur formé par 
les deplacements général isés  de l'clément. Ces déplacements généralisés 
sont  l a  f l eche  e t  les deux ro ta t ions  def in ies  aux d i f f é r en t s  noeuds de 
l 'élément.  S o i t  pour un noeud i: 

avec : 

Définissant par: 

e t  par: 

les contra intes  e t  deformations g&n6ralis6es, a l o r s  on peut é t a b l i r ,  pour 
une plaque isotrope,  l a  re la t ion:  

où [DI est l a  matrice de r i g i d i t 6  def in ie  par:  



où h est l'épaisseur de la plaque, E et v le module d'YOUNG et le 
coefficient de POISSON du matériau. 

A- 3.2 Fonctions de forme [53] 

Les termes du polynôme d'interpolation sont: 

Les 18 premiers servent pour un élkment triangulaire à six noeuds et les 24 
termes au total servent pour un klkment quadrilatere A huit noeuds. 

Dbs lors, la matrice de transformation peut s'écrire: 

w étant défini à partir du polynôme d'interpolation qui est une fonction 
des variables E et q, cette expression peut se réécrire sous forme: 

avec : 

L'expression de la matrice de rigidit6 d'une plaque s'obtient par: 



par ; 
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