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Dans de nombreux problèmes on est amené à déterminer des courbes, ayant un certain 

degré de régularité, permettant soit d' interpoler plusieurs points donnés soit de relier 

deux points donnés sous certaines contraintes. Dans ces problèmes la forme de la courbe 

recherchée peut être d' une importance cruciale, en particulier pour les pièces mécaniques. 

Dans ce travail nous nous sommes intéressés à deux problèmes. 

Dans la première partie, nous avons traité le problème d' interpolation de données 

convexes et/ou monotones par des splines polynomiales de régularité maximale conservant 

ces propriétés de forme - problème (P  m) -. Dans le cas général nous avons montré 

simplement que ce problème se ramène à la résolution d' un système d' inéquations linéaires. 

En revanche, nous avons poussé 1' étude plus loin dans le cas des splines d' interpolation 

quadratiques de classe Cl - problème (P  2) - et des splines d' interpolation cubiques de 

classe C2 - problème (P 3) - conservant les formes (convexité et/ou monotonie) e t  nous 

avons donné une méthode qui permet 1' étude de 1' existence et la détermination explicite 

de ces splines. 

Dans la deuxiltmepartie, nous avons traité un problème de conception de forme en 

mécanique avec plusieurs contraintes dont une plus spécifiquement mécanique. 



Première partie 

SPLINES POLYNOMIALES D' INTERPOLATION 

DE RÉGULARITÉ MAXIMUM 

GONSERVANT LES FORMES 



INTRODUCTION 

Dans de nombreux problèmes d' interpolation, il est important que la solution préserve 

certaines propriétés de forme comme la convexité et la monotonie. 

Les interpolants classiques et en particulier les splines polynomiales, ne conservent 

pas en général de telles propriétés. Ils présentent souvent des inflexions et des oscillations 

indésirables. 

C' est pour ces raisons que se sont developpés de nombreux travaux étudiant les splines 

polynomiales, ou d' autres types de splines, qui ont 1' avantage d' avoir une forme conforme 

à celle des données. 

Mc Allister et Roulier [l], ainsi que Schumaker [2], ont étudié les splines quadratiques 

qui préservent la monotonie et la convexité. Ritsch et Carlson [3] ont étudié les splines 

cubiques préservant la monotonie et Constantini et Morandi (141 et [5]) celles préservant à 

la fois la monotonie et la convexité. Toutes ces splines sont de classe Cl. 

D' autres auteurs (Neuman 161 et [?], Mettke [BI) ont imposé des conditions supplémen- 

taires, sur les données monotones et convexes, qui permettent de trouver une solution 

monotone et convexe a i  problème d' interpolation; solution appartenant à une certaine 

classe de splines polynomiales. D' autre part Mc Allister et Roulier dans [9], ainsi que 

Passow et Roulier dans [IO], ont montré qu' il peut être impossible de construire des 

splines polynomiales de degré 5 m donné, convexes et monotones, d' un degré de régularité 

supérieur à k donné. 

D' autres auteurs, ont cherché dans d' autres directions la solution aux problèmes 

d' interpolation avec conditions de forme. C' est ainsi, par exemple, que Gregory et 

Delbourgo se sont intéressés aux splines rationnelles et il montrent en particulier dans [Il] 

comment on peut construire des splines rationnelles de classe C2 monotones. 

Medina a fait, dans sa thèse [12], une description et une étude comparative de différents 

types de splines (polynomiales, rationnelles, sous tension) d' interpolation avec conditions 

de forme. 

Dans cette première partie de la thèse nous nous intéresserons aux splines polynomiales 



qui conservent la forme. 

Nous supposerons donné un ensemble de points à interpoler ayant une forme donnée 

e t  nous chercherons à déterminer une spline polynomiale, dont les restrictions sur chaque 

intervalle seront exprimées dans la base de Bernstein, interpolant les données et ayant la 

même forme que les données. Naturellement, le fait que les données soient par exemple 

convexes et  croissantes ne saurait à lui seul garantir 1' existence d' une solution convexe et 

croissante; cela dépend des données. 

Nous proposerons une méthode permettant d' étudier 1' existence e t  de déterminer 

- quand elles existent - des splines polynomiales d' interpolation de régularité maximale 

( degré 5 m, continuité Cm-' ) qui conservent la forme. 

Dans le cas général (Chapitre 1), nous montrerons comment 1' étude de 1' existence de 

splines polynomiales d' interpolation de régularité maximale se ramène à un problème de 

résolution d' un système d' inéquations linéaires. 

Nous nous limiterons, par la suite (Chapitre II et Chapitre lü) aux degrés 2 et  3. 

Dans le chapitre li nous donnerons, pour des données convexes et croissantes, une con- 

dition nécessaire et  suffisante, portant sur les données, d' existence de splines polynomiales 

d' interpolation de degré 5 2 et de classe C' convexes et croissantes et nous montrerons 

comment fixer, si cette C.N.S. est vérifiée, le seul paramètre libre dont dépend la spline 

pour qu' elle soit convexe et croissante. 

Dans le chapitre II nous montrerons comment, pour des données convexes et  crois- 

santes, on peut conclure à 1' existence ou à 1' inexistence de splines polynomiales d' inter- 

polation de degré < 3 et de classe CZ convexes et croissantes en examinant la vacuité d' un 

domaine polygonal; étude que nous ferons, en pratique, graphiquement e t  qui permet, si 

ce domaine n' est pas vide, de fixer les deux paramètres libres dont dépend la spline pour 

qu' elle soit convexe et  croissante. 



Chapitre I 

APPROCHE DE RESOLUTION DES PROBLEMES DE DÉTERMINATION 

DE SPLINES D' INTERPOLATION AVEC CONDITIONS DE FORME 

1.1. Le Problème traité 

1.1.1. Notations 

Soit [ a , b ] un intervalle inclus dans B. 

Supposons donnés: une subdivision de 1' intervalle [ a , b ] 

a = xo < x i  < 2 2  < ... < xn-1 < xn = b et n+l réels $10, yl,y2, ..., h - 1 , ~ ~ .  

Posons: 

h i = z i + i - ~ i ,  i=0,1,2 ,..., n - 1 ;  - 
Ai =-, h, i=0,1,2 ,..., n-  1; 

pour m E N* fixé, pour i E {O, 1,2, ..., n - 2, n - 1) et pour k E {O, 1, ..., m - l), 

1.1.2. Définitions 

Nous dirons que les données {Mi)i=o,l,...,n sont 

1/ a) Croissantes ( resp. décroissantes ) si et  seulement si: 

UO 5 Y i  5 Y2 5 5 Yn-1 5 Yn ( resP. YO L Y i  L Y2 L .-.L Yn-1 L Yn ). 

b) Strictement croissantes ( resp. strictement décroissantes ) si et  seulement si: 

PO < < 92 < --. < Yn-1 < gn ( resp- BO > Y i  > Y2 > ..- > gn-1 > gn ). 

2/ Convexes ( resp. concaves ) si et  seulement si: 

AD 5 Al S A 2  5 ...5An-i ( r e ~ p .  AD 2 Al r A 2  2 ). 



3/ Monotones (resp. strictement monotones ) si et seulement si : 

Les données sont croissantes ou décroissantes ( resp. strictement croissantes ou strictement 

décroissantes ). 

Ces propriétés ( monotonie, large ou stricte, convexité et concavité ) caractérisent ce 

que nous appellerons "la forme" des données. 

Jkmaraue 

Si les données Mi sont des points du graphe d' une fonction monotone (resp. stricte- 

ment monotone ), les données Mi sont monotones ( resp. strictement monotones ) et si 

les données Mi sont des points du graphe d' une fonction convexe ( resp. concave ), les 

données Mi sont convexes ( resp. concaves ). 

1.1.3. Le Problhme (Pb (m 4)) 

Pour des raisons de clarté, nous supposerons que les données sont convexes et crois- 

santes et nous chercherons à déterminer une spline polynomiale, de degré < m, notée s,, 

de classe Cj[a, b] - j étant un entier < m, fixé - interpolant les points Mi,  i=O,l, ..., n et 

conservant la forme ( Problème Pb(m j) ). 

Ces conditions s' expriment comme suit : 

(i) pour i=O,l, ..., n-1, Vx E Ii,  s,(z) = Pi(x), où Pi est un polynôme de degré 5 m; 

(ii) pour i=O,l, ..., n-1, sm(xi) = yi; 

(iii) pour i=1,2 ,..., n-1, P i - i (~ i )  = Pi(ri) et pour k = 1, 2, ..., j, P ~ - ~ ( ~ ) ( x ~ )  = ~i( ')(xi),  

(iv) pour i=O,l, ..., n-1, Vx E Ii, Pii(x) > O et Pil'(x) > O. 

La recherche d' une solution est simplifiée dans le cas où les données sont seulement 

croissantes ( resp. convexes ) puisque, dans ce cas, seule la condition de positivité de la 

derivée première ( resp. deuxième ) est imposée dans (iv). 

Naturellement, par symétrie, le cas des données concaves et décroissantes ( resp. 

uniquement croissantes ou uniquement concaves ) peut être traité de manière similaire, 

avec la condition (iv) remplacée par (iv)': 

(iv)'pour i=O,l, ..., n - 1 , V x ~  Ii a)Pil(x)'O et b)P,"(t)SO (resp. a ) o u b ) )  . 



Nous noterons (P m) le problème (Pb (m,m-1)). 

1.2. Opérateur de Bernstein - Base de Bernstein 

1.2.1. Définit ions 

I.2.1.a. Cas d' une fonction définie sur 1' intervalle [ O , 1 ] 

Soit g une application de [ O, 1 ] dans R. 

Considérons 1' opérateur qui, à g, associe le polynôme p de degré 5 m défini sur 

[ O ,1 ] de la manière suivante: 

avec bmBk(t) = Ck(1-  t)m-ktk, où Cm = (mz'!k!. 
1) Cet opérateur est appelé "opérateur de Bernsteinn d' ordre m, e t  sera noté Bm, 

donc vtE[091],  Bm(g)( t )=~( t ) .  

2) .Les polynômes bmlk, k = 0,1, ..., m, forment la base de Bernstein de 1' espace vec- 

toriel des polynômes de degré 5 m. 

I.2.1.b. Cas d' une fonction définie sur un intervalle [ c r , P  ] quelconque 

Considérons une fonction f définie sur [ a, 1, intervalle réel, à valeurs dans B. Ra- 

menons la variable z, z € [ c Y , ~ ] ,  à 1' intervalle [ O , 1 ] en posant t = =. Nous pouvons 

alors poser g ( t(x) ) = f(x) et appliquer 1' opérateur de Bernstein à la fonction g. 

Plus précisément, considérons le polynôme P(z)  ( z E [a, P] ) 



k (P  - ~ ) ~ - ~ ( t  - a)k avec Bm, ( z )  = Cm 
( P  - alm 

P(x) est ainsi 1' image par 1' opérateur de Bernstein d'une application définie sur un 

intervalle [ a, p ] quelconque inclus dans IR et à valeurs dans IR. 

1.2.2. Propriétés de 1' opérateur de Bernstein 

Nous allons rappeler, quelques propriétés essentielles de 1' opérateur de Bernstein qui 

vont nous servir par la suite ( Davis [13] p. 114 - 115, B. Germain-Bonne et  P. Sablonnière 

(141 1- 
f est une fonction définie sur 1' intervalle [ a, ] réel, à valeurs réelles. 

P l )  Bm(f)(a) = f ( a )  

Bm(f )(Pl = f (P l .  
P z )  vz E [a,Pl, 

m- 1 m k + l  k 
( ~ m ( f  ) l l(z)  = -(f - (0 + -(b m - a))  - f (a + --(b - a)) )  Bm-i,t(r); 

k=O 

k 
f (a + - (P - ~)))Bm-~,k(x) ;  m 

et d' une façon plus générale, V j  = 1,2, ..., m,Vx E [a,P], 

m-j 
m! 1 6 

~ ( j ) f ( a  + -(@ - a))Bm-,,k(x) m 
k=O 

" AU) f (a + k(@ - a))  est défini de la manière suivante : 

p + l  ~ ( l ) f ( a  + O(@ - a))  = f (a + -(b - a) )  - f (a + o ( ~  - a ) ) ,  
m m m 

p + l  P - A(J-') f (a  + -(/3 - a) )  - A('-') f (a + -(@ - a) )  . ~ ( j ) f ( a  + o ( b  - a) )  - 
m m m 



Nous pouvons alors en déduire les deux résultats PJ) et Pq) suivants. 

P3) V j  = 1, 2, ..., m, 

m! 1 
a )  ( B ~  (f)) ("(a) = AU) f (a )  

(m - j ) !  ( p -  cty 
b)  (Bm (f))')(P) = 

m ! 1 m -  j 
~ ( j )  f ( a  + -(@ - a ) )  

(m - j)! (/? - a)' m 

Pq) a) f croissante Bm (f) croissante; 

fdécroissante Bm(j)décroissante. 

b) f convexe Bm( f )  convexe; 

f concave -4 Bm (f)  concave. 

Preuves 

a) f croissante ( resp. décroissante ) 

Vk=O,l  ,...,m-, f ( a + e ( / 3 - a ) ) - f ( a + $ ( p - a ) ) > O  

( p .  Vk = O, 1 . m - 1, f ( a  + $(p - a ) )  - f ( a  + $(P - a) )  < 0) 

vx E [a' P] Bm( j)'(x) > O ( resp- VX E [a, P] ~ m ( f ) ' ( + )  < 0). 

b) f convexe ( resp. concave ) a 

v = ~ , , . . . , m - ,  f ( a +  Lt?(B-a))-2f(a+e(~-p))+f(a+$(P-a))2 0 

( resp.Vk = O, 1, ...,A- 1, f ( a + m ( p - a ) ) - 2  f(a+&(p-a))+ f(a+$(p-a)) < O) 

Vx€[o,B] ~ m ( f ) " ( ~ ) > 0  (resp- VxE[a,P] ~ m ( f ) " ( ~ ) < o ) -  

Cette propriété Pq) peut être appelée propriété "de conservation de forme", puisque 

1' opérateur de Bernstein associe à f un polynôme de degré 5 m qui a les mêmes caracté- 

ristiques de forme que f ( monotonie, convexité, concavité ). 

1.3. Fonctions splines polynomiales conservant la forme 

1.3.1. Principe de la méthode proposée pour la détermination de ces 

fonctions 

Nous nous proposons dans cette étude, de développer une méthode de construction 

de fonctions splines polynomiales d' interpolation de degré 5 m et de clame Cj 



( j < m ), qui conservent la forme. 

Cette méthode consiste à définir, sur chaque intervalle Ii, une fonction linéaire par 

morceau Li, fonction dont le graphe est la ligne brisée joignant les m points: 

Mi++ = (xi++,yiti.), k = O, 1, ..., m-1, m; les ordonnées y i + t ,  k = 1, ..., m-1,étant à 

déterminer . 
Pour déterminer y,+&, i = O, 1, ... n-1, k = 1, 2, ..., m-1, nous avons deux types de 

conditions: des conditions de forme et des conditions de continuité. 

Pour les conditions de forme, il s' agit de choisir pour chaque intervalle Ii les ml réels 

yi+ *, k = 1,2, ... ,m 1 de façon à ce que Li ait la même forme que les données, par exemple 

si les données sont convexes et/ou croissantes il faut choisir les y,+&, k = 1, 2, ..., ml, 

tels que Li soit convexe et/ou croissante. 

En appliquant 1' opérateur de Bernstein d' ordre m à Li nous obtiendrons alors, dans 

chaque intervalle Ii, un polynôme de degré 5 m, joignant Mi et Mitl, ayant la même forme 

que les données . 

Notons au passage que c' est souvent pour recourir à ce type de procédé, que la base 

de Bernstein est souvent utilisée pour exprimer les splines polynomiales d' interpolation 

quand on veut étudier la conservation des formes ( [9], [15] ) 
Les conditions de ;accordement Cj au nœud xi, se traduisent quant à elles par des 

équations reliant les ordonnées des points {Mi+ }k=oll ,...,m- 1 dans 1' intervalle Ii , aux 

ordonnées des points {Mi- ,+ 1. }k=o,l,...,m- 1 dans 1' intervalle voisin Ii,i . 
m 

Les n(m-1) inconnues du problème (yi+ &, i = 0,1, ..., n - 1, k = 1,2, ..., m - 1) étant 

ainsi déterminées - quand cela est possible, naturellement - les polynômes Pi définissant 

la spline dans chaque intervalle sont complètement déterminés. 

On peut utiliser ce procédé pour des splines de degré 5 m et de classe 0 ( j  < m) 

mais nous nous limiterons dans la suite aux splines de régularité maximale 

( de degré 5 m et de classe C"" ). Autrement dit, nous nous intéressons au problème 

(P ml. 



1.3.2. Méthode proposée 

Posons, pour i = O, 1, ..., n-1, 

Supposons 

Yi+&-Yi Yi+%-Yi++ Yi+l - Y i + n t r '  
Vi  E {O, 1, ..., n - 1) - < - < ... m 

Zi+;A-"i zi+*-zi+;A 2i+l - zj+* (2)- 

Si nous considérons dans chaque intervalle Ii la fonction Li dont le graphe est la 

ligne brisée joignant les points M. t , k  = O,l, ..., m, avec M. A = (xi++,%+?;), alors '+ m '+ ni 

Pi = Bm(Li) . D' après la propriété Pi),  Pi(+i) = pi et f i ( ~ i + l )  = gi+i. 

Cette fonction Li est croissante et convexe, d' aprés (1) et (2); par conséquent d'après 

la propriété P4), Pi = Bm(Li) est un polynôme croissant et convexe. 

Posons, 

Nous avons alors la relation suivante : 

Les conditions (1) et (2) s' écrivent de la manière suivante, faisant intervenir di+*: 

{ O l ,  . 1 di I d i + +  5...<di+- rn (6 
Le problème (P m) revient donc à déterminer {di+*}, i = 0,1, ..., n - l , k  = 0,1, ..., 

t f 

m - 1, vérifiant les conditions (1) , (2) , et (3); et assurant la continuité des dérivées 

première, seconde, . .. , (m-2)ième et(m- 1)ième aux nœuds. 



D' après Pz), pour tout i = 1, ..., n-1: 

La continuité de la dérivée première au nœud +i ~4 

La continuité de la dérivée seconde au nœud xi 

~ , - , + z E s  m - di-l+- di+& - di 
m - - 

hi- i hi (C2)- 

La continuité de la dérivée troisième au nœud xi e=$ 

d l 1 + - d 1 +  d . - l+&-dl - l+rn-s  - 
hl- 1 h,-1 - - e 

hi- î hi 

d i +  - 2 d i l + + i l +  di+* -2d i+r  +di 
m - - m 

2 hi- i hi 
(c3). 

La continuité de la dérivée (j)ième, pour j < m, au nœud +i 

En vertu des conditions de raccordement ( C l )  et (C2) nous avons : 

d,-l+* dl+& 

hl- 1 pour i = 1,2 ,..., n- 1, = di = + hl  

k+?; 
Par conséquent 1' ensemble des inégalités (1)' et  (2)' est équivalent au systéme 

d' inégalités suivant: 



1.3.3. Splines de régularité maximale 

m-1 Nous savons que dim Pm = m+n [16], où am-' désigne 1' espace des splines 

polynorniales de degré < m, relatives à la subdivision de n+l points considérée et de classe 
m- 1 C-'; donc un élément de Pm qui interpole ces points, dépend de ml paramètres 

utilisables pour exprimer les conditions de forme. 

Prenons par exemple do, d o + i ,  ... d =-a comme paramètres; ce qui revient à pren- 
m O+T 

dre les dérivées, première, seconde, ..., (m-l)ième, de la spline au premier nœud, comme 

paramètres du problème (P m). 

Les conditions de raccordement (Cm-l) aux nœuds et (3) permettent d' exprimer 

di,di+*, ..., di+- pour i = 1, ..., n-1, en fonction de Ai et de d i_ '+ l ,  diml+2, ..., 
m m m 

d i - , + A ,  au moyen de m relations de récurrence sur m termes . 
m 

Pour ne pas alourdir inutilement la présentation, nous allons donner à m la valeur 4 

pour expliciter cette récurrence. 

Dans cecas, (3) s'écrit: di+di+: +di++ +dit+ =4Ai (3.4). 

Cette relation et les 3 relations exprimant la continuité de la dérivée première au nœud 

xi, la continuité de la dérivée seconde au nœud xi, et la continuité de la dérivée troisième 

au nœud xi, pour i = 1, 2, ..., n-1, nous donnent les relations de récurrence (R.4) suivantes: 

= 4Ao - do - do++ - do++ (3.4) avec i = O , 
(Cl-4) , 

Nous obtenons ainsi toutes les inconnues en fonction de do, do+!, ..., do m - a ,  e t  nous 
m 

sommes ramenés à la résolution d' un système d' inéquations linéaires à m-1 inconnues. 

Si ce système a des solutions, le problème (P 4) admet une solution e t  nous obtenons 

explicitement toutes les valeurs des inconnues dit?; pour i = O ,1 ,..., n-1, et k = 0, 1, ..., 
m-1; sinon, nous pouvons affirmer qu' il n' y a pas de solution pour le problème (P  4). 

Nous ne pouvons pas aller plus loin dans 1' étude de ce cas général; nous nous con- 

tentons donc de cette formulation qui débouche sur la résolution d' un système linéaire. 



Dans la suite nous donnerons, en utilisant ce procédé, une condition nécessaire et 

suffisante d' existence de splines d' interpolation polynomiales de degré 5 2 de classe 

Cl, qui conservent la forme et une méthode de construction de splines d' interpolation 

polynomiales de degré 5 3 de classe C2, qui conservent la forme ( quand cela est possi- 

ble ). 



Chapitre II 

SPLINES QUADRATIQUES D' INTERPOLATION 

DE CLASSE C1 CONSERVANT LA FORME 

11.1. Résolution du Problème (P 2) 

Nous allons dans ce chapitre nous intéresser au problème (P 2). Nous savons que l 

dirn P: = 2+n, où P: désigne 1' espace des fonctions splines polynomiales de degré 5 

2, relatives à la subdivision de n+l  points considérée et continûment dérivables; donc un 

élément de qui interpole ces points dépend d' un seul paramètre en fonction duquel 

nous allons étudier 1' existence de 6 2  solution du problème (P 2). Nous nous fixons, comme 

paramètre du problème (P 2)) do autrement dit la dérivée de la spline s2 en xo. 

Dans ce cas, la relation (3) s' écrit de la manière suivante: I 

la condition qui exprime la continuité C1 s' écrit comme suit: 

pour i = O , 1 ,  ..., n - 1, di = di-l++ (Cl .2); 

et  1' inégalité (1) s' écrit dans ce cas, de la façon suivante: 

Les relations (3.2) et  (C1.2) conduisent à la relation de récurrence (R.2) suivante, 

permettant d' exprimer di++ pour i = O , l ,  ..., n-1, en fonction de do: 

{ 
do+ = 2Ao - do 

(R.2) di++ =2Ai-di-i++, 
pour i = 1'2, ..., n - 1 

i 

d' 0 Ù  pour i = O , l ,  ... n - 1, di++ = 2 C ( - l ) i - k ~ a  + (-l)'-ldo 
k=O 



et 
do++ - do = 2A0 - 2d0 

d,++ - di-l++ = 2 4  - 4Ai-1 + 4Ai-2 + ... + ~ ( - I ) < A Q  + 2(-1)'-'do, 
pour i = 1,2 ,..., n -  1. 

.. ~ 
Nous sommes donc en mesure de ramener (1.2) à un système d' inégalités à une seule 

1 

inconnue do 

(do 2 0 

l 
Posons, z-1 = O, ZQ = Ao, et  pour i = 1, 2, ..., n-1, 

nous pouvons alors énoncer le résultat qui fait 1' objet du paragraphe suivant. 

11.2. Condition nécessaire et suffisante d' existence de solution pour 

le problème (P 2) 

Pro~osition - 
Le problème (P 2) admet une ou plusieurs solutions si et seulement si: 

max. . . zi - < min Zi . 
i=-l ,~,  ..., n-1; 1 lmpalr i=-l,O,...,n-1; 1 pan 

Remarquons que les { z ~ } ~ = ~ ~ ~  peuvent se calculer en utilisant les relations suiv- 

antes: I 
2-1 = O, zo = AO et pour i = 1, 2, ..., n-1, la relation de récurrence ! 

La condition nécessaire et  suffisante nous conduit à 1' algorithme suivant, permettant 

soit d' affirmer qu' il n' y a pas de solution pour le problème (P 2), soit , dans le cas où il 

y a une solution , de déterminer précisement 1' intervalle auquel doit appartenir do . 



H.3. Algorithme 

Jnitialisation 
- 

d =  2-1, d = Z o .  

Si d > a, - Stop: "paa de solution" ; 

Si 4 5 d, - Faire la première itération. 

1i)ième itération (1 5 i 5 n - 2) . . t '  - 
h =  sup ( A  , zi )- 

Si d > d,  - Stop: "pas de solution" ; 

Si d 5 d, - Faire la (i+l)ième itération. 

Cas où i est  air 

d = inf ( d  , ri ). 

S i d  > d, - Stop: "pas de solution"; 

Si d 5 d, - Faire la (i+l)ième itération. 

in- 1 liéme itération - 
Cas où n-1 est i m ~ a i r  

d =  sup ( d ,  2,-i )- 

Si A > d, - Stop: "pas de solution"; 

Si h 5 d, - Choisir do E [ d  , d 1. 
Cas où n-1 est   air 

d = inf ( d  , zn,l ). 

Si > d, -- Stop: "pas de solution" ; 

Si 5 d, - Choisir do E [d  , d 1. 

Voir 1' organigramme qui illustre cet algorithme ( figure 1 ). 

Une fois do déterminé, 1' utilisation des relations (R.2) et  (C1.2) permet d' obtenir 

explicitement tous les coefficients des polynômes qui sont la restriction de s2 dans chaque 

intervalle Ii . 
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Remar aues - 

RI) Si on veut traiter le cas de données convexes seulement, il suffit de poser dans 

1' algorithme précédent r-1 = -00. 
Rz) Si 1' algorithme s' arrête à 1 'étape j, j < n - 1, en affirmant "pas de solutiori.", on 

peut néanmoins construire une solution croissante et convexe sur 1' intervalle [xO, xi]. 

R3) Si après avoir résolu le problème (P 2) pour un ensemble de données initiales, on veut 

ajouter d' autres points à interpoler tels que les abcisses de ces points soient supérieures à 

celle du dernier nœud de 1' ensemble de données initiales, et tels que la réunion des deux 

ensembles de points forme un ensemble de données convexes et croissantes, on redémarre 

1' algorithme à la dernière itération relative à 1' ensemble initial de données. 

Ir.4. Exemple 

Nous cherchons à résoudre le problème (P 2), pour les données suivantes: 

Les points Mi, O = 0,1, ..., 7, sont des points du graphe de la fonction, convexe et 

monotone sur R+ , f (2 )  = x3. 

Dans ce cas nous arrivons par 1' algorithme, décrit ci-dessus, à la conclusion que 

do E [O, 11; par exemple le choix de do = 0.5 nous conduit aux résultats suivants: 

D' où la solution suivante: 

v x  E I o  = [O, 11, sz(x) = Po(x), 
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v z  E Il = [1,2], s2(z) = Pl(Z), 

Pl(.) = (2 - + 3.5(2 - x)(z - 1) + 8(z - 1)2 ; 

vx E I2 = [2,3], sz(x) = Pz(z), 

P2(x) = 8(3 - x12 + 28.5(3 - z)(z - 2) + 27(z - 2)2 ; 

V z  E 13 = [3,4], sz(z) = Pa(%), 

P3(z) = 27(4 - z ) ~  + 79.5(4 - z)(z - 3) + 64(z - 312 ; 

Vx E Id, = [4,5], 4 2 )  = P4(z), 

P4(x) = 64(5 - z)' + 176(5 - +)(z - 4) + 125(x - 412 ; 

V z  E 15 = [5,6], s2(x) = P'(x), 

P5(x) = 125(6 - z) + 323.5(6 - z)(z - 5) + 216(x - 5)2 ; 

V z  E I6 = [6,7], SAX) = P~(x), 

P6(t) = 216(7 - Z12 + 540.5(7 - x)(+ - 6) + 343(+ - ?12. 

Voir la représentation graphique de cette solution ( figure 2 ). 





Chapitre lü 

SPLINES CUBIQUES D' INTERPOLATION 

DE CLASSE C2 CONSERVANT LA FORME 

Introduction 

Ce chapitre a fait 1' objet d' une publication [17] et d' un compte rendu à 1' académie 

des sciences [18]. 

Nous allons dans ce chapitre nous intéresser au problème (P 3). Nous savons que 

dim = 3+n, où Pg désigne 1' espace des fonctions splines polynorniales de degré 5 3, 

relatives à la subdivision de n+l points considérée et de classe C2; donc un élément de 

IF'; qui interpole ces points dépend de deux paramètres en fonction desquels nous allons 

étudier 1' existence de SJ solution du problème (P 3). Nous nous fixons, comme paramètres 

du problème (P 3), les dérivées de la spline sa en xo et en x,. 

m.1. Résolution du problème (P 3) 

m.1.1. Méthode proposée pour la résolution de (P 3) 

Nous allons rappeler dans ce paragraphe la méthode exposée en 1.3.2, dans le cas 

général, en 1' appliquant ici au problème (P 3). 

Supposons déterminés 2n réels y i++,  y i+t  i=O,l, ..., n-1, tels que: 

Y i + i - Y i  Y i + g - Y i + +  Yi++1-Yi+$ 
pour i = 0 , 1 ,  ..., n - 1 ,  - < - < 

xi+ 3 - xi xi+# - xi+ 3 xi+ 1 - xi+* 
(2.3); 

et définissons dans chaque intervalle Ij, pour x E Ii, le polynôme suivant exprimé dans la 
l 
\ 



base de Bernstein: 

+yi+ 1 (2 - 

Dérivons deux fois le polynôme Pi, il vient: 

1 
Pi1(+) = - { 3 ( ~ i + ~  - gi)(+i+i - x ) ~  + 6(yi+3 - Y ~ + ~ ) ( Y + I  - z)(+ - +<) 

(hi l3 

I I  1 
et Pi (2 )  = -{6(Yi+g - 2%+4 + R )(fi+i - f )  + 6(Yi+t - 2 k + j  + Yi+$ ) ( f  - f i )  } 

( h i )  ', 
Nous vérifions .que Pi(zi)  = yi, R (X ,+~)  = yi+l pour i=O,l, ..., n-1 et que pour tout 

z E Ii e t ( + )  > O ( compte tenu de (1. 3 )  ) et P ~ " ( z )  > O ( compte tenu de (2. 3 )  ). 

Pour des raisons de simplification posons: l 

Yi+* - y,++ = 9i++ - Pi+?. . pour i = O,l, ..., n - 1, di+t = 
hi 

9 

- Zi+f - fi++ 

Yi+l - Yi+a #i+i - Yi+! 
pour i = 0 , 1 ,  ..., n -  l ,d i+$ = " = 3  

zi+i - fi+$ hi 

Nous avons: di .+ di++ + di+! = 3Ai  pour i=O,l ,..., n-1 (3. 3). 

Écrivons maintenant les conditions (1. 3 )  et (2.  3 )  d' une autre manière en faisant 

intervenir di,  di+ t , di+ s ,  i=O,l ,..., n-1; (1. 3 )  est équivalent au système d' inégalités suivant: 

pouri = 0,1, ..., n - 1, di 2 O,di++ 2 O,di+! > O ( 1 . 3 )~ ;  

et (2. 3 )  est équivalent au système d' inégalités suivant: 

pour i = 0,1, ..., n - 1, di 5 di++ 5 di+t (2.3y. I 

Calculons, pour i = 0, 1, ..., n-1 , les dérivées de Pi en zi et en zi+l en fonction de 



Donc pour que la continuité des dérivées premières aux nœuds soit vérifiée il faut et 

il suffit que pour i=1,2, ..., n-1, nous ayons di = (Cl. 3). 

Convention 

Nous convenons dans la suite de remplacer dn-l+ 3 par dn, bien que dn n' ait pas été 

défini comme les autres di (i=O,l, ... n-1), ce qui est légitime compte tenu de la condition 

(Cl. 3). Cela présente 1' avantage de rappeler qu' il s' agit de la dérivée de la spline solution 

de (P 3) au dernier nœud, d' autant plus que, comme noue le verrons ultérieurement, d, 

jouera ( comme do ) un rôle priviligié dans cette méthode proposée pour la résolution de 

(P 3). 

Pour que la continuité des dérivées secondes aux nœuds soit vérifiée il faut et il suffit 
d.-1+~ -d.-,+r que pour i= 1,2, ... n-1 , nous ayons: - 

hW-1 
- (C2. 3). 

Ainsi, résoudre le problème (P 3) revient à déterminer {di,di+t ,di+!}, i=1,2, ..., n-1, 

satisfaisant les 5 conditions suivantes (1.3)', (2.3)', (3. 3), (Cl. 3), (0. 3). Ces conditions 

peuvent s' écrire sous la forme du système d' équations et  d' inéquations linéaires (S) 

suivant: - 

où les inconnues sont di, di+ f , di+*. 

Une fois ce système (S) résolu, les polynômes 8, pour i = 0, 1, ..., n-1 , seront 

complètement déterminés et  ils définiront, sur chaque intervalle là, les restrictions de la 

spline cubique, solution du problème (P 3), notée sa. 

1.1.2. &tude du système (S) 

Nous allons commencer par faire quelques transformations sur le système (S), per- 



mettant de simplifier son étude. 

R.éécrivons le système (S) en modifiant (2.3)', (3. 3) et (C2. 3) compte tenu de 

(Cl. 3): 

di > O,di++ > O,d,+a > O ,  pour i =  O,1, ..., n - 1  
s (1.3)~ 

di 2 di++ 5 di+l, pour i =  O,1,2 ,..., n -  1 (2.3)" 
d,+di+t+di+l=3Aà,pouri=0,1 ,2  ,..., n - 1  (3.3)' 
d i=d i - l+ t , pou r i=1 ,2  ,..., n - 1  (Cl .3) 

d . + ~  P-1+* 
di = (& + &)-'(y + ha-I ),pour i =  1,2 ,..., n - 1  (C2.3)' 

Considérons les 3n inégalités (1.3)' : 

di>O,di++ >O,d,+$ > O ,  pour i=O, l ,  ..., n - 1  

et les 2n inégalités (2.3)": 

d i s d i + +  l d , + l ,  pouri=O,1,2 ,..., n - 1 .  

Ces 5n inégalités peuvent s' écrire, compte tenu de (C1.3), de la manière suivante: 

- 
O <  do 5 do++ < dl 5 dl++ 5 d2 5 --• 1 1 - 1  I dn-l+t 5 dn (4). 

Or, d' après ( c 2  3)) : 

1 1 -' di++ + di-,++ 
d i= ( -+h )  hi- 1 (7 ), pour i =  1,2 ,..., n -  1 ; 

hi- 1 

et comme di > O,di-l+i > O et di++ > O, pour i = 0, 1, ..., n-1 - d' après (1.3)' -, nous 

avons: 

di-l++ 5 di++ + 5 di 5 di++ , pour i = 1,2, ..., n - 1 . 

Donc le système d' inégalités (4), considéré comme sous-système de (S), se réduit au 

système équivalent suivant : 



Nous pouvons donc, écrire le système (S) sous la forme (s') , équivalente, ci-dessous: 

0 ' do < do+* 5 dl+* < < dn-,+t < dn-l+t I d" (1.3) 
di +ditt +ditl = 3 4 ,  pour i =  0,1,2 ,..., n - 1 (3.3)' I 

d i = d i - l + ~ , p ~ ~ r i = 1 , 2  ,..., n - 1  (Ci .3) * 

-' % + e), pour i = 1,2 ,..., n -  1 (c2.3)' 
l 

d i = ( & + k )  ( h, I - I 

En aubstituant (c2.3)' dans (3.3)', le système (s') devient le système - équivalent - , 

(s" ) suivant: 

O < do I do+* 5 dl+* < < dn-,+t I dn-l+t I dn (1.3) 
di = di-l+!, pour i = 1,2, ..., n - 1 (Cl .3) 

(s") -,+ 
di = ( t + k ) - l ( Q + d ) , p O U r  hi ,  h1 h,-1 à =  1,2 ,..., n- 1 (c2.3)' 

(E) étant le système à n équations et n inconnues suivant, où do et dn sont des paramètres ~ 
dans le second membre: 

Pour étudier 1' existence de solutions pour le système (S) ( ou (S)) ), nous adopterons 

une démarche qui consiste à exprimer, par la résolution de (E), ditt i = 0, 1, ..., n-1, en 

fonction de do et d,; puis à étudier 1' existence de solutions pour le système d' inéquations 

linéaires à deux inconnues, do et dn, (1.3). 

1 

1.1.3. fitude du système (E) 1 
1 

Le système (E) est un sytème linéaire à n inconnues di+ ; do et dn sont des paramètres I 
l 

situés dans le second membre. l 



d * + l  
Posons 0 = y, pour i = 0, 1, ..., n-1 et soit H la matrice 

~ 
ho+ " ,  

hohr 
ho+h1 

hohi hnh hrh h i h  
ho+hi hl + ho+& + hl+fiz  hl+* 

hn-2hm-1 
h n - ~ + h n - l  

hn-ahn-1 hn-2hn-1 
hm- î thn- i  hn-1 + h n-a+ hm-i I 

La matrice H est tridiagonale, symétrique, à diagonale dominante donc inversible. 
1 

(E) peut être écrit symboliquement de la manière suivante: - - HE = a - doel - dnen ; où d, A, el,  en sont les vecteurs de Rn: 

.6 = (Do, Dl,  ..., D ~ - ~ ) ' ; Z \  = (3Ac3, Ml, ..., 3hn-1)';el = (1, O, ..., O)'; 

en = (O, O, .-., lit. 
Pour exprimer di++ (i = O, 1, ..., n - 1) en fonction de do et dn nous devons résoudre 

1 

les 3 systèmes linéaires suivants de même matrice H: 

C- 

HE = g, H E 2  = el, HD3 = e,, 

par conséquent, D = D 1 - d 0 D 2 - d , D 3 = ~ - ' ~ - d 0 ~ - ' e 1  -d,~-'e,. 

Variante de la méthode de Gauss Dour la résolution des svstèmes linéaires 

à matrice inversible tridiazonale 

Considérons le système linéaire Ax = k où A est une matrice carré de coefficients AiZj 

avec Ai,i = bi pour i=l to n, Ai,i+i = ci pour i=l à n-1, Ai,i,l = ai pour i=2 à n, et 

tous les autres coefficients égaux à O; k = (kl, k2, ..., k,)'. Notons que si la matrice est 

symétrique ci = ai+l pour i = 1, 2, ..., n-1 . 
e Définissons les deux suites suivantes: wl = 2, wi = b,-a,',I-l , 2 S i l n - l e t  

yl = "-" '-' , 2 < i 5 n. La solution du système est obtenue par: X, = y, et bl , = >*-a,:,-,  

Xi = yi - w i ~ i + l  15 i 5 n -  1 [21]. 

Cette méthode requiert 8n opérations ( 3n additions, 5n multiplications ). 



Subdivision uniforme 

Dans ce cas: ho = hl = h2 = ... = hn-2 = hn-1 et (E) devient : 

=3Ai for i =  1,2 ,..., n - 2  

La matrice correspondante H est, en plus de sa symétrie par rapport à la diagonale, 

symétrique par rapport à 1' anti-diagonale. 
C1 kr 

Par conséquent D 3  = H-len = (to,  21, ...,z,,-~)' se déduit de D2 = H-'el 
t = (tO, tl, ..., tn-1) par la relation: zi = t,, 1-i pour i=O,l, ..., n-1. 

Dans ce cas wi = S_Y;I; l pour i=2, ..., n; wl = 4 (a) . 
Posons b1 = b1 et bi = bi - aiwi pour i=2,3 ,..., n. 

Nous pouvons prouver par récurrence que bi # O pour i=1,2, ..., n-l,n, e t  par conséqu2nt 

wi est défini pour i=1,2, ..., n; de la même manière nous prouvons par récurrence que tui # 4 

pour i=1,2, ..., n-1 et par conséquent (a) est bien définie . 

Notons que la suite {wi) ( suite de point fixe ) vérifie les deux propriétés suivantes: 

pour i=1,2 ..., n-1, O 5 wi < 1 et {toi) décroissante. Par conséquent la suite {wi) converge 

vers une limite comprise entre O et 1, solution de 1' équation w2 - 4w + 1 = O , i.e. - 
2 - fi = 0.2679491 ... . De plus, la suite {wi) a une convergence linéaire. 

Voici par exemple les 8 premières valeurs de {w~) :  

wl = 0.333333 ...; u9 = 0.2727272 ...; w3 = 0.2682926 ...; w4 = 0.2679738 ...; 

wg = 0.2679509 ...; ws = 0.2679493 ...; w7 = 0.2679492 ...; wa = 0.2679491 ... . 

d 1 exprimés en fonction de do et  dn; nous reportons Une fois do++' d l + t ,  n-l+, 

ceux-ci dans (1.3); (1.3) devient un système d' inéquations linéaires à 2 inconnues (do, dn). 

Ces n+2 inéquations définissent un polygone de Et2 que nous représenterons graphique- 

ment; si ce polygone est vide, le problème n' a pas de solution e t  s' il n' est pas vide tout 

point (do, dn ) dans ce polygone convient. 

Une fois do et d, déterminés, nous obtenons numériquement toutes les valeurs des 

inconnues ( do+ A, dl+ *, ..., dn- ,+ + ) permettant d' écrire tous les polynômes de degré 
S 

< 3 dans chaque intervalle Ii (Cf. lü.1.). - 



Nous donnons à la fin de ce chapitre (lii.3.) le listage commenté d' un programme qui 

met en application la méthode que nous venons de décrire. 

Ce programme nous a permis de traiter de nombreux exemples, plus ou moins c o n  '. 

pliqués, dont certains sont issus de problèmes expérimentaux de physique. i 
l 
l 

m.2. Exemples 1 
1 

Nous allons donner 4 exemples simples, dans lesquels une solution du problème i 

(P 3) a pu être déterminée par 1' application de la méthode exposée en m.1. . 

lii.2.1. le' Exemple: 

Dans cet exemple, nous interpolons 4 points du graphe de la fonction convexe et  

croissante( sur R+ ) f ( x )  = z4. 

Les données sont les suivantes: 

~0 = 0, BO = 0 ;  21 = 2, = 16; 2 2  = 3, y2 $1, ;z3 = 6, = 1296. 

Le sy-tème d' équations linéaires à résoudre est le suivant : - 

Calculons: do++ - do, dl++ - do+*, d,++ - dl++, d3 - d,++ en fonction de do e t  d3. 

Nous obtenons alors les expressions suivantes: 

do+ - do = 32.754 10 - 1.87295d0 - 0.04918d3 (Do) , 

dl+$ - do++ = -62.26230 + 1.11885d0 + 0.14754d3 (Di) , 



Le polygone défini par les inégalités: do > O, do++ - do 2 0, 

> O est representé sur la figure 3. Le dl++ -do++ 2 0, d2++ - dl,+ 2 O, d3 - d2++ - 
domaine qui n' est pas hachuré est le domaine dans lequel il faut choisir (do, d3). 

Nous constatons donc que (do,d3) doit être choisi dans le triangle Tl délimité par: 

do = O ,  Do = O  et  D3 = 0. 

Prenons do = O, d3 = 615; (do, d3) = (0,615) E Tl. 

Nous avons alors do+* = 1.5752 ..., dl++ = 32.8571 ..., d2++ = 460.2786 ..., et les 

inégalités suivantes sont vérifiées : do 5 do+; 5 dl++ < d2++ 5 d3. 

dl = 22,4297 ..., d2 = 139,7125 ... . 
Dans 1' intervalle [0,2]=[z0, ri]: Po(z) = (0.6270(2 - x)z2) + 2z3. 

Dans 1' intervalle [2,3]=[zl, 2,): Pl(z) = 16(3 - z13 + 69.4918(3 - Z ) ~ ( Z  - 2) - 
+100.4754(3 - z)(x - 2)2 + 81(z - 213. 

Dans 1' intervalle [3,6]=[z2, z3]: P2(x) = 3(6 - z13 + 24.7432(6 - X ) ~ ( X  - 3) 

+77.3880(6 - x)(z - 312 + 48(x - 313. 

Voir la représentation graphique de la solution ( figure 4 ). 

lü.2.2. 2me Exemple: 
- 

Dans ce deuxième exemple nous interpolons 5 points du graphe de la fonction convexe 

f définie dans [-2,2] de la manière suivante: pour z E [-2,0] f(x)=x4 et  pour'x E [0,2] 

f(x)=zS. 

Les données sont les suivantes: zo = -2, y0 = 16; zl = -1, y1 = 1, 2 2  = O, ~2 = 0, 

23 = 1, 93 = 1, z4 = 2, y4 = 32. 

Dans cet exemple les nœuds sont équidistants, hi = 1, pour i=0,1, 2,3. 

Calculons les différences: do+* -do, dl+ -do+*, d2+ -dl+ da+$ -d2+ ) d4 -d3+ 

en fonction de do et d4 : 



Représentation graphique du domaine polygonal - domaine non hachuré - 
dans lequel doit être choisi (do, d3), pour le le' exemple (Cf. P.2.1.). 

- Figure 3 - 

- 

i 

(D,=o) 

Échelle : 

I / 





Le polygone défini par les inégalités: do+ - do 2 0, dl+* - do++ 2 0, 

d2+$ -dl++ 2 0, d3+$ -d2+* 2 O, d4 - d3+$ > O est représenté sur la figure 5 . 
Le domaine qui n' est pas hachuré est celui dans lequel nous pouvons choisir (do, d4); 

nous pouvons voir que c' est un triangle, nommé T2, délimité par: Dl = 0, D2 = O et 

D3 = O. Nous prenons (do, d4)=(-30,90) ( E T2 ) .- 
Avec ce choix de do, d4; nous obtenons une solution satisfaisant à (1.3) où nous 

omettons la condition do 2 O ( les données n' étant pas monotones dans cet exemple ) : 

D' où: dl = -4.714283, d2 = 0.857143 et d3 = 1.285713 . 
Dans 1' intervalle [xO, xi]=[-2,-11: 

Dans 1' intervalle [ t l ,  z2]=[- 1 ,O]: 

Dans 1' intervalle [ t2,  x3]=[0,1 1: 

Dans 1' intervalle [x3, x4]=[1 ,2]: 

P3(x) = (2 - x ) ~  + 4.28571(2 - X ) ~ ( X  - 1) + 6(2 - z)(x - 1)2 + 32(t - 1)'. 

Voir la représentation graphique de la solution ( figure 6 ). 



Représentation graphique du domaine polygonal - domaine non hachuré - 
dans lequel doit être choisi (do,d4), pour le exemple (Cf. U.2.2.). 

Échelle 

- Figure 5 - 





m.2.3. 3"' Exemple: 

Nous interpolons 6 points du graphe de la fonction croissante et convexe f(x)=er. 

Les données sont les suivantes: x0 = 0,  y0 = 1; zl = 1, y1 = 2.7183; 2 2  = 2, 

y2 = 7.3891; z3 = 3, y3 = 20.0855; 24  = 4,  y4 = 54.5982; 2 5  = 5, y5 = 148.4132. 

Les nœuds sont équidistants pour cet exemple: hi = 1, pour i=0,1,2,3,4. 

La résolution du système (E) dans ce cas, donne les résultats suivants dans lesquels 

les différences: do+ + -do, dl+ + - do+ +, d2++ - dl+ + , d4++ - di+ + , ds - d4++ sont données 

en fonction de do et dg: 

l 
d3+ + - d2+ + = -18.3381 + 0.067do + 0.2488d5 (D3) 

d, - d3+ + = 187.3136 - 0.0191do - 0.9282d5 (D4) 

d5 - di++ = -187.5509 + 0.0048d0 + 1.7321ds (Dr) .  

Le polygone défini par les inégalités: do 2 O ,  Do 2 0, Dl 2 O ,  D2 2 O ,  D3 2 O ,  

Dq 2 0,  D5 2 O est non vide et  (do, ds) doit être choisi dans ce polygone qui se réduit au 

domaine P3 délimité par: do = O ,  Do = O ,  D4 = 0, D5 = O ( voir figure 7). 

Par exemple (do,  d5)=( f ' ( O ) ,  f ' ( 5 )  )=(1 , 148.4 1316) appartient à P3 et ce choix de 

(do,  dg )  conduit à la solution suivante : 

Dans 1' intervalle [xO, xl]=[O,l]: PO(z)  = ( 1  - z ) ~  + 4(1 - X ) ~ Z  + 5.44776(1- t ) z 2  

+2.71828z3. 

Dans 1' intervalle [zl , r2]=[1 ,2]: Pl ( r )  = 2.71828(2 - +13 + 10.86192(2 - z12(z - 1) 

+14.82831(2 - r)(z - 1)2 + 7.38906(z - 113. 

Dans 1' intervalle [z2, z3]=[2,3]: P2(z )  = 7.38906(3 - t)3 + 29.50614(3 - x ) ~ ( z  - 2)  

+40.21767(3 - +)(+ - 2)2 + 20.08554(0 - 2)'. 

Dans 1' intervalle [z3, r4]=[3,4]: P3(+) = 20.08554(4 - +13 + 80.29513(4 - z ) ~ ( +  - 3 )  



Représentation graphique du domaine polygonal - domaine non hachuré - 
dans lequel doit être choisi (do,d5) ,  pour le 3me exemple (Cf. lü.2.3.). 

Échelle : 

- Figure 7 - 



109.66061(4 - z)(z  - 3)2 + 54.59815(+ - 313. 

Dans l7  intervalle [z4, z5]=[4,5]: P4(z)  = 54.59815(5 - z13 + 217.92698(5 - z12(z - 4 )  

+296.82658(5 - z)(z  - 312 + 148.41316(z - 413 . 
Voir la représentation graphique de la solution (figure 8).  

Jtemar aue 

J-C. Dupin et A. néville [20],  ont établi des conditions suffisantes d' existence de 

splines cubiques d' interpolation conservant la forme povr une subdivision uniforme [22]. 

Parmi ces conditions, nous pouvons citer celle-ci: 

Où Ali = A s + s - A ~  
hs+hs+~ 

pour i = 0 , 1 ,  ..., n - 2 .  

Cette condition se vérifie aisément sur 1' exemple précédent. 

lU.2.4. 4me Exemple 

Dans cet exemple nous interpolons 10 points du graphe de la fonction f ( t ) = w  

(cf. [12] p. 50). Cette fonction est décroissante et convexe dans 1' intervalle [-1,8], la 

subdivision est uniforme hi = 1 pour i=O à 8. 

La résolution du système (E) donne dans ce cas les résultats suivants dans lesquels les 

différences: do+4-d0, dl+&-do+#, d2+4-dl+4, d4+4-d3+47 d5+#-d4+4 d6+4-d5+#, 

d7+ + - d6+ + , d8+ - d7++, dg - da++ sont données en fonction de do et dg: 

do++ - do = -22.64886 - 1.73205do - O.OOOO2d~ (Do)  



- Figure 8 - 
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+ : Points interpolés, 3me exemple (Cf. lü.2.3.). 

Représentation graphique de la spline cubique d' interpolation de clame C2, 

convexe et  croissante, obtenue par la méthode exposée dana le chapitre lü. 
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da+ + - d7+ = -0.02694 - O.OOO1Odo - 0.92820d9 (Da) 

dg - da++ = 0.07184 + 0.00002do + 1.73205dg (Dg). 

Le polygone défini par les inégalités: do 2, Do 2, Dl 2 O, D2 2 O,  D3 2 0, 

D4 - > 0, D5 > - O ,  D6 - > O ,  D7 - > O ,  Da 2 O ,  Dg 2 0,est non vide et (do,dg)  doit être choisi 

dans ce polygone qui se réduit au domaine P4 délimité par: do = O ,  Do = O ,  D4 = 0 ,  

Dg = O ( voir figure 9 ). 

Par exemple (do = -27, dg = -0.03) appartient à Pq et ce choix de (do, dg )  conduit 

à la solution suivante: 

Dans [xo,  xi]=[-1 ,O]: Po(x) = 1 ~ ( - z ) ~  + ~ ( - x ) ~ ( x  + 1)  + 3.1 1651(-z)(x + 112 

+0.4(x + 113 . 
Dans [rl, x2]=[0,1]: P l ( x )  = 0.4(1 - x13 - 0.71651~(1- z)? - 1.66604z2(1 - r )  - 

-0.77777x3 . 
Dans [x2,  x3]=[1 ,2]: P2(x)  = -0.77777(2 - x ) ~  - 3.00061(2 - X ) ~ ( X  - 1)  

-3.38568(2 - x ) ( z  - 112 - 1.23077(x - 113 . 
Dans [x3, x4]=[2,3]: P3(x) = -1.23077(3 - x13 - 3.99898(3 - z ) ~ ( z  - 2 )  

-4.2272(3 - x ) ( z  - 212 - 1.47059(x - 213 . 

Dans [x4,  xs]=[3,4]: P4(x) = - 1.47059(4 - z13 - 4.59637(4 - X)'(X - 3 )  

-4.73735(4 - x ) (x  - 312 - 1.619(x - 313 . 
Dans [x5,  x6]=[4,5]: p5(x) = -1.619(5 - x13 - 4.97664(5 - z12(x - 4 )  

-5.07493(5 - x) (x  - 4)' - 1.72(x - 413 . 
Dans [xs,  x7]=[5,6]: P6(x) = -1.72(6 - x13 - 5.24507(6 - x ) ~ ( z  - 5)  

-5.31692(6 - x) (x  - 5)2 - 1.7931(+ - 513 . 
Dans [xr ,  xe]=[6,7]: P7(x) = -1.7931(7 - x ) ~  - 5.44163(7 - x ) ~ ( x  - 6 )  

-5.49443(7 - x ) (x  - 6)2 - 1.84848(x - 613 . 



Représentation graphique du domaine polygonal - domaine non hachuré - 
dans lequel doit être choisi (do, do) ,  pour le 4me exemple (Cf. R.2.4.). 

- Figure 9 - 



Dans [+a, xg]=[7,8]: Pa(x) = -1.84848(8 - z13 - 5.59645(8 - Z ) ~ ( X  - 7 )  

-5.64567(8 - x)(x - 7)2 - 1.89189(x - . 
Voir la représentation graphique de la solution ( figure 10 ). 

Dans le tableau n O l ,  sa1 désigne un interpolant spline cubique C1 décroissant et 

convexe obtenu par 1' algorithme donné par Constantini et Morandi dans [5] et s3 désigne 

1' interpolant spline cubique C2 décroissant et convexe obtenu par la méthode décrite dans 

ce chapitre en prenant do=-27, dg = -0,03. 



- Figure 18 - 
+ : Points interpolés, 4me exemple (Cf. lü.2.4.). 

Repiéeentation graphique de la spline cubique d' interpolation de classe C2, 

convexe et décroieeante, obtenue par la méthode expoeée dam le chapitre m. 



- Tableau nO1 - 

4me exemple (Cf. lii.2.4.) 



- Tableau no 1 (suite) - 



I I I .  3. Progi-amme de !-es01 ut i ni1 dri pr-obi Pme C P 31 

La p r o g r a m m a t i o n  d e  1 a m e t  hode f ai r a n t  1 'objet  du 1 1  1 . 1 .  . 
s ' appuie i ci s u r  1 ' u t i  1 i satl o n  d e  r e p r é s e n t a t i o n s  g r a p h i q u e s .  

C e  p r o g r a m m e .  e n  TURBO BASïC.  a ét& exécuté s u r  
un m i c r o - o r d i n a t e u r  IBM PC. 

OPTION BASE O 
CLS 
DEFINT 1-J .M-N 
DEFDBL A-H.K-L.0-Z 
INPUT "N= ";N 
DIM XCN:!.YCN>.DTCN3,KCN3.KOCNI,KNCNl,HCN3 
DIM UCN3 ,VCN3.WCEJ~,YlCN3,YSCfJ>,YOCN3,Y3CN> 
DIM ACNI .B7N> .CCN3 ,DûCN3.D1CN3 .D2CN) .ZCN3 .TC113 , S C N . 1 1 3  

Déf i n 1  t 1 0 i . i  de  1 a fonction n u m é r i q u e  d e  l a q u e l l e  sont  
iclcus les points d i n t e r  polei- , é v e n t u e l l e m e n t .  

A$= *'O/'N?'* 
I>EF FNFCx3 = " d e f i n l t l o n  d e  l a  f o n c t i o n  " - 

e t  r  e . ~ n n + e s  A ; qterpoler,  1 
consi  g n r e s  dans le  f i  chier "F-XY. DON". L - 

OPEN "F- X Y .  DG).;" A S  X1 LEN=I 
FIELD a1.4 A S  X S .  4 A S  YS 
CODE=O 
FOR I = O  TO N 

CODE =LvrJE + 1 
GET #l , CODE 
Y C 1  1 =cvsc Y SI 
XC 1 3  =cvsc xs3 

NEXT I 
CL̂&- 



HC O> =XC 13 -XC O> 
DTCO>=CYCl3-YCO33/HCO3 
IF YCI>>=YC@3 THEN GOTO 11 

21 LOCATE12.17 
PR1 NT "1 MPOSSI BLE" 
STOP 

11 FOR 1 =l TO N-1 
i4CI>=XCI+13-XCI> 
DTCI3=CYCI+13-YCI33/HCI> 
IF DTC 1 3 < ETC 1-13 THEN W T O  21 

NEXT 1 

Calcul des ha et des Ar. 
Test de la croissance et de la convexité des donnbes. 
Remarque: Cette partie du programme peut étre adaptée 
aux autres cas de for nie des donnees. simplement en 
changeant leCs3 testCs3 . 

Calcul de la matrice H. 

5 

BCO>=l+HC13 . /CHCO>+HC133  
AC13= HCO>/CHCO>+HCI33 
CC03 =AC1 > 
FOR I=l TO N-2 

ACI+l>= HCI3/CHCI+l>+HCI>> 
CCI>=ACI+13 
BCI>= 1+HC~-13~CHCI-l>+HCI33+HCI+l~~CHCI+l3+HCI>3 

NEXT 1 
BC N-1 3 =1 +HC N-23 /C HC N-13 +HC N-23 3 
CC N-23 =AC N-1) 

Késolution du systéme linéaire CE>, par la méthode 
i ndi quee dans le paragraphe 1.3. . chapitre 3 . 

- 
Calcul des wL . 

WC O> =CC O3 /BC O3 
ZC O3 =3*DTC O3 /BC O> 
FOR I=1 TO N-1 

WCI3=CCI>~CBCI3-ACI>*WCI-I>> 
ZCI>=C3*DTCI>-ACI3*ZCI-133~CBCI3-ACI>*WCI-133 

NEXT 1 



KC N - 1 1  =ZC N - 1 3  
F O R  I = N - 2  T0 O  STEP -1 

K C I 3 = Z C I 1 - W C I > * K C I + l 3  
N E X T  1 

Calcul de H-'e et H-'e . Dans le cas oiS le pas est 
1 n 

constant H-'e est dCduiC de H-'el par symetrie centrale. 
n 

zc 03 =1 / B C  O 3  
F O R  1 -1 T O  N-1 

ZCI1=-ACI3*ZCI-l1~CBCI3-ACI3*WCI-133 
N E X T  1 
KOC N- 1 3 =ZC N - 1 1  
KNC 03 =KOC N - 1 1  
F O R  1 = N - 2  T O  O  STEP -1 

K O C I 3 = Z C I 3 - W C I 3 * K O C I + 1 3  
KNC N - 1 - 1 3  =KOC 1 3  

N E X T  1 
FOR I=1 TO N-1 

I F  H C O 3 - H C I 1 < > 0  T H E N  GOTO 30 
NEXT 1 
W T O  40 

30 F O R  I=0 TO N - S  
Z C I 3 =  O 

N E X T  1 
Z C N - l > =  l / C B C 1 3 - A C I > * W C I - 1 3 1  
KNC N-1 1 =ZC N - 1 3  
FOR 1 SN-S  T O  O STEP -1 

K N C I ~ = Z C I ~ - W C I ~ * ~ . ' - I ~ C ~ + ~ ~  
N E X T  1 

Calcul des coefficients des droites dte1+ l,s, - d L + < 1 / 3 )  

40 P R 1  N T  "Coef . des dr oi tes Di +le" 
P R I N T  "--------------------- --.--mm 

FOR I =  O  TO N-1 
P R 1  N T  US1 N G  "## ####. ##### ####. ##### ###A. ######" ; 

I ; K C I 1 ; - K O C I 1 ; - K N C I 1  
N E X T  



UC O3 =KC O3 
VC O3 =-KOC 03 -1 
WC O3 =-KNC O3 
UC N3 =-KC N-13 
VC N> =KOC N - 1 >  
WC N3 =KNC N-13 +1 
FOR 1 =1 TO N-1  

UCI>=KCI3-KCI-13 
VC 1 3  =-KOC 1 3  +KOC 1 -13 
WCI>=-KNCI3+KNCI-13 

NEXT 1 
PR1 NT "Coef . d e s  dr oi tes Di +l+1.'3-Di +1/3" 
PRINT "---------------------------------*a 

FOR 1 =O TO N 
PRINT USING "## ####. A#### A###. ##### ####. #A### "; 
I;UCI3;VCI~;WCI3 

NEXT 1 

T r a ç a g e  d e s  d r o i t e s  Cavec c h o i x  d e  1 ' 8 c h e l l e 3 .  
Notons par  DPL les demi p l a n s  c o n t e n a n t  Cresp .  n e  c o n t e n a n t  pas3 
1 ' o r i g i n e ,  quand i ls  s o n t  d é l i m i t é s  par  une d r o i t e  traçcSe e n  con- 
t i n u  Cresp .  e n  p o i n t i l l é s 3 .  
Le polygone PO . dans  lequel do1 t etre c h o i s i  Cdo.d 3  . e s t  de- 

rt 

f i n i  pa r  l ' i n t e r s e c t i o n  d e s  DPi . Si cette i n t e r s e c t i o n  est  v i d e  
i l  n ' y  a pas d e  s o l u t i o n .  Ce polygone est v i s u a l i s é  A l ' é c r a n  Cou 
é v e n t u e l l e m e n t  d e s s i n é  A 1 ' a i d e  d ' u n e  t a b l e  t r a ç a n t e  ou d ' u n e  
1 mpr i mante g raphr  que> .  - - 

54 INPUT " X i =  " ; X 1  
INPUT "X2= "; X 2  
INPUT *'Y1 = * ' ;Y1  
INPUT " Y 2 =  " ; Y 2  
SCREEN 2, O 
VIEW C20.203-C620,160>, ,1 
WINDOW C X 1  ,YI>-CX2,Y2> 
LINE CX1 ,Yl2-CX2.Y13 
LINE C X 1  , X 2 > - C X l , Y S >  
FOR I = O  TO N 
ON ERROF? GOTO 300 
Z=&HFFFF 
IF UCI3<O THEN Z=&HF000 
1 F WC 1 3  =O THEN GOTO 200 
IF VCI > =O THEN GOTO 400 
I F  U C I >  =O THEN W T O  500 
IF C-UCI>~WCI>-VCI3/WCI>*X13 < Y 1  OR C-UCI~/WCI~-VCI>~WCI>*X13 > Y 2  
THEN GOTO 000 



I F  C-UCI>/WCI>-VCI>/WCI3*X2> < Y 1  OR C-UCI>/WCI3-VC13/WCI3*XE> >= 
THEN û O T 0  600 
P S T  CX1 ,-UCI>/WCI>-VCI>/WCI>*X13 
FOR X=X1 T O  X 2  STEP CX2-Y.1>/1^ 

ON ERROR GOTO SAUTX 

NEXT X 
-0 300 

600 ON EkROR GOTO ET1 
PSET C - U C I 3 / V C 1 3 - W C I > N C I > * Y l  , Y I >  

ET1 : 
FOR Y=Y1 T O  Y 2  m P  C Y 2 - Y 1 > / 1 0  

I F  -UCI>/VC13-WCI>/VCI3*Y<Xl OR -UCI3/VCI3-WCI>/VCI3*Y>X2 
l 

M E N  W T O  
SAUTY : 

L I N E  -C-UCX>/VCI3-WCI3/VCI3*Y,Y>. . , Z  
ON ERROR GOTO SAU'TY 1 

SAUTY : 
NEXT Y 
GC)TC, 300 

200 ON ERROR W T O  300 I 

L I N E  C - U C I 3 / V C I >  . Y 1 3 - C - U C I > / V C I >  , Y 2 > .  . ,Z  I 

W T O  300 
400 ON ERROR GOTO 300 

L I N E  CX1 . U C I > / ~ W C i > 3 - C X 2 . U C I > , ~ ' W C I > > .  . .Z 
GOTO 300 

500 ON ERROR W T 3  300 
L I N E  C O . 0 3 - C X 2 ,  -VCI3, 'WCI>HX2>, . , Z  

1 

300 NEXT 1 - 
LOCATE 1.1 

1 

P R I N T  Y 2  1 
LOCATE 23.1 I 

P R I N T  X 1 ; Y l  
LOCATE 23.70 1 

P R I N T  X 2  
P R I N T  " POLYGONE NaN VI  DE ? 0 4  " 
1 NPLiT " Oui ou N o n  "; BS 
I F  B%="O" OR "O" THEN W T O  Suite 1 
P R l N T  "PAS DE SOLUTION" 
STOP 



- -...- ---p..- ----- . --._--.- ___ 
p o i n t  Cdo.d I et v e r i f i c a t i ~ i ~  visuelle, e n  1e po- 7 

r-l 

ti onnant gr aphi quenient . d e  soli appar t es-iarice au pol ygorie PO . 1 .  - 
- I 

Sui te: 
GOTO 700 

800 PRESET Cm, Dn3 
700 LOCATE 1 . I O  

INPUT "DO= "; DO 
LOCATE 1 .20 
INPUT "Dn= "; Dn 
PSET CiX.Dn3 
LOCATE 1 ,25 
PRINT USXNG @@DC#)=####. ###a'# ";Dn 
LOCAI'E 1 , 8  
PRINT @@DO= " ; TX, 

LKATE 1 . 4 0  
INPUT CS 
1 F CS< > "O" THEN GOTO 800 
LOCATE 1 .3 
PR1 EJT" 
CLS 
SCREEN O 

A p r è s  un c h o i x  c o n v e n a b l e  d c  do et dn . cons idér&s  maintenant r---- ( com1:ie r t a n t  f i  *es : C a l  c u l  des d . d 
c i + 4 1,'s > * di+<2/3>. I 

Remarque: On peut, A ce ni -deau. rever  i f i e r  , sur leurs v a l e u r s  nu- 
méri ques, q u e  les d , d 

\ * # 1 . , 3 > *  
d 
1 + < 2 / 3 )  

s o n t  dans un ordre  ga-  

r a n t i s s a n ~  1 a  ci-01 sc,ai>ce e t  l a  coi~vexi té d e  l a  s o l u t i o n .  

COCO3 =II>(] 
F9R 1 4  T(3 h i - i  

Dl C 1 > = k ~  13 -KOC 1 >*DO-KNC 1 >*Dn 
NEXT 
FOE 1 -1 T 9  N - 1 

L?CiCI>=HCI -1I*HCI3 /'CHC:I--13 + H C I 3 * C D 1 C I 3 / ' H C I 3 + C ) l C I - 1 5 ~ ' H C I - 1 3 3  
D2CI-lI=DOCIl 

NEXT 
FOE T =O 1'0 N-1 

PF?II.lT USING "## D#=####.##'### D#+l/3=####. #####" ; 
1 ;X;W"CI~;I;DlCX3 

NEXT 
PR1  NT ClSI NG "D#= ####. ##### " ; N ; DN 
DELAY 3 



C a l c u l  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  polyn&mes, r e s t r i c t i o n  
de l a  s p l i n e  d a n s  chacun d e s  i n t e r v a l l e s  1 . 

L 

FOR 1 =O TO N-1 
YlCI>=CfiOCI>*HC1>+3*YCI>>~CHCI~^3> 
Y2CI>=D1CI>fCHCI>n23+Y1CI> 
YO<I>=YCI3/CHCI>"33 
Y3CI>=YCI+l>/CHCI3^33 
PRINT "Pour x dans E"XCI>",";XCI+l>;"l" 
PR1 NT 
PR1 NT US1 NG "P#C x3 =###. #a## #A#. #### #A#. #### ###. ####" ; 
I;YOCI>;YICI>;Y2CI>;Y3CI~ 
PR1 NT 
NEXT 

Cal c u l  d e s  v a l e u r s  de l a  spl i n e .  s o l u t i o n  du  problème,  e n  p l u -  
s i e u r s  p o i n t s  d a n s  chaque  i n t e r v a l l e  1 et c a l c u l  d e s  e r r e u r s  

L 

a b s o l u e s  et r e l a t i v e s  e n  ces p o i n t s ,  quand les donn&es 
h i n t e r p o l e r  s o n t  i s s u e s  du g r a p h e  d ' u n e  f o n c t i o n  numérique. 

SEA=O 
FOR 1 =O TO N-1  

FOR J = O  TO 10 
TC J>=XCI>+CHCI>/IO3*J 
SCI. J>=Y3CI>*CTCJ>-XCI>>^3+Yc"CI>*CTCJ> 
- X C ~  > > " ~ * c x c I + ~ > - T C  J ~ > + Y ~ C I > K T C J > - X C I > >  
HXCI+l>-TC J>3^2+YOCI3MXCI+l>-TCJ>>~3 
J F  AL='*N" OFZ "n" THEN GOTO Saut2 
F=FNFC TC J> > 
EA=ABSC F-SC 1 , J> 3 
SEA=SEA+EA 
I F  EA=O TUEN GOTO 800  
I F  F=O THEN WTO 1000 
ER=EAi'ABSC F> W 0 0  
I F  ER<10000 M E N  GOTO 1100 
ER=8999.99999 
GOTO 1100 
ER=O 
PR1 N T  I I S I  NG"I =## X=##. #### F=####. #### S=####. #A## 
EA=###. #a## ER=##. #### '/. "; 1 ;TC J> ;F;SCI . J> ; EA; ER 
GOTO S a u t 3  



Saut3: 
NEXT J 

NEXT 1 
1 F AO=*'0" OR "O" THEN PR1  NT *'SOMME ER. ABS. = '#; 

DELAY 3 
CLS 

Représentation graphi que et sortie sur papier de 1 a f oncti on 
spl i ne sol uti on du pr obl eme et des poi nts i nterpol6s. 
Event uell ement : r epr bsentati on. sur le meme graphi que. de 1 a 
fonction numérique de 1 aquell e sont issus 1 es poi nts i ntrr - 

X i  =XCO>-CXCN>-XCO>>/iO 
XS=XC N> +C XC N3 -XC 03 3 y10 
Yl=YCO>-CYCN>-YCO>3/10 
YS=YCN3+CYCN>-YCO>>/lO 
EH=C X2-XI > /1SO 
EV=CY2-Y13/80 
SCREEN 2, O  
VIEW C 2 0 , 2 0 3 - C 6 2 0 . 1 8 0 3 .  .1 
WINDOW CX1 .Yl:,-CXi3.Y2:, 
L I N E  CXI ,O3-CX2.0>  
L I N E  C O , Y l > - C O , Y 2 3  
PST CXCO>, YCO>> 
FOI? I = O  T O  N-1 

IF' ASG="N" OR "n" THEN GOTO Saut4 
FOR J= O T0 3 0 \ N  

T = X C I 3 + C H C I 3 / 5 > * J  
S=FNFC T> 
L I  NE C T-EH, S3 -C T+EH . S3 
L I  NE C T. S-EV> -C T, S+EV> 

NEXT J 
Saut 4 : 

FOR J=O T O  50 
T=XCI3+CHCI>/S@>*J  
S=Y3C13*CT-XCI>2A3+Y2C13rCT-XCI>3*2*CXCI+1>-~ 
+Y1CI~*CT-XC133*CXCI+1>-73'~2+YOCI>~CXCI+l3-T>~~3 
P S E T  C T . S  

NEXT J 
NEXT 1 
LOCATE 1 ,1 
P R 1  NT US1 NG "####. ##### ** ; Y 2 
LOCATE 23.1 
P R 1  NT US1 NG '*####. ##### . ####. a#### ** ; XI ; Y 1 
LOCATE 23.70 
P R I N T  'USING "###a. ###a# '* ;X2 
END 
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CONCLUSIONS 

En conclusion de cette partie, nous retiendrons les aspects suivants: 
1 - Pour les splines polynomiales d' interpolation de degré 5 m et de classe C"", 

les conditions de raccordement C"" aux nœuds permettent d' exprimer, par récurrence, 
I 

toutes les inconnues du problème en fonction de m-1 paramètres choisis parmi elles. l 

L' étude de la solvabilité d' un système d' inéquations linéaires, à rn-1 inconnues, l 

permet de conclure à 1' existence ou à 1' inexistence de solutions pour le problème de 

conservation de forme par de telles splines. 

, Pour m = 2, cette méthode nous a permis de mettre au point un algorithme permet 

tant d' affirmer 1' existence où 1' inexistence, pour des données convexes et monotones, de 

splines quadratiques d' interpolation convexes et croissantes. Dans le cas où 1' existence 

de telles splines est assurée, cet algorithme permet de fixer le seul paramêtre libre qui 

détermine explicitement une solution du problème. 

- Pour m = 3, la résolution de 3 systèmes linéaires ( 2, quand la subdivision est 

uniforme ) de même matrice, permet d' exprimer toutes les inconnues qui définissent la 

spline en fonction de 2 paramétres qui sont, pour nous, les dérivées de la spline aux nœuds 

extrêmes. La représentation d' un polygone, dont la définition découle des conditions de 

forme et ne fait intervenir que ces 2 paramètres, permet, suivant la vacuité ou la non 

vacuité de ce polygone, de conclure à 1' inexistence ou à 1' existence de splines cubiques 

d' interpolation de classe C2 ayant la même forme que les données. 

Le fait de pouvoir déterminer, quand il n' est pas vide, tout un domaine ( un in- I 
1 

tervalle de IR pour les quadratiques, un domaine polygonal de  IR^ pour les cubiques et 

plus généralement un convexe de IR*-' pour les splines polynomiales de degré m) I 
m- 1 dans lequel peut être choisi le point de IR dont les composantes sont les paramètres 1 

libres, est intéressant dans la mesure où cela permettrait éventuellement de tenir compte 
l 

d' autres critères. Par exemple faire ce choix de manière à optimiser dans ce domaine une 

fonctionnelle donnée. Cela pourrait constituer un thème de recherche. 1 1 



Retenons aussi, bien que ça ne soit que la confirmation d' une idée généralement 

exploitée, 1' intérêt de 1' utilisation de la base de Bernstein pour étudier les problèmes 

d' interpolation par des splines polynomiales préservant la forme. 



Deuxième partie 

ÉTUDE D' UN PROBLÈME DE CONCEPTION DE FORME 

D' UNE MACHINE VOLUMÉTRIQUE A PALETTES 

e 

AVEC UNE CONTRAINTE MÉCANIQUE 



57 

INTRODUCTION 

Dans cette deuxième partie, nous traiterons un problème de conception de forme qui 

est un exemple de problèmes qu' on peut rencontrer en CMAO* et CFAO". On peut, à 

ce propos, lire une publication de J .M Flamme [2 l] dans la revue Energie fluide. 

Il s' agit de concevoir une machine volumétrique à palette. - ou "pompe" -. 
Nous montrerons alors qu' il s' agit de relier deux points donnés par une courbe à 

forte régularité. Ce raccordement doit avoir une forme donnée, en particulier une concavité 

tournée constamment vers le centre de la pompe et doit obéir à une contrainte mécanique, 

relative à la force d' inertie agissant sur les palettes, établie expérimentalement. 

Dans le chapitre N nous proposerons, à partir du problème de mécanique originel, 

de déterminer la solution sous la forme d' une courbe en coordonnées polaires avec des 

conditions de régularité, des conditions de forme et avec une condition qui traduit la 

contrainte mécanique. 

Dans le chapitre V nous proposerons une série de solutions appartenant à une certaine 

classe de fractions rationnelles ou de splines rationnelles. Toutes ces solutions répondent 

entièrement aux conditions de régularité et aux conditions de forme. En revanche, elles ne 

répondent que partiellement à la contrainte mécanique. 

*: Conception mécanique assistée par ordinateur. 

**: Fabrication mécanique assistée par ordinateur. 



Chapitre N 

LE P R O B L ~ M E  TRAITE 

Introduction 1 

Le problème que nous allons formuler et tenter de résoudre est un problème de con- 1 

ception de forme d' une pièce mécanique. i 

1 

Il s' agit de déterminer la forme d' une machine volumétrique à palettes (ou "pompen) I 
1 

à partir de conditions mécaniques et de conditions de forme données. I 

.Ce type de machines intervient, par exemple, dans les systèmes de conditionnement 

d' air des véhicules. i 

IV.1. Description d' une pompe 
1 1 

La forme de la pompe est une forme cylindrique dont une section est representée sur 

la figure 11. - 
1 

- Dans toute la suite nous considérons que le problème est un problème plan. 

- Les palettes se maintiennent en butée contre la paroi, grâce à la force d' inertie centrifuge 1 
quand elles sont en rotation. 

- Les palettes seront supposées être très minces et de bout arrondi, assurant 1' étanchéité 

parfaite entre les volumes qu' elles séparent ( hypothèse (H) ). 

N.2. Formulation du problème 

N.2.1. Les conditions 2i satisfaire 

Le problème qui nous a été soumis est le suivant: 

Comment raccorder 1' arc de cercle C d' angle n + 2a, joignant B et A, de rayon ri 



Machine volumétrique à palettes 



Figure précisant les notations utilisées dans N.2 

- Figure 12 - 



et de centre O, et le point S distant de r 2  par rapport à 1' origine - figure 12 -, de façon à 

satisfaire les 3 conditions Cl, Cz, e t  CS suivantes ?. 

Ci) Le centre de gravité des palettes doit avoir une vitesse et une accélération conti- 

nues. 

C2) Le raccordement doit être tel que la concavité soit constamment tournée vers 

1' origine et le rayon soit croissant entre le point A et le point S, puis décroissant entre S 

et B - figure 12 -. 
Cs) L' accélération d' inertie centrifuge doit être comprise entre deux bornes dont les 

valeurs numériques sont déterminées expérimentalement. 

IV.2.2. La condition Ci 

En régime permanent, et nous nous intéresserons exclusivement à ce régime ( d' ailleurs 

le régime de mise en marche ou d' arrêt, est supposé être de trés courte durée ), le centre l 

1 

de gravité d' une palette est supposé être animé à la fois, d' un mouvement de rotation 

uniforme, de vitesse angulaire w constante, et d' un mouvement de translation sur un axe 

en rotation confondu avec 1' axe de la palette. 

L' hypothèse (H) d le fait que r 2  soit du même ordre de grandeur que rl ( voir les 1 

données numériques en N.2.5. ) conduisent à la relation suivante entre G(t), position du 1 

centre de gravité d' une palette à un instant t donné, et M(t) le point de contact à k 

1' instant t de la palette avec la paroi de la pompe: 
1 

G(t) = M(t) + dni(t) , 

où $(t) est le vecteur unitaire normal à la paroi au point M(t) et d est une constante qui 

est la mesure de la distance entre G et le bout de la palette. 

- a, avec Z(t) = fi h q t )  OU t ( t )  = et fi le vecteur rotation autour - ll."(*)ll 
de 1' ane normal au plan (O,:, 7) ( C = Ph j ). 

Et comme nous voulons que G ait une vitesse et une accélération continues, il faut et  

il suffit que nous ayons M(t) de classe CS. 

Éliminons le temps dans 1' équation horaire M(t) pour déterminer 1' équation de la 



trajectoire de M en coordonnées polaires. Comme w t  = 8 , la condition Cl se ramène à la 

condition C; suivante: 

Chercher une courbe en coordonnées polaires reliant le point A et le point B en passant .. 

par S, avec p(û) de classe CS sur [a, a - a ]  (c;). 
Nous supposerons de plus que la forme de la pompe est symétrique par rapport à 

1' axe Oy, ce qui se traduit par: 

a 
V6 E [a, a] , 46) = P(T - 0) 

Calculons, en coordonnées polaires, les dérivées, première, seconde et  troisième de 

% en coordonnées polaires. 

Posons, ui  (6) = cos($)?+ sin($)? 

du;($) et u i ( 8 )  = - - 
de - -sin(û)T+  COS(^)^. 

Nous avons alors: 
__+ 

01W = p(û)uT(û) ; 

__+ 

d O M  d p ,  -- 
dû - ~ u r  + PU; ; 

Exprimons la condition Cl1 en a et en 5 ,  en supposant que le raccordement est de 

classe CS sur] a ,  f [. 

Raccordement avec 1' arc de cercle en A 

(C1.1)  ; 

( C l  .2) ; 



d~m @ P  
( a )  = r u )  = ( & ) = O  

dû 

Raccordement au   oint S 

+ 
d20M n -  d2p u -  a d p n  n  

= (dsl(2 - r2)uVq) +~z(T)u;(~$ 9 

La continuité de la dérivée seconde est donc une conséquence de la symétrie. 

803 n- @ p n -  d p r  n  @ P  ,r A 
~ ( 5  ) = ( z ( ~  ) + 3dB(S))~f(2) + (3=(5) - +z)u;(s) - 
d 3 0 ~  r +  @ p n +  d p r  n d2p a n  
~ ( 5  ) = (-w(a ) + 3dè(2))~t(a)  + (3*(5) - ~ 2 ) ~ ( 5 )  

(Cl  .5) ; 



N.2.3. La condition C2 

La condition Cz s' exprime de la manière suivante: 

Cette dernière condition (C2.2) exprime, en coordonnées polaires, le fait que la con- 

cavité soit tournée vers 1' origine. 

IV.2.4. La condition Cs 

Rappelons d' abord que la réaction d' inertie est la force rn@, , où m désigne la 

masse d' une palette. 

La condition C3 est une condition qui se justifie de la manière suivante: 

, La réaction d' inertie ne doit pas être "trop faiblen, car cela entraînerait que le contact 

entre les palettes en rotation et la paroi de la pompe est insuffisant et  cela poserait, par 

conséquent, des problèmes d' étanchéité entre les volumes eéparée par les palettes. 

, La réaction d' inertie ne doit pas être "trop forten, car cela entraînerait des problèmes 

d' usure par frottement et  par conséquent raccourcirait la durée de vie de la pompe. 

Les deux valeurs maximales et minimales souhaitées pour 1' accélération d' inertie sont 

déterminées par des observations et des mesures expérimentales. 
+ 

La réaction d' inertie est proportionnelle à 1' accélération d' inertie ( ) ce qui 

nous permet, tout aussi bien, de traduire cette condition (Cs) en utilisant 1' accélération 

d' inertie. 

Nous écrirons cette condition de la manière suivante: RImin 5 RI 5 RI,,, , où R I  

désigne le module de 1' accélération d' inertie et  RImin et RI,,, les bornes entre lesquelles 

on souhaite qu' il soit compris. 



En utilisant les notations suivantes, 1 = *, L = 
2 2 

et * ( O )  = ($ - p) + 4(%) , la condition (Cs) ) s' écrit: 

n 
V6 E [a, ?], 1 5 * ( O )  < L 

IV.2.5. Récapitulation et données numériques 

Le problème initial se formule de la manière, équivalente, ci-dessous: 

Tkouver une fonctiuk p(6) pour û E [a, $]qui vérifie les conditions suivantes:(C 1.1), 

(C 1.2), (C 1.3), (C 1.4), (C 1.5), (C 1.6), (C 1.7), (C? . l ) ,  (C 2.2), (C 3.1). 

Les données numériques sont les suivantes: 

iso (4O) 
rl = 30 mm, r2 = 37.5 mm, 

1=400 mm2 , L= 3600 mm2 . 



Chapitre V 

SOLUTIONS PROPOSÉES 

Jntroduction 

Dans ce chapitre nous allons exposer plusieurs propositions de solution, dans lesquelles 

p(8) est toujours du même type, à savoir du type fractions rationnelles avec le numérateur 

égal à la constante 1. Le choix de ce type de solution, auquel nous sommes parvenus après 

avoir essayé plusieurs autres types de solutions, permet d' étudier plus simplement la 

condition (C 2.2), puisque pour des solutions de cette forme : + &(:) est un polynôme. 

Dans les solutions proposées les conditions seront toutes vérifiées sauf (C 3.1) qui ne 

1' est que partiellement en ce sens que, sur une plage de points plus ou moins grande selon 

la solution, @(O) sort de 1' intervalle [ 1 , L 1. 
La minimisation de la taille de cette plage peut être un critère de qualité pour 

juger les différentes solutions. Nous pourrons avoir une idée de cette taille en calculant 

numériquement @, pour - 8 variant entre cr et 5 avec un pas de 1' . Nous appellerons 8 

1' ensemble de ces valeurs de 8 qui serviront d' échantillon. 

Nos calculs et  nos conclusions concerneront essentiellement les valeurs de 8 E 8 ; 

en particulier les inégalités (C 2.1), (C 2.2) et  (C 3.1) seront testées sur 1' échantillon 8 . 
Pour des raisons de commodité nous travaillerons toujours avec des variables réduites, 

variant entre O et 1, qui se définissent en fonction de 8 par des relations linéaires simples. 

Si x,  x i ,  ... désignent ces variables réduites, nous appelerons X ,  Xi,  ... les ensembles 

des valeurs prises par ces variables quand 8 décrit 0 . 

V.1. 1 e'e Solution 

Précisons avant de donner cette solution, que sa forme a été déterminée en partant 

des conditions (C 1.2), (C 1.3), (C 1.4), (C 1.6) e t  (C 1.7); puis par intégration en tenant 



compte de (C 1.1) et (C 1.5). Nous ne jugeons pas très utile de détailler ces calculs, mais 

nous vérifierons en détail pour cette première solution les conditions (C 1.1), (C 1.2), 

(C 1.3), (C 1.4), (C 1.5), (C 1.6), (C 1.7), (C 2.1) et (C 2.2). 

e- A= 
Posons x = &, ainsi, quand x varie entre O et l , B  varie entre a et f. Nous avons 

a 180 

alors = K = - 0.666. 
180 

V.1.1. Définition 

4i(x) = 35x4(1 - x ) ~  + 2 1 ~ ~ ( 1 -  +12 + 7+y1-  X) + x7 = - 40(+) , 
1 1 

Q(+) = fodo(~) + fidi(x), avec fo = - et fi = - , 
"1 r2 

1 
et définissons pl(@) par : p1(6) = R(X) = - 

Q ( 4  ' 

Exprimons les d é r i v k  de p par rapport à 6 en fonction des dérivées de R par rapport 

à x, puis ces dernières en fonction des dérivées de Q par rapport à x; 

Par ailleurs, nous avons: 



V.1.2. Vérification des conditions (C 1.1), (C 1.2), (C 1.3), (C 1.4), 

(C 1.5), (C 1.6) et (C 1.7) 

pl(&) = R(0) = & = & = rl. 

pl(:) = R(1) = &) = * = r 2 -  

Ainsi, les conditions (C 1.1) et (C 1.5) sont vérifiées pour cette première solution. 

O et 1 sont des racines de Q d' ordre 3, donc 

Ainsi les conditions-(C 1.2), (C 1.3) (C 1.4) (C 1.6) et (C 1.7) sont vérifiées pour cette I ~ 
première solution. 

Notons que &(f) = O dans cette solution , ceci n' étant pas une condition exigée à 

priori pour la résolution du problème. 

V.1.3. Vérification des conditions (C 2.1) et (C 2.2) 1 
D' une part nous avons 

donc: 
dQ vz E [O,  11, d; < O .  

d ~ l  dR Or =(O)  = K-(z), avec K > 0 ,  dz  



d' où: 
dP1 oe 

v x  E [O, 11, =(O) = -XQz(z) 2 O .  

donc V8 E [a, f ] ,  %(O) - > O i.e. (C.2.1) est vérifiée par cette première solution. 

D' autre part nous avons, 

%(+) = 840(f1 - f0)x(l - +)(1- 52 - 5z2). 

D' après le tableau n02, nous avons: 

d2Q d2Q min -2(z) zz -(z)(0.276) c= -0.05, 
tr[o,i] dx dx2 

Du fait que Q(x) est décroissante: 

1 
min Q( r )  = Q(1) = - c= 0.026. 

+€[O, 11 f 1 

Et par conséquent, ' 

min Q(z) + K2-(z) > 0.026 - K20.05 = 0.026 - 0.022 2 O . 
SE [O, 11 dz2 

Donc VO E [a, f 1' (h)(O) + &(h)(6)  ' 0 . 
Nous vérifions ainsi la condition (C 2.2) pour cette première solution. 

Sur la figure 13, nous donnons une représentation graphique de la forme obtenue au 

moyen cette première solution. 

V.1.4. Vérification de la condition (C 3.1) 

Exprimons q1(8), en fonction de Q(z) et de ses dérivées par rapport à x; 



TABLEAU DE VARIATION DE Q~ 

- tableau n02 - 

, 

X 

S i g n e  **, 
de Q 

Sens de 
v a r i a t i o n  de  

mm 

Q 

5 - 6  1 O - - 0 . 2 7 6  2 s+* 
1 0  - 0.723' 

I 10 1 

- + - 

0 . 0 5  

O O 



Représentation graphique, à 1' échelle 2, 

de la forme de la "pompe" obtenue par 

la lTe solution (Cf. V.1.). 

- Figure 13 - 



Dans la première solution proposée, nous constatons par le calcul (voir Tableau n03) 
1 

'lue, 

min \Ir1($) - 142, 8 E 8 
@ € [ ~ . , f l  

et max \lIri (8) zi 4328 , 9 E 8 . 
@€Io,f  1 

Yi sort de 1' intervalle [ 1 , L ] pour 8 E [g, E] n 8 où !PI(@) < 400 e t  pour 

8 E [" , El n 8 où lu (9) > 3600 (voir tableau n03). 

V.2. 2*' Solution 

V.2.1. Principe et définition de la 2me Solution 

Nous avons cherché à améliorer la première solution, que nous considèrerons dans la 

suite comme la solution de base par rapport à la 2me et la 3me, en réduisant au maximum 

le domaine sur lequel la condition (C 3.1) est violée. 

Pour cela, nous avons adopté la démarche suivante, sauvegardant "les acquits positifs" 

de la première solution: 

- Garder dans le domai& où (C 3.1) est vérifiée, les valeurs issues de la première solution. 

, Construire, dans le domaine où (C 3.1) n' est pas vérifiée dans la première solution, une 

deuxième solution telle qu' aux points de jonction avec le domaine où 1' on a gardé les 

valeurs de la première solution, le raccordement C3 soit préservé, ainsi que la forme 

( concavité tournée constamment vers 1' origine et rayon croissant ) et telle que, dans cette 

deuxième solution, nous puissions disposer de paramètres libres que nous ferons varier pour 

étudier leur influence éventuelle sur les valeurs de @*(O) dans ce domaine. 

Ainsi pourra-t-on agir sur ces paramètres pour déterminer une solution où la condition 

(C 3.1) soit complètement satisfaite sur [a, $1 n 0 , ou du moins pour aller dans le sens 

de la minimisation du domaine sur lequel (C 3.1) sera violée. 

Pour ce faire, nous avons pensé à la solution que nous allons définir ci-dessous. 



- Tableau n03 - 



8 en 
degrés 

47 
4E3 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
7'4 
75 

76 
77 
78 
79 
80 
€31 
82 
63 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 

- Tableau n03 Csuite3  - 1 
i 



JXfinition 

Pour 8 E [$, El, domaine où (C 3.1) n' est pas vérifiée par la première solution 

(voir tableau n03) - q1(8) étant inférieure à 1 - posons: 

14r 8 - - 
avec 21 = l" et QI (21) = Q(2) + €1 P(2i ) , 

3(jl-u 
160 là0 

2 - U  
avec 21 = 2 et P ( r l )  = (1 - z14 . 24 

66 

Pour 8 E [E, El, domaine où (C 3.1) n' est pas vérifiée par la première solution 

(voir tableau n03) - \Irl(8) étant supérieur à L - posons: 

- 2-22 
avec 2 2  = - 16 et P(z2) = (1 - z ~ ) ~  tZ4 . 

86 

Pour 8 E [s, %] U [s , E] U [E, f 1, domaine où (C.3.1) n' est pas vérifiée par 

la première solution (voir tableau n03), posons: 

1 8 - g j  
pz(8) = pl(8) = 42) = - avec z = 

Q ( 4  h,A!L. 
2 160 

JLemaraues 

Nous pouvons avant d' aller plus loin, faire à propos de cette définition, les remarques 

suivantes: 

RI)  La deuxième solution proposée est une spline rationnelle. 

R2) Cette deuxième solution est telle que les valeurs de p2 et de ses dérivées et, par suite, de 
4+ p& a 76+ * q2 sont les mêmes que pour la première solution pour e E [rn, J u [ , i60] u [=, . 



R3) Le polynôme P qui apparaît dans les termes correctifs est choisi de cette forme, 

naturellement, parce que O et 1 y sont racines d' ordre quatre; ce qui garantit, comme nous 

le verrons dans le paragraphe suivant, le raccordement Cs aux points G,  $, f$, . '. 

R4) Les termes ri P(x1) et €2 P(xz), apparaissent comme des termes correctifs, dans.lesquels 

on va étudier le choix de €1 et  €2, €1 et €2 restant "très petits". 

V.2.2. Préservation de la régularité C3 

Nous allons montrer que le raccordement avec la première solution, en 0 = # et 

en 0 = e, se fait en préservant en ces deux points la continuité, la continuité de la dérivée 

première, la continuité de la dérivée seconde et la continuité de la dérivée troisième. Ceci 

montré, nous aurons prouvé que cette deuxième solution, considérée dans sa globalité, art 

de classe C3 sur [ cr , 5 1. 
P(0) = P( l )  = O ,  donc 

Ainsi, la continuité est vérifiée aux deux points de liaison de la deuxième solution avec 

la première solution. 



D' après ces égalités et d' après les expressions des dérivées calculées en V.1.1.' où il 

suffit de remplacer R par RI et Q par QI,  nous pouvons écrire les égalités suivantes: 

Donc la continuité des dérivées première, seconde et troisième est assurée aux points 

de raccordement entre la première et la deuxième solution. 

V.2.3. Étude du choix de €1 et de €2 

Nous allons maintenant étudier le choix de €1 et de €2 qui permet de préserver la 

forme, autrement dit la monotonie du rayon et le sens de la concavité. 

Cela revient à préciser la marge avec laquelle peuvent être choisis ces deux paramètres 

et donc à traduire numériquement, pour €1 et €2, 1' expression: " t r b  petits" . 



4 4 V.2.3.a. Étude de P(zl) = (1 - zl) zl 

Calculons les dérivées première, seconde et troisième de Pl. 

Nous obtenons: 

D' après le tableau no 4, nous avons le résultat suivant: 

d P  dP 
max -(xi) 2 ~'(0.311) 2 0.0148 et min -(cl) = ~'(0.689) = -0.0148 . 

+~€[0,1] dxl ~IE[D,~] dzi 

V.2.3.b. Choix de €1 

le' Cas €1 2 O - 
Dans ce paragraphe nous allons essayer de répondre numériquement à deux questions, 

dont voici la première : Comment choisir €1, €1 2 O, pour que, R1 soit croissante ( QI 

décroissante ) quand 9 varie entre % e t  , 9 ~ 8  ? 

Dérivons Q1 par rapport à 9, il vient 

D' après le tableau no 4,nous avons: 



TABLEAU DE VARIATION DE P* 

- tab leau  n04 - 

x Cou x 3  
1 2 

S i g n e  *, 
de P 

S i g n e  , 
de P 

Sens d e  
v a r i a t i o n  de  

P* 

O 7 - 6 -  * -- . a 1 1  1 - ++fi 
4 2 - 0.689 ' 

i 4 
1 

1 

+ - + 
+ - 

O 



Par contre 

cherchons donc la valeur de dQ rnax K-(21) . 
t*€[o,*I dx 

Pour xi E [O, 11 nous avons B E [B, E ]  

dQ or ( voir tableau n03) max K-(x) < -6 1 0 - ~  , 0 E 8 
er[&k*,&%rl dx 

e t  comme, d' après le tableau n04, nous avons 

d P  
rnax Ki-(xi) z 2.387 r 0.0148 - 3.5327 1 0 - ~ ;  

z l € [ o , ~ l  dx 1 

6 10" il suffit de choisir €1 < 3.532, =1.69810'2 (6.1.1). 

La deuxième question est celle-ci: Comment choisir €1, €1 > O pour que R1 définisse 

une courbe en coordonnées polaires qui tourne sa concavité vers 1' origine pour 

e E [+,T,++] ne ? 

Autrement dit pour quelles valeurs de €1 a-t-on: VB E [ g r ,  Er] n e , - 
d2 Q d2 P K~-(X(B)) + Q(z(e)) + l i i2~l 2 ( ~ 1 ( ~ ) )  + cl P(zl(B)) 2 O ? 
dx2 drl  

D' aprés le tableau n05, pour XI  E [O, 0.31 11 U [0.689,1], c l f i ( z l )  > O 

14 22 30 38 
d' où: pour B E [-r -r] U 

180 ' 180 

@Q d'P K2-(+(O)) + Q(z(0)) + ~ i ~ c l - + x l ( e ) )  + ( lP(~ l (0 ) )  2 0 . 
dx2 dxl 

Pour 21 E [0.311,0.689] n Xi nous avons B E [ g r ,  g r ]  n e 

et d' après le tableau n03, @Q A n  , Q ( z ) + K ~ ~ ( x ( B ) )  > 1 0 - ~ ,  0 E 9 
e€t&*#*rl 

or d' après le tableau n05: 

min 
dZP dZP 
- 2 ( ~ 1 )  = -(0.50) = -0.125, 

ri~[0.311,0.û891 dxl dxl 



x Cou x*> 
1 

Signe ,, 
de P 

Sens de 
variation de 

0. 

TABLEAU DE VAR1 ATION DE P 

- tableau n 0 5  - 



D' autre part - voir tableau n04 -, nous avons: 

max P(xl)  = P(0.5) = 0.39 10 '~ 
rl€[0.311,0.689] 

e t  nous considèrerons cette valeur comme étant négligeable devant les autres valeurs 

numériques intervenant dans ce calcul. 

Il suffit donc de prendre, en réponse à la deuxième question: 

En conclusion nous retiendrons - en vertu de (b.l.1) et de (b.1.2) - que si €1 2 O, il 

suffit de le choisir tel que €1 < 1.4 1 0 ' ~  pour préserver à la fois la monotonie et le sens 

de la concavité. 

zme as €1 5 O 

Dans ce paragraphe nous allons essayer, comme nous 1' avons fait pour le cas €1 > 0, 

de répondre numériquement à deux questions, dont voici la première : Comment choisir 

€1, €1 O, pour que QI soit décroissante quand B varie entre et s, f? E 8? 

D' après le tableau no 4,nous avons: 

1 dQ d P  V+I, E [O, a] Pz(+) + Kici-(xi) < O . 
d ~ l  

1 d P  
Par contre Vxl € [5,1], clG(z1) 2 O ,  

Cherchons donc la valeur de dQ rnax K- (q ) .  
+ i ~ [ + , l l  dx 

26r Pour xi E [i, 1] nous avons f? E [-, iao 1 ; 

dQ or ( voir tableau n03) max K- < -4 1 0 - ~  , 0 E 8 
@ ~ [ * ~ * * n l  dx 

et comme d' après le tableau n04 nous avons 

d P  
min Ki-(xi) zz 2.387 r -0.0148 -3.5327 IO-' ; 

+1e[+,11 dxi 



il suffit de prendre €1 2 *&i 1 -1.132 10-' (b.2.1). 

La deuxième question est celle-ci: Comment choisir €1, €1 5 O, pour que RI 

définisse une courbe en coordonnées polaires qui tourne sa concavité vers 1' origine pour 

e E [$&l,$$%]? 

Autrement dit pour quelles valeurs de €1, €1 < O, a-bon: V8 E [ s r ,  E r ]  n 63 , 

D' après le tableau n05, pour zl E [0.311,0.689], cl%(zl) O 

22 30 
d'où: pour8 E[-r -TI, 

180 ' 180 

Pour xi E [O, 0.31 l ] ~  [0.689,1] nous avons B E [*r, s r ]  U [ E r ,  s r ]  et d' aprés 

le tableau n03, 

min ~ ~ - ( x ( e ) )  + Q(Z(B)) >  IO-^ , e E 8 
I I  dx2 - 

or max 
d2P dZP - dx12 

d2P - -(0.172) = -2(0.172) 0.814 (voir tableau n05) , 
ri ~[0,0.311]~[0.689,1] dxl dxl 

donc max 2 u  ' K1 1 5.699 * 0.0814 0.464 . 
r~~[O,0.311]~[0.689,1] dx1 

D' autre part - voir tableau n04 -, nous avons: 

max P(xl)  = P(0.311) = P(0.689) = 8.751 IO-' 
tl ~[0,0.311]~[0.689,1] 

e t  nous considèrerons cette valeur comme étant négligeable devant les autres valeurs 

numériques intervenant dans ce calcul. 

Il suffit donc de prendre, en réponse à la deuxième question: 

€1 > -, cz 2.115 1 0 - ~  (b.2.2). 

En conclusion nous retiendrons - en vertu de (b.2.1) et  (b.2.2) - que si  €1 5 O, il suffit 

de le choisir tel que: cl > -2.155 10'~ . 



Jtemaraue 

Toutes les valeurs numériques qui nous ont servi à étudier le choix de cl sont appro- 

ximatives et  nous avons, de plus, procédé par minorations et  majorations. Mais cela 

n' est pas gênant dans la mesure où nous voulions simplement connaître approximativement 

la "plage" dans laquelle nous pouvons choisir €1 de façon à préserver la monotonie et  la 

concavité; en effet nous vérifierons, à chaque fois à postériori, par le calcul la monotonie 

de la solution et le sens de la concavité. 

Cette remarque sera valable aussi pour 1' étude du choix de €2. 

Nous avons fait plusieurs essais numériques avec €1 E 1-2.2 IO-', 1.6 10-'] et  

nous avons pu constater à chaque fois que les conditions (C 2.1) et  (C 2.2) étaient vérifiées. 

Nous obtenons, et c' est le but de ces essais numériques, des résultats relativement 

positifs, en tous cas les meilleurs parmi différents essais - dans le sens de la minimisation 

du domaine où (C 3.1) est violée - pour €1 = 1.4 10" (voir tableau n06). 

V.2.3.c. Choix de €2 

Nous étudions ce choix par un raisonnement en tout point analogue à celui qui nous - 
a permis d' étudier le choix de c l .  Il faut simplement noter que pour 6 E [gr, sr ] :  

et d' après le tableau n03: 

dQ max K- < -0.47 1 0 ' ~ , 6 € 8 ,  
e ~ ~ ~ * ~ f t L + l  d~ 

dQ max K -  < -0.15 10" , O  E 8 , 
e € ~ ~ ~ l * + l  dx 

min Q + K- > 0.42 10-' ; B E  8. 
~ E ~ ~ P I O + ~ ~ I P I L J ~ ~ K F ~ ~ + I  ~ Z Z  

Cela nous conduit aux résultats suivants : 



2 Le!v1*' 
~ o l  ut- 1 on 

avec r = 1.4 1 O-' 
1 

- Tableau n06 - 

4 en 
degr es 

14 
15 
16 
17 
18 
1 9  

20 
2 1 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
2Éi 
30 
31 
32 
33 

34 
35 
36 
37 
38 

p- 43 

30.03 
30.04 
30.06 
30.07 
30.09 
30.12 

30.14 
30.17 
30.20 
30.24 
30.29 
30.35 
30.41 
30.49 
30.57 
30.66 
30.76 
30.87 
30.99 
31.11 - 
31.23 
31.36 
31.50 
31. (34 
31.79 

dQ 
î .  

=1: - C x :, 
d 8  idx i i 

-0.6747 IO-' 
-0.8552 IO-' 
-0.1027 IO-' 
-0.1182 1 0 - ~  
-0.1335 1 0 - ~  
-0.1507 IO-' 

-0.1719 IO-' 
-0.1999 
-0.2329 IO-' 
-0.2740 IO-' 
-0.3215 IO-' 
-0.3039 1 0 - ~  
-0. 4290 IO-' 
-0.4846 1 0 - ~  
-0.5304 1 0 - ~  
-0.5881 1 0 - ~  
-0.6324 1 0 - ~  
-0.6704 1 0 - ~  
-0.7024 IO-' 
-0.7292 1 0 - ~  

-0.7527 1 0 - ~  
-0.7749 10-E 
-0.7980 10- 
-0.8231 1 0 - ~  
-0.8494 IO-' 

+ - 2  - r; 5 ( i ])ce> 

0.2323 IO-' 
0.2302 IO-' 
0.2395 IO-' 
0.2458 IO-' 
0.2416 IO-' 
O.  2242 IO-' 

0.1949 10-' 
0.1571 IO-' 
0.1157 IO-' 
0.7583 1 0 - ~  
0.4243 IO-' 
0.1935 IO-' 
0.9100 IO-' 
0.1256 IO-' 
0.2890 IO-' 
0.5564 IO-' 
0.8896 IO-' 
0.1241 IO-' 
0.1458 IO-' 
0.1793 IO-' 

0.1913 IO-' 
0.1906 IO-' 
0.1789 IO-' 
0.1669 IO-' 
0.1660 IO-' 

t C  43 

439.23 
432. 39 
469.08 
495.55 
480.29 
416.05 

317.55 
211.42 
123.19 
67.65 
45.83 
48.42 
63.02 
81.19 
102.34 
132.78 
180.36 
247.53 
226.40 
399. 41 

446.90 
453.69 
443.01 
425.58 
441. B1 



- Pour €2 2 O, il suffit de prendre €2 < 8.87 IO-', pour que la monotonie soit conservée, 

et  €2 < 2.933 10", pour que le sens de la concavité soit conservé. 

, Pour €2 < O, il suffit de prendre €2 > -2.8 IO-', pour que la monotonie soit conservée, 

et €2 > -4.025 10", pour que le sens de la concavité soit conservé. 

Nous avons fait plusieurs essais numériques en prenant différentes valeurs, comprises 

entre -3 10'~ et 3 10" et nous avons pu constater à chaque fois que la monotonie 

et le sens de la concavité sont conservés. Quant à la condition (C 3.1) nous obtenons les 

meilleurs résultats avec €2 z -0.6 10 '~  (voir tableau no 7). 

V.3. 3me Solution 

Nous avons pu constater dans les tableaux qui résultent des essais numériques que nous 

avons fait avec la correction ci  P , dans 1' intervalle [ *n , S n  1, que pour des valeurs 

de €1, soit positives et inférieures a 1.6 1 , soit négatives et supérieures à - 1.2 10'~ , 
1' amélioration, par rapport à la satisfaction de la condition (C 3.1), ee produit pour des 

points de 8 situés près des bords de 1' intervalle [ %n , f i n  1. 
Par contre pour desvaleurs de €1 négatives comprises entre -1.2 10" et -2.2 10", 

1' amélioration se produit pour des points de 8 situés près du centre de 1' intervalle. Voir 

le tableau n08, avec un exemple où €1 = -2 10 '~  . 
Ceci nous a conduit à envisager une solution exploitant cette constatation et combi- 

nant, en somme, 1' effet des €1 produisant une correction positive près du centre de 

1' intervalle et  des valeurs de €1 produisant une correction positive près des bords de 

1' intervaHe. 

Pour cela, nous avons eu une approche identique à celle qui nous a conduit à définir 

la deuxième solution en se basant sur la première . 
Considérons la deuxième solution, avec €1 = 1.4 10" ce qui donne les résultats du 

tableau n06, et  ajoutons y un deuxième terme correctif de la forme €3 P intervenant dans 

1' intervalle [ S n  , S n  1, intervalle où (C 3.1) continue à ne pas être vkrifiée malgré la 

première correction. Ceci nous amène à donner la définition suivante de cette troisième 



s ~ é m e  SO1ur,lon 
avec E = -0.6 IO-' 

2 

- 
- Tableau n 0 7  - 



- Tableau n"8 - 

6 en 
degr es 

14 

15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

24 
25 
26 
27 

@ 8 3  

30.03 

30.04 
30.06 
30.08 
30.10 
30.14 
30.18 
30.23 
JO. 28 
30. 34 

30.40 
30. 47  
30.54 
30.61 

dQ dQ2 
* B ~ = K ~ $ X ~ ~  

-0.0747 IO-' 

-0.8'742 IO-' 
-0.1147 
-0.1501 1 0 - ~  
-0.1913 1 0 - ~  
-0.2356 1 0 - ~  
-0.2789 1 0 - ~  
-0. 3182 IO-' 
-0.3517 1 0 - ~  
-0. 3785 1 O-' 

4. 3992 1 0- 
-0.4153 IO-' 
--O. 4 290 1 0- 
-0.4432 I O ' *  

28 1 3. 6" -0.4607 1 0 - ~  

-Q. 4836 1 0- 
-3.5135 IO-' 
-0.5512 IO-' 
-0.5954 10- 
-0.6442 IO-' 
-0. fS94-7 1 K 2  
-0.7431 IO-' 
-.fi. Tt360 1 0- 
-0.8212 IO-' 

-0.8494 1 0 - ~  

29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 

38 

6 -+-2 d [ - é ) ) c ~ ~  
0.2323 IO-' 

0.2001 10- 
0.1522 IO-' 
0.1096 IO-' 
0.8365 1 0 - ~  
0.7830 10 -~  
0.9229 IO-' 
0.1209 10-' 
0.1574 IO-' 
0.1946 IO-' 

0.2257 IO-' 
0.2453 IO-' 
0.2500 IO-' 
0.2385 IO-' 

30.76 
30.84 
30.93 
33 . O 3  
31.13 
31.24 ' 
31.31 
31 . 50 
31.64 

31.79 

e2 C Ur3 

439.23 

326.94 
iY1. 34 
103.28 
66.53 
64.68 
89.46 

143.72 
230.44 
341.22 

452.95 
534.51 
559.63 
519.18 

0.2121 IO-' 

0.1744 IO-' 
0.1307 IO-' 
0.8783 1 0 - ~  
0.5317 1 0 - ~  
0.3341 1 0 - ~  
0.3336 1 0 - ~  
0.5438 IO-' 
n.9256 IO-' 
0.1367 IO-' 

0.1660 IO-' 

426.55 

312. 83 
213.86 
154.82 
140.38 
156.44 
184.04 
21 7. 56 
271.57 
338.87 

441.81 



' solution: 

Définition 
@ - a r  Posons X J  = K3= -3.0197; 

Par une étude analogue à celle présentée en V.2.2 pour la deuxième solution, nous 

pouvons vérifier que le raccordement C3 est assurée aux points de liaison de cette troisième 

solution avec la deuxième ( où €1 = 1.4 IO-' ), c' est à dire en an et en $&n . 
Par la même méthode utilisée pour 1' étude du choix de €1, nous arrivons à montrer 

qu' en prenant €3 négatif et supérieur à -1.4 10", nous préservons la monotonie et le 

sens de la concavité ce que nous vérifierons à postériori, sur notre échantillon, pour tous 

les essais numériques que nous ferons. 

Nous avons donc fait plusieurs essais numériques avec des valeurs de €3 négatives mais 

nous n' avons pas pu réaliser une amélioration sensible, relativement à la vérification de la 

condition (C 3.1) - toujsurs dans le sens que nous avons précisé -, de la deuxième solution; 

à moins que nous prenions des valeurs de €3 inferieures à -1.4 10 '~ ( voir les résultats 

d' un exemple où €3 = -2.2 IO-' (tableau n09) ); mais pour ces valeurs il y a quelques 

points de 1' échantillon 8 pour lesquels la condition (C 2.2) n' est plus vérifiée. 
601r 76r Nous avons fait une étude analogue pour 1' intervalle [=, et nous arrivons aux 

mêmes conclusions. 

V.4. 4me Solution 

Dans la première solution, ainsi que dans la deuxième et dans la troisième, nous avions 

p'?(f) = O ce qui, comme nous I9  avons déja souligné, n' est pas exigé par les conditions 

qui définissent le problème. Nous avons donc envisagé de chercher une solution où le 

dénominateur serait de degré 7, mais où la dérivée seconde en $ ne serait pas nulle. 



3eme Sol ut 1 0 1 1  

-z 
E = -2.2 1 0  
3 

degrés  

1 8  

-- Tableau n09 - 



Posons : 
1 4* 8 - - 

~ 4 9 )  = 4 ( x )  = m, avec x = 1 60 
66n - 
160 

Déterminons Rq tel que: 

Pour exprimer les dérivées de & par rapport à x en fonction des dérivées de Q4 par 

rapport à x, il suffit d' utiliser les relations entre les dérivées de R et les dérivées de Q qui 

sont dans V. 1.1. et d' y remplacer R par Rq et Q par Q4. De ces relations, nous pouvons 

déduire que 

R;(o) = R;(o) = R;'(o) = R;(I) = R;'(o = (O) O 

L' utilisation de ces conditions et des deux relations: Q4(0) = fO et Q4(1) = fi 

conduisent à la solution suivante, répondant aux conditions (C 1.1), (C 1.2), (C 1.3), 

(C 1.4), (C 1.5), (C 1.6) et (C 1.7) : 

Jkmaraue 

Q:(I) = - 14(f1 -fa) ; par conséquent si o = 140(fi - fa )  alors Q;(I) = O .  

Donc, pour a = 140(f1 - fo) = 0.933 , nous avons Vx E [O, 11, Qq(x) = Q(x) 

i.e. la première solution est un cas particulier de la quatrième. 

Cherchons pour quelles valeurs de "an nous aurions: Vx E [O, 11, Q4' 5 O ? pour 

répondre à la condition (C 2.1) et  pour quelles valeurs de "a" aurions nous: 

Vx E [O, 11, Q(x) + K~ 9 5 O ? (K = 9)  pour répondre à la condition (C 2.2). 



Nous montrons que pour "a" négatif et supérieur à -0.933 ( -0.933 z 140(f1 - fo) ), 
valeur de "a" pour laquelle 9 4 2 )  = Q(x), ces deux conditions sont satisfaites. 

Nous avons fait plusieurs essais avec des valeurs de a E [-0.933, O] et nous obtenons 

les meilleurs résultats - par rapport à la condition (C 3.1) - avec a = -0.6 (voir tableau 

nOIO). 

V.5. Autres solutions 

Nous avons essayé d' autres solutions du même type que les précédentes et nous n' en 

citerons que les deux suivantes à titre d' exemples. 

V.5.1. 5me Solution 

Pour le polynôme au dénominateur, le degré 6 étant suffisant - et minimal - pour 

répondre aux conditions (C 1.1), (C 1.2), (C 1.3), (C 1.4), (C 1.5), (C 1.6) et (C 1.7), nous 

avons cherché la solution où le dénominateur est de ce degré , à partir de ces 7 conditions. 

1 @ - A L  
& ( O )  = R s ( 4  = ~-&j, avec 2 = 2 ~ 6 r  9 

180 

Nous montrons que cette solution répond à (C 2.1) et (C 2.2), mais comme pour les 

solutions précédentes il y a une "plage" de 1' intervalle [ cr , 5 ] dans laquelle (C 3.1) n' est 

pas satisfaite. Néanmoins cette solution peut servir, de la même manière que la première 

solution, comme solution de base à la définition d' autres solutions où 1' on minimiserait 

la "plage" dans laquelle (C 3.1) ne serait pas vérifiée. 



8 en 
degr es 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

1 9  
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 1 

t+,. 

30.000 
30. @OU 
30.000 
30.000 
30. 001 
30.001 
30.003 
30.005 
30.008 
30.013 
30.019 
30.027 
30.037 
30.050 
30.065 

30. 0 8 4  
30.105 
30. 1 31 
30.160 
50.193 
30.230 
30.272 

- 
dQ* du4 

66 C 61=K ---CX> 
dx 

360.39 
389.11 

420.88 
455.14 
494.72 
536.92 
582.92 
632.92 
687.15 

0.16965 IO-' 
0.17549 10-' 

0.18202 IO-' 
0.18919 IO-' 
0.19697 IO-' 
0.20529 IO-' 
0.21412 IO-' 
0.22340 IO-" 
0.23307 IO-* 

- 

241.90 
235.61 
232.44 
232.31 
235.13 
240.87 
249.45 
260.86 
275.08 
292.10 
311.97 
334.71 

1 d2 
- + t  - 

de [ k ) )  C 8 3  

-0.6581 9 1 0- 
-0. et3378 1 O-' 

-0.70808 1 0- 
-0.73097 
-0.75233 1 O-' 
-0.77205 1 0- 
-0.79005 1 O- 
-0.60022 10-' 
-0.82049 1 o - ~  

38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 

izI 4 C 8 >  

0.16351 IO-' 
0.15924 IO-' 
0.15584 IO-' 
0.15330 IO-' 
0.15166 10-' 
0.15090 IO-' 
0.19103 IO-' 
0.15230 IO-' 
O. 15392 IO-' 
0.15664 IO-' 
0.16019 IO-' 
0.16454 IO-' 

I 30. 31 8 -0.30394 1 O-' 

- Tableau nOIO 

31 .279 
1-31 . 394 
31. 515 
31.640 
31.770 
31.905 
32.044 
32.188 
32.336 

900.00 
894.42 
878. 71 
854.49 
823.35 
786. 81 
746.35 
703.31 
658.87 
61 4.08 
569.83 
526.86 
485.83 
447.18 
411.30 

378.45 
348.83 
322.55 
2C3.68 
280. 21 
264.13 
251.38 

O. 00000 
-0.60876 
-0.47162 
-0.15408 IO-* 
-0. 35343 1 om4 
-0.6677'7 10- 
-0.11158 IO-' 
-0.17128  IO-^ 
-0.24705 10- 
-0. 33977 1 O-' 
-0.45001 1 O- 
-0.57808 1 O-' 
-0. 72404 1 
-0.88773 1 O-' 
-0.10688 1 0 - ~  

-0.12665 IO-* 
-0.14803 I O - "  
-0.17092 
-0.19522 1 0 - ~  
-0.22OeO 
-0. 24754 10- 
-0.27530 1 0- 

- 
30. 369 
30.426 
30. 4 8 7  
30.553 
30.625 
30.702 
30.755 
30. H r i 3  

O. 33333 IO-' 
0.33230 IO-' 
0.32937 IO-' 
0.32479 IO-' 
0.31881 10-' 
0.31164 IO-' 
0.30348 IO-' 
O. 29457 IO-' 
0.28504 IO-' 
0.27509 IO-' 
0.26487 10-t 
0.25452 10- 
0.24418 IO-' 
0.23398 IO-' 
0.22403 IO-' 

0.21442 IO-' 
0.20525 IO-' 
0.19661 10-' 
0.16857 IO-' 
0.18181 IO-' 
0.17451 IO-' 
0.16861 IO-' 

-0.33331 1 o - ~  
-0.36325 1 0- 
-0.39359 1Cr2  
-0.42418 IO-' 
-0.45484 1 o - ~  
-0.48543 1 o - ~  
-9.51576 1 0 - ~  
-0.54569 1 o - ~  
-Q. 57505 1 0- 

31 . O 6 5  Otrb 1 -0. 6~36y 
31.170 -0.63145 



en 

l degr 
r 

47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
56 
59 
60 
6 1 
62 
63 
€54 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 

77 
78 
'79 
€30 
81 

82 
f33 
84 
83 
€36 
87 
88 
89 
90 

7-- , --- 
i dZ 

- 2  - c.31 c g  ci@ [ i ) )  1 1 O C 8 3  J 

0.24308 IO-' 745. 81 
0.25337 10-z 809.13 
0. 26388 10- 877. 32 
0.27456 IO-' 950. 56 
0. 28534 IO-' 1029. O 
0.29616 10-' 1112.8 
O. 30697 IO-' 1202.1 
0.31771 IO-' 1296.7 
0.32832 10-' 1396.8 
0.33874 IO-' 1502.1 
0.34893 IO-' 1612. 3 
0.35882 IO-' 17É-7.2 
0.36837 IO-' 1846.3 
o. 37752 IO-' 1968.9 
0.38624 IO-' 2094.4 
0.39446 IO-' 2221.9 
O .  40220 IO-' 2350.5 
O. 40937 IO-' 2479.1 
O. 41595 IO-' 2606.6 
0.42192 10-' 2731.7 
0.42525 IO-' 2853.1 
0.43192 10-' 2969.6 
0.43593 10- 3079.8 
0.43926 IO-' 3182.7 
0.44191 IO-' 3276. Q 
0.44390 IO-' 3361.4 
0.44522 IO-' 3435.5 
O. 44589 IO-' 3498.5 
O. 44595 IO-' 3549.8 
0.44542 IO-' 3589.3 

0. 44434 IO-' 3617.0 
0.44276 IO-' 3633.2 
0.44074 IO-' 3638.6 
0.43834 IO-' 3634.1 
O. 43563 IO-' 3680.6 

0.43270 IO-' 3599.7 
0.42964 IO-' 3573. O 
0.42656 IO-' 3542.3 
0.42356 IO-' 3509.7 
O .  42077 IO-' 3477.3 
O. 42833 IO-' 3447.5 
0.41639 10-' 3422.8 
0.41509 IO-' 3405.9 
0.41462 IO-' 3399.6 

< s u i t e >  - 

1 

@ SS  

32.487 
32.642 
32. 801 
32.962 
33.126 
33.292 
33.460 
33.629 
33.799 
33.970 
34.141 
34.312 
34.482 
34. et50 
34. 81 €3 
33.9133 
35.145 
35. 305 
3%. 461 
35.61 4 
35.762 
35.906 
36.045 
36.178 
3 6 .  307 
JQ.429 - 
36.545 
36.655 
36. 759 
36.855 

3 6 . 9 4 6  
3 ' 1 . O S Y  
37. 105 -\.-, z(. 1-75 
37. 2 3 3  

37. 293 
3?. 342 ' 
37.385 
37.420 
' C 7  31.449 
37. 471 
37.467 
37.497 
37.500 

dQ4 . 9 > = K  1 d:f- dx 

-0.53279 10- ' 
-0. e430ZT 1 O-' 
-0.85127 IO-' 
-0.85736 1 O-' 
-0.86132 IO-' 
-0.8631 3 1 O-' 
-0.86279 1 O-' 
-0.86031 1 O-' 
-0.85570 1 O- 
-0.84999 IO-' 
--O. 84022 1 O-* 
-0.82945 IO-' 
-0.81673 IO-' 
-0.8021 2 1 O- ' 
-Q.ï'B571 10-'  
-9.76758 10- 
-.-o. 74,783 

' 
-0.72654 1 O-' 
-0.70384 1 0- 
-0.67982 IO-' 
- 0.65462 1 0- " 
-0.62834 1 
-0.60111 IO-' 
-0.54305 1 0 - ~  
-0.54430 IO-' 
-0.51498 IO-' 
-0.48522 IO-' 
-9. 45513 IO-' 
-0. 42484 IO'-' 
-0.39446 1 O-' 

-0.36410 IO-' 
-0. 33387 1 O-' 
-0.30385 
-0.27412 IO-' 
-0.24476 10- 

-0.21 581 10- 
-0.16733 IO-' 
-0.19932 
-0.13190 IO-' 
-0.10474 1 0 - ~  
-0.78315 1 0 - ~  
-0.51848 IO-' 
-0.25849 1 O- 
O. O0000 

- Tableau n O I O  



fimaraue 

Cette solution est, évidement, un cas particulier de la quatrième, elle s' obtient à 

partir de celle-ci pour la valeur de a - -0.1333 . 

V.5.2. 6*' Solution 

Voici une dernière solution pour laquelle toutes les conditions sont vérifiées sauf 

(C 3.1) qui ne 1' est que partiellement. Dans cette solution le dénominateur est un polynôme 

de degré 9 et le raccordement C4 est assuré, ce qui n' est pas exigé à priori. 

1 
~ 6 ( ~ )  = = Qso, avec z = - 9  
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CONCLUSIONS 

Dans ce problème de conception de forme nous avons rencontré une condition méca- 

nique, qui s' avère être très contraignante, et qui est un exemple de contraintes qu' on peut 

rencontrer en CMAO. 

Pour notre part nous avons cherché une réponse au problème sous la forme de frac- 

tions rationnelles, ou de splines rationnelles ayant un numérateur égal à une constante, et 

nous avons pu répondre dans toutes les solutions proposées à toutes les conditions sauf la 

contrainte mécanique à laquelle nous avons répondu d' une façon partielle. 

La meilleure solution que nous ayons pu déterminer est la deuxième solution avec 

€1 = 1.4 IO-' et €2 = -6 10". Pour cette solution, q2 sort de 1' intervalle [ 1 , L ] dans 

le domiine relativement réduit : [ 20' , 33' ] U [ 65' , 71' ] de 1' échantillon expérimental 

sur lequel nous avons travaillé. 
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