
No d'ordre : 771 

UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE FLANDRES ARTOIS 

présentée à 

L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE FTANDRES ARTOIS 

pour obtenir le grade de 

DOCTEUR D'ETAT ES SCIENCES MATHEMATIQUES 

Par 

Pierre JEANNIN 

CONTROLE DES COURBES ET SURFACES 
RATIONNELLES PAR VECTEURS MASSIQUES 

These soutenue le vendredi 16 decembre 1988 devant la commission d'Examen 

Membres du jury Président C. BREZlNSKl 

Rapporteurs PJ. LAURENT 
A. LE MEHAUTE 
J.C. FIOROT 

Examinateurs P. SABLONNIERE 
L GRUSON 



NIVERSITE DES SCIENCES 
T TECHNIQUES DE LILLE 

FLANDRES ARTOIS ---------- 

DOYENS HONORAIRES DE L'ANCIENNE FACULTE DES SCIENCES 

M. H. LEFEBVRE, 11. PARUAU. 

PROFESSEURS HONORAIRES DES ANCIENNES FACULTES DE DROIT 
ET SCIENCES ECONOMIQUES, DES SCIENCES ET DES LETTRES 

MM. ARNOULT, BONTE, DROCHARD, CHAPPELON, CHAUDRON, CORDONNIER, DECUYPER, 
DEHEUVELS, DEHORS, DIOK, FAUVEL, FLEURY, GENIAIN, GLACET, CONTER, KOURGANOFF, 
LAMOTTE, LASSERRE, LELONG, LHGPPlE, LIEBAERT, NARTINOT-LAGARDE, EiAZET, MICHEL, 
PEREZ, ROIG, ROSEAU, ROLTLLE, SCUILTZ, SAVARD, ZMlAiYSKI, Mes BEAUJEU, LELONG. 

PROFESSEUR EMERITE 

N. A. LEBRUN 

ANCIENS PRESIDENTS DE L'UNIVERSITE DES SCIERCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

PRESIDENT DE L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 
DE LILLE FLANDRES ARTOIS 

- P.1. A. DUBRULLE. 

PROFESSEURS - CLASSE EXCEPTIONNELLE 

M. CONSTANT Eugène 
BI= FOURET R e n é  
M. GABILLARD R o b e r t  
M. klONTREUIL J e a n  
M. PARREAU M i c h e l  
kl. TRIDOT G a b r i e l  

E l e c  t r o n i q u e  
P h y s i q u e  d u  s o l i d e  
E l e c t r o n i q u e  
B i o c h i m i e  
Analyse 
C h i m i e  a p p l i q u G e  



PROFESSEURS - l è r e  CLASSE 

H; EACCliUS P i e r r e  
Pi. BIAYS P i e r r e  
M. BILLARD Jean 
N. BOILLY Bénoni 
M. BONYELLE Jean P i e r r e  
M. BOSCQ Denis 
H. BGUGHON P i e r r e  
H. BOURIQUET Robert 
M. BREZIKSKI Claude 
H. BKIûOUX b!ichel 
hi. CAKIG.Z C h r i s t i a n  
1.1. CELET Paul  
M. CHANLEY Bervé 
M.  COEURE Gérard 
hl. CORDO1::JIER Vincent 
M. DEEOURSE Jean P i e r r e  
M. DHAINAUT André 
M. DOGKHAN Jean Claude 
M. DYFIENT Arthur 
t1. ESCAIG Bertrand 
M. FAURE Robert 
M. FOCT Jacques 
M. FRONTXER Sergc 
M. GRAKELLE Jean jacques 
M. GRUSON Laurent 
M. GUILLAUP!E Jean 
11. HECTOR Joseph 
N. LABUCE-COMBIER Alain 
H. LACOSTE Louis 
M. LAVEINE Jean P i e r r e  
M. LEHliANiï Daniel 
Ilme LENOBLE Jacque l ine  . 
M. LCROY Jean  Marie 
M. LHOtlNE Jean  
M. LOhBAKD Jacques 
M. LOUCHEUX Claude 
M. LUCQUIN k i c n e l  
PI. t1ACKE Bruno 
14. MIGEON 2iichel 
M. PAQb'ET Jacques 
h. PETIT F ranc i s  
M. POUZET P i e r r e  
M. PBOVVGST Jean 
M. RACZY L a d i s l a s  
M. SALMER Georges 
M. SCHAElPS J o e l  
M. SEGUIER Guy 
M. SCIOX Eiichal 
Mle SPIK Cenevieve 
M. STANKIEWICZ Franço i s  
'H, TILLIEU Jacques 
H. TOULOTTE Jean kiarc 
H. VIDAL P i e r r e  
M. ZEYTOUNIAK Radyadour 

Astronomie 
Géographie 
Physique du s o l i d e  
Bio logie  
Chimie-Physique 
P r o b a b i l i t é s  
Algèbre 
Bio logie  végBtale  
Analyse numlsrique 
Chinie-Physique 
Informatique 
Ggologie génSrale  
Géotechnique 
Analyse 
In£  ormatique 
Gest ion des  e n t r e p r i s e s  
Bio logie  animale 
Physique du s o l i d e  
tiécanique 
Physique du s o l i d e  
Mécanique 
? I é t a l l u r g i e  l 
Ecologie  nuné r i q u e  

I 

Sciences Econoniques 
Algèbre 
hi icrobiologie  

1 

Gbomét r ie 
Chimie organique 
Bio logie  v é g é t a l e  
Pa léonto logie  
G S o m b t  rie 
Physique atomique e t  molécula i re  
Spectrochimie 
Chimie organique b io logique  
Soc io log ie  
Chimie pliysique 
Chimie ptiysique 
Physique moléculai  r e  e t  rayonnements a tmospheriques 
E.U.D.1.L. 
Géologie géngra le  
Chimie organique 
ModSlisation - Calcul  s c i e n t i f i q u e  
Piinéralogie 
Elec t ron ique  
Elect ronique 
Spec t roscopie  mol6cula i re  
Elez t ro technique  
Soc io logie  
Biochimie 
Sciences Economiques 

Physique théo r ique  I 

Automatique 
Automatique 
Mécanique 1 I 



PROFESSEURS - 2ème CLASSE 

Il. ALLVlAKDO Et ienne  
M. ANDRIES Jean Claude 
N. ANTOINE P h i l i p p e  
H. BART AndrG 
M. BASSERY Louis  
Mme BATTIAU Yvonne 
M. BEGUIM Paul  
M. BELLET Jean  
Pl. BERTRAKD Hugues 
M. BERZIN Robert  
Pl. BKOUCEE Rudolpite 
lia BCDARD blarcel 
M. BOIS P i e r r e  
M. BOISSIER E a n i e l  
Il. B O I V I N  Jean  Claude 
Il. BOUQUELET Stéphane 
M. BOUQUIN Henri 
El. BRASSELET Jean  Paul 
M. BRUYELLE P i e r r e  
M. CAPURCN Al f r ed  
M. CATTEAU Jean  p i e r r e  
M. CAYATTE Jean  Louis  
M. CHAPOTON A l ~ i n  
M. C l i A E T  P i e r r e  
M. CHIVE Naurice 
M. CObiYK Gérard 
M. COQUERY Jean  kiarie 
M. CORIAT Benjamin 1 *hine CoRSIh Paule  
M. CORTOIS Jean 
M. COUTURIER Danie l  
14. CRAMPOK h o r b e r t  
M. CROSNIER Yves 
M. CURGY Jean  jacques 
M l e  DACHARRY Plonique 
Pi. DAUCHET Plax 
Bl. DEBUBAiUT P i e r r e  
M. DEGAUQUE P i e r r e  
M. GEJAEGER Roger 
M. DELORME P i e r r e  
M. DELORYE Robert  
H. DENUNTER Paul  
M. DEXEL Jacques 
11. DE PARIS Jean  Claude 
M. DEPREZ G i l b e r t  
M. DERIEUX Jean  Claude 
Mie DESSAUX Odi l e  
M. DEt?RAINNE P i e r r e  
Mme DHAINAUT Nicole  
M. DHAFlELINCOURT Paul  
H. DOREMRD Serge 
11. GUBOIS Henri  
M. DUERULLE Ala in  
M. DUBUS Jean  Paul  

Composants Glec t ron iques  
E io log ie  des  organismes 
Analyse 
Bio logie  animale 
Génie des  procédés e t  r é a c t i o n s  chimiques 
GGographie 
klécanique 
Physique atomique e t  molGculaire 
Sciences Economiques e t  S o c i a l e s  
Analyse 
Alg2bre 
Bio logie  v é g é t a l e  
ki6canique 
Génie c i v i l  
Spect rochimie 
Bio logie  app l iquée  aux enzymes 
Gest ion 
Géométrie e t  t opo log ie  
Géographie 
Bio logie  animale 
Chimie organique 
Sciences Economiques 
Elec t ron ique  
Biochimie s t r u c t u r a l e  
Composants é l e c t r o n i q u e s  op t iques  
Informatique t héo r ique  
Psychophysiologie 
Sciences Economiques e t  S o c i a l e s  
Pa léonto logie  
Physique n u c l é a i r e  e t  c o r p u s c u l a i r e  
Chimie organique 
Tec to l ique  Géodynamique 
Elec t ron ique  
E io log ie  
Géograpliie 
Informatique 
Géologie appl iquée  
E lec t  ronique 
E l e c t r o c h i n i e  e t  Ciné t ique  
Physiologie  animale 
Sciences Cconomiques 
Soc io logie  
Informatique 
Analyse 
Physique du s o l i d e  - C r i s t a l l o g r a p h i e  
Microbiologie  
Spectroscopie  de  l a  r é a c t i v i t b  chimique 
Chimie mingrale  
Bio logie  animale 
Chimie physique 
Sciences Economiques 
Spectroscopie  h e r t z i e n n e  
Spectroscopie  h e r t z i e n n e  
Spectrométr ie  des  s o l i d e s  



M. DUPONT Ch ris tophe 
Mme EVRARD Micheline 
H. FAKIR Sabah 
M. FAUQUEMBERGUE Renaud 

. M. FONTAIhT. Hubert 
M. FOCQUART Yves 
N. FOLXKET Bernard 
M. ÇAhBLIN André 
k!. GLORIEUX P i e r r e  

' M. GOBLOT RGmi  
M. GOSSELIN Gabr ie l  
M. GOUDkiAND P i e r r e  
M. GOURIEROUX C h r i s t i a n  
M a  GREGORY P i e r r e  
li.  GRDiY Jean  Paul 
M. GREVET P a t r i c e  
' Pl. GRDlBLOT Jean 

M. GUILBAULT P i e r r e  
M. HENRY J e a n  P i e r r e  
M. HERMAN Maurice 
M. HOUDART René 
M. JACOB GG r a  rd 
M. JACOB P i e r r e  
M. JEAN Raymond 
M. JOFFRE P a t r i c k  
M. JOURNEL GB r a  rd 
M. KRDIBEL Jean  
PI. LANCRAND Claude 
M. LATTEUX Pli c h e l  
Mme LECLERCQ G i n e t t e  
kf. LEFEBVRE Jacques 
M. LEFEVRE C h r i s t i a n  
Mle LEGRAND Denise 
Mle LEGRAND Solange 
W. LEGRAhl) P i e r r e  
hme LEiUWN Jos i ane  
M. LEMIRE Jean  
M. LE PiAROIS Henri 
M. LEROY Yves 
M. LESENNE Jacques 
M. LHENAFF René 
N. LOCQUENEUX Robert 
H. LOSFELD Joseph 
M. LOUAGE F r a n c i s  
M. MAHIEU Jean  Marie 
M. MAIZIERES C h r i s t i a n  
M. ElAURISSON P a t r i c k  
M. kiESMACQUE Gérard 
M. MESSELYN Jean  
M. MONTEL Marc 
M. HORCELLET Nichel  
M. PfORTREUX André 
Mme klOUNIER Yvonne 
M. NICOLE Jacques  
M. NOTELET F r a n c i s  
El. PARSY Fernand 
h. PECQUE Marcel 
M. PERROT P i e r r e  

Vie d e  l a  f i rme  (I.A.E.) 
Génie des  procbdbs e t  r é a c t i o n s  chimiques 
Algèbre 
Composants é l e c t r o n i q u e s  

'Dynamique des  c r i s t a u x  
Optique atmosphé r i que  1 

Biochimie s t r u c t u r a l e  
GGographie u rba ine ,  i n d u s t r i e l l e  e t  démographie I 

Physique mo lécu la i r e  e t  rayonnements a t m o s p h é r i q ~ e s  
AlgObre 

1 

l 
Socio logie  
Chimie physique l 
P r o b a b i l i t é s  e t  s t a t i s t i q u e s  
I.A.E. 1 
Socio logie  
Sciences Economiques I 

Chimie organique 
Phys io logie  animale 
Génie mfcanique l 

Physique s p a t i a l e  l 

Physique atomique 
Informatique 
P r o b a b i l i t é s  e t  s t a t i s t i q u e s  l 

l 
Biologie  des  popu la t i ons  v é g é t a l e s  I 

Vie de  l a  f i rme (I.A.E.) 1 
Spect roscopie  h e r t z i e n n e  1 
Bi ochimie 1 
P r o b a b i l i t b s  e t  s t a t i s t i q u e s  
Inf onnat ique 
Cata lyse  i 
Physique 

l 
Pé t ro log ie  
Algèbre I 
Algèbre 
Chimie 1 
Analyse 
Spec t roscopie  he r t z i enne  
Vie de l a  f i rme (I.A.E.) 
Composants é l e c t r o n i q t e s  
Syst2nes e l e c t r o n i q u e s  l 

1 

GGographie 1 

Ptiysique t héo r ique  l 

Informatique I 

E l e c t  ronique I 

Optique - Physique atomique I 

Automatique 
Sciences Economiques e t  Soc i a l e s  ! 
Génie Mécanique 
Physique atomique e t  molécula i re  l 

I 
Physique du s o l i d e  
Chimie organique I 

Chimie organique 
Phys io logie  d e s  s t r u c t u r e s  c o n t r a c t i l e s  1 
Spectrochimie 
Systèmes é l e c t r o n i q u e s  
Rgcanique 

I 
Chimie organique 1 I 
Chimie appl iquée  

l 



A MES PARENTS 

A MON EF'OUSE 



R E M E R C I E M E N T S  

-Te suis tr&s sensible à 1 'honneur que n e  a t Monsreur Le 

Professeur- Claude ErGzinski d'avoir acceptÉ. de pr&sider le 

j 'ury  de cette th4se. 

Je l'en remercie vivenent ainsi que tous les autres membres du 

j 'ury : Messieurs Les Professeurs J. C Fior-ot, i. Grusan, 

P. 2. Lcture~it, A .  Le /%haut&, P. SabLcvs>riPre. 

Je remerc r e  tout part icuI ièrement Jean Charles Frorot dont 

L ' en: hous r asme a su me conver t i r aux Mat hémat zgues a p p i  i guées. 

Sa c .jr'~,.<* : e>:i. t:. el-; t c-1-t ? y r e c  t e-u; de & h P s e  ' p+~-.,)t; 5. 

t r i  r<ver. I-ap i denen t une i n t eressan t e voie de recFrei.c: he. 



TABLE DES MATIÈRES 

- AVERTISSEMENT 

- AVANT-PROPOS 

- CHAPITRES 

COURBES 

1 - Cadre géné ra l  

I I-  Courbes r a t i o n n e l l e s .  

M t e r m i n a t i o n  par  un polygone massique 

III- Algorithmes. 

I V- Etude l o c a l e .  Constr .uçtion d'une C B R I  

V- Les coniques  comme courbes  CBR> 

SURFACES 

V I  - S u r f a c e s  r a t i o n n e l l e s .  

W t e r m i n a t i o n  par  uri r e s e a u  massique 

VII- Changement d e  paramètre  dans l e  cas d'une 

s u r f a c e  

VI I I  - Tr ansf ormnee af f i t i e  et pi-o ject- i ve 

d 'une  s u r f a c e  CSBRI  

I X -  Géi iéra t ion d e  s u r f a c e s  CSBR) à l ' a i d e  de 

cou rbes  C BR> 

X- KGseaux massiques des quadr iques  comme 

s u r f a c e s  CSBR) d é f i n i e s  s u r  [O, 1 1  2 

X I  - Algorithmes de  c a l c u l  d'une s u r f a c e  CSBR) 

- REFEKENCES 



L e s  ducumcii-its rassembli?~ pour c e t t e  soutenarsce d e  tl-iese sont: 

1 -  Deux ~iotes aux C o m p t e s  rerldus de l'Acad8mie des Scienses 

1141 et 1 1 5 1 .  

2- L'&preuve du l i v r e  i r i t i t u l é  " Contr61e d e s  courbes et 

surfaces ra t ionne l l e s  par vecteurs massiques " écrit en 

col labai-at-ion avec J .  C. Fiorot. 

Ce l z v r e  a p u r  pcjirtt de d B p a r t  et d & ? ~ e Z o p p e  les deux notes 

c i t&-s c r -dessus. Z 1 est ac tuei Lement sous presse a u x  Edi t ions 

M..155DN, à a r ~ s  l a  col ler t ton R. M .  A dirig4e p a r  Hess ieurs P .  G. 

CrarLet et J. L. Lions. 



A V A N T - P R O P O S  

C e t  t e  tk-iese est une c o n t r i b u t i o n  A l ' é t u d e  des courbes  et des  

sur-f aces r a t i o n n e l  les dalis 1 o p t i q u e  de  leur t r  a i  t elnerit 

i n f o r m a t i q u e  en  CAO, CFAO, DAO. Nous proposons une n o u v e l l e  

d e s c r i p t  i o n  des  cou rbes  et d e s  sur-faces r a t i o n n e l l e s .  Une 

te l le  courbe ou s u r f a c e  est déterminée,  a l ' a i d e  des polyr~ômes 

d e  Bel-ilstein, par  l a  donnée d'un c e r t a i n  nombre d e  uec teurs 

rmssrc;iues; un vec teur  massique & t a n t  un po in t  pondéi-e o u  un 

v e c t e u r  d e  l ' e s p a c e  dans  l e q u e l  est plongée cette courbe  ou 

ce t te  s u r f a c e .  

N o u s  e x p l o i t o n s  cette n o u v e l l e  de sc r ip t i o r i  sui- l e  plats du 

t rai  tement i n f o r m a t i q u e  et géométr ique et nous d&veloppons des 

t ec l in i  ques d e  r e c h e r c h e  de polygones et r é seaux  massiques,  

r ro tanmnt  pour les con iques  et les quadr iques ,  a i n s i  que  des 

t e chn iques  d e  c r e a t i o n  de formes dé te rminées  par d e s  réseaux 

massiques. 

Les géome t r i e s  p r o j e c t . i v e  et a f f i n e  c o n s t i t u e n t  un o u t i l  

p r i v i l e g i é  dans  l a  p l u p a r t  d e s  développements. L a  mtiére d e  

c- et te  t liese peut ëti-e q u a l i f  iee d e  g e o m é t  r i e algor i t h11iiqi.i~. 

I d e s  1.~1 eiiu c-1-es études su r  1 es cou rbes  et sur-f'aces coiit t-ô1 &es 

pai- des y o i  rit. s ont  &t& réalisées v e r  s 1 a f i n  des aririées 50, à 

pi-vpor des courbes  polynomi a l e s ,  et. ri* ont  f a i  t que. se 

<ievel  oppei- p a r  l a  s u i  te. 

D e  Cas tel jau ,  e n  1959, et B é z i  er, eis 1962, ir i t  r odui s e r i t  des 

c our- bes pol yriomi a l  es cont  rôl &es par  un pol yyf3iie c l e  p o i  rit S. Ces  

cotir-lses s e r o n t  connues, par l a  su i t e ,  scius Le lion1 d e  c o r ~ r b e s  

H e z r  PI-. Ces preiniers  travaclx s e r o n t  ( ~sinlll f:.t,es. e t 1  19'72, pal- 



ceux d e  A. For res t .  L e s  courbes s p l i n e s  polynonuales son t  

i n t r o d u i t e s  e n  CAO par Feryuson en  1904. Leur u t i l i s a t i o n  se 

g é n e r a l i s e ,  à p a r t i r  d e  1972, avec l a  nise a u  poin t  de 

l ' a l g o r i t h m e  Cox De Boor en 1972, et les travaux de 

Riesenf e l d  en 1973. Les sr l r faces  polynomiales "produi t  

t e n s o r i e l "  son t  t r a i t é e s  par  D e  Cas te l  j au  en  1963 et, sous 

forme Bkzier, v e r s  l a  f i n  d e s  ann&es 60. L e s  s u r f a c e s  s p l i n e s  

pol ynomiales "produi t  t e n s o r i e l  " s o n t  d e c r i  tes par  Ferguson en 

1964, à propos des  s u r f a c e s  bi-cubiques. Signalons que, d é s  

1959, D e  Cas te l  j au  a v a i t  i n t r o d u i t  des  s u r f a c e s  à p8les  

d e f i n i e s  s u r  un t r i a n g l e ;  t ravaux qui  s e r o n t  développés par  l a  

s u i t e ,  e n  u t i l i s a n t  l a  base  de Bernstein,  par M. A. Sabin  

C19771, G. F a r i n  Cl9791 et P. S a b ï o n ~ è r e  ClY793. Notons 

&galement l a  dGtermination de  s u r f a c e s  à p a r t i r  de q u a t r e  

courbes f r o n t i é r e s ,  pal- Coons, en 1967; et à p a r t i r  da courbes  

suppoi-ts, par Gordon, en  1969. L ' u t i l i s a t i o n  des  coilrbes 

1-a t ionnel les  e n  CAO, due a Coons, a p p a r a i t  en 1967. E n  1974, 

Bal1 i n t r o d u i t  d e s  s u r f a c e s  r a t i o m e l l e s  c o n s t r u i t e s  à p a r t i r  

d e  c e r t a i n e s  cubiques r a t i o n n e l l e s .  

Depuis une quinza ine  deannees,  de  très nombreux t r avaux  

concernant  l e  pol ynomial à une et s u r t o u t  p l u s i e u r s  v a r i a b l e s  

on t  éte publ iés .  Ci tons  les noms de  R. Alfeld, R. Arcangeli,  

R. E. Ba rnh i l l ,  B. A. Barsky, W. Boehm, G. Chang, E. Cohen, 

W.Dahmccii, C. De Boor, R. Delbourgo, J. Duchon, G. Far in , .  

R.T.Farouki, Y.Feny, J.C.Fiorot, R.Franke, R.N.Goldman, 

J . A. Gregory, G. Herrori, K. Ho11 ig ,  M. Hosaka, J. H u s c h e k ,  

P. J. Laui-ent, R. Laydi, A. L e  Mehauté, T. Lyche, C .  A. Michel1 i, 

G. M. N i e l  son, M. J. P r a t t ,  H. Prautzsch,  A. G. Requicha, M. A. Sabin,  

P. Sablonniére ,  R. Sar raga, L. L. Schumaker., T. W. Sedeber y, 

T. Varady. C e t t e  liste, non exhaust ive,  t r a d u i t  incornplétemeiit 

Ie foisonriement d e s  recherches  en  ce domaine; t a n t  s u r  l e  p l a n  

tecl-inologique que s u r  c e l u i  de  recherches  mathématiques et 

i tif 01- t i i a t  i ques  p l  us fondamentales. 

L e  développement de  ces t ravaux est dû aux i n t e r a c t i o n s  e n t r e  

l e  progres  des  o rd ina teu r s ,  l a  recherche math&matique, l a  

delnarrde i n d u s t r i e l  le: : c a r r o s s e r i e  a i ~ t o m o b i l ~ ,  fuse l age  et 



a i l e s  d'avion, coque de bateau, pa les  de  turb ine ,  p i&ces  

mécaniques, habil lement,  concept ion de fo r  m e s  e ~ t h e t ~ i q u e s ,  

chaussures,  etc ... et auss i  l a  demande des  s c i e n c e s  

appl  i quées: géo log ie  Crecons t i tu t ion  d'une s t r u c t u r e  

géologiques  à p a r t i r  de  mesuresl, d d e c i n e  C r econs t i  t u t i o n  

d'un organe: cerveau, coeur, dent, a r t i c u l a t i o n > ,  graphisme, 

s i m u l a t i o n  et v i s u a l i s a t i o n  de  phénodnes  physiques, etc. . . L e  

mathématicien est c o n t r a i n t  à un double o b j e c t i f :  rechercher  

l a  me i l l eu re  de te rmina t ion  d'une courbe ou d'une s u r f a c e  e n  

vue de s o n  u t i l i s a t i o n  informatique et englober a u s s i  l e  p l u s  

grand nombre de courbes  et d e  sur faces .  

Songeons que, naguére, l a  r e p r é s e n t a t i o n  des  courbes et des  

s u r f a c e s  se t r a i t a i t ,  s a n s  l ' a i d e  de l ' o rd ina teu r ,  e n  

u t i l i s a r i t  l a  géométrie d e s c r i p t i v e  et le  d e s s i n  i n d u s t r i e l .  La 

première i d é e  des  math&maticiens a ét& de déterminer ou, c o m m e  

o n  d i t  encore, d e  c o n t r 6 l e r  une courbe ou une s u r f a c e  p a r  un 

c e r t a i n  nombre d e  poin ts .  La courbe ou l a  s u r f a c e  peut a l o r s  

&tre manipulée à t r a v e r s  ses po in t s  de cont rô le ;  du p o i n t  de 

vue géométrique, les déplacements des  p o i n t s  d e  c o n t r ô l e  

e n t r a i n a n t  une déformation d e  l a  sur face ;  et a u s s i  du p o i n t  de 

vue informatique,  mémoriser l a  courbe ou l a  s u r f a c e  revenant  à 

l e  f a i r e  pour les p o i n t s  d e  con t rô le .  L e s  premières q u a l i t é s  

d e  c e  procéd& r e s i d e n t  en  son  cat-actére  i n t r i n s é q u e  C l a  

détei-mination de  l a  courbe ou de  l a  s u r f a c e  ne dépend pas  d 'un 

repét-e 3 et en  son  u n i v e r s a l i t é  C l e  pi-oc&dé permet de 

soumet t re  à un d m e  t ra i tement  uri grand nombre de cour tes et 

s u r f a c e s  d i v e r s e s  1 par oppos i t ion  aux dé te rmir ia t ior~s  

a r ia ly t iques  ou par  des  éléments géométriques p a r t i c u l i e r s .  Uri 

bon c o n t r ô l e  impl ique  c e r t a i n e s  q u a l i t é s :  les p o i n t s  de 

c o n t r ô l e  doivent  d é j à  donner un maximum de renseigneinents su r  

l a  courbe ou l a  s u r f a c e  a t r a c e r  C l o c a l i s a t i o ~ i ,  a l l u r e ,  

etc. .1; ce c o n t r d l e  d o i t  deboucher s u r  un a lgor i thme de c a l c u l  

s t a b l e ,  c e l a  en vue de  l a  v i s u a l i s a t i o r i  et s u r t o u t  d e  l a  

r ep roduc t ion  des courbes  et sui-faces par machines o u t i l s  ; l a  

deformat ion  de l 'ensemble d e s  p o i n t s  de c o n t r ô l e  d o i t  se 

repei-cuter  harmonieusement sur l a  courbe ou l a  s u r f a c e  et une 

4.1-aiisfoi-n1ation de l a  courbe ou l a  surfac-e c ro ta t ior r ,  



s i in i l i tucie ,  traiisfcsi-mation a f f i n e  ou p r o j e c t i v e  1 d o i t  pouvoir 

se c a r a c t e i  iser simplemet-it par- ilrie traiisrorinat.ioi~ des p o i n t s  

d e  cont role. 

L e  c o i i t r ô l e  des  courbes  et s u r f a c e s  polyriomiales a été r e a l i s é  

d e  f acon s a t i s f a i s a n t e  A t r a v e r s  les r epr -esen ta t ions  " B c i z i e r "  

et s p 1 i  comme e n  tenioignent les nombreux l o g i c i e l s  

r-&alist?s en l a  mat iére .  Ceci e x p l i q u e  le  succes  et l a  g rande  

ut  i 1 i s a t i o r i  de s  courbes  et s u r f a c e s  pol yriomiales e n  CAO, CFAO, 

DAO. Ni-atntnoiris, l e u r  u t i l i s a t i o n  peut  se r e v e l e r  irisuf f i s a n t e  

car d e  nombreuses courbes  et s u r f a c e s  s imples  et u t i l e s ,  cornne 

l e  c e r c l e  et l a  sphère,  ne son t  pas polynomiales mais 

1-aLio~iriel les et é t a i e n t  approchees, jusqu' a l o r s ,  pal- d e s  

courbes  ou s u r f a c e s  polynomiales. D'ou un i n t e r ê t  c r o i s s a n t  

pour les courbes  et s u r f a c e s  ra t ionr - ie l les  et l a  n é c e s s i t é  d e  

les c o n t r ô l e r  a u s s i  s impleme~it  que les cour-tes et s u r f a c e s  

pol ynomiales. 

Ju squ ' a lo r s ,  l e  c o n t r ô l e  d e s  courbes  et s u r f a c e s  r a t i o n n e l l e s  

n ' c i t a i t  pas r é a l i s b  d e  manière s a t i s f a i s a n t e .  L e s  a u t e u r s  tel 

G.Farin, L.Pieg1, W . T i l l e r ,  K.Verspr i l le ,  ne cons idè ren t  que 

les c o i ~ r b e s  ou  s u r f a c e s  r a t i o n n e l l e s  c o n t r o l e e s  par  des  p o i n t s  

poiideres, d '  ou l e u r  i m p o s s i b i l i t é  de  traiter d e s  exemples 

a u s s i  s imp les  que ceux du demi-cercle  ou d e  l a  sphere.  Pour y 

a r r i v e r ,  K. V e r s p r i l l e  1261 et L. P i e g l  CS31 i n t r o d u i s e n t ,  d e  

f a ç o n  expér imentale ,  dans le  cas d u  demi-cercle,  l a  n o t i o n  d e  

po in t  de cor i t rb le  P l ' i n f i n i .  

Nous moiitroris que l a  bonne n o t i o n  à i n t r o d u i r e  ri 'est pas c e l l e  

d e  p o i n t  de  c o n t r ô l e  à l ' i n f i n i  mais c e l l e  d e  vec teur  de 

çoiit 1-ûle. Nous s o m s  amenes A contr-bler-, c e t t e  f o i s - c i ,  une 

cou rbe  ou une s u r f a c e  r a t i o n n e l l e  par  uii ensemble de  r :  8-c t eurs 

tw~ . ;szques  ; un vec t eu r  massique é t a n t  un po in t  poridéri- ou un 

vec teur  de l ' e s p a c e  dans l e q u e l  est plongée l a  courbe ou l a  

sur i ace. L e  cori trf i le  d'urie courbe o u  sur f a c e  r a t i o n r i e l l e  que 

nous proposons nous a p p a r a i t  s a t i s f a i s a n t  daiis l a  mesure où i l  

p r e s e r v e  l a  p l u p a r t  de s  q u a l i t é s  d 'un bon cent-rôle et a u s s i  

dans  l a  mesure où il englobe t o u t e s  les courbes  et s u r f a c e s  

1% a f 1 c~rii-ie l 1 e s .  



CHAPITRE 1 CADRE GENEKAL 

- Géométrie project ive  r é e l l e ,  rappels. 

- Espace 's des  vecteurs massiques d'ui.1 espace a f f i n e  reel 8 . .. 
Isomorphisme l i n é a i r e  entre 8 et l 'espace  vec tor ie l  

induisant le compl&tt- project i f  de 3. 

- Cal cul  barycentrique. 

- Co8rstructions géométriques d' une combinaison l i n é a i r e  af f i r i e  

de deux vecteurs massiques. 

Le but de ce chapitre est de preciser un cadre bien adapté à 

La nouvelle description des courbes et surfaces rationnelles 

que nous proposons 

Pour c e  1 a, nous rapp 1 O~XS que Lques é 1 &*nt s essent ie 2 s de 

béométrie proj'ective. L' importance des transformt ions 

projectives , dont les transfornrcrtions affirres sont des cas 

particuliers, apparai tra dans La sui te. Nous introduisons Lu. 

notion de vecteur massique qui genéruLise celle de poLr7.t 

Les courbes et surfaces que nous étudior-s sont dans un espace 

affine X . L'n point Cl est choisi en dehors de 8 et S désieyne 

1 'espace af-fine contenant Cr et admet tant iS comme hyperpla7-r. 
A 

Ces donn&es delfinissent une bijection nutureLLe iî dé 

l*ensembLr cies vecteurs massiques < = C Z x R*> U ?  8,vrrs ?? 
-> 

Z'et -7- ddeignant Les directions de 8 et 9 . 

,. A - ? 
C r :  8 > F 



,. 
Cetle bijection pz-met de tranférer sur f La structure d'e5- .. 
puce vectoriel de 2 Les opérations ainsi definies sur 8 coni- 

iennent 2 '@@rat ion "barycentre" et étendent Le culcul barycen- 

trique en soumettant au même traitement points pondérés et vec- 

teurs. Une construction de La combinaison linéaire affine de 

deux uec t eurs mass r ques es t proposée. 
n n 

L'isomorphisme LinPaire 0 permet d'identifier les espaces 8 

et d .  Une transformation projective T de 1 , Le compL&t& 
proj'ec t if' de % , es t i ndui te  par une t rans format ion I i néai re 
-> -\ A 

T de ou par La transformation Linéaire correspondante T 
A 

de 8 . La proj'ection naturelle nS2 . de sommet 0 , de 3 -<Cl) 

sur 2 . s'icieni i fie à la proj'ection nature2 Le 

Nous avons Les aiagrawm?~ commutat ifs suivants: 



Les p r o j ' e c t i o n s  l7 et nn interviendront dans Lu nouvelle des 

- c r i p t i o n  d e s  courbes e t  s u r f a c e s  rationnelles. 



CHAPITRE II COURBES RAT1 ONNELLES 

DETERMI NAT1 ON PAR UN POLYGONE MASSI QUE 

- Courbes ra t ionne l l e s .  

- U t i l i s a t i o n  des polynômes de Bernstein dans l a  détermination 

d' une courbe ra t ionne l l e  pax- un polygone massique. 

- Changements de paramètre. Exemples. 

- Image d'une courbe <BR> par une appl icat ion  project ive.  Cas 

des  project ions.  

- Elévation et diminution de l a  longueur d'une courbe CBR>. 
k Raccordement C . Courbes composites. 

Les courbes et 1 es surfaces po Lynomia Les, dans leur 

representation Bézier ou spline. sont trés 9tudiées et. 

ut iZis&es en pratique: CAO, CFAO, DAO; err raison de Leur 

s?~mplicitB de descrrptiort et de calcul. N é r r r ~ u t w  r 125 , 

l'utilisation de ces courbes et de ces surfaces polynomiales 

peut se r~véler insuffisante. D'ou un intirêt croissant pour 

1 es courbes et surfaces rat ionne 1 les. 

Dans cette partie, utilisant les outils du chapitre 1 ,  nous 

proposons une nouvel Le descript ion c2e.s courbes rat ionne L Les à 

l'aide des poZyn8ws de Bernstein et des vecteurs cnassiques et 

?'LOU- essayons de trarzs férer La simpL ici te potynomiale aux 

courbes rationneLLes. 

Une courbe B&zier rationnel Le est  lass si que ment dbterncinée par 

lu donn<-e de points pondéres CPi.rji> de poids non nul, selon 

la formule: 



où les ~ 2 c t 3  = (11 C l - t )  n-i ti sont les polynômes 

de Bernstein. 

Ce point de vue est trop restrictif. 

Une courbe rat ionnez le dont Les coordonnées ont un 

dénomi na t eur commun admet tant des coordonnees nu 1 2 es dans 1 a 

base de Bernstein, ne peut s'écrire sous La fore  lass si que 

kvoqude ci-dessus. Une courbe Bézier rationnelle classique est 

la projetée conique d'une courbe polynomiale mais Les 

pro jet &es coniques de toutes Les courbes po L ynornia Les d.onnent 

une c Lasse de courbes plus Large que ce L le des courbes Bézier 

rationnelles classiques. 

Certains auteurs C K. J. Verspri 1 Le i241 , L. Piegl C221 3 ont 

bien senti ce caractére restrictif. I L S  introduisent Za notion 

de point de controle à l'infini pour traiter le demi-cercle 

corrune cas limite d'un arc de cercle inférieur à n ; mais des 

difficultt3s se presentent dès Lors qu'on veut delterminer une 

courbe Btzier rationnelle par des points et des porbs, 

certains des points étant à L'infini. Ces auteurs constatetzt 

Que si 1 ' on transforme prc8-ier t i verren t une courbe B9s i er 

rut ionne 2 Le. Les points de cont i-&!e sont trarrs fol-més en 1 es 

points de contr&Le; mais ne disertt rien sur ce que deviennent 

les poids. I l  apprai t q u e ,  si L'on veut gt3néral iser 

correc tement la dclf ini t ion d'une courbe PBzier rat icjnnel Le, La 

bonne rzot ion & introduire est la notion de vecteur de contr-&le 

et non Lu notion de point de contrôle à l'infini. Une cout-i~e 

Bezit-r .  rutionnelle g&n&ruLisPe est alors determinée par des 

p~ii'ct.; pco'cd&rPs et des vec c i u r . s  8 . 
Nous donr~orrs alors La dPf ini t ion ù' unci courbe B-rationnel le de 

8 <en abreg&: courbe < B R ) >  conune ll-projet& d'une cour-le .. 
B&zier çaLynomiaLe de % ou, ce qui revrent au & m e .  comte 

T1Q -pl-.c,-j-t&c. d 'u , -~e  coul-.he E;,?-:<t:.l- p-zy,lom~.~le ,P. 



Si nousnotons: BP[pOPO,P2. .... ,P, ]CC) = 2 B ; ( t 1 P i  
i 

la cclurbe B&zier po2ynomiale de polygone CPO*P1, . . . .  . P > 
n 

La courbe B - r a t i o n n e l l e  de polygone mcrssipue Ce * . . . . . , ~ ~ 3  

A 

0.2 eie 8 , est définie par: 

--> * 

Si nous introduisons Ri E d tel pue: CiRi = 0 Ceil alors: 

I Cresp d4signant l*ensen&le des indices i pour lesquels 8 
i 

-> est un point pond&r& Cresp vecteur> CP .fiil de 'a Cresp u de 
i i 

8 >, La d4Jinition précedente débouche sur l'expr-essi071 suivan- 

tes du point courant d'  une courbe B-rat ionne L le. 



T l  y a alors identite entre Les courbes rationnelles et les 

courber B-rationnelles. Remarquons que lorsque f est vide 

nous retrouvons les courbes Bézier rationnelles classiques. 

La notation B R [ € J ~ ~ B ~ .  . . . ,en ; K ] designe La restriction 

& L'interval Le K de La courbe <BR> de polygone mussLque : 

8 = CBo,81, . .  . ,8 3 
n 

Exemples de mise sous  forme C BR>. 

1- L e  demi-cercle de  d iamèt re  AB, de  c e n t r e  f2  et passant  
1 ' 

par  C é q u i d i s t a n t  de A et B, admet pour polygone massique 

s u r  E0,ll:  

Nous entendons par là que c e  demi-cercle est l e  suppor t  de  

l a  courbe B R [ Q ~ ~ B ~ . ~ ~  ; 1 0 1 1 1  ] 

Cvoir f i g u r e  1 e n  f i n  d e  c h a p i t r e ]  

2- L a  branche de l 'hyperbole  d e  c e n t r e  n qui  passe  par B et 
1' 

dont les asymptotes s o n t  d i r i g é e s  respectivenient p a r  les 

v e c t e u r s   et f>  tels que B = nl + Ï> + J" adine t 

comme polygone massique s u r  CO, 1 1  : 

Nous étudions ensui te L ' incidence de certains chansetnen t s de 

p a r u n t è t  1 - e  sur- Le poly~one massique. Ceci r+pond à des 

préoccupations algorithmiques: un paramétre variant entre O et 

2 apparaissant comme un facteur de stabi Li t &  des calculs. 



La relation: 

Z 

06 T est l'application proj'ective de 8 induite par 
A A 

l'application Linéaire T de P , permet d'Btablir que La 

t rcrr,sfornt&e pro jec t ive d' une covrbe B-rat ionnel le est une 

courte 6'-rationnelle dont le polygone nurssipue est Le 

tra,rl=furfft& du polygone massique ini Lia1 par I'appIicat ion 
A 

L in&ai:r-e de 8 induisant Z'apyL icat ion pr-oj'ec t ive. Ce resul tat 

pernet de déterminer un polygone rnassique pour de nontbreuses 

courbes . 
Ainsi Le polygone massique de la branche d'hyperbole de 

L'exerrrpZe 2 ci-dessus peut se retrouver, a partir du 

po 1 ygone massique du demi -cerc le , en utiLisant une 

t rans f orma t ion proj'ec t ive t rans f ornurt t ce demi -cerc Le en 

La bi-<r>~che d' hyperbole. 

2 l débouc Ae Pgalement sur une visual isat ion des courbes 

E-1-Q t i071ne 1 Les par pro jec t ion conique ou cy 1 inciri que sur un 

plan. L'intBrêt est de fournir La perspective d'une courbe 

<BR> de façon globale, par son potysone massique, et non par 

projectior~ point par point. 

Aprés avoir traite de L'éL&vation et de la diminution de Zu 

Icmgueur < nombre de points àu polygone a'irnz~zué de un) d'une 

courbe B-rat ~ u n n e l  le. nous àortnorts des condt  t :or-'- 

su j ' f  rsunt es ue raccordement de deux courbes B-rat torrne L 1 es. 





CHAPITRE I I I  

- E c i - i  ture  d *  un polynôme dans l a  base de  B e r n s t e i n .  

- C a l c u l  d'une CBP>.  A l g o r i t h m e  de  D e  C a s t e l j a u .  

- C a l c u l  d'une CBRI. A l g o r i t h m e  no-projete d e  D e  C a s t e l j a u .  

- C a l c u l  d'une CBR). A l g o r i t h m e  ï i - p r o j e t &  d e  D e  C a s t e l  jau. 

- A l  gori thmes de  subdivis ion.  

Une courbe 8-rat io>s>-ae 1 1 e est La ïï-pro jetée d' une courbe 
h 

Bézier poLynomiaLe de 8 et La ïïn-projetée d'une courbe 

poLynonriaZe de F . Tout algorithme de caLcuL d'une courbe 

Bézier polynomiaLe,comme L'aLgori thme de De Castel j'au ou 

l'algorithme de svLdivision de Lane Riesenfeld C191. induit 

donc deux algorithnes de calcul d'une courbe B-rationnelle. 

Lorsque Le paramétre est compris entre O et 1 .  ces alsorithmes. 

calculent des contbinaisons 1 inéaires affines convexes; ce qui 

est -un facteur de stabilité. Cette remarque mtv-ttre 

l'inrprtance, dbj'u signalée au chapitre 2 1 ,  de se ramener à 

des courbes paramétrées sur C O . 1 1 .  



CHAPITRE I V  ETUDE LOCALE - CONSTRUCTION D'UNE (BR3 

- Mi- iva t io r i  d 'une courbe <BR> et raccordement. 

- Etude l o c a l e .  

- Cons t ruc t ions  géometr iques  d 'un c o n t a c t  d'une courbe CBRI.  

Nous dol-rr~ons pl uç ieurs express ions de La dér i vée prerni&re 

d'une courbe CBR3 et en d&duisons une condi t ion necessaire et 
1 suffisante de raccordement C . 

s o n t  deux courbes  B- ra t ionne l l e s  d e  d m e  longueur,  une cond i -  

t i o n  n b c e s s a i r e  et s u f f i s a n t e  pour qu* elles se racco rden t  C' 

e n  un po in t  a d i s t a n c e  f i n i e  est que: 

- llC8,> = nCr > avec nCûn> A d i s t a n c e  f i n i e  O et 
- [ xc T ~ )  xc e 3 + ZC T~ 3 xc en> 3 en = f i  en) [ xc T ~ )  n -1 + xce IT, J 

n 

l a  notat ioi- i  2C81 dés ignan t  l a  masse d e  8 ,  masse n u l l e  l o r s q u e  

8 est uri vec Leur. 

Le c ' I L c u C I !  des d&riv&es suc.zessr-,ei f~.c(r.nit ut? ~ ~ C J C P ~ ~ ~ J ~  

récurrent permettant de traduire le raccordenent ck de deux 
CE;/?> rie j c l l ; o r L  n&cessaire et suj f isant e. 

N o u s  rnali:rvns comment L'étude locale (tangente, ~ L Q I I  

o s ~ ~ l a t e l ~ i - ,  espace osculateur en un point> de La courte CBR3 

de . p a l y ~ o r ~ e  8 = C80.81. . . . .  en> se L i t  sur le schéma de De 

s t e ;  uppl iqué aux points de 8 en une uaiezlr. t du 

parcrm&tre . 

Nous dortnonç une construc t ion g&o&trique simpze d'un contact 

s i '  une c .r>ur i,+ C PI?) ainsi que que l.ques p r o p r  r & t éç q&c,n& & r r ques . 



CHAPITRE V LES CONIQUES COMME COURBES C BR> 

h. - L e s  coniques comme courbes <BR> sur R. 

- L e s  coniques comme courbes CBRI sur CO, 1 1 .  

- Changement de paramétre homographique. 

- Caract&risation du c e r c l e  parmi les courbes paradtrbes  

CBFS. 

Les coniques sont parmi les plus simples et les plus uti.Lis&es 

des courbes rationnelles, d'oU l'intéret de les mettre sous 

forne <BR>. Par transformation projective de La parabole, nous 

montrons pue la cionMe d'une base Ce ,û .Ba) de vecteurs 
O 1 

m 
inassipues determine une conique BR[ûo,ûl.B2 ; R 1 et que, 

i-Ociproguement, toute conique admet un paramétrage de cet te 

- f o r n e .  La base Cû0,B1 ,es> permet de préciser simplement deux 

conlac ts de la conique et, réciproquement, pour chaque type de 

coni que, nous pr&c isons un po l ygone mass igue à par t i r de deux 

C07itacts et un point. En pasticulier, nous précisorrs un 

polypp~ze massique de l'hyperbole en utilisant comrre contacts 

ses points à l'infini, 

Si eo P el' e2 sont 3 vecteurs massiques ind6pendant.s du 
A. 

plan, l e  support de l a  courbe BRC6 8 , e2 : RI est une 
O' 1 

conique propre du plan, bitangente e n  nCeo> et nCû2> 

respec t i  veinent aux dro i te s  C nCBO>nC el 11 et C nt @,>nCûi> 1. 

keciy~c-quement, toute  conique du plan est de c e t t e  forme. 

Préc i sons : 



So ien t  : Po * pl' pz, B q u a t r e  p o i n t s  du p l an  c o n s t i t u a n t  

un r e p è r e  p r o j e c t i f ;  

to un réel d i s t i n c t  de  O et 1 . 

Notons: r l a  conique  propre  du p l an  bi tangent .e  e n  P et Ps O 
aux d r o i t e s  CP P > et CPsP1> et passan t  par B. O 1 

A l  ors: I l  e x i s t e  3 v e c t e u r s  massiques l i néa i r emen t  

independants  : e0 , el . es tels que: 

- nCBi> = P i  i = O,1,2 
Ly - r est l e  suppor t  d e  BRCG ,6' ,Os ; R 1 

O 1 - BRCB 8 ,BslCtO> 
0' 1 

L e  t r i p l e t  6' est unique à une p r o p o r t i o n n a l i t é  près .  

Le supprt de la courbe BRiûo.01,û2 ; C 0 , l I l  est un arc de 

conique. Nous préc i sons un po L ygone nass iqiue. sur C 0,ll. d' un 

arc de cercle, du demi-cercle, de la demi-ellipse, d'une 

branche d' hyperbo 1 e, d' une demi -parab0 1 e. Nous retrouvons 

ainsi certains résultats déjà vus. 

Le type de la conique est pr&c isi. uniquenent en fonc t iorr des 

masses des vecteurs massiques du polygone. 

A 1 'aide d'un changement de pardtre. nous déterminons 

ensuite Les coniques c o r n  courbes CBRJ sur EO,11, par un 
2 

poZygone massique de la forme C ~ , ~ , ~ ~ ~ ~ , - k c . - o ~ , - k  CU 3 .  Ncpus 
O 

pr&cisons, là encore, La nature de La conique en fonction des 

masses des vecteurs massiques du polygone et montrons que la 
2 conique BPiwo,ol,w2.-kw .k o - iO.11 1 se raccorde C' pour 

1 O '  

Nous étudions ensurte L'effet d'un changement de pcrrarnètre 

homgraphique sur le poL ygone nrclssigue de La conique 



Enj'in. nous caractdrisons Le cercle parmi Les coniques 
C 

BRC80,81.82 ; R 1 et BRCw0,~1,~2.-~1,~0 ; CO.11 1. 

Remarquons que, dans tous les cas, une conique propre est déter 

-minée par trois vecteurs massiques lin6airement inddpendantç. 



CHAPITRE V I  SURFACES RATIONNELLES. 
DETERMI NATION PAR UN RESEAU MASSI QUE 

1 - Surfaces pol ynomi a les .  

2- Surfaces rationnel les .  Généralités. 

3- U t i l i s a t i o n  des polynômes de Bernstein pour l a  

determination d'une surface rat ionnel le  par urr réseau 

massique. 

Dans de nombreuses branches de L ' indus trie: automobi Le, 

arbiat ion, mécanique, concept ion de formes; on ut i Lise Les 

surfaces Bézier poLynomiaZes et Les surfaces spLine 

polynomiales à cause de leur simplicité de caLcuL et aussi du 

fait que Le réseau de contrôle donne une indication grossière 

sur la forme de la surface. Nous proposons ici, comme pour Les 

courbes, la détermination de toute surface rationnelle par un 

réseau massique. 

Notations. Définit ions 

Surfaces Bézier Polynomiales rectangulaires. 

si "ij' 
i = O , l , . . . ,  n j = 0 ,1 , .  .., p 

est un r9seau rectangulaire d e  points 

et D un domaine d e  R~ , nous notons 

et SBP[ P ; D ] l a  surface paramr2t.rée decr i te  par 

SBP [P]CU, VI lorsque C u, v) décri t D. 



C e t t . e  s u r f a c e  est  d i t e  Sur face  Bézier. Polynonuale r-ectangu- 

l a i r e  d e  réseau  p. 

n est s a  longueur et p sa largeur. 

Sur faces  B é z i e r  Polynomiales t r i a n g u l a i r e s .  

Notons: 3 A n C i j , k :  i ,  e N et i + j + k  = n ? 

n n! Bi, k C  X, p, V> = ------ i! j! k! hipJvk od c i ,  j, k> ez 

Si P= CPijk> i j k  e An e s t  un ré seau  t r iangi - r la i re  de p o i n t s  

et D un domaine d e  P , nous notons 

et SBP [P ; D] l a  s u r f a c e  p a r a d t r é e  d e c r i t e  par SBP[P]CA,~,V) 

1 oi-sque CA, p, V I  d é c r i t  D. 

C e t t e  s u r f a c e  est d i  te Sur face  Bézier Polynomiale t . r i a n g u l a i r e  

de  r é seau  P. 

n est s a  hauteur. 

Nous rappelons Les genéral i tés concernant les appl rcat tons et 

Les surfaces poLynornrales purs nous w n t r o n ç  comment, 

pratrquemnt, mettre une surface polynornrale sous forme Bézrer 

r PC t~ngulcli re, bien adaptée at repérase car teszen du plan 

parctdtre, et sous forme b&zier triangularre, bien adaptée au 

reg&z-~eqe barycentrique du plan param& t re. Ces formes, QUL 

utrlrsent les polynbmes de Bernstern, s o l k t  t ~ e n  adaptées au 

calcui ?rurn&rigue de ces surfaces. N C J ~ S  p r 4 c  rsonç 1 ' u 2 g o r  z t h n t e  

de De CasteLjau dans chacun des cas rectarrgulazre et 

tr~angularre. 

D u n s  5 z appels concernant les =)-11- faces rat L ~ r i r ~ e  I les. naus 



met tons en buidence Le fai t QU' une sur face rat ionnez Le peut 

toujours S' i nterpr&ter corn La pro jec t ion conique d' une 

surface polynomiale. 

Nous proposons ensuite une nouve2le description des surfaces 

rationneLLes, d L'ai& des poLynôntes de Bernstein, en 

dCterrninant de telLes surfaces par un réseau massique; ceci 

dans Le but de trançfbrer aux surfaces rationneLZes La 

simpl ici té polynomiaLe. notawr-rt dans Le domaine du caLcuL 

nu&rigue de ces ç~rfaces.Les définitio?-rs et résultats sont 

calqués sur ceux &jà obtenus pour Les courbes. En particulier 

une su r face  B-rat ionnel le  de % C SBR en abrégé1 est définie 
#. 

comme La n-pro~'etée d'une surface Bézier polynomiaLe de 3. 

Nous distineons Les surfaces CSBR> rectanguLaires, dont Le 

réseau es t rec t angu Laire et pour Lesque l Les Le plan param& t re 

est rapporté à un repère cartésien et Les surfaces CSBRI  

trianguLaires, dont Le réseau est triangulaire et pour 

LesquelLes Le plan paramètre est rapporté à un re@re 

baryc en t r i que. 

L a  Surface B-rat ionnel le  r e c t a n g u l a i r e  de réseau  massique: 

,. 
e c c e i j >  O" ei 

E 3 est d é f i n i e  par 

-> Si nous in t roduisons  Ri E 3 tel que mi = 'Ri> a l o r s  

SBR [el c U, VI = ncx SBP [R] c U, VI 

S R [ @ ;  D] designe l a  CSBR3 d é c r i t e  par SBR[B]CU.V) 

l o r s q u e  Cu, v> d e c r i t  l e  domaine D. 

1 Cresp f >  désignant l 'ensemble des  C i ,  j) pour l e s q u e l s  €3 
i j 

est un point  pond&& CP P. , de 8 Cresp vecteur 3 d e  13' iJ i j 
8 >, l a  d&f i n i t i o n  précedente débouche sur 1 'expression suivan-  

te du  point  courant d' une s u r f a c e  B-rationnel l e  1-ectangulaire. 



Nous avons des expressions analogues dans le cas trian$ulazr.e. 

Enfin nous cornpl&tons en donnant des méthodes de n r i s e  sous Jor- 

B-rationnelle i l lustrées par des exemples. 

Exemples de réseaux massiques. 

La sphère de centre fi et de rayons Cf A , 4 8  , nlC orthogo- 
1 1 

naux deux à deux admet, sur R x R+, l e  réseau massique r e c t a n  

-gul a i  r e  sui vant : 

2 2 La sphere d'6qustion x + y2 + z = 1 admet comme rbseau 

massique tr iangula ire  sur l e  plan 9 e n t i e r  le rbseau 9 suivant 

2 

CA, 2) 

CF, 2) 

C B , 4 >  

1 

C E , l >  

CG, 11 - 
C D, 23 

8 
1.i . 

i = O  

1 

2 
* 

j - O  

CC,1> 

CC,1> 

C C, 2> 
s -- 



CHAPITRE V I 1  CHANGEMENT DE PARAHETKE 
DANS LE CAS D'UNE SURFACE 

1 -  Préliminaires.  

2- Etude d e  deux exemples concernant l a  sphére. 

3- Quelques r é s u l t a t s  généraux. 

4- Transformation d' un carré en un quadi-angle. 

La  motivation 

Pour calculer les points d'une surface g&om&trique. i l  est 

interessant de la considérer, si possibLe, comme Le support 

d'une surface CSBR3 à propos de LaqueL le nous disposons 

d'algorithmes efficaces; plus pr&cisétnent encore, et pour des 

raisons aLgorithmiques, comme le support d'une surface CSBRI  
2 rectangulaire définie sur 1 0 . 1 1  ou d'une surface CSBRI  

triangulaire définie sur Le triangle A. 

Lorsque la surface CSBRI est définie sur un domine 

quelconque,nous nous raménerons aux deux cas de figure 

prdcéden t s & L ' aide d' un changement de par& t re 

L e  principe 

Etant donnée une surface SBRC6,;DI &finie sur un certain 

domaine plan D, nous cherchons une quusi-bijection rationnelle 

t &finie sur i0,112 Cou A> sur 0. S R R C B ; D l o  & est alors une 
2 surface ratianneLLe définie sur E0,11 Cou h3> qur peut se 

ntertrc sous La forme S B I ? l o . C C ~ , l l B l  Cou SBRCw.Al3. Les deux 
2 <SERI: SBRC8;Dl et S B R L : w ; [ O , l l  3 Cou SBRCw;AI' ayant alors 

d r t t e  support. 

CNcpus entendons par quasr-injection une application telLe que 

:.sute r m a g e ,  sauf au plus un nontbre j i r ~ ~ .  czi t un antBc&de?.tt et 



un seu L . Une quas i -b i joec t ion sera une quasi - i n j'ec t ion 
sur j'ec t ive>. 

La technique 

Le plus souvent Q sera une tramformat ion homographique du 

plan ou une application rationneLZe du plan duns le plan 

fabriquee à L'aide des bij'ections suivantes: 

Contenu 

Pour une surface rationnelle dBfinie sur un domaine plan comme 

R x R + ,  IZ2? R+x R+ . ou encore L' interieur d'un puadrangLe 

convexe. nous dé terminons une puas i -bi j'ec t ion du ccrrré ou du 

triangle sur ce domcrine. Nous caLculons alors le nouveau 

r P ç e a u  nrcrçs igue rPsul tant de ce chan8ement de par-tre. Cet te 

d&mrche se justifie par des raisons algori thnrigues: Ze calcul 

de combinaisons linéaires affines convexes. Nous étudionç des 
2 

exemples: la s*&re. parar&tr&e cette fois-ci sur C0.11 , et 



admet t arzt un rdseau rectangulaire de 15 uec r eurs massiques et 

la sph&re parame t rée sur un t r iangle et adme t tant un rbseau 

triangulaire de 28 vecteurs mrrssiques. 

Nous donnons quelques résul tats g&n&raux, sur 2 'obtent ion de 

nouveaux rBseaux massiques. faisant intervenir les 

transformations projectives du plan pararrdtre ainsi que Les 

homographies et Les transformations quadratiques de R. 

En utilisant la transformation proj'ective transformcznt 

1 ' intérieur d' un carré en Z ' inteSr ieur d' un quadrar-tsl e conuexe. 

nous montrons, sur un exemple, comment obtenir Le r9seau 

massique sur le carré d'une surface paramètree à priori sur le 

quadrang 1 e . 

E x e m p l e  

La sphére d e  centre O1 et de rayoris ni* P 58 9 nlc 
orthogonaux deux à deux admet pour réseau massique 

rectangulaire sur I0.112 : 

ou C' designe le symétrique de C par rapport I 
"1 



CHAPITRE V I  I I  TRANSFOKMEE AFFINE ET PKOJECTI VE 
D'UNE SURFACE CSBR) 

- Transfot-mations projectives et affines. 

- Applications projectives et affines. Perspectives. 

Visualisation des CSBRI. 

Le reseau massique de La transformée proj'ect i.ue d'une ~urjace 

CSBR3 est déterminé en fonction de L'ancien réseau et de La 

transformation l inéaire induisant ta transformation 

pro~*ective suivant La formuLe: 

Ly 
n 

où T est la transformation projective de 8 induite par T 

Cette formule, valabLe pour les surfaces CSBR3 rectatzgulaires; 

est encore valable pour Les CSBR3 trianguLuires a conditiorz de 

remplacer Les coordonnées car t Bsienrres C u. VI par L es coordon- 

nées barycentriques C A , p . v 3 .  

Nous nwnt rons, par exemple. conunent un réseau de 

L'hyperboloide à deux nappes peut s'obtenir à partir d'un 

réseau de La sphère. Nous traitons Le cas partzcuLier des 

tralzs j'ormcrt ions ajf ines et montrons conment un rëseau du 

demi-e1lipsoide peut s'obtenir à partir d'un réseau de la 

demi -sph&re. Nous carac tér isons les sur faces C SBRI qui sont 

t rans f'ornk-es pro jec t ives d' une surface Ç SBPI . 
Les r4suL tuts prPc&dents s'&tendent au cas d'une appL icut ion 

pro-iec t ~ r l e  ou affine et, appZ igues au cas des proj'ec t ions 

c y !  ii?di. r.*,iut.. nu conique. r ls p e r . m e t  ~ / s : . L &  lu u ~ ~ ~ ~ ~ l l z s a t  ian d ' u n e  



surface C S B R j  en donnant l e  rBseau n u - s i q u e  d e  La proj'ec t ion. 

Nous traitons Le cas de La projection c y l i n d r i q u e  de La 

sph&re. 

Uis réseau massique, sur RxR+ , de l'hyperboloide à deux 

2 2 2 nappes d'4quation cartesienne: x - y - z = 1 



CHAPITRE I X  GENERATION DE SURFACES CSBK) 
A L' AIDE DE COURBES C BR> 

- Sui-faces de révolution. 

- Surfaces CSBR3 dé terminees  par une combinaison variable d e  

courbes C BR>.  

En faisant tourner un demi -cerc le puis une demi -hyperbole 

autour d'un axe, chacun Btant déterminé par U T L  réseau 

massique, nous montronç comrnent obtenir des réseaux massiques 
2 rectansulaires,sur CO.11 , & la sphPre et de l'hyperboloide 

de r4voIution à une nappe. Les réseaux obtenus comportent 

chacun 1 5  vecteurs rrmssigues; celui de la sph2.z-e ayant dt-J'& 

&te obtenu précéàemment. Nous t r a i  tons e-nsui te le cas gelnPral 

d'une surface CSER> engerrdree par une courbe <BR> tournant 

autour d'un axe. En applicat ion du cas g&n&ral, nous 
2 

déterminons un réseau massique rectangulaire, sur 10,ZI , de 

25 éléments pour Le tore. 

Nous obtenons erLsuL te une très large classe àe surfaces C S B R J  

c i  part ir de combinaisons variables de courbes <BR>. De facon 

précise, nous d4terminons un reseau massrque de: 

d pur t i r des polygcar~es macs r que5 dps c . s ~ r b e s  Co , Cl , C2 + r 

de la cc~urbe decrite par 

-> MCu3 ci Cu)RI + oi CUZA + a Cu3B + zCu> k O 1 2 

-> 
2 , A , n , k &tant des ~ C J  7. rt t 5 et 311-L vec t eur. dor~rtes .  



Nous retrouvons en particulier Les surfaces de révolution, les 

surfaces r9glées, Les surfaces à sections de forme identique 

et de taiLLe variable. 

Dans Les techniques mi ses en oeuvre, nous ut i L i sons no t onmnt 

le résultat concernant La détermination du polygone mcrssique 

de La transformée affine d'une courbe <BR>. 

Les résuL tats précédents permet tent , à part ir de donndes 

rédui tes sous forme de réseaux massiques, de créer de 

nombreuses formes ou surfaces: d'oc leur intérêt sur Le pLan 

informatique en CAO, DAO, CFAO, conception de formes; ces 

formes ou ces surfaces pouvant être alors considérées comme 

autant de primi t ives. 

Réseau massique de l'hyperboloide de révolution i une nappe. 

-> -> -> 
L'espace &tant rapporté au repère orthonormé CR, , i , j , k 3 

2 2 A  
l'hyperboloide H, d'équation ~ + ~ ~ = z + l  admet c o r n  

I 

2 .  réseau massique sur [O, 11 . 
- 

- 

i = O  

1 
s 

2 

3 
C 

4 

j - O  

-> -> 
i - k  

2 

-> 
- 3 i  -73 

-> 
-2 j 

p- ;> 

I 

1 

CO,, 11 

O> 

<fil, 51 
O> 

CO1,1> 

2 

-> -> 
i + k  

2 7 

-3 -> i + 7 ;> 3 
J 

-> 
-2 j 

y> + ;> 
4 



D a n s  l a  prernière colonne ou l a  d e r n i é r e  se t rouve  un reseau  de  

l a  conique à l ' i n f i n i  du 
Hi ' 

D a n s  l a  premiére l i g n e  ou l a  d e r n i é r e  se t rouve  un rkseau mas- 

s i q u e  d '  une branche d' hyperbole engendrant l e  H par r&volu t  ion.  
2 

Keseau massique du  tore. 

L'espace é t a n t  r a p p o r t e  au  m ê m e  repdre  que préct+demment, l e  

t o r e  7 engendré par le  c e r c l e  du p lan  xn z d e  centre C R . O . 0 3  
1 2 et de  rayon p admet comme rGseau massique s u r  1 0 , 1 1  : 

C 

i = O  

1 

2 

3 

4 

b 

j = O  

C T ~ , I >  

2~ R + ~ >  7 

1 

spi? 

2 

c T,, ;> 

L 

3 

-2pk -> 

ô> 
t 

c T,. ;> 
i I 
! I 1 C T 3 , 0 g > .  
l 

o' / &fc R-?-,> Q -> j 
3 1 

b 

4 

C T ~ , I >  

2 c  R+p> ?> 

---pk 14 -> 
3 

O> 

- 2 p k  -> 

- -- 

I 

-> i 
- 2 ~  R +p> j 

l 0) 

2p;> 

---- 

C T4, 51 
-> -2C R+p3 j 

CT1,l> 

4 

--OC R--p> j 
14 Q -> 

3 7 

C T,, $1 

----- - -- - -- 



CHAPITRE X RESEAUX MASSI QUES DES UUADRI QUES 
COMME SURFACES C SBRI DEFI N I E S  S U R  I O, 1 l 

- L e s  deux types  de quadriques propres. 

- Calcul de réseaux massiques des quadriques. 

- CaractcSrisation des quadriques. 

- Autres réseaux des quadriques non sph&riques. 

Les quadriques sont p a r r n r  Les plus simples des surfaces 

rcrtionneL1es; d'où lsintére4t de Les contr&Ler par réseau 

massique en vue de Les rendre plus utilisables sur le plan 

infortnutique: CAO, CFAO, DAO. C'est L'un des buts de ce 

chapi tre. 

Nous rappe l ons d' abord 1 es deux types de quadriques propres: 

c e  l les qut sont 1 ' image pr oj'ec t i ve cd' une sphere et que nous 

dirons de type sphbrique et ce1 les qur sont 1' i m g e  projeet rve 

d'.in hyperboLoide à une nappe c 'H i>  et que nous dirons do type 

non sph&rrque. 

A partir de réseau massiques connus pour La sphere et le 

C H i > .  nous dtltcrminons. par transformation projective, deux 

réseaux rec t angulaires de 15 vec t eurs massiques pour chacune 

des qurrciriq?les: l'el 1 ipsoide, le paratutoide el 1 ipt ique, 

L'hyperbc2!vide à deux n a p p e s  à partir. de La sphere; le 

pcrrabolorde hyperbolique dr partir du < H i > .  Les deux réseaux 

mis en évràence pour chacune des quadriques d&bouchen t chacun 

sur une carac tértsat ion des deux types de quadrique5. 

Prec r sons une des carac t ér i sa t ions. 



Dans 1 'espace usuel, t o u t e  quadrique de type  spher ique possede 
2 un réseau massique, s u r  IO, 1 1  , de  l a  foi-me: 

A 

où C a o ,  al , u2, a3> est une base d e  1 . E t  r&ciproquement. 

Dans l ' e s p a c e  usuel, t o u t e  quadrique d e  t y p e  non sphèr ique  pas- 
2 sede,  s u r  IO,  1 1  , un rkseau  massique r e c t a n g u l a i r e  de l a  forme: 

6 

O ù  < C J ~ P  al , w2, est une base d e  8 . E t  r e c i  proqueme~it . 

3 3 



En conrpZénent, à partir d'une &tude sur le paraboloide 

hyperbolique <PH>, nous d&terrninons des reseaux massiques, sur 
2 2 R et i O , t l  . des quadriques de t y p e  non sph&riplue <Hi et P W .  

Ces réseaux sont teLs que les Limes cooràonnées de la 

B-1-eprésent at ion coinc ident avec Les deux f ami L les de 

gén&ratrices. Nous donnons un rkseau génkral du type précédant 

p u r  Les quadriques de type non sphérique, réseau à partir 

duquel nous pouvons discriminer la nature de La quadrique: 

<PH> ou CHI>- Dans cet te derniére représentai ion <BR> du CN 3 
i 

ou du <PH>, nous obtenons seulement 4 vec Leurs massiques sur 
2 2 R et 9 sur CO,il . 
Dans tous Les cas, une puadr i pue es t par f ai t emen t de t ernri nt-e 

par la donnee de quatre vecteurs nw.sçtques Linéairement 

i ndépendan t s . 

Cette &tude pernlet d'utiLiser toutes les quadriques sur le 

plan informatique car nous verrons plus Loin que leur 

détermination par un réseau massique permet de Les caLcuLer, 

comne toute surface CSBRJ, aussi simplement que les surfaces 

CSBP>. Jusqu'alors, L'utiLisation des quadriques, sous forme 

C S B P J ,  nous Limitai t au cas du <PH>. 

2 Toute quadrique de t y p e  non sphérique admet, sur [O,  1 1  . un 

réseau massique rectangulaire  de l a  forme: 

A 

O ù  Cuo0 ,  uOi s ul0, ul13 est une base de  3 . E t  réciproquement. 

2 L e s  1 i g r i e s  coordonnées de SBR [w; l O, 1 1 ] sont les gen4ratrices .  

Cette quadrique est un <PH) si et seulement si: 

X( wo0> XC Co1 1 ' X( "'ol 3 .y' ai 



CHAPITRE XI ALGORITHMES DE CALCUL 
D'UNE SURFACE CSBR) 

- Algorithmes projetés de l'algorithme de De Casteljau par nC2 

et n . 
- Algori thmes de subdivision. Cas rectangulaire. 

- Subdivision. Cas triangulaire. Préliminaires. 
- Un algori t h m e  de subdivision. Cas triangulaire. 

Les algorrthmes de calcul d'une CSBP> vus au chapitre V I  qui 

calculent, l'un, une CSBPJ rectangulaire, L'autre. une CSBP> 

trranpplaire, induisent chacun, par nn et il, deux algorithmes 

de calcul d'une < S B R i .  

Nous rappelons ensuite Les résultats essentiels u fondent 

l'algorithme de subdivzsion caZcuLant une <SBP> rectangulaire. 

Nous donnons des d&nwnstrat~ons et adnettons seulement Le fait 

intu~trf que Les reseaux engendr4s successivement par 

L'aIgorrtb se confondent. en d&j~nztrve, uusc La surface 

donnte. N o u s  montr olss cornnent Le suppor t d' une su- face <SbP> 
2 rectanguzcrire, controlée par un réseau sur CO,il , peut être 

conçid&ré comme La réunron des supports de deux surtaces CSBP> 
2 sur [O, i l  , contrôlées chacune par un r-eseucl dedur t du réseau 

rnrtral et de même format que celur-CL. Ce partage de la 

surface znitiale peut être réaLrsP de deux façons selon que 

L n  o@re relat~vement à l'une ou l'autre des variables. 

L ' L t era t r on de ce doub Le processus debouc he sur L ' a l &or z t hme 

de S U L ~ L V L S L O ~ ;  Lu surface inittale étant "conJondue" avec La 

réunron des reseaux obtenus après pl-us~eurs iteratzons. Cet 

crleoi-itlime puissant et efficace zndurt, par nn et i7 , deux 

a l p c ~ r  1- t h n t e s  de calcul ci' u ? ~ e  <:'S6P., rec  t ottgul~rr re. 



Nous développons enfin un algori thme de subdivision pour les 

CSBP> triangulaires déj'inies sur 

A = < < A , p . v > :  X , p , v  ,> O ,  A + p + v  = i ) 

Le principe en est le suivant. A A2 , A3. . . . . . A ,. . . 
étant une triangulation de A, la restriction à A de La CSBP> i 
initiale a pour support celui d'une <SBP> définie sur A et de 

A 

réseau Ri . Lorsque Le diamètre des A est assez p e t  i t , La ré- .. i 
union des reseaux R est "confondue" avec la surface inittaLe. 

2 

L'aLgorithme de subdivision pour une C S B P J  triangulaire induit 

par ïïC2 et . deux aLgorithmes de subdivision pour une CSBR> 

triangulaire. 

Nous ne prétendons pas rendre complétement compte de la 

richesse du suj'et. Nous proposons dans chacun des cas, 

rectangulaire et triang.ulaire, une façon de subdiviser parmi 

d'autres possibles. 
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Cette fhbse est une contribution jl 
mrfaces rationnelles dans l'optique de leur 
CAO, CFAO, DAO. Une nouvelle description des 
neltes est  proposée. Une t e l l e  courbe ou surface est 00ntr$l6e, i l 'aide 
des polynômes de Bernstein, par donde d'un etrtain nombre de vecteurs 
massiques ; un vecteur massique Btant un point pondire ou un vecteur de 
l'espace dans lequel est  plongbe cette courbe ou cette surface. 

Cette nouvelle description est exploitde s u r  l e  plan do traite- 
mant informtique e t  gQdtriqwe. Des techniques de recherche de polygones 
e t  réseaux massiques sont d6velopp6es : notamment pour les  WntqugS et les  
quadrique8 ; ainsi que des techniques de cr6rtfon de formes ditermindes par 
les  rdaeaux ~ s s i q o e s .  .Les g 6 d t r i e s  projective e t  affine constituent un 
outi l  privil6gié dans l a  plupart des ddveloppements. La matibre de cette 
these peut ê t re  qualifiee de gdomdtrie algorithmique. 

Cl 
Vecteur massique, 
RBseau massique, 
surface B-rationnele, 
gQométrie projective, 
polygone massique, 
courbe 0-rationnelle, 
algorithme, 
vlsualisat ion. 


