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AVANT-PROPOS 



P V A N 7  - PROPOS 

Le t r a v a i l  que nous présentons dans ce mémoi re ,  a é té  
e f f e c t u é  dans  le  c a d r e  d 'une a c t i o n  i n t é g r é e  e n t r e  le 
L a b o r a t o i r e  d 'Au tomat ique  de Ca f a c u l t é  des Sciences l  de 
C A S A B L A N C A  e t  Le L a b o r a t o i r e  d ' A u t o m a t i q u e  e t  
I n f o r m a t i q u e  l ndus f r l e l l e  de l ' l n s f l f u f  I n d u s t r i e l  du  Nord  de 
LILLE, sous l a  d i rec t ion  con jo in te  de MM.  les professeurs 
A. EL MOUDNl e t  P.BORNE. 

Nous  f e n o n s  t o u t  d ' abo rd  à r e m e r c i e r  Mons ieu r  le  
P r o f e s s e u r  GE NT1 NA, d i r e c t e u r  de C ' I n s t i t u t  l n d u s f r i e l  du  
Nord ,  pour l 'honneur qu' i l  nous f a i t  en accepfanf  de présider 
le j u r y  de c e t t e  fhèse. 

Mons ieur  le Pro fesseur  BORNE, d i r e c t e u r  sc ien t i f i que  de 
l l l .D.N., nous  a beaucoup sou tenu  dans l 'accompl issement de 
ce t r a v a i l ,  nous lu i  exprimons n o f r e  v ive  reconnaissance. Pour 
l 'accuei l  qu' i l  nous cc réservé d u r a n t  nos stages a u  sein de son 
équipe de recherche, nous l 'en remerc ions e t  l u i  témoignons 
n o t  r e  s incère ami f  ié. 

Ma lg ré  ses lou rdes  charges,  Madame DAUPfflN-7ANGUY 
s'est in téressée de près à nos recherches. Elle nous a accordé 
une a t t e n t i o n  pa r t i cu l i è re  en nous prod iguant  de ses consei ls 
précieux e t  avisés d u r a n t  nos sé jou rs  à l l l .D.N., nous l a  pr ions 
d'accepter nos t r è s  v i f s  e t  t r è s  sincères remerciements,  nous 
sommes f r é s  honoré par  s a  présence dans le j u r y  de fhèse. 

A Monsieur EL MOUDNl, nous exprimons f o u t e  n o f r e  ami t ié  
e t  n o t r e  profonde g ra t i t ude  pour  l'aide e t  l a  conf iance dont  i l  
n o u s  a généreusement  g r a t i f i é e s ,  e t  q u i  n o u s  é t a i e n t  
nécessa i res  a u  c o u r s  de ce long t r a v a i l  qu' i l  a bien vou lu  
d i r i ge r ,  nous l'en remerc ions e t  lu i  témoignons n o t r e  plus v ive 
reconnaissance.  

Pour  avo i r  bien vou lu  juger  n o t r e  t r a v a i l ,  nous adressons 
à Monsieur  le Pro fesseur  S7ArQOSWlECKl l 'expression de n o t r e  
p ro fonde  g r a t i t u d e .  Nous sommes t r è s  sens ib le  à l 'honneur 
qu ' i l  nous f a i t  en accepfanf  d 'ê t re  n o t r e  r a p p o r t e u r  de fhèse 
e t  qu' i l  en so i f  v ivement remerc ié.  



Nous ne saur ions  qu'associer dans u n  même sen t iment  de 
g ra t i tude ,  Monsieur  le Professeur DAOUDI, Doyen de la f a c u l f é  
des Sciences l de Casablanca, pour  l 'appui qu' i l  nous a mont ré  
e n  a c c e p f a n f  de n o u s  l i b é r e r  momen fanémen f  de nos  
enseignements a f i n  d 'e f fec fuer  des sfages à l ' é f ranger .  

Nous ne saur ions  oub l ie r  les col légues du Département de 
Phys ique qu i  o n t  b i en  v o u l u  n o u s  remp lace r  du ran?  nos  
abscences, qu ' i ls  so ient  auss i  remerc iés  pour  leur  gent i l lesse 
e f  l eu r  sympafhie. 

Nous t e n o n s  e n f i n  à r e m e r c i e r  f o u s  les  membres  du 
Cabora to i re  d 'Au fomaf ique  de Ca f a c u l t é  des Sciences I de 
Casablanca e t  du Caboraf  o i r e  d '#ut  omaf  ique e f  l n f o r m a f  ique 
l ndus f r i e l l e  de lJl.D.N., pour  l 'a ide qu ' i l s  nous o n t  appor fée 
f a n f  de poinf de vue sc ient i f ique que s u r  le plan humain. 

Nous  ne  s a u r i o n s  t e r m i n e r  ce f  a v a n f - p r o p o s  sans  
remerc ie r  Mess ieurs  VANGREVENIIVGE e t  DANQUEAQUE qu i  se 
sonf chargés de l ' impression de ce rappo r t .  
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TRODUCTION GENERALE 

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent dans le cadre 
général de la modélisation et de la simplification de modèles des 
processus dynamiques linéaires. 

Dans ce domaine, de nombreuses méthodes ont été developpées, 
chacune d'elles repose sur un principe différent et cherche avec plus ou 
moins de succès, à élaborer un modèle réduit assurant une 
représentation adéquate du processus initial. 

Parmi ces méthodes, celle de la symétrisation interne developpée 
par Moore [36], présente un intêret particulier vis à vis du 
comportement externe du processus : elle permet de retenir, dans une 
base donnée, les composantes d'état les plus significatives pour la 
commande et l'observation. Toutefois, cette méthode exige en plus de la 
connaissance préalable d'une réalisation minimale du processus à 
simplifier, des calculs matriciels qui peuvent dans certains cas s'avérer 
compliqués et coûteux. 

Dans ce mémoire nous présentons une nouvelle méthode de 
simplification de modèles des systemes dynamiques linéaires, lorsque 
ces derniers sont décrits dans le domaine fréquentiel par leur fonction 
de transfert. Cette méthode est conçue comme une généralisation aux 
cas approchés des critères simplifiés de commandabilité et 
d'observabilité. Elle permet de retrouver avec une bonne précision les 
résultats obtenus par la méthode de Moore. 

Dans le premier chapitre nous rappelons les définitions et les 
principales propriétés des différentes modélisations d'un système 
dynamique. Une attention particulière a été accordée aux systemes 
discrets : pour ces systèmes, diverses méthodes sont developpées 
permettant le passage d'une représentation d'état à une représentation 
par équations de récurrence vectorielles faisant intervenir seulement 
une partie du vecteur d'état. En particulier, lorsque la représentation 
initiale est incomplètement observable, nous avons mis au point un 
algorithme pratique permettant le calcul des coefficients intervenant 

I dans l'écriture de ces équations. Ces méthodes conçues pour les 
systèmes linéaires, présentent l'avantage de s'adapter parfaitement aux 
systèmes non linéaires de type Lur'e Postnikov. 



Dans le deuxième chapitre, après avoir rappelé l'approche de Moore 
pour le calcul des réalisations équilibrées d'un système représenté par 
une équation d'état, nous introduisons la méthode des pôles et zéros 
rapprochés pour un système initialement représenté par sa fonction de 
transfert. 

Enfin, l'étude présentée au troisième chapitre, permet d'illustrer 
sur un exemple concret les résultats développés dans les chapitres 
précédents : il s'agit d'un groupe turbo-alternateur à resurchauffe pour 
lequel il est possible de distinguer deux types de fonctionnement. 
L'étude envisagée permet de montrer la mise en oeuvre de la méthode 
proposée pour l'élaboration de modèles réduits pour chaque 
fonctionnement. 





MODELISATION ET SIMPLIFICATION 
DE MODELES DES SYSTEMES DYNAMIQUES 

dynamique, le problhme de la 1 
modelisation constitue une etape trhs importante : en effet, le choi: 
d'un modhle mathematique representant le processus à commander doit 
6tre bien adapte à la nature des problbmes à resoudre, et par 
consequent, ap~arait comme fondamental auant à la 

ltats obtenu 

-%Ce chapitre commence par une presentation des 
methodes les plus utilisees pour la description des processus linbaires ....,. 
continus ou discrets. Parmi ces mod~lisations, la representation dans . ' =  '. 
l'espace d'etat constitue un outil trbs puissant et a permis d'introduire @dd 
les concepts de commandabilite et d'observabilit6 dont nous rappelerons 
les definitions et les principales propri6t6s. 

Pour les systhmes discrets initialement repr6sentes dans l'espace 
d'etat, nous prbsenterons un algorithme simple de mise en équation qui 
permettra le passage de la representation initiale à une formulation 
récurrente d'ordre minimale. En particulier, nous illustrerons par un 
exemple l'application de cette methode à une classe importante de 
systdmes non lineaires. 

La dernihre partie du chapitre sera consacree à l'expose des 
diffbrentes techniques de simplification de mod6les des systhmes 
dynamiques lineaires, dans lequel la methode de sym6trisation interne 
sera juste definie pour 6tre plus d6taillee dans le chapitre suivant. 



1-DESCRIPTION DES SYSTEIMES DYNAMIOUES 

Les systèmes dynamiques les plus couramment observés peuvent 
être classés en deux types selon le mode de transmission de 
I'information [Il : 

- Les systèmes continus dans lesquels I'information se transmet 
sous forme de signaux continus par rapport à la variable temps. 

- Les systèmes discrets dans lesquels l'information se transmet en 
un ou plusieurs points du système sous forme de signaux arrivant à des 
intervalles de temps égaux ou non. 

Ces derniers peuvent 6tre discrets par nature ou, ce qui est 
fréquent, obtenus par échantillonnage de systèmes initialement 
continus. 

Dans tous ce qui suit, nous nous intéresserons au problème de la 
représentation par un modèle mathématique de processus dynamiques 
déterministes [3]. 

1.1- Svstèmes continu 

1.1.1- Eguation d'état 

L'état d'un système est défini par un nombre minimal de variables 
dont la connaissance à l'instant initial t, permet à partir des relations 

entrées - sorties régissant son évolution de prédire son comportement 
futur pour une loi d'évolution des entrées donnée [2]. 

Une caractérisation complète du processus est donc définie pour 

t s [t, - [ par : 

- La donnée de I variables ( ul(t), u2(t), ......, ul(t) ) représentant les 

actions de l'extérieur sur le système et qui constituent les composantes 
du vecteur de commande U(t) = ( ui(tf,uz(t). ......, ul(t) 

- La donnée de r variables (yl(t),y2(t), ......, y,(t)) par le biais 

desquelles le comportement du processus est observé et qui constituent 
les composantes du vecteur de sortie Y(t)= (yl(t),yz(t), ......, y,(t) )T. 



- La donnée d'un nombre minimal q de variables (xl(t),x2(t), ......, xq(t)) 
dites d'état et qui constituent les composantes du vecteur d'état à 
l'instant t : X(t) = ( xl(t),x2(t), ......, x,(t) )T. 

Le vecteur d'état évolue en fonction du temps dans un espace 
vectoriel E de dimension q appelé espace d'état, en général pris égal à 
IRq, suivant la loi [3] : 

L'équation (1-1) est appelée équation d'état sous forme explicite. 

En générale, l'évolution du processus dans l'espace d'état peut être 
décrite par : 

= F [ X(t), U(t), t I -a- 
(1-2) 

Y(t) = G [ X(t), Ut ) ,  t 1 -b- 

où G est une fonction univoque et F une fonction continue vérifiant les 
propriétés d'existence et d'unicité de la solution de (1-2-a) pour des 
conditions initiales X(to) et une entrée U(t) données. 

Les équations (1-2) représentent respectivement I'équation d'état et 
I'équation d'observation. 

Dans le cas particulier des processus linéaires non stationnaires, 
ces équations se ramènent au système différentiel vectoriel : 

où X(t) est un vecteur de dimension q et A(t), B(t), C(t) et D(t) sont des 
matrices réelles de dimensions respectives q x q; q x 1; r x q et r x 1 
appelées matrices d'évolution, de commande, d'observation et de 
transmission directe. 

Le schéma-bloc associé à la représentation (1-3) est décrit sur la 
figure ci-après : 



Lorsqu'en plus ces matrices sont à coefficients constants, le 
processus est dit stationnaire ou invariant. 

L'équation (1-3-a) a pour solution générale : 

t 2 t, 

dans laquelle @(t,t,) est une matrice dite de transition et vérifiant les 
propriétés suivantes [3] : 

@(t,, t,) = Iq (matrice unitaire) -d- 

L'évolution de la sortie à partir de t, se fait suivant : 

où S(t ,to) est une matrice de dimension r x 1 que l'on désigne par matrice 
de réponse impulsionnelle [4]. 



l 
La représentation d'état (1-3) n'est pas unique, en effet si T est une I 

matrice régulière de transformation linéaire, alors : ~ 
l 

est aussi une représentation d'état du même système qui fait intervenir 
des matrices d'évolution, de commande et d'observation différentes; 
l'étude du système à l'aide de cette nouvelle représentation peut être 
notablement simplifiée. 

Lorsque le nombre de variables d'état choisies pour décrire le 
processus n'est pas minimal , la représentation est alors dite 
redondante. 

- as monovariable : 1 = r = 1 

La mise en équation d'un système physique conduit souvent à une 
relation de la forme : 

dans laquelle y(k), 1s k S q et u ( ~ ) ,  15 i i 1 sont respectivement les 
dérivées successives de la sortie y et de l'entrée u. 

Lorsque le système est linéaire et stationnaire, (1-8) est une 
équation différentielle linéaire à coefficients constants [SI : 

avec a, ;F O. 

La représentation du système est dans ce cas de la forme : 



où L(D) et M(D) sont des matrices polynômiales par rapport à l'opérateur 
de différentiation D de dimensions respectives r x r et r x 1. 

L'application à I'équation (1-9) de la transformée de Laplace, les 
conditions initiales supposées nulles, conduit à une relation du type : 

et permet de définir la fonction 
rapport de deux polynômes en p : 

de transfert système comme 

( 1 -  12) 

avec la condition de realisabilité physique : I c q. 

Lorsque le système est multivariable, sa description dans le 
domaine fréquentiel conduit à un ensemble de transmittances qui 
constituent la matrice de transfert H(p) de dimension r x I m : 

où Hij(p), 1c i c r et le j c I est la fonction de transfert relative à 
l'entrée uj et la sortie y,. 

Dans tous les cas, la matrice de transfert fournit une description 
externe du processus et peut être déduite de l'équation d'état par [6] : 



1.2- Svstèmes discrets 

1.2.1- Uuation d'état d i s e  

Les grandeurs intervenant dans la description des systèmes 
discrets sont : 

- Les variables d'entrée ( uni, un2, ... ..., unl ) constituant le vecteur 

de commande à I'instant n : Un E IR! 

- Les variables de sortie ( ynl ,  yn2 ,... .. . , y ) constituant le vecteur 

de sortie à I'instant n : Y, E IRr. 

- q variables d'état x n i  ( i= 1, 2, ......, q ) constituant le vecteur 

d'état à I'instant n : X, E IR9 . 

Les équations d'évolution du vecteur d'état entre les instants no 

et n 2 no s'expriment par : 

Lorsque le système est linéaire et invariant, le changement d'état 
entre deux instants successifs est régi par les equations : 

où X, est un vecteur de dimension q et A,  B ,  C et D des matrices à 

coefficients réels et constants de dimensions appropriées. 

La solution générale de l'équation (1-16-a) est (no=O) : 

" i-1 x n = A"x  + Z A  B U  
O i= 1 n-i 

1.2.2- -ions de récurrence 

Lorsque le système est décrit par une séquence définie à partir des 
valeurs successives de la variable de sortie Y,, les equations 



d'évolution sont du type [8] : - 

où Y, E IRr et Un E IRI représentent respectivement les vecteurs de 

sortie et d'entrée. 

Pour un processus linéaire à coefficients constants, il vient 
l'équation de récurrence vectorielle suivante : 

a 1 

où Mi et Nj sont des matrices à coefficient constants. 

Lorsque le processus est monovariable, l'équation (1-19) devient : 
a 1 

avec a, # O 

I.2.3- Fonction de transfert 

La fonction de transfert d'un système discret linéaire et 
monovariable s'écrit à partir de (1-20) : 

i=l 

La matrice de transfert pour un processus multivariable se définit 
comme dans le cas continu et on a : 

Toutefois, il faut noter que les différentes représentations d'un 
système par variables d'état, par équations différentielles ou 
récurrentes et par matrice de transfert ne sont pas équivalentes : Les 
conditions de validité ainsi que les propriétés de ces trois 
modélisations peuvent être bien mises en évidence grâce aux notions de 
commandabiiité et d'observabilité. 



ilité et observabilité des svstèmes l i n é a i r ~  1.3- Commandab i 

Outre I'intêret que présente la modélisation dans l'espace d'état 
pour l'étude des systèmes multivariables linéaires ou non, elle permet l 

d'introduire simplement les concepts de commandabilité et ~ 
d'observabilité utiles dans les problèmes de commande et 
d'identification. 

Dans tous ce qui suit, nous supposerons que le processus étudié est 
décrit par des équations de la forme : 

où X(t) et Xn sont des vecteurs de dimension q et A(t), B(t) et C(t) 

(respectivement A(n), B(n) et C ( n ) )  sont des matrices réelles de 
dimensions q x q ; q x I e t r x q .  

Les définitions et propriétés de commandabilité et d'observabilité 
seront énoncées seulement pour les systèmes continus : le cas discret 
se traitant d'une manière pratiquement analogue. 

La notion de commandabilité traduit la possibilité de transférer 
I'état du système d'un état initial donné à un état final désiré moyennant 
une énergie de commande finie. 

Définition 1 [2] 

Un état initial X o  du système (1-23) est commandable a I'instant to 

s'il existe un instant t, fini (t12 t,) et une commande U(to,t,) qui permet 
de transférer I'état X o  a I'instant t, à l'état d'équilibre O à I'instant t,. 



En utilisant l'expression de la solution de (1-23) définie par (1-4) , 

il vient que l'état Xo est commandable à I'instant t, s'il existe t, 2 t, et 

U(t) bornée telle que la relation suivante soit vérifiée [IO] : 

Définition 2 

Si tous les états initiaux Xo B I'instant t, sont commandables quel 

que soit to2  0, alors le systeme est dit complètement commandable. 

Une définition équivalente est donnée comme suit : 

Définition 2' 

Le système défini par (1-23) est complètement cornmandable si quel 
que soient X o ,  t, et X 1 , il existe t, 5 t, et U (to,tl) qui transfére 

xo= X(t,) à x1 = X(t,). 

1.3.2- Qjservabilite et du- .. , . , 

Définition 3 

Un état initial X o  du systeme (1-23) est observable à I'instant t, 

s'il existe t, 2 t, tel que l'observation de la sortie Y (t) et la 
connaissance de l'évolution de l'entrée sur l'intervalle fini (t,, t, ) 
permet de déterminer Xo de façon unique. 

Définition 4 

Le système (1-23) est complètement observable si tous les états 
initiaux X, sont observables à I'instant t, quelconque. 

Le systeme dual (ou adjoint modifié) du système (1-23) est défini 
par : 



~ Le principe de dualité exprime une similarité des définitions de 
commandabilité et d'observabilité et peut être énoncé comme suit : 

Théorème 

Le système (1-23) est complètement commandable ( respectivement 
complètement observable) si et seulement si son dual (1-26) est 
complètement observable( respectivement complètement commandable). 

L3.3- Décom~osition canoniaue de Ka- . . 
[121 

Théorème 

L'espace d'état d'un système dynamique quelconque (1-23) peut être 
décomposé en quatre sous-espaces : 

- Eco représente les états commandables et inobservables 

- Eco représente les états commandables et observables 

- Eco représente les états non commandables et inobservables 

- ECO représente les états non commandables et observables 

relativement à cette décomposition, les équations du système peuvent 
se mettre sous la forme : 



Cette décomposition correspond à la structure décrite sur la figure 
(1-1 ) .  

Figure (1-1) :Décomposition canonique de Kalman 



La matrice de transfert du système s'exprime par : 

H(p) ne représente alors que la partie commandable et observable du 
système ( A,,, B,, C,) et l'on dira que ( A,,, B,, C,) est une réalisation 

irréductible ou minimale de H(p). 

1.3.4- Svstèmes à coefficients COL- 
. . 

Définition 5 

On appelle matrice de commandabilité (respect. d'observabilité) la 
matrice définie par : 

c,= [B, AB ,......, A ~ - ~ B ]  E IR~X~I  (1 -3 0) 

(respectivement : 

Théorème 

Le système décrit par (1-23) supposé linéaire et invariant est 
complètement commandable (respect. complètement observable) si et 
seulement si Cq est de rang q (respect. Oq est de rang q). 

A~olication aux fonctions de transfert 

Considérons le système linéaire et invariant décrit par sa fonction 
de transfert : 



on a alors le critare simplifié [Il] : 

Le système décrit par la fonction de transfert (1-32) est 
commandable/observable si cette dernière n'admet pas de pôles et zéros 
communs. 

II- P 1 A T  N 
ISCRETS: RECwRCW, D T JNE FORMI JJ,ATION RECT J R m T F ,  1 

YSTEME 

MINIMALE 

Les représentations les plus courantes pour l'étude et la description 
des systèmes discrets sont des modèles exprimés sous la forme 
d'équations de récurrence de type matriciel ou scalaire. Ce mode de 
représentation qui conduit à un symbolisme mathématique simple se 
trouve genéralement mieux adapté pour l'analyse de certains problèmes 
de stabilité [54]. 

Dans ce qui suit, nous prbsenterons des méthodes de mise en 
équations sous forme de relations récurrentes d'un système discret 
initialement représenté dans I'espace d'état. Ces méthodes permettent 
d'aboutir à une formulation récurrente d'ordre minimal qui décrit la 
partie observable ou observable et commandable du système initial : en 
particulier, nous proposerons un algorithme pratique de calcul des 
coefficients intervenant dans l'écriture de ces équations. L'extension au 
cas non linéaire sera illustrée par le biais d'un exemple numérique. 

11.1- -es discrets lindireg 

Considérons le système discret linéaire et invariant décrit dans 
I'espace d'état par les équations : 

Yn = CXn 

avec : 
- Xn vecteur d'état à I'instant n, Xn E I R 9  

- Un vecteur d'entrée à I'instant n, Un E IRI 

- Y, vecteur de sortie à I'instant n, Y, E IRr 

et A, B et C des matrices réelles à coefficients constants de dimensions 



respectives q x q; q x I et r x q. 

Nous cherchons à déterminer à partir de (1-33) une équation 
récurrente vectorielle liant les vecteurs Un et Y,. 

11.1.1- Méthode de mise en éauatiog 

Par itérations successives de l'équation (1-33-a) nous obtenons 
l'état du système à l'instant n+i : 

i 2 l  
compte tenu de la relation (1-33-b), il vient : 

une somme pondérée par les coefficients ai des équations (1-35) pour 

i-1, 2, ......, q conduit à : 

nous ajoutons aux deux membres de (1-36) le terme aoY, = aoCX, et en 

ordonnant par rapport à Un+j, il vient : 

la relation recherchée est obtenue en annulant le premier terme du 
second membre de (1-37), soit : 

l'annulation de ce terme peut s'effectuer de deux façons [14] : 
9 
L ~ A ' = O  -a- 
i= O 

ou (1 -39) 
9 
Z ~ . C A ~  = O  -b- 
i= O 1 



1 II.1.2- Premier cm 
i 

Les { a } 1 5 i < q sont les coefficients du polynôme 
l caractéristique de A défini par [13] : 

d'après le théorème de Cayley-Hamilton, nous avons : 

1 Formulation l-h~l-rente mlraimaillrt 
. 

Lorsque la matrice A admet un polynôme annulateur de degré m < q, 
en choisissant les { ai } 1 I i 5 m coefficients de ce polynôme, on obtient 

une équation récurrente vectorielle avec un degré d'itération inférieur à 

I celui de (1-37) : 

(1-42) est dite minimale lorsque m est le degré du plus petit polynôme 
annulateur de A au sens de la division. 

l Les { ai } 1 2 i < m sont des coefficients non tous nuls tels que : 
m zer C A ~ = O  avec m < q ( 1 -  43) 

i= O 
i 

l'équation vectorielle (1-43) représente un système d'équations a (m+l) 
inconnues a,, al, . . . . . ., am. 

T TcT Posons : N~ = [ c , A , . . . . . ., ~(9-1)TcT ] (1 -44) 



Nq n'est autre que la matrice d'observabilité du système décrit par 

(1-33). 

Théorème 

Le système d'équations (1-43) admet une solution avec m < q si et 
seulement si le modèle (1-33) est incomplètement observable. 

en effet, lorsque le système n'est pas complètement observable nous 
avons : 

rq = rang ( Nq ) < 9 
rq est le nombre maximal d'éléments { C } linéairement indépendants 

que nous pouvons extraire de Nq; il suffit donc de choisir ( m+l ) = rq+l 

d'où m = rq. 

II en découle que I'ordre d'itération de I'équation de récurrence liant 
les variables Un et Y, peut toujours être réduit au nombre de variables 

observables : I'équation obtenue décrit alors la partie complètement 
observable du système. 

Cependant, nous relevons que la détermination des coefficients ai 

(i=O, 1 ,... ... , m ) par I'équation (1-43) est difficile à mettre en oeuvre 
surtout lorsque I'ordre du système est élevé; dans ce qui suit, nous 
proposons un algorithme simple de calcul de ces coefficients basé sur 
l'utilisation de la matrice de transfert. 

Algorithme de calcul des C ai 1 II i I m 

- s des svstèmes commandable~ 

Le système défini par (1-33), supposé commandable, admet une 
matrice de transfert que nous pouvons calculer à partir de sa 
représentation d'état par la relation : 

l'algorithme de Leverrier [17] nous permet de calculer W(z)  comme le 
rapport de deux polynômes en z : 



l 

I où les q x q matrices Ri ( 1 S i 5 q-1 ) et les coefficients di(1 S i 5 q) sont 

1 reliés par les relations récurrentes suivantes : 

R i + l =  RiA+diIq  2SiSq-1  

di = l/i trace ( RiA ) 1 5 i S q (1-47) 

R 1 = h  

lorsque le système est incomplètement observable ( existence des pôles 
et zéros identiques ), le numérateur et le denominateur de W ( z )  
admettent' un ou plusieurs facteurs communs; la simplification par ces 
facteurs dans l'expression (1-46) conduit à un dénominateur réduit dont 
les coefficients sont alors les coefficients recherchés. 

Pour des raisons de simplifications, et sans perte de généralité, 
nous allons illustrer ce résultat par un exemple de dimension q = 3 : 

l'algorithme de Leverrier donne : 

lorsque z, est un pôle et zéro commun de W3(z) ( mode inobservable ) 

nous avons alors : 

- d(z) = ( Z-Z, )( P2.z2 + PI + Bo ) (1-49) 

pour le denominateur, et : 

-  CA^ +(z, +d,).CA +( zo2 + d, .z, + d, ).C = O (1-50) 

pour le numérateur 



en posant a, = 1 ; a, = z, + dl ; a, = z,* + dl.zo + dp; il est aisé de 

vérifier que : pi = a, i = O, 1, 2 

la matrice de transfert simplifiée est : 

a2 ii! + alz + go 

où M(z) est un polynôme matriciel de degré 1 en z 

l'équation récurrente liant les vecteurs Y, et Un est donc : 

- s des svstèmes non c o m m ~ l e s  

Dans ce cas la simplification de la matrice de transfert conduit à 
une équation récurrente commandable ( du fait que la simplification 
porte aussi sur les modes non commandables). 

Pour éviter cette situation, nous introduisons la matrice Wes(z) de 

dimension r x q définie par : 

la matrice de transfert entrée-sortie du système s'écrit : 

We,(z) peut être calculée de la même façon que W ( z )  en utilisant le 

même algorithme : 
a- 1 

l= O 
ainsi Wes(z)  se présente comme le quotient de deux polynômes, l'un 

matriciel au numérateur, et l'autre scalaire au dénominateur. La 



simplification par les facteurs communs de ces deux polynômes conduit 
simplement à éliminer les seules modes inobservables : ceci est justifié 
par le fait que WeS(z )  ne représente que la partie complètement 

observable du système : 

II.1.4- E m l e s  nu- , . 

- Exemple 1 [14] : cas commandable 

a) golvnôme minimal 
. . 

La matrice d'évolution A du système admet un polynôme annulateur 
de degré 2 : 

Pmin( h ) = h2 - 6h + 8 avec Pmin(A) = O 

d'où: a2=1 ; a, 5 - 6  ; a,=8 

l'équation de récurrence correspondante est : 

le polynôme caractéristique aurait donné une équation de degré 3. 

b) réduction par inobservabilité 

L'utilisation de l'algorithme de Leverrier donne immédiatement : 



après simplification par (z-2)(z-4), il vient : 

P5 -1.7 
l'équation de récurrence est donc : - - 

L'exemple 1 ci-dessus nous permet d'illustrer le résultat suivant : 

Lorsque la matrice A admet un polynôme annulateur de degré 
inférieur a q, le système admettant A comme matrice d'évolution ne 
peut être complètement observable, en effet nous avons : 

m < q  quel que soit C 
La réciproque n'est pas en général vraie. 

- Exemple 2 : cas non commandable 



la matrice de transfert du système ( A, B, C ) est : 

p(z+  l)(z+5) (z+ 1 )(z+ 5) 1 
soit apres simplification : 

et conduit à I'éauation commandable : 

b A 

la matrice Wes(z) est apres simplification : 

auquelle correspond l'équation de récurrence non commandable : 

11.2- APPLICATION AUX SYSTEMES DISCRETS NON 
LINEAIRES 

Une classe importante de systèmes non linéaires multivariables, 
type Lur'e Postnikov, peut être décrite par des équations de la forme[l8]: 



avec : 

- Xn vecteur d'état à I'instant n, Xn E I R q  

- Y, vecteur de sortie a I'instant n, Y, E IRr 

- Un vecteur de commande a I'instant n, Un E IRI 

- En vecteur erreur à I'instant n, En E IR' 

- A matrice à coefficients constants représentant l'évolution de la 
partie linéaire du système, A E I R q  q 

- Les matrices K*(En) et C sont de dimensions respectives q x l et 

Une représentation par schéma-bloc de (1-69) est décrite sur la 
figure (1-2) : 

Figure (1-2) 
où : 

- W(z) représente le matrice de transfert de la partie linéaire de la 
chaine d'action que nous écrivons sous la forme : 

- f( En) est une non linéarité séparable de classe @ [15] : 

classe 

f : IR + IR 

f ( ~ ,  ) = f *(En)-&, 



f*(En) est appelé gain équivalent de la non linéarité et est relié à la 

matrice K*(En) par la relation : 

K*(En) = B.f*(En) 

où B est la matrice de commande associée à la partie linéaire. 

De la même façon que dans le cas continu, la mise en équation du 

système (1-69) conduit à une relation liant les vecteurs Y, et En : 

ou encore avec un choix approprié des { ai ) 1 S i s q : 

où les matrices Mj*(En+j) sont données par : 

Le choix des paramètres {a i )  Is ism coefficients du polynôme 

caractéristique ou d'un polynôme annulateur de A de degré moindre est 
toujours possible. Par contre, l'application de la deuxième méthode qui 
fait intervenir la matrice de transfert, non définie pour les systèmes 
non linéaires, n'est pas justifiée. Cependant, nous allons illustrer par le 
biais d'un exemple la possibilité de généraliser cette méthode au cas 
non linéaire; nous avons dans ce but utilisé la notion de matrice de 
transfert symbolique [16] [19]. 

Définition 

La matrice de transfert symbolique du système non linéaire défini 
par la structure de la figure (1-2) est : 

et qui peut être calculée comme si le gain instantanné f*(En) etait 



constant; le dénominateur de cette fonction est appelé polynôme 
symbolique. 

Nous pouvons noter facilement que l'existence des modes 
inobservables de la partie linéaire considérée séparement se traduit 
aussi par une simplification de l'écriture (1-75). 

Exem~le de mise en éauation : 

Considérons le système monovariable de type Lur'e Postnikov 
représenté par les équations : 

avec : 

A, B et C sont les matrices associées à la partie linéaire de fonction de 
transfert : 

après simplification 

nous identifions alors : a l  =l ; a. = -2 (m-1) 

M*, = alCBf*(En) = -0.5P(En) 

d'où l'équation récurrente : 

Yn+l - 2Yn = -f*(En).En (1-79) 

la fonction de transfert symbolique du système (1-76) est : 



-0.5 f*( &,) (2-2)(2-4) - 

W*, (2) = 

soit après simplification : 
-0.5 f*( E,) w*, ( 2 )  = - - Yn (1-8 1 )  
z - 2- 0.5 f*( En) Yn + En 

et conduit à la même équation (1-79). 

remarque sur les équations obtenus 

Nous avons présenté un algorithme de passage de l'équation d'état 
d'un système discret à une équation de récurrence dont les coefficients 
sont calculés à partir de I'une des deux méthodes proposées. Dans le cas 
particulier des systèmes incomplètement observables/commandables, la 
deuxième méthode permet d'obtenir des équations d'ordres réduits par 
rapport à celui du système initial. 

L'ordre des équations obtenues peut être davantage réduit par I'une 
des deux considérations suivantes : 

-L'application de l'algorithme à un modèle d'état simplifié 
représentant la partie fortement commandable et fortement observable 
du modèle d'état initial. 

-Le calcul direct d'une fonction de transfert simplifiée. 

In-  METHODES DE SIMPLTFICATION DE MODELES 

Souvent, et par souci de réalisme, la description d'un système 
physique conduit à un modèle de très grande dimension; cependant, 
lorsque I'ordre du système est tres élevé, les calculs qu'exigent sa 
simulation aussi bien que l'élaboration d'une commande optimale 
deviennent très compliqués et coûteux d'où l'intérêt porté à sa 
simplification etlou son approximation par un modèle d'ordre moins 
élevé offrant une représentation adéquate du système initial. 

Toutefois, lorsque nous voulons aborder le problème de 
simplification, nous relevons l'absence d'une méthode universelle : 
I'ordre et la nature du modèle simplifié dépendent du but poursuivi, du 



mode de représentation du système initial et du critère de réduction. 

Les méthodes de simplification peuvent être regroupées en deux 
catégories : 

-Simplification de structure ( linéarisation, décomposition en 
sous-systèmes . . . etc). 

-Réduction de dimensionnalité. 

Ici, nous ne nous intéresserons qu' à la dernière catégorie; les 
techniques qui y sont utilisées peuvent être classées selon le schéma 
ci-après [20],[21],[22],[23] : 

- Approximation de Padé - Méthodes d'agrégation - Fonction de transfert - Méthode modale - Méthodes de perturbations - Equation d'état 
- Méthode de Routh - Méthode de symétrisation 

interne 

Modèle initial 

I 

111.2- Position du problème 

Considérons un système dynamique linéaire, invariant et 
q 

irréductible (commandable et observable ) d'ordre q. Le problème de 

simplification consiste à déterminer un modèle réduit çm d'ordre m << q 

Réduction optimale 
- 

Approximation de la  
fonction de transfert 

qui représente de manière satisfaisante le comportement de Z pour une 
9 

entrée donnée [20] ( Figure 1-3). 

V -4 V 

Approximation du 
vecteur d'état 



Figure (1-3) 
l 

La première question qui se pose est comment juger de la qualité de 
l'approximation : en général, elle est d'autant plus satisfaisante que 

l'écart Em(t) entre les sorties du modèle initial et du modèle réduit est 

plus faible; cependant, ce critère est parfois insuffisant car Em( t )  

dépend de m aussi bien que de l'entrée appliquée U(t). 

Le systeme à réduire peut être décrit : 

-Soit dans le domaine fréquentiel par une fonction de transfert : 
...... bipq-' + bZpq-2 + + bq 

H,@) = 
a pq + alpq-' +...... + a, 

(1) 
O 

-Soit dans le domaine temporel par une équation d'état 
commandable et observable : 

Suivant le choix (1) ou (2) pour décrire le systeme initial, nous 
distinguons trois grandes classes de méthodes de simplification : 

- Approximations de la fonction de transfert 
- Approximations du vecteur d'état 
- Réduction optimale de (1) ou (2) 

Dans tous les cas, quel que soit la méthode adoptée, un bon modèle 
réduit doit reproduire le plus fidélement possible les caractéristiques 
du système original ( conservation des propriétés de stabilité, 



111.3 Bggroximation de la fonction de transfert 

le système à réduire est représenté par sa fonction de transfert 
d'ordre q : 

III.3.1- b ~ ~ r o x i r n a n t  de Padé '[20] 

L'approximant de Padé d'ordre m de H q ( p )  est une fraction 

rationnelle H,(p) dont le développement en série de Taylor autour de 

p=O coïncide avec celui de Hq(p) à l'ordre 2m. 

Le calcul de I'approximant de Padé suppose la connaissance du 
développement de H q ( p )  autour de p=O; en pratique on utilise la 

décomposition de Hq(p) en fractions continues ( Annexe I-A). 

La fonction de transfert réduite obtenue par la méthode de Padé est 
une approximation en basses fréquences de la fonction de transfert 
initiale et a la propriété d'en conserver les 2m premiers moments [24]. 
Les approximations autour de p = - et ( p = O et p = -) ont été aussi 
proposées bien que le problème peut être posé autour de n'imprte quel 
point. L'approximation autour de p = - conserve les 2m premiers 
paramètres de Markov de Hq(p) [25]. 

- I'approximation autour de p=O permet d'assurer une erreur statique 
nulle entre les deux modèles, lorsqu'ils sont stables, pour toute entrée 

de type Cait i ,  mais elle présente l'inconvénient de ne pas garantir la 

stabilité pour un système initial stable. 

- I'approximation autour de p = 00 permet d'obtenir une meilleure qualité 
du transitoire et de mieux reproduire les qualités de stabilité du modèle 
initial que I'approximant de Padé sans toutefois garantir la stabilité 
(l'instabilité ) du modèle réduit pour un modèle initial stable (instable). 



Elle consiste en la décomposition en éléments simples de la 
fonction de transfert du système à réduire; le modèle réduit est alors 
obtenu en conservant dans cette décomposition, avec l'ordre de 
multiplicité correspondant : 

- les modes instables 

- les modes lents 

L'inconvénient de cette méthode est qu'elle nécessite la 
connaissance de tous les modes du système, et par conséquent, la 
résolution de son équation caractéristique ce qui n'est pas évident 
lorsque l'ordre q est élevé; mais elle est de ce fait très utilisee lorsque 
la fonction de transfert est déjà factorisée : 

où : - H,(p) représente les actionneurs 

- Hs(p) II le processus 

- H,(P) II les capteurs 

111.3.3- Méthode de Routh 

Elle utilise la décomposition suivante de la fonction de transfert : 

Hq@) = PiF1 @) + B2F1(p)F2(p) +. . . . . + B q F l ( ~ ) F 2 ( ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ F q ( ~ )  (1-84) 

avec : 



pour 1 5 i 5 q 

I 
Les coefficients { ai } 1 s i 5 q sont calcules B partir du tableau de 

1 Routh du denominateur utilise pour le test de stabilite. Les coefficients 
-,: , 

-, Pi } 1 s i 5 q sont quant eux calculés B partir des tableaux de Routh $ 
erateur et .le dénominateur (Annexe 1-B) 

l 

&le reduit d'ordre m est alors obtenu en 

et constitue une approximation en hautes frequences du modele initial; 
pour I'approximation en basses frequences, Hutton [26] a introduit la 
notion du systhme reciproque défini par la transformation - 

ainsi , pour obtenir I'approximation autour de p-O de Hq(p), il suffit 

d'appliquer la transformation rbciproque au modele reduit obtenu par 
l'application > ,  de la methode de Routh B Hq*(p) definie par (1-88). 

% 5- : ~ ,' - . ,-. &.! 9 ,.$- ' . ' :  , -  

Y &  twit, rOt Ouibie .POUF un i i ;  cette 
P ~ P @ M  #nt d~ rugrmttan &Le; mais 
un modale instable neut çqndpin, & unma$ble r64qi3 gmel , +..-:,. 

- pour un modele réduit stable, on definit I'energie de réponse 
impulsionnelle : 



où h(t) est la réponse impulsionnelle du système; on montre que : 
n 

l'écriture (1-90) est invariante par la transformation réciproque. les 
énergies de réponses impulsionnelles II hi(t)  II i=l, 2, ......, q des 

différents modèles réduits vérifient : 

d'où le critère de choix de l'ordre de réduction m : II h, II / II h II 

- le modèle réduit Hm(p) est un approximant de Padé partiel en ce 

sens qu'il ne conserve que les m premiers moments de Hq(p). 

Pour les systèmes instables, Hutton propose la transformation : 

où a est un r6el positif vérifiant : a > sup {Re( hi)}, hi étant un mode 

instable; cependant, I'éfficacité de cette méthode est mise_en cause du 
fait que le modèle réduit obtenu a partir de celui de H q ( p )  par la 

translation (-a) n'est pas unique. 

III.3.4- Conclusion 

En général, les différentes méthodes exposées ci-dessus sont 
issues de la théorie générale du développement d'une fraction 
rationnelle en série de Taylor ou en fractions continues. Elles 
présentent l'inconvénient de pas préserver complètement les propriétés 
de stabilité du modèle initial. De nombreux travaux ont été proposés 
pour remédier à cette inconvénient et qui reposent le plus souvent sur 
l'utilisation conjointe de ces techniques [44][45]. 

111.4- A~nroximation du vecteur d ' é u  

III.4.1- Méthodes d'a~régation [28] [29] 



La notion d'agrégation a été d'abord utilisée en économie puis 
généralisée par Aoki aux systèmes dynamiques [28]; en particulier 
I'agrégation linéaire s'est montrée de beaucoup d'interêt tant en 
modélisation qu'en commande optimale. 

Considérons le système linéaire et invariant, supposé commandable 
et observable, décrit par : 

avec x E IRq; u E  IR^; Y E IRr 

Le principe de I'agrégation linéaire consiste à approcher (1-93) par 
un modèle réduit, dit agrégé, de la forme : 

i ( t)  = FZ(~) +  GU(^) -a- 
(1-94) 

Y (t) = HZ(t) -b- 

où Z(t) est un vecteur d'état de dimension m<<q lié à X(t) par la relation : 

Z(t) = LX(t) 
avec : Z(0) = LX(0) 

où L est la matrice d'agrégation supposée de rang plein et dont 
l'existence est conditionnée par les relations : 

de sorte que F doit nécessairement conserver m valeurs propres de A. 

Le modèle agrégé optimal est défini comme étant le meilleur 
modèle réduit au sens du critère : 

où xi(t)  et zi(t) sont les réponses du modèle initial et du modèle réduit 



lorsque l'entrée i est appliquée. 

La minimisation du critère J, dépend du choix optimal de l'ordre de 

réduction, des modes dominants et de la matrice de sortie et par 
conséquent, elle est difficile à mettre en oeuvre lorsque le système est 
de grande dimension. 

Dans un article de G.Michailesco & al [30], on propose une technique 
qui sépare le problème du choix des modes dominants de celui 
d'optimisation du crithre de réduction; le modèle obtenu est sous 
optimal par rapport au précedent mais très satisfaisant. 

De nombreuses méthodes proposées dans la littérature consistent à 
choisir comme modes du modèle réduit des modes dominants du système 
initial et sont considérées de ce fait comme des cas particuliers de la 
méthode d'agrégation [35], [36], [37], [38]. 

Les techniques de perturbations singulières sont utilisées à chaque 
fois que la description du processus met en jeu des petits paramètres 
dus à des dynamiques d'ordres de grandeurs différents : de tels systèmes 
possédent la propriété de double échelles de temps. 

dans le cas des systèmes continus linéaires, le modèle initial 
s'écrit sous la forme singulièrement perturbée : 

où X E IRm représente la partie lente et Z E IRq-m représente la partie 
rapide du système et p un petit paramètre vérifiant : 

et qui est le plus souvent calculé comme étant [18] [22] : 

- le rapport entre les échelles de temps de la partie lente ( t ) et la 
partie rapide ( 2 ) : 

p = (2 - to)/t (t, est l'instant initial) 



- le rapport des valeurs propres de chaque partie : 

Les techniques de perturbations singulières peuvent conduire à une 
simplification de structure par découplage oulet une réduction de 
dimensionnalité lorsque la partie rapide est stable : dans ce cas le 
modèle initial est approché par la partie lente en régime permanent. 

111.4.3- Méthode de svmetrisabon interne , .  . 

Introduite par Moore [36], la méthode de symétrisation interne 
consiste à effectuer un changement de base qui conduit à représenter le 
système à simplifier, supposé commandable, observable et 
asymptotiquement stable, par un modèle d'état pour lequel les 
propriétés de commandabilité et de I'observabilité sont équivalentes: le 
modèle réduit est obtenu en identifiant la partie la "plus" commandable 
et par conséquent la "plus" observable. 

La méthode de symétrisation interne a fait l'objet de nombreux 
travaux dont [36] [37] pour les systèmes continus et [37] [39] pour les 
systemes discrets; la généralisation aux systèmes linéaires non 
stationnaires a été proposée par Verriest & al [40] et S.Shokoohi & al 
[38] et aux systemes stochastiques par Vaccaro [41]. 

le problème de la réduction optimale consiste à calculer à partir 
d'un modèle initial donné d'ordre q les paramètres d'un modèle réduit 
optimal au sens du critère : 

où Y l et Y1.  sont les réponses des deux modèles lorsque l'entrée i est 
appliquée. 

La réduction optimale a été abordée à partir d'une représentation 
par fonction de transfert aussi bien qu'à partir d'une représentation 
d'état. 

Dans le premier cas, la minimisation du critère J conduit à un 



l 
système d'équations non linéaires pour déterminer les paramètres du 
modèle réduit. 

l 
1 

Pour les systèmes modélisés par des équations d'état, Wilson [33], 
en raisonnant sur le système élargi dont l'état est la somme directe des 
états du systeme initial et du systeme réduit, a donné les conditions 
d'optimalité pour une entrée en bruit blanc sous forme de deux équations 
de Lyapunov d'ordre q+m. Hyland [35] a proposé des conditions 
simplifiées avec des équations de Lyapunov modifiées d'ordre q. 

Decoster [34] a donné des conditions nécessaires sur les paramètres 
du modèle réduit en considérant des entrées de type échelon et 
impulsion. II a aussi imposé la contrainte d'égalité des gains statiques. 

Cependant, l'inconvénient de ce type de méthode est qu'il nécessite 
des algorithmes de résolution d'équations qui peuvent dans certains cas 
ne pas converger. 



Après avoir présenté les différentes représentations d'un système 
dynamique par équations d'état, équations différentielles ou de 
récurrence et matrice de transfert, nous avons proposé des résultats 
concernant la mise en équation d'un système discret sous forme 
d'équation de récurrence vectorielle d'ordre réduit et qui décrit le 
comportement des variables observables ou observables/ commandables. 
Dans ce sens nous avons proposé un algorithme de calcul des 
coefficients intervenant dans l'écriture de ces équations. 

Cependant, un système même réduit à sa partie complètement 
commandable et complètement observable peut être d'ordre élevé et il 
s'avère souvent nécessaire de le simplifier. Nous avons proposé dans ce 
but une classification des différentes méthodes de simplification les 
plus utilisées. 

Parmi ces méthodes, la méthode de symétrisation interne nous 
parait intéressante en particulier lorsque nous nous intéressons à 
réduire davantage l'ordre d'itération de la formulation récurrente 
proposée. 

Dans le prochain chapitre, nous allons développer d'une façon 
détaillée cette méthode, en suite nous proposerons une nouvelle méthode 
de simplification qui y est étroitement liée. 



CHAPITRE I I  



CHAPITRE-II 

METHODES DE SIMPLIFICATION DE MODELES BASEES SUR 
LES NOTIONS DE MESURES DE COMMANDABILITE ET Df 

OBSERVABILITE 

INTRODUCTION 

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser au problème de 
simplification de modèle basée sur les notions de mesures du degré de 
commandabilité et d'observabilité d'un systeme dynamique. 

Après un rappel de l'approche développée par Moore pour une 
modélisation initiale d'état, nous proposons une nouvelle méthode de 
simplification, traitant sur des représentations par fonction de 
transfert. La méthode proposée, de mise en oeuvre particulièrement 
aisée, est une généralisation au cas approché de la notion de 
dégénérescence et de ses relations avec les propriétés de 
commandabilité et d'observabilité. Les résultats obtenus par cette 
méthode sont étroitement liés à ceux que nous pouvons obtenir par la 
méthode de symétrisation interne. En particulier, les modèles réduits 
conservent "exactement" le gain statique du système initial. 

1- TRAITEMENT DANS L 1 ESPACE D 1 F ,TAT 

1.1- position du ~ r o b i a  . . 
Considérons le systeme linéaire et invariant d'ordre 2 supposé 

commandable, observable et asymptotiquement stable décrit par les 
équations : 

avec : 
- a,, a, des réels strictement négatifs 

- b,, b,, c, et c, des réels non nuls 



Nous cherchons dans quels cas nous pouvons le simplifier et 
l'approcher par un modèle réduit d'ordre 1. 

- premier cas : 1 a, 1 cc 1 a, 1 

Nous pouvons penser à 6liminer le mode a, pour ne conserver que le 
mode dominant a,. Cependant, lorsque b,c, >> b,c, , la dominance de a, 
devient moins évidente. 

- cas: a, et a, de même ordre de grandeur 

Dans ce cas, lorsque b, >> b,, le mode a, est plus affecté par la 

commande u(t) que le mode a, qui est alors "difficilementw 
commandable, en effet : 

Définition [42] 

L'énergie minimale nécessaire pour transférer l'état du système 
(11-1) de l'état O à I'instant t,=O à l'état X à l'instant t est : 

= XT s-l(0,t) x  
où : 

- x =  [ x l  x,] T 

le calcul de S(0,t) pour t suffisamment grand donne : 



il vient alors dans la base qui diagonalise S(o,-)  : 

où hl et h, sont les valeurs propres de S(o,-) et xtl, x t2  sont les 

composantes de l'état à atteindre dans la nouvelle base. 

II en découle que lorsque a, - a, et b, » b,, hl tend vers -(b,)2/2a, 

alors que h, tend vers O : Emin deviendrait infinie si x', n'est pas nul, ce 

qui signifierait qu'une énergie de commande finie agit seulement sur x', 
que nous retenons pour la description du système; mais encore faut-il 
tenir compte des coefficients ci (i=1,2) car si cl << c,, la " faible1' 
commandabilité de a, peut être compensée par une "forte" observabilité. 

exemole numérique: 

Les courbes décrites sur les figures (11-1) et (11-2) montrent les 
réponses indicielles du système défini par (11-1) et des modèles d'ordre 
1 pour les valeurs numériques suivantes : 

-figure (1-1) : bl = c l  = 1 ; b2 =O.l ; c2 = 1 
- figure (11-2) : bl = c l  = 1 ; b2 = 0.1 ; c2 = 15 

Figure (11-1) 



Figure (11-2) 

: modèle global 
. .. .... ........ . : mode { -1 ) 
. ---- . . . . : mode { -3) 

dans le premier cas la dominance du mode { -1 ) est nette alors que dans 
le second la contribution du mode { -3 ) dans la réponse du système 
global n'est pas négligeable. 

Nous en concluons qu'une approche plus complète du problème 
tiendrait compte, en plus du degré de commandabilité, du degré 
d'observabilité de chaque composante de l'état du systeme en terme de 
la matrice : 

Q (0,t) = l ,AT(t-%) d T  (1 1-6) 
O 

1.2- m ~ e l  de 1 1 a ~ ~ r o c h e  de Moore : Symétrisation interne 

1.2.1- Ças continu 

a) Généralités 

Considérons le systeme continu linéaire et invariant d'ordre q 
supposé commandable, observable et asymptotiquement stable décrit 
dans l'espace d'état par les équations : 



(11-7) est une représentation minimale du système que nous désignerons 
dans toute la suite par le triplet matriciel ( A, B, C ). 

Les grammians de commandabilite W C  et d'observabilité W, sont 

définis respectivement par : 
.11 

W C  et W , sont des matrices symétriques semi-définies positives de 

dimensions q x q et vérifient les propriétés suivantes : 

Les grammians W C  et W, ne sont pas invariants par un changement 

de base. 

en effet, si nous effectuons le changement de base de matrice P: 

alors, ( A, B, C ) est aussi une réalisation minimale du même système . 
pour laquelle les grammians valent [36] : 

propriété 2 

WC et W, sont solutions des équations de Lyapunov suivantes : 



Les grammians sont liés aux propriétés de commandabilité et 
d'observabilité du modèle (11-7) : 

- Le système décrit par (11-7) est complètement commandable 
( respect. complètement observable ) si et seulement si la matrice 
WC ( respect. W,) est non singulière. 

- Les valeurs propres de W C  ( respect. de W, ) sont interprétées 

comme des mesures de degré de commandabilité (respect. 
d'observabilité) et par conséquent caractérisent l'importance de chaque 
composante de l'état du systeme relativement au comportement 
entrées-sorties de ce dernier. 

l Les définitions et théorèmes suivants sont dûs à Moore [36] 

Définition 

Une représentation minimale ( A*, B*, C* ) du système défini par 
(11-7) est dite équilibrée si pour cette représentation les grammians 
sont égaux à la même matrice diagonale W : 

WC* =Wo* = W = Diag (o,,o ,,......, oq) 

où les nombres positifs o, ,... ... , o, sont appelés modes de second ordre du 

systeme; la base par rapport à laquelle sont définies les équations 
d'état du système est alors appelée base équilibrée. 

l Théorème d'existence 

Si ( A, B, C ) est une représentation minimale, alors il existe un 
changement de base de matrice P telle que ( P-~AP,  P-'B, CP ) soit 
équilibrée. 

Le changement de base de matrice P est celui qui diagonalise le 
produit Wc.Wo, en effet : 

si W = P-~W,(P-~)T et W = PTW,P alors P-~W,W,P = ~2 



Théorème d1unici2 

Lorsque les modes de second ordre du système sont distincts, alors 
la réalisation équilibrée ( A*, B*, C* ) est unique à une transformation 
orthogonale près. 

interprétation 

Dans une base quelconque, la définition des mesures de 
commandabilité et d'observabilité en terme des valeurs propres de WC et 

W, ne nous permet pas d'identifier les composantes d'etat les plus 

significatives vis à vis de la commande et de l'observation du systeme 
global. Ceci provient essentiellement du fait que les deux grammians 
sont distincts et que , la "forte" commandabilité d'une composante d'état 
peut être compensée par une "faible" observabilité. 

Dans la base équilibrée, ces mesures sont définies comme étant les 
modes de second ordre du systeme, valeurs propres communes à WC* et 

W,*; il s'en suit que dans cette base, les variables d'état sont autant 

commandables qu'observables. 

c) A~plication à la simplification de modèle 

Supposons que les modes de second ordre sont ordonnés de la 
manière suivante : 

O , >  0 2 2  ...... > O  > O  
9 

(11-1 5) 

posons : 

....... avec: W1 = Diag ( o  ,,......, O,) et W2 = Diag (O,,,, oq). 

Relativement à cette décomposition, la réalisation équilibrée ( A*, 
B*, C*) peut être partitionnée comme suit : 



c* = [c* 1,m c * ]  2,m 

où A * l l , m  et A*,,,, sont des matrices carrées de dimensions m x m et 
(q-m) x (q-m). 

Définition ( dominance interne) 

Le sous-système décrit par ( A*ll,,; B*l,m; C*l,m) est dit dominant 
si et seulement si : 

La notion de dominance interne permet alors de définir le sous 
sytèrne ( B*l,m; C*l,m) comme modèle réduit d'ordre m du modèle 
initial ( A*, B*, C*) avec l'erreur relative de réduction : 

i=l a 

propriétés du modèle réduit 

En plus des propriétés de commandabilité et d'observabilité du 
modèle réduit ( ai t O i=1,2, ... ..., m ), celui-ci possède les propriétés 

suivantes : 

B*,,,; C*,,, ) du modèle réduit est la représentation ( A*, , ,,, 
équilibrée. 



~ 2 )  stabilité [371 

Le modèle réduit est asymptotiquement stable. 

P,) dualité 

Le systeme défini par (A, B, C) et son dual ( A ~ ,  cT, B~ ) admettent 
la même réalisation équilibrée et par conséquent le même modèle réduit 
à une transformation orthogonale près. 

démonstration de p,) : 

A h 
Désignons par ( A*, B*, C*) et ( Â, B, C ) les deux réalisations 
équilibrées associées respectivement aux modeles ( A, B, C ) et ( A ~ ,  
BT, CT ), nous avons : 

A*W + WA*T = -B*B *T 
A * W  + WA* = -c*Tc* 

avec WC = Wo = W 

de même, si nous notons wcd et wOd les grammians de commandabilité 

et d'observabilité du systeme dual, nous avons : 

Awd + W ~ A T  = - âQ 
Â w d  + wdÂ = - cTc 

avec wCd - w0d = wd 
or, nous savons que wCd = W, et w0d = WC, ce qui implique que W = ~d et 

A A f i  
par conséquent, ( A, B, C ) est une réalisation équilibrée du même 
système; plus particulièrement, nous avons 

p,) conservation du aain statiaue 

Si nous désignons par Hq(p) et H,(p) les fonctions de transfert du 

modèle initial et du modèle réduit supposés monovariables : 



il vient pour les gains statiques : 

~ ~ ( 0 )  = - c*A*-IB* 

Hm(0) = - C*l,A*ll,-lB*l, 
Théorème [40] 

Les gains statiques vérifient la relation : 
m 

où hi, i=1,2, ......,q sont les valeurs propres du grammian mixte défini par: 

et qui sont reliés aux modes de second ordre par : 

hi = signe ( hi ).<ri I l i l q  (1 1-27) 

1.2.2- Cas d w  

Considérons le système discret linéaire et invariant décrit par le 
modèle commandable, observable et asymptotiquement stable : 

les grammians de commandabilité et d'observabilité sont définis par : 



et vérifient les équations de Lyapunov suivantes : 

comme dans le cas continu, la définition d'une réalisation équilibrée est 
basée sur l'égalité des deux grammians : la définition et les propriétés 
du modèle réduit se transposent simplement au cas discret. 

l 

L'algorithme de calcul proposé par Moore pour calculer une 
réalisation équilibrée ( A*, B*, C* ) à partir d'une réalisation minimale 
quelconque ( A, B, C ) peut être resumé comme suit : 

- &iPel. : Détermination de W C  

généralement, W C  est calculé comme solution de l'équation 

de Lyapunov : 
AW, + W,AT = -BBT 

- 2 : Décomposition en valeurs singulières de W C  [47] [48] 

on montre qu'il existe une matrice orthogonale V c  telle que 

avec vCvcT = Iq et xc une matrice diagonale d'ordre q 

- &De 3 : Changement de base de matrice P = V c z c  

la nouvelle représentation du système est donc : 

N N rc/ 

A = P,-'AP, ; B = P C ~ B  ; c = CP, 



# 

- b p e  4 : Détermination de W, solution de l'équation de Lyapunov : 

- é t a ~ e  5 : Décomposition en valeurs singulières de W, 

N N  & 

avec vovOT = Iq et x, une matrice diagonale d'ordre q 

N CC) 

- h p e  6 : Changement de base de matrice Po = V,& - 1/2 

la réalisation équilibrée est obtenue par : 
AI 

A* = = P,-~P~-~AP,P,  

& 

B* = pO-lB = po-lpC-l~  

rc/ c* = CP0 = CPCPO 
D'autres algorithmes ont été proposés dans la littérature dont 

notamment un dû à A.J.Laub & al. [53] et qui consiste en la démarche 
suivante : 

- Gta~e 1 : Calcul des facteurs de Cholesky des grammians WC et Wo 

[17l : 
WC = L,L,* 

( 1  1-34) 
w, = LoL0T 

- &pe 2 : Décomposition en valeurs singulières du produit des 
facteurs Lc et Lo : 

- étaoe 3 : La réalisation équilibrée est obtenue par le changement 
de base de matrice P définie par : 



Considérons le systéme d'ordre q = 3 défini par le triplet : 

,= [ll 12 q 
et de fonction de transfert : 

%(O) = 1.833 

le calcul de la réalisation équilibrée par la méthode de Moore donne : 

avec les modes de second ordre correspondant : 
{G,,G,,G,} ~(0.875; 0.04; 6.5.10-~} 

- modèle réduit d'ordre 2 

HS (O) = 1.832 



avec l'erreur de réduction : E(2) = 0.07 % 

- 

La figure (11-3) représente les réponses indicielles du modèle 
initial et des modèles réduits (les courbes correspondants a Hg(p) e t  

H*2(p) s ~ n t  pratiquement confondues ) et montre que le modèle d'ordre 1 

réalise une bonne approximation du système global. 

Figure (1 1-3) 

1.2.5- Conclusion 

La méthode de symétrisation interne, que nous venons de rappeler, 
parait comme un moyen particulièrement efficace de simplification de 



modèle. Elle est surtout utilisée lorsque nous nous intéressons à 
approcher le comportement externe du procesus, en termes des 
relations entrées- sorties régissant son évolution : les composantes 
d'état retenues dans le modèle réduit sont celles qui sont les plus 
affectées par la commande et qui, en même temps, affectent le plus la 
sortie du système. 

Toutefois certains problèmes inhérents à cette méthode ne sont pas 
encore bien élucidés; parmi eux nous citons : 

- problème d'ootimalité 

La définition du modèle réduit à partir du modes de second ordre 
seuls n'est pas en général suffisante pour obtenir une bonne 
approximation du modèle initial. D'autres critères ont été proposés et 
qui reposent le plus souvent sur la contribution en I'énérgie de réponse 
impulsionnelle du modèle réduit [40] [46] 1491. 

- groblème de calcul 

Ce point, très fondamental, concerne le calcul des réalisations 
équilibrées. En effet, la majorité des travaux ont été fait dans le 
domaine temporel, ce qui, à notre point de vue, présente les 
inconvénients suivants : 

i) la détermination d'une réalisation équilibrée à partir d'une réalisation 
minimale donnée, implique des calculs importants surtout lorsque 
l'ordre du système est élevé. 

ii)la méthode exige souvent la connaissance d'une réalisation minimale 
au départ. Or, dans la plupart des cas, une première modélisation d'un 
système physique est obtenue sous forme de relations entrées- sorties, 
qui conduisent à le décrire éventuellement par une matrice ou fonction 
de transfert. 

Dans ce qui suit, et dans le but de contribuer à résoudre ce 
problème, nous présentons une nouvelle méthode de simplification de 
modèle. Cette méthode permet d'obtenir avec une précision suffisante, 
la réalisation équilibrée d'un système monovariable directement à partir 
de sa fonction de transfert. 



II-TRAITEMENT DANS LE DOMAINE FREOUENTIEZ 1 

Considérons le système linéaire, invariant et monovariable décrit 
dans le domaine fréquentiel par sa fonction de transfert : 

et soit ( A, B, C ) une réalisation minimale de Hq(p) 

Nous nous proposons de déterminer à partir de Hq(p) ,  une 

réalisation minimale et équilibrée, représentée par le triplet matriciel 
(A*, B*, C*). 

Le probleme tel qu'il est posé peut être traité de deux façons : 

- Calculer directement ( A*, B*, C* ) tel que : 

- Calculer les approximations successives Hi(p) ( i=1,2,. . . . . . , q) de 

Hq(p) et reconstruire ( A*, B*, C* ) d'une manière récursive moyennant : 

1 S i l q  
avec : 



11.2- - T 

kqs*b -a 

Le calcul de la r6alisation Bquilibree à partir de la relation (11-43). 
est bas6 sur la propriét6 de sym6trie absolue du modble ( A*, B*, C* ) 
que nous pouvons enoncer sous la forme du theoreme suivant : 

Une realisation bquilibrbe ( Hq(p)  v6rifie les 1 

posons : ,* . , 

1 

rn C*= ( c * ~ ,  c*- .. . . . . . , c * ~ )  
.* " #  r" 2 s!z * @  .: :.,, t h  Y J tF: . s  - . p 

8 a ( r . '  *f . 
:-$.jtF .;i + t ,  , - .*~,~l:;. 

les relations (11-46) et (11-47) s'bcrivent alors : 

1,5 

a*j,i = V*V.â*i,j .$ 1 s i,j -. -. S q (1 1-52) 
1 . l  P ~f 

+<7'- *i;t ,-.?~ ,,.. ..*," + . - " Y .* :q: Ji .di 

3 
1 si- ~ * i a  Vib*i (1 1-53) 

Le problbme se ramene donc au calcul de ( A*, B*, C*) à partir de 
I'dquation (11-43) telle que les relations (11-52) et (11-53) soient 
v6rifiees. Cependant,. d'une part, cette proc6dure pr6sente I'inconv6nient 



de ne pas assurer l'unicité de la solution, et d'autre part, il n'y a pas à 
notre connaissance d'algorithme de résolution de ce genre d'équation, le 
problème étant essentiellement non linéaire. 

11.3- Méthode des ~ ô l e s  et zéros raa~rochég 

L'approche que nous présenterons dans ce qui suit peut être vue 
comme la généralisation au cas approché du critère simplifié de 
commandabilité et d'observabilité d'un systeme décrit par sa fonction de 
transfert [ I l ] .  

Définition [50] 

La fonction de transfert Hq(p) du système définie par (11-42) est 

dite dégénérée si elle admet au moins un pôle p, qui soit aussi un zéro. 

II s'en suit qu 'un systeme décrit par une fonction de transfert 
dégenerée ne peut être compldtement commandable etlou complétement 
observable : la présence des pôles et zéros identiques de Hq(p) conduit 

aprés simplification à une fonction de transfert non dégeneree qui 
représente donc la partie complètement commandable et complètement 
observable du système. 

Nous généralisons ici ces notions aux cas où la fonction de 
transfert du système, supposée non dégénérée, admet des pôles et zéros 
suffisamment voisins. 

11.3.1 Ças d'une fonaon de transfert fact- . . 

Supposons tout d'abord que la fonction de transfert du système est 
donnée sous la forme suivante : 

avec : 



- pi et zj sont des réels positifs 

Lorsque pour i = m+l, ......, q et j = m+l ,... ... , (q-1) pi et zj sont très 
rapprochés, par exemple ne différent seulement qu'aprés leur premier ou 
second digit, nous pouvons approcher Hq(p) par une fonction réduite 

d'ordre m : 

Dans le cas particulier où les pôles de Hq(p) sont distincts, la 

réponse impulsionnelle du système décrit par (11-54) peut être calculée 
par la formule de développement de Heaviside [52] : 

avec : 

- Nq(p) est le numérateur de Hq(p) 

- Dtq(p) est la dérivée première par rapport à p du dénominateur de 

Hq(p) 
- p, , k=1,2 ,......, q sont les pôles distincts de Hq(p) 

Les modes éliminés { pk } k=m+l, ......, q sont ceux dont la 
contribution à la réponse impulsionnelle du système global est 
négligeable ( Nq(p,) = O). 

Cependant, nous notons que le cas étudié ci-dessus est très 
particulier au sens où : 



- Hq(p) est déjà factorisée ce qui suppose la connaissance des 

racines de son numérateur et de son dénominateur 

- les pôles et zéros simplifiés sont "très" proches 

- les modes conservés sont des modes réels du système initial 

Dans plusieurs cas, il est intéressant d'étudier les propriétés du 
modèle réduit ainsi que la qualité de l'approximation en utilisant des 
méthodes géométriques qui consistent le plus souvent en la 
représentation graphique de la fonction de transfert du système ( tracé 
graphique du numérateur et du dénominateur, configuration des pôles et 
zeros du modèle initial et du modèle réduit, diagrammes de Bode ... etc): 
ces méthodes, quoique peu précises, sont pratiquement plus rapides 
surtout lorsque les pôles et zéros sont simples et réels. 

lisation arwhiaue des pôles et zérps a) Jota 

Supposons que la fonction de transfert du système puisse s'écrire : 
a-1 

avec les hypothèses suivantes : 

la représentation graphique du numérateur Nq(p) et du dénominateur 

Dq(p) permet surtout de mettre en évidence le rapprochement entre les 

pôles et zeros de Hq(p) (figure (11-4)). 

La simplification des facteurs (p+Zj) et (P+P~) est d'autant plus 



justifiée que l'erreur relative d'approximation eij définie par (11-57) est 

faible : 

eij = za)linf( J IPiI 9 IzjI ) (1 1-57) 

où A(Pi9zj) = 1 Pi - ql exprime l'écartement entre le pôle pi et le zéro q 

Dans le cas le plus général où le système admet des pôles et zéros 
complexes, il est plutôt intéressant d'étudier la configuration dans le 
plan de la variable complexe p des pôles et zéros de sa fonction de 
transfert (Figure (11-5)). 

T Im 

Figure (11-5) 

l'écartement entre le pôle pi le zéro zj (complexes) sera alors mesuré 

par les quantités : 



b) représentation dans le plan de Rode 

De la même façon que précédement, la représentation de la fonction 
de transfert du système dans le plan de Bode par ses diagrammes 
d'amplitude et/ou de phase, peut constituer un moyen graphique pratique 
pour nous renseigner sur le rapprochement des pôles et zéros. Elle 
permet aussi l'étude dans le plan de Bode des caractéristiques du modèle 
réduit. 

La présence des pôles et zéros se traduit par l'existence dans 

l'expression de la fonction de transfert des termes de la forme 1 + 'Cip 

en numérateur et 1+ Z.p en dénominateur avec : 
J 

lorsque les pulsations de cassures l /Z i  et 112. sont suffisamment 
1 

rapprochées, la simplification des facteurs ( 1+'C.p) et (l+Tip) se 
J 

traduit par une neutralisation graphique des diagrammes d'amplitudes et 
de phases correspondant à ces termes (Figures (111-6) et (111-7)). 

Les aires hachurées peuvent être calculées à partir des constantes 

de temps 2. et Ti par : 
J 

a.. = 10Log 
11 

et peuvent servir à évaluer la qualité de l'approximation. 



F i  aure ( 1  1-6) 

Les diagrammes résultants représentent les contributions dans les 
diagrammes d'amplitude et de phase de la fonction de transfert globale 

iI - 
2 

Figure ( 1 1-7) 

des termes (1 +"C.p) et (l+Zip). Le diagramme de Bode du modèle réduit 
1 

I I 

------------ I I 

peut être obtenu directement à partir de celui du modèle initial en 
ignorant ces contributions. 

c) m m p l e  numérique 

Soit le système d'ordre 3 représenté par sa fonction de transfert : 

aprés simplification , nous obtenons la fonction de transfert réduite 

d'ordre 1 : 



la réalisation équilibrée correspondante calculée par la méthode de 

Moore à partir d'une représentation initiale sous forme compagnon est : 

les modèles réduits obtenus à partir de (11-63) sont : 

- modèle d'ordre 1 

- modèle d'ordre 2 

la simplification de Hg(p) aurait donné : 

La réponse impulsionnelle du système est : 

que nous pouvons approcher avec une bonne précision par : 

Les courbes de simulation des réponses indicielles du modèle initial 
et des différents modèles réduits, décrits sur les figures (11-8) et 
( - 9 )  montrent que les deux méthodes sont pratiquement analogues 
quant à la qualité des approximations obtenues. 



II 1 : ' ,i .4 '1 0 II I) 1 0 

Figure (11-8) 

m . . .  ----- : H ~ ( P )  
xxxxxxxx : Hs(p) 
oooooooo : H*2(p) 

Fig (1 1-9) 

. . . . : H3(p) ----- 
xxxxxxxx : H l  (p) 
00000000 : H*1 (p) 



II.3.3- Cas général [53] 

La fonction de transfert du système supposée non dégénérée est de 
la forme : 

4-2 + ...... NJp) blprl + b,p + b* 
HP=-= ...... DJp) + alpl-' + + a, 

dans laquelle, les racines du numérateur et du dénominateur sont 
supposées réelles et strictement négatives. 

La méthode consiste à determiner pOyq réel et positif tel que -p0,, 
puisse être considéré en même temps comme une racine approchée de 
Nq(p) et Dq(p) : autrement dit, pO9, doit réaliser le meilleur compromis 

entre INq(-podl 0 et IDq(-p,,)l = O. 

La factorisation de Hq(p) par (p+po,,) donne : 

où E (p,,,) et EDYq(po,,) sont respectivement les restes de la division 
N,q 

euclidienne de Nq(p) et Dq(p) par (p+po,,) que nous pouvons exprimer par : 

posons : 

Nq- (p) 
H (PI= 
q- 1 D (PI 

q- 1 
avec , pour le numérateur : 



et pour le dénominateur : 

l'approximation de Hq(p) par Hq- 1 (p) est d'autant plus satisfaisante que 

les restes E ( P , , ~ )  et ED,q(~o ,q)  sont voisins de zéro : le problème se 
N4-l 

ramène donc a rechercher p,,, q ui permettra de minimiser la valeur 

absolue de ces deux quantités. 

Lorsque ( - p , ,  ) est racine commune à Nq(p) et Dq(p) alors EN,q(~o,q) 

et &D,q (P, ,~)  sont nuls et Hq(p) est dégenérée : la simplification "exacten 

par (p+p,,)  conduit à la même expression (11-67). 

Minimisation de  lEN,q (po,,)1 a l & D , q ( ~ ~ , q ) l  

Le problème de la minimisation simultanée de plusieurs fonctions 
apparait d'un point de vue mathématique comme mal posé ou du moins n'a 

pas toujours de solution : IE (p0,,)l et IED,q(pO,q)l n'admettent pas 
N,q 

obligatoirement le même minimum absolu. 

Cependant dans le cas qui nous intéresse, une solution approchée qui 
s'avère suffisante, peut être formulée de la façon suivante [51] 

- & t ~ e  1 : chercher les zéros de I &  (p)l; ces valeurs ne sont autres 
D,q 

que les pôles de Hq(p) 

- &De 2 : soit p i  un pôle de Hq(p) : chercher dans un voisinage 

restreint Jp  de p i  les minima de IE (p)l ; soit { p i k  } 
N4-I 

l'ensemble de ces minima 

- &De 3 : parmi toutes les solutions possibles, choisir celle qui 

conduit au minimum- minimorum de IE (p)l N,q 



la figure (11-9) est une illustration graphique de l'étape 2 décisive quant 
à la qualité des résultats obtenus. 

Figure (1 1-9) 
remaraue 

La nature même du problème suppose que ne 

doivent pas admettre le même minimum : la fonction de transfert du 
système étant supposée non dégénérée. 

Une autre methode analytique et souvent appliquée consiste à 
minimiser le critère défini par : 

= a&N,:(~~,q) + a~2ED,:@~,q) (1 1-70) 

où aN et aD sont des coefficients de poids affectés aux erreurs E et 
N,q 

E et dont le choix peut être laissé à l'utilisateur lui permettant ainsi 
D,q 

d'accorder plus d'importance soit à l'erreur sur le numérateur ou sur le 
dénominateur. 

Dans ce qui suit, et pour des considérations de conservation du gain 
statique, nous opterons pour les valeurs suivantes : 

aN = l/aq -a- 

(1 1-71 ) 

aD = l/bq -b- 

Cependant la minimisation de Jq(p0,J nécessite la résolution d'une 

équation algébrique d'ordre 2q ce qui complique les calculs lorsque le 
système est d'ordre élevé. 



En vue de simplifier le problème, nous proposons une solution 
pratique qui consiste en la démarche suivante : 

i) imposer la contrainte d'égalité des gains statiques entre le 
système initial et le système réduit, ce qui entraine la condition 
suivante : 

% 9 9  @o,q)hq = ED,q@o,q)/aq (1 1-72) 

en effet : 
Nq@) = @+PO,~)N~- 1 (PI + &~,q@o.q) 

Dq@) = @ + P ~ , ~ ) D ~ -  1 (PI + & D , ~ ( P ~ . ~ )  
d'où : 

pour p=O, nous avons : 

soit : 

ii) parmi les solutions de l'équation i), choisir poyq tel que : 

IE minimum (1 1-73) 
N,q 

i) est équivalente à la résolution de l'équation d'ordre (q-1) suivante : 

cqpo,qq- l +  Cq- 1Po.q 9-2 +...... + CI =O (1 1-74) 

avec : 
Ck = (- 1 Ik(bqaq-k - aqbq-k) k=1,2,. . . . . . , 9 
a,= 1 ;bo=O 

poyq est alors obtenu comme étant une solution dans IR+ de (11-74) qui 
minimise (11-73). 



remaraue sur la mbi l i té du modèle réduit : 

On pourra montrer que pour les pôles du système suffisamment 

stables, cette propriété est conservée lors des différentes 

transformations, en effet : 

Soit p, un pôle du modèle défini par : 

Hq-1 (PI = Nq- 1 (p) 1 Dq- 1 (PI 

nous avons d'aprés (11-64) : 

La condition (11-73), si elle est vérifibe, est équivalente a E  la^ 
Dyq 

faible, ce qui permet de négliger le terme E D ,q (~o ,q )  dans l'équation 

précédente devant aq . II vient alors que pl est au voisinage immédiat 

d'un pôle de Hq(p) supposé suffisamment stable. 

emole d ' m i o r l  

Soit le système d'ordre q=3 défini par : 

les modèles réduits calculés par la méthode décrite ci-dessus sont : 

- dèle d'ordre 2 

avec : 



H2(0) = 1.0333 = H3(O) 

le critère de qualité est : J3(po,3) = 8 . 1 8 ~  

- dèle d'ordre 1. 

obtenu à partir de H2(p) avec : 

le critère de qualité est : J z ( ~ ~ , ~ )  = 2 . 1 0 - ~  

l'application de la méthode de Moore conduit aux modèles réduits 
suivants : 

- modèle d'ordre 2 

avec : E(2) = 5.32.10-~ 
H*2(0) = 1.0326 

- dèle d'ordre 1 

avec : E(1) = 2.8.10-~ 
H* l(0) = 1 .O045 

Les courbes de simulation des figures (11-11) et (11-12) montrent 
les réponses indicielles du modèle initial et des différentes 
approximations obtenues. 



L'examen rapide de ces courbes met en évidence l'identité de ces 
deux méthodes avec une légére amélioration apportée par la méthode que 
nous proposons quant à la conservation du gain statique. 

Figure (11-1 1) 
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Figure (11-12 
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11.3.4- Validité de la méthode . . 
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Lorsque le système a simplifier possgde des dynamiques d'ordres de 
grandeur différents etlou lorsque les pôles et zéros de la fonction de 
transfert Hq(p)  sont relativement éloignés les uns des autres, la 

méthode des pôles et zéros rapprochés ne donne pas de résultats 
suffisamment précis. 

. O  1 2 3 4 5 6 7 8 3 i O  



Considérons l'écriture suivante de la fonction de transfert du 
système : 

- a~~rox imat ion au voisinaae de p - ,00 

Pour p suffisamment grand, E ( P , ~ )  /(P+P,,~) et E D , q ( ~ o , q ) l ( ~ + ~ o , q )  N,q 
tendent vers zéro et ceci quel que soit po,q : I'approximation est donc 
toujours valable en hautes fréquences. 

- wroximation au voisinaae de p = Q 

Lorsque pOsq est tres petit, I'approximation n'est valable en basses 
fréquences que si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

Dans ce qui suit, nous traiterons le cas où l'une de ces deux 
conditions n'est pas remplie par suite de la présence dans la fonction de 
transfert à réduire de modes tres séparés. 

O mière aoorock : séparation des modes 

La fonction de transfert du système peut être décomposée de la 
façon suivante : 

Hq@) = H q i ( ~ )  + Hq2(p) 
avec : 

- Hqi(p)  fonction de transfert d'ordre q i  représentant la partie lente 



du système - 

-Hq2(p) fonction de transfert d'ordre q2 représentant la partie 

rapide du système 

l'écriture (11-79) peut être obtenue par décomposition en éléments 
simples de Hq(p) 

Le gain statique du système global est la somme des gains 
statiques de chaque sous-système : 

L'application de la méthode des pôles et zéros rapproches 
respectivement à H q l ( p )  et Hq2(p)  conduit à écrire la fonction de 

transfert du modèle réduit d'ordre m sous la forme : 

Hrni~) = Hml (PI + Hm@) 
avec : 

- Hrnl(p) : approximation d'ordre mi de Hqi(p) 

- Hrn2(p) : approximation d'ordre me de Hq,(p) 

La conservation du gain statique découle immédiatement du fait que 

Hm@) = Hml (0) + Hm(0) 
Hrni(0) = Hqi (O) 
H,(O) = Hq2(0) 

Quant au choix du modèle d'ordre m parmi les (m+l) solutions 
possibles, il peut être fait selon l'une des deux considérations suivantes 

- retenir les valeurs de mi  et m2 qui conduisent à la meilleure 
approximation de Hq(p) au sens d'un critère qui reste à définir 



- fixer le nombre de modes rapides (m2) qu'on désire retenir dans le 
modèle réduit H,(p); ce choix peut dépendre de l'application envisagée. 

. \ . Deuxieme : Utilisation du système réciproque [55] 

Une autre approche, plus facile à mettre en oeuvre, consiste à 
déterminer I'approximation en basses fréquences de Hq(p) en appliquant 

la méthode des pôles et zéros rapprochés à la fonction de transfert du 
système réciproque défini par [26] : 

ci. 1 1 
Hq@) = P H q ( p )  

soit Hq-l(p) I'approximation d'ordre q-1 ainsi obtenue, nous avons : 

Les propriétés de stabilité et de conservation du gain statique ne 
sont pas altérées par une double application de la transformation 
réciproque. 

Pour une valeur de m donnée ( m < q ), le modèle réduit d'ordre m 
peut être obtenu, suivant les cas, par applications successives de la 
méthode des pôles et zéros rapprochés aux systèmes d'ordre k (m < k I q) 
ou à leurs systèmes réciproques. 

. . - e m ~ l e s  d'an- 

Considérons le système d'ordre 3 défini par : 

les pôles et zéros de H3(p) sont respectivement: 

a) comparaison des modèles réduits obtenus par la méthode de Moore et 
la méthode proposée 



Méthode de Moore 

- modèles réduits d'ordre 2 

zéros : { -2 ) 
pôles : { -0.13 ; -4.2 ) 

-modèles réduits d'ordre 1 

pôles : { -0.147 ) 

H*1(0) = 6.755 

Méthode ~roposée 1 

nous constatons sur cet exemple que : 

-Les coefficients de H2(p) et H*2(p) sont tres différents ( de même 

Pour Hl(P) et H*~(P))  

et par conséquent un mauvais comportement des modèles réduits 
obtenus par la méthode proposée, dû à des modes tres séparés 

b) séparation des modes 

la décomposition en éléments simples conduit à l'écriture suivante de 
H3(p) : 



où nous pouvons distinguer : 

- la partie lente de transmittance : 

- la partie rapide de transmittance : 

du choix des modèles r e d u  , . 

Le gain statique est pratiquement conservé dans la partie lente du 
système : 

H3(0) = H$(o) + HrI(0) = 7 

avec : ~ ~ ~ ( 0 )  = 6.724 et Hrl (0) = 0.276 

Ce résultat, qui est vérifié aussi dans le cas des modèles réduits 
obtenus par les techniques de perturbations singulières [18], va pouvoir 
nous permettre de décider quant au choix des valeurs mi et m2 retenues 
pour l'obtention de I'approximation d'ordre m : 

ainsi : 

- lorsque m est inférieur au nombre des modes lents, le modèle 
d'ordre m est calculé directement par application de la méthode des 
pôles et zéros rapprochés à la fonction de transfert lente. 

- dans le cas contraire, le modèle d'ordre m est calculé par 
adjonction à la partie lente, de I'approximation d'ordre m-qi obtenue par 
application de la méthode à la fonction de transfert rapide. 

L'application de la méthode des pôles et zéros rapprochés à Hr2(p) 
donne : 



- le modèle d'ordre 2, constitué d'un mode rapide et d'un mode lent est 
donc: 

- le modèle d'ordre 1 est : 

c) utilisation du système réciproque 

les modèles réduits obtenus par application de la transformation 
réciproque sont pratiquement identiques à ceux obtenus en séparant les 
dynamiques : 

- dèle d'ordre 2 : 

- dèle d'ordre 1 : 

toutefois, ici, le modèle d'ordre 1 est Iégérement meilleur quant à la 
conservation du gain statique. 



Nous avons présenté dans ce chapitre des résultats originaux 
concernant une nouvelle méthode d'approximation de la fonction de 
transfert d'un système dynamique, basée sur la présence dans celle-ci 
de pôles et zéros rapprochés. 

Lorsque les dynamiques du système sont séparées, nous avons 
proposé deux approches différentes. L'une consiste à décomposer la 
fonction de transfert du système initial en une partie lente et une partie 
rapide. La deuxième approche utilise la notion du système réciproque. 
L'utilisation de l'une de ces deux approches conjointement à la méthode 
des pôles et zéros rapprochés permet d'obtenir une meilleure 
approximation du système initial. 

Les simulations numériques montrent que les résultats obtenus par 
la méthode proposée coincident souvent avec ceux obtenus par la 
méthode de symétrisation interne. 



CHAPiTRE I I I  



CHAPITRE 3 

APPLICATION DE LA METHODE DES POLES ET ZEROS 
RAPPROCHES A LA SIMPLIFICATION DE MODELE D'UN 

GROUPE TURBO-ALTERNATEUR 

INTRODUCTION 

Dans ce chapitre nous envisagerons d'appliquer les méthodes 
développées dans le chapitre précédent à l'élaboration de modèles 
simplifiés d'un processus industriel; il s'agit ici d'un groupe 
turbo-alternateur à resurchauffe dont une étude de synthèse d'une 
régulation discrète a été proposée par Borne [15]. 

Après avoir décrit le processus étudié, nous effectuerons une étude 
comparative des différentes approximations calculées par la méthode de 
symétrisation interne de Moore d'une part, et d'autre part, par la 
méthode proposée; en particulier, nous montrerons comment 
l'application conjointe de la méthode des pôles et zéros rapprochés et la 
séparation des dynamiques peut conduire à des modèles réduits 
suffisamment représentatifs du processus initial. 

1-DESCRIPTION DU PROCESSUS ETUDIE 

Le dispositif étudié, dont le shéma-bloc est représente sur la figure 
(111-1 ) est constitué de trois éléments caractéristiques. 

1.1- La turbine 

La turbine, dont la puissance motrice fournie est fonction de 
l'ouverture des soupapes du corps haute pression (HP) est composée des 
éIé ments suivants : 

a) le corps haute ~ression (HP) 

La puissance motrice fournie par le corps haute pression est 
proportionnelle dans le rapport y à la puissance de la turbine et est 
reliée à la position des soupapes par le transfert suivant : 



où G représente le gain en débit des soupapes. 

b) le circuit de resurchauffe 

l La fonction de transfert liant la pression du circuit de resurchauffe . 
à l'ouverture des soupapes d'admission du corps HP s'écrit : 

c) les corw movenne pression (MP) et basse pression (BPI 

Ils fournissent une puissance motrice representant une fraction 
(ly) de la puissance de la turbine, les soupapes d'admission du corps 
MP étant à pleine puissance ouverture. 

Le transfert puissance fournie par les corps MP et BP -ouverture 
des soupapes du corps HP s'exprime par : 

1.2- Les masses tournantes 

La relation liant la vitesse du groupe et l'écart entre la puissance 
absorbée par l'alternateur s'exprime par la fonction de transfert : 

1.3- J, alter t nateur et le réseau 

On distingue deux cas selon que le groupe est interconnecté ou isolé 
du réseau électrique général : 



- au interconnecté 

Dans ces conditions la relation liant la puissance électrique 
produite et la vitesse du groupe s'exprime sous la forme : 

Dans le cadre d'une étude de régulation en asservissement de 
puissance, une représentation plus complète tiendrait compte des 
différents capteurs qui sont décrits par les fonctions de transfert 
suivantes : 

- ttmètre 



1 Vitesse < 
Circuit de resurçhauffe 1 + T5P 

' 

corps (MP) et  (BP) 

+- 
'r 

B b c  d'assevissement 
des semmoteuxs commandant les 
soupapes d 'admission 

Commande du groupe P : Puissance absorbée 
par le réseau 

Fiaure (111-1) : Schéma-bloc du arouDe turbo-alternateur 

Les différents paramétres et constantes de temps intervenant dans 
la définition du modèle dans cette étude ont les valeurs numériques 
suivantes : 

II-PEPRESENTATION DU PROCESSUS DANS L 1 ESPAC E 
D'ETAT 

Si nous désignons par "e" la variable d'interconnexion avec e=O 
lorsque le groupe est isolé du réseau et e-1 lorsque il est y connecté, 
nous adopterons une description d'état unifiée du processus qui met en 
évidence la contribution en gain statique de chaque constante de temps 
dans les équations de sortie, il vient alors : 



Y(t) = CX(t) 
avec : 

- X = (x,, x2, ......, x8) E  IR^ 
- Y= ( O, TC )T E IR* 

Les valeurs des différents paramètres du modèle (111-9) sont 
données ci-après : 

a', = -9.025.1 ; a', = 6.93.1 0' ; a', = 2.951 ; al4 = -1.1 95; 

a', = -2.89.10~ ; a', = a', = a', = O 

a",= -7.789.104 ; a",=6.52.10-~ ; a", =-42.76.1 0-5 ; an4 = a", = O; 

a", =2.98.1 O-, ; a", = (8.057 - j1 .513).10-3; a", = (8.057 + j1 .513).10-3 



III-wPRESENTATION PAR FONCTION DE TRANSFERT 

111.1- Grou~e  turbo-alternateur alimentant un réseau isole 

Dans un fonctionnement sur réseau isolé, les boucles ouvertes de 
vitesse et de puissance ont pour transmittances respectives : 

1  G 1 - c i .  1  1  
O , ( P >  = (ci. + 1 (1 i i- 1 O) 1  + ZIP 1  + Z2p 1  + Z3P 1  + Z,P 1  + z,p 

1  G 1-CL 1  1 
q , ( P )  = (ci. + 1 ( i i i -1 1) 

1 + f 1 p  l + h p  1 + z3p 1  + z4p 1  + T6p 

Toutefois, lorsque l'influence des constantes de temps 2, et 2, des 

appareils de mesures peut être négligée sans erreur appréciable sur la 
sortie ( cas d'une commande discrète avec période d'échantillonnage 
judicieusement choisie ), il vient pour la description des chaines de 
vitesse et de puissance une représentation unique sous forme de la 
transmittance d'ordre 4 suivante : 

1  G 1 - c i .  
1 

1  
H 4  (PI = 1  + ZIP 1  + z2p 

(ci. + 
1  + Z3p 1  + T4p 

111.2- Grou~e  turbo-alternateur alimentant un réseau interconnecte 

Dans ce cas, avec les hypothèses precédentes, les fonctions de 
transfert des boucles ouvertes de vitesse et de puissance admettent 
respectivement les expressions suivantes : 

1 G 1 - c i .  
Tl, (PI - (ci. + 1 

a + PP ( i i i -  14) 
1  + Z I P  1  +z ,p  1  + '5P a + PP + 24p2 



IV-CALCUL DES MODELES SIMPLIFIES 

IV.1- Fonctionnement sur réseau isolé e O - - 

Dans ce premier cas, le modèle initial considéré à partir duquel 
seront calculés les modèles rpduits est le modèle unique, pour la 
description des différentes boucles, représenté par la transmittance : 

avec les valeurs numériques suivantes : 

la décomposition de l'écriture (111-15) selon la méthode des modes 
conduit à l'expression suivante : 

4 ai 
H4@) = z - (Ill-16) 

i = l  P + P i  

avec : pl = -0.08 ; p, = -0.125 ; p, = -8 ; p, = -10 

a, = 0.2351 5 ; a, = -0.14848 ; a, = -0.43321 ; a, = 0.346 

A partir de I'écriture (111-16) nous pouvons distinguer deux 
sous-ensembles de pôles de même ordre de grandeur conduisant à une 
partie lente et une partie rapide toutes d'ordre 2 et d'expressions 
respectives : 

avec : 



D'autre part, le calcul de la représentation équilibrée sera fait à 
partir d'une représentation d'état commandable et observable d'ordre 4 
déduite de (111-16) : 

avec : - X = (x,, x2, x,, x,) T 

La représentation d'état équilibrée correspondant au système défini 
par (111-20) s'écrit : 

il en résutte les modèles réduits et erreurs de réduction suivants : 



- modèle d'ordre 1 

- modèle d'ordre 2 

- jnodèle d'ordre 3 

- 

Le système étant à: deux dynamiques, le modèle d'ordre 1 est calculé 
en appliquant la méthode des pôles et zéros rapprochés à la fonction de 
transfert ~ l ~ ( p )  représentant la partie lente; cette même fonction de 
transfert est retenue comme modèle d'ordre 2; quant au modèle d'ordre 
3, il est calculé comme la somme du modèle d'ordre 2 et du modèle 
d'ordre 1 obtenu par application de la méthode des pôles et zéros 
rapprochés à la fonction de transfert Hr2(p) représentant la partie rapide 
du système; il vient alors pour les différentes approximations : 

- dèle d'ordre 1 



- modèle d'ordre 2 

- modèle d'ordre 3 

Nous proposons dans le tableau (111-1) une étude comparative des 
différents r6sultats obtenus par les deux méthodes et qui met en 
évidence la qualité des approximations calculées de part la localisation 
des pôles et zéros ainsi que les gains statiques des modèles réduits et 
du modèle initial. 

L'examen de ces résultats ainsi que des réponses indicielles sur la 
figure (111-2) nous permet de conclure quant au modèle réduit pour 
décrire le fonctionnement du groupe sur réseau isolé. 

Figure (111-2) 

. . . .  ----- : H ~ ( P )  
xxxxxxxx : H l  (p) 
oooooooo : H*l(p) 



Tableau (111-1) : Com~araison des r é s u l t a  

IV.2- Fonctionnement sur réseau interconnecté e - - 

Ordre k 
11k13 

1 

2 

3 

Modèie initial 

Les fonctions de transfert retenues pour la description du 
processus en fonctionnement interconnecté admettent respectivement 

Méthode proposée 

pour expressions : 
5 

Méthode de Moon 

Gain 
statique 

1.751 

1.732 

1.732 

Pôles 

-0.0495 

-0.08 
-0.125 

-0.0802 
-0.1248 
-4.445 

zéiw 
- 

-0.2 

-0.209 

O" 

1.842 

1.748' 

1.732 

1.732 

Pôles 

-0.0523 

-0.0673 
-0.301 

-0.0827 
-0.115 
-4.768 

-0.08 
-0.125 
-8 
-10 

zéros 

- 

-0.53 1 

-0.189 

-0.2 



dans lesquelles, les différents paramètres admettent les valeurs 
numériques : 

L'examen des résultats du chapitre précédent sur la précision des 
modèles réduits, nous conduit à nous limiter aux seules approximations 
d'ordre 3 et 4. 

Les représentations d'état équilibrees correspondant aux 
transmittances définies par (111-28) et (111-29) s'expriment 
respectivement par les modèles d'état suivants : 

- pour la chaine de vitesse : 

avec : 



-- pour la chaine de puissance : 

avec : 

les différents modèles calculés à partir des représentations (111-30) et 
(111-31) ainsi que les erreurs de réduction sont présentés dans le 
tableau ci-joint : 



Vitesse . 

puissance 

La décomposition en éléments simples des transmittances définies 
par (111-28) et (111-29) permet de les écrire sous la forme suivante : 

C 

C 

avec les valeurs numériques suivantes : 

Ordre k 

3 b k 1 4  

3 

4 

3 

4 

b 

Fonction de transfert représentant le modèle réduit 

Hi @) 

(p-0.094)(~-32.446) 

(p+3.32)(p+0.91+4.986j)(p+0.91-4.986j) 

-0. O 1 (p-34)(p +O. 995)(p +2.385) 

(p+O.96+5j)(p+O.96-5j)(p+2.64+1.7j)(p+2.64-1.7j) 

-0.898(p- 13.3)(p +O, 388) 

(p+O.131)(p+0.9+4.6j)(p+O.9-4.6j) 

O.O135(p+O. 198)(p-19.3+93j)(p-19.3-93j) 

(p+0.0796)@+7.Ol)(p+O.99+4.9j)(p+O.99-4.9j) 

Erreur 
&(k)x 100% 

1.65 % 

1.2 % 

5 %  

0.05 % 



a"1 = 0.08463 ; au2 = 3.365 ; a"3 = -1.304 ; = -0.4577- 1.542j; 

an5 = 0.4577+1.542j 

- -0.08 ; pl2 = -8 ; pl3 = -10 ; pl4 = -1-4.899j ; p', = -1+4.899j ~ ' 1  - 

et permet de distinguer un mode lent { -0.08 ) 

L'application conjointe de la séparation des dynamiques et de la 
méthode des pôles et zéros rapprochés conduit aux modèles d'ordre 3 et 
4 présentés dans la tableau ci-joint : 

Vitesse . 

C 

. 

puissance . 

c) Com~araison des résultats et Interorétation 

Ordre k 
3 1 k S 4  

3 

4 

3 

4 

C 

La comparaison des différents résultats montre que pour la méthode 
de Moore, les modèles réduits ne reproduisent pas certaines 
caractéristiques du système initial, bien que les erreurs de réductions 
calculées laissent supposer de bonnes approximations; en effet : 

Fonction de mnsfe~t du modèle &duit 

Hk (P) 

O.O492p(p +O. 2) 

(p+0.08)(p+2.16+3.08j)(p+2.16-3.08j) 

O. 3466p(p +O. 2) 

(p +O. 08)(p +4.965)(p + 1 .O4 +4.365j)(p + 1.04-4.365j) 

13.1961(p+0.2) 

(p+0.08)(p+2.143+3.8j)(p+Z. 143-3.8j) 

119.38(p+0.2) 

(p+O.08)(p+7.02)(p+l.014+4.85j)(p+1.014-4.85j) 



- Les gains statiques ne sont pas conservés, et plus 
particulièrement pour la chaine de vitesse, les modèles réduits 
présentent un gain statique alors qu'il est nul dans le système initial. 
Cette caractéristique est bien reproduite dans les modèles réduits que 
nous proposons. 

- Apparition dans les modèles réduits de zéros instables; le modèle 
initial admet un zéro unique stable. 

- A part les approximations d'ordre 4, les pôles des modèles d'ordre 
3 ne tendent pas vers ceux du systeme initial. Dans les modèles calculés 
par la méthode proposée, les pôles approchent d'une manière suffisante 
les pôles du système global. 

A notre point de vue, ceci confirme le fait que les erreurs de 
réduction calculées 'sur la base des modes de second ordre, ne sont pas, 
du moins dans ce cas, suffisantes pour juger de la qualité des 
approximations obtenues. 

L'étude présentée permet de mettre en évidence l'efficacité de la 
méthode des pôles et zéros rapprochés pour le calcul d'un modèle réduit 
d'un processus industriel; bien qu'approximatifs, les résultats obtenus 
rendent bien compte des caractéristiques du modèle initial. 

Compte tenu du fait que les modèles réduits sont destinés à la 
synthèse d'un asservissement du groupe et afin de mieux conserver les 
propriétés caractéristiques du systeme, nous proposons pour 
représenter les différents fonctionnements du processus, les modèles 
réduits suivants : 

- ctionnement e - - 

Le modèle réduit retenu est le modèle d'ordre 2 défini par : 

1-CL 
1 

1 
G (CL + 

1 + 'C3p 1 + 'C4p 
ceci revient à remplacer dans le modèle initial, le transfert puissance 
fournie par le corps HP - position des soupapes par un gain constant égal 
à Gp. 



- fonctionnement e = 1 

Les chaines de vitesse et de puissance peuvent être correctement 
représentées par les modèles réduits d'ordre 4 ci-après : 

avec 'TV = 0.2 s 

avec T x  = 0.142 s 





CONCLUSION GENERALE - 

Les résultats principaux développés dans ce mémoire peuvent être 
resumés en deux thèmes : l 

- Dans le premier chapitre, nous avons présenté des méthodes de 
mise en équations d'un système discret initialement représenté dans 

I 
I 

l'espace d'état. Nous avons ainsi introduit un algorithme basé, suivant 
les cas, sur l'utilisation de 'la matrice de transfert entrées-sorties ou 

l 
l 

"états-sorties". Elles conduisent à une équation récurrente vectorielle 
commandable et observable dans le premier cas, non commandable et l 

observable dans le second. Par le biais d'un exemple, nous avons illustré 
I 

la possibilité d'étendre ces méthodes aux systemes non lineaires de type 
Lur'e Postnikov. Ces résultats constituent une suite des travaux relatifs 

l 
à la représentation d'un système discret à l'aide d'équations de 
récurrence vectorielles basée sur la notion de polynôme annulateur et de 
la dépendance de matrices. 

- Dans le second chapitre, nous avons présenté des résultats 
nouveaux concernant des méthodes de simplification de modèles des 1 
systèmes dynamiques monovariables décrits par fonctions de transfert. 
Lorsqu'il est possible de détecter dans ces dernières des pôles et des 
zéros suffisamment rapprochés, ces méthodes permettent de calculer 
aisément un modèle réduit pour lequel les propriétés essentielles de 
stabilité et le gain statique sont conservés pour un modèle initial 

1 
1 

stable. Deux démarches sont alors proposées. La première est applicable 
lorsque les pôles et zéros du système sont du même ordre de grandeur. 

l 
La seconde concerne les fonctions de transfert admettant des modes 

: 
d'ordres de grandeur différents. L'approche que nous avons introduite 
peut conduire au calcul de la réalisation équilibrée du processus étudié 

l 

par une procédure informatisable, beaucoup plus simple que celles 
introduites dans d'autres travaux. l 

A notre point de vue, l'extension de ces résultats aux systèmes non 
linéaires et aux systemes partitionnés, nous parait possible à condition 
de définir de nouveaux outils mathématiques succeptibles de mieux 
traduire les propriétés de "faible" commandabilité et de "faible" 
observabilité d'un système, en relation avec la localisation de ses pôles 
et zéros et c'est dans cette voie que nous envisageons de poursuivre nos 
travaux. 





des âpproximcl[lIs de Padé 

où les { hi 1 5 i 5 zq sont donnés par : 

avec : 

le modèle réduit d'ordre m est ontenu en posant : 

ce qui conduit à : 



avec : 

l'approximation d'ordre m est obtenue en posant : 



- Ao~roxirnations autour de D =  et^=- 

avec : 

l'approximation d'ordre rn est obtenue en posant : 



Annexe 1-B : A~oroximation de Routh 

- Calcul des coefficients { a i  } 1 i i i q , 

aoo = a. ..................... %"=?2 a40= a4 

aol=al %'=a3 a41=a5 ..................... 

..................... ao2 %2 4 

avec : 
aji+l=aj+zi-l-a.xaj+2i i = l ,  ....... (q-1) 

1 

........ j=0,2,4 q si q pair 
q-1 si q impair 

- lcul des coefficients { pi } 1 i i r q 

avec : 

9-2  i+2 = b.i - p. aji 
J 1 

....... i= 1,2 q-2 
j=2,4, ....... q-i si q-i pair 

q-i-1 si q-i impair 



et Pi = b0i / a$ 1 l i l q  

le modèle réduit d'ordre m est obtenu en posant : 

q = P i = O p o u r i r m  
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