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PRESENTATION

Dans ce travail nous présentons un ensemble de rapports sur les séries

formelles, sur les mots et sur les systémes dynamiques non linéaires.

En premier lieu, une introduction et une heuristique, présentent le cadre du

travail et son évolution.

Dans le premier rapport, nous donnons, dans le chapitre I, quelques rappels
sur les algébres de Lie et le produit tensoriel. Ensuite, dans le chapitre II, nous
rappelons des définitions et propriétés des séries formelles non commutatives. FEnfin,
dans le chapitre III, nous démontrons un ensemble de propriétés sur les séries de Lie

et les exponnentielles de Lie d'aprés un résultat de REE.

Dans le deuxiéme rapport, nous présentons la premiére version du logiciel de
calcul de la réalisation. Cette version utilise les mots caractéristiques pour le calcul des
coordonnées locales. Nous donnons une bréve explication des algorithmes puis les
textes de ceux-ci en MACSYMA, et nous terminons par des exemples traités par ce

logiciel.

Dans le troisiéme rapport, nous donnons quelques rappels sur les mots de
Lyndon. Nous avons implémenté des algorithmes en MACSYMA sur ces mots et sur la
base de Lyndon pour l'algébre de Lie libre. Nous terminons par des exemples traités
par ces algorithmes. Ce travail nous a permis d’'envisager d'utiliser les mots de Lyndon

dans le logiciel du calcul de la réalisation.

Dans le quatriéme rapport, nous donnons des rappels sur la réalisation des
systémes dynamiques non linéaires, des rappels sur les mots de Lyndon et l'algorithme
de calcul de la réalisation. Cet algorithme est implémenté en MACSYMA. Dans le
complément de ce papier, nous donnons la méthode de calcul des coordonnées locales a
partir des mots de Lyndon. Nous donnons aussi un exemple traité par cette méthode.

Dans le cinquiéme rapport, nous présentons un support théorique du probléme
de la réalisation.

Enfin, dans [l'annexe, nous donnons les programmes en MACSYMA de la

derniére version de notre logiciel et des exemples traités par celle-ci.

Pour chacun de ces rapports, nous donnons une table des matiéres et une
bibliographie. Chaque papier posséde ses propres notations, donc peut étre étudié
indépendamment des autres.
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PLAN

INTRODUCTION ET HEURISTIQUE.

SUR UN RESULTAT DE REE : SERIES DE LIE ET ALGEBRES
DE MELANGE.

UN LOGICIEL CALCULANT LA REALISATION MINIMALE
DES SYSTEMES ANALYTIQUES DE SERIE GENERATRICE
FINIE.

MOTS DELYNDON ET MACSYMA.

MACSYMA COMPUTATION OF LOCAL AND MINIMAL
REALIZATION OF DYNAMICAL SYSTEMS OF WHICH
GENERATING POWER SERIES ARE FINITE (A.C.M.AR.).

COMPLEMENT A.CM.AR.

REALISATION LOCALE ET MINIMALE DES SYSTEMES
DYNAMIQUES NON LINEAIRES ET MOTS DE LYNDON.

ANNEXE : EXEMPLES TRAITES.




I. INTRODUCTION ET HEURISTIQUE



INTRODUCTION

Les séries formelles non commutatives ont été introduites aux alentours des
années soixante par M.P.SCHUTZENBERGER. Elles se rattachent a la théorie des langages
(M.FLIESS[7]) puisque une série formelle n’est rien d’autre qu’une application du monoide
libre X*, engendré par un alphabet X fini, dans un demi-anneau, un anneau ou un
corps et qui associe & tout mot (élément du monoide libre X*) un coeflicient (ou une
multiplicité) qui peut étre un entier naturel, un entier relatif, un booléen, un réel, ...
Le support d’une série formelle (ensemble des mots dont le coefficient est non nul)
est un langage (souvent infini). Les séries rationnelles possédent des propriétés treés
intéressantes. On y retrouve des richesses comparables & celles des langages rationnels
(A.SALOMAA& M.SOITTOLA[27] Ou J.BERSTEL & C.REUTENAUER(1)).

Les séries formelles non commutatives se rattachent aussi a l’algébre, voire
a la géométrie. Elles jouent en effet, le méme réle, en algébre non commutative ou
dans les algébres d’opérateurs, que celui joué par les séries formelles commutatives en
algébre commutative et en géométrie algébrique (J.BERSTEL & C.REUTENAUER[1], G.JACOB
& N.OUSSOUS[17],0u C.REUTENAUER][25)).

L’étude des séries formelles non commutatives peut bénéficier des acquis de ces
domaines mais, elle nécessite souvent des techniques spécifiques nouvelles. En retour, les
techniques développées et les résultats obtenus jettent souvent des éclairages nouveaux
sur chacun de ces domaines précités. Ainsi, les séries algébriques non commutatives
ont permis d’étudier la complexité de certains algorithmes (Ph.FLAJOLET, B.SALVY&
P.ZIMMERMANN[¢]), de coder des graphes planaires ou des arbres (P.CORI[4]), ou encore
de démontrer différentes structures combinatoires ( G.VIENNOT{30]).

Depuis 1978, les séries formelles non commutatives ont permis & M.FLIESS de
résoudre plusieurs problemes ouverts en Automatique. En effet, les séries génératrices
sont un codage symbolique du comportement Entrée/Sortie des systémes dynamiques
non linéaires et permettent des preuves plus simples et souvent algorithmiques. Ainsi,
les systémes dynamiques apparaissent comme un champs d’application priviligié des
techniques de séries formelles.

Notre premiére tache était une étude fondamentale des séries formelles non
commutatives. Pour I’étude des séries de Lie, nous avons développé des techniques
de manipulation des séries formelles : définitions algébriques des opérateurs et leur
implantation, ainsi que la résolution d’équations en les séries formelles non commutatives
(G.3AcoB& N.oUssous(1s]). Les deux opérations essentielles sur les séries formelles sont le
calcul des restes & gauche (ou & droite) d’une série par une lettre, par un polynéme ou
par une autre série et le calcul du mélange de deux séries. Les définitions de ces deux
opérations sont récursives et se prétent bien a 'implémentation. Les nouvelles techniques
développées par G.JACOB dans son papier[14] donnent un nouvel algorithme pour le calcul
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du mélange des séries formelles non commutatives définies par leurs représentations
matricielles.

Pour le calcul du rang de Lie et le rang de Lie-Hankel (M.FLIESS[11], G.JACOB&
N.OUSSOUS[17], C.REUTENAUER(26]) d’une série, nous avons besoin de calculer la ma-
trice de Hankel (M.FLIESS[g]) et la matrice de Lie-Hankel (C.REUTENAUER|26], G.JACOB&
N.oussous(17]). Pour construire ces matrices nous avons besoin d’une base pour R< X >
et d’une base pour Lie< X >. Nous avons choisi la base canonique X* pour R< X >
(X* étant le monoide libre engendré par un alphabet fini X), ordonnée pour l’ordre
lexicographique par longueur. Pour Lie< X >, nous avons choisi la base de CHEN-FOX-
LYNDON ordonnée aussi pour le méme ordre (pour des raisons que nous verrons plus
loin). Comme ¢a, nous pouvons avoir, pour une série donnée, les premiéres lignes et les
premieres colonnes des matrices citées auparavant. Et, en particulier, toutes les lignes et
toutes les colonnes dans le cas des polynémes.

Pour construire les éléments de X* jusqu’a un degré donné, nous nous
sommes inspirés d’un algorithme utilisé par C.HESPEL& G.JACOB[12). Par contre, pour
la base de Lyndon, nous avons implémenté tout simplement ’algorithme de construction
(N.BOURBAKI[2], G.VIENNOT(30]). Nous aurions pu utilisé I’algorithme de génération des
mots de Lyndon donné par 3.P.DUVAL[s] qui demande moins de comparaisons et moins
de taille mémoire. Cependant, cet algorithme construit les mots de Lyndon ordonnés
pour 'ordre lexicographique, ce qui ne nous intéresse pas directement. En outre, le
temps gagné par 1’algorithme de J.P.DUVAL serait perdu par I’algorithme de tri des mots
pour ’ordre voulu et I’algorithme de passage d’un mot de Lyndon a un polynéme de Lie
(G.MELANCON& C.REUTENAUER(21] ou N.OUSSOUS[23}]).

Durant tout notre travail, nous nous sommes efforcés d’implémenter systéma-
tiquement tous les outils algébriques et syntaxiques de traitement ou de résolution. Pour
cette implémentation, nous avons choisi le systéme de Calcul Formel MAcsYMA dans un
premier temps sur DPS 8 sous MULTICS, puis ensuite, sur les stations de travail SUN sous
UNIX. C’est un outil bien adapté a ce genre de traitement. Nous avons la possibilité de
manipuler des symboles sans avoir & construire la structure de données correspondante.
En plus les structures de données et les opérations offertes par ce systéme permettent une
bonne implémentation et aussi une bonne présentation des résultats qui sont directement
lisibles par un mathématicien (ce qui n’est pas le cas pour LisP). Nous avons cependant
le probléme suivant : la version de MACsYMA dont nous disposons actuellement ne nous
permet pas de compiler nos programmes d’ou la lenteur de certaines exécutions.

L’intérét de Vutilisation du systéme de calcul formel MacsyMa (ou toute autre
systéme) est qu’elle nous a permis tout au long de notre travail la validation d’un certain
nombre d’hypothéses. Le fait de disposer d’un ordinateur pour faire les calculs encourage
et pousse a traiter des exemples de plus en plus importants. Ce qui permet souvent de
remettre en cause certaines hypothéses ou conjectures qui paraissent au début évidentes.

Nous avons ensuite utilisé les algorithmes et outils déja implantés en MACSYMA
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pour résoudre un probléme technique et difficile pour les systémes dynamiques non
linéaires : le probléme de la réalisation.

Le probléeme de la réalisation des systémes dynamiques a été étudié par
plusieurs auteurs. Pour la réalisation globale des systémes dynamiques non linéaires,
pous citons entre autres B.JAKUBCZYK[18],H.J.SUSSMANN[29] Pour les systémes bilinéaires,
nous mentionnons les travaux de D’ALESSANDRO, A.ISODORI& A.RUBERTI[S], M.FLIESS[S],
G.JACOB[13] et H.J.SUSSMANN[28]. La réalisation locale et minimale des systéemes dyna-
miques non linéaires a été étudiée notamment par M.FLIESS[11]. C.REUTENAUER[26] avait
repris les travaux de M.FLIESS avec d’autres moyens rendant les démonstrations des
théoremes plus faciles.

Nous avons repris ces travaux et nous avons essayé de valider la conjecture
que posait G.JACOB et selon laquelle "pour un systéme dynamique non linéaire de
série génératrice finie, on peut toujours trouver la réalisation minimale sous forme
polynomiale”, c’est-a-dire qu’on peut trouver une fonction d’observation qui soit un
polynéme commutatif et des champs de vecteurs dont les composantes soient toutes
des polynémes commutatifs.

Nous savons que la réalisation d’un systéme dynamique non linéaire existe si, et
seulement si, le rang de Lie de sa série génératrice est fini (M.FLIESS[11], C.REUTENAUER(26],
G.JACOB& N.OUSSOUS[17]) et que cette réalisation est unique & un isomorphisme analytique
pres.

Pour vérifier la conjecture de G.JACOB, nous nous sommes mis a implanter un
algorithme qui permettra de calculer la réalisation de séries formelles non commutatives
de support fini.

Le probléme délicat de cet algorithme est le calcul des coordonnées locales qui
doivent étre, pour nous, des polynémes pour le produit de mélange.

Dans un premier temps, nous avons essayé de calculer ces polyndmes en utili-
sant ce que nous appelons des mots caractéristiques, suivant 1’idée de C. REUTENAUER(2¢],
et qui sont en fait des mots (éléments de X*) qui indicent des colonnes linéairement
indépendantes de la matrice de Lie-Hankel associée & la série & réaliser. Les techniques
de calcul relatives & ce premier essai seront exposées plus loin.

Nous avons ensuite commencé a étudier les mots de Lyndon et comme pour les
séries, nous avons implémenté systématiquement tous les algorithmes correspondant.
En particulier, nous avons implémenté 1’algorithme de décomposition d’un mot en
produit décroissant de puissances mélanges de mots de Lyndon. L’algorithme de
décomposition d’un mot dans la base de POINCARE-BIRKOFF-WITT associée a la base
de Lyndon (G.MELANGON& C.REUTENAUER{21]). Ayant ’algorithme qui génére la base de
" Lyndon et sachant que le coefficient du mot de Lyndon dans la décomposition, sur X*,
du polynéme de Lie correspondant est 1, nous avons alors essayé une nouvelle approche
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pour calculer les coordonnées locales en utilisant les mots de Lyndon et leurs mélanges.
Cette approche qui paraissait, au départ, évidente et facile nous a entrainé dans des
calculs trés fins d’algébre linéaire et des algorithmes trés compliqués. Une fois de plus le
systéeme de Calcul Formel nous a permis de remettre en cause nos hypotheses.

Dans la partie suivante, nous détaillons les moyens utilisés et les difficultés
rencontrées tout au long de ce travail.
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1. Le systéme MACSYMA.

Pour commencer, nous allons exposer les moyens offerts par le systéme de
Calcul Formel Macsyma[20]. Nous voulons travailler sur les mots et sur les séries
formelles non commutatives, nous avons donc besoin d’une multiplication abstraite non
commutative qui représentera le produit de concaténation. En MACSYMA, il existe une
telle opération. Elle est représentée par le point. Les polyndémes non commutatifs
deviennent alors naturellement une somme de monomes; ces derniers sont le produit
commutatif d’un scalaire (élément de IR) par un mot. |

Les polyndmes de Lie sont des sommes de mondmes de Lie. Les monémes de
Lie sont le produit d’un scalaire par un mot de Lie. Et les mots de Lie sont représentés
par des listes & deux éléments (le First et le Last). Les éléments d’une liste sont mis entre
deux crochets ce qui donne aux polynémes de Lie une représentation et une présentation
naturelle et claire pour un mathématicien. Les écritures sont aussi proches que possible
de la structure algébrique du probléme.

En plus de ces deux points, le systeme MAcsyMApermet comme tout langage
de programmation moderne une programmation modulaire. Ainsi, nous avons la
possibilité d’écrire des programmes indépendants et utilisables par tout programme
écrit en macsyma (et éventuellement les programmes écrits en MACLISP). Ce style de
programmation permet de mettre nos outils a la disposition de tous les utilisateurs de
MACSYMAet de tous ceux qui travaillent ou qui veulent travailler sur les séries formelles
et sur les systémes dynamiques non linéaires.

2. Notations et définitions.

Avant d’aller plus loin, nous allons d’abord fixer certaines notations et
définitions. On note X un alphabel fini et X* le monoide libre engendré par X. Un
élément de X* sera appelé mot. Le mot vide sera noté ¢.

Une série formelle S en les variables non commutatives dans X sera une
application de X* dans IR. L’image d’un mot w sera notée < S|w > et appelée le
coefficient de w dans S. La série S sera notée sous forme d’une somme formelle :

S= E < Slw > w.

weX*

L’ensemble de toutes ces séries posséde la structure d’algébre. Il sera noté R<K X > .
Le support d’une série formelle est I’ensemble des mots de coefficients non nuls dans la
série S. C’est un sous ensemble de X* noté supp(S).
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Un polynéme non commutatif est une série formelle non commutative de
support fini. La sous-algébre de JR< X » formée des polynémes sera notée IR< X >.

On notera Lie <X > la IR-algébre de Lie libre sur X et ol le crochet de Lie est
défini par :
[2)y]=3y—y$7 z,y€£i6<X>.

La base canonique de IR< X > est le monoide libre X* ordonnée pour l'ordre
lexicographique par longueur. La base de Lie choisie pour Lie<X > est la base de
CHEN-FOX-LYNDON ordonnée pour le méme ordre. Elle sera notée (F;)i>1.

3. Les étapes délicates du travalil.

Pour écrire le logiciel calculant la réalisation minimale des systémes dynamiques
non linéaires de série génératrice finie, nous disposions déja de tous les outils que
nous avions implémenté auparavant et indépendamment. Essentiellement des outils de
manipulation des séries formelles non commutatives (calcul des restes a gauche et a
droite, en simplifiant par des polyndmes non commutatifs ou par des polynémes de Lie,
le produit de mélange de deux polyndmes). Nous avions aussi le moyen de construire une
base de IR< X > et une de Lie < X >. Ces deux bases, nous les avons dans 'ordre voulu.
Il restait donc & construire la matrice de Lie-Hankel, a calculer son rang, a construire les
coordonnées locales et enfin & exprimer la série de départ et les composantes des champs
de vecteurs comme polyndmes commutatifs sur les coordonnées locales.

38.1. Matrice de Lie-Hankel.

Soit S le polynéme & réaliser. La matrice de Lie-Hankel associée est finie et
chaque ligne est formée par les coefficients du reste a droite de S par un élément de la
base de Lie< X >. Bien siir, puisqu’il s’agit de polynomes, nous n’avons pas a générer
tous les éléments des bases de JR< X > et de Lie< X >. En fait, nous n’avons besoin que
des éléments de degré inférieur ou égal au degré de S. Au dela de ce degré, le reste a
droite du simplifié de S sera nul. Une fois que cette matrice est construite, son rang est
obtenu en appelant la fonction MAcsyMaRank.

Cette matrice ne sert pas uniquement pour calculer le rang de Lie de §, elle
" contient toutes les informations dont nous aurons besoin pour la suite.

8.2, Coordonnées locales.

Pour la construction des coordonnées locales, nous sommes passés par plusieurs
moyens. Ces différentes options ont été testées et soit approuvées soit rejetées. Pour
montrer 'importance de l'utilisation d’un systéme de Calcul Formel, nous avons choisi
d’exposer les différentes étapes par lesquelles nous sommes passés.

Soit S un polynéme en les variables non commutatives dans un alphabet X.
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L’Annulateur de S est la sous-algébre de Lie < X > définie par :
AS)={ P€Lie<X>|SpP=01},
A(S).est engendrée par les polyndmes de Lie qui annulent S. On pose :
VIAS) ={ Qe R<X>|QrA(S)=0}.

Soit (F;)i>1 une base de Lie< X > telle que P, ..., P, (r étant le rang de Lie de
S) soit une base de Lie < X > modulo A(S) et P41, ..., Pa,... soit une base de A(S). Les
coordonnées locales seront des polyndmes propres (i.e. sans coefficient constant)@, ..., @,
vérifiant :
(3.2) <Qj>Ple>=46; pouri<r,
' Qj € V(.A(S)),

olt < Q; > Pile > est le coefficient de € dans le reste & droite de Q; par le polyndme de
Lie P;.

(1) Mots caractéristiques.

Cette idée vient de C.REUTENAUER(26]. On utilise la matrice de Lie-Hankel et on
obtient les mots caractéristiques en prenant les mots indicant des colonnes linéairement
indépendantes. Supposons que le rang de Lie soit 7, il y aura alors r colonnes linéairement
indépendantes. Soient donc (w;)i1<i<r les mots caractéristiques retenus. Nous calculons
les coordonnées locales par la formule suivante :

Qi=Svwi—< Slu;>, 1<i<r,

ot S>wj; est le reste & droite de S par le mot w;. La formule donne des polyndmes propres
(c’est-a-dire sans terme constant).

Une vérification empérique, sur quelques exemples nous a conduit & implémenter
l’algorithme. A notre grande déception, nous avons tout de suite trouvé des contre-
exemples. Le probléme avec cet algorithme est que nous n’avons pas un moyen sir ni
pour le choix des mots caractéristiques ni pour le choix des polynémes de la base de Lie.
Si le nombre de colonnes non nulles est supérieur au rang de Lie, on aura plusieurs choix
possibles. Il faut ensuite vérifier les deux conditions (3.2) pour les polyndémes Q.

(i) Mots de Lyndon.

Nous avons commencé ’étude des mots de Lyndon au moment ou nous avons
voulu implémenter I’algorithme construisant la base de CHEN-FOX-LYNDON (M.LOTHAIRE[19],
G.VIENNOT{30]). Nous avons approfondi cette étude en implémentant d’autres algorithmes
relatifs aux mots de Lyndon (G.MELANCON & C.REUTENAUER(21], J.P.DUVAL{s5]). Nous avons
essayé d’avoir la base de c.-F-L. en utilisant Palgorithme de J.P.DUVAL[5] mais, nous nous
sommes apergus que ’algorithme de décomposition et I’algorithme de tri lui font perdre
tout son avantage.
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Cette étude nous a permis de bien comprendre et manipuler ces mots et
les propriétés qui leur sont rattachées. En plus, elle nous a donné lidée d’utiliser
ces mots pour calculer les coordonnées locales. La propriété qui nous intéresse plus
particuliérement est la suivante : soit / un mot de Lyndon. Soit P le polynéme de la
base de C.-F.-L. correspondant. Alors, la décomposition de P sur X* s’écrit :

P=I+Za;l;,
i

ol a; € Z et l; > | pour l'ordre lexicographique (G.MELANCON & C.REUTENAUER[21],
M.LOTHAIRE[19]). Ainsi, nous avons toujours :

<P >=1, coefficient du mot vide dans (o P.

L’autre intérét vient du fait que la base de c.-F-L. et les mots de Lyndon sont
tous deux construits par le méme algorithme.

(iii) Mots de Lyndon et coordonnées locales.

¢ Dans un premier temps, et aprés avoir traité quelques exemples a la main,
nous nous sommes dits qu’il suffirait de prendre comme coordonnées locales les mots de
Lyndon correspondant aux éléments de la base de C.-F.-L. qui donnent des lignes non
nulles dans la matrice de Lie-Hankel.

Nous avons implémenté ’algorithme en nous basant sur cette idée et sur le
fait que les mots de Lyndon forment une base de trenscendance de IR< X > pour le
produit de mélange. Nous avons donc un logiciel et de nouveau, nous pouvons traiter
plus d’exemples et surtout des exemples que nous n’aurions pas pu faire a la main.

Ce moyen nous a permis de remettre, une fois de plus, notre hypothése en cause
et donc de rechercher ’origine de ’erreur. Nous nous sommes tout de suite apergus qu’on
peut avoir dans la matrice de Lie-Hankel des lignes linéairement dépendantes. et donc
se pose le probléme du choix des lignes a retenir.

o Une premiére solution consistait a chercher les relations duales aux relations
trouvées entre les lignes. Ces relations, on les cherche sur les mots de Lyndon et on sait
qu’elles sont linéaires. Ensuite, pour le choix des polyndmes de Lie & utiliser pour vérifier
les conditions sur les coordonnées locales, nous gardons tout simplement les polynomes de
la base de C.-F.-L. correspondant aux mots de Lyndon de plus haut degré apparaissant
dans les expressions des coordonnées locales.

De nouveau, nous avons eu une nouvelle version du logiciel et donc le moyen de
traiter des exemples plus intéressants. Une fois encore, nous trouvons des contre-exemples
et nous devons donc revoir nos hypothéses.
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Le probléme vient cette fois-ci du fait qu’avec nos choix, il est possible que les
expressions choisies pour les coordonnées locales ne vérifient pas la deuxiéme condition
sur celles-ci.

¢ La derniére version du logiciel prend en compte tous ces cas de figure et
permet d’avoir des coordonnées locales sous forme de combinaisons linéaires de mélanges
de mots de Lyndon.

Ce qu’il faut souligner c’est que la taille du logiciel a pratiquement doublé. Pour
la derniére version nous avons fait appel & des notions trés fines d’algébre linéaire. En
particulier, nous avons implémenté un algorithme qui permet de définir une application
linéaire a partir des relations de dépendance trouvées entre les lignes de la matrice de
Lie-Hankel. Ensuite, nous avons implémenté un algorithme qui permet de construire une
base canonique du noyau d’une telle application. Et enfin, nous avons implémenté un
algorithme qui determine les expressions duales aux relations trouvées entre les lignes
de la matrice de Lie-Hankel qui sont au fait des relations sur les éléments de la base
de C.-F.-L. 1l est évident que sans un systéme de Calcul Formel, il serait pratiquement
impossible de développer ce travail.

8.8, Calcul de la fonction d’observation.

Calculer la fonction d’observation consiste & exprimer le polynéme a réaliser
comme combinaison linéaire des mélanges des coordonnées locales trouvées précédemment.

La méthode utilisée au départ, dans toutes les versions, est la suivante : on
dispose des coordonnées locales (Qi)lsiS" On commence par déterminer les coordonnées
utiles (c’est-a-dire les coordonnées dont le degré est inférieur ou égal au degré du
polyndme de départ). Il est évident que nous n’aurons besoin que de celles-ci pour
exprimer le polyndme en question. Ensuite, nous calculons tous les mélanges utiles
(mélanges dont le degré reste inférieur ou égal au degré du polynéme de départ).
Supposons que nous ayons trouvé (ml;)1<i<n :coordonnées et mélanges confondus. Nous

posons alors :
n
P= Z a;ml;,

s=1

et nous identifions le polynéme P avec le polynome de départ (tout deux considérés
comme polyndémes sur X*) pour déterminer les a;.

Cette méthode, bien qu’elle permette d’avoir ’expression de la fonction d’obser-
vation a plusieurs inconvénients. D’une part, elle demande beaucoup de calculs et
surtout, on calcule des mélanges qui ne sont pas tous utiles et on sait que le calcul
des mélanges demande beaucoup de temps et beaucoup de place memoire. D’autre part,
nous sommes obligés de garder tous les mélanges. Enfin, le calcul des a; demande la
résolution de systémes d’équations qui prend beaucoup de temps et nécessite beaucoup
de calculs intermédiares.
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Le probléeme c’est que cette opération n’est pas utilisée uniquement pour le
calcul de la fonction d’observation mais aussi pour le calcul des composantes des champs
de vecteurs. Pour toutes ces raisons, il nous a fallu trouver une autre méthode.

8.4. Un algorithme pelit mais qui fait le mazimum.

L’algorithme que nous allons décrire dans ce qui suit est un algorithme qui
peut étre utilisé indépendamment du probléme de la réalisation. Nous allons essayé d’en
donner une description la plus indépendante possible des systémes.

Soit S un polyndme en les variables non commutatives dans un alphabet X.
L’Annulateur de S est la sous-algébre de Lie < X > définie par :

AS)={Pe€Lie<X>|SpP=0},
A(S) est engendrée par les polynémes de Lie qui annulent S. On pose :
VAS)={QeR<X>|QrA(S)=01}.

Soit (P;)i>1 une base de Lie < X > telle que P, ..., F; soit une base de Lie< X >
modulo A(S) et Pyy1,..., Pn, ... s0it une base de A(S). Soit ¢1, ..., ¢, des polyndmes non
commutatifs de terme constant nul et vérifiant :

{ <gj>Ple>=6; pouri<r,
g; € V(A(S)),

ol < g; b Pile > est le coefficient de £ dans le reste a droite de ¢; par le polynéme de Lie
P;.

L’algorithme que nous proposons est un algorithme qui permet d’exprimer le
polynéme S en fonction des mélanges des polyndmes (g;)1<i<r lorsque c’est possible. Cet
algorithme utilise peu de mémoire puisqu’on ne mémorise que la valeur de S et la valeur
de son dernier reste. On construit I’expression de S au fur et & mesure du déroulement
de P’algorithme.

10
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Nous donnons ci-dessous le texte de ’algorithme en pseudo- MACSYMA:

o T « S, H « 0,

¢ j +~ 1

¢ factl «~ fact « 1,

o TQ (j#0et S#0) FAIRE

e n « 0,
TQ T P; # 0 FAIRE
o T « To P,
o n «— n+1l,
e FTQ

o cste «— terme constant de T,
e SIcsie# 0 ALORS
o S «— S— < x(factlwg;"w"),

o H «— H+ = %(fact*q;"),
o factl « fact « 1,

o T « S,
o j+— j+k k0,
e SINON

o factl — & *(factlwg;w?"),

o fact — L x(fact+q;"),

o j e~ jg—1, k « k+1,
¢ FTQ

La boucle (2) s’arréte puisque les restes deviennent nuls au bout d’un certain
nombre de simplifications. La boucle (1) se termine aussi puisque le nombre de polynémes
Pjestfini (1<j<r)

Cet algorithme a comme avantage, en plus de sa simplicité et son efficacité, le
fait qu’il permet de décider si un polynéme peut ou non étre écrit comme combinaison
linéaire des mélanges d’un systéme de polynémes donné. Au cas oli c’est possible, il nous
renvoie cette expression comme résultat.

4. Prolongements et ouvertures.

Nous comptons poursuivre I’étude fondamentale des séries formelles non com-
mutatives, et aussi 'implémentation systématique des outils algébriques et syntaxiques
de traitement ou de résolution. Ceci nous semble en effet étre nécessité par la longueur
et la complexité des calculs, dés qu’il s’agit de traiter des exemples non commutatifs. La
nécessité de I'implémentation est prouvée par le travail présenté.

11
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Nous comptons aussi prolonger 'algorithme de la réalisation dans deux voies
: d’une part étudier la réalisation des séries rationnelles (qui sont des séries génératrices
des systemes bilinéaires) et d’autre part faire les implémentations sur le nouveau
systéme de Calcul Formel SCRATCHPAD II. C.HESPEL& G.JACOB ont déja implémenté un
logiciel calculant, pour toute série génératrice d’un systéme dynamique analytique, un
approximant & un ordre donné et de rang minimal. Nous souhaitons pouvoir inclure
’ensemble des logiciels dans une méme bibliothéque en bénéficiant de I’accord avec IBM.

Nous organisons des journées nationales-séminaire & Lille sur ”les traitements
algébriques et informatiques des séries formelles non commutatives” et nous espérons
que par cette initiative nous pourrons tisser des liens avec d’autres équipes dans d’autres
laboratoires.

12
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RESUME

Dans un article de 1958, R.REE a montré que les séries formelles non commutatives introduites par
K.T.CHEN pour représenter les entrées d’un systéme dynamique sont des séries de Lie. Nous reprenons
ici la démonstration de ce théoréme, développant systématiquement les outils utilisés : algébres de Lie
libres, séries et polynomes de Lie, produit de mélange des séries et calcul de résiduels.

ABSTRACT

In his paper ”Lie elements and an algebra associated with shuffles” (1958), R.REE has proved that
the powers series used by K.T.CHEN to describe the commands of dynamical systems are Lie series. We
present here a modern traitement of that theorem, and develop systematically the following tools : free
Lie algebras, Lie polynoms and series, shuffle product of series and calculus of residuals.
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Université de LILLE I - 59655 VILLENEUVE D’ASCQ CEDEX FRANCE.
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INTRODUCTION

L’introduction par M. Fliess (cf [4]) des séries génératrices des systémes dynamiques analytiques
non linéaires de la forme:

2= Ag(z) + Zn: ui(t)A:(2),
i=1
s(t) = h(z(t)).

permet d’obtenir des algorithmes effectifs et performants permettant, par exemple de développer pour
ces systémes un calcul symbolique (¢f [5]) ou d’étudier les conditions de découplage par rapport aux
perturbations (cf [3]) ou encore de calculer des approximants bilinéaires de rang minimal (cf [6]).

Le développement de ces algorithmes et leur compréhension nécessitent le développement d’outils
algébriques pour la manipulation des séries formelles non commutatives, outils habituellement développés
dans le cadre de la théorie des langages.

Le texte ici proposé vise A présenter les techniques de manipulation des séries formelles non
commutatives nécessaires a la compréhension et & la démonstration compléte des résultats prouvés par
R. Ree dans [9].

Il s’agit essentiellement de I’étude des séries formelles de Lie, des exponentielles de Lie, ainsi que
la preuve du théoréme selon lequel la série formelle représentant les entrées d’un systéme (appelée aussi
”série de CHEN”) est ’exponentielle d’une série de Lie (voir aussi [2]).

Le texte présent est issu d’une part d’un cours de DEA-informatique du premier auteur, et d’autre
part du mémoire de DEA du second auteur. Il sera suivi par une étude de la réalisation locale, et par un
logiciel permettant, dans certains cas particuliers, le calcul de cette réalisation locale.







ALGEBRE DE LIE ET PRODUIT TENSORIEL

Introduction.

Vue l'utilité des algébres de Lie et du produit iensoriel pour la suite de notre travail, nous avons
Jugé nécessaire de consacrer ce premier chapitre aux rappels de ces notions. Dans le premier paragraphe
nous rappelons la notion d’algébre de Lie et nous étudions en exemple les algébres de Lie linéaires et les
algébres de Lie de dérivations. Nous poursuivons dans le méme paragraphe par la notion d’idéal et nous
terminons sur les notions d’homomorphisme et de représeniations.

Dans le second paragraphe nous rappelons la définition du produit tensoriel. Nous commencons par
le cas de deux espaces vectoriels puis de deux applications linéaires. Ensuite, nous étudions le cas
général. Comme propriété du produit tensoriel nous étudions en détail I’associativité. Nous terminons
ce paragraphe sur la notion d’algébre tensorielle.

Pour ce premier chapitre, nous nous sommes référés & un certain nombre d’ouvrages mathématiques
dont une liste figure & la fin de celui-ci.

1.1 ALGEBRE DE LIE
1.1.1 Notion d’alge¢bre de Lie.

DEFINITION 1.1.1.1. — Soit £ un espace vectoriel sur un corps K, muni de Iopération:

LxX L —— L,
(z,y) — [z 9], (crochet de z et de y),

L est une algébre de Lie sur K si les aziomes suivants sont salisfaits:

1. Cette opération est dilinéaire,
2. VzecL, [z z] =0,

3. Vz,y,z€L, [z[y 2]} + v[z =]} + [z[z ¥]) = 0, (identité de JACOBI).

De (1) et (2) résulte, pour tout z et y de £,
[z 9]=-ly =]

ce qui fait que cette opération est anticommutative.

Si le corps K est de caractéristique différente de deux, alors I’anticommutativité implique ’axiome

2.

On dira que deux algébres de Lie £ et £’ sur un corps K sont isomorphes si il existe un
isomorphisme, ¢, d’espaces vectoriels, ¢ : L —— L', qui satisfait:

é(lz y]) = [¢(z) 6(v)],  pour tout z,y de L,
¢ est alors appelé un isomorphisme d’algtbres de Lie.

7




G. JACOB & N. OUSSOUS

Un sous-espace vectoriel £’ de £ est une sous-algébre de Lie de £ si £’ est stable pour les crochets
de Lie, c’est-a-dire:
Vz,y € L, [zylel.

1.1.2 Algébre de Lie linéaire.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, n, sur K, on note £nd(V') ’ensemble des applications
linéaires de V dans lui-méme. £nd(V) est un espace vectoriel de dimension n? sur K et est un anneau
pour le produit usuel des applications.

On définit I’opérateur < crochet > par:

[f.9]=fg—gf,  pour f et g dans End(V).

Avec cette opération £nd(V) devient une algébre de Lie sur K. Cette nouvelle algébre sera notée
GI(V) et appelée algébre linéaire générale.

Toute sous-algebre de I’algébre de Lie GI(V) est appelée algébre de Lie linéaire.

1.1.3 Algebre de Lie des dérivations.

Certaines algébres de Lie des transformations linéaires se présentent plus naturellement comme
des algébres de dérivations.

Par K-algébre (non nécessairement associative), on veut dire un espace vectoriel A sur le corps K
muni d’une opération bilinéaire
AXA—— A,

notée en général par juxtaposition (sauf dans le cas ol A est une algébre de Lie auquel cas on utilise les
crochets).

Par dérivation de A, on veut dire Vapplication linéaire: &§ : A —— A, qui satisfait la
relation:
6(ab) = ab(b) + 6(a)b.

On peut montrer facilement que Der(A), Pensemble des dérivations de A, est un sous-espace
vectoriel de £nd(A) et qu'il est stable par « crochet > . Pour cette dernitre affirmation, on a en effet:

V6,8’ € Der(A), Va,be A,  &(ad) = ad(b) + 6(a)b,
8'(ab) = a8'(8) + &'(a)b.
Alors
56'(ab) = 6(as'(b) + 5'(a)b)
= ab6'(b) + 6(a)6'(b) + 6'(a)5(b) + 66 ()b,

o §'6(ab) = 6'(ab(b) + 8(a)b)

= a8'6(b) + §'(a)6(b) + 6(a)d’ (b) + 6'6(a)b

8
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dol [6,6')(ab) = (65" — 6'6)(ab)
= 66'(ab) — 8'6(ab)
= a(66' — 6'6)(b) + (56 — 8'8)(a)b
= af6, &')(b) + [6, 5)(a)b.

Donc  [5,6] € Der(A).

Der(A) est ainsi une sous-algébre de Lie de GI(A).

Puisque J’algébre de Lie £ est une K-algébre au sens défini ci-dessus alors Der(L) est définie. Cer-
taines dérivations se présentent assez naturellement comme suit: si z € C, ’application: y —— [z y],
est un endomorphisme de £, que I’on note ad,. En fait, ad; € Der(L), car, on peut réécrire l'identité de
JACOBI sous la forme suivante:

[zly 2] = [[z yz] + [y[= 2]],
c’est-a-dire
ad:([y 2]) = [edz(y) z] + [y ad:(2)).

Les dérivations de cette forme sont dites inlernes, les autres sont dites ezternes. 1l est bien siir
parfaitement possible d’avoir ad, = 0 méme quand z # 0.

L’homomorphisme d’algébres de Lie:

L —— Der(L), défini par :

z +— ad;,

tel que
VyeL, ad(y) =[xy

est appelé la représentation adjointe de L.

1.1.4 Idéaux.

Soient I, J deux sous-espaces vectoriels de £. On note [I J] le sous-espace vectoriel de £ engendré
parles [z yJpourz€letye€ J.

Remarque. — Puisque [z y] = ~[y z], alors [I J]=[J I].

DEFINITION 1.1.4.1. — Un sous-espace vectoriel J de l’algébre de Lie L est un idéal de £ si [J L] C J.

En d’autres termes si
V(z,y) €L xJ, [z y] el

Ezemple:
1. 1l est évident que {0} et £ sont des idéaux de L. Si £ n’a pas d’autre idéal que {0} et £, on
dira que £ est une algébre de Lie simple.

2. On appelle centre de £ ’ensemble :
Z(LYy={zeL|VzeL, [2,2]=0}={2€L]|ad, =0}
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C’est un idéal de L. En effet, soit 2y € Z(L) et soit 22,2 € £. On a, d’aprés I'identité de JACOBI,

[z[z1 22]]) = [a1]z 22]] — [22]z 1]

or
o 2 €Z(L) = [z 1] =0,
el = [z z2] € L,
donc
[z[z1 22} =0 = [z1 22) € Z(L).
11 est facile de vérifier que Z(L) est un sous-espace vectoriel de £. Donc Z(L) est un idéal de L.
Remarques:

1. L est commutative si, et seulement si, Z(£) = L.

2. Silet J sont deux idéaux de L, alors I + J et [I J] sont des idéaux de L, avec

I+J={z+ylzel, yeJ}
UN={ ) zplzicl,ycl})

Jinie

La construction de 1’algébre quotient L/J, ol J est un idéal de £, est formellement la méme que
la construction de ’anneau quotient: L’espace vectoriel £/J est ’espace quotient et la multiplication de
Lie est définie par:

z+J,y+J]=[z 9]+ J

A priori il n’y a pas d’ambiguité puisque,siz+J = z'+ J et y+J = y’ + J, alors, on peut écrire:

’=z4+u (ueJ) e Y=y+v (veJ)
= [yl=k+uy+o)=[zg+(z 0]+ [wy]+[uv]),

J étant un idéal de £, donc ce qui est entre parenthéses est dans J. On en déduit que
[ Y1+ =[zy]+J

Le normalisateur d’une sous-algébre A de £ est défini par
Ne(A)y={zeL ||z A]C A}.
N (A) est une sous-algébre de Lie de £. En effet, soit z,y € N¢(A4). On a:
[z y)A] € ~[[y A)z] - [[A z]y]  (d’aprés l'identité de JACOBI)
C [zly Al - [vl= A]l.
YyEN(A) = [yvAlcA
z€N(A) = [zA4]CcA
Donc [z y] € N.(A).

} = [zyA]Clz A]-[y 4] C A.
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Il est par ailleurs facile de voir que Nc(A) est un sous-espace vectoriel de L.

Le centraliseur du sous-ensemble X de L est I’ensemble
Cc(X)={zeLl|[zX]=0}.

Il est clair que Cc(X) est un sous-espace vectoriel de £. En utilisant I’identité de JacoBI, on montre
facilement que C(X) est une sous-algtbre de L.

1.1.5 Homomorphisme et représentations.

DEFINITION 1.1.5.1. — Soient L et L' deur algébres de Lie sur un corp3 K. L’application ¢
L ——— L', est appelée homomorphisme si:

Ve,ye L,  ¢([z y)) = [¢(=) 4(v)].

On pose ker(¢) = ¢~ 1({0}) et Im(¢) = ¢(L).
¢ est un monomorphisme si ker(¢) = {0}.
¢ est un épimorphisme si Im(¢) = L'.

Tout épimorphisme qui est aussi un monomorphisme est un tsomorphisme, c’est-a-dire admet un
homomorphisme inverse.

Si ¢ est un homomorphisme de £ dans L', alors ker(¢) est un idéal de £. En effet, soient z € ker(¢)

et y€ L. On a:
#([z y)) = [#(2) (1)1 = [0 ¢(¥)] = 0.

Donc [z y] € ker(¢). Il est aussi facile de montrer que ker(¢) est un sous-espace vectoriel de L.

Im(¢) est une sous-algebre de Lie de £'. En effet, il est facile de voir que Im(¢) est un sous-espace
vectoriel de £’ et ona:

vz',y € Im(¢), 3z,yeL, telsque, z' =¢(z)ety =d(y).

Donc

[z’ '] = [6(2) ¢(v)] = ¢([z ) € Im(¢).

PROPOSITIONS:
Comme dans les autres théories d’algtbres, on a:

1. Si¢ : L — L’ est un homomorphisme d’algébres de Lie, alors £/ ker(¢) est isomorphe a
Im(¢). Si J est un idéal de £ inclus dans ker(¢), alors il existe un unique homomorphisme

¥ : L] —— L'
qui fait que le diagramme suivant soit commutatif
¢

L——C

LAV
L)y

(m =application canonique du quotient par J).

11
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2. Si I et J sont deux idéaux de £ tels que I C J, alors J/I est un idéal de £/I et (L/I)/(J/I)
est isomorphe & £/J.

3. Sil et J sont deux idéaux de L, alors (I + J)/J et I/INJ sont isomorphes.

Une représentation d’une algébre de Lie £ est un homomorphisme
¢ : L— GlI(V),

oti V est un espace vectoriel sur K. Quoiqu’on exige que £ soit de dimension finie, V peut étre de
dimension quelconque vu que GI(V) aura toujours un sens.

On peut aussi associer canoniquement, a toute représentation d’une algtbre de Lie £ dans GI(V),
une action de L sur l'espace vectoriel V, en posant pour tout z€ L et g€V
z*q = p(z)(q),
ou l’on appelle action de £ sur V toute opération
*x : LXV ——V
vérifiant
z+by)xqg=a(zx b(y xq),
(a2 +by) xg = a(z x9) + by *q) pour tout z,y€ L et a,b€K.
[z, 9] kg =z *(y*q) — y*(z *q),
Un exemple important de représentation est la représentation adjointe de 1’algébre de Lie £,
ad : L — GI(L),
z —— ad,
ol
ad.(y) =[x y], pourtout ye€L.

Il est clair que ad est une application linéaire et pour voir qu’elle préserve les crochets, on calcule,
pour z € L:

[ad: ady](z) = ad.ady(z) — adyad.(z)
= ad:([y 2]) - ady([z 2])
= [zly 2] - [y[= 2]
= [[z y]2] (d’aprés V'identité de JACOBI),
= adj; y)(2)-
z étant quelconque, donc ad|; ;) = [ad; ad,].

D’autre part, on a:
ker(ady={z€ L | ad; =0}
={z€L|Vy€L, ad:(y)=0}
={zel|VyeL [zy]=0}
=Z(£L) (centre de £).
Si L est simple, alors Z(L) = {0} et donc ad est un monomorphisme.

Im(ad) est une sous-algébre de GI(L), c’est donc une algébre de Lie linéaire. On en déduit que
toute algébre de Lie simple est isomorphe & une algébre de Lie linéaire.

12




ALGEBRE DE LIE ET PRODUIT TENSORIEL

1.2 PRODUIT TENSORIEL
1.2.1 Définitions.

DEFINITION 1.2.1.1. — Soient Uy, U, ..., U, W des espaces vectoriels sur un corps K. L’application
f : U1 xUs... x Uy —— W est dite k-linéaire si f(z,,z2,...,2z;) est linéaire par rapport d chacune
des variables.

1. Sik=1, on dira que f est linéaire,
2. sik=2, ondira que f est bilinéaire.

L’ensemble des applications k-linéaires forme un espace vectoriel sur K avec ’addition et le produit
(par un scalaire) usuels pour les applications.

DEFINITION 1.2.1.2. — Sosent Uy, Us,..., Ui, k espaces vectoriels. On appelle structure k-linéaire
sur les U, (i=1,2,...,k) tout couple (W, f) ot

o W est un espace vectoriel sur K,
o f: U xUy..xUy ——— W est une application k — linéaire.

DEFINITION. ~ Avec les notations précédentes, on appelle produit tensoriel des U;, (i = 1,2, ..., k)
une structure k-linéaire (W, fo) qui soit initiale, dans le sens suivant: pour toute structure k-linéaire
(W, f) sur les Uy, il eziste une et une seule application linéaire § : Wy ——— W qui rend commutatif
le diagramme suivant:

Uy xUs... x Uy ——2——» Wo

N 78
w

il est clair qu’une telle structure iniliale, si elle eziste, est unique d isomorphisme prés.
1.2.2 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels.

Soient U et V deux espaces vectoriels sur K. Nous allons nous intéresser aux applications bilinéaires
de U x V dans un espace vectoriel W sur K.

On consideére I’ensemble E des éléments de la forme :

Zai(zh yi),

i€l

ot a; €K, (zi4)€UxV, pourtouti€l (I fini).

Un élément de E peut toujours se mettre sous la forme :

Z iz, yi)

1<i<n

quitte a rajouter des éléments avec des coefficients nuls.

13
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On munit E des deux opérations suivantes

e Addition : at+b= Y (ai+B) (=i m),
1<i<n

e Multiplication externe : Aa = E A=, %),
1<i<n

avec

a= Z a.-(z,-,y;), b= E ﬂ,-(z,-,y‘-) et AEK.

1<i<n 1<i<n
Ces deux opérations font de E' un espace vectoriel sur K.

Soit N le sous-espace vectoriel de E engendré par les éléments de la forme:

o (z+2y)—(z,y)- ("),
o (z.y+y)-(z.y)~(z.¥),
b (Az, y)—)‘(:l:,y),

o (Az,Ay) - A=,p).

Nous nous intéressons & P’espace vectorielquotient E/N. Soit le diagramme suivant:
UxV —— EIN
i\ /%
E

ol i est I’injection canonique de U x V dans E, et ¥ est la projection canonique de E dans E/N.
THEOREME 1.2.2.1. - {E/N, ) est la structure bilinéaire initiale sur U, V.

Preuve :
a- Le diagramme suivant est commutatif:

UXV.—L—.W

iN /f
E

ol (W, f) est une structure bilinéaire sur U, V. i étant Pinjection canonique de U x V sur E. f est
Papplication linéaire unique de E dans W telle que

FQ_ iz, ) = Y aif(zi,m)-

i€l iel
b- f étant une application bilinéaire, ceci signifie exactement que I’extension f de f & E annule
le sous-espace N. D’oil la factorisation unique de f & travers E/N :

UxV ——w
il 1/ 19
E — . EN

14
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d’otl finalement une application linéaire unique g vérifiant
f=gor (r=%01)
ce qui montre que (E/N, ) est bien la structure bilinéaire initiale sur U, V. .

L’espace vectoriel E/N est usuellement appelé produit tensoriel de U et V, et noté UQ V.

Un élément de U @ V sera noté z @ y et sera appelé le produil lensoriel de x par y. Les éléments
de U ® V sont des sommes de la forme

Zz,—@y.-, z;€U, yi €V, pourtoutiel, [ fini.
i€l

Nous avons, d’aprés la définition de N, les relations suivantes:

Va€ K,Vz,2' €U, Vy,y €V
o (az)®y=28(ay)=a(z®y),
o (z+2)@y=z0y+2'Qy,
e z@(y+y)=2z0y+zQYy.

Si U est de dimension n et de base (e;)1<i<n €t V est de dimension m et de base (fj)i1<j<m, alors
(&i ® fj)1<i<n,1<j<m est une base de U ® V' qui est donc de dimension n.m.

1.2.3 Produit tensoriel des applications.

THEOREME 1.23.1. — Soient f; : U; —— V; et g; : V; —— W, (i = 1,2) quatre applications
linéaires. (Ui, Vi,W;, i=1,2, sont des espaces vectoriels sur un corps K).
a- Il existe une unique application linéaire f : Uy @ Uy —— V1 ® Va2 et une unique application linéaire
g: V1 ®Vy —— W, @ W, qui soient "compatibles au produit lensoriel”, c’est-d-dire, telles que, pour
tout 21 @z €U1 Q@ Uz el y1 Qy2 € V; @ Vo,

o f(z1®z2) = fi(%:) ® faz2),
o 9(y1®y2) = 91(11) ® 92(y2)-

Pour cette raison, on les notera:
f=h®f ¢ 9=g1®g..

Nous avons donc :

o (1 ® f2)(z1 ® z2) = fi(z1) ® fa(z2),
o (91992)(1n ®¥2) = 91(11) ® 92(v2)-

b- Nous avons de plus :
(91 ®92) o (/1 ® f2) = (910 f1) ® (92 ® f2)-

15
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Démonstration. — On part du diagramme suivant

Ju.J (91.92)
U1XU2L1—:2>VlXV2-—"—’—2-*W1XW2

Tu l Tl Tw |

J 9
NeoU — Vi@V —— W10 W,
h

e

(Vi ® Vo, 7, o (f1, f2)) est une structure bilinéaire sur Uy, Usz. 7, o (f1, f2) se factorise donc & travers
Tu. De méme (W; ® Wy, 7, 0 (91, 92)) est une structure bilinéaire sur V4, V2. Donc 7, 0 (91, 92) se factorise
a travers 7,. Enfin, 7y, 0 (g1, 92) o (f1, f2) se factorise & travers 7, puisque (W; ® Ws, 1 0 (91,92)o(f1, f2))
est une structure bilinéaire sur Uy, Us.

D’otl I’existence et l’unicité des trois fonctions f,g et h rendant tout le diagramme commutatif.

Nous avons donc, pour tout z; ® z2 € Uy ® Uz,

F(z1 @ z2) = foru(z1,22)
= 7, 0 (f1, f2)(z1, 22)
= Tv(fx(zl),fz(zz))
= fi(21) ® fa(z2).

De méme, on obtient, pour tout y; ® y2 € V1 ® Va,
9(y1 ® y2) = 01(11) ® 92(v2)-
Et enfin, pour tout z; @ 2 € Uy ® Ua,
h(z1 ® z2) = g1 0 f1(21) ® g2 0 fa(2).

En outre, par 'unicité de h, on a:
h=gof.

DEFINITION 1.2.8.1. - L’application linéaire f : Uy @ Uz ——— V1 ® V3, du théoréme précédent, est
appelée produit tensoriel des applications linéaires f et f;.

1.2.4 Produit tensoriel de plus de deux espaces vectoriels.

De la méme fagon que dans le cas de deux espaces vectoriels, on considére k espaces vectoriels
U1,Us, ..., Ux sur un corps K(k > 2). Soit E I’ensemble des éléments de la forme:

S i@, 230,y Zhi),

fel
ouleso;€eKetz;;€U;, j=1,2,.,k.

16




ALGEBRE DE LIE ET PRODUIT TENSORIEL

E est un espace vectoriel sur K. Soit N le sous-espace vectoriel de E engendré par les éléments de
la forme:

i=12,.,k.

o (Z1y e Zi+ Ui Bh) = (Z1y 000y By ooy TR) = (B2, ooy Yjy oes Th ),
o (T1,. AZj, 0y Tk) — AMZ1Ly ooy By oy Tk).

Comme dans le cas de deux espaces vectoriels, nous allons nous intéresser & I’espace vectoriel
quotient E/N. Nous avons

Uy x Us... x Uy —— E/N
iN S
E

et (E/N, 7) est une structure k-linéaire sur U, Us, ..., U. Nous avons un théoréme équivalent au théoréme
1.2.2.1.

THEOREME 1.24.1. ~ (E/N,7) est la structure k-linéaire sur U;, i = 1, ..., k.

E/N sera encore appelé produit tensoriel des espaces vectoriels Uy, Us, ..., U, et noté U; @ Us... ® Us.

Un élément z; ® z;... ® 3 de Uy @ Us... ® Uy, sera appelé produit tensoriel de z,, 23, ..., 25

Comme dans le paragpraphe précédent, si f; : U; ——— V; est une application linéaire de I’espace
vectoriel U; dans Pespace vectoriel V;, i =1, ..., k, alors, on définit

10 ®f U1 0U;..0 Uy —— V1@ V,...0 V;,
par :
Ve, €U;, i=1,2,...,k,

(f1® f2...® fi)(z1 ® z2... @ 21) = fi(z1) ® fa(z2)... ® fr(zk).
1.2.5 Associativité du produit tensoriel.

1.2.5.1 Cas de trois éléments.

Soient U, V, W et P des espaces vectoriels sur le corps K. Soient (U ® V, 7, ) la structure bilinéaire
initiale sur U et V, ((U ® V) ® W, 7yy,u) la structure bilinéaire initiale sur U @ V et W. On pose alors:

T = Tuw,w © (Tuv: Idw)a
ol Id,, est ’application identique de W.

T est une application trilinéaire de U x V x W dans (U ® V) ® W. On montre le théoréme suivant.

THEOREME 1.25.1.1. — Avec les notations précédentes, (U ® V) ® W, ) est la structure trilinéaire
initiale sur U,V et W.

Démonstration:

Soit g : U x V x W ———— P une application trilinéaire. On va montrer qu’il existe une et une
seule application linéaire ¢’ : (U @ V) ® W ——— P, telle que

g=gor

17
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Pour 2 fixé dans W, soit
g: UXxV —— P,

(z,y) —— g(z,9,2).

g étant trilinéaire, alors g, est bilinéaire. Par définition du produit tensoriel U @ V, 34, telle que le
diagramme suivant soit commutatif:

{F il P

Tuv \l / 03
uev

et donc, .
Viz,y) eU XV, g:(z,9)=9(z,y,2) =0:(z®y).

On considére le diagramme suivant :

UxVxW — P

(rus,Idy) L (i) 3% (i) 13l
UV)xW ——— (URV)®W
et on va montrer qu’il existe une unique application bilinéaire § qui rend le triangle () commutatif et

une unique application linéaire ¢’ qui rend le triangle (ii) commutatif.

1— FEgzistence et unicité de 0.
Unicité:

V(z,y,2) EU XV x W,
(2,9, 2) —— 9(z,v,2)
“ £
(z®y,2)

donc, si # existe, elle doit forcément vérifier,
0(z® y,2) = g(z,y, 2), pour tout (z,y,2) €U XV x W.

Donc, si f existe, elle est unique.
Existence:

On pose, pour tout (¢,2) € (U V) x W,
0(t,z) = 6,(t).

2 — Bilinéarité de 6.

¢ Pour z fixé,
0(t,z) = 0,(t), pourtout teUQV.

Or 6, est une application linéaire de U ® V' dans P, alors 8 est linéaire par rapport a la premiére variable.

18
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¢ Pour t fixé,
sit=zQyeUQ®YV, alors

0(z®y,z)=0,(z®y) =9(z,¥,2), pour tout z€ W. .
g trilinéaire, donc elle est lindaire par rapport & z pour z et y fixés, donc @ est linéaire pour ¢ fixé.

Si t # z @y, on sait par ailleurs qu’on peut toujours P’écrire comme somme finie des z; Q y; :
t=23i®w, z; €U, y; €V, I fini.
sel
Alors
0(t,2) = 6,(_ 2 ® i)

i€l
=Y 0.(zi®w)
sel
= Eg(zh yl"z)‘
el
Or g est trilinéaire ce qui implique @ linéaire par rapport & z.

6 est bilinéaire de (U @ V) x W dans P. Donc (P,8) est une structure bilinéaire sur U ® V et

W. D’apreés la définition du produit tensoriel (U ® V) ® W, il existe une unique application linéaire
g :(U®V)® W ——— P qui rend commutatif le triangle ().

|

De maniére symétrique, on considére (V ® W, 7,) la structure bilinéaire initiale sur U et V @ W.
On pose alors
T=Tuvw © (Idu,fvw);

ou Id, est I'application identique de U. On a alors le corollaire suivant.
COROLLAIRE 1.2.5.1.2. - (U® (V @ W), 7) est la structure trilinéaire sur U,V et W.

On sait par ailleurs que la structure trilinéaire initiale sur U,V et W est unique & isomorphisme
prés, donc les trois espaces vectorielstU @ VO W, (U@ V)@ W et U ® (V @ W) sont isomorphes. D’o1
Passociativité du produit tensoriel.

1.2.5.2 Cas de plus de trois éléments.

Soient Uy,Us,...,Ux, (k > 3) des espaces vectoriels sur un corps K. Soit r un entier tel que
1 < r < k. On considére (U ® Us... ® Uy, %) (resp. (Ur41 ® Upy2...® Ui, Ti~,)) la structure r-linéaire
(resp. (k — r)-linéaire) initiale sur Uy, Us, ..., U, (resp. Ury1,Ursa,-..,Us). Soit enfin (U; @ U2...Q U, )®
(Ur41 ® Uryz... ® Up),0) le structure bilinéaire initiale sur Uy @ U,...® Uy et Upyy ® Upy2...®@ Up. On
pose :
T=00(T,Thk-r)

et on a le théoréme suivant.

THEOREME 1.2.5.2.1. — Avec les notalions ci-dessus,
(U10U..0U;)® (Ur41 @ Ury2...® Ui), 7)

est la strucilure k-linéatre initiale sur Uy, U, ..., Us.
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Démonstration:
On considére le diagramme suivant :

Uy, Uz, s Us ! Ny
('r,.,n,_,)l G 36 () 3¢ Tl
(U1 R..Q U,-) b4 (U,-+1 R..0 Uk) — (U1 RD...0 Ur) ® (Ur+1 ®..Q0 Uk)

o

11 existe une unique application bilinéaire & qui rend (i) commutatif et donc il existe une unique
application linéaire g’ qui rend (ii) commutatif.

Donc (U ® Us... ® Ur)®(Ur41 @ Ur42... ® Ui), 7) est la structure k-linéaire initiale sur Uy, Uz, ..., Us.

On en déduit, d’aprés P'unicité de la structure initiale sur Uy,Us,...,Ux, que (U1 @ Us... @ U;) ®
(Ur41 ® Upy2... ® Up) est isomorphe & Uy ® Uz... @ Us.

D’une maniére générale: Soit (I;)1<i<p une partition de lintervalle [1,k] de IV. A toute partie
I; = {i1, ..., im }, on associe I’espace vectoriel V; = U;, ® Uy, ...Q U;,, . On obtient donc p espaces vectoriels.
Un élément de V; sera de la forme z;, ® z,...® z;,, ol z;; € U;;.

On considére (V;, 7;) la structure |[;|-linéaire initiale sur Us;, i; € L, et (@, ¢;<p Vi: o) la structure
p-linéaire initiale sur V;, 1<i<p. -

On pose 7 = o o (11,73, ..., ;) et on a le théoréme suivant.
THEOREME 1.2.5.2.2. ~ (®1<‘-<p Vi, 7) est la structure k-linéaire sur U,,Uy,..., Ug.

De ce théoréme et d’aprés l'unicité, & isomorphisme prés, de la structure k-linéaire sur les
U;, j€[1,k], on déduit que ®1Si.<.P V: est isomorphe a U; @ Us... ® Uy.

Remarques:
1- Soit U un espace vectoriel sur K. Les espaces vectoriels K ® U et U ® K sont canoniquement
isomorphes & U. En effet,

u:KQU ——— U (resp. U® K —— U) définie par :
e®z +—— az (resp.z®@ a —— az),

est un isomorphisme canonique.

KxU——v
(a,2) — azx

rN\ /3
KoU

f bilinéaire, (K ® U, 7) est la structure bilinéaire initiale sur K et U. u rend le diagramme commutatif.
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Il existe une application linéaire

v: U —— K@U,
y ‘_—"1@”:

telle que
vov=Idy et vou=ldxgy.

Méme preuve pour U @ K isomorphe & U.

2- Soient U*,V* et (U ® V)* les duaux respectifs des espaces vectonels UVetUQ®YV. Alors
U*®V* est 1somorphe a(UeVv).

1.2.6 Algebre tensorielle.

On appelle algébre tensorielle d’un espace vectoriel U sur un corps K, I’algébre T définie de la
maniére suivante:
1- T est I’espace vectoriel gradué :

T=T"T...06T"6...,

ouT’°=K, T'=U et T"=U®" (puissance tensorielle ni*™¢ de U).

2- La multiplication dans T est définie par le produit tensoriel. Si u et v sont des éléments
homogénes de degrés respectifs p et g, u ® v est un élément homogéne de degré p+ ¢. Si 4 et v ne sont
pas homogeénes, ils sont de la forme:

u=) w, ot weT

et :
v=Zv,-, ou UjeTj,

j

on pose alors
u®uv= Eu.- ® v;.

iJ

L’algébre tensorielle T(U) de U est une algébre graduée sur K, associative, & élément unité (mais
non commutative). Elle est engendrée par I'unité 1 de K et les éléments de U identifiés a T*.

(T(U))*, lalgebre duale de Dalgebre tensorielle T(U), est canoniquement isomorphe & T(U*),
algébre tensorielle du dual de U, par le produit scalaire:

T(U) x T(U*) —— K

<fi® f2...Q folz1 ® 22... @ 2, >=< filz1 >< folz2a > ... < fplzp > .
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RAPPELS SUR LES SERIES FORMELLES

Introduction.

Dans ce deuxiéme chapitre, nous avons tenu, dans un premier paragraphe, a rappeler la définition
des séries formelles, ensuite & définir une topologie sur Palgebre K<€ X » des séries formelles, puis la
propriété selon laquelle une série est inversible si, et seulement si, son terme constant I’est ([1]). Dans le
second paragraphe, nous avons commencer par rappeler la définition du produit de mélange de deux mots
puis de deux séries. Ensuite, nous avons présenté un certain nombre de calculs que I’on peut faire sur les
séries formelles, en particulier le calcul des simplifiés d’une série, & droite et & gauche, par un polynéme.

2.1 SERIES FORMELLES

2.1.1 Définitions.

Soit X* le monoide libre engendré par un ensemble fini, non vide X, appelé alphabet. Un élément
de X* est appelé mot, c’est une suite finie de lettres éléments de X).

Le produit de deux mots est la concaténation de ceux-ci:

. U=T1Z2...7p
si et alors uv = zy23..2pY1¥2...Y-
v =Y. Yq,

L’élément neutre, le mot vide, est noté € ou 1.

La longueur d’un mot w, notée |w|, est le nombre de lettres qui le composent. Ainsi, la longueur
du mot vide est nulle. Et, pour tout 2 € X, |w|, désigne le nombre d’occurences de la lettre z dans le
mot w.

Une série formelle S est une application de X* dans un corps K qui & un mot w associe 1’élément

S(w), noté < Slw >, dans K. < S|w > est appelé coefficient du mot w dans la série S. Cette série sera
notée

S= )Y <Slw>w.
weX*

Le support d’une série S est le langage
Supp(S)={we X" | <Slw>#£0}.

On notera K& X >» ’ensemble des séries formelles sur X A coefficients dans le corps K.

L’addition est définie sur K<€ X > par:
<S+Tjw>=<Slw>+<T|lw>, pourtout S,T€ KLKX».

Le produit de Cauchy est lui défini par:

< STlw >= Z < Slu><Tlv>, pourtout S, T€ KLX>.

uv=w
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La somme ci-dessus est bien finie, puisque ’ensemble {(u,v) | uv = w} comporte un nombre fini
de termes.

Le produit de Cauchy est associatif.

Muni de ces deux opérations K< X 3 est un anneau. On définit une opération externe de K sur
K& X > par:
(0,9 e Kx KEX»+——aSEKLKX >

oll aS est définie par:
< aS|lw>=a < Slw>, pourtoutw e X",

Avec ces trois opérations K€ X 3> est une K-algébre.

Remarques:
1. X* s’injecte naturellement dans K<€ X 3», comme sous-monoide multiplicatif. On identifiera
X* et son image dans K<€ X > .

2. K s’injecte aussi dans K<€ X 3» comme sous-algébre. On 'identifiera aussi avec son image.

Un polynéme est une série formelle de support fini. L’ensemble des polynomes est noté K< X > .
C’est une sous-algébre de K€ X > .

Le degré d’un polynéme P € K< X > est défini par:

- 00, 51 P=0,

deg(P) = { sup{|w| avec w € Supp(P)}, si P #0.

2.1.2 Topologie sur K€ X>» .

DEFINITION 2.1.2.1. - Soit S € K€ X > . On définit l'ordre de S, que l’on note w(S), par:

_ Jinf{ |w| | weSupp(S) }, si S#0,
w(S)_{+°o’ 81 S=0.

PROPRIETE. — Soient S,T € K€ X>» . w(S+T) 2> inf(w(S),w(T)).

On définit une norme sur K< X *» en posant, pour S € K& X,
|IS)} = 2~+9),
En effet, on a:

1. VSeK<X>», |(ISlI=>0.
2. ISlIl=0 <= 2O =0 <= wl)=+4+0 <> S=0.
3. VS, Te K€X>», w(S+T)2inf(w(S),w(T))

= IS+ T|| =271 > max(||S|, |1T).

Donc, on a bien une norme sliramétrigue sur KL X> .
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On définit la distance d associée & cette norme en posant:
VS, T € K&X>», d(S,T)=||S-T|.
On définit un systéme de voisinages de zéro en posant, pour tout k£ € NN,
Vi={SeK€<X» |w(S)>F},

soit encore:
Vi={Sek<X> |llSll<2*}).

On remarque qu’on peut mettre ces voisinages sous la forme suivante:

Vo= K<X>
et
Vi=X*K<€X>, pourk>1,
car
Vi={Se€eKLX>» |Supp(S) C X*.X*}.
Et on a:
n Vi = {0}.
keIN

On définit ainsi une topologie séparée sur K& X > .

PROPOSITION 2.1.2.1. ~ Toute suite de Cauchy est localement fini.

Démonstration. — Soit (S, )neav une suite d’éléments de K< X > . On suppose que (S,) est une
suite de Cauchy. Le critére de Riemann g’écrit, pour cette suite:

V€>01 3N>0’ Vp,QZN, ”SP-—SQHSE
En particulier, on peut prendre ¢ = 2%, 3N, tel que
Vg2 N. [ISw, —Sill<e=2"" = w(Sn,-S5,) 2k,

et donc,
Vw e X* telque |w|<k, <Sn|w>=<S|w>.

Donc & partir de N, la suite (S,,) devient stationnaire pour |w| < k. Elle est donc localement finie.

L’espace topologique K< X > est donc complet.

La limite topologique d’une suite (Sp)neav de K<€ X se calcule point par point. C’est-a-dire:

si L= lim S,, alors Vwe€X*, <Ljw>=lm <S,jw>.
N—00 N=—>00

2.1.3 Inverse d’une série formelle.

PROPOSITION 2.1.3.1 ([1]). = Une série S € K€ X > esl inversible si, et seulement si, son terme
constant, < Sle >, lest dans K.
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Preuve.

Supposons que S soit inversible, alors il existe une série ' € K€ X » telle que S§' = §'S =11,
ot 1l désigne la série unité. C’est-a-dire, telle que,
1 si w=e,

X", = .
Vw e <lUjw> {0 6 we.

<SS'le>=<lle>=1
=1 11
55 = {e < 88'|e >=< Sle >< S’'le >

de méme
<§8'Sle>=<1lle>=1

< §'Sle >=< S'le >< Sle >

SS=1 = {et
= < Sle > est inversible dans K et d’inverse < S'|e > . J

Réciproquement, si I’on suppose < Sl¢ > inversible dans K, d’inverse a, on peut alors poser
Si=aS=1-9,
olt S’ est propre, c’est & dire < S’'|e >=0.

La famille (S'")n30 est donc localement finie. Elle est alors sommable de somme

S = ES,”'

n20

On désigne par S'* la série :

st = Z s".

n21
On a:
, s*=1+8"% , $*(1-8)=8"-8"8'=8"-8"=1
€ €
SI+ =S'S" =8"S (1 _ S/)Sn =5"_8'S" = S _ S,+ =1.

Donc S'* est 'inverse de 1~ S’ dans K< X 3 . Donc S, est inversible, d’inverse S’°. Et finalement,
S est inversible dans K< X » d’inverse aS’".

2.2 CALCULS SUR LES SERIES FORMELLES
2.2.1 Produit de mélange.

DEFINITION 2.2.1.1. — On définit le produit de mélange - en anglais "shuffle product”- ({7]) comme
étant une application

w: X*x X' —e——— K< X >,
définie récursivement comme suit :

1. VweX®, fww = WwE = W,
2. Vu,ve€X*, Vz,y€ X, (zu)wu(yv)=z(uw(yv))+y((zu)wv).

C’est une application bilinéaire.
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Ce produit est commutatif et associatif.
Si w,w' € X*, wwuw est un polyndme homogene de degré jw| + |v/].

Ezemple:
Soit X = {z,y}, w==zyeX*, uw' =zy®€ X*. On veut calculer www'. On a
zywzy? = z(ywzy®) + (zywy’?), (d'apres (2))
= zy(ewzy®) + 22 (ywy?) + 2 (ywy®) + zy(zywy)

ywy? = y(ewy?®) + y(ywy)
= yy® + y*(ewy) + ¥ (ywe)
=1+’ + vy
= 3y°.

zywy = z(ywy) + y(zywe)
= zy(ewy) + zy(ywe) + yzy
= zy? + zy® + yzy
= 2zy® + yzy

Donc
www' = zyzy? + 3z2y° + 32?2 + 2zyzy® + zy’zy

= 6z%y° + 3zyzy? + zy’zy.
Autre définition

Soit z € X. On définit 'opérateur 8, pour tout w € X*, par :
{0, 8i w ne se termine pas par z,
Ow= ,
v, & w=vz.
Le produit de mélange est donc tel que, pour tous u,v € X*,
o O:(uwv) = (8, u)wv + uw(8,v), (i.e. 8, est une dérivation pour le produit de mélange)
0, siuv #e¢,
°o <uwvle>=
1, siuv=c¢.

Et ces égalités peuvent aussi étre considérées comme une définition du mélange, puisque par le lemme de
reconsiruction,(Voir plus loin) on a:

uwy = ((8,u)wv)z + (uw(8;v))z.
Remarques:
Soient z,y € X. On peut composer les dérivations J, et J,, mais
1. 8.0, n'est pas une dérivation,
2. en général 9.0, # 8,0:,
3. le crochet de Lie [9,8,] = 8:0y — 8y0: est encore une dérivation comme
nous le verrons plus loin.
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Ezemples:

Soient z,y € X, =z # y. Nous avons

1. 8:0yz = 8:6yy = 0, mais, 8,0, (zwy) = 8:((6yz)wy + zw(Gyy)) = Oz = 1.
8:0yw = 0;(0yw) = 8z (vz) = v,

2. Pour w=vzy€ X*, ona: et
0y 0: w = 9y (9:w) = §,(0) = 0.

Le produit de mélange peut étre étendu 3 K<€ X >» en posant, par définition, pour tous S et T' de
K€ X>: o

SwT = E < Slu>< Tlv > uwv.
u,veX"*

En effet,
{we€ X" |w e Supp(uwv) }

est un ensemble fini, quels que soient u,v € X*. On rappelle que

Supp(uwv) = {w € X" | <uwv|jw>#0}.

Soient S € K€ X > et z € X.

S= Y <Sw>w
weX"

et
8:S= ) <Slw>dw.

weX*

On vérifie que 8, est une dérivation pour 'algébre K< X 3, muni du produit de mélange. ( voir

preuve plus loin).
2.2.2 Calcul des simplifiés d’une série & gauche ou a droite par un polyndéme.

DEFINITION 2.2.2.1. — Soit S € K€ X » . On pose, pourtoutu € X*, uoS=) x. <Sluu>w
(resp. Sou=3,cx. < Sluw > w); que l'on appelera le simplifié de S & droite (resp. & gauche) par
u.

En d’autres termes, on a, pour tout w € X* :

< unSlw > =< Sjuw >,
< Soulw>=< Sluu>.

Remargques:
1. VSe K&«X», €eS=Soe=S.

2. Par définition du support d’une série et d’aprés la définition 2.2.2.1, on peut voir facilement
que :

Supp(uoS) = { w € X* | wu € Supp(S) }
Supp(Sou) ={ we€ X" | uw € Supp(S) }.
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3. Pour z € X, on a z05 = 8,5, mais, on notera que si u € X, l’application § ——— uo S n’est
pas une dérivation de I’algébre de mélange. (exemple 8,6, : w +—— zyow n’est pas une dérivation).

PROPOSITION 2.22.1. - Sofent u,v € X*, SE€EK€LX» .0na:

uo(vaS) = uvaS et (Sou)ov=Souv.

En d’autres termse, les simplifiés & droite < o > définissent une action & gauche de X* sur K€ X » .
Les simplifiés & gauche < o > définissent une action & droite de X* sur K€ X > .

Preuve:
Nous avons, pour tout mot w € X*,

< uo(voS)jw > =< voS|wu > » définition2.2.2.1”

=< Slwuv > »
=< uvoSlw > ”
D’ou
uo(vaS) = uveS.
De méme,
<(Sou)ovjw>=<Soujyw>
=< Sluvw >
=< Souvjw > .
Donc
(Sou)ov=Souv.
|
PROPOSITION 2.2.2.2. — Sofent u,v € X*, S€K&€X>» .0Ona:
(uoS)ov = ua(Sov).
En d’autres termes les actions & gauche <o » et & droite < 0> de X* sur K€ X » commutent.
Preuve:
Nous avons, pour tout mot w € X*, d’aprés la définition 2.2.2.1,
< (uaS)ov|jw > =< uaSjyw >
=< Sjywu >
=< Sov|wu>
=< uo(Sov)|lw>.
Donc
(ueS)ov = ua(Sov).
|

La K-algétbre, K€ X 3, des séries formelles sur X & coeflicients dans K, s’identifie canoniquement
au dual de K< X > . En effet, soit S € K<€ X *» une série formelle.Alors S est une application de X*
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dans K qui associe au mot w € X* le coefficient < Sjw >€ K. On peut prolonger cette application en une
application de K < X > dans K en posant, pour tout polynéme Q = 3_ cx. < Qlw > wde K<X >,

S@) = ) <Qw><Slw>,

weX*

que I’on note < S|@Q >. S est donc un élément du dual de K<X > .

Réciproquement, soit f un élément du dual de K< X > . f est donc une application linéaire de
K<X>dans K :

Q= <Qlu>w —— f(@= Y <Qluw> f(w).

weX" weX"*

On a vu que X* s’injecte canoniquement dans K< X 3 . On peut donc associer & f sa restriction
a4 X* qui est la série formelle
Y. = f(ww.

weX*

Si l’'on prolonge cette application f : X* —— K & K< X > par le procédé ci-dessus, on retrouve
bien la forme linéaire f.

K< X > agit canoniquement, & droite et & gauche, sur son dual K€ X >, de la manitre suivante.

VQ € K< X >, on associe & toute série S € K&K X 3 la série

QoS = E <Slv@>w

weX*

(resp. S0 Q=Y ,ex» < SIQw > w). On dira qu'on a simplifié S & droite (resp. & gauche) par Q.

Vwe X*, <SwQ>= Y <Swv><Q>
veX*

et <S|jQu>= Z < Sluw >< Qlu>.
ueXxe

Cela s’écrit encore:

Vw e X*, < QuS|w>=<SwQ >
et <SoQlw>=<S|Quw>.
PROPRIETES ([10]):

(PQ)eS = Po(QaS)

So(PQ)=(SoP)eQ.
9. VP,Qe K<X> VSeK€«X>», ona (PaS)oQ=Pa(SoQ).

1. VP,QeK<X> VSeK€X®», ona {et

La propriété (1) signifie que pour simplifier & droite par le produit PQ, on simplifie & droite par
Q puis on simplifie le résultat & droite par P. Et symétriquement pour la simplification & gauche.

La propriété (2) signifie que pour simplifier & droite par P puis simplifier le résultat & gauche par
Q est équivalent & simplifier d’abord a gauche par Q puis de simplifier le résultat & droite par P.
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Ces deux propriétés sont de simples extensions par linéarité des propositions 2.2.2.1 et 2.2.2.2.

Dorénavant, nous nous limiterons & Pétude des propriétés et résultats de Vopération < o >
(simplification & droite), puisque nous savons que pour P’opération ¢ o > (simplification 3 gauche) les
résultats sont symétriques.

L’application S ——— 205, z € X et S € K<€ X », est une dérivation pour le produit de
mélange. On peut donc, pour z € X (i.e. une lettre) et S € K<€ X >, poser

8.5 = 20§,

ce qui est justifié par le lemme suivant.
LEMME 2.2.2.1. — Soit 2 € X. 8, est une dérivation dans K& X » pour le produit de mélange.

Preuve:
Soient S, T € K€ X> .

8:(SwT)= Y <Sju>< Ty > 8 (uwv)

u,vEX*
= Z < Slu>< Tlv > [(8: u)wv + vw(8,v)]

uveX*
= }: < Slu><Tlv > (8, u)wv + Z < Slu >< Tlv > uw(8,v)

u,vEX*" u,veX"
=() <Sju>@u)u(Y <Thv>v)

ucX* veEX*
+(Y <Slu>wuw(Y <Tjv> (8:v))
uexs vEX*

= (8,S)wT + Sw(d,T). 1

Ayant les simplifiés de S & droite par les lettres z € X et le terme constant < S|¢> de S, on peut
reconstruire S. On a le lemme suivant dit lemme de reconstruction.

LEMME 2.2.2.2 ([8]). ~ Soit S € K€ X > une série formelle. < S|e > le terme constant de S. Alors

S=<Sle>e+ Y (8:5)z.
2€X

LEMME 22.23. - Soient D; et D, deuz dérivations pour un produil, noté < . >, dans un ensemble
E. Alors le crochet de Lie [Dy, D3] = D1 D3 — D2 D, est encore une dérivation pour ce produst.

Preuve:
Soient z,y € E. On a:

D1 Dy(z.y) = D1(Ds(z.y))
= Dy((D22).y + z.(D2y))
= (D1D2z).y + (D22).(D1y) + (D12).(Day) + z.(D, Day),
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et, par symétrie,

D2Ds(z.y) = D2(Di(z.y))
= Dy((D12).y + z.(D1y))
= (DD z).y + (D12).(D2y) + (Daz).(D1y) + 2.(D2 D1y),
donc
on D1 Dy(z.y) — Dy Dy(z.y) = (D1 Daz).y + 2.(D1D2y) — (D2D12).y — 2.(D2D1y)
= [Dy, Do)(z.y) = (D1, D2)z).y + z.([D1, D2]y).

On sait que, pour z,y € X, 08; et 8, sont des dérivations dans K € X » pour le produit de
mélange. Donc, d’aprés le lemme 2.2.2.3, [0;, 8,] est une dérivation pour le produit de mélange.

On posera:
[0z,8y) = Bz

D’une maniére plus générale, puisque un polynome de Lie est obtenu par des crochets de Lie &
partir de lettres, si P est un polynéme de Lie, 8p est obtenu par des crochets de Lie des 8;, pour z € X.
Donc 8p est une dérivation pour le produit de mélange ce qui justifie cette notation.

PROPOSITION 2.2.2.3. - Soit P € Lie < X >, un polynéme de Lie. Soient S,T € K€ X >, deuz
séries formelles. Alors
PD(SUJT) = (PnS)uJT-l- Sw (PuT).

Preuve:
1l suffit de remarquer que, pour P € Lie<X >, PoS = 8p(S5).

32




ELEMENTS DE LIE ET ALGEBRE DE MELANGE D’APRES REE

Introduction.

Le but essentiel de ce chapitre est la démonstration du théoréme de REE sur les séries de Lie.
On sait que REE avait montré ([9]) qu’une série de CHEN est une ezponentielle de Lie. Dans ([4]), on a
attaché aux entrées (il s’agit des entrées d’un systéme dynamique non linéaire) continues par morceaux,
u; : [0,t] ——— R, (i=1,2,...,n), le chemin de R"*!:

§o(r) =T, |
{ &i(r) = / u;(o)do, 0<r<t, i=12,..,n). '
0

La série de CHEN de ce chemin est:

C, = E (-/ot6uw)w

weX*

ol
o X ={z9,21,..,Zn}, < alphabet »

t
. /5.,5:1,
0
t T T .
° /6uw=/ u‘-,('r)(_/ df;,...d&;, )dr, si w=z;2,..%,.
0 0 0

Elle sera dite série de CHEN des entrées pendant I'intervalle de temps [0,1].

< Cylw >= f(: Suw, est le coefficient du mot w dans la série C,. Sur ces coeflicients nous avons le
résultat suivant:

Vw, v’ € X*, < Cylw >< Cyju’ >=< Cylwww’ > .

D’autre part, si 'on définit la concaténation de deux entrées u et v comme suit:
ulv:[0,ty +1,] — R"*1,

telle que,
u(t), si 0<t<t,,
vt —ty), i ty <t <ty+t,.

(vh o)) = {

alors
Cu || v = Cqu.

Pour la démonstration du théoréme de REE, nous avons introduit un certain nombre d’outils comme
les séries formelles sur M ® P, ot M et P sont des monoides & subdivisions finies avec longueur. Dans le
dernier paragraphe nous étudions essentiellement les séries formelles de Lie, les représentations adjointes
et coadjointes, le groupe de Magnus, ’ezponenticlle et le logarithme d’une série formelle, ’exponentielle
d’une série de Lie, les séries de Hausdorff et enfin le calcul de Pinverse d’une exponentielle de Lie.

Nous développons systématiquement des techniques qui rejoignent celles déja introduites par C.
Reutenauer[11] pour P’étude du méme papier de R. Ree[9].
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3.1 SERIES FORMELLES SUR UN PRODUIT.
3.1.1 Définitions et Notations.

DEFINITION 8.1.1.1. — Un monoide M est dil & subdivisions finies si, pour tout m € M, Uensemble
{ (m1,m3) | mymz = m } est fini.

On ne considére ici que les monoides M & subdivisions finies avec longueurs, c’est-a-dire pour
lesquels on peut associer & chaque élément m sa longueur, notée |m|ar, qui est un entier et qui vérifie,
pour m,m;,my € M,

1. m#1 = |m|y#0 (ie.|mpy=0 = m=1),
2. |mumz|m = Imilm + malm,
3. YVkeN, {meM||m|y=rL}est fini.

Un monoide muni d’une longueur vérifiant ces axiomes est & subdivisions finies.

Soient M et P deux monoides & subdivisions finies avec longueurs. On notera [m(s et |p|p les
longueurs de m et p respectivement dans M et P. Le monoide M x P = {(m,p) | m € M, p € P} est
aussi 3 subdivisions finies avec longueur. On pose, par définition,

[(m, p)lmxp = Im|nm + |plp.

On considére K< M >, K<P> et K<M x P> les algébres de polynémes sur M,P et M x P
respectivement & coefficients dans le corps K. Soit enfin K<M > ® K< P> le produit tensoriel des
K-espaces vectoriels K< M > et K<P>.

Les éléments m € M (resp. p € P) forment une base de K< M > (resp. K< P>).

Soit f Papplication bilinéaire de K<M> x K< P> dans K<M x P> qui & tout élément
(m,p) € M x P C K<M >x K< P> associe le monéme (m,p) € K<M x P>.Si (K<M>®K<P>,7)
est la structure bilinéaire initiale (cf CHAPITRE 1) sur K<M > et K< P>, alors il existe une unique
application linéaire n de K< M > ® K< P> dans K<M x P> telle que le diagramme suivant soit
commutatif :

K<M>x K<P> ——f—>K<M X P>
T\, / 3y
K<M>Q® K<P>

Les éléments (m,p) € M x P forment une base de K<M x P>. Les éléments m® p, m € M et
p € P, forment une base de K< M > ® K< P>.  envoie la base (m ® p)mem pep de K<M>Q K<P>
dans la base ((m, p))mem,pep de K<M x P>, c’est donc un isomorphisme.

En identifiant (m, p) et m®p, on pourra noter K< M x P>=K<M ® P>, 00 M®P = 1(M x P).
Par P’isomorphisme 7 on a encore :
K<M@P>2K<M>Q® K<P>.
Un élément @ € K< M ® P> s’écrit :

Q= Z <QMmep>mep,

meM,peP
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avec
Supp(Q)={m@®p| <Qmp>#0}

est fini.

On notera K€M ® P> ’algébre des séries formelles sur M ® P & coefficients dans K. Un élément
S€ K€M ® P> s’écrira :

S= E <Smp>mep.

On définit I’addition et la multiplication dans K& M @ P33 comme suit:

VS, Te K&MQ® P>, Vm@®peMQ®P,
<S+Timp>=<Sm@p>+<TImp >,

<S8TIm@p>= Y. <Smep><Timep>.
mymg=m
ripa=p

Cette derniére somme est finie puisque M et P sont & subdivisions finies.
3.1.2 Topologie sur K&M @ P>.

e V(m,p) € M x P, on définit |m ® plmgr = |m|m + |plp-

e Soit @ € K<M ® P> un polynéme,

Q= Z <Qm®p>mep.
mEM,PEP

On définit le degré de Q par:

-0, 8 @Q@=0,

deg(Q) = { max{ |m ® pluer [m®p € Supp(Q) }, si Q#O0.

s Soit S € K€M @ P> une série formelle. On définit I’ordre de S par:

W(S) = +00, 8 S=0,
" | inf{ Im®@plmer |m®peSupp(S)}, s S#O.

e On définit, pour tout entier k > 1, 'idéal Ji de K€M ® P> en posant :

Lh={TEKEKM@P> |w(T)>k}

Vk,kK' >1,0ona:
JeJi C Jigrr,
Je + Jer C Jinf(x,k)-
On a aussi :
M 7 = {0}.
E>1
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La famille (Ji )1 forme alors un systéme de voisinages de zéro pour une topologie séparée. Cette
topologie peut aussi étre définie par la norme:

I1S]| = 299, pour tout S € KM @ P,
ou encore par la métrique associée :
d(S,T)=2"vC-T),  pour tout S,T € K&EM @ P>.

Une suite de séries (S, )neav est de Cauchy si, et seulement si, pour tout m® p € M ® P, la suite
(< Sn|m @ p >)nen est stationnaire. Et ’on a :

< lim S,iIm®p>= lim < S,Im®p>,
=00 n=—00
pour tout m@p € M @ P.

K&M @ P> est donc le complété séparé de K< M @ P>.

Remarque :
Soit j l’injection canonique de K& M > ® K& P> dans KM @ P>». Im(j) C KKM® P>.
En effet, dans K& M > ® K< P> on n’a que les sommes finies :

Z Si@ns

FJinie
etsimsz#let p#1,alors
Y m'er e K«M@Py,
i
mais pas 8 KM > Q@ K€ P>.

Par contre, on a :
[KEM>)KP>= KKM®P» = [KEKPYKM> .

Maintenant, on va prendre P = X*, le monoide libre sur un alphabet X. On considére donc
lalgtbre K€M ® X* > des séries formelles sur M ® X* & coefficients dans K. ([8])

On définit un opérateur D, (z € X) agissant sur les éléments de M ® X* de la fagon suivante :
Vy/meueMeX"*, D,(m®u)=m® (6,u),

oll §, est 'opérateur défini précédemment.

Cet opérateur peut étre étendu linéairement & K&K M@X* > et alors, pour
H= E < Him®u > m®u,
meM,ueX*

on aura :
D.H = Z < HimQ®u > m®(9,u)
meEMueX*
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que Pon peut écrire :
D.,H = z < Him®vz > m@v.
meM,vEX"

On définit également un produit de mélange sur M®X*, que ’on note w, comme suit :
Vm®u, n®v € MX", (meu)w (n®v) = mn®(vwv),

ol w est le produit de mélange définit sur X* et mn est le produit, dans M, des éléments m et n.

On prolonge ce produit aux éléments de K€ M®X"* > en posant, pour

S= Z < Sim@u>m@u et T= E < T|n®v > n®v,
meMueX* neMuyeX*

SwT = Z < Sim®u >< Tin®v > (mn)@(uwv).

m,nEM
., vEX"*

3.1.3 Spécialisation en un mot u.

On pourra poser, pour u € X",

H, = E < Him®u > m.
meM

H devient ainsi une application de X* dans K&KM >
H
X* —— K€<M>»>
U ———— HII

K<« M>» est lalgébre des séries formelles sur M & coefficients dans K. Donc H est une série
formelle sur X* & coefficients dans K<€ M >, c¢’est-a-dire :

He[K«Mpl«X>.

En fait, on a un isomorphisme entre KK M@X* > et [K € M P}€ X > et donc

H= E < Him®u > m@u
meM,ue X*

H= )" H.u,

ue X

sera identifiée &

oil
H,= Y <Hmgu>m.
meM
Ainsi notre opérateur D, défini sur K& M®X*» n’est rien d’autre que ’opérateur 8, défini sur
[K€« M »]<« X > . Et le produit de mélange w défini sur K€ M®X* > n’est rien d’autre que le produit
de mélange w défini sur [K< M »]<€ X >» . Enfin la spécialisation de H en u € X* n’est rien d’autre
que le coefficient du mot u dans la série H € [KKM P]€ X > .
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LEMME 3.1.31 ([8]). — L’opérateur D, est une dérivation pour le produit w :

VS,T € KEM®X*>,  D,(SwT)=(D,S)uT + Sw(D,T).

Preuve :
Immédiate d’aprés les constatations ci-dessus et la définition de w.

3.1.4 Reconstruction d’une série formelle sur K€K MOX"* ».

Soit H un élément de K&K M®X* 3. On peut écrire :

H= E < Him®u > m®u.

mEM
“€X®

Le lemme 2.2.2.2, dit lemme de reconstruction, a donc comme traduction immédiate:
H=H. @+ D.H(182).
z€X

11 est aussi utile de noter que I’on a :

D,H = Z < Him®u > m@0d,u

mEM
wE X"

= Z < Him®uz > mQ®u.

mEM
wEX"*

3.2 POLYNOMES DE LIE ET SERIES DE LIE
3.2.1 Mélange, produit tensoriel et éléments primitifs.

On généralise le cas traité dans ([8]) en prenant
M= Xx*®"7, < puissance tensorielle p*™ de X* > .

On définit ’application :
T,:K<X> —— K<X>%",

(K< X >®" est la puissance tensorielle nitme de K< X >), pour tout z € X, par :
In(z) = Z 18 ®:1%
i+j+l=n
et telle que T, soit un morphisme, c’est-a-dire,
Vu,v € X*, Ln(uv) = Tp(u)Ta(v)
= VYu,ve X", Tn(uv)@uv = (Fa(v)@u)(Ta(v)®v). (a)

LEMME 3.2.1.1 ([7]). —

U1 Quy...Qup (U wy...wity) = E I'p(w)@w.

u3,U3,...,Up€X"* weX*
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Preuve :
Soit R un élément de K€ X*®PQX* >, tel que,

R= Z u1®u2‘..®u,,®(u1wug...mup).
ty,u3,... Uy €EX"*
Alors, pour z€ X,on a:
D,R = E ) Q7. QUp®J; (U witty...wu,)
U3,U3,... U EX"

= Z (v12Qu2z...Qup + U1 Qu22...Qu,

U3,z UpE€E X" ’
+ oo+ U QU QU 2) B(Uyw tiy..w up)
= R.[201%7 + 1820197 + ... + 19(P-1g:01]
= R.(Tp(2)®2).

D’autre part R), = 187. Donc, d’aprés le lemme de reconstruction,

R=1%7Q1+ R. ) (Ty(2)®1)(1%7z),
z€X

R=1%7Q1 4+ R. ) Ty(2)®z.
zeX

On en déduit : .
R= I;Z F,(z)@z]
€x

et, d’aprés la relation (a),

R= ) Ty(w)ow.
wexe |

De ce lemme on déduit un certain nombre de résultats :

COROLLAIRE 3.2.1.1 ([9]). ~ Pourtout S€ K&«X >, on a :

I'p(S) = Z U1 Qu2..QUp < Sluywus..wup, > .

Up, U3, Up €X'

Preuve :

Pour tout S € K€ X », on considére 18#®S que P’on applique aux deux membres de I’égalité du
lemme 3.2.1.1. On obtient :

Z ©1®U2...Qup < S|lyywuz..wu, >= E Ip(w) < Slw>.

Uj,u3,...,u,€X* weX*

Comme I'p est un morphisme, on a :

Tp(S)= Y < Slw> Ty(w).

weX"

D’out le corollaire.
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En particulier, pour P € K<X>,ona:
T, (P)= Z %1 Quz...0up < Plujwus..wup > .

Ug,Ug,...,Up€EX*

COROLLAIRE 3.2.1.2 (10)). — Soient 5),853,...,Sp € KL X > des séries et P € K<X>, un

polynéme. Alors
< Slw52...w5'p|P >=<L Sl®52...®SPIF,(P) >.

Preuve:

<51855..85pITp(P)> = 3 < Plupwus..wtiy>< S|ty ><Saluz> ... <Splup>
u,€X*

= E <Plulmuz...mup><S1w32...wsp|‘u1u1u2...u.|up>
u;eX*
=< S1wSs.wSp|P > .

Le fait que P soit un polynéme assure la convergence de la somme
< S1®Sz...®SPIFP(P) >.

COROLLAIRE 3.2.1.3 ([9]). — Soient t;, ta,...,4p € X*. Alors Vw € X*,

< U3 Qty..0up |Tp(w) >=< yywug..wuy|w > .

Preuve:
On peut poser, pour u;,v; € X*, i=1,2,.,p,

< 41 QU2...QUp|[V1®V2...8Vp >=< U1y >< uz|vz > ... < uplvp > .
En utilisant les deux expressions de la série R du lemme 3.2.1.1 et en calculant
C =< u1®u2...®u,,®w|R >, we X",

on obtient d’une part
C =< 41 Qu3...0up|T'p(w) >< wjw >

et d’autre part:
C =< ujlu; >< taluy > ... < tpluy, >< wiuywuy..wup > .

Sachant que

1, stu=v,
< uly >= ]
0, siu#uv,

d’otl le corollaire.

De ce corollaire on déduit, pour tout w € X*,
IFp(w) = 2 < Tp(w)|u1®uz..0up, > ©1Qu2...Qu,
ui€X*

= E < ulwug...wu,,lw > u1Qu2...Qup.
u;EX"*

D’ou le corollaire suivant.

40




ELEMENTS DE LIE ET ALGEBRE DE MELANGE D’APRES REE

COROLLAIRE 3.2.1.4 ([7]). —

Yw e X*, Tp(w) = Z < jwtg..wthy|w > U1 Qus..Qup.
u,€X*

DEFINITION 8.2.1.1, —
1. Soit me M = X*®. m est dit un terme linégire s'il est de la forme
m = 186-Deue19(=9) aqvec u #£ €.
2. SiS € K&KM>», elle est dite linéaire si
< Slu1®uz..Qu, ># 0 => (i€ (1,p] tel que u; #¢).
Ou encore si Supp(S) ne contient que les termes linéaires.

3. S€K<KX> est dite p— primitif 5i T,(S) = 18¢-Ne5@18¢-9,
[

COROLLAIRE 3.2.1.5 (REE). — Soit S € K€ X 3. Les trois propriéilés suivantes sont équivalenies

1. S est p— primitif.
2. Tp(S) est linéaire.
3. < Slumwuz..wu, >F0 = (i€l,p]tel que u; #¢).

Preuve:
1) = (2):
S est p—primitif <> Tp(S) = Y _ 18¢-DeS5e18()
= (<Tp(S)|u1®uz..Qup># 0 = (3li € [1,p] tel que u; # 0))
&> T'p(S) est linéaire.
2 = (3):

le corollaire 3.2.1.1 = TI'p(S) = E ©QU2..QUp < Slujwuz...wu, >
u,€EX*
I'p(S) lindaire < (< [p(S)|u1@u;...0u, >£ 0 = (3'i € [1,p] tel que u; # ¢€))
= (< Slywuz..wup >#0 = (34 € [1,p] tel que u; # ¢)).
(2) = (1): le corollaire 3.2.1.1 == < T,(S)1®¢-V@ue1®P-) >=< S|u> .
Tp(S) lindaire & (< Tp(S)|u@uz...Q0up, ># 0 => (3! € [1, p] tel que u; # ¢))
& (< Tp(S)1®C-Veue1®Pr-) 540, 1<i<p, ueX*)

> Tp(S) =) Y <I(S)18¢-Deue1®r-9) > 18(-Dgue18r-1
i ueX-

@ Ty(S)=3 2 < Slu > 186-Deue18(F-9)
i uex-e

& PP(S) = Z 1®(i-1)®u®1®(p—i)
[

e85 est p~primitif.

41




G. JACOB & N. OUSSOUS

LEMME 3.2.1.2 ([7]). - Soit P € K< X >. P est un polynéme de Lie si, et seulement si, P est un
polynéme p-primitif. C’est-d-dire :

Iy(Py="3_188-Dg pgi -0,
(1

Preuve :
On pose :

E= { Pe K<X> I FP(P) = Z 19("‘1)®P®1®(P—") }
1<n<p

Par définition de I, Vz € X, z € E. Donc E # 0.

Soient P,Q € E. En remarquant que
{ o T#([P.Q) = T5(PQ) ~T5(QP)
Tp(PQ) = Tp(P)Tp(Q),

on montre facilement que :

T(PQ)= Y 18¢"-Dg[P,Qle18¢-",
1<n<p

c’est-a-dire que [P, Q] € E et par conséquent E est stable par crochets de Lie.

Finalement, VP,Q € E, Va,f € K,on a:
T'p(aP + BQ) = al'p(P) + ATp(Q), par linéarité de I’
= af Z 19"~ @ pe18(P-")) 4 4( Z 19"~ gQe18(P-")

1<n<p 1<n<p
= ) 19(-Ng(aP+ BQ)®18?-")  par linéarité de ®.
1<n<p

Donc aP + BQ € E, c’est-a-dire que E est stable par combinaisons linéaires. Donc E C Lie < X >,
ensemble des polynémes de Lie.

La réciproque est évidente, puisque tout polynéme de Lie peut étre obtenu par des crochets de Lie
a partir des éléments de X qui sont dans E qui est stable par crochets.

|
LEMME 3.2.1.3([7)). — Soientm > n, 51,852, ...,5m € K& X > des séries propres et Py, P, ..., Pn €
Lie <X > des polynémes de Lie. Alors
< S1w52...mSm|P1P2...Pn >=0.

Preuve :
Le corollaire 3.2.1.2 permet d’écrire :

< S1wSs..wSy|PyP;...Py >=< S5108;...85nm |Cm (P Ps...P,) > .
Puisque I'y, est un morphisme

T(PiPs...Pa) = [[ Tm(P).

i=1
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Or m > n, alors, d’aprés le lemme 3.2.1.2, on aura dans tous les termes de

[ITm(®)

=1

un facteur 1 < >. D’autre part les S; sont propres, donc tous les termes de

n
< S1®52...®Sm' H Fm(P.') >

i=1

seront nuls.

Ezxemple :
On prend m=2et n=1. 5,5, propreset P, € Lie <X > .
< S1wSs|P; > =< 85198:|T2(Py) >
=< 5105:|Pi®1 + 1@P; >
=< $51|P1 >< S|l >+ < 5|1 >< S|P >
=0
car < S1|1 >=0et < S2|1 >=0.

LEMME 3.2.1.4 (10)). — Soient Sy, 853, ...,5, € K&L X >, propres et sotent P, P,, ..., P, € Lie <X >
. Alors

< S1wSs. . usSy|P Py Py >= E < S IPr(l) >< SzIP-,-(z) > . < S,.‘P-,(n) >.

TEC

Preuve :
D’aprés le corollaire 3.2.1.2, on a :

< S1wSp..wSp|PyPy...Py >=< 5:853...8S| [[ Ta(P:) > .
=1

Les P, € Lie<X>, 1<i<n. Alorslelemme 3.2.1.2 pérmet d’écrire :

n
[Irn(P) = (P1®1..01 + 18P1@1 + ... + 181..0Py).

=1
(P2®1..01 + 1QP2®1 + ... + 1®1...0 P;).

- wmr e e e e - e e e e =

(Pa®1..01 + 1QP,®1 + ... + 181...Q0 P,)
= Z Pr(1)®Pr(2)®P-r(n) +Q,

TECH

ol Q est une somme de produits tensoriels dont les termes contiennent au moins un facteur égal a 1.
Comme les S;, 1 < i < n, sont, par hypothése, propres, alors

< S]@Sg@Sle >=0
= < S1wS..wS,|PP,...P, > =< 51®85,...85,| Z P,(n@P,(g)...@P,(n) >

TEOR

= Z < Sl®52...®sn|Pr(1)®P,(2)...®Pf(n) >.

TEOA
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Ce qui donne finalement

< 81w Sy wSp|Pr Py Py >= Y < §1|Pr(s) >< SalPr(z) > . < Sa|Pr(n) > -

TEOH

Eremple : Onprend n =2, 5,,5; € K& X, propres, P;,P, € Lie<X > .

T2(PyPy) = To(Py)T2(P2)
= (P®1 + 1QP)(P®1 + 1®P2)
= PiP2@1 + P,®P; + P,QP: + 1QP, P,.

< S1wS|Pi Py > =< S1®52|F2(P1P2) >
=< 5,85:|P,P,®1 + P,QP; + P,QP, + 1QP, P; >
=< 5105:|P1P2®1 > + < 5185:|PAQP; >
+ < 51852|P.®P, > + < 5105:|1®P, P, >
=< 31|P1P2 >< Szll >+ < S1|P1 >< Sz'Pz >
+ < 51|P2 >< S2|Py > + < 811 >< S3|P1P2 >
=< S]|P1 >< Szle >+ < S1|P2 >< Sz|P1 >
=Y < S1|Pry >< SalPrz) > -

T€Oo;

Remarque :
On a vu que K<€ X > est isomorphe au dual de K< X >. Cette dualité peut étre étendue en une
dualité entre K€ X %" et K< X >®" qui s’exprime par :

< 518855..854 |PL®P,..8P, >=< S1|P1 >< S|Py > ... < Sp|P > .

Cette dualité a été utilisée dans les démonstrations des lemmes 3.2.1.3 et 3.2.1.4.
3.2.2 Séries formelles de Lie.
Lie < X > désigne la sous-algtbre de K< X > des polyndmes de Lie.

DEFINITION 3.2.2.1. — On appelle série formelle de Lie sur X & coefficients dans K, tout élément
de lalgébre Lie X > . Un tel élément S s’écrit de maniére unique :

S= ZP],,

E>1

og, pour tout k > 1, Py est un polynéme de Lie homogéne de degré k.
8.2.2.1 Représentations adjointes et coadjointes.

Soient £,G : X* ——— K< X >, deux applications définies récursivement de la maniére suivante :

Liz)=z et G(2)=z,

VEX, et VveXT, {L(vz) = L(v)z — 2L(v) et G(vz) = 2G(v) — G(v)z.
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Ezemple :
v=12zy € X*,
L(v) = L(zy) = L(z)y — yL(z) = zy — yz,
G(v) = G(zy) = zG(y) - G(v)z = zy — y=.
Remarque :

D’apreés la définition de G, on peut écrire, pour tout z € X et v € X*,
G(2v) = zG(v) — G(v)z = ad.(G(v)),

ol ad a été définie dans le premier chapitre.

Cette remarque nous permet d’écrire, pour w = 2;2...2x € X",
P 1

G(w) = ad;, (G(22...2¢))

= ad;,ad,,...ad;, _,(z).

Si o est une application qui associe & tout mot v = 2122...zx-1, e(v) = (ad;,)(ad.,)...(ad;,_,),

alors
G(vz) = (ev)(zk)-

DEFINITION 3.2.21.1. ~ La fonction coad est définie, pour tout z € X, par z +——— coad, telle
que,
Yuw € X", w(coad,) = wz — 2w = ~(ad,)w,

ot ad est définie dans le chapitre précédent.

Conséquence.

L(212...21) = L(21...2k w1 )2k — 2. L(21 .. 2k-1)
= [,(zl...zk_l)(coad,,‘)

; z1(coad,,)...(coad;, )
= (=1)*1(ad,,)...(ad;,)=.

3.2.2.2 Série de Lie comme éléments primilifs < d’aprés Ree >.

On considére les deux séries formelles :

F= E uu et G= Z L(v)Qv,

ueX* vEX*

éléments de K€ X*@X"*>.

Dans K& X*®X"* > on définit les deux produits suivants :

.® ., oll . est le produit de concaténation défini sur X*.

®
w=.Quw, ol uw estle produit de mélange défini sur X"*.

Par hypothése G|, =0 = (FwG), = F,.G), =0.
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Pour tout z € X,ona:
D, = Id®8,, ol 8, a été défini précédamment. Ainsi

D,F = E u®(0,u) = E (uz)®u = E (u®u)(2®1),

ueX* ueXe ueX*
d'od D, F=Fe(201).

D.G= ) L(v)®(8.v)

vEX"

= 2 L(vz)®v
veX®

= Y (L(v)2)®v— Y (2L(v))®v + 281
veX® vexX

=Ge(2®1)— (1Qz) e G + zQ1.
On en déduit :
D,(FwG) = (D, F)wG + Fw(D.G)
= [F e (2®1)]wG + Fw [G e (2®1)] — Fw [(201) e G] + Fw(2®1)
= Fw(2®1)+ FuG o (2Q1).
On va reconstruire FwG & partir de FwGj, et D,(FwG):

FwG = (FuG), + _ (Fu(z®1) + FuG ¢ (182))  (182)
2€X

= E Fe(2®z) + E(F;A_:G) * (2®2).
z2€X z€X
On pose H = Fw( et il vient :
H=FoEz®z+Hoz:z®z,
zeX zeX

soit, en posant M =3, . x z®2,
H=FeM+ HeoM.

En itérant, on obtient :
H=FeM+FeM?+FeM*>+. .+ FeM* +..
Etant donné que
F= E u®u
uex- = FeM=M* < étoile propre poure >.

et
M= E z®z
2€X

Par substitution, on obtient :
H=Mt4+ M oM+ M PToeMeM+..

Donc
H=) naM'",
nelN
et donc Yw € X*,
< Hlwdw >= |uw| = H= Z jw|jwew 1))

weX*
D’autre part
H=FuG = H= ) (uL(v))®(uwv) (I1).
u,vEX*
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Soit § € K<« X une série formelle. En utilisant successivement les deux expressions de H, on
obtient :

(ldx-® < S|.>)H= ) |w|< Slw> w, d'aprés (1),
weX*

(ldx-® < S|. >)H = Z u.L(v) < Sluwv >, d'aprés (11).
u,vEX*

Ceci démontre le lemme de Ree,([9]), suivant.

LEMME 3.2.2.2.1. ~

E teo L(v)®(uwv) = 2 Jw|wew.

€x* X
:ex+ we
THEOREME 3.2.2.2.1 (REE). — S est un élément primilif si, et seulement si, S est une somme ¢

infinie> de crochets de Lie.

Preuve :
Supposons que S soit un élément primitif, ce qui est équivalent

I3(S)=S81+1®S <= (S propre et orthogonale aux mélanges propres).

Alors
Z v.L(v) < Sjuwe > = 2 L(v) < Slv>
u,veX"* veEX*
= Y |wl<Slw>w.
wexX®

Pour avoir I’expression exacte de S, soit k > 0 fixé. Projetons sur les mots de degré égal & k.

Y Lw)<Sh>= Y k<Slw>w

jvl=k jwi=k

Supposons que |w| soit inversible dans K, on obtient alors :

T2 T <SS,

lvl=k 'vl lwl=k
d’ou
s= Y L8>y,
2T

avec v tel que |v|~! € K. Donc S est une somme infinie de crochets de Lie.

La réciprogue est immédiate en étendant le lemme 3.2.1.2 aux sommes infinies.
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3.3 EXPONENTIELLE DE LIE
3.3.1 Groupe de MAGNUS,

Soit K. €«X>»={T € K€X» | <Tle>=0}. Clest un groupe pour 'addition. On le munit
de la topologie induite par celle de K€ X >, et Ky € X 3 est donc un groupe topologique.

Posons
MX)={SeKgX>»| <Sle>=1},

on le munit aussi de la topologie induite par celle de K& X >.

LEMME 33.1.1. — M(X) est un groupe topologique pour le produit de Cauchy.

Preyve :
1. Soit S =1— R une série de M(X). On peut calculer son inverse, c’est :

S '=14+R+R*+..4R" +..

(ce qui a un sens car R est propre, donc w(R"™) > n). Donc M(X) est un groupe. On peut alors prendre
comme systéme fondamental de voisinages de 1 les ensembles :

Vi={SeKg«X>»|w(S-1)2k}.
2. Montrons que le produit de Cauchy :

M(X) x M(X) — M(X)
(S,5") — S.8'

est continu. Soient donc (S;)i>1 une suite de séries de M(X) tendant vers S, et de méme (S’;);>1 une
suite de séries tendant vers S’ dans M(X).

Vk € IV, il existe des entiers i(k) et j(k) tels que
i>ik) = (S-S)eV
izik) = (S'=S)) eV
Montrons que SS’ — S;S’; appartient aussi & V; :

SS' - 58’5 = SS' - SS'; + SS'J' - S,'S'j
=855 -5;)+(S-5)5';.

w(SS' - S.'S'j) > inf{ w(S(S' - 5';)),w((S - S:)S'5) }
> inf{ w(§'~5';),w(S-5) },

car, on a clairement :
w(AB) > w(A) et w(AB) > w(B),

et finalement
w(SS' - 85;5'5) > k,

ce qui est le résultat cherché.
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3. Reste & montrer que l'application § 1—— S~! de M(X) dans lui-méme est aussi une
application continue.

Soit donc S=1—- R € M(X). Alors
S'=14+R+R*+..+R"+..
Soit (S;)i>1 une suite tendant vers S dans M(X). Posons S; = 1 — R; et donc
S5 '=14+Ri+R’+..+ R" + ..
Pour tout k, soit i(k) un entier tel que,
i>ik) = S-S eV
S S =R-Ri+ R —R>+.+ R —R"+..
Montrons le résultat intermédiaire suivant :
R - " =(R- R)R" + Ri(R- R)R* ' + ..+ R"(R~ R;)
= ) R(R-R)R".

atb=n
Ceci se prouve par récurrence sur n, en effet :
R™2 _ R;"+2 = Rl _ Rt 4 RoRAHL _ R R
= (R - R))R*"*! 4 R;(R™+! — R,

On a par hypothése w(R ~ R;) > k, d’od w(R;*(R — R;)R?) > k, d’oli encore w(R*t! — R;"*!) > k, et
enfin, par sommation,
w(S1=8 >k

La suite (S;)i>1 converge donc vers S—1.

3.3.2 Exponentielle et Logarithme d’une série formelle.
Soient S=1+ Re€ M(X) et T € Ky € X 3. On pose

[~ ]
n+1 B”
log(1+ R) = 3 (-1)*—,
nx=l
exp(T) = ) 3
k=0

Ces deux expressions ont clairement un sens pour la topologie de K<€ X >, et donc aussi dans K4 € X >,
puisque l’on a :
w(R*)>n et w(T*)>k.

Les calculs classiques montrent alors que

ot log: M(X) —— K; <X >,
exp: Ky € X» — M(X)

sont des bijections inverses ’'une de ’autre.
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Notons W; les voisinages de zéro dans K, € X »
We={TeK,€«X»|w(T)2k}
On vérifie aisément que pour tout k, on a :
log(Vi) CW, et exp(Wi) C Vi.
Ce qui s’écrit encore :
expl(Vi) C Wi et log™!(Wi) C Vi, pour tout k.

Ainsi on a démontré la proposition suivante.

PROPOSITION 3.3.2.1 ([2]). — Les applications
log M(X) —— K, &X>, et exp Ky €X» —— M(X)

sont deuz homeomorphismes inverses Uun de Uautre.

Remarque :
Soient S et T deux séries de K, € X . Si S et T commutent, (i.e. si ST = T'S) alors les calculs
classiques montrent que

exp(S + T) = exp(S). exp(T") = exp(T'). exp(S).
Si S et T ne commutent pas, cette égalité est fausse.

Donc, en général,
log(exp(S).exp(T)) # S+ T.

En d’autres termes, le produit de Cauchy dans M(X) ne correspond pas en général 4 la somme dans
K< X>».

Mais, en utilisant log et exp, on peut < transporter > dans K €.X > une nouvelle opération que
I’on appelle produit de Hausdor[f et que I'on note ¢ » >:
SuT = log(exp(S). exp(T))

comme le montre le diagramme commutatif suivant :

M(X) x M(X) : + M(X)
(exp(S),exp(T)) + — exp(S). exp(T)
(e | ! iy
(5,T) » — log(exp(S5). exp(T))
Ki€X>x K, €X> — K, €X>»

3.3.3 Exponentielle d’une série de Lie.

DEFINITION 333.1. — Soit S € Lie € X >C K4 € X > une série de Lie. La série T = exp(S) est
appelée une exponentielle de Lie.
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Le théoréme qui suit est ’équivalent du théoréme de REE donné au paragraphe 3.2.1 pour les séries
de Lie.

THEOREME 3.3.3.1 (REE). — Soit T € K€K X > une série formelle. Les trois énoncés suivants sont
€quivalents :

1. <T|> estun morphisme pour le mélange.
2. Tn(T)=T1°%", (voir définition de T au paragraphe 3.2.1).
3. T est une exponentielle de Lie.

Preuve :
(1) <= (2): D’aprés le lemme 3.2.1.1,0n a :
I.(T) = Z ©1QUz...Qup < Tugwus...wu, >,
%1,U3,...,Ua€EX"
et on a, d’autre part :
T8 = Z < Tluy >< Tlug > ... < T|ugy > u;Qu;...Qu,.
U1,U3,...,ug€X"

Donc
Th(T)=T%" & (Vuy,us,...,un € X*,

< In(T)|u@u;...0u, >=< T®"|u;®u,...Qu, >)
& (Vup,ug,...,u, € X*,
<Tjuwuy..wty >=<Tlu; ><T|uz > ... <T|u,>)
© <T|.> est un morphisme pour le produit de mélange.
(2) = (3) : Soit T = exp(S) une exponentielle de Lie (i.e. S € Lie € X >). Alors
I'n(T) = Tn(exp(S))
= exp(T'a(S)) (car I'y est un morphisme)
=exp( Y 1%3501%) (d'aprés le corollaire 3.2.1.5)
f+j+l=n
= I exr(1®¥0S01%) (car les 1%*®5®1%7 commutent)
i+j+l=n
II 1®®exp(s)01%
i+j4+l=n
= [I 1¥eTe1%
i+ji+l=n
=T%",
(3) =>(2) : On suppose que I'y(T) = T®" et que w(T®" — 197) > 1, alors
Tn(T)=T%" = H 1%0T®1%7,
i+jt1=n

on applique le logarithme et on obtient :
log(Ta(T)) = 3 1g(1%eTe1%)= Y 19glg(T)@1%i.
$+j4+i=n f+j+1=n
I'y, étant un morphisme, on peut encore écrire :
To(log(T))= > 1%@log(T)®1%,
i+j+1=n
donc log(T’) € Lie € X > (corollaire 3.2.1.5) et donc T est une exponentielle de Lie.
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THEOREME 3.3.3.2 (2]). — La restriction de l'application ezponentielle de K4 K X > d Lie €< X>
est une bijection de Lie € X > sur un sous-groupe fermé du groupe M(X).

Preuve :
On pose :
D(X)={Te€ M(X)|TzT)=TQT }.

Soit S € K4 <X > et T = exp(S). D’aprés le théoréme 3.3.3.1, S € Lie € X > (i.e. T est une
exponentielle de Lie) ce qui est encore équivalent & T élément de D(X). Donc I’application exponentielle
est une bijection de Lie € X sur D(X).

Montrons que D(X) est un sous-groupe de M(X) et qu’il est fermé.

1. D(X) est stable pour le produit de Cauchy car, I'; est un morphisme et donc, pour tout 73,7> €
D(X),
I (Th.T3) = T2(Th).T2(T2) = (T1®T1)(T2®T2) =T TH,T 13,

donc T1.T, € D(X).
2. Soit T€D(X) <= 3!SE€Lie<X> telle que T = exp(S5)
= T-!=(exp(S))~! =exp(-S) (car S et —S commutent)
Selie«X» = -Selie<X>» = T !eDX).
Donc D(X) est un sous-groupe de M(X).

3. Soit (Ti)ip1 une suite de séries de D(X) convergeant vers T € M(X). Puisque I’application logarithme
est continue, la suite (log(T;))i>1 converge vers log(T).

Posons, pour tout ¢ > 1,
Si=log(T;) et S=log(T).
Vk, 3i(k) € IN,tel que i>i(k) = w(S-S5)2>k.

Notons Il la projection de K< X >> qui & toute série S € K<€ X > associe sa partie polynémiale
de degré k. On a donc :
i>i(k) = MH(S)=10c(S).
Puisque S; est une série de Lie, on en déduit que II<x(S;), et donc aussi II<x(S), est un polynéme
de Lie.

Donc quel que soit k, II<x(S) est un polynéme de Lie. On en déduit que S est une série de Lie et
donc que T est une exponentielle de Lie c’est-a-dire T € D(X).

3.3.4 Série de Hausdorff.

On a vu au paragraphe 3.3.2 que le produit de Hausdorff est défini pour tout S,T € Lie < X >
par :
SuT = log(exp(S).exp(T)).
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Comme (D(X),.) est un groupe (Théoréme 3.3.3.2), alors (Lie € X >, n) est aussi un groupe
appelé groupe de Hausdorff (déduit de X relativement & K).

L’élément H = SuT est appelé série de Hausdorff en les indéterminées S et T. On a :

2 3
exp(S)=1+S+%+%+...

T T8
exp(T)=1+T+T+-é-+...

exp($).exp(T) = 1+ (S +T) + 5(S7 +T7 +2T)

+ -(1;(5'3 + T3+ 35T +35T%) + ...

=14u
u W oyt
log(exp(5). exp(T)) =log(l +u) =u— >+ 5 —— +..

Aprés des calculs, on trouve & ’ordre trois (cf [2]) :

SuT = S+ T+ 51S,T)+ 18,5, + T 17, 5] - 518, (S, T + .

3.3.5 Calcul de l’inverse d’une exponentielle de Lie.
Soit T une exponentielle de Lie. On se propose dans ce paragraphe de calculer I’inverse de T.

Soit P’application ¢ : X* — X* qui associe & tout mot n € X* le mot (—1)Il5i € X*. Il est
évident que g? = Idx. et donc g est une involution. On peut prolonger ¢ & K<€ X 3 en posant, pour

toute série S € K€ X >,
oS)= Y <Slw> guw).
weX*

PROPOSITION 3.35.1. ~ La restriction de ¢ ¢ M(X) est l'application passage & l'inverse.

Preuve :
Soient les séries formelles :

E= Z (—1)|”l'r'i®n et = Z mem

nexe mexX*

éléments de KK X*Q@X*». Soit z € X. On a alors :

D:E= 3 (-)"Ag(d:m) = 3 (-)™|(:81)(H®n) = —(:81)E.

neXxe nexe
D,F= 3 me@m)= 3 (mom):®l1)= F(z81).
meX* mex*
E, =11
g e ® } = (FwG), =181.

FI‘ = 1®1
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D,(FwE) = (D,F)wE + Fw(D,E)
= F(2@1)wE — Fw(2Q1)E
=0.

=> FwE =1®1. (d’aprésle lemme de reconstruction). Donc

181= Y m(-1)"ig(muwn).
mneXx*

Idx. étant P’application identique de X*, alors

< Idx-@T|181 > =< Idx-®T| Y m(-1)"lfig(mun) >

mmneX*
&= 1= Y m(-1)"F < Timwn >
mnexX*
puN 1= Y (-)Flmii < Tim>< Tn >
mnexX*
= 1=Tp(T) (avecT= Z < Tim > m)

mexX*

et puisque (1) = 1 et g est une involution, alors
e(Te(M) =0(1) <= dNP(T)=1 <= oIT=1
Donc o(T) est I'inverse de T. .

¢ donne une expression de l'inverse de la série T qui est par hypothése une exponentielle de Lie.
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RESUME

En nous basant essentiellement sur des travaux de M.Fliess et C.Reutenauer portant sur
la réalisation des systémes dynamiques non linéaires, nous avons implémenté un algorithme qui
permet de calculer la réalisation locale et minimale des systémes dynamiques non linéaires de
série génératrice finie. Pour implémenter cet algorithme nous avons utilisé comme langage de
programmation le systéme de calcul symbolique MACSYMA sur MULTICS.

ABSTRACT

On the base of works of M .Fliess and C.Reutenauer, concerning local realization of non linear
dynamical systems, we present an algorithm allowing to compute the local and minimal realization
of finite generating power series. We describe that algorithm in the algebraic computation language
MACSYMA.
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INTRODUCTION

Le but de notre travail est de programmer le calcul de la réalisation locale des systémes dyna-~
miques non linéaires donnés par leurs séries génératrices dans le cas ol celles-ci sont polynimiales
(i.e. de support fini).

Théoriquement, nous savons qu’un systéme dynamique non linéaire est réalisable si et seule-
- ment si son rang de Lie est fini (M.Fliess[2] et C.Reutenauer[1]). On montre facilement que le rang
de Lie d’une série est égal au rang de sa matrice de Lie-Hankel.

Nous supposons donc que notre systéme est donné par sa série génératrice, que nous sup-
posons polynémiale, et nous cherchons les champs de vecteurs et l'observation correspondants.

Nous donnons un ensemble de fonctions permettant la manipulation de mots et de polynémes
pon commutatifs ( calcul de résiduels, de mélange et des bases ) qui vont nous servir dans notre
probléme mais qui peuvent aussi étre intégrés dans n’importe quel programme (écrit en macsyma).
Dans la deuxiéme partie nous donnons les fonctions qui, en utilisant celles de la premiére partie,
permettent de calculer la réalisation. Dans la troisiéme partie nous donnons un programme qui
permet de vérifier si la réalisation que nous avons calculée par la deuxiéme partie est correcte ou
non.

Dans les annexes A,B,C,D et E nous donnons les sources des programmes écrits en MACSYMA
et dans P’annexe F nous donnons quelques exemples.

Nous avons utilisé comme langage de programmation le langage .MAcsyMA (Macsyma[6])
qui est un langage symbolique écrit en maclisp et a été développé au M.I.T. Comme tout lan-
gage, macsyma a ses contraintes et nous sommes alors obligés de les respecter. Nous avons alors
choisi certaines représentations qui nous permettent de garder nos notations tout en respectant les
conditions du langage, et en profitant de ses possibilités.

— Pour représenter une lettre de 'alphabet (son cardinal est choisi par Uutilisateur),
nous utilisons la fonction macsyma <Concat> et alors zi = Concat(z,?) et pour I’interpréteur
zi est un atome (c’est ce que nous voulons).

— Pour la concaténation des mots nous avons utilisé la multiplication non commutative
notée ” . ” . Ainsile mot w = zoz;---z; est entré sous la forme z0.zl-..zk . La représentation
interne de ce mot est la suivante:

/

z0 zl - zk




— L’opérateur principal dans une expression est toujours la racine de I’arbre. Il existe
deux fonctions macsyma qui permettent d’accéder & chaque terme de I’expression: la premiere
<Part> travaille sur la représentation erferne de I’expression ( telle qu’on la voit sur I’écran ).
La seconde <Inpart> travaille sur la représentation interne de I’expression. Ces deux fonctions
reviennent souvent dans les codes des fonctions que nous avons écrites. Nous donnons ci-dessus
deux exemples montrant comment elles fonctionnent.

Ezemples:
() ezpl=%+4z

Part(ezpl,0) = +,
)

Part(ezpl,1) = ol

Part(ezpl,2) = z,

Part(ezpl,1,0) =/,
Part(ezpl,1,2,2) = 2,

€) ezp2=z+y+w.z

Inpart(ezp2,0) = +,

Inpart(ezp2,3) = w.z,
Inpart(ezp2,3,2) = z,

Part(ezp2,1,2) = z,

En tenant compte des conditions imposées par macsyma, la grammaire qui génére les
polynémes non commutatifs a été modifiée en la suivante:

< polynome > ::= < monome > l < monome > + < polynome >,
< monome > = < mot > | < scalaire > * < mot >,
<mot>:u= 1| <lettre > | <lettre >.<mot > | < mot WE SR>
< lettre > == z0 | z1|...| z(m -1),
< scalaire > ::= element de R,
< entier > ::= element de N.

.

Pour représenter un mot de Lie nous avons utilisé les listes: ceci lui donne une représentation
naturelle  P’affichage, et d’autre part la manipulation des listes est trés aisée sous macsyma.




APERCU THEORIQUE SUR LA REALISATION

On considére un systéme de la forme

i(t) = zm:u.-(t)A;(q) avec uo(t) = 1 pour tout t,
(I) $=0

y(®) = h(g(®)).

oi

g € Q, Q@ une varié¢té R-analytique connexe de dimension n,

A;, 0 < i< m, sont des champs de vecteurs analytiques,

h, fonction de sortie, une fonction analytique réelle,

Les A;, et h sont définis dans un voisinage de ¢(0), our g(0) est donné,

t;, 0 < i < m, sont des fonctions réelles continues par morceaux. On posera par la suite
u = (up, Uy, ..., Uk ).

On considére I’homomorphisme ¥ de X* dans I’ensemble des opérateurs différentiels qui
atout mot we X*, (X = {zo,%1,..,Zm-1} ) associe 'opérateur différentiel Y(w) noté Y,,.

Vz; € X, Yz, est un champ de vecteurs formel (convergent).

Pour des entrées et le temps suffisamment petits, la sortie est donnée par la formule de
Peano-Baker(M.Fliess[1]):

y(t) = Z (Yo Oh)lq(o),/o Sutv

weXe

oll J¢coy signifie Pévaluation en ¢(0) et fot 6410 est Pintégrale itérée relative a ’entrée u pendant
Vintervalle de temps [0, t] (M.Fliess|1]).

D’aprés M. Fliess[2], la série génératrice associée & y est une série formelle en les variables
non commutatives zg, 21, ..., 2y :

9= Y (Yuoh)ow
weX*

Le comportement Entrée/Sortiec du systéme (I) est entiérement défini par sa série
génératrice g.

< glw > étant le coefficient du mot w dans la série g, y(t) peut s’écrire:

y(t) = E <g|w>/° Su W

weX"

g est une série formelle sur les variables non commutatives zg,z1,...,2n

g = 2 <glw>w
weX*
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Soit Lie< X > Dalgebre de Lie libre engendrée par X et dans laquelle le crochet de Lie est
défini par

[zi,25] = 2izj — zj2;

On définit le rang de Lie d’une série g (M.Fliess[2] et C.Reutenauer(7]) par
RL(g) = dimLie< X > ag = dim{ Pog|P€Lie< X >}

Un systéme de type (I) est localement réalisable si et seulement si le rang de Lie de sa série
génératrice, RL(g), est fini. La réalisation locale est unique a isomorphisme prés.

On montre facilement que RL(g) = rang(MatLieHankel), ot MatLieHankel est la
matrice de Lie-Hankel (*) associée & g. '

Aprés le calcul du rang de Lie de la série génératrice du systéme donné, et apres s’étre assuré
que celui-ci est fini et donc que le systéme est localement réalisable, on calcule les coordonnées
locales puis les champs de vecteurs et la fonction d’observation.

Les coordonnées locales (Z;)1<i<a ( d étant le rang de Lie de g ) sont définies par C.Reutenauer
(C.Reutenauer[7]) comme étant des séries vérifiant

< Zi|P; > = &
< Zi|P*> = 0si|a|>20ula] = 0

ousi @ = (j1,J2,..-,J&), alors

o]
Q
I

Pj pj?...PJ,
k
el = 3 4
i=1
i)i>1 est une base totalement ordonn e l’algébre des polynémes de Lie.
Pj)i> b al donnée de I’algébre d 1 de Li

Ayant les coordonnées locales, on calcule les champs de vecteurs comme suit

Soit X = {z0,2z1,...,2m-1} Dalphabet

d
; . 0
V') 0 Si<m- 1, z; X; = ,.E—l Trad(z,- o ZJ)BZ
oll Trad(z; o Z;) consiste & exprimer le simplifié z; o Z; en fonction des mélanges des (Z;)1<i<d

puis & transformer le produit de mélange en le produit commutatif usuel et enfin & remplacer les
Z; par les z;.

Pour la fonction d’observation, on prend h = g, oli la série g est exprimée en fonction des
méla.nges des (Zc‘)lSiS_d-

(*) Pour la définition voir dans la partie pratique.
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OUTILS INDISPENSABLES

1. RESIDUELS A GAUCHE ET A DROITE.

Tous les codes en macsyma des fonctions qui seront décrites dans ce paragraphe seront
donnés dans ’ANNEXE B.

1.1. Simplification & gauche d’un polynéme par une lettre.

On définit le simplifié ( ou résiduel ) d’'un mot w € X* par une lettre £ € X comme suit:

0 si y#z,
wo:c:(yv)oz:{ . * ye X,
v s y==z.

M)

loz=0etzo0ol ==z

Nous avons alors la propriété suivante:

Soient z,yeXetwe X* . Alors (woz)oy = wo(zy) . Ce qui permettra
de calculer le simplifi¢ d’'un mot (resp. un polynéme) par un autre mot (resp. par un mot ou par
un polynéme).

S=Z<S|w>w, z € X, Soz=z<5’|w>woz.
weX* weX*

On distingue les cas. particuliers suivants:

— Si S est un nombre alors Soz = 0.
— Si S est une lettre alors
i S
Soz= { 0 sz. .;é z,
1 st sinon.

- Si S=w est un mot non vide, alors (1).
- Si S=a*w estun mondme, alors Soz=a*(woz).
- Si S est une puissance S =w<">, et w#1 alors Soz = (wo z)w<"-1>,

La fonction qui calcule le simplifié d’une série par une lettre, appelée <SimGauLet>, est
une fonction récursive.
1.2. Simplification & gauche d’un polynéme par un autre polynéme.

Soit & calculer le simplifié du polyndéme S par le polynéme P. Alors il y a plusieurs cas
particuliers & traiter avant de voir le cas général.




— Si P est un scalaire, alors SoP=Px* S
- Si P est la lettre z, alors So P = S oz (voir ci-dessus).
— Si P = yv avec y une lettre, alors SoP = (Soy)ov.
— Si P = a * w est un mondme, alors SoP =ax*(Sow).
— Si P = w<"> est une puissance, alors So P = (5o w)o w<"~1>,
— Si
P=) <Plw>w, SoP=) So(<Plw>w)= ) <Plu>Sow
weX® wex* weX®

Nous avons écrit une fonction <SimGauPol> qui utilise la fonction <SimGauLet> et
permet de calculer le simplifié d’un polynéme par un autre.

1.3. Simplification & gauche d’un polynéme par un polynéme de Lie.

Un mot de Lie est soit une lettre de 1’alphabet soit un crochet de Lie de la forme : [M, N]
ol M et N sont des mots de Lie. Sachant que

[M,N]=MN-NM

et vu la définition récursive du mot de Lie, nous définissons une fonction <SimGauML> récursive
qui permet de calculer le simplifié d’'un polynéme par un mot en utilisant la fonction <SimGauLet>
qui simplifie un polynéme par une lettre.

Un polynéme de Lie est une combinaison linéaire de monémes de Lie; c’est donc un élément
du langage généré par la grammaire suivante:

< polynome de Lie > ::=< monome de Lie > | < monome de Lie > + < polynome de Lie >,
< monome de Lie > ::=< mot de Lie > | < coef ficient > * < mot de Lie >,
< mot de Lie > ::=< lettre > | [< mot de Lie >,< mot de Lie >,
< lettre > ::= element de l'alphabet,
< coef ficient > ::= element du corps R.

La fonction <SimGauLie> qui permet de simplifier un polynéme par un polynéme de Lie
utilise les deux fonctions <SimGauLet> et <SimGauML> précédentes.

1.4. Simplification & droite d’un polynéme par une lettre.
De maniére tout & fait symétrique a la simplification & gauche, nous avons :

Soient v, w € X*, z,y€ X : si w= vy, alors
8t y=u=2,

znw:zu(t:y):{vo gipdring

zol=0etloz==z.
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Soit SERLC X >, une série, S=3 exe <Slw>w,

zoS= E <Slw>zow
weX*

zo(yew)=(zy)o w, e¢ zo(yoS)=(2y)o S

La fonction <SimDroLet> qui permet de calculer le simplifié d’un polynéme a droite par
une lettre est une fonction récursive symétrique de <SimGaulLet>.

1.5. Simplification & droite d’un polynéme par un autre polynéme.

Soient S, P deux polynomes, P=3  ex- < Plw>w, alors

PaS= Y <Plw>wsS§.
weX*

Nous utilisons la fonction <SimDroLet> pour construire la fonction <SimDroPol> qui
permet de calculer le simplifié d’un polynéme par un autre.

2. PRODUIT DE MELANGE.

Tous les codes en macsyma des fonctions qui seront données dans ce paragraphe se trouvent
dans PANNEXE C.

Un polynéme est un élément de R < X >. En tenant compte du langage macsyma, un
polyndme est un élément du langage engendré par la grammaire donnée dans 'introduction.

Avant de calculer le mélange de deux mots (resp. mondmes, polyndmes) nous testons si ces
deux mots (resp. mondmes, polynémes) respectent ladite grammaire. Pour cela nous avons écrit
les trois fonctions <EstMot>, <EstMon> et <EstPol>.

2.1. Produit de mélange de deux mots.

Le produit de mélange de deux mots est défini récursivement (M.Fliess[1]) comme suit:

Yw e X*, vwl=lww=w,
Vu,ve X*, Vz,yeX, (zu) w (yv) =z (v w (yv)) + vy ((zu) w v).

1 est le mot vide.

Donc, pour calculer le mélange de deux mots non vides nous aurons besoin de les décomposer
chacun en une lettre concaténée avec le reste du mot d’oit 'intérét de la fonction <Decomp>. La
fonction qui permet de calculer le mélange de deux mots est appelée <MelMot>.
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2.2. Produit de mélange de deux mondémes.
On peut étendre le produit de mélange aux monémes comme suit:
Vuve X", Va,beR (a*u)w (bxv)=ab*(uvwv).

La fonction <MelMon> qui permet de calculer le mélange de deux mondmes utilise les
fonctions <EstMot>, <EstMon> et <MelMot>.

2.3. Produit de mélange de deux polynémes.
Le produit de mélange est étendu aux polynémes, et aux séries comme suit:
VS,T€eRKX > des séries.

S=Z<S|u>u, T=§:<Tlv>v.
ueXx* veEX®*

SwT= Z <Slu><Tlv>uwv.
u,vEX"*

La fonction <MelPol> qui calcule le mélange de deux polynémes utilise les fonctions
<EstPol>, <EstMon> et <MelMon>.

3. CONSTRUCTION DES BASES.

Les codes en macsyma des fonctions qui seront définies dans ce paragraphe seront donnés
dans PANNEXE C.

3.1. Basede R< X >.

R < X > est I’algébre des polynomes non commutatifs sur ’alphabet X = {zo,2;,...,Zm-1}
et & coefficients dans le corps R. X*, monoide libre sur X, ensemble des mots sur X, est la base
canonique de R < X >. Pour construire cette base nous nous sommes inspirés d’un codage utilisé
par G. JACOB et C. HESPEL dans [4]. Nous construisons les éléments de ladite base jusqu’a
P’ordre voulu et nous les mettons en méme temps dans un tableau <b> et dans une liste <lis>,
pour usages ultérieurs.

La fonction <BaseDeKX> qui construit la base de R < X > prend en argument le cardinal
de Palphabet X et le degré jusqu’auquel on veut aller. Nous traitons le cas particulier ol X est
réduit & une seule lettre en premier et le cas général ensuite.




3.2. Base de Lie< X >.

Lie < X > est I'algébre des polynémes de Lie sur I’alphabet X totalement ordonné. On
note ” < ” Yordre lexicographique obtenu sur X* Pour construire la matrice de Lie-Hankel
(voir plus loin), nous avons besoin d’une base de Lie < X >. Nous avons alors choisi la base de
Chen-Fox-Lyndon (G.Viennot[8],M.Lothaire[5]). Nous rappelons que cette base est obtenue a
partir de ’ensemble des mots de Lyndon qui est donné par:

L={weX¥ Vyve Xt w=uv=>w<vu}.
Nous pouvons aussi caractériser les mots de Lyndon par la propriété suivante:
(wel) < (weXouw=IlmavecllmeLell<m)

et c’est cette derniére propriété que nous utiliserons dans notre algorithme.

Soit p:L —— Lie< X > définie par:

{p(z):zsizex,
p(w) = [p(u), p(v)] 8i w e L\X et o(w) = (u,v).

o(w) est la factorisation standard de w, (voir Lothaire [I1]), alors u(L) est une base de
Lie < X > appelée base de C.-F.-L. et nous avons:

dim Lien, < X >=card(LN X")

Lie, < X > est la sous-algébre de Lie < X > des polynémes de Lie de degré égal & n.

Pour notre algorithme, nous commengons par définir un ordre sur Palphabet X. Ensuite,
nous construisons tous les éléments de degré 1. Pour pouvoir tester si un mot est de Lyndon ou
non, nous avons besoin de garder les mots correspondants aux mots de Lie dans un tableau <mli>
sous-jacent au tableau <lli> contenant les éléments de la base déja construits. Les éléments de
degré d sont construits & partir des éléments de degré j et des éléments de degré d —j pour
j allantde 1 & -d—;—l si d est impair, et jusqu’a 52-— 1 si d est pair, tout en nous assurant
que nous avons bien des mots de Lyndon et que ceux-ci ne se répétent pas. Nous avons utilisé une
fonction <EstInf> qui nous permet de tester si un mot de Lie est inférieur ou non & un autre.

La fonction <BaseDeLie> qui permet de construire la base de Lie prend en argument le
cardinal de P’alphabet X et le degré k jusqu’auquel on veut aller. Elle utilise les fonctions
<Traitl>, <Trait2>, <Constl>, <Const2>, <Const3> et enfin <EstInf>.




CALCUL DE LA REALISATION

Pour le calcul de la réalisation nous aurons besoin de tous les outils que nous avons décrits
dans la partie précédente mais aussi d’autres que nous allons définir dans ce qui suit et dont les
codes en macsyma seront donnés dans ’ANNEXE D.

1. DEGRE TOTAL ET TERME CONSTANT D’UN POLYNOME.

Dans tous les calculs qui vont suivre, nous avons besoin de connaitre le degré total de la
série génératrice plynomiale du systéme a étudier. En particulier, pour la construction de la base
de R < X > et de celle de Lie < X >, nous avons écrit une fonction <DegTo> qui prend en
argument un polyndme et renvoie son degré total.

Par les fonctions macsyma prédéfinies nous ne pouvons pas avoir directement le terme cons-
tant d’un polyndme donné. Nous avons alors écrit une fonction qui, étant donné un polynéme
S, renvoie le coefficient, < S|1 >, du mot vide dans celui-ci. Nous avons appelée cette fonction
<Constant>.

2. MATRICE DE LIE-HANKEL ET RANG DE LIE.

On définit la matrice de Lie-Hankel comme étant un tableau infini dont les lignes sont
indicées par les éléments d’une base de Lie < X > et dont les colonnes sont indicées par une
base de R < X >. On montre facilement que si S est une série formelle non commutative sur un
alphabet X alors son rang de Lie, RL(S) est égal au rang de la matrice de Lie-Hankel.

Etant donné un polynéme S, nous calculons son degré total et nous construisons nos bases
jusqu’a cet ordre. Pour avoir la ligne indicée par le polynéme de Lie P de la matrice de Lie-Hankel,
nous simplifions S & gauche par P et nous exprimons le résultat dans la base de R < X >. Nous
obtenons une liste de coefficients que nous transformons en une matrice ligne. Nous appliquons le
méme procédé a tous les éléments de la base de Lie < X > et nous obtenons ainsi la matrice de
Lie-Hankel.

Ayant la matrice de Lie-Hankel, nous utilisons la fonction macsyma <Rank> pour calculer
son rang qui est le rang de lie de S.

La fonction <LieHankel>, qui permet de construire la matrice de Lie-Hankel et de calculer
le rang de Lie de S, utilise les fonctions <SimGauML>, <DegTo>, <BaseDeKX> et enfin
<BaseDelLie>. Elle prend en argument un polynéme S.

3. MOTS CARACTERISTIQUES.

Nous appelons mots caractéristiques les mots indigant les colonnes linéairement indépendantes
de la matrice de Lie-Hankel. Leur nombre est égal au rang de Lie de la série étudiée. Algorith-
miquement, nous déterminons les mots caractéristiques en prenant la colonne non nulle la plus &
droite de la matrice de Lie-Hankel et nous parcourons la matrice de droite & gauche en cherchant les
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colonnes linéairement indépendantes de celle-ci. Nous mémorisons les indices de ces colonnes dans
un tableau <MotCar>. La fonction <MotsCar> qui calcule les mots caractéristiques prend
en argument une matrice, qui sera & Pappel la matrice <MatLieHan> de Lie-Hankel, et nous
renvoie un tableau <MotCar>> & une seule dimension qui contiendra les mots caractéristiques.

Remarque:

On peut mettre tous les indices des colonnes non nulles dans un tableau puis, choisir &
chaque fois r mots (r = Rang de Lie(S)) indigant r colonnes linéairement indépendantes. Ce qui
nous permettra plusieurs choix de mots caractéristiques.

4. COORDONNEES LOCALES.
4.1. Calcul des coordonnées locales.
Nous calculons les coordonnées locales par la formule
Z; = w; o §S— < Slw; >, 1< i< RL(S),
ol S est une série formelle et ol les w; sont les mots caractéristiques.

Le symbole < o > désigne la simplification & droite de S par le mot w;. Nous utilisons
alors la fonction <SimDroPol>. La fonction qui calcule les coordonnées locales est appelée
<CordLoc>. Elle prend en argument un polynéme, qui sera a I’appel la série génératrice du
systéme a étudier, et renvoie un tableau < Z >.

Le coefficient < S|w; > est calculé en utilisant la fonction <Constant> puisque

< Slw; >=<w; 0 S|1>.

4.2. Actions sur les coordonnées locales.

Pour calculer les actions z; a Z; , nous utilisons la fonction <SimDroLet> déja définie
qui permet de simplifier un polynéme S & droite par une lettre z . Nous écrivons donc une
fonction <Actionx> qui utilise le tableau < Z > et I'entier < RL(S) > et qui nous renvoie un
tableau <matx> & deux dimensions tel que matzli, j] = z; o Z; et un tableau <degre> aussi &
deux dimensions tel que degre[i,j] = DegTo(matz(i, j}).

5. FONCTION D’OBSERVATION ET CHAMPS DE VECTEURS.
5.1. Calcul des champs de vecteurs.
Les étapes 4.1 et 4.2 fournissent la réalisation, mais représentée dans 1’algébre des séries non

commutatives. Pour obtenir la réalisation, il faut les traduire en termes de variables commutatives
usuelles. Cela peut s’exprimer comme suit.

A chaque lettre z; de I’alphabet X = {zq,2;,...,Zm~1} est associé un champ de vecteurs
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X;. Le champ de vecteurs Xj, 0<i<m-1 est donné par la formule:

RL(S) 8
X; = Trad(z; o Zj)¢,
Z; 0z;

ot (Z;)1<j<rr(s) sont les coordonnées locales associées & S, la transformation T'rad signifie:

— exprimer z; o Z; en fonction des mélanges des Z; ,

- remplacer les Z; parles y; ,

— remplacer le produit de mélange < w > par le produit commutatif usuel.
Remarque:

Pour le langage macsyma il n’y a pas de distinction entre les lettres majuscules et les lettres
minuscules. Donc, pour qu’il n’y ait pas de confusion nous utilisons y; au lieu de z; .

5.2. Mélanges utiles.
5.2.1. Comparaison de deux listes.

Vu que le systéme macsyma n’offre pas une fonction faisant la comparaison de deux listes,
nous avons écrit une fonction <Comparelist> qui prend en argument deux listes et qui renvoie
comme résultat <True> si les deux listes sont égales et <False> sinon.

5.2.2. Recherche d’une liste dans un tableau.

Nous avons écrit une fonction <recherche> qui prend en argument une liste < { >, un
tableau < t > et deux entiers < k; > et < k; >. Cette fonction effectue une recherche de la
liste < I > dans le tableau < t > entre les indices < k; > et < k2 >. Elle renvoie <True> si la
recherche aboutit et <False> sinon.

5.2.3. Recherche des coordonnées locales utiles.

Pour chaque couple (i, ) il faut exprimer le polynéme z; o Z; en fonction des mélanges des
(Zk)1<k<rL(s) - On remarque qu’on ne se servira effectivement que des coordonnées dont le degré
total reste inférieur au degré total de z; o Z; . Nous avons écrit une fonction <CoordUtiles>
qui prend en argument un polynéme, qui sera & I’appel z; o Z; , et utilise le tableau <Z>
des coordonnées locales et nous renvoie un tableau <tableau> de listes d’indices des coordonnées
locales susceptibles d’étre utiles, et un tableau <somdeg> contenant les sommes des degrés totaux
des coordonnées dont les indices apparaissent dans les listes.

Ezemple:
Si 2y, w 2i,... w 2 est un mélange utile alors dans tableau[i] on mémorise la liste
[k1,k2,...,k) et dans somdeg[i] , on mémorise DegTo(Z;, )+ DegTo(Z,) + ...+ DegTo(Zy,).
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5.2.4. Mélange de coordonnées utiles.

Par la fonction <CoordUtiles>, nous avons obtenu un tableau <tableau> de listes
d’indices. Nous avons écrit une fonction <MelListe> qui prend en argument une liste d’entiers
et qui renvoie le mélange des coordonnées locales dont les indices sont contenus dans cette liste.
Ensuite, nous avons écrit une fonction <MelUtile> qui, A partir du tableau <tableau> et en uti-
lisant la fonction <MelListe> précédente, nous construit un tableau <TableMel> qui contient
les mélanges des éléments de <tableau>.

5.2.5. Produit commutatif.

Par la suite nous aurons a transformer le produit de mélange <w> par le produit usuel
< * > , nous avons alors écrit une fonction <Produit> qui prend en argument une liste d’indices
et qui renvoie le produit commutatif de variables indicées par les éléments de cette liste.

Ezemple: Produit([iy, i3, i3]) = yi1 * yia * yis.
5.3. Expression d’un polynéme en fonction des coordonnées utiles.

Nous avons écrit une fonction <Resolution> qui prend en argument un polynéme < P > .
Cette fonction commence par construire une matrice <mat> dont les lignes sont formées par les
coefficients des éléments du tableau <TableMel> dans la base de R< X > .

Chaque ligne < ¢> de la matrice <mat> est multipliée par un coefficient < afi] > . On
fait ensuite la somme de toutes les lignes obtenues et on obtient une liste <SystEq> d’équations
en les variables < afi] > . D’autre part, on exprime le polynéme < P > dans la base de
R < X > ce qui nous donne une liste <liste> de coefficients et on résout le systéme:

< SystEgq >=< liste >,

suivant les variables < a[i] > . On obtient une liste de valeurs qui sont en fait les valeurs des ali].
5.4. Réalisation.

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour pouvoir calculer la réalisation d’un
systéme analytique donné par sa série génératrice < S > . La fonction que nous allons écrire
maintenant prendra comme arguments une série < S > et un entier < m > ; ce dernier sera
le cardinal de ’alphabet sur lequel est écrite la série < S > . Nous traitons en premier le cas
particulier oui la série < S > est une constante, puis le cas général. Nous calculons la matrice
de Lie-Hankel et son rang par la fonction <LieHankel> puis, par la fonction <MotsCar> nous
calculons les mots caractéristiques, puis par <CoordLoc> nous calculons les coordonnées locales
et enfin par <Actionx> nous calculons les actions des lettres sur les coordonnées locales. Nous
utilisons ensuite les fonctions <CoordUtiles>, <MelUtil> et <Resolution> pour calculer les
champs de vecteurs et la fonction d’observation.
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VERIFICATION DE LA REALISATION

Les codes en macsyma des fonctions qui seront données dans ce paragraphe seront dans
PANNEXE E.

Pour vérifier la réalisation calculée par le logiciel décrit dans la partie précédente, nous
proposons dans cette partie un programme qui permet de partir des champs de vecteurs et de la
fonction d’observation trouvés pour retrouver la série génératrice du départ.

1. ACTION D’UN CHAMP DE VECTEURS SUR UN POLYNOME.

Nous aurons besoin d’une fonction qui permettra de calculer ’action d’un champ de vecteurs
sur un polynéme.

Soit X; =3 i c"ia_?f.-' un champ de vecteurs et P un polynéme. Alors on a:

=1

RL(S)
oP
XjOP= 2 C.'ja—y.

i=1

Pour le calcul de la dérivée partielle, gf , du polynéme P par rapport a la variable y; ,
nous utilisons la fonction macsyma <Diff>.

Nous avons écrit une fonction <Composition> qui prend comme arguments un polynéme
P et un entier j , elle utilise le rang de Lie de S : RL(S) et un tableau <ChVec> & deux
dimensions qui est tel que ChVec[i,j] = Ci; et nous renvoie la valeur de X;o P .

2. VERIFICATION.

Nous avons écrit une fonction <Calculer> qui utilise la fonction <Composition> précé-
dente, la fonction <Constant> déja vue, mais aussi les fonctions: <MotAss> qui permet
d’associer & une liste d’entiers le mot obtenu en faisant le produit non commutatif des z in-
dicés par les éléments de la liste, <Empiler> qui permet d’empiler une liste de trois éléments
dont le premier est un polynéme, le deuxiéme est une liste d’entiers et le troisiéme est un entier,
et enfin <Depiler> qui permet de dépiler une information empilée par la fonction précédente.

La fonction <Calculer> nous renvoie une série qui est la série de départ si notre réalisation
est correcte.
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ANNEXE A

<SimGaulet>

/% Cette fonction renvoie 1le simplifie a gauche du polynome <P> par la #/
/% variable <x>. */

SimGauLet(p,x) := if numberp(p) then O
else
if atom(p) then
if p=x then 1
else O
/% cas d’une puissance*/
else
if inpart(p,0) = ”°"” then
SimGaulet (inpart(p,1),x).(inpart(p,1)""(inpart(p,2)-1))
/% cas d’une multiplication par un scalaires/
else
if inpart(p,0) = ”+” then
if numberp(inpart(p,1)) then
inpart(p,1)*SimGauLet (inpart(p,allbut(1)),x)
else print(”SimGauLet : ERREUR POLYNOME MAL ECRIT”)
else
if inpart(p,0) = ”.” then
SimGauLet (inpart(p,1),x).inpart(p,allbut(l))
else
if inpart(p,0)="+" then
SimGaulLet (inpart(p,1),x)
+ SimGauLet (inpart(p,allbut(l)),x)
else
print(”SimGauLet --> ERREUR POLYNOME MAL ECRIT”)$
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<SimGauPol>

/% Cette fonction renvoie le simplifie a gauche du polynome <S> par le poly-»/
/# nome <P>, tous les deux fournis en arguments. */

SimGauPol(S,P):= block(
if not(member(simgaulet,listfonction)) then
(loadfile(”simgaulet.ldf”),
listfonction:append(listfonction,[simgaulet])),

if numberp(P) then PxS
else
if atom(P) then SimGauLet(S,P)
else
if inpart(P,0) = ”**” then
SimGauPol(SimGauPol (S, inpart(P,1)),
inpart(P,1)""(inpart(P,2)-1))
else
if inpart(P,0) =".” then
SimGauPol(SimGauPol(S,inpart(P,1)),
inpart(P,allbut(1)))
. else
if inpart(P,0)= ”%” then
inpart(P,1)*SimGauPol(S,inpart(P,allbut(1)))
else
if inpart(P,0) = ”+” then
SimGauPol(S, inpart(P,1))
+ SimGauPol(S,inpart(P,allbut(1)))
else

print(”SimGauPol --> ERREUR POLYNOME MAL ECRIT”))$
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<SimGaulie>

/% Cette fonction renvoie le simplifie du polynome <P> par le mot de Lie #/
/% <ML>, tous les deux fournies en arguments. */

SimGauML (p,ML):= block(
if not(member(simgaulet,listfonction)) then
(loadfile(”simgaulet.ldf”),
listfonction:append(listfonction,[simgaulet])),

if atom(ML) then SimGaulet(p,ML)

else SimGauML(SimGauML(p,first(ML)),last(ML))
- SimGauML (SimGauML (p,last(ML)),first(ML)))$

/% Cette fonction renvoie le simplifie a gauche du polynome <S> par le #/

/% polynome de Lie <PL>. */
SimGauPL(S,PL) := if atom(PL) then SimGauLet(S,PL)
else
if inpart(PL,0) = ”[” then SimGauML(S,PL)
else

if inpart(PL,0) = ”#” then
inpart(PL,1)xSimGauPL (S, inpart(PL,allbut(1)))
else
if inpart(PL,0) = ”+” then
SimGauPL (S, inpart(PL,1))
+ SimGauPL(S,inpart(PL,allbut(1)))
else print(”SimGauPL --> ERREUR DANS POLY. DE LIE”)$
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<SimDrolet>

/% Fonction qui renvoie le simplifie a droite du polynome <P> par la lettrex/
/% <x>, <P> et <x> sont fournis en arguments. »/

SimDroLet(P,x) := if numberp(P) then 0
else
if atom(P) then if P=x then 1 else O
else
if inpart(P,0) = ”*"” then
(inpart(P,1)""(inpart(P,2)-1)).SimDroLet (inpart(P,1),x)
else
if inpart(P,0) = ”#” then
if numberp(inpart(P,1)) then
inpart(P,1)*SimDrolLet(inpart(P,allbut(1)),x)
else print(”SimDroLet --> ERREUR DANS POLYNOME”)
else
if inpart(P,0) = ”.” then
inpart(P,1).SimDroLet (inpart(P,allbut(1)),x)
else
if inpart(P,0)="+" then
SimDroLet (inpart(P,1),x)
+ SimDrolLet (inpart(P,allbut(l)),x)
else print(”SimDroLet --> ERREUR DANS POLYNOME”)$
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<SimDroPol>

/% Fonction qui renvoie le simplifie a droite du polynome <S> par le poly- */
/% nome <P>, <P> et <S> sont fournis en arguments. */

SimDroPol(S,P):= block(
if numberp(P) then PxS
else
if atom(P) then SimDrolLet(S,P)
else
if inpart(P,0) = ”+” then
SimDroPol (S, inpart(P,1))
+ SimDroPol(S,inpart(P,allbut(1l)))
else
if inpart(P,0) =”.” then
SimDroPol(SimDroPol(S,inpart(P,allbut(1))),
inpart(P,1))
else
if inpart(P,0)= ”*” then
if numberp(inpart(P,1)) then
inpart(P,1)*SimDroPol(S,inpart(P,allbut(1)))
else print(”SimDroPol --> ERREUR DANS POLYNOME”)
else
if inpart(P,0) = """ then
SimDroPol(SimDroPol(S,inpart(P,1)),
inpart(P,1)"*(inpart(P,2)-1))
else print(”SimDroPol --> ERREUR DANS POLYNOME”))$
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ANNEXE B

<BaseDeKX>

/% Cette fonction nous permet, etant donnes le cardinal m de 1’alphabet et x/
/% le degre k jusqu’auquel on veut aller, de construire la base canonique de #/
/% 1’algebre des polynomes non commutatifs. Cette base est ordonnee par %/

/% longueur et par 1l’ordre lexicographique pour chaque longueur.

BaseDeKX(m,k):=block([j,1,s,n,1i],
lis:[],
if m=1 then
(for i from 1 thru k+l1 do
(b[i]:(concat(x,0))""(i-1),
lis:endcons(b[i],lis)
),
dimtab:k+l
)
else
(bl1l:1,
for 1 from O thru k-1 do
for j from m"1 thru 2#m"1-1 do
for s from O thru m-1 do
(i:mxj+s-(m-2)*(m"(1+1)-1)/(m-1),
n:j-(m-2)*(m"1-1)/(m-1),
b[i]:b[n].concat(x,s),
lis:endcons(b[i],lis)
),
dimtab:i
)
)%
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<EstInf>

/% Cette fonction permet de tester si le monome de Lie <11> est inferieur #/
/% au monome de Lie <mm> ou non. */

estinf(ll,mm):= if atom(1ll) then
if atom(mm) then is(11<=mm)
else estinf(1l1l,first{(mm))
else if atom(mm) then estinf(first(11l),mm)
else if is(first(1l)=first(mm)) then
estinf(last(11l),last(mm))
else estinf(first(ll),first(mm))$

<BaseDel ie>

/* La fonction <BaseDelie> permet de construire une base de Lie. On lui */
/% passe comme parametres : m, qui est le nombre de lettres de 1’alphabet et»/
/* n, qui sera le degre jusqu’auquel on veut aller. Dans notre cas n sera */
/% le degre total de la serie a etudier. */

BaseDelLie(m,n):=block([j,ns,ur,tt,i],
local(mli,aa,bb),
tt:[],
for j:0 thru m-2 do assume(concat(x, j)<concat(x,j+l)),
for i:0 thru m-1 do
(11i[1,i]):concat(x,i),
mli[1l,i]:concat(x,i)
)s
la[l]:m,
if m>1 then
(ns:2,
while ns <=z n do
(i:0,
if oddp(ns) then traitl(ns) else trait2(ns),
la[ns]:i,
ns:ns+l

)
)$
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<Traitl>

/% Le parametre ns que 1’on passe a la fonction <traitl> represente le numerox/
/% de la ligne que 1’on veut construire; c’est aussi le degre des <monomes> »/
/% de Lie que cette ligne contient. */

traitl(ks):=block([j],
for j:1 thru (ks-1)/2 do constl(j,ks-j),
for j:1 thru (ks-1)/2 do const2(ks-j,j)
)$

{Trait2>

/% <trait2> comme <traitl> prend pour parametre le numero de la ligne a */
/+ construire, mais dans le cas ou ce numero est pair. */

trait2(ks):=block([j],
for j:1 thru ks/2-1 do constl(j,ks-j),
const3(ks/2),
for j:1 thru ks/2-1 do const2(ks-j,j)
)$

<Constl>

/+ A la fonction <constl> on passe deux parametres qui representent les /
/# numeros des deux lignes a partir desquelles on va construire la ligne */
/% courante. Vous remarquerez qu’en meme temps on construit une liste <tt> »/
/# qui va nous permettre d’eviter de construire des monomes dont les mots »/
/+ associes sont egaux. */

constl(al,bl):=block([r:0,k,1],
tt:[]’
for k:0 thru lalall-1 do
for 1:0 thru la[bl]-1 do
(if estinf(1lifal,k],11i[bl,1]) then

(1lif{ns,i):[11i[al,k],11i[bl,1]],
mlifns,i]:mli[al,k].mli[bl1,1],
tt:endcons(mli[ns,il,tt),

isield

)

else

(aafal,r]):k,bb[bl,r]:1,
r:r+l

)),

ur:r
)$
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<Const2>

/% Cette fonction permet de construire les monomes qui n’ont pas ete obtenus»/
/# par <constl>. On lui passe comme parametres les numeros des lignes a */
/% partir desquelles se fait la construction. */

const2(z,t):=block([a,r],
for r:0 thru ur-1 do

(a:mli[z,bblz,r]].mli[t,aalt,r]],

if not(member(a,tt)) then
(mli[ns,i]:a,
1li[ns,il:[11i[z,bblz,r]],11i[t,aa[t,r]]],
idi+l,
tt:endcons(a,tt)
)

)$

<Const3>

/% Cette fonction est utilisee uniquement dans le cas ou ns est pair. Elle */
/+ permet donc de construire des monomes a partir de la ligne ns/2. »/

const3(ka):=block([a, j,k],
for j:0 thru la[kal-1 do
for k:0 thru la[ka]-1 do
if not(j=k) end estinf(1li[ka,j]l,11ilka,k]) then
(a:mlilka, j].mli[ka,k],
if not(member(a,tt)) then
(mlilns,i]:a,
lli[ns,i]:[lli[ka,j],lli[ka,k]],
i:i+l,
tt:endcons(a,tt)
)

)$
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ANNEXE C

<Decomp>

decomp(u) :=block(
if u=zl or atom(u) then
(debut:u, suite:l)
else :
if inpart(u,0) =".” or inpart(u,0) = ”"*” then
(decomp (inpart(u,l)), suite:SimGaulet(u,debut)))$

<EstMot>

EstMot(u) := if u=l or atom(u) then true
else
if inpart(u,0) = ”°°” then EstMot(inpart(u,l))
else
if inpart(u,0) = ”.” then
EstMot (inpart(u,l)) and EstMot(inpart(u,allbut(l)))
else false $

<EstMon>

EstMon(u) := if EstMot(u) then true
else
if inpart(u,0) = ”*” then
numberp(inpart(u,l)) and EstMot(inpart(u,allbut(l)))
else false$

<EstPol>

EstPol(p) := if EstMon(p) then true
else
if inpart(p,0) ="+" then
EstMon(inpart(p,1)) and EstPol(inpart(p,allbut(l)))
else false $
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<MelMot>

MelMot(u,v) := block([debutu,suiteu,debutv,suitev],
if EstMot(u) and EstMot(v) then
(if u=l or v=1 then uxv
else
(decomp(u) , debutu :debut , suiteu:suite,
decomp(v), debutv:debut, suitev:suite,
debutu.MelMot (suiteu,v) + debutv.MelMot(u,suitev)
) +
)
else print(”MelMot --> LES MOTS SONT MAL ECRITS”)
)$

<MelMon>

MelMon(ml,m2) := if EstMon(ml) and EstMon(m2) then
if EstMot(ml) then
if EstMot(m2) then MelMot(ml,m2)
else inpart(m2,1)xMelMot(ml,inpart(m2,allbut(l)))
else inpart(ml,1l)*MelMon(inpart(ml,allbut(l)),m2)
else print(”MelMon --> ERREUR DANS LES MONOMES”)$

<MelPol>

MelPol(pl,p2) := if EstPol(pl) and EstPol(p2) then

if EstMon(pl) then

if EstMon(p2) then MelMon(pl,p2)

else MelMon(pl,inpart(p2,1))

+ MelPol(pl,inpart(p2,allbut(l)))
else MelPol(inpart(pl,l1),p2)
+ MelPol(inpart(pl,allbut(l)),p2)
else print(”MelPol --> ERREUR DANS LES POLYNOMES”)$
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ANNEXE D

<DegTo>

/% Cette fonction prend comme argument une serie <S> et nous renvoie son */
/% degre total. */

DegTo(S) := if numberp(S) then 0
else if atom(S) then 1
else if inpart(5,0) = ”"°"” then
inpart(S,2)«DegTo(inpart(S,1))
else if inpart(S,0) = ”.” then
DegTo(inpart(S,1)) + DegTo(inpart(S,allbut(1)))
else if inpart(S5,0) = ”#” then
DegTo(inpart(S,allbut(1)))

else if inpart(S,0) = ”+” then

max (DegTo(inpart(S,1)),

DegTo(inpart(S,allbut(l))))
else print(”DegTo --> ERREUR DANS SERIE”)$

<Constant>

/» Cette fonction permet, etant donnee une serie <5>, d’isoler le terme »/
/+ constant de celle-ci. %/

Constant(S) := if numberp(S) then S
else
if atom(S) then 0
else
if inpart(S,0)="+” then
if numberp(inpart(S,1)) then inpart(S,1)
else O
else 0 $
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<LieHankel>
LieHankel(S,m) := block([i,j,k,p,tampon,l,liss],local(la),

k:DegTo(S),
print(” Calcul de la base de R<X>!”),
BaseDeKX(m,k),
if m=1 then
(liss:rest(lis),
tampon:SimGauLet(5,x0),
if tampon#0 then
(1:coefmatrix([tampon],liss),
1:cons(constant (tampon),1[1]),
MatLieHan:matrix(1l),
nbligne:1l)
)
else
(print(” ”y,
print(” Calcul de la base de Lie<X>!”),
BaseDelLie(m,k),
nbligne:0,
r:0,
for j:1 thru k do
for p from O thru la[j]-1 do
(tampon:SimGauML(S,11i[ j,p]),
if tampon#0 then
(1: coefmatrix([tampon],lis),
1:cons(constant (tampon),1[1]),
l:matrix(l),
if r = 0 then (MatLieHan :1 , r : 1)
else MatLieHan:addrow(MatLieHan,1),

nbligne:nbligne+l
)
)),
print(” »)’
print(” La matrice de Lie-Hankel est:”),
print(” ”y,

print(" n),
print(” MatLieHan = ”,MatlLieHan),
r : rank(MatlLieHan),
print(” ”),
print(” Le rang de Lie de S est: ”,r)
)$
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Cette fonction prend en argument une matrice qui,
/% matrice <MatLieHan> de Lie-Hankel construite par la fonction <LieHankel>. %/

<MotsCar>

Motscar(matrice) := block([i,r,rl,mataux],

print(” ”)’
print(” Les mots caracteristiques sont :”),
print(” ”),
mataux : col(matrice,dimtab),
/% ind sera le nombre de mots caracteristiques */
ind:1,
if rank(mataux)#0 then
(r:1,
MotCar[ind]:mataux,
print(”  MotCar[”,ind,”] = ”,MotCar[ind]),
ind:ind+l)
else r:0,
for i from dimtab-1 thru 1 step -1 do
(if rank(col(matrice,i))#0 then
(mataux: addcol(mataux,col(matrice,i)),
rl: rank(mataux),
if rl # r then
(MotCar[ind] : b[il],
print(” MotCar[”,ind,”] = ”,MotCar[ind]),

r:rl,
ind:ind+l
)
)
),
ind : ind-1
)$
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<CoordlLoc>

/% Fonction qui calcule les coordonnees locales <Zi> du polynome <P>. Cettex/
/% fonction utilise les fonctions <SimDroPol> et <Constant> et la tableau quix/
/% contient les mots caracteristiques construits par la fonction <MotsCar>. */

CoordLoc(S) :=block([ j,poly],

print(” Les coordonnees locales sont :”),

print(” ”),

for j from 1 thru ind do
(poly:SimDroPol(S,MotCar( jl),
z[j]: poly - Constant(poly),
print(concat(Z,j),” = ”,z[j])
)

)$

<Actionx>

/% Cette fonction qui calcule les actions a droite des lettres <xj> sur les x/
/% coordonnees locales <Zi>. */

actionx(t):=block([i,y,jl,

for j from O thru (m-1) do

for i from 1 thru ind do
(y:concat(x,j),
matx[i,j]:simdrolet(t[il,y),
degreli, j]:degto(matx[i,j])
)

)$

<CompareList>

/% Cette fonction renvoie <true> si les deux listes fournies en arguments */
/% sont egales, et <false> sinon. «/

comparelist(11,12):=block([bool],
bool: false,
if 11=[] and 12=[] then bool:true
else
if length(ll)=length(12) then
if member(first(11),12) then
(12:delete(first(11),12,1),
comparelist(rest(11),12)
)

)$
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<Recherche>

/% Cette fonction renvoie <true> si la liste <1> fournie en argument se */
/% trouve dans le tableau <t> , et <false> sinon. */

recherche(1l,t,kl,k2):=block([i],
ikl,
while i#(k2+1) and not(comparelist(1l,t[i])) do i:i+l,
if i=k2+1 then false else true

)$

<CoorduUtiles>

CoordUtiles(P,DP):=block([k:0,mm,n,fin:1,inddeb:1, indut,deg,list],

for n from 1 thru ind do

(deg:degto(z[n]),

if deg#0 and deg<= DP then
(Fin:0,k:k+1,
tableaulk]:[n],
somdeg[ k] :deg
)

),

indfin:indut:k,

while fin=0 do
(fin:1,
for n from inddeb thru indfin do
(for mm from 1 thru indut do
(deg:somdeg[mm]+somdeg[n],
if degf0 and deg<=DP then
(list:endcons(first(tableau[mm]),tableau[n]),
if not(recherche(list,tableau,indfin+l,k)) then

(fin:0,k:k+l,
tableau[k]:list,
somdeg[k]:deg

)

)
)
)s
inddeb:indfin+l,
indfin:k
)
)$
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<{MellListe>

/% Cette fonction calcule le melange des <Zi> dont les indices se trouvent #/
/# dans la liste <1> fournie en argument. »/

Melliste(1):=block(
if 1=[] then 1
else MelPol(z[first(1l)],MelListe(rest(1)))
) $

<MelUtil>

/% Cette fonction calcule, etant donne un tableau de listes d’indices, les #/
/# melanges pour tous les elements du tableau. */
MelUtil(T):= block([n],
for n from 1 thru indfin do tablemel[n]:MelListe(T[n]))$
<Produit>
/% Cette fonction renvoie le mot forme par le produit commutatif de tous lesx/

/% elements <yi> pour <i> dans la liste <1>. Ex : produit([i,j,k])= yisyjryk.#/

produit(l):=if 1=[] then 1
else concat(y,first(l))«produit(rest(1))$
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<Resolution>

/# Cette fonction effectue la resolution d’un systeme d’equations dans le #/
/% but d’exprimer un polynome <P> en fonction des melanges des coordonnees »/
/% locales <Zi>. */

resolution(P):=block([i,r,listeq,listvar,liste,mat,systeq],
liste:0, r:0,
for i from 1 thru indfin do
(liste:coefmatrix([tablemel[i]],lis),
if r=0 then (mat:liste,r:1)
else mat:addrow(mat,liste)

)y

systeq:0,

listvar:[],

for i from 1 thru indfin do
(systeq:systeq+(a[i]l«row(mat,i)),
listvar:cons(afi],listvar)

)y

liste:coefmatrix({P],1lis),
systeq:systeq-liste,
listeq:[],

for i:l thru dimtab-1 do listeq:endcons(systeq[l,i],listeq),
linsolvewarn:false, :
solvenullwarn:false,

solve_inconsistent_error:false,

globalsolve:true,

test:solve(listeq,listvar)

)%
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<Calculer>

calculer(s,m):=block([i,j,mm,lis,indfin,dimtab,bool,nbligne,kk,MatLieHan],
local(matx,degre,a,z,tableau,motcar,somdeg,tablemel),
if numberp(s) then
(print(” Rang de Lie = 0”),
print(” Il n’y a pas de champs de vecteurs ")
)
else
(print(” n),
LieHankel(S,m),
MotsCar(MatLieHan),
CoordLoc(S),
Actionx(Z),
bool:false,
for i:l thru ind
while not(bool) do (bool:is(motcar[i]=1),kk:i),
if bool then h:concat(z,kk)
else
(coordutiles(S,k),
meluti(tableau),
resolution(S),
h:constant(S),
for i:l thru indfin do
h:h+ali]*produit(tableaul[il]),

kill(a)

),
print(” ”),
print(” La fonction d’observation est:”),
print(” ”)’

print(” n)’

print(” H = ”,h),

print(” n),

print(” Calcul des champs de vecteurs!”),
print(” n),

for j from 0 thru (m-1) do
for i from 1 thru ind do
if not(numberp(matx[i,j])) then
(coordutiles(matx[i,j],degreli,jl),
melutil(tableau),
resolution(matx[i,jl),
chvec[i, jl:constant(matx[i,jl),
for k from 1 thru indfin do
chvec(i, jl:chvecli, jl+(alk]*produit(tableaulk])),
kill(a)

else chvecli, jl:matx[i,jl,
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print (» Les champs de vecteurs sont:”),
print (” ”) ,
print (n n) ,

for i from 0 thru m-1 do
(mm:0,
for j from 1 thru ind do
if chvec[j,il#0 then mm:mm+(chvec[j,i].(d/dz[j])),
print(” ”,concat(X,i),” = ”,mm)

read(” Tapez <c> puis ; puis <RETURN> pour continuer:”)
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ANNEXE E
<Composition> <MotAss> <Empiler>

Composition(P, j):=block([i],
q:0,
for i:l1 thru n do
q:q+tab[i, jl1*diff(P,concat(z,i))
)$

Motass(l):= if 1=[] then 1
else concat(x,first(1l)).Motass(rest(1))$

Empiler(t):=block(
if pilevide then pilevide:false,
posc:posc+l,
pile[posc]:t
)$

Depiler():=block(
if posc=0 then pilevide:true
else
(1:pile[posc],
posc:posc-1,
if posc=0 then pilevide:true
)
)$

<Verification>

Verification(tab,n):=block([i,posc:0,pilevide:true,constante,sa,q,t,1],

local(pile),
constante:sa:constant(S),
t:[n,[],0],
Empiler(t),
while not(pilevide) do
(Depiler(),

<Depiler>

if (1[3)<m) and (not(numberp(1[1]))) then

(t:[l[l]’l[Z] 91[3]"'1] ’
Empiler(t),
Composition(1[1],1[3]),
constante:constant(q),

sa:sa+constantexmotass(cons(1[3],1[2])),

t:[q,cons(1[31,1[2]),0],
Empiler(t)
)),

print(sa),

read(” Tapez <c> puis ; puis <return> pour continuer:”))$
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ANNEXE F

PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION
D’UN SYSTEME LORSQU’ ELLE EXISTE

menu principal

1- calculs independants.
2- calculer la realisation.

3- verifier la realisation.

4- fin,

tapez le numero de votre choix suivi de ”;” :

entrez le cardinal de votre alphabet termine par ”;” :

votre alphabet sera desormais le suivant:

[x0, x1]

entrez votre serie terminee par ”;” :

(x1772) .x04x1.(x0"°"2) . x14x1""2=(x0""3) . x14+x0.x1.x0" " 24+x0""4+x0;

la matrice de lie-hankel est:

[1 000 0001-1001000000000000000000 0]
[ ]
[0 010 0100 100000000000000000000 0 0}
[ ]
[0 001-1000 000000000000000000000O0 0]
matliehan ={ ]
[0-210 0000 000000000000000000000O0 0]
[ ]
[1 000 0000 000000000000000000000 0 0]
[ ]
[2 000 0000 000000000000000000000 0 0]
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le rang de lie de s est: 5

lés mots caracteristiques sont:

<2>
motcar[ 1 ] = x1 . x0
<2>
motcar[ 2 ] = x0 . xl
motcar[ 3] = x0 . xl
motcar[ 4 ] = «xl
motcar[ 5] = 1

les coordonnees locales sont:

zl = x0
z2 = x1 - x0
<2>
23 = x1 . x0 - x0
<2> <3>
24 = %1 .x0 + x1 - x0
<2> <2> <2> <3
zh & %l . X0 + x1 . x0 . X1 + x1 - x0 o X1

<2> <4>
+x0 . x1 . x0 + x0 + x0

la fonction d’observation est:

e 25

les champs de vecteurs:

2 3 2
z2 zl zl d
X0 = (-2 28421 23 + - 4212242224 ===+ =-=+4+2214+1) ., -
2 3 2 dz
: 5
d d d d
+ 23 . ==+ 22, mmm - - m--
dz dz dz dz
4 3 2 1
d d d
X1 = 24 . o= 4 ==n ¢ ===
dz dz dz
5 4 2
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la serie correspondant a votre realisation est:

<> <2> <2> 3> <2> <4>
x1 . X0 + x1 . x0 . x1 + x1 - x0 «x1 +x0 . x1 . x0 +x0 + x0
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PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION
D’UN SYSTEME LORSQU’ ELLE EXISTE

[
]

N
U

A
|

a- fin .

menu principal

calculs independants.
calculer la realisation.

verifier la realisation.

tapez le numero de votre choix suivi de ”;” :

entrez le cardinal de votre alphabet termine par ”;” :

votre alphabet sera desormais le suivant:

[x0, x1]

entrez votre serie terminee par ”;” :

x0.x1%"3-(x0""3).x1-x0.x1""2+x0.x1.x0""2+x0" "44x0;

la matrice de lie-hankel est:

matliehan=

[
[
[
[
[
[
[-
|
[
[
|

l 0 0000-11-1001001000000

0 0-1100 10 00OO0O0O0O0OO0OO0OO0OOOO0O

o

—

N

1

-2

o

(=]

0

0000

1000

0000

0000

00

00

00

00

0000000000000
0000000000 OODO
0000000000OOO
0000000000000
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0

0

0

0

00000
00000
00000
00000
00000

00000

0000]
000 0]
000 0]
000 0]
000 0]

000 0]



le rang de lie de s est: 5

les mots caracteristiques sont:

<3>
motcar[ 1 ] = «x1

<2>
motcar[ 2 ] = x1
motcar[ 3] = x1
motcar[ 4 ] = x0
motcar[ 5] = 1

les coordonnees locales sont:

zl x0

z2 = x0 . x1 - x0
<2> <3>
23 = x0 . xl - x0 . x1 - x0
<3>.
24 = x0 . x1 . x0 + x0
<3> <3> <2> <2> <4
25 = - x0 . X1 + x0 . x1 - x0 . x1 + x0 . x1 . x0 +x0 + x0

la fonction d’observation est:

h= 25

les champs de vecteurs:

2 2
d zl d zl d d d
X0 = (24 4+ 1) . === 4 (22 4 === 4+ 2Z1) . ==c = ccc |, coe = coe § =mm
dz 2 dz 2 dz dz dz
5 4 3 2 1
d d d
X1 = 23 , == 4+ 22 . o= 4+ 21 , ===
dz dz dz
5 3 2

la serie correspondant a votre realisation est:

<3 <3> <2> <2> <4>
- x0 . X1 + x0 . x1 - x0 . x1 +x0 . x1 . x0 + x0 + x0
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IV. MOTS DE LYNDON ET MACSYMA



MOTS DE LYNDON ET MACSYMA

N. Oussous (*)

RESUME :

Dans ce papier nous rappelons la définition et quelques propriétés des mots de Lyndon. Ensuite,
nous implémentons des algorithmes relatifs & ces mots d’aprés un papier de G MELANGON& C.REUTENAUER.
Ces algorithmes, implémentés en MACSYMA, nous permettent, entre autres, de construire la base de CHEN-
FOX-LYNDON, la base de POINCARE-BIRKOFF-WITT associée, la décomposition d’un mot ou un polynéme
dans cette derniére base. Ce travail nous a conduit & utiliser les mots de Lyndon dans le probléme de la
réalisation.

ABSTRACT :

We recall some definition and properties of Lyndon words. We implement in MACSYMA some
algorithms allowing to "manipulate” Lyndon words. In fact, we give two algorithms : the first one
gives eatch word w as a decreasing product of Lyndon words and gives also the element of the P.B.W.
basis associated to w. The second algorithm, permits to associate for eatch word w (or polynomial) its
expression in the P.B.W.L. basis. With the first algorithm, we can also produce the Lyndon basis and
the P.B.W.L. basis. This work has conduct us to use the Lyndon words in the problem of realization.
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MOTS DE LYNDON & MACSYMA
Introduction.

En me basant sur un papier de G.MELANGONL C.REUTENAUER(s], j’ai implémenté en MacsyMa
deux algorithmes : le premier permet d’écrire tout mot w € X* comme produit décroissant de mots de
Lyndon (Théoréme de Lyndon M.LOTHAIRE[4], G.MELANGON% C.REUTENAUER[5]). Mais, en plus, il permet
de construire ’ensemble des mots de Lyndon, la base de C.F.L. et la base de P.B.W.L. correspondante et ce
en traitant les éléments de X* un apreés ’autre. L’avantage de cet algorithme est qu’il permet d’obtenir
ces trois ensembles ordonnés pour ’ordre lexicographique par longueur. Ce qui peut étre intéressant, pour
nous, en le comparant & I’algorithme donné par 3 P.DUVAL[1). Du point de vue vitesse de construction, il
est clair que les bases de Hall sont les meilleures (P.v.KOSELEFF(3]) mais, pour notre application G.JAcoB&
N.oussous[2] nous préférons la base de C.F.L.. L'utilisation de MACsSYMA rend la lecture des résultats plus
aisée en comparaison avec les résultats donnés par LiIsP (P.v.KOSELEFF{3])). Le second algorithme permet
de donner la décomposition d’un mot w € X*, puis d’un polynéme dans la base de PB.W.L.

1. Ordre lexicographique et classes de conjugaison.

Soit X un alphabet totalement ordonné, et soit X* le monoide libre engendré par X dont les

éléments sont appelés des mots. On définit un ordre total sur X* comme suit:
i) 3 £ tel que =
VuveX", u<v ssi {ou (‘) w# t:q ww ="
(#1) 3z,y,2 € X" et a,b € X tels que u = zay, v==zbz et a < b.

On a ainsi I'ordre lexicographique usuel sur les mots de X*. Pour cet ordre, on a (¢f Lothaire[4]) les
deux propriétés suivantes:

1) VYwelX*, u<v &> wu<wy.
(2) Si vguX*, Vw,z€ X", u<v = uw<v2.

On dira qu’un mot u est un facteur du mot v s’ill existe z,y € X* tels que v = zuy.

Si z = ¢ (resp. y =€), on dira que u est le facteur gauche (resp. droit) de v, propre si y # € (resp.

z#e).
Deux mots u et v de X* sont dits conjugués si il existe z,y € X* tels que u==zyetv=yr.

2. Mots de Lyndon.
a. Définition.

Pour plus de détails sur les mots de Lyndon, on peut consulter les références [1], {4] ou [5].

DEFINITION 21. — Un mot w € X* est un mot de Lyndon ssi:
0) il est strictement plus petit que tous ses conjugués,

ou
() tl est strictement plus petit que ses facteurs droils propres.

On notera L lUensemble des mots de Lyndon sur X.
b. Propriétés :

(1) Soit w € L\X et soit m son plus long facteur droit propredans L . Si w = Im,
alors | € Letl<lm < m. Le couple o(w) = (I,m) est appelé la factorisation standard de w.

w € X,

2 L si, et seulement si,
) w € L si, et seulement si {Ouw = lmavec Ime€L et l<m.

Ce qui donne un moyen algorithmigue pour la construction des mots de Lyndon.
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LEMME 2.2. - Soient w € L\X eto(w) = (I,m) sa factorisation standard, et soit n un mot
de Lyndon vérifiant w < n. Alors le couple (w,n) est la factorisation standard de wn si, et seulement
s, n < m

Preuve:
(a) Montrons que o(wn) = (w,n) = n<m.

Supposons que m < n, alors d’aprés la propriété (2) mn € L et donc n n’est pas le plus long
facteur droit propre de wn ce qui est en contradiction avec ’hypothése: (w,n) = o(wn).

(b) On suppose w < n < m et que o(wn) = (u,v) avec v £ n.

T
-+
-

" s

U v

Soit alors k le plus petit suffixe, différent de €, propre ou non de h. On a alors k£ < m. En effet:
k<h<hn=v<n<m,

Or m < k, puisque k est un suffixe propre de w, et que o(w) = (I, m). Dot contradiction.

3. Base de Lyndon.

A partir des mots de Lyndon, on peut construire une base ( dite base de LYNDON ou de CHEN.
FOX-LYNDON ( ¢f LOTHAIRE[4] ou VIENNOT(6))) de I’algébre Lie <X > des polynémes de Lie. Cette base est
obtenue récursivement comme suit:

c(z) = ¢ pour z€X,
c(w) = [e(l),e(m)], pour w € L\X, tel que o(w) = (I,m).

en utilisant les crochets de Lie. Cette définition nous donne un algorithme pour construire cette base (cf
VIENNOTI6)).

4. Listes standard et théordme de Lyndon.

DEFINITION [5). — Soit | = [u),uz,...,u,] une liste d’éléments de X*. On dira que 1 est
standard si, el seulement si, elle vérifie la propriété suivante:

(S) ou u; est une lettre,
si y; = [e(z),c(y)] tel que o(w;)) = (z,y) alors y >wu;, j2>i.

(1) Si tous les facteurs u; sont des lettres, I vérifie (S),
(2) Sil est décroissante (ie u; > uz... > u, ), alors ! vérifie encore (S5).
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Une inversion est un couple (u;, 4;4+1) tel que u; < ui4y.
THEOREME {4]. — Chagque mot w € X* peut étre écrit de maniére unique comme susl:
w = lLl...l, (a)
ot chaque K€L et 11 212>...21,.
Pour la preuve de ce Théoréme voir LOTHAIRE[4] ou G.MELANGON & C.REUTENAUER[5].

Dans L, on peut définir différentes relations d’ordre total, en particulier, on peut définir 'ordre
lexicographique et ’ordre lexicographique par longueur. Vu la définition de la base de Lyndon, toute
relation d’ordre total sur L induit naturellement une relation d’ordre total sur la base de Lyndon de

Lie<X > .
5. Théordme de P.B.W.

Soit (P:)i>1 une base totalement ordonnée de l’algébre de Lie £. Alors {PirP2 ... Pi» | iy,-
£2,...,0n 20, n >0et P, > P;>...> P, } est une base de 1’algébre enveloppante de £ appelée base
de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Soit Lie< X > Valgébre de Lie libre sur P’alphabet X. On considére dans cette algébre la base de
CHEN.FOX-LYNDON (C.F.L.) définie précédemment.

La base de P.B.W.L. est la base de I’algébre enveloppante de Lie< X > obtenue par le théoréme
de P.B.W. & partir de la base de c.F.L.[5].

6. Algorithme de factorisation d’un mot en produit décroissant de mots de Lyndon.

Nous proposons dans ce qui suit un algorithme simple qui permet d’écrire tout mot w € X" sous
la forme (a).

Soit w = z1z5...2, € X* ol tous les 2; sont des lettres.

(0) o Donnée:w=zx;...2a,
(1) o U « [z1,23,...,2,), -liste des lettres qui forment w.
(2) o Chercher dans ll la premiére inversion depuis la droite,

o SI (zi,zi41) est une inversion trouvée ALORS

o Uy — [21,22,...,%i),ZiTig1,Zi42,. .1 Tn)
e reprendre en (2) avec ll,,
o SINON
o  Faire le produit des éléments de ll; pour avoir la faclorisation de w en produit

décroissant de mots de Lyndon,




On s’arréte lorsque la liste est décroissante. Nous sommes siirs que I’algorithme s’arréte puisque
la liste ll; compte & chaque pas de l’algorithme une inversion en moins que Il.

A la sortie de I’algorithme nous avons dans {l; une liste décroissante de mots de Lyndon, il suffit
donc d’en faire le produit pour obtenir le mot w sous la forme (a).

Pour implémenter cet algorithme en MACsYMA, nous avons utilisé la structure de liste pour
représenter les listes Il,ll; et Uy, le produit non commutatif ™ pour représenter le produit de
concaténation et enfin les crochets pour séparer les différents mots de Lyndon dans Pexpression de w.

Paraléllement & la liste {l; nous aurions pu construire une autre liste ll, obtenue & partir de Il
en crochetant les éléments de V’inversion au lieu de les concaténer. A la sortie, nous aurions dans 1l; les
mondmes de Lie correspondant aux mots de Lyndon de la liste ;. En faisant le produit de ces monémes,
nous obtenons ’élément de la base de P.B.W.L. correspondant au mot w.

Ezemple:
Soit X = {a,b}, a < b et soit w = a.b.ba,

» lla,8],b,a] — [{[a,8],8},a]=1l, = {{a, ], b).a
w — [a,bb,a] <

N [ab,b,a) — [abb,a] =1l = (a.b.b).a

La seconde ligne nous donne I’expression du mot w comme produit décroissant de mots de Lyndon:
w= L avec l, = abbd e I = a,
avec li, b € L et I > I5.

La premiére ligne donne 1’élément de la base de PBWL (base obtenue par le théoréme de Poincare-
Birkhoff-Witt & partir de la base de Lyndon[5]) correspondant &3 w:

pbwl(w) = PPy avec P, = [[a,b],b] et P, = a, P, > P,

Par cet algorithme nous sommes capables d’associer & tout mot w € X* I’élément correspondant
de la base de pB.W.L.. D’autre part, nous savons que X" est la base canonique de Z < X >. Donc
pour avoir la base de P.B.w.L. de I’algébre Z < X > en tant qu’algébre enveloppante de I’algébre de Lie
Liez < X >, nous n’avons qu’a calculer les ransformés pbwl(w) pour chaque w € X*.

Remarque :

Les mots w € X* pour lesquels on trouve une liste Il qui ne contient qu’un seul élément sont des
mots de Lyndon. Donc, on peut retenir de tels mots comme mot de Lyndon et ’élément trouvé dans i,
comme élément de la base de C.F.L. correspondant. On a donc un moyen de produire en méme temps

Pensemble des mots de Lyndon, la base de CF.L. et ]a base de P.B.W.L. en traitant les éléments de X* I’un
aprés Pautre.

7. Expression d’un mot puis d’un polynéme dans la base de PBWL.

a. Description de algorithme.

Soit & décomposer un mot w = wujup...u, ol tous les u; sont des lettres(G.MELANGON&
C.REUTENAUER(S}).




(0) o Donnée: w=uju;...uy,
(1) o U « [uj,uy,...,uy), -liste des lettres qui forment w.
(2) o Chercher dans ll la premiére inversion depuis la droite,

o SI (ui,ui41) est une inversion trouvée ALORS

o Il — [uj,uz,... w1, ns), tiga,. .., t)
o ll; «— [u1,uz,... %1, %41, %, %is2,...,Un)
e reprendre en (2) avec ll,
e reprendre en (2) avec ll3,

o SINON
o  Faire le produit des éléments de chaque liste,

e Faire la somme des éléments obienus.

L’algorithme s’arréte puisque aprés chaque passage la liste {/; est plus courte que Il et la liste
ll; compte une inversion de moins que !l. En sortant de l’algorithme, toutes les listes obtenues sont
décroissantes et formées de polynémes de Lie.

Pour implémenter I’algorithme en MACSYMA nous avons utilisé les listes pour représenter les listes
standard. Pour les crochets de Lie, nous avons utilisé les listes & deux éléments. Pour le produit de
concaténation, nous avons utilisé le produit non commutatif représenté par ”.”.

Ezemple:
X = {ade)} 'a<h<ce = w = ab.e

[la, [6,c]l] = [a,[b,¢])

a,[b,c
. [b,cl,a] = [b,cla
[lla,c],8]] = [la,c],b]
w a9 fpizh b,a,d] = b[acc]
[a, ¢, ] Yoo S

[e,[a,8]] = c.[a,b]
[c,a,b]
[e,b,a] = cb.a
Donc
w = ab.c = [a,[b,c]] + [b,cl.a+ [[a,c],b] + b.[a,c] + c.[a, b] + c.b.a.

b. Ezpression d’un polynéme dans la base de PBWL.

Soit ¢ ’application de X* dans I’algébre des polynémes non commutatifs sur X & coefficients dans
Z (Z < X >) qui associe & tout mot w € X* son expression dans la base d¢ PBWL. On peut étendre
par linéarité ’application ¢ aux polynémes de IR < X > et donc on peut exprimer chaque polynéme
dans la base de PBWL.

Soit P =3 ex-<Plu>w un polynéme. Nous posons
$(P) = Y < Plw>é(w).
weX*

En utilisant 1’algorithme précédant nous pouvons écrire tout polynéme dans la base de P.B.W.L.
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ANNEXE : Programmes et Exemples




Programmes




vertical(n):=block([i],for i:1 thru n do print(" "))$
Lyndon():= block([w,wO:o,wl,P,PO:O,m,k,dintab,bbol,rep,repl,l,pbw],local(b),

matchfix("{","}"),
listarith:false,
dotexptsimp:false,

setup_autoload("pbw.ldf",infer,inflyn,motlist,listmot,inversion,
conslist,decomp,decompmo, decompol, listassoc,decassoc,donnee),

bool: false,
boucle,
clear(),
vertical(3),
print(" MENU PRINCIPAL"),
print(" e "),
vertical(2),
print(" 1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT"),
print(" DE MOTS DE LYNDON."),
print(" "),
print(" 2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL."),
print(" "),
print(" 3~ EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL."),
print(" "),
print(" 4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL."),
print(" "),
print(" S- FIN."),
vertical(2),
rep:read(” Entrez votre choix termine par un <\;> :"),
clear(),
if not(bool) and rep#5 then donnee(),
clear(),
if rep=1 then
(vertical(3),

w:read(" Entrez votre mot suivi d'un <\;>: "),
vertical(2),
print(" Votre mot se decompose en: "),

vertical(2),
l:motlist(w),
print(decassoc(1,2)),
wl:l,
dotexptsimp: false,
vertical(2),
read(" Tapez <c\;> puis <Return> pour continuer: "),
go(boucle)
)
else
if rep=2 then
(setup_autoload("basedekx.1df",basedekx),
vertical(3),
k:read("” Entrez le degre voulu suivi d'un <\;>: "),
basedekx(m,k),
pbw:[],
for i:1 thru dimtab do
(l:motlist(b[i)),pbw:endcons(decassoc(l,1),pbw),
dotexptsimp: false,wl:1),
vertical(2),




|
i else
| if

else
if

else

else
fin,

)$

print ("
repl:read(”

La base desiree est dans la liste <pbw>"),
Voulez-vous l'afficher? <O/N> : "),

if repl=o then print("pbw = ",pbw),

vertical(2),
read("
go(boucle))

rep=3 then

(vertical(3),

w:read("
vertical(2),
print ("
vertical(2),
decompmo (w),
print(wo0),
w0:0,
vertical(2),
read("
go(boucle))

rep=4 then

(vertical(3),

P:read("
vertical(2),
print("”
vertical(2),

P0:decompol(P),

print(P0),
PO:0,
vertical(2),
read("
go(boucle))

go(boucle),

clear()

Tapez <c\;> puis (Return)> pour continuer:"),

Entrez un mot suivi d'un <{\;>: "),

Votre mot se decompose en :"),

Tapez <c\;> puis <Return> pour continuer:"),

Entrez votre polynome termine par un <\;>:

Votre polynome se decompose en :"),

Tapez <c\;> puis <Return> pour continuer:"),

if rep=5 then go(fin)

"),




/* Cette fonction compare deux monomes de Lie et renvoie soit True soit False */

infer(u,v):=if atom(u) and atom(v) then is(u<d=v)
else if atom(u) then infer(u,listmot(first(v)))
else if atom(v) then if first(u)=v then false
else infer(listmot(first(u)),v)
else if listmot(first(u))=listmot(first(v)) then
infer(last(u),last(v))
else infer(listmot(first(u)),listmot(first(v)))$

/* Cette fonction permet de definir 1'ordre lexicographique.

inflyn(m,n):=if atom(m) and atom(n) then is(m<=n)
else
if atom(m) then if wm=first(n) then true
else inflyn(m,first(n))
else
if atom(n) then if first(m)=n then false
else inflyn(first(m),n)
else
if first(m)=first(n) then inflyn(rest(m),rest(n))
else inflyn(first(m),first(n))$

/* Cette fonction transforme un mot en une liste de lettres.
motlist(w):=if atom(w) then [w]
else cons(first(w),motlist(rest(w)))$

/* Cette fonction transforme une liste de lettres en un mot.

listmot(l):= if atom(l) then 1
else if 1=[] then 1 else first(l).listmot(rest(1l))$

*/

*/

*/

/* Cette fonction parcourt la liste <1> de la droite vers la gauche et cherche*/

/*la premiere inversion. $'il y en a une, elle renvoie sa position <k>.
inversion(l,n):=block([i],
i:length(1l)-1,
while (i>=1) and (if n=1 then infer(1{i+l1],1[i])
else infLyn(1l{i+1],1[i}])) do i:i-1,
if i>=1 then k:i else k:0)$

/* A partir d'une liste contenant une inversion elle construit deux listes.
/* Dans la premiere, on met les crochets a l'inversion et dans la seconde on
/* on concatene

conslist(l):=block([i],
for i:l1 thru (k-1) do (ll:endcons(1{i},11),12:endcons(1[i]),12)),
ll:endcons([1(k],1[k+1]]),11),
l2:endcons(1[k+1],12), 1l2:endcons(1l[k],12),
for i:k+1 thru length(l)-1 do
(lli:endcons(1[i+1},11),12:endcons(1[i+1],12)))$

*/

*/
*/
*/




/* Cette fonction repete 1la precedante Jjusqu'a ce qu'il n y ait plus
/* d'inversion

decomp(l):=block((11,12],

inversion(l,1),

if k#0 then
(11:12:(],
conslist(l),
decomp(1l1),
decomp(12))

else wO:w0+listmot(1l))$

/* Cette fonction permet de decomposer un mot dans la base de PBWL

decompmo(w) :=block([1], l:motlist(w), decomp(l))$

/* Cette fonction permet de decomposer un polynome dans la base de PBWL

decompol (P):=if atom(P) or numberp(P) then P
else
if inpart(P,0)="." then (w0:0,decompmo(P))
else
if inpart(P,0)="*" then
(w0:0,inpart(P,1)*decompmo(inpart(P,2)))
else
if inpart(P,0)="+" then
decompol (inpart (P, 1))
+decompol (inpart(P,allbut(1)))
else print(" ERREUR --> decompol”™)$

/* Cette fonction permet, suivant la valeur de n, d'associer a la liste (1>

/*une nouvelle liste, soit en crochetant l1l'inversion soit en la concatenant.

listassoc(l,n):=block({i],
for i:1 thru (k-1) do ll:endcons(1l[i],1l1),
ll:endcons(if n=1 then [1[k],1[k+1]]
else 1[k].1[k+1},11),
for i:k+1 thru length(l)-1 do ll:endcons(1l[i+1]},11))$

*/
*/

*/

*/

*/
*/

/* Cette fonction applique a la liste <1> les fonctions inversion et listassoc*/
/*tant qu'il y a des inversions dans celle-ci. Ceci permet d'obtenir, suivant */

/*la valeur de <n>, soit la decomposition d'un mot en produit decroissant de

/*mots de Lyndon, soit le polynome de PBWL correspondant a ce mot.

decassoc(l,n):=block([11],
inversion(l,n),
if k#0 then (1l1:[{], listassoc(l,n), decassoc(ll,n))
else
if n=1 then
(dotexptsimp: true,
wl:listmot(1l))
else
(11:01,
for i:1 thru length(l) do

*/
*/




ll:endcons( if atom(1[i}) then 1[i]
else {(1[i}]},l1),
wl:1,
dotexptsimp:true,
for i:1 thru length(1l1l) do wl:wl.1l1[i]),
wl)$

Donnee( ) :=block([i,liste],
vertical(3),

m:read(" Entrez le cardinal de votre alphabet:"),
vertical(3),

for i:0 thru m-2 do assume(concat(x,i)<concat(x,i+l)),
liste:makelist(concat(x,i),i,0,m-1),

print(" Votre alphabet est desormais :"),
print(" "),
print(" ",liste),

bool:true)$




Exemples




(cl) lyndon();

MENU PRINCIPAL

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT

DE MOTS DE LYNDON.

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL.

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL.

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL.

5~ FIN.

Entrez votre choix termine par un ¢;> :

Entrez le cardinal de votre alphabet:

Votre alphabet est desormais :

[x0, x1)




Entrez votre mot suivi d'un ¢;>:
x0.x1.x0.x1.x1;

Votre mot se decompose en:

{x0 . x1 . x0 . x1 . x1}

Tapez <c;> puis <Return’> pour continuer:

Entrez votre mot suivi d'un ¢;>:
x1.x0.x0.x1.x0.x1;

Votre mot se decompose en:

xl . {x0 . x0 . x1 . x0 . x1}

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer:

Entrez votre mot suivi d'un <;>:
x1.x1.x0.x0.x1.x1.x1;

Votre mot se decompose en:
<2>

x1 . {x0 . x0 . x1 . x1 . x1}

Tapez <c;> puis <(Return> pour continuer:

Entrez votre mot suivi d'un <;>:
x0.%x0.x1.x1.x1.x0.x1;

Votre mot se decompose en:

{x0 . x0 . x1 . x1 . x1 . x0 . x1}

Tapez <c;> puis (Return> pour continuer:




MENU PRINCIPAL

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT

DE MOTS DE LYNDON.

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL.

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL.

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL.

5- FIN.

Entrez votre choix termine par un <;> :
Entrez le degre voulu suivi d'un <;>:
Calcul de la base canonique de R(X> pour m= 2 et k= 3
La base desiree est dans la liste <pbw>. Voulez-vous l'afficher?<O/N>:
<2> 2> <3>
pbw = [1, x0, x1, x0 , [x0, x1}, x1 . x0, x1 ¢ X0 . [x0, [x0, x1]],
2> <2> <3>

{x0, x1}] . x0, ([(x0, x1], x1], x1 . xO . x1 . [x0, x1], x1 . X0, x1 ]

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer:




MENU PRINCIPAL

- 1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT

DE MOTS DE LYNDON.

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL.

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL.

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL.

5- FIN.

Entrez votre choix termine par un <;> :

Entrez un mot suivi d'un <;>:
x0.x0.x1.x1.x0;
Votre mot se decompose en :
xl . x1 . x0 . x0 . x0 + 4 (x1 . [x0, x1] . x0 . x0)
+ 2 (x1 . [x0, [x0, x1]] . x0) + 2 ([[xO0, x1], x1] . x0 . x0)

+ 2 ([x0, x1) . [x0, x1] . x0) + ([x0, [[x0, x1], x1}] . xO

Tapez <c;> puis (Return)> pour continuer:




MENU PRINCIPAL

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT

DE MOTS DE LYNDON.

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL.

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL.

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL.

5- FIN.

Entrez votre choix termine par un <;> :

Entrez votre polynome termine par un <;>:
2*x0.x1.x0-x0.x1.x1;
Votre polynome se decompose en :
- x1 . x1 . x0 - 2 (x1 . [x0, x1]) + 2 (x1 . x0 . x0 + [x0, x1] . x0)
- [[x0, x1], x1]

Tapez <c;> puis <(Return> pour continuer:




MENU PRINCIPAL

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT

DE MOTS DE LYNDON.

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL.

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL.

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL.

5- FIN.

Entrez votre choix termine par un <;> :

Entrez le cardinal de votre alphabet:

Votre alphabet est desormais :

[x0, x1]




Entrez votre mot suivi d'un <(;>:
x1.x%x1.%x0.%1.%x0.%x0;

Votre mot se decompose en:
2> <2>

x1 . {x0 . x1} . x0

Tapez {c;> puis <(Return> pour continuer:

Entrez votre mot suivi d'un <;>:
x1.%1.%x0.%0.x1.x1.x1.x0;

Votre mot se decompose en:
2>

x1 . {x0 . x0 . x1 . x1 . x1} . xO0

Tapez <c;> puis (Return> pour continuer:

Entrez votre mot suivi d'un ¢;>:
x0.x1.x0.x1.x0.x1;

Votre mot se decompose en:
<3>

{x0 . x1}

Tapez <c;> puis <(Return)> pour continuer:

Entrez votre mot suivi d'un <(;>:
x1.x0.x1.x0.x0.x1.x0;

Votre mot se decompose en:

x1 . {x0 . x1} . {(x0 . x0 . x1} . x0

Tapez <c;> puis (Return> pour continuer:




MENU PRINCIPAL

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT

DE MOTS DE LYNDON.

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL.

3~ EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL.

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL.

5- FIN.

Entrez votre choix termine par un ;> :

Entrez le degre voulu suivi d'un <;>:

Calcul de la base canonique de R<X> pour m= 2 et k= 3
La base desiree est dans la liste kpbw). Voulez-vous l'afficher?<0/N>:
2> <2> <3>
pbw = [1, x0, x1, x0 . [x0, x1], %1 . x0, x1 . %0 . [x0, [x0, x11],
<2> <2> 3>

{x0, x1] . x0, [[x0, x1], x1], x1 . xO , x1 . [x0, x1}, x1 . X0, x1 1

Tapez <c;> puis (Return> pour continuer:




MENU PRINCIPAL

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT

DE MOTS DE LYNDON.

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL.

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL.

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL,

5~ FIN.

Entrez votre choix termine par un <;> :

Entrez un mot suivi d'un <;>:

x0.%x1.x0.x1.x0.x1;
Votre mot se decompose en :

x1l . x1 . x1 . x0 . x0 . x0 + 6 (x1 . x1 . [x0, x1] . x0 . x0)

+ 4 (x1 . x1 . [x0, [{x0, x1}] . x0) + x1 . x1 . [x0, [xO0, [x0, x1}1]

+ 4 (x1 . [[x0, x1], x1] . x0 . x0) + x1 . [[x0, [x0, x1}], [x0, x1]]

+ 7 (x1 . [x0, x1} . [x0, x1} . x0) + & (x1 . [x0, xl]r. [x0, [x0, x11])

+ x1 . [x0, [[x0, x1], x1]] . x0 + [[[x0, x1], x1], x1] . x0 . xO

+ 4 ([[{x0, x1]}, x1] . [x0, x1] . x0) + [[x0, x1]), x1]} . [xO0, [x0, x1]]

+ [[x0, x1}, [[x0, x1], x1}} . x0 + ([x0, x»1] . [x0, x1} . [x0, x1)

Tapez <c;> puis (Return> pour continuer:




MENU PRINCIPAL

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT

DE MOTS DE LYNDON.

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL.

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL.

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL.

5- FIN.

Entrez votre choix termine par un ;> :

Entrez votre polynome termine par un <;>:
2*x0.x1.%0+5*x1 . x0.x1~-3*x1.x0;
Votre polynome se decompose en :
5 (x1 . x1 . x0 + x1 . [x0, x1}) + 2 (x1 . x0 . x0 + [x0, x1] . x0)
- 3 (x1 . x0)

Tapez <c;> puis <(Return)> pour continuer:
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ABSTRACT

We present here a package of MAcsYMA programs, allowing to "manipulate” words, and noncom-
mutative power series over some finite alphabet.

On the base of works of M.Fliess and C.Reutenauer, concerning local realization of non linear
dynamical systems, we present an algorithm allowing to compute the local and minimal realization
of finite generating power series. We describe that algorithm in the algebraic computation language
MACSYMA.

The programs in MACsYMA and some examples are given in annex.
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MACSYMA COMPUTATION OF LOCAL MINIMAL REALIZATION
OF DYNAMICAL SYSTEMS OF WHICH GENERATING POWER SERIES ARE FINITE

0. INTRODUCTION.

We present here a package of MACSYMA programs, allowing to manipulate” words, and noncom-
mutative power series over some finite alphabet X.

This package contains, in particular, implementation of shuffle product, left and right remainder,
production (up to some fixed degree k) of the Lyndon basis of the free Lie algebra Lie<X >, and the
canonical ” Poincaré-Birkhoff-Witt” basis of noncommutative polynomials over X.

As a development, we present in the some package an algorithm that‘computes the local and
minimal realization of dynamical systems with finite generating power series. Lyndon words are used to
compute the local coordinates.

I. DEFINITIONS AND NOTATIONS.

Let X be a finite and totally ordered set. The elements of X are called letiers and the elements of
the free monoid X* generated by X are called words. The empty word is denoted ¢.

We define a noncommutative power series S over X = {zo, ..., Zm-1} with coefficients in IR as a
map from X* into JR. We denote < S|w> the image of w by S. The formal power series is denoted by a
formal sum as follows :
S= Z < Sjw > w,
weX®

< S|w > is also called the coefficient of w in S. The set of noncommutative power series is an algebra
denoted R X > .

The subset of X* defined as below :
supp(S) = {w € X*| <Slw>#£ 0}
is called the support of the power series S.

The power series with a finite support are called a polynomials. The set of all polynomials is an
sub-algebra of R< X *» denoted R< X >.

L1. Left an right remainder of a noncommutative power series.

Let S € R<€ X > be a noncommutative power series and let u € X* be a word. We define and
denote So u (resp. u<S) (¢f G.JACOB& N.oUssOUS[4]) the right (resp. left) remainder of the power series
S by the word u as follow :

Spu= Z < Slw>wobu, (resp. ua S = E < Slw > uaw),

weXe weX*
where
v, if w=uy, v, if w=ou,
wou= resp. udw =
0, elsewhere, 0, elsewhere.




1.2. Shuffle product.

Let u,v,u',v" € X* be words, z,y € X be letters. We define (see, for example G.JACOB&
N.oussous(4]) the shuffle product of u and v recursively as follows :

’

UWE =Ewu = u,
vwy =z(v'wv) + y(uwv’), if u=zu' andv=y'.

II. DYNAMICAL SYSTEMS AND GENERATING POWER SERIES.

We consider a system of the following form:

m—1
) §(t) = Y ui(t)Yi(g) with uo(t) =1 for all ¢,
=0
y(t) = h(q(®)).
where

¢ € Q,Q is an IR-analytic connected variely of dimension n,

Y;,0 < i< m—1, are analytic vector fields,

h, is a IR-analytic function called observation,

Y; and h are defined in a neighbourhood of the given initial state ¢(0),
u;, 1 <i<m-—1, are real and piecewise continuous functions.

For small enough time and inputs, the output y is given by the PEANO-BAKER formula (cf
M.FLIESS([3], C.REUTENAUER][10] or G.JACOB& N.0UssoUs[4]) —the M. Fliess fundamental formula-:

W) = 3 (Yaoh), /0 Fn

weX*

where |,(0) means evaluation in ¢(0), f; by w is the sterated integral defined recursively as follow:
t
if w = ¢, then / Sge =1,
0
t t
¢ if w = z; €X, then / Suz; = / ui(7)dr, 0<i<n,
0 0

t t .
i = vz;, then / byw = / ( / 6.,v) ui(7)dr.
\ 0 o \Jo

(this definition is the symetric one of the definition given by M. FLIESS[2)).

%
g
|

In particular : f(: buzo = f; uo(7)dr = t, since up(7) = 1. Y, is the differential operator
associated to the word w and defined (G.JAcoB& N.oussous(4]) by :

Yo =0 0Y ... 0N, for w=2z\z; 2,
Y. = Identity.

The Input/Output behaviour of system (X) is completely defined by its generating power series
in the noncommutative variables zy, ..., Zm—1, given by the formula (M.FLIESS[3)) :

(1) 9= Y (Yuoh),w.

weX*
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Let Lie < X > the free-Lie-algebra generated by X (X = {zo, 21, ..., Zm—1}) in which the Lie-bracket
is defined by :
[z,-,z,-] =S TiTj; — T5T.

Lie polynomials are the linear combinaisons of Lie words. Lie words are either elements of X or
brackets :

[P,Ql=PQ-QP,

where P and Q) are Lie words.

DEFINITION. — The Lie-Rank of a formal power series S € R X 3 is defined by :

RL(S) =dimSb Lie <X >
=dim[span{S > P|P € Lie <X >}],

where ”S > P” means the right remainder of S by the Lie polynomial P.

DEFINITION. — Let S € R€ X » . We define the Lie-Hankel matriz associated to S as the infinite
array, denoted LH g, of which the lines are indexed by some totally ordered basis of Lie< X > and the
columns are indezed by X* (sorted for lezicographic by length order) such as :

LHs(P,w) =< S|Pw>=<SpPlw>.

We show easly that :
RL(S) = Rank(LMs).

III. LYNDON WORDS AND LIE BASIS.
III.1. Order over words and conjugation classes.

Let X be a finite and totally ordered set. We totally order X* as follows :
Vuve X*,

(!) 3w # € suchthat uw = v,

iff
M {ou(ii)azsyvzeX‘ and a,bGX such that u = ray, v=2zbz and a<b.

So we have the usual lexicographical order on X* (M.LOTHAIRE[6]). With this order, we have the
following properties:

(1) Vwe X*, u<v <= wu<uwe.
(2) Si vguX*, Vw,z€X*, u<v => uw < vz.

A word u is a factor of a word v if

3z,y € X* suchthat v = zuy.

If z = € (resp. y = ¢€), we say that u is a left (resp. right) factor of v, properif y # € (resp. = # ¢).
Two words u and v are said to be conjugate if
3z,y € X* suchthat u=zy and v=yz.
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II1.2. Lyndon words.

The definition and properties of Lyndon words can be found in M.LOTHAIRE[6], G.MELANGON&
C.REUTENAUER]7] or J.P.DUVAL{1].

DEFINITION. — A word w € X* is a Lyndon word if, and only if :

(i) it is strictly smaller than any of its conjugates,
ou
(i) it is strictly smaller than any of its proper right factors.

Let L denote the set of Lyndon words over X.
PROPERTIES :

(1) Letw € L\X and mits longest proper right factorin L. Iif w = Im,then! € Landl < Ilm < m.
The couple o(w) = (I,m) is called the standard factorisation of w.

w € X,

i ly if
(2) wel ifandonly {orw=lmwith ImeL and I<m.

The last property gives us an algorithm to construct the Lyndon words up to a given degree. Some
implementations of that algorithm were given in MACSYMA (N.oussous[s]).

IIL.S. Lyndon basis.

For more precisions, see G.VIENNOT[11]. We consider on Lie<X > the Lyndon basis which is
recursivly defined as follow :

e(z) = =z for z€X,
c(w) = [e(l),e(m)], for w € L\X, such that o(w) = (I, m).

where the brackets are the Lie ones. This definition gives us an algorithm to construct the CHEN.FOX-
LYNDON basis of the free Lie algebra.

IV. REALIZATION OF DYNAMICAL SYSTEMS.

Locally, the problem of realization can be expressed (cfM.Fliess[3]) as follow : Let an Input/Output
behaviour given by its generating power series, is there a differential system like (X) which has the same
generating power series? In positive case, describe it.

IV.1. Power series produced differentially.

DEFINITION[3). - The formal power series ¢ € R<€ X > is produced differentially if, and only if,
there ezxists :

(i) r€ N, and an homomorphism Y from X* into the differential operator algebra over
R[q,...,qr], such that : for all z; € X, Y; = Y(2;) is a formal vector field,
(i) a commautative formal power series h € Rlq, ...,q.] such that :
VweX* <glw>=Y,o0h

where |o means evaluation in q; = ...=¢, = 0.




We call the couple (Y, h) a differential rcprc#eniation of g, of dimension r.
From (II) it is obvious that:
'g is the generating power series of a system like (X) if, and only if, g is produced differentially.

Thus:
The study of local realizations
is equivalent to
the study of differential representations

IV.2. Fliess theorem.

THEOREM[3]. — The power series ¢ € R X > is produced differentially if, and only if, its Lie-
Rank, r, is finite. In this case, r is equal to the smallest dimension of all ils differential representations.
If(Y,h) and (V' h’) are two differential representation of dimension r of g, then there exists a continuous
automorphism ¢ of IR[q, ..., q.] such that:

Vw e X*, Vk € R|q1,....q:), h' = p(k) and p(Yy, 0 k) =Y, o p(k).
(Yw (resp. Y'y) means the image of w by Y (resp. Y')).

The realization (), h), unique up to isomorphism, is said minimal or reduced. For us, the realization
problem consists to compute the Lie-rank of the generating power series g and find some polynomials
€1, ..., ¢ such that g (in first noncommutative polynomial) can be expressed as a linear combinaison of
the shuffles of the polynomials ¢, ..., ¢,. We denote this new expression h. To define the homomorphism
Y, we compute the vector fields Yy, ..., Yy,_;, which are the respective images of the letters zy, ..., 2,n_1
and are given by the following formula (M.FLIESS(3], G.JACOB& N.OUSSOUS[5} or C.REUTENAUER(10)) :

L 8 .
Yi=3 0l a)gm Ol(a-ae) € Rlgs )

=1

Elsewhere, if £ € R[q;, ..., ¢,] and if we denote n(k) the coresponding generating power series,

then:
VweX*, VweX®, <n(Yyok)lv>=[Y,0(Yuok),

=(Yow © k)lo
= < n(k)|vw >
: = < wan(k)lv >,
Thus (Y, o k) =wan(k).

We show that the action of the differential operator Y,, on the (commutative) power series k is
equivalent to the left remainder of the generating power series n(k) by the word w.

In particular, 5(Y; 0g;) = =i an(g;). Since Yiog; = 6i(g1, .- g-), then we have a mean to
compute 8(g1, ..., qr)-

IV.8. Local coordinates.

We consider the sub-Lie-algebra of Lie < X >, of codimension r, defined by (G.JACOB& N.oUssoUSs[4],
C.REUTENAUER[10]) :
Alg)={PeLlie<X> |goP=0}

A(g) is generated by the Lie polynomials which annul the power series g.
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We set:
V(A(9)) ={Q € R«X>» [QrA(g)=0}.

Let (P;)i>1 be Lie polynomials such that Pi,..., P, is a basis of Lie<X > modulo A(g), and
Pryy, ...y Pa, ... is a basis of A(g). We define the polynomials ¢, ..., ¢, without constant term such that:

< gj>Fle>= &; for i<,
V.3
av3) {qj € V(A(9)).

where < ¢; b P;|e > is the coefficient of ¢ in the right remainder of ¢; by the Lie polynomial F;.

We know, with according to MELANGON & REUTENAUER{7) or D.E.RADFORD][9], that the Lyndon words
are a transcendance basis of the suffie algebra JR< X >. Elsewhere, we have the following importante
relation: :

< ljb Pile >= &;;

where [; is a Lyndon word which corresponding to element P; of Lie basis.
V. THE PROGRAM

Our program consists of two parts : the first part compute the local realization and the second
part allows us to verify that this realization is correct.

The first part consists of one principal procedure which has two arguments and call four procedures.
It is written in MACSYMA on a workstation SUN s.

(1) cALYN(S,m) : the principal procedure. It has two arguments:

- §: anoncommutative polynomial (as a generating power series of a dynamical analytic system).

-~ m: a cardinal of the alphabet in which S is written.

— OQutput :
e the system of vector fields, {Yo,Y1,...,Ym-1},

e the observation H.
This procedure calls four procedures which are discribed below.
(1.1) MATLYN(S,m) : has the same two arguments as CALYN.

~ Output :
e MatLieHan : the Lie-Hankel matrix associated to S.
o r : the Lie-Rank of S.

(1.2) LyNcoorD(Mat) : has one argument :

—~ Mat : is the matrix constructed by the above procedure.
— Output :

e asystem of r local coordinates, {Q,,...,Q,}, which are the polynomials

6




(1.3)

(14)

(1.5)

2

constructed over the Lyndon words.
EXPRIME(Pol, Tab, ztad) : has three arguments.

— Pol : is a noncommutative polynomial.

~ Tab: is an array of Lie polynomials.

— stab: is an array of noncommutative polynomials (Q, ..., Qr).
Output :

e Pol: asacommutative polynomial over Qi, ..., @, with shuffle product.
This procedure is used to compute the observation and the components of vector fields.

ACTIONX(Z) : has one argument.
— Z : is an array of local coordinates.
— Output :

e A two-dimensional array of components (noncommutative polynomials) of vector fields.
This procedure computes, for each local coordinate, the left remainder by each letter.
CHVECT{Matz) : has one argument.

— Matz : is a two-dimensional array of components of vector fields produced by the above

procedure.

— Output :
e The system of vector fields {Yp,...,Ym-1}.

The second part consists of one principal procedure which has three arguments.
VERIFIER(T ab, H,n) : has two arguments :

~ Tab: a two-dimensional array wich is produced by CHVECT
and enclosing the components of vector fields,

- H : acommutative polynomial (the observation),

— n : is the Lie-Rank of S.

Output :
o The generating power series associated to this system of vector fields

and the observation H.
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VI. COMPLEMENT A.C.M.A.R.



COORDONNES LOCALES ET MOTS DE LYNDON

1. Introduction.

Dans ce complément nous présentons la méthode de calcul des coordonnées
locales utilisant les mots de Lyndon. Ensuite, nous donnons un algorithme qui permet
de calculer I’expression du polynéme & réaliser (quand elle existe) comme combinaison
linéaire des mélanges des coordonnées locales. A la fin, nous donnons un exemple simple
mais, qui présente toutes les difficultés que nous avons résolues.

2. Calcul des coordonnées locales.

Nous disposons de la matrice de Lie-hankel. Le calcul du rang nous permet
d’avoir le nombre de lignes linéairement indépendantes de cette matrice.

A la série S nous associons la sous-algébre de Lie A(S) définie par:
A(S)={P€Lie<X>|SeP=0}.
On considére la sous-algébre de IR X > défini par:
VAS) ={QeR<X>|Q>A(S)=0},
et on se propose de chercher une base de cette sous-algebre.

Pour des séries polynomiales, A(S) est engendrée par des polynomes de Lie F;
vérifiant S> P, = 0.

On suppose que 'on a n lignes non nulles (n > r). Il existe donc des relations
de dépendance entre les lignes de la matrice de Lie-Hankel. On aura donc n — r relations
de dépendance : Fy,..., F,_,. Ces relations vérifient : S F; =0, pour1<j<n—r.

On doit trouver des polynémes ¢}, ..., @, qui soient des combinaisons linéaires
de mélanges de Iy, ...,1p, ol les I; représentent les mots de Lyndon de degré inférieur ou
égal au degré de S.

11 faut que les polynémes (Q;), 1 < j < r, soient dans V(A(S)) et donc, il faut
qu’ils soient annulés par A(S). Soit PL; le polynéme de Lie correspondant au mot de
Lyndon de plus haut degré dans ’expression de @;. Alors les Q; doivent vérifier :

<PL,|QJ >=6,'j, 15:,]51‘

ou < PL;|Q; > signifie le coefficient du mot vide dans I’expression du simplifié a gauche
de @; par le polynéme PL;. Pour avoir un systéme de générateurs de A(S), on prend les
éléments suivants :
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e Les éléments de la base de Lie qui donnent un simplifié a gauche de S nul,

o les relations (F;)1<i<n—r ci-dessus.

Pour calculer les polynémes Q; on procéde de la maniére suivante :

1) Sin=r, et doncil n’y a pas de relations de dépendance entre les lignes de
la matrice de Lie-Hankel, alors on prend les polynémes (m;), 1 < j < r, qui ne sont rien
d’autre que les mots de Lyndon correspondant aux polynémes de Lie indigant les lignes
de la matrice.

2) Sinon, c’est a dire, on a des relations de dépendance : Fi,..., F,_,, alors
on cherche les relations duales sur les mots de Lyndon en déterminant une base du noyau
de ’application linéaire F' définie par les relations Fy, F5, ..., F,_, comme suit :

< k| >
< le. >

= 3 : IRF —— RPT,
< Farl.>

z = (21,22,...,2p) — F(z).

ou p est le nombre de mots de Lyndon de degré plus petit ou égal au degré du plus grand
polyndéme de Lie n’annulant pas S.

On sait que dim(Ker(F)) > r. En plus, si les F; sont ”normalisées”, c’est-a-
dire, si le coefficient du polynéme de plus haut degré est égal a 1, alors F' sera surjective
car sa matrice :

35 15 b Tea LB o ighD
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est de rang r et donc dim(Ker(F)) = r.

On obtient r vecteurs linéairement indépendants v, ..., v,. On calcule alors les
polynémes (m;) en effectuant les produits scalaires :

my = (ly, ..., In)vs, ETE 1)
Une fois qu’on a les m;, par le (1) ou par le (2), il faut vérifier s’ils appartiennent
a la sous-algebre V(A(S)). Sinon, c’est-a-dire si m; > P =t # 0, ou P est un élément

de A(S), alors on cherche un polynéme T qui soit combinaison linéaire des mélanges de
mots de Lyndon et qui vérifie :

(T+m.')oP=0 = ToP=-t.

Pour cela, on considére tous les mots de Lyndon de degré inférieur ou égal
a d = deg(t) + deg(P). Ensuite, on calcule tous les mélanges des mots retenus et
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dont le degré reste inférieur ou égal & d. Supposons qu’on ait obtenu s polyndmes
mly, ml,, ..., ml,, on pose alors :

3
T= Z a; * ml;,
=1
puis, on calcule le simplifié de T', & gauche par le polynéme P, et on résout I’équation :

To P = -—t.

On peut avoir plusieurs solutions, on garde une parmi celles dont la somme avec m; est
non nulle, appartiennent & V(A(S)), et vérifient la condition :

< Bi|(m; + T) >= é;.
Les polyndémes (Q;), 1 < j < r, sont alors définis par :
Q; =m; +T, 1<j<r,
et seront appelés coordonnées locales.

On sait que les mots de Lyndon forment une base de transcendance de I’algebre
de mélange (G.MELANCON& C.REUTENAUER OU RADFORD). On peut donc exprimer S
comme combinaison linéaire des mélanges des mots de Lyndon {,...,I,. Chacun des
polyndmes Q; peut s’écrire, & un changement de notations prés, sous la forme l; + Q’;
ol {; est le mot de Lyndon de plus haut degré dans ’expression de ;. On retient donc
les polynémes de Lie P; correspondant aux mots I;.

Pour avoir I’expression de la fonction d’observation, on exprime la série S en
fonction des mélanges des Q; et pour cela, on utilise ’algorithme suivant :

o T « S, H « 0,

o j &1

o factl « fact ~ 1,

o TQ (j #0et S#0) FAIRE

e n «~ 0,
e TQTv P; #0 FAIRE
o T « TpPF,
o n «~ n+1l,
e FTQ
e cste «— terme constant de T,

SI cste #£ 0 ALORS
o S «— §-— 2 x(factlmg;w"),

n!




Complément A.C.M.A.R.

o H «— H+ =8 x(fact*q;"),
o factl « fact «~ 1,
o T « S,
o j— j+k, k < 0
e SINON

o factl — 4 x(factlwg;w"),

o fact — X x(fact*gq"),

o j+— j—=1, k « k+1,
o FTQ

La petite boucle se termine puisqu’au bout d’un certain nombre de simplifica-
tions le reste devient nul. La grande boucle s’arréte aussi puisque le nombre de polynémes

P; est fini.

Dans ce qui suit, je donne un exemple qui illustre ce complément.

3. Ezemple.

X = {zg,21}, S =2z,.20.21 + To.T1.Z9.Z1

On produit les éléments de X* jusqu’au degré 4, en respectant ’ordre lexi-

cographique par longueur. Ensuite, on produit la base de Lie jusqu’a ’ordre 4 :

Pe

BLZ"C - {201 I, [30, 21], [an [30a zl]]a [[zo, 21]1 21]1 [970, [zoa [:L‘o, zl]]],

[z0, [[z0, 1], z1]); [[[20, 21), 21], 1]}

Les polynémes de la base de Lie correspondants aux lignes non nulles sont :

=z,

=z

=[zo, z1] = Z0.T1 — Z1.20

=[zo, [z0, z1]] = z$% .2y — 220.21.20 + 21252

=[[z0, 1], 1] = 20.2{2> — 21,.20.21 + 2527 .z

=[zo, [[z0, 1], z1]] = 22> 252> — 2z0.21.20.21 + 221.20.21.20 + 2777 252

Le rang de Lie de cette série est : 4.

Les relations de dépendance sont :

Fy =P — P,

1
Fy =§P4 — P3 + Ps.



Complément A.C.M.A.R.

Les polyndémes de Lie qui annulent S sont :

Fy, Fs,
[zo, [z, [0, z1]]], [[[z0, 21], 1], z1],

et tous les polynomes de Lie de degré supérieur a 4.

Aux deux relations F; et F, ci-dessus, on associe I’application linéaire F' définie

comme suit : Al
_ [ <P} > . 6 6—4
F_(<F2|->) c RS —— R

La matrice associée a cette application linéaire est :

MF___(O 0 0 0 -1 1)

01 -13% 00

Le noyau de F est de dimension 4 donc on peut trouver 4 vecteurs linéairement
indépendants qui engendrent Ker(F'). Ces vecteurs sont les suivants :

v = Vg =

OO OO -
OO O M= M=O
— OO OO

my =(l; I3 13 14 I5 1s).v; = o,
mo =(11 o l3 1y I Is).‘vz =xg.271+ T1

X — =I

2
my =(11 12 13 14 15 16)-'”4 = 1‘§2>.21<2> -+ 1‘0.21<2>

mg3 =(11 12 13 14 15 15).1)3 = £§2> !

ces polynémes doivent étre annulées par les annulateurs de S. Ce qui n’est pas le cas pour
my puisque my b Fy = —%zl. Il faut donc trouver un polyndéme T qui soit combinaison
linéaire des mélanges des mots de Lyndon et dont le simplifié par F; soit égal & 3z;. Il en
existe plusieurs, mais on en garde le polynéme T = i—lgwlz +1 = %z'f + zg. On complete
my4 par T. On aura alors :

g=m;, 1Z:<3,

1
gs =25 252> 4 2927 + Ezf» + zg
Expression de S en fonction des mélanges des polynémes (¢;)1<i<4. On retient
les polyndmes de Lie correspondant aux mots de Lyndon de plus haut degré apparaissant
dans les (¢i)i<i<4. Dans notre exemple, on retiendra : Py, P, Py et FPs. On utilise
Palgorithme précédent et on obtient :
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XOXIXOXI -+ XIXOXI

Pg
-2 S+2q,
Py \
0 S+2q,
B s
XQX 1+ X S+2q4-L2q%

] 0 $+2q4 - = o}
y\\
1

2 S+2‘l4'7‘1% - 2q,

s

0 S+2q4- = @} - 29
On obtient alors :
1 w?2
H=-2¢4+ 3% + 2q:.
Calcul des champs de vecteurs :
Zpd T34
q1 = Zo 1 0
Q@2=z0.1+ 01 0 1+z =1l4q
3 =252 — 1z 0 1-2z5%> =-1+1
gs = 2§%> 25?4+ 20.2f?> + 2252 + 2o 1 2§ .o+ zo.x + 371 = @2+ @3

Les champs de vecteurs sont donc :

0 0
Yo = 3—91+6_q;

1

Y1=(1+q1)5‘;2- (2 2411)6 +(Q2+¢13)6



Complément A.C.M.A.R.

En partant de la fonction d’observation H et des champs de vecteurs Yy et Y,
nous allons chercher la série génératrice correspondant & cette réalisation (en principe,
si la réalisation que nous avons calculée est correcte, nous devons retrouver la série de
départ). L’algorithme de calcul est résumé par I’arbre suivant :

He2q,+ 5 a3+ 2,

Yo
0 (1+9)0q,-29,2 4,
4
q 2 2 (Lgq2- L
2 ¢ 1+a)(1+q) 2 (+a3-5)
Yo =

On trouve alors :

(YOOYI QYOO}’loH)h):lV ——2 <SI$0.21.1’0.1'1 >= 1,
(YioYpoYioH), =1 = < S|z;.20.2;>=1.

D'ou :
S =zy.20.01 + 29.71.25.2; .




VII. REALISATION LOCALE ET MINIMALE
DES SYSTEMES DYNAMIQUES NON
LINEAIRES ET MOTS DE LYNDON
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REALISATION LOCALE ET MINIMALE
DES SYSTEMES DYNAMIQUES NON LINEAIRES
ET MOTS DE LYNDON

G. Jacob™®) & N. Oussous *)

ABSTRACT :

This paper attempts to present an algorithmic computation of the minimal realization of analytical
dynamic systems. For that, we use Lyndon words as transcendance basis of the formal power series algebra (for
the shuffle product).

First, we recall the classical notions of Hankel and Lie-Hankel matrix of generating series and its Lie
rank. We explain the natural correspondance between the differential geometry of the observations and the
formal power series algebra. Then, we show that all geometrical computations in the observation space can be
transposed in the formal power series algebra. Finally, we show that each dynamical system of finite generating
series admits a polynomial minimal realization. We use a fact that any finite generating series can be written
as a polynomial on Lyndon words for the shuffle product.

KEYWORDS :

Nonlinear systems, minimal realization, generating series, symbolic calculus, differential geometry.

0. INTRODUCTION.

Le probléme de la réalisation a fait ’objet de plusieurs travaux dont nous citons R.E.Kalman[16] pour
les systémes linéaires, P.D’Alessandro, A .Isidori and A.Ruberti[3], M.Fliess[5], G.Jacob[12] et J.H.Sussmann[23]
pour les systémes non linéaires particuliers dits bilinéaires. Et enfin B.Jakubczyk[16], H.J .Sussmann[24] pour
les systémes non linéaires généraux avec solutions réguliéres quel que soit le temps et quel que soit I’entrée.

Chacun des auteurs cités a utilisé des moyens plus au moins sophistiqués pour montrer existence et
Punicité de la réalisation. Nous retenons les travaux de M.Fliess[9), repris par C.Reutenauer[22] dans lesquels
tous les deux ont utilisé les séries formelles comme outil principal pour montrer ’existence et Punicité de la
réalisation locale minimale des systémes dynamiques non linéaires.

Dans ce papier, nous commencons par la présentation d’un certain nombre d’outils de manipulation
des séries formelles non commutatives (ces outils déja étudiés dans [13] et implémentés dans [14])). Ensuite,
nous exposons la correspondance entre ’aspect géométrique des systémes dynamiques non linéaires et 'algébre
des séries formelles. Nous rappelons dans le paragraphe IV des définitions et certaines propriétés des mots
de Lyndon dont une étude plus approfondie est faite par J.P.Duval[4], M.Lothaire[18] et G.Melangon &
C.Reutenauer[20]. Dans le dernier paragraphe nous rappelons les résultats essentiels sur la réalisation locale
des systémes dynamiques non linéaires et nous montrons qu’en utlisant comme base de Lie <X > la base de
CHEN.FOX-LYNDON et le fait que les mots de Lyndon forment une base de transcendance de P’algébre des séries
formelles munie du mélange (G.Melangon & C.Reutenauer{20] ou D.E.Radford[21]) nous permettent de réaliser
les systémes dynamiques non linéaires de série génératrice finie. Cette réalisation a été implémentée sous le
systéme de calcul formel MacsyMa[19] dans {14] et [15].

Dans ce cas particulier, nous calculons complétement la réalisation.

(*) Laboratoire d’Informatique Fondamentale de Lille.— U.A. 369 du C.N.R.S.- Université de LILLE I.-
59655 VILLENEUVE D’ASCQ CEDEX. FRANCE. Tel. 20 43 47 18 ou 20 43 42 57.
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I. POLYNOMES, SERIES FORMELLES ET AUTOMATES SYNTAXIQUES.

Soit X = {z¢,z1,...,Zm-1}, un ensemble de lettres appelé alphabet. Soit X* le monoide libre engendré
par X. Un élément de X* est appelé mot. Le mot vide, noté ¢, est le mot qui ne contient aucune lettre. La
longueur d’un mot w, notée |w|, est 'entier représentant le nombre de lettres qui le constituent (ainsi || = 0).

11. Polynémes et séries formelles.

Une série formelle S est une application de X* dans IR, qui & tout mot w associe S(w), noté < S|w >,
et appelé coefficient du mot w dans la série S; elle sera notée comme une somme infinie 3~ ¢ x. < Sjw > w.

L’ensemble des séries formelles forme une algébre qui sera notée dans la suite R X > .

L’ordre d’une série formelle S, noté w(S), est défini (cf J.Berstel & C.Reutenauer[2] ou G.Jacob &
N.Oussous[13)) par:

_ inf{ |w]| <Slw># 0}, siS#0,
w(S) = {+oo, siS;O.

Le support d’une série S est le langage:
Supp(S) = {w e X* | <Sjw>#0}.

Un polynéme est une série formelle de support fini. On notera ’ensemble des polynémes R< X >, c’est
une sous-algébre de R X > .

Le degré d’un polynéme P € IR< X > est défini par:
— 00, si P=0,

deg(P) = { sup{|w| avec w € Supp(P)}, si P #0.

On notera Lie < X >, la IR-algtbre de Lie libre engendrée par X, dont R < X > est la R-algébre
enveloppante universelle. Un élément de Lie < X > sera appelé polyndme de Lie, c’est une combinaison linéaire
de mots de Lie et un mot de Lie est défini par:

[P,Q] = PQ-QP,

o P et Q sont des mots de Lie. Le produit PQ représente le produit de concaténation (produit associatif).

I.2. Produit de mélange.

Le produit de mélange de deux mots (¢f G.Jacob & N.Oussous[13]) est défini récursivement par :

Yw € X", WwESEw w=w, (e étant le mot vide).
Yu,v € X*, Vz,y € X, (zv) w (yv) =z (u w (yv)) +y ((zu) w v).

On prolonge ce produit aux séries en posant, pour S, T € R<€ X >:

SwT = Y <Slu><Tlv>uwo.
u,vEX"

Ce produit est commutatif et associatif.
L.3. Calcul de résiduels. (cf G.Jacob & N.Oussous[13]).

DEFINITION1.3.1. — Soit S € R X > . On pose, pour toul u € X*,

uaS = E <Slwu>w (resp. Spu= Z < Sluw > w);
weX* weXe

que l'on appellera le simplifié de S & droite (resp. & gauche) par u.
En d’autres termes, on a, pour tout w € X* :

<uqdaSlw>=<Slwu>, et < Spujw>=<Sluw>.




Remarques:
l. VSe R« X», eEaS=Sve=_S.
2. Par définition du support d’une série et d’aprés la définition 1.3.1, on peut voir facilement que:
Supp(uaS)={ we X* | wue Supp(S) } et Supp(Svu)={weX"|uweSupp(S) }.
1.4. JR-automates et matrice de Hankel.

DEFINITION 14.1. ~ On appelle R-automate, le quadruplet (£,q0, F,*) tel que:
€ est l'espace vectoriel des états,
go est le vecteur état initial,
F est une forme linéaire (dite d'observation) définie sur £,
* est une action de X* sur &£, telle que l'application ¢ +—— w*gq,
est une application linéaire de £ dans £.

DEFINITION 14.2 [12]. - Soit § € R € X », une séric formelle. On appelle automate syntarique
(& gauche) de S, le R-automate (£,S,F,<) tel que:
£ =span{waS |weX"}
S est l'état initial,
F est définie par F(S) =<Sle>,
4: X*'x€& —E&,

(w,T) — waT.

C’est ’automate des résiduels. Il est complétement accessible et complétement observable au sens des
automates. C’est donc le R-automate minimal reconnaissant S. Cet automate est en général de rang infini.

DEFINITION 143 [5]. — Soit S € R X > une série formelle. La matrice de Hankel associée d la série
S est un tableau infini, noté Mg, dont les lignes et les colonnes sont indicées par les éléments du monoide libre
X* et tel que le terme se trouvant & la ligne u et & la colonne v est le coefficient < S|luv> du mot uv dans S.

DEFINITION 1.4.4 [5). — On appelle rang de Hankel de la série S, et on note RHg, le rang de sa matrice
de Hankel Hg, (si ce rang est fini) et +oo sinon.

Le rang de Hankel de S est en général infini. Si il est fini, alors S est rationnelle (¢f M.Fliess[5] ou
G.Jacob[12]).

Les lignes (resp. colonnes) de Hs engendrent un IR-espace vectoriel de dimension égale au rang de M.
On note L, laligne de Hs indicée par le mot u.On a (¢f G.Jacob & N.Oussous[13]):
Yw e X*, Ly(w) =< Sluw > = < S ujw >,
donc Ly = Svu.

On en déduit que la ligne £, de Mg contient exactement les coefficients de la série résiduelle Sb u,
et représente un état de ’automate minimal. On a donc

RHs = dim span{ L, | u € X" }.
Soit P € IR <X >.On définit la ligne Lp de Hg par:
Lp = (< S|Pu>)uexs = (<S> Plu>)uex--

Cette ligne contient donc les coefficients de la série résiduelle S P. Et on a:

Lp = Y, <Plp>L,.
veEX"

Remarque. - Tout ce qu’on vient d’énoncer & propos des lignes de Hs peut étre répété pour ses colonnes et
les simplifiés de S & droite.




DEFINITION 1.4.5. ~ Soit S € R X . On définit la matrice de Lie-Hankel associée @ S, comme élant
un tableau infini, noté LHs, dont les lignes sont indicées par une base totalement ordonnée de Lie < X > et
dont les colonnes sont indicées par X*, ordonné par l’ordre lezicographique par longueur, et défini par:

LHs(P;,w) =< S|Piw>=<SoPFjw>.

DEFINITION 1.4.6. — On appelle rang de Lie de S, et on note RLs, le rang de sa matrice de Lie-Hankel,
8t celui-ct est fini el +00 sinon.

On a donc (cf M.Fliess[9]) RLs = dimspan{lp | P € Lie< X >}.
II. CHAMPS DE VECTEURS ET SYSTEMES DYNAMIQUES.

On considére un systéme analytique de la forme:

m-—1

q(t) E u;(t)Yi(q) avec ug(t) =1 pour tout t,
(2) £=0

y(t) = h(q(¥))-

ou

¢ € @, Q@ une variété R-analytique connexe de dimension N,

Y;, 0<i<m-—1, sont des champs de vecteurs analytiques,

h, fonction d’observation, est une fonction analytique réelle,

Les Y;, et h sont définis dans un voisinage de ¢(0), ol ¢(0) est donné,

u;, 1 <i<m-—1, est une fonction réelle continue par morceaux. On posera u = (ug, U1, ..., Um-1) qui
sera appelée fonction d’entrée.

I1.1. Formule fondamentale.

A chaque entrée wu;, on associe une lettre z;, (0 < i < m — 1). L’ensemble de toutes les lettres
X = {zo,z1,...,Zm-1} est appelé alphabet de commandes. Soit X* le monoide libre engendré par X.

On considére 'homomorphisme Y défini de X* dans I’ensemble D des opérateurs différentiels qui &
toute lettre z; de X associe le champ de vecteurs }Y(z;) = Y;. Ainsi pour un mot w € X*, Popérateur
différentiel Y(w), que l'on note Y,,, est défini par:

Yw)=Y, =Y;,0Y;,...0Y; pour w = 24 %i,...Ti,,
Y(¢) =Y, = Identité.

L’action d’un opérateur différentiel Y,, sur une fonction analytique f, définie sur la variété @, sera notée Yy, o f.

Pour des entrées et le temps suffisamment petits, la sortie est donnée par la formule de PEANO.BAKER
(¢f M.Fliess[9] ou C.Reutenauer[22]) dite aussi formule fondamentale de m.FLIESS:

yt) = Y. (Ywoh),, [) Suw.

weX*

oll |40y signifie ’évaluation en ¢(0), f; byw est I'intégrale itérée associde au mot w, relative a ’entrée u
pendant Vintervalle de temps [0,t]. On rappelle que les intégrales itérées sont définies par récurrence sur la
longueur du mot w comme suit:

t
si w = g, alors / bue =1,
0
4 t T
si w = vz;, alors / Sow = / ( / buv)ui(r)dr.
0 o Jo

(Cette définition, développée aussi par Hoang Ngoc Minh & G.Jacob dans [11], est symétrique de celle
donnée par M.Fliess dans [8]).

En particulier: fot buzo = ft; up(7)dr = {, puisque uo(r) = 1, pour tout .
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Le comportement Entrée/Sortie du systtme (L) est entirement défini par sa série génératrice g
(¢f M.Fliess[9]), qui est une série formelle en les variables non commutatives zg, 21, ..., Zm_1, donnée par:

(I1.1.1) g = ) (Yuoh),w
weEX*

< glw > étant le coefficient du mot w dans la série g, la sortie y(t) peut s’écrire:

y(t) = E <glw>/0 Suw.

weX*
I1.2. Champs de vecteurs et coordonnées locales.

La variété @Q est de dimension N. Soient 2,22, ..., 2y, un systéme de coordonnées locales. On notera
R[z,,z3,...,2x] et R[z;,2,,...,2xn] les R-algtbres des séries et des polyndmes commutatifs en les variables

213225y ZN

Le champ de vecteurs Y;, vu au paragraphe II, peut alors s’écrire:
3 8
K =E€,"(z)5— 0,"(2)6 R[Zl,z2,---,zN]-
k=1 k

Ainsi, si f est une fonction analytique définie sur la variété @, alors, ’action du champ de vecteurs Y;
sur la fonction f s’écrira:

N
Yof = Zaf(z)g;i
k=1

III. EVALUATION POUR UNE ENTREE DONNEE.

La formule fondamentale peut étre interprétée comme suit: la sortie y(t), pour une entrée u donnée, est
Pévaluation de la série génératrice g pour cette entrée.

DEFINITION M1.1{11). — On appelle évaluation d’un mot w € X* pour lentrée u, Dintégrale itérée:
t
Eu(w)(t) = / buw.
0

On étend cette notion aux polynémes en posant, pour tout polynéme P € R< X >,

E(P)= Y <Plu>Eu(w).
weX*
Sous réserve de convergence, on peut étendre cette notion aussi aux séries en posant:
E(S)= ) <Slw> Eu(w).
weX*
Ainsi la sortie y(t) du systéme (L), est ’évaluation de sa série génératrice g :
y(t) = &ulg)  (ou Eu(g) = h(a(t))),
ol gt) = ¢z£?‘)) est I’état du systéme, initialisé en ¢(0), soumis & P’entrée u pendant le temps t.

Pour des entrées dont lintégrale, dans un intervalle [0,t], est bornée, nous avons le théoréme suivant
appelé théoréme de 'unicité (cf M.Fliess[8]).

THEOREME I11.2. — Sotent S et T deuz séries. Si £,(S) = E,(T), pour toute enirée u, alors S = T.
LEMME I11.3. = Si S et T sont deur séries, alors  &,(SwT) = £,(S).E,(T).

Preuve:
C’est une simple interprétation de la formule d’intégration par parties (¢f G.Jacob & N.Oussous[13)).
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IV. GEOMETRIE DU SYSTEME ET SERIES FORMELLES.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer comment se transportent des notions géométriques du systeéme
dans l’algébre des séries formelles. En particulier, nous allons voir comment se traduit la dérivation d’une
fonction analytique, I’action d’un champ de vecteurs sur une fonction analytique ou encore le produit de deux
fonctions analytiques en terme de séries formelles.

IV.1l. Opérateurs différentiels.

Dans C“(Q) (algébre des fonctions analytiques définies sur Q) on a deux types d’opérateurs différentiels:
les opérateurs liés au systéme et qui sont les champs de vecteurs Y, et les opérateurs liés & la variété et sont de
la forme &§; = 7,{—,

IV.1.1. Séries génératrices et codage des observations.
On appelle algébre d’observations une sous-algébre compléte Oyy de algébre C“(Q) des fonctions
analytiques au voisinage de g(0), stable par les champs de vecteurs analytiques.

A tout systéme (), on peut associer I’application (cf M.Fliess[9])
o : Oy — RLX >,

définie par:

Vh € Oy0), o(h) = E (Yu © h)jgq -
weX®

Si h est une observation, o(h) est donc la série génératrice du systéme (X) muni de 'observation h.
Dans ce cas, I’évaluation de la série génératrice n’est autre que la fonction h(g(t))

Eu(o(h)) = h(q(2))-
ou g¢(t)= ¢:£?t)), I’état du systéme, initialisé en ¢(0), soumis a I’entrée u pendant le temps 2.
IV.1.2 Codage des champs de vecteurs Y;.

Voyons maintenant comment se traduit I’action d’un opérateur interne (un champ de vecteurs) sur une
fonction analytique. On a:

o(Y;oh) = Z Ywo(Yioh)),uw= z < o(h)|wz; > w

weX* weX"*
= Y <ziqo(h)lw>w= z;a(ch)
weX"

L’opérateur Y; de Oy(o) est donc représenté par 'opérateur < z;< > de simplification de la série o(h) a droite
par la lettre z;. On a ainsi reflété I’action des champs de vecteurs comme étant P’action ”calcul de résiduels”
sur des séries formelles.

En coordonnées locales, le champ de vecteurs Y; s’écrit:

o 7
= Zo{(zl, hsr> z,-)gz—j

j=1

= Y; 02 =20{(z1,...,z,)% = 9{(z1,...,z,).
=1 J

En considérant chaque coordonnée locale z; comme une observation, on définit les séries Z; = o(z;). Alors:
o(Y;02;) = ziqa0(zj) =z 2 Z;.
D’ol1 une méthode algorithmique pour le calcul des champs de vecteurs.
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IV.1.8. Systémes localement faiblement commandables.
DEFINITION. — Soit (X) un systéme et soient Yo, Y1, ..., Ym—1 les champs de vecteurs associés. (I) est

dit localement faiblement commandable av point g si, et seulement si,

dim Lie <Yg,Yi, .., Ymo1 >}, = dim Ty(Q).

Nous supposons & présent que le systeme (I) est localement faiblement commandable en ¢. Nous allons
montrer que ’on peut définir un opérateur A; sur les séries formelles vérifiant:

Ai(oq(h)) = 04(Bi o b).
C’est-a-dire, a 'opérateur 9; sur les fonctions analytiques est associé un opérateur A; sur les séries formelles.
On note I'(T(Q)) ’ensemble des champs de vecteurs analytiques sur la variété Q.
THEOREME 1V.1.1. — Si le systéme () est localement faiblement commandable en g, on a:

g (h)=0 = VZeI(T(Q)), o0,Z0h)=0.

Preuve

Pour montrer ce théoréme, il nous faut montrer, pour tout champ de vecteurs Z € I'(T(Q)), que:
[o(Rlw>=0 Vwe X*] = [<o(Zoh)w>=0 Vwe X*].
Ce qui s’écrit encore:

Vh € C¥(Q) telle que o4(h) =0,
VZ e I(T(Q)), ona (YyoZoh) =0.
Yw € X*,

(i) On a clairement:
og(h) =0 == Lie<Yo,V1,..,Ym_1>0h, =0 = I(T(Q))oh, =0 = Zoh =0
(i) Hypoﬂzése de récurrence:

Vh e C¥(Q) telle que o4(h) =0,
HR, VZ e I(T(Q)), ona (YyoZoh), =0.
Vw e X<7,

D’aprés (i), HR; est vérifiée.
Supposons vérifiée HR,,. Si w € X", et 2 € X, nous avons successivement:

Yvzo(Zoh)=Yyo0(Ye0Z0h)=Yy o([Yz,Z]loh)+Yuo0Z0(Ys0h).
(a) oronma: o,(R)=0, [Yz,2]€T(T(Q)), |w|=n,ethypothése HR, entraine donc:
7
Yy o [Yz, Z]0 h)lq =0.

(b) et on a aussi: o,(Yz0h)=0, ZeT(T(Q)), |w|=n,et’hypothése HR, entraine donc:
(Yoo Zo(Yzoh))), =0.
On en déduit: (Yuwz 0 Z0 k), = 0. Et donc HR, = HR,;u1.

L’hypothése HR,, est donc vérifiée pour tout n € IV, d’ou le théoréme.




COROLLAIRE. —
oih)=0 = Vie€[l.n], 04(8ioh)=0.

On peut donc affirmer que si h et k sont deux fonctions analytiques alors,
og(h) =0,(k) = o0,(8;0h)=04(8;0k).
11 existe donc une application A; de 04(Og(0)) dans lui-méme telle que ¢,(8; o k) = Ai(oy(h)).
IV.2. Algtbres des observations.

Dans ce qui suit, on va montrer que o transporte la structure d’algébre d’observations dans Palgébre des
séries formelles munie du mélange.

LEMME IV.2.1. — 0o est une application linéaire, c’est-a-dire:

Vh,k € Oyq), Vo,BE€R,  o(ah+pPk) = ao(h)+Po(k).

LEMME Iv.2.2. — Soient h,k € Oy(o), des observations. On a o(h.k) = (o(h)) w (o(k)).

Preuve:
Soit le systéme (S) suivant:

S1

S2

Ce systéme est formé de deux systémes (S1) et (S2), qui possédent la méme entrée u et les sorties
respectives y;(t) et y2(t), la sortie du systéme est le produit des deux sorties: y;(t).y2(t).

On peut supposer que les deux systémes S1 et S2 sont définis sur un méme espace d’état et ont le méme
état initial (si nécessaire, plonger S1 et S2 dans I’espace produit de leurs espaces d’états et le nouvel état initial
est g1 (0) x ¢%(0)). Si g1 (resp. g2) est la série génératrice du systéme (S1) (resp. (S2)), alors la série génératrice
du systéme (S) n’est rien d’autre que le mélange g;wg,.

Dans le cas présent:

g1 = o(h1), g2 = o(h2), et on a les correspondances suivantes, en posant g(t) = ¢z£?3):
(k) £ m(e@) = () et o(hs) 2 ho(a(t) = ws(t)
o(hyihs) £ hihs(g(t)) = y1y2(t)
o(hiwohs) =5 hiha(g(t) = masa(®).

On en déduit que, pour toute entrée u, &,(o(hihs)) = E(o(hy)weo(hs)). Et d’aprés le théoréme I11.2,
U(hlhz) = U(hl)u-l d(hz).

Donc o est un morphisme de I’algébre d’observations dans 1’algébre des séries formelles munie du mélange.
ol
Remarque:
o(h)=0 <= VweX", Yy,oh=0 <= hinobservable.

En d’autres termes, l’application h +—— o(h) de Oyo) dans IR € X > est injective si, et seulement s, le
systéme est localement observable (relativement & Og)). t.¢. h inobservable — h =0.
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IV.3. Evaluation des coordonnées locales.

Nous explicitons ici la traduction des coordonnées locales de la variété @ dans algébre des séries
formelles.

IV.8.1. Siructure d’algébre commutative sur RK X > .
En un point ¢(0) on a (pour la dimension N) N coordonnées locales z;,...,zx ot 2 € Oyo), 1<i< N,
Nous rappelons que pour tout i, on a posé Z; = o(z;) € R€KX > . Les Z; sont des séries propres. En effet:
< Zile>= (Y, oz,')l'(o) = z,-lq(o) = 0.

Dans IR < X > les séries propres permettent de définir une topologie par le systéme fondamental de
voisinages de zéro:

W,={Se R€X> |w(S)>n}.

Au produit des fonctions analytiques correspond, par o, le produit de mélange des séries formelles (qui est
un produit commutatif). Soit a@ = (i1, %2, ...,k ), un multi-indice, (k > 0), alors on pose (¢f S.Abhyankar(1}) :

k
lal = E‘J:
Jj=1
$1

$2 $x
212572k,

wa __ pwih w2 wity
¥4 =27y 'wZy C.wZ

za

ol wi; est la puissance i}é‘“e pour le produit de mélange. D’aprés le lemme IV.2, on a:
a(2%) = Z%°.
1V.3.2. Topologie dans O ().

Puisque les z; forment un systéme de coordonnées locales au point ¢(0), alors toute fonction f € Oy )
admet un développement analytique:
£ = Teort
o

olt o parcourt les multi-indices. Appelons ordre d’une fonction h € Oyo) (par rapport aux 2;) Pordre Q(h) du
développement en série de h sur les z;. La topologie sur Qo) peut étre définie par le systéme fondamental de
voisinages de zéro:
Vo = {h € Oy | 2h) 2 n}.

Pour cette topologie Oyoy est un espace complet.

THEOREME IV.3.1. — L’application & : Oy — (IR X>,w), est une fonction continue.
Preuve:

On vérifie que, pour tout n, c=!(W,) contient V,.

Puisque o est continue, on en déduit:

”(E €az®) = Z I A
a -]

LEMME IV.3.2. —

V. MOTS DE LYNDON
V.1. Ordre lexicographique et classes de conjuguaison.

Soit X un alphabet totalement ordonné, et soit X* le monoide libre engendré par X dont les éléments
sont appelés des mots. On définit un ordre total sur X* comme suit:

(1) 3w # € tel que uw = v,

Vuve X", <v ssi ou
€ U { (i) 3z,y,2€ X* et a,b€ X telsque u = zay, v = zbz et a < b.




On a ainsi I’ordre lexicographique usuel sur les mots de X*. Pour cet ordre, on a (cf Lothaire[18]), les
deux propriétés suivantes:

(§))] Yw e X*, u<v < wu<wy
(2) Si v¢guX*, Vw,z€eX", u<v = uw<vz

On dira qu’un mot u est un facteur du mot v siil existe z,y € X* tels que v = zuy.
Si z = ¢ (resp. y =€), on dira que u est le facteur gauche (resp. droit) de v, propresi y # € (resp. z #¢).
Deux mots u et v de X* sont dits conjugués si il existe z,y € X* tels que u=zy et v=yz.

V.2. Mots de Lyndon.
Pour plus de détails sur les mots de Lyndon, on peut consulter les références [4], [18] ou [20].
DEFINITION V.2.1. - Un mol w € X* est un motl de Lyndon ssi: |

(?) il est strictement plus petit que tous ses conjﬁgués,

ou
(it) il est strictement plus petit que ses facteurs droits propres.
On notera L Densemble des mots de Lyndon sur X.

Propriétés:

(1 Soit w € L\X et soit m son plus long facteur droit propre dans L. Si w = Im, alors |
l € Letl<lIm< m. Lecouple o(w) = (I,m) est appelé la factorisation standard de w.

w € X,

2 w€ L si, et seulement si, ou
(2) { w=Imavec Im€eL e l<m.

Ce qui donne un moyen algorithmique pour la construction des mots de Lyndon.

LEMME v.2.2. - Soient w € L\X et o(w) = (I,m) sa factorisation standard, et soit n un mot
de Lyndon vérifiant w < n. Alors le couple (w,n) est la factorisation standard de wn si, et seulement s,
n < m.

Preyve:
(a) Montrons que o(wn) = (w,n) = n<m

Supposons que m < n, alors d’aprés la propriété (2) mn € L et donc n n’est pas le plus long facteur droit
propre de wn ce qui est en contradiction avec ’hypothése: (w,n) = o(wn).

(b) On suppose w < n < m et que o(wn) = (u,v) avec v # n.

w n

A A
7 " ~

i m

On a alors nécessairement |v| > |n|. Donc v = An ou h est un suffixe propre de w.

—-—

-4.4
\ 3 )

4
-

" v

U v

Soit alors k le plus petit suffixe, différent de £, propre ou non de k. On a alors k¥ < m. En effet:

k<h<hn=v<n<m.
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Or m < k, puisque k est un suffixe propre de w, et que o(w) = (I,m). D’oli contradiction.

V.3. Base de Lyndon.

A partir des mots de Lyndon, on peut construire une base ( dite base de LYNDON ou de CHEN.FOX-
LYNDON (cf Lothaire[18] ou Viennot[25])) de P’algébre Lie < X > des polynémes de Lie. Cette base est obtenue
récursivement comme suit:

¢(z) = z pour z€X,
e(w) = [e(l),e(m)], pour w e L\X, tel que o(w) = (I,m).

en utilisant les crochets de Lie. Cette définition nous donne un algorithme pour construire cette base
(¢f Viennot[25)).

V.4. Théorétme de Lyndon.

THEOREME (18]. — Chaque mot w € X" peut étre écrit de maniére unique comme suil:
w = 1112...1,1 (1)

ot chaque ;€L et y 21> ...21,.
Pour la preuve de ce Théoréme voir Lothaire[18] ou G.Melangon & C.Reutenauer[20].

Dans L, on peut définir différentes relations d’ordre total, en particulier, on peut définir I’ordre
lexicographique et I’ordre lexicographique par longueur. Vu la définition de la base de Lyndon, toute relation
d’ordre total sur L induit naturellement une relation d’ordre total sur la base de Lyndon de Lie< X > .

VI. REALISATION DES SYSTEMES DYNAMIQUES.
Localement, on exprime (M.FLIESS) le probléme de la réalisation comme suit:

Etant donné un comportement E/S donné par sa série génératrice sur un alphabet X, existe-t-il un
systéme différentiel du type (X) qui admette la méme série génératrice? Si oui, le décrire.

VI.1 Séries produites différentiellement.

DEFINITION. — Une série formelle g € R X >> esl dite produite différentiiellement si, et seulement si, il
erister € IN, une série formelle h € Rz, ..., 2], et un homomorphisme Y de X* dans l'algébre des opérateurs
différentiels formels sur R[z,, ..., z,], tel que pour chaque letire z; de X, Y(z:) = Y; soit un champ de vecleurs
formel tels que:

Vwe X* <glw>=Y,0h]

od |p est Uévaluation en 2, = ... =z, = 0.
On dira que (Y, h) est une représentation différentielle de g, de dimension r.
D’aprés la formule (11.1.1) il est clair que:

g est la série génératrice d’un systéme formel de la forme (X) si, et seulement si, g admet une représentation
différentielle .

En conclusion:
Etudier les réalisations locales
revient &
Etudier les représentations différentielles.
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VI1.2. Théordme de Fliess.

THEOREME V1.2.1 [9]. — Une série ¢ € IR € X > est produile différentiellement si, el seulement s,
son rang de Lie est fini, soil r. Dans ce cas r est égal & la plus petite dimension de ses représentations
différentielles. Si (Y, h) et (Y',h') sont deur représentations différentielles de dimension r de g, alors il eziste
un aulomorphisme ¢, continu, de Rz, ..., 2.} tel que:

Vw e X*, Yk € Rfz1,..., 2], } = (h) et p(Yy, o k) =Y, o (k).
(Yo désigne Uimage de w par Y ).

La réalisation (Y, k), unique & isomorphisme prés, est dite réduite ou minimale.

Pour nous le probléme de la réalisation consiste & calculer le rang de Lie r de la série génératrice g
puis & déterminer les polynémes Z, ..., Z, tels que ’on puisse exprimer g, qui au départ est une série formelle
(finie) en les variables non commutatives zo, ..., Zm—1, comme combinaison linéaire des mélanges des polynomes
Z1,...,Zr. On prendra ensuite comme coordonnées locales z; telle que o(z;) = Z; pour (1 < ¢ < r). On obtient
alors la fonction d’observation h telle que o(k) = g. Ensuite, pour définir ’homomorphisme ), nous calculons
des champs de vecteurs Yy, ..., Y;n_1, images respectives des lettres zg, ...,2p,~3 par ), et qui sont donnés par
la formule:

u 8
Y; = Z(Y. o z_,-)—a-;;, avec o(Y;o0zj)=1z;49Z; € R[zn,..., 2]
j=1

V1.3. Construction de la réalisation.

On considére la sous-algébre de Lie de 1’algébre Lie < X >, de codimension r, définie par:
A(g)={ PeLlie<X> |goP=0}

A(g) est engendrée par les polynémes de Lie qui annulent la série g.

On pose:
V(A@9))={QeRKX> |QrA(9)=0},

¢’est ’ensemble des séries qui sont annulées par I’algébre A(g).

Soit (P;)i>1 une base de Lie < X > telle que Py,..., P, soit une base de Lie < X > modulo A(g) et
P41, ...y Py, ... s0it une base de A(g). On définit les polyndémes 2, ..., Z, (¢f C.Reutenauer[22]) comme étant
des polynémes de terme constant nul vérifiant:

(VI3) (1) < Z;|Pi>=< Z; > Pile > = &; pour ¢ <1,

' (i) Z; € V(A(9)) pour i>r.

ol < Z; b Pile > est le coefficient de € dans le simplifié de Z; a gauche par le polynéme de Lie F;.

On choisit comme base de Lie la base de CHEN.FOX-LYNDON définie dans le paragraphe précédent. Ce
choix est dii, d’une part, au fait que les mots de Lyndon s’obtiennent & partir des éléments de la base en effacant
les crochets et les virgules et d’autre part, & cause des propriétés particulitrement intéressantes des mots de
Lyndon.

On sait, d’aprés (MELANCON& REUTENAUER ou RADFORD) que les mots de Lyndon forment une base de
transcendance de l’algébre IR < X » munie du mélange.

D’autre part, on a la relation trés importante suivante:
< IjIP,' >=<L lj > P;IE >= 6,'j

ol les I; sont les mots de Lyndon correspondants aux éléments de la base de Lie. On a donc tendance & prendre
comme polynémes Z; les mots de Lyndon correspondants aux polynémes de Lie qui n’annulent pas g, mais il
ne faut pas oublier la deuxiéme partie de (V1.3).

En définitive, on prend comme polynémes Z; des combinaisons linéaires des mélanges des mots de Lyndon
de degré inferieur au degré de la série g.
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VI1.4. Exemple.

Soit la série ¢ = 212021 + Toz120z1. X = {z0,21}. Les éléments de la base de Lie <X > jusqu’a P'ordre
4 (puisque la série est de degré 4) sont:

P =[30) [:01 [20, 21]]],
P; =[zo, [[20, £1], 21]],

P =[[[30’31]a21]’ 21].

Py =[z0, [0, 21]),
Py =[[zo, -‘51], -‘51],

Pl =Zo,
P, =z, Ps = [z0,2,],

Et les mots de Lyndon correspondants sont:

2 IG 23831,

ll =Zo, 14 =ZyZ, 2 2
I = I3 = zoz, 2 Iz =22y,
2 =2, ls =227, I =zoz
8 =ToLy-

Si on calcule les simplifiés de g par les éléments de la base de Lie < X >, On obtient:

g [zo, [20, [20, 21]]] =0,
gv [30’ [[30,21],21]] == 2a
gov [[[Zo, 21], 21],21] =0.

> Ty =T1T0X > (2o, [20,21]] = — 22
gv o 1ZoZ3, g>[20,31]=—z1+z'oz1, 9 [ ,[o, 1]] 1y

gb ) =T, 9o [[zo,z1), 2] =~ 2,

En ne gardant que les lignes et les colonnes non nulles de la matrice de Lie-Hankel, on obtient:

0 00 1
0 010
0 -1 10

=1 o 23 0 0 et RL, =4,
-2 00 0
-2 000

cette matrice est de rang 4 alors qu’elle a six lignes non nulles. Il existe donc des lignes linéairement dépendantes.
Les polynémes:

F,=Py—-2P3+4+2P,, Fo=P;, Fs=P;—PFP; et Fy4y= Py - Ps

annulent la série g. Donc ces polynomes, ainsi que tous les éléments de la base de Lie < X > de degré supérieur a
4 appartiennent 4 A(g). Les polynémes F; et F3 sont obtenus & partir des relations de dépendances qui existent
entre les lignes de L.

Le polynéme F; donne lieu & deux relations Z; = I3 — 2l et Z3 = I3 + 2l4 sur les mots de Lyndon qui
verifient:
< Zi|P; >=6j, i=2,3 et j21.

La relation duale du polynéme Fy4 est Z4 = l7+ ls. On prend enfin Z; = [, puisque la ligne correspondant & P;
est linéairement indépendante de toutes les autres. On a donc retenu comme base de Lie <X > modulo A(yg)
les polynémes de Lie P;, P;, P3 et Ps.

Zy 29 Z3 Z4

Zo 1 0 0 0

zz 0 1 0 O

[®oyz] 0 0 1 O
[[:co, :L'1], 21] 0 0 0 1

ol I’élément qui se trouve & la ligne P; et & la colonne Z; est le coefficient du mot vide (¢) dans le simplifié de
Z; & gauche par le polynome de Lie P;.
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Il reste & montrer le (ii) de (V1.3):

F, Fo F3 F4

Z) =z 0 0 0 0
Zy =z, — 223z, 0 0 0 0
Z3 =zoz1 + 22321 0 0 0 0
Z4 =zoz¥ + zng -I 0 0 0

d’autre part les (Z;)1<i<4 sont annulés par les polynémes de I’algébre A(g) de degré supérieur a 4. Le seul
probléme qui reste est Z4, puisqu’il n’est pas annulé par F;. Mais, il suffit d’ajouter 112w12 a Z,4 puisque
4(120112) > F; = z;. Donc, on prendra Z4 = ls + Iy + l(lzwlz) On remarquera que les Z; sont des combinaisons
linéaires des mélanges des mots de Lyndon de degré mféneur ou égal a 4.

Maintenant que nous avons les Z;, nous pouvons écrire I’expression de g sur les mélanges de ces polynémes.
On obtient alors: 1 i
2

9=52"+ ZwZs+ 52;’2 7. 8

Et la fonction d’observation est donc:

h= zg + 2223 + %zg — 224.

N =

Pour le calcul des champs de vecteurs, nous utilisons le tableau suivant:

Zop< zid
Zl =2Zp 1 0
2y = 7y — 223z, 0 1-223=1-2%2
Z3 = ZoZq +2z§zl 0 zo + 223 =24+ Z;u2
Zy=zozi+zizi+ 32 0 zozi+zizi+dzi=2:,+4225

Donc les champs de vecteurs sont:

5 3
821 ’

bl o i}
ol 20I8 2
Yy =(1 ::1)—‘922 +(z1 4+ zl)—aza + (223 + zz)—az4

Yo =

Nous avons ainsi un moyen algorithmique pour calculer le réalisation minimale de tout systéme dynamique
non linéaire de série génératrice finie. Cette méthode a déja été implémentée sous le systéme de calcul formel
MAcCsYMAinstallé sur les stations de travail suN (c¢f G.Jacob & N.Oussous[14,15]). La suite de ce travail sera
d’essayer d’étendre la méthode aux séries rationnelles qui correspondent aux systémes bilinéaires (cf M.Fliess[5],
G.Jacob[12] ou H.J.Sussmann[23]) qui sont beaucoup plus importants.
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VIII. ANNEXE : PROGRAMMES
ET EXEMPLES



PROGRAMMES




/* Fonction qui renvoie le simplifie a droite du polynome <P> par la lettrex*/
/* <x>, (P> et <(x> sont fournis en arguments. */

SimDroLet(P,x) := if numberp(P) then 0
else
if atom(P) then if P=x then 1 else 0
else
if inpart(P,0) = """ then
(inpart(P,1) " (inpart(P,2)-1)).SimDroLet(inpart(P,1),x)
else .
if inpart(P,0) = "*" then
if numberp(inpart(P,1)) then
inpart (P, 1l)*SimDrolet(inpart(P,allbut(1)),x)
else print("SimDroLet --> ERREUR DANS POLYNOME")
else

if inpart(P,0) = "." then ’
inpart(P,1).SimDroLet(inpart(P,allbut(1l)),x)
else
if inpart(P,0)="+" then
SimDroLet (inpart(P,1),x)
+ SimDroLet(inpart(P,allbut(1l)),x)
else print("SimDroLet --> ERREUR DANS POLYNOME")S$

/* Fonction qui renvoie le simplifie a droite du polynome <S> par le poly- */
/* nome <(P>, <P> et <(S> sont fournis en arguments. */

SimDroPol(S,P):= block(
setup_ autoload("simdrolet.ldf",simdrolet),

if numberp(P) then P*S
else
if atom(P) then SimDrolet(S,P)
else
if inpart(P,0) = "+" then
SimDroPol (S, inpart(P,1))
+ SimDroPol(S,inpart(P,allbut(l)))
else
if inpart(P,0) ="." then
SimDroPol (SimDroPol (S, inpart(P,allbut(l))),
inpart(P,1))
else
if inpart(P,0)= "*" then
if numberp(inpart(P,1)) then
inpart(P,1)*SimDroPol (S, inpart(P,allbut(l)))

else print("SimDroPol --> ERREUR DANS POLYNOME")
else

if inpart(P,0) = """ then
SimDroPol (SimDroPol (S, inpart(P,1)),
inpart(P,1)" (inpart(P,2)-1))
else print("SimDroPol --> ERREUR DANS POLYNOME"))$




q> Cette fonction renvoie 1le simplifie a gauche du polynome <P> par la */
/* variable <(x>. */

SimGauLet (p,x) := if numberp(p) then 0
else
if atom(p) then
if p=x then 1
else 0
/* cas d'une puissance*/
else
if inpart(p,0) = """ then
SimGauLet (inpart(p,1),x).(inpart(p,1) " (inpart(p,2)-1))
/* cas d'une multiplication par un scalaire*/
else
if inpart(p,0) = "*" then
/*if numberp(inpart(p,1)) then*/
inpart(p,1)*SimGaulet (inpart(p,allbut(1)),x)
/*else print("SimGaulLet : ERREUR POLYNOME MAL ECRIT: ",p)*/
else
if inpart(p,0) = "." then
SimGauLet (inpart(p,1),x).inpart(p,allbut(1l))
else
if inpart(p,0)="+" then
SimGauLlet (inpart(p,1),x)
+ SimGaulLet(inpart(p,allbut(1l)),x)
else ,
print("SimGauLet --> ERREUR POLYNOME MAL ECRIT: ",p)$

/* Cette fonction renvoie le simplifie a gauche du polynome <S> par le poly-*/
/* nome <P>, tous les deux fournis en arguments. *x/

SimGauPol(S,P):= block(
setup_autoload("simgaulet.1ldf",simgaulet),

if numberp(P) then P*S
else
if atom(P) then SimGauLet(S,P)
else
if inpart(P,0) = "~ "" then
SimGauPol (SimGauPol (S, inpart(P,1)),
inpart(P,1)" " (inpart(P,2)-1))
else
if inpart(P,0) ="." then
SimGauPol(SimGauPol (S, inpart(P,1)),
inpart(P,allbut(1l)))
else
if inpart(P,0)= "*" then
inpart(P,1)*SimGauPol (S, inpart(P,allbut(1l)))
else
if inpart(P,0) = "+" then
SimGauPol (S, inpart(P,1))
+ SimGauPol (S, inpart(P,allbut(l)))
else
print("SimGauPol --> ERREUR POLYNOME MAL ECRIT"))$




/* Cette fonction renvoie 1le simplifie du polynome (P> par le mot de Lie */

/* <ML>, tous les deux fournies en arguments. */

SimGauML(p,ML):= block(
setup_autoload("simgaulet.ldf”,simgaulet),

if atom(ML) then SimGaulLet(p,ML)
else SimGauML(SimGauML(p,first(ML)),last(ML))
- SimGauML(SimGauML(p,last(ML)),first(ML)))$

/* Cette fonction renvoie 1le simplifie a gauche du polynome <S> par le */

/* polynome de Lie <PL>.

SimGauPL(S,PL) := block(
setup_autoload("simgaulet.ldf”,simgaulet),

if atom(PL) then SimGaulLet(S,PL)
else
if inpart(PL,0) = "[" then SimGauML(S,PL)
else
if inpart(PL,0) = "*" then
inpart(PL,1)*SimGauPL(S,inpart(PL,allbut(1)))
else
if inpart(PL,0) = "+" then
SimGauPL(S,inpart(PL,1))
+ SimGauPL(S,inpart(PL,allbut(1)))
else print("SimGauPL --> ERREUR DANS POLY. DE LIE")
)$

*/




decomp (u) : =block(
setup_autoload("simgaulet.ldf"”, K6 simgaulet),

if u=1 or atom(u) then
(debut:u, suite:l)
else
if inpart(u,0) ="." or inpart(u,0) = " " then
(decomp (inpart(u,l)), suite:SimGaulet(u,debut)))$

EstMot (u)

if numberp(u) or atom(u) then true
else
if inpart(u,0) = " " then EstMot(inpart(u,l))
else
if inpart(u,0) = "." then
EstMot (inpart(u,l)) and EstMot(inpart(u,allbut(l)))
else false §$

EstMon(u) if EstMot(u) then true
else
if inpart(u,0) = "*" then
numberp(inpart(u,1l)) and EstMot(inpart(u,allbut(l)))
else false$

EstPol(p) : if EstMon(p) then true
else
if inpart(p,0) ="+" then
EstMon(inpart(p,1)) and EstPol(inpart(p,allbut(1l)))
else false $

MelMot (u,v) := block([debutu,suiteu,debutv,suitev,debut,suite],
if EstMot(u) and EstMot(v) then
(if u=1 or v=1 then u*v
else
(decomp(u) , debutu :debut , suiteu:suite,
decomp(v), debutv:debut, suitev:suite,
debutu.MelMot (suiteu,v) + debutv.MelMot (u,suitev)
)
)
else (pxint("MelMot --» LES MOTS SONT MAL ECRITS"),

o VoE )

print("™ = ",u,"

)$

MelMon(ml,m2) := if EstMon(ml) and EstMon(m2) then
if EstMot(ml) then
if EstMot(m2) then MelMot(ml,m2)
else inpart(m2,1)*MelMot(ml,inpart(m2,allbut(l)))
else inpart(ml,l)*MelMon(inpart(ml,allbut(1l)),m2)
else (print("MelMon --> ERREUR DANS LES MONOMES"),
print("ml = ",ml,"m2 = ",m2))$




MelPol(pl,p2)

:= if EstPol(pl) and EstPol(p2) then
if EstMon(pl) then
if EstMon(p2) then MelMon(pl,p2)
else MelMon(pl,inpart(p2,1).
+ MelPol(pl,inpart(p2,allbut(l)))
else MelPol(inpart(pl,l),p2)
+ MelPol(inpart(pl,allbut(1l,),p2)

else (print("MelPol - -, ERREUR DANS LES POLYNOMES"),

print("pPl = ",pl," P2 = ",p2))$




/* Cette fonction nous permet, etant donnes le cardinal m de 1l'alphabet et */
/* le degre k jusqu'auquel on veut aller, de construire la base canonique de */
/* 1'algebre des polynomes non commutatifs. Cette base est ordonnee par */
/* longueur et par l'ordre lexicographique pour chaque longueur. 4
BaseDeKX(m,k):=block([j,1l,s,n,i],
©oprint(" "),
print(" Calcul de la base canonique de R<X> pour m=",m," et k=",k),

lis:[],
if m=1 then
(for i from 1 thru k+1 do
(b[i]:(concat(x,0)) " (i-1),
lis:endcons(b[i],1lis)
).
lis:rest(lis),
dimtab:k+1
)
else
(b(1]:1,
for 1 from 0 thru k-1 do
for j from m 1 thru 2*m 1-1 do
for s from 0 thru m-1 do
(i:m*j+s—(m-2)*(m” (1+1)-1)/(m-1),
n:j-(m-2)*(m 1-1)/(m-1),
b[i]:b[n].concat(x,s),
lis:endcons(b[i],1lis)
)
dimtab:i
)
)$




/* Cette fonction permet de tester si le monome de Lie <1l1> est inferieur */
/* au monome de Lie <{mm> ou non. */

estinf(ll,mm):=
if atom(1ll) then
if atom(mm) then is(1ll<=mm)
else estinf(1ll,first(mm))
else
if atom(mm) then estinf(first(1ll),mm)
else
if is(first(ll)=first(mm)) then estinf(last(ll),last(mm))
else estinf(first(ll),first(mm))$

/* La fonction <BaseDeLie> permet de construire une base de Lie. On lui */
/* passe comme parametres : m, qui est le nombre de lettres de 1'alphabet etx/
/* n, qui sera le degre Jjusgqu'augquel on veut aller. Dans notre cas n sera */
/* le degre total de 1la serie a etudier. */

BaseDeLie(m,n):=block({j,ns,ur,i,tt:[]1]),local(aa,bb),
blie:[1],
print(" "),
print(" Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m=",m," et k=",n),
for j:0 thru m-2 do assume(concat(x,j)<concat(x,j+1)),
for 1:0 thru m-1 do
(11i[l1,i] :concat(x,1i),
blie:endcons(11li[1l,i],blie),
mlifl,i]:concat(x,1i)
|
lafl]:m,
if m>1 then
(ns:2,
while ns <= n do
(i:0,
if oddp(ns) then traitl(ns) else trait2(ms),
lafns]:1i,
ns:ns+1l
)

) $

/* Le parametre ns que 1l'on passe a la fonction <(traitl> represente le numerxo*/
/* de la ligne que l1l'on veut construire; c'est aussi le degre des <{monomes> */
/* de Lie que cette ligne contient. *x/

traitl(ks):=block([3j],
for j:1 thru (ks-1)/2 do constl(j,ks-j),
for j:1 thru (ks-1)/2 do const2(ks-j,j)
)$




/I
/i

(trait2> comme <traitl> prend pour parametre le numero de la ligne a
construire, mais dans le cas ou ce numero est pair.

trait2(ks):=block([]j],

/t
/t
/t
/*
/ﬂ

for j:1 thru ks/2-1 do constl(j,ks-j),
const3(ks/2),

for j:1 thru ks/2-1 do const2(ks-3j,3j)
)$

A la fonction <constl> on passe deux parametres dqui representent les
numeros des deux lignes a partir desquelles on va construire la ligne
courante. Vous remarquerez gqu'en meme temps on construit une liste <(tt>
qui va nous permettre d'eviter de construire des monomes dont les mots
associes sont egaux.

constl(al,bl):=block([r,k,1],

tt:[1],
xr:0,
for k:0 thru laf[al]-1 do
for 1:0 thru la[bl]-1 do
(if estinf(llifal,k],11li[bl,1]) then
(lli[ns,i}:[11i[al,k],11i[bl1l,1]],
blie:endcons(lli[ns,i],blie),
mli[ns,i):mlif[al,k].mli[bl,1],
tt:endcons(mli[ns,i],tt),
iz:i+l
)
else
(aafal,r]:k,bb[bl,r]:1,
r:xr+l
)
).
ur:r

)$

*f
v

s
"
i
.
4

/* Cette fonction permet de construire les monomes qui n'ont pas ete obtenus*/
par <(constl>. On lui passe comme parametres les numeros des lignes a */

/*
/*

partir desquelles se fait la construction.

const2(z,t):=block([a,r],

for r:0 thru ur-1 do

(a:mli[z,bb[z,xr]].mli[t,aa[t,r]],

if not(member(a,tt)) then
(mli[ns,i]:a,
1li[ns,il:[11li[z,bb[2z,x]],11li[t,aa[t,x]]],
blie:endcons(lli[ns,i],blie),
isi+l,
tt:endcons(a,tt)
)

)$

2y



/* Cette fonction est utilisee
/* permet donc de construire

const3(ka):=block([a,j.k],
for j:0 thru la[ka]-1 do
for k:0 thru la(ka]-1
if not(j=k) and esti
(a:mlifka,j}.mli([k
if not(member(a,t
(mli[ns,i):a,
1li[ns,i):[11i
blie:endcons (1
i:i+l,
tt:endcons(a,t
)

)$

uniquement dans le cas ou ns est pair. Elle */
des monomes a partir de la ligne ns/2. *x/

do

nf(llifka,j),lli[ka,k]) then
a,k],

t)) then

(ka,jl,11li[ka,k}],
li[{ns,i],blie),

t)




/* Cette fonction permet, etant donnee une serie <S>, d'isoler le terme
/* constant de celle-ci.

Constant(S) :=
if numberp(S) then S
else
if atom(S) then 0
else
if inpart(S,0)="+" then
if numberp(inpart(S,1)) then inpart(s,1)
else 0
else 0 §

/* Cette fonction prend comme argument une serie <S> et nous renvoie son
/* degre total.

DegTo(S) :=
if numberp(S) then 0

else
if atom(S) then 1
else
if inpart(S,0) = """ then inpart(S,2)*DegTo(inpart(S,1))
else

if inpart(s,0) = "." then
DegTo(inpart(S,1)) + DegTo(inpart(S,allbut(l)))

else
if inpart(S,0) = "*" then DegTo(inpart(S,allbut(l)))
else
if inpart(S,0) = "+" then max(DegTo(inpart(S,1)),

DegTo(inpart(S,allbut(l1))))

*/

*/

*/
*/




/* Cette fonction constiult la matrice de Lie-Hankel et le rang de Lie du */

/* polynome <S>. Ladite matrice est mise dans la matrice <mat> et le rang de */
/* Lie est mis dans <1-. */

matlyn(S,m) := block(li,),jJ),k,p,rep,tampon,l,liss],local(la),
setup autoload("consdegto.1df",constant,degto),
setup autoload("basedelie.ldf", basedelie,traitl},trait2,constl,
const2,const3,estinf),
setup_autoload("basedekx.1ldf",basedekx),
setup_autoload("simgaulie.ldf",simgauml, simgaupl),
setup_autoload(”"listmot.ldf",listmot),

k:DegTo(S),
BaseDeKX(m, k),
iann:1l,
lpp: 1],
if m=1 then
(tampon:SimGauML(S,x0),
if tampon#0 then
(lyn{i}:x0,
lpp:endcons (x0, lpp),
l:coefmatrix([tampon],lis),
l:cons(constant (tampon),1[1]),
MatLieHan:matrix(1l),

nbligne:1)
else (Ann{iann]:x0,iann:iann+l),
lyni[1}:x0

)
else

(BaseDeLie(m, k),
print(" "),
print(" Construction de la matrice de Lie-Hankel"),
nbligne:0,
r:0,
i:1,33:1,
dotexptsimp:false,
for j:1 thru k do
for n from 0 thru la[j}-1 do
(tampon:SimGauML(S,11i{j,n])),
mot:listmot(11li(j,n]),
if tampon#0 then
(lyn[i) :mot,
i:i+1,
lpp:endcons(1li{j,n},lpp).
1: coefmatrix({tampon],lis),
l:cons(constant(tampon),1{1]),
l:matrix(l),
if r = 0 then (MatLieHan :1 , r : 1)
else MatLieHan:addrow(MatLieHan,l),
nbligne:nbligne+l
) .
else (Ann[iann]}:11i[j,n]),iann:iann+l),
lynli[33]):mot,
33:33+1
).
dotexptsimp:true
)l




iann:iann-1,

print(" "),
rep:read(" Voulez-vous afficher cette matrice<o/n>?:
if rep=o then
(print (" "),
print (" La matrice de Lie-Hankel est:"),
print(™ "),
print("MatLieHan= ",matliehan)
).
ind:r:rank(MatLieHan),
print(" "),

print(" Le rang de Lie de S est : ",1),

print(" ),

read(" Tapez <c¢\ ;- puis <Return> pour continuer
clear()

)$

:"),




/* Cette fonction renvoie <(true> si les deux listes fournies en arguments */

/* sont egales, et <(false> sinon. ./

comparelist(11,12):=block({bool),
bool: false,
if 11={) and 12=[] then bool:true
else
if length(ll)=length(12) then
if member(first(11),12) then
(l12:delete(first(11),12,1),
comparelist(rest(l1),12)

) $

/* Cette fonction renvoie <true> si la liste <1> fournie en argument se */
/* trouve dans le tableau <(t> , et <false> sinon. */

recherche(l,t,kl,k2):=block([i],

i:k1,

while i#(k2+1) and not(comparelist(l,t{i])) do i:i+l,
if i=k2+1 then false else true

)$

/* Cette fonction effectue la resolution d'un systeme d'equations dans le */

/* but d'exprimer un polynome (P> en fonction des melanges des coordonnees */
/* locales (Zi>. */

resolution(P,indf, tablf):=block([i,r:0,listeq,listvar,liste:0,mat,systeq,sol]},

for i from 1 thru indf do
(liste:coefmatrix([tablf[i}],lis),
if r=0 then (mat:liste,r:1)
else mat:addrow(mat,liste)
)I

systeq:0,
for i from 1 thru indf do
systeq:systeqg+(af{i]*row(mat,i)),

listvar:makelist(afil,i,l,indf),

liste:coefmatrxix(([(P],1lis),
systeq:systeq-liste,

listeqg:makelist(systeq[l,i},i,1,dimtab-1),

sol:solve(listeq,listvar)

)$




/* Cette fonction permet de calculer les relations de dependance entre les */ ‘
/* lignes de la matrice donnee en argument . x/
l
|
\

dependance (matrice):=block([i,listeq,listvar,systeq:0,an,F],local(alpha),

for i from 1 thru nbligne do {
systeq:systeq+(alpha[i) *row(matrice,i)),

listvar :makelist(alpha[i),i,1l,nbligne),
listeq:makelist(systeq[1,i],i,1,dimtab-1),

solve(listeq,listvar),
lp:makelist(concat(P,i),i,1,nbligne),
if $rnum#0 then
(print (" Les relations de dependance sont :"),
pranti{ "y,
listarith:false,
for j:1 thru %rnum do
(canon($rnum, j),
F:sum(alpha[j]*1p[j],j,1,nbligne),
an:sum(alpha([j]l*lpp[j],j,1,nbligne),
FF[j]l:ev(F),
iann:iann+1,
ann[iann]:ev(an),
print(" ",concat(RD,j)," = ",ff[j])
).
listarith:true
)
) $

|
|
I
wrnum: 0, (
|
f
|
I
|
|
|

/* Cette macro permet de donner des valeurs canoniques aux parametres %xrj */

canon(n,j)::=buildgq([n,j,1],
for i:1 thru n do concat(%r,i)::(if i=j then 1 else 0))$

/* Cette macro retourne la position de %rj dans la liste 1i. L7

posi(li,j)::=buildq([1i,j], block([test,k:1],

test:inpart(li[k),2)=concat(%r,j),

while k<= nbligne and not(test) do
(k:k+1,
test:inpart(li[k],2)=concat(%x,j)),
k
)

)$

/* Cette fonction transforme un mot en une liste de lettres x/
motlist(w):=if atom(w) then [w]
else cons(first(w), motlist(rest(w)))$




/* Cette fonction permet de calculer une base de l'application definie par */
/* les relations de dependance calculees par la fonction DEPENDANCE */

noydef (table,nbrel):=block([i,j,sol,k,test,temp,nb,vect,listequ,syst],local(V),
vect:makelist(concat(a,i),i,1,nbligne),
MF:coefmatrix(([table{1]],1lp),
if nbrel=1 then listequ:[MF.transpose(vect)]}
else
(for j:2 thru nbrel do
MF:addrow(MF,coefmatrix({table(j]],1lp)),
print(" La matrice de 1'application lineaire F
definie par ces relations est :"),
print(" "),
print(” MF = " ,MF),
Syst:MF.transpose(vect),
listequ:makelist(Syst[j,1],j,1,nbrel)
|
nb:nbrel,
srnum: 0,
sol:solve(reverse(listequ),vect),
sol:first(sol),
for j:1 thru nbligne-nb do
(canon(nbligne-nb,j),
V{posi(sol,j)):ev(sol)
).,
VVv:listarray(V)
)8

/* Cette fonction definit le mot de Lyndon de plus haut degre dans le polynome*/
/* (coordonnee locale) <P>. */

lyndegmax(P):=block([],
if (atom(P) or inpart(P,0)=".") then P
else
if inpart(P,0)="*" then inpart(P,2)
else
if inpart(P,0)="+" or inpart(P,0)="-" then
if degto(inpart(P,1))>degto(inpart(P,allbut(l))) then
lyndegmax(inpart(P,1))
else lyndegmax(inpart(P,allbut(1)))
else print("lyndegmax —--> ERREUR DANS LE POLYNOME : ",P))$

/* Cette fonction definit le polynome de Lie correspondant au mot de Lyndon */
/*determine par la fonction <lyndegmax>. */

repolie(P):=block([m,1],

setup_autoload("duval.ldf",inversion,lexilong,motlyn,baselyn,
motlist,inflyn,conslyn,decomp),

setup_autoload("consdegto.ldf",constant, degto),
m:lyndegmax(P),
dotexptsimp:false,
l:motlist(m),
dotexptsimp:true,
decomp(1l))$




/* Cette fonction permet de verifier la premiere condition sur les coordonnees*/
/*locales; a savoire <(g_i|P_j>=delta_ij. X/

ortho(P,Plie,j):=block([i:1l,bo:true,sim,con],
setup_autoload("simgaulie.ldf",simgaupl,simgauml),
setup_autoload("consdegto.ldf",constant,degto),

while i<=r and bo do
(sim:simgaupl (P,Plie[i]),
con:constant(sim),
if i=j then (bo:bo and ev(con#0),const:con)
else bo:bo and ev(con=0),
izi+l
).
bo
)$

/* Cette fonction permet de verifier si les poly. obtenus sont dans V(A(S)) */
dansag(Z):=block([k,j,ql,test,tamp],

for j:1 thru r do
(for k:1 thru iann do
(test:simgaupl(z[j],ann[k]),
if test#0 then
(dotexptsimp: true,
z[j]:completer(z[j],j,test,ann[k]),
dotexptsimp: false
)
),
print (" ",concat(q,3j)," = ", Z[3j])
),
gl:makelist(concat(q,j),j.,1,x),

print(" Les coordonnees locales sont les polynomes : ",ql),
print(" "),

read(" Tapez <c\;> puis <(Return> pour continuer :"),
clear()

)$

/* Cette fonction permet de determiner les mots de Lyndon et leurs melanges */
/* qui sont utiles pour l'expression d'un polynome donne. r/

LynUtiles(P,DP):-block([k:o,mm,n,fin:l,inddeb:1,indut,deg,list],

setup_autoload( "consdegto.ldf",constant,degto),
setup_autoload("recherche.ldf",conparelist,recherche),
setup_autoload("degpolie.ldf",degpolie),

for n from 1 thru Nblyn do

(deg:degto(lynl[n]),

if deg#0 and deg<= DP then
(fin:0,k:k+1,
tablyn[k]:[n],
somdeglyn[k] :deg
)

)



indfinlyn:indut:k,
while f£fin=0 do
(fin:1,
for n from inddeb thru indfinlyn do
(for mm from 1 thru indut do
(deg:somdeglyn[mm]}+somdeglynin],
if deg#0 and deg<=DP then
(list:endcons(first(tablyn[mm] ), tablyn[n]),
if not(recherche(list,tablyn,indfinlyn+l,k)) then
(fin:0,k:k+1,
tablyn{k]:1list,
somdeglyn(k]:deg
)

)

),
inddeb:indfinlyn+1,
indfinlyn:k

)
)$

completer(cl,nn,t,f):=block({i,j,n,d,sol,indfinlyn,simp,comp,const:1,compl, tamp,
tampl,bool, expr,exprs, lequa,lvar,sole,expre],
local(a),
setup_autoload("consdegto.1ldf",constant,degto),
setup_autoload("recherche.ldf",comparelist,recherche),
setup_autoload("simgaulie.ldf",simgaupl, simgauml),
setup_autoload("degpolie.ldf",degpolie),

d:degto(t)+degpolie(f),
lynutiles(t,d),
for n:1 thru indfinlyn do
(tamp:melliste(tablyn[n],1lynl),
tabsimp[n] :simgaupl(tamp,f),
tablemelyn(n]: tamp
),
frnum: 0, remarrxay(a),
kill(allbut(functions, arrays,
s,ss,m,xep,ind,liste,r, h,i,j,mm,1lis,indfin,dimtab,boel, cl,
nbligne,kk,matliehan,iann,lpp,blie,mot,mat,lp,sol,f,nf,vv,
nblyn,z,k,ql,test,tamp,nn,t,n,d,indfinlyn, comp,const,compl,
tampl, expr,exprs, lequa,lvar, sole, expre)),
print(" Expression de ce polynome sur ces melanges :%),
sol:resolution(-ratsimp(t),indfinlyn, tabsimp),
comp:constant(-t),
for i:1 thru indfinlyn do
comp:comp+a[i] *tablemelyn[i],
je1,
while (j <= srnum) do
(canon(txrnum, j),
compl:ev(ratsimp(comp)),
tampl:expand(cl+compl),
simp:simgaupl(tampl,f),
if simp=0 then
(bool:ortho(tampl,Plie,nn),
if bool then j:%rnum +1 else j:j+1
)




else j:j+1

b ¥
if const#0 then expand((1/const)*tampl)
else expand(tampl)

)$

/* Cette fonction permet de calculer les coordonnees locales et de verifier
/* que celles-ci sont bien dans V(A(S)).

lyncoord(mat) :=block([i,j,1lp,s0l,F,MF,VV,m,NBlyn],local(FF),

dependance (mat),
Nblyn:iann+nbligne-$%$rnum,print("™ "),
if trnum#0 then
(NoyDeF (FF, $rnum) ,
print (" Les polynomes obtenus par ces relations sont :"),
for j:1 thru r do
(z[3):sum(VV[j][i]l*Lyn[i],i,1,nbligne),
Plie[j]:repolie(Z[j]),
print (" ",concat(m,j)," = ",z2[j])
)
)
else
(print (" Les polynomes obtenus par ces relations sont :"),
for j:1 thru r do
(z[j):Lyn[]],
Plie[j]:repolie(z[j]),
print(" ",concat(m,j)," = ",Z[j])
)
).
print(" "),
print("Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees
locales"),
print(" sinon completons les."),
dansag(2)
)$

%/
5 4



/* Cette fonction gui calcule les actions a droite des lettres
/* coordonnees locales (Zi).

actionx(t):=block([i,y,3],
setup autoload("consdegto.ldf",constant,degto),
setup autoload("simdrolet.1df"”,simdrolet),

for j from 0 thru (m-1) do
for i from 1 thru ind do
(y:concat(x,Jj),
matx[i,j):simdrolet(t(i}),y),
degre(i,jl:degto(matx(i,j])
)

/* Cette fonction permet, en appelant la fonction <(exprime> sur

(xj> sur les

chagque compo-

/* sante de chacun des chapms de vecteurs, d'exprimer celles-ci comme combi-
/* naisons lineaires des melanges des coordonnees locales. Ensuite, elle

/* donne 1'expression de chacun des champs de vecteurs.

chvect (tabl):=block(([i,j],

for j from 0 thru (m-1) do
for i from 1 thru ind do
if not(numberp(tabl[i,j])) then
chvec(i,j]l:exprime(tabl[i,jl,Plie,2)
else chvec|i,jl:tabl[i,j],

print(" "),
print (" Les champs de vecteurs sont :"),
print (" "),
print (" "),

dotdistrib: false,
dotconstrules: false,
for i from 0 thru m-1 do
(mm:0,
for j from 1 thru ind do

if chvec{j,i]#0 then mm:mm+ (chvec{j,i).(d/concat(dq,j))),

print (" ®,concat(Y,i)," = ",mm)
),

dotconstrules:true,

dotdistrib: true

) $

*/
*/

*/
*/
*/
*/

/*Cette fonction calcule l'obsexrvation et les champs de vecteurs en calculant:=*/

/* -=> le rang de Lie, par <matlyn>

/* -=> les coordonnees locales, par <lyncoord>

/* -=> la fonction d'observation, par (exprime>

/* --> les actions des xj sur les Zi, par (Actionx>

/* --> les champs de vecteurs par <chvect>

*/
*/
*/
*/
*/




calyn(S,m):=block([i,]j,mm,1lis,indfin,dimtab, bool,nbligne, kk,MatLieHan],
local (matx,degre,a,z,tableau, somdeg,tablemel,bla,mli),

if numberp(s) then

(print (" Rang de Lie = 0"),print(" "),
print (" Il n'y a pas de champs de vecteurs ")
)

else

(setup_autoload("matlyn.ldf",matlyn),

setup_autoload("coordllyn.1ldf", lyncoord,dependance,noydef,dansag,
posi,canon),

setup_autoload("action.1ldf",actionx),

setup_autoload("listeutile.ldf",coordutiles),

setup autoload("melliste.ldf",melliste,melutil,produit),

setup autoload("resolution.ldf",resolution),

setup_autoload("exprime.ldf",exprime,puismel),

matlyn(S,m),
lyncoord(matliehan),
Actionx(2),
h:exprime(S,Plie,Z),
print(" "),
print(” La fonction d'observation est :"),
print(" "),
print(" "),
print (" H= ",h),
chvect (matx)
)
read(" Tapez <c\;> puis <RETURN> pour continuer:")

)$




/* Cette fonction permet d'appliquer le champ de vecteurs Yj au polynome
/* commutatif P sur les variables qi.

Composition(P,j):=block([i],
qq:0,
for i:1 thru n do qq:gqggqttabli,j)~diff(P,concat(q,i)))$

/* Cette fonction permet de trouver le mot associe a une liste d'indices.

Motass(1l):= if 1=[] then 1
else concat(x,first(l)).Motass(rest(1l))$

/* Cette macro permet d'empiler une valeur dans la pile <pile>.

push(val,pile)::=buildg([val,pile],pile:cons(val,pile))$

/* Cette macro permet de depiler une valeur de la pile <(pile>.

pop(pile)::=buildq([pile],
block([temp:first(pile)], pile:rest(pile), temp))$

/* Cette fonction utilise les precedantes pour calculer la serie generatrice
/* correspondant au systeme trouve par 1l'algorithme de la realisation.

Verifier(tab,h,n):=block([i,posc:0,pilevide:true,constante,sa,qq,t,l,pile:[1],

constante:sa:constant(S),
t‘[hr[]rolr
push(t,pile),
while pile#[] do
(l:pop(pile),
if (1{3]<m) and (not(numberp(1{1}))) then
(t:[1[1],1[2],2(3]+1},
push(t,pile),
Composition(1[1)},1[{3}).
constante:constant (qq),
sa:satconstante*motass(cons(1[{3],1{2})),
t:[gg,cons(1{3},1[2}),0},
push(t,pile)

)I
print(" "),
print(" La serie corrxespondant a vorte realisation est:"),
print(" "),
print(sa),
print(" ),
read(” Tapez <c\;> puis <(return> pour continuer:")

*/
*/

*/

*/

*/

*/
*/




EXEMPLES




PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION

DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

[
[

CALCULS INDEPENDANTS.

N
!

CALCULER LA REALISATION.

3~ VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ; :

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par ; :

Votre alphabet sera desormais le suivant :

[x0, x1]

Entrez votre serie terminee par ; :
%0.x1+x1.x0+x0.x1" " 2+(x1" " 2).x0;




Calcul de la base canonique de R<X> pour m= 2 et k= 3

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m= 2 et k= 3

Construction de la matrice de Lie-Hankel

n;
Voulez-vous afficher cette matriceo/mn>?:
Le rang de Lie de S est : ¢4
i Tapez <c;> puis <Return> pour continuer :
;

Les polynomes obtenus par ces relations sont :
ml = x0

m2 = xl

m3 = x0 . xl

méd = x0 . x1 . x1

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales

sinon completons les.

ql = x0

q2 = x1

q3 = x0 . xl

q4 = x0 . x1 . x1

Les coordonnees locales sont les polynomes : [ql, g2, g3, q4)

Tapez <c;> puis (Return> pour continuer

v




yo

yl

La fonction d'observation est

294 - g2 g3 + —-———- + ql g2

Les champs de vecteurs sont

d
dql
d d d
q3 . ==+ qgql . ——~ 4+ ~--
dg4 dqgq3 dg2

Tapez <c;> puis (RETURN> pour continuer:

Cc;




PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION
DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1- CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ; :

La serie correspondant a vorte realisation est:

(2> (2>
x1 R0 el . R0V X0 XD + %0 . x1

Tapez <c;> puis <(return> pour continuer:



PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION

DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1- CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ; :

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par ; :

Votre alphabet sera desormais le suivant :

[x0, x1)

Entrez votre serie terminee par ;
x).x0;




[
MatLieHan= [
[

Calcul de la base canonique de R<X> pour m= 2

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m= 2

Construction de la matrice de Lie-Hankel

Voulez-vous afficher cette matrice<o/n»>?:

La matrice de Lie-Hankel est:

0 1.0 010 =0

o

el VR TR SR ¢ R ¢

(=]

Le rang de Lie de S est : 2

Tapez <c;> puis <(Return> pour continuer :

Les polynomes obtenus par ces relations sont :
ml = xl

m2 = x0 . xl
Verifions que ces polynomes forment un systeme
sinon completons les.

gl = Tl

Calcul des melanges utiles pour le polynome don
Expression de ce polynome suxr ces melanges

g2 = = x) . %0

Les coordonnees locales sont les polynomes : [

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer :

et k= 2

et k= 2

de coordonnees locales

t le reste par x0 est : xl

ql, q2]




La fonction d'observation est :

H= - g2
Les champs de vecteurs sont :
d
yo = (- gql) . ---
dqg2
d
yr = ---
dql

Tapez <(c;> puis <RETURN> pour continuer:
c;




PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION
DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1- CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ; :

La serie correspondant a vorte realisation est:

x1 . %0

Tapez <c;> puis <(return> pour continuer:
c;




PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION

DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1~ CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ; :

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par ;

Votre alphabet sera desormais le suivant

[x0, x1]}

Entrez votre serie terminee par ;
x).x0.x1;




Calcul de la base canonique de R<¢X> pour m= 2

Calcul de la base de Lyndon de Lie<(X> pour m=

Construction de la matrice de Lie-Hankel

Voulez-vous afficher cette matrice<o/n>?:

La matrice de Lie-Hankel est:

MatLieHan=

— e e
o
o
l
et
o
(=4
o
[=4
o
(=]
o
(=4

Le rang de Lie de S est : 3

Tapez <c;> puis <(Return> pour continuer

2

et k= 3

et k=

3

[R R S NOV I




Les polynomes obtenus par ces relations sont :

ml = X1
m2 = x0 . x]
m3 = x0 . x] . xl

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales

sinon completons les.
ql = xl

Calcul des melanges utiles pour le polynome dont le reste par

Expression de ce polynome sur ces melanges :

g2 = - x1 . x0

Calcul des melanges utiles pour le polynome dont le reste par

Expression de ce polynome sur ces melanges :

<27
gq3 = - xl . X0 - x1 . x0 . x1

Les coordonnees locales sont les polynomes : ([gl, g2, q3]

Tapez <c;> puis <(Return> pour continuer

x0 est
x0 est
x1

x1

.

x1




La fonction d'observation est

H = gl g2 - 2q3

Les champs de vecteurs sont :

2
ql d d
7 R R ottt i Sl it o - 1 ) R
2 dq3 dg2
d d
yl = g2 . -—- ¢ ---
dq3 dq1l

Tapez <c;> puis <(RETURN> pour continuer:
c;




x1

Tapez

PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION
DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1- CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ;

La serie correspondant a vorte realisation est:
x1

<c;> puis <(return-: pour continuer:




PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION
DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1- CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ; :

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par ; :

Votre alphabet sera desormais le suivant :

[x0, x1)

Entrez votre serie terminee par ; :
x0+x0" "4+x0.x1.x0""2-x0.x1""2-(x0""3).x1+x0.x1""3;




Calcul de la base canonique de R<(X> pour m= 2 et k= 4

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m= 2 et k= 4

Construction de la matrice de Lie-Hankel

Voulez -vous afficher cette matrice<o/n>?:

Le rang de Lie de § est : 5

rdl

Tapez

<c;’ pulis <Return> pour continuer

Les relations de dependance sont :

= P6

pP5

2

Les polynomes obtenus par ces relations sont

ml

m2

m3

m4

m5

= x0

= x0

= x0

= x0

= x0

x1
x0 . x1
x1 . x1l

xl . x1 . x1 + 2 (x0 . x0 . xO0

.
s

. X1)

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales
sinon completons les.

ql
q2
g3
q4

g5

= x0

= x0

= x0

= x0

= x0

x1!

x0 . xi

xl . xl

xl . x1 . x1 + 2 (x0 . x0 . x0

Les coordonnees locales sont les polynomes :

Tapez

<c;> puis (Return> pour continuer

x1)

iql, g2, q3, g4, 4q5]




La fonction d'observation est

2 4

ql q2 q!
H= g5 - 94 - 24ql g3 + ------ + --- + ql
2 24

Les champs de vecteurs sont

d
yo = ---
dql
3 2
gl d d ql d d
yl = (94 % ---) . == 4@2 L s+ so- oo 4 gl mo-
3 dg5 dgq4 2 dq3 dq2

Tapez <c;> puis <(RETURN> pour continuer:




<

PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION

DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1- CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ;

La serie correspondant a vorte realisation est:

<3> <3> <27 (2>
x0 . X1 + x0 . x1 x0 . x1l + x0 . x1 . x0

Tapez <c;> puis <return> pour continuer:

<4>

+ x0

x0




PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION
DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1- CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ; :

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par

v

Votre alphabet sera desormais le suivant

[x0, =1}

Entrez votre serie terminee par ; :
x0+x0” "4+x0.x1.x%x0 " 2-x%0.x%1" " 2-(x0""3).x1+x0.x1 " 3;




Calcul de la base canonique de R<X’> pour m= 2 et k= 4

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m= 2 et k= 4

Construction de la matrice de Lie-Hankel

Voulez-vous afficher cette matrice<o/n>?:

Le rang de Lie de S est : 5

Tapez <c;> puis (Return)> pour continuer

Les relations de dependance sont :

PS5
rdl = pé6 - --
2

Les polynomes obtenus par ces relations sont

ml = x0

m2 = x0 . xl

m3 = x0 . x0 . x1
mig = x0 . x1 . x1
mS = x0 . x1 . x1 . x1 + 2 (x0 . x0 , x0

. x1)

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales

sinon completons les.

ql = =x0

g2 = x0 . xlI

g3 = x0 . x0 . x1

qs = x0 . x1 . xl

g5 = x0 . x1 . x1 . x1 + 2 (x0 . x0 . x0

Les coordonnees locales sont les polynomes :

Tapez <c;> puis <(Return> pour continuer

x1)

[q-l' q2. q3r q4., q5]




H= g5

e

yl

La fonction d'observation est

2 4
ql g2 gql
e s 2oqli g3 ter s as i o iG]
2 24
Les champs de vecteurs sont :
d
dgql
3 2
ql d d ql d d
(R 3 sl omEE kg, e g e eaec f gl 7w
3 dg5 dg4 2 dg3 dqg2

Tapez <c;> puis <(RETURN> pour continuer:

c;




<3>
x0

Tapez

PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION

DES SYTEMES DYNAMIQUES

DE SERIE GENERATRICE FINIE

MENU PRINCIPAL

1- CALCULS INDEPENDANTS.

2- CALCULER LA REALISATION.

3- VERIFIER LA REALISATION.

4- FIN.

Tapez le numero de votre choix suivi de ;

La serie correspondant a vorte realisation est:

<3> 2> <2>

xl + x0 . x1 - x0 . x1 + x0 . x1 . x0

{c;> puis <(return> pour continuer:

4>

+ %0

x0




RESUNE 3

Dans ce travail, nous présentons d'abord une &tude fondamentale des séries
formelles et des opérations de base sur celles-ci. Nous nous sommes efforcés
d'implémenter systématiquement tous les outils de manipulation des séries for-
melles non commutatives. -

Ensuite, nous abordons un probléme technique et trés difficile de 1'Auto-
matique, @ savoir le probléme de la réalisation des systémes dynamiques non li-
néaires. Nous apportons alors des éléments de démonstration d'une conjecture selon
laquelles, pour tout polyndme non commutatif, on peut trouver la réalisation lo-
cale et minimale complétement polynomiale. Ces &léments consistent en une implé-
mentation d'algorithmes permettant de construire cette réalisation.

Dans cet algorithme nous utilisons les mots de Lyndon pour la comnstruction
des coordonnées locales sur lesquelles seraient construites la fonction d'obser-
vation et les composantes des champs de vecteurs.

Notre algorithme est implémenté sur les stations de travail SUN avec le
systéme de Calcul Formel MACSYMA.

Ce travail montre aussi l'intérét de 1l'utilisation d'un systéme de Calcul
Formel. Nous souhaitons intégrer ce logiciel dans une bibliothéque de programmes
qui traitent les séries formelles non commutatives et les systémes dynamiques
non linéaires ce qui lui assurera une plus grande diffusion.

= “;"\"_Se-” "




