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PRESENTATION 

Dans ce travail nous présentons un ensemble de rapports sur les séries l 
1 
1 

formelles, sur les mots et sur les systtmes dynamiques non linéaires. 

En premier lieu, une introduction et une heuristique, présentent le cadre du 

travail et son évolution. 

Dans le premier rapport, nous donnons, dans le chapitre 1, quelques rappels l 

sur les algtbres de Lie et le produit tensoriel. Ensuite, dans le chapitre II, nous 

rappelons des définitions et propriétés des séries formelles non commutatives. Enfin, 

dans le chapitre III, nous démontrons un ensemble de propriétés sur les séries de Lie 
1 
i 

et les exponnentielles de Lie d'après un résultat de REE. ~ 

Dans le deuxitme rapport, nous présentons la premitre version du logiciel de 

calcul de la réalisation. Cette version utilise les mots caractéristiques pour le calcul des 

coordonnées locales. Nous donnons une bréve explication des algorithmes puis les 

textes de ceux-ci en MACSYMA, et nous terminons par des exemples traités par ce 

logiciel. 

Dans le troisiéme rapport, nous donnons quelques rappels sur les mots de 

Lyndon. Nous avons implémenté des algorithmes en MACSYMA sur ces mots et sur la 

base de Lyndon pour l'algtbre de Lie libre. Nous terminons par des exemples traités 

par ces algorithmes. Ce travail nous a permis d'envisager d'utiliser les mots de Lyndon 

dans le logiciel du calcul de la réalisation. 

Dans le quatriéme rapport, nous donnons des rappels sur la réalisation des 

systtmes dynamiques non linéaires, des rappels sur les mots de Lyndon et l'algorithme 

de calcul de la réalisation. Cet algorithme est implémenté en MACSYMA. Dans le 

complément de ce papier, nous donnons la méthode de calcul des coordonnées locales h 

partir des mots de Lyndon. Nous donnons aussi un exemple traité par cette méthode. 

Dans le cinquiéme rapport, nous présentons un support théorique du probltme 

de la réalisation. 

Enfin, dans l'annexe, nous donnons les programmes en MACSYMA de la 

dernière version de notre logiciel et des exemples traités par celle-ci. 

Pour chacun de ces rapports, nous donnons une table des matières et une 

bibliographie. Chaque papier posséde ses propres notations, donc peut être étudié 

indépendamment des autres. 
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1. INTRODUCTION ET HEURISTIQUE 



INTRODUCTION 

Les séries formelles non commutatives ont été introduites aux alentours des 
années soixante par M.P.SCHUTZENBERGER. Elles se rattachent à la théorie des langages 
(M.FLIESS[~) puisque une série formelle n'est rien d'autre qu'une application du monoïde 
libre X*, engendré par un alphabet X fini, dans un demi-anneau, un anneau ou un 
corps et qui associe à tout mot (élément du monoïde libre X*) un coefficient (ou une 
multiplicité) qui peut être un entier naturel, un entier relatif, un booléen, un réel, ... 
Le support d'une série formelle (ensemble des mots dont le coefficient est non nul) 
est un langage (souvent infini). Les séries rationnelles possèdent des propriétés très 
intéressantes. On y retrouve des richesses comparables à celles des langages rationnels 
(A.SALOMAA& M.SOITTOLA[27] OU J .BERSTEL & C.REUTENAUER[~]). 

Les séries formelles non commutatives se rattachent aussi à l'algèbre, voire 
à la géométrie. Elles jouent en effet, le même rôle, en algèbre non commutative ou 
dans les algèbres d'opérateurs, que celui joué par les séries formelles commutatives en 
algèbre commutative et en géométrie algébrique (J.BERSTEL & C.REUTENAUER[l], G.JACOB 
& N.OUSSOUS[l7l ,OU C.REUTENAUER[~S]). 

L'étude des séries formelles non commutatives peut bénéficier des acquis de ces 
domaines mais, elle nécessite souvent des techniques spécifiques nouvelles. En retour, les 
techniques développées et les résultats obtenus jettent souvent des éclairages nouveaux 
sur chacun de ces domaines précités. Ainsi, les séries algébriques non commutatives 
ont permis d'étudier la complexité de certains algorithmes (PILFLAJOLET, B.SALVY& 
P.ZIMMERMANN[G]), de coder des graphes planaires ou des arbres (P.coRI[~]), OU encore 
de démontrer différentes structures combinatoires ( G.VIENNOT[SO]). 

Depuis 1978, les séries formelles non commutatives ont permis à M.FLIESS de 
résoudre plusieurs problèmes ouverts en Automatique. En effet, les séries génératrices 
sont un codage symbolique du comportement Entrée/Sortie des systèmes dynamiques 
non linéaires et permettent des preuves plus simples et souvent algorithmiques. Ainsi, 
les systèmes dynamiques apparaissent comme un champs d'application priviligié des 
techniques de séries formelles. 

Notre première tâche était une étude fondamentale des séries formelles non 
commutatives. Pour l'étude des séries de Lie, nous avons développé des techniques 
de manipulation des séries formelles : définitions algébriques des opérateurs et leur 
implantation, ainsi que la résolution d'équations en les séries formelles non commutatives 
(G.JACOB& N.OUSSOUS[~S]). Les deux opérations essentielles sur les séries formelles sont le 
calcul des restes à gauche (ou à droite) d'une série par une lettre, par un polynôme ou 
par une autre série et le calcul du mélange de deux séries. Les définitions de ces deux 
opérations sont récursives et se prêtent bien à l'implémentation. Les nouvelles techniques 
développées par G.JACOB dans son papier[l4] donnent un nouvel algorithme pour le calcul 
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du mélange des séries formeiles non commutatives définies par leurs représentations 
matricielles. 

Pour le calcul du rang de Lie et le rang de Lie-Hankel (M.FLIESS[I~], G.JACOB& 
N.OUSSOUS[lI], C.REUTENAUER[Z~]) d'une série, nous avons besoin de cdculer la ma- 
trice de Hankel (M.FLIESS[S]) et la matrice de Lie-Hankel (C.REUTENAUER[~~], G.JACOB& 
N.OUSSOUS[II]). Pour construire ces matrices nous avons besoin d'une base pour R< X > 
et d'une base pour Cie< X >. Nous avons choisi la base canonique X* pour R< X > 
(X* étant le monoïde libre engendré par un alphabet fini X), ordonnée pour l'ordre 
lexicographique par longueur. Pour Cie< X >, nous avons choisi la base de CHEN-FOX- 

LYNDON ordonnée aussi pour le même ordre (pour des raisons que nous verrons plus 
loin). Comme çà, nous pouvons avoir, pour une série donnée, les premières lignes et les 
premières colonnes des matrices citées auparavant. Et, en particulier, toutes les lignes et 
toutes les colonnes dans le cas des polynômes. 

Pour construire les éléments de X* jusqu'à un degré donné, nous nous 
sommes inspirés d'un algorithme utilisé par C.HESPEL& G.JACOB[l2]. Par contre, pour 
la base de Lyndon, nous avons implémenté tout simplement l'algorithme de construction 
(N.BOURBAKI[~], G.VIENNOT[SO]). NOUS aurions pu utilisé l'algorithme de génération des 
mots de Lyndon donné par J.P.DUVAL[S] qui demande moins de comparaisons et moins 
de taille mémoire. Cependant, cet algorithme construit les mots de Lyndon ordonnés 
pour l'ordre lexicographique, ce qui ne nous intéresse pas directement. En outre, le 
temps gagné par l'algorithme de J.P.DUVAL serait perdu par l'algorithme de tri des mots 
pour l'ordre voulu et l'algorithme de passage d'un mot de Lyndon à un polynôme de Lie 
(G .MELANCON& C.REUTENAUER[21] ou N. OUSSOUS[~~]). 

Durant tout notre travail, nous nous sommes efforcés d'implémenter systéma- 
tiquement tous les outils algébriques et syntaxiques de traitement ou de résolution. Pour 
cette implémentation, nous avons choisi le système de Calcul Formel MACSYMA dans un 
premier temps sur DPS B sous MULTICS, puis ensuite, sur les stations de travail SUN sous 
UNIX. C'est un outil bien adapté à ce genre de traitement. Nous avons la possibilité de 
manipuler des symboles sans avoir à construire la structure de données correspondante. 
En plus les structures de données et les opérations offertes par ce système permettent une 
bonne implémentation et aussi une bonne présentation des résultats qui sont directement 
lisibles par un mathématicien (ce qui n'est pas le cas pour LISP). Nous avons cependant 
le problème suivant : la version de MACSYMA dont nous disposons actuellement ne nous 
permet pas de compiler nos programmes d'où la lenteur de certaines exécutions. 

L'intérêt de l'utilisation du système de calcul formel MACSYMA (OU toute autre 
système) est qu'elle nous a permis tout au long de notre travail la validation d'un certain 
nombre d'hypothèses. Le fait de disposer d'un ordinateur pour faire les calculs encourage 
et pousse à traiter d a  exemples de plus en plus importants. Ce qui permet souvent de 
remettre en cause certaines hypothèses ou conjectures qui paraissent au début évidentes. 

Nous avons ensuite utilisé les algorithmes et outils déjà implantés en MACSYMA 
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pour résoudre un problème technique et difficile pour les systèmes dynamiques non 
linéaires : le problème de la réalisation. 

Le problème de la réalisation des systèmes dynamiques a été étudié par 
plusieurs auteurs. Pour la réalisation globale des systèmes dynamiques non linéaires, 
nous citons entre autres B.JAKUBCZYK[ir3],H.J .SUSSMANN[29] Pour les systèmes bilinéaires , 
nOUS mentionnons les travaux de D'ALESSANDRO, A.ISODOFU& A.RUBERTI[S], M.FLIESS[8], 

G.JACOB[i3] et H.J.SUSSMANN[28]. La réalisation locale et minimale des systèmes dyna- 
miques non linéaires a été étudiée notamment par M.FLIESS[il]. C.REUTENAUER[~~] avait 
repris les travaux de M.FLIESS avec d'autres moyens rendant les démonstrations des 
théorèmes plus faciles. 

Nous avons repris ces travaux et nous avons essayé de valider la conjecture 
que posait G.JACOB et selon laquelle "pour un système dynamique non linéaire de 
série génératrice finie, on peut toujours trouver la réalisation minimale sous forme 
polynômialen, c'est-&dire qu'on peut trouver une fonction d'observation qui soit un 
polynôme commutatif et des champs de vecteurs dont les composantes soient toutes 
des polynômes commutatifs. 

Nous savons que la réalisation d'un système dynamique non linéaire existe si, et 
seulement si, le mng de Lze de sa série génératrice est fini (M.FLIESS[~~], C.REUTENAUER[26], 

G.JACOB& N . O U S S O U S [ ~ ~ )  et que cette réalisation est unique à un isomorphisme analytique 
près. 

Pour vérifier la conjecture de G.JACOB, nous nous sommes mis à implanter un 
algorithme qui permettra de calculer la réalisation de séries formelles non commutatives 
de support fini. 

Le problème délicat de cet algorithme est le calcul des coordonnées locales qui 
doivent être, pour nous, des polynômes pour le produit de mélange. 

Dans un premier temps, nous avons essayé de calculer ces polynômes en utili- 
sant ce que nous appelons des mots caractéristiques, suivant l'idée de C.REUTENAUER[~~], 

et qui sont en fait des mots (éléments de X*) qui indicent des colonnes linéairement 
indépendantes de la matrice de Lie-Hankel associée à la série à réaliser. Les techniques 
de calcul relatives à ce premier essai seront exposées plus loin. 

Nous avons ensuite commencé à étudier les mots de Lyndon et comme pour les 
séries, nous avons implémenté systématiquement tous les algorithmes correspondant. 
En particulier, nous avons implémenté l'algorithme de décomposition d'un mot en 
produit décroissant de puissances mélanges de mots de Lyndon. L'algorithme de 
décomposition d'un mot dans la base de POINCAREB~KOFF-WITT associée à la base 
de Lyndon (G.MELANÇON& C.REUTENAUER[~~]). Ayant l'algorithme qui génère la base de 
Lyndon et sachant que le coefficient du mot de Lyndon dans la décomposition, sur X*, 
du polynôme de Lie correspondant est 1, nous avons alors essayé une nouvelle approche 
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pour calculer les coordonnées locales en utilisant les mots de Lyndon et leurs mélanges. 
Cette approche qui paraissait, au départ, évidente et facile nous a entrainé dans des 
calculs très fins d'algèbre linéaire et des algorithmes très compliqués. Une fois de plus le 
système de Calcul Formel nous a permis de remettre en cause nos hypothèses. 

Dans la partie suivante, nous détaillons les moyens utilisés et les difficultés 
rencontrées tout au long de ce travail. 



HEURISTIQUE 

1. Le système MACSYMA. 

Pour commencer, nous allons exposer les moyens offerts par le système de 
Calcul Formel MACSYMA[~~].  Nous voulons travailler sur les mots et sur les séries 
formelles non commutatives, nous avons donc besoin d'une multiplication abstraite non 
commutative qui représentera le produit de concaténation. En MACSYMA, il existe une 
telle opération. Elle est représentée par le point. Les polynômes non commutatifs 
deviennent alors naturellement une somme de monômes; ces derniers sont le produit 
commutatif d'un scalaire (élément de R )  par un mot. 

Les polynômes de Lie sont des sommes de monômes de Lie. Les monômes de 
Lie sont le produit d'un scalaire par un mot de Lie. Et les mots de Lie sont représentés 
par des listes à deux éléments (le First et le Last). Les éléments d'une liste sont mis entre 
deux crochets ce qui donne aux polynômes de Lie une représentation et une présentation 
naturelle et claire pour un mathématicien. Les écritures sont aussi proches que possible 
de la structure algébrique du problème. 

En plus de ces deux points, le système MAcsYMApermet comme tout langage 
de programmation moderne une programmation modulaire. Ainsi, nous avons la 
possibilité d'écrire des programmes indépendants et utilisables par tout programme 
écrit en macsyma (et éventuellement les programmes écrits en MACLISP). Ce style de 
programmation permet de mettre nos outils à la disposition de tous les utilisateurs de 
MACSYMAet de tous ceux qui travaillent ou qui veulent travailler sur les séries formelles 
et sur les systèmes dynamiques non linéaires. 

2. Notat ions et définitions. 

Avant d'aller plus loin, nous allons d'abord fixer certaines notations et 
définitions. On note X un alphabet fini et X' le monotde labre engendré par X .  Un 
élément de X* sera appelé mot. Le mot vide sera noté e. 

Une série formelle S en les variables non commutatives dans X sera une 
application de X *  dans R. L'image d'un mot w sera notée < Slw > et appelée le 
weficient de w dans S. La série S sera notée sous forme d'une somme formelle : 

L'ensemble de toutes ces séries possède la structure d'algèbre. II sera noté R « X » . 
Le support d'une série formelle est l'ensemble des mots de coefficients non nuls dans la 
série S. C'est un sous ensemble de X* noté supp(S). 
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Un polynôme non commutatif est une série formelle non commutative de 
support fini. La sousalgèbre de R < X >  formée des polynômes sera notée E< X >. 

On notera Cie < X > la E-algèbre de Lie libre sur X et où le cmchet de Lie est 
défini par : 

[x, y] = xy- yx, % , y €  L i e < X > .  

La base canonique de R< X > est le monoïde libre X* ordonnée pour l'ordre 
lexicographique par longueur. La base de Lie choisie pour Lie<  X > est la base de 
CHEN-FOX-LYNDON ordonnée pour le même ordre. Elle sera notée 

3. Les étapes délicates du travail. 

Pour écrire le logiciel calculant la réalisation minimale des systèmes dynamiques 
non linéaires de série génératrice finie, nous disposions déjà de tous les outils que 
nous avions implémenté auparavant et indépendamment. Essentiellement des outils de 
manipulation des séries formelles non commutatives (calcul des restes à gauche et à 
droite, en simplifiant par des polynômes non commutatifs ou par des polynômes de Lie, 
Ie produit de mélange de deux polynômes). Nous avions aussi le moyen de construire une 
base de B< X > et une de Lie < X >. Ces deux bases, nous les avons dans l'ordre voulu. 
Il restait donc à construire la matrice de Lae-Hankel, à calculer son rang, à construire les 
coordonnées locales et enfin à exprimer la série de départ et les composantes des champs 
de vecteurs comme polynômes commutatifs sur les coordonnées locales. 

9.1. Matrice de Lie-Hankel. 

Soit S le polynôme à réaliser. La matrice de Lie-Hankel associée est finie et 
chaque ligne est formée par les coefficients du reste à droite de S par un élément de la 
base de Lie< X >. Bien sûr, puisqu'il s'agit de polynômes, nous n'avons pas à générer 
tous les éléments des bases de R< X > et de Lie < X >. En fait, nous n'avons besoin que 
des éléments de degré inférieur ou égal au degré de S. Au dela de ce degré, le reste à 
droite du simplifié de S sera nul. Une fois que cette matrice est construite, son rang est 
obtenu en appelant la fonction M A C S Y M A R ~ ~ ~ .  

Cette matrice ne sert pas uniquement pour calculer le rang de Lie de S, elle 
contient toutes les informations dont nous aurons besoin pour la suite. 

8.2. Coordonnées locales. 

Pour la construction des coordonnées locales, nous sommes passés par plusieurs 
moyens. Ces différentes options ont été testées et soit approuvées soit rejetées. Pour 
montrer l'importance de l'utilisation d'un système de Calcul Formel, nous avons choisi 
d'exposer les différentes étapes par lesquelles nous sommes passés. 

Soit S un polynôme en les variables non commutatives dans un alphabet X .  
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L'Annulateur de S est la sous-algèbre de Cie<X > définie par : 

A(S).est engendrée par les polynômes de Lie qui annulent S. On pose : 

Soit (Pi)i2l une base de Lie < X > telle que Pl, ..., Pr ( r  étant le rang de Lie de 
S) soit une base de Cie<X > modulo A(S) et Pr+1, ..., P,, ... soit une base de A(S). Les 
coordonnées locales seront des polynômes propres (i.e. sans coefficient constant)Q1, ..., Q, 
vérifiant : 

< Qj D Fil& > = bij pour i 5 r, 
Qj E V(A(S)), 

où < Qj D Pi)& > est le coefficient de E dans le reste à droite de Qj  par le polynôme de 
Lie Pi. 

(a) Mots caractéristiques. 

Cette idée vient de C.REUTENAUER[~~]. On utilise la matrice de Lie-Hankel et on 
obtient les mots caractéristiques en prenant les mots indiçant des colonnes linéairement 
indépendantes. Supposons que le rang de Lie soit r, il y aura alors r colonnes linéairement 
indépendantes. Soient donc ( w ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  les mots caractéristiques retenus. Nous calculons 
les coordonnées locales par la formule suivante : 

où SD wi est le reste à droite de S par le mot wi . La formule donne des polynômes propres 
(c'est-&dire sans terme constant). 

Une vérification empérique, sur quelques exemples nous a conduit à implémenter 
l'algorithme. A notre grande déception, nous avons tout de suite trouvé des contre- 
exemples. Le problème avec cet algorithme est que nous n'avons pas un moyen sûr ni 
pour le choix des mots caractéristiques ni pour le choix des polynômes de la base de Lie. 
Si le nombre de colonnes non nulles est supérieur au rang de Lie, on aura plusieurs choix 
possibles. Il faut ensuite vérifier les deux conditions (3.2) pour les polynômes Qi . 

(ai) Mois de Lyndon. 

Nous avons commencé l'étude des mots de Lyndon au moment où nous avons 
voulu implémenter l'algorithme construisant la base de CHEN-FOX-LYNDON (M.LOTHA~E[I 91, 

G.VIENNOT[SO]). NOUS avons approfondi cette étude en implémentant d'autres algorithmes 
relatifs aux mots de Lyndon (G.MELANÇON & C.REUTENAUER[Ll], J.P.DUVAL[S]). NOUS avons 
essayé d'avoir la base de c.-F.-L. en utilisant l'algorithme de J.P.DUVAL[S] mais, nous nous 
sommes aperçus que I'algorithme de décomposition et l'algorithme de tri lui font perdre 
tout son avantage. 
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Cette étude nous a permis de bien comprendre et manipuler ces mots et 
les propriétés qui leur sont rattachées. En plus, elle nous a donné l'idée d'utiliser 
ces mots pour calculer les coordonnées locales. La propriété qui nous intéresse plus 
particulièrement est la suivante : soit 1 un mot de Lyndon. Soit P le polynôme de la 
base de C.-F.-L. correspondant. Alors, la décomposition de P sur X* s'écrit : 

0 Ù  ai E et Ii > 1 pour l'ordre lexicographique (G.MELANÇON & C.REUTENAUER[21], 

M.LOTHAIRE[~S]). Ainsi, nous avons toujours : 

< 11 P >= 1 ,  coefficient du mot vide dans 1 b P. 

L'autre intérêt vient du fait que la base de c.-F.-L. et les mots de Lyndon sont 
tous deux construits par le même algorithme. 

(iii) Mots de Lyndon et coordonnées locales. 

O Dans un premier temps, et après avoir traité quelques exemples à la main, 
nous nous sommes dits qu'il suffirait de prendre comme coordonnées locales les mots de 
Lyndon correspondant aux éléments de la base de C.-F.-L. qui donnent des lignes non 
nulles dans la matrice de Lie-Hankel. 

Nous avons implémenté l'algorithme en nous basant sur cette idée et sur le 
fait que les mots de Lyndon forment une base de trenscendance de lR<X > pour le 
produit de mélange. Nous avons donc un logiciel et de nouveau, nous pouvons traiter 
plus d'exemples et surtout des exemples que nous n'aurions pas pu faire à la main. 

Ce moyen nous a permis de remettre, une fois de plus, notre hypothèse en cause 
et donc de rechercher l'origine de l'erreur. Nous nous sommes tout de suite aperçus qu'on 
peut avoir dans la matrice de Lie-Hankel des lignes linéairement dépendantes. et donc 
se pose le problème du choix des lignes à retenir. 

O Une première solution consistait à chercher les relations duales aux relations 
trouvées entre les lignes. Ces relations, on les cherche sur les mots de Lyndon et on sait 
qu'elles sont linéaires. Ensuite, pour le choix des polynômes de Lie à utiliser pour vérifier 
les conditions sur les coordonnées locales, nous gardons tout simplement les polynômes de 
la base de C.-F.-L. correspondant aux mots de Lyndon de plus haut degré apparaissant 
dans les expressions des coordonnées locales. 

De nouveau, nous avons eu une nouvelle version du logiciel et donc le moyen de 
traiter des exemples plus intéressants. Une fois encore, nous trouvons des contre-exemples 
et nous devons donc revoir nos hypothèses. 
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Le problème vient cette fois-ci du fait qu'avec nos choix, il est possible que les 
expressions choisies pour les coordonnées locales ne vérifient pas la deuxième condition 
sur celles-ci. 

O La dernière version du logiciel prend en compte tous cee cas de figure et 
permet d'avoir des coordonnées locales sous forme de combinaisons linéaires de mélanges 
de mots de Lyndon. 

Ce qu'il faut souligner c'est que la taille du logiciel a pratiquement doublé. Pour 
la dernière version nous avons fait appel à des notions très fines d'algèbre linéaire. En 
particulier, nous avons implémenté un algorithme qui permet de définir une application 
linéaire à partir des relations de dépendance trouvées entre les lignes de la matrice de 
Lie-Hankel. Ensuite, nous avons implémenté un algorithme qui permet de construire une 
base canonique du noyau d'une telle application. Et enfin, nous avons implémenté un 
algorithme qui determine les expressions duales aux relations trouvées entre les lignes 
de la matrice de Lie-Hankel qui sont au fait des relations sur les éléments de la base 
de C.-F.-L. Il est évident que sans un système de Calcul Formel, il serait pratiquement 
impossible de développer ce travail. 

3.3. Calcul de la fonction d'observation. 

Calculer la fonction d'observation consiste à exprimer le polynôme à réaliser 
comme combinaison linéaire des mélanges des coordonnées locales trouvées précédemment. 

La méthode utilisée au départ, dans toutes les versions, est la suivante : on 
dispose des coordonnées locales (Qi)llisr. On commence par déterminer les coordonnées 
utiles (c'est-à-dire les coordonnées dont le degré est inférieur ou égal au degré du 
polynôme de départ). Il est évident que nous n'aurons besoin que de celles-ci pour 
exprimer le polynôme en question. Ensuite, nous calculons tous les mélanges utiles 
(mélanges dont le degré reste inférieur ou égal au degré du polynôme de départ). 
Supposons que nous ayons trouvé (~ l i ) i s iSn  :coordonnées et mélanges confondus. Nous 
posons alors : 

n 

et nous identifions le polynôme P avec le polynôme de départ (tout deux considérés 
comme polynômes sur X*) pour déterminer les ai. 

Cette méthode, bien qu'elle permet te d'avoir l'expression de la fonction d'obser- 
vation a plusieurs inconvénients. D'une part, elle demande beaucoup de calculs et 
surtout, on calcule des mélanges qui ne sont pas tous utiles et on sait que le calcul 
des mélanges demande beaucoup de temps et beaucoup de place memoire. D'autre part, 
nous sommes obligés de garder tous les mélanges. Enfin, le calcul des ai demande la 
résolution de systèmes d'équations qui prend beaucoup de temps et nécessite beaucoup 
de calculs intermédiares. 
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Le problème c'est que cette opération n'est pas utilisée uniquement pour le 
calcul de la fonction d'observation mais aussi pour le calcul des composantes des champs 
de vecteurs. Pour toutes ces raisons, il nous a fallu trouver une autre méthode. 

3.4. Un algorithme petit mais qui faat le maximum. 

L'algorithme que nous allons décrire dans ce qui suit est un algorithme qui 
peut être utilisé indépendamment du problème de la réalisation. Nous allons essayé d'en 
donner une description la plus indépendante possible des systèmes. 

Soit S un polynôme en les variables non commutatives dans un alphabet X. 
L'Annulateur de S est la sous-algèbre de Lie < X > définie par : 

A(S) est engendrée par les polynômes de Lie qui annulent S. On pose : 

Soit (Pi)i>1 - une base de Lie < X > telle que Pl, ..., P,. soit une base de Cie < X > 
modulo A(S) et Pr+l, ..., Pn, ... soit une base de A(S). Soit q i ,  ..., qr des polynômes non 
commutatifs de terme constant nul et  vérifiant : 

< q j  D Pije > = bij pour i 5 r,  

{a . v(A(s)). 

où < qj D Pi le > est le coefficient de E dans le reste à droite de qj par le polynôme de Lie 
Pi. 

L'algorithme que nous proposons est un algorithme qui permet d'exprimer le 
polynôme S en fonction des mélanges des polynômes (qj)llisr lorsque c'est possible. Cet 
algorithme utilise peu de mémoire puisqu'on ne mémorise que la valeur de S et la valeur 
de son dernier reste. On construit l'expression de S au fur et à mesure du déroulement 
de l'algorithme. 
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Nous donnons ci-dessous le texte de l'algorithme en pseudo- MACSYMA: 

o T t S ,  H t O ,  
O j t r ,  

o f a d l  t f a d  t 1, 

o T Q ( j # O e t S # O ) F A I R E  

n t O ,  
T Q T o P , # O F A I R E  

O T + T O P j ,  

O n t n+1, 

F T Q  

cste + terme constant de T, 
S I c s t e f O A L O R S  

O S t S- 9 * (fadliuqjiun), 
0 H t H + 9 * ( f a d * q j n ) ,  
O f a d l  t f a d  t 1, 

0 T + S ,  
O j +- j + k ,  k t  O, 

a SINON 
0 f a d l  + 5 * (fadlwqjun), 

0 f a d  t 5 * ( f a d * q j n ) ,  
O j t - 1  k c k + l ,  

o F T Q  

La boucle (2) s'arrête puisque les restes deviennent nuls au bout d'un certain 
nombre de simplifications. La boucle (1) se termine aussi puisque le nombre de polynômes 
Pj est fini (1 5 j 5 r.) 

Cet algorithme a comme avantage, en plus de sa simplicité et son efficacité, le 
fait qu'il permet de décider si un polynôme peut ou non être écrit comme combinaison 
linéaire des mélanges d'un système de polynômes donné. Au cas où c'est possible, il nous 
renvoie cet te expression comme résultat. 

4. Prolongements et ouvertures. 

Nous comptons poursuivre l'étude fondamentale des séries formelles non com- 
mutatives, et aussi l'implémentation systématique des outils algébriques et syntaxiques 
de traitement ou de résolution. Ceci nous semble en effet être nécessité pax la longueur 
et la complexité des calculs, dès qu'il s'agit de traiter des exemples non commutatifs. La 
nécessité de l'implémentation est prouvée par le travail présenté. 
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Nous comptons aussi prolonger l'algorithme de la réalisation dans deux voies 
: d'une part étudier la réalisation des séries rationnelles (qui sont des séries génératrices 
des systèmes bilinéaires) et d'autre part faire les implémentations sur le nouveau 
système de Calcul Formel SCRATCHPAD II. C.HESPEL& G.JACOB ont déjà implémenté un 
logiciel calculant, pour toute série génératrice d'un système dynamique analytique, un 
approximant à un ordre donné et de rang minimal. Nous souhaitons pouvoir inclure 
l'ensemble des logiciels dans une même bibliothèque en bénéficiant de l'accord avec IBM. 

Nous organisons des journées nationales-séminaire à Lille sur "les tmitements 
algébriques et informatiques des séries formelles non commutatives et nous espérons 
que par cette initiative nous pourrons tisser des liens avec d'autres équipes dans d'autres 
laboratoires. 
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RESUME 

Dans un article de 1958, R.REE a montré que les séries formelles non commutatives introduites par 
K.T.CHEN pour représenter les entrées d'un système dynamique sont des séries de Lie. Nous reprenons 
ici la démonstration de ce théorème, développant systématiquement les outils utilisés : algbbres de Lie 
libres, séries et polynômes de Lie, produit de mélange des séries et calcul de résiduels. 

ABSTRACT 

In his paper "Lie elements and an algebra associated with shuffles" (1958), R.REE has proved that 
the powers series used by K.T.CHEN to describe the commands of dynamical systems are Lie series. We 
present here a modern traitement of that theorem, and develop systematicdy the following tools : fkee 
Lie aigebras, Lie polynoms and series, shuffle product of series and calculus of residuals. 
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INTRODUCTION 

L'introduction par M. Fliess (cf [4]) des séries génératrices des systèmes dynamiques analytiques 
non linéaires de la forme: 

I n 

permet d'obtenir des algorithmes effectifs et performants permettant, par exemple de développer pour 
ces systèmes un calcul symbolique (cf [5])  ou d'étudier les conditions de découplage par rapport aux 
perturbations (cf [3]) ou encore de calculer des approximants bilinéaires de rang minimal (cf [6]). 

Le développement de ces algorithmes et leur compréhension nécessitent le développement d'outils 
algébriques pour la manipulation des séries formelles non commutatives, outils habituellement développés 
dans le cadre de la théorie des langages. 

Le texte ici proposé vise B présenter les techniques de manipulation des séries formelles non 
commutatives nécessaires à la compréhension et à la démonstration complète des résultats prouvés par 
R. Ree dans [9]. 

Il s'agit essentiellement de l'étude des séries formelles de Lie, des exponentielles de Lie, ainsi que 
la preuve du théorème selon lequel la série formelle représentant les entrées d'un système (appelée aussi 
"série de CHEN") est l'exponentielle d'une série de Lie (voir aussi [2]). 

Le texte présent est issu d'une part d'un cours de DEA-informatique du premier auteur, et d'autre 
part du mémoire de DEA du second auteur. 11 sera suivi par une étude de la réalisation locale, et par un 
logiciel permettant, dans certains cas particuliers, le calcul de cette réalisation locale. 





ALGEBRE DE LIE ET PRODUIT TENSORIEL 

Introduction. 

Vue l'utilité des algèbres de Lie et du produit tensoriel pour la suite de notre travail, nous avons 
jugé nécessaire de consacrer ce premier chapitre aux rappels de ces notions. Dans le premier paragraphe 
nous rappelons la notion d'algébtv de Lie et nous étudions en exemple les algébres de Lie linéaires et les 
algèbres de Lie de dérivations. Nous poursuivons dans le même paragraphe par la notion d'idéal et nous 
terminons sur les notions d'homomorphisme et de représentations. 

Dans le second paragraphe nous rappelons la définition du produit tensoriel. Nous commençons par 
le cas de deux espaces vectoriels puis de deux applications Linéaires. Ensuite, nous étudions le cas 
général. Comme propriété du produit tensoriel nous étudions en détail l'associativité. Nous terminons 
ce paragraphe sur la notion d'algébre tensorielle. 

Pour ce premier chapitre, nous nous sommes référés à un certain nombre d'ouvrages mathématiques 
dont une liste figure à la fin de celui-ci. 

1.1 ALGEBRE DE LIE 

1.1.1 Notion d'algébre de Lie. 

DEFINITION 1.1.1.1. - Soit Z un espace vectoriel sur un corps K, muni de l'ophtion: 

CxL-4 ,  

(z, y) c--r [z y], (crochet de z et de y), 

C est une algèbre de Lie sur K si les aziomes suivants sont satisfaits: 

1. Cette opération est bilinéairg, 

2. VZ E C, [X X] = 0, 

3. Vz,y,xEL, [z[yz]]+[y[zz]]+[z[zy]]=O, (identitédeJACOB1). 

De (1) et (2) résulte, pour tout z et y de L, 

[z YI = -b 21 
ce qui fait que cette opération est anticommutative. 

Si le corps K est de caractéristique différente de deux, alors l'anticomrnutativité implique l'axiome 
(2) 

On dira que deux algèbres de Lie C et L' sur un corps K sont isomorphes si il existe un 
isomorphisme, 4, d'espaces vectoriels, 4 : L - Cf, qui satisfait: 

d([z y]) = [4(4 O ) ] ,  Pour tout 2, Y de L, 

4 est alors appelé un isomorphisme d'algèbres de Lie. 
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Un sous-espace vectoriel L' de L est une sous-algèbre de Lie de L si C' est stable pour les crochets 
de Lie, c'est-à-dire: 

V Z , ~ E L ' ,  [ z y ] ~ C ' .  

1.1.2 Algèbre de Lie linéaire. 

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, n, sur K, on note &nd(V) l'ensemble des applications 
linéaires de V dans lui-même. End(V) est un espace vectoriel de dimension n2 sur K et est un anneau 
pour le produit usuel des applications. 

On définit l'opérateur crochet a par: 

[f, 91 = f g - gf ,  pour f et g dans &nd(V). 

Avec cette opération &nd(V) devient une algèbre de Lie sur K. Cette nouvelle algèbre sera notée 
Çl(V) et appelée alglbre lindaire gdnérale. 

Toute sous-algèbre de l'algèbre de Lie Çl(V) est appelée algLbre de Lie lin6aire. 

1.1.3 Alghbre de Lie des dérivations. 

Certaines algèbres de Lie des tmnsfonnations lin6aires se présentent plus naturellement comme 
des alglbres de dérivations. 

Par K-algèbre (non nécessairement associative), on veut dire un espace vectoriel A sur le corps K 
muni d'une opération bilindaire 

AXA-A, 

notée en général par juxtaposition (sauf dans le cas où A est une algèbre de Lie auquel cas on utilise les 
crochets). 

Par ddrivation de A, on veut dire l'application linéaire: 6 : A - A, qui satisfait la 
relation: 

6(ab) = a6(b) + 6(a)b. 

On peut montrer facilement que Ver(A), l'ensemble des dérivations de A, est un sous-espace 
vectoriel de &nd(A) et qu'il est stable par c crochet 3 . Pour cette dernibre affirmation, on a en effet: 

V6,btEVer(A), Va,b€A,  6(ab)=a6(b)+b(a)b, 
6'(ab) = abt(b) + 6'(a)b. 

Alors 
66'(ab) = 6(aat(b) + Jt(a)b) 

= a6bt(b) + 6(a)6'(b) + 6'(a)6(b) + 66'(a)b, 

et 
d16(ab) = b1(ab(b) + b(a)b) 

= a6'6(b) + 6'(a)6(b) + 6(a)bt(b) + 6'6(a)b 

8 
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d'où 
[6,6'](ab) = (66' - 6'6)(ab) 

= 6b1(ab) - 6'6(ab) 
= a(66' - 6'6)(b) + (66' - b16)(a)b 
= a[6,6'](b) + [6,6'](a)b. 

Donc [ 6 , 6 l ~ D e r ( A ) .  

Der(A) est ainsi une sous-algèbre de Lie de Ql(A). 

Puisque l'algèbre de Lie C est une K-algèbre au sens défini ci-dessus alors Der(C) est définie. Cer- 
taines dérivations se présentent assez naturellement comme suit: si x E t, l'application: y - [x y], 
est un endomorphisme de C, que l'on note ad,. En fait, ad, E Der(C), car, on peut réécrire l'identité de 
JACOB1 sous la forme suivante: 

 sr 211 = yIzl+ bh ~11' 
c'est-à-dire 

ad=([!/ 21) = Iad=(y) 21 + 19 ads(z)l. 

Les dérivations de cette forme sont dites internes, les autres sont dites externes. Il est bien sûr 
parfaitement possible d'avoir ad, = O même quand 2 # 0. 

L 'homomorphisme d'algèbres de Lie: 

C - Der(L), défini par : 
2 - adz, 

tel que 
VY E C, adz(9) = tx PI, 

est appelé la reprdsentation adjointe de C. 

1.1.4 Idéaux. 

Soient I, J deux sous-espaces vectoriels de C. On note [1 JI le sous-espace vectoriel de C engendré 
par les [z y] pour 2 E I et y E J. 

Remarque. - Puisque [x y] = -[y x], alors [I J ]  = [ J  I l .  

DEFINITION 1.1.4.1. - Un SOUS-espace vectoriel J de l'alg4bm de Lie C est un idéal de C si [J L] C J. 
En d'autres termes si 

V ( x , y ) € C x J ,  [ z y ] E J .  

Exemple: 
1. Ii est évident que {O) et C sont des idhaux de L. Si C n'a pas d'autre idéal que {O) et C, on 

dira que L est une algèbre de Lie simple. 

2. On appelle centre de C l'ensemble : 

Z(C)= { Z E C  1 V z E L ,  [z,z]=O ) =  { z E C  1 ad, = O  ). 
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C'est un idéal de C. En effet, soit zl E Z(C) et soit z2,z E C. On a, d'aprés l'identité de JACOBI, 

donc 
[z[z1 2211 = O ==+ [LI 221 E Z(C). 

11 est facile de vérifier que Z(L)  est un sous-espace vectoriel de L. Donc Z(L) est un idéal de C. 

Remarques: 

1. & est commutative si, et seulement si, Z(C) = L. 

2. Si I et J sont deux idéaux de L, alors I + J et [ I  J ]  sont des idéaux de L, avec 

[I JI = ( C zjyi 1 zj E I ,  yj E J }- 
finie 

La construction de l'algèbre quotient C/J, où J est un idéal de C, est formellement la même que 
la construction de l'anneau quotient: L'espace vectoriel L / J  est l'espace quotient et la multiplication de 
Lie est définie par: 

[z + J, y + JI = [z y] + J. 

A priori il n'y a pas d'arnbiguité puisque, si z + J = z' + J et y + J = y' + J, alors, on peut écrire: 

z l = z + u  ( U E  J )  et y'= y + v  ( v E  J) 
-4 [z' y'] = [z + u, y + v] = [z y] + ( [ x  V I  + [u YI + [u 4 ) )  

J étant un idéal de L, donc ce qui est entre parenthèses est dans J. On en déduit que 

[z' y'] + J = [z y] + J. 

Le nomalasateur d'une sousalgèbre A de & est défini par 

NL(A) = {z E L: 1 [Z A] C A}. 

N&(A) est une sous-algèbre de Lie de C. En effet, soit z, y E Nt(A). On a: 

[[z y]A] E -[[y A]z] - [[A z]y] (d'aprés l'identité de JACOBI) 

E A l  - [y[z Al]. - il A A [[z yJA] c [z A] - [y A] c A. 
z E N r ( A )  [ z A ] C A  

Donc [z y] € NL (A)- 
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Il est par dleurs facile de voir que Nt(A) est un sous-espace vectoriel de t. 

Le centraliseur du sous-ensemble X de C est l'ensemble 

Il est clah que Cc(X) est un aous-espace vectoriel de L. En utilisant l'identité de JACOBI, on montre 
facilement que CL(X) est une sous-algébre de L. 

1.1.5 Homomorphisme et représentations. 

DEFINITION 1.i.s.i. - Soient L et L' deux algtbries de Lie sur un corps K. L'application 4 : 
L - LI, est appelCe homomorphisme si: 

vz, E t, 4([2 91) = [4(4  4(y)l. 

On pose ker(4) = 4"({0)) et Im(4) = $(L). 
4 est un monomorphisme si ker(4) = {O). 
4 est un épimorphisme si Im(4) = CI. 

Tout épimorphisme qui est aussi un monomorphisme est un isomorphisme, c'est-à-dire admet un 
homomorphisme inverse. 

Si 4 est un homomorphisme de C dam LI, alors ker(4) est un idéal de L. En effet, soient t E ker(4) 
et y E C. On a: 

4([. YI) = [4(t) d ( ~ ) 1  = [O 4(y)l = 0. 
Donc [x y] E ker(4). Il est aussi facile de montrer que ker(4) est un sous-espace vectoriel de L. 

lm(+) est une sous-algèbre de Lie de C'. En effet, il est facile de voir que Im(4) est un sous-espace 
vectoriel de L' et ona: 

Vx', y' E Im(4), 32, y E I I ,  tels que, 2' = +(x) et y' = 4(y). 

Donc 
[z' y'] = [4(2) 4(y)l = 4 ( k  91) E Im(4). 

PROPOSITIONS: 

Comme dans les autres théories d'algèbres, on a: 

1. Si 4 : L - C' est un homomorphisme d'algébres de Lie, alors t lker(4) est isomorphe à 
Im(4). Si J est un idéal de L inclus dans ker(#), alors il existe un unique homomorphisme 

3 : C/J-L' 

qui fait que le diagramme suivant soit commutatif 

O 
C - L' 

n l  /"11 
CI J 

( x  =application canonique du quotient par J). 
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2. Si I et J sont deux idéaux de C tels que I c J,  alors JII est un idéal de L/I  et (C/I)/(J/I) 
est isomorphe à CI J. 

3. Si I et J sont deux idéaux de L, alors (1 + J ) / J  et III il J sont isomorphes. 

Une représentation d'une algébre de Lie L est un homomorphisme 

p : C- Çl(V), 

où V est un espace vectoriel sur K. Quoiqu'on exige que L mit de dimension finie, V peut être de 
dimension quelconque vu que Çl(V) aura toujours un sens. 

On peut aussi ~ soc i e r  canoniquement, à toute représentation d'une algèbre de Lie C dans Çl(V), 
une action de L su r  l'espace vectoriel V, en posant pour tout 2 E t et q E V 

2 * 9 = cp(z)@>, 
où l'on appelle action de C sur V toute opération 

* :  C x V - v  

vérifiant 

Un exemple important de représentation est la représentation adjointe de l'algèbre de Lie Cl 

ad : L - Çl(L), 

z - ad,, 

ad,(y) = [z y], pour tout y E L. 

Il est clair que ad est une application linéaire et pour voir qu'elle préserve les crochets, on calcule, 
pour z E C : 

[ad, a4l(z) = ad,ady(z) - a&ad,(t) 

= adz([y 21) - a&([% 4 )  
= [.[sr 21 - 21 
= [[x y14 (d'après l'identité de JACOB 1), 

= ad[, y](.). 
z étant quelconque, donc ad[, = [ad, ady]. 

D'autre part, on a: 

ker(ad) = ( z E L 1 ad, = O  ) 
= { z E C 1 Vy E LI ad&) = O ) 
= ( z E L I V ~ E C ,  [%y]=O)  
= Z(C) (centre de L). 

Si t est simple, alors Z(C) = {O) et donc ad est un monomorphisme. 

Im(ad) est une sousalgèbre de Çl(L), c'est donc une algèbre de Lie linéaire. On en déduit que 
toute algèbre de Lie simple est isomorphe à une algèbre de Lie linéaire. 
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1.2 PRODUIT TENSORIEL 

1.2.1 Définitions. 

DEFINITION 1.2.1.1. - Soient Ul ,  U2, ..., Uk,  W des espaces vectoriels sur un corps K .  L'application 
f : Ul x Uz... x Uk - W est dite k-linkaire si f ( z l ,  2 2 ,  ..., z k )  est linéaire par mpporî d chacune 
des variables. 

1. Si k = 1, on dira que f est linéaire, 
2. si k = 2, on dira que f est bilinkaire. 

L'ensemble des applications k-linéaires forme un espace vectoriel sur K avec l'addition et le produit 
(par un scalaire) usuels pour les applications. 

DEFINITION 1.2.1.2. - Soient Ul,  Uz,  ..., Uk,  k espaces vectoriels. On appelle gtrudure k-linéaire 
sur les Ui, (i = 1,2, ..., k )  tout couple (W,  f )  où 

W est u n  espace vectoriel sur K ,  
f : Ul x U2... x Uk - W est une application k - linéaire. 

DEFIMTION. - Avec les notations précédentes, on appelle produit tensoriel des Ui, (i  = 1,2, ..., k )  
une structure k-linéaire (Wo,  f o )  qui soit initiale, dans le sens suivant: pour toute structure k-linéaire 
(W,  f )  sur les Ui, il etiste une et une seule application linéaire 8 : Wo - W qui rend commutatif 
le diagramme suiuant: 

f O ul x uz ... x u k  - wo 
il est clair qu'une telle structure initiale, si elle existe, est unique d isomorphisme près. 

1.2.2 Produi t  tensoriel de deux espaces vectoriels. 

Soient U et V deux espaces vectoriels sur K. Nous allons nous intéresser aux applications bilinéaires 
de U x V dans un espace vectoriel W sur K .  

On considère l'ensemble E des éléments de la forme : 

oit ai E K ,  (xi ,  gj) E U x V, pour tout i E I ( I  fini).  

Un élément de E peut toujours se mettre sous la forme : 

quitte B rajouter des éléments avec des coefficients nuls. 
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On munit E des deux opérations suivantes 

Addition : a + b = C (ai + Bi)(ril r), 
l l i l n  

Multiplication externe : Ao = C A(zi, yi), 
l l i _ < n  

avec 

Ces deux opérations font de E un espace vectoriel sur K. 

Soit N le sous-espace vectoriel de E engendré par les éléments de la forme: 

(" + "', Y) - ("1 Y) - (2'9 Y)' 
("1 Y + Y') - (2 1 Y) - (2, Y')' 
(A21 Y) - A(=' Y)' 
(A"' AY) - A(%' Y). 

Nous nous intéressons à l'espace vectorielquotient E/N. Soit le diagramme suivant: 

i l  / " A  

E 

où i est l'injection canonique de U x V dans E, et % est la projection canonique de E dans E/N. 

THEOREME 1.2.2.1. - (E/N, T )  est la s t r u c t u ~  bilankaire initiale sur U, V. 

Preuve : 
a- Le diagramme suivant est commutatif: 

i l  / " f  
E 

où (W, f )  est une structure bilinéaire sur U, V. i  étant l'injection canonique de U x V sur E. f est 
l'application linéaire unique de E dans W telle que 

f ( C  a i ( ~ i i  Yi)) = C aif (xil Yi). 

b- f étant une application bilinéaire, ceci signifie exactement que l'extension f de f à E annule 
le sous-espace N. D'où la factorisation unique de f à travers E/N : 
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d'où finalement une application linéaire unique g vérifiant 

ce qui montre que (EIN,  r )  est bien la structure bilinéaire initiale sur U, V. 

L'espace vectoriel E / N  est usueliement appelé pmduit tensoriel de U et V, et noté U @ V. 

Un élément de U @ V sera not4 2 @ g et sera appelé le produit tensoriel de x par y. Les éléments 
de U @ V sont des sommes de la forme 

x z i @ r ,  + i € U ,  y i E V ,  pour tou t iE I ,  Ifini. 
iE I 

Nous avons, d'après la définition de N, les relations suivantes: 

va E K ,  Vz,zl E U, Vy1y1  E V 

(a i )  8 y = z ( 0 9 )  = 4% @ Y ) ,  
( z + ~ ~ ) @ y = z @ ~ + ~ ~ @ ~ ,  
z @ ( y + y l )  = x @ y + z @ y l .  

Si U est de dimension n et de base (ei)iSiln et V est de dimension m et de base ( f j ) l l j l m ,  alors 
(ei @ f j ) i5iln, lSjlm est une base de U 8 V qui est donc de dimension n.m. 

1.2.3 Produi t  tensoriel des applications. 

THEOREME 1.2.3.1. - Soient fi : Ui - & et gi : - Wi (i = 1,2) quatre appl~catzons 
linéaires. (Ui, V;., W i ,  i = 1,2, sont des espaces vectoriels sur un corps K ) .  
a- Il existe une unique application linéaire f : Ul @ U2 - VI @fi et une unique application lintaire 

: VI @ V2 - Wl @ W2 qui soient "compaiibles au produit tensoriel", c'est-d-dire, telles que, pour 
tout x i  @=z  E Ul @U2 et y1 @y2  E VI @ Vzl 

Pour cette raison, on les notera: 
f = fi @ f2 et g = si 63 92. 

Nous avons donc : 

( f l  8 f2)(z1@ 22) = f l ( ~ 1 )  @ fz(z2)t 

(91 @ g a ) ( ~ i  @ 1/21 = g i ( ~ i )  @ g a ( ~ 2 ) .  

b- Nous avons de plus : 
(91 @ 92) O ( f i  8 f 2 )  = (91 f i )  @ ( ~ 2  @ fi)- 
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DCmonstration. - On part du diagramme suivant 

(VI @ V2, T,, O (fi, f2)) est une structure bilinéaire sur Ul, U2. T, O (fi, fi) se factorise donc à travers 
ru. De même ( Wi @ W2, 7, O (gl , g2)) est une structure bilinéaire sur VI, fi. Donc 7, O (gl, 92) se factorise 
à travers ru. Enfin, T, O (gi, g2) o (fi, fi) se factorise à travers ru, puisque (Wl 63 W2, T, o (gi $92) o (fi, fi)) 
est une structure bilinéaire sur Ul , U2. 

D'où l'existence et l'unicité des trois fonctions f ,  g et h rendant tout le diagramme commutatif. 

Nous avons donc, pour tout 21 @ 2 2  E Ul 8 U2, 

De même, on obtient, pour tout yl @ y2 E VI @ V2, 

Et enfin, pour tout zi @ x2 E Ul @ U2, 

En outre, par l'unicité de h, on a: 
h = g o  f. 

DEFINITION i.2.a.i. - L'av~lication lindaire f : Ul @ U2 - VI @ V2, du thCort?me urCctdent, est - - 
appelde poàv i t  tensoriel des applications l i n h i k s  f e t  f2. 

1.2.4 Produit tensoriel de  plus de deux espaces vectoriels. 

De la même facon que dans le cas de deux espaces vectoriels, on considère k espaces vectoriels 
Ul, U2, ..., Uk sur un corps K(k > 2). Soit E I'eneemble des Cléments de la forme: 
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E est un espace vectoriel sur K. Soit N le sous-espace vectoriel de E engendré par les Cléments de 
la forme: 

Comme dans le cas de deux espaces vectoriels, noue d o n s  nous intéresser B l'espace vectoriel 
quotient E / N .  Nous avons 

Ul x UZ.. x 4 2 E/N 
i l  / " #  

E 
et (EIN, r )  est une structure k-linéaire sur Ul, Uz, ..., Uk. Nous avons un théorème équivalent au théorème 
1.2.2.1. 

THEOREME 1.2.4.1. - (E/N, r )  est la structure k-lindaire sur Ui, i = 1, ..., k. 

E/N sera encore appelé produit tensoriel des espaces vectoriels Ul , Uz, ..., Uk , et noté Ul @ Uz ... @ Uk . 

Un élément zl @ zz ... @ xk de Ul@ Uz... @ Uk sera appelé produit tensoriel de t1,22, ..., XE.  

Comme dans le paragpraphe précédent, si fi : Ui - V;. est une application linéaire de l'espace 
vectoriel Ui dans l'espace vectoriel K ,  i = 1, ..., k, alors, on définit 

fl @ fi.--@ fk : Ul @ UZ... @ u k  - vl @ v2... @ vk, 
par : 

VxiEUi, i = 1 , 2  ,..., k, 

(fl  8 fi... @ fk)(sl 8 z2... @ zk) = fl(z1) @ fi(z2) ... @ fk(2k). 

1.2.5 Associativitd du  produit tensoriel. 

1.2.5.1 Cas de trois 616rnents. 

Soient U, V, W et P des espaces vectoriels sur le corps K. Soient (U @ V, ru,) la structure bilinéaire 
initiale sur U et V, ((U @ V) @ W, ru,,,) la structure biiiiéaire initiale sur U @ V et W. On pose alors: 

T = Tu",w 0 (ruu,Idw), 
où Id, est l'application identique de W. 

T est une application trilinéaire de U x V x W dans (U @ V) @ W. On montre le théorème suivant. 

THEOREME 1.2.s.i.i. - Avec les notations précédentes, ((U @ V) 8 W, T )  est la a m c t ~ r e  irilin6aire 
initiale sur U, V et W. 

D6rnonstration: 
Soit g : U x V x W - P une application trilinéaire. On va montrer qu'il existe une et une 

seule application linéaire g' : (U @ V) @ W - P, telle que 



P a \ u r ~ d ~ W , m i t  
gz :U X v - P, 

(2, ST) ;- da* k a). 

# stslit trimaire, Jon #, e#t büin&&. Plt 'do @dt 
diagoaune raimat d t  ccmmutatif: 

k U x Y  

Tw I / 42 

et donc, 

v ( S , Y , * ) € t i ~  v x - 6  
I 

(2, Y, 2) ---, 912, Y, 2) 

l / e  
(2 @Y4) 

donc, Bi 0 existe, GUC doit forcbnsrit v&ifier, 

Donc, si 8 axiete, elle sst unique. 
EXi8tmce: 

On p-, pour tout (t, z) E (U @ V) x W, 

2 - BilWoritC de 0. 

" 6 Pour z firaC, 

Or 8, crt une spplieation héaire de U @ V danr P, Jorn 8 crt linCure psi -port i ia ~remière varisble. 
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O Pour t fixé, 
si t = z @ y € U @ V, alors 

8(z @ y, z) = 8, ( z  @ y) = g(z, y, z), pour tout z E W. 

g trilindaire, donc elle est linéaire par rapport à r pour z et y fixés, donc 8 est linéaire pour t fixé. 

Si t # z @ y, on sait par ailleurs qu'on peut toujours l'écrire comme somme finie des zi @ yi : 

t = ~ ~ ~ @ ~ ~ ,  ~ j € U , & E V ~ I f i n i .  
i E I  

Alors 
8(t, Z) = 8, (E zi @ yi) 

i E I  

Or g est trilindaire ce qui implique 8 linéaire par rapport B z. 

8 est bilinéaire de (U @ V) x W dans P. Donc (Pl O )  est une structure biiinéaire sur U @ V et 
W. D'aprés la définition du produit tensoriel (U @ V) @ W, il existe une unique application linéaire 
g' : (U 8 V) 8 W - P qui rend commutatif le triangle (ii). 

I 

De manière symétrique, on considère (V @ W, T,,) la structure bilindaire initiale sur U et V @ W. 
On pose dors 

7 = Tu,vw 0 (Id", ~ v w  ), 
où Id, est l'application identique de U. On a alors le corollaire suivant. 

COROLLAIRE 1.2.5.1.2. - (U @ (V @ W), T) est la structure trilin4aire sur U, V et W. 

On sait par ailleurs que la structure trilinéaire initiale sur U, V et W est unique à isomorphisme 
près, donc les trois espaces vectorielsU @ V @ W, (U @ V) @ W et U @ (V @ W) sont isomorphes. D'où 
I'associativité du produit tensoriel. 

1.2.5.2 Cas de plus de trois élkments. 

Soient UI, U2, ..., Uk , (k > 3) des eapaces vectoriels sur un corps K. Soit r un entier tel que 
1 < r < k. On considère (Ui @ U2 ... @ Ur, rr) (resp. (Ur+r @ Ur+2... @ Uk, Q - ~ ) )  la structure r-linéaire 
(resp. (k - r)-linéaire) initiale sur Ul, U2, ..., Ur (resp. Ur+1, Ur+2, ..., Uk). Soit enfin ((U1 @ U2... 8 Ur) @ 
(Ur+l @ Ur+2 ... @ Uk),a) le structure bilinéaire initiale sur Ul @ U2... @ Ur et Ur+1 @ Ur+2... @ Uk. On 
pose : 

7 = 6 0 (Tr 1 Q-r) 
et  on a le théorème suivant. 

THEOREME 1.2.5.2.1. - Avec les notations ci-dessus, 

((VI @ Uz... @ Ur) @ (Ur+i @ &+a... @ UI), T) 
est la structure k-linkaire initiale sur Ul , U2, ..., Uk . 
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Ddmonstration: 
On considère le diagramme suivant : 

r r ' (i) 3!0 
T 

1 
(ii) 3!gf , 

11 existe une unique application bilinéaire B qui rend (i) commutatif et donc il existe une unique 
application linéaire gf qui rend (ii) commutatif. 

Donc ((Ul @ U2... @ U,)@(Ur+l @ Ur+2... @ Uk), r )  est la structure k-linéaire initiale sur Ul, Uz, ..., Uk. 
I 

On en déduit, d'après l'unicité de la structure initiale sur Ul, Uz, ..., Uk, que (Ul @ Uz... @ Ur) @ 

(Ur+i €3 Ur+2... @ UI) est isomorphe à Ul @ U2... @ Uk. 

D'une manière générale: Soit (Ii)llilp une partition de l'intervalle [l, k] de hT. A toute partie 
Ii = {il, ..., im),  on associe l'espace vectoriel K = Ui, @ Uj, ... @ Ui,. On obtient donc p espaces vectoriels. 
Un élément de K sera de la forme xi, @ xi, ... @ xi, où 2ij E Uij. 

On considère (K, Ti) la structure (Iil-linéaire initiale sur Uij, ij E Ii, et (@lsisp K,  U) la structure 
plinéaire initiale sur K ,  1 5 i 5 p. 

On pose T = u O (71, 72,  ..., ri) et on a le théorème suivant. 

THEOREME 1.2.5.2.2. - (@llisp K ,  7) est la 8 t m c t ~ t t  k-lindaire sur Ul, U2, ..., Uk. 

De ce théorème et d'après l'unicité, B isomorphisme près, de la structure k-linéaire sur les 
Uj , j E [l,  k], on déduit que @l<i<p - - K est isomorphe à Ui @ U2... @ Uk. 

Remarques: 
1- Soit U un espace vectoriel sur K. Les espaces vectoriels K @ U et U @ K sont canoniquement 

isomorphes à U. En effet, 

u : K @ U - U (resp. U @ K - U) définie par : 

a @ x  c--r a x  (resp. x @ a  - az) ,  

est un isomorphisme canonique. 

f 
K x U - U  

( 0 , ~ )  QX 

7 1  / 3 ! u  

K @ U  

f bilinéaire, (K @ U, T) est la structure bilinéaire initiale sur K et U. u rend le diagramme commutatif. 
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Il existe une application linéaire 

telle que 
u o v = I d u  et u o u =  IdKBu. 

Même preuve pour U @ K isomorphe à U. 

2- Soient U*, V* et (U @ V)* les d u a u  respectifs des espaces vectoriels U, V et U 8 V. Alors 
U* 8 V* est isomorphe à (U 8 V)*. 

1.2.6 Algèbre tensorielle. 

On appelle algèbre tensorielle d'un espace vectoriel U sur un corps K, l'algèbre T définie de la 
manière suivante: 

1- T est l'espace vectoriel gradué : 

où T0 = K, Tl = U et T" = UBn (puissance tensorielle nihe de U). 

2- La multiplication dans T est définie par le produit tensoriel. Si u  et v  sont des éléments 
homogènes de degrés respectifs p et q, u 8 v est un élément homogène de degré p + q. Si u  et v ne sont 
pas homogènes, ils sont de la forme: 

on pose alors 

L'algèbre tensorielle T(U) de U est une algébre graduée sur K,  associative, à dlément unité (mais 
non commutative). Elle est engendrée par l'unité 1 de K et les éléments de U identifiés à Tl. 

(T(U))*, l'algébre duale de l'algèbre tensorielle T(U), est canoniquement isomorphe à T(U*), 
algèbre tensorielle du dual de U, par le produit scalaire: 
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RAPPELS SUR LES SERIES FORMELLES 

Introduction. 

Dans ce deuxiéme chapitre, nous avons tenu, dans un premier paragraphe, b rappeler la définition 
des stries formelles, ensuite B définir une topologie sur l'algébre K < X  ) des séries formelles, puis la 
propriété selon laquelle une série est inversible si, et seulement si, son terme constant l'est (il]). Dans le 
second paragraphe, nous avons commencer par rappeler la définition du produit de mklange de deux mots 
puis de deux séries. Ensuite, nous avons présenté un certain nombre de calculs que l'on peut faire sur les 
séries formeiles, en particulier le calcul des simplifiés d'une série, à droite et à gauche, par un polynôme. 

2.1 SERIES FORMELLES 

2.1.1 Définitions. 

Soit X* le monoide libre engendré par un ensemble fini, non vide X, appelé alphabet. Un élément 
de X* est appelé mot, c'est une suite finie de lettres éléments de X). 

Le produit de deux mots est la concaténation de ceux-ci: 

si { et 
u = 2 1 2 2  ... zp 

alors uu = 2 1 2 2  ... zpylg2 ...yg. 
u = Ylyz...Yq, 

L'élément neutre, le mot vide, est noté E ou 1. 

La longueur d'un mot w, notée lwl, est le nombre de lettres qui le composent. Ainsi, la longueur 
du mot vide est nulle. Et, pour tout z E X, JwJ, désigne le nombre d'occurences de la lettre z dans le 
mot W. 

Une skrie formelle S est une application de X* dans un corps K qui à un mot w associe l'élément 
S(w), noté < Slw >, dans K. < Slw > est appelé coefficient du mot w dans la série S. Cette série sera 
notée 

S=  C < S ( w > w .  
w E X *  

Le support d'une série S est le langage 

Supp(S) = { w E X* 1 < S(w ># O ). 

On notera K< X > l'ensemble des séries formelles sur X à coefficients dans le corps K 

L'addition est définie sur K<X W par: 

c S + T ( w > = < S J w > + < T ( w > ,  p o u r t o u t S , T ~ K a X w .  

Le produit de Cauchy est lui défini par: 

< ST)w >= < Slu >< Tlu >, pour tout S,T E K < X >  
uw=w 
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La somme ci-dessus est bien finie, puisque l1ensemble ((u, v) 1 UV = w) comporte un nombre fini 
de termes. 

Le produit de Cauchy est associatif. 

Muni de ces deux opérations K<X> est un anneau. On définit une opération externe de K sur 
K<X> par: 

(a,S) E K x K<X> c--r aS E K<X> 

où aS est définie par: 
< aSlw >= a < S(w >, pour tout w E X*. 

Avec ces trois opérations K<X> est une K-algèbre. 

Remarques: 
1. X* s'injecte naturellement dans K<X >, comme sous-monoïde multiplicatif. On identifiera 

X* et son image dans K<X> . 

2. K s'injecte aussi dans K<X> comme sous-algèbre. On l'identifiera aussi avec son image. 

Un polynôme est une série formelle de support fini. L'ensemble des polynômes est noté K< X > . 
C'est une sous-algèbre de K< X > . 

Le degrd d'un polynôme P E K<X > est défini par: 

- 00, si P = O, 
deg(P) = 

sup{lwl avec w E Supp(P)), si P # 0. 

2.1.2 Topologie sur K a X B  

DEFINITION 2.1.2.1. - Soit S E K<X> . On definit l'ordre de S, que l'on note w(S), par: 

PROPRIETE. - Soient S, T E K<X > . w(S + T) 2 inf(w(S),w(T)). 

On définit une norme sur K K X  > en posant, pour S E K<X>, 

En effet, on a: 

Donc, on a bien une norme ultmmH~que sur K K X >  . 
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On définit la distance d associée à cette norme en posant: 

On définit un système de voisinages de zéro en posant, pour tout k E N, 

soit encore: 
V i  = { S E K < X >  1 IlSI15 2-k 1. 

On remarque qu'on peut mettre ces voisinages sous la forme suivante: 

et 
Vk = x k . ~ < X > ,  pour k 1 1, 

On définit ainsi une topologie skparke sur K < X >  . 

PROPOSITION 2.1.2.1. - Toute suite de Cauchy est localement fini. 

Ddmonstmtion. - Soit (Sn)nEN une suite d'éléments de K< X B . On suppose que (Sn) est une 
suite de Cauchy. Le crithe de Riemann s'écrit, pour cette suite: 

En particulier, on peut prendre E = 2'), 3Nc tel que 

et donc, 
Vw E X* tel que )wl < k, < SN,~W >=< Sq(w > . 

Donc à partir de Ne, la suite (Sn) devient stationnaire pour lw l<  k. Elle est donc localement finie. 
m 

L'espace topologique K < X )  est donc complet. 

La limite iopologique d'une suite (Sn)nEN de K S X I Q  se calcule point par point. C'est-à-dire: 

L =  lim Sn, 
n-roo 

alors Vw E X*, 

2.1.3 Inverse d'une série formelle. 

< L)w >= lim < Snlw > . 
ndoo 

PROPOSITION 2.1.3.1 ([l]). - Une skrie S E K< X  > est inversible si, et seulement sa, son t e m e  
constant, < SIE >, l'est dans K .  
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Preuve. 
Supposons que S soit inversible, alors il existe une série S E K < X  W telle que SS' = SIS = il, 

oh n désigne la série unité. C'est-à-die, telle que, 

< SS'IE >=< Ille >= 1 
SS' = Ii -. < SS'le >=< SIE >< S'le > 

de même 
< S~SIC >=< n l ~  >= i 

S'S = n < S'SI& >=< S'le >< SIE > 
< SIE > est inversible dans K et d'inverse < S'JE > . 

Ffkciproquement, si l'on suppose < Sle > inversible dans K, d'inverse a, on peut alors poser 

Si = aS = 1 - S', 

où S' est propre, c'est à dire < S'le >= O. 

La famille - est donc localement finie. Elle est alors eommable de somme 

On désigne par S" la série : 
sl+ = C SI". 

nll 

Donc SI* est l'inverse de 1-S dans K < X  > . Donc Si est inversible, d'inverse SI*. Et finalement, 
S est inversible dans K<X W d'inverse as''. 

u 

2.2 CALCULS SUR LES SERIES FORMELLES 

2.2.1 Produit de méiange. 

DEFIMTION 2.2.1.1. 
une application 

- On défiBii le produit de mdlange - en anglais "sliufle p d u c t " -  ([7) comme 

ul : X 0 x X * - K < X > ,  

dCfinie récursivement comme suit : 

1. VWEX*,  E u W = W u E = W ,  

2. vu, v E X * ,  vz, y E X ,  (zu)u (yu) = Z(UW (yv)) + y((zu)~iv). 

C'est une application QilinCaire. 
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Ce produit est commutatif et associatif. 

Si w, W' E X * ,  w u  w' est un polynôme homogène de degré Iwl+ Iw'l. 

Ezemple: 
Soit X = { z ,  y), w = z y  E X', ut' = zy2 E X*.  On veut calculer wrvw'. On a 

zyu,zY2 = ~ ( ~ u , z y ~ )  + z(zyrv y2), (d'aprés (2 ) )  
= zy(rwzy2) + z2(yuy2)  + z 2 ( y ~ y 2 )  + zy(zyrvy) 

zvwy = z(vrv?/) + y(wrvc) 
= zy(-y) + zy(yrv&) + y w  

= zy2 + =y2 + yzy 

= 2zy2 + yzy 

Donc 
wuw' = zyzy2 + 3x2y3 + 3t2# + 2zyzy2 + t Y 2 t Y  

= 6z2y3 + 3zyzy2 + zy2zy .  

Autre définition 

Soit z E X .  On définit l'opérateur 8, pour tout w E X * ,  par : 

O, si w ne se termine pas par t, 
8,w = 

V ,  si w = vz. 

Le produit de mélange est donc tel que, pour tous u ,  v CE X*,  

O 8, (urv V )  = (8Zu)u  v + UUJ (8*v), (i.e. 8, est une dérivation pour le produit de mélange) 

Et ces égalités peuvent aussi être considérées comme une définition du mélange, puisque par le lemme de 
nconstrud:on,(~oir plus loin) on a: 

Remarques: 
Soient z ,  y E X.  On peut composer les dérivations 8, et âv, mais 

1. 8=8, n'est pas une dérivation, 
2. en général B,8, # 8,8,, 
3. le crochet de Lie [8,,8v] = 8 4 ,  - 8,û2 est encore une dérivation comme 
nous le verrons plus loin. 
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Ezemples: 

Soient z ,  y E X, 2 # y. Nous avons 

1. 8,8,z =8,Byy =O, mais, 8,8,(zuiy) = 8,((8,z)uiy+zui(8,y)) =a,== 1. 
8,8,w = 8,(6,,w) = 8,(vz) = v, 

2. Pour w = vxy E X*, on a : 
6,8,w = 8,(8,w) = 8,(0) = O. 

Le produit de mélange peut être étendu B K g X  > en posant, par définition, pour tous S et T de 

S U T  = < Slu >< Tlv > uuiv. 

En effet, 
{ w E X* 1 w E Supp(uuiv) ) 

est un ensemble fini, queis que soient u, v E X*. On rappelle que 

Soient S E K<X W et z E X. 

On vérifie que 6, est une dhivation pour l'algèbre K < X  >, muni du produit de mélange. ( voir 
preuve plus loin). 

2.2.2 Calcul des simplifiés d'une série A gauche o u  A droite par un polynôme. 

DEFINITION2.2.2.1. - Soit S E K < X >  . 01 pose, p0Urt0Ut U E X*, UDS = xwEX. < SIWU > W 

(resp. S O u = CwEX. < Sluw > w); que l'on appelera le simplifié de S à droite (resp. à gauche) par 
u. 

En d'autres termes, on a, pour tout w E X* : 

< unS(w > =< Sluw >, 
< S O ulw > =< Slwu > . 

Remarques: 
1. V S E K ~ X W ,  r o S = S o & = S .  

2. Par définition du support d'une série et d'après la définition 2.2.2.1, on peut voir facilement 
que : 
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3. Pour r E X, on a zoS = 8,S, mais, on notera que si u 4 X, l'application S - uoS n'est 
pas une dérivation de l'algèbre de mélange. (exemple 8,8, : w c--+ zyow n7& pas une dérivation). 

PROPOSITION 2.2.2.1. - Soient u, v E X*, S E K<X w . On a : 

uo(voS) =uvoS et ( S o u ) o v =  Souv.  

En d'autres terme, les simplifiés à droite c o a définissent une action B gauche de X* sur K< X % . 
Les simplifiés à gauche O a définissent une action B droite de X* sur K<X > . 

Preuve: 
Nous avons, pour tout mot w E X*, 

D'où 
un (vo S) = uvo S. 

De même, 
< ( S o u ) o v ~ w >  =<Soulvw> 

=< SJuvw > 
=< Souvlw > 

Donc 

PROPOSITION 2.2.2.2. - Soient u,v E X*, S E K<X> . On a : 

(uoS) O v = uo(S O v). 

En d'autres termes les actions à gauche o * et à droite O a de X* sur K<X> commutent. 

Preuve: 
Nous avons, pour tout mot w E X*, d'après la définition 2.2.2.1, 

Donc 
(uns) O v = uo(S O v). 

I 

La K-algèbre, K<X), des séries formelles sur X B coefficients dans K, s'identifie canoniquement 
au dual de K< X > . En effet, soit S E K < X  > une série formelle.Alors S est une application de X* 



I G. JACOB & N. OUSSOUS 1 

dans K qui associe au mot w E X* le coefficient < Slw >E K. On peut prolonger cette application en une 
application de K < X > dans K en posant, pour tout polynôme Q = CwEX. < Qlw > w de K < X > ,  

que l'on note < SIQ >. S est donc un élément du dual de K < X  > . 

Itéciproquement, soit f un élément du dual de K <  X > . f est donc une application linéaire de 
K < X >  dans K :  

Q =  < Q l w > w  -f(Q)= <Qlw>f(w) .  
w E X *  WEX* 

On a vu que X*  s'injecte canoniquement dans K < X  > . On peut donc associer à f sa restriction 
à X* qui est la série formelle 

= f <w>w. 

Si l'on prolonge cette application f : X* - K à K< X > par le procédé ci-dessus, on retrouve 
bien la forme linéaire f .  

I 

K <  X > agit canoniquement, à droite et à gauche, sur son dual K < X  >, de la maniére suivante. 

VQ E K < X  >, on associe à toute série S E K < X  W la série 

(resp. S 0 Q = CwEX. < SlQw > w). On dira qu'on a simplifié S 8 droite (resp. 8 gauche) par Q. 

VW E X*, < SlwQ > = < Slwv >< Qlv > 
vEX' 

et < S1Qw > = < SCw >< QIu > . 
uEX'  

Cela s'écrit encore: 
VWEX*,  < Q o S l w > = < S l w Q >  

et < S o Q l w > = < S J Q w >  

PROPRIETES ([IO]): 

(PQ)oS = Pm(Q0S) 
1. VP,Q E K < X > ,  V S  E K<XW, on a 

S o ( P Q )  = ( S o  P )  oQ. 

La propriété (1) signifie que pour simplifier à droite par le produit PQ, on simplifie à droite par 
Q puis on simplifie le résultat à droite par P. Et symétriquement pour la simplification à gauche. 

La propriété (2) signifie que pour simplifier à droite par P puis simplifier le résultat à gauche par 
Q est équivalent à simplifier d'abord 8 gauche par Q puis de simplifier le résultat à droite par P. 
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Ces deux propriétés sont de simples extensions par linéarité de. propositions 2.2.2.1 et 2.2.2.2. 

Dorénavant, nous nous limiterons à l'étude des propriétés et résultats de l'opération O a 

(simplification à droite), puisque nous savons que pour l'opération c O (simplification B gauche) les 
résultats sont symétriques. 

L'application S - zoS, z E X et S € K <  X ), est une dérivation pour le produit de 
mélange. On peut donc, pour z E X (i.e. une lettre) et S E K<X>, paeer 

8,s = zos, 

ce qui est justifié par le lemme suivant. 

LEMME 2.2.2.1. - Soit z E X. 8, est une dérivation dans K<X> pour le produit de mélange. 

Preuve: 
Soient S, T E K< X > . 

Ayant les simplifiés de S à droite par les lettres z E X et le terme constant <SIE> de S, on peut 
reconstruire S. On a le lemme suivant dit lemme de reconstruction. 

LEMME 2.2.2.2 ([8]). - Soit S E K<X W une série formelle. < SIE > le terne constant de S. Aiors 

LEMME 2.2.2.3. - Soient Dl et D2 deuz dérivations pour un produit, noté c . 3, dans un ensemble 
E. Alors le crochet de Lie [Dl, Dz] = DlDz - DzDl est encore une dérivation pour ce pmduit. 

Preuve: 
Soient z, y E E. On a: 
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et, par symétrie, 

donc 
D l D ~ ( x . y )  - D2Dl(t.y) = ( D l D z t ) . ~  + t . ( D l D 2 ~ )  - (DzDlt ) .y  - t . (DzDiy)  
==+ [ D I ,  D Z ] ( ~ . Y )  = ( [ D l ,  Dz]x).Y + z.([Di 1 DzIY). 

I 

On sait que, pour t ,  y E X, a, et 8, sont des dérivations dans K <  X ) pour le produit de 
mélange. Donc, d'après le lemme 2.2.2.3, [a,, a,] est une dérivation pour le produit de mélange. 

On posera: 
[8x,6,1 = qs,,]. 

D'une maniére plus générale, puisque un polynôme de Lie est obtenu par des crochets de Lie à 
partir de lettres, si P est un polynôme de Lie, ap est obtenu par des crochets de Lie des a,, pour t E X. 
Donc ap est une dérivation pour le produit de mélange ce qui justifie cette notation. 

PROPOSITION 2.2.2.3. - Soit P E Lie c X >, un polynôme de Lie. Soient S, T E K< X >, deux 
séries formelles. Alors 

Po(SwT) = (PoS)wT + Sw(PoT). 

Preuve: 
Il suffit de remarquer que, pour P E Lie < X >, PoS = 6p(S) .  



ELEMENTS DE LIE ET ALGEBRE DE MELANGE D'APRES REE 

Introduction. 

Le but essentiel de ce chapitre est la démonstration du théorème de REE sur les séries de Lie. 
On sait que REE avait montré ([9]) qu'une série de CHEN est une ezponentielle de Lie. Dans ([4]), on a 
attaché aux entrées (il s'agit des entrées d'un système dynamique non linéaire) continues par morceaux, 
ui : [Olt] - R, (i = 1,2, ..., n), le chemin de : 

[ &(r) = 1' Ui(o)dg, (O < r < t ,  i = 1,2, ..., n). 

La série de CHEN de ce chemin est: 

X = {xO, xl, ..., xn), alphabet a 

6 , ~  = 1, 

Elle sera dite sdrie de CHEN des entrées pendant l'intervalle de temps [Olt]. 

< Cu(w >= S,' &w, est le coefficient du mot w dans la série Cu. Sur ces coefficients nous avons le 
résultat suivant: 

vw, w' E X*, < Culw >< Culwl >=< Culwuiwl > . 
D'autre part, si l'on définit la concaténation de deux entrées u et v comme suit: 

telle que, 

alors 
C u  l, " = c u c v .  

Pour la démonstration du théorème de REE, nous avons introduit un certain nombre d'outils comme 
les séries formelles sur M 8 Pl où M et P sont des monoides d subdivisions finies avec longueur, Dans le 
dernier paragraphe nous étudions essentiellement les stries formelles de Lie, les nprésentations adjointes 
et coadjointes, le gmupe de Magnus, llezponentielle et le logarithme d'une série formelle, I'eqonentielle 
d'une sdrie de Lie, les stries de Hausdorff et enfin le calcul de l'inverse d'une exponentielle de Lie. 

Nous développons systématiquement des techniques qui rejoignent celles déjà introduites par C. 
Reutenauer[ll] pour l'étude du même papier de R. Ree[9]. 
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3.1 SERIES FORMELLES SUR U N  PRODUIT.  

3.1.1 Définitions et Notations. 

DEFINITION 3.1.1.1. - Un monoide M est dit d subdivisions finies si, pour tout m E M, l'ensemble 
{ (ml, m2) 1 mlm2 = m ) est fini. 

On ne considère ici que les monoïdes M à subdivisions finies avec longueurs, c'est-à-dire pour 
lesquels on peut associer à chaque élément m sa longueur, notée (mlM, qui est un entier et qui vérifie, 
pour m, ml,  m2 E M,  

1. m # 1 lmlM # O  (Le. ImlM = O  m =  1), 

2. I m i m z l ~  = I m l l ~  + Im21~,  
3. Vk E N, {m E M ( lm(M = A} est fini. 

Un monoïde muni d'une longueur vérifiant ces axiomes est à subdivisions finies. 

Soient M et P deux monoïdes à subdivisions finies avec longueurs. On notera (mlM et (plp les 
longueurs de m et p respectivement dans M et P. Le monoïde M x  P  = {(m,p) 1 m E M, p E P )  est 
aussi à subdivisions finies avec longueur. On pose, par définition, 

On considère K< M >, K< P  > et K< M x P> les algèbres de polynômes sur M, P et M x  P 
respectivement à coefficients dans le corps K. Soit enfin K c  M > @ K c  P> le produit tensoriel des 
K-espaces vectoriels K< M > et K< P>. 

Les éléments m E M (resp. p E P )  forment une base de K< M > (resp. K< P>). 

Soit f l'application bilinéaire de K< M > x  K< P  > dans K< M x  P  > qui à tout élément 
(m,p) E M X P C  K < M > x K < P >  associelemonôme (m,p) E K<M x  P>. S i (K<M>@K<P>,r)  
est la structure bilinéaire initiale (cf CHAPITRE 1) sur K c  M > et K< P>, alors il existe une unique 
application linéaire de K< M >  @ K< P> dans K< M x  P> telle que le diagramme suivant soit 
commutatif : 

f 
K < M > x  K<P> -K<M x P >  

7 1 /" 3!r, 
K < M > @ K < P >  

Les éléments (m, p) E M x  P  forment une base de K< M x  P  >. Les éléments m @ p, m E M et 
p E P, forment une base de K< M > @ K< P >. r, envoie la base (m @ P ) ~ ~ ~ , ~ ~ ~  de K< M > @ K c  P  > 
dans la base ((m, P ) ) ~ ~ M , ~ ~ ~  de K c  M x P  >, c'est donc un isomorphisme. 

En identifiant (m, p) et m@p, on pourra noter K< M x  P  > = K< M @ P>, oh M@P = T ( M  x P). 
Par l'isomorphisme on a encore : 

K<M@P>EiK<M>@K<P>.  

Un élément Q E K< M @ P > s'écrit : 
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avec 

est fini. 

On notera K a  M  @ PB l'algèbre des séries formeiles sur M @ P à coefficients dans K .  Un élément 
S E K< M @ PB s'écrira : 

S =  < S l m @ p > m @ p .  
mEM,pEP 

On définit l'addition et la multiplication dans K<M @PB comme suit: 

Cette dernière somme est finie puisque M et P sont à subdivisions finies. 

3.1.2 Topologie sur K a  M  @ PB. 

V(m,p) E M x P, on définit lm @ PIMBP = ( m l ~  + ( P I P .  

I Soit Q E K< M @ P > un polynôme, 

l On définit le degré de Q par: 
1 

Soit S E K a  M @ PB une série formeile. On définit l'ordn de S par: 

On définit, pour tout entier k 2 1, l'idéal J k  de K< M @ PB en posant : 

On a aussi : 
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La famille (Jk) t>l  forme alors un syst&me de voisinages de zéro pour une topologie séparée. Cette 
topologie peut aussi être définie par la norme: 

llSll= 2-W(S), p u r  tout S E K< M @ P W, 

ou encore par la métrique associée : 

d(S, T) = 2'w(S-T), pour tout S,  T E K< M @ PB. 

Une suite de séries ( S n ) n E ~  est de Cauchy si, et seulement si, pour tout m @ p E M @ Pl la suite 
(< Snlm @ p >)nEh' est stationnaire. Et iJon a : 

< lim S n l m @ p > =  lim < S n l m @ p > ,  
n+w n+w 

pourtout m @ p E  M @ P .  

K a  M @ P> est donc le compldtd séparé de K< M @ P>. 

Remarque : 
Soit j l'injection canonique de K a  M > @ K< P B  dans K< M @ P B .  Im(j) C K a  M @ P B .  

En effet, dans K a  M > @ K< P> on n'a que les sommes finies : 

sien, 
fin ie  

et si m #  1 et p #  1, alors 
x m i @ p i  E K < M @ P > ,  

i 

maispasà  K < M > @ K < P > .  

Par contre, on a : 

Maintenant, on va prendre P = X*, le monoïde libre sur un alphabet X. On considère donc 
l'algèbre K< M @ X* > des séries formelles sur M @ X* à coefficients dans K. ([8]) 

On définit un opérateur D, ( r  E X )  agissant sur les éléments de M @ X* de la façon suivante : 

où 8, est l'opérateur défini précédemment. 

Cet opérateur peut être étendu linéairement à Kg: M@X* > et alors, pour 

on aura : 
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que I'on peut écrire : 
D,H = x < Hlm@vr > m@v. 

mEM,vEX* 

On définit égaiement un produit de mélange sur M @ X * ,  que I'on note ML, comme suit : 

où ur est le produit de mélange définit sur X* et mn est le produit, dans M ,  des éléments m et n. 

On prolonge ce produit aux éléments de K< M@X* W  en posant, pour 

3.1.3 Spécialisation en un m o t  u. 

On pourra poser, pour u E X* , 

H devient ainsi une application de X* dans K< M  w : 

H 
X* - K < M >  
uC----* Hl. 

K< M >  est l'algèbre des séries formelles sur M  à coefficients dans K .  Donc H est une série 
formelle sur X* à coefficients dans K < M W ,  c'est-à-dire : 

En fait, on a un isomorphisme entre K< M@X* ) et [K<M w]<X w et donc 

sera identifiée à 

Ainsi notre opérateur D* défini sur K& M@X* > n'est rien d'autre que l'opérateur B, défini sur 
[K< M  w]<X W  . Et le produit de mélange lu défini sur K< M@X* W n'est rien d'autre que k produit 
de mélange défini sur [K< M w]< X  W . Enfin la spécialisation de H  en u E X* n'est rien d'autre 
que le coefficient du mot u dans la série H  E [K< M  w]<X w . 



I G. JACOB & N. OUSSOUS 1 

LEMME 3.1.3.1 ([al). - L'opkmteur D. est une dkrivalion pour le produit ur : 

VS,TEK<M@X*>, D z ( S f i T ) = ( D z S ) u T + S ~ ( D s T ) .  

Preuve : 
Immédiate d'après les constatations ci-dessus et la définition de AIL. 

3.1.4 Reconstruction d'une série formelle sur K< M@X* >. 

Soit H un élément de K<M@X9>. On peut l'écrire : 

Le lemme 2.2.2.2, dit lemme de reconstruction, a donc comme traduction immédiate: 

II est aussi utile de noter que l'on a : 

3.2 POLYNOMES DE LIE ET SERIES DE LIE 

3.2.1 Mélange, produit tensoriel et éléments primitifs. 

On gCnéralise le cas traité dans ([8]) en prenant 

M = x * @ ~ ,  c puissance tensorielle de X* a . 
On définit l'application : 

rn : K<X> - K<x>@", 

(K< X >@" est la puissance tensorielle ni*me de K< X >), pour tout x E X, par : 

et  telle que în soit un morphisme, c'est-&dire, 

Vu, v E X*, r n  (UV) = rn(u)rn (v) 
--4 VU, v E X*, rn(uv)@uv = (rn(u)@u)(rn(v)@v). (a) 

LEMME 3.2.1.1 ([q). - 
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Preuve : 
Soit R un élément de K<x*@~@x* >, tel que, 

Alors, pour z E X, on a :  

D'autre part RI. = l@p. Donc, d'après le lemme de reconstruction, 

On en déduit : 

et, d'après la relation (a), 

De ce lemme on déduit un certain nombre de résultats : 

COROLLAIRE 3.2.1.1 ((91). - Pour tout S E K<X >, on a : 

Preuve : 
Pour tout S E K<X ), on considère l @ P @ S  que l'on applique aux deux membres de l'égalité du 

lemme 3.2.1.1. On obtient : 

Comme r, est un morphisme, on a : 

D'où le corollaire. 
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En particulier, pour P E K< X >, on a : 

FP(P) = C u1Iu2 ... Bup < Plu lui~2...uiup > . 
U~,U,,...>U,EX* 

COROLLAIRE 3.2.1.2 ([IO]). - Soient Sl,S2, ..., Sp E K<X> des skries et P E K<X>,  un 
polynôme. Alors 

< slUIs2...~sP~~ >=< s1@s2 ... @spjrp(p) > . 

Preuve: 

~ s ~ ~ ~ ~ . . . ~ ~ , I ~ , ( P ) >  = C < P ~ U , ~ U ~ . . . ~ U , > < S ~ ~ U ~  ><s21u2> ... <sPlup> 
u i € X 0  

= C < PlulUIu2 ... UIu,><S lui&....S,~u1"Ju2...UIup> 
u , € X *  

= < sirus 2...uisp(P > . 
Le fait que P soit un polynôme assure la convergence de la somme 

< sl@s 2...@sp~rp(~) > . 

COROLLAIRE 3.2.1.3 ([91). - Soient ul, us, ..., up E X*. Alors Vw E X*, 

< U ~ @ U ~ . . . @ U , ~ ~ , ( W )  >=< U ~ U U ~ . . . W U ~ ~ W  > . 

Preuve: 
On peut poser, pour ui, vi E X*, i = 1, 2, ...,pl 

En utilisant les deux expressions de la série R du lemme 3.2.1.1 et en calculant 

C =< ul@u 2...@up@wlR >, w E X*, 

on obtient d'une part 
C =< u1@u2 ... @uplrp(w) >< wlw > 

et d'autre part: 
C =< ul(ul >< u2(u2 > ... < uplup >< wlulwu 2 . . . ~ u p  > . 

Sachant que 

d'où le corollaire. 

De ce corollaire on déduit, pour tout w E X*, 

= C < u1uu 2...uiylw > u1@u2 ...@ u,. 
u ~ E X '  

D'où le corollaire suivant. 
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COROLLAIRE 3.2.1.4 ([q). - 

DEFINITION 3.2.1.1. - 
1. Soit m E M = x*@~. m est dit un terme linéaire s'il est de la forme 

2. Si S E K g  M», elle est dite linéaire si 
< S(ui@u2...@uP ># 0 (3!i E [l,p] tel que ui # r). 

Ou encore si Supp(S) ne contient que les termes linéaires. 

3. S E K<X > est dite p - primitif si rp(S) = l@(i-l)@~@l@(p-i). 
i 

COROLLAIRE 3.2.1.5 (REE). - Soit S E K<X). Les trois propriétés suivantes sont Cquivalentes 

1. S est p - primitif. 
2. îp(S)  est linéaire. 
3. < Slulwu2 ... wup ># O (3!i E [l,p] tel que ui # E ) .  

Preuve: 
(1) * (2) : 

S est p-primitif O îp(S)  = x I@(~-~)@S@I@(P-~) 

i 

* (C rp(S)l~i@uz...@up ># O (3!i E [1, pl tel que ui # O)) 
e+ rp(S) est linéaire. 

k corollaire 3.2.1.1 =+ rP(S) = x ul@u2 ... Bup < S ( u i ~ ~ u ~ . . . ~ u ~  > 
UiEX' 

rp(S) linéaire e+ (< rP(S)lui@ua...@up ># O + (3! i E [l, p] tel que ui # r)) 
+ (< S(ulwuz...wup ># O 3 (3! i E [l,p] tel que ui # E)). 

(2) + (1) : le corollaire 3.2.1.1 < rp(~)l l@(i-l)@u@l@(~-i)  >=< S J u  > . 
rP(S) linéaire O (< rp(S)(u1@u2 ... @up ># O e (3! i E [l, pl tel que ui # E)) 

e+ (< rp(~)l i@(i-l)@~@i@(p-i)  ># O, 1 5 i 5 p, E x*) 
* TP(S) = C C < ~p(s)ll"('-')@u@l"(~-i) > l"(i-l)@u@l@(~-') 

i uEX*  

O r p ( s )  = C C < S(U > ~ @ ( ~ - l ) g ~ @ i @ ( p - ~ )  

i uEX*  

O = C l"('-')@u@l"(~-') 
i 

¢S S est p-primitif. 
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LEMME 3.2.1.2 (ml. - Soit P E K<X>.  P est un polgnôme de Lie si, ei seulement si, P est w, 

poignôme pprimitif. C'est-&dire : 

l l n l ~  l l n l ~  

= - (  - Q ) ~ ,  par iindarité de @ 

l l n l p  

Donc aP + BQ E E, e'ert-ldire que E est niable par combinaisons linhires. Donc E C i à e  < X >, 
ensemble des polynômes de Lie. ,, , qs ' -  qB,B!$ fi ' ' '?"X tG$: qw"&.!?~p:*w~K<;e, &A" &*$&&$?&~??,g&,,.~, ;+A *:3& 

La rdciproque est dvidente, pubque fout polynôme de Li peut être obtenu par des crocheta de Lie 2 

b pastir dee C1éxnenta de X qui -nt dans E qui eof rtable par crocheta. 
B 

P .  L 

LEMME 3.2.1.3 (VI). - Soient m > n, S I ,  S2 ,  ..., & E K<X des atriu propres et P l ,  f i ,  ..., Pn E 
Cie < X > des pohômtn de Lie. Alors 

< S ~ W S ~ . . . W & ~ P ~ ~ ~ . . . P *  >= o. 

Pnrve : 
Le cordaire 3.2.1.2 permet d'&rire : 

Puisque r, est un morphisme 
n 

rm(Rfi...Pn) = n rd&). 
irl 
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Or m > n, dors, d'après le lemme 3.2.1.2, on aura dans tous les ter- de 

I un facteur 1 E . D'autre part les Si sont propres, donc tous les termes de 

seront nuls. 

Exemple : 
On prend m = 2 et n = 1. Sl,S2 propres et Pl E l i e  < X >  

~ car < Slll >= O et < Szll >= 0. 

LEMME 3.2.1.4 ([IO]). - Soient Si, Sz, ..., Sn E K<X >, propres et solent Pl, Pz, ..., Pn E l i e  < X > 
. Alors 

c S ~ ~ S Z . - . ~ S ~ I P ~ P Z - . - P ~  >= C < SllPr(l) >< S21Pr(2) > m.. < SnIPT(n) > . 
rea, 

Preuve : 
D'après le corollaire 3.2.1.2, on a : 

n 

< S ~ L U S ~ . . . L U S ~ I P P P  >=< ~ 1 @ ~ 2 . - . @ ~ ~ l  n rn(pi) > 
i=l 

Les Pi E l i e  <X >, 1 5 i 5 n. Alors le lemme 3.2.1.2 permet d'écrire : 
n 

n l ? n ( ~ i )  = (Pl@l ... @l + l@Pl@l+ ... + la1 ... @Pl). 
i=l 

(P2@1 ... @l + 1@P2@1 + ... + 1@1 ... @Pz). 

où Q est une somme de produits tensoriels dont les termes contiennent au moins un facteur égal 8. 1. 
Comme les Si, 1 5 i < n, sont, par hypothhe, propres, alors 
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Ce qui donne finalement 

Exemple : On prend n = 2, Si, S2 E K < X  >, propres, Pl, P2 E Cie < X > . 

Remarque : 
On a vu que K < X  > est isomorphe au dual de K <  X >. Cette duaiité peut être étendue en une 

dualité entre K < X  w@" et K< X >@" qui s'exprime par : 

Cette dualité a été utilisée dans les démonstrations des lemmes 3.2.1.3 et 3.2.1.4. 

3.2.2 Séries formelles de Lie. 

Cie < X > désigne la sous-algébre de K <  X > des polynômes de Lie. 

DEFINITION 3.2.2.1. - On appelle sdrie formelle de Lie sur X d coefficients dans K, tout éltment 
de l'algèbre L i e < X > .  Un tel dltment S s'tcn'2 de manière unique : 

03, pour tout k 2 1, Pk est un polynôme de Lie homogène de degrC k .  

3.2.2.1 Représentations adjointes et coadjointes. 

Soient L,Ç : X' - K < X  >, deux applications définies récursivement de la maniére suivante : 
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Ezemple : 
v =  + y  E X * ,  

C ( v )  = L ( z y )  = L ( z ) y  - yC(+) = +y - y+, 

Ç ( v )  = Ç ( z y )  = +Ç(y) - G(y)+ = z y  - yx.  

Remarque : 
D'après la définition de Ç, on peut écrire, pour tout z E X et v E X*, 

Ç ( z v )  = zÇ(v )  - Ç(v)z  = adz(Ç(v)) ,  

où ad a été définie dans le premier chapitre. 

Cette remarque nous permet d'écrire, pour w = rlz2 ... zk E X*,  

G(W)  = adz, (G(z2-.zk)) 
= ad,, ad,, ... ad,,-, ( z k ) .  

Si e est une application qui associe à tout mot v = zlz2...z~-l, g (v )  = (ad,,)(ad,,) ...( ad,,_,), 
dors 

Ç ( v ~ k )  = ( ev ) ( zk ) .  

DEFINITION 3.2.2.1.1. - La jonction coad est définie, pour tout z E X ,  par z - coad, telle 
que, 

VW E X * ,  ~ ( c o a d , )  = w z  - z w  = -(ad,)w, 

où ad est ddfinie dans le chapitre précédent. 

Consdquence. 

L ( z ~ % ~ . . . % ~ )  = L(z1 ... zk-l)%k - %kC(zl ... %k-1) 

= L(%l ...Zk-i)(~0üd,,) 
- - - - - - - - -  
= zl(cmd,,) ...( ~ ~ a d , , )  

= (-l)k~l(adzk)...(ad,,)zl. 

9.2.2.2 Skrie de Lie comme klkments primitifs ( d'aprds Ree .. 

On considère les deux séries formelles : 

Dans K<X*@X* > on définit les deux produits suivants : 

= . @ ., où . est le produit de concaténation défini sur X*. - = . eu, où ru est le produit de mélange défini sur X* . 

Par hypothèse GI, = O ( F U G ) ~ ,  = fie.G1, = 0. 
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Pour tout z E X ,  on a : 

D, = Id@&, où 6, a été défini précédamment. Ainsi 

d'où D , F = F o ( s @ l ) .  

= G o ( r @ l ) -  ( l @ z ) o G + z @ l .  
On en déduit : 

On va reconstruire FvlG à partir de FvlGIe et D,(FvlG) : 

On pose H = F u G  et il vient : 

soit, en posant M  = E X  Z @ Z ,  
H = F o M + H o M .  

En itérant, on obtient : 

Etant donné que 

F =  C u ~ u  

et F  M  = M.+, c étoile propre pour • a 

Par substitution, on obtient : 

Donc 

nEN 

et donc Vw E X*,  
< Hlwaw >= lwl H  = C lwlw@w (1). 

w é x *  

D'autre part 
H  = F u G  H  = (u .L(v) )@(uu~v)  

u,vEX0 
( I I ) .  

46 
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Soit S E K<X> une série formelle. En utilisant successivement les deux expressions de H, on 
obtient : 

(Idx.0 < SI. >)H = C lwl < SIW > w, d'aprés (1),  
wEX' 

(Idx.8 < SI. >)H = u.L(v) < Sluuiv >, d'après (II). 
U,U€X* 

Ceci démontre le lemme de Ree,([9]), suivant. 

LEMME 3.2.2.2.1. - 
C u. L(v)@(uuiv) = C IwlwQPw. 
r E X *  wEX* 
.EX+ 

THEOREME 3.2.2.2.1 (REE). - S est un LICment primitif si, et seulement si, S est une somme < 

infinie> de crochets de Lie. 

Preuve : 
Supposons que S soit un élément primitif, ce qui est équivalent à 

I'2(S) = SQPl + 18s (S propre et orthogonale aux mélanges propres). 

Alors 

Pour avoir l'expression exacte de S, soit k > O fixé. Projetons sur les mots de degré égal à k. 

Supposons que Iwl soit inversible dans K, on obtient alors : 

d'où 

avec v tel que Ivl-' E K. Donc S est une somme infinie de crochets de Lie. 

La réciproque est immédiate en 6tendant le lemme 3.2.1.2 aux sommes infinies. 
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3.3 EXPONENTIELLE DE LIE 

3.3.1 Groupe de MAGNUS. 

Soit K+ <X >= {T E K<X > 1 < TIC >= O ). C'est un groupe pour l'addition. On le munit 
de la topologie induite par celle de K<X >, et  K+ ( X  > est donc un groupe topologique. 

Posons 
M ( X ) = { S E K < X B ~  < S l e > = l ) ,  

on le munit aussi de la topologie induite par celle de K<X >. 

LEMME 3.3.1.1. - M(X)  est un groupe topologique pour le produit de Cauchy. 

Preuve : 
1 .  Soit S = 1 - R une série de M(X).  On peut calculer son inverse, c'est : 

(ce qui a un sens car R est propre, donc w ( P )  2 n). Donc M(X)  est un groupe. On peut alors prendre 
comme système fondamental de voisinages de 1 les ensembles : 

2. Montrons que le produit de Cauchy : 

M(X)  x M(X)  - M(X)  
(S ,  SI) - S.S1 

est continu. Soient donc (Si)ill une suite de eéries de M(X)  tendant vers S,  et de même (S1j)j2i une 
suite de séries tendant vers S' dans M ( X ) .  

Vk E IV, il existe des entiers i(k) et j(k) tels que 

i 2 i(k) 3 (S  - Si) € & 
j 2  j(k) a (SI-St j )EVk.  

Montrons que SS' - SiStj appartient aussi B Vk : 

SS' - Sis', = S S  - SS'j + SS'j - SiStj 
= S(S1 - S'j) + (S  - Si)S1j- 

car, on a clairement : 
w(AB) 2 w(A) et w(AB) 2 w(B), 

et finalement 
w(SS' - Sis',) 2 k ,  

ce qui est le résultat cherché. 
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3. Reste B montrer que l'application S I- S" de M ( X )  dans lui-même est aussi une 
application continue. 

Soit donc S = 1 - R E M ( X ) .  Alors 

S - ' = I + R + R ~ +  ...+ R"+ ... 
Soit (Si)i>' - une suite tendant vers S dans M ( X ) .  Posons Si = 1 - R, et donc 

Si-' = 1 + R, + f i2 + ... + R," + ... 
Pour tout A,  soit i (k)  un entier tel que, 

i 3 i (k)  e S - Si E Vk.  

Montrons le résultat intermédiaire suivant : 

Ceci se prouve par récurrence sur n, en effet : 

On a par hypothhe w ( R  - R,) 1 k,  d'où w(R,"(R - &)Rb) 1 k ,  d'où encore w(R"+' - an+') 2 k ,  et 
enfin, par sommation, 

w(S-' - si-') > k 

La suite (Si) i2l  converge donc vers S - l .  
B 

3.3.2 Exponentielle et Logarithme d'une série formelle. 

Soient S =   RE M ( X )  et T E  K + < X > .  On pose 

Ces deux expressions ont clairement un sens pour la topologie de K < X  >, et donc aussi dans K+ < X  3, 
puisque l'on a : 

w(R") 2 n et w ( T ~ )  2 A. 
Les calculs classiques montrent alors que 

log : M ( X )  - K + < X > ,  
et 

exp : K+ < X >  - M ( X )  

sont des bijections inverses l'une de l'autre. 
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Notons Wk les voisinages de zéro dans K+ (X > 
W k = { T E K + < X W  (w(T)Lk}.  

On vérifie aisément que pour tout k, on a : 

log(Vi) c Wk et mp(Wk) C Vk. 

Ce qui s'écrit encore : 

exp-'(h) C Wk et log"(wk) c hl pour tout k. 

Ainsi on a démontré la proposition suivante. 

PROPOSITION 3.3.2.1 (M). - Les applications 

iogM(X)-K+nX>, et expK+<X>-M(X) 

sont deux homeomorphismes inverses l'un de l'autre. 

Remarque : 
Soient S et T deux séries de K+ <X>. Si S et T commutent, ( i .e .  si ST = TS) alors les calculs 

classiques montrent que 

Si S et T ne commutent pas, cette égalité est fausse. 

Donc, en général, 
log(exp (S) . exp (T)) # S + T. 

En d'autres termes, le produit de Cauchy dans M(X) ne correspond pas en général à la somme dans 
K + < X B .  

Mais, en utilisant log et exp, on peut < transporter a dans K+ < X >  une nouvelle opération que 
l'on appelle produit de Hausdof l e t  que l'on note H . : 

SHT = log(exp(S). exp(T)) 

comme le montre le diagramme commutatif suivant : 

M(X) x M(X) M(X) 

(exp(S)1 exp(T)) I exp(S). ~ P ( T )  

3.3.3 Exponentielle d'une série de Lie. 

DEFINITION 3.3.3.1. - Soit S E Cie < X  WC K+ <X W une sCrie de Lie. La sCrie T = exp(S) est 
appelCe une ezponentielle de Lie .  
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Le théorème qui suit est l'équivdent du théorème de REE donné au paragraphe 3.2.1 pour les séries 
de Lie. 

THEOREME 3.3.3.1 (REE). - Soit T E K < X >  une sCrie formelle. Les tmis Cnoncés suivants sont 
Cquivalents : 

1. < TI. > est un morphisme pour le mélange. 
2. Tn(T) = Pn, (voir définition de rn au paragraphe 3.2.1). 
3. T est une ezponentielle de Lie. 

Preuve : 
(1) e (2) : D'après le lemme 3.2.1.1, on a : 

rn(T) = x ui@u2...@un < T l ~ ~ u i  u2...ui un >, 
U l I U a ,  ..., uUEX* 

et on a, d'autre part : 

T@n = x < Tb1 >< T(u2 > ... < T(un > q@u2...@u,,. 
U l t U a ,  ..., u U E X *  

Donc 
rn(T)  = Pn ¢j (Vul, u2, ..., un E x*, 

< rn(T)Iul@u2.-.@un >=< Pn(~l@~2...@u, >) 
* (Vu19 ~ 2 ,  .-., E X*, 

<T(uiuiua ... wun >=<TJul ><Tluz > ... <T(un >) 
< Tl. > est un morphisme pour le produit de mélange. 

(2) * (3) : Soit T = exp(S) une exponentielle de Lie (i.e. S E Lie e x > ) .  Alors 

r n  (T) = rn (ex~(S))  

= e x ~ ( r n  (SI) (car ïn est un morphisme) 
Bi s @ l @ j )  =WP( c 1 @ (d'après le corollaire 3.2.1.5) 

i+j+l=n 

= n exp(le i@~@leJ)  (car les lei@s@lej cornrnutent) 
i+j+l=n 

(3) * (2) : On suppose que rn (T)  = Pn et que w ( P n  - le") 2 1, dors 

ïn (T)  = T@" = n lei@~@lej, 
i+j+l=n 

on applique le logarithme et on obtient : 

i o g ( r n ( ~ ) )  = C i o g ( i e i q ~ @  i@j) = C lei@ IO~(T)C?JI@~. 
i+j+l=n i+j+l=n 

rn étant un morphisme, on peut encore écrire : 

rn (log(T)) = lei@ log(~)@l@j ,  
i+j+l=n 

donc log(T) € Lie < X >  (corollaire 3.2.1.5) et donc T est une exponentielle de Lie. 

I 
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THE~REME s.s.s.2 CH). - La Twiridio~ de l'application ezponentielle de K+ ( X  > d Lie < X > 
est une bijection de Lie ( X )  sur un $0-gmupe f e d  du p u p e  M(X) .  

Pnroe : 
On pose: 

D ( X )  = ( T E  M(X)  1 r 3 ( q  = ZBT 1. 
S E K + a X W  et T r cxp(S). D'sprb k théorème 5.8.3.1, S E Lie < X > ( Ie .  T art une 

exponentielle de Lie) a qui a t  encore &quivalent i T &ment de D(X). Donc l'm~lication exponentielle 
cet une bii t ion de Lie <X> nu D(X). 

Montrons que D(X)  art un DOPI-poupe de M ( X )  et qua a& fis&. . 

1. D(X)  est &able pour le produit de Cauchy car, r2 set un morphisme et donc, pcnu tout Tl,T2 E 

D(X)* 
r2(Ti 2 2 )  rir(Ti).rl(Ti) r (TiQPTlr(Ts@Tp) = TiT2@Ti%, 

donc Tl .T2 E D(X). 

2. Soit T E D(X)  3! S E Lie <X > telle que 2' = exp(S) 

S € & i e « X >  ), - S X  T - ' gD(X) .  

Donc D(X)  cet UR ~ g o t l p e  de M ( X ) .  

3. Soit (Ti)i2 une suite de dri de D(X)  convergeant vers T E M ( X ) .  Puisque l'application logarit 
est continue, la suite ( l ~ g ( ! Q ) ) ~ ~ ~  converge vers log(T). 

Pomns, pour tout i 2 1, # .; ,a p. % r 

Vk,  3 i (k )EN, te lque  i z i ( k )  --r w ( S - S i ) z k .  

Notons IIsk la projection de K a X )  qui b tate série S E K < X )  saiocie sa ~ar t i e  polyn6mide 
de degrgré k. On a donc : 

i 2 i(k) II&) = Dg(&)- 
Puisque Si est une diie de Lie, on en déduit que Ilsk(Si), et donc sussi IIo(S), - art un polynôme 

de Lie. 

Donc quel que suit k, IIsk@) est un pJyn8rne de Lie. On en déduit que S œt une eérii de Lie et 
dom que T cet une exponentielle de Lie c'eetldire T E D(X).  
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Comme (D(X), .) est un groupe (Théorhme 3.3.3.2), alors (Cie &: X W ,  n) est aussi un groupe 
appelé groupe de Eausdorfl (déduit de X relativement à K). 

L'élément H = SnT eet appelé strie de Harsdorflen les indéterminées S et T. On a : 

Après des calculs, on trouve B l'ordre trois (cf[2]) : 

3.3.5 Calcul de l'inverse d'une exponentielle de Lie. 

Soit T une exponentielle de Lie. On ee propose dans ce paragraphe de calculer l'inverse de T.  

Soit 1,application Q : X* - X* qui associe à tout mot n E X* le mot (-l)lnlii E X*. Il est 
kvident que pz = I d x .  et donc p est une involution. On peut prolonger p à K < X >  en posant, pour 
toute série S E K<X>,  

p(s) = < S ~ W  > Q(w). 
wEX* 

PROPOSITION 3.3.5.1. - La restriction de Q d M(X) est l'application passage d l'inverse. 

Preuve : 
Soient les séries formelles : 

éléments de K*«XC@X* >. Soit r E X. On a alors : 
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Fg E = 181. (d'après le lemme de reconstruction). Donc 

1 = m(-i)lnliic(mw n). 
m,nEX9 

Idx. étant l'application identique de X', alors 

< Idx.@T1181 > =< Idx.@TI m(-l)lnlii@(miun) > 
m,nEX0 

e 1 = x m(-l)lnl?i < Tlmun > 
m,nEX0 

e 1 = x (-1)Clrnii < T(m >< Tln > 
m,nEX0 

e 1 = T.p(T) (avec T = < Tlm > m) 
mEX* 

et puisque e(1) = 1 et e est une involution, alors 

Donc e(T) est l'inverse de T. I 

e donne une expression de l'inverse de la série T qui est par hypothèse une exponentielle de Lie. 
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INTRODUCTION 

Le but de notre travail est de programmer le calcul de la rhalisation locale des systhmes dyna- 
miques non linéaires donnés par leurs stfries gCntfmtrices dans le cas où celles-ci sont polynômiales 
(i.e. de support fini). 

Théoriquement, nous savons qu'un système dynamique non linéaire est réalisable si et seule- 
ment si son rang de Lie est fini (M.Fliess[2] et C.Reutenauer[l]). On montre facilement que le rang 
de Lie d'une série est 4gal au rang de sa matrice de Lie-Hankel. 

Nous supposons donc que notre système est donné par sa série génératrice, que nous sup- 
posons polynômiale, et nous cherchons les champs de vecteurs et I1obsentation correspondants. 

Nous donnons un ensemble de fonctions permettant la manipulation de mots et de polynômes 
non commutatifs ( calcul de résiduels, de melange et des bases ) qui vont nous servir dans notre 
problème mais qui peuvent aussi être intégrés dans n'importe quel programme (écrit en macsyma). 
Dans la deuxième partie nous donnons les fonctions qui, en utilisant celles de la première partie, 
permettent de calculer la realisation. Dans la troisième partie nous donnons un programme qui 
permet de vérifier si la réalisation que nous avons calculée par la deuxième partie est correcte ou 
non. 

Dans les annexes A,B,C,D et E nous donnons les sources des programmes Ccrits en MACSYMA 

et dans l'annexe F nous donnons quelques exemples. 

Nous avons utilisé comme langage de programmation le langage . MACSYMA (Macsyma[G]) 
qui est un langage symbolique Ccrit en macliq et a été développé au M.I.T. Comme tout lan- 
gage, macsyma a ses contraintes et nous sommes alors obligés de les respecter. Nous avons alors 
choisi certaines représentations qui nous permettent de garder nos notations tout en respectant les 
conditions du langage, et en profitant de ses possibilités. 

-+ Pour représenter une lettre de l'alphabet (son cardinal est choisi par l'utilisateur), 
nous utilisons la fonction macsyma <Concat> et alors x i  = Concat(x, i )  et pour l'interpréteur 
zi est un atome (c'est ce que nous voulons). 

-., Pour la concaténation des mots nous avons utilise la multiplication non commutative 
notée " . " . Ainsi le mot w = x o x l .  . . zs est entré sous la forme 20 .  21- . xk . La représentation 
interne de ce mot est la suivante: 



L'opérateur principal dam une cxprdon a t  toujours Ia racine de l'arbre. Il existe 
deux fonctions macs]lma qui permettent d'accéder b chaque terme de l'txp&on: ia première 
<Part> travaiiie wr Ir reprCantation ezfeme de I'exprdon ( telle qu'on h voit au I'tcran ). 
La seconde <inpart> travaille sur ia reprCllentation interne de l'expression. Csr deux fonctions 
reviennent muvent dsnr les coda des fonctions que noue avons 6crltee. Notu donnons ci-dessus 
deux exemples montrant comment elka fonctionnent. 

Ezemplea: 
(i) ezpl = 5 

Part(ezpl,2) = z, 
Part(ezpl,l, 0) = /, 

Part(ezp1, 1, 2,2) = 2, 
l*%e 
,&:: <=> 
$g;M 

(ii) ezp2 = z + y + w.r - 

Inprt(ezp2, O) = +, 
&jk@t(rn@, 8 = e.~, 

, .  
En tsnant compte der aoadit+a llnadrQcr par macrgnoa,, îa grarpmalle qd g&e. les 

polyn6m~e aon caimrnntatifta a dté nwdifi4e en h mivante: 
A*&.,* 

""y@$ y-W.F$ 
< pdynome > ::= e > 1 < monome > + < polynomc >, 
< monome > ::= < mot > 1 < r d a i r e  > * < mot >, 

< mot > ::= 1 1 <lettre > 1 <lettre >. < mot > 1 < mat ><*m**>>, 
<lettre>::= z0 1 zl I...) z(m-l),  

< radaire > ::= element & R, 
< entier > ::= .dement & N. 

Pour repréaenki un mot de Lie now avom utilid les listes: ceci lui donne une repré6entation 
naturelle B l'snichage, et d'autre psrt la manipulation dea lirtes mt trb abde SOU% macqma. 



APERCU THEORIQUE SUR LA REALISATION 

On considère un système de la forme 

où 
q E Q, Q une variété Ranalytique connexe de dimension n, 
Ai, O < i < m, sont des champs de vecteurs analytiques, 
h, fonction de sortie, une fonction analytique réelle, 
Les Ai, et h sont définis dans un voisuiage de q(O), où q(0) est donné, 
ui, O 5 i < m, sont des fonctions réelles continues par morceaux. On posera par la suite 

u = (UO, u1, ..., UL). 

On considére l'homomorphisme Y de X* dans l'ensemble des opérateurs différentiels qui 
à tout mot w E X*,  (X = {zo,zl, ...,z,-~) ) associe l'opérateur différentiel Y(w) noté Y,. 

Vxi E X, Y,, est un champ de vecteurs formel (convergent). 
Pour des entrées et le temps sufiamment petits, la sortie est donnée par la formule de 

Peano-Baker(M .Fliess[l]) : 

où lq(0) signifie l'évaluation en q(0) et Ji 6.E est l'intégrale itérée relative i l'entrée u pendant 
l'intervalle de temps [O, t]  (M.Fliess[l]). 

D'après M. Fliess[2], la série géntratrice associée à g est une série formelle en les variables 
non commutatives zo, t r ,  ..., zn : 

Le comportement Entrée/Sortie du système (1) est entièrement défini par sa série 
génératrice g. 

< glw > étant le coefficient du mot w dans la série g, y(t) peut s'écrire: 

g est une série formelle sur les variables non commutatives zo, z l ,  ..., xn 



t Cie< X > lPaig&bre de Lie libre engenia  par X et dana laquelle le 

[Si, sr] = zizj - z j  

On Wt le rang de Lii d'une drie g ( M . F b [ 2 ]  et ~ .~cutenauerm) par 

Un système de type (1) cet iodement W a b k  si et mulenient si le rang de Lie de ur série 
génératrice, RL(g), est fini. La W a t i o n  loeale wt unique b ie01~)rphicrmo près. 

On montre fscilement que RL(g) = rang(MolLieHankel)++ O& MafLieHankel eet la 
matrice de Lie-Hankel (*) aseociée b 9. _ *  S .  i <  

9 t d *  6 k > $  ,* 

AprPs le d c u l  du rang de Lie de la sérii gb&atrice du système donné, et aprèe s'être assuré 
que celui-ci est fini et donc que le systéme cst localement réalisable, on calcule les eoordonnéea 
local08 puis ks champs de vecteurs et la fonction d'observatioa. .t+i. .. , + 

coordonnées locah (Zi)lsisd ( d ttant le rang de Lie de g ) sont dçfinim par C.Reutenauer 
(C.Reutenauerm) tomme dtant dea &ics vérifiant x " -* 'f 

L i  ' >  

. ,Fi +" J 

< ZilPj > = 64d 
< Z i l P >  e Otc'falZ%ai~~l  * %* 

(ri lf  2 ordonna de l'algèbre des polynôw de Lie., 

Ayant les coordonnéet3 locales, on ealcule lee champs de vecteurs comme suit 

Trad(zi m Zj) corniete &exprimer le simplifié s r  O Zj en fonction dw mélanges dea (ZI)l<i<s 
puis a transformer b produit de mélange h produit commutatif wuel et anfin b remplac& &s 
2 = l u  r9 i P 

Pour 1. hctioo d'observation, on prend h 
mQla%@ d~ (Zi)îlisd- 

g, oii Ir série g est exprimée en fonction da 



OUTILS INDISPENSABLES 

1. RESIDUELS A GAUCHE ET A DROITE. 

Tous les codes en macsyma des fonctions qui seront décrites dans ce paragraphe seront 
donnés dans l'ANNEXE B. 

1.1. Simplification B gauche d'un polynôme par une lettre. 

On définit le simplifié ( ou résiduel ) d'un mot w E X' par une lettre z E X comme suit: 

Nous avons alors la propriété suivante: 

Soient z,  y E X et w E X* . Alors (w O z)  O y = w O (zy) . Ce qui permettra 
de calculer le simplifié d'un mot (resp. un polynôme) par un autre mot (resp. par un mot ou par 
un polynôme). 

On distingue les cas particuliers suivants: 

+ Si S est un nombre alors S O z = 0. 
+ Si S est une lettre alors 

O si S # z, 
s o z =  

1 si sinon. 

4 Si S = w est un mot non vide, dors (1). 
-r S i S = a * w e s t u n m o n ô m e , a l o r s S o z = a * ( w o x ) .  
4 Si S est une puissance S = w<">, et w # 1 alors S O x = (w O z)w<"+l>. 

La fonction qui calcule le simplifié d'une série par une lettre, appelée <SimGauLet>, est 
une fonction récursive. 

1.2. Simplification A gauche d'un polynôme par un autre polynôme. 

Soit B calculer le simplifié du polynôme S par le polynôme P. Alors il y a plusieurs cas 
particuliers B traiter avant de voir le cas général. 



SiPeetunecalaire,doi.sSoP=P*S !tr:*@ 

4 SiPcst la le t trez ,a lor~SoP=Soz(vouc id~us)  
-4 S i P = y v a v e c y u n e l e t t r e , d o r s S o P = ( S o y ) o v ~  

SiP=a*wcstunmr>nôme,sloreSoP=a*(Sow)..  
4 Si P = wCn> eet une puissance, alors S O P = (S O w )  O w<"-l>. 
-+ Si 

imGauLet> et 

P .3. Simplification gauche d'un polyn8me par un polydme de Lie. 

Un mot de Lie eet mit une lettre de l'alphabet mit un crochet de Lie de la forme : [M, N] 
oh M et N sont des mots de Lie. Sachant que 

[M,N]=MN-NM < I , I  

- ,  m 
et vu la définition récursive du mot de Lie, nous détiniesons une fonction <SimGauML> récursive 

*-  ? p i  permet de dculer  le dmpliid d'un polyp6n~çpgq UI~( mot %utilisant la fonction <SimGazit: 
qui simplifie un polynôme par une lettre. -I 

Un polynôme de Lie est une combinaison linéaire de monôma de Lie; c'est donc un &&nent 
du langage gCnCrC par la grammaire auivante: 

< polynome de Lie > ::=< monome & Lie > 1 < monome & Lie > + < pdynorne de Lie >, 
< monome de Lie > ::=< moi de Lie > ( < w e f f  icient > * < mot de Lie >, i 

< mot de Lie > ::=< lettre > 1 [< mot de Lie >, < mot de Lie >], " 
< lettre > ::= element & l'alphabet, , ; 

, . < coefficient > ::= element du c o r p  R. 

La fonction <SimaauLie> qui permet de .Unplifier un polynôme p u  un polyn6me de Lie 
utilise l a  deux f ~ c t i o n s  <SimGauLet> et < h G a u M  

- r g ,  

1.4. Simplification a droite d'un polydme par une iettre. 

De d è r e  tout b fait symétrique à la wlification h gauche, noua avons : 



0 (y w) = (zy) o w, et z o (y o S) = (zy) o S 

La fonction <SimDroLet> qui permet de calculer le simplifié d'un polynôme à droite par 
une lettre est une fonction récursive symétrique de <SimGauLet>. 

1.5. Simplification B droite d'un polynôme par un autre  polynôme. 

Soient S, P deux polynômes, P = CwEX. < PIw > w, dors 

Nous utilisons la fonction <SimDroLet> pour construire la fonction <SimDroPol> qui 
permet de calculer le simplifié d'un polynôme par un autre. 

2. PRODUIT D E  MELANGE. 

Tous les codes en macsyma des fonctions qui seront données dans ce paragraphe se trouvent 
dans l'ANNEXE C. 

Un polynôme est un élément de R < X >. En tenant compte du langage macsyma, un 
polynôme est un élément du langage engendré par la grammaire donnée dans l'introduction. 

Avant de calculer le mélange de deux mots (resp. monômes, polynômes) nous testons si ces 
deux mots (resp. monômes, polynômes) respectent ladite grammaire. Pour cela nous avons écrit 
les trois fonctions <EstMot>, <EstMon> et <EstPol>. 

2.1. Produit  de melange de  deux mots. 

Le produit de mélange de deux mots est défini récursivement (M.Fliess[l]) comme suit: 

I VwEXf,  w u  1 = 1 u  w = w ,  

vu, v E X' , vz, y E X,  (zu) (yu) = z (u (yu)) + y ((zu) UJ v). 

1 est le mot vide. 

Donc, pour calculer le mélange de deux mots non vides nous aurons besoin de les décomposer 
chacun en une lettre wncaténée avec le reste du mot d'où l'intérêt de la fonction <Decomp>. La 
fonction qui permet de calculer le mélange de deux mots est appelée <MelMot>. 



2.2. Produit de mdlange de deux monômes. 

On peut étendre le produit de mélange aux monômes comme suit: 

V u , u € X * ,  V a , b ~  R (a*u)  UJ (b*v)=ab*(uw u). 

La fonction <MelMon> qui permet de calculer le mélange de deux monômes utilise les 
fonctions <EstMot>, <EstMon> et <MelMot>. 

2.3. Produit de mélange de deux polynômes. 

Le produit de mélange est Ctendu aux polynômes, et aux séries comme suit: 

V S,T E R < X > des séries. 

La fonction <MelPol> qui calcule le mélange de deux polynômes utilise les fonctions 
<EstPol>, <EstMon> et <MelMon>. 

3. CONSTRUCTION DES BASES. 

Les codes en macsyma des fonctions qui seront définies dans ce paragraphe seront donnés 
dans l'ANNEXE C. 

3.1. Base de  R < X >. 

R < X > est l'algèbre des polynômes non commutatifs sur l'alphabet X = {xo, 21,. . . , x,-1) 
et à coefficients dans le corps R. X*, monoïde libre sur X, ensemble des mots sur X ,  est la base 
canonique de R < X >. Pour construire cette base nous nous sommes inspire% d'un codage utilisé 
par G. JACOB et C. HESPEL dans [4]. Nous construisons les éléments de ladite base jusqu'à 
l'ordre voulu et nous les mettons en même temps dans un tableau <b> et dans une liste <lis>, 
pour usages ultérieurs. 

La fonction <BaseDeKX> qui construit la base de R < X > prend en argument le cardinal 
de l'alphabet X et le degré jusqu'auquel on veut aller. Nous traitons le cas particulier où X est 
réduit B une seule lettre en premier et le cas général ensuite. 



3.2. Base de Lie < X >. 

Lie < X > est l'algèbre des polynômes de Lie sur l'alphabet X totalement ordonné. On 
note " < " l'ordre lexicographique obtenu sur X* Pour construire la matrice de Lie-Hankel 
(voir plus loin), nous avons besoin d'une base de Lie < X >. Nous avons alors choisi la base de 
Chen-Fox-Lyndon (G .Viennot[8],M.Lothaire[5]). Nous rappelons que cette baee est obtenue à 
partir de l'ensemble des mots de Lyndon qui est donné par: 

Nous pouvons aussi caractériser les mots de Lyndon par la propriété suivante: 

et c'est cette dernière propriété que nous utiliserons dans notre aigorithme. 

Soit p : L - Lie < X > définie par: 

p(x) = z si  x E X, 
p(w) = k(u), p(v)] si w E L\X et u(w) = (u, v). 

a(w) est la factorisation standard de w, (voir Lothaire [Il]), alors p(L) est une base de 
Lie < X > appelée base de Ce-F.-L. et nous avons: 

dim Lie, < X >= card(L fl Xn) 

Lie, < X > est la sous-algèbre de Lie < X > des polynômes de Lie de degré égal à n. 

Pour notre algorithme, nous commençons par définir un ordre sur l'alphabet X. Ensuite, 
nous construisons tous les éléments de degré 1. Pour pouvoir tester si un mot est de Lyndon ou 
non, nous avons besoin de garder les mots correspondants aux mots de Lie dans un tableau < d i >  
sous-jacent au tableau <Ili> contenant les éléments de la base déjà construits. Les déments de 
degré d sont construits à partir des éléments de degré j et des éléments de degré d - j pour 
j allant de 1 à 9 si d est impair, et jusqu'à g - 1 si d est pair, tout en nous assurant 
que nous avons bien des mots de Lyndon et que ceux-ci ne ee répètent pas. Nous avons utilisé une 
fonction <Es t Inf i  qui nous permet de tester si un mot de Lie est inférieur ou non à un autre. 

La fonction <BaseDeLie> qui permet de construire la base de Lie prend en argument le 
cardinal de l'alphabet X et le degré k jusqu'auquel on veut d e r .  Elle utilise les fonctions 
<Traitl>, <Traita>, <Constl>, <Const2>, <Const3> et enfin <EstInfi. 



CALCUL D E  LA REALISATION 

Pour le calcul de la réalisation nous aurons besoin de tous les outils que nous avons décrits 
dans la partie précédente mais aussi d'autres que nous allons définir dans ce qui euit et dont les 
codes en macsyma seront donnés dans l'ANNEXE D. 

1. DEGRE TOTAL E T  TERME CONSTANT D'UN POLYNOME. 

Dans tous les calculs qui vont suivre, nous avons besoin de connaître le degré total de la 
série génératrice plynôrniale du système à étudier. En particulier, pour la wnstruction de la base 
de R < X > et de celle de Lie < X >, nous avons écrit une fonction <DegTo> qui prend en 
argument un polynôme et renvoie son degré total. 

Par les fonctions macsyma prédéfinies nous ne pouvons pas avoir directement le terme cons- 
tant d'un polynôme donné. Nous avons alors écrit une fonction qui, étant donné un polynôme 
S, renvoie le coefficient, < SI 1 >, du mot vide dans celui-ci. Nous avons appelée cette fonction 
<Constant>. 

2. MATRICE DE LIE-HANKEL ET RANG DE LIE. 

On définit la matrice de Lie-Hankel comme étant un tableau infini dont les lignes sont 
indicées par les éléments d'une base de Lie < X > et dont les colonnes sont indicées par une 
base de R < X >. On montre facilement que si S est une série formelle non commutative sur un 
alphabet X alors son mng de Lie, RL(S) est égal au rang de la matrice de Lie-Hankel. 

Etant donné un polynôme S, nous calculons son degré total et nous construisons nos bases 
jusqu18 cet ordre. Pour avoir la ligne indic& par le polynôme de Lie P de la matrice de Lie-Hankel, 
nous simplifions S B gauche par P et nous exprimons le résultat dans la base de R < X >. Nous 
obtenons une liste de coefficients que nous transformons en une matrice ligne. Nous appliquons le 
même procédé B tous les éléments de la base de Lie < X > et nous obtenons ainsi la matrice de 
Lie-Hankel. 

Ayant la matrice de Lie-Hankel, nous utilisons la fonction macsyma <Rank> pour calculer 
son rang qui est le rang de lie de S. 

La fonction <LieHankel>, qui permet de construire la matrice de Lie-Hankel et de calculer 
le rang de Lie de S,  utilise les fonctions <SimGauML>, <DegTo>, <BaseDeKX> et enfin 
<BaseDeLie>. Elle prend en argument un polynôme S. 

3. MOTS CARACTERISTIQUES. 

Nous appelons mots camctén'stiques les mots indiçant les colonnes linéairement indépendantes 
de la matrice de Lie-Hankel. Leur nombre est égal au rang de Lie de la série étudiée. Algorith- 
miquement, nous déterminons les mots caractéristiques en prenant la colonne non nulle la plus B 
droite de la matrice de Lie-Hankel et nous parcourons la matrice de droite à gauche en cherchant les 



colonnes linéairement indhpendantes de celle-ci. Noue mémorisons les indices de ces colonnes dans 
un tableau <Motcar>.  La fonction <Motscar> qui calcule les mots caractGistiques prend 
en argument une matrice, qui sera B l'appel la matrice <MatLieHan> de Lie-Hsnkel, et nous 
renvoie un tableau <Motcar>  B une seule dimension qui contiendra les mots caractéristiques. 

Remarque: 

On peut mettre tous les indices des colonnes non nulles dans un tableau puis, choisir à 
chaque fois r mots (r  = Rang de Lie(S)) indiçant r colonnes linéairement indépendantes. Ce qui 
nous permettra plusieurs choix de mots caractéristiques. 

4. COORDONNEES LOCALES. 

4.1. Calcul des coordonnées locales. 

Nous calculons les coordonnkes locales par la formule 

où S est une série formelle et où les wi sont les mots caractéristiques. 

Le symbole < O > désigne la simplification à droite de S par le mot wi. Nous utilisons 
alors la fonction <SimDroPol>. La fonction qui calcule les coordonnées locales est appelée 
<CordLoc>. Elle prend en argument un polynôme, qui sera b l'appel la série génératrice du 
système à étudier, et renvoie un tableau < Z >. 

Le coefficient < Slwi > est calculé en utilisant la fonction <Constant> puisque 

4.2. Actions sur  les coordonnées locales. 

Pour calculer les actions zi O Zj , nous utilisons la fonction <SimDroLet> déjà définie 
qui permet de simplifier un polynôme S à droite par une lettre z . Nous écrivons donc une 
fonction <Actionx> qui utilise le tableau < Z > et l'entier < RL(S) > et qui nous renvoie un 
tableau <matx> à deux dimensions tel que rnatz[i,j] = z j  O Zi et un tableau <degre> aussi à 
deux dimensions tel que degre[i, j] = DegTo(matz[i, j]). 

5. FONCTION D'OBSERVATION E T  CHAMPS DE VECTEURS. 

5.1. Calcul des champs de vecteurs. 
Les étapes 4.1 et 4.2 fournissent la Aalisation, mais représentée dans l'alghbre des séries non 

commutatives. Pour obtenir la réalisation, il faut les traduire en termes de variables commutatives 
usuelles. Cela peut s'exprimer comme suit. 

A chaque lettre zi de l'alphabet X = {zo, zl ,  . . . , z,,~) est associé un champ de vecteurs 



Xi. Le champ de vecteurs Xi, O 5 i 5 m - 1 est dom6 par la formule: 

0 Ù  (Zj)l<jlRL(s) sont les coordonnées locales associées h S, la transformation Trad signifie: 

-+ exprimer zj o Zj en fonction des mélanges des Zk , 
+ remplacer les Zk par les yk , 

remplacer le produit de mélange < ui > par le produit commutatif usuel. 

Remarque: 

Pour le langage macsyma il n'y a pas de distinction entre les lettres majuscules et les lettres 
minuscules. Donc, pour qu'il n'y ait pas de confusion nous utilisons yj au lieu de ri . 

5.2. Mélanges utiles. 

5.2.1. Comparaison de  deux listes. 

Vu que le système macsyma n'offre pas une fonction faisant la comparaison de deux listes, 
nous avons écrit une fonction <Comparelist> qui prend en argument deux listes et qui renvoie 
wmme résultat < h e >  si les deux listes sont 6gales et <False> sinon. 

5.2.2. Recherche d'une liste dans un tableau. 

Nous avons écrit une fonction <recherche> qui prend en argument une liste < 1 >, un 
tableau < t > et deux entiers < ki > et < k2 >. Cette fonction effectue une recherche de la 
liste < 1 > dans le tableau < t > entre les indices < kl > et < k2 >. Elle renvoie d"ï'ue> si la 
recherche aboutit et <FaIse> sinon. 

5.2.3. Recherche des coordonnées locales utiles. 

Pour chaque couple ( i ,  j) il faut exprimer le polynôme zj O Zi en fonction des mélanges des 
( Z L . ) ~ < ~ < ~ ~ ( ~ )  . On remarque qu'on ne se servira effectivement que des coordonnées dont le degré 
total reste inférieur au degr6 total de zj o Zi . Nous avons 6crit une fonction <CoordUtiles> 
qui prend en argument un polynôme, qui sera à l'appel z j  O Zi , et utilise le tableau <Z> 
des coordonnées locales et nous renvoie un tableau <tableau> de listes d'indices des coordonnées 
locales susceptibles d'être utiles, et un tableau <somdeg> contenant les sommes des degrés totaux 
des coordonnées dont les indices apparaissent dans les listes. 

Ezemple: 
Si Zk, ui Zk, . . . ui Zk, est un mélange utile alors dans tableau[r) on mémorise la liste 

[kl , kz , . . . , ki] et dans somdeg[il , on mémorise DegTo(Zk, )+ DegTo(Zk,) + . . . + DegTo(Zk, ) . 



5.2.4. Mélange de coordonnées utiles. 

Par la fonction <CoordUtiles>, nous avons obtenu un tableau <tabletau> de listes 
d'indices. Nous avons écrit une fonction <MelListe> qui prend en argument une liste d'entiers 
et qui renvoie le mélange des coordonndes locales dont les indices sont contenus dans cette liste. 
Ensuite, nous avons écrit une fonction <MelUtile> qui, B partir du tableau <tableau> et en uti- 
lisant la fonction <MelListe> précédente, nous construit un tableau <TableMel> qui contient 
les mélanges des éléments de <tableau>. 

5.2.5. Produit  commutatif. 

Par la suite nous aurons à transformer le produit de mélange <ru> par le produit usuel 
< * > , nous avons alors écrit une fonction <Produit> qui prend en argument une liste d'indices 
et qui renvoie le produit commutatif de variables indicées par les éléments de cette liste. 

Ezemple: Produit([ii, i2, i3]) = yil * Yi2 * yi3. 

5.3. Expression d'un polynôme en  fonction des coordonnées utiles. 

Nous avons écrit une fonction <Resolution> qui prend en argument un polynôme < P > . 
Cette fonction commence par construire une matrice <mat> dont les lignes sont formées par les 
coefficients des éléments du tableau <TableMel> dans la base de R < X > . 

Chaque ligne < i > de la matrice <mat> est multipliée par un coefficient < a[d > . On 
fait ensuite la somme de toutes les lignes obtenues et on obtient une liste <SystEq> d'équations 
en les variables < a[d > . D'autre part, on exprime le polynôme < P > dans la base de 
R < X > ce qui nous donne une liste <liste> de coefficients et on résout le système: 

suivant les variables < ail) > . On obtient une liste de valeurs qui sont en fait les valeurs des a[i]. 

5.4. Réalisation. 

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour pouvoir calculer la réalisation d'un 
système analytique donné par sa série génératrice < S > . La fonction que nous allons écrire 
maintenant prendra comme arguments une série < S > et un entier < m > ; ce dernier sera 
le cardinal de l'alphabet sur lequel est écrite la série < S > . Nous traitons en premier le cas 
particulier où la série < S > est une constante, puis le cas général. Nous calculons la matrice 
de LiaHankel et son rang par la fonction <LieHankel> puis, par la fonction <Motscar> nous 
calculons les mots caractéristiques, puis par <CoordLoc> nous calculons les coordonnées locales 
et enfin par <Actionx> nous calculons les actions des lettres sur les coordonnées locales. Nous 
utilisons ensuite les fonctions <CoordUtiles>, <Melutil> et <Resolution> pour calculer les 
champs de vecteurs et la fonction d'observation. 



VERIFICATION DE LA REALISATION 

Les codu en rna-rno dcll fonctions qui œront données dana a paragraphe œront dans 
l'ANNEXE E. 

Pour vérifier la réalisation dcuiée par le logiciel décrit dans la partie précédente, nous 
propomlls dans cette partie un programme qui permet de partir dm champs de vecteurs et de la 
fonction d'obeetvatim trouvés pour retrouver la &ie génératrice du d4part. 

1. ACTION D'UN CHAMP DE VECTEURS SUR UN POLYNOME. 

Nous aurons besoin d'une fonction qui permettra de calculer l'action d'un champ de vecteurs 
sur un polynôme. 

Nopr amm écrit une dbDc atrI pmd cornnit tra PO- 

& \~ll Fbrn <c:htrse> i k 
larr.ictri5da 1PjoP:,'  

2. VERIFICATION. * i  - 

Nous avom écrit une fonction <Calculer> qui ut& la fonction <Composition> précé- 
dente, la h c t i o n  <Constant> d4jB vue, d a  auui ke fonctions: <MotAss> qui permet 
d ' d u  b une liste d'entiers le mot obtenu en faimnt le produit non commutatif dee t in- 
dic& par ka 6ldmenta~ de la liste, <Empiler> qui permet d'empiler une liste de trois éléments 
dont le premier est un polynhe, le d e u x i b  tat une Este d'entien et le troisième eet un entier, 
et enfin <Depüer> qui permet de dCpikr une information empilée par la fonction précédente. 

La hnction <Caicuter> noua renvoie une iCri qui eet la sbri de ddpart m notre réalisation 
mt cormte. 
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ANNEXE A 

/* Cette fonction renvoie le simplifie a gauche du polynone <P> par la */ 
/* variable <x>. */ 

SimGauLet(p,x) := if numberp(p) then O 
else 

if atom(p) then 
if p=x then 1 

else O 
/+ cas d'une puissance*/ 

else 
if inpart(p,O) = "^^" then 

SimGauLet(inpart(p,l) ,x). (inpart(p,l)^"(inpart(p,Z)-1)) 
/+ cas d' une multiplication par un scalaire+/ 
else 

if inpart(p,O) = "+" then 
if numberp( inpart (p, 1) ) then 

inpart(p,l)+SimGauLet(inpart(p,allbut(l) ,XI 
else print("SimGauLet : ERREUR POLYNOME MAL ECRIT") 

else 
if inpart(p,O) = "." then 

SimGauLet(inpart(p'1) ,x) .inpart(p,allbut(l)) 
else 

if inpart (p ,O)="+" then 
SimGauLet (inpart (p, 11, x )  

+ SimGauLet (inpart(p,allbut (1)) ,x) 
else 

print (~'SimGauLet --> ERREUR POLYNOME MAL ECRIT")$ 



/* Cette fonction renvoie le simplifie a gauche du polynme <S> par le poly-*/ 
/* nome <P>, tous les deux fournis en arguments. */ 

SimGauPol(S , P) : t block ( 
if not (member (simgaulet ,listfonction)) then 
(loadfile ("simgaulet. ldf") , 
listfonction:append(listfonction, [simgaulet] ) ) 

if numberp(P1 then P+S 
else 

if atom(P) then SimGauLet (S,P) 
else 

if inpart(P,O) = then 
SimGauPol (SimGauPol (S, inpart (P, 1 ) 1, 

inpart(~,l)*^(inpart(P,2)-1)) 
else 

if inpart(P,O) ="." then 
SimGauPol(SimGauPol(S, inpart (P, 1) ) , 

inpart(P,allbut(l))) 
else 

if inpart(P,O)= "*" then 
inpart(~,l)~SimGauPol(S9inpart(P,allbut(l~~~ 

else 
if inpart(P,O) = "+" then 
SimGauPol(S,inpart(P,l)) 

+ ~imGauPol(S,inpart(P,allbut(l))) 
else 

print("SimGauPo1 --> ERREUR POLYNOME HAL ECRITm))$ 



/* Cette fonction renvoie le simplifie du polynome <P> par le rot de Lie */ 
/* <ML>, tous les deux fournies en arguments. w / 

SimGauML(p ,ML) : = block( 
if not (member (simgaulet, listfonction) ) then 
(loadf ile ("simgaulet. ldf") , 
listfonction:append(listfonction, [simgaulet] ) 1, 

if atom(ML) then SimGauLet(p,ML) 
else SimGauML(SimGauM~(p, first (ML) ) , last (ML) ) 

- SimGauML(~imGau~~(p,last(ML)) ,first (ML)) )$ 

/* Cette fonction renvoie le simplifie a gauche du polynome <S> par le w/ 
/* polynome de Lie <PL>. */ 

SimGauPL(S,PL) : = if atom(PL) then SimGauLet (S,PL) 
else 

if inpart(PL,O) = "[" then SimGauML(S,PL) 
else 

if inpart(PL,O) = "*" then 
inpart (PL, 1 )*~imGauP~ (s, inpart (PL, allbut (1 

else 
if inpart(PL,O) = "+" then 

SimGauPL ( S ,  inpart (PL, 1) ) 
+ SimGauPL(S, inpart (PL ,allbut (1) ) 

else print("SimGauPL --> ERREUR DANS POLY. DE LIE9')$ 



/* Fonction qui renvoie le simplifie a droite du polynome <P> par la lettre+/ 
/* <x>, <P> et <x> sont fournis en arguments. */ 

SimDroLet(P,x) := if numberp(P) then O 
else 

if atom(P) then if P=x then 1 else O 
else 

if inpart(P,O) = "^^" then 
(inpart(P,l)^^(inpart(P,Z)-1)) .SimDroLet(inpart(P,l) ,XI 

else 
if inpart(P,O) = "+" then 

if numberp(inpart (P, 1) ) then 
inpart(P,1)+SimDroLet(inpart(P,allbut(l)~,x~ 

else print("Sim0roLet --> ERREUR DANS POLYNOME") 
else 

if inpart(P,O) = "." then 
inpart(P,l) .SimDroLet(inpart(P,allbut(l) ) ,x) 

else 
if inpart(P,O)="+" then 

SimDroLet (inpart (P, 1 ) , x )  
+ SimDroLet(inpart(P,allbut(l)) ,x) 

else print ("SimDroLet --> ERREUR DANS POLYN0ME")S 



/* � onction qui renvoie le simplifie a droite du polynome <S> par le poly- */ 
/* nome <P>, <P> et <S> sont fournis en arguments. */ 

SimDroPol(S,P) : = block( 
if numberp(P) then P*S 

else 
if atom(P) then SimDroLet(S,P) 

else 
if inpart(P,O) = "+" then 

SimDroPol(S,inpart(P,l)) 
+ SimDroPol(S,inpart(P,allbut(l))) 
else 

if inpart(P,O) t"." then 
SimDroPol(SimDroPol(S, inpart (P,allbut (1) 11, 

inpart(P,l)) 
else 

if inpart(P,O)= "*" then 
if numberp (inpart (P, 1) ) then 

inpart (P,l)+SimDroPol(S, inpart(P,allbut(l) 1) 
else print("SimDroPo1 --> ERREUR DANS POLYNOME") 

else 
if inpart (P ,O ) = then 

SimDroPol(SimDroPol(S, inpart (P, 1) 1, 
inpart(P,l)AA(inpart(P,2)-1)) 

else print("SimDroPo1 --> ERREUR DANS POLYNOME"))$ 



ANNEXE B 

/* Cette fonction nous permet, etant donnes le cardinal RI de l'alphabet et */ 
/* le degre k jusqu'auquel on veut aller, de construire la base canonique de */ 
/+ l'algebre des polynomes non commutatifs. Cette base est ordonnee par */ 
/+ longueur et par l'ordre lexicographique pour chaque longueur. */ 

BaseDeKX(m,k):=block([ j,l,s,n,i], 
lis:[], 

if m=l then 
(for i from 1 thru k+l do 

(b[i]: (concat(x,O> )nA(i-l), 
lis:endcons(b[i] ,lis) 

) 9 

dimtab:k+l 
1 
else 

(b[ll:l, 
for 1 from O thru k-1 do 

for j from mnl thru 2*mnl-1 do 
for s from O thru m-1 do 

(i:m*j+s-(m-2)*(mn(1+1)-l)/(m-11, 
n: j-(m-2)*(mnl-l)/(m-11, 
b[i]:b[n] .concat(x,s), 
lis:endcons(b[i] ,lis) 

1, 
dimtab : i 

1 
13 



/* Cette fonction permet de tester si le monome de Lie <Il> est inferieur +/ 
/* au aonome de Lie <mm> ou non. */ 

estinf(ll,mm):= if atom(l1) then 
if atom(mm) then is(ll<=mm) 
else estinf (ll,first(mm) 

else if atom(mm1 then estinf(first(ll),mm) 
else if is(first(ll)=first(mm)) then 

estinf(last(l1) ,last(mm)) 
else estinf(first(l1) ,first(mm) )$ 

/* La fonction <BaseDeLie> permet de construire une base de Lie. On lui */ 
/* passe comme parametres : m, qui est le nombre de lettres de l'alphabet et*/ 
/* n, qui sera le degre jusqu'auquel on veut aller. Dans notre cas n sera */ 
/* le degre total de la serie a etudier. */ 

Base~e~ie(rn,n) :=block([ j,ns,ur,tt ,il, 
local (mli , aa, bb 1, 

tt:[l, 
for j :O thru m-2 do assume (concat ( x ,  j )<concat(x, j+l) 1, 
for i:O thru m-1 do 

(lli[l,i]:concat(x,i), 
mli[l,i] :concat(x,i) 

1, 
la[l] :m, 
if m>l then 

(ns:2, 
while ns <= n do 

(i:O, 
if oddp(ns) then traitl(ns) else trait2(ns), 

la[ns] : i, 
ns : ns+l 

1 
1 

a 



/* Le parametre ns que l'on passe a la fonction <traitl> represente le numer04 
/* de la ligne que l'on veut construire; c'est aussi le degre des <nonomes> */ 
/W de Lie que cette ligne contient. */ 

traitl(ks) : =block ( [ j] , 
for j:l thru (ks-1)/2 do constl(j,ks-j), 
for j:l thru (ks-1)/2 do const2(ks- j, j) 
13 

/* <trait2> comme <traitl> prend pour parametre le numero de la ligne a */ 
/* construire, mais dans le cas ou ce numero est pair. */ 

trait2(ks) :=block([ j], 
for j : 1 thru ks/2-1 do constl( j, ks- j) , 
const3(ks/2), 
for j : 1 thru ks/2-1 do const2 (ks-j , j) 
13 

/* A la fonction <constl> on passe deux parametres qui representent les */ 
/* numeros des deux lignes a partir desquelles on va construire la ligne */ 
/* courante. Vous remarquerez qu'en meme temps on construit une liste <tt> */ 
/* qui va nous permettre d'eviter de construire des monomes dont les mots */ 
/* associes sont egaux. */ 

constl(al,bl):=block([r:O,k,l], 
tt:[l, 
for k:O thru la[al]-1 do 

for 1:O thru la[bl]-1 do 
(if estinf(lli[al,k],lli[bl,l]) then 

(lli[ns,i]: [lli[al,k] ,lli[bl,l]l, 
mli[ns,i] :mli[al,k] .mli[bl,l], 
tt:endcons(mli[ns,i] ,tt), 
i : i+l 

1 
else 

(aa[al,r]:k,bb[bl,r] :1, 
r : r+l 

1)' 
ur:r 
13 



/* Cette fonction permet de construire les monomes qui n'ont pas ete obtenus*/ 
/* par <constl>. On lui passe comme parametres les numeros des lignes a */ 
/* partir desquelles se fait la construction. */ 

const2(z,t):=block([a,r], 
for r:O thru ur-1 do 

(a:mli[z,bb[z,r]] ,mli[t,aa[t,r]l, 
if not(member(a,tt)) then 

(mli[ns,i] :a, 
lli[ns,i]: [lli[z,bb[z,r]l ,lli[t,aa[t,rlll, 
i: i+l, 
tt:endcons(a,tt) 

1 
1 

1 3 

/* Cette fonction est utilisee uniquement dans le cas ou ns est pair. Elle */ 
/* permet donc de construire des monomes a partir de la ligne ns/2. */ 

const3(ka):=block([a, j,k], 
for j:O thru la[ka]-1 do 
for k:O thru la[ka]-1 do 

if not(j=k) and estinf(lli[ka,j],lli[ka,k]) then 
(a:mli[ka, j] ,mli[ka,k], 
if not(member(a,tt)) then 

(mli[ns,i] :a, 
lli[ns,i]:[lli[ka, j] ,lli[ka,k]l, 
i:i+l, 
tt:endcons(a,tt) 

1 
1 

13 



ANNEXE C 

EstMot(u) := if u=l or atom(u) then true 
else 

if inpart (u ,O)  = then EstMot (inpart(u,l)) 
else 

if inpart(u,O) = "." then 
Est~ot(inpart(u,l)) and EstMot(inpart(u,allbut(l))) 

else false 3 

EstMon(u) := if EstMot(u) then true 
else 

if inpart(u,O) = "*" then 
numberp( inpar t (u , 1 ) ) and EstMot (inpart (u, allbut (1) ) ) 

else false3 

EstPol(p) := if EstMon(p) then true 
else 

if inpart(p,O) ="+" then 
EstMon(inpart (p, 1) ) and EstPol(inpart (p,allbut (1))) 

else false $ 



MelMot(u,v) := block( [debutu,suiteu,debutv,suitev] , 
if EstMot(u) and EstMot(v) then .$g,I?iq , . 

c ., . 
t, -1 , (if url or vrl then u*v 

else 
(decomp(u) , debutu :debut , suiteu:suite, 
deconrp(v), debutv:debut , suitev:suite, 
debutu.MelMot   suit eu,^) + debutv.MelMot (u,suitev) 

else print(nMelMot --> LES MOTS SONT MAL ECRITSn) 
1s 

<MelMon> 

î@Mh3r~(rl,r2) t m  if Et-tMocrkf 3 ltrd EstMn(m2) t k n  
if EstMot(r1) then 

if EstMot (m2) then HelMot (ml ,m2) rLC$ .$ 

else inpart(m2,1)*MelMot(rl,inpart(n2 ,allbut(l) 1) 
else inpart (ml, 1 )wMelMon( inpart (ml, illbut (1 ) ,a2 

elsc print("Me1Hon --> ERREUR DANS LES MONOMESn)S 

HelPol(pl,p2) : s if EstPol(p1) and EstPol(p2 than 
if EstMon(p1) then 
if EstHon(p2 1 then MelMon(p1,pt) 
else MelMon(p1, inpart (pz, 1) ) 

+ MelPol(pl,inpart(p2,allbut(l)) ) 
alse MelPol(inpart (pl ,1) ,pz) 

+ MelPol(inpart(pl,allbut(l) ,pz) 
else pr int (nMelPol --> ERREUR DANS LES POLYNOMESn)S 



ANNEXE D 

/* Cette fonction prend comme argument une serie <S> et nous renvoie son */ 
/* degre total. */ 

DegTo(S) := if numberp(S) then O 
else if atom(S) then 1 

else if inpart(S,O) = then 
inpart(S,2)+DegTo(inpart (S,l)) 

else if inpart(S,O) = "." then 
DegTo(inpart(S,l)) + DegTo(inpart(S,allbut(l))) 

else if inpart(S,O) = "+" then 
DegTo(inpart(S,allbut(l))) 

else if inpart (S,O) = "+" then 
max (DegTo ( inpart (S ,1) ) , 

DegTo(inpart(S,allbut(l) 1)) 
else print("DegT0 --> ERREUR DANS SERIE")$ 

/* Cette fonction permet, etant donnee une serie <S>, d'isoler le terme w /  
/* constant de celle-ci. * / 
Constant(S) := if numberp(S1 then S 

else 
if atom(S) then O 
else 

if inpart (S, 0 )="+" then 
if numberp(inpart(S,l)) then inpart(S,l) 
else O 

else O 3 



k:DegTo(S), 
print (" Calcul de la base de R<X>!"), 
BaseDeKX(m,k) , 
if m=l then 

(liss: rest (lis), 
tampon : SimGauLet (S ,x0), 
if tampon#O then 

(1: coefmatrix( [tampon] ,liss) , 
l:cons(constant(tampon) ,1111 1, 
MatLieHan:matrix(l) , 
nbligne : 1) 

else 
(print (" "1, 
print (" Calcul de la base de Lie<X>!"), 
BaseDeLie(m, k) , 

nbligne:O, 
r:O, 
for j:l thru k do 

for p from O thru la[j]-1 do 
(tampon:~im~au~~(S,lli[ j , p ] ) ,  
if tampon#O then 

(1: coefmatrix( [tampon] ,lis), 
1: cons(constant (tampon), l[l] 1, 
l:matrix(l), 
if r = O then (MatLieHan :1 , r : 1) 
else ~ a t ~ i e ~ a n :  addrow(MatLieHan, 1) , 
nbligne:nbligne+l 

11, 

print (" "1, 
print (" La matrice de Lie-Hankel est:"), 
print (" "1, 
print(" "1, 
print(" MatLieHan = ",MatLieHan), 
r : rank(MatLieHan) , 
print(" "1, 

print (" Le rang de Lie de S est: ",r) 
13 



/+ Cette fonction prend en argument une matrice qui, a l'appel sera la */ 
/+ matrice <MatLieHan> de Lie-Hankel construite par la fonction <LieHankel> . */ 
Hotscar(matrice) := block( [i,r ,rl,mataux] , 

pr int (" ") , 
print (" Les mots caracteristiques sont :"), 
print (" ") , 
mataux : col(matrice ,dimtab) , 
/+ ind sera le nombre de mots caracteristiques */ 
ind: 1, 
if rank(mataux)#O then 

(r:l, 
MotCar [indl :mataux, 
print (" MotCar[",ind,"] = ",~otCar[ind]), 
ind : ind+l) 

else r:O, 
for i from dimtab-1 thru 1 step -1 do 

(if rank(col(matrice, i) )#O then 
(mataux: addcol(mataux,col(matrice, i ) )  , 
rl: rank(mataux), 
if rl # r then 

(MotCar[ind] : b[i] , 
print (" ~otCar[", ind,"] = ",MotCar[ind]), 
r:rl, 
ind : ind+l 

1 
) 
1, 

ind : ind-1 
) n 



/* Fonction qui calcule les coordonnees locales <Zi> du polynome <P>. Cette+/ 
/ w  fonction utilise les fonctions <SimDroPol> et <Constant> et le tableau qui+/ 
/* contient les mots caracteristiques construits par la fonction <Motscar>. w/ 

CoordLoc(S) : =block( [ j ,polyl, 
print(" Les coordonnees locales sont :"), 
print (" "1 , 
for j from 1 thru ind do 

(poly :SimDroPol(S , ~ o t ~ a r  [ j] 1, 
z[  j] : poly - Constant(poly), 
print(concat(Z,j)," = ",z[j]) 

13 

/* Cette fonction qui calcule les actions a droite des lettres <xj> sur les +/ 
/* coordonnees locales <Zi>. */ 

actionx(t):=block([i,~,jl, 
for j from O thru (m-1) do 
for i from 1 thru ind do 

(y:concat(x, j), 
matx[i, j] :simdrolet(t[il , Y ) ,  
degre[i, j] :degto(matx[i, JI) 

13 

/* Cette fonction renvoie <truc> si les deux listes fournies en arguments */ 
/* sont egales, et <false> sinon. */ 

comparelist(ll,l2 ) : =block( [bool], 
bool : false , 
if 11=[] and 12=[] then boo1:true 
else 

if length(ll)=length(l2 ) then 
if member(first(ll),l2) then 

(12:delete(first(ll) ,12,1), 
comparelist (rest (11 1,121 

13 



/* Cette fonction renvoie <true> si la liste <1> fournie en argument se */ 
/* trouve dans le tableau <t> , et <false> sinon. */ 
recherche (1, t , kl, k2 ) : =block( [ i] , 

i:kl, 
while i#(k2+1) and not (comparelist(1, t [il)) do i:i+l, 
if i=k2+1 then false else true 
1 S 

for n from 1 thru ind do 
(deg:degto(z[n] 1, 
if deg#O and deg<= DP then 

(fin:O,k:k+l, 
tableau[k] : [n] , 
somdeg [ k 1 : deg 

1 
1, 

while fin=O do 
(fin:l, 
for n from inddeb thru indfin do 

(for nun from 1 thru indut do 
(deg : somdeg [mm] +somdeg [ n] , 

if deg#O and deg<=DP then 
(list :endcons(first (tableau[mm] ) ,tebleau[n]) , 
if not (recherche(list, tableau, indfin+l, k)) then 

(fin:O,k:k+l, 
tableau[ k] : list , 
somdeg[ k] : deg 

1 
) 

1 
1, 

inddeb:indfin+l, 
indfin: k 
1 
1 $ 



/W Cette fonction calcule le melange des <Zi> dont les indices se trouvent */ 
/* dans la liste <1> fournie en argument. */ 

/* Cette fonction calcule, etant donne un tableau de listes d'indices, les +/ 
/* melanges pour tous les elements du tableau. */ 
MelUtil(T) := block([n] , 

for n from 1 thru indfin do tablemel[n]:~elListe(T[n]))$ 

/* Cette fonction renvoie le mot forme par le produit commutatif de tous les*/ 
/* elements <yi> pour <i> dans la liste <1>. Ex : produit([i, j,k] )= yi+yj*yk.+/ 



/* Cette fonction effectue la resolution d'un systeme d'equations dans le */ 
/+ but d'exprimer un polynome <P> en fonction des melanges des coordonnees */ 
/+ locales <Zi>. */ 

resolution(P) :=block([i,r, listeq,lisivar ,listepmat ,systeq] , 
liste:O, r:O, 
for i from 1 ihru indfin do 

(liste:coefmatrix([tablemel[i]] ,lis), 
if r=O then (met: liste, r : 1) 
else mat: addrow(mat, liste) 

1, 

systeq : O, 
listvar: [ 1, 
for i from 1 thru indfin do 

(systeq:systeq+(a[il+row(mat ,i) 1, 
listvar:cons(a[i] ,listvar) 

) 9 

liste:coefmatrix([P] ,lis), 
systeq:systeq-liste, 
listeq: [ 1, 

for i: 1 thru dimtab-1 do listeq: endcons(systeq[ 1, il ,listeq), 
linsolvewarn:false, 
solvenullwarn:false, 
solve~inconsistent~error:false, 
globalsolve:true, 
test: solve (listeq, listvar ) 
)$ 



calculer (s ,m) : =block ( [ i, j ,mm, lis, indfin,dimtab, bool ,nbligne , kkJ4at~ie~anI 
local(matx ,degre ,a, z ,  tableau,motcar ,somdeg ,tablemel), 

if numberp(s) then 
(print (" Rang de Lie = O"), 
print ('* Il n'y a pas de champs de vecteurs ") 

1 
else 

(print (" ") , 
LieHankel(S ,ml, 
MotsCar (MatLieHan), 
CoordLoc(S) , 
Actionx(Z), 
bool : false , 
for i:l thru ind 
while not (bool) do (bool: is(motcar[i]=l) ,kk: i) , 

if bool then h:concat(z,kk) 
else 

(coordutiles(S, k )  , 
melut i(tableau1, 
resolution(S) , 
h:constant(S), 
for i:l thru indfin do 

h:h+a[i]+produit(tableau[i] 1, 
kill(a) 

1, 
print (" ") , 
print (" La fonction d'observation est:"), 
print (" ") , 
~ r i n t  (" "1, 
Pr int (S, H = ",hl, 
print (" "1, 
print (" Calcul des champs de vecteurs!"), 
print (" "1, 

for j from O thru (m-1) do 
for i from 1 thru ind do 

if not(numberp(matx[i, j] ) )  then 
(coordutiles(matx[i, j],degre[i, jl), 
melutil( tableau), 
resolution(matx[ i, j] 1, 
chvec[i, j] :constant(matx[i, j]), 
for k from 1 thru indfin do 
chvec[i, j] :chvec[i, jl+(a[kl*produit(t~blea~~~~ 11, 

kill (a) 



p r i n t  (" Les cham~s de vecteurs sont:"), 
p r i n t  (" "1, 
p r i n t  (" "1, 

for  i from O thru m-1 do 
(mm:O, 
for j from 1 thru ind do 

i f  chvec[ j , i ] #O then mm:mm+(chvec[ j , i ] . (d/dz[  j ] ) ) ,  
p r i n t  (" ",concat(X,i) ," = ",mm) 

1 
), 
read(" Tapez <c> puis ; puis <RETURN> pour continuer:") 

) $ 



ANNEXE E 

<Corrposition> <MotAss> <Elpiler> <Depiler> 

q:o, @Yh",* _ """d, 
4 .x*i%?&*; 

for i:1 thru n do 
q:e+teb[i, j]*diff(P,concat(z,i)) 

1s 
,, 3% 

Uotass(l):= if 1=[] then 1 
else concet(*, first(1) 1 

Empiler (t ) : tblock( 
if pilevide then pilevide:false, 
posè:posc+l, 
pile[posc] : t 
s 

Depiler ( ) t Jllock ( 
bv>:*;*,:A* q4 7 - - -- if posckD thdn pilevf de :€rue 

else 
(l:pile[posc], 
posc:posc-1, 
if poscrO then pilevidettrue 

1 
s 

<Verification> 

C i .  loc.l(pile)~~ :$.; ' , ? A  t ,  

constente:sa:constant (S) , , . . S .  * 

Empiler (t 1, 
while not (pilevide) do 

(thpiler ( 1, 
if (l[f]<n) and (not (nunberp(l[ll) 1) then 

(tr [l[iI,l[21 ,lE~l+ll, 
Empiler ( t 1, 
Cosposition(l~lI,l[31), 
constante:constant (q) , 
sa:sa+constentewnotass(cons(l[3] ,1[21)), 
t: [q,cons(1[31,1[21) ,O], 
Empiler (t ) 

11, 
print(u1, 
rerd(n T q r z  <c> puis ; puis <return> pour contin~r:~))$ 

36 



ANNEXE F 

PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION 
D'UN SYSTEME LORSQU' ELLE EXISTE 

menu principal 

1- calculs independants. 

2- calculer la realisation. 

3- verifier la realisation. 

4- fin. 

tapez le numero de votre choix suivi de ";" : 
2; 

entrez le cardinal de votre alphabet termine par ";" : 
2; 

votre alphabet sera desormais le suivant: 

h o ,  xll 

entrez votre serie terminee par ";" : 

(xlAA2 ) . xO+xl. (xOAA2 ) . x1+xlAA2- (xOAA3 ) . xl+xO. xl. xoAA2+xoAA4+xo; 

la matrice de lie-hankel est: 

natliehan =[ 1 



, . 
.L 

le rang de lie de s est: 5 

les rots caracteristiques sont: 

les coordonnees locales sont: 

la fonction d'observation est : 

h =  25 

les cnemps de vecteurs: 
2 



la serie correspondant a votre realisation est: 



PRûGRAWnE CALCULANT LA REALISATION 
D'UN SYSTEUE LORSQU' ELLE EXISTE 

-nu principal 

1- calculs independants. 

2- calculer la realisation. 

3- verifier la realisstion. 

4- fin. 

tapez le numero de votre choix suivi de ";" : 

entrez le cardinal de votre alphabet terrine par n;n 

votre alphabet sera desormais le suivant: 

entrez votre serie terminee par ";"': 

xo. xlAA3- lxOAA3). xl-xo. x1^^2+xO. x1. xoAA2+xoAA4+xo; 
- . .  

%i\<j " 
la matrice de lie-henkel est: 



le rang de lie de s est: 

les mots caracteristiques sont: 

les coordonnees locales sont: 

la fonction d'observation est: 

les champs de vecteurs: 

la serie correspondant a votre realisation est: 
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MOTS DE LYNDON ET MACSYMA 

N. Oussous ('1 

Dans ce papier nous rappelons la définition et quelques propriétés des mots de Lyndon. Ensuite, 
nous implémentons des algorithmes relatifs à ces mots d'après un papier de G.MELANÇONL C.REUTENAUER. 
Ces algorithmes, implémentés en MACSYMA, nous permettent, entre autres, de construire la base de CHEN- 
FOX-LYNDON, la base de POINCAREBIRKOFF-WITT associée, la décomposition d'un mot ou un polynôme 
dans cette dernière base. Ce travail nous a conduit à utiliser les mots de Lyndon dans le problème de la 
réalisation. 

ABSTRACT : 

We recall some definition and properties of Lyndon words. We implement in MACSYMA some 
algorithrns allowing to "manipulate" Lyndon words. In fact, we give two algorithms : the first one 
gives eatch word w as a decreasing product of Lyndon words and gives also the element of the P.B.W. 
basis associated to W. The second algorithm, permits to associate for eatch word w (or polynomial) its 
expression in the P.B.W.L. basis. With the first algorithm, we cm &O produce the Lyndon basis and 
the P.B.W.L. basis. This work has conduct us to use the Lyndon words in the problem of realization. 
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MOTS DE LYNDON & MACSYMA 

Introduction. 

En me basant sur un papier de G.MELANÇONB C.REUTENAUER[J], j'ai implémenté en MACSYMA 

deux algorithmes : le premier permet d'écrire tout mot w E X* comme produit décroissant de mots de 
Lyndon (Théorème de Lyndon M.LOTHAIRE[4], G.MELANÇON& C.REUTENAUE~B]). MBi8, en plus, il permet 
de construire l'ensemble des mots de Lyndon, la base de C.F.L. et la base de P.B.W.L. correspondante et ce 
en traitant les éléments de X* un après l'autre. L'avantage de cet algorithme est qu'il permet d'obtenir 
ces trois ensembles ordonnés pour l'ordre lexicographique par longueur. Ce qui peut être intéressant, pour 
nous, en le comparant B l'algorithme donné par J.P.DWAL(I]. Du point de vue vitesse de construction, il 
est clair que les bases de Hall sont les meilleures (P.V.KOSELEFF[S]) mais, pour notre application G.JACOB& 

N.oussous[2] nous préférons la base de C.F.L.. L'utilisation de MACSYMA rend la lecture des résultats plus 
aisée en comparaison avec les rbultats donnés par LXSP (P.V.KOSELEFF[~]). Le second algorithme permet 
de donner la décomposition d'un mot w E X*, puis d'un polynôme dans la base de P.B.W.L. 

1. Ordre  lexicographique et classes de conjugaison. 

Soit X un alphabet totalement ordonné, et soit X*  le monoïde libre engendré par X dont les 
éléments sont appelés des mots. On définit un ordre total sur X*  comme suit: 

(i) 3 w # é tel que uw = v, 
V u , v E X * ,  u < v  ssi 

(ii) 32, y, z E X* et  a,  b E X tels que u = zay, v = zbz et a < b. 

On a ainsi l'ordre lexicographique usuel sur les mots de X*. Pour cet ordre, on a (cf Lothaire[4]) les 
deux propriétés suivantes: 

{ 
(1) vw E X*, u <  v ¢j wu < wu. 
(2) Si v g u X * ,  Vw,zEX*, u < v  =+ uw<vz .  

On dira qu'un mot u est un facteur du mot v s'il existe z, y E X* tels que v = zuy. 

Si z = e (resp. y = e), on dira que u est le facteur gauche (resp. droit) de v, propre si y # E (resp. 
z # 6). 

Deux mots u et  v de X* sont dits conjugués si il existe z, y E X* tels que u = zy et v = y+. 

2. Mots  de Lyndon. 
a. Ddfinition. 

Pour plus de détails sur les mots de Lyndon, on peut consulter les références [l], [4] ou [5]. 

DEFINITION 2.1. - Un mot w E X* est un mot de Lyndon ssi: 

( i )  il est strictement plus petit que tous ses conjugués, 
ou 

(ii) il est strictement plus petit que ses fadeurs  droits propres. 

On notera L l'ensemble des mots de Lyndon sur X .  

(1) Soit w E L\X et soit m eon plus long facteur droit propre dans L . Si w = lm , 
alors 1 E L et 1 < lm < m. Le couple a(w) = (1, m) est appelé la factorisaiion standard de W. 

(2) w E L si, et seulement si, { ou a v e c  ~ , m t ~  et l < m .  

Ce qui donne un moyen algorithmique pour la construction des mots de Lyndon. 



LEMME 2.2. - Soient w E L\X et a(w) = (1,m) sa factorisation standard, et soit n un mot 
de Lyndon vérifiant w < n. Alors le couple (w, n) est la factorisation standard de wn si, et seulement 
si, n 5 m. 

Preuve: 
(a) Montrons que a(wn) = (w, n) n 5 m. 

Suppoeons que rn < n, alors d'après la propriété (2) mn E L et donc n n'est pas le plus long 
facteur droit propre de wn ce qui est en contradiction avec l'hypothèse: (w, n) = a(wn). 

(b) On suppose w < n 5 m et que a(wn) = (u, v) avec v # n. 

t 1 1 
1 1 t 

On a alors nécessairement Ivl > lnl. Donc u = hn où h est un suffixe propre de W. 

7 7 

u v 

Soit alors k le plus petit suffixe, différent de E ,  propre ou non de h. On a alors k < m. En effet: 

Or m < k, puisque k est un su fke  propre de w, et que a(w) = (1, m). D'où contradiction. 
O 

3. Base  de Lyndon. 

A partir des mots de Lyndon, on peut construire une base ( dite base de LYNDON ou de CHEN- 
Fox-LYNDoN (cf LOT HAIRE[^] OU VIENNOT[~])) de l'algèbre t i e  < X  > des polynômes de Lie. Cette base est 
obtenue récursivement comme suit: 

c(x) = z pour z E X, 

C(W) = [~ ( l ) ,  c(m)], pour w E L\X, tel que a(w) = (1, m). 

en utilisant les crochets de Lie. Cette définition nous donne un algorithme pour construire cette base (cf 
VIENNOT[~]). 

4. Listes standard et théoréme de Lyndon. 

DEFIMTION [5]. - Soit 1 = [ul,u2,. ..,TL,] une liste d'dléments de X+. On dira que 1 est 1 
standard si, et seulement si, elle vérifie la pmpridtd suivante: 

ui est une lettre, 

si ui = [c(x), c(y)] tel que u(ui) = (2, y) alors y 2 u,, j > i .  

(1) Si tous les facteurs ui sont des lettres, 1 vérifie (S), 
(2) Si 1 est décroissante (ie ul 1 u2..  .? un ), alors 1 vérifie encore (S). 



Une inversion est un couple (ui, ui+l) tel que ui < ui+l. 

THEOREME 141. - Chaque mot w E X* peut étre écrit de manière unique comme suit: 

Pour la preuve de ce Théorème voir LOT HAIRE[^] ou G.MELmÇON k C.REUTENAUER[~]. 

Dans L, on peut définir différentes relations d'ordre total, en particulier, on peut définir l'ordre 
lexicographique et l'ordre lexicographique par longueur. Vu la dhfinition de la base de Lyndon, toute 
relation d'ordre total sur L induit naturellement une relation d'ordre total sur la base de Lyndon de 
L i e < X > .  

5. Théorème de P.B.W. 

Soit (Pi)ill une base totalement ordonnée de l'algèbre de Lie C. Alors (P:'P;". . . P$ 1 il,- 
i2,. . . , in 2 0, n 2 O et Pl > Pz > . . . > Pn } est une base de l'algèbre enveloppante de C appelée base 
de Poincaré-Birkhoff-Witt. 

Soit Cie< X > l'algèbre de Lie libre sur l'alphabet X .  On considère dans cette algèbre la base de 
CHEN-FOX-LYNDON (c.F.L.) définie précédemment. 

La base de P.B.W.L. est la base de l'algèbre enveloppante de Cie< X > obtenue par le théorème 
de P.B .W. à partir de la base de c.F.L.[~]. 

6. Algorithme de factorisation d'un m o t  en produit  décroissant de mots  de Lyndon. 

Nous proposons dans ce qui suit un algorithme simple qui permet d'écrire tout mot w E X* sous 
la forme (a). 

Soit w = xlxz . . . xn E X* où tous les xi sont des lettres. 

(0) O Donnée : w = 21x2 . . .Zn,  

(1) O 11 c [xi, 2 2 , .  . . , z,], -liste des lettres qui forment W. 

(2) o Chercher dans 11 la premiire inversion depris la droite, 

O S I  (xi, est une inversion trouvée ALORS 

111 + [~1,~2,-..r2i-19Zi.Xi+19~i+2>.-.ixn] 

a mprendre en (2) avec Ill, 

O SINON 

Faire le pmduit des éléments de Ill pour avoir la factorisation de w en produit 

décroissant de mots de Lyndon, 



On s'arrête lorsque la liste est décroissante. Nous sommes sûrs que l'algorithme s'arrête puisque 
1 

la liste 111 compte à chaque pas de I'algorithme une inversion en moins que 11. 

A la sortie de l'algorithme nous avons dans 111 une liste décroissante de mots de Lyndon, il suffit l 

donc d'en faire le produit pour obtenir le mot w sous la forme (a). 
, 
l 

Pour implémenter cet algorithme en MACSYMA, nous avons utilisé la structure de liste pour 
représenter les listes ll,lli et Il2, le produit non commutatij "." pour représenter le produit de 
concaténation et enfin les crochets pour séparer les différents mots de Lyndon dans l'expression de W .  

Paralèllement à la liste IlI nous aurions pu construire une autre liste 112 obtenue à partir de 11 
en crochetant les éléments de l'inversion au lieu de les concaténer. A la sortie, nous aurions dans 112 les 
monômes de Lie correspondant aux mots de Lyndon de la liste 111. En faisant le produit de ces monômes, 
nous obtenons l'élément de la base de P.B.W.L. correspondant au mot W. 

Exemple: 
Soit X = (a,b), a < b et soit w = a.b.b.a, 

La seconde ligne nous donne l'expression du mot w comme produit décroissant de mots de Lyndon: 

w = 11.12 avec 11 = a.b.b et l2 = a, 

avec l1,l2 E L et l1 > 12. 

La première ligne donne l'élément de la base de PBWL (base obtenue par le théoréme de Poincare- 
Birkhoff-Witt à partir de la base de Lyndon[5]) correspondant à w: 

pbwl(w) = P1.P2 avec Pl = [[a,b],b] et Pz = a,  PI>&.  

Par cet aigorithme nous sommes capables d'associer à tout mot w E X* l'élément correspondant 
de la base de P.B.w.L.. D'autre part, nous savons que X* est la base canonique de ZZ < X >. Donc 
pour avoir la base de P.B.W.L. de l'algèbre 23 < X > en tant qu'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie 
t i e z  < X >, nous n'avons qu'à calculer les tmnsformés pbwl(w) pour chaque w E X*. 

Remarque : 

Les mots w E X* pour lesquels on trouve une liste Ill qui ne contient qu'un seul éIément sont des 
mots de Lyndon. Donc, on peut retenir de tels mots comme mot de Lyndon et l'élément trouvé dans 112 
comme élément de la base de C.F.L. correspondant. On a donc un moyen de produire en même temps 
l'ensemble des mots de Lyndon, la base de C.F.L. et la base de P.B.W.L. en traitant les dléments de X* l'un 
après l'autre. 

7. Expression d'un mot puis d'un polynSme dans la base de PBWL. 

a. Description de l'algorithme. 

Soit à décomposer un mot w = ul u2 . . . u, où tous les Ui  sont des i e t t r e s ( ~ . ~ ~ L ~ ~ ç o ~ &  
C.REUTENAUER[S]). 



Donnée : w = ulu2.. . h, 

11 t [ul, uz, . . . ,un], -liste des kttres qui forment W .  
~ $ 3 :  $s 

Cbemher dans Il la pnmiLn inversion depuis la droiîe, 

SI (ui, w + ~ )  est une k v e d o a  tmuvte ALORS 

211 +- lu1,ug , . a . ,  tli-l,[~1,~1+ll,tli+l , . a .  S u n 1  

112 + [~l,~~,..~,tl(-l~~+1,tl(,ui+~,..-,~] 

npnndn en (t) avec Ili, 

npnadn  en (t) avec 112, 

SINON 

Fain le produit des tldmenis de chaque Eiste, 

Ftain la somme der éldmenb obtenus. 

L'algorithme s'arrête puisque aprèa chaque paglage la iiste Il1 est plus comte que 11 et la liste 
112 compte une inversion de moine que 11. En riortant de l'algorithme, toutes les listes obtenu- sont 
décmissantea et formées de polynôm#r de Lie. 

Pour inip-kr l'dgoritbune crri manu noia. waa n W  les I i a b  pour reprkmtm ieo btets 
standard. Pour les crocheta de Li, nous avone u t i l s  les listes i deux éléments. Pour le produit de 
concathation, nous avons utilid le produit non commutatif représenté par " .". 

4 4  

' Etemple: 

Donc 
w = 4.b.c = [a,[b,c]l+ [b,c].a+ [[a,c],b]+ b.[a,c]+ c.[a,b]+c.b.a. 

b. E tpwion  d'un p b b r n c  dans la h e  de PBWL. 

Soit 4 Pqiplicstism de X* àam l'dgdbre des poiym8mer non cormnuktrb sur X i d è k . n t s  d m  
Z (Z < X >) qui acm& i tout mot w E X* m exprcrion d.ol la base de PBWL. 0i peut &ndre 
p u  linéarité l'.plplication 4 aux poîynbnw de R < X > et donc on peut exprixnet chaque polynôme 
dluir, la base de PBWL. 

Soit P = xWex. < Pb > w un polyn8me. Nous paeons 

4(P)  = C < Plw > 4(w). 
w t X -  

Eh utilirant l-thme précédant now pouvons écrire tout polyndme dam la bam de P.B.W.L. 
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ANNEXE : Programmes et Exemples 



Programmes 



bool:false, 
boucle , 
clear ( ) , 
vertical(3), 
pr int ( " MENU PRINCIPAL"), 
print(" --------------n 1 # 

vertical(2), 
print ( " 1- DECOMPOSITION D'WU MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT"), 
print( " DE MOTS DE LYNDON."), 
print(" " ) ,  

print(" 2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL."), 
print(" " ) ,  

print ( " 3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL."), 
print(" " ) ,  

print( " 4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL."), 
print(" " ) ,  

pr int ( " 5- PIN."), 
vertical(l), 
rep:read(" Entrez votre choix termine par un <\;> : " ) ,  

clear ( ) , 
if not(boo1) and rept5 then donneeo, 
clear ( ) , 
if rep-1 then 

(vertical(3), 
w:read(" Entrez votre mot suivi d'un <\;>: " ) ,  

vertical(2), 
print ( " Votre mot se decompose en: " ) ,  

vertical(2), 
l:motlist(w), 
print(decassoc(l,2)), 
wl: 1, 
dotexptsimp:false, 
vertical(2), 
read ( " Tapez <c\;> puis <Return> pour continuer: " ) ,  

go(bouc1e) 

) 
else 

if rep=2 then 
(setup~autoload("bassdekx.ldf",basedekx), 
vertical(3), 
k:read( " Entrez le degre voulu suivi d'un <\;>: " ) ,  

basedekx(m,k), 
P ~ W :  11, 
for i:l thru dimtab do 

(l:motlist(b[i)),pbw:endcons(decassoc(l,l),pbu), 
dotexptsimp:false,wl:l), 

vertical(2), 



pr int ( " La base desiree est dans la liste <pbw>"), 
repl:read(" Voulez-vous l'afficher? <O/N> : " ) ,  

if repl-O then print("pbw = *,pbw), 
vertical(2), 
read ( " Tapez <c\;> puis <Return> pour continuer:"), 
go (boucle ) ) 

else 
if rep=3 then 

(vertical( 3), 
w: read ( " Entrez un mot suivi d'un <\;>: " ) ,  

vertical ( 2 ) , 
print ( " Votre mot se decompose en : " ) ,  

vertical(2) , 
decompmo ( w ) , 
print(wO), 
wo:o, 
vertical(2), 
read ( " Tapez <c\;> puis <Return> pour continuer:"), 
go(bouc1e)) 

el se 
if rep=4 then 

(vertical ( 3 ) , 
P:read( " Entrez votre polynome termine par un <\;>: 
vertical(2), 
print(" Votre polynome se decoipose en : " ) ,  

vertical(2), 
PO : decompol( P ) , 
print(P0) , 
PO:O, 
vertical(2), 
read ( ' Tapez <c\;> puis <Return> pour continuer:"), 
go(bouc1e)) 

else 
if reps5 then go(fin) 

else go(bouc1e ) , 
fin, 
clear ( ) 

1 $ 



/ *  Cette fonction compare deux monomes de Lie et renvoie soit True soit Palse */ 

infer(u,v):=if atom(u) and atom(v) then is(u<=v) 
else if atom(u) then infer(u,listmot(first(v))) 

else if atom(v) then if first(u)=v then false 
else infer(listmot(fixst(u)),v) 

else if listmot(first(u))=listmot(first(v)) then 
infer(last(u),last(v)) 

else infer(listmot(first(u)),liotmot(first(v)))$ 

/* Cette fonction permet de definir l'ordre lexicographique. * / 

inflyn(m,n):=if atom(m) and atom(n) then is(m<=n) 
else 

if atom(m) then if m=first(n) then true 
else inflyn(m,first(n)) 

else 
if atom(n) then if first(m)=n then false 

else inflyn(first(m),n) 
else 

if first(m)=first(n) then inflyn(rest(m),rest(n)) 
else inflyn(first(m),first(n))$ 

/*  Cette fonction transforme un mot en une liste de lettres. * / 

motlist(w):=if atom(w) then [w] 
else cons(first(w),motlist(rest(w)))$ 

/*  Cette fonction transforme une liste de lettres en un mot. */ 

/ *  Cette fonction parcourt la liste <1> de la droite vers la gauche et cherche*/ 
/*la premiere inversion. S'il y en a une, elle renvoie sa position <k>. * / 
inversion(l,n):=block([i], 

izlength(1)-1, 
while (i>=l) and (if n=l then infer(l[i+l],l[i]) 

else infLyn(l[i+l] ,l[il ) ) do i:i-1, 
if i>=l then k:i else k:O)$ 

/* A partir d'une liste contenant une inversion elle construit deux listes. */ 
/* Dans la premiere, on met les crochets a l'inversion et dans la seconde on */ 
/* on concatene * / 

conslist(l):=block([i], 
for i:l thru (k-1) do (ll:endcons(l[i],ll),12:endcons(l[i],l2)), 
ll:endcons([l[k],l[k+1]],11), 
12rendcons(l[k+l],l2), 12:endcons(l[k],l2), 
for i:k+l thru length(1)-1 do 

(ll:endcons(l[i+l],l1),12:endcons(l[i+l],l2)))$ 



/ *  Cette fonction repete la precedante jusqu'a ce qu'il n y ait plus */ 
/ *  d'inversion */ 

/*  Cette fonction permet de decomposer un mot dans la base de PBWL * / 

/ *  Cette fonction permet de decomposer un polynome dans la base de PBWL */ 

decompol(P):=if atom(P) or numberp(P) then P 
else 

if inpart(P,O)="." then (wO:O,decompmo(P)) 
el se 

-n*n if inpart(P,O)- then 
(wO:O,inpart(P,1)*decompmo(inpart(P,2))) 

el se 
if inpart(P,O)="+" then 

decompol(inpart(P,l)) 
+decompol(inpart(P,allbut(l))) 

else print(" ERREUR - -> decompoln)$ 

/*  Cette fonction permet, suivant la valeur de n, d'associer a la liste <1> */ 
/*une nouvelle liste, soit en crochetant l'inversion soit en la concatenant. */ 

listassoc(l,n):=block([i], 
for i:l thru (k-1) do ll:endcons(l[i],ll), 
ll:endcons(if n=l then [l[k],l[k+l]] 

else l[k].l[k+l],ll), 
for i:k+l thru length(1)-1 do ll:endcons(l[i+l],ll))$ 

/ *  Cette fonction applique a la liste <1> les fonctions inversion et listassoc*/ 
/*tant qu'il y a des inversions dans celle-ci. Ceci permet d'obtenir, suivant */ 
/*la valeur de <n>, soit la decomposition d'un mot en produit decroissant de */ 
/*mots de Lyndon, soit le polynome de PBWL correspondant a ce mot. */ 

decassoc(l,n):=block([11], 
inversion(l,n), 
if k#O then (Il:[], listassoc(l,n), decassoc(l1,n)) 
else 

if n=1 then 
(dotexptsimp: true, 
wl:listmot(l) ) 

else 
(11: [ I V  

for i : 1 thru length ( 1 ) do 



ll:endcons( if atom(l[i]) then l[i] 
else {l[i]),ll), 

wl:l, 
dotexptsimp:true, 
for i:l thru length(l1) do wl:wl.ll[i]), 

~ l ) $  

Donnee():=block([i,liste], 
vertical(J), 
m:read(" Entrez le cardinal de votre alphabet:"), 
vertical(î), 
for i:O thru m-2 do assume(concat(x,i)<concat(x,i+i)), 
liste:makelist(concat(x,i),i,0,m-11, 
pr int ( " Votre alphabet est desormais : " ) ,  

print(" ") ,  

print( " ",liste), 
bool:true)$ 



Exemples 



MENU PRINCIPAL 

-------------- 

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT 

DE MOTS DE LYNDON. 

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL. 

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL. 

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL. 

5- FIN. 

Entrez votre choix termine par un <;> : 

Entrez le cardinal de votre alphabet: 

Votre alphabet est desormais : 

rxo, xll 



Entrez votre mot suivi d'un <;> :  
xo.x1.xo.x1.x1; 

Votre mot se decompose en: 

(x0 . xl . xo . xl . xl) 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 
c; 

Entrez votre mot suivi d'un <;> :  
x1.x0.xo.x1.xo.x1; 

Votre mot se decompose en: 

xl . (x0 . xo . xl . xo . xl) 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 

c; 

Entrez votre mot suivi d'un <;> :  
x1.x1.xo.x0.x1.x1.x1; 

Votre mot se decompose en: 

< 2 >  
x 1 . (x0 . xo . xl . xl . xl] 

Tapez <c;> puis <Rcturn> pour continuer: 

c; 

Entrez votre mot suivi d'un <;> :  
x0.xo.x1.x1.x1.x0.x1; 

Votre mot se decompose en: 

(x0 . xo . xl . xl . xl . xo . xl] 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 

c; 



MENU PRINCIPAL 

-------------- 

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT 

DE MOTS DE LYNDON. 

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL. 

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL. 

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL. 

5- FIN. 

Entrez votre choix termine par un <;> : 

Entrez le degre voulu suivi d'un <;>: 

Calcul de la base canonique de R<X> pour m= 2 et k= 3 

La base desiree est dans la liste <pbw>. Voulez-vous llafficher?<O/N>: 
0 ;  

< 2> < 2 >  <3> 
pbw = [l, xo, xl, xo , [xO, xl], xl . xo, xl , xo , [XO, [xO, xl]], 

<2> < 2 >  < 3 >  
[xO, xll . xo, [[xO, xl], xl], xl . xo , xl . [xO, xl], xl . xo, xl ] 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 



MENU PRINCIPAL 

-------------- 

. 1 -  DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT 

DE MOTS DE LYNDON. 

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL. 

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL. 

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL. 

5- FIN. 

Entrez votre choix termine par un <;> : 

3; 

Entrez un mot su iv i  d'un <;>: 
x0.xo.x1.x1.xo; 

l Votre mot s e  decompose en : 

i x l  . x l  . XO . xo . xo + 4 ( x l  . [ X O ,  x l ]  . xo . x O )  

+ 2 ( x l  . 1x0, 1x0, x l l l  . x O )  + 2 ( [ [xO,  x l ] ,  x l ]  . xo . x O )  

+ 2 ([XO, x l ]  . 1x0, x l ]  . xO) + 1x0, [[xO, x l l ,  x l ] ]  . xo 

Tapez < c ; >  puis <Return> pour continuer: 



MENU PRINCIPAL 

-------------- 

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT 

DE MOTS DE LYNDON. 

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL. 

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL. 

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL. 

5- FIN. 

Entrez votre choix termine par un <;> : 

Entrez votre polynome termine par un <;>: 
2*x0.x1.x0-x0.x1.x1; 

Votre polynome se decompose en : 

- xl . xl . xo - 2 (Xl . [xO, xl]) + 2 (xl . xo . xo + [xO, xl] . xO) 

- rrxo, xll, XII 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 



MENU PRINCIPAL 

-------------- 

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT 

DE MOTS DE LYNDON. 

2- CONSTRUCTION DE L A  BASE DE PBWL. 

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL. 

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL. 

5- PIN. 

Entrez votre choix termine par un <;>  : 

Entrez le cardinal de votre alphabet: 

Votre alphabet est desormais : 

[xO, x l l  



Entrez votre mot suivi d'un <;>:  
x1.x1.xo.x1.xo.xo; 

Votre mot se decompose en: 

< 2 > < 2 >  
xl . (x0 . xl) . xo 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 

c; 

Entrez votre mot suivi d'un <;>: 
x1.x1.xo.xo.x1.x1.x1.xo; 

Votre mot se decompose en: 

< 2 >  
x 1 . (x0 . xo . xl . xl . xl) . xo 

Tapez <c;> puis (Return) pour continuer: 
c ; 

Entrez votre mot suivi d'un <;>:  
xo.x1.xo.x1.xo.x1; 

Votre mot se decompose en: 

< 3 >  
{xO . xl) 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 
c; 

Entrez votre mot suivi d'un < ; > :  
x1.x0.x1.x0.x0.x1.x0; 

Votre mot se decompose en: 

xl . (x0 . xl) . (x0 . xo . xl) . xo 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 
c; 



MENU PRINCIPAL 

-------------- 

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT 

DE MOTS DE LYNDON. 

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL. 

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL. 

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL. 

5- F I N .  

Entrez votre choix termine par un <;>  : 

Entrez le degre voulu suivi d'un < ;> :  

Calcul de la base canonique de R < X >  pour m= 2 et k= 3 

La base desiree est dans la liste <pbw>. Voulez-vous l'afficher?<O/N>: 
0; 

<2> < 2 >  < 3 >  
p h  = [l, xo, xl, xo , [xO, xl], xl . xo, xl , xo , [xO, [xO, xlll, 

<2> < 2 > < 3 >  
[xO, xll . xo, [[xO, xl], xl], xl . xo , xl . [xO, xl], x l  . xo, xl 1 

Tapez <c;> puis <Retuxn> pour continuer: 



WENü PRINCIPAL 

-------------- 

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT 

DE MOTS DE LYNDON. 

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL. 

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL. 

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL. 

5- FIN. 

Entrez votre choix termine par un <;> : 

Entrez un mot suivi d'un <;>:  
xo.x1.xo.x1.xo.x1; 

Votre mot se decompose en : 

x l  . x l  . x l  . x0 . x0 . x0 + 6 ( x l  . x l  . [xO, x l ]  . x0 . x0) 

+ 4 ( x l  . x l  . [XO, [xO, x l ] ]  . x O )  + x l  . x l  . [XO, [xO, 1x0, x l ] ] ]  

+ 4 ( x l  . [[xO, x l l ,  x l l  . xo . x O )  + x l  . [[xO, [XO, x l ] ] ,  [xO, x l ] ]  

+ 7 (X l  . [XO, x l ]  . [xO, x l l  . x O )  + 4 ( x l  . [xO,  x l ]  . [xO, [xO, x l ] ]  ) 

+ x i  . 1x0, [ [ xO ,  x l ] ,  x l ] ]  . xo + [[[XO, x l l ,  x l ] ,  x l ]  . xo . xo 

+ 4 ([[xO, x l l ,  x l l  . 1x0, x l ]  . xO) + [ [%O,  x l l ,  x l l  . [xO, [xO, x l ] ]  

+ [ [ x O ,  x l ] ,  [[xO, x l l ,  x l ] ]  . xo + [xO, x l l  . [xO, x l ]  . [%O, x l ]  

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer: 
c; 



MENU PRINCIPAL 

-------------- 

1- DECOMPOSITION D'UN MOT EN UN PRODUIT DECROISSANT 

DE MOTS DE LYNDON. 

2- CONSTRUCTION DE LA BASE DE PBWL. 

3- EXPRESSION D'UN MOT DANS LA BASE DE PBWL. 

4- EXPRESSION D'UN POLYNOME DANS LA BASE DE PBWL. 

5- FIN. 

Entrez votre choix termine par un < ; >  : 

Entrez votre polynome termine par un <;>:  
2*x0.x1.x0+5*x1.x0.x1-3*~1.~0; 

V o t r e  polynome se decompose en : 

5 ( x l  . x l  . xo + x l  . [xO, x l ] )  + 2 (xl . xo . xo + [XO, x l l  . x O )  

- 3 ( x i  . x O )  

Tapez <c;> puis  <Return> pour continuer: 



V. MACSYMA COMPUTATION OF LOCAL 
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MACSYMA COMPUTATION 
OF LOCAL MINIMAL REALIZATION OF DYNAMICAL SYSTEMS 

OF WHICH GENERATING POWER SER3ES ARE FINITE 
(A C M A 72) 

ABSTRACT 

We present here a package of MACSYMA programs, allowing to "manipulate" words, and noncom- 
mutative power series over some finite alphabet. 

On the base of works of M.Fliess and C.Reutenauer, concerning local realization of non linear 
dynarnical systerns, we present an algorithm allowing to cornpute the local and minimal realization 
of finite generating power series. We describe that aigorithm in the aigebraic computation language 
MACSYMA. 

The programs in MACSYMA and eome examples are given in annex. 
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MACSYMA COMPUTATION OF LOCAL MINIMAL REALIZATION 
OF DYNAMICAL SYSTEMS OF WHICH GENERATING POWER SERIES ARE FINITE 

O. INTRODUCTION. 

We present here a package of MACSYMA programs, allowing to "manipulate" words, and noncom- 
mutative power series over some finite alphabet X.  

This package contains, in particular, implernentation of shufle product, lefî and right nmainder, 
production (up to some fixed degree k) of the Lyndon basis of the free Lie algebra Cie<X>,  and the 
canonical " Poincaré-Birkhoff- Witt" basis of noncommutative polynomials over X. 

As a development, we present in the some package an aigorithm that cornputes the local and 
minimal realization of dynamical systems with finite generating power series. Lyndon words are used to 
compute the local coordinates. 

1. DEFINITIONS AND NOTATIONS. 

Let X be a finite and totally ordered set. The elements of X are cailed letters and the elements of 
the free monoid X* generated by X are called wonis. The empty word is denoted E .  

We define a noncommutative power series S over X = {zo, ..., with coefficients in R as a 
map from X* into R. We denote <Slw> the image of w by S. The forma1 power series is denoted by a 
formal sum as follows : 

S= C < S l w > w ,  
wEX' 

< Slw > is &O cailed the coeficient of w in S. The set of noncommutative power series is an algebra 
denoted R < X > . 

The subset of X* defined as below : 

is called the support of the power series S. 

The power series with a finite support are called a polynomials. The set of al1 polynornials is an 
sub-aigebra of R < X  > denoted R< X >. 

1.1. Left an right remainder of a noncommutative power series. 

Let S E Re X > be a noncommutative power series and let u E X* be a word. We define and 
denote SD u (resp. u a S) (cf G.JACOB& N.OUSSOUS[B) the right (resp. lefl) remainder of the power series 
S by the word u as follow : 

S D U =  < S ( w  > w ~ u ,  (resp. u a S =  <Slw > u a w ) ,  
wEX'  wEX*  

where 
V, if w = u v ,  V, if w = v u ,  

W D U =  resp. u a w = 
0, elsewhere, 0, elsewhere. 



12. Shunie product. 

Let u,u,ut, ut E X* be worde, z, y E X be ktters. We define (m, h x  example a . J A c o s o  
~ . o ~ s s o ~ ~ [ 4 ] )  the du& p d u c t  of u and v recursively se fdlows : 

UW& =&wu = U ,  

uur u tz(u1ui u)  + ~ U I U  v'), i f  u = zut and u = yvt. 

We consider a system of the following form: 

i ( t)  = u<(t)X(q) with uo(t) li 1 for ail 1, 

g E Q, Q is an R-analytic connccted oa~etly of dimension n, 
Yi, O 5 i 5 m - 1, are analytic vector fields, 

& h, is a R-analytic findion u lbd  obrerwlion, 2- $ _  7 * Ü 

& d & ate dehed in a neighbourhood of the given initial state q(O), 
U I ,  1 < i 5 m - 1, are m l  and piecewe co~îinuow f t n ~ t i o ~ ~ . , .  L, 

:pCe +k 
e -9 .&':*%f 5:i ù. 1 i,,qq-*te 

For smd enotxgh time and inputs, the outprit y is gim by the PEANO-BAKER formula (cf 
Y.FLESS[S], CJZEUTENAWlO) O.JACO- N . O U S S O U ~ ~ )  -the M. F k  f ü n d m u  f a r d - :  

-*r,. 

where I,(q meam evaiuation in *(O), Ji 6.w ia the iteirted Piegirl definsd recursively as f o l h :  

( thb  d a t i o n  is the irymetric one of the d e h i t h  given by M .  PLESS[~]) .  

h particdu : 1; 6.xo = uo(r)dr r t ,  ahce ~ ( r )  o 1. Y. m the -$@nr+jial, o m o r  
d a t e d  to the m r d  w and d&ed (a.accom ~.ovssovs(rl) by : . . 

The InputJQiitput IwhanOUr of ryrtem (C) n compictely defin8d by its ~ e n m t i n g  power rents 
in the noncomm~tetiue t # r r i . b b  soi ..., zcn-i, &cm by th fbmh ( M . P L W S ~ J )  : 



Let Lie < X > the fie-Lie-algebra generated by X ( X  = ( z o ,  z l ,  ..., z,,~)) in which the Lie-bracket 
is defined by : 

[zi1 z j ]  = X i Z j  - 2 j Z i .  

Lie polynomials are the linear combinaisons of Lie words. Lie words are either elernents of X or 
brackets : 

[Pl QI = PQ - QP, 

where P and Q are Lie words. 

DEFINITION. - The Lie-Rank of a forma1 power series S E R < X »  is defined by : 

R L ( S )  = dim S D Lie < X > 
= d i m [ s p n { S  D P ( P  E Lie < X >)], 

where " S b  P" means the right remainder o j S  by the Lie polynomial P. 

DEFINITION. - Let S E IR<X » . We define the Lie-Hankel matriz associated to S as the infinite 
array, denoted L X s ,  of which the lines are indezed by some totally ordered basis of L i c < X >  and the 
columns are indexed by X* (sorted for lezicogmphic by length order) such as : 

We show easly that : 
R L ( S )  = Rank(L'Hs). 

III. LYNDON WORDS AND LIE BASIS. 

111.1. O d e r  over words and conjugation classes. 

Let X be a finite and totaily ordered set. We totaily order X* as follows : 

V u , v  E X * ,  

(i) 3 w # E auch that uw = v ,  

( i i )  3 x ,  y, z E X* and a ,  b E X such that u = z a y ,  v = zbz and a < b. 

So we have the usual lezicographical order on X* (M.LOTHAIRE[~]). With this order, we have the 
following properties: 

A word u is a factor of a word v if 

3 z ,  y E X* auch that v = zuy .  

If z = E (resp. y = E) ,  we say that u is a left (resp. right) factor of v ,  pwper if y # E (resp. x # E ) .  

Two words u and v are said to be conjugate if 

3 z , ] ~  E X* auch that u = z y  and v = yz. 



111.2. Lyndon words. 

The definition and properties of Lyndon words can be found in M.LO-$], G.MELANÇON& 

C.REUTENAUER[7l or J .P.DWAL[l]. 

DEFINITION. - A word w E X* is a Lyndon word if, and only i f :  

( i )  it i s  strictly smaller than any of i ts  conjugates, 
(ii) it i s  strictly smaller ihan any of i ts  proper right factors. 

Let L denote the set of Lyndon words over X .  

PROPERTIES : 

(1) Let w E L\X and m its longest pmper right factor in L. If w = l m ,  then 1 E L and 1 < l m  < m .  
The couple u(w)  = (1, m) is called the standard factorisation of W .  

w E X ,  
( 2 )  w E L if and only if 

w = lmwith 1 , m E L  and I<m. 

The last property gives us an algorithm to construct the Lyndon words up to a given degree. Some 
implementations of that algorithm were given in MACSYMA (N.OUSSOUS[~]) .  

111.8. L yndon basis. 

For more precisions, see G.VIENNOT[ll] .  We consider on Lie<X> the Lyndon basis which is 
recursivly defined as follow : 

c(2) = 2 for + E X ,  

C ( W )  = [ ~ ( l ) ,  c (m)] ,  for  w E L\X, such that u ( w )  = (1, m) .  

where the brackets are the Lie ones. This definition gives us an algorithm to construct the CHEN-FOX- 

LYNDON basis of the free Lie algebra. 

IV. REALIZATION OF DYNAMICAL SYSTEMS. 

Locally, the problem of realieation can be expressed (cf M.Fliess[3]) as follow : Let an Input/Output 
behaviour given by its generating power series, is there a differential system like (C) which has the same 
generating power series? In positive case, describe it. 

IV.1. Power sen'es pmduced differentially. 

DE FINITION[^]. - The formal power series g E R < X >  is  pmduced diffenniially i f ,  and only i f ,  
them exists : 

( i )  r E IV, and an homomorphism Y h m  X* inio the diffenntial operotor elgebra over 
R[q l ,  ...,gr], such that : for al1 2i E X ,  Yi = y ( 2 i )  i s  a formal vector field, 

( i i )  a commutative forma1 power sen'es h E R[q l ,  ...,gr] such ihat : 

Vw E X* < gIw >= Yw O hlo 

where Io means evaluation in ql = ... = gr = 0. 



We cal1 the couple (Y, h) a diffenntial npnsentation of g, of dimension r. 

From (II) it is obvious that: 

g is the generating power series of a system iike (C) if, and only if, g is produccd dflerentially. 

Thus: 
The etudy of local realizations 

is equivalent to 
the study of daerential representations 

IV.2. Fliess theorem. 

THEOREM[S]. - The power series g E R< X > is produced differentially if, and only if, its Lie- 
Rank, r, is finite. In this case, r is equal to the smallest dimension of al1 its differential representations. 
If ( y ,  h) and (y', h') are two diffenntial rcpresentation of dimension r of g, then there ezists a continuous 
automorphism (o of REql ..., gr] such that: 

Vw E X*, Vk E R[q1, ...,gr], h' = p(h) and p(Y, O k) = Y; O 9 0 ) .  

(Y, (resp. Y',) means the image of w by y (nsp. y')). 

The realization ( y ,  h), unique up to isomorphism, is said minimalor nduced. For us, the realization 
problem consists to compute the Lie-rank of the generating power series g and find some polynomials 
q1, ..., qr such that g (in first noncommutative polynomial) can be expressed as a linear combinaison of 
the shuffles of the polynomials ql, ..., q,. We denote this new expression h. To define the homomorphism 
Y, we compute the vector fields Yo, which are the respective images of the letters 20, ..., 2m-1 

and are given by the following formula (M.FLIESS[S], G.JACOB& N.OUSSOUS[5] or C.REUTENAUEF~~O]) : 

Elsewhere, if k E R[ql, ...,gr] and if we denote q(k) the coresponding generating power series, 
then: 

VwEX*,  V v E X f ,  < q ( Y , o k ) l v > = ~ , ~ ( Y , o k ) ] ~ ~  

=(Y", 0 k)~, 

= < q(k)lvw > 
= < w a q(k)lu >, 

Thus q(Y, O k) =w a q(k). 

We show that the action of the dserential operator Y, on the (commutative) power series k is 
equivalent to the left remainder of the generating power series q(k) by the word W. 

In particular, q(Y. O qj) = Zi a q(qj). Since Yi O qj = @(ql, ...,gr), then rire have a mean to 
compute @:(ql, ..., gr). 

IV.$. Local cooniinates. 

We consider the sub-Lie-algebra of Cie < X  >, of codimension r, defined by (G.JACOB& N.OUSSOUS[4], 
C.REUTENAUER[IO]) : 

A ( g ) = ( P € C i e < X >  I g o P = 0 )  

A(g) is generated by the Lie polynomials which annul the power series g. 



We set: 
V ( A ( g ) ) = { Q €  R a x w  I Q Q o ( g ) = O } .  

Let ( f i ) i L l  be Lie polynomials such that Pi,  ..., Pr is a bat& of Cie <X> modulo A(g) ,  and 
P,+l, ..., P,, ... is a basis of A(g). We define the polynomials ql, ...,gr without constant term such that: 

< qj D Pilé > = 6, for i 5 r ,  
(IV.3) 

qj E V(A(g)) .  

where < qj D Pile > is the coefficient of E in the right rernainder of qj by the Lie polynomial f i .  1 
1 

We know, with according to MELANÇON & R E U T E N A U E F ~ ~  or D.E.RADFoRD[~],  that the Lyndon words 1 
are a transcendance basis of the suBe algebra R < X  >. Elsewhere, we have the following importante 
relation: 

< l j  D Pil& >= bjj 

where l j  is a Lyndon word which corresponding to element Pi of Lie basis. 1 

V. THE PROGRAM 

Our prograrn wnsists of two parts : the first part compute the local realization and the second l 

part allows us to verify that this realization is correct. 

The first part consists of one principal procedure which has two arguments and cal1 four procedures. 
It is written in MACSVMA on a workstation SUN 3. 1 

(1) CALYN(S, m )  : the principal procedure. I t  has two arguments: 

- S : a noncommutative polynomial (as a generating power series of a dynamical analytic system). 

- m : a cardinal of the alphabet in which S is written. 

- Output : 

l the system of uector fields, (Yo,  Yi, ..., Y,,,,l}, 

l the observation H. 

This procedure calls four procedures which are discribed below. 

(1.1) MATLYN(S ,~)  : has the same two arguments as CALYN. 

- Output : 

l MatLieHan : the Lie-Hankel matrix aseociated to S. 

e t  : the Lie-Rank of S. 

(1.2) LYNCOORD(MO~) : bas one argument : 

- Mat : is the matrix constructed by the above procedure. 

- Output : 

l a system of r local coordinates, { Q I ,  ..., Q , } ,  which are the polynomials 



constructed over the Lyndon words. 

(1.3) EXPRIME(PO~, Tab, ztab) : has three arguments. 

- Pol : is a noncommutative polynomial. 

- Tub : is an array of Lie polynomials. 

- stab : is an array of noncommutative polynomials (QI, ..., 9,). 
- Output : 

Pol : as a commutative polynomial over QI, ...,Q,, with shuffle product. 

This procedure is used to compute the observation and the components of vector fields. 

(1.4) ACTIONX(Z) : has one argument. 

- Z : is an array of local coordinates. 

- Output : 

A two-dimensional array of components (noncommutative polynomials) of vector fields. 

This procedure computes, for each local coordinate, the left remainder by each letter. 

(1.5) CHVECT(MU~Z) : has one argument. 

- Matx : is a two-dimensional array of components of vector fields produced by the above 

procedure. 

- Output : 

The system of vector fields {Yo, ..., Y"-1). 

The second part consists of one principal procedure which has three arguments. 

(2) VERIFIER(TU~, H, n) : has two arguments : 

- Tab : a two-dimensional array wich is produced by CHVECT 

and enclosing the components of vector fields, 

- H : a commutative polynornial (the observation), 

- n : is the Lie-Rank of S. 

- Output : 

The generating power series associated to this system of vector fields 

and the observation H. 
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VI. COMPLEMENT A.C.M.A.R. 



COORDONNES LOCALES ET MOTS DE LYNDON 

Dans ce complément nous présentons la méthode de calcul des coordonnées 
locales utilisant les mots de Lyndon. Ensuite, nous donnons un algorithme qui permet 
de calculer l'expression du polynôme à réaliser (quand elle existe) comme combinaison 
linéaire des mélanges des coordonnées locales. A la fin, nous donnons un exemple simple 
mais, qui présente toutes les difficultés que nous avons résolues. 

2. Calcul des coordonnées locales. 

Nous disposons de la matrice de Lie-hankel. Le calcul du rang nous permet 
d'avoir le nombre de lignes linéairement indépendantes de cet te matrice. 

A la série S nous associons la sous-algèbre de Lie A(S) définie par: 

On considère la sous-algèbre de R«X > défini par: 

Y ( A ( S ) ) = { Q € I R < X >  1 Q b A ( S ) = O  ), 

et on se propose de chercher une base de cette sous-algèbre. 

Pour des séries polynomiales, A(S) est engendrée par des polynômes de Lie Pi 
vérifiant S b Pi = 0. 

On suppose que l'on a n lignes non nulles (n 2 r ) .  Il existe donc des relations 
de dépendance entre les lignes de la matrice de Lie-Hankel. On aura donc n - r relations 
de dépendance : FI, ..., F,-,. Ces relations vérifient : Sb Fj = O, pour 1 5 j 5 n - r. 

On doit trouver des polynômes QI, ..., Q, qui soient des combinaisons linéaires 
de mélanges de I I ,  ..., lp , où les li représentent les mots de Lyndon de degré inférieur ou 
égal au degré de S. 

Il faut que les polynômes (Qj), 1 5 j 5 r, soient dans V(A(S)) et  donc, il faut 
qu'ils soient annulés par A(S). Soit PLi le polynôme de Lie correspondant au mot de 
Lyndon de plus haut degré dans l'expression de Qi. Alors les Qj doivent vérifier : 

où < PLi  lQj > signifie le coeflcient du mot vide dans l'expression du simplifié à gauche 
de Qj  par le polynôme PLi.  Pour avoir un système de générateurs de A(S), on prend les 
éléments suivants : 



Complément A. C. M. A. R. 

. - > A  - à 
.#+ 

Les éléments de la base de Lie qui donnent un simplifié à gauche de S nul, 
", 4.3. > 7. 

les relations (&)lsiln-r ci-dessus. 

Pour calculer les polynômes Qj on procède de la maniére suivante : l 
1) Si n = r, et donc il n'y a pas de relations de dépendmce entre les lignes de ~ 

la matrice de Lie-Hankel, dors on prend les polynômes (mi), 1 < j 5 r, qui ne sont rien 
d'autre que les mots de Lyndon correspondant aux polynôaes de Lie indiçant les lignes 
de la matrice. 

2) Sinon, c'est à dire, on a des relations de dépendance : FI, ..., Fn,, , alors 
on cherche les relations duales sur les mots de Lyndon en déterminant une base du noyau 
de l'application linéaire F définie par les relations Fi, F2, ..., Fm,, comme suit : 

< FlI. > 
< -:. 

F = ( < F ; - > )  : &J * ,#$$-r, 

f ."  < Fn-rl. > 
x = (x1,x2 ,..., xp) - F(x). 

où p est le nombre de mots de Lyndon ~. . de degré plus petit ou égal au degré du plus grand 
polynôme de Lie nyannuiant pas S. 

On sait que dim(Ker(F)) 2 r. En plus, si les Fi sont "normalisées", c'est-à- 
dire, si le coefficient du polynôme de plus haut degr4 est égai à 1, dors F sera surjective . 
car sa matrice : llld_ 

x x x 1 O ... 

. !) X K X X 1 ..* 
. 

x x x x x ... 11 
est de rang r et donc dim(Ker(F)) = r. ' F &3:7!7$~"u 

, On obtient r vecteurs linéairement indépendante ul ,  ..., v,. On calcule alors les 
polynômes (mi) en &ctuant les produits scalaires : 

Une fois qu'on a les mj, pai le (1) ou p u  le (2), il faut vétifier s'ils appartiennent 
ii la sous-algare V(R(S)). Sinon, c'est-&.dire si m, e P = t # O, di P est un élément 
de A(S), alors on cherche un polynôme T qui aoit wmbinaison l i n w e  des mélanges de 
mots de Lyndon et qui vérifie : 

Pour cela, on considIse tous les mots de Lyndon de degré inferieur ou égal 
b d = do&) + deg(P). Ensuite, on calcule tous les mélanges des mots retenus et 
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dont le degré reste inférieur ou égal à d. Supposons qu'on ait obtenu s polynômes 
mll, ml2, ..., ml,, on pose alors : 

puis, on calcule le simplifié de T, à gauche par le polynôme P, et on résout l'équation : 

On peut avoir plusieurs solutions, on garde une parmi celles dont la somme avec mi est 
non nulle, appartiennent à V(A(S)), et vérifient la condition : 

Les polynômes (Qj), 1 5 j 5 r, sont alors définis par : 

et seront appelés coordonnées locales. 

On sait que les mots de Lyndon forment une base de transcendance de l'algèbre 
de mélange (G.MELANÇON& C.REUTENAUER OU RADFORD). On peut donc exprimer S 
comme combinaison linéaire des mélanges des mots de Lyndon Il, ..., 1,. Chacun des 
polynômes Qj peut s'écrire, à un changement de notations près, sous la forme lj + Q'j 
où lj est le mot de Lyndon de plus haut degré dans l'expression de Qj. On retient donc 
les polynômes de Lie Pj correspondant aux mots lj. 

Pour avoir l'expression de la fonction d'observation, on exprime la série S en 
fonction des mélanges des Qj et pour cela, on utilise l'algorithme suivant : 

O T t S ,  H t O ,  

O j t r ,  

O f a d l  t fact c 1, 

O T Q  (j  # O et S # O) FAIRE 
n - O ,  

T Q T b P j # O F A I R E  

O T t TbPj1 

O n c n + l ,  

F T Q  

cste t terme constant de T, 
SI cste # O ALORS 

O S t S- a n! * (factluiqjwn), 
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0 H t H + l f ; l r * ( f a d * ~ ~ ) ~  
0 factl t fact t 1, 
0 T t S ,  
0 j t j + h ,  k t  O, 

SINON 
Q f a d 1  t f * (f a c t l ~ q j ' ~ ) ,  

0 fa& + & * ( f a d * g n ) ,  
o j t 9-1, k +- k + l ,  

O FTQ 

La petite boucle se termine puisqu'au bout d t n  certain nombre de simplificrir 
tions le reste devient nul. La grande boucle s'arrête aussi puisque le nombre de polynômes 
Pj est fini. 

Dans ce qui suit, je donne un exemple qui illustre ce complément. 

On produit les éléments de X" jusqu'au degré 4, en respectant l'ordre lexi- 
cographique PEU longueur. Ensuite, on produit la base de Lie jusqu'à l'ordre 4 : 

BLie = {=O, XI,  [=O, cl], [XO, [xo,xlJ, [[=0,~11, XII, [XO, [XO, [XO, ~1111, 

[%O, [[=O, ~ 1 1 ,  ~111, [[[xo, 211' ~ 1 1 ,  ~11). 

Les polynômes de la base de Lie correspondants aux lignes non nulles sont 

Le rang de Lie de cette adrie est : 4. 

Les relstionrr de dépendance sont : 



Complément A. C. M.A. R. 

Les polynômes de Lie qui annulent S sont : 

Fl, F 2 ,  

[%O> [XO' [xo, x1111, [[[xo, ~ 1 1 ,  ~ 1 1 ,  ~ 1 1 '  
et tous les polynomes de Lie de degré supérieur à 4. 

Aux deux relations Fi et F2 ci-dessus, on associe l'application linéaire F définie 
comme suit : 

La matrice associée à cette application linéaire est : 

Le noyau de F est de dimension 4 donc on peut trouver 4 vecteurs linéairement 
indépendants qui engendrent I<er(F). Ces vecteurs sont les suivants : 

d'où : 

ces polynômes doivent être annulées par les annulateurs de S. Ce qui n'est pas le cas pour 
m4 puisque m4 D F2 = -$xi. Il faut donc trouver un polynôme T qui soit combinaison 
linéaire des mélanges des mots de Lyndon et dont le simplifié par F2 soit égal à f xi. Il en 
existe plusieurs, mais on en garde le polynôme T = f l2 .v l2 + Il = i x ?  + xo . On complète 
m4 par T. On aura alors : 

Expression de S en fonction des mélanges des polynômes (qi)lli14. On retient 
les polynômes de Lie correspondant aux mots de Lyndon de plus haut degré apparaissant 
dans les (qi)lli<_4. Dans notre exemple, on retiendra : Pl, P3,P4 et Ps. On utilise 
l'algorithme précédent et on obtient : 



Complément A. C.M.A.R. 

On obtient alors : 

Calcul des champs de vecteurs : 

Le8 champs de vecteurs sont donc : 



Complémeni A.C.M.A.R. 

En partant de la fonction d'observation H et des champs de vecteurs Y. et YI, 
nous allons chercher la série génératrice correspondant à cette réalisation (en principe, 
si la réalisation que nous avons calculée est correcte, nous devons retrouver la série de 
départ). L'algorithme de calcul est résumé par l'arbre suivant : 

On trouve alors : 

(Yo 0 YI O Y. O YI O H)lo = 1 a < S ~ X ~ . ~ ~ . X ~ . ~ ~  >= 1, 

(Y1 0 Yo 0 Yl O H ) l o  = 1 a < SJZ~.X~.X~ >= 1. 

D'où : 
S = 2 1  -20 .XI + zo .Zl .xo .cl. 



VII. REALISATION LOCALE ET MINIMALE 
DES SYSTEMES DYNAMIQUES NON 
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RI~ALISATION LOCALE ET MINIMALE 
DES SYST~MES DYNAMIQUES NON LIN*AIRES 

ET MOTS DE LYNDON 

G. ~acob(*) & N. Oussous ('1 

ABSTRACT : 

This paper attempts to present an algorithmic computation of the minimal realization of analytical 
dynarnic systems. For that, we use Lyndon words as transcendance basis of the formal power series algebra (for 
the shuffle product). 

First, we recall the classical notions of Hankel and Lie-Hankel matrix of generating series and its Lie 
rank. We explain the natural correspondance between the dserential geometry of the observations and the 
forma1 power series algebra. Then, we show that al1 geometrical computations in the observation space can be 
transposed in the forma1 power series algebra. Finally, we show that each dynamical system of finite generating 
series admits a polynomial minimal realization. We use a fact that any finite generating series can be written 
as a polynomial on Lyndon words for the shuffle product. 

KEYWORDS : 

Nonlinear systems, minimal realization, generating series, symbolic calculus, dserential geometry. 

O. INTRODUCTION. 

Le problème de la réalisation a fait l'objet de plusieurs travaux dont nous citons R.E.Kalman[lG] pour 
les systèmes linéaires, P.D'Alessandro, A.Isidori and A.Ruberti[3], M.Fliess[5], G.Jacob[lS] et J.H.Sussmann[23] 
pour les systèmes non linéaires particuliers dits bilinéaires. Et enfin B.Jakubczyk[l6], H.J.Sussmann[24] pour 
les systèmes non linéaires généraux avec solutions régulières quel que soit le temps et quel que soit l'entrée. 

Chacun des auteurs cités a utilisé des moyens plus au moins sophistiqués pour montrer l'existence et 
l'unicité de la réalisation. Nous retenons les travaux de M.Fliess[9], repris par C.Reutenauer[22] dans lesquels 
tous les deux ont utilisé les séries formelles comme outil principal pour montrer l'existence et l'unicité de la 
réalisation locale minimale des systèmes dynamiques non linéaires. 

Dans ce papier, nous commençons par la présentation d'un certain nombre d'outils de manipulation 
des séries formelles non commutatives (ces outils déjà étudiés dans [13] et implémentés dans [14])). Ensuite, 
nous exposons la correspondance entre l'aspect géométrique des systèmes dynamiques non linéaires et  l'algèbre 
des séries formelles. Nous rappelons dans le paragraphe IV des définitions et certaines propriétés des mots 
de Lyndon dont une étude plus approfondie est faite par J.P.Duval[4], M.Lothaire[l8] et G.Melançon & 
C.Reutenauer[20]. Dans le dernier paragraphe nous rappelons les résultats essentiels sur la réalisation locale 
des systèmes dynamiques non linéaires et nous montrons qu'en utlisant comme base de Lie <X > la base de 
CHEN-FOX-LYNDON et le fait que les mots de Lyndon forment une base de transcendance de l'algèbre des séries 
formelles munie du mélange (G.Melançon & C.Reutenauer [20] ou D.E.Radford[21]) nous permettent de réaliser 
les systèmes dynamiques non linéaires de série génératrice finie. Cette réalisation a été implémentée sous le 
système de calcul formel MACSYMA[~~] dans [14] et [15]. 

Dans ce cas particulier, nous calculons complètement la réalisation. 

('1 Laboratoire d'Informatique Fondamentale de Lille.- U.A. 369 du C.N.R.S.- Université de LILLE 1.- 
59655 VILLENEUVE D'ASCQ CEDEX. FRANCE. Tel. 20 43 47 18 ou 20 43 42 57. 



1. POLYNOMES, SERIES FORMELLES E T  AUTOMATES SYNTAXIQUES. 

Soit X = {xO,xl, ..., xm-l), un ensemble de lettres appelé alphabet. Soit X* le monoide labre engendré 
par X. Un élément de X* est appelé mot. Le mot vide, noté e, est le mot qui ne contient aucune lettre. La 
longueur d'un mot w, notée Iwl, est l'entier représentant le nombre de lettres qui le constituent (ainsi le1 = 0). 

1.1. Polynômes et sdries formelles. 

Une sdrie formelle S est une application de X* dans R, qui à tout mot w aesocie S(w), noté < Slw >, 
et  appelé coeficaent du mot w dans la série S ;  elle sera notée comme une somme infinie CurEX. < SIW > W. 

L'ensemble des séries formelles forme une algèbre qui sera notée dans la suite R « X  > . 
L'ordre d'une série formelle S, noté w ( S ) ,  est défini (cf J.Berste1 & C.&utenauer[2] ou G.Jacob & 

N.Oussous[l3]) par: 

Le support d'une série S est le langage: 

Un polynôme est une série formelle de support fini. On notera l'ensemble des polynômes R< X >, c'est 
une sous-algèbre de R < X >  . 

Le degr6 d'un polynôme P E R< X > est défini par: 

si P = O, = 
sup{lwl avec w E ~ u p p ( ~ ) ) ,  si P # O. 

On notera Lie < X >, la IRalgèbre de Lie libre engendrée par X, dont R < X > est la &algèbre 
enveloppante universelle. Un élément de l i e  < X > sera appelé polynôme de Lie, c'est une combinaison linéaire 
de mots de Lie et un mot de Lie est défini par: 

[P,Ql = PQ - QP' 
où P et Q sont des mots de Lie. Le produit P Q  représente le produit de concaténation (produit associatif). 

1.2. Produi t  de mélange. 

Le produit de mélange de deux mots (cf G.Jacob & N.Oussous[l3]) est défini récursivement par : 

VW E X * ,  w ui E = &  LU w =  w, (E étant le mot vide). 

Vu, v E X*, Vx, y E X,  (zu) uJ (yu) = x (u ui (yu)) + 9 ((xu) ui v). 

On prolonge ce produit aux séries en posant, pour S, T E R < X > :  

Ce produit est commutatif et associatif. 

1.3. Calcul de  résiduels. (cf G.Jacob & N.Oussous[l3]). 

DEFINITION 1.3.1. - Soit S E R < X >  . On pose, pour tout u E X*, 

u a S =  < S l w u > w  ( + e s p . S ~ u =  < S l u w > w ) ;  
wEX' wEX*  

que l'on appellera le simplifié de S à droite (mp. à gauche) par u. 

En d'autres termes, on a, pour tout w E X* : 

< u a S(w >=< Slwu >, et < S D ulw >=< Sluw > . 



Remarques: 
1. VSE R<x>, c a S = S D e = S .  

2. Par définition du support d'une série et d'après la définition 1.3.1, on peut voir facilement que: 

Supp(u a S )  = { w E X* ( wu E Supp(S) ) et Supp(S D u) = { w E X* 1 uw E Supp(S) ). 
1.4. R-automates  et matrice de Hankel. 

DEFINITION 1.4.1. - o n  appelle R-automate, le quadruplet (&, go, 3, *) tel que: 

E est l'espace vectoriel des états, 

qo est le vecteur état initial, 
3 est une forme linéaire (dite d'observation) définie sur  E, 
* est une action de X* sur  &,telle que l'application q - w * q, 

est une application linéaire de E dans E. 

DEFINITION 1.4.2 [iz]. - Soit S E R X >, une sCne formelle. On appelle automate syntaziqtte 
(à gauche) de S, le kR-automate (&, S, 3, a) tel que: 

& = s ~ ~ ~ { w ~ S I W E X * ) ,  

S est l'état initial, 

3 est définie par 3 ( S )  =<SI&>, 

a : X*xE-&,  

(w,T) c--. w a T .  

C'est l'automate des résiduels. Il est complètement accessible et complétement observable au sens des 
automates. C'est donc le R-automate minimal reconnaissant S. Cet automate est en général de rang infini. 

DEFINITION 1.4.3 [5]. - Soit S E R < X  > une série formelle. La matrice de Hankel associée à la série 
S est un tableau infini, noté 'Hs, dont les lignes et les colonnes sont indicCes par les Cléments du monoide libre 
X* et tel que le terme se trouvant à la ligne u et d la colonne v est le coeficient < S)uv > du mot UV dans S. 

D~FINITION 1.4.4 151. - On appelle mng de Hankel de la série S, et on note 'RNs, le mng de sa matrice 
de Hankel 'Hs, (si ce rang est fini) et +oo sinon. 

Le rang de Hankel de S est en général infini. Si il est fini, alors S est mtionnelle (cf M.Fliess[5] ou 
G.Jacob[lfl]). 

Les lignes (resp. colonnes) de 'Hs engendrent un R-espace vectoriel de dimension égale au rang de 3is. 
On note Lu la ligne de 7fs indicée par le mot u. On a (cf G.Jacob & N.Oussous[l3]): 

Vw E X*, L,(w) = < Sluw > = < SD ulw >, 
donc Lu = S o u .  

On en déduit que la ligne Lu de 'Hs contient exactement les coefficients de la série résiduelle S D u, 
et représente un état de l'automate minimal. On a donc 

7 2 % ~  = dirn span{ Lu 1 u E X* ). 
Soit P E R < X > . On définit la ligne Lp de 7fs par: 

LP = (< SIPU >),,EX. = (< Sb Plu > ) u E ~ - .  

Cette ligne contient donc les coefficients de la série résiduelle S D P. Et on a: 

Remarque. - Tout ce qu'on vient d'énoncer à propos des lignes de '?is peut être répété pour ses colonnes et 
les simplifiés de S à droite. 



DlIrINITIoN 1.4.5. - Soit S E R < X >  . On ddfinit la matrice de Lie-Hankel aesocide d S,  comme dtant 
un tableau infini, notC CZs, dont les lignes sont indictes par une base totalement ordonnde de Cie < X > et 
dont les colonnes sont indicdes par X*, ordonnd par l'ordrt lezicogmphique par longueur, et ddfini par: 

LXs(pi,w) = < SJPiw > = < SD PiJw > . 

DÉFIMTION 1.4.6. - On appelle rang de Lie de S, et on note RLs, le mng de sa matrice de Lie-Hankel, 
si celui- ci est fini et +oo sinon. 

On a donc (cf M.Fliess[S]) RLs = dim span{Cp 1 P f Cie < X >). 

II. CHAMPS DE VECTEURS ET SYSTEMES DYNAMIQUES. 

On considère un système analytique de la forme: 
m-1 

*(t) = ui(t)x(q) avec uo(t) 1 pour tout t ,  
(C) i=o 

où 
q E Q, Q une variété Ranalytique connexe de dimension N, 
K, O 5 i < m - 1, sont des champs de vecteurs analytiques, 
hl fonction d'observation, est une fonction analytique réelle, 
Les K ,  et h sont définis dans un voisinage de q(O), où q(0) est donné, 
ui, 1 5 i < m - 1, est une fonction réelle continue par morceaux. On posera u = (uo, u l ,  ..., u,-1) qui 

sera appelée fonction d'entrée. 

11.1. Formule fondamentale. 

A chaque entrée ui, on associe une lettre xi, (O 5 i 5 m - 1). L'ensemble de toutes les lettres 
X = (xo, XI, ..., x,-~) est appelé alphabet de commandes. Soit X* le monoïde libre engendré par X. 

On considère l'homomorphisme y défini de X* dans l'ensemble 'D des opérateurs différentiels qui à 
toute lettre xi de X associe le champ de vecteurs Y(x~)  = K .  Ainsi pour un mot w E X*, l'opérateur 
différentiel Y(w), que l'on note Y,, est défini par: 

y(w) = Yu/ = Yi, O Yi ,... O K, pour W = Xi,Xi,  ... X i k l  

y(&) = Yc = Identité. 

L'action d'un opérateur différentiel Y, sur une fonction analytique f,  définie sur la variété Q, sera notée Y, of .  

Pour des entrées et le temps suffisamment petits, la sortie est donnée par la formule de PEANO-BAKER 

(cf M.Fliess[S] ou C.Reutenauer[22]) dite aussi formule fondamentale de MFLIESS: 

où Iq(o) signifie l'évaluation en q(O), $: 6,w est l'intégrale itérée associée au mot w, relative à l'entrée u 
pendant l'intervalle de temps [Olt]. On rappelle que les intégrales itérées sont définies par récurrence sur la 
longueur du mot w comme suit: 

t 
si w = &, dors 1 6 , ~  = 1, 

1 si w = u s ,  alors l 6, w = 4' (1' ~ U V )  ui(r)dr. 

(Cette définition, développée aussi par Hoang Ngoc Minh & G.Jacob dans [11], est symétrique de celle 
donnée par M.Fliess dans [8]). 

En particulier: 6,,zo = $ uo(r)d7 = t ,  puisque uo(r) 1, pour tout r. 



Le comportement Entrée/Sortie du système (C) est entièrement défini par sa série génératrice g 
(cf M.Fliess[S]), qui est une série formelle en les variables non commutatives zo, xi, ..., z,, 1, donnée par: 

< g(w > étant le coefficient du mot w dans la série g, la sortie y(t) peut s'écrire: 
t 

p(t) = C < g I w > J I  6uw. 
w EX* 

11.2. Champs de vecteurs et coordonnées locales. 

La variété Q est de dimension N. Soient rl,zz, ..., ZN, un système de coordonnées locales. On notera 
R[rl,za, ..., ZN] et R[zl, ~ 2 ,  ..., ZN] les R-algèbres des séries et des polynômes commutatifs en les variables 
Zl,Z2, .-.,ZN. 

Le champ de vecteurs Y,, vu au paragraphe II, peut alors s'écrire: 

Ainsi, si f est une fonction analytique définie sur la variété Q, alors, l'action du champ de vecteurs Y;. 
sur la fonction f s'écrira: 

III. EVALUATION POUR UNE ENTREE DONNEE. 

La formule fondamentale peut être interprétée comme suit: la sortie y(t), pour une entrée u donnée, est 
1'4valuation de la série génératrice g pour cette entrée. 

DEFINrnoN 111.1[11]. - On appelle évaluation d'un mot w E X* pour l'entrée u, l'inttgrale itérte: 

On étend cette notion aux polynômes en posant, pour tout polynôme P E R < X  >, 

Sous réserve de convergence, on peut étendre cette notion aussi aux séries en posant: 

Eu(S) = C <Slw> Eu(w). 
wEX*  

Ainsi la sortie y(t) du systéme (C), est l'haluation de sa série génératrice g : 

y(t) = Eu(!?) (OU &u(g) = h(q(t))), 

où p(t) = )1$1 est l'état du système, initialisé en *(O), soumis à l'entrée u pendant le temps t. 

Pour des entrées dont l'intégrale, dans un intervalle [O,t], est bornée, noue avons le théorème suivant 
appelé théorème de l'unicité (cf M,Fliess[8]). 

THEOREME 111.2. - Soient S et T deux stries. Si Eu(S) = &(T), pour toute entrke u, alors S = T. 

LEMME 111.3. - Si S et T sont deux stries, alors &,(SUT) = EU(S).Eu(T). 

Preuve: 
C'est une simple interprétation de la formule d'intégration par parties (cf G.Jacob & N.Oussous[l3]). 



IV. GEOMETRIE DU WISITEME ET SERIES PORWiELtES. 

Dane ce paragraphe, aous ailone prontner comment tm m o r t e n t  des notiolir, géométriquee du système 
drae l'&&bre des &iea brme11es. En puticulier, noua &one voir comment ie traduit la dérivation d'une 
fonction andytique, l'action d'un champ de vecteun nu une fonction andytique ou encore le produit de deux 
~ tonc tbh  anaytiqum en terme de &ite fomdb. 

Dsirr P ( Q )  (dgèbre d a  &metions rndytiquea déffniae nir Q) on a deux typa d'opbrateurs diffCrentieis: 
les opibateuirr liés au système et qui sont les champ de ycckm Y,, et ie? @ateurs üirs b la vatiétd et sont de 
bform = &. 
IV.l.l. Sdwu ~ d n t m f t i o u  et bdage dw o b s e m o t i w .  . 

On appeile algOrr d'obsetvefions une mus-Wbre complète Of(o! de l ' w b r e  C ( Q )  d a  fonctions 
analytiquea au voisinage de q(O), stable par les eh8mps de vecteurs cuiaiytlqua. 

A tout système (E), on peut ~soc ie r  l'appiication (cf M.Fliess[Q]) . 

dCftnit psr: 
Vh E O,(O), = C (Yw 0 h),,,,~. 

wEX* 

Si h est une observation, a(h) est donc la s6rie @nératrice du ryrtcme (Z) muni de l'observation h. 
$7 ~ ~ o u , 1  +#= 4 b n a b  ir(dt)) 

IV.l.8 Codage des champs de vecteurs &. ' 

Voyons maintenant comment se traduit l'action d'un opérateur interne (un champ de vecteurs) sur une 
fonction analytique. On a: 

@(Y< O h) = C (Y. O (Y< O h))l,,w = < o(h)lw+i > w 
wEX* wEX* 

= <z iao (h ) lw>w= zia(ah)  
wex* 

L'opleratew Y< de Ode) srt donc rcprQtnt4 par l'opérateur tra 3 de simplification de la aérie a(h) A droite 
par la lettre si. On a,ainei reW6 I ' a e b  des chmnp de rectaus comme ttant l'action "calcul de dsiduele" 
@Ur dm &ria8 bmIfc4. 

En coordonn& buh., le champ de WC& Y( s'&rit: 

C 

En d d & - t  e b ~ t l f  G O O ~ W &  locale sj UIM 
2 8 

, OB dCtlait bs Zj = ra(zj). Alors: 

s f i o x J ) e  y *ru(y) =t i4Z j .  

D*& ano méthode dg&hd~ue pour b d ~ u 1  dm 



IV.1.3. Systdmes localement faiblement commandables. 
DEFINITION. - Soit ( C )  un systdme et soient Yo,Yl,...,Ym-i les champs de vecteurs associés. ( C )  est 

dit localement faiblement co&rnandable au point q si, et seulement si, 

Nous supposons à présent que le système (C) est localement faiblement eommandable en q. Nous allons 
montrer que Ilon peut définir un opérateur Ai sur les séries formelles vérifiant: 

Ai (gq(h)) = (ai O h). 

C'est-à-dire, à l'opérateur Bi sur les fonctions analytiques est associé un opérateur Ai sur les séries formelles. 

On note I'(T(Q)) l'ensemble des champs de vecteurs analytiques sur la variété Q. 

THEOREME 1v.i.1. - Si le systdme ( C )  est localement faiblement commandable en q ,  on a: 

aq(h) = O VZ E I'(T(Q)), uq(2  oh)  = O. 

Preuve 

Pour montrer ce théorème, il nous faut montrer, pour tout champ de vecteurs 2 E I'(T(Q)), que: 

[C aq(h)lw >= O Vw E X*] e [c aq(Z  o h)(w >= O Vw E X*] 

Ce qui s'écrit encore: 

Vh E CW(Q) telle que aq(h) = O, 

vz E r(T(Q)), on a (Y, ~ Z o h ) ~ ,  = O .  
VW E X*, 

(i) On a clairement: 

uq(h) = O Cie<Yo,Yl, ..., Ym-1 > ohlq = O a I'(T(Q)) O hlq = O 2 O hlq = 0. 

(ai) Hypothèse de rkcurrence: 

Vh E C"(Q) telle que uq(h) = O, 

on a (Yw 0 2 o h ) ~ ~  = 0. 
vw E xS", 1 

D'après (i), %RI est vérifiée. 
Supposons vérifiée %Rn. Si w E Xn,  et x E X, nous avons successivement: 

(a) or on a: uq(h) = O, [Y,, 21 E I'(T(Q)), (w( = n, et l'hypothèse %Rn entraine donc: 

(y, 0 [Y., 21 0 h)lq = 0. 

(b) et on a aussi: uq(Y, 0 h) = O, Z E r(T(Q)), Iwl = n, et l'hypothèse 'HG entraine donc: 

(Y, O Z o (Y, O h))lq = 0. 

On en déduit: (Y,, O 2 O h)lq = O. Et donc %'Rn 

L'hypothèse %Rn est donc vérifiée pour tout n E IV, d'où le théoréme. 
O 



COROLLAIRE. - 
uq(h)=O ViE[l..n], ~ q ( 8 ~ 0 h ) = O .  

On peut donc &mer que si h et k sont deux fonctions analytiques alors, 

~ q ( h ) = ~ q ( k )  ~ q ( B ~ 0 h ) = ~ q ( 8 ~ 0 k ) .  

il existe donc une application Ai de a, (Oq(o)) dans lui-même telle que aq (ai O h)  = Ai(aq(h)). 

IV.2. Algébres des observations. 

Dans ce qui suit, on va montrer que a transporte la structure d'algèbre d'observations dans l'algèbre des 
séries formelies munie du mélange. 

LEMME 1v.2.1. - u est une application linéaire, c'est-d-dire: 

~ h ,  k E Oq(o), Va, P E R, @(ah + PL) = a 4 h )  + Pu(k)* 

LEMME 1v.2.2. - Soient h, k E Oq(o), des observations. On a a(h.k) = (a(h)) LU ((a())). 

Preuve: 
Soit le système (S) suivant: 

Ce système est formé de deux systèmes (SI) et (S2), qui possèdent la m ê m e  entrée u et les sorties 
respectives y ~ ( t )  et  y2(t), la sortie du systéme est le produit des deux sorties: yr(t).y2(t). 

On peut supposer que les deux systèmes S1 et S2  sont définis sur un même espace d'état et ont le même 
Btat initial (si nécessaire, plonger S1 et S2 dans l'espace produit de leurs espaces d'états et le nouvel état initial 
est ql(0) x q2(0)). Si gl (resp. 92) est la série génératrice du système (SI) (resp. (S2)), alors la série génératrice 
du système (S) n'est rien d'autre que le mélange glrugz. 

Dans le cas présent: 

~ ( 0 )  g1 = u(hl), g2 = a(h2), et on a les correspondances suivantes, en posant q(t) = t$(,,,): 

~ ( h l h 2 )  5 h1hz(q(t)) = y1y2(t) 

~ ( h l ) ~  a(h2) 
P, 
d hlh2(cr(t)) = ~ 1 ~ 2 ( t ) .  

On en déduit que, pour toute entr6e u, (Y(u(hlh2)) = &u(a(hl)~u(h2)) .  Et d'après le théorème 111.2, 

Donc a est un morphisme de l'algèbre d'observations dans l'algèbre des séries formelies munie du mélange. 
O 

Remarque: 
a(h) = O Vw E X*, Y, O h = O h inobservable. 

En d'autres termes, l'application h - u(h) de Oq(o) dans R< X W est injective si, et seulement si, le 
système est localement observable (relativement à i. e. h inobservable a h = 0. 



IV.3. Evaluation des coordonnées locales. 

Nous explicitons ici la traduction des coordonnées locales de la variété Q dans l'algébre des séries 
formelles. 

I V 1  Structure d'algèbre commutative sur R < X >  . 
En un point q(0) on a (pour la dimension N) N coordonnées locales zi , ..., ZN où zi E , 1 5 i 5 N. 

Noue rappelons que pour tout i, on a posé Zi = a(zi) E R<X w . Les Zi sont des séries propres. En effet: 

< Zi ( E  > = (x 0 Zi)l,co> = Zilq(o) = O. 

Dans R < X W les séries propres permettent de définir une topologie par le système fondamental de 
voisinages de zéro: 

W n = { S E R < X >  I w ( S ) L n ) .  

Au produit des fonctions analytiques correspond, par a, le produit de mélange des séries formelles (qui est 
un produit commutatif). Soit a = (il, iz, ..., ik), un multi-indice, (k 2 O), alors on pose (cf S.Abhyankar[l]) : 

où uij est la puissance ipe pour le produit de mélange. D'après le lemme IV.2, on a: 

IV.S.2. Topologie dans 
Puisque les ri forment un systéme de coordonnées locales au point q ( O ) ,  alors toute fonction f E 

admet un développement analytique: 

a 

où a parcourt les multi-indices. Appelons ordre d'une fonction h E O,(o) (par rapport aux ri) l'ordre Q(h)  du 
développement en série de h sur les ri. La topologie sur peut être définie par le système fondamental de 
voisinages de zéro: 

vn  = { h  E O,(O) I Q(h) 2 n). 
Pour cette topologie est un espace complet. 

THEOREME 1v.3.1. - L 'application a : - ( R < X  W, LU), est une fonction continue. 

Preuve: 
On vérifie que, pour tout n, a-'(W,) contient Vn. 

Puisque a est continue, on en déduit: 

LEMME IV.3.2. - 

V. MOTS DE LYNDON 

V.1. Ordre  lexicographique et classes de conjuguaison. 

Soit X un alphabet totalement ordonné, et mit X* le monoïde libre engendré par X dont les éléments 
sont appelés des mots. On définit un ordre total sur X* comme suit: 

(i) 3 w # E tel que uw = v, 
V U , V E X * ,  u < v  ssi 

(ii) 32, g,z E X* et a ,  b E X tels que u = xay, v = xbz et a < b. 



On a ainsi l'ordre lexicographique usuel sur les mots de X*. Pour cet ordre, on a (cf Lothaire[lB]), les 
deux propriétés suivantes: 

{ (1) vw E X*, u < u  e wu<wu.  

(2) Si v$!ux*> VW'ZEX*, u < u  -i. uu,<vr. 

On dira qu'un mot u est un facteur du mot u si il existe x, y  E X* tels que u = xuy. 

Si x = E (resp. y  = e), on dira que u est le facteur gauche (resp. droit) de u, propre si y  # E (resp. z # s). 

Deux mots u et u de X*  sont dits conjugués si il existe x, y  E X* tels que u = xy et u = y x .  

V.2. Mots  de Lyndon. 

Pour plus de détails sur les mots de Lyndon, on peut consulter les références [4], [18] ou [20]. 

DEFINITION V.2.1. - Un mot w E X *  est un mot de Lyndon ssi: 

(i) i l  est strictement plus petit que tous ses conjugués, 
ou 

(ii) il est strictement plus petit que ses fadeurs  droits propres. 

On notera L l'ensemble des mots de Lyndon sur X .  

Propriétés: 

(1) Soit w E L\X et soit m son plus long facteur droit propre dans L . Si w = lm , alors 
1 E L et 1 < lm < m. Le couple o(w) = (1, m) est appelé la factorisation standard de W. 

w E X, 
w E L si, et seulement si, 

w = lm avec 1 ,mE L et I <  m. 

Ce qui donne un moyen algorithmique pour la construction des mots de Lyndon. 

LEMME v.2 .2 .  - Soient w E L\X et a(w) = (1,m) sa factorisation standard, et soit n un mot 
de Lyndon v&rifiant w < n. Alors le couple (w,n) est la factorisation standard de wn si, et seulement si, 
n 5 m. 

Preuve: 
(a) Montrons que a(wn) = (w, n) n 5 m. 

Supposons que m < n, alors d'après la propriété (2) mn E L et donc n n'est pas le plus long facteur droit 
propre de wn ce qui est en contradiction avec l'hypothése: (w,n) = ~ ( w n ) .  

(b) On suppose w < n 5 m et que a(wn) = (u, u) avec u # n. 

w n 
* * 

/ f 4 
1 m 

I 1 I 
l 1 t 

On a alors nécessairement lu1 > In!. Donc v = hn où h est un s u f i e  propre de W. 

Soit alors k le plus petit suffixe, diiérent de s, propre ou non de h. On a alors k < m. En effet: 



Or m 5 A, puisque A est un suffixe propre de w, et que u(w) = (1, m). D'où contradiction. 
O 

V.3. Base de Lyndon. 

A partir des mots de Lyndon, on peut construire une base ( dite base de LYNDON OU de CHEN-FOX- 

LYNDON (cf Lothaiie[l8] ou Viennot[25])) de l'algèbre l i e  < X > des polynômes de Lie. Cette base est obtenue 
récursivemen t comme suit : 

c(z) = z pour z E X, 

C(W) = [~( l ) ,  c(m)], pour w E L\X, tel que a(w)  = (1, m). 

en utilisant les crochets de Lie. Cette définition nous donne un algorithme pour construire cette base 
(cf Viennot [25]). 

V.4. Théorème de Lyndon. 

THEOREME [la]. - Chaque mot w E X *  peut être dcrit de maniére unique comme suit: 

o ù c h a q u e l i ~ L  et Il 1 1 2 1  ...? ln. 

Pour la preuve de ce Théorème voir Lothaire[l8] ou G.Melançon & C.Reutenauer[20]. 

Dans L, on peut définir difiérentes relations d'ordre total, en particulier, on peut définir l'ordre 
lexicographique et l'ordre lexicographique par longueur. Vu la définition de la base de Lyndon, toute relation 
d'ordre total sur L induit naturellement une relation d'ordre total sur la base de Lyndon de Lie < X > . 

VI. R~ALISATION DES SYST~MES DYNAMIQUES. 

Localement, on exprime (M.FLIESS) le problème de la réalisation comme suit: 

Etant donné un comportement E / S  donné par sa série génératrice sur un alphabet X, existe-t-il un 
système différentiel du type (C) qui admette la même série génératrice? Si oui, le décrire. 

VI. l  Séries produites différentiellement. 

DÉFI~TION.  - Une sdrie formelle g E R < X >  est dite produite difl6mntiellement si, et seulement si, il 
eziste r E IV, une sdrie formelle h E R[zl, ..., z,], et un homomorphisme y de X* dans l'algèbre des opémteurs 
diffdrentiels formels sur Rpzl, ..., z,], tel que pour chaque lettre zi de X ,  y(z i )  = soit un champ de vecteurs 
formel tels que: 

VW E X* < g(w >= Y, O hl, 

od Io est l'évaluation en zl = ... = z, = 0. 

On dira que (Y, h) est une représentation différentielle de g, de dimension r. 

D'après la formule (11.1.1) il est clair que: 

g est la série génératrice d'un système formel de la forme (C) si, et seulement si, g admet une représentation 
différentielle . 

En conclusion: 
Etudier  les réalisations locales 

revient à 
Etudier les représentations différentielles. 



VI.2. Théorème de Fliess. 1 
THI~ORÈME ~1.2.1 [QI. - Une skrie g E EZ < X > est produite dinérentiellement si, et seulement si, 

son rang de Lie est - fini, soit r. Dans ce cas r est égal d la plus petite dimension de ses représentations 
diffkrentielles. Si (Y, h) et (Y', h') sont deux nzprksentations diffk!rentielles de dimension r de g,  alors il existe 
un autbmorphisme 9, continu, de R[zl, ..., zr] tel que: 

Vw E X*, Vk E EZ[zl, ..., r,], h' = ~ ( h )  et cp(Y, O k) = Yi O p(k). 

(Y, dksagne l'image de w par Y). 

La réalisation (Y, h), unique à isomorphisme près, est dite réduite ou minimale. 

Pour nous le problème de la réalisation consiste à calculer le rang de Lie r de la série génératrice g 
puis à déterminer les polynômes Zl, ..., Zr tels que l'on puisse exprimer g, qui au départ est une série formelle 
(finie) en les variables non commutatives zo, ..., xm-l, comme combinaison linéaire des mélanges des polynômes 
Zi, ..., Zr. On prendra ensuite comme coordonnées locales zi telle que a(zi) = Zi pour (1 5 i 5 r). On obtient 
alors la fonction d'observation h telle que a(h) = g. Ensuite, pour définir l'homomorphisme y, nous calculons 
des champs de vecteurs Yo, images respectives des lettres zo, ..., xm,l par y, et qui sont donnés par 
la formule: 

r 8 
Yi = C ( x  O z.)-, avec r(Y. o y) = xi Q Zj E R[zl, ..., r]. 

j=l 
6z, 

VI.3. Construction de la réalisation. 

On considère la sousalgèbre de Lie de l'algèbre Lie < X >, de codirnension r, définie par: 

A(g) est engendrée par les polynômes de Lie qui annulent la série g. 

On pose: 
V ( A ( ~ ) ) = { Q E R < X >  I Q b A ( g ) = O ) ,  

c'est l'ensemble des séries qui sont annulées par l'algèbre A(g). 

Soit (Pi)i>l une base de Lie < X > telle que Pl, ..., Pr soit une base de Cie < X > modulo A(g) et 
Pr+i, ..., P, , ... soit une base de A(g). On définit les polynômes Z1, ..., Zr (cf C.Reutenauer[22]) comme étant 
des polynômes de terme constant nul vérifiant: 

(V 1.3) ( i )  < Zj (Pi >=< Zj D Pi lê > = 6ij pour i < r, 
(ii) Zj  E V(A(g)) pour i > r. 

où < Zj  D > est le coefficient de E dans le simplifié de Zj à gauche par le polynôme de Lie Pi. 

On choisit comme base de Lie la base de CHEN-FOX-LYNDON définie dans le paragraphe précédent. Ce 
choix est dû, d'une part, au fait que les mots de Lyndon s'obtiennent à partir des éléments de la base en effaçant 
les crochets et les virgules et d'autre part, à cause des propriétés particulièrement intéressantes des mots de 
Lyndon. 

On sait, d'après (MELANCON~~ REUTENAUER ou RADFORD) que les mots de Lyndon forment une  base de  
transcendance de l'algèbre R < X  > munie du mélange. 

D'autre part, on a la relation très importante suivante: 

< ljlPi >=< lj D Pilé >= 6ij 

oh les l j  sont les mots de Lyndon correspondants aux éléments de la base de Lie. On a donc tendance à prendre 
comme polynômes Zj les mots de Lyndon correspondants aux polynômes de Lie qui n'annulent pas g, mais il 
ne faut pas oublier la deuxième partie de (VI.3). 

En définitive, on prend comme polynômes Zj des combinaisons linéaires des mélanges des mots de Lyndon 
de degré inferieur au degré de la série g. 



VI.4. Exemple. 

Soit la série g = zlzozl+ zozlxoxl. X = {zo, fi). Les éléments de la base de Cie <X > jusqu'à l'ordre 
4 (puisque la série est de degré 4) sont: 

Et les mots de Lyndon correspondants sont: 

Si on calcule les simplifiés de g par les éléments de la base de Cie < X >, On obtient: 

En ne gardant que les lignes et les colonnes non nulles de la matrice de Lie-Hankel, on obtient: 

cette matrice est de rang 4 alors qu'elle a six lignes non nulles. Il existe donc des lignes linéairement dépendantes. 
Les polynômes: 

annulent la série g. Donc ces polynômes, ainsi que tous les kléments de la base de Lie < X > de degré supérieur à 
4 appartiennent B A(g). Les polynômes Fi et F3 sont obtenus à partir des relations de dépendances qui existent 
entre les lignes de LX,. 

Le polynôme Fi donne lieu à deux relations Z2 = l2 - 214 et & = I3 + 214 sur les mots de Lyndon qui 
versent: 

<ZilPj>=bij ,  i = 2 , 3  et j Z 1 .  

La relation duale du polynôme F4 est Z4 = l7 + la. On prend enfin Zl = Il, puisque la ligne correspondant à Pi 
est linéairement indépendante de toutes les autres. On a donc retenu comme base de Lie < X  > modulo d(g) 
les polynômes de Lie Pl, P2, P3 et P5. 

où l'élément qui se trouve à la ligne f i  et B la colonne Zj est le coefficient du mot vide (e) dans le simplifié de 
Zj à gauche par le polynôme de Lie Pi. 



ïi reste b montrer k (ii) de (VI.3): 

d'autre part les (Zi)l<is4 riont annulCs par Isr polyn6mer de l'algèbre A(Q) de de@ nipériaur & 4. Le seul 
prd11me qui reste 2 ptiisqu9il n'est pas annulé par ~ 1 .   ais, il s u ~ t  d9aputer f12urla i z4 puisque 
$(bula) P FI = SI. Donc, on prendra f = l6 + h + f (12wla). On remarquera que h & mnt d a  cumbin&ns 
hnéab  des  mélange^ dsa mob de Lyndon de degr4 mfçrieur ou dga b 4. 

Maintenant que nous avons 1- Zi, nom pou- &rire I'up~ceaion de g l t ~  ges de OS polynônies. 
On obtient hm: ! *: 

. *;,., 
2 +,? A ' 

1 1 
Q = -2;' + z2uzs + ?Zr2 - 22,. 2 

1 2  1 = 5'2 + ~ 2 %  + - x i  2 - 2". .' . .  
F . , ,  

, nous utilisons le tableau 

2oQ Xl  Q 

O 
l - a z $ = l - ~ , " ~  

% = 2021 + 2z;z1 o .  xo + 22; = z1 + z,"~ 
2 4  = tozf + z;E: + 321 O tozl+ z;tl + 3tl = 5 + 2z5 

Ilonc les champs de veeteurs sont: 

Nous avons ainsi un moyen algorithmique pour calculer le réaiisation minimaie de tout système dynamique 
non linéaire de dnc apCnératrice finie. Cette inéCBode a déjb 4tC implCmentée iour le système de calcul formel 
~ n c s ~ t a U 6  sur ie8 ir tat io~ de t r a d  SUN (cf G.Jscob & N.O~us[14,16]). La 8nik dt a tisvaii sera 
d'msayer d'&tendre 1. méthode aux sérier ratio~cller qui comspadent aux aystbm brlunéai~~ (cfM.Fliese[li], 
G.Jscob(l2J ou H.J.Suesmann(23j) qui mnt beaucoup plus importante, 
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VIII. ANNEXE : PROGRAMMES 
ET EXEMPLES 



PROGRAMMES 



/ *  Fonction qui renvoie le simplifie a droite du polynome <P> par la lettre*/ 
/*  <x>, <P> et <x> sont fournis en arguments. * / 

SimDroLet(P,x) := if numberp(P) then O 
else 

if atom(P) then if P=x then 1 else O 
else 

if inpart(P,O) = then 
(inpart(P,l)A~(inpart(~,2)-1)).SimDro~t(inpart(PIl),x) 

else 
if inpart(P,O) = " * "  then 
if numberp(inpart(P,l)) then 

inpart(P,l)*SimDroLet(inpart(P,allbut(l)),x) 
else print("SimDr0Let - - >  ERREUR DANS POLYNOME") 

else 
if inpart(P,O) = "." then 
inpart(P,l).SimDroLet(inpart(P,allbut(l)),x) 

else 
if inpart(P,O)="+" then 
SimDroLet(inpart(P,l),x) 

+ SimDroLet(inpart(P,allbut(l)),x) 
else print("SimDroLet - ->  ERREUR DANS POLYNOMEn)$ 

/ *  Fonction qui renvoie le simplifie a droite du polynome <S> par le poly- */ 
/ *  nome <P>, <P> et <S> sont fournis en arguments. */ 

if numberp(P) then P*S 
el se 

if atom(P) then SimDroLet(S,P) 
else 

if inpart(P,O) = "+" then 
SimDroPol(S,inpart(P,l)) 

+ SimDroPol(S,inpart(P,allbut(l))) 
else 

if inpart(P,O) ="." then 
SimDroPol(SimDroPol(S,inpart(P,allbut(l))), 

inpart(P, 1) ) 
else 

if inpart(P,O)= "*" then 
if numberp(inpart(P,l)) then 

inpart(P,1)*SimDroPo1(S,inpart(P,allbut(l))) 
else print("SimDroPo1 - ->  ERREUR DANS POLYNOME") 

else 
if inpart(P,O) = " - A "  then 

SiaDroPol(Si~roPo1(S,inpart(P,1)), 
inpart(~,l)aa(inpart(~,2)-1) ) 

else print("SimDroPo1 --> ERREUR DANS POLYNOMEW))$ 



/ *  Cette fonction renvoie le simplifie a gauche du polpore <P> par la */ 
/* varidle <x>. */ 

Si.iGauL.t(p,r) r r  if wrb.>rp(p) then O 
el.. 
if .tar(P) WIL 
if pax tbw 1 
eIse O 

/* cas Q'UM p~iss.num*/ 
< (c'rtnr 

if iapazt(p,O) + then 
sim6~ut.t(iapa-lp,l) Px) ( i ~ t p P , k f ^ - ~ k n p u t ( p , 2 ) - l  1 )  

/* oar d'am maltiplicatf'.Cltr paf &a s&laixe*/ 
a s e '  

Ir -at(prO) - tb.n ' 

/*if wrb.rp(inpart(p,l)) thun*/ ' 

inp.rt~,~)*~~~u~t(iaa~xt(~,allkit(î)~,x) 
/*else print ( "SiuSauLet t SlWR?R P~&YHOB~E I ~ U L  =RIT t , p ) */ 

elme 
if inpart(p,O) = *.* thon 
S~eaLet(iaf.rt(p,~j ,x j  .imp8rt(p,al~t(l) ) 

el*. 
if Saprrt(g,O)-a+w thrn 

SirsruLet(iapart(p,l),x) 
+ SimGauL6t(inpart(pIa1lbtat(l)),x) 

el.+ 
print(wSii6auLet --> ERRE~R POLYROME bCRIT: ",p)# 

/* Cette fonction renvoie la simplifie a gauahe du polynome <S> par la poly-*/ 
/* nome <P>, tous las deux fournis en arguments. 

SiaGauPol(S,P)t= block( 
~etup~autoload(~simgaulet~1df~,simgaulet), 

9% 
if numberp(P) then P*S 
else 

if atom(P) then SidiauLet(S,P) 
01.e 

if inpart(P,O) = then 
SinGauPol(SiaGauPol(S,inpart(P,1)), 

in part(^, l)^^(inpart(~,2)-1) ) 

else 
if inp.rt(P,O) th.n 

SirGauPol(BirGluPol(S,inpart(P,l)), 
iX&p8rt(Prallbut(l))) 

else 
if inpart(P,O)= tbsh 

inpa~t(P,l)*&iiG8uPol(S,inpart(P,allkit(l))) 
else 

if inpart(F,O) = then 
SiD68uPol(S*input(P*l)) 

+ SirGauPol(S,inpert(~,allbut(l))) 
else 

print(wSid;ruPol --> tRREUR POLYlqOWE ?4hL ECRITm))$ 



/ *  Cette fonction renvoie le simplifie du polynome <P> par le mot de Lie */ 
/ *  <ML>, tous les deux fournies en arguments. */ 

/* Cette fonction renvoie le simplifie a gauche du polynome <S> par le */ 1 
/* polynome de Lie <PL>. */ l 

if atom(PL) then SimGauLet(S,PL) 
else 

if inpart(~~,O) = "[" then SimGauML(S,PL) 
else 

if inpart(PL,O) = "*" then 
inpart(PL,l)*SimGauPL(S,inpart(PL,allbut(l))) 

else 
if inpart(PL,O) = "+" then 

SimGauPL(S,inpart(PL,l)) 
+ SimGauPL(S,inpart(PL,allbut(l))) 

else print("SimGauPL - ->  ERREUR DANS POLY. DE LIEw) 



tS*tdu) ai id Rw&mrp(u) or atoa(u) then true .t w 
L%&a.& 

else "Pz- 
if inpart(u,Oj = *-** then EstMot(inpart(u,l), 
else 

PU! 
if inpart$u,O) = *," then 

EstMot ( inpwt I q 
elsc fa l s e  

rf EstMot (u) then true 
3 x- 7 - y 7  #,- 

!Ise . P  x!nia&q~~-:L. ;?(ri j ~ & g ; : i  4 
if inpart(u,O) = I)** the& 

nuatberp(inpart(u,l)) - h d  EstMot(inpart(u,allbut(l)), 

EstPol(p) s r  if EstMoa(p) then true 
else 
if iSyrmt(p,O) -*+* tBur 

1C8tParn(%npart(pr1)) and Est;P~bï(hpaxt(p~a1lht(l))) 
else false $ 

if EstMot(u) and EstMot(v) then 
(if u=l or v-1 then u*v 
else 

(decoip(u) , debutu tdebut , suiteu:suite, 
decomp(v), debutv:debut, suitev:suite, 
debutu.MelHot(suiteu,v~ + debutv.MelMot(u,suitev) 

) 

) 

else (print(aHelHot - -  LES MOTS SONT MAL ECRITS") 
print(*u = ",u," v = *,v)) 

) S 

HelHon(ml,m2) := if EstMon(m1) and EstMon(i2) than 
if EstMot(m1) then 

if EstMot(i2) then Mell4ot(ml,m2) 
else inpart(i2,1)*!4eulot(m1,inpart(m2,allbut(l))) 

else inpart(ml,l)+~in0~(inpatt(ml,allbut(l)),a2) 
else (print('Me1Won - - >  ERRMIR DAMS LES MONOMES"), 

print("r1 = ",m1,ai2 = *,r2))$ 



MelPol(p1,pL) := if EstPol(p1) and EstPol(p2) theri 
if EstMon(p1) then 
if EstMon(p2) then MelMon(pl,p2) 
else MelMon(pl.inpazt(p2,l~ 1 

+ MelPol(pl,inpart(p2,allbut(l))) 
else MelPol(inpart(pl,l),p2) 

+ MelPol(inpart(pl,allbut(l~ ),p2) 
else (print("~el~o1 - ERREUR DANS LES POLYNOMES"), 

print("P1 = ",pl," P2 = " , p 2 ) ) $  



/* Cette fonction nous permet, etant dormes le cardinal m de l'alphabet et */ 
/* le degre k jusqu'auquel on veut aller, de construire la base canonique de */ 
/* l'algobre des polynons non couutatifs. Cette base est ordonnee par */ 
/* lonaurur et par l'ordre lexicographique e u r  chaque longueur. */ W" 

. Q  . .  ?&: 
t . 4 .  

? +,' . " 

print(- *), .. 

print ( " Calcul de la base canonique de R<X> pour W'~S,* et k***%)r 
lisz C l  0 

if m-1 then 
--- (for i from 1 thru k+l do 

(b[i] t (concat(x,O) )--(i-1), 
li8rendcons(b[i],lis) 

1 , 
lisxrest(lis), 
diatabr kt1 

1 
elrre 

(b[ll: 1, 
for 1 f r w  O thru k-1 do 

j irom mnl thru 2*mnl-1 do 
r s irom O thru m-1 do 
(ixm*j+s-(B-2)*(ma(ltl)-1 )/(m-11, 
nx j-(m-2) *(mal-l)/(m-1) , 
b[i]xb[n].concat(x,s),, , 
1 

1. 
ri 



/ *  Cette fonction permet de tester si le monome de Lie <11> est inferieur */ 
/ *  au monome de Lie <mm> ou non. */ 

estinf (l1,m) := 
if atom(l1) then 
if atom(mn) then is(ll<=mm) 
else estinf(ll,first(mm)) 

else 
if atom(mm) then estinf(first(ll),mm) 
else 

if is(first(ll)=first(inm)) then estinf(last(ll),last(mm)) 
else estinf(first(ll),first(mm))$ 

/ *  La fonction <BaseDeLie> permet de construire une base de Lie. On lui */ 
/ *  passe comme parametres : m, qui est le nombre de lettres de l'alphabet et*/ 
/ *  n, qui sera le degre jusqu'auquel on veut aller. Dans notre cas n sera */ 
/ *  le degre total de la serie a etudier. / 

BaseDeLie(m,n):=block([j,nç,ur,i,tt:[]]~), 
blie: [] , 
print(" " ) ,  

print(" Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m=",m," et k=",n), 
for j:O thru 01-2 do assume(concat(x,j)<concat(x,j+l)), 
for i:O thru m-1 do 

(lli[l,i]:concat(x,i), 
blie:endcons(lli[l,i],blie), 
mli[l,i]:concat(x,i) 

) , 
la[l] :m, 
if m>l then 

(ns:2, 
while ns < =  n do 

(i: O, 
if oddp(ns) then traitl(ns) else traitl(ns), 
la[ns] :i, 
ns rns+l 

1 
1 

S 

/* Le parametre ns que l'on passe a la fonction <traitl> represente le nwnero*/ 
/* de la ligne que l'on veut construire; c'est aussi le degre des <monomes> */ 
/* de Lie que cette ligne contient. * / 

traitl(ks):=block([j], 
for j:l thru (ks-1)/2 do constl(j,ks-j), 
for j:l thru (ks-1)/2 do constl(ks-j,j) , $ 



A .  

ro de la ligne a */ 
/ 

or j:l thru ks/2-1 do constl(j,ks-j), 
const3(ks/2), 
for jtl thru ks/2-1 do const2(ks-j,j) 

)$ 

/* A la fonction <constl> 0x1 passe deux Par-tres-~ui rop~esontent les */ 
/ *  numeros des doux lignes a partir 6esquelles on va construire la ligne */ 
/*  courante. Vous remarquerez qu'on DOBW temps on construit une liste <tt> */ 
/ *  qui va nous penwrttre d'eviter de construire des BO~OI(CS dont les rots */ 
/*  associes sont ogaux. */ 

-&th% 
%, for kt0 thru la[al]-1 do 

for 1:O thru la[bl]-1 do 
(if estinf(lli[el,k],lli[bl,l]) then 

''2 té, 

,'. wng , 

F ,,h % X i @  
# -fl+ij , A .  - 1 

&& , .) :$; Tg>, A 3 .  1 - 
/* Cette fonction petmt de construire les monomes qui n'ont pas .te obtenus*/ 
/* par <constl>. On lui passe comma par-tres les numeros des lignes a */ 
/ *  partir desquelles se fait la construction. */ 

for r:O thtu ur-1 do . * S . .  i l , e  
:mli[a,bb[n,r] 1 .ali[~,b*fi,.$?~ 

A 

al" .I *' > 

: <W., .hc OI 

(mli[ns,i] :a, a tratrA a *nid 
l l i [ i ]  : [ 1 1 i [ [ ] ]  l i [ t a a [ ] ] ]  a - 
blie:ondcons(lli[ns,ilrblie)~~ c 1  

iti+l* 



/ *  Cette fonction est utilisee uniquement dans le cas ou ns est pair. Elle */ 
/*  permet donc de construire des monomes a partir de la ligne ns/2. * / 

const3(ka):=block([a,j,k], 
for j:O thru la[ka]-1 do 

for k:O thru la[ka]-1 do 
if not(j-k) and estinf(lli[ka,j],lli[ka,k]) then 

(a:mli[ka,j].mli[ka,kl, 
if not(member(a,tt)) then 

(mli[ns,i] :a, 
lli[ns,i]:[lli[ka,j],lli[ka,k]], 
blie:endcons(lli[ns,i],blie), 
i:i+l, 
tt:endcons(a,tt) 

) 

1 



/*  Cette fonction permet, etant donnee une serie <S>, d'isoler le terme */  
/*  constant de celle-ci. * / 

/* Cette fonction prend comme argument une serie <S> et nous renvoie son */ 
/* degre total. */ 



/ *  Cette fonction constluit la matrice de Lie-Hankel et le rang de Lie du * /  
/ *  polynome <S>. Ladite matrice est mise dans la matrice <mat> et le rang de * /  
/ *  Lie est mis dans c i  ,. * /  

k:DegTo(S), 
BaseDeKX(m, k ) , 
iann: 1 ,  
lpp: I l ,  
if m=l then 

(tampon:SimGauML(S,xO), 
if tamponl0 then 

(lyn[l] :xO, 
lpp:endcons(xO,lpp), 
l:coefrnatrix([tamp~n]~lis)~ 
l:~ons(constant(tampon)~1[1])~ 
MatLieHan:matrix(l), 
nb1igne:l) 

else (Ann[iann]:xO,iann:iann+l), 
lynl[l]:xO 

) 
else 

(BaseDeLie(m,k). 
print(" " ) ,  

print(" Construction de la matrice de Lie-Hankel"), 
nbligne:O, 
r:O, 
i:l, jj:lf 
dotexptsimp:false, 
for j: 1 thru k do 
for n from O thru la[j]-1 do 

(tampon:SimGauML(Sflli[j,n]), 
mot:listmot(lli[j,n]), 
if tampon P O then 

(lyn[i):mot, 
i:itl, 
Ipp:endcons(lli[~,n],Lpp), 
1: coefmatrix( [tampon],lis), 
l:cons(constant(tampon),l[l]), 
l:matrix(l), 
if i = O then (MatLieHan :1 , r : 1) 
else MatLieHan:addrow(MatLieHanfl), 
nbligne:nbligne+J 

J 
else (Ann[iann]:lli[j,nIfiann:iann+l), 
lynl[jj] :mot, 
jj: jj+l 

1 
dotexptsimp:true 

) f 



print(" " ) ,  

rep:read( " Voulez-vous afficher cette matrice<o/n>?: " ) ,  

if rep=o then 
(print(" " ) ,  

print(" La matrice de Lie-Hankel est:"), 
print(" " ) ,  

print("MatLieHan= ",matliehani 

) I 

ind:r:rank(MatLieHan), 
print(" " ) ,  

print(" Le rang de Lie de S est : ", r ) , 
print(" " ) ,  

read ( " Tapez <c\;) puis <Return> pour continuer : " ) ,  

clear ( ) 

) $ 



/ *  Cette fonction renvoie <truc> si les deux listes fournies en arguments * /  

/ *  sont egales, et <false) sinon. * / 

comparelist(ll,l2):=block( [bo01J, 
bool:false, 

. if Il=[] and 12=[] then boo1:true 
else 

if length(ll)=length(l2) then 
if 8aember(first(ll),l2) then 

(12:delete(first(li),12,~), 
comparelist(rest(ll),12) 

/ *  Cette fonction renvoie <truc> si la liste <1> fournie en argument se * /  
/ *  trouve dans le tableau < t >  , et <false> sinon. * / 

recherche(l,t,kl,k2):=block([i], 
i:kl, 
while i%(k2+1) and not(comparelist(l,t[i])) do i:i+l, 
if i=k2+1 then false else true 

S 

/ *  Cette fonction effectue la resolution d'un systeme d'equations dans le * /  
/ *  but d'exprimer un polynome <P> en fonction des melanges des coordonnees */  
/ *  locales <Zi>. */ 

for i from 1 thru indf do 
(liste:coefmatrix([tablf[i]],lis), 
if r=O then (mat:liste,r:l) 
else mat:addrow(mat,liste) 

) , 

systeq:O, 
for i from 1 thru lndf do 

systeq:systeq+(a[iJ*row(mat,i)), 



/ *  Cette foncsqon paraet de ca .kulw LIS relations de deb~nda~ca entra les */  
/ *  lignes de la matrice donne6 en argurrrnt . * / 

for i from 1 thru nbligne do 
systeq:systeq+(alpha[ij*row(matxice,i) ) ,  

Yxnum: O, 
solve(listrq,listvar), 
lp~iakelist(concat(P,i),i,l,nb1igne), 
if %rnum# O then 

(print ( " Les relations de dependance sont : " J ,  

print(" " ) ,  

listarithrfalse, . . ; -il'. 
h 

i :  

for j:l thru %xnum do 
(canon(arnum,j), 
Frsur(alpha[j]*lp[j],j,l,nbligne), 
an:sui(alpha[j]*lpp[j],j,l,nbligne), 
FF[j]:ev(F), 
iann:iann+l, , ,>, 

ann[iann]:ev(an), 
print ( " ",concat(RD,j)," = ",ff[j]) 

1 ,  
listarithrtrue 

1 
1 $ 

1 4 +< - $2'4 , '5 
/ *  Cette macro permet de donner aes valeurs 

,i)::(if i=] else O)) 

cl$ 1 - 6 9  s r  i a , 

- 
3 ' a  - 

.\ < 1 ' 1  

Cette racro retourne la position de %rj dans la liste li. 

posi(li,j)::=buildq([li,j], block([test,k:l], 
test:inpart(li[kj,2)1concat(%r~j), 
while k v  nbligne and not(test) do 

(k:k+l, 
test:inpart(li[k],2)=concat(Wj)), 
k 

1 , $ 

/ *  Cette fonction transforme un mot en une liste de lettres 
iotlist (or) : = i f  atom(w) then [w] !$ 

i' 
alse coas(first(w),~>tlist(r8st(w)))$ 



/*  Cette fonction permet de calculer une base de l'application definie par */ 
/ *  les relations de dependance calculees par la fonction DEPENDANCE * / 

noydef(table,nbrel):=block([i,j,sol,k,test,temp~nb,vect,listequ,systl,local(v), 
vectrmakelist(concat(a,i),i,l,nb1igne), 
MP:coefmatrix([table[l]],lp), 
if nbrelsl then listequ:[MF.transpose(vect)] 
else 

(for j:2 thru nbrel do 
MF:addrow(MF,coefmatrix([tab1e[j]],lp)), 

print ( " La matrice de l'application lineaire F 
definie par ces relations est : " ) ,  

print(" " ) ,  

pr int ( " MF = ",MF), 
Syst:MF.transpose(vect), 
listequ:makelist(Syst[j,l],jI1,nbrel) 

1 * 
nb: nbrel , 
%rnum: O, 
sol:solve(reverse(listequ),vect), 
sol:first(sol), 
for j:l thru nbligne-nb do 

(canon(nb1igne-nb,j), 
V[posi(sol, j)] :ev(sol) 

) , 
W:listarray(V) 

S 

/*  Cette fonction definit le mot de Lyndon de plus haut degre dans le polynome*/ 
/*  (coordonnee locale) <P>. / 

lyndegmax(P):=block([], 
if (atom(P) or inpart(P,O)=".") then P 
el se 

if inpart(P,O)="*" then inpart(P,2) 
else 

if inpart(P,O)="+" or inpart(P,O)="-" then 
if degto(inpart(P,l))>degto(inpart(P,allbut(l))) then 
lyndegmax(inpart(P,l)) 

else lyndegmax(inpart(P,allbut(l))) 
else print("1yndegmax - -> ERREUR DANS LE POLYNOME : ",P))$ 

/* Cette fonction definit le polynome de Lie correspondant au rot de Lyndon */ 
/*determine par la fonction <lyndegmax>. */ 

repolie ( P ) : =block( [m, 11 , 
s e t u p ~ a u t o l o a d ( " d u v a l . l d f " , i n v e r s i o n , l e x ,  

motlist,inflyn,conslyn,decomp), 
setup~autoload("consdegto.ldf"~constant,degto), 
milyndegmax(P) , 
dotexptsiip:false, 
lrmotlist(m), 
dotexptsiip:true, 
decomp(l))S 



/ *  Cette fonction peraet de verifier la pruiere condition sur 
/*localesi a savoira <q_ilp-j>-delta-ij. 

while i<=r and bo do 
(sii:simgaupl(P,Plie[i]), 
conrcon~tint(si~)~ 
if i-j then (botbo .nd ev(cog#O),constrcon) 
else borbo and ev(coa-O) 
iri+l 

les coordonnees *$ 
L .  a!/ 

/ *  Cette fonction permet de verifier si les poly. obtenus sont dans V ( A ( S ) )  *J 
7 

dansag(2)r=block([k,j,ql~testptaipl 

for jrl thru r do 
(for krl thru iann do 

(test:si~gaupl(Z[jl,rnn 

pr int ( SI ",concat(q,j)," = ". Z[jl) 
1 * 

qlriakelist(concat(qtj)~jpl,r), 
print( " Les coordonnees locales sont les polynones : ",ql), 
print(" ")* 
read ( " Tapez Cc\;> puis <Return> pour continuer t W ) *  

clear ( ) 
10 

pc;~,ag8wyw r = 
rs&k&k s a &  4 

/* Cette fonction permet de determiner les mats de Lyndon et leurs melanges 
/* gui sont utilœr gour l*expresrion d'un polynw donnri+,,*-, . ..*, , 

+*+id ;t 

LynUtiles(P,DP) r=block( [kr ~,mm,n,fin'r l,inddeb:l,indutpdeg,list], 

setup_8uto10ad("con.d.gto.1dfw,~onst~tpdegto~~ 
setup-autoIoad( wrecher~h.. ldf a, colpare1ist rech.rcb # , 

setup~autoload(ad,gpolie.ldfn,degpolie)~ 

fox a frao 1 thru liblyn do 
( &g : d*gto( lynl [nl) * ., 
if &g#O a d  deg<= DP %&on 

(fintO,krk+l, 
t~lynïkl:[nlp 
sdeglyn [k] : deg 



indfinlyn:indut:k, 
while fins0 do 

(fin:l, 
for n from inddeb thru indfinlyn do 

(for mm from 1 thru indut do 
(deg:somdeglyn[mm]+somdeglyn[n], 

if deg#O and deg<=DP then 
(li~t:endcons(first(tablyn[mm]),tab1yn[n])~ 
if not(recherche(list,tablyn,indfinlyn+l,k)) then 

(fin:O,k:k+l, 
tablynlk] :list, 
somdeglyn[kl:deg 

1 
1 

) 

) t 
inddeb:indfinlyn+l, 
indfin1yn:k 

1 
S 

c o m p l e t e r ( c l , n n , t , f ) : = b l o c k ( [ i , j , n , d , s o l ~  
tampl,bool,expr,exprs,lequa,lvar,sole,expre], 
local ( a ) , 

setup~autoload("consdegto.ldf",constant,degto), 
setup~autoload("recherche.ldfn~comparelisttrecherche), 
setup~autoload("simgaulie.ldfntsimgaupl,shgauml), 
setup~autoload("degpolie.ldfu,deqpolie), 

d:degto(t)+degpolie(f), 
lynutiles(t,d), 
for n:l thru indfinlyn do 

(tamp:melliste(tablyn[n],lynl), 
tabsimp[n]:~imqaupl(tamp~f)~ 
tablemelyn[n]:tamp 

t 

%rnum:O,remarray(a), 
kill(allbut(functions,arxays, 

~,~~,m,rep~ind,li~te,r,h,i,j,~,li~,indfin,dimtab,bol,cl, 
nbligne,kk,matliehan,iann,lpp,blie,mot,~t,lp,sol,f,mf,w, 
nblyn,z,k,ql,test,tamp,~,t,n,d,indfinlyn,comp,const,comp1, 
tampl,expr,exprs,lequat1va~,sole,expre)), 

print ( " Expression de ce polynome sur ces melanqes :"), 

sol:resolution(-ratsimp(t),indfinlyn,tabsimp), 
comp:constant(-t), 
for i:l thru indfinlyn do 
comp:corp+a[i]*tablemelyn[i], 

j:l, 
while ( j  <= %rnum) do 

(canon(%rnum,j), 
compl:ev(ratsimp(comp)), 
tampl:expand(cl+compl), 
simp:simgaupl(tanpl,f), 
if simp=O then 

(bool:ortho(tarpl,Plie,nn), 
if bool then j:%rnum +l else j:j+l 

) 



/* Cette fonction permet de calculer les cooxd locales œt âe verifier 
/* que celles-ci sont bien dans V ( A ( S ) ) .  

lyncoord(iat)~=block([i,j,lp~ol,F~k~,W,m,NB1yn],local(?F), 

depeadance(iat), 
r6blyntiuur+nbl.ignc-%xnui,print(" "), 

if %xnui#O then 
(NoyDe?(FF,%rnum), 
print ( ' Les polynoms obtenus par ces reiations sont s a ) ,  
for jrl thru r do 
(z[jl:~~(w~jl[il*Lyn[ilIi,l~nbligne), 
Plie[jl rrepolie(Z[jl) , 
print ( " ",con~at(m,j)," - "#Z[jl) 

Les polynomes obtenus par ces relations sont r"), 
or jtJ thru r do 
(Z[jl :Lyn[jI, 
Plie[j]rrepolie(Z[j])- 

"*concat(m* 
1 

1 * $sg , I 
print(* " ) #  3 ',Pr 

print( "Verif ions qua ces polynows forment un systœme de coo~donnees 5L:-*i +A.+! -*i 

locales"), @ 
& 

print ( " sinon corpletons les."), 
duirag(Z) 

1 $ 



/ *  Cette fonction qui calcule les actions a droite des lettres < x j ,  sur les * /  
/ *  coordonnees locales <Zi>. / 

for j from O thru (m-1) do 
for i from 1 thru ind do 

(y:concat(x,j), 
matx[i,j]:simdrolet(t[i],y), 
degre[i,j]:degto(matx(i,j]) 

) , $ 

/ *  Cette fonction permet, en appelant la fonction {exprime, sur chaque compo- * /  
/ *  sante de chacun des chapms de vecteurs, d'exprimer celles-ci comme combi- * /  
/ *  naisons lineaires des melanges des coordonnees locales. Ensuite, elle * /  
/ *  donne l'expression de chacun des champs de vecteurs. * / 

for j from O thru (m-1) do 
for i from 1 thru ind do 

if not(numberp(tabl[i,j])) then 
chvec[i,j]:exprime(tabl[i,j],Plie,z) 

else chvec[i,j]:tabl[i,j], 

print(" " ) ,  

pr int ( " Les champs de vecteurs sont : " ) ,  

print ( "  -- " 1 # 

print ( "  " ) ,  

dotdistrib:false, 
dotconstrules:false, 
for i from O thru m-1 do 

(mm: O, 
for j from 1 thru ind do 

i f  chvec[j,i]#O then aun:mm+(chvecf],il.id/concat(dq,j))), 
print ( " ",concat(Y,i J , "  - ",mm) 

) # 

dotconstrules:true, 
dotdistrib:true 

1 $ 

/*Cette fonction calcule l'observation et les champs de vecteurs en calculant:*/ 
/ * - -  le rang de Lie, par <matlyn> * / 
/ * - - >  les coordonnees locales, par <lyncoord> * /  
/ * - - >  la fonction d'observation, par <exprime> / 
/ * - - >  les actions des x j  sur les Zi, par <Actionx> * /  
/ * - - >  les champs de vecteurs par <chvect> * / 



if nwbexp(s) then 
(print ( * Rang de Lie = O" ) , print( " " ) p 
print ( " 11 n'y a pas de champs de vectmurs ")  2: , 

1 
else 

(setup~autoload("matlyn.ldfm,matly~, 
s e t u p ~ a u t o 1 o a d ( " c o o r d 1 1 y n . 1 d f n , 1 p ~ o o x d , d e ~ ~ ~ , ~ y ~ f , d ~ s a g ,  

posi,canon), 
setup-autoload ( "action. ldf " , act ionx j , 
setup~autoload(~listeuti1e.ldf",c0uxdutiles), 
s e t u p ~ a u t o l o a d ( " a e l l i s t e . l d f m , m e l l i s t e , ~ i t ) ,  
setup~autoload("rcsolution.ldf",rasolution), 
setup~autoload("expriœe.ldfw,exprime,puisael), 

- 

pr int ( 
print ( a fonction d'observation est ta), 

print ( " 
print(" ") ,  

print ( " H p "  
chvect(iatx) 
I 

read(" Tapez <c\;> puis <RETURN> poux continuer:") 



/ *  Cette fonction permet d'appliquer le champ de vecteurs Y j  au polynome * /  
/ *  commutatif P sur les variables qi. * / 

Composition(P,j):=block((i), 

49: O, 
for i:l thru n do qq:qq+tabli,jl*diff(P,concat(q,i)))$ 

/ *  Cette fonction permet de trouver le mot associe a une liste d'indices. * / 

/ *  Cette macro permet- d'empiler une valeur dans la pile <pile>. 

push(val,pile)::=bui1dq([val,pile],pile:cons(val,pile)~$ 

/ *  Cette macro permet de depiler une valeur de la pile <pile>. 

/ *  Cette fonction utilise les precedantes pour calculer la serie generatrice */ 
/ *  correspondant au systeme trouve par l'algorithme de la realisation. * / 

constante:sa:constant(S), 

t:Ch,[l,ol, 
push(t,pile), 
while pile#[] do 

(l:pop(pile), 
if (1[3]<m) and (not(numberp(l[lJ))) then 

(t: rl[~18~[21,1[31+il, 
push(t,pile), 
Composition(l[l],l[31), 
constante:constant(qq), 
sa:sa+constante*rnotass(cons~l[J],1[2~ ) ) ,  

t: [qq,cons(1131.1121 4, 
push(t,pile) 

) 

) ,  

pzint(" " ) ,  

print(" La serie correspondant a vorte realisation est : " ) , 
print(" " ) ,  

print(sa), 
print(" " ) ,  

read(" Tapez <c\;> puis <return> pour continuer:") , $ 





PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

MENU PRINCIPAL 

1- CALCULS INDEPENDANTS. 

2- CALCULER LA REALISATION. 

3- VERIFIER LA REALISATION. 

4- FIN. 

Tapez le numero de votre choix suivi de ; : 

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par ; : 

Votre alphabet sera desormais le suivant : 

Entrez votre serie terminee par ; : 
xo.x1+x1.xo+xo.x1nn2+(x1--2).xo; 



Calcul de la base canonique de R < X >  pour mr 2 et k= 3 

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m= 2 et k= 3 

Construction de la matrice de Lie-Hankel 
n; 

Voulez-vous afficher cette matrice<o/n>?: 

Le rang de Lie de S est : 4 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer : 

Les polynomes obtenus par ces relations sont : 

ml = xO 

m2 = xl 

al3 = xo . xl 
m4 = xO . xl . xl 

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales 

sinon completons les. 

ql = xo 

q2 = xl 

q3 = xo . xl 
q4 = xo . xl . xl 

Les coordonnees locales sont les polynomes : [ql, q2, q3, q41 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer : 



La fonction d'observation est : 

Les champs de vecteurs sont : 

Tapez <c;> puis <RETURN> pour continuer: 
c; 



hLIOCRAMME CALCULANT LA RZALISATION 

DES SYTEXES DYNANIQUES 

DE SERIE G - ~ I C Z  ?mm' 

1" CALCULER LA REALIWION. .- , > 

Tapez le numexo de votre choix suivi de ; t 

La serie correspondant a vorte realisation est: 

Tapa% < c ; >  puis <teturn> pour continuer: 



PROGRAMME CALCULANT LA REALISATTON 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

MENU PRINCIPAL 

1- CALCULS INDEPENDANTS. 

2- CALCULER LA REALISATION. 

3- VERIFIER LA REALISATION. 

4- FIN. 

Tapez le numero de votre choix suivi de ; : 

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par ; : 

Votre alphabet sera desormais le suivant : 

txo ,  x l l  

Entrez votre serie terminee par ; : 
xl . xo;  



Calcul de la base canonique de R < X  ) pour mE 2 et k= 2 

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m* 2 et k= 2 

Construction de la matrice de Lie-Hankel 

Voulez-vous afficher cette matrice<o/ni?: 
' 0; 

La matrice de Lie-Hankel est: 

Les polynomes obtenus par cas relations sont : 

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales 
sinon completons les, .P C .  

Calcul des melanges utlies pour le polynoic dont le reste par xO est : x j  

Expression de ce polynome sux ces melanges : 

Las coordonnees locales sont les polynomes t [ql, q2] 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer r 
. , 



La fonction d'observation est : 

Les champs de vecteurs sont : 

- . -. - - - - - 

Tapez Cc;> puis <RETURN> pour continuer: 
c; 



PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

MENU PRINC 1 PAL 

4- FIN. 

Tapez le numero de votre choix suivi de ; r 

La serie correspûndant a vor te  realisation e s t :  

- 

Tapez <c;> puis <xeturn> pour continuer: 
c r 



PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

MENU PRINCIPAL 

1- CALCULS INDEPENDANTS. 

2- CALCULER LA REALISATION. 

3- VERIFIER LA REALISATION. 

4- FIN. 

Tapez le numero de votre choix suivi de ; : 

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par ; : 

Votre alphabet sera desormais le suivant : 

Entrez votre serie terminee par ; : 
X J  .xO.xl; 



Calcul de la base canonique de R < X ,  pour m= 2 et k= 3 

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X/ pour m= 2 et  k= 3 

Construction de la matrice de Lie-Hankel 

Voulez-vous ai f icher cette mat rrce<o/n>?: 

La matrice de Lie-Hankel est: 

Le rang de Lie de S est : 3 

Tapez Cc;> puis <Return> pour continuer : 



Les polynomes obtenus par ces relations sont : 

ml = xl 

m2 = x O .  xl 

a3 = xO . xl . xl 

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales 
sinon completons les. 

ql = xl 

Calcul des melanges utiles pour le polynome dont le reste par xO est : xl 

Expression de ce polynome sur ces melanges : 

q2 = - xl . xo 

Calcul des melanges utiles pour le polynome dont le reste par xO est : 

Expression de ce polynome sur ces melanges : 

Les coordonnees locales sont les polynomes : [ql, q2, q31 

Tapez < c i >  puis <Return> pour continuer : 



La fonction d'observation est r 

Les champs de vecteurs sont t 

y1 = q2 . --- + --- 
"3 dql 



PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

MENU PR 1 NC 1 PAL 

- . . . -. . - - - - - 

1 -  CALCULS INDEPENDANTS. 

2- CALCULER LA REALISATION. 

3- VERIFIER LA REALISATION. 

4 -  F I N .  

Tapez le numero de vot.re cho ix  s u i v i  de ; : 

La ser ie col r espondant a v:>r t e  r e a l  isat i o n  est: 

Tapez <c;> p u i s  ( ~ e t u ~ n ,  pour c o n t i n u e r :  
c; 



PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

MENU PRlNC IPAL 

. - . - - 

1- CALCULS INDEPENDANTS. 

2- CALCULER LA REALISATION. 

3- VERIFIER LA REALISATION. 

4- FIN. 

Tapez le numero de votre choix suivi de ; : 

Entrez le cardinal de votre alphabet termine par ; : 

Votre alphabet sera desormais le suivant : 

Entrez votre serie terminee par ; : 

x 0 + x 0 - ~ 4 + x 0 . x 1 . x 0 ~ - 2 - x 0 . x 1 ~ ~ 2 - ( x 0 - ~ 3 ~ . x 1 + x O . x l ~ ~ 3 ;  



Calcul de la base canonique de R < X >  pour m= 2 et k= 4 

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m= 2 et k= 4 

Construction de la matrice de Lie-Hankel 

Voulez-vous afficher cette matrice<o/n)?: 

Le rang de Lie de S est : 5 

Tapez cc;) puis <Return> pour continuer : 

Les relations de dependance sont : 

Les polynomes obtenus par ces relations sont : 

m5 = xO . xl . xl . xl + 2 (xO . xO . xO . xl) 

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales 
sinon completons les. 

q4 = xo . xl . XI 

q5 = xo . xl . xl . xl + 2 ( x O .  x o .  x o .  xl) 

Les coordonnees locales sont les polynomes : [ql, q2, q3, q4, q51 

Tapez cc;> puis <Return> pour continuer : 



La fonction d'observation est : 

- - - -- - .. -- -- - - . - 

Les champs de vecteurs sont : 

Tapez Cc;> puis <RETURN> pour continuer: 

c; 



PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

MENU PRINC 1 PAL 

- . . - - - 

1 -  CALCULS INDEPENDANTS. 

2- CALCULER LA REALISATION. 

3- VERIFIER LA REALISATION 

4- FIN. 

Tapez le numero de votre choix suivi de ; : 

La serie correspondant a vorte realisation est: 

Tapez <c;> puis <returnj pour continuer: 

c; 



OCRAMME CALCULANT LA REALISATION 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

-NU PRINCIP 

3- VERIFIER LA REALIShTIONp;, 
ki ,.' r 

Tapez l e  numero de votre choix suivi de ; : 

Entrez le cardinal de v o t r e  alphabet termine par ; : 

desorrais le suivant 
iX4kY3m 



Calcul de la base canonique de R < X )  pour m= 2 et k= 4 

Calcul de la base de Lyndon de Lie<X> pour m= 2 et k= 4 

Construction de la matrice de Lie-Hankel 

Voulez-vous afficher cette matrice<o/n>?: 

n; 

Le rang de Lie de S est : 5 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer : 

Les relations de dependance sont : 

Les polynomes obtenus par ces relations sont : 

ml = xO 

m2 = x O .  x1 

m3 = xO . xO . x l  

m4 = x O . x l . x l  

m5 = xO . x l  . x l  . x l  + 2 (xO . xO . xO . x l )  

Verifions que ces polynomes forment un systeme de coordonnees locales 
sinon completons les. 

q4 = xo . x l  . x l  

q5 = x o .  x l  . x l  . x l  t 2 ( x O .  x o .  x o .  x l )  

Les coordonnees locales sont les polynomes : [ql, q2, q3, q4, q5] 

Tapez <c;> puis <Return> pour continuer : 



,a fonction d'observation es& t T ,  : 

Les champs de vecteurs sont 4 + 



PROGRAMME CALCULANT LA REALISATION 

DES SYTEMES DYNAMIQUES 

DE SERIE GENERATRICE FINIE 

MENU PRINCIPAL 

1- CALCULS INDEPENDANTS. 

2- CALCULER LA REALISATION. 

3- VERIFIER LA REALISATION. 

4- FIN. 

Tapez le numero de votre choix suivi de ; : 

La serie correspondant a vorte realisation est: 

Tapez <c;> puis <return> pour continuer: 
c ;  



p[*&y:$ :; : y ; 
,a!..? ' 3 : *\ 

1 
Dan6 ce travail, nous ptlrenfonr L'aaora une esude fondamel 

forwrlle~ et der oplrrtioao de base eur celler-ci. Sour nour a0~p)ar 
d'implémentri. systaPutiquesaent tour les outils de manipulation der r 
meller non conmitativor . 

I 
Ensuit,, nous abordons un problhme technique et tr€$ diff il 

matique,.8 savoir le problème de la rlialiration der syst&mes dynami~ 
aiaires. Nous apportonr alorr der alaienti de dWmrtration d'une corn 
laquellet, pour tout.polya8rpe non commutatif, on peut trOuver la ré' 
crie et minimale compl&tcmarnt polynomiale. Cer €l?lmentt emmistent 
mentation d'algorithmto permettant de construire cette rdalisation. 

1' Dans cet alnorithme nour utilisons le8 mot8 dé Eyndon pour 


