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CHAPITRE 1 



Le but de toute méthode de classification est de 

définir des groupes (ou classes) dans un ensemble d'individus 

dont la structure est inconnue a priori. Ainsi la description 

complète et détaillée de chaque individu est remplacée par son 

appartenance à une classe bien définie. Chacun de ces 

individus étant représenté dans un espace multidimensionnel, 

1 'automatisation de la classification corktitue un pas décisif 

dans le processus d'analyse et de compréhension des données, 

le cerveau humain étant incapable d'accomplir une synthèse 

multidirnensionnelle. Néanmoins, la classification automatique 

apparaît comme un arsenal de méthodes qui n'ont en commun que 

leur finalité et qui font appel à un grand nombre de notions 

mathématiques et de concepts scientifiques . Devant le 

foisonnement des techniques permettant d'identifier les 

classes en présence dans un ensemble de données 

multidimensionnelles, l'utilisateur le plus averti reste 

souvent perplexe. En effet, l'analyste doit choisir une 

stratégie parmi cet ensemble de méthodes trés diverses et 

souvent peu comparables, chacune ayant ses points forts et ses 

faiblesses. 

Ce problème de décision apparaît surtout lorsqu'il 

s'agit d'identifier les classes en présence dans un 
échantillon, uniquement à partir de la seule information qui 

peut être extraite des observations à classer. Il s'agit alors 

de probl&mes de classification non supervisée, qui 

apparaissent comme une démarche exploratoire, créatrice 

d'hypothèses, car elle permet, dans un domaine inconnu, de 

découvrir des structures qui n'étaient pas visibles sur les 

données. 

On peut dissocier deux grands types de méthodes de 
classi£ication non supervisée : les méthodes basees sur des 

concepts de distance et celles se référant à des no-tions de 

statistique. 



On recherche  une p a r t i t i o n  de l 'ensemble des  

obse rva t ions  t e l l e  que chaque i n d i v i d u  de l ' é c h a n t i l l o n  

cons idé ré  ressemble p l u s  aux i n d i v i d u s  i n t é r i e u r s  à son groupe 

qu'aux i n d i v i d u s  e x t é r i e u r s .  La mesure l a  p l u s  n a t u r e l l e  d e  l a  

ressemblance e n t r e  deux i n d i v i d u s  es t  l a  d i s t a n c e  s é p a r a n t  l e s  

deux obse rva t ions  cor respondantes  /6 / .  

S i  c e r t a i n s  a lgo r i t hmes  s o n t  t o t a l emen t  h e u r i s t i q u e s  

/ 4 / ,  d ' a u t r e s  se v e u l e n t  optimaux en c e  sens  q u ' i l s  minimisent  

s o i t  un c r i t è r e  de d i s p e r s i o n  in t ra -groupe  de type  quad ra t ique  

/2-3-10-17-27-33-35/ s o i t  un c r i t è r e  c a l c u l é  à p a r t i r  de  l a  

ma t r i ce  de  d i s p e r s i o n  /15-37-38-42/. 

Toujours dans l e  c a d r e  des  méthodes de  recherche  de 

groupements f a i s a n t  r é f é r e n c e  à l a  no t ion  de  d i s t a n c e ,  nous 

pouvons d i s t i n g u e r  c e l l e s  q u i  opè ren t  p a r  groupements ou 

s é p a r a t i o n s  s u c c e s s i f s  des  obse rva t ions  /7-24-26-40/ de celles 

q u i  u t i l i s e n t  l a  t h é o r i e  des  graphes  /1-43/. 

A l ' e x c e p t i o n  d 'une s e u l e  méthode fondée s u r  

l ' u t i l i s a t i o n  d 'un c r i t è r e  i n v a r i a n t  1 5  les a u t r e s  s o n t  

s e n s i b l e s  à t o u t  changement d ' é c h e l l e  s u r  les c a r a c t è r e s .  

C e r t a i n e s  dépendent de  l ' o r d r e  dans l e q u e l  les o b s e r v a t i o n s  

s o n t  cons idé rées  /3-27,'. D e  p l u s ,  pour l a  m a j o r i t é  d ' e n t r e  

e l l e s ,  l e  nombre de c l a s s e s  est supposé connu à p r i o r i  e t ,  

évidemment, les r é s u l t a t s  dépendent de c e  nombre imposé par 

1 ' a n a l y s t e .  O r  lo r squ 'on  t r a i t e  des  é c h a n t i l l o n s  inconnus,  c e  

choix es t  d i f f i c i l e  à j u s t i f i e r  / I l -41 / .  Pour é v i t e r  ces 

inconv6nien ts ,  on peu t  f a i r e  appe l  à des  concepts  s t a t i s t i q u e s  

p l u t ô t  qu'au concept  de  d i s t a n c e .  

I l  e x i s t e  beaucoup moins de  méthodes s t a t i s t i ' q u e s  que 

de  méthodes r r~étr iques  pour l a  recherche  de groupements parmi 

d e s  o b s e r v a t i o n s  m u l t i d i r n e n s i ~ n n e l l e s  /5-39/. De p l u s  

c e r t a i n e s  d ' e n t r e  e l l e s  ne f o n t  en f a i t  r é f é r e n c e  à d e s  

n o t i o n s  de  c o r r é l a t i o n  o  de  v a r i a n c e  que pour d é f i n i r  un 

c r i t è r e  a lgéb r ique  à ext re rn i se r .  I l  ne  s ' a g i t  en r é a l i t é  que 

d 'une  g é n é r a l i s a t i o n  de  l a  n o t i o n  de  d i s t a n c e  /15-27-37/. 



On ne parle réellement de méthodes statistiques que 

lorsqu'il est fait appel à la notion de densité de probabilité 

/9-14/. Dans ce cas, les groupements d'observations 

correspondent aux modes de la fonction de densité /3-16-18- 

19-20-21-22-23-28/ et la classification se ramène 

essentiellement à un problème de détection des modes. 

La recherche des maxima locaux de la fonction de 

densité sous-jacente est souvent obtenue par des techniques 

basées sur la notion de gradient qui permettent de remonter 

les pentes de cette fonction /9-13-18-28/. En général, ces 

méthodes sont très sensibles aux irrégularités de l'estimation 

de la fonction de densité elle-même et tendent à générer un 

nombre de modes excessif. 

Pour Bviter les 

:&: d*opérateurs différentiels du type gradient, tout en gardant 
@ , les avantages liés à l'utilisation des méthodes statistiques, 

6 nous avons opté pour une méthode utilisant le concept de 

convexité. 

Dans ce cas, LWS modes ne sont plus consid4rés comme 

des extrema locorux de la fonction de densit6 mais comme des 

domaines où cette fonction est localement convexe /36/. 

Cette approche apporte une solution au problhme 

classique de la recherche des groupements lorsqu'on n84met 

aucune, hypath$ss particulihre sur la nature statistique de la 

distribution des donnBes à classer, mais elfe permet égaleaent 

d'optimisler une classification par minimisation du taux 

d'erreur /3 i / .  I 
Toutefois, nous constatons que la qualit6 des Pésultats 

obtenus par cette méthode de classification dépend Bnorm6ment 

du soin apporté à l'ajustement du pas de discrétisation de 

l'espace de représentation des données multidimensionnelles. 

En gdnéral, l'ajustement de ce pas est basé sur une notion de 

stabilité des modes /12/. 



Il faut ajouter à ce probleme de discrétisation, le 

problème lié toutes les méthodes d'estimation statistique, 

c'est-à-dire leur sensibilité aux irrégularites de la 

distribution des données. Ces irrégularités proviennent en 

général des erreurs introduites durant le processus 

d'acquisition de ces données, autrement dit du bruit de 

mesure. 

. . 
Pour remédier à tous ces problèmes, noua allons faire 

appel à une approche itérative basée sur des techniques 

d'étiquetage probabiliste ou "relaxation" qui, jusqu'ei. 

présent, a surtout été employée dans le cadre du traitement 

es images numériques /8-25-32-34/. 

Pour appliquer la méthode de classification statistique 

ur le concept de convexité, on discrétise l'espace de 

représentation des données sur un réseau hypercubique et on 

attribue à chaque hypercube constituant ce reseau une 

étiquette "convexe" ou "concave". Les differents problbrnes 

rencontrés lors de l'utilisation de cette méthode statistique 

résultent de la présence d'hypereubes convexes isolés entoures 

d'hypercubes concaves et vice-versa /29-30/. Nous montrerons 

que ces erreurs d'étiquetage peuvent Qtre corrigees par 

l'application d'une méthode itbrative bash sur des techniques 
d'étiquetage probabiliste. L'analyse des éçtiquettes assign6es 
aux voisins de l'hypercube considérh permet, selon leur 
compatibilit4, de renforcer ou diminuer la probabilit& que cet 

hypercube soit correctement étiquetér. I)é plus, ce kraitement 

des données a pour avantage suppl4mentaire d'$trsr effaccrtua en 
parallàle, c'est-à-dire sur tous les hyperoubas en &me tamga, 

ce qui rend la methade indépendante de l'ordre de tra2temapt. 

On constatera que cette mdthoda augments la ~tabilita 
des modes en réduisant les ambiguïtAs lucales, ce quf donnera 

plus de souplesse l'analyste pour la determination du pas de 

discretisation. 



1.6 C O N  1)- 

Après avoir brièvement rappelé les principes de la 

détection des modes par analyse de la convexité de la fonction 

de densité sous-jacente, on montre comment le test de 

convexité mis en oeuvre débouche sur la notion d'étiquetage 

des points de discrétisation de l'espace de représentation des 

données (Chapitre II). 

Le troisième chapitre de ce mémoire est consacré à 

l'élaboration d'une procédure d'étiquetage probabiliste pour 

l'analyse de la convexité des fonctions de densité. En chaque 

point de discrétisation, on détermine une probabilité pour qu 

la fonction de densité soit concave ou convexe. Ces 

probabilités sont ensuite réajustées par un schéma itératif e 

parallèle. Elles sont renforcées lorsqu'elles sont compatible2 

dans un voisinage donné et diminuées en cas d'incompatibilité. 

probabiliste sont ensuite pris en compte pour reconstituer les 

modes de la fonction de densité sous-jacente. Le chapitre IV 
présente une méthode d'agrégation globale qui permet de mettre 

en évidence des domaines modaux pour chacune des classes en 

présence. Cette methode a l'avantage de réactualiser la 
definition de chacun des modes pour l'affiner au fur et ià 

mesure que se déroule le processus d0agr6gation. Une analyse 

locale permet finalement de parfaire la classification lorsque 

des classes prhentant un fort degr4 de chevauchement n'ont 

pas ét6 dissoci6es par la procedure globale. 

Les modes ainsi reconstitués permettant de proposer des 
fonctions de d6cision adapthas h la clasaificatian 

d'observations issues de malanges gauassfens. Le dernier 
chapitre prbsente quelques exemples de clas~tfication pour des 
donnbss normales g8n9rdes artificielle-nt. Ges risultats 

obtenus montrent la stabilité de l'algorithme par rapport 

1 ' ajustement des param4tres de r6glage. Sans aucune 

connaissance 19 priori sur les données B classer, la proc6dure 

gernet de retrouver les classes en grAsence et de leur 

assigner les observations avec un taux d'erreur trbs proche du 

taux d'erreur théorique optimal defini par la thr4orie de la 

d4cision. 
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CHAPITRE II 

#kNILYSE DE bit CONUEXXTE DES FONG'XXONS 
DE DIENSITE DE PROBBBILXTE 



Lorsque 1 ' a n a l y s t e  ne d i spose  d 'aucune a u t r e  

in format ion  que c e l l e  q u i  peu t  ê t r e  e x t r a i t e  de l ' é c h a n t i l l o n  

d i s p o n i b l e ,  l ' a n a l y s e  de  l a  convexi té  de  l a  f o n c t i o n  de  

d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  sous - j acen te  c o n s t i t u e  une approche 

b i en  adaptée  a u  problèrne de l a  c l a s s i f i c a t i o n  non s u p e r v i s é e .  

Nous nous proposons d e  f a i r e  quelques  r a p p e l s  s u r  l ' é t u d e  de  

c e t t e  convexi té  a £ i n  d ' e n  dédu i r e  ses p o s s i b i l i t é s  

d ' a p p l i c a t i o n  e t  s e s  l i m i t a t i o n s .  

Une f o n c t i o n  f(X) e s t  d i t e  convexe s u r  un domaine 

convexe D de R N  si  : 

On p o u r r a i t  e n v i s a g e r  d ' e x p l o i t e r  c e t t e  d é f i n i t i o n  pour  

dé te rminer  l e  sens  de l a  convexi té  des  fonc t ions  de d e n s i t é  de 

p r o b a b i l i t é .  Une t e l l e  approche semble p o s s i b l e  lo rsqu 'on  

d i s p o s e  d'un modèle a n a l y t i q u e  de  c e s  f o n c t i o n s .  Cependant, 

dans n o t r e  problème, on  ne c o n n a i t  pas  l ' e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  

des  f o n c t i o n s  de  d e n s i t é ,  En e f f e t ,  ne d i s p o s a n t  d 'aucune 

a u t r e  in format ion  que c e l l e  appor t ée  p a r  les obse rva t ions  à 

c l a s s e r ,  on ne  peut  qu'estirrier p o i n t  p a r  p o i n t  l a  f o n c t i o n  de  

d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  sous - j acen te  à p a r t i r  des données en 

a n a l y s a n t  l e u r  d i s t r i b u t i o n  dans l ' e s p a c e  de r e p r é s e n t a t i o n .  

L'expression c i - d e s s u s  ne pouvant donc pas ê t r e  

u t i l i s é e  pour l ' é t u d e  de l a  convex i t é  des  f o n c t i o n s  de 

d e n s i t é ,  nous a l l o n s  f a i r e  appe l  une niethode pe rme t t an t  de 

t e s t e r  localement  l e  sens  de l a  convexi té  des  f o n c t i o n s  

m u l t i v a r i a b l e s  / l a / .  



L e  p r i n c i p e  de  c e t t e  méthode e s t  l e  s u i v a n t :  

Une fonc t ion  f ( X )  est d i t e  " localement  convexe" au  

p o i n t  X 0  s ' i l  e x i s t e  un vo i s inage  de  X 0  convexe s u r  l e q u e l  l a  

f o n c t i o n  f ( X )  est convexe 1 3  Pour déterminer  l a  convex i t é  

d 'une f o n c t i o n  en  un p o i n t  X0, on ana lyse  l e s  v a r i a t i o n s  de  s a  

v a l e u r  moyenne : 

où D(X0,a) e s t  un domaine homothétique d'un domaine de  

r é f é r e n c e  D0(X0), symétrique par r a p p o r t  à son c e n t r e  Xa, de  

volunie-unité, dans une hornothétie de  c e n t r e  X s  e t  de  r a p p o r t  

a .  L 'a jus tement  du parametre  a permet de f a i r e  v a r i e r  l e  

volume du domaine D(Xs ,a ) ,  appe lé  domaine d ' o b s e r v a t i o n  

( f i g u r e  1 ) .  

: ï k m a i  n es d ' 0  bs e r v a  t i on 

s p h é r i q u e s  d a n s  un  e s p a c e  à t r o i s  d i m e n s i o n s .  

I l  a é t é  montre /19/ que s i  f ( X )  e s t  ldca lemént  

convexe, a l o r s  l a  v a l e u r  moyenne d e  f ( X )  s u r  l e s  dornaines 

d ' o b s e r v a t i o n s  D(X0,a) e s t  une f o n c t i o n  d 6 c r o i s s a n t e  de a, 

donc de l a  t a i l l e  de c e s  domaines. 



Inversement, si f(X) est localement concave, alors la 

valeur moyenne de f (X) sur les domaines d'observations D(Xs , a) 
est une fonction croissante de la taille de ces domaines . 

On peut donc, & partir de ce résultat, déterminer 

facilement le sens de convexité des fonctions de densité en 

tout point Xs de l'espace de représentation des données. 

Pour cela, nous somnies amenés & utiliser une méthode 

d'estimation pour déterminer < [D(Xs,a)]. 

Les principes de base de nombreuses méthodes 

d'estimation d'une fonction de densité de probabilité sont 

tres simples, bien que les dénionstrations rigoureuses de la 

convergence des estimateurs requièrent considérablement de 

soins /3-5-7/. 

De nombreuses techniques d'estimation reposent sur le 

fait que la probabilité P(X E D(Xs,a)) pour qu'une observation 

X soit située dans le domaine D(Xs,a) est donnée par : 

En divisant P(X E D(Xs,a)) par V(D(Xer,u)), on obtient 

la valeur moyenne de la fonction de densité f(X) sur le 

domaine D(Xs,a) qui est souvent confondue avec l'estimation de 

la fonction de densité en X0 / 5 / .  



En supposant que o r  dispose d'un échantillon 

constitué de Q observations XI , X2, . . . , XQ , iridépendarnment 

distribuées suivant la loi de probabilité sous-jacente f (X) 
dans l'espace de représentation, la probabilité P k  pour que k 

de ces Q observations soient situées dans le domaine D(Xs,a) 
est donnée par la loi binomiale : 

pour laquelle l'espérance mathématique de k est : 

Ce résultat indique que k/Q est uri estimateur non 

biaisé de P(X E D(X0,a)). 

On a donc : 

Dans ces conditions, on peut prendre 

pour estirnateur de la valeur moyenne de f(X) sur D(X0,u). 

Pour determiner localement le sens de variation de la 

valeur moyenne de f(X), c'est-à-dire le sens de la convexité 

de f(X) en un point Xs, il faut d'abord estimer la valeur 

rrioyenne de la fonction de densité de probabilité f(X) sur un 

domaine D(X0,a) aussi petit que possible. 



A 

S o i t  f [ D ( X s , a ) ]  cet e s t i m a t e u r  : 

I l  f a u t  e n s u i t e  e s t i m e r  l a  v a l e u r  moyenne de f (X)  s u r  

un domaine D ( X s J a e )  de  t a i l l e  légèrement  supé r i eu re  à c e l l e  du 

domaine D(X0,a) :  

k' e s t  l e  nombre d ' obse rva t ions  contenues dans l e  domaine 

D ( X 0 , a ' )  , t e l  que V(D(Xs ,a ' ) )  > V ( D ( X s , a ) )  

En corriparant c e s  deux e s t i m a t i o n s ,  on détermine 

d i r ec t emen t  l e  sens  de  l a  convexi té  de f ( X )  en X0. 

/' A 

S i  [D(X@,u)]  < 4 [D(Xs ,a ' ) ] ,  l a  va l eu r  moyenne de 

f  ( X I  es t  une f o n c t i o n  c r o i s s a n t e  du paramètre a : l a  f o n c t i o n  

f ( X )  e s t  donc localement  concave en X 0 .  

f i  0- 

S i  e [ D ( X s , a ) l  > [D(Xs,cx')], l a  f o n c t i o n  es t  

localement  convexe en X0. 

h P 

Enf in ,  dans l e  c a s  où C [D(X,u)]  = e [ D ' ( X , a ) ] ,  on 

ne peu t  conc lure  quant  au sens  de  l a  convexi té  de l a  f o n c t i o n  

f (X) 



En u t i l i s a n t  l ' e s t i r n a t e u r  de  Parzen-Rosenbla t t  : 

avec  l e  noyau cubique,  q u i  es t  ce r t a inemen t  l ' u n  de s  p l u s  

u t i l i s é s  dans l a  p r a t i q u e  /6-7-8/, d é f i n i  p a r  /1/: 

1 s i  lyml S l / 2 ,  rn=l, . . . ,  M 

0 au t rement  

avec  Y = [ y i ,  . . . , y  n ,  ...,y M I T  , 

ou en  f a i s a n t  appe l  à l ' e s t i m a t e u r  de s  k  p l u s  proches  v o i s i n s  

9 ,  or1 c o n s t a t e  que l a  v a l e u r  rnoyenne de  l a  f o n c t i o n  f ( X )  

estirnée s u r  l e  domairie D(Xs, a )  n ' e s t  a u t r e  que l ' e s t i r r i a t ion  

u s u e l l e  de  ce t te  f o n c t i o n  en Xs. 

On p e u t  donc é c r i r e  

A 
h 

- 
k/Q 

f ( X s )  = CD(X0,u)I - 
V(D(X@,a>)  

L ' u t i l i s a t i o n  d e  ces es t i r r ia teurs  simples sou l ève  

p l u s i e u r s  problèmes thGor iques  e t  p r a t i q u e s .  

S i  nous f i x o n s  l e  volume V ( D ( X 0 , a ) )  e t  que nous prenons  

de  p l u s  en  p l u s  d ' obse rva t i o r i s ,  l e  r a p p o r t  k/Q va converger  e n  

p r o b a b i l i t é  v e r s  P(XED(X0 , a )  ) . Er1 d i v i s a n t  c e t  e s t i m a t e u r  p a r  

V ( D ( X 0  , a )  ) , nous obtenons  e f f ec t i ven i en t  une eç t i r t ia t ion de  l a  

v a l e u r  moyenne d e  f ( X )  s u r  l e  domaine D(Xs,a)  e t  non l a  v a l e u r  

de f ( X )  en  X 0 .  



Pour obtenir un estimateur de f (X) en un point X0, il 

faudrait donc faire tendre le volume V(D(X0,a)) vers zéro, 

c'est-$-dire, faire tendre le rapport d'homothétie a vers 

zéro. Il importe donc d'étudier le comportement asymptotique 
f i  

de l'estimateur 4 CD(X0,a)J lorsque a tend vers zéro. 

Pour assurer la convergence de l'estimateur vers f(Xs), 

il a été montré que le volume du domaine intervenant dans 
/r 

. . 

l'expression de < [D(Xs,a)] ainsi que le nombre d'observations 

k situées dans ce domaine doivent être liés au nombre total Q 
d'observations disponibles. 

Plus précisément,, soit aa la valeur de a et k~ la 

valeur de k correspondant à un échantillon de Q observations. 
A 

On démontre / S I /  que Q [D(X@,aa)] converge en moyenne 

quadratique vers f(X0) si : 

(a lim V(D(X0,aa)) = 0 
Q-->a 

lim ka 

&-->a 

lim ke/Q 

Q-->a 

Il y a deux façons d'obtenir des domaines D(Xs,aa) 

satisfaisant ces conditions. 

La première est de réduire la taille du domaine 

D(x0,a~) lorsque Q augmente en spécifiant le volume 

V(D(x0,aa)) cornme une fonction de Q. Il a été montré qu'avec 
des expressions, telles que : 

où les variables aléatoires k~ et kg/Q répondent aux 

conditions (b) et (c) . C'est la méthode du noyau, initialement 



proposée par Rosenblatt /15/ dans le cas monovariable, puis 

approfondie par Parzen /12/ avant d'être étendue au cas 

multivariable par Murthy /il/ et par Cacoullos /2/. 

La deuxième méthode consiste à spécifier ke comme une 
fonction de Q, telle que ke = k0. \rg . Ici, on augmente le 

volume V(D(Xs,aa)) jusqu'à ce que celui-ci contienne les kg 

plus proches voisins de Xs. C'est la méthode d'estimation des 

ka plus proches voisins /3-10,'. 

Les deux méthodes convergent et chacune d'elles 

présente des avantages spécifiques /17-20/. 

Néanmoins quelle que soit la méthode choisie, il y aura 

un choix déterminant à faire: 

- soit le choix de V 0  dans la méthode de Rosenblatt- 

Parzen, 

- soit celui de ks dans la méthode des kg plus proches 
voisins, 

chacun de ces choix ayant ses propres contraintes. 

. - 
Lorsque le nombre Q d'observations disponibles tend 

vers l'infini, on sait que, théoriquement, quel que soit le 

choix effectué, il y a convergence asymptotique de 

l'estimateur. Or, dans la pratique, le nombre d'observations 

est toujours limité. Avec un ajustement de V 0  trop petit, on 

obtiendrait une estimation très bruitée de la densité de 

probabilité. En effet, l'estimateur de f(Xs) serait nul dans 

presque tout l'espace. Seuls les domaines D(X0,ag) centrés en 

des points X0 proches des observations ne seraient pas vides 
et l'estimateur correspondant tendrait alors vers l'infini. A 
l'inverse, avec un volume V 0  trop grand, l'estimateur 

manquerait de résolution. Le volume v(D(X0,a~)) ne peut donc 

devenir ni arbitrairement petit, ni arbitrairenient grand, ce 

qui explique que l'analyste utilise en fait toujours une 

estimation de la valeur moyenne plutôt qusune estimation 

ponctuelle de £(X). Ainsi, lorsqu'il s'agit d'estimer f(X) en 

Xs, on ajuste eri. général V 0  afin d'obtenir une estimatiori ni 

trop lissée, ni trop bruitée de la fonction de densité. 



Dans le contexte de la détermination de la convexité de 

la fonction de densité f(X), on ajuste la taille du domaine 

D(Xs,a) comme s'il s'agissait d'estimer f(X) en Xs, en 

fonction du nombre Q d'observations disponibles /13/. On prend 
ensuite pour D(Xs,a') un domaine de taille légèrement 

supérieure. 

Si l'on désire décrire une fonction en termes de 

convexité sur tout son espace de définition, il faut appliquer 

le test de convexité point par point sur tout cet espace. Or 

le nombre de points nécessaires pour décrire correctement une 

fonction multivariable croît exponentiellement avec la 

dimension de l'espace de définition, ce qui entraîne des 

temps de calcul importants. De plus, pour déterminer le sens 

de la convexité de la fonction de densité de f(X), il faut 

appliquer cette méthode d'estimation en chaque point par deux 

fois, la valeur moyenne de f (X) étant d'abord estimée sur un 

domaine d'observation D(x0,a~) aussi petit que possible puis 

sur un domaine d'observation D(X0,aQ') de taille légèrement 

supérieure. Cette méthode de détermination du sens de la 

convexité de f(X) ne pourra donc être employée efficacement 

qu'en faisant appel à une procédure permettant d'accélérer sa 

mise en oeuvre 1 4  Cette procédure rapide nécessite une 

transformation préalable des données. 

Pour permettre une implantation rapide de la procédure 

d'estimation, on normalise d'abord les plages de variations de 

chacune des composantes des observations de telle sorte que 

leurs valeurs extrêmes soient 0 et 1. 

Soit [XQ] l'ensemble des Q observations disponibles de 
la forme: 

où N est la dimension de l'espace de représentation des 

données R s N  . 



Soient: 
H 
Xn = Max Xn, q q=1,2, . . .  ,Q 

q 
et l- n=1,2, ... ,N 
m 

Xn = min Xn, q q=1,2, ... ,Q 
a 

les valeurs maximales et minimales aes diffbrentes 

composantes. 

En appliquant une translation de vecteur: T=[ti , t2, . . . , t~ ]T 
m 

avec tn = -Xn n=1,2, . . .  , N  
suivie d' une transformation linéaire de matrice : 

1 
avec mn = 

M RI 

Xn - Xn 

on obtient de nouvelles composantes de la forme: I 
X' = ff. [ X  + T] 

Dans ce nouvel espace noté RiN, les composantes des 

observations X'q = [X*i,q, . . .  , X*n,q, . . .  , X * N , ~ ] T  sont 

normalis6es de sorte que: 

ai bien que toutes les observations sont si'tu6es dans un 

hypercube-unit4 (figures 2 et 3 ) .  



E&uze-...2~ Données bru tes. 

X'l 

Fdgw-e. 3 L Données normal i sées par 1 a 
transformation : 



Supposons Que l'on désire estimer la fonction de 

densité de probabilité dans ce nouvel espace en utilisant des 

domaines deobservation hypercubiques de c6té a q  adjacents, 

comme représenté sur la figure 3 

Afin d'accélérer la proceaure d'estimation, on 

' multiplie préalablement chaque coordonnée de l'espace 

e nombre de 

points de discrétisation sur chaque axe et a p  le pas de cette 

discrétisation dans lvespace normalisé (figure 3). 

E s s a c e R n g N  : 

TransFommtf on de 
I aespace n o ~ l i s d  pour Np = 4 .  On applique 2s t ru>af~r"$r~t ion:  

Cet* t~ansformation conduit aux ~ouvslZes o~ordnnaQs 
Y de la furma : 

Y = A.M. CX+T] = A . X O  

où IN est la matrice-unité d'ordre N. 
.-L-"- - 

. . 
, L . ,  

&. ,' : , # .  ,$ ' * _ 



Dans ce nouvel espace, chaque domaine d'observation 

devient un hypercube de côté unité (Figure 4). 

On constate que, dans le cas extrême où il n'y a pas 

plus qu'une observation par hypercube de discrétisation, le 

nombre d'hypercubes non vides est au plus égal au nombre Q 
d'observations. L'estimation de la fonction de densité f(X) en 

utilisant les hypercubes unitaires pour domaines d'observation 

est donc nulle, sauf en un nombre limité de points au plus 

égal à Q. La procédure d'estimation de Rosenblatt-Parzen avec 

noyau cubique peut ainsi être accélérée en n'estimant f(X) que 

dans les hypercubes non vides de ce nouvel espace, sous la 

forme : 

- k/Q 
f (Xs) = CD(xs,a~)l = 

V(D(X0,ae)) 

où V(D(X0,aa)) est le volume de l'hypercube non vide 

considéré de centre Xs, dans lequel sont situées k des Q 
observations disponibles /14/. 

Sans faire aucun calcul, on sait que si l'hypercube 

considéré est vide, l'estimateur associé de f ( X )  est nul. 

On peut exploiter cette remarque en extrayant 

directement la liste des hypercubes non vides de l'espace R ~ Q N  

de la liste des observations disponibles /14/. 

En effet, dans l'espace transformé, une observation: 

est située dans l'hypercube dont le centre a pour coordonnées: 



Cette procédure permet de dresser immediatement la 

liste des hypercubes non vides à partir de la liste des 

observations et de déterminer le nombre d'observations situées 

dans chacun d'eux. 

La valeur moyenne de f(X) est ainsi estimée uniquement 

dans les hypercubes non vides D(X0,a) de l'espace de départ, 

dont le nombre ne peut dépasser Q : 

V(D(X0,a)) 

On estime ensuite la valeur moyenne de f(X) sur un 

le Qe sp&i &*Eyd,<: " 
ns ces conditions, on a : wG+? +: 3,". . ., " - -  q. 

1 q . u 
4 - 

1- J '  

03 k* est le nombre d'observations situées dans l'hpper 

714 D(Xs,aO), obtenu par sommation des nombres d'observations 

aituees dans les 3 N  hypercubes elémentaires con3tituant 



Ei.gar~! 5 : I m p l a n t a t i o n  du  test d e  c o n v e x i t é  
d a n s  u n  e s p a c e  à d e u x  d i m e n s i o n s .  

La détermination du sens de la convexité de f ( X )  en Xs 

se fait alors aisément. 

f i  0- 

Si [D(Xa,a)] < Q [D8(X0,a)l, c'est-à-dire 

si k/Q < k'/(3N . Q) ou encore 

la fonction f(X) est considérée comme localement concave dans 

l'hypercube D(X0,a) auquel on affecte l'étiquette "concave". 

Inversement, 

elle est considérée comme localement convexe dans 1 ' hypercube 

D(X0,a) auquel on affecte l'étiquette "convexe". 

Il faut garder à l'esprit que le résultat de ce test 

n'a de sens que si la convexité de f(X) est définie dans 

l'hypercube D(X0,a'). En effet, à l'encontre des fonctions 

rrionovariables, la convexité des fonctions multivariables peut 

ne pas être définie dans certaines régions de l'espace. 



Dans de telles régions, on ne peut attribuer aucune 

valeur au résultat du test qui indique indifféremment l'un ou 

l'autre des deux sens de la convexité. Nous verrons par la 

suite comment éliminer les résultats erronés ainsi obtenus 

dans ces régions par un traitement approprié. 

D'autre part, le fait de découper l'espace de 

représentation en hypercubes adjacents entraîne la création de 

cellules vides dans des régions de l'espace où la fonction de 

densité de probabilité n'est pas nulle. En effet, les 

utilisateurs de la méthode d'estimation avec noyau cubique ont 

souvent constaté que les résultats peuvent considérablement 

changer selon qu'une seule observation se situe d'un côté ou 

de l'autre d'une face d'un hypercube. C'est d'ailleurs une des 

motivations de l'utilisation des noyaux plus "doux", tels que 

les noyaux triangulaires ou gaussiens. Ce phénomène, si l V o n  

ne prend pas garde, risque de perturber fortement le résultat 

final de la classification. 

Pour remédier à la création de ces hypercubes vides 

perturbant la classification, on effectue un pré-traitement 

sur les données. 

A la suite de la discrétisation de l'espace de 

représentation des données, nous sommes en présence de 4 types 

d'hypercubes (figure 6): 

hypercube vide entouré uniquement 
d'hypercubes également vides 

hypercube vide ayant un voisinage 
constitué d'hypercubes vides et 
d-hypercubes non vides 

type 3 hypercube vide ayant essentiellement 
des hypercubes voisins non vides 



hypercube non vide 

Z,fg..e 6 : Différents types d'hypercubes 
rencontrés après discrét isat i  on de 1 'espace des données. 

La liste des hypercubes non vides déterminée 

directement à partir de la liste des observations disponibles 

doit donc être complétée par la liste des hypercubes vides 

pouvant apparaître dans des régions de l'espace où la fonction 

de densité n'est pas uniformément nulle (type 3). L'apparition 

de tels hypercubes résulte souvent deun pas de discrétisation 

trop petit. 

Il est bien sûr hors de question de prendre en compte 

tous les hypercubes vides de type 1 et de type 2 de l'espace, 

ce qui reviendrait à abandonner la procédure d'estimation 

rapide. En effet, le nombre d'estimations locales de la 

fonction serait alors une fonction exponentielle de la 

dimension de l'espace de représentation des données et le 

temps d'éxécution de la procédure deviendrait vite prohibitif 

7 Les seuls hypercubes vides à prendre en compte' ne sont 

autres que ceux situés à l'intérieur des régions modales, 

c'est-à-dire les hypercubes de type 3. 



Afin de les déterminer rapidement, on examine le 

voisinage de tous les hypercubes vides et on ne prend en 

considération que ceux dont le voisinage est constitué d'un 

nombre suffisant d'hypercubes appartenant à la liste des 

hypercubes non vides. Ainsi, si ce nombre est nul, ce qui ce 

produit dans le cas où on est en présence d'un hypercube vide 

situé dans une région de très faible densité, l'hypercube est 

ignoré. Si ce nombre est inférieur à la moitié du nombre total 

d'hypercubes voisins, ce qui est souvent le cas pour les 

hypercubes situés sur le pourtour d'un mode de la fonction de 

densité, cet hypercube est également ignoré. 

Dans le cas de l'étude d'un espace de dimension M ,  ce 
nombre devra donc être au moins égal à (3N-1)/2 pour qu'un 

hypercube soit catalogué dans le type 3 (figure 7 ) .  

hypercube vide pris en compte 

hypercube non vide 

. Z . H y p e r c u  bes p r i s  e f f e c  ti vemen  t en 
c o m p t e  p o u r  l ' e x e m p l e  b i d i m e n s i o n n e l  d e  l a  f i g u r e  6 .  



l Après avoir complété la liste des hypercubes non vides 
l par la liste des hypercubes vides devant être pris en compte, 
l on obtient la liste des hypercubes sur lesquels on applique 

une procédure de lissage à l'aide d'une fenêtre glissante. 

Celle-ci consiste à attribuer à chaque hypercube de la liste 

un poids dont la valeur est égale à la moyenne, par hypercube, 

des nombres d'observations situées dans l'hypercube considéré 

et les hypercubes de son voisinage apparaissant dans la liste. 

Ce lissage permet d'atténuer les problèmes résultant 

d'une discrétisation trop £ine de l'espace de représentation. 

Le problème du choix du nombre de divisions Nq par 

composante reste primordial pour la suite des opérations et 

donc pour le résultat de la classification. Ce découpage de 

l'espace en domaines d'observation peut, s'il est trop fin, 

rendre la procédure trop sensible à de faibles variations 

locales de la fonction de densité de probabilité et nuire à la 

classification. Par contre, s'il est trop grossier, il peut 

faire disparaître des variations significatives de cette 

fonction, perturbant également la classification. 

Ce choix dépend bien sûr de la dimension de l'espace, 

du nombre d'observations disponibles mais également de la 

répartition des observations dans l'espace. 

Habituellement, l'ajustement de ce paramètre est laissé 

à l'initiative de l'analyste qui fait appel à son expérience, - 
sinon à son intuition, pour trouver un compromis entre les 

deux situations extrêmes évoquées ci-dessus. Le concept de 

stabilité du nombre de modes détectés apporte un support 

heuristique pour guider cet ajustement qui reste cependant 

toujours délicat et primordial. 

La procédure de classification proposée consiste à 

regrouper les hypercubes où la fonction de densité de f(X) est 

considérée comme convexe afin de localiser les modes de la 

distribution des observations. 



A ce niveau de la procédure des ambiguïtés peuvent 

exister : 

- soit du fait que des hypercubes affectés de 

l'étiquette "concave" se trouvent situés au sein même des 

modes à détecter. Ce phénomène résulte en général d'une 

discrétisation trop fine de l'espace de représentation. 

- soit du fait de l'apparition d'hypercubes portant 

l'étiquette "convexe" dans les vallées séparant les modes ou 

dans les zones où la convexité de la fonction de densité sous- 

jacente n'est pas définie. Une des causes principales de ces 

erreurs d'étiquetage est la présence d'observations isolées 

éloignées des régions modales. 

Il s8av&re donc nécessaire de rendre la procédure 

d'étiquetage des hypercubes plus robuste, afin que les 

résultats de la classificatiorr se révelent moins sensibles à 

l'ajustement du pas de discrétisation de l'espace de 

représentation. 

Plutst que de limiter l'analyse de la convexité de la 

fonction de densité à l'exploitation directe des resultats 

locaux du test de convexité,en chaque hypercube de l'espace, 

il semble intéressant de comparer au préalable ce résultat à 

ceux obtenus sur les hypercubes voisins. 

En effet, si le sens de la convexité déterminé au 

niveau d'un hypercube est compatible avec les sens de la 

convexité déterminés dans son voisinage, on peut affirmer que 

l'étiquette assignée à cet hypercube a une forte probabilité 

d'être correcte. Par contre, si le sens de la convexité au 

niveau d'un hypercube apparaît comme incompatible avec les 

sens de la convexité au niveau des hypercubes voisins, il y a 

une forte probabilité pour que le résultat du 'test de 

convexité soit erroné et que 1 'étiquette affectée 2 

l'hypercube soit à remettre en question. 



En déterminant le degré de fiabilité du test de 

convexité en fonction des résultats de ce test dans le 

voisinage immédiat de chaque hypercube , on doit pouvoir 

améliorer la connaissance de la convexité de la fonction de 

densité de probabilité et obtenir des résultats moins 

sensibles à de petites irrégularités de la distribution des 

observations. 

Pour améliorer cette détermination de la convexité, on 

fait appel à une nouvelle procédure itérative basée sur des 

techniques d'étiquetage probabilistique ou "relaxation" /4-9- 

16/. 
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CHAPITRE III 



La description de la fonction de densité de probabilité 

sous-jacente 2 la distribution d'un ensemble d'observations en 

terme de convexité revient à assigner l'étiquette "convexe" à 

certains points de discrétisation de l'espace de 

représentation et l'étiquette "concave" à d'autres. Jusqu'à 

présent, la décision d'affecter à un p0in.t l'étiquette convexe 

ou concave résulte uniquement de l'analyse des propriétés de 

la fonction de densité de probabilité en ce point. La méthode 

introduit inévitablement des erreurs d'étiquetage, des points 

concaves apparaissant isolés dans des régions convexes et 

réciproquement. 

Pour pallier ces faiblesses de la méthode, nous faisons 

appel aux méthodes d'étiquetage probabiliste, encore appelées, 

méthodes de "relaxation". 

Les méthodes de relaxation se basent sur un étiquetage 

probabiliste plutôt que sur des décisions immédiates, fermes 

et définitives. Cet étiquetage est itératif et est réactualisé 

en fonction des décisions prises à l'itération précédente. 

Cette mise à jour de l'étiquetage à une itération donnée est 

effectuée en parallèle, c'est-à-dire en même temps sur tous 

les objets à étiqueter /4/ .  

Chaque étiquette correspond en fait à l'une des classes 

à laquelle on doit affecter chaque objet à étiqueter. On émet 

alors implicitement l'hypothèse que l'étiquetage d'un objet 

est d'autant plus satis£aisant et sûr queil est cohérent avec 

l'étiquetage de ses voisins. 

Soit H = h ~~~~~~~~~~h l'ensemble des objets à 

étiqueter, c'est-à-dire à assigner à l'une des classes de 

l'ensemble C = {ci , . . .  ,cm, . . . ,  CM). On associe à chaque objet 

hi un vecteur probabilité [Pi(ci), . . .  ,Pi(cm) , . . .  ,pi(c~)]T, où 
Pi(cm) est l'estimation de la probabilité que hi appartienne à 

la classe Cm. Pour tout hi E H, on a : 



On commence par assigner à c.haque objet hi des 

probabilités initiales Pi@(cm), m=[1 ,...,MI, d'appartenir à 

chacune des classes C m ,  m=1, . . .  ,M, possibles. Puis, on examine 
les probabilités assignées aux objets voisins de hi, 

augmentant Pi@(crn) s'il existe de fortes probabilités que les 

voisins de hi aient la même classification, ou réduisant 

Pi@(cm) s*il existe de fortes probabilités que ses voisins 

soient classés différemment. La mise à jour est ensuite 

effectuée en parallèle pour tous les objets hi et toutes les 

probabilités Pi@(cm). La procédure est réitérée autant de fois 

qu'il est nécessaire pour obtenir une stabilisation des 

probabilités Pi(cm), i=1, . . . ,  1 et m=l, . . . ,  M. 

Il y a deux modèles équivalents pour formaliser cette 

procédure /5 / /2 / .  Nous allons décrire brièvement un de ces 

modèles. 

Pour chaque paire d'objets voisins {hi, hj) et chaque 

paire de classes {cm, cn), on définit une mesure de 

compatibilité /3/ entre le fait que l'objet hi appartienne à 

la classe Cm alors que l'objet hj appartient à la classe cn. 

Cette compatibilité est donnée par la fonction ri,j(~m,Cn), 

telle que 

2) Si hi appartenant à Cm est compatible avec hj 
appartenant à cn alors : 

ri, j(Cm,Cn) > 0 

3) Si hi appartenant à cm est incompatible avec hj 

appartenant à cn alors : 

ri, j(Cm,cn) < 0 



4) S'il n'existe aucun lien entre ces deux assignations 
alors : 

5) La valeur de ri, j (cm, en) représerite le degré de 

compatibilité entre l'appartenance de hi à cm et 

l'appartenance de hj à Cn. 

La nouvelle estimation de la probabilité pour que 

l'objet hi appartienne à la classe Cm à l'itération (k+l) est 

déterminée en fonction de l'estimation de cette probabilité à 

l'itération k et de la contribution Qik(cm) des estimations 

des probabilités calculées pour les objets voisins /2/ . 

On a : 
k k 

k+l Pi (cm) . (1+Qi (cm)) 
Pi (cm) , V c m E C  

k k 

Z Pi(B) . (l+Qi (0)) 
13 

k k 

où Qi (cm) = 2 Ci,j X ri,j(c,B).Pi (B) 

j B 

% représentant la somme sur les voisins de l'objet hi 
j 

Les coefficients Ci , j sont introduits pour pondérer 

éventuellement l'importance des voisins et assurer que 

Qik (cm) reste compris entre les valeurs -1 et +l. 

ILL ..... ~.-AP3LL3C..C;~Q1N.1N.1N...]B.ESSSHRn~DJ;,E DEEEE.R.;11S.L.~XA.T_X.QNNNNNA L-:-dBAL-E-ita BE. .EE..ELA 
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A ce stade de l'étude, rious sommes en présence d'un 

ensemble d'hypercubes H = {hi, . . . ,  hi, . . .  ,h~) . I est le nombre 

d-hypercubes pris en considération, c ' est-à-dire contenus dans 

la liste des hypercubes élaborée précédemment. 



Chacun de ces hypercubes appartient soit à la classe C 

des hypercubes considérés comme localement convexes, soit à la 

classe nC des hypercubes considérés comme localement concaves, 

autrement dit non convexes. Pour chaque hypercube hi, le 

vecteur probabilité est de la forme [Pi(C),Pi(nC)]T avec 

Pi(C)+Pi(nC) = 1 . 
Pour notre problème, le principe de base est de faire 

croître, de manière itérative, la probabilité qu'un hypercube 

appartienne à la classe des hypercubes localement convexes 

s'il existe de fortes probabilités pour que ses voisins 

appartiennent à cette même classe. Ce cas correspond à un 

degré élevé de compatibilité entre la nature de l'hypercube 

considéré et celle de ses voisins. De manière analogue, on 

fait décroître cette probabilité s'il existe une forte 

probabilité pour que les hypercubes voisins appartiennent à la 

classes des hypercubes localement concaves. Ce cas correspond 

à un degré d'incompatibilité élevé entre la nature de 

l'hypercube considéré et celle de ses voisins. 

La O itérative de réactualisation des probabilités 

est définie par : 

k k 
k+ 1 Pi (C) . (1+Qi (C)) 
Pi (C) = 

k k 
Z Pi(B) . (l+Qi (B)) 
B 

k 
Pi(C) est donc la probabilité à l'itération k que 

l-hypercube i appartienne à la classe C. 

Les contributions de tous les hypercubes voisins 

devant, à priori, être prises en compte de la même manière, le 

terme Qik(C) est défini par : 

où L = 3 N  - 1 est le nombre d'hypercubes voisins de 
1 *hypercube hi 

2 représente la somme sur les voisins de l'hypercube hi 
j 

.Z représente la somme sur les deux classes possibles 
B (concave et convexe) 



ri,j (C,C) et ri,j (C,nC) sont les coefficients de 
compatibilité à déterminer 

Pour pouvoir utiliser cette procédure , il faut 

commencer par déterminer les probabilités initiales qu'un 

hypercube hi soit concave ou convexe, c'est-à-dire : 
0 0 

Pi (C) et Pi (nC) . 

Pour cela, on étudie le voisinage de chaque hypercube 

en se basant sur les résultats du test de convexité de la 

fonction de densité de probabilité. 

D'après les définitions précédentes, on a : 

Il suffit donc de déterminer une seule de ces 

probabilités initiales Pi@(C) avec, pour seule contrainte : 

Le calcul de la seconde probabilité initiale Pi@(rrC) 

est alors immédiat. 

A£in de donner une valeur aussi proche de la réalité 

que possible à cette probabilité, on étudie le voisinage de 

1 'hypercube hi considéré. Rappelons que pour chacun des 

hypercubes voisins de hi figurant dans la liste à traiter par 

la procédure, on a procédé au test de la convexité de la 

fonction f (X) . On a donc pour chacun d'eux le signe de b i et 

la valeur effective de Ayi oùdti = q(D(~0,a)) -?(D(X@;a')). 



Posons : 

où L est le nombre d'hypercubes contenus dans la 
.. . 

fenêtre d'observation, c'est-à-dire 1 'hypercube hi considéré 

et ses hypercubes voisins pris en compte et où T' est défini 
par : 

T est la différence entre le nombre d'hypercubes 

voisins localement convexes et le nombre d'hypercubes voisins 

localement concaves. 

La somme j revient à additionner les différentsbei 

calculés pour chacun des hypercubes voisins pris en compte. 

Le choix de cette détermination des probabilités 

initiales a été guidé par le souci de donner à ces 

probabilités des valeurs représentatives du contexte dans 

lequel se situe l'hypercube traité. En effet, dans ces 

conditions, plus 1-hypercube considéré est entouré 

d'hypercubes localement convexes, plus la probabilité initiale 

associée tend vers sa valeur maximale 1 qu'elle n'atteint que 

lorsque tous les hypercubes voisins sont localement convexes. 

Dans le cas contraire, cette probabilité tend vers sa valeur 

minimale 0 qu'elle n'atteint que lorsque tous les hypercubes 

voisins sont tous localement concaves. 

Afin d'utiliser la procédure de relaxation, il faut 

également déterminer les différents coefficients de 

compatibilité ri,j(C,C), ri,j(C,nC), ri,j(nC,C) et ri,j(nC,nC) 

qui interviennent dans les expressions de Qik(C) et de 
Qik(nC). 



Les coe£ficients de compatibilité apparaissant dans 

l'expression de Qik(C) dépendent essentiellement de la 

configuration du voisinage de 1 .hypercube pour lequel ils sont 

calculés. 

Nous les définissons par les tableaux suivants : 

Le coefficient ri, j ( C C  prend la valeur + 1 si 

l'hypercube hj voisin de l'hypercube hi localement convexe a 

une probabilité d'appartenir à la classe des hypercubes 

localement convexes supérieure à 0.5 . Dans ce cas de 

compatibilité, la probabilité Pjk(C) intervient ainsi 

positivement dans le calcul de la valeur de Qik(C). Par 

contre, dans le cas où cette probabilité est inférieure à 0.5, 

ce qui correspond à une incompatibilité, celle-ci intervient 

négativement dans le calcul de la valeur de Qik(C). NOUS 
remarquons également que dans le cas où cette probabilité est 

égale à 0.5 , c'est-à-dire dans le cas où on ne peut conclure 
quant à son appartenance à l'une des classes "localement 

convexe" OU "localement concave" , elle n'intervient pas dans 
l'expression de Qik(C). 



Nous pouvons constater également dans ce tableau que si 

l'hypercube hj voisin a une probabilité d'appartenir à la 

classe des hypercubes localement concaves supérieure à 0.5 , 
celle-ci intervient négativement dans l'expression de Qik(C). 

Rappelons que nous considérons le voisinage d'un hypercube 

afin d'ajuster sa probabilité d'appartenir à la classe des 

hypercubes localement convexes. Ainsi, un voisin ayant une 

tendance à appartenir plutôt à l'autre classe ne peut que 

tendre à diminuer cette probabilité, ce qui explique qu'il 

intervient négativement dans l'expression de Qik(C). 

Les coefficients ri,j(C,C) et ri,j(C,nC) interviennent 

dans l'expression de Qik(C). 



Les coefficients ri,j(nC,C) et ri,j(nC,nC) intervien- 

nent dans l'expression de Qik(nC). 

Si l'hypercube hj voisin de l'hypercube hi a une 

probabilité d'appartenir à la classe des hypercubes localement 

concaves supérieure à 0 . 5  pour ri,j(nC,nC) - ou une 

probabilité d'appartenir à la classe des hypercubes localement 

convexes inférieure à 0.5 pour ri,j(nC,C) - , alors la 

probabilité Pik(nC) pour ri,j(nC,nC) - ou Pik(C) pour 

ri,j(nC,C) - intervient positivement dans la valeur de 

Qik(nC) . 

Par contre, si cet hypercube hj a une probabilité 

d'appartenir à la classe des hypercubes localement concaves 

inférieure à 0.5 pour ri, j (nC,nC) - ou une probabilité 

d'appartenir à la classe des hypercubes localement convexes 

supérieure à 0 . 5  pour ri,j(nC,C) - , alors elle intervient 

négativement dans la valeur de Qik(nC). 

Enfin pour ces deux derniers tableaux, lorsque cette 

probabilité est égale à 0.5, Pik(nC) pour ri,j(nC,nC) - 012 

Pik(C) pour ri, j (nC,C) - elle n'intervient pas dans la valeur 

de Qik(nC). 

En examinant ces tableaux, nous constatons que': 

ri,j(C,C) = ri,j(C,nC) 

l- i,j 
ri, j(nC,C) ri, j (nC,nC) 

ce qui permet de simplifier l'expression de Qik(C). 



Comme ri,j(C,C) = ri,j(C,nC) , on obtient : 

Nous pouvons calculer, de la même manière, l'expression 

de Qik(nC) : 

Comme ri,j(nC,nC) = - ri,j(C,nC), on conclut que : 

ce qui simplifie grandement les calculs. 

D'autre part, on remarque que les coefficients de 

compatibilité ne prennent que les valeurs +l et -1. Nous 

constatons donc que pour déterminer la valeur de l'expression 

de Qik(C), il suffit de calculer la différence : 

k 
Qi(C) = 1/L . (NVS - NVI) 

où NVS est le nombre de voisins pour lesquels PjK(C) :> 0.5 

et NVI est le nombre de voisins pour lesquels PjK(C) < 0.5 



Les coefficients de compatibilité proposés nous 

permettent d'analyser le comportement de l'algorithme de 

relaxation. 

La formulation particulière de cet algorithme de 

relaxation nous permet d'étudier l'évolution de la probabilité 

pour qu'un hypercube hi appartienne à la classe des hypercubes 

localement convexes en fonction de son environnement. 

L'expression : 

k k 
k+l Pi(C) . [l + Qi(C)] 
Pi (C) = 

k k 
X Pi(B) :[1 + Qi(B)] 
B 

devient : 
k k 

k + l  Pi(C) - [l + Qi(C)] 
Pi (C) = 

k k k k 

pi(C> - C l  + Qi(C)] + Pi(nC) . [l + Qi(nC)] 

k k 
Comme Pi(C) = 1 - Pi(nC) 

k k 
k+ 1 Pi(C) . [l + Qi(C)] 

Pi (C) = 
k k k k 

Pi(C) . CQi(C) - Qi(nC)] + 1 + Qi(nC) 

k k 
En tenant compte du fait que Qi(C) - Qi(nC), on a : 

k k 
k + l  Pi(C) . Cl + Qi(C)] 

Pi (C) = 
k k 

Qi(C) . [SPi(C) - 11 + 1 



k 
Pour étudier cette équation en fonction du terme Qi(C), - 

examinons en premier lieu le domaine de définition de 
Pik+l(C). 
La fonction n'est pas définie si : 

Nous remarquons que pour Pik(C) = 0.5, cette équation 
ne peut être nulle, et ce, quelle que soit la valeur de 

Qik(C). Cette remarque nous amène à poser que si Pik(C) est 

différent de 0.5 , alors : 

k k 

Qi(C) . [2Pi(C) - 11 + 1 = 0 si et seulement si : 

k 
Comme on a : 0 5 Pi(C) < 1 

I l 
alors : 1 5 1  

Or Qik(C) est compris entre -1 et +1 inclus. On en 

déduit que les seuls cas où la fonction Pik+l(C) n'est pas 

définie sont : 

k k 
- soit Qi(C) = +1, alors que Pi(C) = 0 

k k 
- soit Qi(C) = -1, alors que Pi(C) = 1 



Ces deux possibilités sont des cas extrèmes et rares. 

En effet, pour le premier cas, cela revient à trouver un 

hypercube ayant une probabilité nulle d'appartenir à la classe 

des hypercubes convexes alors qu'il est entouré d'hypercubes 

voisins ayant tous une probabilité supérieure à 0.5 

d'appartenir a la classe des hypercubes convexes. Cette 

configuration est représentée par la figure ci-dessous pour un 

espace à deux dimensions. 

Le second cas correspond, de manière évidente, à la 

configuration suivante : 

Ces deux cas, peu fréquents, mais néanmoins possibles, 

nous amènent à poser les conditions : 

k k+l 
si Pi(C) = 0 alors Pi " t  k 

k k+l quel que soit Qi(C) 
si Pi(C) = 1 alors Pi = 1 

Nous pouvons calculer ensuite la dérivée première de la 
fonction Pik+l(C) par rapport à Qik(C). 



Cette dérivée permet de déterminer le sens de 

l'évolution des probabilités dans le schéma itératif. On 

constate d'abord que lorsque la probabilité Pik(C) atteint les 

valeurs 0 ou 1 , elle demeure constante. 

Dans ce cas, Pik+l(C) = Pik(C), quel que soit le 
.. . 

voisinage. Sinon la probabilité Pik+l(C) demeure comprise 

entre 0 et 1. 

On a le tableau de variation suivant : 

Nous constatons que si l'expression de Qik(C) est 

nulle, c'est-à-dire qu'il y a autant d'hypercubes voisins dont 

la probabilité Pjk(C) est supérieure à 0.5 que d'hypercubes 

voisins dont la probabilité Pjk(C) est inférieure à 0.5, alors 

la probabilité à l'itération k+l pour que l'hypercube 

considéré appartienne à la classe des hypercubes localement 

convexes reste inchangée vis à vis de cette probabilité 2t 

l'itération k. Nous remarquons que si la valeur de Qik(C) est 

positive, la probabilité Pik+l(C) est supérieure à Pik(C) et 

inversement que si la valeur de Qik(C) est négative, Pik+l(C) 

est inférieure à Pik(C). 

Q i  (Cl 

k+ 1 

d Pi (C) 

k 

d Ql (Cl 

k+l 
Pi (C) 

-1 0 +1 

+ 

k / +l 
0 



Cette étude analytique permet de justifier, à 

posteriori, le choix des coefficients de compatibilité puisque 

l'algorithme de relaxation fait augmenter la probabilité 

d'appartenance à une classe s'il y a compatibilité avec 

l'environnement et la fait diminuer s'il y a incompatibilité. 

Les méthodes de relaxation étant convergentes /6//1/, 

nous pourrions répéter le processus d'itérations jusqu'à 

obtenir un ensemble d'hypercubes dont les probabilités 

d'appartenir à l'une ou l'autre des classes seraient stables 

au-delà d'un certain nombre d'itérations. Mais ceci 

entraînerait des temps d'éxécution prohibitifs. Il faut donc 

trouver un critère adéquat pour arrêter le processus itératif 

tout en tolérant un certain écart par rapport au résultat 

correspondant à la convergence complète. Expérimentalement, on 

constate, en calculant à chaque itération le nombre 

d'hypercubes dont la probabilité d'appartenir à la classe des 

hypercubes localement convexes est égale à un, que dès que ce 

nombre reste inchangé entre deux itérations successives, on 

peut arrêter la procédure itérative. On obtient ainsi un bon 

étiquetage probabiliste qui permet de décrire la fonction de 

densité sous-jacente en termes de convexité de maniere 

satisfaisante. 

Nous sommes ainsi en présence d'un ensemble 

d'hypercubes caractérisés par leurs probabilités d'être 

localement convexes : Pik(C). La recherche de régions 

constituées d'hypercubes à forte probabilité d'être localement 

convexes permettra de détecter les différents modes de la 

fonction de densité de probabilité. 



/1/ EKLUNTH e t  A .  ROSENFELD, Convergence p r o p e r t i  es of 

r e l a x a t i o n ,  Cornput. S c i  . Center  Univ. Maryland, Rep. 

TR-701, Oct .  1978. 

/2/ PELEG, A new p r o b a b i l i s t i c  r e l a x a t i o n  scheme, I E E E  Trans .  

P a t t e r n  Anal. Machine I n t e l l . ,  Vol. PAMI-2, pp 362-369, 

1980. 

/3/ PELEG and A .  ROSENFELD, Determining c o m p a t i b i l i t y  

c o e f f i c i e n t s  f o r  cu rve  enhancement r e l a x a t i o n  p r o c e s s e s ,  

I E E E  Trans .  S y s t .  Man Cybern. , Vol. SMC-8, pp 548-555, 

1978. 

/4/ A .  ROSENFELD, I t e r a t i v e  methods i n  image a n a l y s i s ,  P roc .  

I E E E  Conf. P a t t e r n  Recogni t ion Image Process ing ,  N e w  

York, pp 14-18, June 1977. 

/ 5 /  A. ROSENFELD, R .  A .  HUMMEL e t  S.  W .  ZUCKER, Scene 

l a b e l i n g  by r e l a x a t i o n  ope ra t ions ,  I E E E  Trans .  S y s t .  , 
Man. Cybern. ,  Vol. SMC-6, pp. 420-433, 1976. 

/6/ S .  W .  ZUCKER, KRISHNAMURTHY and HAAR, Re1 axa ti  on 

p r o c e s s e s  f o r  s c e n e  1 a b e l  i n g  convergence, speed  and 

s t a b i l i  ty, I E E E  Trans . S y s t  . Man Cybern. , Vol. SMC-8, pp 

41-48, 1978. 



CHAPITRE IV 



A la fin de la procédure d'étiquetage probabiliste, la 
seule information dont on dispose pour effectuer la 

classification des données, est constituée par le réseau des 

hypercubes de discrétisation, avec pour chacun d'eux une 

probabilité d'appartenir à la classe des hypercubes convexes. 

Il s'agit alors de mettre en évidence des ensembles 

d'hypercubes à forte probabilité d'être convexes. Sous 

l'hypothèse non paramétrique, ces ensembles matérialiseront 

les domaines de convexité ou domaines modaux de la fonction de 

densité sous-jacente à la distribution des observations à 

classer, c'est-à-dire les modes autour desquels on regroupera 

les observations par classe /6/ .  Sous l'hypothèse paramétrique 

normale, ces domaines modaux pourront être modélisés par des 

domaines hyperellipsoïdaux à partir desquels il sera possible 

d'élaborer une classification optimale /5/. 

Afin d'exposer la procédure permettant de détecter les 

modes des fonctions de densité, nous allons illustrer les 

différentes étapes de l'estimation de la fonction de densité 

en prenant pour exemple une distribution bidimensionnelle 

quelconque constituée de deux modes (figure 1) : 

Z i g ~ r s  k L Représen ta t i on graphi que5 des 
observations de 1 'exemple 1. 

Aprés avoir appliqué aux données de l'espace de repré- 

sentation (Xi,Xz) les différentes procédures exposées au 

chapitre II, on obtient le réseau hypercubique de la fi- 
gure 2 : 



Elgux_~:~..Z~..--~ Représen t a  ti on d e s  observa ti o n s  de  
l a  f i g u r e  1 a p r è s  t r a n s f o r m a t i o n  d e  1 .espace de  
r e p r é s e n  t a  ti on. 

La procédure deétiquetage probabiliste permet 

d'associer à chaque hypercube constituant le réseau une 

probabilité d-être convexe. Par exemple, sur la figure 3, 

1-hypercube de coordonnées (1,4) a une probabilité d-être 

convexe égale à 0.6. 

.E i~~ .za . .  aaa.a33.33.3...333r:. E t i  que  t a g e  pro  ba b i  l i s t e  d e s  
h y p e r c u b e s  de l a  f i g u r e  1 .  

Afin d'initialiser la procédure deagrégation qui 

permettra de mettre en évidence les domaines modaux, on 



recherche en premier lieu un hypercube dont la probabilité 

d'être convexe soit supérieure à un certain seuil. Le seuil 

associé à ce critère est habituellement fixé à 0.9, afin de ne 

sélectionner que des hypercubes à très forte probabilité 

d'être convexe. Dans notre exemple, cet hypercube est 

1-hypercube de coordonnées (2,5). 

On examine ensuite le voisinage direct de l'hypercube 

sélectionné, c'est-à-dire qu'on recherche parmi les hypercubes 

ayant soit un côté, soit un sommet en commun avec cet 

hypercube, ceux pour lesquels la probabilité d'être convexes 

dépasse le seuil et qui n'ont pas encore été sélectionnés. 

Dans l'espace à deux dimensions, le voisinage direct 
d'un hypercube H est composé : 

- d'hypercubes ayant un côté en commun avec l'hypercube 

considéré 

- et d'hypercubes ayant un sommet en commun avec 

1 ' hypercube considéré 

L'étude de ce voisinage portera, dans un espace à N 
dimensions, au maximum sur ( 3 N  - 1) hypercubes . Dans l-exemple 
bidimensionnel ci-dessus, le voisinage de 1-hypercube de 

coordonnées ( 2 , 5 )  est constitué des 8 hypercubes de 

coordonnées 6 ,  ( 2 , 6 ) ,  ( 3 , 6 ) ,  5 (3,5), 4 (2,4), 
(3,4). On constate que parmi ces di£férents hypercubes, ceux 

de coordonnées (1,6), (1,4), (2,4) et (3,4) ne répondent pas 

au critère de seuil et ne sont donc pas sélectionnés. Pour 

chacun des hypercubes restants ainsi sélectionnés, on étudie 

de la même façon leur voisinage direct afin de constituer une 

procédure de chaînage. On recommence ces différentes 

opérations jusqu-au moment où l'on ne détecte plus 

d'hypercubes voisins dont la probabilité associée soit 



supérieure ou égale au seuil. Ce premier ensemble d'hypercubes 

ainsi déterminé matérialise le premier "domaine modal" de la 

fonction de densité. 

Dans notre exemple, le premier domaine modal est 

représenté par les hypercubes hachurés de la figure 4. 

KX.gzl,zeC:_fZ-~~-~ D é  tecti un du  p r e m i e r  domaine modal 
de 1 'exemple d e  l a  f i g u r e  1 .  

On examine ensuite, de la même manière, les hypercubes 

répondant au même critère et ne faisant pas encore partie d'un 
"domaine modal", afin de mettre en évidence d'autres domaines 

modaux. Ainsi, en réitérant cette procédure d'agrégation, on 

détermine les domaines modaux initiaux associés aux classes en 

présence. Cette procédure peut néanmoins générer des domaines 

non significatifs qu'il s'agit de rejeter en contrûlant le 

nombre d'observations contenues dans les domaines obtenus. Si 

ce nombre est trop faible, le mode concerné est considéré 

comme non représentatif et donc ignoré (dans le chapitre 5, ce 

nombre sera pris supérieur à 10% du nombre total 

d'observations à traiter). Pour notre exemple, on détecte deux 

domaines modaux initiaux Di et Dz (figure 5) qui ont alors 
besoin d'être affinés. 



& m e  5 : Détection du deuxième domaine modal 
de 1 'exemple de 1 a figure 2 .  

Connaissant le contenu des hypercubes constituant les 

domaines associés aux différents modes ainsi détectés, on 

obtient directement la liste des observations situées dans 

chacun d ' eux. 

Pour pouvoir assigner les observations contenues dans 

les hypercubes situés à l'extérieur des domaines modaux 

associés à chacune des classes mises en évidence, nous devons 

utiliser une procédure de classement. 

Celle-ci peut être implantée sous la forme de fonctions 

de décision qui indiqueront à quelles classes attribuer les 

observations. 

Le choix de cette procédure de classement dépend 

essentiellement du type de données à traiter. En effet, nous 

n'utiliserons pas les mêmes fonctions de décisions lo~sque la 

distribution des observations correspond à un mélange gaussien 

que lorsque l'on n'émet aucune hypothèse de type paramétrique. 

Néanmoins, quelle que soit la procédure de classement 

choisie, on procède de manière à ce que l'étude des hypercubes 

non sélectionnés s'effectue dans un ordre précis. 



En effet, nous testons en premier lieu le voisinage direct des 

domaines modaux, c'est-à-dire que l'on prend en compte les 

hypercubes non sélectionnés ayant un côté ou un sommet en 

commun avec au moins un des hypercubes constituant le domaine 

modal examiné. En appliquant ce principe de recherche, on ne 

sélectionne que les hypercubes formant en quelque sorte une 

"hyperenveloppe" autour du domaine modal. Dans l'exemple, si 

on considère le premier domaine modal détecté, cette 

hyperenveloppe est constituée des hypercubes de coordonnées 

(1341, (2941, (3,413 (4,512 (1,61, (4,619 (Zr71 et (3571- 

Cette recherche ne s'effectuant que sur le voisinage 

direct du domaine modal, l'hypercube de coordonnées (2,3) 

n'est momentanément pas pris en compte. 

FAgux.e.-_li_. D é t e r m i n a  ti on d e  1 ' h y p e r e n  vel o p p e  d u  
p r e m i e r  d o m a i n e  moda l  d e  1 ' e x e m p l e  d e  l a  f i g u r e  2 .  

De plus, il importe d'établir un ordre de prise en 

compte de ces domaines modaux. En effet, en fonction du 

nombre d'observations contenues dans chacun de ces domaines 

modaux et du nombre total d'observations situées dans 

l'ensemble des domaines détectés, il est aisé de déduire, pour 

chaque mode en préçence, une approximation de son poids dans 

1 'échantillon analysé. Par exemple, si après la détection de 

domaines modaux, on constate qu'il y a k observations au total 



dans ces domaines dont ki sont situées dans le premier 

domaine, k2 dans le second, . . . , kn dans le dernier, on peut 
considérer que ki/k est le poids du premier mode, kz/k celui 

du second, . . . , kn/k celui du dernier. La somme de ces poids 
est bien égale à 1. 

L'expérience montre que l'on a intérêt à initialiser la 

procédure de constitution des hyperenveloppes . .  en comrnencant 

par le mode de poids le plus faible, ceci afin d'éviter que 

les classes avoisinantes ayant une importance plus élevée ne 

viennent englober les observations situées dans le voisinage 

proche d'une classe de poids plus faible. 

Il importe de remarquer que toutes les observations 

contenues dans les hypercubes ainsi rattachés à une 

hyperenveloppe n'appartiennent pas nécessairement à la même 

classe. En effet, pour assigner les observations contenues 

dans l'hyperenveloppe, on utilise les fonctions de décisions 

associées à la règle de classement choisie. 

Dès qu'une observation est ainsi assignée à une classe, 

les fonctions de décisions sont aussitôt réactualisées. En 
effet, cette nouvelle observation modifie les caractéristiques 

de la classe à laquelle elle est assignée et il importe de 

tenir compte de cette évolution avant de poursuivre le 

classement des observations restantes. 

Ainsi, au cours de la constitution des hyperenveloppes, 

les modes évoluent au fur et à mesure vers leur forme finale. 

La figure 7 indique les deux hyperenveloppes 

correspondant aux deux modes de l'exemple de la figure 1. 



E ' u e  7 : Détermination de 
1 'hyperenveloppe du deuxième domaine modal de 1 'exemple de la 
figure 1 . 

Les domaines constitués d'hypercubes représentés par 

......... ......... liiiiiiiiil ou par 1-1 , ceest-à dire constitués des domaines 

modaux initiaux et de leurs hyperenveloppes, peuvent être 

considérés comme les nouveaux domaines modaux. On applique 

alors ces différentes opérations de manière itérative jusqu * à 

ce que les domaines modaux aient atteint leur taille maximale, 

la procédure s'arrêtant d'elle-même lorsqu'il n'y a plus de 

voisins immédiats disponibles. 

Ainsi dans notre exemple, c'est en examinant le 

voisinage direct de ces nouveaux domaines modaux que l'on 

prendra en compte 1 ' hypercube de coordonnées ( 2,3 ) . La figure 
8 indique les 2 domaines modaux Di' et Dz' ainsi obtenus. 

Le soin apporté à cette procédure séquentielle 

d 'extension des domaines modaux permet d'éviter des 

fusionnements ou des disparitions intempestifs de mobes. Les 

domaines modaux étendus ainsi obtenus peuvent alors être 

utilisés pour classer les observations non encore prises en 

compte. 



&2..guxe..-_8__.- Domaines  modaux é t e n d u s  D I '  et D2'. 

Afin d'achever la classification de toutes les 

observations, il faut considérer les hypercubes non encore 

pris en compte, c'est-à-dire les hypercubes isolés qui ne font 

partie d'aucun des domaines modaux étendus mis en évidence. 

Dans notre exemple, cette ultime recherche d'hypercubes 

prendra donc en compte l'hypercube de coordonnées ( 3 , l ) .  

De la même manière, chacune des observations contenues 

dans ces hypercubes est directement assignée à une classe par 

le jeu des fonctions de décision qui sont réactualisées 

immédiatement. 

Après cette première étude du réseau des hypercubes, on 

examine séparément les ensembles d'observations constituant 

chacune des classes détectées. Cette précaution permet de 

vérifier que les classes mises en évidence par cette première 

étude globale ne sont pas constituées, en fait, par plusieurs 

classes qui, à la suite d'une discrétisation trop grossière de 

l'espace, se seraient fusionnées. 



On s a i t  que l e  choix d 'un pas de  d i s c r é t i s a t i o r r  

s p a t i a l e  t r o p  impor tan t  p e u t  conduire  à masquer l a  p résence  de 

p l u s i e u r s  c l a s s e s  dans c e r t a i n e s  r ég ions  de l ' e s p a c e  de 

r e p r é s e n t a t i o n  d e s  données.  Pour s ' a s s u r e r  qu'un mode n ' e s t  

passé  inaperçu p a r  s u i t e  d'un mauvais a justement  de  c e  p a s ,  

r é p u t é  d é l i c a t ,  on procède à une ana lyse  l o c a l e  de chacun d e s  

groupements m i s  e n  év idence .  Pour ce f a i r e ,  on u t i l i s e  un p a s  

de d i s c r é t i s a t i o r r  p l u s  f i n ,  c e  q u i  r e v i e n t  à examiner "à  l a  

loupe" les groupements m i s  en évidence p a r  l a  procédure  

g l o b a l e .  

Pour chaque groupement obtenu p a r  l a  procédure g l o b a l e ,  

cet te  procédure d ' a n a l y s e  l o c a l e  e s t  en t o u t  p o i n t  analogue à 

c e l l e  développée pour a n a l y s e r  l 'ensemble  des  données. S i  de 

nouveaux groupements s o n t  d é t e c t é s  sous  l a  forme de nouveaux 

domaines modaux, il f a u t  a l o r s  reprendre  in tégra lement  les  

procédures  d 'ex tens ion  s é q u e n t i e l l e  de  c e s  domaines modaux 

i n i t i a u x  pour a s s i g n e r  l es  obse rva t ions  aux nouvel les  c l a s s e s .  

C e t t e  procédure d 'ana lyse  l o c a l e  a é té  systématiquement 

appl iquée  à tous  les exemples p r é s e n t é s  au c h a p i t r e  s u i v a n t .  

Chaque groupement obtenu pa r  l ' a n a l y s e  g l o b a l e  a é t é  a l o r s  

a n a l y s é ,  après  n o r m a l i s a t i o n ,  avec l e  même pas  que c e l u i  

u t i l i s é  pour l ' ensemble  des  obse rva t ions  a f i n  d ' a c c r o î t r e  

s u b s t a n t i e l l e m e n t  l a  f i n e s s e  de l ' a n a l y s e .  

I l  va s a n s  d i r e  que c e t t e  procédure  l o c a l e  est s a n s  

o b j e t  l o r sque  l ' a n a l y s e  g l o b a l e  ne permet de d i s t i n g u e r  qu'une 

s e u l e  c l a s s e !  

A l a  s u i t e  de cet te  procédure l o c a l e ,  nous d i sposons  

d 'un nouvel eriserrible de  domaines modaux. I l  s ' a g i t  a l o r s  de 

dé te rminer  l e u r  hyperenveloppe s e l o n  une procédure  en  t o u t  

p o i n t  analogue à c e l l e  développée l o r s  de l ' a n a l y s e  g l b b a l e .  

L e s  observa t ions  s o n t  a s s ignées  aux d i f f é r e n t e s  c l a s s e s  

de manière s é q u e n t i e l l e ,  les f o n c t i o n s  de d é c i s i o n  évo luan t  

a i n s i  au cours  de l a  procédure .  



Quant au choix de la procédure de classement à 

employer, nous avons l'embarras du choix, tant la littérature 

sur ce problème est riche et dense 1 Pour pouvoir 

expérimenter notre procédure de classification, nous nous 

sommes placés sous lehypothèse paramétrique normale qui nous a 

permis d'utiliser la procédure de classement bayésien, ceest- 

à-dire, la procédure de classement optimal. 

Considérons un échantillon dont les observations 

proviennent de K classes gaussiennes Mk, k=1,2, . . .  ,K . La 

distribution au sein de chacune de ces classes est 

caractérisée par une fonction de densité conditionnelle 

normale : 

- 
où Xk est le vecteur-moyenne de la classe Mk 
et Ek est la matrice de covariance de la classe Mk 

La densité de probabilité des observations pour des 

individus tirés aléatoirement et indépendamment de l'enserable 

des classes Mk est un mélange des lois de probabilité 

relatives à ces différentes classes. La fonction de densité de 
ce mélange est de la forme : 

où P(Mk) est la probabilité à priori de la classe Mk de telle 
sorte que : 

K 
2 P(Mk) = 1 

k= 1 

Lorsque le modèle probabiliste du mélange est connu, on peut 

calculer la probabilité pour qu'une observation X appartienne 
à la classe M k  . En appliquant le théorêrne de Bayés / 3 / ,  cette 



probabilité, appelée probabilité à posteriori de la classe Mk, 

est donnée par la relation : 

Le risque d'erreur lié au classement de l'observation X 

dans la classe Mk est alors : 

Pour obtenir un classement optimal, nous devons 

affecter une observation X à la classe Mk pour laquelle le 

risque d'erreur R(Mk/X) est minimum. 

Le problème du classement optimal revient à déterminer 

un ensemble de fonctions de décision gk(X), k=1,2, . . . ,K 
telles que l'observation X est attribuée à la classe Mk si et 

seulement si : 

Nous ckioisissons les fonctions de décisions qui 

optimisent la procédure de classement de la forme /2/ : 

P(X/Mk) étant de type exponentielle, nous utilisons le 
logarithme de ces fonctions de décisions : 



Après suppression du terme constant n/2 log(2), les 

fonctions de décisions gkO(X) se ramènent aux expressions 

suivantes : 

Il s 'agit alors de remplacer.---.dans 1 'expression de 

gkS(X) les valeurs du vecteur-moyenne Xk, de la matrice de 

covariance Hk et de la probabilité à priori de la classe Mk 

par des valeurs approchées obtenues à partir de la procédure 

d'analyse des données. 

a) Approximation du vecteur moyenne. 

Une approximation du vecteur-moyenne Xk est obtenue .% 

partir des observations situées dans le domaine modal Dk 
associé à la classe Ck SOUS la forme : 

où Qk est le nombre d'observations situées dans le domaine Dk' 

Cette approximation sera actualisée lors de l'extension 

des domaines modaux. 

b) Approximation de la matrice de covariance. 

On peut montrer qu'une fonction de densité normale est 

convexe à l'intérieur de son domaine modal qui peut être modé- 

lisé par un hyperellipsoïde d'équation (voir annexe 1) . / 5 /  : 

et que sa convexité n-est pas définie à l'extérieur de celui- 

ci / 5 / .  



Les vecteurs propres de l'inverse de la matrice de 

covariance 2 k  ont la direction des axes principaux de cet 

hyperellipsoïde. De plus, ces valeurs propres sont égales aux 

demi-longueurs de ces axes (voir figure 9). Ces propriétés 

peuvent être utilisées pour déterminer la matrice de 

covariance Z k  à partir d'une analyse géométrique du domaine 

Dk* présentée en annexe. 

En fait, dans le cas d'indépendance statistique des 

variables, nous utiliserons une version simplifiée de cette 

procédure. Une simple estimation de la variance des 

composantes, par la méthode du maximum de ressemblance, 

portant sur les observations situées à 1' intérieur du domaine 

modal constitue, dans ce cas, une approximation initiale 

satisfaisante de la dispersion de la classe correspondante. 

L'approximation de la matrice de covariance ainsi 

obtenue peut alors être actualisée de manière séquentielle 

lors de l'extension des domaines modaux. En effet, toute 

adjonction des nouveaux éléments à la classe considérée se 

traduit par une modification de la matrice de covariance qui 

peut être réactualisée par un algorithme itératif /4/. 

.Ei,gura--9-.--;. Propri é t é s  géoiné tri ques du "domai ne 
de concavité" d e  l a  fonction de densité d'une d is t r ibu t ion  
normale à deux dimensions. 

C )  Détermination des probabilités à priori des classes Mk. 

On peut montrer que la probabilité pour qu'une 

observation d'un échantillon distribué selon la fonction f (X) 
provienne de la classe M k  et appartienne eri. m ê m e  temps au 



domaine modal Dk de la fonction de densité P(X/Mk) est 

proportionnel à P(Mk) /5/. 

Soit Qk le nombre d'observations appartenant au domaine 

modal Dky le rapport Qk/Q est un estimateur classique de la 

probabilité P(X/Mk) /1/. 

On peut alors écrire : . . 

où B est une constante indépendante des caractéristiques 

statistiques de la classe Mk. 

P(Mk) 
Donc , -a----- # c,  C étant une constante. 

Qk 

Pour obtenir les valeurs approchées P(Mk) des 
probabilités à priori P(Mk), il suffit de résoudre le système 
d'équations : 

Les approximations ainsi obtenues seront actualisées 
lors de l'extension des domaines modaux. 

Nous allons à présent expérimenter sur quelques 

exemples cette procédure de classification afin de suivre le 

déroulement de cette méthode justifiant ainsi le bien-fondé de 

notre étude. L'utilisation d'exemples artificiels permettra de 

mieux juger l'efficacité de cette nouvelle procédure de 

classification. 
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Détermination de la matrice de covariance. 

Pour simplifier la présentation des calculs, mais sans 

aucune perte de généralité, nous considerons une fonction de 

densité normale à vecteur moyenne nul. 

avec : 

Dans le cas où le vecteur xnoyerrne n-est pas nul, une 
simple translation de l'origine, de vecteur Xk, permet de nous 

ramener à la formule ci-dessus. 

Considérons la forme quadratique réelle : 



- 1 
Comme l a  matrice Gk est  r é e l l e  e t  symétr ique,  e l l e  

peu t  ê t r e  d i a g o n a l i s é e  p a r  une t r ans fo rma t ion  or thogona le  

/ 4 ,  I V / .  En c h o i s i s s a n t  les v e c t e u r s  p rop res  de  l a  matrice Z k -  1 

comme nouveaux v e c t e u r s  de  base ,  l e  changement de  base  : 

permet d ' é c r i r e  Q sous  l a  forme : 

e s t  une ma t r i ce  d i a g o n a l e .  

Dans c e t t e  n o u v e l l e  base ,  l a  f o n c t i o n  de  d e n s i t é  

cons idé rée  prend l a  forme p a r t i c u l i e r e  : 

q u i  s e  p r ê t e  pa r t i cu l i e r e rnen t  b i en  a l ' a n a l y s e  de  sa  

convex i t é .  

En e f f e t ,  une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  

qu'une f o n c t i o n  admet tant  d e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d ' o r d r e  2 ,  

con t inues  s u r  un doniaine convexe o u v e r t ,  s o i t  concave s u r  c e  

domaine est que son h e s s i e n  s o i t  semi-déf in i  n é g a t i f  pour t o u t  

p o i n t  de  c e  domaine /18/. 



Comme les dérivées partielles du second ordre de p(Y) 
sont continues quelque soit Y, la recherche du plus grand 

domaine il à l'intérieur duquel la fonction p(Y) est concave se 

ramene à la determination du plus grand domaine convexe où la 

forme quadratique : 

est semi-définie négative. Le hessien de p(Y) s'écrit : 

H{p(Y)) = H{A.exp[-1/2 YT A Y]) 

= A.H{exp[-1/2 YT A Y]) 

La constante A étant positive, le signe de la forme 

quadratique F est le même que celui de la £orme : 

qui peut être évalué grâce aux relations : 

OÙ Yi, i = 1, 2, . . . ,  N sont les composantes du vecteur Y. 



Le hessien H{exp[-1/2 YT Y]) prend alors la forme : 

H€exp[-1/2 Y* Y13 = (Hi + Hz).exp[-1/2 yT Y] 

avec : 



En introduisant la matrice : 

(In : matrice unité d'ordre n), Hi peut s'écrire : 

De manière analogue : 

Ainsi : 

HfexpC-1/2 YT A YI} = f(hY)(hY)T - A}exp[-l/2 YT A Y]. 

La détermination de la convexité de la fonction p(Y) se 

ramène finalement à leétude du signe de la forme quadratique : 

Soienthi, i 1, 2, . . .  n, les mineurs principaux de 
la matrice : 

tels que : 



Une condition nécessaire et suffisante pour que la 
forme quadratique F" soit définie négative est : 

A i < 0 si i impair 
. i = 1 , 
i 

2, . . . , n. 
A i > 0 si i pair . . 

Aprés une série de manipulations sur les lignes et les 
colonries de i ,  on montre que ce déterminant a le même signe 

que : 

La forme quadratique F" est donc semi-définie négative 
si et seulement si : 

- 1 
Compte tenu du signe des valeurs propres de la matrice Zk, 

cet ensemble d'inégalités est vérifié si et seulement si : 

La fonction de densité p(Y) est donc concave dans le 

domaine convexe D intérieur à la surface I' d'équation : 





A£in de montrer 1 ' interêt des procédures de relaxation 

présentées dans cette thèse, nous appliquons la procédure de 

classification proposée au problème de l'analyse des mélanges 

gaussiens générés artificiellement SOUS l'hypothèse 

d'indépendance statistique des composantes des observations. 

Le fait d'utiliser de telles données permet de contrôler leur 

structure et d'analyser lee£fet des différents paramètres sur 

les résultats de la classification. 

Ce cadre d'expérimentation permet de bien focaliser 

l'attention du lecteur sur des points précis et définis 

rigoureusement. Il va sans dire que la méthode peut être 

appliquée à des exemples présentant moins de contraintes 

(composantes statistiquement dépendantes les unes des autres, 

distribution non pararriétrique, etc . . . ) mais 1 'interprétation 
des résultats fonction de très nombreux paramètres, serait 

plus délicate. 

Nous présentons d'abord des exemples bidimensiunriels 

dans le but de faciliter la compréhension du processus de 

classification et de permettre de visualiser simplement les 
résultats. 

Pour la création des exemples artificiels, nous 

choisissons le nombre de classes que l'on désire avoir en 

présence et, pour chacune d'elles, le nombre d'observations, 

les coordonnées du vecteur-moyenne ainsi que les éléments de 

la matrice de covariance. 

Le premier exemple présenté est constitué de 300 points 

répartis en trois classes équiprobables de vecteurs moyennes : 

Xi = ( 8 , 8 ) T  , X2 = (14,14)T , X 3  = (14,S)T 

et de matrices de covariance : 

21 = Zz = 2 3  2 - 1 2  , 12 étant la matrice-unit6 d'ordre 2. 



Cet exemple numéro 1 nous sert de support pour montrer 
le comportement de la procédure aux différentes étapes de 

l'analyse des données et pour analyser l'e££et du réglage des 

paramètres de l'algorithme. 

Nous remarquons en examinant la représentation 

graphique des observations constituant cet exemple (figure 1) 
la présence de "trous", c'est-à-dire de zones vides 

d'observations, aux environs des valeurs moyennes de chacune 

des classes. Ces zones simulent des accidents dans la 

distribution des observations, assimilés à du bruit. Ils sont 
destinés à montrer l'efficacité et la robustesse de la 

proc6dure de classification. 

# représente les observations de la classe 1. 
$ représente les observations de la classe 2. 
% représente les observations de la classe 3. 

E & u e  2 L Re~résen ta ti on graphi que des 300 
observations de 1 'exemple 1 .  



Après normalisation et discrétisation de l'espace de 

représentation des données de la figure 1, on obtient 

l'ensemble des hypercubes non vides de la figure 2 (cf 

chapitre 1 1 . 3 ) .  Ceux-ci sont numérotés de 1 à 126 pour 

faciliter leur identification. 

F e .  2 . .  Empl a c e m e n  t e t n u m é r o  t a  t 
hypercubes non v i d e s  d e  1 ' e x e m p l e  1 .  

Sur la figure 3, on indique le riombre d'observations 

dans chaque hypercube non vide. 

4 x 1  

ion  d e s  

situées 



~ a g z n r ~ . - 3 - . ~  Nombre d 'observations par hypercube 
non vi de de 1 'exemple 1 . 

Cet ensemble dehypercubes est complété par 1.adjonction 

de 28 hypercubes vides de type 3 (cf chapitre 11.5). La figure 

4 représente la totalité des 154 hypercubes qui seront pris en 

compte dans la suite de la procédure. 



. . Empl a c e m e n  t e t  n u m é r o  t a  ti on des 
hypercubes à p r e n d r e  en c o m p t e  d a n s  1 ' e x e m p l e  1 .  

On é t u d i e  a l o r s  l e  s e n s  de  l a  convexi té  au niveau d e  

chacun des  hypercubes de  l a  f i g u r e  4 ( c f  c h a p i t r e  1.4). Les 

hypercubes de convex i t é  p o s i t i v e  s o n t  r e p é r é s  par  un s i g n e  + 

a l o r s  que ceux de convex i t é  n é g a t i v e  s o n t  i d e n t i f i é s  p a r  l e  

s i g n e  - (cf f i g u r e  5 ) .  L e s  z é ros  r e p r é s e n t e n t  des  hypercubes à 

convex i t é  n u l l e ,  c ' e s t - à - d i r e  n i  p o s i t i v e ,  n i  néga t ive  . 



. Résul t a  t du test  de con v e x i  t é  
appl iqué à 1 'exemple 1 .  

Si la procédure s-arrêtait à cette étape, il serait 

délicat drobtenir une classification fiable 1 Lafigure 6 

marque l'étape de la relaxation en spécifiant pour chaque 

hypercube la valeur de sa probabilité initiale d*appartenir à 

la classe des hypercubes à convexité positive (cf chapitre 

111.4). 



E~~u .L . .~ - - . . . .L  Pro ba bi l i tés ini ti al es cal cul ées a 
partir de 1 'exemple 2 .  

Ces p r o b a b i l i t é s  i n i t i a l e s  s o n t  a l o r s  remises  à j o u r  

p a r  i t é r a t i o n s  s u c c e s s i v e s  (cf c h a p i t r e  111.5) .  Seu le s  les 

i t é r a t i o n s  n o  1 e t  2 s o n t  r e p r é s e n t é e s  s u r  les f i g u r e s  7 e t  8 

a v a n t  1 * i t é r a t i o n  f i n a l e  ( f i g u r e  9 )  obtenue l o r s q u *  il n - y  a  

p l u s  de  mod i f i ca t ions  s u b s t a n t i e l l e s  des  p r o b a b i l i t é s  ( c f  

c h a p i t r e  1 1 1 . 6 ) .  



1'Xguzcz...-Z--i P r o b a  bi 1 i tés à 1 a p r e m i è r e  i t é r a  ti on 
d e  1 ' e x e m p l e  1 .  



Eigu.xe CF! --.- ;. Probabil i tés à la seconde i téra ti on 
de 1 'exemple 1. 

Entre  les f i g u r e s  7 e t  8 ,  on c o n s t a t e  l ' augmenta t ion  

des  p r o b a b i l i t é s  au c e n t r e  des  c l a s s e s  e t  l e u r  d i rn i r~u t io r~  s u r  

l e u r  pour tou r  e t  dans l e s  zones i n t e r - c l a s s e s .  



fXguze--$..---; Proba bil i tés à 1 a derni ère i téra ti on 
de 1 'exemple 1. 

La figure 10 représente les doniaines modaux initiaux 

constitues des hypercubes convexes dont la probabilité d'être 

ii convexite positive est supérieure à B.5  . 



E . .  . . Domaines modaux ini ti aux de 
1 'exemple 1. 

C e s  domaines modaux i n i t i a u x  s o n t  r epé rés  p a r  l e  numéro 

a f f e c t é  à l a  c l a s s e  cor respondante .  

Les hypercubes r e p é r é s  p a r  des  z é r o s  ne surit pas  

encore  a s s i g n é s  à des c l a s s e s .  Ces hypercubes s o n t  

c a r a c t é r i s é s  p a r  une p r o b a b i l i t é  d ' ê t r e  à convexi té  n é g a t i v e  

s u p é r i e u r e  à 0 . 5  . Rerriarquoris également qu'un ensemble 

d 'hypercubes à p r o b a b i l i t é  d - é t r e  à convexi té  p o s i t i v e  

s u p é r i e u r e  5 0 . 5  rnais rie c o n s t i t u a n t  pas des  dorriaines rriodaux 



représentatifs du fait du nombre réduit d'observations 

contenues dans ces domaines serait étiqueté avec des zéros (cf 

chapitre IV. 2). Dans cet exemple, on considère qu'un domaine 

modal est représentatif que s'il contient une fraction non 

négligeable du nombre total d'observations à classer. 

L'ajustement de ce paramêtre de rejet sera discuté 

ultérieurement. Il est ici fixé à un rainimurri de 15 

observations par domaine modal . 
Nous analyserons ultérieurement l'effet de ce seuil de 

rejet R. 

Fi.g~.z.e i f  ..-..... .L Domaines modaux après extensi on 
séquentielle d e  1 'exemple 1 .  



La figure 11 représente le résultat de 1.extension 

séquentielle des domaines modaux initiaux (cf chapitre IV.3). 

Les hypercubes repérés par un zéro sont soit les 

hypercubes vides introduits pour compléter la liste des 

hypercubes non vides (cf chapitre 11.5) soit des hypercubes 

isolés. La figure 12 représente l'étendue des classes obtenues 

ii la fin de la procédure. 

# représente les observations de la classe 1. 
$ représente les observations de la classe 2. 
% représente les observations de la classe 3. 
& représente les observations mal classees. 

Eigu-e  1.2 Z...Z.. ;. E t e n d u e  d e s  c l a s s e s  d e  1 ' e x e m p l e  2 
en fin d e  p r o c é d u r e .  



Y . .  . D ? - B - - - w B _ X L E  
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Le pas aQ introduit pour discrétiser l'espace de 

représentation (cf chapitre II . 6 )  influe sur les résultats de 

la classification. 
- ,  

La figure 13 représente les variations du nombre de 

modes détectés en fonction de ce pas, le seuil de rejet des 

modes initiaux non représentatifs étant fixé à un minimurri de 

15 observations par domaine modal . 

Ilb de modes 

Fd.gur~ 1.-2- Nombre d e  m o d e s  d é t e c t é s  en 
f o n c t i o n  d u  p a s  d e  d i s c r é t i s a t i o n  a@. 

On constate sur cette figure que le nombre de classes 
détectées présente une plage de stabilite de longueur maximale 

pour NB variant de 8 a plus de 30 , valeur maximale utilisée 
pour cette expérimentation. 

Le concept de stabilité du nombre de modes détectés 
nous pousse à ajuster Nq au milieu de cette plage, soit NB = 
19 

Il est également important d'analyser 1 'effet de 
l'ajustenierrt d'un second pararnetre : le seuil de rejet des 

modes, c 'est-&-dire le nombre d'observations rnininium contenues 

dans un domaine modal initial nécessaire pour que ce dernier 
soit retenu. 



La figure 14 représente l'évolution du nombre de modes 

détectés en fonction du pas de discrétisation Ne pour trois 
valeurs de ce seuil de rejet R. Nous constatons que la plus 
grande plage de variation de NQ correspondant au même nombre 
de modes détectés présente les mêmes caractéristiques pour ces 

trois réglages du seuil de rejet R, elle s'étend de Ne = 8 à 

Na = 30 , valeur limite testée. 
C'est donc cette plage que nous retiendrons, ajustant 

Na en son milieu à la valeur 19 . 

S U  - -  d e .  . . M . .  . . d e l _ f j l _ f j l _ f j ~ B B h i ~ ~ ~ t _ l , ~ ~ L a a . a a a ~ P a . . ~  
d . w - . - . m ~ d a L ~  
Nb de modes 

S!zu.U---& u.iei?.f i . x ~ ~ & ~ ~ ~ ~ ~ h L â % n ~ _ ~ a . ~ _ ; i k ~ n s ~ ~ ~ ~ a ~ x  
dmdn.e-madaL-~ 
Nb de iodes 

t r - - -  

% 2 A i X  ---. ZXL&~.% -.+.- f nxk & ---.Y.& .--. x ~ ~ . ~ . T x ~ ~ ~ u  d.f:-A..fjl..-- Q~~~..B-~Y.~.~~-Q~S~~.~P.,%Z 
d~aa~s-m~&l.-.-~ 
Wb de modes 

e .  . - Nombre de modes d é t e c t é s  en 
fonct ion  du pas de d i s c r é t i s a t i o n  aQ pour d i f f é r e n t e s  va leurs  
du s e u i l  de r e j e t  R. 



Cette comparaison de résultats pour différentes valeurs 

du seuil de rejet R met en évidence une plage importante pour 
l'ajustement de ce seuil, qui n'est donc pas critique. 

Cette stabilité des résultats constitue l'un des 

apports fondamentaux de la méthode de relaxation par rapport à 

l'utilisation directe du concept de convexité. En effet, les 

algorithmes initiaux, sans étiquetage probabiliste itératif, 

sont connus pour leur grande sensibilité par rapport au 

réglage des paramètres /2-3/. 

L'exemple de base numéro 1, présenté au chapitre V . 2  

est constitué de classes équiprobables ne présentant qu'un 

faible degré de chevauchement. 

En modifiant les valeurs des éléments des matrices de 
covariance des trois classes gaussiennes en présence, il est 

possible d'analyser l'effet du chevauchement des classes sur 

les performances de l'algorithme. 

Les trois exemples dont les paran~ètres statistiques 

sont consignés dans le tableau 1 montrent que pour les 

exemples 1 et 2, la procédure de classification donne des 

résultats satisfaisants. Dans l'exemple 3, le degré de 

chevauchement est trop important pour que les classes puissent 

être différenciées sur la base du concept de stabilité des 

nombres de modes détectés. 

Il peut paraître paradoxal que le taux d'erreur réel de 

la classification soit inférieur au taux d'erreur optimal en 

dessous duquel il est théoriquement impossible de descendre. 

En fait, l'estimation du taux d'erreur réel, calcul4 

corrinie le rapport entre le nombre d'observations mal classées 

au nombre d'observations total, peut être biaisé lorsque le 

nombre d'erreurs de classification est faible. 



faubJea-u I_ r: P a r a m è t r e s  s t a  ti s ti q u e s  d e s  
d i s t r i b u t i o n s  b i d i m e n s i o n n e l 2  es e t  per formances  de  l a  
p r o c é d u r e  d e  c l a s s i f i c a t i o n .  

BKCTKUBS MOYENNE MATRICBS DI 
COBARIANCE 

Le t a u x  d ' e r r e u r  i nd iqué  pour l 'exemple  3 a  e té  t r o u v é  

pour NB = 23.  Cet a ju s t emen t  a été e f f e c t u é  rrianuellement du 

f a i t  du manque de s t a b i l i t e  du nombre de  modes d é t e c t é s .  

La f i g u r e  15 ind ique  les r é s u l t a t s  de l a  c l a s s i f i c a t i o n  

pour l 'exemple  2 avec un a ju s t emen t  de  NB à l a  v a l e u r  2 0  (cf 

f i g u r e  16) ,  un c o e f f i c i e n t  de  re jet  é t a n t  f i x e  à un rriiriirnurnu 

de 20 obse rva t ions  p a r  domaine modal. 

TAUX D'iiBIiKUii ' TAUX D'~ERXUii DX 
TiiKOiiIQUK MIUI . 

! 

1 . 2  X 

LA CLASSIPICATIOI 

0 .33  X 

Bxeaple 2 il=[ il=[: i3=[: 21=41t l  k = I l 2 , 3  

A 1 

- 3 .33  % 2 .00  X 

Kxemple 3 

L 

Xiz - 1 : 
i 

I 1 

2x=ûI2, k = l , 2 1 3  i2=[: i3:[': 
i i 

i 

M." % 11.33 % 



# représente les observations de la classe 1. 
$ représente les observations de la classe 2. 
% représente les observations de la classe 3. 
& représente les observations mal classées. 

.Fig*ire 1-3 r E t e n d u e  d e s  cl a s s e s  d e  1 .exernpl e 2 
en f i n  d e  p r o c é d u r e .  

Cette représentation montre la difficultes de dissocier 

les classes en présence, celles-ci présentant un chevauchement 

non négligeable. 



Nb de rodes 

Nb de modes 

Nb de rodes 

.E&maa L8. ;. Nombre de modes dé tec tés  pour 
l*exernple 2 en fonction du pas de d i scré t i sa t ion  aQ pour 
d i f f é r e n t e s  valeurs du seu i l  de r e j e t  R. 



La f i g u r e  17 montre qu' il n 'y  a pas de p l age  s t a b l e  du 

nombre de modes d é t e c t é s  en fonc t ion  de  Ne pour l 'exemple 3 .  

Ilb de rodes 

f i . .  A . .  . Nombre d e  m o d e s  d é t e c t é s  p o u r  
1 ' e x e m p l e  3 en f o n c t i o n  d u  pas d e  d i s c r é t i s a t i o n  a@. 

Un d e s  i n t é r ê t s  majeurs de la  procédure de  

c l a s s i f i c a t i o n  est de  pouvoir  t r a i t e r  des  données c o n s t i t u é e s  

de c l a s s e s  non équ ip rob lab le s .  

En e f f e t ,  on s a i t  que l a  m a j o r i t é  des  procédures de 

c l a s s i £ i c a t i o n  automatique opèrent  d ' a u t a n t  mieux que les 

c l a s s e s  en présence p r é s e n t e n t  des  poids comparables. La 

méthode u t i l i s é e  é t a n t  basée s u r  une procédure d ' e s t i m a t i o n  

non paramétr ique,  l a  dé te rmina t ion  de  l a  convexi té  ne p e u t  

être obtenue que g r à c e  à un comproniis de t e l l e  s o r t e  que 

l 'algorithrrie donne d e s  r é s u l t a t s  c o r r e c t s  pour des  c l a s s e s  de 

d e n s i t é s  d i f f é r e n t e s .  L e  r ég lage  des  paramètres ne  peu t ,  e n  

f a i t ,  ê t r e  opt imisé simultanément pour l e s  t r o i s  classes. 

L'exemple 4 ( f i g u r e  18), dont les paramèt res  

s t a t i s t i q u e s  s o n t  donnés dans l e  t a b l e a u  2 ,  es t  u t i l i s é  pour  

rriontrer l ' é v o l u t i o n  d e s  p r o b a b i l i t é s  au  cours  de l a  phase de 

r e l a x a t i o n .  C e l l e s - c i  t enden t  à deveni r  de p l u s  en p l u s  

kromogènes dans chaque domaine de convexi té ,  r e n f o r ç a n t  a i n s i  

l a  robus te s se  de l a  méthode. 
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0x1. = 2,Bl 
Classe 2 P(Ct)=0.33 P(Ct)=$.33 

axt = 2,BB 

VKCTKURS IOYKNNK 

Classe 1 

axi = 1,99 
Classe 3 13 = P(c3)=B.47 P(c3)=0. 47 

art = 2,Bl 

I I 
TAUX D'KRRXUR THKORIQRK IIWIMUU = 0,16 X TAVX D'XRRKUR DI LA CLASSIFICATIOl = B X 

I i 

VARIANCXS DKS COIPOSANTKS 

2 ' . , ~ . ~ - . - 2  :. Paramètres s t a t i s t i q u e s  de  
I .exemple 4 e t  performances d e  2a procédure de  cl a s s i  f i c a t i o n .  

PROBABILITXS A PRIORI 

- [; Xi = 

.Ei.~ux.e l..B I Représen t a  ti on graphi que d e s  3@0 
o b s e r v a t i o n s  d e  1 'exemple 4 .  

i 

8 

i l = [ /  
8 

uxi = 2 a11 = 2,01 

a x a = 2  ux2 = 1,98 
~(ct)=fl.20 P(cI)=B.~$ 



E & M Z C - - ~ ~  i. R é s u l t a t  du test  de  convexité 
a p p l i q u é  à l 'exemple  4 .  

Les figures 19-20-21 représentent différentes étapes de 

la procédure de classification. 



e . .  2 .  P r o b a b i l i t é s  i n i t i a l e s  d e  
1  'exemple  4 .  



e . .  2 i Pro ba bi 1 i tés à la derni ère 
i téra ti on de 1 'exemple 4 .  

Lcexernple 5 ( f i g u r e  2 2 )  correspond à des c l a e s e s  nori 

équ ip robab le s  p r é s e n t a n t  un chevaucherrient p l u s  important  que 

dans  l 'exemple  4 .  



. E d g . . . _ - 2 2 2 2 - .  Représen t a  ti on graphi que des 300 
observations de 1 'exemp2 e 5. 

I c i  également, l a  procédure d '  6 t ique tage  p r o b a b i l i s t e  

améliore l a  dé tec t ion  des  modes de l a  fonct ion  d e  d e n s i t é  

sous- jacente  e t  l e  taux d ' e r r e u r  r é e l  r e s t e  encore tr&s proche 

du t aux  d ' e r reur  theor ique  minimum (c f  t ab leau  3 ) .  



2IA-M. _---- 3 i- Paramètres  s t a t i s t i q u e s  d e  
1 ' exemple  5 e t  per formances  d e  l a  procédure d e  c l a s s i f i c a t i o n .  

I 
VBCTBURS I(0YBNUB 

L'exemple 2 présenté au paragraphe V.2 a en fait 
r16cessité la mise en oeuvre de la procédure d'analyse globale 

puis de l'analyse locale. 

Nous allor~s, dans ce paragraphe, montrer comrnent la 

procédure d'analyse locale a permis de mettre en évidence des 

groupements qui n-étaient pas détectés par la procédure 

d'analyse globale (cf chapitre IV.5). 

VABIAlYCBS DXS COUPOSANTBS PROBABILITKS A PRIORI 

p(cl)=%.2% P(c1):0.20 classe 1 

Classe 2 

I I 

U X J = ~  (1x1 = 3,80 

axr = 4 (1x2 = 4,01 i l  = [ r  
1 

i l 

8 '  
i l  = [ 

7.8 
1 

i2 = 1:' 
A 

Classe 3 

1 

azi 2 4 @XI.= 4,01 

(1x1 = 4 0x2 = 4,l% 

14 
it = [ - 

14 
2 

i 1 

TAUX D'BRRXUR TBIORIQUX HIIIUU~ = 2 x TAUX D'BRRXUB DI LA CLASSIFICATION = 1 x 

( 1 x 1 - 4  0x1 = 3,97 

(112-4 (1x2 = 3,95 

P(C2)=8.33 P(Ct)=0.34 

P(C3)=0.47 P{C3)=0.46 X3 - = il: 
1 

14 
D i [ -  

2 
1 



La figure 23 indique les résultats du test de convexité 

de la fonction de densité sous-jacente. 

I2 I 

i r e .  2 . R é s u l t a t  du test de  c o n v e x i t é  
app l iqué  à 1 -exemple 2. 

Sur la figure 24, les probabilités initiales laissent à 

penser que les 3 classes peuvent être détectées. Cependant, à 

la fin du processus deétiquetage itératif, (figure 25) 2 

classes ont fusionné. 



f i g u - c - . 2 - t a t a ~  Probabilités initiales de 
1 'exernpl e 2. 



e Proba b i l i  tés  à 1 a d e r n i  ère 
i tération d e  1 'exemple 2. 

L a  f i g u r e  26 r e p r é s e n t e  une c l a s s e  r epé rée  p a r  l e  

numéro 1 e t  c o n s t i t u 8 e  en  f a i t  des  c l a s s e s  1 e t  3 du t a b l e a u  

1 ,  a i n s i  queune a u t r e  c l a s s e  r e p é r é e  p a r  l e  numéro 2 q u i  

correspond à l a  c l a s s e  2 du même t a b l e a u .  On remarque que,  du 

f a i t  du po ids  t res  impor tan t  du regroupement des  c l a s s e s  1 e t  

3 du t a b l e a u  1, l a  c l a s s e  2 se t rouve  amoindrie p a r  l e  jeu des  

f o n c t i o n s  de  d é c i s i o n  q u i  p r i v i l é g i e n t  les c l a s s e s  à f o r t e  

p r o b a b i l i t é  a  p r i o r i .  



. 2 .  i Réparti ti on des classes de 
1 'exemple 2 après 1 'ana2 yse g l  oba2 e. 

L'analyse locale de deux groupements obtenus par 

l'analyse globale va permettre de retrouver la structure de 

l'échantillon. 

Le résultat de l'analyse de la convexité de la £onction 

de densité de probabilith associée au groupement numéro 1 

résultant de l'analyse globale est représenté figure 27. 



Réçul t a  t du tes t  d e  con vexi t é  
a p p l i q u é  au groupement 2 d é t e c t é  par  1 * a n a l y s e  g l o b a l e  d e  
i ' e xemple  2. 

Cet te  analyse f i n e  de l a  convexi té  ne permet pas  encore 

de me t t r e  en évidence l e s  deux c l a s s e s  c o n s t i t u a n t  l e  

grouperrient numéro 1. P a r  c o n t r e ,  à l ' i s s u e  de l a  procedure 

i t é r a t i v e  d 'é t iquetage  p r o b a b i l i s t e  ( c f  f i g u r e  28) ,  l a  v a l l é e  

sépa ran t  l e s  deux c l a s s e s  1 e t  3 du t ab leau  1 a p p a r a i s s e n t  

sans  aucune ambiguïté. 



. 2 .  Proba b i  1 i t é s  à l a  d e r n i  ère 
i t é r a t i o n  p o u r  1 e g r o u p e m e n t  1 d e  1 ' e x e m p l e  2. 

En projetant les données sur des plans, on peut 

représenter des échantillons tridimensionnels. La figure 29 

représente les projections d'un ensemble de trois. classes 

d'observatioris tridimensionnelles sur les plans définis par 

les vecteurs de base de l'espace de repésentation pris 2 à 2. 

Le tableau 4 indique les caractéristiques statistiques 

de cet échantillon. 



&..bLa-- -#- -~  C a r a c t é r i s t i q u e s  s t a t i s t i q u e s  d e  
I ' é c h a n t i l l o n  t r i d i m e n s i o n n e l  . 

llCTKURS MOYKifN1 VARIANCKS DES COHPOSANTKS / PROBABILITKS A PRIORI 

La figure 30 représente le nombre de modes détectés en 
fonction du pas de discrétisation pour différents seuils de 
rejet. 

Classe 1 

Classe 2 

Nb de modes 

I ! 

axi = 1,97 

axi = 2,00 

uxi = 1,99 

f 

1 
1 

i 
I 
i 

P(Ci)=0.33 P(Ci)=0.33 

P(Cs)=0.33 P(Cs)=0.33 Classe 3 

axl = 1,96 

Xt = 0x1 = 1,97 

oxi = 2,02 

TAUX D.KRPBUR TssoRrau1 HINIHUM = 0,01 t TAUX D*KRRIUR DI LA CLASSIFICATION = 0 x 

P(C2)=0.33 P(Cz)=0.33 

ax1 = 2 axi = 2,00 

uxi = 2 0x1 = 2‘01 

axi = 2 axi = 1,98 

1 

20 

- ; X3 = 26 

26 
1 

- 



............. S . .  . à n .  . @ . o B s - e ~ v a . ~ ~ . n ~ . ~ ~ . a r  
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Rb de modes 

Rb de uodes 

Eig~xa--3E-.~~i Nombre de modes détectés en 
fonction du pas de discrétisation pour différentes valeurs du 
seuil de rejet. 

On constate que la plage de variation de NQ commune A 
différents réglages du seuil de rejet correspond à bonne une 

stabilité du nombre de modes détectés. 

En ajustant NQ à la valeur 25, on obtient un taux 

d'erreur qui reste très voisin du taux d'erreur théorique 

minimum. 



Le d e r n i e r  exemple a r t i f i c i e l  u t i l i s é  pour tester l a  

procédure  de c l a s s i f i c a t i o n  est  un ensemble de t r o i s  c l a s s e s  

d ' obse rva t ions  quadridirnensionnel les .  L e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  de 

c e l l e s - c i  s o n t  ind iquées  s u r  l e  t a b l e a u  5 .  

a . . . .  C a r a c t é r i s t i q u e s  s t a t i s t i q u e s  d e  
1  ' échan  till on quadr id imens i  onnel  . 

i I 

] VICTIURS IOYINNI ( VARIANCIS DIS COHPOSANTIS / PROBABILITKS A PRIORI 

En r e p r é s e n t a n t  l e  nombre de modes d é t e c t é s  e n  f o n c t i o n  

du pas  de d i s c r 6 t i s a t i o n  pour d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  du s e u i l  de 

r e j e t ,  une l a r g e  p lage  de s t a b i l i t é  du riombre de  ruodes est  

r r i i se  eri évidence.  Le rni l ieu de  cet te  p lage  correspond à une 

~ a l e u r  du pas de  d i s c r é t i s a t i o r i  é g a l e  à 1/16.  A cet te  v a l e u r ,  

Classe 1 P(Ci)=0.33 P(C1)=0.33 

I 

P(Cz)=0.33 P(CzJ=0.33 Classe 2 

L 

a n  = 2 or1 2 1,96 

art = 2 art = 2,01 
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arr = 2 axt 1: 2,01 

I 

XI = 
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14 

14 

14 

14 
- a  

- 
Xi = 

a11 = 2 0x1 = 1,99 

art = 2 axt = 2,00 

(1x3 = 2 0x3 1 2,812 

classe 3 

r 
14 

14 

14 

14 
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14 
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i .  
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r 
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2 
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14 

14 

0x1 = 2 axi = 1,98 

art = 2 axa = 2,01 

or3 = 2 ors = 2'00 

arr = 2 ax4 = 2,01 
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- 
21 
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14 

14 
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- 
Xa = 

P(C3)=8.33 P(C3)=8.33 
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14 
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CONCLUSION 



Nous avons montré comment 1 ' u t i l i s a t i o n  des  techniques  

d ' é t i q u e t a g e  i t é r a  t i f  permet d ' amél iorer  les procédures  de 

c l a s s i f i c a t i o n  automatique basées  s u r  1 'ana lyse  de l a  

convexi té  des  f o n c t i o n s  de  d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é .  

En e f f e t ,  ces techniques  d ' ana lyse  de données s o n t  t r è s  

s e n s i b l e s  aux b r u i t s  q u i  p e r t u r b e n t  les obse rva t ions  à 

c l a s s e r .  S i  e l l e s  o n t  condu i t ,  p a r  l e  passé ,  à des procédures  

o r i g i n a l e s  permet tan t  d ' op t imi se r  les r é s u l t a t s  de  l a  

c l a s s i f i c a t i o n  dans un environnement non s u p e r v i s é ,  l e s  

r é s u l t a t s  s ' é t a i e n t  r 6 v é l é s  t r o p  s e n s i b l e s  à l ' a ju s t emen t  des  

paramètres  de r é g l a g e  des  a lgor i thmes .  

C e s  t echniques  s o n t  basées  s u r  un t e s t  q u i  dé te rmine  l a  

convexi té  l o c a l e  d e s  f o n c t i o n s  de d e n s i t é  sous - j acen te s  à l a  

d i s t r i b u t i o n  des  obse rva t ions  à c l a s s e r .  La p r i s e  en  compte du 

vois inage  de  chaque p o i n t  du tes t  permet d ' a f f i r m e r  ou 

d ' i n f i r m e r  les r é s u l t a t s  du test  s e l o n  l e u r s  cohérences avec  

les r é s u l t a t s  obtenus dans ce vo i s inage .  

L e s  r é s u l t a t s  p r é s e n t é s ,  sous  1 'hypothgse paramét r ique  

e t  sous  l ' hypo these  d'indépendance s t a t i s t i q u e  des composantes 

des  obse rva t ions ,  permet ten t  d ' accèder  à des  procédures  de 

c l a s s i f i c a t i o n  opt imale  extrémernent robus t e s  p a r  r a p p o r t  aux 

r ég lages  des  paramètres  des  a lgo r i thmes .  

P a r t a n t  d  'un é c h a n t i l l o n  to ta lement  inconnu, il est 

p o s s i b l e ,  sous  1 *hypothèse normale,  de déterminer  l e  nombre de 

c l a s s e s  en  présence .  Pour chacune d ' e l l e s ,  d e s  v a l e u r s  

approchées du vecteur-moyenne, de  l a  mat r ice  de covar iance  e t  

de l a  p r o b a b i l i t é  à p r i o r i  conduisen t  f ina lement  & 

l ' i m p l a n t a t i o n  d 'une s t r a t é g i e  de c l a s s i f i c a t i o n  opt imale  au  

sens  de l a  t h é o r i e  de  l a  d é c i s i o n .  

L e  f a i t  de r e t r o u v e r ,  s a n s  ambiguïté e t  avec une bonne 

p r é c i s i o n ,  l a  s t r u c t u r e  d 'un mélange à p a r t i r  de l a  s e u l e  

in format ion  appor t ée  p a r  les ubservat ior is  à c l a s s e r  e l l e s -  

rriêrries, permet d ' a s s u r e r  que les procédures  proposées  peuvent  

ê t r e  appl iquées  sous  1 'hypothèse non paramétr ique,  c - e s t - à -  

d i r e  sans  modèle a n a l y t i q u e  pour l e s  d i s t r i b u t i o n s  en  



présence. Dans de telles situations, on ne dispose pas de 

moyens objectifs pour juger les résultats de la 

classification. C'est la raison pour laquelle nous n'avons pas 

présenté de simulations sous cette hypothèse. 

En présentant les résultats obtenus sur différents 

échantillons, nous avons montré la robustesse de l'algorithme 

par rapport à l'ajustement du pas de discrétisation de 

l'espace de représentation des données et du nombre rnininiurri 

d'observations par classes. 

Les diagrammes présentés guident, sans ambiguïté, 

l'analyste vers le bon réglage de ces paramètres. 

11 serait intéressant de proposer, à terme, des 

procédures permettant d-analyser de tels diagrammes pour 

obtenir url réglage automatique de ces paramètres. De telles 

procédures devraient intégrer l'expertise de l'analyste. On 

touche ici au domaine de l'intelligence artificielle. 

Les rlouveaux coefficients de compatibilité proposés 

dans la procédure d'étiquetage itératif probabilistes devront 

également être adaptés à d'autres procédures pouvant 

bénéficier de cette technique. 

Il serait intéressant de les utiliser pour leextraction 

des contours de fonction de densité de probabilité qui a 
conduit des chercheurs du Centre d'Automatique à proposer des 

procédures de classification automatique paramétriques et non 

paramétriques dans un environnement non supervisé. /1-2/ 

Une nouvelle procédure de détection directe des niodes 

par étiquetage itératif, également developpé au Centre 

d'Automatique /3-4/  pourrait bénéficier de ces nouveaux 
coeff icients . 

Enfin, le traitement des images numériques, qui est Zi 

l'origine du concept deétiquetage probabiliste itérati£, 

pourrait égalemnet tirer parti de ces coefficients pour 

l'extraction des régions et des contours. La boucle serait 

ainsi fermée, puisque la classification automatique, qui a 



emprunté certains concepts à l'analyse des images, reviendrait 

apporter à ce domaine de nouveaux outils. 
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