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CHAPITRE 1

GLASSIFIGATION AUTOMATIOUE ET GONVEXITE
DES FONGTIONS DE DENSITE




1.1 _INTRODUCTION.

Le but de toute méthode de classification est de
définir des groupes (ou classes) dans un ensemble d individus
dont la structure est inconnue & priori. Ainsi la description
compléte et détaillée de chaque individu est remplacée par son
appartenance a une classe Dbien définie. Chacun de ces
individus étant représenté dans un espace multidimensionnel,
1 automatisation de la classification constitue un pas décisif
dans le processus d analyse et de compréhension des données,
le cerveau humain étant incapable d accomplir une synthése
multidimensionnelle. Néanmoins, la classification automatique
apparait comme un arsenal de méthodes qui n'ont en commun que
leur finalité et qui font appel a4 un grand nombre de notions
mathématiques et de concepts scientifiques. Devant le
foisonnement des techniques permettant d identifier les

classes en présence dans un ensemble de données
multidimensionnelles, 1 'utilisateur le plus averti reste
souvent perplexe. En effet, 1 analyste doit choisir une

stratégie parmi cet ensemble de méthodes +trés diverses et
souvent peu comparables, chacune ayant ses points forts et ses

faiblesses.

Ce probléme de décision apparait surtout lorsqu il
s agit d identifier les classes en présence dans un
échantillon, uniquement & partir de la seule information qui
reut &tre extraite des observations & classer. 11 s agit alors
de problémes de classification non supervisée, qui
appraraissent comme une démarche exploratoire, créatrice
d " hypothéses, car elle permet, dans un domaine inconnu, de

découvrir des structures qui n étalent pas visibles sur les

données.
On peut dissocier deux grands types de méthodes de
classification non supervisée : les méthodes basées sur des

concepts de distance et celles se référant a des notions de
statistique.




1.2 .APPROCHE METRIQUE..

On recherche une partition de 1 ensemble des
observations telle que chaque individu de 1 échantillon
considéré ressemble plus aux individus intérieurs & son groupe
qu aux individus extérieurs. La mesure la plus naturelle de 1la
ressemblance entre deux individus est la distance séparant les
deux observations correspondantes /6/.

51 certains algorithmes sont totalement heuristiques
/4/, d autres se veulent optimaux en ce sens qu'ils mipimisent
soit un critére de dispersion intra-groupe de type quadratique
/2-3-10-17-27-33-35/ so0it un critére calculé & partir de 1la
matrice de dispersion /15-37-38-42/.

Toujours dans le cadre des méthodes de recherche de
groupements faisant référence & la notion de distance, nous
pouvons distinguer celles qui opérent par groupements ou
séparations successifs des observations /7-24-26-40/ de celles
qui utilisent la théorie des graphes /1-43/.

A 1l exception d “une seule méthode fondée sur
17utilisation d'un critére invariant /15/, les autres sont
sensibles a tout changement d échelle sur les caractéres.
Certaines dépendent de 1 ordre dans lequel 1les observations
sont considérées /3-27/. De plus, pour la majorité d entre
elles, le nombre de classes est supposé connu & priori et,
évidemment, les résultats dépendent de ce nombre imposé par
1l analyste. Or lorsqu on traite des échantillons inconnus, ce
choix est difficile & justifier /11-41/. Pour éviter ces
inconvénients, on peut faire appel & des concepts statistiques
plutdét gqu au concept de distance.

1.3 _APPROCHE STATISTIQUE.

11 existe beaucoup moins de méthodes statistiques que

de méthodes métrigues pour la recherche de groupements parmi
des observations multidimensionnelles /5-39/. De plus
certaines d entre elles ne font en fait référence A des
notions de corrélation ou de variance que pour définir un
critére algébrique & extrémiser. Il ne s agit en réalité que
d'une généralisation de la notion de distance /15-27-37/.




On ne parle réellement de méthodes statistiques que
lorsqu’il est fait appel &4 la notion de densité de probabilité
/8-14/. Dans ce cas, les groupements d " observations
correspondent aux modes de la fonction de densité /3-16-18-
19-20-21-22~23-28/ et la classification se raméne
essentiellement &4 un probléme de détection des modes.

La recherche des maxima locaux“ de la fonction de
densité sous-jacente est souvent obtenue par des techniques
basées sur la notion de gradient qui permettent de remonter
les pentes de cette fonction /9-13-18-28/. En général, ces
méthodes sont trés sensibles aux irrégularités de 1 estimation
de la fonction de densité elle-méme et tendent & générer un
nombre de modes excessif.

1.4 CONVEXITE ET DETECTION DES MODES.

Pour éviter les inconvénients 1liés & 1 utilisation
d opérateurs différentiels du type gradient, tout en gardant
les avantages liés & 1 utilisation des méthodes statistiques,
nous avons opté pour une méthode utilisant 1le concept de

convexité.

Dans ce cas, les modes ne sont plus considérés comme
des extréma locaux de la fonction de densité mais comme des

domaines ou cette fonction est localement convexe /36/.

Cette approche apporte une solution au probléme
classique de 1la recherche des groupements lorsqu’'on n émet
aucune hypothése particuliére sur la nature statistique de 1la
distribution des données & classer, mais elle permet également
d optimiser une classification par minimisation du taux
d erreur /31/.

Toutefois, nous constatons que la qualité des résultats
obtenus par cette méthode de classification dépend énormément
du soin apporté a 1 ajustement du pas de discrétisation de
1l espace de représentation des données multidimensionnelles.
En général, 1 ajustement de ce pas est basé sur une notion de
stabilité des modes /12/.




Il faut ajouter a ce probléme de discrétisation, le
probléme 1ié & toutes les méthodes d estimation statistique,
c est-a-dire leur sensibilité aux irrégularités de la

distribution des données. Ces 1irrégularités proviennent en

général des erreurs introduites durant le processus
d acquisition de ces données, autrement dit du bruit de
mesure.

Pour remédier & tous ces problémes, nous allons faire
appel & une approche itérative basée sur des techniques
d étiquetage probabiliste ou “relaxation" aul jusqu’a
présent, a surtout été employée dans le cadre du traitement

des images numériques /8-25-32-34/.
1.5 _CONVEXITE ET RELAXATION.

Pour appliquer la méthode de classification statistique
basée sur le concept de convexité, on discrétise 1 espace de
représentation des données sur un réseau hypercubique et on
attribue & chaque Thypercube constituant ce réseau une
étiquette “convexe" ou ‘“concave". Les différents problémes
rencontrés lors de 1l 'utilisation de cette méthode statistique
résultent de la présence d hypercubes convexes isolés entourés
d "hypercubes concaves et vice-versa /29-30/. Nous montrerons
que ces erreurs d étiquetage peuvent étre corrigées par
1l application d une méthode itérative basée sur des techniques
d étiquetage probabiliste. L analyse des étiquettes assignées
aux voisins de 1 hypercube considéré permet, selon leur
compatibilité, de renforcer ou diminuer la probabilité que cet
hypercube s0it correctement étiqueté. De plus, ce traitement
des données a pour avantage supplémentaire d étre effectué en
paralléle, c'est-a-dire sur tous les hypercubes en méme temps,
ce qui rend la méthode indépendante de 1 ordre de traitement.

On constatera que cette méthode augmente la stabilité
des modes en réduisant les ambiguités locales, ce qui donnera
plus de souplesse a4 1 analyste pour la détermination du pas de
discrétisation.




1.6 _RELAXATION ET _DETECTION DES MODES.

Aprés avoir briévement rappelé les principes de 1la
détection des modes par analyse de la convexité de la fonction
de densité sous-jacente, on montre comment le test de
convexité mis en oeuvre débouche sur la notion d étiquetage
des points de discrétisation de 1 espace de représentation des
données (Chapitre II).

Le troisiéme chapitre de ce mémoire est consacré a
1°élaboration d une procédure d étiquetage probabiliste pour
1 analyse de la convexité des fonctions de densité. En chaque
point de discrétisation, on détermine une probabilité pour que
la fonction de densité soit concave ou convexe. Ces
probabilités sont ensuite réajustées par un schéma itératif et
paralléle. Elles sont renforcées lorsqu’elles sont compatibles
dans un voisinage donné et diminuées en cas d incompatibilité.

Les résultats obtenus par cette procédure d étiquetage
probabiliste sont ensuite pris en compte pour reconstituer les
modes de la fonction de densité sous-jacente. Le chapitre IV
présente une méthode d agrégation globale qui permet de mettre
en évidence des domaines modaux pour chacune des classes en
présence. Cette méthode a 1 avantage de réactualiser 1la
définition de chacun des modes pour 1 affiner au fur et a
mesure que se déroule le processus d agrégation. Une analyse
locale permet finalement de parfaire la classification lorsque
des classes présentant un fort degré de chevauchement n’ ont
ras été dissociées par la procédure globale.

Les modes ainsi reconstitués permettent de proposer des
fonctions de décision adaptées a la classification
d observations issues de mélanges gaussiens. Le dernier
chapitre présente quelques exemples de classification pour des
données normales générées artificiellement. Les résultats
obtenus montrent la stabilité de 1 algorithme par rapport &
1 ajustement des paramétres de réglage. Sans aucune
connaissance a priori sur les données & classer, la procédure
prermet de retrouver 1les classes en présence et de leur
assigner les observations avec un taux d erreur trés proche du
taux d erreur théorique optimal défini par la théorie de 1la
décision.
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CHAPITRE II

ANALYSE DE L& GONVEXITE DES FONGTIONS
DE DENSITE DE PROBABILITE



111 INTRODUCTION.

Lorsque 1 analyste ne dispose d aucune autre
information gque celle qui peut étre extraite de 1 échantillon
disponible, 1 analyse de la convexité de la fonction de
densité de probabilité sous-jacente constitue une approche
bien adaptée au probléme de la classification non supervisée.
Nous nous proposons de faire quelques rappels sur 1l étude de
cette convexité afin d en déduire ses possibilités
d application et ses limitations.

11.2. _CONVEXITE D UNE. FONCTION _DE__DENSITE. . DE _ PROBABILITE
MULTIVARIABLE.. '

11.2.1 Principe d analyse.

Une fonction f£(X) est dite convexe sur un domaine
convexe D de RN si

£ X1 + (1 - w )X2) < £(X1) + (1 - n )f(X2)
¥ X1,X2 €D et e [0,1]

On pourrait envisager d exploiter cette définition pour
déterminer le sens de la convexité des fonctions de densité de
probabilité. Une telle approche semble possible lorsqu on
dispose d'un modéle analytique de ces fonctions. Cependant,
dans notre probléme, on ne connait pas 1 expression analytique
des fonctions de densité. En effet, ne disposant 4 aucune
autre information gque celle apportée par les observations a
classer, on ne peut gu estimer point par point la fonction de
densité de probabilité sous-jacente a partir des données en
analysant leur distribution dans 1 espace de représentation.

L expression c¢i-dessus ne pouvant donc ©pas é&tre
utilisée pour 1'étude de la convexité des fonctions de
densité, nous allons faire appel & une méthode permettant de
tester localement le sens de la convexité des fonctions
maltivariables /18/.




Le principe de cette méthode est le suivant:

Une fonction f(X) est dite "localement convexe” an
point Xe s il existe un voisinage de Xeo convexe sur lequel 1la
fonction f(X) est convexe /13/. Pour déterminer la convexité
d une fonction en un point Xo, on analyse les variations de sa

valeur moyenne

} £(X)dX
D(Xe,a)
R [D(Xe,}] =

V(D(Xoe,a))

oun D(Xe,a) est un domaine homothétique d’un domaine de
référence Do(Xe), symétrique par rapport & son centre Xe, de
volume-unité, dans wune homothétie de centre Xe et de rapport
a. L ajustement du paramétre « permet de faire varier le
volume du domaine D(Xe,x), appelé domaine d observation
(figure 1).

figure. .l : Domaines d observation

sphériques dans un espace & trois dimensions.

I1 a été montré /19/ que si f(X) est ldécalement
convexe, alors la valeur movenne de f(X) sur les domaines
d observations D(Xe,a) est une fonction décroissante de «,

donc de la taille de ces domaines.




Inversement, si f(X) est localement concave, alors 1la
valeur moyenne de f(X) sur les domaines d observations D(Xe,a)

est une fonction croissante de la taille de ces domaines

On peut donc, & partir de ce résultat, déterminer
facilement le sens de convexité des fonctions de densité en
tout point Xe de 1 espace de représentation des données.

Pour cela, nous sommes amenés a utiliser une méthode

d estimation pour déterminer € [D(Xeo,a)].
I1.2.2 ESTIMATION DE LA _YALEUR_MOYENNE_ D UNE_FONCTION..

Les principes de base de nombreuses méthodes
d'estimation d 'une fonction de densité de probabilité sont
trés simples, bien que les démonstrations rigoureuses de la
convergence des estimateurs reguiérent considérablement de
soins /3-5-T7/.

De nombreuses technigques d estimation reposent sur le
fait que la probabilité P(X € D(Xe,a)) pour qu une observation
X soit située dans le domaine D(Xe,a) est donnée par

P(X € D(Xe,a)) = f £(X7) d(X")
D(Xo,a)

En divisant P(X € D(Xe,a)) par V(D(Xe,a)), on obtient
la valeur moyenne de la fonction de densité f(X) sur le
domaine D(Xe,a) qui est souvent confondue avec 1 estimation de
la fonction de densité en Xe /5/.




En supﬁosant que 1'on dispose d'un échantillon
constitué de Q observations Xi1,Xz2, ... ,Xe, indépendamment
distribuées suivant la loi de probabilité sous-jacente £(X)
dans 1 espace de représentation, la probabilité Pk pour que k
de ces Q observations soient situées dans le domaine D(Xe,a)
est donnée par la loi binomiale

k k Q-k
Pk = Cq P(X € D(Xo,a)) [1-P(X € D(Xe,a))]

pour laquelle ]l espérance mathématique de k est

Q k k Q-k
2 k Cq P(X € D(Xo,a)) [1-P(X € D(Xe,a))]
k=0

E(Px)

Q.P(X € D(Xe,a))

Ce résultat indigque que k/Q@ est un estimateur non
biaisé de P(X € D(Xo,a)).

On a donc

J f(X")dx™ = k/Q
D(Xe,a)

Dans ces conditions, on peut prendre

k/Q

2 [D(Xe,a)]

V(D(Xe,a))

pour estimateur de la wvaleur moyenne de f(X) sur ‘D(Xa,a).

Pour déterminer localement le sens de variation de la
valeur moyenne de f(X), ¢ 'est-ia-dire le sens de la convexité
de f(X) en un point Xe, il faut d abord estimer la wvaleur
moyenne de la fonction de densité de probabilité f£(X) sur un
domaine D(Xe,a) aussi petit que possible.




Soit a [D(Xe,a)] cet estimateur

~ k/Q
 [D(Xe,a)] =

V(D(Xe,a))

Il faut ensuite estimer la valeur moyenne de f(X) sur
un domaine D(Xe,a ) de taille légérement supérieure & celle du
domaine D(Xe,«):

k™ /Q
V(D(Xe,a"))

AN
Q [D(Xe,a™)]

k" est le nombre d observations contenues dans le domaine
D(¥e,a”) , tel aque V(D(Xo,a")) > V(D(Xe,a))

En comparant ces deux estimations, on détermine
directement le sens de la convexité de f(X) en Xo.

~ N
5i ¢ [DXe,a)] < € [D(Xe,a")], la valeur moyenne de
f(X) est une fonction croissante du paramétre « : la fonction

f(X) est donc localement concave en Xo.

~ ~
Si ¢ [D(Xe,a)]l > € [D(Xe,a")), 1la fonction est
localement convexe en Xe.
~ 7~
Enfin, dans le cas ou € [D(X,a)] = € [D(X,x)], on

ne peut conclure gquant au sens de la convexité de la fonction
£(X).




En utilisant 1 estimateur de Parzen-Rosenblatt

o

1 Xo - Xq
f (Xe) = —

H MO
U]

1
Q@ q=1 V(D(Xe,aq)) aQ

avec le noyau cubique, qui est certainement 1 un des plus
utilisés dans la pratique /6-7-8/, défini par /1/:

1 si ]ym| <1/2 , m=1,...,M

g(Y) = {
@ autrement

avec Y = [y1,...,¥n,...,yN]}T |

ou en faisant appel & 1 estimateur des k plus proches voisins

/18/, on constate que la valeur moyenne de la fonction £(X)

estimée sur le domaine D(Xeo,a) n'est autre que 1 estimation

usuelle de cette fonction en Xo.

On peut donc écrire

) ~ k/Q
f (Xe) =  [(D(Xo,a)] =

V(D(Xe,a))

L utilisation de ces estimateurs simples souléve
rlusieurs problémes théoriques et pratiques.

31 nous fixons le volume V(D{(Xe,«a)) et gue nous prenons
de plus en plus d observations, le rapprort k/Q va converger en
probabilité vers P(XeD(Xe,a)). En divisant cet estimateur par
V(D(Xe,a)), nous obtenons effectivement une estimation de 1la
valeur moyenne de f(X) sur le domaine D(Xe,a) et non la valeur
de £(X) en Xo.




Pour obtenir un estimateur de f(X) en un point Xe, il
faudrait donc faire tendre le volume V(D(Xe,a)) vers zéro,
c'est-a-dire, faire +tendre le rapport d homothétie a vers
zéro. JI1 importe donc d étudier le comportement asymptotique
de 1l estimateur €.{D(Xo,a)] lorsque a tend vers zéro.

Pour assurer la convergence de 1 estimateur vers f(Xe),
il a été montré que le volume du domaine intervenant dans
1 expression de E [D(Xe,a)] ainsi que le nombre d observations
k situées dans ce domaine doivent é&tre liés au nombre total Q
d observations disponibles.

Plus précisément, soit ae la valeur de a et ke 1la
valeur de k correspondant a un échantillon de @ observations.
On démontre /21/ que 2, [D(Xe,aq)] converge en moyenne

guadratique vers f(Xo) si

(a) lim V(D(Xe,aq)) = @
Q-->0

(b) lim kQ‘ = w
Q-->o

(c) lim ka/Q = @
Q-—>m

I1 v a deux facons d obtenir des domaines D(Xe,aq)

satisfaisant ces conditions.

La premiére est de réduire 1la taille du domaine
D(Xo,aq) lorsque Q auvgmente en spécifiant le volume
V(D(Xo,aq)) comme une fonction de Q. Il a été montré quavec

des expressions, telles que

V(D(Xe,aq)) = Vo.Q-b , b e 18,1

ou

V(D(Xe,aq)) = Ve/log Q ,

ol les variables aléatoires kg et kq/Q répondent aux

conditions (b) et (¢). C'est la méthode du noyau, initialement




proposée par Rosenblatt /15/ dans le cas monovariable, puis
approfondie par Parzen /12/ avant d'étre étendue au cas
multivariable par Murthy /11/ et par Cacoullos /2/.

La deuxiéme méthode consiste & spécifier ke comme une
fonction de @, telle que kq = keo. VHS_' Ici, on augmente le
volume V(D(Xe,xq)) Jjusqu’ad ce que celui-ci contienne les kg
rlus proches voisins de Xe. C'est la méthode d estimation des
kq@ plus proches voisins /3-10/.

Les deux méthodes convergent et chacune d’elles

présente des avantages spécifiques /17-20/.

Néanmoins quelle que soit la méthode choisie, 1l y aura
un choix déterminant & faire:

- s0it le choix de Ve dans la méthode de Rosenblatt-
Parzen,

- soit celuil de ko dans la méthode des kq plus proches
voisins,

chacun de ces choix avant ses propres contraintes.

Lorsque le nombre @ d observations disponibles tend
vers 1 infini, on sait que, théoriquement, quel que soit le
choix effectué, il vy a convergence asymptotique de
1'estimateur. Or, dans la pratique, le nombre d observations
est toujours l1imité. Avec un ajustement de Ve trop petit, on
obtiendrait wune estimation trés bruitée de 1la densité de
probabilité. En effet, 1 estimateur de f(Xe) serait nul dans
presque tout 1 espace. Seuls les domaines D(Xe,aq) centrés en
des points Xe proches des observations ne seraient pas vides
et 1l estimateur correspondant tendrait alors vers 1 infini. A
1 inverse, avec un  volume Vo trop grand, 1 estimateur
manguerait de résolution. Le volume V(D(Xe,aq)) ne peut donc
devenir ni arbitrairement petit, ni arbitrairement grand, ce
qui expligque que 1 analyste utilise en fait toujours une
estimation de 1la wvaleur moyenne plutdt qu'une estimation
ponctuelle de £(X). Ainsi, lorsqu’il s agit d'estimer f(X) en
Xe, on ajuste en général Vo afin d obtenir une estimation ni

trop lissée, ni trop bruitée de la fonction de densité.




Dans le contexte de la détermination de la convexité de
la fonction de densité f(X), on ajuste la taille du domaine
D(Xe,a) comme s°il s agissait d estimer f(X) en Xe, en
fonction du nombre Q d observations disponibles /13/. On prend
ensuite pour D(Xe,a’) un domaine de taille légérement
supérieure.

Si 1°on désire décrire une fonction en termes de
convexité sur tout son espace de définition, il faut appliquer
le test de convexité point par point sur tout cet espace. Or
le nombre de points nécessaires pour décrire correctement une
fonction multivariable croit exponentiellement avec la
dimension de 1 espace de définition, ce quili entraine des
temps de calcul importants. De plus, pour déterminer le sens
de la convexité de la fonction de densité de f(X), il faut
appliquer cette méthode d’estimation en chaque point par deux
fois, la valeur movenne de f(X) étant d abord estimée sur un
domaine d observation D(Xe,aq) aussi petit que possible puis
sur un domaine d observation D(Xe,aq ) de taille légérement
supérieure. Cette méthode de détermination du sens de la
convexité de f(X) ne pourra donc &tre employée efficacement
qu’en faisant appel & une procédure permettant d accélérer sa
nise en oeuvre /14/. Cette procédure rapide nécessite une
transformation préalable des données.

I11.3 TRANSFORMATION LINEAIRE DE L ESPACE D OBSERVATIONS.

Pour permettre une implantation rapide de la procédure
d'estimation, on normalise d abord les plages de variations de
chacune des composantes des observations de telle sorte que

leurs valeurs extrémes soient @ et 1.

Soit [Xq] 1 ensemble des @ observations disponibles de
la forme:

Xq = [XI;Q1 c ey Xn)Qs P | XN:QJT ] q:1:2: LIRS 1Q

o N est la dimension de 1 espace de représentation des
données RoN.




Soient:

M
Xn = Max Xn,q T L ST
q
et o Tl L RIONEE T 1
m
Xn = min Xn,q q:1,2, ot ,Q
q

les valeurs maximales et minimales des différentes

composantes.
En appliquant une translation de vecteur: R i o T L SRR N e S
m
avec tn = -Xn St o A SR

suivie d° une transformation linéaire de matrice

mi 1%}
T
M= mn
\
1%} mN
1
avec mn = T eaa St 4 ol T R
M m
Xn - Xn

on obtient de nouvelles composantes de la forme:

RN e o R

Dans ce nouvel espace noté RiN, les composantes des
observations  GSE R B g BT OEER S RN Bt Ae T T sont
normalisées de sorte que:

= X'n,q <1 i b SR A

si bien que toutes les observations sont situées dans un
hypercube-unité (figures 2 et 3).




Espace RelN :

Xz
; e
+1 %
X x
= } — X1
-1y b 3 & +2
* X
*
]—1
Figure 2: Données brutes.
Espace RiN :
X 2
+1 X
*
3 aq X *
2 aq
X
aQ X X
*
> 3 X1
& aQ 2 aq 3 aq +1
Figure. 3 __: Données normalisées par la
transformation
X1 1/3 @ X1 -1
X° = = _

X2 g 1721  |lxz -1




Supposons que 1°'on désire estimer la fonction de
densité de probabilité dans ce nouvel espace en utilisant des
domaines d observation hypercubiques de c¢c6té aq adjacents,

comme représenté sur la figure 3.

Afin d accélérer la procédure d estimation, on
multiplie ©préalablement chaque coordonnée de 1 espace
normalisé par 1/a@ = Na. Nq représente en fait le nombre de

points de discrétisation sur chaque axe et aq le pas de cette
discrétisation dans 1 espace normalisé (figure 3).

Espace RaqN
4 X
b 4
3 % X
@
X
1 % X
*
> Yi
1%} 1 2 3 4
Figure 4. : Transformation de
1 "espace normalisé pour Ne = 4. On applique la transformation:
Y1 4 D
W= = o
Y2 3 4

Cette transformation conduit aux nouvelles coordonnées
Y de la forme

Y =AM [X¢T] = A X"

avec A = 1/aq.[IN] = Nag.[In]

ol IN est la matrice-unité d ordre N.




Dans ce nouvel espace, chaque domaine d observation
devient un hypercube de cdté unité (Figure 4).

11.4 _TEST _RAPIDE DE CONVEXITE.

On constate que, dans le cas extréme ol il n’y a pas
plus qu’une observation par hypercube de discrétisation, le
nombre d hypercubes non vides est au plus égal au nombre @
d observations. L estimation de la fonction de densité f(X) en
utilisant les hypercubes unitaires pour domaines d observation
est donc nulle, sauf en un nombre limité de points au plus
égal & Q. La procédure d'estimation de Rosenblatt-Parzen avec
noyau cubique peut ainsi étre accélérée en n estimant f(X) que
dans les hypercubes non vides de ce nouvel espace, sous la
forme:

- ~ k/Q
f (Xe) = R [D(Xe,aq)] =

V(D(Xe,aq))

oiu V(D(Xe,aa)) est le volume de 1 hypercube non vide
considéré de centre Xe, dans lequel sont situées k des @
observations disponibles /14/.

Sans faire aucun calcul, on sait gque si 1 hypercube
considéré est vide, 1l estimateur associé de f(X) est nul.

On peut exploiter cette remarque en extrayant
directement la liste des hypercubes non vides de 1 espace RagN
de la liste des observations disponibles /14/.

En effet, dans 1 espace transformé, une observation:

Yq = [Y1,q,Y2,q,...,YN,q]T

est située dans 1 hypercube dont le centre a pour coordonnées:

int(Yq)+@.5 = [int(Y1,q)+d.5,int(Y2,q)+@3.5,...,int(¥YN,q)+@8.56]T




Cette procédure permet de dresser immédiatement 1la
liste des hypercubes non vides & partir de 1la 1liste des
observations et de déterminer le nombre d observations situées

dans chacun d eux.

La valeur moyenne de f(X) est ainsi estimée uniquement
dans les hypercubes non vides D(Xe,a) de 1 espace de départ,
dont le nombre ne peut dépasser Q

> k/Q
€ [D(Xe,a)] =

V(D(Xo,a))

On estime ensuite la valeur moyenne de £f£(X) sur un
hypercube également centré en Xe, mails de cdté triple de celui
de D(Xo,a): D(Xe,a”). Dans ces conditions, on a

V(D(Xe,a")) = 3N | V(D(Xe,a))

et

~ k™ /Q k™/Q
R [D(Xe,a’)]

I
|

V(D(Xo,a")) 3N V(D(Xo,a))

ou k° est le nombre d observations situées dans 1 hypercube
D(¥e,a”), obtenu par sommation des nombres d observations
situées dans les 3N hypercubes élémentaires constituant
D(Xe,a”) (Figure 5).




Figure & : Implantation du test de convexité
dans un espace 8 deux dimensions.

La détermination du sens de la convexité de f(X) en Xo

se fait alors aisément.

~

Si  [D(Xe,a)] < E [D'(Xe,a)], c est-&-dire
si k/Q < k“/(3R Q) ou encore
si k < k°/3N

la fonction f(X) est considérée comme localement concave dans
1 "hypercube D(Xe,a) auquel on affecte 1 étiquette "“concave’.

Inversement,

k >

si k“ /38,
elle est considérée comme localement convexe dans 1 hypercube

D(Xe,a) auquel on affecte 1l étiquette “convexe'.

Il faut garder & 1 esprit que le résultat de ce test
£f(X)
1l encontre des

sens que si la convexité de est définie dans
1 "hypercube D(Xe,a"). En effet,

la convexité des fonctions multivariables peut

n‘a de
a fonctions
monovariables,

ne pas &tre définie dans certaines régions de 1 espace.




Dans de telles régions, on ne peut attribuer aucune
valeur au résultat du test qui indique indifféremment 1 un ou
l7autre des deux sens de la convexité. Nous verrons par la
suite comment éliminer les résultats erronés ainsi obtenus

dans ces régions par un traitement approprié.

D'autre part, le fait de découper 1 espace de
représentation en hypercubes adjacents entraine la création de
cellules vides dans des régions de 1 espace ol la fonction de
densité de ©probabilité n’est pas nulle. En effet, les
utilisateurs de la méthode d estimation avec noyau cubique ont
souvent constaté que les résultats peuvent considérablement
changer selon gqu'une seule observation se situe d'un cdté ou
de 1l autre d une face d'un hypercube. C’est d ailleurs une des
motivations de 1l utilisation des noyaux plus "doux", tels que
les noyaux triangulaires ou gaussiens. Ce phénoméne, si 1l on
ne prend pas garde, risque de perturber fortement le résultat
final de la classification.

Pour remédier a la création de ces hypercubes vides
perturbant la classification, on effectue un pré-traitement

sur les données.
11.5 Pré-traitement _des données.
A la suite de la discrétisation de 1 espace de

représentation des données, nous sommes en présence de 4 types
d "hypercubes (figure 86):

type 1 hypercube vide entouré uniquement
d "hypercubes également vides

type 2 hypercube vide ayant un voisinage
constitué d hypercubes vides et
d hypercubes non vides

type 3 — hypercube vide ayvant essentiellement

des hypercubes voisins non vides




type 4 b I hypercube non vide

Figure 6. _.: Différents types d hypercubes
rencontrés aprés discrétisation de 1 espace des données.

La liste des hypercubes non vides déterminée
directement & partir de la liste des observations disponibles
doit donc étre complétée par la liste des hypercubes vides
pouvant apparajitre dans des régions de 1 espace ou la fonction
de densité n'est pas uniformément nulle (type 3). L apparition
de tels hypercubes résulte souvent d'un pas de discrétisation
trop petit.

Il est bien sGr hors de question de prendre en compte
tous les hypercubes vides de type 1 et de type 2 de 1 espace,
ce qui vreviendrait & abandonner 1la procédure d’estimation
rapide. En effet, le nombre d’estimations 1locales de 1la
fonction serait alors une fonction exponentielle de la
dimension de 1 espace de représentation des données et le
temps d éxécution de la procédure deviendrait vite prohibitif
/7/. Les seuls hypercubes vides & prendre en compte ne sont
autres que ceux situés & 1 intérieur des vrégions modales,

¢ est-a-dire les hypercubes de type 3.




Afin de 1les déterminer rapidement, on examine le
voisinage de tous les hypercubes vides et on ne prend en
considération que ceux dont le voisinage est constitué d un
nombre suffisant d hypercubes appartenant a la liste des
hypercubes non vides. Ainsi, si ce nombre est nul, ce qui ce
produit dans le cas ol on est en présence d un hypercube vide
situé dans une région de trés faible densité, 1 hypercube est
ignoré. Si ce nombre est inférieur a la moitié du nombre total
d " hypercubes voisins, c¢e qui est souvent le cas pour les
hypercubes situés sur le pourtour d'un mode de la fonction de
densité, cet hypercube est également ignoré.

Dans le cas de 1 étude d 'un espace de dimension N, ce

nombre devra donc étre au moins égal & (3N-1)/2 pour gqu un
hypercube soit catalogué dans le type 3 (figure 7).

0k

h 4
.
ok X koK *k
I

% }x * % *%
- hypercube vide pris en compte
* X hypercube non vide
Figure. . 7. ... Hypercubes pris effectivement en

compte pour 1 exemple bidimensionnel de la figure 6.




Aprés avoir complété la liste des hypercubes non vides
par la liste des hypercubes vides devant &tre pris en compte,
on obtient la liste des hypercubes sur lesquels on applique
une procédure de lissage & 1 aide d'une fenétre glissante.
Celle-ci consiste & attribuer & chaque hypercube de la liste
un poids dont la valeur est égale & la moyenne, par hypercube,
des nombres d observations situées dans 1 hypercube considéré

et les hypercubes de son voisinage apparaissant dans la liste.

Ce lissage permet d atténuer les problémes résultant
d une discrétisation trop fine de 1 espace de représentation.

J1.6 CONCLUSION..

Le probléme du choix du nombre de divisions Ng par
composante reste primordial pour la suite des opérations et
donc pour le résultat de la classification. Ce découpage de
1l espace en domaines d observation peut, =511 est trop fin,
rendre la procédure trop sensible & de faibles wvariations
locales de la fonction de densité de probabilité et nuire & la
classification. Par contre, s°1i1l est trop grossier, il peut
faire disparaitre des variations significatives de cette

fonction, perturbant également la classification.

Ce choix dépend bien stGr de la dimension de 1 espace,
du nombre d observations disponibles mais également de 1la

répartition des observations dans 1 espace.

Habituellement, 1 ajustement de ce paramétre est laissé
a l'initiative de 1 analyste qui fait appel & son expérience,
sinon & son intuition, pour trouver un compromis entre les
deux situations extrémes évoquées ci-dessus. Le concept de
stabilité du nombre de modes détectés apporte un support
heuristique pour guider cet ajustement qui reste cependant

toujours délicat et primordial.

La procédure de classification proposée consiste a
regrouper les hypercubes ou la fonction de densité de f(X) est
considérée comme convexe afin de localiser les modes de 1la

distribution des observations.




A ce niveau de la procédure des ambiguités peuvent
exister

- soit du fait que des Thypercubes affectés de
l1'étiquette “"concave" se +trouvent situés au sein méme des
modes & détecter. Ce phénoméne résulte en général d une

discrétisation trop fine de 1 espace de représentation.

- soit du fait de 1 apparition d hypercubes portant
l"étiquette “convexe" dans les vallées séparant les modes ou
dans les zones ol la convexité de la fonction de densité sous-
Jacente n'est pas définie. Une des causes principales de ces
erreurs d étiquetage est la présence d observations isolées
éloignées des régions modales.

Il s avére donc nécessaire de rendre la procédure
d"étiquetage des hypercubes plus robuste, afin que les
résultats de la classification se révélent moins sensibles &
l’ajustement du pas de discrétisation de 1 espace de
représentation.

Plutdét que de limiter 1 analyse de la convexité de la
fonction de densité & 1 exploitation directe des résultats
locaux du test de convexité,en chaque hypercube de 1 espace,
il semble intéressant de comparer au préalable ce résultat &

ceux obtenus sur les hypercubes voisins.

En effet, si le sens de la convexité déterminé au
niveau d'un hypercube est compatible avec les sens de 1la
convexité déterminés dans son voisinage, on peut affirmer que
1"étiquette assignée & cet hypercube a une forte probabilité
d étre correcte. Par contre, si le sens de la convexité an
niveau d’un hypercube apparait comme incompatible avec les
sens de la convexité au niveau des hypercubes voisins, il y a
une forte probabilité pour gque le résultat du "test de
convexité soit erroné et que 1" étiquette affectée &

1 hypercube soit & remettre en question.




En déterminant 1le degré de fiabilité du test de
convexité en fonction des résultats de ce test dans le
voisinage immédiat de chaque hypercube, on doit pouvoir
améliorer la connaissance de la convexité de la fonction de
densité de probabilité et obtenir des résultats moins
sensibles & de petites irrégularités de la distribution des
observations.

Pour améliorer cette détermination de la convexité, on

fait appel & une nouvelle procédure itérative basée sur des
techniques d’étiquetage probabilistique ou "relaxation" /4-9-

16/.
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CHAPITRE III

GONVEXITE ET RELAXATION




1111 _INTRODUCTION.

La description de la fonction de densité de probabilité
sous-jacente a4 la distribution d un ensemble d observations en
terme de convexité revient A& assigner 1 étiquette “convexe" i
certains points de discrétisation de 1" espace de
représentation et 1 étiquette "concave" & d autres. Jusqu’a
présent, la décision d affecter & un point 1 étiquette convexe
ou concave résulte uniquement de 1 analyse des propriétés de
la fonction de densité de probabilité en ce point. La méthode
introduit inévitablement des erreurs d étiquetage, des points
concaves apparaissant 1isolés dans des régions convexes et

réciproquement.

Pour pallier ces faiblesses de la méthode, nous faisons
appel aux méthodes d étiquetage probabiliste, encore appelées,
méthodes de "relaxation". ’

I11.2 L ETIQUETAGE PROBABILISTE QU RELAXATION.

Les méthodes de relaxation se basent sur un étiquetage
probabiliste plutdt que sur des décisions immédiates, fermes
et définitives. Cet étiquetage est itératif et est réactualisé
en fonction des décisions prises & 1 itération précédente.
Cette mise & jour de l étiquetage & une itération donnée est
effectuée en paralléle, c est-ad-dire en méme temps sur tous

les objets & étiqueter /4/.

Chaque étiquette correspond en fait & 1 une des classes
4 laquelle on doit affecter chaque objet a étiqueter. On émet
alors implicitement 1 hypothése que 1 étiquetage d un objet
est d autant plus satisfaisant et sGr qu’il est cohérent avec

l"étiquetage de ses voisins.

Soit H = {hi,... hi,...,hi} 1l ensemble des objets &
étiqueter, c’est-id-dire & assigner & 1l une des classes de
l“ensemble C = {ci,...,cm,...,cM}. On associe & chague objet
hi un vecteur probabilité [Pi(ci1),...,Pi(cm),...,Pi(cM)]T, ou

Pi(cm) est 1l estimation de la probabilité que hi appartienne a
la classe cm. Pour tout hi € H, on a




M
2 Pi(em) =1

m=1

et @ <Pi(em) <1, m=1,2,...,M

On commence par assigner & chaque objet hi des
probabilités initiales Pi®(cm), m=[1l,...,M], d appartenir a
chacune des classes c¢m, m=1,...,M, possibles. Puis, on examine
les probabilités assignées aux objets voisins de hi,
augmentant Pi®(cm) s il existe de fortes probabilités que les
voisins de hi aient 1la méme classification, ou réduisant
Pi®(cm) s°il existe de fortes probabilités que ses voisins
soient classés différemment. La mise & Jjour est ensuite
effectuée en paralléle pour tous les objets hi et toutes les
probabilités Pi®(cm). La procédure est réitérée autant de fois
gqu’il est nécessaire pour obtenir une stabilisation des
probabilités Pi(em), i=1,...,I et m=1,...,M.

Il y a deux modéles équivalents pour formaliser cette
prrocédure /5//2/. Nous allons décrire briévement un de ces
modéles.

Pour chaque paire d objets voisins {hi, hj} et chaque
paire de classes {cm, cn}, on définit une mesure de
compatibilité /3/ entre le fait que 1 objet hi appartienne &
la classe cm alors que 1 objet hj appartient & la classe cn.
Cette compatibilité est donnée par la fonction ri, j{(cm,cn),
telle que

1) -1 € ri,j(ecm,cn) <€ +1

2) 8i hi appartenant & c¢m est compatible avec hj

appartenant & cn alors
ri,j{cm,cn) > &

3) 51 hi appartenant & cm est incompatible avec hj

appartenant & cn alors

ri,j(cm,cn) < @

RSN




4) S°il n'existe aucun lien entre ces deux assignations

alors

ri,j(cm,cn) = @

5) La valeur de ri,j(cm,cn) représente le degré de
compatibilité entre 1 appartenance de hi a cm et

1 appartenance de hj & cn.

La nouvelle estimation de la probabilité pour que
l1’objet hi appartienne & la classe cm & 1 itération (k+l) est
déterminée en fonction de 1 estimation de cette probabilité a
l1"itération k et de la contribution Qik(cm) des estimations

des probabilités calculées pour les objets voisins /2/

On a
k k
k+1 Pi (cm) . (1+Qi (cm))
Pi (cm) = , Ycme C
k k
2 Pi(B) . (1+Qi (B))
3
k K
ou Qi (em) = £ Ci,3 2 ri,j(c,B).Pi (B)

J B

Z représentant la somme sur les voisins de 1 °objet hi

Les coefficients Ci,j; sont introduits pour pondérer
éventuellement 1 importance des voisins et assurer que

Qik (cm) reste compris entre les valeurs -1 et +1.

I11.3 APPLICATION DES METHODES DE RELAXATION A LZANALYSE DE LA
CONVEXITE..

A ce stade de 1 étude, nous sommes en présence d un
ensemble d hypercubes H = {hi,...,hi,...,hi} . I est le nombre
d "hypercubes pris en considération, c est-a-dire contenus dans

la liste des hypercubes élaborée précédemment.

g e




Chacun de ces hypercubes appartient soit & la classe C
des hypercubes considérés comme localement convexes, soit a la
classe nC des hypercubes considérés comme localement concaves,
autrement dit non convexes. Pour chaque hypercube hi, le
vecteur probabilité est de la forme [Pi(C),Pi(nC)]T avec
Pi(C)+Pi(nC) = 1

Pour notre probléme, le principe de base est de faire
croitre, de maniére itérative, la probabilité qu un hypercube
appartienne & la classe des hypercubes localement convexes
s°11 existe de fortes probabilités pour que ses voisins
appartiennent a cette méme classe. Ce cas correspond a un
degré élevé de compatibilité entre la nature de 1 hypercube
considéré et celle de ses voisins. De maniére analogue, on
fait décroitre cette probabilité s°i1l existe une forte
probabilité pour que les hypercubes voisins appartiennent & la
classes des hypercubes localement concaves. Ce cas correspond
& un degré d'incompatibilité élevé entre la nature de
1"hypercube considéré et celle de ses voisins.

La loi itérative de réactualisation des probabilités
est définie par

k k
k+1 Pi (C) . (1+Qi (C))
Pi (C) =
k k
S Pi(B) . (1+Q1i (B))
B3
k

Pi(C) est donc la probabilité & 1 itération k que
1l "hypercube i appartienne & la classe C.

Les contributions de tous 1les hypercubes voisins
devant, & priori, étre prises en compte de la méme maniére,le
terme Qik(C) est défini par

k k
Qi(C) = 1/L 22 ri,j (C,B) P; (B)
i B
o L = 38 - 1 est le nombre d hypercubes voisins de

1 hypercube hi

b représente la somme sur les voisins de 1 hypercube hi
3

z représente la somme sur les deux classes possibles

53 (concave et convexe)




ri,j (C,C) et ri,j (C,nC) sont les coefficients de
compatibilité & déterminer

Pour pouvoir utiliser cette procédure , il  faut
commencer par déterminer les probabilités initiales quun

hypercube hi soit concave ou convexe, ¢ est-a-dire
] ]
Pi(C) et Pi(nC).

Pour cela, on étudie le voisinage de chaque hypercube
en se basant sur les résultats du test de convexité de 1la
fonction de densité de probabilité.

JI11.4 DETERMINATION DES PROBABILITES INITIALES.

D aprés les définitions précédentes, on a

? )
Pi(C) + Pi(nC) = 1.

I1 suffit donc de déterminer une seule de ces

probabilités initiales Pi®(C) avec, pour seule contrainte

o
@ <Pi(C) =1

Le calcul de la seconde probabilité initiale Pi@(nC)
est alors immédiat.

Afin de donner une valeur aussi proche de la réalité
que possible & cette probabilité, on étudie le voisinage de
1 hypercube hi considéré. Rappelons que pour chacun des
hypercubes voisins de hi figurant dans la liste & traiter par
la procédure, on a procédé au test de la convexité de 1la
fonction f(X). On a donc pour chacun d eux le signe de AR i et
la valeur effective de AQi ou i :Q(D(Xe,a)) -Q(D(Xe,a’)).




Posons :

Pi(C) =
2L

o L est le nombre d hypercubes contenus dans la
fenétre d observation, ¢ est-a-dire l'hyﬁercube hi considéré
et ses hypercubes voisins pris en compte et o T  est défini
par

T=T+ 1 si 2b8Q; > 0
J

T=T-15si S080@; <&
J

T est 1la différence entre le nombre d hypercubes
voisins localement convexes et le nombre d hypercubes voisins

localement concaves.

La somme 2Zj revient & additionner les différentsbe i
calculés pour chacun des hypercubes voisins pris en compte.

Le choix de cette détermination des probabilités
initiales a été guidé par le souci de donner & ces
probabilités des valeurs représentatives du contexte dans
lequel se situe 1 hypercube traité. En effet, dans ces
conditions, plus 1 "hypercube considéré est entouré
d " hypercubes localement convexes, plus la probabilité initiale
associée tend vers sa valeur maximale 1 qu’elle n atteint que
lorsque tous les hypercubes voisins sont localement convexes.
Dans le cas contraire, cette probabilité tend vers sa valeur
minimale ¥ qu'elle n atteint que lorsque tous les hypercubes

voisins sont tous localement concaves.

Afin d utiliser la procédure de relaxation, il faut
également déterminer les différents coefficients de
compatibilité ri,;j(C,C), ri,j(C,nC), ri,ji(nC,C) et ri, iji(nC,nC)
qui interviennent dans les expressions de Qik(C) et de
Rik(nC).




11X.5 DETERMINATION DES COEFFICIENTS DE COMPATIBILITE.

Les coefficients de compatibilité apparaissant dans
1 expression de Qik(C) dépendent essentiellement de la
configuration du voisinage de 1 hypercube pour lequel ils sont
calculés. '

Nous les définissons par les tableaux suivants

Réfinition de xi,i(C.C)

ri, ;(C,C) Pik(C)
+1 > 3.5
-1 < @.5
@ = 2.5

Le coefficient ri,jij(C,C) prend la valeur + 1 si
1 hypercube hj voisin de 1 hypercube hi localement convexe a
une probabilité d appartenir & la classe des hypercubes

localement convexes supérieure & ©.5 . Dans ce cas de
compatibilité, la probabilité Pik(C) intervient ainsi
positivement dans 1le calcul de la valeur de Qik(C). Par

contre, dans le cas ol cette probabilité est inférieure & 9.5,
ce gqui correspond & une incompatibilité, celle-ci intervient
négativement dans le calcul de la valeur de Qik(C). Nous

remarquons également que dans le cas olt cette probabilité est

égale &4 ¥.5 , c'est-d-dire dans le cas ol on ne peut conclure
quant & son appartenance & 1l une des classes “localement
convexe" ou “localement concave” , elle n’'intervient pas dans

1 expression de Qik(C).




Définition de ri . i(C.nC) -

ri, ;j(C,nC) Pjk(nC)
-1 > @.5
+1 < .5
1] = @.5

Nous pouvons constater également dans ce tableau que si
1l "hypercube hj voisin a une probabilité d appartenir a 1la
classe des hypercubes localement concaves supérieure a @.5 ,
celle-ci intervient négativement dans 1 expression de Qik(C).
Rappelons que nous considérons le voisinage d un hypercube
afin d ajuster sa probabilité d appartenir & la classe des
hypercubes localement convexes. Ainsi, un voisin ayant une
tendance & appartenir plutdét & 1 autre classe ne peut que
tendre & diminuer cette probabilité, ce qui explique qu’il
intervient négativement dans 1 expression de Qik(C).

Les coefficients ri, j(C,C) et ri,;i(C,nC) interviennent
dans 1 expression de Qik(C).

Définition de ri.i(nC.C) et de ri i(nC.nC)

ri,ji(nC,C) Pik(C)
-1 > 3.5
+1 < @#.5




ri, j(nC,nC) Pik(nC)

+1 > 3.5
-1 < 3.5
%] = 3.5

Les coefficients ri, j(nC,C) et ri,;j(nC,nC) intervien-
nent dans 1l expression de Qik{(nC).

51 1 hypercube hj voisin de 1 hypercube hi a une
probabilité d appartenir & la classe des hypercubes localement
concaves supérieure a @.5 pour ri,j(nC,nC) - ou une

probabilité d appartenir & la classe des hypercubes localement

convexes inférieure & @.5 pour ri,j(nC,C) - , alors 1la
probabilité Pik(nC) pour ri, j(nC,nC) - ou Pik(C) pour
ri, ;j(nC,C) - intervient ©positivement dans la valeur de
Qik(nC).

Par contre, si cet hypercube hj a une probabilité
d appartenir a4 la classe des hypercubes localement concaves
inférieure & ©@.5 pour ri,ji(nC,nC) - ou wune probabilité
d appartenir & la classe des hypercubes localement convexes
supérieure a4 @.5 pour ri,j(nC,C) - , alors elle intervient
négativement dans la valeur de Qik(nC).

Enfin pour ces deux derniers tableaux, lorsque cette

probabilité est égale & ©.5, Pik(nC) pour ri,j(nC,nC) - ou
Pik(C) pour ri,jij(nC,C) - elle n’'intervient pas dans la valeur
de Qik(nC).

En examinant ces tableaux, nous constatons que ’

ri,j(C,C) = ri,;(C,nC)
:}— ¥i,J
ri,i(nC,C) = ri, ;(nC,nC)

ce qui permet de simplifier 1 expression de Qik((C).




On a

K k
Qi(C) = 1/L Z 2 ri, j(C,B) Pj(B)
iB
K k
= 1/L Z [ri,;(C,C) P3(C) + ri,3;(C,nC) P3(nC)]
J
k
= 1/L Z [Pi(C){ri,(C,C) - ri,j(C,nC)} +ri, j(C,nC)]
J

Comme ri, j(C,C) = ri, j(C,nC) , on obtient

k
QRi(C) = 1/L Z ri, j(C,nC)
J

Nous pouvons calculer, de la méme maniére, 1 expression
de Qik(nC) '
k k
QRQi(nC) = 1/L 2 2 ri,;(nC,B) P;i(B)
B

= 1/L Z ri, ;(nC,nC)

d
Comme ri, j(nC,nC) = - ri,ij(C,nC), on conclut que
k k
Qi(C) = - Qi(nC)

ce qui simplifie grandement les calculs.

D'autre part, on remarque que les coefficients de
compatibilité ne prennent que les valeurs +1 et -1. Nous
constatons donc que pour déterminer la valeur de 1 expression
de Qik(C), il suffit de calculer la différence

k
Qi(C) = 1/L . (NVS - NVI)

ou NVS est le nombre de voisins pour lesquels PjK(C) > @.5
et NVI est le nombre de voisins pour lesquels P3;K(C) < @.5




Les

permettent

relaxation.

coefficients de compatibilité proposés nous
d"analyser 1le comportement de 1 algorithme de

I11.6 ANALYSE DU _COMPORTEMENT DE I ALGORITHME DE _RELAXATION.

La
relaxation
pour qu’un
localement

formulation particuliére de cet algorithme de
nous permet d étudier 1l évolution de la probabilité
hypercube hi appartienne 4 la classe des hypercubes

convexes en fonction de son environnement.

L expression

k k
k+1 Pi(C) . [1 + Qi(8)]
P:i (C) =
k k
= Pi(B) . [1 + Qi(B)]
3
devient :
k k
k+1 Pi(C) . [1 + @Qi(C)]
Pi (C) =

Kk k k k
Pi(C) . [1 +Qi(C)] + Pi(nC) . [1 + Qi(nC)]

k k

Comme Pi(C) = 1 - Pi(nC)

k k
k+1 Pi(C) . [1 + Qi(C)]
Pi (C) =
k k k k
Pi(C) . [Qi(C) - Qi(nC)] + 1 + Qi(nC)
k k
En tenant compte du fait que Qi(C) = - Qi(nC), on a
k k
k+1 Pi(C) . [1 + Qi(C)1
Pi (C) =

k k
Qi(C) . [2Pi(C) - 1] + 1




k
Pour étudier cette équation en fonction du terme Qi (C),

examinons en premier lieu le domaine de définition de
Pik+1(C).

La fonction n"est pas définie si

k k
Qi(C) . [2Pi(C) - 1] +1 =@

Nous remarquons que pour Pik(C) = .5, cette équation
ne peut étre nulle, et ce, quelle que soit la valeur de
Qik(C). Cette remarque nous améne & poser que si Pik(C) est
différent de 8.5 , alors

k k
Qi (C) . [2Pi(C) - 1] + 1 = @ si et seulement si

k i
Qi(C) =
K-
1 - 2 Pi(0C)
k
Comme on a : @ < Pi(C) £ 1
k
-1 £1 -2 Pi(C) = +1
1
alors 2 1
k
1 -2 Pi(C)

Or Qik(C) est compris entre -1 et +1 inclus. On en
déduit que les seuls cas ol la fonction Pik+1(C) n’est pas
définie sont

k k

- soit Qi(C) = +1, alors que Pi(C) = @
k k

- soit Qi(C) = -1, alors que Pi(C) = 1




Ces deux possibilités sont des cas extrémes et rares.
En effet, pour le premier cas, cela revient & trouver un
hypercube ayant une probabilité nulle d appartenir a la classe
des hypercubes convexes alors qu’il est entouré d hypercubes
voisins ayant tous une probabilité supérieure a 3.5
d appartenir & la classe des hypercubes convexes. Cette
configuration est représentée par la figure ci-dessous pour un

espace & deux dimensions.

> 9.5 > @.5 > 3.5

> 3.5 %] > 3.5

> @.5 > 3.5 > B.5

Le second cas correspond, de maniére évidente, a 1la

configuration suivante

< 3.5 < @.5 < 9.5

< 9.5 1 < 9.5

< @.5 < B3.5 < @.5

Ces deux cas, peu fréquents, mais néanmoins possibles,

nous aménent & poser les conditions

k k+1
si Pi(C) = @ alors Pi = k

k k+1 }— gquel que soit Qi(C)
si Pi(C) = 1 alors Pi = 1

Nous pouvons calculer ensuite la dérivée premiére de la
fonction Pik+1 (L) par rapport & Qik(C).

k+1 k k k k k k
d Pi (<) Pi(C){Qi(CH[2Pi(C)-11+1}-[2P: (C)-11Pi(C)[1+Qi(C) ]

k k k 2
da Q1 (C) {Qi(CY{2Pi(C) - 1] + 1%
k k

2Pi(C) . [1 - Pi(C)]

k k 2
{Qi(C) . [2Pi(C) - 1] + 1}




Cette dérivée permet de déterminer le sens de
1"évolution des probabilités dans le schéma itératif. On
constate d abord que lorsque la probabilité Pik(C) atteint les

valeurs @ ou 1 , elle demeure constante.
Dans ce cas, Pik+1(C) = Pik(C), quel que soit le
voisinage. Sinon la probabilité Pik+1((C) demeure comprise

entre @ et 1.

On a le tableau de variation suivant

k

Qi (C) -1 1%} +1

k+1
d P (<)

-+

k

d Q1 (C)
+1
k+1 Kk /
Pi  (C) Pi (C)
g/

Nous constatons que si 1 expression de Qik(C) est
nulle, c’est-a-dire qu’il y a autant d hypercubes voisins dont
la probabilité P;k(C) est supérieure & ©.5 que d hypercubes
voisins dont la probabilité P;ik(C) est inférieure & 9.5, alors
la probabilité & 1 itération k+1 pour que 1 hypercube
considéré appartienne & la classe des hypercubes localement
convexes reste inchangée vis & vis de cette probabilité a
l1°itération k. Nous remarquons que si la valeur de Qik{(C) est
rositive, la probabilité Pik+1{(C) est supérieure & Pik(C) et
inversement que si la valeur de Qik(C) est négative, Pik+1(()
est inférieure & Pik(C).




Cette étude analytique permet de justifier, a
posteriori, le choix des coefficients de compatibilité puisque
l"algorithme de relaxation fait augmenter la probabilité
d appartenance & une classe s°il y a compatibilité avec
l’environnement et la fait diminuer s°il y a incompatibilité.

Les méthodes de relaxation étant convergentes /8//1/,
nous pourrions répéter le processus d itérations jusqu'a
obtenir un ensemble d "hypercubes dont les probabilités
d appartenir & l une ou 1l autre des classes seraient stables
au-dela d’un certain nombre d itérations. Mais ceci
entrainerait des temps d éxécution prohibitifs. Il faut donc
trouver un critére adéquat pour arréter le processus itératif
tout en tolérant un certain écart par rapport au résultat
correspondant & la convergence compléte. Expérimentalement, on
constate, en calculant a chaque itération le nombre
d " hypercubes dont la probabilité d appartenir & la classe des
hypercubes localement convexes est égale & un, que dés que ce
nombre reste inchangé entre deux itérations successives, on
reut arréter la procédure itérative. On obtient ainsi un bon
étiquetage probabiliste qui permet de décrire la fonction de
densité sous-jacente en termes de convexité de maniére

satisfaisante.

Nous sommes ainsi en présence d’un ensemble
d "hypercubes caractérisés par leurs probabilités d étre
localement convexes : Pik(C). La recherche de régions
constituées d hypercubes & forte probabilité d étre localement
convexes permettra de détecter les différents modes de la

fonction de densité de probabilité.
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CHAPITRE IV

REGONSTITUTION DES MODES ET GLASSIFIGATION




IV.1 INTRODUCTION.

A la fin de la procédure d étiquetage probabiliste, la
seule information dont on dispose pour effectuer la
classification des données, est constituée par le réseau des
hypercubes de discrétisation, avec pour chacun d’eux une
probabilité d appartenir a4 la classe des hypercubes convexes.
Il s"agit alors de mettre en évidence des ensembles
d hypercubes a2 forte probabilité d étre convexes. Sous
1 "hypothése non paramétrique, ces ensembles matérialiseront
les domaines de convexité ou domaines modaux de la fonction de
densité sous-—jacente & la distribution des observations &
classer, c’est-a&~-dire les modes autour desquels on regroupera
les observations par classe /6/. Sous 1 hypothése paramétrique
normale, ces domaines modaux pourront étre modélisés par des
domaines hyperellipsoidaux & partir desquels il sera possible
d " élaborer une classification optimale /5/.

1¥.2 DPETERMINATION DES. DOMAINES _MODAUX INITIAUX.

Afin d exposer la procédure permettant de détecter les
modes des fonctions de densité, nous allons illustrer les
différentes étapes de 1 estimation de la fonction de densité
en prenant pour exemple une distribution bidimensionnelle

gquelcongue constituée de deux modes (figure 1)

FX)

Figure. 1. .: Représentation graphiques des
observations de 1 exemple 1.

Aprés avoir appliqué aux données de 1 espace de repré-
sentation (¥X1,X2) les différentes procédures exposées au
chapitre II, on obtient le réseau hypercubique de la fi-

gure 2
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Figure 2. : Représentation des observations de
la figure 1 aprés transformation de 1 ‘espace de
représentation.
La procédure d étiquetage probabiliste permet

d associer & chaque hypercube constituant le réseau une
probabilité d étre convexe. Par exemple, sur la figure 3,
1 "hypercube de coordonnées (1,4) a une probabilité d étre
convexe égale a @.6. '
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Figure 3 : Etiquetage probabiliste des

hypercubes de la figure 1.

Afin d initialiser la procédure d agrégation qui

permettra de mettre en évidence les domaines modaux, on




recherche en premier lieu un hypercube dont la probabilité
d’étre convexe soit supérieure & un certain seuil. Le seuil
associé a ce critére est habituellement fixé a 0.9, afin de ne
sélectionner que des hypercubes & +trés forte probabilité
d étre convexe. Dans notre exemple, cet hypercube est
1 hypercube de coordonnées (2,5).

On examine ensuite le voisinage direct de 1 hypercube
sélectionné, c’est-a-dire qu on recherche parmi les hypercubes
ayant soit un cbété, soit un sommet en commun avec cet
hypercube, ceux pour lesquels la probabilité d étre convexes

dépasse le seuil et qui n ont pas encore été sélectionnés.

[
H
I

Dans 1 espace & deux dimensions, le voisinage direct
d"un hypercube H est composé :

- d hypercubes ayant un cbété en commun avec 1 hypercube

considéré - ;

- et d'hypercubes avant un sommet en commun avec

1 hypercube considéré

L étude de ce voisinage portera, dans un espace & N

dimensions, au maximum sur (3N - 1) hypercubes. Dans 1 exemple
bidimensionnel ci-dessus, le voisinage de 1 hypercube de
coordonnées (2,58) est constitué des 8 hypercubes de

coordonnées (1,6), (2,6), (3,6), (1,5), (3,5), (1,4), (2,4),
(3,4). On constate que parmi ces différents hypercubes, ceux
de coordonnées (1,8), (1,4), (2.4) et (3,4) ne répon&ent pas
au critére de seuil et ne sont donc pas sélectionnés. Pour
chacun des hypercubes restants ainsi sélectionnés, on étudie
de la méme facon leur voisinage direct afin de constituer une
procédure de chainage. On recommence ces différentes
opérations Jusqu au moment ou 1 on ne détecte plus

d "hypercubes voisins dont la probabilité associée soit




supérieure ou égale au seuil. Ce premier ensemble d hypercubes
ainsi déterminé matérialise le premier “"domaine modal” de la
fonction de densité.

Dans notre exemple, le premier domaine modal est

représenté par les hypercubes hachurés de la figure 4.
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Figure 4..: Détection du premier domaine modal

de 1 exemple de la figure 1.

On examine ensuite, de la méme maniére, les hypercubes
répondant au méme critére et ne faisant pas encore partie d un
“domaine modal”, afin de mettre en évidence d autres domaines
modaux. Ainsi, en réitérant cette procédure d agrégation, on
détermine les domaines modaux initiaux associés aux classes en
rrésence. Cette procédure peut néanmoins générer des domaines
non significatifs qu’il s’agit de rejeter en contrdlant le
nombre d observations contenues dans les domaines obtenus. Si
ce nombre est trop faible, le mode concerné est considéré
comme non représentatif et donc ignoré (dans le chapitre 5, ce
nombre sera pris supérieur a 10% du nombreé total
d observations & traiter). Pour notre exemple, on détecte deux
domaines modaux initiaux D1 et Dz (figure 5) qui ont alors

besoin d étre affinés.
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Figure 5 : Détection du deuxiéme domaine modal
de 1 exemple de la figure 1.

IV.3 EXTENSIONS SEQUENTIELLES DES DOMAINES MODAUX INITIAUX.

Connaissant le contenu des hypercubes constituant les
domaines associés aux différents modes ainsi détectés, on
obtient directement la liste des observations situées dans

chacun d eux.

Pour pouvoir assigner les observations contenues dans
les hypercubes situés a 1 extérieur des domaines modaux
associés a chacune des classes mises en évidence, nous devons

utiliser une procédure de classement.

Celle-ci peut étre implantée sous la forme de fonctions
de décision qui indiqueront & quelles classes attribuer les

observations.

Le choix de cette procédure de classement dépend
essentiellement du type de données a4 traiter. En effet, nous
n‘utiliserons pas les mémes fonctions de décisions lorsque la
distribution des observations correspond & un mélange gaussien

que lorsque 1 on n émet aucune hypothése de type paramétrique.

Néanmoins, quelle que so0it la procédure de classement
choisie, on procéde de maniére & ce que 1 étude des hypercubes

non sélectionnés s effectue dans un ordre précis.




En effet, nous testons en premier lieu le voisinage direct des
domaines modaux, c¢ est-&-dire que 1 on prend en compte les
hypercubes non sélectionnés ayant un c6té ou un sommet en
commun avec au moins un des hypercubes constituant le domaine
modal examiné. En appliquant ce principe de recherche, on ne
sélectionne que les hypercubes formant en quelque sorte une
“hyperenveloppe” autour du domaine modal. Dans 1 exemple, si
on considére le premier domaine modal détecté, cette
hyperenveloppe est constituée des hypercubes de coordonnées
(1,4), (2,4), (3,4), (4,5), (1,8), (4,6), (2,7) et (3,7).

Cette recherche ne s effectuant que sur le voisinage

direct du domaine modal, 1 hypercube de coordonnées (2,3)
n’'est momentanément pas pris en compte.
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Figure 6. ... Détermination de 1 hyperenveloppe du
premier domaine modal de 1 exemple de la figure 1.

De plus, il importe d établir un ordre de prise en
compte de ces domaines modaux. En effet, en fonction du
nombre d observations contenues dans chacun de ces domaines
modaux et du nombre total d observations situées dans
1l ensemble des domaines détectés, il est aisé de déduire, pour
chaque mode en présence, une approximation de son poids dans
1°échantillon analysé. Par exemple, si aprés la détection de

domaines modaux, on constate qu’'il y a k observations au total




dans ces domaines dont ki sont situées dans le premier
domaine, k2 dans le second, ... , kn dans le dernier, on peut
considérer que ki/k est le poids du premier mode, k2/k celui
du second, ... , kn/k celui du dernier. La somme de ces poids
est bien égale a 1.

L expérience montre que 1 on a intérét 4 initialiser la
procédure de constitution des hyperenveloppes en commencant
rar le mode de poids le plus faible, ceci afin d éviter que
les classes avoisinantes ayant une importance plus élevée ne
viennent englober les observations situées dans le voisinage

proche d une classe de poids plus faible.

Il importe de remarguer que toutes les observations
contenues dans les hypercubes ainsi rattachés a4 une
hyperenveloppe n appartiennent pas nécessairement & la méme
classe. En effet, pour assigner les observations contenues
dans 1 hyperenveloppe, on utilise les fonctions de décisions

associées & la régle de classement choisie.

Dés qu une observation est ainsi assignée & une classe,
les fonctions de décisions sont aussitdét réactualisées. En
effet, cette nouvelle observation modifie les caractéristiques
de la classe & laquelle elle est assignée et il importe de
tenir compte de cette évolution avant de poursuivre le
classement des observations restantes.

Ainsi, au cours de la constitution des hyperenveloppes,
les modes évoluent au fur et & mesure vers leur forme finale.

La figure 7 indigue les deux hyperenveloppes
correspondant aux deux modes de 1 exemple de la figure 1.
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Figure 7 : Détermination de
1 "hyperenveloppe du deuxiéme domaine modal de 1 exemple de la
figure 1.

Les domaines constitués d hypercubes représentés par

ou par - , ¢c’est—-a dire constitués des domaines

modaux initiaux et de leurs hyperenveloppes, peuvent é&étre
considérés comme les nouveaux domaines modaux. On applique
alors ces différentes opérations de maniére itérative Jjusqu’a
ce que les domaines modaux aient atteint leur taille maximale,
la procédure s arrétant d elle-méme lorsqu'il n'y a plus de
voisins immédiats disponibles.

Ainsi dans notre exemple, c¢'est en examinant le
voisinage direct de ces nouveaux domaines modaux que 1l on
prendra en compte 1 hypercube de coordonnées (2,3). La figure
8 indique les 2 domaines modaux Di1” et D2  ainsi obtenus.

Le soin apporté 3 cette procédure séquentiélle
d extension des domaines modaux rermet d éviter des
fusionnements ou des disparitions intempestifs de modes. Les
domaines modaux étendus ainsi obtenus peuvent alors étre
utilisés pour classer les observations non encore prises en

compte.
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Figure 8 : Domaines modaux étendus Di~ et D2~ .
I1V.4 _CLASSIEICATION GLOBALE

Afin d achever la classification de  toutes les
observations, il faut considérer 1les hypercubes non encore
pris en compte, c¢'est-a-dire les hypercubes isolés qui ne font
partie d aucun des domaines modaux étendus mis en évidence.

Dans notre exemple, cette ultime recherche d hypercubes
prendra donc en compte 1 hypercube de coordomnnées (3,1).

De la méme maniére, chacune des observations contenues
dans ces hypercubes est directement assignée & une classe par
le jeu des fonctions de décision qui sont réactualisées
immédiatement.

Aprés cette premiére étude du réseau des hypercubes, on
examine séparément les ensembles d observations constituant
chacune des classes détectées. Cette précaution permet de
vérifier que les classes mises en évidence par cette premiére
étude globale ne sont pas constituées, en fait, par élusieurs
classes qui, & la suite d une discrétisation trop grossiére de
1 espace, se seraient fusionnées.




IY.5 PROCEDURE D-ANALYSE LQCALE.

On sait que le choix d'un pas de discrétisation
spatiale trop important peut conduire a masquer la présence de
rlusieurs classes dans certaines régions de 1 espace de
représentation des données. Pour s assurer qu'un mode n’est
rassé inapercu par suite d'un mauvais ajustement de ce pas,
réputé délicat, on procéde & une analyse locale de chacun des
groupements mis en évidence. Pour ce faire, on utilise un pas
de discrétisation plus fin, ce qui revient & examiner "& la
loupe” 1les groupements mis en évidence par la procédure
globale.

Pour chaque groupement obtenu par la procédure globale,
cette procédure d analyse locale est en tout point analogue a
celle développée pour analyser 1 ensemble des données. 85i de
nouveaux groupements sont détectés sous la forme de nouveaux
domaines modaux, il faut alors reprendre intégralement les
rrocédures dextension séquentielle de ces domaines modaux
initiaux pour assigner les observations aux nouvelles classes.

Cette procédure d analyse locale a été systématigquement
apprliquée & tous les exemples présentés au chapitre suivant.
Chaque groupement obtenu par 1 analyse globale a été alors
analysé, aprés normalisation, avec le méme pas que celul
utilisé pour 1 ensemble des observations afin d accroitre
substantiellement la finesse de 1 analyse.

I1 va sans dire que cette procédure locale est sans
objet lorsque 1 analyse globale ne permet de distinguer qu une
seule classe!

A la suite de cette procédure locale, nous disposons
d’un nouvel ensemble de domaines modaux. Il s agit alors de
déterminer leur hyperenveloppe selon une procédure en tout
roint analogue & celle développée lors de 1 analyse globale.

Les observations sont assignées aux différentes classes
de maniére séquentielle, les fonctions de décision évoluant

ainsi au cours de la procédure.

~" il 1':'"




Quant au choix de la procédure de classement &
employer, nous avons 1l embarras du choix, tant la littérature
sur ce probléme est riche et dense /1/. Pour pouvoir
expérimenter notre procédure de classification, nous nous
sommes placés sous 1l hypothése paramétrique normale qui nous a
permis d'utiliser la procédure de classement bayésien, c est-
a-dire, la procédure de classement optimal.

I1¥.6 CLASSEMENT BAYESIEN.

Considérons un échantillon dont les observations
proviennent de K classes gaussiennes Mk, k=1,2, ... ,K . La
distribution au sein de chacune de ces classes est
caractérisée par une Tfonction de densité conditionnelle
normale

1 - -1 -
p(X/Mx) = exp{-1/2(X-Xx)T Zx (X-Xk)}
(2)n/2 |3k|1/2

ou Xk est le vecteur-movenne de la classe Mk
et Zx est la matrice de covariance de la classe Mk

La densité de probabilité des observations pour des
individus tirés aléatoirement et indépendamment de 1 ensemble
des classes Mk est un mélange des lois de ©probabilité
relatives & ces différentes classes. La fonction de densité de
ce mélange est de la forme

K
£(X) = 2 p(X/Mx).P(Mxk)
k=1

ol P(Mk) est la probabilité & priori de la classe Mk de telle
sorte que

K
2 P(Mk) = 1
k=1

Lorsque le modéle probabiliste du mélange est connu, on peut
calculer la probabilité pour qgu une observation X appartienne
4 la classe Mx . En appliquant le théoréme de Bayés /3/, cette




prrobabilité, appelée probabilité & posteriori de la classe Mk,
est donnée par la relation

P(X/Mx) . P(Mk)

P(Mk/X) =
£(X)

Le risque d erreur 1lié au classement de 1 observation X
dans la classe Mk est alors

R(Mk/X) = 1 - P(Mx/X)

Pour obtenir un c¢lassement optimal, nous devons
affecter une observation X & la classe Mk pour laquelle le
risque d erreur R(Mx/X) est minimum.

Le probléme du classement optimal revient a déterminer
un ensemble de fonctions de décision gx(X), k=1,2, ... LK
telles que 1 observation X est attribuée & la classe Mk si et

seulement si
gx(X) =z gi(X) ; i=1,2, ... ,K ; 1 # k

Nous choisissons les fonctions de décisions qui

optimisent la procédure de classement de la forme /2/
gk (X) = P(X/Mk)P(Mk)

P(X/Mx) étant de type exponentielle, nous utilisons le
logarithme de ces fonctions de décisions

)

gk’ (X) log gx(X) = logiP(X/Mx) . P(Mx)]

— -1 —
- n/2leg2 -1/2log|3k| -1/2(X-Xk)T Ek (X-Xk)+16gP(Mx)




Aprés suppression du terme constant n/2 log(2), les

fonctions de décisions gk’ (X) se raménent aux expressions

sulvantes

_ -1 —
gr (X) = - 1/2 log|2k] - 1/2(X-Xx)T Zx (X-Xx)+logP(Mxk)
k=1,2, ... ,K

Il s’agit alors de remplacer__dans 1 expression de

gk’ (X) les valeurs du vecteur-moyenne Xk, de la matrice de

-~

covariance 2k et de la probabilité & priori de la classe Mk
par des valeurs approchées obtenues & partir de la procédure
d analyse des données.

a) Approximation du vecteur moyenne.
Une approximation du vecteur-moyenne Xk est obtenue a

rartir des observations situées dans le domaine modal Dk
associé & la classe Cx sous la forne

Xk = > Xq

ol @k est le nombre d observations situées dans le domaine Dk~

Cette approximation sera actualisée lors de 1 extension
des domaines modaux.

b) Approximation de la matrice de covariance.

On peut montrer qu une fonction de densité normale est
convexe & l intérieur de son domaine modal qui peut &tre modé-

lisé par un hyperellipsoide d équation (voir annexe 1) -/5/

— -1 —
(X-Xk)T 2Zx (X-Xk) =1

et que sa convexité n'est pas définie & 1 extérieur de celui-
ci /5/.




Les vecteurs propres de 1 inverse de la matrice de
covariance 2k ont la direction des axes principaux de cet
hyperellipsoide. De plus, ces valeurs propres sont égales aux
demi-longueurs de ces axes (voir figure 9). Ces propriétés
peuvent étre utilisées pour déterminer la matrice de
covariance Zk & partir d'une analyse géométrique du domaine
Dk"présentée en annexe.

En fait, dans le cas d indépendance statistique des
variables, nous utiliserons une version simplifiée de cette
procédure. Une simple estimation de la variance des
composantes, par la méthode du maximum de vressemblance,
portant sur les observations situées & 1 intérieur du domaine
modal constitue, dans ce cas, une approximation initiale
satisfaisante de la dispersion de la classe correspondante.

L approximation de la matrice de covariance ainsi
obtenue peut alors étre actualisée de maniére séquentielle
lors de 1 extension des domaines modaux. En effet, toute
adjonction des nouveaux éléments & la classe considérée se
traduit par une modification de la matrice de covariance qui
peut é&tre réactualisée par un algorithme itératif 4/

concavité

Figure 9 : Propriétés géométriques du "domaine
de concavité” de la fonction de densité d une distribution
normale a deux dimensions.

c) Détermination des probabilités & priori des classes Mk.
On peut montrer que la probabilité pour aqu une

observation d'un échantillon distribué selon la fonction f£f(X)

provienne de la classe Mk et appartienne en méme temps au




domaine modal Dk de la fonction de densité P(X/Mk) est

-~

rroportionnel & P(Mx) /5/.

Soit Qk le nombre d observations appartenant au domaine
modal Dk, le rapport Qk/Q est un estimateur classique de la
probabilité P(X/Mx) /1/.

On peut alors écrire
BP(Mk) # Qx/@ , k=1,2,...,K

ou B est une constante indépendante des caractéristiques
statistiques de la classe Mk.

Donc, e ¥ C, C étant une constante.

-

Pour obtenir les valeurs ~ approchées P(Mx) des
probabilités & priori P(Mk), il suffit de résoudre le systéme
d équations

-~ ~ ~

P(M1) P(Mz) P(Mk)
-_a;k ————. — .._.»-é;«m*——- ™ a2 s & & 3 ® % & - ~*—é-; ..........
P(M1) + P(M2)y + ........ + P(Mx) = 1

Les approximations ainsi obtenues seront actualisées
lors de 1 extension des domaines modaux.

Nous allons & présent expérimenter sur quelques
exemples cette procédure de classification afin de suivre le
déroulement de cette méthode justifiant ainsi le bien-fondé de
notre étude. L utilisation d exemples artificiels permettra de
mieux Jjuger 1 efficacité de cette nouvelle procédure de

classification.
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ANNEXE. 1

Détermination de la matrice de covariance.

Pour simplifier la présentation des calculs, mais sans
aucune perte de généralité, nous considérons une fonction de
densité normale & vecteur moyenne nul.

1 -1
p(X/Mk) = exp{-1/2 XT Zx X}
(2)n/2 |Sk|1/2

-1
= A exp{-1/2 XT Zx X}

avec

(2)n/2 |Zk|1/2

Dans le cas ou le vecteur moyenne pn ' est pas nul, une
simple translation de 1 origine, de vecteur Xk, permet de nous
ramener & la formule ci-dessus.

Considérons la forme quadratigue réelle

-1
Q@ = XT Zx X




-1
Comme la matrice Zk est réelle et symétrique, elle
peut é&tre diagonalisée par une transformation orthogonale
/4,IV/. En choisissant les vecteurs propres de la matrice IZk-1
comme nouveaux vecteurs de base, le changement de base

rermet d écrire @ sous la forme

-1

Q@ = YT MT Zx M Y
= YT A Y
ou :
o1

est une matrice diagonale.

Dans cette nouvelle base, la fonction de densité
considérée prend la forme particuliére

p(Y) = A exp(-1/2 YT A Y)

qui se préte particuliérement bien & 1 analyvse de sa
convexité.

‘En effet, une condition nécessaire et suffisante pour
qQu une fonction admettant des dérivées partielles d ordre 2,
continues sur wun domaine convexe ouvert, soit concave sur ce
domaine est que son hessien soit semi-défini négatif pour tout
roint de ce domaine /18/.




Comme les dérivées partielles du second ordre de p(Y)
sont continues quelque soit Y, la recherche du plus grand
domaine D & 1l intérieur duquel la fonction p(Y) est concave se

raméne a la détermination du plus grand domaine convexe ou la
forme quadratique

F = YT H{p(Y)1} Y

est semi-définie négative. Le hessien de p(Y) s écrit

H{p(Y)} = H{A.exp[-1/2 YT A Y1}

= A.H{exp[-1/2 YT N Y]}

La constante A étant positive, le signe de la forme
guadratique F est le méme que celui de la forme

F° = YT.H{exp[-1/2 YT A Y]}.Y

qui peut étre évalué grice aux relations

2 2
d exp[-1/2YTAY] dyT dyrT day
= s Y} = e N e Jexpl -1/2YTAY ]
dy2 dy dy dy
i i i i
et
2
d expl-1/2YTAY] dyT dyrT dyT dy .
= J— AYL NY R N o lexp[-1/2YTAY]
dy 2 dy - dy dy dy

ou yi, i =1, 2, ..., N sont les composantes du vecteur Y.




Le hessien H{exp[-1/2 YT

H{exp[-1/2 YT Y1}

Y1} prend alors la forme

= (H1 + H2).exp[-1/2 YT

avec
r 2 T
ayT dyT dyT
——— N Y AYL ] e AY
dy1 dy1 dyn
\ 2
‘ dyrT
Hi = e N Y
dyi
™~ 2
ayr dyT dayT
S AY ] e ~-ANY nNY
dyn dyv1i dyn
raYT day dayT dy
........ A e N e
dy1 dy1 vi dyn
~-
ayrT day
Hz = ¢} 0 [ N—
dyi dyi
dYT ay S YT 4y
........ Ao A
dyvn dy1 dyn dyn

Y]




En introduisant la matrice

(In : matrice unité d ordre n), Hi peut s écrire

Hi (InAY)(InaY)T

(AY)(AY)T.

De maniére analogue

T
Inaln

Hz

Ainsi
Hi{exp[-1/2 YT A Y1} = {(AY)(AY)T - A}exp[-1/2 YT A Y].

La détermination de la convexité de la fonction r(Y) se
raméne finalement & 1 étude du signe de la forme quadratique

F*" = YT {(AY)(AY)T - A} Y.

Soient Ai, 1 = 1, 2,
la matrice

., n, les mineurs principaux de

Hr = (AY)(AY)T - A

tels que
- 2 2
®i1y1 - @1 ¢1P2y1y2 —— ®1Qiyiyi
2 2
$281y2y1 ®ay2z - %2 ‘
A i = ' \ i
] 2 2
®i®iyviy1 —_— Piyi - i




Une condition nécessaire et suffisante pour que la
forme quadratique F" soit définie négative est

Ai < @ si i impair -
1w'i=1, 2, ..., n.
Ni > @ sii pair - !

Aprés une série de manipulations sur les lignes et les
colonnes de i, on montre que ce déterminant a le méme signe
que

Ai = (-1)i(1 - ®1y1 - ¥2y2 - ... - ®nyn).

La forme quadratique F" est donc semi-définie négative
si et seulement si

-1
Compte tenu du signe des valeurs propres de la matrice Zk,
cet ensemble d'inégalités est vérifié si et seulement si

YT ANY <1

La fonction de densité p(Y) est donc concave dans le
domaine convexe D intérieur & la surface I d équation

YT A Y =1




CHAPITRE V

IDENTIRIGATION DES MELANGES GAUSSIENS




V.1 INTRODUCTION.

Afin de montrer 1 interét des procédures de relaxation
présentées dans cette thése, nous appliquons la procédure de
classification proposée au probléme de 1 analyse des mélanges
gaussiens générés artificiellement sous 1 "hypothése
d " indépendance statistique des composantes des observations.
Le fait d'utiliser de telles données permet de contrdler leur
structure et d analyser 1 effet des différents paramétres sur
les résultats de la classification.

Ce cadre d expérimentation permet de bien focaliser
l1'attention du lecteur sur des points précis et définis
rigoureusement. Il va sans dire que la méthode peut é&tre
appliquée & des exemples présentant moins de contraintes
(composantes statistiquement dépendantes les unes des autres,
distribution non paramétrique, etc ...) mais 1 interprétation
des résultats fonction de +trés nombreux paramétres, serait
plus délicate.

Nous présentons d abord des exemples bidimensionnels
dans le but de faciliter la compréhension du processus de
classification et de permettre de visualiser simplement les
résultats.

Pour la création des exemples artificiels, nous
choisissons le nombre de classes que 1 on désire avoir en
présence et, pour chacune d'elles, le nombre d observations,

les coordonnées du vecteur-moyenne ainsi que les éléments de
la matrice de covariance.

Y.2 Exemple de base a_deux dimensions.
Le premier exemple présenté est constitué de 300 points
répartis en trois classes équiprobables de vecteurs movennes
X1 = (8,8)T , X2 = (14,14)T , X3 = (14,2)T
et de matrices de covariance

21 = Z2z = 33 = 2.I2 , Iz étant la matrice-unité d ordre 2.

R




Cet exemple numérco 1 nous sert de support pour montrer

le comportement de la procédure aux différentes étapes de

1l analyse des données et pour analyser 1l effet du réglage des
paramétres de 1 algorithne.

Nous remarquons en examinant la représentation
graphique des observations constituant cet exemple (figure 1)

la présence de "trous”, ¢ est-a-dire de ZOones vides

d observations, aux environs des valeurs moyennes de chacune
accidents dans la
du bruit.

robustesse de 1la

des classes. Ces zones simalent des

distribution des observations, assimilés 3a Il1s sont

destinés a montrer 1 efficacité et 1la

rrocédure de classification.
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Figure. 1. .:
de 1 exemple 1.

Représentation graphique des 3090




Aprés normalisation et discrétisation de 1 espace de
représentation des données de la figure 1, on obtient
l"ensemble des hypercubes non vides de la figure 2 (cf
chapitre 1II.3). Ceux-ci sont numérotés de 1 & 126 pour
faciliter leur identification.
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Figure &._..: Emplacement et numérotation des

hypercubes non vides de 1 exemple 1.

Sur la figure 3, on indique le nombre d observations situées
dans chagque hypercube non vide.
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Figure 3 _: Nombre d observations par hypercube
non vide de 1 exemple 1.

Cet ensemble d hypercubes est complété par 1 adjonction
de 28 hypercubes vides de type 3 (cf chapitre II.5). La figure
4 représente la totalité des 154 hypercubes qui seront pris en
compte dans la suite de la procédure.
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Figure . 4..: FEmplacement et numérotation des

hypercubes & prendre en compte dans 1 exemple 1.

On étudie alors le sens de la convexité au niveau de
chacun des hypercubes de la figure 4 (cf chapitre I.4). Les
hypercubes de convexité positive sont repérés par un signe +
alors que ceux de convexité négative sont identifiés par le
signe - (cf figure 5). Les zéros représentent des hypercubes &
convexité nulle, c’'est-&-dire ni positive, ni négative.




I
19 - -1-
18 S O R A I
17 S KN IO BN O R B
18 8 B EEEEERERERES
1§ S N I I I A B R
14 S I I S IO O I R
13 - o IR IR A B AT B A
12 tl-1-1- t- N A N
- N N RN N I I B )
18 S E N IR 3 NN BN B B B
§ S ECH B IR O BRI B
8 tlel-teteteg-1-
1 R EEERE g
] -ptf - -t -t-1-1-1-
5 RSN ENEE R
{ e et et el efeg-d-
K AR A
2 SN TN B B 3 B B I Y
1 I
2§
1203 408 6 7T 8 9 18 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Figure 5. . : Résultat du test de convexité

appliqué a 1 exemple 1.

51 la procédure s arrétait & cette étape, il serait
délicat d obtenir une classification fiable /1/. La -figure 8
marque 1 étape de la relaxation en spécifiant pour chaque
hypercube la valeur de sa probabilité initiale d appartenir a
la classe des hypercubes & convexité positive (cf chapitre
I1I1.4).
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Figure 6. : Probabilités initiales calculdes a
prartir de 1 exemple 1.

Ces probabilités initiales sont alors remises & Jjour
par itérations successives (cf chapitre III1.5). Seules les
itérations n° 1 et 2 sont représentées sur les figures 7 et 8
avant 1 itération finale (figure 9) obtenue lorsau’il n’'y a
rlus de modifications substantielles des probabilités (cf
chapitre 111.6).
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Figure.7 : Probabilités & la premiére itération
de 1 exemple 1.
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Figure 8 : Probabilités & la

Entre les figures 7 et 8,
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seconde 1tération

on constate 1 augmentation

des probabilités au centre des classes et leur diminution sur

leur pourtour et dans les zones inter-classes.
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Figure 8 : Probabilités & la dernidére itération

La figure 10 représente les domaines modaux initiaux

constitués des hypercubes convexes dont la probabilité d étre

& convexité positive est supérieure & 9.5
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Figure  l& .. .: Domaines modaux 1initiaux de

1 exemple 1.

Ces domaines modaux initiaux sont repérés par le numéro
affecté a4 la classe correspondante.

Les hypercubes repérés par des zéros ne sont pas
encore assignés a des classes. Ces hypercubes sont
caractérisés par une probabilité d &tre & convexité négative
supérieure a @.5 . Remarquons également gqu'un ensemble
d hypercubes & probabilité d étre & convexité positive

supérieure a @.5 mais ne constituant pas des domaines modaux




représentatifs du fait du nombre réduit d observations
contenues dans ces domaines serait étiqueté avec des zéros (cf
chapitre IV.2). Dans cet exemple, on considére qu un domaine
modal est représentatif que s il contient une fraction non
négligeable du nombre total d observations & classer.
L ajustement de ce paramétre de rejet sera discuté
ultérieurement. I1 est ici fixé & un minimam de 15
observations par domaine modal

Nous analyserons ultérieurement 1 effet de ce seuil de

rejet R.
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Figure . 11..: Domaines modaux aprés extension
séquentielle de 1 exemple 1.




La figure 11 représente le résultat de 1 extension
séquentielle des domaines modaux initiaux (cf chapitre 1IV.3).

Les Thypercubes repérés par un zéro sont soit les
hypercubes vides introduits pour compléter la 1liste des
hypercubes non vides (cf chapitre I1.5), soit des hypercubes
isolés. La figure 12 représente 1 étendue des classes obtenues
& la fin de la procédure.
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Figure 12 : FEtendue des classes de 1 exemple 1
en fin de procédure.




Y.3 KEFEET DES PARAMETRES. DE __REGLAGE DE L ALGORITHME _DE
CLASSIEICATION.

V.3.1 Effet du pas de discrétisation..

Le pas a@ 1introduit pour discrétiser 1 espace de
représentation (cf chapitre II1.6) influe sur les résultats de
la classification. B

La figure 13 représente les variations du nombre de
modes détectés en fonction de ce pas, le seuil de rejet des
modes initiaux non représentatifs étant fixé & un minimum de
15 observations par domaine modal

§b de modes
3
2
1
g - ‘ , é +—— e = 1/ae
1 5 ig 13 29 25 39
Figure 13 : Nombre de modes détectés en

fonction du pas de discrétisation aq.

On constate sur cette figure que le nombre de classes
détectées présente une plage de stabilité de longueur maximale
pour Ng variant de 8 & plus de 30 , valeur maximale utilisée
pour cette expérimentation.

Le concept de stabilité du nombre de modes détectés

nous pousse & ajuster Nq au milieu de cette plage, soit Ng =
19

V.3.2 Effet du seuil de reiet _des modes représentatifs..

I1 est également important d analyser 1 effet de
l"ajustement d'un second paramétre : le seuil de rejet des
modes, c’est-ad-dire le nombre d observations minimum contenues
dans un domaine modal initial nécessaire pour que ce dernier
soit retenu.




La figure 14 représente 1 évolution du nombre de modes
détectés en fonction du pas de discrétisation Nq pour trois
valeurs de ce seuil de rejet R. Nous constatons que la plus
grande plage de variation de Nq correspondant au méme nombre
de modes détectés présente les mémes caractéristiques pour ces
trois réglages du seuil de rejet R, elle s étend de Nq = 8 a
Na = 30 , valeur limite testée.

C’est donc cette plage que nous retiendrons, ajustant
N@ en son milieu a4 la valeur 19 .

meuil de reiet fixé A un._minimama_de 15 obhservations par

domaine modal
¥ de modes

Seuil de rejet fixé A un _mipinpuma _de 28 observations. Dar
domaine modal :
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Figure 14 _: Nombre de modes détectés en
fonction du pas de discrétisation ae pour différentes valeurs
du seuil de rejet R.




Cette comparaison de résultats pour différentes valeurs
du seuil de rejet R met en évidence une plage importante pour
l1’ajustement de ce seuil, qui n"est donc pas critique.

Cette stabilité des résultats constitue 1'un des
apports fondamentaux de la méthode de relaxation par rapport &
lutilisation directe du concept de convexité. En effet, les
algorithmes initiaux, sans étiquetage probabiliste itératif,
sont connus pour leur grande sensibilité par rapport au
réglage des paramétres /2-3/.

V.4 CLASSIEICATION DE DONNEES BIDIMENSIONNELLES.

V.4.1 Classes équiprobables..

L exemple de base numéro 1, présenté au chapitre V.2
est constitué de classes équiprobables ne présentant qu'un
faible degré de chevauchement.

En modifiant les valeurs des éléments des matrices de
covariance des trois classes gaussiennes en présence, il est
rossible d analyser 1 effet du chevauchement des classes sur
les performances de 1 algorithme.

Les +trois exemples dont les paramétres statistiques
sont consignés dans le tableau 1 montrent que pour les
exemples 1 et 2,la procédure de classification donne des
résultats satisfaisants. Dans 1 exemple 3, le degré de
chevauchement est trop important pour que les classes puissent
étre différenciées sur la base du concept de stabilité des
nombres de modes détectés.

Il peut paraitre paradoxal que le taux d erreur réel de
la classification soit inférieur au taux d erreur optimal en
dessous duquel il est théoriquement impossible de descendre.

En fait, 1l estimation du taux d erreur réel, calculé
comme le rapport entre le nombre d observations mal classées
au nombre d observations total, peut étre biaisé lorsgue le
nombre d erreurs de classification est faible. '




VECTEURS MOTENXRE MATRICES DR TAGI D ERRROUR TAUX D'ERREOR DR
COVARIANCE THRORIQUR XINI. 7 LA CLASSIFICATION
8 (14 _ 114
Exemple 1 | Ii:- 12: 1= Jr=21z, k=1,2,3 1.2 % $33%
8 14 2
_ 8 114 114
Exewple 2 | 11 btH 3= Ix-41:, k=1,2,3 3.33 % 2.08 %
3 14 ;
L L L
r r r
V8 114 _ (14
Rxewple 3 | Ii: 12: 1s= 21-812, k=1,2,3 18.18 % 11.33 %
8 14 2
JTableau . Lo : Paramétres statistiques des
distributions bidimensionnelles et performances de la

procédure de classification.

Le taux d erreur indiqué pour 1 exemple 3 a été trouvé
pour Ng = 23. Cet ajustement a été effectué manuellement du
fait du manque de stabilité du nombre de modes détectés.

La figure 15 indique les résultats de la classification
pour 1 exemple 2 avec un ajustement de Nq & la valeur 20 (cf
figure 16), un coefficient de rejet étant fixé 3 un nminimuamu
de 20 observations par domaine modal.
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Figure 15 : Etendue des classes de 1 exemple 2
en fin de procédure.

Cette représentation montre la difficultés de dissocier
les classes en présence, celles-ci présentant un chevauchement

non négligeable.
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Figure 16 __: Nombre de modes détectés pour

1 'exemple 2 en fonction du pas de discrétis

ation ae pour
différentes valeurs du seuil de rejet R.




La figure 17 montre qu’'il n'y a pas de plage stable du
nombre de modes détectés en fonction de Nq@ pour 1 exemple 3.

Nb de modes

yNg = 1/a¢
i b ig i5 % s 3

Figure. 17 ... Nombre de modes détectés pour
1l exemple 3 en fonction du pas de discrétisation ae.

Y.4.2 Classes non_éguiproblables.

Un des intéréts majeurs de la procédure de
classification est de pouvoir traiter des données constituées
de classes non équiproblables.

En effet, on sait que la majorité des procédures de
classification automatique opérent d autant mieux que les
classes en ©présence présentent des poids comparables. La
méthode utilisée étant basée sur une procédure d estimation
non paramétrique, la détermination de la convexité ne peut
étre obtenue que grace & un compromis de telle sorte que
l1"algorithme donne des résultats corrects pour des classes de
densités différentes. Le réglage des paramétres ne peut, en
fait, étre optimisé simultanément pour les trois classes.

L exemple 4 (figure 18), dont les paramétres
statistiques sont donnés dans le tableau 2, est utilisé pour
montrer 1l évolution des probabilités au cours de la phase de
relaxation. Celles-ci tendent & devenir de plus en plus
homogénes dans chague domaine de convexité, renforcént ainsi
la robustesse de la méthode.




VECTEURS MOTENNE VARIANCES DES COMPOSANTES | PROBABILITES A PRIORI
_ 8 - 81 | oxzr =2 g11 = 2,01 .
Classe I | 11 = 1= . P(C1)=0.28 P(C1)=6.20
8 81 o1z =2 o12 - 1,98
_ 14 _ 14 | ox1 =2 o = 2,81 -
Classe 2 | Xz = fz = . P(C2)=6.33 P{C2)-8.33
14 4 1oz -2 012 - 2,00
_ 14 _ 14 | ox1 =2 o1 = 1,99 .
Classe 3 | I3 : Iy - * P(C3)=0.47 P(C3)=0.47
2 21 | orzz2 o1z = 2,01

TAUX D"RRRROR THEORIQUE MININUM - 6,16 % TAUI D'ERREUR DR LA CLASSIFICATION - 8 %

Tableau & N Paramétres statistiques de
1l exemple 4 et performances de la procédure de classification.
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Figure l18.: Représentation graphique des 300

observations de 1 exemple 4.

$
$
$
E17 $
$
$6 ¢

$ %




11

1z
19 £y -1-1-1- .
18 N I I IS B P
17 SN I I B S B R
16 8 o BRI 2 B 3 IS A O
15 tl-fel-1ef-1-
14 B I I N
13 - - -
1Ry e}-q-01-1+l+¢f]efs]-
- -71-1+1+74j-1-
18 S IR 2 B NN RO B3
9 E3F DR 25 IE B 3 U R
8 $]-1- -1t K
7 - NI B B R RO R R
] o R N I T ISR Y O
5 R EEENENEE NS
4 SO IR 2 S I 3 B S Y
3 S IS I I S A
2 N R I I
1 g -{-1-

2 3 45 6 7 8 ¢ 180 11 1213 14 15 18 17

Figure 19. : Résultat du test de

convexité

Les figures 19-2@-21 représentent différentes étapes de

la procédure de classification.
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Figure 27 Probabilités initiales

1l ‘exemple 4.

de
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itération de 1l exemple 4.

L exemple

équiprobables présentant un chevauchement plus

dans 1 exemple 4.
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Figure . 21 Probabilités & la derniére

(figure 22) correspond a des classes non

important que
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Figure 22 . . Représentation graphique des 300

observations de 1 exemple 5.

Ici également, la procédure d étigquetage probabiliste
améliore la détection des modes de la fonction de densité
sous-jacente et le taux d erreur réel reste encore trés proche

du taux d erreur théorique minimum (cf tableau 3).




YECTRORS MOYEMEE VARIANCES DES COMPOSANTES | PROBABILITES A PRIORI
_ 8 _ § o11 = 4 or = 3,88 .
Classe 1 | It = 1 - . B(C1)=8.20 P(C1):=0.20
8 7.8] | o12 - ¢ 012 = 4,61
_ 14 _ 14} | ax1 - ¢ axi = 4,681 .
Classe 2 | X2 - 12 - . P(C2)-8.33 P{Cz)=0.34
14 14 | o12 - 4 o1z = 4,18
- .I * - -
_ 14 _ 14 | 011 - 4 o = 3,97 .
Classe 3 | I3 : Is - . P(C3)=8.47 P{C3)=0.48
2 VI I | o1z = 3,95
TAUT D'RRBEROR THEORIQUR MININOM = 2 % TAUX D ERBROR DE LA CLASSIFICATION - 1 X
Tableau .3 . : Paramétres statistiques de

1l exemple 5 et performances de la procédure de classification.

¥Y.5 ANALYSE GLOBALE ET ANALYSE LQOCALE.

L exemple 2 présenté au paragraphe V.2 a en fait
nécessité la mise en oeuvre de la procédure d analyse globale
puis de 1 analyse locale.

Nous allons, dans ce paragraphe, montrer comment la
Procédure d analyse locale a permis de mettre en évidence des
groupements qui n’'étaient pas détectés par la procédure
d analyse globale (c¢f chapitre IV.5).

V.5.1 Analyse globale..




La figure 23 indique les résultats du test de convexité
de la fonction de densité sous-jacente.
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Figure .23. . .: Résultat du test de convexité

appliqué a 1 exemple 2.

Sur la figure 24, les probabilités initiales laissent a
penser aque les 3 classes peuvent étre détectées. Cependant, a
la fin du processus d étiquetage itératif, (figure 25) 2

classes ont fusionné.
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Figure .25 __: Probabilités & la derniére

itération de 1 exemple 2.

La figure 286 représente une classe repérée par le
numéro 1 et constituée en fait des classes 1 et 3 du tableau
1, ainsi qu’une autre classe repérée par le numéro 2 qui
correspond & la classe 2 du méme tableau. On remarque que, du
fait du poids trés important du regroupement des classes 1 et
3 du tableau 1, la classe 2 se trouve amcindrie par le jeu des
fonctions de décision qui privilégient les classes a forte
probabilité a priori. '
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Figure. 26 __: Répartition des <classes de

1l exemple 2 aprés 1 analyse globale.

¥.5.2 Analyse locale.

L analyse locale de deux groupements obtenus par
1 analyse globale va permettre de retrouver la structure de
1"échantillon.

Le résultat de 1 analyse de la convexité de la fonction
de densité de probabilité associée au groupement numéro 1
résultant de 1 analyse globale est représenté figure 27.
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Figure Z27.. : Résultat du test de convexité

appligqué au groupement 1 détecté par 1 analyse globale de
1 exemple 2.

Cette analyse fine de la convexité ne permet pas encore
de mettre en évidence 1les deux classes constituant le
groupement numéro 1. Par contre, & 1 issue de la procédure
itérative d étigquetage probabiliste (cf figure 28), la wvallée
séparant les deux classes 1 et 3 du tableau 1 apparaissent
sans aucune ambiguité.
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Figure. 28...: Probabilités & la derniére

itération pour le groupement 1 de 1 exemple 2.

V.6 CLASSIEICATION DE DONNEES TRIDIMENSIONNELLES..

En projetant les données sur des plans, on peut
représenter des échantillons tridimensionnels. La figure 29
représente les projections d'un ensemble de +trois classes
d observations tridimensionnelles sur les plans définis par

les vecteurs de base de 1 espace de repésentation pris 2 & 2.

Le tableau 4 indique les caractéristiques statistiques
de cet échantillon.




VECTEURS MOYRHNE VARIANCES DES COMPOSANTES | PROBABILITES A PRIORI

-
- -~

20 . 2By | ax1 =2 o1 = 1,87

Classe 1 | I1 = 28 in = (28} }ox1 = 2 ox1 = 2,00 | P(C1)=8.33 P(C1):0.33
20 8 o1 =2 o1t = 1,99
r26 : r26 ar =2 o11 = 1,96

Classe 2 | Xz = |26] X2 = |26) | orr = 2 oxt = 1,97 | B(62)=8.33  P(C2)=0.33
P 26J 011 = 2 o1t = 2,02
5& . (éﬂ ar1 =2 o1t = 2,08

Classe 3 | X3 = |26] Xs = |26] | oxr = 2 ot = 2,81 | P(€:)=8.33 P(C3)=8.33
26 26 | oxr =2 ;xl = 1,98

L -

TAUY D'ERREUR THEORIQUE MININOX - 9,01 % TAUX DERREOR DE LA CLASSIRICATION = 6 X

Tableau 4 __: Caractéristiques statistiques de
1l échantillon tridimensionnel.

La figure 30 représente le nombre de modes détectés en
fonction du pas de discrétisation rour différents seuils de
rejet.

Seuil de rejet fixé 3 un minimum_ de 5@ observations par
domaine modal :

Bb de modes

>Ng = 1/ag




oeuil de reijet fixé & un_  minimunm._de 64 observations. . par
domaine modal @

Nb de modes

sNg = 1/aq

cenil de rejet fixé A upn mwinimum de 75 observations  par
domaine modal -

Kb de nmodes

T Y ; >Ne = 1ag
{4 19 15 b b )

Figure 30 _: Nombre de modes détectés en
fonction du pas de discrétisation pour différentes valeurs du
seuil de rejet.

On constate que la plage de variation de Ng commune &
différents réglages du seuil de rejet correspond & bonne une
stabilité du nombre de modes détectés.

En ajustant Ng@ & la valeur 25, on obtient un taux
d erreur qui reste trés voisin du taux d erreur théorique

minimum.




V.7 CLASSIEICATION DE DONNEES QUADRIDIMENSIONNELLES.

Le dernier exemple artificiel utilisé pour tester 1la
prrocédure de classification est un ensemble de trois classes
d observations quadridimensionnelles. Les caractéristiques de

celles-ci sont indiquées sur le tableau 5.

VECTRURS MOYENNE VARTANCES DES COMPOSANTES | PROBABILITES A PRIORI
14 . —14 o1 = 2 or1 = 1,9
Classe 1 | X1 = |14] Xn=|t4) | oxz=2 ox2 = 2,01 | P(C1)=0.33  P(C1)=0.33
14 14 | axs =2 ox3 = 1,98
14 14 | oxe -2 014 = 2,81
}41 . -14 011 = 2 o1t = 1,99
Classe 2 | Xo= (14 Moo= |44 | oxz=2 oxz = 2,88 | P(C2):0.33 P(C2)=0.33
2 2 Joxs=2 ox3 = 2,82
2 2 oxez2 o1d = 1,97
[ 2 - 2} a11 = 2 o1t = 1,98
Classe 3 | X3 - |2 Ys={ 2| | oxz=2 oxz = 2,81 | P(Cs)=0.33 P(C1)=0.33
14 141 | o33 -2 013 = 2,08
14 14} | oxe =2 oxe = 2,81
- L
TAUX D'KRREUR THEORIQUE MININOM - 1,81 X TAUX D'ERREOR DE LA CLASSIFICATION - £ %

Tableau b . : Caractéristiques statistiques de
1l "échantillon quadridimensionnel.

En représentant le nombre de modes détectés en fonction
du pas de discrétisation pour différentes valeurs du seuil de
rejet, une large plage de stabilité du nombre de modes est
mise en évidence. Le milien de cette plage correspond & wune

valeur du pas de discrétisation égale & 1/168. A cette valeur,

S




le résultat de 1la procédure de classification est +trés
satisfaisant, le taux d erreur étant nul.
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CONCLUSION



CONCLUSION GENERALE..

Nous avons montré comment 1 utilisation des techniques
d étiquetage itéra tif permet d améliorer les procédures de
classification automatique basées sur 1 analyse de la

convexité des fonctions de densité de probabilité.

En effet, ces techniques d analyse de données sont trés
sensibles aux bruits qui perturbent les observations &
classer. Si elles ont conduit, par le passé, a des procédures
originales permettant d optimiser les résultats de la
classification dans un environnement non supervisé, les
résultats s étaient révélés trop sensibles a 1 ajustement des
paraméetres de réglage des algorithmes.

Ces techniques sont basées sur un test qui détermine la
convexité locale des fonctions de densité sous-jacentes & la
distribution des observations & classer. La prise en compte du
voisinage de chaque point du test permet d affirmer ou
d'infirmer les résultats du test selon leurs cohérences avec
les résultats obtenus dans ce voisinage.

Les résultats présentés, sous 1 hypothése paramétrique
et sous l'hyéothése d indépendance statistique des composantes
des observations, permettent d accéder & des procédures de
classification optimale extrémement robustes par rapport aux
réglages des paramétres des algorithmes.

Partant d'un échantillon totalement inconnu, il est
rossible, sous 1 hypothése normale, de déterminer le nombre de
classes en présence. Pour chacune d’elles, des valeurs
approchées du vecteur-moyenne, de la matrice de covariance et
de la probabilité a priori conduisent finalement F:1
1l implantation d une stratégie de classification optimale au
sens de la théorie de la décision.

Le fait de retrouver, sans ambiguité et avec une bonne
précision, la structure d'un mélange & partir de la seule
information apportée par les observations & classer elles-
mémes, permet d assurer que les procédures proposées peuvent
étre appliquées sous 1 hypothése non paramétrique, ¢ est-a-

dire sans modéle analytique pour les distributions en




présence. Dans de telles situations, on ne dispose pas de
moyens objectifs pour juger les résultats de la
classification. C’est la raison pour laquelle nous n avons pas
présenté de simulations sous cette hypothése.

En présentant les résultats obtenus sur différents
échantillons, nous avons montré la robustesse de 1 algorithme
rar rapport & 1 ajustement du pas de discrétisation de
1l espace de représentation des données et du nombre minimum
d observations par classes.

Les diagrammes présentés guident, sans ambiguité,
1 analyste vers le bon réglage de ces paramétres.

Il serait intéressant de ©proposer, & terme, des
procédures permettant d analyser de +tels diagrammes pour
obtenir un réglage automatique de ces paramétres. De telles
procédures devraient intégrer 1 expertise de 1 analyste. On
touche ici au domaine de 1 intelligence artificielle.

Les nouveaux coefficients de compatibilité proposés
dans la procédure d étiquetage itératif probabilistes devront
également étre adaptés a d autres procédures pouvant
bénéficier de cette technique.

Il serait intéressant de les utiliser pour 1 extraction
des contours de fonction de densité de probabilité qui a
conduit des chercheurs du Centre d Automatique & proposer des
procédures de classification automatique paramétriques et non
raramétriques dans un environnement non supervisé. /1-2/

Une nouvelle procédure de détection directe des modes
par étiquetage itératif, également developpé au Centre
d"Automatique /3-4/ ©pourrait bénéficier de <ces nouveaux
coefficients.

Enfin, le traitement des images numériques, qui est &
1l origine du concept d étiquetage probabiliste itératif,
pourrait égalemnet tirer parti de ces coefficients pour
1 extraction des régions et des contours. La boucle serait

ainsi fermée, puisque la classification automatique, qui a




emprunté certains concepts & 1 analyse des images,
apporter & ce domaine de nouveaux outils.

reviendrait
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