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CHAPITRE 1 



Le but de toute méthode de classification est de 

définir des groupes (ou classes) dans un ensemble d'individus 

dont la structure est inconnue a priori. Ainsi la description 

complète et détaillée de chaque individu est remplacée par son 

appartenance à une classe bien définie. Chacun de ces 

individus étant représenté dans un espace multidimensionnel, 

1 'automatisation de la classification corktitue un pas décisif 

dans le processus d'analyse et de compréhension des données, 

le cerveau humain étant incapable d'accomplir une synthèse 

multidirnensionnelle. Néanmoins, la classification automatique 

apparaît comme un arsenal de méthodes qui n'ont en commun que 

leur finalité et qui font appel à un grand nombre de notions 

mathématiques et de concepts scientifiques . Devant le 

foisonnement des techniques permettant d'identifier les 

classes en présence dans un ensemble de données 

multidimensionnelles, l'utilisateur le plus averti reste 

souvent perplexe. En effet, l'analyste doit choisir une 

stratégie parmi cet ensemble de méthodes trés diverses et 

souvent peu comparables, chacune ayant ses points forts et ses 

faiblesses. 

Ce problème de décision apparaît surtout lorsqu'il 

s'agit d'identifier les classes en présence dans un 
échantillon, uniquement à partir de la seule information qui 

peut être extraite des observations à classer. Il s'agit alors 

de probl&mes de classification non supervisée, qui 

apparaissent comme une démarche exploratoire, créatrice 

d'hypothèses, car elle permet, dans un domaine inconnu, de 

découvrir des structures qui n'étaient pas visibles sur les 

données. 

On peut dissocier deux grands types de méthodes de 
classi£ication non supervisée : les méthodes basees sur des 

concepts de distance et celles se référant à des no-tions de 

statistique. 



On recherche  une p a r t i t i o n  de l 'ensemble des  

obse rva t ions  t e l l e  que chaque i n d i v i d u  de l ' é c h a n t i l l o n  

cons idé ré  ressemble p l u s  aux i n d i v i d u s  i n t é r i e u r s  à son groupe 

qu'aux i n d i v i d u s  e x t é r i e u r s .  La mesure l a  p l u s  n a t u r e l l e  d e  l a  

ressemblance e n t r e  deux i n d i v i d u s  es t  l a  d i s t a n c e  s é p a r a n t  l e s  

deux obse rva t ions  cor respondantes  /6 / .  

S i  c e r t a i n s  a lgo r i t hmes  s o n t  t o t a l emen t  h e u r i s t i q u e s  

/ 4 / ,  d ' a u t r e s  se v e u l e n t  optimaux en c e  sens  q u ' i l s  minimisent  

s o i t  un c r i t è r e  de d i s p e r s i o n  in t ra -groupe  de type  quad ra t ique  

/2-3-10-17-27-33-35/ s o i t  un c r i t è r e  c a l c u l é  à p a r t i r  de  l a  

ma t r i ce  de  d i s p e r s i o n  /15-37-38-42/. 

Toujours dans l e  c a d r e  des  méthodes de  recherche  de 

groupements f a i s a n t  r é f é r e n c e  à l a  no t ion  de  d i s t a n c e ,  nous 

pouvons d i s t i n g u e r  c e l l e s  q u i  opè ren t  p a r  groupements ou 

s é p a r a t i o n s  s u c c e s s i f s  des  obse rva t ions  /7-24-26-40/ de celles 

q u i  u t i l i s e n t  l a  t h é o r i e  des  graphes  /1-43/. 

A l ' e x c e p t i o n  d 'une s e u l e  méthode fondée s u r  

l ' u t i l i s a t i o n  d 'un c r i t è r e  i n v a r i a n t  1 5  les a u t r e s  s o n t  

s e n s i b l e s  à t o u t  changement d ' é c h e l l e  s u r  les c a r a c t è r e s .  

C e r t a i n e s  dépendent de  l ' o r d r e  dans l e q u e l  les o b s e r v a t i o n s  

s o n t  cons idé rées  /3-27,'. D e  p l u s ,  pour l a  m a j o r i t é  d ' e n t r e  

e l l e s ,  l e  nombre de c l a s s e s  est supposé connu à p r i o r i  e t ,  

évidemment, les r é s u l t a t s  dépendent de c e  nombre imposé par 

1 ' a n a l y s t e .  O r  lo r squ 'on  t r a i t e  des  é c h a n t i l l o n s  inconnus,  c e  

choix es t  d i f f i c i l e  à j u s t i f i e r  / I l -41 / .  Pour é v i t e r  ces 

inconv6nien ts ,  on peu t  f a i r e  appe l  à des  concepts  s t a t i s t i q u e s  

p l u t ô t  qu'au concept  de  d i s t a n c e .  

I l  e x i s t e  beaucoup moins de  méthodes s t a t i s t i ' q u e s  que 

de  méthodes r r~étr iques  pour l a  recherche  de groupements parmi 

d e s  o b s e r v a t i o n s  m u l t i d i r n e n s i ~ n n e l l e s  /5-39/. De p l u s  

c e r t a i n e s  d ' e n t r e  e l l e s  ne f o n t  en f a i t  r é f é r e n c e  à d e s  

n o t i o n s  de  c o r r é l a t i o n  o  de  v a r i a n c e  que pour d é f i n i r  un 

c r i t è r e  a lgéb r ique  à ext re rn i se r .  I l  ne  s ' a g i t  en r é a l i t é  que 

d 'une  g é n é r a l i s a t i o n  de  l a  n o t i o n  de  d i s t a n c e  /15-27-37/. 



On ne parle réellement de méthodes statistiques que 

lorsqu'il est fait appel à la notion de densité de probabilité 

/9-14/. Dans ce cas, les groupements d'observations 

correspondent aux modes de la fonction de densité /3-16-18- 

19-20-21-22-23-28/ et la classification se ramène 

essentiellement à un problème de détection des modes. 

La recherche des maxima locaux de la fonction de 

densité sous-jacente est souvent obtenue par des techniques 

basées sur la notion de gradient qui permettent de remonter 

les pentes de cette fonction /9-13-18-28/. En général, ces 

méthodes sont très sensibles aux irrégularités de l'estimation 

de la fonction de densité elle-même et tendent à générer un 

nombre de modes excessif. 

Pour Bviter les 

:&: d*opérateurs différentiels du type gradient, tout en gardant 
@ , les avantages liés à l'utilisation des méthodes statistiques, 

6 nous avons opté pour une méthode utilisant le concept de 

convexité. 

Dans ce cas, LWS modes ne sont plus consid4rés comme 

des extrema locorux de la fonction de densit6 mais comme des 

domaines où cette fonction est localement convexe /36/. 

Cette approche apporte une solution au problhme 

classique de la recherche des groupements lorsqu'on n84met 

aucune, hypath$ss particulihre sur la nature statistique de la 

distribution des donnBes à classer, mais elfe permet égaleaent 

d'optimisler une classification par minimisation du taux 

d'erreur /3 i / .  I 
Toutefois, nous constatons que la qualit6 des Pésultats 

obtenus par cette méthode de classification dépend Bnorm6ment 

du soin apporté à l'ajustement du pas de discrétisation de 

l'espace de représentation des données multidimensionnelles. 

En gdnéral, l'ajustement de ce pas est basé sur une notion de 

stabilité des modes /12/. 



Il faut ajouter à ce probleme de discrétisation, le 

problème lié toutes les méthodes d'estimation statistique, 

c'est-à-dire leur sensibilité aux irrégularites de la 

distribution des données. Ces irrégularités proviennent en 

général des erreurs introduites durant le processus 

d'acquisition de ces données, autrement dit du bruit de 

mesure. 

. . 
Pour remédier à tous ces problèmes, noua allons faire 

appel à une approche itérative basée sur des techniques 

d'étiquetage probabiliste ou "relaxation" qui, jusqu'ei. 

présent, a surtout été employée dans le cadre du traitement 

es images numériques /8-25-32-34/. 

Pour appliquer la méthode de classification statistique 

ur le concept de convexité, on discrétise l'espace de 

représentation des données sur un réseau hypercubique et on 

attribue à chaque hypercube constituant ce reseau une 

étiquette "convexe" ou "concave". Les differents problbrnes 

rencontrés lors de l'utilisation de cette méthode statistique 

résultent de la présence d'hypereubes convexes isolés entoures 

d'hypercubes concaves et vice-versa /29-30/. Nous montrerons 

que ces erreurs d'étiquetage peuvent Qtre corrigees par 

l'application d'une méthode itbrative bash sur des techniques 
d'étiquetage probabiliste. L'analyse des éçtiquettes assign6es 
aux voisins de l'hypercube considérh permet, selon leur 
compatibilit4, de renforcer ou diminuer la probabilit& que cet 

hypercube soit correctement étiquetér. I)é plus, ce kraitement 

des données a pour avantage suppl4mentaire d'$trsr effaccrtua en 
parallàle, c'est-à-dire sur tous les hyperoubas en &me tamga, 

ce qui rend la methade indépendante de l'ordre de tra2temapt. 

On constatera que cette mdthoda augments la ~tabilita 
des modes en réduisant les ambiguïtAs lucales, ce quf donnera 

plus de souplesse l'analyste pour la determination du pas de 

discretisation. 



1.6 C O N  1)- 

Après avoir brièvement rappelé les principes de la 

détection des modes par analyse de la convexité de la fonction 

de densité sous-jacente, on montre comment le test de 

convexité mis en oeuvre débouche sur la notion d'étiquetage 

des points de discrétisation de l'espace de représentation des 

données (Chapitre II). 

Le troisième chapitre de ce mémoire est consacré à 

l'élaboration d'une procédure d'étiquetage probabiliste pour 

l'analyse de la convexité des fonctions de densité. En chaque 

point de discrétisation, on détermine une probabilité pour qu 

la fonction de densité soit concave ou convexe. Ces 

probabilités sont ensuite réajustées par un schéma itératif e 

parallèle. Elles sont renforcées lorsqu'elles sont compatible2 

dans un voisinage donné et diminuées en cas d'incompatibilité. 

probabiliste sont ensuite pris en compte pour reconstituer les 

modes de la fonction de densité sous-jacente. Le chapitre IV 
présente une méthode d'agrégation globale qui permet de mettre 

en évidence des domaines modaux pour chacune des classes en 

présence. Cette methode a l'avantage de réactualiser la 
definition de chacun des modes pour l'affiner au fur et ià 

mesure que se déroule le processus d0agr6gation. Une analyse 

locale permet finalement de parfaire la classification lorsque 

des classes prhentant un fort degr4 de chevauchement n'ont 

pas ét6 dissoci6es par la procedure globale. 

Les modes ainsi reconstitués permettant de proposer des 
fonctions de d6cision adapthas h la clasaificatian 

d'observations issues de malanges gauassfens. Le dernier 
chapitre prbsente quelques exemples de clas~tfication pour des 
donnbss normales g8n9rdes artificielle-nt. Ges risultats 

obtenus montrent la stabilité de l'algorithme par rapport 

1 ' ajustement des param4tres de r6glage. Sans aucune 

connaissance 19 priori sur les données B classer, la proc6dure 

gernet de retrouver les classes en grAsence et de leur 

assigner les observations avec un taux d'erreur trbs proche du 

taux d'erreur théorique optimal defini par la thr4orie de la 

d4cision. 
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CHAPITRE II 

#kNILYSE DE bit CONUEXXTE DES FONG'XXONS 
DE DIENSITE DE PROBBBILXTE 



Lorsque 1 ' a n a l y s t e  ne d i spose  d 'aucune a u t r e  

in format ion  que c e l l e  q u i  peu t  ê t r e  e x t r a i t e  de l ' é c h a n t i l l o n  

d i s p o n i b l e ,  l ' a n a l y s e  de  l a  convexi té  de  l a  f o n c t i o n  de  

d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  sous - j acen te  c o n s t i t u e  une approche 

b i en  adaptée  a u  problèrne de l a  c l a s s i f i c a t i o n  non s u p e r v i s é e .  

Nous nous proposons d e  f a i r e  quelques  r a p p e l s  s u r  l ' é t u d e  de  

c e t t e  convexi té  a £ i n  d ' e n  dédu i r e  ses p o s s i b i l i t é s  

d ' a p p l i c a t i o n  e t  s e s  l i m i t a t i o n s .  

Une f o n c t i o n  f(X) e s t  d i t e  convexe s u r  un domaine 

convexe D de R N  si  : 

On p o u r r a i t  e n v i s a g e r  d ' e x p l o i t e r  c e t t e  d é f i n i t i o n  pour  

dé te rminer  l e  sens  de l a  convexi té  des  fonc t ions  de d e n s i t é  de 

p r o b a b i l i t é .  Une t e l l e  approche semble p o s s i b l e  lo rsqu 'on  

d i s p o s e  d'un modèle a n a l y t i q u e  de  c e s  f o n c t i o n s .  Cependant, 

dans n o t r e  problème, on  ne c o n n a i t  pas  l ' e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  

des  f o n c t i o n s  de  d e n s i t é ,  En e f f e t ,  ne d i s p o s a n t  d 'aucune 

a u t r e  in format ion  que c e l l e  appor t ée  p a r  les obse rva t ions  à 

c l a s s e r ,  on ne  peut  qu'estirrier p o i n t  p a r  p o i n t  l a  f o n c t i o n  de  

d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  sous - j acen te  à p a r t i r  des données en 

a n a l y s a n t  l e u r  d i s t r i b u t i o n  dans l ' e s p a c e  de r e p r é s e n t a t i o n .  

L'expression c i - d e s s u s  ne pouvant donc pas ê t r e  

u t i l i s é e  pour l ' é t u d e  de l a  convex i t é  des  f o n c t i o n s  de 

d e n s i t é ,  nous a l l o n s  f a i r e  appe l  une niethode pe rme t t an t  de 

t e s t e r  localement  l e  sens  de l a  convexi té  des  f o n c t i o n s  

m u l t i v a r i a b l e s  / l a / .  



L e  p r i n c i p e  de  c e t t e  méthode e s t  l e  s u i v a n t :  

Une fonc t ion  f ( X )  est d i t e  " localement  convexe" au  

p o i n t  X 0  s ' i l  e x i s t e  un vo i s inage  de  X 0  convexe s u r  l e q u e l  l a  

f o n c t i o n  f ( X )  est convexe 1 3  Pour déterminer  l a  convex i t é  

d 'une f o n c t i o n  en  un p o i n t  X0, on ana lyse  l e s  v a r i a t i o n s  de  s a  

v a l e u r  moyenne : 

où D(X0,a) e s t  un domaine homothétique d'un domaine de  

r é f é r e n c e  D0(X0), symétrique par r a p p o r t  à son c e n t r e  Xa, de  

volunie-unité, dans une hornothétie de  c e n t r e  X s  e t  de  r a p p o r t  

a .  L 'a jus tement  du parametre  a permet de f a i r e  v a r i e r  l e  

volume du domaine D(Xs ,a ) ,  appe lé  domaine d ' o b s e r v a t i o n  

( f i g u r e  1 ) .  

: ï k m a i  n es d ' 0  bs e r v a  t i on 

s p h é r i q u e s  d a n s  un  e s p a c e  à t r o i s  d i m e n s i o n s .  

I l  a é t é  montre /19/ que s i  f ( X )  e s t  ldca lemént  

convexe, a l o r s  l a  v a l e u r  moyenne d e  f ( X )  s u r  l e s  dornaines 

d ' o b s e r v a t i o n s  D(X0,a) e s t  une f o n c t i o n  d 6 c r o i s s a n t e  de a, 

donc de l a  t a i l l e  de c e s  domaines. 



Inversement, si f(X) est localement concave, alors la 

valeur moyenne de f (X) sur les domaines d'observations D(Xs , a) 
est une fonction croissante de la taille de ces domaines . 

On peut donc, & partir de ce résultat, déterminer 

facilement le sens de convexité des fonctions de densité en 

tout point Xs de l'espace de représentation des données. 

Pour cela, nous somnies amenés & utiliser une méthode 

d'estimation pour déterminer < [D(Xs,a)]. 

Les principes de base de nombreuses méthodes 

d'estimation d'une fonction de densité de probabilité sont 

tres simples, bien que les dénionstrations rigoureuses de la 

convergence des estimateurs requièrent considérablement de 

soins /3-5-7/. 

De nombreuses techniques d'estimation reposent sur le 

fait que la probabilité P(X E D(Xs,a)) pour qu'une observation 

X soit située dans le domaine D(Xs,a) est donnée par : 

En divisant P(X E D(Xs,a)) par V(D(Xer,u)), on obtient 

la valeur moyenne de la fonction de densité f(X) sur le 

domaine D(Xs,a) qui est souvent confondue avec l'estimation de 

la fonction de densité en X0 / 5 / .  



En supposant que o r  dispose d'un échantillon 

constitué de Q observations XI , X2, . . . , XQ , iridépendarnment 

distribuées suivant la loi de probabilité sous-jacente f (X) 
dans l'espace de représentation, la probabilité P k  pour que k 

de ces Q observations soient situées dans le domaine D(Xs,a) 
est donnée par la loi binomiale : 

pour laquelle l'espérance mathématique de k est : 

Ce résultat indique que k/Q est uri estimateur non 

biaisé de P(X E D(X0,a)). 

On a donc : 

Dans ces conditions, on peut prendre 

pour estirnateur de la valeur moyenne de f(X) sur D(X0,u). 

Pour determiner localement le sens de variation de la 

valeur moyenne de f(X), c'est-à-dire le sens de la convexité 

de f(X) en un point Xs, il faut d'abord estimer la valeur 

rrioyenne de la fonction de densité de probabilité f(X) sur un 

domaine D(X0,a) aussi petit que possible. 



A 

S o i t  f [ D ( X s , a ) ]  cet e s t i m a t e u r  : 

I l  f a u t  e n s u i t e  e s t i m e r  l a  v a l e u r  moyenne de f (X)  s u r  

un domaine D ( X s J a e )  de  t a i l l e  légèrement  supé r i eu re  à c e l l e  du 

domaine D(X0,a) :  

k' e s t  l e  nombre d ' obse rva t ions  contenues dans l e  domaine 

D ( X 0 , a ' )  , t e l  que V(D(Xs ,a ' ) )  > V ( D ( X s , a ) )  

En corriparant c e s  deux e s t i m a t i o n s ,  on détermine 

d i r ec t emen t  l e  sens  de  l a  convexi té  de f ( X )  en X0. 

/' A 

S i  [D(X@,u)]  < 4 [D(Xs ,a ' ) ] ,  l a  va l eu r  moyenne de 

f  ( X I  es t  une f o n c t i o n  c r o i s s a n t e  du paramètre a : l a  f o n c t i o n  

f ( X )  e s t  donc localement  concave en X 0 .  

f i  0- 

S i  e [ D ( X s , a ) l  > [D(Xs,cx')], l a  f o n c t i o n  es t  

localement  convexe en X0. 

h P 

Enf in ,  dans l e  c a s  où C [D(X,u)]  = e [ D ' ( X , a ) ] ,  on 

ne peu t  conc lure  quant  au sens  de  l a  convexi té  de l a  f o n c t i o n  

f (X) 



En u t i l i s a n t  l ' e s t i r n a t e u r  de  Parzen-Rosenbla t t  : 

avec  l e  noyau cubique,  q u i  es t  ce r t a inemen t  l ' u n  de s  p l u s  

u t i l i s é s  dans l a  p r a t i q u e  /6-7-8/, d é f i n i  p a r  /1/: 

1 s i  lyml S l / 2 ,  rn=l, . . . ,  M 

0 au t rement  

avec  Y = [ y i ,  . . . , y  n ,  ...,y M I T  , 

ou en  f a i s a n t  appe l  à l ' e s t i m a t e u r  de s  k  p l u s  proches  v o i s i n s  

9 ,  or1 c o n s t a t e  que l a  v a l e u r  rnoyenne de  l a  f o n c t i o n  f ( X )  

estirnée s u r  l e  domairie D(Xs, a )  n ' e s t  a u t r e  que l ' e s t i r r i a t ion  

u s u e l l e  de  ce t te  f o n c t i o n  en Xs. 

On p e u t  donc é c r i r e  

A 
h 

- 
k/Q 

f ( X s )  = CD(X0,u)I - 
V(D(X@,a>)  

L ' u t i l i s a t i o n  d e  ces es t i r r ia teurs  simples sou l ève  

p l u s i e u r s  problèmes thGor iques  e t  p r a t i q u e s .  

S i  nous f i x o n s  l e  volume V ( D ( X 0 , a ) )  e t  que nous prenons  

de  p l u s  en  p l u s  d ' obse rva t i o r i s ,  l e  r a p p o r t  k/Q va converger  e n  

p r o b a b i l i t é  v e r s  P(XED(X0 , a )  ) . Er1 d i v i s a n t  c e t  e s t i m a t e u r  p a r  

V ( D ( X 0  , a )  ) , nous obtenons  e f f ec t i ven i en t  une eç t i r t ia t ion de  l a  

v a l e u r  moyenne d e  f ( X )  s u r  l e  domaine D(Xs,a)  e t  non l a  v a l e u r  

de f ( X )  en  X 0 .  



Pour obtenir un estimateur de f (X) en un point X0, il 

faudrait donc faire tendre le volume V(D(X0,a)) vers zéro, 

c'est-$-dire, faire tendre le rapport d'homothétie a vers 

zéro. Il importe donc d'étudier le comportement asymptotique 
f i  

de l'estimateur 4 CD(X0,a)J lorsque a tend vers zéro. 

Pour assurer la convergence de l'estimateur vers f(Xs), 

il a été montré que le volume du domaine intervenant dans 
/r 

. . 

l'expression de < [D(Xs,a)] ainsi que le nombre d'observations 

k situées dans ce domaine doivent être liés au nombre total Q 
d'observations disponibles. 

Plus précisément,, soit aa la valeur de a et k~ la 

valeur de k correspondant à un échantillon de Q observations. 
A 

On démontre / S I /  que Q [D(X@,aa)] converge en moyenne 

quadratique vers f(X0) si : 

(a lim V(D(X0,aa)) = 0 
Q-->a 

lim ka 

&-->a 

lim ke/Q 

Q-->a 

Il y a deux façons d'obtenir des domaines D(Xs,aa) 

satisfaisant ces conditions. 

La première est de réduire la taille du domaine 

D(x0,a~) lorsque Q augmente en spécifiant le volume 

V(D(x0,aa)) cornme une fonction de Q. Il a été montré qu'avec 
des expressions, telles que : 

où les variables aléatoires k~ et kg/Q répondent aux 

conditions (b) et (c) . C'est la méthode du noyau, initialement 



proposée par Rosenblatt /15/ dans le cas monovariable, puis 

approfondie par Parzen /12/ avant d'être étendue au cas 

multivariable par Murthy /il/ et par Cacoullos /2/. 

La deuxième méthode consiste à spécifier ke comme une 
fonction de Q, telle que ke = k0. \rg . Ici, on augmente le 

volume V(D(Xs,aa)) jusqu'à ce que celui-ci contienne les kg 

plus proches voisins de Xs. C'est la méthode d'estimation des 

ka plus proches voisins /3-10,'. 

Les deux méthodes convergent et chacune d'elles 

présente des avantages spécifiques /17-20/. 

Néanmoins quelle que soit la méthode choisie, il y aura 

un choix déterminant à faire: 

- soit le choix de V 0  dans la méthode de Rosenblatt- 

Parzen, 

- soit celui de ks dans la méthode des kg plus proches 
voisins, 

chacun de ces choix ayant ses propres contraintes. 

. - 
Lorsque le nombre Q d'observations disponibles tend 

vers l'infini, on sait que, théoriquement, quel que soit le 

choix effectué, il y a convergence asymptotique de 

l'estimateur. Or, dans la pratique, le nombre d'observations 

est toujours limité. Avec un ajustement de V 0  trop petit, on 

obtiendrait une estimation très bruitée de la densité de 

probabilité. En effet, l'estimateur de f(Xs) serait nul dans 

presque tout l'espace. Seuls les domaines D(X0,ag) centrés en 

des points X0 proches des observations ne seraient pas vides 
et l'estimateur correspondant tendrait alors vers l'infini. A 
l'inverse, avec un volume V 0  trop grand, l'estimateur 

manquerait de résolution. Le volume v(D(X0,a~)) ne peut donc 

devenir ni arbitrairement petit, ni arbitrairenient grand, ce 

qui explique que l'analyste utilise en fait toujours une 

estimation de la valeur moyenne plutôt qusune estimation 

ponctuelle de £(X). Ainsi, lorsqu'il s'agit d'estimer f(X) en 

Xs, on ajuste eri. général V 0  afin d'obtenir une estimatiori ni 

trop lissée, ni trop bruitée de la fonction de densité. 



Dans le contexte de la détermination de la convexité de 

la fonction de densité f(X), on ajuste la taille du domaine 

D(Xs,a) comme s'il s'agissait d'estimer f(X) en Xs, en 

fonction du nombre Q d'observations disponibles /13/. On prend 
ensuite pour D(Xs,a') un domaine de taille légèrement 

supérieure. 

Si l'on désire décrire une fonction en termes de 

convexité sur tout son espace de définition, il faut appliquer 

le test de convexité point par point sur tout cet espace. Or 

le nombre de points nécessaires pour décrire correctement une 

fonction multivariable croît exponentiellement avec la 

dimension de l'espace de définition, ce qui entraîne des 

temps de calcul importants. De plus, pour déterminer le sens 

de la convexité de la fonction de densité de f(X), il faut 

appliquer cette méthode d'estimation en chaque point par deux 

fois, la valeur moyenne de f (X) étant d'abord estimée sur un 

domaine d'observation D(x0,a~) aussi petit que possible puis 

sur un domaine d'observation D(X0,aQ') de taille légèrement 

supérieure. Cette méthode de détermination du sens de la 

convexité de f(X) ne pourra donc être employée efficacement 

qu'en faisant appel à une procédure permettant d'accélérer sa 

mise en oeuvre 1 4  Cette procédure rapide nécessite une 

transformation préalable des données. 

Pour permettre une implantation rapide de la procédure 

d'estimation, on normalise d'abord les plages de variations de 

chacune des composantes des observations de telle sorte que 

leurs valeurs extrêmes soient 0 et 1. 

Soit [XQ] l'ensemble des Q observations disponibles de 
la forme: 

où N est la dimension de l'espace de représentation des 

données R s N  . 



Soient: 
H 
Xn = Max Xn, q q=1,2, . . .  ,Q 

q 
et l- n=1,2, ... ,N 
m 

Xn = min Xn, q q=1,2, ... ,Q 
a 

les valeurs maximales et minimales aes diffbrentes 

composantes. 

En appliquant une translation de vecteur: T=[ti , t2, . . . , t~ ]T 
m 

avec tn = -Xn n=1,2, . . .  , N  
suivie d' une transformation linéaire de matrice : 

1 
avec mn = 

M RI 

Xn - Xn 

on obtient de nouvelles composantes de la forme: I 
X' = ff. [ X  + T] 

Dans ce nouvel espace noté RiN, les composantes des 

observations X'q = [X*i,q, . . .  , X*n,q, . . .  , X * N , ~ ] T  sont 

normalis6es de sorte que: 

ai bien que toutes les observations sont si'tu6es dans un 

hypercube-unit4 (figures 2 et 3 ) .  



E&uze-...2~ Données bru tes. 

X'l 

Fdgw-e. 3 L Données normal i sées par 1 a 
transformation : 


































































































































































































