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CHAPITRE 1

GLASSIFIGATION AUTOMATIOUE ET GONVEXITE
DES FONGTIONS DE DENSITE




1.1 _INTRODUCTION.

Le but de toute méthode de classification est de
définir des groupes (ou classes) dans un ensemble d individus
dont la structure est inconnue & priori. Ainsi la description
compléte et détaillée de chaque individu est remplacée par son
appartenance a une classe Dbien définie. Chacun de ces
individus étant représenté dans un espace multidimensionnel,
1 automatisation de la classification constitue un pas décisif
dans le processus d analyse et de compréhension des données,
le cerveau humain étant incapable d accomplir une synthése
multidimensionnelle. Néanmoins, la classification automatique
apparait comme un arsenal de méthodes qui n'ont en commun que
leur finalité et qui font appel a4 un grand nombre de notions
mathématiques et de concepts scientifiques. Devant le
foisonnement des techniques permettant d identifier les

classes en présence dans un ensemble de données
multidimensionnelles, 1 'utilisateur le plus averti reste
souvent perplexe. En effet, 1 analyste doit choisir une

stratégie parmi cet ensemble de méthodes +trés diverses et
souvent peu comparables, chacune ayant ses points forts et ses

faiblesses.

Ce probléme de décision apparait surtout lorsqu il
s agit d identifier les classes en présence dans un
échantillon, uniquement & partir de la seule information qui
reut &tre extraite des observations & classer. 11 s agit alors
de problémes de classification non supervisée, qui
appraraissent comme une démarche exploratoire, créatrice
d " hypothéses, car elle permet, dans un domaine inconnu, de

découvrir des structures qui n étalent pas visibles sur les

données.
On peut dissocier deux grands types de méthodes de
classification non supervisée : les méthodes basées sur des

concepts de distance et celles se référant a des notions de
statistique.




1.2 .APPROCHE METRIQUE..

On recherche une partition de 1 ensemble des
observations telle que chaque individu de 1 échantillon
considéré ressemble plus aux individus intérieurs & son groupe
qu aux individus extérieurs. La mesure la plus naturelle de 1la
ressemblance entre deux individus est la distance séparant les
deux observations correspondantes /6/.

51 certains algorithmes sont totalement heuristiques
/4/, d autres se veulent optimaux en ce sens qu'ils mipimisent
soit un critére de dispersion intra-groupe de type quadratique
/2-3-10-17-27-33-35/ so0it un critére calculé & partir de 1la
matrice de dispersion /15-37-38-42/.

Toujours dans le cadre des méthodes de recherche de
groupements faisant référence & la notion de distance, nous
pouvons distinguer celles qui opérent par groupements ou
séparations successifs des observations /7-24-26-40/ de celles
qui utilisent la théorie des graphes /1-43/.

A 1l exception d “une seule méthode fondée sur
17utilisation d'un critére invariant /15/, les autres sont
sensibles a tout changement d échelle sur les caractéres.
Certaines dépendent de 1 ordre dans lequel 1les observations
sont considérées /3-27/. De plus, pour la majorité d entre
elles, le nombre de classes est supposé connu & priori et,
évidemment, les résultats dépendent de ce nombre imposé par
1l analyste. Or lorsqu on traite des échantillons inconnus, ce
choix est difficile & justifier /11-41/. Pour éviter ces
inconvénients, on peut faire appel & des concepts statistiques
plutdét gqu au concept de distance.

1.3 _APPROCHE STATISTIQUE.

11 existe beaucoup moins de méthodes statistiques que

de méthodes métrigues pour la recherche de groupements parmi
des observations multidimensionnelles /5-39/. De plus
certaines d entre elles ne font en fait référence A des
notions de corrélation ou de variance que pour définir un
critére algébrique & extrémiser. Il ne s agit en réalité que
d'une généralisation de la notion de distance /15-27-37/.




On ne parle réellement de méthodes statistiques que
lorsqu’il est fait appel &4 la notion de densité de probabilité
/8-14/. Dans ce cas, les groupements d " observations
correspondent aux modes de la fonction de densité /3-16-18-
19-20-21-22~23-28/ et la classification se raméne
essentiellement &4 un probléme de détection des modes.

La recherche des maxima locaux“ de la fonction de
densité sous-jacente est souvent obtenue par des techniques
basées sur la notion de gradient qui permettent de remonter
les pentes de cette fonction /9-13-18-28/. En général, ces
méthodes sont trés sensibles aux irrégularités de 1 estimation
de la fonction de densité elle-méme et tendent & générer un
nombre de modes excessif.

1.4 CONVEXITE ET DETECTION DES MODES.

Pour éviter les inconvénients 1liés & 1 utilisation
d opérateurs différentiels du type gradient, tout en gardant
les avantages liés & 1 utilisation des méthodes statistiques,
nous avons opté pour une méthode utilisant 1le concept de

convexité.

Dans ce cas, les modes ne sont plus considérés comme
des extréma locaux de la fonction de densité mais comme des

domaines ou cette fonction est localement convexe /36/.

Cette approche apporte une solution au probléme
classique de 1la recherche des groupements lorsqu’'on n émet
aucune hypothése particuliére sur la nature statistique de 1la
distribution des données & classer, mais elle permet également
d optimiser une classification par minimisation du taux
d erreur /31/.

Toutefois, nous constatons que la qualité des résultats
obtenus par cette méthode de classification dépend énormément
du soin apporté a 1 ajustement du pas de discrétisation de
1l espace de représentation des données multidimensionnelles.
En général, 1 ajustement de ce pas est basé sur une notion de
stabilité des modes /12/.




Il faut ajouter a ce probléme de discrétisation, le
probléme 1ié & toutes les méthodes d estimation statistique,
c est-a-dire leur sensibilité aux irrégularités de la

distribution des données. Ces 1irrégularités proviennent en

général des erreurs introduites durant le processus
d acquisition de ces données, autrement dit du bruit de
mesure.

Pour remédier & tous ces problémes, nous allons faire
appel & une approche itérative basée sur des techniques
d étiquetage probabiliste ou “relaxation" aul jusqu’a
présent, a surtout été employée dans le cadre du traitement

des images numériques /8-25-32-34/.
1.5 _CONVEXITE ET RELAXATION.

Pour appliquer la méthode de classification statistique
basée sur le concept de convexité, on discrétise 1 espace de
représentation des données sur un réseau hypercubique et on
attribue & chaque Thypercube constituant ce réseau une
étiquette “convexe" ou ‘“concave". Les différents problémes
rencontrés lors de 1l 'utilisation de cette méthode statistique
résultent de la présence d hypercubes convexes isolés entourés
d "hypercubes concaves et vice-versa /29-30/. Nous montrerons
que ces erreurs d étiquetage peuvent étre corrigées par
1l application d une méthode itérative basée sur des techniques
d étiquetage probabiliste. L analyse des étiquettes assignées
aux voisins de 1 hypercube considéré permet, selon leur
compatibilité, de renforcer ou diminuer la probabilité que cet
hypercube s0it correctement étiqueté. De plus, ce traitement
des données a pour avantage supplémentaire d étre effectué en
paralléle, c'est-a-dire sur tous les hypercubes en méme temps,
ce qui rend la méthode indépendante de 1 ordre de traitement.

On constatera que cette méthode augmente la stabilité
des modes en réduisant les ambiguités locales, ce qui donnera
plus de souplesse a4 1 analyste pour la détermination du pas de
discrétisation.




1.6 _RELAXATION ET _DETECTION DES MODES.

Aprés avoir briévement rappelé les principes de 1la
détection des modes par analyse de la convexité de la fonction
de densité sous-jacente, on montre comment le test de
convexité mis en oeuvre débouche sur la notion d étiquetage
des points de discrétisation de 1 espace de représentation des
données (Chapitre II).

Le troisiéme chapitre de ce mémoire est consacré a
1°élaboration d une procédure d étiquetage probabiliste pour
1 analyse de la convexité des fonctions de densité. En chaque
point de discrétisation, on détermine une probabilité pour que
la fonction de densité soit concave ou convexe. Ces
probabilités sont ensuite réajustées par un schéma itératif et
paralléle. Elles sont renforcées lorsqu’elles sont compatibles
dans un voisinage donné et diminuées en cas d incompatibilité.

Les résultats obtenus par cette procédure d étiquetage
probabiliste sont ensuite pris en compte pour reconstituer les
modes de la fonction de densité sous-jacente. Le chapitre IV
présente une méthode d agrégation globale qui permet de mettre
en évidence des domaines modaux pour chacune des classes en
présence. Cette méthode a 1 avantage de réactualiser 1la
définition de chacun des modes pour 1 affiner au fur et a
mesure que se déroule le processus d agrégation. Une analyse
locale permet finalement de parfaire la classification lorsque
des classes présentant un fort degré de chevauchement n’ ont
ras été dissociées par la procédure globale.

Les modes ainsi reconstitués permettent de proposer des
fonctions de décision adaptées a la classification
d observations issues de mélanges gaussiens. Le dernier
chapitre présente quelques exemples de classification pour des
données normales générées artificiellement. Les résultats
obtenus montrent la stabilité de 1 algorithme par rapport &
1 ajustement des paramétres de réglage. Sans aucune
connaissance a priori sur les données & classer, la procédure
prermet de retrouver 1les classes en présence et de leur
assigner les observations avec un taux d erreur trés proche du
taux d erreur théorique optimal défini par la théorie de 1la
décision.
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CHAPITRE II

ANALYSE DE L& GONVEXITE DES FONGTIONS
DE DENSITE DE PROBABILITE



111 INTRODUCTION.

Lorsque 1 analyste ne dispose d aucune autre
information gque celle qui peut étre extraite de 1 échantillon
disponible, 1 analyse de la convexité de la fonction de
densité de probabilité sous-jacente constitue une approche
bien adaptée au probléme de la classification non supervisée.
Nous nous proposons de faire quelques rappels sur 1l étude de
cette convexité afin d en déduire ses possibilités
d application et ses limitations.

11.2. _CONVEXITE D UNE. FONCTION _DE__DENSITE. . DE _ PROBABILITE
MULTIVARIABLE.. '

11.2.1 Principe d analyse.

Une fonction f£(X) est dite convexe sur un domaine
convexe D de RN si

£ X1 + (1 - w )X2) < £(X1) + (1 - n )f(X2)
¥ X1,X2 €D et e [0,1]

On pourrait envisager d exploiter cette définition pour
déterminer le sens de la convexité des fonctions de densité de
probabilité. Une telle approche semble possible lorsqu on
dispose d'un modéle analytique de ces fonctions. Cependant,
dans notre probléme, on ne connait pas 1 expression analytique
des fonctions de densité. En effet, ne disposant 4 aucune
autre information gque celle apportée par les observations a
classer, on ne peut gu estimer point par point la fonction de
densité de probabilité sous-jacente a partir des données en
analysant leur distribution dans 1 espace de représentation.

L expression c¢i-dessus ne pouvant donc ©pas é&tre
utilisée pour 1'étude de la convexité des fonctions de
densité, nous allons faire appel & une méthode permettant de
tester localement le sens de la convexité des fonctions
maltivariables /18/.




Le principe de cette méthode est le suivant:

Une fonction f(X) est dite "localement convexe” an
point Xe s il existe un voisinage de Xeo convexe sur lequel 1la
fonction f(X) est convexe /13/. Pour déterminer la convexité
d une fonction en un point Xo, on analyse les variations de sa

valeur moyenne

} £(X)dX
D(Xe,a)
R [D(Xe,}] =

V(D(Xoe,a))

oun D(Xe,a) est un domaine homothétique d’un domaine de
référence Do(Xe), symétrique par rapport & son centre Xe, de
volume-unité, dans wune homothétie de centre Xe et de rapport
a. L ajustement du paramétre « permet de faire varier le
volume du domaine D(Xe,x), appelé domaine d observation
(figure 1).

figure. .l : Domaines d observation

sphériques dans un espace & trois dimensions.

I1 a été montré /19/ que si f(X) est ldécalement
convexe, alors la valeur movenne de f(X) sur les domaines
d observations D(Xe,a) est une fonction décroissante de «,

donc de la taille de ces domaines.




Inversement, si f(X) est localement concave, alors 1la
valeur moyenne de f(X) sur les domaines d observations D(Xe,a)

est une fonction croissante de la taille de ces domaines

On peut donc, & partir de ce résultat, déterminer
facilement le sens de convexité des fonctions de densité en
tout point Xe de 1 espace de représentation des données.

Pour cela, nous sommes amenés a utiliser une méthode

d estimation pour déterminer € [D(Xeo,a)].
I1.2.2 ESTIMATION DE LA _YALEUR_MOYENNE_ D UNE_FONCTION..

Les principes de base de nombreuses méthodes
d'estimation d 'une fonction de densité de probabilité sont
trés simples, bien que les démonstrations rigoureuses de la
convergence des estimateurs reguiérent considérablement de
soins /3-5-T7/.

De nombreuses technigques d estimation reposent sur le
fait que la probabilité P(X € D(Xe,a)) pour qu une observation
X soit située dans le domaine D(Xe,a) est donnée par

P(X € D(Xe,a)) = f £(X7) d(X")
D(Xo,a)

En divisant P(X € D(Xe,a)) par V(D(Xe,a)), on obtient
la valeur moyenne de la fonction de densité f(X) sur le
domaine D(Xe,a) qui est souvent confondue avec 1 estimation de
la fonction de densité en Xe /5/.




En supﬁosant que 1'on dispose d'un échantillon
constitué de Q observations Xi1,Xz2, ... ,Xe, indépendamment
distribuées suivant la loi de probabilité sous-jacente £(X)
dans 1 espace de représentation, la probabilité Pk pour que k
de ces Q observations soient situées dans le domaine D(Xe,a)
est donnée par la loi binomiale

k k Q-k
Pk = Cq P(X € D(Xo,a)) [1-P(X € D(Xe,a))]

pour laquelle ]l espérance mathématique de k est

Q k k Q-k
2 k Cq P(X € D(Xo,a)) [1-P(X € D(Xe,a))]
k=0

E(Px)

Q.P(X € D(Xe,a))

Ce résultat indigque que k/Q@ est un estimateur non
biaisé de P(X € D(Xo,a)).

On a donc

J f(X")dx™ = k/Q
D(Xe,a)

Dans ces conditions, on peut prendre

k/Q

2 [D(Xe,a)]

V(D(Xe,a))

pour estimateur de la wvaleur moyenne de f(X) sur ‘D(Xa,a).

Pour déterminer localement le sens de variation de la
valeur moyenne de f(X), ¢ 'est-ia-dire le sens de la convexité
de f(X) en un point Xe, il faut d abord estimer la wvaleur
moyenne de la fonction de densité de probabilité f£(X) sur un
domaine D(Xe,a) aussi petit que possible.




Soit a [D(Xe,a)] cet estimateur

~ k/Q
 [D(Xe,a)] =

V(D(Xe,a))

Il faut ensuite estimer la valeur moyenne de f(X) sur
un domaine D(Xe,a ) de taille légérement supérieure & celle du
domaine D(Xe,«):

k™ /Q
V(D(Xe,a"))

AN
Q [D(Xe,a™)]

k" est le nombre d observations contenues dans le domaine
D(¥e,a”) , tel aque V(D(Xo,a")) > V(D(Xe,a))

En comparant ces deux estimations, on détermine
directement le sens de la convexité de f(X) en Xo.

~ N
5i ¢ [DXe,a)] < € [D(Xe,a")], la valeur moyenne de
f(X) est une fonction croissante du paramétre « : la fonction

f(X) est donc localement concave en Xo.

~ ~
Si ¢ [D(Xe,a)]l > € [D(Xe,a")), 1la fonction est
localement convexe en Xe.
~ 7~
Enfin, dans le cas ou € [D(X,a)] = € [D(X,x)], on

ne peut conclure gquant au sens de la convexité de la fonction
£(X).




En utilisant 1 estimateur de Parzen-Rosenblatt

o

1 Xo - Xq
f (Xe) = —

H MO
U]

1
Q@ q=1 V(D(Xe,aq)) aQ

avec le noyau cubique, qui est certainement 1 un des plus
utilisés dans la pratique /6-7-8/, défini par /1/:

1 si ]ym| <1/2 , m=1,...,M

g(Y) = {
@ autrement

avec Y = [y1,...,¥n,...,yN]}T |

ou en faisant appel & 1 estimateur des k plus proches voisins

/18/, on constate que la valeur moyenne de la fonction £(X)

estimée sur le domaine D(Xeo,a) n'est autre que 1 estimation

usuelle de cette fonction en Xo.

On peut donc écrire

) ~ k/Q
f (Xe) =  [(D(Xo,a)] =

V(D(Xe,a))

L utilisation de ces estimateurs simples souléve
rlusieurs problémes théoriques et pratiques.

31 nous fixons le volume V(D{(Xe,«a)) et gue nous prenons
de plus en plus d observations, le rapprort k/Q va converger en
probabilité vers P(XeD(Xe,a)). En divisant cet estimateur par
V(D(Xe,a)), nous obtenons effectivement une estimation de 1la
valeur moyenne de f(X) sur le domaine D(Xe,a) et non la valeur
de £(X) en Xo.




Pour obtenir un estimateur de f(X) en un point Xe, il
faudrait donc faire tendre le volume V(D(Xe,a)) vers zéro,
c'est-a-dire, faire +tendre le rapport d homothétie a vers
zéro. JI1 importe donc d étudier le comportement asymptotique
de 1l estimateur €.{D(Xo,a)] lorsque a tend vers zéro.

Pour assurer la convergence de 1 estimateur vers f(Xe),
il a été montré que le volume du domaine intervenant dans
1 expression de E [D(Xe,a)] ainsi que le nombre d observations
k situées dans ce domaine doivent é&tre liés au nombre total Q
d observations disponibles.

Plus précisément, soit ae la valeur de a et ke 1la
valeur de k correspondant a un échantillon de @ observations.
On démontre /21/ que 2, [D(Xe,aq)] converge en moyenne

guadratique vers f(Xo) si

(a) lim V(D(Xe,aq)) = @
Q-->0

(b) lim kQ‘ = w
Q-->o

(c) lim ka/Q = @
Q-—>m

I1 v a deux facons d obtenir des domaines D(Xe,aq)

satisfaisant ces conditions.

La premiére est de réduire 1la taille du domaine
D(Xo,aq) lorsque Q auvgmente en spécifiant le volume
V(D(Xo,aq)) comme une fonction de Q. Il a été montré quavec

des expressions, telles que

V(D(Xe,aq)) = Vo.Q-b , b e 18,1

ou

V(D(Xe,aq)) = Ve/log Q ,

ol les variables aléatoires kg et kq/Q répondent aux

conditions (b) et (¢). C'est la méthode du noyau, initialement




proposée par Rosenblatt /15/ dans le cas monovariable, puis
approfondie par Parzen /12/ avant d'étre étendue au cas
multivariable par Murthy /11/ et par Cacoullos /2/.

La deuxiéme méthode consiste & spécifier ke comme une
fonction de @, telle que kq = keo. VHS_' Ici, on augmente le
volume V(D(Xe,xq)) Jjusqu’ad ce que celui-ci contienne les kg
rlus proches voisins de Xe. C'est la méthode d estimation des
kq@ plus proches voisins /3-10/.

Les deux méthodes convergent et chacune d’elles

présente des avantages spécifiques /17-20/.

Néanmoins quelle que soit la méthode choisie, 1l y aura
un choix déterminant & faire:

- s0it le choix de Ve dans la méthode de Rosenblatt-
Parzen,

- soit celuil de ko dans la méthode des kq plus proches
voisins,

chacun de ces choix avant ses propres contraintes.

Lorsque le nombre @ d observations disponibles tend
vers 1 infini, on sait que, théoriquement, quel que soit le
choix effectué, il vy a convergence asymptotique de
1'estimateur. Or, dans la pratique, le nombre d observations
est toujours l1imité. Avec un ajustement de Ve trop petit, on
obtiendrait wune estimation trés bruitée de 1la densité de
probabilité. En effet, 1 estimateur de f(Xe) serait nul dans
presque tout 1 espace. Seuls les domaines D(Xe,aq) centrés en
des points Xe proches des observations ne seraient pas vides
et 1l estimateur correspondant tendrait alors vers 1 infini. A
1 inverse, avec un  volume Vo trop grand, 1 estimateur
manguerait de résolution. Le volume V(D(Xe,aq)) ne peut donc
devenir ni arbitrairement petit, ni arbitrairement grand, ce
qui expligque que 1 analyste utilise en fait toujours une
estimation de 1la wvaleur moyenne plutdt qu'une estimation
ponctuelle de £(X). Ainsi, lorsqu’il s agit d'estimer f(X) en
Xe, on ajuste en général Vo afin d obtenir une estimation ni

trop lissée, ni trop bruitée de la fonction de densité.




Dans le contexte de la détermination de la convexité de
la fonction de densité f(X), on ajuste la taille du domaine
D(Xe,a) comme s°il s agissait d estimer f(X) en Xe, en
fonction du nombre Q d observations disponibles /13/. On prend
ensuite pour D(Xe,a’) un domaine de taille légérement
supérieure.

Si 1°on désire décrire une fonction en termes de
convexité sur tout son espace de définition, il faut appliquer
le test de convexité point par point sur tout cet espace. Or
le nombre de points nécessaires pour décrire correctement une
fonction multivariable croit exponentiellement avec la
dimension de 1 espace de définition, ce quili entraine des
temps de calcul importants. De plus, pour déterminer le sens
de la convexité de la fonction de densité de f(X), il faut
appliquer cette méthode d’estimation en chaque point par deux
fois, la valeur movenne de f(X) étant d abord estimée sur un
domaine d observation D(Xe,aq) aussi petit que possible puis
sur un domaine d observation D(Xe,aq ) de taille légérement
supérieure. Cette méthode de détermination du sens de la
convexité de f(X) ne pourra donc &tre employée efficacement
qu’en faisant appel & une procédure permettant d accélérer sa
nise en oeuvre /14/. Cette procédure rapide nécessite une
transformation préalable des données.

I11.3 TRANSFORMATION LINEAIRE DE L ESPACE D OBSERVATIONS.

Pour permettre une implantation rapide de la procédure
d'estimation, on normalise d abord les plages de variations de
chacune des composantes des observations de telle sorte que

leurs valeurs extrémes soient @ et 1.

Soit [Xq] 1 ensemble des @ observations disponibles de
la forme:

Xq = [XI;Q1 c ey Xn)Qs P | XN:QJT ] q:1:2: LIRS 1Q

o N est la dimension de 1 espace de représentation des
données RoN.




Soient:

M
Xn = Max Xn,q T L ST
q
et o Tl L RIONEE T 1
m
Xn = min Xn,q q:1,2, ot ,Q
q

les valeurs maximales et minimales des différentes

composantes.
En appliquant une translation de vecteur: R i o T L SRR N e S
m
avec tn = -Xn St o A SR

suivie d° une transformation linéaire de matrice

mi 1%}
T
M= mn
\
1%} mN
1
avec mn = T eaa St 4 ol T R
M m
Xn - Xn

on obtient de nouvelles composantes de la forme:

RN e o R

Dans ce nouvel espace noté RiN, les composantes des
observations  GSE R B g BT OEER S RN Bt Ae T T sont
normalisées de sorte que:

= X'n,q <1 i b SR A

si bien que toutes les observations sont situées dans un
hypercube-unité (figures 2 et 3).




Espace RelN :

Xz
; e
+1 %
X x
= } — X1
-1y b 3 & +2
* X
*
]—1
Figure 2: Données brutes.
Espace RiN :
X 2
+1 X
*
3 aq X *
2 aq
X
aQ X X
*
> 3 X1
& aQ 2 aq 3 aq +1
Figure. 3 __: Données normalisées par la
transformation
X1 1/3 @ X1 -1
X° = = _

X2 g 1721  |lxz -1




































































































































































































































































































