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INTRODUCTION

En biomécanique cardiovasculaire, 1'élément essentiel permettant de
mieux comprendre la physiologie artérielle est celui de 1'influence des
caractéristiques physiques de 1'écoulement sur la pathologie. Il est bien
connu dque la formation de plaques d'athérome a l'intérieur de la paroi est
souvent localisé au voisinage des coudes et des embranchements vasculaires.
De telles maladies cardiovasculaires sont considérées comme étant le fléau
numéro un et ne cessent de progresser au niveau mondial. Tout ceci a
conduit & de nombreux travaux théoriques et expérimentaux qui sont 1'oeuvre
de physiciens dont le but est d'expliquer la formation de plaques

d'athérome en certains endroits privilégiés du réseau vasculaire.

Nous présentons dans le chapitre I, une revue bibliographique axée
principalement sur les écoulements dans 1les bifurcations et les sténoses
avec un apergu sur l'hémorhéologie et la microcirculation. Bien que les
mesures expérimentales soient indiépensables, des modélisations par voies
numériques peuvent contribuer & mieux comprendre 1'écoulement artériel. La
méthode des éléments finis est particuliérement adaptée aux problémes de
mécanique des fluides biologiques, étant donné qu'ils peuvent souvent étre
régis par des équations non-linéaires avec des conditions aux limites et
avec des géométries trés particuliéres. Pour cela, nous avons contribué 3
1l'élaboration d'un code de calcul par éléments finis nous permettant de
résoudre les équations de Navier-Stokes pour un fluide visqueux
incompressible et d'obtenir le champ d'écoulement bidimensionnel a travers

tout le modéle géométrique.

Dans le chapitre II, nous présentons les équations dynamiques et les
conditions aux limites associées & chaque type de géométrie (3 modéles de
bifurcations, 4 modéles de sténoses et 3 modéles de pontage). Le chapitre II

concerne 1l'analyse par 1la méthode des éléments finis des équations de




Navier-Stokes pour les problémes & symétrie de révolution ou non. On
aboutit ainsi & un systéme d'équations algébriques non-linéaires qu'on peut
résoudre avec une bonne précision & 1'aide de la méthode de Newton-Raphson
associée & la technique frontale en raison de son efficacité dans les
applications industrielles. La discrétisation temporelle et spatiale du

probléme instationnaire est abordée dans la deuxiéme partie du chapitre II.

Dans 1le chapitre I, nous donnons 1la structure générale du
programme de calcul ainsi élaboré, avec les deux schémas d'algorithmes de

résolution des problémes non-linéaires, permanents ou non-permanents.

Tous les résultats obtenus sont rassemblés dans le chapitre U,
celui-ci est présenté en deux parties. La premiére concerne 1l'écoulement
permanent dans des modéles de géométries différentes tels que les conduites
présentants des rétrécissements de section ( 36%, 55% et 88% ), les
bifurcation ( 30°, 60° et 90° ) et les pontages. La deuxiéme partie de ce
chapitre est consacrée aux tests de validations de l'extension du code & la
résolution des équations de Navier-Stokes dans 1le cas des écoulements
instationnaires, en particﬁlier 1'écoulement périodique dans une conduite
de section constante. enfin, nous terminons ce chapitre par une simulation

compléte de 1'écoulement périodique dans une bifurcation & 60° durant une

période d'écoulement.
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ETUDE DES ARTERES STENOSEES

A PROPOS DU COMPORTEMENT NON-NEWTONIEN DU SANG

CONCLUSION




I - 1 INTRODUCTION

La nature des écoulements dans les vaisseaux sanguins est

extrémement complexe. Cela est dG essentiellement au fait que les canaux

physiologiques forment des réseaux de géométries compliquées, présentant

des courbures, ramifications et variations de section. Certaines régions du
systéme circulatoire artériel, notamment au voisinage dJde singularités

telles 1les coudes et les embranchements vasculaires peuvent-&tre associées

a certaines maladies. C'est le cas de 1'athérosclérose, maladie

particuliérement développée et répandue, due & un durcissement et un

épaississement de la couche interne des parois vasculaires, provenant d'une

accumulation au niveau de 1'intima d'un dépdt de lipide et d'autres

substances plasmatiques {( cf ennexe I ) , ce qui donne naissance a ce que

l'on appelle sténose artérielle. La figure I-1 montre une représentation

graphique de la structure de la paroi et du processus de dépdt de la plaque
d'athérome:

CELLULES ENDOTHELIALES

MEMBHANE ADWENTICE
ELASTIQUE
INTERNE

. T muscuLs =

ELASTINE

F———— 25 CENTIMETRES —— ]

Figure I-1
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La possibilité que les facteurs hémodynamiques participent dans la

genése de cette maladie, a conduit & de nombreux travaux sur la

biomécanique cardiovasculaire, entrainant parfois des conclusions

contradictoires

FRY [1] attribue 1les dépdts athéromateux au fait gue le transport

de substances entre le sang et la paroi vasculaire est proportionnel au

gradient de la vitesse & la paroi, que la perméabilité augmente avec le

gradient de vitesse et que, sous 1l'effet de contraintes é&levées et

répétées, les cellules endothéliales sont détruites et facilitent ainsi le

transport vers la paroi de certaines substances contenues dans 1le sang

comme les lipides et le cholestérol.

CARO [2] pour sa part, suggére que les dépdts ont plutdt tendance &

se localiser dans 1les zones & faibles contraintes de cisaillement. Les

régions de recirculation perturbent localement le transport de substances

et entrainent la formation des plaques d'athérome.

T - 2 ETUDE DES BIFURCATIONS

Pour décrire les caractéres fondamentaux de l'écoulement du fluide

dans les bifurcations, les auteurs utilisent une schématisation de la

géométrie (figure I-2):

BRANCHE MERE

Figure I-2




Les résultats expérimentaux de CROWE et al [3] concernant un fluide
newtonien en écoulement permanent dans une bifurcation indiguent, pour un
nombre de Reynolds amont compris entre 20 et 50, d'une part 1l'existence
d'une zone de recirculation le long des parois extérieures dont la taille

dépend de 1l'angle des branches filles, et d'autre part de fortes

contraintes de cisaillement au niveau des parois intérieures prés du point

de stagnation.

Les études de LYNN {4], O'BRIEN et al [5] ont été faites avec un
modéle de bifurcation & deux dimensions. Dans ces deux études, les auteurs

ont introduit dans les équations dynamiques les fonctions de courant et le

tourbillon. O'BRIEN indique que la séparation se produit pour des nombres

de Reynolds proches du domaine physiclogique, tandis que LYNN ne signale

aucune séparation pour l'écoulement permanent avec des nombres de Reynolds

voisins de 1000 .

FERNANDEZ et al [6] ont étudié a 1'aide d'une méthode aux

différences finies, 1'écoulement pulsé en introduisant une fonction de

pression sinusoidale. Leurs résultats montrent un renversement de

1'écoulement au niveau des parois extérieures, de forts taux de
cisaillement au niveau des parois intérieures et surtout le développement
et la disparition totale de 1la zone de recirculation en fonction de la
pression durant le cycle. Enfin, plus le nombre de Reynolds augmente, plus

l'enveloppe grossit en amont, en aval et vers le courant principal. Ces

résultats ont été obtenus pour un nombre de Reynolds
entre 130 et 173.

compris

Les études expérimentales faites par FARAHIFAR et al [7], SIOUFFI
et al [8] et RIEU et al [9] ont été conduites sur des modéles de

bifurcations symétriques en plexiglass, de section rectangulaire et 4d'angle

variant de 30° & 180°. Les relevés de distribution des vitesses ont été

effectués par vélocimétrie ultrasonore dans des conditions de débit

permanent, pulsé simple et pulsé de type physiologique. Les résultats

obtenus mettent en évidence 1'influence de 1'angle des branches filles et
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surtout le rdle joué par certains paramétres caractéristiques de
1l'écoulement tels que 1le nombre de Reynolds et le paramétre de fréquence.
Ces auteurs indiquent que sous 1l'effet des pulsations, les modifications
apportées par la bifurcation sont considérablement amorties et notamment le

déplacement du maximum de vitesse vers la paroi extérieure.

I - 3 ETUDE DES ARTERES STENOSEES

CHOW et al [10] et MANTON [11] ont étudié 1'écoulement permanent
d'un fluide newtonien au voisinage d'une singularité douce et pour de
faibles nombres de Reynolds. La résolution des équationsde la dynamique
non-linéaires est alors faite analytiquement et & 1l'aide des méthodes de
perturbations, moyennant un développement en série par rapport aux petites
valeurs prises par le paramétre caractéristique de la géométrie de la

sténose. Les résultats issus de cette méthode concernent le champ de

vitesse, la distribution de la pression et les contraintes & la parci. CHOW
indique que pour des conduits présentant des sténoses successives, le

transport local d'oxygéne au niveau de la paroi est fortement perturbé.

Les calculs numériques de DESHPANDE et al [12] correspondant aux

écoulements permanents, laminaires, dans des modéles de rétrécissements

sinusoidaux & symétrie de révolution, montrent que la position du point de
réattachement augmente avec le nombre de Reynolds, et indiquent le nombre
de Reynolds critique correspondant & l'apparition de 1la séparation.
Celui-ci dépend & la fois du pourcentage d'obstruction et de la longueur de
la déformation. Des résultats similaires 'ont été déterminés

expérimentalement par YOUNG et TSAI [13].

D'une maniére générale, la présence d'une sténose sur 1l'arbre
artériel entraine une chute de pression accompagnée d'une réduction du flux
sanguin périphérique. Ainsi, le débit dans les vaisseaux est non seulement
fonction des propriétés caractéristiques du fluide et de sa vitesse, mais

aussi de la longueur de la singularité et de son degré d'obstruction.




YOUNG et al [14] indiquent que le degré critique de la sténose
dépend de la vitesse de l'écoulement et que la chute de pression ne varie
pas linéairement avec la réduction de la section du tube. LETAC et al [26]
présentent un domaine de variation de la valeur critique du pourcentage de

rétrécissement ( 80% - 90% ) entrainant une diminution trés importante du

flux sanguin.

Une autre étude de YOUNG [15] concerne l'influence des déformations
du vaisseau sur la distribution du fluide vers la périphérie et analyse les
effets hydrodynamiques locaux tels que le champ de vitesse, 1l'évolution de

la pression et les phénoménes de‘séparation et de turbulence.

Pour 1'écoulement stationhaire, la chute de pression n'est fonction
que des paramétres géométriques de 1la sténose et du nombre de Reynolds.
Elle wvarie linéairement avec la vitesse pour de faibles nombres de
Reynolds; par contre, lorsque celui-ci est é&levé, ce sont les effets

d'inertie qui influent considérablement sur les pertes de pression.

Pour 1'écoulement instationnaire, la chute de pression et le champ
de vitesse instantanné dépendent en plus du paramétre de fréquence et de la
nature du débit imposé. Des résultats analogues sont donnés par CLARK [16]
dans son étude sur les sténoses aortiques. L'étude numérique faite par DALY
[17] sur 1l'écoulement instationnaire dans une artére fémorale sténosée de
chien, a mis en évidence 1l'évolution de 1la zone de séparation avec le
temps. Pour un nombre de Reynolds voisin de 180 , la séparation apparait
pendant la phase d'accélération de la systole; en phase de la diastole, le
sens de l'écoulement est inversé et une deuxiéme zone de séparation se
manifeste en amont de la sténose. L'auteur précise que la contrainte de

cisaillement maximum se situe en amont de section minimum .

BACK et al (18] montrent qu'au deld d'un nombre de Reynolds
critique, la turbulence apparait au niveau de la zone de cisaillement et se
développe d'avantage avec 1'augmentation du nombre de Reynolds, alors que

la longueur de la zone de séparation décroit et. approche une valeur limite.




Il est bien connu que dans un tube de section constante, et pour un
écoulement stationnaire, le nombre de Reynolds critique correspondant a la
transition entre écoulement laminaire et écoulement turbulent est de
l'ordre de 2000 . Par contre, les critéres de transition sont difficiles a
établir en écoulement instationnaire. Toutefois, d'autres grandeurs
caractéristiques comme le paramétre de fréquence et le signe du terme

d'accélération jouent un réle fondamental dans la transition ( DANTAN et al
[19], COMOLET [201 ).

Lorsqu'il s'agit d'écoulement pulsé en présence d'une singularité,
le processus est encore plus complexe. Pour un nombre de Reynolds moyen
égal a 600 et un paramétre de fréquence de 1l'ordre de 7.5 , AHMED et al
(21] ont relevé une turbulence de courte durée sur un modéle de sténose a
75%. Ce phénoméne s'accentue pendant la phase de décélération et s'amortie
complétement avant la fin du cycle. Par contre, aucun phénoméne de
turbulence n'est apparu dans les modéles & 25% et 50% . Par ailleurs,
1'évolution de la contrainte pariétale pour les trois types de sténoses
présente un maximum au voisinage immédiat de la section minimum et décroit

rapidement dans la partie divergente de la déformation.

Certains auteurs ont appliqué la méthode des éléments finis pour

traiter des écoulements en présence de singularités. Dans les travaux de

LATINOPOULOS et al [22-23], 1les équations dynamiques associées a

1'écoulement pulsé & travers une succession de déformations sinusoidales
sont discrétisées suivant 1la méthode de Galerkin et & 1l'aide d'un schéma
d'Euler explicite pour 1les termes d'accélération. Les distributions de la
fonction de courant et de 1la fonction tourbillon sont obtenues a tout

instant. La comparaison avec des résultats théoriques donne des écarts

satisfaisants.

WILLE [24-25], a analysé 1'écoulement pulsé dans différents modéles
de rétrécissement. Les équations de la dynamique sont discrétisées comme

précédemment et résolues selon l'algorithme de Newton-Raphson. OQOutre la
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distribution de la pression, les résultats montrent 1l'évolution du champ de
vitesse au cours du cycle et notamment 1l'apparition en phase de diastole de
deux zones de séparation en amont et en aval de la sténose. Toutefois, il
n'a pas été possible d'obtenir des solutions convergentes vers la fin du

cycle. L'auteur attribue celd & des instabilités au niveau des conditions

aux limites.

I -4 A PROPOS DU COMPORTEMENT NON-NEWTONIEN DU SANG

La modélisation des écoulements sanguins a pour but de mettre en

évidence 1l'influence de 1la rhéologie du fluide sur 1'écoulement. Pour des

conduites de faibles section, le sang est représenté par des lois de

comportements pseudo-plastiques. Un tel comportement est d'autant plus
marqué que le taux de cisaillement est faible. Ceci est dd essentiellement
4 la présence des globules rouges en suspension. La nature de ces

écoulements est extrémement complexe et les é&tudes in vivo et im vitro sont

difficilement réalisables.

A partir d'une bibliographie sur ce sujet, deux études nous ont

paru intéressantes. Dans des tubes de tailles moyennes présentant des

déformations pariétales douces

THEODOROU et al [27]

et pour de faibles nombre de Reynolds,
ont traité 1'écoulement non permanent de fluides
non-newtoniens ayant un comportement pseudo-plastique et représentés par

une loi de puissance d'Ostwald. Les résultats montrent 1'influence du

nombre de Reynolds généralisé au cas ostwaldien et du paramétre de

fréquence sur 1'écoulement. Les développements théoriques ont permis de

caractériser les effets sensibles de 1la consistance et de 1l'indice de
comportement du fluide sur la forme du profil de vitesses et la

distribution de pression .

L'autre étude est faite par BITOUN et al [28-29], et concerne la

microcirculation au niveau d'une déformation douce et axisymétrique. Les

deux phases, plasma et éléments figurés sont prises en considération. La

visualisation par vidéomicroscopie montre une forte concentration des




11

globules rouges au niveau du noyau central et une lente variation de
l'épaisseur de la couche périphérique. Par ailleurs, la méthode de
perturbation fournit des profils de vitesses sans variation brusque au

niveau de l'interface entre le noyau centreal et la couche plasmatique.

I - 5 CONCLUSION

Aussi importantes que soient les mesures expérimentales, des
modélisations hydrodynamiques de la circulation artérielle sont nécessaires
pour comprendre et expliquer les divers problémes qui se rapportent a de
tels écoulement. Le cas le plus simple consiste & traiter 1'écoulement d'un
fluide newtonien au voisinage d'une singularité et en régime permanent.
Malgré ces hypothéses simplificatrices, la résolution des équations de la
dynamique associées pose des difficultés d'analyse, dues en particulier a

la présence de non-linéarités. Ces difficultés peuvent-é&tre surmontées

gréce :

- aux méthodes de perturbations lorsque les paramétres fondamentaux

de 1'écoulement et de la géométrie restent petits.

- aux méthodes numériques telle que la méthode des éléments finis

gqui se préte mieux que la méthode des différences finies & de telles

géométries.

Pour ces raisons, nous avons essayé par la présente étude ,
d'élaborer un code de calcul par éléments finis nous permettant de
déterminer le champ d'écoulement local A& travers tout le modéle
géométrique, de mesurer 1l'importance des termes d'inertie vis a vis des
autres termes, et de bien préciser l'influence des paramétres géométriques
tels que 1l'angle des branches filles pour wune bifurcation, le degré de
rétrécissement d'une sténose ainsi que la forme et les dimensions des

pontages sur de tels écoulements.
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CHAPITRE IXI

FORMULATION DU PROBLEME

I - 1 ECOULEMENT EN REGIME PERMANENT

I - 1.1 Modéles de rétrécissements & symétrie de

révolution.

O - 1.2 Equations de mouvement et conditions

aux limites.

I - 1.3 Modeles de bifurcations et pontages étudiés

=
t

1.3.1 Choix des bifurcations

=
1

1,3.2 Choix des pontages
I - 1.3.3 Equations de mouvement et
conditions aux limites.
I - 2 ECOULEMENT EN REGIME NON-PERMANENT

II - 2.1 Equations dynamiques

I - 2.2 Paramétres sans dimensions
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I - FORMULATION DU PROBLEME

I - 1 ECOULEMENT EN REGIME PERMANENT

II - 1.1 Modéles de rétrécissements 4 symétrie de révolution

La géométrie de 1'écoulement faisant 1l'objet de notre étude
(figure II-1) est caractérisée par un tube cylindrique présentant des

rétrécissements de sections axisymétriques définies par une courbe de Gauss

d'équation:

r=r - aexp|- {I-1)

dans laquelle, a est l'amplitude de la déformation, r, le rayon du tube non

déformé et A la longueur d'amortissement.

-
:ro
: -
R "
H
A
figure II-1
, . s . . a , .
En introduisant 1le paramétre géométrique x = — , 1'équation (II-1)
r

s'écrit sous forme adimensionnelle:
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De fagon & wvalider nos résultats numériques par rapport aux
solutions analytiques ou aux résultats expérimentaux, nous avons choisi
d'une part, trois valeurs de X de telle sorte que les pourcentages de
rétrécissement en section soient 36%, 557 et 887% et d'autre part, deux
modéles de méme pourcentage de rétrécissement 887 mais en considérant deux
valeurs différentes pour la longueur d'amortissement A = 3cm et Icm . Nous

présentons la géométrie de ces 4 modéles de sténose sur la figure I-2.

II -1.2 Equations de mouvement et conditions aux limites

Les hypothéses de travail sont les suivantes:
- L'écoulement est permanent, bidimensionnel.
~ Le fluide est newtonien, visqueux et incompressible,.
- La conduite est & symétrie de révolution et & paroi rigide.

Dans ce cas, 1les équations de la dynamiqﬁe régissant 1'écoulement

sont celles de Navier-Stokes:

Y
du du 1 8p [ 324 32u 1 Bu
U= % V === = = = = 4 P —_—  ——
ox or P Ox L ox? or2 r or
[ a2 2
g L, Lt ¥y v 1 v v (I-3)
Ix or p or | 8x2  4r? r or r
Fe]
—2.'. 214. Y.-o
ox or r
\

dans lesquelles :

u et v représentent respectivement les composantes longitudinales et

radiales de la vitesse,
P est la masse volumique,
v est la viscosité cinématique,

et p la pression locale.
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36%
—_——
O
55%
v
____________________ e
T NSN—
88%
88%
N e

Figure

I-2

MODELES DE RETRECISSEMENTS A SYMETRIE DE REVOLUTION ETUDIES
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Pour écrire les équations réduites, nous utilisons comme grandeurs
caractéristiques le rayon interne du tube r,, la vitesse u  au centre du

profil d'entrée et choisissons les quantités adimensionnelles suivantes :

» u - v » P
' o= — ; v o= — : Pl ==
u, u, pu?
X r
X = — et r' = —
rO rO

Le systéme d'équations (II-3) s'écrit de maniére adimensionnelle :

. ou" ., ou’ op 1 | 82w 8%y 1 aut
u n + v —'.— = - -—:— + ﬁ— p + 2 +
ox or ox Sloax*" or” = or
» » » r 2 » 2 » *» »
ﬁ T ov . vt av. .. dp . %_ d v2 . d v2 . 1 ov _ Vv (I-4)
ox or or ® | ax® or’ r* dr’ r
du . ov A o
ox" or" r'
\
rOuO

Le systéme (II~4) fait apparaitre le nombre de Reynolds Re =

paramétre sans dimension qui caractérise l'importance des effets d'inertie
par vrapport aux effets de la viscosité. L'influence de ce paramétre sur de

tels écoulements est mise en évidence gréce aux différents essais effectués

avec des valeurs de Re comprises entre I et 1000

Conditions aux limites :

A 1'amont, on impose une distribution parabolique de la vitesse sous la

forme suivante :

2
u = uo[ 1 - —— ] et v=20 (I-5)
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- A 1'aval, nous faisons l'hypothése que 1l'écoulement est libre. En effet,
pour des nombres de Reynolds suffisament grands, l'écoulement dans une
conduite déformée peut présenter des vitesses négatives au niveau du profil
de sortie. Cette hypothése s'écrit sous la forme suivante ( conditions de

type Neuman ):

du
on

et (I-6)
ov

on

- De plus, les conditions d'adhérence du fluide & la paroi et de symétrie

de 1'écoulement par rapport & la ligne centrale de 1'écoulement s'écrivent:

u=0 et v=20 4 la paroi
(I-7)
ou
—_— =0 et va=0 pour r =0
on

A ces conditions sur les inconnues u et v, s'ajoute une indication sur la
pression p . Celle-ci peut étre prise comme é&tant nulle en un point donné

de 1'écoulement ( par exemple au niveau de la section de sortie ).

I - 1.3 MODELES DE BIFURCATIONS ET PONTAGES ETUDIES
Pour décrire les caractéres fondamentaux de 1'écoulement dans de
tels systémes, nous utilisons une schématisation de la géométrie comme

indiquée sur les figures II-3 et I-4 .

II - 1.3.1 Choix des bifurcations

Le modéle de bifurcation est constitué par une branche mére de

rayon r,= Icm et de deux branches filles symétriques de rayon r,= 0.7cm, de
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2s,

tel sorte que le rapport des sections défini par B = se situe dans la

, 1
réalité physiologique. L'ordre de grandeur des valeurs de B et leur

influence dans le systéme cardiovasculaire sont discutés par COMOLET [20].

Afin de mettre en évidence le réle joué par l'angle & des branches
filles sur le champ de 1l'écoulement, nous avons choisi trois valeurs
différentes pour l'angle ¢ : 30’; 60° et 90° . La géométrie des trois

modéles de bifurcation est représentée sur la figure II-3.

I-1.3.2 Choix des pontages

Dans 1le but de définir, d'une part l'influence de la forme et des
dimensions du raccord du pontage sur la dérivation permettant de ramener le
maximum de flux au dela de la déformation et, d'autre part, d'évaluer les
pertes de charges dans les artéres sténosées a 88% pontées et non pontées,
nous avons opté pour trois géométries différentes pour 1le pontage .

Celles-ci sont représentées sur la figure II-4.

II - 1.3.3 Equations de mouvement et conditions aux limites

Pour traiter le probléme de l1l'écoulement 4 travers les bifurcations
ou les pontages, on suppose que l'écoulement est plan, permanent, laminaire
et concerne un fluide visqueux et incompressible. Dans ce cas, les

équations réduites du mouvement s'écrivent:

. ou’ -y dp" 1 | 3%u"  o%u"
Yo e T TS T Re 2 .2

ox ay ox e | ox" ay'

ov' av" ap" S

. u” V. + v —V:- = . 2P + %{— v + v (1I-8)
ox oy dy ° 1 8x'2 8y'2
du . ov <0
ox" dy”

A ces équations on associe les conditions aux limites suivantes:
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- & 1l'entrée, une distribution parabolique de la vitesse axiale et

vitesse normale nulle:

r

2
u = uo[ 1 - A ] et v=_0
1

~ au niveau de la section de sortie du pontage, on impose une

pression nulle et pour les vitesses, des conditions du type Neuman:

Ju
on

et et p=0
ov

an
- et la condition d'adhérence du fluide a la paroi:

u=0 et v=20 a la paroi
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Figure II-3

MODELES DE BIFURCATION ETUDIES
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TR

——————— ]

Figure II-4

MODELES DE PONTAGE ETUDIES
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II - 2 ECOULEMENT EN REGIME NON-PERMANENT

Dans le réseau vasculaire, plusieurs facteurs affectent 1'évolution
du champ d'écoulement, celd est di en particulier 4 la géométrie complexe
du lit artériel et a la nature pulsatoire de l'écoulement. Il est donc trés
important pour notre étude de traiter les équations de Navier-Stokes dans
le cas instationnaire et de déterminer 1l'influence de l'instationnarité sur

le champ de vitesses dans une bifurcation.

I ~1.1 Equations de la dynamique

En premier lieu, nous avons considéré 1'écoulement d4 & un gradient
de pression sinusoidal s'effectuant dans un tube de section constante.
L'étude est faite dans 1le plan polaire (x,o0,r) puisque l'on considére
1'écoulement & symétrie de révolution. Ceci nous permet de valider le code
de calcul développé en confrontant les résultats qu'il fournit & ceux

donnés par WOMERSLEY [38] pour les écoulements périodiques.

Ensuite, nous avons imposé le méme type d'écoulement ( obtenu pour
un écoulement plan ) & travers le modéle de bifurcation (® = 60°) qui a été
traité en écoulement permanent. Pour écrire les équations dynamiques
régissant notre probléme, on suppose 1l'écoulement instationnaire et plan

pour un fluide visqueux, incompressible et newtonien:

du du du 1 op 3u  d%u
—_—t | — + Y =—— = = = — 4+ D +
ot ox oy p ox ox2  ay?
2 2
S TA A - A\ N . R B A4 (I-9)
ot ox oy p By 3x2  ay?
u, & o,
ox Sy
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I -1,2 Paramétres sans dimensions:

Nous définissons le nombre de Reynolds Re & l'aide du rayon r; de
la branche mére (figure II-3), d'une vitesse caractéristique u, et de la
viscosité cinématique du fluide v:

rl uo

(II-10)

Soit ‘W la pulsation de 1'écoulement de période T, nous pouvons alors

définir le parametre de fréquence o :

« = r I — (I-11)

C'est un paramétre important pour de tels écoulements, il se présente sous
forme de rapport des effets d'inertie instationnaires aux effets de
viscosité, ou encore de lien entre le rayon et l'inverse de l'épaisseur de
la couche limite oscillatoire. Ainsi, dans l'aorte et les grosses artéres,
ou 1le nombre de Reynolds est important { > 1200), 1la couche limite est
relativement faible et par voie de conséquence o prend des valeurs élevées,
tandis qu'en périphérie, le nombre de Reynolds étant faible, 1'épaisseur de

la couche limite est trés importante et donc « est faible,

Pour écrire les équations du mouvement sous forme adimensionnelle,

nous choisissons les grandeurs normalisées suivantes:

. _ u - v * P
ut = — vt o= ; p’ = ;
uo uo pu2
[¢]
. X y
X = 1 y’ = et t. = Wt
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az aun . auo . au‘ apn 1 [ azu. azu, b
—_— + U + Y e—— = - + — +
Re 5¢* ax" ay" ax"  Re | 502 5y2
o« v . ov' . ov' 3p° 1 | 82vt 8%yt ]
< o + u + YV —= - + — +
Re 8t ax ay ay Re | axoz aynz |
au” s av” -0
ox" oy”

(I-12)

Les conditions aux limites associées a ces équations sont les suivantes:

- A l'entrée, on impose un profil de vitesse dG & une fonction de

pression sinusoidale:

p = p,cos(wt) et

<
"
o

- A la sortie, on applique les conditions de Neuman:

ou ov
— =0 t — =0
on © on
- La condition d'adhérence du fluide & la paroi : u=v = 0,

- et une pression nulle & la section de sortie de la bifurcation.
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CHAPITRE IIX

METHODE DES ELEMENTS FINIS APPLIQUEE _ AUX EQUATIONS
DE NAVIER-STOKES.

Il - 1 PRESENTATION DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

M- 1.1 Introduction

M- 1.2 Principe

I - 1.3 Existence et unicité de la solution
par éléments finis

Il - 2 FORMULATION DU PROBLEME DISCRET
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1
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W - 2.4.1 Méthode itérative directe
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M- 2.4.3 Méthode de Newton-Raphson modifiée
Il - 2.4.4 Conclusion
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pour la méthode de Newton-Raphson.

W - 2.6 Discrétisation du probléme instationnaire
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Il - METHODE DES ELEMENTS FINIS APPLIQUEE  AUX EQUATIONS DE
NAVIER-STOKES.

Il -1 Présentation de la méthode des éléments finis.
H -1.1 Introduction

La méthode des éléments finis a été introduite comme étant une
procédure de résolution de problémes de structures mécaniques dans le
domaine linéaire, puis a pris en compte les non-linéarités et la géométrie
du matériau.

Elle a été reconnue comme étant une procédure générale des
approximations numériques & tous les problémes physiques pouvant étre régis
par une description d'équations différentielles tels que:

- le calcul des structures,
- la mécanique des fluides,
- la biomécanique,

- les transferts de chaleur,
- 1'électromagnétisme,

- et récemment la microélectronique.

Il - 1.2 Principe

Le principe de la méthode des éléments finis consiste &:

- découper 1le domaine continu & étudier en un certain nombre d'éléments
connectés par des points nodaux,

- remplacer les inconnues du probléme par leurs développements finis
moyennant des approximations en tout points de chaque élément en
fonction des inconnues des noeuds,

- transformer les systémes d'équations aux dérivées partielles en une
série d'équations algébriques discrétes,

- programmer les matrices élémentaires correspondant aux systémes
d'équations algébriques et appliquer les algorithmes numériques

d'intégration et de résolution.
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Il - 1.3 Existence et unicité de la solution par éléments finis

L'étude théorique de l'application de 1la méthode des é&léments
finis en mécanique des fluides a fourni beaucoup de résultats sur
1'existence et les propriétés de convergence d'une solution approchée vers
la solution exacte. La plupart de ces résultats sont basés sur le théoréme
dit de Lax-Milgram, les théorémes qui en découlent et leurs démonstrations

sont présentés par TEMAM [33] et RAVIART [34].

II - 2 FORMULATION DU PROBLEME DISCRET
I - 2.1 Définition de 1'élément quadrilatére

Le type d'approximation que nous adoptons pour le systéme (II-4)
consiste a4 conserver les variables primitives qui sont les vitesses {u , v)

et la pression p.

Pour effectuer le maillage du domaine de 1'écoulement, nous avons
pris comme élément de référence un carré rapporté & ses axes naturels E,7m
défini par les deux segments joignant les milieux des cordes opposées,
tandis que 1'élément déformé est rapporté au repére global de 1'écoulement
figure (II-1) . La forme distordue de 1'élément réel est fixée par les

coordonnées des noeuds milieux,

Les fonctions d'interpolations utilisées pour discrétiser le champ
de 1'écoulement dans 1'élément réel ont la particularité de lier tout
points p(x,r) de 1'élément réel & un point p'(E,n) de 1l'élément de
référence. Cette transformation est définie de maniére univoque par les

coordonnées X;, Ty des noeuds de 1'élément réel:

x = N, x, . r = N, r, (II-1)
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ni

p'(&,n)

o-—-—-4--—-——-=- -~ ==~

élément de référence

(Ug.Vg) ¢

(U1JP1 V)

élément isoparamétrique
X
(Ug.Vg) (Us.P5,Vg)
n
(Ug,Vy)
[ ] 42V4
g—
(Up,Vq) (U3,P3,V3)

figure -1 Elément quadrilatére & 8 noeuds et 20 degrés de liberté
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avec la condition suivante:

1 pour i=j
N, (§;.n,) = 81 (I-2)
0 pour i=j

cette derniére expression traduit la correspondance entre un noeud de

1'élément de référence avec le noeud de méme numéro dans 1'élément réel.

Puisque 1la transformation géométrique et l'interpolation du champ
de 1'écoulement sont établies sur les mémes noeuds et avec les mémes
fonctions de formes N, 1'élément réel est dit isoparamétrique. Dans le cas

de 1la figure (B-1) , 1les polyndmes d'interpolations quadratiques sont

exprimées en fonction des coordonnées naturelles &,7m :

N, = (1-8)(1-m)(-1-E-n)/h

N, = (1-8%)(1-m)/2

Ny = (1+8)(1-m)(-1+E-m) /4

N, = (1+E)(1-v%)/2

Ny = (14E) (1+m) (=1+&+n) /4 (II-3)
Ng = (1-82)(1+m)/2

N, = (1-E)(1+m) (=1-8+m) /4

Ng = (1-E)(1-m?)/2

et on pourra don¢ écrire la relation matricielle suivante:

aNi ox Jor aNi aNi
& ot 0% ox ox
= = [J] (m—l-l»)
8Ni ox or 8Ni 8Ni
3;_ on on 5;— or

ol [J] est matrice jacobienne que l'on calcul & 1l'aide de (l-1):




=8 =8 ]
iz aN, < N,
—x —r
i=1 o8 ! i=1 o !
[3] = (II-5)
.8 -8
< N, < ON,
— X _—7T
l e M 121 o0 |

avec la condition, que pour tout point de 1l'élément de référence, le

déterminant du jacobien de la transformation ne peut-é&tre nul ou indéfini.

- 2.2 Approximation en u,p,v

Soient U,;, V, et P, les valeurs nodales des vitesses et pressions
sur un élément quadrilatére isoparamétrique du type de la figure (II-1). A
1l'intérieur de chaque élément, on suppose une approximation de nature
quadratique pour les vitesses et linéaire pour la pression. Ces

approximations s'écrivent sous la forme suivante:

U = . NiUi [ V = Nivi L] p = R Lipi ’ (m—6)

ou les L, , sont les polynémes d'interpolation linéaires définis sur les

noeuds aux coins de 1'élément de la figure (II-1):

L, = % (1-8) (1-m) au noeud n°1
L, = % (1+8) (1-m) au noeud n°3
L3 = % (1+E) (1+m) au noeud n'§
L, = %-(1-6)(1+n) au noeud n°7
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Il - 2.3 Discrétisation des équations de Navier-Stokes

Pour le processus de discrétisation,

on part de la formulation

variationnelle du probléme continu basé sur la méthode des résidus pondérés

de Galerkin. DHATT [35], TAYLOR [36], ZIENKIEWICZ [37] et WILLE [24].

Aprés avoir

systéme d'équations (II-4), on

introduit les

expressions (lI-1) et (II-6) dans le

peut écrire pour la premiére équation suivant

la direction x, le résidu élémentaire correspondant au noeud "i" :

& P ¢ & N — oL
k k k
R?i'_' N, 1ZNkUk125;—Uk+lszVk125r—Uk+l g-Pk dxdr
e L
(* 8 8 8
. 1 5Ni Z aNk _— aNi aNk . Ni Z aNk . e
e — -_— — - - -— X
e 8 , 9x k¥ or , or X r , Or k¥
uJe
'
8
OoN
L >
- — N d m-
= LS U, |ds (II-7)
Js
pour l'équation de continuité;
8 8 8
oN ON
k k 1
Rgi = L, , 5;—Uk + 12 'é—r—' Vi + ;12 NkUk dxdr (H-8)
e
et pour l'équation suivant r:
8 8 8 8 4
oN oN oL
_ k k k
R;i = Ni IZN"U“IZ_G-;V“+12N“V“125}—V“+ZEF-P“ dxdr
: 1

e




r 8
oN oN ON oN
1 i k 12‘ k
—_ — -_—V, o+ — —_—V dxdr
* e 8 , ox K 8r | or ¢
wet
N 8 8
N N oN
i Kk
P L LNy, - =2 Xy |axdr
e r< o1 r o or
twel.
]
8
ON
1 j: k
- — N - V.  ids 1I-
ReJ 1 1 81’1 k ( 9)
s

Pour réduire 1les dérivées d'ordre 2 qui figurent dans les termes de

diffusion, nous avons appliqué le théoréme de Green.

Aprés calcul et assemblage des équations (II-7), (M-8) et (I-9) pour
1'ensemble des éléments du domaine de 1l'écoulement, on aboutit & un systéme

d'équations algébriques non-linéaires du type:

(hlew]{o) e

ou [K(U)] représente la matrice de rigidité globale définie en
fonction des inconnues du probléme,
{F} est le vecteur sollicitation global,
{u} est le vecteur global des inconnues,
et {R{U)} le vecteur résidu global de résclution.
Nous présentons les termes de la matrice élémentaire [ke(U)] dans

1'annexe II.

M - 2.4 Méthodes de résolution pour les problémes non-linéaires

Diverses méthodes de résolution adaptées aux systémes non-linéaires
du type (II-10) sont proposées par DHATT [35] et ZIENKIEWCZ [37]. Le

principe essentiel de ces méthodes est de résoudre une série d'équations
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algébriques linéaires afin d'approcher la solution exacte par une solution
qui satisfait le critére de convergence sélectionné. Trois méthodes de base

peuvent-étre utilisées:
M - 2.4,1 Méthode itérative directe

Cette méthode consiste 4a effectuer les itérations directement sur

(-

partant d'une solution initiale {U°} , on peut construire une nouvelle
solution {U!} en écrivant que:

{m } - | o) ] {F} (@-12)

Le processus itératif peut alors se mettre sous la forme suivante:

ohefes [}

et le test d'arrét consiste 4a évaluer la différence entre deux solutions

le systéme suivant:

K(U)

successives en termes de normes euclidiennes:

@ - |
[}

(Mm-14)

la valeur de € est généralement de 1l'ordre de 1073 & 10°5.
Pour conclure cette description sommaire de 1'algorithme itératif direct,

précisons deux inconvénients majeurs, et ce, malgré la souplesse au niveau

de sa programmation :
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- susceptibilité de non convergence pour certains types de problémes.
Cette possibilité est illustrée sur la figure I-2.

- son utilisation s'avére fort coliteuse en raison du nombre important
d'itérations et donc d'opérations a effectuer pour résoudre le systéme

d'équations algébriques (I-11).

I - 2.4.2 Méthode de Newton-Raphson

Cette méthode suppose que le résidu correspondant & une solution

approchée {U!} est non nulle:

[l e o

Une meilleure approximation {U!*!} est obtenue en utilisant un

développement du résidu correspondant & l'itération i+1, en série de Taylor

au 1°F ordre et au voisinage de {U!} :

{R(UM) } = {R(Ui + AU+ }«_- 0 (II-16a)
o{R(U)}
R(Ui*!) > = < R(UL) b + oo A ypt+l }+ (II-16b)
U
Ui

Le vecteur {A U!*!} contient les corrections a apporter a la solution {U'}

de 1l'itération précédente afin d'obtenir la nouvelle solution {ui+1} .

. 8{R(U)} |°?

A Ui’ = - ——a'r— R(Ui) (m'17)
Ui

{Uivl }‘:{Ui },._{AU%’I } (I-18)

et
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3{R(U)}

dans 1'équation (l-17), 1l'expression [ 50 ] représente la matrice dite

tangente globale notée [K, (U)] et qu'on peut définir ainsi:

o{R(U)}
[K.(v9)] = - — (I-19a)
ut
ou encore en tenant compte de (II-10)
o[K(U)]
[k. ()] = [kawh)] + —— Ut (I-19b)
i

')

L'algorithme de Newton-Raphson est trés conseillé pour les
problémes fortements non-linéaires. La convergence est généralement assurée
dés lors que la solution initiale {U°} est suffisament bonne et le maillage
assez fin dang 1les régions & fort gradient. La figure -3 illustre le

processus itératif de cette méthode.

II - 2.4.3 Méthode de Newton-Raphson modifiée

Dans le cas des problémes faiblement non-linéaires, 1'approximation

suivante est réalisée:

[xt (ut )] = [xt (UO)] (II-20)

ce qui entraine un nouveau schéma itératif:
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{AUi‘l }: [Kt(Uo) ]-1 {R(Ui) }

et (II-21)
{Ui~1}={ui}+{AUi41}

Cette méthode nécessite un nombre d'itérations beaucoup plus
important qu'avec la précédente méthode, néanmoins, elle permet de réduire
le temps de calcul puisque la matrice tangente n'est calculée que lors de
la premiére itération. Pour accélérer 1la convergence, il est souvent
conseillé d'actualiser la matrice tangente ( expression [I-20 ) aprés
quelques itérations. Le processus itératif de cette méthode est illustré

par la figure -4,

II - 2.4.4 cConclusion

Etant donné 1'importance d'une part des termes convectifs dans les
équations de Navier-Stokes pour l'écoulement artériel, et d'autre part des
perturbations dGes aux bifurcations et aux singularités. Notre choix s'est
porté sur la méthode de Newton-Raphson en raison de son efficacité dans les
applications industrielles et ce, malgré 1la difficulté de construire la

matrice tangente élémentaire [ki(U)].




AP
tp .
«1— P=[K(U)]{U}
P=[K(U) J{U}
vV
/
=f
Cl 4
L U2 us3 U U2 Ut U
a) convergence b) divergence
figure M-2 méthode itérative directe
J}P
AP
P=[K(U) J{U} P=[K(U)]{U}
\ \/
4 / -
_f —f
f
© &
- ——— - ——— U 112 3
Ayt A A3 U U

figure -3 méthode de
Newton-Raphson

figure -4 méthode de
Newton~Raphson modifiée
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tangente élémentaire pour

la méthode de Newton-Raphson.

Pour construire la matrice tangente élémentaire [kﬁ(U)], on part

des expressions (II-7), (H-8) et (II-9) qui définissent le résidu élémentaire

au noeud

"i", Celles-ci sont dérivées

explicitement par

rapport aux

variables nodales ( Uj, PJ, Vj ) , ainsi, on obtient les différents termes

qui constituent la matrice essentielle pour la méthode de Newton-Raphson:

OR?,
8Uj

oR%,
oP

RS,
3V

oRS
ouU

e

& aN : oN
k J
Ni NJIZE;(_UI‘ +12NkUk_a;_
[ [ on, o 8N, 8 3
N, O, ON, N, N, o,
ox Ox or OJOr r or
Je
i o,
Ni -—a; ds
s
8LJ
N —
i dxdr
8
oN
Kk
NiN‘j lZgr—'Uk dxdr
8Nj
I..i .Tx dxdr

8 oN
J
+ z Nka — | |dxdr
1 or
dxdr

(I-22)

(II-23)

(W-24)

(I-25)




oRS
oP

ORS
oV

oR3,
3y

3RS,
3P

3RS,
oV,
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[e-}

8 8

oN, 8Nj aNj
Z—V +ZNkU + NV, —— ||dxdr
1 1 r

-

dxd

0x Ox or OJr xar
[ N.N N, ON

i 1

I -3 dxdr

r2 r Jr

8NJ
Ni —a; ds

(I-26)

(I-27)

(II-28)

(I-29)

(II-30)

L'emplacement des termes (II-22) & (II-30) dans la matrice tangente

élémentaire est défini comme suite :




4o

OR}, OR}, OR},

aUJ apj oV

J

aRSi aRgi aRSi

8Uj apj ov

(W-31)

)] -
J
Ry, R, 4R,

8UJ apj oV

J

Aprés avoir exprimer tous les termes des matrices élémentaires en
fonction des coordonnées locales & et m. Les intégrales peuvent étre
évaluées numériquement sur l'élément de référence défini par:

-1 €£§ < +1

et (II-32)

Ensuite, nous utilisons la méthode d'intégration numérique de GAUSS
avec trois points d'intégration dans chaque direction, l'orientation et la

position des neufs points sont données sur la figure (II-5) suivante:

7 6 3
+3 +6 +9
8 ® +2 +5 +8 [ ] 4
+1 +4 +7
+ numéro du point de Gauss 1 2 3
® numéro du noeud de l'élément
de référence
Figure II-5
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Il - 2.6 Discrétisation du probléme instationnaire.

A partir des équations dynamiques (II-10) avec conditions aux

limites, on va introduire une discrétisation en temps selon un schéma

du ov

semi-implicite pour 1les deux termes d'accélérations ( 3¢ " 5{

] et une

discrétisation par élément finis pour les autres termes.

En tenant compte de la formulation pour le probléme d'écoulement en
régime permanent (cf § I@I-2.3), on peut écrire pour les équations de
Navier-Stokes (II-10), 1le systéme d'équations algébriques non-linéaire de

type instationnaire suivant:

wlfelf}

ot [C] est une matrice assemblée A partir des sous-matrices élémentaires

définies par:

aZ
E J‘J.eNiNJ dxdy O 0
[es,] - 0 0 0 (T-34)
aZ
0] 0 -—-J].N N, dx
| Re e i J dy

Pour 1la discrétisation temporelle, on introduit un pas de temps
uniforme At &4 1'aide d'une approximation par différences finies décentrées.
Le schéma que nous avons utilisé découle de 1la méthode d'Euler

semi-implicite. Le point essentiel & souligner eést que les deux composantes




b2

de 1la vitesse & l'instant ( n+l

)At sont exprimées a la fois en fonction de

ces mémes vitesses et de celles correspondant au pas de temps précédent
nAt:
Uine1yar = UYpae - (1-6) au(n+1)At 6 Ou,a,
At - at at
et (I-35)
Vin+s1)At = Vnat - (1-0) av(n+1)At o VoA
At at at
expressions qui peuvent étre réarrangées de la maniére suivante:
(1-8) au(n+1)At _ Uinse1)ae  ~ Ypae 0 Bupa,
ot At ot
et (II-36)
(1-6) av(n»1)Ac _ Vins1)at = Vnae o Viae
ot At ot

A partir de celles-ci,
l'accélération dans les

(I-36) ,

second membre de

[ au.nAt avnA

équations

on va remplacer les deux composantes de

dynamiques écrites a (n+l1)At par le

extraire les deux expressions correspondantes &

N .
’ des deux premiéres équations de Navier-Stokes écrites a
at ot

nAt, et, en poursuivant l'analyse par la méthode des résidus pondérés de

Galerkin et les approximations sur les variables (u,p,v) de la méme maniére

que précédement & l'aide de

matricielle suivante:

)

R(U(n+1)Ac)

(m-6) ’

on aboutit ainsi & 1l'équation

K(U(erl)At) ] { U(n+1)At At
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e o (e
- [C {U(rnl)At - Unat }

dans laquelle, [K(Unat)] est une matrice non-linéaire définie & partir des
' ) oU A, OV, A¢ .
expressions correspondantes a Sy et 3t . Ses éléments

identiques & ceux de la matrice [K(U)] du probléme permanent a 1l'exception

(I-37)

sont
des termes pour l'équation de continuité.

A ce stade , il nous reste & formuler la matrice tangente [Kt(U)]
pour la méthode de Newton-Raphson. De maniére générale, & l'iteration

"i+1", on peut reécrire son expression (II-19b) en tenant compte des termes

de la matrice [C]:

+ (1-8)At

bt

K(U%nol)At) ]

o[K(U)] .
+ (1-8)at 3uU U(n~1)At

i
U(n+1)At

(II-38)

ensuite, nous pouvons calculer le vecteur global des corrections (ou

accroissements) nécessaire & la construction de la nouvelle solution gréace

au systéme suivant:

i+1 =
{A U(n+1)At } =

i
Kt (U(n#l)At)

) {R(U%,,.mt) } (1-39)




Ly

et

{ U%;il)ﬁt } = { U%n+1)At } * { a U%;il)&t } (M—QO)

Ainsi, pour chaque pas de temps, la procédure de résolution
nécessite la connaissance de la solution du pas de temps précédent et le
probléme revient>é effectuer une série d'itérations selon la méthode de

Newton-Raphson jusqu'd ce que le critére de convergence suivant soit

satisfait:

i+l - i
U(n+1)At { U(n+1)At }

1+1
U(n+1)At

l

e
1]

105 (II-41)

En prenant pour © la valeur 0.5, ce schéma de discrétisation en
temps n'est autre que celui de Crank-Nicholson, il a l'avantage d'étre
inconditionnellement stable pour des pas de temps relativement petits et

offre une précision convenable pour les problémes du premier ordre [41].
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IU STRUCTURE ET ORGANISATION DU PROGRAMME bE CALCUL.

K - 1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous éllons présenter l'organisation du programme
de calcul, celui-ci est congu &4 partir de la version Il de MEF (Méthode des
Eléments Finis) [35] et écrit avec le langage Fortran 7?7 . On s'est attaché
dans ces programmes 4 préserver la structure hiérarchique et les noms des
différents paramétres utilisés. Certains de ses blocs de calculs ont été
conservés sous leur formes originales, tels que les sous-programmes de
lecture et contrdle des données, de calcul des coefficients et coordonnées
des points de Gauss nécessaires & l'intégration numérique ainsi que les
différents tableaux contenant les fonctions d'interpolation et leurs
dérivées. D'autres sous-programmes ont été modifiés pour traiter notre
probléme, notamment 1'adaptation de l'algorithme de Newton-Raphson & la

méthode de résolution frontale.

Par ailleurs, nous avons créé et adapté au bloc d'exécution

résolution de MEF, des sous-programmes de calcul tels que:

- Le calcul de 1la matrice de rigidité élémentaire [ke(U)]
correspondant aux équations de Navier-Stokes.

- Le calcul du résidu élémentaire {r(U)} et son assemblage dans le
résidu global {R(U)} .

- Le calcul de 1la matrice tangente élémentaire [k:(U)] pour la
méthode de Newton-Raphson.

- La méthode frontale pour l'assemblage-élimination et résolution
du systéme algébrique non-linéaire.

- L'algorithme d'Euler semi-implicite pour la discrétisation
temporelle du probléme instationnaire.

- Et la représentation graphique des solutions numériques.

Ainsi, sous sa version actuelle, 1le programme MEF peut servir &
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BLCOOR

BLDLPN

Lecture et controle des données

BLCOND

BLELEM

BLPREL Identification du probléme a résoudre

|

BLPREL
BLPRND| Choix de la solution

initiale

\

[g;NLIN, Boucle sur les itérations l:

|

ELEM4
ELEMS
ELEM6
ELEM?7

Calcul de la matrice de rigidité

et du vecteur résidu

ELEM4
ELEMS5
ELEM6
ELEM?

Calcul de la matrice tangente

!

FRSOLM

Assemblage et résolution frontale

|

[NORMVPlﬁCalcul des normes de la solutiongq

Test de NON

convergence

PRSOVP

Impression de la solution finale
et des normes intermédiaires

Fi

Figure LKI-1 Structure générale du programme de calcul.
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traiter 1les problémes harmoniques anisotropes, les problémes d'élasticité
linéaire et les équations de Naviers-Stokes pour les écoulements plans ou a
symétrie de révolution aussi bien en régime permanent qu'en régime
non-permanent. L'organigramme général du code de calcul est présentée sur

la figure (IZ-1).

Citons également que la génération du maillage ainsi que la
topologie des éléments a été effectué & 1l'aide du module mosalque du code

ATILA.

IU - 2 Téchnique d'assemblage-élimination et résolution frontale.

La méthode classique d'élimination de Gauss pour une matrice
stockée par la technique de ligne de ciel [35] s'est avérée inapplicable
pour notre probléme en raison de 1l'existence de termes nuls sur la
diagonale de la matrice tangente [ki(U)]. cf équations (I-26) et (II-31).
Nous avons donc été amené & implanter au programme MEF, une autre méthode
de résolution avec pivot et qui est particuliérement recommandée pour les
matrices creuses. C'est la méthode dite de résolution frontale, qui a été
introduite par IRONS [39] pour résoudre les problémes de calcul de
structures dans le domaine linéaire, et développée par TAYLOR [36] et SLOAN

[40] pour les problémes non-linéaires.

Le principe de cette méthode est basé sur 1'élimination &es
inconnues n'appartenant pas au front pendant la phase d’assémblage d'un
élément dans la matrice globale de stockage (K, (U)]. C'est & dire que pour
chaque matrice tangente élémentaire [k:(U)] calculé (en tenant compte des

conditions aux limites), les inconnues éliminées sont celles liées aux
noeuds qui n'interviennent pas avec l'assemblage de nouveaux éléments.

Les figures IU-2 et IU-3 représentent pour un maillage & 1 degré de liberté
(d.d.1.) par noeud, une schématisation de cette technique d'assemblage et

élimination des inconnues.
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6 9 12 T J

A

5 8 11 ! 1 ?
-3 —— - -

A

4 7 ? 10 T 13 ?
= -— - -

noeuds éliminés
noeuds actifs situés sur le front
¢ noeuds inactifs

A élément assemblé

Figure -2 Assemblage-élimination frontale

Ainsi, aprés élimination de 1'inconnue U,, les nouveaux termes de
la matrice de stockage (K;) et du second membre R, (résidu global) sont

donnés par l'algorithme de Gauss:

' _ _ (K)o (K )y _
(Kt)ij = (Kt)ij t(Kt): (I-1)
et
R; = Ri - .£<.:_).L=_Rs ( BI-2)
t’ss

De cette maniére, 1la 1ligne et 1la colonne correspondant & une
élimination sont remplacées par celles qui apparaitront avec une nouvelle
inconnue de 1'élément qui suit, et de ce fait, la largeur du front évolue
constamment au cours de la phase d'assemblage-élimination.

Par ailleurs, la taille de la matrice de stockage est conditionnée
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Figure IU-3 Représentation graphique de 1'assemblage en éléments

finis par la méthode frontale, IRONS [39].
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par la topologie du maillage, il faut donc effectuer la numérotation des
éléments suivant la direction qui minimise la largeur maximale du front
(LFRONT). On définit ce paramétre par le nombre maximum de degrés de
liberté totalisés par 1les éléments situés sur une des faces du domaine
étudié. Dans le cas du maillage de la figure TU-2 et pour un élément
isoparamétrique & 20 degrés de liberté, la valeur nécessaire de LFRONT est
égal a 40, alors que pour une numérotation horizontale du méme maillage,
cette valeur doit-étre pris égal 4 60, soit une augmentation de la taille

de la matrice de stokage (K, (U)] de 125%.

Lors de la phase d'assemblage~élimination, la matrice d'assemblage
(K, (U)] et 1le vecteur résidu global {R(U)} de dimensions respectives
(LFRONT»LFRONT) et (NDLT) sont stokés en mémoire centrale; Les termes entre
crochets de l'équation (IU-1) sont stockés en mémoire périphérique pour
étre wutilisé ultérieurement muni d'un tableau de localisation qui définit
les inconnues correspondantes. Ce procédé nous permet d'éviter

1'encombrement de la mémoire centrale.

Pour 1'ensemble des éléments qui constituent le maillage du domaine
d'écoulement étudié, le méme processus d'assemblage-élimination est répété
jusqu'au dernier é&lément et derniére inconnue ainsi que le montre la
figure -3 , et on peut alors déterminer les inconnues correspondant au
dernier élément et retrouver les unes aprés les autres, toutes les
inconnues du probléme par substitution arriére, moyennant les données

stockées hors mémoire centrale.

IV - 3 Algorithme de Newton-Raphson associé a la résolution frontale.

IU - 3.1 1°F cas : écoulement permanent.

Comme nous 1l'avons vu au § MW-2.3, 1le systéme d'équations
algébriques non-linéaire obtenu & partir des équations de Navier-Stokes

s'écrit ainsi:

{R(U)} = {F} - [K(U)] {U}
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La résolution de ce systéme par la méthode de Newton-Raphson
implique la construction de la matrice tangente [K,(U)] & partir du résidu

{R(U)} et & 1'aide de 1l'expression (II-19b) :

S[K(U) ]
[k, (U)] = [K(U)] + [—é—U—— ()

Avant de commencer les boucles d'itérations au sein du processus de
résolution, 1l est conseillé d'initialiser le vecteur global des inconnues
noté VDLG ( contenant tous les degrés de liberté du probléme ) par une
solution approchée {U°} qui peut-étre construite & partir de la solution
d'un probléme de " référence ". Ce procédé nous a permis de minimiser le
nombre d'itérations et donc le temps de calcul nécessaire & la convergence
de 1la solution approchée. A titre d'exemple, nous présentons un tableau
regroupant 8 essais de calcul d'écoulements dans 2 géométries différentes.
Il apparait clairement que l'initialisation du probléme avec la solution

obtenue pour un nombre de Reynolds Re = 1 réduit considérablement le nombre

d'itérations effectuées.

Tableau: influence de la solution inftiale sur le nombre d'itérations.

solution écoulement en régime permanent
initiale
bifurcation 60° sténose 88%
Re = 100 Re = 200 Re = 100 Re = 200

VDLG! 12 iter 19 iter 18 iter +25 iter
nul+CL

VDLG! 4 jter 5 iter 4 jter 5 iter
sol.Re=1

ou VDLG! : vecteur contenant toutes les variables nodales du probléme et

utilisé comme soclution initiale.
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Algorithme 1 :

Initialisation: choix de la solution approchée {U°},

i=1, 2, ... pour chaque itération

calcul du résidu global avec la solution (Ui-1)

boucle sur l'ensemble des éléments

organigramme figure ( I-4).
calculer la matrice é&lémentaire [ke(Ui‘l)]

calculer le résidu élémentaire :

{r(ui'l)} = {8y - feth] )

assembler { r(Ui'l)} dans le résidu global { R(Ui'l)}

boucle sur 1l'ensemble des éléments

calculer la matrice tangente élémentaire [ki(Ui‘l)]
et assemblage dans [Kt(Ui‘l)]

élimination et résolution par la méthode frontale du systéme:

[Ktwi‘l)] {au'} = {R(UH)}

construire la nouvelle solution approchée:

{u'} = {u"1} + {AaUY}

le test d'arrét consiste & évaluer la différence entre deux

solutions successives en termes de norme euclidienne:

i) - o
<

<e = 10°5
oo 7P

De maniére générale, le nombre d'itérations nécessaire a la

convergence de la solution est de 1l'ordre de 3 & 5, celui-ci dépend

essentiellement de la wvaleur prise par le nombre de Reynolds, du choix de
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la solution initiale et bien sir de la finesse du maillage utilisé.

IZ - 3.2 2°F cas : écoulement de type instationnaire.

Pour chaque pas de temps, 1la résolution de tels problémes est
identique & celle décrite précédemment mais avec des matrices élémentaires
[ke(U)] et [ki(U)] différentes, puisque, intervient dans celles-ci les
termes d'accélération ainsi que la matrice [ie(U)] calculée avec la

solution du pas de temps précédent.

Algorithme 2 :

Initialisation: choix de la solution approchée { Ug},

n =1, 2, ... pour chaque pas de temps nAt
i=1, 2, ... pour chaque itération

boucle sur l'ensemble des éléments

calculer la matrice élémentaire [c]

calculer la matrice élémentaire [ke(Ué;%)]

calculer le résidu élémentaire { (UnAt)} :

(expression WM-37 sous forme élémentaire)

et 1l'assembler dans le résidu global { R(Unat)}

boucle sur l'ensemble des éléments

(expression WM-38 sous forme élémentaire)
et assemblage dans [K (UnAt)]

—
: calculer la matrice tangente élémentaire [k (UnAt)]

|

{

I

l

:

: élimination et résolution par la méthode frontale du systéme:
i
!
|
i

—— [r)] {2 v+ { )}
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construire la nouvelle solution approchée:

{ Uim} = { Uéét} + { A Uiat}
test de convergence:
- ()
(s

sauvegarder la solution { UnAt} nécessaire & la construction de

I
1
w

la solution au pas de temps suivant { U(n¢1)AC}.

L'algorithme ainsi présenté correspond au schéma semi-implicite de
Crank-Nicholson, il a 1l'avantage d'étre inconditionnellement stable par
rapport 4a d'autres algorithmes existants, c'est ce qui ressort des travaux

de VAN de VOSSE [41] et de LOYD et al [42].

Le nombre d'itérations effectuées entre deux pas de temps
successifs ne dépasse pas 3, ceci est en partie dG 4 la finesse du pas de

temps utilisé ( At = 0.04166 ) pour le calcul d'écoulement periodique dans

une bifurcation.




Figure IZ-4
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Boucle sur les éléments

\

Extraction des d.d.l. correspondant & 1l'élément
avec prise en compte des conditions aux limites

Y

Boucle sur leé points d'intégration

4

Calcul de la matrice de rigidité élémentaire

]

Calcul du résidu élémentaire

{(r()} = [k (V)].{v)

Y

Assemblage dans le résidu global

{R(U)}

retour a 1l'appel

Construction du résidu global de résolution.

4
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¥ - PRESENTATION DES RESULTATS ET DISCUSSIONS
U -1 ETUDE DE L'ECOULEMENT PERMANENT

¥ - 1.1 Introduction

En biomécanique cardiovasculaire, 1'élément essentiel permettant de
mieux comprendre la physiologie artérielle est sans doute celui de
1'influence des caractéristiques physiques de 1'écoulement sur 1la
pathologie. Cependant, la nature de tels écoulements dans les vaisseaux
sanguins est extrémement complexé; éela étant dd d'une part a la géométrie
du systéme circulatoire, notamment au voisinage de singularités telles que
les coudes, les embranchements vasculaires, et d'autre part au comportement
rhéologique du sang. Néanmoins, certaines hypothéses de travail sont

nécessaires pour notre approche de 1l'écoulement par éléments finis.

Dans les problémes hémodynamiques, le sang peut étre considéré
comme un fluide newtonien ou non newtonien moyennant certaines hypothéses.
En ce qui concerne notre étude, nous supposons que le fluide est newtonien,
ce qui est généralement admis pour l'écoulement dans les gros vaisseaux,
telles que l'aorte et ses principales artéres latérales ot le taux de
cisaillement peut atteindre 3000 s-!. Par contre, dans les vaisseaux a trés
faible calibre (rayon < 1mm), ol le taux de cisaillement reste inférieur a

100 s !, 1le comportement rhéologique du sang doit étre approché par des

modéles non newtoniens.

En ce qui concerne les modéles géométriques étudiés, nous supposons
que les parois sont rigides et imperméables. Dans le cas contraire, il faut
ajouter au systéme de Navier-Stokes les équations qui définissent les
déplacements> de la paroi en fonction des gradients de vitesses et les
conditions aux limites associées (en tenant compte de son épaisseur et ses
proprietés caractéristiques). Néanmoins, on admet que 1'hypothése sur la
rigidité de la paroi est acceptable puisque d'aprés [43], la courbe

caractéristique ( 1'hystérésis de 1la figure U-1 ) de variation de la
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section en fonction de la pression n'indique en moyenne qu'une variation

d'environ 10% du rayon.

158

.llfl i Lﬁlfl 1 1.1‘:5u i

CROSSECTION (CM2)
138

Figure U-~1 courbe caractéristique de variation
de la section avec la pression [43]

Enfin, dans toute la premiére partie de cette étude, nous supposons
que 1'écoulement est permanent et nous appliquons la méthode des éléments
finis pour 1la résolution des équations de Navier-Stokes. Les résultats
ainsi obtenus ont fait l1'objet de deux communications [44-45]. L'extension

de 1'étude au cas instationnaire est réalisée dans la deuxiéme partie de ce

chapitre.




59

U - 1.2° Analyse de l'écoulement dans des conduites présentants des

rétrécissements de section

U -1.2.1 Modéles géométriques

La géométrie de 1'écoulement faisant 1'objet de notre étude est
caractérisée par un tube cylindrique présentant des déformations de section
a4 symétrie axiale représentées par une courbe de Gauss. Nous présentons sur
la figure U-2 1le maillage des trois modéles de rétrécissement de section
(36%, 55% et 88%). Nous avons volontairement serré le maillage au niveau de
la paroi et dans la région de la déformation afin d'améliorer la précision
des calculs dans les zones & fort gradient. Les différents paramétres liés

4 chaque maillage et qui définissent la taille du probléme sont donnés dans

le tableau suivant:

36% 55% 88%

Nombre Total 4'Eléments 198 198 210
NELT

Nombre Total de Noeuds 673 673 713
NNT

Nombre Total de Degrés de Liberté 1584 1584 1678
NDLT

Largeur maximale du Front 70 70 70
LFRONT

Les équations de 1la dynamique associées & ces modéles géométrique sont

celles du systéme (II-10) en tenant compte de la symétrie de révolution.

U-1.2.2 Influence du degré de rétrécissement

Nous avons effectués les calculs numériques avec les quatre modéles

de déformations & symétrie de révolution (36% , 55% et 88% pour 2 longueurs




60

de déformation) et en faisant prendre au nombre de Reynolds des valeurs
comprises entre 1 et 1000. Les résultats numériques obtenus nous permettent
de représenter graphiquement 1les champs de vitesses et 1'évolution de la

pression dans tout le domaine de 1l'écoulement.

Les figures U-3 et U-4 montrent que pour les premiers nombres de
Reynolds Re = 1 et 20 , les degrés de rétrécissement 36% et 55% sont
pratiquement sans influence sur le champ de vitesse. Par contre, pour le
rétrécissement a 88% et un nombre de Reynolds Re = 10, on peut observer
1l'existence des premiéres vitesses négatives figure U-9. Celles-ci se
situent dans la zone de déformation aval et prés de la paroi. A partir de
Re = 20 , 1'écoulement inversé prés de la paroi prend de 1l'importance et
donne naissance & une zone de recirculation avec des vitesses relativement

faibles figure U-10.

De méme, les résultats obtenus avec les trois modéles pour Re = 200
mettent bien en évidence 1l'influence du degré de rétrécissement sur le
champ de 1l'écoulement. Ainsi, pour le modéle a 36%, on ne remarque qu'une
faible déformation des profils de vitesse localisée dans la zone de
rétrécissement. Cette observation reste valable pour le modéle & 55%, avec
cependant l'apparition de vitesses négatives prés de la paroi et en aval de
la déformation figure U-5 . Enfin, c'est avec le modéle a 88% que la
pertubation est la plus marquée: 1l'inversion de 1'écoulement atteint la

section aval et la zone de recirculation s'est considérablement développée

figure U-14 .

Par ailleurs, nous avons représenté sur les figures U-15 , U-16
1'évolution de la pression sur 1la ligne centrale de 1'écoulement obtenue
avec des modéles & 36% et 55% de constriction et rapportée a celle calculée
pour un tube de méme longueur mais de section constante. Pour le modéle a
88%, nous avons porté sur les figures U-17 & U-23 1la distribution des
pressions sur la paroi en trait continue et le long de la ligne centrale

d'écoulement en trait discontinue.
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D'une maniére générale, pour un méme nombre de Reynolds, ces
figures mettent clairement en évidence l'influence des caractéristiques
géométriques de la singularité sur 1'évolution de la pression locale ainsi
que la chute globale de pression. Ces derniéres sont d'autant plus
importantes que le degré d'obstruction est grand. Ainsi, si on compare les
résultats numériques obtenus avec les trois modéles (de\méme longueur de
rétrécissement) pour Re = 20 figures U-15 et U-19 on remarque que la
chute de pression globale calculée avec le modéle a 88% est de 3.5 a 4 fois
plus importante que celle obtenue avec les deux autres modéles, et que ces

proportions augmentent avec le nombre de Reynolds.

U =-1.2.3 Influence du nombre de Reynolds

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a l'influence des
effets d'inertie par rapport aux effets de viscosité, et celd grace aux
solutions numériques obtenues pour différentes wvaleurs du nombre de
Reynolds et avec les quatre modéles géométrique de sténose. La encore, nous
considérons 1'influence sur le champ de vitesses, sur la taille de la zone
de recirculation, sur 1'évolution de 1la vitesse axiale, la pression et,

bien sdr, les chutes de pression.

I1 ressort des figures ¥U-3 & U-14 , concernant le champ de
vitesse, que pour chaque modéle géométrique, les déformations des profils
de vitesses sont d'autant plus nets que le nombre de Reynolds est grand.
Cette influence se fait surtout sentir dans la région o0 la pente du profil
de la paroi est la plus forte. Ces observations concernent surtout les deux
modéles & faible taux d'obstruction ( 36% et 55%). Par contre, c'est avec
le modéle & 88% qu'on note les effets les plus marquants du nombre de
Reynolds Re sur le champ de l'écoulement. Les perturbations se font sentir
dés les premiers nombres de Reynolds (Re = 10), figure U-9 d'une part au
niveau de la section minimale ot la vitesse maximale se déplace de 1'axe du
tube vers la paroi et, d'autre part, l'apparition de vitesses négatives au

voisinage de la paroi et en aval de la sténose.
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De telles perturbations s'accentuent au fur et a mesure que le
nombre de Reynolds Re augmente: les termes d'inertie deviennent donc
prépondérants, et on voit apparaitre une zone de recirculation dont la
taille évolue trés rapidement. Ainsi, pour Re = 100 figure U-13, le point
de réattachement est situé au niveau de la section avale de la conduite, ce
qui rend impossible de localiser 1le point de réattachement de la zone de
recirculation au dela de cette valeur du nombre de Reynolds. Quant au cas
ot Re = 300 figure U-14, on peut noter quelques fluctuations numériques sur
les vitesses dans la zcone proche de la déformation. Il est possible que ces
flucfuations soient dues au fait que le pas de maillage dans cette zone est

trop grand par rapport aux variations de vitesses qui s'y produisent.

La figure U-24 , concerne 1l'évolution de 1la fonction de courant
Y(x,r) et de 1la zone de recirculation en fonction du nombre de Reynolds.
Cette fonction de courant W(x,r) est calculée & partir de la connaissance
des composantes (u,v) du vecteur vitesse. Nous présentons dans 1'azanexe II

les principales étapes de l'analyse nécéssaires pour déterminer la fonction

de courant.

L'influence du nombre de Reynolds sur la taille de la zone de
recirculation est donnée par la figure U-25a . Sur cette derniére sont
portés, d'une part, des résultats numériques [12] et expérimentaux [13]
obtenus pour un modéle géométrique de sténose représenté par une
déformation pariétale sinusoidale a 89% de rétrécissement et, d'autre part,
les résultats issus de notre étude numérique avec le modéle & 88%. La

comparaison entre ces résultats améne & constater une bonne concordance.

Nous avons porté sur la figure U-26 les résultats numériques pour
la vitesse axiale obtenue avec 1les trois modéles de rétrécissement. La
encore, l'influence du nombre de Reynolds sur 1'évolution de la vitesse
axiale 1le long de la 1ligne centrale de 1l'écoulement est trés nette . La
premiére remarque est que la vitesse axiale passe par un maximum au niveau

la section minimale, et que cette valeur maximale diminue et se déplace
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légérement en aval avec l1l'augmentation du nombre de Reynolds. Ensuite, vers
la section de sortie, la vitesse décroit et peut atteindre une valeur qui
reste supérieure ( d'autant plus importante que le nombre de Reynolds est
grand ) a celle imposée & l'amont. Des résultats similaires ont été trouvés

par DESHPANDE [12] et sont reproduit sur la figure ¥-25b .

Par ailleurs, si 1l'on s'intéresse aux profils de vitesse en
différentes positions de 1la déformation, on observe que la composante
radiale de la vitesse est toujours trop faible vis & vis de la composante
axiale, sauf au voisinage de 1la section minimale ol sa valeur est plus

importante ( figures U-3 a U-14 ),

En ce qui concerne l'influence du nombre de Reynolds Re sur la
distribution de ia pression. Les allures des courbes sont quasiment
semblables: elles traduisent une chute importante de la pression au niveau
de 1la section minimale et mettent bien en évidence l'effet de plus en plus
sensible de l'augmentation du nombre de Reynolds sur la diminution des

chutes globales de pression.

Pour 1le modéle & 88%, nous avons représenté sur les figures U-18
a U-23 4 la fois 1'évolution de la pression sur 1la ligne centrale et
celle sur la paroi. En plus des observations faites précédemment pour les
deux modéles & 36% et 55%, il est intéressant de noter, que la limite de la
chute de pression est localisée juste au niveau de la section minimale, et
que, dans les sections situées en amont et en aval de la déformation
pariétale, la pression y est presque uniforme. Par ailleurs, c'est dans la
zone proche de 1la paroi que les particules fluides {( dont la quantité de
mouvement est la plus faible ) sont le plus affectées par la présence d'un
gradient de pression négatif. De telles situations expliquent 1l'existence

de zone de recirculation en aval de la sténose.
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Remargue:

Sur les figures U-8 &4 U-13 |, on peut comparer les résultats
obtenues pour les deux modéles de méme pourcentage de rétrécissement 88%
mais avec deux longueurs de déformations différentes (A = 1 et A = 3).
Ainsi, pour un nombre de Reynolds Re = 10 , on remarque d'une part,
l'apparition nette d'une zone de recirculation dont la taille est plus
importante avec le modéle & courte déformation (A = 1), et d'autre part que
la position du premier point de séparation est située légérement en aval de
la section minimale. Cette observation est encore plus nette avec les

autres valeurs du nombre de Reynolds figures U-10 a ¥-13 .

Par ailleurs, les figures U-17 4 U-22 , montrent l'évolution de la
pression sur la paroi et la ligne centrale de 1l'écoulement, D'une maniére
générale, la chute de pression est plus brutale au niveau de la section
minimale du modéle & courte déformation. Ensuite on peut noter que pour les
premiers nombres de Reynolds ( Re = 1, 10, 20 et 50 ), la chute de pression
globale est moins importante avec 1le modéle & courte déformation (A=1)
qu'avec 1l'autre modéle. Par contre, pour les deux valeurs du nombre de

Reynolds ( Re = 70 et 100 ) , cette situation a tendance & s'inverser
figures U-21 et U-22 .
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U - 1.3 Analyse de 1'écoulement dans les bifurcations

U - 1.3.1 Présentation

Notre modélisation des écoulements au niveau des bifurcations a
pour objectif principal de mettre en évidence l'influence de l'angle des
branches et du nombre de Reynolds sur le champ d'écoulement. Pour décrire
ces aspects fondamentaux, nous faisons 1'hypothése que 1'écoulement est
plan, ainsi, l'étude est faite en considérant trois modéles de bifurcations
4 deux dimensions. Les angles choisis pour les branches filles sont 30°,
60° et 90°. Nous présentons sur la figure U-27 1la géométrie et le maillage
pour chaque modéle de bifurcation. Le type de maille utilisé correspond a
1'élément isoparamétrique décrit au paragraphe II-2.1 . Les équations
algébriques non-linéaires sont linéarisées au niveau de 1'élément lui-méme

en utilisant la procédure de Newton-Raphson. Les paramétres qui définissent

la taille des matrices de calcul et donc du probléme sont les suivants:

Nombre total d'éléments {(NELT) : 175

Nombre total de noeuds (NNT) : 590

Nombre total de degrés de liberté (NDLT) : 1388
Largeur maximale du front (LFRONT) : 80

¥ -1.3.2 Influence de l'angle et du nombre de Reynolds sur le

champ de 1'écoulement

Les calculs numériques sont orientés sur la détermination du champ
de vitesses et 1la distribution de la pression dans tout le dowaine de
1'écoulement. Les résultats que nous avons otenus avec les trois modéles de
bifurcation et pour différentes valeurs du nombre de Reynolds ( 10 - 1000 )

sont comparés et font apparaitre des phénoménes intéressants.

L'étude des profils de vitesses indique que pour les premiéres

valeurs du nombre de Reynolds Re = 10 , le champ de vitesses est trés peu
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perturbé par la géométrie du domaine et on note aucune séparation prés des
parois. Par ailleurs, le développement de la vitesse & partir de la branche
mére jusqu'd la section aval de la branche fille est clairement observé sur

la figure U-28 .

Dans 1le cas du champ de vitesse obtenu pour un nombre de Reynolds
Re = 100 , on remarque l'importance des gradients de vitesses au niveau
des parois intérieures prés de la pointe angulaire ( figure U-29 ) et un
déplacement du maximum de vitesse vers la paroi intérieure. Alors que le
long des parois extérieures et prés de l'aréte, les gradients de vitesse
sont presque nuls et c'est cette zone qui est succeptible au renversement
de 1l'écoulement. D'autre part, la comparaison qualitative des résultats
(Re = 100) pour les trois modéles de bifurcations ne montre qu'une légére

sensibilité du champ de vitesses & la grandeur de l'angle.

La figure U-30 montre qu'avec l'augmentation du nombre de Reynolds
(Re = 200) , 1les effets de 1l'angle de 1la bifurcation sur le champ de
1'écoulement sont trés nets. En effet, pour les trois modéles géométriques,
on observe une déformation plus importante du profil de vitesses & l'entrée
des branches filles. Cecl est essentielement dG au fait que le changement
d'orientation de 1l'écoulement s'accompagne d'une poussée de forces
centrifuges dirigées vers la paroi intérieure indiquant 1la présence
d'importantes contraintes de cisaillement & cet endroit, ce qui est en bon
accord avec les résultats experimentaux obtenus par FARAHIFAR [7]
SIOUFFI [8] et RIEU [9]. En ce qui concerne la paroi extérieure, le fait le
plus marquant est que des vitesses négatives font leurs apparitions
uniquement pour les modéles de bifurcation & 60° et 90°, que le point de
séparation de cette zone est d'autant plus prés de l'aréte que l'angle des
branches filles est grand. Cette derniére observation est encore plus nette

avec des valeurs supérieures du nombre de Reynolds.
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Pour Re = 500, la figure ¥-31 indique d'une part, pour les trois
modéles de bifurcation, la présence de zone de recirculation dont la taille
s'est développée aussi bien vers le courant principal qu'en amont et en
aval, et d'autre part, que le déplacement du maximum de la vitesse vers la
paroi intérieure est trés net. Par ailleurs, 1la forme parabolique des
profils de vitesse dans les branches filles n'est plus assurée méme au
niveau de la section de sortie. Cela est da & la longueur de la branche
fille qui n'est pas assez grande pour permettre de localiser le

rétablissement du profil parabolique de 1'écoulement.

Les phénoménes que nous venons de décrire pour 1le champ
d'écoulement dans 1les modéles de bifurcation a 30°, 60° et 90° sont
davantage mis en évidence sur la figure U-32 et qui correspond aux

solutions obtenues pour un nombre de Re = 1000.

Sur les figures U-33 4 U-35 sont portées d'une part les courbes
en trait plein pour 1'évolution de la pression le long de la paroi de la
branche mére ainsi que de 1la paroi extérieure de la branche fille
(cf figure I-2) , et d'autre part les courbes tracées en traits discontinus
pour 1'évolution de 1la pression sur la paroi intérieure. D'une maniére
générale, avec les trois modéles et pour différentes valeurs du nombre de
Reynolds (10 - 1000), on observe une élévation sensiblement identique de la
pression située au niveau de la pointe de séparation. Par contre, au niveau
de 1l'aréte de la paroi extérieure, on note une légére chute de pression.

Celle-ci est sensiblement plus importante si 1l'angle est grand.

Par ailleurs, 1l'augmentation du nombre de Reynolds Re entraine une
baisse des chutes de pression globale et surtout la présence de fluctuation
de la pression aprés la pointe de séparation de la paroi intérieure. On
remarque que ces fluctuations de pression apparaissent plutdét avec les

modéles de bifurcation a 30° et 60° figure -34
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U - 1.4 Simulation de 1l'écoulement dans les pontages artériels

U-1.4.1 Géométries et maillages

Par rapport aux résultats que nous avons obtenu pour 1les trois
modéles de sténoses ( 36%, 55% et 88% ) cf paragraphe U-1-2 , il apparait
que les deux premiéres sévérités ( 36% et 55% ) peuvent étre considérées
comme non significatives. Par contre, une sténose & 88% peut étre
considérée comme une 1lésion menacante étant donné qu'elle réduit
considérablement 1la section artérielle, entrainant une perte de charge
‘considérable et une diminution du flux sanguin dans 1l'artére. Lorsque
1'état du lit artériel le permet, le pontage (artériel ou aorto-coronaire)
est un des moyens permettant de rétablir une circulation normale en aval de

la sténose [30], [31]. [32].

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser & l'influence de la
géométrie du pontage ainsi qu'a son raccord & l'artére sténosée sur le
champ de l'écoulement. Pour ce faire, nous avons effectué sur le modéle

géométrique & 88% d'obstruction, trois géométries différentes de pontage.

La différence entre les modéles M1l et M2 se situe uniquement au
niveau de la forme du raccord entre le pontage et l'artére sténosée. En
effet, l'angle du modéle M1 est de 90°, par contre celui de M2 et M3 est de
l'ordre de 20°. Par ailleurs, les modéles M2 et M3 se différencient entre
eux quant aux dimensions utilisées pour les pontages. Nous présentons sur
la figure U-36 la géométrie et le maillage associé & chacun des modéles. On
peut remarquer le nombre important d'éléments utilisés pour effectuer de
tels maillages, ce qui augmente considérablement les différents paramétres

et donc la taille de notre probléme par rapport aux structures précédentes:

Nombre total d'éléments (NELT) : 524
Nombre total de noeuds (NNT) : 1718
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Nombre total de degrés de liberté (NDLT) : 4033
Largeur maximale du front (LFRONT) : 90

¥ - 1.4,2 Analyse du champ de vitesses

Pour les trois modéles géométriques de pontage, nous avons effectué
le calcul numérique en donnant au nombre de Reynolds caractéristique les

quatre valeurs suivantes: 1, 20, 100 et 200. A partir de la représentation

graphique du champ de vitesses obtenu, on peut remarquer que d'une fagon

générale, le pontage entraine une diminution notable du flux dans l'artére

sténosée ( figures U-37 & U-40 ) .

En comparant les courbes de profils de vitesses situées juste aprés
le point de jonction et en amont de la sténose & 88% ( figure U-41 ) pour
le méme nombre de Reynolds, on remarque que les courbes de profils
correspondant aux deux modéles M1 et M2 sont trés semblables et quelles
présentent une différence sensible avec le profil de vitesse obtenu pour le
modéle M3. Cette différence de forme de profil s'explique par le fait que
le rayon Ty du pontage utilisé pour le modéle M3 est inférieur a celui de
l'artére sténosée (rp = 0.75 r,) alors que pour les modéles M1 et M2, les

deux rayons sont égaux (rp =r. ).

D'autre part, & mesure que le nombre de Reynolds augmente, on peut
observer sur la figure U-41 , pour les trois modéles de pontage , une nette
déformation des profils de vitesses accompagnée par le déplacement du
maximum de la wvitesse vers la paroi intérieure ( coté raccord ) indiquant
de fortes contraintes de cisaillement & cet endroit. Ce phénoméne est tout

4 fait semblable & celui rencontré dans 1'étude des bifurcations.

Par ailleurs, pour un méme modéle de pontage, on ne note aucune
influence majeure du nombre de Re sur la répartition des débits entre le
pontage et l'artére. Ceci est mis en évidence en comparant les profils de
vitesse situés au niveau du pontage ( section CC' ) pour différentes

valeurs du nombre de Reynolds Re figure U-42 .
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En ce qui concerne 1l'évolution globale du champ d'écoulement dans
les modéles de pontage, on peut noter que dés le premier nombre de Reynolds
Re = 1 { figure ¥U-37 ), la forme des profils de vitesse est fortement
affectée par la zone de dérivation, en particulier par la forme du raccord.
L'écoulement .se sépare au point de jonction conduisant ainsi & des profils
de wvitesses non symétriques. Cette asymétrie du profil se produit aussi
dans 1'embranchement ou le maximum de vitesse apparait prés de la courbure
intérieure du pontage. Par conséquent, le phénoméne d'entrée va jouer un
réle important & 1la fois du cété de l'embranchement et en amont de la

sténose.

Cette modification du profil de vitesse est essentiellement due au
fait que, dans 1la =zone du raccord, le fluide est soumis & des forces
centrifuges qui l'entrainent vers les parois situées au voisinage du point
de jonction. La figure U-38 montre que pour Re = 20, la remarque
précédente est encore plus nette. En effet, on peut signaler la présence de
zone de recirculation uniquement avec le modéle M1, ce qui met en évidence
l'effet de 1l'angle du raccord sur la répartition des vitesses & l'entrée du
pontage. Par contre, aucun renversement 4'écoulement n'est observé en aval

- de la sténose.

Avec 1'augmentation du nombre de Re = 100, la figure -39 indique
d'une part que 1la zone de recirculation observée dans le modéle M1l s'est
bien développée vers le courant principal du pontage et du coté de sa
courbure  extérieure, et d'autre part, l'apparition d'une couche de
renversement d'écoulement ol régnent de trés faibles vitesses (portion de
la parci AB). Des phénoménes similaires, mais moins intenses, sont observés
au niveau du champ de vitesse dans le modéle M2. Par contre, pour le modele

M3, c'est en aval de 1la sténose qu'on note l'existence de deux zones de

renversement de 1'écoulement.

Enfin, c'est avec 1le nombre de Re = 200, que les trois phénoménes
décrits précédemment sont regroupés dans chacun des trois modéles

géométriques de pontage ( figure U-40 )




71

U -1.4,3 Influence de la_ géométrie sur la distribution de la
pression

Les évolutions de 1la pression le long de la paroi inférieure de
l'artére sténosée et sur son axe, mettent en évidence 1l'influence des
dimensions du pontage et de la géométrie du raccord sur de tels

écoulenments.

Comme précédemment, les perturbations sont trés localisées. La
figure U-43, correspondant aux résultats obtenus pour Re = 1 et 20, nous
indique clairement que c'est toujours au niveau de la section minimale de
la sténose que se produisent les chutes de pressions les plus importantes,
et que celles-ci semblent étre minimales dans la zone d'embranchement aussi
bien en amont qu'en aval de la sténose. Par ailleurs, on peut noter une
diminution considérable de la chute globale de pression: elle se situe
entre 1/6° et 1/8° de la valeur trouvée pour l'artére sténosée non pontée

( cf figures U-17 et U-19 ), et elle est plus faible avec le modéle M2 .

Les courbes obtenues pour les autres valeurs du nombre de Reynolds
( Re = 100 et 200 ) sont quasiment identiques ( figure U-44 ). Toutefois,
on peut noter la présence de gradients de pressions négatifs situé
immédiatement aprés la section minimale de la sténose. Ceux-ci sont plus
importants avec le modéle M3 qu'avec les deux autres modeéles, ce qui
explique 1l'existence prématurée d'une zone de recirculation avec le modéle
M3 ( figure ¥-39 ). Quant & la chute globale de pression, les proportions
sont encore plus faibles avec l'augmentation du nombre de Re, puisqu'elles
se situent aux environs de 1/9°%° de 1la valeur trouvée en 1l'absence de

pontage ( cf figures U-22 et U-23 ) .
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Y- 1.5 Conclusion

La détermination par 1la méthode des éléments finis du champ de
vitesse de 1'écoulement permanent, particuliérement en présence d'une
singularité telle qu'une bifurcation ou une sténose, s'avére une bonne
approximation du champ de 1'écoulement dans de telles géométries. Notre
modélisation numérique a mis clairement en évidence les propriétés
physiques essentielles, comme l'influence de 1l'angle d'une bifurcation, ou
encore, du degré de rétrécissement d'une section, ainsi que celle de la
géométrie des pontages et de la forme du raccord sur le champ de vitesse et

la distribution des pressions.

Les résultats relatifs aux pontages nous indiquent bien la
nécessité d'effectuer la dérivation de 1'écoulement suffisamment loin en
amont de la sténose afin de permettre & 1'écoulement de se rétablir aprés
la zone d'embranchement et de minimiser ainsi la perturbation occasionnée
par la singularité. De méme 1'utilisation d'un pontage de rayon au moins
égal & celui de 1l'artére sténosée entraine un minimum de flux dans

celle-ci.

Enfin, compte tenu des hypothéses établies dans cette partie de
l'étude (écoulement permanent et paroi rigide), on peut dire que par
rapport aux facteurs dynamiques pouvant é&tre directement liés a 1la
formation des plaques d'athérome, il y a existence au niveau de certaines
régions privilégiées (et bien localisées) d'importantes contraintes de
cisaillement pouvant détériorer 1les parois artérielles et entrainer des

dépdts athéromateux.
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U - 2 EXTENSION A L'ECOULEMENT DE TYPE INSTATIONNAIRE

U - 2.1 Introduction et Tests préliminaires

Considérons maintenant le cas de 1'écoulement instationnaire
produit par un gradient de pression de type sinusoidal. Pour aborder ce
probléme nous traitons les équations de Navier-Stokes qui régissent les
écoulements plan ou a symétrie de révolution, & la fois par la méthode des
éléments finis et par la formule des différences finies (spécialement pour
les termes d'accélération). La résolution de tels systémes associés est

encore plus compliquée qu'en écoulement permanent.

Comme test préliminaire, nous avons jugé nécessaire de rechercher
la forme des profils de vitesse d'un fluide visgqueux incompressible en
écoulement périodique s'effectuant dans une conduite cylindrique de section
constante. Ce qui nous permet de comparer nos résultats numériques avec les

solutions analytiques fournies par WOMERSLEY [38].

A partir du systéme d'équations algébriques ( II-33 ) pour un
écoulement & symétrie de révolution et dd & une fonction de pression

sinusoidale P = Po cos wt, ( figure ¥-45 ), nous avons recherché les champs

l w
de vitesses pour quatre valeurs du paramétre de fréquence & = Ty —;—

(1, 5, 6, et 10 ) et avec un nombre de Reynolds Re = 200. D'un point de
vue numérique, la résolution du systéme algébrique est effectuée en
considérant un pas de temps égal 4 At = T/24 ( T étant la période ), ce qui
correspond & une solution analytique du champ de vitesse pour chaque

accroissement de wt de 15° ( figures U-46 et U-47 ).

Pour chaque valeur du paramétre de fréquence @ et pour une section
considérée, nous donnons sur 1les figures U-46a/b/c/d , 1l'évolution du

profil de vitesse durant une période (T = 1s) d'écoulement. D'une maniére
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générale, nos résultats numériques sont en bon accord avec les solutions
analytiques obtenues par WOMERSLEY {38] et reproduits sur la figure U-47 a
partir de la référence [20] . En effet, pour @ = 1 ( figure U-46a ), les
effets visqueﬁx sont prédominants par rapport aux effets d'inertie, ce qui
conduit & des profils de vitesse ayant une forme parabolique pratiquement
sur toute la période a4 l'exception cependant des profils obtenus aux déux
instants t = 8At et t = 20At et qui correspondent & un renversement de

1'écoulement.

Avec 1'augmentation du paramétre de fréquence ( o = 5§ ,
figure U-46b ), les profils de vitesses changent remarquablement d'allure
en présentant des maxima prés de la paroi et une forme aplatie dans la
région centrale. Enfin pour @ = 10 ( figure U-46d4 ), la forme des profils
s'aplatit d'avantage et peut présenter de faibles maxima au voisinage de la
paroi. Ce phénoméne s'explique par 1le fait qu'avec l'accroissement du

paramétre de fréquence, les effets d'inertie deviennent prédominants devant

les effets visqueux.

Sur 1'ensemble de ces figures U-46a/b/c/d , on peut remarquer que
le profil de vitesse obtenu en fin de cycle est le méme que celui obtenu au
début du cycle, ce qui signifie bien que 1'écoulement est numériquement
établi et périodique. A noter cependant, que cette périodicité de
l'écoulement n'a été constatée qu'a partir de la troisiéme itération

temporelle compléte.

Enfin, sur la figure U-48, nous avons porté en trait plein la
fonction de pression imposée comme conditions aux limites, et en trait
discontinu, 1la vitesse axiale (située 4 l'entrée sur la ligne centrale)
calculée par la méthode des éléments finis. Ces figures montrent bien que
pour o« =1 la vitesse est presque en phase avec la pression et que pour

« = 10, on note un déphasage de T/2, ce qui correspond bien aux conclusions

théoriques fournit par WOMERSLEY [38] et données dans 1'ouvrage [20].
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U - 2.2 Simulation de 1'écoulement périodique dans une bifurcation

Etant donné la bonne concordance entre les résultats numériques
issus du code de calcul développé dans 1le cadre de cette étude et les
solutions analytiques dues & WOMERSLEY, il est particuliérement intéressant
de traiter le méme type d'écoulement mais dans une géométrie différente
telle qu'une bifurcation. Levmodéle géométrique choisi pour cette section
est le méme que celui qui a servi en écoulement permanent ( bifurcation a
60° ). La démarche générale que nous avons adoptée pour étudier ce cas de

figure est composée de trois étapes:

- Une premiére étape consiste & déterminer les profils de vitesses
d'un écoulement plan (systéme d'équations algébriques II-33 écrit en
coordonnées cartésiennes) dis 4 un gradient de pression sinusoidal avec un
paramétre de fréquence (moyen) @ = 6 et un nombre de Reynolds Re = 200.
Comme précédemment, le pas de temps est de At = T/24, et la solution
retenue est celle obtenue & la quatriéme période (quatriéme seconde
d'écoulement) étant donné que la périodicité de 1l'écoulement est assurée

dés la troisiéme itération temporelle compléte .

- Une seconde étape consiste & utiliser comme condition & 1l'entrée
de 1la bifurcation, les solutions pour les profils de vitesses trouvés &
1'étape précédente. Les autres conditions aux limites sont décrites sur la

figure suivante:
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Maillage du modéle de bifurcation
et les conditions aux limites pour 1'écoulement instationnaire

- Dans une troisiéme étape, pour chaque pas de temps At = T/24 ,
on effectue les itérations selon la méthode de Newton-Raphson (probléme non
linéaire) jusqu'a ce que le critére de convergence ( I-41 ) retenu soit
satisfait. Le nombre d'itérations effectué entre deux pas de temps

successifs est de 3.

Sur 1les figures U-49 a U-57 , on présente les champs de vitesses
obtenus dans 1la bifurcation ( angle 60° ) et pour chaque pas de temps
At = T/24 ( accroissement de wt de m/12 ). Ces figures montrent d'une fagon
générale comment la nature instationnaire modifie la structure du champ de
vitesses sur une période d'écoulement. Ainsi, 1'observation successive des
résultats obtenus pour les premiers instants t = 0 , At et 2At ( 0, m/12
et 2m/12 ) montre bien 1le développement des profils de vitesses de la
branche mére vers la branche fille. De méme on constate que pour ces deux
branches, 1les maxima sont situés au voisinage des parois et ont des formes

de profils de vitesses semblables ( figure U-49 ).
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Ensuite, pour les instants qui suivent t = 3At, U4At et 54t ( figure U-50 ),
on remarque qu'au niveau d'un profil, les maxima de la vitesse sont
légérement décalés des parois des deux branches et que comparativement avec
la solution obtenue pour 1l'écoulement permanent, les vitesses radiales

négatives sont moins importantes & l'entrée de la branche fille-

La figure W¥-51 montre que pour t = 64t, la vitesse d'écoulement est
maximale ( ce qui correspond au pic d'écoulement cf figure U-58 ) et qu'au
niveau de la région centrale, la forme des profils de vitesses est presque
uniforme avec des mimina situés prés des parois. On observe pratiquement la
méme structure pour le champ obtenu aux instants t = 7At et t = 8At. Par
contre, pour l'instant qui suit t = 9At ( figure U-52 ), la vitesse
commence & diminuer et on note 1l'apparition d'un tourbillon de petite
taille situé juste aprés 1l'aréte au niveau de la paroi extérieure. La
taille de ce tourbillon augmente rapidement avec les instants qui suivent
t = 104t , t = 11At et t = 12At en raison de 1l'existence de vitesses
négatives au niveau des parois de la branche mére ( figures U-52 et I-53 ),
Par ailleurs, une forme similaire pour le profil de vitesses est observée

dans la branche fille, mais suffisamment loin en aval du tourbillon.

Ainsi, pour t = 134t ( figure U-53 ), 1'écoulement est complétement
inversé, et pour les instants qui suivent ( 14At € t < 19At , figures ¥U-53
d& U-55 ), 1le gradient de pression étant négatif, 1'écoulement inversé se
développe davantage dans les deux branches. Enfin, pour les instants qui
suivent ( t 2> 20At , figures U-55 U-56 ), on assiste & une diminution des
vitesses de 1l'écoulement inversé jusqu'a la fin de la période ( t = 24At,

figure U-57 ) ol on retrouve le champ d'écoulement initial.

Enfin, sur la figure ¥-58, nous donnons 1'évolution de la pression

FN

4 l'entrée de 1la bifurcation & chaque pas de temps et due & la vitesse

imposée & 1'amont.
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CONCLUSION

Dans cette étude, nous avons considéré les non-linéarités dues aux
termes de convections pour des écoulements s'effectuant & travers des
géométries assez complexes. Le code de calcul par éléments finis que nous
avons construit fournit des résultats qui sont en bon accord avec ceux
rencontrés dans la littérature concernant les écoulements permanents dans

les bifurcations et les sténoses.

Notre simulation a mis clairement en évidence 1l'influence des
paramétres géométriques et les propriétés physiques de 1l'écoulement en
particulier dans les zones & fort gradient, comme le voisinage immédiat
d'un important rétécissement ou encore, les zones de dérivations pour les
pontages. Ceci représente un avantage majeur 1lié & l'utilisation de la
méthode des éléments finis comme outil pour la modélisation des écoulements

notamment dans les zones sensibles.

L'étude de 1'écoulement dans les différents modéles de
rétrécissement fait apparaitre 1'influence du pourcentage de
rétrécissement, celui de la longueur de déformation et aussi du nombre de
Reynolds sur le champ de vitesses et la distribution de la pression en
particulier au voisinage de la singularité. De méme, les résultats obtenus
pour les trois modéles de bifurcation montrent l'influence de l'angle et du
nombre de Reynolds surtout & l'entrée de la branche fille. Pour cette
branche on peut noter l'existence d'une zone de séparation au niveau de la
paroi extérieure et de fortes contraintes de cisaillement au niveau de la
paroi intérieure.

L'écoulement bidimensionnel dans 1les modéles de pontages montre
1'influence des dimensions utilisées pour les pontages sur la répartition

des débits entre l'artére sténosée et la branche du pontage, ainsi que sur

la distribution des pressions dans tout le modeéle géométrique d'écoulement.
De méme, on note une diminution importante de la chute globale de pression
qui se situe aux environs de 1/8° de celle trouvée pour l'artére sténosée

non pontée. Par ailleurs, pour un méme nombre de Reynolds, 1l'influence de
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la forme du raccord entre le pontage et l'artére est clairement observé
grace aux trois modéles géométriques étudiés. Enfin, pour un méme modéle de
pontage, on n'observe aucune influence majeure du nombre de Reynolds sur le

flux récupéré dans la branche du pontage.

Dans le cadre de l'extension du code pour le calcul d'écoulement de
type instationnaire, les tests préliminaires montrent une bonne concordance
avec la solution théorique fournie par WOMERSLEY [38] . La simulation de
1l'écoulement périodique obtenu dans une bifurcation a 60° montre
1'influence de l'instationnarité sur l'évolution des profils de vitesses

durant une période d'écoulement.

D'un point de vue numérique, ces derniers résultats nous rassurent
sur la stabilité de l'algorithme de résolution ainsi élaboré, ce qui est
trés appréciable lorsqu'on aborde 1'étude numérique de modéles

mathématiques dépendant du temps.

Pour conclure, on peut citer 1'intérét qu'il y a & poursuivre ce
travail, d'abord vers une simulation de 1'écoulement dans les pontages avec
des conditions de type physiolologique pour la forme de pression, ensuite,
effectuer 1l'extension du code de calcul aux problémes d'écoulements
tridimensionnels afin de tenir compte des écoulements secondaires qui
existent au niveau des embranchements. Cette étape nous semble
indispensable pour pouvoir contribuer & la modélisation et 1l'optimisation

des prothéses de pontages artériels ou aorto-coronaires.
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MODELE DE RETRECISSEMENT A 89% et A=2 D'APRES DESHPANDE [12].
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Figure U-31 CHAMPS DE VITESSES OBTENUS POUR LES TROIS MODELES
DE BIFURCATION AVEC Re = 500.
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Figure U-32 CHAMPS DE VITESSES OBTENUS POUR LES TROIS MODELES
DE BIFURCATION AVEC Re = 1000.
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DIFFERENTES VALEURS DU PARAMETRE DE FREQUENCE .
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DIFFERENTES VALEURS DU PARAMETRE DE FREQUENCE .
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Figure U-49 CHAMPS DE VITESSES EN ECOULEMENT PERIODIQUE

POUR TROIS INSTANTS SUCCESSIFS 0, At, 24t
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Figure U-50 CHAMPS DE VITESSES EN ECOULEMENT PERIODIQUE
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Figure U-51 CHAMPS DE VITESSES EN ECOULEMENT PERIODIQUE

POUR TROIS INSTANTS SUCCESSIFS 6At, 7At, 8At



139

94t

M
I

AT

10Aat

AT
RiLARIL

AT

LTI

li1Aat

\
\ 1
il
\ ,fa
) f_a
| 111

LTI
L ranm

RUARLL
t._::::__

...2_ HHm

Figure U-52 CHAMPS DE VITESSES EN ECOULEMENT PERIODIQUE

POUR TROIS INSTANTS SUCCESSIFS 9At, 10At, 11At




140

124t

—o: trrenm

il
t]

I

et rrnm

et ratm

ettt rrnm

Il

RIXEIRIE ]

G

134t

AL LE
1 R
[[[1se s saam

_—:: [EYEL
————: Lham

rae e vevm

—__—: Litum

E:_~::E

~::E
il

it

igure U-53 CHAMPS DE VITESSES EN ECOULEMENT PERIODIQUE

F

POUR TROIS INSTANTS SUCCESSIFS 12At, 13At, 14At



141

154t

T
T

|10
il

i

Figure U-54 CHAMPS DE VITESSES EN ECOULEMENT PERIODIQUE
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Figure U-57 CHAMP DE VITESSES EN ECOULEMENT PERIODIQUE
OBTENU A LA FIN DE LA PERIODE 244t
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Figure U-58 EVOLUTION DE LA PRESSION CALCULEE PAR ELEMENT FINIS EN AMONT
DE LA BIFURCATION (60°) DUE A LA VITESSE u(t) IMPOSEE DURANT
UNE PERIODE D'ECOULEMENT.
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ANNEXE I

La paroi vasculaire [20] [46]

La structure d'une paroi vasculaire est constituée de tissus

appelés: 1'intima, la média et l'adventice.

- Au niveau de la face interne de l'artére, on trouve dans l'intima des
cellules endothéliales dont la perméabilité permet 1'échange de substances
passant du courant sanguin aux tissus. Ces cellules minces ont la
paricularité d'offrir peu de résistance & la pression qui tend & les

dilater et résistent bien aux forces de cisaillement.

- La média est constituée en partie par des fibres d'élastine trés
extensibles et qui sont responsables du comportement élastique de la paroi

et de sa résistance.

- Au niveau de 1l'adventice, on trouve des fibres de collagénes, peu
extensibles qui résistent d'avantage a4 l'extension que 1les fibres
d'élastine. Ainsi, lors d'une dilatation globale de l'artére, l'effet des
fibres de collagénes deviennent effectives et modifient 1'élasticité du

tissu artériel.

Les sténoses sont dues aux plaques athéromateuses qui se
développent au niveau de la face interne (intima) de la paroi vasculaire et
perturbent 1'écoulement sanguin. Cette perturbation est engendrée de deux
maniéres différentes, soit en réduisant la lumiére artérielle et entrainant
une diminution du flux en aval, soit en favorisant la formation de caillots

qui peut provoquer une embolie en se fragmentant.
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ANNEXE IX

Termes de la matrice non-linéaire [K(U)]

L'assemblage des équations (I-7), (I-8) et (I-9) pour 1'ensemble

des éléments du maillage peut-é&tre écrit sous forme de systéme d'équations
algébriques non-linéaires du type:

[hlolfe () e

K(U) ] est la matrice globale formé & partir des sous-matrices kij

K(U)

ou

définit comme suit:

NELT T T °
kiJ = E; TS, 0 T§1 (A.II-2)
e=
0 ng T§3
p
dans laquelle:
r 8 8
ON, oN
J J
T, = N, ;: N, U, p + ;E NV, 3;— dxdr
e L 1V
1 [ g 8Ni aNj \ oN, 8Nj . N, ON, i
+ —— - — —
R || lox o "o e r or r
e
1 T ON,
J
- [ N, 5=as (A.I-3)
Js
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dL.,
TS, = [Ni[ E;L ] dxdr (A.T-4)
e
TS, = L Ny dxd (A.I-5)
21 © i ox T r xdar . 5
e
8Nj
T§3 = Li['é'r—) dxdr (A.TI-6)
e
oL,
ng = Ni[ 5;1 } dxdr ‘(A.H—7)
e
[ s 8 8
oN ON
3 J
TS, = N, 12 NGy 5=+ 12 NV, 5= ||axdr
e \
CLffo[anoeN e o, N, Moo
Re ox  x or or 2 r ar |
vee o
L f N,
- = - A.II-8
Re [ Ny on ds ( )
Js

On rappel que cette formulation est valable pour les équations de
Navier-Stokes dans le cadre des problémes d'écoulement a symétrie de
révolution (T = 1). En ce qui concerne les écoulements plan, il suffit de

substituer les dérivations par rapport & r par celles suivant y, et de

faire T = 0.
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ANNEXE IITI

Détermination de la fonction de courant v

Pour 1le calcul de la fonction de courant, on se place dans le cas
ol 1l'écoulement est & symétrie de révolution valable pour les modéles de
sténoses. Dans ce cas, nous pouvons écrire les relations qui lient les deux

composantes de la vitesse (u, v) & la fonction de courant Y(x,r):

o
or

1
u o= - (A.I-1)
r

et
1 ovr

r Jx

(A.II-2)

Si on dérive la premiére équation par rapport & r et la seconde par rapport
x, la soustraction des deux expressions ainsi obtenues nous donne

a
1'équation de Poisson:

32y 32y du ov
+ r r
ox2 or2 or ox

"
[
+

(A.II-3)

Appliquons maintenant 1la méthode des résidus pondérés de Galerkin a

1'équation (A.1I-3):

3 3
dxdr = N. us+r 2. r J dxdr (A.II-4)
1 o ox
e

Pour réduire le degré de dérivation dans le premier membre de 1'équation
précédente, on utilise le théoréme de Green et on aboutit alors &

1l'expression suivante:
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32 52 * ON. 3 ON. 3
N, v + Ld dxdr = -~ - id + - v dxdr
i 3x2 ar ox ox or or
e Je
y 3
+ Ni n ds (A.II-5)
vs

a

A ce stade du calcul, il nous reste a introduire les expressions qui
définissent les approximations par élément finis des variables a

l'intérieur de chaque élément:

j=8
4 = u Nj (A.II-6)
Jj=1
j=8
v = VJ NJ (A'm-7)
j=1
j=8
et Y = ¥y N, (A.II-8)
j=1

et le systéme d'équation (A.I-4) g'écrit alors:

oN; 8NJ oN, 8NJ aNj
P + e e ] ¢5 dxdr = - N, [ Nj + 7 . u; dxdr
e e
+ N, r aNJ v, dxdr + N. o ds (A.T-9)
i ox J 1 3n
e s

Enfin, puisque la résolution du systéme algébrique non-linéaire
(II-10) fournit les vitesses (u, v) en chaque noeud (j) cf §.I-2, le second
membre du systéme (A.II-9) est donc entiérement connu et on peut alors
déterminer la fonction de courant wW(x,r) dans tout le domaine étudié. A

noter que 1l'intégrale sur la frontiére du domaine d'écoulement

oYs
J N, 3 ds ne conserne que les conditions aux limites de type Neuman.
n
s

A \ﬂT?!

YT I
(AR




Résumé de thése

L'influence de 1l'écoulement sur la pathologie est un des aspects
importants de la biomécanique cardiovasculaire nécessaire pour cpmprendre

et expliquer la formation de plaques d'athérome & 1l'intérieur de la paroi. -

En effet, ces 1lésions ont tendance & se localiser au voisinage de
singularités telles les coudes et les embranchements vasculaires. L'étape
cruciale pour 1l'étude de tels écoulements est de considérer 1'influence des
termes non-linéaires dans les équations dynamiques associées a ce type de
probléme.

Les équations de NAVIER-STOKES pour un fluide newtonien en régime permanent
ou non-permanent sont résolues numériquement & 1l'aide d'un code de calcul
par éléments finis que nous avons développé au laboratoire d'Acoustique de
1'ISEN. La procédure de discrétisation est basée sur la méthode des résidus
pondérés de GALERKIN, et le systéme non-linéaire est résolu par la méthode
de NEWTON-RAPHSON associée a 1la technique frontale. Une telle méthode
permet de déterminer le champ d'écoulement local & travers tout le modéle
géométrique étudié. Les résultats obtenus montrent 1'influence du nombre de
Reynolds, du taux de rétrécissement de la sténose ainsi que l'angle d'une
bifurcation sur le champ de vitesses et la distribution de pression. De
méme, les résultats numériques relatifs aux pontages montrent 1'influence
de la forme du raccord et des dimensions de celui-ci & la fois sur le champ
d'écoulement, la répartition des débits et la réduction de la chute globale
de pression. L'étude de 1l'écoulement périodique dans une bifurcation met
bien en évidence 1l'influence de 1l'instationnarité sur 1'évolution des
profils de vitesses durant une période d'écoulement.

Mots-clés
Sténose artérielle Eléments finis
Arterial stenosis Finite element
Pontage Simulation
Bypass Simulation
Bifurcation Biomécanique

Bifurcation Biomechanic




