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II. Préliminaires 

1. Itération d'un seul morphisme : DOEsystèm 19 

différents procédés itératifs : DOL-systèmes, gsm itérés, Tag-systkmes 

et de limite de DOElanga 

- . < ,; ..,. . .. . . .. : ' 

/. : .: . . 

un mot ultimement périodique est-il limite d 'un'~0~-langage? 

?zmwj,--sgyauai 
-, . > ii: 

I - -  d" ... -. .a, 

V. Itération de plusieurs morphismes : EDTOL-système 
I... C I L  , . 

b"a--,$?T;,-3.:;. :i' + "  - 4 . - * -  . s - 2 1 3  -, - - ' & :  > , 

A. Sur le plus grand cône rationnel contenu dans EDTOL : 

les EDTOLlangages d'index fini sont Parikh-bornés 

, - a - . -  " 8 . -  

' -  
h k , .  .-+,*. " " -  < .  

* ' ' r l ,  -.-. - * 
-s+w :i$F- 
@aAgq.?.Sur le plus grand cône rationnel contenant EDTOL : 

-, , , .. .v 

*,ç. . 
C(EDT0-, H O H-'(EDTOL) 

C. EDTOL est clos par polynôme de fonctions rationnelies 



Chapitre 1 

INTRODUCTION 



Les Esystèmes ont été introduits par A.Lindenmayer pour décrire des développements 
d'organismes en biologie. La comparaison avec la théorie des langages formels met en 
évidence de nombreuses analogies. A l'origine, le modèle mathématique utilisait des tableaux 
d'automates finis. Puis la description fit appel à des constructions plus proche des gram- 
maires telles qu'elles sont définies dsne la hiérarchie de Chomsky. 

On retrouve, comme dams la Mrarchie de Chomslry, la notion d'indépendance ou de 
dépendance vie à vis du eontwrto. La notation des tsystèmes utilise le s&e (m, n)L pour 
indiquer que, dans un tel système, la &écriture d'une lettre dhpend de m lettres à sa gauche 
et de n lettres à sa  droite ; la terminsiaon (0,O)L est abr4gh en OL. 

La diiérence principale entre la hihaaçhie de Chomsky et les familles de Elangages 
provient de la notion de simultan4itt. Dans l a  Eoystèmw, à chaque étape, toute la chaine est 
dérivée et il n'y a pas de symboles non terminaux au arerur des grammaires de Chomsky. Cela 
conduit, pour les systèmes à contexte indépendant, à des langages obtenus par morphismes 
-@&&@!.ma ~ ~ ~ ~ h .  Mr ..$P . 
l'application itérative de tabla de production, ce qui a t  rpibolid par la E e t h  T d&s le 
nom de la c h  de systémes (ce symbole est absent lorsqu'il n'y a qu'une seule table) : 
TObystCmer, O ~ y s ~ .  Dam le cas dws systèmes à contexte indépendant, chaque table 
contient des r k g b  qui wrespondent b une substitution finie. Le Laysténe est déterminiete 
quand chacune de e s  tables de production est détermuiite, il s'agit alors de morphismes 
itérés : DTOLsystèmes, DOtsystèmes. Les Lsystènizs peuvent être enrichis par la notion 
d'alphabet-cible en ne conservant dans le langage que les mots écrits sur un alphabet donné. 
On parle dors de systCmes étendus : ETûEsystèmes, MlEsystemes, EM'ûEsystèmes, 
EDOEsystèrnes. Une autre notion qui r un intbi t  évident en biologie est celle de langage 
adulte ; le langage adulte d'un &système tepAsente l'enoemble des mots engendrés par le 
système qui ne peuvent re dériver qu'en eux-mêmes. 

Exceptée la notion de langage adulte, les notions rappelées ci-dessus sont connus en 
théorie des langages et, tout en conservant ses rapports avec la biologie, l'étude des L 
langages a apporté de nombreux résultats et de nombreux problèmes P la théorie des langages 
formels. Citons un des liens entre les Elangages et la hiérarchie de ChomrLy : un langage 
est algébrique si et seulement s'il est le langage adulte d'un OEsyrtème. 

Parmi les Esystèmes ,nous nous intérésserons plus particuli&rement aux DOEsystèmes 
(un seul rnorphieme itéré) et aux DTOEsystèmes (plusieurs morphismes itérés). 



Les DOL-systèmes représentent la construction de base des Gsystèmes. Le principe 

des dérivations peut s'envisager selon deux approches : analyse de la séquence des dérivations, 
analyse du langage engendré. 

Dans le chapitre III, nous examinerons principalement les mots infinis engendrés par 

des DOL-systèmes. Deux notions importantes permettent l'étude de la structure infinie des 

langages : la limite et l'adhérence qui sont toutes deux des ensembles de mots infinis. Un 
mot infini appartient à l'adhérence d'un langage si ses facteurs gauches, ou préfixes, sont 

aussi des facteurs gauches du langage. Il appartiendra à la limite du langage si un nombre 

infini de ses facteurs gauches appartiennent au langage. La limite d'un langage est toujours 
incluse dans l'adhérence de ce langage. Le mot de Thue [66] est l'adhérence et la limite du 
DOL-langage engendré, à partir de l'axiome a,  par le morphisme h de {a, b)' dans {a, a)* 
défini par h(a) = ab et h(b) = bu. 

Un mot est sans k-répétition s'il ne contient aucun facteur de la forme wk excepté le 

mot vide (sans carré pour k = 2). L'étude des mots infinis ne contenant pas de carré est 
liée à celle des DOL-langages. En effet, la plupart des constructions de mots infinis sans 
carré fait intervenir un morphisme itéré [9]. L'un des mots sans répétition les plus célèbres 

est certainement le mot de Thue qui, sur un alphabet de deux lettres, est sans cube. D'un 
autre côté, le rapport entre mots infinis et langages algébriques est mis en évidence par le 

langage de Goldstine dont le complémentaire est l'ensemble des facteurs gauches d'un mot 
infini. Nous remarquerons aussi que les facteurs gauches d'un ensemble fini de mots infinis 

constituent un langage algébrique seulement si ce langage est rationnel. 

Un langage dont le complémentaire est algébrique est appelé co-algébrique. Le fait 

que l'ensemble des facteurs gauches du mot de Thue soit CO-algébrique a permis à W. Bucher, 

D. Haussler et M.G. Main 1151 d'apporter une réponse à certaines conjectures concernant les 
mots sans carré, conjectures émises dans [2,3]. J .  Berstel a généralisé ce résultat en montrant 

que le centre, ensemble des facteurs gauches de l'adhérence, de tout langage e n w d r é  par un 
morphisme prolongeable itéré était co-algébrique [IO]. 

Nous poursuivons cette étude du rapport entre le centre d'un langage obtenu par un 

procédé itératif et la famille des langages algébriques. Nous verrons, en particulier, que le 

centre est CO-algébrique quand il s'agit de DOL-systèmes, de gsm prolongeables itérés ou de 
Tag-systèmes uniformes. Récemment J.M. Autebert et  J .  Gabarr6 ont prouvé l'existence 
de mots infinis qui n'étaient engendrés par aucun gsm prolongeable itéré [6], répondant 
négativement à une conjecture de J .  Berstel [Il]. Signalons aussi leurs études du rapport 

entre facteurs gauches de mots infinis et langages algébriques ambigus [4,5]. 



La décidabilité de l'équivalence des séquences de deux DOL-systèmes est longtemps 

restée un problème ouvert. Il a été résolu de façon positive dans [20]. En rapport avec ce 
résultat, il a été démontré que l'équivalence des limites de deux DOL-langages est décidable 
[21] et que, pour un DOL-langage donné, on peut décider si sa  limite est un mot ultimement 
périodique donné [53]. 

Un DOLlangage infini se décompose en une union finie de DOL-langages dont l'adhéren- 

ce contient un seul mot. En se référant aux résultats que nous venons d'énoncer, cela permet 
de montrer la décidabilité de l'équivalence des adhérences de deux DOL-langages. Ce résultat 

nous permet aussi de démontrer facilement quelques propriétés des centres algébriques de 

DOL-langages, c'est-à-dire quand l'adhérence contient uniquement des mots ultimement 
périodiques. Nous conclurons l'étude des DOL-langages en montrant que le problème de 

savoir si un mot ultimement périodique est limite d'un DOL-langage est décidable. Dans le 

cas d'un alphabet quelconque, nous donnerons des conditions suffisantes pour décider de ce 
problème ; pour un alphabet de deux lettres, nous établirons une caractérisation des mots 

infinis ultimement périodiques qui sont les limites de DOLlangages, retrouvant les résultats 
de P. Séébold [63]. 

Dans le chapitre IV, nous nous intérésserons à l'étude des EDTOL-langages. 

La famille des ETOL-langages (substitutions itérées avec un alphabet-cible), notée 

ETOL, semble être la plus riche en propriétés parmi les L-langages à contexte indépendant. 
ETOL est un cône rationnel principal. La sous-famille des EDTOL-langages (morphismes 

itérés avec un alphabet-cible), notée EDTOL, présente un domaine de recherche très investi. 

La structure mathématique des EDTOL-systèmes permet une meilleure compréhension du 

parallélisme dans les dérivations. Rappelons quelques résultats importants. 

Grâce à des théorèmes de duplication, la recherche de langages n'appartenant pas à 

ETOL peut se réduire à celle de langages n'appartenant pas à EDTOL [65]. 
Aloreque les langages algébriques sont tous des ETOL-langages, il existe des lan- 

gages algébriques qui n'appartiennent pas à EDTOL [24]. En particulier, aucun générateur 
algébrique n'appartient à EDTOL [43]. 

N'étant pas fermée par morphisme inverse, EDTOL n'est pas un cône rationnel. 

La famille des EDTOL-langages d'index fini, notée EDTOLFIN, admet plusieurs 

définitions équivalentes [61] : ETOL-langages d'index fini [60], langages matriciels d'index 
fini [7,31,54] ou langages totalement parallèles [56]. 

Nous montrerons que tout langage de cette famille est Parikh-borné c'est-à-dire qu'il 
contient un langage borné qui lui est commutativement équivalent. Cette notion introduite 



par M. La t t ew  et J .  Leguy [44] a été étudiée dans différents articles [12,38,50,57,58]. En 

particulier, il a été montré que les langages algébriques sont Parikh-bornés [12]. Pour les 
EDTOL-langages d'index fini, la question a été soulevée par G. Pkun [55]. 

Les principales propriétés de clôture de la famille des EDTOL-langages ont été établies, 

notamment par A. Ehrenfeucht, G. Rozenberg [23] et J.  Engelfriet [29]. Elle est fermée 
par union, concaténation, morphisme, intersection avec les langages rationnels, fonction ra- 

tionnelle mais ne l'est pas par morphisme inverse. En particulier, si c est une nouvelle 

lettre, L ui c* E EDTOL implique L E EDTOLFIN [30,41]. Ce résultat entraine que 

E D T O L F r ~  est le plus grand cône rationnel contenu dans EDTOL. A. Ehrenfeucht, G. 
Rozenberg [23] poursuivent l'investigation de la famille des EDTOElangages en amorçant 
un début de hiérarchie, EDTOL H-'(EDTOL) i H O H-'(EDTOL) qu'ils conjecturent 

infinie. 

M. Latteux et P. nirakainen [46] ont établi que toute composition de morphismes 
et de morphismes inverses pouvait se réduire à une composition dans H-' O H O H-' O H. 
Ce résultat suffisait pour apporter une réponse négative à la conjecture. En utilisant les 
travaux de M. Latteux et J. Leguy [45], J. Karhumaki et M. Linna [40] sur les compositions 
de morphismes et de morphismes inverses, nous démontrons que la hiérarchie s'arrête à 

H O H-'(EDTOL) = C(EDTOL), le cône rationnel engendré par EDTOL. 

Si un morphisme est effqant, le morphisme inverse est d'image infinie. Si un mor- 
phisme non effaçant transforme deux lettres différentes en un même mot, le morphisme in- 
verse est d'image finie mais le nombre d'images d'un mot exprimé en fonction de la  longueur 

de ce mot peut être exponentiel. En appliquant des morphismes inverses de ce type à des 
EDTOL-langages, on trouve des exemples de langages qui n'appartiennent plus à EDTOL. 

Il semblait donc intéressant de se demander si EDTOL restait close par des trans- 
ductions rationnelles qui, à tout mot, associeraient un ensemble d'images dont le cardinal 

serait polynôrnialement borné en fonction de la longueur du mot de départ. Les polynômes 
de fonctions rationnelles vérifient ce critère ; la famille des EDTOL-langages est fermée 
par polynôme de fonctions rationnelles. Mais savoir si EDTOL est fermée par transduction 

rationnelle polynômialement bornée reste un problème ouvert. 

Le chapitre V est consacré à l'étude des transductions rationnelles polynômialement 
bornées. La recherche de propriétés de clôture des familles de langages conduit tout na- 

turellement à l'étude des transductions rationnelles. Introduites par C.C. Elgot et  G. Mezei 
[28], leur caractérisation en termes de bimorphismes, due à M. Nivat, reste un résultat fon- 
damental [51]. 

On peut distinguer des classes particulières dans l'ensemble des transductions ra- 



tionneuts en considétant la bngueur dee imsges, leur nombre, ... . Dans larr &*pitres 
pîcléaents, nous awns u C W  d a  propriétés den traabduetiom rstionae1eo dhroiaoates 
[da, des trrrnsduc%iom mtknneUe dbiMos [45f, des fsnçtisms rhtionaeltes [2$], ... . Une 
autre classe , celle dee transductions rationnelles cycliques d'image finie sera étudiée dolis 
ee chapitre. Une trwducfion est cyclique si l'image du &maine est un musgawrmble du 
~ponoide libre engendré par un unique mot. Eile aora dite d'image finie si l'image de chaque 
mot ost un souar-etwemble h i .  

Le fait que EDTOL soit fermée par polynôme de fonctions rationnelles nous a amenés 
à étudier les transductions rationnelles polynômialement bornks. M.P. Schütrenberger a 

montré que l'ensemble de ces dernières étaient exactement l'ensemble des polynômes en des 
transductions rationnelies fonctionnelles ou cycliques d'image finie [64]. Nous établirons 
l'inclusion stricte de l'ensemble des polynômes de fonctions rationnelles dans l'ensemble des 
transductions rationnelles polynômialement bornées, apportant ainsi une réponse à une in- 
terrogation de M.P. Schüteenberger. Nous montrerons qu'il existe dans H O H" des trans- 
ductions rationnelles cycliques d'image finie qui ne sont pas des polynômes de fonctions 
rationnelles. En utilisant les propriétés du produit de Hadamard sur les fonctions cycliques 
[16], nous donnons une méthode qui permet de trouver d'autres exemples de telles transduc- 
tions cycliques. 



Chapitre II 



Nous présentons dans ce chapitre les notations et les définitions qui seront utilisées 

par la suite. 

N désignera l'ensemble des entiers naturels et N +  = N \ {O) l'ensemble des entiers 
strictement positifs. Pour n et p E N ,  l'intervalle des entiers compris entre n et p s'écrit 

= { i E N  / n i s p )  et [n,p[= { i E N  / n 5 i < p ) .  

Soit X un alphabet fini. X* représente le monoide libre engendré par X ,  c'est-à-dire 
l'ensemble des mots finis construits sur X ,  avec le mot vide noté e. On définit X* = X *  \{cl .  
Un langage L est un sous-ensemble de X*.  Si w est un mot de X*,  on note Iwl la longueur 
de W. Soit Z un sous-ensemble de X .  On note (wIz le nombre d'occurrences des lettres de Z 
dans le mot W. Nous noterons cub(u) l'ensemble des lettres apparaissant dans u. Le cardinal 
d'un ensemble A sera noté IIAll. 

Soient u et v deux mots de X*. Nous noterons L U ,  l'opérateur de shuffle défini par 

Il se définit sur les langages par 

Si X = {al, a2, . . . , a k )  est un alphabet ordonné, la fonction de Parikh, notée Q, 
associe, à tout mot w E X*,  le k-uple Q(w) = (IwIoi, lwlaa, . . . , Iwlak). Deux langages L et 
L' sont commutativement équivalent si Q(L) = Q(L1). Un langage est borné s'il existe un 

n-uple de mots (wl, wz, . . . , tun) tel que L C w;w: . . . w,*. Un langage L est Parikh-borné 
s'il existe un langage borné LI inclus dans L et cornmutativement équivalent à L ou, de façon 
équivalente, s'il existe des mots u l ,  . . . , uk E X* tels que Q(L) = Q(L n u;u; . . . u;). 

Un mot infini cu est une application de N +  dans X.  Pour n E N+,  p E N ,  a(,) 

désigne la n-ième lettre de a, a[,] représente le mot fini Q(~)Q(~) . . .CY(~) ,  C Y [ ~ , , + ~ I  le mot 

"(n)a(n+l)...a(n+p) et Q[n,n+p[ le mot a(n)a(n+l)--.a(n+p-1). On Posera = & et a[n,n[ = &. 

Nous utiliserons les mêmes notations pour les mots finis en respectant la longueur du mot, 
c'est-&dire en posant, pour tout mot w E X*, w(,) = e si n > Iwl. L'ensemble des mots 
infinis sur X est noté XW et l'ensemble des mots finis ou infinis, X M  = X *  U XW. 



Un mot cr appartenant à Xw sera dit ultimement périodique s'il existe u E X* e t  
v E X +  tels que cr = uvw. Un mot u de X* est primitif si u E w+ implique u = W. Pour 
tout mot ultimement périodique cr E X W ,  il existe un couple unique (u,v) E X* x X +  tel 

que v est primitif et  soit u = E ,  soit la dernière lettre de u est différente de la dernière lettre 
de v. On dira alors que UV"' est sous forme primitive. 

L'ensemble des facteurs gauches et l'ensemble des facteurs d'un mot u de X" sont 
définis par 

FG(u) = {w E X *  / 3 v E X w  tel que wu = u) = {u[,] / n E N )  

F(u)  = {w E X *  / 3 V I  E X* et v2 E X" tel  que vlwv2 = u). 

On définit de la même f q o n  l'ensemble des facteurs droits d'un mot u de X* par 

FD(u) = {w E X* / 3 v E X* tel que vw = u). 

Pour un langage L C Xoo, on pose 

FG(L) = {FG(u) / u E L) et F(L) = {F(u) / u E L). 

Pour un langage L E X*,  on pose FD(L)  = {FD(u) / u E L). 

A tout langage L inclus dans X*,  on peut associer son adhérence et sa limite, ensembles 

de mots infinis notés Adh(L) et Lim(L), qui sont définies par 

Adh(L) = {a E XW / V n E N+ a[,] E FG(L)) 

= {a E XW / V n E N+ 3 v E X* tel que cr[,]v E L) 

Lim(L) = {a E Xw / V n E N+ 3 p E N tel que Q[,+~J E L). 

Il est clair que Lim(L) C Adh(L), pour tout langage L, et que Adh(L) est vide si e t  seulement 
si L est fini. Par contre, Lim(aUb) = 0. 

Le centre d'un langage L E X*, noté Le, est défini par 

Le = FG(Adh(L)) = {w E X* / wX* n L est infini). 

L'ensemble des langages rationnels (resp. algébriques) est noté Rrrt (resp. Alg). 
Le langage représente le complémentaire de L et le langage L est cealgébrique si son 
complémentaire est algébrique. 



Soient X e t  Y deux alphabets finis. Un morphisme h de X* dans Y* est dit al- 
phabétique (resp. strictement alphabétique, non effaçant, uniforme de module k) si h ( X )  est 
inclus dans Y U { E )  (resp. dans Y, dans Y+, dans Yk).  

H (resp H a ,  H,,, H,) représentera l'ensemble des morphismes (resp. morphismes 
alphabétiques, strictement alphabétique, non effaçant) et  H-' l'ensemble des morphismes 
inverses. 

\ 

Nous rappelons ci-dessous les principales définitions concernant les transductions ra- 
tionnelles. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [8]. 

Une transduction rationnelle r de X* dans Y* est une application de X* dans 2Y* 

dont le graphe 7  est une partie rationnelle du produit X* x Y*, définie par 

7 =  {(u'v) E X *  XY* / v E  r(u)). 

Le domaine d'une transduction r, noté Dom(r), est l'ensemble des mots qui possédent une 
image, c'est-à-dire Dom(s) = {u f X *  / 3 v E Y* tel que (u,  v) E î). 

Théorème [51] 
Une transduction r de X'  dans Y* est rationnelle s i  et seulement s'il eziste un alphabet 

Z ,  un langage nationnel R C Z* et deuz morphismes (alphabétiques) h et g, nspectivement 
de Z* dans X' et de Z* dans Y*, tels que 

ce qui s'écrit en utilisant les notations de S. Eilenberg [27] 

Si nous notons ARat = {RR / R E Rat ) ,  l'ensemble des intersections avec un 

langage rationnel, et  ARat* = {nR' / R E Rat),  une transduction est rationnelle si 
e t  seulement si elle appartient à C = H O ARat O H-' ; elle est rationnelle étoilée si et 
seulement si elle appartient à C, = H O ARat* O H". Pour un langage L, le cône rationnel 
C(L) = H o ARat O H"(L) est la clôture de L par transductions rationnelles. Pour une 
famille de langages L,  on a C(L) = {C(L) / L E L). De la même façon, on définit le cône 
rationnel étoilé engendré par un langage L, C,(L) = H o  ARat* ~H"(L) ,  e t  le cône engendré 
par une famille L de langages, C,(L) = {C,(L) / L E L) .  



La projection sur X *  sera notée AX. Nous utiliserons aussi la caractérisation suivante 

des transductions rationnelles : 

Théorème [27] 
Soient X et Y deux alphabets disjoints. Une tmnsduction T de X* dans Y* est ra- 

tionnelle si  et  seulement s'il existe un langage rationnel R 2 ( X  U Y)* tel  que 

7 = {(rx(w),.~(w)) / w E RI ,  

ce qui s'écrit en termes de bimorphismes 

Une transduction est cyclique si son graphe est inclus dans X *  x v* où v est un mot 

de Y*. 

Une transduction T de X* dans Y* est d'image finie si, pour tout mot w de X*, 11~(w)ll 

est finie. Elle sera fonctionnelle si, pour tout mot w de X * ,  11~(w)ll 5 1. 
Une transduction T sera dite polynômialement bornée s'il existe un polynôme P tel 

que, pour tout mot w E X*,  on ait 11~(w)ll 5 P(Iw1). Elle sera dite linéairement bornée si 

le polynôme P est du premier degré. Les transductions rationnelles cycliques d'image finie 

sont donc linéairement bornées. 

On définit, pour des transductions rationnelles T et T' de X *  dans Y*, la somme 

C = T + T' et le produit II = T x T' par 

C(w) = T(W) U T'(w) pour tout w E X* 

n(w) = U r(wi)r(wi) pour tout w E X* 
w1wa=w 

wl ,waEX* 

Une fonction séquentielle généralisée, qui sera appelée gsm par référence au transduc- 
teur qui la réalise (generalized sequential machine), est définie par un sextuple (X, Y, Q, go, 6, A) 

où X et Y sont les alphabets d'entrée et de sortie, Q est un ensemble d'états dans lequel qo 

repère l'état initial, 6 est la fonction de sortie de Q x X dans Y* et X la fonction de transition 

de Q x X dans Q. Les fonctions 6 et X sont étendues en des fonctions de Q x X* dans Y * 

et de Q x X *  dans Q en posant : 

X(q, e) = q pour tout q E Q 

X(q, wz) = X(X(q, w), z )  pour tout q E Q, w E X*, x E X 

6(q, e) = e pour tout q E Q 

6(q, wz) = b(q, w)b(A(q, w), z )  pour tout q E Q, w E X*, x E X 



Une fonction rationnelle f de X* dons X* est prolongable en un m& to f X+ su 
existe un mot a E XS tel que f ( w )  = wz. 

Avant d'aborder les différentes familles de Llangages, définissons la famille des DOL- 
langages, langages obtenus par itération d'un morphisme, ce qui nous permettra de présenter 
les Tag-systèmes et les gsm itérés. 

Un DOL-système est un triplet (X, h, u) où n est un alphabet fini, h est un morphisme 
de X* dans X* et l'axiome u appartient à X*. Le DOLlangage L(G) contient tous les mots 
de la forme hn (u), avec n E N. On notera 

L(G) = h*(u) = {hn(u) / n E N). 

Nous dirons qu'un DOLsystème est prolongeable si le morphisme qui le définit est 
prolongeable en l'axiome et nous parlerons alors de DoElangage prolongeable. 

phisme strictement alphabétique, parfois 

Les Tag-systèmes ont été introduits par A. Cobham [18]. Bien qu'il y ait une corn 
parsigon possible avec les CDOEoystémes, les Tag-systèmes ont surtout été étudiés pour les 
mots infinis qu'ils engendrent. Un Tsg-système est un qpintuplet ( X ,  h, a, g, Y) où X et Y 
sont deux alphabets finis, h est un morphisme de X* dans X* prolongeable en u et g est un 
morphisme strictement alphabétique de X* dans Y*. Alors (X, h, u) est un DOGsystème 
prolongeable ; on appelle eéquence interne, notée intseq, l'adhérence du DoElangage qu'il 
engendre et séquence externe, noth  eztseq, l'image de intseq par g. Remarquons que intseq 



est aussi la limite du DOL-langage. Le Tag-système sera dit uniforme si le morphisme h est 
uniforme de module k pour un certain k. 

Exemple : 
Le mot de S. Argon, noté a, est engendré par le Tag-système uniforme de module 3 : 

(X,h ,a ,g ,Y)  où X =  {a,b,c,ü,h,C), Y = {a,b,c), 
- 

h(a) = abc h(6) = Cba 
h(b) = bCa h(b) = ücb 
h(c) = ciib h ( ~ )  =  ha^ 
g(x) = g ( ~ )  = x, pour x E {a,b,c) 

a = abcacbcabcbacabacbcabcbabcabacbcacbacabcbabca. . . 

S. Argon a démontré que ce mot est sans carré [l]. J .  Berstel [9] a montré qu'il n'était 

la limite d'aucun DOL-langage. 

Nous considérons ici la notion de gsm itéré à partir d'un axiome comme une extension 

des DOL-systèmes. Soit G = (X, Y, Q, go, 6, A) un gsm. Nous supposerons que X = Y. 
Pour tout mot w E X*, nous définissons 6°(qo,w) = w et 6 n + 1 ( q o , ~ )  = 6(qo,6"(qo, w)), 
pour tout n E N. Le langage engendré par itération de G à partir d'un axiome u est alors 

{bn(!?O,u) / n E NI. 

Exemple : 

Considérons le gsm défini ci-dessous 

b/b b/b b /b a/a 



L'adhérence du langage engendré en itérant ce gsm à partir de l'axiome abbiidryz est 

(Y = abca2ba2bca4ba4ba4ba4bc. . . (a2" b)2n c . . . 

Il a été montré dans [6] que ce mot infini CY ne peut être engendré par aucun gsm prolongeable 

itéré. Par contre le centre du langage est co-algébrique. 

Partant de la définition des TOEsystèmes, nous introduisons différentes classes de L- 
systèmes et de Glangages à contexte indépendant. Pour plus d'informations, le lecteur se 

référera à [36,59]. 

Un TOEsystème est un triplet G = (X, P ,  w )  où 

(1) X est un alphabet fini, 

(2) P est un ensemble fini de tables de production ; 

pour tout t de P, on a t C X x X* , t étant un ensemble fini 

et, pour tout z E X ,  il existe w E X* tel que (z,  w) E t ,  

(3) w est l'axiome appartenant à X .  

Soit x = x ( ~ ) x ( ~ ) . . . x ( , )  E X *  avec n = 1x1 2 1 et y E X*. Nous dirons que x se 

dérive en y, représenté par la relation x a y, s'il existe une table t E P telle que ( x ( ~ ) ,  wr), 

( x ( ~ ) ,  w2), ...,( z(,), w,) appartiennent à t et y = wlw2.. . w,. La clôture transitive de cette 

relation étant notée 3, le langage engendré par le système G est défini par L(G) = {y E 
X *  / m a y } .  On remarquera que t est le graphe d'une substitution finie. 

Si IlPl1 = 1, le système est appelé OL-système. 

En introduisant la notion d'alphabet-cible, on définit les TOEsystèmes étendus, notés 

ETOEsystèmes. Un ETOEsystème est un quadruplet G = (X, P, w ,  Y) où G' = (X, P, w )  

est un TOEsystème engendrant un langage S(G). Le langage engendré par G ne contient que 

les mots dérivés à partir de l'axiome qui appartiennent à Y*, c'est-&dire L(G) = S(G) n Y U .  

Si ((PI( = 1, le système est appelé EOEsystème. 

Si, pour tout t de P et pour tout x de X, il existe un et un seul w E X' tel que (x, w) E 
t, le système est déterministe. On définit ainsi les DOEsystèmes, les EDOLsystèmes, les 

DTOEsystèmes et les EDTOLsystèmes. 

Si, pour tout t de P ,  on a t E X x X+,  le système est dit non effaçant (p r~~aga t ing ) .  

On définit de cette f q o n  les EPDTOLsystèmes ... 



Pour les Lsystèmes que nous venons de définir, nous adopterons la convention suivante 
: X étant un préfixe appartenant à { E ,  D, CD, DT, ET, EDT, EPDT) ,  la famille des XOL 
langages, engendrés par des XOLsystèmes, sera notée XOL. 

Pour illustrer ces notions, donnons quelques exemples : 

Exemple : 

Soient X = {a, b), P = {tl,t2), t l  = {(a, a2), (b, b2)), t 2  = {(a, a3), (b, b3)) et 
w = ab. Alors G = (X, P, w )  est un DTOGsystème qui engendre le langage L(G) = 
{a2n3m bZn3"' / n, m E N). 

Exemple : 

Soient X = {A, B,  a), P = {tl, t2), t i  = {(A, A2), (B, B ~ ) ,  (a, a)), 

t2 = {(A, a),  (B,a) ,  (a,a)),  w = AB et Y = {a). Alors G = (X, P, w )  est un EDTOL- 
système. L'ensemble des mots dérivables est S(G) = { A ~ " B ~ "  / n E N ) U { ~ ~ " + ~ "  / n E N)  

et le langage engendré est L(G) = / n E N). 

Une autre définition des ETOL-systèmes fait apparaître des non-termina- au sens 
des grammaires de Chomsky : 

Un ETOLsystème est un quintuplet (X, N, H,  qi, w )  où 

(1) X et N sont des alphabets finis disjoints, V = X U N ,  

X est l'alphabet terminal, N l'alphabet non-terminal, 

(2) H représente l'alphabet fini des règles de productions, 

(3) 4 est une application de H dans l'ensemble des substitutions finies 
de V* dans V* dont la restriction à X est l'identité, 

(4) w est l'axiome appartenant à N. 

L'application qi est étendue à H* en posant : 

(9 4 ( ~ )  est l'identité sur V 

(ii) 4(b1b2) = 4(b2) O +(6i) pour tout 61, b2 de H*. 

Nous utiliserons surtout cette définition pour les EDTOLsystèmes. Dans ce cas, 4 
est une application dans l'ensemble des morphismes de Vu dans V* dont la restriction à X 
est l'identité. 

L'ensemble des mots, terminaux ou non, dérivés par un système G = (XI N, H, qi, w )  

est noté S(G) = {(+(b))(w) / 6 E H*) et le langage engendré est L(G) = S(G) n X * .  



Exemple : 
Soient X = {a ,  b ) ,  N = {A,  B,C, D) ,  H = (61, 6 2 ,  6s}, w = C D  et 4 défini par 

avec d ( h )  = hl d(62) = h2 fias) = hs 
hl(A) = A h2(A) = A h3(A) = a 
h l (B)  = B h2(B) = B hs(B) = b 
hl(C) = ACB h2(C) = CB hs(C) = t 
h l (D)  = DA h2(D) = D hs(D) = B 

hl(a) = a hz(a) = a hs(a) = a 
h l@)  = b h2(b) = b hs(b) = b 

Alors G = (X, N, H, 4, m) est un EDTOtsystème engendrant le langage L(G) = 
{anbman / n,m E Net m  2 n) .  

Un EDTOLsystème est dit d'index fini s'il existe un entier k tel que tout mot de 
S(G) contient au plus k occurrences de lettre. de N : S(G) C (X*NX")Sk. La funille des 
EDTOLlangages d'index fini, engendrés par ces systèmes, est notée EDTOLFIN. 





A. Centre de langages 

1) présentation 

L'itération d'un morphisme prolongeable permet de générer une suite de mots wi dont 

chaque élément est préfixe de son image par le morphisme : h(wi) = wj+l = wiui+l. On 

voit tout de suite l'interêt d'un tel procédé pour générer un mot infini unique qui est donc 

le seul élément de l'adhérence du langage correspondant à la suite de mots. 

Le centre d'un langage L, noté Le, est l'ensemble des facteurs gauches de son adhérence, 

Le = FG(Adh(L)), c'est-à-dire l'ensemble des mots qui peuvent être prolongés en une in- 

finité de mots de L. Le fait que l'ensemble des facteurs gauches du mot de Thue est CO- 

algébrique a permis d'apporter une réponse négative à la conjecture suivante : si L est 

un langage algébrique alors soit le complémentaire de L est fini, soit l'intersection entre le 

complémentaire de L et l'ensemble des mots qui contiennent un carré est infinie [2,3]. Il est 

connu que ce mot s'obtient par morphisme itéré. J .  Berstel a démontré que le centre d'un 

langage engendré par un morphisme prolongeable itéré est co-algébrique [IO]. En respectant 

l'esprit de cette démonstration, nous allons étudier d'autres procédés itératifs. 

La première généralisation à examiner est celle des DOLsystèmes. Un DOEsystème 

correspond à un morphisme itéré, sans restriction sur le morphisme. Nous verrons que le 

centre d'un DOL-langage est cealgébrique. 

Puis nous nous intérésserons à une extension des morphismes fournie par les fonctions 

séquentielles généralisées, appelées aussi gsm (generalized sequential machine). Un gsm cor- 

respond à un transducteur déterministe dont tous les états seraient finals. Dans le cas d'un 

gsm prolongeable itéré, le centre du langage sera co-algébrique. Mais contrairement aux 

morphismes, le résultat n'est plus vrai pour les gsm quelconques. 

Nous terminerons cette section en examinant le cas des Tag-systèmes. Les Tag- 

systèmes constituent un mécanisme légèrement plus puissant que les morphismes prolonge- 

ables itérés. J .  Berstel a montré que le mot d'Argon, qui pouvait être obtenu par un Tag- 

système uniforme, ne l'était par un DOEsystème [9]. La séquence interne d'un Tag-système 

représente l'adhérence d'un DoElangage prolongeable en un axiome xo E X. La séquence 

externe est un codage de la séquence interne par un morphisme strictement alphabétique. Ce 



codage masque une partie de l'information qui était contenue dans la  séquence interne. Nous 

verrons que, pour les Tag-systèmes uniformes, l'ensemble des facteurs gauches de la séquence 

externe est cealgébrique. Par contre, pour les Tag-systimes quelconques, le problème reste 

ouvert. L'étude d'exemples semble indiquer qu'ils vérifient la même propriété. 

2) différents procédés itératifs 

La preuve de J .  Berstel s'appuie sur la remarque suivante : quand un morphisme 

prolongeable h de X* dans X *  engendre par itération un mot infini a, la place de l'image de 

la k-ième lettre est déterminée par la longueur de l'image des k - 1 lettres précédentes. Ce 

qui se traduit par la propriété des morphismes prolongeables en cr[iol : 

Dans le complémentaire, soit le mot ne commence pas par un facteur gauche de a[,,], 

soit la condition (i) n'est pas vérifiée pour au moins une lettre. Ce qui s'énonce : 

w E F G ( a )  soit w E ( F G ( a [ l , l )  n X S 1 l ) X *  

(ii) soit 3 k lo  < k < Iwl = n tel que 

W[r+~,n] E (FG(h(w(k) ) )  n xS1)x* 
r = lh(w[k-l])I et = lh(w(k))I 

Pour obtenir le complémentaire, il faut donc rompre le lien entre une lettre et son 

image. Ce principe réapparaitra dans les démonstrations concernant la généralisation aux 

gsm prolongeables itérés et aux Tag-systèmes uniformes. 

Un problème important reste à résoudre : contrôler la longueur séparant une lettre de 

son image. J .  Berstel traite la question en utilisant un automate à pile. Nous emploierons 

des langages obtenus par transductions du langage de Dyck sur une lettre D;. 

Théorème III.A.l [IO] 
Le centre d'un langage engendré à partir de wo E X *  en itérant un morphisme h de 

X*  dans X *  prolongeable en wo est CO-algébrique. 

Preuve : 

Si le langage est fini, l'adhérence est vide et le centre est rationnel. 



Si le langage est infini, l'adhérence contient un mot infini CY unique avec C Y [ ~ , I  = wo.  
Sachant qu'il faut vérifier la propriété (ii), nous nous intéressons au langage 

où Z = {#, v, A) est un ensemble disjoint de X .  

Le nombre de # représente la longueur nécessaire pour qu'une lettre qui remplacerait 

v ait son image à la place de A . Le langage L s'obtient par une transduction sur le langage 

de Dyck D i .  Pour cela, nous définissons le morphisme cp de ( X  U Z)* dans {a, b)* par : 

et le langage rationnel R = CY[~ , IX*  V #*A. 

Montrons que L = (o- l (D;)  il R qui est donc un langage algébrique. Définissons 

l'ensemble des lettres mortelles XM = {x E X / h(x)  = E )  et X N M  = X \ X M .  Soit 

w = u v un mot de L. Nous avons cp(w) = (o(u)bm+' avec 

I ~ ( ~ ) l b  = I P ( ~ x M ( ~ ) ) ~  = IrxM(~)l '  

Nous avons bien l'égalité 

puisque 

m = lh(u)l-  lu1 - 1 = Ih(rxM(u))l  - IrxM(u)I - IrxNM(u)I - 1.  

Donc p(w)  E DjI et,  comme w E C Y [ ~ , ~ X *  v #*A, nous en déduisons que w E (o-'(DjI) n R. 

Prenons maintenant un mot v de D i .  L'ensemble 



Nous obtenons bien p-l (u)  n R C L, pour tout u de D i ,  et donc p - l ( D ; )  n R C L. 

Il suffit maintenant de remplacer v et A comme l'indique la propriété (ii). Pour cela, 

nous définissons, pour chaque lettre z de X ,  la substitution rationnelle s ,  de ( X  U 2)' dans 

X* par 

s x ( y ) = y  V Y E X  
S E ( # )  = x 
s x ( v )  = 
s , ( A )  = ( F G ( h ( z ) )  fl X < ' ) X 8  où 1 = lh(z)l. 

On vérifie que 

Il est évident que 

Inversement, tous les mots ne commençant pas par un facteur gauche de a[l,l ap- 

partiennent à ( F G ( ( Y [ ~ , ~ )  X<I1 )X* .  Vérifions simplement que tous les mots de F G ( a )  
qui commencent par a(l,j sont obtenus. Prenons w E F G ( a )  n C X [ ~ , ~ X * .  11 existe alors une 

lettre tu@) différente de a(p). NOUS pouvons supposer que w [ ~ - ~ I  = ( Y [ ~ - ~ I  avec p - 1 2 I l .  

Puisque le langage est prolongeable infini, tout facteur gauche ~ ~ [ r - l ]  a une image de longueur 

supérieure à k-  1. Alors il existe une lettre a ( k )  avec p -  1 2 k > 10 telle que Ih(a[E-ll)l = r ,  

Ih(qk) ) l  = 1 et r + 1 < p 5 r + l.D1où 

L'égalité (*) est obtenue. 

La famille des langages algébriques étant fermée par union et par substitution ra- 

tionnelle, le centre du langage est cealgébrique. O 

Remarquons que, si le morphisme prolongeable h est non effaçant, le complémentaire 

du centre appartient à C({anbn / n E N ) ) .  
En effet, l'inclusion p-'({anbn / n E N ) )  5 p e l ( D ; )  est vérifiée quelque soit le 

morphisme h. Dans l'autre sens, si le morphisme h est non effaçant, nous avons, pour tout 

mot w = u v p(w)  E (anbn / n E N )  car 

Donc, si le morphisme est non effaçant, L = p-' ( D i )  i l  R = p-' ({anbn / n E N)) fl R. 



Nous pouvons aussi constater que le complémentaire du centre d'un DOElangage 
prolongeable peut être obtenu par les mêmes transductions rationnelles appliquées sur le 
langage de Dyck restreint Pi .Nous avons alors un langage 

Le reste de la preuve n'est pm modifié. Dans un sens l'inclusion est évidente 

Dans l'autre sens, en conservant les mêmes notations, si w E sgb,(a[k-ll v *-'A), comme 

I h ( a [ ~ l l ) l >  k 1, on a w E s0(r)(L1). 

Pour généraliser ce résultat aux DûLlangages, nous introduisons la notion de DOL 
système et de DOLlangage unitaires, construits à partir de morphismes particuliers. Les 
propriétés des DOLsystèmes unitaires et la décomposition d'un DOLsystème quelconque en 
DOtsystèmes unitaires nous permettront de démontrer que le centre d'un DOLlangage est 
co-algébrique. 

L'adhérence d'une union finie de langages est égale ir l'union des adhérences de ces 
1a1ï'iages pa. bè &, ~~~dhctre& d>im lAgage est Lidc ri ei'kiikmmt ei ce L g a g e  est 
fini. Nous en déduisons immédiatement une propriété que nous utiliserons par la suite. 

Propriété III.A.2 
Soient G = (X, h, u) un DOL-spième, no un entier positif et n un entier strs'ciement 

positif. Alors 
n- 1 

Adh(L(G)) = U Adh(L(Gi)) 
i = O  

où V i E [O, n - l],Gs désigne le DOL-système (X, hn, hnO+'(u)). 

Nous utiliserons le lemme suivant démontré par T. Head dans [35] : 

Lemme III.A.3 (351 
Soient Gl = (X, h, ul) et G3 = (X, h, ttlua) deuz DOL-ogsièmes. Alors, si Adh(L(G1)) 

td rra vide, L(G1) et L(G2) ont la même e&éwnce. 

Nous distinguaas duls la suite, pour un DOEsys~me G = (X, h,u), deux mus- 
ensembles dirjoinh de l'alphabet X : XI, 1'e~u)cmble des lettres engendrant, par itérations 
succdvra  du morphisme, des lmgages infinie et XF, ~'tmmbfe de ceiles engendrant des 



langages finis. Le lemme III.A.3 nous permet d'affirmer que, parmi les lettres de XI appa- 

raissant dans l'axiome, seule celle située le plus à gauche détermine l'adhérence. 

Il est clair que 

XF = { X E  X / 3 i #  j E N  telsque hi(x) = hj(z)) 

X I =  { x € X /  V i # j € N ,  hi(x)# hi(x)) et X = X F U X I .  

Remarquons aussi que w E X g  implique hn(w) E X F ,  pour tout n E N. De plus, il 

existe deux entiers ro E N et r E N+ vérifiant, pour tout w E XF, hrO(w) = hr0+'(w). Enfin, 

x E XI implique que, pour tout entier n E N, hn(x) appartient à X*XZXC = XFXzX*. 

Définition 

Un DOL-système G = (X, h, u) est unitaiw s'il eziste une factorisation u = u l u ~ u 3  

avec u l ,  u2, u3 E X*, h(u1) = ul ,  uz E X;XzX*, h(u2) = W ~ U Z W ~  avec wl, ws E X* et 
h(wl) = wl. 

Nous appellerons DOL-langage unitaire, un langage engendré par un DOL-système 
unitaire. 

Lemme III.A.4 
Soit G = (X, h, u) un DOL-système unitaire engendrant le langage L. Alors, Adh(L) 

contient exactement un élément et Le est CO-algébrique. 

Preuve : 

Deux cas peuvent se présenter : 

1. W l  = e  

D'après l'hypothèse, u se factorise en u l u 2 u ~  avec u2 engendrant un langage infini. 

Donc, G = (X, h, ulu2u3) et G' = (X, h, uluz) engendrent deux langages L et L' qui ont 
même adhérence (lemme III.A.3), donc même centre. 

Puisque le morphisme h est prolongeable en uiuz, le centre LIe = Le est CO-algébrique. 

2. W l  # E 

Alors, Adh(L) = {ulwr)  et  Le = FG(ulv;) est rationnel. ~ o n c r  est rationnel. 

Montrons maintenant que tout DOL-langage infini est égal à l'union d'un langage fini 
et d'une union finie de DOLlangages unitaires. 



Proposition III.A.5 
Soit G = (X, h, u) un DO&-système. Si L = L(G) est infini, alors il eziste deux entiers 

n E N +  et no E N teb que, pour tout i E N,  Gi = (X, hn, hn0+'(u)) est rnitain.  

Preuve : 
Dsns un premier temps, on &ablit le rSrpultat suivant : il existe z E Xz,to E N et 

t E N+ tels que hra(u) = ulzvs avec vl E X;, us E X*, ht(z) = wizwk, wi E X$ et 
w; E X*. 

En &et, L infini implique que, quelie que soit l'itération i, hi(u) appartient à XF XIX*. 
Soit k le nombre dtéléments de XI. Pour i E [O, k], hi(u) représente k + 1 itérations. Donc 
un élément z de XI a été utilisé deux fois en tant que première lettre de XI apparaissant 
dans hi(u). Il existe donc deux entiers t et to, avec O 5 to < to + t 5 k pour lesquels z est 
facteur de hr0(u) et de hr(x) et, dans les deux cas, n'est précédé que de lettres de XF. 

Nous avons v l  E XF+ et W ;  E X$ ; il existe donc po, qo E N et p, q E N +  tels que 

no = PO + &,d- to et n = $9. Pour tout i E N, nous avons 
- 

h n ~ + i ( ~ )  = hpo+qo+i (hto (u)) = h ~ ~ + q ~ + ~  (vl su3). 

Nous vérifions que : 

(b) puisque z E XI, nous avons ul E XFXzX* ; 

= Wlu~wg 
en posant ,, = kpd+W#+i*@g-l)t(&) . . w ~ + f m + ~ ( ~ i )  

- h~o+qo+i(l$l) . . h ~ o + f a + i + @ P l ~ ( ~ $ )  ; . w3 - 



(d) puisque, wi E X;,  nous avons hpO+~O+i+(pq-j)t(wi) E X g ,  pour tout j E [l,pq]. 

De plus, pour tout j E [1, pq], on a : 
hptq (h~o+qo+i+@q-j)t(~:)) =h~o+i+(~q-j)t(hqo+~tq (wi)) 

-hpo+i+(pq-j)t - qo (h (Ut)) 
-h~o+qo+'+@e-j)t(,;) - ; 

Pour tout i E N,  Gi = (x, hn , h " ~ + ~ ( u ) )  est donc unitaire. O 

Des propositions III.A.4 et III.A.5 , nous pouvons déduire que l'adhérence d'un DOL- 

langage est toujours fini, résultat qui avait été annoncé dans [22]. 

En effet, si le DOLlangage est fini, son adhérence est vide. Dans le cas contraire, le 

DOL-langage est égal à l'union d'un langage fini, dont l'adhérence est vide, et de l'union, 

pour i E [O, n - 11, des DOL-langages unitaires L(Gi) définis par la proposition III.A.5, dont 

l'adhérence contient un seul élément. Nous avons donc 

Proposition III.A.6 

L'adhérence d'un DOL-langage est fini. 

Pour démontrer que le centre d'un DOL-langage est co-algébrique, nous utilisons le 

lemme suivant : 

Lemme III.A.7 

Soient ai, a 2 ,  ... , a n  E XW. Si, pour tout i E [l ,n],  Li = FG(a i )  est aZgébhque, 
alors Li fi L2 fi.. . il Ln est encore algébrique. 

Preuve : 

On peut supposer, sans nuire à la généralité, que tous les ai sont différents. Il existe 

alors un entier k E N +  tel que les préfixes de longueur k des cri sont différents. Posons 

ai = ai[k1Pi, pour tout i E [ l ,  n]. Nous avons i # j implique ai [k]  # q[k].  

X*  peut s'écrire : 



en fonction des différents préfixes Le langage 

est examiné par rapport à cette décomposition. 

L fl FG(ai1~1) C Li il FG(ai[kl) = 0 pour tout i E [1, n]. 

L fl = Li i l  ai[k1X* pour tout i E [l ,  n]. 

Donc nous pouvons écrire 

Li étant algébrique, ~ Y ~ [ ~ ] X *  et FG(aiik1X*) étant rationnels, pour tout i E [l, n], nous 
déduisons que 

est algébrique. O 

Nous avons vu que si l'adhérence n'était pas vide, elle pouvait être déterminée par une 
union finie de DOL-langages unitaires (propositions III.A.2 et III.A.5): 

n-1 

Adh(L(G)) = U Adh(L(Gj)) = {ao, al,. . . , a,} avec rn < n - 1. 
i = O  

- 
Chaque aj est l'adhérence d'un L(Gi) et ,  Gi étant unitaire, L(Gi)" = FG(aj )  est algébrique 

(lemme III.A.4). Le complémentaire d'une union finie étant l'intersection des complémentaires, 

le lemme III.A.7 nous permet de conclure par la proposition suivante : 

Proposition 1II.A .8 
Le centre d'un DOL-langage est CO-algébrique. 



Nous pouvons préciser ce résultat. Le complémentaire du centre d'un DOLlangage 

prolongeable appartient à Rocl, la famille des langages à un compteur restreint. Il en va 

de même pour le complémentaire du centre d'un DoElangage unitaire. Rocl étant un cône 

rationnel principal est fermé par union ; les preuves du lemme et de la  proposition précédents 

nous permettent de conclure que le complémentaire du centre d'un DOLlangage appartient 

à Rocl = C ( D r )  et au cône C(D;). 

Nous trouvons pour les gsm prolongeables itérés la proposition annoncée par J .  Berstel 

[Ill. 

Proposition III.A.9 
Le centre d'un langage engendré à partir de wo E X +  en itérant un gsm prolongeable 

en wg est CO-algébrique. 

Preuve : 

Soit M = (X, X, Q, go, 6, A) un gsm prolongeable en wo. 

Si le langage L engendré par itération de M à partir de wo est fini, l'adhérence est 

vide et le centre est rationnel. 

Si le langage est infini, l'adhérence contient, comme pour les morphismes prolonge- 

ables, un seul mot infini a qui vérifie : 

Nous pouvons séparer le complémentaire du centre en deux sous-ensembles. Le premier 

contient les mots qui ne commencent pas par un facteur gauche de cr[l,l ; ce sous-ensemble 

est rationnel. Le deuxième sous-ensemble contient les mots qui commencent par cr[iol mais 

qui ne vérifient pas la contrainte (i) pour au moins une de leurs lettres. 

w E FG(a) soit w E (FG(a[i,l) n x<ll)x" 
soit 3 k  lo < k <  Iwl = n tel que 

< l  x* 
w[r+i,n] E (FG(b(qjk-1, w(k))) n x- ) 



Remarquons que le mot w[h] appartient à Dom(gsm) puisque la lettre qui vérifie la 

propriété (ii) peut être trouvée dans un facteur gauche de w qui appartient à FG(a) .  

Comme pour les morphismes, nous construisons le langage qui permet de réserver la 

place de l'image du début de mot. Mais il faut tenir compte des états. Nous construisons 

donc 

où VQ = {vq / q E Q) et Z = {#,A)  sont des ensembles disjoints de X.  Nous pouvons 
obtenir L par transduction du langage de Dyck D i .  Pour cela, posons : 

Rz = (Q x X x Q)'(Q x x x {qi))({qj) x XI x Q)(Q x X t  x Q)' 
4 s f q i  

Le langage R = Rl fi Rz fi R3 contient les mots représentant des suites de transitions 

autorisées par le gsm, commençant par les transitions dues à ~ [ r , ]  et terminées par une 

transition (q, V, ql) où q est l'état atteint par les transitions précédentes. 

Nous pourrions vérifier que L = p O nR#*A op(D;) où cp et p sont deux morphismes 

de (QxX1xQ U Z)* dans {a, b)' et dans (X U VQ U 2)' definis par : 

~ ( ( q i  2, qj)) = ai-' si l =  16(qi,~)l > O et q j  =X(qi,z) 
p((qi ,z ,qj))=b si I = ( J ( q i , z ) ( = O  et qj=X(qi ,z)  

v ( ( ~ , v , ~ I ) ) = b  p o u r t o u t q , q l E Q  1=(6(q i ,z ) I=O 

(.(A) = & 

cp(#) = b 
~ ( ( q i ,  X,  qj)) = 2 

CL((!?, v, 97) = vq 
cl(#) = # 

= A 

Le langage L est donc algébrique. 



Nous définissons alors, pour chaque lettre x de X et pour chaque état q de Q la 

substitution sSq de ( X  U {O*) U Z)* dans X* 

~Z,(Y) = y  V y E X  
szq(#) = X 

s e q ( v q ~ )  = x si q' = q et X(q, x) est défini 
= 0 sinon 

szq(A) = (FG(6(qI x)) n x S r ) x *  où 1 = 16(q, z)] 

Nous vérifions que 

De façon évidente, 

Dans l'autre sens, si un mot w appartient FG(cr), soit il ne commence pas par un fac- 

teur gauche de cr[l,l, soit il existe une lettre w ( ~ )  différente de a@). Dans ce dernier cas, 

nous pouvons supposer que w [ ~ - ~ I  = Q [ ~ - ~ I  avec p - 1 > Il > 10. On constatera que 
w [ ~ - ~ I  E Dom(gsm). Puisque le gsm engendre un langage prolongeable infini, il existe une 
lettre w(k1 = cr(k) où 10 < k 5 p -  1 telle que X(qo ,w[~-~~)  = qk-1 ,  )6(qo,~[k-~1)1 = r ,  

]b(qk-1, wp))I  = 1 et r + 1 5 p 5 r + 1. D'où 

La  famille des langages algébriques étant fermée par union finie et substitution ra- 

tionnelle, FG(cr) est un langage algébrique. O 

Alors que la généralisation d'un morphisme prolongeable à un morphisme quelconque 
ne pose pas de difficulté, la généralisation à un gsm quelconque ne peut pas être faite. 



Le gsm ci-dessous fournit un exemple de fonction séquentielle engendrant par itération 
à partir de l'axiome wo = cdcz un langage dont le centre n'est pas CO-algébrique. 

Les premières dérivations sont 

cdcz =+ adc2x j abc2dcx j abacdc2z j aba2dc4x j a b a 2 b c 4 d ~ x ~ a b a 2 b a 4 b ~ 1 6 d ~ z  j . . 

Par induction, on vérifie que le gsm engendre par itération un seul mot infini 

a = Adh(abA* il A*a+b) où A = {anba2" b / n E N ) .  

En appliquant le résultat suivant, démontré par A. Grazon [33], on vérifie que F G ( a )  n'est 
pas algébrique. 

Proposition III.A.10 [33] 

Soit a = au1bau2b . .  . aunb un mot infini sur { a ,  bIW. Si, pour tout K E N, il existe 
r E N tel que 

2 

> K ! +  K + ( K  - l ) ~  + ( K  - 1 ) C s i y  sz+1 - 
i=l  

alors FG(a) n'est pas un langage algébrique. 

Nous terminons notre examen des résultats positifs en montrant que l'ensemble des 

facteurs gauches de la séquence externe engendrée par un Tag-système uniforme est co- 
algébrique. 

La démonstration ne pose pas de difficulté majeure. Ce que le morphisme cache en 

passant de la séquence interne à la séquence externe, le caractére uniforme nous permet de 
le découvrir en partie. 



La proposition III .A. l l  résulte directement du théorème 1 dans [18]. Il s'ensuit une 

progression de propriétés simples vers la propriété III.A.14 qui nous sera utile. 

Proposition 1II.A. 1 1 [18] 
Soit T = ( X ,  h ,  c r i ,  g ,  Y )  un Tag-système uniforme. Il existe n ,  p E N avec O 5 n < p 

tels que, pour tout z, y E X ,  g(hn(r ) )  = g(hn(y))  implique g(hP(r)) = g(hP(y)).  

Cette propriété reste vraie si nous remplaçons les lettres z et y par des mots u et v ,  

puisque hn ( u )  = hn ( v )  signifie hn ( ~ ( ~ 1 )  = hn ( v ( ~ ) ) ,  hn(u(Z)) = hn (v(Z))...quand il s'agit de 

morphismes uniformes. 

Propriété III.A.12 
Soit T = ( X ,  h ,  cri, g ,  Y )  un Tag-système uniforme. Il existe n ,  p E N avec O 5 n < p 

tels que, pour tout u ,  v E X + ,  g (hn (u ) )  = g(hn(v)) implique g(hP(u)) = g(hp(v)). 

Comme p > n ,  on peut appliquer de nouveau la propriété III.A.12 en prenant ui = 
hP-"(u) et vl = hP-"(v). Par induction, on en déduit une suite d'égalités. Donc pour une 

période assez grande q = k ( p  - n )  2 n ,  on obtient la propriété suivante : 

Propriété III.A.13 
Soit T = ( X ,  h ,  cri, g ,  Y )  un Tag-système uniforme. Il existe q f N+ le1 que, pour tout 

u ,  v E X + ,  g(hq(u)) = g(hq(v)) implique g(hXq(u) )  = g(hXq(v) ) ,  pour tout X E N+.  

La séquence intseq restant la même si on remplace h par hl  = hq, nous pouvons écrire 

la propriété: 

Propriété III.A.14 
Soit T = ( X ,  h ,  a l ,  g ,  Y )  un Tag-système uniforme. Il existe un Tag-système uniforme 

Tl = ( X ,  h l , c r l , g ,Y )  engendrant les mêmes séquences interne et donc externe e t  vérifiant , 
pour tout u ,  v E x+,  g(hl (u) )  = g(hl (v ) )  implique g(h:(u)) = g(h:(v)),  pour tout X E N+.  

Cette propriété nous permet de retrouver une construction similaire à celle des propo- 

sitions III.A.l et III.A.9. 

Proposition 1II.A. 15 
L'ensemble des facteurs gauches de la séquence externe engendrée par un Tag-système 

uniforme est CO-algébrique. 



.. 
Preuve : 

Soit T = (X, h, x i ,  g, Y )  un *-système uniforme de module 1 engendrant les séquences 
intseq et e d s e q .  Nous pouvons supposer que T vérifie l'implication de la propriété précédente. 

~ o ~ h i d d o n s  le langage L 1dMni par 

L = { u  v #m A / u E e r l . e q ~ f l ~ k ' - Y ,  k > 2 et m = ( k  - 1)12 - k l )  
- - -- -. . - - -. - = z - 8 -  rr.7.. ..-,a- ..-. -si -7 uT*-rLi.+il e*-- a - .,* j- , .- I- **AiL +- -. . 

où Z = {#, v, A). Y 

J 
i 

Ce langage est construit pour que v s I 

1 

A par l'image de cette image., . 
$+pi 

l ' :;a*%wP Y Nous vhifions aisément que L est dgkbrique, puisque 
.: 

~ = ~ ~ n ~ o ~ ' ' ( { a ~ b "  / n €  N ) )  

où p, cp sont des morphismes de (Y U 2)' dans (a ,  6)' et dans (Y U 2)' définis par 

P(V) = b 
(A)  = e 

et le langage rationnel 

Définissons, pour chaque z 

,(y) = y pour tout y  € Y 

.=(v) = g(h(z ) )  

@ O ( # )  = y 
&i>; ... ii ;#,(A) = (FG(g(h2(2) ) )  n Y5'-)Y' 
2, ,: ,. I *.,.- . . . .  - 
&$-. ,..,.. .::<*gq,:,: , .  ....,$y,:i;;..J,,i .. ... : . .,,.- ;i,!,ia Ti.,7~v~~:i~i;: . .<<, . : > . : . 3 . .  , ,  ,..,? ,Y.& ... $2: <<.,~;;,-.,.:-; :, ,.; ' :'.' :, .,,j*,. .Ls yj,.;;bF)~i?. ,- ,-. ., :,. ".A.  

On d b n t r e  facilement qu&I.: :::: , , & . . .  . . . .  . . . . \ : -.: -y.- , *' , , .?'..~.;:.&h $;$;::*$;,.ki:.-:':::-: , . : '.:; . . :-.:::!)$.;.-.> ;,,.<. , , .... .r ..>.. .?.Ti. .C' '. ,' . .. - .; .Y ., .--i.< -. 

prouvant aimi que ~ ~ ( e ~ t ü c ~ )  est CO-dgebrique. 



En effet, la propriété III.A.14 nous indique que, si la substitution s,(v),  pour x E X ,  

correspond au facteur de la séquence externe s in l leq(kJ(~)  pour un certain k, alors sX(A) 

correspond à sintleq(,,(A). On en déduit que sx(L) S FG(extseq) et  

Dans l'autre sens, prenons un mot w dans FG(extseq) et plus particulièrement w appartenant 

à FG(extseq) n e x t ~ e q [ ~ ~ ~ Y * .  Il existe alors un entier p > l2 tel que W [ ~ - ~ I  = e ~ t s e q [ ~ - ~ ]  et  

w@) # extseqb). Comme p > 12, l'entier k vérifiant (k - 1)12 < p 5 LI2 est 2 2, nous avons 

donc W[kl-l+l,kl] = e~tse~[kl-f+l,kl] et w[kla-la+l,kla] # extseq[kla-l~+1,kl~]. On en déduit que 
w E sextseqlkl(L). O 

Remarquons que les gsm itérés sont plus puissants que les Tag-systèmes. 

Proposition 1II.A. 16 
Toute séquence externe engendrée par un Tag-système est l'adhérence d'un langage 

engendré par un gsm itéré. 

Preuve : 

Soit T = (X, h, x l , g ,  Y) un Tag-système engendrant les séquences intseq et extseq. 
On peut supposer X n Y = 0. 

Construisons le gsm suivant M = (X u Y u {O), X u Y u {v), Q, qo,6, A) où 

Les itérations commenceront sur l'axiome e x t ~ e q ~ ~ ~ i n t s e q [ ~ , ~ ~ ] ~  où II = (h ( in t~eq (~ ) ) ( .  

On vérifie aisément qu'à chaque étape, la séquence croît sous la forme e x t ~ e q [ ~ ~ i n t s e q [ ~ + ~ , ~ ~  

où 1 = (h( int~eq[~]) l .  En effet, les alphabets X et Y étant disjoints, la lecture de e ~ t s e q [ ~ ]  

conduit à une réécriture du mot et  maintient dans l'état go. La première lettre n'appartenant 

pas à Y est intseq(k+i) qui est transformée en e ~ t s e q ( ~ + ~ )  et  provoque la transition à l'état 

indicé par la lettre i n t ~ e q ( ~ + ~ ) .  Les autres lettres de la séquence intseq sont lues et  recopiées 

sans changement d'état. Finalement, le marqueur de fin v engendre h ( i n t ~ e q ( ~ + ~ ) ) ~ .  O 



3) conclusion 

L'analyse d'autres familles de Esystémes fournit des exemples de langages dont le 
centre n'est pas CO-algébrique. Prenons par exemple le DTOLsystème G = ({a, b), hl, h2, ab) 
avec hl et h2 définis par 

hl(a) = a2 hz(a) = a 

hl(b) = b h2(b) = b2 

Nous avons Adh(L(G)) = {aw) U {a2nbw / n E N) dont l'ensemble des facteurs 
gauches n'est pas CO-algébrique. 

Nous pouvons bussi signaler que le complémentaire des facteurs de l'adhérence d'un 
DOLlangage n 'qt  pas toujours algèbrique. Il suffit de pteadrc Ie DOEsy8tèm suivant pour 
s'en convaincre : G = ({a, b), h, a) avec h(a) = aba et h(b) = b2. On vérifiera que 

qui n'est pas un langage algébrique. 

*. . fq$#k.q! J4 
Ii serait intéressant de comparer la famille des langages CO-algébriques avec des familles 

ae langages engendrés par d'autres procédés itératifs. II existe en particulier toute une 
hiérarchie de Tag-systèmes [52] engendrant des séquences externes qui sont toutes des dhéren- 
ces de CDOLlangages. 

Donnons un exemple de dquence externe engendrée par un Tag-système non uniforme: 

G =  (X,h,e,g,Y) avec X={a,b,c,d,e) et Y={a,d,e)  

h(a) = a g(a) = a 
h(b) = ba 9(b) = a 
h(c) = cba g(c) = a 
h(d) = dcba 9(a) = d 
h(e) = edcba d e )  = e 

Nous obtenons les rriquences suivantes : 
intreq = edcbadcbacbabaadcbacbaacbabaabaaa . . . 
extseq = edagdagdalgdas4da5". . 

Si nous notons edscq = eda81dcr8ada8?. ., l'équation suivante détermine la valeur de 
s, en fonction de n et on en déduit la relation qui unit un facteur a'- aux deux facteurs 



n-1 j t - l  

Cette dernière relation ne doit plus être vérifiée dans le complémentaire 

F G ( e x t s e q )  est un langage algébrique qui appartient à Rocl .  

Des exemples de mots infinis dont le complémentaire des facteurs gauches n'est pas 

algébrique ont été fournis par A. Grazon [32]. La structure des séquences externes engendrées 

par des Tag-systèmes comparée à celle de ces exemples nous incite à émettre la conjecture 

suivante : 

Conjecture 
Le complémentaire des facteurs gauches d'une séquence externe engendrée par un Tag- 

système est algébrique. 

A l'inverse, J.M. Autebert et J .  Gabarr6 [6] ont montré récemment qu'il existait des 

mots infinis, dont l'ensemble des facteurs gauches était co-algébrique, et qui n'étaient en- 

gendrés par aucun gsm prolongeable itéré. Ils émettent la conjecture suivante : 

Conjecture [6] 

Il eziste un gsm prolongeable G et un morphisme strictement alphabétique h tels que 

l'ensemble des facteurs gauches de l'image par h du mot  infini engendré par itdration du gsm 
G n'est pas CO-algébrique. 



B.Décidabilité dans les problèmes d'adhérence et de limite de DOLlangages 

1) présentation 

Nous avons vu qu'un DOLsystème unitaire engendrait un seul mot infini. Nous pou- 
vons aussi affirmer que l'adhérence d'un DOLlangage unitaire est soit un mot ultimement 
périodique, soit engendrée par un DOLsystéme prolongeable. Les t r a w  de K. Culik II et 
A. Salomaa [22] nous indiquent que, dans le cas des DOL-eystèmes prolongeables, l'adhérence 
et la limite sont égales. Dés lors, la décomposition d'un DOLlangage en une union finie de 
langages finis et de DOL-langages unitaires nous permet d'obtenu quelques propriétés de 
décidsbilité. 

L'égalité de deux mots ultirnement périodiques, l'égalité de deux limites de DOL- 
langages prolongeables [21] et l'égalité d'une limite de DoElangage prolongeable et d'un 
mot ultirnement périodique [48] sont trois problèmes décidables. On peut donc décider si 
deux DoElangages unitaires ont même adhérence et donc même centre. 

Si deux DOLlangages sont infinis, chaque adhérence est une union finie d'adhérences 
de DOS.langsges unitaires. Cttte unian étant dfectivement constructible, il &#kt & m 
parer deux à deux les aàhérences des DOLlangages unitaires pour décider si deux DOL- 
langages quelconques ont même adhérence. Nous retrouvons donc le théorème de T. Head. 

Théorème II1.B .1 [34] 
On peut dtfcider si deux WL-langages ont même adhénnce et donc même centre. 

Après avoir montré que les centres de DOLlangages étaient cealgébriques, nous pou- 
vons nous interroger sur les centres de DoElangages qui sont algébriques. Nous remar- 
quons alors que, si le centre est algébrique, l'adhérence ne contient que des mots ultimement 
périodiques. 

Lemme III.B.2 
Soit Lw = {al, a2,. . . ,a,) un ensemble fini de mots infinis. Les trois propriétés 

ruiwantcr sont bquioalentes : 

(1) FG(Lw) est dgtfbritj.ire. 

(2) FG(LW) est mtionncl. 

(3) Lw est un ensemble de mots ullimement ptfn'odiques. 



Preuve : 

Nous avons, de façon triviale, (3) ==+ (2) ==+ (1). 

Il ne reste à montrer que (1) a (3). 

Remarquons d'abord que les facteurs gauches de chaque mot infini forment un langage 

algébrique. En effet, les mots infinis étant supposés différents, il existe une longueur K qui 

les distinguent : i # j implique  ai[^] # %[KI. Pour tout mot ai dans L,, nous avons 

FG(ai) = (FG(L,) n ai[K]X*) U FG(o~[~] ) .  

Donc, si FG(L,) est un langage algébrique, FG(ai) l'est aussi. 

Puisque FG(ai)  est un langage algébrique qui a la propriété de préfixe, FG(ai)  est un 

langage rationnel [14]. Nous pouvons en déduire que ai est ultirnement périodique. O 

L'adhérence d'un DOL-langage unitaire est soit ultirnement périodique, soit engendrée 

par un DOL-système prolongeable. Dans ce dernier cas, l'adhérence et la limite sont égales. 

Nous pouvons donc formuler le résultat de J.J. Pansiot de la manière suivante : 

Théorème III.B.3 [53] 
On peut décider si l'adhérence d'un DOL-langage unitain est un mot ultimement 

périodique. 

En appliquant toujours le même raisonnement, nous en déduisons la propriété suivante 

Proposition 1II.B .4 

On peut décider si le centre d'un DOL-langage est algébrique. 

Plusieurs études ont montré qu'on pouvait décider si un DOEsystème engendrait 

un mot ultimement périodique [48,53]. Analysons le problème dans l'autre sens. Un mot 

ultimement périodique est toujours l'adhérence d'un DOLlangage. Par contre, il n'en est 

pas toujours la limite. 

2) décidabilité du problème de synthèse 

Nous nous intéréssons maintenant au problème de synthèse suivant : un mot ultime- 

ment périodique donné peut-il être la limite d'un DOLlangage ? Nous avons besoin de 

quelques propriétés très simples pour montrer que ce problème est décidable. 



Lemme III.B.5 
Soit G = ( X ,  h, wl)  un DOL-système tel que Lim(L(G)) = {a) où a est un mot 

ultimement périodique qui s'écrit uvW sous forme primitive. 
Alors, le DOL-système G' = (XI, hl,uv) engendre un langage qui possède la même 

limite ; le morphisme h' est la nstriction de h d l'alphabet X' = ab(uv). 

Preuve : 
Par definition de la limite, il existe un facteur gauche de uvW, plu8 long que U V ,  

appartenant à L(G). Notons wk = hk-'(wl) ce faekur. La limite du langage engendré par 

le DOL-système Go = ( X ,  h, wk)  est égale à celle du langage L(G). 

Nous pouvons aussi constater que UV engendre, par itératioas successives de h,  un 
langage infini. Si ce n'était pss le cas, L(Go) serait fini et la limite aordt vide. 

La 
Nous en 
engendré 

limite de L(Go) contient un wu1 mot qui vérifie donc l'équation h(uuW) = uvW. 
déduis0918 que h*(uvW) = uuw et hb(F;G(uvW)) C FG(uvw ). Donc, le langage 
par G' = (X, h, U V )  est inclus dans FG(uvW) et il est infini ; sa limite est UV'''. Il 

est dors évident que l'on peut restreindre le morphisme à l'alphabet X' = &(UV). O 
*,v*& x$, -z l+"+  ' . "-" .- fiv;' . .. .. 

Lemme III.B.6 
Soit uvW un mot infini mis sous forme primitive. Le DOL-langage engendré par G = 

( X ,  h, U V )  a pour limiie uvw si et seulement si h*(uu) est inflni et s'il existe v l ,  v2 E X* tels 
que v = vlv2, h(u) E uv*vl et h(v) E v2u*vi. 

Preuve : 
En utilisant les lemmes de T. Head [35] sur les mots ultimement périodiques, on vérifie 

facilement cette propriété. Remarquons que le DOL-syst&me est prolongeable , puisque la 
limite contient un et un seul mot infini, et engendre un langage hb(uv) infini. 

Supposons que Ih(u)l < lu]. Nous wons alors h(u) = ul et h(v) = u2vivi avec 
u2 $ 6, i E N et lvll < I V / .  Le mot uuu ne =rait per rrow, forme primitive uuw = h ( w W )  = 
u l ( u l v i u l ~  = ulu2(vivlu2)w. Donc, h(u) = uvl avec vl E FG(v). 

Supposons que Jh(v)l < Ivl. Nous aurions aiors h(v) = ua et vW = vru$. Le fait de 
mettre vlvc sous forme primitive v:vaW entraine lvil 1v21 < I V ] ,  ce qui contredit le lemme 
6.1 de T. Head [35]. Donc Ih(v)J 2 Ivi et h(v) E v2v*vf pour un certain ur E FG(v) et 
vlv2 = v. Alors h(vw) = (u2v*vr)" = v2vW entraine vyv2 = v. 



Réciproquement, nous avons h(uv) E uv+vl et h*(uv) est un langage infini ; le D O L  

système G = (X, h, UV) est donc prolongeable engendrant un langage infini. Pour vérifier 
que ce mot infini est bien uvW, il suffit de constater que l'ensemble des facteurs gauches 

de uvW reste stable par le morphisme h : l'image de uvkv' où v' E FG(w) appartient à 

uv+vl FG(v2v*v1). O 

Proposition III.B.7 

Un mot uttirnement périodique étant donné, l'existence d'un DOL-langage ayant ce 

mot pour limite est décidable. 

Preuve : 

Supposons acquis le mot uvW sous forme primitive. D'après les propriétés précédentes, 

si un DOL-langage a pour limite uvW, nous pouvons rechercher le DOL-système en prenant 

UV pour axiome et X = ab(uv) pour alphabet. 

Il suffit de montrer que le morphisme hl s'il existe, pourra être trouvé dans 

Hk = {h E H / V x E X Ih(x)I 5 Iuv21) 

qui est un ensemble fini. 

Supposons qu'il existe un morphisme g qui convienne avec, pour une certaine lettre 

z de X, g(z) = wlüvwa et lwll 2 Iul. Alors, il existe un morphisme h qui convient avec 

h(y) = g(y), pour tout y # x et h(z) = wlvw2. La propriété précédente nous indique qu'il 

existe vl, v2 E X *  tels que g(u) E uvuvl et g(v) E v2v*vl avec vlv2 = V. 

Si z appartient à crb(u), comme nous avons IwlI 2 lu1 et uvW sous forme primitive, le 

lemme 6.2 de T. Head [35] nous permet de déduire que h(u) appartient encore à uv*vl. De 
même, si z E ab(v), nous conservons h(v) E v2vUv1. 

Nous vérifions aussi que le langage engendré est toujours infini. Si x appartient à 

crb(u), nous avons g(u) E uv2v*v1 et donc h(u) E uv+vl, h(v) E w2v*vl. Si z appartient 

à ab(v), nous avons g(v) E v2v2v*v1 et h(v) E v2v+vl, h(u) E uvuvl. Dans les deux cas, 

h(uv) E uv2v*v1 et h(v) E v ~ v * v ~ ,  ce qui est suffisant pour garantir que le langage est infini. 

Nous pouvons décider si Lim(h*(uv)) = {uvW) pour chacun des morphismes de Hk 
[48]. O 

Nous terminons cette partie en donnant des conditions suffisantes pour la décision 



du problème de synthése. Ces conditions s'obtiennent à l'aide de la propriété suivante. 
Elles permettent de traiter la plupart des cas de mots infinis ultimement périodiques sur un 
alphabet de deux lettres. Nous retrouvons alors des résultats de P. Séébold [63]. 

Lemme III.B.8 
Soit uvW un mot uhimement périodique sous forme primitive. Soit G = ( X ,  h, U V )  un 

DOL-système tel que Lirn(L(G)) = {uvW) et X = ab(uv). Pour toute lettn infinie a de XI, 
on u l ~ l a l ~ ~ l a  < 2 .  

Preuve : 
Supposons que les hypothèses soient vérifiées et qu'il existe une lettre infinie a telle 

que Iuloluvla 2 2. Nous considérons a la première lettre de XI apparaissant dans u. Deux 
cas sont à envisager : 

Posons u = ulau2 et v = vlavz avec lullo = O. Nous avons h(uvW) = uvW. Nous en 
déduisons l'existence d'un entier n tel que hn(a) = u:au2viwl avec i > O et hn(ur)ui = u1. 
Ceci implique 

L'occurrence de ul entre deux mots v conduit à des contradictions. Soit uz -s r et le mot v 

se termine, comme le mot u, par a ; soit u2 # é et les mots u, v se terminent par la même 
lettre, la dernière lettre de u2. Ces deux possibilités contredisent le fait que uvW est sous 
forme primitive. 

2.  lula 2 2 et lvla = O 

Posons u = ulau2aug avec lul la = lu210 = O. Il existe un entier n tel que hn(a) = 
u~au2au~viwl avec i > O et hn(ul)ui = ul et donc 

MW- 

ce qui contredit le fait que le mot v ne contienne pas a. O 

Dans le lerrune III.B.5, nous avons vu que l'existence d'un DOLlaagage ayant pour 
limite un mot ut+" avec l'exbknce d'un morphisme de (ab(uv))" sur (aà(uv))* qui 
sera itéré à partir de l'axiome U V .  t a  propriété précédente nous permet donc de conclure 
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sous forme primitive : 

Par contre, nous pouvons rCpondre diirmativernent dans les cas suivants : 

-ab(u) n ab(v) = 0 on définit alors h(t) = + V + E ab(u) 
h(x) = v2 V r € ab(v) 

-soit ab(v) \ ab(u1) # I on définit alors h(r) = r V r E ab(ul) 
h(a) = u 

h(z) = v V r E ab(u2) \ ab(ul) 

-soit ab(u1) n ab(u2) = I on définit alon h(r) = D V z E ab(ul) %y * .  

h(a) = u 

h(x) = v V x E ab(u2) 

-o>b(u) \ ab(u) # I et  3 o E X tel que luvla = i 
si Iule = O v = olav2 on ddfinit dors h&) = 2 V z f o 

&(a) = av2vla 
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Vu la propriété III.B.8, nous pourrions penser qu'il sera généralement difficile de trouver un 

DOEsystème engendrant de tels mots. Donnons cependant quelques exemples pour lesquels 

la réponse est affirmative : 

cas (i) 

cas (i) 

cas (ii) 

u = dbb 

u = accadd 

u = ecb 

u = baeecbaec 

u = ecac 

u = ce 

h(a) = acca 

h(b) = b 
h(c) = d 

h(d) = d 

h(a) = aeecba 

h(b) = b 

h(c) = ec 

h(e) = e 

h(a) = acc 

h(c) = ec 

h(e) = E 

Par contre on constatera que, cas (ij, ui  = b, VI = cbc et, cas (ii), u2 = dbcad, va = cb 

définissent deux mots infinis u i v ï  et  u z u r  qui ne sont pas des limites de DOLlangages. 

Pour clore le problème sur un alphabet de deux lettres, X = {a, b), nous devons encore 

regarder le cas particulier : ab(u) = {a) et ab(u) = {a, b). 
1 
i 

Lemme III.B.9 

Soit uvW un mot infini ultimement périodique sous forme primitive tel que ab(u) = { a ) ,  
I 

ab(v) = {a, b) et lula 2 2. Ce mot n'est pas la limite d'un DOL-langage. 
1 
i 1 

Preuve : 

Posons u = an avec n > 0. 

Nous déduisons de la propriété précédente que la lettre a n'appartient pas à l'ensemble 

X I  des lettres engendrant un langage infini. S'il existe un DOGsystème, G = (X, hl UV) qui 

engendre un langage ayant uuW pour limite, il faut que b appartienne à XI. Pour la lettre a ,  

il n'y a donc que deux images possibles : h(a) = a ou h(a) = r .  Nous pouvons éliminer la 

possibilité h(a) = r qui impliquerait h(u) = r .  Donc h(u) = u = an.  

Comme uvW est sous forme primitive, nous pouvons poser u = amlbamab.. . amkb où 



k E N+ et, pour tout j E [l, k ] ,  mj E N .  Comme h ( u )  = u, nous aurions h(u )  = ui avec 

i > O ; donc h(b)  E b X U b .  11 existerait alors un entier n tel que h"(b) E vlu+u2 avec Ivll < 
et lu21 < lui. Mais h n ( v )  E v+ implique am1ulu+u2am2ulu+u2 . . . amkulu+uz C u+ .  on en 

déduit que uz = E et que les mj sont égaux ; ce qui contredit la forme primitive de uuW. O 

Des lemmes III.B.8 et III.B.9, on déduit la proposition suivante : 

Proposition III.B.10 
Soit uvW E {a, bIW un mot infini ultimement périodique mis sous forme primitive. Ce 

mot est la limite d'un DOL-langage si et seulement si 

soit u E a'b u = a  
soit u E a+ u E a'b 

ou symétriquement 

soit u E b'a u = b  
soit u f b+ v E b'a 

OU encore 

U = E  v E {a, b)'. 

Cette dernière propriété est une conséquence des résultats obtenus par P. Séébold qui a 

établi une caractérisation complète des morphismes engendrant des mots infinis ultimement 

périodique sur un alphabet de deux lettres [63].  





Chapitre IV 



A.  Sur le plus grand cône rationnel contenu dans EDTOL 

Dans la définition des EDTOL-systèmes que nous utilisons, les non-terminaux sont les 

lettres actives du système. Une des restrictions sur la structure des EDTOL-systèmes consiste 

à borner le nombre de non-terminaux apparaissant à chaque étape de la dérivation. Cela 

revient à borner le parallélisme. Les EDTOLsystèmes ainsi obtenus sont appelés EDTOL- 

systèmes d'index fini. La famille des langages qu'ils engendrent, notée EDTOLFzN, est le 

plus grand cône rationnel contenu dans EDTOL [41]. Remarquons aussi que ETOLFIN et 

EDTOLFzN ne représentent qu'une seule famille de langage [60]. 

La fonction de Parikh fournit des renseignements sur le nombre d'occurences de chaque 

lettre dans un mot. Un langage est dit Parikh-borné s'il contient un langage borné qui lui 

est commutativement équivalent. Contrairement aux langages algébriques, les DOL-langages 

ne sont pas forcément Parikh-bornés [12]. 

Exemple : le DOEsystème G = (X, h, a) avec X = {a, b, c ) ,  h(a) = abc, h(b) = bc, h(c) = c 

engendre un langage qui n'est pas Parikh-borné. 

Dans [55], G. PEun démontre l'existence de langages matriciels qui ne sont pas Parikh- 

bornés. Il termine son article en s'interrogeant sur le cas de la famille des langages matriciels 

d'index fini qui est égale à EDTOLFzN. Il conjecture que les langages de cette famille sont 

Parikh-bornés. Nous apportons une réponse positive à cette conjecture. 

Nous allons définir les DOL-langages d'index fini ; chaque mot d'un tel langage possédera 

une dérivation dans laquelle le nombre de lettres actives à chaque étape est borné. Ces 

DOL-langages d'index fini permettront de montrer que les EDTOL-langages d'index fini sont 

Parikh-bornés. 

Définition 

Soit G = (X, h,u)  un DOL-système. Une lettre a de X est active si h(a) # a. Le DOL- 

système est d'index fini s'il existe un entier k tel que tout mot du langage L(G) contienne 

au plus k occurences de lettres actives. Un DOLlangage est d'index fini s'il existe un DOL- 

système d'index fini qui l'engendre. 



Lemme IV.A.l 

Tout DOL-langage d'andex fini est borné. 

Preuve : 

Soit G = (X, h, u) un DOEsystème d'index k engendrant le langage considéré. Soit 

A E X l'ensemble des lettres actives. Nous allons raisonner par induction sur le cardinal 
l 

IlXll. 

Si llXll = 1, l'alphabet est réduit à un certain {a) et  le langage engendré L(G) est 

inclus dans a* ; ce langage est donc borné. 

Supposons que IIX [ (  > 1. Le langage L(G) = h* (u) = h* ( U ( ~ ) U ( ~ )  . . . II(,)) est inclus 

dans h * ( ~ ( ~ ) ) h * ( u ( ~ ) ) .  . . hb(u(,)) où n = lu[ 2 1 . Etant donné que la famille des langages 

bornés est fermée par concaténation , nous pouvons raisonner en supposant u E X .  

Distinguons alors deux cas : 

- L(G) \ {u) C XI* où X1 = X \ {u). Le DOL-système G1 = (Xi,  h, h(u)) est d'index 
fini avec IIXIII < IIXII. NOUS en déduisons, par hypothèse de récurrence, que L(G1) est borné 

et L(G) = {u) U L(Gl) est aussi borné. 

- Si nous ne sommes pas dans le cas précédent, il existe un entier i E N+ tel que 

hi(u) = zuy avec z, y E X*. Posons g = hi et montrons que gk-'(zy) E T* où T = X \ A. 
Si cela n'était pas vrai, nous aurions lgj(zy)lA 2 1 pour tout j E 11, k - 11. Cela impliquerait 

que Igk (u ) l~  > k car gk(u) = gk-'(2). . . g(x)xuyg(y). . . gk-'(y). Ceci est en contradiction 
avec l'appartenance de gk(u) au langage L(G). 

Posons zl = gk-l(z), y1 = gk-'(y) et z = gk(u) = gk-'(zuy) = Puisque 

21, y1 E T*, nous avons g(xl) = hi(zl) = x i  ; de même, g(yi) = yl. Alors g(z) = 
g ( ~ 1 ) g ~ ( u ) ~ ( y l )  = xlzyl et g*(z) = { x ~ z y ~  / n E N) est un langage borné. La famille 

des langages bornés est fermée par union, morphisme et contient les langages finis. Nous en 

déduisons que 

i -  1 

h * )  = u h(g*(z)) et  L(G) = {hj(u) / 0 < j < Li} Uh*(i)  
j = O  

sont des langages bornés. O 

Nous allons montrer que le lemme précédent peut être généralisé à certains sous- 

ensembles des EDTOL-langages d'index fini. 



Lemme IV.A.2 

Soit G = (X,  N, H ,  4, w )  un EDTOL-système d'indez fini. Pour tout langage borné 

I< E H * ,  le langage ($(K))(w) = {(q5(6))(w) / 6 E K )  est un langage borné. 

Preuve : 

Puisque K E 6; . . .6,' avec 61 ,..., 6, E H*, l'ensemble ( ~ ( K ) ) ( w )  est inclus dans 

Il suffit donc de prouver que L est borné. 

Nous raisonnons par récurrence sur n. 

Si n = O ,  le langage L = {w) est borné. 

Si n > O ,  nous avons L = (4(b,'))(L1) où L' = (d(b;. . .6,'-l))(w) E S(G). Par 
hypothèse de récurrence, L' est borné. Pour tout B E N, considérons le DOL-système 

GB = (V, h, B) où h = 4(6,). Le DOL-système GB est d'index fini et d'après le lemme 
précédent, LB = h*(B) est un langage borné. Définissons la substitution s par s(x) = {x), 

pour tout x E X ,  et s(B) = LB, pour tout B de N. Nous avons l'inclusion L 5 s(Lt). 

Il reste à prouver que s(L1) est borné. Puisque L' est un langage borné, il existe ul ,  ..., 
ut E V* tels que L' E u; . . . u,'. Le DOL-système G étant d'index fini, il existe un entier 

k tel que L' E S(G) 5 (X*(N U {&))X*)'. Nous en déduisons que L' est inclus dans 

R = u; . . . U: n (X*(N U {E))x*)~ .  Ce langage rationnel R est une union finie de langages 

de la forme LIBl L2 . . . BpLp+1 avec O 5 p 5 k, BI, BZ ,..., Bp E N et où LI ,..., Lp+l sont des 
langages rationnels bornés inclus dans X*.  Puisque la famille des langages bornés est fermée 

par concaténation et union, les langages s(Ll Bi L2 . . . Bp Lp+1) = LI LBi L2 . . . LB, Lp+1 et 

s(R) sont bornés. Donc L E s(L1) Ç. s(R) est un langage borné. O 

Pour prouver le résultat recherché, nous utiliserons la notion d' EDTOL-système 

d'index fini mis sous forme normale [41,42]. 

Définition 

Un EDTOL-système d'index fini G = (X, N, H, 4, w )  est sous forme normale si 

1) N = M x [l, k] pour un certain entier k et un certain ensemble M .  

Pour tout B E M, nous noterons B = (B,  1)(B, 2) .  . . (B,  k). 

2) w  = A pour un certain A E M. 

3) Pour tout h E H ,  il existe un seul B E M ,  noté ntg(h), 

tel que 4(h) est l'identité sur (M \ {B))  x [l, k]. 

De plus, soit ( 4 ( h ) ) ( ~ )  f X* et on note ntd(h) = r ,  
soit il existe un seul C E M tel que (4(h))(B) = ul(C, l)ua . . . uk(C, 

avec u1, ..., uk+l E X *  et on note ntd(h) = C.  



Alors, si y € S(G)\X*, il existe B E M ,  noté nt (y), tel que y = yl (B,  l)y2 . . . (B, k)yk+l 
avec y1 ,..., yk+l E X*. Si y E X*, on note nt(y) = E .  

Proposition IV.A.3 [42] 
Tout ETOL-langage d'index fini peut être généré par un EDTOL-système d'index fini 

mis sous forme normale. 

Nous pouvons maintenant démontrer le principal résultat de cette section. 

Proposition IV.A.4 
Tout ETOL-langage d'index fini est Pankh-borné. 

Preuve : 

La proposition précédente nous permet de considérer le langage engendré par un 

EDTOL-système d'index fini sous forme normale G = (X, N, H ,  4, w) avec N = M x [l, k] 

et w = A .  

Nous allons d'abord construire un langage rationnel K 5 Hu tel que (+(K))(A) = 
L(G) et V 6 E K ,  le vecteur de Parikh @((4(6))(A)) dépend seulement de 9(6). Puis nous 

montrerons que l'on peut trouver un langage rationnel R Ç K tel que @(R) = @ ( K )  et nous 

montrerons que Q((+(R))(A)) = Q((+(K))(A)) .  Le lemme IV.A.2 nous permet de déduire 

que L = (+(R))(A) est un langage borné. Alors L est un langage borné inclus dans L ( G )  et 

commutativement équivalent à L(G). 

Le langage rationnel K est défini par une grammaire linéaire à droite G' = (H, M ,  P, A) 
où P est l'ensemble des règles P = {B -+ hC / h E H , 3 = ntg(h) et C = ntd(h)). 

Par induction sur la longueur de 6 E Hu, on obtient facilement la propriété suivante : 

(1) Si A 2 6 B  avec B E M U { E )  alors B = nt((4(6))(A)). 

Montrons maintenant que tout mot du langage L(G) peut être obtenu en utilisant 

une séquence de morphismes correspondant à un mot de K. Plus précisément, montrons la 

propriété : 



Puisque K C Hu, nous avons ( ~ ( K ) ) ( A )  C_ (~(H*)) (A)  = S(G). Nous déduisons 
de la propriété (1) que nt((4(6))(A)) = e, pour tout 6 E K ; donc ( ~ ( K ) ) ( A )  C X *  et 

( ~ ( K ) ) ( A )  S(G) i l  X* = L(G). 

Pour l'inclusion inverse, nous prouvons par récurrence sur la longueur de 5 que, pour 

tout 6 E Hu, il existe X E H u  tel que @@))(A) = (4(6))(A) et A & AB avec B = 

nt((+(fi>>(A>). 

Si 6 = e, il suffit de prendre X = e. 

Sinon 6 = 6'h avec h E H.  Soit w' = (+(&'))(A), B' = nt(wl), w = (4(6))(A) et B = 
nt(w). Par hypothèse de récurrence, il existe A' E H u  tel que (@'))(A) = w' et A A X'B'. 

Si w' = w, alors B' = B et il suffit de prendre X = A'. Si w' # w, puisque w = (+(h))(wt) 

on peut en déduire que ntg(h) = nt(wf) = B' et  ntd(h) = nt(w) = B ; donc B' -+ h B  est 

une règle de P et A X'hB. Puisque (d(~'h))(A) = (4(h))(w1) = w = ($(a))(&, nous 

pouvons choisir X = X'h. 

Maintenant, si w E L(G), alors il existe 6 E Hu tel que w = ( 4 ( 6 ) ) ( ~ )  et, comme 

nous venons de le montrer, w = ( ~ ( X ) ) ( A )  pour un certain X E H u  tel que A 2 AB où 

B = nt(w) = e. Donc X E Ir' et w E (+(K))(A) ; on a donc l'inclusion L(G) C (+(K))(A). 

Nous allons maintenant montrer que, pour 6 E I<, le vecteur 6((4(6))(A)) dépend 

seulement de Q(6). Pour cela, nous définissons le morphisme 8 de H u  dans X* : pour tout 

h E H ,  O(h) = ?rx((4(h))(B)) où B = ntg(h). Alors, si X E FG(I<), nous pouvons prouver 
l'égalité 

La preuve se fait par récurrence sur la longueur de A. 

Si X = E ,  nous obtenons immédiatement T~((+(E))(A)) = -(A) = e = O(&). 

Autrement, X = X'h avec h E H. Posons w' = (4(X1))(A) et w = (4(X))(A) = 
(4(h))(w1). Puisque X E FG(K),  nous avons A 2 AC pour un certain C E M U {e) et ,  de 

la propriété ( l ) ,  nt((+(~))(A))  = C. Alors il existe B E M tel que A 2 X'B et B h C  est 

une règle de P, ce qui implique B = ntg(h) et C = ntd(h). De la propriété (1), on déduit 

que B = nt(wt). Donc on peut écrire w' = wo(B, l)wl . . . (B,  k)wk et w = woyiwl . . . ykwk 



avec wo, ... , wk E X* et nx(y1 . . . yk) = r x ( ( + ( h ) ) ( B ) )  = B(h). Par hypothèse de récurrence, 
nous obtenons \,Tr O n x ( w l )  = Q O 1 9 ( X 1 ) .  Donc 

ce qui achève la preuve de la propriété ( 3 ) .  

Pour tout langage rationnel K ,  il existe un langage rationnel borné R Ir' et com- 

mutativernent équivalent à K [44]. Par le lemme IV.A.2, on sait que L = (+(R))(A) est un 

langage borné. De la propriété (2), on déduit que L(G) = (+(K) ) (A)  > (+ (R) ) (A)  = L. Il 
reste à prouver que L et L ( G )  sont commutativement équivalents. Puisque L C L ( G ) ,  il suffit 

d'établir que @ ( L ( G ) )  C Q ( L ) .  Prenons w E L(G) .  Il existe 6  E K tel que w = ( 4 ( 6 ) ) ( A )  et 

il existe 6' E R commutativement équivalent à 6. Donc e(6)  et e(6') sont comrnutativement 

équivalent ; c'est à dire @ oû(6) = Q o19(b1). Puisque 6  et 6' appartiennent à K I  nous pouvons 

conclure en appliquant la propriété (3) : 



B. Sur le plus petit cône rationnel contenant EDTOL 

Les principales propriétés de clôture de la famille EDTOL sont connues : union, con- 

caténation, étoile, morphisme, intersection avec les langages rationnels, fonction séquentielle 

[23,29]. Cette dernière propriété peut être généralisée aux fonctions rationnelles en utilisant 

le fait que toute fonction rationnelle s'obtient par composition d'une fonction séquentielle 

droite et d'une fonction séquentielle gauche [43]. 

Mais EDTOL n'est pas fermée par morphisme inverse. L'exemple le plus connu est 

fourni par le langage L = {a2" / n  E N+) et le morphisme h de {a, b)* dans {a, 6)" défini 

par h(a) = h(b) = a ; le langage h-'(L) n'est pas un EDTOLlangage. Donc, EDTOL n'est 

pas un cône rationnel. 

A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg [23] établissent une méthode qui, partant de langages 

qui appartiennent à H"(EDT0L) \ EDTOL, permet d'obtenir des langages qui ne sont pas 

dans H-'(EDTOL). Cette méthode consiste à appliquer un morphisme d'un type particulier. 

Cela leur permet donc de démontrer que EDTOL i H-' (EDTOL) H O H-'(EDToL), 
début d'une hiérarchie qu'ils conjecturent infinie : 

Conjecture [23] 

Soient Li ,  L2, L3,.,. la suite infinie de familles de langages, définies par : 

L1 = EDTOL 

L2n = H-'(L2,,,1) V n  > 1 
L ~ n + l  =H(L2n) V n  2 1. 

Alors Li 9 L2 9 L3 $ ... $ Li i ... C ETOL. 

Les différents travaux sur les compositions de morphismes et de morphismes inverses 

[40,45,46] ont permis d'élaborer des formes normales de ces compositions. En particulier, 

M. Latteux et P. 'Iùrakainen [46] ont démontré que toute composition de morphismes et 

de morphismes inverses pouvait se réduire à une composition dans H O H-l O H O H-' = 
H-' O H O H-l O H .  Cela permet donc de contredire la conjecture. Nous allons préciser ce 

résultat en montrant que la hiérarchie s'arrête à H O H-'(EDTOL) = C(EDT0L). 

Nous utiliserons surtout les propriétés des transductions rationnelles étoilées. 

Définitions 

Une transduction est rationnelle étoilée si et seulement si elle appartient à C, = 
H O ARat* O H-'. Pour un langage L, le cône rationnel étoilé C.(L) = H O ARat* O H-'(L) 



est la clôture de L par transductions rationnelles étoilées ; pour une famille L de langages, 

C*(L) = {C*(L) / L E L) 

Nous montrerons l'égalité du cône rationnel et du cône rationnel étoilé engendrés par 
les EDTOL-langages. Mieux encore, la structure des EDTOGlangages permet d'engendrer le 

cône rationnel en utilisant uniquement des transductions rationnelles étoilées décroissantes. 

En utilisant le fait que toute transduction rationnelle est équivalente à une transduc- 

tion rationnelle étoilée précédée d'une application qui ajoute une marque à la fin de chaque 
mot [40,67], nous pouvons énoncer le lemme suivant : 

Lemme IV.B.l  
Le cône rationnel et le cône rationnel étoilé engendrés par les EDTOL-langages sont 

égaux : 

C(EDT0L) = C,(EDTOL). 

Preuve : 
Soit L un langage sur X*. Notons Lb, le langage constitué des mots de L suivis d'une 

marque b n'appartenant pas à X. Le langage Lb s'obtient en appliquant une fonction ra- 
tionnelle au langage L. La famille EDTOL étant fermée par fonction rationnelle [29,43], pour 
tout EDTOLlangage L, le langage Lb appartient encore à EDTOL. Pour toute transduction 
rationnelle T ,  il existe une transduction rationnelle étoilée T, telle que r(L) = T,(L~) [40,67]. 

Donc le cône rationnel et le cône rationnel étoilé engendrés par EDTOL sont égaux. O 

Pour démontrer l'égalité C,(EDTOL) = H oHel(EDTOL), nous utiliserons le shuffle 

d'un EDTOLlangage et de j*, où j est une nouvelle lettre. Or ce langage n'appartient pas 

toujours à EDTOL. Le lemme suivant nous permettra de démontrer le résultat désiré. 

Lemme IV.B.2 
Soit L un EDTOL-langage. Soat # une nouvelle lettre ten ina le .  

Le langage L(#) = {#"x~#"...xp#" / xi E X , ~ 1 x 2  ... xp E L , n E N) appartient 
encore à EDTOL. 

Preuve : 

Nous allons modifier le système engendrant L pour qu'apparaisse, entre chaque lettre 

terminale, un nouveau non-terminal qui ne pourra se dériver qu'en dernier lieu, générant 
ainsi parallèlement les blocs dn. 



Soit G = (X, N, H, 4, w) un EDTOGsystème engendrant le langage L. Soit S une 
nouvelle lettre non-terminale. Soit f le morphisme défini par f ( z )  = Sz, pour tout z E X, 
et f(A) = A, pour tout A E N. 

Posons Gd = (X', Nt ,  H', +', w') avec X' = X U {#), Nt  = N U {Ap / A E N )  U {S), 

H' = H U { r l ,  rz),  w' = w S  et où $' est défini par : 
pour tout h de H (4'(h))(A) = f (Mh))(A))  

(+'(~))(AP) = AP pour tout A de N 

(dt(h))(S) = S 

pour rl 

pour PZ 

pour tout A de N 

pour tout A de N 

L'ensemble {Ap / A E N} contient les lettres non-terminales qui, si elles apparaissent 
dans une dérivation, ne pourront être éliminées. Cela oblige l'utilisation des règles r l  et r2 

après avoir effacé toutes les lettres de N ; c'est-&dire sur un mot f (w)S avec w appartenant 

à L. On vérifie aisément que L(GI) = L(#). O 

Proposition 1V.B .3 
Tout langage appartenant au cône rationnel engendré par EDTOL peut être obtenu 

à partir de EDTOL par application d'un morphisme (non eflaçant) inverse suivi d'un mor- 

phisme (alphabétique) : 

EDTOL H-'(EDTOL) i H, 0 H,-'(EDTOL) = ~ ( E D T O L ) .  

Preuve : 

Etant donné l'égalité du cône rationnel et du cône rationnel etoilé pour EDTOL (lemme 
IV.B.l ), nous allons vérifier, dans un premier temps, que le cône rationnel étoilé peut être 

obtenu en utilisant uniquement des transductions décroissantes. 

Nous utilisons la caractérisation du cône rationnel étoilé par des morphismes al- 

phabétiques [45]. Soit T, = g O nR* O h-' une transduction rationnelle étoilée appartenant 
à H, o ARat* O H i 1 .  Pour tout EDTOL-langage L, nous avons T,(L) = <(L UI #*) avec 
T: = g O nR, O hl-' où h' est défini par ht(z) = # si h(z) = E et hl(z) = h(z) sinon. La 

transduction 7: appartient à H, O ARat* O HI,' et est décroissante. 



Or, le langage L w d* s'obtient en appliquant une substitution au langage L(tf). Soit 

a la substitution de (X U tg))* dans (X U (8))' définie par u(z) = z ,  pour tout z de X,  
et u(g) = { d , ~ ) .  Nous avons L ur g* = u(L(t])). Par composition, nous avons r,(L) = 
TL O u(L(4)). Cette substitution est aussi une transduction rationnelle étoilée décroissante e t  

l'ensemble des transductions rationnelles étoilées décroissante est fermée par composition. 

Donc, pour un EDTOGlangage quelconque L et une transduction rationnelle étoilée 

quelconque r,, nous avons réalisé r,(L) à partir de L(ft), qui appartient à EDTOL (lemme 

IV.B.2), et de ri O a ,  qui est une transduction rationnelle étoilée décroissante. 

Toute transduction rationnelle étoilée décroissante appartient à H a  O HE' O H U ,  pro- 

priété démontrée dans [45]. La famille EDTOL étant close par morphisme, nous en concluons 

que : 

C(EDT0L) = C,(EDTOL) = Ha o HE' O H,(EDTOL) = H a  O HE' (EDTOL). O 

Quelques problèmes restent à résoudre. 

Le cône rationnel engendré par les EDTOL-langages est inclus dans la famille des 

ETOL-langages. L'inclusion stricte reste encore à démontrer. Nous savons que, pour tout 

entier n 2 1, le langage de Dyck DE n'appartient pas à EDTOL [62]; on peut s'interroger 

sur leur appartenance au cône C(EDT0L). Il est aisé de montrer que D y  # H-'(EDToL) 

et nous conjecturons que DI+ @ H O H-'(EDToL). 

La famille ETOL est un cône rationnel principal [19]. Dans le cas où l'inclusion serait 

stricte, il faudrait aussi s'interroger sur la principalité de C ( E  DTOL) . 

Le cône rationnel engendré par EDTOL peut-il l'être fidélement ? 



C. EDTOL est fermée par polynôme de fonctions rationnelles 

La famille des EDTOL-langages n'est pas fermée par morphisme inverse. On peut 
même préciser dans le cas d'un morphisme inverse particulier : 

Proposition 1V.C. 1 [30,41] 

Soit # une lettre n'appartenant pas à X .  Soient L Ç X *  et ?rx la projection de X U{#) 

sur  X .  Alors, L ui #* = T ~ ' ( L )  E EDTOL implique L E EDTOLFIN. 

Généralement, l'application d'un morphisme inverse associe à un mot de départ un 
ensemble de mots dont le cardinal peut être grand. Par contre, EDTOL est fermée par 

fonctions rationnelles ; les fonctions rationnelles à un mot associent au plus un mot. On 
peut donc s'interroger sur le comportement de la famille des EDTOL-langages, quand on lui 
applique des transductions rationnelles d'image finie d'un type particulier. Nous remarquons 

alors que EDTOL est fermée par polynôme de fonctions rationnelles. Pour la preuve de ce 
résultat, établissons d'abord qu'à l'inverse de la proposition précédente, 

Lemme IV.C.2 

Soit L un EDTOL-langage inclus dans X*. Soit # une lettre n'appartenant pas à X .  
Pour tout n E N, le langage L ui #" appartient à EDTOL. 

Preuve : 
Montrons que L ui # appartient à EDTOL. 

Il existe un EPDTOL-système G, = (X, N, H, 6, w )  qui engendre L, = L \ { E ) .  Nous 
pouvons, de plus, supposer que w E N .  

On construit un EPDTOL-système 

où x , = { z i  / " E X ) ,  N i = { A X  / A €  N) ,  N p = { A p /  A E  N) ,  
H' = {hA,i / A E N et I 5 i 5 l (+(h))(~)I) ,  

et  où 4' est défini par : 
(+'(hA,i))(B) = (+(h))(B) v B E N 



Dans une dérivation, le symbole marque le chemin de l'axiome à une lettre terminale 
quelconque. 

Nous vérifions que 

(*) S(GII) n VI* = {wirlw2 / w1zwz E S(G,) avec wi,w2 E V* et z E VI. 

Par induction sur la longueur de 6 E H", nous montrons que 

(4'(6))(wl) n 5 "  G {w1stwz / wlzwz E S(G,) avec wl,w2 E Vu et r E V ) .  

s i  6 = E ,  nous avons (4'(6))(wI) = ml et w = ($(f (6)))(w). 

Sinon 6 = 61hA,i avec b1 E HI* et hAPi E H'. 

( + ' ( ~ ) ) ( w x  n VI * = (4'(hA,i))((4'(61))(t~,)  n VI *) n 5 * 
u (4'(hA,i))((4'(6l))(m~) n 5 p N p q p )  n vu 

= (4'(hA,i))((4'(6l))(wi) n vu) n Vj* 

c ( 4 ' ( h ~ , i ) ) ( { w i z ~ w 2  / ~ 1 2 ~ 2  E S(Gr )  avec wl,  wz E V* et z E V)) n I$* 

c (4'(hA,i))({wirlw2 / wizwz E s(G,) avec  wi,  w2 E V* et z E XI) n Q* 
u (d ' (h~, i ) ) ({wl t .~  ~2 / W I Z W ~  E S(Gr)  avec wl,  w2 E V* et r E N ) )  n VI* 

r { ( 4 ' ( h ~ , i ) ) ( ~ i z ~ ~ 2 )  / WiZWz E S(G,) avec  wl,  w2 E V* et r E X )  

u { ( ~ ' ( ~ A , ~ ) ) ( W I A ~ W ~ )  / ~ l A w z  E S(Gc) avec ~ 1 ,  w2 E Vu) 

{(4(h))(w1)ri(4(h))(w2) / w1tw2 E S(G,) avec wl,  w2 E V* et z E X)  

u {(4(h))(wl)(4'(h~,i))(~j)(4(h))(w2) / wiAw2 E S(Gc)  avec wi,  w2 E Vu) 

E {wiriw; / wiz'w; E S(G,) avec wi,  wS E V* et z' E V)  

Inversement, nous montrons, par induction sur la longueur de A, que 

V E Hu, si W I Z W ~  E (4(X))(w) avec r E V alors wl zl wz E S(GII)  

Si A = E ,  nous avons r = w et wl  E ,S'(Gr). 

Si X = Xlh, pour tout mot w = wlrw2 E (+(X))(w),  il existe un mot w' E S(G,) tel 
que w = ($(h))(wl). Il existe alors une factorisation w' = w i r w î  tel que 



Si z' E X ,  alors z = z' et (q5(hA,;))(wizlwk) = wlrlwz pour A et i quelconques. Si 

z' E N, alors (q5(hz,,i))(wizl wa) = wlzl w2 pour i = lwl 1 - lul 1 + 1. 

De l'égalité (*), nous pouvons déduire que 

L(Gp) = S(G1) n ( x  U x , )*  = {w1ztw2 / wlzwz E L(G,) avec w1, w2 E X *  et z E X ) .  

Nous définissons alors le morphisme cp de (X U XI)* dans (X U {#))* par cp(z) = z, 

pour tout z E X ,  et cp(zl) = #z, pour tout xl E XI.  Comme L#, l'ensemble des mots de L 

suivis de la marque tf ,  s'obtient en appliquant une fonction rationnelle à L et que EDTOL est 

fermée par union et fonction rationnelle, nous pouvons conclure que L ui fl = Ltf U p(L(G1)) 

est un EDTOL-langage. 

Par induction sur le nombre n, nous pouvons affirmer que, pour tout EDTOL-langage 

L et pour tout n E N, le langage L LLI #" appartient à EDTOL. 0 

EDTOL étant fermée par fonction rationnelle et par union, on peut déduire du lemme 

précédent que EDTOL est fermée par shuffle avec les langages finis. 

Lemme IV.C.3 
EDTOL est fermée par monôme de fonctions rationnelles. 

Preuve : 
n 

Soit M = n p ;  un monôme de fonctions rationnelles de X *  dans Y*. 
i=l 

Soit L un EDTOL-langage inclus dans X*.  

Dans un premier temps, nous allons transformer le langage L pour obtenir des factori- 
sations de chaque mots sur n alphabets disjoints Xti} dont l'union sera notée 2. 

Le langage L' = L LLI tfn-' est un EDTOLlangage (lemme IV.C.2). 
Le langage L" = {wIt1} W ~ { ~ } . . . W , { ~ ~  / wlwl ... wn E L et wi{i) E X{;}} s'obtient à 

partir de L' en appliquant une fonction rationnelle. Donc, LI' est un EDTOL-langage. 

Considérons maintenant notre monôme M = pi. 
i=l 



Il suffit de transformer chaque fonction pi de X* dans Y* en une fonction pi de Xt$ dans 

Y*, pour obtenir un monôme 

. - 

Ml = IIp: de Z* = (U Xti))* dans Y* 
i=l  i=l 

qui est fonctionnel. En effet, pour tout mot de Z*, il existe une seule factorisation sur 
XI :lXtzl ... Xtnl, donc une seule image par M ; 

M(L) = { P I ( ~ ~ ) P Z ( W Z ) . . , P ~ ( W ~ )  / WlW~..,wn E L) 

= {~i(wl{i))~L(~2{2))..-~~(~n~n~) / wlw2...~n E L) 

= M1(L") 

E EDTOL. 

La famille des EDTOL-langages étant fermée par union, on en déduit la proposition 
suivante : 

Proposition IV.C.4 

EDTOL est fermée par polynôme de fonctions rationnelles. 

Corollaire IV.C.5 

EDTOL est fermée par facteur gauche, facteur droit, facteur, quotient rationnel. 

Les transductions rationnelles polynômiaiement bornées sont des polynômes de trans- 
ductions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d'image finie. On peut donc s'interroger à 

juste titre sur la fermeture de EDTOL par transduction rationnelle polynômialement bornée. 
Les transductions rationnelles polynôrnialement bornées étant les polynômes de transduc- 

tions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d'image finie, on obtiendrait cette propriété de 
clôture en répondant positivement à la question de M.P. Schützenberger : toute transduc- 
tion rationnelle cyclique est-elle un polynôme de fonctions rationnelles ? Malheureusement, 

nous montrerons au chapitre suivant que la réponse est négative et le problème de savoir si 
EDTOL est fermée par transduction rationnelle polynômiaiement bornée reste ouvert. 





Chapitre V 



Le problème de la fermeture de la  famille des EDTOElangages par transduction ra- 

tionnelle polynômialement bornée nous a amené à étudier plus profondément cet ensemble 

de transductions. 

La caractérisation des transductions rationnelles polynôrnialement bornées, effectuée 

par M.P. Schützenberger [64], indique que l'ensemble de ces transductions est l'ensemble des 

polynômes (somme finie de produits finis) en des transductions rationnelles fonctionnelles 

ou cycliques d'image finie ; nous pourrions dire aussi que c'est la clôture par somme et 

produit de l'ensemble des transductions rationnelles linéairement bornées puisque les trans- 

ductions fonctionnelles ou cycliques d'image finie sont des transductions linéairement bornées 

et qu'inversement une transduction rationnelle linéairement bornée est aussi un polynôme en 

des transductions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d'image finie. Avant de montrer que 

toute transduction rationnelle polynôrnialement bornée peut être obtenue par composition 

de transductions rationnelles linéairement bornées, vérifions la propriété suivante : 

Lemme V. 1 

L'ensemble des transductions rationnelles polynômialement bornées est clos par com- 

position. 

Preuve : 
Soient TI, 72 deux transductions rationnelles polynôrnialement bornées. Pour tout 

u de X*, le nombre d'images de u par 71, noté 11~~(u)ll, est borné par kl(lul + l )dl .  La 

transduction 71 étant d'image finie, pour tout v de ~ ~ ( u ) ,  on a Ivl 5 llul+ 1' ; les entiers 1 et 

1' ne dépendent que 71. Nous pouvons majorer cette inégalité par 

Posons m = (1 + 1)(11+ 1). Pour tout v appartenant à T ~ ( u ) ,  le nombre d'images de v par 72 

peut être borné par 

Il~z(v)ll S k ~ ( l v l +  l)da 5 k2mda(lul + I ) ~ , .  

Le nombre d'images de u par 72 O 71 est majoré par le produit du nombre d'images de u par 

71 et du nombre maximum d'images de chacune d'elles par 72,  soit : 

donc, 72 O 71 est polynômialement bornée. O 



Proposition V.2 
L'ensemble des transductions mtionnelles polynômialement bornées est la clôture par 

composition de l'ensemble des transductions rationnelles linéairement bornées. 

Preuve : 

Rappelons que toute transduction linéairement bornée est polynômialement bornée et 

que l'ensemble de ces dernières reste clos par composition. 

Un polynôme de transductions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d'image finie se 

décompose en une somme finie de monômes. 

Un monôme 71 72 x ... x rp, avec p > 1, produit de transductions rationnelles fonc- 

tionnelles ou cycliques d'image finie de X* dans Y* peut se mettre sous la forme d'une 

composition de transductions rationnelles linéairement bornées : 

Pour cela on définit Xii) = {xii) / z E X), pour i f [l, pl. On notera wli) = xl{i) x2{q ... xn{i) 

le mot w = xlx  z... x, écrit sur l'alphabet X{G. Soit # une lettre n'appartenant pas à X. On 

définit les transductions 

9 de (X U {#))* dans (X U {Hl)* 

v(w) = {w1#w2 / W l ,  wz E (X U {tf))' et w = ~ 1 ~ 2 )  

P 

6 de ( X  U {#))* dans (U Xti))* 
i=l  

= 0 sinon 

~ ; (w)=ur i (wi)v  si W =  uwi{i)v, U E Y * ,  wi{i) E XI;, V E ( U X { ~ ) ) *  
j #i 

= 0 sinon 

On vérifie aisément que les transductions q ,  6, T[, ..., ri sont linéairement bornées et  

que l'égalité (a) est correcte. 

Considérons maintenant Tl + T2 + ... + Tq une somme de monômes de X*' dans Y*. 

En utilisant le même principe de recopie sur des alphabets différents, nous avons 



avec 

9 

q de Y' U (U X{;)) dans lui - miime 
i t l  

En utilisant le résultat (a) dans l'égalité (b), nous obtenons une composition de transductions 

Soient r et r' deux polynômes de fonctions rationnëues 

T l  suffit donc d'analyser la com~osition de deux monômes. 

Soient 

P' = II R et p = n gj 
irl j=l s 

dew monômes de fonctions rationnelles de X' dans Z* et de Z* dans Y* ; on supposera les 
alphabets disjoints. Posons fi = ri O O r;' et gj = zy O nS' O r;'. La transduction p 

(reep. 8) est caractériik par le langage rationnel Ri R2 ...R, (rap. Si S3...S,). La composée 
de ces deux transductions est caractérisée par le langage rationnel Q = (Y* ru Ri...%) f i  
(S l...Sg ui X e )  et les deux morphismes r x  et W .  Il s'agit de mettre cette transduction 
sous forme de polynôme de factions. Pour mettre en évidence le produit dans le langage 



rationnel, introduisons des marques fl (resp. b) pour séparer les langages rationnels Ri (resp. 

Sj). Nous obtenons un langage rationnel 

Q' = ((Y u {hl)* ~1 RlflR2 tf...#Rp) n (sibszb..-bsq w (x u {dl)'). 

Nous pouvons représenter ce langage rationnel par une union finie de langages rationnels 

ayant la même projection sur {l, b)* ; c'est-à-dire 

Chacun de ces Pa, étant lui-même une union finie de langages rationnels, nous pouvons 

récapituler par 

Q' = U Tr,ioi,lTr,~Qi,2-..oli.~+~-2Tr,~+q-l = U Tr 
f i n i e  f in ie  

où chaque Tr,j est un langage rationnel et où ai = (Yi,l...Qi,p+q-2 E fip-' bq-l. La 

transduction p O p' = îry O nQ' O x i 1  se décompose de nouveau en somme de transductions 

ny O nTr O x i 1 .  Comme x x  est un morphisme alphabétique et que TT est un produit de 

langages rationnels Trf, chaque transduction xy O nT, O 5' est un produit de transductions 

?ry O nTrj O î r ~ l .  On remarquera que les # et 4, inutiles dans la transduction, peuvent être 

éliminés : xy O nTr O TG' est équivalent à xy O nTr,l...Tr,p+q-l O ?ri1. 

Il reste à montrer le caractère fonctionnel de xy onTr j  Neuf cas sont à envisager 

selon l'environnement de TrSj dans le langage rationnel QI : 

- précédé de #, précédé de b ou j = 1 

- suivi de #, suivi de b ou j = p + q - 1. 

Pour chaque cas, l'analyse suit le même raisonnement ; on se reporte à l a  projection 

sur Z*. 

Examinons le cas où Trj est précédé de tf e t  suivi de h. Cela signifie que xXuz(Tr,j) 2 
FG(Rk) pour un certain P et que xzuy(Tr,j) E FD(Skj) pour un certain kt. Supposons qu'il 

existe w E X* tel que ))nu O nTrlj o ~F;;'(W)IJ 2 2. Il existe donc deux mots u l ,  u2 E Trf 
ayant même projection sur X*. Alors, soit ces deux mots ont même projection sur Z* e t  

TY O n S k 1  O xgl  n'est pas fonctionnelle, soit ces deux mots ont des projections différentes sur 

Z* et x z  O nRk O l r ~ l  n'est pas fonctionnelle. 

Les autres cas seraient traités de manière analogue. 



Donc a y  onT, O a g l  est une fonction rationnelle et la tranduction pop' est polynôme 
de fonctions rationnelles. 

Nous poursuivons cette étude en montrant l'inclusion stricte de l'ensemble des polynômes 
en des transductions rationnelles fonctionnelles dans l'ensemble des transductions rationnelles 

polynômialement bornées. Nous vérifierons que la transduction cyclique d'image finie T,, 

décrite ci-dessous, ne peut être un polynôme de fonctions rationneiles. 

T, = a ,  O n R  O lrg' avec R = ( z (ya)+ + zy+)* 

Etablissons d'abord quelques propriétés des fonctions rationnelles sur des alphabets à 

une lettre et des fonctions rationnelles ayant des domaines particuliers. 

Le lemme suivant permet de caractériser les fonctions de y* dans a* (cf [27] exercice 
IX.8.1). 

Lemme V.4 
Soit f = a ,  O n R  o a;' une fonction rationnelle de y* dans a*, y et a étant deuz 

lettres. Nous pouvons choisir R tel que celui-ci soit une union finie de langages rationnels 
de la forme U V * ,  avec u ,  v E { a ,  y)*.  

Preuve : 

Tout langage rationnel R contient un langage rationnel borné R' tel que @(R) = f&(R1), 
propriété établie dans [44]. Les fonctions a ,  O n R  O a;' et a ,  O nR1 O a;l sont équivalentes. 

Etant borné, le langage rationnel RI est une union finie de langages de la forme 

~ ~ ~ ( w : ' ) * . . . w ~ " ( w ~ " ) *  = u l ~ ; u ~ . . . u ~ v ~ u ~ + ~  avec vi # E et m 2 0. 

Examinons le cas où m 2 2. Comme f est une fonction, nous avons 

I.ily # O et 
IviIa Ivj Ia - pour tout i, j E [l, ml. 
Ivily Ivjly 



Posons p = ppcm(jv, Iy ,  (v, ,~ IV). Dans le langage rationnel RI, nous pouvons remplacer 

k u ~ v : u ~ . - . u ~ - ~ v $ - ~ u ~ v & ~ + ~  p.. I,-j UlV~U2~ .~Um- lV$ - lUmVmUrn+ l  ; 
k=O 

un raisonnement par récurrence nous permet de remplacer ulv;u2 . . . ~ m - i v ~ ' _ ~ ~ r n ~ ~ ~ m + 1  
par une union finie de langages rationnels de la forme ulv;u$. Donc il existe un langage 

r 
* 1 RI1 = U uivi ui 

i=l 

tel que f = T ,  O tlR O T;' = r, O nR" O r;'. Il est alors évident qu'en prenant 

Enonçons quelques propriétés qui nous permettrons de passer, sous certaines condi- 

tions, d'un produit de fonctions à une fonction et inversement. 

Soient X et A deux alphabets disjoints. 

Propriété V.5 
Soient f i  et fi deux fonctions de  X*  dans A*. Soit x E X .  Si Dom( f l )  E X e x  et 

Dom(f2)  C ( X  \ { x ) ) ' ,  le produit f l x  f i  est une fonction. 

Partant d'une relation rationnelle, il est possible de factoriser cette relation pour 

obtenir un polynôme de relations rationnelles. En particulier, nous avons les propriétés 

suivantes : 

Propriété V.6 
Soit f une fonction rationnelle de X* dans A* telle que D o m ( f )  E ( X  \ { x ) ) * x X * .  

Alors, f est une somme finie de produits de fonctions rationnelles hi x gi  avec Dom(hi) C 
( X  \ { X I ) *  et Dom(gi) C x X * .  

Propriété V.7 
Soit f une fonction rationnelle de X* dans A* telle que D o m ( f )  C X * z ( X  \ { X I ) * .  

Alors, f est une somme finie de produits de  fonctions mtionnelles gi x hi avec Dom(gi) Ç X * x  
et Dom(hi) E ( X  \ {x) )* .  

Les propriétés précédentes concernaient des fonctions rationnelles particulières sans 

faire intervenir notre exemple 7,. La suivante est liée à la façon dont le domaine de Ta peut 

être factorisé. 



Lemme V.8 
Soit f l x  ... x fp u n  monôme de fonctions rationnelles tel que, pour tout w E {x, y ) * ,  

fi x ... x f p ( ~ )  E T ~ ( w ) .  S i  Dom( f i )  C_ y* et Dom(f i+i)  y', le produit f i x  f i+i est une 
somme finie de fonctions rationnelles. 

Preuve : 

Le lemme V4 nous permet de considérer le produit fi x fi+i en tant que somme finie 
- 1 de produits f i x  où f i  = G O fl& O n,,,,, et fi++, = Ta O n&+i on,,;, avec & = uivi* 

et &+i = ui+iv;;i. 
Considérons un produit f i  x f i+i  caractérisé par de tels langages rationnels. 

Si ny(vi)  = E, alors, pour tout mot de {x, y)', il existe au plus une factorisation 

pouvant donner une image. Nous avons : 

fi  x fi+i ( w )  = f i (ny  (ui))f i+l (w')  si w = ny ( u ~ ) w '  

fi  x fi+i( W )  = 0 sinon 

Même démarche si T ~ ( v ~ + ~ )  = E .  

s i  %(tri) # E et  T ~ ( v ~ + ~ )  # ê, montrons que lflrL = ~upposons u > j v n + ~ I a  
lvnlv Iv i+l lv '  Iu.1, Iv.+1lr ' 

Posons r = lvily et s = I v ~ + ~ ~ ~ .  Posons Ü i  = V: et Üi+i  = vi+,. Nous avons lüily = Iiji+lly et 

If'ila > Iüi+iJa > 0. 
Les fonctions f i ,  f i ,  ..., fi-i,  fi+2 ,..., f p  sont supposées non triviales, c'est-à-dire car- 

actérisées par des langages rationnels non vides. 11 existe donc des mots wl E Ri, wz € R2, ... 
Posons w = wl...w;-1 et w' = w;+2 ... wp.  

Il existe un entier k tel que Iüik(a = kIüi(a > ( w u ~ u ~ + ~ w ' ~ ~  et un entier k' tel que 
k' Iüi 1. - 1fii:;la = kt(lùila - Iüi+i l a )  > Iwuiui+iw'ly - 

Les deux mots ~ ~ i ü ~ ~ + ~ ' u ~ + ~ w '  et ~ ~ i ü ~ ~ ~ i + ~ ü ~ : ;  w' appartiennent à Ri...R, et ont la 

même projection cr sur {z, y)*. Leurs projections respectives sur a* appartiennent à l'image 

du mot a. 

La définition des entiers C et kt nous permet de déduire que 

na(WUi~ik+k'Ui+lW') = am avec rn > I w u ~ u ~ + ~ w ' ~ ~  
k k' na(wUiÜi u ~ ~ Ü ~ + ~  w') = am' avec rn' > I w u ~ u ~ + ~  w'ly 

et m - m' = k l ( (ü i ( ,  - I V ~ + ~ I , )  > I w u ~ u ~ + ~ w ' ~ ~  

La transduction ta transforme les lettres y, situées entre deux lettres x, soit en autant 

de a, soit en E ; puisque ~ ~ x , y } ( ~ i ü i ~ i + l E i + l )  Ç y*, la transduction ra effectue la  même 

transformation sur tous les y apparaissant dans n(x,Y)  ( ~ i ü ~ ~ ~ i + l ü ~ ~ ; ) .  



On obtient alors la contradiction suivante : 

L'inégalité m' > lwuiui+l wlly signifie que les y apparaissant dans I(.,~) (üik&:;) sont 
modifiés en a par T, pour obtenir am'. 

Par contre, l'inégalité m - m' > I W U ~  ui+l w1Iy et le fait que am, am' E ~,((r) signifient 
que les y apparaissant dans n~.,y)(ü,'~i:;) sont transformés en E par T, pour obtenir am'. 

Un raisonnement identique pour < {* amène la même contradiction. 

Sachant que = 13, posons q = p p ~ m ( l ~ i l u ,  lui+llY). NOUS obtenons alors 

fi = na 0 nR 0 4;i1 avec 

et donc, fi x fi+1 est une fonction rationnelle. n 

Lemme V .9 
Soit TL un polynôme de fonctions rationnelles tel que, pour tout w E {x, y)*, on 

ait rL(w) E T,(w).  Il existe un polynôme de fonctions rationnelles équivalent dont chaque 
fonction possède un domaine inclus dans (xy+)*. 

Preuve : 

Nous allons opérer, sur les fonctions qui n'auraient pas un domaine inclus dans (xy+)*, 
des factorisations et des regroupements en utilisant les propriétés précédentes. L'application 

d'une propriété fournit un polynôme équivalent. 

Considérons une telle fonction fi .  Si son domaine Dom(fi) est inclus dans y*, on 
pose hi = fi ; sinon la propriété V.6 nous permet de décomposer fi en une union de hix gj 

avec Dom(hi) E y*, Dom(gi) C (xY*)+. Si Dom(fi-1) C y*, on pose hi-1 = fi-1 ; 
sinon la propriété V.7 est appliquée sur fi-l, devenant ainsi une union de gj-lx hivl avec 

Dom(hi-1) Ç y*, Dom(gi-1) Ç (y*x)+. Le lemme V.8 nous permet de regrouper chaque 
produit h i - l ~  hi en une somme de fonctions Enfin, en utilisant la propriété V.5, nous 
transformons gi-lx en g:-l. Nous avons donc remplacé un monôme par un polynôme 

dont toutes les i-èmes fonctions ont un domaine inclus dans (xy*)*. Si nous appliquons 
ce procédé sur toutes les fonctions, nous obtenons un polynôme dont chaque fonction a un 

domaine inclus dans (xy*)*. Comme le domaine de T, est (xy+)*, chaque fonction a un 
domaine inclus dans (x y+)*. O 



Proposition V.10 
L'ensemble des polgnôrnes en des fonctions mtionnelles est strictement inclus dans 

l'ensemble des tmnsductions mtionnelles polynômialement bornées. 

Preuve : 
La transduction ra est polynômialement bornk. Supposons que ce mit un polynbme 

de fonctioas ratioaaellerr. D'aprks k l t imc V.9, nous pouvons choisir ce polynhe tel que 
chaque fonction possède un domaine inclus dans (zg+)". Soit p k ~ s m k  d m m  de 
fonctions utilisOes dane un m o a h  et TB le nombre &c monônre& t e  nombre de factorisations 
d'un mot w = zy'o+y<l ... zy'. pouvant donner de. images diffimntei est bo rd  par nC+p-l, 
ce qui est en contradiction avec le fait qu'il existe des mots w ayant 2'+' imsges ; prenons, 

2 4 at prrrexemple,w=zyzyzy ... xgl . D 

Ainsi, la différence entre transductions rationnelles cycliques, polynômes de fonctions 
rationnelles et transductions rationnelles polynômialement bornées est établie. 

Le contre-exemple r, est une transduction rationnelle étoilée décroissante. Donc il 
appartient à H OH-' OH [45]. Examinons les compositions de morphismes et de morphismes 
inverses. 

------ - - - -  
a . .  I , 

Un contre-exemple peut i trc trouvé dans H O H'l . En effet, les morphismes sont des 
fonctions et l'eacembh des polynômer Bc £oncki;on% rrtbnacUea est elas par composition. Si 
toutes les tranoduetbw r~tbtra3cUes cycliques de HoH-' Otlrient des poiy8ômea de fonctions 
rationnelles, cette propriété serait alors vérifiée par les transductions rationnelles cycliques 
de HoH-'OH.  

Proposition V. 11 
Il eziste des tmnsduciions mtionnelles cgcliques d'image finie dans H O H-' qui ne 

sont pas des polynômes de jonctions mtionnclles. 

Remarquons qu'inversement toutes les transductions rationnelles cycliques d'image 
finie de H-1 O H sont dee fonctions. 

Terminons cette étude en traitant le cas des transductions rationnelles cycliques ap- 
partenant à H OH;' OH. Puisque nous ne considérons que des transductions d'image finie, si 
une transduction cyclique appartient à H OH,' OH,  nous pouvons trouver une transduction 
équivalente dans H O H&l O W. 



L'ensemble H o H z  est celui des substitutions finies. La proposition suivante implique 

que toute transduction rationnelle cyclique d'image finie appartenant à H O H i 1  O H est un 

polynôme de fonctions rationnelles. 

Proposition V. 12 

Toute substitution finie cyclique est un polynôme de fonctions rationnelles cycliques. 

Preuve : 

Soit a une substitution finie cyclique de X* dans le monoïde libre engendré par un mot 

m. L'image de chaque lettre de X est un sous-ensemble de mu. Nous pouvons donc analyser 

cette substitution comme la composition d'une substitution de X *  dans a* où a # X et d'un 

morphisme (fonction) qui transforme la lettre a en un mot m. 

Soit pi le nombre d'images de la lettre xi par la substitution a. Nous pouvons noter 

= {wij E a* / 1 < j 5 pi). Puisque tout mot wij appartient à a*, l'ordre de la 
transformation des lettres xi n'a pas d'importance. Seul compte le nombre de xi transformés 

en un wij donné. 

Soit n le cardinal de X .  La substitution a est équivalente à une composition de 

substitutions Ti sur une seule lettre xi. Nous construisons donc Ti = f i i x  ... x fip, où les 

fonctions fij sont les morphismes de (X U {a))* dans ( X  U {a))* définis par 

f i j ( ~ i )  = W i j  

fij (21) = xk 

fij(.) = a 

O =  Tn 0Tn-i O ... 0Tl 

Puisque l'ensemble des polynômes de fonctions rationnelles est clos par composition, la sub- 

stitution a appartient encore à cet ensemble. O 

Dans cette dernière partie nous examinerons quelques propriété du produit de Hadamard 

sur les polynômes de fonctions rationnelles. Le produit de Hadamard est habituellement 

défini pour des séries formelles. Nous utiliserons la même notation pour des transductions. 

Ces propriétés nous permettrons de construire un exemple de transduction rationnelle cy- 

clique d'image finie appartenant à H O H-l et qui n'est pas un polynôme de fonctions ra- 

tionnelles. 

Définition 

Le produit de Hadamani de deux transductions r1 et 72 de X* dans Y * ,  noté r1 O 7 2 ,  

est défini par rl O r2(w) = r1(w)r2(w), pour tout mot w de X*. 



Généralement cette opération ne conserve pas la rationnalité des transductions. Il 

suffit pour s'en convaincre de prendre pour 7 1  l'identité sur { a )  et pour 7 2  la transduction 

rationnelle qui transforme la lettre a en b. On a alors, 7 1  @ r2(a*)  = {an  bn / n E N). C. 
Choffrut a établi certaines conditions pour que le produit de Hadamard de deux transductions 

rationnelles soit rationnel [16,17]. Pour les transductions rationnelles cycliques, nous avons 

le résultat suivant : 

Proposition V. 13 

Le produit de Hadamard de deux transductions rationnelles cycliques est une trans- 

duction rationnelle cyclique. 

Cette propriété est une conséquence directe de la proposition suivante, démontrée par 

C. Choffrut. 

Proposition V.14 [16] 

Soient 7 1  et r2 deux transductions rationnelles de X*  dans Y* et B  un langage ra- 

tionnel inclus dans Y*  tel que B n  n BP # 0 entraîne n = p. Si, pour tout w E X * ,  il existe 

1, J E N tels que l'on ait 

alors la transduction r1 a 7 2  est rationnelle. 

Nous pouvons aussi remarquer que la proposition V.13 se déduit immédiatement de 

résultats sur les séries formelles à coeffiçients dans un semi-anneau commutatif (cf 116,271). 

Montrons que la proposition V.13 reste vraie lorsqu'il s'agit de polynômes de fonctions 

rationnelles cycliques. Pour cela nous utiliserons le résultat de S. Eilenberg, connu sous le 

nom de " Cross-Section Theorem". 

Théorème V.15 [27] 
Soient h  u n  morphisme de X* dans Y* et L  un langage rationnel inclus dans X * .  

Alors il existe u n  langage rationnel L' C L tel que h  est une bijection de L' dans h ( L ) .  

Proposition V. 16 

Le produit de Hadamard de deux polynômes de fonctions rationnelles cycliques de X *  
dans le monoide libre engendré par une l e t t e  a  est un polynôme de fonctions rationnelles 
c ycliques. 



Preuve : 

Soient 

deux polynômes de fonctions rationnelles de X* dans a*. Nous supposerons que a n'appartient 

pas à X.  Nous montrons que la transduction 71 0 72 peut être remplacée par une composition 

de polynômes de fonctions rationnelles. 

'Ikansformons le polynôme 71 en un polynôme ri tel que les images d'un mot contien- 

nent des informations sur le mot de départ et sur son image par 71. Chaque fonction f i j  peut 

être caractérisée par un langage rationnel tel que f j j  = ra O f l&j  O A;'. Définissons le mor- 

phisme 8 qui marque les lettres a par 0 ( z )  = x, pour tout z E X ,  et B(a) = a. Du théorème 

V. 15 nous déduisons l'existence d'un langage rationnel Rij E 0 ( & j )  tel que ?rx est une bijec- 

tion entre Rij . Donc 6 = nR{j  oonl est une fonction de X* dans ( X U  { O } ) ' .  Cette fonction 

fij posséde le même domaine que f i j  car Dom(fij) = rx(B(Rij)) = rx(Rij) = Dom(f i j ) .  

De plus elle vérifie 1 fij (w)la = 1 f i j  (w)la et rx (fil j  (w)) = W ,  pour tout w E X*.  Posons 

Nous devons maintenant effectuer la transformation due à 72 tout en préservant les 

lettres 6 .  Supposons que g k i  = ?ra O nSkl O TG'. En utilisant une nouvelle fois le théorème 

V.15 nous déduisons l'existence d'un langage rationnel Sil C Skr w ü* tel que Q u a  est une 

bijection entre Sh et TXua(Ski ui a * ) .  Alors gLl = r{,,,) O flSii O rXi; est une fonction 

de ( X  U { O ) ) *  dans { a ,  a )* .  La projection sur X du domaine de cette fonction est égale au 

domaine de g k i  car rx(Dom(gL,)) = rX(SÉl)  = r X ( S k i )  = Dom(gki). De plus, pour tout 

v E ( X  U {6})*, on a 1 g L 1 ( ~ ) l a  = Igki(~x(v))la et ) ~ t . ~ ( v ) l a  = Ivln. Posons 

A ce niveau, les mots, images par 74 O r i ,  contiennent les informations sur l'image 
par 71, lettres a ,  et par 72, lettres a. Le dernier polynôme sera le morphisme q défini par 

q(a) = q(ü) = a. 

Les polynômes de fonctions rationnelles étant clos par composition, nous pouvons 

conclure que 71 O 72 = q O 1-4 O ri est un polynôme de fonctions rationnelles cycliques. O 

Le problème suivant a été évoqué par S. Eilenberg dans [27] pour des séries formelles 

de même support : 



Si a O p et p sont rationnelles, en est-il de même pour a ? 

Ce problème fut résolu négativement par J .  Karhumaki [39]. Dans [16], C. Choffrut 

établit certaines conditions pour que la réponse soit afnrmative. Dans le cas des transductions 

cycliques, nous avons : 

Lemme V. 17 
Soient rl et 7 2  deut transductions rationnelles cycliques de X *  dans a* telles que, 

pour tout u E Dom(r l )  n Dom(r2) ,  pour tout vl E r l (u )  et va E r2(u)  on ait lv21 5 Iv1I. 

La transduction r ,  définie, pour tout u de Dom(rl)  i l  Dom(rz)  par T ( U )  = {ai-j / a i €  

r l ( u )  et aj E r2(u))  est mtionnelle. 

Preuve : 

Posons rl = T ,  O nRl O TG' et r z  = T ,  O nR2 O TE'.  Nous définissons la transduction 

6 = nR2 O ?rgl O ~rx O nRl de ( X  U {a) )*  dans ( X  U {a ) )* .  A tout mot wl de Ri, cette 
transduction associe l'ensemble des mots de Rz  qui ont la même projection sur X* que wl.  

Si nous considérons une projection u appartenant au domaine, la différence de longueur entre 

wl E R i ,  tel que ?rx(wl)  = u, et une de ses images par 6 représente la longueur d'un mot de 

~ ( 4 -  

La transduction 6 est décroissante. On déduit de la caractérisation des transduc- 

tions décroissantes [47] l'existence de deux morphismes, g alphabétique et h strictement 

alphabétique, et d'un langage rationnel R tel que 6 = g O nR O h-l.  

Définissons alors g' par gl (z )  = a quand g ( z )  = E et gl(x)  = E quand g ( z )  # E .  La 

transduction g' O nR O h-' associe, à tout mot wl de Dom(r l )  n ~ o r n ( r ~ ) ,  le mot am où 

= 1 ~ 1 1  - l 6 ( ~ l ) l .  

On vérifie alors que T = g' O nR O h-l O nRl O ngl convient. O 

Nous obtenons comme conséquence 

Corollaire V. 18 

Soient TI O 7 2  et r1 deuz fonctions rationnelles cycliques de X* dans a*. La transduc- 

taon 7 2  est une fonction mtionnelle si Dom(r2) E Dom(rl) .  

On remarque facilement que la condition sur le domaine est nécessaire. En effet 



considérons les transductions r1 et r 2  définies par leurs graphes .fi = {(anbn, an) / n E N} 
et 6 = {(ab, a)). Ces deux transductions sont fonctionnelles et ri n'est pas rationnelle. Par 

.ih 

contre r1 O 72 est rationnelle puisque son graphe est fini rl O 72  = {(ab, a')}. 

Le problème du domaine ne se pose pss lorsque ri est un morphisme. 

Proposition V.19 
Soit h O r un polynôme de fonctions rationnelles cycliques de X* dans le monoïde 

libre engendré par une lettre a.  Si h est un morphisme, la transduction r est un polynôme 

de fonctions rationnelles. 

Preuve : 

Posons 

Constatons tout d'abord que, pour toute fonction fij ,  il existe une borne dij E N telle que 

Ifij(u)l - (h(u)l 2 -dC, pour tout u E Dom(fij). Si cela n'était pas vérifié, il serait aisé de 
trouver des mots ayant des images de longueur négative. 

Soit D le plus grand des dij. Nous définissons alors les fonctions fif. par fij(u) = 
aDfij (u), pour tout u E X*. Les fonctions fij ont donc mêmes domaines que fij. Comme 

nous avons !.fij (u)l 1 lh(u)I, pour tout u E X * ,  nous pouvons considérer les fonctions gij 

telles que fij = h O gij. D'aprés la propriété précédente, gij est une fonction rationnelle ; 
son domaine est celui de fij. 

Posons 

Ce polynôme r' vérifie l'équation : rl(u) = aqDr(u), pour tout u E X*. Définissons la 

fonction rationnelle 9 de a* dans a* par q(v) = (aqD)-'v, pour tout v E a*. En tant que 

composée de polynômes de fonctions rationnelles, la transduction r = 9 0  r' est un polynôme 

de fonctions rationnelles. 0 

Cette dernière proposition nous permet de construire d'autres exemples de trans- 

ductions rationnelles cycliques d'image finie qui ne sont pas des polynômes de fonctions 

rationnelles. L'exemple se construit à partir de l'exemple r,. 



Si nous définissons le morphisme h de {z, y)* dans a* par h(x) = aa et h(y) = a. De 

façon évidente, TA = h @ ra n'est pas un polynôme de fonctions rationnelles. 

Terminons en donnant un exemple de transduction rationnelle cyclique d'image finie 

appartenant à H z  O H qui ne peut pas être un polynôme de fonctions rationnelles. 

Définissons les morphismes g et h de {bl, 62, 63, a, p)* dans {a, b)* par 

h(bl) = a2b il(&) = a 
h(62) = a2 g(62) = a 
h(63) = bu2 g(63) = a 
h(cr) = ab2ab2 d a )  = a 
h(P) = bab g(p) = a 

Si nous définissons la fonction rationnelle 8 par le transducteur ci-dessous : 

Nous obtenons ri = g O h-' O 8. Donc, si g O h-l était un polynôme de fonctions 

rationnelles, la transduction ri en serait un aussi. 
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montrons que le &su& r a t e  mai quand le P r ~ d d d  itcr,atii mriaspond 1 un MlLsystCmc 

.,l'on peut décider si & mot Infini ultimemnt ue est la limite d'un DOLhkgage. 

Dans I r  monde partie, now Hudion, la f d e  da E D T O G I ~ ~ ~ & .  Now démon v r< 

que les EDTOElangages d'index finj sont Pariut-bornb. Hous apportons aussi une réponse 15 

une cunjecéqre de A. Ehreafi~ucht et (3. Rmaenbcrg ;' p u t  cela, nous moqrhno que b u t  langage 

appartenant au cône rationnel engendré par ERTOL peut être obtenu an a p p ~ u s n t ,  B un JEDTOL 
f 

legage, un ntorphiune (non &&.nt) hyek suivi d'& morptrismc (dphddtigue). Now montrons 

ensuite que EDTQL est &ritde par polynbme de fondioarg rationnelies. 

Les tpnsdrictioar, rationnehi polynômialemdnt trarnbs sont btudiées dam la troi9iame peu..- 

tie. %pondant b une question de M.P. Schütsenbcrau, i ~ u s  d4montmm E'uiciusbn stricte de 
\ > . "  

l'en8ernbIe d a  polynbmw de fanstioiu rst~mellk dam l'en#mb1e des trwuductionr rrti&nnebes 
\ p ~ ~ ô r n i d e m n k  bornk .  - 

' Mots clés : 

. morphismes iGr& 

D O G I ~ ~ & = ~  

EDTBL-langages 

centre de langqea . , 

lW&s Pu iW-brnb  

%rduct ion ' s  r a t i m B a ,  < \ 




