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Chapitre 1

INTRODUCTION




Les L-systémes ont été introduits par A.Lindenmayer pour décrire des développements
d’organismes en biologie. La comparaison avec la théorie des langages formels met en
évidence de nombreuses analogies. A l'origine, le modéle mathématique utilisait des tableaux
d’automates finis. Puis la description fit appel a des constructions plus proche des gram-

maires telles qu’elles sont définies dans la hiérarchie de Chomsky.

On retrouve, comme dans la hiérarchie de Chomsky, la notion d’indépendance ou de
dépendance vis & vis du contexte. La notation des L-systémes utilise le suffixe (m,n)L pour
indiquer que, dans un tel systéme, la réécriture d’une lettre dépend de m lettres a sa gauche
et de n lettres a sa droite ; la terminaison (0,0)L est abrégée en 0L.

La différence principale entre la hiérarchie de Chomsky et les familles de L-langages
provient de la notion de simultanéité. Dans les L-systémes, a chaque étape, toute la chaine est
dérivée et il n’y a pas de symboles non terminaux au sens des grammaires de Chomsky. Cela
conduit, pour les systémes a contexte indépendant, & des langages obtenus par morphismes
ou par substitutions finies, itérés a partir d’un axiome. En fait, le langage est engendré par
I’application itérative de tables de production, ce qui est symbolisé par la lettre 7" dans le
nom de la classe de systémes (ce symbole est absent lorsqu’il n’y a qu’une seule table) :
T0L-systémes, 0 L-systémes. Dans le cas des systémes & contexte indépendant, chaque table
contient des régles qui correspondent & une substitution finie. Le L-systéme est déterministe
quand chacune de ses tables de production est déterministe, il s’agit alors de morphismes
itérés : DT0L-systémes, D) L-systémes. Les L-systémes peuvent étre enrichis par la notion
d’alphabet-cible en ne conservant dans le langage que les mots écrits sur un alphabet donné.
On parle alors de systémes étendus : ET(0L-systémes, EQL-systémes, £DT(0L-systémes,
ED(QL-systémes. Une autre notion qui a un intérét évident en biologie est celle de langage
adulte ; le langage adulte d’un L-systéme représente ’ensemble des mots engendrés par le

systéme qui ne peuvent se dériver qu’en eux-mémes.

Exceptée la notion de langage adulte, les notions rappelées ci-dessus sont connus en
théorie des langages et, tout en conservant ses rapports avec la biologie, ’étude des L-
langages a apporté de nombreux résultats et de nombreux problémes a la théorie des langages
formels. Citons un des liens entre les L-langages et la hiérarchie de Chomsky : un langage
est algébrique si et seulement s’il est le langage adulte d’un 0L-systeme.

Parmi les L-systémes ,nous nous intérésserons plus particulierement aux D0L-systémes

(un seul morphisme itéré) et aux DT0L-systémes (plusieurs morphismes itérés).




Les DQL-systémes représentent la construction de base des L-systémes. Le principe
des dérivations peut s’envisager selon deux approches : analyse de la séquence des dérivations,
analyse du langage engendré.

Dans le chapitre III, nous examinerons principalement les mots infinis engendrés par
des DOL-systemes. Deux notions importantes permettent 1’étude de la structure infinie des
langages : la limite et 1’adhérence qui sont toutes deux des ensembles de mots infinis. Un
mot infini appartient a ’adhérence d’un langage si ses facteurs gauches, ou préfixes, sont
aussi des facteurs gauches du langage. Il appartiendra a la limite du langage si un nombre
infini de ses facteurs gauches appartiennent au langage. La limite d’un langage est toujours
incluse dans ’adhérence de ce langage. Le mot de Thue [66] est ’adhérence et la limite du
D0L-langage engendré, a partir de I’axiome a, par le morphisme h de {a,b}* dans {a,b}*
défini par h(a) = ab et h(}) = ba.

Un mot est sans k-répétition s’il ne contient aucun facteur de la forme w* excepté le
mot vide (sans carré pour k = 2). L’étude des mots infinis ne contenant pas de carré est
liée a celle des D0L-langages. En effet, la plupart des constructions de mots infinis sans
carré fait intervenir un morphisme itéré [9]. L’un des mots sans répétition les plus célébres
est certainement le mot de Thue qui, sur un alphabet de deux lettres, est sans cube. D’un
autre c6té, le rapport entre mots infinis et langages algébriques est mis en évidence par le
langage de Goldstine dont le complémentaire est ’ensemble des facteurs gauches d’un mot
infini. Nous remarquerons aussi que les facteurs gauches d’un ensemble fini de mots infinis
constituent un langage algébrique seulement si ce langage est rationnel.

Un langage dont le complémentaire est algébrique est appelé co-algébrique. Le fait
que I'ensemble des facteurs gauches du mot de Thue soit co-algébrique a permis & W. Bucher,
D. Haussler et M.G. Main [15] d’apporter une réponse a certaines conjectures concernant les
mots sans carré, conjectures émises dans [2,3]. J. Berstel a généralisé ce résultat en montrant
que le centre, ensemble des facteurs gauches de I’adhérence, de tout langage engendré par un
morphisme prolongeable itéré était co-algébrique [10)].

Nous poursuivons cette étude du rapport entre le centre d’un langage obtenu par un
procédé itératif et la famille des langages algébriques. Nous verrons, en particulier, que le
centre est co-algébrique quand il s’agit de D0L-systémes, de gsm prolongeables itérés ou de
Tag-systémes uniformes. Récemment J.M. Autebert et J. Gabarré ont prouvé ’existence
de mots infinis qui n’étaient engendrés par aucun gsm prolongeable itéré [6], répondant
négativement a une conjecture de J. Berstel [11]. Signalons aussi leurs études du rapport
entre facteurs gauches de mots infinis et langages algébriques ambigus [4,5].




La décidabilité de ’équivalence des séquences de deux D(QL-systemes est longtemps
restée un probleme ouvert. Il a été résolu de fagon positive dans [20). En rapport avec ce
résultat, il a été démontré que 1’équivalence des limites de deux DQL-langages est décidable
[21] et que, pour un D0L-langage donné, on peut décider si sa limite est un mot ultimement
périodique donné [53].

Un DQL-langage infini se décompose en une union finie de D0L-langages dont ’adhéren-
ce contient un seul mot. En se référant aux résultats que nous venons d’énoncer, cela permet
de montrer la décidabilité de I’équivalence des adhérences de deux D0L-langages. Ce résultat
nous permet aussi de démontrer facilement quelques propriétés des centres algébriques de
DOL-langages, c’est-a-dire quand l’adhérence contient uniquement des mots ultimement
périodiques. Nous conclurons 1'étude des DOL-langages en montrant que le probléme de
savoir si un mot ultimement périodique est limite d’'un D0L-langage est décidable. Dans le
cas d’un alphabet quelconque, nous donnerons des conditions suffisantes pour décider de ce
probléme ; pour un alphabet de deux lettres, nous établirons une caractérisation des mots

infinis ultimement périodiques qui sont les limites de DQL-langages, retrouvant les résultats
de P. Séébold [63].

Dans le chapitre IV, nous nous intérésserons a I’étude des EDT(0L-langages.

La famille des ET0L-langages (substitutions itérées avec un alphabet-cible), notée
ETO0L, semble étre la plus riche en propriétés parmi les L-langages a contexte indépendant.
ETOL est un coéne rationnel principal. La sous-famille des £ DT(L-langages (morphismes
itérés avec un alphabet-cible), notée EDT0L, présente un domaine de recherche trés investi.
La structure mathématique des EDT(0L-systemes permet une meilleure compréhension du
parallélisme dans les dérivations. Rappelons quelques résultats importants.

Grace a des théoréemes de duplication, la recherche de langages n’appartenant pas a
ETOL peut se réduire a celle de langages n’appartenant pas & EDTO0L [65).

Alors'-que les langages algébriques sont tous des ET0L-langages, il existe des lan-
gages algébriques qui n’appartiennent pas 4 EDTQL [24]. En particulier, aucun générateur
algébrique n’appartient &8 EDTO0L [43].

N’étant pas fermée par morphisme inverse, EDT0L n’est pas un cone rationnel.

La famille des EDTO0L-langages d’index fini, notée EDT0Lpyn, admet plusieurs
définitions équivalentes [61] : ET0L-langages d’index fini [60], langages matriciels d’index
fini [7,31,54] ou langages totalement paralléles [56).

Nous montrerons que tout langage de cette famille est Parikh-borné ¢’est-a-dire qu’il
contient un langage borné qui lui est commutativement équivalent. Cette notion introduite




par M. Latteux et J. Leguy [44] a été étudiée dans différents articles [12,38,50,57,58]. En
particulier, il a été montré que les langages algébriques sont Parikh-bornés [12]. Pour les
EDTO0L-langages d’index fini, la question a été soulevée par G. Paun [55].

Les principales propriétés de cloture de la famille des £ DT(0L-langages ont été établies,
notamment par A. Ehrenfeucht, G. Rozenberg [23] et J. Engelfriet [29]. Elle est fermée
par union, concaténation, morphisme, intersection avec les langages rationnels, fonction ra-
tionnelle mais ne ’est pas par morphisme inverse. En particulier, si ¢ est une nouvelle
lettre, L w ¢* € EDTOL implique L € EDT0Lprn [30,41]. Ce résultat entraine que
EDTOLpyn est le plus grand cone rationnel contenu dans EDTQL. A. Ehrenfeucht, G.
Rozenberg [23] poursuivent linvestigation de la famille des £DT0L-langages en amorgant
un début de hiérarchie, EDT0L ¢ H-1(EDT0L) ¢ Ho H-}(EDTO0L) qu’ils conjecturent
infinie.

M. Latteux et P. Turakainen [46] ont établi que toute composition de morphismes
et de morphismes inverses pouvait se réduire & une composition dans H- o Ho H! o H.
Ce résultat suffisait pour apporter une réponse négative a la conjecture. En utilisant les
travaux de M. Latteux et J. Leguy [45], J. Karhumaki et M. Linna [40] sur les compositions
de morphismes et de morphismes inverses, nous démontrons que la hiérarchie s’arréte a
Ho H-Y(EDTOL) = C(EDTOL), le cone rationnel engendré par EDTOL.

Si un morphisme est effagant, le morphisme inverse est d’image infinie. Si un mor-
phisme non effagant transforme deux lettres différentes en un méme mot, le morphisme in-
verse est d’image finie mais le nombre d’images d’un mot exprimé en fonction de la longueur
de ce mot peut étre exponentiel. En appliquant des morphismes inverses de ce type & des
EDTOQL-langages, on trouve des exemples de langages qui n’appartiennent plus & EDT0L.

Il semblait donc intéressant de se demander si EDTOL restait close par des trans-
ductions rationnelles qui, & tout mot, associeraient un ensemble d’images dont le cardinal
serait polynémialement borné en fonction de la longueur du mot de départ. Les polynémes
de fonctions rationnelles vérifient ce critére ; la famille des EDT(0L-langages est fermée
par polynéme de fonctions rationnelles. Mais savoir si EDT0L est fermée par transduction
rationnelle polynémialement bornée reste un probléme ouvert.

Le chapitre V est consacré a ’étude des transductions rationnelles polynémialement
bornées. La recherche de propriétés de cloture des familles de langages conduit tout na-
turellement a I’étude des transductions rationnelles. Introduites par C.C. Elgot et G. Mezei
[28], leur caractérisation en termes de bimorphismes, due 2 M. Nivat, reste un résultat fon-
damental [51]. "

On peut distinguer des classes particulieres dans l’ensemble des transductions ra-




tionnelles en considérant la longueur des images, leur nombre,... . Dans les chapitres
précédents, nous avons utilisé des propriétés des transductions rationnelles décroissantes
[47], des transductions rationnelles étoilées [45], des fonctions rationnelles [29],... . Une
autre classe , celle des transductions rationnelles cycliques d’image finie sera étudiée dans
ce chapitre. Une transduction est cyclique si I'image du domaine est un sous-ensemble du
monoide libre engendré par un unique mot. Elle sera dite d’image finie si I'image de chaque
mot est un sous-ensemble fini.

Le fait que EDT0L soit fermée par polynome de fonctions rationnelles nous a amenés
a étudier les transductions rationnelles polynémialement bornées. M.P. Schiitzenberger a
montré que I’ensemble de ces derniéres étaient exactement ’ensemble des polynémes en des
transductions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d’image finie [64]. Nous établirons
Iinclusion stricte de I’ensemble des polynémes de fonctions rationnelles dans I’ensemble des
transductions rationnelles polynémialement bornées, apportant ainsi une réponse a une in-
terrogation de M.P. Schiitzenberger. Nous montrerons qu’il existe dans H o H™! des trans-
ductions rationnelles cycliques d’image finie qui ne sont pas des polynomes de fonctions
rationnelles. En utilisant les propriétés du produit de Hadamard sur les fonctions cycliques
[16], nous donnons une méthode qui permet de trouver d’autres exemples de telles transduc-
tions cycliques.




Chapitre II

PRELIMINAIRES




Nous présentons dans ce chapitre les notations et les définitions qui seront utilisées

par la suite.

N désignera ’ensemble des entiers naturels et Ny = N \ {0} ’ensemble des entiers
strictement positifs. Pour n et p € N, l'intervalle des entiers compris entre n et p s’écrit
[n,pl={ieN/ n<ilp}etinpl={ieN/ n<i<p}

Soit X un alphabet fini. X* représente le monoide libre engendré par X, c¢’est-a-dire
’ensemble des mots finis construits sur X, avec le mot vide noté . On définit X+ = X*\{¢}.
Un langage L est un sous-ensemble de X*. Si w est un mot de X*, on note |w| la longueur
de w. Soit Z un sous-ensemble de X. On note |w|z le nombre d’occurrences des lettres de Z
dans le mot w. Nous noterons ab(u) Pensemble des lettres apparaissant dans u. Le cardinal
d’un ensemble A sera noté ||A]|.

Soient u et v deux mots de X™*. Nous noterons w, 'opérateur de shuffle défini par
vwov={uv vy ... upvy / nEN, u, 1, €EX", u...uy=u et vy...v, = v}

Il se définit sur les langages par

Si X = {ai,az,...,ar} est un alphabet ordonné, la fonction de Parikh, notée V¥,
associe, a tout mot w € X*, le k-uple ¥(w) = (|wla,, |Wla,, .-, |w]e,). Deux langages L et
L' sont commutativement équivalent si ¥(L) = ¥(L’). Un langage est borné s'il existe un
n-uple de mots (wy,ws,...,wy,) tel que L C w,"wy ... w,. Un langage L est Parikh-borné
s’il existe un langage borné L’ inclus dans L et commutativement équivalent a L ou, de fagon
équivalente, s’il existe des mots u;,...,u; € X* tels que W(L) = U(L Nujuy ... u).

Un mot infini o est une application de N dans X. Pour n € Ny, p € N, oy
désigne la n-iéme lettre de a, ap,) représente le mot fini o(1)e(2)..-@(n), An n4p) le mot
QA(n)X(n+1)-X(n+p) € On npp[ 16 MOt (n)O(nq1) - F(nyp-1). On poseraajg) = € et o, nf = €.
Nous utiliserons les mémes notations pour les mots finis en respectant la longueur du mot,
c’est-a-dire en posant, pour tout mot w € X*, w(y) = € si n > |w|. L’ensemble des mots
infinis sur X est noté X“ et ’ensemble des mots finis ou infinis, X*° = X* U XV,
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Un mot a appartenant a X“ sera dit ultimement périodique s’il existe u € X* et
v € X tels que @ = uv*. Un mot u de X* est primitif si v € wt implique © = w. Pour
tout mot ultimement périodique o € X*“, il existe un couple unique (u,v) € X* x X+ tel
que v est primitif et soit u = ¢, soit la derniére lettre de u est différente de la derniére lettre
de v. On dira alors que uv“ est sous forme primitive.

L’ensemble des facteurs gauches et 1’ensemble des facteurs d’'un mot v de X* sont

définis par
FGu)={we X"/ 3veX®tel que wv:u}:{u[,,]/ n € N}
Fluy={we X"/ v, € X" et vy € X* tel que vwvp = u}.
On définit de la méme fagon l’ensemble des facteurs droits d’'un mot u de X* par
FD(u)={we X*/ Fve X" tel que vw = u}.
Pour un langage L C X, on pose
FG(L)={FG(u)/ ue L} et F(L)={F(u)/ uelL}

Pour un langage L C X*, on pose FD(L) = {FD(u) / u€ L}.

A tout langage L inclus dans X ™, on peut associer son adhérence et sa limite, ensembles
de mots infinis notés Adh(L) et Lim(L), qui sont définies par

Adh(L)={a € X“ / ¥n €N, aq, € FG(L)}
={a€X”/VneN,; JveE X" tel que onv € L}
Lim(L)={a€X“/ VneN, Ip€N tel que ap4p € L}.
Il est clair que Lim(L) C Adh(L), pour tout langage L, et que Adh(L) est vide si et seulement

si L est fini. Par contre, Lim(a*b) = 0.

Le centre d’un langage L C X™*, noté L€, est défini par

Lf = FG(Adh(L)) = {w € X* / wX"NLestinfini}.

L’ensemble des langages rationnels (resp. algébriques) est noté Rat (resp. Alg).
Le langage F7 représente le complémentaire de L et le langage L est co-algébrique si son

complémentaire est algébrique.
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Soient X et Y deux alphabets finis. Un morphisme h de X* dans Y* est dit al-
phabétique (resp. strictement alphabétique, non effagant, uniforme de module k) si A(X) est
inclus dans Y U {¢} (resp. dans Y, dans Y'*, dans Y¥).

H (resp H,, H,,, H,) représentera I'ensemble des morphismes (resp. morphismes
alphabétiques, strictement alphabétique, non effacant) et H~! ’ensemble des morphismes
inverses.

A}

Nous rappelons ci-dessous les principales définitions concernant les transductions ra-
tionnelles. Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [8].

Une transduction rationnelle r de X* dans Y* est une application de X* dans 2¥"
dont le graphe ¥ est une partie rationnelle du produit X* x Y*, définie par

F={{y,v) X" xY" [/ veET(u)}.

Le domaine d’une transduction 7, noté Dom(r), est ’ensemble des mots qui possédent une
image, c’est-a-dire Dom(r) = {u € X~ / 3v € Y" tel que (u,v) € 7}.

Théoréme [51]

Une transduction 7 de X* dans Y™ est rationnelle si et seulement s’il eziste un alphabet
Z, un langage rationnel R C Z* et deuzr morphismes (alphabétiques) h et g, respectivement
de Z* dans X* et de Z* dans YY", tels que

7= {(h(w),9(w)) / we R},
ce qui s’écrit en utilisant les notations de S. Eilenberg [27]

T=goﬂRoh—1.

Si nous notons ARat = {NR / R € Rat}, 'ensemble des intersections avec un
langage rationnel, et ARat* = {NR* / R € Rat}, une transduction est rationnelle si
et seulement si elle appartient 8 C = H o ARat o H™! ; elle est rationnelle étoilée si et
seulement si elle appartient 3 C. = H o ARat* o H-1. Pour un langage L, le cone rationnel
C(L) = Ho ARat o H™!(L) est la cléture de L par transductions rationnelles. Pour une
famille de langages L, on a C(L) = {C(L) / L € L}. De la méme facon, on définit le cone
rationnel étoilé engendré par un langage L, C.(L) = HoARat"ocH™1(L), et le cdne engendré
par une famille L de langages, C.(L) = {C.(L) / L € L}.
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La projection sur X* sera notée rx. Nous utiliserons aussi la caractérisation suivante

des transductions rationnelles :

Théoréme [27]
Sotent X et Y deuz alphabets disjoints. Une transduction 7 de X* dans Y* est ra-
tionnelle si et seulement s’il existe un langage rationnel R C (X UY)" tel que

# = {(rx(w), 7y (v)) / w€ R},
ce qut s’écril en termes de bitmorphismes

T= 7ryoﬂRo7r;1.

Une transduction est cyclique si son graphe est inclus dans X* x v* ou v est un mot
de Y*.

Une transduction 7 de X* dans Y* est d’image finie si, pour tout mot w de X*, ||7(w)}]
est finie. Elle sera fonctionnelle si, pour tout mot w de X*, ||7(w)|| < 1.

Une transduction 7 sera dite polynémialement bornée s’il existe un polynéme P tel
que, pour tout mot w € X*, on ait ||7(w)|| £ P(Jw|). Elle sera dite linéairement bornée si
le polynéme P est du premier degré. Les transductions rationnelles cycliques d’image finie

sont donc linéairement bornées.

On définit, pour des transductions rationnelles 7 et 7/ de X* dans Y™, la somme
Y =7+ 17"etleproduit I =7 x 7’ par
E(w) = r(w) U '(w) pourtout we X*
N(w) = U 7(w1)7(w2) pour tout w € X*.

wiwg=w
wy,wa€X*

Une fonction séquentielle généralisée, qui sera appelée gsm par référence au transduc-
teur qui la réalise (generalized sequential machine), est définie par un sextuple (X,Y, @, go, 8, A)
ou X et Y sont les alphabets d’entrée et de sortie, @ est un ensemble d’états dans lequel ¢q
repére ’état initial, § est la fonction de sortie de @ x X dans Y* et A la fonction de transition
de @ x X dans Q. Les fonctions é et A sont étendues en des fonctions de Q x X* dans Y'*
et de @ x X* dans @Q en posant :
A(g,e) =q pourtoutq€ Q
A(q, wzr) = AM(A(q,w),z) pourtoutq€eQ, we X*, xeX
8(g,€) =€ pourtoutq € Q
8(q, wz) = 6(q, w)é(A(¢q, w),z) pourtoutq€ Q, we X*, xeX
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Une fonction rationnelle f de X* dans X* est prolongeable en un mot w € X* s’il
existe un mot z € X tel que f(w) = wz.

Avant d’aborder les différentes familles de L-langages, définissons la famille des DOL-
langages, langages obtenus par itération d’un morphisme, ce qui nous permettra de présenter
les Tag-systémes et les gsm itérés.

Un DOL-systéme est un triplet (X, h, u) o X est un alphabet fini, h est un morphisme
de X* dans X* et I’axiome u appartient & X*. Le D0L-langage L(G) contient tous les mots
de la forme h"(u), avec n € N. On notera

L(G) = k*(u) = {h"(v) / n€ N).

Nous dirons qu’un DQL-systéme est prolongeable si le morphisme qui le définit est

prolongeable en ’axiome et nous parlerons alors de D0L-langage prolongeable.

Exemple :
Le mot de Thue, noté ici t, est engendré par le D0L-systéme prolongeable (X, h, a)
ou X = {a,b}, h(a) = ab et h(b) = ba :
t = abbabaabbaababbabaababbaabbaba. ..

Nous distinguons dans la suite, pour un DQL-systtme G = (X,h,u), deux sous-
ensembles disjoints de ’alphabet X : X, I’ensemble des lettres engendrant, par itérations
successives du morphisme, des langages infinis et X, ’ensemble de celles engendrant des
langages finis

Xrp={z€X/ h*"(z) fini} et Xr={z€ X/ h*(z) infini}.

Un CDOL-langage est I'image par un morphisme strictement alphabétique, parfois
appelé codage, d’un DOL-langage. Un CD0L-systéme est donc un triplet (G,g,Y) o G =
(X,h,u) est un DOL-systéme et g un morphisme strictement alphabétique de X* dans Y.

Les Tag-systémes ont été introduits par A. Cobham [18]. Bien qu’il y ait une com-
paraison possible avec les CD0L-systémes, les Tag-systémes ont surtout été étudiés pour les
mots infinis qu’ils engendrent. Un Tag-systéme est un quintuplet (X,h,u,g,Y) ou X et Y
sont deux alphabets finis, h est un morphisme de X* dans X* prolongeable en u et g est un
morphisme strictement alphabétique de X* dans Y*. Alors (X, h,u) est un D0L-systéme
prolongeable ; on appelle séquence interne, notée intseq, ’adhérence du D0L-langage qu'’il
engendre et séquence externe, notée eztseq, I'image de intseq par g. Remarquons que intseq
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est aussi la limite du D0L-langage. Le Tag-systéme sera dit uniforme si le morphisme h est
uniforme de module k pour un certain k.

Exemple :

Le mot de S. Arson, noté a, est engendré par le Tag-systéme uniforme de module 3 :
(X,h,a,9,Y) ou X = {a,b,¢,a,b,e},Y = {a,b,c},

h(a) = abc h(a) = cba
h(b) = bca h(b) = acb
h(c) = cab h(¢) = bac

g(z) = g(z) = z, pour z € {a,b,c}
a = abcacbcabcbacabacbcabebabeabacbecacbacabebabea. . .

S. Arson a démontré que ce mot est sans carré [1]. J. Berstel [9] a montré qu’il n’était
la limite d’aucun D0L-langage.

Nous considérons ici la notion de gsm itéré & partir d’un axiome comme une extension
des DO0L-systémes. Soit G = (X,Y,Q,90,6,A) un gsm. Nous supposerons que X = Y.
Pour tout mot w € X*, nous définissons §°(go, w) = w et §"+(go,w) = 6(go, 6"(go, w)),
pour tout n € N. Le langage engendré par itération de G & partir d’un axiome u est alors

{6"(g0,u) / n € N}.

Exemple :

Considérons le gsm défini ci-dessous

B/b b/b b/b , i
() d/d ) a2 w/by () x/atx
b/e U
3/3
a/a a/a b/b 3/3
' d/c . z/c . y/t . x/dzyx
( ) (J o o @
(0 |
b/b c/c b(/Jb
y 3/3 a/a b/b 3/3
a’lc

(J
0

b/a2b

d/d z/z
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L’adhérence du langage engendré en itérant ce gsm & partir de ’axiome abbadzyz est
o = abca®ba®bea®ba’ba’ba’be ... (a® b)* c. ..

Il a été montré dans [6] que ce mot infini & ne peut étre engendré par aucun gsm prolongeable

itéré. Par contre le centre du langage est co-algébrique.

Partant de la définition des T'0 L-systémes, nous introduisons différentes classes de L-
systémes et de L-langages & contexte indépendant. Pour plus d’informations, le lecteur se
référera a (36,59].

Un T0L-systéme est un triplet G = (X, P, w) ou
(1) X est un alphabet fini,
(2) P est un ensemble fini de tables de production ;
pour tout £ de P,on at C X x X*, t étant un ensemble fini
et, pour tout z € X, il existe w € X* tel que (z,w) € ¢,
(3) w est ’axiome appartenant a X .

Soit x = z(1)%(2)---T(n) € X* avec n = |x] > 1 et y € X*. Nous dirons que « se
dérive en y, représenté par la relation # = y, s'il existe une table t € P telle que (z(1), w1),
(z(2), wz),...,(Z(n),wn) appartiennent 4 f et y = wyws...w,. La cléture transitive de cette
relation étant notée ==, le langage engendré par le systéme G est défini par L(G) = {y €
X* / w==y}. On remarquera que £ est le graphe d’une substitution finie.

Si ||P]| = 1, le systéme est appelé 0L-systéme.

En introduisant la notion d’alphabet-cible, on définit les 70 L-systémes étendus, notés
ET0L-systémes. Un ET0L-systéme est un quadruplet G = (X,P,w,Y) o G¢' = (X, P, @)
est un T0L-systéme engendrant un langage S(G). Le langage engendré par G ne contient que
les mots dérivés a partir de I’axiome qui appartiennent & Y*, c’est-a-dire L(G) = S(G)NY™.

Si ||P|| = 1, le systéme est appelé E0L-systeme.

Si, pour tout ¢ de Pet pour tout z de X, il existe un et un seul w € X* tel que (z,w) €
t, le systéme est déterministe. On définit ainsi les D0L-systémes, les ED0L-systemes, les
DTQL-systémes et les £DT(0L-systémes.

Si, pour tout t de P, on at € X x X1, le systéme est dit non effagant (propagating).
On définit de cette facon les EPDT(L-systémes ...
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Pour les L-systémes que nous venons de définir, nous adopterons la convention suivante
: X étant un préfixe appartenant & {¢, D,CD, DT, ET, EDT, EPDT}, la famille des X0L-
langages, engendrés par des X(L-systémes, sera notée X0L.

Pour illustrer ces notions, donnons quelques exemples :

Exemple :

Soient X = {a,b}, P = {t1,t2}, t1 = {(a,a?),(b,b%)}, t2 = {(a,a®),(5,0%)} et
w = ab. Alors G = (X,P,w) est un DT0L-systéme qui engendre le langage L(G) =
{a?"37b2"3™ | n m e N}.

Exemple :

Soient X = {A, B,a}, P = {t1,t,}, 1, = {(4, A?),(B, B3),(a,a)},
t = {(A,a),(B,a),(a,a)}, w = AB et Y = {a}. Alors G = (X, P, w) est un EDTOL-
systéme. L’ensemble des mots dérivables est S(G) = {A2"B3" / n € N}u{a?"+3" / n e N}
et le langage engendré est L(G) = {a?"+3" / n € N}.

Une autre définition des ETQL-systémes fait apparaitre des non-terminaux au sens
des grammaires de Chomsky :

Un ETQL-systéme est un quintuplet (X, N, H, ¢, w) ol
(1) X et N sont des alphabets finis disjoints, V = X U N,
X est I'alphabet terminal, N 'alphabet non-terminal,
(2) H représente ’alphabet fini des régles de productions,

3) ¢ est une application de H dans I’ensemble des substitutions finies
de V* dans V* dont la restriction a X est l'identité,
4) @ est ’axiome appartenant a N.

L’application ¢ est étendue & H* en posant :
(3) #(e) est I'identité sur V
(%) #(6162) = ¢(62) o ¢(61) pour tout &, 62 de H*.

Nous utiliserons surtout cette définition pour les EDT(QL-systémes. Dans ce cas, ¢
est une application dans ’ensemble des morphismes de V* dans V* dont la restriction 3 X
est 1'identité.

L’ensemble des mots, terminaux ou non, dérivés par un systétme G = (X, N, H, ¢, w)
est noté S(G) = {(¢(8))(w) / 6 € H*} et le langage engendré est L(G) = S(G) N X*.
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Exemple :

Soient X = {a,b}, N = {A,B,C,D}, H = {6,,02,63}, w = CD et ¢ défini par

avec

#(61)=h
hi(A)=A
hi(B)=B
h.(C)= ACB
hy(D) = DA
hi(a)=a
hy(3)=1b

#(62) = ha
ho(A)=A
h,(B) =B
h2(C) =CB
ho(D) =D
ha(a) =a
ha(b) = b

#(63) = ks
ha(A) =a
hs(B) = b
hg(C) =¢€
hs(D)=¢
hs(a)=a

hs(b) = b

Alors G = (X,N,H,¢,w) est un EDT0L-systéme engendrant le langage L(G) =
{a"bt™a” /| n,m € N et m > n}.

Un EDTO0L-systéme est dit d’index fini s’il existe un entier k tel que tout mot de
S(G) contient au plus k occurrences de lettres de N : S(G) C (X*NX*)SF. La famille des
EDTO0L-langages d’index fini, engendrés par ces systémes, est notée EDT0LFIN.
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Chapitre II1

ITERATION D’UN SEUL MORPHISME :

DOL-SYSTEME
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A. Centre de langages

1) présentation

L’itération d’un morphisme prolongeable permet de générer une suite de mots w; dont
chaque élément est préfixe de son image par le morphisme : h(w;) = wiy; = wizi4;. On
voit tout de suite P’interét d’un tel procédé pour générer un mot infini unique qui est donc

le seul élément de ’adhérence du langage correspondant a la suite de mots.

Le centre d’un langage L, noté L, est I’ensemble des facteurs gauches de son adhérence,
L® = FG(Adh(L)), c’est-a-dire ’ensemble des mots qui peuvent étre prolongés en une in-
finité de mots de L. Le fait que ’ensemble des facteurs gauches du mot de Thue est co-
algébrique a permis d’apporter une réponse négative a la conjecture suivante : si L est
un langage algébrique alors soit le complémentaire de L est fini, soit ’intersection entre le
complémentaire de L et ’ensemble des mots qui contiennent un carré est infinie [2,3]. Il est
connu que ce mot s’obtient par morphisme itéré. J. Berstel a démontré que le centre d’'un
langage engendré par un morphisme prolongeable itéré est co-algébrique [10]. En respectant
I’esprit de cette démonstration, nous allons étudier d’autres procédés itératifs.

La premiére généralisation a examiner est celle des D0L-systémes. Un D0L-systéme
correspond & un morphisme itéré, sans restriction sur le morphisme. Nous verrons que le
centre d’un D(0L-langage est co-algébrique.

Puis nous nous intérésserons a une extension des morphismes fournie par les fonctions
séquentielles généralisées, appelées aussi gsm (generalized sequential machine). Un gsm cor-
respond 3 un transducteur déterministe dont tous les états seraient finals. Dans le cas d’un
gsm prolongeable itéré, le centre du langage sera co-algébrique. Mais contrairement aux

morphismes, le résultat n’est plus vrai pour les gsm quelconques.

Nous terminerons cette section en examinant le cas des Tag-systémes. Les Tag-
systémes constituent un mécanisme légérement plus puissant que les morphismes prolonge-
ables itérés. J. Berstel a montré que le mot d’Arson, qui pouvait étre obtenu par un Tag-
systéme uniforme, ne I’était par un D0L-systéme [9]. La séquence interne d’un Tag-systéme
représente I’adhérence d’'un D0L-langage prolongeable en un axiome zo € X. La séquence

externe est un codage de la séquence interne par un morphisme strictement alphabétique. Ce
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codage masque une partie de I'information qui était contenue dans la séquence interne. Nous
verrons que, pour les Tag-systémes uniformes, ’ensemble des facteurs gauches de la séquence
externe est co-algébrique. Par contre, pour les Tag-systéemes quelconques, le probleme reste
ouvert. L’étude d’exemples semble indiquer qu'ils vérifient la méme propriété.

2) différents procédés itératifs

La preuve de J. Berstel s’appuie sur la remarque suivante : quand un morphisme
prolongeable h de X* dans X* engendre par itération un mot infini a, la place de 'image de
la k-iéme lettre est déterminée par la longueur de I'image des k — 1 lettres précédentes. Ce
qui se traduit par la propriété des morphismes prolongeables en oy, :

h(apo]) = a[h]
(i) V k>l hlow)) = ofpireen 0d 7 = [h(op_y)| et I = [h(an,)]

Dans le complémentaire, soit le mot ne commence pas par un facteur gauche de a3,

soit la condition (i) n’est pas vérifiée pour au moins une lettre. Ce qui s’énonce :

weFG(a) & soitwe (F—G(T[zl]_).ﬂXs’l)X*
(1) soit 3k Iy < k < |w| =n tel que
W 41,n) € FG(R(w(ey)) N X< X
r = [h(wp-1))| et I = [A(wr))]

Pour obtenir le complémentaire, il faut donc rompre le lien entre une lettre et son
image. Ce principe réapparaitra dans les démonstrations concernant la généralisation aux

gsm prolongeables itérés et aux Tag-systémes uniformes.

Un probléme important reste a résoudre : contréler la longueur séparant une lettre de
son image. J. Berstel traite la question en utilisant un automate a pile. Nous emploierons

des langages obtenus par transductions du langage de Dyck sur une lettre Dj.

Théoréme I11.A.1 [10]
Le centre d’un langage engendré d partir de wo € X* en ttérant un morphisme h de
X* dans X* prolongeable en wy est co-algébrique.

Preuve :

Si le langage est fini, ’adhérence est vide et le centre est rationnel.
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Si le langage est infini, I’adhérence contient un mot infini o unique avec o) = wo.

Sachant qu'’il faut vérifier la propriété (ii), nous nous intéressons au langage
L={ug#" A [/ u€ap)X" et m=|h(u)]-|u/-1}

ol Z = {#,V, A} est un ensemble disjoint de X.

Le nombre de # représente la longueur nécessaire pour qu’une lettre qui remplacerait
 ait son image & la place de A . Le langage L s’obtient par une transduction sur le langage
de Dyck Dj. Pour cela, nous définissons le morphisme ¢ de (X U Z)* dans {a,b}* par :

plz)=d"! VzeX et I=|h(z)>1
p(z)=b VzeX e I=|h(z)=0

p(#) =0
p(V)=1b
p(B)=¢

et le langage rationnel R = ap;) X* 7 #*A.

Montrons que L = ¢~ 1(D}) N R qui est donc un langage algébrique. Définissons
I’ensemble des lettres mortelles Xpr = {z € X / h(z) = €} et Xnpm = X \ Xu. Soit
w=1uy #™A un mot de L. Nous avons p(w) = ¢(u)b™*! avec

lp(w)la = 1P(Tx0rs (W) = [B(Fxpnr ()] = [7x 5000 (1)
le(u)ls = lp(mxa (w))] = [rx ()]
Nous avons bien ’égalité
m+ 1+ |mx,, (w)] = [A(7xpn (W) = 17 x50 (w)]

puisque
m = [h(u)] = |u| = 1 = |h(mx,, ()] = |7x (w)] = |7xnns (w)] = 1.

Donc p(w) € D} et, comme w € o} X* 7 #* A, nous en déduisons que w € e Y DI)NR.

Prenons maintenant un mot v de D}. L’ensemble

e (v) = {w € (X UZ)" / |wlgg,v) +Imxp (@) = [h(Txna ()] = [7x00e (w)[}
={we (XU2)"/ |wlgv} = h(rx(w)| - |7x(w)[}
={we (XU2Z)"/ |wlig) = Ih(rx(w)| = lmx(w)] - |wl{ey }-
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Nous obtenons bien ¢~}(v) N R C L, pour tout v de D}, et donc p~}(D})NRC L.

Il suffit maintenant de remplacer 7 et A comme 'indique la propriété (ii). Pour cela,
nous définissons, pour chaque lettre z de X, la substitution rationnelle s, de (X U Z)* dans

X* par
s:(y)=y VyeX
32(#) =X
(V) ==z

s:(A) = (FG(h(z)) N XEHX* ot | = |h(z)].
On vérifie que

(*) FG(a) = (FGlap) N X<)X* [ (| s:(L)).

zeX

Il est évident que

(mﬂ xshyx+ U( U s:(L)) C FG(a)  propriété(ii).
zeX

Inversement, tous les mots ne commencant pas par un facteur gauche de ap,; ap-
partiennent & (m N X$h)X* Vérifions simplement que tous les mots de FG(a)
qui commencent par of;,j sont obtenus. Prenons w € FGT(—JFI ap,jX*. Il existe alors une
lettre wp) différente de o(p). Nous pouvons supposer que wyp_1} = ajp-1) avec p—1 2> [;.
Puisque le langage est prolongeable infini, tout facteur gauche a(;_,) a une image de longueur
supérieure & k — 1. Alors il existe une lettre a(x) avec p—1 2> k > lp telle que |h(ap_y)| =T,
[hlagy)l=letr+ 1< p<r+1.Dou

w € ap_yjomX ¥ (FG(h(aw)) N XS X*
€ S, (ak-1) V# FA)
€ sam(L).
L’égalité (*) est obtenue.

La famille des langages algébriques étant fermée par union et par substitution ra-

tionnelle, le centre du langage est co-algébrique. O

Remarquons que, si le morphisme prolongeable h est non effagant, le complémentaire
du centre appartient & C({a"b" / n € N}).

En effet, inclusion ¢p=*({a"b" / n € N}) C ¢~ }(D}) est vérifiée quelque soit le
morphisme h. Dans ’autre sens, si le morphisme h est non effagant, nous avons, pour tout
mot w=uy #"A, p(w) € {a"b" / n € N} car A

le(w)ls = lp(u)la = [R(W)| = |u[ 20 et fp(w)ls = |p(u)ls+m+1=m+1.
Donc, si le morphisme est non effagant, L = p~}(D})N R = ¢ !({a"" / n€ N})NR.
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Nous pouvons aussi constater que le complémentaire du centre d’'un DO0L-langage
prolongeable peut étre obtenu par les mémes transductions rationnelles appliquées sur le
langage de Dyck restreint D{*.Nous avons alors un langage

L'={ug#™ A [/ u€op)X" et m=|h(u)|—|u|-1 et Vv € FG(u), |h(v)| > |v]}.
Le reste de la preuve n’est pas modifié. Dans un sens l'inclusion est évidente
VzeX  s(p ' (DY)NR)Cs(p~}(D})NR) C FG(a).

Dans l’autre sens, en conservant les mémes notations, si w € sq(,,(k-1) V # ~%A), comme
|h(ek-1))| > k —1, on a w € sq,,(L').

Pour généraliser ce résultat aux D0L-langages, nous introduisons la notion de D0L-
systeme et de D(0L-langage unitaires, construits a partir de morphismes particuliers. Les
propriétés des D0 L-systémes unitaires et la décomposition d’un D(L-systéme quelconque en
DOQL-systémes unitaires nous permettront de démontrer que le centre d’un D(0L-langage est
co-algébrique.

L’adhérence d’une union finie de langages est égale & 'union des adhérences de ces
langages [13]. De plus, I’adhérence d’un langage est vide si et seulement si ce langage est
fini. Nous en déduisons immédiatement une propriété que nous utiliserons par la suite.

Propriété I11.A.2

Soient G = (X, h,u) un DOL-systéme, no un entier positif et n un entier strictement
posttif. Alors

Adh(L(G)) = U Adh(L(Gy))

i=0

ot Vi€ [0,n—1),G; désigne le DOL-systéme (X, h"™, h™oti(u)).
Nous utiliserons le lemme suivant démontré par T. Head dans [35] :

Lemme III1.A.3 [35]
Sotent G1 = (X, h,u;) et G2 = (X, h, uyus) deuz DOL-systémes. Alors, si Adh(L(G1))
est non vide, L(G,) et L(G2) ont la méme adhérence.

Nous distinguons dans la suite, pour un D0L-systtme G = (X, h,u), deux sous-
ensembles disjoints de ’alphabet X : X, I’ensemble des lettres engendrant, par itérations
successives du morphisme, des langages infinis et X, ’ensemble de celles engendrant des
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langages finis. Le lemme III.A.3 nous permet d’affirmer que, parmi les lettres de X; appa-
raissant dans ’axiome, seule celle située le plus & gauche détermine I’adhérence.

Il est clair que
Xrp={z€X/3i#£jeN telsque hi(z) = hi(z)}
Xr={zeX/Vi#jeN, hi(z)£h(2)} et X=XpUXs.

Remarquons aussi que w € X implique h”(w) € X, pour tout n € N. De plus, il
existe deux entiers ro € N et r € N vérifiant, pour tout w € Xz, h™(w) = A"+ (w). Enfin,
z € Xy implique que, pour tout entier n € N, h"(z) appartient & X* X X* = X g X1 X*.

Définition ‘

Un DOL-systéme G = (X, h,u) est unitaire s’il eriste une factorisation u = uyusus
avec uy, uy, uz € X*, h(u1) = uy, us € Xg X1 X", h(uz) = wiuaws avec wy, wa € X* et
h(w;) = w;.

Nous appellerons D0L-langage unitaire, un langage engendré par un D0L-systéeme \

unitaire.

Lemme II1.A 4
Soit G = (X, h,u) un DQL-systéme unitaire engendrant le langage L. Alors, Adh(L)

contient exactement un élément et L® est co-algébrigue.

Preuve :

Deux cas peuvent se présenter :

l. wy =¢

D’aprés I’hypothése, u se factorise en u;usus avec u; engendrant un langage infini.
Donc, G = (X, h,ujuzuz) et G' = (X, h,u u;) engendrent deux langages L et L’ qui ont
méme adhérence (lemme III.A.3), donc méme centre.

Puisque le morphisme h est prolongeable en u;juz, le centre L'® = L° est co-algébrique.

2. wy # €
Alors, Adh(L) = {u;w} et L¢ = FG(u,v,") est rationnel. Donc L* est rationnel. o

Montrons maintenant que tout D0L-langage infini est égal a 'union d’un langage fini
et d’une union finie de D0QL-langages unitaires.
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Proposition III.A.5
Soit G = (X, h,u) un DOL-systéme. Si L = L(G) est infini, alors il eziste deuz entiers
n € N et ng € N fels que, pour tout i € N, G; = (X,h", h"oti(u)) est unitaire.

Preuve :

Dans un premier temps, on établit le résultat suivant : il existe z € X7, € N et
t € Ny tels que h'o(u) = vyzvs avec v; € Xg, vz € X*, hi(z) = wizw}, w] € X7 et
ws € X*.

En effet, L infini implique que, quelle que soit I'itération i, h*(u) appartient & X g X X*.
Soit k le nombre d’éléments de X;. Pour i € [0, k], h*(u) représente k + 1 itérations. Donc
un élément z de Xy a été utilisé deux fois en tant que premiere lettre de X; apparaissant
dans Af(u). Il existe donc deux entiers £ et ty, avec 0 < o < to + ¢ < k pour lesquels z est
facteur de h'o(u) et de h'(z) et, dans les deux cas, n’est précédé que de lettres de Xp.

Nous avons v; € Xg et w} € Xg ; il existe donc pg, go € N et p, ¢ € N tels que
hP°(v1) = hP°*P(v;) et h9°(wy) = hPH(w)).
Posons ng = po + go + to et n = ptq. Pour tout ¢ € N, nous avons
hﬂo-H(u) = hpo+qo+i(h:o(u)) = hPo+qo+i(v1xv3)_

Posons
u = h”°+q°+i(v1), up = hpo+¢o+i(z) et ug= hPo+40+l’(vs)‘

Nous vérifions que :
(a) h™(uy) = hP9(u;) = hPIO+Potaoti(y) ) = peo+i(hPo+Pte(y,)) = hIoH (hPo(vy)) = u, ;
(b) puisque z € Xy, nous avons u; € Xp X1 X* ;

(€) W (us) = hPHa (Potioti(2))
= hPo+doti+(Pa=1) (4! zet)
= hpotaotit (a1 (g )hPot e H(I=2)i (gl ), hPotoi(g)] hPotioti(z)
BpoHamH (g oo+ () . o+ Gr=1 ()
= WiuUwWs3
en posant

w) = hPotdotit(pa-1)t(yy1) . pPotaoti(y!)
w3 = hPo+¢o+i(wé) v hp°+q°+i+(pq_1)t(w.!3) )
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(d) puisque, w) € X, nous avons hPete+i+(Pi=i)t(y!) € X%, pour tout j € [1, pq].
De plus, pour tout j € [1,pg], on a :
hptq(hpo+qo+i+(pq—:‘)t(w'1)) =hPo+i+(P9-J')‘(hqo+P‘9(w"))
=hpo+a‘+(p9—i)t(hqo (w}))
=hpo+(10+"+(P9"J')'(w’1) ;

donc h™(w;) = hP* (w,) = hPH(hPo+ao+it(pa=1)t (41 ) pPotdoti(w!)) = w;.
Pour tout i € N, G; = (X, h", "o+ (u)) est donc unitaire. a

Des propositions III.A.4 et III.A.5 | nous pouvons déduire que 1’adhérence d’'un DOL-
langage est toujours fini, résultat qui avait été annoncé dans [22].

En effet, si le D0L-langage est fini, son adhérence est vide. Dans le cas contraire, le
D(QL-langage est égal & 'union d’un langage fini, dont I’adhérence est vide, et de 'union,
pour i € [0,n — 1], des DOL-langages unitaires L(G;) définis par la proposition III.A.5, dont
P’adhérence contient un seul élément. Nous avons donc

Proposition III.A.6
L’adhérence d’un DQOL-langage est fine.

Pour démontrer que le centre d’'un D0L-langage est co-algébrique, nous utilisons le

lemme suivant :

Lemme III.A.7
Sotent a3, ag, ... , an € X“. Si, pour tout i € [1,n], L; = FG(«a;) est algébrique,
alors LyNLaN...NL, est encore algébrique.

Preuve :

On peut supposer, sans nuire a la généralité, que tous les o; sont différents. Il existe
alors un entier ¥ € N, tel que les préfixes de longueur k des o; sont différents. Posons
@i = a;[x)P;, pour tout i € [1,n]. Nous avons i # j implique o) # aj(x)-

X* peut s’écrire :

X" = (LnJ FG(asm)) U(O af[le‘) U(ﬁ W)

=1 =1 i=1
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en fonction des différents préfixes a;p;). Le langage

est examiné par rapport a cette décomposition.
LNFG(eypy) € Li N FG(aspe)) =@ pour tout i € [1,n].

LNoipX* = Li Na;pX™  pour tout i € [1,n].

Lﬂ(ﬂ FG(a,-mX")) = ﬂ FG(a;X*).

i=1 i=1
Donc nous pouvons écrire

oo

O(Li ”as[k]X‘))) U(ﬁ'ﬁ?(a—[a'f—))

i=1 =1

L; étant algébrique, a;;x) X ™ et FG(a;jx)X*) étant rationnels, pour tout i € [1,n], nous
déduisons que

est algébrique. O

Nous avons vu que si ’adhérence n’était pas vide, elle pouvait étre déterminée par une

union finie de D0L-langages unitaires (propositions II1.A.2 et III.A.5):

n—1

Adh(L(G)) = | J Adh(L(Gy)) = {@o,1,...,0m} avec m<n—1.

§=0

Chaque a; est 'adhérence d’un L(G;) et, G; étant unitaire, L(G;)® = FG(a;) est algébrique
(lemme I11.A.4). Le complémentaire d’une union finie étant l'intersection des complémentaires,

L(G)° = U FG(OtJ') = ﬂ FG(O:J'),
j=0 j=0

le lemme III.A.7 nous permet de conclure par la proposition suivante :

Proposition III.A.8
Le cenire d’un DOL-langage est co-algébrique.
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Nous pouvons préciser ce résultat. Le complémentaire du centre d’'un D0L-langage
prolongeable appartient a Rocl, la famille des langages & un compteur restreint. Il en va
de méme pour le complémentaire du centre d’'un D(QL-langage unitaire. Rocl étant un cone
rationnel principal est fermé par union ; les preuves du lemme et de la proposition précédents
nous permettent de conclure que le complémentaire du centre d’un D0L-langage appartient
a Rocl = C(DY*) et au coéne C(Dy).

Nous trouvons pour les gsm prolongeables itérés la proposition annoncée par J. Berstel

[11].

Proposition II1.A.9
Le centre d’un langage engendré d partir de wo € X+ en itérant un gsm prolongeable

en wqo est co-algébrique.

Preuve :
Soit M = (X, X,Q, go,6,A) un gsm prolongeable en wy.

Si le langage L engendré par itération de M a partir de wp est fini, I’adhérence est

vide et le centre est rationnel.

Si le langage est infini, ’'adhérence contient, comme pour les morphismes prolonge-

ables, un seul mot infini o qui vérifie :

Q1] = Wo 5(40,0[10]) = o)
Vk>0 A(qj,‘_l,a(k)) = ¢j, avec gj, = Qo
() VE>1lo 6(gu, k) = frs1,e4n 00 7= |6(g0, ae—1))| et I = [6(gj._,, @)l

Nous pouvons séparer le complémentaire du centre en deux sous-ensembles. Le premier
contient les mots qui ne commencent pas par un facteur gauche de ay,) ; ce sous-ensemble
est rationnel. Le deuxiéme sous-ensemble contient les mots qui commencent par oy, ) mais

qui ne vérifient pas la contrainte (i) pour au moins une de leurs lettres.

weFG(a) < soitwe (mﬂXsll)X"
(i) soit 3k Iy < k < |w| = n tel que
Wr41,n] € (FG((S(qjk_,, w(k))) n XS')X.
ot ¢j,_, = A(go, Wik-1),
r = [6(g0, wik—1)) et 1= [6(gju_., wiay)l
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Remarquons que le mot wy,) appartient & Dom(gsm) puisque la lettre qui vérifie la
propriété (ii) peut étre trouvée dans un facteur gauche de w qui appartient & FG(a).

Comme pour les morphismes, nous construisons le langage qui permet de réserver la
place de I'image du début de mot. Mais il faut tenir compte des états. Nous construisons
donc

L={ug, #™ A / u€op,)X* N Dom(gsm), q= A(go,u) et m=|6(go,u)} — |u| -1}

ol Vg = {V, / ¢ € Q} et Z = {#,A} sont des ensembles disjoints de X. Nous pouvons
obtenir L par transduction du langage de Dyck D7. Pour cela, posons :

X'=XU{v}

Ry ={(gi,%,q)/ z€X ¢ =Xg:,2)}"{(¢,v,4")/ ¢, ¢ €Q}

R= (1 @xXxQr@xXx{aH){g} x X' xQ)@Q@xX"x Q)

9i#q;

R3 = (qo, (1), A(qo,CY(1))) e (A(QO,0[10-1]),(1[10],)((10, apo]))(Q x X'x @)

Le langage R = R; N Rz N R3 contient les mots représentant des suites de transitions
autorisées par le gsm, commengant par les transitions dues a of;,) et terminées par une

transition (g,V, ¢') ol g est I’état atteint par les transitions précédentes.

Nous pourrions vérifier que L = p o NR#*A op(D7]) ou ¢ et p sont deux morphismes

de (@xX'xQ U Z)* dans {a,b}* et dans (X Uq U Z)" definis par :

e((gi,z,q)) = a=' si 1=[6(gi,z)| >0 et g¢; =2A(qi, 2)

¢((9,7,95)) =b si 1=1[6(g:,x)|=0 et gj =A(qiz)

¢((9,v,¢')) =b pourtoutq,q'€Q I=|6(gi,2)|=0

p(p)=¢

p(#) = b

l"((qis QOJ')) =z

p(e, v, 9))=w,

u(#) = #

pA)y=A4

¥

Le langage L est donc algébrique.
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Nous définissons alors, pour chaque lettre z de X et pour chaque état ¢ de Q la
substitution sz de (X U{yg}U Z)* dans X*

szq(y) =y VyeX

qu(#) =X
5:¢4(Ve') = s51¢ =g et Ag,z) est défini
=@ sinon

524(8) = (FGE(5,9) N XS)X" oI = |5(g,2)|

Nous vérifions que

FG(a) = (FG(ap) N X)X (U seq()).
reX
9€Q

De facon évidente,

(FGloqy) N X)X (J(|J 624(L)) € FG(a).

zeX

9€Q
Dans ’autre sens, si un mot w appartient _F_E(cﬁ, soit il ne commence pas par un fac-
teur gauche de op;,], soit il existe une lettre w(p) différente de c(p). Dans ce dernier cas,
nous pouvons Supposer que W3] = @p-1) avec p—1 > I} > lp. On constatera que
wlp_1] € Dom(gsm). Puisque le gsm engendre un langage prolongeable infini, il existe une
lettre w) = a@y ol lp < k < p—1 telle que A(go, wik—1)) = gr—1, |6(g0, wi—y3)| = 7,
[6(gk-1,wa))|=letr+1<p<r+1l Dou

wE w[k_llw(k)X"k(FG(é(qk_l, we)) N XSHX*
€ Sw(k)qk—l(w[k—ll Vir-1 #r_kA)
€ sw(k)Qk-l(L)

La famille des langages algébriques étant fermée par union finie et substitution ra-
tionnelle, FG(a) est un langage algébrique. O

Alors que la généralisation d’un morphisme prolongeable & un morphisme quelconque
ne pose pas de difficulté, la généralisation & un gsm quelconque ne peut pas étre faite.
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Le gsm ci-dessous fournit un exemple de fonction séquentielle engendrant par itération
a partir de ’axiome wp = cdcz un langage dont le centre n’est pas co-algébrique.

c/e

Les premiéres dérivations sont
cdez = adc®z = abc’dez = abacdc®z => aba’dc*z = aba®bcidcz==aba%ba*bc*®dcr = . ..
Par induction, on vérifie que le gsm engendre par itération un seul mot infini
o = Adh(abA* N A*atb) ot A= {a"ba®"b/ n e N}.

En appliquant le résultat suivant, démontré par A. Grazon [33)], on vérifie que FG(a) n’est
pas algébrique.

Proposition II11.A.10 [33]
Soit o = a®ba’?b...a’"b un mot infini sur {a,b}*. Si, pour tout K € N, il eziste
z € N tel que
2
s 2K+ K+ (K=-1)z+(K-1)) s,
=1

alors FG(a) n’est pas un langage algébrique.

Nous terminons notre examen des résultats positifs en montrant que ’ensemble des
facteurs gauches de la séquence externe engendrée par un Tag-systéme uniforme est co-
algébrique.

La démonstration ne pose pas de difficulté majeure. Ce que le morphisme cache en
passant de la séquence interne a la séquence externe, le caractére uniforme nous permet de
le découvrir en partie.
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La proposition III.A.11 résulte directement du théoréme 1 dans [18]. Il s’ensuit une
progression de propriétés simples vers la propriété III.A .14 qui nous sera utile.

Proposition II1.A.11 [18]
Soit T = (X,h,a,,9,Y) un Tag-systéme uniforme. Il eziste n, pE N avec0<n<p

tels que, pour tout z, y € X, g(h"(z)) = g(h"(y)) tmplique g(h*(z)) = g(h?(y)).

Cette propriété reste vraie si nous remplagons les lettres z et y par des mots u et v,
puisque h"(u) = h"(v) signifie h”(u(1)) = A"(v(1)), h"(w(z)) = h"(v(2))-..quand il s’agit de
morphismes uniformes.

Propriété I11.A.12
Soit T = (X,h,a1,9,Y) un Tag-systéme uniforme. Il existe n, pE N avec0 < n<p
tels que, pour tout u, v € X*, g(h"(u)) = g(h"(v)) impligue g(h?(u)) = g(h?(v)).

Comme p > n, on peut appliquer de nouveau la propriété II1.A.12 en prenant u; =
h?="(u) et vy = hP~"(v). Par induction, on en déduit une suite d’égalités. Donc pour une
période assez grande g = k(p — n) > n, on obtient la propriété suivante :

Propriété I11.A.13
Soit T = (X,h,a1,9,Y) un Tag-systéme uniforme. Il existe ¢ € N tel que, pour tout
u, v € X+, g(hi(u)) = g(hi(v)) implique g(h*¥(u)) = g(h*(v)), pour tout A € N,.

La séquence intseq restant la méme si on remplace h par h; = h?, nous pouvons écrire
la propriété:

Propriété II1.A.14

Soit T = (X,h,01,9,Y) un Tag-systéme uniforme. Il existe un Tag-systéme uniforme
Ty = (X,hy,01,9,Y) engendrant les mémes séquences interne et donc ezterne et vérifiant
pour tout u,v € X+, g(hy(u)) = g(hi(v)) implique g(h*(w)) = g(h}(v)), pour tout A € N .

Cette propriété nous permet de retrouver une construction similaire & celle des propo-
sitions II1.A.1 et III.A.9.

Proposition II1.A.15
L’ensemble des facteurs gauches de la séquence externe engendrée par un Tag-systéme

uniforme est co-algébrique.
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Preuve :

Soit T'= (X, h,z;1,g,Y) un Tag-systéme uniforme de module / engendrant les séquences

intseq et extseq. Nous pouvons supposer que T vérifie 'implication de la propriété précédente.

Considérons le langage L défini par
L={ug# "L [ ue e:ttseq[;]YH'm, k>2 et m=(k-1)?=-kl}

onZ = {#. 5. 8);

Ce langage est construit pour que Y7 soit remplacé par I'image de la k-iéme lettre et
A par 'image de cette image.

Nous vérifions aisément que L est algébrique, puisque
L=poNRoyp '({a"b" / n€ N})

ol i, o sont des morphismes de (Y U Z)* dans {a,b}* et dans (Y U Z)* définis par

p(y)=d! Vyey py)=y Vyey
p(#) =15 p(#) = #

p(b) =b pb) =¢

p(v)="b p(v)=v
p(D)=¢ pd) =4

et le langage rationnel R = eztseq[,](Y')" b=l A.
Définissons, pour chaque z de X, la substitution s, de (Y U Z)* dans Y*, par

sz(y)=y pourtouty€Y

5:(V) = g(h(z))

s:(#)=Y

5:(8) = FCg(R* @) NY<")y*

On démontre facilement que

FG(extseq) = (FG(extseqps)) N 10 ) U( U sz(L))
zeX

prouvant ainsi que FG(eztseq) est co-algébrique.
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En effet, la propriété III.A.14 nous indique que, si la substitution s.(¥7), pour z € X,
correspond au facteur de la séquence externe Sintseq(s (V) pour un certain k, alors s;(A)
correspond & Sintseq(y, (D). On en déduit que s,(L) C FG(extseq) et

(FG(extseqpa)) N YSIQ)Y" U( U s(L)) C FG(eztseq).‘
rzeX

Dans autre sens, prenons un mot w dans FG(extseq) et plus particuliérement w appartenant
a m Neztseqps)Y*. 1l existe alors un entier p > 12 tel que Wip_1) = extseqy_y) et
w(p) # extseqp). Comme p > 12, Pentier k vérifiant (k — 1)I? < p < kI? est > 2, nous avons
donc wiki_i41,k1) = €TEsEqRI_141 k1) €6 Wkiz_1241 12) F €TESEQR1a 1241 k17). On en déduit que
we seztaeq[kl(L)- O

Remarquons que les gsm itérés sont plus puissants que les Tag-systemes.

Proposition III.A.16
Toute séquence externe engendrée par un Tag-systéme est l’adhérence d’un langage

engendré par un gsm ttéré.

Preuve :
Soit T = (X,h,z1,9,Y) un Tag-systéme engendrant les séquences intseq et extseq.
On peut supposer X NY = §.

Construisons le gsm suivant M = (X UY U{v}, X UY U{v}, @, .6, A) ou

Q={g0}U{e:/ z€X}U{gs}

6(g0,v) =y A(g0,¥) = g0 Vyey
6(q0,2)=g(.’€) A(Q()"‘l:)z 9z VxGX
8(gz,2') == Mgz, 2') = ¢z Vz,a'e X

8(¢z, V) =h(z) v Mg, V)=¢f VzeEX

Les itérations commenceront sur ’axiome extseqpjintseqpy1,1v o Iy = |h(intseq())|.
On vérifie aisément qu’a chaque étape, la séquence croit sous la forme eztseqpjintsequ 41,1V
ou I = |h(intseqp))|. En effet, les alphabets X et Y étant disjoints, la lecture de extseqp
conduit & une réécriture du mot et maintient dans I’état go. La premiére lettre n’appartenant
pas a Y est infseqi41) qui est transformée en eztseq(i41) et provoque la transition a 'état
indicé par la lettre intseg(;,1). Les autres lettres de la séquence intseq sont lues et recopiées
sans changement d’état. Finalement, le marqueur de fin 7 engendre h(intseqr41)) V- ]
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3) conclusion

L’analyse d’autres familles de L-systémes fournit des exemples de langages dont le
centre n’est pas co-algébrique. Prenons par exemple le DT'0L-systéme G = ({a, b}, hy, hs, ab)
avec h; et hy définis par

hi(a) = a® ho(a)=a
hy(8) = b ha(b) = b

Nous avons Adh(L(G)) = {a“} U{a®" b / n € N} dont 'ensemble des facteurs
gauches n’est pas co-algébrique.

Nous pouvons aussi signaler que le complémentaire des facteurs de ’adhérence d’un
DO0L-langage n’est pas toujours algébrique. Il suffit de prendre le D0L-systéme suivant pour
s’en convaincre : G = ({a,b}, h, a) avec h(a) = aba et h(b) = b2. On vérifiera que

F(Adh(L(G)))Nab*a = {ab™a/ BAn€N tel que m =2"}
qui n’est pas un langage algébrique.
Il serait intéressant de comparer la famille des langages co-algébriques avec des familles
de langages engendrés par d’autres procédés itératifs. Il existe en particulier toute une

hiérarchie de Tag-systémes [52] engendrant des séquences externes qui sont toutes des adhéren-
ces de CD0L-langages.

Donnons un exemple de séquence externe engendrée par un Tag-systéme non uniforme:

G=(X,h,egY) avec X ={a,bec,de} et Y ={a,de}

h(a)=a g(a)=a
h(b) = ba g(b)=a
h(c) = cba g(c)=a
h(d) = dcba g(d)=d
h(e) = edcba gle)=e

Nous obtenons les séquences suivantes :
intseq = edcbadcbacbabaadcbacbabaacbabaabaaa. ..
extseq = eda®da®da'®da34da®° . ..

Si nous notons extseq = eda®*da*?da®? ..., ’équation suivante détermine la valeur de
q )

s, en fonction de n et on en déduit la relation qui unit un facteur a’~ aux deux facteurs
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n-1 j t—1
P Ei+22i+3(t—l)+3 et §n = 2871 = Sp_2+n+1
j=1li= =1

Cette derniére relation ne doit plus étre vérifiée dans le complémentaire

FG(extseq) = (FG(eda3da®d) N Y <'%)y*
U{eudaPdaldw / u €Y* w € (FG(a™d)NYS"+)Y* et m = 29— p + |ula + 4).

FG(extseq) est un langage algébrique qui appartient a Rocl.

Des exemples de mots infinis dont le complémentaire des facteurs gauches n’est pas
algébrique ont été fournis par A. Grazon [32]. La structure des séquences externes engendrées
par des Tag-systémes comparée a celle de ces exemples nous incite a émettre la conjecture

suivante :

Conjecture
Le complémentaire des facteurs gauches d’une séquence externe engendrée par un Tag-

systéme est algébrique.

A linverse, J.M. Autebert et J. Gabarré [6] ont montré récemment qu’il existait des
mots infinis, dont I’ensemble des facteurs gauches était co-algébrique, et qui n’étaient en-

gendrés par aucun gsm prolongeable itéré. Ils émettent la conjecture suivante :

Conjecture [6]
Il existe un gsm prolongeable G et un morphisme strictement alphabétique h tels que
Uensemble des facteurs gauches de l'image par h du mot infini engendré par itération du gsm

G n’est pas co-algébrique.
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B.Décidabilité dans les problémes d’adhérence et de limite de D0L-langages

1) présentation

Nous avons vu qu’un D(QL-systéme unitaire engendrait un seul mot infini. Nous pou-
vons aussi affirmer que I’adhérence d’un D0L-langage unitaire est soit un mot ultimement
périodique, soit engendrée par un D0L-systéme prolongeable. Les travaux de K. Culik II et
A. Salomaa [22] nous indiquent que, dans le cas des D0L-systémes prolongeables, ’adhérence
et la limite sont égales. Des lors, la décomposition d’un D(0L-langage en une union finie de
langages finis et de D0L-langages unitaires nous permet d’obtenir quelques propriétés de
décidabilité.

L’égalité de deux mots ultimement périodiques, 1’égalité de deux limites de D0L-
langages prolongeables [21] et 1’égalité d’une limite de D0L-langage prolongeable et d’un
mot ultimement périodique [48] sont trois probléemes décidables. On peut donc décider si
deux D0L-langages unitaires ont méme adhérence et donc méme centre.

Si deux D0L-langages sont infinis, chaque adhérence est une union finie d’adhérences
de DOL-langages unitaires. Cette union étant effectivement constructible, il suffit de com-
parer deux a deux les adhérences des D0L-langages unitaires pour décider si deux DO0L-

langages quelconques ont méme adhérence. Nous retrouvons donc le théoréme de T. Head.

Théoréme II1.B.1 [34]

On peut décider si deuzr DOL-langages ont méme adhérence et donc méme centre.

Aprés avoir montré que les centres de D0L-langages étaient co-algébriques, nous pou-
vons nous interroger sur les centres de D(0L-langages qui sont algébriques. Nous remar-
quons alors que, si le centre est algébrique, ’adhérence ne contient que des mots ultimement
périodiques.

Lemme II1.B.2

Soit L, = {a;,a,...,am} un ensemble fini de mots infinis. Les trois propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1) FG(L.) est algébrigue.

(2) FG(Ly) est rationnel.

(3) L, et un ensemble de mots ultimement périodiques.
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Preuve :
Nous avons, de facon triviale, (3) = (2) = (1).

Il ne reste & montrer que (1) = (3).

Remarquons d’abord que les facteurs gauches de chaque mot infini forment un langage
algébrique. En effet, les mots infinis étant supposés différents, il existe une longueur K qui
les distinguent : i # j implique o4k} # aj(k)- Pour tout mot o; dans L,,, nous avons

FG(C!,‘) = (FG(L“,) n O/,'[K]X*) U FG(&,[k])
Donc, si FG(L,,) est un langage algébrique, FG(o4) V'est aussi.

Puisque FG(e;) est un langage algébrique qui a la propriété de préfixe, FG(a;) est un
langage rationnel [14]. Nous pouvons en déduire que o; est ultimement périodique. O

L’adhérence d’un D0L-langage unitaire est soit ultimement périodique, soit engendrée
par un D(L-systéme prolongeable. Dans ce dernier cas, ’adhérence et la limite sont égales.

Nous pouvons donc formuler le résultat de J.J. Pansiot de la maniére suivante :

Théoréme I11.B.3 [53]
On peut décider si l'adhérence d’'un DOL-langage unitaire est un mot ultimement

périodique.
En appliquant toujours le méme raisonnement, nous en déduisons la propriété suivante

Proposition I11.B .4
On peut décider si le centre d’un DQL-langage est algébrigue.

Plusieurs études ont montré qu’on pouvait décider si un DQL-systéme engendrait
un mot ultimement périodique [48,53]. Analysons le probléme dans ’autre sens. Un mot
ultimement périodique est toujours ’adhérence d’'un D(L-langage. Par contre, il n’en est

pas toujours la limite.
2) décidabilité du probléme de synthése

Nous nous intéréssons maintenant au probléme de synthése suivant : un mot ultime-
ment périodique donné peut-il étre la limite d’'un DOQL-langage ? Nous avons besoin de
quelques propriétés trés simples pour montrer que ce probléeme est décidable.
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Lemme III.B.5

Soit G = (X,h,w;) un DOL-systéme tel que Lim(L(G)) = {a} ot o est un mot
ultimement périodique qui s’écrit uv” sous forme primitive.

Alors, le DOL-systéeme G' = (X',h’,uv) engendre un langage qui posséde la méme
limite ; le morphisme h' est la restriction de h d Ualphabet X' = ab(uv).

Preuve :

Par définition de la limite, il existe un facteur gauche de uv“, plus long que uv,
appartenant & L(G). Notons wy = h¥=1(w,) ce facteur. La limite du langage engendré par
le DOL-systéeme Go = (X, h, wi) est égale & celle du langage L(G).

Nous pouvons aussi constater que uv engendre, par itérations successives de h, un

langage infini. Si ce n’était pas le cas, L(Go) serait fini et la limite serait vide.

La limite de L(Gyo) contient un seul mot qui vérifie donc I’équation h(uv*) = uv”.
Nous en déduisons que h*(uv”) = uv* et h*(FG(uv*)) C FG(uv”). Donc, le langage
engendré par G' = (X, h,uv) est inclus dans FG(uv*) et il est infini ; sa limite est uv®. Il
est alors évident que 1’on peut restreindre le morphisme a l’alphabet X' = ab(uv). O

Lemme II1.B.6
Soit uv® un mot infini mis sous forme primitive. Le DOL-langage engendré par G =
(X, h,uv) a pour limite uv* si et seulement si h*(uv) est infini et s’il eziste vy, v3 € X~ tels

que v = v1vz, h(u) € uv*v; et h(v) € vav*v;.

Preuve :

En utilisant les lemmes de T. Head [35] sur les mots ultimement périodiques, on vérifie
facilement cette propriété. Remarquons que le D0L-systéme est prolongeable , puisque la
limite contient un et un seul mot infini, et engendre un langage h*(uv) infini.

Supposons que |h(u)| < |u|. Nous avons alors h(u) = u; et h(v) = uzv'v; avec
us # €, i € Net |v;]| < |v]. Le mot uv*” ne serait pas sous forme primitive uv* = h(uv*) =
u; (ugv'vy ) = uyuz(v'viuz)?. Donc, h(u) = uv; avec vy € FG(v).

Supposons que |h(v)| < |v|. Nous aurions alors h(v) = vy et v* = vjvy’. Le fait de
mettre vyv4’ sous forme primitive vivj“ entraine |v5| < |v3| < |v], ce qui contredit le lemme
6.1 de T. Head [35]. Donc |h(v)| > |v| et h(v) € vov*v{ pour un certain vy € FG(v) et

v1v3 = v. Alors h(v*) = (vav*vy)* = vav* entraine viv; = v.
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Réciproquement, nous avons h(uv) € uvtv; et h*(uv) est un langage infini ; le DOL-
systéme G = (X, h,uv) est donc prolongeable engendrant un langage infini. Pour vérifier
que ce mot infini est bien uv*, il suffit de constater que ’ensemble des facteurs gauches
de uv“ reste stable par le morphisme h : l'image de uvfv’ ot v/ € FG(v) appartient &
uvtv FG(vav*vy). O

Proposition III.B.7
Un mot ullimement périodique étant donné, lexistence d’'un DOL-langage ayant ce
mot pour limite est décidable.

Preuve :

Supposons acquis le mot uv* sous forme primitive. D’aprés les propriétés précédentes,
si un D0L-langage a pour limite uv“, nous pouvons rechercher le D0L-systéme en prenant
uv pour axiome et X = ab(uv) pour alphabet.

Il suffit de montrer que le morphisme h, s’il existe, pourra étre trouvé dans
Hi={heH/ VzeX |h(z)| < |w’]}

qui est un ensemble fini.

Supposons qu'’il existe un morphisme g qui convienne avec, pour une certaine lettre
z de X, g(z) = wivvw, et {w;] > |u|. Alors, il existe un morphisme h qui convient avec
h(y) = g(y), pour tout y # z et h(z) = wyvw,. La propriété précédente nous indique qu’il
existe vy, va € X* tels que g(u) € uv*v, et g(v) € vov*v; avec viv; = v.

Si z appartient & ab(u), comme nous avons |w;| > |u| et uv” sous forme primitive, le
lemme 6.2 de T. Head [35] nous permet de déduire que h(u) appartient encore & uv*v,. De
méme, si z € ab(v), nous conservons h(v) € vav*v;.

Nous vérifions aussi que le langage engendré est toujours infini. Si z appartient a
ab(u), nous avons g(u) € uv?v*v; et donc h(u) € uvtv;, h(v) € vav*v,. Si z appartient
& ab(v), nous avons g(v) € vav?v*v; et h(v) € vavtuy, h{(u) € uv*v;. Dans les deux cas,
h(uv) € uv?v*v, et h(v) € vav*vy, ce qui est suffisant pour garantir que le langage est infini.

Nous pouvons décider si Lim(h*(uv)) = {uv*} pour chacun des morphismes de H;

[48. O

Nous terminons cette partie en donnant des conditions suffisantes pour la décision
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du probléme de synthése. Ces conditions s’obtiennent a l’aide de la propriété suivante.
Elles permettent de traiter la plupart des cas de mots infinis ultimement périodiques sur un
alphabet de deux lettres. Nous retrouvons alors des résultats de P. Séébold [63].

Lemme II1.B.8
Soit uv” un mot ultimement périodique sous forme primitive. Soit G = (X,h,uv) un
DOL-systéme tel que Lim(L(G)) = {uv*} et X = ab(uv). Pour toute lettre infinie a de X,

on a |ulsluv|s < 2.

Preuve :
Supposons que les hypotheéses soient vérifiées et qu’il existe une lettre infinie a telle
que |u|q|uv|s > 2. Nous considérons a la premiére lettre de X apparaissant dans u. Deux

cas sont a envisager :
1 jue 21 pla21

POSOIIS u = uau et v = viavy avec Ulla = 0 NOllS avons h uv = uv . NOLIS en
2 1402
déduisons l’existence d’un entier n tel ue h" a)= u' au v'w avec 1t > 0 et h" U u' = uj.
142 1 1

Ceci implique
k" (a) = h"™(u})u} auzvi wi ™ (uz)h™ (v1)u) ausv' wy h™ (v2) A" (v~ )A" (wy).

L’occurrence de u, entre deux mots v conduit a des contradictions. Soit u; = € et le mot v
se termine, comme le mot u, par a ; soit u; # € et les mots u, v se terminent par la méme
lettre, la derniére lettre de u;. Ces deux possibilités contredisent le fait que uv“ est sous
forme primitive.

2. |ulag>2et|v];=0

Posons u = ujaujaus avec |u;|; = |uz|ls = 0. Il existe un entier n tel que h"(a) =
ujauzausv’w; avec i > 0 et h”(u1)uj = u; et donc

h?"(a) = h"(u} )u} augausv'w; h™ (ug)ufauzausv' wi b (ugv' w;)

ce qui contredit le fait que le mot v ne contienne pas a. O

Dans le lemme III.B.5, nous avons vu que l’existence d’un D0L-langage ayant pour
limite un mot uv* coincidait avec I’existence d’un morphisme de (ab(uv))* sur (ab(uv))* qui
sera itéré a partir de ’axiome uv. La propriété précédente nous permet donc de conclure

42




qu’il n’existe pas de D0L-langage ayant a pour limite dans les cas suivants ; si o s’écrit uv®
sous forme primitive :

-ab(v) = ab(u)

-ab(v) C ab(u) et Va € ab(u) |uv|, > 2

Par contre, nous pouvons répondre affirmativement dans les cas suivants :

-ab(u) Nab(v) =0 on définit alors h(z)=z Vz € abu)
h(z) = v? Yz € abv)

-ab(v) C ab(u) et Ja € X tel que u = ujau; avec |ujuyv|, =0 et
-soit ab(v) \ ab(u;) # 0 on définit alors h(z)=¢ Vz€ab(u)
h(a)=u

h(z)=v Vz€ab(uy))\ab(yu,)

-soit ab(u;) Nab(uz) =@  on définit alors h(z)=¢ Vz€ ablu)
h(a) = u
h(z)=v Vz€ ab(up)

-ab(v) \ab(u) #0 et Ja € X tel que |uv|, =1
silu,=0 v=viavz  on définit alors h(z)=z Vz#a
h(a) = avavia

si vl =0 on définit alors h(z)=¢ Vz€ab(u)\{a}

h(a) =u
h(z) = v? Vz € ab(v)\ab(u)

Les cas suivants ne présentent pas de critéres simples :

(i) ab(v)\ab(u) #0 et ab(v) Nab(u) # 0 et VaeX |uv]|,>2

(ii)rab(v) C ab(u) et Ja € X tel que u = ujau; avec |uyuzv|, =0
et  ab(v)Cab(u;) et abu;)Nabluy)#0.

Le cas (i) a pour caractéristique le fait que chaque lettre de ab(uv) apparait deux fois.
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Vu la propriété II1.B.8, nous pourrions penser qu’il sera généralement difficile de trouver un

DO0L-systéeme engendrant de tels mots. Donnons cependant quelques exemples pour lesquels

la réponse est affirmative :

cas (i) u = dbb h(a) = acca
v = accadd h(b) =15
hic)=4d
h(d)=d
cas (i) u=ech h(a) = aeecba
v = baeecbaec h(b) =10
h(c) = ec
h(e)=¢
cas (ii) u = ecac h(a) = acc
v = ce h(c) = ec
h(e)=¢

Par contre on constatera que, cas (i}, uy = b, vy = cbe et, cas (ii), us = dbcad, vz = cb

définissent deux mots infinis u;v{’ et upvy’ qui ne sont pas des limites de D0L-langages.

Pour clore le probléme sur un alphabet de deux lettres, X = {a, b}, nous devons encore

regarder le cas particulier : ab(u) = {a} et ab(v) = {a,b}.

Lemme II1.B.9
Soit uv* un mot infini ultimement périodique sous forme primitive tel que ab(u) = {a},
ab(v) = {a,b} et |v|p > 2. Ce mot n’est pas la limite d’'un DOL-langage.

Preuve :

Posons u = a™ avec n > 0.

Nous déduisons de la propriété précédente que la lettre a n’appartient pas a I’ensemble
X1 des lettres engendrant un langage infini. S’il existe un D0L-systéme, G = (X, h,uv) qui
engendre un langage ayant uv® pour limite, il faut que b appartienne a Xy. Pour la lettre a,
il n’y a donc que deux images possibles : h(a) = a ou h(a) = €. Nous pouvons éliminer la
possibilité h(a) = € qui impliquerait h(u) = €. Donc h(u) = u = a". '

Comme uv* est sous forme primitive, nous pouvons poser v = a™ba™2b...a™*b ou
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k € N, et, pour tout j € [1,k], m; € N. Comme h(u) = u, nous aurions h(v) = v avec
i > 0; donc h(b) € bX™*b. Il existerait alors un entier n tel que A?(d) € viv*vs avec |v;| < |v]
et |va| < |v]. Mais h”(v) € vt implique a™ v;vtva™2v v v,y ...a™* vvtvy C vt. on en
déduit que va = € et que les m; sont égaux ; ce qui contredit la forme primitive de uv*. 8]

Des lemmes II1.B.8 et III.B.9, on déduit la proposition suivante :

Proposition I11.B.10
Soit uv” € {a,b}* un mot infini ultimement périodique mis sous forme primitive. Ce

mot est la limite d’un D0OL-langage si et seulement si

sott u € a*b v=a
soitu € at v €a*b
ou syméiriquement
soit u € b*a v=>
sottu € bt v € b*a
ou encore
u=¢ v € {a,b}".

Cette derniére propriété est une conséquence des résultats obtenus par P. Séébold qui a
établi une caractérisation compléte des morphismes engendrant des mots infinis ultimement

périodique sur un alphabet de deux lettres [63)].
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Chapitre IV

ITERATION DE PLUSIEURS MORPHISMES :

EDT0L-SYSTEMES
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A. Sur le plus grand céne rationnel contenu dans EDT0L

Dans la définition des EDT(0L-systémes que nous utilisons, les non-terminaux sont les
lettres actives du systéme. Une des restrictions sur la structure des £DT'(0 L-systémes consiste
a borner le nombre de non-terminaux apparaissant & chaque étape de la dérivation. Cela
revient a borner le parallélisme. Les EDT(L-systémes ainsi obtenus sont appelés EDT(L-
systémes d’index fini. La famille des langages qu’ils engendrent, notée EDTOLFyN, est le
plus grand cone rationnel contenu dans EDT0L [41]. Remarquons aussi que ET0Lryy et
EDTOLpin ne représentent qu’une seule famille de langage [60].

Lafonction de Parikh fournit des renseignements sur le nombre d’occurences de chaque
lettre dans un mot. Un langage est dit Parikh-borné s’il contient un langage borné qui lui
est commutativement équivalent. Contrairement aux langages algébriques, les D0L-langages
ne sont pas forcément Parikh-bornés [12].

Exemple : le DOL-systéme G = (X, k, a) avec X = {a,b,c}, h(a) = abe, h(b) = be, h(c) = ¢
engendre un langage qui n’est pas Parikh-borné.

Dans [55], G. Paun démontre I’existence de langages matriciels qui ne sont pas Parikh-
bornés. Il termine son article en s’interrogeant sur le cas de la famille des langages matriciels
d’index fini qui est égale 8 EDT0Lprn. Il conjecture que les langages de cette famille sont
Parikh-bornés. Nous apportons une réponse positive a cette conjecture.

Nous allons définir les DOL-langages d’index fini ; chaque mot d’un tel langage possédera
une dérivation dans laquelle le nombre de lettres actives & chaque étape est borné. Ces
D0L-langages d’index fini permettront de montrer que les EDT0L-langages d’index fini sont
Parikh-bornés.

Définition

Soit G = (X, h,u) un DOL-systéme. Une lettre a de X est active si h(a) # a. Le DOL-
systéme est d’index fini s’il existe un entier k tel que tout mot du langage L(G) contienne
au plus k occurences de lettres actives. Un D0L-langage est d’index fini §’il existe un DOL-
systéme d’index fini qui I’engendre.
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Lemme IV.A.1
Tout DQL-langage d’indez fini est borné.

Preuve :
Soit G = (X, h,u) un DQL-systeme d’index k engendrant le langage considéré. Soit
A C X Densemble des lettres actives. Nous allons raisonner par induction sur le cardinal

111

Si ||X|| = 1, 'alphabet est réduit & un certain {a} et le langage engendré L(G) est

inclus dans a* ; ce langage est donc borné.

Supposons que ||X|| > 1. Le langage L(G) = h*(v) = h*((1)¥(2) - - - Y(n)) est inclus
dans h*(u(1))h*(w)) ... h*(uny) ot n = [u| > 1 . Etant donné que la famille des langages
bornés est fermée par concaténation , nous pouvons raisonner en supposant u € X.

Distinguons alors deux cas :

- L(G)\ {u} C X" ou X; = X \ {u}. Le DOL-systéeme G; = (X1, h, h(u)) est d’index
fini avec || X, || < [|X||. Nous en déduisons, par hypothése de récurrence, que L(G;) est borné
et L(G) = {u} U L(G,) est aussi borné.

- Si nous ne sommes pas dans le cas précédent, il existe un entier ¢ € N tel que
hi(u) = zuy avec z, y € X*. Posons g = h' et montrons que g*~1(zy) € T* ot T = X \ A.
Si cela n’était pas vrai, nous aurions |g7 (zy)|4 > 1 pour tout j € [1, k—1]. Cela impliquerait
que [g*(u)|a > k car g¥(u) = g¥F~1(z)... g(z)zuyg(y). ..g%¥"1(y). Ceci est en contradiction
avec Pappartenance de g¥(u) au langage L(G).

Posons z1 = g¥~!(z), y1 = g* " (y) et z = g¥(u) = g*~'(zuy) = z,¢*~!(u)y;. Puisque
z1, y1 € T*, nous avons g(z,) = h'(z1) = z; ; de méme, g(y;) = y;. Alors g(z) =
9(z1)g*(u)g(y1) = z12y; et g*(2) = {zlzy? / n € N} est un langage borné. La famille
des langages bornés est fermée par union, morphisme et contient les langages finis. Nous en
déduisons que

-1
R ()= (e (z) et LG ={W(v)/ 0<j<ki}Uh*(2)
j=0
sont des langages bornés. 0

Nous allons montrer que le lemme précédent peut étre généralisé & certains sous-

ensembles des £ DT0L-langages d’index fini.
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Lemme IV.A.2 _
Soit G = (X,N,H,¢,w) un EDT(L-systéme d’indez fini. Pour tout langage borné
K C H*, le langage (¢(K))(w) = {(¢(8))(w) / 6 € K} est un langage borné.

Preuve :
Puisque K C 6 ...8,; avec §,,..., 8, € H*, ensemble (¢(K))(w) est inclus dans

L=(¢(8...6,))(w).

Il suffit donc de prouver que L est borné.

Nous raisonnons par récurrence sur n.

Sin =0, le langage L = {w} est borné.

Sin > 0, nous avons L = (¢(67))(L') ou L' = (¢(6;...6:_1))(w) C S(G). Par
hypothése de récurrence, L’ est borné. Pour tout B € N, considérons le D0L-systéme
Gp = (V,h,B) o h = ¢(6,). Le DOL-systtme Gp est d’index fini et d’aprés le lemme
précédent, Lp = h*(B) est un langage borné. Définissons la substitution s par s(z) = {z},
pour tout z € X, et s(B) = Lp, pour tout B de N. Nous avons l'inclusion L C s(L').
Il reste a prouver que s(L') est borné. Puisque L’ est un langage borné, il existe ui,...,
us € V* tels que L' C uf...u;. Le DOL-systtme G étant d’index fini, il existe un entier
k tel que L' € S(G) C (X*(N U{e})X*)*. Nous en déduisons que L’ est inclus dans
R=uf. .. u'N(X*(NU{e})X*)*. Ce langage rationnel R est une union finie de langages
delaforme Ly ByL;... BpLlpyi avec0 < p<k, By, B;,..,B, € Netoi Ly,..., Lpy, sont des
langages rationnels bornés inclus dans X *. Puisque la famille des langages bornés est fermée
par concaténation et union, les langages s(LyByLy...BpLypyy) = LyLp, L,. .Lp,Lpy; et
s(R) sont bornés. Donc L C s(L') C s(R) est un langage borné. 8]

Pour prouver le résultat recherché, nous utiliserons la notion d’ EDT(L-systéme

d’index fini mis sous forme normale [41,42].

Définition
Un EDT0L-systéme d’index fini G = (X, N, H, ¢, w) est sous forme normale si

1) N = M x [1,k] pour un certain entier k et un certain ensemble M.
Pour tout B € M, nous noterons B = (B,1)(B,2)...(B, k).

2) @ = A pour un certain A € M.

3) Pour tout h € H, il existe un seul B € M, noté ntg(h),
tel que ¢(h) est I'identité sur (M \ {B}) x [1,k].
De plus, soit (¢(h))(B) € X* et on note ntd(h) = ¢,

soit il existe un seul C € M tel que (¢(h))(B) = u1(C, Duy ... uz(C, k)up4,
avec uy,..., ¥g+1 € X* et on note ntd(h) = C.
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Alors, siy € S(G\ X", il existe B € M, noté nt(y), tel que y = y,(B, )yz ... (B, k)yr41
avec y1,..,¥k+1 € X*. Si y € X*, on note nt(y) = ¢.

Proposition IV.A.3 [42]
Tout ETO0L-langage d’indez fini peut étre généré par un EDTOL-systéme d’index fini
mis sous forme normale.

Nous pouvons maintenant démontrer le principal résultat de cette section.

Proposition IV.A .4
Tout ET0L-langage d’index fini est Parikh-borné.

Preuve :
La proposition précédente nous permet de considérer le langage engendré par un
EDTO0L-systéme d’index fini sous forme normale G = (X, N, H, ¢, w) avec N = M x [1, k]

et w= A.

Nous allons d’abord construire un langage rationnel K C H* tel que (¢(K))(A4) =
L(G) et V § € K, le vecteur de Parikh ¥((#(6))(A)) dépend seulement de ¥(§). Puis nous
montrerons que ’on peut trouver un langage rationnel R C K tel que ¥(R) = ¥(K) et nous
montrerons que ¥((¢(R))(A4)) = ¥((¢(K))(A)). Le lemme IV.A.2 nous permet de déduire
que L = (4(R))(A) est un langage borné. Alors L est un langage borné inclus dans L(G) et
commutativement équivalent & L(G).

Le langage rationnel K est défini par une grammaire linéaire a droite G' = (H, M, P, A)
ou P est Pensemble des régles P = {B — hC / h€ H, B = ntg(h) et C = ntd(h)}.

Par induction sur la longueur de § € H*, on obtient facilement la propriété suivante :
(1) Si A — 6B avec B € M U {¢} alors B = nt((¢(6))(A)).

Montrons maintenant que tout mot du langage L(G) peut étre obtenu en utilisant
une séquence de morphismes correspondant & un mot de K. Plus précisément, montrons la
propriété :

(2) L(G) = (¢(K))(A).
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Puisque K C H*, nous avons (6(K))(A) C (¢(H*))(A) = S(G). Nous déduisons
de la propriété (1) que nt((¢(6))(A)) = ¢, pour tout § € K ; donc (¢(K))(A) C X* et
(#(K))(A) € S(G) N X" = L(G).

Pour l'inclusion inverse, nous prouvons par récurrence sur la longueur de § que, pour
tout § € H*, il existe A € H* tel que (¢(N))(A) = (#(6))(A) et A = AB avec B =
nt((¢(8))(4))-

Si 6 = ¢, il suffit de prendre A = ¢.

Sinon § = &'h avec h € H. Soit w' = (¢(8'))(A4), B' = nt(v'), w = ($(6))(4) et B =
nt(w). Par hypothése de récurrence, il existe A’ € H* tel que (¢(V'))(A) = w' et A — X' B'.
Si w' = w, alors B’ = B et il suffit de prendre A = ). Si v’ # w, puisque w = (¢(h))(w')
on peut en déduire que nig(h) = nt(w') = B’ et ntd(h) = ni(w) = B ; donc B’ — hB est
une régle de P et A - MhB. Puisque (¢(A'h))(4) = (¢(h))(w') = w = ($(6))(A), nous
pouvons choisir A = A'h.

Maintenant, si w € L(G), alors il existe § € H* tel que w = (¢(6))(A) et, comme
nous venons de le montrer, w = ($(1))(4) pour un certain A € H* tel que A — AB ou
B = nt(w) =¢. Donc A € K et w € (¢(K))(A) ; on a donc l'inclusion L(G) C (¢(K))(4).

Nous allons maintenant montrer que, pour § € K, le vecteur ¥((¢(6))(A)) dépend
seulement de ¥(6). Pour cela, nous définissons le morphisme 8 de H* dans X* : pour tout
h e H, 8(h) = nx((¢(h))(B)) ot B = ntg(h). Alors, si A € FG(K), nous pouvons prouver
Pégalité

(3) Tomx((6(2))(A4)) = ¥ ob(X).
La preuve se fait par récurrence sur la longueur de A.
Si A = ¢, nous obtenons immédiatement rx ((¢(¢))(A)) = mx(4) = ¢ = 8(e).

Autrement, A = Mh avec h € H. Posons w' = (¢(N))(A) et w = (¢(A))(A) =
(#(Rh))(w'). Puisque A € FG(K), nous avons A — AC pour un certain C € M U {¢} et, de
la propriété (1), nt((¢(1))(A4)) = C. Alors il existe B € M tel que A — X' B et B — hC est
une régle de P, ce qui implique B = ntg(h) et C = nid(h). De la propriété (1), on déduit
que B = nt(w’). Donc on peut écrire w’ = wo(B, 1)w; ...(B,k)w; et w = woyrw; ... YeWi

52




avec wp,..., wy € X* et 7x(y1...y) = mx{((¢(h))(B)) = 8(h). Par hypothése de récurrence,
nous obtenons ¥ o rx(w') = ¥ 0 §()'). Donc

Vorx(w)=Porx(w)+Yorx(yr...u)
=Tol(AN)+ Tob(h)
= Wod(Nh)
=WTol(A)

ce qui achéve la preuve de la propriété (3).

Pour tout langage rationnel K, il existe un langage rationnel borné R C K et com-
mutativement équivalent & K [44). Par le lemme IV.A.2, on sait que L = (¢(R))(4) est un
langage borné. De la propriété (2), on déduit que L(G) = (¢(K))(A) 2 (¢(R))(A) = L. 1i
reste & prouver que L et L(G) sont commutativement équivalents. Puisque L C L(G), il suffit
d’établir que W(L(G)) C ¥(L). Prenons w € L(G). 1l existe § € K tel que w = (¢(6))(4) et
il existe 8’ € R commutativement équivalent & §. Donc 6(8) et §(§') sont commutativement
équivalent ; c’est & dire ¥ o8(8) = Y of(6’). Puisque § et §' appartiennent a K, nous pouvons
conclure en appliquant la propriété (3) :

U(w) = ¥((6(5))(4))
= ¥ o mx((¢(6))(4))
=¥ o 4(6)
= W o 6(8)
= ¥ o mx((4(5'))(4))
= ¥((4(6"))(4))
C ¥((¢(R))(4)) =¥(L)
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B. Sur le plus petit cone rationnel contenant EDT0L

Les principales propriétés de cloture de la famille EDT0L sont connues : union, con-
caténation, étoile, morphisme, intersection avec les langages rationnels, fonction séquentielle
[23,29]. Cette derniére propriété peut étre généralisée aux fonctions rationnelles en utilisant
le fait que toute fonction rationnelle s’obtient par composition d’une fonction séquentielle

droite et d’une fonction séquentielle gauche [43].

Mais EDTQL n’est pas fermée par morphisme inverse. L’exemple le plus connu est
fourni par le langage L = {a®" / n € N,} et le morphisme k de {a,b}* dans {a,b}* défini
par h(a) = h(b) = a ; le langage h~'(L) n’est pas un EDT0L-langage. Donc, EDTOL n’est
pas un cone rationnel.

A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg [23] établissent une méthode qui, partant de langages
qui appartiennent &8 H-1(EDTO0L)\ EDTOL, permet d’obtenir des langages qui ne sont pas
dans H-!(EDTOL). Cette méthode consiste & appliquer un morphisme d’un type particulier.
Cela leur permet donc de démontrer que EDT0L ¢ H-1(EDTO0L) ¢ Ho H-}(EDTOL),
début d’une hiérarchie qu’ils conjecturent infinie :

Conjecture [23]
Sotent Ly, Lo, La,... la suite tnfinie de familles de langages, définies par :
L, = EDT0OL
Lon, = H_I(LG-l) Vn > 1
Lony1 =H(L2n) Vn2> 1.
AlorsLy G L, G L3 G ... G L; & ...C ETOL.

Les différents travaux sur les compositions de morphismes et de morphismes inverses
[40,45,46] ont permis d’élaborer des formes normales de ces compositions. En particulier,
M. Latteux et P. Turakainen [46] ont démontré que toute composition de morphismes et
de morphismes inverses pouvait se réduire a une composition dans HoH"! o Ho H™! =
H-'oHoH!oH. Cela permet donc de contredire la conjecture. Nous allons préciser ce
résultat en montrant que la hiérarchie s’arréte 8 Ho H-'(EDTO0L) = C(EDTOL).

Nous utiliserons surtout les propriétés des transductions rationnelles étoilées.

Définitions
Une transduction est rationnelle étoilée si et seulement si elle appartient a C. =
H o ARat* o H™!. Pour un langage L, le cone rationnel étoilé C.(L) = Ho ARat* o H™1(L)
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est la cloture de L par transductions rationnelles étoilées ; pour une famille L de langages,

C.(L) = {C.(L) / L eL}

Nous montrerons 1’égalité du cone rationnel et du céne rationnel étoilé engendrés par
les EDT(0L-langages. Mieux encore, la structure des EDT(L-langages permet d’engendrer le

cone rationnel en utilisant uniquement des transductions rationnelles étoilées décroissantes.

En utilisant le fait que toute transduction rationnelle est équivalente & une transduc-
tion rationnelle étoilée précédée d’une application qui ajoute une marque a la fin de chaque

mot [40,67], nous pouvons énoncer le lemme suivant :

Lemme IV.B.1
Le cone rationnel et le céne rationnel étoilé engendrés par les EDT(0L-langages sont
égauz :
C(EDTOL) = C.(EDTOL).
Preuve :

Soit L un langage sur X*. Notons Lb, le langage constitué des mots de L suivis d’'une
marque b n’appartenant pas & X. Le langage Lb s’obtient en appliquant une fonction ra-
tionnelle au langage L. La famille EDT0L étant fermée par fonction rationnelle [29,43], pour
tout EDT(0L-langage L, le langage Lb appartient encore 8 EDT(0L. Pour toute transduction
rationnelle 7, il existe une transduction rationnelle étoilée 7. telle que (L) = 7.(Lb) [40,67)].
Donc le cone rationnel et le cone rationnel étoilé engendrés par EDTOQL sont égaux. O

Pour démontrer 1'égalité C.(EDT0L) = HoH~'(EDTO0L), nous utiliserons le shuffle
d’'un EDT(L-langage et de §*, ou { est une nouvelle lettre. Or ce langage n’appartient pas

toujours & EDTQL. Le lemme suivant nous permettra de démontrer le résultat désiré.

Lemme IV.B.2

Sott L un EDT(0L-langage. Soit §§ une nouvelle lettre terminale.

Le langage L(f#) = {§*x:1f"..2p§" / =i € X, z,x5..7, € L, n € N} appartient
encore ¢ EDTOL.

Preuve :

Nous allons modifier le systéme engendrant L pour qu’apparaisse, entre chaque lettre
terminale, un nouveau non-terminal qui ne pourra se dériver qu’en dernier lieu, générant
ainsi parallélement les blocs §".
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Soit G = (X,N,H,¢,w) un EDT(0L-systtme engendrant le langage L. Soit S une
nouvelle lettre non-terminale. Soit f le morphisme défini par f(z) = Sz, pour tout z € X,
et f(A) = A, pour tout A € N.

Posons Gy = (X',N',H',¢',w') avec X' = X U{§}, N'=NU{A, /] Ae N}u{S},
H' = HU{r,,r;}, @ = @S et ol ¢' est défini par :
pour tout k de H (¢'(M))(A4) = f((¢(h))(4))
(¢'(R))(4p) = 4, pour tout A de N
(¢'(R))(S) =S

pour 1 (¢'(r))(4) = 4
(¢'(r1))(4p) = A pour tout A de N

(¢'(r))(S) =4S

pour 1y (@ (r2))(4) = 4
(¢'(r2))(Ap) = Ap pour tout A de N

(¢'(r2))(S) =¢

L’ensemble {A, / A € N} contient les lettres non-terminales qui, si elles apparaissent
dans une dérivation, ne pourront étre éliminées. Cela oblige I'utilisation des régles r; et r,
aprés avoir effacé toutes les lettres de N ; c’est-a-dire sur un mot f(w)S avec w appartenant
a L. On vérifie aisément que L(Gy) = L(}). o

Proposition IV.B.3
Tout langage appartenant au cone rationnel engendré par EDTQL peutl étre obtenu
a partir de EDTOL par application d’un morphisme (non effagant) inverse suivi d’un mor-
phisme (alphabétique) :
EDTOL G H-Y(EDTOL) G H, o H7}(EDTO0L) = C(EDTOL).

Preuve :

Etant donné I’égalité du cone rationnel et du cone rationnel etoilé pour EDT0L (lemme
IV.B.1), nous allons vérifier, dans un premier temps, que le céne rationnel étoilé peut étre
obtenu en utilisant uniquement des transductions décroissantes.

Nous utilisons la caractérisation du coéne rationnel étoilé par des morphismes al-
phabétiques [45]. Soit 7. = g o MR* o A~! une transduction rationnelle étoilée appartenant
a4 H, o ARat* o HZ!. Pour tout EDT0L-langage L, nous avons 7.(L) = 7i(L w §*) avec
7. = goNR* o h'~! ol h' est défini par h'(z) = § si h(z) = ¢ et h'(z) = h(z) sinon. La
transduction 7, appartient 8 H, o ARat* o H! et est décroissante.
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Or, le langage L w {* s’obtient en appliquant une substitution au langage L(f). Soit
o la substitution de (X U {}})* dans (X U {f})* définie par o(z) = =, pour tout z de X,
et () = {f,¢}. Nous avons L w #* = o(L(f)). Par composition, nous avons 7.(L) =
7. 0 (L(})). Cette substitution est aussi une transduction rationnelle étoilée décroissante et
Pensemble des transductions rationnelles étoilées décroissante est fermée par composition.

Donc, pour un £DT(0L-langage quelconque L et une transduction rationnelle étoilée
quelconque 7., nous avons réalisé 7.(L) a partir de L(}}), qui appartient 4 EDTO0L (lemme
IV.B.2), et de 7] o 7, qui est une transduction rationnelle étoilée décroissante.

Toute transduction rationnelle étoilée décroissante appartient & H, o H-! o Hy,, pro-
priété démontrée dans [45]. La famille EDTQL étant close par morphisme, nous en concluons
que :

C(EDTOL) = C.(EDTOL)=H,oH ! o H,(EDT0L) = H, c H7}(EDTOL). O
Quelques problémes restent & résoudre.

Le cone rationnel engendré par les EDTO0L-langages est inclus dans la famille des
ETO0L-langages. L’inclusion stricte reste encore 2 démontrer. Nous savons que, pour tout
entier n > 1, le langage de Dyck D’ n’appartient pas & EDTQL [62]; on peut s’interroger
sur leur appartenance au cone C(EDTOL). Il est aisé de montrer que D}* ¢ H~*(EDTO0L)
et nous conjecturons que Di* ¢ Ho H-}(EDT(L).

La famille ET0L est un cone rationnel principal [19]. Dans le cas ou I'inclusion serait
stricte, il faudrait aussi s’interroger sur la principalité de C(EDTOQL).

Le cone rationnel engendré par EDTOL peut-il ’étre fidélement ?
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C. EDTOL est fermée par polyndme de fonctions rationnelles

La famille des EDT(L-langages n’est pas fermée par morphisme inverse. On peut
méme préciser dans le cas d’un morphisme inverse particulier :

Proposition IV.C.1 [30,41]
Soit § une lettre n’appartenant pas ¢ X. Soient L C X* et mx la projection de X U {}}}
sur X. Alors, L w f{* = il(L) € EDTOL implique L € EDT0LpyN.

Généralement, application d’un morphisme inverse associe a un mot de départ un
ensemble de mots dont le cardinal peut étre grand. Par contre, EDTO0L est fermée par
fonctions rationnelles ; les fonctions rationnelles & un mot associent au plus un mot. On
peut donc s’interroger sur le comportement de la famille des £ DT0L-langages, quand on lui
applique des transductions rationnelles d’image finie d’un type particulier. Nous remarquons
alors que EDT0L est fermée par polynéme de fonctions rationnelles. Pour la preuve de ce

résultat, établissons d’abord qu’a 'inverse de la proposition précédente,

Lemme IV.C.2
Soit L un EDT(L-langage inclus dans X*. Soit { une lettre n’appartenant pas a X.
Pour tout n € N, le langage L w {" appartient & EDT(0L.

Preuve :
Montrons que L w § appartient 8 EDT(L.

Il existe un EPDTO0L-systéme G, = (X, N, H, ¢, w) qui engendre L, = L\ {e}. Nous
pouvons, de plus, supposer que w € N.

On construit un EPDT0L-systéme
Gy = (X UX;, NUN; UNP,H’,QS’,‘LUn)

ou X,:{x,/zEX}, N,:{Au/AGN}, Np-‘:{Ap/AGN},
H'={hai/ ACN et 1<i< BRI,
et ol ¢’ est défini par :

(¢'(hag))(B) = (¢(h))(B) VBEN

(¢'(hai))(A)) = vi—nzyupqrng o0 u=($(R))(A), n=lul > 1et z = u)
(#'(ha)))(B))=B, VBENetB#A

(¢'(hai))(Bp) =B, VBEN.
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Dans une dérivation, le symbole § marque le chemin de ’axiome & une lettre terminale
quelconque.

Notons V= XUN, ;= XUXyUNUNy, Vjp = X UX; UN UN;UN,.

Nous vérifions que

(%) S(G) NV = {wizywz /| wizw; € S(G.) avec wy,wa € V* et 2 € V}.
Par induction sur la longueur de § € H'*, nous montrons que
(6" (6)) (@) NV" C {wrizywa / wyizws € S(G.) avec wy,wa € V* et z € V).

Si 6 = €, nous avons (¢'(6))(wy) = @ et w = ($(F(6)))(=).

Sinon 6 = 8;h,; avec 6, € H'" et hy; € H'.
(@' (EN(=) V" = (8 (ha,i))(#'(62)) (=) N N Y
U (¢'(hai))((8'(62))(my) NV NpVy ) N
= (¢'(ha,))(¢'(6)) (=) V") N Y®
C (¢'(hai)){wrzyws / wyzw, € S(G.) avec wy, wy € V* et z €V} NV}
C (¢'(hai)){wizywy [ wyi2ws € S(Ge) avec wy,wy € V* et z € X}) N W*
U (¢'(hai))({wizyws / wi2w; € S(G:) avec wy,wa € V* et z € N} N "
C {(¢'(hai))(wrzyws) / wyzw, € S(Ge) avec wy, w; € V* et z € X}
U {(¢'(hai))(wi1Ayw2) / wiAw; € S(G:) avee wy, wy € V*}
C {(¢(h))(w1)z(#(h))(w2) / wrzws € S(G¢) avec wy,wa € V* et z € X}

U{(¢(A))(w1)(¢'(hai))(A1)($(R))(w2) / w1Aws € S(Ge) avec w1, w; € V*}
C{uwizywy /| wiz'wy € S(G.) avec ), wh € V* et 2' € V}

Inversement, nous montrons, par induction sur la longueur de A, que

VA€ H", siwjzw; € (¢(A))(w) avec 2€V  alors wyzyws € S(Gy)

S1 A = ¢, nous avons 2 = w et wy € S(Gy).

Si A = Aih, pour tout mot w = w;zw, € (¢(A))(w), il existe un mot w’ € S(G.) tel
que w = (¢(h))(w'). 1l existe alors une factorisation w’ = w} 2w} tel que
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(¢(h))(w1) = v1 € FG(w1)
(¢(h))(w) = v2 € FD(w2)
et z € F((¢(h))(='))

Siz € X, alors z = 2’ et (¢(ha,;))(wizyws) = wyzywe pour A et i quelconques. Si
z' € N, alors (¢(h, ;) (wi zywy) = wy zywa pour ¢ = |wy| = |v1 |+ 1.

De I’égalité (), nous pouvons déduire que

L(Gy) = S(G)) N(X U Xy)* = {wizywz /| wyizws € L(Ge) avec wy,wy; € X* et 2 € X}.

Nous définissons alors le morphisme ¢ de (X U Xj)* dans (X U {§})* par ¢(z) = z,
pour tout z € X, et p(z;) = f§z, pour tout z; € X;. Comme LY, 'ensemble des mots de L
suivis de la marque {, s’obtient en appliquant une fonction rationnelle & L et que EDT0L est
fermée par union et fonction rationnelle, nous pouvons conclure que L w § = L§ U p(L(Gy))
est un EDT0L-langage.

Par induction sur le nombre n, nous pouvons affirmer que, pour tout EDT0L-langage
L et pour tout n € N, le langage L w §" appartient 8 EDTQL. O

EDTOL étant fermée par fonction rationnelle et par union, on peut déduire du lemme
précédent que EDT0L est fermée par shuffle avec les langages finis.

Lemme IV.C.3
EDTOQL est fermée par monéme de fonctions rationnelles.

Preuve :
n

Soit M = Hp.' un mondme de fonctions rationnelles de X* dans Y*.
i=1

Soit L un EDT(L-langage inclus dans X*.

Dans un premier temps, nous allons transformer le langage L pour obtenir des factori-
sations de chaque mots sur n alphabets disjoints X;} dont I'union sera notée Z.
Le langage L' = L w §"~! est un EDT0L-langage (lemme IV.C.2).
Le langage L" = {w1{1}w2{2}'--wn{n} / wiw;..w, € L et wi(i} € X{;'}} s’obtient a
partir de L’ en appliquant une fonction rationnelle. Donc, L” est un EDT0L-langage.
n
Considérons maintenant notre monéme M = Hp,-.

f=1
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Il suffit de transformer chaque fonction p; de X* dans Y* en une fonction p! de X {5y dans
Y™, pour obtenir un monbéme

M = ﬁp: de Z* = (O X{i})" dans Y*

i=1 =1

qui est fonctionnel. En effet, pour tout mot de Z*, il existe une seule factorisation sur
X{;‘}X{;}...X{;}, donc une seule image par M ;

M(L) = {p1(w1)p2(w2)...pn(wn) / wrws..ws € L}
= {p1 (w101})P2(w3(2})- P (Wnin}) / wiws..wn € L}
= M(L")
€ EDTOL.

La famille des EDT(0L-langages étant fermée par union, on en déduit la proposition
suivante :

Proposition IV.C.4

EDTOL est fermée par polynome de fonctions rationnelles.

Corollaire IV.C.5

EDTOQL est fermée par facteur gauche, facteur droit, facteur, quotient rationnel.

Les transductions rationnelles polynémialement bornées sont des polynémes de trans-
ductions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d’image finie. On peut donc s’interroger a
juste titre sur la fermeture de EDT(QL par transduction rationnelle polynémialement bornée.
Les transductions rationnelles polynémialement bornées étant les polynémes de transduc-
tions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d’image finie, on obtiendrait cette propriété de
cloture en répondant positivement & la question de M.P. Schiitzenberger : toute transduc-
tion rationnelle cyclique est-elle un polyndéme de fonctions rationnelles 7 Malheureusement,
nous montrerons au chapitre suivant que la réponse est négative et le probléeme de savoir si
EDTOL est fermée par transduction rationnelle polynémialement bornée reste ouvert.
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Chapitre V

POLYNOMES DE FONCTIONS RATIONNELLES

ET TRANSDUCTIONS RATIONNELLES POLYNOMIALEMENT BORNEES
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Le probléeme de la fermeture de la famille des EDT0L-langages par transduction ra-
tionnelle polynémialement bornée nous a amené a étudier plus profondément cet ensemble

de transductions.

La caractérisation des transductions rationnelles polynémialement bornées, effectuée
par M.P. Schiitzenberger {64], indique que ’ensemble de ces transductions est I’ensemble des
polynémes (somme finie de produits finis) en des transductions rationnelles fonctionnelles
ou cycliques d’image finie ; nous pourrions dire aussi que c’est la cléture par somme et
produit de I’ensemble des transductions rationnelles linéairement bornées puisque les trans-
ductions fonctionnelles ou cycliques d’image finie sont des transductions linéairement bornées
et qu’inversement une transduction rationnelle linéairement bornée est aussi un polynéme en
des transductions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d’image finie. Avant de montrer que
toute transduction rationnelle polynémialement bornée peut étre obtenue par composition

de transductions rationnelles linéairement bornées, vérifions la propriété suivante :

Lemme V.1
L’ensemble des transductions rationnelles polynémialement bornées est clos par com-

position.

Preuve :

Soient 7, 7 deux transductions rationnelles polynémialement bornées. Pour tout
u de X*, le nombre d’images de u par 7, noté ||r(u)||, est borné par k;(|u| + 1)%:. La
transduction 7; étant d’image finie, pour tout v de 71(u), on a |v| < l|lul+ ; les entiers [ et
I’ ne dépendent que 7. Nous pouvons majorer cette inégalité par

ol + 1 < lul+ I +1 < 1+ 1)+ 1)(lul +1).

Posons m = (I+ 1)(I' +1). Pour tout v appartenant a 7,(u), le nombre d’images de v par 7
peut étre borné par

lIm2(0)lf < ka(lvl +1)% < kam(Jul + 1)%.

Le nombre d’images de u par 75 0 7, est majoré par le produit du nombre d’images de u par

71 et du nombre maximum d’images de chacune d’elles par 2, soit :

lI72 o 71 (u)|| < ka(ful + 1)% kom(Ju| + 1)%
< kikam® (Ju| + 1)%+4

donc, 7, o 7y est polynémialement bornée. O
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Proposition V.2
L’ensemble des transductions rationnelles polynémialement bornées est la cloture par
compostlion de U'ensemble des transductions rationnelles linéairement bornées.

Preuve :

Rappelons que toute transduction linéairement bornée est polynémialement bornée et
que ’ensemble de ces derniéres reste clos par composition.

Un polynéme de transductions rationnelles fonctionnelles ou cycliques d’image finie se
décompose en une somme finie de monomes.

Un monéme 7yxT2x...x7Tp, avec p > 1, produit de transductions rationnelles fonc-
tionnelles ou cycliques d’image finie de X* dans Y* peut se mettre sous la forme d’une

composition de transductions rationnelles linéairement bornées :

(a) TIXxT2x..xTp = 7';:°~--T£°T1,°5°ﬂ(o17)p‘2.

Pour cela on définit X3 = {z(;) / = € X}, pouri € [1,p]. On notera wy;y = Z1(;3Za(i}--Zn i}
le mot w = z1x3...zn €crit sur Valphabet X 3. Soit # une lettre n’appartenant pas 4 X. On
définit les transductions

n de (XU{})* dans (X U{§}H"
n(w) = {wifwz / w1, w; € (X U{t})" et w=w ws}
P
§ de (XU{t))" dans (| X))

i=1
6(11)) = wl{l}U)2{2}...wp{p} si w= wlanu“-”wp

=0 sinon

P P
T+ de (U X{,})‘ dans (YU(UX{t}))*

i=1 i=1
ri(w)y=ur(wi)v si w=uwiv, v€YT, wii) € X)), vE (U XG5
jei
=@ sinon
On vérifie aisément que les transductions 7, §, 7, ..., 7, sont linéairement bornées et

que D’égalité (a) est correcte.

Considérons maintenant T) + T3 + ... + T, une somme de monomes de X *"dans Y*.
En utilisant le méme principe de recopie sur des alphabets différents, nous avons

(d) Ti+To+..+T;=Tjo..oT,op
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avec

q
p de X* dans UX{,-‘}
t=1

p(w)={wyy / 1<i<q}

q
i de YU (U X(i}) dans lui — méme

i=1
Ti(wijy) = Ti(w) si i=j
=wgj} si t#]

T{(w)=w siweY"

En utilisant le résultat (a) dans ’égalité (§), nous obtenons une composition de transductions
rationnelles linéairement bornées. 0

Complétons les propriétés de cloture par composition avec la proposition suivante :

Proposition V.3
L’ensemble des polynomes de fonctions rationnelles est clos par composition.

Preuve :

Soient 7 et 7' deux polynémes de fonctions rationnelles

m

r:Ep,' et r'=zn:p_'7-
fe=1

=1
ol les p; et p; sont des monémes. Nous avons
m n
/ /
ror = _s_ E Pi © pj.
=l 1=l

Il suffit donc d’analyser la composition de deux mondmes.

Soient
P q
P=I]# e p=]]g
i=1 j=1

deux monomes de fonctions rationnelles de X* dans Z* et de Z* dans Y* ; on supposera les
alphabets disjoints. Posons f; = 7z o NR; o r}l et gj =myonSjo w;l. La transduction p
(resp. p') est caractérisée par le langage rationnel R; R;...R, (resp. $153...5;). La composée
de ces deux transductions est caractérisée par le langage rationnel @ = (Y* w R;...Rp) N
(S1...S4 w X*) et les deux morphismes 7x et my. Il s’agit de mettre cette transduction
sous forme de polynome de fonctions. Pour mettre en évidence le produit dans le langage
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rationnel, introduisons des marques § (resp. §j) pour séparer les langages rationnels R; (resp.
S;). Nous obtenons un langage rationnel

Q = (Y U{t})" w RifR.. 4Rp) N (S1hS2h...8S, w (X U {8]})*).

Nous pouvons représenter ce langage rationnel par une union finie de langages rationnels
ayant la méme projection sur {§,h}* ; c’est-a-dire
pt+q—-2
Q= U P ot Po={weQ/ my(w) =i €~  w ).
i=1
Chacun de ces P,, étant lui-méme une union finie de langages rationnels, nous pouvons

récapituler par

Q’ = U Tr,lai,lTr,ZaiYZ---ai,p+q—2Tr,p+q—1 = U Tr
Jinie Jinie
ou chaque T, ; est un langage rationnel et o a; = @;;...05p49-2 € £t w g9t La
transduction po p' = my o NQ' o 73! se décompose de nouveau en somme de transductions
7y o N7, o w}l. Comme 7mx est un morphisme alphabétique et que 7, est un produit de
langages rationnels T, ;, chaque transduction 7y o N7} o 7r,“-1 est un produit de transductions
my oIy 50 1r}1. On remarquera que les f§ et B, inutiles dans la transduction, peuvent étre

éliminés : 7y o N7, o w;{l est équivalent a 7y o N7} ;.. T5 pyg-10 7r;.1.

Il reste & montrer le caractere fonctionnel de ry o7, ;0 w}l. Neuf cas sont a envisager

selon ’environnement de T ; dans le langage rationnel Q' :
- précédé de ), précédé de fou j=1
-suivide §, suivide fou j=p+¢-1.

Pour chaque cas, I’analyse suit le méme raisonnement ; on se reporte a la projection
) ’
sur Z*.

Examinons le cas oil Ty ; est précédé de § et suivi de §. Cela signifie que 7xuz(7T; ;) C
FG(Ry) pour un certain k et que mzyy (Tr ;) € FD(Sy) pour un certain k’. Supposons qu’il
existe w € X* tel que ||my o NTr; o 73 (w)]| > 2. 1l existe donc deux mots uy, uz € T ;
ayant méme projection sur X*. Alors, soit ces deux mots ont méme projection sur Z* et
Ty oNSy: o w;l n’est pas fonctionnelle, soit ces deux mots ont des projections différentes sur
Z* et mz 0o NR 0 w}l n’est pas fonctionnelle.

Les autres cas seraient traités de maniére analogue.
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Donc 7y oNT; j 0 w}l est une fonction rationnelle et la tranduction pop’ est polynome
de fonctions rationnelles. D

Nous poursuivons cette étude en montrant I'inclusion stricte de 1’ensemble des polynomes
en des transductions rationnelles fonctionnelles dans I’ensemble des transductions rationnelles
polynémialement bornées. Nous vérifierons que la transduction cyclique d’image finie 7,,
décrite ci-dessous, ne peut étre un polynéme de fonctions rationnelles.

T @ X*={z,y}* — a*
x/t x/¢
s GOL_JO_00 v
y/¢ y/a
7, = a0 NRo wx! avec R = (z(ya)t + zyt)*

Etablissons d’abord quelques propriétés des fonctions rationnelles sur des alphabets &

une lettre et des fonctions rationnelles ayant des domaines particuliers.

Le lemme suivant permet de caractériser les fonctions de y* dans a* (cf [27] exercice
IX.8.1).

Lemme V 4
Sott f = m,0oNRo 7ry‘1 une fonction rationnelle de y* dans a*, y et a étant deuz
lettres. Nous pouvons choisir R tel que celui-ci soit une union finie de langages rationnels

de la forme uv*, avec u, v € {a,y}"*.

Preuve :

Tout langage rationnel R contient un langage rationnel borné R’ tel que ¥(R) = ¥(R'),
g et mg o NR o w1 sont équivalentes.
Etant borné, le langage rationnel R’ est une union finie de langages de la forme

propriété établie dans [44]. Les fonctions 7, 0o NRo 7

w' (w1 ) w (W) = w v g Uy Uy avec U £ € et m > 0.
Examinons le cas ol m > 2. Comme f est une fonction, nous avons

[vily #0 et -::—':3 = :—:% pour tout ¢,j € [1,m].
ily ity
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Posons p = ppcm(|um|y, [tm-1ly). Dans le langage rationnel R’, nous pouvons remplacer
p-1

» - - " * k .
UV Ug.. U1 VUp, 1 UmVUp,Um4y DT U UV, Us..Um-1Vp, 1 UmVUp Um41
k=0

un raisonnement par récurrence nous permet de remplacer u;v,"uz...Um— 1V UmUm Um 41
par une union finie de langages rationnels de la forme u;v,*u5. Donc il existe un langage

r

! !

R = U u,-v,-"u,'
i=1

tel que f = m,0NRon;! = ma 0 NR" o m; 1. Il est alors évident qu’en prenant

r
—_ vagla ™
S= Uu.u,-v,-

=1

onaf=m0NSon;l o

Enon¢ons quelques propriétés qui nous permettrons de passer, sous certaines condi-
tions, d’un produit de fonctions & une fonction et inversement.
Soient X et A deux alphabets disjoints.

Propriété V.5
Sotent f, et fa deuz fonctions de X* dans A*. Soit z € X. Si Dom(f1) C X*z et
Dom(f2) C (X \ {z})*, le produit fix f2 est une fonction.

Partant d’une relation rationnelle, il est possible de factoriser cette relation pour
obtenir un polyndme de relations rationnelles. En particulier, nous avons les propriétés

suivantes :

Propriété V.6

Sott f une fonction rationnelle de X* dans A* telle que Dom(f) C (X \ {z})*zX™.
Alors, f est une somme finte de produils de fonctions rationnelles h;xg; avec Dom(h;) C
(X \ {z})* et Dom(g;) C zX*.

Propriété V.7

Soit f une fonction rationnelle de X* dans A* telle que Dom(f) C X*z(X \ {z})*.
Alors, f est une somme finie de produits de fonctions rationnelles gix h; avec Dom(g;) C X"z
et Dom(h;) C (X \ {z})*.

Les propriétés précédentes concernaient des fonctions rationnelles particuliéres sans
faire intervenir notre exemple 7,. La suivante est liée a la facon dont le domaine de 7, peut
étre factorisé.
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Lemme V.8

Sott fix...x fp un monéme de fonctions rationnelles tel que, pour tout w € {z,y}*,
fix..x fp(w) C ma(w). Si Dom(f;) C y* et Dom(fiy1) C y*, le produit fix fiy, est une
somme finie de fonctions rationnelles.

Preuve :

Le lemme V4 nous permet de considérer le produit f;x fiy1 en tant que somme finie
de produits fix f{,, ol f{ = ma0NR;0 r{;;} et fi,, =ma0oNRiz10 r{;;} avec R; = u;v;"
et R,‘+1 = u,-+1vi_‘;'_1.

Considérons un produit fix fi41 caractérisé par de tels langages rationnels.

Si my(v;) = €, alors, pour tout mot de {z,y}", il existe au plus une factorisation

pouvant donner une image. Nous avons :

fix fir(w) = filmy () fir (W) siw = my(w)w’

fixfiy1(w) =0 sinon

Méme démarche si my(vi41) = €.

Si my(v;) # € et my(viy1) # €, montrons que JI%‘-{-;- = jl%:-ﬁjﬁy Supposons Jl-z-':l'-’y- > Jl:_ﬁ_h
Posons r = |v;|y et s = |vi41]y. Posons 9; = v et ¥i41 = v;];. Nous avons |t;]y = |9;41]y et
[ila > |Bit1la 2 0.

Les fonctions fy, fa,..., fi—1, fiy2,..., fp sont supposées non triviales, c’est-a-dire car-
actérisées par des langages rationnels non vides. Il existe donc des mots w; € R;, w2 € Ry,...
Posons w = wy...w;—1 et w' = wi4o...wp.

Il existe un entier k tel que Iﬁ,-"[a = kltila > |wuiuipiw'ly et un entier &' tel que
(5o = (511 = K ([5ila = [Gi41la) > fwusugwly.

Les deux mots wu,'ﬁ.-"”'u;.,_l w' et wu;ﬁ,-ku,-.,.lz’),-_,'f;w’ appartiennent a R, ...R, et ont la
méme projection a sur {z,y}*. Leurs projections respectives sur a* appartiennent & l'image
du mot a.

La définition des entiers k et ¥’ nous permet de déduire que

?
ma(wu; 55w w') = a™ avee m > |wuiuip vy
! 1
Ta(wu; ¥ uipy v,-_,’flw') = a™ avec m' > |wuiuip v’y

et m —m' = k'(|5ila = [Bit1]a) > |Jwwivipiw']y

La transduction 7, transforme les lettres y, situées entre deux lettres z, soit en autant
de a, soit en € ; puisque 7z o) (uiBiti410i41) C y*, la transduction 7, effectue la méme
transformation sur tous les y apparaissant dans m{ ¢} (u:t;Fui415; _f;)

70




On obtient alors la contradiction suivante :

L’inégalité m' > |wu;ui4, w'|y signifie que les y apparaissant dans 7, 4} (,*%; ,f;) sont
modifiés en a par 7, pour obtenir a™ .

Par contre, I'inégalité m —m' > |wu;uiy w']y et le fait que a™, a™ € Ta() signifient
que les y apparaissant dans m{s g} (3;¥¥; _f'l) sont transformés en ¢ par 7, pour obtenir a™ .

Vitile

e ameéne la méme contradiction.
. y

Un raisonnement identique pour i—:}'—:k- <

::+:|:, posons ¢ = ppem(|vily, [vi41ly). Nous obtenons alors

fixfixri=ma0oNRo ”{;,y} avec

Vila _

Sachant que o =

q
_ oy ¥, J
R= U U105
j=0

et donc, fix fi;1 est une fonction rationnelle. ul

Lemme V.9
Soit 7, un polynéme de fonctions rationnelles tel que, pour tout w € {z,y}*, on
ait 7,(w) C 7.(w). Il existe un polynéme de fonctions rationnelles équivalent dont chaque

fonction posséde un domaine inclus dans (zy*)*.

Preuve :
Nous allons opérer, sur les fonctions qui n’auraient pas un domaine inclus dans (zy*)*,
des factorisations et des regroupements en utilisant les propriétés précédentes. L’application

d’une propriété fournit un polynéme équivalent.

Considérons une telle fonction f;. Si son domaine Dom(f;) est inclus dans y*, on
pose h; = f; ; sinon la propriété V.6 nous permet de décomposer f; en une union de h;x g;
avec Dom(h;) C y*, Dom(g;) C (zy*)*t. Si Dom(f;—1) C y*, on pose h;_y = fi_1 ;
sinon la propriété V.7 est appliquée sur f;_;, devenant ainsi une union de g;_1x h;_;, avec
Dom(h;_1) C y*, Dom(gi-1) C (y*z)*. Le lemme V.8 nous permet de regrouper chaque
produit h;_;x h; en une somme de fonctions h_,. Enfin, en utilisant la propriété V.5, nous
transformons g;_i1x h{_, en g/_,. Nous avons donc remplacé un mondme par un polynéme
dont toutes les i-émes fonctions ont un domaine inclus dans (zy*)*. Si nous appliquons
ce procédé sur toutes les fonctions, nous obtenons un polynéme dont chaque fonction a un
domaine inclus dans (zy*)*. Comme le domaine de 7, est (zy*)*, chaque fonction a un
domaine inclus dans (zy*)*. 0
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Proposition V.10

L’ensemble des polynémes en des fonctions rationnelles est strictement inclus dans
Uensemble des transductions rationnelles polynomialement bornées.

Preuve :

La transduction 7, est polynémialement bornée. Supposons que ce soit un polynéme
de fonctions rationnelles. D’aprés le lemme V.9, nous pouvons choisir ce polynéme tel que
chaque fonction posséde un domaine inclus dans (zy*)*. Soit p le nombre maximum de
fonctions utilisées dans un mondme et n le nombre de mondmes. Le nombre de factorisations
d’un mot w = zy'°zy''...zy’* pouvant donner des images différentes est borné par nCL¥P— 1
ce qui est en contradiction avec le fait qu’il existe des mots w ayant 2"*! images ; prenons,
par exemple, w = zyzy?zy?..zy? . D

Ainsi, la différence entre transductions rationnelles cycliques, polynomes de fonctions
rationnelles et transductions rationnelles polynémialement bornées est établie.

Le contre-exemple 7, est une transduction rationnelle étoilée décroissante. Donc il

appartient # HoH~! o H [45]. Examinons les compositions de morphismes et de morphismes
inverses.

Un contre-exemple peut étre trouvé dans H o H™!. En effet, les morphismes sont des
fonctions et ’ensemble des polynémes de fonctions rationnelles est clos par composition. Si
toutes les transductions rationnelles cycliques de HoH™! étaient des polynémes de fonctions

rationnelles, cette propriété serait alors vérifiée par les transductions rationnelles cycliques
de HoH 'oH.

Proposition V.11

Il eziste des transductions rationnelles cycligues d’image finie dans H o H-! qui ne
sont pas des polynomes de fonctions rationnelles.

Remarquons qu’inversement toutes les transductions rationnelles cycliques d’image
finie de H~! o H sont des fonctions.

Terminons cette étude en traitant le cas des transductions rationnelles cycliques ap-
partenant 8 HoH;! oH. Puisque nous ne considérons que des transductions d’image finie, si

une transduction cyclique appartient 8 HoH;! o H, nous pouvons trouver une transduction
équivalente dans Ho H;! o H.
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L’ensemble HoH ! est celui des substitutions finies. La proposition suivante implique
que toute transduction rationnelle cyclique d’image finie appartenant 8 Ho H! o H est un
polyndéme de fonctions rationnelles.

Proposition V.12
Toute substilution finte cyclique est un polynéme de fonctions rationnelles cycliques.

Preuve :

Soit o une substitution finie cyclique de X* dans le monoide libre engendré par un mot
m. L’image de chaque lettre de X est un sous-ensemble de m*. Nous pouvons donc analyser
cette substitution comme la composition d’une substitution de X* dans a* ot @ € X et d’un
morphisme (fonction) qui transforme la lettre a en un mot m.

Soit p; le nombre d’images de la lettre z; par la substitution ¢. Nous pouvons noter
o(z;) = {wy; € a* / 1 < j < pi}. Puisque tout mot w;; appartient a a*, 'ordre de la
transformation des lettres x; n’a pas d’importance. Seul compte le nombre de z; transformeés

en un w;; donné.

Soit n le cardinal de X. La substitution o est équivalente & une composition de
substitutions T; sur une seule lettre z;. Nous construisons donc T; = fi;x...x fip, ol les
fonctions f;; sont les morphismes de (X U {a})* dans (X U {a})* définis par

fij(zi) = wyj
fij(z) = =&
fij(a)=a
c=T,0T,_10..0T%

Puisque ’ensemble des polynémes de fonctions rationnelles est clos par composition, la sub-

stitution o appartient encore a cet ensemble. |

Dans cette derniére partie nous examinerons quelques propriété du produit de Hadamard
sur les polynémes de fonctions rationnelles. Le produit de Hadamard est habituellement
défini pour des séries formelles. Nous utiliserons la méme notation pour des transductions.
Ces propriétés nous permettrons de construire un exemple de transduction rationnelle cy-
clique d’image finie appartenant & H o H™! et qui n’est pas un polynéme de fonctions ra-

tionnelles.

Définition
Le produit de Hadamard de deuz transductions 7y et 2 de X* dans Y*, noté r, © 7,

est défini par 1y © T2(w) = 7 (w)r2(w), pour tout mot w de X*.
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Généralement cette opération ne conserve pas la rationnalité des transductions. Il
suffit pour s’en convaincre de prendre pour 7, l'identité sur {a} et pour 73 la transduction
rationnelle qui transforme la lettre a en b. On a alors, 7, ® 72(a*) = {a"b"” / n € N}. C.
Choffrut a établi certaines conditions pour que le produit de Hadamard de deux transductions
rationnelles soit rationnel [16,17]. Pour les transductions rationnelles cycliques, nous avons
le résultat suivant :

Proposition V.13
Le produit de Hadamard de deuzr transductions rationnelles cycliques est une trans-

duction rationnelle cyclique.

Cette propriété est une conséquence directe de la proposition suivante, démontrée par

C. Choffrut.

Proposition V.14 [16)

Sotent 7y el 7o deuz transductions rationnelles de X* dans Y* et B un langage ra-
tionnel inclus dans Y* tel que B" N BP # @ entraine n = p. Si, pour tout w € X*, il eziste
I, J €N tels que lon ait

n(w)=|JB' et m(w)=|]J B

i€l jeJ

alors la transduction 7 © 7, est rationnelle.

Nous pouvons aussi remarquer que la proposition V.13 se déduit immédiatement de
résultats sur les séries formelles & coeffigients dans un semi-anneau commutatif (cf [16,27]).

Montrons que la proposition V.13 reste vraie lorsqu’il s’agit de polynémes de fonctions
rationnelles cycliques. Pour cela nous utiliserons le résultat de S. Eilenberg, connu sous le

nom de ” Cross-Section Theorem”.

Théoréme V.15 [27]
Soient h un morphisme de X* dans Y* et L un langage rationnel inclus dans X*.
Alors il existe un langage rationnel L' C L tel que h est une bijection de L' dans h(L).

Proposition V.16
Le produit de Hadamard de deuz polynémes de fonctions rationnelles cycliques de X*
dans le monoide libre engendré par une letire a est un polynéme de fonctions rationnelles

cycliques.
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Preuve :

Soient
Pr Q1 pa g2
n=3 [Ifs e mn=3T[om
i=1j=1 k=11l=1

deux polynomes de fonctions rationnelles de X* dans a*. Nous supposerons que a n’appartient
pas a X. Nous montrons que la transduction 7, ©® 7, peut étre remplacée par une composition
de polynémes de fonctions rationnelles.

Transformons le polyndme 7| en un polynéme 7 tel que les images d’un mot contien-
nent des informations sur le mot de départ et sur son image par 7,. Chaque fonction f;; peut
étre caractérisée par un langage rationnel tel que f;; = 7, o NR;; 0 W}l. Définissons le mor-
phisme 6 qui marque les lettres a par 6(z) = z, pour tout z € X, et #(a) = a. Du théoréme
V.15 nous déduisons l'existence d’un langage rationnel R;; C 8(R;;) tel que mx est une bijec-
tion entre R{; . Donc fj; = NR;; omy! est une fonction de X* dans (XU{a})*. Cette fonction

i; posséde le méme domaine que f;; car Dom(fj;) = 7x(8(Ri;)) = mx(Ri;) = Dom(fi;).
De plus elle vérifie |fi;(w)la = |fij(w)ls et 7x(fi;(w)) = w, pour tout w € X*. Posons
£1 N

T{:ZHﬂj.

i=lj=1

Nous devons maintenant effectuer la transformation due & 7, tout en préservant les
lettres a. Supposons que gx; = 74 0 NSy © 7!'}1. En utilisant une nouvelle fois le théoréme
V.15 nous déduisons l'existence d’un langage rationnel S;; C Si; w @* tel que wxyz est une
bijection entre Si; et mxua(Si w @*). Alors gi; = 7(4,a) 0 NS} 0 Ty s est une fonction
de (X U {a})* dans {a,a}*. La projection sur X du domaine de cette fonction est égale au
domaine de gi; car mx(Dom(gy,)) = 7x(Sy;) = ®x(Sk) = Dom(gi1). De plus, pour tout
v € (X U{a})*, on a |g3;(v)la = lgri(mx (v))la et |gi;(v)la = Jv|a. Posons

Pa 92

= ZHQ;P
k

=1l=1

A ce niveau, les mots, images par 75 o 7, contiennent les informations sur I'image

par 7, lettres a, et par 73, lettres a. Le dernier polynéme sera le morphisme n défini par
n(a) = T](&) = a.

Les polynémes de fonctions rationnelles étant clos par composition, nous pouvons

conclure que 7y ® 72 = o 75 0 7] est un polynéme de fonctions rationnelles cycliques. o

Le probléme suivant a été évoqué par S. Eilenberg dans [27] pour des séries formelles
de méme support :
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Si o ® p et p sont rationnelles, en est-il de méme pour o ?

Ce probléme fut résolu négativement par J. Karhumaki [39]. Dans [16], C. Choffrut
établit certaines conditions pour que la réponse soit affirmative. Dans le cas des transductions
cycliques, nous avons :

Lemme V.17

Soient 1, el Ty deur transductions rationnelles cycliques de X* dans a* telles que,
pour tout u € Dom(r) N Dom(r,), pour tout vy € 11(u) et vy € m2(u) on ait lva] < va.
La transduction T, définie, pour tout u de Dom(r) N Dom(7;) par 7(u) = {a*~7 / o' €
71(u) et o/ € 7o(u)} est rationnelle.

Preuve :

Posons 1, = a0 NR; o w}l et 7o = Ty oNRy0 w}l. Nous définissons la transduction
§ = NRy 073’ o 7x o NR; de (X U {a})* dans (X U {a})*. A tout mot w; de R;, cette
transduction associe l’ensemble des mots de R, qui ont la méme projection sur X* que w;.
Si nous considérons une projection u appartenant au domaine, la différence de longueur entre

w; € Ry, tel que mx (w;) = u, et une de ses images par 8 représente la longueur d’un mot de

7(u).

La transduction é est décroissante. On déduit de la caractérisation des transduc-
tions décroissantes [47] l’existence de deux morphismes, g alphabétique et h strictement
alphabétique, et d’un langage rationnel R tel que § = goNRoh~1.

Définissons alors ¢’ par g'(z) = a quand g(z) = € et g'(z) = € quand g(z) # €. La
transduction g’ o NR o h~! associe, & tout mot w; de Dom(r;) N Dom(7,), le mot a™ ol
m = |wi| = [6(w1)]-

On vérifie alors que 7 = ¢’ 6 NRo h~1 0 NR, o 73} convient. D
g x
Nous obtenons comme conséquence

Corollaire V.18
Soient 1, © 72 et 1y deuz fonclions rationnelles cycliqgues de X* dans a*. La transduc-
tion 7, est une fonction rationnelle si Dom(7;) C Dom(r;).

On remarque facilement que la condition sur le domaine est nécessaire. En effet
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considérons les transductions 7, et 7, définies par leurs graphes 7, = {(a"t",a") / n € N}
et 73 = {(ab,a)}. Ces deux transductions sont fonctionnelles et 7, n’est pas rationnelle. Par
contre T, ® 7, est rationnelle puisque son graphe est fini 7, ® 75 = {(ab,a?)}.

Le probléme du domaine ne se pose pas lorsque 73 est un morphisme.

Proposition V.19
Soit h © 7 un polynime de fonctions rationnelles cycliqgues de X* dans le monoide
libre engendré par une lettre a. Si h est un morphisme, la transduction v est un polynéme

de fonctions rationnelles.

Preuve :

Posons

P 4
hor=> I]fi

i=1j=1

Constatons tout d'abord que, pour toute fonction f;;, il existe une borne d;; € N telle que
[fi; (u)| = |h(uv)|] > —d;;, pour tout u € Dom(fi;). Si cela n’était pas vérifié, il serait aisé de
trouver des mots ayant des images de longueur négative.

Soit D le plus grand des di;. Nous définissons alors les fonctions fj; par f;(v) =
i
nous avons |f/;(u)| > |h(u)|, pour tout u € X*, nous pouvons considérer les fonctions g;;

aP Jij(u), pour tout u € X*. Les fonctions ont donc mémes domaines que f;;. Comme
telles que fj; = h © gi;. D’aprés la propriété précédente, gi; est une fonction rationnelle ;
son domaine est celui de f;;.

Posons BU
q LILLE

Ce polynéme 7' vérifie 'équation : 7'(u) = a?Pr(u), pour tout v € X*. Définissons la
fonction rationnelle  de a* dans a* par n(v) = (a??)~'v, pour tout v € a*. En tant que
composée de polynomes de fonctions rationnelles, la transduction 7 = no 7’ est un polynéme
de fonctions rationnelles. u]

Cette derniére proposition nous permet de construire d’autres exemples de trans-
ductions rationnelles cycliques d’image finie qui ne sont pas des polynémes de fonctions
rationnelles. L’exemple 7. se construit & partir de I’exemple 7,.

77




y/aa

x/aa x/aa
wGO_JO_00w
y/a

Si nous définissons le morphisme h de {z,y}* dans a* par h(z) = aa et h(y) = a. De
fagon évidente, 7, = h ® 7, n’est pas un polynéme de fonctions rationnelles.

.

Terminons en donnant un exemple de transduction rationnelle cyclique d’image finie

appartenant & H;! o H qui ne peut pas étre un polynéme de fonctions rationnelles.

Définissons les morphismes g et h de {6, 82, 63,,5}" dans {a,b}* par

h(6;) = a%b g(61)=a
h(6;) = a® g(62)=a
h(6s) = ba? 9(6s) = a
h(c) = ab%ab? gla)=a
h(B) = bab 9(8) = a

Si nous définissons la fonction rationnelle # par le transducteur ci-dessous :

Nous obtenons 7, = goh=! 0 8. Donc, si g o h~! était un polynéme de fonctions

rationnelles, la transduction 7} en serait un aussi.
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résumé

Nous poursuivons I’étude de certaines familles de langages de A. Lindenmayer.

La premiere partie est principalement consacrée aux D0OL-langages. J. Berstel a montré que
le centre d’un langage engendré par un morphisme prolongeable itéré est co-algébrique. Nous
montrons que le résultat reste vrai quand le procédé itératif correspond & un DQL-systéme, a un
gsm prolongeable ou a un Tag-systéme uniforme. Nous terminons cette partie en montrant que
I’on peut décider si un mot infini ultimement périérriique est la limite d’un DOL-langage.

Dans la seconde partie, nous étudions la famille des EDT(0L-langages. Nous démontrons
que les EDTO0L-langages d’index fini sont Parikh-bornés. Nous apportons aussi une réponse i
une conjecture de A. Ehrenfeucht et G. Rozenberg ; pour cela, nous montrons que tout langage
appartenant au cone rationnel engendré par EDTOL peut étre obtenu en appliquant, 8 un EDTOL-
langage, un morphisme (non effagant) inverse suivi d’un morphisme (alphabétique). Nous montrons
ensuite que EDTOL est fermée par polynome de fonctions rationnelles.

Les transductions rationnelles polynémialement bornées sont étudiées dans la troisieme par-
tie. Répondant a une question de M.P. Schiitzenberger, nous démontrons l’inciusion stricte de
I’ensemble des polynémes de fonctions rationnelles dans I’ensemble des transductions rationnelles

polynémialement bornées.

Mots clés :
morphismes itérés
DOL-langages
EDTOL-langages
centre de langages
langages Parikh-hornés
transductions rationnelles
polynomes de trensductions rationnelies
transductions rationnelles & images finies

transductions rationnelles cycliques






