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INTRODUCTION

Sur un alphabet X on peut définir des mots et des mots
infinis. Un mot est reconnu par un automate s'il existe une
Lecture de <ce mot dans l'automate partant d'un état initial et
se terminant dans un état final. Blichi le premier a donné une
définition de ta reconnaissance d'un mot infini par un
automate : un mot infini est reconnu par un automate s'il
existe une Llecture de ce mot dans L'automate partant d'un état
initial et passant une infinité de fois par un ensemble d'états
distingués. Un Q-langage - c'est-a-dire un Llangage de mots
infinis - est rationnel si et seulement si il est L'ensemble
des mots infinis reconnus par un automate.

Les automates munis de La reconnaissance définie par Blchi,
permettent donc d'obtenir Les Q-langages rationnels, un autre
moyen pour obtenir des Q-langages est L'opération puissance
infinie - notée puissance-Q - dont nous rappelons La
définition. Etant donné un Llangage R de X*, on peut Lui
associer par L'opération puissance~Q un langage de X noté R*®
et défini de La fagcon suivante :

R?* = {W € X / W = UleeelUnees , OU ¥ Nn 2 1, un € R}

L'opération puissance-Q est fondamentale dans L'étude des
langages rationnels de mots infinis comme le montre le théoreéme
de Bluchi-Mac Naughton.

La donnée de R détermine complétement R et, si R est un
Langage rationnel de X*, R®™ est alors un Langage rationnel de
X*. pe plus, @8 partir d'un automate reconnaissant R, on peut
aisément construire un automate reconnaissant R®. Nous allons
étudier lLe probléme inverse. La donnée est un langage rationnel
L de X&.

L est-il la puissance~-Q) d'un langage rationnel ?

Quels sont tous les langages dont la puissance-Q est L ?

De tels langages seront appelés générateurs de L.

Ce probléme est comparable 4 L'élévation au carré dans Lle
corps des réels, qui ne présente aucune difficulté, et & son
probléme inverse -~ moins simpte -, la détermination des racines
carrées éventuelles d'un réel donné.

Avant d'en venir a8 Lla puissance-Q et en restant dans Lles
mots (finis), on peut regarder ce qui se passe pour L'opération
étoile, qui n'est évidemment pas sans rapport avec La
puissance—~Q. R* est l'ensemble des concaténations finies de
mots de R. R® est lL'ensemble des concaténations infinies de
mots de R. Partant d'un langage rationnel R, R* est bien
déterminé. La question inverse, détermination des "racines *"
d'un langage, admet les réponses suivantes :

Un Llangage L est L'étoile d'un autre Langage si et
seulement si L est un monoide.




La famille des générateurs du monoide L est alors sans
mystéres : L en est le plus grand élément (pour l'inclusion),
Prem(L) = (L\&)\(L\e&)*= est le plus petit élément (pour
L'inclusion) et tout langage compris entre Prem(L) et L est un
générateur de L et réciproquement.

En remplagant Ll'opération étoile par lLa puissance-Q), Lle
probléme se pose de La méme facon mais n'aura pas de solution
aussi simple. Pour lLa puissance-), Lla premiére question -
décider si un Q-langage rationnel L est ou non une puissance={Q
-~ se résout bien et nous permet "en prime"” d'obtenir un
générateur rationnel de L.

"Une histoire de famille"

Il ne nous reste plus alors qu'a étudier - et ce sera
L'essentiel de notre travail - la famille de tous Les
générateurs de L sachant que L est une puissance-Q. En d'autres
termes, puisque nous savons construire un générateur rationnel
R de L, nous partirons d'un Llangage rationnel R et nous nous
intéresserons 4 Lla famille notée [RJn de tous les langages qui
ont La méme puissance-Q que R :

[Rle = {G « X* / G = R%}

Si La famille des lLangages ayant la méme étoile que R est -
comme nous L'avons rappelé - bien déterminée et sans ombres, en
revanche La famille [R]lm» nous a réservé de nombreuses surprises
et ne nous a pas encore Llivré tous ses secrets.

"Rien n'est simple” (Sempé)

Dans [RJs, on ne peut bien sar pas avoir R® comme plus
grand élément, mais R* - qui appartient bien &8 [Rle - n'est pas
non plus toujours Le plus grand élément, de méme Prem(R™) - qui
appartient aussi & [RlJe - n'est pas toujours le plus petit
élément. Par exemple, en prenant R = a*ba*b, on a R* = X*bX*b,
qui n'est pas Lle plus grand élément de [Rla, car a*ba*™
appartient 3 [R]le mais n'est pas inclus dans R™.

"Tout se complique™ (Sempé)

En effet, non seulement Lle plus grand élément n'est pas
toujours R*, mais encore il peut ne pas exister, comme Le
montre L'exemple R = X*(aa+bb)X*. Il est clair que R+a et R+b
sont deux autres générateurs de R® et que par aflleurs (ab)®
n'appartient pas & R? et donc [R]le ne peut pas posséder de plus
grand élément qui contiendrait nécessairement a et b. Comme il
n'y a pas toujours de plus grand élément, il est naturel d'une
part de chercher & savoir quand il y en a un, d'autre part de
s'intéresser, quand il n'y en a pas, aux générateurs maximaux .
Nous montrons qu'il y a toujours un nombre fini de générateurs
maximaux, que ceux-ci sont tous rationnels et de plus que tout
générateur de R® est inclus dans l'un d'entre eux, ce qui nous
permettra de décider si [Rla posséde ou non un plus grand
élément.




"La Loi du moindre effort"”

En fait Les générateurs maximaux ne sont pas Lles plus
recherchés dans une optique d'économie d'énergie. Savoir que
L'on "n'en fait pas plus" avec X*bX* qu'avec a*ba* -~ c'est-a-
dire que ces deux langages ont La méme puissance-l - n'est pas
intéressant. Les générateurs recherchés seront le ou lLes plus
"petits". En ce sens, a*b est meilleur que a*ba* dans [a*ba*lan.
Cependant les générateurs maximaux pourront étre utiles si,
comme pour L'étoile ou Lle plus grand élément R* nous permet
d'obtenir Le plus petit -élément Prem(R*), on peut construire
les minimaux a partir des maximaux. Sur Lle simple exemple
R = {a}), ou {a=}) est un autre générateur de R®, on note que
{a} n {a=}) = @ et donc qu'il n'y a pas de plus petit élément
dans [Rla. Ceci étant valable pour tout langage R, ne cherchons
pas Le plus petit élément ni méme & décider s'il y en a un ou
non... il n'y en a jamais!

"Qui peut le plus peut Le moins"

La question du plus petit élément étant résolue faute de
combattants, nous chercherons donc des "moins qui peuvent Le
plus" - 1i.e. des générateurs minimaux (pour Ll'inclusion) dans
[RJa =-. Nous verrons que, si la recherche des "plus” - i.e. des
générateurs maximaux de [RlJe - a été menée 3 bien, lLa recherche
des "moins" - ji.e. des minimaux de [Rlan - s'avére plus délicate
et restera incompléte. Cette quéte des générateurs minimaux
sera te fil conducteur de La suite de notre travail. Le
résultat important obtenu dans Le cas d'un langage rationnel
quelconque sera de décider si un générateur est ou non minimal.
Deux questions en revanche resteront sans réponses.

La premiére : existe~t-il un générateur minimal dans toute
famille [R1n?

Et La seconde qui, si elle admet une réponse positive, donne a
fortiori une réponse positive & La premiére : étant donné un
langage R, tout générateur de R® ctcontient-il wun générateur
minimal de R®?.

Pour essayer de mieux appréhender ces questions, nous avons
cherché a les résoudre dans un cadre plus restreint.

D'une part nous chercherons des "moins" - i.e. des minimaux
~ possédant des propriétés en plus. Les premiers seront les
générateurs fg-minimums, ils seront minimaux (pour L'inclusion)
et de plus L'ensemble de lLeurs facteurs gauches sera minimum
(pour L'inclusion) dans l'ensemble des facteurs gauches des
générateurs de Rf. On obtient ainsi Lles générateurs ayant en
quelque sorte Les mots les plus "courts". Ces générateurs nous
permettront par Lla suite de décider si La famille [R1Im posseéde
ou non des générateurs finis. Les seconds seront Les {i-bases :
une Q-base B est un générateur minimal tel que tout autre
générateur de BT est inclus dans B*. On peut dire qu'une Q-base
B est Ll'ensemble des ‘'mini-mots qui font Le maximum"” puisque
nous verrons que B* est le plus grand élément de [RIa. Tout Q-
base est un générateur fg-minimum, en revanche si nous
reprenons L'exemple ol R est Le langage a*ba*b, a*b est alors
un générateur fg-minimum, mais n'est pas Q-base car a*ba*, qui
appartient &8 [Rlma, n'est pas inclus dans (a*b)*,




D'autre part nous chercherons les "moins"” quand la famille
[Rln a des propriétés en plus.

Le premier cas sera celui o0 [Rle posséde (au moins) un
générateur fini, ce qui est décidable. On peut alors envisager
des "moins" sous deux angles nouveaux qui n'ont pas de sens
dans le <cas général. On étudiera déja les "moins” qui ont Le
moins d'éléments possible - nous dirons les générateurs de plus
petite cardinalité -~ puis Les "moins”™ pour ce qui est de Lla
somme des Longueurs des mots -~ nous dirons les générateurs de
plus petite -taille -. "Entre deux mots il faut choisir Le
moindre"” (Valéry). Peut-étre, mais pas dans [Rla ou les mots
"courts" n'en font pas forcément "plus" - pour la puissance-Q -
que les mots "longs". ’

Le deuxiéme cas sera celui ou Le "super-plus” - c'est-a-
dire Le plus grand élément - existe et est un semi-groupe
Libre. Nous verrons qu'alors Lles "moins™ sont les codes de
[R)Ja, ni plus ni moins, et que tout générateur contient (au
moins) un "moins".

Dans le troisiéme cas L'hypothése en plus sera que [Rle
posséde un jdéal. Il sera montré que Les "moins" sont
exactement Les codes préfixes de [Rle et que tout générateur
contient un "moins".

Dans le quatriéme cas L'hypothése en plus sera que [Rle
posséde un langage local. L& aussi tout générateur contient un
"moins", nous n'en dirons pas plus.

Si tous ces cas particuliers ne donnent pas de réponses
pour le cas général, ils permettent d'une part de voir que la
question n'est pas simple et d'autre part de nous donner une
meilleure intuition sur ce qu'est une famille de générateurs.

Nous aurons souvent recours & des exemples, certains pour
illustrer Les propositions, les autres plus nombreux seront
destinés & faire apparaitre soit Les difficultés cachées des
propositions, soit la nécessité . de tout ou partie des
hypothéses.

"Rencontre du troisiéme type"

De méme que les problémes rencontrés avec les mots infinis
sont différents des problémes rencontrés avec Les mots, Lles
problémes rencontrés avec les mots bi-infinis seront eux-aussi
différents des précédents. Dans Lle dernier <chapitre de ce
travail nous faisons une "incursion” dans l'ensemble des mots
bi-infinis. Nous y amorg¢ons une étude de La famille ~lRln des
générateurs de Lla puissance bi-infinie de R. Pour cette étude,
nous établirons quelques résultats concernant les bilimites et
biadhérences des \langages rationnels. Nous resterons sur une
question ouverte : décider si Lla famille «[RJe posséde ou non
un Langage fini.




CHAPITRE 1

RESULTATS GENERAUX SUR LES Q-LANGAGES




INTRODUCTION

Ce chapitre de résultats généraux sur les langages de mots
infinis - appelés Q-langages - comporte quatre parties.

Dans La partie A nous donnons les notations et définitions
utilisées dans La suite. Nous présentons lLa reconnaissance au
sens de Bichi d'un Q-langage et nous rappelons quelques
résultats classiques de La théorie des langages rationnels de
mots infinis.

Aprés avoir rappelé [5] que, pour les fl-langages, le non-
déterminisme ne se raméne pas au déterminisme, nous présentons
dans La partie B Lles Q-langages déterministes en liaison avec
la notion de Limite d'un langage. Nous terminons par L'énoncé
du célébre théoréme de BlUchi-Mac Naughton.

Dans La partie C nous rappelons La définition de
L'adhérence d'un langage en utilisant Lla notion de limite. Nous
précisons Les Lliens entre L'adhérence et La puissance-=Q. Nous
terminons par un court rappel d'une définition topologique des
adhérences.

Dans La partie D nous présentons [5] La congruence des
transitions d'un automate de Bichi et nous donnons Lles
propriétés de cette congruence utilisées dans la suite.



A. FAMILLES RATIONNELLES DE MOTS ET D'Q-MOTS

Soit X un alphabet fini.

Un mot sur X est une application u d'une partie initiale de N*
dans X, on note U = Us...Un.

Le mot vide i.e. L'application de L'ensemble vide dans X, est
noté e.

Pour tout mot u, on note par |u| La Longueur de u.

On note X* L'ensemble des mots sur X.
On note X* L'ensemble X*\ea.
On appelle langage toute partie de X*.

Pour tout langage R, on appelle étoile de R Le langage noté R*
défini par :

R* = { Ur...Un OU N 2 O et ¥ i, 1 ¢ i ¢ N, us € R }.

R* est lLe monoide engendré par R
R* = R*\e est le semi-groupe engendré par R.

Un Langage P est dit préfixe si P n PX* = 0.
Pour tout Langage R, on appelle partie préfixe de R Le langage
préfixe noté Pref(R) défini par :

Pref(R) = R\RX*.

Un mot dnfini sur X ou Q-mot sur X est une application w de N*
dans X, on note W = Wi...Wmeue =«

On note X® L'ensemble des Q-mots sur X.
On appelle Q-langage toute partie de X%.

¥ u€Ee X*, ¥ wE X, Lle concaténé de u et w est L'Q-mot noté uw
défini par :
UH = Ul---UﬂHl-.-HP--- -

¥ Ac X¥, ¥ L c X* Le concaténé ou produit de A et L est L'Q-
Langage noté AL défini par :
AL = { uw / u € A et weL .

¥ R « X*, on appelle puissance infinie de R ou puissance-Q de R
L'Q-langage noté R® défini par ¢
R? = { Us...Us... / ¥ § 2 1, us € R\e }.

Exemple 1. Soft L'alphabet a+b.
Soit L L'Q-lLangage des mots infinis ayant une infinite
d'occurrences de b. On a ¢ L = (a*b)®.




Soit L' L'Q-langage des mots infinis ayant un nombre fini
d'occurrences de b.

Soit R un langage quelconque de (a+b)*.

Ou aucun mot de R ne contient d'occurrences de b, alors
R® = a®™ et donc R® # L'.

Ou il existe un mot ubv dans R, alors (ubv)® € R® et donc
R® # L'.

Donc L' n'est la puissance~Q d'aucun langage.

L' = (a+b)*a®.m

Remarque : D'aprés Lla définition, R® = (R\e)® c'est pourquoi
les langages dont nous prendrons La puissance-Q) seront supposés
inclus dans X*.

On a les égalités suivantes :

Lemme 1. ¥ A c X*, AT = A™A®

AR = (A*)P.
¥ A,B = X*, (A+B)® = (A+B)*B® + (B*A)=.

¥ W E (X*+X®), on appelle ensemble des facteurs gauches de w le
Langage noté FG(w) défini par :
FG(w) = { u € X*¥ / 3 v € (X*¥+X®) avec uv = w }.

Si u € F6(w), on dit que u est facteur gauche ou préfixe de w
et on note u < w.

Sur  X*, La relation < est une relation d'ordre dite
ordre préfixe.

on a : _
¥ w,W' € X?, w = w' si et seulement si FG(w) = FG(w').

En d'autres termes, un {(-mot est déterminé par la donnée de ses
facteurs gauches.

¥ L e (X*+X®), on appelle ensemble des facteurs gauches de L le
langage noté FG(L) défini par :

FG(L) = U FG(wW)

wEL.

En général un Q-langage n'est pas déterminé par la donnée de
ses facteurs gauches.

Exemple 2. Soit X un alphabet contenant a, les deux fIl-Langages
distincts X*a® et X°® ont Le méme ensemble de facteurs
gauches : X*.m

Un autre résultat immédiat sur les facteurs gauches est :

Lemme 2. Pour tout langage R de X*, on a : FG(R®) = FG(R™).




Nous nous intéresserons principalement aux langages et Q-
langages reconnaissables.

Définition :

Un automate d'états finis A est un quintuplet (X,Q,38,I,T) ou :
est un alphabet

est un ensemble fini d'états

est une partie de Q@ dite ensemble des états initiaux

est une partie de Q@ dite ensemble des états terminaux

est une partie de @ x X x Q@ dite ensemble des transitions.

O~ 0 X

A est déterministe si & est wune fonction de Q@ x X dans @ et
card(I) = 1.

¥ u € X*, une lecture de u dans A est une suite (finie) d'états
l2,ee.,ln tels que :
¥ i, 1 ¢ 1 e¢n=-1, ((la,us, la+1) € 8.

Un mot wu est reconnu par A s'il existe une lecture de u dans A
partant d'un état initial (i.e. Lz € I) et aboutissant & un
état terminal (i.e. lm € T).

Une telle lecture est dite réussie dans A.

Le lLangage reconnu par A, noté T(A), est L'ensemble des mots
reconnus par A.

Un langage R est reconnaissable s'il existe un automate A tel
que T(A) = R.

IL est bien connu (Kleene [10]) que La famille des langages
reconnaissables est égale a La famille des langages rationnels
notée Rat(X*) et que La famille notée DRat(X*) des lLangages
reconnaissables par un automate déterministe est égale 3
Rat(X*).

Nous introduisons maintenant les automates de Buachi [5], qui
sont des automates d'états finis sur Lesquels on utilise un
autre mode de reconnaissance permettant d'accepter des mots
infinis.

¥ w € X, une Llecture de w dans A est une suite (infinie)
d'états L = (lmn) tels que :
V n i 1' (ln,Hn,Ln-&l) E 8-

On note : Inf(l) = {ge a / card(l—2(q)) est infini}.
Inf(L) est L'ensemble des états "traversés" une infinité de
fois au cours de lLa lLecture L.

Remarque : Comme @ est fini, Inf(l) n'est jamais vide.

Une Lecture L est réussie dans A si et seulement si :

la2 € I et INf(L) n T # 0.
Autrement dit ,comme T est fini, L est réussie si et seulement
si il existe un état terminal traversé une infinité de fois au
cours de lLla lecture L.

Un Q-mot w est reconnu par A s'il existe une lecture réussie de
w dans A.

L'Q~langage reconnu par L'automate de Bichi A, noté Ta(A), est
L'ensemble des Q-mots reconnus par A.
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Exemple 3. Soit A L'automate suivant :

YT

ababab... € Ta(A)
233a... € Ta(A)

mais abaaa... ¢ Ta(A).
Ta(A) = (a + a*ba*b)=.m

Un Q-Langage L est reconnaissable s'il existe un automate de
Bichi A tel que Ta(A) = L.

On appelle Rat(Xx®) La famille des Q-langages reconnaissables.
Quand on s'intéresse au lLangage reconnu par A, on parle
simplement de L'automate A, quand on s'intéresse a L'Q-langage
reconnu par A, on parle de L'automate de Buchi A.

La notation Rat (X*) pour La famille des Q-langages

reconnaissables est justifiée par :

Proposition 1.[6] Soit L inclus dans X®, les propriétés

suivantes sont équivalentes :
(i) L € Rat(Xx®)
(ii) On peut écrire :

L a

L=UA AsBs®, oun a ODet¥ i, 1 ¢ i <cn, Az, Bs € Rat(X*).

dwm3

D'autre part en remarquant que dans un automate de Buchi
reconnaissant L'Q-langage L, si on prend tous les états non
puits comme terminaux, L'automate obtenu reconnait FG(L) on a :

Lemme 3. Pour tout Q-langage L de Rat(X®), FG(L) appartient a

Rat(X*).

Pour démontrer L'inclusion de langages rationnels il est
commode d'utiliser Lle résultat suivant qui découle du théoréme

de Blchi.
Pour tout Q-langage L, notons :
ULttCL) = { uv® e L / u € X* et v € X* }

Lemme 4. Soient L et L' deux Q-langages de Rat(X®), L « L' si
et seulement si ULt(L) < ULt(L").
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Une grande différence entre Rat(X®) et Rat(X*) est que la
famille notée DRat(X®) des f-langages reconnaissables par un
automate déterministe de Blichi est strictement incluse dans
Rat(X®). Ce que nous allons voir dans le paragraphe suivant.
Rappelons cependant qu'avec Le critére de reconnaissance de
Miller [15]1, les automates déterministes reconnaissent alors la
famille Rat(X®) tout entiére.

B. LIMITES

Si on <considére l'ordre préfixe, une suite strictement
croissante (un) de X* définit un unique Q-mot qui est déterminé
par FG({um, n 2 13}) et appelé Llimite de (umn).

Définition :

Soit R un langage de X*, on appelle Limite de R L'QQ-langage
-—>
noté R défini par :
-—

R={ we X?® / card(FG(w) n R) est infini J}.

U — Y

Remarque : ¥ w € X, Ww = FG(w).
On a les relations :
Lemme 5.
—_— -—3> -
P — —— -_— -_—2>

A BecABcs A+ AB
-

A® « A*

Si de plus A est préfixe :
-_—
A=290
—— -
AB = A B
—
AR = A*
-_— -—>

BA* = B + BA-.

De ces relations, on déduit deux résultats reliant La
Limite d'un semi-groupe 38 sa puissance-Q.

Lemme 6.

- -
¥YAc X", A" = A" + A*A

. - -—

A = A* ssi A < A%,
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Un automate déterministe d'états finis A permet de
reconnaitre un Langage T(A) et un Q-langage Ta(A) qui sont
reliés par :

Proposition 2. Soit A un automate déterministe d'états finis,

on a =

——

TC(A) = Ta(A).

Ce qui n'est pas vrai quand A n'est pas déterministe.

Exemple 4. Soit A L'automate suivant :

A n'est pas déterministe.

———>
T(A) = € + bX* et donc T(A) = bX*%.
Or Ta(A) = (bX*)® qui est différent de bX®.m

On donne maintenant deux caractérisations de DRat(X®) :

Proposition 3.[6] Soit L inclus dans X®, les propriétés

suivantes sont équivalentes :

i) L € DRat(X®)

______ > ———— -—3

(ii) L € Rat(Xx*), ou Rat(X*) = { R/ R € Rat(Xx*) }

(iii) On peut écrire :

L=UA ABs®, ot n a Det ¥ i, 1 ¢ i & n, A+ et Bs sont
dem3

des langages préfixes rationnels.

PREUVE.
(iii) => (i)
(2]
Si L=U AiBa®
A=

avec ¥ i, 1 ¢ i ¢ n, As et Ba sont des langages préfixes
rationnels.



13

——————
Comme on a : ¥ i, 1 ¢ 1 ¢ n, AsBa™ = AsBa®
s s e e .

L appartient a Rat(X*).
(if) => 1)

———— e v e 3
Si L € Rat(X*)

-—2>

Soit M € Rat(X*), tel que : M = L.

IL existe un automate déterministe A tel que T(A) = M,
-—

et d'aprés lLa proposition précédente : Ta(A) = M.

Donc L € DRat(X®).

(i) => (ii{)
Si L € DRat(X*)
Soit M = (X,Q,8,90,T) un automate déterministe
reconnaissant L.
¥ t € T, notons Mgo,« = (X,Q,8,q0,{t))
Me,« = (X,Q,5,t,{t})
Ae = Pref(T(Mqo,.«))
Be Pref(T(Me,e)).
On vérifie alors que :
L = U AeBe®.n

CET

On peut maintenant vérifier que Rat(X®)\DRat(X®) est non
vide grace a L'exemple suivant :

Exemple 5. L = (a+b)*a®
. L € Rat(Xx®) A
. Mais L n'est pas La Llimite d'un langage R, sinon
comme ba® € L, 3 i 2 1 / ba** € R
comme ba**ba® € L, 3 i= a 1 / ba**ba*® € R.
On peut ainsi construire une suite infinie strictement
croissante de mots de R dont La Llimite ¢
ba*t*ba?®,..ba*"...
doit appartenir a8 L, ce qui n'est pas.s

Rappelons [11]) sans La démontrer la propriété suivante 3

Proposition 4. Soit L € Rat(Xx®). On peut décider si L

appartient ou non a DRat(X®).

Nous terminons par un énoncé du théoréme. de Buchi-Mac
Naughton, piéce maitresse dans Lla théorie des Q-langages
rationnels.

Théoréme. Rat(xﬂ) est la fermeture booléenne de DRat(X®).
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C. ADHERENCES

La notion de Limite permet de définir L'adhérence d'un
Langage d'un langage par :

Définition :

Soit R « X*, on appelle adhérence de R L'Q-langage noté Adh(R)
défini par : ‘
———
Adh(R) = FG(R).
Autrement dit = AGh(R) = { w € X* / FG(w) = FG(R) ).

Remarque : Adh(R) = Adh(FG(R)).

On dit que L est une adhérence s'il existe un langage R tel que
L = Adh(R), on a alors :

Lemme 6.L4] Soit L un Q-langage, L est wune adhérence si et
seulement si L = Adh(FG(L)).

PREUVE.
Soit R un lLangage, tel que L = Adh(R).
On a alors : FG(L) e FG(R).
D'ol : Adh(FG(L)) e Adh(FG(R))
i.e. ¢ Adh(FG(L)) « L.
Comme L'inclusion inverse est toujours vérifiée,
on obtient : L = Adh(FG(R)).

Réciproquement :
Si L = Adh(FG(L)), L est une adhérence.nm

D'aprés Le Lemme précédent et Le lemme 3, on peut alors donner
deux définitions (équivalentes) de Lla famille notée FRat(X?)
des adhérences rationnelles.

FRat(X®) = {L e X* / L € Rat(X®) et L est une adhérencel}.
FRat(X®) = {L « X* / L est L'adhérence d'un langage rationnell}.

Remarques :

- Une adhérence rationnelle est caractérisée par Lle fait
qu'elle peut étre reconnue par un automate de Bachi
déterministe ou tout état non puits est terminal.

- La famille FRat(X®) est strictement incluse dans DRat(X®?).
—— o e D
Exemple 6. a*ba®™ = a*ba*
mais d'aprés le Lemme 6, a*ba®™ n'est pas une adhérence.s
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On a rappelé qu'étant donné un langage L € Rat(X®) on peut
décider si L appartient ou non & DRat(X®), pour L'appartenance
4 FRat(X®) on a (comme conséquence directe des lemmes 3 et 6)
un résultat plus précis @

Proposition 5.[4] Soit L € Rat(Xx®), L appartient & FRat(X®) si

et seulement si L = Adh(FG(L)) et FG(L) € Rat(X™).

Du Lemme 6, on déduit aussi que dans FRat(X®) tout Q-
langage est déterminé par La donnée de ses facteurs gauches,
j.e. 3 '

Proposition 6. Soient L et L' deux Q-léngages de FRat(Xx®),

on a : L =L" si et seulement si FG(L) = FG(L').

Remarque : Ceci n'eét plus vrai dans DRat(X®).

Exemple 7. L = (a+b)® et L' = (b*a)*®

« FG(L) = FG(L') = X*,

. L € DRat(X®) (et méme & FRat(X®) ).
——

. LT € DRat(X®) car L' = X*a,

mais L' ¢ FRat(X®) car b ¢ L',

et donc L' # Adh(FG(L')).

- Donc L # L'.s

Concernant L'adhérence de Ll'union, du produit et de
L'étoile on a :

Lemme 7.[4] ¥ A,B ¢ X* : Adh(A+B) = Adh(A) + Adh(B)

Adh(AB) = Adh(A) + AAdh(B).
YA X" : Adh(A*) = A" + A*Adh(A).

Si nous regardons les relations entre lLa puissance-Q d'un
semi-groupe et son adhérence, nous allons voir qu'elles sont
plus étroites que celles vues entre puissance-Q et Limite.

Proposition 7. Soit A € Rat(Xx*), les propriétés suivantes sont

équivalentes:

&P A% € FRat(Xx®)
(i§) A® = Adh(A*)
(iii) Adh(A) < AR,

PREUVE. :
(i) => (ii). D'aprés Le lLemme 6.

(ii) => (iii) et (iii) => (i) découlent de L'égalité :
Adh(A*) = A® + A*Adh(A).s
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-
Remarque : A®™ € DRat(X®) n'entraine pas que A" = A™.,

 Exemple 8. R = (ab)*a

. R® = (ab)*aa((ba)*a)*®
et comme (ab)*aa et (ba)*a sont deux langages rationnels
préfixes, R® appartient a DRat(X®).
-
. Mais R = (ab)® n'est pas inclus dans R*®
-2
et donc : R® est strictement inclus dans R*.sms

De La proposition précédente, on déduit alors :

Proposition 8. ¥ R,G € Rat(X*), si R® et 6 appartiennent &

FRat(X®), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) R® = 6=
(ii) FG(R™) = FG(G*).

La proposition 6 montre qu'une adhérence est déterminée
par ses facteurs gauches, ce qui n'est pas étonnant d'aprés la
caractérisation topologique des adhérences que nous rappelons
briévement.

On peut munir (X* + X®) d'une topologie [17] ou les ouverts
sont les QN-langages du type AX® ou A est 1inclus dans X*.
L'adhérence d'un lLangage R est alors Ll'intersection de Lla
fermeture topologique de R et de X®. Et FRat(X®) est exactement
L'ensemble des Q-langages fermés.

D. CONGRUENCE DE BUCHI

Soit X un atphabet, on appelle congruence sur X*, une
relation d'équivalence notée —, définie sur X* et telle que la
concaténation soit compatible avec ~, c'est-a-dire telle que :
¥ x,x',y,2 € X* : x ~ x' => yxz ~ yx'z.

Pour tout mot u de X*, lLa classe de u pour -~ sera notée [ul :
[ul = {v € X* / u - v}.

Nous rappelons La définition - classique - de la saturation
d'un langage R par une congruence.
La congruence ~ sature R si et seulement si :
¥ueXx*, [ul nR#0 => [ul « R.

Bichi a deéefini la saturation d'un Q-lLangage L par une
congruence ~.
La congruence ~ sature L si et seulement si :
¥ u,v € X*, [uldtvl®* n L # 0 => T[ullvl® e L.

Dans la suite nous wutiliserons souvent une congruence sur
X* introduite par BlUchi [5]) et définie & partir des automates
de Buchi.
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Soit A = (X,Q,1,8,T) un automate, pour tout mot u de X*,
nous noterons :

dv(u) = { q' e @/ 3 t € T, 3 us,u= € X* avec U = usu= et
t € 8(q,us) et q' € 8(t,u=) }.

En d'autres termes, q' € 8v(u) si et seulement si il existe
un chemin dans A de La forme :

q ----- >t wm—- > q' avec usuz = u et t € T.

Définition : Soit A = (X,@,I,8,T) un automate, nous appellerons

congruence de Biachi de A ou (comme B. Le Saec [12]) congruence
transitionnelle de A La congruence notée ~ et définie par :

¥ u,v € X*, u~ v ssi ¥ q € Q §Cq,uw
et dv(q,u)

8(q,v)
$r(q,Vv).

En d'autres termes u ~ v si et seulement si :

u v
- pour tout chemin q ====- > q', il existe un chemin q ====- > q'
et réciproquement.

u
- pour tout chemin q ===== > q' passant par un état terminal,

v
il existe un chemin q ===-- > q' passant par un état terminal et

réciproquement.

Donc si deux mots sont congrus pour ~, ils ont vis-a-vis de
La reconnaissance de Blchi Le méme comportement, ¢'est-a-dire
que L'on peut dans un mot infini remplacer L'un par L'autre
sans changer L'appartenance ou Lla non-appartenance du mot
infini a Ta(A).

Blichi a prouvé [5] que cette relation est une congruence
d'index fini calculable qui sature T®(A).

Comme ~ est d'index fini calculable, nous avons :

Lemme 8. ¥ u € X*, [ul est un langage rationnel constructible
de X*.

Une autre conséquence directe de lLa définition de ~ est le
résultat suivant que nous utilisons dans le chapitre suivant.

Lemme 9. Soient (us) et (vai) deux suites de X* telles que :

vyvi>po, us ~ vas. On a alors :
Uiteoellneee € Ta(A) si et seulement si vi.eeVn... € Ta(A).
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CHAPITRE 11

DEFINITION DE CR]a ET PREMIERS RESULTATS SUR [Rle
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INTRODUCTION

Un Q-lLangage est rationnel si et seulement si il peut étre
reconnu par un automate de Buchi. Un Q-langage L est une
puissance~Q si et seulement si il existe un langage R tel que
R®* = L, R sera appelé un générateur de L. Etant donné un Q-
langage rationnel, nous allons étudier La famille des
générateurs de cet Q-langage.

La congruence de BlUchi, définie a partir d'un automate
reconnaissant un Q-langage rationnel, est d'index fini sur X*
et telle que, si deux mots u et v sont équivalents, on peut
alors dans tout mot dinfini remplacer tout ou partie des
occurrences de u par v sans changer LlL'appartenance ou la non-
appartenance de ce mot infini au Llangage.

Dans Lla partie A nous montrons que, si un Q-langage
rationnel est puissance-Q d'un Llangage R <(rationnel ou non),
alors il est La puissance-Q du plus petit lLangage contenant R
et saturé par la congruence précédente. Ceci nous permet alors
de décider si un Q-langage rationnel est ou non une puissance-
Q, et, si ¢'est Lle <cas, d'en construire un générateur
rationnel.

Puisque L'on sait décider si un Q-langage rationnel est une
puissance-Q et en construire un éventuel générateur rationnel
R, on ne s'occupera plus désormais que des Q-lLangages du type
R® avec R langage rationnel.

Aprés avoir défini La famille [Rlma des générateurs de R%,
dans Lla partie B nous donnons deux Lemmes dont nous
"(ab)userons” par La suite pour prouver L'appartenance d'un
langage & [Rln.

Nous nous 1intéresserons dans lLa partie C aux propriétés de
fermeture de [R)e par Lles opérations classiques sur Les
langages.
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A. DECIDER SI UN Q-LANGAGE RATIONNEL EST UNE PUISSANCE-Q

Soit L un Q-langage rationnel reconnu par un automate
A= (x,0,1,8,T). Nous allons montrer que L'on peut décider si
L est ou non lLa puissance-Q d'un Langage R de X*, i.e. s'il
existe un Langage R tel que R® =1L, ceci en wutilisant la
congruence de Bluchi associée a A.

Proposition 1. Soit L un Q-langage rationnel. Si L est une

puissance-Q, alors il existe un langage rationnel R tel que
L = R®.

PREUVE.
Soit A = (X,Q,I,8,T) un automate reconnaissant L, et soit ~
sa congruence transitionnelle associée.
Soit M tel que M® = |,
Notons R = [M] = U [ul, le saturé de M pour ~.
wEM
Comme M = R, on a : M® <« RR.
Prenons maintenant w = Vi...Vn... € R®, oU ¥ n 2 1 vm € R
on a :
¥ i >0, 3 us € M tel que us ~ va.
DONC 2 Uz.ealUmeaa € MR
et d'aprés le lemme I.10 : Vvai...Vn... € M,
D'ol ¢ M® = R®
et comme R est une union finie de classes pour ~ (car ~ est
d'index fini), R est un lLangage rationnel.®s

Proposition 2. Etant donné un Q-langage rationnel L, on peut

décider s’il est ou non une puissance-Q. Si c'est le cas, on
peut construire un langage rationnel dont La puissance-Q est L.

PREUVE.
Soient L € Rat(X®), A un automate reconnaissant L et ~ sa
congruence transitionnelle.
Soit k L'index de ~ et soient Ri,...,R« les classes de ~.
On a vu dans lLa preuve de la proposition 1 que, si L est la
puissance-Q d'un lLangage M, alors L est la puissance-Q
d'une union de langages Rs.
Oor comme : '
- d'une part L'égalité de deux Q-lLangages rationnels est

décidable,

- d'autre part le cardinal de { U Rs , avec J e« {1,...,k} }
J €I

est fini,

on peut décider si L est une puissance~{.

En outre, si c'est le cas, on aura construit un lLangage
rationnel dont la puissance~Q est L.

Notons enfin que L'on voit déja ici que tout Langage de
[R]e est inclus dans un générateur maximal pour L'inclusion
dans [RJa - ce qui sera approfondi dans Le chapitre 1II -.w®
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A partir de maintenant, nous nous intéresserons uniquement
aux Q-lLangages rationnels qui sont des puissances~{, et plus
particuliérement a Lla famille des générateurs de ces Q-
Llangages, c'est~a-dire :

Définition : Soit R € Rat(X*), nous noterons :

[Rlea = { 6« X* / 6= = R® ).
Tout langage G appartenant a [Rla sera appelé un générateur de
R,

Exemple 1. R = ba*b*
R est L'ensemble des Q-mots w tels que ulu est infini.
G = ba* est un générateur de R® inclus dans R
G' = ba*ba* est un générateur de R® d'intersection vide
avec R.s®

Notre travail portera donc sur L'étude des propriétés de la
famille [R]Ja pour R Llangage rationnel. Il est facile de voir

que ([Rle peut contenir des langages non rationnels.
Ainsi [ala contient Le langage { a® , avec p premier }, ou bien
CL(a+b)Ia contient a+b + {ab~, n a 1}). Mais nous ne

considérerons souvent que des générateurs rationnels de RS,
soit parce qu'ils seront choisis rationnels par hypothése, soit
parce que nous montrerons qu'ils sont rationnels.

B. LEMME "D'ITERATION INFINIE"

Proposition 3. Lemme d'itération infinie :

Soient A c X et L e X®. Si Le AL, alors L « A"

PREUVE.
Soit w € L.
On construit par récurrence une suite (ua) de mots de A de
La fagon suivante :
Comme L « AL, on peut écrire :
W = Uawi, avec us € A et w1 € L
¥ i 2 1, Ws = UseaWs+1, 3aVeC Us+z € A €t wWae1 € L.
On a ¢ ¥ 1 2 1, W = Usz...usws
Considérons alors w' = uUs...Us...
W' € A®
et comme Ww et w' ont les mémes facteurs gauches, on a
W= w'.n

Remarque : Cette proposition montre gque A® est le plus grand
point fixe de L'équation L = AL.

Pour démontrer qu'un langage est générateur de R®, nous
utiliserons souvent Lla proposition 3 dans le cas particulier ou
L est une puissance=Q :
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Corollajre 1. Soient R,R' € Rat(Xx*).
Si R®” « R'R®, alors R® <« R'®,

Dans La proposition 3 on part de L'hypothése "L « AL", on
va voir ici ce qui se passe avec L'hypothése "AL « L".

Proposition 4. Soient A <« X* et L < X® avec L adhérence. Si

AL « L, alors A® ¢ L.

PREUVE.
Si AL L, on a :
¥nail, AL e L
et donc : A*L « L et & fortiori FG(A*L) e« FG(L).
En conséquence : Adh(FG(A*L)) e Adh(FG(L))
Or comme : A® < Adh(FGC(A*L))
On a : A® e Adh(FG(L)) = L.m

En particulier, si L est une adhérence et L = AL alors
L = A%,

Remarques : Sans L'hypothése "L adhérence" :
- Le résultat est en général faux.
Exemple 2. L = (a*b)® et A = a+b
L n'est pas une adhérence, car a® € Adh(a*b), mais a®™ €& L
On a ¢ AL = L
Mais : a® ¢ L
c'est-a-dire : A® ¢ L et & fortiori A® # L.m
- Mais le résultat n'est pas toujours faux.

Exemple 2 (reprise). L = (a*b)® et A = a*b.m

C. FERMETURE DE [Rla PAR LES OPERATIONS CLASSIQUES

Tout d'abord il est immédiat que La famille [R)a est fermée
par élévation & une puissance quelconque et par L'opération *
(au mot « prés), plus précisément :

Proposition 5. Soit R € Rat(X*™).

1) ¥ 6 € [R)a, 6* € [Rla.
2) ¥ n a1, ¥ 6 € [Rle, 6" € [Rla.

Exemple 1 (reprise). R = ba*b*
R*™ = bX* est générateur de R*".s
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Comme A « B implique A® < B®, nous pouvons énoncer une
propriété trés souvent utilisée dans la suite pour prouver
L'égalité de lLla puissance-Q de deux langages.

Lemme 1. Soit R € Rat(Xx*). ¥ 6,6 € [Rla, YVEeX,
6cc Ec6' => E € [Rlan.

Définition : Soit R un Langage de X*, nous noterons :
Prem(R) = R\RR™*.

Autrement dit, Prem(R) est L'ensemble des mots de R qui ne
peuvent pas se décomposer enh un produit de plusieurs mots de R.

Comme (Prem(R))* = R*, La proposition 3 implique :

Lemme 2. Soit R € Rat(X*), alors Prem(R) appartient 3 [Rla.

Exemple 1 (reprise). R = ba*b*
Prem(R) = ba™* est un générateur de R%.m

D'autre part il est immédiat que :

Lemme 3. Etant donné R € Rat(X*) ,
¥ 6,6" € [R1la, R® = (G+G')*R",

En revanche, on n'a pas nécessairement R%® = (G+G')®, en
effet :

Proposition 6. Soit R € Rat(X*), la famille [Rln est fermée par

union si et seulement si [Rla admet un plus grand élément pour
L'inclusion.

PREUVE.
. Si [Rln est fermée par union.
Soit 6 € [R)n, d'aprés La remarque finale de La preuve de
La proposition 2, on sajit que 6 est inclus dans un
générateur maximal Gm.
Supposons que Gm n'est pas Le plus grand élément de [Rlm,
on a alors :
3 G' € [Rla tel que G' ¢ Gm.
D'oU Gm est strictement inclus dans (Gm + G') qui ne peut
donc pas étre dans [Rln.
Donc Gm est Le plus grand élément de [Rla.

. La réciproque est immédiate par le Lemme 1.m
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Exemple 3. R = X*(aa+bb)Xx*
(R+a) et (R+b) sont deux autres générateurs de R".
[RJa n'a pas de plus grand élément sinon ce dernier
contiendrait a et b
et donc (ab)® appartiendrait a3 R®, ce qui n'est pas.s

Proposition 7. Soit R € Rat(X*), lLa famille [Rla est fermée par

produit si et seulement si [Rla admet un plus grand élément
pour L'inclusion.

PREUVE.
Si [Rle est fermée par produit,
comme ¥ G,G' € [RIe, on a (d'apreés ta proposition 3) :
G* € [Rlea et G'* € [Rla
on en déduit : 6*G'* € [Rln et G'*G* € [Rla.
Comme (G+G')" = (G+G')*(G™ + G'" + (G*G'™)"), on a :
(G+G') = (G+G')*™R=,
D'ol grace au Lemme 3 : 6+G' € [Rla.
Donc [RlIn est fermée par union et posséde un plus grand
élément, d'aprés La proposition 4.

Réciproquement, si [R]In est fermée par union,

comme ¥ G6,6' € [R]ln, Oon a ¢ GG' « (G+G')™,

il s'ensuit que : (GG')" < (G+G')®,

D'autre part : R® = G® = GG = GG'®? = (GG')G'® = (GG')R"
Donc a fortiori : R® e« (GG')R®

et d'aprés le Lemme "d'itération infinie", on a :

R® = (GG')*",

On a donc : GG' € [Rle

c'est-a-dire : [R]ln est stable par produit.s

Proposition 8. Soit R € Rat(Xx*), [R]é n'est jamais fermé par

intersection.

PREUVE.
Comme Prem(R) € [Rla (lLemme 2) et que (Prem(R))® € [Rla, si
[R)n est stable par intersection, on a :
Prem(R) n (Prem(R))= € [Rla
Or Prem(R) n (Prem(R))= = ¢
Donc [R)a n'est pas stable par intersection.s
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CHAPITRE 1I1I

MAXIMAUX ET PLUS GRAND ELEMENT DE [Rla
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INTRODUCTION

Dans cette partie, nous nous intéressons aux "grands"
générateurs de I[Rle, i.e. aux maximaux pour L'inclusion dans
[R1n. Nous commencerons par introduire deux majorants de [Rla -
qui ne sont pas en général dans [Rla.

Le premier, noté R<, qui peut é&tre vu comme le semi-groupe
des "homothéties lLaissant stable R®", c'est-a-dire :

R = {h € X* / hR® « R%®}.

Le second, noté R<, (qui n'est plus un semi-groupe) est un
sous-langage de R<

R® = {h € X* / hR® « R® et h® € R%}

Dans La partie A nous prouvons que ces deux majorants sont
rationnels et constructibles et que R® est un semi-groupe si et
seulement si il appartient a [Rla.

Dans La partie B nous verrons que [Rla ne posséde pas
toujours de plus grand élément (pour L'inclusion) mais que [Rle
posséde toujours des générateurs maximaux en nombre fini. De
plus, tout générateur de R® est dJnclus dans L'un de ces
maximaux. Ceci nous permettra de décider si [Rla posséde ou non
un plus grand élément.

Dans La partie C nous montrons que, quand R est
déterministe, "R® appartient 3 [Rla" équivaut a8 "[R]a posséde
un plus grand élément". Un exemple prouvera que ce n'est plus
vrai quand R® n'est pas déterministe.

Dans La partie D nous montrons que, quand R® est une
adhérence, altors Le plus grand élément existe et est égal & R-
qui est dans ce cas égal a R9.

La partie E présente un résumé des résultats précédents
concernant Ll'existence et la valeur du plus grand élément
éventuel de [Rla.
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A. ETUDE DES MAJORANTS R< ET R“

Définition ¢ Soit R un langage inclus dans X*,

R® = {u € X* / uR® « R%)

Lemme 1. Soit R un langage inclus dans X*, R est un majorant
de [Rla.

C'est-a-dire que ¢ ¥ 6 € [Rlan, G « R=.

PREUVE.
Soit G € [Rla, On a :
GR® = GG® = 6 = R®%
i.e. : G « R=.n

Remarque : R< peut ou non appartenir 3 [Rla, comme le prouvent
les deux exemples suivants.

Exempte 1. R = a
R = a*.»

Exemple 2. R = a*b

Rc:x-o-
R &€ [Rla, car a® ¢ R™.m

Proposition 1. Soit R € Rat(X*), R< est un semi—-groupe

rationnel constructible (a partir d'un autoﬁate reconnaissant
RS . :

PREUVE.
« ¥ u,v € R, on a : VR® e R®
d'ou : (uv)IR® = u(VvR®) = uR® < R®
ij.e. uv € R, donc R est un semi-groupe.

. Pour montrer que R« est un langage rationnel
constructible, iL suffit de remarquer que R= est saturé par
Lla congruence transitionnelle associée & un automate de
Blichi reconnaissant R®.m

Remarque : On a évidemment : Ra®™ = R=2® => Ra< = R==, mais la
réciproque est fausse.

Exemple 3. Ra X* et Rz = X*a.
Ra®= = R=F X
mais Ra® #£ R=.m

Un autre majorant, inclus dans R et noté RY, jouera un
réle important quand R® est déterministe.
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Définition : Soit R un lLangage inclus dans X*,
R® = {u € X* / uR® c R® et u® € R")

On constate déja que R est 1inclus dans RS et peut étre
soit différent de R= sofit égal &8 R, comme lLe montrent les deux
exemples suivants.

Exemple 1 (reprise). R = a

Exemple 2 (reprise). R = a*b
R = X* et R¥ = X*bX*.nm

Lemme 2. Soit R un langage inclus dans X*, R? est un majorant
de [Rlan.

PREUVE.
Soit G € [Rla, on sait que : GR® = R%,
De plus, ¥ u € G : u® € R=",
Donct G « R9.sm

Proposition 2. Soit R € Rat(X*), R® est un langage rationnel

constructible (& partir d'un automate reconnaissant R®).

PREUVE.
Il suffit de remarquer que R® (comme R=) est saturé par Lla
congruence transitionnelle associée a un automate de Bichi
reconnaissant R®”.s

Remarquons maintenant que R® peut étre ou non un semi-
groupe. Et dans le cas ou R® est un semi-groupe, il peut étre
égal ou non a R<.

Exemple 4. R = X*(aa+bb)
a € R® car : a®™ € R®
et d'autre part : aR « R
d'ou : aR® < R%,
De méme b € R“
mais ab &€ R®, car (ab)® ¢ R®
et donc R n'est pas un semi-groupe.
On a prouvé en outre que : R® ¢ [Rla.m

Exemple 1 (reprise). R = a

Donc R est un semi-groupe égal a R=.m

Exemple 2 (reprise). R = a*b
R® = X* et R¥ = X*bX*.
Donc R® est un semi-groupe différent de R<=,
mais on constate que R® € [Rla.m
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Sur ces trois exemples, il y a coincidence entre "R® est un
semi-groupe" et "R® € [Rln"; cette propriété est générale.

Proposition 3. Soit R € Rat(X*). R® est un semi-groupe si et
seulement si R® € [Rla.

PREUVE.

Si R? € [Rln, R® est alors lLe plus grand élément de [Rla,
et est donc un semi-groupe (car 6 € [Rla => G* € [Rla).

Pour La réciproque, on montre que ¢

ULt(R®®) = ULLt(R®), ce qui permet de conclure grdce au
Ltemme I-4. .

Soit uv® € R¥®, il existe r et r' dans (R®¥)* tels que :

uve® = pr'e,

Comme R est un semi-groupe, r et r' sont dans R et donc :
r'? € R®, en conségquence rr'® € R%.s

Donnons maintenant wune condition suffisante (mais non
nécessaire) pour que RS = R9,

Proposition 4. Soit R un langage inclus dans X*. Si R® est une
adhérence, alors on a : R = R? = {u € X~ / uR* « FG(R™)}

PREUVE.
Montrons déja que R = R9.
Comme R=R® < R®, d'aprés la proposition II-4, on obtient :
RE® & R#%

Or ceci entraine que R = R<9,

D'autre part, uR® =« R® => uR* e FG(R*).
Et réciproquement :

UR* =« FG(R*) implique ufFG(R*) « FG(R*)

donc : Adh(uFG(R*)) < Adh(FG(R*))

et comme Adh(FG(R*)) = R®, on a : uR® e R".
Finalement : R® = {u € X* / uR* « FG(R*)}.m

Remarque : La réciproque de lLa proposition 4 est fausse.

Exemple 2 (reprise). R = bX*
R =Re = R® = {u € X* / uR* « FG(R*)}
mais ba*™ € Adh(R) et ba®™ ¢ R*®
et donc (d'aprés La proposition I.7) R® n'est pas une
adhérence.s
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B. CAS GENERAL

Lemme 3. Soit R € Rat(X*), [Rla ne posséde pas toujours de plus
grand élément.

PREUVE.
Considérons le langage R = X*(aa+bb)X*.
[R]Je ne posséde pas de plus grand élément, en effet :
R+a € [Rlea et R+b € [Rla,
mais R+a+b ¢ [Rla car, par exemple, (ab)® ¢& Rf.
Donc [R]a ne posséde pas de plus grand élément, sinon
(d'aprés proposition II.6) Le langage R+a+b appartiendrait
a8 [Rlo.m

Remarquons que R (resp. R®) appartient a [Rla implique que
R (resp. R®) est Lle plus grand étément de [RIn. Mais nous
verrons par Lla suite que Le plus grand élément peut exister et
n'étre ni R ni R9.

Puisqu'il n'y a pas toujours de plus grand élément dans
[R1e, lLa question de trouver des éléments maximaux dans [Rla se
pose alors naturellement.

Notons tout d'abord que tout maximal de [Rlen est un semi-
groupe, mais qu'un semi-groupe de [Rla n'est pas nécessairement
maximal dans [Rla.

Exemple 5. R = a*b
R* = X*b est un semi-groupe de [R]Ja et n'est pas maximal,
en effet [(R)Ja a un plus grand étément qui est X*bX*.m

Proposition 5. Soit R € Rat(X*), [Rla posséde un nombre fini,

non nul, de langages maximaux. De plus ces langages sont des
semi—-groupes rationnels et constructibles.

PREUVE.
Soient A = (X,@,I,5,T) un automate qui reconnait R%,
et =» la congruence transitionnelle associée.
Notons k L'index de %, et uUx,...,ux des représentants des
classes de =x. :
Pour toute partie J de {1,...,k}, nous noterons :
Re = U [usl
1 €J
Soit 6 € [Rlam. .
Nous avons vu dans la preuve de la proposition II.1 que :
[G] appartient & [Rla (en notant [G] le saturé de G pour =)
et donc :
3 Je {1,...,k} tel que G « Ry et Ry € [Rlea.
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Ce qui prouve que La famille F :
F={Ro/ J e {1,00e,k} et R € [RIa)
contient tous les langages maximaux de [Rla.
Ils sont donc en nombre fini, et tous sont rationnels et
constructibles.m

Comme de plus, tout générateur de R® est 1{inclus dans un
langage de F, on a :

Proposition 6. Soit R € Rat(X*), tout générateur de [Rla est

inclus dans un générateur maximal dans [Rlan.

Remarque : Un générateur de [RlJa peut &tre contenu dans
plusieurs maximaux.

Exemple 6. R = X*(aatbb)X*
Nous avons vu que [Rla ne posséde pas de plus grand
élément.
Nous donnons ici deux maximaux contenant R.
X*\R = (ab)* + (abl)¥a + (ba)* + (ba)*b
D'une part ¢ ¥ u € (ab)*, u® ¢ R*®
et de méme pour (bad*.
D'autre part : (ab)*a + R € [Rla
et (ab)*a + R est maximal (car on ne peut lLui ajouter que
des mots de (ba)*b qui donneraient alors (ab)®).
De méme : (ba)*b + R € [Rla et (ba)*b + R est maximal.
On a donc les deux maximaux contenant R.®

Un générateur de R® ne pouvant é&tre maximal que s'il
appartient a F, on a donc :

Corollaire 1. Soit R € Rat(X*), on peut décider si R est ou non

maximal dans [Rla.

D'autre part, comme F est une famille finie, on obtient :

Corollaire 2. Soit R € Rat(X*), on peut décider si [Rln posséde

ou non un plus grand élément.

C. CAS OU R*™ EST DETERMINISTE

Notons tout d'abord qu'un Llangage du type R® n'appartient
pas nécessairement a8 DRat(X®) (nous en verrons des exemples par
la suite), mais que c'est "trés souvent"™ le cas.

Supposant donc que R® appartient a DRat(X®), nous reprenons
La question de l'existence du plus grand élément de [Rla.
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Proposition 7. Si R® appartient a DRat(x®), alors

conditions suivantes sont équivalentes :

i) [Rln admet un plus grand élément

(1i1) R® € [Rln (et est alors le plus grand élément)
(iii) R® est un semi-groupe.

Pour lLa preuve nous utilisons Le lLemme suivant.

les

Lemme 4. Si R® appartient a DRat(X®), alors, pour tout mot z de

Re, il existe 6 dans [Rla tel que z appartienne a 6.

PREUVE. :
Sojt A = (X,Q,Q0,T,*), un automate déterministe
reconnaissant R®, notons n = card(Q)+1.

On va montrer que ¢ G = R™+z € [Rla.

On sait déja que : . 22 € R*®
- (zZ+RI*R® = R® (ceci car zR® e« R%®),
Pour montrer que 6 <« R®®, il reste donc a vérifier que
(z*(R™)Y*)® < R7.,
Posons Q' = {qo*u, u € (z+R)*}.
Comme A est déterministe, on a :
¥ qe @', ¥ w € R®, Infllecture(q,w)l n T # 0.
On a de plus :

Fait. ¥ qe @', ¥ v € R, lecture(q,v) n T # 0.

PREUYE DU FAIT.

On peut écrire :
V = Uz...Un ou ¥ i ¢ n, us € R.

Comme card({g*ua...us, i ¢ n}) ¢ n-1,

il existe i et j, 1 ¢ i € j ¢ n tels que :
Q*uUi1...Us = Q*Ur...Us

Use+i1...Us

UI--.US Uds+l,4eln

Comme us...us(us+2...us)® € R®, on a :
infllecture(q,uz...Us(Use2...Uus)®)I N T ¢ O
et donc, puisque A est déterministe :
lecture(g*Ua...Us,Us+2...Us) N T # O

et a fortiori :

lecture(q,uz...un) N T # O.n
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Soit maintenant w € (2*(R™)*)®, on peut écrire :

W= Zafz...Z2afs... ot ¥ 1 > 0, 24 € z* et rs € (Rn)™.
D'aprés lLe fait précédent, on a :

¥ i > 0, lecture(qo*zira...zalrs,2a+2T2+2) N T # 0

d'ol : Inf[tecture(qo,w)l NT# O.n

PREUVE DE LA PROPOSITION 7.
D'aprés la proposition 3, il suffit de prouver que
(i) <=> (ii)

Si [R1Ia admet un plus grand élément P, d'aprés le lemme
précédent, R® est inclus dans P.

Comme R est un majorant de [Rla, on a donc : P = R9.
D'ou : R® € [Rln.

$i R® € [Rla, comme R® est un majorant de [Rlm, il est
plus grand élément de ([RIea. (ceci est vrai méme
R® ¢ DRat(X®)).m

Exemple 7. R = X*b.
RS = X* et R® = X*pbX*
R est un semi-groupe et appartient bien a8 {Rln.s

Notons que, sans L'hypothése "R® appartient & DRat(Xx™)",
proposition 7 est fausse, comme Le montre lLe Lemme suivant.

Lemme 5. Soit R tel que R® € Rat(X®)\DRat(X®). [Rl= posséde
plus grand élément n'implique pas que R® appartienne 3 [Rla.

PREUVE.
Prenons le langage
L = a= + ba(a=+aba)*[e+(b+ab=)(a+b)*] + b=Z(a+b)*
Nous allons voir que :
(1) L® ¢ DRat(X®)
(2) L¢ ¢ [Lle
(3) L™ est te plLus grand élément de [Lla.

PREUVE DE (1).

$'ilL existe un lLangage R tel que : L® = Lim R.

Comme baa=aba(a=)® € L?, il existe i2 > 1 tel que :
ba*ba*:s € R

Oon prend alors un entier pair > ias, par exemple 2ia.
Comme baa=®ab(a2)3%aiba(a=2)® € L®, il existe iz > 1 tel que
baa®ab(a®)*iba*=2 € R.

En itérant le processus, on a une suite de mots de R dont

La Limite est : w = baa=ab(a®)tab(a®)*=z...b(a=)%n...
Donc : w € L®
or L® n (a=)*(b(a®)*)® = @, d'ou la contradiction.s

Le
si

la

un
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PREUVE DE (2).

Nous allons voir que :

- d'une part b € L“

- d'autre part aucun générateur de L™ ne peut contenir b.

- Comme b= € L : b™ € L=.
De plus : bL® < L®, en effet :

b(L\a®) « b=(a+b)* « L

b(a2)*ba(a=+abal)*[e+(b+ab®)(a+b)*]
e ba(a®+abal)*[e+(btab®)(a+b)*] e L

b(a®)*b=(a+b)* < ba(a=)*abZ(a+b)* < L

Donc b(a=)*(L\a=)L®? « LL".

Il reste 4 envisager b(a=®)® :

comme b(a=)® = ba(a=)®, b(a=)® € L.
Donc b € L= .

- D'autre part, ¥ G € [L]la, il existe un entier pair p tel
que a® € G, en effet :

a® € 6=, donc p existe,

de plus il est pair car a(a®)*b n FG(L*) = 0.

On voit alors que b ¢ G, sinon (a®b)® € L%.

Or c'est impossible d'aprés : (aZ)*(b(a®)*)® n L® = 0.

En conclusion L®, qui contient b, n'appartient pas & [Lla.m®

PREUVE DE (3).
Notons P = U G
GEEL:In
On peut vérifier que :
a(a)* n P =0
a(a=2)*pbXx* n P =0
(a=®)*(b(a=®)*)*(etbh) N P = ¢
(aZ)*b n P = 0.
Notons R = (a2)*(a + abX* + (b(a®)*)*(e+b) + b).
D'aprés ce qui précéde : P n R = 0,
i.e. 2 P e« X*\R.
On va montrer que X*\R € [Llna.
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L'automate suivant reconnait R ¢

78,
\£HQ£?

On voit alors que :

X*\R = (a=)*[e+ bZ(a+b)* + ba(a=®+aba)* +
ba(a=Z+aba)*(b+ab=)*]

Or comme L « X*\R et que X*\R « L*, on a : X*\R € [Rla.
Donc : X*\R « P

et finalement : X*\R = P = L™,

D'ol L* est lLe plus grand élément de [Llc.m

{fin de preuve lemme 5)m

Remarque : On peut cependant avoir : R® n'appartient pas 2
DRat(X®*) et R® est le plus grand élément de [Rlem. ‘

Exemple 8. R = b2X*+a,
D'une part on peut vérifier que ¢ R® € DRat(X®).
D'autre part : R= = a*bhEX*+a* = R*
et donc : R= € [Rlm.
En conséquence R = R® est Le plus grand élément de [Rln.u

Quand R est déterministe, Re n'appartient pas
nécessairement 8 [Rln, en revanche :

Lemme 6. Soit R tel que R® € DRat(X®), il existe un entier n
tel que pour tout 6 de [Rlea, G"R< appartienne & [Rle.

PREUVE.
Soit A = (X,Q,90,T,*) un automate déterministe
reconnaissant R*%.
Notons n = 1 + card(Q).
Soit G appartenant a [Rle, nous allons montrer que
G' =.6"R= appartient & [Rla.
Comme G™G « G', On 3 : G e« G'%.
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Pour L'inclusion inverse, soit w appartenant a G'® on peut
écrire : w = uavauzv=z... avec ¥ j > 0, us 6™ et vs R=.
On a alors :

¥ i > 0, lecture(qo*uava...Us~-2va—2,us) N T # 0

donc w appartient a8 R®, i.e. 6'® inclus dans R®".m

D. CAS OU R® EST UNE ADHERENCE

si, dans Lle cas ou R®™ € DRat(X®), le plus grand élément ne
peut étre que R®, nous allons voir que, dans le cas ol R® est
une adhérence, Le plus grand élément existe toujours et est R<.

Proposition 8. Soit R € Rat(X*). Si R® est une adhérence, alors
R est le plus grand élément de [Rla.

PREUVE.
Sachant que R « R, il reste a montrer que R"%® & R®.
Comme R=R® < R® et que R® est une adhérence, en appliquant
la proposition I1I-8, on obtient R® <« R%.m

Remarque : Mais R< peut étre le plus grand élément de [Rlao sans
que R® soit une adhérence.

Exemple 9. R = ba*.
R = bX* et on a bien R € [Rla
Mais R® n'est pas une adhérence, en effet :
par exemple ba® € Adh(R) mais ba® & R".m

En dernier Llieu, rappelons que dans Lle cas ou R® est une
adhérence on a égalité entre R et R9.

E. TABLEAU RECAPITULATIF DES RESULTATS

Nous donnons ici un diagramme résumant Les résultats
obtenus pour L'existence et La valeur du plus grand élément de
[R1an en fonction de L'appartenance de R® a DRat(X®) ou 2
FRat(X®). Chaque situation sera illustrée par un exemple. Nous
commencons par présenter deux exemples non encore étudiés et
servant dans le récapitutatif.

Exemple 10. R = a=+ab((a=)*)*
. On peut décrire R® comme L'ensemble des Q-mots tels que :
- ou ¢ le début est dans (a=®)*ab et le nombre de
séquences dans b(a=®)*ab est infini
- ou ¢ lLe début est dans (a=Z)*ab et le nombre de b
est fini
- ou : a“.
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« On peut vérifier que : R™ & DRat(X®).

» D'aprés lLa description précédente de R®, on voit que :
Re = (a®=)*+(a=)*ab Xx*.

Or aba € R=, mais (abal)® ¢ R®, donc R ¢ [Rln.

. Toujours d'aprés Lla description de R®, on voit que :

R® = (a=)* + [((a®)*ab X*) n (X*b(a=)*ab X* + X*b(a=)*)].
IL est alors facile de vérifier que R® est un semi-groupe
et donc le plus grand élément de [Rla.m

Exemple 11. R = X*(aZ+b=2+c=2)X* + (a+b)*d(a+b)* avec X = a+b+c+d
« On peut vérifier que R® ¢ DRat(X®).
« Or (R+a)® = R™® et (R+b)® = R%",
Mais (ab)® ¢ R® et donc (R+a+b) ¢ [Rla.
IL s'ensuit que [R)a n'a pas de plus grand élément.m
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" CHAPITRE 1V

MINIMAUX DE LRI DANS LE CAS GENERAL
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INTRODUCTION

La partie précédente concernait les 'grands" générateurs de
R®; nous regardons ici les "petits" générateurs de R®, c'est—-a-
dire Les générateurs de R® minimaux pour L'inclusion =~ appelés
générateurs Q-minimaux -. Nous verrons que ce probléme est plus
difficile. Le résultat principal de la partie A est que L'on
peut décider si un langage rationnel R est ou non minimal dans
[RIea. Deux questions importantes restent encore ouvertes :

Q1 : Est-ce que, pour tout langage rationnel R, [Rla posséde un
générateur Q-minimal ?

Q2 : Etant donné un langage rationnel R, est-ce que tout
générateur de R® contient un générateur Q-minimal dans [RlIan?

Notons qu'une réponse positive a8 Q2 entrainerait & fortiori une
réponse positive a Q1.

Dans Lles deux parties suivantes nous chercherons des
minimaux bien particuliers dans [R]a : les fg-minimums et Lles
l-bases.

Les générateurs fg-minimums, que nous étudions dans La
partie B, sont des générateurs Q-minimaux dont L'ensemble des
facteurs gauches est en outre le plus petit élément <(pour
L'inclusion) dans La famille {FG(G) / 6 € [RImr}. Nous montrons
qu'il n'y a pas toujours de générateurs fg-minimums, mais qu'il
peut ¥ en avoir plusieurs et que L'on peut décider si un
Langage rationnel est ou non fg-minimum.

Nous avons vu que, étant donné un lLangage R, il n'y a pas
de générateur de R® 1inclus dans tous les autres. Nous nous
posons ici Lla question de savoir s'il existe un générateur
minimal B tel que : ¥ G € [Rln, G « B*. Un tel générateur sera
dit Q-base de [R]Jn. Dans la partie € nous allons voir que,
étant donné un langage rationnel R, on peut décider si L[Rlm
contient ou non une Q-base, qui, si elle existe, est unique,
rationnelle et constructible.
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A. MINIMAUX POUR L'INCLUSION

Nous pouvons déja noter que pour tout Langage R, on a :
R®? = (R*)® = (Prem(R))®
ol Prem(R) désigne Le Langage R\RR™.

IL est clair que : Prem(R) n (Prem(R))2 = ¢
et que : ((Prem(R))2)%® = R%,

En conséquence :

Proposition 1. Soit R € Rat(X*), [Rla ne contient jamais
plus petit élément pour L'inclusion.

Nous eétudierons donc Lles générateurs minimaux
L’inclusion dans [Rla.

de

pour

Définition : Un lLangage R sera dit Q-minimal s'il est minimal

pour L'inclusion dans [Rle.

Exemple 1. ¥ n & 1, lLle lLlangage {a"} est Q-minimal,

c'est—-a-dire Le lLangage {a™) est un générateur minimal dans

[{atla.s

Exemple 2. R = ba¥*
R® = {bw € X* / |W|e = w}
et il est clair que R est Q-minimal.m

Exemple 3. R = a*ba*
R n'est pas Q-minimal, car :.
Rf* = (a*b)?® et a*b est strictement inclus dans R.ms

Cet exemple montre aussi que Prem(R) n'est pas forcément Q-

minimal dans [Rlea.
Remarquons déja que L est Q-minimal dans [Rle si

seulement si : ¥ x € L, (L\x)® # L%,

Lemme 1. Soit R € Rat(x*); et soit u € R,
(R\u)® = R® si et seulement si uR®™ < (R\U)R=,

PREUVE.
i (R\u)® = R®, on a : ‘
UR® e RR® = (R\W)® = (R\W (R\W? = (R\U)IR™,

et
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Réciproquement, si uR® <« (R\uU)R® :

RR® « (R\U)R®, c'est~a-dire : R® e« (R\U)RT.

Par application de La proposition (II-C) on a alors :
R® &« (R\u)®,

Et comme 2 (R\U) ¢ R => (R\U) < R%,

on a L'égalité : (R\u)® = R%.m

Ce lemme, souvent utilisé dans la suite pour prouver qu'un
Langage est ou non Q-minimal signifie que, pour tester si
(R\u)® = R®, il suffit de voir si tout mot de uR® peut se
décomposer sur R en commen¢ant par un mot différent de wu.
Autrement dit, si R est minimal dans [Rle, pour tout mot u de
R, il existe un Q-mot au moins de R®, dont toute décomposition
sur R commence par u.

Proposition 2. Soit R € Rat(X*). On peut décider si R est ou

non un langage Q-minimal.

PREUVE.
Suivant La méme idée que pour lLes générateurs maximaux,
nous allons tester L'égalité (R\x)® = R® pour uniquement un
nombre fini de mots de R. Pour cela, nous utiliserons une
congruence, notée =, d'index fini calculable telle que :

ux v => [ (R\UX® = R® ssi (R\v)® = R® ],

Nous supposerons que R = Prem(R) (égalité qui est
décidable), car si ce n'est pas le cas, R n'est évidemment
pas Q-minimal.

Soit A= (X,8,90,T,8) un  automate déterministe
reconnaissant R, on construit alors un nouvel automate (non
déterministe), noté A', de La facon suivante :

. @' = Q@ + q'o
» I' = q0
« T' = gq'o

. 8' est La transition § &8 lLaquelle on ajoute
(g,2,q9'c) ssi 2 t € T / (g,a,t) € &

(q'o,a,q) ssi (go,a,q) € &

(q'c,a,q'e) ssi 3 t € T/ (Qqo,a,t) € &

On vérifie alors que T(A') = R* et que Ta(A') R,

On a aussi les deux équivalences suivantes :

« UWE R si et seulement si il existe une Llecture de u dans
A' partant de qo, arrivant dans un état de T, sans passer
par q'o.

= U E RR* si et seulement si il existe une lecture de u
dans A' partant de qo, arrivant dans un état de T en
passant par q'o.
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De ces deux affirmations, on déduit que La congruence de
Bichi, notée =, associée a A' vérifie :

Fait 1.
usv => (ue€R ssiveR) et (ue RR” ssi v € RR*)

C'est-a~dire que ~ sature chacun de ces deux ensembles.
Nous montrons alors :

Fait 2.
usv => [(R\U)® = R® ssi (R\v)® = R®)],

PREUVE OU FAIT 2.

Si u ¢ R, alors v ¢ R

et donc R\u = R\v = R, Ll'équivalence est alors triviale.
Si u € R, alors v € R.

Comme d'aprés lLe Lemme 1 :

(R\u)® = R® équivaut & uR® e (R\U)R®,

pour montrer que :

(R\u)® = R® implique (R\v)® = R%,

il suffit de montrer que :

UR® e« (R\UIR® implique VR® e (R\V)R®,

Soit w € R%,

IL existe ra € (R\u) et w' € R®” tels que 2 uw = raw'.

1° cas. U < ra

Notons ra = ux avec X # e

Comme u ® v, on a : ux & vx.

Or ux € R et donc : vx € R

d'ou on déduit La décomposition (vx)w' de vw sur (R\v)R®,
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2°cas. ra < u

On peut écrire :

uw = raru'xuw" ol raru' = u,

avec r+ € R, r € R*, u'x € R, wW" € R%,

Comme raru'x € RR* et ru'x € R, il existe une lecture L de
raru'x telle que :

q # qg'o sinon u € RR™

Ei}! Comme u = v, il existe une lecture L' de vx avec :
¢ c

On peut alors écrire v = sasv' avec :
sa € R\v (s2 # v car g 2 q'oe), s € R¥*, v'x € R.
Donc ¢ sa(sv'xd)w" est une décomposition de vw sur (R\v)R®.m

La congruence de Bichi étant d'index fini calculable, on
peut construire n mots ui,...,uUun appartenant respectivement
aux n classes de =~. Il suffit alors de tester L'égalite
(R\us)® = R® pour chaque us:, pour décider si R est ou non
Q-minimal.s

Cependant ceci ne nous permet pas de construire un langage
Q-minimal inctus dans R, <car (R\u)® = R® n'implique pas que
(R\Lul)® = R®, ni méme que (R\(Lul\uw))® = R®, comme le montre
l'exemple suivant.
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Exemple 4. Prenons R = (e+b)ab™.
R est bien égal & Prem(R).
L'automate déterministe suivant reconnait R :

On construit alors A®

&

Nous allons voir que :

(1) ab* = [abl

(2) abR® < (R\ab)R*®

(3) (R\ab™)® # R® et V 4 > 0, (R\(ab*\ab*)) # R%,

PREUVE DE (1).

On vérifie facilement sur A' que ¥ i > 0 :

8§'(go,ab?) 8§'(q=,ab*) = 8§'(q'o,ab*) = {q1,q=,qQ'c}
8$'(qx,ab*) 0

§'r(qo,ab?) = 8§'v(q=,ab*) = {g=,q'o)

8'r(q'o,ab*) ={q1,q=2,q'c}

8'r(qo,ab*) = ¢

bonc ab* <« [abl.

D'autre part, un mot n'appartenant pas a ab* ne peut pas
étre congru & ab, d'ou le résultat.s

PREUVE DE (2).

ab(ab™*) < a(bab™*) < aR

ab(bab™*) « (ab®)(ab*) « ab=3R

d'ou ¢ abR e (R\ab)R

et a fortiori, on a Le résultat (2).s
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PREUVE DE (3).
On a Le résultat en remarquant que :

¥ i a 1, ab*(bab)(ab)® ne peut se décomposer que :
ou sur ab®*R®
OouU sur ab2**iR®,

En fait il est facile de vérifier que quatre Q-minimaux
distincts sont inclus dans R, ce sont :
« (etbl)a(b®)*
a(b=2)*b + ba(b=)*
. a(b®)* + ba(b*)*Db
. (etb)a(b®)*b.nm

Donc les deux questions suivantes restent ouvertes :

Q1 : Est-ce que, pour tout langage rationnel R, [Rlam poéséde un
générateur Q-minimal ?

Q2 : Etant donné un langage rationnel R, est-ce que tout
générateur de R® contient un générateur Q-minimal dans [Rle?

(Une réponse positive a Q2 impliquerait évidemment une réponse
positive a Q@1.)

'Si nous ne savons pas construire de générateur Q-minimal
inclus dans un générateur donné, nous avons cependant :

Proposition 3. Soit R un Langage inclus dans X*. Si 6 € [Rla,
alors G\G6R= € [Rla.

PREUVE.
Notons G'= G\GR<,
Comme G'« G, on a ¢ G'® « G7.
Supposons maintenant que ¢ G € [Rla.
Comme d'autre part : G « G'+G'R=, on a alors :
G® = GG™ e (G'+G'R=)G"
comme R<G® « G°, on déduit que : G « G'G"
d'ol : 6% « G'®
et finalement : 6 = G'®
c'est-a-dire : G' € [Rla.n

Donc G contient un générateur G\GR=, qui, nous le verrons
dans les chapitres suivants, est "souvent" Q-minimal dans [Rla.

Mais L'exemple suivant montre gque ce générateur n'est pas
toujours Q-minimal dans [Rla.

Exemple 4 (reprise). R = (atb)ab*
On a alors R® = R*
et donc R\RR= = Prem(R) = R.
Or R n'est pas Q-minimal, car par exemple :
(ab)R® e (a+ab®)R® et donc, d'aprés le lLemme 1 :
(R\ab)® = R®, c'est-a-dire que R n'est pas Q~minimal.s
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La condition "G n GR= = 9" est donc nécessaire mais non
suffisante pour que 6 soit Q=-minimal dans [Rln. En revanche, la
proposition & sera une condition suffisante mais non
nécessaire.

Proposition 4. ST R est un code, alors R est Q-minimal.

PREUVE.
Soit v € R, notons K = R\v,
Supposons que K® = R®,
v appartient alors a K%,
On peut donc écrire :
Ve = Ua...Un... OU ¥ § & 1, us € K

IL existe forcément deux indices k et L, avec k < L (ils
sont méme une infinité) tels que :

Ut.aolx = viy'

Ut..oUr = v2*3y' avec i,j > 0 et v' préfixe de v.

On a alors deux factorisations sur R du mot v**3v' :

- d'une part : uUi...u2

- d'autre part : viuz...Us

Comme ua # v, ces deux décompositions sont bien
distinctes, ce qui contredit lLle fait que R est un code.ms

Remarque : La réciproque est fausse. Il suffit de regarder

L'exemple R = aa+aaa+b oU R est Q-minimal mais n'est pas un
ctode.

B. fg-MINIMUMS

Toujours dans Lle but de trouver des générateurs les "plus
petits" possible, on peut <considérer lLe préordre suivant sur
[Rle :

6 61 G' <=> FG(G) « FG(G'),

préordre naturel si on veut obtenir lLes générateurs ayant les
mots les "plus courts"”,

On va alors s'intéresser aux langages de [R]ea qui sont & la
fois Q-minimaux et plus petits éléments pour le préordre aa.
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Définition ¢ G est fg-minimum dans [Rle si et seulement si :

- G est Q-minimal dans [Rla
- ¥ L € [Rla, FG(G) = FG(L).

Exemple 5. R = X*b
Soit 6 un générateur de [Rlm
¥ g€ 6, g contient au moins une occurrence de b
et donc : a*b « FG(G) (sinon G # R%®)
Comme a*b € [RIn, a*b est L'unique générateur fg-minimum de
[Rla.m

Remarques :
- G Q-minimal n'implique pas que G est fg-minimum.

Exemple 6. R = a+b,
G = (a+b)= est Q-minimal,
mais G n'est pas fg-minimum.m

- 6 plus petit élément pour a2 n'implique pas que G est fé-
minimum.

Exemple 7. G = a+tab+ab2+b(a+ab+ab2).(traité plus loin).m

Dans La suite, nous utiliserons La notation suivante :
Gt = {g € 6 / g6 ¢ GjeG?),

ol Gje; est L'ensemble des mots de 6 de longueur strictement
inférieure a |g|.

Remarque : G®* « G\GG<, en effet si u € GG, on a :
3 u' € Gju; €t vV € G= / u'v = u '

d'ol uG® = u'vG®, or comme v € 6=, on obtient:

uG® <« u'G6G®, ce qui implique que : u € G%.

Proposition 5. Soit 6 un Llangage rationnel, 6% appartient a

[G)a et 6* est un langage rationnel constructible (a partir
d'un automate reconnaissant 6*).

PREUYE.
Déja : G=® = G en effet :
6t « G donc G®® < G .
Réciproquement, on va voir que : G « G®G7.
Soit w € G®, on peut écrire : w = uw', ouU W' € 6%, U € G et
u est Le plus petit mot pouvant commencer une décomposition
"de w sur G.
Par construction, u € G*%*.
Notons Inut(G) = G\G*®.
Les mots de Inut(G) sont "inutiles" en ce sens que
6\Inut(G) a La méme puissance-Q que 6.
Inut(G) est rationnel et constructible, en effet :




En reprenant L'automate A' construit pour la preuve de la
proposition 2, et en se replacant dans le deuxiéme cas du
fait 2, c'est-a-dire Le cas ou : :
pour w € R®, il existe r € (R\u) avec r < u et uw € rRr%,
on constate que @
stusv: (3 reRjiuj / uw € rR®) =>

(3 s € Ryv} / vw € sSR®)
et donc ¢ (u & v et u € Inut(R)) => v € Inut(R).
C'est-a~-dire que Inut(R) est saturé par la congruence = et
donc Inut(R) est un lLangage rationnel constructible.s

Donc G* est un générateur inclus dans G, mais il n'est pas
toujours Q-minimal (donc & fortiori pas fg-minimum).

Exemple 7 (reprise). G = atab+ab2+b(a+ab+ab?) (traité plus
loin).m

Mais ce générateur posséde des propriétés intéressantes
vis-a-vis de L'inclusion.

Lemme 2. Soit M un langage de [Rla. On a :
Y6 € Mla, G M => FG(Mt) c FG(G).

PREUVE.
Pour tout u € M®, on montre qu'il existe g € G, avec u < g.
Soit u € M®, uUR® < GR%;
On ne peut pas avoir : uR® e Gju|R®
sinon : uR® « Mju|R%,
donc il existe g € 6 tel que 2 u < g
dont u € FG(G).m

Nous en déduisons deux corollaires.
Notation : FG(LRIe) = {(FG(G) / 6 € [Rla}.

Corotlaire 1. Soit R < X*. Si [RIa posséde un plus grand

élément, P, alors FG(Pt) est le plus petit élément de FG(L[RIa).

Mais cela n'implique pas que P* soit fg-minimum, il
faudrait que P*® soit Q-minimal ce qui n'est pas toujours Lle
cas.
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Exemple 7 (reprise). G = at+ab+ab2+b(at+ab+ab?)
- Partant de FG(G) = b+G et de G e G*FG(G), on vérifie
facilement que :
6 = 6* (car b ¢ G=) et de plus Prem(G) = 6.
- G = G en effet :
a € G* et ba € G*
abba G ¢ a G© donc ab € G*
babba 6= ¢ (a+ab+ba)G® donc bab € G*
ab2ba 6 n (G\ab2)G6" = ¢ donc ab? € 6%
bab2ba 62 n (G\bab2)G® = ¢ donc bab?z € 6%
donc FG(G®) est Le plus petit élLément de FG(L[GIn).
« Mais G n'est pas Q-minimal en effet :
ab 62 « (a+ab2)G.m

Corollaire 2. Soit R € Rat(X*). FG([R1a) admet un nombre fini

de minimaux (pour L'inclusion), qui sont tous rationnels et
constructibles.

PREUVE.
Soient Mi,...,Mn les maximaux de [Rla.
¥Me [Rla, 3 i, 1 4 31 &6 n/ Mec Ms,
Donc, d'aprés Le Lemme : FG(Ms®) « FG(M),
Donc seuls FG(Mi1®),...,FG(Mn®) peuvent étre des minimaux
pour L'inclusion dans FG([RIn).s=

Notons que si [R)Ja posséde un générateur fg-minimum alors

FG(LR]a) admet un C(unique) plus petit élément pour L'inclusion,
d'ou :

Corollaire 3. Soit R € Rat(X*). [R]la ne posséde pas toujours de

fg-minimums.

PREUVE.
Il suffit que FG(LRIn) admette au moins deux minimaux, ce
qui est possible, comme Le montre L'exemple suivant.
Exemple 8. R = X*(aa+bb)X*.
Soient Rax = (bal)*(bb+a) et R= = (ab)*(b+aa),
Ri1 et Rz sont deux langages de [Rle.
Or FG(R2) n FG(R=) = a+b.
Si FG(L[RIn) admet un plus petit élément G, on a alors :
FG(G) « at+b
d'olt ¢ G = a+b
Or : a+b ¢ [Rle.
FG(LRIn) contient donc deux minimaux (au moins) qui sont
FG(R1) et FG(R=2).m

Proposition 6. Soit R € Rat(X*). [R)a peut contenir plusieurs

fg-minimums.

PREUVE.
Nous verrons que c'est le cas, dans L'exemple 11 qui se
trouve dans la partie C.m
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Proposition 7. Soit R € Rat(X*). On peut décider si R est ou

non fg-minimum dans [Rla.

PREUVE.
Soit 6 un langage rationnel, on teste s'1l est Q-minimal
puis si FG(G) est plus petit élément dans FG(L[RIa) (ce qui
est possible d'aprés Le corollaire 2).m

Remarque : Un code est toujours Q-minimal, mais il n'est pas
nécessairement fg-minimum.
Exemple 9. R = aataaa+b

aataaab+tb est un code de [R1a non fg-minimum, FG(R) est
strictement inclus dans FG(aat+aaab+b).s

C. Q-BASE

On se pose ici Lla question : existe-t-il un générateur B
tel que : ¥ 6 € [Rle, G « B* ?

Exemple 2 (reprise). R = ba*
R est Q~minimal
et R* = e+bX* est Lle plus grand élément de [Rla.m

Un lLangage tel que R sera appelé Q-base.

Définition : Soit B « X*. B est une Q-base si et seulement si :

- B est Q-minimal
- ¥ L € [Bln, L « B*.

De La définition, il découle que B* est alors le plus grand
élLément de [Bla (car B*%® = BR),

Proposition 8. Soit R un langage rationnel. [RIn posséde une Q-

base si et seulement si :
-~ [Rln admet un plus grand élément, noté P
- Prem(P) est Q-minimal.

Remarquons que La condition "Prem(P) est Q-minimal" est
nécessaire, comme Le montre L'exemple suivant.

Exemple 10. R = a*ba*
Le plas grand élément est P = X*bX*,
mais Prem(P) = R n'est pas Q-minimal, en effet :
a*b € [Rla
et a*b est strictement inclus dans R.
Donc R n'est pas Q-minimal et [RIn ne contient pas d'Q-
base.m




52

&

Corollaire 4 . Soit R un Llangage rationnel, [R]lea posséde au

plus une Q-base.

En d'autres termes, quand elle existe, L'R-base est unique.

Corollaire 5. Soit R un langage rationnel, on peut décider si

[R1ea contient une Q-base. De plus, si elle existe, elle est
rationnelle et constructible.

Proposition 10. Si B est une'n-base, alors B est un générateur

fg-minimum.

PREUVE.
Soit 6 € [Bln et soit b € B.
On a : bG™ « G=.
Supposons que ¢ G n bB* = 0.
comme G « B*, on a : G « (B\b)B*.
Or : bB® < GG = GB*®
d'ou : bB® < (B\b)B®,
ce qui contredit Le fait que B est Q-minimal.
On a finalement : ¥ b € B, G n bB* # @
d'ou ¢ b € FG(G).m

Remarque : Mais B n'est pas nécessairement L'unique fg-minimum
de [Bla.

Exemple 11. B = aa + aaa + b + aaabc + aabc
- B est une Q-base, en effet :
- B est Q-minimal (immédiat)
- D'autre part, B = B* car :
B « B*FG(B) = B*a
Si u = a, ab® ¢ BT donc a ¢ BF
Si u € B*¥(aataaa)a, u € B*
En utilisant Le fait que : vbaw € R® => aw € R®
et que : vbcaw € R®* => aw € R®
on déduit que :
si u € B*(b+aaabc+abc)a, alors u € B
bont & B® = B>
et finalement : B* = B-.

- Mais R = aat+aabc+aaab+aaabc+b est un autre fg-minimum de
[Bla, en effet :

- R € [Ble, car :

d'une part : R « B*

et donc : R® e B®

d'autre part : aaaB® <« RB®

et donc : B® < RB®

- R est Q-minimal

- FG(R) = FG(B).m
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Ceci montre de plus que la réciproque de La proposition
précédente est fausse.

Remarque : Méme si B est L'unique générateur fg-minimum, alors
B n'est pas nécessairement une Q-base.

Exemple 12. B = ab + aba + abb + bb + ba(ab + aba + abb).
On montrera dans le chapitre V que B est L'unique
générateur fg-minimum de [Bln.m
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CHAPITRE V

MINIMAUX DE [R]a DANS LE CAS OU R™ EST FINIMENT ENGENDRE
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INTRODUCTION

A partir de ce chapitre nous considérerons la famille [Rlm
dans le <cas ou R appartient a des sous-familles particuliéres
de Rat(X*).

Le premier probléme abordé par M. Latteux et E. Timmerman
£12] concernant La famille [R)n a été de décider si un langage
rationnel R est ou non finiment engendré, c'est-a-dire si [Rlm
contient ou non un lLangage fini. Dans Lla partie A nous
présentons une nouvelle démarche pour résoudre ce probléme en
utilisant Le Langage (R=)® défini dans te chapitre 1IV.

Dans La suite de <ce chapitre nousAéupposerons que [Rla
contient un langage fini.

Dans La partie B nous reprenons la recherche des minimaux
définis dans Le chapitre 1IV. Il y a évidemment toujours des
générateurs Q-minimaux finis dans [Rle. Cependant tous les Q-
minimaux ne sont pas nécessairement finis et on peut décider si
un générateur contient ou non un Q-minimal fini. En outre [Rlms
posséde des générateurs fg-minimums mais ne posséde pas
toujours d'Q-base.

Quand R® est finiment engendré, on peut envisager Lla
minimalité des générateurs sous deux nouveaux aspects :
- avoir le plus petit cardinat
- avoir Lla plus petite taille, c'est-a~dire avoir lLa plus
petite somme des longueurs de ses mots.

Dans lta partie ¢ nous examinons Les générateurs de plus
petite cardinalité. Des exemples montreront que Le calcul du
plus petit cardinal n'est pas aussi simple que L'on pourrait le
penser a8 priori et nous présenterons une méthode = assez
lourde - pour déterminer ce cardinal. Enfin, nous verrons qu'il
peut y avoir plusieurs générateurs de plus petite cardinalite,
que L'Q-base - quand elle existe - en est un, mais qu'elle
n'est pas nécessairement lLe seul.

Dans La partie D nous étudions Lles générateurs de plus
petite taille. La détermination de la plus petite taille et de
tous les générateurs de plus petite taille ne pose pas de
probléme. IL peut en exister plusieurs, mais si L'Q=-base
existe, elle est L'unique générateur de plus petite taille.

Dans La partie E des exemples montreront - ce qui est assez
surprenant - que Les trois familles, celle des générateurs fg-
minimums, celle des générateurs de plus petite cardinalité et
celle des générateurs de plus petite taille sont incomparables
deux a deux. '
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A. DECIDER SI R CONTIENT UN GENERATEUR FINI

Définition : Soit R un langage rationnel, nous dirons que R®

est finiment engendré si et seulement si il existe un lLangage
fini appartenant & [Rla.

Nous allons résoudre le probléme : décider si R® est
finiment engendré.

Notons tout d'abord [12] :

Lemme 1. Si R® est finiment engendré, alors R® est une
adhérence.

PREUVE.
Soit F un langage fini tel que : R® = F®,
On sait que : Adh(F*) = F® + F*Adh(F)
Or : Adh(F) = @ (car F est fini)
Donc : R® est une adhérence.s

Remarque : La réciproque est fausse.

Exemple O. R = a+b+ab™*c
-« Adh(R) = ab® < R® et donc R® est une adhérence.
- Supposons que R® soit finiment engendré par F,
soit alors n = max {|u| / ue F}.
Comme : ab™ca®™ € R®%,
on a : b*ca® n F® # ¢,
ce qui est impossible car : b*ca® n R®" = Q.=

Si R®* est finiment engendré, R est donc Lle plus grand
élément de [Rlea. Prem(R=) appartient alors & [Rle, mais
L'exemple suivant montre que R® peut étre finiment engendré
sans que Prem(R=) ne soit fini.

Exemple 1. R = ab + aba + abb + ba(abt+aba+abb) + bb
R® est finiment engendré
Mais Prem(R=) n'est pas fini, en effet:
ab*a « Prem(R=) car : ab*aR® < (ab+abb)R",
mais : ¥ i a 0O, b*a & R=
et donc : ab®*a n RER= = ¢.s

Nous allons donc chercher un langage inclus dans Prem(R<)
tel que <ce langage soit fini dés que R® est finiment engendré.
Pour cela, nous résolvons Le probléme plus général : étant
donné un langage rationnel R, décider si R contient un lLangage
fini qui appartient a [RlJa. Rappelons tout d'abord La
définition de R®, vue dans le chapitre IV :
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Rt = {u € R/ uR® ¢ RjujR?}, ol Rju; représente L'ensemble
des mots de R de longueur strictement plus petite que u.

Proposition 1. Soit R un (angage rationnel, {l existe un

générateur fini de R® 1inclus dans R si et seulement si R* est
un langage fini.

PREUVE.
On a vu dans la partie IV.C que :
- Rt = {u € R / uR® ¢ Rju;R®} appartient &8 [Rla.
(proposition 1IV.5)
- ¥ 6 € [RlJo avec G « R, on a : FG(R®) « FG(G).
(corollaire IV.1) '
On en déduit que :
si [R]Je contient un générateur fini F « R, comme FG(F) est
fini, alors FG(R®) est fini
et donc que : R*® est un lLangage fini.

La réciproque est immédiate, puisque R® appartient & [(Rln.sm

En conséquence, comme d'aprés la proposition IV.5, R® est
un Langage rationnel et construtible, on en déduit :

Proposition 2. Soit R un Llangage rationnel, on peut décider

s'il existe un langage fini, inclus dans R et appartenant a
C(R)a. De plus, si c'est le cas, on peut construire un tel
Llangage.

Remarque : On a donc wune réponse partielle &8 Q2 : on sait
déecider si R contient un Q-minimal fini. Mais il faut noter que
tous les Q-minimaux de [Rlea avec R® finiment engendré ne sont
pas nécessairement finis, comme nous lLe verrons dans L'exemple
4 de la partie B.

On peut maintenant résoudre lLe probléme initial.

Proposition 3 . Soit R un langage rationnel, on peut décider si

R® est finiment engendré. De plus, si c'est Lle cas, on peut
construire un générateur fini de Rf.

PREUVE. :
Si R™ est finiment engendré, alors R® est une adhérence et
donc R= est le plus grand élément de [Rln.

Pour décider si R® est finiment engendré, il suffit donc :
- de décider si R® est une adhérence

~ de construire R, puis R' = (R=)*®

- de décider si R' est fini.s
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Exemple 1 (reprise). R = ab + aba + abb + ba(ab+aba+abb) + bb
« Sur cet exemple, ou Prem(R=) est infini, nous allons
vérifier que (R=)®, noté R', est égal &8 R et est donc fini.
D'aprés le corollaire IV.1 ¢ FG(R') e FG(R).

En conséquence, R' est inclus dans FG(R) n Prem(R<).
Comme a, b, ba et baa n'appartiennent pas & R=,

R est inclus dans Prem(R=) et FG(R) n Prem(R=) = R,

‘donc ¢ R' « R.

« On voit d'autre part facilement que R est Q-minimal, et
donc R' = R.s

Remarque : Il est nécessaire de tester si R®™ est une adhérence,
en effet il est possible que R' soit fini sans que R® ne soit
une adhérence et donc a fortiori sans que R® ne soit finiment
engendré.

Exemple 2. R = X*b
R® n'est pas une adhérence.
R= = X* donc Prem(R) = a+b et donc (R=)® = a+b.
Or a+b n'appartient pas a [Rle.m

B. Q-MINIMAUX, fg-MINIMUMS ET Q-BASE

Sachant donc que R® est finiment engendré, nous partons a
nouveau a8 La recherche des Q-minimaux de [Rlea. Etant donné que
si R® est finiment engendré nous pouvons construire un
générateur fini de R®, dans Lla suite nous considérerons
directement des Langages (notés R ou F) finis.

Soit F un lLangage fini, notons tout d'abord que ni Prem(F),
ni F\FFS ne sont nécessairement des Llangages Q-minimaux de

[F]Q-

Exemple 3. F = (e+b)(a+ab+abb).
Comme b & F= et bb &€ F=, on a :
F = F\FF= = Prem(F).
Mais F n'est pas Q-minimal, en effet :
abF « (at+abb)F
babF « (ba+babb)F
et donc : F® < [F\(ab+bab)lF®,
d'ou : [F\(ab+bab)]l € [Fla.s

D'autre part, si F est fini, il est immédiat qu'il contient
(au moins) un générateur Q-minimal de [Fle qui est fini et que
L'on peut construire, mais cependant il faut noter que tous les
générateurs Q-minimaux de [Fla ne sont pas nécessairement finis
et donc que tout générateur de = F® ne contient pas
nécessairement un générateur fini de F*,
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Exemple 4. R = a+(ab)*ba
- R® est finiment engendré car R® = (at+batab)*®
- Mais R est Q-minimal dans [R]a car :
a ne peut pas lui étre enlevé (sinon on perd a®)
et ¥ i 2 0, (ab)*ba ne peut pas lui étre enlevé (sinon on
perd (ab)*ba(bal®).m

Toutefois on a :

Proposition 4. Si R est un langage fini, alors [Rla posséde une

infinité de générateurs Q-minimaux qui sont finis et deux 3
deux disjoints. ;

PREUVE.
Soit F un générateur fini, Q-minimal de [Fle,
notons L = 1 + max{|u] /7 u € F}.
Considérons G = F*, on a alors :
6GnF=0= et 6 € [Fla.
Comme G est fini, il contient un Q-minimal F=.
En réitérant lLe processus, on construit ainsi une suite de
générateurs de F® vérifiant Les conditions demandées.s

En ce qui concerne Les générateurs fg-minimums de [Fla,
on a :

Proposition 5. Si R est un langage fini, alors [R]la posséde des

générateurs fg-minimums.

PREUVE.
R, étant finiment engendré, est une adhérence,
et donc P = R est le plus grand élément de [Rla.
D'aprés lLe corollaire IV.1, on obtient que FG(P®) est Lle
plus petit élément de FG(LRIa).
Soit alors F un générateur fini de R®, FG(F) est fini,
donc FG(P®) et a fortiori P® sont finis.
Tout générateur de [Rle Q-minimal et inclus dans P® est
alors fg-minimum.m

Remarque : Il peut y avoir plusieurs fg-minimums dans [Rla.

Exemple 5. R = (e+b)(at+tab+ab=+ab™)
. De méme que dans L'exemple 3, on montre que Prem(R) = R
- On a aussi : R = P® ou P désigne lLe plus grand élément de
iRla, 1.e% Pi= R=%
« Or il ¥y a 4 Q-minimaux (donc fg-minimums) distincts
inclus dans R :
(e+b) (a+ab=+ab™)
(etb) (a+ab+ab™),
(atab+ab=)+b(a+ab=+ab~)
(atab=+ab=)+b(a+ab+ab®).s
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En revanche [R]la ne contient pas nécessairement d'Q-base.

Exemple 3 (reprise). F = (e+b)(at+tab+ab=).
On a vu que F = Prem(F) n'est pas Q-minimal, donc il suffit
de montrer que F= = F* pour prouver que [Fla ne contient
pas d'Q-base.
On a toujours : F* « F= e F*FG(F).
Or ici ¢ FG(F) = F+b
d'ou Ll'on déduit : F*FG(F) = b+F*+F*(etb)ab™
Comme b & F= et que :
¥ u € F*(e+tb), uab™ba® ¢ F® (car b* n'est pas un facteur

de F®).
On a : F*FG(F) « F*
ce qui entraine ¢ F= = F*.s

Mais nous verrons dans La partie C (proposition 11) que si
L'Q-base existe, elle est finie.

C. GENERATEURS DE PLUS PETITE CARDINALITE ET RANG

Pour comparer Ltes générateurs de [RJa, nous allons
maintenant comparer lLeur cardinal. Si R® est finiment engendré,
il admet des générateurs dont Le cardinal est inférieur ou égat
au cardinal de tout autre élément de [Rln.

Définition :

Soit R un langage fini. F est un générateur de plus petite
cardinalité de R® si et seulement si :
¥ 6 € [Rla, card(F) ¢ card(G).

Remarque : Il peut exister plusieurs générateurs de plus petite
cardinalité dans [Rla.

Exemple 6. R = a
¥ i » 1, a* est générateur de plus petite cardinalité.m

Exemple 7. R = aa+aaatb et G = aat+aaab+b sont deux générateurs
de plus petite cardinalité de R®.m

On se pose alors deux questions : étant donné un langage
rationnel R, ou R® est finiment engendré,
- comment décider si F € [Rla est de plus petite
cardinalitée ?
- comment calculer Le cardinal du (ou des) éléments de
plus petite cardinalité ?

Définition :

On appelle rang de R, noté rg(R), le plus petit élément de
{card(G6) / 6 € [RIa}.
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Remarque : La définition a un sens méme si R® n’'est pas
finiment engendré, auquel cas rg(R) = w,

Nous allons voir que L'on peut calculer Le rang de tout
Langage rationnel, (i.e. la deuxieme question est résolue), ce
qui permet de répondre a lLa premiére question (il suffit de
tester si le rang de R est égal au cardinal de F).

Tout d'abord quelques remarques montrant que Le probléme
n'admet pas de réponses "triviales”.

- Bien que (R=)® (défini au paragraphe précédent) soit fini
qguand R est un Langage fini, il n'est pas toujours un élément
de plus petite cardinalite.

Exemple 8. R = (e+b)(a+ab+ab=+ab¥)
(R=)® = R n'est pas Q-minimal, contient 4 générateurs de
pltus petite cardinalité qui sont :
(etb) (a+ab=+ab™>)
(etb) (at+ab+ab™),
(atab+ab=)+b(a+ab®+ab™>)
(atab=2+ab>)+b(a+ab+ab®).
Donc : rg(R) = 6 # card(R).m

- Tous Lles générateurs de plus petite cardinalité ne sont
pas inclus dans (R=)® ni méme dans Prem(R=).

Exemple 7 (reprise). R = aataaa+b
R = Prem(R=) = (R=)*,
majis aat+aaab+b est aussi un élément de plus petite
cardinalité de [Rla.nm

Mais nous allons voir que :

Proposition 6. Soit R un tangage fini. Il existe au moins un
générateur de plus petite cardinalité inclus dans Prema(R<).

PREUVE .
Soit G un générateur de plus petite cardinalité de [Rla.
On montre que, si un mot g de 6 n'appartient pas &
Prem(R=), on peut L'enlever et le remplacer par un mot de
Prem(R=) en restant dans [Rlem.
Soit g € 6, avec g = ga gz, ou ga € Prem(R<) et g= € R-
Soit G' = (G\g)+ga
« G' € [6]la, car G'e R= et donc G'® < R%,
. réciproquement :
96 e g1g26"® « giR=G" « g1G®
U : 6% « G'G"
d'ol 2 6% « G'".»

Mais comme Prem(R=) peut étre infini quand R® est finiment
engendré, cela ne permet pas de calculer le rang de R.
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La proposition précédente n'est hélas pas valable pour
(R=)* (ce qui aurait permis de calculer Le rang de R, car (R=)®
est fini), en effet, en reprenant la notation déja utilisée =-
P = R -, nous avons le résultat, prouvé par L'exemple 10 de Lla
partie D :

Proposition 7. Soit R un langage fini. Il n'existe pas

nécessairement de générateurs de plus petite cardinalité de R®
inclus dans FG(P®).

Ici, la démarche suivie pour calculer le rang sera Lla
suivante : on va montrer qu'il existe un entier ¢ que LlL'on peut
calculer, tel que tous les générateurs de plus petite
cardinalité de R™ n'ont que des mots de lLongueur inférieur a c.

Proposition 8. On peut calculer un entier ¢ tel que tout

Langage Q-minimal 6 de [Rln vérifie :
¥ pe€e FG(G), ¥ fa, f2 avec p = faf= et lfz' > ¢,
3 ge 6/ fa1 < g et p n< g.

PREUVE.
Soit G un générateur N-minimal de [Rla.
Notons pour tout n a 1 :

Gn

(X UXZU ... UX™)neG

Frn = XOX* ===> 2X* |
U ===> [(GnR=)—2yl)—2R<=

(GnR=)—2u
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Fn a8 deux propriétés :

(1) FaCu) = Fa(u') => (¥ v € X*, Fn(uv) = Fa(u'v))
(2) Falu) = Fn(u') => R@u,u'), ou R(u,u’) est la
propriété :

¥Y2€ X2, (uz € Gn R® <=> u'z € 6n R® )

En d'autres termes, R(u,u') signifie que, z étant un Q-mot,
si uz peut se décomposer sur GnR®, alors u'z peut aussi se
décomposer sur GmnR®, et réciproquement.

PREUVE OE (1).

Soit m € Faluv)

donc : vm € Fn(u) (car g < u)d
d'ou : vm € Fna(u')

d'ou ¢t m € Fa(u'v).nm

Remarque : Si on définit Fm sur X* et non sur X"X*, lLa
propriété (1) n'est plus vraie.

PREUVE DE (2).

S
(e
Z




64

Soit 2z € X®, avec uz € GnR®

On peut écrire :

uz = gvmw, avec g € Gn, VM € R et gv
donc : m € Fn(u)

donc : m € Fn(u')

i.e. il existe g' € G et v' tels que
g'v' = u' et v'm € R®

et donc ¢ u'z € GnR®.m

n
c

On définit alors une congruence & droite ®m sur XPX*
(*m sera notée = pour alléger les notations).

Définition :

Fr(u) Fa(v)

¥ u,v € X°X*, u s v <=>
u—tR: - V-I.Rt:

Fait 1. = vérifie les propriétés suivantes :

(a) = est une congruence a droite, d'index fini, noté i.

R(u,u’)
(b) u = u' =>
U € R si et seulement si u' € R

PREUVE DU FAIT 1.
PREUVE DE Ca).

D'aprés La premiére propriété de Fm, on déduit que = est
une congruence a droite. :

De plus, comme L'ensemble quotient pour = s'identifie a
L'ensemble des couples du type E x C ou :

-~ E est wune partie de L'ensemble quotient de X* par Lla
congruence de Nérode attachée a Re=.

-~ C est une classe pour cette congruence de Nérode,
on en déduit une majoration ¢ (que L'on peut calculer) pour
L'indice de x.

De plus, ce majorant ¢ est valable pour tout générateur G
de R® et pour tout entier n a 1.m

PREUVE DE (b).
Cela découle de La deuxiéme propriété de Fn.m

On montre alors par Ll'absurde que ¢ vérifie Lla
proposition 8. Faisons L'hypothése suivante ¢

3 6 € [Rlan, 6 minimal, 3 p € F6(6), 3 f1, f= € X* tels que:
- flfz = p

(H). g € 6, (fr < get f2 =g) => g € 6', ou
G' = 6 n pX* (ensemble des mots de G ayant p pour préfixe).
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Les mots de G' seront notés go, cue, Gn.

On utilise La congruence = associée & Fa, ou L est Lla
longueur de fa.

Comme |f=| > ¢, il existe deux mots u et u' tels que :
fa <cu<u' <p, u#u' et u=xu'

" NN/
" "

u’ o] gz go g2 gs

On note : u' = uv, avec v ¥ e.

On va utiliser deux faits :

Fait 2.

Pour tout i, 0 ¢ i ¢ n, il existe Js & 1 tel que :
g:s = uvdius, U1 < v et us # v.

On en déduit deux conséquences :

- L'ensemble G' est totalement ordonné (donc sur le dessin

le cas de g« ou celui de g= est impossible).

- ¥ i, 0c i & n, g2 & uus.

On suppose alors (ce qui ne nuit pas & La généralité) que :
¥ i, 0¢ i ¢ n, Uus < Usea

On note ¥ i, 0 ¢ # ¢ n ¢ va = (Us—32)"%us

et Vmes = (Un)™1lv,

On a alors ¢ vV = Vo.u«.Vn+1.

Fait 3.

Yk, 0ck en, ¥uweXxe,
si g«w € GiR® et w € R®, alors 1 4, 0 ¢ 1 ¢ n tel que :
M= (Vke1.o.Vnea)viusuw' avec giw € G1R® et w' € R*

On en déduit alors que :

¥k, 0 ¢k &¢n, ¥weXx?,

si gxWw € GaR® et w € R?, alors wk = (Vikei...Vne1)v®
c'est-a-dire que le seul Q-mot de R® qui n'appartient pas &
GaR® est : uve,

Oor ceci est impossible, en effet on peut écrire :

uv® = dr® avec d,r € R*.

Soit w un mot de R® tel que w = r® (w existe sinon

card(R®) = 1 auquel cas le probléme est trivial).
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On a alors :

¥ 1 2 1, drtw € GaR®™

d'oll : Adh(dr*w) « Adh(G1R")

Or ¢ Adh(GaR®) = GaR® (car Gi est fini et R® est une
adhérence)

donc : dr® € GaiR*%. :

En conclusion : (H) est donc impossible.

Ponnons maintenant Les preuves des deux faits
précédents.

PREUVE DU FAIT 2.

On peut écrire : ga = uvvs (ceci car uv < p < ga)
Comme u = uv, on a8 : uva %~ gs :

D'autre part, G étant Q-minimal :

3 w1 € R® / gsiws € GaR®

Donc d'aprés R(gs,uva) : uvaws € GaR*®

Donc d'aprés (H) : uviws € G'R®

ve est alors comparable (pour L'ordre préfixe) a v.
Deux cas sont & envisager @

(1) va € v et va = v, d'0oUu ja2 = 1

(2) va > v, d'oll va = vva, avec gs = uv®vs % uvs

Donc par induction sur la longueur de vi, on arrive au
résultat.s

PREUVE DU FAIT 3.

guxwW € GaRT et gx ® UUK

Donc d'aprés R(gwx,uux) I UUkW E GaR®
Et donc d'aprés (H) : uuwxw € G'R®.
Soit i tel que : uuxw € gsR®.

Alors ¢ 3 w' € R® / UUukWx = gaw'
Dol 2 W = (Vicwa.ooVnsa)viuaw’

Or uuxWw € GaR®, i.e. gaw' € GaR®.m

On déduit alors de La proposition 8 que, s'il y a dans G un
mot de Llongueur supérieure ou égale a k(c+1), il y a au
moins k mots dans G. _

En conséquence, tous Lles générateurs de plus petite
cardinalité n'ont que des mots de Longueur inférieure ou
égale &8 (c+1)card(R).n

Il est alors immédiat que :

Proposition 9 . Etant donné un Langage fini R, on peut

construire tous Lles générateurs de plus petite cardinalité de
R®, et donc déterminer le rang de R.

Nous regardons maintenant Les relLations entre les

générateurs de plus petite cardinalité et Les minimaux définis
dans la partie 1IV.
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En premier Llieu il est immédiat que tout élément de plus
petite cardinalité de [R])a est un générateur Q-minimal de [Rla,
mais que la réciproque est fausse.

Concernant les lLiens avec les générateurs fg=-minimums, nous
allons voir ... qu'il n'y en a pas. Plus précisément, La sous-
famille des générateurs fg-minimums de . [Rla et celle des
générateurs de plus petite cardinalité sont incomparables et
peuvent méme étre disjointes (cf. partie D).

Si un générateur de plus petite cardinalité n'est pas’

nécessairement une Q-base (sinon pour tout R fini, I[Rla
posséderait une Q-base, ce qui n'est pas), en revanche :

Proposition 10. Soit R un langage fini. Si [R1a admet une Q-

base B, alors B est un élément de plus petite cardinalité de
tRl1a. :

PREUVE.
Soit G un générateur de R®, nous allons construire une
injection de B dans G.
Soit b € B, comme B est Q-minimal (d'aprés le Lemme IV.1) :
3 w e B® avec w & (B\b)B=.
Or w € G et donc on peut écrire :
W = UsW' aveCt Uus € G et w' € G¥.
B étant une Q-base, us € B™.
Mais par choix de w, us ¢ (B\b)B* d'ou ums € bB*.
On définit alors f par : ¥ b € B, f(b) = use.
¥ b,b' € B avec b # b', on a
f(b) & (B\b)B* et f(b') € b'B* et donc f(b) # f(b")
i.e. f est injective et donc Card(b) < Card(G).s

Remarque : L'Q-base B n'est pas forcément Lle seul élément de
plus petite cardinalité.
Exemple 7(reprise). R = aa+aaa+b

G = aat+aaab+b est un autre générateur de plus petite
cardinalité de [Rla.m

D. GENERATEURS DE PLUS PETITE TAILLE

Nous envisageons dci un dernier point de vue pour comparer
deux générateurs de R%.

Définition :

Soit F un langage fini. La taille de F est La somme des
longueurs des mots de F :
Taille(F) = X |f|

TEr




68

Nous étudions Lles générateurs de R® dont la taille est La
plus petite possible. IL en existe toujours, mais nous verrons
dans l'exemple 8 de Lla partie D qu'il n'y a pas toujours
unicité (ce qui est moins immédiat que pour lLes générateurs de
plus petite cardinaliteé).

Lemme 2. Soit R un langage fini, il peut exister plusieurs
générateurs de plus petite taille dans [Rla.

En revanche, <contrairement aux éléments de plus petite
cardinalité, la question de calculer La taille d'un élément de
plus petite taille se résout immédiatement. Car, connaissant un
générateur fini de R® (par exemple (R=)®), on a alors wune
majoration M (par exemplte taille((R=)*)) pour La longueur des
mots des éléments de plus petite taille. IL suffit donc de

calculer La taille de tous les générateurs de R® inclus dans
) Gl

Par ailleurs, si un élément de plus petite cardinalité
n'appartient pas nécessairement a8 Prem(R=), nous avons ici :

Proposition 11. Soit R un langage fini. Tout élément de plus

petite taille est inclus dans Prem(R<).

PREUVE.
Soit 6 un générateur de plus petite taille de R%.
Supposons que G ¢ Prem(R=).
On a alors :
3 g€ G avec g = uv ou u € Prem(R<) et v € R=.
Notons G' = (G\g)+u+v. '
Comme G' « R et G« G'* , on a :
G' € [Rln.
Or 2 Taille(6') ¢ Taille(G),
et donc : Taille(6') = Taille(G) (car G est de plus petite
taille).
Donc G' est Q-minimal, d'ou :
3 w € R® avec W € VR® et w € (G'\Vv)IR®.
A fortiori : w ¢ (G\g)R®
d'ou : w € gR®
et donc : W E UuR®
ce qui contredit : w ¢ (G'\V)R®.m

Mais tout élément minimal inclus dans Prem(R=) n'est pas
nécessairement de plus petite taille .

Exemple 5 (reprise). R = (e+b)(at+ab+abZ+ab™)
On a R = R.
Soit 6 = (etb)(a+abZ+ab>), G « R.
En outre G est Q-minimal (donc fg-minimum) et :
Taille(G) = 19. -
Soit G' = (e+b)(a+ab+ab™>®), G' <« R.
G' est aussi Q-minimal, mais Taille(G') = 17.
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Donc G est un générateur Q-minimal inclus dans R= et G

n'est pas de plus petite taille.

(Cet exemple montre en outre qu'un générateur fg-minimum
"n'est pas nécessairement de plus petite taille, ce qui sera

revu dans la partie D)m

Nous cherchons maintenant a8 situer les générateurs de plus
petite taille par rapport aux autres minimaux précédemment
définis.

Tout d'abord, il est 1immédiat que tout élément de plus
petite taille de [RIn est générateur Q- m1nimal dans [Rla, mais
que La réciproque est fausse.

Concernant les liens avec les générateurs fg-minimums, nous
allons voir qu'il n'y en a pas (bis!). Plus précisément, Lla
sous-famille des générateurs fg-minimums de [Rln et celle des
générateurs de plus petite taille sont incomparables et peuvent
méme étre disjointes. (c¢f partie D)

Si un générateur de plus petite cardinalité n'est pas

nécessairement une Q-base (sinon tout R® finiment engendré
aurait une Q-base), on a en revanche :

Proposition 12. Soit R un langage fini. Si Lla famille [Rla

posséde une Q-base, B, alors B est L'unique élément de plus
petite taille de [Rla.

PREUVE.
Soit G un générateur de plus petite taille de R%.
Comme B = Prem(R=) et que G =« Prem(R=),
on a immédiatement : G = B.s

Remarque : Notons que L'Ql-base est L'unique générateur de plus
petite taille, alors qu'elle n'est pas nécessairement L'unique
générateur de plus petite cardinalité.

E. COMPARAISON DES TROIS FAMILLES SUIVANTES :

LA FAMILLE DES GENERATEURS fg-MINIMUMS , LA FAMILLE DES
GENERATEURS DE PLUS PETITE CARDINALITE ET LA FAMILLE DES
GENERATEURS DE PLUS PETITE TAILLE

Etant donné un langage fini R, notons :
-~ FGM(R) la sous-famille des générateurs fg- minimums de [Rlin
- PPC(R) La sous-famille des générateurs de plus petite
cardinalité de [Rlm
-~ PPT(R) la sous-famille des générateurs de plus petite
taille de [Rlm.
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Nous allons voir, par des exemples, que contre toute
attente :

Proposition 13. Soit R un langage fini. Les trois sous-familles

de [R1la, FGM(R), PPC(R) et PPT(R) sont incomparables et peuvent
méme étre deux & deux disjointes.

PREUVE.
La preuve comprendra 3 exemples :

Le premier montrera qu'il peut exister plusieurs
générateurs de plus petite taille (Lemme 2) et qu'en outre
PPT(R) n'est pas inclus dans PPC(R).

Le second exemple, trés voisin du premier, montrera
que PPT(R) et PPC(R) peuvent étre disjoints.

Dans Le dernier exemple nous verrons que d'une part
PPT(R) et FGM(R) d'autre part PPC(R) et FGM(R) peuvent étre
disjoints. De plus il n'y aura pas de générateur de plus
petite cardinalité inclus dans FG(R®) (proposition 7).

Exemple 8.
Soit F = a+ab+abc+ ab=2(e+b+bc) + ab®cb(e+c) + ab=Zc¢b=(b+bc)
a

\\\\ ab=®cbc
/\

pmcn”
/:b=cb\

ab®cb>c¢

ab=®cb™=

Soit D = e+b+b=+bcb+cb=.
Soit alors R = DF.

Nous allons voir que dans [Rla :

- card(PPT(R)) = 2, ce qui revient a dire qu'il n'y a pas
uniciteé des générateurs de plus petite taille.
- PPT(R) ¢ PPC(R), 1i.e. un générateur de plus petite
taille n'est pas toujours de plus petite cardinalité.

Oon va montrer que L'on peut enlever a F e
(ab+ab®) ou (exclusif) ab=cb, :
sans changer la puissance-) de R, ce qui permettra

d'obtenir deux générateurs de plus petite taille dont L'un
ne sera pas de plus petite cardinalité.

La preuve assez calculatoire sera décomposée en 7 étapes.
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Fait 1. V3 €D, ¥ f € F, 3fX® n (D\S)FX® = @.

Ce fait immédiat implique' que Lles Q-mots de &FR® ne
pourront se décomposer sur R qu'en commengant par un mot de
SF.

Etape a.
Dans R on ne peut enlever isolément que des mots de
D(ab+ab=+ab=cb) sans changer la puissance-Q, en effet :
- sans a, on perd a®
= pour toutes les "feuilles" f de F, on a :
sans f, on perd fbcba®
- sans ab™, on perd ab™®b=a®
- sans ab®cb=®, on perd ab=cb>bcba®.

Etape b.

¥ 8 € D, dans R on peut enlever Ll'ensemble 3&(ab+ab=),
mais alors &ab®cb est nécessaire pour garder Lla méme
puissance-Q, en effet :

- abF « a(bF)

ab(bF)  a(b=2F)

ab(b=23F) e (ab™=)F

ab(bcbF) « (ab=cb)F

- ab(cb=F)  abc(b=F)

Donc : abR « (a+ab=+ab=cb+abc)R

et a fortiori : abR® < (atab™+ab=®cb+abc)R®.

Or de plus : ab(bcb)a® ¢ [F\(ab+ab=cb)IR®.

Donc on ne peut plus enlever ab®cb quand on a enlevé ab.

De méme, on a :

ab2R® e (atab=+ab=cb+ab=c)R®.

ab2(cb=)a® ¢ [F\(ab=+ab=cb)I1R".

Grace au fait 1, on a alors Le résultat annoncé pour :
§(ab+ab=®) et 8ab=cb.

Etape c.

De fagcon analogue on montre que, ¥ & € D, dans R on peut
enlever 8ab=®cb, mais alors &(ab+ab=) est nécessaire pour
garder la méme puissance=Q.

Etape d.

R « Prem(R=)

Il suffit de remarquer que tout Q-mot de R® contient une
infinité de a et donc que tout mot de R doit contenir au
moins un a. Or Les mots de R contiennent exactement un a et
donc sont dans Prem(R<).

Etape e.

R='® R*

Pour cela il suffit de montrer que :
FG(R*) n R e R™.

On a : FG(R) = R + D(ab=c+ab=cb) + FG(D)
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Lemme 1. FG(R) n R = R.

PREUVE DU LEMNE 1.

¥ $ €D, ¥ we X?, 8§(ab®c)w € R® => abZcw € R®
or : (ab=c)a®" ¢ R®

donc : ab=®c ¢ R<,

et donc : Dab®c n R = 0.

On montre de méme que : Dab®cb n R= = 0.

Comme FG(D) n R = ¢, on a lLe résultat.m

Fait 2. Y u € X*, ¥ v € X*
uav € R => 3 $§ € D /7 ud—* € R* et av € R-.

PREUVE DU FAIT 2.

IL suffit de remarquer que :

¥ ue X*, ¥ v e X*

uav € R => 3 8§ € D / ud~* € R* et av € R-.»

Lemme 2. R*FG(R) n R « R*.

PREUVE DU LEMME 2.

- si u € R*D(a=bc+ab2cb®) n R= : d'aprés le fait 2, a®bc
ou ab=2cb® appartient alors a R=, ce qui n'est pas.

- si U € R*DF FG(D) n R= : d'aprés le fait 2, il suffit de
montrer que F FG(D) n R= <« FR*.

Or, ¥ v € F, ¥ ue FG(D) :

ou ¢ vu € R e FR*

ou : vu = ab®c et alors vu ¢ RF
ou : vu = abZcb=® et alors vu €& RS
ou : vu ¢ FG(F),

comme vucb=Za® & R® (car il faudrait un mot du type mcb=a
dans R, avec m # ),
on obtient : vu € R*.sm

Les deux lLemmes nous permettent d'affirmer que R® = R*.

Etape f.
R = Prem(R=), ceci découle des étapes e) et f).

Etape g.
Sachant que tous les générateurs de plus petite tajille sont
inclus dans Prem(R=), pour Lles obtenir il suffit de les
chercher parmi Les Q-minimaux inclus dans R.
Or d'aprés les étapes a), b) et c) ils sont de La forme :
«Fi1 + bFz + bZ2F= + bcbFa + cb*fs
avec ¥ i, 1 ¢ 1 ¢ 5, Fa = F\(ab+ab®) ou Fa = F\ab=cb.
Il y a donc 2% Q-minimaux inclus dans R mais deux seulement
sont de plus petite taille :

M = D(F\(ab+ab=))
et M'= FlabZcb + (D\e)(F\(ab+ab®)).
Donc : card(PPT(R)) = 2.
De plus : card(M') = card(M) + 1
et donc : PPT(R) ¢ PPC(R).m
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Exemple 9.

En reprenant L'exemple précédent mais en remplagant La
lettre ¢ par Le mot cc' (c' étant une nouvelle Llettre),
on va voir :

= PPCCR) n PPT(R) = ¢, i.e. il n'y a pas de générateur a
la fois de plus petite cardinalité et de plus petite
taille.

Avec les notations de Ll'exemple précédent, F\(ab+ab®) reste
un générateur de plus petite cardinalité, mais il n'est
plus générateur de plus petite taille, car :
Taille(F\(ab+ab=)) = Taille(F\ab=®cc'b) + 1.

M est donc le seul générateur de plus petite cardinalité
inclus dans R, mais il n'est pas de plus petite taille, car
Taille(M) = Taille(M') + 1.

Donc PPT(R) n PPC(R) = O.m

Exemple 10.

Soit F = c+catca=Z®+ca~+a®+a=p+ca®™.
Soit D = eta+a=+b.
Soit alors R = DF.

Nous allons voir que dans [Rle :
- FGM(R) n PPT(R) = ¢, i.e. il n'y a pas de générateur a
La fois fg=-minimum et de plus petite taille.
- FGM(R) n PPC(R) = ¢, i.e. il n'y a pas de générateur 3a
la fois fg-minimum et de plus petite cardinalité. Ce qui
implique qu'il n'y a pas de générateur de plus petite
cardinalité inclus dans FG(R®).

On va montrer que L'on peut enlever & F :

caZ+ca™

ou (exclusif) ca®,

sans changer La puissance-Q de R, ce qui nous permettra
d'obtenir L'unique générateur de plus petite taille qui
sera en outre unique générateur de plus petite cardinalité
inclus dans R=, mais qui ne sera pas fg-minimum.

La preuve calculatoire comprendra 9 étapes.
Fait 1. ¥ 8 e D, ¥ f € (F\a®), 83fR® n (D\S)FX= = 9.

Ce fait (facile a vérifier) signifie que les Q-mots de
§(F\a®)R® ne pourront se décomposer sur R qu'en commengant
par un mot de &F.

Etape a.

Dans R on ne peut enlever isolément que des mots de
D(ca=+ca=+ca®™) sans changer La puissance-Q, en effet :

- sans a®, on perd a®c®

- sans a¥, on perd a¥a®bbc*®

- sans a*?, on perd a*"c®

- sans ba®, on perd ba®c®.
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Pour Les mots restant, grace au fait 1, il suffit de
regarder ¢, ca et a=b.

- sans ¢, on perd c*

- sans ca, on perd cabc®

- sans a®b, on perd a=bc*.

Etape b.

¥ 8 € D, dans R on peut enlever L'ensemble 8(ca=+ca™), mais
alors 8§ca® est nécessaire pour garder la méme puissance=-Q,
en effet :

- €a®F < caaF

-~ ta®afF e ca>F

- ca®a>F e ca®™F

- ca=bF « ca=bF

Donc : ca®R < (c+ca+ca®)R .

et a fortiori : ca®R® e« (c+ca+ca®)R".

On a de méme : ca“R® < (ctca+ca®)R".

Or de plus : ca=a>c® ¢ (F\(ca=+ca®™))R%,

donc on ne peut pas supprimer ca®™ quand on a enlevé ca=.

De méme on ne peut pas supprimer ca®™ quand on a enlevé ca™.
Maintenant, grace au fait 1, on a le résultat annoncé pour:
S§(ca=®+ca™) et dca®™.

Etape c.
De fagon analogue on montre que, ¥ & € D, dans R on peut
enlever L'ensemble §ca®™ mais alors d(ca=Z+ca™) est

nécessaire pour garder La méme puissance-Q.

Etape d.

R e« Prem(R=), en effet il suffit de constater que :
- b & R-

- % i, 1 ¢ 1«7, at ¢ R*

(par exemple : a= ¢ R= car aSacc®™ & R®).

Etape e.
Montrons maintenant que R® = R*.
IL suffit de montrer que FG(R*) N R e R™.

Lemme 1. ¥ i & 0, a*t € R= => a* € R*.

PREUVE DU LEMME 1.

Déja : a* € R= => i a 8.

Posons i = 8k + j, avec 0 ¢ j &« 7.

- 8Si k=1,onaz:j=0o0u?1lould,

et donc a* € R.

-Si k=2,o0onaz:j=20,1,2, 3, 4 ouyb,
et donc a* € R=, '

- Si ka3, onaz: ¥ j, at € [(«tat+ta=)a®l",
et donc a* € R*.nm

Fait 2. ¥ 1 a 1,

(ba*w € R® et u € R*)
uba*w € R® => ou

(a*w € R® et ub € R*).

Ceci car b ne peut étre que début ou fin dans un mot de R.
Or ba*w € R® implique a*w € R®, d'ou
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Fait 3. ¥ 1 a 1,

(u € R* ou ub € R*)
uba* € R-= => et

a* € R=.

D'aprés Le Lemme 1, on a donc : a* € R*.
Comme a* € R* entraine ba* € R*, on obtient :

Lemme 2. ¥ i o 0, uba* € R => uba* € R*.

(pour i = 0, il suffit de voir que :
ubbc® € R® => ub € R*)

De facon analogue, on a les trois faits suivants ¢

Fait 3. ¥ i 2 O,
uca'w € R®* => 3 j € {0,1,3} / u(a3)=* € R* et a‘ca*w € R%.

Fait 4. ¥ i a 0,
uca* € R< => 35 € {0,1,3 7/ uCa?*)=* € R* et ca* € R-.

Fait 5. ¥ i a 0, ca* € R- => ca* € R*.

D'ou Le dernier résultat :

Lemme 3. ¥ 1 2 0, uca* € R* => uca* € R*.

Les trois Lemmes prouvent que
FG(R*) N R « R™*
et donc le résultat : R = R*.

Etape f.

R = Prem(R=), ceci car R « Prem(R") et R = R™.
Etape g. :

D(ca™) n R* = @, ceci car D(ca®)R® « D(c+ca=+caZ)R".
Etape h.

D(ca®+ca>®) « Rt, ceci car : ca=a¥c® ¢ (F\(ca®+ca®))R®
et : ca®aSc® ¢ (F\(ca=+ca®™))R® '

Etape i.

Donc Rt = R\Dca®, qui est Q-minimal, est L'unique
générateur fg-minimum de [Rlea.

Finalement on obtient :

P = R\D(ca=+ca™®) € [Rln

et

Taille(P) = Taille(R) = (7 + 9 + 13 + 9)

card((P) = card(R) - 8

D'ou :

Taille(P) < Taille(R®) = Taille(R) = (6 + 7 + 9 + 7)
card(P) < card(R®) = card(R) - 4. _

Donc P est L'unique générateur de plus petite taille et
L'unique générateur de plus petite cardinalité,
mais P n'est pas inclus dans FG(R®).
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Il n'y a pas de générateur de plus petite cardinalité

inclus dans FG(R®).
PPT(R) n FGM(R) 0.
PPC(R) n FGM(R) o.n

w-u
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CHAPITRE VI

LA FAMILLE [RJa QUAND SON Q-BASE EXISTE ET EST UN CODE
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre - sauf dans Lla partie € -, nous
supposerons que. [R)n posséde un plus grand élément qui est un
semi-groupe Libre, ce qui revient a dire que [Rla posséde une
Q-base C qui est un code. Notons que cette propriété de [Rlm
est décidable <car, pour tout lLangage rationnel R, on sait
construire Lle plus grand élément et décider s'il est Libre ou
non [3]. Nous obtiendrons alors, concernant les générateurs Q-
minimaux de [Rla, des résultats plus précis que dans le cas
général.

Aprés avoir donné une caractérisation des codes en termes
de mots infinis, nous prouvons dans La partie A que, si [Rla
posséde une (-base C qui est un code, tout générateur de R®
contient un dgénérateur Q-minimal. En outre, les générateurs Q-
minimaux sont alors exactement Lles codes appartenant a8 [Rla.
Avec L'hypothése supplémentaire "R® est une adhérence’", nous
montrons que Lles générateurs Q-minimaux sont exactement Les
codes complets a droite dans C* dont la puissance-Q est une
adhérence.

Dans La partie B nous supposerons en outre que R® est
finiment engendré et nous montrons alors que tous Lles
générateurs Q-minimaux sont finis si et seulement si L'Q-base C
est un iJfl-code fini. Avec cette derniére condition, nous
verrons aussi que les générateurs Q-minimaux de U[RlJa sont
exactement Lles <codes finis complets & droite dans C* =
caractérisation intéressante en ce sens qu'elle ne fait plus
appel aux mots infinis =-. Pour terminer nous verrons que, si de
plus C est fini - mais non réduit a un élément -, alors C est
t'unique générateur de plus petite cardinalité de [Rla.

Dans Lla partie C nous supposerons seulement que [Rlo
contient un code préfixe fini. IL sera wvu alors que [Rla
posséde nécessairement une Q-base qui est un code préfixe fini.
Mais des exemples montreront que, sans L|'hypothése compléte
"code préfixe fini", lLle résultat précédent n'est plus vrai.

La partie D est un récapitulatif des résultats obtenus sur
les générateurs Q-minimaux, dans les différents cas étudiés.
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A. C EST A LA FOIS UNE Q-BASE ET UN CODE

1. Cas général

Nous intéressant aux codes et a leur puissance=Q, nous
donnons deux caractérisations des codes en termes de mots
infinis. Rappelons tout d'abord la définition d'un code.

Définition : Soit C wun langage de X*, C est un code si et

seulement si : ¥ u,v e €, uC* n vC* # 0 => u = v.

Proposition 1. Soit € un Llangage de X*, alors Lles trois

propriété suivantes sont équivalentes :

(i) C est un code

(ii) ¥ u €C, ¥V €C*, ¥us € C, (uV)® € uiC® => u1 = u
(iii) ¥ U € C*, U" a une décomposition unique sur C.

PREUVE.
non(ii) => non(i)
(uv)® € usC® avec ua # u
Notons U = uvV et U® = Uz...Un... .
Il existe alors deux indices k et L avec k < L tels que
Ul.oU = URU’
Ut...U2= U2*3Y', avec i,j > 0 et U' préfixe de U.
On a alors deux factorisations sur C du mot U**3U' :
d'une part : U1...Usx
d'autre part : UJuz ...ux
Comme uas # u, ces deux décompositions sont bien
distinctes :

Gii) => (i)

Soit U € C*.

Notons 2 U = Ust...Un, oOU ¥ i, 1 ¢ 1 ¢ n, us € C

et U? = Vi..oVkaoe, OU ¥ k 2 1, vc € C

d'aprés (ii), on a donc : vi = ua

d'olU ¢ Uz...UnUR = Vva...Vk...

OF UZ.oaUnl® = (Uz...Uunu1)®

En itérant Le processus, on obtient ainsi L'unicité de la
décomposition de U® sur C.

non(i) => non(iii)

Si C n'est pas un code, alors il est immédiat que (iii)
n'est pas vérifiée.m

Un code est donc un Langage C tel que tout Q-mot périodique

a au plus une factorisation sur C.

Le résultat suivant sera trés utile par La suite; il permet
entre autres d'assurer LlL'existence d'un générateur Q-minimal
inclus dans tout générateur, dés que le plus grand élément est
un semi-groupe Libre.
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Proposition 2. Si1 C est & La fois une Q-base et un code, alors,

pour tout générateur 6 de C=, Lle Langage G\G6C* est un code
inclus dans [Cle.

PREUVE.
Comme C* « €=, on a :6\GC= e G\GC* <« G
D'aprés la proposition IV-3, on en déduit que G\GC™*
appartient a [Cla.
Par ailleurs nous avons le fait su1vant :

Fait. Si C est un code et 6 un lLangage inclus dans C*,
alors le langage G\GC*™ est un code. .

PREUVE DU FAIT.

Notons G' = G\GC™

Soient g,g' € G' et v,v' € G'* tels que :

g < g' et gv =g"'v'.

Comme G' « C* et que C est un code, on a forcément g' € gC*
et donc, puisque g' € 6', on a g' = g.

Il s'ensuit que G' est un code.m

Donc G\GC* est un code.m

Exemple 1. C = a+b et G = a*ba*
C* = Ca+b)™*
donc G' = a*b.
IL est intéressant de noter que, bien que C soit fini, G'
n'est pas fini.s

On a donc ici une réponse positive a Q2 : tout générateur
contient un générateur Q-minimal et plus précisément :

Corollajre 1. Si C est a La fois une Q-base et un code, alors,

pour tout générateur 6 de [Cla, G\GC*™ est un langage Q-minimal
de [Cla.

Mais remarquons que L'hypothése moins forte "C est une Q-
base" n'est pas suffisante pour impliquer que G\GC* est Q-
minimal, comme Lle prouve L'exemple suivant.

Exemple 2. R = a® + a® + a7 + b + ab + ¢ + a=c.
- IL est facile de vérifier que R est un langage Q-minimal,
mais n'est pas un code.
« R= = R*, en effet on a toujours : R e FG(R™)
Or ici : FG(R*) = R*(e+a+a=+a=+a")

Fait. ¥ u,v € X*, ubv € R => ub € R* et v € R=

et ucv € R => uc € R et v € R

PREUYE DU FAIT.

(Nous faisons La démonstration pour La Lettre b)

Comme, dans les mots de R contenant b, b n'apparait qu'en
derniére lettre, on a :

uex*, we X® : ubw e €C® => ub € R* et w € R®
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et donc, si ubv € R, on a
¥ W € R®, ubvw € R®
d'ol ¢

IL suffit
On a déja : a, a=, a3,
de plus : a® ¢ R= (car
de méme : a® ¢ R= (car
Comme, ¥ 1 2 1, a®** €
et donc R = R™.
Par conséquent R
e« Mais RZE\R2R* =
effet:

a®a” € R=,

ub € R* et vw € R® ce qui prouve Lle fait.m

alors de montrer que a* n R « R*.

a* n'appartiennent pas a RS
a®abb®™ ¢ R®)
a®b® ¢ R

R*, on a bien :

a* N R « R*

est une {i-base.
RZ n'est pas un langage Q-minimal, en

a®a’R < (a=a=+a=a‘+a‘a‘+a7a7)(R=+R) = (Rz\a°a7)(R=+R)

donc

Remarquons aussi
nécessaire.

Exemple 3. C = aZ+aS+h.

a®a7R® « (R=\a®37)R".n

que l'hypothése "C est un code" n'est pas

-« C n'est pas un code, mais C est Q-minimal.
- C est une {i-base (méme preuve que dans Ll'exemple

précédent).

. Soit 6 € [Cln, supposons que G' = G\GC* ne soit pas Q-

minimal, on a alors
3 g’ € G

En particulier :

/ g'C® « (G'\g')(C".

3 g" € (G'\g') / g'b® = g"w avec w € C*.

Si g' < g" :
si g" < g' : g’

propre d'aucun mot de C) et donc g°'
il y a contradiction.s

Dans les deux cas

Le second corollaire
générateurs Q-minimaux de C®.

Corollaire 2. Si C

les conditions
(i) 6 est un
(ii) G est un

(iii) G est un code de [Cla.

Autrement dit, Lorsque C

énonce

est a

g" = g'b* et donc g" € GC*
= g"u avec u € C* (ceci

car b n'est facteur
€ GC~.

deux caractérisations des

est 3 La fois une N-base et un code, alors

suivantes sont équivalentes :
générateur Q-minimal de C*
générateur de C* et 6 =

6\GC*

la fois wune (}-base et un

code, les langages Q-minimaux de [Cln sont exactement les codes

Remarques :

- [CJa peut contenir un code
code. (cf. exemple précédent,
[Clan.)

- [C)la peut contenir un code

base.

sans que son Q-base ne soit un
ou a= + a=b + b est un code de

sans que [Cln ne contienne d'Q-
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Exemple 4. R = a*b
Le plus grand élément de [Rle est P = X*bX*.
Prem(P) = a*ba* qui n'est pas Q-minimal car R est
strictement inclus dans a*ba*.
Or [R1a contient un code préfixe : R.=

2. Cas des adhérences

Dans Le <cas particulier ou C® est de plus une adhérence,
nous donnons wune caractérisation des générateurs de C®, qui
utilise La notion d'ensemble complet a8 droite [3] dont nous
rappelons La définition.

Définition : Soit P une partie d'un monoide M.

P est un ensemble complet & droite dans M si et seulement si :
¥ ue M, 3 veMtel que uv € P*,

Autrement dit on peut compléter tout mot de M par un mot de
M pour en faire un mot de P*,

Proposition 3. Si C® est wune adhérence et si C est a lLa fois

une {-base et un code, alors Lles conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) 6 € [Cla.

(ii) 6 est un ensemble complet a droite dans C* et 6 est une
adhérence.

PREUVE.
Rappelons [3] que G est un ensemble complet a droite dans
C* si et seulement si G* est dense a droite dans C*, i.e.
¥ ue C*, 3 v € C* avec uv € G*.

(i) => (ii)

Déja G= = C® implique que G est une adhérence.

De plus comme C est un code, on a d'aprés La proposition 1:
¥ ue C*, u® a une décomposition unique sur C.

or u® € 6%, donc on peut écrire :

u® = g1...gn... avec, ¥ n > 0, gn € G.

D'ou il existe n tel que u < ga...gnm

La décomposition de u® étant unique sur C et comme u et
gi...9n sont dans C* :

3 v e C* tel que uv = g1...g9n, i.e. uv € G¥*,

(ii) => (i)

G étant complet a8 droite dans C¥*,

d'une part : G « C*

d'ou : FG(G*) e FG(C*),

d'autre part : FG(C*) e FG(G™).

Donc = FG(G*) = FG(C*)

et comme G et C® sont des adhérences, on en déduit grace a
La proposition 1.8 que G = C®.m
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Remarque : méme si C* n'est pas une adhérence, L"implication
"6 € [Cla implique G est un ensemble complet a droite"” demeure
exacte; mais La réciproque peut étre fausse.

Exemple 5. C = ba*.
« C est un code (suffixe).
- C est une Q-base, puisque : Pref(C*) = C*.
- C® n'est pas une adhérence, car : ba® € Adh(C)\C™,
= Soit 6 = C*b, G est un ensemble complet & droite dans C¥*.
- mais (ba)® € C® et (ba)® €& G".»

En wutilisant ta corollaire 2, on déduit alors une
caractérisation des tangages Q-minimaux de [Cla.

Proposition 4. ST C® est wune adhérence et si C est a La fois

une Ql-base et un code, alors Lles conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) 6 est un langage Q-minimal de [Clea.

(ii) 6 est un code complet & droite dans C* et G® est une
adhérence.

Remarque : On ne peut pas enlever Lla propriété "G® est wune
adhérence” dans (ii), comme le montre L'exemple suivant.

Exemple 6. C = a+b
G = at+tba*b
- C® est une adhérence et C est une Q-base.
« G® n'est pas une adhérence,
en effet : ba® € Adh(G)
mais ¢ ba® ¢ G*=.
- et G® ¢ [Cla car : ba®™ ¢ G™.m

Cela va nous permettre, sans utiliser Lla puissance-Q, de

caractériser Les Langages finis Q-minimaux de [Cla, lorsqu'il
en existe, c'est-ad~-dire lorsque C est un ensemble fini.

Corollaire 3. Si1 C est a Lla fois une Q-base et un code fini,

alors les conditions suivantes . sont équivalentes :
(i) 6 est un langage fini Q-minimal de [Cla.
(ii) G est un code fini complet 3 droite dans C*.

B. CAS OU C EST A LA FOIS UNE Q-BASE ET UN CODE FINI

1. Générateurs O-minimaux finis

Nous donnons d'abord une condition suffisante pour que tout
générateur Q-minimal soit fini; nous utiliserons pour cela la
notion de ifl-code [18] dont nous rappelons la définition.
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Définition : Soit C un langage de X*, C est un ifl-code si et

seulement si @ :
¥ u,v € C, uC®* n vC* # @ implique u = v.

Autrement dit, C est un ifil-code si et seulement si tout Q-
mot admet au plus une décomposition sur C.
Notons que tout ifl-code est un code mais que la réciproque

est fausse (par exemple aa+b+ba est un code (suffixe) mais
n'est pas un ifl=code car b(aa)® = ba(aal)®).

Comme sous-classe des ifl-codes, il y a La classe des codes
a délai borné [3].

Définitions : Soit C un langage de X™*.

€ est un code a délai borné n si et seulement si :
¥ u,v € C, uC~x* n vC* # ¢ implique u = v.

C est un code & délai borné si et seulement si il existe n tel
que € soit a délai borné n.

Rappelons [18] que si € est un langage fini, ces deux
notions sont équivalentes, ce qui n'est pas le cas si C est un
Langage infini.

Une sous-classe bien connue des codes & délai borné est La
classe des codes préfixes qui sont les codes & délai borné O.

Proposition 5. Si C est & La fois une f-base et un ifl-code

fini, alors tout langage {Q-minimal de [Clea est un {ifl-code.
fini.

PREUVE.
Supposons que G soit un générateur Q-minimal et infini de
[Cln.
Rappelons que G « C*.
Comme C est un langage fini :
3 rs € C/ raC*n G est infini.
De méme :
3 r2€ C/ rar=C* n G est infini.
On peut ainsi construire une suite (ra) de C,
et d'aprés Le corotlaire 2, on a :
(a) ¥ 1 31 2 ra...rs ¢ 6
Alors soit L'Q=-mot w = P2 coe 'm .a.
Comme w € C® et que C® = 6=, on peut écrire :
W = g2 eea Gn ... , avec gn € 6, ¥ n > 0.

L'unicité de La factorisation de w sur C nous permet de
déduire que :

3 ke N/ r1 ... re = g1, ce qui contredit (a).

G est donc fini.
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D'autre part si il existe un Q-mot w qui a deux
décompositions sur 6, on peut écrire :

W =g'w' ol g' € G et w' € G
et W = g"w"” olG g”" € G, g" préfixe propre de g'et w" € G=.
Comme G « C* et C est un ifl-code, on en déduit que :
g' € g"C* ce qui est en contradiction avec :
G est un générateur Q-minimal de [Cla.m

Remarque : Le résultat de Lla proposition &4 devient faux avec
L'hypothése moins forte "C est a8 La fois une Q-base et un code
fini", comme Lle prouve L'exemple suivant o0 C est un code 3
trois éléments.

Exemple 7. C = a%*+ba+ba=
- C n'est pas un ifl-code, mais est un code
- C est une Q-base
. mais lLe code infini a=Z+ba+ba=®(a=®*)*(ba+ba®) appartient a
[Clnn.m

Donnons maintenant wune caractérisation de La propriété
"tout langage Q-minimal de [Cla est un ensemble fini".

Proposition 6. Si C est a La fois une Q-base et un code, alors

les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Tout langage Q-minimal de [Cla est un ensemble fini.
(ii) C est un ifl-code fini.

Pour (a preuve nous utiliserons le lLemme suivant :

Lemme 2. Si C est un code rationnel mais n'est pas un ifl-code,
alors il existe un code infini dans [Cla.

PREUVE DU LEMME.
- Comme C n'est pas un ifl-code
3 a, Be C/ a# B et al® n BC®
- On a alors :

H oo
S

Fait 1. Il existe i € N et quatre mots u, u', v, v' de X*

avec u # u', u € aC*—~*, y' € BC*~*, v € C*, v' € C* tels
que : uv® = u'v'e,

PREUVE DU FAIT 1.
Comme C est rationnel, aC® n BC® est un Langage rationnel
de X®, et donc il contient un mot w tel que :
W = uv® avec u € aC* et v € C* E
et w = u'v'® avec u' € BC* et v' € C*.
Il reste & voir que L'on peut se ramener au cas ou :
3 i tel que u,u',v,v' € C*.
On peut déja supposer que ¢
v et v' € C*
en remplacant, s'ilL Lle faut, v (resp. v') par des
puissances de v (resp. v').
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On peut ensuite se ramener a :

ue C* avec J < i

en prenant encore des puissances de v et de v' s'il le
faut.

Maintenant, si J < i, on écrit :

vV = vav=z avec v= € (3

puis on remplace u par uva et v par vava,

D'autre part : u € aC* et u' € BC*

donc ¢ u # u'.ms

On prouve alors que le langage 6 = uv*(C*\v) + (C*\u) est
un code infini dans [Cla.

Déja G appartient bien & [Cle car :
- G « C¥ donc G e C®
- (C*\u)C® « GC®
uv*¥(C*\viC® < GC®
uv® = u'v'® avec u # u' d'ou uv® € (C*\udC®
Donc C® <« GC™ d'ou G = (.
D'autre part G est bien infini.
Il reste donc a voir que G est un code.

Fait 2. Si C est un code, u et v deux mots distincts de ¢
alors C*' = uv*(C\v)+(C\u) est un code.m

PREUVE DU FAIT 2.

Soient a et B € C' avec aC' n BC'™* # Q.
Comme C' ¢ C*, o ou B appartient 3 uv*(C\v).
Supposons que c'est o, on peut écrire :

& = uvdc avec ¢ € (C\v)

Soit alors uvdcm € BC'* avec m € C'*,

Comme B € C', on a forcément : B = uvJc.
Donc C' est un code.nm

Maintenant comme C* est un code, il découle du fait
précédent que G est un code.s

PREUVE DE LA PROPOSITION 6.
(i) => (i)
Si C est Q-base, C est Q-minimal donc fini et & fortiori
rationnel. Le Lemme 2 nous permet alors de conclure.

(i1) => ()
Découle immédiatement de La proposition 5.m

Remarque : Il est intéressant de remarquer que, dans Lla
proposition 6, L'hypothése "C est wune Q-base"” n'est pas
suffisante pour L'implication (i) => (ii), comme Le prouve
L'exemple suivant.

Exemple 8. C = (etb)(a+ab).
- C est un langage fini mais n'est pas un code.

- C est une Q-base, car d'une part C est Q-minimal, et
d'autre part ¢
FG(C*) = C*(etb) = C*+C*(abb+babb)+b
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Or b € C= et aucun mot se terminant par bb ne peut
appartenir a8 C= donc ¢ C= n FG(C*) e C*.
D'ou C= = C~*.

- Montrons maintenant (c'est le point intéressant) que tout
-minimal de [Cln est fini.
Supposons que G soit un générateur Q-minimal infini de
[Cla, on sait (d'aprés la proposition IV.3) que G = G\GC~™.
G étant infini et C fini, il existe une sufte croissante de
mots de C*, (sn) avec @

- So = e

“¥n a0, Sner = SnArfn+1 avet rneas € C

- ¥naO0, snC*n G est infini.
On a donc (car GC* n G = 0) : ¥ n a 0, sn €& G.

———

Posons W = (Sa) = Pr.eelmees
W € C® et donc w € G, ce qui se traduit par :
W = gi...9n... avec gm € G.
Soit alors k a 0 tel que : g1 < sk
notons sk = gam , on a :
m € FG(C*) n FD(C*)

ug

ra fic

1 >

g2 g=

Or : FG(C*) n FD(C*) = C*+b,

et comme on peut supposer que |m| > 1,

on obtient : m € C* _

D'oU ¢ gaimskC* = swC* est infini, donc non vide,
ce qui contredit : g:C* n G = 0.

Mais C n'est pas un code, donc & fortiori C n'est pas un
ifl-code.n

Remarque : D'un autre co6té on peut avoir :

- C est une Q-base,

- il existe un langage Q-minimal infini dans [Cla,
- C nTest pas un code.

Exemple 9. C = atab+ba.
. C est un langage fini mais n'est pas un code.
- C est une Q-base, car
d'une part C est Q-minimal
et d'autre part : FG(C*) = C*(etb)
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or 1 -
C*, (ua)b = u(ab) € C*
€*, (uab)b & C= (car uab™aa® ¢ C*)
S ¢t ¥ue€eX*, ¥ weE X
ubbw € C® => ub € C* et bw € C™.
Donc si (ubadb € C= alors (uba)b € C*.
D'ol ¢ C= = C*.
. Mais a(ba)*(ab+a)+ab+ba est un langage Q=minimal infini
dans [Cla.m

1
€T
cCem
mmao

2. C est &4 Lla fois une Q-base et un ifl-code fini

Nous commencerons par le cas particulier ou L'ifl-code fini
est un alphabet fini Y. Y satisfait clairement Les hypothéses
des propositions 3 et 5 et, comme [3] un code fini est complet
4 droite dans Y* si et seulement si il est préfixe fini
maximal, on peut énoncer les résultats suivant :

Proposition 7. Soit Y un alphabet fini, alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i 6 € [Yla.

(ii) G\GY" est un code fini complet & droite dans Y*.
(§ii) G6\GY* est un code préfixe fini maximal.

Proposition 8. Soit Y un alphabet fini, alors les conditions

suivantes sont équivalentes :
(i) G est un langage Q-minimal de [Yla.
(ii) 6 est un code préfixe fini maximal.

En considérant maintenant un code fini c (pas
nécessairement un ifl-code) et en utilisant un
morphisme de codage [3] d'un alphabet Y sur C, L'appartenance a
[Cln peut s'exprimer en termes d'appartenance a8 [Yla. Rappelons
déjad les deux définitions suivantes :

Définition :

Soit C un code sur L'alphabet X. Un morphisme de codage
pour C est un morphisme injectif f de Y* dans X* ou Y est un
alphabet et tel que f(Y) = C.

Soit alors c' un code sur L'alphabet Y (avec
alphabet(C') = Y), on appelle composition de C' et de C (par f)
Le code f(C') noté C'o C.

Proposition 9. Si € est & la fois un code (pas nécessairement

un ifl-code) fini et une QN-base, alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) 6 € [Cla.

(i1) 6 « C* et G est une adhérence et G6\GC*™ = C'oC, ou C' est
code préfixe maximal (pas nécessairement fini) sur un alphabet
Y.
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PREUVE.
(i) = (i)
Comme G € [Cln, on a :
6 = C* et 6 est une adhérence.
Soit f un morphisme de codage de Y sur C.
On sait que f est une bijection de Y* sur C*.
Soit alors C' = f—2(G\GC*).
Or, d'aprés la corollaire 2 et La proposition 4, on déduit
que @
G\GC* est un code complet & droite dans C*,
donc C' est un code complet & droite dans Y*.
Comme C' = F~*(GI\Ff~2(G)f~2*(C*), puisque G « C*, on a :
C' = f~*(G)\f~*(GOY~,
j.e. C' est préfixe.
on a alors le résultat d'aprés le théoréme suivant :

théoréme [31. Soit P (P # «) un langage préfixe. P est

complet & droite si et seulement si P est un code préfixe
maximal.

(ii) => 1)

C' étant un code préfixe maximal, par application du
théoréme précédent, C' est un code complet & droite dans
Y™,

et donc f(C') = G\GC* est un code complet & droite dans C*.
G est alors un ensemble complet & droite dans C*.

Comme en outre G est une adhérence, grdce & la proposition
3, on conclut que G € [Cla.s

Remarque : G\GC* appartient toujours & [Cla, mais C' € [Yla si
et seulement si G\GC* est un ensemble fini. Ce qui est le cas
si on ajoute L'hypothése "ifl-code", mais <ce qui n'est pas
forcément Le cas sinon, comme lLe montre L'exemple suivant.

Exemple 7 (reprise). C = aat+bat+baa
. C est un code, mais pas un ifl-code
. Soit G = aatbatbaa(aal)*(ba+baa)
- G = G\GC* € [Cle
- Soit f Le morphisme de code définie par :
f(x) = aa, f(y) = ba, f(2) = baa
On a ¢ C' = x+y+zx*(y+2) et ¢' ¢ [Yla
Cependant C' est bien un code préfixe maximal infini et
C' ¢ [x+ty+2la, en effet z2x® € (C')%.»

En supposant désormais que € est un ifl-code, on peut
énoncer d'aprés les propositions 5 et 9 :

Proposition 10. S C est & la fois un ifl-code fini et une 2-

base, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 6 € [Cla.

(i) 6 « C* et G\GC* = C'0C, ou C' est code préfixe fini
maximal sur un alphabet Y.
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La corollaire 2 et e coroliaire 3 permettent de déduire
deux caractérisations des générateurs Q-minimaux de [Cle qui ne
font plus intervenir les puissances-{.

Corollaire 4. Si C est 38 Lla fois une Q~-base et un ifl=-code

fini, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(&P 6 est un générateur Q-minimal de [Cla.

(ii) G est code fini complet a droite dans C*.

(i1ii) 6 « C* et G\GC* = C'0oC, oUu C' est code préfixe fini
maximal sur un alphabet Y.

3. Unicité du générateur de plus petite cardinalité

Enfin, examinons Lla question de L'unicité de L'élément de
plus petite cardinalité de [CJa. Nous savons (proposition Vv-11)
que, si C est une Q-base, alors C est un élément de plus petite
cardinalité de [Cla, mais que [Cle peut contenir d'autres
générateurs de plus petite cardinalité). Ici supposant en outre
que C est un code, nous obtenons :

Proposition 11. Si C est a8 la fois une Q-base et un code, alors

les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 2 ¢ card((C) < =w.
(ii) C est L’unique élément de plus petite cardinalité de [Cla.

PREUVE.
non 1) => non ii)
Si card(C) = 1 alors € = {u} et on a alors :

¥na 1, {u™}) est un générateur de plus petite cardinalité
de C=. Donc il y a une infinité de générateurs de plus
petite cardinalité dans [Cln.

i) => 1)
Montrons tout d'abord le fait suivant :

Fait. Soit C une Q-base fini. Si [Cla contient un

générateur 6 de plus petite cardinalité tel que 6 # C,
alors il existe c,c" € C tels que ((C\c)+cc') € [Cla.

PREUVE DU FALT.

Soit G un générateur de plus petite cardinalité différent
de C. ‘

Soit alors g = cg' avec ¢c € C et g' € C*.

On va déja voir que G' = (G\g)+c appartient a8 [Cln :
D'une part : 6' « C

donc : 6'® < C®

D'autre part :

(6\g)C® < G'(C"

g'c® « C°

d'ou gC® e« cC*®
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dont¢ GC* « G'(C®
i.e. Gn = G'Gn.
donc G'F* = G*f.

Comme Card(G') & Card(G), G' est aussi un générateur de
plus petite cardinalité de [Clan.
En répétant La construction précédente, on peut supposer

que @
6 = (C\c)+cg' avec ¢ € C et g' € C*.
Posons alors g' = c'g" avec c¢' € C et g" € C*,

IL est facile de vérifier que (C\c)+cc' appartient a [Cln.s

Supposons que G est un générateur de plus petite
cardinalité de [Cln tel que G # C.

D'aprés Le fait il existe G' dans [Cla tel que :

G' ¢ C=2, G' # €= (car Card(C) & 20,

ce qui est en contradiction avec le fait que C2 est un code
(donc Q-minimal dans [Cler).s

Remarques ¢

- Comme nous L'avons déja vu L'hypothése "C est wune Q-base"
n'est pas suffisante pour L'implication (i) => (ii), comme Lle
montre L'exemplte suivant.

Exempte 3 (reprise). C = aataaa+b
« C est une Q-base
- C n'est pas un code
- Card(c) = 3
- mMais C n'est pas L'unique élément de plus petite
cardinalité de [Cla, en effet 2 C' = aataaab+b en est un
autre (plus précisément C et C' sont les deux seuls
éléments de plus petite cardinalité de [Cln).n

- D'un autre cdté, une Q-base peut vérifier Les deux propriétés
(i) et (ii) sans étre un code.

Exemple 9 (reprise). C = at+ab+ba
- card(C) = 3 et C est une Q-base.
- C est L'unique élément de plus petite cardinalité, ceci
d'aprés le fait vu dans La preuve de la proposition 11 et
le fait que C® = a(a+ab+bal)+ab(ab+ba)+ba(atab+ba) est Q-
minimal.m

- Et un code C peut vérifier Les deux propriétés (i) et (if)
sans étre une Q-base.

Exemple 10. € = (etb)(a+ab=)
- C est un code
- card(C) = 4
- on prouve (de La méme fagon que pour la preuve de la
proposition 7, bien que C ne soit pas une Q-base) que C est
L'unique élément de plus petite cardinalité de [Cla.
. Mais C n'est pas une Q-base, en effet :
Cc =[(e+b)(atab+ab=)]*
et Prem(C=) = (etb)(at+ab+ab®)
comme C « Prem(C=) et C # Prem(C=), C n'est pas une Q-
base.nm
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C. LA FAMILLE [R]a CONTIENT UN CODE PREFIXE FINI

Dans cette derniére partie nous supposerons que C est un
code préfixe fini, mais qu'il n'est pas nécessairement L'Q-base
de [Cla, et nous allons montrer que [Clea posséde alors une Q-
base qui est un code préfixe fini -ce qui est plus fort que
ifl=-code fini-.

Proposition 12. Si C est un code préfixe fini, alors La famille

[Cla posséde une Q-base qui est le code préfixe C=\C=X".

PREUVE.
Montrons d'abord

Fajit 1. (C*)~2(C= = C=

PREUVE DU FAIT 1.

Soit uv un mot de C= ou u € C*.

On a ¢ uvC* e FG(C*) (d'aprés lLa proposition III-4),
d'ou : ¥ z € C*¥, 3 y € X*¥ / uvzy € C*.

Or sachant que : C préfixe équivaut a (C*)—2C* = C*,
on en déduit que : vzy € C*, i.e. v € C-.

Donec £ (LTI T2EE e C=,

d'ou L'égalité.m

Montrons maintenant

Falt 2. (C=)"2C"'a " C™

PREUVE DU FAIT 2.

Supposons que (C=)—*C=\(C= # 0.

Soit alors z € (C=)—2(C=\(C=.

Notons E= = {m € C= / mz € C=}.

Par définition de z, E= n'est pas vide.

On considére alors u € E= tel que : ¥ m € E=, |u| P2 |m|.
Comme u® € C®, il existe ui,u= € X* et i < j avec :

U = uau=z et u*us € C* et udus € C*.

Comme u= = (utua)~tyr+?,

d'aprés le fait 1, on a : u= € C-.

De méme, u=z = (u*uax)—*(u*uz) entraine que : u=zz € C-<.
Donc : u= € E=

et comme u= est suffixe de u, on a : U = u= et us = e
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Il s'ensuit que : u* € C~*. v :
D'autre part : U € C< et uz € C= entrainent que u*z € C=
(en effet on peut toujours supposer i a 1),

d'ol L'on conclut que : 2z € C=,

ce qui contredit L'hypothése.n

Nous prouvons pour terminer que, si L'on note :
C' = ¢C=\C=X*, on a :

Fait 3. C'* = C=.

PREUVE DU FAIT 3.

Déja : C'* < C=.

Inversement, soit u € C= n CsX™*.

On peut écrire : u = cu' avec ¢ € C' et u' € X*.
D'apres Le fait 2, u' € C=.

Par induction sur la longueur des mots de C=, on montre
alors que : C= « C'*.m ’

Comme C' « Prem(C=), on en déduit que C' = Prem(C=),
Par ailleurs, C' étant préfixe est Q-minimal dans [Cle et
C' est donc Ll'Q-base de [Cln.m

Exemple 11. € aatab+b
On a : €< = (a+b)¥*
C=\C=X* = a+b, qui est bien L'Q-base de [Cla.sm

Une conséquence immédiate de La proposition 12 est que, si
[RIa contient un code préfixe fini, alors [Rla contient une Q-
base. Mais remarquons que Les hypothéses plus faibles "[Rla
contient un <code préfixe"” ou bien "[Rla contient un ifl-code
fini" ne sont pas suffisantes comme (e montrent les exemples
suivants.

Exemple 12. C = a*b
« C est un code préfixe infini
te plus grand générateur de [CIn est X*¥bX* = P
Or Prem(P) = a*ba* n'est pas un lLangage Q-minimal car
e Prem(P) et C # Prem(P)
bonc [Cle ne contient pas d'fl-base.m

" O 0

Exemple 10 (reprise). C = (etb)(atab=®)
« C est un code fini a délai borné 2, et donc un ifl=-code
. Mais nous avons vu que [C]le ne contient pas d'Q-base.ms

Faisons une derniére remarque sur lLes codes préfixes. Les
propositions 5 et 12 permettent de déduire que : C code préfixe
infini implique [Cla ne contient pas de code préfixe fini. Mais
plus généralement, nous avons @

Proposition 13. Si C est un code préfixe infini, ators C® n'est

pas une adhérence (et & fortiori [Cle ne contient pas de
Langage fini).
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PREUVE.

' Supposons que C® est une adhérence, on a donc :
Adh(C) < C=.
Comme C est un Langage infini, Adh(C) # 0.
Soit alors w € Adh(C), on peut écrire :
W = C2.ceCn... avec ¥ n a 1, tn € C.
Or cac= doit étre facteur gauche d'un mot de C,
ce qui est impossible car ca2 < cacz et c=2 # .8

Remarque : cette propriété reste vraie lorsque C est un code
infini & délai borné, mais elle est fausse Lorsque C est
seulement un ifl-code infini.

Exemple 13. C = ba+catb(ac)™
- C est un ifl=-code, car lLe seul Q-mot pouvant avoir deux
décompositions sur C ne peut étre que b(ac)®. Et comme
b(ac)® a pour unique décomposition sur C : ba(cal)®, C est
un ifl=code.
- C est une Q-base, car :
FG(C) = C+cte
donc FG(C*) = C*+C*c
Or ¢ = ¢ ¢ C= (car c¢® ¢ C®)
- c¢*(ba)(ca)*c « C*b(ac)* « C
- c¢*b(ac)*(ca)*c n C= = @
= (ca)*c n C= = ¢
pDonc €= e €+, d'ol C est L'Q~base de [Clen.
- C® est une adhérence, en effet
Adh(C) = b(ac)® = ba(cal)® « C”.m

Remarquons pour terminer cette partie que, étant donné un
tangage rationnel R, on peut décider si [RIn posséde ou non un
code préfixe fini. Mais les questions plus générales suivantes

ne sont pas résolues : décider si [RlIn posséde un code préfixe
ou un ifl-code ou enfin un ifl-code fini.
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D. RECAPITULATIF

Nous résumons 1ici les résultats concernant les générateurs
Q-minimaux. Les différentes hypothéses envisagées 1), 2), 3)
et 4) sont de plus en plus fortes et permettent de donner des
résultats de plus en plus précis.

1) C est une fl-base et un code :

- ¥ 6 € [Cla, G contient (au moins) un générateur O-minimal
qui est G\GC~™.

. Les générateurs Q-minimaux de [C)a sont exactement Lles
codes appartenant a8 [Cla.

2) C est une Q-base et un code et C® est une adhérence :
G est un générateur Q-minimal de C® si et seulement si
G est un code <complet a8 droite dans C* et G est une
adhérence.

3) C est une Q~base et un code fini :

G est un générateur Q-minimal fini de C® si et seulement si
G est un code fini complet a droite dans C*.

4) C est une fi-base et un ifl-code fini :

G est un générateur Q-minimal de C® si et seulement si
G est un ifl=code fini complet & droite dans C*.
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CHAPITRE VII

LA FAMILLE [Rla QUAND R EST UN IDEAL
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, les parties B a D sont consacrées a3 la
famille [Ile quand I est un idéal (i.e. X*IX* = ]I) ou - ce qui
revient au méme pour [Ile =~ un idéal gauche (f.e. X*I = I).
Dans la partie E, nous étudions le cas plus général ou I est un
idéal droit (i.e. IX* = X*),

Nous commengons dans La partie A par rappeler Les
définitions et par montrer que R® est déterministe quand R est
un idéal gauche ou droit.

Nous montrons ensuite dans La partie B que supposer que I
est un idéal ou supposer que I est seulement un idéal gauche ne
change pas Lla famille [Ilea. Nous verrons dans la partie E que
le cas des idéaux droits est trés différent. Remarquant que
I= = X*, nous déduisons que tous les Q-minimaux de [Ile sont
des codes préfixes et que tout générateur de [Ila contient un
générateur Q-minimal (réponse oui & @2 1ici). Nous montrons
aussi que, pour R lLangage rationnel, si R= est un idéal, alors
R® = X*. Le dernier résultat affirme que I® n'est une adhérence
que si If = X®, c'est-a-dire que, sauf dans ce cas '"dégénéré",
I® est déterministe mais n'est pas une adhérence.

Dans La partie C nous donnons deux caractérisations de
"[Rln contient wun idéal”" dont L'une permet de décider si [Rla
contient un idéal.

Dans La partie D nous etudions la sous—-famille des idéaux
de [Ila. Si G. appartient a [1)e, X*G n'appartient pas
nécessairement &4 [Ile; nous voyons que c'est vrai si et
_seulement si I est un idéal et que dans tous les cas il existe
un entier n (calculable) tel que ¢ pour tout G € [Ile,
X*G6™ € [Ila. En outre, [Ile posséde un plus grand idéal qui
contient tous les idéaux de [Ilan.

Nous supposerons maintenant que I est seulement un idéal
droit. Nous verrons dans un premier temps par des exemples que
le cas des idéaux droits (non jdéaux) est trés différent du cas
des idéaux (ce qui n'est pas surprenant!). Notamment la partie
préfixe d'un idéal droit D n'a pas la méme puissance- que D et
de plus D€ n'est pas un idéal droit. Pour La ‘'quéte" des
générateurs Q-minimaux, Lles interrogations du cas général se
retrouvent ici et nous n'obtenons aucun résultat
supplémentaire. En revanche, nous donnons une caractérisation
de "D® est une adhérence”". Nous obtiendrons aussi le résultat
suivant dont La réciproque est fausse : si la partie préfixe de
D est finie, alors D= est le plus grand élément de [DIn. Enfin
nous verrons que L'on peut décider si [Rle contient ou non un
idéal droit. Remarquons que dans le cas particutier ou D est un
idéal, Les résultats de cette partie sont alors souvent des
trivialites.
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A. PRELIMINAIRES

Définitions :

1 est un jdéal de X* si et seulement si X*IX* =]
I est un idéal gauche (resp. droit) de X* si et seulement si
X*I = 1 (resp. IX* = I)

Remarque : un idéal est a fortiori un idéal gauche et un idéal
droit.

Nous rappelons [17] le résultat :

Lemme 1. I étant un idéal gauche, notons P lLa partie préfixe de

-2

I, ona : I® = P*,
PREUVE.
P = I\NIX*

Comme P est préfixe, on a : P* = PR
D'autre part :
P el => P« I®
If ¢ PI® => I ¢ P®
-_—
D'oU : I = P® = P*_.m

D'autre part, pour les idéaux droits, nous allons montrer :

Lemme 2. D étant un idéal droit, notons P la partie préfixe de

—

D, on a : DT = PX*P.

PREUVE.
P = D\DX*
P étant préfixe,
—— ———— O
- d'une part : PX*P = P (X*P)

- d'autre part, en utilisant le fait suivant :

s

Fait z Si A est préfixe, altors (X*A) = (X*A)=

—
X*p = (X*pP)®
—— o
D'oUu : PX*P = P(X*P)® = (PX*)®
Et comme D est un idéal dro1t, on a : PX* =D
d'ou le résultat.m
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PREUVE DU FAIT.
—_—

Il est évident que : (X*A)? <« X*A

X* A X* A X* A

e
|

—

Inversement, soit w € X*A

il existe une suite (x12a1) strictement décroissante de
facteurs gauches de w, avec : ¥ i a2 1, x2 € X*, as € A.
Comme A est préfixe, pour tout n > 0, il existe un nombre
fini (inférieur strictement 38 n) d'indices 1 tels que :
éx; < n.

t donc : w € (X*A)®.m

Remarque : Si A n'est pas préfixe, lLe fait précédent n'est en
général pas vérifié. Il suffit de prendre A = ba* et on a :
—_—

ba® € X*A et ba® & (X*A)=.
Des deux lLemmes précédents, on déduit immédiatement :

Proposition 1. R étant un idéal gauche ou un idéal droit, on a:

R® € DRat(X®).

Dans toute Lla suite de cette partie, I désigne un idéal,
D un idéal droit et R un rationnel quelconque.

B. Q-MINIMAUX DE [Ile AVEC I IDEAL

Lemme 3. Soit R € Rat(X*). [Rla contient un idéal si et

seulement si [R]le contient un idéal gauche.

PREUVE.
Si [R]Je contient un idéal I, alors [Rlen contient L'idéal
gauche 1I.

Réciproquement, si [Rla contient L'idéal gauche G, alors
L'idéal GX* appartient a3 [Rln.m
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Lemme 4. Soit I un idéal, I= est L'idéal X*.

PREUVE.
Soit u € X*.
Pour tout m € I, on a ¢ um € 1
d'olt : umlI® < I®
donc : ull® <« If
t'est—-a-dire : ul® « I®.8m

On en déduit immédiatement, d'aprés la proposition IV-3 :

Proposition 2. Soit I un idéal, pour tout 6 € [Ila, G\GX*™ est

un générateur OQ-minimal de [Ile. En conséquence, tous Les
générateurs Q-minimaux de [Ila sont des préfixes et tout
générateur de [Ile contient un générateur Q-minimal.

Remarquons que ce générateur minimal, inclus dans G, n'est
pas nécessairement unique.

Exemple 1. I = X*(aa+bb)X*
I+a € [1]la, et I+a n'est pas un ideéal
INIX* = (e+b)(ab)*aa+(e+a)(ba)*bb
INIX* est un générateur minimal inclus dans I donc aussi
dans I+a.
Mais on a aussi :
(I+a)\(I+a)X* = a+b(ab)*aa+(bal)*bb,
qui est un autre générateur minimal inclus dans I+a.s

Pour ce qui est des générateurs fg-minimums de [IlJe, on a
vu dans Lle chapitre 4 que pour Ll'exemple précédent [I]a n'en
posséde pas (cf. exemple 8 du chapitre 4).

Etant donné un langage rationnel R quelconque, nous savons
que R est un semi-groupe. Peut-il étre un idéal ?

Proposition 3. Soit R un langage rationnel, RS est un idéal si

et seulement si R = X*.

PREUVE.
Si R = X*, alors R= est un idéal.

"Réciproquement, R= étant un idéal, on a :
¥ ue X*, ¥me R t m € R

d'ou : um € RF

et donc : umR® < R%,

ceci pour tout m € R, d'ou le résultat.ms
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Proposition 4. Soit I un idéal de X*. Les propriétés suivantes

sont équivalentes

(i) I € [1Ile

(ii) I® est une adhérence

(iii) 1= = Xx*=

(iv) [I]e contient un lLlangage fini
(v) [Ile a une Q-base

(vi) X*\I est fini.

PREUVE.

(i) => (i)
car : I® est alors finiment engendré.

(ii) => (iii) &
car : I = X* appartient alors & [Ila.

(iii) => (iv)
Immédiat.

Civ) => (v)

car : I® est alors une adhérence,

et donc, d'aprés (ii) => (iii) : I® = X<,
d'ot : X est L'Q-base de [Ilea

(v) => (1)

car, (d'aprés La proposition 2) :

L'Q-base B de [Ila est préfixe

Partant de I « B*, on déduit alors :

X T2l e ABT)2BT

Comme B est préfixe, on a : (B*)—2B* = B*
donc § X¥ e B,

et a fortiori : X® « B®, d'ou le résultat.

(vi) => (i)

X*\1 étant fini, il existe n tel que X~ e« 1

d'ou (X™)® < I et finalement X® = I®,

(i) => (vi)
Supposons que X*\I soit infini.

I étant un idéal, X*\1 est fermé par facteur gauche

—_—

et donc : X*\I = Adh(X*\I).
——
D'ou 2 X*\I # 0,
——
soft alors U € X*\1, u € IX®
et donc & fortiori : u ¢ I®,
d'ou X® # I®.m .

Remarque : Sans L'hypothése "I idéal", ces
tiennent plus.

équivalences ne
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C. CARACTERISATIONS DE "LR])e CONTIENT UN IDEAL™

Lemme 5. Soit R un Llangage rationnel. Si R= = X*, alors
R® € DRat(X®).

PREUVE.
D'aprés lLa proposition IV-3, comme RS = X* on sait que :
P = R\RX* € [Rla.
P étant alors préfixe, on a :
e o
= P*-

Pn
D'ol ¢ R® € DRat(X®).m

Lemme 6. Soit R € Rat(X*). Si R= = X*, alors il existe un
entier n 2 1 tel que : ¥ 6 € [Rla, X*6™ € [Rla. '

PREUVE.
D'aprés Le lLemme 5, R® € DRat(X®).
Soit A = (X,Q,q0,*%,T) un automate déterministe
reconnaissant R®?, notons n = card(Q)+1.
On montre que : ¥ G € [Rla, X*6™ € [Rla.

Déja : G™ < X*G"
d'ol : G e (X*GM)F

Inversement :

Soit w = uiviuzvz... un mot de (X*G™*<,
oU Us € X* et vi € G™.

On utilise Le fait suivant :

Fait. V i a 1 ¢ lecture (qo*uavi...vVi-1us,va) n T £ @

ce qui prouve que : Inf [lecture (qo,w)] # 0
donc que : W € G .m

PREUVE DU FAIT.

Notons :
UiVi.e.oVa—aluas = U
Vi = lM1...Pmn OU ¥ J ¢ N, rs EG
Uste1Vaea..o = W
qo*U = q

On a : card{g*rs2...rs, 1 ¢ j ¢ n} ¢ n-1,

donc il existe k et j avec 1 ¢ k € j ¢ n tels que :
g Mi1eealc = G*Pr2...01s

Or comme : Uri...re(rkez...rs)® € X*G6° <« G-

on a3 : Inf [lecture(qo,Urs..er(r+1...T3 )2 A T ¢ @

ce qui entraine, car L'automate est déterministe :
lecture(go*Ura...re,rksa...r3) N T # @

d'ou a fortiori : lecture(qo*U,ve) N T # 0.8
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D. SOUS-FAMILLE DES IDEAUX DE [Ila

Dtaprés Le Lemme 6 et La proposition 5, on déduit :

Proposition 7. Soit I un idéal de Rat(X*). Il existe un entier

n calculable, tel que, pour tout 6 € [Ila, L'idéal X*G6—X*
appartienne a [I)a.

En général, X*G n'appartient pas @8 [Ila et méme G peut
n'étre inclus dans aucun idal de [Ilax.

Exemple 1 (reprise). I = X*(aa+bb)X* et 6 = I+a
(ba)® ¢ I®
donc : ¥ R € [1ln, ba & R
et & fortiori ¢ ¥ I' € [1ln, avec I' idéal : G ¢ I'.m

Nous donnons maintenant une caractérisation de "tout
générateur de [I]ln est inclus dans un idéal de [Ila".

Proposition 8. Soit R € Rat(X*). Les propositions suivantes

sont équivalentes :
(i) Pour tout 6 € [Rln, L'idéal X*GX* € [Rla
(ii) R® est un idéal.

PREUVE .
(ii) => (1)
Si R® est un idéal, alors R® est un semi-groupe et est donc
Lle plus grand élément de [Rlsn. ‘
Or : ¥ G € [Rla, G « R,
On a alors : G € X*GX* e X*R®X* = R%,
i.e. X*G6X* € [Rln.

(i) => (ii)

X*G6X* € [Rln

donc [Rle contient un idéal, d'ou R® € DRat(X®),
Supposons R® non idéal, i.e. @

3 ue R?, 3 x,y € X¥ avec xuy €& R“

Sachant que R® est déterministe, on a :

3 6 € [Rln avec u € G (d'aprés lLe Llemme III.4)
d'oU xuy €& X*GX*

Or X*GX* € [Rla et est donc inclus dans R¥,

d'ol xuy € R® : contradiction.m=s

Nous voyons donc que n vaut 1 dans la proposition 7 si et
seulement si I® est un idéal; en revanche, L'exemple suivant
montre qu'il n'éxiste pas de valeur de n assurant que I< soit
un semi-groupe.
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Exemple 3. ¥ n > 1, notons In = X*anX*
IL est facile de voir que ¢ ¥ n > 1
« In® = ata®+,..ta" " 2+]In
« In® est un semi-groupe (mais n'est pas un idéal) et est
donc le plus grand élément de [Imnla ‘
. Mais : X*(In)™"2 ¢ [Inla, car (bam—2)"® ¢ In®.s

Remarques :
- J< peut étre un idéal.

Exemple 4. I = X*(ab+taa)X*
I® est alors L'idéal X*aX*.ms

- 19 peut étre un semi-groupe non ideéal.-

Exemple 5. I = X*ab=x*
« Un mot u € I si et seulement si :

ou : u € I
ou ¢ u € Ia, avec Ix = b(X*\I)ab
ou : u € I=, avec I= = b2(X*\I)a

. I® n'est pas un ideéal, car :

a € X* et bab € I¢, mais (babal)® ¢ I
et donc baba ¢ I“.

. I® est un semi-groupe, car :

(11)2 = I

1112 [ I

(I=2)2 c 1

Ile [ I+II.

- 19 peut ne pas étre un semi-groupe (et & fortiori pas un
idéal).

Exemple 6. I = X*a(bZ+a)X*
. Un mot u appartient & I® si et seulement si :

ou : u el

ou : u € b(Xx*\I)ab
ou : u € b=(X*\Ia
ou : u € a(x*\I)a
ou : u = a

. I® n'est pas un semi-groupe, car :
a €1, bab € I, mais (abab)® ¢ I%.m

Ce dernier exemple montre en outre (d'aprés La proposition
111.7) que [Ile n'admet pas toujours de plus grand élément; en
revanche, la sous-famille des idéaux contient toujours un plus
grand idéal.

Proposition 9. Soit I un idéal de Rat(X*). [I]Ja posséde un plus

grand idéal qui est rationnel et constructible.

PREUVE.
Notons I' = {u € I / X*uX* < I9)} ‘
Déja 1' est Le plus grand idéal inclus dans I<, en effet:
supposons 1' non idéal, on a alors :
3 1€ 1', 3 x,y € X* / xiy ¢ 1'
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or comme 1 € I' : xsy € I®
ce qui contredit Le fait que : i € I'.

D'autre part, soit K un idéal de [I)a,
on sait que : K « 1¢
et comme X*KX* = K, on a : Ke I'.

On montre maintenant que I' € [Ila.

Comme I « 1I', on a : I ¢ I'%,

Inversement :

on reprend Ll'automate déterministe de La preuve du lLemme 6
reconnaissant I,

Soit w € 1'?, on peut écrire :

W = UiUuz...Us... avec ¥ j a 1, us € 1I'"m

et on montre que : -

¥ j 21 ¢ Llecture (gqo*uz...Us—3,us) n T £ 0

(méme genre de preuve que pour le fait utilisé dans Le
Lemme 6)

Donc w € 1%,

I' est rationnel et constructible car il est saturé par La
congruence de Nérode associée a I9.m

Exemple 5 (reprise). I = X*ab2x*
Déterminons le plus grand idéal I'.
On voit que : X*I=2X* < I“
D'autre part, notons J = e+ta(a+ba)*(e+b)
sachant que : X*\I = b*J
on arrive a : X*bb*JabX* « I
mais ¢ ¥ u € bJdab, (ual)® ¢ I=.
On a donc ¢ 1I' = X*(ab=+]l=+bb*Jab)Xx*.
I¢ est un semi-groupe et est donc le plus grand élément de
[Ila. Mais ce n'est pas un idéal.
Donc Le plus grand idéal I' de [IJa n'est pas I< et n'est
donc pas un générateur maximal de [Ila.m

Le plus grand idéal de [Ile n'est donc pas nécessairement
un générateur maximal de [IJe, plus précisément nous avons :

Proposition 10. Soit I un idéal, notons I' le plus grand idéal

de [Ilea. I' est un générateur maximal si et seulement si I' est
le plus grand élément de [Ile.

PREUVE.
Supposons que I' ne soit pas Le plus grand élément de [Ila,
I' est alors strictement inclus dans 19,
d'ou ¢ 3 u € I9\I"'
(I'+u) appartient alors a [Iln, en effet :
comme u*I' = I', on a : (I'+uy)® = I'®? 4+ J'y=
or u® € 1'", d'ou : (I'+u) € [1la
et donc I' n'est pas maximal dans [Ila.

Réciproquement, si I' est Lle plus grand élément de [Ile, il
est maximal dans [Ila.m
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D'autre part,

Proposition 11. Soit I un idéal, [Ila ne contient jamais de

plus petit idéal.

PREUVE.

Supposons que J soit le plus petit idéal de [Ila.

Soit I' Lle plus grand idéal de [1Iln,

et soit u un mot de plus petite Longueur de I°'.

Comme u® € J® et que J est un idéal, on déduit :

3 i >0 tel que u* € J.

Or u* ¢ 1'**2, d'ou Lla contradiction car I'*** € [Ila.nm

E. CAS DES IDEAUX DROITS

Contrairement aux idéaux gauches, I[Dle contient un idéal
droit n'implique pas que [Dln contienne un idéal.

Exemple 7. D = aX*
D= = D, qui est différent de X* .
donc d'aprés Le lemme 2, [D])a ne contient pas d’'idéaux.ms

Contrairement aux idéaux gauches (ou I= était L'idéal X*),
D= n'est pas toujours un jdéal droit.

Exemple 8. D = aaaX™®
D= = D = a+aa+aaaX*, qui n'est pas un idéal droit.ms

Exemple 9. D = a*bX* avec X = a+b+¢
D= = a*+D et D® = D, donc ici D n'est pas un idéal droit,
mais D9 en est un.s

D'autre part D\DD n'est pas toujours un langage minimal de
[Dla.

Exemple 10. D = (a*d+(ba)*c)X*, avec X = a+b+c+d
Nous avons D= = D, d'ou D\DD= = Prem(D).
dba € Prem(D) car ba € D et a ¢ D.
De plus dbaD  (d+db)D, en effet :
(dba) (a*dx*) = (db)(a*dX*) e« dbD
et (dba)((ba)*c¢cx*) = d(ba)*cX* < dD
comme d € Prem(D) et db € Prem(D), il s'en suit que Prem(D)
n'est pas Q-minimal dans [Dla.w

Pour ce qui est de La partie préfixe d'un idéal droit, nous
avons @

Proposition 12. Soit D un idéal droit. La partie préfixe de D

(i.e. D\D X*) appartient & [Dla si et seulement si [Dle
contient un fidéal.
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PREUVE.
Notons P = D\DX*.
Si P € [Dla, alors on a :
¥meP, ¥ueX*: mnue€bd
d'ot : mudD® < P®
or comme P est préfixe, on a alors : muD® e mP®
d'olu : udD® < P®
c'est-a-dire : ubd® <« D®
donc : D= = X*
et d'aprés lLa proposition 5, [Dlea posséde un idéal.

La réciproque découle directement de La proposition 2.m=

Aux vues de L'exemple 10 et de lLa proposition 12, il semble
donc que L'hypothése "D est un idéal droit (non idéal)"
n'apporte rien pour la recherche des Q-minimaux dans [Dla.

Remarque : Notons cependant que Lle résultat de La proposition
12 est faux en ne supposant pas que D est un idéal droit.

Exemple 11. R = a+ba
R\RX* = R € [Rla
mais [R])e ne contient pas d'idéaux, sinon comme R® est une
adhérence (car R est fini), d'aprés la proposition 3, on
aurait : R® = X®, ce qui n'est pas.s :

Nous avons vu (exemple 7) que R< et R peuvent étre des
idéaux droits différents de X*. Cependant, avec L'hypothése
"R® € DRat(X®)", si R® est un idéal droit, il appartient alors
4 [Rla (d'aprés La proposition I11.7). En ce qui concerne R<,
nous avons ¢

Proposition 13. Soit R € Rat(X*). Si R® € DRat(X®) et R est un

idéal droit, alors [Rla contient un idéal droit (mais qui n'est
pas nécessairement R=).

PREUVE.
D'aprés le lemme III-6, G = R™R< appartient 3 [R]la et comme
R est ici un idéal droit, G est aussi un idéal droit, ce
qui donne Lle résultat.

IlL reste & voir que R n'appartient pas nécessairement a
[RIn. Pour cela prenons R = aX*b, on a alors R= = aX* qui
n'appartient pas 38 [Rla.m

Nous regardons maintenant Le cas ou D% est une adhérence
qui ici n'est pas réduit au cas trivial D® = R%,

Exemple 12. D = (at+bb)X* ‘
Comme Adh(D) < D, il s'ensuit que D est une adhérence.
Mais D # X, en effet par exemple (ba)® ¢ D.s
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Proposition 14. Soit D un idéal droit. D™ est une adhérence si

et seulement si Prem(D) (i.e. D\DD*) est de cardinal fini.

PREUVE.
Si D™ est une adhérence, D = Adh(D*) et Adh(D) < Df.
Or Prem(D) « D
d'ou Adh(Prem(D)) « D*=.
Supposons que Prem(D) soit infini, i.e. :
Adh(Prem(D)) # 0.
Soit w € Adh(Prem(D))
alors w € D®
comme Prem(D) € [DPln : w € [Prem(D)I"
On peut écrire : w = uvw', avet u,v € Prem(D) et w' € D=.
Comme : w € Adh(Prem(D)), .
3 me X*¥ tel que uvm € Prem(D)
or v € Prem(D), donc vm € D.
On obtient alors : uvm ¢ Prem(D), ce qui n'est pas.

La réciproque est immédiate car Prem(D) € [Dle et donc s'il
est fini, D® est une adhérence.m

Remarques :

- Nous avons déja vu dans L(a partie V-A que ce résultat est
faux en ne supposant pas que D est un idéal droit.

- Dans Le cas particulier o0 D est un dJdéal on retrouve
L'équivalence (ii) <=> (iv) de La proposition 3.

Si D est un idéal droit mais pas un idéal, nous avons vu

que la partie initiale de D (i.e. D\DX*) n'appartient pas a
[Dla, cependant ce langage a une propriété intéressante :

Proposition 15. Soit D un jdéal droit. Si la partie préfixe de

D (i.e. D\DX*) est de cardinal fini, alors D= est le plus grand
élément de [Dla.

PREUVE.
Notons P = D\DX* et L =max { [m|] / m € P }.
Sachant que : D « D*FG(D), on peut écrire :
D= = D + E ou E = (FG(P)\P) n D=
Pour montrer que D= € [Dlan, il suffit alors de prouver que:
(D*E*)® <« D=,

Soit w € (D*E*)®, on peut écrire :

W = riaezrzez..., ou ¥ i 2 1, ra € D* et es € E*
3 i/ L K Ir‘aes...t‘aea

or comme : razes...ras2eas € D=, on déduit :
riei...rsez € D

Donc w € D(D*E™*)*%,

c'est—-a-dire : (D*E*)® < D(D*E*)*®

ce qui entraine : (D*E*)® <« D.»
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Remarques ¢
= D\DX* fini #> D\DD* fini.

Exemple 7 (reprise). D = ax*
On a vu que Prem(D) = ab*, qui est infini.
Or D\DD* = a, qui est fini.
Par ailleurs, D= = D et est donc bien lLe plus grand élément
de [DIn.m

- La réciproque de La proposition 14 est fausse.

Exemple 13. D = (da*b)X*, avec X = atb+c
Dfune part D\DX* est infini car il contient (ca*b).
D'autre part, comme D= < D+FG(ca*b),
et que ca* n D= = @,
on a D= = D.m

- La proposition 15 est fausse en ne supposant pas que D est un
idéal droit.

Exemple 14. R = (ab)*a
R\RX* = a est un langage fini,
mais ab € R= et (ab)® ¢ R%.nm

En ce qui concerne Lles fl-bases nous allons voir que tous
les cas sont possibles. ‘

- [Dle ne posséde pas de plus grand élément et donc & fortiori
pas d'Q-base.

Exemple 15. D = (ab)*(aatac+b+c)X* avec X = a+b+c
Comme D9 est toujours inclus dans D*FG(D), et que
D*FG(D) = D + (ab)*(e+a) :
on en déduit que D = D + (ab)*a, car (ab)® €& D=.
D n'est pas un semi-groupe, car :
aba € D9, b € D9, mais abab €& D“.
Donc [Dla ne posséde pas de plus grand élément, d'aprés Lla
proposition IIl1.3.m

- [Dle peut posséder un plus grand élément mais pas d' Q-base.
Exemple 10 (reprise). D = (a*d+(ba)*c)X*, avec X = at+b+c+d
D= = D est Le plus grand élément de [DIer, mais Prem(d)
n'est pas Q-minimal donc pas {i-base de (Dla.s
- [DJa peut posséder une Q-base.
Exemple 7 (reprise). D = aXx*

On a vu que Prem(D=) ab* qui est Q-minimal et donc fNi-base
de [Dlea.
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Pour terminer, regardons lLa sous-famille des idéaux droits
de [Dla.

Proposition 16. Soit R € Rat(X*). Les propositions suivantes

sont équivalentes : :
(i) ¥ 6 € [L1a, L'idéal droit G X* € [R]la.
(ii) R® est un idéal droit.

La preuve est analogue a celle vue pour La proposition 8.

Remarques : .
- D peut étre un idéal droit (cf. exemple 7).

- D® peut étre un semi-groupe, non idéal droit.

Exemple 16. D = aax™
D® = a + D, qui est un semi-groupe mais pas un idéal
droit.m

- D¢ peut ne pas étre un semi-groupe (cf. exemple 15).
Par ailleurs dans lLa sous—-famille des idéaux droits de [Dla

nous avons 2

Proposition 17. Soit D un idéal droit de Rat(X*), [Dlan posséde

un plus grand élément idéal droit, qui est un langage rationnel
et constructible.

La preuve est analogue & celle vue pour la proposition 9.

Soit R € Rat(X*), en construisant le plus grand idéal droit
inclus dans R9, puis en testant s'il appartient ou non a [Rlm,
il découle de La proposition 17 que :

Corollaire 2. Soit R € Rat(X*), on peut décider si [Rla posséde

ou non des idéaux droits et en construire un (quand il en
existe).

Remarque : Si D est un idéal droit, en notant D = PX* avec P
partie préfixe de D, on peut écrire D = E + PX* avec
E « FG(P). Mais La réciproque est fausse, plus précisément :
R € Rat(X*) et R de La forme E + PX* avec P préfixe et
E « FG(P) n'impliquent pas que [Rla posséde un idéal droit . Et
ce méme si R® appartient a DRat(Xx®).
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Exemple 17. R = ab+bX*
On a R® € DRat(X®™) car lL'automate suivant reconnait R®.

b
a b
a
>0 —0OC XTJ_ -
b
b

R = (ab)* + (ab)*bX* = R*

Le plus grand idéal droit inclus dans R® est (ab)*bXx*.
Il n'appartient pas 8 [Rln, car (ab)® €& ((ab)*bX*)® et
donc, d'aprés Le corollaire précédent, [Rln ne contient pas

d'idéaux droits.m
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CHAPITRE VIII

LA FAMILLE [RJa QUAND R EST UN LANGAGE LOCAL
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous regardons Le cas ouU R est un langage
Llocal au sens d'Eilenberg [61].

Définition : Un Llangage local est un Langage L de La forme :
(AX* n X*B)\X*CX* ou : A,B e X et C « X=,

Notons que tout langage local est rationnel.

Dans La partie A nous verrons que, si L est un langage
tocal, alors [L]e admet toujours un plus grand élément, mais
pas toujours d'Q-~base. D'autre part, R étant un Langage
rationnel, s'il suffit que [RJm posséde un langage local pour
gue R soit aussi un langage Llocal, <cette <condition n'est
cependant pas nécessaire.

Dans (a partie B, pour L'étude des minimaux, nous
supposerons seulement pour commencer que R est un Langage
local. Dans <ce cas, tout générateur contient un générateur Q-
minimal, et R® est une adhérence si et seulement si R contient
un générateur fini. Avec l'hypothése "L est un Langage local"”,
[L)e posséde alors un unique générateur fg-minimum.
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A. MAXIMAUX DE [Rle

Tout d'abord, notons qu'étant donné un langage rationnel R,
il n'y a pas de probléme pour décider si [R]la contient ou non
un langage local, puisque Le nombre de langages locaux de X*

est fini dés que X est fini.

Lemme 1. Soit L un langage local, alors L% € DRAT(X®).

PREUVE. .
Soit L = (AX* n X*B)\X*CX* ou : A,B = X et C « X=,
En notant L' = (AX* n X*BAX\X*(C\BA)X*,

On montre que : L® = Lim L°®

Soit w € L, on peut écrire :
W = Uz...Ur... , avec ¥ n a2 1, un € L
¥ N a1, Uun = anun' avect an € A
Un = Un"bn avec bmn € B
et donc, ¥ n 2 1 ¢ uUaz...uman € L'
ce qui prouve que : w € Llim L.

réciproquement, soit w € Lim L'.

IlL existe une suite strictement croissante (us) de facteurs

gauches de w avec, ¥ i a2 1, us € L'

d'ou : ux = aux'baiax avec a,ax € A et ba € B
donc, ¥ i a 2 : (auz'ba)~*us € L' et aua'ba € L™
c'est-a-dire : Lim L' « L*lim L’

d'ou, d'aprés La proposition II-7 : Llim L' ¢ L®.n

On peut décrire L® comme étant l'ensemble des Q-mots :
- commenc¢ant par une lettre de A
- et contenant une infinité de mots de BA

- et ne contenant pas de mots appartenant a8 C\BA (ensemble qui

peut étre éventuellement vide),

Remarques :
- L® nfest pas nécessairement une adhérence.

Exemple 1. L = (aX* n X*b)\X*baX*
aa*b < L
et donc : a® € Adh(L)
mais a® €& L%%.»m

- L® n'est pas toujours égal a Lim L™,

Exemple 1 (reprise). L = (aX* n X*b)\X*baX™
ab* « L
donc ab® € Llim L
mais ab® ¢ L®.m
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Proposition 1. Soit L un langage local, alors L= est un langage

local qui est égal & C[AX*™ n X*(F+B)J\X*(C\BA)X* ou F est la
plus grande partie de X\B telle que FA n C = 0.

PREUVE.
Notons F la plus grande partie de X\B telle que :
FANn C = 0.

Montrons que : L= = [AX* n X*(F+B)J\X*(C\BA)X*.

En effet, comme L « L*FG(L), on obtient facilement que :
Le = L™ + L*[(AX* n X*FI\X*CX*]

On constate alors que @

L* + L*LCAX™®* n X*FI\X*CX*] = [AX* n X*(F+B)JI\X*(C\BA)X*.m

Remarques :
- Mais L= n'appartient pas toujours & [Lln.

Exemple 1 (reprised. L = (aX* n X*b)\X*baX™*
Ici F = a et C\BA = 0.
Ponc L= = (axX™* n X*)
et L n'appartient pas 3 [Lle, en effet :
a € L=, donc a® € (L=)®
mais a® ¢ L®.=

- En fait quand L est un langage local, L= vérifie La propriété
suivante : L= = {u € X* / uL « L*}.

D'autre part si R est un lLangage rationnel quelconque, R<
peut étre un lLangage local sans que [RIn ne posséde un Langage
local, méme si R® appartient & DRAT(X®),

Exemple 2. R = aX*cX*\X*ccX*, avec X = a+b+c
R = aX*\X¥ccX™ '
Mais [R1a ne posséde pas de langage local, en effet, pour
traduire Le fait que qu'il y a une infinité de ¢ dans tout
mot de R®, ce lLangage local devrait étre inclus dans L, ou
L = (aX* n X*c)\X*ccX*
or : (acb)® € R® et (ach)® & L%.m

Remarque : Si R est un langage local, R= = (AX* n X*B)\X*CX*
et on a forcément BA n C = 0 (sinon R ne peut pas é€tre un
semi-groupe).

Donc "R= est un Langage local"” est une hypothése moins
forte que "R est un Llangage Llocal”™. Dans Lla suite nous
énoncerons donc Lles résultats soit avec la premiére hypothése,
soit avec (a seconde en justifiant par un contre-exemple que la
premiére n'est pas suffisante.

Proposition 2. Soit L un tangage local, alors L® est un semi-

groupe.
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PREUVE.
Oon reprend lLa notation F de la preuve précédente et on va
montrer que :
Le = L* + L*L(AX* n X*FI\X*(C\BAIX*] = L(L=)*,

Si m € L*L(AX* n X*F)\X*(C\BA)YX*], on peut écrire :

m = ubav, avec ub € L* et av € (AX* n X*F)\X*(C\BA)X*
d'ou : m® = (ub)(avub)*

Or : avub € L-L

donc : avub € L*

En conséquence : m® € L®

d'ot ¢t m € L¥

et donc : L* + L*LC(AX* n X*FI\X*(C\BA)IX*] « L“°.

Réciproquement,

si LIN(L™ + L*LCAX* n X*FI\X*(C\BAIX*]1) # 0O,
soit u € LI\(L* + L*L[C(AX* n X*FI\X*(C\BAIX*])
comme U € L=, on a8 : u € (AX* n X*FI\X*(C+BA)X*

donc : FG(u®) n BA = ¢

ce qui entraine que u ¢ L° (car tout mot de L™ contient
une infinité de mots de BA).

Donc ¢ L® = L* 4+ L*LC(AX*™ n X*FI\X*(C\BAYX*].

A partir de La, il est alors facile de vérifier que
L9 = L(LS)* et que L® est un semi-groupe.s
Remarques :

- Mais L2 n'est pas toujours un langage local.

Exemple 1 (reprise). L = (aX* n X*b)\X*baXx*

L* = ax* n X*b

L = ax* n X*b + (aX* n X*b)(aX* n X*a)
= aX*®* n X*¥b + aX*bX*a
= aX*bXx*. ,

Et donc L® n'est pas un langage Local.m

- Ici LU'hypothése "R= est un Llangage local” est insuffisante
comme Le montre L'exemple suivant.

Exemple 3. R = X*(aa+bb)X*
R = X*
Or ¢ a € R“, b € R™.
s : ab ¢ R®,  car (ab)® €& R%.m

Corollaire 1. Soit L un langage local, alors [L]la admet un plus

grand élément qui est égal a L(L=)*.

PREUVE.
L® étant déterministe et L étant un semi-groupe, on sait
(d*aprés La proposition III.7) que L® est le plus grand
élément de [Lla.m
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Remarque : L'exemple 3 montre que L'hypothése "R est un
langage local” est insuffisante pour assurer L'existence du
plus grand élément.

S$i [L])n posséde toujours un plus grand élément, en revanche
L'exemple suivant montre que [Lla ne posséde pas toujours une
Qi~base.

Exemple 4. L = (bX* n X*a)\X*abX* = b*a*
Le = bX* et L® = bX*aX*
Or Prem(L®) = b*a*b*, qui n'est pas Q-minimal, car :
L « Prem(L) et L # Prem(L®).»

B. MINIMAUX DE [Rle

Proposition 3. Soit R un langage rationnel. Si R est un

langage local, alors : ¥ 6 € [Rln, G\GR= est un générateur Q-
minimal de R®.

PREUVE.
On sait déja (proposition IV-=3) que :
6' = G6\GR® € [Rla.

Il reste a8 voir qu'il est Q-minimal.

Soit m un mot de G'.

Comme G' « R, on peut écrire :

m = au = vd, avec a € A, d € F+B, et u,v € X*
Supposons que : mMR® « (G'\m)R®

Soit alors w € R®, on peut écrire :

mw = m'w' avec m' € G'\m et w' € R®

ou bien m' < m, et alors, comme w' € AX®?, on a :
m'~im e [AX* n X*(F+B)I\X*(C\BA)X*

ce qui contredit : m € G

ou bien m < m', et alors de facon analogue on a :
m—im' € R

donc : mR® ¢ (G'\m)R®

c'est-a-dire G' est un générateur Q-minimal de [Rln.w®

Exemple 4 (reprise). L = (bX* n X*a)\X*abx* = b*a™
Nous avons vu que Prem(L=) n'était pas Q-minimal,
en revanche L9\L®L= = b*a* est bien Q-minimal.m

Donc ici, nous avons une réponse positive & @2, en effet :
si R est un Llangage local, alors tout générateur (resp. tout
générateur rationnel) contient un générateur Q-minimal (resp.
un générateur rationnel constructible).
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On déduit également de la proposition 3 que :

Proposition 4. Soit L un langage local, [Lla posséde une Q-base
si et seulement si L= € [Lla.

PREUVE.
. Si L= € [Lla, L= est le plus grand élément de [Lln
et donc Prem(L<) est un générateur Q-minimal de [Lla.
IL s'ensuit que Prem(L=) est Q-base de [Lla.

. Il reste a montrer que [L])e a une Q-base entraine que

L= € [Lln. ‘

Comme L® est Le plus grand élément de [Lla (corollaire 1),
L'O-base de [Lla est Prem(LE).

Supposons que L® # L=, alors : 3 u € L=\L®

On a : u €& X*BAX*.

Soit alors v € Prem(L),

on a : v € X*BAX*

Et d'aprés Ll'égalité L= = L™ + L*[C(AX* n X*F)\X*(C\BAIX*],
on obtient : vu € Prem(L®)

Or ¢ vu € L9L*-

d'ol ¢ LO\L9LS < Prem(L®) et LZ\LYLE # Prem(L®)

Comme L®\L®L= € [L)a, ceci montre que : Prem(L®) n'est pas
Q-minimal, ce qui contredit Le fait que Prem(L®) est L'Q-
base de [Dln.m

Une autre conséquence de la proposition 3 dans le cas ou L
est un langage local concerne les éléments fg-minimums de [LI1n.

Proposition 5. Soit L un langage local, [Lla posseéde un unique

générateur fg-minimum.

PREUVE.
Notons L® = P
On sait que P® (défini en IV-B) est inclus dans P\PL< et
que P* € [Llea.
Comme P\PLS est Q-minimal de [Lla, on en déduit que :
Pt = P\PLF
et d'aprés Le corollaire IV-1, Pt est alors générateur fg-
minimum de [Lln.
Il reste & prouver L'unicité.
Soit G € [L)n, avec G # P*
Comme G ¢ P, 3 g € G avec g €& P*
donc on peut écrire : g = uv avec u € P* et v € L
d'ou g ¢ FG(P®) en effet sinon :
3 we X/ gwels, i.e. gw & P%,
Donc aucun autre générateur que Pt n'est fg-minimum dans
(Lla.m
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Remarque 2 Ici encore L'hypothése "R= est un langage local" est
insuffisante.

Exemple 3 (reprise). R = X*(aa+bb)X*

Nous avons déja vu (cf. exemple IV-8) que L[RJe ne possédait
pas de générateurs fg-minimums.s

Proposition 6. Soit R un langage rationnel. Si RS est un

Langage local, R® est une adhérence si et seulement si R\RRS
est fini.

PREUVE.
ST R' = R\RR= est fini, alors (d'aprés la proposition 3) :
R® est finiment engendré et est donc une adhérence.

Réciproque :

Sachant que : Adh(R) e« R%,

Et que ¢ R" « R,

On déduit : Adh(R') « R® = R'%,

Supposons que R' soit infini, i.e. : Adh(R') # 0.
Soit w € Adh(R'), on a : w € R'®

D'ol ¢ W = uUsu=w' avec ui,u=z € R' et w' € R'%,

Or ¢ 3 x € X* / usu=zx € R' (car w € Adh(R"))
Comme 2 u=z € R et uau=x € RS

On a ¢ u=zx € R (car R est un langage local),

Ce qui est incompatible avec : uauzx € R' et us € R'.»

Remarque : Comme nous L'avons vu dans Lla partie V=-A, dans Lle
cas général, R® peut étre une adhérence sans que R ne contienne
de générateur fini.

En revanche, si L est un lLangage local, on a:

Proposition 7. Soit L un langage local, L® est une adhérence si

et seulement si Prem(L) est fini.

PREUVE.
Analogue & lLa précédente en remplagant R par L*.m

Exemple S. L = aX*b \ X*(aa+bb)X* = (ab)~*
L® = (ab)® est une adhérence et L\LL*™ = ab.m

De La proposition 6 et de la proposition IV.3, on déduit
immédiatement:

Corollaire 4. Soit R € Rat(X*), si R est un langage local et

R® une adhérence, alors tout générateur contient un générateur
fini .
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CHAPITRE IX

MOTS BI-INFINIS
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INTRODUCTION

Ce dernier chapitre est une "escapade" dans L'ensemble des
mots bi-infinis [2] qui est L'ensemble des suites de Z dans un
alphabet X quotienté par lLa relation d'équivalence "étre égal 2
une translation prés". Nous amorgons une étude de Lla famille
@lRJe des générateurs de La puissance bi-infinie, ®R®, d' un
langage rationnel R.

Aprés un rappel de définitions (partie A), nous regardons
dans Lla partie B Lla notion de bilimite d'un lLangage [2]. Nous

donnons pour ces bilimites des résultats analogues aux
résultats sur Lles Llimites rappelés dans Lle <chapitre I :
caractérisation de "Lla bilimite d'un Llangage est vide",

expression de la bilimite d'un monoide.

Dans La partie € nous rappelons [2] La deéefinition de La
limite &8 gauche d'un langage de X©, puis nous montrons que pour
tout langage rationnel de X*, sa bilimite est La Limite a
gauche de sa Limite (a droite), mais que ce n'est plus vrai si
le Langage n'est pas rationnel. '

De méme gque L'on peut définir L'adhérence & partir de La
Limite, on définit Lla biadhérence [7] a partir de la bilimite.
Dans La partie D nous donnons une expression de La biadhérence
d'un monoide et prouvons que ®R® est une biadhérence si et
seulement si il est La biadhérence de R¥.

Nous en arrivons dans les parties E et F au sujet qui nous
préoccupe : L'étude de la famille «[RI~ des générateurs de R<.
Aprés avoir constaté qu'il n'y a pas de relation d'inclusion
entre [R)le et olRJn, nous passons a lL'étude des maximaux de
olR]a qui ne posera pas de problémes. Mais nous restons dans Lla
partie F sur une question ouverte : comment décider si oalRla
contient ou non un Langage fini ? Nous verrons seulement que
L'on peut ramener ce probléme & cet autre : comment décider
s'il existe ou non un langage fini G tel que F(G*) = F(R*) ?
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A. PRELIMINAIRES

Nous rappelons [2] les définitions suivantes concernant Lles
mots bi-infinis.

péfinitions :

Soit X wun alphabet, un mot bi-infini pointé est un élément
de X®, c'est~a~-dire une application de Z dans X.

Un mot bi-infini est une classe d'équivalence dans L'ensemble
X% pour La relation — définie par :
Uu-~-v <=> 3 pel,¥nel, uln+tp) = vip)

En d'autres termes, deux mots bi-infinis pointés sont
équivalents si et seulement si on passe de L'un a L'autre par
une transltation de L'origine.

L'ensemble quotient X%/~ sera noté ®X® et est donc l'ensemble
des mots bi-infinis écrits sur X. Un mot bi-infini sera souvent
identifié a8 L'un de ses représentants.

Remarque : Contrairement aux mots infinis (& droite), pour
lesquels on a :

¥ u,v € X, FG(u) = FG(v) => u = v,
ici ¢

u,v € X et F(u) FCv) #> u = v

Exemple 1. Sur L'alphabet a+b, on peut construire un mot infini
w tel que F(w) = (a+b)*. Les deux mots bi-infinis ®aw et “bw
ont alors Le méme ensemble de . facteurs (a+b)* et sont
distincts.

Définitions :

Un automate A est un quintuplet (X,Q,I,7,3) ou :
X est un alphabet
@ est L'ensemble des états
I et T sont deux parties de Q
§ est L'ensemble des transitions de A

Un mot bi-infini w est reconnu par A si et seulement si il
existe un représentant de W, ...X—1XoX2... €t une suite d'états
(gn), n € Z, tels que :

¥ nelZ, (qner € 3(Qqn,xn)

card({n ¢ 0 / gn € I}) et card({n 2 0 / gn € T}) sont

infinis.

péfinitions :

Un Llangage de mots bi-infinis L est rationnel si et seulement
si il existe un automate A dont L'ensemble des mots reconnus
est L.
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On notera Rat(®X®) L'ensemble des langages rationnels de mots
bi-infinis sur X.

On va maintenant définir La puissance bi-infinie d'un
Langage. ,

Définition 2 Soit R e X*. On note :

an = {H E “xn , ¥ = ---u-ﬂ--.uoooou"--- Ol'l v n E z’ Un E R}-

B. BILIMITE D'UN LANGAGE DE X*

Nous allons voir comme deuxiéme opération permettant
d'associer @8 un langage de mots un langage de mots bi-infinis,
la bilimite [21.

Définition :

Lemme 1. Soient A et B deux langages de X*. Alors

Lemme 2. Soient A et B deux tLangages de X*. Alors

€=
Soit A un lLangage de X*. La bilimite de A, notée A, est L'en-
semble des mots bi-infinis w tels que :
ST eeeX—zX—1XOX2X2... €St un représentant de w, il existe une
suite décroissante (m«) d'entiers de Z— et une suite croissante
(nk) d'entiers de Z* telles que
¥ k 2a 0, XmcouwoXme € A,

Remarque : IL ne suffit pas que w ait une infinité de facteurs
< -
dans A pour que W € A.

Exemple 2. A = (ba)*
<—_—D
W = *(ba)b®™ ¢ A,
et pourtant (ba)* est infini et est inclus dans F(w).m
’

Commengons par deux Lemmes <concernant e calcul des
bilimites. Le premier est immédiat.

Cmemmem> LoD L=

A+B = A + B.

Cumem > = —=> C=> C=>
AB <« A.B + A + B.
De plus, si « € A et « € B, il y a égalité.
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PREUVE.
C ——
Soit w € AB, NOtONS W T ..eX—=koouXOoaaXkane
IL existe une suite (mwx) strictement décroissante d'entiers
de Z— et une suite (nwx) strictement croissante d'entiers de
Z* telles que :
¥ k 2 0, XeceuwoXni € AB
ij.e. ¥ k 2 0, 3 L avec me ¢ le ¢ N, tel que
Xmbi o o o X2 i € A et Xik<e+i1...Xnc € B
o o o> C=D
Supposons que w € AB \ [A + Bl.
On a alors :
I neZ/ ¥k alO, le &¢n
et 3 me Z / ¥ k a0, me Ll
On en déduit que :
¥ ka0, m¢ ke ¢ n
et donc il existe L, avec m ¢« L ¢ n, tel que, pour une
infinité d'indices K :
Xemki awa X2 € A €t X2e1...Xne € B
o= =D
ce qui entraine que : w € A.B
e =D Loy K== ==

pbonc = AB <« A + B + A.B

Si e € A et « € B, on a de plus :
o> Co=—2n
A « AB et donc A <« AB
< -1 K
B « AB et donc B « AB
o -2 € > .
Comme A.B est toujours inclus dans AB, on a finalement :
o> =P €=> L= =

AB = A+ B + A.B.n

Remarques :
- L'inclusion peut étre stricte si « ¢ A ou « & B.

Exemple 3. A = a*~ et B = b*
C——>

On a AB = ®a.b®, qui est différent de :

- Majs il peut y avoir égalité avec € ¢ A ou e« ¢ B.

Exemple 4. A =B = a*
€ —> Comw =3 L€=> L~=>

AB = ®a® = A.B + A+ B .=

Dans [2], D. Beauquier donne une condition suffisante
<—> '
pour que, étant donné R € Rat(X*), R = 0. Nous voyons ici deux
< —>
caractérisations de : R = 0.
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Proposition 1. Soit R € Rat(X*), alors Lles propositions

suivantes sont équivalentes :

(i)

(i)

=D
R=20
R est une union finie de langages rationnels préfixes ou

suffixes.
(iii) ¥ u € X*, ¥x,y € X*, x*uy* 4 R

PREUVE.

(i) => (ii)

Soit M = (X,Q,{qe},T,8) un automate déterministe qui
reconnait R, i.e. T(M) = R.

Comme T(M) = U T(Me), ou Me= (X,Q,{qe},{t},8),

TET
il suffit de démontrer (ii) pour les lLangages T(Me).
Notons L = T(Me), nous allons voir que, si L n'est pas

préfixe, alors L est union finie de suffixes rationnels.
Supposons donc L non préfixe.

D'aprés L'automate déterministe Me qui reconnait L, on peut
écrire :

L = LA*, avec A # 0 et A* est Le Langage reconnu par
L'automate (X,Q,{t}, {t},8).

Soit alors L® le lLlangage miroir de L, on a :

s OARS ) e

Fait : L® est une wunion finie de Llangages rationnels

préfixes.

PREUVE DU FAIT.
On peut décomposer L™ en une union finie de langages
rationnels reconnus par un automate déterministe a un seul
état terminal.
Soit Lax un de ces lLangages.
Si L n'est pas préfixe, on peut écrire :
L = LaB*, avec B # 0
dfou: i La®™ s ocpR)E | g
Comme Lia® < L, on a alors : (BR™)* La®™ A* < L.
€ —2>
Or A et B étant non vides, L est alors non vide
Donc Lx est préfixe.m

Il s'ensuit que L est une union finie de suffixes
rationnels et donc (i) => (ii).

(ii) => (1)
D'aprés Le Lemme 1, il suffit de montrer que :
=2
si R est préfixe ou suffixe rationnel, alors_ R =0
D'autre part, comme :
- R suffixe équivaut a R® préfixe
<=2 €
- R = @ équivaut a8 R® = 0,
il suffit de prouver L'implication pour R préfixe.
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<=2

Fait ¢ ST R est un langage rationnel préfixe, alors R = @

PREUVE DU FAIT.
Ce résultat est prouvé dans [2], nous donnons ici une autre
preuve.

€= ‘
Si R # ¢, alors il existe une suite (un) de mots de R
avec
¥n a0, Unea = AnUnBn, OU Gn # € et Bn # .
Soit ~= La congruence syntaxique associée &8 R. Comme elle
est d'index fini :
3 i < j, avec uafa...Bs -~m uafa...Bs
et donc : Us ~m UsBsi...Bs a
Comme us € R, on @ : usBs...Bs € R, ce qui contredit le
fait que R est préfixe.m

On a donc (ii) => (i)

IL est immédiat, méme si R ¢ Rat(X*), que :
non{(iii) => non(i)

IL reste donc & montrer que non(i) => non(iii).

Pour cela, reprenons une suite (um) de mots de R avec :
Urmer = GnUan, oUu On # € et B # e

3 i < j avec us ~m Uy

Notons us = uuav

On a : u# € et v # €

et : ¥ n a 0, u™usv™ € R

d'ou L'existence de m, x et y tels que :

Xx # e, y # € et x*my* « R (ceci car R est rationnel).m

Remarque : Ces équivalences sont fausses si R € Rat(X*). En
effet, si un langage préfixe (méme non rationnel) a toujours
une limite (a droite) vide, sa bilimite peut &tre non vide.

Exemple 5. R = {a~ba~, n a 0}
C=2>
R = ®aba®, et cependant R est préfixe.m®

De plus cet exemple montre que L'on peut avoir .non(i) et
(iiid. '

On a vu pour La Limite a droite de L™ que :
- -

L* = L* L + L~

Pour la bilimite d'un monoide, le résultat s'énonce comme
suft:

Proposition 2. Soit L un langage de X*.

Cmem> o =P <=>
L* = L* L*+ L
< - - - <—>

= 2L2 + L.l® + SL.L + L.L*™.L + L
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PREUVE.
€= K=
Soit w € L* \ L
En notant W = ..cX—keeeXOeeoXkoua, 1l existe une suite
(me) strictement décroissante d'entiers de Z— et une suite
(ne) strictement croissante d'entiers de Z* telle que :
¥ k a 0, Xombi o oo Xt € L¥*
o -—
or w € L, donc :
3 ne / ¥ m,n > no, Xem.ooXn € L
Prenons ko tel que : ¥ k a ko, ~me > Nno et N« > no
On obtient alors :
¥ k »a ko, 3 j tel que : =-no 4 j & no
€t Xmic...X3 € L™
el X3+1...Xne € L™

Par conséquent, il existe jo € [-no,nol tel que, pour une
infinité de k, XmkaeoeXso e L* €t Xs0+2...Xmne € L*.

o =2
Ce qui entraine que : w € L*.L*

o« —— o - < —_—

donc 3 L™ e L*.L* + L
L'inclusion inverse étant immédiate, on a L'égalite.

Maintenant, sachant que :
- -—>
L* = L* | + L*®
< - < -_—
L* = L.L* + =
SL.LS® e °L®"
on obtient :
K —— < - - - -—> C=>
L* « OL® + L.L® + 2L L + L.L*¥.L + L
L'inclusion inverse étant immédiate, on a L'égalité.s

C. LIMITE A GAUCHE (RESP. A DROITE) D'UN LANGAGE DE Xx*=

(RESP. DE =X)

Un mot bi-infini peut aussi étre considéré comme La Llimite
4 droite (resp. & gauche) d'une suite de mots infinis & gauche
(resp. a8 droite).

Définition :

< —C2
Soit L un langage de X®. La limite & gauche de L, notée L, est
L'ensemble des mots bi-infinis w tels que :
Si ..oX—2X—1XOX3X2... €St uUn représentant de w, il existe
une infinité d'entiers m de Z— tels que XmXm+i... € L.

Remarque : IL ne suffit pas que w ait une infinité de facteurs
< —L2
droits dans L pour que w € L.
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Exemple 6. L = b(a+b)*®
<=0 )
L = ®(ba*)(a+b)®
< ~—Ly
Or w = ®a(ba)(ba®)(ba®)... & L
Mais w a8 une infinité de facteurs droits dans L.m

On définit de méme La Llimite & droite d'un langage de ©X.
Nous allons relier Lles notions de bilimites et de limites a

gauche et & droite.

Proposition 3. Soit R € Rat(X*), on a =

=2 ‘_—_‘7 n.-_g
R=R= R
PREUVE.
On va déja montrer que :
gn €K=—D>
R e« R, et ceci que R soit ou non rationnel.
r.n
Soit w € R, en notant w = .,.X~m.ceXOueuXmaans,

on sait qu'il existe une suite décroissante (mwx) d'entiers
de Z— telle que:

-_—
¥ k 2 0, XmkeooXo... € R
ce qui permet de construire une suite de Z™ (nw«) telle que:
¥ k 2 0, Nnee > Nk—1 €1 XmkeoeaXO.aaXmk € R

A D
On en déduit que : w € R

Pour L'inclusion inverse, reprenons une suite (un) de mots
de R avec ! Um+1i = QnUnBn OU Gn # € et Bn # e
et soit w La bilimite de (um). v
Reprenons ~= la congruence syntaxique de R, on a :
¥ i, 3 3 > i tel que, pour une infinité d'indices k > j, on
ait ¢
UiB1...B3 ~m UsBs...B3...B«
ce qui implique : us ~m UsBs+a...Bx
Or comme us € R, on @ : uUsBs<+ar...B € R

. -—
et donc : ws = uUsBs+a... € R
Comme ceci est vrai pour tout i, on peut construire une
suite (ms) strictement croissante telle que :

-—2>

Vi§1,wmieR

et donc : w €
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Remarque : Ce résultat e§t faux si R & Rat(X*).

Exempte 5 (reprise). R = {a™ba™ n a 0}
€=
R = ®aba*®

R =0 (car R est préfixe)
g~
et donc : R = ¢.s

En conséquence, ta proposition 3 nous permet de
caractériser les bilimites des Langages rationnels de X* par :

— & o < <

> 2= > € n
Proposition 4. Rat(X®™) = Rat(X*) = Rat(X*) = Drat(X®)

D. BIADHERENCE D'UN LANGAGE DE X*

De méme gque L'on peut définir Les adhérences comme des
Limites de facteurs gauches, on peut définir [71 Lles
biadhérences par :

péfinition :

Soit L un langage de X*, on appelle biadhérence de L lLe sous-
ensemble de ©X°
C—

Biadh(L) = F(L) = {w € =X® / F(Ww) e F(L)}.
Nous donnons quelques propriétés de calcul de ces
biadhérences.

Déja il est immédiat que :Biadh(A+B) = Biadh(A) + Biadh(B),
et de plus, en conséquence directe du lemme 2, on a, en notant:

€ ————— Fa——Y

Adhg(A) = FD(A) et Adhd(A) = FG(A) = Adh(A)

Lemme 3. Biadh(AB) = Biadh(A) + Biadh(B) + Adhg(A).Adhd(B)

Pour les adhérences, nous avions : Adh(L*) = L® + L*Adh(L).
Ici, on peut énoncer :

Proposition 6.

Biadh(L*)==L"+Biadh(L)+?L.Adhd(L)+Adhg(L) .L®+Adhg(L) .L*.Adhd(L)
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PREUVE.
< >

FGCLIL*FD(L)

Biadh(L*)

< > < > < >
= FGC(LIL*™.L*FD(L) + FGCLIL™ L*FD(L)
ceci d'aprés le Lemme 1.

<
Oor : FG(LIL* = Adhg(L*)

—————— >

L*FD(L) = Adhd(L*)

€ e > € —> Commem> Lomem>
FGC(LIL™ FG(LY.L* + FG(L) + L*

D'autre part
-—>>

L* = L™ + L*
< _—> < - —_— - —_— Qe

L* = 9L® + L L® + L. L + L.L* L + L

En utilisant Lle fait que, pour tout langage de X*, ces
différentes Limites sont incluses dans Les adhérences
associées, on obtient que Biadh(L*) est inclus dans :

= | e 0
v

22 +Biadh(L) +2L.Adhd(L) +Adhg(L).L® +Adhg(L).L*.Adhd(L)

L'inclusion inverse étant immédiate, on a Le résultat.m

Nous avons aussi La <caractérisation suivante des langages
de mots bi-infinis qui sont des biadhérences.

Proposition 7. M « ®X® est une biadhérence si et seulement si

M = Biadh(F(M)).

PREUVE.
Soit M e =X,
Supposons qu'il existe L « X* tel que : M = Biadh(L)
¥ weEM, F(W) « FC(L)
et donc ¢ F(M) e« F(L)
d'ou : Biadh(F(M)) « Biadh(F(L))
Comme : Biadh(F(L)) = Biadh(L)
On a ¢ Biadh(F(M)) « M.
L'inclusion inverse étant triviale, on a L'égalité.m

Comme F(®L®) = F(L*), on en déduit :

Corollaire 1. =L% est une.biadhérence si et seulglent si

2Le = Biadh(L*™).

En revanche, si " ©“L® bijadhérence” implique Biadh(L) « ®L%,
ctette derniére condition ne suffit pas & assurer que ©L® est
une biadhérence.
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Exemple 7. L a8+ ¢ + b*a*b*

Biadh(L) RphR 4 N30 4 NphaR 4 Npha*phnR 4+ Rghe
Biadh(L) e ®L*®
Mais : ba® € Adh(L)

et donc : “cba® € ®L.Adh(L), ®cba®™ & “L".s

De méme qu'un ensemble fini est caractérisé par Le fait que
son adhérence est vide, on a en utilisant Le lLemme de KOenig
que nous rappelons ici :

Lemme de KOenig :

Soit E un ensemble, et soit (En) une suite de parties finies de

E, telle que U E~ est infinie.
mEN

Soit R une relation sur E, telle que :
¥na21,¥y € En+a, 3 x € E~n avec X R y.

Il existe alors une suite infinie (xn) d'éléments de E

vérifiant :
¥nal, xn € En et Xn R Xn+a1.

Proposition 8. Biadh(L) = @ si et seulement si L est fini.

PREUVE.
Si L est fini, alors Biadh(L) = 0.

Réciproquement, si L est infini, on pose :
¥nal, En = {w € X* / |u| = 2n} n F(L)
On a :
- ¥na 1, En est fini et non vide
- U En est infini
nEN
Soit F La relation définie par :
u Fv ssi il existe u',u" mots non vide tels que :
u'uu" = v.
F vérifie
¥na1l1, ¥y € € Enezs, 3 x € Emn / x F ¥y.
On peut appliquer Le Lemme de Koenig a notre suite (En);
on obtient donc une suite strictement croissante (xn) de
facteurs de L dont La bilimite appartient & Biadh(L), qui
est donc non vide.m

De La proposition 6 et de La proposition 8, on déduit :

Corollaire 2. Soit F un langage fini, on a alors :
2fF2 = Biadh(F*)




133

E. LA FAMILLE alRla -~ LIENS AVEC [Rla -

ELEMENTS MAXIMAUX DE elRla

Nous proposons dci d'étudier Les générateurs d'un langage
puissance-biinfinie.

Définition : Soit R un langage rationnel de X*.

alRle = {L ¢ X* / ®L® = 2R}

Sortant de L'étude de [RIn, une premiére question est de
chercher 3 comparer [Rle et «lRlIn.

Proposition 9. Soit R un langage rationnel de X*, les familles

[Rla et alRla sont incomparables.

PREUVE .
- 2Le = a2 ¢> (L7 = M® ou "L = M),

Exemple 8. L = ab et M = ba
2122 = Q(ab)® = R(ba)® = OM°
mais (ab)® # (ba)® et ®(ab) # ®(ba).s

- L® = Me 2> oLR = eMe,

Exemple 9. L = a+ab+ba et M = a+(ab)*ba

On a déja vu que L® = M7

or, prenons wWw = ®(ab)(ba)®.

W E “L® mais w & °M7?, en effet :

une décomposition de w sur M ne peut étre que du type
2(bal)M*

ab ab ab ab ab a|jb ba ba ba ba

or bba(bal)® ¢ M® (car bb € FG(M?)).m
s

Remarque : Si L® = M® et ©L = L, alors ©L" = °M?, puisque
e = 8 L=,

On reprend donc L'étude des langages puissance-biinfinie
d'un langage rationnel en reprenant Le méme plan, mais sans
pouvoir utiliser lLes résultats obtenus sur [Rla .

Proposition 10. Soit L wun langage rationnel de ©X%, on peut

décider si L est la puissance-biinfinie d'un langage de X*. De
plus, si c'est le cas, on peut en construire un qui est
rationnel. -
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PREUVE.
Soit un automate A = (X,0,I,7,8) et la congruence
transitionnelle associée a la reconnaissance par A des mots
biinfinis, notée ~a et définie sur X* par :

8§(q,u) = 8(q,Vv)
U ~a v si et seulement si ¥ q € Q §r(q,u) = 8~(q,v)
dxz(q,u) = 8x(q,Vv)

ol : 8r(q,u) = {q' e @ / 3 t € T, 3 us,u= € X* avec
t € 8(q,ux) et q' € 8(t,u=) et u = uiu=z}

et ot : 8x(q,u) = {qg' e @/ 3 i€ I, 3 us,u=z € X* avec
i e 8(gq,ux) et q' € §(i, u=z) et u = uau=}.

IL est clair que -~a est une congruence d'index fini, ou
toutes les classes sont des langages rationnels
constructibles. La preuve donnée pour les propositions II-1
et II-2 convient alors pour cette nouvelle <congruence
transitionnelle.s

Pour ce qui est des maximaux de o{RIa, nous avons des
résultats analogues a ceux obtenus pour [Rlma, c'est-ad-~dire :

Proposition 11. Soit R un Llangage rationnel de X*, «lRla

contient un nombre fini non nul de Langages wmaximaux.
- Tous ces maximaux sont rationnels et constructibles.
- Tout langage de olRla est inclus dans L'un d’'entre eux.
- On peut décider s'il y a un plus grand élément dans aealRla.

PREUVE. .
jdentique a celle faite pour les maximaux de [Rla.=m

Dans L'ordre chronologique, Le premier probléme étudié pour
(RlJe a été de décider si R® est finiment engendré. <C'est
pourquoi, pour «[R]e, nous avons également commencé par cette
question (qui restera ici sans réponse).

F. PROBLEME OUVERT : DECIDER SI ®R® EST FINIMENT ENGENDRE

Définition : "R™® est finiment engendré si et seulement si «olRla

contient un langage fini.

Notons tout d'abord que Le probléme de décider si “R™ est
finiment engendré ne se raméne pas au probléme de décider si R*®
est finiment engendré. En effet dans L'exemple suivant ©“R® sera
finiment engendré, mais ni R® ni ®R ne seront des adhérences et
donc & fortiori ne seront finiment engendrés.
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Exemple 10. R = a + aba + b*a*b~*
D'une part, “R® = @(a+h)", en effet pour les mots de
(a+b)® ayant un nombre infini de b, on a :
- S(X*b*X*)? « ®(at+tb*a*b*)"
- Ra(X*b*X*)? < "a(a+b*a*b*)"
- 2(X*b*X*)a® e ®(a+b*a*b*)"
Et, pour les mots de “(a+b)® ayant un nombre fini de b,
on a :
2a(b*a*b*a*)*a” < "a(at+b*a*b*)*a®
fa(b*a*b*a*)*ba” « *“a(a+b*a*b*)*abaa®
2a(b*a*b*a*)*bbh*a®™  ®a(a+b*a*b*)*a”

D'autre part, ba® € Adhd(R), mais ba® & R*®
et de fagon symétrique : ®ab € Adhg(R), mais “ab ¢ “R.s=

Proposition 12. Soit R un langage rationnel. ®R® est finiment

engendré si et seulement si
1) =R® est une biadhérence
2) 3 6 fini tel que F(G*) = F(R*).

PREUVE .
Si “L® est finiment engendré, soit G un générateur fini de
aLe, .
Comme F(®L®) = F(L*), on a donc : F(L*) = F(G*).
D'autre part, d'aprés Le corollaire 2, ®G® est une
biadhérence, i.e. ®L™ est une biadhérence.
Réciproquement, soit G un langage fini tel que :
F(G*) = F(L*).
Comme ©L® est une biadhérence, d'aprés Le corollaire 1,
on a @
L2 = Biadh(L*)
d'ol : °L® = Biadh(F(L*)) = Biadh(F(G*))
or, G étant fini : 26 = Biadh(F(G*)).m

Remarque : Notons que La condition "3 6 fini tel que
F(G*) = F(L*)" est insuffisante pour que ©L® soit finiment
engendré.

Exemple 11. L = ba* et 6 = a+b
On a F(L*) = F(G*) = X*
Mais : faf ¢ L™ et “a® € Biadh(L) donc L™ n'est pas une
biadhérence.s

Pour décider si ®R®? est finiment engendré, il suffit donc
de décider :
1) si ®R® est une biadhérence
2) si 3 6 fini / F(G*) = F(L*)

or, étant donné un langage R € Rat(X*), d'aprés Le
corollaire 1, on peut décider si ®R® est ou non une biadhérence
(sachant que d'une part La biadhérence d'un rationnel est un
rationnel de ©X® et que d'autre part L'égalité de deux
rationnels de ®X® est décidable).
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_ La question non résolue est Lla suivante : étant donné
R € Rat(X*), comment peut-on décider s'il existe wun Langage
fini G tel que : F(G*) = F(R*) ?

Notons que dans ce probléme, il n'est question que de mots
et non plus de mots infinis ou bi-infinis.
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CONCLUSION

Cette étude de La famille des générateurs de la puissance
infinie d'un Langage rationnel est loin d'étre compléte et
Laisse non résolus des problémes qui méritent d'étre étudiés.

En ce qui concerne Lles générateurs maximaux, il y a trois
résultats importants : ces - générateurs sont rationnels, en
nombre fini et tout générateur est inclus dans L'un d'entre
eux. -

Pour Lles générateurs minimaux gqui sont en nombre infini,
nous retiendrons que d'une part on peut décider si un lLangage
rationnel est minimal et que d'autre part on peut décider si,
étant donné un langage rationnel R, [Rla posséde un langage
fini. Une question 1importante résiste : est-ce que tout
générateur (rationnel) contient un générateur minimal
(rationnel) ? Méme quand R® est finiment engendré, nous n'avons
pas de réponses, nous savons seulement décider si un générateur
quelconque de R® contient un générateur minimal fini. En
revanche nous donnons une réponse positive dans Lles trois
autres cas particuliers étudiés : R est a La fois une Q-base et
un code, R est un idéal et R est un langage local.

Il semble intéressant de se tourner vers les ifl-codes qui
sont & Ll'opération puissance infinie ce que les codes sont a
L'opération étoile =: pour wun code C tout mot de C* a wune
décomposition unique sur C, pour un ifl-code C tout mot de C* a
une décomposition unique sur C. Dans cette direction deux
problémes se présentent : La décidabilité de L'existence d'un
ifl-code dans [Rlo et L'étude du cas ou [Rla a pour Q-base un
ifl-code (cas correspondant pour Les codes aux monoides
Libres). o

Pour Les mots bi-infinis, si L'étude des générateurs
maximaux de ©R® n'apporte rien de neuf, tout reste & faire pour
celle des générateurs minimaux.
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RESUME

Soit R un langage rationnel, on étudie La famiile [Rla de
tous Les lLangages G =~ dits générateurs de R® - tels que
G = R®. Cette famille posséde un nombre fini de générateurs
maximaux pour L'inclusion; tous sont rationnels. :

On peut décider si un Langage rationnel est ou non
minimal pour L'inclusion dans [Rle et si [R]a posséde ou non
un générateur de cardinal fini.

On définit d'autres générateurs minimaux - fg=-minimums,
i-bases, générateurs de plus petite cardinalité, générateurs
de plus petite taille - qui sont étudiés dans le cas général.

Des résultats plus précis sur ces différents minimaux
sont donnés dans les quatre cas particuliers suivants : [Rla
posséde un geénérateur fini, [Rle posséde une Q-base qui est
un code, L[Rle posséde un idéal, C[RIn posséde un Langage
local.

On termine par une ébauche de L'étude de La famille des
Langages G tels que 6" = ©R%,

Mots-clés : adhérence mot bi=infini
automate mot infini
code puissance=Q

déterministe rationnel.




