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1 

INTRODUCTION 

S u r  u n  a l p h a b e t  X o n  p e u t  d é f i n i r  d e s  m o t s  e t  d e s  m o t s  
i n f i n i s .  Un mot  e s t  r e c o n n u  p a r  u n  a u t o m a t e  s ' i l  e x i s t e  une 
L e c t u r e  d e  ce  mot d a n s  l ' a u t o m a t e  p a r t a n t  d ' u n  é t a t  i n i t i a l  e t  
s e  t e r m i n a n t  d a n s  un é t a t  f i n a l .  B ü c h i  Le p r e m i e r  a  d o n n é  une 
d é f i n i t i o n  d e  l a  r e c o n n a i s s a n c e  d'un m o t  i n f i n i  p a r  u n  
a u t o m a t e  : u n  mot  i n f i n i  e s t  r e c o n n u  p a r  u n  a u t o m a t e  s ' i l  
e x i s t e  u n e  l e c t u r e  d e  ce mot  d a n s  l ' a u t o m a t e  p a r t a n t  d ' u n  é t a t  
i n i t i a l  e t  p a s s a n t  u n e  i n f i n i t é  d e  f o i s  p a r  u n  e n s e m b l e  d ' é t a t s  
d i s t i n g u é s .  Un R - l a n g a g e  - c ' e s t - à - d i r e '  u n  l a n g a g e  de m o t s  
i n f i n i s  - e s t  r a t i o n n e l  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  il e s t  l ' e n s e m b l e  
d e s  m o t s  i n f i n i s  r e c o n n u s  p a r  u n  a u t o m a t e .  

L e s  a u t o m a t e s  m u n i s  de l a  r e c o n n a i s s a n c e  d é f i n i e  p a r  B ü c h i ,  
p e r m e t t e n t  donc d ' o b t e n i r  Les  P l a n g a g e s  r a t i o n n e l s ,  u n  a u t r e  
moyen p o u r  o b t e n i r  d e s  R-Langages e s t  l ' o p é r a t i o n  p u i s s a n c e  
i n f i n i e  - n o t é e  p u i s s a n c e - R  - d o n t  n o u s  r a p p e l o n s  l a  
d é f i n i t i o n .  E t a n t  donné  u n  l a n g a g e  R d e  X+, o n  p e u t  l u i  
a s s o c i e r  p a r  l ' o p é r a t i o n  p u i s s a n c e - R  u n  l a n g a g e  d e  XR n o t é  Rn 
e t  d é f i n i  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 

L ' o p é r a t i o n  p u i s s a n c e - R  e s t  f o n d a m e n t a l e  d a n s  l ' é t u d e  des  
l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  d e  m o t s  i n f i n i s  comme l e  m o n t r e  l e  t h é o r è m e  
d e  Büch i -Mac Naugh ton .  

L a  donnée  de R d é t e r m i n e  c o m p l è t e m e n t  Rn et, s i .  R e s t  u n  
l a n g a g e  r a t i o n n e l  d e  X*, Rn e s t  a l o r s  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  de  
Xn. De p l u s ,  a p a r t i r  d ' u n  a u t o m a t e  r e c o n n a i s s a n t  R, o n  p e u t  
a i s é m e n t  c o n s t r u i r e  u n  a u t o m a t e  r e c o n n a i s s a n t  Rn. Nous a l l o n s  
é t u d i e r  l e  p r o b l è m e  i n v e r s e .  L a  donnée  e s t  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  
L  de X*. 

L  e s t - i l  l a  p u i s s a n c e - R  d ' u n  Langage r a t i o n n e l  ? 
Q u e l s  s o n t  t o u s  l e s  l a n g a g e s  d o n t  l a  pu issance-C l  e s t  L ? 

De t e l s  l a n g a g e s  s e r o n t  a p p e l é s  g é n é r a t e u r s  d e  L. 
Ce p r o b l è m e  e s t  c o m p a r a b l e  a l ' é l é v a t i o n  a u  c a r r é  d a n s  l e  
c o r p s  d e s  r é e l s ,  q u i  n e  p r é s e n t e  a u c u n e  d i f f i c u l t é ,  e t  a son  
p r o b l è m e  i n v e r s e  - m o i n s  s i m p l e  -, La d é t e r m i n a t i o n  d e s  r a c i n e s  
c a r r é e s  é v e n t u e l l e s  d ' u n  r é e l  donné. 

A v a n t  d ' e n  v e n i r  a l a  p u i s s a n c e - f l  e t  e n  r e s t a n t  d a n s  l e s  
m o t s  ( f i n i s ) ,  o n  p e u t  r e g a r d e r  c e  q u i  s e  p a s s e  p o u r  l ' o p é r a t i o n  
é t o i l e ,  q u i  n ' e s t  év idemment  p a s  s a n s  r a p p o r t  a v e c  l a  
p u i s s a n c e - R .  R* e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  c o n c a t é n a t i o n s  f i n i e s  de 
m o t s  d e  R. Rn e s t  l v e n s e m b l e  d e s  c o n c a t é n a t i o n s  i n f i n i e s  de 
m o t s  d e  R. P a r t a n t  d ' u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, R*  e s t  b i e n  
d é t e r m i n é .  L a  q u e s t i o n  i n v e r s e ,  d é t e r m i n a t i o n  d e s  " r a c i n e s  *" 
d'un langage,  admet l e s  r b p o n s e s  s u i v a n t e s  : 

Un l a n g a g e  L  e s t  l ' é t o i l e  d ' u n  a u t r e  l a n g a g e  s i  e t  
s e u l e m e n t  s i  L  e s t  un monoïde.  



L a  f a m i l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  d u  mono fde  L e s t  a l o r s  sans 
m y s t é r e s  : L  e n  e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  ( p o u r  l ' i n c l u s i o n ) ,  
Prern(L1 = ( L \ 0 \ ( L \ O s  e s t  l e  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  ( p o u r  
l ' i n c l u s i o n )  e t  t o u t  l a n g a g e  c o m p r i s  e n t r e  P rem(L )  e t  L e s t  u n  
g é n é r a t e u r  d e  L  e t  r é c i p r o q u e m e n t .  

En r e m p l a ç a n t  l ' o p é r a t i o n  é t o i  l e  p a r  l a  pu issance-R,  l e  
p r o b l è m e  s e  p o s e  d e  l a  même f a ç o n  m a i s  n ' a u r a  p a s  d e  s o l u t i o n  
a u s s i  s i m p l e ,  P o u r  La pu issance-R ,  l a  p r e m i è r e  q u e s t i o n  - 
d é c i d e r  s i  un R - l a n g a g e  r a t i o n n e l  L  e s t  o u  n o n  u n e  p u i s s a n c e - n  - s e  r é s o u t  b i e n  e t  n o u s  p e r m e t  "en  p r i m e "  d ' o b t e n i r  u n  
g é n é r a t e u r  r a t i o n n e l  de  L. 

"Une h i s t o i r e  de f a m i l l e "  
I L  n e  n o u s  r e s t e  p l u s  a l o r s  q u ' à  é t u d i e r  - e t  c e  s e r a  

l ' e s s e n t i e l  de  n o t r e  t r a v a i l  - La f a m i l l e  d e  t o u s  l e s  
g é n é r a t e u r s  d e  L  s a c h a n t  q u e  L e s t  une  p u i s s a n c e - R .  En d ' a u t r e s  
termes,  p u i s q u e  n o u s  s a v o n s  c o n s t r u i r e  u n  g é n é r a t e u r  r a t i o n n e l  
R d e  L, n o u s  p a r t i r o n s  d ' u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R e t  n o u s  n o u s  
i n t é r e s s e r o n s  à l a  f a m i l l e  n o t è e  CR3n d e  t o u s  l e s  l a n g a g e s  q u i  
o n t  l a  même p u i s s a n c e - R  q u e  R : 

t R 3 n  = € G  e X+ / GR = RR3 
S i  l a  f a m i l l e  d e s  l a n g a g e s  a y a n t  l a  même é t o i l e  q u e  R e s t  - 

comme n o u s  l ' a v o n s  r a p p e l é  - b i e n  d é t e r m i n é e  e t  s a n s  ombres, e n  
r e v a n c h e  l a  f a m i l l e  C R 3 n  n o u s  a  r é s e r v é  de n o m b r e u s e s  s u r p r i s e s  
e t  n e  n o u s  a  p a s  e n c o r e  l i v r e  t o u s  s e s  s e c r e t s .  

" R i e n  n ' e s t  s i m p l e "  (Sempé) 
Dans CRIn, o n  n e  p e u t  b i e n  s û r  p a s  a v o i r  RR comme p l u s  

g r a n d  é l é m e n t ,  m a i s  R+ - q u i  a p p a r t i e n t  b i e n  à C R I -  - n ' e s t  p a s  
n o n  p l u s  t o u j o u r s  l e  p l u s  g r a n d  é lémen t ,  de  même Prem(R+) - q u i  
a p p a r t i e n t  a u s s i  a CR3n - n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  l e  p l u s  p e t i t  
é l é m e n t .  P a r  exemple, e n  p r e n a n t  R = a*ba*b, o n  a  R+ = XxbX*b, 
q u i  n ' e s t  p a s  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  CRJn, c a r  a*ba* 
a p p a r t i e n t  8 CR3n m a i s  n ' e s t  p a s  i n c l u s  d a n s  R+. 

" T o u t  se  c o m p l i q u e "  (Sempé) 
En e f f e t ,  n o n  s e u l e m e n t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  n ' e s t  p a s  

t o u j o u r s  R+, m a i s  e n c o r e  il p e u t  n e  p a s  e x i s t e r ,  comme l e  
m o n t r e  l ' e x e m p l e  R = X*(aa+bb)X*. Il e s t  c l a i r  q u e  R+a e t  R+b 
s o n t  deux a u t r e s  g é n é r a t e u r s  d e  Rn e t  q u e  p a r  a i l l e u r s  ( a b ) *  
n ' a p p a r t i e n t  p a s  à Rn e t  donc CR3n n e  p e u t  p a s  p o s s é d e r  d e  p l u s  
g r a n d  é l é m e n t  q u i  c o n t i e n d r a i t  n é c e s s a i r e m e n t  a  e t  b. Comme il 
n ' y  a  p a s  t o u j o u r s  de p l u s  g r a n d  é lémen t ,  il e s t  n a t u r e l  d ' u n e  
p a r t  de  c h e r c h e r  à s a v o i r  q u a n d  il y e n  a  un, d ' a u t r e  p a r t  d e  
s ' i n t é r e s s e r ,  q u a n d  il n ' y  en a  pas, aux  g é n é r a t e u r s  maximaux . 
Nous m o n t r o n s  q u ' i l  y  a  t o u j o u r s  u n  nombre  f i n i ' d e  g é n é r a t e u r s  
maximaux, q u e  c e u x - c i  s o n t  t o u s  r a t i o n n e l s  e t  d e  p l u s  que  t o u t  
g é n é r a t e u r  d e  Rn e s t  i n c l u s  d a n s  l ' u n  d ' e n t r e  eux, c e  q u i  n o u s  
p e r m e t t r a  d e  d é c i d e r  s i  C R I a  p o s s P d e  o u  n o n  u n  p l u s  g r a n d  
é l é m e n t .  



"La l o i  d u  m o i n d r e  e f f o r t "  
En f a i t  Les g é n é r a t e u r s  max imaux n e  s o n t  p a s  l e s  p l u s  

r e c h e r c h é s  d a n s  u n e  o p t i q u e  d ' é c o n o m i e  d ' é n e r g i e .  S a v o i r  que  
l ' o n  " n ' e n  f a i t  p a s  p l u s "  a v e c  X*bX* q u ' a v e c  a*ba* - c ' e s t - à -  
d i r e  que  c e s  deux  l a n g a g e s  o n t  l a  mëme p u i s s a n c e - R  - n ' e s t  p a s  
i n t é r e s s a n t .  L e s  g é n é r a t e u r s  r e c h e r c h é s  s e r o n t  l e  o u  l e s  p l u s  
" p e t i t s " .  En c e  sens, a*b e s t  m e i l l e u r  q u e  a*ba* d a n s  Ca*ba*3n. 
Cependan t  l e s  g é n é r a t e u r s  maximaux p o u r r o n t  ê t r e  u t i l e s  s i ,  
comme p o u r  l ' é t o i l e  o ù  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  R* n o u s  p e r m e t  
d ' o b t e n i r  l e  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  Prem(R:*), o n  p e u t  c o n s t r u i r e  
l e s  m i n i m a u x  à p a r t i r  d e s  maximaux. S u r  l e  s i m p l e  e x e m p l e  
R = Ca?, o ù  Ca2? e s t  u n  a u t r e  g é n é r a t e u r  d e  Rn, o n  n o t e  q u e  
Ca? n CaZ> = 0 e t  donc  q u ' i l  n ' y  a  p a s  d e  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  
d a n s  CR3n. C e c i  é t a n t  v a l a b l e  p o u r  t o u t  l a n g a g e  R, n e  c h e r c h o n s  
p a s  l e  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  n i  mëme à d é c i d e r  s ' i l  y e n  a  u n  o u  
non... il n ' y  e n  a  j a m a i s !  

* *Qu i  p e u t  l e  p l u s  p e u t  l e  m o i n s "  
L a  q u e s t i o n  d u  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  é t a n t  r é s o l u e  f a u t e  de 
c o m b a t t a n t s ,  n o u s  c h e r c h e r o n s  donc  d e s  " m o i n s  q u i  p e u v e n t  l e  
p l u s "  - 5.e. d e s  g é n é r a t e u r s  m i n i m a u x  ( p o u r  l ' i n c l u s i o n )  d a n s  
C R I n  -. Nous v e r r o n s  que, s i  l a  r e c h e r c h e  d e s  " p l u s "  - i.e. d e s  
g é n é r a t e u r s  maximaux d e  C R I -  - a  é t é  menée a b i e n ,  l a  r e c h e r c h e  
d e s  "mo ins "  - i .e .  d e s  m i n i m a u x  d e  C R l n  - s ' a v è r e  p l u s  d é l i c a t e  
e t  r e s t e r a  i n c o m p l è t e .  C e t t e  q u ë t e  d e s  g é n é r a t e u r s  m i n i m a u x  
s e r a  Le f i l  c o n d u c t e u r  d e  l a  s u i t e  d e  n o t r e  t r a v a i l .  L e  
r é s u l t a t  i m p o r t a n t  o b t e n u  d a n s  l e  c a s  d ' u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  
q u e l c o n q u e  s e r a  d e  d é c i d e r  s i  u n  g é n é r a t e u r  e s t  o u  n o n  m i n i m a l .  
Deux q u e s t i o n s  e n  r e v a n c h e  r e s t e r o n t  s a n s  r é p o n s e s .  
L a  p r e m i è r e  : e x i s t e - t - i l  u n  g é n é r a t e u r  m i n i m a l  d a n s  t o u t e  
f a m i  l l e  CRI-? 
E t  l a  s e c o n d e  q u i ,  s i  e l l e  admet u n e  r é p o n s e  p o s i t i v e ,  d o n n e  a 
f o r t i o r i  u n e  r é p o n s e  p o s i t i v e  à l a  p r e m i è r e  : é t a n t  d o n n é  u n  
l a n g a g e  R, t o u t  g é n é r a t e u r  d e  Rn c o n t i e n t - i l  u n  g é n é r a t e u r  
m i n i m a l  d e  Rn? 

P o u r  e s s a y e r  de  m i e u x  a p p r é h e n d e r  c e s  q u e s t i o n s ,  n o u s  a v o n s  
c h e r c h é  à l e s  r é s o u d r e  d a n s  un c a d r e  p l u s  r e s t r e i n t .  

D 'une  p a r t  n o u s  c h e r c h e r o n s  d e s  "mo ins "  - 1.e. d e s  m i n i m a u x  - p o s s é d a n t  d e s  p r o p r i é t é s  e n  p l u s .  L e s  p r e m i e r s  s e r o n t  l e s  
g é n é r a t e u r s  fg-minimums, i l s  s e r o n t  m i n i m a u x  ( p o u r  l ' i n c l u s i o n )  
e t  d e  p l u s  l ' e n s e m b l e  d e  l e u r s  f a c t e u r s  g a u c h e s  s e r a  m in imum 
( p o u r  L ' i n c l u s i o n )  d a n s  l ' e n s e m b l e  d e s  f a c t e u r s  g a u c h e s  d e s  
g é n é r a t e u r s  d e  Rn. On o b t i e n t  a i n s i  l e s  g é n é r a t e u r s  a y a n t  e n  
q u e l q u e  s o r t e  l e s  m o t s  l e s  p l u s  " c o u r t s " .  Ces g é n é r a t e u r s  n o u s  
p e r m e t t r o n t  p a r  l a  s u i t e  de d é c i d e r  s i  l a  f a m i l l e  CR3n p o s s è d e  
o u  n o n  d e s  g é n é r a t e u r s  f i n i s .  L e s  s e c o n d s  s e r o n t  l e s  R-bases : 
u n e  R-base B e s t  u n  g é n é r a t e u r  m i n i m a l  t e l  que t o u t  a u t r e  
g é n é r a t e u r  d e  Bn e s t  i n c l u s  d a n s  B*. On p e u t  d i r e  q u ' u n e  R-base 
B e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  " m i n i - m o t s  q u i  f o n t  l e  maximum" p u i s q u e  
n o u s  v e r r o n s  q u e  B+ e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de  C R I n .  T o u t  Q- 
b a s e  e s t  u n  g é n é r a t e u r  fg-minimum, e n  r e v a n c h e  s i  n o u s  
r e p r e n o n s  l ' e x e m p l e  o ù  R e s t  l e  l a n g a g e  aWba*b, a*b e s t  a l o r s  
un g é n é r a t e u r  fg-minimum, m a i s  n ' e s t  p a s  R-base c a r  a*ba*, q u i  
a p p a r t i e n t  a C R I n ,  n ' e s t  p a s  i n c l u s  d a n s  (a*b)+. 



D ' a u t r e  p a r t  nous  c h e r c h e r o n s  l e s  "moins"  quand  La f a m i l l e  
CR3n a  des p r o p r i é t é s  en  p l u s .  

Le  p r e m i e r  cas s e r a  c e l u i  o ù  CR3n possède  ( a u  mo ins )  u n  
g é n é r a t e u r  f i n i ,  ce q u i  e s t  d é c i d a b l e .  O n  p e u t  a l o r s  e n v i s a g e r  
des "moins" sous deux a n g l e s  nouveaux q u i  n ' o n t  p a s  de  sens 
dans l e  c a s  g é n é r a l .  On é t u d i e r a  d é j 8  l e s  "moins"  q u i  o n t  l e  
m o i n s  d ' é l é m e n t s  p o s s i b l e  - nous  d i r o n s  l e s  g é n é r a t e u r s  de p l u s  
p e t i t e  c a r d i n a l i t é  - p u i s  l e s  "moins" p o u r  ce q u i  e s t  de l a  
somme des Longueurs  des  mots  - nous d i r o n s  Les g é n é r a t e u r s  de  
p l u s  p e t i t e  T a i l l e  -. " E n t r e  deux mots  il f a u t  c h o i s i r  l e  
m o i n d r e "  ( V a l é r y ) .  P e u t - ê t r e ,  m a i s  pas  dans  f R 3 n  ou l e s  mots  
" c o u r t s "  n ' e n  f o n t  pas  f o r c é m e n t  " p l u s "  - p o u r  l a  pu i ssance -Q  - 
que l e s  mo ts  " longs" .  

L e  deux ième cas s e r a  c e l u i  où  l e  " s u p e r - p l u s "  - c ' e s t - à -  
d i r e  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  - e x i s t e  e t  e s t  un  semi -g roupe  
l i b r e .  Nous v e r r o n s  q u ' a l o r s  l e s  "moins"  s o n t  l e s  codes de 
LRIn, n i  p l u s  n i  moins, e t  que t o u t  g é n é r a t e u r  c o n t i e n t  ( a u  
m o i n s )  un "moins". 

Dans l e  t r o i s i è m e  c a s  L ' h y p o t h é s e  en  p l u s  s e r a  que CR3n 
posséde  un i d é a l .  I L  s e r a  m o n t r é  que  l e s  "moins"  s o n t  
exac temen t  l e s  codes p r é f i x e s  de t R 3 n  e t  que t o u t  g é n é r a t e u r  
c o n t i e n t  u n  "moins". 

Dans l e  q u a t r i è m e  cas  l ' h y p o t h è s e  e n  p l u s  s e r a  que C R 3 n  
possède  un  langage  L o c a l .  LA a u s s i  t o u t  g é n é r a t e u r  c o n t i e n t  u n  
"moins", n o u s  n ' e n  d i r o n s  pas  p l u s .  

S i  t o u s  ces cas p a r t i c u l i e r s  ne d o n n e n t  pas  de  réponses  
p o u r  l e  c a s  géné ra l ,  i l s  p e r m e t t e n t  d ' u n e  p a r t  de  v o i r  que l a  
q u e s t i o n  n ' e s t  pas  s i m p l e  e t  d ' a u t r e  p a r t  de  nous  donne r  une  
m e i l l e u r e  i n t u j t i o n  s u r  ce q u ' e s t  une f a m i l l e  de  g é n é r a t e u r s .  

Nous a u r o n s  s o u v e n t  r e c o u r s  a des exemples, c e r t a i n s  p o u r  
i l l u s t r e r  l e s  p r o p o s i t i o n s ,  l e s  a u t r e s  p l u s  nombreux s e r o n t  
d e s t i n é s  a f a i r e  a p p a r a î t r e  s o i t  l e s  d i f f i c u l t é s  cachées des  
p r o p o s i t i o n s ,  s o i t  l a  n é c e s s i t é  de  t o u t  o u  p a r t i e  des  
hypo thèses .  

"Rencon t re  du  t r o i s i è m e  t y p e "  
De même que l e s  p r o b l é m e s  r e n c o n t r é s  avec l e s  mots  i n f i n i s  

s o n t  d i f f é r e n t s  des p r o b l è m e s  r e n c o n t r é s  avec l e s  mots, l e s  
p r o b l è m e s  r e n c o n t r é s  avec  l e s  mots  b i - i n f i n i s  s e r o n t  e u x - a u s s i  
d i f f é r e n t s  des p r é c é d e n t s .  Dans l e  d e r n i e r  c h a p i t r e  de  ce  
t r a v a i l  n o u s  f a i s o n s  une  " i n c u r s i o n "  dans  l ' e n s e m b l e  des mo ts  
b i - i n f i n i s .  Nous y  amorçons une  é t u d e  de l a  f a m i l l e  n C R 3 n  des  
g é n é r a t e u r s  de l a  p u i s s a n c e  b i - i n f i n i e  de  R. P o u r  c e t t e  étude, 
nous  é t a b l i r o n s  q u e l q u e s  r é s u l t a t s  c o n c e r n a n t  l e s  b i l i m i t e s  e t  
b i a d h é r e n c e s  des l a n g a g e s  r a t i o n n e l s .  Nous r e s t e r o n s  s u r  une  
q u e s t i o n  o u v e r t e  : d é c i d e r  s i  l a  f a m i l l e  nCR3n possède  ou  non  
u n  l a n g a g e  f i n i .  



CHAPITRE 1 

RESULTATS GENERAUX SUR LES O-LANGAGES 



INTRODUCTION 

Ce c h a p i t r e  de  r é s u l t a t s  g é n é r a u x  s u r  l e s  l a n g a g e s  d e  m o t s  
i n f i n i s  - a p p e l é s  42-langages - c o m p o r t e  q u a t r e  p a r t i e s .  

Dans l a  p a r t i e  A n o u s  d o n n o n s  l e s  n o t a t i o n s  e t  d é f i n i t i o n s  
u t i l i s é e s  d a n s  l a  s u i t e .  Nous p r é s e n t o n s  l a  r e c o n n a i s s a n c e  a u  
s e n s  d e  B ü c h i  d ' u n  R - l a n g a g e  e t  n o u s  r a p p e l o n s  q u e l q u e s  
r é s u l t a t s  c l a s s i q u e s  d e  l a  t h é o r i e  d e s  l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  d e  
m o t s  i n f i n i s .  

A p r è s  a v o i r  r a p p e l é  C S 3  que, p o u r  l e s  f l - l angages ,  l e  non -  
d é t e r m i n i s m e  n e  s e  ramène p a s  a u  d é t e r m i n i s m e ,  n o u s  p r é s e n t o n s  
d a n s  l a  p a r t i e  B  l e s  42-langages d é t e r m i n i s t e s  e n  l i a i s o n  a v e c  
l a  n o t i o n  d e  l i m i t e  d ' u n  l a n g a g e .  Nous t e r m i n o n s  p a r  l ' é n o n c é  
d u  c é l è b r e  t h é o r é m e  d e  Büch i -Mac  N a u g h t o n .  

Dans l a  p a r t i e  C n o u s  r a p p e l o n s  l a  d é f i n i t i o n  d e  
l ' a d h é r e n c e  d ' u n  l a n g a g e  e n  u t i l i s a n t  l a  n o t i o n  d e  l i m i t e .  Nous 
p r é c i s o n s  l e s  l i e n s  e n t r e  l ' a d h é r e n c e  e t  l a  puissance-42.  Nous 
t e r m i n o n s  p a r  u n  c o u r t  r a p p e l  d ' u n e  d é f i n i t i o n  t o p o l o g i q u e  d e s  
a d h é r e n c e s .  

Dans L a  p a r t i e  D  n o u s  p r é s e n t o n s  C S 3  l a  c o n g r u e n c e  d e s  
t r a n s i t i o n s  d ' u n  a u t o m a t e  de  B ü c h i  e t  n o u s  d o n n o n s  l e s  
p r o p r i é t é s  de  c e t t e  c o n g r u e n c e  u t i l i s é e s  d a n s  l a  s u i t e .  



A, FAMILLES RATIONNELLES DE MOTS ET D'Q-MOTS 

S o i t  X un a l p h a b e t  f i n i .  

Un mot s u r  X e s t  une a p p l i c a t i o n  u d 'une p a r t i e  i n i t i a l e  de N+ 
dans X, on n o t e  u = ur..,un. 

Le r o t  v i d e  i.e. l ' a p p l i c a t i o n  de l ' ensemb le  v i d e  dans X, e s t  
n o t é  a. 

Pour t o u t  mot u, on n o t e  p a r  lu1 l a  l o n g u e u r  de u. 

On n o t e  X* l ' ensemb le  des mots s u r  X. 
On n o t e  X+ l ' ensemb le  X * \ r .  
On a p p e l l e  langage t o u t e  p a r t i e  de X*. 

Pour  t o u t  langage R, on a p p e l l e  é t o i l e  de R l e  langage n o t é  R* 
d é f i n i  p a r  : 

R* e s t  l e  r o n o l d e  engendré p a r  R 
R+ = R:*\e e s t  l e  sea i -g roupe  engendré p a r  R. 

Un langage P e s t  d i t  p r é f i x e  s i  P n PX+ = 0. 
Pour  t o u t  langage R, on a p p e l l e  p a r t i e  p r é f i x e  de R l e  langage 
p r é f i x e  n o t é  P r e f ( R )  d é f i n i  p a r  : 

P r e f ( R 1  = R \ R X + .  

Un mot i n f i n i  s u r  X ou Q-mot s u r  X e s t  une a p p l i c a t i o n  u de N' 
dans X, on n o t e  u = ur...un... . 
On n o t e  Xn l ' e n s e m b l e  des R-mots s u r  X. 
On a p p e l l e  R-langage t o u t e  p a r t i e  de Xn. 

4 u E X*, 4 u E Xn, l e  concaténé de u e t  w e s t  1'R-mot n o t é  uu 
d é f i n i  p a r  : 

UU = Ua...UnUr...Up... . 
4 A = X*, 4 L c XR l e  concaténé ou  p r o d u i t  de A e t  L e s t  C'R- 
langage n o t é  AL d é f i n i  p a r  : 

A L = € u u / u ~ A e t w E L 1 .  

V R X*, on a p p e l l e  p u i s s a n c e  i n f i n i e  de R ou pu issance-Q d e  R 
l ' a - l a n g a g e  n o t é  Rn d é f i n i  p a r  : 

Rn = € Ur...us... / 4 i A 1, US E R \ e  1. 

Exemple 1. S o i t  l ' a l p h a b e t  a+b. 
S o i t  L l ' a - l a n g a g e  des mots i n f i n i s  a y a n t  une i n f i n i t é  
d ' o c c u r r e n c e s  de b. On a : L = (a*bIn. 



S o i t  L '  1 ' 0 - l a n g a g e  d e s  m o t s  i n f i n i s  a y a n t  u n  nombre  f i n i  
d ' o c c u r r e n c e s  d e  b. 
S o i t  R un l a n g a g e  q u e l c o n q u e  d e  (a+b)*. 
Ou a u c u n  mot  d e  R n e  c o n t i e n t  d ' o c c u r r e n c e s  d e  b, a l o r s  
Rn = an e t  d o n c  Rn # 1'. 
Ou il e x i s t e  un mot  u b v  d a n s  R, a l o r s  ( u b v ) *  E Rn e t  donc  
Rn # L ' .  
Donc L' n ' e s t  l a  p u i s s a n c e - f i  d ' a u c u n  l a n g a g e .  
L '  = (a+b)*an,m 

Remarque : D ' a p r é s  l a  d é f i n i t i o n ,  RR = ( R \ s I R  c ' e s t  p o u r q u o i  
l e s  l a n g a g e s  d o n t  n o u s  p r e n d r o n s  l a  p u i s s a n c e - R  s e r o n t  s u p p o s é s  
i n c l u s  d a n s  X+. 

O n  a Les é g a l i t é s  s u i v a n t e s  : 

L e r m e  1, Y A = X+, Am = A*An 

A" = <A+>", 
Y A,B c X', <A+BIn = <A+B>*Bm + <B*A>m- 

4 w E (X*+Xn), o n  a p p e l l e  e n s e a b t e  d e s  f a c t e u r s  g a u c h e s  d e  u Le 
l a n g a g e  n o t é  FG(w) d é f i n i  p a r  : 

FG(w) = € u € X* 1 3 v E (X*+Xn) a v e c  UV = w 1. 

S i  u E FG(u), o n  d i t  q u e  u e s t  f a c t e u r  g a u c h e -  o u  p r é f i x e  d e  u 
e t  o n  n o t e  u < u. 

S u r  Xx, l a  r e l a t i o n  < e s t  une  r e l a t i o n  d ' o r d r e  d i t e  
o r d r e  p r é f i x e .  

O n  a : 
4 U,Y' E Xn, u  = Y '  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  FG(u) = FGCu'). 

En d ' a u t r e s  te rmes,  u n  R-mot e s t  d é t e r m i n e  p a r  l a  d o n n é e  d e  s e s  
f a c t e u r s  gauches .  

4 L = (X*+Xn), o n  a p p e l l e  e n s e m b l e  d e s  f a c t e u r s  g a u c h e s  d e  L l e  
l a n g a g e  n o t é  FG(L) d é f i n i  p a r  : 

En g é n é r a l  u n  R - l a n g a g e  n ' e s t  p a s  d é t e r m i n é  p a r  l a  donnée d e  
s e s  f a c t e u r s  gauches.  

Exempie  2. S o i t  X u n  a l p h a b e t  c o n t e n a n t  a, l e s  deux  R-Langages 
d i s t i n c t s  X*aR e t  Xn o n t  l e  même e n s e m b l e  d e  f a c t e u r s  
gauches  : X*.m 

Un a u t r e  r e s u l t a t  i m m é d i a t  s u r  l e s  f a c t e u r s  g a u c h e s  e s t  : 

Lemme 2.  P o u r  tout  l a n g a g e  R d e  X+, on a : FG<Rm> = FG<R+>, 



Nous n o u s  i n t é r e s s e r o n s  p r i n c i p a l e m e n t  a u x  l a n g a g e s  e t  R- 
l a n g a g e s  r e c o n n a i s s a b l e s .  

D O f i n i t i o n  : 

Un a u t o m a t e  d ' é t a t s  f i n i s  A e s t  u n  q u i n t u p l e t  (X,Q,S,I,T) o u  : 
X e s t  u n  a l p h a b e t  
Q e s t  u n  e n s e m b l e  f i n i  d ' é t a t s  
1 e s t  une  p a r t i e  d e  Q d i t e  e n s e m b l e  d e s  é t a t s  i n i t i a u x  
T  e s t  une  p a r t i e  d e  Q d i t e  e n s e m b l e  d e s  é t a t s  t e r m i n a u x  
6 e s t  une  p a r t i e  d e  Q x  X x  Q d i t e  e n s e m b l e  d e s  t r a n s i t i o n s .  

A e s t  d é t e r m i n i s t e  s i  S e s t  une  f o n c t i o n  d e  Q x  X d a n s  Q e t  
c a r d ( 1 )  = 1. 

4 u  E X*, une  L e c t u r e  d e  u d a n s  A  e s t  u n e  s u i t e  ( f i n i e )  d ' é t a t s  
la,.. .,ln t e l s  que  : 

V i, 1 L i L n-1, ( L s , u s , ~ s + x )  E 8 .  

Un mot  u  e s t  r e c o n n u  p a r  A s ' i l  e x i s t e  une  l e c t u r e  d e  u  d a n s  A 
p a r t a n t  d ' u n  é t a t  i n i t i a l  e  1 E 1) e t  a b o u t i s s a n t  a u n  
é t a t  t e r m i n a l  (3.e. l n  E T l .  
Une t e l l e  l e c t u r e  e s t  d i t e  r é u s s i e  d a n s  A. 
L e  l a n g a g e  r e c o n n u  p a r  A, n o t é  T<A>, e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  m o t s  
r e c o n n u s  p a r  A. 
Un l a n g a g e  R e s t  r e c o n n a i s s a b l e  s ' i l  e x i s t e  u n  a u t o m a t e  A t e l  
q u e  T ( A )  = R. 

Il e s t  b i e n  c o n n u  ( K l e e n e  C103) q u e  l a  f a m i l l e  d e s  Langages  
r e c o n n a i s s a b l e s  e s t  é g a l e  à l a  f a a i  L L e  d e s  l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  
n o t é e  Ra t<X*>  e t  q u e  l a  f a m i l l e  n o t é e  DRat(XS> d e s  L a n g a g e s  
r e c o n n a i s s a b l e s  p a r  un a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e  e s t  é g a l e  a 
R a t ( X * ) .  

Nous i n t r o d u i s o n s  m a i n t e n a n t  l e s  a u t o m a t e s  d e  B ü c h i  C53, q u i  
s o n t  d e s  a u t o m a t e s  d ' é t a t s  f i n i s  s u r  l e s q u e l s  o n  u t i l i s e  u n  
a u t r e  mode de r e c o n n a i s s a n c e  p e r m e t t a n t  d ' a c c e p t e r  des  m o t s  
i n f i n i s .  

4 w E XR, une  L e c t u r e  d e  u d a n s  A  e s t  u n e  s u i t e  ( i n f i n i e )  
d ' é t a t s  1 = (1") t e l s  q u e  : 

V n A 1, (lm,wm,ln+a) E 8 .  

O n  n o t e  : I n f ( L >  = ( q  E Q / ~ a r d ( l - ~ ( q ) )  e s t  i n f i n i ) .  
I n f ( 1 )  e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  é t a t s  " t r a v e r s é s "  une  i n f i n i t é  de  
f o i s  a u  c o u r s  d e  l a  l e c t u r e  1. 
Remarque : Comme Q e s t  f i n i ,  I n f ( 1 )  n ' e s t  j a m a i s  v i d e .  

Une l e c t u r e  1 e s t  r é u s s i e  d a n s  A  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  : 
l a  E 1 e t  I n f ( 1 )  n T # 0. 

A u t r e m e n t  d i t  ,comme T e s t  f i n i ,  1 e s t  r é u s s i e  s i  e t  s e u l e m e n t  
s i  il e x i s t e  u n  é t a t  t e r m i n a l  t r a v e r s é  une  i n f i n i t é  de f o i s  au  
c o u r s  d e  l a  l e c t u r e  1. 

Un R-mot w e s t  r e c o n n u  p a r  A s ' i l  e x i s t e  u n e  l e c t u r e  r é u s s i e  de 
w d a n s  A. 
L 'Q-Langage r e c o n n u  p a r  L ' a u t o m a t e  d e  B ü c h i  A, n o t é  Tn<A>, e s t  
l ' e n s e m b l e  d e s  R-mots r e c o n n u s  p a r  A. 



Exemple 3. S o i t  A L g a u t o m a t e  s u i v a n t  : 

absbab... E T n ( A )  
aaaa... € T a ( A 1  
mais abaaa... $ T n ( A ) .  
T a < A )  = (a  + axba*b)m.i 

Un Q-langage L  e s t  r e c o n n a i s s a b l s  s ' i l  e x i s t e  un automate de 
B ü c h i  A t e l  que T n ( A )  = L. 

3n  a p p e l l e  Rat(Xa> l a  f a m i l l e  des 9- langages reconna issab les .  

Quand on s ' i n t d r e s s e  au langage reconnu  p a r  A, on p a r l e  
s implement  de L tau tomate  A, quand on s V i n t C r e s s e  b 1'Q-langage 
reconnu p a r  A, on p a r l e  de l ' a u t o m a t e  de Büch i  A. 

La n o t a t i o n  Rat exa)  p o u r  l a  f r a i  l l e  des 0- langages 
r e c o n n a i s s a b l e s  e s t  j u s t i f i d e  p a r  : 

P r o p o s i t i o n  1.C63 S o i t  L  i n c l u s  dans XQ, l e s  p r o p r i Ç t C s  

Deu t  C c r i r e  : 

r e c o n n a i s s a n t  l tQ - langage  L, s i  on p r e n d  t o u s  l e s  C t a t s  non ::; 
p u i t s  comme terminaux, l ' a u t o m a t e  ob tenu  r e c o n n a t t  FG(L) on a  : $iLirq 

&?.& 
"*&& q-g&:Q, ' - c ?  .ri ,@Gt# ,." 1 

Lemme 3. Pour  t o u t  9- langage L  de Rat<Xa>, FG<L> a p p a r t i e n t  f~ 

Pour démont rer  l ' i n c l u s i o n  de langages r a t i o n n e l s  il e s t  
commode d t u t i l i s e r  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  q u i  ddcou te  du  théoréme 
de Bi ich i .  
Pour  t o u t  R-langage L, n o t o n s  : 
U l t < L )  = C UV- E L / u E X I  e t  v E X* 3 

Lemme 4, S o i e n t  L e t  L 1  deux Q-langages de Rat(Xa>, L  = L n  s i  

e t  seulement  s4 U l t < L >  = U1t<L1>, 



Une g r a n d e  d i f f é r e n c e  e n t r e  Rat (Xn)  e t  Ra t (X* )  e s t  q u e  l a  
f a m i l l e  notée DRat<XR> des R-langages reconnaissables p a r  un 
automate détermin is te  de Büchi e s t  s t r i c t e m e n t  i n c l u s e  d a n s  
R a t ( X R ) .  Ce que  n o u s  a l l o n s  v o i r  d a n s  l e  p a r a g r a p h e  s u i v a n t .  
R a p p e l o n s  c e p e n d a n t  q u ' a v e c  l e  c r i t è r e  d e  r e c o n n a i s s a n c e  de 
M ü l l e r  C153, l e s  a u t o m a t e s  d é t e r m i n i s t e s  r e c o n n a i s s e n t  a l o r s  l a  
f a m i l l e  Ra t (Xn)  t o u t  e n t i è r e .  

B, L I M I T E S  

S i  o n  c o n s i d è r e  l ' o r d r e  p r é f i x e ,  une  s u i t e  s t r i c t e m e n t  
c r o i s s a n t e  ( u n )  d e  X* d é f i n i t  u n  u n i q u e  Cl-mot q u i  e s t  d é t e r m i n e  
p a r  FG(€um, n  r 1 3 )  e t  a p p e l é  l i m i t e  d e  (un ) .  

D e f i n i t i o n  : 

S o i t  R un l a n g a g e  d e  X*, o n  a p p e l l e  l i m i t e  de R 1 ' 0 - l a n g a g e  
-> 

n o t é  R d é f i n i  p a r  : 
-> 
R = € u E Xm / c a r d ( F G ( w 1  n R I  e s t  i n f i n i  1. 

---- > 

Remarque : V w E Xn, w = FG(w). 

On a  l e s  r e l a t i o n s  : 

Lemme 5,  

--> -> -> 
U A,B c X*, A+B = A + B 

S i  de p lus  A es t  p r é f i x e  : 
-> 
A = #  

De c e s  r e l a t i o n s ,  o n  d é d u i t  deux  r k s u l t a t s  r e l i a n t  l a  
l i m i t e  d ' u n  s e m i - g r o u p e  a s a  puissance-Cl .  

Lemme 6, 

-> -> 

U A = X', A+ = AR + A'A 
-> -> 

AR = A' S S ~  A c A", 
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Un automate d C t e r a i n i r t e  d t 6 t a t s  f i n i s  A permet de 
reconna l t re  un langage T ( A )  e t  un Q-langage T a ( A )  q u i  sont 
reLiCs par  : 

P r o p o s i t i o n  2. S o i t  A un automate d d t e r r f n i s t e  d v b t a t s  f i n i s ,  1 

Exe 

a :  
---> 
T<A)  = Tn<A>.  

Ce qu i  n ' e s t  pas v r a i  quand A n ' e s t  pas détermin is te ,  

mple 4. S o i t  A l ~ s u t o m a t e  su ivant  : 

B.&e r,g. 

A n ' es t  pas  dCterminlste,  
-> 

T ( A )  = a + bX* e t  donc T ( A )  = bXQ. 
O r  Tm(A> = (bX*In q u i  es t  d i f f 6 r e n t  de bXm.i 

On donne maintenant deux c a r a c t 6 r i s a t i o n s  de DRat(Xn) : 

P r o p o s i t i o n  3.E63 S o i t  L i n c l u s  dans X*, Las p r o p r i d t b s  

su ivantes sont bqufva len tas  : 

C i i i )  On peut  b c r i r a  : 
n 

L = U AsBsa, 04 n r O e t  V 1, 3 6 1 & n, As e t  61 sont 
*-a 

des Langages p r ç f i x e s  ra t i onne ls .  

PREUVE, 
< f i l >  => C i i )  

avec 4 1, 1 & i 6 n, A *  e t  B i  sont des langages p r é f i x e s  
rat ionneLs, 



---- > 

Comme on  a  : Y i, 1 L i L n, A i B i *  = AiBsm ------ > 

L  a p p a r t i e n t  à Rat(X*) .  

<ii> => <il ------ > 

S i  L  E Rat (X*)  
-> 

S o i t  M E Rat(X*), t e l  que : M = L. 
I L  e x i s t e  un  au toma te  d é t e r m i n i s t e  A t e l  que T ( A )  = M, 

-> 

e t  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  p r é c é d e n t e  : T n ( A )  = M. 
Donc L  E DRat(Xn). 

<i> => <iii> 
S i  L E DRat(Xn) 
S o i t  M = (X,Q,S,qo,T) u n  au toma te  d é t e r m i n i s t e  
r e c o n n a i s s a n t  L, 
4 t E T, n o t o n s  Mqo,+ = (X,Q,G,qo,Ctl) 

Mt ,+  = (X,Q,S,t,Ct?) 
A t  = P re f (T (Mqo , t ) )  
B t  = P r e f ( T ( M t , t ) ) .  

On v é r i f i e  a l o r s  que : 
L  = U AtBtn.m 

t O T  

On p e u t  m a i n t e n a n t  v é r i f i e r  que Rat (Xn) \DRat(Xn)  e s t  non  
v i d e  g r â c e  a l ' e x e m p l e  s u i v a n t  : 

Exemple 5. L  = (a+b)*an 
L E Rat(Xn)  . M a i s  L  n ' e s t  p a s  l a  l i m i t e  d ' u n  l a n g a g e  R, s i n o n  : 

comme ban E L, 3 il A 1 1 b a l 1  E R 
comme bai1ban E L, 3 i n  A 1 1 bai1bai2 E R. 
O n  p e u t  a i n s i  c o n s t r u i r e  une  s u i t e  i n f i n i e  s t r i c t e m e n t  
c r o i s s a n t e  de mo ts  de  R d o n t  l a  l i m i t e  : 
baslbas=.,.bain,,. 
d o i t  a p p a r t e n i r  à L, ce q u i  n ' e s t  pas.. 

Rappe lons  C l 1 3  sans  l a  d é m o n t r e r  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

P r o p o s i t i o n  4, S o i t  L E Rat<XQ>, On p e u t  d é c i d e r  s i  L 

a p p a r t i e n t  o u  n o n  a DRat<Xm>. 

Nous t e r m i n o n s  p a r  un  énoncé d u  t h é o r é m e .  de  Büchi-Mac 
Naughton, p i è c e  m a î t r e s s e  dans  l a  t h é o r i e  des  R- langages  
r a t i o n n e l s .  

Théoréme, Rat<XQ) e s t  l a  f e r m e t u r e  b o o l é e n n e  de  DRat<Xm>. 



C. ADHERENCES 

La  n o t i o n  de  l i m i t e  pe rme t  de  d é f i n i r  l ' a d h é r e n c e  d ' u n  
l angage  d ' u n  l a n g a g e  p a r  : 

D é f i n i t i o n  : 

S o i t  R = X*, o n  a p p e l l e  adhé rence  de  R L 'Q- langage n o t é  Adh(R> 
d é f i n i  p a r  : ---- > 

Adh(R) = FG(R>, 
Au t remen t  d i t  : Adh(R) = C u E XQ 1 FG(u) FG<R> 3. 

Remarque : Adh(R) = Adh(FG(R1). 

On d i t  que L  e s t  une  adhe rence  s ' i l  e x i s t e  u n  l angage  R t e l  que 
L  = Adh(R1, on a  a l o r s  : 

Lemme 6. t41 S o i t  L  un Q-langage, L  e s t  u n e  adhé rence  s i  e t  

seu lemen t  s i  L  = Adh(FG<L>>. 

PREUVE. 
S o i t  R un langage, t e l  que L  = Adh(R). 
On a  a l o r s  : FG(L) = F G ( R ) .  
D 'ou : Adh(FG(L1) c Adh(FG(R)) 
i .e.  : Adh(FG(L1) = L. 
Comme l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  e s t  t o u j o u r s  v é r i f i é e ,  
on  o b t i e n t  : L = Adh(FG(R1). 

Réc ip roquemen t  : 
S i  L  = Adh(FG(L)), L  e s t  une adhérence.. 

D 'ap rès  l e  lemme p r é c é d e n t  e t  l e  lemme 3, on  p e u t  a l o r s  d o n n e r  
deux d é f i n i t i o n s  ( é q u i v a l e n t e s )  de  l a  f a m i l l e  n o t é e  FRat(Xn) 
des adhérences  r a t i o n n e l l e s .  

FRat(XQ) = CL = XQ 1 L E Rat(XQ> e t  L  e s t  une  adhérence) -  
FRat<Xm) = (L = XQ / L  e s t  L ' adhé rence  d ' u n  Langage r a t i o n n e l ) ,  

Remarques : - Une adhé rence  r a t i o n n e l l e  e s t  c a r a c t é r i s é e  p a r  l e  f a i t  
q u ' e l l e  p e u t  ê t r e  r econnue  p a r  u n  a u t o m a t e  de  B ü c h i  
d é t e r m i n i s t e  o u  t o u t  é t a t  non p u i t s  e s t  t e r m i n a l .  

- La f a m i l l e  FRat(Xn) e s t  s t r i c t e m e n t  i n c l u s e  dans DRat(Xn). 
----a 

Exemple 6. a*ban = a*ba* 
ma i s  d ' a p r é s  l e  lemme 6, axban n ' e s t  p a s  une  adhérence.8 



O n  a  r a p p e l é  q u ' é t a n t  donné un  l a n g a g e  L  E Rat(Xn) on p e u t  
d é c i d e r  s i  L  a p p a r t i e n t  o u  non  8 DRat(Xn), p o u r  l ' a p p a r t e n a n c e  

FRat(Xn) on  a  (comme conséquence d i r e c t e  des  lemmes 3 e t  6 )  
u n  r é s u l t a t  p l u s  p r é c i s  : 

P r o v o s i t i o n  5,C43 S o i t  L E Rat<XQ>, L a p p a r t i e n t  5 FRat(Xm> s i  

e t  seulement s i  L = Adh<FG(L>> e t  FG<L> E Rat<XX). 

Du lemme 6, on  d é d u i t  a u s s i  que  dans FRat(Xn) t o u t  R- 
l a n g a g e  e s t  d é t e r m i n é  p a r  l a  donnée de ses f a c t e u r s  gauches, 
i .e. : 

P r o p o s i t i o n  6, So ien t  L e t  L n  deux R-langages de FRat<Xm), 

on a : L = L '  s i  e t  seulement s i  FG<L> = F6<L'>, 

Remarque : Cec i  n ' e s t  p l u s  v r a i  dans DRat(Xn). 

Exemple 7. L  = ( a + b I R  e t  L '  = (b*a In  
, FG(L) = F G ( L t )  = X*. 
, L  E DRat(Xn) ( e t  même à FRat(Xn) 1. 

--> . L '  E DRat(Xn) c a r  L '  = X*a, 
m a i s  L '  & FRat(XR) c a r  bR tt! L', 
e t  donc L '  # Adh (FG(LV) ) .  
, Donc L  # L1,m 

Conce rnan t  l ' a d h é r e n c e  de l ' u n i o n ,  d u  p r o d u i t  e t  de 
l ' é t o i l e  on a  : 

Lemme 7,C41 V A,B X* : Adh(A+B) = Adh<A> + Adh(B> 

Adh(AB> = Adh<A> + AAdh(8). 
V A c X '  : Adh<A*> = A" + A*Adh<A>, 

S i  nous  r e g a r d o n s  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  La pu i ssance -R  d ' u n  
semi -g roupe  e t  son  adhérence, nous  a l l o n s  v o i r  q u ' e l l e s  s o n t  
p l u s  é t r o i t e s  que c e l l e s  vues  e n t r e  pu i ssance -R  e t  l i m i t e .  

P r o p o s i t i o n  7, S o i t  A E Rat<X+>, l e s  p r o p r i i t é s  su i van tes  son t  

Cquiva lentes:  
( 1 )  Am E FRat<Xm> 
< i f >  A* = Adh<A+> 
< $ f i )  Adh<A) c A", 

PREUVE. 
( 1 )  => (ii). D ' a p r è s  l e  lemme 6. 
( S i )  => (iii) e t  (iii) => (il d é c o u l e n t  de  l ' é g a l i t é  : 
Adh(A+) = A" + A"Adh(A).i 



-> 
Remarque : An E DRat(Xn) n ' e n t r a î n e  p a s  que  An = A+. 

Exemple  8. R = ( a b ) * a  . Rn = ( a b ) * a a ( ( b a ) * a ) n  
e t  comme ( a b ) * a a  e t  ( b a ) * a  s o n t  d e u x  l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  
p r é f i x e s ,  Rn a p p a r t i e n t  à DRat(Xn). 

-> . M a i s  R = ( a b l n  n ' e s t  p a s  i n c l u s  d a n s  Rn 
-> 

e t  donc  : Rn e s t  s t r i c t e m e n t  i n c l u s  d a n s  R+.m 

De l a  p r o p o s i t i o n  p r é c é d e n t e ,  o n  d é d u i t  a l o r s  : 1 

P r o p o s i t i o n  8. Y R,G E Rat<X+>, s i  Rn e t  Gn a p p a r t i e n n e n t  8 

FRat(Xn), l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  s o n t  C q u i v a l e n t e s  : 
(il R n =  GR 
<ii> FG(R+> = FG(G+>, 

La  p r o p o s i t i o n  6 m o n t r e  q u ' u n e  a d h é r e n c e  e s t  d é t e r m i n é e  
p a r  s e s  f a c t e u r s  gauches, c e  q u i  n ' e s t  p a s  é t o n n a n t  d ' a p r è s  l a  
c a r a c t é r i s a t i o n  t o p o l o g i q u e  d e s  a d h é r e n c e s  q u e  n o u s  r a p p e l o n s  
b r i è v e m e n t .  

On p e u t  m u n i r  ( X *  + Xn) d ' u n e  t o p o l o g i e  C l 7 3  o u  l e s  o u v e r t s  
s o n t  l e s  R - l a n g a g e s  d u  t y p e  AXn o u  A e s t  i n c l u s  d a n s  X*. 
L ' a d h é r e n c e  d ' u n  l a n g a g e  R e s t  a l o r s  l ' i n t e r s e c t i o n  de l a  
f e r m e t u r e  t o p o l o g i q u e  d e  R e t  d e  Xn. E t  FRat(Xm) e s t  e x a c t e m e n t  
l ' e n s e m b l e  d e s  R - l a n g a g e s  f e r m é s .  

D. CONGRUENCE DE BUCHI 

S o i t  X u n  a l p h a b e t ,  o n  a p p e l l e  c o n g r u e n c e  s u r  X*, une  
r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  n o t é e  -, d é f i n i e  s u r  X* e t  t e l l e  que l a  
c o n c a t é n a t i o n  s o i t  c o m p a t i b l e  a v e c  -, c ' e s t - à - d i r e  t e l l e  que : 
V x,xl,y,z E X* : X - X '  => y x z  - y x ' z .  
P o u r  t o u t  mo t  u d e  X*, l a  c l a s s e  d e  u  p o u r  - s e r a  n o t é e  C u l  : 
Cu3 = € V  E X+ / U - VI. 

Nous r a p p e l o n s  l a  d é f i n i t i o n  - c l a s s i q u e  - d e  l a  s a t u r a t i o n  
d ' u n  l a n g a g e  R p a r  une c o n g r u e n c e .  
L a  c o n g r u e n c e  - s a t u r e  R s i  e t  s e u l e m e n t  s i  : 
v u  E x*, CUI n R # 0 => CUI = R. 

B ü c h i  a  d é f i n i  l a  s a t u r a t i o n  d ' u n  R - l a n g a g e  L  p a r  une  
c o n g r u e n c e  -. 
L a  c o n g r u e n c e  - s a t u r e  L s i  e t  s e u l e m e n t  s i  : 
V u,v E X+, Cu1CvJn n L # 0 => Cu1CvJn = L. 

Dans l a  s u i t e  n o u s  u t i l i s e r o n s  s o u v e n t  u n e  c o n g r u e n c e  s u r  
X+ i n t r o d u i t e  p a r  B ü c h i  C S 1  e t  d é f i n i e  a p a r t i r  des  a u t o m a t e s  
d e  B ü c h i .  



S o i t  A = (X,Q,I,S,T) u n  automate, p o u r  t o u t  mot u  de  X+, 
nous  n o t e r o n s  : 

6 r ( u )  = € q '  E Q 1 3 t E T, 3 U~,U= E X* avec  u = uaun  e t  
t E S(q,ua) e t  q '  E G(t,u=) 3 .  

En d ' a u t r e s  termes, q '  E Ss(u )  s i  e t  seu lemen t  s i  il e x i s t e  
u n  chemin  dans A de  l a  f o r m e  : 

ua u= 
q  ----- > t ----- > q '  avec  u i u =  = u e t  t E T. 

D é f i n i t i o n  : S o i t  A = (X,Q,I,S,T) un  automate,  nous  a p p e l l e r o n s  

c o n g r u e n c e  de  B ü c h i  d e  A  o u  (comme B. L e  Saec L I 2 3 1  c o n g r u e n c e  
t r a n s i t i o n n e l l e  de  A  l a  cong ruence  n o t é e  - e t  d é f i n i e  p a r  : 

V u,v E X+, u - v  s s i  4 q  E Q G(q,u) = S(q,v) 
e t  S ~ ( q , u )  = 8~ (q , v ) .  

En d ' a u t r e s  t e r m e s  u  - v  s i  e t  seu lemen t  s i  : 

u v  - p o u r  t o u t  chemin q  ----- > q', il e x i s t e  un  chemin  q  --O--> q '  
e t  r é c i p r o q u e m e n t .  

U - p o u r  t o u t  chemin q  ----- > q '  p a s s a n t  p a r  un  é t a t  t e r m i n a l ,  
v  

il e x i s t e  un  chemin q  ----- > q '  p a s s a n t  p a r  u n  é t a t  t e r m i n a l  e t  
r é c i p r o q u e m e n t .  

Donc s i  deux mo ts  s o n t  cong rus  p o u r  -, i l s  o n t  v i s - à - v i s  de 
l a  r e c o n n a i s s a n c e  de  B ü c h i  l e  même comportement,  c ' e s t - à - d i r e  
que  l ' o n  p e u t  dans u n  mot i n f i n i  r e m p l a c e r  l ' u n  p a r  l ' a u t r e  
sans  c h a n g e r  l ' a p p a r t e n a n c e  ou  l a  non -appa r tenance  d u  mot  
i n f i n i  à T n ( A ) .  

B ü c h i  a  p r o u v é  f53 que c e t t e  r e l a t i o n  e s t  une cong ruence  
d ' i n d e x  f i n i  c a l c u l a b l e  q u i  s a t u r e  T a ( A ) .  

Comme - e s t  d ' i n d e x  f i n i  c a l c u l a b l e ,  nous  avons  : 

Lemme 8, 4 u E X*, tu1 e s t  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  c o n s t r u c t i b l e  

d e  X*, 

Une a u t r e  conséquence d i r e c t e  de l a  d é f i n i t i o n  de  - e s t  l e  
r é s u l t a t  s u i v a n t  que nous.  u t i l i s o n s  dans  l e  c h a p i t r e  s u i v a n t .  

Lemme 9, S o i e n t  <ur> e t  < v a >  deux s u i t e s  d e  X+ t e l l e s  que  : 

V i > O Ur - VS, On a a l o r s  : 
uaI,,u~,,, E Tn<A> s i  e t  seu lemen t  s i  vi,,,v-,,, E Ta<A>, 



CHAPITRE II 

D E F I N I T I O N  DE CRI- ET PREMIERS RESULTATS SUR C R I a  



IWTRODUCTION 

Un Q - l a n g a g e  e s t  r a t i o n n e l  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  il p e u t  ê t r e  
r e c o n n u  p a r  u n  a u t o m a t e  d e  B ü c h i .  Un R - l a n g a g e  L e s t  u n e  
p u i s s a n c e - R  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  il e x i s t e  u n  l a n g a g e  R t e l  q u e  
Rn = L, R s e r a  a p p e l é  u n  g é n é r a t e u r  d e  L. E t a n t  d o n n é  u n  R- 
Langage  r a t i o n n e l ,  n o u s  a l l o n s  e t u d i e r  l a  f a m i l l e  d e s  
g é n é r a t e u r s  d e  c e t  R - l a n g a g e .  

La c o n g r u e n c e  de  Büch i ,  d é f i n i e  a p a r t i r  d ' u n  a u t o m a t e  
r e c o n n a i s s a n t  u n  R - l a n g a g e  r a t i o n n e l ,  e s t  d ' i n d e x  f i n i  s u r  X+ 
e t  t e l l e  que, s i  d e u x  m o t s  u e t  v  s o n t  é q u i v a l e n t s ,  on  p e u t  
a l o r s  d a n s  t o u t  mo t  i n f i n i  r e m p l a c e r  t o u t  o u  p a r t i e  d e s  
o c c u r r e n c e s  d e  u  p a r  v s a n s  c h a n g e r  l ' a p p a r t e n a n c e  o u  l a  n o n -  
a p p a r t e n a n c e  de  c e  mo t  i n f i n i  a u  Langage.  

Dans l a  p a r t i e  A n o u s  m o n t r o n s  que, s i  u n  R - l a n g a g e  
r a t i o n n e l  e s t  p u i s s a n c e - f l  d ' u n  l a n g a g e  R ( r a t i o n n e l  o u  non) ,  
a l o r s  il e s t  l a  p u i s s a n c e - R  d u  p l u s  p e t i t  l a n g a g e  c o n t e n a n t  R 
e t  s a t u r é  p a r  l a  c o n g r u e n c e  p r é c é d e n t e .  C e c i  n o u s  p e r m e t  a l o r s  
d e  d é c i d e r  s i  u n  Q - l a n g a g e  r a t i o n n e l  e s t  o u  n o n  u n e  p u i s s a n c e -  
R, e t ,  s i  c ' e s t  l e  cas, d ' e n  c o n s t r u i r e  u n  g é n é r a t e u r  
r a t i o n n e l .  

P u i s q u e  l ' o n  s a i t  d é c i d e r  s i  u n  R - l a n g a g e  r a t i o n n e l  e s t  u n e  
p u i s s a n c e - R  e t  en  c o n s t r u i r e  u n  é v e n t u e l  g é n é r a t e u r  r a t i o n n e l  
R, o n  n e  s ' o c c u p e r a  p l u s  d é s o r m a i s  q u e  d e s  R - l a n g a g e s  du  t y p e  
Rn a v e c  R l a n g a g e  r a t i o n n e l .  

A p r è s  a v o i r  d é f i n i  l a  f a m i  l l e  CR3a d e s  g é n é r a t e u r s  d e  Rn, 
d a n s  l a  p a r t i e  B n o u s  d o n n o n s  d e u x  lemmes d o n t  n o u s  
" ( a b ) u s e r o n s "  p a r  l a  s u i t e  p o u r  p r o u v e r  l ' a p p a r t e n a n c e  d ' u n  
l a n g a g e  a tR3n.  

Nous n o u s  i n t é r e s s e r o n s  d a n s  l a  p a r t i e  C aux p r o p r i é t é s  d e  
f e r m e t u r e  d e  CR3n p a r  Les o p é r a t i o n s  c l a s s i q u e s  s u r  l e s  
l a n g a g e s .  





A, DECIDER S I  UN 9-LANGAGE RATIONNEL EST UNE PUISSANCE-9 

S o i t  L  u n  R - l a n g a g e  r a t i o n n e l  r e c o n n u  p a r  un a u t o m a t e  
A = (X,Q,I,S,T). Nous a l l o n s  m o n t r e r  que  l ' o n  p e u t  d é c i d e r  s i  
L  e s t  o u  n o n  l a  p u i s s a n c e - R  d ' u n  l a n g a g e  R d e  X+, i .e. s ' i l  
e x i s t e  u n  l a n g a g e  R t e l  q u e  Rn = L, c e c i  e n  u t i l i s a n t  l a  
c o n g r u e n c e  d e  B ü c h i  a s s o c i é e  à A, 

P r o p o s i t i o n  1, S o i t  L  un R - l a n g a g e  r a t i o n n e l ,  S i  L e s t  u n e  

pu issance-R,  a l o r s  4 1  e x i s t e  un l a n g a g e  r a t i o n n e l  R t e l  q u e  
L = R", 

PREUVE. 
S o i t  A = (X,Q,I,G,T) u n  a u t o m a t e  r e c o n n a i s s a n t  L, e t  s o i t  - 
s a  c o n g r u e n c e  t r a n s i t i o n n e l l e  a s s o c i é e .  
S o i t  M t e l  que  Mn = L, 
N o t o n s  R = CM3 = U Cul, l e  s a t u r é  d e  M p o u r  -. 

U I M  

Comme M = R, o n  a  : Mn = Rn. 
P r e n o n s  m a i n t e n a n t  w = vr...~".,. E Rn, OU V n  A 1 V n  E R 
o n  a  : 
4 i > 0, 3 U r  E M t e l  que  u r  - v r .  
Donc : ur...un... E Mn 
e t  d ' a p r ê s  l e  lemme 1.10 : vr...vn... E Mn. 
D ' o u  : Mn = Rn 
e t  comme R e s t  u n e  u n i o n  f i n i e  d e  c l a s s e s  p o u r  - ( c a r  - e s t  
d ' i n d e x  f i n i ) ,  R e s t  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l . 8  

P r o p o s i t i o n  2, E t a n t  d o n n é  un Q - l a n g a g e  r a t i o n n e l  L, o n  p e u t  

d é c i d e r  s ' i l  e s t  o u  n o n  u n e  pu issance-Q,  S i  c ' e s t  l e  cas, o n  
p e u t  c o n s t r u i r e  un l a n g a g e  r a t i o n n e l  d o n t  l a  p u i s s a n c e - 0  e s t  L, 

PREUVE. 
S o i e n t  L  E Rat(Xn), A u n  a u t o m a t e  r e c o n n a i s s a n t  L  e t  - s a  
c o n g r u e n c e  t r a n s i t i o n n e l l e .  
S o i t  k  l ' i n d e x  d e  - e t  s o i e n t  RI, ..., R r  l e s  c l a s s e s  d e  -. 
O n  a  v u  d a n s  l a  p r e u v e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 que, s i  L  e s t  l a  
p u i s s a n c e - R  d ' u n  l a n g a g e  M, a l o r s  L  e s t  l a  p u i s s a n c e - R  
d ' u n e  u n i o n  d e  l a n g a g e s  R i .  
O r  comme : - d ' u n e  p a r t  l ' é g a l i t é  d e  deux R - l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  e s t  
d é c i d a b l e ,  - d ' a u t r e  p a r t  l e  c a r d i n a l  d e  C U R d  , a v e c  J = Cl,.. .,k3 3  

>ta 

e s t  f i n i ,  
o n  p e u t  d é c i d e r  s i  L  e s t  une  p u i s s a n c e - R .  
En o u t r e ,  s i  c ' e s t  l e  cas, o n  a u r a  c o n s t r u i t  u n  l a n g a g e  
r a t i o n n e l  d o n t  l a  p u i s s a n c e - R  e s t  L. 
N o t o n s  e n f i n  q u e  l ' o n  v o i t  d é j à  i c i  que  t o u t  l a n g a g e  d e  
f R 3 n  e s t  i n c l u s  d a n s  u n  g é n C r a t e u r  m a x i m a l  p o u r  l ' i n c l u s i o n  
d a n s  CR3n - c e  q u i  s e r a  a p p r o f o n d i  dans  l e  c h a p i t r e  III -.m 



A p a r t i r  d e  m a i n t e n a n t ,  n o u s  n o u s  i n t é r e s s e r o n s  u n i q u e m e n t  
aux  8 - l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  q u i  s o n t  d e s  p u i s s a n c e s - 8 ,  e t  p l u s  
p a r t i c u l i è r e m e n t  à l a  f a m i l l e  des  g é n é r a t e u r s  d e  c e s  8- 
langages,  c ' e s t - a - d i r e  : 

D é f i n i t i o n  : S o i t  R E Rat(X+), n o u s  n o t e r o n s  : 

CRI- = i G c X+ / G" = R" >. 
T o u t  l a n g a g e  G a p p a r t e n a n t  à C R l n  s e r a  a p p e l é  un g é n h r a t e u r  d e  
RQ. 

Exemp le  1. R = baYb* 
Rn e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  f i -mots w t e l s  que  l w i b  e s t  i n f i n i .  
G = ba* e s t  u n  g é n é r a t e u r  d e  Rn i n c l u s  d a n s  R 
G '  = baZcba* e s t  u n  g é n é r a t e u r  de  Rn d ' i n t e r s e c t i o n  v i d e  
a v e c  R.m 

N o t r e  t r a v a i l  p o r t e r a  donc s u r  l ' é t u d e  d e s  p r o p r i é t é s  d e  l a  
f a m i l l e  C R I n  p o u r  R l a n g a g e  r a t i o n n e l .  Il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  
que  CR3n p e u t  c o n t e n i r  d e s  l a n g a g e s  n o n  r a t i o n n e l s .  
A i n s i  CaJn c o n t i e n t  l e  l a n g a g e  { aP , a v e c  p  p r e m i e r  1, o u  b i e n  
C ( a + b ) I n  c o n t i e n t  a  + b  + Canbn, n A 13. M a i s  n o u s  n e  
c o n s i d é r e r o n s  s o u v e n t  q u e  des g é n e r a t e u r s  r a t i o n n e l s  d e  Rn, 
s o i t  p a r c e  q u ' i l s  s e r o n t  c h o i s i s  r a t i o n n e l s  p a r  hypo thèse ,  s o i t  
p a r c e  que n o u s  m o n t r e r o n s  q u ' i l s  s o n t  r a t i o n n e l s .  

B. LEUUE "D'ITERATION I N F I N I E "  

P r o p o s i t i o n  3. Lemme d ' i t é r a t i o n  i n f i n i e  : 

S o i e n t  A  c X+ e t  L = X". S i  L  = AL, a l o r s  L = Am 

PREUVE. 
S o i t  w E L. 
On c o n s t r u i t  p a r  r é c u r r e n c e  u n e  s u i t e  ( u i )  d e  m o t s  d e  A de  
l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 
Comme L = AL, o n  p e u t  é c r i r e  : 
w = uaur ,  avec  U S  E A e t  wa E L  
V i A 1, u s  = us+rwi+r ,  avec  u i + r  E A e t  w i + r  E L. 
On a  : 4 i 1, w = ur . . .u iu r  
C o n s i d é r o n s  a l o r s  u '  = US...U~... 

Y '  E An 
e t  comme w e t  w '  o n t  l e s  mêmes f a c t e u r s  gauches, o n  a  : 
Y = w'.. 

Remarque : C e t t e  p r o p o s i t i o n  m o n t r e  q u e  AQ e s t  l e  p l u s  g r a n d  
p o i n t  f i x e  d e  L ' é q u a t i o n  L  = AL. 

P o u r  d é m o n t r e r  q u ' u n  l a n g a g e  e s t  g é n é r a t e u r  d e  Rn, n o u s  
u t i l i s e r o n s  s o u v e n t  l a  p r o p o s i t i o n  3 d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  
L  e s t  une  p u i s s a n c e - 8  : 



C o r o l l a i r e  1, So ient  R,R9 E Rat<X+>, 

S i  Rn a R9Rm, a l o r s  Rm = Rte .  

Dans l a  p r o p o s i t i o n  3 o n  p a r t  de  L 1 h y p o t h é s e  "L = AL", on  
va v o i r  i c i  ce  q u i  se passe  avec l ' h y p o t h è s e  "AL = L w ,  

P r o ~ o s i t i o n  4 .  Soient  A = X+ e t  L = Xm avec L adhérence, S i  

AL = L, a l o r s  AR = L, 

PREUVE. 
S i  AL = L, on  a  : 
Y n  n 1, AnL = L 
e t  donc : A+L c L e t  a f o r t i o r i  FG(A+L) = FG(L). 
En conséquence : Adh(FG(AeL)) c Adh(FG(1))  
O r  comme : Am = Adh(FG(A+L)) 
On a  : AR = Adh(FG(L))  = L.m 

En p a r t i c u l i e r ,  s i  L  e s t  une adhérence  e t  L  = AL a l o r s  
L  = A". 

Remarques : Sans l ' h y p o t h è s e  "L adhé rence "  : - Le  r é s u l t a t  e s t  en g é n é r a l  faux .  

Exemple 2. L = (a*b)R e t  A = a+b 
L  n ' e s t  pas  une adhérence, c a r  an E Adh(awb), m a i s  an 4 L 
O n a :  A L = L  
M a i s  : an 4 L  
c ' e s t - à - d i r e  : AR L  e t  a  f o r t i o r i  AR # L . i  

- M a i s  l e  r é s u l t a t  n ' e s t  pas  t o u j o u r s  faux.  

Exemple 2  ( r e p r i s e ) .  L  = (a *b IR  e t  A = aXb.m 

CI FERHETURE DE C R I -  PAR LES OPERATIONS CLASSIQUES 

T o u t  d ' a b o r d  il e s t  i m m é d i a t  que  l a  f a m i l l e  CR3m e s t  f e rmée  
p a r  é l é v a t i o n  a une p u i s s a n c e  q u e l c o n q u e  e t  p a r  l ' o p é r a t i o n  * 
( a u  mot r p rès ) ,  p l u s  p r é c i s é m e n t  : 

P r o p o s i t i o n  5, S o i t  R E Rat<X+>,  

Exemple 1 ( r e p r i s e ) .  R = ba*b* 
R+ = bX* e s t  g é n é r a t e u r  de  Rm.m 



Comme A = B  i m p l i q u e  An = Bn, nous  pouvons é n o n c e r  une 
p r o p r i é t é  t r é s  s o u v e n t  u t i l i s é e  dans l a  s u i t e  p o u r  p r o u v e r  
l ' é g a l i t é  de  l a  p u i s s a n c e - Q  de deux langages .  

Lemme 1, S o i t  R E Rat<X+>, V 6.6' E CR30, U E = X+, 

6 = E  c 6'  => E  E CRI-, 

D é f i n i t i o n  : S o i t  R un l a n g a g e  d e  X+, nous  n o t e r o n s  : 

P r e r ( R >  = R\RR+, 

Au t remen t  d i t ,  Prem(R1 è s t  l ' e n s e m b l e  des mo ts  de R q u i  ne  
p e u v e n t  pas  se  décomposer en  un p r o d u i t  de p l u s i e u r s  mo ts  de R. 

Comme (Prem(R))+ = R+, l a  p r o p o s i t i o n  3 i m p l i q u e  : 

Lemne 2, S o i t  R E Rat<X+>, a l o r s  Prem(R> a p p a r t i e n t  a C R I a ,  

Exemple 1 ( r e p r i s e ) .  R = ba*b* 
Prem(R1 = ba* e s t  un g é n é r a t e u r  de  Rn,. 

D ' a u t r e  p a r t  il e s t  i m m é d i a t  que : 

Lemme 3, E t a n t  donné R E Rat<X+> , 
V G,G1 E C R l a ,  RQ = <G+G' >*RQ, 

En revanche, o n  n ' a  pas  n é c e s s a i r e m e n t  Rn = (G+G'ln, en 
e f f e t  : 

P r o p o s i t i o n  6. S o i t  R E Rat<X+>, La f a m i l l e  C R I -  e s t  f e r m é e  p a r  

u n i o n  s i  e t  seu lemen t  s i  CR3a admet un p l u s  g r a n d  é l é m e n t  p o u r  
l ' i n c l u s i o n ,  

PREUVE. . S i  CR3n e s t  f e rmée  p a r  u n i o n .  
S o i t  G E C R l n ,  d ' a p r è s  l a  remarque  f i n a l e  de  l a  p r e u v e  de 
l a  p r o p o s i t i o n  2, on s a i t  que G e s t  i n c l u s  dans  un  
g é n é r a t e u r  max ima l  Gw. 
Supposons que Gw n ' e s t  pas  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de C R I n ,  
on a  a l o r s  : 
3 G '  E C R I -  t e l  que G '  + G u .  
D'ou G n  e s t  s t r i c t e m e n t  i n c l u s  dans  ( G u  + G ' )  q u i  n e  p e u t  
donc p a s  B t r e  dans  CR3n. 
Donc G n  e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de  CR3n. 

. La r é c i p r o q u e  e s t  i m m é d i a t e  p a r  l e  lemme 1.8 



Exemple 3. R = X*(aa+bb)X* 
(R+a I  e t  (R+b I  s o n t  deux a u t r e s  g é n é r a t e u r s  de  Rn. 
C R 3 n  n ' a  pas de  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  s i n o n  ce d e r n i e r  
c o n t i e n d r a i t  a  e t  b  
e t  donc ( a b I n  a p p a r t i e n d r a i t  a Rn, ce  q u i  n ' e s t  pas.8 

P r o p o s i t i o n  7 ,  S o i t  R E Rat(X+>, l a  f a m i l l e  C R I -  e s t  fermée p a r  

' p r o d u i t  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  C R l a  admet un p l u s  g r a n d  & l e m e n t  
p o u r  l ' i n c l u s i o n ,  

PREUVE. 
S i  C R I -  e s t  f e rmée  p a r  p r o d u i t ,  
comme 4 G,G' E C R l n ,  on  a  ( d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  3 )  : 
G+ E C R l n  e t  G" E C R l n  
on  en d é d u i t  : G+G1+ E C R 3 n  e t  G1+G+ E C R I n .  
Comme (G+G'In = (G+G')*(Gn + G ' "  + (G+G")n), o n  a  : 
(G+G'In = (G+G'I*Rn. 
D 'ou g r â c e  au lemme 3 : G+G1 E C R 3 n .  
Donc C R I -  e s t  f e rmée  p a r  u n i o n  e t  possède  un p l u s  g r a n d  
é lément ,  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  4. 

Réc iproquement ,  s i  C R l n  e s t  fe rmée p a r  union,  
comme 4 G,GV E C R I n ,  on a  : G G '  = (G+G8)+, 
il s ' e n s u i t  que : ( G G ' I n  c (G+Gt)". 
D ' a u t r e  p a r t  : Rn = Gn = GGn = G G t n  = ( G G I I G ' *  = ( G G ' I R *  
Donc a f o r t i o r i  : Rn = ( G G ' ) R n  
e t  d ' a p r è s  l e  lemme " d ' i t é r a t i o n  i n f i n i e " ,  on a : 
Rn c ( G G ' I n .  
On a  donc : G G '  E C R 3 n  
c ' e s t - à - d i r e  : t R 3 n  e s t  s t a b l e  p a r  p r o d u i t . 8  

P r o p o s i t i o n  8, S o i t  R  E Rat<X+>, C R I -  n ' e s t  j a m a i s  f e r m e  p a r  

i n t e r s e c t i o n ,  

PREUVE. 
Comme Prern(R1 E C R I n  ( lemme 2 )  e t  que (Prem(R1)" E C R I n ,  s i  
C R 3 a  e s t  s t a b l e  p a r  i n t e r s e c t i o n ,  on  a : 
Prern(R1 n (P rem(R) IZ  E C R 3 n  
O r  P rem(RI  n (P rem(R) IZ  = 0 
Donc C R I -  n ' e s t  p a s  s t a b l e  p a r  i n t e r s e c t i o n . .  
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INTRODUCTION 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  n o u s  n o u s  i n t é r e s s o n s  a u x  " g r a n d s "  
g é n é r a t e u r s  d e  C R I a ,  i.e. aux  max imaux p o u r  l ' i n c l u s i o n  d a n s  
CR3n. NOUS commencerons  p a r  i n t r o d u i r e  d e u x  m a j o r a n t s  d e  CR3n ' 

q u i  n e  s o n t  p a s  e n  g é n é r a l  d a n s  CR3n. 

L e  p r e m i e r ,  n o t é  Rc, q u i  p e u t  e t r e  v u  comme l e  s e m i - g r o u p e  
d e s  " h o m o t h é t i e s  l a i s s a n t  s t a b l e  Rn", c ' e s t - à - d i r e  : 

L e  second, n o t é  Rd, ( q u i  n ' e s t  p l u s  u n  s e m i - g r o u p e )  e s t  u n  
s o u s - l a n g a g e  d e  R' : 

Dans l a  p a r t i e  A n o u s  p r o u v o n s  q u e  c e s  deux m a j o r a n t s  s o n t  
r a t i o n n e l s  e t  c o n s t r u c t i b l e s  e t  q u e  Rd e s t  u n  s e m i - g r o u p e  s i  e t  
s e u l e m e n t  s i  il a p p a r t i e n t  a CR3n. 

Dans l a  p a r t i e  B n o u s  v e r r o n s  q u e  CR3n n e  p o s s è d e  p a s  
t o u j o u r s  d e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  ( p o u r  l ' i n c l u s i o n )  m a i s  q u e  C R 3 n  
p o s s è d e  t o u j o u r s  d e s  g é n é r a t e u r s  max imaux e n  n o m b r e  f i n i .  De 
p l u s ,  t o u t  g é n é r a t e u r  d e  Rn e s t  i n c l u s  d a n s  l ' u n  d e  c e s  
max imaux.  C e c i  n o u s  p e r m e t t r a  d e  d é c i d e r  s i  CR3n p o s s e d e  o u  n o n  
u n  p l u s  g r a n d  é l é m e n t .  

Dans l a  p a r t i e  C n o u s  m o n t r o n s  que, q u a n d  Rn e s t  
d é t e r m i n i s t e ,  "Rd a p p a r t i e n t  a  CR3a" é q u i v a u t  a  " C R I n  p o s s è d e  
u n  p l u s  g r a n d  é l é m e n t " .  Un e x e m p l e  p r o u v e r a  que c e  n ' e s t  p l u s  
v r a i  q u a n d  Rn n ' e s t  p a s  d é t e r m i n i s t e ,  

Dans l a  p a r t i e  D  n o u s  m o n t r o n s  que, q u a n d  Rn e s t  u n e  
a d h é r e n c e ,  a l o r s  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  e x i s t e  e t  e s t  é g a l  a  R" 
q u i  e s t  d a n s  c e  c a s  é g a l  a  Rd. 

L a  p a r t i e  E p r é s e n t e  u n  résumé d e s  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  
c o n c e r n a n t  l ' e x i s t e n c e  e t  l a  v a l e u r  d u  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  
é v e n t u e l  d e  C R l n .  



A, ETUDE DES MAJORANTS RC ET Rd 

D C f f n i t i o n  : S o i t  R u n  l a n g a g e  i n c l u s  dans  Xe, 

R' = CU E X* / UR" R"3 

Lemme 1. S o i t  R  un l a n g a g e  i n c l u s  d a n s  X+, R' e s t  un m a j o r a n t  

de CRIa, 

C ' e s t - à - d i r e  que  : 4 G E C R I n ,  G = RC. 

PREUVE. 
S o i t  G E CRI- ,  o n  a  : 
G R -  = G G n  = G n  = R n  
i .e .  : G = Re.. 

Remarque : RC p e u t  o u  n o n  a p p a r t e n i r  a C R l n ,  comme l e  p r o u v e n t  
l e s  deux  e x e m p l e s  s u i v a n t s .  

Exemp le  1. R = a  
RC = a+.i 

Exemp le  2. R = a*b 
R e  = X+ 
R" ti! CRI - ,  c a r  an é R n . i  

P r o p o s i t i o n  1, S o i t  R E Rat(X+), R' e s t  un s e m i - g r o u p e  

r a t i o n n e l  c o n s t r u c t i b l e  < à  p a r t i r  d'un a u t o m a t e  r e c o n n a i s s a n t  
Rm> , 

PREUVE. . 4 U,V E Re, o n  a  : vRn = Rn 
d ' o u  : (uv )Rn  = u(vRn) c UR" c Rn 
i .e.  U V  E RC, donc  RC e s t  u n  s e m i - g r o u p e .  

. P o u r  m o n t r e r  que  RC e s t  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  
c o n s t r u c t i b l e ,  il s u f f i t  d e  r e m a r q u e r  que  Rc e s t  s a t u r é  p a r  
l a  c o n g r u e n c e  t r a n s i t i o n n e l l e  a s s o c i é e  à u n  a u t o m a t e  d e  
B u c h i  r e c o n n a i s s a n t  Rn. i  

Remarque : On a  év idemment  : Ran = R n n  => R a e  = R==, m a i s  l a  
r é c i p r o q u e  e s t  f a u s s e .  

E x e m p l e  3. Ra = X* e t  R n  = X*a. 
Ra"  = Ricc = X+ 
m a i s  Ran # R s n . i  

Un a u t r e  m a j o r a n t ,  i n c l u s  d a n s  Re e t  n o t é  Rd, j o u e r a  u n  
r 6 l e  i m p o r t a n t  q u a n d  Rn e s t  d é t e r m i n i s t e .  



D é f i n i t i o n  : S o i t  R u n  l a n g a g e  i n c l u s  d a n s  Xe, 

Rd = €U E X+ / UR- = RQ e t  un E Rn) 

On c o n s t a t e  d e j B  q u e  Rd e s t  i n c l u s  d a n s  RC e t  p e u t  ê t r e  
s o i t  d i f f é r e n t  d e  RC s o i t  é g a l  à R", comme l e  m o n t r e n t  l e s  deux 
e x e m p l e s  s u i v a n t s .  

Exemple  1 ( r e p r i s e ) .  R = a  
R C  = a+ = R*.m 

Exemple  2 ( r e p r i s e ) .  R = a*b 
R" = X+ e t  Rd = X*bX*,m 

Lemme 2. S o i t  R un l a n g a g e  i n c l u s  d a n s  X+, Rd e s t  un m a j o r a n t  

d e  CRIQ,  

PREUVE. 
S o i t  G E E R l n ,  o n  s a i t  que : GRn = Rn, 
De p l u s ,  V u  E G : un E Rn, 
Donc G = Rd.m 

P r o p o s i t i o n  2 .  S o i t  R  E Rat(X+), Rd e s t  un Langage r a t i o n n e l  

c o n s t r u c t i b l e  ( à  p a r t i r  d'un a u t o m a t e  r e c o n n a i s s a n t  Rn). 

PREUVE. 
Il s u f f i t  de  r e m a r q u e r  que Rd (comme R G >  e s t  s a t u r e  p a r  l a  
c o n g r u e n c e  t r a n s i t i o n n e l l e  a s s o c i é e  a u n  a u t o m a t e  d e  B ü c h i  
r e c o n n a i s s a n t  Rn. i  

Remarquons m a i n t e n a n t  que Rd p e u t  ê t r e  o u  n o n  un semi -  
roupe .  E t  dans  l e  c a s  o u  Rd e s t  u n  semi -groupe,  il p e u t  ë t r e  
g a l  o u  n o n  a RG. 

Exemple  4. R = X*(aa+bb)  
a  E Rd c a r  : an E Rn 
e t  d ' a u t r e  p a r t  : aR = R 
d ' o u  : aRn c Rn. 
De même b  E Rd 
m a i s  a b  & Rd, c a r  ( a b ) -  tl Rn 
e t  donc  Rd n ' e s t  p a s  un semi -g roupe .  
On a  p r o u v é  e n  o u t r e  q u e  : Rd tl CR3n.m 

Exemple  1 ( r e p r i s e ) .  R = a 
R C  = a+ = R d .  
Donc Rd e s t  u n  s e m i - g r o u p e  é g a l  a R C . i  

Exemp le  2 ( r e p r i s e ) .  R = a*b 
RC = X+ e t  Rd = X*bX*. 
Donc Rd e s t  u n  s e m i - g r o u p e  d i f f é r e n t  d e  Re, 
m a i s  o n  c o n s t a t e  q u e  Rd E C R 1 n . m  



Sur  ces  t r o i s  exemples, il y a  c o ï n c i d e n c e  e n t r e  "Rd e s t  un 
semi -g roupe"  e t  "Rd E C R 3 n W ;  c e t t e  p r o p r i é t é  e s t  g é n é r a l e .  

P r o p o s i t i o n  3, S o i t  R E Rat<X+>, Rd e s t  un semi-groupe s i  e t  

seulement s i  Rd E IRJa, 

PREUVE. 
S i  Rd E C R I n ,  Rd e s t  a l o r s  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de LRIa, 
e t  e s t  donc un  semi -g roupe  ( c a r  G E C R 3 n  => G+ E C R I n ) .  

P o u r  l a  r é c i p r o q u e ,  on m o n t r e  que : 
U l t (Rdn )  = Ul t (Rn) ,  ce q u i  pe rme t  de  c o n c l u r e  g r a c e  au  
lemme 1-4. 
S o i t  U V - E  Rd-, il e x i s t e  r e t  r '  dans ( R d ) +  t e l s  que : 
uvn = rrtn. 
Comme R d  e s t  un  semi-groupe, r e t  r '  s o n t  dans Rd e t  donc  : 
r ' *  E Rn, en conséquence r r ' "  E R * . i  

Donnons m a i n t e n a n t  une  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  (ma i s  non 
n é c e s s a i r e )  p o u r  que R' = Rd. 

P r o p o s i t i o n  4, S o i t  R un langage i n c l u s  dans X+, S i  Rn e s t  une 

adhérence, a l o r s  on a : Re = Rd = CU E X+ / UR* = F G < R X > >  

PREUVE. 
M o n t r o n s  d é j a  que RG = Rd. 
Comme RcR*  Rn, d ' a p r e s  t a  p r o p o s i t i o n  11-4, o n  o b t i e n t  : 
R"' c Rn 
O r  c e c i  e n t r a î n e  que Rc = Rd. 

D ' a u t r e  p a r t ,  uRn = Rn => UR* e FG(R*). 
E t  r é c i p r o q u e m e n t  : 
UR" = F G ( R * )  i m p l i q u e  uFG(R*) = F G ( R * )  
donc : Adh(uFG(R*)) = Adh(FG(R*)) 
e t  comme Adh(FG(R*)) = Rn, on a  : uRn c Rn. 
F i n a l e m e n t  : RG = (u E X+ / UR* = F G ( R * ) I . i  

Remarque : La r é c i p r o q u e  de l a  p r o p o s i t i o n  4  e s t  f ausse .  

Exemple 2 ( r e p r i s e ) .  R = bX* 
R = R" = Rd = C U  E X+ / UR* c FG(R*)) 
m a i s  ban E Adh(R) e t  ban é Rn 
e t  donc ( d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  1 - 7 1  Rn n ' e s t  p a s  une 
adhérence.. 



6, C A S  GENERAL 

Lemme 3. S o l t  R E Rat(X+>, C R I -  ne posséde pas t o u j o u r s  de p l u s  

grand Clément. 

PREUVE. 
C o n s i d é r o n s  l e  l a n g a g e  R = X*(aa+bb)X*. 
C R I n  n e  p o s s è d e  p a s  d e  p l u s  g r a n d  é lémen t ,  e n  e f f e t  : 
R+a E C R l n  e t  R+b E C R I n ,  
m a i s  R+a+b 8 CR3n car ,  p a r  exemple, ( a b l n  8 Rn. 
Donc CR3n n e  p o s s è d e  p a s  de  p l u s  g r a n d  é l é m e n t ,  s i n o n  
( d ' a p r è s  p r o p o s i t i o n  11.6) l e  l a n g a g e  R+a+b a p p a r t i e n d r a i t  
a CR3n.m 

Remarquons q u e  Rc ( r e s p .  R d )  a p p a r t i e n t  a C R I n  i m p l i q u e  q u e  
Re ( r e s p .  Rd)  e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  CR3n. M a i s  n o u s  
v e r r o n s  p a r  l a  s u i t e  q u e  l e  p l u s  g r a n d  b l é m e n t  p e u t  e x i s t e r  e t  
n ' ê t r e  n i  Rc n i  Rd. 

P u i s q u ' i l  n ' y  a  p a s  t o u j o u r s  d e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d a n s  
C R I a ,  l a  q u e s t i o n  d e  t r o u v e r  d e s  é l é m e n t s  max imaux d a n s  C R I n  s e  
p o s e  a l o r s  n a t u r e l l e m e n t .  

N o t o n s  t o u t  d ' a b o r d  q u e  t o u t  m a x i m a l  d e  CR3n e s t  u n  semi -  
g roupe,  m a i s  q u ' u n  s e m i - g r o u p e  d e  CR3n n ' e s t  p a s  n t c e s s a i r e m e n t  
m a x i m a l  d a n s  CR3n. 

Exemp le  5. R = a*b 
R+ = X'*b e s t  u n  s e m i - g r o u p e  d e  CR3n e t  n ' e s t  p a s  max imal ,  
e n  e f f e t  C R 3 n  a  u n  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  q u i  e s t  X*bX*.m 

P r o p o s i t i o n  5. S o i t  R E Rat<X+l,  C R I m  posséde un nombre f i n i ,  

non nul ,  de langages maximaux, De p l u s  ces langages sont des 
seai-groupes r a t i o n n e l s  e t  c o n s t r u c t i b l e s ,  

PREUVE. 
S o i e n t  A = (X,Q,I,G,T) u n  a u t o m a t e  q u i  r e c o n n a î t  Rn, 
e t  a  l a  c o n g r u e n c e  t r a n s i t i o n n e l l e  a s s o c i é e .  
N o t o n s  k  l ' i n d e x  de  a, e t  ur,...,uk d e s  r e p r é s e n t a n t s  d e s  
c l a s s e s  de  a. 
P o u r  t o u t e  p a r t i e  J d e  €1, ..., k3, n o u s  n o t e r o n s  : 

R a  = U C u i 3  
iça  

S o i t  G € CR3n. 
Nous a v o n s  v u  d a n s  l a  p r e u v e  de  l a  p r o p o s i t i o n  11.1 q u e  : 
C G 1  a p p a r t i e n t  8 CR3n ( e n  n o t a n t  CG3 l e  s a t u r e  de G p o u r  a )  
e t  d o n c  : 
3 J = €1,. ..,k3 t e l  q u e  G = R a  e t  R a  E CR3n. 



Ce q u i  p r o u v e  que l a  f a m i l l e  F : 
F = €Ra / J = €l,...,k) e t  R a  E C R I - )  

c o n t i e n t  t o u s  l e s  l a n g a g e s  maximaux de CR3n. 
I l s  s o n t  donc en  nombre f i n i ,  e t  t o u s  s o n t  r a t i o n n e l s  e t  
c o n s t r u c t i b 1 e s . m  

Comme de  p l us ,  t o u t  g é n é r a t e u r  de  Rn e s t  i n c l u s  d a n s  un 
l a n g a g e  de  F, on  a  : 

P r o ~ o s i t i o n  6 .  S o i t  R E Rat(X+>, t o u t  g é n é r a t e u r  de  CR3a e s t  

i n c l u s  dans  un g é n é r a t e u r  m a x i m a l  dans  C R I n ,  

Remarque : Un g é n é r a t e u r  de  C R 3 n  p e u t  ê t r e  c o n t e n u  dans 
p l u s i e u r s  maximaux. 

Exemple 6. R = Xx(aa+bb)X* 
Nous avons v u  que C R l n  n e  possède  pas  de  p l u s  g r a n d  
é l émen t .  
Nous donnons i c i  deux maximaux c o n t e n a n t  R. 
X + \ R  = (ab)+  + ( ab ) *a  + ( b a l +  + ( ba ) *b  
D 'une p a r t  : V u  E (ab)', u n &  Rn 
e t  de  même p o u r  (ba l+ .  
D ' a u t r e  p a r t  : (ab ) *a  + R E C R l n  
e t  (ab ) *a  + R e s t  max ima l  ( c a r  o n  ne  p e u t  l u i  a j o u t e r  que  
des  mo ts  de ( b a l W b  q u i  d o n n e r a i e n t  a l o r s  ( ab ) * ) .  
De même : (ba ) *b  + R E CR3n e t  ( ba ) *b  + R e s t  max imal .  
On a  donc l e s  deux maximaux c o n t e n a n t  R.8 

Un g é n é r a t e u r  de Rn n e  p o u v a n t  ê t r e  max ima l  que s ' i l  
a p p a r t i e n t  à F, on  a  donc : 

C o r o l l a i r e  1 ,  S o i t  R E Rat(X+>, o n  p e u t  d é c i d e r  s i  R e s t  ou non  

m a x i m a l  dans  C R I a .  

D ' a u t r e  p a r t ,  comme F e s t  une f a m i l l e  f i n i e ,  o n  o b t i e n t  : 

C o r o l l a i r e  2. S o i t  R E Rat(X+>, o n  p e u t  d é c i d e r  s i  C R I -  p o s s è d e  

o u  n o n  un p l u s  g r a n d  t l é r e n t .  

C, CAS OU R" EST DETERMIWISTE 

N o t o n s  t o u t  d ' a b o r d  q u ' u n  l a n g a g e  du  t y p e  Rn n ' a p p a r t i e n t  
p a s  n é c e s s a i r e m e n t  DRat(Xm) (nous  e n  v e r r o n s  des  exemples  p a r  
l a  s u i t e ) ,  m a i s  que c ' e s t  " t r è s  s o u v e n t "  l e  cas. 

Supposan t  donc que Rn a p p a r t i e n t  a DRat(Xn), nous  r e p r e n o n s  
l a  q u e s t i o n  de l ' e x i s t e n c e  d u  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de  CR3n. 



P r o ~ o s i t i o n  7 ,  S i  Rn a p p a r t i e n t  8 DRat<Xm>, a l o r s  l e s  

c o n d i t i o n s  su i van tes  son t  équ i va len tes  : 
<il CRIm admet un  p l u s  grand élément 
i i  Rd E t R l n  < e t  e s t  a l o r s  l e  p l u s  grand élément)  
<iii> Rd e s t  un semi-groupe, 

P o u r  l a  p r e u v e  n o u s  u t i l i s o n s  Le lemme s u i v a n t .  

Lemme 4. S i  RQ a p p a r t i e n t  8 DRat<Xm>, a lors,  p o u r  t o u t  r o t  z de 

Rd, il e x i s t e  G dans CR3a t e l  que z appa r t i enne  8 6, 

PREUVE. 
S o i t  A = (X,Q,qo,T,*), u n  a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e  
r e c o n n a i s s a n t  Rn, n o t o n s  n  = c a r d ( Q ) + l .  
On v a  m o n t r e r  q u e  : G = Rn+z E C R l n .  

On s a i t  d é j à  q u e  : , zn E Rn . (z+R)*Rn = Rn ( c e c i  c a r  zRn = Rn). 
P o u r  m o n t r e r  q u e  Gn = Rn, il r e s t e  donc à v é r i f i e r  q u e  : 
(z+(Rn)+)" c Rn. 
Posons  Q '  = €qo*u, u  E (z+R)*3. 
Comme A e s t  d é t e r m i n i s t e ,  o n  a : 
4 q  E C i ' ,  4 w E Rn, I n f C l e c t u r e ( q , w ) l  n T  # 0. 
On a  d e  p l u s  : 

Fa i t .  4 q  E Q * ,  4 v E Rn, lecture<q,v> n T # 8 ,  

PREUVE DU FA IT .  
On p e u t  é c r i r e  : 
v = ua.. .~" OU 4 i L n, us E R. 
Comme c a r d ( € q * u s  ... us, i L n 3 )  L n-1, 
il e x i s t e  i e t  j, 1 L i < j L n t e l s  que  : 

Us. ..US Uil+s. . . U n  

Comme us...uî(uî+s...ua)" E Rn, o n  a  : 
i n f C l e c t u r e ( q , u s  . . . u ~ ( u ~ + s . . . ~ r ) ~ ) 3  n T  # 0 
e t  donc, p u i s q u e  A e s t  d é t e r m i n i s t e  : 
l e c t u r e ( q * u s  ...us,uî+a,..ua) n T # 0  
e t  a f o r t i o r i  : 
l e c t u r e ( q , u s  ... U n )  n T  # 0.m 



S o i t  m a i n t e n a n t  w E ( Z + ( R ~ ) + ) ~ ,  o n  p e u t  é c r i r e  : 
w = z r . . . z r . . .  00  4 i > 0, z r  E Z+ e t  r i  E (Rn)+, 
D 1 a p r & s  l e  f a i t  p r é c é d e n t ,  o n  a  : 
4 i > 0, l e c t u r e ( q o * z r r a  ... z 1 r r , z i + a r s + i )  n T # 0 
d ' o ù  : I n f C l e c t u r e ( q ~ , w ) I  n T # 0.. 

PREUVE DE LA PROPOSITION 7 .  
D ' a p r é s  l a  p r o p o s i t i o n  3, il s u f f i t  d e  p r o u v e r  q u e  
(il <=> (ii) 

S i  C R l n  admet u n  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  P, d ' a p r è s  l e  lemme 
p r é c é d e n t ,  Rd e s t  i n c l u s  d a n s  P. 
Comme Rd e s t  u n  m a j o r a n t  d e  C R I n ,  o n  a  d o n c  : P  = Rd. 
D ' o u  : Rd E CR3n. 

S i  R d  E C R I n ,  comme Rd e s t  u n  m a j o r a n t  d e  C R I n ,  il e s t  l e  
p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  C R I n .  ( c e c i  e s t  v r a i  même s i  
Rn 4 DRat(Xn)).m 

E x e m p l e  7. R = XSb. 
R" = X+ e t  R d  = )(Sb)(* 
Rd e s t  u n  s e m i - g r o u p e  e t  a p p a r t i e n t  b i e n  a tR3n.m 

N o t o n s  que, s a n s  l ' h y p o t h é s e  "Rn a p p a r t i e n t  à DRat(XR)", l a  
p r o p o s i t i o n  7  e s t  f ausse ,  comme l e  m o n t r e  l e  lemme s u i v a n t .  

Lemme 5, S o i t  R t e l  q u e  Rm E Rat<Xm>\DRat<X*>,  LR3a p o s s è d e  un 

p l u s  g r a n d  é l é m e n t  n ' i m p l i q u e  p a s  q u e  Rd a p p a r t i e n n e  8 t R J n -  

PREUVE. 
P r e n o n s  l e  l a n g a g e  
L  = a' + ba(a2+aba)*Ca+(b+abj ;L) (a+b)* l  + b z ( a + b ) *  
Nous a l l o n s  v o i r  q u e  : 
(1) Ln 4 DRat(Xn) 
( 2 )  Ld 4 CL3n 
(3) L+ e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  CLIn .  

PREUVE DE (1 1. 
S ' i l  e x i s t e  u n  l a n g a g e  R t e l  q u e  : Ln = l i m  R. 
Comme baaZaba(a= ln  E Ln, il e x i s t e  i r  > 1 t e l  q u e  : 
ba4baia E R 

' O n  p r e n d  a l o r s  u n  e n t i e r  p a i r  > S i ,  p a r  e x e m p l e  Z i a .  
Comme baa=ab(a")irba(a=)n E Ln, il e x i s t e  3 2  > 1 t e l  q u e  : 
baa2ab(az ) i rbas~  E R. 
En i t é r a n t  l e  p r o c e s s u s ,  o n  a  u n e  s u i t e  d e  m o t s  d e  R d o n t  
l a  l i m i t e  e s t  : w = baazab(a2)iib(a")an..Ib(a*)i~... 
Donc : w E Ln 
O r  Ln n (a=)*(b(a=)+)n = 0, d ' o u  l a  c o n t r a d i c t i o n . 8  



PREUVE DE < 2 1. 
Nous a l l o n s  v o i  r q u e  : - d ' u n e  p a r t  b  E Ld - d ' a u t r e  p a r t  a u c u n  g é n é r a t e u r  d e  Lm n e  p e u t  c o n t e n i r  b. 

- Comme bz E L  : bn E Ln. 
De p l u s  : bLn = Ln, e n  e f f e t  : 

Donc b ( a z ) * ( L \ a z > L n  = LLn. 
Il r e s t e  a e n v i s a g e r  b ( a z I n  : 
comme b ( a z I n  = ba(azIn, b ( a Z I n  E Ln. 
Donc b  E Ld . 
- D ' a u t r e  p a r t ,  Y G E CLIn, il e x i s t e  u n  e n t i e r  p a i r  p  t e l  
que  aP E G, e n  e f f e t  : 
an E Gn, donc p e x i s t e ,  
d e  p l u s  il e s t  p a i r  c a r  a (a2)*b  n FG(L+) = 0. . 
On v o i t  a l o r s  que  b  & G, s i n o n  ( a P b I n  E Ln. 
O r  c ' e s t  i m p o s s i b l e  d ' a p r é s  : (az ) * (b (a2 )+ )n  n Ln = 0. 

En c o n c l u s i o n  Ld, q u i  c o n t i e n t  b, n ' a p p a r t i e n t  p a s  a CL3n.i  

PREUVE DE < 3) . 
N o t o n s  P = U G 

m e c L a n  

On p e u t  v é r i f i e r  que  : 
a(aZ) *  n P = 0  
a(az)*bX* n P = 0  
( a = ) * ( b ( a z ) + ) + ( r + b )  n P = 0  
(az ) *b  n P = 0. 

N o t o n s  R = (az ) * (a  + abX* + ( b ( a 2 ) + ) + ( r + b )  + b ) .  
D ' a p r é s  ce  q u i  p r é c é d e  : P n R = 0, 
i.e. : P t X+\R.  
On va m o n t r e r  que X + \ R  E CL3n. 



L ' a u t o m a t e  s u i v a n t  r e c o n n a î t  R : 

O n  v o i t  a l o r s  q u e  : 
X * \ R  = (aZ)*Ce+ b2 (a+b) *  + b a ( a Z + a b a ) *  + 
ba (a=+aba) * (b+abZ) *3  
O r  comme L  c X * \ R  e t  que  X + \ R  = L+, o n  a  : X + \ R  E C R I n .  
Donc : X + \ R  = P 
e t  f i n a l e m e n t  : X + \ R  = P = L+. 
D ' o u  L' e s t  Le p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  f L 1 n . i  

€ f i n  d e  p r e u v e  lemme 53m 

Remarque : O n  p e u t  c e p e n d a n t  a v o i r  : Rn n ' a p p a r t i e n t  p a s  a 
DRat(Xn) e t  Rd e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de C R I n .  

E x e m p l e  8. R = b2Xx+a.  
D 'une p a r t  o n  p e u t  v é r i f i e r  que  : Rn 4 DRat(XR).  
D ' a u t r e  p a r t  : RC = a*bzX*+a* = R* 
e t  donc  : Re E C R l n .  
En c o n s é q u e n c e  R" = Rd e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de  f R 3 a . i  

Quand  Rn e s t  d é t e r m i n i s t e ,  R' n ' a p p a r t i e n t  p a s  
n é c e s s a i r e m e n t  à C R I n ,  e n  r e v a n c h e  : 

Lemme 6. S o i t  R t e l  que Re E DRat<Xm>, il e x i s t e  un e n t i e r  n 

t e l  que pour tou t  G de CRJe, GnRC appart ienne 9 CRIm-  

PREUVE. 
S o i t  A = (X,Q,qo,T,*) u n  a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e  
r e c o n n a i s s a n t  Rn. 
N o t o n s  n = 1 + c a r d ( Q ) .  
S o i t  G a p p a r t e n a n t  à C R I n ,  n o u s  a l l o n s  m o n t r e r  q u e  
G '  = GnR= a p p a r t i e n t  a C R I n .  
Comme GnG = G', o n  a  : Gn = G'". 



P o u r  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e ,  s o i t  w a p p a r t e n a n t  à G V n  o n  p e u t  
é c r i r e  : w = urvru=vr . . .  a v e c  4 j > O, us Gn e t  v s  RC. 
On a  a l o r s  : 
V i > 0, lecture(qo*u~vi..,u~-SVL-S,UL) n T  # 0 
donc w a p p a r t i e n t  à Rn, i.e. G f n  i n c l u s  d a n s  Rn. i  

O, CAS OU R" EST UNE ADHERENCE 

S i ,  d a n s  l e  c a s  o u  Rn E DRat(Xn), l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  n e  
p e u t  ê t r e  que  Rd, n o u s  a l l o n s  v o i r  que, d a n s  l e  c a s  o u  Rn e s t  
une  adhérence,  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  e x i s t e  t o u j o u r s  e t  e s t  RC. 

P r o p o s i t i o n  8. S o i t  R E Rat(X+>,  S i  Rn e s t  u n e  adhérence,  a l o r s  

R' e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  C R I n ,  

PREUVE. 
S a c h a n t  que R = RC, il r e s t e  6 m o n t r e r  q u e  Rcn = Rn. 
Comme R=Rn = Rn e t  q u e  Rn e s t  une adhérence,  e n  a p p l i q u a n t  
l a  p r o p o s i t i o n  11-8, o n  o b t i e n t  Rcn = R n . i  

Remarque : M a i s  Rc p e u t  ê t r e  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  C R I n  s a n s  
que Rn s o i t  une  a d h é r e n c e .  

Exemple  9. R = ba*. 
RC = bX* e t  o n  a  b i e n  Rc E CR3n 
M a i s  Rn n ' e s t  p a s  u n e  adhérence,  e n  e f f e t  : 
p a r  e x e m p l e  ban E Adh(R)  m a i s  ban 6 Rn. i  

En d e r n i e r  l i e u ,  r a p p e l o n s  que d a n s  l e  c a s  o u  Rn e s t  u n e  
a d h é r e n c e  o n  a  é g a l i t é  e n t r e  Re e t  Rd. 

E. TABLEAU RECAPITULATIF DES RESULTATS 

Nous donnons  i c i  un d iag ramme r é s u m a n t  l e s  r é s u l t a t s  
o b t e n u s  p o u r  l ' e x i s t e n c e  e t  l a  v a l e u r  d u  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  
t R 3 n  en f o n c t i o n  de l ' a p p a r t e n a n c e  d e  Rn à DRat(Xn) o u  B 
FRat(Xn). Chaque s i t u a t i o n  s e r a  i l l u s t r é e  p a r  u n  exemple .  Nous 
commençons p a r  p r é s e n t e r  deux e x e m p l e s  n o n  e n c o r e  é t u d i é s  e t  
s e r v a n t  d a n s  l e  r é c a p i t u l a t i f .  

Exemple  10.  R = a'+ab((az>*)* . On p e u t  d é c r i r e  Rn comme l ' e n s e m b l e  d e s  f l -mots t e l s  que  : - o u  : l e  d é b u t  e s t  d a n s  (a2)*ab e t  l e  nombre  d e  
s é q u e n c e s  d a n s  b(a2)*ab e s t  i n f i n i  - o u  : l e  d é b u t  e s t  d a n s  (a2>*ab e t  l e  nombre  d e  b  
e s t  f i n i  - o u  : an. 



. On p e u t  v é r i f i e r  q u e  : Rn 4 DRat(Xn). . D ' a p r è s  l a  d e s c r i p t i o n  p r é c é d e n t e  d e  Rn, o n  v o i t  q u e  : 
R" = (aa)++(az)*ab X*. 
O r  aba E Rc, m a i s  ( a b a I R  tt Rn, donc  Re 4 CR3n. . T o u j o u r s  d ' a p r è s  l a  d e s c r i p t f o n  d e  Rn, o n  v o i t  que : 
Rd = (aa)+ + t ( ( a z ) * a b  X*)  n (X*b(az)*ab X* + X*b(a2)*)3. 
Il e s t  a l o r s  f a c i l e  d e  v é r i f i e r  q u e  Rd e s t  un s e m i - g r o u p e  
e t  donc  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  t R 3 n . i  

E x e m p l e  11. R = X*(az+bz+cz)X* + ( a + b ) * d ( a + b ) *  a v e c  X = a+b+c+d  . On p e u t  v é r i f i e r  q u e  Rn 4 DRat(Xn). . O r  (R+a In  = Rn e t  (R+b In  = Rn. 
M a i s  ( a b l n  4 Rn e t  donc  (R+a+b) 4 C R l n .  
IL s ' e n s u i t  que  C R I -  n ' a  p a s  de p l u s  g r a n d  é 1 é m e n t . i  
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C H A P I T R E  I V  

M I N I M A U X  DE CR3a D A N S  L E  C A S  GENERAL 



INTRODUCTION 

l L a  p a r t i e  p r é c é d e n t e  c o n c e r n a i t  l e s  " g r a n d s "  g é n é r a t e u r s  d e  
Rn; n o u s  r e g a r d o n s  i c i  l e s  " p e t i t s "  g é n é r a t e u r s  de Rn, c ' e s t - à -  
d i r e  l e s  g é n é r a t e u r s  d e  Rn m i n i m a u x  p o u r  l ' i n c l u s i o n  - a p p e l é s  
g é n é r a t e u r s  R-min imaux -. Nous v e r r o n s  q u e  ce  p r o b l é m e  e s t  p l u s  
d i f f i c i l e .  L e  r é s u l t a t  p r i n c i p a l  de  l a  p a r t i e  A e s t  que l ' o n  
p e u t  d é c i d e r  s i  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R e s t  o u  n o n  m i n i m a l  d a n s  
C R I n .  Deux q u e s t i o n s  i m p o r t a n t e s  r e s t e n t  e n c o r e  o u v e r t e s  : 

QI : E s t - c e  que, p o u r  t o u t  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, CR3n p o s s è d e  u n  
g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  ? 

Q2 : E t a n t  donné  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, e s t - c e  que t o u t  
g é n é r a t e u r  d e  Rn c o n t i e n t  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  d a n s  CRIn? 

N o t o n s  q u ' u n e  r é p o n s e  p o s i t i v e  à Q2 e n t r a î n e r a i t  f o r t i o r i  u n e  
r é p o n s e  p o s i t i v e  à QI. 

Dans l e s  deux  p a r t i e s  s u i v a n t e s  n o u s  c h e r c h e r o n s  d e s  
m i n i m a u x  b i e n  p a r t i c u l i e r s  d a n s  C R I n  : l e s  fg -m in imums e t  l e s  
R-bases.  

L e s  g é n é r a t e u r s  fg-minimums, que n o u s  é t u d i o n s  dans l a  
p a r t i e  6, s o n t  d e s  g é n é r a t e u r s  R-min imaux d o n t  l ' e n s e m b l e  d e s  
f a c t e u r s  g a u c h e s  e s t  e n  o u t r e  l e  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  ( p o u r  
l ' i n c l u s i o n )  d a n s  l a  f a m i l l e  C F G ( G 1  / G E CR3a). NOUS m o n t r o n s  
q u ' i l  n ' y  a  p a s  t o u j o u r s  de g é n é r a t e u r s  fg-minimums, m a i s  q u ' i l  
p e u t  y  e n  a v o i r  p l u s i e u r s  e t  que  l ' o n  p e u t  d é c i d e r  s i  u n  
l a n g a g e  r a t i o n n e l  e s t  o u  n o n  fg -min imum.  

Nous a v o n s  v u  que, é t a n t  donné  u n  l a n g a g e  R, il n ' y  a  p a s  
d e  g é n é r a t e u r  de  Rn i n c l u s  d a n s  t o u s  t e s  a u t r e s .  Nous n o u s  
p o s o n s  i c i  l a  q u e s t i o n  de s a v o i r  s ' i l  e x i s t e  u n  g é n é r a t e u r  
m i n i m a l  B  t e l  que  : 4 G E C R l n ,  G = B+. Un t e l  g é n é r a t e u r  s e r a  
d i t  Q-base d e  CR3n. Dans l a  p a r t i e  C n o u s  a l l o n s  v o i r  que, 
é t a n t  donne  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, o n  p e u t  d é c i d e r  s i  CR3n 
c o n t i e n t  o u  n o n  u n e  R-base, q u i ,  s i  e l l e  e x i s t e ,  e s t  u n i q u e ,  
r a t i o n n e l l e  e t  c o n s t r u c t i b l e .  



A, M I N I M A U X  POUR L' INCLUSION 

Nous p o u v o n s  d é j à  n o t e r  q u e  p o u r  t o u t  l a n g a g e  R, o n  a  : 
Rn = ( R + ) *  = (Prem(R1)"  

o u  Prem(R1 d é s i g n e  l e  l a n g a g e  R\RR+,  

Il e s t  c l a i r  q u e  : Prem(R)  n ( P r e r n ( R ) l 2  = 0 
e t  q u e  : ( ( P r e m ( R ) ) t ) "  = Rn. 

En c o n s é q u e n c e  : 

P r o p o s i t i o n  1, S o i t  R E Rat<X+>, CRI- n e  c o n t i e n t  j a m a i s  de 

p l u s  p e t i t  é l é m e n t  p o u r  l ' i n c l u s i o n ,  

Nous é t u d i e r o n s  donc  l e s  g é n é r a t e u r s  m i n i m a u x  p o u r  
l ' i n c l u s i o n  d a n s  C R I * .  

D é f i n i t i o n  : Un l a n g a g e  R s e r a  d i t  R - m i n i m a l  s ' i l  e s t  m i n i m a l  

p o u r  l ' i n c l u s i o n  d a n s  C R I * .  

Exemp le  1. 4 n  A 1, l e  l a n g a g e  €an) e s t  R-min imal ,  
c ' e s t - à - d i r e  l e  l a n g a g e  (an) e s t  u n  g é n é r a t e u r  m i n i m a l  d a n s  
C(a31rr.i 

Exemp le  2. R = b a x  
Rn = (bw E XR / J w l b  = Q) 

e t  il e s t  c l a i r  que R e s t  Q-minimal.. 

Exemp le  3. R = a+bax 
R n ' e s t  p a s  Q-min imal ,  c a r  : 
Rn = (a+b IR  e t  a+b e s t  s t r i c t e m e n t  i n c l u s  d a n s  R.8 

C e t  e x e m p l e  m o n t r e  a u s s i  q u e  Prem(R)  n ' e s t  p a s  f o r c é m e n t  R- 
m i n i m a l  d a n s  C R I * .  

Remarquons d é j a  q u e  L  e s t  R - m i n i m a l  d a n s  CR3n s i  e t  
s e u l e m e n t  s i  : 4 x  E L, ( L \ x ) *  # Ln. 

Lemme 1. S o i t  R  E Rat<X+>, e t  s o i t  u E R, 

< R \ u I Q  = Rm s i  e t  s e u l e m e n t  s i  UR" = <R\u)Rm, 

PREUVE. 
S i  ( R \ u I n =  Ra, o n  a : 
UR* = RR* = ( R \ u ) *  = ( R \ u ) ( R \ u I n  = ( R \ u ) R n .  
i .e. : UR* = (R\u)Rm 



Réc ip roquement ,  s i  uRn = ( R \ u ) R n  : 
RRn = (R\u)Rn, c ' e s t - à - d i r e  : Rn = (R\u)Rn. 
P a r  a p p l i c a t i o n  de l a  p r o p o s i t i o n  ( I I - C )  o n  a  a l o r s  : 
Rn c (R\uIn. 
E t  comme : ( R \ u )  = R => ( R \ u I n  = Rn, 
o n  a  l ' é g a l i t é  : (R\u)* = Rn. i  

Ce lemme, s o u v e n t  u t i l i s é  d a n s  l a  s u i t e  p o u r  p r o u v e r  q u ' u n  
l a n g a g e  e s t  o u  n o n  R - m i n i m a l  s i g n i f i e  que, p o u r  t e s t e r  s i  
( R \ u I n  = Rn, il s u f f i t  d e  v o i r  s i  t o u t  mot  d e  uRn p e u t  se  
décomposer  s u r  R e n  commençant p a r  u n  mot d i f f é r e n t  d e  u. 
A u t r e m e n t  d i t ,  s i  R e s t  m i n i m a l  d a n s  CRJn, p o u r  t o u t  mo t  u  de 
R, il e x i s t e  u n  R-mot a u  m o i n s  d e  Rn, d o n t  t o u t e  d é c o m p o s i t i o n  
s u r  R commence p a r  u. 

P r o p o s i t i o n  2. S o i t  R E Rat(X+>, On p e u t  d é c i d e r  s i  R e s t  ou 

n o n  un Langage R - a i n i a a l ,  

PREUVE. 
S u i v a n t  l a  même i d é e  q u e  p o u r  l e s  g é n é r a t e u r s  maximaux, 
nous  a l l o n s  t e s t e r  l ' é g a l i t é  ( R \ x I n  = Rn p o u r  u n i q u e m e n t  u n  
nombre f i n i  d e  m o t s  d e  R. P o u r  ce la ,  n o u s  u t i l i s e r o n s  une  
congruence,  n o t é e  a, d ' i n d e x  f i n i  c a l c u l a b l e  t e l l e  que  : 

u  a v  => t ( R \ u ) -  = Rn s s i  ( R \ v I n  = Rn 1. 

Nous s u p p o s e r o n s  q u e  R = Prem(R1 ( é g a l i t é  q u i  e s t  
d é c i d a b l e ) ,  c a r  s i  c e  n ' e s t  p a s  l e  cas, R n ' e s t  év idemment  
p a s  R - m i n i m a l .  

S o i t  A = (X,Q,qo,T,S) u n  a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e  
r e c o n n a i s s a n t  R, o n  c o n s t r u i t  a l o r s  u n  n o u v e l  a u t o m a t e  ( n o n  
d é t e r m i n i s t e ) ,  n o t é  A', de l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 

. Q '  = Q + q ' o  . 1' = q o  . T '  = q ' o  . 8 '  e s t  l a  t r a n s i t i o n  6  a l a q u e l l e  o n  a j o u t e  : 
(q,a,qto) s s i  3 t E T  / (q,a,t) E 6  
(q'o,a,q) s s i  (qo,a,q) E 6 
(q'o,a,qVo) s s i  3 t E T / (qo,a,t) E 6  

On v é r i f i e  a l o r s  que  T ( A ' )  = R+ e t  que  T n ( A ' )  = Rn. 

On a  a u s s i  l e s  deux é q u i v a l e n c e s  s u i v a n t e s  : 
, u E R s i  e t  s e u l e m e n t  s i  5 1  e x i s t e  une l e c t u r e  d e  u  dans  
A '  p a r t a n t  d e  qo, a r r i v a n t  d a n s  u n  é t a t  d e  T, s a n s  p a s s e r  
p a r  q ' o .  - u  E R R +  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  il e x i s t e  u n e  l e c t u r e  de u  
dans A '  p a r t a n t  d e  qo, a r r i v a n t  d a n s  u n  é t a t  d e  T e n  
p a s s a n t  p a r  q ' o .  



De ces  deux a f f i r m a t i o n s ,  on d é d u i t  que  l a  cong ruence  de 
Büchi ,  n o t é e  a, a s s o c i é e  à A '  v é r i f i e  : 

F a i t  1, 

u s v => < u  E R s s i  v E R >  e t  <u  E RR+ s s i  v E RR+> 

C ' e s t - à - d i r e  que a s a t u r e  chacun de  ces deux ensembles.  

Nous m o n t r o n s  a l o r s  : 

F a f t  2, 

u v => C<R\uIR = Ra s s i  <R\v>- = Ra], 

PREUVE DU F A I T  2. 
S i  u  e R, a l o r s  v  6 R 
e t  donc R \ u  = R \v  = R, l ' é q u i v a l e n c e  e s t  a l o r s  t r i v i a l e .  
S i  u  E R, a l o r s  v  E R. 
Comme d ' a p r è s  l e  lemme 1 : 
( R \ u I n  = Rn é q u i v a u t  a uRn c ( R \ u ) R n ,  
p o u r  m o n t r e r  que : 
( R \ u I n  = Rn i m p l i q u e  ( R \ v I n  = Rn, 
i 1 s u f f i t  de m o n t r e r  que : 
uRn (R\u)Rn i m p l i q u e  vRn = (R\v)Rn. 
S o i t  w E Rn. 
I L  e x i s t e  r i  E ( R \ u )  e t  W '  E Rn t e l s  que : uu  = r i w ' .  

Io cas. u  < rr 

N o t o n s  r i  = ux  avec x  # 
Comme u  a v, on  a  : ux  a vx. 
O r  ux E R e t  donc : vx E R 
d ' o u  on  d é d u i t  l a  d é c o m p o s i t i o n  ( v x l w '  de  vw s u r  (R\v)Rn. 



On p e u t  é c r i  r e  : 
U Y  = r ~ r u ' x w "  OU r r r u '  = U, 
avec  rr E R, r E R*, u 'x E R, ut' E Rn. 
Comme r a r u 1 x  E RR+ e t  r u ' x  E R, il e x i s t e  u n e  L e c t u r e  1 de 
r a r u ' x  t e l l e  q u e  : 

q # q ' o  s i n o n  u  E R R *  

C o m m e  u zz v, il e x i s t e  une  l e c t u r e  1' d e  v x  a v e c  : , 1111~ 

s  ¶ S V '  X 
1' : qo --->-O- q l o  --->--- q  # q ' o  --->--- t E T 

On p e u t  a l o r s  é c r i r e  v  = s r s v '  a v e c  : 
sa E R \ v  (si # v  c a r  q  # q'o),  s  E R*, v ' x  E R. 
Donc : s r ( s v l x I u "  e s t  u n e  d é c o m p o s i t i o n  d e  vw s u r  (R\vIRn.a 

La  c o n g r u e n c e  d e  B ü c h i  é t a n t  d ' i n d e x  f i n i  c a l c u l a b l e ,  o n  
p e u t  c o n s t r u i r e  n m o t s  ua,...,~~ a p p a r t e n a n t  r e s p e c t i v e m e n t  
aux n c l a s s e s  d e  . Il s u f f i t  a l o r s  d e  t e s t e r  L ' é g a l i t é  
( R \ u i I n  = Rn p o u r  c h a q u e  US, p o u r  d é c i d e r  s i  R e s t  o u  n o n  
R-minimal.. 

Cependan t  c e c i  n e  n o u s  p e r m e t  p a s  d e  c o n s t r u i r e  un l a n g a g e  
R - m i n i m a l  i n c l u s  d a n s  R, c a r  ( R \ u I n  = Rn n ' i m p l i q u e  p a s  que  
( R \ t u 3 I n  = Rn, n i  même q u e  ( R \ ( C u 3 \ u ) I n  = Rn, comme Le m o n t r e  
l ' e x e m p l e  s u i v a n t .  



Exemple 4. Prenons  R = ( r+b)ab* .  
R e s t  b i e n  é g a l  à Prem(R). 
L ' a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e  s u i v a n t  r e c o n n a î t  R : 

On c o n s t r u i t  a l o r s  A '  : 

Nous a l l o n s  v o i r  que : 
(1) ab+ = Cab1 
( 2 )  abR* = (R\ab)Rn 
(3) (R \ab+In  # Rn e t  V t > O, ( R \ ( a b + \ a b ï ) )  # R". 

PREUVE DE (1 1. 
On v é r i f i e  f a c i l e m e n t  s u r  A '  que V i > O : 
S'(qo,abï) = S'(qz,abï) = S'(q 'o,abï> = €qr,q2,q10) 
S ' (qr ,abï )  = 0 
S ' r (qo,abï )  = S ' r (q2,abï )  = (q=,q1o3 
S ' r (q 'o ,ab ï )  =€qr,q=,qlo) 
S ' r (qo,abï )  = 0 
Donc ab+ = Cabl .  
D ' a u t r e  p a r t ,  u n  mot n ' a p p a r t e n a n t  pas  à ab+ n e  p e u t  p a s  
ê t r e  c o n g r u  à ab, d ' o u  l e  résu1 ta t .m 

PREUVE DE < 2 1 . 
ab(ab*)  = a(babx)  = aR 
ab(bab*)  = (ab2)(ab*)  = ab2R 
d ' o u  : abR = (R\ab)R 
e t  à f o r t i o r i ,  on a l e  r é s u l t a t  <2>.m 



PREUVE DE ( 3 > . 
On a  l e  r é s u l t a t  en  r e m a r q u a n t  que  : 
V i r 1, abi(bab)(ab)n n e  p e u t  se  décomposer  que  : 
OU s u r  abiRn 
OU s u r  ab*+'Rn. 

En f a t t  il e s t  f a c i l e  d e  v é r i f i e r  q u e  q u a t r e  R-min imaux 
d i s t i n c t s  s o n t  i n c l u s  dans R, ce  s o n t  : . ( e + b ) a ( b Z ) *  . a(b2)*b  + b a ( b Z ) *  . a(b2)*  + ba (bZ) *b  
l ( e + b ) a ( b = ) * b . i  

Donc l e s  deux q u e s t i o n s  s u i v a n t e s  r e s t e n t  o u v e r t e s  : 

QI : E s t - c e  que, p o u r  t o u t  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, C R I "  p o s s è d e  u n  
g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  ? 

Q2 : E t a n t  donné u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, e s t - c e  q u e  t o u t  
g é n é r a t e u r  d e  Rn c o n t i e n t  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  d a n s  CRI"? 

(Une r é p o n s e  p o s i t i v e  à Q2 i m p l i q u e r a i t  év idemment  u n e  r é p o n s e  
p o s i t i v e  à QI.) 

S i  n o u s  n e  s a v o n s  p a s  c o n s t r u i r e  d e  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  
i n c l u s  d a n s  u n  g é n é r a t e u r  donne, n o u s  a v o n s  c e p e n d a n t  : 

P r o ~ o s f t i o n  3. S o i t  R un l a n g a g e  i n c l u s  d a n s  X+, S i  6 E CRIa, 

a l o r s  G\GRC E KR3m. 

PREUVE. 
N o t o n s  G 1 =  G \ G R C a  
Comme G ' =  G, o n  a  : G ' "  = Gn. 
Supposons m a i n t e n a n t  q u e  : G E C R I " .  
Comme d ' a u t r e  p a r t  : G = G'+G'Rc, o n  a  a l o r s  : 
G" = GG" c (G'+G'R')Gn 
comme R=Gn = Gn, o n  d e d u i  t que  : Gn = G ' G n  
d ' o u  : G" = G r n  
e t  f i n a l e m e n t  : Gn = G ' "  
c ' e s t - à - d i r e  : G '  E CR1n.i 

Donc G c o n t i e n t  u n  g é n b r a t e u r  G\GRc,  q u i ,  n o u s  l e  v e r r o n s  
d a n s  l e s  c h a p i t r e s  s u i v a n t s ,  e s t  " s o u v e n t "  R - m i n i m a l  d a n s  CR3n. 

M a i s  L ' e x e m p l e  s u i v a n t  m o n t r e  q u e  c e  g é n é r a t e u r  n ' e s t  p a s  
t o u j o u r s  R - m i n i m a l  dans C R I n .  

Exemple  4 ( r e p r i s e ) ,  R = ( r + b ) a b *  
On a  a l o r s  Rc = R' 
e t  d o n c  R \ R R c  = Prem(R1 = R. 
O r  R n ' e s t  p a s  R-min imal ,  c a r  p a r  e x e m p l e  : 
(ab)Rn = (a+ab2)Rn e t  donc, d ' a p r é s  l e  Lemme 1 : 
( R \ a b I R  = Rn, c ' e s t - 8 - d i r e  q u e  R n ' e s t  p a s  R - m i n i m a l a i  



L a  c o n d i t i o n  " G  n GRc = 0" e s t  donc  n é c e s s a i r e  m a i s  n o n  
s u f f i s a n t e  p o u r  q u e  G s o i t  R - m i n i m a l  d a n s  CR3n. En revanche ,  l a  
p r o p o s i t i o n  4 s e r a  une  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  m a i s  n o n  
n é c e s s a i r e .  

P r o ~ o s i t i o n  4. S i  R e s t  un code, a l o r s  R e s t  Q-min imal .  

PREUVE. 
S o i t  v  E R, n o t o n s  K  = R\v.  
Supposons q u e  Km = Rn. 
vR a p p a r t i e n t  a l o r s  Kn. 
On p e u t  donc  é c r i r e  : 
V" = u~...u~... OÙ 4 i a 1, u s  E K 

Il e x i s t e  f o r c é m e n t  deux  i n d i c e s  k e t  1, a v e c  k < 1 ( i l s  
s o n t  même u n e  i n f i n i t é )  t e l s  q u e  : 
u¶...uk = V 'V '  

u i . . . ~ ~  = vS+'v' avec  i,j > O e t  v '  p r é f i x e  d e  v. 
On a  a l o r s  deux f a c t o r i s a t i o n s  s u r  R d u  m o t  v A + * v '  : - d ' u n e  p a r t  : ur...ui - d ' a u t r e  p a r t  : v'ur...uk 
Comme u s  # v, c e s  deux d é c o m p o s i t i o n s  s o n t  b i e n  
d i s t i n c t e s ,  c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que  R e s t  u n  c 0 d e . i  

Remarque : L a  r é c i p r o q u e  e s t  f a u s s e .  Il s u f f i t  d e  r e g a r d e r  
l ' e x e m p l e  R = aa+aaa+b o ù  R e s t  R - m i n i m a l  m a i s  n ' e s t  p a s  u n  
code.  

T o u j o u r s  d a n s  l e  b u t  d e  t r o u v e r  d e s  g é n é r a t e u r s  l e s  " p l u s  
p e t i t s "  p o s s i b l e ,  o n  p e u t  c o n s i d é r e r  l e  p r é o r d r e  s u i v a n t  s u r  
CR3R : 

G a r  G '  <=> FG(G) c FG(G1), . . 

p r é o r d r e  n a t u r e l  s i  o n  v e u t  o b t e n i r  l e s  g é n é r a t e u r s  a y a n t  l e s  
m o t s  l e s  " p l u s  c o u r t s " .  

O n  v a  a l o r s  s ' i n t é r e s s e r  aux l a n g a g e s  d e  CRJn q u i  s o n t  à l a  
f o i s  R-min imaux e t  p l u s  p e t i t s  é l é m e n t s  p o u r  l e  p r é o r d r e  a i .  



D é f i n i t i o n  : G e s t  fg-minimum dans C R I -  s i  e t  seulement  s i  : 

- G e s t  R-min imal  dans C R I -  - V L  E C R I n ,  F G ( G )  = FG(L). 

Exemple 5. R = X*b 
S o i t  G un  g é n é r a t e u r  de C R I -  
V g  E G, g  c o n t i e n t  au moins une o c c u r r e n c e  de b  
e t  donc : a*b = F G ( G )  ( s i n o n  Gn # Rn) 
Comme a*b E C R I - ,  a*b e s t  l ' u n i q u e  g é n é r a t e u r  fg-minimum de 
C R 3 n . i  

Remarques : - G R-min imal  n ' i m p l i q u e  pas que G e s t  fg-minimum. 

Exemple 6. R = a+b, 
G = ( a + b I z  e s t  R-minimal, 
mais G n ' e s t  pas fg-minimum.8 

- G p l u s  p e t i t  é lément  pou r  as n ' i m p l i q u e  pas  que G e s t  f g -  
minimum. 

Exemple 7. G = a + a b + a b 2 + b ( a + a b + a b 2 ) . ( t r a i t é  p l u s  l o i n ) . i  

Dans l a  s u i t e ,  nous u t i l i s e r o n s  l a  n o t a t i o n  s u i v a n t e  : 

où G i r l  e s t  l ' ensemb le  des mots de G de l o n g u e u r  s t r i c t e m e n t  
i n f é r i e u r e  8 191, 

Remarque : Gt = G\GGc,  en e f f e t  s i  u  E GG', on a  : 
3 u '  E G l u 1  e t  v  E Gc ./ u ' v  = u  
d 'où  uGn = u'vGn, o r  comme v  E Gc, on o b t i e n t :  
uGn = u'Gm, ce q u i  i m p l i q u e  que : u  t? Ge. 

P r o ~ o s i t i o n  5. S o i t  G u n  Langage r a t i o n n e l ,  Gf a p p a r t i e n t  i 

fG3n e t  Gf e s t  un Langage r a t i o n n e l  c o n s t r u c t i b l e  ( 8  p a r t i r  
d 'un automate r e c o n n a i s s a n t  G4>, 

PREUVE. 
Déjà : G e " =  Gn en e f f e t  : 
Gf = G donc Ge"= GR . 
Réciproquement, on va v o i r  que : Gm = GfGn. 
S o i t  u E Gn, on p e u t  é c r i r e  : u  = uu', ou w '  E Gn, u E G e t  
u  e s t  l e  p l u s  p e t i t  mot pouvant  commencer une d é c o m p o s i t i o n  
de w s u r  G. 
Par c o n s t r u c t i o n ,  u  E Ge. 
Notons I n u t ( G )  = G\Gt .  
Les mots de I n u t t G )  s o n t  " i n u t i l e s "  en ce sens que 
G \ I n u t ( G )  a  l a  meme puissance-R que G. 
I n u t ( G )  e s t  r a t i o n n e l  e t  c o n s t r u c t i b l e ,  en e f f e t  : 



En r e p r e n a n t  l ' a u t o m a t e  A '  c o n s t r u i t  p o u r  l a  p r e u v e  de  l a  
p r o p o s i t i o n  2, e t  en se r e p l a ç a n t  dans l e  deux ieme cas  d u  
f a i t  2, c ' e s t - à - d i r e  l e  cas  ou  : 
p o u r  w E Rn, il e x i s t e  r E (R\u) avec r < u e t  uw E rR*, 
on  c D n s t a t e  que  : 
s i  u a v  : ( 9  r E RI -1  / uw E r R n )  => 

( 3  S E R l v l  / VU E SR") 
e t  donc : ( u  s v  e t  u  E I n u t ( R ) )  => v  E I n u t ( R ) .  
C ' e s t - à - d i r e  que I n u t ( R 1  e s t  s a t u r é  p a r  l a  cong ruence  E e t  
donc I n u t ( R )  e s t  un  l a n g a g e  r a t i o n n e l   constructible.^ 

Donc Ge e s t  u n  g é n é r a t e u r  i n c l u s  dans G, m a i s  il n ' e s t  pas  
t o u j o u r s  R -m in ima l  (donc  8 f o r t i o r i  p a s  fg-minimum). 

Exemple 7 ( r e p r i s e ) .  G = a+ab+ab2+b(a+ab+ab2)  ( t r a i t é  p l u s  
1 o i n l . i  

M a i s  ce g é n é r a t e u r  possède  des  p r o p r i é t é s  i n t é r e s s a n t e s  
v i s - à - v i s  de  l ' i n c l u s i o n .  

Lemme 2, S o i t  W un Langage d e  C R I a ,  o n  a  : 

V G E CMla,  G c W => FG(Mt> c FG<G>, 

PREUVE. 
P o u r  t o u t  u  E Mt, on m o n t r e  q u ' i l  e x i s t e  g  E G, avec u < g. 
S o i t  u E Mt, UR" c GR"; 
On n e  p e u t  p a s  a v o i r  : UR" = G i  - 1  Rn 
s i n o n  : uRn = M l U l  Rn, 
donc il e x i s t e  g  E G t e l  que : u  < g  
donc u  E FG(G1.m 

Nous en  d é d u i s o n s  deux c o r o l l a i r e s .  
N o t a t i o n  : FG(CR3a) = CFG(G> 1 G E CR3-3, 

C o r o l l a i r e  1, S o i t  R = X+, S i  C R I -  posséde  un p l u s  g r a n d  

éLCment, P, a l o r s  FG(Pt) e s t  l e  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  d e  FG<CRIa), 

M a i s  c e l a  n ' i m p l i q u e  pas  que  Pt s o i t  fg-minimum, il 
f a u d r a i t  que Pt s o i t  R -m in ima l  ce  q u i  n ' e s t  pas  t o u j o u r s  l e  
cas. 



Exemple  7 ( r e p r i s e ) .  G = a+ab+ab2+b(a+ab+ab2  - P a r t a n t  d e  FG(G) = b+G e t  d e  Ge e G*FG(G), o n  v é r i f i e  
f a c i l e m e n t  q u e  : 
Gc = G+ ( c a r  b  & 6") e t  d e  p l u s  Prem(G1 = G o  
, G = Gt e n  e f f e t  : 
a  E Ge e t  b a  E Gt 
abba GR + a  GR donc  ab E CC 
babba Gn + (a+ab+ba)Gn d o n c  b a b  E GC 
a b 2 b a  GR n (G\ab2)G*  = 0 d o n c  a b 2  E Gt 
b a b 2 b a  G* n (G\bab2)GR = 0 donc  b a b 2  E Gt 
donc FG(Gf) e s t  l e  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  de  FG(CG3n). 
, M a i s  G n ' e s t  p a s  R - m i n i m a l  e n  e f f e t  : 
ab GR = (a+ab2)G*.m 

C o r o l l a i r e  2, S o i t  R  E Rat<X+>, FG<CR3n> admet  un n o m b r e  f i n i  

d e  m i n i m a u x  ( p o u r  l ' i n c l u s i o n > ,  qui  s o n t  t o u s  r a t i o n n e l s  e t  
c o n s t r u c t i b l e s ,  

PREUVE. 
S o i e n t  Mi,...,Mn l e s  maximaux d e  C R I * .  

M E C R l n ,  3 i, I L  i L n / M = M i ,  
Donc, d ' a p r è s  l e  lemme : F G ( M i t )  = FG(M), 
Donc s e u l s  FG(Mst),..,,FG(Mnt) p e u v e n t  ê t r e  d e s  m i n i m a u x  
p o u r  l ' i n c l u s i o n  d a n s  FG(CRIn).m 

N o t o n s  que  s i  CR3n p o s s è d e  u n  g é n é r a t e u r  fg -m in imum a l o r s  
FG(CR3n) admet  u n  ( u n i q u e )  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  p o u r  l ' i n c l u s i o n ,  
d ' o u  : 

C o r o l l a i r e  3. S o i t  R E Rat<X+>, CR3a n e  p o s s é d e  p a s  t o u j o u r s  d e  

fg-minimums, 

PREUVE. 
Il s u f f i t  q u e  FG(CR3n) a d m e t t e  a u  m o i n s  d e u x  min imaux,  ce  
q u i  e s t  p o s s i b l e ,  comme l e  m o n t r e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t .  
Exemp le  8. R = X*(aa+bb)X*. 
S o i e n t  R i  = ( b a ) * ( b b + a )  e t  R n  = (ab)* (b+aa) ,  
R i  e t  R n  s o n t  deux l a n g a g e s  d e  CR3n. 
O r  FG(R1) n FG(R=) = a+b. 
S i  FG( tR3n)  admet un p l u s  p e t i t  é l é m e n t  G, o n  a  a l o r s  : 
F G ( G )  = a+b 
d ' o u  : G = a + b  
O r  : a+b  G C R I - .  
FG(LR3n) c o n t i e n t  donc  deux m i n i m a u x  ( a u  m o i n s )  q u i  s o n t  
FG(R i )  e t  FG(Rz1.8 

P r o p o s i t i o n  6-  S o i t  R  E Rat<X+>, CRI- p e u t  c o n t e n i r  p l u s i e u r s  

fg-minimums, 

PREUVE. 
Nous v e r r o n s  que  c ' e s t  l e  cas, d a n s  l ' e x e m p l e  11 q u i  s e  
t r o u v e  d a n s  l a  p a r t i e  C.m 



P r o p o s i t i o n  7, S o i t  R  E Rat<X+>. On p e u t  d é c i d e r  s i  R e s t  o u  

n o n  f g - m i n i m u m  dans  C R I a .  

PREUVE. 
S o i t  G un  l a n g a g e  r a t i o n n e l ,  on  t e s t e  s ' i l  e s t  R -m in ima l  
p u i s  s i  F G ( G )  e s t  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  dans FG(CR3n) ( c e  q u i  
e s t  p o s s i b l e  d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  21.8 

Remarque : Un code e s t  t o u j o u r s  R-minimal ,  m a i s  i 1  n ' e s t  pas  
n é c e s s a i r e m e n t  fg-minimum. 

Exemple 9. R = aa+aaa+b 
aa+aaab+b e s t  un  code de  C R 3 n  non  fg-minimum, FG(R) e s t  
s t r i c t e m e n t  i n c l u s  dans FG(aa+aaab+b).m 

C I  O-BASE 

On se  pose  i c i  l a  q u e s t i o n  : e x i s t e - t - i l  u n  g é n é r a t e u r  B  
t e l  que : V G E CRlm, G = B+ ? 

Exemple 2 ( r e p r i s e ) .  R = ba* 
R e s t  R -m in ima l  
e t  R* = r+bXx  e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de  CR3n.i 

Un l angage  t e l  que  R s e r a  a p p e l é  Q-base. 

D é f i n i t i o n  : S o i t  B = X+. B e s t  une O-base s i  e t  seu lemen t  s i  : 

- B  e s t  R -m in ima l  - 4 L E CBIn, L = B+. 

De l a  d é f i n i t i o n ,  il d é c o u l e  que B+ e s t  a l o r s  l e  p l u s  g r a n d  
é l é m e n t  de CB3n ( c a r  B+- = Bn)r 

P r o p o s i t i o n  8. S o i t  R un Langage r a t i o n n e l ,  C R l n  possède  u n e  Q- 

b a s e  s i  e t  seu lemen t  s i  : - C R I a  admet un p l u s  g r a n d  élément, n o t é  P  - P r e r ( P >  e s t  O-minimal ,  

Remarquons que l a  c o n d i t i o n  "Prem(P) e s t  f i -m in ima l "  e s t  
n é c e s s a i r e ,  comme l e  m o n t r e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t .  

Exemple  10. R = a*ba* 
L e  p l O s  g r a n d  & l é m e n t  e s t  P = XWbX*, 
m a i s  Prem(P) = R n ' e s t  p a s  R-minimal ,  en  e f f e t  : 
a*b E C R 3 n  
e t  a*b e s t  s t r i c t e m e n t  i n c l u s  dans R. 
Donc R n ' e s t  p a s  0 - m i n i m a l  e t  C R l n  n e  c o n t i e n t  p a s  d'R- 
base.. 



C o r o l l a i r e  4 , S o l t  R un l a n g a g e  rationnel, t R 3 n  p o s t e d e  a u  

p l u s  une  9-base. 

En d ' a u t r e s  t e rnes ,  quand e l l e  e x i s t e ,  1.0-base e s t  un ique .  

C o r o l l a i r e  9- S o i t  R un Langage rationnel, on p e u t  d d c l d e r  SI 

- -  CR3- c o n t i e n t  u n e  Q-base, De p lus,  SI e l l e  e x i s t e ,  e l l e  e s t  
r a t i o n n e l l e  e t  c o n s t r u c t i b l e .  

4 

, ->@' 

P r o p o s i t i o n  10- S i  6 e s t  une  Q-base, a l p r s  B e s t  gCnCra teu r  

tg-minimum, 

PREUVE, 
S o i t  G E CBln e t  s o i t  b E B. 
On a : bGR = GR, 
Supposons que : G n bB* = 0, 
comme G = B+, on  a : G = (B\b)B*, 
O r  : bB* = GGn = GBn 
d 'o i l  : bB" = (B\b)B*, 
ce q u i  c o n t r e d i t  l e  f a l t  que B e s t  Q-min imal .  
On a f i n a l e m e n t  : 
d 'o i l  : b E FG(G1.m 

Remarque : Ma is  B n ' e s t  pas  n é c e s s a i r e m e n t  Cluni 
de C83Ry% - " *h,%+--m :* *,.A - &rqdts*? ;- a'@;i:rtql >FjTr > - -- d.+"avvs 

f2"&p&i, ,-; ,,,- wL&?+; * ., .+. ,& .;?g@&{%;"'$.'"? +Q-'ljt&,i? 
E x  emp [ ( . = a à + a + "+ i:bu;gciJ!$p augbJr2m?&*"*:' 3 - 1 * ," ac*,.& 

5 -  , . L  , B e s t  une R-base, e n  e f f e t  : - B e s t  Q-min imal  ( immCd ia t )  - D ' a u t r e  p a r t ,  BC = B+ c a r  : 
Bc r BxFG(B) = B*a 
S i  u = a, abm i B* donc a i 0' 
S i  u E BW(aa+aaa)a, u E 8' 
En u t 4  l i s a n t  l e  f a i t  que : vbau E Rn > au E RR 
e t  que  : vbcaw E Rn => au  E Rn - 
on d & d u l t  que : 
s i  u E B*(b+aaabc+abc)a, a l o r s  u i BC 
Donc : Be - B+ 

I e t  f i n a l e m e n t  : B* = Bc. 
$ 

i M a i s  R = aa+aabc+aaab+aaabc+b e s t  un a u t r e  f g - m i n i i u m  de  
1 CBIn, en e f f e t  t - R e CBIn,  c a r  : 
l d 'une  p a r t  : R r €3' 
I e t  donc : R* u Bn 
t 

d ' a u t r e  p a r t  : a a a P  RBn 
e t  donc : B 4 =  RiBa - R e s t  Q - a i n i r a l  - FGCR) = FG(B).i 



Ceci  mont re  de p l u s  que l a  r é c i p r o q u e  de l a  p r o p o s r t i o n  
p r é c é d e n t e  e s t  f a u s s e .  

Remarque : Hème s i  B  e s t  l ' u n i q u e  g é n é r a t e u r  fg-minimum, a l o r s  
B  n ' e s t  pas  n é c e s s a i r e m e n t  une Q-base. 

Exemple 12.  B  = ab + aba + abb + bb + b a ( a b  + aba + abb) .  
On m o n t r e r a  dans l e  c h a p i t r e  V que 8 e s t  l ' u n i q u e  
g é n é r a t e u r  fg-minimum de CB3n.i 



CHAPITRE V 

UINIMAUX DE CRI- DANS LE CAS OU Rm EST F IN IUENT ENGENDRE 



INTRODUCTION 

A p a r t i r  d e  c e  c h a p i t r e  n o u s  c o n s i d é r e r o n s  l a  f a m i l l e  CR3n 
d a n s  l e  c a s  o ù  R a p p a r t i e n t  à d e s  s o u s - f a m i l l e s  p a r t i c u l i e r e s  
d e  Ra t (X+> .  

L e  p r e m i e r  p r o b l è m e  a b o r d é  p a r  M. L a t t e u x  e t  E. Timmerman 
C l 2 3  c o n c e r n a n t  l a  f a m i l l e  CR3n a  é t é  de  d é c i d e r  s i  u n  l a n g a g e  
r a t i o n n e l  R e s t  o u  n o n  f i n i m e n t  engendré ,  c ' e s t - à - d i r e  s i  C R I -  
c o n t i e n t  o u  n o n  u n  l a n g a g e  f i n i .  Dans l a  p a r t i e  A n o u s  
p r é s e n t o n s  u n e  n o u v e l l e  d é m a r c h e  p o u r  r é s o u d r e  c e  p r o b l è m e  en  
u t i l i s a n t  l e  l a n g a g e  ( R e ) *  d é f i n i  d a n s  t e  c h a p i t r e  I V .  

Dans l a  s u i t e  de  c e  c h a p i t r e  n o u s  s u p p o s e r o n s  que  C R l n  
c o n t i e n t  u n  l a n g a g e  f i n i .  

Dans l a  p a r t i e  B n o u s  r e p r e n o n s  l a  r e c h e r c h e  d e s  m i n i m a u x  
d é f i n i s  d a n s  l e  c h a p i t r e  I V .  Il y a  é v i d e m m e n t  t o u j o u r s  d e s  
g é n é r a t e u r s  R-min imaux f i n i s  d a n s  CR3n. C e p e n d a n t  t o u s  l e s  R- 
m i n i m a u x  n e  s o n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  f i n i s  e t  o n  p e u t  d é c i d e r  s i  
u n  g é n é r a t e u r  c o n t i e n t  o u  n o n  u n  R - m i n i m a l  f i n i .  En o u t r e  C R I n  
p o s s è d e  d e s  g é n é r a t e u r s  fg -m in imums m a i s  n e  p o s s è d e  p a s  
t o u j o u r s  d 'R-base.  

Q u a n d  Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  o n  p e u t  e n v i s a g e r  l a  
m i n i m a l i t é  d e s  g é n é r a t e u r s  s o u s  d e u x  n o u v e a u x  a s p e c t s  : - a v o i r  l e  p l u s  p e t i t  c a r d i n a l  - a v o i r  l a  p l u s  p e t i t e  t a i l l e ,  c ' e s t - à - d i r e  a v o i r  l a  p l u s  
p e t i t e  somme d e s  l o n g u e u r s  d e  s e s  mo ts .  

Dans l a  p a r t i e  C n o u s  e x a m i n o n s  l e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  
p e t i t e  c a r d i n a l i t é .  Des e x e m p l e s  m o n t r e r o n t  q u e  l e  c a l c u l  d u  
p l u s  p e t i t  c a r d i n a l  n ' e s t  p a s  a u s s i  s i m p l e  q u e  l ' o n  p o u r r a i t  l e  
p e n s e r  à p r i o r i  e t  n o u s  p r é s e n t e r o n s  u n e  m é t h o d e  - a s s e z  
l o u r d e  - p o u r  d é t e r m i n e r  c e  c a r d i n a l .  E n f i n ,  n o u s  v e r r o n s  q u ' i l  
p e u t  y a v o i  r p l u s i e u r s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i  té, 
q u e  1 'R-base - q u a n d  e l l e  e x i s t e  - en  e s t  un, m a i s  q u ' e l l e  
n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  l e  s e u l .  

Dans l a  p a r t i e  D  n o u s  é t u d i o n s  l e s  g é n é r a t e u r s  de  p l u s  
p e t i t e  t a i l l e .  L a  d é t e r m i n a t i o n  d e  l a  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  e t  d e  
t o u s  l e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  n e  p o s e  p a s  d e  
p r o b l è m e .  Il p e u t  e n  e x i s t e r  p l u s i e u r s ,  m a i s  s i  1 'R-base 
e x i s t e ,  e l l e  e s t  l ' u n i q u e  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e .  

Dans l a  p a r t i e  E  d e s  e x e m p l e s  m o n t r e r o n t  - c e  q u i  e s t  a s s e z  
s u r p r e n a n t  - q u e  l e s  t r o i s  f a m i l l e s ,  c e l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  f g -  
minimums, c e l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t e  e t  
c e l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  s o n t  i n c o m p a r a b l e s  
d e u x  à deux.  
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A, DECIDER S I  R  CONTIENT UN GENERATEUR F I N I  

D é f i n i t i o n  : S o i t  R u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l ,  n o u s  d i r o n s  q u e  Rn 

e s t  f i n i i e n t  e n g e n d r é  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  il e x i s t e  u n  l a n g a g e  
f i n i  a p p a r t e n a n t  à CRJn. 

N o u s a l l o n s  r é s o u d r e  l e  p r o b l é m e  : d é c i d e r  s i  Rn e s t  
f i n i m e n t  e n g e n d r é .  

N o t o n s  t o u t  d ' a b o r d  C l 2 3  : 

Lemme 1, S i  Rn e s t  f i n i n e n t  engendré,  a l o r s  Rn e s t  u n e  

a d h é r e n c e .  

PREUVE. 
S o i t  F u n  l a n g a g e  f i n i  t e l  q u e  : Rn = Fm. 
On s a i t  q u e  : Adh(F*)  = Fn + FWAdh(F)  
O r  : Adh(F )  = 0  ( c a r  F  e s t  f i n i )  
Donc : Rn e s t  u n e  a d h é r e n c e . 8  

Remarque : L a  r é c i p r o q u e  e s t  f a u s s e .  

E x e m p l e  O. R = a+b+ab*c - Adh(R)  = abn = Rn e t  donc  Rn e s t  u n e  a d h é r e n c e .  - Supposons  q u e  Rn s o i t  f i n i m e n t  e n g e n d r é  p a r  F, 
s o i t  a l o r s  n = max € l u 1  1 u  E F I .  
Comme : abncan E Rn, 
o n  a  : b*can n Fn # 0, 
c e  q u i  e s t  i m p o s s i b l e  c a r  : b*can n Rn = 0 . i  

S i  Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  Rç e s t  d o n c  l e  p l u s  g r a n d  
é l é m e n t  d e  CRJn. Prem(Rc)  a p p a r t i e n t  a l o r s  à C R l n ,  m a i s  
l ' e x e m p l e  s u i v a n t  m o n t r e  q u e  Rn p e u t  ë t r e  f i n i m e n t  e n g e n d r é  
s a n s  q u e  Prem(Rc)  n e  s o i t  f i n i .  

E x e m p l e  1. R = ab  + a b a  + abb  + b a ( a b + a b a + a b b )  + b b  
Rn e s t  f i n i m e n t  e n g e n d r é  
M a i s  Prem(RC)  n ' e s t  p a s  f i n i ,  e n  e f f e t :  
ab+a = Prem(RC) c a r  : ab+aRn = (ab+abb)Rn, 
m a i s  : 4 i A O, b s a  4 Re 
e t  donc  : ab+a n R=Rc = 0.. 

Nous a l l o n s  donc  c h e r c h e r  u n  l a n g a g e  i n c l u s  d a n s  Prem(Rc) 
t e l  q u e  c e  l a n g a g e  s o i t  f i n i  d e s  q u e  Rn e s t  f i n i m e n t  e n g e n d r é .  
P o u r  c e l a ,  n o u s  r é s o l v o n s  l e  p r o b l è m e  p l u s  g é n é r a l  : é t a n t  
d o n n é  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, d é c i d e r  s i  R c o n t i e n t  u n  l a n g a g e  
f i n i  q u i  a p p a r t i e n t  à CRJn. R a p p e l o n s  t o u t  d ' a b o r d  l a  
d é f i n i t i o n  d e  Re, v u e  d a n s  l e  c h a p i t r e  I V  : 



R f  = €U E R 1 uRn # RIUIR"), o u  R l u l  r e p r é s e n t e  l ' e n s e m b l e  
d e s  m o t s  d e  R d e  l o n g u e u r  s t r i c t e m e n t  p l u s  p e t i t e  q u e  u. 

P r o p o s i t i o n  1, S o i t  R un langage r a t i o n n e l ,  4 1  e x i s t e  un 

g é n é r a t e u r  f i n i  de Rn i n c l u s  dans  R s i  e t  seu lement  s i  Rt e s t  
un langage f i n i ,  

PREUVE. 
O n  a  v u  d a n s  La p a r t i e  1 V . C  q u e  : - R f  = <U E R / UR" + R I U ~ R ~ )  a p p a r t i e n t  à C R l n .  
( p r o p o s i t i o n  IV .5)  - Y G E t R 1 n  a v e c  G = R, on  a : F G ( R * )  c F G ( G ) .  
( c o r o l l a i r e  I V . 1 )  
On en d é d u i t  q u e  : 
s i  C R I -  c o n t i e n t  u n  g é n é r a t e u r  f i n i  F  = R, comme FG(F) e s t  
f i n i ,  a l o r s  F G ( R t )  e s t  f i n i  
e t  donc  que : R f  e s t  un l a n g a g e  f i n i .  

L a  r é c i p r o q u e  e s t  imméd ia te ,  p u i s q u e  R f  a p p a r t i e n t  a CR3n.m 

En conséquence,  comme d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  IV.5, Re e s t  
u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  e t  c o n s t r u t i b l e ,  o n  e n  d é d u i t  : 

P r o ~ o s i t i o n  2 -  S o i t  R un langage r a t i o n n e l ,  on  p e u t  d é c i d e r  

s ' i l  e x i s t e  un langage f i n i ,  i n c l u s  dans R e t  a p p a r t e n a n t  a 
CR3n- De p lus,  s i  c ' e s t  l e  cas, on p e u t  c o n s t r u i r e  un t e l  
langage, 

Remarque : On a  donc  u n e  r é p o n s e  p a r t i e l l e  a 42 : o n  s a i t  
d é c i d e r  s i  R c o n t i e n t  u n  Q - m i n i m a l  f i n i .  M a i s  il f a u t  n o t e r  q u e  
t o u s  l e s  R-min imaux d e  CR3n a v e c  Rn f i n i m e n t  e n g e n d r e  n e  s o n t  
p a s  n C c e s s a i  r e m e n t  f i n i  s, comme n o u s  l e  v e r r o n s  d a n s  l ' e x e m p l e  
4 d e  l a  p a r t i e  B. 

On p e u t  m a i n t e n a n t  r é s o u d r e  l e  p r o b l è m e  i n i t i a l .  

P r o p o s i t i o n  3 , S o i t  R un langage r a t i o n n e l ,  on  p e u t  d é c i d e r  s i  

Rm e s t  f i n i a e n t  engendré, De plus, s i  c ' e s t  l e  cas, on  p e u t  
c o n s t r u i r e  un  g ë n ë r a t e u r  f i n i  d e  Rn. 

PREUVE. 
S i  Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  a l o r s  Rn e s t  u n e  a d h é r e n c e  e t  
donc Rc e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  C R I n .  
P o u r  d é c i d e r  s i  Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  il s u f f i t  d o n c  : - d e  d é c i d e r  s i  Rn e s t  une  a d h é r e n c e  - de c o n s t r u i r e  Rc, p u i s  R '  = ( R C l C  - d e  d é c i d e r  s i  R '  e s t  f i n i . 8  



E x e m p l e  1 ( r e p r i s e ) .  R = ab  + aba  + a b b  + b a ( a b + a b a + a b b )  + b b  . S u r  c e t  exemple,  o u  Prem(RC) e s t  i n f i n i ,  n o u s  a l l o n s  
v é r i f i e r  q u e  (RC)*,  n o t é  R', e s t  é g a l  a R e t  e s t  donc  f i n i .  
D ' a p r é s  l e  c o r o l l a i r e  I V . 1  : FG(R')  = FG(R). 
En conséquence,  R '  e s t  i n c l u s  d a n s  FG(R) n Prem(RC). 
Comme a, b, b a  e t  b a a  n ' a p p a r t i e n n e n t  p a s  8 Rc, 
R e s t  i n c l u s  d a n s  Prem(Re) e t  FG(R) n Prem(RC) = R, 
donc  : R '  = R. . On v o i t  d ' a u t r e  p a r t  f a c i l e m e n t  q u e  R e s t  R-min imal ,  e t  
donc  R '  = R.8 

Remarque : Il e s t  n é c e s s a i r e  d e  t e s t e r  s i  Rn e s t  u n e  adhérence,  
e n  e f f e t  il e s t  p o s s i b l e  q u e  R '  s o i t  f i n i  s a n s  q u e  Rn n e  s o i t  
u n e  a d h é r e n c e  e t  d o n c  a f o r t i o r i  s a n s  q u e  Rn n e  s o i t  f i n i m e n t  
e n g e n d r é .  

E x e m p l e  2. R = X*b 
Rn n ' e s t  p a s  u n e  a d h é r e n c e .  
R e  = X+ donc  Prem(R1 = a+b e t  donc  ( R = I t  = a+b. 
O r  a+b  n ' a p p a r t i e n t  p a s  a CR3n.8 

S a c h a n t  donc  q u e  Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  n o u s  p a r t o n s  à 
n o u v e a u  a l a  r e c h e r c h e  d e s  R-m in imaux  d e  C R l n .  E t a n t  donné  q u e  
s i  Rn e s t  f i n i m e n t  e n g e n d r é  n o u s  p o u v o n s  c o n s t r u i r e  u n  
g é n é r a t e u r  f i n i  de  Rn, d a n s  l a  s u i t e  n o u s  c o n s i d é r e r o n s  
d i r e c t e m e n t  d e s  l a n g a g e s  ( n o t é s  R o u  F I  f i n i s .  

S o i t  F  u n  l a n g a g e  f i n i ,  n o t o n s  t o u t  d ' a b o r d  q u e  n i  Prem(F),  
n i  F \FFC n e  s o n t  n é c e s s a i r e m e n t  d e s  l a n g a g e s  R-min imaux d e  
CF3n. 

E x e m p l e  3. F = ( r + b ) ( a + a b + a b b ) .  
Comme b  é Fc e t  b b  Fc, o n  a  : 
F  = F\FFC = Prem(F1.  
M a i s  F  n ' e s t  p a s  R-m in ima l ,  e n  e f f e t  : 
abF = ( a + a b b ) F  
babF  = ( b a + b a b b ) F  
e t  donc  : Fn = CF\(ab+bab)3Fn, 
d ' o u  : C F \ ( a b + b a b ) 3  E CF3n.i  

D ' a u t r e  p a r t ,  s i  F  e s t  f i n i ,  il e s t  i m m é d i a t  q u ' i l  c o n t i e n t  
( a u  m o i n s )  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  d e  CF3n q u i  e s t  f i n i  e t  que  
l ' o n  p e u t  c o n s t r u i r e ,  m a i s  c e p e n d a n t  il f a u t  n o t e r  q u e  t o u s  l e s  
g é n é r a t e u r s  R-m in imaux  d e  CF3n n e  s o n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  f i n i s  
e t  d o n c  q u e  t o u t  g é n é r a t e u r  d e  Fn n e  c o n t i e n t  p a s  
n é c e s s a i r e m e n t  u n  g é n é r a t e u r  f i n i  d e  FR. 



Exemple 4. R = a+(ab)*ba . Rn e s t  f i n i r e n t  engendrC c a r  Rn = (a+ba+abIn . Mais R e s t  n -m in ima l  dans CR3n c a r  : 
a ne p e u t  pas Lui e t r e  e n l e v é  ( s i n o n  on  p e r d  an) 
e t  Y i O, ( a b I a b a  n e  p e u t  pas  L u i  C t r e  e n l e v é  ( s i n o n  on  
p e r d  <ab)*ba(ba)n),m 

T o u t e f o i s  o n  & ': 

P r o n o s i t i o n  4 ,  S i  R e s t  un langage f in i ,  a l o r s  tR3o pOSScde une 

i n f i n l t C  de  gCndra teu rs  9-minimaux q u i  s o n t  f i n i s  e t  deux 8 
deux d i s j o i n t s -  

PREUVE. 
S o i t  F un g d n d r a t e u r  f i n i ,  0 - a i n i m a l  de CFIn, 
n o t o n s  1 = 1 + maxCluJ I u E FI. 
ConsidCrons 6 = Fa, o n  r a l o r s  : 
G n F = O e t  G E CFln .  
Comme G e s t  f i n i ,  il c o n t i e n t  un 0 -m in ima l  Fm. 
En r C f t C r a n t  Le processus, o n  c o n s t r u i t  a i n s i  une s u i t e  de 
gCnéra teu rs  de Fn v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  demandéesmm 

i l  2 -  

En ce q u i  concerne l e s  gCnCrateurs  fg-minimums de C F I n ,  
on  a : 

P r o n o s i t i o n  5, S i  R e s t  un langage  f in i ,  a l o r s  LRJn possède des  

gCnCrateurs  fg-minimums. 

PREUVE. 
Rn, é t a n t  f i n i m e n t  engendré, e s t  une adhérence, 
e t  donc P = Rc e s t  l e  p l u s  g r a n d  é lément  de C R 3 n .  
D v a p r é s  l e  c o r o l l a i r e  I V . 1 ,  on o b t i e n t  que FG(Pt) e s t  l e  
p l u s  p e t i t  é lément  de FG(CR3m). 
S o i t  a l o r s  F un  g é n é r a t e u r  f i n i  de Rn, F G ( F )  e s t  f i n i ,  
donc FG(Pt) e t  il f o r t i o r i  Pt son t  f i n i s .  
Tout g é n é r a t e u r  de CR3n Q-minimal e t  i n c l u s  dans Pt e s t  
a l o r s  fg- minimum.^ 

Remarque : Il p e u t  y a v o i r  p l u s i e u r s  fg-mlnimums dans CR3n. 

Exetnplc 5. R s (r+b)(a+ab+rbf+abs) . De m?me que dans L'exemple 3, on mon t re  que Prem(R) = R . On a a u s s i  : R = Pa otl P dCsigne Le p l u s  g r a n d  Clément de 
CRJn, 1-e., P = Ram . O r  il y a 4 0-minimaux (donc f g - m i n i m u ~ s )  d i s t i n c t s  
i n c l u s  dans R : 
(r+b)(a+ab*+ab*) 
(r+b)(a+ab+ab5), - 
(a+ab+ab5)+b(a+ab=+abD) 
(a+ab~+abJ)+b(a+ab+ab*).,m 



l En r e v a n c h e  C R I -  n e  c o n t i e n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  d ' f i -base.  

Exemp le  3 ( r e p r i s e ) .  F  = ( r + b ) ( a + a b + a b Z ) .  
O n  a  v u  q u e  F  = Prem(F)  n ' e s t  p a s  R-m in ima l ,  donc  il s u f f i t  
d e  m o n t r e r  q u e  Fc = F+ p o u r  p r o u v e r  que CF3n n e  c o n t i e n t  
p a s  d ' f i -base.  
On a  t o u j o u r s  : F+ = Fe c F*FG(F). 
O r  i c i  : FG(F) = F+b 
d ' o u  l ' o n  d é d u i t  : F*FG(F) = b+F++F*( r+b)ab5 
Comme b  tt F" e t  que  : 
4 u  E FL(r+b), uabsban 4 Fn ( c a r  b4 n ' e s t  p a s  u n  f a c t e u r  
d e  Fm), 
O n  a  : FSFG(F) F+ 
c e  q u i  e n t r a i n e  : Fe = F+.m 

M a i s  n o u s  v e r r o n s  d a n s  l a  p a r t i e  C ( p r o p o s i t i o n  11) q u e  s i  
l ' f i - b a s e  e x i s t e ,  e l l e  e s t  f i n i e .  

C. GENERATEURS DE PLUS PETITE CARDINALITE ET RANG 

P o u r  c o m p a r e r  l e s  g é n é r a t e u r s  de C R l n ,  n o u s  a l l o n s  
m a i n t e n a n t  c o m p a r e r  l e u r  c a r d i n a l .  S i  Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  
il admet  des  g é n é r a t e u r s  d o n t  l e  c a r d i n a l  e s t  i n f é r i e u r  o u  é g a l  
a u  c a r d i n a l  de  t o u t  a u t r e  é l é m e n t  d e  C R I a .  

D é f i n i t i o n  : 

S o i t  R u n  l a n g a g e  f i n i .  F  e s t  u n  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l l t é  d e  Rn s i  e t  s e u l e m e n t  s i  : 

V G E C R l n ,  c a r d ( F )  r c a r d ( G ) .  

Remarque : Il p e u t  e x i s t e r  p l u s i e u r s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é  d a n s  C R I n .  

E x e m p l e  6. R = a  
4 i A 1, a s  e s t  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é - m  

E x e m p l e  7. R = aa+aaa+b e t  G = aa+aaab+b s o n t  deux  g é n é r a t e u r s  
d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  d e  Rn.m 

O n  s e  p o s e  a l o r s  deux  q u e s t i o n s  : é t a n t  donné  u n  l a n g a g e  
r a t i o n n e l  R, o u  Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  - comment d é c i d e r  s i  F  E C R I n  e s t  d e  p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é  ? - comment c a l c u l e r  l e  c a r d i n a l  d u  ( o u  d e s )  é l é m e n t s  de 
p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  ? 

D é f i n i t i o n  : 

On a p p e l l e  r a n g  d e  R, n o t é  rg(R),  l e  p l u s  p e t i t  é l é m e n t  de  
C c a r d ( G 1  / G E CRIn3. 



Remarque : L a  d é f i n i t i o n  a  u n  s e n s  même s i  Rn n ' e s t  p a s  
f i n i m e n t  engendré,  a u q u e l  c a s  r g ( R )  = m. 

Nous a l l o n s  v o i r  q u e  l ' o n  p e u t  c a l c u l e r  l e  r a n g  d e  t o u t  
l a n g a g e  r a t i o n n e l ,  ( i .e .  l a  d e u x i è m e  q u e s t i o n  e s t  r é s o l u e ) ,  c e  
q u i  p e r m e t  de r é p o n d r e  à l a  p r e m i è r e  q u e s t i o n  (il s u f f i t  d e  
t e s t e r  s i  l e  r a n g  d e  R e s t  é g a l  a u  c a r d i n a l  d e  FI. 

T o u t  d ' a b o r d  q u e l q u e s  r e m a r q u e s  m o n t r a n t  q u e  l e  p r o b l è m e  
n ' a d m e t  p a s  de r é p o n s e s  " t r i v i a l e s " .  

- B i e n  que ( R c ) *  ( d é f i n i  a u  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t )  s o i t  f i n i  
q u a n d  R e s t  un  l a n g a g e  f i n i ,  il n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  u n  é l é m e n t  
d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é .  

Exemp le  8. R = (o+b>(a+ab+abz+abs )  
( R C ) *  = R n ' e s t  p a s  R-min imal ,  c o n t i e n t  4 g é n é r a t e u r s  de  
p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  q u i  s o n t  : 
( t+b ) (a+abz+abJ )  
( r+b ) (a+ab+abs ) ,  
(a+ab+abs)+b(a+ab=+ab3)  
(a+ab'+abs)+b(a+ab+ab'). 
Donc : r g ( R )  = 6 # c a r d ( R l . 8  

- Tous l e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  n e  s o n t  
p a s  i n c l u s  dans ( R = I f  n i  même d a n s  Prem(Rc).  

Exemp le  7 ( r e p r i s e ) .  R = aa+aaa+b 
R = Prem(RC) = ( R C ) * .  
m a i s  aa+aaab+b e s t  a u s s i  u n  é l é m e n t  d e  p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é  d e  t R l n . 8  

M a i s  n o u s  a l l o n s  v o i r  q u e  : 

P r o p o s i t i o n  6. S o i t  R un l a n g a g e  f i n i .  I l  e x i s t e  a u  m o i n s  un 

g é n C r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  i n c l u s  d a n s  P r e i ( R C > ,  

PREUVE. 
S o i t  G u n  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  d e  C R I " .  
On m o n t r e  que, s i  u n  mo t  g  d e  G n ' a p p a r t i e n t  p a s  B 
Prem(RC), on  p e u t  l ' e n l e v e r  e t  l e  r e m p l a c e r  p a r  un mot  d e  
Prem(RC)  en  r e s t a n t  d a n s  C R I " .  
S o i t  g E G, a v e c  g = g r  gn, o u  g r  E Prem(Rc)  e t  g n  E RC 
S o i t  G '  = ( G \ g ) + g r  
, G '  E C G I n ,  c a r  G ' c  RC e t  donc  G ' "  = Rn. 
, r é c i p r o q u e m e n t  : 
gG" c grgaGR c grRCG" c grG" 
d ' o u  : GR c G'G"  
d ' o ù  : G" c G'".. 

M a i s  comme Prem(RG)  p e u t  ê t r e  i n f i n i  q u a n d  Rn e s t  f i n i m e n t  
engendré ,  c e l a  n e  p e r m e t  p a s  d e  c a l c u l e r  l e  r a n g  de  R. 



L a  p r o p o s i t i o n  p r é c é d e n t e  n ' e s t  h é l a s  p a s  v a l a b l e  p o u r  
( R e ) *  ( c e  q u i  a u r a i t  p e r m i s  de c a l c u l e r  l e  r a n g  de R, c a r  ( R c ) *  
e s t  f i n i ) ,  en  e f f e t ,  en  r e p r e n a n t  l a  n o t a t i o n  d é j à  u t i l i s é e  - 
P = RC -, nous avons l e  r é s u l t a t ,  p r o u v é  p a r  l ' e x e m p l e  10 de l a  
p a r t i e  D : 

P r o ~ o s i t i o n  7 -  So i t  R un langage f i n i ,  Il n ' e x i s t e  pas 

nécessairement de générateurs de p lus  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  de Rn 
i n c l u s  dans FG(Pt>, 

I c i ,  l a  démarche s u i v i e  p o u r  c a l c u l e r  l e  r a n g  s e r a  l a  
s u i v a n t e  : on va m o n t r e r  q u ' i l  e x i s t e  un  e n t i e r  c  que  l ' o n  p e u t  
c a l c u l e r ,  t e l  que t o u s  l e s  g é n é r a t e u r s  de p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é  de  Rn n ' o n t  que des mo ts  de l o n g u e u r  i n f é r i e u r  à c. 

Provos i t ion  8, On peut ca lcu le r  un e n t i e r  c t e l  que t o u t  

langage R-minimal G de C R l n  v é r i f i e  : 
V p E FG(G>, 4 f a ,  fz avec p = fr fn e t  Ifni > c, 
3 g E G /  f i < g ê t p n < g ,  

PREUVE. 
S o i t  G u n  g é n é r a t e u r  f i -m in ima l  de C R l a .  
No tons  p o u r  t o u t  n  A 1 : 



F n  a  d e u x  p r o p r i é t é s  : 

(1) Fn<U> = F n < u ' >  => ( 4  v E X*, F n < u v >  = F ~ < u ' v ) >  

En d ' a u t r e s  termes,  R(u,ul) s i g n i f i e  que, z é t a n t  u n  R-mot, 
s i  u z  p e u t  s e  décomposer  s u r  GmRn, a l o r s  u ' z  peut  a u s s i  s e  
décomposer  s u r  GnR", e t  r é c i p r o q u e m e n t .  

PREUVE DE ( 1 . 

S o i t  m E F ~ ( u v )  
donc : vm E F ~ ( u )  ( c a r  g < u )  
d ' o u  : vm E F n ( u f )  
d ' o u  : m E Fn(ufv) . .  

Remarque : S i  on  d é f i n i t  F n  s u r  X+ e t  n o n  s u r  XnX*, l a  
p r o p r i é t é  (1 )  n ' e s t  p l u s  v r a i e .  

PREUVE DE ( 2  . 



S o i t  z  E Xn, avec u t  E G n R n  
On p e u t  é c r i r e  : 
u t  = gvmw, avec g  E Gn, vm E R e t  gv  = u  
donc : m E Fm(u) 
donc : m E F n ( u ' )  
i.e. il e x i s t e  g '  E G e t  v '  t e l s  que : 
g ' v '  = U '  e t  v 'm E Rc 
e t  donc  : u ' z  E GnRn.m 

On d é f i n i t  a l o r s  une  congruence  a d r o i t e  an  s u r  XnXL 
( E n  s e r a  n o t é e  a  p o u r  a l l é g e r  l e s  n o t a t i o n s ) .  

D é f i n i t i o n  : 

Fn(u)  = F n ( v )  
Y u,v E xnx*, U 2 V <=> 

U-aRC = v-lRC 

F a i t  1, s v é r i f i e  l e s  p r o p r i é t é s  su ivantes  : 

( a )  2 e s t  une congruence B d r o i t e ,  d ' index f i n i ,  no té  i. 

R<u,ul> 
< b >  u s u s  => 

u E Rc s i  e t  seulement s i  u '  E Rc 

PREUVE DU FAIT  1. 

PREUVE DE < a  1. 

D ' a p r è s  l a  p r e m i è r e  p r o p r i é t é  de  Fn, o n  d é d u i t  que 2 e s t  
une cong ruence  a d r o i t e .  
De p l u s ,  comme l ' e n s e m b l e  q u o t i e n t  p o u r  e s ' i d e n t i f i e  a 
L 'ensemble  des c o u p l e s  d u  t y p e  E x  C où  : - E e s t  une p a r t i e  de l ' e n s e m b l e  q u o t i e n t  de  X* p a r  l a  
cong ruence  de  Nérode a t t a c h é e  a Rc. - C e s t  une  c l a s s e  p o u r  c e t t e  cong ruence  de  Nerode, 
on en  d é d u i t  une m a j o r a t i o n  c  ( que  l ' o n  p e u t  c a l c u l e r )  p o u r  
l ' i n d i c e  de a. 
De p l u s ,  ce m a j o r a n t  c  e s t  v a l a b l e  p o u r  t o u t  g é n é r a t e u r  G 
de Rn e t  p o u r  t o u t  e n t i e r  n  A 1.. 

PREUVE DE ( b  1 . 
C e l a  d é c o u l e  de  l a  deux ième p r o p r i é t é  de Fm.8 

On m o n t r e  a l o r s  p a r  l ' a b s u r d e  que  .c v é r i f i e  La 
p r o p o s i t i o n  8. F a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  :. 

3 G E CRI-, G minimal, 3 p E FG<G>, 3 f a ,  fz E X+ t e l s  que: 
f a f r c  = p 

(H) ,  O bfr' g E > 6, C < f a  < g e t  f l  = g)  => g E 6'. OU 

6 '  = G n PX* (ensemble des mots de G ayant  p pour p r ë f i x e ) ,  



Les  mo ts  de G '  s e r o n t  n o t é s  go, ..., gn. 
On u t i l i s e  l a  cong ruence  e a s s o c i é e  b F i ,  o u  1 e s t  l a  
l o n g u e u r  de f a .  
Comme I fs (  > c, il e x i s t e  deux mo ts  u  e t  u '  t e l s  que  : 
f a  C u < U '  < p, u  # u t  e t  u k U'  

On n o t e  : u t  = UV, avec  v  # r. 

On va u t i l i s e r  deux f a i t s  : 

F a i t  2, 

Pour  t o u t  i, O  6 i & n, il e x i s t e  j r  A 1 t e l  que  : 
g r  = u v 3 i u r ,  ur < v e t  US # V. 

On en d é d u i t  deux conséquences : - l ' e n s e m b l e  G '  e s t  t o t a l e m e n t  o rdonné  (donc  s u r  l e  d e s s i n  
l e  cas de g r  o u  c e l u i  de 9s e s t  i m p o s s i b l e ) ,  
- V  i, O L i L n, g r  e u u i .  
On suppose a l o r s  ( c e  q u i  ne  n u i t  p a s  a l a  g é n é r a l i t é )  que : 

Y i, O 4 i 4 n, US C U r + r  

On n o t e  4  i, O r i L n  : v r  = ( ~ i - r ) - ~ u r  
e t  V n + r  = ( u ~ ) - ~ v .  
On a  a l o r s  : v  = vo...vn+r. 

F a i t  3- 

4 k , O r k & n , 4 u € X n ,  
s i  gku i 61R" e t  u E Rn, a l o r s  1 +, O & f 4 n t e l  que  : 
u = < v ~ + ; , ~ , v ~ + ; > v ~ u r u l  avec  gru 6 a R "  e t  u1 E Rn 

On en  d é d u i t  a l o r s  que  : 
Y k , O &  k L n , 4 w ~  X", 
s i  g rw  E GaR"  e t  w ti Rn, a l o r s  w r  = (vr+s..,vn+r)v" 
c ' e s t - à - d i r e  que Le s e u l  R-mot de  Rn q u i  n ' a p p a r t i e n t  pas  a 
C l R n  e s t  : UV". 

O r  c e c i  e s t  i m p o s s i b l e ,  en e f f e t  o n  p e u t  é c r i r e  : 
UV" = d r *  avec  d,r E R+. 
S o i t  w un  mot  de Rn t e l  que w = r" (u  e x i s t e  s i n o n  
card(Rn) = 1 a u q u e l  cas  l e  p r o b l è m e  e s t  t r i v i a l ) .  



On a  a l o r s  : 
V i r 1, driw E G i R n  
d ' o ù  : Adh(dr+w) = Adh(GiRR) 
O r  : Adh(GiRR) = G i R R  ( c a r  Ga e s t  f i n i  e t  Rn. e s t  une 
adhé rence )  
donc : d r n  E GaRn. 
En c o n c l u s i o n  : <H> e s t  donc i m p o s s i b l e .  

Donnons m a i n t e n a n t  l e s  p r e u v e s  des deux f a i t s  
p r é c é d e n t s .  

PREUVE DU F A I T  2. 

On p e u t  é c r i r e  : g i  = u v v i  ( c e c i  c a r  UV < p  < g i )  
Comme u  s UV, on  a  : U V ~  F g r  
D ' a u t r e  p a r t ,  G é t a n t  R -m in ima l  : 
3 ü i  E RR / ~ S Y L  E G i R R  
Donc d ' a p r è s  R(g i ,uv r )  : u v i w r  E GaRn 
Donc d ' a p r è s  ( H l  : u v i w i  E G ' R R  
v i  e s t  a l o r s  comparab le  ( p o u r  l ' o r d r e  p r é f i x e )  a v. 
Deux cas  s o n t  a e n v i s a g e r  : 
( 1 )  v i  < v e t  v i  = v, d ' o ù  j i  = 1 
( 2 )  VI > V, d ' o ù  v r  = VVA,  avec g i  = u v 2 v i  = U V +  

Donc p a r  i n d u c t i o n  s u r  l a  l o n g u e u r  de  v i ,  on a r r i v e  au 
r é s u l t a t . .  

PREUVE DU F A I T  3. 

g k u  E G i R R  e t  gk a uuk 
Donc d ' a p r é s  R(gk,uuk) : uukw E G i R n  
E t  donc d ' a p r è s  < H l  : uurw E G'RR. 
S o i t  i t e l  que : uukw E giRn. 
A l o r s  : 3 W '  E Rn / U U ~ W ~  = g rw '  
D ' O U  : w = ( v ~ + ~ . . , v - + ~ ) v ~ u ~ w '  
O r  uukw E G i R R ,  i .e. g i w '  E G i R R . i  

On d é d u i t  a l o r s  de l a  p r o p o s i t i o n  8 que, s ' i l  y a  dans G un  
mot de l o n g u e u r  s u p é r i e u r e  o u  é g a l e  à k ( c + l ) ,  il y a  au  
mo ins  k mots  dans G. 
En conséquence, t o u s  Les g é n k r a t e u r s  de p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é  n ' o n t  que des mots  de  l o n g u e u r  i n f é r i e u r e  ou  
é g a l e  a ( c + l ) c a r d ( R ) . i  

Il e s t  a l o r s  i m m é d i a t  que : 

P r o v o s i t i o n  9 , E t a n t  donné un l a n g a g e  f i n i  R, o n  p e u t  

c o n s t r u i r e  t o u s  l e s  g é n é r a t e u r s  de  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  de  
Rn, e t  donc d é t e r m i n e r  Le r a n g  d e  R. 

Nous r e g a r d o n s  m a i n t e n a n t  l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  
g é n é r a t e u r s  de  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  e t  l e s  m in imaux  d é f i n i s  
dans l a  p a r t i e  I V .  



En p r e m i e r  l i e u  i 1 e s t  i m m é d i a t  q u e  t o u t  é l é m e n t  d e  p l u s  
p e t i t e  c a r d i n a l i t é  d e  CR3n e s t  un g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  d e  C R I n ,  
m a i s  que l a  r é c i p r o q u e  e s t  f a u s s e .  

C o n c e r n a n t  l e s  l i e n s  avec l e s  g é n é r a t e u r s  fg-minimums, n o u s  
a l l o n s  v o i r  ... q u ' i l  n ' y  en a  pas .  P l u s  p r é c i s é m e n t ,  l a  sous-  
f a m i l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  fg -m in imums d e  CR3n e t  c e l l e  d e s  
g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  s o n t  i n c o m p a r a b l e s  e t  

. p e u v e n t  même ê t r e  d i s j o i n t e s  ( c f .  p a r t i e  D l .  

S i  u n  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  n ' e s t  p a s  
n é c e s s a i r e m e n t  u n e  R-base ( s i n o n  p o u r  t o u t  R f i n i ,  CR3n 
p o s s é d e r a i t  une  R-base, c e  q u i  n ' e s t  pas) ,  e n  r e v a n c h e  : 

P r o p o s i t i o n  I O .  S o i t  R  un l a n g a g e  f i n i ,  S i  CR la  admet  u n e  Q- 

b a s e  B, a l o r s  B  e s t  un é l é m e n t  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  d e  
CRla, 

PREUVE. 
S o i t  G u n  g é n é r a t e u r  d e  Rn, n o u s  a l l o n s  c o n s t r u i r e  u n e  
i n j e c t i o n  de B  d a n s  G. 
S o i t  b  E B, comme B  e s t  R - m i n i m a l  ( d ' a p r è s  l e  lemme I V . 1 )  : 
3 w E Be a v e c  w 4 (B\b)Bn. 
O r  u  E Gn e t  donc  o n  p e u t  é c r i r e  : 
w = ubw'  avec  UIS E G e t  w '  E Gn. 
B  é t a n t  une  R-base, u b  E B*. 
M a i s  p a r  c h o i x  d e  w, UIS 4 ( B \ b > B *  d ' o u  UIS E bB*- 
On d é f i n i t  a l o r s  f p a r  : Y b  E B, f ( b )  = ut=. 
Y b,b' E B  a v e c  b  # b', on  a  
f ( b )  4 < B \ b > B *  e t  f < b ' >  E b ' B *  e t  donc  f ( b )  # f ( b . 1  
i .e. f e s t  i n j e c t i v e  e t  donc  C a r d ( b )  r Card(G1.8 

Remarque : L 'R-base  B  n ' e s t  p a s  f o r c é m e n t  l e  s e u l  é l é m e n t  d e  
p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é .  

Exemple  7 ( r e p r i s e ) .  R = aa+aaa+b 
G = aa+aaab+b e s t  u n  a u t r e  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i  t é  d e  CR3n.i 

D. GENERATEURS DE PLUS PETITE TAILLE 

Nous e n v i s a g e o n s  i c i  u n  d e r n i e r  p o i n t  d e  vue  p o u r  c o m p a r e r  
deux  g é n é r a t e u r s  d e  Rn. 

D é f i n i t i o n  : 

S o i t  F u n  l a n g a g e  f i n i .  L a  t a i l l e  d e  F e s t  l a  somme d e s  
l o n g u e u r s  d e s  m o t s  d e  F : 

T a i l l e ( F >  = I I f1  
+ e* 



Nous é t u d i o n s  l e s  g é n é r a t e u r s  d e  Rn d o n t  l a  t a i l l e  e s t  l a  
p l u s  p e t i t e  p o s s i b l e .  Il e n  e x i s t e  t o u j o u r s ,  m a i s  n o u s  v e r r o n s  
d a n s  l ' e x e m p l e  8 d e  l a  p a r t i e  D q u ' i l  n ' y  a  p a s  t o u j o u r s  
u n i c i t é  ( c e  qui  e s t  m o i n s  i m m é d i a t  que  p o u r  l e s  g é n é r a t e u r s  d e  
p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é ) .  

Lemme 2. S o i t  R un Langage  f in i ,  il p e u t  e x i s t e r  p l u s i e u r s  

g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  d a n s  CRI-, 

En revanche,  c o n t r a i r e m e n t  aux  é l é m e n t s  d e  p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é ,  l a  q u e s t i o n  d e  c a l c u l e r  l a  t a i l l e  d ' u n  é l é m e n t  d e  
p l u s  p e t i t e  t a i l l e  s e  r é s o u t  i m m é d i a t e m e n t .  Car, c o n n a i s s a n t  u n  
g é n é r a t e u r  f i n i  d e  Rn ( p a r  e x e m p l e  ( R G ) * ) ,  o n  a  a l o r s  u n e  
m a j o r a t i o n  M ( p a r  e x e m p l e  t a i  l l e ( ( R e ) * ) )  p o u r  l a  l o n g u e u r  d e s  
m o t s  d e s  é l é m e n t s  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e .  Il s u f f i t  donc d e  
c a l c u l e r  l a  t a i l l e  d e  t o u s  l e s  g é n é r a t e u r s  de Rn i n c l u s  d a n s  
xsm. 

P a r  a i l l e u r s ,  s i  u n  é l é m e n t  de  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  
n ' a p p a r t i e n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  a Prem(RG), n o u s  a v o n s  i c i  : 

P r o ~ o s i t i o n  11, S o i t  R  un l a n g a g e  f i n i ,  T o u t  é l é m e n t  d e  p l u s  

p e t i t e  t a i l l e  e s t  i n c l u s  d a n s  Prem(RC>. 

PREUVE . 
S o i t  G un g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  d e  Rn. 
Supposons  que  G # Prem(RG).  
On a  a l o r s  : 
3 g  E G a v e c  g  = UV o u  u  E Prem(Rc)  e t  v  E Re. 
N o t o n s  G '  = (G \g )+u+v .  
Comme G '  = Rc e t  G = G " ,  o n  a  : 
G '  E C R I - .  
O r  : T a i 1 l e ( G v )  L T a i l l e ( G 1 ,  
e t  donc  : T a i l l e ( G 1 )  = T a i l l e ( G 1  ( c a r  G e s t  d e  p l u s  p e t i t e  
t a i l l e ) .  
Donc G '  e s t  n o m i n i m a l ,  d ' o u  : 
3 w E Rn a v e c  w E vRR e t  w C (G' \v)RR. 
A f o r t i o r i  : w 4 (G\g)Rn 
d ' o u  : w E gRm 
e t  donc  : w E UR- 
c e  q u i  c o n t r e d i t  : w C (G ' \ v )Rn . i  

M a i s  t o u t  é l é m e n t  m i n i m a l  i n c l u s  d a n s  Prem(RC) n ' e s t  p a s  
n é c e s s a i r e m e n t  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  . 
E x e m p l e  5 ( r e p r i s e ) .  R = (c+b) (a+ab+abz+abs)  

On a Rc = R. 
S o i t  G = ( r+b ) (a+ab2+abs ) ,  G = R. 
En o u t r e  G e s t  n - m i n r m a l  ( d o n c  fg -m in imum)  e t  : 
T a i l l e ( G )  = 19. 
S o i t  G '  = ( r+b) (a+ab+abs) ,  G '  = R. 
G '  e s t  a u s s i  R-min imal ,  m a i s  T a i l l e ( G t )  = 17. 



Donc G e s t  un g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  i n c l u s  d a n s  Rc e t  G 
n ' e s t  p a s  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e .  
( C e t  e x e m p l e  m o n t r e  e n  o u t r e  q u ' u n  g é n é r a t e u r  f g - m i n i m u m  
n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e ,  c e  q u i  s e r a  
r e v u  d a n s  l a  p a r t i e  D ) i  

Nous c h e r c h o n s  m a i n t e n a n t  9 s i t u e r  l e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  
p e t i t e  t a i l l e  p a r  r a p p o r t  aux  a u t r e s  m i n i m a u x  p r é c é d e m m e n t  
d é f i n i s .  

T o u t  d 'abo rd ,  il e s t  i m m é d i a t  q u e  t o u t  é l é m e n t  d e  p l u s  
p e t i t e  t a i l l e  d e  C R l n  e s t  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  d a n s  C R I n ,  m a i s  
q u e  l a  r é c i p r o q u e  e s t  f a u s s e .  

C o n c e r n a n t  l e s  l i e n s  avec  l e s  g é n é r a t e u r s  fg-min imums, n o u s  
a l l o n s  v o i r  q u ' i l  n ' y  e n  a  p a s  ( b i s ! ) .  P l u s  p r é c i s é m e n t ,  l a  
s o u s - f a m i l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  f g - m i n i m u m s  d e  CR3n e t  c e l l e  d e s  
g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  s o n t  i n c o m p a r a b l e s  e t  p e u v e n t  
même ê t r e  d i s j o i n t e s .  ( c f  p a r t i e  D) 

S i  u n  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  n ' e s t  p a s  
n é c e s s a i r e m e n t  u n e  R-base ( s i n o n  t o u t  Rn f i n i m e n t  e n g e n d r é  
a u r a i t  u n e  R-base), o n  a  en  r e v a n c h e  : 

P r o p o s i t i o n  12. S o i t  R un l a n g a g e  f i n i .  S i  l a  f a m i l l e  CR3n 

p o s s é d e  u n e  Q-base, 8, a l o r s  6 e s t  l ' u n i q u e  é l é m e n t  de p l u s  
p e t i t e  t a i l l e  d e  CR3a. 

PREUVE. 
S o i t  G u n  g é n é r a t e u r  de  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  de  Rn. 
Comme B = Prem(Rc)  e t  que G = Prem(Rc), 
on  a  i m m é d i a t e m e n t  : G = B.. 

Remarque : N o t o n s  q u e  l lR -base  e s t  l ' u n i q u e  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  
p e t i t e  t a i l l e ,  a l o r s  q u ' e l l e  n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  l ' u n i q u e  
g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é .  

E, COMPARAISON DES TROIS FAMILLES SUIVANTES . . 
LA FAMILLE DES GENERATEURS fg-MINIMUMS , LA FAMILLE DES 
GENERATEURS DE PLUS PET ITE  CARDINALITE ET LA FAMILLE DES 
GENERATEURS DE PLUS PET ITE  T A I L L E  

E t a n t  d o n n é  u n  l a n g a g e  f i n i  R, n o t o n s  : - FGM<R> l a  s o u s - f a m i l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  fg -m in imums d e  CR3n - PPC(R> l a  s o u s - f a m i l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é  d e  C R I n  - PPT<R> l a  s o u s - f a m i l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  
t a i l l e  d e  CRJn. 



N o u s a l l o n s  v o i r ,  p a r  d e s  exemples,  q u e  c o n t r e  t o u t e  
a t t e n t e  : 

P r o p o s i t i o n  13, S o i t  R un langage f i n i ,  Les t r o i s  sous- fami l les  

de CRIm, FGU(R), PPC<R> e t  PPT(R> sont incomparables e t  peuvent 
même € t r e  deux à deux d i s j o i n t e s ,  

PREUVE. 
L a  p r e u v e  c o m p r e n d r a  3 e x e m p l e s  : 

L e  p r e m i e r  m o n t r e r a  q u ' i  1 p e u t  e x i s t e r  p l u s i e u r s  
g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  (Lemme 2 )  e t  q u ' e n  o u t r e  
PPT(R) n ' e s t  p a s  i n c l u s  d a n s  PPC(R). 

L e  s e c o n d  exemple,  t r è s  v o i s i n  d u  p r e m i e r ,  m o n t r e r a  
q u e  PPT(R) e t  PPC(R) p e u v e n t  ê t r e  d i s j o i n t s .  

Dans l e  d e r n i e r  e x e m p l e  n o u s  v e r r o n s  que  d ' u n e  p a r t  
PPT(R) e t  FGM(R) d ' a u t r e  p a r t  PPC(R) e t  FGM(R1 p e u v e n t  ê t r e  
d i s j o i n t s .  De p l u s  i 1 n ' y  a u r a  p a s  d e  g é n e r a t e u r  d e  p l u s  
p e t i t e  c a r d i n a l i t é  i n c l u s  d a n s  FG(Rt) ( p r o p o s i t i o n  7 ) .  

E x e m p l e  8. 
S o i t  F = a+ab+abc+  a b Z ( r + b + b c )  + a b Z c b ( r + c )  + ab2cbZ(b+bc )  

a \  ab, /abc ,abZcbc 

abZc b, 

S o i t  D = r+b+b"+bcb+cbZ.  
S o i t  a l o r s  R = DF. 

Nous a l l o n s  v o i r  que  d a n s  C R I n  : - c a r d ( P P T ( R 1 )  = 2, c e  q u i  r e v i e n t  8 d i r e  q u ' i l  n ' y  a  p a s  
u n i c i t é  d e s  g é n é r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  t a i  l l e .  - PPT(R) # PPC(R), i .e .  u n  g é n e r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  
t a i l l e  n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é .  

On v a  m o n t r e r  q u e  l ' o n  p e u t  e n l e v e r  8 F : 
(ab+ab2)  o u  ( e x c l u s i f )  abZcb, 
s a n s  c h a n g e r  l a  p u i s s a n c e - i 2  d e  R, c e  q u i  p e r m e t t r a  
d ' o b t e n i r  deux  g é n e r a t e u r s  d e  p l u s  p e t i t e  t a . i l l e  d o n t  l ' u n  
n e  s e r a  p a s  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é .  

L a  p r e u v e  a s s e z  c a l c u l a t o i r e  s e r a  décomposée e n  7 é t a p e s .  



F a i t  1. V 8 E 0, V f E F, bfXQ n (D\8>FXn = fi. 

Ce f a i t  imméd ia t  i m p l i q u e  que l e s  R-mots d e  bFRm n e  
p o u r r o n t  se décomposer s u r  R qu 'en commençant p a r  u n  mot de 
8F. 

E tape  a. 
Dans R on ne  p e u t  e n l e v e r  i s o l C m e n t  que  des  mots  de 
D(ab+abS+ab=cb) sans change r  l a  puissance-n,  en e f f e t  : 
- . s a n s  a, on p e r d  am - p o u r  t o u t e s  l e s  " f e u i l l e s "  f de F, on  a : 

sans f, on p e r d  f b c b a q  - sans ab3, on p e r d  ab=b=an - sans ab=cbs, on  p e r d  abscb5bcbam 

E tape  b. 
4 8 E O, dans R o n  p e u t  e n l e v e r  L 'ensemble  8(ab+abZ), 
ma is  a l o r s  8ab3cb e s t  n é c e s s a i r e  p o u r  g a r d e r  l a  méme 
puissance-a,  en e f f e t  : - abF - a(bF) - ab(bF)  = a(bSF) - ab(bSF> = (abS)F - ab(bcbF1 = (abscb)F - ab(cbPF) = abc(baF) 
Donc : abR = (a+ab3+ab"cb+abc)R 
a t  i f o r t l o r i  o rbRm r Ca+ab3+abPcb+sbc)RR. 
O r  de p l u s  : ab(bcb)am e tF\(ab+ab=cb)3Rn. 
Donc o n  ne p e u t  p l u s  e n l e v e r  abxcb quand on  a e n l e v é  ab. 
De mCme, on a : 
ab=Rn (a+abS+ab3cb+abSc)R*. 
ab=(cb=)am 4 tF\(ab=+ab=cb>3Rn, 
Gr%ce au  f a i t  1, on a a l o r s  Le r é s u l t a t  annoncé p o u r  : 
8(ab+abS) e t  8abtcb. 

E tape  c. 
De f a ç o n  8 E D, aans R on p e u r  
e n l e v e r  8abscb, m a i s  a l o r s  8(ab+aba) e s t  n G c e s s a i r e  p o u r  
g a r d e r  La méme pu issance-0 .  

E t a p e  d, 
R tir Prem(Rœ) 
-IC - s t t . f f i t  de rsmacquer  que t o u t  $2-mot _de- RR c o n t i e n t  une  
i n f i n i t é  de a e t  donc  que t o u t  mot  de Re d o i t  c o n t e n i r  au  
mo ins  un a. O r  Les m o t s  de R c o n t i e n n e n t  exac tement  u n  a e t  
donc s o n t  dans Prem(RC>. 

E t r p e  e. 
R= s R' 
Pour  c e l a  il s u f f i t  d e  m o n t r e r  que : 
FG(R+) n RC c R*, 
On a : FG(R) = R + D(ab*c+ab=cb) + FG(D) 





Exemple 9.  
En r e p r e n a n t  L 'exemple prCcCdent mals en  remp laçan t  La 
l e t t r e  c p a r  Le mot cc1  ( c *  é t a n t  une n o u v e l l e  L e t t r e ) ,  
on va v o i r  : - PPC(R> n PPTCR) = 6, 1.e. Il n ' y  a pas  de g é n é r a t e u r  8 
La f o l s  de p l u s  p e t l t e  c a r d l n a l l t é  e t  de p t u s  p e t l t e  
t a 1  l l e ,  

Avec l e s  n o t a t i o n s  de  l ' exemp le  précédent ,  F\(ab+abZ) r e s t e  
un g é n é r a t e u r  de p l u s  p e t l t e  c a r d l n a l l t ~ ,  ma is  I L  n ' e s t  
p l u s  g é n é r a t e u r  de  p l u s  p e t i t e  t a i l l e ,  c a r  : 
T a l l l e ( F \ ( a b + a b * ) )  = T a l l l e ( F \ a b ~ c c f b )  + 1, 
M e s t  donc l e  s e u l  g é n é r a t e u r  de p l u s  p e t l t e  c a r d l n a l l t é  
l n c l u s  dans R, mals I L  n ' e s t  pas de p l u s  p e t l t e  t a l l l e ,  c a r  
Ta i  L le(M) = T a l l l e ( H ' )  + 1, 
Donc PPT(R) n PPC(R) = 0 . i  

Exemple 10. 
S o l t  F = c+ca+ca~+cas+am+a~b+ca6. 
S o l t  O = a+a+aS+b. 
S o l t  a l o r s  R = DF. 

Nous a l l o n s  v a i r  que dans CR3n : 
- , - FGN(R) A PPT(R) = 0, I,,e. Il n ' y  a p a s  de g b n b r a t e u r  41 

1s #8..i'f * ~ f f ~ n l m u n r  gf de p l u s  "" p e t i t e  ta1TtlB-i - FGM(R)  n PPC(R) = 0, t,e, Il n ' y  a pas  de g d n b r a t e u r  8 
La f o l s  fg-mln laum e t  de p l u s  p e t i t e  c a r d l n a l i t é ,  Ce q u i  
l m p l l q u e  q u ' i l  n ' y  a pas de  g é n é r a t e u r  de p l u s  p e t l t e  
c a r d i n a l l t é  i n c l u s  dans  P6<R4).  

On va m o n t r e r  que L 'on  p e u t  e n l e v e r  & F : 
c as+ c a3 
ou  ( e x c l u s i f )  ca6 
sans changer  l a  
d ' o b t e n i r  l ' u n l q u  
se ra  en  o u t r a  un 
I n c l u s  dans Re, m 

La p r e u v e  c a l c u l a t o l r e  comprendra 9 Ctapes, 

Ce f a l t  ( f a c l l e  4 v & r i f l e r )  s l g n l f l e  que l e s  R-mots de 
8(F\am)RQ ne p o u r r o n t  se  décomposer s u r  R qu 'en commençant 
p a r  un mot de 8F. 

Etape a. 
Dans R on n e  p e u t  e n l e v e r  1so lCben t  que des  mots de 
D(ca*+ca3+cam) sans changer  l a  puissance-R, en e f f e t  : - sans am, o n  p e r d  aœcn - sans a*, o n  p e r d  awaPbbcq - sans axa, on  p e r d  aSmcn - sans baœ, o n  p e r d  baœcn. 



P o u r  Les m o t s  r e s t a n t ,  g r â c e  a u  f a i t  1, il s u f f i t  de  
r e g a r d e r  c, c a  e t  a'b. - s a n s  c, o n  p e r d  cn - s a n s  Ca, o n  p e r d  cabcn - s a n s  a'b, o n  p e r d  azbcn. 

E t a p e  b. 
4 8  E D, d a n s  R o n  p e u t  e n l e v e r  L ' e n s e m b l e  6(caz+cas), m a i s  
a l o r s  &cab e s t  n é c e s s a i r e  p o u r  g a r d e r  l a  même p u i s s a n c e - a ,  
e n  e f f e t  : - caZF = caaF - caZaF = casF - cazasF = casF - ca2bF = cazbF 
Donc : cazR = (c+ca+cas)R 
e t  à f o r t i o r i  : ca2Rn c (c+ca+ca5)Rn. 
On a  d e  même : casRn = (c+ca+ca5)Rn. 
O r  d e  p l u s  : caZaScn é (F\(ca2+ca5))Rn, 
donc  o n  n e  p e u t  p a s  s u p p r i m e r  cas q u a n d  o n  a  e n l e v é  caz. 
De même o n  n e  p e u t  p a s  s u p p r i m e r  cas q u a n d  o n  a  e n l e v é  cas. 
M a i n t e n a n t ,  g r â c e  a u  f a i t  1, o n  a  l e  r é s u l t a t  annoncé  p o u r :  
6(ca=+caS) e t  6cas. 

E t a p e  c. 
De f a ç o n  a n a l o g u e  o n  m o n t r e  que, 4 6  E D, d a n s  R o n  p e u t  
e n l e v e r  l ' e n s e m b l e  & c a s  m a i s  a l o r s  6(caz+cas)  e s t  
n é c e s s a i r e  p o u r  g a r d e r  l a  même puissance-Cl .  

E t a p e  d. 
R c Prem(RC), e n  e f f e t  il s u f f i t  d e  c o n s t a t e r  q u e  : 
- b é R "  - 4 5 ,  1 4  i L 7, ai e R= 
( p a r  e x e m p l e  : as tt Re c a r  asaccn 4 Rn). 

E t a p e  e. 
M o n t r o n s  m a i n t e n a n t  que  RC = R+, 
Il s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  FG(R+) n R" = R+. 

PREUVE DU L E M E  1. 
D é j à :  aiERC => i ~ 8 .  
P o s o n s  i = 8k  + j, a v e c  O 6 j 4 7. 
- S i  k = l , o n a :  j = O o u I o u 3 , '  
e t  donc  ai E R. - S i  k  = 2, o n  a  : j = 0, 1, 2, 3, 4 o u  6, 
e t  d o n c  a s  E Rz. - S i  k A 3, o n  a : 4 1, a s  E t(-+a+az)aœJ+, 
e t  d o n c  ai E R+. i  

F a i t  2.  V i A 1, 
<baiu E Re e t  u E R+> 

ubaiu E Re => OU 

<aiu E Re e t  ub E R+>, 

C e c i  c a r  b  n e  p e u t  ê t r e  q u e  d é b u t  o u  f i n  d a n s  un mot d e  R. 
O r  baiw E Rn i m p l i q u e  aîw E Rn, d ' o u  



F a i t  3, 4 i i 1, 
<u E R+ ou ub E R+> 

u b a *  E Rc => e t  
a *  E Re. 

D ' a p r é s  l e  lemme 1, o n  a  donc  : a *  E R+. 
Comme a *  E R 4  e n t r a i n e  bai E R+, o n  o b t i e n t  : 

Lemme 2, 4 i i O, u b a *  E Rc => u b a s  E R+, 

( p o u r  i = O, i 1 s u f f i t  de  v o i r  q u e  : 
ubbcn E Rn => u b  E R+) 

De f a ç o n  ana logue ,  o n  a  l e s  t r o i s  f a j t s  s u i v a n t s  : 

F a i t  3, 4 i i O, 
ucaiu E Rn => 3 j E €0,1,33 / u (a3>-a  E R+ e t  ascaiu E Rm. 

F a i t  4, 4 i a O, 
u c a *  E RC => 3 j E {0#1#33 / ~ < a * > - ~  E R+ e t  c a *  E RC, 

F a i t  5, 4 i i O, cas  E RC => c a *  E R*, 

D'ou  l e  d e r n i e r  r é s u l t a t  : 

Lemme 3, 4 i i O, u c a *  E Rc => u c a *  E R+, 

L e s  t r o i s  ' lemmes p r o u v e n t  q u e  : 
F G ( R + )  n R= = R+ 
e t  donc  l e  r é s u l t a t  : Re = R'. 

E t a p e  f. 
R = Prem(Rc), c e c i  c a r  R = Prem(Rc) e t  RC = R4. 

E t a p e  g. 
D(cab) n Re = 0, c e c i  c a r  D(cas)Rn = D(c+ca=+cas)Rn. 

E t a p e  h. 
D(ca'+ca3) = Re, c e c i  c a r  : ca=ascn e (F \ (caZ+cas) )Rn 
e t  : ca3a3cn e <F\<cas+cab) )Rn 

E t a p e  i. 
Donc Rt = R\Dcas, q u i  e s t  R-min imal ,  e s t  l ' u n i q u e  
g é n é r a t e u r  fg -m in imum de C R I n .  
F i n a l e m e n t  o n  o b t i e n t  : 
P  = R\D(ca2+caS) E CR3n 
e t  : 
T a i l l e ( P 1  = T a i l l e ( R 1  - ( 7  + 9  + 13 + 9 )  
c a r d ( ( P )  = c a r d ( R )  - 8 
D 'ou : 
T a i l l e ( P 1  < T a i l l e ( R t )  = T a i l l e ( R 1  - ( 6  + 7 + 9 + 7 )  
c a r d ( P )  < c a r d ( R t )  = c a r d ( R >  - 4. 
Donc P  e s t  l ' u n i q u e  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  e t  
l ' u n i q u e  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é ,  
m a i s  P  n ' e s t  p a s  i n c l u s  d a n s  FG(RC). 



Il n ' y  a  pas de g é n é r a t e u r  de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  
i n c l u s  dans FG(Rt). 
PPT(R1 n FGM(R) = 0 ,  
PPC(R1 n FGM(R1 = 0.. 



CHAPITRE V I  

LA FAUILLE CRI- QUAND SON R-BASE E X I S T E  ET EST UN CODE 
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I N T R O D U C T I O N  

Dans c e  c h a p i t r e  - s a u f  d a n s  l a  p a r t i e  C -, n o u s  
s u p p o s e r o n s  q u e  CR3n p o s s e d e  u n  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  q u i  e s t  u n  
s e m i - g r o u p e  l i b r e ,  c e  q u i  r e v i e n t  a d i r e  q u e  CR3n p o s s è d e  une 
R-base C q u i  e s t  u n  code.  N o t o n s  q u e  c e t t e  p r o p r i é t é  d e  C R l n  
e s t  d é c i d a b l e  car ,  p o u r  t o u t  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, o n  s a i t  
c o n s t r u i r e  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  e t  d é c i d e r  s ' i l  e s t  l i b r e  ou  
n o n  C33. Nous o b t i e n d r o n s  a l o r s ,  c o n c e r n a n t  l e s  g é n é r a t e u r s  R- 
m i n i m a u x  d e  CRI - ,  d e s  r é s u l t a t s  p l u s  p r é c i s  q u e  dans  l e  c a s  
g é n é r a l ,  

A p r è s  a v o i r  donné  u n e  c a r a c t é r i s a t i o n  d e s  c o d e s  en  t e r m e s  
d e  m o t s  i n f i n i s ,  n o u s  p r o u v o n s  d s n s  l a  p a r t i e  A que, s i  C R 3 n  
p o s s è d e  u n e  R-base C q u i  e s t  u n  code, t o u t  g é n é r a t e u r  d e  Rn 
c o n t i e n t  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l .  En o u t r e ,  l e s  g é n é r a t e u r s  R- 
m i n i m a u x  s o n t  a l o r s  e x a c t e m e n t  l e s  c o d e s  a p p a r t e n a n t  a CR3n. 
Avec l ' h y p o t h è s e  s u p p l é m e n t a i r e  "Rn e s t  u n e  adhérence" ,  n o u s  
m o n t r o n s  q u e  l e s  g é n é r a t e u r s  R-m in imaux  s o n t  e x a c t e m e n t  l e s  
c o d e s  c o m p l e t s  à d r o i t e  d a n s  C* d o n t  l a  p u i s s a n c e - R  e s t  une  
a d h é r e n c e .  

Dans l a  p a r t i e  B n o u s  s u p p o s e r o n s  en  o u t r e  que  Rn e s t  
f i n i m e n t  e n g e n d r é  e t  n o u s  m o n t r o n s  a l o r s  q u e  t o u s  l e s  
g é n é r a t e u r s  R-m in imaux  s o n t  f i n i s  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  l ' a - b a s e  C 
e s t  u n  I f l - c o d e  f i n i .  Avec c e t t e  d e r n i è r e  c o n d i t i o n ,  n o u s  
v e r r o n s  a u s s i  q u e  l e s  g é n é r a t e u r s  R-min imaux d e  CR3n s o n t  
e x a c t e m e n t  l e s  c o d e s  f i n i s  c o m p l e t s  a d r o i t e  dans  C *  - 
c a r a c t é r i s a t i o n  i n t é r e s s a n t e  e n  c e  s e n s  q u ' e l l e  n e  f a i t  p l u s  
a p p e l  a u x  m o t s  i n f i n i s  -. P o u r  t e r m i n e r  n o u s  v e r r o n s  que, s i  de 
p l u s  C e s t  f i n i  - m a i s  n o n  r é d u i t  a u n  é l é m e n t  -, a l o r s  C e s t  
l ' u n i q u e  g é n é r a t e u r  de  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  de  CRJn. 

Dans l a  p a r t i e  C n o u s  s u p p o s e r o n s  s e u l e m e n t  que  C R l a  
c o n t i e n t  u n  c o d e  p r é f i x e  f i n i .  Il s e r a  v u  a l o r s  que C R 3 n  
p o s s è d e  n é c e s s a i r e m e n t  u n e  Q-base q u i  e s t  u n  code  p r é f i x e  f i n i .  
M a i s  d e s  e x e m p l e s  m o n t r e r o n t  que, s a n s  l ' h y p o t h è s e  c o m p l è t e  
" c o d e  p r é f i x e  f i n i " ,  l e  r é s u l t a t  p r é c é d e n t  n ' e s t  p l u s  v r a i .  

L a  p a r t i e  D  e s t  u n  r é c a p i t u l a t i f  des  r é s u l t a t s  o b t e n u s  s u r  
l e s  g é n é r a t e u r s  R-minimaux, d a n s  l e s  d i f f é r e n t s  c a s  é t u d i é s .  
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A, C EST A  LA F O I S  UNE 8-BASE ET UN CODE 

1. Cas q é n é r a l  

Nous i n t é r e s s a n t  aux codes e t  à l e u r  pu issance- f i ,  nous  
donnons deux c a r a c t é r i s a t i o n s  des codes e n  t e r m e s  de mo ts  
i n f i n i s .  Rappe lons  t o u t  d ' a b o r d  l a  d é f i n i t i o n  d ' u n  code. 

D é f i n i t i o n  : S o i t  C u n  l angage  de X+, C e s t  un  code s i  e t  

seu lemen t  s i  : 4 u,v E C, uC* n vC* # Q => u = v. 

P r o p o s i t i o n  1, S o i t  C un l a n g a g e  d e  X+, a l o r s  Les t r o i s  

p r o p r i é t é  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<il C e s t  un code  
(ii) 4 u E C, 4 V E C*, 4 U r  E C, <UV>" E UIC* => US = u 
(iii) 4 U  E C+, U* a  une  d é c o m p o s i t i o n  u n i q u e  s u r  C, 

PREUVE. 
n o n ( i i >  => n o n < i >  
( U V ) "  E usCn avec us  # u  
No tons  U  = U V  e t  Un = Ur...Un... . 
I L  e x i s t e  a l o r s  deux i n d i c e s  k e t  1  avec k < 1  t e l s  que : 
Ua....Uk = UiU' 
ua...ui= Ui+jU', avec i,j > O e t  U' p r é f i x e  de U. 
On a  a l o r s  deux f a c t o r i s a t i o n s  s u r  C d u  mot Ui+JU' : 
d ' u n e  p a r t  : ur...uk 
d ' a u t r e  p a r t  : U j u r  ... uk 
Comme U r  # U, ces deux d é c o m p o s i t i o n s  s o n t  b i e n  
d i s t i n c t e s  

<il> => <iii> 
S o i t  U  E C+. 
No tons  : U = ur...~", OU Y i, 1 L i 4 n, US E C 
e t  Un = Vr...~k..., OU V k A 1, vk  E C 
d ' a p r è s  (ii), on a  donc : va = US 

d ' o ù  : uo...unUn = v=...v~... 
O r  UZ...U~U* = (Un...UnUl)" 

En i t é r a n t  l e  p rocessus ,  on o b t i e n t  a i n s i  l ' u n i c i t é  de l a  
d é c o m p o s i t i o n  de Un s u r  C. 

n o n ( i >  => n o n ( i i i >  
S i  C n ' e s t  p a s  un  code, a l o r s  il e s t  i m m é d i a t  que  (iii) 
n ' e s t  p a s  v é r i f i é e - i  

Un code e s t  donc u n  l angage  C t e l  que t o u t  R-mot périodique 

a  au  p l u s  une f a c t o r i s a t i o n  s u r  C. 

L e  r é s u l t a t  s u i v a n t  s e r a  t r e s  u t i l e  p a r  l a  s u i t e ;  il p e r m e t  
e n t r e  a u t r e s  d ' a s s u r e r  l ' e x i s t e n c e  d ' u n  g é n é r a t e u r  R -m in ima l  
i n c l u s  dans t o u t  géné ra teu r ,  dès  que  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  e s t  
un  semi -g roupe  1 5  b r e .  



P r o p o s i t i o n  2 ,  S i  C e s t  8 l a  f o i s  une Q-base e t  un code, a lo rs ,  

pour t o u t  générateur  G  de Cm, l e  langage 6\GC+ e s t  un code 
i n c l u s  dans CCJa, 

PREUVE. 
Comme C+ = Cc, o n  a  : G \ G C c  c G \ G C +  = G 
D ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  IV-3, o n  e n  d é d u i t  q u e  G \ G C +  
a p p a r t i e n t  à LCIn .  
P a r  a i l l e u r s  n o u s  a v o n s  l e  f a i t  s u i v a n t  : 

F a i t ,  S i  C e s t  un code e t  6  un langage i n c l u s  dans C+, 

a l o r s  l e  langage G\GC+ e s t  un code, 

PREUVE DU FAIT. 
N o t o n s  G '  = G \ G C +  
S o i e n t  g,g' E G '  e t  v,vV E G ' *  t e l s  que  : 
g  < g '  e t  g v  = g ' v ' ,  
Comme G '  = C+ e t  que  C e s t  u n  code, o n  a  f o r c é m e n t  g '  E gC* 
e t  donc, p u i s q u e  g '  E G', o n  a  g '  = g. 
I L  s ' e n s u i t  que  G '  e s t  u n  code.. 

Donc G \ G C +  e s t  u n  code.. 

Exemp le  1. C = a+b e t  G = a*ba* 
C +  = ( a + b ) +  
donc G '  = aYb, 
11 e s t  i n t é r e s s a n t  d e  n o t e r  que, b i e n  que C s o i t  f i n i ,  G '  
n ' e s t  p a s  f i n i  .i 

On a  donc  i c i  u n e  r é p o n s e  p o s i t i v e  à Q 2  : t o u t  g é n é r a t e u r  
c o n t i e n t  un g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  e t  p l u s  p r é c i s é m e n t  : 

C o r o l l a i r e  1, S i  C e s t  à l a  f o i s  une Q-base e t  un code, a l o r s ,  

pour t o u t  générateur  6  de CCJa, G\6C+ e s t  un langage Q-minimal 
de I C I - ,  

M a i s  r e m a r q u o n s  q u e  l ' h y p o t h è s e  m o i n s  f o r t e  " C  e s t  u n e  R- 
b a s e "  n ' e s t  p a s  s u f f i s a n t e  p o u r  i m p l i q u e r  q u e  G \ G C +  e s t  Q- 
m i n i m a l ,  comme l e  p r o u v e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t .  

Exemp le  2. R = as + aL + a7 + b  + ab + c  + a2c. 
Il e s t  f a c i l e  d e  v é r i f i e r  que  R e s t  u n  l a n g a g e  Q-min ima l ,  

m a i s  n ' e s t  p a s  u n  code.  
, Rc = R+, e n  e f f e t  o n  a  t o u j o u r s  : Rc = FG(R-1 
O r  i c i  : F G ( R + )  = R*(r+a+a2+aS+a4) 

F a i t ,  U u,v E X*, ubv E RC => ub E R+ e t  v E RC 

e t  ucv E RC => uc E R+ e t  v E RC 

PREUVE DU FAIT.  
(Nous f a i s o n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  p o u r  t a  l e t t r e  b )  
Comme, dans l e s  m o t s  d e  R c o n t e n a n t  b, b n ' a p p a r a i t  q u ' e n  
d e r n i è r e  l e t t r e ,  o n  a  : 
u E X*, w E Xn : ubw E CR => u b  E R+ e t  w E Rn 



e t  donc, s i  u b v  E Re, on  a  : 
Y u  E Rn, ubvu  E Rn 
d ' o u  : ub E R+ e t  v u  E Rn ce  q u i  p r o u v e  l e  f a i t . i  

Il s u f f i t  a l o r s  de  m o n t r e r  que a* n Re = R+. 
On a  d t i j à  : a, a*, as, a4 n ' a p p a r t i e n n e n t  pas  B R" 
de p l u s  : a- é Rc ( c a r  aeabbn t€ Rn) 
de  m€me : a' é Rc ( c a r  awbn é Rn) 
Comme, Y i r 1, E R+, o n  a b i e n  : a* n Re = R+ 
e t  donc Re = R+. 
P a r  conséquen t  R e s t  une R-base. 

M a i s  Rs\RzR+ = RZ n ' e s t  pas  un  l a n g a g e  R-minimal ,  en  
e f f e t :  
a6a7 E Ra, 
a6a7R = (asa5+aSa6+aLa6+a7a7)(Rz+R) = (RZ\a6a7)(R*+R) 
donc : aaa7Rn = (RZ\a6a7)Rn.i 

Remarquons a u s s i  que l ' h y p o t h è s e  "C  e s t  un  code"  n ' e s t  pas  
n é c e s s a i  re .  

Exemple 3. C = az+as+b. 
, C n ' e s t  pas  u n  code, m a i s  C e s t  R-min imal .  

C e s t  une R-base (même p r e u v e  que  dans L 'exemple  
p r é c é d e n t ) .  

S o i t  G E C C l n ,  supposons que G '  = G \ G C +  ne  s o i t  pas R- 
m in ima l ,  on  a  a l o r s  : 
3 g '  E G '  / g'C" c (G' \g ' )C".  
En p a r t i c u l i e r  : 
3 g" E ( G ' \ g t )  / g ' bR  = g"w avec w E Ca. 
S i  g '  < g" : g" = g ' b s  e t  donc g" E GC*  
S i  g"  < g '  : g '  = g"u avec u  E C+ ( c e c i  c a r  b n ' e s t  f a c t e u r  
p r o p r e  d ' aucun  mot de C )  e t  donc g '  E GC+. 
Dans l e s  deux cas  il y a  c o n t r a d i c t i o n . 8  

L e  second  c o r o l l a i r e  énonce deux c a r a c t é r i s a t i o n s  des 
g é n é r a t e u r s  R-minimaux de Cn. 

C o r o L l a i r e  2 .  S i  C e s t  à La f o i s  u n e  Q-base e t  un code, a l o r s  

Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<il G e s t  un g é n é r a t e u r  Q -m in ima l  d e  Cm 
< i f )  G e s t  un g é n é r a t e u r  d e  Cm e t  G = 6\GC+ 
<iii) G e s t  un code d e  CCIm,  

code 
de  L  

Au t remen t  d i t ,  l o r s q u e  C e s t  à l a  f o i s  une  R-base e t  un 
, l e s  l a n g a g e s  R-minimaux de C C 3 n  s o n t  exac temen t  l e s  codes  
C ln. 

Remarques : - C C I n  p e u t  c o n t e n i r  un code sans que  s o n  R-base ne s o i t  un 
code. ( c f ,  exemple  p récéden t ,  o u  aZ + asb + b  e s t  un c o d e  de 
C C I n .  

- [ C l -  p e u t  c o n t e n i r  un  code sans que  CC3n ne c o n t i e n n e  d'R- 
base. 



Exemple 4. R = a*b 
Le p l u s  grand Cl&aent  de t R 3 a  e s t  P = XLbX*. 
Prem(P) = a*ba* q u i  n ' e s t  pas R-minimal c a r  R e s t  
s t r i c t e m e n t  i n c l u s  dans a'ba*. 
O r  C R I -  c o n t i e n t  un code p r C f i x e  : R o i  

2. Cas des adhbrenceq 

I . - . " . .  . 
Dans Le cas. p z r t l c u l i e r  00 Cm as$ da plus upe adhdrence, 

nous donnons une c a r a c t C r i s a t i o n  des gCndrateurs de Cm, q u i  
u t i l i s e  l a  n o t i o n  d'ensemble complet  b d r o i t e  t33  dont  nous 
rappelons l a  d 4 f i n l t i o n .  

0 4 f i n i t i o n  : S o i t  P une p a r t i e  d 'un monofde M. 

P e s t  un ensemble complet 4 d r o i t e  dans î4 s i  e t  seulement s i  : 
V u E M, 3 v E M t e l  que UV é P*. 

Autrement d i t  on peu t  complCter t o u t  mot de M p a r  un mot de 
M pour  en f a i r e  un mot de P*. 

-mi ..3 S i  Ce e s t  une adA&renc+ e t  s l  - C  e s t  i l a  f o i s  

une Q-base e t  un code, a l o r s  Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  son t  
Cqu iva len tes  : 
C i >  6 E  CC3a. 
<il> 6 e s t  un ensemble complet i d r o i t e  dans C* e t  6" e s t  une 
adhCrence. 

? 

t .  . "  

PREUVE. 
Rappelons 133 que G e s t  un ensemble- complet- & - d r o i t e  dans- 
C* s i  e t  seulement s i  G* e s t  dense 8 d r o i t e  dans C*, i.e. 
V u E Cx, 3 v E Cx avec UV E GY. 

c i >  => C i l >  
DCj& G4 = Cn i m p l i q u e  que G4 e s t  une adhbrenca. 
De p l u s  comme C e s t  un code, on a d'aprhs l a  p r o p o s i t i o n  1: 
-9, -ttcc - - 

O r  um E Gn, donc on p e u t  C c r i r e  : 
ua = gi...g~... avec, V n > 0,  gm E 6. 
D'oQ il e x i s t e  n t e l  que u < gr..,gn 
La d4composi t ion de um & t a n t  un ique s u r  C e t  cotnne u e t  
e o , , . ~  sont dans C* t , 
3 v E C* t e l  que U V  = gi...gm%, 1.e. U V  € G*. 

C l ! >  => C l >  
G C tan t  c a r p l e t  Q d r o i t e  dans C*, 
d'une p a r t  O 6 - Cm 
d'o6 t f G ( G Y )  r FG(C'>, 
d ' a u t r e  p a r t  : F6dCD> r F6(6*). 
Oonc : FGCG*) = FG(C*> 
e t  conne 8" et.  Cu sont des rslhCrences, on en t i l&duit  $ r i c e  4 
l a  p r o p o s i t l a n  f . 8  que Ga = Cm.. 



Remarque : même s i  CR n ' e s t  pas  une  adhérence, l ' i m p l i c a t i o n  
"G E C C l n  i m p l i q u e  G e s t  u n  ensemble c o m p l e t  à d r o i t e "  demeure 
exac te ;  m a i s  l a  r é c i p r o q u e  p e u t  ê t r e  f ausse .  

Exemple 5. C = ba*. 
, C e s t  un  code ( s u f f i x e ) .  
, C e s t  une R-base, p u i s q u e  : P r e f ( C * )  = C*. 
, CR n ' e s t  pas  une  adhérence, c a r  : ban E Adh(Cl\Cn. 
, S o i t  G = C*b, G e s t  u n  ensemble c o m p l e t  à d r o i t e  dans C*. 
, m a i s  ( b a l n  E Cn e t  ( b a l n  e Gn.m 

En u t i l i s a n t  l a  c o r o l l a i r e  2, on d é d u i t  a l o r s  une 
c a r a c t é r i s a t i o n  des  l a n g a g e s  R-minimaux de tC3n. 

P r o p o s i t i o n  4. S i  Cm e s t  u n e  a d h é r e n c e  e t  s i  C e s t  à La f o i s  

une  Q-base e t  un code, a l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  
é q u i v a l e n t e s  : 
( $ 1  G e s t  un l a n g a g e  Q-min imat  d e  C C J a ,  
(il) G e s t  un code  c o m p l e t  9 d r o i t e  dans  C* e t  Cm e s t  une  
adhérence ,  

Remarque : On ne  p e u t  p a s  e n l e v e r  l a  p r o p r i é t h  "Gn e s t  une 
adhé rence "  dans (ii), comme l e  m o n t r e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t .  

Exemple 6. C = a+b 
G = a+baxb - C* e s t  une adhé rence  e t  C e s t  une  R-base. - Gn n ' e s t  pas  une adhérence, 
en  e f f e t  : ban E Adh(G) 
m a i s  : ban e Gn. . e t  Gn 6 C C I n  c a r  : ban 4 Gn.m 

C e l a  va nous p e r m e t t r e ,  sans u t i l i s e r  l a  puissance-R, de 
c a r a c t é r i s e r  l e s  l a n g a g e s  f i n i s  R-minimaux de  C C l n ,  l o r s q u ' i l  
en  e x i s t e ,  c ' e s t - b - d i r e  l o r s q u e  C e s t  u n  ensemble  f i n i .  

C o r o l l a i r e  3, S i  C e s t  à l a  f o i s  u n e  Q-base e t  un code f in i ,  

a l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<i> G e s t  un l a n g a g e  f i n i  Q-min ima l  d e  CCIm, 
( i i 1  G e s t  un code f i n i  c o m p l e t  8 d r o i t e  dans  C*, 

B. C A S  OU C EST A L A  FOIS UNE Q-BASE ET UN CODE F I N I  

1. G é n é r a t e u r s  Q-minimaux f i n i s  

Nous donnons d ' a b o r d  une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  p o u r  que t o u t  
g é n é r a t e u r  R -m in ima l  s o i t  f i n i ;  nous  u t i l i s e r o n s  p o u r  c e l a  l a  
n o t i o n  de  i f l - c o d e  Cl83 d o n t  nous r a p p e l o n s  l a  d é f i n i t i o n -  



D é f i n i t i o n  : S o i t  C u n  l a n g a g e  de X+, C e s t  u n  i f l - c o d e  s i  e t  

s e u l e m e n t  s i  : 
U u,v E C, uCm n vCm # 0 i m p l i q u e  u = v. 

A u t r e m e n t  d i t ,  C e s t  u n  i f l - c o d e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  t o u t  R- 
mot  admet a u  p l u s  une  d é c o m p o s i t i o n  s u r  C. 

N o t o n s  que t o u t  i f l - c o d e  e s t  u n  c o d e  m a i s  q u e  l a  r é c i p r o q u e  
e s t  f a u s s e  ( p a r  e x e m p l e  aa+b+ba e s t  u n  c o d e  ( s u f f i x e )  m a i s  
n ' e s t  p a s  u n  i f l - c o d e  c a r  b ( a a I n  = b a ( a a I n ) .  

Comme s o u s - c l a s s e  d e s  i f l - c o d e s ,  il y a  l a  c l a s s e  d e s  c o d e s  
à d é l a i  b o r n é  C31. 

D é f i n i t i o n s  : S o i t  C u n  l a n g a g e  d e  X+. 

C e s t  u n  c o d e  à d é l a i  b o r n é  n s i  e t  s e u l e m e n t  s i  : 
U u,v E C, uCnX* n vC* # 0 i m p l i q u e  u = v. 

C e s t  u n  c o d e  a d é l a i  b o r n é  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  il e x i s t e  n t e l  
q u e  C s o i t  à d e C a i  b o r n é  n. 

R a p p e l o n s  L I 8 3  que s i  C e s t  u n  l a n g a g e  f i n i ,  c e s  deux  
n o t i o n s  s o n t  é q u i v a l e n t e s ,  ce q u i  n ' e s t  p a s  l e  cas  s i  C e s t  u n  
l a n g a g e  i n f i n i .  

Une s o u s - c l a s s e  b i e n  connue des c o d e s  8 d é l a i  b o r n é  e s t  l a  
c l a s s e  d e s  codes p r é f i x e s  q u i  s o n t  l e s  c o d e s  8 d é l a i  b o r n é  0. 

P r o ~ o s i t i o n  5, S i  C e s t  a l a  f o i s  u n e  Q-base e t  un i f l - c o d e  

f i n i ,  a l o r s  t o u t  l a n g a g e  Q - m i n i m a l  d e  t C 3 a  e s t  un i f l - c o d e  
f i n i ,  

PREUVE. 
Supposons q u e  G s o i t  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  e t  i n f i n i  d e  
LCIn.  
R a p p e l o n s  q u e  G = C', 
Comme C e s t  un l a n g a g e  f i n i  : 
3 r i  E C 1 r a C +  n G e s t  i n f i n i .  
De même : 
3 r3 E C 1 rirnC+ n G e s t  i n f i n i .  
On p e u t  a i n s i  c o n s t r u i r e  u n e  s u i t e  ( r t )  d e  C, 
e t  d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  2, o n  a  : 
( a )  4 i A 1 : rl . . . rs ft G 
A l o r s  s o i t  1'R-mot u = r i  ... rn ,.. 
Comme u E Cn e t  que Cn = Gn, o n  p e u t  é c r i r e  : 
w = g r  ... g n  .,. , a v e c  g n  E G, 4 n > 0, 

L ' u n i c i t é  d e  l a  f a c t o r i s a t i o n  d e  w s u r  C n o u s  p e r m e t  d e  
d é d u i r e  que : 
3 k E N 1 rr .,. rr = gr, c e  q u i  c o n t r e d i t  (a ) .  
G e s t  donc f i n i .  



D ' a u t r e  p a r t  s i  il e x i s t e  un R-mot u  q u i  a  d e u x  
d é c o m p o s i t i o n s  s u r  G, o n  p e u t  é c r i r e  : 

u = g ' u '  o u  g '  E G e t  w '  E Gn 
e t  w = gWw" o u  g"  E G, g "  p r é f i x e  p r o p r e  d e  g ' e t  w "  E Gn. 
Comme G = C+ e t  C e s t  u n  i f l - c o d e ,  o n  e n  d é d u i t  q u e  : 
g '  E gWC+ c e  q u i  e s t  e n  c o n t r a d i c t i o n  a v e c  : 
G e s t  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  d e  CC3n.m 

Remarque : L e  r é s u l t a t  de  l a  p r o p o s i t i o n  4 d e v i e n t  f a u x  avec  
l ' h y p o t h é s e  m o i n s  f o r t e  " C  e s t  a l a  f o i s  u n e  R-base e t  u n  c o d e  
f i n i " ,  comme l e  p r o u v e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t  o u  C e s t  un  c o d e  a 
t r o i s  é l é m e n t s .  

Exemp le  7. C = a=+ba+baz - C n ' e s t  p a s  u n  i f l - c o d e ,  m a i s  e s t  u n  c o d e  - C e s t  u n e  R-base 
, m a i s  l e  code  i n f i n i  az+ba+baz(a=)x(ba+ba=) a p p a r t i e n t  a 
t C 1 n . i  

Donnons m a i n t e n a n t  une c a r a c t é r i s a t i o n  d e  l a  p r o p r i é t é  
" t o u t  l a n g a g e  R - m i n i m a l  d e  C C I R  e s t  u n  e n s e m b l e  f i n i " .  

P r o p o s i t i o n  6, S i  C e s t  à l a  f o i s  une Q-base e t  un code, a l o r s  

Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<il Tout  langage R-min imal  de CC3a e s t  un ensemble f i n i -  
(iil C e s t  un i f l - c o d e  f i n i ,  

P o u r  l a  p r e u v e  n o u s  u t i l i s e r o n s  l e  lemme s u i v a n t  : 

Lemme 2, S i  C e s t  un code r a t i o n n e l  ma is  n ' e s t  pas  un i f l - c o d e ,  

a l o r s  il e x i s t e  un code i n f i n i  dans CCJm- 

PREUVE DU LERNE. 
, Comme C n ' e s t  p a s  u n  i f l - c o d e  : 
3 a , B ~ C / a f  B e t a C Q n B C n f  0 
, On a  a l o r s  : 

F a i t  1, Il e x i s t e  i E N e t  q u a t r e  mots u, u', v, v '  de X+ 

avec u # u', u E Q C ~ - ~ ,  u f  E $Cs-s, v  E C f r  v '  E C f  t e l s  
que : uvu = U ' V ' ~ ,  

PREUVE DU F A I T  1. 
Comme C e s t  r a t i o n n e l ,  aCn n BCn e s t  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  
d e  XQ, e t  donc  il c o n t i e n t  u n  mo t  w t e l  q u e  : 

u = uvR a v e c  u E aC* e t  v  E C' 
e t  u  = u ' v V m  a v e c  u '  E $ C x  e t  v '  E C+. 
I l  r e s t e  à v o i r  que  l ' o n  p e u t  s e  r a m e n e r  a u  cas ou : 
3 i t e l  que  u,u',v,vv E C s .  
On p e u t  d é j à  s u p p o s e r  q u e  : 
v  e t  v 1  E C s  
e n  r e m p l a ç a n t ,  s ' i l  l e  f a u t ,  v  ( r e s p .  v l )  p a r  d e s  
p u i s s a n c e s  d e  v  ( r e s p .  v ' ) .  



On p e u t  e n s u i t e  s e  r a m e n e r  à : 
u  E C d  a v e c  j L i 
e n  p r e n a n t  e n c o r e  d e s  p u i s s a n c e s  d e  v  e t  d e  v '  s ' i l  l e  
f a u t .  
M a i n t e n a n t ,  s i  j < i, o n  é c r i t  : 
v = v a v z  a v e c  vn E C s  
p u i s  o n  r e m p l a c e  u  p a r  u v a  e t  v  p a r  V n V r .  
D ' a u t r e  p a r t  : u  E aC* e t  u '  E BC* 
donc : u # u'.8 

On p r o u v e  a l o r s  que l e  l a n g a g e  G = u v * ( C s \ v )  + ( C s \ u )  e s t  
u n  c o d e  i n f i n i  dans tC3n.  

D é j à  G a p p a r t i e n t  b i e n  a  CC3a c a r  : - G = C* donc GR = CR - (C' \u)CR = GCR 
U V * ( C ' \ V ) C "  = GC" 
UV" = u ' v ' "  avec  u  # u '  d ' o u  UV" E (Cs \u )CR 

Donc Cm = CCR d ' o u  GR = CR. 
D ' a u t r e  p a r t  G e s t  b i e n  i n f i n i .  
Il r e s t e  donc a  v o i r  q u e  G e s t  u n  code. 

F a i t  2 ,  S i  C e s t  un code, u e t  v  d e u x  m o t s  d i s t i n c t s  d e  c  

a l o r s  C '  = u v X ( C \ v ) + ( C \ u )  e s t  un code.. 

P R E U V E  D U  F A I T  2. 
S o i e n t  a  e t  B  E C '  a v e c  aC'* n B C ' *  # 0. 
Comme C '  = C+, a o u  8  a p p a r t i e n t  à u v * ( C \ v ) .  
Supposons que c ' e s t  a, o n  p e u t  é c r i r e  : 
a = u v j c  a v e c  c  E ( C \ v )  
S o i t  a l o r s  uvscm E $ C l *  avec  m E C' * .  
Comme B  E C', o n  a  f o r c é m e n t  : 8  = uv3c.  
Donc C '  e s t  u n  code.. 

M a i n t e n a n t  comme C s  e s t  u n  code, il d é c o u l e  d u  f a i t  
p r é c é d e n t  que  G e s t  un code.8 

P R E U V E  DE L A  P R O P O S I l I O l  6. 
<il => <ii) 
S i  C e s t  R-base, C e s t  R - m i n i m a l  donc  f i n i  e t  à f o r t i o r i  
r a t i o n n e l .  L e  lemme 2  n o u s  p e r m e t  a l o r s  d e  c o n c l u r e .  

< i f >  => <il 
D é c o u l e  i m m é d i a t e m e n t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  5.8 

Remarque : Il e s t  i n t é r e s s a n t  d e  r e m a r q u e r  que, d a n s  l a  
p r o p o s i t i o n  6, l ' h y p o t h ê s e  " C  e s t  u n e  R-base" n ' e s t  p a s  
s u f f i s a n t e  p o u r  l ' i m p l i c a t i o n  (il => ( i f ) ,  comme l e  p r o u v e  
L ' e x e m p l e  s u i v a n t .  

Exemple  8. C = ( r + b ) ( a + a b ) .  
, C e s t  u n  l a n g a g e  f i n i  m a i s  n ' e s t  p a s  u n  code.  

, C e s t  une R-base, c a r  d ' u n e  p a r t  C e s t  R-min imal ,  e t  
d ' a u t r e  p a r t  : 
FG(CY) = C * ( t + b )  = C++CW(abb+babb)+b 



O r  b 6 CC e t  a u c u n  mot  s e  t e r m i n a n t  p a r  bb n e  p e u t  
a p p a r t e n i r  B C e  d o n c  : Cc n FG(C*) = C+. 
D ' o u  CG = C+. 

. M o n t r o n s  m a i n t e n a n t  ( c ' e s t  l e  p o i n t  i n t é r e s s a n t )  que t o u t  
R - m i n i m a l  d e  CC3n e s t  f i n i .  
Supposons q u e  G s o i t  u n  g é n b r a t e u r  f i - m i n i m a l  i n f i n i  d e  
C C I n ,  o n  s a i t  ( d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  I V . 3 )  q u e  G = G\GC+.  
G é t a n t  i n f i n i  e t  C f i n i ,  il e x i s t e  u n e  s u i t e  c r o i s s a n t e  d e  
m o t s  d e  C+, ( s n )  a v e c  : 

- s o = r  - A O, S n + r  = S n r n + r  a v e c  rn+i E C - 4 n  A O, snC+ n G e s t  i n f i n i .  
O n  a  donc  ( c a r  GC*  n G = 0 )  : 4 n A , O ,  S n  t? G. --- > 

P O S O ~ S  W = ( s n )  = rr...rn... 
w E Cn e t  donc w E Gn, c e  q u i  se  t r a d u i t  p a r  : 
w = gr...gn... a v e c  gm E G. 
S o i t  a l o r s  k A O t e l  que : g r  < s r  
n o t o n s  se  = gam , o n  a  : 
m E F G ( C + )  n FD(C+) 

O r  : FG(C+) n FD(C+) = C*+b, ! e t  comme o n  p e u t  s u p p o s e r  que  l m 1  > 1, 
o n  o b t i e n t  : m E C+ 
D ' o u  : glmskC+ = skC+ e s t  i n f i n i ,  donc  n o n  v i d e ,  
c e  q u i  c o n t r e d i t  : g z C +  n G = 0. 

M a i s  C n ' e s t  p a s  u n  code, donc B f o r t i o r i  C n ' e s t  pas  u n  
i f 1-code.8 

Remarque : D'un  a u t r e  c ô t é  o n  p e u t  a v o i r  : - C e s t  u n e  fi-base, - il e x i s t e  u n  l a n g a g e  R - m i n i m a l  i n f i n i  d a n s  C C I n ,  - C n ' e s t  p a s  u n  code. 

E x e m p l e  9. C = a+ab+ba. . C e s t  u n  l a n g a g e  f i n i  m a i s  n ' e s t  p a s  un code. . C e s t  une  R-base, c a r  : 
d ' u n e  p a r t  C e s t  f i - m i n i m a l  
e t  d ' a u t r e  p a r t  : FG(C*) = C* ( r+b )  



O r : - b e c c  - Y u  E Cx, ( u a l b  = u ( a b )  E C+ - Y u  E Cx, ( u a b l b  d! Cc ( c a r  uab5aan 4 Cn) - De p l u s  : Y u  E X*, Y w E Xm 
ubbw E Cn => ub E C+ e t  bu E Cn. 
Donc s i  ( u b a l b  E Cc a l o r s  ( u b a l b  E C'. 

D'ou : C c =  C+. . Mais a(ba)*(ab+a)+ab+ba e s t  un langage R-min imal  i n f i n i  
dans C C 3 n . i  

2 ,  C e s t  8 l a  f o i s  une Q-base e t  un  i f l - c o d e  f i n i  

Nous commencerons p a r  l e  cas p a r t i c u l i e r  ou l ' i f l - c o d e  f i n i  
e s t  un a l p h a b e t  f i n i  Y. Y s a t i s f a i t  c l a i r e m e n t  l e s  hypothèses  
des p r o p o s i t i o n s  3 e t  5 et, comme C33 un  code f i n i  e s t  comple t  
à d r o i t e  dans Y* s i  e t  seulement  s i  il e s t  p r é f i x e  f i n i  
maximal, on p e u t  énoncer  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t  : 

P r o v o s i t i o n  7 .  S o i t  Y un a l p h a b e t  f in i ,  a l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  

s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<i> G E C Y J a ,  
<ii> G\GY+ e s t  un  code f i n i  comple t  9 d r o i t e  dans Y*, 
(iii) G\GY+ e s t  un  code p r é f i x e  f i n i  maximal, 

P r o p o s i t i o n  8, S o i t  Y un a l p h a b e t  f in i ,  a l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  

s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<il G e s t  un langage R-minimal de  CYJm, 
(ii) G e s t  un code p r é f i x e  f i n i  max imal -  

En c o n s i d é r a n t  m a i n t e n a n t  un code f i n i  C ( pas  
nécessa i rement  un i f 1-code) e t  en u t i  l i s a n t  un 
morphisme de codage C33 d ' u n  a l p h a b e t  Y s u r  C, l ' a p p a r t e n a n c e  à 
C C I a  peu t  s ' e x p r i m e r  en termes d 'appar tenance  à C Y I n .  Rappelons 
d é j a  l e s  deux d é f i n i t i o n s  s u i v a n t e s  : 

D é f i n i t i o n  : 

S o i t  C un code s u r  l ' a l p h a b e t  X. Un morphisme de codage 
p o u r  C e s t  un morphisme i n j e c t i f  f de Y* dans X* OU Y e s t  un 
a l p h a b e t  e t  t e l  que f ( Y )  = C. 

S o i t  a l o r s  C '  un  code s u r  l ' a l p h a b e t  Y (avec 
a l p h a b e t ( C 1 )  = Y), on a p p e l l e  c o m p o s i t i o n  de C '  e t  de C ( p a r  f )  
l e  code f ( C ' )  n o t é  C'o C. 

P r o p o s i t i o n  9.  S i  C e s t  8 l a  f o i s  un code (pas  nécessa i remen t  

un  i f l - c o d e )  f i n i  e t  une Q-base, a l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  
s o n t  è q u i v a l e n t e s  : 
<il G E  CClm, 
<ii> G = C+ e t  6- e s t  une  adhérence e t  G\GC+ = C'OC, o u  C '  e s t  
code p r é f i x e  maximal  (pas  nécessa i remen t  f i n i )  s u r  un a l p h a b e t  
Y. 



PREUVE. 
<i> => < f i >  
Comme G E C C I n ,  o n  a  : 
G = C+ e t  Gn e s t  une adhérence.  
S o i t  f u n  morph isme de codage de  Y s u r  C. 
On s a i t  que  f e s t  une b i j e c t i o n  de  Y+ s u r  C+. 
S o i t  a l o r s  C '  = f - l ( G \ G C + ) .  
Or,  d ' a p r è s  l a  c o r o l l a i r e  2 e t  l a  p r o p o s i t i o n  4, on  d é d u i t  
que : 
G \ G C +  e s t  u n  code c o m p l e t  à d r o i t e  dans C*, 
donc C '  e s t  un  code c o m p l e t  d d r o i t e  dans  Y*. 
Comme C '  = f -a (G) \ f - l (G) f - l (C+) ,  p u i s q u e  G = C+, on  a  : 
C '  = f- l (G)\ f 'a(G)Y+, 
i.e. C '  e s t  p r é f i x e .  
on  a  a l o r s  l e  r é s u l t a t  d ' a p r è s  l e  théorème s u i v a n t  : 

t h é o r é r e  133. S o i t  P  <P # Q )  un langage p r é f i x e .  P  e s t  

complet 8 d r o i t e  s i  e t  seulement s i  P  e s t  un code p r é f i x e  i 
maximal, I 

< I O >  => <i> 
C '  é t a n t  u n  code p r é f i x e  maximal, p a r  a p p l i c a t i o n  du 
théorème p récéden t ,  C v  e s t  un  code c o m p l e t  8 d r o i t e  dans  
y*, 
e t  donc f ( C ' )  = G \ G C +  e s t  un  code c o m p l e t  a d r o i t e  dans C*. 
G e s t  a l o r s  un ensemble c o m p l e t  a d r o i t e  dans C*. 
Comme en o u t r e  Gn e s t  une adhérence, g r â c e  a l a  p r o p o s i t i o n  
3, on  c o n c l u t  que G E C C l n . 8  

Remarque : G \ G C +  a p p a r t i e n t  t o u j o u r s  à C C I n ,  ma is  C '  E C Y I a  s i  
e t  seu lemen t  s i  G \ G C +  e s t  un  ensemble  f i n i .  Ce q u i  e s t  l e  cas 
s i  on  a j o u t e  l ' h y p o t h è s e  " i f l - c o d e " ,  m a i s  ce q u i  n ' e s t  pas  
f o r c e m e n t  l e  cas  s inon,  comme l e  m o n t r e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t .  

Exemple 7 ( r e p r i s e ) .  C = aa+ba+baa . C e s t  un  code, m a i s  pas  u n  i f l - c o d e  . S o i t  G = aa+ba+baa(aa)* (ba+baa)  . G = G \ G C +  E CC3n 
S o i t  f l e  morph isme de code d é f i n i e  p a r  : 

f ( x )  = aa, f ( y )  = ba, f ( z )  = baa  
On a  : C '  = x+y+zx* (y+z)  e t  c v  q! C Y l n  
Cependant C '  e s t  b i e n  un code p r é f i x e  max ima l  i n f i n i  e t  
C '  q! Cx+y+zIn, en e f f e t  zxn e ( C ' ) n . 8  

En supposan t  d é s o r m a i s  que  C e s t  u n  i f l - c o d e ,  on p e u t  
é n o n c e r  d ' a p r è s  l e s  p r o p o s i t i o n s  5 e t  9 : 

P r o p o s i t i o n  10, S i  C e s t  8 l a  f o i s  un i f  1-code' f i n i  e t  une Q- 

base, a l o r s  tes  cond i t ions  su ivantes  sont é q u i v a l e n t e s  : 
<il G E CCJm, 
<ii> G = C+ e t  G\GC+ = C'OC, o i ~  C m  e s t  code p r é f i x e  f i n i  
maximal sur un a lphabet  Y. 



La c o r o l l a i r e  2 e t  l e  c o r o l l a i r e  3 p e r m e t t e n t  de d é d u i r e  
deux c a r a c t é r i s a t i o n s  des  g é n é r a t e u r s  R-minimaux de CCJn q u i  ne 
f o n t  p l u s  i n t e r v e n i r  l e s  puissances-R. 

C o r o l l a i r e  4, S i  C e s t  8 l a  f o i s  une fi-base e t  un i f l - c o d e  

f in i ,  a l o r s  l e s  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  C q u i v a l e n t e s  : 
<i> 6 e s t  un g é n é r a t e u r  f i -m in ima l  de C C I n ,  
<ii> 6 e s t  code f i n i  comp le t  à d r o i t e  dans C*. 
<iii> G = C+ e t  G\GC* = C'OC, o ù  C m  e s t  code p r é f i x e  f i n i  
maximal  s u r  un a l p h a b e t  Y, 

3, U n i c i t é  du g é n é r a t e u r  de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  

Enf in ,  examinons l a  q u e s t i o n  de l ' u n i c i t é  de l ' é l é m e n t  de 
p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  de C C l n .  NOUS savons ( p r o p o s i t i o n  V - I l )  
que, s i  C e s t  une fi-base' a l o r s  C e s t  un é lément  de p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é  de f C I n ,  m a i s  que C C l a  p e u t  c o n t e n i r  d ' a u t r e s  
g é n é r a t e u r s  de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é ) .  I c i  supposant  en o u t r e  
que C e s t  un code, nous ob tenons : 

P r o p o s i t i o n  11, S i  C e s t  à l a  f o i s  une fi-base e t  un  code, a l o r s  

Les c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<il 2 4 c a r d î C >  < c, 
< f i >  C e s t  L 'un ique  é lémen t  de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  de C C l n -  

PREUVE. 
non i > => non ii) 
S i  ca rd (C)  = 1  a l o r s  C = Cu3 e t  on a  a l o r s  : 
V n  A 1, Cun> e s t  un g é n é r a t e u r  de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  
de C*. Donc il y a  une i n f i n i t é  de g é n é r a t e u r s  de p l u s  
p e t i t e  c a r d i n a l i t é  dans C C 3 a .  

i> => ii> 
Montrons  t o u t  d ' a b o r d  l e  f a i t  s u i v a n t  : 

F a i t -  S o i t  C une fi-base f i n i ,  S i  CC3n c o n t i e n t  un - 
g e n e r a t e u r  G de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  t e l  que 6 # C, 
a l o r s  il e x i s t e  c,cm E C t e l s  que < < C \ c ) + c c m >  E C C l n -  

PREUVE DU FAIT. 
S o i t  G un g é n é r a t e u r  de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  d i f f é r e n t  
de C. 
S o i t  a l o r s  g  = cg' avec c  E C e t  g '  E C+. 

On va d é j à  v o i r  que G '  = (G\g)+c a p p a r t i e n t  à CCJn : 
D'une p a r t  : G '  = C 
donc : G ' "  = Cn 
D ' a u t r e  p a r t  : 
(G\g)C" c G ' C "  
g'C" = C" 
d ' o u  gCn c CC"  



donc  GCn = G ' C n  
3.e. Gn = G'Gn. 
donc  G' "  = Gn. 

Comme C a r d ( G r )  i Card(G1, G '  e s t  a u s s i  un g é n é r a t e u r  d e  
p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  d e  C C I n .  
En r é p é t a n t  l a  c o n s t r u c t i o n  p r é c é d e n t e ,  o n  p e u t  s u p p o s e r  
q u e  : 
G = ( C \ c ) + c g V  a v e c  c  E C e t  g '  E C+. 
Posons  a l o r s  g '  = c ' g "  a v e c  c '  E C e t  g"  E C*. 
Il e s t  f a c i l e  d e  v é r i f i e r  q u e  ( C \ c ) + c c l  a p p a r t i e n t  à C C 1 n . m  

Supposons q u e  G e s t  u n  g é n é r a t e u r  d e  p l u s  p e t i t e  
c a r d i n a l i t é  d e  C C l n  t e l  q u e  G # C. 
D ' a p r é s  l e  f a i t  il e x i s t e  G '  d a n s  CCJn t e l  que : 
G '  = CZ, G '  # CZ  ( c a r  Card (C)  A 21, 
c e  q u i  e s t  e n  c o n t r a d i c t i o n  a v e c  l e  f a i t  que  C *  e s t  u n  c o d e  
( d o n c  R - m i n i m a l  d a n s  CCJn). i  

Remarques : - Comme n o u s  l ' a v o n s  d é j à  v u  l ' h y p o t h é s e  " C  e s t  u n e  R-base"  
n ' e s t  p a s  s u f f i s a n t e  p o u r  l ' i m p l i c a t i o n  (il => (ii), comme l e  
m o n t r e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t .  

E x e m p l e  3 ( r e p r i s e ) .  C = aa+aaa+b  
C e s t  u n e  R-base 
C n ' e s t  p a s  u n  code  
c a r d ( C )  = 3 
m a i s  C n ' e s t  p a s  l ' u n i q u e  é l é m e n t  d e  p l u s  p e t i t e  

c a r d i n a l i t é  d e  C C l n ,  en  e f f e t  : C '  = aa+aaab+b e n  e s t  un 
a u t r e  ( p l u s  p r é c i s é m e n t  C e t  C '  s o n t  l e s  deux s e u l s  
é l é m e n t s  de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  d e  C C I n ) . i  

- D ' u n  a u t r e  cô té ,  u n e  R-base p e u t  v é r i f i e r  l e s  deux  p r o p r i é t é s  
(il e t  (ii) s a n s  ê t r e  u n  code. 

E x e m p l e  9 ( r e p r i s e ) .  C = a+ab+ba . c a r d ( C )  = 3 e t  C e s t  u n e  R-base. - C e s t  l ' u n i q u e  é l é m e n t  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é ,  c e c i  
d ' a p r é s  l e  f a i t  v u  d a n s  l a  p r e u v e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  11 e t  
l e  f a i t  q u e  C* = a(a+ab+ba)+ab(ab+ba)+ba(a+ab+ba) e s t  fi- 
minimal. .  

- E t  u n  c o d e  C p e u t  v é r i f i e r  l e s  deux  p r o p r i é t é s  (il e t  ( i f )  
s a n s  ê t r e  u n e  R-base. 

E x e m p l e  10. C = ( r + b ) ( a + a b Z )  . C e s t  u n  c o d e  . c a r d ( C )  = 4 
o n  p r o u v e  ( d e  l a  même f a ç o n  q u e  p o u r  l a  p r e u v e  d e  l a  

p r o p o s i t i o n  7, b i e n  que  C n e  s o i t  p a s  u n e  Q-base) que C e s t  
l ' u n i q u e  é l é m e n t  d e  p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t é  d e  C C l n .  

M a i s  C n ' e s t  p a s  une  R-base, e n  e f f e t  : 
Cc = C ( ~ + b ) ( a + a b + a b = ) J *  
e t  Prem(Cc) = (œ+b)(a+ab+abs) 
comme C = Prem(Ce) e t  C # Prem(Cc), C n ' e s t  p a s  u n e  R- 
b a s e . i  



C m  LA FAMILLE CR3a CONTIENT UN CODE PREFIXE F I N I  

Dans c e t t e  d e r n i é r e  p a r t i e  nous supposerons que C e s t  un 
de p r é f i x e  f in i ,  ma is  q u ' i l  n ' e s t  pas  n&cessa i remen t  l ' a -base  

CCJn, e t  nous a l l o n s  m o n t r e r  que CC3a possdde a l o r s  une 0- 
se q u i  e s t  un code p r é f i x e  f i n i  -ce q u i  e s t  p l u s  f o r t  que 
1-code f in i - ,  

P r o ~ o s i t i o n  I f ,  S i  C e s t  un code p r b f i x e  f in i ,  a l o r s  La f a m i l l e  

tC3a possCde une Q-base qui e s t  l e  code p r b f i x e  CC\C=X+, 

PREUVE, 
Mont rons  d 'abo rd  : 

F a i t  1- <C*>'SCC = Ce 

PREUVE DU F A I T  1 . 
S o i t  UV un mot de CC où u E C*. 

Y *  I 

On a : uvCX = FG(C*)  ( d V a p r C s  l a  p r o p o s i t i o n  111-41, 
<7. .An d 'où  : 4 z  E C*, 3 y 6 X* / uvzy  E C*, 

, * a .  

O r  rrschant que P C p r d f i x e  $~UIV~CIO -I CCFÈ-SC* = CeF 
.+y:+- *-* on en d t d u i t  que : vzy E C*, i,e, v E CC, 
,* r= 

-A- = Donc : (Cs)-'CC = Ce, 
d 'où  1'égaLitC.m 

Mont rons  maf n t e n a n t  : 

PREUVE DU F A I T  2. 
Supposons que (C=)-SCC\C= # 0. 
S o i t  a l o r s  z  E ( C C ) - l C C \ C C ,  
Notons E l  = Cm E CC I mz E CC), 
Par  d é f i n i t i o n  de z, Et n ' e s t  pas v i d e .  
On c o n s i d 6 r e  a l o r s  u E E t  t e l  que : 4 i E E-, l u 1  f l m / .  
Comme un E Cm, il e x i s t e  Ua,U+ E X* e t  i < j avec . 

-a = alrt;fl e t  U*UX E C" tt orus E Cc, - .  

Comme U= = ( u ~ u s ) - ~ u * * ~ ,  
d ' a p r é s  l e  f a i t  1, o n  a  : u~ e Ce, 
De a b c ,  u s z  = ( U ~ U S ) - ~ ( U ~ U Z )  e n f r a i n e  que : u r z  a CC, 
Donc : us E E l  
e t  comme u t  e s t  s u f f i x e  de U, on a  : u = u i  e t  U r  = a 



Il s ' e n s u i t  q u e  : u s  E C+. 
D ' a u t r e  p a r t  : u  E CC e t  u t  E CC e n t r a i n e n t  q u e  u s t  E CC 
( e n  e f f e t  o n  p e u t  t o u j o u r s  s u p p o s e r  i a 11, 
d ' o u  l ' o n  c o n c l u t  q u e  : t E CC, 
c e  q u i  c o n t r e d i t  1 ' h y p o t h e s e . i  

Nous p r o u v o n s  p o u r  t e r m i n e r  que, s i  l ' o n  n o t e  : 
C '  = CC\CCX+, o n  a  : 

F a i t  3. C e +  = Ce, 

PREUVE DU F A I T  3. 
D é j à  : C ' *  = Cc. 
I n v e r s e m e n t ,  s o i t  u  E CC n CCX+. 
On p e u t  é c r i r e  : u  = C U '  a v e c  c  E C '  e t  u '  E X+. 
D ' a p r é s  l e  f a i t  2, u '  E CG. 
P a r  i n d u c t i o n  s u r  l a  l o n g u e u r  d e s  m o t s  d e  Cc, o n  m o n t r e  
a l o r s  q u e  : C e  = C W . i  

Comme C '  = Prem(CG), o n  e n  d é d u i t  q u e  C '  = Prem(CG). 
P a r  a i l l e u r s ,  C 1  é t a n t  p r é f i x e  e s t  R - m i n i m a l  d a n s  CCJn e t  
C '  e s t  d o n c  l ' a - b a s e  d e  f C 3 n . i  

E x e m p l e  11. C = aa+ab+b 
On a  : Cc = (a+b) *  
C C \ C " X +  = a+b, q u i  e s t  b i e n  l ' f i - b a s e  de  CC3n.i  

Une c o n s é q u e n c e  i m m é d i a t e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 2  e s t  que, s i  
C R I n  c o n t i e n t  u n  code  p r é f i x e  f i n i ,  a l o r s  CR3n c o n t i e n t  u n e  0- 
base .  M a i s  r e m a r q u o n s  q u e  l e s  h y p o t h è s e s  p l u s  f a i b l e s  " C R l n  
c o n t i e n t  u n  c o d e  p r é f i x e "  o u  b i e n  "tRln c o n t i e n t  u n  i f l - c o d e  
f i n i "  n e  s o n t  p a s  s u f f i s a n t e s  comme l e  m o n t r e n t  l e s  e x e m p l e s  
s u i v a n t s .  

E x e m p l e  12. C = aYb . C e s t  u n  code  p r é f i x e  i n f i n i  
, l e  p l u s  g r a n d  g é n é r a t e u r  d e  CC3n e s t  X*bX* = P  
, O r  P rem(P)  = a*baY n ' e s t  p a s  u n  l a n g a g e  a - m i n i m a l  c a r  
C = Prem(P)  e t  C # Prern(P1 
, Donc f C 3 n  n e  c o n t i e n t  p a s  d ' f i - b a s e - i  

E x e m p l e  10 ( r e p r i s e ) .  C = ( r + b ) ( a + a b 2 )  
, C e s t  u n  c o d e  f i n i  à d é l a i  b o r n é  2, e t  d o n c  u n  i f l - c o d e  
, M a i s  n o u s  a v o n s  v u  q u e  CC3n n e  c o n t i e n t  p a s  d'fi-base,. 

F a i s o n s  u n e  d e r n i é r e  r e m a r q u e  s u r  l e s  c o d e s  p r é f i x e s .  L e s  
p r o p o s i t i o n s  5 e t  1 2  p e r m e t t e n t  d e  d é d u i r e  q u e  : C c o d e  p r é f i x e  
i n f i n i  i m p l i q u e  C C I n  n e  c o n t i e n t  p a s  d e  code  p r é f i x e  f i n i .  M a i s  
p l u s  g é n é r a l e m e n t ,  n o u s  a v o n s  : 

P r o p o s i t i o n  13, S i  C e s t  un c o d e  p r t f i x e  in f in i ,  a L o r s  Cm n ' e s t  

p a s  u n e  a d h é r e n c e  < e t  9 f o r t i o r i  CC3m n e  c o n t i e n t  p a s  d e  
l a n g a g e  f i n i ) ,  



PREUVE. 
Supposons  q u e  Cm e s t  u n e  adhérence ,  o n  a  d o n c  : 
Adh(C) = C". 
Comme C e s t  u n  l a n g a g e  i n f i n i ,  Adh(C) # 0. 
S o i t  a l o r s  w E Adh(C1, o n  p e u t  é c r i r e  : 
w = Ca...Cn... a v e c  4 n A 1, cm E C. 
O r  c a c n  d o i t  ê t r e  f a c t e u r  g a u c h e  d ' u n  mo t  de C, 
c e  q u i  e s t  i m p o s s i b l e  c a r  C a  < C a C n  e t  c n  # m.. 

i 
1 
1 

Remarque : c e t t e  p r o p r i é t é  r e s t e  v r a i e  l o r s q u e  C e s t  un c o d e  
l i n f i n i  8 d é l a i  borné,  m a i s  e l l e  e s t  f a u s s e  l o r s q u e  C e s t  

s e u l e m e n t  un i f l - c o d e  i n f i n i .  

Exemp le  13.  C = b a + c a + b ( a c ) *  . C e s t  u n  i f l - c o d e ,  c a r  l e  s e u l  0-mot  p o u v a n t  a v o i r  d e u x  
d é c o m p o s i t i o n s  s u r  C n e  p e u t  ê t r e  q u e  b ( a ~ ) ~ .  E t  comme 
b ( a c ) "  a  p o u r  u n i q u e  d é c o m p o s i t i o n  s u r  C : ba(ca In ,  C e s t  
u n  i f  1-code. . C e s t  une  R-base, c a r  : 
F G ( C )  = C+c+a 
donc FG(C*) = C*+C*c 
O r  : - c  6 C C  ( c a r  c n f t  Cm)  - c * ( b a ) ( c a ) * c  = C*b(ac)+ = C - c * b ( a c ) * ( c a ) * c  n Cc = 8 - ( c a ) + c  n CC = 0 
Donc Cc = C*, d ' o u  C e s t  1 ' 0 - b a s e  d e  CC3n. - Cn e s t  une  adhérence ,  e n  e f f e t  
Adh(C) = b ( a c I n  = b a ( c a I n  = Cm.. 

Remarquons p o u r  t e r m i n e r  c e t t e  p a r t i e  que, é t a n t  d o n n é  u n  
l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, o n  p e u t  d é c i d e r  s i  CR3n p o s s é d e  o u  n o n  u n  
c o d e  p r é f i x e  f i n i .  M a i s  l e s  q u e s t i o n s  p t u s  g é n é r a l e s  s u i v a n t e s  

I 
n e  s o n t  p a s  r é s o l u e s  : d é c i d e r  s i  CR3n p o s s é d e  u n  code  p r é f i x e  
o u  u n  i f l - c o d e  o u  e n f i n  u n  i f l - c o d e  f i n i .  



D. RECAPITULATIF 

Nous résumons i c i  Les r é s u l t a t s  c o n c e r n a n t  Les g é n é r a t e u r s  
R-minimaux. L e s  d i f f é r e n t e s  h y p o t h è s e s  e n v i s a g é e s  11, 2 ) ,  3 )  
e t  4) s o n t  de  p l u s  en p l u s  f o r t e s  e t  p e r m e t t e n t  de  donne r  des 
r é s u l t a t s  de p l u s  en  p l u s  p r é c i s .  

11 C e s t  une  Q-base e t  un code  : 

. V G E CCJn, G c o n t i e n t  ( a u  m o i n s )  un  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  
q u i  e s t  G\GC+.  

. Les  g é n é r a t e u r s  R-minimaux de CC3n s o n t  exac temen t  l e s  
codes a p p a r t e n a n t  à CCJn. 

2 )  C e s t  une  R-base e t  un code  e t  Cm e s t  une  a d h é r e n c e  : 

G e s t  un  g é n é r a t e u r  R -m in ima l  de  Cn s i  e t  seu lemen t  s i  
G e s t  un  code c o m p l e t  à d r o i t e  dans  C* e t  Gn e s t  une 
adhérence .  

3)  C e s t  une  Q-base e t  un code  f i n i  : 

G e s t  un g é n é r a t e u r  R -m in ima l  f i n i  de  Cn s i  e t  seu lemen t  s i  

G e s t  un code f i n i  c o m p l e t  8 d r o i t e  dans C*. 

4 )  C e s t  une Q-base e t  un i f l - c o d e  f i n i  : 

G e s t  un g é n é r a t e u r  R -m in ima l  de C*  s i  e t  seu lemen t  s i  
G e s t  un i f l - c o d e  f i n i  c o m p l e t  à d r o i t e  dans  C*. 



CHAPITRE V I 1  

LA FAMILLE CRI- QUAND R EST UN IDEAL 
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INTRODUCTION 

Dans c e  c h a p i t r e ,  l e s  p a r t i e s  B D  s o n t  c o n s a c r é e s  à l a  
f a m i l l e  C I I a  q u a n d  1 e s t  u n  i d é a l  ( i .e .  X*IX* = 1) o u  - c e  q u i  
r e v i e n t  a u  même p o u r  C I 3 n  - u n  i d é a l  g a u c h e  ( i . e .  X * I  = 1). 
Dans l a  p a r t i e  E, n o u s  é t u d i o n s  l e  c a s  p l u s  g é n é r a l  o u  1 e s t  u n  
i d é a l  d r o i t  ( i . e .  I X *  = X * ) .  

Nous commençons d a n s  l a  p a r t i e  A p a r  r a p p e l e r  l e s  
d é f i n i t i o n s  e t  p a r  m o n t r e r  que  Rn e s t  d é t e r m i n i s t e  q u a n d  R e s t  
u n  i d é a l  g a u c h e  o u  d r o i t .  

Nous m o n t r o n s  e n s u i t e  d a n s  l a  p a r t i e  B q u e  s u p p o s e r  q u e  1 
e s t  u n  i d é a l  o u  s u p p o s e r  q u e  1 e s t  s e u l e m e n t  u n  i d é a l  g a u c h e  n e  
c h a n g e  p a s  l a  f a m i l l e  C13n. NOUS v e r r o n s  d a n s  l a  p a r t i e  E  q u e  
l e  c a s  d e s  i d é a u x  d r o i t s  e s t  t r é s  d i f f é r e n t .  Remarquan t  q u e  
1" = X+, n o u s  d é d u i s o n s  q u e  t o u s  l e s  R-m in imaux  d e  C I 3 n  s o n t  
d e s  c o d e s  p r é f i x e s  e t  q u e  t o u t  g é n é r a t e u r  d e  C I 3 a  c o n t i e n t  u n  
g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  ( r é p o n s e  o u i  8 Q2 i c i ) .  Nous m o n t r o n s  
a u s s i  que, p o u r  R l a n g a g e  r a t i o n n e l ,  s i  R' e s t  u n  i d é a l ,  a l o r s  
Re = X+. L e  d e r n i e r  r é s u l t a t  a f f i r m e  q u e  In n ' e s t  u n e  a d h é r e n c e  
q u e  s i  In = Xn, c ' e s t - à - d i r e  que, s a u f  d a n s  c e  c a s  "dégénéré" ,  
In e s t  d é t e r m i n i s t e  m a i s  n ' e s t  p a s  u n e  a d h é r e n c e .  

Dans l a  p a r t i e  C n o u s  d o n n o n s  d e u x  c a r a c t é r i s a t i o n s  d e  
" C R l n  c o n t i e n t  u n  i d é a l "  d o n t  l ' u n e  p e r m e t  d e  d é c i d e r  s i  C R I -  
c o n t i e n t  u n  i d é a l .  

Dans l a  p a r t i e  D  n o u s  é t u d i o n s  l a  s o u s - f a m i l l e  d e s  i d é a u x  
d e  f I 3 n .  S i  G a p p a r t i e n t  à C I I n ,  X*G n ' a p p a r t i e n t  p a s  
n é c e s s a i r e m e n t  à C I I a ;  n o u s  v o y o n s  que  c ' e s t  v r a i  s i  e t  
s e u l e m e n t  s i  1 e s t  u n  i d é a l  e t  q u e  d a n s  t o u s  l e s  c a s  il e x i s t e  
u n  e n t i e r  n ( c a l c u l a b l e )  t e l  que  : p o u r  t o u t  G E C l l a ,  
X*Gn E C I I n .  En o u t r e ,  C I 3 a  p o s s è d e  u n  p l u s  g r a n d  i d é a l  q u i  
c o n t i e n t  t o u s  l e s  i d é a u x  d e  C i I n .  

Nous s u p p o s e r o n s  m a i n t e n a n t  q u e  1 e s t  s e u l e m e n t  u n  i d é a l  
d r o i t .  Nous v e r r o n s  d a n s  u n  p r e m i e r  t emps  p a r  d e s  e x e m p l e s  q u e  
l e  c a s  d e s  i d é a u x  d r o i t s  ( n o n  i d é a u x )  e s t  t r é s  d i f f é r e n t  d u  c a s  
d e s  i d é a u x  ( c e  q u i  n ' e s t  p a s  s u r p r e n a n t ! ) .  Notamment  l a  p a r t i e  
p r é f i x e  d ' u n  i d é a l  d r o i t  D  n ' a  p a s  l a  même p u i s s a n c e - l 2  que  D  e t  
d e  p l u s  D' n ' e s t  p a s  u n  i d é a l  d r o i t .  P o u r  l a  " q u ê t e "  d e s  
g é n é r a t e u r s  R-minimaux, l e s  i n t e r r o g a t i o n s  d u  c a s  g é n é r a l  se  
r e t r o u v e n t  i c i  e t  n o u s  n ' o b t e n o n s  a u c u n  r é s u l t a t  
s u p p l é m e n t a i r e .  En revanche ,  n o u s  donnons  u n e  c a r a c t é r i s a t i o n  
d e  "DR e s t  u n e  a d h é r e n c e " .  Nous o b t i e n d r o n s  a u s s i  l e  r é s u l t a t  
s u i v a n t  d o n t  l a  r é c i p r o q u e  e s t  f a u s s e  : s i  l a  p a r t i e  p r é f i x e  de  
D  e s t  f i n i e ,  a l o r s  D' e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  CDIn. E n f i n  
n o u s  v e r r o n s  q u e  l ' o n  p e u t  d é c i d e r  s i  CR3n c o n t i e n t  o u  n o n  u n  
i d é a l  d r o i t .  Remarquons q u e  d a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o u  D  e s t  u n  
i d é a l ,  l e s  r é s u l t a t s  d e  c e t t e  p a r t i e  s o n t  a l o r s  s o u v e n t  d e s  
t r i v i a l i t é s .  



A, PRELIMINAIRES 

D é f i n i t i o n s  : 

1 e s t  u n  i d é a l  d e  X* s i  e t  s e u l e m e n t  s i  X * I X *  = 1 
1 e s t  u n  i d é a l  g a u c h e  ( r e s p .  d r o i t )  d e  X* s i  e t  s e u l e m e n t  s i  
X * I  = 1 ( r e s p .  I X *  = 1) 

Remarque : u n  i d é a l  e s t  6 f o r t i o r i  u n  i d é a l  g a u c h e  e t  un  i d é a l  
d r o i t .  

Nous r a p p e l o n s  Cl71 l e  r é s u l t a t  : 

Lemme 1, 1 é t a n t  un i d é a l  gauche, n o t o n s  P l a  p a r t i e  p r é f i x e  d e  

-> 
1, o n  a : 1- = P*, 

PREUVE. 
P  = I \ I X +  

-> 
Comme P e s t  p r é f i x e ,  o n  a  : P* = PR 
D ' a u t r e  p a r t  : 
P  c 1 => PR c 1" 
1" c P I "  => IR c P" 

-> 
D ' o u  : 1- = PR = p* . i  

D ' a u t r e  p a r t ,  p o u r  l e s  i d é a u x  d r o i t s ,  n o u s  a l l o n s  m o n t r e r  : 

Lemme 2 ,  D é t a n t  un i d é a l  d r o i t ,  n o t o n s  P l a  p a r t i e  p r é f i x e  d e  

PREUVE. 
P  = D \ D X +  
P é t a n t  p r é f i x e ,  --- > ---- > - d ' u n e  p a r t  : PX*P = P  (XYP) - d ' a u t r e  p a r t ,  e n  u t i l i s a n t  l e  f a i t  s u i v a n t  : 

---- > 

F a i t  : S i  A e s t  p r é f i x e ,  a l o r s  (X*A> = C X * A I n  

---a 

D'où : PX*P = P(X*P)R = (PX*)" 
E t  comme D e s t  u n  i d é a l  d r o i t ,  o n  a  : PX* = D 
d ' o ù  l e  r é s u l t a t . .  



PREUVE DU FAIT. 
-* 

I L  e s t  CviUCnt que : < X * A I n  = X*A 

-> 
Inversement,  s o i t  u E X*A $ 
il e x i s t e  une s u i t e  ( x s a i )  
f a c t e u r s  gauches de w, avec : V i A 1, X: E X*, a. E A. 
Comme A e s t  p r é f i x e ,  p o u r  t o u t  n  > 0, il e x i s t e  u n  nombre 
f i n i  ( i n f é r i e u r  s t r i c t e m e n t  9 n )  d ' i n d i c e s  i t e l s  que : 

w E (X*A) " , i  

Remarque : S i  A n ' e s t  p a s  p r é f i x e ,  Le f a i t  p r é c é d e n t  n ' e s t  en 
g d n d ~ a l  p a s  v & r i f i C ,  11 s u f f l t  ds p r e n d r e  A bs* e t  o n  a : 

--> 
ban E %*A e t  ban i (X*A)m, 

Des deux lemmes précedents,  on  d é d u i t  immédiatement : 

P r o ~ o s i t i o n  1, R C t a n t  un i d é a l  gauche o u  un i d C a 1  d r o i t ,  o n  a: 

Rn E DRat(XQl, 

s u i t e  de c e t t e  p a r t i e ,  1 d e s i g n e  un i déa l ,  
D un i d é a l  d r o i t  e t  R un r a t i o n n e l  quelconque, 

0 ,  9-MINIMAUX DE C I3a  A V E C  1 - 
Lemme 3- S o i t  R E Rat<X+>, CR3a c o n t i e n t  un i d C a 1  s i  e t  

seulement  s i  CR3a c o n t i e n t  un i d d a 1  gauche. 

PREUVE. 
S i  C R I n  c o n t i e n t  un i d é a l  1, a l o r s  CRJn c o n t i e n t  l ' i d é a l  
gauche 1. 
Réciproquement, s i  CR3n c o n t i e n t  l * i d & a L  gauche 6, a l o r s  
L ' idCaL GX*  a p p a r t i e n t  Ci. CR3n.i 



1 0 0  

Lemme 6, S o i t  1 un i d é a l ,  1' e s t  l ' i d é a l  X+, 

PREUVE. 
S o i t  u E  X+. 
P o u r  t o u t  m E 1, o n  a  : um E  I 
d ' o ù  : umIn = In 
donc  : u I I n  = In 
c ' e s t - à - d i r e  : u I n  = In.. 

On e n  d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t ,  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  I V - 3  : 

P r o v o s i t i o n  2, S o i t  1 un i d é a l ,  pour t o u t  6  E C I I a ,  G\GX+ e s t  

un générateur  R-minimal de C I I a .  En conséquence, tous Les 
généra teurs  R-minimaux de C13a sont des p r é f i x e s  e t  t o u t  
généra teur  de C I I a  c o n t i e n t  un générateur  R-minimal, 

Remarquons q u e  c e  g é n é r a t e u r  m i n i m a l ,  i n c l u s  d a n s  G, n ' e s t  
p a s  n é c e s s a i r e m e n t  u n i q u e .  

E x e m p l e  1. 1 = X*:(aa+bb)X* 
I + a  E CIln, e t  I + a  n ' e s t  p a s  u n  i d é a l  
I \ I X +  = ( r + b ) ( a b ) * a a + ( r + a ) ( b a ) * b b  
I \ I X +  e s t  u n  g é n é r a t e u r  m i n i m a l  i n c l u s  d a n s  1 d o n c  a u s s i  
d a n s  I + a .  
M a i s  o n  a  a u s s i  : 
( I + a ) \ ( I + a ) X +  = a + b ( a b I Y a a + ( b a ) * b b ,  
q u i  e s t  u n  a u t r e  g é n é r a t e u r  m i n i m a l  i n c l u s  d a n s  I + a . i  

P o u r  c e  q u i  e s t  d e s  g é n é r a t e u r s  f g - m i n i m u m s  d e  C I I n ,  o n  a  
v u  d a n s  l e  c h a p i t r e  4  q u e  p o u r  l ' e x e m p l e  p r é c é d e n t  C I l n  n ' e n  
p o s s é d e  p a s  ( c f .  e x e m p l e  8 d u  c h a p i t r e  4 ) .  

E t a n t  donné  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R q u e l c o n q u e ,  n o u s  s a v o n s  
q u e  R" e s t  u n  s e m i - g r o u p e .  P e u t - i l  ê t r e  u n  i d é a l  ? 

P r o v o s i t i o n  3, S o i t  R un langage r a t i o n n e l ,  R' e s t  un i d é a l  s i  

e t  seulement s i  Re = X', 

PREUVE, 
S i  R" = X+, a l o r s  Re e s t  u n  i d é a l .  

R é c i p r o q u e m e n t ,  RC é t a n t  u n  i d é a l ,  on a  : 
V u € X + , 4 m E R : m € R C  
d 'ou : um E Re 
e t  d o n c  : umRn = Rn, 
c e c i  p o u r  t o u t  m E R, d ' o u  l e  r é s u l t a t . .  



P r o ~ o s i t i o n  4. S o i t  1 un idCa1 de X*, Les p ropr i& t&s  suivantes 

sont Cquivalentes 
(1)  I c E  CIJa 
( $ 1 )  IQ e s t  une adhCrence 
( i t i )  IP = XQ 
(IV) fIlo cont ient  un Langage f i n i  
(v>  CI30 a une Q-base 
( v i l  X * \ I  es t  f i o i .  

PREUY E . 
<i> => <ii> 
c a r  : In e s t  a l o r s  f i n i m e n t  engendré.  

( f i >  => <iii> 
c a r  : 1" = X* a p p a r t i e n t  a l o r s  CI3n. 

( i v )  => <v> 
c a r  : In e s t  a l o r s  u n e  adhérence, 
e t  donc, d ' a p r e s  < f i >  => (144) : Im = Xn, 
d ' o ù  : X e s t  L'R-base de  C I J n  

<v> => (i> 
car, ( d ' a p r é s  l a  p r o p o s i t i o n  2 )  : 
L'Q-base B  de  t I l n  e s t  p r é f i x e  
P a r t a n t  de 1 B*, o n  d C d u i t  a l o r s  : 
X* c 1-'1 c (Br )"B* 
Comme B  e s t  p r é f i x e ,  o n  a  : (B*)'%B* = B* 
donc : Xx B*, 
e t  B f o r t i o r i  : Xn = Bn, d ' o u  l e  r é s u l t a t .  

< v i l  => (1)  
X * \ I  C t a n t  f i n i ,  il e x i s t e  n t e l  que Xn = 1 
d ' o ù  ( X n I n  = In e t  f i n a l e m e n t  Xn = In- 

(1) => < v i >  
Supposons que  X * \ I  s o i t  i n f i n i .  
1 é t a n t  - un  i d é a l ,  X * \ I  e s t  f e rmé  p a r  f a c t e u r  gauche 

--> 
e t  donc : X * \ I  = Adh(X* \ I ) .  

-> 
D 'ou  : X * \ I  # 0, 

-> 
s o i t  a l o r s  u E X * \ I ,  u I X m  
e t  ctonc & f o r t i o r i  : u In, 
d ' o u  Xn # Im.i 

Remarque : Sans l v h y p o t h é s e  "1 idba l " ,  c e s  C q u i v a l e n c e s  n e  
t i e n n e n t  p l u s .  
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C, CARACTERISATIONS DE "CR3a CONTIENT UN IDEAL" 

Lemme 5, S o i t  R un Langage r a t i o n n e l .  S I  R" = X+, a l o r s  

Rn E DRat<Xn), 

PREUVE. 
D ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  IV-3, comme R' = X+ on s a i t  que : 
P  = R \ R X +  E C R I n .  
P  é t a n t  a l o r s  p r é f i x e ,  on a  : 

-> 
PR = P*. 
D 'où : RR E DRat (XR) . i  

L e r n e  6 ,  S o i t  R E Rat<X+>, S i  Re = X+, a l o r s  il e x i s t e  un 

e n t i e r  n A 1 t e l  que  : 4 G E CRJn, Xr6n E CRJn, 

PREUVE. 
D ' a p r è s  l e  lemme 5, Rn E DRat(Xn). 
S o i t  A = (X,Q,qo,*,T) un a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e  
r e c o n n a i s s a n t  Rn, n o t o n s  n  = c a r d ( Q ) + I .  
On m o n t r e  que : Y G E C R I R ,  X*Gn E CRJn. 

D é j à  : Gn c X*Gn 
d ' o ù  : G" c (X*Gn) "  

I n v e r s e m e n t  : 
S o i t  u = uavlu=vn... un mot de (X*Gn)", 
ou  u i  E X* e t  v r  E Gn. 
On u t i l i s e  l e  f a i t  s u i v a n t  : 

F a i t ,  V i A 1 : L e c t u r e  (qo*ulva, , ,v i -~u~,vr> n T # 0 

ce q u i  p r o u v e  que : I n f  [ l e c t u r e  (qo,u)I # 0  
donc que : u  E G n . i  

PREUVE DU FAIT.  
No tons  : 

UiVa . . .V r -aUr  = U 
v r  = ra...rn o u  4 j L n, r d  E G 
Ur+aV1+a... = U 

qo*U = q  
On a  : cardCq*ra,..r j ,  1 & j r n) r n-1, 
donc il e x i s t e  k e t  j avec 1 r k < j L n  t e l s  que  : 

q*r i . . . rk  = q * r r . . . r j  
O r  comme : U r ~ . . . r k ( r k + a . . . r j ) ~  E X*Gn = Gn 
on  a  : I n f  C lec tu re (qo ,U r r  ... r k ( r i ~ + a . . . r j  ln1 n T  # 0 
ce q u i  e n t r a i n e ,  c a r  l ' a u t o m a t e  e s t  d é t e r m i n i s t e  : 

l e c t u r e ( q o * U r i . . . r k , r k + a . . . r j )  n T # 0 
d ' o ù  8 f o r t i o r i  : lec tu re (qo *U ,v r )  n T # 0.1 
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Dg SOUS-FAMILLE DES IDEAUX DE C13a 

D ' a p r è s  l e  lemme 6 e t  l a  p r o p o s i t i o n  5, on  d é d u i t  : 

P r o p o s i t i o n  7 ,  S o i t  1 un i d é a l  d e  Rat<X+>, Il e x i s t e  un e n t i e r  

n c a l c u l a b l e ,  t e l  que, p o u r  t o u t  G E CIJn, l ' i d é a l  X*GnX* 
a p p a r t i e n n e  8 C I l n ,  

En g é n é r a l ,  X*G n ' a p p a r t i e n t  pas  a CI1n e t  même G p e u t  
n ' ê t r e  i n c l u s  dans aucun  i d a l  de C I I n .  

Exemple 1 ( r e p r i s e ) .  1 = X*(aa+bb)X* e t  G = I + a  
( b a l n  6! In 
donc : 4 R E C I l n ,  ba  6! R 
e t  a f o r t i o r i  : 4 1' E C i I n ,  avec 1' i d é a l  : G 4 IV.. 

Nous donnons m a i n t e n a n t  une c a r a c t é r i s a t i o n  de  " t o u t  
g é n é r a t e u r  de C I I n  e s t  i n c l u s  dans u n  i d é a l  de  C I I n " .  

P r o ~ o s i t i o n  8, S o i t  R E Rat<X+>, L e s  p r o p o s i t i o n s  s u i v a n t e s  

s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<i> P o u r  t o u t  G E CRI-, l ' i d é a l  XfGX* E CRJa 
<ii) Rd e s t  un i d é a l ,  

PREUVE. 
< i f >  => ( 5 )  
S i  Rd e s t  un i d é a l ,  a l o r s  Rd e s t  un  semi -g roupe  e t  e s t  donc 
l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de  C R I n .  
O r  : Y G E C R I n ,  G = Rd. 
On a  a l o r s  : G = X * G X *  = X*RdX*  = Rd, 
i .e. X W G X *  E C R I n .  

<il => ( i f >  
X"GX* E C R I -  
donc C R l n  c o n t i e n t  un i d é a l ,  d ' o u  Rn E DRat(Xn). 
Supposons Rd non  i d é a l ,  i.e, : 
3 u  E Rd, 3 x,y E X* avec xuy 6! Rd 
Sachan t  que Rn e s t  d é t e r m i n i s t e ,  on  a  : 
3 G E C R 1 n  avec u  E G ( d ' a p r è s  l e  lemme 111.4) 
d ' o u  xuy E X x G X *  
O r  X * G X *  E C R I n  e t  e s t  donc i n c l u s  dans  Rd, 
d ' o ù  xuy  E Rd : c o n t r a d i c t i o n . .  

Nous voyons  donc que n  v a u t  1 dans  l a  p r o p o s i t i o n  7 s i  e t  
s e u l e m e n t  s i  Id e s t  un  i d é a l ;  en revanche, l ' e x e m p l e  s u i v a n t  
m o n t r e  q u ' i l  n ' é x i s t e  pas  de v a l e u r  de  n  a s s u r a n t  que Id s o i t  
un semi-groupe.  



Exemp le  3. 4 n > 1, n o t o n s  In  = X*anX* 
Il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  que  : Y n > 1 . Ind = a+az+...+an-a+In . Ind e s t  u n  s e m i - g r o u p e  ( m a i s  n ' e s t  p a s  un i d é a l )  e t  e s t  
donc l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  t In ln . M a i s  : X * ( I n ) " - '  4 [InIn, c a r  (ban-*)" 4 Inn .m 

Remarques : - Id p e u t  ê t r e  u n  i d é a l .  

Exemp le  4. 1 = XY(ab+aa)X*  
Id e s t  a l o r s  l ' i d é a l  XxaX*.m 

- Id p e u t  ê t r e  u n  s e m i - g r o u p e  n o n  i d é a l . .  

Exemp le  5. 1 = X*abiX* . U n  mot  u  E Id s i  e t  s e u l e m e n t  s i  : 
0 u : u E I  
o u  : u E Il, avec  1 s  = b ( X Y \ I ) a b  
o u  : u E In, avec  Ii = b Z ( X * \ I ) a  . Id n ' e s t  p a s  u n  i d é a l ,  c a r  : 

a E X*  e t  b a b  E Id, m a i s  ( b a b a ) "  4 In 
e t  donc  baba 4 Id. . Id e s t  un  semi -g roupe ,  c a r  : 

= 1 
1 1 1 ~  c 1 
( Iz) "  = 1 
11~11 c I + I ¶  

- Id p e u t  n e  p a s  ê t r e  u n  s e m i - g r o u p e  ( e t  a  f o r t i o r i  p a s  u n  
i d e a l ) .  

Exemp le  6. 1 = X*a(b2+a)X* . U n  mot  u  a p p a r t i e n t  a  Id s i  e t  s e u l e m e n t  s i  : 
0 u : u E I  
o u  : u E b ( X Y \ I ) a b  
o u  : u E b z ( X * \ I ) a  
o u  : u E a ( X * \ I ) a  
o u : u = a  . Id n ' e s t  p a s  u n  semi -groupe,  c a r  : 

a E 1, bab E 1, m a i s  (abab) "  4 In.. 

Ce d e r n i e r  e x e m p l e  m o n t r e  e n  o u t r e  ( d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  
111.7) q u e  t I 3 n  n ' a d m e t  p a s  t o u j o u r s  d e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t ;  e n  
revanche,  l a  s o u s - f a m i l l e  des  i d é a u x  c o n t i e n t  t o u j o u r s  u n  p l u s  
g r a n d  i d é a l .  

P r o ~ o s i t i o n  9. S o i t  1 un i d é a l  de Rat<X+), CI3n posséde un p lus  

grand i d é a l  qui e s t  r a t i o n n e l  e t  const ruct ib le ,  

PREUVE. 
N o t o n s  1' = Cu E  Id / X*uXt Id> 
D é l a  1' e s t  l e  p l u s  g r a n d  i d é a l  i n c l u s  d a n s  Id, e n  e f f e t :  
supposons  1' n o n  i d é a l ,  on a  a l o r s  : 
3 i E 1 ' , 3  x ,y  E X* / x i y  C 1' 



o r  comme i E 1' : x r y  E Id 
c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  q u e  : i E 1'. 

D ' a u t r e  p a r t ,  s o i t  K  u n  i d é a l  d e  C I l n ,  
o n  s a i t  q u e  : K  = Id 
e t  comme X*KX* = K, o n  a  : K  1'. 

O n  m o n t r e  m a i n t e n a n t  que  1' E C I l n .  
Comme 1 = 1', o n  a  : In = 1'". 
I n v e r s e m e n t  : 
o n  r e p r e n d  l ' a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e  d e  l a  p r e u v e  d u  lemme 6  
r e c o n n a i s s a n t  In. 
S o i t  u E I'n, o n  p e u t  é c r i r e  : 
Y = uiuz...~d... a v e c  4 j A 1, u d  E 1'" 
e t  o n  m o n t r e  que  : 
V j A 1 : l e c t u r e  ( q o * u l . . . u ~ - r , u ~ )  n T # 0 
(mëme g e n r e  d e  p r e u v e  que  p o u r  Le f a i t  u t i l i s é  d a n s  l e  
lemme 6 )  
Donc u E In. 
1' e s t  r a t i o n n e l  e t  c o n s t r u c t i b l e  c a r  i 1 e s t  s a t u r é  p a r  l a  
c o n g r u e n c e  d e  N é r o d e  a s s o c i é e  a Id.. 

Exemple  5 ( r e p r i s e ) .  1 = X*abZX* 
D é t e r m i n o n s  l e  p l u s  g r a n d  i d é a l  1'. 
On v o i t  q u e  : X * I Z X *  = Id 
D ' a u t r e  p a r t ,  n o t o n s  J  = c + a ( a + b a ) * ( c + b )  
s a c h a n t  q u e  : X S \ I  = b*J 
o n  a r r i v e  a : XSbb+JabX* = 1 
m a i s  : 4 u  E bJab, ( u a I n  In. 
On a  donc  : 1' = X*(abz+Iz+bb+Jab)X*.  
Id e s t  u n  s e m i - g r o u p e  e t  e s t  donc  Le p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  
C I I n .  M a i s  ce  n ' e s t  p a s  u n  i d é a l ,  
Donc l e  p l u s  g r a n d  i d é a l  1' d e  C I 3 n  n ' e s t  p a s  Id e t  n ' e s t  
donc  p a s  u n  g é n é r a t e u r  m a x i m a l  d e  tI3a.. 

L e  p l u s  g r a n d  i d é a l  d e  C I 3 n  n ' e s t  donc p a s  n é c e s s a i r e m e n t  
u n  g é n é r a t e u r  m a x i m a l  d e  C I I n ,  p l u s  p r é c i s é m e n t  n o u s  avons  : 

P r o ~ o s i t i o n  10, S o i t  1 un i d é a l ,  n o t o n s  1' l e  p l u s  g r a n d  i d é a l  

d e  CIJR. Ir e s t  un g é n é r a t e u r  m a x i m a l  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  1' e s t  
l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  C I I n ,  

PREUVE. 
Supposons  q u e  1' n e  s o i t  p a s  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  de C I l n ,  
1' e s t  a l o r s  s t r i c t e m e n t  i n c l u s  d a n s  Id, 
d ' o u  : 3 u  E Id\I' 
( I ' + u )  a p p a r t i e n t  a l o r s  a C I l n ,  e n  e f f e t  : 
comme u x I '  = I', o n  a  : ( I ' + u I n  = 1'" + I ' u n  
o r  un E I'", d ' o u  : ( I ' + u )  E C I 3 n  
e t  donc  1' n ' e s t  p a s  m a x i m a l  d a n s  CI3n.  

R é c i p r o q u e m e n t ,  s i  1' e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  CIJn, il 
e s t  m a x i m a l  d a n s  CI3n.m 



D ' a u t r e  p a r t ,  

Proposi t ion 11, So i t  1 un idéa l ,  CI3a ne con t ien t  jamais de 

p lus  p e t i t  i d é a l ,  

PREUVE. 
Supposons q u e  J  s o i t  l e  p l u s  p e t i t  i d é a l  d e  C i I n .  
S o i t  1' Le p l u s  g r a n d  i d é a l  de  L I I n ,  
e t  s o i t  u  un mot  de p l u s  p e t i t e  l o n g u e u r  d e  1'. 
Comme un E Jn e t  que J  e s t  un  i d é a l ,  o n  d é d u i t  : 
3 i > O t e l  que u s  E J. 
O r  u s  4 I's+a, d ' o ù  l a  c o n t r a d i c t i o n  c a r  E CIIn .8  

E, C A S  DES IDEAUX DROITS 

C o n t r a i r e m e n t  aux i d é a u x  gauches,  CD3n c o n t i e n t  u n  i d é a l  
d r o i t  n ' i m p l i q u e  p a s  que  C D I n  c o n t i e n n e  u n  i d é a l .  

Exemple  7. D = aXW 
Dc = D, q u i  e s t  d i f f é r e n t  d e  X+ 
donc d ' a p r è s  l e  lemme 2, CD3n n e  c o n t i e n t  p a s  d ' i d é a u x . 8  

C o n t r a i r e m e n t  aux i d é a u x  g a u c h e s  ( o u  1' é t a i t  l ' i d é a l  Xe), 
De n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  un i d é a l  d r o i t .  

Exemple  8. D = aaaX* 
De = Dd = a+aa+aaaXW, q u i  n ' e s t  p a s  u n  i d é a l  d r o i t . 8  

Exemp le  9. D = ambX* a v e c  X = a+b+c 
De = a++D e t  Dd = D, donc i c i  Dc n ' e s t  p a s  u n  i d é a l  d r o i t ,  
m a i s  Dd en e s t  un.8 

D ' a u t r e  p a r t  D \ D D G  n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  u n  l a n g a g e  m i n i m a l  d e  
C D I n .  

Exemp le  10. D = (a *d+(ba ) *c )Xx8  avec  X = a+b+c+d  
Nous a v o n s  DE = DI d ' o ù  D\DDe = Prem(D1. 
dba E Prem(D) c a r  b a  e D e t  a  t! D. 
De p l u s  dbaD = (d+db)D, e n  e f f e t  : 
(dba) (aWdX* )  = (db) (a+dX*)  = dbD 
e t  ( d b a ) ( ( b a ) * c X * )  = d(ba)+cX*  = dD 
comme d  E Prem(D) e t  db  E Prem(D1, il s ' e n  s u i t  que  Prem(D) 
n ' e s t  p a s  R - m i n i m a l  d a n s  CDIn.8 

P o u r  c e  q u i  e s t  d e  l a  p a r t i e  p r é f i x e  d ' u n  i d é a l  d r o i t ,  n o u s  
a v o n s  : 

Proposi t ion  12, So i t  D un i d é a l  d r o i t ,  La p a r t i e  p r é f i x e  de D 

< i ,e ,  D\D X+> appar t i en t  à tD3n s i  e t  seulement s i  tD3a 
cont ient  un i d é a l ,  



PREUVE. 
N o t o n s  P  = D\DX+. 
S i  P  E CDIn, a l o r s  o n  a  : 
V ~ E P , V U E X + : ~ U E D  . 
d ' o ù  : muDn = PR 
o r  comme P  e s t  p r é f i x e ,  o n  a  a l o r s  : muDn = mPn 
d ' o ù  : uDn = Pn 
c ' e s t - à - d i r e  : uDn = DR 
d o n c  : D= = X+ 
e t  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  5, C D I n  p o s s è d e  u n  i d é a l .  

L a  r é c i p r o q u e  d é c o u l e  d i r e c t e m e n t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  2.8 

Aux v u e s  d e  l ' e x e m p l e  1 0  e t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  12, il s e m b l e  
d o n c  q u e  l ' h y p o t h è s e  "D e s t  u n  i d é a l  d r o i t  ( n o n  i d é a l ) "  
n ' a p p o r t e  r i e n  p o u r  l a  r e c h e r c h e  d e s  R-m in imaux  d a n s  CDla. 

Remarque : N o t o n s  c e p e n d a n t  q u e  l e  r e s u l t a t  de  l a  p r o p o s i t i o n  
1 2  e s t  f a u x  e n  n e  s u p p o s a n t  p a s  q u e  D  e s t  u n  i d é a l  d r o i t .  

E x e m p l e  11. R = a+ba 
R \ R X + =  R E  CR3n 
m a i s  C R I n  n e  c o n t i e n t  p a s  d ' i d é a u x ,  s i n o n  comme Rn e s t  u n e  
a d h é r e n c e  ( c a r  R e s t  f i n i ) ,  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  3, o n  
a u r a i t  : Rn = Xn, c e  q u i  n ' e s t  pas.8 

Nous a v o n s  v u  ( e x e m p l e  7 )  q u e  Rc e t  Rd p e u v e n t  ë t r e  d e s  
i d é a u x  d r o i t s  d i f f é r e n t s  d e  X+. Cependant ,  avec  l ' h y p o t h è s e  
"Rn E DRat(Xn)", s i  Rd e s t  u n  i d é a l  d r o i t ,  il a p p a r t i e n t  a l o r s  
8  C R I n  ( d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  111.7).  En c e  q u i  c o n c e r n e  R", 
n o u s  a v o n s  : 

P r o p o s i t i o n  13. S o i t  R  E Rat(X+>,  S i  RQ E DRat(X-1 e t  RC e s t  un 

i d é a l  d r o i t ,  a l o r s  C R I -  c o n t i e n t  un i d é a l  d r o i t  ( m a i s  q u i  n t e s t  
p a s  n é c e s s a i  r e n e n t  Re>. 

PREUVE. 
D ' a p r è s  l e  lemme 111-6, G = RnR= a p p a r t i e n t  a  C R I n  e t  comme 
Rc e s t  i c i  u n  i d é a l  d r o i t ,  G e s t  a u s s i  u n  i d é a l  d r o i t ,  c e  
q u i  d o n n e  l e  r é s u l t a t .  

Il r e s t e  à  v o i r  q u e  Rc n ' a p p a r t i e n t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  à 
C R l n .  P o u r  c e l a  p r e n o n s  R = aX*b, o n  a  a l o r s  Rc = aX* q u i  
n ' a p p a r t i e n t  p a s  a  t R l n . 8  

Nous r e g a r d o n s  m a i n t e n a n t  l e  c a s  o ù  Dn e s t  u n e  a d h é r e n c e  
q u i  i c i  n ' e s t  p a s  r é d u i t  a u  c a s  t r i v i a l  Dn = Rn. 

E x e m p l e  12. D  = (a+bb)X*  
Comme Adh(D)  = Dn, il s ' e n s u i t  q u e  Dn e s t  u n e  a d h é r e n c e .  
M a i s  DR # Xn, e n  e f f e t  p a r  e x e m p l e  ( b a l n  4 Dn.8 



P r o p o s i t i o n  14, S o i t  D un i d é a l  d r o i t ,  Dm e s t  u n e  a d h é r e n c e  s i  

e t  s e u l e m e n t  s i  Prem(D> (i,e, D\DD+> e s t  de c a r d i n a l  f i n i ,  

PREUVE. 
S i  Dn e s t  une  adhérence ,  Dn = Adh(D*) e t  Adh(D) = Dn. 
O r  Prem(D)  = D 
d ' o u  Adh(Prem(D1) = Dn. 
Supposons que  Prem(D)  s o i t  i n f i n i ,  1.e. : 
Adh(Prem(D1) # 0. 
S o i t  w E Adh(Prem(D1) 
a l o r s  w E DR 
comme Prem(D) E C D l a  : u E CPrem(D)In 
O n  p e u t  é c r i r e  : u = uvu',  a v e c  u,v E Prem(D1 e t  u' E DR. 
Comme : u E Adh(Prem(D)) ,  
3 m E X* t e l  que uvm E Prem(D1 
o r  v  E Prem(D1, donc  vm E D. 
On o b t i e n t  a l o r s  : uvm ? Prem(D1, c e  q u i  n ' e s t  pas .  

L a  r é c i p r o q u e  e s t  i m m é d i a t e  c a r  Prem(D) E CD3n e t  donc s ' i l  
e s t  f i n i ,  DR e s t  u n e  a d h é r e n c e - i  

Remarques : - Nous a v o n s  d é j a  v u  d a n s  l a  p a r t i e  V - A  q u e  ce  r é s u l t a t  e s t  
f a u x  en n e  s u p p o s a n t  p a s  que D e s t  un  i d é a l  d r o i t .  - Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o u  D e s t  u n  i d é a l  o n  r e t r o u v e  
l ' é q u i v a l e n c e  (ii) <=> ( i v )  de  l a  p r o p o s i t i o n  3. 

S i  D e s t  u n  i d é a l  d r o i t  m a i s  p a s  u n  i d é a l ,  n o u s  avons  vu  
q u e  l a  p a r t i e  i n i t i a l e  d e  D ( i . e .  D \ D X + >  n ' a p p a r t i e n t  p a s  a 
C D l n ,  c e p e n d a n t  c e  Langage a u n e  p r o p r i é t é  i n t é r e s s a n t e  : 

P r o v o s i t i o n  15, S o i t  D un i d é a l  d r o i t ,  S i  La p a r t i e  p r é f i x e  d e  

D (i,e, D\DX+> e s t  d e  c a r d i n a l  f i n i ,  a l o r s  D' e s t  Le p l u s  g r a n d  
é l é m e n t  d e  CDIm, 

PREUVE. 
N o t o n s  P = D \ D X +  e t  1 = max € lm( / m E P 3 .  
S a c h a n t  que : Dc = D*FG(D), o n  p e u t  é c r i r e  : 
DG = D + E o u  E = ( F G ( P ) \ P )  n Dc 
P o u r  m o n t r e r  que De E C D l n ,  il s u f f i t  a l o r s  d e  p r o u v e r  que:  
(D*E+In c Dn. 

S o i t  w E (D*E+In, o n  p e u t  é c r i r e  : 
w = r i e r r zez . . . ,  o ù  4 i A 1, r i  E D* e t  e l  E E+ 
3 i 1 1 < I r a e l . . . r ~ e s l  
o r  comme : r l e l . . . r i e r  E DC, o n  d é d u i t  : 
r l e l . .  . r i e s  E D 
Donc w E D(D*E+In, 
c ' e s t - a - d i  r e  : (D*E+In = D(D*E+In 
ce  q u i  e n t r a i n e  : (D*E+In = Dn.8 



Remarques : - D\DX+ f i n i  #> D\DD+ f i n i .  

E x e m p l e  7 ( r e p r i s e ) .  D  = aX* 
On a  v u  que  Prem(D) = ab*, q u i  e s t  i n f i n i .  
O r  D\DD+ = a, q u i  e s t  f i n i .  
P a r  a i l l e u r s ,  Dc = D e t  e s t  donc  b i e n  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  
d e  C D l r r . 8  

- L a  r é c i p r o q u e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  1 4  e s t  f a u s s e .  

E x e m p l e  13. D = (daxb)X*, a v e c  X = a+b+c 
D 'une  p a r t  D \ D X +  e s t  i n f i n i  c a r  il c o n t i e n t  (ca*b) .  
D ' a u t r e  p a r t ,  comme DC = D+FG(cawb), 
e t  que  cax n De = 0, 
o n  a  D" = D.8 

- L a  p r o p o s i t i o n  1 5  e s t  f a u s s e  e n  n e  s u p p o s a n t  p a s  q u e  D e s t  un 
i d é a l  d r o i t .  

R \ R X +  = a  e s t  u n  l a n g a g e  f i n i ,  
m a i s  a b  E Rc e t  ( a b ) "  4 R n . i  

En c e  q u i  c o n c e r n e  l e s  Q-bases n o u s  a l l o n s  v o i r  que t o u s  
l e s  c a s  s o n t  p o s s i b l e s .  

- C D l n  n e  p o s s è d e  p a s  d e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  e t  donc à f o r t i o r i  
p a s  d ' f i -base.  

E x e m p l e  15. D = ( a b ) * ( a a + a c + b + c ) X *  a v e c  X = a+b+c 
Comme Dd e s t  t o u j o u r s  i n c l u s  d a n s  D Y F G ( D ) ,  e t  q u e  
D * F G ( D )  = D + ( a b ) * ( r + a )  
o n  en d é d u i t  que  Dd = D + (ab)*a, c a r  ( a b l n  é Dn. 
Dd n ' e s t  p a s  u n  semi -groupe,  c a r  : 
a b a  E Dd, b E De, m a i s  abab 4 Dd. 
Donc C D l n  n e  p o s s é d e  p a s  de p l u s  g r a n d  é lémen t ,  d ' a p r è s  l a  
p r o p o s i t i o n  111.3.8 

- t D 3 n  p e u t  p o s s é d e r  u n  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  m a i s  p a s  d '  f i -base.  

E x e m p l e  1 0  ( r e p r i s e ) .  D  = (a*d+(ba)*c)X*,  a v e c  X = a+b+c+d 
D' = D e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  [D l - ,  m a i s  Prern(d1 
n ' e s t  p a s  R - m i n i m a l  donc  p a s  f i -base d e  CDJn.8 

- t D 3 n  p e u t  p o s s é d e r  u n e  fi-base. 

E x e m p l e  7 ( r e p r i s e ) .  D = aX* 
On a  v u  q u e  Prem(DC) = ab* q u i  e s t  R - m i n i m a l  e t  donc  f i -base 
d e  tDJn.  



Pour te rm ine r ,  regardons l a  sous-fami 1  l e  des i dèaux  d r o i t s  
de C D 3 n .  

P r o p o s i t i o n  16. S o i t  R E Rat<X'>. Les  p r o p o s i t i o n s  s u i v a n t e s  

s o n t  é q u i v a l e n t e s  : 
<il 4 G E CLIn, t ' i d é a l  d r o i t  G X* E C R l a .  
<ii> Rd e s t  un i d é a l  d r o i t .  

1 La p r e u v e  e s t  ana logue à c e l l e  vue p o u r  l a  p r o p o s i t i o n  8. 

Remarques : - Dd peu t  ê t r e  un i d é a l  d r o i t  ( c f .  exemple 7 ) .  

- Dd peu t  6 t r e  un semi-groupe, non i d é a l  d r o i t .  

Exemple 16. D = aaX* 
Dd = a  + D, q u i  e s t  un  semi-groupe mais  pas un i d é a l  
d r o i  t.8 

- Dd peu t  ne pas ê t r e  un semi-groupe ( c f .  exemple 1 5 ) .  

Par a i l l e u r s  dans l a  s o u s - f a m i l l e  des i dèaux  d r o i t s  de C D I a  
nous avons : 

P r o p o s i t i o n  17. S o i t  D u n  i d é a l  d r o i t  de Rat(X+>, C D I a  posséde 

un p l u s  g r a n d  é lément  i d é a l  d r o i t ,  q u i  e s t  un  Langage r a t i o n n e l  
e t  c o n s t r u c t i b l e .  

La p r e u v e  e s t  ana logue à c e l l e  vue p o u r  l a  p r o p o s i t i o n  9. 

S o i t  R E Rat(X+), en c o n s t r u i s a n t  l e  p l u s  g r a n d  i d é a l  d r o i t  
i n c l u s  dans Rd, p u i s  en t e s t a n t  s ' i l  a p p a r t i e n t  ou non a CRI - ,  
il décou le  de l a  p r o p o s i t i o n  17  que : 

C o r o l l a i r e  2. S o i t  R E Rat<X+>, on p e u t  d é c i d e r  s i  C R I -  possède 

o u  non d e s  i déaux  d r o i t s  e t  e n  c o n s t r u i r e  un  (quand il en 
e x i s t e ) .  

Remarque : S i  D e s t  un i d é a l  d r o i t ,  en n o t a n t  D = PX* avec P 
p a r t i e  p r é f i x e  de 0, on p e u t  é c r i r e  D d = E + P X *  avec 
E = FG(P ) .  Mais l a  r é c i p r o q u e  e s t  fausse, p l u s  p réc i sémen t  : 
R E Rat(X-1 e t  Rd de l a  forme E + PX* avec P p r é f i x e  e t  
E = FG(P) n ' i m p l i q u e n t  pas que C R I -  possède un  i d é a l  d r o i t  . E t  
ce même s i  Rn a p p a r t i e n t  a DRat(XR). 



Exemple  17. R = ab+bX* 
On a  Rn E DRat (Xm)  c a r  l ' a u t o m a t e  s u i v a n t  r e c o n n a i t  Rn. 

Rd = ( a b ) +  + ( ab>*bX*  = R+ l l l l ~  
L e  p l u s  g r a n d  i d é a l  d r o i t  i n c l u s  dans Rd e s t  (ab)*bX* .  
I L  n ' a p p a r t i e n t  p a s  a C R l n ,  c a r  ( a b l a  tE ( ( a b ) * b X * I n  e t  

@ 
donc, d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  p r é c é d e n t ,  CR3a n e  c o n t i e n t  p a s  
d ' i d é a u x  d r o i  ts.m 



CHAPITRE VIX1 

LA FAMILLE CR3a QUAND R EST UN LANGAGE LOCAL 



INTRODUCTION 

Dans c e  c h a p i t r e ,  n o u s  r e g a r d o n s  l e  c a s  ou R e s t  u n  l a n g a g e  
l o c a l  a u  s e n s  d '  E i  l e n b e r g  C63. 

D é f i n i t i o n  : Un langage l o c a l  e s t  u n  l a n g a g e  L de l a  f o r m e  : 
( A X *  n X*B)\X*CXS o u  : A,B = X e t  C = X'. 

N o t o n s  q u e  t o u t  l a n g a g e  l o c a l  e s t  r a t i o n n e l .  

Dans l a  p a r t i e  A n o u s  v e r r o n s  que, s i  L e s t  u n  l a n g a g e  
l o c a l ,  a l o r s  CL3n admet  t o u j o u r s  u n  p l u s  g r a n d  é lémen t ,  m a i s  
p a s  t o u j o u r s  d 'O-base.  D ' a u t r e  p a r t ,  R é t a n t  u n  l a n g a g e  
r a t i o n n e l ,  s ' i l  s u f f i t  q u e  CR3n p o s s è d e  u n  l a n g a g e  l o c a l  p o u r  
q u e  R" s o i t  a u s s i  u n  l a n g a g e  l o c a l ,  c e t t e  c o n d i t i o n  n ' e s t  
c e p e n d a n t  p a s  n é c e s s a i r e .  

Dans l a  p a r t i e  B, p o u r  l ' é t u d e  d e s  min imaux,  n o u s  
s u p p o s e r o n s  s e u l e m e n t  p o u r  commencer que  Rc e s t  u n  l a n g a g e  
l o c a l .  Dans c e  cas, t o u t  g é n é r a t e u r  c o n t i e n t  u n  g é n é r a t e u r  R- 
m i n i m a l ,  e t  Rn e s t  u n e  a d h é r e n c e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  R c o n t i e n t  
u n  g é n é r a t e u r  f i n i .  Avec l ' h y p o t h è s e  "L e s t  un l a n g a g e  l o c a l " ,  
C L l n  p o s s è d e  a l o r s  u n  u n i q u e  g é n é r a t e u r  fg-min imum. 
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T o u t  d ' a b o r d ,  n o t o n s  q u ' é t a n t  d o n n é  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, 
il n ' y  a  p a s  d e  p r o b l è m e  p o u r  d é c i d e r  s i  C R I *  c o n t i e n t  o u  n o n  
u n  l a n g a g e  l o c a l ,  p u i s q u e  l e  n o m b r e  d e  l a n g a g e s  . l o c a u x  d e  X* 
e s t  f i n i  d è s  q u e  X e s t  f i n i .  

Lemme 1, S o i t  L  un l a n g a g e  l o c a l ,  a l o r s  LR E D R A T < X n > r  

PREUVE. 
S o i t  L  = ( A X *  n X*B)\X*CX* o u  : A,B = X e t  C = XZ. 
En n o t a n t  L '  = ( A X *  n X*BA)\X*(C\BA)XY, 
O n  m o n t r e  q u e  : Ln = l i r n  L '  

S o i t  w E Ln, on  p e u t  é c r i r e  : 
W = Ur...un... , a v e c  4 n  A 1, U n  E L  
Y n  A 1, u n  = a n u n '  a v e c  a n  E A 

U n  = ~ n " b n  a v e c  b n  E B 
e t  donc, Y n A 1 : ur...una- E L' 
c e  q u i  p r o u v e  q u e  : w E l i r n  L ' .  

r é c i p r o q u e m e n t ,  s o i t  u E l i r n  L w .  
Il e x i s t e  u n e  s u i t e  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  ( u a )  d e  f a c t e u r s  
g a u c h e s  d e  u avec, Y i A 1, U r  E L '  
d ' o u  : u x  = a u r ' b r a r  a v e c  a,ar E A e t  b r  E B  
donc, Y i A 2 : ( a ~ r ' b r ) - ~ u s  E L '  e t  a u r ' b r  E L+ 
c ' e s t - à - d i r e  : l i r n  L '  = L + l i m  L '  
d 'ou ,  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  11-7 : l i r n  L '  = Ln.. 

O n  p e u t  d é c r i r e  L* comme é t a n t  l ' e n s e m b l e  d e s  0 -mo ts  : - commençant  p a r  u n e  L e t t r e  d e  A - e t  c o n t e n a n t  u n e  i n f i n i t é  de  m o t s  d e  BA - e t  n e  c o n t e n a n t  p a s  d e  m o t s  a p p a r t e n a n t  à C\BA ( e n s e m b l e  q u i  
p e u t  ê t r e  é v e n t u e l l e m e n t  v i d e ) .  

Remarques : - L* n ' e s t  p a s  n é c e s s a i r e m e n t  u n e  a d h é r e n c e .  

E x e m p l e  1. L  = (aX* n X:*b)\X*baX* 
aa*b = L  
e t  donc  : a* E A d h ( L )  
m a i s  an 4 La.. 

- Ln n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  é g a l  à l i r n  L+. 

E x e m p l e  1 ( r e p r i s e ) .  L  = (aXX n X*b)\X*baXW 
ab+ e L  
d o n c  ab* E l i m  L  
m a i s  ab* tt Ln.. 



Propos i t ion  1, S o i t  L un Langage Local, a l o r s  L= e s t  un Langage 

l o c a l  qui  e s t  Cgal 9 CAX* n X*(F+B>3\X*(C\BA)X* ou F e s t  La 
p l u s  grande p a r t i e  de X\B t e l l e  que FA n C = 6, 

PREUVE. 
N o t o n s  F  l a  p l u s  g r a n d e  p a r t i e  de  X \B  t e l l e  q u e  : 
F A  n C = 0. 
M o n t r o n s  que : Le = C A X *  n X" (F+B) I \Xs(C\BA)X* .  
En e f f e t ,  comme Le = L*FG(L), o n  o b t i e n t  f a c i l e m e n t  q u e  : 
L" = L' + L*C(AXZ* n X ' * F ) \ X * C X * I  
On c o n s t a t e  a l o r s  q u e  : 
L+ + LM'C(AX* ~ ' x ' * F ) \ x : * c x * I  = CAX:* n X s ( F + B ) l \ X * ( C \ B A ) X * . i  

Remarques : 
- M a i s  Le n ' a p p a r t i e n t  p a s  t o u j o u r s  a CL3n. 

Exemp le  1 , ( r e p r i s e ) .  L  = (aX* n X*b)\X*baX* 
I c i  F = a  e t  C\BA = 0. 
Donc LC = (aX:* n X*)  
e t  Le n ' a p p a r t i e n t  p a s  à CLIn, e n  e f f e t  : 
a  E Lc, donc  an E ( L e l n  
m a i s  an 4 Ln.i  

- En f a i t  q u a n d  L  e s t  u n  l a n g a g e  l o c a l ,  Le v é r i f i e  La p r o p r i é t é  
s u i v a n t e  : Le = € u  E X+ / uL  = L+3. 

D ' a u t r e  p a r t  s i  R e s t  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  q u e l c o n q u e ,  Re  
p e u t  ê t r e  u n  l a n g a g e  l o c a l  s a n s  que  C R l n  n e  p o s s è d e  u n  l a n g a g e  
l o c a l ,  même s i  Rn a p p a r t i e n t  à DRAT(Xn). 

Exemple  2. R = aX*cX'*\X*ccX*, a v e c  X = a+b+c 
RC = aXW\X*ccX* 
M a i s  C R I -  n e  p o s s é d e  p a s  d e  l a n g a g e  l o c a l ,  e n  e f f e t ,  p o u r  
t r a d u i r e  l e  f a i t  q u e  q u ' i l  y  a  u n e  i n f i n i t é  d e  c  d a n s  t o u t  
mot d e  Rn, c e  l a n g a g e  L o c a l  d e v r a i t  ê t r e  i n c l u s  d a n s  L, o u  
L  = (aX:* n X*c) \X*ccX*  
o r  : ( a c b ) "  E Rn e t  ( a c b I n  4 Ln. i  

Remarque : S i  RC e s t  un l a n g a g e  l o c a l ,  Re = ( A X *  n X*B)\X*CX* 
e t  on  a  f o r c é m e n t  BA n C = 0 ( s i n o n  Re n e  p e u t  p a s  ê t r e  u n  
s e m i - g r o u p e ) .  

Donc "RC e s t  u n  l a n g a g e  l o c a l "  e s t  u n e  h y p o t h è s e  m o i n s  
f o r t e  que " R  e s t  u n  l a n g a g e  l o c a l " .  Dans l a  s u i t e  n o u s  
é n o n c e r o n s  donc  l e s  r é s u l t a t s  s o i t  a v e c  l a  p r e m i è r e  h y p o t h è s e ,  
s o i t  avec  La s e c o n d e  e n  j u s t i f i a n t  p a r  u n  c o n t r e - e x e m p l e  q u e  l a  
p r e m i è r e  n ' e s t  p a s  s u f f i s a n t e .  

Propos i t ion  2, S o i t  L un Langage l o c a l ,  a l o r s  Le e s t  un semi- 

groupe, 



PREUVE. 
O n  r e p r e n d  La n o t a t i o n  F d e  La p r e u v e  p r é c é d e n t e  e t  o n  v a  
m o n t r e r  que  : 
L* = L+ + L + C ( A X *  n X * F ) \ X * ( C \ B A ) X * I  = L(L=)*. 

S i  m E L+C(AX* n X*F)\X*(C\BA)X*J, o n  p e u t  é c r i r e  : 
m = ubav, a v e c  u b  E L+ e t  a v  E ( A X *  n X*F)\X*(C\BA)X* 
d ' o u  : mn = ( u b ) ( a v u b ) *  
O r  : a v u b  E LcL 
donc  : a v u b  E L* 
En c o n s é q u e n c e  : mn E Ln 
d ' o u  : m E Ld 
e t  donc : L+ + L+C(AX* n X*F)\X*(C\BA)X* l  = Ld. 

R é c i p r o q u e m e n t ,  
s i  L d \ ( L +  + L+C(AX* n X*F) \X* (C \BA)X* l )  # 0, 
s o i t  u  E L d \ ( L +  + L+C(AXc* n X*:F) \X*(C\BA)X* l )  
comme u  E LC, o n  a  : u  E (AX:*  n X*F)\X*(C+BA)X* 
donc  : FG(uR) n BA = 0  
c e  q u i  e n t r a f n e  que u  e! Ld ( c a r  t o u t  mot  d e  Ln c o n t i e n t  
u n e  i n f i n i t é  d e  m o t s  d e  BA). 
Donc : Ld = L+ + L+C(AX* n X*F)\XY(C\BA)X*3.  

A p a r t i r  d e  la,  il e s t  a l o r s  f a c i l e  de  v é r i f i e r  q u e  
Ld = L ( L C ) *  e t  que  Ld e s t  u n  semi-groupe.. 

Remarques : - M a i s  Ld n ' e s t  p a s  t o u j o u r s  u n  l a n g a g e  l o c a l .  

E x e m p l e  1 ( r e p r i s e ) .  L  = (aX* n Xxb)\X*baX* 
L+ = n x*b 
L d  = X:* n X*b + ( a  )(* n X*b ) ( a  X* n X*a ) 

= aX* n X:*b + aX*bX*a 
= aX*bX:* 

E t  donc Ld n ' e s t  p a s  u n  l a n g a g e  loca l . .  

- I c i  l ' h y p o t h è s e  "Re e s t  u n  l a n g a g e  L o c a l "  e s t  i n s u f f i s a n t e  
comme l e  m o n t r e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t .  

E x e m p l e  3. R = X*(aa+bb)Xx 
R" = X+ 
O r  : a  E Rd, b  E Rdr  
M a i s  : ab e Rd, c a r  ( a b l n  e R n . i  

C o r o l l a i r e  1, S o i t  L un langage l o c a l ,  a l o r s  CL3a admet un p l u s  

grand élément q u i  e s t  é g a l  a L(Le>*. 

PREUVE. 
Ln é t a n t  d é t e r m i n i s t e  e t  Ld é t a n t  u n  semi -groupe,  o n  s a i t  
( d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  111.7) q u e  Ld e s t  l e  p l u s  g r a n d  
é l é m e n t  de  CL3n.8 



Remarque : L ' e x e m p l e  3  m o n t r e  que L V h y p o t h & s e  "R' e s t  u n  
Langage L o c a l "  e s t  i n s u f f i s a n t e  p o u r  a s s u r e r  l ' e x i s t e n c e  d u  
p l u s  g r a n d  é l é m e n t .  

S i  CL3n p o s s è d e  t o u j o u r s  u n  p l u s  g r a n d  é lémen t ,  e n  r e v a n c h e  
l ' e x e m p l e  s u i v a n t  m o n t r e  que  C L I n  n e  p o s s è d e  p a s  t o u j o u r s  une  
R-base. 

Exemp le  4. L  = (bX* n XWa)\X*abX* = b+a+ 
Le = bX* e t  Ld = bXxaX* 
O r  Prem(Ld)  = b+a+b+, q u i  n ' e s t  p a s  R-m in ima l ,  c a r  : 
L  = P r e m ( L )  e t  L  # Prem(Ld>.8 
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P r o p o s i t i o n  3. S o i t  R un l a n g a g e  r a t i o n n e l ,  S i  R' e s t  un 

l a n g a g e  l o c a l ,  a l o r s  : V G  E CRI-, G\GRe e s t  un g é n é r a t e u r  0- 
m i n i m a l  de R-. 

PREUVE. 
On s a i t  d é j à  ( p r o p o s i t i o n  I V - 3 )  q u e  : 
G '  = G \ G R C  E CR3n. 
I L  r e s t e  a v o i r  q u ' i l  e s t  0 - m i n i m a l .  
S o i t  m u n  mot d e  G ' .  
Comme G '  = Re, o n  p e u t  é c r i r e  : 
m = a u  = vd, a v e c  a  E A, d E F+B, e t  u,v E X* 
Supposons que : mRn c ( G ' \ m ) R n  
S o i t  a l o r s  w E Rn, o n  p e u t  é c r i r e  : 
m w  = m ' w '  avec  m '  E G ' \ m  e t  w '  E Rn 
O U  b i e n  m '  < m, e t  a l o r s ,  comme w '  E AXn, o n  a  : 
m ' - l m  E C A X *  n X*(F+B)3\X*(C\BA)XY 
c e  q u i  c o n t r e d i t  : m E G '  
o u  b i e n  m < m', e t  a l o r s  d e  f a c o n  a n a l o g u e  o n  a  : 
m - l m r  E R" 
donc : mRn + ( G ' \ m ) R R  
c ' e s t - à - d i r e  G '  e s t  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  d e  CR3n.8 

Exemple  4  ( r e p r i s e ) .  L  = (bX* n XWa>\X*abX* = b+a+ 
Nous a v o n s  v u  q u e  P r e m ( L C )  n ' é t a i t  p a s  R-m in ima l ,  
e n  r e v a n c h e  Ld\LdLc = b+a+ e s t  b i e n  Q-min imal .8  

Donc i c i ,  n o u s  a v o n s  une  r é p o n s e  p o s i t i v e  8 Q2, en e f f e t  : 
s i  R" e s t  u n  l a n g a g e  l o c a l ,  a l o r s  t o u t  g é n é r a t e u r  ( r e s p .  t o u t  
g é n é r a t e u r  r a t i o n n e l )  c o n t i e n t  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  ( r e s p .  
u n  g é n é r a t e u r  r a t i o n n e l  c o n s t r u c t i b l e ) .  



O n  d é d u i t  é g a l e m e n t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  3 q u e  : 

P r o p o s i t i o n  4. S o i t  L un langage l o c a l ,  CLla posséde une Q-base 

s i  e t  seulement s i  L' E CLla, 

PREUVE. . S i  L" E CLln, Le e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  CL3n 
e t  donc  P r e m ( L c )  e s t  u n  g é n é r a t e u r  R - m i n i m a l  d e  CL3n. 
Il s ' e n s u i t  q u e  P r e m ( L c )  e s t  R-base de  CL3n. 

. I L  r e s t e  à m o n t r e r  q u e  CL3n a  u n e  Q-base e n t r a î n e  q u e  
L" E CLIn.  
Comme Ld e s t  l e  p l u s  g r a n d  é l é m e n t  d e  C L I n  ( c o r o l l a i r e  11, 
1 'R-base de  CL3a e s t  Prem(Ld) .  
Supposons  q u e  Ld # Le, a l o r s  : 3 u  E L= \Ld  
On a  : u  e X*BAx*. 
S o i t  a l o r s  v  E Prem(L1, 
o n  a  : v  t l  X*BAX* 
E t  d ' a p r è s  l ' é g a l i t é  Ld = L+ + L+C(AX* n X*F)\X*(C\BA)XD3, 
o n  o b t i e n t  : v u  E Prem(Ld)  
O r  : v u  E LdLe 
d ' o u  : L* \LdLc = Prem(Ld)  e t  Ld \LdLc # P rem(Ld)  
Comme Ld\LdLe E CLIn, c e c i  m o n t r e  q u e  : Prem(Ld)  n ' e s t  p a s  
R-m in ima l ,  c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que P rem(Ld)  e s t  1 'R-  
b a s e  d e  CD3n.i 

Une a u t r e  c o n s é q u e n c e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  3 dans  l e  c a s  o u  L  
e s t  u n  l a n g a g e  l o c a l  c o n c e r n e  l e s  é l é m e n t s  fg -m in imums de  CL3n. 

P r o p o s i t i o n  5, S o i t  L un langage l o c a l ,  tL3a possède un unique 

génera teur  fg-minimum. 

PREUVE. 
N o t o n s  Ld = P  
On s a i t  q u e  Pt ( d é f i n i  e n  I V - B I  e s t  i n c l u s  d a n s  P\PLc e t  
q u e  Pt E CLIn.  
Comme P\PLe e s t  R - m i n i m a l  de  CLIn, o n  en  d é d u i t  q u e  : 
Pt = P\PL" 
e t  d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  I V - 1 ,  Pt e s t  a l o r s  g é n é r a t e u r  f g -  
m in imum de  CL3n. 
Il r e s t e  à p r o u v e r  l ' u n i c i t é .  
S o i t  G E CLIn, a v e c  G # Pt 
Comme G Pt, 3 g  E G a v e c  g  6 Pt 
d o n c  o n  p e u t  é c r i r e  : g  = UV a v e c  u E Pt e t  v  E Lc 
d ' o u  g  e FG(Pt) e n  e f f e t  s i n o n  : 
3 w E X* / gw E Lc, i .e .  gw & Pt. 
Donc a u c u n  a u t r e  g é n e r a t e u r  q u e  Pt n ' e s t  f g -m in imum d a n s  
CL3n . i  



Remarque : I c i  e n c o r e  l ' h y p o t h è s e  "Rc e s t  u n  l a n g a g e  L o c a l "  e s t  
i n s u f f i s a n t e .  

Exemp le  3 ( r e p r i s e ) ,  R = X*(aa+bb)Xx 
Nous a v o n s  d é j à  v u  ( c f .  e x e m p l e  I V - 8 )  q u e  f R 3 n  n e  p o s s é d a i t  
p a s  d e  g é n é r a t e u r s  f g - m i n i m u m s , i  

P r o v o s i t i o n  6 ,  S o i t  R un langage r a t i o n n e l ,  S I  R' e s t  un 

langage l o c a l ,  RQ e s t  une adhérence s i  e t  seulement s i  R \ R R C  
e s t  f i n i ,  

PREUVE. 
S i  R '  = R \ R R C  e s t  f i n i ,  a l o r s  ( d ' a p r é s  l a  p r o p o s i t i o n  3 )  : 
Rn e s t  f i n i m e n t  e n g e n d r é  e t  e s t  d o n c  une  a d h é r e n c e .  

R é c i p r o q u e  : 
S a c h a n t  que : Adh(R) = Rn, 
E t  q u e  : R '  = R, 
On d é d u i t  : Adh(R1)  = Rn = R V n ,  
Supposons  que R '  s o i t  i n f i n i ,  3.e. : Adh(R1)  # 0. 
S o i t  u  E Adh(R1), o n  a  : u  E R ' "  
D ' O U  : w = u r u + u 1  a v e c  U r , ~ t  E R '  e t  U '  E R I R .  
O r  : 3 x  E X *  / UIU=X E R '  ( c a r  u  E A d h ( R 1 ) )  
Comme : u z  E Rc e t  u l u o x  E Rc 
On a  : unx  E RC ( c a r  Rc e s t  u n  l a n g a g e  l o c a l ) ,  
Ce q u i  e s t  i n c o m p a t i b l e  a v e c  : u r u n x  E R '  e t  U r  E R l . 8  

Remarque : Comme n o u s  l ' a v o n s  v u  d a n s  l a  p a r t i e  V-A, d a n s  l e  
c a s  g é n é r a l ,  Rn p e u t  ê t r e  u n e  a d h e r e n c e  s a n s  q u e  R n e  c o n t i e n n e  
d e  g é n é r a t e u r  f i n i .  

En revanche ,  s i  L  e s t  u n  Langage l o c a l ,  o n  a: 

P r o v o s i t i o n  7 ,  S o i t  L un langage l o c a l ,  Lm e s t  une adhérence s i  

e t  seulement s i  Prea(L> e s t  f i n i ,  

PREUVE. 
A n a l o g u e  a l a  p r é c é d e n t e  e n  r e m p l a ç a n t  RC p a r  L+.8 

Exemp le  5 .  L  = aX*b \ X*(aa+bb)Xx = ( a b ) +  
Ln = ( a b l n  e s t  u n e  a d h é r e n c e  e t  L \ L L +  = ab.8 

De l a  p r o p o s i t i o n  6 e t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  IV.3, o n  d é d u i t  
i m m é d i a t e m e n t :  

C o r o l l a i r e  4 ,  S o i t  R E Rat<X+), s i  R' e s t  un langage Local  e t  

RQ une adherence, a l o r s  t o u t  générateur  c o n t i e n t  un générateur  
f i n i  , 
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INTRODUCTION 

Ce d e r n i e r  c h a p i t r e  e s t  u n e  " e s c a p a d e "  d a n s  l ' e n s e m b l e  d e s  
m o t s  b i - i n f i n i s  C23 q u i  e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  s u i t e s  d e  Z d a n s  u n  
a l p h a b e t  X q u o t i e n t é  p a r  La r e l a t i o n  d ' é q u i v a l e n c e  " ê t r e  é g a l  a 
u n e  t r a n s l a t i o n  p r & s W .  Nous amorçons  u n e  é t u d e  d e  La f a m i l l e  
aCR3a d e s  g é n é r a t e u r s  d e  l a  p u i s s a n c e  b i - i n f i n i e ,  mRn, d i  u n  
Langage  r a t i o n n e l  R. 

A p r è s  u n  r a p p e l  d e  d é f i n i t i o n s  ( p a r t i e  A ) ,  n o u s  r e g a r d o n s  
d a n s  l a  p a r t i e  B l a  n o t i o n  d e  b i l i m i t e  d ' u n  l a n g a g e  C23. Nous 
d o n n o n s  p o u r  c e s  b i l i m i t e s  d e s  r é s u l t a t s  a n a l o g u e s  aux  
r é s u l t a t s  s u r  l e s  l i m i t e s  r a p p e l é s  d a n s  l e  c h a p i t r e  1 : 
c a r a c t é r i s a t i o n  d e  " l a  b i l i m i t e  d ' u n  l a n g a g e  e s t  v i d e " ,  
e x p r e s s i o n  d e  l a  b i l i m i t e  d ' u n  monoïde.  

Dans l a  p a r t i e  C n o u s  r a p p e l o n s  C21 La d é f i n i t i o n  d e  t a  
l i m i t e  a g a u c h e  d ' u n  Langage d e  Xe, p u i s  n o u s  m o n t r o n s  que  p o u r  
t o u t  l a n g a g e  r a t i o n n e l  d e  Xx, sa  b i l i m i t e  e s t  l a  l i m i t e  à 
g a u c h e  d e  sa  l i m i t e  ( à  d r o i t e ) ,  m a i s  q u e  c e  n ' e s t  p l u s  v r a i  s i  
l e  l a n g a g e  n ' e s t  p a s  r a t i o n n e l .  

De même que  l ' o n  p e u t  d é f i n i r  l ' a d h é r e n c e  a p a r t i r  d e  l a  
l i m i t e ,  o n  d é f i n i t  l a  b i a d h é r e n c e  C71 a p a r t i r  de  l a  b i l i m i t e .  1 

Dans l a  p a r t i e  D n o u s  d o n n o n s  u n e  e x p r e s s i o n  de  l a  b i a d h é r e n c e  
d ' u n  m o n o ï d e  e t  p r o u v o n s  q u e  "Ra e s t  u n e  b i a d h é r e n c e  s i  e t  
s e u l e m e n t  s i  il e s t  l a  b i a d h é r e n c e  d e  R*. 

Nous e n  a r r i v o n s  d a n s  l e s  p a r t i e s  E e t  F a u  s u j e t  q u i  n o u s  
p r é o c c u p e  : l ' é t u d e  d e  l a  f a m i l l e  nCR3a d e s  g é n é r a t e u r s  de  aRa. 
A p r è s  a v o i r  c o n s t a t é  q u ' i l  n ' y  a  p a s  de  r e l a t i o n  d ' i n c l u s i o n  
e n t r e  CR3n e t  n C R l a ,  n o u s  p a s s o n s  à l ' é t u d e  d e s  maximaux de  
aCR3a q u i  n e  p o s e r a  p a s  d e  p r o b l é m e s .  M a i s  n o u s  r e s t o n s  d a n s  l a  
p a r t i e  F s u r  u n e  q u e s t i o n  o u v e r t e  : comment d é c i d e r  s i  a C R l n  
c o n t i e n t  o u  n o n  u n  l a n g a g e  f i n i  ? Nous v e r r o n s  s e u l e m e n t  q u e  
l ' o n  p e u t  r a m e n e r  c e  p r o b l é m e  a c e t  a u t r e  : comment d é c i d e r  
s ' i l  e x i s t e  o u  n o n  u n  l a n g a g e  f i n i  G t e l  q u e  F(G*) = F(R*) ? 



A. P R E L I M I N A I R E S  i 

Nous r a p p e l o n s  C23 Les d é f i n i t i o n s  s u i v a n t e s  c o n c e r n a n t  l e s  1 
m o t s  b i - i n f i n i s .  

D é f i n i t i o n s  : 

S o i t  X u n  a l p h a b e t ,  u n  mo t  b i - i n f i n i  po in té  e s t  un é l é m e n t  
d e  X', c ' e s t - à - d i r e  u n e  a p p l i c a t i o n  d e  Z d a n s  X. 

Un mo t  b i - i n f i n i  e s t  u n e  c l a s s e  d ' é q u i v a l e n c e  d a n s  l ' e n s e m b l e  
X Z  p o u r  l a  r e l a t i o n  - d é f i n i e  p a r  : 

u - v  <=> 3 p €  Z , 4 n ~  Z, u ( n + p )  = v ( p )  

En d ' a u t r e s  te rmes,  deux  m o t s  b i - i n f i n i s  p o i n t é s  s o n t  
é q u i v a l e n t s  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  o n  p a s s e  de  l ' u n  a  L ' a u t r e  p a r  
u n e  t r a n s l a t i o n  d e  l ' o r i g i n e .  

L ' e n s e m b l e  q u o t i e n t  X Z / -  s e r a  n o t é  "Xn e t  e s t  donc  l 'ensemble 
des mots b i - i n f i n i s  é c r i t s  sur  X ,  Un mot  b i - i n f i n i  s e r a  s o u v e n t  
i d e n t i f i é  a  l ' u n  d e  s e s  r e p r é s e n t a n t s .  

Remarque : C o n t r a i r e m e n t  aux  m o t s  i n f i n i s  ( a  d r o i t e ) ,  p o u r  
l e s q u e l s  o n  a  : 

4  u,v E Xn, FG(u) = FG(v)  => u  = v, 
i c i  : 

u,v E -Xn e t  F ( u )  = F ( v )  #> u = v  

E x e m p l e  1. S u r  l ' a l p h a b e t  a+b, o n  p e u t  c o n s t r u i r e  u n  mot  i n f i n i  
w t e l  que  F ( w )  = (a+b)* .  L e s  deux  m o t s  b i - i n f i n i s  s2au e t  Rbw 
o n t  a l o r s  l e  même e n s e m b l e  d e  f a c t e u r s  ( a + b I Y  e t  s o n t  
d i s t i n c t s .  

D é f i n i t i o n s  : 

Un a u t o m a t e  A e s t  u n  q u i n t u p l e t  (X,Q,I,T,G) o u  : 
X e s t  u n  a l p h a b e t  
Q e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  é t a t s  
1 e t  T s o n t  deux  p a r t i e s  d e  Q 
8 e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  t r a n s i t i o n s  d e  A. 

Un mot b i - i n f i n i  u es t  reconnu par  A s i  e t  s e u l e m e n t  s i  il 
e x i s t e  u n  r e p r é s e n t a n t  d e  w, ... x- ixox i . . .  e t  une  s u i t e  d ' é t a t s  
(qn) ,  n E  Z, t e l s  q u e  : 

V n E Z, qm+s E S(qn,Xn) 
c a r d ( € n  L O / q n  E 1)) e t  c a r d ( € n  A O 1 qm E 1)) s o n t  
i n f i n i s .  

D é f i n i t i o n s  : 

Un l a n g a g e  d e  m o t s  b i - i n f i n i s  L  e s t  r a t i o n n e l  s i  e t  s e u l e m e n t  
s i  il e x i s t e  u n  a u t o m a t e  A d o n t  l ' e n s e m b l e  des  m o t s  r e c o n n u s  
e s t  1. 



On n o t e r a  Rat<QXQ> L ' e n s e m b l e  d e s  l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  d e  m o t s  
b i - i n f i n i s  s u r  X. 

On v a  m a i n t e n a n t  d é f i n i r  La p u i s s a n c e  b i - i n f i n i e  d ' u n  
l angage .  

D é f i n i t i o n  : S o i t  R c X+. On n o t e  : 

= CU E *XQ / Y = ,,,U-n,,,Uo,,,Un.,, OÙ V n E 2 ,  Un E R). 

B. B I L I M I T E  D'UN LANGAGE DE X* 

Nous a l l o n s  v o i  r comme d e u x i è m e  o p é r a t i o n  p e r m e t t a n t  
d ' a s s o c i e r  a u n  l a n g a g e  de m o t s  un  l a n g a g e  d e  m o t s  b i - i n f i n i s ,  
l a  b i l i m i t e  C21. 

D é f i n i t i o n  : 

<-> 
S o i t  A u n  l a n g a g e  de X*. La  b i l i m i t e  d e  A, n o t é e  A, e s t  l ' e n -  
s e m b l e  d e s  m o t s  b i - i n f i n i s  w t e l s  que : 
s i  ... X-ZX-XXOXIXI... e s t  un r e p r é s e n t a n t  d e  u, il e x i s t e  u n e  
s u i t e  d é c r o i s s a n t e  ( m k l  d ' e n t i e r s  de Z- e t  u n e  s u i t e  c r o i s s a n t e  
( n k l  d ' e n t i e r s  d e  Z+ t e l l e s  q u e  : 

v k O, Xmk...x"k E A. 

Remarque : Il n e  s u f f i t  p a s  que  u  a i t  u n e  i n f i n i t é  d e  f a c t e u r s  
<-> 

d a n s  A p o u r  que w E A. 

Exemp le  2. A = ( b a l *  
<-> 

u = " ( b a l b n  t€ A, 
e t  p o u r t a n t  ( b a l *  e s t  i n f i n i  e t  e s t  i n c l u s  d a n s  F ( u l . i  

r 

Commençons p a r  d e u x  lemmes c o n c e r n a n t  l e  c a l c u l  d e s  
b i l i m i t e s .  L e  p r e m i e r  e s t  i m m é d i a t .  

Lemme 1, S o i e n t  A  e t  B  d e u x  l a n g a g e s  d e  X*, A l o r s  : 

Lemme 2, S o i e n t  A  e t  B  d e u x  l a n g a g e s  d e  X*, A l o r s  : 

<--> <- -> <-> <-> 
AB c A,B + A  + B. 

De p lus ,  s i  r E A e t  r E B, i l  y a  é g a l i t é ,  



PREUVE. 
<--> 

S o i t  Y E AB, n o t o n s  w = ... x-o~...xo...xr... 
11 e x i s t e  u n e  s u i t e  ( m r )  s t r i c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s  
d e  Z- e t  u n e  s u i t e  ( n k )  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s  d e  
Z+ t e l l e s  q u e  : 
4  k  A O, xmr...Xnk E  AB 
i.e. 4  k  A 0, 3 l k  a v e c  m r  L l k  L nr, t e l  q u e  : 
X - . . . X X ~  E  A e t  xrk+i...xnk E  B  

<--> <-> <-> 
Supposons  q u e  w E AB \ LA + B I .  
O n  a  a l o r s  : 
3 n ~ Z I V k a 0 ,  l k ~ n  
e t 3 m ~ Z / 4 k ~ O , m ~ l k  
On e n  d é d u i t  q u e  : 
4 k h 0 ,  m r l r ~ n  
e t  d o n c  il e x i s t e  1, a v e c  m L 1 L n, t e l  que, p o u r  une  
i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  K : 
X m r . .  . X a  E A e t  X i + s . .  . X n k  E  B  

<- -> 
c e  q u i  e n t r a i n e  q u e  : u E A.B 

<--> <-> C-> <- -> 
Donc : AB = A + B  + A.B 

S i  e E A e t  e E B, o n  a  d e  p l u s  : 
<-> <--> 

A c AB e t  donc  A = AB 
C-> <--> 

B  = AB e t  donc  B  c AB 
<--> <- -> 

Comme A.B e s t  t o u j o u r s  i n c l u s  d a n s  AB, o n  a  f i n a l e m e n t  : 

Remarques : - L ' i n c l u s i o n  p e u t  ê t r e  s t r i c t e  s i  e é A o u  r é B. 

E x e m p l e  3. A = a+ e t  B  = b+ 
<--> 

On a  AB = "a.bn, q u i  e s t  d i f f é r e n t  d e  : 
*a.bn + nan + "bn.m 

- M a i s  il p e u t  y a v o i r  é g a l i t é  a v e c  r é A o u  c é B. 

E x e m p l e  4. A = B  = a+ 
<--> <- -, <-> <-> 

AB = -an = A.B + A + B  .m 

Dans L23, D. B e a u q u i e r  donne  u n e  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  
<-> 

p o u r  que, é t a n t  d o n n é  R E Rat (X* ) ,  R = 0. Nous v o y o n s  i c i  d e u x  
<-> 

c a r a c t é r i s a t i o n s  de : R = 0. 



P r o ~ o s l t i o n  1. So i t  R E RatCX*), a l o r s  l e s  proposi t ions 

suivantes sont Cquivalentes : 
<-> 

(1 )  R = a 
C i i )  R es t  une union f i n i e  de langages ra t ionne ls  prCf ixes  ou 
s u f f  ixes. 
C i i l )  V u  E Xx, Vx,y E X*, x*uy' 4 R 

PREUVE. 
C i )  => (11) 
S o i t  M = (X,Q,(qo),T,&) un automate d é t e r m i n i s t e  q u i  
r e c o n n a t t  R, i.e. T(M) = R. 
Comme T ( M )  = U T ( M t ) ,  ou Ma= (X,Q,(q03,it),S), 

t.tT 

il s u f f i t  de dCmontrer  ( f i )  p o u r  l e s  langages T ( M t ) .  
Notons L  = T ( M t ) ,  nous a l l o n s  v o i r  que, s i  L  n ' e s t  pas 
p r é f i x e ,  a l o r s  L  e s t  u n i o n  f i n i e  de s u f f i x e s  r a t i o n n e l s .  
Supposons donc L  non p r C f i x e .  
D ' a p r t s  l ' a u t o m a t e  d é t e r m i n i s t e  M t  q u i  r e c o n n a t t  L, on p e u t  
é c r i r e  : 
L = LA*, avec A # 8 e t  A* e s t  l e  langage reconnu p a r  
l ' a u t o m a t e  (X,Q,€t),(t),8). 
S o i t  a l o r s  Lm l e  langage m i r o i r  de L, on a  : 
L" = (Am)* Lill 

F a i t  : LR e s t  une union f i n i e  de langages ra t ionne ls  

p r 6 f  ixes. 

PREUVE DU FAIT .  
On p e u t  décomposer Lm en une u n i o n  f i n i e  de langages 
r a t i o n n e l s  reconnus p a r  un 
é t a t  t e r m i n a l .  
S o i t  L i  un de ces langages 
S i  L S  n ' e s t  pas p r é f i x e ,  O 
L i  = LiB*, avec B # 8 
d ' o ù  : L i R  = (BR)* Lam 
Comme L i R  c L, on a a l o r s  

<-w 
O r  A e t  B C t a n t  non vides, L  e s t  a l o r s  non v i d e  
Donc L S  e s f  p r e t t x e . ~  

Il s ' e n s u i t  que L  e s t  une u n i o n  f i n i e  de s u f f i x e s  
r a t i o n n e l s  e t  donc (1) => (il). 

<il> => c t >  
DtaprCs l e  lemme 1, i 1 s u f f i t  de m o n t r e r  que : 

<-a 
s i  R e s t  p r é f i x e  ou  s u f f i x e  r a t i o n n e l ,  a1ors .R = 
D ' a u t r e  p a r t ,  comme : - R s u f f i x e  C q u i v a u t  & RR p r G f  i x e  
<-• <-w - R = Gqu ivau t  & RR = 0, 
Il s u f f i t  de p r o u v e r  l ' i m p l i c a t i o ~  p o u r  R p r b f i x a .  



<-> 
F a i t  : S i  R es t  un langage r a t i o n n e l  p r t f i x e ,  a l o r s  R = 0 

PREUVE DU FAIT. 
Ce r é s u l t a t  e s t  p r o u v é  d a n s  f23, n o u s  d o n n o n s  i c i  u n e  a u t r e  
p r e u v e .  

C-> 

S i  R # 0, a l o r s  il e x i s t e  u n e  s u i t e  ( u n )  d e  m o t s  d e  R 
a v e c  
4 n r O, Un+r  = anun$n, OU a n  # r e t  $ n  f r. 

S o i t  -R l a  c o n g r u e n c e  s y n t a x i q u e  a s s o c i é e  à R. Comme e l l e  
e s t  d ' i n d e x  f i n i  : 
3 i C j, a v e c  u + $ r .  ..BI R u ~ $ l . . . $ j  
e t  donc  : u t  R u t $ t . . . $ j  
Comme U t  E R, o n  a  : u t B r .  . .$j  E R, c e  q u i  c o n t r e d i t  l e  
f a i t  q u e  R e s t  p r é f i x e . .  

On a  d o n c  (ii) => (i) 

Il e s t  i m m é d i a t ,  même s i  R é Rat (X* ) ,  q u e  : 
n o n ( i i i 1  => n o n ( i )  

11 r e s t e  donc  a  m o n t r e r  q u e  n o n ( i )  => n o n ( i i i 1 .  
P o u r  c e l a ,  r e p r e n o n s  une  s u i t e  ( u n )  d e  m o t s  de  R a v e c  : 
U n + r  = anun$n, OU a n  # t e t  $ n  # o 
3 i < j a v e c  u t  -R u j  
N o t o n s  u j  = u u t v  
O n a : u # r e t v # e  
e t  : Y n  0, ünu tvn  E R 
d ' o ù  l ' e x i s t e n c e  d e  m, x e t  y  t e l s  q u e  : 
x  # c, y  # t e t  xamy* = R ( c e c i  c a r  R e s t  r a t i o n n e l ) . .  

Remarque : Ces é q u i v a l e n c e s  s o n t  f a u s s e s  s i  R é RatcX*) .  E n  
e f f e t ,  s i  u n  l a n g a g e  p r é f i x e  (même n o n  r a t i o n n e l )  a  t o u j o u r s  
u n e  l i m i t e  ( a  d r o i t e )  v i d e ,  s a  b i l i m i t e  p e u t  ê t r e  n o n  v i d e .  

E x e m p l e  5. R = (anban, n  r 0) 
C-> 

R = *aban, e t  c e p e n d a n t  R e s t  p r é f i x e . .  

De p l u s  c e t  e x e m p l e  m o n t r e  q u e  l ' o n  p e u t  a v o i r  . n o n ( i  e t  
(iii). 

O n  a  v u  p o u r  l a  l i m i t e  à d r o i t e  d e  L* q u e  : 
-> -> 
L* = L" L + L". 

P o u r  l a  b i l i m i t e  d ' u n  monoïde,  Le r é s u l t a t  s ' & n o n c e  comme 
s u i t :  

Proposi t ion  2 .  So i t  L un langage de XX- 

<--> <- -> <-> 
L* = L I  L*+ L 

C- -> 4- -> <-> 

= *Lm + LIL*  + "LIL  + LlLXIL + L 



- ..-- - - - 
< -  C-> 

S o i t  w E L* \ L  
E n n o t a n t  w = ... X-iç...xo...xr..., il e x i s t e  u n e  s u i t e  
( m k )  s t r i c t e m e n t  d é c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s  d e  Z- e t  u n e  s u i t e  
( n r )  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s  d e  Z+ t e l l e  q u e  : 
V k  r O, X - r . . . X n r  E L* 

<-> 
o r  w é L, d o n c  : 
3 no / 4 m,n > no, x-~...x- 4 L  
P r e n o n s  k o  t e l  que  : 4 k  r ko, - m k  > no e t  nk > no 
On o b t i e n t  a l o r s  : 
4 k  r ko, 3 j t e l  q u e  : -no L j L no 

e t  xmk...xS E L+ 
e t  X j + s . . . X n r  E Le 

P a r  conséquen t ,  il e x i s t e  5 0  E 1-no,nol t e l  que, p o u r  u n e  
i n f i n i t é  de  k, xmr...xdo e L+ e t  X S O + ~ . . . X ~ ~  E L+. 

C- -> 
Ce q u i  e n t r a î n e  q u e  : w E L*.LY 

- -  C- - <-> 
donc : L:* = L*.L* + L  
L ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  é t a n t  i m m é d i a t e ,  o n  a l ' é g a l i t é .  

M a i n t e n a n t ,  s a c h a n t  q u e  : 
-> -> 
L* = L" L  + L n  
<- C- 

L* = L.L* + n L  
"L.L" c "LR 
o n  o b t i e n t  : 
C--> C- -> C- -> C-> 

L* = "L" + L.Ln + "L.L + L.LY.L + L  
L ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  é t a n t  i m m é d i a t e ,  o n  a 1 ' é g a l i t é . i  

C. L I M I T E  A  GAUCHE <RESP, A  DROITE) D'UN LANGAGE DE Xm 

Un mot  b i - i n f i n i  p e u t  a u s s i  ê t r e  c o n s i d é r é  comme l a  l i m i t e  
a d r o i t e  ( r e s p .  a g a u c h e )  d ' u n e  s u i t e  de  m o t s  i n f i n i s  a g a u c h e  
( r e s p .  à d r o i t e ) .  

D é f i n i t i o n  : 

c -n 

S o i t  L  u n  l a n g a g e  de  Xn. L a  L i m i t e  8 g a u c h e  de L, n o t é e  L, e s t  
l ' e n s e m b l e  d e s  m o t s  b i - i n f i n i s  w t e l s  q u e  : 

S i  ... X - Z X - ~ X O X S X Z . . .  e s t  u n  r e p r é s e n t a n t  d e  w, il e x i s t e  
une i n f i n i t é  d ' e n t i e r s  m d e  Z- t e l s  q u e  X R X ~ + ~ . . .  E L. 

Remarque : Il n e  s u f f i t  p a s  q u e  w a i t  u n e  i n f i n i t é  d e  f a c t e u r s  
c -n 

d r o i t s  d a n s  L  p o u r  que w E L. 



E x e m p l e  6. L = b ( a + b I C )  
< -C) 

L = C) (ba* ) (a+b )m 
c-n 

O r  w = C)a(ba)(ba")(ba3)... 6! L 
M a i s  w a  u n e  i n f i n i t é  d e  f a c t e u r s  d r o i t s  d a n s  L.8 

On d é f i n i t  de  même l a  l i m i t e  a d r o i t e  d ' u n  l a n g a g e  de  " X .  

Nous a l l o n s  r e l i e r  l e s  n o t i o n s  de  b i l i m i t e s  e t  d e  l i m i t e s  à 
g a u c h e  e t  a d r o i t e .  

P r o p o s i t i o n  3, S o i t  R E Rat<X*>, on a : 

PREUVE. 
On v a  d é j à  m o n t r e r  q u e  : 

41- <-> 
R = R, e t  c e c i  q u e  R s o i t  o u  n o n  r a t i o n n e l .  

%* 
S o i t  w E R, en  n o t a n t  w = ... x-n...xo..,xn..., 
o n  s a i t  q u ' i l  e x i s t e  u n e  s u i t e  d é c r o i s s a n t e  ( m k >  d ' e n t i e r s  
d e  Z- t e l l e  que: 

-> 

Y k a O, Xmk...Xo... E R 
c e  q u i  p e r m e t  de  c o n s t r u i r e  u n e  s u i t e  d e  Z+ (nk)  t e l l e  que :  
Y k a 0 ,  nk > n k - i  e t  xmk...xo...xnk E R 

<-> 
On en  d é d u i t  q u e  : u  E R 

P o u r  l ' i n c l u s i o n  i n v e r s e ,  r e p r e n o n s  u n e  s u i t e  (un) de m o t s  
d e  R a v e c  : U n + r  = anunBn OU a n  # E e t  B n  # e 
e t  s o i t  w l a  b i l i m i t e  d e  ( u n ) .  
R e p r e n o n s  -R l a  c o n g r u e n c e  s y n t a x i q u e  d e  R, o n  a  : 
Y i, 3 j > i t e l  que, p o u r  u n e  i n f i n i t é  d ' i n d i c e s  k > j, o n  
a i t  : 
urBi. . .Bs R uiBr...Bs ... Bk 
c e  q u i  i m p l i q u e  : u s  -m uaBs+r...$k 
O r  comme u s  E R, o n  a  : udBs+r...Bk E R 

-> 

e t  donc  : w d  = u~Ba+a.. .  E R 
Comme c e c i  e s t  v r a i  p o u r  t o u t  i, o n  p e u t  c o n s t r u i r e  u n e  
s u i t e  ( m i )  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  t e l l e  q u e  : 

-> 
Y 5 A 1, umi E R 

Sn 
e t  donc  : w E R.m 



Remarque : Ce r é s u l t a t  e s t  f a u x  s i  R 4 Rat (X* ) .  

Exemp le  5 ( r e p r i s e ) .  R = €anban n 0 3  
<-> 

R = "aban 
-> 
R = 0  ( c a r  R e s t  p r é f i x e )  

c;" 
e t  donc : R = 0.m 

En conséquence,  l a  p r o p o s i t i o n  3 n o u s  p e r m e t  d e  
c a r a c t é r i s e r  l e s  b i l i m i t e s  des  l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  d e  X *  p a r  : 

<-----> a-. t-p <------sa 
7 

P r o p o s i t i o n  4. Ra t<X* )  = Rat (X*> = Ra t<X*>  = D r a t ( X s a >  

0 .  BIAOHERENCE D'UN LANGAGE DE X* 

De même q u e  l ' o n  p e u t  d é f i n i r  l e s  a d h é r e n c e s  comme d e s  
l i m i t e s  d e  f a c t e u r s  gauches, on  p e u t  d é f i n i r  C73 l e s  
b i a d h é r e n c e s  p a r  : 

D é f i n i t i o n  : 

S o i t  L u n  l a n g a g e  de X*, on a p p e l l e  b i a d h e r e n c e  d e  L  l e  sous -  
e n s e m b l e  d e  -XR : 

<--> 

B i a d h ( L 1  = F ( L )  = € w  E "XR / F ( w )  c F ( L ) 3 r  

Nous donnons  q u e l q u e s  p r o p r i é t é s  d e  c a l c u l  d e  c e s  
b i  a d h é r e n c e s .  

D é j à  il e s t  i m m é d i a t  que : B i a d h ( A + B )  = B i a d h ( A 1  + B iadh(B1 ,  
e t  d e  p l u s ,  e n  c o n s é q u e n c e  d i r e c t e  d u  lemme 2, on  a, e n  n o t a n t :  

< --- --- > 

Adhg(A)  = FD(A) e t  Adhd(A1 = F G ( A )  = Adh(A)  

Lemme 3. BiadhCAB)  = B iadhCA)  + B i a d h < B )  + Adhg(A).Adhd(B> 

P o u r  l e s  adhérences ,  nous  a v i o n s  : Adh(L*)  = Ln + L X A d h ( L > .  
I c i ,  on p e u t  é n o n c e r  : 

P r o p o s i t i o n  6 .  

Biadh<L*>=saLC>+Biadh(L)+saLIAdhd<L)+Adhg<L).Lm+Adhg(L).L*.Adhd(L) 



PREUVE. 
<--------- > 

B i a d h ( L * )  = FG(L)L*FD(L)  
<------ ------ > < ----- > <----- > 

= FG(L)LS.L*FD(L) + FG(L)L* L*FD(L)  
c e c i  d ' a p r è s  l e  lemme 1. 

<-----> <---- -> <---> <--a 

FG(L)LC* = FG(L).L* + FG(L)  + L* 
D ' a u t r e  p a r t  : 
-> -> 
L* = L" + L* L  
<-> <- -> <- -> <-> 

L* = "Ln + L.L" + "L.L + L.L* L  + L  
En u t i l i s a n t  l e  f a i t  que, p o u r  t o u t  l a n g a g e  de  X*, ces  
d i f f é r e n t e s  l i m i t e s  s o n t  i n c l u s e s  d a n s  l e s  a d h é r e n c e s  
a s s o c i é e s ,  o n  o b t i e n t  q u e  B i a d h ( L * )  e s t  i n c l u s  d a n s  : 

L ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  é t a n t  i m m é d i a t e ,  o n  a  l e  r é s u 1 t a t . i  

Nous a v o n s  a u s s i  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  s u i v a n t e  d e s  l a n g a g e s  
d e  m o t s  b i - i n f i n i s  q u i  s o n t  d e s  b i a d h é r e n c e s .  

P r o p o s i t i o n  7 ,  M = mXm e s t  u n e  b i a d h é r e n c e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  

M  = B i a d h ( F ( M ) > ,  

PREUVE. 
S o i t  M = *Xn.  
Supposons  q u ' i l  e x i s t e  L  = X* t e l  q u e  : M = B i a d h t L )  
V u E M, F ( u )  = F ( L )  
e t  donc  : F ( M )  = F ( L )  
d ' o u  : B i a d h ( F ( M 1 )  c B i a d h ( F ( L 1 )  
Comme : B i a d h ( F ( L 1 )  = B i a d h ( L )  
O n  a  : B i a d h ( F ( M 1 )  = M. 
L ' i n c l u s i o n  i n v e r s e  é t a n t  t r i v i a l e ,  on  a  1 ' é g a l i t é . m  

Comme F(RL*)  = F(L*),  o n  en  d é d u i t  : 

C o r o l l a i r e  1. -Lm e s t  u n e  b i a d h é r e n c e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  

mLm = B ïadh(L*> ,  

En revanche ,  s i  " -Ln b i a d h é r e n c e "  i m p l i q u e  B i a d h ( L 1  = *Ln, 
c e t t e  d e r n i è r e  c o n d i t i o n  n e  s u f f i t  p a s  à a s s u r e r  q u e  *Ln e s t  
u n e  b i a d h é r e n c e .  



Exemple 9 .  L = a  + c  + b*a*b+ 
B iadh (L>  = *bn + "a" + "barn + *baxb* + "abn 
BiadhCL) u "Ln 
Mais : ban E Adh(L) 
e t  donc : "cba" E "L-Adh(L>, *cban $ *Ln.. 

De mCme qu 'un ensemble f i n i  e s t  c a r a c t é r i s ç  p a r  Le f a i t  que 
son adhérence e s t  vide, on a  en u t i l i s a n t  Le Lemme de Koen ig  
que nous r a p p e l o n s  i c i  : 

Lemme de KUenig : 

S o i t  E  un ensemble, e t  s o i t  (En) une s u i t e  de  p a r t i e s  f i n i e s  de 
E, t e l l e  que U En e s t  i n f i n i e ,  

n(lN 

S o i t  R une r e l a t i o n  s u r  E, t e l l e  que : 
9 n  r 1, V y E En*., 3 x E En avec x R y ,  

Il e x i s t e  a l o r s  une s u i t e  i n f i n i e  (xn)  d 'é léments  de  E  
v é r i f i a n t  : 

. ,  

PREUVE. 
S i  L e s t  f i n i ,  a l o r s  B i a d h ( L 1  = 6. 

Réciproquement , .  s i  L  e s t  i n f i n i ,  on  pose : 1 

4 n ~  1, E ~ = ( w €  X* / IwI = 2") n F(L) 
On a : - 4 n  A 1, E n  e s t  f i n i  e t  n o n  v i d e  - U E n  e s t  i n f i n i  * .  

n(lN 
' I  7 ' . , 

S o i t  F l a  r e l a t i o n  d é f i n i e  p a r  : 
u  F v s r i  il e x i s t e  ut,u" mots non v i d e  t e l s  que % 
U'UU" = V. ib* 

f v é r i f i e  : 
Y n r 1 , 4 y E E n * a , 3 ~ € E n / ~  F y .  -- 
On p e u t  a p p l i q u e r  l e  lemme de Kuen ig  & n o t r e  s u i t e  CE-): 
on o b t i e n t  donc une s u i t e  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  ( x n )  de 
f a c t e u r s  de L  d o n t  l a  b i l i m l t e  a p p a r t i e n t  & Biadh(L1, q u i  
e s t  donc non v ide.= 

De La p r o p o s i t i o n  6 e t  de La p r o p o s i t i o n  8, on d é d u i t  : 

C o r o l l a i r e  2, S o i t  F un langage f in i ,  o n  a  a l o r s  t 
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E l  LA FAMILLE aCRJa - LIENS AVEC CR]" - 
ELEMENTS MAXIMAUX DE uCR3a 

Nous proposons i c i  d ' é t u d i e r  Les g é n é r a t e u r s  d ' u n  langage 
p u i s s a n c e - b i i n f i n i e .  

D é f i n i t i o n  : S o i t  R un langage r a t i o n n e l  de X*. 

aCR3n = CL c X+ / "Ln = "Rn) 

S o r t a n t  de l ' é t u d e  de C R I n ,  une p r e m i è r e  q u e s t i o n  e s t  de 
c h e r c h e r  à comparer C R l n  e t  n C R 3 n .  

P r o p o s i t i o n  9, S o i t  R un  langage r a t i o n n e l  de X*, l e s  f a m i t l e s  

CR3a e t  a t R l n  s o n t  incomparab les .  

PREUVE. - nLn  = " M n  #> ( L n  = M n  ou "L = * M ) .  

Exemple 8. L  = ab e t  M = ba 
nLn  = n ( a b ) n  = n ( b a ) n  = n M n  
mais ( a b l n  # ( b a l n  e t  " (ab )  # n ( b a ) , i  

Exemple 9. L  = a+ab+ba e t  M = a+ (ab lWba  
On a  d é j à  vu que Ln = Mn . 
O r ,  p renons u = n(ab)(ba)n.  
w E nLn mais w 4 -Mn, en e f f e t  : 
une d é c o m p o s i t i o n  de u s u r  M ne p e u t  ê t r e  que du t y p e  
*(balMn 

b  ba ba ba ba 

o r  b b a ( b a l n  4 Mn ( c a r  bb  E F G ( M n ) ) . i  
8 

Remarque : S i  Ln = Mn e t  RL = "L, a l o r s  nLn = "Mn, p u i s q u e  
"Ln = "L.Lm. 

On r e p r e n d  donc l ' é t u d e  des langages p u i s s a n c e - b i i n f i n i e  
d ' u n  langage r a t i o n n e l  en r e p r e n a n t  l e  même plan, mais sans 
p o u v o i r  u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  ob tenus  s u r  C R I -  , 

P r o p o s i t i o n  10, S o i t  L  un langage r a t i o n n e l  de "Xm, on  p e u t  

d é c i d e r  s i  L  e s t  l a  p u i s s a n c e - b i i n f i n i e  d 'un langage de X*, De 
p lus ,  s i  c ' e s t  l e  cas, on  p e u t  en  c o n s t r u i r e  un q u i  e s t  
r a t i o n n e l ,  



PREUVE. 
S o i t  u n  a u t o m a t e  A = (X,Q,I,T,G) e t  l a  c o n g r u e n c e  
t r a n s i t i o n n e l l e  a s s o c i é e  a  l a  r e c o n n a i s s a n c e  p a r  A d e s  m o t s  
b i i n f i n i s ,  n o t é e  -n e t  d é f i n i e  s u r  X* p a r  : 

S(q,u) = S(q,v) 
u  -a v  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  4 q  E Q Sr(q,u) = Ss(q,v) 

Sx(q,u) = Gr(q,v> 

o u  : Sr<q,u> = € q '  E Q / 3 t E T, 3 U~,U= E X* a v e c  
t E S(q,u i )  e t  q '  E S(t,ua) e t  u  = u r u a 3  

e t  o u  : 8x(q,u> = € q '  E Q / 3 i E 1, 3 US,U= E X* a v e c  
i E S(q,ur) e t  q '  E S(i ,ua)  e t  u  = u r u n 3 .  

I L  e s t  c l a i r  q u e  -A e s t  u n e  c o n g r u e n c e  d ' i n d e x  f i n i ,  o u  
t o u t e s  l e s  c l a s s e s  s o n t  d e s  l a n g a g e s  r a t i o n n e l s  
c o n s t r u c t i b l e s .  L a  p r e u v e  d o n n é e  p o u r  l e s  p r o p o s i t i o n s  11-1 
e t  11-2 c o n v i e n t  a l o r s  p o u r  c e t t e  n o u v e l l e  c o n g r u e n c e  
t r a n s i  t i o n n e 1 l e . i  

P o u r  c e  q u i  e s t  d e s  maximaux d e  n C R l n ,  n o u s  a v o n s  d e s  
r é s u l t a t s  a n a l o g u e s  à c e u x  o b t e n u s  p o u r  C R I n ,  c ' e s t - a - d i r e  : 

P r o ~ o s i t i o n  Il, S o i t  R un l a n g a g e  r a t i o n n e l  d e  X*, a f R 3 a  

c o n t i e n t  un n o m b r e  f i n i  n o n  nu l  d e  l a n g a g e s  m a x i m a u x -  - T o u s  c e s  max imaux  s o n t  r a t i o n n e l s  e t  c o n s t r u c t i b l e s .  - T o u t  l a n g a g e  d e  nCR3m e s t  i n c l u s  d a n s  l ' un  d ' e n t r e  e u x -  - On p e u t  d é c i d e r  s ' i l  y a  un p l u s  g r a n d  e l é m e n t  d a n s  aCR3n- 

PREUVE. 
i d e n t i q u e  a  c e l l e  f a i t e  p o u r  l e s  max imaux d e  CR3n.i 

Dans l ' o r d r e  c h r o n o l o g i q u e ,  l e  p r e m i e r  p r o b l è m e  é t u d i é  p o u r  
C R I -  a  é t é  de d é c i d e r  s i  Rn e s t  f i n i m e n t  e n g e n d r é .  C ' e s t  
p o u r q u o i ,  p o u r  n C R I n ,  n o u s  a v o n s  é g a l e m e n t  commencé p a r  c e t t e  
q u e s t i o n  ( q u i  r e s t e r a  i c i  s a n s  r é p o n s e ) .  

F. PROBLEME OUVERT : DECIDER S I  aRn EST FINIMENT ENGENDRE 

D é f i n i t i o n  : "Rn e s t  f i n i m e n t  e n g e n d r é  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  aCR3n 

c o n t i e n t  u n  l a n g a g e  f i n i .  

N o t o n s  t o u t  d ' a b o r d  que  l e  p r o b l è m e  d e  d é c i d e r  s i  "Rn e s t  
f i n i m e n t  e n g e n d r é  n e  s e  ramène p a s  a u  p r o b l è m e  d e  d é c i d e r  s i  Rn 
e s t  f i n i m e n t  e n g e n d r é .  En  e f f e t  d a n s  l ' e x e m p l e  s u i v a n t  nRn s e r a  
f i n i m e n t  engendré ,  m a i s  n i  Rn n i  "R n e  s e r o n t  d e s  a d h é r e n c e s  e t  
d o n c  a  f o r t i o r i  n e  s e r o n t  f i n i m e n t  e n g e n d r é s .  



E x e m p l e  I O .  R = a + a b a  + b+axb+ 
D 'une p a r t ,  *Rn = n(a+b)n, e n  e f f e t  p o u r  Les  m o t s  d e  
" ( a + b I n  a y a n t  u n  n o m b r e  i n f i n i  d e  b, o n  a : - *o(*b+X*)n = *(a+bea*b+)n - na(Xxb+Xx)n = na(a+b+a*b+)n - n(Xxb+X*)an = *(a+b+a*b+)* 
Et, p o u r  l e s  m o t s  d e  " ( a + b I R  a y a n t  u n  n o m b r e  f i n i  d e  b, 
o n  a : 
"a(b+a+b+a+)+an = na(a+b+a*b+)+an 
*a(b+a+b+a+>*ban = na(a+b+a*b+)+abaan 
na(b+a+b+a+)*bb+am = "a(a+b+a*b+)+an 

D ' a u t r e  p a r t ,  ban E Adhd(R1, m a i s  ban Rn 
e t  de  f a ç o n  s y m é t r i q u e  : *ab E Adhg(R1, m a i s  "ab e - R o m  

P r o p o s i t i o n  12, S o i t  R un Langage  r a t i o n n e l ,  mRR e s t  f i n i n e n t  

e n g e n d r e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  
1) -Rn e s t  u n e  b i a d h é r e n c e  
2 )  3 G f i n i  t e l  q u e  F<G*) = F<R*>, 

PREUVE. 
S i  nLn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  s o i t  G u n  g é n é r a t e u r  f i n i  d e  
"L". 
Comme F("Ln) = F(Lx),  o n  a donc : F(L* )  = F ( G * ) .  
D ' a u t r e  p a r t ,  d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  2, *Gn e s t  u n e  
b i a d h é r e n c e ,  i .e .  saLe e s t  u n e  b i a d h é r e n c e .  
R é c i p r o q u e m e n t ,  s o i t  G u n  l a n g a g e  f i n i  t e l  q u e  : 
F ( G * )  = F(L* ) .  
Comme s2Ln e s t  u n e  b i a d h é r e n c e ,  d ' a p r è s  l e  c o r o l l a i r e  1, 
o n  a : 
"Ln = B i a d h ( L * )  
d ' o u  : "L" = B i a d h ( F ( L * ) )  = B i a d h ( F ( G S ) )  
Or ,  G é t a n t  f i n i  : "G* = B iadh(F(G*) ) .m 

Remarque : N o t o n s  q u e  l a  c o n d i t i o n  "3 G f i n i  t e l  q u e  
F(Gx)  = F ( L x ) "  e s t  i n s u f f i s a n t e  p o u r  q u e  L n  s o i t  f i n i m e n t  
e n g e n d r é .  

E x e m p l e  11 .  L = bax  e t  G = a+b 
On a F ( L x )  = F(G*) = X* 
M a i s  : r2an e "Ln e t  "aR E B i a d h ( L 1  donc  "Ln n ' e s t  p a s  u n e  
b iadhérence . .  

P o u r  d é c i d e r  s i  "Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  il s u f f i t  d o n c  
d e  d é c i d e r  : 
1) s i  -Rn e s t  u n e  b i a d h é r e n c e  
2 )  s i  3 G f i n i  / F(Gx) = F (L* )  

Or ,  é t a n t  d o n n é  u n  l a n g a g e  R 6 Rat(X*) ,  d ' a p r è s  l e  
c o r o l l a i r e  1, o n  p e u t  d é c i d e r  s i  "Rn e s t  o u  n o n  u n e  b i a d h é r e n c e  
( s a c h a n t  q u e  d ' u n e  p a r t  La b i a d h é r e n c e  d ' u n  r a t i o n n e l  e s t  u n  
r a t i o n n e l  d e  -Xn e t  q u e  d ' a u t r e  p a r t  l ' é g a l i t é  de deux  
r a t i o n n e l s  d e  "Xn e s t  d é c i d a b l e ) .  



La q u e s t i o n  non r é s o l u e  e s t  l a  s u i v a n t e  : é t a n t  donné 
R E Rat(Xs>,  comment peut-on d é c i d e r  s ' i l  e x i s t e  un langage 
f i n i  G t e l  que : F(G*) = F ( R * )  ? 

Notons que dans ce probléme, il n ' e s t  q u e s t i o n  que de mots 
e t  non p l u s  de mots j n f i n i s  ou b i - i n f i n i s .  



CONCLUSION 

C e t t e  é t u d e  d e  l a  f a m i l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  d e  l a  p u i s s a n c e  
i n f i n i e  d ' u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  e s t  L o i n  d ' ê t r e  c o m p l b t e  e t  
L a i s s e  n o n  r é s o l u s  d e s  p r o b l é m e s  q u i  m é r i t e n t  d l C t r e  é t u d i é s .  

En c e  q u i  c o n c e r n e  l e s  g é n é r a t e u r s  maximaux, il y a  t r o i s  
r é s u l t a t s  i m p o r t a n t s  : c e s  g é n é r a t e u r s  s o n t  r a t i o n n e l s ,  en  
n o m b r e  f i n i  e t  t o u t  g é n é r a t e u r  e s t  i n c l u s  d a n s  l ' u n  d ' e n t r e  
eux .  

P o u r  l e s  g é n é r a t e u r s  m i n i m a u x  q u i  s o n t  e n  nombre  i n f i n i ,  
n o u s  r e t i e n d r o n s  q u e  d ' u n e  p a r t  o n  p e u t  d é c i d e r  s i  u n  l a n g a g e  
r a t i o n n e l  e s t  m i n i m a l  e t  q u e  d ' a u t r e  p a r t  o n  p e u t  d é c i d e r  si., 
é t a n t  d o n n é  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l  R, CR3a p o s s k d e  u n  l a n g a g e  
f i n i .  Une q u e s t i o n  i m p o r t a n t e  r é s i s t e  : e s t - c e  que t o u t  
g é n é r a t e u r  ( r a t i o n n e l )  c o n t i e n t  u n  g é n é r a t e u r  m i n i m a l  
( r a t i o n n e l )  ? Même q u a n d  Rn e s t  f i n i m e n t  engendré ,  n o u s  n ' a v o n s  
p a s  d e  réponses ,  n o u s  s a v o n s  s e u l e m e n t  d é c i d e r  s i  u n  g é n é r a t e u r  
q u e l c o n q u e  de  Rn c o n t i e n t  u n  g é n é r a t e u r  m i n i m a l  f i n i .  En 
r e v a n c h e  n o u s  d o n n o n s  u n e  r é p o n s e  p o s i t i v e  d a n s  l e s  t r o i s  
a u t r e s  c a s  p a r t i c u l i e r s  é t u d i é s  : R e s t  à l a  f o i s  u n e  R-base e t  
un code, R e s t  u n  i d é a l  e t  R e s t  un l a n g a g e  L o c a l .  

Il s e m b l e  i n t é r e s s a n t  d e  s e  t o u r n e r  v e r s  l e s  i f l - c o d e s  q u i  
s o n t  à l ' o p é r a t i o n  p u i s s a n c e  i n f i n i e  c e  q u e  l e s  c o d e s  s o n t  à 
l ' o p é r a t i o n  é t o i l e  : p o u r  u n  code  C t o u t  mo t  de  C* a  u n e  
d é c o m p o s i t i o n  u n i q u e  s u r  C, p o u r  u n  i f l - c o d e  C t o u t  mo t  de  Cm a  
u n e  d é c o m p o s i t i o n  u n i q u e  s u r  C. Dans c e t t e  d i r e c t i o n  d e u x  
p r o b l è m e s  s e  p r é s e n t e n t  : l a  d é c i d a b i l i t é  d e  l ' e x i s t e n c e  d ' u n  
i f l - c o d e  d a n s  CR3n e t  l ' é t u d e  d u  c a s  ou  fR3m a  p o u r  R -base  u n  
i f l - c o d e  ( c a s  c o r r e s p o n d a n t  p o u r  Les  c o d e s  a u x  m o n o ï d e s  
l i b r e s ) .  

P o u r  l e s  m o t s  b i - i n f i n i s ,  s i  l ' é t u d e  d e s  g é n é r a t e u r s  
max imaux  d e  "Ra n ' a p p o r t e  r i e n  d e  neu f ,  t o u t  r e s t e  a f a i r e  p o u r  
c e l l e  d e s  g é n é r a t e u r s  m i n i m a u x .  
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RESUME 

S o i t  R  u n  l a n g a g e  r a t i o n n e l ,  o n  C t u d i e  l a  f a m i l l  
t o u s  l e s  l a n g a g e s  G - d i t s  g é n é r a t e u r s  d e  Rn - 
Gn = Rn. C e t t e  f a m i l l e  p o s s é d e  un nombre  f i n i  d e  gé 
maximaux p o u r  l ' i n c l u s i o n ;  t o u s  s o n t  r a t i o n n e l s .  

O n  p e u t  d é c i d e r  s i  un l a n g a g e  r a t i o n n e l  e s t  o u  n o n  
m i n i m a l  p o u r  l ' i n c l u s f o n  d a n s  C R 3 n  e t  s i  C R 3 n  p o s s é d e  o u  n o n  , ' .  . 
u n  g é n é r a t e u r  d e  c a r d i n a l  f i n i .  , -  .. 

On d é f i n i t  d ' a u t r e s  g é n t r a t s u r s  m i n i m a u x  - fg-minimums, j 
0-bases, g é n é r a t e u r s  de p l u s  p e t i t e  c a r d i n a l i t e ,  g é n d r a t e u r s  1 .. 
d e  p l u s  p e t i t e  t a i l l e  - q u i  s o n t  b t u d i é s  d a n s  l e  c a s  g é n é r a l .  

Des r é s u l t a t s  p l u s  p r é c i s  s u r  c e s  d i f f é r e n t s  m i n i m a u x  
s o n t  d o n n é s  d a n s  l e s  q u a t r e  cas  p a r t i c u l i e r s  s u i v a n t s  : C R 3 n  
p o s s è d e  un g é n é r a t e u r  f i n i ,  C R I -  p o s s é d e  u n e  R-base q u i  e s t  
u n  code, C R I -  p o s s é d e  u n  i d é a l ,  C R I -  p o s s é d e  u n  l a n g a g e  
l o c a  1. 

On t e r m i n e  p a r  une ébauche  d e  l ' é t u d e  d e  l a  f a m i l l e  d e s  
l a n g a g e s  G  t e l s  q u e  RGn = -Rn. 

Mots-c lCs : a d h é r e n c e  
a u t o m a t e  
c o d e  
d é t e r m i n i  s t e  

mot  b i - i n f i n i  
mot  i n f i n i  
p u i s s a n c e - i l  
r a t i o n n e l .  


