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FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES 

ET APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES 

Comme son titre l'indique cette thèse étudie les liens étroits entre l'étude des 

fonctions hypergéomét riques et des approximations diop hant iennes. 

Elle se compose de divers articles parus ou à paraître donnant des résultats 

d'approximations rationnelles concernant les valeurs prises par des expressions 

contenant des fonctions hypergéométriques. 

1) Introduction 

2) Approximants de Padé des fonctions binômes et mesures de l'irrationalité 

des racines de nombres rationnels (séminaire de théorie des nombres de Bordeaux 

1982-83, exposé n029) pages 13 à 32. 

3) Problème de Riemann et irrationalité d'un quotient de deux fonctions hy- 

pergéométriques de Gauss (C.R. Acad. Sc. Paris et 302 série 1, no 17, 1986 p.603- 

606) pages 33 à 36. 

4) Monodrornie et approximation diophantienne d'une constante liée aux fonc- 

tions elliptiques (C.R. Acad. Sc. Paris et 304 série 1 no 12, 1987, p. 315-318) pages 

37 à 40. 

5) Irrationalité de certaines intégrales hypergéométriques (Journal of number 

theory. Vol. 26, n02, juin 1987, p. 166-178) pages 41 à 53. 

6) Equations differeniielles et approrimaiiiinr rationnelles de 2F1 ('b lx): 
Applications arithmétiques (Pub. IRMA - LILLE 1987, Vol 8 nOVI) pages 55 à 

68. 

7) Monodromie et approximation diophantienne des fonctions hypergéométri- 

ques (Pub. IRMA - LILLE 1987, Vol. 10 nOIII) pages 69 à 109. 

a) Quelques rappels sur la fonctioii liypergéométrique 

Les séries hypergéométriques font leur apparition dans les oeuvres de Wallis 

(1656)) et tirent leur nom de Ieur analogie avec les séries géométriques. 

Leur étude systématique commence au X V I I I ~ ~ ~  siècle avec Euler. 



a ,  p, y étant des paramètres réels et -y 4 N si n # 0,on pose (a), = 

a(a + 1) - - .  (a + n - 1) et a)o = 1. Il remarque que cette série généralise nombre 

de fonctions usuelles : 

Nous adopterons dans la suite une autre notation, qui permet une extension aux 

fonctions hypergéométriques d'ordre supérieur et aux fonctions hypergéométriques 

confluentes. 

Cette série est une solution holomorphe en O de l'équation différentielle "hy- 

pergéomét rique". 

c'est à partir de l'étude de cette équation que commence l'approche "moderne" de 

cette fonction. 

Rappelons que (2). est une équation différentielle Fuchsienne à 3 points sin- 

guliers réguliers 0 , l ,  m. 

A partir des travaux de Gauss et Iiurnmer, Riemann étend l'étude de (1) en 

prenant x dans C, et surtout remarque le caractère "multiforme" des solutions de 

(2)- 

Il introduit alors le concept de "monodrornie". [voir et l'introduction de P. 

Cartier dans [l].) Le choix des paramètres a, p, y amènent Gauss et ICummer à 

la découverte de relations fonctionnelles appelées de nos jours relations de "con- 

tiguïté". 

L'une d'elle permet à Gauss de développer en fraction continue la "fraction 

de Gauss" 



Riemann utilise alors sa nouvelle approche du problème afm d'étudier la forme des 

réduites de ( 3 ) .  Ce qui lui simplifie l'étude de Ia convergence du développement 

en fraction continuée de ( 3 )  vers G(x)  [2]. 

11 semble alors naturel d'étudier les approximations rationnelles de G ( x ) ,  ce 

qui nous amène au chapitre suivant. 

b) Les approximants de Padé 

A la suite des travaux d'Hermite, on doit à Padé une étude détaillée des 

approximations rationnelles de G ( x )  dans Ie cas où a = O, voir [2]. 

Définition 1) Soi t  f(x) u n e  fonction analytiqîre nlr. voisinage de  O .  O n  dit  

qu'un triplet  (P ,  Q ,  R) es t  u n  approximant  d e  P a d é  d e  f (x) s i  et seulement  si  : P 

est  un polynôme de degré 5 p, Q est  u n  polyneme de degré 5 q, R est u n e  fonction 

analytique a u  voisinage de O telle que : 

L'algèbre l inéaire nous  mon t re  l'existence d'un tel  triplet  e t  l 'étude de P a d é  donne 

la table compi>te de 2F1 ('i> lx) . 

A la suite des travaux d'Hermite sur les transcendance de e ,  Mahler a introduit 

les deux généralisations suivantes : 

Définition 2 : les approxiniants de Padé de type I Soa'ent f l ,  f2,. . , f, 
des fonct ions  analytaques e n  O. Un système d'approximants de Padé  de type I de 

(fl , fi, - - , f n )  d'ordre N est  u n  n -up le t  ( A l ,  Az,  . . . , A,) de polynômes n o n  tous  

nuls  vérif iant : 

La fonct ion R = Ai fi  s'appelle le reste de  l 'approzimat ion de  Padé.  

Définition 3 : les approximants de Padé de type I I  Un sys tème 

d'approximants de  P a d é  de  type II de (fi, f i , .  . , f n )  d'ordre N est  un n-uple t  

(Bi, B2,. . , B n )  de polynômes non t ous  nuls, vérif iant : 



C'est le calcul explicite d'un système d'approximants de Padé de type II pour 

des fonctions exponentielles qui a permis à Hermite de démontrer en 1873 la tran- 

scendance de e .  

On peut également obtenir le théorème de Lindemann-Weirstrass en utilisant 

un système d'approximants de Padé de type 1 [3] 141. 

On passe de l'un à l'autre par un principe de "transfert" [21]. 

c )  Approximants de Padé et équations différentielles 

Soit f une fonction holomorphe au voisinage de O et vérifiant une équation 

différentielle. Peut on à partir de cette équation déterminer sa table de Padé ou 

au moins une partie de sa table ? 

Le problème se pose de façon identique pour un système f i ,  fil. . - , f n  de 

fonctions holomorphes vérifiant des équations différentielles pour la détermination 

explicite des approximants de Padé de type 1 ou II. 

G.V. Chudnovski a élaboré une méthode pour attaquer ce type de problème 

dont nous donnons diverses applications dans cette thèse. 

Avant d'en expliquer les grandes idées, rappelons en quoi consiste l'outil es- 

sentiel qu'est la "monodromie" . 

Partons d'une équation différentielle linéaire d'ordre n. 

à coefficients a;(x) E C[x]. On notera S l'ensemble des singularités de (E) : 

S c Pl (C). (les zéros de an(x) et éventuellement l'm). 

Le prolongement analytique d'lin système fondamental quelconque de solu- 

tions de (E) induit une représentation du groupe fondamental de Pi ( C )  - S . Sur 

le système (yl(x), yz(x), . . , Y~(x)) ceci se traduit par : 



La matrice M ( y )  E GL,(C) ne dépend que de la classe d'homotopie de y 

dans IIl(Pi(C) - S) . On a M(yl,%) = M(yl) - M(y2) et l'ensemble 

a une structure de groupe (une représentation de II1 (P ( C )  - S)) : que l'on appelle 

groupe de monodromie de l'équation (E)). 

Il est clair que M dépend de la base choisie {yl (a), yz(x), . . , y,(x)) ainsi 

que du point où on cherche les solutions de (E), c'est pourquoi par groupe de 

monodromie on entend une classe de conjugaison de M dans GL,(C) . Soit 

S = {al, a2, . . . , a,}. Le groupe de monodromie M est alors engendré par m 

matrices M(yi ) ,  i = 1 ,2 , . .  .m  où yi est un chemin fermé autour de aj tel que 

ind(y;, a,) = S i j 7  i = 1,2, . . . , m (symbole de Kronecker). 

On peut toujours se ramener par un bon choix de la numérotation des ai à la 

relation M(yl) . M(y2) - - - M(y,) = 1. 

Si on appelle {A:, A;, - . . , An} les racines de l'équation indicielle en ai de (E) 

alors les valeurs propres de M(y;) sont de la forme : 

G.V. Chudnovski a exploité ces propriétés de la façon suivante [5 ] ,  [6]. Soit 

Ei i = 1'2, - - n une famille d'équations différentielles distinctes Fuchsiennes à 

points singuliers réguliers S = {al, az,  . . . , a,) qui ont toutes même groupe de 

monodromie M. 

On peut alors dire que les racines des équations en un point ai different 

d'entiers rationnels. 

Parmi les solutions de Ei on en choisit une holomorphe en O (on peut toujours 

se ramener à prendre les 3 premiers points sous la forme ai = O, al = m, 

as = l), que l'on notera f; . On supposera que f i ,  f2 , .  . . , f, sont C [ x ]  linéairement 

indépendante et que f,(O) = O pour i = 1,2,  - , n . 

Un théorème de Riemann montre que la famille (fi, fi, - , fn ) = .F est un 

C [ X ]  5 module de rang n (appelé module Fuchsien). 

Soit R(I) = ~ j z ;  P,(x) fi($). La fonction R(r)  vérifie les mêmes conditions que 

la famille (fi ,  f2, . , f ,) et comme on montre facilement que tout élément d'un 



module Fuchsien est solution d'une équation différentielle Fuchsienne d'ordre n, R 

est alors solution d'une équation différentielle Fuchsienne, ce qui permet de borner 

l'ordre de O en R (on utilise la relation de Fuchs). 

Pour un bon choix des fonctions f i  on démontre que l'ordre en O de R est 

celui que l'on attend par la théorie des approximants de Padé. 

Dans le cas des fonctions hypergéométriques (ou de Jordan Pochbammer) 

la connaissance de M et des ordres des singularités de R en ai détermine com- 

plètement R. On termine alors en calculant les polynômes Pj(x). On tourne 

autour d'une singularité. L'invariance des P,(x) sous l'action de M permet alors 

de trouver Pi(s) et de remarquer que ces polynômes dépendent des autres "déter- 

minations" de R et de fi. 

Le cas des points singuliers irréguliers n'est pas étudié ici mais cette méthode a 

été étendu par Daniel Bertrand et Fritz Beukers [7] en remplaçant essentiellement 

le groupe de monodromie M par le groupe de Galois différentiel. 

On peut toutefois signaler que dans le cas des fonctions hypergéométriques la 

connaissance de systèmes de Padé donne par "confluence" un autre système pour 

les fonctions confluentes associées où l'oo devient une singularité irrégulière. 

11 reste à étendre ces méthodes au cas où le groupe de monodromie ne dé- 

termine pas complètement l'équation différentielle associée. L'exemple classique 

étant l'équation de Heun : 

Elle a 4 points singuliers réguliers 0,1, a ,  m. Le tableau des exposants en ces points 

(symbole de Riemann) associé est : 

la somme des exposants est égale à 2. Le nombre B est appelé le paramètre 

accessoire de l'équation. La difficulté du problème est sa détermination. 

Dans la suite on particularisera les valeurs de x E Q ,  ce qui nous amène à 

l'étude des approximations rationnelles prises par ces fonctions. 



cl) Mesures d'irrationalité et mesures d'indépendance linéaire 

Définition 1 Soit a un réel non rationnel. On dit que p ( a )  est une mesure 

efective d7irrationalité de cr , si pour tout E > O il existe go(€) > O effectivement 

calculable tel que : 

(Paruabus de langage" on dira que q - p ( a )  est une mesure d'irrationalité de 

4. 

Définition 2 Soient P1,P2, - , Pr r nombres réels non rationnels. 

On dit que p = p(Pi, ,B2, - , ,Br) est une mesure effective d'indépendance 

linéaire de ,Or , ,O2, . , . , p,, si VE > O il existe Ho > O, effectivement calculable tel 

que pour tout H E N, H > Ho 

Remarque : 

Le principe des tiroirs montre que la meilleure valeur pour p clans le cas d'une 

mesure d'irrationalité est 2 et dans le cas d'une mesure d'indépendance linkaire 

est r. 

Pour des nombres transcendants il n'est pas clair que l'on puisse trouver des 

mesures d7irrat ionali té en "q-"" ou d'indépendance linéaire en " H  -"". 

Des nombres vérifiant de telles conditions sont appelés "normaux" par G .V. 

Chudnovski [8] . 

Faisons à ce sujet quelques rappels : Soit a un nombre transcendant. Sa 

mesure de transcendance est de la forme : 

où P E Z[X], P f  O dOP 5 d et H ( P )  < H la hauteur 

H ( P )  = max(1 coefficientsdep 1). p(H, d) étant une fonction positive. 



Si Logcp(H,d) est un polynôme en Log H et 8 on dit que a est de type de 

transcendance fini. 

Pour la notion de type de transcendance et son extension au cas où on prend 

des nombres algébriquement indépendants voir [9] et [IO].  

On dira que q(H, d) est une mesure normale si on peut écrire 

q(H; d) = H - " ( ~ )  où a ( d )  est une fonction positive. Le cas d = 1 redonnant 

la notion de mesure d'irrationalité normale, les mesure d'irrationalité "normales" 

optimales sont de la forme p(a) = 2 + E . (Où on a écrit 1 a - p l q  1 au lieu de 

l qa - P 1)-  
EXEMPLES 1) D'après le théorème de Liouville tous les nombres réels 

algébriques sont normaux mais on ne peut pas parler de "mesure optimale'? car la 

démonstration du théorème de Roth n'est pas "effect ive". 

Une amélioration effective de l'exposant de Liouville est déjà intéressante 

(voir l'article 1 de cette thèse pour le cas 4 2 ) .  NOUS avons amélioré les mesures 

d'irrationalité et d'indépendance linéaires connues pour certains nombres algébri- 

ques (Articles 2 et 7). 

Pour d'autres méthodes nous renvoyons aux travaux de E. Bombieri et 

J. Mueller [Il],  [12]. 

2) De nombreux nombres transcendants dont on cornait une minoration par 

la théorie des formes linéaires de logarithmes de Baker ont une mesure normale 

[13], malheureusement loin d'être optimale. 

Voici, à titre d'illustration le cas de la mesure de Log2 . 

*p(Log 2) = 1 0 ~ ~  (théorie des formes linéaires de logarithmes) 

*p(Log 2) = 12,5 (1964 : Baker par une autre méthode) 

*p(Log2) = 4,622 (1079-80 : Apery, Danilov, Beukers, Alladi-Robinson . . . à la 

suite des travaux de Apery concernant l'irrationalité de t(3)) 

*p(Log 2) = 4,134 Chudnovski 1982 

*p(Log 2) = 4,0765 RHIN 1985 [20] 

*p(Log 2) = 3,89 RAII;HADZE 1987 

Pour une généralisation du cas ''Log2" à la famille 1, Log2, (L0g2)~ ou à 

Log 3 nous renvoyons à 1141. 



D'autres constantes usuelles comme ?r, ?r /fi - . subissent des améliorations 

de ce type et l'article n05 de ce travail nous a permis de compléter la liste connue 

par les valeurs prises par la fraction de Gauss. 

On y vérifie que pour certains nombres algébriques x assez petits 

p(G(x)) = 2 + 6. 
L'article n04 étend ces méthodes à la constante rl(X)/w(X) où X E Q, O < X < 1 

et w(A), q(A) étant la période réelle (resp. quasi-période) de la courbe elliptique : 

Dans l'article n07 nous avons montré que des familles "contiguës" de fonction 

hypergéomé triques d'ordre supérieur avaient une mesure normale d'indépendance 

linéaire . 
Signalons que l'on ne sait pas si e" a une mesure normale (les seuls résultats 

connus dans ce sens étant du type : 

1 e" - I> q-CLOgLogq(C constante explicite) 

Pourtant on peut écrire que : 

Ce qui permet de conjecturer que la nature arithmétique des paramètres des fonc- 

t ions hypergéomét riques a une grand importance. 

Dans le cas où a, b, c E Q il s'agit de G fonction au sens de Siegel [23] et 1241. 

Il en est de même pour ,Fn-l dans le cas où les paramètres sont rationnels. Les 

résultats obtenus par confluence donnent des E fonctions. 

Les questions de transcendance 

Les problèmes concernant la transcendance des valeurs de la fonction hy- 

pergéométrique ont été étudiés dans [15] et [16] par J. Wolfart. 

L'idée consistant à comprendre la fonction hypergéométrique comme quotient 

de deux formes différentielles sur des courbes algébriques à multiplication com- 

plexe, de considérer leurs Jacobiennes et d'utiliser des résultats de G. Wust holz 

sur les variétés abéliennes [20]. 



Nous n'irons pas plus loin dans cette description mais nous signalons que le 

résultat essentiel de [16] admet une version quantitative. 

Théorème a )  Soient  a ,  b,c des paramètres rationnels avec -c $ N .  O n  

Yuppose que G ( x )  n'est pas une  fonction algébrique de x. 

Alors e n  dehors d'un nombre fini de points exceptionnels effectivement cal- 

culables e n  fonction de a ,  b, c de valeurs algébriques de x (O <( x (< 1 )  G ( x )  est 

transcendant [16]. b) Dans le cas où G(x) est transcendant,  pour tout  polynôme 

P ( x )  de degré < D et de hauteur 5 H ,  o n  a la version quantitative suivante 

1 P ( G ( x ) )  1 >_ exp (- CD" Log H ~ o g ( ~ o g  H ) " )  

C étant une  constante egectivement calculable e n  fonction de a ,  b, c ,  x . n étant la 

dimension d 'un facteur essentiel de la jacobienne de la courbe dont  

J: tb- '(1 - t)c-b-'(l - tx)- 'd t  est l'intégrale d'une forme différentielle [15] N = 

ppcm des dénominateurs  de a, b, c. S i  o n  pose : 

la courbe es t  X ( N ,  x )  : d'équation a f i n e  : Y N  = X A ( l  - X ) B ( l  - X X ) ~  . Le fac- 

t eur  essentiel de la Jacobienne étant  de dimension p(N) . cp désignant la fonction 

d'Euler. c )  NOUS conjecturons qu'une idée de G. V. Chudnovski dans [8], utilisant 

des propriétés des G fonctions doit  permettre de  supprzmer le facteur Log(Log H )  

dans cette es t imat ion.  

C'est-Ù-dire que G ( x )  a u n e  mesure de transcendance normale. (Ceci sera 

l'objet d'un travail e n  c o m m u n  avec N. Hirata. Disons s implement  que les métho-  

des util isent des résultats d'approximation diophantiennes sur  les groupes algébri- 

ques commutat i fs  appliqués aux variétés abéliennes de type C. M. [25f .) 
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Sdminaire de Thdorie des Nombres de Bordeaux 
Ann6e 1982-1983 - expos4 n e  29 

M a r c  HUTTNER 

* .  * '_._ 
m . .  

O .  - Introduction 

Soit a un  nombre algébrique non nul de degr6 n 2 3 ; on sait que le théorème 

de Liouville implique l 'existence d'une constante c (a )  > O effectivement calculable 

telle que pour tout couple d ' en t ie r s  (p, q) l'on ait  1 a - FI 2 c(ai 
qn 

On dira  dans la suite que l a  fonction q(q)  = in es t  une m e s u r e  de l ' i r ra t ional i té  

de a , n étant l 'exposant de cette mesure .  

Les  amCliorations par  Thue, Siegel et enfin par Roth de cet exposant auraient  de 

nombreuses conséquences dans la r6solution d'équations diophantiennes s i  l e s  cons- 

tantes données pa r  ces  théorèmes 6taient "effectives". 

Il y a plusieura façons d1am61iorer cet exposant de la  mesure de l f i r ra t iona-  

l i t6 de Q . 

La p r e miè r e  u t i l i s e i e s  fo rmes  l in6aires  de logarithmes, l a  mdthode de Baker  

donne en effet (cf. S. Gy) 
-nt 6 1 a - E l > c ( a )  q 

9 



3ù c ( a )  : es t  une constante calculable qui ne dkpend que de a 

b : dépend également de a 

m a i s  c(a) et & sont des constantes t r b s  petites qui tendent ve r s  O quand le  

discr iminant  de a tend vers O . 

La deuxième mkthode qui ne s 'applique qu'à cer ta ins  nombres  et en par t icul ier  

aux nombres de la  forme uti l ise  l e s  approximants de Pada de la fonction 
b 

bini3me et  se  trouve d6jà dans l e s  t ravaux de Thue, Siegel, Baker  e t  enfin de 

Chudnovski. 

Avant de donner la d6monstration de Chudnovski concernant l e s  apprcaximations 
a r / s  

de (b) nous allons donner des exemples  d'applications de ce  qui va suivre  aux 
n 

equations diophantiennes de la forme a x  - b yn = c . 

1. - Mesures  d ' i r ra t ional i té  et r6solutions d'équations diophantiennes du tvpe 
n n 

a x  - b y  = c 

Exemple de Baker (cf .  Ba. 1 ) . - Dans son a r t i c le  "Rational Approximations t o  

and other  Algebrs ic  numbers" ,  Baker  donne l 'exemple suivant : 

2 
En multipliant cette inégalité p a r  q ( p  + p q  b+ q2 b) on trouve : 

et  i l  e s t  facile d'en dkduire que l 'équation diophantienne 

n'a qu'un nombre fini de solutions en t iè res  (x, y) . 
On trouve que 



Or Chudnoviki (cf.  Ch 2 )  trouve qu'il exiete une constante c(e)  effective 

telle que 

ce qui a conséquence que (1) a des solutions (x, y) vCrifiant : 

II. - Les thborkmes de Baker et Chudnovski 

THÉORÈME II. 1. (Baker, Chudnovski) . - Soient a b deux entiers ~ a t i s f a i -  

sant à 15 b < a  et m et n deux autres entiers te l s  que l S m < n  . On suppose 

M P - 1  1 a-ti 
que nl (a-b)  et on pose e n = I  I P  pn un denominateur de - . 

dn n 

p premier  ( pnI n)  

Si les  nombres a et b vdrifient la relation 

a m/n 
Alors l'exposant de la m e s u r e  de l ' irrationalith de (-1 - 

b 
est  XI t r  & 

Log f ( ~ a + ~ / b j ~ ~ ~ C i ~ l  
X 1 = l -  

Log f (Ja - f i l 2  en Un 1 
u 

c'est-à-dire que V E  > O , il existe Q ( E , a ,  b ,  m , n )  E IN tel  que 

V P e Z ,  V Q G Z *  avec 101 20 ( E ,  a ,  b ,  rn ,  n) on a i t :  
O 

THÉORÈME II. 2. (Arnblioration de G. V. Chudnovski) 

a )  Soient a et b deux entiers poeitifs tels  que (a, b) = 1 n 1 3  & s un 
entier tel que ( s , n ) =  1 . 

l On pose j=Cn/2J 
(ch r)z = C cotg J2I 

n d n )  j = l  n 

(characte r is t ic  number , d'indices 2 et n , en anglais) . 
Si a 3 b vdtifient la condition suivante 

l - 



a s/n 
Alorspourtout  € > O ,  (;) apourexposantdelamesured'irrationalité 

l 

l 
-. 

2 (chr): 
Lon r ( J a  + J b )  e X,+e & X 2 = l -  

- 2 ( c h r )  
2 

~ o g l ( J a - P )  e " 1  

b) a ( a - b ,  n)  # 1  . Alors soit w la valuation p-adique de a-b,pour p l  n .  
P 

On pose : 

2 
( c W n  -1 

Log f ( f i + J F ; )  
X = 1 -  

e A ?  
3 2 (chr): 

Log[ (Ja - f i~b )  e . A-l ]  

Exemples. - 1 )  En prenant a = 1 2 8 ,  b = 125 pour des rationnels de la forma 
4E , on a d'après l e  thCor&me 1 . 1  ( 63 = f i ,  p3= 1) 
5q 

l - dz  , A .  3 ,  d'après l e  theorbme 2 , b) en remarquant que (ch r )3  = 6 

2 )  Pour a = 9 , b = 8 l e  thdoreme I ne s'applique pas; mais par 1 I . a )  on 

trouve que : 

1 3 ~ - 3 >  -2s 692661 
pour lql 2 q 3 ( ~ )  . 

3 )  En prenant a =  3 . 1 8 ~ ~  17496 et b = a - 3 =  3 . 1 7 . ~ ~  , alors le théorbrne 1 

donne 
/;?7-:11 9 

- 2 , 3 9 . . .  
Pour l qI> q4(a  1 

pour des rationnels de la forme 
.7p 

3 
Le thCor&rne II. a )  donne pour a = 5 832 , b =  5831 (a = 1 8 ~  , b = 1, x 7 1 .  



4) a = 1 0 ,  b = 9  donne : 

l 

D a n s t o ~ s 1 e ~ ~ a s l e s n 0 r n b r e s  a et  b doiventvdrif ierlescondit i ion~ ( l ) ,  ( 2 ) ,  

(3) des th6or'éines (1;. 1) et (1.2) 

III. - Approximante de Pad6 de type 1 pour l e s  fonctions bindmes 

DÉFINITIQN III. 1. - soient n , n2, ... , n des entiers positifs et f .  (x) , ... , f,(x) m 
des fonctions analytique6 en x = O . 

Alors il  existe des polyndmes P ( x )  , P (x),  ... , P,(x) de degrCs respectifs 1 2 
nl , n2 , . . . , n tels que la fonction analytique 

m 

i=m 
ait en x =  O un zéro d'ordre N 2  C (n.+ 1) - 1 . 

i = l  l 

R ( x )  est le  reete de l'approximant de Pad6 de type 1 et les  polynbmes P . ( x )  

sont appeles les approximants de PadC de type 1 de poids nl ,  n2, ... , n  
m 

(cf. Ja, Hu). 

La determination explicite de R ( x )  , Pi(x) 15 i  5 rn dan. l e  cas des fonctions 

exponentielles r6sulte des travaux d'Hermite, Malher, Siegel e t  par t  de l'intégrale 

z t k&rn 
um ,r ob O(z) = 1 1 (z-k)  . 2 )  = ZITi 

~ ( 2 ) ~  k=O 
avec k E IN . 

Dans l e  cas des fonction8 binbmes en posant x i p k - 1 ,  k .1 .2  ..... m 

'U i f i ( x = ( - x )  avec w - w . 4 ~  pour i f j  e t  i = 1 , 2 ,  ..., m ,  
i J  

oh C e s t  un contour parcouru dane le sens positif entourant tous l e i  pbles de la 

fonction sous l e  signe J , 



La dhtermination de 1 x &tant celle prenant la valeur 1 en z = O , le 
thkorème des résidus donne . 

lu1' W 2 '  ..' , W m 
03 A ~ ( X  ) sont des polynôme8 hypergkom8triques g6nkraiis4e de 

de degrds reepectifs p -1 (cf. Ja ou Hu). 
k 

Dans la sui te  on prendra rn = 2 et  on a la proposition s u i ~ n t e  : 

PROPOSITION III. 1. - Soit V E  IR avec l > v > O  . Pour tout rcIN il exiete une 

constante c rdelle telle que 

l ~ 2 F 1 (-2 -r  1 X) 4 1  -XI 2 F 1 ( - r ~ 2 ~ - r l ~ )  

(1) ( 2 )  

2 r t l  - y t r t l  , r t l  
= c  X 

r zF1 ( 2r+2 l x )  
(3)  

(1) e s t  un  polyname de degr4 r , 

( 2 )  e s t  un polyndme de degr6 r 

( 3 )  es t  une sbrie entibre d'ordre 2 r t l .  

a b n=a {a, n) (b, n)  
D4monstration. - On pose : ZF1 ( 1 x) = 

n=O (c .n)  n ! 
x (A)  oh 

= ( a l  ( a . .  ( a n -  si n# O 

(a, n) = 
1 s i  n = O  

qu'on appelle fonction hyperg&om&trique de Gauss de parambtres ( a . b , c ) 

1 (cf . E r ,  Ba ; F o r e ) ) .  

~ Elle est solution de l t  kquation différentielle de type de Fuchs suivante 

1 ayant pour points singuliers O , 1 , . 



La mgthode de Frobenius  donne pour solution gdnérale a u  voisinage de O : 

En faisant de meme  au voisinage de 1 et  O , Riemann introduit l e  symbole 

suivant (cf. Rie, Fo, H u ) .  

P = 

1 - c  c-a-b 

La manipulation de ce  symbole r6sulte du théorème suivant : 

THÉORÈME DE RIEMANN. - Etant donnes t rois  points ( a ,  b ,  c )E P (C) et  
1 

six nombres rkels  t e l s  que 

I l  existe une et une seule  équation du type de Fuchs ayant pour singularité ( a , b , c ) 

avec pour exposants locaux (a1, a * ) ,  ($ , B  ) , ( y  , y ) en ces  points. 
1 2  1 2  

0x1 note t1 " ;) la solution g6n6rale de cet te  6quation, c les t -&-dire  

que : a~ @ 2  Y2 

où P (x) et  P2(x) sont holomorphes au voisinage de O e t  ~ ~ ( a ) #  O , 
1 

PZ(=)# O et  de m e m e  aux points b et c . 

Par une homographie on peut s e  ramener  en 0 ,  1 , 0 , d'où le symbole ( 1 ) .  

A p a r t i r  de la  on ut i l ise  l 'astuce suivante : 

Si Y e s t  solution de 3C associke au symbole 

atb-c 
Y s e r a  : 

1-c c-a-b b 



1 - aD 

( z  c - b  ) où Iton prend l a  dktermination de (1 -x) t 

1 - c  c -a- qui prend la valeur 1 en x =  O . 

11 suffit a lors  de verificr dans la proposition que F ( -'-'l x) , 
2 1 -Zr 

(1-XI'' 2 ~ 1  ( -r XI et  x 
2 r t l  

-2 r  2 F 1 ( -v+r;;+Z rtl 1 x 1  ont tous t ro i s  merne 

symbole de Riemann, donc vkrifient la méme  équation du type 3C (pour plue de 

d&ails ,  voir Hu 2 )  . 
Ce qui implique l'existence de c IR vdrifiant la relation de la  proposition 

avec 

En posant z = I -x  et en utilisant un raisonnement analogue on peut mont re r  que 

l b i s  

D'où la relation fondamentale 

v t l ) ( v + 2 )  . . . (  v t r )  ( r t 1  r t l - v  
où R (z)= 

( 1  2 . . , ( 2 r l  2 1 2r+2 
11-2) . 

8 
Pour  t rouver  la mesu re  d'irrationalite de (a)V où v = - , il nous faut résoudre 

b n 
t ro i s  problèmes : 

2r+l 
1) Trouver  des estimations asymptotiques de X (2) , Y=(z) e t  ( 2 - 1 )  Rr(e) 

quand r + t - pour z = '. 
b 

II) Trouver  un bon "lemme de zkroe" qu i .permet  de conclure que pour 

a z = -  
b '  

Oca<b , R,(:]. f O . 



III) Ddterminer  une estimation asymptotique du plue petit multiple commun 

des ddnominateurs de Xr(z) e t  Y ( 2 ) .  

a 
(Soit A r  l e  plus petit-multiple commun . Trouver  l e s  rationnels - t e l s  que 

I b 
a - b  2 r t l  

i im (7) A~ br R,(:) = O .  
r +  +OD 

IV. . Y .  Résolution du Problème 1 

PROPOSITION IV. - On a : 

(2r-1114 1 1/2 2 r t l  
a) Xr(2) - (1 - 2 )  (, (1  + (1 -2)) 1 

Démonstration. - Ce r6sultat  s e r a  admis  (cf .  Rie, Hu).  

On peut remarquer  qu'i l  faut u t i l i se r  "les reprksentations intégra l es"  des 

fonctions hypergdomdtriques et  pour t rouver  l e s  dquivalents asymptotiques, ra ison 

ner  pa r  l a  méthode du col. 

Par exem* : 1 

pour Re c > R e  (c-a) > 1 (c 'es t  la  formule util isée p a r  l 'estimation du res te )  . 
Pour X (2) et  Y (2) on util ise une au t re  formule integrale (cf. E. Ba) . 

' Dan. l a  sui te  on ret iendra que pour P , O c a c b  : 

1 i / âw~ j2 
i im  - l o g ) ~ ~ ( 1 - : ) I = l o g  

r + + Q J =  

1 b 
iirn - log /yr(]. --1( = log i ~ a ~  jZ 

r + + =  2 



V. - Rksolution du Problkme II 

PROPOSITION V ( ~ e m m e  de zkros)  . - Soit a un nombre réel. 

On suppose qu'il existe Q z I  & R I 1  tels que pour tout r 2 r o ( e )  onpuis-  

s e t r o u v e r  p g qr dans ZL vdrifiant 

1 )  l s , l r ~  r( l+O(l)  l 

3 )  Pr qr+l -  P,+l qr Z 0 a 

Alors c z k ~  et pour tout E > O i l  existe q O ( E  ) tel que pour tout p~ Z , qclN* 

avec q 2 q ( E )  on ait  
O 

Demonstration (Alladi-Robinson) . - Soient p et q deux entiers, e t  1 ql assez  

grand. 

Soit r le plus petit entier tel  que : 

(1 i 
1 - > 1 qr a - pr 1 pour tout r 2 r 

21 nl O O 

d'après 3 )  on peut choisir pr e t  qr tels que pqr-prq  # O  (on prend r - r  O 

ou r = r t 1 ) . Comme qr # O on en deduit 
O 

et donc 

Soit r le  plus petit entier v6rifiant (1 ) on a 
O 

et donc 

r S r  + 1 < 2 +  
O Log R 

ce qui permet d'en déduire la proposition en utilisant (2) et en faisant r + +<. . 



Le corol la i re  suivant e s t  plus précis : 

1 
COROLLAIRE V. 2. - On suppose qu'il existe k z O ,  4 ;r 2 , Q >  1 , R z  1 tel. 

O - 
que pour tout r on ait  : 

1 )  I q r l < k o ~ r  

2 )  I qra - prl 5 t0 Il-' 

3 1 'r+i 'r - ' r + ~ P r  f O 

A l o r s p o u r t o u t  p c Z ,  q E ~ "  ~ct -~ l ,  c oh 

I s l  l t  (Log Q / L O ~  R )  - 

Q 
- 2 +  (Log 2k, / Log R) 

CE- 

2ko 

( Il resul te  immgdiatement de la proposition pr6cbdente. ) 

Reste  à v6rifier la condition (3 )  . 

LEMME V, 1. - Les polynames X (2 )  et Y ( 2 )  vbrifient la relation : 

X , ( Z )  Y , + l ( ~ )  - Xrtl(z)  Y , ( z l  = dr 2 avec dl# O . 

Démonstration. - On considère : 

qui e s t  de degr6 I 2r+l  , mais  

Comme D (2) e s t  une s 6rie ent ibre  d 'ordre  2 r t l  on peut en conclure  que 

2rt l 
D,(z) = d r k )  avec  cir # O  . 



RCsolution du problbme III 

VI. - Etude arithmktique des coefficients de Xr(z) g Y (z) 

VI.1- DÉFINITION de la " n partie de r  ! " . - Consid6rons la décomposition de r ! 

en facteurs p r emie r a .  On peut kcrire  : 

v ( r ! )  1 v (r!  ) 
' 1  = T p P  = ( n p  )X( 'rr  p P  = t . M  

p l  r pln  P Yn 
p S  r 

v (r! ) p*r 

t = TTp es t  n par t i e  de r ! 

P I "  
PS r 

Par définition ( t ,  M )  = 1 et (n, M )  = 1 . 

L E M M E  VI. 1 .  - Soit n un en t ie r  n 2 1 et .oit = pl/(p-l) ; posone : 
n P I  - / p -  r 

6 n = l , l  P S v n  - 
Alors l a  " n par t i e  de r! l1 divise Mr et s i  de plus (n. s) = 1 alors  

n 

Démonstration. - Pour  tout nombre  premier p , on a : 

donc s i  p l  n , a lo r s  t  1 v: . 
Puisque (n, M) = 1 d'après l e  thkorbme de Bezout on peut t rouver  t '  tel que 

t'. n s 1 (mod. M)  d'où : 

n 
t '  (n a+s)  (n(at1.) a ) .  . . (n(a+r-1) t e )  E 

( a + s t a )  ( a t l t s t ' )  . . . ( a t r - l t s t t )  (mod. M) 

a t s t '  +r-1 
(a+st f )  (at(st1) t ' )  . . . ( a t r - l t s t f )  = ( Ir ! r 

d'où : 
(nats) (n(at1) s. . . (n(atr-1)  81 _ (at8tt:r-1 

r l ) (mod. M) 
l 

o r  ~ ( r !  . donc (nata) (n(at1) s) (. . . ) .  . . (n(a t r -1)  ta) = O (mod. M)  , ce qui 

permet de conclure que : 



s i  p l  n , p 5  r , a lo r s  tl et  donc t(  A ; 
n 

s i  p]n , p S r , a lo r s  M I  le  numloa teur  de A , c .  q. f. d. 

LEMME VI. 2.  - Le plus petit multiple commun des dknominateur s des coefficients 

des xi(.) Y )  divise l 'ent ier  
7 

Dkmonstration. - D'après le  l emme 1 , A €IN . 
r s  n 

Oncalcule A X,(z) endeveloppant X (2) par I I I . 1 . A .  e t o n f a i t u n e d C -  
r, n 

monstrat ion analogue au lemme 1. Ces  deux l emmes  sont util ieés pour l a  d6- 

monstration du théor2me 1 et i l s  noua se ron t  ut i les  pour la  d6monstration du 

thgorème II de G. V. Chudnovski qui e s t  contenue dans le  th6orbrne suivant. 

THÉORÈME III. V. - Soit Ar l e  plus petit  multiple commun des dénominateurs 

des coefficients des X ( 2 )  et Y (2). r 

- 1 
l im - Log A 5 (ch r )  

2 

r t r n 

(js n) = 1 
Ddmonstration. - Elle s e  fait  en plusieurs  étapes.  

1) Les  lemmes 1 e t  II vont mon t r e r  que la  contribution des nombres  p r emie r s  

p < n f i  e s t  nggligeable. On pose : 



a )  Le lemme II va pe rme t t r e  d ' es t imer  (O). 0") car on sai t  que (0) (1) 4 A r  
ArT) l e ~ t  un diviBcur de ( /r I e s t  un diviseur de A , donc e i  ( s , n )  = 1 , 

r ,  n ~ et on calcule la valuation p -adique (Ui) / r ! d'où on en dCduit : 

w (n) d6s.ignant la nombre de diviseurs de n 

1 
b) A!' divise A rnaiacomrne ( ~ ~ , n ) = l , a l o r s :  

r ,  n 

( 1 )  1 ln - s }  ( Z n - a ) ,  . . (nr-8) 
A r  r ! ( 2 )  

En calculant la valuation p -adique de (2)  et en remarquant  que ai 

et  donc que 

que 

d'où : 

pP 1 ( n - s )  (2n-s) .. . (n r - s )  , a lore  
Log (rn] 

( n - s )  (2n-8) .  . . (n r - s )  k -1 

"P( 1 = v p (  
) ce qui permet  de mont re r  

r ! 

( ' )  5 ( r  n ,n ( i n ,  n f i  
Ar p ~ n f i  

1 
lim -  cg ~ ( l '  = O . 

r ++Q) 

2ème étape. - Estimation asynptotique de (2) 
Ar 

O n  a : 

où v = ' en faisant h = r -4 le  coefficient de degrC h s ' éc r i t  : 
.P 

L 
r h r ( n ( r - h t l )  t a )  (n ( r -h)  t a )  . . . ( n r t s )  - = 

( n - s ) ( ~ n - s )  . . . ( n h - s )  
B= 

h 



oh on a posé : 

B: = (n-s)  (Zn-s) . . . (nh-s)  . 

Puisque d'aprbs le  lemme II il suffit de regarder les  facteurs premiers  p qui 

divisent B: on va c lasser  ces  facteurs premiers suivant leur  res te  modulo n . 

où F (w ) = produit des facteurs premiers  qui divisent A ) (rnultiolicitd c0mpri.e) 

et tels que : 
W . ?  s - s  mod. n avec w<n . 

l 

k = u  +L O n p o s e  w p t s  = k n  et  5 z p  pour p assez grand, 5 <1 . 
n n P  

On va chercher la valuation p-adique de B~ et C: et demontrer un lemme. 
h 

2 LEMME VI. 1. - O n  Buppose que u < v g p z max ( lu nl + 8 ,  1 vnl avec 

w p + s = k n ,  alors  

2 
Ddmonstration. - Puisque aucun des facteurs du produit n'est divisible par  p , 

il suffit de compter l e  nombre d'entiers j avec u l j S v et  n j - s r O (mod. p) , 

donc n(j -k) = O  mod. p puisque (n, p) = 1 , alors j z k (mod. p) . 
C o m m e  j =  ktpC et uSp.C+k<v onendedui t  

d'où le  résultat. 

Suite de la ddmonstration 

n 
On va montrer  que < t et donner un encadrement pour un nombre premier 

p tel que IJJ p m -8 (mod. n)  . 



D'aprés l e  lemme VI. 1 et  pour h = 0, 1 .2 ,  ... . r 

pour h fixe on pose : 

h 
1 = [pl et a tel  que = a +I Osa cl 

P 
r -h r -h - JtB J=[-1 e t  g tel que - - o ~ < I  
P P 

ce qui permet dt€tabl ir  que : 

h h 
v p ( B r ) = 1 + l + C a - 5 1  et v (C ) = ~ t C a t g + g ] - [ f i + < ]  

P r 

e t  donc que 
( vp(~:) = I ou I t1  

h h 
(2' il existe h avec O 5 h i r tel que v (B ) = I t1  et v (Cr)  = 1 . si P l A r  P P 

h 
La relation v (B ) = I t1  montre en utiliaant ce qui prhcède que a 25 (1). 

P r 

D e  plus, c o m m e  il existe un tel h avec p. ( (r  ) )  = O ,  en ut i lhant  l e  fait que 
P h 

> r on en deduit que 

h [ L ~ = ~ - ~ + ~ - ] = I + J  e t a i n s i q u e  o + ~ c l .  
P P P 

1 
Les relations a 1 1  -5 , ( 8  t c )  = O , vp (c: ) = 1 impliquent que < - 2 et donc que 

n 
W C ; .  

En posant A = I t J  on obtient : 

~ 4 - 5  s x =  A + a t p < A t l - Ç  
P 

.* 1 
Et d'après la définition de 5 ; E > w/n. 

Tout cela permet de montrer  qu'il existe un nombre premier  p tel que : 
n 

p ~ - s / ~  (mod. n), l l m <  n-1 ( w , n ) = l ,  - P m  2 vgrifiant 



On util ise maintenant le thdoreme de distribution des nombres premiers dana 

une progression arithmétique. 

Consid6rons donc : 

8 ( x ,  n , d ) =  C L o g p  
P ~ X  

p 5 4  (mod. n )  
X 

on sait (cf. Ell ,  M . )  que 0 ( x ,  n ,  4 )  -- quand x + +- et donc s i  x < x  
cp(n) 1 2 '  

quand r + op , on a : 

p = &  m o d n  

Utilisant (2) qui donne 1 contribution des nombres premiers p intervenant dans 

le facteur F (w).  On en déduit, en faisant varier h donc A : 

d'où finalement en utilisant la première 6tape 

Pour calculer (4) on util ise la  fonction 

d 
t ( z )  = I ~ o g  r ( z )  1 (cf. E. Bat) 

d'après l e s  propriktds de Ji (z )  on a : 

A=+- 1 
= ~ i ( N + a + l )  - $(N+b+l)  + $(b) - $(a) G z - - A + b  A=O 

d'où : 

rv=Cn/zl 
x [ $ ( y - l - $ ( ~ ~ l + o ( r )  ,&=1 

et par la formule (a, "1 = l  



=[n/21 
c o t g M + o ( r )  Log 'r 5ipo u=l n 

( u n )  =1 

on en d6duit le  thdorbme quand r + ta. 

Exemples . - 6 "n - 2 . 

Fin de la  preuve des thkorémea I e t  II 

- 
PROPOSITION VI. - En posant v = pn = ( 1 p l'(p-l) . Alors les coefficients 

des polvnbmes Xr(l -n v, x) g ~ ~ ( 1  -n p, x) divisibles par nr t . 

Ddmonstration. - On peut 6crire  : 

d'où 

On a: : 

j= s correspond 2 yr(l -x) 2 r  - r  - r t j /n  
pj(X'= ( r ) zF1 ( - Z r  lx' correspond ~ 3 - X )  

En utilisant le lemme II. V on en d6duit que les  coefficients des polyndmes 

P . ( H  n x )  son tdes  ent iers .  Comme : 
J n 

r ! nr 
Xr( l - l innz)  = ( n - s ) ( ~ n - s ) .  . . ( r n - s )  p-s(clnnz) 

r !  n r  
ei ( s , n ) =  1 est  divisible par t nr pour r asaez 

(A -e )  (211-8). , . ( r  n-s )  
grand,  tkLi: , d'où l e  rdsultat du thdorème 1. 



Pour  l e  théor3me II, on considère  : 

Pr 
d'où (dblV p r -  qr = Ri 

La conclueion rdsultant de tout ce  qui pr6cède. 
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THÉORIE DES NOMBRES, - - Problème de Riemann et irrationalité d'un quotient de 
deux fonctions hypergéométriques de Gauss. Note de Marc Huttner, présentée par Jacques 
Tits. 

Suivant une idée de G. V. Chudnovski, on utilise les méthodes et les résultats de Riemann sur la fonction 
hypergéométrique pour prouver l'irrationalité de la fraction de Gauss G(x) pour XEQ*  assez petit. Dans le 
cas où G (x) est algébrique nous donnons des familles i un paramètre d'équations dont les racines admettent 
de bonnes mesures d'irrationalité et qui complètent celles données par E. Bombieri et J. Mueller ( [ I l  et [2]). 

NUMBER T H E 0  R Y .  - On a problem of Riemann and the irrationality of Gauss'hypergeometric ratio. 

Following an idea of G .  V .  Chudnotqski we use methods and Riemann's results about hypergeornetric function 
ro prove irrationalit-v for the Gauss hypergeometric ratio G ( x )  with x E Q* small enough. When G ( x )  is algebraic, 
we give new measures of irrationality for roots of one parameter families of equations which complete those given 
b j  E .  Bornbieri anci J. MuvlIrr ((11 and [Il). 

O. NOTATIONS ET RAPPELS. - Soient a, b, c des nombres complexes, c &  Z-.  On note 

la série hypergéométrique de Gauss où l'on a posé : 

(a) ,=a(a+l) .  . . (a+n-1)  si n>O et (a),=l.  

On sait que cette série est solution de l'équation différentielle hypergéométrique. 

(2) x( l  - x ) - y " + [ c - ( a + b +  1)xIy'-aby=O. 

On notera dans la suite 

On dira que les paramètres a, b, c vérifient les conditions (N) si les conditions suivantes 
sont vérifiées : 

(i) a $ Z, b $ Z ,  c - a $ Z,  c - b 4 Z : l'équation (2) est irréductible sur C (x); 
(ii) c $  Z, a-  b $  Z ,  c -a - b $ Z : l'équation (2) ne possède pas de solutions Iogarith- 

miques. 

THÉORÈME. - Soit x t Q ,  O < x I < I ,  non racine de ,FI (";b 1 ,) =O. 0 n  suppose que 

les paramètres a, b, c sont rationnels et üérijent les conditions(N). 
On pose x =  1 - r/P avec (a, p)= 1, 

a= 52 I , b = L ,  c = -  
k '=k I 

f(&)=- 1 T 
ka k , p premier ~ ( k )  j = i  1 

ou <p est la fonction d'Euler, Soit 6 E N *  tel que 6 .  (P - u)/ka k ,  soit entier. Supposons que 
((Jb - fi)/?)' exp (2 f (k,)) pka pki,, S < 1. Alors G ( x )  est irrationnel et pour tout c > O il 
existe une constante effective Q(E, x, a, b, c)  telle que, pour tout r: r Z,  tout y E N*, 

0249-6291/86/03020603 S 2.00 @ Académie des Sciences 
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~ > Q ( E ,  x, a, h, c), on ait I G ( x ) - ( ~ / ~ ) ~  > q X - '  où 

X = l -  
Log (((JP + Ja)i2)' Px. Pk, 6 ) + 2/(k,) 

Log {Np - Ja)/2I2 Px,, Pk* 6 ) + 2/(k,) ' 

I I .  EXEMPLES. - Dans le cas où le « quotient de Gauss ))(3) est algébrique cela fournil 
des familles a un paramètre d'équations dont les racines ont des mesures d'irrationalité 
qui améliorent sensiblement I'exposant de Liouville (voir aussi [l] et [2]). 

( 1)  Soit la famille d'équations du troisième degré 4 w X - 27 X + 27 =O; pour w assez 
petit on peut écrire la racine X (w) sous la forme (3) avec a = - 1/6, b = 116, c = 112. Par 
exemple si l'on pose w=36/u avec u entier tel que u r 2 .  1Ol2 on améliore de manière 
effective l'exposant de Liouville (uoir aussi l'étude de Birch [3'j). 

(2) D'autres familles proviennent de la table de Schwartz donnant les solutions algé- 
briques de (2). Dans le cas diédral on peut écrire 

n (1 +fi)""-(1 -*)lin 
G(w)=  -- f i '  (1 + fi)"" + (1 - J;;)"" 

sous la forme (3) avec a = (1 12) - (112 n), b = - (112 n), c = (112). Ce nombre est de degré 
2 n si n est impair et de degré n sinon. 

Par exemple si n=5, w=25.2-", I G ( W ) - @ / ~ ) ~  >q-4*"664.  +r  pour qz q ( ~ )  expli- 
ci te. 

III. APPROXIMATIONS RATIONNELLES DE G(x). - NOUS nous proposons de résoudre un 
problème dit de « Padé n, c'est-à-dire de déterminer explicitement les polynômes P(")(x) 
de degré n, Q'P' (x) de degré p et Ia fonction analytique R, + ,+ , (x) tels qu'au voisinage 
de O, la relation suivante soit satisfaite : 

(on dit que .un'P ' l  Rn+,+ (x) est le reste de l'approximant de Padé). 
L'algèbre linéaire assurant l'existence d'une telle relation. L'idée consiste à regarder la 

relation A .  P non pas seulement sur un voisinage de O, mais sur le revêtement universel 
de P l  (C) - { O, 1, co ). On résout alors un problème dit « de Riemann, H. 

1. Détermination du reste. - La connaissance des exposants aux singularités régulières 
(0, 1, a) et apparentes permet de déterminer Rn +,+ (x). 

Nous supposons les conditions ( i )  de (N) vérifiées. 
Seuls les cas p = n et p = n - 1 conduisent à Rn +, + , (x) sous forme hypergéométrique. 

Par exemple pour p = n les couples d'exposants locaux sont : en O : (k  ,, c + k ,  - 2 n - 1); 
en 1 : (k3, c-a-b+k,); en l'a : (n+ l+a+k , ,  n + l  + b + k , )  avec k i ~ N ,  l 5 i 5 6 .  La 
relation de Fuchs, ([4], p. 371), montre qu'il n'y a pas de singularité apparente et que 
k ,  = O pour tout i, 1 i i 6. Le symbole de Riemann ([4] ou [6]) associé à R, ,+ , (x) est 
alors 

P( U ûO 1 

. + ' + a  0 1.). 
,-(2n+ 1+c) n + l + b  c-a-b 

ce qui détermine l'équation (2) dont R, . + ,  (x) est la solution holomorphe. On trouve 
n + l + a ,  n + l + b  

alors R 2 . + 1  ( x ) - 2 F 1  (à une constante multiplicative près). 
2 n + 2 + c  
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2. Détermination des polynômes. - Supposons de plus les conditions ( i i )  de IN) 
vérifiées. La transformation par « monodromie » de la relation A. P autour du point 

singulier « 1 » fait intervenir la matrice M (a, b, c-) = [>: 1 :::lm seuls D l  (a. h, c) et 

b,, (a, b, C) interviennent dans le calcul et l'on a : 

s inxas inxb  
b,,(a, b,c)= 1 -2is inxfc-a-b)  

([51, p. 93-94) 
s inxc  

r ( ~ ) r ( ~ -  1) 
b,,(a, b,c)= -2iexpin(c-a-b)-  

r ( c - a ) r ( c - b ) r ( a ) r ( b ) '  

On aboutit pour p = n  au système simplifié suivant : 

- b, , (a+n+ 1, b + n + l ,  c + 2 n + 2 )  a-c-n, b - c - n  
- 

b,, (a, b, c )  
( -2n-c  

Un résultat de Plemelj ([6], p. 168; voir aussi [Il]), permet d'en calculer le déterminant. 
On trouve qu'il vaut 

Nous retrouvons les formules de Heine ( [ 7 ] ,  1857) pour P'"' (x) et Q'"' (x). 
En posant A,= (c+l ) , , ,+ , (c ) , ,+ l~(c-a) ,+ , (c -b+l ) , (a+l ) , (b) ,+ ,  et en simplifiant 

par la relation de Kummer (üoir [5]), on a 

dont l'intérêt arithmétique réside dans le fait qu'il n'intervient que des produits de 
fonctions hypergéométriques (on ne garde que les coefficients de degré 5 n). 

Remarque. - Un calcul simple, utilisant (4) et A. P pour n = 1 (formules de Gauss), 
permet de retrouver une formule peu connue (Willet 1967, [8]) : 
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IV. D~MONS~RATION DU T H E O R E M E . .  - Les formules explicites du I I I  vont nous permettre 
de démontrer le théorème. Nous poserons 

P , ( X ) = A ~ ~ P ( ~ ' ( X ) ,  Qn (x )=An1Q(" ' ( x ) ,  R 2 , , t ( ~ ) = ~ ~ 1 ~ 2 n + 1 ( ~ ) .  

LFUUF 1 .  - Potlr ~ E Q ,  a= I,,ik,, ( l u ,  k a ) =  1 on pose ( 1  ( a  1 ) .  ( a n -  1 )  

n ! 

.ion kipka(;) est un entier. 

C'est le lemme 3 de [9]. 

LEMME 2. - (a)  Pour c = lc/kc, (I,, k,) = 1 on pose Qn = ppcm (l , ,  Ic + k,, . . . , 1, + nk,); 

uior. i ln  (i) - ' est !in entier 

(b )  Pour n + + KI on a, pour tout E > 0, Q, sexp  ( f (k,) + E )  n. 

Démonstration. - ( a )  résulte de 

(b) est donné par une estimation du ppcm de nombres entiers en progression arith- 
métique (voir [IO]). On en déduit alors que 

sont des en tiers. 

LEMME 3. - Quand n -+ + m on a les estimations asymptotiques suivantes : 

LW 1 P, (x) 1 - LW j Q, (x) 1 - 2 n ~ o g  ll+q 

On utilise essentiellement les foimules intégrales pour les fonctions hypergéométriques. 
On termine la démonstration en utilisant le lemme 3 de [IO]. 

Remise le 25 novembre 1985, acceptée le 24 mars 1986. 
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THEORIE DES N O M B R E S .  - Monodron~ie et appr0.i-irnarion diophantienne d'une 
constante liée aux fonctions elliptiques. Note de Marc Huttner, présentée par Jacques Tits. - 

En utilisani le principe de monodromie dans le cas (< logarithmique » pour I'iquaiion hypergéométrique. nous 
obienons des approximations rationnelles de q (h):w(h) et nous irouvons de nouvelles mesures d'irrationalité. 

NUMBER THEORY. - Monodromy and diophantine approximation for a nurnber linked to elliptic 
functions. 

Wu use the rnonodromy principle for the h,rpergeornetri~~ equution in the logarithmic case und gice rationul 
appro-rimutions $)r q (ic)/o (A). 

We obtain new rneasures oJ irruliona1il.v for rhis numher. 

O. N O T A T I O ~ S  ET RAPPELS. - Soient il, b, I -  des nombres cornple'ies, -(.$N. On note 

la série hypergéornétrique de Gauss où l'on a posé 

(a),=a(a+ l ) ( a + 2 ) .  . . ( a + n -  1 )  et (a),= 1 ;  

on sait que cette série est solution de l'équation différentielle 

( 2) x ( 1  - x ) y " + [ c - ( a + b +  l ) x ] ~ ~ ' - a b y = O .  

Soit ( E )  la courbe elliptique mise sous forme de Legendre 

(3) y 2 = . y ( - y -  ! ) ( .Y -k )  

avec O < / ?. / < 1; on peut écrire la période réelle de ( E )  sous la forme 

On écrit aussi la quasi-période réelle associée 

Nous noterons alors 

( 6 )  G ( h ) = q ( h ) / o ( k ) .  

THÉOREME. - Soit h E Q, O < 1 h 1 < 1. On pose h = z/P atrec (a, P) = 1; supposons que h 
uérijie la condition suiuante : 

(Cl 1 p / [ 2 e ( i  -,,/Ïh)12< I .  

Alors le nombre G ( h )  est irrationnel et pour tout & > O  il existe une constante q, (E ,  A) 
effectivement calculable telle que pour tout p~ Z ,  tout q~ N*,  q l q ,  (E,  A), on ait : 

m (31) est Pexposant de la mesure de i'jrrationalité de G (A) .  

II. CONSEQUENCES. - (a) Pour h= 1 /b ,  avec P 1 8 ,  nous en déduisons l'irrationalité de 
G ( h )  et nous améliorons un résultat de G. V. Chudnovski ([I I  et [4]). 

0249-629 1, 87i030403 15 S 2.00 @ Académie des Sciences 
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Par exemple pour y 2 y, ( E )  assez grand nous obtenons 

1 G ( 1 ,'9) 1 > y - "*""2hO' & +  

De même pour h= - l /P ,  avec Pz 7, et pour y 2 y , ( & )  assez grand, 
I G (  - t , 8 ) - p , q l > q - " - 0 " 4 0 3 4 + c .  

( h )  En posant 

1 
K ( k )  = j : 2 J m 2 5 F G  d m  = - o ( k 2 )  2 

intégrale elliptique de première espèce, 

E ( k )  = / K k 2  sin2 q~ dV =! rl ( k 2 )  JO 2 

intégrale c!liptiqiie ds  deuxième espèce, on a G ( k 2 ) =  E ( k )  K (k ) .  donc, pour k tcl q u e  
k a  E Q et k 2  2 2 ~ 2 ,  nous obtenons encore un résultat d'irrationalité. 

Le résultat demeure si l'on remplace k par - k 2  et donne pour k  = 1 ,iB avec P 2 1 f 
l'irrationalité de la fraction continue suivante : 

Par exemple, pour q 2 q (E), 

1 F ( l i l  1) 1 , q - 2 4 3 . 8 8 5 9 .  . . + E  

LEMME 1 .  - I l  existe deus  polj.nôr?rrs P, (.Y) et Q, - , ( x )  de degrés n et n - 1 tels que 

ou C ,  ust irnr ronstarite. 
La démonstration est analogue à celle de la « relation de Padé >) de 121 et s'appuie sur 

le calciil des ordres des singularités de la forme linéaire 

et de la relation de Fuchs[S]. 
LEMME 2. - Pour a+b=c= 1 rirr a :  

où Ton u post; 

pob-nornu de degré 2 n, ln riotution [ ](,, sigriifinnr que l'on pie prend qllr les r~ pruiniers 
termes de la série. 

(b)  C , = T 2 ( a + 1  + n ) T 2 ( b + n ) / r ( 2 n + 3 ) T ( 2 n + 2 ) .  
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Dinionstrutiori. - Comme dans [2] on utiltse un raisonnement de monodroniie. On 
considère la relation du lemme 1. Après un tour dans le sens direct autour du point 
singulier « 1 )>, les diverses solutions holomorphes en O de l'équation (2 )  se transforment 
et l'on voit apparaître les soliitions ?I ~ingulriritéc lo_cnrithrnicliics 

De manière précise. en supposant que a + b = I : 

si m 2 1 m entier, 

k = m +  1 
( a - n t )  ( h - n t ) ,  

P ( r ) = T ( m + i ) r ( r n ) i r 2 ( ~ ~ ) r Z ( b )  C --? - - .Y 
k = ~  k !  ( 1  

Ici les diverses fonctions G$ sont analytiques en O, et la détermination du Log est réelle 
pour s = 1 .  

On en déduit alors le système 

Le déterminant du système est le wronskien de l'équation (2)  et vaut W (.Y) = - l , ' .u(l -.Y). 

On termine en remarquant que les solutions sont polynomiales ! 

( a )  Pour x réel, x < 1 et quand n + + x on a 

( Y )  K I  2 m e c  K>O. 

( b )  Pour a = 6 = 112 on a les majorafions : 
2 ( n -  1 )  

; - - ~ l  arec p>O. 

( a )  Résulte du lemme 3 de [2]. 
( b )  On majore les coefficients de P(x). 
Dans la suite on prendra a = b = 112. 
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Lr \r \ i t  4 .  - ( 0 )  Si ,4,=42n fl l~[ l i iq l-(>q p l  , u1or.s A , Pn ( Y )  tJt A Qn (.Y) S O I I ~  dut1.5 

p 5 2 n  
p prcnlicr 

z [.Y]. 

(h l  Porir f o i r f  r, > O rr yrrtirltl n -, + 7 .  A , ,  ~ 4 ~ " c u ~ ( 2  + c )  n .  

Dkittotistrrrtion. - ( u )  On remarque que si a, désigne le coefficient de degré s de P(x) 
et si h~ N avec b s  [Log? n/Logp] alors 4" n p h .  a, est un entier. et I'on termine en 

ph l Cl ,  

observant que ?FI  EZ[[.Y]] pour u =  1,2 ou 312 et c =  1 ou 2. 

( h )  Utilise le théorème des nombres premiers. 
La dén~onsiration du théorème se termine alors ainsi. On pose 

P , ( . Y ) = ~ ~ " A , , P , , ( . Y ) .  ? ( . Y ) = ~ ~ " A , Q , - ,  (.\-). R2, ( i . ) =32"~ ,~ - , , , ( . ~ ) .  

Le lemme 1 permet alors de vérifier la relation 

p,, + (.Y) Qn - , (.Y) - (x) on (.Y) = 4 I n  A,+ C, + sr". 

Si 

on a r , = p n O -  y,. La condition I I - )  du théorème montre alors que lim r ,=O et I'on peut 
n -  x 

conclure par le lemme 3 de [3] qui donne égaiement la mesiire de l'irrationalité. 
Pour obtenir G (3) on utilise la formule 

Rr.trirrr-yiro. -- I I  n'est pas difficile d'obtenir pour ri E Q, h~ Q, a & 2, b $ Z et u + h = 1, 

un rcsultat analogue a u  théorcmc de 121 pour la dérivée logarithmique de zF, ("; 7 .Y ). 

[ l j  Ci. V. CH~,DNOVSKI.  Padé Approximations to the generalised hypergeometric function 1. J. Marh. piires 
r't i1pp1.. 58. 1979. p. 445-476. 

11) M. Hr1-nw.u. Prcibleinr de Riemann et irrationalité d'un quotient de deux fonctions hyprrgeométriqurs 
de Gauss, Ci1niptt3.s rc~tirlirs. 307. série 1, 1986. p. 603-606. 

[3] ALLADI el ROHISSON. Legendre polynomials and irrationality. J. reinc angrw Matlt.. 318, 1980, p. 137-155. 
(41 G. V. C~r!o.rovs~r. Un systéme explicite d'approximants de Pddé pour les fonctions hypergeometriques 

généralisées. C(~r~iprcps rcrr<lits. 288, sirie A.  1979, p. 1001- 1004. 
151 E .  I N C E .  Ordiitirr~~ d~li~rt~ttricrl eiluariotis. Dover. New Y iirk. 1956. 
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- 4 2  - C'ERTA INES INTÉGR ALES HY PFRGEOMÉTRIQUES 

pour tout p E Z et tout y E Z, y > 0. 

On note 

la série hypcrgéomet rique de Gauss avec 

Nous nous intéresserons plus particulièrement au cas ou a = 1. 

q u i  admet pour tout .i- E C - [ I .  + x [ un  prolongement analytique que l'on 
peut écrire sous la forme 

(pour plus de détails voir [7 ou 81. 
Cette fonction qui satisfait a l'équation différentielle .x( 1 - .Y) J + "  + 

(c - hs) J" - = O mais aussi à l'équation différentielle du premier ordre 
s( l - .Y) y' + ( c  - b x )  J? = c admet au voisinage de s = O comme base de 
solution: 
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II est beaucoup plus intéressant de regarder les fonctions hypergéomét ri- 
ques non pas sur C - [ 1, + oo [ mais plutôt sur la surface de Riemann, revê- 
tement universel de P.,(C)- (O, 1, co) (pour plus de détails voir [8]). 

Un calcul évident montre que pour O < x < 1 et b = llk, c = 1 + - l / k  on a: 

En particulier: pour k = 2, 

pour k = 3, 

pour k = 4 

1 .. dt 1 l + . u  2 (':' 1 x4) =- , -- - - Log - + - Arctg .Y. 
. ~ ~ l - t ~  x 1- .Y x 

Nous envisageons donc des résultats sur la fonction 

où x E C - f 1, oc; [ dont nous montrerons l'irrationalité pour x E R, 
O < x < 1, tel que xk E Q satisfait à certaines conditions arithmétiques 
(voir [9 ] ). 

Il n'est pas difficile d'avoir des résuItats analogues pour 



1 . 1 .  THI:oREMF.. Soit .Y E R 4t k ( ~ ~ t t i ~ r ,  k 2 2 tc~l.~ que O < s < 1 et -vk E Q;  
on po.slv-<r .rh = x,l/l a u t ~  ( cc ,  /l) = 1 . Soit c = + 1 . On (/<finit f ( k  ) = k/$ (k ) 
C ,,,. k ,  = ,.! ,, 1 / I I  oli est Il1 . f i~~ i ' t ion  ci'Etiler, ot 

p premier 
p l k  

Alors kv nor~~hre 

~ s t  irratio~l~zel ut pour tozit > O, il c s i ~ t e  iril vntirr positif q(x,  q, L )  tu1 que 
pour toiit p E Z ,  q E 2, q 2 q(.v, 17, c ) ,  on (lit 

R r  1.2. Si lii condition ( a )  n'est plus vérifiée, on doit chercher 
un dénominateur <5 de (/j - rc) /k  c'est-à-dire 6 E N * tel que 6 ( ( P  - re ) /k )  
soit entier. On obtient alors un théorème analogue si la condition (a )  est 
remplacée par (A - ,,/G)2 A ( k ) .  6 exp / ( k )  < 1. A ( k )  étant remplacé 
par 6 d ( k )  dans la formule donnant X. 

1.3. Si k est air et ue 2k 1 ( a  - $1, on peut affaiblir la condition (a )  
qui devient (& J ~ ) '  exp/ (k) .  A ( k )  < 2, d ( k )  étant remplacé par 
A(k) /2  dans l'expression de X. 

LEMME 1.1. Approrinmnt (le Purlé (n. n )  pour ,F1 (a;', 1 .Y). Pour 
~ E C -  [1,+00[ on a, 
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où P'"'(.ï)  = ,F, ( -- " ; " fl - s) est un polynûnw hypergéométrique de 
degré n. et 

= [ , F ,  ( n '  7' - 1 I - ) F ( 1 r)] 
( n )  

est un polynôme de degré n. Le crochet signifiant que l'on ne prend que les 
n premiers termes non nuls du développement en série. 

Démonstration. Rappelons la relation de Padé ou de contiguité suivante 
(voir [10]) 

Nous allons simplifier cette relation en transformant le polynôme 

Un calcul simple utilisant les propriétés d u  symbole de Riemann [8]  ou 
des polynômes de Jacob1 montre que 

la solution du lemme en résulte après simplifications (on aurait pu utiliser 
la relation 

ce qui donne une relation analogue). On posera 

LEMME 2. P o u r x ~ C - [ ~ , + o o [  o n a  



Dcr?iottstr<rtion. On utilise les représentations intégrales pour la fonction 
hypergéométrique .FI ( "  +2!.,h,'+",' l / .Y )  (voir  17, p. 2931). Après simplifica- 
tions on trouve 

d'où 

d'où 

Dtnlottstrut ion. 

(b+n)(b+n-1) ...( b+ntl-k) 
( , 7+  l ) !  < = C i + '  

k !  A-!@ + 1 - k ) !  

d'ou 

k = t l  

IP'")(s)l  6 2"' ' Cn(l - -Y)' = 2''. ' ( 1  + ( 1  - x ) ) "  C.Q.F.D. 
k = O  

LEMMA 4. Posons <l,(k, l )  = ppcm ( k m  + lI O ,< rn ,< n (l ,  k )  = 1 ). Pour 
tour '1 > O il existe ttr? en t i~ r  q(q)  > O tel que pour tout q 2 q ( q )  on ait 
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Démonstration. C'est le lemme 1 de 16 ] où on utilise l'estimation 
ppcm( 1, 2 ,..., n) < (2,826)". 

c'est un lejrir~te classique (voir. par exemple, [ 1 1 ,  Lemnte 3 ] ). 

D ( x )  = P o l ' ( x )  Q'#' + ' '(-Y) - P"' + "(.Y) Q ' t " ( . ~ )  = .Y"' + ' 

où p,, #O. 

Di.monsirarian. D(.u) est un polynôme de degré d 2n + 1 mais on l'écrit 
sous forme de déterminant 

d'après le lemme I où on a posé 

donc D ( x )  est une série entière d'ordre 2 2t7 + 1 on en déduit que 

h W  + n +  et pl+ I I  - n -  1 , -b-n-  1 
Pt,  = Pr" + I ' ( O )  

T(h+ 2 n + 2 )  I f )  
d'où en utilisant la formule de Gauss [8], 

LEMME 7 (Alladi-Robinson, [6, lemme 43). Soit 0 un nombre réel non 



i l  O o  1 i l  o i t  , > O, 1 ,  > 4, Q > 1 E > 1 tc1.r que poirr toirt 
f 1  E N o t t  ~ ~ I I I . S . S O  trotil'tlr p,, E Z ,  q,, E Z l:(;rifl l l i~t 

( 1  I Y , ~ I  < k o Q "  
( 2 )  l q l z [ l  - p l , [  < l o E * l '  

( 3 1  ~ , , q ~ , + ,  - P , ~ +  , Y , , ~ - O ~  v r l ~ ~ .  

.41ors O tJ.vt Irrutiot~nt~l r t  pour tout p E Z ,  ~t t o ~ t t  y E N* on a 
10 - p 'q  1 > c y -  ' c11.c<- 

Log QE x=- 
Log E 

< . -  p - 1 2 1 L i ' g L i , , L < i g * i i  

2k (, 

D o  1 o z  i o .  On pose 

'b 

y l l = ; l ; ' d , , ( k ,  1 ) f l n . P "  

'b 

/ I l l  = ...1','</,,(X-. I ) 11" - Q"" 

1 + 1  k 

Considérons 

d'où si k 1 (8 - ca) alors PUA:  P'" ' (c (x / f i ) )  est un entier. Comme 
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Si on prend les n premiers termes de la série alors 

est un entier. 
D'après le lemme 2, 

d'où en posant E = (l& - ,J'$%I' (2, 826) f 'k '  A , )  - ' (ou ( /A - 

JG12 e x p ( ~ ( k ) + r l )  A') si q > q ( q ) ) ,  i ,=sup(k i ~ o g l  (P-ac)/PI, 1) 
alors (q,, 8 - pl, 1 G Io E - ", 

d'après le lemme 3, d'où en posant Q = ( (2 ,  826)."'" 2 Ad, 12p - EU) ) 

k o = 2  

on en déduit le théorème en v'érifiant la condition (3),  ce q u i  est évident 
d'après le lemme 7. 

I I .  COROLLAIRES ET APPLICATIONS NUMERIQUES 

I I . 1 .  Prrnonsk=I,c=1.C0rnme~F~('~~Ix)= - ( l / r ) L o g ( l - x ) n o u s  
retrouvons les résultats de [S, 6 ) .  

11.2. Prenons k = 2. 

COROLLAIRE 1. Pour .Y E Q, O < ,Y < 1 posons .Y = r /p.  Soit d un 
dénominateur de ( f l  - E C ( ) / ~  (6 = 1 ,  2, OU 4 ) .  On suppose que 
6 .  (fi - J j G ) 2  e2  < - 1 alors /(x) = (II&) ~ a ~ ( l + J x ) / ( i - & ) )  et 

g(x) = ( 1 / J x )  Arctg Jx sonr irrationnels d 'exposan? de mesure 
d'irrarionalité 

11.3. EXEMPLES NUMÉRIQUES. ( 1  ) Pour x = $ on retrouve une mesure 



d'irrationalité désormais classique pour Log 2: Pour tout q > 0, il existe 
q ( q )  tel que pour tout p E Z et q E 2, q > q ( q )  on ait 

On obtient un résultat plus explicite par l'utilisation du lemme 7: 

Log,-- > 2 -  10 d y -  "-R70R'9 I II (voir aussi [6 ,  13) ). 

( 2 )  Pour x = 4 nous obtenons un résultat nouveau 
7 

1 et aussi 
- 

r On peut remarquer que ( 2 1 4  5 )  Log(( 1 + ,l/S)12) est le résidu de la fonc- 
tion L du corps quadratique ~(3). 

( 3 )  Pour s = on trouve 

( 4 )  Pour .Y = 1/29 - 13', 
- 

(5)_ Pour -Y = f et c = -1  nous retrouvons une mesure d'irrationalité 
de n/ J 3  [ 5 .  61, 

71 1 1 > 10- 4 .  9.4805039 pour tout p E Z, tout q  E 2, q  0 
3 4 



(6)  Pour x = f ,  

11.4. Prenons k = 3 ,  E =  - 1 ,  

COROLLAIRE 2. Soit x E Q, 0 < -Y < I ; on pose .Y = 48. Soit b un dénomi- 
nateur de ( p  + z)/3 (6 = 1 ou 3). On st4pposr q t rp  .Y c k r ~ f i r  la condition 

( a )  ( \ / p + x - \ 4 ) 2 6 . \ , 5 e x p : <  1 .  

Alors 5; nt/( 1 + 1 ' )  es? irrationnel d'erposant dc~ nwsure d'irrot ionalité 

11.5. Applicürions nuntlriqires. Pour .Y = i comme 3 1 2' + 1 on a S = 1, et 
la condition ( a )  est vérifiée. On obtient un résultat intéressant qu'on peut 
rapprocher de celui de Siegel [ 2  1 

on en déduit que pour tout p E 2, tout y E Z. y > 0. 

11.6. Prenons k = 4,  E = 1. En utilisant la remarque 1.3 du théorème. il 
n'est pas difficile d'énoncer un corollaire analogue aux précédents. Don- 
nons plu tôt des exemples numériques 

( 1  ) Pour .Y = on obtient 

(2) Pour r=l/J3, 



Dans le cas ou k 2 3, nous pouvons diminuer l'exposant X en utilisant 
un  résultat de Chudnovski [12]. 

Pour cela i l  suffit de remarquer que les coefficients du polynome P'"'( .Y)  
sont des produits de nombres en progression arithmétiques et sont 
analogues à ceux de l'étude de [ 12 3.  Comme k [ ( P  - cr ), on peut alors 
remplacer l'exposant A ( k  ) = n,, , pi", -- ' ) du théorème par le nombre 
caractéristique ( I / k )  exp(rhr)k oM 

Pour k = 3 .  

n J 3  
(chr ): = -. 

6 

Pour k = 4, 

On obtient, par cxcrnple, que pour y > q ( r \ )  
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EQUATIONS DIFFERENTIEUES ET APPROXIMATIONS RATIONNELLES 

DE 2F1 ( l 9bl  x ) : APPLICATIONS ARlTHMETiQUES 
C 

Par 
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Résumé : On montre comment la théorie des équations différentielles 

Fuchsiennes donne la table de Padé complete pour la fonction hypergéométrique 

( l a b  IC 1 . Les singularitPs apparentes pour de tel les êquationr sont liaes 
zF1 

aux approximants de "type Padé" . 
Nous donnons quelques applications à l'arithmétique. 

Abstract : Using Fuch s theory of differential equations, we give the 

complefe table of Padk foi hypergeornetric funcf ion iPi ( lYblx) . 
C 

Apparent singularities for such equations are linked to "type Padé" 

approximations. We give some applications to arithrnetic. 

CLASSIFICATION AMS : 41 A 21, 33 A 30, 33 A 20, 10 F 35. 

KEYS WORDS : Padé Approximation - Simple hypergeometric functions - 
Differential equations in the complex domain - 
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O. INTRODUCTION ET RAPPELS. 

1. Introduction. 

Nous allons montrer que la relation de Fuchs permet de donner sans trop 

de peine la table de Padé pour la fonction hypergéonéfrique 211(1pb et nous 
C 

allons vérifier que la considération des singularités apparentes d'équation dif- 

férentielles Fuchsiennes permet de retrouver des résultats de G.V. Chudonovski 

et G. Rhin concernant les approximations diophantiennes des constantes classi- 

ques de l'analyse [CHUl],[RM]. 

Nous proposons a ce sujet des conjectures concernant la fonction 

1 1  
Eulerienne B(Z,;), r entier r a 2 ou la fonction 

2. Rappels. 

On note : 

la série hypergéométrique de Gauss oh l'on a posé : 

(0.2) (a),=a(a+i) .... (atn-1) pour n # O ;  (a),=l 

on sait que cette série est solution de l'équation différentielle : 

(0. 3 )  x(1-x)yt' + cc-(a+b+l)x]yf - aby = O 

Equation différentielle Fuchsienne dont les points singuliers réguliers sont 

0, 1, m. 



1 - Equations differentielles fuchsiennes et table de Padé pour la fonction 

hypergéométrique 
C 

L'algèbre linéaire nous fournit l'existence d'un triplet P(x) ; Q(x) ; R(x) 

où P et Q sont des polynômes de degré au plus dl et d2 et R(X)  est une 

fonction analytique en O tel que l b n  ait : 

L'unicité de la solution pour un tel problème va resulter de conside- 

rations sur l'équation différentielle vérifiée par 
2F 1 ( l P b  C lx).  

Ce problème a été effectivement résolu par Pade [PA] qui a d'abord 

déterminé explicitement les deux polynômes et a ensuite trouvé le reste : 
dl+d2+1 

x ~ ( x )  en remarquant que celui-ci vérifie la même équation différentielle 

que ~(x), voir aussi (CO]. 

Nous allons retrouver ce résultat par une démarche, dont l'idée de base 

se trouve déjà dans les oeuvfes de Riemann [Rie] . 
On considère R(x) conme fonction "multiforme". De manière précise nous 

def inissons ( et donc R ( r )  non seulement sur un voisinage de O 

mais sur la surface de Riemann S, revêtement universel de IPl(C)-{O,1,-) = Z . 

Le groupe de monodromie associée à est le même que celui 

associé à R(x) et on en déduit avec R(x) est solution d'une équation diffe- 

rentielle linéaire d'ordre deux dont les points singuliers réguliers sont 0,1,=* 

On posera 



Théoirème : 

On suppose que d2 ? dl-1 alors : 

la notation [ Id2 signifiant que l'on ne prend que les d2 premiers termes du 

développement en série 

Démonstration : Au voisi-nage de O l'existence même d'une solution au 

problème qui nous est connue par l'algèbre linéaire nous donne comme couple 

2 
d'exposants (0, 1-c-a)  mod IN . 
(mod INZ voulant dire qua ce couple est défini à (kl,kZ) près où kl E IN ; 

Par un prolongement analytique au voisinage de l'm on trouve 

2 
(inf (o-dl+l, 0 - d l ) ,  b-o-dl) rnod IN . 

De même en 1 

2 (0,c-b-1) mod IN . 



la relation de Fuchs [In] s'écrivant : 

Pour m = 2, nous obtenons en simplifiant et en posant A l'ensemble des singu- 

larités apparentes de l'équation différentielle. 

on pose alors : 

Comme ci 2 2 on en déduit que 1.1 s'écrit alors 1 a 

2 
où A 2 O est un entier qui provient de la détermination mod IN . Si 
O - d l + l < a - d  ou d < d - 1  onaboutita A = a = O  et o=dl+d2 cequi 

2 2 1 

est impossible par hypothèse. 

On a donc d2 2 dl -1  et a = K = O ; a = d t d  +l. Les exposants d e  1 2  

R sont alors détermines de manière canonique et le symbole de Riemann [Iiü,I] 

associé à R(x) est : 



A une constante multiplication près on trouve alors que 

Ecrivons alors l'égalité obtenue 

On transforme 1.2 par monodromie [KU 1] autour du point singulier "1". En utili- 

sant alors la matrice de monodromie en ce point, 1.2 se transforme en : 

Par soustract ion on obtient 



En utilisant la formule de Kummer [K.FI, 

on en déduit le théorème. 

Concj&quencu cuû$hmLt.igua 

Le cas dl  = d2 = n ou dl = n, d2 = nt1 est bien connu et permet de 

retrouver en particularisant les paramètres b et c de nombreux résultats 

d'irrationalité voir ([Chu 2, [AL.RO], [Ba], [Hu]). La formule intégrale : 

permet de donner une estimation asymptotique du reste. 

Malheureusement on vérifie que c'est pour le développement en fraction 

continue que les "Q/P" convergent le mieux vers zF1 ( l'b,x) C . 
Pour espérer de meilleurs résultats nous devons donc prendre des approxi- 

mants qui ne seront donc plus de Padé. 

II - Améliorations de l'a~r>roximatjon. Approximation de "type Padéfl 

Posons S = {a0,a1,a2, ... at) avec a. = O et supposons que 

ai d {1,-} pour 1 i i 5 t. On impose en outre à R de vérifier la condition 

suivante : 



Dans la suite on notera : a = 2ntl. 

L'algèbre lineaire nous montre l'existence de 2 polynômes P et Q de 

degrés n vérifiant la relation suivante : 

un tel triplet est appelé "Approximant de type Padé". Nous poserons 

i =  1 

2i 
R(x) n'admet que 0,l ,m cornme singularités régulières et al, a l , .  . . , at sont donc 

des singularités apparentes de l'équation linéaire Fuchsienne d'ordre deux dont 

1 est solution. 
?, 

On peut comme précédemment calculer les ordres des singularités de R. 

On trouve 

En O : (O,-ko+l-c) modtN 2 

En 1 : (0,c-b-1) ' " 

En 1 ' ~  : (a-n,b+a-n) " " 

'b 
Corne on sait que R existe et est holomorphe en ai, on trouve d'abord une pre- 

mière détermination holomorphe. En tournant par exemple autour de O et en reve- 

nant au voisinage de a l'autre détermination est alors d'ordre -ki au moins; i 

d' OU 

En ai : (O,-ki) mod IN 
2 

La relation de Fuchs s'écrit alors sous forme d'inégalité 



i=t 

Nous supposerons que 2ntl = kg + On peut alors déterminer 

2, 

de manière précise une équation différentielle du 2ème ordre dont R soit solu- 

tion : 

oü les pi sont appelés paramètres accessoires. 

En général la connaissance des ordres des singularités en ces points est 

inscf f isante pour déterminer ccmplèterrient 1 ' équation, mis dans ce cas particulier on sait 

que les a sont des singularités apparentes dont les ordres sont (O,-ki) On 
i 

utilise alors une méthode classique qui permet de déterminer les pi cf. [IN]. 

Reste à déterminer a 1 s i É t. Remarquons d'abord que nous devons 
i ' 

pouvoir appliquer le raisonnement de monodromie précédent ce qui impose des con- 

ditions sur la dépendance des solutions y(al,a 2,...,x) en fonction des o.. 

Celles-ci sont alors sur une variété intégrable, solution d'équations aux déri- 

vées partielles, les équations de Schlesinger [M P l .  

Comme pour l'équation hypergéométrique, on peut écrire les solutions 

de Et sous forme intégrale de type d'Euler. 

Par exemple au voisinage de O on peut écrire 

2, 
1 

b c-b-1 R(r) = Y (1-Y) u(l-u),n+l du 
H(u)[ I-ur 

où 3(u) est un polynôme dont les racines sont les ai, 1 5 i 5 t, avec pour 



multiplicité ki. 

Une telle forme intégrale est la généralisation de Picard de l'inté- 

grale hypergéométrique adaptée à notre problème. 

En effet, si on pose : 

cioD est l'ordre du pole pour la fonction sous le signe intégral , les p véri- i 

fiant [ rii = 2 .  

Si on fixe 1s variables a I,a2,..at on obtient la fonction obtenue par 

Pochhammer . 
On peut comme pour la fonction hypergéométrique caractériser ses solu- 

tions comme fonctions multiformes ayant exactement t+2 déterminations en des 

points de ramifications dont les ordres sont donnés. 

En chaque point de ramification il y a t+l déterminations holomorphes 

la t+zéme étant "multiforme". Ce résultat subsiste en 1'- après multiplication 

de G par un exposant convenable de x. 

Pour des valeurs des vi où vi E N, l'ordre de l'équation différen- 

tielle est diminuée de 1 et donc si tous les 
pi. 

1 < i < t sont tels que 

-V.  E N, l'équation différentielle est d'ordre deux. 

III - Applications arithmétiques 

Considérons donc l'intégrale suivante considérée parG. Rhin [RH] 

où ~,(t) est un polynôme à coefficients entiers de degré 1 16111 où 6 > 1 

Hn(t) appartient à l'idéal ((t,~) ~ [ t ]  )n avec A = ppcm (ed,d-dr), d étant 



choisi tel que dx E 2 et e est un entier fonction de b et c. 

1 Par exemple si b = - 3 
2 '  = = -  2 

A = ppcm (4d, d-dx) ; 6 = 3 / 2 .  C'est-à-dire que 

R m q u e .  Il est facile de voir pourquoi une telle intégrale est la 
nt1 ,ntl+b 

transformée par isomonodromie de I X  ) ou ce qui revient au néme 

En effet : 

1, b 
où B(x) est un polynôme et A(x) s'écrit A1(x) 2Fl ( 1x1 + B 1  A l  et 

C 

B (x) étant des fonctions rationnelles. 1 

On écrit que : 

par un raisonnement analogue à celui du théorème on détermine alors explicite- 

ment Al(.) et B1(x). 

Appfication num&ique [RH] 

1 
Pour x = 3, A = 2 et 



on remarque que 

2t(l-t) = [2(t-3)+6] [-2-(t-311 appartient à 1' idéal (t-3,12) 

et 5t-3 = 5(t-2)+12 [RH]. 

* 
On trouve alors que 0 = fi log(2fl) d Q et pour tout p s IN, q E: IN 

il existe q E M tel que pour tout q 2 qO(c) 

1 1  Si on appelle B(? , -), la fonction eulerienne de lère espace, s 

entier, s 5 2, nous pouvons conjecturer qu'un bon choix de Hn peut permettre 

1 1  de démontrer 1' irrationalité de B(? , ;). 

En effet, j 1 11/21 = b B(? ,b) pour b d Z, on peut alors 
2F1 I+b / 

montrer que 

1 On a déjà vérifié ce résultat pour b = - B(', '1 = ïi et In-  > q -23,918..+~ 
2' 2 2 

V 

On peut également envisager des résultats sur 

pour b = 113 ceci damrait une mesure d'irrationalité pour l'intégrale étudiée 

par Siegel [Sie] 
* 



La théorie des approximants de Pade étant suffisante pour démontrer l'irra- 

tionalité de 

= Log 3). IM.H.21. 
JO 1+t2 15 

Les nombres en question étant bien sûr connus comme transcendants, on en doit la 

démonstration à Schneider pour la fonction Beta. La valeur de P (lSb - 1 )  
l b+l 

résultant de la théorie de Baker des formes linéaires de logarithmes [WAL]. 

1 Ces nombres sont en général "normaux" mais il serait souhaitable 

d'avoir une mesure dtirrationalité plus petite. 
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Résumé : Utilisant le principe de Monodromie nous obtenons des formules 

explicites pour les approximants de Padé de type 1 pour des familles de fonctions 

hypergéométriques d'ordre supérieur et nous en déduisons des applications à 

l'arithmétique. 
Ec 

En particulier pour w E Q assez petit nous obtenons des résultats 

d'approximation diophantienne concernant la racine réelle équivalente à w 

de l'équation trinôme XP+~-X+W = O, et améliorons dans ce cas, de manière 

effective l'exposant de Liouville. 

MONODROMY AND DIOPHANTINE APPROXIMATION FOR HYPERGEOMETRIC 

FUNCTIONS 

Abstract : We use Monodromy principle and obtain an explicit construction 

for Padé Approximation of type 1 forL families of contiguous hypergeometric 

functions and we give some applications in arithmetic. 
t 

In particular for w E Q small enough we obtain results for Diophantine 

approximations linked with the real root % w of trinomial equation : 

~'+'-Xtw = O, and an effective amelioration for the Liouville bound. 

MOTS CLES : Théorie des nombres, Approximations diophantiennes, approximations 

de Padé, Equations différentielles dans le champs complexe. 

CLASSIFICATION AMS : 10 F 05, 10 F 25, 10 F 35, 33 A 30, 33 A 65, 33 A 20, 

65 D 15, 65 D 20. 



Soit S un ensemble fini de nombres complexes et fl,f2, ..., f n 

fonctions analytiques au voisiange des points de S. 

L'algèbre linéaire nous apprend l'existence de polynômes 

P1,P2, ..., P de degrés au plus dl ,d2 dn à coefficients dans et non tous n 

nuls tels que les ordres aux points de S de la fonction : 

vérifient la relation : 

Ord R I 
B 

dk + n-1 
@ES k= 1 

Dans le cas où S est réduit a un point, on dit que le n+l uplet 

(P1,P *... P . R )  est un approximant de Padé de type 1 au point considéré pour 
n 

le système de fonctions fl,f2, ..., f . n 

La fonction R désignant le "reste" de l'approximant de Padé et le 

cas n=2 redonnant la définition usuelle de ces approximants. 

Les majorations du terme de gauche de 0.2 permettent d'obtenir de 

nombreux résultats de transcendance concernant les E fonctions (Siegel [ l ] )  

et d'irrationalité ou d'indépendance linéaire pour les G fonctions (Bombieri 

Toutes ces fonctions sont solutions de systèmes ou d'équations 

différentielles linéaires dont la nature et le nombre de points singuliers jouent 



un rôle essentiel dans la détermination explicite du reste R(x) et des poly- 

nômes P1,P2, ..., P . n 

On peut citer à ce sujet les travaux de G.V. Chudnovski [3] dans le cas où les 

points singuliers du système différentiel sont réguliers et la généralisation de 

D. Bertrand et F. Beukers [ 4 ]  dans le cas où apparaissent des singularités 

irrégulières. 

Seul C.V. Chudnovski donne dans [5]  un exemple explicite avec un 

système "contigu" de fonctions hypergéométriques. 

On peut signaler qu'il s'agit là des seules fonctions, mises à part 

celles de Jordan-Pochhammer où l'on peut tester la méthode. Ceci est dû au fait 

que l'on peut déterminer complètement le groupe de monodromie associé à une telle 

équation différentielle, 

Nous nous proposons dans cet article d'étudier dans le cas des 

fonctions hypergéométriques contigues,les formes linéaires 0.1 vérifiant la re- 

lation 0.2 et d'en déduire des résultats d'approximations diophantiennes. 

Dans la première partie nous montrons comment la relation de Fuchs 

permet de donner exactement ord R et de retrouver l'expression de R donnée 

dans [5] et [20]. Ceci généralise le calcul des réduites de la fraction de 

Gauss donnée par Heine [ 1 4 ] .  Voir aussi [16]. 

Dans la deuxième partie nous compléterons l'étude de [20] en 

donnant explicitement une f mille de po.lynômes vérifiant (0,l) et ceci en 

utilisant le principe de monodromie. 



Enfin la dernière partie utilise ces préliminaires analytiques pour 

l'étude de l'indépendance linéaire des valeurs en x E Q assez petit de font- 

tions hypergéométriques contigues et C[x]  linéairement indépendantes. 

Nous ne donnerons des résultats que dans le cas où il s'agit de 

G fonctions. D'autres peuvent s'obtenir pour les E fonctions en utilisant 

dans ce cas précis le principe de confluence. 

Ceci nous donne de nombreux résultats nouveaux et permet de démon- 

trer le théorème suivant : 

Théokhe.  - Soient f f ,. . . , fp des fonctions hypergéométriques 

linéairement indépendantes sur C(x ) ,  contigues et à points singuliers réguliers 

soit r = a/b, a et b étant des entiers rationnels tels que 

1 bl > cl lalpfl. cl = cl(pl,fo,. . . ,fp) étant une constante explicitement cal- 

culable en fonction de p et des paramètres de f ,fl,...,f 
P ' 

Pour tout E > O il existe une constante effective c2(p,fo,f ly...,f .E )  > O 
P 

telle que la propriété suivante soit vérifiée. 

Soient H ,Hl,. . . , H  des entiers rationnels et H = max H~ 1 , 
P 

O c k c p. Alors on a : 

où on a posé p = p.(~og kllbl / ~o~(k~(bl/(a(~+l). kl et k2 sont des cons- 

tantes dépendant de p ,fo,...f . 
P 



k=p h=p 

Pourvu que Hkfk( 
r) # O (des points r E û) tels que 1 Hkfk(r) = 0, 

k=O k=O 

sont dits exceptionnels. Ils sont finis et effectivement calculables), 

H 2 c2 et lbl > bo (fo,fi.. . f p , ~ )  effective. 

C o ~ o u h e  1 .  Soit pour p s 2, E l'équation trinome 
P+' 

xptl-~+r = O. Avec r E Q* et soit 0(r) la racine réelle vérifiant 

6(r) % r quand r -+ 0. 

2 
Alors le théorème vaut pour la famille 1,0(r) $ 0  (r). . . ,eP(r). La 

mesure d'indépendance linéaire étant en quelque sorte la meilleure possible. 

La démonstration du théorème permet de démontrer le corollaire suivant : 

Co&o&!&e 2. Soit r = a / b  vérifiant une condition du type 

(b l  > c ~ ( P )  la1 '+'" où c4(p) est explicite. Alors pour tout E > O, il 

existe QO(~,r) > O, telle que pour tout P E Z, tout Q E Z avec 

[QI > aO(&,r) on ait : 

avec m = m(~,r) vérifiant p < m < p + l .  

On obtient donc une amélioration effective pour les racines des équations 

trinomes de l'exposant de Liouville . Voir [ 2 8 ] .  

Toutes les constantes seront précisées dans la suite de l'article. 



1. NotaLioizcl d t ~ a p p h .  

1.1. La fonction hypergéométrique 

Pour p E N, p 2 1 nous noterons : 

où par convention b = 1 et où on suppose que si 1 s k r p : bk k L. 
p+l 

Cette série est appelée série hypergéométrique. Si on pose a = (al,,a2. . . . ap+l ) ; 
'L 

b = (bl,b2,..b ) on la notera aussi : 
2i p+l 

1.2. F (a,b,x) p+l p % % 

On sait que pour 1x1 < 1 cette série est une fonction holomorphe solution de 

l'équation différentielle : 

1.3. O(û+bl-l)(O+b2-1). . . . . . (O+b -1) - (0+al)(0+a2). . . . (0+a ) = O 
P p+l 

a avec 0 = x - . a x 

On a également posé : 

1.4. (a), = a(atl)(a+2) ...( atn-1) si n s 1 ; (alo = 1 

Le cas p = 1 est bien connu, la série hypergéométrique étant solution de 

l'équation : 

x(1-x)yl' t [c-(a+b+l)x]yl - aby = O 



avec al = a ; a2 = b ; bl = c .  

Les équations différentielles 1.3 et 1.5 sont du type de Fuchs a points singu- 

liers réguliers 0,1,=. 

1.2. Rappels sur la monodromie 

soit ~ ( w )  = ao(x) v(~) + al(x)w . . . + an(x)w = O (El 

une équation différentielle linéaire Fuchsienne définie sur la sphère de 

Riemann Pl(&). 

On sait alors que les coefficients a. (x) sont des fonctions 
J 

rationnelles et les singularités bl,b2,...,bt+l de L sont toutes des 

points singuliers réguliers. 

Nous poserons Z = IP1(C) - {bl , b 2 , .  . . , btC1} avec bl = O ; 

b2 = 1 ; bt+l = ". 
Nous pouvons choisir un point x = x de Z (point de base) et 

nous obtenons ainsi le groupe fondamental Ii (Z,X ) qui est un groupe libre 1 O 

de rang t. 

On va supposer que t 2 2. On peut appliquer le théorème d'unifor- 

misation pour identifier le revêtement universel de Z noté S avec le demi 

plan supérieur N. 

Soit w(x-x ) un vecteur colonne dont les composantes w . ( ~ - ~ ~ )  r 
J 

1 s j s n forment une base de l'espace des solutions de (E) dans le voisina- 

ge de x = x Par un prolongement analytique de w(x-x ) jusqu'au point 
0 ' 

x = x1 suivant un chemin y E 2, nous définissons un vecteur w(x-xl) dont 



les composantes définissent une base de solution de (E) au voisinage de x = xl. 

Du classique théorème de monodromie on en déduit que w(x-xl,y) ne 

dépend que de la classe d'homotopie de y notée [ y ] .  

Ainsi un prolongement analytique le long d'un cycle de Z dont un 

représentant est y ,  transforme le vecteur w(x-xo) en le vecteur w(x-xo,y). 

w(x-xo) et w(x-xo,y) étant solutions de l'équation ( E )  on en 

déduit l'existence de m(y) E GLn(6) tel que : 

une telle matrice est appelée matrice de monodromie de ( E ) .  

Comme elle ne dépend pas de la classe d'homotopie [y] de y on 

peut définir une application de : 

n,(Z,xo) - GLn(C) 
dont l'image notée M est appelée groupe de monodromie de ( E ) .  

Celui-ci n'est défini qu'à conjugaison près dans GL (C) (En raison même du 
n 

choix arbitraire des points de base et de la base des solutions de ( E )  en 

x = Xo). 

1.3. Fonctions contigues 

Des vecteurs ui(x) ayant mêmes singularités régulières bk 

1 S k 5 t+l et mêmes matrices de monodromie sont dites contigues. 

On peut lire sur les racines des équations indicielles de wi en 

bk 
si elles sont contigues : il suffit qu'en chaque point les exposants 



locaux (racines de ces équations) diffèrent par des entiers rationnels. La 

construction des approximants de Padé de type 1 est essentiellement basée sur 

le théorème suivant : 

TCiéotPme de Riemann. Soient F = {wI1 , w 2 , .  . . ,wn] une famille de 
n fonctions contigues et C[x] lineairement indépendantes. Soit w 6 F n+l 

et contigue à l'une des fonctions w Alors la famille {W~,W~,...,W~,W~+~} i 

est C[x] lineairement dépendante. 

1.4. Equations réductibles. 

Soit L un opérateur différentiel linéaire à coefficients dans 

~(x). On dit que L est réductible s'il existe des opérateurs différentiels 

linéaires d'ordre inférieurs à coefficients dans C(x) tels que L = LI O L 2 ' 

Si L n'est pas réductible, on dit qu'il est irréductible. 

I I .  D é X d n d u n  a e e 2 i v e  de ~'appxaxUna&Lun d e  Padk de Xqpe 7 p a m  un 

awzèrne p a h t i c d i a  de AoncLiom h q p e n g é o m ~ q u ~  co rt.LLguu. 

Posons fo(x) = p+lFp(~,k,~) et pour 1 s k s p 

l'algèbre linéaire nous apprend l'existence p+l polynômes Po,P1, ... P de 
P 

degrés N-1 au plus telle que la forme linéaire 



ait un zéro d' ordre au moins (p+l)~-1 en O. 

Nous allons montrer l'existence d'un p+2 uplet unique à une cons- 

tante multiplicative près (po,P1, ..., P ,R) vérifiant 0.1 et tel que l'on 
P 

ait exactement 

OrdoR = (pt1)N-1 

une telle forme linéaire est dite parfaite. 

11.1. Détermination du reste 

a +Np,a +N 
~ ( x )  = x 

(ptl )N- 1 1 2 P ' . . . w . . .  

J 
bl+(p+i)~,b2+(P+1)~tl , .. . b .+(p+l)N+j-1,. . $1 

avec 1 c: j c: p .  

Démonstration : Nous considérons R(x) défini sur S ,  revêtement 

universel de IP l (e ) -{O,  1 ,=) . 
Pour O c i s p tous les fi ont en 0,1,= mêmes matrices de 

monodromie donc que R(x) a les mêmes matrices de monodromie que 
*O 

Le pt2  uplet (fo,f ly...yf ,R) forme d'après Riemann un système 
P 

"contigutt. ~ ( x )  est alors solution d' une équation différentielle linéaire 

d'ordre au plus p+l à points singuliers réguliers 0,1,~. Notons (E) cette 

équation. 

L'équation différentielle dont R est solution n'est pas encore 

déterminée de manière unique car la monodromie est un invariant de l'équation 



différentielle modulo Z et de plus cette équations différentielle peut 

posséder des singularités apparentes. 

Nous allons lever ces indéterminations en cherchant les ordres des 

singularités aux points singuliers éventuels. 

Posons s = (pt1)~-1 et :(XI = x-' R(x). Supposons que fo soit 

solution d'une équation irréductible. C'est-à-dire que (E) est d'ordre exacte- 

ment p+l. Ceci se traduit comme dans le cas p = 1 par des conditions sur les 

paramètres de . 
*O 

Pour 1 i i r ptl ; ai d G ,  1 r j s p b. et bi-ai 1 E .  
J 

Nous supposerons aussi que a et b sont réels.(L'extension au cas complexe 
% ?i 

se fera par un raisonnement de prolongement des identités). Les ordres des sin- 

'L 
gularites en O pour R sont : 

(0,l-bl-s, 1 - b - 1 -  . 1-bi-i-s ,..., l-b -s-(p-1)) mod INpC1 
P 

En effet l'ordre O (mod N) provient de l'existence même de sa solution au 

problème en x = 0. 

Les autres exposants interviennent en utilisant un prolongement ana- 

lytique de R sur Z. Soit x un pintd'un voisinage de O. Considérons la 
- 1 

fibre de x,. p '(x) = {xI,x2, 
g.*Xj**al de 



Le prolongement analytique de x à xl par exemple le long d'un chemin y 

sur S va transformer les fonctions holomorphes fi définies au voisinage de 

O en yfi. Les polynômes P (x) restant bien sûr invariants. (Ceci est équi- 
1 

valent a faire un tour dans le sens direct par exemple autour de l'a et de 

revenir en x). 

On obtient alors 

où $k(~) holomorphe au voisinage de O et $k(0) # O, qk(x) s'écrivant 

comme série hypergéométrique. 

'k,i 
désignant le symbole de Kronecker. On en déduit facilement 

'L % 

les ordres des singularités du prolongement ~ ( x )  en O et donc de ~(x). 
Y 

En 1'w : 

On prend comme uniformisante locale l/x. En remarquant que 

OrdmP = 1-N on obtient le résultat par prolongement analytique au voisinage 
j 

de l'm. On trouve alors : 

(al+l-~+s,a~+l-N+s, , . + . , +1-N+S) rnod NP+~ 
ap+l 

On trouve : (0,1,2, . . . . . p- 1, d) mod Plp+' où 



En utilisant la relation de Fuchs pour (E), on obtient facilement 

1 [ 1 exposants avec multiplicité en a] + ( ) =  p(p+l )  2 

a~(0, 1 ,ml a: singularité 
apparente 

Une vérification facile montre alors : 

1) Il n'y a pas de singularité apparente 

2) On lève l'ambiguité concernant les déterminations mod N P+' ce 

Z 
qui permet de définir R par son symbole de Riemann : 

Une étude de Levelt [17] caractérisant les fonctions hypergéométriques d'ordre 

supérieur permet alors de conclure que : 



Dans le cas où p+l 5 q 1'- est un point singulier irrégulier. Le résultat 

précédent subsiste pour F ( lx). II suffit alors de raisonner par 
P q  z 

confluence. 

11.2. Remarque 

'L 
R(O) = 1 montre que l'ordre de R est exactement s = ( ~ + l  )N-1 

c'est-à-dire que le système ( P ~ , P ~ > .  . . y P p y ~ )  est un système parfait au sens 
de Padé. 

11.3. Définition. 

Les f.(x) sont appelées fonctions contigues de base. 

II  1 .  C d c d  &ec;tcb den pu&ynûmu. 

Nous supposerons dans ce paragraphe que les singularités de f o  ne 

sont pas de type logarithmique. 

111.1. Rappels et Notations. 

Nous poserons 

Dans ce cas une base de l'espace des germes de solutions de (E) au voisinage 

de O est donnée par 

pour j = 1 , 2 ,  . . . , p +  1. 



Au voisinage de 1'- une base de l'espace des germes de solutions de (E) est 

donnée par : 

avec 1 s  k s p+l. 

On posera aussi 

(0) ( 4 )  Yj (x) = x C'est-L-dire que ylO'(x) e s t  analytique au J 
voisinage de û 

ak (-)(:),avec y:-)(;) : analytique au voisinage de l'm. (5) Y = ( 1  yk 

Les calculs suivants faisant intervenir de nombreux produits de 

fonctions ï nous poserons : 

avec 



Soit y le chemin suivant de Z 

Nous allons chercher comment se transforme la solut ion holomorphe Y (O) (a) de 
p+l 

(El quand x parcourt y et revient en x.  

Notons le transformé de suivant 

Lemme 1 .  

où Ek = Ek($,.&) sont des constantes ne faisant pas intervenir de facteurs i 

et invariants modulo Z. 

Démonstration : Suivant une étude de Norlund [18] sur les fonctions 

hypergeométriques d'ordre supérieur, on travaille avec les solutions normali- 

sées de (El. 

On pose : 



a 
v (O) 

a -8  +1 
En particulier : = r [p  ] Yptl. k v 

p+l v k v 

parcourt un chemin allant de O au voisinage de l'a, 
j =p+l 

T t 1 ( x )  devient : où pour 1 r k s p t i ,  CL sont 

j = l  

des constantes  invariante,^ mod Z données dans [18] : 

v- tl 
a, + sin ~ ( a 3 i - P ~ )  

e v=l 
sin II.(ak+l-pk) v +il  =;Pr sin n ( ~ . . - 8 . - )  

où ""' veut dire que si 
av = ak 

on remplace le terme correspondant par 1 

dans le produit. 

on tourne alors une fois autour de l'= dans le sens direct et on 

obtient alors : 

Enfin on revient au voisinage de O au point x .  En écrivant d'après [18] : 

sin II(ov+l-8 .) 
v= 1 J 

wf sin n(p - B  1 
v = l  v j 



également invariants mod 2. 

En définitive, on trouve que : 

On en déduit le lermne en posant : 

Remmqueb. k=p+l 
(O) xl-bk 

1) On peut aussi écrire : Y(*)(x) = 
mk yk Y p+l 

avec : 

2) Tout ceci a été possible car les solutions de ( E )  peuvent comme 

dans le cas p = 1 s'écrire sous forme intégrale. 

3) Nous avons dû tourner autour du point singulier l ' a  au lieu 

de 1 (voir le cas p = 1 dans [16]) car dans le cas p > 1 la base de solutions 

de (E) au voisinage de f n'est pas "hypergeométrique" ou si 1 'on préfère le 

passage de la variable x à la variable 1-x ne donne plus des fonctions 

hypergéometriques mais font appel a l'étude de nouvelles fonctions appelées 

G fonctions de Meijer. 

Il ne faut pas confondre celles-ci avec les G fonctions au sens de 

Siegel dont les fonctions hypergéométriques à points singuliers réguliers sont 



des cas particuliers. Le cas où 1 ' ~  est point singulier irrégulier donnant 

une E fonction. 

4) Nous aurions pu calculer la matrice de monodromie en tournant 

autour du point "1" en utilisant la relation matricielle suivante M M M = 1. 
O l 

- 1 
Mo,M1 ,Mm désignant les matrices de monodromie. D'où Ml = ( M ~ M ~ )  . 

Il est facile de calculer Mo : c'est la matrice diagonale 

(p+l x p t l )  de terme général exp 2iIi(l-pk) 1 r k s p+l le calcul de Mm 

utilise le même principe que celui du lemme 1. On remarque que : 

. k=p+ 1 

M- = exp *in( ai) . 
k= 1 

111.2. Utilisation du lemme pour le calcul des polynômes 

On pose O = C{x) ensemble des germes de fonctions holomorphes au 

voisinage de O. 

Soit M l'ensemble des fonctions définies et Z holomorphes sur Z 

et dont la monodromie est donnée par les exposants a 1 $ i < p+l, i ' 
1 c b s p. Cet ensemble a une structure de module sur ~(x). 

j -bl -b2 -b 

On cons idère le module O(x . x , . . . . ,x ') et on suppose 

d'abord que les b ne sont pas entiers et que (E) n'a pas de singularité 
j 

logarithmique. 
-bl -b2 -b  -bl -b 

Dans O(x ,x , . . . x le système (1,x . . . . x 
-bl -b 

constitue alors un système libre et une base de M fl O(x , . . . ,x On 

pose 



Nous poserons dans la suite fo = fp+l. La transformation de monodromie du 

lemme donne : 

-bl 
-b 

La décomposition des 2 membres de cette égalité sur ( 1 ,x , . . . , x ') donne 

un système de p+l équations à p+l inconnues dont la résolution permettra 

de trouver les polynômes P.. 

L'utilisation du lemme 1 permet alors décrire : 

avec m p+l,k = E*+l,k 

S ' J  
Transformons x R : 

où pour k # p+l on a posé : 



l'invariance de Eket deE mod Z permet alors de trouver un système de 
i,k 

p+l équation à ptl inconnues dont les polynômes Pi sont solutions. On a 

alors en simplifiant : 

s r L  
2, 

= x R(x) = xS R (x) 
p+l 

On notera D(x) le déterminant du système S et 6(x)  le déterminant obtenu 
k+bk - 1 

en multipliant les lignes d'indices k par x 

Lemme 2. - 



Démonstration : Considérons la matrice M(x) du système S ,  un 

prolongement analytique le long d'un chemin de O à 1 montre comme dans 

[13] p. 305 que la matrice ainsi prolongée admet x = 1, comme singularité et 

son déterminant admet 1 comme singularité d'ordre d+p(p-1)/2. 

On en déduit que h ( x )  = D , ( x ) . ( l - x )  -d-p(p-1)12 est analytique par- 

tout sur a. Nous prolongeons ~(x) sur la surface de Riemann S et nous 

allons déterminer ordmA. 

On a ord,A = d+~(~-1)/2 + ord Dm . Comme la multiplication de 
k-l+bk 

chaque ligne d'indice k du système S par x redonne une matrice de 

solutions "fondamentales" 1131. 

Soit 6(x)  le déterminant de cette nouvelle matrice. On a 
k=p 

p(p-1)/2 + 1 bk 
D(x) = x k=l 

6(x)  

et donc 

~ mais : 



on peut alors conclure que ord,b = O. C e  qui montre que A est une constante 

notée c .  

~ ( x )  = c(1 -x) d+p(p-1112 avec c E 

le calcul de la constante c se faisant par le produit des termes diagonaux 

de la matrice. 

Ce type de démonstration intervient dans l'étude du. 21 ème problème 

de Hilbert. [13]. 

ALLURE DES POLYNOMES. 

En résolvant le système on trouve que pour O s i i: p : 

1i 
où S (x) est le déterminant des cofacteurs associé à Rk(x). Sachant que 

k 

P . ( x )  e s t  un polynôme de degré N-1. On ne prend que les N-1 premiers termes 

du developpement en série. 

Nous devons résoudre les problèmes suivants : 

a) Supposant queai î Q, b. E 9, déterminer un dénominateur des 
J 

P . ( x )  que nous noterons D(:,k,N). 

b) Déterminer un développement asymptotique des Pi (x) quand 

N -* i-. 



En vue d'une normalisation nous allons multiplier toute la relation(1) 

Remanque : Les résultats qui vont suivre diffèrent de ceux de [ 2 0 ] .  

Ceci est essentiellement dû au fait que la matrice de monodromie de cet article 

est M tandis que celle de [20] est Ml. 

IV.l. Notations 

a) Dans toute la suite des paramètres 
a i '  1 5 i < p+l  ; 

b 1 s j s p sont des éléments de ; b j  t! Z- .  On pose : 
j 

q premier (j,6i)=1 



4. 

b) Soit tn(x) une racine de l'équation : 

i tp+l - (p+l)t + p = O 

vérifiant t*(0) = plp+l. 

c )  On désignera aussi par t*(x) une racine de module minimal de 

l'équation 

p tptl - (p+l)t + x = O 

IV.2. Théorème 2 .  

Pour 1 < k < p f l  soient : 

des fonctions hypergéométriques "contigues" dont les familles de paramètres 

entiers 

sont choisis de telle sorte que les Fk(x) avec 1 r k s p t l  soient ü[x] 

linéairement indépendants. 



Soit x s Q, x = P/Q avec (P ,Q)  = 1 et O < 1x1 < 1, on suppose 

que x vérifie la condition suivante : 

et que x n'est pas au point exceptionnelA. 

On pose : 

Alors pour tout k, 1 r k s p+l les Fk(P/a) sont Q linéaire- 

ment indépendants et pour tout E > O il existe une constante 

Ho = Ho(~,ayb,mk,n ) > O effectivement calculable telle que pour tout H > HO 
% % %  %k 

on ait : 

avec Ak E & et H = max (Akl , P M = - ~+p-l étant l'exposant de la 
lsk$p+l 

mesure d'indépendance linéaire des F ~ ( P / Q ) .  

* Points exceptionnels 
Ces points vont invervenir dans la démonstration du théorème. Ils sont en 
nombre fini et effectivement calculables. 
Dans le cas où les Fk sont des fonctions contigues de base, il n'y en a pas. 



IV.3. Démonstration du théorème 

E b m d o m  a A ~ t 0 ; t i q u e c s .  

a) Quand N -+ Co. on a 

* 
où t = t (x) est une racine de l'équation. 

(i) x tptl - (ptllt t p = O telle que tf(0) = plptl et c est une constante 
P 

dépendant de p et des conditions da normalisations. (dans notre étude c = pP). 
P 

b) Quand N -+ Co. on a pour tout i : 1 I i I pC1 

où t,,<(x) est une racine de module minimal de l'équation 

(ii) p tP" - (p+l)t t x = O  et t,(x) (p+l) -'/' xllp quand x -+ O et 

d dépend également de la normalisation, ici d = pP. 
P P 

Pour la démonstration voir (201. 

Elle résulte des formules intégrales pour les fonctions hypergéomé- 

triques et de la formule de Stirling. 

Pour Rebi > Reqi et 1 r: i I p on a : 

r(bi) 

p+lFp lsisp r(ai)r(bi-ai) 
bZ 



ceci donne une estimation asymptotique de R~ ' 

Pour Pi on prend une intégrale portant sur une double boucle 1201. 

IV.4. Lemmes arithmétiques 

avec (ga,ka) = I et Lemme III.  S o i t  a E Q. Posons a = - 
ka 

- I q  'a - I lq- '  alors va](:) est un entier. 

91% 
q premier 

LemmelV. a)Pour b = b / k  b b '  (L b b  ,k)=l. OnPose 

b 
alors n i / (  ) est un entier. 

n 

b )  Pour n -r +m et pour tout E > O on a Qn I. e~p(~(b)+~)n 

où on a posé : 

$ représentant la fonction d ' Euler. 
Pour des indications sur ces 2 lerrunes voir [16]. 



On en déduit que pour O j 5 p 

Il en résulte que l'on peut poser : 

- - - P +  N++.. et dire que C(N)% D(a,b) 

Lenme 5. 1221 Soient m un entier > O et hl Ar Am des 

nombres complexes tels que A = (Al,AZP....,h ) #O. Onnote IltII = sup(xil 
2i m IL an 

on suppose qu'il existe des constantes cl et c2 positives, des réels a et 

f3 supérieurs à 1 et une suite de matrices (n) E M ( E )  telles que pour Pi, j mxm 

tout n : 

\ ' 
Alors il existe une constante cj = c3(cl,c2,a.~,m,~) telle que pour tout 



q =  (q1,q2,..g,%) E zm, q # O on ait : 
'L 

C 

En particulier A1,AZ, .... Am sont Q linéairement indépendants. 

Rmmque. On peut noter que c'est la condition (1) qui est la plus 

difficile à vérifier. 

Démonstration : On se donne q = (q l  , q 2 , .  . . ,%) E zm, q # 0 .  
'L C ?r 

D'après l'hypothèse 1) et quitte à réindexer les 
p ij 

il existe une matrice 

de la forme : 

déterminant non nul. 

Comme M E Mm ( E )  on a 1 det M ( 3 1. Nous allons majorer 1 det M ( . Comme 
> m 

X = O l'un des Ai est différent de O. Supposons que A l  # O. On multiplie 
C 2r 

la première colonne de M par A l  et on obtient une nouvelle matrice M t  : 



92 
(n) (n) (ml 

P2,1 Pm,l 

M '  = avec det M i  = hl det M. 

t . 
I, , X~P~,~-~........ (n) (n> / 
i pm,m-1 1 

Pour calculer det M'  on fait la combinaison suivante : on remplace 

la lère colonne par la somme de la lère et des (m-1) autres multipliées par 

h1h2...Am alors : 

D'après l'hypothèse iii : 

-n pour k = 1,2, ..., m-1. 

Posons E = 1 1 qi hi ( , on développe ensuite det M '  par rapport a la 

lère colonne et on obtient pour k = 1,2,. ... m-1 : 



ce qui donne pour ( d e t  M I  une majoration de l a  forme : 

s o i t  un en t i er  n t e l  que : 

~ o g ( 2 c ~  llqll 
n > on a donc 

~ o g ( a / a ~ * ~ )  

Log 2cqll%ll 
- (m-1) 

1 1 r d e t M s ~ + c 4 ~ B  ~ o g ( a / @ ~ - ~ )  

d ' o ù  

On pose alors : 

on en déduit alors 

- (m- 1 )X 
E > Il q Il 



où on a posé X = 
1 

LogalLogB -(m-2) 

Fin de la dérnomMon du théotème 2 .  

Toute fonction hypergéométrique F contigue à fo(x) s ' exprime 
corne combinaison linéaire à coefficients dans C ( x )  de f o(x), f ,(x) , . . . fp(x). 

De manière précise si F.(x) ; O $ j s p sont des fonctions 
J 

hypergéométriques contigues à f o(x) il existe des polynômes 
f f f f 
QoiQ1* .Qp9Q 

de E[x] tels que l'on ait : 

~(x), Q (x), ...,Qp( X )  sont des polynômes effectivement calculables en utili- 

sant la méthode de monodromie de III, sont indépendants de N et de degrés 

bornés par une constante absolue. 

L'utilisation répétée des fonctions de bases fo,fl, ..., f nous 
P 

montre que si les f . (x) sont pour O j s p des fonctions contigues C(x) 
J 

linéairement indépendantes : 

les degrés des polynômes Q; sont de la forme N+a où a est un entier 
j j 

naturel indépendant de N (On dit que le système d'approximant est presque 

parfait). 



Pour démontrer le théorème on commence par vérifier le lemme V et surtout la 

condition a). 

Pour cela écrivons la relation de Padé pour N-1,N, ... N+p-1. On 
obtient alors le système : 

avec O<:k.:p. 

Le déterminant A~(x) du système est de degré inférieur ou égal à 

mais par combinaison linéaire, en remplaçant la première colonne par 

(N+k)(p+l)-1 % 

C~+k-l RN+k-l(~), k = 0,1,2, p. On vérifie alors que son 

2 2 
(p+l)N+p --3p+l. On en ordre est supérieur à (p+l)~+p -3p+l. Donc A~(x) = p x 

déduit alors en utilisant l'expression explicite des polynômes que p f O. Ce 

qui permet de vérifier la condition 1) du lemme V. Pour vérifier les condi- 

tions 2 et 3 du lemme, on pose : 

on obtient alors : 
LEP 



On applique alors les lemmes II et IV. 

Le cas "logarithmique" se traite de manière analogue. La difficulté 

réside essentiellement dans le calcul des matrices de monodromie. On y parvient 

en utilisant des résultats de [18] et une méthode analogue à [25 ] .  

Soit x = P/Q, supposons que pour O s j d p F ~ ( P / Q )  soient 

tQ linéairement dépendants. Il existe c E C, O d j 5 p, non tous nuls tels que 
j 

1 E F . ( P / Q )  = O la remarque du début de la démonstration montre l'existence 
j~ 

J =O 
de bij  C C  O S  i S p telsque : 

or f.(P/Q) Q linéairement indépendants montre que : 
J 

Si on suppose que la matrice B a un rang égal à p+l en P/Q, alors la 

condition 1) duthéorème 2 est vérifiée. 

Mais il y a au plus un nombre fini (effectivement calculable ne 

dépendant que du système donné F.) tel que la matrice B soit singulière. 
J 



On appellera de tels nombres points exceptionnels. Ces points apparaissent 

déjà dans le cas où p = 1 et résultent des relation de contiguite de Gauss. 

Par exemple : considérons la relation de Gauss suivante 

c- l 
Pour x = [30] .  Il est facile de voir que le rang de la matrice va 

2c -a-b- 1 

diminuer. 

Le can dqébtuquc~.  
9: 

Pour w E Q considérons la famille d'équations trinômes 

Parmi les racines réelles de E(w), il y en a une équivalente à w quand 

w + O. Nous noterons X(w) cette racine. 

On peutécrire cette racine sous forme d'une fonction hypergéométrique 

[ 2 5 ]  et [26] .  On trouve que : 

si on désigne par ( p )  l'opération de dérivation, on peut appliquer le théorème 

précédent B la famille X(W) , X I  (w). . .x(P)(w). 



Notons ~ [ X ( W ) ]  l'extension algébrique de degré p+l de polynôme 

minimal E(w). 

Il est facile de voir que pour tout k ; 1 5 k r p x(~)(w) peut 

s'écrire corne polynôme à coefficients dans a[w] en ~ ( w )  de degré infé- 

rieur ou egal à p. 

Après diverses simplifications la forme linéaire du théorème devient 

2 
une forme linéaire en 1, X(w), X (w). . . xP(w). On obtient alors une minora- 

tion effective de la forme linéaire 

k Ak X (w) avec Ak E pour 

w = P/Q vérifiant Q > K(~) 1 P 1 où ~ ( p )  est une constante dépendant de 

p et calculable. 

En faisant alors Iw( + O on obtient 

k=p 

1 [ A , x k ( w ) ]  > H  -('CE' pour H > H~ 

k=O 

Ceci est en accord avec des résultats de Chudnovski concernant les G.C. fonc- 

tions 1291. 

En utilisant le lemme suivant nous en déduisons de "bonnes" 

mesures effectives d'irrationalité : 

Lemme [27]. Soit 0 un nombre complexe. On suppose que l'on a un 

système de formes linéaires : i=p 

R ~ =  O 1 . ~ i , N  
i=O 



où pour O 6 i 5 p les PiSN sont à coefficients dans E vérifiant : 

+ 
a) Il existe a E R , a < 1 tel que 

1 lim N Log 1 ~ ~ 1  = Log a. 
N+ 

b)  Pour tout i, O s i $ p il existe @ > 1 tel que : 

1 lim N Log 1 (  log $ 

Alors pour tout rationnel p/q on a : pour q assez grand 

l e - ~ l q l  > s 
- (M+E) 

avec M = (p-1)  [-Log  log a + 11. 

Exempta. En appliquant ce lemme aux équations du 4ème et 5ème 

degré on obtient une amélioration effective de l'exposant de Liouville. 

Pour p = 3. 

4 
E~(w) : X -X+w = O 

15 
l'exposant de Liouville est amélioré avec w = l/Q avec I Q (  > 10 . 

Pour p = 4. 

5 E ~ ( w )  : X -Xtw = O 

Cet exposant est amélioré pour IQI > 10". 

Pour w = 10-24 on obtient, (si ce point n'est pas exceptionnel) 

pour q assez grand : 

(x(w1-p/q( > q 
-4,64538054+~ 

On peut comparer ces résultats 2i ceux obtenus par Bombieri [28] .  



Rmmque. Nous aurions pu comme dans [ 2 0 ]  obtenir des résultats 

pour la fonction Dilogarithme et les périodes et quasi-périodes dtintégrales 

elliptiques, La méthode est essentiellement la même, sauf dans le calcul des 

matrices de monodromie car les singularités sont de type logarithmique. Le fait 

d'utiliser Mm au lieu de Ml donne des résultats moins bons du point de 

vue arithmétique mais suffisants pour obtenir de bonnes mesures d'indépendance 

linéaire. 
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Cette thèse s'intéresse particulièrement aux 

.rationnelles des valeurs prises par des expressions faisant intervenir des 

fonctions hypergéométriques. 

' Dans les divers articles qui la composent nous avons commencé par 

chercher des "approximants' de Padétt pour ces expressions. Pour cela, nous 

avons appliqué une idée de G.V. C&dnovsky qui consiste essentiellement à 

utiliser les propriétés des équations différentielles vérifiées par ces 

diverses f onet ions analytiques . L' idée d l utiliser los propriétas des Oqus- 
tions différentielles pour trouver des approximations rationnëlles n'est 

pas nouvelle et,remonte aux travaux de Riemann sur la fraction de Gauss mais 

une étude précise du reste et des polynômes intervenant dans le calcul de 

ces approximants utilisant le principe de monodromie nous a permis d'éta- 

blir de nouvelles formules parfaitement exploitables du point de vue de 

l'arithmétique. 

Ceci nous a permis de trouver de nouvelles mesures d'irrationalité 

et d'indépendance linéaife pour des nombres algébriques qui améliorent de 

manière effectfve l'exposant de Liouville.+ 
- 

On obtient aussi de nouvelles mesures d'irrationalité pour les 

constantes classiques de l'analyse. 
- -  _ .  _ _  
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