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FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

ET APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES

Comme son titre 'indique cette theése étudie les liens étroits entre I’étude des

fonctions hypergéométriques et des approximations diophantiennes.

Elle se compose de divers articles parus ou a paraitre donnant des résultats
d’approximations rationnelles concernant les valeurs prises par des expressions

contenant des fonctions hypergéométriques.
1) Introduction

2) Approximants de Padé des fonctions bindmes et mesures de 'irrationalité
des racines de nombres rationnels (séminaire de théorie des nombres de Bordeaux

1982-83, exposé n°29) pages 13 a 32.

3) Probleéme de Riemann et irrationalité d’un quotient de deux fonctions hy-
pergéométriques de Gauss (C.R. Acad. Sc. Paris et 302 série I, n°17, 1986 p.603-
606) pages 33 & 36.

4) Monodromie et approximation diophantienne d’une constante liée aux fonc-
tions elliptiques (C.R. Acad. Sc. Paris et 304 série [ n°12, 1987, p. 315-318) pages
37 a 40.

5) Irrationalité de certaines intégrales hypergéométriques (Journal of number

theory. Vol. 26, n°2, juin 1987, p. 166-178) pages 41 & 53.

6) Equations differentielles et approximations rationnelles de ,F} (léb z )

Applications arithmétiques (Pub. IRMA - LILLE 1987, Vol 8 n°VI) pages 55 &
68.

7) Monodromie et approximation diophantienne des fonctions hypergéométri-
ques (Pub. IRMA - LILLE 1987, Vol. 10 n°III) pages 69 & 109.

a) Quelques rappels sur la fonction hypergéométrique

Les séries hypergéométriques font leur apparition dans les oeuvres de Wallis

(1656)) et tirent leur nom de leur analogie avec les séries géométriques.

Leur étude systématique commence au XV III®¢ siecle avec Euler.
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a, 3,7 étant des parameétres réels et —y ¢ N si n # 0,on pose (a), =
a(la+1)---(@+n—1) et o)y = 1. Il remarque que cette série généralise nombre

de fonctions usuelles :
* F(1,8,8,z)=1/1-=z
* Fla,88,2) =(1-2)"°
* F(1,1,2,~z) = Log(l + z)/=
* F(1/2,1/2,3/2,2%) = Arcsinz/z

/2
x F(1/2,1/2,1,x2)-_—2/7r/ (1 — 22sin?6)"1/2d
0

Nous adopterons dans la suite une autre notation, qui permet une extension aux

fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur et aux fonctions hypergéométriques
yperg p perg q

confluentes.
a,f (@)n(B)n
@ il Z ot
Cette série est une solution holomorphe en 0 de 1’équation différentielle “hy-
pergéométrique”.
2 s(l-z)y” +[y—(a+B+1)zly’ —aBy=0

c’est & partir de ’étude de cette équation que commence I'approche “moderne” de

cette fonction.

Rappelons que (2) est une équation différentielle Fuchsienne & 3 points sin-

guliers réguliers 0, 1, 0o.

A partir des travaux de Gauss et Kummer, Riemann étend I'étude de (1) en
presant z dans C, et surtout remarque le caractére “multiforme” des solutions de
(2).

Il introduit alors le concept de “monodromie”. [voir et l'introduction de P.
Cartier dans [1].) Le choix des parameétres a, 3,y aménent Gauss et Kummer &
la découverte de relations fonctionnelles appelées de nos jours relations de “con-

AN

tiguité”.

L'une d’elle permet & Gauss de développer en fraction continue la “fraction

o (37 ]) o (7712

de Gauss”
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Riemann utilise alors sa nouvelle approche du probléme afin d’étudier la forme des
réduites de (3). Ce qui lui simplifie I’étude de la convergence du développement
en fraction continuée de (3) vers G(z) [2].

11 semble alors naturel d’étudier les approximations rationnelles de G(z), ce

qui nous amene au chapitre suivant.

b) Les approximants de Padé

A la suite des travaux d’Hermite, on doit & Padé une étude détaillée des

approximations rationnelles de G(z) dans le cas out @ = 0, voir [2].

Définition 1) Soit f(z) une fonction analytique au voisinage de 0. On dit
qu’un triplet (P,Q, R) est un approzimant de Padé de f(=x) si et seulement si : P
est un polynéme de degré < p, @ est un polynéme de degré < q, R est une fonction

analytique au voisinage de O telle que :
ordgR2p+q+1 et P(z)f(z) - Qz) = R(z)

L’algébre linéaire nous montre Uexistence d’un tel triplet et Pétude de Padé donne

la table compléte de o Fy (11,’3 :z) .

A la suite des travaux d’Hermite sur les transcendance de e, Mahler a introduit

les deux généralisations suivantes :

Définition 2 : les approximants de Padé de type I Soient fi, fa, -+, fn
des fonctions analytiques en 0. Un systéme d’approzimants de Padé de type I de
{(f1, f2,- -, fa) d’ordre N est un n-uplet (A;, Az, -, A,) de polynémes non tous

nuls vérifiant :
(1) degdi <N, (2) 1+ordo(} Aifi) 2 n(N +1)
=1
La fonction R = Z::;' Aifi s’appelle le reste de Uapprozimation de Padé.

Définition 3 : les approximants de Padé de type II Un systéme
d’approzimants de Padé de type II de (f1,f2, -+, fn) d’ordre N est un n-uplet

(B1,Bz,-+,B,) de polynémes non tous nuls, vérifiant :

(3) degBy; < (n—1)N
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4 Ve, VIL1<k<n1<Ii<n ordy(Bify —Brfi)=nN+1

C’est le calcul explicite d’un systéme d’approximants de Padé de type II pour
des fonctions exponentielles qui a permis & Hermite de démontrer en 1873 la tran-

scendance de e.

On peut également obtenir le théoréme de Lindemann-Weirstrass en utilisant

un systéme d’approximants de Padé de type I [3][4].

On passe de 'un 3 'autre par un principe de “transfert” [21].
¢) Approximants de Padé et équations différentielles

Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 0 et vérifiant une équation
différentielle. Peut on & partir de cette équation déterminer sa table de Padé ou

au moins une partie de sa table ?

Le probleme se pose de fagon identique pour un systéme f, fo,---, fn de
fonctions holomorphes vérifiant des équations différentielles pour la détermination

explicite des approximants de Padé de type I ou II.

G.V. Chudnovski a élaboré une méthode pour attaquer ce type de probléme

dont nous donnons diverses applications dans cette thése.

Avant d’en expliquer les grandes idées, rappelons en quoi consiste Poutil es-

sentiel qu’est la “monodromie”.

Partons d’une équation différentielle linéaire d’ordre n.

(E) an(z) - y™ + - ar(z) ¢ + ao(a)y =0
a coefficients a;(z) € C[z]. On notera S l'ensemble des singularités de (E) :
S C Pi(C). (les zéros de an(z) et éventuellement 1’c0).

Le prolongement analytique d’un systéme fondamental quelconque de solu-
tions de (E) induit une représentation du groupe fondamental de P;(C)—~S . Sur

le systeme {y1(z),y2(z),- -, yn(z)} ceci se traduit par :

(1(2), va(@) -+ ya(@)) = (0a(2), -, (@) M(2).
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La matrice M(vy) € GL,(C) ne dépend que de la classe d’homotopie de «
dans II;(P1(C) — 5) . On a M(y1,v2) = M(m) - M(72) et I'ensemble

M = {M(y) | v € IL,(P:(C) - 5)}

a une structure de groupe (une représentation de II; (P1(C)—S)) : que l'on appelle

groupe de monodromie de ’équation (E)).

Il est clair que M dépend de la base choisie {y1(z),y2(z), -, yn(z)} ainsi
que du point ot on cherche les solutions de (E), c’est pourquoi par groupe de
monodromie on entend une classe de conjugaison de M dans GL,(C) . Soit
S = {a1,a2,...,8,}. Le groupe de monodromie M est alors engendré par m
matrices M(;), ¢ = 1,2,--m ol +; est un chemin fermé autour de a; tel que

ind(%;,a;) = 6;;,i =1,2,...,m (symbole de Kronecker).

On peut toujours se ramener par un bon choix de la numérotation des a; a la

relation M{y1) - M(v2)--- M(ym) = I.

Si on appelle {\}, A}, -+, AL} les racines de I'équation indicielle en a; de (E)

alors les valeurs propres de M(~;) sont de la forme :
,ui:ezp(%n/\‘,';) 1<j<n ;i 1<k<n

G.V. Chudnovski a exploité ces propriétés de la fagon suivante [5], [6]. Soit
E; ¢ =1,2---n une famille d’équations différentielles distinctes Fuchsiennes a
points singuliers réguliers S = {a1,4as,...,am} qui ont toutes méme groupe de

monodromie M.

On peut alors dire que les racines des équations en un point a; different

d’entiers rationnels.

Parmi les solutions de E; on en choisit une holomorphe en 0 (on peut toujours
se ramener & prendre les 3 premiers points sous la forme a; = 0,a; = oo,
a3 = 1), que 'on notera f; . On supposera que fi, fo, ..., fn sont C[z] linéairement

indépendante et que f;(0) =0 pour: =1,2,---,n .

Un théoréme de Riemann montre que la famille {f;, f2,-- -, fa} = F est un
C [:c]z% module de rang n (appelé module Fuchsien).
Soit R(z) = Yi=? Pi(z) fi(z). La fonction R(z) vérifie les mémes conditions que

la famille {f, f2,-+-, fn} €t comme on montre facilement que tout élément d’un
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module Fuchsien est solution d'une équation différentielle Fuchsienne d’ordre n, R
est alors solution d’une équation différentielle Fuchsienne, ce qui permet de borner
Pordre de 0 en R (on utilise la relation de Fuchs).

Pour un bon choix des fonctions f; on démontre que ’ordre en 0 de R est

celui que l'on attend par la théorie des approximants de Padé.

Dans le cas des fonctions hypergéométriques (ou de Jordan Pochbammer)
la connaissance de M et des ordres des singularités de R en a; détermine com-
pletement R. On termine alors en calculant les polyndmes P;(z). On tourne
autour d’une singularité. L’invariance des P;(z) sous l'action de M permet alors
de trouver P;(z) et de remarquer que ces polynomes dépendent des autres “déter-

minations” de R et de f;.

Le cas des points singuliers irréguliers n’est pas étudié ici mais cette méthode a
été étendu par Daniel Bertrand et Fritz Beukers [7] en remplacant essentiellement

le groupe de monodromie M par le groupe de Galois différentiel.

On peut toutefois signaler que dans le cas des fonctions hypergéométriques la
connaissance de systémes de Padé donne par “confluence” un autre systéme pour

les fonctions confluentes associées ot I'oo devient une singularité irréguliere.

Il reste & étendre ces méthodes au cas ol le groupe de monodromie ne dé-
termine pas complétement I’équation différentielle associée. L’exemple classique

étant I’équation de Heun :

afiz — B

- o=

W’ + ('y/:c +é/z—1+¢ef(z— a))w' +

Elle a 4 points singuliers réguliers 0,1, a,00. Le tableau des exposants en ces points

(symbole de Riemann) associé est :

Q 1 a o
o

0 0 0
l—-y 1-6 1-¢ p

la somme des exposants est égale & 2. Le nombre B est appelé le parametre

accessoire de I'équation. La difficulté du probléme est sa détermination.

Dans la suite on particularisera les valeurs de z € Q, ce qui nous amene a

P’étude des approximations rationnelles prises par ces fonctions.
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d) Mesures d’irrationalité et mesures d’indépendance linéaire

Définition 1 Soit a un réel non rationnel. On dit que p(a) est une mesure
effective d’irrationalité de o , si pour tout € > 0 il eziste qo(c) > 0 effectivement

calculable tel gue :

Vp,Vg,p € Z,g € N,q > qo(¢) =| a — p/g |> g7 #()~¢

(Par“abus de langage” on dira que g~ ) est une mesure d'irrationalité de

a).
Définition 2 Soient 5y, 82, -+, 3, r nombres réels non rationnels.

On dit que g = p(b, P2, -, Br) est une mesure effective d’indépendance
linéaire de $1,082,- -+, Br, st ¥e > 0 il existe Hy > 0, effectivement calculable tel
que pour tout H € N, H > Hp

i=r

| Y pifBi |> H O+

=1
oup;€Z, ¢=1,2,---r et H=max|p;|i<i<r .
Remarque :

Le principe des tiroirs montre que la meilleure valeur pour i dans le cas d’une
mesure d’irrationalité est 2 et dans le cas d’une mesure d’indépendance linéaire
est r.

Pour des nombres transcendants il n’est pas clair que 'on puisse trouver des

—-c» c”»

mesures d’irrationalité en “g ou d’indépendance linéaire en “H~

Des nombres vérifiant de telles conditions sont appelés “normaux” par G.V.
Chudnovski (8] .

Faisons a ce sujet quelques rappels : Soit @ un nombre transcendant. Sa

mesure de transcendance est de la forme :
| P(a) |> ¢(H,d)

ol PeZ[X], P#0 d°P <det H(P)< H la hauteur
H(P) = max(| coefficientsdeP |). p(H,d) étant une fonction positive.
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Si Logw(H,d) est un polynéme en LogH et d on dit que a est de type de

transcendance fini.

Pour la notion de type de transcendance et son extension au cas ol on prend

des nombres algébriquement indépendants voir [9] et [10].

On dira que @(H,d) est une mesure normale si on peut écrire
o(H;d) = H™*@ ol a(d) est une fonction positive. Le cas d = 1 redonnant
la notion de mesure d’irrationalité normale, les mesure d’irrationalité “normales”

optimales sont de la forme pu(a) = 2+ ¢ . (Ot on a écrit | & — p/q | au lieu de
[qo—p1)-
EXEMPLES 1) D’apres le théoréme de Liouville tous les nombres réels

algébriques sont normaux mais on ne peut pas parler de “mesure optimale” car la

démonstration du théoréme de Roth n’est pas “effective”.

Une amélioration effective de I'exposant de Liouville est déja intéressante
(voir D'article 1 de cette thése pour le cas %\/2). Nous avons amélioré les mesures
d’irrationalité et d'indépendance linéaires connues pour certains nombres algébri-

ques (Articles 2 et 7).

Pour d’autres méthodes nous renvoyons aux travaux de E. Bombieri et

J. Mueller [11], [12].

2) De nombreux nombres transcendants dont on connait une minoration par
la théorie des formes linéaires de logarithmes de Baker ont une mesure normale

[13], malheureusement loin d’étre optimale.
Voici, a titre d’illustration le cas de la mesure de Log?2 .

*1(Log 2) = 10%? (théorie des formes linéaires de logarithmes)

*1(Log 2) = 12,5 (1964 : Baker par une autre méthode)

*11(Log2) = 4,622 (1979-80 : Apery, Danilov, Beukers, Alladi-Robinson ...4 la
suite des travaux de Apery concernant lirrationalité de £(3))

*p(Log 2) = 4,134 Chudnovski 1982

*u(Log 2) = 4,0765 RHIN 1985 [20]

u(Log2) = 3,89 RAKHADZE 1987

Pour une généralisation du cas “Log2” & la famille 1, Log2, (Log2)® ou &

Log 3 nous renvoyons a [14].



9

D’autres constantes usuelles comme 7,7 /v/3 - subissent des améliorations
de ce type et Particle n°5 de ce travail nous a permis de compléter la liste connue

par les valeurs prises par la fraction de Gauss.

On y vérifie que pour certains nombres algébriques z assez petits
MG(z)) =2+e.

L’article n°4 étend ces méthodes a la constante n(A)/w(A) ol A € Q,0 < A < 1
et w(A),p()) étant la période réelle (resp. quasi-période) de la courbe elliptique :

(E) Yt =e(z - 1)(z - X)

Dans larticle n°7 nous avons montré que des familles “contigués” de fonction
hypergéométriques d’ordre supérieur avaient une mesure normale d’indépendance
linéaire .

Signalons que V'on ne sait pas si e™ a une mesure normale (les seuls résultats

connus dans ce sens étant du type :
™ —C Log Log ¢ s e
|e™ —p/q|>q (C constante explicite)

Pourtant on peut écrire que :

1+4,—-14:
F ’ ——
2 1( e 11

3/2

) o (1

Ce qui permet de conjecturer que la nature arithmétique des parametres des fonc-

1/2>=eu1

tions hypergéométriques a une grand importance.

Dans le cas ot a, b, c € Q il s’agit de G fonction au sens de Siegel [23] et [24].
Il en est de méme pour ,F),_; dans le cas ou les parameétres sont rationnels. Les

résultats obtenus par confluence donnent des E fonctions.
Les questions de transcendance

Les problemes concernant la transcendance des valeurs de la fonction hy-

pergéométrique ont été étudiés dans [15] et [16] par J. Wolfart.

L’idée consistant & comprendre la fonction hypergéométrique comme quotient
de deux formes différentielles sur des courbes algébriques 4 multiplication com-
plexe, de considérer leurs Jacobiennes et d’utiliser des résultats de G. Wustholz

sur les variétés abéliennes [20].
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Nous n’irons pas plus loin dans cette description mais nous signalons que le

résultat essentiel de [16] admet une version quantitative.

Théoréme a) Soient a,b,c des paramétres rationnels evec —c ¢ N. On

suppose que G(z) n’est pas une fonction algébrique de x.

Alors en dehors d’un nombre fini de points exceptionnels effectivement cal-
culables en fonction de a,b,c de valeurs algébriqgues de z (0 <| z |< 1) G(z) est
transcendant [16]. b) Dans le cas ou G(z) est transcendant, pour tout polynéme

P(z) de degré < D et de hauteur < H, on a la version quantitetive suivante
| P(G(z)) |> exp(—C D" Log H Log(Log H)")

C étant une constante effectivement calculable en fonction de a,b,c,z . n étant la
dimension d’un facteur essentiel de la jacobienne de la courbe dont
S #=1(1 = )°51(1 — t2)~*dt est Vintégrale d’une forme différentielle [15] N =

ppem des dénominateurs de a,b,c. St on pose :
A=(1-bN; B=((b+1-C)N; C=aN

la courbe est X(N,z) : d’équation affine : YV = XA(1—-X)B(1-2X) . Le fac-
teur essentiel de la Jacobienne étant de dimension o(N) . ¢ désignant la fonction
d’Euler. ¢) Nous conjecturons qu’une idée de G.V. Chudnovski dans [8], utilisant
des propriéiés des G fonctions doit permetire de supprimer le facteur Log(Log H)

dans cette estimation.

C’est-¢-dire que G(z) a une mesure de transcendance normale. (Ceci sera
Uobjet d’un travail en commun avec N. Hirata. Disons simplement que les métho-
des utilisent des résultats d’approzimation diophantiennes sur les groupes algébri-

ques commutatifs appliqués auz variétés abéliennes de type C.M. [25}.)
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APPROXIMANTS DE PADE DES FONCTIONS BINOSMES ET MESURES
DE L'IRRATIONALITE DES RACINES DE NOMBRES RATIONNELS

par

Marc HUTTNER

0. - Introduction

Soit a un nombre algébrique non nul de degré n =3 ; on sait que le théoreme

de Liouville implique l'existence d'une constante c{a)>0 effectivement calculable

telle que pour tout couple d'entiers (p,q) l'on ait ’a --E[ = _C_r(ly .
q
q

On dira dans la suite que la fonction §(q)= q—n est une mesure de l'irrationalité

de a ., n étant l'exposant de cette mesure.

Les améliorations par Thue, Siegel et enfin par Roth de cet exposant auraient de
nombreuses conséquences dans la résolution d'équations diophantiennes si les cons-

tantes données par ces théorémes étaient "effectives'.

Il y a plusieurs fagons d'améliorer cet exposant de la mesure de l'irrationa-

lité de q .

La premidre utilise les formes linéaires de logarithmes, la méthode de Baker

donne en effet (cf. S. Gy)

|a -%|>c(u) g8
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- ou c(a) : est une constante calculable qui ne dépend que de a

] : dépend également de q

mais c{a) et & sont des constantes trés petites qui tendent vers 0 quand le

discriminant de a tend vers 0 .

La deuxieme méthode qui ne s'applique qu'a certains nombres et en particulier
aux nombres de la forme (%)r/s utilise les approximants de Padé de la fonction
bindme et se trouve déji dans les travaux de Thue, Siegel, Baker et enfin de
Chudnovski.

Avant de donner la démonstration de Chudnovski concernant les approximations
de (%)r/s nous allons donner des exemples d'applications de ce qui va suivre aux

équations diophantiennes de la forme axn-byn= c.

I. - Mesures d'irrationalité et résolutions d'équations diophantiennes du type

axn-byn= c

Exemple de Baker (cf. Ba.l).- Dans son article "Rational Approximations to

3 Z and other Algebraic numbers'', Baker donne l'exemple suivant :
g P

* ,p 3 10°°
v V . ———————
PEZ VqeZ' |G *’2'>q2.955...

2
En multipliant cette inégalité par q(p2+pq %/7+ q ?/71) on trouve :

3 -6 0,045,
Ip>-2q°|>107° g

et il est facile d'en déduire que 1l'équation diophantienne
. ) -
(1) x3- 2y =k
n'a qu'un nombre fini de solutions entizres (x,y).

On trouve que

138 23 5 23
|yl<10 3 et sup {{x|.|yl)s (3.107 [k])"7.
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Or Chudnovski {¢f. Ch 2) trouve qu'il existe une constante c(z) effective

telle que
%_ BJ_Z-’ > C(E) q—Z. 43... +'

ce qui a pour conséquence que (1) a des solutions (x,y) vérifiant

sup (|x} . |y)s ey x| 178

II. - Les théordmes de Baker et Chudnovski

THEOREME 1I.1. (Baker, Chudnovski).- Soient a et b deux entiers satisfai-

sant 3 1Sb<a et m et n deux autres entiers tels que 1<Sm<n . On suppose

que nf(a-b) etonpose € = |l pl/(p'l) et p_ un dénominateur de a—n-b' .

n
p premier (unl =)

Siles nombres a et b vérifient la relation

(H (ﬁ-ﬁ)an wo<1l.

Alors l'exposant de la mesure de l'irrationalité de (%)m/n est X1 + €

2
Log {(/a+,/b) Gnun]
X =1-
1 2
Log{ (v/a-vb)" 6 _u_]}
*
c'est-A-dire que Ve> 0, il existe Qo(e,a,b,m,n) ¢ N tel que

VPezZ, VQGZ* avec [szQo(e,a,b,m,n) on ait:
-Xl-t

&

am/n P
THEOREME II. 2. (Amélioration de G, V. Chudnovski)
a) Soient a et b deux entiers positifs tels que (a,b)=1 et n=3 et 5 un
entier tel que (s,n)=1.
T j=[n/2] .
z cotg LI
®n) ;=1 n

{(characteristic number, d'indices 2 et n, en anglais).

On pose

(ch r)tzl =

Si a et b vérifient la condition suivante

2
(2) (V2 -»/_1-")2 e(Chr)ﬂ <1.
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Alors pour tout €>0, (%) /n a pour exposant de la mesure d'irrationalité

2 (chr);?‘1
Log { (,/a+.,/DB) e 1

- chr 2
Log [(/T-/B) ¢ Ta g

b) Si (a-b, n) #1 . Alors soit wp la valuation p-adique de a-b, pour pI n.

X2+e oty X2=l-

On pose :

— minfw, (Vp(n)’rl)/(P-l)}

av=[lp P
p[n
(chr)y

3) Alors si (ﬁ-V/’BJZ e Z a l<1 , (%)s/n a pour exposant X3+E ol
(chr)rz1 1
X =1 Log {(,/a+.,/B) e LA 1
=4 2

3 hr) -1

(c
Log{ (V& -yB)° e o)

Exemples. - 1) En prenant a=128, b = 125 pour des rationnels de la forme

%I:I , ona d'apr&s le théorgme 1.1 (63 =J/3, H,= 1)

3 -2,94703. ..
lf—%l>!ql pour |q|=q(e)

d'aprés le théordme 2,b) en remarquant que (ch r)§ = _TT__gE » A= 3,
3 -2,42970
lﬁ--l;—[>[q[ 9 pour Iq_IZqZ(e) (par IL.b).

2) Pour a =9 , b=28 lethéortme I ne s'applique pas, mais par Il,a) on

trouve que :
3= -2, 692661

pour |q|= q3(:) .

3) En prenant a= 3.183= 17496 et b =a-3= 3.17.73 , alors le théoréme [

donne
3 -2,39...
[4/17-%1 > q 9 pour Iq,>q4(e)

pour des rationnels de la forme % .

Le théordme II.a) donne pour a= 5832, b=5831 (a= 183 , b=17x 73).



_17_

4) a=10, b=9 donne :
, ?/-3—0-__2,>q-2, 66439. ..,

Dans tous les cas les nombres a et b doivent vérifier les conditions (1), (2),

(3) des théoremes (I.1) et (I.2)

III. - Approximants de Padé de type I pour les fonctions bindmes

DEFINITION IHI.1.- Soient n O TR ] des entiers positifs et f (x),...,f (x)
1772 m i m

des fonctions analytiques en x=0 .,

Alors il existe des polyndmes P1 (x), Pz.(x). vers Pm(x) de degrés respectifs

Dy, 0y, tels que la fonction analytique

i=m
Rx) = 2 B0 £

i=m
ait en x= 0 un zéro d'ordre N2 3 (ni+1)-1 .
i=1

R(x) est le reste de l'approximant de Padé de type I et les polyndmes Pi(x)

sont appelés les approximants de Padé de type I de poids NN, ...,n

(cf. Ja, Hu).

La détermination explicite de R(x), Pi(x) 1Si<m dans le cas des fonctions
exponentielles résulte des travaux d'Hermite, Malher, Siegel et part de 1'intégrale

m zt k=m
Ln!LJ“ e dz ot Qz) = | [ (z-k) .

2im @ Q(z)m =0

R(t, z) =
avec k¢ N,
Dans le cas des fonctions bindmes en posant n = pk-l » k=1,2,...,m
Wi
£.(x)= (1-x) * avec wi-wjéz pour ifj et i=1,2,...,m ,

, ji=1.2,....,n .
On considere

Wy Wy e w F(ol)---r(om) .r {(1-x)"dz__
) = c .

2im .
pl DZ Dm 1 .

R(x

oi C estun contour parcouru dans le sens positif entourant tous les pdles de la

fonction sous le signe JI .
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La détermination de (l-x)z étant celle prenant la valeur 1 en z=0, le

théoréme des résidus donne '

W, > Wys vee s W - Wy, W » sea s
2 k=m 1’72 m W
R(x| 1 My =y A (x y(1-x) %
pl.pz,....p k=1 pl.pz..... [+)
wl. LUZ,--.,UJ

) sont des polyndmes hypergéométriques généralisés de
pl, pz,...,pm

de degrés respectifs pk-l (cf. Ja ou Hu).

ol Ak(x

Dans la suite on prendra m =2 et on a la proposition suivante :

PROPOSITION III.1. - Soit veIR avec 1>y>0 . Pour tout r¢IN il existe une

constante <. réelle telle que

~-r, N -r \Y =T, V=T
2P O o -0 F O, %)
(1) (2)
- 2r+1 -v+r+l , r+l
sex L F ariz %)

(3)
(1) est un polyndme de degré r,
(2) est un polyn8me de degré r

(3) est une série entitre d'ordre 2r+l,

n=o
(ab h (a,n}(b,n) & (A) od

Démonstration. - On pose : 2F1 c [ %) -nEO {c,n)n!
Llatn) a(a+1) (a+2)...(a+n-1) si n# 0
T(a)
(a,n) =

1 8i n=0

qu'on appelle fonction hypergéométrique de Gauss de paramdtres (a, b, c)

(cf. Er, Ba; Fors)).

Elle est solution de 1'équation différentielle de type de Fuchs suivante

x(1-x) y"+ {c-(atbtl)x}y'-aby =0 (3%

ayant pour points singuliers 0, 1, = ,
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La méthode de Frobenius donne pour solution générale au voisinage de 0 @

ab 1-c atl-c btl-
P(x)=A2F1( c[x)+Bx F,( ;_c ¢

2Fy | x), Ae€, BeC .

En faisant de m&me au voisinage de 1 et » , Riemann introduit le symbole

suivant (cf. Rie, Fo, Hu).

Q9 1 L]
P = 0 0 a (1)
l-¢ c¢-a-b b

La manipulation de ce symbole résulte du théoreme suivant :

THEOREME DE RIEMANN. - Etant donnés trois points (a, b, c)e PI(C) et

six nombres réels tels que
al-aze’z
+ + = -
a ta,+B Bty Ty, =1 avec g, BZ{Z
YWY, ¢ Z
Il existe une et une seule équation du type de Fuchs ayant pour singularité (a, b, c)

avec pour exposants locaux (al, az) » (51,82) , (YI,YZ) en ces points,

a b c
On note a, 51 Y la solution générale de cette équation, c'est-3i-dire
que : %2 s2 Y2

» &4 &2
P(x) = A(x-a) Pl(x) + B{x-a) Pz(x)

ol Pl(x) et Pz(x) sont holomorphes au voisinage de 0 et Pl(a);!o ,

Pz(a)f' 0 et de mé&me aux points b et c .
Par une homographie on peut se ramener en 0, 1, » , d'ol le symbole (I).
A partir de 12 on utilise 1'astuce suivante :
Si Y est solution de X associée au symbole

1} 1
0 0

a
l1-¢c c¢c-a-b b

Le symbole associé 2 (1-x)a+b-cY sera :
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0 1 -
0 atb-c¢ c-b oli 1'on prend la détermination de (l-x)t
l-¢ 0 c-a qui prend la valeur 1 en x=0.

-V-r
r

[ x) »

Il suffit alors de vérifier dans la proposition que 2F1 (T "

- - 2r+1 -y +r+
F (77 _;rrf x) et r Fl( viril 1'Hf:c:) ont tous trois mé&me

v
(1-x)" 5F, 2r+2
symbole de Riemann, donc vérifient la m&me équation du type X  (pour plus de

détails, voir Hu 2).

Ce qui implique 1'existence de €€ IR vérifiant la relation de la proposition

avec -Tr =-y-r
. - 21 o 11
r -v+r+l r+1
2P0 2 1D

En posant z=1-x et en utilisant un raisonnement analogue on peut montrer que

. (2r)! =r =r-y _ -F ~T-y _
1bis rl(1-v)(2-v)..(r-Vv} ZFI( -2r ll-z) - ZFl( 1-y [z) - Xr(z)
. (2r)! -r -THV _r -r -r+vpl
2bis r ! (1-v)(2-y)...(r-v) 250 o Tt-z)=z 21l oy 1= Y.

D'oti la relation fondamentale

Y

2
I 2 Xr(z)- Ir(z) = (z-1) r+1 Rr(z)

N _x(v+ly(v+2). . (v+r) r+1 r+l-y
ou R, (z) = (r+1) (r42) ... (2r+1) 210 apez 1102

. . a . 8 .
Pour trouver la mesure d'irrationalité de (g)v ol vy = ; , il nous faut résoudre

trois problémes :
1
R (z)

2r+
I) Trouver des estimations asymptotiques de Xr(z) ' Yr(z) et (z-1) r
quand r ++e pour z= .
1I}) Trouver un bon 'lemme de zéros'' qui permet de conclure que pour

a
z==, 0<a<b ,Rr(b)_;!o.

=g 1
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III) Déterminer une estimation asymptotique du plus petit multiple commun

des dénominateurs de Xr(z) et Yr(z).

{Soit Ar le plus petit'multiple commun, Trouver les rationnels % tels que

- +
tim &2, pTR 3 =0.
r+ +o b r r'b

IV, - Résolution du Probléme I

PROPOSITION IV.-On a:

a) Xr(z)w(l_z)(u 1)/4 (_ (1+(1-2 »1/2 2r+l .

2r+] (2r- 1)/4 1

5(1-(1-2

b) cr(z-l) Rr(z),,,ZsinTT\J(l( )

pour zelo,1[.

Démonstration. - Ce résultat sera admis {cf. Rie, Hu).

1/2)2r+1

On peut remarquer qu'il faut utiliser ''les représentations intégrales' des

fonctions hypergéométriques et pour trouver les équivalents asymptotiques, raison-

ner par la méthode du col.

Par exempie :

T(c) J ¢ -l(l_t)c-a

ZFI( c Ix) T'(a) I'(c-a)

- (1-xt)”®

pour Re c>Re(c-a)>1 (c'est la formule utilisée par 1'estimation du reste).

Pour Xr(z) et Yr(z) on utilise une autre formule intégrale {cf. E. Ba).

Dans la suite on retiendra que pour %e R, 0<a<b :

1 by _ (VarB)?
Jim - oeg|X (1-2) [ = log ~%5
L by . (/awB)’
r]::rl r log ,Y (1 - 1 10 -—2—— (III)
- 2
N b 2r+l b _ (vVa-v1)
lim r l Cr (a) Rr(l-;” = Llog -2

r+ fe
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V. - Résolution du Problédme II

PROPOSITION V (Lemme de z€ros), - Soit @ un nombre réel.

On suppose qu'il existe Q>1 et R>1 tels que pour tout rzro(e) on puis -

se trouver P, et q, dans Z vérifiant

r

2) ,q a-p 'SR'T(1+0(I)) 3
r r

3) P, qr+1-pr+1 qr #0.

Alors af@D et pour tout € >0 il existe qo(e) tel que pour tout pe Z, qE]N*
avec q2gq () on ait
1
lql1+(LogQ/ Log R)+¢ '

la-E[ >

Démonstration (Alladi-Robinson). - Soient p et q deux entiers, et [qf assez

grand.

Soit T le plus petit entier tel que :
1
—_ - 2
(1) 2]a] >lqr a-p, | pour tout r T
o o
d'aprés 3) on peut choisir P, et q, tels que Pq.-P4 #0 (on prend r=r_

ou r= r°+1) . Comme qrf'o on en déduit

P, P P, . . .
el o=l (I Gl el 2 1T 277~ A1
et donc
P 1
(2) la -a-{> ot Qr(1+0(1))

Soit T le plus petit entier vérifiant(l) on a

(ro-l)(1+0(1))

-1
R sla, ya-p. 4l "s2|q

T, -1 T -
et donc

Longgl
rSr°+1<2+ Log R {(1+0(1))

ce qui permet d'en déduire la proposition en utilisant (2) et en faisant r -+ +o .
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Le corollaire suivant est plus précis :

COROLLAIRE V.2, - On suppose qu'il existe k>0, {,o> % , Q>1, R>1 tels

que pour tout r on ait :

1) la | <k Q"
2) la@-p <2 BT
3) pr+1 qr ) qr+1 Pr 70

P c
Alors pour tout pec Z , gq¢ z* ]a--—[> o
1+ (Lo Log R) —
q ,qf (Log Q/Log R)

1 2 (Log 2k, / Log R)

©F Tk
[o]

(11 résulte immédiatement de la proposition précédente. )

Reste a vérifier la condition (3).

LEMME V.1, - Les polyndmes Xr(z) et Yr(z) vérifient la relation
2r+1

Xr(z) Y (z)- Xr+1(z) Yr(z) = dr z avec dr;( 0.

r+l1

Démonstration. - On considere

X Y (=z)
Dr(z) - r+l r+l1
Yr+1(zJ Xr+1(z)
qui est de degré =< 2r+1 , mais
Cre1 Ir+1(z) Yr+1(z)
Dr(z) =
<. Ir(z) Yr(z)

ol on a posé Ir(z) = (.'z-I)ZH1 Rz(z) .

Comme Dr(z) est une série entidre d'ordre 2r+l1 on peut en conclure que

2r+l1

Dr(zJ = dr(z} avec d £0
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Résolution du probléme III

VI. - Etude arithmétique des coefficients de Xr(z) et Yr(z)

vil- DEFINITION de 1a '"n partie de r!' .- Considérons la décomposition de r!

en facteurs premiers. On peut écrire :

v (r!) v () v ()
e =TTe? =(TTe® ) x(TT % -tM
pP=T p!vn p]/n
v (z1) p=r P=rT
t =T—rpp est la n partie de r!
p|n
PST

Par définition (t, M)=1 et (n,M)=1.

LEMME VL1.- Soit n un entier n>1 et soit yu_=| | p1/P-1) | osons :
/e T
- r/(p-1) r
g =[1lp S ug
pln
Alors la "n partie de r! " divise u; et si de plus (n,s)= 1 alors

- (nat+s)(n(a+tl)+s) ... Lrglg-{-r-l)«l-s)!

A r!

M €N

Démonstration. - Pour tout nombre premier p, ona:
r r
v (r)= z [ s[==]
i -1
donc si p|n, alors t u: .
Puisque (n,M)=1 d'aprés le théoreme de Bezout on peut trouver t' tel que

t'.n=1 (mod. M) d'ou :

t'n(na+s)(n(a+])s)...(n(a+r-1)+s)§
(atst') (atl+st')...{(a+tr-1+8t') (mod. M)

or

(a+st!) (at(s+1)t") ... (a+r-1+str) = BFOF T ¢
d'ol :

(nate) (n(atl)s. .. (nfatr-1)e) _ a¥stvr-l) 0\

rl T

or er! , donc (na+s)(n(a+1)s)(...}...(n(at+r-1)+s8) = 0 (mod. M) , ce qui

permet de conclure que :
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8i pjn, p<r, alors t|u; et donc t| A ;

si pfn, psSr, alors M| le numéraseur de A, c.q.f.d.

LEMME VI.2.- Le plus petit multiple commun des dénominateurs des coefficients

des Xr(z) et Yr(z} divise l'entier

- (n-s)(2n-8)...(rn-s) llr

A !
r,n r: n

Démonstration. - D'apres le lemme I, Ar nelN .

On calcule Ar n Xr(z) en développant Xr(z) par III.1,A, et on fait une dé-

monstration analogue au lemme I. Ces deux lemmes sont utilisés pour la dé-
monstration du théordme I et ils nous seront utiles pour la démonstration du

théoreme II de G. V. Chudnovski qui est contenue dans le théor2dme suivant,

THEOREME III. V. - Soit Ar le plus petit multiple commun des dénominateurs

des coefficients des Xr(z) et Yr(z).

Ona: 1 2
lim < Log&_s(chr)
r++o T r n
2 _ m j=ln/2] i
2 = —— tg —.
oli (ch r)n o(n) j§=:I cotg -
(Gym)=1

Démonstration. - Elle se fait en plusieurs étapes,

1) Les lemmes I et II vont montrer que la contribution des nomhres premiers

p<n.,/r est négligeable, On pose:

o= a0, a1 )

r r T
ou :
v (o)
AS.O’=.|_TPP )
pln (
— Vv (&)
LTT e
r
p n
p<nJT
A2 pvp(Ar) .
" pin
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lare étape
1 0 1
a) Le lemmeIl va permettre d'estimer A(O) . Ai ). car on Bait que Ai ). Ai )

est un diviseur de Ar 0 donc si (s,n)=1, A(SJ est un diviseur de (U:)/l'!

’

et on calcule la valuation p-adique (ur) /r! d'ol on en déduit:

0 [Logr/Log pl+2 _~— 2 w(n) 2
()Sll gr/Log p =TT epd)<r )n
p|n pf n
w(n) désignant la nombre de diviseurs de n
lim i Log AE:'O): 0.

r 4+

b) A(l’ divise A mais comme (A1 ,n)=1, alors :
T r,n Tr

»

Ail) | (n-s)(zn-é),, .{nr-s) ) 2)

r!

En calculant la valuation p-adique de (2) et en remarquant que si

pu[ (n-s){(2n-s)...(nr-s) , alors p<[M§J‘3
Logp
et donc que vp( (n-s) (an-?J .. r-B)) = vp(kr-l ) ce qui permet de montrer
que
1 ———
Ai)s [ (rn)S(rn)n“/—r
pSny/r
d'ol :
lim 1 Log A(lJ =
r ++o r r

2¢me €tape. - Estimation asymptotique de AE_ZJ
On a:
% (z)_{' or (5 (r+y){r+1+v). .. {r-4+14y) r-4
10 ¢ (1-v)2-v){... (L -v) °
ol v ='!§l' en faisant h= r-{ le coefficient de degré h s'écrit
T
(%) Ch = (5 (n{r-h+1)+s) {(n(r-h)+s) ... (nr+s)
h' or h (n-s)(2n-8) ... (nh-s}
h
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ol on a posé :
C; = (n(r-h+1)+s)(n(r-h)+8) ... (nr+s)

B; = (n-8){2n-8) ... (nh-8) .

Puisque d'aprés le lemme II il suffit de regarder les facteurs premiers p qui

- r . .
divisent Bh on va classer ces facteurs premiers suivant leur reste modulo n.

On écrit :
(2)
A" = Fr(l)' Fr(Z)... Fr(n-l)
(2)

. (multinlicité comprise)

ol Fr(m)= produit des facteurs premiers qui divisent 4

et tels que :
w.p= -5 mod. n avec g<n

k_ o _8s_
On pose wp+s =kn et g:p: n+np pour p assez grand, §<1.

On va chercher la valuation p-adique de B; et C; et démontrer un lemme,

LEMME VL1, - On suppose qgue u<v et p2> max (|un| +8,[{vn|) avec

wp+s=kn, alors

L-v-k] _[v-l—k ] =L--u+k] _[-v-l+k]

vp((nu-s)(n(u+1)-s)...(nv-s))= o P P

Démonstration. - Puisque aucun des facteurs du produit n'est divisible par p2 ,
il suffit de compter le nombre d'entiers j avec usjsv et nj-s = 0 (mod. p),

donc nj-k) =0 mod. p puisque (n,p)=1, alors j=k (mod. p}.

Comme j=k+pi et uspl+k<v on en déduit

u=-1-k v-k
Bolzko o <=2
P P

d'ou le résultat,

Suite de la démonstration

n -
On va montrer que < Py et donner un encadrement pour un nombre premier

p tel que wp =-8 (mod. n).
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D'apres le lemme VI.1 et pour h=0,1,2,...,r

h h
=L =- 1
voB) =0 gl |
h _ rrtky p(r-htk)
Vp(Cr) = p 3 -C —=]

P
pour h fixé on pose :

I=[§‘] et a tel que 'l-;'=a,+l 0sga<l

J=[’§l;"'h] et B tel que I-Th= J+g  0sB<1.

ce qui permet d'établir que

vp(B?): I+1+[a-2] et vp(C:)= I1+{a+p+tg]-[p+e]
et donc que

v (Bh) I ou I+1
pr

h
v{(C)=1 ou I+1 .
p'r

Sip |A£_ ) il existe h avec OSh<r tel que vp(B};)z I+1 et v (C}:)= I.
La relation vp(B:)= I+1 montre en utilisant ce qui précéde que q =€ (1).

De plus, comme il existe untel h avec v ( (; ))= 0, en utilisant le fait que
p2> r on en déduit que

[21-0274503- 1wy etainsi que a+p<1.
P P P

Les relations a<1-€ ,(B+£)=10, vp (Ct): I impliquent que £ < > et donc que
n
w< 2"

En posant A = I+J on obtient :

A+E s;”:: A+a+B<A+l-g.
~ L
Et d'aprés la définition de £ ; £ > w/n.

Tout cela permet de montrer qu'il existe un nombre premier p tel que
p=-8/w (mod. n), 1Sw< n-1

w,n)=1, 2>m vérifiant
) 2

r r
(2) A+1-(w/n) <p= A+(w/n)
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On utilise maintenant le théoréme de distribution des nombres premiers dans
une progression arithmétique.

Considérons done

8(x,n,¢)= T Logp
psSx

p=4 (mod. n)
. X - .
on sait (cf. Ell, M.) que g(x,n,4) ~ o(n) quand x + +» et donc si X <X,
quand r + @, ona:
(x,-x,)r
1 72
Lo ~ T
pgx &P ®(n)
p={ modn

erSpS x| T

Utilisant (2) qui donne 1 contribution des nombres premiers p intervenant dans

le facteur Fr(w). On en déduit, en faisant varier h donc A :

1+0(1) Az“’ 1 }
o(n)  AZp {A+ (w/n) A+l+(m/n)

1
‘; Log Fr(w) Y

d'ol finalement en utilisant la premigre étape

w= [n/Z] A=+

1 140(1) 1 1
() TLosd = m) Wi Ao (AT@/m) Ariz(w/m! - (4)

Pour calculer (4) on utilise la fonction

w(z)zf'z'{Log I'(z)} (cf. E. Bat)

d'apres les propriétésde y(z) ona :

A=+
Azo {A+a A+b} §(N+a+1) - y(N+b+1) + y(b) - y(a)
d'olt
w=[n/2] R
Log 8, S oy = (¥ (-4l voln)
(w,n) =1

et par la formule

y(z)-y(1-z)=-mcotgmz

on a



- 30 -

w=[n/2]
Log 8 S c:(Tn) w}: cotg‘L + ofr)
(wn)=1

on en déduit le théoréme quand r -+ +e«.

- 4
Exemples. - (ch r) -"“L“ {ch r)_ = )
Fin de la preuve des théorédmes I et II

.8 7T /(-1 -
PROPOSITION VI. - En posant v =_ et W_*= | p . Alors les coefficients

des polynémes Xr(l-n unx) et Yr(l -n unx) psont divisibles par n’ t.

Démonstration. - On peut écrire
= (2T r! -T, =T~y
Xr(z] -(r)(l-.v)(Z-\J),..(r-v) ZFI( -2r | 1-2)
r! -r -r+\;
F ’ 1-
d'ou
p(x) ( = 'r“/nl j=8 correspond 2 Yr(l -x)
=t 1 2r 1% j=-8 correspond 2 Xr(ll'x)
On a::
|| (kn+j)

_dzr orli k=r-itl
pj(unnx) “Z ( r il

1=

(-un!di

—.

En utilisant le lemme II. V on en déduit que les coefficients des polyn8mes

.
.

P.i ( m, nx) sont des entiers. Comme

__r! n’
X (- nz) = (n-s)(2n-8)...(rn-s) ° P g(H,n2)
. __r!naf .
Yr(l-“nnz) " (n-s)(2n-8)...(rn-s) Ps(unnz}
rln’

est divisible par tn® pour r assez

(s,n)=1 {n-8)(2n-8)...(rn-8)

grand, t..,u: , d'ot le résultat du théordme I.
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Pour le théoreme II, on considere :

T a
P,=4 b X (%)
r r rb d'ons (a/p ¥ pr_qr= R

r

- r 9
= Ar b Yr(b)

La conclusion résultant de tout ce qui précede.
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THEORIE DES NOMBRES. -~ Probléme de Riemann et irrationalité d'un quotient de
deux fonctions hypergéométriques de Gauss. Note de Marc Huttner, présentée par Jacques
Tits.

Suivant une idée de G. V. Chudnovski, on utilise les méthodes et les résultats de Riemann sur la fonction
hypergéométrique pour prouver l'irrationalité de la fraction de Gauss G(x) pour xeQ* assez petit. Dans le
cas ou G(x) est algébrique nous donnons des familles & un paramétre d'équations dont les racines admettent
de bonnes mesures d'irrationalité et qui complétent celles données par E. Bombieri et J, Mueller ({1} et [2}).

NUMBER THEORY. — On a problem of Riemann and the irrationality of Gauss’hypergeometric ratio.

Following an idea of G. V. Chudnovski we use methods and Riemann’s results about hypergeometric function
to prove irrationality for the Gauss hypergeometric ratio G (x) with x € Q* small enough. When G (x) is algebraic,
we give new measures of irrationality for roots of one parameter families of equations which complete those given
by E. Bombieri and J. Mueller ([1] and [2)).

0. NOTATIONS ET RAPPELS. — Soient g, b, ¢ des nombres complexes, c¢ Z~. On note

(N ZF,(a’b x)= ‘ Mxn
c

n=0 (C)nn!
la série hypergéométrique de Gauss ou I'on a posé :
(a),=afa+1)...(a+n-1) si n>0 et (a),=1.

On sait que cette série est solution de I’équation différentielle hypergéométrique.

2 x(1—x)y" +[c—(a+b+1)x]y —aby=0.
On notera dans la suite
JF, (a+l,blx)
(3) G(x)=__c_+bl
)
¢

On dira que les paramétres a, b, ¢ vérifient les conditions (N) si les conditions suivantes
sont veérifiées :

(i) a¢Z, b¢Z, c—a¢Z, c—b¢Z : I'équation (2) est irréductible sur C(x);

(i) c¢Z, a—b¢Z, c—a—b¢Z : I'équation (2) ne posséde pas de solutions logarith-
miques.

I. IRRATIONALITE DE G (x).

a, b
THEOREME. — Soit x&Q, 0<|x|<1, non racine de ,F, (
c

x)=0. On suppose que

les paramétres a, b, ¢ sont rationnels et vérifient les conditions(N).
On pose x=1— a/p avec (&, B)=1,

I ! ! g
a=_"’ b= _b’ c= _c., W= I—l pll{p—l), f(k) -
ka kb kc * p premier (p(k) j=1 ]

pik U.k=1

ou @ est la fonction d Euler. Soit e N* tel que 8. (B —)/k,k, soit entier. Supposons que
((ﬁ f)/Z)Z exp (2 f (k) my, i, 8<1. Alors G(x) est irrationnel et pour tout £>0 il
existe une constante effective Q(g, x,a,b,c) telle que, pour tout n<Z, tout 4geN¥*,
0249-6291/86/03020603 3§ 2.00 © Académie des Sciences

C. R., 1986, 1°" Semestre (T. 302) Sériel — 45
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42 Qlg, x, a, b, ), on ait |G (x)—(p/q)| >q * ¢ ou
Log{((\/B+ /2)/2)" i e, 8} +21(k)
Log {((\/— \/& )/2)% Wy, i, 8 3+ 21 (k, )

[I. ExempLes. — Dans le cas ou le « quotient de Gauss »(3) est algebrique cela fournit
des familles 4 un paramétre d’équations dont les racines ont des mesures d'irrationalité
qui améliorent sensiblement I'exposant de Liouville (voir aussi [1] et [2]).

(1) Soit la famille d’équations du troisiéme degré 4w X*—27X +27=0; pour w assez
petit on peut écrire la racine X (w) sous la forme (3) avec a= —1/6, b=1/6, c=1/2. Par
exemple si 'on pose w=36/u avec u entier tel que u=2.10'% on améliore de maniére
effective 'exposant de Liouville (voir aussi 'étude de Birch [3]).

(2) D’autres familles proviennent de la table de Schwartz donnant les solutions algé-
briques de (2). Dans le cas diédral on peut écrire

G n (]+\/')1 n__(l \/")l/n
\/— (l+\/“)1fn+(l f)l/n
sous la forme (3) avec a=(1/2)—(1/2 n), b=—(1/2n), ¢=(1/2). Ce nombre est de degré
2n si n est impair et de degré » sinon.
Par exemple si n=5, w=25.2"23, |G (w)—(p/g)| >q~*®3¢%*- - *¢ pour g2 q(&) expli-
cite.

(4) X=1-

III. APPROXIMATIONS RATIONNELLES DE G(x). — Nous nous proposons de résoudre un
probléme dit de « Padé », c’est-a-dire de déterminer explicitement les polyndmes P®™(x)
de degré n, Q™ (x) de degré p et la fonction analytique R, ., (x) tels qu’au voisinage
de 0, la relation suivante soit satisfaite :

P*”’(x)zF,(““’b x)+Q"’(x)2F,(“”’
c+1 ¢

R,:p+1(0)#0,
(on dit que x"""* R, . (x) est le reste de I'approximant de Padé).

L’algébre linéaire assurant I'existence d'une telle relation. L'idée consiste 4 regarder la
relation A. P non pas seulement sur un voisinage de 0, mais sur le revétement universel

P,(C)—{0,1, 00 }. On résout alors un probléme dit « de Riemann ».

1. Détermination du reste. — La connaissance des exposants aux singularités réguliéres
(0, 1, o) et apparentes permet de déterminer R, . (x).

Nous supposons les conditions (i) de (N) vérifiées.

Seuls les cas p=n et p=n—1 conduisent a R, ., (x) sous forme hypergéométrique.
Par exemple pour p=n les couples d’exposants locaux sont : en 0: (k,, c+k,—2n—1);
en l:(kj, c—a—b+k,); enloo: (n+14+a+ks, n+1+b+kg) avec k,eN, 1£i<6. La
relation de Fuchs, ([4], p. 371), montre qu’il n’y a pas de singularité apparente et que
k;=0 pour tout i, 1<i<6. Le symbole de Riemann ([4] ou [6]) associé & R, , ., (x) est
alors

AP x)=x"+p+l Rn+p+1(x)a

0 co} 1
P 0 n+l+a 0 x |,
—2n+1+4¢) n+l+b c—a->
ce qui détermine I'équation (2) dont R, ., (x) est la solution holomorphe. On trouve

alors Rz,.+,(X)~zF.(n+]+a’ n+l+b

x ) (a une constante multiplicative prés).
2n+2+c
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2. Détermination des polynémes. — Supposons de plus les conditions (ii) de (N)
vérifices. La transformation par « monodromie » de la relation A.P autour du point

N o . . b,y b
singulier « 1 » fait intervenir la matrice M(a, b, c)=[ “ 2,']. Seuls b, (a,b,¢) et
12 22
by, (a, b, c) interviennent dans le calcul et I'on a :
. i innb
b“(a,b,c)=l—2ism1r(c—a—b)mﬂ—n—
sinme

B -  T@r(e-n
biz(a b, c)= —2iexpin(c—a— b)l"(c a)F(c—b) (@) (b)

(5}, p- 93-94)

On aboutit pour p=n au systéme simplifi¢ suivant :

P(n)(x)zFl(a'i-] b ) Q‘")(‘C) F ( ) x2n+12Fl(0+n+l, b+n+1 .\’),
c+1 c+2n+2
efc— P""( )F (a-—c,]b—c+|}x)+xQ‘n)(x)2Fl(a—c+l, b—c+1 x)

a(c—b) —c 2—c¢
by(@a+n+1, b+n+1,c+2n+2) a—c—n, b—c—n >
JF x ).
bi,(a,b,0)

Un résultat de Plemelj ([6], p. 168; voir aussi [11]), permet d’en calculer le déterminant.
On trouve qu’il vaut

—2n—c

C(l—c) _x)r—n—b.

4 1
(4) a(c-—b)(

Nous retrouvons les formules de Heine ([7], 1857) pour P (x) et Q" (x).
En posant A,= (c+ 1)y, {€)3p+1/(c—@)ysy(c=D+ 1) {a+1),(b),,, et en simplifiant
par la relation de Kummer (voir {5]), on a
A l—a, 1-b
x|,F ’ x
)’ ( 2-c i )

a(c— b) 2t F (a+n-+-l,b+n+l
c(l—c) c+2n+2
-A,,ZF,(dain’ —b—nx
—c—2n
x)zFl(a+l,blx)
c+1

a+n+l,b+n+1 —a, 1-b
—x2"*t UF, x |,F, x
c+2n+2 l—c
dont TI'intérét arithmétique réside dans le fait qu’il n’intervient que des produits de
fonctions hypergéomeétriques (on ne garde que les coefficients de degré <n).

P(nl (X)

(5)
—a—n, —b—n

Q‘”) (x) = An ZFl (

—c—-2n

Remarque. — Un calcul simple, utilisant (4) et A.P pour n=1 (formules de Gauss),
permet de retrouver une formule peu connue (Willet 1967, [3]) :

2Fl(a, b x)zFl( —a, —b x)
[of bl 4
+ab(a c)(b—c) 2 Fl(1+a, 1+b x)zFl(]—a, l—b‘x)=].
2 (t—c?) 2+c¢ 2—c¢
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1V. DEMONSTRATION DU THEOREME. . — Les formules explicites du 111 vont nous permettre
de démontrer le théoréme. Nous poserons

P.)=ATP7(x),  Q(0)=A'Q"(x),  Rype i (0)=A; Ryus; (%),
LEMME 1. — Pour aeQ, a=1/k,. (1, k,)=1 on pose
(a)=a(a+l)...(a+n—l)

n n!

Alors k2 pkn(a) est un entier.
n
C’est le lemme 3 de [9).
LemME 2. — (a) Pour c=l/k, (I, k)=1 on pose Q, =ppcm (I, I.+k, ..., l.+nk);
c\~ 1
alors Q, ( ) est un entier.
n

(b) Pour n — + co on a, pour tout >0, Q Zexp ( f(k)+¢e) n.
Démonstration. — {a) résulte de

(- E0!
n k=0 k/c+k ’
(b) est donné par une estimation du ppem de nombres entiers en progression arith-

métique (voir [10]). On en déduit alors que

B P-x
np (P2 Q "
Q. (3B, ) "”( Kk, ) SOt Q"( ko, )

sont des entiers.

LEMME 3. — Quand n — + ¢ on a les estimations asymptotiques suivantes :

1+ /1—x
Log|P,(x)| ~ Log|Q,(x)| ~ 2nLog| —Y——

- 1— /1—-x
Log|x*"*' Ry .. ()] ~ 2nLog|—

On utilise essentiellement les formules intégrales pour les fonctions hypergéométriques.
On termine la démonstration en utilisant le lemme 3 de [10].
Remise le 25 novembre 1985, acceptée le 24 mars 1986.
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THEORIE DES NOMBRES. — Monodromie et approximation diophantienne d une
constante liée aux fonctions elliptiques. Note de Marc Huttner, présentée par Jacques Tits. -

En utilisant le principe de monodromie dans le cas « logarithmique » pour I'équation hypergéometrique. nous
obtenons des approximations rationnelles de n(A)/@(A) et nous trouvons de nouvelles mesures d'irrationalite.

NUMBER THEORY. — Monodromy and diophantine approximation for a number linked to elliptic
functions.

We use the monodromy principle for the hypergeometric equation in the logarithmic case and give rational
approximations for v (L)jw ().
We obtain new measures of irrationality for this number.

0. NoTaTions ET RAPPELS. — Soient a, b, ¢ des nombres complexes, —c¢ N. On note
b 2=x
M :Fi (a 1x)= y, DO
¢ n=o (C),n!
la série hypergéométrique de Gauss ou 'on a posé
(a),=a(a+N(a+2)...(a+n—-1) et (a)g=1;

on sait que cette série est solution de I'équation différentielle

(2) x(1=x)y"+{c—(a+b+1)x]y —aby=0.
Soit (E) la courbe elliptique mise sous forme de Legendre

(3) v=x(x—1)(x—3)

avec 0<{A|<1; on peut écrire la période réelle de (E) sous la forme

172, 1;2

(4) w(l):nzFl( ‘ | ‘ lk)

On écrit aussi la quasi-période réelle associée
12, —1;2

(5) n{k):nzFl( ! o 'x)
Nous noterons alors

(6) G (M) =n(N)/w(h).

I. IRRATIONALITE DE G (A).

THEOREME. — Soit AeQ, 0<|A|< 1. On pose h=a/p avec (x, P)=1, supposons que h
vérifie la condition suivante :

(C) |B1[2e(1—\ﬂ‘—_x)]2<1.

Alors le nombre G()\) est irrationnel et pour tout £>0 il existe une constante g, (e, A)
effectivement calculable telle que pour tout pe Z, tout ge N*, g2 4,(€, X), on ait :

Log{|B|(2e(2=2)’]

Logl|p|(2e(t— /TR

m (\) est Pexposant de la mesure de Ujrrationalité de G(1).

|GV —plaldg ™™ avec m(M)=1-

1. ConseQUENCEs. — (a) Pour A=1/pB, avec B=8, nous en déduisons I'irrationalité de
G(A) et nous amélicrons un résultat de G. V. Chudnovski ([1] et [4]).

0249-6291,87,03040315 § 2.00 © Académie des Sciences
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Par exemple pour ¢ =g, (€) assez grand nous obtenons
IG ( l,"/g) _p/q l >q— 50.2492607+5.
De méme pour =—1/B, avec PB=7, et pour g¢g=g,(e) assez grand,
’G(_[;8)_p;'q'>q—5l.0954034+c' :
{b) En posant

K(k).;jm-___d‘p___zlm(kz)

o JT—k%sinTg 2

intégrale elliptique de premiére espece,

E(k)=juwﬁ_md<p=%n(k2)
0
intégrale clliptique de deuxiéme espéce, on a G(k?)=F (k) K(k), donc. pour k tel que
k*eQet k222 \/ﬁ, nous obtenons encore un résultat d’irrationalité.
Le résultat demeure si I'on remplace k? par —k? et donne pour k=1 avec p=11
Iirrationalité de la fraction continue suivante :
1 1 1 1 1 1
+

I
F(k)=1/2k[E(2ik)}/K(2ik)—1]=- +——F -~ — b f—
Wk 2k 13k 4k 1Sk 6k

Par exemple, pour g=q(¢),
,F(l/l l)—p/q‘>q—243‘8859' .. +£.

IH. DEMONSTRATION DU THEOREME,

Lemme I — Il existe deux polynomes P,(x) et Q,_, (x) de degrés n et n—1 tels que
1, b+1 b , 1, b

P,,(_\')ZF,(0+ * .\')—Q,,_,(x)zFl(a x):C,,.x-gF](“"* *n x).
+1 ¢ c+2n+1

ou C, est une constante.
La démonstration est analogue a celle de la « relation de Padé » de [2] et s’appuie sur
le calcul des ordres des singularités de la forme lin¢aire
x>

P, (x),F, (a+ _], bl -")—Qn-l (x) . F, (a;b

et de la relation de Fuchs{5).
LEMME 2. — Pour a+b=c=1ona:

S P,(x->=[(r wx)P(x)zFl(“‘]” vﬂ ,
(n)

(Q,_l(x)=[(1—.\-)P(x)lF,(““’b“ix” ,
2 (- 1)

k=2n

P(x)= § — 2% =
(\ kgo k!(—2n)k

(a)

ou l'on a posé

polynéme de degré 2n, la notation [ 1, signifiant que I'on ne prend que les n premicrs
termes de la série.

(b) C,=T(a+1+nmTb+n)T2n+3)I2n+2).
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Démonstration. — Comme dans {2] on utilise un raisonnement de monodromie. On
considére la relation du lemme 1. Aprés un tour dans le sens direct autour du point
singulier « 1 », les diverses solutions holomorphes en 0 de I'équation (2) se transforment
et I'on voit apparaitre les solutions d singularités logarithmiques.

De maniére précise, en supposant que a+b=1:

b . b
,F, (al x)—» ZFl(alb X)+2i7[,/r2 (a)T? (h){2F1<al X)IOg-\—""GTh(’Y)}:
at+1,b+1 a+1, b+1
A

a+l, b+1

+21‘n"l"2(a)rz(b){lF,(

1
_\‘) Log x4 ~+Ga*+!- b+t (x)}:
, x

st m=1 m entier,

a, b a b
2F1( x)—-ZFl( X
I+m 1+m
—m
+2in{x“"’P(x)+——~_(;_—zF,(a°b x)Logx#—G‘{g"Ax) .
nisinmasinmb 14+m
ou

k=m+1
P()=F(m+ 1) (m)/T*(@)T? (b) z ta=m, (,b.‘,ff)ﬁ Xk

So k! (I—m)

Ici les diverses fonctions G * sont analytiques en 0, et la détermination du Log est réelle

pour x=1.
x)
F'Cn+3)I2n+2)

On en déduit alors le systéme
a+l+n b+n
-, (xz"G';t;:"- peien(y g L20ED) D Pm).

2n+2

X>Qn L (x)=C,x*",F (

' F, ((H— 1. b+1 _\_) P,,(x)-lF,(a‘ b
2 i

Gy RPN P (1) -G () Q,., (X)
Ma+1+m3b+14+n)

Le déterminant du systéme est le wronskien de I'équation (2) et vaut W (x)= —I/x(1 —x).
On termine en remarquant que les solutions sont polynomiales!

x)
(a) Pour x réel, x<1 et quand n - + % ona
: ]RZ,,(x)]gK](I~\/—1-——.T()/2|2" avec K>0.

a+n+1,b+n

LEMME 3. — Posons RZ,,(x)=C,,x2"2F1<
2n+2

(b) Pour a=b=1/2 on a les majorations :
2n

i Qe )| <p

2{n—1)

[P, (x)]|<p avec p>0.

=
2

-
2

(a) Résulte du lemme 3 de [2].
(b) On majore les coefficients de P(x).
Dans la suite on prendra a=b=1/2.



- 40 - C. R. Acad. Sc. Paris, t. 304, Série 1, n° 12, 1987

Levvr 4. — (a) Si A,=47" ] pltes2bteert alors A, P (x) et A,Q, |(x) sont dans
p<2n
p premier

Z[x].
(h) Pour tout £>0 et guand n - + v, A, £4™exp(2+¢)n.
Démonstration. ~ (q) On remarque que si a, désigne le coefficient de degré s de P(x)

et si heN avec b<[Log2n/Logp) alors 4° [] p’.a, est un entier, et I'on termine en
b
P’ 1 Chy

a, a
observant que ,F, (
c

lﬁx)eZ[[x]] poura=1,20ul32etc=1o0u?l.

(h) Utilise le théoréme des nombres premiers.
La démonstration du théoréme se termine alors ainsi. On pose

B ()=4"A,P (x). Q()=4"A,Q,_,(x). R, (0)=4"A_R,, (x).
Le lemme | permet alors de vérifier la relation
l—)rH» L (-Y)Qn— 1 (-V)'"P.. (x} Q..(X):4Z"An+ 1 G X

; / / / !
6= ,F, (3/2,23/2 “/l?’).,r' JF, (1/2.l 172
4, =PB"Q,., (/B).  r,=P" Ry, (a/B)o(x/B)

onar,=p, 6—qg,. La condition (¢) du théoréme montre alors que lim r,=0 et I'on peut
n—x
conclure par le lemme 3 de [3] qui donne également la mesure de l'irrationalité.
Pour obtenir G (x) on utilise la formule
' 12,12
X )i .’.Fl [ '

(1 —i)'szx <3‘2. 32
Remargue. - 11 n'est pas difficile d obtenir pour e Q, beQ, a¢Z, b¢Z et a+b=1,

Si

1"5)- P.=B"P, (2B

Gv)=

e -

.\‘)—(Zx+ 1).

un resultat analogue au theoreme de [2] pour la dérivee logarithmique de ,F, (‘11 l\)

Reque le 16 février 1987,
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Dans cet article nous appliquons la théorie des approximants de Padé i I'étude
des approximations diophantiennes des intégrales hypergéométriques

1, 1k i
F £,
: ‘(1 +1k | )
pour k entier >2 et e= +1. En particulier, nous démontrons que pout tout peZ
tout geZ, ¢>0, on a:

1
Lm( + 5)_§ 10t T30

\ﬁ 2

et

> lo—tq—li.owl.
¢ 1987 Academic Press, Inc.

.L+Log3_£
\/3 q

Nous nous proposons dans ce qui suit de prouver l'irrationalité des inté-
grales

j(s,k)(x)_:l J'x dt

xJo 1 —st*

pour e = +1 et pour xe R, 0 <x <1 tel qu'il existe un entier k >0 vérifiant
x*eQ.

Nous retrouvons des mesures de I'irrationalité connues pour Log 2 et
n/\/i (voir, par exemple, [5 ou 6]) mais nous obtenons de nombreux
résultats nouveaux,

1 Log (l +2\/§),£_| > 10~6g 713688,

7

166
- 0022-314X/87 $3.00
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l(-ﬁ- +.Log 3) —5’ > 10-4q—~u.04m,

Ve
. 3 .
‘(L0g2+Arclg Z)_ﬁ‘ =10~ q-x #4426
q

pour tout peZ et tout g Z, g > Q.

1. NOTATIONS ET RAPPELS

On note

a, b =2 (a), (),
7F - = R ————— "
( ¢ t) ,,go (c), n! §

la série hypergéomeétrique de Gauss avec
(a),=ala+10a+2)  (a+n—1) si n#0,
(a)y=1.

Nous nous intéresserons plus particuliérement au cas ou ga= 1.

I h n= +x
A(2])-E e

n=0 (( )n

qui admet pour tout xe C — [ 1.+ x [ un prolongement analytique que I'on
peut écrire sous la forme

_Lbl T WESIRNIAYELES
2F'<c x)_l‘(b}l“(c—b)f I—u\' du

(pour plus de détails voir [7 ou 8].

Cette fonction qui satisfait a I'équation differentielle x(1 —x) " +
(¢ —bx)y" — by =0 mais aussi a I'¢quation differentielle du premier ordre
(1 —x)y +(c—bx)y=c admet au voisinage de x=0 comme base de

solution:
1,6
2F|( "‘)z."l,
¢

2—~¢, b— 1
xl—rzpl ( C C+ .\’)':.\’l""(l _x)('—b— 1 =y,.

2—c
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Il est beaucoup: plus intéressant de regarder les fonctions hypergéométri-
ques non pas sur C — [1, + oo [ mais plutot sur la surface de Riemann, revé-

tement universel de P,(C)— {0, 1, oo} (pour plus de détails voir [8]).
Un calcul évident montre que pour O<x<letb=1/k, c=1+1/k on a:

1, 1/k I o di
F =z [T
2'(l+l/k x) xjol—l"

LUk | )\ _ 1< df
zF( +1/kl x)‘}jo [+~
2,

et

En particulier: pourk
L4 P px dt 1 1+ x
Fil ix)=-| —s==1L
2 '( 3 x) x.[, 1—1 2x 0g<l—x)’
1,4 Y 1ope ar 1 )
2F|( % —.Y)—;Jo !_—{"7_?(. AfClg.\’,

i{""g(w/%)*f (arote = 7 )
pour k=4

F L
241 5 X
4

Nous envisageons donc des résultats sur la fonction

1, 1/k
F X
2 '(1+1/k’ )
ol xeC—{1,oc] dont nous montrerons lirrationalit¢ pour xeR
O<x<l1, tel que x*eQ satisfait 4 certaines conditions arithmétiques

(voir [9]).

Il n’est pas difficile d’avoir des résultats analogues pour

1 rc dr i I+x 2
=— =— Log —— A
) o N og1 + rctg x.

L,
21-]( cb‘x),beQ, ceQ,b¢Z, c¢ L
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1.1, THEOREME.  Soit xeR et k entier, k 22 tels que 0 < x <1 et x*€Q;
on posera x* =a/ff avec (a, By=1. Soit ¢= +1. On définit f(k)=k/\y(k)
S inki— 1t <<k Y/ owp est la fonction d'Euler, et

Atky="[T ptot
p premier
rlk
on suppose que x vérifie les conditions suivantes
(@) (VB —/B—ex)* A(k)exp( f(k)) <1
(b) k[ (B—ex)

Alors le nombre

1, 1/k i)
‘ﬂ(l+Uij

est irrationnel et pour tout n >0, il existe un entier positif q(x, n, &) tel que
pour tout pe L, ge L, q = q(x, n, &), on ait

l~ l/l‘ ,k) r —(X+nr)
‘ZF‘(I+1//<1m gl

~ Log((4B — 2ex) A(k)) + f(k)
Log(I\/B — /B —ex|*- (k) + f(k)

Remarques. 1.2, Sila condition (a) n'est plus vérifiée, on doit chercher
un denominateur ¢ de (fi —ae)/k c'est-a-dire de N* tel que d((f — ze)/k)
soit entier. On obtient alors un théoréme analogue si la condition (a) est
remplacée par (\/ﬁ— VB—ex)? A(k) 6 exp f(k)< 1. A(k) étant remplacé
par d- 4(k) dans la formule donnant X.

avee

Si k est anr et que 2k | (x —¢f), on peut affaiblir la condition (a)
qui dev1em ( B —ex)? exp f(k)- A(k) <2, A(k) étant remplacé par
4(k)/2 dans lexpressxon de X.

LEMME 1.1.  Approximant de Padé (n,n) pour ,F, (% |x). Pour
xeC—[1,4+c0[ on a,

1,b
(n)
s |x)-e

b-l"(b+n+l)n!x2”>+, F (n+1,b+n+1 )
I'(b+2n+2) U 2n42+b

P"(x) ,F, (
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ot P"™(x)=,F, (""" "|1—x) est un polynéme hypergéométrique de

degré n. et
1, b
l—x], ’ .
t) £ (h+! r)]m,

Q"(x)= [ZFI (~n, —;b o

est un polynéme de degré n. Le crochet signifiant que 'on ne prend que les
n premiers termes non nuls du développement en série.

Démonstration. Rappelons la relation de Padé ou de contiguité suivante

(voir [10])
A (5" )R ()
L (0 ) (s ),
T 1()[;)': '(Z)z.m LA (n PN ‘ ")‘

Nous allons simplifier cette relation en transformant le polynéme

o —b—
ZFI( n, n x).

—b—2n
Un calcul simple utilisant les propriétés du symbole de Riemann [8] ou
des polyndomes de Jacobi montre que
1 - \)

la solution du lemme en résulte aprés simplifications (on aurait pu utiliser
la relation
1
l B _)
x

) mIh+n+1) (—n.—h—n

F (—n,—b—n
2 X | = 3
I\ —b=2n rb+2n+2) ! !

) Jb+n+ 1y (—n,l+h+n
x)=(—-1) F

F(—n,—b—n .
I —p-2n | Fb+2n+1)° |

ce qui donne une relation analogue). On posera

_bl"(b+n+l)n! (n+l,n+b+l
Tb+2n+2) ¥ '\ 2n+2+0b

x) = Ry, 4 1(x).

LEMME 2. Pour xeC—[1,+x[ ona

Ry, ()] < :;: ~ ST
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Démonstration.  On utilise les représentations intégrales pour la fonction
hypergéométrique F, ("% P2 | x) (voir [7, p. 293]). Apres simplifica-
tions on trouve

. ) M+ 1 Hl =1 n lh
“.J,' IR]:)+I(—\’)=Y (( )) d[

b o \ I —1tx I —tx
d’on
) (-0 X\ x| ¢ dt
XHIR,, L (x g( su I_—_) 18] %0 1T=1x]
2+ 1(X)] ’g[ol?” I —1ix b J‘O |1 —1x]
d’ou

) xj dr
.\""+'R2n+l(~\')|$%'{ ll_‘/]—xlz"'

o |t —ux|

LEMME 3. On a |P"(x)| <2"* ' 12— x|

Deéemonstration.

—n,—b—n
A

k=n ("n)('n"'l)- . .(-n+k-1)
1 —,\'>=

k=0 I"
(-b)-n)(~b-n+1)...-b-n+k-1) .
X T (1 —=x)
k=n (b+n)(b+n-1)...(b+n+i-k) :
:“Z“ C:“I ] [l —\)A

Orsi0<bh<l,
(b+n)(b+n-1)...(bin+i-k) (n+1)

< — n+1$ n+4
k! kNn+1-k)! G 2

d’ou

k=n
PP <2 Y Gl —x) =2"* (1 +(1—x))". CQFD.
k

=0

LemMma 4. Posons d,(k,l)=ppem{km+/|0<m<n (L k)=1}. Pour
tout n >0 il existe un entier g(n) >0 tel que pour tout q = q(n) on ait

d,(k, ) <exp(f(k)+n)n
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el
d(k, 1) <(2,826) %",

Démonstration. Cest le lemme | de [6] ol on utilise I'estimation
ppem(l, 2,..., n) < (2,826)".

n
'Zn _ [p—-T]

LEMME 5. On pose & = p premier P
plk

.
L4

—1/k —n),
k"ﬁ"ﬁ%—n—)"ez 1<s<n

c'est un lemme classique (voir, par exemple, [ 11, Lemme 3]).

LEMME 6. On a
D(x) = P(n)(x) Q(n+ I)(x)_ P(n+ l)(x) Qtn)(_\,) — p"x2n+ |
ou p,#0.

Démonstration. D(x) est un polyndme de degré <2n 4 1 mais on I'écrit
sous forme de déterminant

PU(x)  QM(x)
Pln + “(.‘C) Q(n +1 l(.\.)

d’apres le lemme | ou on a posé

D(x)=

~ P("'(.\') .\_'_'n+ IR:n . X(X)
| po+ ”("f) P 3R:'H 4(x)

Ry, (X)) =

—blMb+n+1)n! (n+l,h+n+l )
rb+2+2) '\ 24246 |7

donc D(x) est une série entiére d'ordre >2n+ | on en déduit que

bl'(b+n+)n! —n—1,—bhb—n-1
— pln+ 1) (n+1) _
pu=P"77(0) I(b+2n+2) et PETT0) 2F'( 1 ‘ 1)

d’ou en utilisant la formule de Gauss [8],

. (—n—l,—b—n—l’ )_ Ib+2n+2)
. 1 S Fn+2)M(b+n+2)
N b

T (n+)b+n+t)

Pn

LEMME 7 (Alladi-Robinson, [6, lemme 4]). Soit 8 un nombre réel non
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nul. On suppose qu'il existe ky>0, [,>4 Q> 1. E> | tels que pour tout
ne N on puisse trouver p,e L, g, € L vérifiant

(1) g, <koQ”
2y g, 0-pl<l,E™"
3) pugni1—Pne1Gn#0,VneN.
Alors O est irrationnel et pour tour pel, et tout qeN* on a

10— pigl > cq™ " avec

Log QF
Log E

el

1
==

2k

Q- (2 Log2fy Log iy

Démonstration du théoreme.  On pose

(\J 7 n '
q,=Apd (k1) " P ( [f)

n n {ny _‘

pn_ 1 dnl‘ {]/ Q ( ﬁ)
Ltk | ox
”zzf‘(l ”ﬁ)

1k
n '
ro= (k1) Ray s L;; ﬁ)'

Considérons

—n —1/k -
1F|( n 1/ n 1*8%)

(l+nk)(l+(n—])k) I+ n+1—=5Yk)/B—ex\*
Z st ( kp )

d’ou si k | (B —ex) alors B4% P )e(x/f)) est un entier. Comme

F(l,l/k ﬁ)_“*“ 1 oa\*
T vk B) T A t+sk(ﬁ)'
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Si on prend les n premiers termes de la série alors
I, 1/k AN (~n,—l/k—n
g) ! T+ 1k

ﬁ".A‘I:dn(kv l)[ZFl (1 + l/k

=),

est un entier.
D’aprés le lemme 2,

iqne—pnl <k

Log (257515 - V=l dutk, 1) 4
d’oti_en posant |\/— VB—ael?(2,826)% 4,) "' (ou (i\/l_i—

VB —oel? exp(f(k)+'1 ) si g=q(n)), ly=sup(k {Log| (B—ae)/Bl, )
alors |¢,8 —p,| < LE™",

gl <2((2, 826" 2- 4, |28 — az])"

d’aprés le lemme 3, d'ou en posant Q = ((2, 826)"*'2- 4, |28 — ea})
ko el 2

on en déduit le théoréme en vérifiant la condition (3), ce qui est évident
d’apres le lemme 7.

I1. COROLLAIRES ET APPLICATIONS NUMERIQUES

IL1. Prenons k=1, e =1. Comme ,F,('5! | x)= —(1/x) Log(l — x) nous
retrouvons les résultats de [5, 6].

I1.2. Prenons k =2.

COROLLAIRE 1. Pour xeQ, O<x<!1 posons x=uao/ff. Soit & un
dénominateur _de  (f—cea)/d (6=1,2,0ud). On suppose que
& (\/)_!!;--\/ﬁ—aaz)2 e’ <1 alors f(x)= ]/\/- Log(1+/X}/1-vX)) et
glx)=(1 /\/)_C) Arctg \/; sont  rrationnels d'exposant de  mesure
d'irrationalité

_ Log((48 —2ex) )+ 1
2 Log({</B— /B —eal 8) + 1

I1.3. EXEMPLES NUMERIQUES. (1) Pour x=1{ on retrouve une mesure
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d'irrationalité désormais classique pour Log 2: Pour tout 5> 0, il existe
g(n) tel que pour tout peZ et ge Z, ¢ > g(n) on ait

4.622668633 + n

Log2—£'>q
q

On obtient un résultat plus explicite par lutilisation du lemme 7:

Log2—£i>2- 10 g *+%7%8%  (voir aussi [6, 13]).
q

(2) Pour x=1{ nous obtenons un résultat nouveau

|1 Log(‘ +\/’5)_£| > Qg7 1368850
q

NE

et aussi

1+/5

1 p
. Log( )_w!> - 6. 5117005+ pourq> ('I)
‘\/5 2 g1 i

On peut remarquer que (2/ \/5) Log((1 +\,/3)/2) est le résidu de la fonc-
tion L du corps quadratique Q(

(3) Pour x =1 on trouve

—
1 2./2+1 .
—/5 Log (-——2 \G 1) —_ {;_l > l{" 193, 202014 + y pour ¢ > q('”.
v Ve

(4) Pour x=1/29-132,

! 1+13./29 .
]_- Log (;_*) _21 o107 g2 e
V29 q

70

(5) Pour x =4 et £= —1 nous retrouvons une mesure d’irrationalité
de n/V@ [5,6].

———~—’ > 107 %g %*09%  pourtout peZ, toutge Z,g>0

3 q

et

~ 8. 318097094 + n

pour g > g(n).
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(6) Pour x=14,

_I_hf‘ > 10 4g 5 1912,

1
—= A
'ﬁ rCtg\/::" q

11.4. Prenons k=3, ¢e= —1,
1 (x dt 1,4
| —==.F{]
xJ‘o!-i-I“ - 1(5

COROLLAIRE 2. Soit xeQ, 0<x < 1; on pose x = a/ff. Soit & un dénomi-
nateur de (B + 2)/3 (6 =1 ou 3). On suppose que x vérifie la condition

(@) (JB+x—-B)Ps Sexpict

Alors {5 di/(1 + 1*) est irrationnel d’exposant de mesure d'irrationalité

Log((4f +2x) 5 \/3) +9/4

X=1- r .
2ALog(y/B+2—/B)6/3)+9/4

ILS. Applications numériques. Pour x =1 comme 3 {2+ 1 onad=1, et
la condition (a) est vérifiée. On obtient un résultat intéressant qu'on peut
rapprocher de celui de Siegel [2]

12 1
J i—,=—(!_og3+—7z—ﬁ):
o 1+0 6 V3

on en déduit que pour tout pe Z, tout ge Z, ¢ >0,
L/___in_) > 10—}q~11.()4()|33.
AV 3

Log3+

11.6. Prenons k=4, ¢e=1. En utilisant la remarque 1.3 du théoreme, il
n'est pas difficile d’¢noncer un corollaire analogue aux précédents. Don-
nons plutdt des exemples numériques

(1) Pour x=1 on obtient
3 P ~ 4 384426142
Log2+Arcth — =1 > 10 g TR0
q

(2) Pour x=1//3,

l\/i(Log(2+\/§)+§)—§, > 1073g %37
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Dans le cas ou &k = 3, nous pouvons diminuer I'exposant X en utilisant
un résultat de Chudnovski [12].

Pour cela il suffit de remarquer que les coefficients du polynome P*(x)
sont des produits de nombres en progression arithmétiques et sont
analogues a ceux de l'étude de [12]. Comme k | (f—ex), on peut alors
remplacer l'exposant A(k)=[1,,p""” " du théoréme par le nombre
caractéristique (1/k) exp(chr)} ou

. - T j=[k:2}) ﬂ.'j
(chr); = m'-) ,g, cotg (—E)

ik =1
e Pour k=13,
/3

(chry; =

« Pour k=4,
(chry; = g
On obtient, par exemple, que pour ¢ > g()

' n
Lo 3+ﬁ
(Loe3+

)ﬁﬁi S g RN L
3 g

4
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET APPROXIMATIONS RATIONNELLES
1,b
DE 2F1 |x) : APPLICATIONS ARITHMETIQUES
c

par

M. HUTTNER

Résumé : On montre comment la théorie des équations différentielles

Fuchsiennes donne la table de Padé compléte pour la fonction hypergéométrique

1,b
ZFl( Ix) . Les singularités apparentes pour de telles équations sont liées
c
aux approximants de "type Padé'".

Nous donnons quelques applications 3 l'arithmétique.

Abstract : Using Fuch s theory of differential equations, we give the
1,b
complete table of Padé for hypergeometric function ZFI( |x) .
c
Apparent singularities for such equations are linked to "type Padé"

approximations. We give some applications to arithmetic.

CLASSIFICATION AMS : 41 A 21, 33 A 30, 33 A 20, 10 F 35.

KEYS WORDS : Padé Approximation - Simple hypergeometric functions -
Differential equations in the complex domain -

Irrationality and transcendance.
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0. INTRODUCTION ET RAPPELS.

1. Introduction.
Nous allons montrer que la relation de Fuchs permet de donner sans trop

1,b
de peine la table de Padé pour la fonction hypergéométrique ZFl( [x ] et nous
c

allons vérifier que la considération des singularités apparentes d'équation dif-
férentielles Fuchsiennes permet de retrouver des résultats de G.V. Chudonovski
et G. Rhin concernant les approximations diophantiennes des constantes classi-
ques de l'analyse [CHU1],{RM].

Nous proposons & ce sujet des conjectures concernant la fonction

Eulerienne B(%,%), r entier r » 2 ou la fonction

¢(£%l) - w(%) ; reQ, ritlk
2. Rappels.
On note
b " () ()
0.1) F 2 x| = 2 :_“_Exn
2°1 c (c)n n!
=0

la série hypergéométrique de Gauss ou l'on a posé :

(0.2) (a)n = a(a+l).... (atn-1) pour n # 0 ; (a)0 =1
on sait que cette série est solution de 1'équation différentielle :
(0.3) x(1-x)y" + {c-(at+b+l)x]y' - aby = 0O

Equation différentielle Fuchsienne dont les points singuliers réguliers sont

0, 1, =,
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I - Equations differentielles fuchsiennes et table de Padé pour la fonction

1,b
hypergéométrique ,F, ( | x) .
c

L'algébre linéaire nous fournit 1l'existence d'un triplet P(x) ; Q(x) ; R(x)

oi P et Q sont des polyndomes de degré au plus d1 et d2 et R(x) est une

fonction analytique en O tel que l'on ait :

1,b d1+d2+1
1.1. P(x) ,F, [x] - Q(x) =x R(x).
c
|
L'unicité de la solution pour un tel probléme va resulter de considé-
1,b
rations sur 1'équation différentielle vérifiée par 2F1 ( [x].
c

Ce probléme a été effectivement résolu par Padé [PA] qui a d'abord

déterminé explicitement les deux polyndmes et a ensuite trouvé le reste :

d.+d,+1
b3 12 R(x) en remarquant que celui-ci vérifie la méme équation différentielle

que P(x), voir aussi [CO].

Nous allons retrouver ce résultat par une démarche, dont 1'idée de base
se trouve déja dans les oeuvres de Riemann [Rie] .

On considére R(x) comme fonction "multiforme". De maniére précise nous
définissons ZFI( I’b[x) et donc R(x) non seulement sur un voisinage de 0

c
mais sur la surface de Riemann S, revétement universel de IPl(m)-{O,l,w} =7,

1,b
Le groupe de monodromie associée a 2F1( c ]x) est le méme que celui

associé & R(x) et on en déduit avec R(x) est solution d'une équation diffé-

rentielle linéaire d'ordre deux dont les points singuliers réguliers sont 0,1,=.

On posera

g = d1+d +1.

2
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Théonéme :

On suppose que d2 2 dl-l alors :

-d,,-d,-b

1’7 %

P(x) = ZFI(

Y
1-d1~d2-c
i 1,b

Q(x) = [P(x) ZFI( c ]x)](dz)

la notation [ ] signifiant que 1'on ne prend que les d., premiers termes du
d, P 2

développement en série

d,+1, d,+1+b
R(x) = C{d,,d,) ,F
I d,+d,+1+c

F(C)Y(dl+1)F(d2+1+b)r(d2+c)r(c-b+dl)
T(b)r(c-b)r(d1+d +1+c)T(d1+d2+c)

€(d,,d,) =
1’72 2

Démonstration : Au voisinage de O 1'existence méme d'une solution au
probléme qui nous est connue par 1'algébre linéaire nous donne comme couple
d'exposants (0, l-c-o) mod INZ.

(mod IN2 voulant dire que ce couple est défini a (kl,kz) prés ou k., € N ;

1

k., € N).

2

Par un prolongement analytique au voisinage de 1'= on trouve

(inf(o-d,+1,0-d,),b-a-d ) mod .
De méme en 1

(0,c-b-1) mod IN°.
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la relation de Fuchs [In] s'écrivant :
‘ l=m

(1.1) _ ( E e‘; - (i-1) ) = -m(m-1)
asPl(G) r=1

Pour m = 2, nous obtenons en simplifiant et en posant A 1'ensemble des singu-

larités apparentes de 1'équation différentielle.

a Q
E S E (e3-1) = 1
ag{0,1,=} acA

on pose alors :

acA

Comme E e: > 2 on en déduit que I.1 s'écrit alors

acA

a - d1 + inf(c-d1+a—d2) +A=1

ot A > 0 est un entier qui provient de la détermination mod INZ. Si
o~d1+1 < o-d2 ou d2 < dl-l on aboutit 3 A=a=0 et o= d1+d2 ce qui
est impossible par hypothése.

On_a donc d2 > dl-l et a=K=03; o= d1+d2+1. Les exposants de
R sont alors déterminés de maniére canonique et le symbole de Riemann [HU,I]

associé a3 R(x) est :

P 0 o-d 0 x

l-0-c o+b-d1 c-b-1
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A une constante multiplication prés on trouve alors que

d1+1,d2+1+b
R(x) = 2F1 x
d1+d2+1+c
Ecrivons alors 1l'égalité obtenue
1,b d1+d2+1 dl+1,d2+1+b
(1.2) P(x) F ix} - Qx) = x F |x
271 | 2711\
c atc

On transforme I.2 par monodromie [HU I] autour du point singulier "i". En utili-

sant alors la matrice de monodromie en ce point, I.2 se transforme en

1,b . e
P(x) {ZFI( . |x) - {i7v exp(c-1-b)m . FZZ?%§%%§7 x %(1-x)° b l}

;d +1,d2+1+b
) -ctl-o
[x] - x

- ) = x° L | '

21l (-2im exp(c-1-b)m.X

ot+c

F

/1-d,-c,1-d -c-b )
271 B

2-0-¢

K = F(o+c)T(o+e-1)
F(d2+c)r(c-b+dl)T(d1+1)r(d2+1+b)

Par soustraction on obtient

1-d,-¢, 1-d.+b-c
27 1

P(x) = Y(br€c§ b . K(I—x)b c+l 2F1 o lx

2-g+c
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En utilisant la formule de Kummer [K.F],

on en déduit le théoréme.

Conséquences arithmétiques

Le cas dl = d2 =n ou dl = n, d2 = n+l est bien connu et permet de
retrouver en particularisant les paramétres b et ¢ de nombreux résultats

d'irrationalité voir ([Chu 2, {AL.RO], {Baj, [Hul). La formule intégrale :

1 r(d,+d,*l+c) (1 djtb  djte-b
F |X = u (l-u)
[‘(d1+1+b) (d2+c-b) 0 d, +1

1
d1+d2+1+c (1-ux)

d +1,d2+1+b

permet de donner une estimation asymptotique du reste.

Malheureusement on vérifie que c'est pour le développement en fraction

1L,b
continue que les "Q/P" convergent le mieux vers ZFl ( ]x) .
c

Pour espérer de meilleurs résultats nous devons donc prendre des approxi-

mants qui ne seront donc plus de Padé.

Il - Amélioratio ! imation , Approximation de "type Padé"

Posons S = {uo,ul,az,...ut} avec an = 0 et supposons que
a, £ {1,} pour 1 < i < t. On impose en outre & R de vérifier la condition

suivante :

(C) Z ord R » 2n+l.
aecS '
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Dans la suite on notera : ¢ = 2n+l.
L'algébre linéaire nous montre l'existence de 2 polyndmes P et Q de

degrés n vérifiant la relation suivante :

1,b
(?) P(x) 2F1( IX] - Q(x) = R(x)
c

un tel triplet est appelé "Approximant de type Padé". Nous poserons

", ‘ko i=t 'ki
R(x) = x [ ] (x—ai) R(x).
i=1
A
R(x) n'admet que 0,1, comme singularités réguliéres et a;,a,,...,a  sont donc
des singularités apparentes de 1'équation linéaire Fuchsienne d'ordre deux dont
% est solution.

~
On peut comme précédemment calculer les ordres des singularités de R.

On trouve

En O : (0,-ko+1-c) mod1N2
En 1 : (0,c-b-1) oo

En 1'® : (o-n,b+o-n) " "

n
Comme on sait que R existe et est holomorphe en ;s on trouve d'abord une pre-

midre détermination holomorphe. En tournant par exemple autour de 0 et en reve-
nant au voisinage de o, 1'autre détermination est alors d'ordre -ki au moins;,

d'on
En Q. 3 (0 k. ) ulod IN
i 1 i

La relation de Fuchs s'écrit alors sous forme d'inégalité
i=t .
2n+2 - X (ki+1) 21
i=1
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Nous supposerons que 2Z2n+l = ko + (ki+1). On peut alors déterminer

W~

1

A
de manidre précise une équation différentielle du 2éme ordre dont R soit solu-

i

tion :
i=
k. .+c 1+k
' " _0 "~ | Ztb-c 2 i '
(") vt X + x-1 + . X-Q, byt
i=1 i
(n+1)(b+n+1)xt+p,xt-l+plxt‘1+.... P,

x(x-1) T T (ea)*

l¢isgt

ol les Py sont appelés paramétres accessoires.

En général la connaissance des ordres des singularités en ces points est
insuffisante pour déterminer camplétement 1'équation, mais dams ce cas particulier on sait
que les a, sont des singularités apparentes dont les ordres sont (O,-ki). On

utilise alors une méthode classique qui permet de déterminer les Py cf. [IN].

Reste & déterminer s 1 € i £ t. Remarquons d'abord que nous devons
pouvoir appliquer le raisonnement de monodromie précédent ce qui impose des con-
ditions sur la dépendance des solutions y(al,az,...,x) en fonction des @ .
Celles-ci sont alors sur une variété intégrable, solution d'équations aux déri-
véés partielles, les équations de Schlesinger [MP].

Comme pour 1'équation hypergéométrique, on peut écéire les solutions
de E' sous forme intégrale de type d'Euler.

Par exemple au voisinage de 0O on peut écrire

1

R(x) = f uP(1-u)¢ P71 H(u){l-’ilf—;:l]“+1 du

0

ot H(u) est un polynéme dont les racines sont les @, 1 <¢ist, avec pour
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multiplicité ki.
Une telle forme intégrale est la généralisation de Picard de 1'inté-
grale hypergéométrique adaptée a notre probléme.

En effet, si on pose :

i=t
e’ “H ~H “H,
u °(u-1) 1(u-x) t+l | (u-ui) 1 du
1 i=2

F(al,az..at,x) = J
H, est l'ordre du pole pour la fonction sous le signe intégral , les My véri-
fiant 2 uy = 2.

Si on fixe ls variables @;s@y,-ea ON obtient la fonction obtenue par
Pochhammer.

On peut comme pour la fonction hypergéométrique caractériser ses solu-
tions comme fonctions multiformes ayant exactement t+2 déterminations en des
points de ramifications dont les ordres sont donnés.

En chaque point de ramification il y a t+l1 déterminations holomorphes
la t+2éme étant "multiforme". Ce résultat subsiste en 1'e aprés multiplication
de G par un exposant convenable de x.

Pour des valeurs des My ol My o€ N, l'ordre de 1'équation différen-
tielle est diminuée de 1 et donc si tous les u,, 1 € 1 ¢t sont tels que

1

-ui € N, 1l'équation différentielle est d'ordre deux.

II1 - Applications arithmétiques

Considérons donc 1l'intégrale suivante considérée par G. Rhin [RH]

dt

1 Hn(d-dxt)tb(l-t)‘:'b
In = I n+l

o} (1-tx)

s

ol Hn(t) est un polyndme i coefficients entiers de degré < [dn] ou & 2 1

Hn(t) appartient a 1'idéal ((t,s) z[t])" avec & = ppem (ed,d-dx), d étant
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choisi tel que dx € Z et e est un entier fonction de b et c.

Par exemple si b=3, c=3

1t Y2 (g-axt)dt
I_= j 1

0o  d"(1-tx)™*!

A = ppem (4d, d-dx) ;3 6 = 3/2. C'est-a-dire que

§=n j=[3/2 n]
H (t) = I b, a7 ¢ + Z b, tJ, b, e &
n ] J J

j=0 j=n+l

Remargue. I1 est facile de voir pourquoi une telle intégrale est la

n+l,n+l+b )
transformée par isomonodromie de LF | , ... [x | ou ce qui revient au méme
1 . b c-b
de J E—%%%il——— dt.
0
En effet :
j=n .1 .b c-b-1 ={én] .
I = p(Mncd [t p.ad ™ [ (1-xef Dby gyedo gy
n j'd 0 (1-xt)n+l_J i 0
j=0 jen+1

= A(x) + B(x)

1,b

ol B(x) est un polyndme et A(x) s'écrit Al(x) ZFI( |x) + Bl(x), Al(x) et
c

Bl(x) étant des fonctions rationnelles.

On écrit que :

(1 ¢P(gog)eb-l s = L)I(e-b) ( n+l-j,b x)
2°1

JO (1—xt)n+1-j r(c) c

par un raisonnement analogue a celui du théoréme on détermine alors explicite-

ment Al(x) et Bl(x).

Application numénique [RH]

Pour x = %, A =2 et
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H (3-t) = 1442t (1-£)7(0 5] (5¢-3)[0»5n]
on remarque que
2t(1-t) = [2(t-3)46][-2-(t-3)]  appartient & 1'idéal (t-3,12)

et 5t-3 = 5(t-2)+12 [RH].

*
On trouve alors que 8 = v3 log(2+/3) £ @ et pour tout pe N, qeWN

il existe q, € N tel que pour tout gq 2 qo(e)
(V3 log(24/3) - gl 5 q-17,2078896..+€

Confecturnes.
Si on appelle B(% . %), la fonction eulerienne de lére espace, s

entier, s 2 2, nous pouvons conjecturer qu'un bon choix de Hn peut permettre
1 1

de démontrer 1l'irrationalité de B(E . g).
i 1,2b | 1
En effet, F |1/2! = b B(5 ,b) pour b £ Z, on peut alors
21-1+b '

montrer que

1 P ~e(b)+e
B(3, b) - >
I (2 ) q| q

On a déja vérifié ce résultat pour b = %, B(%, %) =1 et |I- §| > <:1.23'918“+e

[R.H].
On peut également envisager des résultats sur
1,b
2F1( I-I) = e vy 5 btz
b+1
pour b = 1/3 ceci domerait une mesure d'irrationalité pour 1l'intégrale étudiée

par Siegel [Sie]

|

1
J -QEE == (n/V3 + Log 2).
0 1+t
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La théorie des approximants de Padé étant suffisante pour démontrer 1'irra-
tionalité de

1/2

I __d.%= (L4 Log 3). [M.H.2].
0 1+t 3

(=

Les nombres en question étant bien silir connus comme transcendants, on en doit la
i,b
démonstration & Schneider pour la fonction Beta. La valeur de ZFI( l-l)
b+l
résultant de la théorie de Baker des formes linéaires de logarithmes [WAL].

Ces nombres sont en général '"normaux" mais il serait souhaitable

d'avoir une mesure d'irrationalité plus petite.
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MONODROMIE ET APPROXIMATION DIOPHANTIENNE DES

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

par
M. Huttner

Résumé : Utilisant le principe de Monodromie nous obtenons des formules
explicites pour les approximants de Padé de type I pour des familles de fonctions
hypergéométriques d'ordre supérieur et nous en déduisons des applications &
1'arithmétique.

En particulier pour w € Q* assez petit nous obtenons des résultats
d'approximation diophantienne concernant la racine réelle équivalente 3 w
de 1'équation trindme Xp+1-X+w = 0, et améliorons dans ce cas, de maniére

effective 1'exposant de Liouville.

MONODROMY AND DIOPHANTINE APPROXIMATION FOR HYPERGEOMETRIC
FUNCTIONS

Abstract : We use Monodromy principle and obtain an explicit construction
for Padé Approximation of type I for families of contiguous hypergeometric
functions and we give some applications in arithmetic.

In particular for w € (D* small enough we obtain results for Diophantine
approximations linked with the real root ~ w of trinomial equation :

1
Xp+ -X+w = 0, and an effective amelioration for the Liouville bound.

' MOTS CLES : Théorie des nombres, Approximations diophantiennes, approximations

de Padé, Equations différentielles dans le champs complexe.

CLASSIFICATION AMS : 10 F 05, 10 F 25, 10 F 35, 33 A 30, 33 A 65, 33 A 20,
65 D 15, 65 D 20.
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INTRODUCTION.
Soit S un ensemble fini de nombres complexes et fl’fz""’fn n

fonctions analytiques au voisiange des points de S.
L'algébre linéaire nous apprend l'existence de polyndmes
Pl’PZ""’Pn de degrés au plus dl’dZ dn a coefficients dans € et non tous

nuls tels que les ordres aux points de S de la fonction :

k=n
0.1. R(x) = E B, (x) £, (x)
k=1
vérifient la relation :
k=n
0.2. Z OrdB R = 2 dk + n-1
ReS k=1

Dans le cas ot S est réduit & un point, on dit que le n+l uplet
(PI’PZ"'Pn’R) est un approximant de Padé de type I au point considéré pour
fl, 2""’fn'

La fonction R désignant le ''reste" de l'approximant de Padé et le

le systéme de fonctions

cas n=2 redonnant la définition usuelle de ces approximants.

Les majorations du terme de gauche de 0.2 permettent d'obtenir de
nombreux résultats de transcendance concernant les E fonctions (Siegel [1])
et d'irrationalité ou d'indépendance linéaire pour les G fonctions (Bombieri
(2.

Toutes ces fonctions sont solutions de systémes ou d'équations

différentielles linéaires dont la nature et le nombre de points singuliers jouent



- 71 -

un rdéle essentiel dans la détermination explicite du reste R(x) et des poly-
ndmes PI’PZ""’Pn'

On peut citer a ce sujet les travaux de G.V, Chudnovski [3] dans le cas ou les
points singuliers du systéme différentiel sont réguliers et la généralisation de
D. Bertrand et F. Beukers [4] dans le cas ol apparaissent des singularités
irréguliéres.

Seul C.V. Chudnovski donne dans [5] un exemple explicite avec un
systéme "contigu' de fonctions hypergéométriques.

On peut signaler qu'il s'agit 13 des seules fonctions, mises a part
celles de Jordan-Pochhammer oli 1'on peut tester la méthode. Ceci est di au fait
que 1l'on peut déterminer complétement le groupe de monodromie associé & une telle
équation différentielle.

Nous nous proposons dans cet article d'étudier dans le cas des
fonctions hypergéométriques contigues, les formes linéaires 0.1 vérifiant la re-
lation 0.2 et d'en déduire des résultats d'approximations diophantiennes.

Dans la premiére partie nous montrons comment la relation de Fuchs
permet de donner exactement ordoR et de retrouver 1'expression de R donnée
dans [5] et [20]. Ceci généralise le calcul des réduites de la fraction de

Gauss donnée par Heine [14]. Voir aussi [16].

Dans la deuxiéme partie nous compléterons l'étude de [20] en
donnant explicitement une famille de polyndmes vérifiant (0,1) et ceci en

utilisant le principe de monodromie.
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Enfin la derniére partie utilise ces préliminaires analytiques pour
1'étude de 1'indépendance linéaire des valeurs en X € Q* assez petit de fonc-
tions hypergéométriques contigues et C€[x] linéairement indépendantes.

Nous ne donnerons des résultats que dans le cas ol il s'agit de
G fonctions. D'autres peuvent s'obtenir pour les E fonctions en utilisant
dans ce cas précis le principe de confluence.

Ceci nous donne de nombreux résultats nouveaux et permet de démon-

trer le théoréme suivant :

Théonéme.- Soient fo’fl""’fp des fonctions hypergéométriques
linéairement indépendantes sur €(x), contigues et A points singuliers réguliers
soit r = a/b, a et b étant des entiers rationnels tels que

|b| > cy |a[p+1. c, = Cl(pl’fo""’fp) étant une constante explicitement cal-

culable en fonction de p et des paramétres de fo’fl""’fp°

Pour tout € > 0 il existe une constante effective cz(p,fo,fl,...,fp,s) >0
telle que la propriété suivante soit vérifiée.

Soient H_,H H_ des entiers rationnels et H = max [H, [,

JERRERLS

0 ¢ k ¢ p. Alors on a :

k=p

l E B £ (0)
k=0

5 H-(u+s)

ot on a posé u = p.(Log kllb‘ / Log(kzlbilla(p+l). k; et k, sont des cons-

tantes dépendant de p ,fo,...fp.
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k=p h=p
Pourvu que E kak(r) # 0 (des points r € @ tels que E kak(r) =0,
k=0 k=0

sont dits exceptionnels. Ils sont finis et effectivement calculables),

Hcy et [b] >b (f,f...f,c) effective.
Conollaine 1. Soit pour p » 2, Ep+1 1'équation trinome
%
Xp+1—X+r = 0. Avec r € Q@ et soit 6{r) 1la racine réelle vérifiant

6(r) n r quand r > O.

Alors le théoréme vaut pour la famille 1,8(r),82(r)...,9p(r). La
mesure d'indépendance linéaire étant en quelque sorte la meilleure possible.
La démonstration du théoréme permet de démontrer le corollaire suivant :

Concllaire 2. Soit r = a/b vérifiant une condition du type

bl > c, (p).[a] /P

ol CA(p) est explicite. Alors pour tout ¢ > 0, il
existe Qo(s,r) > 0, telle que pour tout P € Z, tout Q £ Z avec

Q] » Qo(s,r) on ait :

lo(x) - p/q| > o (™€)

avec m = m{e,r) vérifiant p < m < p+l.
On obtient donc une amélioration effective pour les racines des équations
trinomes de l'exposant de Liouville . Voir [28].

Toutes les constantes seront précisées dans la suite de 1l'article.
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1. Notations et rappels.

I.1. La fonction hypergéométrique

Pour pefN, p > 1 nous noterons :

..a ‘ k=

(a_,)
ptl’k xk

a,.
1 2 p+l (al)k(az)k"
1.1 +lF x| =
A U k0 (PPy(Pp)y
1 2 ptl
ol par convention bp+l = 1 et ol on suppose que si

'(bp)k k!

1<ksp: b ¢£LZ.

k

Cette série est appelée série hypergéométrique. Si on pose a = (araz....ap+l) H
l'\‘ .

2 = (bl'bz"'bp+1) on la notera aussi

1.2. p+1Fp(g,k,X)

On sait que pour |x| <1

1'équation différentielle :

cette série est une fonction holomorphe solution de

1.3. 6(6+b1-1)(6+b2—1) ...... (6+bp~1) - (6+a1)(8+az)....(8+ap+l) =0
=y O
avec 0 =x am "

On a également posé :

1.4, (a)n = a(a+l)(a+2)...(a+n-1) si n 2 1

Le cas p=1
1'équation

1.5.

(a)0 =1

est bien connu, la série hypergéométrique étant solution de

x(1-x)y" + [c-(a+b+1)x]y' - aby = O
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avec a

1 =a; a,=bj; b, =c.

2 1

Les équations différentielles 1.3 et 1.5 sont du type de Fuchs a points singu-

liers réguliers 0,1,=.

I.2. Rappels sur la monodromie

(n)

Soit L(w) = ao(x) w )w(n+l)+ .

+ al(x o+ an(x)w =0 (E)
une équation différentielle linéaire Fuchsienne définie sur la sphére de
Riemann IPI(G).

On sait alors que les coefficients aj(x) sont des fonctions
rationnelles et les singularités bl’bZ""’bt+1 de L sont toutes des
points singuliers réguliers.

b avec b, =0

Nous poserons Z = IPI(C) - {b 1

1’ 2""’bt+1}

b, =1 ; bt+1 = o
Nous pouvons choisir un point x = X, de Z (point de base) et
nous obtenons ainsi le groupe fondamental Hl(Z,xo) qui est un groupe libre
de rang t.

On va supposer que t > 2. On peut appliquer le théoréme d'unifor-

misation pour identifier le revétement universel de Z noté S avec le demi

plan supérieur N.

Soit w(x-xo) un vecteur colonne dont les composantes wj(x-xo) :
1 € jsn forment une base de 1l'espace des solutions de (E) dans le voisina-
ge de x = X, Par un prolongement analytique de w(x—xo) jusqu'au point

x = x, suivant un chemin Yy € Z, nous définissons un vecteur w(x‘xl) dont
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les composantes définissent une base de solution de (E) au voisinage de x = X

Du classique théoréme de menodromie on en déduit que w(x-xl,y) ne
dépend que de la classe d'hombtopie de Yy notée [y].

Ainsi un prolongement analytique le long d'un cycle de Z dont un
représentant est vy, transforme le vecteur w(x-xo) en le vecteur w(x-xo,y).

w(x-xo) et w(x—xo,Y) étant solutions de 1'équation (E) on en

déduit 1'existence de m(y) € GLn(E) tel que :

w(x-xo,Y) = m(y) W(x-xo)

une telle matrice est appelée matrice de monodromie de (E).
Comme elle ne dépend pas de la classe d'homotopie [y] de Y omn

peut définir une application de :
nl(z,xo) -> GLn(e:)

dont 1'image notée M est appelée groupe de monodromie de (E).
Celui-ci n'est défini qu'a conjugaison prés dans GLn(G) (En raison méme du
choix arbitraire des points de base et de la base des solutions de (E) en

X = xo).

I.3. Fonctions contigues

Des vecteurs wi(x) ayant mémes singularités réguliéres bk
1 ¢« k < t+l et mémes matrices de monodromie sont dites contigues.
On peut lire sur les racines des équations indicielles de wi en

bk si elles sont contigues : il suffit qu'en chaque point les exposants
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locaux (racines de ces équations) différent par des entiers rationnels. La
construction des approximants de Padé de type I est essentiellement basée sur
le théoréme suivant :

Théonéme de Riemann. Soient F = {w,1 YRR .,wn} une famille de

n fonctions contigues et C[x] linéairement indépendantes. Soit Vol £ F

. St . .
et contigue & 1'une des fonctions W Alors la famille {wl,wz,...,wl,wn+l}
est C[x] linéairement dépendante.

I.4. Equations réductibles.

Soit L un opérateur différentiel linéaire i coefficients dans
C(x). On dit que L est réductible s'il existe des opérateurs différentiels
lindaires d'ordre inférieurs a coefficients dans €(x) tels que L = Ll o LZ'

Si L n'est pas réductible, on dit qu'il est irréductible.

17. Détermination effective de £'approximation de Padé de type I pour un

systeme particulien de fonctions hypergéométniques contiques.

Posons fo(x) = p+1Fp(€’E’X) et pour 1 <k <p
a* = (a,,a a, +k a )
2 12820 8T8y
X = (by,byyee., bty .., 1)
~ 1°72 k
k .k
£,() = P+1Fp(% »b [x)

1'algébre linéaire nous apprend l'existence p+l polyndmes Po’Pl"°'Pp de

degrés N-1 au plus telle que la forme linéaire
k=p

RGO = ) R £(0)
k=0
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ait un zéro d'ordre au moins (p+l1)N-1 en O.

Nous allons montrer l'existence d'un p+2 uplet unique a une cons-
tante multiplicative prés (Po’Pl""’Pp’R) vérifiant 0.1 et tel que 1l'on
ait exactement

OrdoR = (p+1)N-1
une telle forme linéaire est dite parfaite.

I1.1. Détermination du reste

Théonéme 1.

a +Np,a,+Np,....... a

1 2

RGx) = xPFONL (
pT P b+ (pHDN, by H(PHUNFL, b (RN -1, )

avec 1 € j € p.

Démonstration : Nous considérons R(x) défini sur §, revétement
universel de IPl(ﬂ)-{O,l,m}.

Pour O < i € p tous les fi ont en 0,l,» mémes matrices de
monodromie donc que R(x) a les mémes matrices de monodromie que £,

Le p+2 uplet (fo’fl""’fp’R) forme d'aprés Riemann un systéme
"contigu". R(x) est alors solution d'une équation différentielle linéaire
d'ordre au plus ptl & points singuliers réguliers 0,l,». Notons (E) cette
équation.

L'équation différentielle dont R est solution n'est pas encore

déterminée de maniére unique car la monodromie est un invariant de 1'équation
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différentielle modulo & et de plus cette équations Aifférentielle peut
posséder des singularités apparentes.

Nous allons lever ces indéterminations en cherchant les ordres des
singularités aux points singuliers éventuels.

Posons s = (p+1)N-1 et E(x) = x ° R(x). Supposons que fD soit
solution d'une équation irréductible. C'est-a-dire que (E) est d'ordre exacte-
ment pt+l. Ceci se traduit comme dans le cas p = 1 par des conditions sur les
paramétres de fo.

Pour 1 < i g pt+l ; a; tE, 1< j<p bj £ 7 et bi-a.l ¢ E.

Nous supposerons aussi que a et R sont réels.(L'extension au cas complexe
se fera par un raisonnement de prolongement des identités). Les ordres des sin-

"
gularités en O pour R sont :

(O,l-bl-s, 1-b

. +1
,717sseu, 1obymiss,.., l-bp-s-(p-l)) mod NP

En effet 1'ordre O (mod N) provient de l'existence méme de sa solution au
probléme en x = O.
Les autres exposants interviennent en utilisant un prolongement ana-

lytique de R sur Z. Soit x un peintd'un voisinage de O. Considérons la

. -1
fibre de x, p "(x) = {xl,xz, ...xj...} de S

e I

o 4



- 80 -

Le prolongement analytique de x a X, par exemple le long d'un chemin v

1
sur S va transformer les fonctions holomorphes fi définies au voisinage de
0O en Yfi' Les polyndmes Pl(x) restant bien sfir invariants. (Ceci est équi-
valent & faire un tour dans le sens direct par exemple autour de 1'e et de
revenir en x).

On obtient alors

k=p+1 L
1 bk Bki.k

00> £ = ) x by ()
k=1
ol wk(x) holomorphe au voisinage de 0 et ¢k(0) # 0, wk(x) s'écrivant
comme série hypergéométrique.
ék i désignant le symbole de Kronecker. On en déduit facilement

N W
les ordres des singularités du prolongement YR(x) en 0 et donc de R(x).

En 1'w :
On prend comme uniformisante locale 1/x. En remarquant que
Ordej = 1-N on obtient le résultat par prolongement analytique au voisinage

de 1'=, On trouve alors :

(a1+1-N+s,a

_ _ ptl
2+1 N+s,.....,ap+1+1 N+s) mod N

En 1

On trouve : (0,1,2,..... p-1,d) mod v 0 N
i=p i=p+l

d = 2 b, - X a, .
1 1

i=1 i=]
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En utilisant la relation de Fuchs pour (E), on obtient facilement

[ 2 exposants avec multiplicité en a] + E ( ) = Bigtll
ae{0,1,x} a:singularité
apparente

Une vérification facile montre alors :

1) I1 n'y a pas de singularité apparente

2) On léve 1'ambiguité concernant les déterminations mod Wp+1 ce

Y
qui permet de définir R par son symbole de Riemann :

0 d 1
0 a1+l-N+s 0
1—b1-s a2+1-N+s 1
l-bz-s-l 2
P X
p-1
l-bp—s-p ap+1+1-N+s d

Une étude de Levelt [17] caractérisant les fonctions hypergéométriques d'ordre

supérieur permet alors de conclure que :

/ al+Nppa2+NP’ ........ .,ak+Np,.............ap+1+Np \
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Dans le cas o ptl £ q 1'® est un point singulier irrégulier. Le résultat
a

précédent subsiste pour qu ( ; %x). 11 suffit alors de raisonner par
A

conf luence.

II.2. Remarque

n
R(0) = 1 montre que l'ordre de R est exactement s = (p+l)N-1

c'est-a-dire que le systéme (Po’Pl""’Pp’R) est un systéme parfait au sens

de Padé.

II.3. Définition.

Les fi(x) sont appelées fonctions contigues de base.

171. Caleul epfectif des polyndmes.

Nous supposerons dans ce paragraphe que les singularités de f ne

sont pas de type logarithmique.

ITII.1. Rappels et Notations.

Nous poserons

),y -
(1 L = T

By Bporee B+l
Dans ce cas une base de 1'espace des germes de solutions de (E) au voisinage

de (0 est donnée par

$1-BL 0l B.ereeirnnns o .
1-8, "1 i’ J ptl J
(2) ¥y =x 3 |x

ptlp
Bl+1-Bj,Bz+l-Bj.... ...... 8

pour j = 1,2,...,p+l.
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Au voisinage de 1'~ une base de l'espace des germes de solutions de (E) est

donnée par :
a

k
. uk+1-ﬁl,ak+1—82, Ceraaae ak+1-Bk,ak+1—BP+l
(=) _ 1k 1
@ 3@ =" | 5
ak+l al,ak+1-a2, ........ ak+1-ap+1

avec 1 < k < ptl.
On posera aussi

1-8,
(4) Ygo)(x) =x 3 ygo)(x).c'est-é-dire que yEO)(x) est analytique au

voisinage de O
a
(5) Yim)(x) = (i) k yéw)(i),avec yém)(i) : analytique au voisinage de 1'e.

On a ainsi yggi(x) = Yggi(x)-

'Y

Les calculs suivants faisant intervenir de nombreux produits de

fonctions T nous poserons :

v=p+l
a r(uv)

v, _ v=l . _
(6) F[B 1= ;;I“““" ; = (al,az,....,ap+1)
v l | Y(Bv)
v=1

2R

e
[}

(31'32"""Bp+1) avec B, =
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Soit Yy le chemin suivant de Z

-
A
s
L —— e - i
- - = <« 3 -
e e
\
\
R
‘V
N\
~
AN
Nous allons chercher comment se transforme la solution holomorphe Y;Ei(x) de

(E) quand x parcourt Yy et revient em <X.

Notons YY;Si(X) le transformé de Yﬁii(x) suivant Y.
Lemme 1.
=p+1 +
1-8
(0);y _ optv N PR, o (0) 4y _
YYp+1(x) B r[a ] Ek F[B +1-B8 1 Yk () > Bp+1 =1
v k=1 v k

ot E = Ek(%,g) sont des constantes ne faisant pas intervenir de facteurs T

et invariants modulo Z.

Démonstration : Suivant une étude de Norlund [18] sur les fonctions
hypergéométriques d'ordre supérieur, on travaille avec les solutions normali-
sées de (E).

On pose :

' o +1-8
O B W)
k Bv+l—Bk k
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-B +1
N o _ % (0) v _ R e d
En particulier : Yp+1 = F[Bv] YP+1. Yk =T o _av+1 Yk . Quan X
parcourt un chemin allant de O au voisinage de 1l'w,
j=p+1
%0 (x) devient : C(m) Q(m) o pour 1 < k < ptl, ¢C  sont
p+l ' k k k
j=1
des constantes invariantes mod Z données dans [18] :
v=p+1
. 2iM o l sin H(av+1-Bk)
c. = e v=]1
k  sin O.(a, +1-B, ) v=p+l
KR T sin (B -B,)
v "k
v=1
ol "' veut dire que si a, =a. on remplace le terme correspondant par 1

dans le produit.
on tourne alors une fois autour de 1l'« dans le sens direct et on
obtient alors :
y=p+l 21
o -2illa "l oo
z O B SO

k k
i=1

Enfin on revient au voisinage de 0 au ﬁoint X. En écrivant d'aprés [18]

P
=) _ (0) ¥(0)
Y Z Dj,k Yj

) v=p+1
D(“) ) e1n(otk+1-ej) v|=1| sin H(av+1-|3j)

j,k  sinl(a, +1-B,) wv=p+l
20 7T sin (g8 )

v=l
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également invariants mod Z.

En définitive, on trouve que :

o) _ %
i T ko ik N

On en déduit le lemme en posant :

k=p+1 -2illa
E, = (=) plo) o 7k
k k Jsk
k=1
Remarques. -
=p+1
1) On peut aussi écrire : Y(O)(x) = m (0) xl-Bk avec :
peu 1 Y yTphl k Yk ;
k=1

Bv av+1_sk
m = m(g,p) = r[av] r B 18, B

2) Tout ceci a été possible car les solutions de (E) peuvent comme
dans le cas p =1 s'écrire sous forme intégrale.

3) Nous avons dii tourner autour du point singulier 1'e au lieu
de 1 (voir le cas p = 1 dans [16]) car dans le cas p > 1 la base de solutions
de (E) au voisinaée de 1 n'est pas "hypergéométrique' ou si l'on préfére le
passage de la variable x yé la variable 1-x ne donne plus des fonctions

hypergéométriques mais font appel & 1'étude de nouvelles fonctions appelées

G fonctions de Meijer.

I1 ne faut pas confondre celles-ci avec les G fonctions au sens de

Siegel dont les fonctions hypergéométriques & points singuliers réguliers sont
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des cas particuliers. Le cas ol 1'® est point singulier irrégulier donnant

une E fonction.

4) Nous aurions pu calculer la matrice de monodromie en tournant

autour du point "1" en utilisant la relation matricielle suivante MoMle = T.

Mo’Ml’Mm désignant les matrices de monodromie. D'oil M1 = {MmMo)-l.

11 est facile de calculer Mo : c'est la matrice diagonale
(p+l x p+l) de terme général exp ZiH(l-Bk) 1 <k <ptl le calcul de M

utilise le méme principe que celui du lemme 1. On remarque que :

k=p+1 )
M_ = exp 2ill a | -

k=1

IIT.2. Utilisation du lemme pour le calcul des polyndmes

On pose O = C{x} ensemble des germes de fonctions holomorphes au

voisinage de O.

Soit M 1'ensemble des fonctions définies et Z holomorphes sur

et dont la monodromie est donnée par les exposants ag, 1 € i < p+l,
1< bj < p. Cet ensemble a une structure de module sur C(x).
-b, -b -b

On considére le module O(x l,x 2,....,x Py et on suppose

d'abord que les bj ne sont pas entiers et que (E) n'a pas de singularité

logarithmique.
-b, -b, -b -b, -b
Dans 0O(x “,x veee x P) 1 systéme (1,x e x P

constitue alors un systéme libre et une base de M N 0(x 1,...,x P), on

pose

Z
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i=p
=Rr=+°R
(1) Pf. =R=x R
i=0
Nous poserons dans la suite fo = fp+1' La transformation de monodromie du
lemme donne :
i=p+1
Ny
(2) X P, Y, = "R=x" "R
i i

i=1

-b -b

La décomposition des 2 membres de cette égalité sur (1,x 1,...,x Py donne

un systéme de p+l équations &3 p+l inconnues dont la résolution permettra
de trouver les polyndémes Pi'

L'utilisation du lemme 1 permet alors décrire :

i%p; 1-b -8, ..k

Y B i k k,i +
- ) MR

i Motk Tptl

i=1

avec Moy T o1k

b _+& .k a -b Yk
v v

v,k
mi k = T r
(k#p+l) K b,-b

k+1+(5v,k‘51,k

av+6v,k' k+l+(6v,k-éi,k)k

s"\.
Transformons x™ R :

k=p

s n 1-b, -k
x R(x) + Z Mk(N) Rk(x) X

z Yy _ 0
x“ 'R(x) Ep+l

-
"
—

ot pour k # p+l on a posé :
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. bv+(p+l)N+v av-bk+2-k-N
M) = TN T T
+N b, -b, +v-k+1
v D v 'k
1 E
F(3-bk-k-(p+1)N) © Tk
. coveee agbypN2okell
Rk(x) = p+1Fp X
..... bj-bk+1-3—k......3-bk-k—(p+1)N

1'invariance de E, et deEi mod Z permet alors de trouver un systéme de
1

k k

pt+l équation & p+l inconnues dont les polyndmes Pi sont solutions. On a
alors en simplifiant :

i=p+1

i k=8, ok n
Z LI yk(x) . X > Pi(x) = Mk(N) Rk(x) 1<ks<p
i=1
S i+p+l
s N ) = x5 »
z £,(0) B, (x) - R = R 00
i=1

On notera D(x) le déterminant du systéme S et §(x) le déterminant obtenu
k+bk-l
en multipliant les lignes d'indices k par x

Lemme 2.
d+ plp-1)

k=p+1 2
D(x) = ( L=l L )(l-x) ’ avec mp+1,p+1 =1
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b +§ .k fav+1—bk‘k+6v’kk

il
av+6 k. bv+l-b —k+6n k

k k

Démonstration : Considérons la matrice M(x) du systéme S, un
prolengement analytique le long d'un chemin de O & 1 montre comme dans
[13] p. 305 que la matrice ainsi prolongée admet x = 1, comme singularité et
son déterminant admet 1 comme singularité d'ordre d+p(p-1)/2.

On en déduit que A(x) = D.(x).(1-}()-d_p(p-l)/2 est analytique par-
tout sur €. Nous prolongeons A(x) sur la surface de Riemann S et nous
allons déterminer ord A.

On a ord A = d+p(p-1)/2 + ord D_ - Comme la multiplication de

k-1+b
chaque ligne d'indice k du systéme S par x k redonne une matrice de

solutions "fondamentales’ [13].

Scoit 6(x) le déterminant de cette nouvelle matrice. On a

=p
p(p-1}/2 + 2 by
D(x) = x k=1 &§(x)
et donc k=p
ord 4 = -p(p-1)/2 - 2 bk + ord_ &
k=1
mais : k=p
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on peut alors conclure que ord A = 0. Ce qui montre que A est une constante

notée c.

d+p(p-1)/2

D(x) = c(1-x) avec c e €

le calcul de la constante c¢ se faisant par le produit des termes diagonaux

de la matrice.

Ce type de démonstration intervient dans 1'étude du. 21 &me probléme

de Hilbert. [13].

ALLURE DES POLYNOMES.

En résolvant le systéme on trouve que pour 0 € i € p 3

k=p+1 -d- Rgglll
P, (x) ={ ) R Sk(x)} (1-%)
k=1
ol Sk(x) est le déterminant des cofacteurs associé & Ek(x). Sachant que
Pi(x) est un polyndme de degré N-1. On ne prend que les N-1 premiers termes
du développement en série.
Nous devons résoudre les problémes suivants :
a) Supposant que a; € Q, bj € @, déterminer un dénominateur des

P.(x) que nous noterons D(a,b,N).
i AN

b) Déterminer un développement asymptotique des Pi(x) quand
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En vue d'une normalisation nous allons multiplier toute la relation (1)
ar
P bv+(p+1)N+v
T(p+1)N+v) T
+N
a Np

Remarque : Les résultats qui vont suivre différent de ceux de [20].
Ceci est essentiellement dG au fait que la matrice de monodromie de cet article

est M _tandis que celle de [20] est Ml'

IV. Conséquences anithmétiques

IV.1. Notations
a) Dans toute la suite des paramétres a; 1 <3 < ptl

b 1 < j<p sont des éléments de @ ; bj ¢ 7. On pose :

3
a; = ai/Bi H (ai’ﬁi) =1
b, = v,;/8; ; (v;»8,) =1
(=5
8, Joi
- 1/q-1 i
Moo= q /a ; resp. u ; g(b,) = - /3
a, als bj i ﬁ(di)
i j=1
q premier (3,68.)=1

lgisp+l 1sjsp P

ptl ¢ i=p pt+l
D(i.B) = ( T Bi“ai ) ( T AT ) . exp ( Z g(bi))]
i=1 J
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b) Soit t (x) une racine de 1'équation :

x tP - (ptl)e +p =0

%
vérifiant t (0) = p/p+l.

c) On désignera aussi par t,(x) une racine de module minimal de
1'équation
p tP L pt)t +x =0

-1/p_1/p

(t,(x) ~ (ptl) quand x > O

IV.2. Théoréme 2.
Pour 1 ¢ k € ptl soient :
a,.tn

1 1’k,a2+r12’k,...... ap+l+np+1,k

Fk(x) = | x

p+1FP

b, +m

1 l,k’b2+m2,k""' N

+m
P Dp.k,1

des fonctions hypergéométriques "contigues" dont les familles de paramétres

entiers

= ( )

es

" nl,k’nz,k"""' np+1,k
m = (ml,k,mz’k,.......,mp’k)

sont choisis de telle sorte que les Fk(x) avec 1 < k ¢ p+tl soient G[x]

linéairement indépendants.
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Soit x € @ x=P/Q avec (P,0) =1 et O < |x| <1, on suppose

que x vérifie la condition suivante :

pt+l ptl

lof > [Rgl . |P| D(a,b)* "]
p LAVIRLY)

%
et que x n'est pas au point exceptionnel .

On pose :

Long{+(p+1)Log{D(a,b).p.|x[It*(x)lp} - Log p
noA

Log{Q|+(p+1)Log{D(a,b).p. |x|} - p(p+t1)Log(p|te(x)|) - Log p
NN

Alors pour tout k, 1 < k ¢ ptl les Fk(P/Q) sont @ linéaire-
ment indépendants et pour tout & > O il existe une constante

H =H (e,a,b,mk,n ) > 0 effectivement calculable telle que pour tout H > H
o o PYRPY A o

on ait :
k=p+1
| Z A F(P/Q) | > o (e
k=1
avec A e Z et H-= 1<£3§+1 (Ak| , M= - E+£-1 étant 1'exposant de la

mesure d'indépendance linéaire des Fk(P/Q).

* Points exceptionnels
Ces points vont invervenir dans la démonstration du théoréme. Ils sont en
nombre fini et effectivement calculables.

Dans le cas ou les Fk sont des fonctions contigues de base, il n'y en a pas.
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IV.3. Démonstration du théoréme

Estimations asymptotiques.

a) Quand N > +» on a

Lin § Ry(x) = Logle P! ¢ (P (PD)]

*
oi t =t (x) est une racine de 1l'équation.

ptl

%
(i) xt - (ptl)t + p = 0 telle que t (0) = p/ptl et cy est une constante

dépendant de p et des conditions de normalisations. (dans notre étude cp = pp).

b) Quand N » +» on a pour tout i : 1 < i g ptl

xp+1 ‘

1
lim  Log|P.(x)| = Log|d A —————
N +1
i P oPe, (x)P

ol t*(x) est une racine de module minimal de 1'équation

(ii) p tp"'1 - (ptl)t + x =0 et t,(x)~n (p+1)_1/p xllp quand x » 0O et
%

dp dépend également de la normalisation, ici d_= pp.

p
Pour la démonstration voir [20].
Elle résulte des formules intégrales pour les fonctions hypergéomé-
triques et de la formule de Stirling.

Pour Rebi > Rec& et 1 si<p ona

2y 8grecer p+1| r(b,)
F x| = | TSt oY
p+l'p Co . leigp r(a,)r(b,-a,)
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.~a,-1 a,-1

Igi<p
ceci donne une estimation asymptotique de RN‘
Pour Pi on prend une intégrale portant sur une double

IV.4. Lemmes arithmétiques

L

Lemme I11. Soit a € Q. Posons a = EE avec (la,ka) =

a
b, = [ I ql/q—l alors kg ugn](;) est un entier.
qlk,
q premier

¢y - alatD(@). ... (atn-1)
n! :

n

Lemme I1V. a) Pour b = lb/kb, (lb,kb) = 1. On pose

b _
Qn = ppcm(lb,zb+kb, ..... ,2b+nkb)

b b
alors Qn/( ) est un entier.
n

1 1
b -a
dt..... dt - 11 1 -
j 1 Jo D | | (1 ti) ty (1 titye-- tP x)

p+l

boucle [20].

1 et

b) Pour n > +» et pour tout € >0 ona Q < exp(g(b)+e)n

ol on a posé :

g(b) = k /¥(k,) E 1/ ;

¥ représentant la fonction d'Euler.

Pour des indications sur ces 2 lemmes voir [16].
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On en déduit que pour O < j

A
e~

[N-1] i
I ‘ K | | Hy l QN-l

leisptl i lIsisp i leigp

Il en résulte que 1l'on peut poser :

2 = (T, TT 6 T T o - T 4,

leisptl * 1¢jep J 1cicphl 1 lgisp

et dire que C(N)~ D(a,b)(N-l)(P+1) quand N » 4o

Lemme 5. {22] Soient m un entier > 0

nombres complexes tels que A= (AI,AZ,....,Am) # Q. On note "¥"€n

on suppose qu'il existe des constantes ¢, et cy positives, des réels a et

B supérieurs & 1 et une suite de matrices Pgn; € mem(z) telles que pour
>

tout n :
X (n)
i) det(pij Y #0
s (n) n
ii) ‘Pij l < ¢ B
j=m
. V' _(n) -n .
iii) | | Pi,i Aj[ sc,a Yi =1,2,..
i=1
;!
ce qu'on peut aussi écrire |lp§2) }2 [
A
m

\

Alors il existe une constante ¢y = c3(c1;c2,a,B,m,&) telle que pour tout

i

et A, A

-n m-
< cy o On_suppose que a > B

2

.
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q = (ql,qz.---,qm) e Z®, q # 0 on ait :
A

j=m

| 2 qjkjl > ¢, lal
j=1

-(m-1) / (Logo - (m-2))

/Logg

En particulier Al,kz,.... Am sont @ linéairement indépendants.
Remargue. On peut noter que c'est la condition (1) qui est la plus
difficile a vérifier.

Démonstration : On se donne q = (ql,qz,...,qm) ez™ q#o0-
— ~ N
D'aprés 1'hypothése 1) et quitte & réindexer les Pi il existe une matrice

de la forme :

Qg oeeeemeeeeen q,
P

M= : : de déterminant non nul.
() ()
1,m-1 pm,m-l

Comme M e M_ m(Z) on a |det M| > 1. Nous allons majorer |det M|. Comme
E

& = g 1'un des Ai est différent de 0. Supposons que Al # 0. On multiplie

la premiére colonne de M par Al et on obtient une nouvelle matrice M'
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A9y &) £

(n) (n) (m)

AMPip Pl Ppy

M = : . avec det M' = Al det M.

LA

\ . . ;
\ (n) (n)
! 1PL,me e pm,m-l/

Pour calculer det M' on fait la combinaison suivante : on remplace

la lére colonne par la somme de la lare et des (m-1)

AA,. LA alors :
m

autres multipliées par

172
F
A i
qJ Qg e R, i
(n) (n) (n)
: Al n
Eszl j P2,1 m, 1
det M' =
(n) (n) (n)
: A, n
E pJ »m=1"j pzsm_l Pm,m-]_
D'aprés l'hypothése iii :
i=m
(n) -n = -
( 2 pi,k Ail < ¢, @ pour k =1,2,.,.,m-1.
i=1
i=m
Posons € = | Z 4 Ail, on développe ensuite det M' par rapport a la
i=1

lére colonne et on obtient pour k = 1,2,.... m-1:
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[det M'| € e(m-1)! (c1 Bn)m—l tc,
ce qui donne pour |det M| une majoration de la forme :

-2
n(m-1) §m n
[det M} < cA(m,cl,c3,&)[e ] + u%u( S )]

soit un entier n tel que :

1 o n-1 1 o n
5 (2" < yqh ¢ o ()
2c4 Bm 2 Ny 2C4 ﬁm-Z
d'ou
m-2
e, 1al(E—)" < 172
A~
et
Log(anuqu)
nz N on a donc
Log(afg” )
Log 2c,lgl
R
1 ¢ det M < % tc, e 8 Log(a/g™ ©)
d'on
Log ZCAqu
-(m-1) NZ
€ > L g Log(a/ﬁm )
2c
4
On pose alors : Logh . Log ZCA
L O™ Lo Diless
C3 = E e

on en déduit alors

e > qu (M DX

a m!(c1 ﬁn)m-Z .

H%H
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1
Loga/Logp -(m-2)

ou on a posé X =

Fin de fa démonstration du théonéme 2.

Toute fonction hypergéométrique F contigue a fo(x) s'exprime

comme combinaison linéaire a coefficients dans €(x) de fo(x),fl(x),...fp(x).

De maniére précise si Fj(x) 3 0< js<p sont des fonctions
hypergéométriques contigues a fo(x) il existe des polyndmes Qz,Qf....Q;,Qf

de C€[x] tels que l'on ait :
k=p
f f
QFGOR ) = ] f) £,
k=0

Q(x), Q (x),...,Qp(x) sont des polyndmes effectivement calculables en utili-
sant la méthode de monodromie de III, sont indépendants de N et de degrés
bornés par une constante absolue.
L'utilisation répétée des fonctions de bases fo’fl""’fp nous

montre que si les fj(x) sont pour O < j € p des fonctions contigues C(x)
linéairement indépendantes :

W F (p+1)N-1

) Qjeo B = PN f ) o)

=0

les degrés des polyndmes Q§ sont de la forme N+aj ot aj est un entier
naturel indépendant de N (On dit que le systéme d'approximant est presque

parfait).



- 102 -

Pour démontrer le théoréme on commence par vérifier le lemme V et surtout la
condition a).
Pour cela écrivons la relation de Padé pour N-1,N,...N+p-1. On

obtient alors le systeme :

i=p

(N+k-1) _ (N+k)(p+1)-1 %
E P (x) fj(x) = Cppq X Rytk-1 (%)
j=0

avec 0 < k < p.

Le déterminant AN(x) du systéme est de degré inférieur ou égal 2
(N-14N+(N+1)+...N+p-1) ou (p+1)N+p2-3p+1

mais par combinaison linéaire, en remplagant la premiére colonne par

x(N+k)(p+1)-1 E

CN+k-1 N+k—l(X)’ k = 0,1,2, p. On vérifie alors que son

2
x(p+1)N+p 3p+1. on en

ordre est supérieur a (p+1)N+p2-3p+1. Donc AN(K) =p
déduit alors en utilisant l'expression explicite des polynémes que p # 0. Ce

qui permet de vérifier la condition 1) du lemme V. Pour vérifier les condi-

tions 2 et 3 du lemme, on pose :

p=9Q D%’R . Pk(P/Q) Osksop &y = fk(P/Q)

¢ = ol D, , Ry(P/Q) ,
Lo

on obtient alors :
k=p

P % T Tk -
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On applique alors les lemmes II et IV.

Le cas "logarithmique" se traite de maniére analogue. La difficulté
réside essentiellement dans le calcul des matrices de monodromie. On y parvient

en utilisant des résultats de [18] et une méthode analogue a [25].

Points exceptionnels : cas génénal.

Soit x = P/Q, supposons que pour O € j € p Fj(P/Q) soient

@ linéairement dépendants. Il existe Cj €eZ, O0¢g j<p, non tous nuls tels que

j=p
°y Fj(P/Q) = 0 la remarque du début de la démonstration montre l'existence
J=0
de bij €Z O0s<1i<p tels que :
sJisp

JZP
Fi(R/Q) = ) by £(RIQ) by, = by (R/Q)

i=0

or fj(P/Q) @ lindéairement indépendants montre que :

c, 0
<y o}

B é = E , ¢t B= (bij) 0<icgp
Cp 0 / O<jscp

Si on suppose que la matrice B a un rang égal 2 p+l en P/Q, alors la
condition 1) duthéordme 2 est vérifide.
Mais il y a au plus un nombre fini (effectivément calculable ne

dépendant que du systéme donné Fj) tel que la matrice B soit singuliere.
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On appellera de tels nombres points exceptionnels. Ces points apparaissent
déja dans le cas ol p = 1 et résultent des relation de contiguité de Gauss.
Par exemple : considérons la relation de Gauss suivante

a,b fa,b 1
cfe-1-x(2e-a-b-1)] ,F, ( [x } + (c-a)(c-b) ZFlk Qx}
c c+l

a,b
= c(e-1)(1-x) ZFI( |x) .
c-1

Pour x = EETEE%tT [30]. Il est facile de voir que le rang de la matrice va

diminuer.

Le cas algébrique.

%

Pour w € @ considérons la famille d'équations trindmes
+
E(w) : XP LI X+w=0
Parmi les racines réelles de E(w), il y en a une équivalente &4 w quand

w => 0. Nous noterons X(w) cette racine.

On peutécrire cette racine sous forme d'une fonction hypergéométrique

[25] et [26]. On trouve que :

1/p+l, 2/pHl,eeninnns ,p/p+l
r/ P pri, P/pP ( +1)P+1 wp \
- {pti)" ~ w¥
() = -pu pr-l\ ! P )
2/p, 3 Paeenen. 1, 1+1/p P '

\

si on désigne par (p) l'opération de dérivation, on peut appliquer le théoréme

précédent & la famille X(w),X'(w)...X(p)(w).
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Notons €[X(w)] 1'extension algébrique de degré p+l1 de polyndme
minimal E(w).

I1 est facile de voir que pour tout k ; 1< k g p X(k)(w) peut
s'écrire comme polyndme & coefficients dans €[w] en X(w) de degré infé-
rieur ou égal a p.

Aprés diverses simplifications la forme linéaire du théoréme devient
une forme linéaire en 1, X(w), Xz(w)... %P(w). On obtient alors une minora-
tion effective de la forme linéaire

k=p

k
A X (w) avec Ay € Z pour
k=0

w = P/Q vérifiant Q > K(p)|P|p ot K(p) est une constante dépendant de
p et calculable.
En faisant alors [w| + O on obtient

k=p
| E Ay Xk(w)] > H-(p+e) pour H > H_
k=0

Ceci est en accord avec des résultats de Chudnovski concernant les G.C. fonec-
tions [291].
En utilisant le lemme suivant nous en déduisons de ‘'bonnes"

mesures effectives d'irrationalité :

Lemme [27]. Soit 6 wun nombre complexe. On suppose que l'on a un

systéme de formes linéaires : i=p
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olt pour 0 < i< p les Pi N sont a coefficients dans EZ vérifiant :
b

a) Il existe o € RN, @ <1 tel que

1
lim = Log IRH] = Log a.
N N

b) Pour tout i, O ¢ i ¢ p il existe B > 1 tel que :

L1
lim N Log ‘Pi,N‘ < Log B

Alors pour tout rationnel p/q on a : pour ¢ assez grand

lo-p/a| > o~ %)

avec M = (p-1) [-Log B/Log o + 1].

Exemples. En appliquant ce lemme aux équations du 4éme et 5éme

degré on obtient une amélioration effective de 1'exposant de Liouville.

Pour p = 3.
4
EB(W) : X -X+w =0
1'exposant de Liouville est amélioré avec w = 1/Q avec |Qf > 10>,

Bour p = 4.

£, : Xo-X4W = 0

Cet exposant est amélioré pour |[Q[ > 10%8,

Pour w = 10'2“ on obtient, (si ce point n'est pas exceptionnel)

pour q assez grand :

[X(w)-p/q| > q-A,64538054+E

On peut comparer ces résultats a ceux obtenus par Bombieri [28].
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Remgrgue. Nous aurions pu comme dans [20] obtenir des résultats
pour la fonction Dilogarithme et les périodes et quasi-périodes d'intégrales
elliptiques. La méthode est essentiellement la méme, sauf dans le calcul des
matrices de monodromie car les singularités sont de type logarithmique. Le fait
d'utiliser M_ au lieu de Ml donne des résultats moins bons du point de
vue arithmétique mais suffisants pour obtenir de bonnes mesures d'indépendance

linéaire.
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RESUME

Cetﬁe thése s'intéresse particﬁliérement aux approximations-- -
rationnelles des valeurs prises par des expressions faisant intervenir des
fonctions hypergéométriques.

" Dans les divers articles qui la composent nous avons commencé par
chercher des "#pproximéhts‘de Padé" pour ces expressions. Pour éela, nous -
avons appliqué une idée de G.V. Chudnovsky qui consiste essentiellemeqt"a<
utiliser les propriétés des équations différentielles vérifiées pap,ééé '
diverses fonctions analytiques. L'idée d'utiliser les proptiétésidas équa;
tions différentielles pour trouver des approximations rafionnélles'n'est
pas nouvelle et.remonte aux travaux de Riemann sur la fraction de Gauss mais
une étude préc;ée du reste et des polyndmes intervenant dans le calcul de
ces approximaﬁfs utilisant le principe de monodromie nous a permis d'éta-
blir de.nouvélles formules parfaitement exploitables du point de vue de
1! ar1thmet1que.

Ceci nous a permis de trouver de nouvelles mesures d‘1rrat1onal1te
et d'indépendance linéaitre pour des nombres algébriques qu1 amellorent de
maniére effective 1'exposant de Liouville.

On obtient aussi de nouvelles mesures d'1rrat10nalite pour les

constantes classiques de l'analyse.

" MOTS CLES : Théorie des nombres. Approximants diophantiennes. @p@roximtsk

de Padé. Equations différentielles dans le champ cdhglexe.

. CLASSIFICATION A.M.S., : 10 F05 - 10 F 25 - 10 F 35 - 33 A 30‘- 33 A 65 -

33.A 20 - 65D 15 - 65 D 25.
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