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INTRODUCTION 

Soit Yo(N) la courbe H/I'o(N), où H est le demi-plan de Poincaré et 

ro(N) = { (e  d )  E SL(2,Z)lr E O rnod (A') , Nétant un entier 2 1 . 1 
Au point de vue analytique, un point de Heegner de Yo(N) est un point 

z de H d é h i  modulo ro(N) ,  quadratique, tel que : A(z) = A(Nz) (si 

Az2 + Bz + C = O avec A, B et C des entiers tels que (A, B, C)  = 1, on notera 

A(z) = B2 - 4AC) (cf. [6 ] ) .  D'après l'interprétation des points de Yo(N) en terme 

de classes d'isomorphie de couples de courbes elliptiques (E 5 El), liées par une 

isogénie cr de noyau cyclique de degré N, les points de Heegner sont considérés 

comme des couples de courbes elliptiques (E 3 El), N-isogènes telles que E et Et 

aient la même multiplication complexe, par un ordre Of de l'anneau des entiers 

d'un corps quadratique imaginaire (cf. [3]). 

Dans ce travail, on va s'intéresser à la détermination des points de Heegner 

de discriminant D, avec D fondamental, impair et (D, N)  = 1. 

On va établir une identification entre ces points et les triplets ( 0 , ~ ,  [a]); où 

8 est l'anneau des entiers du corps quadratique I< = ~(a)  (l'ordre maximal), 

7 est un idéal entier primitif de norme N et [a] la classe d'un idéal a. 

On va étudier quelques exemples de détermination de ces points (cas où 

N = 1; Zn; Sn, n étant un entier > 1 et D un discriminant tel que h(D) est 

un nombre premier ou h(D) = 1). Les résultats vont nous conduire à établir un 

algorithme concernant les discriminants, pour lesquels il existe des représentants 

des classes d'idéaux, qui sont des puissances successives d'un idéal de norme un 

nombre premier. D'une façon générale, on peut étendre cet algorithme à tous les 

discriminants : 

c l ( ~ ( 6 ) )  = ([Pi], . . . , [PF]; [Pz], - - .  , [p?], - .  . , [P .~ ] J . .  .. [p.:]) 

où les Pi sont des idéaux de norme un nombre premier et les T ,  des entiers tels 

qll' x;-, T I  = h ( D ) .  





CHAPITRE 1 

LA COURBE Yo(N)  





1 - Définitions. 

Soient N un entier 2 1, ro(N) = { ( o  d)  E SL(2,Z)lc r O mod (N)} et H 

le demi-plan de Poincaré. I'o(N) agit sur H de la façon suivante : 

p est un homomorphisme dont le noyau est {f id). 

Deux points z et z' de H sont équivalents modulo ro (N)  ssi il existe 

"J Eo(N)/{f id) telle que z' = p(y)(z). Dans la suite, on confondra p(y) avec 7. 

On pose : 

Yo(N) = H/ro(N) 

H étant muni de la topologie usuelle, alors Yo(N) muni de la topologie quotient 

est un espace séparé non compact. 

2 - Compactification d e  Yo(N). 

L'ensemble des pointes relativement à r o ( N )  (les points de R U {CO) fixés 

par des éléments paraboliques de ïo(N)) est Q U {cm}. Cet ensemble est ï o (N) -  

invariant. On démontre que : (voir, App. (1) et (2)). 

Q U {CO) / ï o (N)  est isomorphe (au point de vue ensembliste) à U (Z/fdZ)* 
d l N  
d > O  

où fd = (d, Nid) et la correspondance est donnée par l'application : 
m n 
-(m, n E Z, (m,  n) = 1) -+ m; mod (fd): d = (a ,  N)  . 
n 

Le nombre des pointes modulo r o ( N )  est : 

où cp est la fonction d'Euler. 

En particulier, Q U {cm)/ro(l) = {cm) et Q U {oo)/ïo(p) = {O, cm), p étant 

un nombre premier. 

Soit H* = H U Q U (CO), on pose : 

Xo(N) muni de la topologie usuelle est un espace séparé, compact. De plus, on 

démontre qu'il existe une "structure complexe" définie sur Xo(N) et que Xo(N) 

muni de cette structure complexe est une surface de Riemann compacte (App. (3) 

ou [l], p. 10-18). 



3 - Corps des fonctions sur Xo(N) : C(Xo(N)). 

On sait que C(j)  est le corps des fonctions sur Xo(l), (les fonctions méromor- 

phes sur H invariantes par î o ( l ) )  où j est l'invariant modulaire. 

Par conséquent, le corps des fonctions invariantes par 

est C(jN) où jN(Z) = j(Nz) . Comme ro(N) = ro(1) fl r, donc C(Xo(N)) = 

C(j, jN). On sait que j et jN sont reliées par une équation modulaire FN(u, v) E 

Z[u, v] telle que FN(j, jN) = O. La détermination explicite de cette équation est 

souvent difficile : Les coefficients augmentent très rapidement avec N, (voir [2]). 

Exemples : 

Soit la courbe Zo (N) : FN (u, v) = 0, alors Zo (N) est un modèle plane de la courbe 

Xo(N)- 
e : x,,(N) -, z ~ ( N )  

2 + (j(.),j(Nz)) 

Bien sûr, Zo(N) n'est pas un bon modèle de Xo(N) (on peut avoir B(z1) = 8(zz) et 

zl f zz : zl (resp. Nzl) I'o(1)-équivalent à zz (resp. Nz2) et zi n'est pas îo(N)- 

équivalent à 22); (voir [6]). (Pour trouver une équation de la courbe Xo(N), voir 

[71). 

4 - Interprétation des points de K ( N )  comme des couples de  courbes 

elliptiques. 

Q 
Proposition. Yo(N) classifie les classes d'isomorphie de couples ( E  -, 

E') de courbes elliptiques liées par une isogénie a cyclique d'ordre N .  (i .e on 



a une correspondance entre les points z de Yo(N) et les classes d'isomorphie de 

couples ( E  5 E') de courbes elliptiques, 06 or est u n  morphisme analytique tel que 

ker or = ZINZ). 

i Rappelons que : Toute courbe elliptique E sur C peut être définie comme 

un tore complexe de dimension 1 : E(C) E CIL où L est un réseau de période. 

Deux courbes elliptiques sur C sont isomorphes ssi les réseaux de période sont 

homothétiques. 

Soit z E H, alors à z correspond le couple de courbes elliptiques : 

(CIL, 5 CILN,) où L, = Z + zZ et LN, = Z + NzZ sont des réseaux de C.  

Si z' = avec (C d )  E I?o(N), alors (cz + d)L,> = L, et 

N 
(CZ + d)L~, l  = LN,. Par conséquent, les couples (CIL, -+ CILN,) et 

N (C/L,I 4 C/LN,I) appartiennent à la même classe d'isomorphie. 

Réciproquement, soit ( E  3 E') un couple de courbes elliptiques liées par 

une isogénie a telle que ker a E ZINZ. On pose E E CIL et Et E CIL', alors a 

est induit par une homothétie z -+ Xz avec X E C et AL c L'. On pose Lu = AL, 

alors on a Lu C L' et L'IL" E ZINZ. Comme E E CIL E CIL", donc quitte à 

changer L par LN, on peut supposer qu'on a le couple suivant : 

(CIL 3 CIL') avec L'IL cx ZINZ . 

D'aprés le théorème des diviseurs élémentaires, on démontre qu'il existe une Z-base 

(wl, w2) de L telle que (wi, F) soit une Z-base de L1 et I m ( z )  > 0. 

Ainsi, on obtient le couple : (C/wlZ+ w2Z 2 C/wlZ + N Z ) ,  qui appartient 

à la même classe que le couple : (C/Z + E Z  3 C/NZ + E Z ) .  Par conséquent, 

on peut supposer qu'on a le couple suivant : 

N (CIL, -+ C/LN,), où z = wl/wz, E H 

Lemme. z est unique modulo ï o ( N ) .  

i Supposons qu'il existe deux Z-bases (wi, wz) et (wi, w:) de L, telles que 

(w1,wzlN) et ( w ~ , w ~ / N )  soient deux Z-bases de LI, avec wllw2, wilw; deux 

éléments de H. Alors, il existe 



telle que : wi = awl + b(w2/N)  et wL/N = cwl +d(w2/N) .  Par conséquent, on a : 

wi = awl + (b/N)w2 et w; = N m l  + dw2, avec b/N un entier, ~uisque ( w l ,  wz) 

et (w:,  w i )  sont deux Z-bases de L. D'où z' = u~:/wh = y(wllw2)  avec 

Ce lemme achève la preuve de la proposition. 



CHAPITRE II 

POINTS DE HEEGNER DE Yo(N)  





1 - Points de Heegner, au point de vue analytique. 

Soit z un nombre quadratique imaginaire, alors z est solution d'une équation : 

Az2 + Bz + C = O, avec A, B, C des entiers, ( A ,  B, C)  = 1 et B2 < 4AC. 

On note A(%) = B2 - 4AC, le discriminant de z. A(z) est un entier négatif, 

non carré parfait. 

Lemme. Soit z un nombre quadratiq.cte imaginaire, alors pour tout 

z' E ïo(N)(z),  on a : A(z) = A(z1) et A(Nz) = A(Nzl). 

Définition. Soit z un point de Yo(ni), z est un point de Heegner de Yo(N) 

si A(z) = A(Nz). 

(D'après le lemme précédent, cette définition a bien un sens). 

Proposition 1. Soit z un point de Yo(N), si z est un point de Heegner de 

Yo(lV) alors z est sol.ution d'une équation Az2 + BZ + C = 0, mec A, B, C des 

entiers, (A, B, C) = 1 et A r O mod(N). 

i Soit z un point de Heegner de E$(N), alors z satisfait une équation : 

Az2 + Bz +C = O, avec A, B, C des entiers, (-4, B, C) = 1 et A(z) = B2 -4-4C = 

A(hTz). Nz est solution de l'équation : A ( N z ) ~  + BN(Nz) + N 2  C = O , on pose 

D = (A, BN,N2C)  . Comme A(Nz) = = A(:) donc D = ni. D'OU 

A r O mod(N) et l'équation de Nz est : 

Remarque : Si A E O rnod(N) alors A(z) = B2 mod(4N); par conséquent, 

si D est un discriminant. alors pour qu'il existe un point de Heegner z de Yo(N) 

tel que A(z) = D, il est &cessaire que D soit un carré modiilo 4N. 

On verra dans la suite qiie cette condition est nécessaire et suffisante pour 

certains discriminants. 

2 - Points de Heegner, en terme de couples de courbes elliptiques. 

Avant de donner l'interprétation des points de Heegrier en terme de couples 

de courbes elliptiques, on va rappeler quelques notions : 

- Soit D un discriminant négatif, si D est fondamental (i.e. pour tout dis- 

criminant négatif Dr # D, le nomllre n'est pas rationnel), alors & D 



correspond O l'anneau des entiers d'un corps quadratiqi-P imaginaire K, tel que 

le discriminant de O soit égal à D. Si D n'est pas fond~inental (i.e. il existe un 

entier g > 1 tel que D = g2D1, avec Dl un discriminant fondamental), alors à D 

correspond un ordre a de l'anneau des entiers O d'un corps quadratique imaginaire 

K ,  tel que le discriminant de O soit égal à Dl. Dans ce cas, on a : IO/a!I = g et 

si (1, w )  est une Z-base de O alors, (1,gw) sera une Z-base de a!;  (voir [4], p. III 

26). En plus, si h(D) et h(Di) désignent le nombre des classes d'idéaux de a et 

O respectivement, on démontre que : 

où p est premier et (-) désigne le symbole de Legendre (voir [5]). 

- Soit E une courbe elliptique à multiplication complexe : E(C) i C I L  où 

L est un réseau de C tel que End(L) # Z, alors on sait que End(E) est isomorphe 

à un ordre a de l'anneau des entiers d'un corps quadratique et L est homothétique 

à un idéal a de a. 

Réciproquement, soit K un corps quadratique imaginaire, 01~ l'anneau des 

entiers de Ir', Of un ordre de OK avec f = 10K/Ojl, h j  le nombre des classes 

d'idéaux de O ; alors il existe exactement h courbes elliptiques E non isomorphes 

telles que : End(E) 2 Of. 

Si E et E' sont deux courbes elliptiques à multiplication complexe isogènes : 

E(C)  i CIL, E1(C) i CIL', alors EndQ(L) = EndQ(L1) = K ,  un corps quadra- 

tique imaginaire, où EndQ(L) = EndL @z Q. Par conséquent, End(E) z a,  

End(E1) 2 B où a et ,f3 sont deux ordres de l'anneau des entiers de I i ,  et L (resp. 

L') est homothétique à un idéal de a (resp. de P) ,  (voir [4], p. III 25-27). 

Proposition 2. Soient D un discriminant négatif, on pose D = g2Dl où Dl 

est un discriminant fondamental (on peut avoir éventuellement g = l), O l'anneau 

des entiers d'un corps quadratique imaginaire Ii de discriminant Di, a l'ordre de 

6 d'indice g. Alors z est un point de Heegner de Yo(N) de discriminant A(z) = D 

ssi End(C/L,) et End(C/LN,) sont isomorphes au même ordre a. 

i Soit z un point de Heegner de Yo(N) de discriminant D,  d'après l'interpréta- 
N tion des points de Yo(N), vue au le' chap., à 2 correspond le couple : (CIL, + 

C/LN,)'C/LZ et CILN, étant isogènes, donc EndQ(L,) = EndQ(LN,) = Q(z) = 



Q(Nz) = K. Or A(z) = A(Nz) = D, donc End(L,) = End(LN,) = a. 

D'où End(C/L,) et End(C/LN,) sont isomorphes à l'ordre a. La réciproque 

est immédiate. 

Conséquences : 

- Les points de Heegner de Yo(N) peuvent être interprétés comme des couples 

de courbes elliptiques liées par une isogénie a cyclique d'ordre N, (E 5 El) tels 

que E et E' aient la même multiplication complexe. 

- Soient K un corps quadratique imaginaire de discriminant D, O l'anneau 

des entiers, z E Yo(N), z : ( E  3 E'); alors r est un point de Heegner de Yo(N) de 

discriminant D ssi E et E' sont à multiplication complexe par O (l'ordre maximal). 

Dans notre étude, on va s'intéresser à la recherche des points de Heegner 

de Yo(N) de discriminant D, avec D fondamental. ( D , N )  = 1 et D impair 

( D  r 1 mod (4)), en travaillant sur les couples de courbes elliptiques liées par 

une isogénie a. cyclique d'ordre N et ayant la même miiltiplication complexe. 

3 - Points d e  Heegner, coiilme des triplets (O, 7 1 ,  [a]) .  

Dans la suite, K désignera un corps quadratique imaginaire de discriminant 

D vérifiant les conditions ci-dessus, U l'a~meaii des entiers de IL, clK le groupe 

des classes d'idéaux et h = Iclr<l. 

Proposition 3. O n  a la corre.syo~idancc sni,unnte : 

Les paires (A ,  q )  
Les points de  Heegner de & ( N )  

avec A E cll< et q un idCa1 
de discr iminant  D 

ent ier  primiti f  de n o r m e  N 

(C/u 2 chnl7-') +- ( [ a ] ,  q )  

où a est  u n  idéal fractionnaire de O,  [a] E clri et  71 est u n  idéal entier primitif 

(i.e. 17 c 8 e t  Q n'est pas divisible comme idéal par tout  entier > 1).  

i Soit z un point de Heegner de Yo(lV) de disciiminaxit D, alors on peut 

supposer que z : (CIL  2 CIL') où L et L' sont des idéaux fractionnaires de O, 

tels que : L C L' et L'IL E Z / N Z  . 



En effet, coiisidérons z : (CIL CIL') avec kera E ZINZ et L, L' deux 

réseaux de C . On a EndQ(L) = EndQ(L1) = I(, donc il existe A, A', w, W' des 

complexes tels que L = AL,, L' = XrLWi et Q(w) = Q(wl) = K. Par ailleurs, 

il existe n, n' des entiers tels que nw et n'w' appartiennent à O. Donc quitte à 

remplacer L et LI par des homothétiques convenables, on peut supposer que L 

et L' sont des réseaux de K et il existe deux entiers n et n' tels que nL C O et 

n'LI c O. Comme End(L) = End(L1) = O, donc L et L' sont des O-modules de 

K. Par conséquent, L et LI sont des idéaux fractionnaires de O. Par ailleurs, L 

et L' sont liés par une isogénie cyclique d'ordre N ,  donc il existe X E C tel que 

AL C L' et [L'/AL1 = N. D'où quitte à remplacer L par AL, on peut supposer 

que z : (CIL 2 CIL') avec L'IL = ZINZ et L c L' c K. 

* On pose q = LL'-', alors q est un idéal entier de O, primitif, de norme N. 

En effet, 17 = LL'-* c L'L'-~ = O, puisque L C L'; donc 9 est un idéal 

entier. D'autre part, on a : O/q 2 L'IL 2 ZINZ, d'où la norme de q est N 

et q est primitif. En effet, supposons qu'il existe un entier n tel que (n) = nO 

divise 7; alors il existe un idéal entier 2) tel que q = (n)V, ce qui entraîne que 

i L  c L'. Soient (wl, w2) et (wl, N) deux Z-bases de L et L' respectivement; 

alors il existe a et b deux entiers tels que : = awi + I>y, ce qui entraîne que 

(N - anN)wl - bnwz = 0, par conséquent n = 1. D'où q est primitif. 

On posc CL = L, alors a est un idéal fractionnaire de O et L' = aq-l. Par 

conséquent on a, z : ( C l a  2 Claq-l), où a et q vérifient les conditions de la 

proposition. 

Réciproqueillent, soieiit a iiii idéal fractionnaire de O et q un idéal entier 

primitif, de norme N ;  alors les courbes elliptiques C la  et C/aq-' ont la même 

multiplication coiliplexe par O et l'isogénie : C l a  -+ Claq-' induite par idc  

définit un point de Heegner de l$(N). 

* Montrons qu'un tel point ne dépend que de Ii, de q et de [a] : 

Supposoils que (a l ,q l )  et (a2,q2) définissent le i ~ ~ ê m e  point de Heegner de 

Yo(N), alors les deux couples (Cla l  2 ~ l a l q ; ~ )  et (C/az Ilf ~ / a ~ q 2 ~ )  appar- 

tiennent à la même classe. Ce qui entraîne qu'il existe un complexe X tel que 
-1  a2 = Ani ct a2q2' = Aallli (en fait, X E I;). D'où [ai] = [az] et 91 = 172; ce qui 

achève la démonstration de la proposition 3. H 



Remarque : D'après la proposition 3, liexistence des points de Heegner de 

E$(N) de discriminant D  est liée à l'existence des idéaux g. Pour un idéal g ,  il 

existe h points de Heegner et comme 17 est de riorme N ,  donc il y a au plus un 

nombre h i  de tels points. 

4 - L'existence des idéaux 17. 

Proposition 4. On pose : N = pi1.. . . .p? où les p, sont des n,ombres 

premiers distincts et les r i  des entiers >_ 1.  

LI Alors 17 existe ssi pour tout i = 1 , .  . . , s ,  on  a (-) = 1 ,  où (-) est le symbole 
Pi  

de Legendre. 

Dans le cas où (o) = 1 pour tout i, il existe IS idéaus 7. 
P i  

i Soit p un nombre premier, alors on sait que : ou p reste inerte (i.e. (p) est 

un idéal premier) H ($) = -1, ou p se décompose (i.e. (p) = PT'' avec F ,  P r ,  

deux idéaux premiers) u (p) = 1, ou p se ramifie (i.c. (11) = P' ~ V C C  P 1111 idbal 

premier) ¢j p divise D. 

Puisque ( D ,  N) = 1, donc pour tout 2 = 1 . .  . . , s, p, lie SC, ramifie pas. 

* Supposons qu'il existe z o  E (1,. . . , s) tel clut, ( p l o )  i,st i i i i  idbal plcn~icr On 

a AT(g) = X, donc (iV) = 117, oii r j  est 1~. conjiigu<x tlc 71. Coiiinic (II,,) diviie (,Y) 

et (p,,) est premier donc (p , , )  divise g ou 7; ce qiii e5t contit\dic.toire avcc lc fait 

que 7 et 7j sont primitifs. Par consécjuent, pour qiic 11 cxiste, il faiit qiic les 17, 5r 

décomposent, pour tout t = 1,  . . , S .  

* Montrons qu'il existe 3' idéaux II, dans le CRS oi1 1 ~ s  p, SC déroiii~)ost~~t : 

Posons (pl)  = PlPt l .  ( p z )  = %Pr2 . . . , ( p 9 )  = PSPtp; la. t1i:coiiil)i)sitioii cil 

idéaux premiers des (pi). Cornme it '(r1) = N ,  donc polir tout i = 1 , .  . . : s ,  on a : 

Fi divise 17 ou P,! divise 7 (le "ou" est esclusif, puiscliie il c ~ t  primitif). 

Si s = 1, on a 17 = Pfl ou rj = Pir1, soit 2 itli.ai~x 

Si s = 2, on a 71 = PTLP12 ou 17 = Pfl Pr;' oil 11 = P'y' P;> 011 TI - P ~ ; ' ~ T ~ , ; ~ ,  

soit 4 idéaux. 

i<li.niis 17; \oit r11 ,72 ,  . . . , r / 2 ~ - 1 .  Alors Supposons qu'à l'ordre s - 1, on a 2'-' ' 

à l'ordre s, les idéaux 17 sont : 



soit 2* idéaux. D'où la proposition 4. 

Remarque. 

Si tous les pi divisant N ,  se décomposent, pour i = 1, .  . . , s; alors on a 2' 

idéaux 9. Par conséquent, il existe 2'h points de Heegner de Yo(N) de discriminant 

D. Par contre, s'il existe un p tel que p reste inerte, alors Yo(N) n'admet pas de 

point de Heegner de discriminant D. 

5 - Une caractérisation des idéaux primitifs. 

Proposition 5. O n  a la correspondance suivante : 

a un idéal entier primiti f  p une  solution de la congruence : 

de O ,  de norme  A B2 = D mod (4A) dans Z/2AZ 

p + J D  
a = (A, +-P 

Z - hase 

i D'abord, on va démontrer que si a est un idéal primitif de norme A, alors il 

existe a E a tel que a = (A, a ) ,  une Z-base. 

On a N ( a )  = A, donc (A) = aü. Soit b un entier > 1; si AIL E a, alors il 

existe uii idéal entier 2) tel que (L = ( k ) Z ) .  Or a est primitif, puisque a l'est; donc 

AIL 6 a pour tout entier L > 1. 

Soit (îu1,wÎ) une Z-base de a ;  comme A E a et AIL @ a pour tout k > 1, 

donc il existe deux entiers a et b tels que : A = awl  + bw2 et (a, 6 )  = 1. 

D'après Bezorit, il existe deux entiers c et d tels que la matrice (C d)  soit 

unimodulaire. On prend : a = cwi + dw2, d'où (A, a )  est une Z-base de a. 

* a étant primitif de norme A, donc il existe a E a tel que a = (A,a).  On 

pose : a = a +  b q  où a etb sont des entiers. On a N(a) = 1 b 11 = A1b1 = 4 
donc lbl = 1; d'où quitte à remplacer a par (-a) dans le cas où b = -1, on peut 

écrire : a = avec p un entier tel que i,f?I < ?A. Comme E a, par 

passage aux normes, on a : A divise 9; par conséquent, p2 = D mod (4A). 
+JD D'où a = (A, 5) avec p une solution de la congruence : B2 = D mod (4A) 

dans Z/2AZ. 



Récriproquement, soit P E Zl2AZ tel que Pz = D mod (4A) . On pose 

a = (A,  q), alors o est bien de norme A. Montrons qu'il est primitif. Sup- 

posons qu'il existe un entier k tel que (k) divise a, alors il existe a et b deux entiers 

tels que = k (a + b v ) ,  d'où k = f 1. Par conséquent, a est primitif. 

Ce qui prouve la proposition 5. 

Remarques : 

- Soit s le nombre des diviseurs premiers de N,  on sait que le nombre des so- 

lutions de la congruence : ,B2 s D mod (4N) dans Zl2NZ est n ( I + ( $ ) ) ~  
P I N  

p preniier 

puisque (N, D) = 1. 

Ce nombre est égal à 2" (resp. zéro) si tous les p se décomposent (resp. s'il 

existe un p qui reste inerte). Ce qui justifie la cohérence entre l'existence des 

solutions @ et les idéaux q. 

- Si D est un carré modulo 4N1 alors la congruence : ,B2 D mod (4N) 

admet 2' solutions 0 dans Z/2NZ. D'où il existe 2'h points de Heegner de Yo(N) 

de discriminant D. Ce qui prouve que le fait que D soit un carré modulo 4N est 

une condition nécessaire et suffisante pour l'existence des points de Heegner de 

discriminant D (rappelons que D est fondamental, D r 1 mod (4) et (D, N) = 1). 

6 - Détermination analytique des points de Heegner. 

On suppose que D est un carré modulo (4N), soient alors Bo E Z/2NZ tel 

que Pi 3 D mod (4N), i)o = ( N ,  + l'idéal primitif correspondant à la so- ) 
lution 3 0  et n un ideal appartenant à une certaine classe du groupe clh'. On 

veut déterminer le point z de Hl défini modulo ro (N) ,  correspondant à la classe 

d'isomorphie du couple (C la  2 ~ / c l ~ ~ ' )  . 

- D'abord, on va démontrer qu'on peut supposer que a est primitif et a C ~0 

(Le. il existe un idéal B c 70, primitif, tel que [a] = [BI) : 

Soit clh. = {[a, 1, [ag], . . . , [ah]), où les a; pour i = 1, . . . , h constituent un 

système complet de représentants des classes d'idéaux de K. On peut supposer 

que les a; sont primitifs, quitte à les remplacer par des idéaux primitifs équivalents. 

On pose Bi = aiqo, alors on a clrc = { [ B i ] ,  i = 1,. . . , h) .  

Si les Bi sont primitifs, alors le problème est résolu. 



Supposons par exemple, que Bi est non primitif, d.-nc il existe un nombre 

premier p  tel que (p )  divise Bi. Comme al est primitif et tout idéal premier 

divisant 110 provient d'un nombre premier qui se décompose, donc p  se décompose. 

Par conséquent, il existe un idéal P premier, tel que P divise 110 et 7 divise al.  

D'où, - en utilisant le fait que les puissances de 70 sont primitives - quitte à 

multiplier les a, par une puissance convenable de 70 et à prendre la partie primitive, 

on peut supposer que les Bi sont primitifs et Bi C 70. 

i d  
- Soit le couple ( C l a  -+ c / a V i 1 )  avec a  primitif et a  C 70, on pose N ( a )  = 

A. D'après la proposition 5, il existe un entier B E Z/2AZ avec B2 E D rnod (4A)  

tel que a  = (A, w). Comme a  c 70 et a  primitif, donc allui est un idéal 

entier primitif et A E O rnod ( N ) .  Par conséquent, il existe un entier B' tel que 

A l  q) . On va démontrer qu'on peut prendre B' = B et que aq0-' = (- N 

B E Bo rnod ( 2 N )  : 

On a a C aVc1 ,  donc il existe deux entiers a et  y tels que : 

= Z N  + y- ce qui entraîne que y = 1 et donc B B' mod (2$). 2 

D'où, on peut prendre B' = B. 

On sait que a c 70,  donc il existe deux entiers z et y tels que : 

+fi = Z N  + ce qui entraîne que y = 1 et donc B i a rnod (2W). 

Par conséquent, on a : 

N ( C l a  3 c / a r 7 i 1 )  e ( C I L ,  -+ CIL N, )  où z = 
B + J D  

3A 

Ce qui entraîne que z est solution de l'équation quadratique : -42' - Bz + C = 0, 

où C est un entier tel que D = B2 - 4AC, il > 0, A r O rnod (N) et B E 

Po mod ( 2 N )  . 

Finalement, on vérifie facilement, que si z' = y(z) avec y E r o ( N ) ,  alors z' 

sera solution d'une équation : - 4 ' ' ~ ' ~  - B'z' + C' = O avec A' - O rnod ( N )  et 

B' B r Po rnod ( 3 N ) .  D'où on a la proposition suivante : 

Proposition 6. U n  point de Heegner de l b ( N )  de discr iminant  D a tou- 
i d  

jours une  reprisentat ion d u  type : ( C / a  -i C/aV- ' )  avec 7  = ( N ,  y), 
a  = (A, w), et  = (fi, q), où  /3 E Z / 2 N Z ,  B2 E D rnod ( 4N) ,  

A  = N ( a ) ,  A  O rnod ( N )  et  B - p rnod ( 2 N ) .  D a n s  ce cas, le point z de H 

correspondant est  : r = . 



Réciproquement,  soi t  z E H ,  un point de Heegner de Yo(N); alors z est 

solution d'une équation quadratique : Az2 + BZ + C = O tel que D = B2 - 4AC 

e t  A r O mod (N). La classe de la forme [A,  B,  C] détermine la classe de a e t  la 

classe de B modulo 2N, détermine l'idéal 7. 

7 - Structure rationnelle sur Yo(N). Poiiits de Heegner. 

Soit K un corps extension de Q, il existe une structure &- rationnelle sur 

Y o ( N )  caractérisée par : un point z  de Yo(N) est rationnel sur I< ssi on peut 

trouver dans l'ensemble des couples de courbes elliptiques correspondant à z lin 

représentant ( E  -% E')  tel que El, E et a soient définies sur IC. 

Soit z E H, quadratique de discriminant A, d'après la théorie des corps de 

classes, le corps Q(z,  j ( z ) )  dépend de A plutôt que de z ,  c'est le corps des classes 

de l'anneau Z + $(A + A)z . 

Conséquence. 

Soit z un point de Heegner de I;(L%') de discriminant D, alors on a : 

z : (CIL, N c /LVZ)  arec Aii )  = AJ.T;) = D . 

L ,  et LJv, sont des idbailx de O. 

Par conséquent, z  est rationnel sur IC(j(O)), le corps des classes de Hilbert 

de Ii, (II' = &(fi)) , 





CHAPITRE III 

CALCUL DES POINTS DE HEEGNER DE E$(iV) 





1 - Méthode de déterinination. 

Soient N un entier > 1 et D un discriminant fondamental tel que (D, N) = 1 

et D r 1 mod (4). Si D n'est pas un carré modulo 4N, alors & ( N )  n'admet pas de 

point de Heegner de discriminant D. Dans le cas contraire, Yo(N) admet ZSh(D) 

points de Heegner où s est le nombre des diviseurs premiers distincts de N et h(D) 

est le nombre des classes d'idéaux de K =  fi). 

Pour déterminer ces points (définis modulo I'o(N)), il facit, pour chaque idéal 

I) = ( N ,  9) où /l E Z/2NZ et a D mod (4N), trouver un système complet 

de représentants des classes d'idéaux de K : ai ,  . . . , a , , ( ~ ) ,  avec a, = ( A ~ ,  9) , 
Ai O mod (N) et Bi = /3 mod (2N) pour 1 5 i < h(D). Ainsi, relativement à 

un idéal I) les points de Heegner sont : rnod (ïo(N)), 1 < i < h(D). 

Remarque : 

Si D est un carré modulo 4N et h(D) = 1, alors les points de Heegner 

sont : rnod ro(N), où B est une solution dans Z/ZNZ de la congruence 

/12 E D mod (4N). 

2 - Exemples. 

2.1 - Cas : N = 1. 

Un domaine fondamental de &( l )  est donné par : 

1 1 
2>= { z  E Hl121 2 1, -- < R e z s  - et Rez>O quand Ir1 = 1) .  

2 2 



Dans ce cas particulier, la congruence B2 r D lrod (4)' admet une seule 

solution dans 2 /22  : B = 1, soit 7 = O. Par conséquent, Yo(1) admet h(D) points 

de Heegner pour tout discriminant D (en fait, ce sont les éléments de H définis 

modulo Fo(l), quadratiques, de discriminant D). 

2.1.1 - Si h(D) = 1, Yo(l) admet un seul point de Heegner de discriminant 

D : mod r o ( l ) .  

Exemples : 

(ce sont les seuls discriminants). 

2.1.2 - Si h(D) 2 2, il faut trouver un système complet de représentants 

primitifs des classes d'idéaux : a i , .  . . , ah(o) . Si ai = ( A ~ ,  y), les points de 

Heegner sont : mod ro(1), 1 < i < h(Di. 

Exemples. 

D = -15. 

3 1 + 6 5  
On a : h(-15) = 2 et c Z ( Q ( A 5 ) )  = {[O], [Pl), où P = (-, ). 

Par conséquent, les points de Heegner sont : 

et lliod r o ( i )  . 2 

011 a : h(-23) = 3 et cl(Q(G23))  = { [O] .  [Pl. [P']) , oii 

P = (2, '-23) et PI = ( 3 , v ) .  

Par conséquent, les points de Heegner sont : 

2.2 - Cas : N = 2. 

Un domaine fondamental de Ei(2) est doilii6 par 



Pour qu'il existe des points de Heegner de Yo(2), il faut et il suffit que 

D - 1 rnod (8) . 

Soit D 1 rnod (8), les solutions de la congruence : p2 D rnod (8), dans 

2 /42  sont (f 1) . D'où les idéaux primitifs de norme 2 sont : 

2.2.1 - Si h(D) = 1, &(2) admet deux points de Heegner : 

rnod ro(2). 

Exemple : D = -7 (c'est le seul exemple). 

2.2.2 - Si h(D) > 2, soient a l , .  . . , a h ( D ) ,  un système complet de représentants 

des classes d'idéaux de Q(&), relativement à 71, i.e. ai = (Ai, v) avec 

Ai G O rnod (2) et Bi G 1 rnod (4) . En posant a: = (Ai, w), on remarque 

que aiai = (A,) et -Bi E -1 rnod (4) . D'où les a:,  i = 1,. . . , h(D) constituent 

un système complet de représentants des classes d'idéaux de ~(n), relativement 

à 7;. Par conséquent, les points de Heegner sont : 

On remarque que 71 et 7; sont non principaux, d'où : 

Si h(D) = q un nombre premier, alors c l (Q(m))  = {[qi], [73, . . . , (41) . 
Comme 71 est primitif et tous les nombres premiers qui divisent N se décomposent, 

alors toutes les puissances de 71 sont primitives, donc on peut écrire : 



= ( 2 ,  w) avec B: = D mod (2i+2), Bi E z / ~ ~ + ' z  et Bi 1 rnod (4), 

pour 1 5 i 5 q, en posant Bi = 1 . Par conséquent, les points de Heegner sont : 
f B  fi .+&- rnod I'o(2), 1 5 i < q. Ainsi pour trouver les points de Heegner, il suffit 

de trouver les Bi. Mais, comme B: mod (2'++') et Bi = BiWl - 1 rnod (4), 

donc Bi  Bi-1 rnod (2') . On vérifie facilement que : Bi = Bi-l +2ik avec k = O, 

f 1 ou f 2 . D'où la proposition suivante : 

Proposition 1. Les points de Heegner de Yo(2) de discr iminant  D avec 

h(D) = q, u n  nombre premier sont  : rriod l?0(2), o ù  ( B i ) ~ < i < ~  vérifie : 

B1 = 1, B: D mod (21+~),  Bi  E Z/2i+1Z et Bi Bi-i rnod (2i) . 

Soi t  1 < i 5 q - 1 jîxé, pour trouver Bi+', connaissant Bi, 91 s u f i t  de trouver 

un entier k = O, f 1 o u  i 2 tel  que : (Bi + 2i+1k)2 5 D rnod (2'+3). Ainsi,  o n  

prendra : Bi+' = Bi + 2i+' k.  

Exemples : 

u, h(-15) = 2. 

O n  trouve : B1 = B2 = 1 . D'où les point9 de Heegner sont  : 

D = -23, IL(-23) = 3. 

O n  trouve : Bi = 1, B2 = -3 et B3 = 3 . D'où les points de Heegner sont : 

D = -47, h(-47) = 5 .  

O n  trouve : Bi = B2 = 1, Bg = -7 et B., = B5 = 9. 

D'où les points de Heegner sont  : 



2.3 - Cas : N = 2,,n 2 1. 

Pour qu'il existe des points de Heegner de Y o ( ~ ~ )  de discriminant D, il faut 

et il 8u&t que D - 1 rnod (8). 

Soit D r 1 rnod (8), soient (f B,) les solutions de la congruence : 

B2 ZE D rnod (2n+2), dans Z/2n+1Z, avec B, - 1 rnod (4). Les idéauz phmitajs 

de norme 2, sont alors : 

vn = (2n, Bn + et vl = (Y, 
-Bn + fi). 

2 2 1 

D'après la proposition 1,  on a : B, = B,-I + 2nk où k = O, f 1 ou f 2, tel que : 

B: G D rnod (2n+2) . 

les points de Heegner de Yo(2,) sont : 

rnod l?0(2~). 

Exemple : D = -7. 

Si n = 2, on trouve B2 = -3; d'où, les points de Heegner de Yo(4) sont : 

'3 + G7 rnod I'. (4) . 
8 

Si n = 3, on trouve BJ = -3; d'où, les points de Heegner de K(8) sont 

13 + G7 mod I'O (8) . 
16 

2.3.2 - Si h(D) 2 2, alors 111 = ( 2 , q )  est un idéal non principal, d'où : 

Si h(D)  = q, un nombre premier, alors cl(Q(JD)) = . , [77;]). 

On a vn = (2,' w), avec B, = D rnod (Y+'), B, E Z/~"+'Z et Bn r 

1 rnod (4). 

011 pose : v,+i = ilnv: = ~ ~ r + ~  - - (Sn+; 9 B n  + 2  i+\/D 1, P o u  

O 5 i 5 q - 1 ,  alors on a : 2n+i E 0 mod (2n), B,+i r Bn rnod (2n+i) et 

cl(Q(JD>) = {[~nlr [~n+ i l , .  - 9 [~n+q-11). 

Par conséquent, les points de Heegner sont : 

+ mod Fo(Zn) . 2n+i+l 

D'où la proposition suivante : 



Proposition 2. Les points de Heegner de Yo(2n)  de discr iminant  D ,  avec 

h ( D )  = q un nombre premier sont  : 

B:+~ E D mod (2n+i+2), B n+i - E Z / ~ ~ + ~ + ' Z  et B,+i = I mod ( 4 )  . 

Pour  trouver les B j ,  il s u f i t  d'appliyuer l'algorithme de la proposition 1. 

Remarque : La proposition 1 est un cas particulier de la proposition 2. 

Exemples : 

D = -15, h(-15) = 2. 

Pour n = 2, on trouve B2 = 1, B3 = -7. D'où lcs points de Heegner de 

Yn (4) sont : 

Pour n = 3,  on trouve : B3 = B4 = -7. 

D'où les points de Heegner de Y o ( 8 )  sont : 

D = -23, h(-23) = 3. 

Pour n = 2, on trouve BZ = B3  = -3 et B4 = 13. 

D'où les points de Heegner de Yo(4 )  sont : 

Pour n = 3,  on trouve : B3  = -3, B 4  = 13 et B 5  = -19. 

D'où les points de Heegner de EG(8) sont : 

D = -47, h(-47) = 5. 

Pour n = 2, o ~ i  trouve : Bz = 1, U3 = -7, B 4  = U s  = 9 et B6  = -55. 



D'où les points de Heegner de Yo(4) sont : 

*l+J_-45, f 7 + J _ 4 7 .  kg+-. 
8 1 16 ' 32 ' 

* 9 + m  et 
64 

-t55 + mod r0(4) 
128 

Pour  n = 3, on trouve B3 = -7, Bq = B5 = 9 et B6 = B7 = -55. 

D'où les points de Heegner de Yo(8) sont : 

Remarque : 

Si wl, wz, . . . , w, sont les points de Heegner de Yo(2") de discriminant D, 

alors (r - 1) points parmi eux, sont des points de Heegner de Yo(2"+'). 

2.4 - Cas : N = 3. 

Un domaine fondamental de Yo(3) est donné par : 

Pour qu'il existe des points de Heegner de &(3) de discriminant D, il faut et 

il suffit que D soit un carré mod(l2); mais, comme D = 1 mod (4) et (D, 3) = 1, 

donc il faut que D = 1 mod (12). 



Soit D G 1 rnod (12); les solutions dans 2 /62  de la congruence : 

Pz D rnod (12), sont : ( f  1). D'où, les idéaux primitifs de norme 3 sont : 

2.4.1 - Si h(D) = 1, alors Yo(3) admet deux points de Heegner : 

rnod ro(3). 

Exemple : D = -11. (C'est le seul exemple). 

2.4.2 - Si h(D) > 2, alors (DI > 12, ce qui entraîne que 771 est non principal; 

d'où : 

Si h(D) = q ,  uii nombre premier, alors c l ( & ( f i ) )  = [$], . . . , [$]), 
et on a : = ( 3 ' , 9 )  avec Bs E D rnod (4.3'), Bi - 1 rnod (6) et Bi E 

2 /2 .3 '2 ,  pour i = 1.. . . q, en posant Bi = 1. 

Par conséquent, les points de Heegner sont : 

Méthode pour trouver B,, connaissant Bi-1. 

On a : Bs - Bf-, rnod (4.3'-'); comme Bi - Bi-' .= 1 mod (3), donc 3 ne 

divise pas Bi + Bi-l. D'autre part, Bi - Bipl rnod (2). Par conséquent, Bi .= 

B;-1 mod (2.3'-'). On vérifie facilement qu'on peut prendre Bi = Bi-l +2-3'-' k, 

où k = O ou f l  tel que Bs - D rnod (4.3'). D'où la proposition suivante : 

Proposition 3. Les points de Heegner de Yo(3) de discr iminant  D, avec 

h(D) = q,  un nombre premier sont  : 

+ rnod F0(3), où (Bi)ljicq vérifie : 
2 .3' 

B1 = 1, Bs r D rnod (4.3') ,  Bi E 2 /2 .3 ' 2  et Bi = Bi-1 rnod (2.3'-'). 

Soit  1 < i 5 q - 1 fixé, pour trouver Bi+l connaissant Bi, il s u f i t  de trouver 

u n  entier k = O OU &1 tel que : (Bi + 2 . 3ik)2 ZE D rnod (4.31+'). Ainsi ,  o n  

prendra : Bi+' = Bi + 2.3'k. 



Exemples : 

D = -23, h(-23) = 3. 

On trouve : Bi = 1, Bz = 7 et B3 = 25. 

D'où, les points de Heegner de &(3) sont : 

D = -35, h(-35) = 2. 

On trouve : Bi = Bz = 1 . 

D'où, les points de Heegner de Yo(3) sont : 

D = -47, h(-47) = 5 .  

On trouve : BI = 1, BL = -5, B3 = 13, Bq = 67 et B5 = 229. 

D'où, les points de Heegner sont : 

2.5 - Cas : N = 3"' n > 1. 

Pour qu'il existe des points de Heegner de Yo(3"), de discriminant D,  il faut 

et il suffit que D 1 mod (12). 

Soit D 1 mod (12); soient (f B,) les solutions dans Z/2.3,Z de la congru- 

ence : B2 = D mod (4.3,), avec Bn r 1 rnod (6). Les idéaux primitifs de norme 

3, sont alors : 

D'après le proposition 3, on peut prendre B, = Bn-i + 2.3"-lk, avec k = O ou 

f 1, tel que : 

II: - D lll0d ( a .  3") . 



2.5.1 - Si h(D) = 1, les points de Heegner de Yo(3") sont : 

rnod r0(3") . 

2.5.2 - Si h(D) = q ,  un nombre premier, alors par un raisonnement 

analogue au cas où N = 2n, on obtient la proposition suivante : 

Proposition 4. Les points de Heegner de G(3") de discriminant D, avec 

h(D) = q, un nombre premier sont  : 

'Bn+i + 

mod ro(3"), od (Bn+i)05i5q-i véri6e : 2 .3n+i 

Bn+i E D rnod ( 4 .  3n+i), Bn+i E Z/2. 3 n + i ~  e t  Bn+i E 1 rnod (6) . 

Pour trouver les Bj, il suffit d'appliquer l'algorithme de la proposition 3. 

Remarque : La proposition 3 est un cas particulier de la proposition 4. Si 

h(D) = 1, la proposition 4 reste valable. 

Exemples : 

D = -11, h(-11) = 1. 

Pour n = 2, on trouve : Bi = -5. 

D'où, les points de Heegner de Yo(9) sont : 

Pour n = 3, on trouve : B3 = -23. 

D'où, les points de Heegner de Yo(27) sont : 

'23 + a rnod To(27) 
54 

,LI = -23, h(-23) = 3. 

Pour n = 2, on trouve : Bz = 7, B3 = Bp = 25. 

D'où, les points de Heegner de Yo(9) sont : 

i 7 + & ? 3 .  -t25+- et '25 + 
mod r0(9) . 

18 ' 54 162 

Pour n = 3, on troiiv~ : BJ = Bi = 35 et Bs = 187 

D'où, les points de Heegner de Yo(27) sont : 

f25+-. -t25+- et 

54 7 162 
f187 + rnod r0(27) . 

486 



Pour n = 2, on trouve : B2 = 1 et Bg = -17. 

D'où, les points de Heegner de Yo(9) sont : 

k l + m  et 
18 

l7 + mod ro(9) . 
54 

Pour n = 3, on trouve : B3 = Bq = -17 

D'où, les points de Heegner de Yo(27) sont : 

&17+ et 
54 

*17 + mod ro(27) 
162 

3 - Algorithme et applications. 

3.1 - Remarque. 

Dans les cas précédents, toute l'information nécessaire pour déterminer les 

points de Heegner de Yo(N) de discriminant D,  avec : N = 2n ou 3"' n 2 1 et 

h(D) un nombre premier, est contenue dans les nombres Bi. Mais, ce qui joue 

un rôle important dans cette détermmination, est le fait que des représentants 

des classes d'idéaux de Q(&), peuvent s'écrire sous forme d'une puissance d'un 

idéal de norme un nombre premier et non la condition que h(D) soit un nombre 

premier. 

3.2 - Algoritlime. 

Dans ce paragraphe, on va généraliser la méthode de détermination des points 

de Heegner, décrite dans les cas précédents, pour N un entier > 1 et D un dis- 

criminant tel que h(D) > 1 et c l ( & ( a ) )  = {[Pl, [Pz], . . . , où P est un 

idéal de norme un noinbre premier. 

Soient N = p?. . . . .p?, la décomposition de N en nombres premiers et D 

iin rarr6 rnod~ilo 4N. On pose P = (p, q), où p est un no~iilre prciuicr, 

a2 r D mod (4p) et a E Z/2pZ. 

Soient (f B ~ , i ) ~ ~ ; < ~ ~ - i ,  les solutions dans Z/2NZ, de la congruence : 

B' = D mod (4N), (on verra plus loin, le choix des Bo,i). 



Alors, les idéaux primitifs de norine N sont : 

v0,i = ( O ,  + 2 ) et O O , ~  , = (R, -BO,, 2 + f i )  

Pour construire des représentants primitifs, des classes d'idéaux de  fi) satis- 

faisant les conditions de Heegner par rapport à lin idéal primitif de norme Ar, on 

est amené à envisager les deux cas suivants : 

le' cas : p  lie divise pas D N ,  ou p divise N .  

Dans ce cas, p  se décompose : ( p )  = T'P avec 7 = p, -O:"") . ( 
Pour i E {1,2,. . . , fixé, on pose : 

Alors on a : 
cl(&(Jo>) = { b j , i ] ,  0 r j 5 h ( D )  - 1) 

= {[17S,il, 0 5 j r h ( D )  - 1) . 
Maintenant, on va voir les conditions qu'il faut poser sur pour que, pour tout 

1 5 j 5 h ( D )  - 1, les idéaux vj,i et ~ 1 , ~  soient primitifs. 
- 

Puisque vo,i, P et F sont primitifs, donc qj,i (resp. 1 1 5 , ~ )  est non primitif 

ssi p divise q0,i (resp. P divise ~ h , ~ ) .  

Conséquence : 

- Si p  ne divise pas DN, alors vj,i  et il:,, sont primitifs pour tout 

1 5 j 5 h ( D )  - 1 (Bo, i  est donc choisi, d'une façon arbitraire). 

- Si p  divise N,  on choisit Bo,,  tel que Bo,; - cu inod (2p). Ce qui entraîne 

que P divise q0,i et P divise q;,,. Ainsi, pour tout 1 5 j 5 h ( D )  - 1, vj,i  et v(iri 
sont primitifs. 

D'où : en choisissant, pour tout 1 5 i 5 Y-', les Bo,, telles que 

B O , ,  . =  - (Y mod ( 2 p )  (resp. d'une manière arbitraire), dans le cas où p  divise N 

(rcsp.  11 nc divise pas -1'D); pour toiit 1 < j 5 h(Dj - 1 ct 1 5 i _< 2'-' ,  011 pcut 

écrire : 



B2,. 3 '  = - D mod (4Np'), Bi,i E ZI2Np'Z 

Bj,i = Bo,i rnod (2N) 

et Bjti = a rnod (2p) . 

Par conséquent, les points de Heegner de Yo(N) de discriminant D sont : 

Maintenant, on se propose de trouver une relation entre Bj,i et Bj+l+i, pour tout 

O 5 j 5 h(D) - 2 et i E {1,2, . . . ,Y-') fixé : Vu les conditions que doivent 

satisfaire les BjPi, on a : Bj+i+; = BjPi rnod (2Np'). 

On vérifie facilement qu'on peut prendre : 

Bj+i,i = Bj,i + 2Nplk, où k = O, f 1,. . ., OU f p tel que : 

(Bj,i + 2Nplk)' D rnod (4Np"') et Bi,; + 2Nplk r a mod (2p) . 
(un tel k existe). 

2ème cas : p divise D. 

& Dans ce cas, h(D) = 2, p # 2 et (p) = P2 où P = (p, ). 
Pour i E {1,2,. . . ,Y-') fixé, on pose : 

Alors, on a : 

c l ( ~ ( f i ) )  = {[70,il, [~ l , i l )  

= {[~O,il, [îl:,il) . 
Puisque ~o, ; ,  VA,, et P sont primitifs et p ne divise pas N, donc VI,; et ~~1,;  sont 

primitifs. Par conséquent, on peut écrire : 

B i  = D rnod (4Np), BlSi E Z/2NpZ 

Bi,i E Bo,, rnod (2N) 

et Bi,, = O iilod (p) . 



D'où, les points de Heegner de Y o ( N )  de discriminant D sont : 

Vu les conditions que satisfait Bi,; ,  pour déterminer cette dernière, il suffit de 

trouver un entier k  E ,{O, f 1, f 2, . . . , f p) tel que Boli + 2Nk = O rnod (p) .  Dans 

ce cas, on peut prendre Bi,; = Bo,i + 2Nk.  D'où, on a la proposition suivante : 

Proposition 5.  (Proposition principale). 

So ien t  N  u n  ent ier  > 1, D un discr iminant  tel que : h ( D )  > 1 et  

c~(Q(&))  = {[Pl,. . . , o ù  P = q) avec p  u n  nombre pre- 

mier ,  cr2 E D rnod (4p) et  <y E Z/2pZ. O n  suppose que D est un carré m o -  

du10 4 N ,  soient  ( f B ~ , , ) ~ ~ ~ < ~ . - l  les solutions dans  Z / 2 N Z ,  de la congruence : 

B 2  D mod ( 4 N )  ; o n  prendra Bo,; cr rnod (2p),  s i  p divise N (s étant  le 

nombre des diviseurs premiers de N ) .  

Alors,  les points de Heegner de Y o ( N )  de discr iminant  D  sont  : 

*Bj , i  + JD 
rnod r o ( N ) ,  1 < i 5 Y- ' ,  O 5 j 5 h ( D )  - 1 , 2Npj  

o ù  1 5 i s 2 d - ~  vérifie : 
l < j < h ( D ) - 1  

B 2 .  .I,* = - D mod (4hrpi) 

Bi,; E Z/2Np'Z 

B . .  = B ,,, - O , ,  mod ( 2 N )  

Bj,' - cr rnod (2p) . 

E t a n t  donné 1 5 i 5 2"-' e t  O < j 5 h ( D )  - 2, pour déterminer  

connaissant  Bj,i, il s u f i t  de trouver un ent ier  k  = 0, f1, . . . , ou  f p, tel  que : 

( B j , ;  + 2N1î3k)2 D rnod (4Npl+') e t  Bj, i  + 2Nplk <y rnod (2p).  Ainsi ,  o n  

prendra : Bj+i,' = B 3 t  ., + 2NpJk. 

Remarques : 

- Les entiers Bo,+ de la proposition 5 peuvent aussi être déterminés d'une 

façon algorithmique. Dans les exemples suivants (cf. 3.3 - Applications.), on 

considère 1 < Bo,' < 21V. 



- Les propositions précédentes sont des cas particuliers de la proposition 5 

(p = 2, a! = 1 (resp. p = 3, a = 1) pour les exemples où N = 2n, n 2 1 (resp. 

N = 3n, n 2 1)). 

- On peut étendre la méthode décrite dans la proposition 5 à tous les dis- 

criminants D : 

où les Pi sont des idéaux de norme un nombre premier et les ri des entiers tels 

que C:=l ri = h(D). 

3.3 - Applications. 

Convention : Pour les discriminants D et les entiers N suivants, les points 

-de Heegner *Bi&:,fi sont désignés par des couples ( f  Bj,i; ZN@), 1 ( i < Y-', 

O <  jL h(D)-1. 

Exemple 1 : D = -39, h(-39) = 4, p = 2, a! = 1. 

Pour N = 2, les points de Heegner sont : 

Pour N = 4, les points de Heegner sont : 

Pour N = 5, les points de Heegner sont : 

Pour N = 8, les points de Heegner sont : 

Pour N = 10, les points de Heegner sont : 

(f 1; 20), (f 21; 40), ( f  21; 80), (f 101; 160), 

(f 9; -O), (f 29; 10), (f GD; SO), et (f GD; 160) . 
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Exemple 2 : D = -47, h(-47) = 5, p = 2, a = 1. 

Pour N = 2, les points de Heegner sont : 

( f i ;  4), ( f  1; 8), ( f  9; 16), (f 9; 32), et (f 9; 64) 

Pour N = 3( les points de Heegner sont : 

( f i ;  6), (f 1; 12), (f 1; 24), ( f  25; 48), et ( f  73; 96) 

Pour N = 4, les points de Heegner sont : 

( f i ;  8), (f 9; lG), ( f  9; 32), (f 9; 64), et ( f  73; 128) . 

Pour N = & les points de Heegner sont : 

Pour N = 7, les points de Heegner sont : 

(f 3; 14), (f 17; 28), (f 17; 56), ( f  73; 112), et (h73; 224) . 

Pour N = 8, les points de Heegner sont : 

(f 9; 16), (f 9; 32), ( f  9; 64), ( f  73; 128), et ( f  201; 256) 

Pour N = 9, les points de Heegner sont : 

(f 5; lS), (f 5; 36), ( f  41; 72), ( f  41; 144), et ( f  41; 288) 

Exemple 3 : D = -87, h(-S7) = 6, p = 3, a = 1. 

Pour N = 2, les points de Heegner sont : 

(*l; 4), (&5; 8): (f 13; 16), (&13; 3?), ( f  13; 64), c-t ( f  13; 128) 

Pour N = 4, les points de Heegner sont : 

(4~5;  S), (f 13, IC), (f 13,32), (i13; 641, (113; 1281, et (1141; 25G) . 



39 

Pour N = 7, les points de Heegner sont : 

Pour N = 8, les points de Heegner sont : 

Exemple 4 : D = -91, h(-91) = 2, p = 7, a = 7. 

Pour N = 5, les points de Heegner sont : 

Exemple 5 : D = -95, h(-95) = 8, p = 2, a = 1. 

Pour N = 2, les points de Heegner sont : 

Pour N = 3, les points de Heegner sont : 

Pour N = 4, les points de Heegner sont : 

Pour N = 6, les points de Heegner sont : 

( k l ;  12), (f 1; 24), ( f  1; 48), (f 49; 96), (f 145; 192), 

( f  337; 384), ( f  337; 768), ( f  337; 1536), (f 5; 12), (f 17; 24), 

(f 17; i S ) ,  (117; 9G), (f 17; 192), (f 209;384), (f 593; ÏGS), et (11361; l53G) 



Pour N = 8, les points de Heegner sont : 

Pour N = 3, les points de Heegner sont : 

Remarques : 

- Dans les exemples précédents, pour un discriminant D donné, on a fait 

varier l'entier N de 2 à 10. 

- Pour d'autres applications, voir LLCalcul effectif des points de Heegner de 

Yo(N)" ,  travail à paraître. 

4 - Exemple de discriminant ne satisfaisant pas l'algorithme. 

On a h(-195) = 4 et cl(&(-)) = {[O], [PI], [Pz], [P,]), où : 

On vérifie facilement, que [PSI = [P;] = [Pi) = [O]; ce qui prouve qu'on ne 

peut pas trouver des représentants des classes d'idéaux sous forme d'une puissance 

d'un idéal. 

Les idéaux primitifs de norme 7 sont : 

On peut écrire : 



Par conséquent, les points de Heegner de Yo(7) de discriminant (-195) sont : 

5 - Table des discrimiiialits satisfaisant l'algorithme. 

Pour ID1 5 503, D 1 mod (4) et h(D) > 1, le tableau suivant, donne un 

idéal P = (p, 9) tel que : c l ( ~ ( f i ) )  = {[Pi], 1 5 i < h(D)}. Un tel idéal 

n'existe pas pour D = -195 ; -339 ; -455 et -483. 





APPENDICE 

LA COURBE Yo(+hT) 





1 - Classification des éléments de SL2(R). 

Regardons d'abord, GLZ(C) agissant sur C U {m} . 

D'après la théorie de Jordon, toute matrice de GLZ(C) est semblable (ou 

conjuguée) à une matrice de l'un des trois types suivants : 

Par conséquent, la transformation de C U {m} associée à la matrice 

(C d )  E GL2(C) est conjuguée, soit à l'identité, soit à la transformatioii : 

z -+ z + k, soit à la transformation : z + cz avec c f- 1. 

Définition 1. S i  la t ransformat ion est conjuguée à : z -t z + $, elle est  dite 

parabolique. 

Si la tra,nsforma.tion est  conjuguée à : z -+ cz avec : 

I C I  = 1, elle est dite elliptiq~se. 

c > O ,  elle est dite hyperbolique. 

S inon ,  elle est dite loxodromique. 

Reiiiarque : Le nombre des points de C Ci {m) fixés par un élément de 

G L I ( C )  est iin oii tleux, selon les cas ci-dessus. 

Revenons à SL2(R),  la classification est décrite par la proposition suivante : 

Proposi t ion 1. Soi t  y E SL;?(R). y # f id, alors : 

y est  parabolique ss i  Itr y1 = 2 . 

y es t  elliptique ssi  Itr y/ < 2 . 
y est  hyperbolique ssi  ) t r  y) > 2 . 

Il n 'y  a pas d 'é lément  1oxod~om.iprte. 

Maintenant, on va préciser cette classification par rapport aux points fixes 

des transformations : 



Propositioii 2. Soi t  y S L 2 ( R ) ,  y # f i d ,  alors : 

y est parabolique ss i  y a un seul point fixe s u r  R U  {KJ) . 

y est elliptique ssi  y u n  a u n  point fixe z sur  H et l'autre point j x e  est  2 

y est hyperbolique ssi y a deux points fixes sur  R U {cc) . 

Définition 2. Soi t  r u n  sous-groupe discret de S L 2 ( R ) .  UTL point z de H 

est dit  elliptique relativement à ï, s'il est  fixé par u n  élément y de ï ( y  est alors 

elliptéque). 

Un point z de R U  {m)  est u.ne pointe relativement à l?, s'il est fixé par u n  

élément parabolique de ï ( z  est l'unique point fixe d 'un éle'inent y de î). 

Proposition 3. L'ensemble des pointes (resp. des points ell iptiq~ses) est  

ï - i n v a r i a n t .  

2 - Les pointes relativement à ro(N).  

Proposition 1. L'ensemble des pointes relativement à î " (N)  e.9t Q U { m ) .  

i - On va d'abord dérnontrer cette propoqition. dans le cas où ,V = 1. 

Soit T = ( t  :), T est un élement priral~oliquc <le r o ( l ) ,  qui stabilise l 'm:  

donc ~ ' K J  est une pointe relativement à î o ( l ) .  L'orlite de l'm rst : 

Soit s une pointe relativement à Fo(l) ,  s # m ;  donc s est racine de 

( d )  s = s, avec a + d = + 2. Ce qui entraine que s vkrifie I'iqiiatioii : 

cz2  + ( d  - a)z  - b = O, ie discrimiriant vaut ( d  - a)' + 4bc = 0 ;  tlonc a E L). 

D'où, l'ensemble des pointes relativement à î o ( l )  est Q U {cc); de pllis. clles 

sont toutes ïo(l)-6quivalcntr~s à l'm. 

- Pour A' > 1. on a ro (N)  c ï o ( l ) ,  et on démontre que : 

Si s est une pointe relativement à î o ( N ) ,  alors il existe y E ro (N)  parabolique, 

telle que -,(s) = s; mais y E ï o ( l ) ,  cloi~c s est une pointe, rrlativcment à ïo(1) . 

D'où {Les pointes relativement à I'O(N)} C Q U {m} . 



Si s E Q U {CO), alors il existe y E r o ( l )  parabolique telle que y(s) = S. Or, 

si y E îo( l ) ,  alors yf' E I'o(N) et on a yf'(s) = S. D'où, il suffit de démontrer que 

~ f '  est parabolique : 

Si s E Q U {m), donc il existe g E r o ( l )  telle que g(m) = S. Ce qui entraîne 

que g-lyg stabilise l'm. Or, ~ t a b ~ , ( ~ ) ( m )  = {(O S) I h E ~ } ,  donc il existe 

h E Z tel que -/ est semblable à ( !). Ce qui entraîne que yf' est semblable à 

(O ':). Par conséquent, yf' est parabolique; d'oh s est une pointe relativement 

à ro (N) .  

Proposition 2. QU {m) / ïo (N)  est isomorphe (au point de vue ensemblzste) 

à U (Z/fdZ)* 06 f d  = (d, T) .  
d l N  

H O n a :  

m 
& u { ~ ) = u ~ / ~ { - / m , n ~ Z ;  ( m , n ) = l e t d = ( N , n ) )  

72 

= UdlNXd (réunion disjointe). 

- Orb(m) = {C 1 (a,c) = 1 et c E O mod (N)) = X N ,  donc tous les 

rationnels, dont le dénominateur est divisible par AT, sont l?o(A~)-équivalents à 

l 'm. 

- Orb(0) = { f  / ( a ,  c )  = 1 et ( c ,  AT) = 1) = -Y1, donc tous les rationnels dont 

le dénominateur est premier avec N,  sont îo(N)-équivalents à 0. 

- Soient d un diviseur de N différent de 1 et de N ,  et E Xd;  alors on 

vérifie facilement que ro(N)(Xd) C ,Yd et (y, f d )  = 1. 

On va démontrer que deux élcnlents 5 et 5 de Sd sont ro(iV)-équivalents 
t n t ~  - rn'n' ssi 7 = mod (fd) : 

O Si 5 E Orb(:), alors il existe 1. y, z et t, des entiers tels que : xt - 9 2  = 1. 

z E O inod (hT), m' = xnx + yri et 11' = ~ 1 7 2  + ~ I Z .  

D'où, y = (.rm + yn)(zrn + tn)/d c t x y  - 7 mod (fd) . 

O La réciproque est une conséquence du lemme suilant : 

Leinine. Soient & et 2 deux éléments de Xd. 

Si zk r a mod (fd), alora 5 et f sont I'o(M)-équiva2ents. 



i On a : ( x ,  kd )  = 1  et ( a ,  d )  = 1, donc il exide des entiers X ,  Y ,  U  et V tels que 

X x  + Y k d  = 1 et aU + V d  = 1. Par conséquent, & = 

Soit y E ro( l )  telle que & = -y($) . On a f ( m )  = --yg(m) * g - ' ~ - ' f ( m )  = 

U g-'y-l f  = hh = (i 1) U 
= f = 

* 
d ( X  - dhk - kU)  * *)  . 

D'où y 6 ï o ( N )  ssi X - dhk - kl: r O mod ( 5 )  
Si on prend h r O mod ( y ) ,  alors le problème revient à trouver 

X et U  tels que : X r kU mod (T ) ,  Xz r 1 mod ( k d )  et rut' 1  rnod ( d )  . 

Soient U, V, X et Y des entiers fixés tels que : a U  + V d  = 1 et 

X x  + Y k d  = 1 ; il s'agit de trouver deux entiers X' et 1.' tels que : X ' x  + Y ' k d  = 1 

et X'  r kU rnod (d) : 
On pose X  = kU + ni. m # O. piiisqiie ( Ti. k )  = 1 . Alors. on a : X z  + l'Er1 = 

1 u (kU + m ) x  + Y k d  = 1 k(xC7 + Y d )  + r7r1 = 1 . EII plus, il existtl uii eiltirr r 

tel que m  = r f d ;  en effet, x X  = xkU+xm, x X  r 1 rriod ( f d ) ,  xkU QU ~nod  ( f d )  

et ( x ,  f d )  = 1 . 

On pose d' = y.  alors on a : ( k ,  -) = 1 et ( f - .  +) = 1 . Donc il existc deux 
f d  d d 

entie~s p  et q  tels que p ~ k  + q$ = 1 ; ciloii, on a : E ( ~ U  + ~ ( 1 )  + r.fd!r = 1 H 

k(xU + Y d )  + r  fdx(pk$ + q$)  = 1 ¢j x(kU + rqd') + kd(Y  + xrp) = 1 . 

On pose : X' = kbT + rqd' et Y' = Y + xrp,  d'oii le résultat. 

Soit l'application : 

: xd ( z /  f d z ) *  
m mn 
- + - mod ( , f d )  
n d  

i> est surjective : soit a  E ( Z / f d Z ) * :  à cr on assorie mn'od(f" tcl quc (cu riloci 

( f d ) , d )  = 1 . 

D'où S(.Yd/I 'O(N)) E ( Z /  fdZ)* ; par conséqiient, 

Remarque : Q U {cx;} / I 'o( l )  = {CO) . 

Si iV est preiiiier, Q U {m)/I 'o( iV)  = { O ,  m )  . 



Proposition 3. 

-Soit g ( N )  = CdIN p ( f d ) ;  g est multiplicative, en effet : soient Ni,  N z  E N* 

tels que ( N I ,  N z )  = 1 ,  on a : 

On vérifie facilement que f d l  d 2  = ( d l  d 2 ,  w) = fdl  . f d2  ; d'où, 

- Soit p" une puisance d'un nombre premier, démontrons que 

= p["/21 + p[("-1)/21 : 

Si v est pair, 

g [ p " )  = 1 + d f , )  + . . . + p(.fp./2 + . . . + v ( f p " )  

= 1 + p ( p )  + . . . + p(p("/2'-1) + ' p ( p v / 2 )  4- S(p(" /2 ' -1  + . . . + p(p) + 1 

= 2(1 + ( p  - 1) + ( p 2  - p )  + . , . + p("/2)-I - p("/2)-2 ) + p"/z - P(v/2)-1 

- p"/2 + p("/2)-1 = p["/21 + p[("-1)/21 . - 

Si 11 est iinpair, 

di>") = 1 + AfP) + . . . i- p ( f p [ I t / 2 ~ )  + . . . + p ( f p v )  

= 2(1  + ( p  - 1 )  + ( p 2  - p )  + . . . + p[u/21 - p["/21-' ) 

- 9 [~//21 = p[v/21 + p[("-1)/21 . - -P 

3 - ; i o ( N )  comiile surface d e  Riemann coinpacte. 

Proposi t ion 1. -Y"(-1') muni d e  la topologie usuelle est  .un espace compact. 

i - D'abord, on va démontrer que I;o(l) cst compact : uxi doniaine fondailien- 

ta1 de Y o ( 1 )  est donné par : 

1 1 
V = { z  E H/lzl  2 1 ,  -- < Rez 5 3 et  Izl > 1 si Rez < 0 ) .  

2 d 



En identifiant, les points situés sur la frontière de D par : z t $ et z -+ -:, Yo(l) 

est une surface de Riemann. En complétant cette surface par ( im) ;  Xo(l )  est une 

sphère de Riemann. 

- Soient n (resp. K I )  la projection de H* sur Xo(l)  (resp. Xo(l\T)) : 

7r et nt  sont continues et ouvertes, donc q est contiiiiie. 

On \TI recouvrir -&(l), puis Xo(N) à l'aide de voisinages des éléments tle H* : 

Pour z E H ,  soit u ,  un voisinage ouvert de z tel que üz soit compact,. 

Pour l'm, soit v, = {u: E H/Inlu > r }  iJ {x}, v, cst un voisinage oiivrrt 

de l'm. 

Pour z E Q, il existe g ro(1) tel que g- ' (m) = z ,  soit alors v, = g-l(u,). 

v, est un voisinage ouvert de z, puisque g est coritiriiie. 

11 est clair que +x-o(l) C U z E ~ *  n(uz); puisque xo(l) est compact, de ce recou- 

vrement on peut extraire un recouvre~nent fini, soit ,';o (1) ~ 1 , ~  K(?),, ) . O11 va 

s'arranger pour remplacer les v,, par des compacts : 

Si z, E H, on prendra üz, qui est compact. 

Si z ,  = cm, il est clair que tout élé~nent de v, est ro(l)-équivillent à 1111 i.lémrnt 

de 6, = {w E Hl - 5 Rew 5 $ et Imw > r )  U {m}. Donc ;T(~,) C ~ ( 6 , )  et 

8, est compact. 

Si z, E Q. il existe g E l?o(l) tclle que g ( m )  = 2,: on i lz,  = g(G,), 

qui est compact. 

Ainsi, on a : Xo(l )  c ~ f = ~ n ( I < , ) ,  où les ICI sont des compacts. Or, 

A-,(A') = q- ' (X,( l ))  = ~ ~ , ~ ~ - ' ( . i r ( I < , ) ) .  Coinrne [ro(l) : To(-V)] = 11 < m: 

donc r o ( l )  = ~ ~ , , r ~ ( N ) ~ k ,  en posant To ( l ) / r o (N)  = {yI, .  . . ,-y@}. D'di  , 
q-l~(h' ,)  = ~ k = ~ n ' y ~ ( I < , ) ;  ce qiii entraîne qiie Xo(N) C u:=, u:=, ~ ' ~ n ( h ' , )  . Or 

nlyk(I<,) est compact, donc Xo(N) est compact. Ainsi les pointes relativement à 

r o ( N )  apparaissent comme les points de tompactification de Yo(lV). 



Proposition 2. Il  existe u n e  famille ( U , , P , ) , ~ ~  avec I un ensemble d'indi- 

ces, O& { U u ) a E ~  est u n  recouvrement ouvert de X o ( N )  :t p, est u n  homéomor-  

phisme de U, dans u n  ouvert de C ,  tels que : s i  U ,  n Ua # 0, alors l'application : 

pp O p;l : p,(U, n Up) -+ pp(U, n Up) est holomorphe. 

i Soit a  la projection : H* -, X o ( N ) ;  pour tout point w  E H*, on pose : 

r, = ( 7  E I ' o (N) l7 (w)  = w }  . 

On peut démontrer qu'il existe un voisinage ouvert U  de w  tel que 

rw = { r  E r o ( N ) / y ( U )  n U  # 01, voir [il. 

D'où on a l'injection naturelle : U / r ,  4 x o ( N )  et U / r ,  est un voisinage 

ouvert de a ( w )  dans X o ( N ) .  

- Si w  n'est ni une pointe ni un point elliptique, alors I', = {f. id), et, par 

conséquent, l'application a : U  4 U / ï ,  est un homéomorphisme. D'où pour tels 

points, on peut prendre comme recouvrenient (UIF,, a- ') .  

- Si w  est un point elliptique, alors on sait que r, = I',/{f id) est un groupe 

cyclique fini, soit n son ordre. Soit X un isomorphisme analytique de H dans D, le 

disque unité, tel que X(w) = O ; alors x~,x- '  est constitué des transformat,ions : 

Par conséquent, si on définit l'application p : U / ï ,  -+ C par . 

alors p est uii homéomorphisme de U / r ,  dans un ouvert de C . D'oh, pour tels 

points, on peut prendre comme recouvrement (Ul ï , ,  p) . 

- Si w  est une pointe, soit p  E ro(l)  telle que p(w) = cm, alors pl?,p-' 

stabilise l'cm; donc il existe un nombre positif h tel que : 

Par conséquciit, on peut définir un homéomorphisin~ p  de U / ï ,  dans un 



D'où, pour tels points, on peut prendre comme recouvrement (Ull?,, p) 

Pour achever la démonstration, on vérifie facilement la dernière condition de 

la proposition. 

Xo(N)  muni de cette structure complexe est donc une surface de Riemann 

compacte, puisque c'est un espace topologique séparé, connexe et compact. . 
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fis 

Y o ( N ) ,  de discriminant D, avec D fondamental, impair et (D, N )  
étant la courbe H / r o ( N ) .  

On présente différentes interprétations des points de Heegiler; en particulier, 

la correspondance entre ces points et les triplets (O, r i ,  [a]), où O est l'anneau des 

entiers du corps quadratique imaginaire K = Q(@), q est un idéal entier primitif 

de norme N  et [a] la classe d'un idéal a. 

,.,, de & iosi va gmw~ w d & e  9, bb& un 

algorithme concernant les discriminants, pour lesquels il existe des représentants 

des classes d'idéawr, qui sont des puissances successives d'un idéal de norme un 

nombre preniier. 

MOTS CL& : LourDes elliptiques - Courbes niodulaires - 
Points de Heegner - Discriiniiiaiits - 
Classes d ' i d é p ~ . ~  
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