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INTRODUCTION

Soit Yo(N) la courbe H/T'4(N), ot H est le demi-plan de Poincaré et

To(N) = {(Z Z) € SL(2,2)lc = 0 mod (N)} , Nétant un entier > 1.

Au point de vue analytique, un point de Heegner de Y3(N) est un point
z de H défini modulo T'y(N), guadratique, tel que : A(z) = A(Nz) (si
Az? + Bz + C = 0 avec A, B et C des entiers tels que (4, B,C) = 1, on notera
A(z) = B? —4AC) (cf. [6]). D’apres Vinterprétation des points de Yp(/N) en terme
de classes d’isomorphie de couples de courbes elliptiques (E <5 E'), liées par une
isogénie & de noyau cyclique de degré N, les points de Heegner sont considérés
comme des couples de courbes elliptiques (E = E"), N-isogénes telles que E et E’
aient la méme multiplication complexe, par un ordre O; de Pannean des entiers

d’un corps quadratique imaginaire (cf. [3]).

Dans ce travail, on va s'intéresser a la détermination des points de Heegner
s 1%

de discriminant D, avec D fondamental, impair et (D, N) = 1.

On va établir une identification entre ces points et les triplets (O, 7,[a}); oit
O est Panneau des entiers du corps quadratique K = Q(v/D) (l'ordre maximal),

7 est un idéal entier primitif de norme N et [a] la classe d'un idéal a.

On va étudier quelques exemples de détermination de ces points (cas ou
N = 1; 2™; 3", n étant un entier > 1 et D un discriminant tel que h(D) est
un nombre premier ou h(D) = 1). Les résultats vont nous conduire & établir un
algorithme concernant les discriminants, pour lesquels il existe des représentants
des classes d’idéaux, qui sont des puissances successives d’un idéal de norme un
nombre premier. D’une fagon générale, on peut étendre cet algorithme 3 tous les

discriminants :
QYD) = {[Pily-- , [PILPa)y e s [P52) o [P [P}

ou les P; sont des idéaux de norme un nombre premier et les r; des entiers tels

aue 7 v, = h(D).






CHAPITRE 1

LA COURBE Y,(N)






1 - Définitions.
Soient N un entier > 1, To{N) = {(Z 3) € SL(2,Z)|c=0mod (N)} et H
le demi-plan de Poincaré. T'g(N) agit sur H de la fagon suivante :

piy= (3 3) € To(N) = o) : (2 = 20y € aun(a).

cz+d
p est un homomorphisme dont le noyau est {+id}.

Deux points z et z' de H sont équivalents modulo TI'g(N) ssi il existe

7 € To(N)/{£:d} telle que z' = p(y)(z). Dans la suite, on confondra p(7) avec 7.
On pose :
Yo(I) = H/To(N)
H étant muni de la topologie usuelle, alors Y3(N) muni de la topologie quotient

est un espace séparé non compact.

2 - Compactification de Y3(N).

L’ensemble des pointes relativement & I'¢(N) (les points de R U {00} fixés
par des éléments paraboliques de T'o(V)) est Q@ U {oo}. Cet ensemble est T'y(N)-
invariant. On démontre que : (voir, App. (1) et (2)).
QU {00} /Tg(N) est isomorphe (au point de vue ensembliste) & {J (Z/f4Z)*
d/N

da>0
on fq = (d, N/d) et la correspondance est donnée par l'application :

%(m,n €Z,(mn)=1)— m% mod (fq);d ={(n,N).
Le nombre des pointes modulo I'¢(N) est :

Z‘P(fd) = H (P["/2] +p[(u——1)/2])

V“N
d/n !’v21

oll ¢ est la fonction d’Euler.

En particulier, Q U {00}/Tg(1) = {00} et Q U {oo}/To(p) = {0, 0}, p étant
un nombre premier.
Soit H* = HU QU {0}, on pose :
Xo(N) = H*[To(N) = Yo(N) U (Q U {c0}/To(N)) .
Xo(N) muni de la topologie usuelle est un espace séparé, compact. De plus, on
démontre qu'il existe une “structure complexe” définie sur Xo(V) et que Xo(N)

muni de cette structure complexe est une surface de Riemann compacte (App. (3)
ou (1, p. 10-18).
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3 - Corps des fonctions sur X,(N) : C(Xo(N)).

On sait que C(J) est le corps des fonctions sur Xg(1), (les fonctions méromor-

phes sur H invariantes par I'g(1)) o1 j est 'invariant modulaire.

Par conséquent, le corps des fonctions invariantes par

N 0\ N 0
= (5 1) no (7 9)
est C(jn) ou jn(z) = j(Nz) . Comme I'y(N) = Ty(1) N T, donc C(X4(N)) =
C(j,jn)- On sait que j et jy sont reliées par une équation modulaire F(u,v) €

Z[u,v] telle que Fn(j,jn) = 0. La détermination explicite de cette équation est

souvent difficile : Les coefficients augmentent trés rapidement avec N, (voir [2]).

Exemples :

Fo(u,v) = u® +v® — (uv)? + 3*- 5% - 4027uv + 2* - 3 - 31uv(u + v)
-24.34.5%(u? +0?) +28.37 . 5%(u + v) — 212. 3% .5°

F3(u,v) = uw(u+21-3-53) + o(v +2'%.3.5%)% —u3®
+2%.32 . 31u?v?(u + v) — 2% - 3% - 990Tuv(u? + v?)
+2-3%.13-193-6367u’v? +2'%.3°.5% . 17- 263uv(u + v)
—231.56.22973uv
Soit la courbe Zg(N) : Fn(u,v) = 0, alors Zp(N) est un modéle plane de la courbe
Xo(N).
0 : Xo(N) — Zy(N)
z = (§(2),j(Nz))
Bien siir, Zy(N) n’est pas un bon modéle de Xo(V') (on peut avoir 8(z;) = 6(22) et
21 # 23 1 21 (vesp. Nz1) Io(1)-équivalent & z; (resp. Nz;) et z; n’est pas I'o(N)-
équivalent & z3); (voir [6]). (Pour trouver une équation de la courbe Xy(N), voir

(7D

4 - Interprétation des points de Y;(N) comme des couples de courbes

elliptiques.

Proposition.  Yo(N) classifie les classes d’isomorphie de couples (E =

E") de courbes elliptiques lides par une isogénie a cycliqgue d’ordre N. (i.e on
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a une correspondance enire les points z de Yo(N) et les classes d’isomorphie de
couples (E = E') de courbes elliptiques, ot o est un morphisme analytique tel que

kera ~Z/NZ).

B Rappelons que : Toute courbe elliptique E sur C peut étre définie comme
un tore complexe de dimension 1 : E(C) ~ C/L olt L est un réseau de période.
Deux courbes elliptiques sur C sont isomorphes ssi les réseaux de période sont

homothétiques.

o Soit z € H, alors & z correspond le couple de courbes elliptiques :
(C/L, % C/Ln,) ow L, =Z + 2Z et L, = Z + N27 sont des réseaux de C.

Si 2/ = 22 avec (Z 2) € To(N), alors (cz + d)Ly = L, et

(cz + d)Lny»» = Lp.. Par conséquent, les couples (C/L, N C/Ln.) et
(C/L, A C/Ly,) appartiennent 3 la méme classe d’isomorphie.

e Réciproquement, soit (E = E') un couple de courbes elliptiques liées par
une isogénie « telle que kera ~ Z/NZ. On pose E ~ C/L et E' ~ C/L', alors «
est induit par une homothétie z — Az avec A € C et AL C L'. On pose L" = AL,
alorsona L" C L' et L'/L" ~ Z/NZ. Comme E ~ C/L ~ C/L", donc quitte &

changer L par L”, on peut supposer qu’on a le couple suivant :
(C/L % C/L') avec L'/L ~ Z/NZ .

D’apres le théoréme des diviseurs élémentaires, on démontre qu’il existe une Z-base

(w1,wz) de L telle que (w;, §F) soit une Z-base de L' et Im(¥:) > 0.

Ainsi, on obtient le couple : (C/w1Z+w.Z i C/w1Z + %#+Z), qui appartient
4 la méme classe que le couple : (C/Z + vz i C/¥Z+ #LZ). Par conséquent,

on peut supposer qu’on a le couple suivant :

(C/L, B C/Ly.), otz =w;/ws, z€ H .
Lemme. z est unique modulo T'y(N).

®  Supposons qu’il existe deux Z-bases (w;,wq) et (w},wh) de L, telles que

(w1,w2/N) et (w},w/N) soient deux Z-bases de L', avec wy/wz, w}/w) deux

<‘j f}) € To(1)

éléments de H. Alors, il existe
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telle que : w} = aw, +b(wz/N) et wh/N = cw;y +d(wz/N). Par conséquent, on a :
w} = aw; + (b/N)w, et wh = Ncw; + dws, avec b/N un entier, puisque (w;, wz)

et (w},w}) sont deux Z-bases de L. D’ott 2' = w]/wy = y{w1/wz) avec

Y= (A‘:c b/jv) € To(N).

Ce lemme achéve la preuve de la proposition. [



CHAPITRE II

POINTS DE HEEGNER DE Yy(N)
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1 - Points de Heegner, au point de vue analytique.
Soit z un nombre quadratique imaginaire, alors z est solution d’une équation :
A2? + Bz 4 C =0, avec A, B,C des entiers, (4,B,C) =1 et B? < 4AC.
On note A(z) = B% — 4AC, le discriminant de z. A(z) est un entier négatif,

non carré parfait.

Lemme. Soit z un nombre quadratique imaginaire, alors pour tout

2" € To(N)(z), on a : Az) = A(Z') et A(Nz) = A(NZ').

Définition. Soit z un point de Yy(N), z est un point de Heegner de Yo(N)
st A(z) = A(Nz).

(D’apres le lemme précédent, cette définition a bien un sens).

Proposition 1. Soit z un point de Yo(IN), si z est un point de Heegner de
Yo(N) alors z est solution d’une équation Az® + Bz + C = 0, avec A, B, C des
entiers, (4,B,C) =1 et A =0 mod(N).

® Soit z un point de Heegner de Yy(NV), alors z satisfait une équation :
Az2 4+ Bz+4C =0, avec A, B, C des entiers, (4, B,C) =1 et A(z) = B*—4AC =
A(Nz). Nz est solution de 'équation : A(Nz)2 + BN(Nz)+ N*C =0, on pose
D = (A, BN,N?C) . Comme A(Nz) = ¥8E) — A(z) | donc D = N. D'oit
A =0 mod(N) et Péquation de Nz est :

%— Nz)? +B(Nz)+ NC =0. |

Remarque : Si A = 0 mod(N) alors A(z) = B? mod(4N); par conséquent,
si D est un discriminant, alors pour qu’il existe un point de Heegner z de Y5(IV)

tel que A(z) = D, il est nécessaire que D soit un carré modulo 4N.

On verra dans la suite que cette condition est nécessaire et suffisante pour

certains discriminants.

2 - Points de Heegner, en terme de couples de courbes elliptiques.

Avant de donner linterprétation des points de Heegner en terme de couples

de courbes elliptiques, on va rappeler quelques notions :

— Soit D un discriminant négatif, si D est fondamental (i.e. pour tout dis-
criminant négatif D' # D, le nombre \/D/D' n’est pas rationnel), alors & D



12

correspond O Panneau des entiers d’'un corps quadratiqre imaginaire K, tel que
le discriminant de O soit égal & D. Si D n’est pas fondemental (i.e. il existe un
entier g > 1 tel que D = ¢?Dy, avec Dy un discriminant fondamental), alors & D
correspond un ordre « de anneau des entiers O d’un corps quadratique imaginaire
K, tel que le discriminant de O soit égal & D;. Dans ce cas, on a : |O/a| = g et
si (1,w) est une Z-base de © alors, (1, gw) sera une Z-base de a; (voir [4], p. III
26). En plus, si k(D) et h(Dy) désignent le nombre des classes d’idéaux de a et

O respectivement, on démontre que :

> D) = gh(00) TT11 - (2) 2y 2 0,

/g
ol p est premier et (-) désigne le symbole de Legendre (voir [5]).

— Soit E une courbe elliptique 4 multiplication complexe : E(C) ~ C/L ou
L est un réseau de C tel que End(L) # Z, alors on sait que End(E) est isomorphe
a un ordre a de I'anneau des entiers d’un corps quadratique et L est homothétique

a un idéal a de «.

Réciproquement, soit K un corps quadratique imaginaire, O lanneau des
entiers de K, Oy un ordre de Ok avec f = |Ok/Oy|, hy le nombre des classes
d’idéaux de Oy ; alors il existe exactement hy courbes elliptiques E non isomorphes
telles que : End(FE) ~ Oy.

Si E et E' sont deux courbes elliptiques & multiplication complexe isogenes :
E(C)~ C/L, E'(C) >~ C/L', alors Endg(L) = Endg(L') = K, un corps quadra-
tique imaginaire, ou Endg(L) = EndL ®z Q. Par conséquent, End(E) ~ a,
End(E') ~ 8 o1 et B sont deux ordres de anneau des entiers de K, et L (resp.

L") est homothétique & un idéal de a (resp. de 3), (voir [4], p. III 25-27).

Proposition 2. Soient D un discriminant négatif, on pese D = ¢>D, ot D,
est un discriminant fondamental (on peut avoir éventuellement g = 1), O anneau
des entiers d’un corps quadratique imaginaire K de discriminant Dy, o Uordre de
O d’indice g. Alors z est un point de Heegner de Yy(N) de discriminant A(z) = D
sst End(C/L,) et End(C/Ly.) sont isomorphes au méme ordre a.

B Soit z un point de Heegner de Yy(N) de discriminant D, d’aprés interpréta-
tion des points de Yo(IN), vue au 1°¥ chap., & z correspond le couple : (C/L, A
C/Ln.)-C/L, et C/Ly, étant isogénes, donc Endg(L.) = Endg(Ln,) = Q(z) =
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Q(Nz) = K. Or A(z) = A(Nz) = D, donc End(L,) = End(Ly,) = o
D’olt End(C/L;) et End(C/Ly.) sont isomorphes a 'ordre a. La réciproque

est immédiate. ]

Conséquences :

— Les points de Heegner de Y3( V) peuvent étre interprétés comme des couples
de courbes elliptiques liées par une isogénie a cyclique d’ordre N, (E 3 E') tels

que E et E' alent la méme multiplication complexe.

— Soient J{ un corps quadratique imaginaire de discriminant D, O Vanneau
des entiers, z € Yo(N), z : (E =5 E'); alors z est un point de Heegner de Y3(N) de

discriminant D ssi E et E' sont & multiplication complexe par O (I’ordre maximal).

Dans notre étude, on va s’intéresser & la recherche des points de Heegner
de Yo(N) de discriminant D, avec D fondamental, (D,N) = 1 et D impair
(D = 1 mod (4)), en travaillant sur les couples de courbes elliptiques liées par

une isogénie a cyclique d’ordre N et ayant la méme multiplication complexe.

3 - Points de Heegner, comme des triplets (O, 5, [a]).

Dans la suite, K désignera un corps quadratique imaginaire de discriminant
D vérifiant les conditions ci-dessus, O 'anneau des entiers de IV, clg le groupe

des classes d’idéaux et h = |clk].

Proposition 3. On a la correspondance suivante :

Les paires (A7)

— ¢ avec A € clg etn un idéal

{Les points de Heegner de Yo(N)

de discriminant D .
entier primitif de norme N

(C/a % Clang™) « ([a],n)

o a est un 1déal fractionnaire de O, [a] € cly et 1 est un idéal entier primitif

(i.e. n C O etn n'est pas divisible comme idéal par tout entier > 1).

® o Soit z un point de Heegner de Y3(N) de discriminant D, alors on peut
supposer que z : (C/L LA C/L") ou L et L' sont des idéaux fractionnaires de O,
telsque: LC L' et L'/L~Z/NZ .
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En effet, considérons z : (C/L < C/L') avec kera ~2 Z/NZ et L, L' deux
réseaux de C . On a Endg(L) = Endg(L') = K, donc il existe A, X, w, w' des
complexes tels que L = AL, L' = ML, et Q(w) = Q(w') = K. Par ailleurs,
il existe n, n’ des entiers tels que nw et n'w’ appartiennent 3 O. Donc quitte a
remplacer L et L' par des homothétiques convenables, on peut supposer que L
et L' sont des réseaux de K et il existe deux entiers n et n' tels que nL C O et
n'L' C O. Comme End(L) = End(L') = O, donc L et L' sont des O-modules de
K. Par conséquent, L et L' sont des idéaux fractionnaires de O. Par ailleurs, L
et L' sont liés par une isogénie cyclique d’ordre N, donc il existe A € C tel que
AL ¢ L' et |L'/AL| = N. D’ol quitte & remplacer L par AL, on peut supposer
que z:(C/L 3 C/L') avec L'/L ~Z/NZ et LC L' C K.

* On pose n = LL'™!, alors 1 est un idéal entier de @, primitif, de norme N.

En effet, n = LL'™' ¢ L'L'™" = O, puisque L C L'; donc n est un idéal
entier. D’autre part, on a : Of/n ~ L'/L ~ Z/NZ, d’ou la norme de 7 est N
et n est primitif. En effet, supposons qu'il existe un entier n tel que (n) = nO
divise n; alors il existe un idéal entier D tel que = (n)D, ce qui entraine que
LI C L'. Soient (wy,w;) et (w1, %) deux Z-bases de L et L' respectivement;
alors il existe a et b deux entiers tels que : ** = aw; + b%#*, ce qui entraine que

(N — anN)w; — bnwy = 0, par conséquent n = 1. D’ott n est primitif.

e On posc a = L, alors a est un idéal fractionnaire de @ et L' = an~!. Par
conséquent on a, z : (C/a R C/an™!), ol a et n vérifient les conditions de la

proposition.

¢ Réciproquement, soient a un idéal fractionnaire de O et n un idéal entier
primitif, de norme N; alors les courbes elliptiques C/a et C/an™! ont la méme
multiplication complexe par O et lisogénie : C/a — C/an~! induite par idg

définit un point de Heegner de Yy(N).
* Montrons qu’un tel point ne dépend que de I, de 7 et de [a] :

Supposons que (a1,71) et (az,72) définissent le méme point de Heegner de
Yo (), alors les deux couples (C/a, L C/lan') et (Clas Lt C/azn;*) appar-
tiennent & la méme classe. Ce qui entraine qu’il existe un complexe A tel que
az = Ma; et agn;! = Aay 771_1 (en fait, A € K). D’ot [a1] = [az] et ny == n2; ce qui

acheve la démonstration de la proposition 3. L]
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Remarque : D’aprés la proposition 3, l'existence des points de Heegner de
0(N) de discriminant D est liée & I'existence des idéaux 7. Pour un idéal 7, il
existe h points de Heegner et comme 1 est de norme N, donc il y a au plus un

nombre fini de tels points.

4 - L’existence des idéaux 7.

Proposition 4. On pose : N = pi'..... phe ot les p; sont des nombres

premiers distincts et les r; des entiers > 1.

Alors 1 existe ss1 pour tout i =1,...,s, on a (;l))—) =1, ot (-) est le symbole

de Legendre.

Dans le cas ot (1%) =1 pour tout 1, il existe 2° idéauz 7.

B Soit p un nombre premier, alors on sait que : ou p reste inerte (i.e. (p) est
un idéal premier) & (%) = —1, ou p se décompose (i.e. (p) = PP’ avec P,P’,
deux idéaux premiers) & (%—) =1, ou p se ramifie (i.e. (p) = P? avec P un idéal
premier) < p divise D.

Puisque (D, N) = 1, donc pour tout : = 1,..., s, p; ne se ramifie pas.

% Supposons qu’il existe ip € {1,..., s} tel que (p;,) est un idéal premier. On
a N(n) = N, donc (N) = n7, olt 7 est le conjugué de 5. Comme (p;,) divise (N)
et (pi, ) est premier donc (p;,) divise  ou 77; ce qui est contradictoire avec le fait
que 71 et 7 sont primitifs. Par conséquent, pour que 7 existe, il faut que les p; se

décomposent, pour tout i = 1,...,s.
* Montrons qu’il existe 2¢ idéaux 7, dans le cas o les p; se décomposent :

Posons (p1) = PiP'y, (p2) = PoPla, ..., (ps) = PP, la décomposition en
idéaux premiers des (p;). Comme N(n) = N, donc pour tout z = 1,...,s, on a :
P; divise 7 ou P! divise 7 (le ¥ou” est exclusif, puisque 7 est primitif).

Sis=1l,onan="P" oun="P", soit 2 idéaux.

Sis=2,onan=P['P;?oun="P P oun="PP?oun=PIPr
soit 4 idéaux.

Supposons qu’a ordre s — 1, on a 2571 idéaux n; soit 0,72, ..., 02:-1. Alors
9 3 » 9 s 12

a lordre s, les idéaux 7 sont :

T Ts Ts. 17 T Ts
W1P3'>02Ps 7"'7"2‘“1Ps 1771P3 v---»772"‘lpg
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soit 2° idéaux. D’ol1 la proposition 4. =
Remarque.
Si tous les p; divisant N, se décomposent, pour ¢ = 1,...,s; alors on a 2°

idéaux 7. Par conséquent, il existe 2°% points de Heegner de Yo(N) de discriminant
D. Par contre, s'il existe un p tel que p reste inerte, alors ¥p(/N) n’admet pas de

point de Heegner de discriminant D.

5 - Une caractérisation des idéaux primitifs.

Proposition 5. On a la correspondance suivante :

a un i1déal entier primitef B une solution de la congruence :
>
de O, de norme A B? = D mod (44) dans Z/2AZ

= (A, é—f—zﬁ) —f.
Z—base

m e D’abord, on va démontrer que si a est un idéal primitif de norme A, alors il

existe « € a tel que a = (A4, a), une Z-base.

On a N(a) = A, donc (A) = aa@. Soit k un entier > 1;'si A/k € a, alors il
existe un idéal entier D tel que @ = (k)D. Or @ est primitif, puisque a Vest; donc

A/k ¢ a pour tout entier k > 1.

Soit (w1, we) une Z-base de a; comme A € a et A/k ¢ a pour tout k > 1,

donc il existe deux entiers a et b tels que : A == qw; + bws et (a,b) = 1.

R q . . b .
D’apres Bezout, il existe deux entiers ¢ et d tels que la matrice (cl d) soit

unimodulaire. On prend : & = cw; + dws, d’olt (A4, @) est une Z-base de a.

* a étant primitif de norme A, donc il existe a € a tel que a = (4,¢). On
pose: a = a+bl—'%@ ol a eth sont des entiers. On a N{a) = : 2 ” = Alb] = A,
donc |b] = 1; d’ol quitte & remplacer a par (—a) dans le cas ot b= —1, on peut
écrire : o = ﬁ;—‘/B avec 3 un entier tel que {3 < 2A4. Comme ﬂ+2—‘/5 € a, par
passage aux normes, on a : A divise ﬁfg; par conséquent, 3> = D mod (44).
D'ou a = (4, gt:)iﬁ_) avec 4 une solution de la congruence : B? = D mod (44)
dans Z/2AZ.
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¢ Récriproquement, soit # € Z/2AZ tel que % = D mod (44) . On pose
a= (A, ﬂ-_;/_ﬁ) alors a est bien de norme A. Montrons qu’il est primitif. Sup-
posons qu'il existe un entier k tel que (k) divise a, alors il existe a et b deux entiers
tels que &Sﬁ =k (a+ bu'-,z,@>, d’olt £ = £1. Par conséquent, a est primitif.

Ce qui prouve la proposition 5. n

Remarques :

— Soit s le nombre des diviseurs premiers de N, on sait que le nombre des so-
lutions de la congruence : 32 = D mod (4N) dans Z/2NZ est ][] (1 + (%)),

/N
p premier

puisque (N, D) = 1.
Ce nombre est égal & 2° (resp. zéro) si tous les p se décomposent (resp. 'il
existe un p qui reste inerte). Ce qui justifie la cohérence entre l'existence des

solutions # et les idéaux 7.

— Si D est un carré modulo 4N, alors la congruence : A2 = D mod (4N)
admet 2° solutions 3 dans Z/2NZ. D’ou il existe 2°h points de Heegner de Yo(N)
de discriminant D. Ce qui prouve que le fait gue D soit un carré modulo 4N est
une condition nécessaire et suffisante pour l'existence des points de Heegner de

discriminant D (rappelons que D est fondamental, D = 1 mod (4) et (D, N) = 1).

6 - Détermination analytique des points de Heegner.

On suppose que D est un carré modulo (4N), solent alors By € Z/2NZ tel

2 _ _ Bo+ VDY 114 o N
que 5 = D mod (4N), no = (N, 8% P'idéal primitif correspondant a la so-
lution 85 et @ un idéal appartenant & une certaine classe du groupe clg. On
veut déterminer le point z de H, défini modulo T'y(N), correspondant 4 la classe

d’isomorphie du couple (C/a R Clang') .

— D’abord, on va démontrer qu’on peut supposer que a est primitif et a C ng

(i.e. 1l existe un idéal B C ng, primitif, tel que [a] = [B]) :

Soit el = {la;],[az]),...,[ar]}, ol les a; pour i = 1,...,h constituent un
systéme complet de représentants des classes d’idéaux de K. On peut supposer

que les a; sont primitifs, quitte a les remplacer par des idéaux primitifs équivalents.
On pose B; = a;ng, alors on a clc = {[{B:], 1 = 1,...,k}.

Si les B; sont primitifs, alors le probleme est résolu.



18

Supposons par exemple, que B; est non primitif, d-nc il existe un nombre
premier p tel que (p) divise B;. Comme a; est primitif et tout idéal premier
divisant np provient d’un nombre premier qui se décompose, donc p se décompose.
Par conséquent, il existe un idéal P premier, tel que P divise 19 et P divise a;.
D’oli, — en utilisant le fait que les puissances de g sont primitives — quitte &
multiplier les a; par une puissance convenable de 1 et & prendre la partie primitive,

on peut supposer que les B; sont primitifs et B; C n,.

— Soit le couple (C/a R C/ang') avec a primitif et a C 1o, on pose N(a) =
A. D’aprés la proposition 5, il existe un entier B € Z/2AZ avec B? = D mod (44)
tel que a = <A, B2—‘f————‘/5). Comme a C 1y et a primitif, donc ar)é'l est un idéal
entier primitif et A = 0 mod (N). Par conséquent, il existe un entier B’ tel que
ang b= (-‘-‘1;7, B—"‘;ﬁ) . On va démontrer qu'on peut prendre B’ = B et que
B = fy mod (2N) :

On a a C any !, done il existe deux entiers = et y tels que :
@ = x{\\T + yB’z—“*‘———-‘/B ce qui entraine que y = 1 et donc B = B’ mod (2-}%)
D’otl, on peut prendre B' = B.

On sait que a C 79, donc il existe deux entiers @ et y tels que :
B,‘Z—’L——‘/E =zN + yé"i?l/—“b—, ce qui entraine que y = 1 et donc B = ff mod (2N).
Par conséquent, on a : ‘

B++VD

(C/a ™5 Cfang") = (C/L % C/Ly.) otz = —

Ce qui entraine que z est solution de I'équation quadratique : A2% — Bz 4 C =0,
olt C est un entier tel que D = B? — 4AC, A > 0, A = O0mod (N) et B =
Bo mod (2N) .

Finalement, on vérifie facilement, que si 2’ = ¥(z) avec ¥ € I'o(N), alors z
sera solution d’une équation : A'?z'> — B'z' + C' = 0 avec A’ = 0 mod (N) et

B' = B = 8 mod (2N). D’ot1 on a la proposition suivante :

Proposition 6. Un point de Heegner de Yo(N) de discriminant D a tou-
jours une représentation du type : (C/a R C/an™1) avec n = (N, lg—tﬁ),
o= (4,250), et ay™ = (4, B5/2), oi § € Z/2NZ, §* = D mod (4N),
A = N(a), A =0mod(N) et B= fmod(2N). Dans ce cas, le point z de H

correspondant est : z = &E‘@ .



19

Réciproquement, soit z € -H, un point de Heegner de Yo(N); alors z est
solution d’une équation quadratique : Az +- Bz + C = 0 tel que D = B? — 4AC
et A =0mod (N). La classe de la forme [A, B, C) détermine la classe de a et la

classe de B modulo 2N, détermine 'idéal 1.

7 - Structure rationnelle sur Y3(N). Points de Heegner.

Soit K un corps extension de @, il existe une structure Q- rationnelle sur
Yo(N) caractérisée par : un point z de Y5(N) est rationnel sur K ssi on peut
trouver dans ’ensemble des couples de courbes elliptiques correspondant & z un

représentant (E 5 E') tel que E', E et « soient définies sur K.

Soit z € H, quadratique de discriminant A, d'apres la théorie des corps de
classes, le corps Q(z,j(2)) dépend de A plutdt que de z, c’est le corps des classes
de Panneau Z + (A +VA)Z .

Conséquence.
Soit z un point de Heegner de Y3(V) de discriminant D, alors on a
z: (C/LZ X C/LNZ) avec Al(z) =A(Nz)=D.

L, et Ly, sont des idéaux de O.

Par conséquent, z est rationnel sur K(5(0)), le corps des classes de Hilbert

de K, (K = Q(VD)) .



| gteaad



CHAPITRE III
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1 - Méthode de détermination.

Soient N un entier > 1 et D un discriminant fondamental tel que (D, N) = 1
et D =1 mod (4). Si D n’est pas un carré modulo 4N, alors Y3(N) n’admet pas de
point de Heegner de discriminant D. Dans le cas contraire, Yo(N) admet 2°h(D)
points de Heegner ou s est le nombre des diviseurs premiers distincts de N et (D)
est le nombre des classes d'idéaux de K = Qv/D).

Pour déterminer ces points (définis modulo T'g(N)), il faut, pour chaque idéal
n=(N, &2—-—‘/5) ol B € Z/2NZ et 3% = D mod (4N), trouver un systéme complet
de représentants des classes d'idéaux de K : a1,...,a5(p), avec a; = (A;, EJ—’%’@),
A; =0mod (N) et B; = fmod (2N) pour 1 <7 < A(D). Ainsi, relativernent 3
un idéal 1 les points de Heegner sont : E‘i-\i{-_D— mod (Fe(N)), 1 <i < h(D).

Remarque :

Si D est un carré modulo 4N et h(D) = 1, alors les points de Heegner
sont : %‘/—5 mod I'y(V), ol § est une solution dans Z/2NZ de la congruence
$% = D mod (4N).

2 - Exemples.
21-Cas: N=1.

Un domaine fondamental de Y;(1) est donné par :

D={z€ H/|z| 21, —%<Rez§

D=t

et Rez>0 quand |z|=1}.

AL
> W

A

b
-t
2

{
—
{
o
=)
ol
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Dans ce cas particulier, la congruence #2 = D mod (4), admet une seule
solution dans Z/2Z : § =1, soit n =.O. Par conséquent, Yp(1) admet h(D) points
de Heegner pour tout discriminant D (en fait, ce sont les éléments de H définis

modulo I'g(1), quadratiques, de discriminant D).

2.1.1 - Si h(D) =1, Y4(1) admet un seul point de Heegner de discriminant
D: l—'%@ mod y(1).

Exemples :
D=-3;-7;-11;-19;—-43;-67;—163.

{ce sont les seuls discriminants).

2.1.2 - Si (D) > 2, il faut trouver un systéme complet de représentants
primitifs des classes d'idéaux : a1,...,ap(p) . Si a; = (Ai, 5‘-"'2—‘/—2), les points de
Heegner sont : E’%T,-@ mod T'y(1),1 <7 < h(D).

Exemples.
D= -15.
On a: h(—15) = 2 et cl(Q(v/=15)) = {[O],[P]}, o P = (2, HA2_&)

Par conséquent, les points de Heegner sont :

1+‘é:]5 et 1+‘£:15 mod Tp(1) .
D=-23

Ona: A(~23) =3 et cl(Q(v=23)) = {{OL[PL[P']} , ot
P = (2, 1_"32523) et P’ = (3, l+¥2‘-23).

Par conséquent, les points de Heegner sont :

mod Tg(1) .

1++v-23 14+ /-23 et1+\/i23
2 4 7 6

2.2-Cas: N =2.

Un domaine fondamental de Y,(2) est donné par :

1 1 1
D:{zEH/—;<Rez<;, [z—-—|2% et 24+ =]>=}.
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Pour qu'il existe des points de Heegner de Y;(2), il faut et il suffit que
D =1mod(8).

Soit D = 1 mod (8), les solutions de la congruence : #? = D mod (8), dans
Z/4Z sont (+1) . D’ou les idéaux primitifs de norme 2 sont :

1+vD -1+vD
m=(2,—5—) et ni=(2,———2—-—)-

2.2.1 - Si k(D) = 1, Y;(2) admet deux points de Heegner :
£149D mog Ty(2).

Exemple : D = —7 (c’est le seul exemple).

2.2.2 - Si h(D) > 2, soient ay,. . ., ay(p), un systéme complet de représentants
des classes d’idéaux de Q(VD), relativement & n;, i.e. a; = (A4, E-"-i;—‘@) avec
A; = 0mod (2) et B; = 1 mod (4) . En posant a! = (A;, :ﬁ‘-}'ﬁ), on remarque
que a;a; = (A;) et —B; = —~1mod (4) . Dot les a}, i = 1,...,h(D) constituent
un systéme complet de représentants des classes d’idéaux de Q( \/I_)), relativement
a 7). Par conséquent, les points de Heegner sont :

+B; + vD

T mod I'y(2),1 <7 < h(D).

On remarque que 1; et ] sont non principaux, d’ott :

Si h(D) = ¢ un nombre premier, alors cl(Q(VD)) = {[ml], [n?],...,[n]} .
Comme n; est primitif et tous les nombres premiers qui divisent N se décomposent,

alors toutes les puissances de 7; sont primitives, donc on peut écrire :
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Nt = (2*,1—9-“%5@) avec B = D mod (21?), B, € Z/2™"'Z et B; = 1 mod (4),
pour 1 €1 < g, en posant By = 1 . Par conséquent, les points de Heegner sont :
i—Bz‘;jJ;,‘/—ﬁ mod I'y(2), 1 < 7 < ¢. Ainsi pour trouver les points de Heegner, il suffit
de trouver les B;. Mais, comme B? = B? | mod (2i*!) et B; = B;_; = 1 mod (4),
donc B; = B;_1 mod (2i) . On vérifie facilement que : B; = B;_1 +2'k avec k = 0,

+1 ou +2 . D’ou la proposition suivante :

Proposition 1. Les points de Heegner de Yo(2) de discriminant D avec
h(D) = q, un nombre premier sont : i—%ﬁ—@ mod T'o(2), ot (Bi)i<icq vérifie :
B; =1, B? = D mod (2i+2), B; € Z/Zi_HZ et B; = B;_y mod (Zi) .

Soit 1 <1< g—1 fizé, pour trouver By, connaissant B, il suffit de trouver
un entier k = 0, +£1 ou £2 tel que : (B; +27k)2 = D mod (2'*3). Ainsi, on
prendra : Bjy, = B; + 2k,

Exemples :
D =-15 h(-15) = 2.

On trouve : By = By =1 . D’ou les points de Heegner sont :

+1++/-15 o +1+4++715
4

3 mod T'g(2) .

D =-23 h(-23)=3.

On trouve : By =1, By = =3 et B3 =3 . D’otu les points de Heegner sont :

+1+4+/-23 +3+/-23  4+3+/-23

, et mod T'4(2) .
4 8 16

D = —47, h(—47) = 5.

On trouve : By =By, =1, By = -7 et By = By = 9.

D’o% les points de Heegner sont :

+1+ =47 £14+ V=47 1T+ /—4T
4 ' 8 ’ 16 ’

+9 4+ /—47 , +9 4 /47
32 ¢ 64

mod T'p(2),
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23-Cas: N=2"n>1.
Pour qu’il existe des points de Heegner de Yo(2™) de discriminant D, il faut
et i suffit que D =1 mod (8).

Soit D = 1 mod (8), soient (+B,) les solutions de la congruence :
B? = D mod (2"*?), dans Z/2"*'Z, avec B, = 1 mod (4). Les idéauz primitifs
de norme 2™ sont alors :

B, D -B,
= 22Dy oy - n, et VD),

D’aprés la proposition 1, on a : B, = B,_1 + 2" ou k=0, 1 ou £2, tel que :

B?Z = D mod (2"1?).
2.3.1 - Si k(D) =1,

les points de Heegner de Y,(2") sont :
£Baty/D 104 To(2™).

gn+l

Exemple : D = 7.

Si n = 2, on trouve B; = —3; d’ol, les points de Heegner de Y;(4) sont :

-i—f"—J;—‘/_‘l mod To(4) .

Si n = 3, on trouve By = —3; d’ol, les points de Heegner de Yo(8) sont :

—&26_@ mod T'y(8) .

2.3.2 - Si k(D) > 2, alors n; = (2, 1—*32@) est un idéal non principal, d’ot1 :

Si k(D) = ¢, un nombre premier, alors c(Q(vVD)) = {[m],...,[n%]}.

On a 5, = (27, -Bi"-j,?@), avec B, = D mod (2"*?), B, € Z/2"*'Z et B, =
1 mod (4).

On pose i fapi = guif = gt = (@ BaatVDy ooy
0 <¢<g-1,alors ona: 2™ = 0mod(2"), Bnyi = B, mod (27) et
QD)) = {[nals [nnt1]; - - - » [Pntg—1]}-

Par conséquent, les points de Heegner sont :

+Bnyi +VD

nf il mod I'g(27) .

D’ou la proposition suivante :
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Proposition 2. Les points de Heegner de Y4(2") de discriminant D, avec

h(D) = q un nombre premier sont :

+Bpyi +VD

gntitl mod I'g(27), 0t (Bnyi)ogi<q~1 veTifie :

B%,.=Dmod (2"*"?), Boy; € /2" Z et Bnyi=1mod (4).

Pour trouver les Bj, il suffit d’appliquer Ualgorithme de la proposition 1.

Remarque : La proposition 1 est un cas particulier de la proposition 2.
Exemples :

D= —15 h(-15) = 2.

Pour n = 2, on trouve By = 1, By = —7. D’ol les points de Heegner de
Y5(4) sont :
+1 —15 7 -1
Vo et 27+ V15 mod I'p(4) .
8 16
Pour n = 3, on trouve : B3 = By = —T.

D’oi1 les points de Heegner de ¥,(8) sont :

+74 /=15 o +74+ /=15
16 32

mod ['4(8) .

D= —-23 h(—23)=3.
Pour n = 2, on trouve By = B; = ~3 et By = 13.

D’ou les points de Heegner de ¥,(4) sont :

+3++v-23 £34v-23 ¢ +13 4 /23
; e
32

s ; 6 mod T[y(4) .

Pour n = 3, on trouve : By = —3, By = 13 ¢t Bs = —19.

D’otl1 les points de Heegner de Y;(8) sont :

+3+v-23 +£13+ V=23 o +19 + /=23
: ’ G4

TG : 5 mod T'y(8) .

D = —47, h(—47) = 5.

Pour n =2, on trouve : By =1, By = ~7, By = Bs =9 et Bg = —55.
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D’ou les points de Heegner de Y;(4) sont :
+14+ V=47 7+ V=4 £9+ V47

8 ' 16 ' 32 ’
29+ V47 t 35+ V47 mod To(4) .

64 N 128

Pour n = 3, on trouve By = -7, By = Bs = 9 et Bg = By = —55.

D’on les points de Heegner de Y;(8) sont :

£7+ V=47 £9+V=AT 9+ V47

16 ’ 32 ! 64 !
+55 + /47 ot +55 + —47 mod To(8)
128 256 0ez
Remarque :
Si wy,wy,...,w, sont les points de Heegner de Yp(2") de discriminant D,

alors (r — 1) points parmi eux, sont des points de Heegner de Y;(2"11).
2.4-Cas: N=3.

Un domaine fondamental de ¥5(3) est donné par :

1 1 1 1 1 1
’D={z€H/—§<RezS 3 |z-—§]2-et|z+§|>§}.

Il )
-2 -1 -} 10 CRE I

v

Pour qu'il existe des points de Heegner de Y3(3) de discriminant D, il faut et
il suffit que D soit un carré mod(12); mais, comme D = 1 mod (4) et (D,3) =1,
donc il faut que D =1 mod (12).
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Soit D = 1 mod (12); les solutions dans Z/6Z de la congruence :
B#? = D mod (12), sont : (£1). D’oly, les idéaux primitifs de norme 3 sont :

-1+vD

i\/_ﬁ_)et’ 2 )

n :(3’

m= (3, P) 1

2.4.1 - Si h(D) =1, alors Y,(3) admet deux points de Heegner :
114D 1od T'o(3).

6

Exemple : D = —11. (C’est le seul exemple).

2.4.2 - Si k(D) > 2, alors |D| > 12, ce qui entraine que 7; est non principal;
d’ou :

Si h(D) = ¢, un nombre premier, alors cl(Q(vD)) = {[m], %], .., {1},
etona: n = (3i,£‘;*é—‘/§) avec B? = D mod (4.3'), B; = 1 mod (6) et B; €
Z/2-3'Z,pouri=1,...,q, en posant By = 1.

Par conséquent, les points de Heegner sont :

+B; + VD

] mod ['4(3), 1 <i<q.

Méthode pour trouver B;, connaissant B;_;.

Ona: B? = B? | mod (4-3""'); comme B; = B;_; = 1 mod (3), donc 3 ne
divise pas B; + B;_;. D’autre part, B; = B;_, mod (2). Par conséquent, B; =
B;_, mod (2-3*"1). On vérifie facilement qu’on peut prendre B; = B;_, +2.38 1k,
ot k =0 ou +1 tel que B? = D mod (4-3'). D’ot1 la proposition suivante :

Proposition 3. Les points de Heegner de Yy(3) de discriminant D, avec

h(D) = q, un nombre premier sont :

B; D .
+ : +3:/_—— mod F0(3), ot (Bi)ISiSq vérifie :
By =1, B? = D mod (4'35)’ B; € Z/2 .37 et B, = B;_, mod (2 31‘—1).

Soit 1 < i < q—1 fizé, pour trowver B;y, connaissant B;, i suffit de trouver
un entier k = 0 ou +1 tel que : (B; +2-3'%)? = D mod (4.3'F!). Ainsi, on
prendra : Biy, = B; +2.3'k.
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Exemples :
D = —23, h(-23) =3.
On trouve : By =1, By =7 et By = 25.

D’otl, les points de Heegner de Y3(3) sont :

+1++/-23 7+ /23 ot £25 + v—23
6 ' 18 54

mod I'g(3) .

D =-35 h(—35) =2.
On trouve: By = By =1 .

Doy, les points de Heegner de ¥5(3) sont :

+1+ /35 ot +14+/-35
6 18

mod Fo(?)) .

D = —47, h(—47) = 5.
On trouve : B; =1, B, = -5, B; =13, By = 67 et Bs = 229.

D’ou, les points de Heegner sont :

1 +/—47 £54-47 £13+/-4T
6 ! 18 ’ 54 ’
+67 +—4T7 | £229 + /47
) et 156 mod T'p(3) .

25-Cas: N=3"n>1.

Pour qu’il existe des points de Heegner de Y5(3"), de discriminant D, il faut
et il suffit que D =1 mod (12).

Soit D = 1 mod (12); soient (+B,,) les solutions dans Z/2.3"Z de la congru-
ence : BZ = D mod (4.3"), avec B, = 1 mod (6). Les idéaux primitifs de norme

3" sont alors :

B, +vVD

n _'Bn'*“//5
T = (3", 2% — YD,

) et '7; = (3n’
D’aprés le proposition 3, on peut prendre B,, = B,_; + 2-3""1k, avec &k = 0 ou
+1, tel que :

B% = D mod (4-3").
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2.5.1 - Si (D) =1, les points de Heegner de Y,(3") sont :
2BatvD 1104 To(3™) .

237
2.5.2 - Si A(D) = ¢, un nombre premier, alors par un raisonnement

analogue au cas ou N = 2", on obtient la proposition suivante :

Proposition 4. Les points de Heegner de Yo(3") de discriminant D, avec

h(D) = q, un nombre premier sont :

:tBn i+ \/_D— n . .
—ﬁi—— mod I'o(3"), 0t (Bnti)ogicq-1 véTifie
Bryi = D mod (4 3"%), Bpyi € Z/2-3""'Z ¢t Bpy; = 1 mod (6) .

Pour trouver les Bj, il suffit d’eppliquer Ualgorithme de la proposition 3.
Remarque : La proposition 3 est un cas particulier de la proposition 4. 5i
h(D) = 1, la proposition 4 reste valable.
Exemples :
D=—11, h(-11) = 1.
Pour n = 2, on trouve : B} = —5.

D’ol, les points de Heegner de Y5(9) sont :

+5 + v~11

T mod ['4(9) .

Pour n = 3, on trouve : By = —23.

D’oiy, les points de Heegner de Yp(27) sont :

f’—@%—-— VoIl od To(27) .

D =-23, h(-23) =3.
Pour n = 2, on trouve : B, =7, By = By = 25.

D’ol, les points de Heegner de Y4(9) sont :

£7+v-23 £25++/-23 ot +25 + +/—23
18 ’ 54 162

Pour n = 3, on trouve : By = B; = 25 et B; = 187.

mod Iy(9) .

D’oil, les points de Heegner de Y,(27) sont :

£25+v-23 25+ v-23 ot +187 +/—-23
6

54 ’ 162 48

mod ['e(27) .
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D = =35, h(—35) =2.
Pour n = 2, on trouve : By = 1 et B3 = —17.

D’ot, les points de Heegner de Y;(9) sont :

+14++4/-35 ot +17+/-35 mod To(9) .
18 54
Pour n = 3, on trouve : By = By = —17.
D’o1, les points de Heegner de Yy(27) sont :
+17++/-35 " £17 4 v-35 mod Tg(27) .

54 162

3 - Algorithme et applications.

3.1 - Remarque.

Dans les cas précédents, toute l'information nécessaire pour déterminer les
points de Heegner de Yy(N) de discriminant D, avec : N = 2" ou 3", n > 1 et
h(D) un nombre premier, est contenue dans les nombres B;. Mais, ce qui joue
un role important dans cette détermmination, est le fait que des représentants
des classes d'idéaux de Q(v/D), peuvent s'écrire sous forme d’une puissance d'un
idéal de norme un nombre premier et non la condition que k(D) soit un nombre

premier.
3.2 - Algorithme.

Dans ce paragraphe, on va généraliser la méthode de détermination des points
de Heegner, décrite dans les cas précédents, pour N un entier > 1 et D un dis-
criminant tel que h(D) > 1 et l(Q(vVD)) = {[P],[P?],.. H[PHPI]} ot P est un

idéal de norme un nombre premier.

Soient N = pi*..... p5*, la décomposition de N en nombres premiers et D
un carré modulo 4N. On pose P = (p, "—'t,%ﬁ), oli p est un nombre premier,
o = D mod (4p) et a € Z/2pZ.

Soient (+By,i)1<icae-1, les solutions dans Z/2NZ, de la congruence :
B? = D mod (4N), (on verra plus loin, le choix des By ;).
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Alors, les idéaux primitifs de norme N sont :

Byi+ VD —Bo,i +VD
770,:'=(N,L‘§‘—> et né,i=(N,—~L2-*—

i=1,2,...,2°71,

Pour construire des représentants primitifs, des classes d’idéaux de Q(v D) satis-
faisant les conditions de Heegner par rapport & un idéal primitif de norme N, on

est amené a envisager les deux cas suivants :
1¥f cas : p ne divise pas DN, ou p divise N,
Dans ce cas, p se décompose : (p) = PP avec P = (p, #——B) .

Pour ¢ € {1,2,...,2°1} fixé, on pose :
Nji=miP’ et i =ng P 0<j<A(D)-1.
Alors on a :
QD)) ={lnjs}, 0<j<h(D)-1}
={[n}:, 0<j<mD)-1}.

Maintenant, on va voir les conditions qu’il faut poser sur By ;, pour que, pour tout
1 <j < h(D)—1, les idéaux 7;; et 7 ; soient primitifs.

Puisque 79,;,75 ;, P et P sont primitifs, donc 7;; (resp. 1) est non primitif
ssi P divise no,i (resp. P divise 17(’)’,-).

Conséquence :

— Si p ne divise pas DN, alors n;; et u;; sont primitifs pour tout
1< j <h(D)—1(By,; est donc choisi, d’une fagon arbitraire).

— Si p divise N, on choisit By ; tel que By ; = o mod (2p). Ce qui entraine
que P divise no; et P divise Mo~ Ainsi, pour tout 1 < j < k(D) -1, 5;; et M5

sont primitifs.

Dolt : en choisissant, pour tout 1 < 7 < 2°71 les By, telles que
By,i = a mod (2p) (resp. d’une maniére arbitraire), dans le cas ol p divise N

(resp. p ne divise pas ND); pour tout 1 < j < (D) —1 et 1 <i<2°7' ou peut

(Np’,B” +\/_> et mj;= (ij’ﬁf_@> :

écrire :
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o B}, =D mod (4Np’), B;;€ Z/2Np'Z
Bj’,' = Boy,' mod (2N)
et Bj; = a mod (2p) .

Par conséquent, les points de Heegner de Yy(N) de discriminant D sont :

+B;i+VD

- <i<g2s! <3< -1,
SN pi modIy(N), 1<i< , 0<j<hD)-1

Maintenant, on se propose de trouver une relation entre Bj; et B 144, pour tout
0<j<hD)-2etie{l,2...,227!} fixé : Vu les conditions que doivent
satisfaire les Bj;, on a : Bji14i = Bj; mod (2Np)).

On vérifie facilement qu’on peut prendre :
Bjt1,i = Bji +2Np’k, o k=0, £1,..., ou £p tel que :
(Bj,i + 2Np’k)? = D mod (4Np'*') et B;; + 2Np’k = o mod (2p) .
(un tel k existe).

2%™me cas : p divise D.

Dans ce cas, h(D)=2,p#2 et (p)=P2ou P = (p, "—'-{'2—‘/5)

Pour i € {1,2,...,2°71} fixé, on pose :

Mi=n0P et n;=mng;P.

Alors, on a :

QYD) = {[no,:]s [m.:]}
= {[no,:} 1 51} -
Puisque 79,i, 7; et P sont primitifs et p ne divise pas N, donc 7 ; et 71,; sont

primitifs. Par conséquent, on peut écrire :

. <pN, _B__;_\/—P_) o = (,,N, :2__;_@)

ou B ;=D mod (4Np), B,;€ Z/2NpZ
Bl,.' = Bo,.' mod (2N)
et By, =0mod (p) .
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D’oly, les points de Heegner de Yy(N) de discriminant D sont :

iBj,,' + \/E

SNy mod Do(N) 1<:<2%71 5=0,1.

Vu les conditions que satisfait B; ;, pour déterminer cette derniere, il suffit de
trouver un entier k € {0,+1,42,...,+p} tel que By ; + 2Nk = 0 mod (p). Dans
ce cas, on peut prendre By ; = By ; + 2Nk. Doy, on a la proposition suivante :

Proposition 5. (Proposition principale).

o Soient N un entier > 1, D un discriminant tel que : h(D) > 1 et
(Q(VD)) = {[P),...,[P*DP)}, on P = (p, -‘&%@) avec p un nombre pre-
mier, o> = D mod (4p) et o € Z/2pZ. On suppose que D est un carré mo-
dulo 4N, soient (+£Bo i)1<i<o-1 les solutions dans Z[2NZ, de la congruence :
B? = Dmod (4N); on prendra By; = a mod (2p), si p divise N (s étant le

nombre des diviseurs premiers de N ).

Alors, les points de Heegner de Yo(N) de discriminant D sont :

+B;;+ \/B

N7 mod Ty(N), 1<i<2*! 0<j<hD)-1,
P

\ , .
0t (Bj;i) 1cicae-1  vérifie :
1<T<RD)-1

BJZ»‘,- = D mod (4Np/)
B;i € Z/2Np'Z
Bj’,‘ = Bo,i mod (2N)

B;; = amod (2p) .

o Etant donné 1 <1 < 2°7! et 0 < 5 < h(D) — 2, pour déterminer Bjyy
connaissant B;;, il suffit de trouver un entier k = 0,%1,..., ou *xp, tel que :
(Bji + 2Np’k)? = D mod (4Np'*!) et B;; + 2Np'k = a mod (2p). Ainsi, on
prendra : Bj1, = Bj; + 2Np'k.

Remarques :

— Les entiers By ; de la proposition 5 peuvent aussi étre déterminés d’une
fagon algorithmique. Dans les exemples suivants (cf. 3.3 - Applications.), on

considere 1 < By < 2N.
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— Les propositions précédentes sont des cas particuliers de la proposition 5
(p=2,a=1(resp. p=3,a = 1) pour les exemples ot N = 2", n > 1 (resp.
N=3"n>1)).

— On peut étendre la méthode décrite dans la proposition 5 a tous les dis-

criminants D :
d(Q(VD)) = {[Pi),..., [PIL [Pa), ..., [P [P, ., [P°])

olt les P; sont des idéaux de norme un nombre premier et les r; des entiers tels
que Y_i_, ;i = h(D).
3.3 - Applications.

Convention : Pour les discriminants D et les entiers N suivants, les points

“de Heegner é%ﬁ;—’;‘/—ﬁ sont désignés par des couples (£B;;;2Np?), 1 <i < 2°1,

0<j<hD)-1.
Exemple 1 : D= -39, h(-39)=4,p=2,a =1

Pour N = 2, les points de Heegner sont :
(£1;4), (£5;8), (£5;16) et (+5;32) .
Pour N = 4, les points de Heegner sont :
(£5;8), (£5;16), (£5;32) et (£37;64) .
Pour N = 5, les points de Heegner sont :
(£1;10), (£1;20), (£21;40) et (+21;80) .
Pour N = 8, les points de Heegner sont :
(£5;186), (£5;32), (£37;64) et (£101;128) .

Pour N =10, les points de Heegner sont :

(£1;20), (£21;40), (+21;80), (£101;160),
(£9;20), (£29;40), (£69;80), et (£69;160) .
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Exemple 2 : D =—47 h(—-47)=58,p=2,a=1.
Pour N = 2, les points de Heegner sont :

(£1;4), (£1;8), (£9;16), (£9;32), et (£9;64) .
Pour N = 3; les points de Heegner sont :
(£1;6), (£1;12), (+1;24), (+£25;48), et (£73;96) .
Pour N = 4, les points de Heegner sont :
(£1;8), (£9;16), (£9;32), (£9;64), et (£73;128) .
Pour NV = 6, les points de Heegner sont :

(£1;12), (£1;24), (£25;48), (£73;96), (£73;192),
(£5;12), (£17;24), (+41;48), (+41;96), et (+137;192) .

Pour N =7, les points de Heegner sont :

(4£3;14), (£17;28), (£17;56), (£73;112), et (£73;224) .
Pour NV = 8 les points de Heegner sont :

(£9;16), (£9;32), (£9;64), (£73;128), et (£201;256) .
Pour N =9, les points de Heegner sont :

(£5;18), (£5;36), (£41;72), (£41;144), et (£41;288).

Exemple 3: D = —87, i{(—-87)=6,p=2,a=1.
Pour N = 2 les points de Heegner sont :

(£1:4), (£5;8), (+13;16), (£13;32), (£13;64), et (£13;128) .

Pour N = 4, les points de Heegner sont :

(15;8), (£13;16), (£13;32), (£13;64), (£13;128), et (£141;256) .
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Pour N = 7, les points de Heegner sont :

(£5;14), (£5;28), (£5;56), (£61;112), (£173;224), et (+£397;448) .

Pour N = 8, les points de Heegner sont :
(£13;16), (£13;32), (£13;64), (+13;128), (£141;256), et (£397;512).
Exemple 4 : D=-91 h(-91)=2,p=T7,a=T.
Pour N = 5, les points de Heegner sont :
(£3;10) et (£7;70) .
Exemple 5 : D =-95 h(—95)=8,p=2,a=1.
Pour N = 2, les points de Heegner sont :

(£1;4), (£1;8), (£1;16), (+17;32),
(£17;64), (£81;128), (£81;256), et (£337;512) .

Pour N = 3, les points de Heegner sont :

(£1;6), (£1;12), (£1;24), (£1;48),
(49;96), (+145;192), (+£337;384), et (+337;768) .

Pour N = 4, les points de Heegner sont :

(£1;8), (£1;16), (£17;32), (£17;64),
(481;128), (£81;256), (£+337;512), et (+849;1024) .

Pour N = 86, les points de Heegner sont :

(£1;12), (£1;24), (£1;48), (+49;96), (£145;192),
(+337;384), (£337;768), (£337;1536), (5;12), (+17;24),
(£17;48), (£17;96), (£17;192), (£209;384), (£593;768), et (£1361;1536) .
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Pour N = 8, les points de Heegner sont :

(£1:16), (£17;32), (£17;64), (£81;128),
(£81;256), (£337;512), (+849;1024) et (4:849;2048) .

Pour N = 9, les points de Heegner sont :

(£7;18), (£25;36), (£25;72), (£97;144),
(4£241;288), (£529;576), (+£1105;1152), et (£1105;2304) .

Remarques :

— Dans les exemples précédents, pour un discriminant D donné, on a fait

varier 'entier N de 2 4 10.
— Pour d’autres applications, voir “Calcul effectif des points de Heegner de

Yo(N)”, travail a paraitre.

4 - Exemple de discriminant ne satisfaisant pas I’algorithme.
D=-195et N =17.
On a h(—195) = 4 et c(Q(v/-195)) = {{O],[P1], P2}, [Ps]}, o :

14/-195 3+ v-195
0= (1, 5=y P =3, =)
5+ v—-195 14 +v/—195
Pr= (5,2 G) et Py= (1,7,

On vérifie facilement, que [P?] = [P2] = [P2] = [O]; ce qui prouve qu'on ne
peut pas trouver des représentants des classes d’idéaux sous forme d’une puissance
d’un idéal.

Les idéaux primitifs de norme 7 sont :

1 +\/—195) —1+4+v/~195
’ 2

Py = (7 )

et Py = (7,

On peut écrire :

l(Q(V=195)) = {[Ps]; [P1 Ps]; [P Ps); (P51}
= {[P; (PP [P PA) [P'3)) -
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, 15 + /=105
ot PPy, PP, = (21,i——i2———)
15 + /=105
PyPy, Py = (35, T Y0
—1
P2 P2 o (g9, TLE VI : %)

Par conséquent, les points de Heegner de Y;(7) de discriminant (—195) sont :

+1+ /=195 +15++/=195 +15++/—195 1+ /=195
14 ’ 42 ’ 70 ! a8

mod Ty(7) .

5 - Table des discriminants satisfaisant 1’algorithme.

Pour |D| £ 503, D = 1 mod (4) et A(D) > 1, le tableau suivant, donne un
idéal P = (p, 93%@) tel que : c(Q(vVD)) = {[P), 1<i<h(D)}. Un tel idéal
n’existe pas pour D = —195; —399; —455 et —483.
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1 - Classification des éléments de SL,(R).

Regardons d’abord, GL;(C) agissant sur C U {oco} .

D’aprés la théorie de Jordon, toute matrice de GLy(C) est semblable (ou

conjuguée) a une matrice de I'un des trois types suivants :

A0 A1 A0
(0 )\),(0 A)’(O 'u>, avec AFp; AF#FO0etpu#£0.

Par conséquent, la transformation de CU {oo} associée & la matrice

a b € GL,{C) est conjuguée, soit & l'identité, soit & la transformation :
c d

7z — z 4+ %\-, soit a la transformation : z — ¢z avec ¢ #£ 1.

Définition 1. Si la transformation est conjuguée ¢ : z — z + i, elle est dite

parabolique.

Si la transformation est conjuguée ¢ : z — cz avec :

le} = 1, elle est dite elliptique.
¢ >0, elle est dite hyperbolique.

Sinon, elle est dite lozodromique.

Remarque : Le nombre des points de C U {oo} fixés par un élément de

GL,(C) est un ou deux, selon les cas ci-dessus.

Revenons a SL3(R), la classification est décrite par la proposition suivante :
Proposition 1. Soit v € SLo(R), v # Lid, alors :
v est parabolique ssi jtry| =2 .

v est elliptique ssi [try] < 2.
v est hyperbolique ssi |iry| > 2 .

Il n’y a pas d'élément lozodromique.

Maintenant, on va préciser cette classification par rapport aux points fixes

des transformations :
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Proposition 2. Soit v € SLy(R), v # +id, alors :
~ est parabolique 33t v e un seul point fire sur R U {oo} .
~ est elliptique ssi v un a un point fize z sur H et Uautre point fize est Z .

v est hyperbolique $3i v a deux poinis fizes sur R U {o0} .

Définition 2. Soit T’ un sous-groupe discret de SLo(R). Un point z de H
est dit elliptique relativement & T, sl est fizé par un élément v de ' (v est alors

elliptique ).

Un point z de R U {co} est une pointe relativement & T', s'il est fizé par un

élément parabolique de ' (= est U'unique point fize d’un élément v de T).

Proposition 3. L’ensemble des pointes (resp. des points elliptigues) est

T-invariant.

2 - Les pointes relativement a T'o(V).

Proposition 1. L’ensemble des pointes relativement ¢ To(N) est QU {oo}.

B — On va d’abord démontrer cette proposition, dans le cas ot N = 1.
Soit T = (é }), T est un élément parabolique de I'g(1), qui stabilise I'oo;

donc I'co est une pointe relativement a T'o(1). L’orbite de 'oo est :

r0(1)<oo):{gg (j Z) EFo(l)}:Q,

Soit s une pointe relativement a I'g(1), s # 0o done s est racine de

c d
cz? 4+ (d — a)z — b =0, le discriminant vaut (d — a)? + 4bc = 0; donc s € Q.

a b . . . s .
( )3 = s, avec a + d = 2. Ce qui entraine que s vérifie 'équation :

D’ou, 'ensemble des pointes relativement a T'g(1) est Q U {oc}; de plus, elles

sont toutes I'y(1)-équivalentes & 'oo.
— Pour N > 1, on a I'g(N) C T'o(1), et on démontre que :

(1) : To(N)) = N [[(1+2) = s
p/N p

51 s est une pointe relativement a I'g(V), alors il existe v € I'g(N) parabolique,
telle que v(s) = s; mais v € [y(1), donc s est une pointe relativement a T'g(1) .

D’ou {Les pointes relativement & T'o(N)} C QU {oo} .
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Sis € QU {oo}, alors. il existe v € I'y(1) parabolique telle que ¥(s) = s. Or,
si v € Do(1), alors y* € T'g(N) et on a v*(s) = s. D’ou, il suffit de démontrer que
~* est parabolique :

Sis € QU {oo}, donc il existe g € Ty(1) telle que g(oo) = s. Ce qui entraine

1 A

que g~ lyg stabilise 'oo. Or, stabp )(oo) = 1) |h € Z}, donc il existe

0
h € Z tel que v est semblable & <(1) }ll) Ce qui entraine que v# est semblable &
(1) hl,u . Par conséquent, v* est parabolique; d’ot1 s est une pointe relativement
a To(N). |

Proposition 2. QU {oc}/To(N) est isomorphe (au point de vue ensembliste)
¢ U (2/faZ)* oi fo=(d, §).
4N

d>0

® Ona:

QU {0} = Ud/N{%z—/m,n €Z; (mn)=1letd=(N,n)}

= UgynXq {(réunion disjointe).

— Orb(ee) = {2 | (a,¢) = 1 et ¢ = O0mod (N)} = Xn, donc tous les
rationnels, dont le dénominateur est divisible par N, sont I'g(/V)-équivalents &
Poo.

— Orb(0) = {% | (a,¢) = 1 et (¢, N) = 1} = X, donc tous les rationnels dont

le dénominateur est premier avec N, sont I'o(N)-équivalents & 0.

— Solent d un diviseur de NV différent de 1 et de N, et 2 € Xy; alors on
vérifie facilement que Tg(N)(X¢) C Xg et (22, f3) = 1.

On va démontrer que deux éléments 2 et - de Xg sont I'g(N)-équivalents
q Py e q

. ’o
ssi % = 22 mod (fy) :

e Si %‘-,'- € Orb(2), alors il existe z, y, = et t, des entiers tels que : at—yz = 1.

z=0mod (N), m'=zm+yn et n' = 2m + tn.

s & ominl /) . _ mn _ mn
D’on, % = (zm + yn)(zm + tn)/d = tz=F = B mod (f4) .
¢ La réciproque est une conséquence du lemme suivant :
Lemme. Soient {5 et § deuz éléments de Xy.

St 2k = o mod (fa), alors 35 et § sont To(N)-équivalents.
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® Ona: (z,kd) = let (a,d) =1, donc il existe des entiers X, Y, U et V tels que

Xz +Ykd=1et aU + Vd=1. Par conséquent, 5 = (kxd —;/) (00) = f(o0),

o a -V
g=(5 7)) =s(e0)
Soit v € Tp(1) telle que & = ¥() . On a f(oo) = yg(o0) & g~ 177! f(o0) =
a-1p_ g5 (1 R -1 _ -1 _ * *
o g == (0 1) #T = 9T = g x —dhk — kD)
D’ott y € T'o(N) ssi X — dhk — kU =0 mod (&) .
Si on prend h = 0 mod (&), alors le probleme revient & trouver

X et U tels que: X = kU mod (§), Xz =1 mod (kd) et ol =1 mod (d) .

Soient U, V, X et Y des entiers fixés tels que : aU + Vd = 1 et
Xz +Ykd=1; il s’agit de trouver deux entiers X’ et ¥ tels que: X'z +Y'kd =1
et X' = kU mod (%) :

On pose X = kU +m;m 0, puisque (X. k) =1. Alors,ona: Xe+Ykd =
1< (kU+m)z+Ykd=1& k(zU+Yd)+am =1. En plus, il existe un entier r
tel quem = rfy; eneffet, 2 X = ckU+am, X = 1 mod (f4), ekU = aU mod (fa)
et (z,fs)=1.

On pose d' = & alorsona : (k, }’—;) =1et (% Td.[) = 1. Donc il existe deux
entiers p et ¢ tels que pk—;; + q%; =1;dol,ona: k(zU+Yd)+rfsz =16
k(zU +Yd) + rfaz(pk4 + ¢5) =1 (kU +rqd') + kd(Y +arp) =1.

Onvpose: X' =kU +rqd et Y' =Y + zrp, don le résultat.

— Soit, I'application :

¥ Xg— (Z/faZ)"

T mod (fa)
n d

1 est surjective : soit a € (Z/faZ)*; & o on assorie emod(fa) o] que (o mod
d 1
(fa),d)=1.

Dol (X4 /To(N)) ~ (Z/] f4Z)*; par conséquent,
QU {oo}/To(N) = Ud/N(X4/To(N)) = Ud/N(Z/faZ)" . u

Remarque : Q U {00} /T(1) = {oo} .

Si N est premier, @ U {co}/To(N) = {0,00} .
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Proposition 3.

1Q U {eo}/To(M)| = (fa) = [ "/ +pl=072).

d/N PN

m  —Soit g(N)= Ed/N @(fa); g est multiplicative, en effet : soient Ny, N, € N*
tels que (N3, Nz)=1,0ona:

NNy = Y e(f)= Y. e(faa).

d/ N1 Ns d1 /Ny,d2 /N,
On vérifie facilement que fu,4, = (d1d2, %’%2) = fa, - fa,; o1,

NN = D o(fa) D (fa,) = 9(N1)- g(Ns) .

di /Ny d2 /N>

~— Soit p” une puisance d’un nombre premier, démontrons que
g(p") = pl#/2] 4 plv=1)/2) .
¢ Si v est pair,
g") =1+ o(fp) + .+ @(fper) + oo 4 ¢(fpr)

=1+(p) + .+ oD+ o(p ) 4 oD 4 p(p) + 1
=20+ (- + (PP —p)+... + /B gDy 4 2y
- pV/Q + p(u/2)—1 — p["/2] +p{(l’—1)/2] .

¢ Si 1/ est impair,

gp") =1+ o(fp) + ..+ (o) + .o+ o fpr)
=214 (p—1)+(p" —p) +... +pl*/H — pl/A-1y
ogler2] L e/l -2

D’otlt la proposition. m
3 - Xo(V) comme surface de Riemann compacte.

Proposition 1. Xo(N) muni de la topologic usuelle est un espace compact.

B — D'abord, on va démontrer que Xy(1) est compact : un domaine fondamen-
tal de Y5(1) est donné par :

D={zeH/)z| > 1, —%<Rez§%etlz[>lsiRez<0}.
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En identifiant, les points situés sur la frontiere de D par: z — Let z —» — 1, ¥4(1)
est une surface de Riemann. En complétant cette surface par (ioo); Xo(1) est une

sphere de Riemann.
— Soient 7 (resp. 7') la projection de H* sur Xg(1) (resp. Xo(N)) :

H* — Xo(1)

! Tcp

Xo(N)

7 et 7' sont continues et ouvertes, donc ¢ est continue.
On va recouvrir Xo(1), puis Xo{ N) a aide de voisinages des éléments de H* :
Pour z € H, soit v, un voisinage ouvert de z tel que T, soit compact.

Pour oo, s0it v = {w € H/Imw > r} U {oc}, veo 3t un voisinage ouvert

de Poo.

Pour z € Q, il existe g € T'o(1) tel que g~!(00) = z, soit alors v, = g7 Hvae );

v, est un voisinage ouvert de z, puisque g est continue.

Il est clair que Xo(1) C U,en-7(v;); puisque X¢(1) est compact, de ce recou-
vrement on peut extraire un recouvrement fini, soit Xo(1) € U?_;7(v;,) . On va

s’arranger pour remplacer les v,, par des compacts :
Si z; € H, on prendra 7,, qui est compact.

Siz; = oo, il est clair que tout élément de vo, est I'g(1)-équivalent & un élément
de foo = {w € H/ — 1 <Rew < L et Imw > r} U {oo}. Done 7(vae) C 7(¥0o) et

U est compact.

Si z; € Q, il existe g € Tp(1) telle que ¢g(c0) = z;; on prendra v, = ¢(¥),

qui est compact.

Ainsi, on a : Xo(1) C UP_;#n(K;), oli les K; sont des compacts. Or,
Xo(N) = o7 H(Xo(1)) = UL, o™ (#(X;)). Comme [Ty(1) : To(N)] = 4 < oo;
donc I'g(1) = Uk_;To(N)w, en posant I'y(1)/To(N) = {m,...,7}. Dou,
o w(K;) = Ub_ 7' v(K;); ce qui entraine que Xo(N) C UL_, Ui, 7' (K;) . Or
' 1. {K;) est compact, donc Xo(N) est compact. Ainsi les pointes relativement a

T'o(NN) apparaissent comme les points de compactification de Yp(NV). u
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Proposition 2. Il eziste une famille (Uy, py)act avee I un ensemble d’indi-
ces, ot {Us}acr est un recouvrement ouvert de Xo(N) =t po est un homéomor-

phisme de Uy dans un ouvert de C, tels que : 31 Uy NUpg # 0, alors Uapplication :

psopa’ i pa(Ua NUg) — ps(Ua NUg)  est holomorphe.

B Soit 7 la projection : H* — Xo(N); pour tout point w € H* on pose :
[y = {7 € Do(N)/+(w) = w} .
On peut démontrer qu’il existe un voisinage ouvert U de w tel que

L' = {y € To(N)/7(U) N U # 0}, voir [1].

D’ott on a 'injection naturelle : U/T,, — Xo(N) et U/T,, est un voisinage
ouvert de m(w) dans Xo(N).

— Si w n’est ni une pointe ni un point elliptique, alors 'y, = {%id}, et, par
conséquent, Papplication n : U — U/T',, est un homéomorphisme. D’oll pour tels

points, on peut prendre comme recouvrement (U/I",, 771).

— Si w est un point elliptique, alors on sait que T, = T',, /{%id} est un groupe
cyclique fini, soit n son ordre. Soit A un isomorphisme analytique de H dans D, le

disque unité, tel que A(w) = 0; alors AT, A™? est constitué des transformations :
uw— ¥y ol 6:625‘_1; k=0,...,n—1.
Par conséquent, si on définit Papplication p: U/T',, — C par :
p(r(z)) = A(2)",

alors p cst un homéomorphisme de U/T,, dans un ouvert de C . D’on, pour tels

points, on peut prendre comme recouvrement (U/T,, p) .

— Si w est une pointe, soit p € Ty(1) telle que p(w) = oo, alors pl'yp™?

stabilise 'co; donc il existe un nombre positif h tel que :

ot ={(1 8 ez},

Par conséquent, on peut définir un homéomorphisme p de U/T,, dans un

W (2)) = exp (?—’L;’—(—’) .

ouvert de C par :
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D’ou, pour tels points, on peut prendre comme recouvrement (U/T',, p) .

Pour achever la démonstration, on vérifie facilement la derniere condition de

la proposition.

Xo(N) muni de cette structure complexe est donc une surface de Riemann

compacte, puisque c’est un espace topologique séparé, connexe et compact. ]
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RESUME

Dans ce travail, on s’intéresse a la détermination des points de Haegf)er de
Yo(N), de discriminant D, avec D fondamental, impair et (D,N) = 1. Yo (V)
étant la courbe H/To(N).

On présente différentes interprétations des points de Heegner; en particulier,
la correspondance entre ces points et les triplets (O, 7, [a]), ot O est 'anncau des
entiers du corps quadratique imaginaire K = Q(v/D), 1 est un idéal entier primitif

de norme N et [a] la classe d’un idéal a.

L’étude de quelques exemples de détermination va nous conduire a établir un
algorithme concernant les discriminants, pour lesquels il existe des représentants
des classes d’idéaux, qui sont des puissances successives d'un idéal de norme un

nombre premier.

MOTS CLES : Courbes elliptiques - Courbes modulaires -
Points de Heegner - Discriminants -

Classes d’idéaux.




