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I N T R O D U C T I O N  

Un des problèmes les plus importants en statistique est celui de 

la modélisation d'un processus. L'hypothèse de stationnarité n'est pas, en 

général, satisfaite, cependant, on suppose usuellement la possibilité de 

modéliser le phénomène étudié comme transformé d'un processus stationnaire. 

Plusieurs types de transformation ont été étudiés. 

a) Le processus peut être some d'un processus stationnaire et 

d'une tendance, ou d'un processus à accroissements stationnaires et d'une 

tendance. Lorsque la tendance est polynômiale, les méthodes proposées ont 

souvent été des méthodes paramétrigues, les méthodes non paramétriques étant 

utilisées moins fréquemment ( E l ]  , [8 1 , [12] ) . 
b) Une autre classe de processus est obtenue en supposant que 

les différences AXt = Xt - Xt-l sont stationnaires, ou-que des différences 

d'ordre plus élevé sont stationnaires. Le modèle le plus utilisé dans cette 

classe est celui des processus ARIMA (131, [9 ] ) .  Un processus est dit MIMA 

(autoregressive integrated moving average) s'il vérifie une équation aux 

différences : $ (B)  Xt = O (B)  ct , où B est l'opérateur retard, $I et 0 

des polynômes, et (ct) un bruit blanc. Ces processus permettent aussi de 

modéliser des phénomènes saisonniers (processus SARIMA). Ces diverses séries 

temporelles partagent avec les processus, some d'une série stationnaire 

et d'une tendance, la propriété : il existe un ~olynôrne $ tel que $(B)  (xt) 

soit stationnaire. Récemment, D. FINDLEY [7] a étudié la classe des 

transformations rendant stationnaire un processus. On peut considérer comme 



une extension des processus ARIMA, les processus fractionnaires ( [l O] ) , 

ou dans le cas d'un processus à temps continu, le mouvement brownien frac- 

tionnaire introduit par B. MANDELBROT ( [ 1 4 ]  , [151) 

C )  E.M. ENGEL ( / 6 ] )  a étudié les transformés ($(xt), t E IN) 

d 'un processus (Xt , t E IN) ARMA gaussien par une application 4 continue. 

Il établit que ($(xt)) est un ARMA, si et seulement si, $ est un polynôme 

ou si (Xt) est un processus moyenne mobile. Il ne semble pas qu'il y ait 

des résultats généraux sur l'image $(xt) lorsque l'on ne fait plus d'hypo- 

thèse de normalité sur (Xt). Si (xt) est un processus ARMA, ou s'il peut 

être approché par un ARMA (p,q) la question du choix d'une fonction $ 

telle que ($(xt)) soit un ARMA de degré inférieur n'est pas résolue. 

d) Ces types de transformation sont souvent associés. On rencontre 

assez fréquemment des modèles du type : (log Xt) est un processus ARIMA. 

Ce choix de modèle reçoit rarement une justification théorique. ~orsqu'un 

processus vérifie l'hypothèse : il existe une fonction $ telle que $(Xt) 

est un processus ARIMA d'ordre 1, nous proposons une méthode non paramétrique 

d'estimation de la fonction $. On pourrait aussi élargir la classe des 

modèles ARIMA usuels en considérant une famille de fonctions da indexée 

par un paramètre et en faisant l'hypothèse que Qa(Xt) est un ARIMA. On 

peut utiliser, par exemple, les familles de fonctions introduites par 

xi-1 
G. BOX et D. cox ([2]) i J h ( x )  = T  , J0(x) = log x , x c 'JO, 

et introduire une méthode param6trique d'estimation de A. 



Dans le chapitre 1, on considère une suite de variables indépen- 

dantes ( E ~  , t E IN) centrées réduites et on note Xt la suite des sommes 

partielles : Xt = tzI + c2 + . . . + ct . Le temps d'occupation d'un intervalle 
b,b] par la marche aléatoire Xt , entre les instants 1 et n, est noté 

n 
~~(a,b) , il est défini par : ~ ~ ( a , b )  = 1 1 (Xt) . Nous établissons 

t=l 
pour ce temps d'occupation un théorème de convergence presque sûre vers le 

temps d'occupation d'un mouvement brownien. Les travaux classiques et notamment 

ceux de P. & ~ S Z  ([16]), E. CSAKI et P. &V~SZ (Cl]) utilisent essentiellement 

la construction de SKOROMOD. Etant donnée une variable aléatoire X centrée, 

ayant un moment d'ordre 2, et IW(t), t E IR+) un processus du mouvement 

brownien sur un espace probabilisé, on peut construire une suite croissante 

de temps d'arrêt r tels que W .  - W j )  , j E * soit une suite 
j  J 

de variables aléatoires indépendantes ayant même loi que X. -Toutefois, dans 
I l  

un article récent ([5]), M. CSORGO et P. REVESZ utilisent un théorème de 

J. KOMLOS, P.  MAJOR, G .  TUSNADY [13] sur 1 ' approximation for te d 'une marche 

aléatoire par un processus du mouvement brownien pour établir un résultat 

sur la convergence presque sûre du temps local. Il ne semble pas que l'on 

puisse étendre la construction de SKOROKHOD à des variables X , t E IN) 

non indépendantes, aussi nous proposons d'obtenir par une méthode directe 

un résultat sur l'approximation forte du temps d'occupation d'une marche 

aléatoire. Tout d'abord, on établit que le résultat de B. GNEDENKO sur la 

convergence uniforme de la densité - 1  / 2  
fn de n ( c l  + E~ + . . . + tn) vers 

2 
la densité - e-X j 2  s'étend aux dérivées successives de fn. On peut 

V ' Z  

alors, par un calcul direct comparer le temps d'occupation par la marche 

aleatoire (xt , t r. W) de deux intervalles [a, a+6] , [b , b+6] de 

même longueur. te théorème de J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY permet d'en 



déduire le résultat suivant : si les variables ( E ~ )  ont un moment d'ordre 

p , p > 3 , on peut construire une suite (Xe) et un processus du mouvement 

brownien tels que : 

Dans le chapitre II, on définit un processus linéaire stationnaire 
03 

(ct , t E nI) par ct = -1 'j 't-j oh ( E ~ ,  t E Z )  est unbruit blanc, 
J =O 

et on étudie le processus des sommes partielles Xo = O , 

Xt = c l  + t2 + ... + ct . On montre qu'il est possible de construire sur 

un espace probabilisé assez riche, un processus du mouvement brownien 

(~(t) , t E [O, + ~9 et un processus (XE , t F hl) de même loi que 

(xt , t E IN) tel que , b '  O sup l <  - W(k)l =o(n (l/p)+ri) p.s. 
Oskjn 

-2- q 
si ct a un moment d'ordre p , et ' [ a j l  = o ( j  ) .  

La méthode utilisée dans le chapitre 1 est reprise et permet 

d'établir la convergence en loi du temps d'occupation normalisé du processus 

(Xt , t t IN) vers le temps local d'un mouvement brownien. Dans le cas 

particulier d'un processus ARIMA gaussien d'ordre d'intégration 1 ,  on obtient 

des résultats sur la convergence presque sûre. 

Un problème d'estimation est étudié dans le chapitre III, on 

suppose que le processus observé (Xt , t E IN) est le transformé par une 

application continue $ d'une marche aléatoire ou d'un processus ARIMA, on 
A 

propose alors un estimateur gn de 9.  i image d'un processus ARIMA d'ordre 1 

(Z t  , t E IN) par une application affine (a Z t  + b , t E hl) étant encore 

un processus ARIMA d'ordre 1, nous imposons en outre les conditions $(O) = O , 

$ (1 )  = 1 , pour assurer l'unicité. 



Si le processus (x+) a été observé entre les instants O et n , on 
L. - fi Nn(o,a) n 

définit dn par: Bn(a) = q = q I -  où Nn(o,a> = t = l  1 1 (Xt) , 
* 

et on montre que llestimateur $,(a) converge en probabilité vers $ ( a ) ,  
h 

une majoration de l'écart entre $(a) et Jn(a) est proposée. 

Si ($(xt), t E IN) est un processus à accroissements indépendants 

et si 4 est de classe C' , on définit un estimateur qui converge presque 

sûrement vers 9' , la convergence étant uniforme sur tout compact. 

Le chapitre IV est consacré à une généralisation des processus 

ARIMA. Un processus (Xt , t E hl) sera appelé un processus mIMA fraction- 

naire d'ordre d s'il vérifie une équation aux différences : 

où (E~) est un bruit blanc, B l'opérateur retard, p et 6 des polynômes, 

d un nombre réel, d - 1 / 2  L Z , et ( x - B ) ~  est défini par son dévelop- 

d 
pernent binômial : (1-B) = 1 - dB + d(d-l) B~ - 

2 ... . 
Ces processus ont été introduits pour modéliser des phénomènes 

fortement corrélés (encore appelés à mémoire longue). C'est l e  cas de phéno- 

mènes non stationnaires dont l'étendue sup Xt - inf Xt est proportion- 
0bt i .T  OstsT 

nelle à T~ , a # 1 / 2  . Apparus pour la première fois dans l e s  travaux de 

H. HURST [ I I ] ,  ils ont été l'objet d ' é t u d e s  par B. MANDELBROT, J. VAN NESS, 

J. HOSKING parmi bien d'autres ( 1  101, r 1 4 1 ,  r151) .  

 équation aux différences (1) ne suffit pas à définir (X, , t E IN), 

il faut en outre un ensemble de conditions initiales, or contrairement à 

ce que nous connaissons pour les ARIMA d'ordre d entier, lorsque d est 

fractionnaire l'influence de ( E ~  , j E 0 )  dans l'écriture de Xt , n'est 

plus asymptotiquement négligeable devant celle de (E , j > 0 )  , lorsque 
j 



Si nous définissons (xt) par : 

d % 
(1-B) $J ( 3 )  Xt = O (B) Et 

% 
.Y E t = {  

et X = O , t d O , le processus normalisé, après changement d'échelle 
t 

des temps et de l'espace défini par : 

X c- d-112 [nt] ' t E I-0,tl) converge en loi vers 
n 

si E~ est une variance centrée, de variance o2 , ayant un moment 
1 d'ordre p strictement supérieur à max(- , 2 )  

d-112 

Une application à la covariance empirique est donnée. 

Bien que partiels, ces résultats peuvent être une contribution au problème 

de l'estimation du degré d'un processus ARIMA. En effet, dans la plupart 

des méthodes, il s'agit soit de tester si le degré est égal à 1 , (1171)  

soit de construire un estimateur, en supposant que le degré d est entier. 

Il peut être plus intéressant pour éviter les phénomènes de sur - ou de 

sous-différenciation de permettre au degré d de prendre des valeurs non 

entières et de choisir la classe des processus ARIMA fractionnaires. 

Dans l'annexe 1, sont donnés des résultats, pour la plupart 

classiques sur la mélangeance des processus linéaires et plus particuliè- 

rement sur celle des ARMA. 

L'annexe II, qui est à l'origine de ce travail, étudie la trans- 

formée d'un processus du mouvement brownien par une application continue 

bijective. 
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CHAPITRE 1 

TEMPS BWCUPATIBN D'UNE MARCHE AUEATOIRE, 

----------- 

I - INTRODUCTION. 

Soit ( c j  , j E IN*) une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépendantes,  
t 

identiquement d i s t r i b u é e s  à va l eu r s  dans Zi  . S i  X t  = 1 E t E IN* 
j = 1  

désigne l a  marche a l é a t o i r e  a s soc i ée ,  on a p p e l l e  temps local l e  nombre de 

f o i s ,  où l a  v a l e u r  x e s t  a t t e i n t e  pa r  l e  processus  (Xt) e n t r e  l e s  i n s t a n t s  

1 e t  n. C e  temps l o c a l  e s t  donc d é f i n i  p a r  : 

Comme l a  marche a l é a t o i r e  converge fa ib lement  ap r è s  changement de temps v e r s  

un processus de Wiener, il e s t  n a t u r e l  de comparer l e  temps l c ca f  précédent  

e t  c e l u i  assacib. à un t e l  processus.  P .  LEVY il51 a i n t r o d u i t  l e s  no t i ons  de 

temps d 'occupat ion  e t  de temps l o c a l  d 'un processus  de Wiener indexé par 

IR' . S o i t  (W(t), t z O) un t e l  processus de Wiener. Le temps d 'occupation 

H e s t  d é f i n i  pour  t o u t  borélien A de IR p a r  : 

où h t  dés igne  l a  mesure de Lebesgue su r  [IR' , B ( I R + ) ~  . 



Pour toute valeur donnée de t , ce temps d'occupation peut être 

considéré comme une mesure aléatoire sur [IR , B (lR)-I . P. LEVY [15] a 

montré que ce temps d'occupation est absolument continu par rapport à la 

mesure de Lebesgue. 

Si (W(t) , t 2 0 )  est un processus de Wiener sur l'espace 

probabilisé ( s ~ , A , P )  , H.F. TROTTER L241 a montré l'existence d'un 

sous-ensemble Go , $2 iZ a, P(Q ) = 1 et d'une fonction 

L(x, t )  = L(x,~,w) (X E IR , t E IR' , w E ROI continue par rapport 

au couple (x,t) telle que : 

L(x,t) est appelé le temps local en x du processus de Wiener. Il admet 

une fonction de répartition donnée par : 

où $I désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. 

Les premiers résultats sur les comparaisons des temps locaux de 

marches aléatoires et de mouvements browniens ont été obtenus, lorsque le 

bruit ne charge que les valeurs t 1 : P(E~ = 1) = P(E = - 1 )  (voir 
1 

W. FELLER [IO] et P. REVESZ [22]). 

Ces résultats ont été étendus par E. CSAKI et P. REVESZ [5] 

au cas de variables aléatoires à valeurs dans ZZ . 



Leur r é s u l t a t  e s s e n t i e l  e s t  l e  su ivant  : 

Théokème (CSAKI - R È V ~ Z ,  1 9 8 3 )  [4]  

Soit Z une va r i ab l e  a l é a t o i r e  à va leu r s  dans 22 , P ( z = ~ )  = pk 

k =  + 1 , 2,. . . t e l l e  que 

2 2 EZ = O , EZ = o , pgcd ik / pk + 01 = 1 . 

On peut cons t ru i r e  un espace p robab i l i s é  ( ~ , A , P ) ,  un processus de Wiener 

( ~ ( t ) ,  t 2 O) e t  une s u i t e  de v .a .  i. i .d.  E de même l o i  que Z , t e l s  
j 

que, 

i) S i  ~i = x  I ~ I ~ ~ P ~ < ~  avec 3 /2  d m *  2 ,  a l o r s ,  pour t ou t  E > O ,  
Zm k 

lim n (-1 /2m)-E 2 
(L(x,no - o2 N,(x)) = O p . s .  

n- 

ii) si JJ = 1 1klm+' pk < a v e c  m > 6 , a l o r s ,  pour t o u t  E > O , m* 1 

En p a r t i c u l i e r  s i  Z a des  moments de tous ordres ,  pour  t o u t  E > O , 

1 t 

P. REVESZ r16] a étendu ce r é s u l t a t  à des var iables  a l é a t o i r e s  ( E . )  continues,  
J 

2 E z = O , E r. = 1 , ayant  des  moments d e  tous  ordres  e t  donne Le théorème 
j 3 

suivant  : 



Théutrème [P. RÈVÈSZ, 1 9 g  1 )  [23] 

Pour tout r, > 3/10 , il existe un processus de ~iener (~(t), t 2 0 )  

et une marche aléatoire ('t) teiN avec Xt - Xtel de même loi que E t 

tels que : 

L'ensemble de ces travaux utilise de manière essentielle la construc- 

tion de Skorohod (voir par exemple, [3] p. 276) c'est-à-dire la possibilité 

de construire sur un espace probabilisé assez riche, un mouvement brownien 

(W(t), t 2 0)  défini sur cet espace et une suite croissante de temps d'arrêt 

(-rk , k E Z) tels que les variables W(rk) - W ( T ~ - , )  soient indépendantes, 

de même Ioi et que le processus (W(T~), k € Z) ait même loi que la marche 

aléatoire (x~). 

E. PERKINS [18] considère une suite ( E  .) de variables centrées, 
3 

de variance 1 ,  indépendantes et dé£ i n i t  le processus (x,,L,) par 

1 
xn(t) = - ( 1 E + ( n t  - [nt]) E , t 2 0 ,  

j=i j btl+~ 

où A: est l'intervalle : 

~ ~ ( t , x )  (t E IR+ , x E IR) étant obtenu par interpolation linéaire. 

Il  établit, en utilisant des méthodes d'analyse non standard, le théorème : 

(E. PERKINS, 1982, [18], th. 1.3) : 



Si les variables ( E ~ )  vérifient la condition de Lindeberg : 

alors pour tout k-uple (x,,x2,...,xk) 

(Xn, Ln(.,xl) ,..., Ln(.,xk)) converge enloi 

dans c(x~+') ver6 (W, L(.,x~) ,..., L(.,\)) . 
De plus, A.N. BORODIN [2] a étudié la loi limite de la différence 

entre le temps local de la marche aléatoire et celui du mouvement brownien, 

convenablement normalisé. 

II ne semble pas que le procédé de construction de Skorohod puisse 

s'étendre au cas où les variables ( E . )  sont corrélées. Or des processus 
t J 

Xt = c j  où les  variables E sont stationnaires, non indépendantes sont 
J = 1 j 

fréquemment étudiés, c'est en particulier le cas des processus ARIMA d'ordre 

d'intégration 1. 

Nous nous proposons donc dans ce chapitre d'établir des résultats 

relatifs à la convergence forte du temps local d'une marche aléatoire par une 

méthode directe, sans utiliser la construction de Skorohod, mais en comparant 

les temps d'occupation de deux intervalles de même longueur. 

De façon plus précise, notant 

où X est une marche aléato-ire, on établit une propriété de continuité 

de ce temps d'occupation : pour tout E > O , pour tout 8, O < 6 < 1 : 



Celle-ci permet en utilisant un résultat de Kornlos-Major-Tusnady [14 ]  d'établir 

un théorème de convergence forte du temps local de la marche aléatoire vers 

le temps local du mouvement brownien. 

Ces résultats seront étendus dans le chapitre 2 au cas de variables 

corrélées et en particulier aux processus ARIMA d'ordre 1. 

2 - NOTATIONS ET HYP0THESES. -  

Soit (e j )  j E i N  une suite de variables aléatoires indépendantes, 

de même loi, de fonction de répartition F telles que 

1 . .  F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue , 

il existe un entier p 2 3 , tel que 1 xlP d~(x) < et 
-m 

(1.2.) x dF(x) = O , x2 dF(x)  = 1 , 

Db 

(1.3.) il existe u o  E INh . tel que 1 l$(t) l a O  dt < m, OU $(t) = E(exp ite ) .  
-m 1 

Dans La suite, les propriétés suivantes de la fonction caractéristique 

seront utilisées : 

i) La fonction Q est uniformément continue sur IR (RENYI [2?] p. 286, 

th. 2). 

ii) La variable aléatoire el ayant une fonction d e  répartition F 

absolument continue, d'après le lemme de Riemann sur l'intégrale de Fourier, 

on a : 



lim ($(t)[ = O (id, p. 289, th. 8) . 
Irl- 

iii) Si une variable aléatoire 5 a une distribution de treillis ou 

latticielle, c'est-à-dire s'il existe des constantes d et r telles 

que P(E E: {kd+r 1 k E z 1)  = 1 , sa fonction caractéristique $ vérifie : 

27rn vn E Z, [$(d)( = 1 . Si elle n'a pas une distribution de treillis, on a : 

v t # O  l$(t)/ < 1 (id, p. 291, th. 1 1 )  . 

iv) On en déduit, sous les hypothèses (1.1) et ( 1 . 2 ) ,  que : pour 

tout rl > 0 , 

v) De plus d'après l'égalité de Parseval, si la variable aléatoire 

( e  .) a une densité f bornée et continue, donc élément de L~ , la condition 
J 

(1 .3 )  est vérifiée avec a = 2 . 

Dans l a  suite, on note : 

# B le nombre d'éléments de la partie finie B ; 

et on désigne par Fn la fonction de répartition de Xn . 1.a fonce ion 

caractéristique de Xn est donc ($(t))" et d'après la formule d'inversion, 

( [ 21 ] ,  p. 2941 ,  vérifie : 



où Re z désigne la partie réelle du nombre complexe z . 

Nous commençons par quelques lemmes où nous comparons les temps 

d'occupation de deux intervalles de même longueur entre les instants 1 

et n. 

3 - LEMMES PRELIM1NAIRES.- 

Lemme 1 . -  Sous les hypothèses (1.1) à (1.3.), il existe une 

coris tante CF ne dépendant que de la fonction de répartition des (e.1, 
J 

telle que pour tous a E IR , O < & < 1 , k E lN , n E IN : 

Preuve : 

i) Expression déveLoppée de La quant i té  à majorer. 



Posons : 

1 
qj(t) = Re[i(Q(t))je-i(a+(k+1)a/2)-j sin - B t  sin - k 6t 

2 ' 

Zil Majorations de I$.(t) 1 
J 

 existence d'un moment d'ordre 3 permet d'écrire : 

au voisinage de l'origine, 

Il existe donc : ri > O e t  A > O tels que : v t  E [-T-,,~] 

On en déduit : 

3 
t )  e t  i n ,  A j /tl ) 

Ces inégalités nous permettent alors de majorer la fonction 
j 

l'intervalle [ -n ,~- , )  : 

D'autre part, une majoration de cette f o n c t i o n  p e u t  aussi  ê t r e  obtenue 

sur l e  complémentaire de cet intervalle : 



D'après l e s  p r o p r i é t é s  r a p p e l é e s  de l a  f o n c t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e ,  il e x i s t e  

un réel qn E ]0,1 [ , ne dépendant pas  de  6 ,  t e l  que : 

On peut  a l o r s  majore r  I q j ( t ) (  : 

iii) Majoration de ~ , ( k ,  6 )  . 

On en d é d u i t  : 

2 1 sin(a+(k+1)6/2)  t 1 / s i n  k t i t / 2 /  / s i n  6t /21 
I2 = X S 1' e-jt / 4  

t d t  Y 

j=1 O 

On peut  majorer  chacune de  c e s  q u a n t i t é s .  

où Co e s t  indépendant  d e  a, 6 ,  k, n  . 



k+ 1 k6t 1 sin(a + 2 6)t sin (T) 1 dt 

2 
-xt / 4  k+ 1 kôt 

Isin(a +T 6)t] lsin-1 2 dt] dx 

, -@ [ Isin(a+(k+1)6/2)tl sin k6t/21 dt 
IT 2 9 

t 

et utilisant l'inégalité de Schwarz, 

r n 2  
86 sin (a+(k+l) 6/2) t 

I2 6 7 (1 dt)112 (Iw sin2 k~t/2 dt)1/2 

O t O t 
2 2 

(k+1)6 kô 1/2 
546(IIaI I T / )  S C ,  6(/al+k6) 

Finalement, on a : 

où C f  est une constante. 

On obtient donc une majoration de Dn(k, 6)  p a r  

2 
Co k6 + cl (la[ + k6)6 + c2 

où Co , Cl , C2 désignent des constantes indépendantes de k, 6, a, n. 

Le l e m m e  1 s'en déduit. Q.E.D. 

Renx?nque : S i  les ( e j )  suivent une loi normale N(0,l) le 

calcul peut être mené explicitement et les majorations sont plus faciles 

à obtenir. En effet, on a : 



2 2 
= y jaiS Lexp(-x / 2 j  - exp (-(x+kd) / 2 j  11 dx 

j = l  a 

Supposons tout d'abord a > O , on en déduit : 

e t  on obtient de même Dn(k,6) 5 6[a+(k+1)67 . 
Le cas a < - 6 s'obtient de la même manière en utilisant la symétrie 

2 
de la fonction e 

-x / 2  

Lmmc 2.- Sous les hypothèses du lemme 1, il existe une constante 

C ne dépendant que de la fonction de répartition des (e.) telle que pour 
2,F J 

tous a c I R ,  O < d < 1  , k c W ,  n ~ l N  , 



Preuve 

Pour majorer B I  ( r e s p .  B ), on remarque que pour  j ' > j , X j  e t  X., -X.  2 $ 1  

sont indépendants et 
"j l-'j 

a même l o i  que  X 
j '-j 

En o u t r e  

a - X .  c O < a+6 - X , si X. E [a,a+6] . Le lemme 1 permet donc 
J j J 

d ' é c r i r e  

11 res te  à c a l c u l e r  

- _ -- 1  !m , Re[( , J ( t ) ) j  .-i(a+~/2)t s i n  6 t /2 ]  - dt . 
TI i,m t 



On a utilisé dans la démonstration du lemme 1 l a  propriété suivante : 

2 
311 > 0 [-.,n] I ($(t))j sin 612  t 1 - l e  6 -jt /4 

t 

(~(t))' sin 6 1 2  t i-a 
c4 

v t  't R - 1 -  1 t 1 5 4 ;  O I$(t)l O 

On en déduit : 

n 2 j-a 
- j e  /4 dt + 

j=1 
n O 1 -w $(t) ln' dt) 

On en déduit l'existence de constantes C et C' telles que : 

m En vue de la majoration de E LN (a, a+6)-~~(a+k6, a+(k+l) 6)j nous 
n 

aurons besoin d'une extension d'un théorème de Gnedenko, il fera l'objet de 

la section suivante. 

4 - U N E  EXTENSION D'UN THEOREME DE G N E D E N K 0 . -  

GNEDENKO en 1954, a établi le résultat suivant [II] : 

Théotème 1.- (cf [19], [21]1. 

S o i t  el ,...,en ,... des variables aléatoires indépendantes 

de même loi, dont la densité f(x) existe et est bornée, supposons de plus 



JE e t  +. . .+ en 
que  E e l  = O , e t  E e2 = 1 , a l o r s  l a  d e n s i t é  f n (x )  de Cn = 

1 Jn 
v é r i f i e  : 

1 ,-xL/2 / = (, l i m  sup l f n ( x )  - - 
n* XE= 6 

On va é t a b l i r  par  des  méthodes proches de c e l l e  de  Gnedenko des 

r é s u l t a t s  d e  même type concernant  l a  dér ivée .  

Théoirème 2.- S o i t  e l ,  . en , des  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indé- 

pendantes de même l o i ,  ayant  une fonc t i on  de r é p a r t i t i o n  F absolument 

cont inue  par rappor t  à l a  mesure de Lebesgue, on suppose de p l u s  que 

E el = O , E 2 = 1 , e t  que  l a  f onc t i on  c a r a c t é r i s t i q u e  $ v é r i f i e  : 
1 

B 
(1.4.)  i l e x i s t e  B > O  t e l q u e  l i m t  $ ( t ) = O .  

t-f+co 
* el +. . .+ e 

Alors il e x i s t e  un e n t i e r  n  t e l  que pour n 2 n o ,  Tn = a i t  

une d e n s i t é  f n  de c l a s s e  c2 et  : 

1 e-x'/2 / = 0 , l i m  sup / f n ( x )  - -  
n+= XEIR fi 

(i > 2 
d i  1 p - x / 2  

l i m  sup  Ifn ( X I  - - (- > I  = O  , i = 1,2  . 
n-- XEIR dxi 

Preuve 

il DérivubiZité de f n  

La f onc t i on  c a r a c t é r i s t i q u e  de f n  s e r a  n o t i c  lln(t) , J)n(t)  = [~(~)l"  . 
Jn - 

L a  condi t ion  (1.4.)  implique (1 .3 . )  , !il s u f f i t  de c h o i s i r  

i n t6g rab l e  pour n 9/61 + 1 = n . 



La  d e n s i t é  f, (x) v é r i f i e  : 

Pour n 2 n 2 
3 1 t $n(.t) / e s t  in tégrable  su r  IR , donc 

00 

- i x t  1 t2 q n ( t )  e c i t  converge unifomkment p a r  rapport  à x - 
est  une fonction de 

c lasse  c2 , l a  dérivée seconde é t an t  : 

ii) Approximation de Za dérivée première. 

Etudions : 



t 
2 

Pour majorer 
2 

I3 , on remarque que $(t) = 1 - - + o(t ) ; on a établi 2 

dans la démonstration du lemme 1,  l'existence de constantes rl > O et 

q E JO, I [ telles que : 
rl 

En écrivant 

2 
-t / 4  n-n 

d t + q  O 

-T' 14 
n-n m n noB/2 I-noB 

6 2e t dt 

n-n 
-~'/4+Cnq O , 6 2e 

i1 

dès que n est suffisamment grand. 

On peut alors choisir T pour rendre arbitrairement petit 
C)  =2 > 

puis utiliser la convergence uniforme de $,(t) vers e SUT le 

compact [-T,T] pour établir la convergence de 1, vers O. 

On a donc montré 

La même méthode permet d'établir : 

1 d L  lirn sup / f n ( x )  - -- -xL/2 
( e  11 = o .  

n- XEIR dx 
Q.E.D. 



Théohème 3 . -  Sous les hypothèses du théorème 2, si en outre 

E /el /3 < , alors pour tout n suffisament grand , la variable 

* e l + . . ' + e  n 
'n - a une densité fn de classe C* et il existe une 

Jn 
constante C telle que : 

Preuve : 

Le cas i = O est étudié dans V.V. PETROV [19]. 

Nous établirons la relation pour i = 2 , la démonstration pour 

i = 1 se faisant de la même manière. 

Prenons des notations analogues à celle du théorème précédent ; 

on obtient : 

1 d' sup 1 £;(x) - - - 
2 (a-xL/2)1 5 -& (J, + J~ + J ~ )  . 

XE lR dx 

avec : 



i) Majoration de J1 

2 
j$,(t) - e -t l2  1 p e u t  ê t re  majoré en u t i l i s a n t  un l e m e  de Pe t rov  ( b  9 1 ,  

V , lemme 1). 

En notant L = E  l e  j 3  , on a : 
1 

Jn 2 L 3 e-t 2 / 3  
pour t o u t  / t l  d , 1$,(t) - eht j21 i 16 - ] t l  

AT 
A- 

Choisissant T = - 4 L  , il v i e n t  : 

iii Majoration de J2  

iiil Majoration de J3 

La l o i  de e l  é t a n t  non l a t t i c i e l l e ,  il existe q E [0,l [ 

t e l  que  SUP I$( l i ) [  = q <  1 
U E [ I / ~ L , ~ [  n 

et il  e x i s t e  n t e l  que u j$(u>l O du = ~ ( n  ) < m . 

c c  q u i  achève l a  démonstration. 



5 - MAJORATION DE l~~(a,a+G) - ~~(b,b+6)1.- 

Lemme 3.- Sous les hypothèses ( 1 . 1 ,  1 . 2 1 ,  il existe 

pour tout p E IN , une constante C ne dépendant que de la fonction de ré- 
P ,F  

partition des (e:), telle que pour tous a î  IR , 6  ~ ] 0 , 1 ] ,  k E IN , n î  IN 

Preuve : 

On pose : Bo = [a,a+h] , Bk = [ack6,a+(k+l)~ , 

Soit p un entier positif 

On vérifie immédiatemen; que 

On majorera E( yi)" en regroupant les éléments E Y i  Y. ... Yi suivant 
i= 1 1 l 2  2~ 

le nombre d'indices i distincts. 
j 

a )  Majoration dc / E (  1 Y ... Y t  11 
1st <t <.  . 1 . <t2psn 2~ 



Notons f l a  densi té  du vecteur aléatoire , . . ., Y t  ) . On peut  

2P 

regrouper deux à deux l e s  éléments du p r o d u i t  : 

On o b t i e n t ,  sous l ' hypothèse  t l  < t2 < ... < t Z p s  n 

P 
f ( x ,  .x2,. . ,x ) i l ,  ( ~ ~ ~ - ~ 1  [ tg  ( ~ ~ ~ 1 - 1  (X 11 

2~ j = l  O O Bk 2j 

E Y L  ...Y e s t  donc l a  somme de 2' q u a n t i t é s  
l t  2 P 

ou .. p r e n d  l a  valeur O (lu k 
j 

et où l ' o n  c o n v i e n t  que : k'. = k s i  2 .  = O 
-1 .1 

k'. = -k s i  u = k . 
J j 

Dans I , I  d e r n i è r e  expression l e  changement de v a r i a b l e  x t-* x + k! 6 
2 j 2 j  J 

c o n d u i t  à é c r i r e  l 1 i n t 6 g r a l e  s o u s  l a  forme 



où ( i l  ,...,i ) d é c r i t  ( { 0 ? 1 1 ) ~  . 
P  

L a  q u a n t i t é  sous l e  s i gne  de sommation peut ê t re  majorée en u t i l i s a n t  

l e  théorème 3.  

L e s v a r i a b l e s  (X t ,X  -X X -X ) s o n t i n d é p e n d a n t e s ;  
1 t2 t2p t2p-l 

f ( x 1 , x 2  ,..., x ) e s t  donc égal  à f (x ) f (x -x ) . . .  f2p(x2p-xZp-l)  
2 P 1 1  2 2 1  

où f (x -x ) e s t  l a d e n s i t é  de X -X j j j-1 t j t j-l  

D'après l e  théorème 3, f  e s t  de c l a s s e  c 1  dès  que t j - t j - l  
j 

e s t  suffisamment grand. Un c a l c u l  immédiat donne : 

On en dédu i t  que : 

i +..+i 

I l  ( -1 
1 f ( x  ,x  + i  k ' â ,  ..., x 

1 2  1 1  
+i k 1 6 ) 1  5 

2 ~ - 1 ' ~ 2 ~  p p 
( i l , .  . . , i p )  



d'où : 

Comme : 

f(x,, ..., x 2p ) = f 1 1 2 2 1  (X )f (X -X )-*.f2p(~2p-~2p-1) on a : 

a P P- 1 
- f (x, ,x2> . .. ,x&) = f (X ) n [fij ( ~ ~ ~ - x ~ ~ - ~ ) f ~ ~ + ~  ( ~ ~ ~ + ~ - x ~ ~ )  - ax2.. . ax 

2~ 1 1 j-1 

- f . (X -x2 j-l f;j+l (x2 + l -X 11 f ' ( x ~ ~ - x ~ ~ - ~  ) 
2~ 2j 2j 2~ 

Or les fonctions f et leurs dérivées s'écrivent : 
j 

où g j  est la densité de la variable réduite ( X , - X  1 .  1 
t Jt-tl- j j-1 

j -1  

Le théorème 3 permet d'écrire les majorations : 

1 e -~L/2/ C 
sup g 4 (4 - - 6 
xelR v"% J t  -t: j j-1 

et 

donc 

1 
2 

çup Ig!(x) + - x e-X ''1 C 

x e n  ' G Jtj-tj-i 



n 

a -. 
Cr) 
I - 

I 
.rl 

U 
I 
'ri 

U 
V 
w 
O 
+ 



soit : 

On pourrait aussi déduire de ce résultat une majoration de (1 E Yt . . .Yt 1 .  
t 2~ 

On a : 

la somation étant étendue à l'ensemble 

t 1  t 1 tij , i d t. 6 n et pour j # h , t # th}. 
2~ J ,  j 

b) Majoration de E(Yt . . . Y t  ) lorsque deux indices sont égaux. 
1 2~ 

Supposons que t2j-l = t2 j  ; alors dans la formule (4.1.) , 

est remplacé par 

L a  formule (4.2. ) sera remplacée par 



l e  s i g n e  II' ind iquan t  que l e  jeme terme est omis et on obtient de même 

le signe ( ' 1  ind iquan t  l ' o m i s s i o n  du terme x2j 

s o i t  

( 4 . 9 I . l  1 1 ' ... Y 1 É C (k6)'-' 62p-1 np" ( l og  nlp- '  
1st <...<t Sn 2j-1 2p P 1 2~ 

c )  Calcul l o r s q u e  p l u s i e u r s  i n d i c e s  s o n t  égaux. 

Une méthode ana logue  peu t  ê t r e  app l iquée  pour c a l c u l e r  l e s  

termes lo rsque  p l u s i e u r s  i n d i c e s  s o n t  égaux, en p a r t i c u l i e r  : 
2~ 



d) Fin de la démonstration. 

En regroupant les indices (tl, .... t ) suivant le nombre 
2P 

d'éléments distincts dans (t, ...., t ) , on voit que l'on peut majorer 
2~ 

E ( E  yi12p par 
i= 1 

C s2' (k6lp np12 (log nlp 
P 

+ des termes d t  ordre inférieur à np" , en nombre fini, la 

valeur de la constante pouvant varier d t u n e  l i g n e  à l'autre. Il vient 

Q.E.D. 

Remmque : La majoration obtenue dans le lemme 3 diffère légèrement 

de celle du lemme 2. En effet, faisant p = 1 on obtient : 

2 
~[N~(a.a+6)-~~(a+kcS,a+(k+l)6)]~ $ C max(l,k6 ) 6 nl/' log n 

au l i e u  de : 

Ceci est lié au choix de la majoration (4.5.) pour f' 
j '  



pourraTt être remplacé par : 

Ce choix n'a pas de conséquence sur les inégalités que nous 

établirons dans la suite du chapitre. 

On peut alors comparer les temps d'occupation de deux intervalles 

par une marche aléatoire. 

P ~ u ~ u A ~ u ~  1 . -  Soient a E IR , (6,) une suite non croissante 

d'éléments de ]O, 11, (kn) une suite croissante d'entiers vérifiant la 

condition : il existe r > O tel que kn = 0-(nr). 

Sous les hypothèses ( 1 . 1 . 1 ,  (1.2.), (1.4.) : pour tout E > O , 

i n f (1  ,kn'l2 6:') 
l i m  s u p  I N  (a,a+S,)-~~(a+h6~,a+(h+l)S~) 1 = O P.S.  
n-tm Oshgk n (1/4)+~ 112 n 

n 6n 

Preuve : Soit f3 > O , on note A l'événement : 
n 

on peut m a j o r e r  P(A,) : 



Choisissons un entier m , tel que : 2m~-r>l , on peut alors majorer 

~ le second membre, en utilisant l'inégalité de Markov à l'ordre 2m et 

le lemme 3, on obtient : 

La proposition résulte du lemme de Borel-Cantelli en choisissant une suite 

(B ) qui converge vers O et telle que 1 nr-2mE n 
~i~~ (log nlm < m .  

Remanque 1 : Si nous considérons des intervalles [a+kô,a+(k+l )ô] 

de longueur 6 f ix&, 6 E ]0,1] la proposition 1 peut s'&rire : 

lim sup n - ( 1  / 4 ) - E  k-l /2 
n I~~(a,ai6)-~~(a+h6,a+(h+1)6) 1 = O p. S. n* Oshsk 

Il ne semble pas que ce résultat puisse être amélioré. En effet, en utilisant 

la loi du logarithme itéré : 

V 
A 

PG = 1 ) = 1  , 
n* ~'2nlog iogn 

on en déduit pour tout a : 

dès que : 
n -+c  > f i ,  

Jn log log n 

et sous cette cond i t i on  : 



donc : 

Corra&?ai&e.- Sous les hypothèses de la proposition 1, on a : 

En particulier, si la suite 6n est constante : t/n , G n  = S 

Preuve : On remarque que : 

Le résultat se déduit donc immédiatement de la proposition 1. 

Nous avons obtenu un majorant de /~~(a,a+~)-~~(a+k6,a+(k+l)6)1. 

Dans le cas particulier de la marche aléatoire symétrique où les E sont 
i 



des variables indépendantes P ( E ~  = 1) = P ( E ~ )  = - 1 , M. CSORGO et P. &VI!SZ ([9]) 

ont obtenu le résultat suivant : 

N,(k) - Nn(o) 
lim sup , ,? = 2J2k-11 p. S. 
n* ( N n ( 0 )  log log n) " 

6 - CONVERGENCE FORTE DU TEMPS LOCAL.- 

La marche aléatoire (Xt , t E IN) converge faiblement, après 

changement de temps vers un processus de Wiener, il est donc naturel de 

comparer les temps d'occupation d'un intervalle [a,a+6] par (Xt) et 

par un processus de Wiener. 

Théoaème 4.- On suppose que les variables e , j E 1 vér i f i en t  

les hypothèses (1.1), ( 1 . 2 ) ,  (1.4) et on note (xt , t E El) la marche 

aléatoire associée. On peut construire sur un espace probabilisé assez riche, 

un processus du mouvement brownien ( W ( t ) ,  t z O) et un processus (x; , t E lN) 

tels que : 

i) (x; , t E IR) ait même loi que X t  , t E hl) , 

ii) pour a E IR , (6n , n E IN) suite non croissante de réels tels que 



Preuve du théorème 

a )  Construction du processus (xi) . 

La construction d'un processus (X; , t E IN) de même loi que 

( x ~  , t c W) et suffisamment proche d'un processus de Wiener a été étudié 

par J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY (voir [5], [9] , Ill]) et par P. MAJOR ( [16] ) . 

Leurs résultats peuvent être énoncés de la manière suivante : 

ThéonErne (J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNAPY, 7 9 7 6 ) .  

Soit (ei) une suite de variables aléatoires indépendantes centrées, 

de variance 1,  ayant un moment d'ordre p , p > 2. On peut construire un espace 

probabilisé ( R , A , P )  et sur cet espace un processus du mouvement brownien 

(W(t), t 2 0) et une suite de variables aléatoires indépendantes (e' , j E IN), 
j 

ayant même loi que e tels que l'inégalité : 
j '  

est valable pour tout n , dès que : 

1 / 2  n"p xn < c (n log n) , 
2 

où C l  et C2 sont des constantes strictement positives, ne dépendant 

que de la loi de e et X; = e ;  + e; + . . . + e' . 
j t 

En prenant x = n 
n 

('/')+' , on montre que ce résultat implique : 

sup /x; - ~ ( k )  / = o(nE+"') p. S .  

Osksn 



n 
b )  Majoration de /~,(a.a+o,) - j, ' I ~ Y ~ + ~ ~ I  (W(s)) dsI • 

n 1 1 N~ (a, a+&,) - Io [.,.+a ] '~'"')~~1 6 (n) + - A~ (n) + A3 (n) y 

n 2kn 

A2 (n) = 1 N, (a-knn, a+k,sn) - (W(s)> dsl , 

i) Majoration de Al (n) . 
Elle résulte de la proposition 1 : 

ii) Majoration de A2 . 

Notons Jn , JI: , J: les intervalles : 

Jn = [a-k,&,, a+kn6n] , < = [a-knsn + n '+l /p , a+kn6n - "E' l /p l  

J1' = [a-k,6, - n E+"p , a+k 6 + nEt'/~] . n n 

En utilisant le théorème de J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY, on obtient : 

d'où : 

En notant ~(x,n) le temps local du mouvement brownien, la 

de rn i è r e  relation s'écrit : 



Or KESTEN [12] a établi une loi du logarithme itéré pour le temps local du 

mouvement brownien : 

sup L ( x , ~ )  

L(oyn) = lim sup x €IR 
lim sup = 1 .  

n a  J2n l o g  log n  n- J2n log log n 

On en déduit : 

iiii Majoration de A3 . 

Pour ma j ore r A3 , on peut utiliser le résultat suivant de 

McKEAN t171 : 

1 im sup sup ~ ( x + h , l )  - L ( x , ~ )  = O p.s. 
h+û x ~ l R  log h-' 

Il implique : 

~ ( x + h G ,  n)  - L.(x,l) = O p . s .  . lim sup sup 
h~ X E B  (n1'2 h1 I2  log h-'1 

On obtient donc ; sous la condition lim n 
- 1  / 2  kn 6n = O , 

n- 



i v i  Choix de l a  sui te  (k,) . 

On dédu i t  des majora t ions  précédentes  : 

1 N, (a, a+dn) - 

En c h o i s i s s a n t  kn = n (2'3p)c1/6 6;' , s i  la condi t ion  
2 

kn 6n 5 1 e s t  

remplie ,  on o b t i e n t  : 

1 N, (a, a+&,) - ( ~ ( s ) )  dsj = o(6, . n  ( 1 / 3 ) + ( 1 / 3 ~ ) + & )  p. 

C e t t e  r e l a t i o n  peut  s ' é c r i r e  : 

ou encore, u t i l i s a n t  les r é s u l t a t s  s u r  l a  c o n t i n u i t é  du temps l o c a l  par  

exemple : M. CSORGO e t  P .  REVESZ [7-1 ( r e l a t i o n  2.14) 

1 /4+€ k ,3~ ,  P( sup / ~ ( x , n ) - ~ ( a , n ) /  5 n  ) s ~ n  
-K 

n: lx-aldl 

on en dédu i t  ; s i  l a  r e l a t i o n  n ( 1 / 6 ) + ( 2 / 3 p )  6 > 1 e s t  remplie  : n  

Théu/rèrne 5.- Sous l e s  hypothèses du théorème 4, s o i t  a E IR , 

(6n)n une s u i t e  de r é e l s  éléments  de [O, 111 t e l s  que n 

a l o r s  pour tout E > O , 



N ~ (  a, a+Sn) N n (a, a+&,) 
1 im = O P.S. , e t  l i m  = O" P.S. . 

( 1  12) +E n - t ~  n ( 1  / 2 ) - ~ 6  
n- n 6n n 

Preuve : 

L a  première r e l a t i o n  r é s u l t e  immédiatement de  l a  l o i  du logari thme 

i t é r é  pour l e  temps l o c a l  : 

l i m  sup =(O+) = 1 p.s. 
n+= 4211 l o g  l o g  n 

Pour l a  seconde, nous u t i l i s e r o n s  l e  c é l è b r e  théorème de Paul  Lévy é t a b l i s s a n t  

que : 

{ sup W(S)  , t 5 01 e t  i ~ ( o , t )  1 t 5 01 
O<s<t  

on t  même l o i  (cf.  p a r  exemple. F. KNIGHT 1131 Th. 5.3.7.) 

1 12-E o r  P (  U { sup W(s) < n 1 )  
ko Osssn 

1122 
2k+l -- 1 

1 12-E 
= P (  C i SUP W(s) < n 1) 

k2ko n=2 Ossdn 

6 P (  i, { sup ~ ( s )  < (2 
k+1) ( 1  / 2 - € ) } )  

k>k 0 < ~ $ 2  

ceci  e n t r a i n e  : l i m  n-('12" L(o,n)  = w P . S .  

n* 
N (a,a+6,) 

e t  l i m  = p. S .  à l ' a i d e  du théorème 4 . 1 
*- n(1/2)-E 
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CHAPITRE II 

SCWUES PARTIEUES DWN PROCESSUS LI NEAIRE STATIONNAIRE, 

APFWOXlMATlON FORTE ET TEYB DVCCUPATION. 

Le théorème de KOMLOS-MAJOR-TUSNADY sur 1 ' approximation forte 

d'une marche aléatoire par un processus du mouvement brownien nous a permis 

de comparer les temps d'occupation d'un intervalle par une marche aléatoire 

et un mouvement brownien. Ce problème est repris ici pour le processus défini 

par les sommes partielles d'un processus linéaire stationnaire. 

On définit un processus stationnaire (5, , t € IN) par 

est une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi, centrées 

et de variance finie. On considère le processus ( X e  , t E IN) des sommes 

partielles : X o = O ,  Xt = El + c2 + . . .  + T t  . Dans ce chapitre, on 

étend tout d'abord le théorème de Komlos-Major-Tusnady, afin d'avoir une 

approxiniation forte du processus (Xe , f E hl). 

On étudie ensuite le temps d'occupation de ce processus. La 

dépendance des variables E t  impose une modification des méthodes utilisées 

dans le chapitre 1, et on établit sous des hypothèses assez générales que 

le temps d'occupation d'un intervalle [a,bi : 



n 
Nn([a,b] ) = 1 1 (xt) convenablement normalisé tend en loi 

t=l 

vers un temps local de mouvement brownien. 

La classe de processus que nous avons envisagé englobe en particulier 

les processus ARIMA d'ordre d'intégration 1. Un processus (x; , t E IN) 

est un ARIMA (p,l ,q) s'il existe un bruit blanc (E , j E Z) et 
j 

des scalaires ( q j ) ,  6j sp et (8j)isjrs tels que 

Dans le cas d'un processus ARXMA gaussien, la loi du vecteur 

(Xtl , Xt ,..., X ) peut être donnée explicitement et on établira la 
2 tn 

convergence presque sûre du temps d'occupation du processus ARIMA gaussien 

d'ordre 1 vers un temps local de mouvement brownien. 



A - SOMMES PARTIELLES D'UN PROCESSUS LI NEAJ RE STATIONNAI RE,  

1 - NOTATIONS. 

On s e  donne s u r  un espace p r o b a b i l i s é  ( R , A , P )  un processus l i n é a i r e  

s t a t i o n n a i r e  (5, , t c IN) d é f i n i  pa r  : 

(c j  , j E Z) e s t  une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépendantes,  de même 

2 2 
l o i ,  de moyenne n u l l e ,  de va r i ance  E E = CI . 

j 

(a , j E IN) e s t  une s u i t e d e  r é e l s  t e l l e  q u e :  
j 

On note  (xt , t E lN) l a  s u i t e  des  sommes p a r t i e l l e s  

On souha i t e  c o n s t r u i r e  s u r  un espace p r o b a b i l i s é ,  un processus 

ayant  même l o i  que (xt) e t  un processus du mouvement brownien, suffisamment 

proches. 

2 - THEOREMES D'APPROXIMATION FORTE. 

Dans l e  cas  de  va r i ab l e s  a l é a t o i r e s  indépendantes de  même l o i ,  

l e s  théorèmes de J .  KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNN)Y 141 donnent une majora t ion  

d e  l ' é c a r t  e n t r e  une marche a l é a t o i r e  e t  un processus  du mouvement brownien. 



S o i t  ( c j  , j E IN) une s u i t e  d e  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépendantes 

ayant  l a  même l o i  c e n t r é e  r é d u i t e .  On n o t e  So = O ; = E , n E m  , 
Sn j=l j 

l a  s u i t e  des  sommes p a r t i e l l e s .  

Thgohème 7 (J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNAPY, 1976 Th. 7 ) [ 4 ]  . 
S i  l a  f o n c t i o n  g é n é r a t r i c e  d e s  moments ~ ( e x p ( t  E , ) )  e x i s t e  dans 

un v o i s i n a g e  de l ' o r i g i n e ,  il e s t  p o s s i b l e  d e  c o n s t r u i r e  un espace  p r o b a b i l i s é  

su££  isamment r iche,  un processus  du mouvement brownien ( ~ ( t )  , t E [0,m[) e t  

un processus  (Tn , n E IN) t e l s  que : 

i) (Tn , n E IN) a même l o i  que l e  p rocessus  des  sommes p a r t i e l l e s  

(Sn , " E ml. 

i i )  pour t o u t  x > O , e t  t o u t  n  e ïN , 

P (  max 1~~ - ~ ( k ) /  > C l o g  n + x) < K e 
-hx 

Y 

Oskdn 

où C , K , A s o n t  des  c o n s t a n t e s  ne dépendant que de  l a  l o i  d e  E e t  

où X peu t  ê t r e  c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t  grand en prenant  C a s s e z  grand. 

ThéukEme 2 ( 3 .  KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNAPY, 1976 Th. 1 )  

(P.  MAJOR, 7 976 Th. I I  . 

S i  la  v a r i a b l e  E, a un moment d ' o r d r e  p , où p e s t  un réel  

s t r i c t e m e n t  s u p é r i e u r  à 2 , il est p o s s i b l e  de c o n s t r u i r e  un espace  proba- 

b i l i s é ,  un processus  (Tn , n E hl) de même l o i  que (sn , n~ mi) e t  un 

processus  du mouvement brownien ( ~ ( t )  , t E [0,m[) t e l s  que : 

pour t o u t  112 hn , n 1 I p  < hn < cl ( n  l og  n)  , 



où Cl et C2 sont des constantes ne dépendant que de la loi du bruit. 

Ces théorèmes d'approximation forte peuvent être étendus aux 

sommes partielles d'un processus stationnaire. 

ThéohErne 3. Soit (x, , t E IN) un processus dé£ ini par : 

est un bruit blanc indépendant. 

Si la fonction génératrice des moments E(exp(t E,) existe 

dans un voisinage de l'origine, si la suite (IT , j E: IN) vérifie : 
j 

on peut construire sur un espace probabilisé un processus ( Y n  , n E IN) 

de même loi que (xn , n E lN) et un processus du mouvement brownien 

(~(t), t E: IR) tels que : 

pour tout x > O , et tout n s TN , 

- Ax P (  max /yk - Y ~(k)l > C log n + x) s K e , 
Oskgn 

où C , K , A sont des constantes ne dépendant que de la loi du bruit 

blanc. 

Si on ne suppose plus l'existence de moments de tous ordres, 

on peut établir le : 

Th@u&èinl: 4. Si la variable E ,  a un moment d'ordre p , p > 2 , 

si la suite (;7 , j E N) vérifie : 
j 



-2-y 
e t  il e x i s t e  des  cons t an t e s  p o s i t i v e s  A e t  y t e l l e s  que : 1 I T .  1 6 A j , 

J :  

on peut c o n s t r u i r e  s u r  un espace p robab i l i s é ,  un processus  (Yn , n E IN) l 

de même l o i  que (xn , n IZ IN) e t  un processus du mouvement brownien 

( ~ ( t )  , t E IR) t e l s  que : 

pour t ou t  1 / 2  
h n ,  n 1 / p 4 h n 6 C 1  ( n l o g n )  , 

n 
f ( max Iyk- ~ ( k ) ]  3 hn) 6 C - , 

hP 06ksn 

où l e s  cons tan tes  C l  e t  C2 ne  dépendent que de l a  l o i  du b r u i t  b lanc  

e t  de  l a  s u i t e  ( IT . )  . 
J 

L a  démonstrat ion de s  théorèmes 3 e t  4 u t i l i s e  une décomposition 

moyenne mobile du processus  (Xt )  , on montre en su i t e  l ' e x i s t e n c e  d 'une 

marche a l é a t o i r e  (St , t E IN) somme de v a r i a b l e s  indépendantes,  proche 

de Xt , e t  on achève en appl iquant  l e  théorème de  KOMLOS-MAJOR-TUSNADY 

il Ecriture moÿennc mobile d h  processhs (Xt , t c IN) 

En sommant l e s  r e l a t i o n s  ( 1 . 1 . )  , on o b t i e n t  : 



Dans la s u i t e ,  on notera : 

Xt peut s'écrire : 

L 

iil Majoration de sup 1 Xt - $ 1 ckl . 
0st6n  k= 1 
. . 

Ecrivons Xt SOUS l a  forme : 

Le terme I/J St + R; est lié à l'évolution du bruit blanc ( E . )  
J 

depuis l'instant t = O , alors que R: dépend uniquement des variables 

( E  , j s 0 )  , c'est-à-dire des conditions initiales. 
j 

Lemme 1 . -  Sous les hypothèses du théorème 3, il existe des 

constantes C , K ,  A strictement positives, telles que : 

pour tout x > O et tout n E ïN : 



P (  max 1 R;I ) c log n + XI 6 K e-hx 
Istsn 

-Xx 
et P (  max IR:/ 2 C log n + X) 6 K e . 

Istsn 

Preuve du lemme 1. 

Soit ho 
un réel strictement posi-tif tel que E(exp(ho 1 E, 1 ) )  < 

et C une constante supérieure à 1 /ho . Posons K1 = ~ ( e x p  ( A ~  1 1 ) )  , 

on déduit de l'inégalité de Markov : 

n K 
1 

n K 
P (  max 1 ~ ~ 1  ) C log n + X) s - 1 

1 1 h n  exp(Cho l o g n + h  x) l o x  

a)  Majoration de max 1 R; 1 
1 St6n 

t 

(1.5) max  IR;^ s max 1 I$t-k- $ 1 .  max ! E ~ !  

1 s t ~ n  1 stsn k=1 1 sksn 

sous l'hypothèse : 1 k 1 nkl = A < w , on a : 
k= 1 

En posant A = io/A , on obtient la première relation. 



b) Majorat ion de max 1 R: 1 
1 , < t a  

On a donc : 

1 s-kl 
(C log k + x) rnax 

k m  C l og  k+x 

2 n 
(1.6) rnax / R Y ~  f k l n k l  max ~ E - ~ I  

1 $tsn k=O 1 s k ~ n  

0) 1 '-k 1 + k lnkl (C l og  k + X) rnax 
k=n+ 1 k2n C log k+x 

Utilisant l ' i n é g a l i t é  de Markov, on obtient : 

- A  x 
P( max I E - ~ ~  2 C log  n + X) 6 K e 

O 

1 i k s n  

1 '-k 1 -A x m 

e t  ~ ( s u p  . r 1)  S K ,  e O 1 -  1 

kzn C log k+x k=n CAo 
n 

I I  vient donc : 



-box 
P (  max IR:/ > A C log n + A'C + Ax) d K e 9 

1 StÉn 

Q.E.D. 

Lmm~ 2.- Sous les hypothèses du théorème 4, il existe une 

constante C telle que : pour toute suite (hn , n E IN) 

Preuve du Zemme 2 .  

Posons C = E ( / E~ 1 ') , on déduit de 1' inégalité de Markav 

Cn P (  max 1 ~ ~ 1  2 11 } s - . 
n 1 Sksn 

h: 

Utilisant l'inégalité (1.5) 

max IR;/ s ( 1  k 1 ~ ~ 1 )  rnax lckl 
lst<n k= 1 1 sksn 

on obtient : 

On a de même une relation analogue à (1.5) 



On o b t i e n t  donc : 

SCJUS l a  cond i t i on  1 1  A k-2-~ , 

k i r k /  c o n v e r g e e t  1 ~ ~ 1  ( I + ~ ) ~ / P < A '  (n2Ip)- '  . 
k=O k=n+ 1 

On o b t i e n t  donc : 

2 Cn P (  max I R ; ]  3 (A + A ' )  hn) 6 - 3 

I s t s n  hP 
n  

P (  max IR:I 2 hn) :: 2~ ( A + A ' ) ~ ~  . 
1 $ t a  h 

n 

Q.E.D. 

iii, F i n  de la  démonstration des théorèmes 3 .)i; 4. --- 

Les démonstrat ions é t a n t  i den t i ques ,  nous donnons c e l l e  d u  théorème 

4 .  



On s e  donne un processus  du mouvement brownien (W(t), t 3 0 )  

sur  un espace (Q,A,P) e t  on c o n s t r u i t  s u i v a n t  l a  méthode de J. KOMLOS, 

* 
P. MAJOR, G .  TUSNADY une s u i t e  d e  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  ( e j  , j  E IN ) 

indépendantes  t e l l e s  que : 

. ( e l  , e2 ,..., en ,... ) a i t  même l o i  que (E, , e2 ,..., cn , . . .)  

. l e  processus (Tn , n E IN) des  sonmes p a r t i e l l e s ,  d é f i n i  par 

T k =  e l  + e2 + ... + e  , v é r i f i e  l ' i n é g a l i t é  : 

n 
P( max 1 - ~ ( k ) l  > h,) 6 C - 

o ~ k s n  hn 

On c o n s t r u i t  une a u t r e  s u i t e  d e  v a r i a b l e s  (eWj  , j E lN) , 

indépendantes  e n t r e  e l l e s  e t  indépendantes  de ( e  , j E ) , de même 
j 

l o i  que 
€ 1  

On cons idère  l e  p rocessus  (Yt , t E IN) d é f i n i  à p a r t i r  d e  l a  

s u i t e  ( e . )  par : 
J 

C e  p rocessus  (yt  , t E IN) amême l o i  que (Xt , t E IN) , 

il admet encore l a  décomposi t ion : 

l ' i n d i c e  e ind iquant  que dans l a  décomposi t ion ( 1 . 4 )  d e  Xe , ( c j  , j E Z) 

e s t  remplacé p a r  ( e j  , j E ZZ) . 
La démons t ra t ion  du théorème 4 ( r e s p .  3) r é s u l t e  a l o r s  du  théorème 

2 ( r e s p .  th .  1 )  e t  d e s  lemmes 1 e t  2. 



3 - APPLICATION AUX PROCESSUS ARIMA D'ORDRE 1 .  

i) Véai&on (G. BOX et G. JENKINS 1910, [ I I ,  C. GOURZEROUX et 

On note B l'opérateur retard qui à un processus (ct , t E Z) 

associe le processus (nt , t 42 Z) 

défini par : vt E Y Tit = Ntt] = CL-, Y 

et on pose : A = I - B :  

(xt , t E IN) est un processus ARIMA d'ordre 1 ,  plus précisément 

un ARIMA (p,l,q) s'il satisfait une équation : 

où 4 et O sont des polynômes de degré respectifs p et q ayant des 

racines de module supérieur à 1. 

( E ~  y t E IN) est un bruit blanc centré. 

La relation (1.7) ne définit pas Xt , il faut adjoindre des 

conditions initiales. 

La méthode la plus fréquente est d'introduire ( p + l )  valeurs 

x - ~  y x - ~ ~ ~  ,. . . y x non aléatoires pour initialiser le processus et de 

faire la convention : 
E - ~ + ~  = E -q+2 = m . .  = € = O  . 



Sous ces conditions, le processus différencié ( A X ~  , t E IN) 

n'est pas stationnaire, mais il est asymptotiquement stationnaire. 

Nous ferons un choix différent sur les conditions initiales, de 

manière à assurer la stationnarité du processus différencié. On considère 

un bruit blanc indexé par iZ (ct , t E Z) et on définit un processus 

ARMA stationnaire (Ct , t E Z) également indexé par iZ , par : 

Le processus ARIMA (Xt , t E hi) sera alors défini par la donnée 

d'une condition initiale x non aléatoire et de la relation : 
t 

iii Ecriture moyenne mobile du pmcessus (xt) . 

Sous la condition go = 1 , le polynôme formel 4 est inversible 

et on note : 

Si on pose : qk = ro + IT, + ... + T , Xt est défini par : 



Rmwue : Si on définit (Xt , t , ~  IN) par la relation (1.7)  

et p+q+l conditions initiales : x - ~  , xWp+, ,..., x 
~ O '  

= O ,..., E = O , non aléatoires, l'expression (1.3) devient 
E-q+l 

t - 1  
(1  - 3 ' )  x,= 1 Y) ctmk + qo + n(t) où qo est une constante 

k=O 

l 
et q(t) une fonction non aléatoire à décroissance exponentielle. 

iii) Majoration des coefficients moyenne mobile m 
j et 'j . 

Le polynôme $(z) peut s 'écrire : 

et les coefficients X vérifient : A = max i l h . 1  , 1 5 j s p l  < 1 .  
j J 

1 
w P W  

Son inverse - = 1 aj zJ = i~ ( 1 A: zk) a ses coefficients i 

$ < z )  j=o j=l k=o j 

majorés en valeur absolue par ceux de 

w 
1 ( 1 Ak z k ) p  = , soit 

k=o ( I - A Z ) ~  

On en d'éduit l'existence d'une constante C telle que 

w 9 . C u  

1 n j  z j =  ( - 1  e j  z J )  ( 1  a, 2') . Notons alors ~ ( z )  = - =  

$ (z )  j=o  1 =O j =O 

On voit qu'il existe aussi une constante C telle que 



~ematujue : Dans l e  cas où les racines X sont simples, on 
j 

peut établir l'existence d'une constante C telle que : vj c IN , 

On établit de même l'existence d'une constante C 

telle que 1 -  1 C jp A , où $ = lim + 
j- 

j 

Les théorèmes 3 e t  4 s'appliquent en particulier aux processus 

ARIMA d'ordre 1. 



B - TEMPS D'OCCUPATION. 

Dans la section précédente, nous avons étudié un processus 

(Xt , t E IN) défini par une relation de récurrence : 

où (cj , j E 2L) est un bruit blanc indépendant et n une suite de 
Q) Co j 

réels telleque: l a j /  , a # O  . 
j =O jso j 

On souhaite établir la convergence en loi du temps d'occupation 

du processus (Xt) , convenablement normalisé, vers le temps local d'un 

mouvement brownien. 

Xt a l'écriture moyenne mobile : 

O n  note 

n-l 2 -1 /2  1. 1 - CONVERGENCE UNIFORME DE LA DENSITE DE : ( 1 
I ) ~ )  Xn . k=o 

Reprenant la méthode du chapitre 1, nous comparons la densité 

1 'L de - Xn et celle de la loi normale centrée réduite. 

n 
Phoponition 1 .  Soit f n  la densité de la variable aléatoire 

1 - 2 qk E ~ - ~  . On suppose que la suite 
('j ) jt-m a une limite finie 

V'E- k=" 

:, non nulle. 



BI - Les v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  ( E ~ )  son t  indépendantCs,  de  même l o i ,  

c e n t r ée s ,  de va r i ance  1 , e t  e l l e s  admettent  un moment d ' c i d r e  p , p > 3 .  

B2 - Leur fonc t i on  c a r a c t é r i s t i q u e  $ ( t )  = ~ ( e x p ( i t  E ) )  v é r i f i e  : 
C1 

1 

3 a. E IN t e l  que l i m  t[$(t)] = O  . 
t- 

Alors  l a  d e n s i t é  f n  e s t  de  c l a s s e  C' pour n assez  grand e t  

il e x i s t e  une cons t an t e  C t e l l e  que : 

1 e -~ ' /21  C 
sup 1 fn(x)  - - 6 -  
x €lR J2, Jn 

dès que n est assez  grand. 

Preuve : La démonstrat ion analogue à c e l l e  du c h a p i t r e  1 n ' e s t  

pas r e p r i s e .  L a  s e u l e  modi f ica t ion  e s t  l e  remplacement du lemme V.1. 

de V.V. PETROV par  l a  p r o p r i é t é  ci-dessous.  

Théukhnie (U.V. PETROV, 1 9 7 5 ,  p. 1 0 9 )  i l ] .  S o i t  ( E ~  , j E IN) 

une s u i t e  d e  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépendantes c en t r ée s ,  de va r i ance  1 ,  

ayant  un moment d ' o rd r e  3,  e t  ( q j  , j c R) une s u i t e  d e  r é e l s .  

n- 1 n- 1 
on pose B~ = F, IJJ~ e t  L~ = ~ i ~ ' ~  1 E ( I Y ~  E j 1 3 )  . 

j =O j =O 

- 1 / 2  
Alors l a  f onc t i on  c a r a c t é r i s t i q u e  $,(t) de  En 4)j Ej  

'l '-1 j =O 

vér i f ie  : IJn(t)  - e 1 -tL'3 pour / tI  s - .  - t L ' 2 ~  g 16 Ln It 1 e 
4Ln 

Notons que ce r é s u l t a t  de V.V. PETROV ne suppose pas que l e s  v a r i a b l e s  

( E . )  s o i e n t  équ id i s t r i buées .  
J 



2 - MAJORATION DE 1 ~~(a,a+6) - Nn(b,b+6)1. 

Ayant obtenu une approximation de la densité de la variable 

2r 'L 

Xt 9 Xt = 1 $j Et-j , nous allons l'utiliser pour comparer les temps 
j =O 

d 'occupation de deux intervalles par le processus Xt 

Dans le chapitre 1, nous avons obtenu d'abord pour tout entier p, 

déduit successivement une majoration presque sûre de 

puis de 1Nn(a,a+6) - ~~(a,a+k&) 1 

Lorsque les variables Zt ne sont pas à accroissements indépendants, 

le calcul de : 

extrêmement lourd pour p > 1. Aussi nous nous limiterons à p = 1 

et nous étudierons directement une majoration de 

1 
/Nn(a,a+ô) - ~~(a,a+k6) 1 

sans la déduire de celle de 

l ~ m m e  3.- Soit a E IR , E E ]0,1 [ et k un réel supérieur 

à 1. Sous les hypothèses 
BI , B2 

de la proposition 1 ,  il existe une 

constante C ( F , x )  ne dépendant que de la fonction d e  répartition F 

des E et de la suite ( n . )  telle que : 
j J 

1 2 
v n t  Ti, ~(l~,di,a+i+6) - - N  (a,a+kO)I ) < k n 

2 1 /2 
C ( F , T )  6 max(1, k6 log n) . n . 



Preuve : 

2 1 écrit me déve loppée 

On note = E( I~~(a,a+6) 
1 2 

E2 
- - N (a,a+kb)l ) . 

k n 

11 a pour écriture développée : 

avec 

n 
A = E  1 (1 

1 (x*) - - 2 
=1 [a, a+&] k ' la, a+k6-1 (X ) ) 

n n 1 (x. , > I l  
j=1 ( )  . (l[a,a+bj(Xj') - k  '[a,a+k&] J 

A i  = 2E 1 [a,a+sJ 
J ' J+1  

n 
1 

n 
A 2 = 2 E  1 - 1  'X.' C 1 ( ~ ' [ - a , a + k q  1 (X.,> J - 1 (x. 9 ~)~~ 

j.1 k ha+k81 3 j1=j+, [a,a+d J 

On utilise la décomposition : 

'L 

et les variables Xt et R;I sont, pour tout t , indépendantes. On 
2i 

note gt la densité de Xt et l'on sait que 

où f t  a été défini à la proposition 1. 



i i l  Majoration de gt et g; . 
\ X i  i 

De la proposition 1 ,  on déduit : 

et donc : -1 /2 
SUP Igt(x) 1 < C î  t 
xelR 

On a de même : 

et donc : 1 g;(x)l s c3  inf(t-' , ( 1 ,I + 1 )  t-3/2) 

iii) Majoration de A . 

'L 
On s a i t  majorer la densi té  de  X , donc : 

j 



o n e n d é d u i t  : A d  C ô 6. 

iv) Majoration de Al . 

Pour j ' > j , on i n t r o d u i t  l a  décomposition su ivan t e  de  X . 
j '  ' 

avec 

% 

On v é r i f i e  aisément que R 
j j '  

e t  X son t  indépendantes,  que l a  v a r i a b l e  

'L 
j j  ' 

'L 
X a  même l o i  que 

Xj ,-j 
e t  donc q u ' e l l e  a l a  d e n s i t é  g j  ,-j (x). j j  ' 

A, peut  s ' é c r i r e  : 

n 
A , = Z E  1 

j = 1  [a, a + a l ( X  ) 

'L 

o u e n c o r e  e n u t i l i s a n t l a d e n s i t é d e  X 
jj' * 

Un changement de v a r i a b l e  condui t  à : 

u t i l i s a n t  le  théorème des  accroissements  f i n i s ,  on a l a  majora t ion  : 



SUP 1 g j  v - j  (Y+x) - g j  t h j  ( Y + ~ x )  1 5 (k-O6 sup 1 g; ,-j (y) 1 
XE: Co961 Y S ~  

1 on a donc : 

2 n 
6 2 c3(k-1) 6 log n 1 E 1 ( X . )  

j=, [a,a+sl J 

l En u t i l i s a n t  la  ma jo r a t i on  de F 1 (x.)  obtenue en i i i ) ,  on o b t i e n t  : 
Ca, a+&] J 

La majora t ion  de  A2 est obtenue de  l a  même manière : 

On en dédu i t  : 

3 E2 s C 6 & +  2 C '  (k-1) S ( log  n) & ,  

2 
E2 S C(F ,n )  6 6 max(1, (k-1) 6 log n) 

Pkupos&on 2 . -  S o i t  (Xt , t E IN) un processus d é f i n i  par  

où l a  sui te  ( n . )  v é r i f i e  : n = 1 , 1 1 nj 1 < m , 
J i =O 

e t  l e s  v a r i a b l e s  a léatoires  s a t i s f o n t  l e s  hypo thèses  BI e t  B 2 .  

S o i t  (k,) e t  (6 ) deux s u i t e s  d e  réels  t e l l e s  que 



alors il existe une constante C telle que, pour tout r > O , 

C O & U ~ ~ . -  Sous les mêmes hypothèses : 

Preuve de la proposition 2 : La proposition 2 résulte immédiatement 

du lemme 3 et de l'inégalité de Markov à l'ordre 2. 

3 - CONVERGENCE EN PROBABILITE DU TERlPS D'OCCUPATION. 

Nous allons comparer le temps d'occupation d'un processus * t 
défini par (2.1) et celui du mouvement brownien. 

ThtorrZrne 5.- soit . une suite de réels, satisfaisant les 
J 

hypothèses : 

il existe des constantes strictement positives A et y 



On peut construire, sur un même espace probabilisé un processus du mouvement 

brownien (W(t) , t E IR) et une suite de variables aléatoires . indé- 
3 

pendantes, de fonction de répartition F donnée satisfaisant 3 et B2 , 

tels que le temps d'occupation du processus X , t c defini par : 

satisfasse à la relation : 

Preuve : 

i) Approximation forte du processus Xt . 
On a établi dans la section A, th. 4 que si les coefficients T 

j 

du développement moyenne mobile de Xt - Xt-, vérifiaient 

on pouvait construire un processus du mouvement brownien (~(t), t E IR) 

et le processus (Xt) de manière que : 

On en déduit comme dans le chapitre 1 que : 



iil Majoration de 1 \(a,a+6,) - 

 approximation forte de Xt entraîne la majoration presque sûre : 

La démonstration suit celle du théorème 5 du chapitre 1, la seule 

modification est due à l'utilisation de la proposition 2 pour majorer : 

On obtient : 

Il existe une constante C telle que : 

Fixons 6, = 6 dans 10, 11 et choisissons k = n ( 1  /6)+(2/3p) 
n Y 

on obtient : 

iii) Remarquons que si bn est une suite convergeant vers O , 
' l2  k1 I2 63/2 - n l / + /  est la quantité m a ~ ( 6 ~  , 

n n '  n 

en choisissant : 



si l a  condition 6n k:l2 5 1 e s t  vérifiée, 

donc si n ( 1 / 6 ) + ( 2 / 3 p )  6 n > 1  , alors 

On peut é tab l i r  suivant les méthodes du chap i t r e  I , l e  : 

Cotlul..h&e. - Pour t o u t  6 E ]0,111 , 

1 - (Z ) converge en l o i  ve r s  - 1 L ( O )  , 
- '[a,atsl t 
6& t = l  $ 

où L ( o )  désigne l e  temps loca l  à l ' o r i g i n e  d u  mouvement brownien 

W S I  , ~ o , I ] ) .  





C - TEMPS D'OCCUPATION D'UN PROCESSUS ARIMA(p,l ,q) GAUSSIEN. 

Dans le cas d'un ARIMA (1 , p , q )  gaussien, les résultats ~récédents 

peuvent être améliorés. 

On fera donc les hypothèses suivantes (c) : 

- le processus (x, , t E IN) vérifie (1-B) $ ( B )  Xt = Q ( B )  et , 

- les variables (et , t c Z) sont indépendantes, de loi N(0,1) ,  

- les polynômes 4 et 8 satisfont les hypothèses du paragraphe 

A3,i . 

1 - MAJORATION DE 1 ~~(a,a+6) - ~~(a+ks,at(k+l)6/. 

Lemme 4.- Sous les hypothèses précédentes, pour tout entier p, 

il existe une constante C ( 4 ,  O) telle que 
2~ 

On reprend la démonstration du lemme 1.3. et on pose 

On majorera E en regroupant les éléments E Yi  Y. ... Y 
2~ 

suivant 
1 '2 i2p 

le nombre d'indices i distincts. 
j 



il CaZcul de la densité de (xtl, Xt2,. . . , Xt 1. 
n 

On note : f(xI,x2,. . .,x ) la densité de (Xt ,Xt ,. ..,Xt ) 
2 P 1 2  2~ 

sous l'hypothèse tl < t2 < ... < tZp . 
On sait que les coefficients iIj tendent exponentiellement vers 

iy : il existe C et h C]O,I[ tels que l $  - $ j l  < C 1' . 

Les coefficients de ia matrice de covariance de 

On obtient donc : 

O(1) O(X 
t2-t1) ...... O ( X  

t2p-l-tl ) 

u2(t,-t,)+o(i) O ( 1 )  . . . . . . O ( h  
t2p-1-t2) 

r = 

S . . . . .  . . m . . .  

2 
(t2p-t2p-1 + o(1) 
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les sommes étant étendues à l'ensemble des indices (il, i2*. . . , ip) 
obtenu par permutation de { 2 , 4 , 6 , .  . . ,2p1 . 

a L~ -- 1 + .... des termes d'ordre inférieur. a~ 2 az 4 o((t4-t,) (t3-t2)) 

L'écriture de P b l ,  ..., z ) 
2 P 

implique que 

sup exp(P(~,,...,z~~)) < 1 

Z1 ' ' ' " 2 ~  

e t  l'existence d'une constante C indépendante de tl Y t2 '- - . Y  t ZP 

telle que : si a l  , a2 ,..., ap sont inférieurs à p : 



on peut donc majorer 

ap a p  - - 
a.. 

aP 
az 

p a r  une somme f i n i e  de termes d u  type  a z 2  az4 
2 P 

on c o n s t a t e  que l e  même t y p e  de  m a j o r a t i o n  e s t  v a l a b l e  pour  

On p e u t  a l o r s  m a j o r e r  
aP  

a z 2 a  z4. . . az2p f ( z , , . .  9 z2p 1 

p a r  une somme f i n i e  ( l e  nombre de termes ne dépcndant que de p )  d'éléments 

du t ype  

pour  l e s q u e l s  i l  y a  au  p l u s  p  e x p o s a n t s  
1 

fij p r e n a n t  l a  v a l e u r  - - 
2 '  

l e s  a u t r e s  e x p o s a n t s  p r e n a n t  une v a l e u r  i n f é r i e u r e  ou é g a l e  à - 1 .  

On en d é d u i t  l ' e x i s r e n c e  d ' u n e  c o n s t a n t e  C ne  dépendan t  que 

,--. 
d c  p e t  des  polynômes @ e t  y> q u i  d é f i n i s s e n t  l e  p r o c e s s u s  ARIMA 

t c l l e  que 



Des calculs analogues à ceux du lemme 3 du chapitre I permettent de 

majorer 

1 E Yt Y ... Y 1 dans le cas où il y a 2 , 3  ,..., p 
1ltI,. . . ,t sn 1 t2 t2p 

indices égaux par paires. 

On obtient alors une majoration de E par 
2~ 

c(O,rnyp) np12 (ln nlp 63p kP . 

Remmque.- La démonstration est encore valable si 

AXt 
est un processus stationnaire linéaire 

03 

lorsque la condition 1 n. 1 ,< A j-2-y , y . O , est remplie. 
J 

Pttopocskt.iaiz 3. - Soit a E IR , 

(k,) une suite croissante d'entiers , 2 
kn = o(n > 

(6,) une suite décroissante de réels éléments de ]0,1j. 

Sous les hypothèses (C) , 

Pour  t o u t  E > O , 

- 1 14-E 
lim sup n -Il2  i n f  (1 ,k~112(j~') 
n-rco O<h<k, 

6n 

I~~(a,a+~~)-~~(a+h6 ,a+(h+t)ô n ) 1 = 0 p. S. 



1 En utilisant l'inégalit4 de Markov et l e m e  4, on a : 

pour O < h < k 

1 

La démonstration analogue à celle de la proposition 2 n'est par reprise. 

2 - CONVERGENCE FORTE DU TEMPS D'OCCUPATION, 

l 
Soit (x, , t E mi) un processus ARIMA (p,l,q) , défini sur 

un espace probabilisé (~,A,P) vérifiant la relation : 

est un bruit blanc gaussien, réduit. 

1 Les conditions initiales sont données par le choix de p+l  

quantités non aléatoires X-p 5 X-p+l 9 . Y Xo 
et 

Emq+, = E-q+2 = . . . = E = O . 

Si l'espace probabilisé (R,A,P) est suffisamment riche, on 

peut construire un processus du mouvement brownien (~(t) , t i IR+) par 

interpolation de la suite de variables aléatoires gaussiennes 

(O, El , El + E2 ,. .., El + L 2  + . .. + En ,...) . 

On établit le théorème : 

Théotème 6.- Soit (X, , t E IN) un processus ARIMA défini sur 

un espace (Q,A,P)  , vérifiant la relaiton : 

où ( c  t E ) est un bruit blanc gaussien. 
t ' 



Il e x i s t e  sur ce même espace ,  un processus  ( ~ ( s : ,  s E IR+) 

du mouvement brownien t e l  que, pour 6 E ] 0,1] e t  t o u t  E > O , 

La démons t ra t ion  analogue à celle du théorème 1.5. n 'est  pas 

r e p r i s e .  

C e  théorème étend l e  r é s u l t a t  de M. CSORGO e t  P. ~ V ~ S Z  (1 984) [2] , 

é t a b l i  pour une marche a l é a t o i r e ,  à un processus  ARIMA. 
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CHAPITRE f Il 

TRANSFORME D'UN PROCESSUS ARlMA 

PROBEMES D'ESTIMATIOM - 

Dans l a  modél i sa t ion  d 'un  processus  a l é a t o i r e ,  l a  c l a s s e  de s  

processus ARMA e t  ARIMA e s t  l ' une  des  p lu s  u t i l i s é e s .  Ce t t e  c l a s s e  e s t  

p a r f o i s  étendue d e  l a  manière su ivan t e  ; on ne suppose p lus  que l e  processus 

observé (Xt , t E IN) s o i t  lui-même un ARIMA, mais on f a i t  l ' hypothèse  que 

son image ($(Xt) , t E IN) par  une a p p l i c a t i o n  continue e s t  un ARIMA. Il 

e s t  assez  f réquent  que  l e  choix de  l a  f onc t i on  $ ne reço ive  pas d e  j u s t i f i -  

c a t i o n  théor ique ,  nous nous proposons dans c e t t e  s ec t i on ,  lo rsque  l e  processus 

observé e s t  l ' image p a r  une a p p l i c a t i o n  cont inue  d'un processus ARIMA d ' o rd r e  

d ' i n t é g r a t i o n  1 ,  de c o n s t r u i r e  un e s t ima t eu r  convergent de c e t t e  f onc t i on  $. 

En ou t r e ,  s i  les  accroissements  $(Xt) - $(xt-,) sont  indépendants e t  

s i  $ e s t  de c l a s s e  C'  , nous Gtudierons un es t imateur  de  $' . 



A - TRANSFORME D'UN PROCESSUS ARIMA.  

1 - NOTATIONS ET HYPOTHESES. 

Soit (Zt , t c IN) un processus ARIMA d'ordre d'intégration 1 ,  I 

défini sur un espace probabilisé ( R , A , P )  et vérifiant l'équation aux 

différences : 

(Al (1-B) $(BI Zt = O(B) st , 

où (E , j E: 22) est un bruit blanc indépendant, 
j 

B l'opérateur retard , 

et B deux polynômes 

et l'on fait l'hypothèse que les racines de sont de module strictement 

supérieur à 1 et que ~(0) = 0 ( o )  = 1 . 

Ce processus (Zt , t E IN) n'est pas directement observé, mais 

on observe le processus (xt , t E IN) défini par : 

Xt = $(Zt) où + est une fonction continue strictement monotone ; 

sa fonction réciproque sera notée g : 

Si (Zt , t E IN) est un processus ARIMA d'ordre 1, il est clair 

que son image par toute application affine sera encore un processus ARIMA 

d'ordre 1 ,  nous pouvons donc fixer arbitrairement l'image d'un couple de 

points en vue d'assurer l'unicité. 

Nous supposons donc que le processus (Xt , t E IN) est observé 

entre les instants O et n et nous souhaitons obtenir un estimateur 



convergent de  4. 

Les hypothèses su ivan t e s  sont  f a i t e s  s u r  l e  b r u i t  blanc 

(Hl  ) E~ admet une fonc t i on  de  r é p a r t i t i o n  F absolument continue pa r  

rappor t  à l a  mesure de  Lebesgue , 

( ~ 2 )  E ,  a u n m o m e n t d ' o r d r e  p ,  avec p ,  3 ,  

( ~ 3 )  il e x i s t e  un nombre r é e l  s t r i c t emen t  p o s i t i f  y t e l  que : 

l i r n  ~ ( e x p ( i t  E ~ ) )  tY = O . 
1 tl" 

E t  nous supposons que 4 v é r i f i e  : 

( ~ 4 )  4 e s t  une fonc t i on  numérique d 'une  v a r i a b l e  r é e l l e ,  s t r i c t emen t  

c r o i s s a n t e ,  t e l l e  que $(O) = O , $ ( l  ) = 1 . 

( ~ 5 )  Pour t o u t  i n t e r v a l l e  compact K de  W , il e x i s t e  des  cons t an t e s  

s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e s  mK e t  MK t e l l e s  que : 

On note  : 

n 
( resp .  ,(XI ( a , b )  = 1 1  (Xt)) l e  temps d 'occupat ion  d 'un  

t = l  

i n t e r v a l l e  [a,b] p a r  l e  processus (Zt , t E IN) ( resp .  (Xt , t E ?N))  

e n t r e  l e s  i n s t a n t s  1  e t  n . 



2 - DEFINITION D'UN ESTIMATEUR DE 0 . 

Dans l e  c h a p i t r e  11, nous avons é t u d i é  l e  temps d 'occupation d 'un 

processus ARIMA d ' o r d r e  1 e t  obtenu des  majora t ions  concernant : 

En p a r t i c u l i e r ,  s i  nous l ' app l iquons  aux i n t e r v a l l e s  [O, 11 
e t  [O, $ ( a ) ]  , en supposant a  > 1 , nous obtenons 

l a  majora t ion  en p r o b a b i l i t é  pouvant ê t r e  remplacée par  une majora t ion  

presque s û r e  dans l e  c a s  d 'un processus ARIMA gaussien.  

La r e l a t i o n  précédente peut  encore s ' é c r i r e  : 

K é t a n t  un i n t e r v a l l e  compact de IR , contenant  l ' o r i g i n e ,  il e s t  n a t u r e l  

de proposer  comme e s t ima t eu r  de  4 : 

Le r é s u l t a t  e s s e n t i e l  de  l a  s e c t i o n  e s t  l e  su ivant  : 

* 

Théohème 1 .  Sous l e s  hypothèses ( H I )  à ( ~ 5 ) ,  l ' e s t ima t eu r  $,(a) 

converge en p r o b a b i l i t é  v e r s  $(a) , e t  on a : 

S i  on suppose en o u t r e  l e  processus ( z t )  gauss ien ,  sous l e s  mêmes hypothèses,  
* 

l a  convergence de Sn(a)  v e r s  $(a )  e s t  presque sûre .  



Preuve : 

* 

a)  Convergence en p r o b a b i l i t é  de  $ ( a )  vers  $ ( a )  . 
n 

La fonc t i on  $ é t a n t  c r o i s s a n t e ,  il vient  : 

Nous supposons a > O , une r e l a t i o n  analogue pouvant ê t r e  é c r i t e  s i  a < 0. 

Etudions t o u t  d 'abord l e  c a s  a  > 1 .  

~ ' a ~ r è s  l a  p ropos i t i on  2 du c h a p i t r e  II.B., en prenant  6 = 1 

e t  kn = $(a) , on o b t i e n t  : 

Comme nous avons f a i t  l ' hypothèse  $ ( l )  = 1 , 

e t :  b ' E > o ,  

s o i t  

, ( X I  
( o , a>  

i i m  ~(14(a) - I b  
(9(a))3'2 n ( 1 / 4 ) + E  l o g  n 

) = O  
n- N ( ~ ) ( O , I  

n N;~)(O,~) 

U t i l i s a n t  l e  théorème I I .B.5 ,  e t  l e s  p rop r i é t é s  c l a s s i ques  d u  

temps d ' o c c u p a t i o n  du mouvement brownien : 



On o b t i e n t  donc : 

N F )  (O,  a )  
~ ' . E > o  l i m  ~ ( / $ ( a ) -  1 2 ( $ ( a ) ~ ~ / ~  l o g  n.n-(1/4)*2E) = O . 1 

n-t* 

E t  E é t a n t  a r b i t r a i r e ,  on o b t i e n t  : 

S i  O < a < 1 , l a  r e l a t i o n  3.2 e s t  modif iée comme s u i t  : on f a i t  dans 

l a  p ropos i t i on  I I . B 2  , 6* = $(a)  e t  k = - ' on o b t i e n t  : 
n 

si(a) 

l a  s u i t e  de  l a  preuve e s t  inchangée. 

b) Cas d 'un  processus  gaussien.  

Nous f a i s o n s  l 'hypothèse  dans ce paragraphe que l e  p rocessus  

ARIMA (Zt , t E IN) est gaussien.  Afin d ' é t a b l i r  l a  convergence presque 
A 

sûre  d e  $,(a) v e r s  $ ( a )  , une première méthode s e r a i t  d ' é t end re  l e  lemme 

II .B3 , pour o b t e n i r  une majora t ion  de  : 

Une a u t r e  méthode, que nous adoptons i c i ,  e s t  d ' u t i l i s e r  l a  p ropos i t i on  

T I .  C3 e t  l e  développement dyadique de  A pour  é t a b l i r  le : 

* 
Lemme 7 .  Pour t ou t  E > O , A > O , p E IN , il e x i s t e  

une cons t an t e  C t e l l e  que 



Preuve : On note dans ce qui suit : 

ho = [A] ,..., A = 2 - j  [~'AJ et 
j 4, = [log2 nl , 

où log2 désigne le logarithme de base 2. 

On va établir que pour tout E > O , presque sûrement, il existe 

no , tel que pour n 5 n : 

i) les quantités Nn(o,ho) - ho Nn(o,l) et 

N o  1 - - ho) Nn(o,l) 
qn qn 

sont égales à o(n  (1 /4)+~) 

ii) ~ ~ ( h  , A )  est P.S. nul . 
qn 

iii) ( A  - h ) ~~(0.1) tend P.S. vers O quand n + m . 
qn 

a) Majoration de IN~(o,A~) - ho Nn(o,l) 1 + 

* 
On déduit du lemme II C 4 ,  pour tout E > O et tout p E IN , 

l'existence d'une constante C telle que pour k = O , 1 ,..., ho - 1 , 

ce qui établit le premier résultat par sommation. 

b)  Fajoration de N , ( A ~ ,  , ) - ( A  - A o )  bln(o,  1 ) 1 
qr, qn 

Y 1 ) - (A - h o )  N,(o,l) = 
'n qn  

9 - 1  *, 
1 ( N  + - ( + - A )  N o ,  ) . 

j =O 



2- j -1 
Or utilisant la proposition II C3 avec = 

'n 
o n a :  

On en déduit : 

c! Majorationde Nn(i , A) et de (A - h ) Nn(o,l) . 
qn qn 

2 donc ( - A) = o(,-(~/*)+' 1 .  
'n 

Comme cette quantité est à valeurs entières, elle est presque sûrement 

nulle à partir d'un certain rang. 

2 
En outre : O $ ( A  - h ) Nn(o, 1 )  6 Nn(o, 1 )  

qn 

et donc (A - À ) ~ ~ ( 0 . 1 )  = ~(n-(~/~)+') P . S .  
q n  

ceci achève la démonstration du lemme 1. 

On en déduit : 



II suffit donc dans le cas gaussien, de reprendre la première partie de la 

démonstration en remplaçant les majorations en probabilité par des majora- 

tions presque sûres. 

3 - CONVERGENCE D'UN ESTIMATEUR DE i1) SUR UN COMPACT K. 

A 

il Mesurabi Zité de sup 1 dn(x) - q (*) 1 . 
XE K 

Soit K un intervalle compact de IR contenant l'origine. Les 
C1 

fonctions qn(x) et $(x) sont des fonctions croissantes de x et $ 

est continue. Pour x c [x, , xJ , on a : 

on en déduit : 

Ci 

max I~,(hs,) -$(hdn)l f max 1$((k+1)6,) -$(kan)l . 
OShSk OShSk - 1  

$ étant une fonction continue, 

sup 1 $,(x) - $(x) 1 = iim rnax 1 ~n(h~n) - Y(h6,) j , 
XEK 6n-t0 hcIN 

h6n~K 
CI 

on en déduit la mesurabilité de sup I$,(x) - $(x)i . 
XE K 



A 

iil Majoration de sup 1 Sn(x) - $(XI 1 
XEK 

Ci 

Ayant é t a b l i  que : l i rn  P ( I  $(a) - $(a) 1 > n-(114)*E) = O , on peut  c o n s t r u i r e  
n- 

une s u i t e  (6  ) q u i  tend  v e r s  O , t e l l e  que 

On peut en r ep renan t  l e s  c a l c u l s  de  l a  p r o p o s i t i o n  2 é t a b l i r  
A 

que : p(lqn(a) - $ ( a ) [  > n 
C -(1,4)+€) - . 
E 

n 

S i  on f a i t  e n  o u t r e  l ' hypothèse  que 
Xt 

e s t  l e  t ransformé d 'un 

processus ARZMA d 'o rd r e  1 gauss ien ,  on peut  é t a b l i r  : 

il e x i s t e  donc une s u i t e  d n  t endant  ve r s  O , t e l l e  que : 

On peut donc é t a b l i r  l e  : 

Th6onCrne 2,- Sous  l es  hypothèses (HI )  à (H5)  l ' e s t i m a t e u r  
A 

Qn converge en p r o b a b i l i t é  vers 3 ,  la  convergence é t a n t  uniforme su r  

t o u t  compact. 

S i  on suppose en  o u t r e  l e  processus $(x ) gauss ien ,  pour t o u t  
t 

* 

compact K , 
n-tw XEK 



Preuve : Si $(xt) est un processus ARIMA d'ordre 1 , on a : 

et donc pour tout E > O , 

alors que dans le cas où $(xt) est un ARIMA gaussien : 

4 - ESTIMATION DE LA DERIVEE. 

Si nous faisons l'hypothèse que est d e  classe C '  et vérifie 

( ~ 6 )  Pour tout compact K , il existe une constante CK telle que 

K l Y 1  - Y 2  1 9 est 

possible d'obtenir un estimateur convergent de I)' . 

Th@uhème 3.- Sous les hypothèses ( H l )  à ( ~ 6 ) ~  si la suite 

(6,) satisfait les conditions : lim 6 = O , lim n - ( 1 / 4 ) + ~  - 1  6n = O 
n-to, n- 

Si on suppose en outre le processus (zt , t c IN) gaussien, en choisissant 

d n  = n -II8 , on a : 



Preuve : On déduit immédiatement du théorème 1 : 

D'après le théorème des accroissements finis, il existe 

8 E: [0,1] tel que : 

et utilisant (H6)  : 

On a vu dans la démonstration du théorème 4, que dans le cas 

d'un processus (Z ) gaussien les majorations en probabilité pouvaient 
t 

être remplacées par des majorations presque sûres. 



B - TRANSFORME D'UNE MARCHE ALEATOIRE. 

Lorsque le processus observé (Xt , t E IN) est l'image par 

une fonction continue $ d'un processus ARIMA (Zt , t a IN) c'est-à- 

dire : E IN Xt  = $(Zt) y nous avons obtenu dans la section précé- 

- 1 dente un estimateur de $J = $ et nous en avons déduit un estimateur 
A 

convergent de la dérivée, $:(a) , la convergence étant presque sûre sous 

une hypothèse de normalité. Nous reprenons ce problème, en ne faisant plus 

d'hypothèse de normalité, mais en supposant que le processus X Y t E IN) 

est l'image d'une marche aléatoire. 

1 - NOTATIONS ET HYPOTHESES. 

Soit E j E ) un bruit blanc indépendant, les variables 
j 

E vérifiant les hypothèses de la section A , (Hl) étant remplacé par : 
j 

(H' 1) E, admet une densité de probabilité f continue et strictement 

positive dans un voisinage de l'origine. 

On note : Ft la tribu engendrée par ( rS  , s < t) et 

S o = O  ,..., S t = , ~ ,  + E ~ + . . .  4- E , la suite des sommes partielles. 

On suppose que l e  processus observé (xt , t E IN) est dé£ ini par 

Xt = $(St) où q~ est une fonction strictement croissante 

de classe C' et on note encore ifl la fonct ion  réciproque 

On souhaite estimer directement la dérivéc IF' sur un compact. 

Les hypothèses suivantes sont faites sur $ : 



( ~ ' 4 )  $ est strictement croissante, de classe C '  , et 

vérifie $(O) = O , $' (O) = 1 . 

( ~ ' 5 )  Pour tout intervalle compact K de IR , il existe des 

constantes strictement positives mK et MK telles que : 

(H'  6) ' vérifie une condition de Lipschitz sur tout compact K : 

il existe une constante CK telle que : 

Dans la suite du chapitre, par convention, on note : 

~ ~ ( a ,  B )  = 1 1 (Sc) est le temps d'occupation de 1' inter- 
t=l 

valle [a, (31 par la marche aléatoire (se) , entre les instants 1 et n 

(ce temps d'occupation n'est pas observé). 

Enfin pour des raisons de commodité, les suites seront notées 

2 - DEFINITION D'UN ESTIMATEUR DE $' . 

Soit K un intervalle compact sur IR de centre O. On 

commencera par définir un estimateur de 4' en un point a intérieur 

à K. On se donne une suite (6,) de réels positifs tendants vers O , 

l'intervalle [a - , n + 6,11 sera donc contenu dans K , au moins 



pour n assez grand. 

On définit une suite aléatoire a = a.(a,6,) j = 1 2 . .  par 
j~ 

(2 .1 )  a, = inf {t E B , Xtc [a - 6n , a + 6n]l 

si {t E IN: Xte [a- 6 n ,  a + 6,]} # O  

= + C O  sinon 

a = inf{t E: M :  t > a  
j - 1 

et Xt E [a- 6 * ,  a + 
j 

si l'ensemble est non vide 

= + sinon . 

Les a.(a , 8 ) sont donc les temps de présence successifs du processus 
J 

(Xt , t E IN) dans l'intervalle :a - 6n , a + 6 / . Il est immédiat de 
vérifier que les a.(a , 6n) forment une suite croissante de temps 

J 

d'arrêt pour les tribus (Ft)tcIN . 

i-emme 2 . -  Soit (6,) une suite d'éléments de ] o , l i  telle 

que n(' /6)+(2/3p) S~ 5 1. Pour tout E > O , 

Par définition, 

et d'après le théorème des accroissements finis si 



s t  = J)(xt) E [$<a) - 6n mK , $(a) + S~ mK] , 

alors Xt E La - 6n , a + 6J , donc : 

# {~.(a,6~) 1 a j  h n} 2 # {t d n ) Se E [$(a)  - 6 , % ,  $(a) + 6nmI[]) 
J 

soit : 

Or on a établi (théorème 5 du chapitre 1) que pour E > O , 

~,($(a) - dnm, , $(a) + bnmK) 
1 im 

( 1  /2)-€ 
= P . S .  

n- m 6 n  
K n 

ce qui entraîne le lemme 2. 

On définit alors une suite ( v ~ ) ~  croissante d'entiers et l'on 

suppose que le processus (xt) peut être observé jusqu'à l'instant n. 

Si le processus (Xt ; 1 t s n) est passé plus de v fois dans 
n 

l'intervalle [a - 6n , a + 6J entre les instants O et n , c'est-à- 

dire si a (a , 6n) 6 n , on considère la famille 
v (n) 

et on notera 

* j = I,Z, ... Iaa(a,sn) j , Vn 

cette même famille ordonnée de manière croissante. 



Le choix de l'estimateur repose sur l'idée suivante. 

Supposons 4 linéaire au voisinage de O et au voisinage de a, c'est-à- 

dire : il existe des constantes k = 1 et ka telles que : 

st+~ - St = ASt = ko AXt si Xt E [- 6 ,  </ (et AXt suffisaïment 

petit), 

St+, - St =ASt = k a  AXt si Xt E [a - 6, a + 61 . 

Les accroissements AS, forment une suite de variables indépen- 

dantes et ASt est indépendant de St , donc 

P(/Ax~/ / Xt E [- 6, 61) =P(~AX,/ S <  i X t ,  [a- 6, a + 63) . 

Il suffit donc de comparer les fonctions de répartition de ~AX, 1 condi- 

tionné respectivement par Xt  E 1- 6, 61 et par Xt E [a - 6, a + 61 

pour obtenir ka . Ou encore, si ( 5 ,  , . . . , Sn) est une suite de n 

variables indépendantes ayant la même fonction de répartition F , 

si on note 
* 

Fn la fonction de répartition empirique et ( c l  , . .  . ,  5;) 
-k 

l'échantillon ordonné, on sait que Fn(S.) = j/n ; il est donc équivalent 
3 

de comparer les fonctions de répartition empirique et les échantillons 

ordonnés. 

Plus précisément, on se donne une suite décroissante (cn) 

d'éléments de 1 1 0 ~ 1  et on note : 

AX(~) * le jc v J élément de l'échantillon ordonné 
icnv,l n n 



A 

On définit alors un estimateur $:(a) de $ '  (a) par : 

sinon . 

Le résultat essentiel de la section est : 

Thgohème 4.- Sous les hypothèses ( ~ ' 1 )  à (H16), si les 

conditions suivantes sont réalisées : 

-cl 
i) il existe ci E ] 0,1[ tel que cn = vn , 

C 
n ii) lim 6 = O , lim n 

nt03 

iii) il existe E > O , n1l4 6 v 6 6n n ( 1  /Z)-E 
n: 

9 

- 1 

alors Sn(a) converge presque sûrement vers jr ' (a) lorsque n -+ - . 
En particulier, pour tout E > O , si on choisit : 

* 

/$:(a) - $' (a) 1 = o(n  - ( 1 / 8 ) + ~ )  P.Si 

La démonstration se fera en plusieurs étapes qui feront l'objet de lemmes. 

On note En 1 ' événement 



il Mesure de ZrensembZe E. 

Lemme 3.- Sous les conditions du théorème 1, P ( E )  = 1 . 

Preuve : D a n s  l a  démonstration du  lemme 2, on a montré que : 

(av (n) 
(a.6,) > n) = P ( #  {a. : a f < vn) 

J j 

Or s'il existe E > O tel que : 

d'après le l e m m e  1 , 

d'où lim ~(:j E:) = O et P ( ( - ~  ( L - j  E:)) = O 
p-t" ndP P n2P 

donc P(E)  = 1 . 

Dans l a  suite, on pourra donc supposer qu'à partir d'un certain 

rang (aléatoire) les événements En sont tous réalisés. 

1 ii) Propri4té.s d 'un échanti ZZon ordonné de variab Zes uniformes. 

De nombreux résultats concernant la loi d'un echantillon ordonné 

( 5 1  , . . . , 5*) de variables aléatoires de même loi uniforme sur [O, 11 
sont connus. 



1 k(") - c + a(-) . s'il existe une constante c E ]O, 1 [ telle que 7 - 
Jn 

* 
'k(n1 

- C 
lim P( X )  = Q(X) = - J x e 2  dv -v /2 

n- Jn J 2 a  -a 

(par exemple : A. RENYI 161 p. 460) .  

k(n) Ce résultat n'est plus valable si lim - = O n n- 
( G .  BAXTER ; 1965 111 ). 

k(n) - En remarquant que - - 
'n(';(n)) Fn étant la fonction de 

répartition empirique, des majorations presque sûres peuvent être obtenues 

à partir des  résultats sur les processus empiriques. 

- 1 4 M. CSORGO et P. ~ V ~ S Z  [3] (1 975) ont établi que pour hn = n log  n 

Jn Fn(t) - t 
iim sup SUP = fi P.S. 
n 12  log logn h < t < î - h  

Si k(n) = (n'-a] , on é t a b l i t  l e  : 

Lemme 4 . -  S o i t  5, ,. . . , 5, une suite de n variables aléatoires 

indépendantes de même loi uniforme sur [0,1 1 .  

S i  O < u 6 R < 1 , alors pour toute constante y E 10, 1/2[, 
il existe n t e l  que : 

Preuve : 



Cette somme sera majorée en utilisant une inégalité de HOEFFDING [4] (1963), 

(cf. V.V. PETROV [5] (1975), page 58, Ex. 9 ) .  

S i  l e s  Xi sont des variables indépendantes telles que EXi = O 

e t  X. $ b pour tout i , 

où x et b sont strictement positifs 

et l ' o n  a posé 

nous l'utiliserons avec : 

( r e s p .  X.  = I -a -B-I ( c i )  - + n-')) 
Co,. +n ., 

( r e s p .  o2 = (n-a + ( 1  - n-a - 



d'où p 2 e x p ( - y n  
1 ' pour t o u t e  cons tante  y E 10 , dès 

a, f3 
que n e s t  assez grand, 

iii) Propriétés d 'un échanti ZZon ordonné de variab les  indépendantes. 

Soit E l  9 E2 S... , E un échant i l lon de n va r i ab l e s  a l é a t o i r e s  n 

v é r i f i a n t  l 'hypothèse ( H I 1  ). 1 pk/ * désigne l a  kième -valeur de  l 'ensemble 

( 1 E~ 1 ,  / c2 1 , . . . , 1 ~ ~ 1 )  rangé par ordre  c ro i s san t .  On note G l a  fonct ion  

de r é p a r t i t i o n  de I E , ~ .  

Lemme 5 . -  S o i t  O < a $ B < 1 , i l  e x i s t e  une cons tante  
1 

1 t e l l e  que pour t o u t  y i l 0  , , on a i t  pour n assez grand : 

Preuve : 

Il e x i s t e  0 > O t e l  que G s o i t  une fonct ion  d e  c l a s s e  C 
1 

sur [ o , ~  [ , s t r ic tement  c ro i s san te  e t  6' (0') = 2 f  ( 0 )  . 

pour un 



Une r e l a t i o n  analogue e s t  obtenue pour  

<G-' (n-a) - C n-' , e t  s i  l a  cons tante  C v é r i f i e  2f (o)  C > 1 ,  

pour n suffisamment grand. 

Le lemme 5 s e  dédui t  donc du lemme 4 en remarquant que 

G( 1 E ] ) suit une l o i  uniforme sur  [O, 11 . 

1-ar  
L , il e x i s t e  une Lemme 6.- S o i t  a tz ]0,1[ et 2 '  E - ~ O ,  - 

' 1 -  
cons tante  C2 > O , t e l l e  que pour t o u t  y E ,O, -1 , on a i t  pour n 

2 - 

assez grand 

Le lemme 5 en t r a îne  : 

Chois issant  
1 +a 

0 = ~ - 0 '  o n a  @ > a  ; 

G-I (Il-@) % - -a o r  ' n quand n + w ,  
2f (o )  

il s u f f i t  d e  c h o i s i r  C2 A pour v é r i f i e r  le  l e m m e  6. 
2f (0) 



Lemme 7 . -  S o i t  ( E ~  , E~ ,..., E*) et (E; , E; ,..., deux 

s u i t e s  indépendantes  d e  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  d e  même l o i ,  v é r i f i a n t  

l 'hypothèse (H; ) . 
1  -a 

Pour u e ] 0 , 1 [  e t  a '  E ]O , , il existe des  c o n s t a n t e s  

1 C > -  e t  Y E :IO , 1/2[  t e l l e s  que, pour n a s s e z  grand : 
f ( 0 )  

P~euve : On a comme conséquence immédiate du lemme 5 : 

1 +a 
Le lemme 7 en résul te  en posant  C = 2 C l  et B = - - a' . 

Lemme 8.- Sous les hypothèses du théorème 1 ,  pour tout a E K , 

pour t o u t  y €10, 1/21: , 

dés que n est  assez grand. 



-a 
Les c o n d i t i o n s  cn = v , v n  2 n1 l 4  impliquent  d ' a p r è s  l e  

leme 5 

et par conséquent, pour n assez grand 

o r  G-' (x) e s t  é q u i v a l e n t  à --!-+ x au voisinage de O , (x 5 0) 
2 f  ( 0 )  

'n ' n 
et la condition lim - = lim - 

6 = O implique : - n n-*. 'n 

donc > m 8 ) 6 2 exp(- y n (1 -a) / 4 )  
K n 

n n 

pour n assez  grand. 

1 Sachant  que sous l ' hypothèse  (H;) / A X ~ /  i. , 

il y a  au moins 
* 

[cn vn] éléments bX. (a) inférieurs à 
J T K 1 1 [cnvnl ? 

on o b t i e n t  donc : 



TU) Démonstration du théo~èrne. 

Dans la suite de la démonstration, on ne considérera, sauf 

précision contraire, que des indices t pour lesquels 

Xt E [a - Sn , a + 6J , (indices eux-mêmes aléatoires), la relation 

suivante est donc vérifiée : 

Si en outre la condition ~ A X  ) < dn est vérifiée, il existe 

6, E ] -  2, 2[  tel que E~ = lpf (a + 0 S ) AXt , la condition de 1 n 

Lipschitz vérifiéepar 4' (hypothèse H I )  permet alors d'écrire : 
6 

On peut remarquer qu'il y a au moins (resp. plus de) [cn vn] éléments 

~ A X ~  1 inférieurs à : 

On déduit de cette remarque, de (2.3), et du lemme 8 que 

On va o b t e n i r  à p a r t i r  d e  ( 2 . 4 )  e t  du  lemme 7 une majoration p r e s q u e  
* 

sû re  d e  [$:(a) - $'(a) . 



S i  les  i n t e r v a l l e s  [- d n  . 6J e t  [a - d n  , a + 6J sont  d i s j o i n t s ,  l e s  

va r i ab l e s  Axa (O, 6n) e t  AX (a, sn ) , j = 1 , 2 , ..., v 
ak 

n 
j 

k = 1 , 2 ,..., v 
n 

sont indépendantes, nous supposerons donc dans l a  s u i t e ,  l a  condi t ion  

2 d n  s / al r é a l i s é e .  

Pour s i m p l i f i e r  l e s  no t a t i ons ,  on notera  E (resp. E .) 
o , j  a,] 

l a  v a r i a b l e  associée  à Axa (0. 6n) ( resp* Axa c a s  

J j 

Les séquences r E0.2 9 -  - 9  E ) e t  
O , V n  

9 , - m .  , E ) sont  donc indépendantes e t  v é r i f i e n t  les condi t ions  a ,  v n 
du lemme 7. 

11 e x i s t e  donc une constante C , t e l l e  que pour t ou t  

dès que n e s t  assez grand. 

O r ,  en u t i l i s a n t  le  lemme 6 ,  il exis te  
C2 

t e l  que 

donc : 



CI 

~ ' e s t i r n a t e u r  $'(a) a été défini par 
n  

En u t i l i s a n t ,  l'encadrement (2 .4) ,  on ob t i en t  avec une p r o b a b i l i t é  

supér ieure  à 1 - 2  exp(- y n  ( 1 * ) / 4 )  . 

On rappe l l e  que $'(O) = 1 ; il v i e n t  a l o r s  : i l  e x i s t e  des cons tantes  

C3 e t  C4 , t e l l e s  que pour t ou t  y E 110, 1/2[ 

ce qui implique : 

Du lemme d e  Borel - C a n t e l l i ,  on dédui t  que s i  les condi t ions  : 

1 12-E 
Sn , l i m  6 = O , lim 

v-a Sn -' = O sont  v é r i f i é e s ,  

n-fm n- 



Choix des suites cn , 6n , vn 

Pour minimiser C v a'-(1 /2)+(a/2) + C4 hn = C3 v a'-1/2 -112 + C4 6n , on 
3 n n 

est amené à minimiser 
6n ' 

C 
n 

Rappelons que les conditions lim - = O , et 6 il 
1 / 6 + 2 / 3 ~  , 

n 'n 
n 

doivent être vérifiées. 

a ' 
Choisissons : Sn = c v , il reste à minimiser : n n 

On prendra c = v 3 / 8 ' , et v = n  . 
n n n 

Le choix v =n3I8 , 6 = n - 1  /%+a' , c = n  
n n conduit à : 

a > O , l;i(a) - . i i l(a) 1 = o ( n  
-1 /8+aT 

) P . S .  

Remanque : 11 est possible de définir d'autres estimateurs 

convergents de $'(a). En s'inspirant de l'annexe 2, on aurait pu prendre 

Les conditions de convergence presque sûres sont les mêmes. 

A 

3 - CONVERGENCE PRESQUE SURE DE qjn(a) S U R  UN COMPACT.- 

Soit K un intervalle compact de IR, on pourra sans restreindre 

la géné ra l i t é  supposer K de centre O . 



Une suite (6,) de réels étant donnée, on considère les points 

2 k Sn ? k = O , + 1 , t 2 ,... appartenant à K et on définit $A 
dans l'intervalle ] (2k-1) 6n , (2k+l) SJ par 

A 

$:(2k 6n) étant défini par (2.2) on peut alors établir : 

Tgot~èrne 5. - Sous les hypothèses ( H ' )  à (H') , si les conditions 
1 6 

suivantes sont vérifiées : 

Ci 

ii) lim -2 = O 
6 

, lim Sn = O 
W n w 

114 iii) il existe E > O n :: v n  5 6n n 
1 /2-E 

* 

alors iim sup I$'(x) - $ ' ( x ) l  = O  P.S. . 
-Il+- XEK 

Et pour tout E > O , on peut choisir cn , G n  , vn telles que : 

Renimquc : Les mêmes résultats sont valables, si l'on définissait 
a * * $A en lui imposant d'être linéaire entre $A(2k6n) et $;(2(k+l) 6,). 

La méthode est analogue à celle du théorème 4. 

< j  Ii/ombî~e de retcurô ::u voisinage d ~ s  points de K . 

L e  lemme 3 se modifie de la manière suivante : 

O n  définit 



e t  on  é t a b l i t  : 

Une p r a p r i é t é  de  c o n t i n u i t é  des Nn(a-6, , a+6,) é tabl ie  a u  

c h a p i t r e  1 , prop. 1 peut êt re  u t i l i s ée  : pour t o u t  E > O , 

lim sup .-1 14-E I ~ ~ ( a , a + & ~ )  - Nn(a+k6,, a + ( k + l )  6n) 1 = O p . s ,  
n- ~ < h c : k  

On é t a b l i t  d e  même : 

lim  SU^ .-1 / 4 - E  
n- k ~ m  n / ~ ~ ( q ( 2 k 6 ~ ) l " ~ 6 ~  , $(2k\)+m 6 ) - K n  

e t  d ' après  l e  théorème 1.5 : 

Nn(-mK&n , mK6,) 
1 im 

1 12-E = = P.S.  
n-tw 

m~ 6n 

donc > 0 * 



ce  qu i  en t r a îne  P ( E f )  = 1 . 

iil Majoration de / $;(XI - IJ ' (x) 1 . 

Si x E [(2k-1) Sn , (2kcl)  6n] 

* * 

( X  - ' x 1 6 1 $0(2k~,)  - $'  (2k6,) 1 f 1 $' (2k6,) - 4' (x) / 

On peut supposer comme dans l e  théorème 1 ,  1' événement E' 

r é a l i s é  e t  on ob t i en t  pour n assez grand : 

où I K ~  désigne l e  diamètre du compact K , l e s  cons tantes  c3 , c4 Y Y 

ayant é t é  dé f in i e s  en 12.5) .  

L e s  condi t ions  (i) ( i i )  (iii) du théorème 4 e t  l e  lemme d e  

Borel - Can te l l i  assurent  l a  convergence presque sûre  de 

sup I$;(x) - $YX)/ v e r s  O . 
XEK 

Choisissant  : v = n 318 
y C = v  - 2  / 3  , S n = n  - ( 1 / 8 ) + ~  

n n 1 

1 on ob t i en t  : il e x i s t e  des  cons tantes  Cg y C 6  p o s i t i v e s  e t  y c 10 , 

t e l l e s  que : 



et  donc pour t o u t  E > O , 

Rematqu~ : On peut  é t end re  l e  r é s u l t a t  à un ensemble compact 

Kn , s i  IK,] ne  c r o î t  pas  t r o p  rapidement, 1 K ! dés ignant  l e  diamètre 

du compact 
Kn 

Les condi t ions  su ivan t e s  do ivent  ê t r e  remplies : 

/ K n I  6n < 1 pour l a  v a l i d i t é  d e  l a  p ropos i t i on  1 du c h a p i t r e  1 

e t  l e s  nombres m e t  Mn d é f i n i s  par  

do ivent  v a r i e r  assez  lentement pour que 

C 

l i m  CK . Mn 6, = O e t  l i m  = O . 
n303 n n-m m 

n 'n 
* 

Par a i l l e u r s ,  on peut  dédu i r e  d'un es t imateur  d e  la  dé r i vée  $A , un estima- 
A 

t e u r  de  l a  f onc t i on  qn , en posant  pour x > O 

u t i l i s a n t  1' i n é g a l i t é  : 

SuP /iVn(x) - $'(XII f K I  çup I~A(~) - I $ ~ ( ~ ) I  
XEK XE K + M~ 

on dédui t  l e  : 



ThCoaème 4.- Sous l e s  hypothèses ( ~ ' 1 )  à (H16), on peut 

cho i s i r  les suites cn , 6n , un telles que : 

l&mmque : S i  l ' o n  souhai te  un estirnateur de 9, l ' es t imateur  

obtenu dans l a  p a r t i e  A converge p lus  rapidement. 



C - ELEMENTS DE COMPARAISON ENTRE ESTIMATEURS. 

1 - Dans la partie A , on a supposé l'existence d'une fonction $ 

telle que le processus ( $ ( X t ) ,  t E IN) soit un ARIMA d'ordre 1 , et 

vérifiant $(O) = O , $(1) = 1 . Si l'on fait l'hypothèse plus forte 

($(Xt), t E IN) est une marche aléatoire, c'est-à-dire, si l'on suppose 
Jx 

que les accroissements (Ip(Xt) - $(x~-~), t E IN ) forment une suite de 

variables aléatoires indépendantes de même loi, on peut améliorer les 
CI * 

résultats du théorème 1 et montrer que Yn converge vers 4 non seulement 

en probabilité, mais aussi presque sûrement. De manière plus précise, en 

utilisant la proposition 1 . 1  et son corollaire, on obtient : 

Si les variables ( $ ( X L )  - $ ( X  ) ,  t E IN*) vérifient les 
t-1 

hypothèses (1.1) à (1.4) du chapitre 1 , pour tout compact K , pour tout 

2 - Dans la partie P , on a suppos& l'existence d'une fonction q, 

de classe c1 telle que la suite des accroissements ($(Xt) - j(xt-,), t E m*) 

1 soit une suite de variables indépendantes et vérifiant u' (O) = 1. On a 

proposé comme estimateur de y '  : 

Cet estimateur est basé sur la fonction de répartition empirique. Si nous 

niodifions l'hypothtse, en supposant que la suite des accroissements 



($(xt) - $(xt-,)) est un processus ARMA, ou encore que ($(xt), t E IN) 

est un processus ARIMA d'ordre 1 ,  on ne peut plus établir la convergence 
* 

de vers $ '  , ou plus exactement la démonstration du théorème 4 cesse 

d'être valable. 

On note corne en B.2.  ( d é f .  (2.1)) , ( a  , j E: IN) la suite 
j 

des temps d'arrêt définie par 

Et on suppose que 

Zt = $(Xt) est un processus ARIMA d'ordre 1. Pour simplifier 

l'écriture, posons rr = $(a-6) . r i '  = $(a+6). L'ensemble {AZa E L-Y,Y] 1 
j 

est une réunion d'ensembles : 

Les vari ables Zk et CZk = Zk+, - Zk ne sont pas indépendantes et l'on 

n'aura pas en général : E ( A Z ~ ,  ) = E(CZ1 ) .  
j 

 exemple suivant peut être éclairant : 

Supposons que Zt soit un processus AP\IMA (1,1,0) vérifiant : 

et qu'en outre les variables e soient normales, centrées, réduites et 
t 

indépendantes et considérons la suite de temps d'arrêt ( B . )  définie par : 
3 



oh d e s t  un r é e l  s t r i c t emen t  p o s i t i f .  On v e r i f i e  aisément que 

P ( B ,  < '1 = 1 e t  on o b t i e n t  : 

où F désigne l a  t r i b u  engendrée p a r  !et ; t i p i  . 
P 

donc : 

L e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  qu i  f i gu ren t  dans l e  second membre sont t o u t e s  

s t r i c t emen t  p o s i t i v e s ,  donc E (  Zg ) e t  
1 

De p lu s  un majorant  d e  l a  d i f f é r ence  C 3 2  - E A ZI 1 ne semble pas 
6 

f a c i l e  à ob t en i r .  

 a autre p a r t ,  s i  l e s  v a r i a b l e s  A Z  v k i f i e n t  des condi t ions  de 
k 

mélangeance c l a s s i q u e ,  rappe lées  dans l 'annexe 1 , l e s  condi t ions  de 

mé1angeanc.e conc e rnant  l e s  A s o n t  beaucoup p l u s  d é l i c a t e s  à ob t en i r .  
k 

Enfin,  on p e u t  con j ec tu r e r  que : 



s i  l i m v  = m  a l o r s  - l [ - r , r l ( ~ ~ a j )  conve rgcp . r .  v e r s  
n-+- n  j= l  

F ( ~ )  - F(-y) où F e s t  l a  f onc t i on  d e  r é p a r t i t i o n  d e  AZ1 mais on n ' a  

pas obtenu d e  majora t ion  presque s û r e  d e  l a  d i f f é r ence .  

A 

3 - Dans l a  p a r t i e  B , l ' e s t i m a t e u r  $A de  l a  dé r i vée  e s t  basé  s u r  

l a  f onc t i on  d e  r é p a r t i t i o n  empirique. Nous avons é t a b l i  que l a  convergence 
A 

presque s û r e  de  9' v e r s  9' é t a i t  uniforme s u r  t o u t  compact d e  IR . 11 

e s t  pos s ib l e  d ' é t a b l i r  l a  convergence s u r  des  ensembles [ A ~  , A$ possé- 

dant  l a  p r o p r i é t é  su ivan t e  : t o u t  i n t e r v a l l e  d e  [ A ~  , A:] de  longueur 

supé r i eu r e  à 6n c o n t i e n t  p lu s  d e  v  p o i n t s  de l 'ensemble 
n {xt  , 1 s t i n ) .  

P a r  con t r e ,  un es t imateur  basé  su r  l e  temps d 'occupation ne peut converger  

sur un ensemble Kn dont  l e  d iamèt re  c r o i t  t r o p  rapidement avec ri. 

4 - L a  comparaison e n t r e  l a  méthode d ' e s t ima t i on  d e  q? proposée i c i  

e t  l e s  méthodes paramétr iques r e s t e  à mener. On peut f a i r e  l f hypo thSse  

que I) a p p a r t i e n t  à une c l a s s e  de  fonc t i ons  indexées par  un paramètre 

à va l eu r s  dans IRm. G .  BOX e t  D .  COX ( [2] ) propose par  exemple, l a  c l a s s e  

des  f onc t i ons  
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CHAPITRE IV 

PROCESSUS ARIMA FRACTIONNAIRES. 

1 - INTRODUCTION. 

Dans l'étude des processus non stationnaires, l'idée la plus 

fréquente est de supposer l'existence d'un enticr d , tel que le processus 

différencié d fois soit stationnaire. Cette modélisation a l'inconvénient 

de n'introduire que des différenciations entières, ce qui peut faire appa- 

raître des phénomènes de sur - ou de sous différenciation.  idée de 

supprimer la discontinuité sur les ordres d e  ciifférenciation en introduisant 

des exposants fractionnaires est due à Mandcl5rot 91  et Mandelbrot et 

Van Ness [211 dans le cas de processus à temps continu. Dans le cas de 

processus à temps discret, on peut citer en autres les travaux de Granger 

11 21, Granger-Joyeux [.i :i , Hosking 1141, Gewekc et Porter Hudak 1 9 1 

Gonçalves 1-1 1 - 1  sur les processus ARIMA fractionnaires, encore appelés 

processus à mémoire longue. De façon plus précise, on dit qu'un processus 

('n) ne l~ est un ARIMA fractionnaire (p,d,q) s'il vérifie la relation : 

-J 

où (ekIkEIN est un bruit blanc de variance a-  , 

B est l'opérateur retard : B Xk = 
Xk-l y 

d un nombre réel non nécessairement entier, d - 1/2 q! 22 , 



$ et O sont deux polynômes de degré respectif p et q . 

On fait l'hypothèse classique que $(O) = O(o) = 1 ,  les racines de + 
et O sont de module strictement supérieur à 1 et que 4 et 0 n'ont 

pas de racine commune. 

L 1  opérateur (1-B)~ est défini par son développement binômial : 
1 1 

Les propriétés ergodiques de ces processus fractionnaires ont 

été étudiées dans le cas de processus stationnaires, correspondant à 

d < 1 / 2  , en particulier par Rosenblatt [221 Fox et Taqqu [7,8] . 
Le cas des processus non stationnaires n'a pas fait l'objet de 

travaux aussi systématiques. Dans ce chapitre nous étudierons le comportement 

asymptotique du processus obtenu après changement de l'échelle des temps 

et réduction, Plus précisément, on établit que le processus transformé : 

converge en loi vers un processus 

où W est un processus de Wiener. 

Dans la section 2, on étudie des processus  qui admettent une 

d6composit i o n  moyenne mobile : 



dont les coefficients varient en fonction du temps, et on établit que, si 

la fonction f est suffisamment régulière, ce processus converge en foi 

vers le processus 

Cette étude utilise d e s  méthodes indépendantes de celles de DAVYDOV [5], 

ce qui permet d'affaiblir de manière importante les conditions sur les 

moments des variables €k 

Y. KASAHARA et M. MAEJIMA [16a] étudient égalenient la convergence en loi 

de ces processus, en supposant que les variables E~ sont dans le dcmaine 

d'attraction d'un processus de Levy stable. La condition imposée à f (être 

bornée), très restrictive a pu être levée d a n s  le dernier article [16b] 

paru au moment de la soutenance. 

Dans la section 3, on choisit tout d'abord I c c  cunditions initiales 

E = O , 'Vt 6 O ; OR écrit alors la décomposition moyenne mobile du t 

processus ARIWA fractionnaire. Une étude du ~*o?porternent asymptotique 

des coefficients moyenae mobile est faite, elle permet d'utiliser les 

résultats de la section 2, pour établir la convergence en loi du processus 

normalisé. 

Dans la section 4, le choix des conditions initiales dans la 

définition d'un processus ARIMA est discuté. 

Enfin dans la section 5, une application à l a  covariance empi r ique  

d'un processus ARIMA est proposée. 



2 - UNE APPLICATION DU THEOREME DE KOMLOS-MAJOR-TUSNADY 

A LA LOI LIMITE D ' U N  PROCESSUS LINEAIRE. 

L'un des  premiers  r é s u l t a t s  s u r  l a  l o i  l i m i t e  des  sommes p a r t i e l l e s  

d 'un processus  e s t  c e l u i  d e  DONSKER r 6  1 . 

S o i t  E, , E~ ,..., E~ ,... une s u i t e  de  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indé- 

pendantes de m ê m e  l o i ,  d é f i n i e s  s u r  l ' e s p a c e  p robab i l i s é  ( ~ , A , P )  , d e  moyenne 

n u l l e ,  d e  va r i ance  
2 2 

E E , = Q  . 

On note  l e s  sommes p a r t i e l l e s  S k  = E, + E *  + . .. + !zk e t  on 

I S  d é f i n i t  pour t ou t  n ,  l e  processus Xn(t) = - on montre que 
J;; I.nt1 ' 

l a  s u i t e  des processus 
('n'ncm 

converge en l o i  dans D 1-0,11 v e r s  un 

processus (W(t) , t E. [0,1]) d u  mouvement brownien. 

S i  on suppose l e s  v a r i a b l e s  (E.) pondérées, l e s  c o e f f i c i e n t s  
J 

v a r i a n t  en fonc t ion  du temps, l e  problème peut  s e  formuler de l a  manière 

su ivante .  

S o i t  f une fonc t i on  dé£ i n i e  s u r  [ O ,  1-1 , q u e l l e  e s t  l a  l o i  

l i m i t e  du processus 

lhtl 

Des hypothèses d e  r é g u l a r i t é  s u r  f sont  néce s sa i r e s .  Supposons 

t ou t  d 'abord que f s o i t  cont inue  su r  [O, 111 , e t  admette une dé r i vée  

continue s u r  !0,1? . 



La somme 

f ( t  - :) \ peut  s e  t r ans former  : y n ( t )  = - 
o J n  k=l 

f 
O r  l ' a p p l i c a t i o n  : ( $ ( t ) ,  t E [ O ,  1 ' )  ++ ( f '  ( t - s ) Q ( ç )  d s ,  t E ';0,1-:) 

J 0 
e s t  une a p p l i c a t i o n  c o n t i n u e  d e  D[ IO, I J  dans lui-même. 

U t i l i s a n t  l e  théorème d e  P. BILLINGSLEY ( 1  968) s u r  l'image p a r  

une a p p l i c a t i o n  con t inue  d 'une s u i t e  de p rocessus  convergeant  e n  l o i ,  on 

dédu i t  que : 

(~,(t) , t E [0,1]) converge en l o i  dans D ~ * , I ]  v e r s  

t (1 f ' ( t - ç )  ~ ( s )  ds + f (O )  ~ ( r )  , t E 10,l , ) OU encore ,  en i n t é g r a n t  
O 

p a r  p a r t i e s  l a  d e r n i è r e  e x p r e s s i o n ,  

1 lnt 1 k 
(- [ f(t -;) E~ , t c  0 1  converge en l o i d a n s  D [ o , I )  
0 k=l 

r t  
v e r s  l ' i n t é g r a l e  s t o c h a s t i q u e  

' J O  

f ( t - s )  d ~ ( s ) ,  t  E [0,1] ) .  



On souhaite étendre ce théorème au cas où f vérifie l'hypothèse : 

1 
f est de classe C' sur ]0,1:/ et il existe a E ] O ,  tel que 

L'hypothèse faite sur f assure la convergence de l'intégrale 
t 

f ( t -s )  dW(s). 
O 

Mais ne supposant plus l'intégrabilité de f '  sur [0,1], on 

ne peut plus utiliser le théorème de P. BILLINGSLEY. Une méthode de démons- 

tration possible consiste à établir la convergence des lois de dimension 

finie et à vérifier une condition d'équitension de la suite des processus 

(voir AKONOM-GOURIEROUX (1 988) pour une telle approche). Nous proposons 

ici une autre approche, qui utilise le procédé de construction de 

KOMLOS-MAJOR-TUSNADY ( 1 975 ) . 

2. 1 .  - Enoncé du  théorème. 

Théohetne 1.- Soit E une variable aléatoire de moyenne nulle 

E E = O , de variance 2 E c0 = o2 . On suppose qu'elle admet un moment 

d'ordre p strictement supérieur à 2. 

Soit f une fonction de classe C' su r  0 1 satisfaisant 

les conditions suivantes : 

i) il existe un réel strictement positif 6 tel que l'application : 

t -* f ' ( t )  soit monotone sur 1/0 ,6]  , 

i i) sup / f f  (t) - f' ( S I  1 = ~(n-") avec v O , 
6ss<ts1 
t-s ; c l  /n 



iii) il existe a E :IO, - - - 1 +a ' ' 1 tel que lim t f 1  (t) = 0 . 
2 P t w  

Alors on peut construire un espace fi, un processus du mouvement 

brownien (~(t), t E m+) et une suite de variables aléatoires indépen- 

dantes , c 2  ,.. . de même loi que E tels que : pour tout n E W , 

[nt] -1 
1 k 

P (  SUp 1 -  f ( t -  -1 E k + ,  

tc [O, 11 O & k=O n 

où CI , C p  , v1 , v 2  sont des constantes positives ne dépendant que 

de la loi de E . 

1 
En particulier, remarquant que (= W(nt), t E: IR) est un 

i n 
processus du mouvement brownien, on en déduit la convergence er, loi des 

sommes de Riemann vers l'intégrale stochastique correspondante. 

Cu&ul?&u&~.- Sous les hypotnkses du théorème 2, le processus 

[nt] -1 
1 

(- , t r [O, 11; 1 converge en loi dans D ; O ,  1 1 
o G k=O 

t 
vers (1 i(t-s) dW(s) , t tz 10,li). 

O 

2.2. - Le théorème dc Komlos-Major- T usnady. 

La démonstration du théorème 1 utilise de manière essentielle le 

procédé de construction de Komlos-Major-Tusnady 11 71 . Nous rappelons leurs 
résultats. 



ThéotEme 2 (Komlob - Majoh - T u n ~ d q ,  7916, t h .  4 ) .  

Soit une variable aléatoire, de moyenne nulle, de variance 

Soit H une fonction telle que : 

ii) H est continue, monotone croissante sur [O,-[ ; 

H(x) iii) 3 6  > 0 , - 3 ; ~  est monotone croissante pour x > x O y 

X 

iv) 'ogJ(x) est monotone décroissante pour x > x O y 

Alors on peut construire un espace et sur cet espace,un processus 

du mouvement brownien ( W ( t )  t 5 0) et une suite de variables aléatoires 

indépendantes ( c l  Y E 2  Y * - * ,  cn) de même loi que E possédant la propri- 

été : 

Il existe des constantes strictement positives C l  9 C2 Y a 

ne dépendant que de la loi de E telles que : pour tout n , pour tout 
O '  

x , H-' (n) < x < C,  Jn l o g  n , 

0Ù S k 5  FI + E2 + ... -i- E k '  

Choisissant ~ ( x )  = xP , avec p > 3 , on peut énoncer le 

corollaire suivant : 



c o t r a u e . -  S o i t  E~ une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  t e l l e  que 

Alors  on peut  c o n s t r u i r e  un processus du mouvement brownien 

(W(t) ,  t $ O )  e t  une s u i t e  d e  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  indépendantes 

( E , ,  E~ ,..., E ,... ) d e m ê m e l o i q u e  E t e l s q u e :  
P O '  

1 1  pour t o u t  y E 10, - --[ 

Ce c o r o l l a i r e  peut  ê t r e  étendu au c a s  d e  va r i ab le s  possédant  des moments 

d ' o r d r e  p > 2 , en u t i l i s a n t  un r é s u l t a t  é t a b l i  p a r  Major (1976, th. 2 ) .  

2. 3. - Résultats relati fs au module de c017t in~l i té du  mouvement brownien. 

Nous u t i l i s e r o n s  également des  r é s u l t a t s  concernant l e  module de 

c o n t i n u i t é  du mouvement brownien. 

On d é f i n i t  c e  module o (6) par  : 
W 

w ( 6 ) =  sup  sup I w ( s + ~ ) - w ( s ) /  . 
W 

0sss1-6 OshstS 

%(6) v é r i f i e  l ' i n é g a l i t é  de G.R. SHORACK, J . A .  WELLNER (1986 , p. 536 ) :  

s o i t  6 E ]0,1 [, a l o r s  

On a  donc, pour t o u t  G > O : 



Il est aussi intéressant de donner des résultats plus précis sur le module 

de continuité de W. 

Lemme 1. -  Pour tout E > O , il existe une constante C ( E )  

telle que : 

I W W  - W(S) 1 C ( E )  ( I - ~ ) ~  2 1 
P( sup > A )  s- 

6h  
exp(- -2- h log -) 

6 0ss<t51 J(t-s) log(1 /(t-s)) 
1 s-t ( $ 6  

Soit un réel strictement supérieur à 1 (que l'on choisira 

ultérieurement arbitrairement proche de 1). Définissons la probabilité : 

et introduisons la famille d'intervalles : 

Comme la fonction u -t u log l/u est croissante sur [0,1/e],  on en 

d c d u i t  : 



M 

P(6,X) s 1 P (  sup sup M t )  - W(s) 1 
k=O ç~[0,1-6] ~ E I ~  

-k 
U t i l i s a n t  l a  majora t ion  (2.2) ,  avec 0 6 pour 6 et 

A ,Cy1/2 - k+l & -  1 )] 1 /2 
[_log ( 6  pour A , on o b t i e n t  l ' i n é g a l i t é  : 

U) 
2 2 

6 4  e ( k + l )  (1-(1-E) X /20) 1 

s -  1 2 -1 112 
exp 1- - 

F 6 h  k=O r 5  ((k+l) l o g  0 + l og  F ) i 

Chois i ssan t  0  = 1 + c , on a pour X > ~5 ( 1 + 2 ~ )  : 

(1-EI2 2 
' (E) exp (- - P(6,A) ,< - ). log -< - ( 1 - & 1 3  2 1 
6 X 2 ( 1 + ~ )  C 'E )exp [ - -2A  6 h  L logil 6 ,  . @  

2. 4. - Démonstrct ion du théorème 7 .  

a )  Majorat ions d e  f e t  f ' .  

La  cond i t i on  ( i i i )  en t r a îne  : 

(2 .6)  il e x i s t e  A '  t e l  que 'dt E ]O, 11 1 f '  (t) / h A' t -('+a> Y 

il ex i s t e  donc a u s s i  une cons t an t e  A t e l l e  que : 

vt E ]0,1] l f ( t )  5 A t-" . Comme a < 112 , on en d é d u i t  que  

f 2 ( t )  d t  < , cc q u i  i i s s u r p  l ' e x i s t e n c e  d e  l t  i n t c g r a l e  s tocl iast iqur .  
J O  



b) Définition des sommes de Riemann. 

On construit suivant la méthode de Komlos, Major, Tusnady, la 

suite de variables aléatoires indépendantes E , E , E ,... et 

on pose : 

1 1  La suite (Sk) vérifie : pour tour y E ]O , - --[ , 

On introduit alors les sommes de Riemann : 

[nt] -1 

C)  Majoration de sup 1 In(t) - Jn(t) 1 
te hl1 

1 
i) Si O < t < - , In(t) = Jn(t) = O , il suffira donc de 

1 
majorer 1 - t 1 pour t E [; , 11 . 

ii) On peut  transformer l'écriture d e  I,(t) : 

[nt 1 - 1  



f étant d e  classe C' , il existe une suite B1 , O 2  ,. . ., On-, d 'éléments 

de ]0,1 [ tels que : 

On peut écrire la même transformation pour ~,(t) , c e  qui conduit à : 
r -. 

Utilisant la majoration de f et de f '  , nous en déduisons que : 
+ -. 
;.nt 1-1 

A' k-Ok -1-cx 
t - J 1 5 ( A  t- + 2 - ( t - n )  max / w ( ~ ) - ~ / .  sk 

k= 1 0Skdn 

Donc 

sup 11~(t) -~,(t)l  AI^. na max I W ( ~ )  - $ l  , 
t~ [i /n ,  11 06ksn 

où A" est une constante ne dépendant que du comportement de f. 

On déduit donc du corollaire du théorème 2 que : 



C (2 .7)  P (  sup ~ ~ ( t )  - J , ( ~ ) I  ~ A ' l n  ~ + ( I / P ) + Y )  a - 
t ~ . [ l / n , l I  : ,PT 

d) Ecar t  en t r e  l a  somme de Riemann e t  l ' i n t é g r a l e  s tochas t ique .  

n t  
Posons ~ , ( t )  = f ( t )  W(nt) - 1 f t ( t  - 5) (W(nt) - w ( s ) )  ds  . 

O 
n 

t 
Dans le cas où t E [; , 11 , nous avons : 

avec 

On notera  Mk l a  v a r i a b l e  a l éa to i re  sup ~ ( s )  - ~ ( k ) /  . 
k ss$ k+ 1 

Pour  t ou t  rée l  p o s i t i f  E, on a  a l o r s  l a  majorat ion suivante : 



On a également : 

P (  max 1  ~ ( k )  1 > n1l2+")  É P( sup I W ( ~ )  1 > n ( 1  / 2 ) + ~ )  
k=o , l ,  ..., n-1 o6sdn 

s P(M r n") 
1 

i ) Majoration de D l  ( t 1. 

On a : D l  ( t )  É f ( t )  / max Mk , donc, en u t i l i s a n t  l a  
osksn- 1 

majora t ion  de l a  f onc t i on  f : 

f i l  Mu jora t ion  de D2 ( t 1.  

[nt] - 1 

lntd-1 

S ~ P  I f l ( t  - :) { ~ ( n t )  - W ( S )  - i \ i ( l n t : )  + u(1~)  I !  
k=l k-lcs,ck 

btl - 1 k - e  
+ - k 

n 
k=l  k-1 isik 

) 1  /w([nt.j) - w ( ~ ) I  

On p e u t  donc é c r i r e  : 



[ntJ] - 1  
2 

k=l k-1 dsSk 06 j 6n- i 
j '  

. . 

[nt] - i 
1 1 

- Ok), 
D5(t) = n sup l i l ( t  - 5) n - ft(t - - n 

k=[nt]-[n6]+l k-lfsik 

[nt] - rns] - Bk)I 
' Y, s UP \ f I ( t  -;) - f l ( t  -T D6(t)  = - n k=l k-1 ds<k 

On adopte our t E 1:l /n ,6 ]  la convention ~ ~ ( t )  = O et 
fnt] -1 

Majorons alors chacun de ces termes. 

[nt] - i 
. -1-a 
k 2 A' (t - max M 

~ ~ ( t )  E ; 
k= 1 O S  j Sn- 1 j 

sup Il4(') 6 2A1 ( h-l-a) na max M 
t~ [I /n, il] h= 1 o,<j in- 1 

j 

,< A" na max M 
oijsn-1 j 

* En utilisant 13 monotonie d e  f 1  sur lo,U/ 



Posons r = T 
Cn tl 

n = t - ~  
, on o b t i e n t  : 

h h+ 1 
L e s  q u a n t i t é s  f ' ( r  + ;) - f l ( r  + -) sont t o u t e s  d e  même 

s igne ,  et 

sup ~ ~ ( t )  $:I y A' (:)-1-a-n3 f t ( 6 ) 1  nax  M 
t ~ [ t  /n , l ]  h= I O -  j 

< A" na max M . 
os j t n -1  j  

On majore en£ i n  Dg p a r  : 

D6(t )  r; ; A~ n-v rnax ~ ( j ) /  
k= l l $ j < n  

On en d é d u i t  : 

a+ E 
P (  sup D 2 ( t )  i 2 A" n + 2 A g  n ( 1  /2 )-v+E 1 

t E ri / n ,  11 
1 / 2 + € )  5 P (  rnax M > n L )  + P (  rnax / ~ ( j )  / > n 

O sj Sn- 1 j 1 sjsn 



iiil Majoration de n3 ( t 

Le majorant a même loi que : 

1 
o r  d ' a p r è s  l e  lemme 1 ,  pour O < E < E '  < - -  2  a : 

donc 

t -1 /2-a-€ 
P (  sup D3(t)  > SUP 1 A '  ( t -u )  du) 

t ~ . L l / n , î  J t E I n ,  l ]  ( [ n t I l ) / n  

2 l n  
P (  sup D 3 W  > v-1/2-a-t dv) = o(exp(- n2 ' ' ) )  

t ê p / n , l I  JO 

2A' 
P (   SU^ ~ ~ ( t )  > n U + E )  = o(exp(-  $ n 2 " ) )  . 

t ~ [ î / n , l l  112 - a -  E: 

v On o b t i e n t  donc : pour  t o u t  O < E '  < E , i l  e x i s t e  des  

c o n s t a n t e s  c '  , c" 

1  2 ~ '  
(2.8) P( SUp / ~ , ( t )  - J n ( t )  / s< cl1 exp(- - n  1 

2 
t E [I I n ,  11 



G(t) a même loi que 

et peut se majorer de la même manière que Dj (t) : 

1 C1+E 1 n 2 ~ '  
P (  sup /G(c) 1 > Jn (f(%) . n -Il2+' + c t  n ) = o(exp(- 7 1) 

ostsl /n 

s o i t  

1 2 ~ '  (2.8') P( sup / ~ ( t )  / 2 C"' na+') = o(~xP(- 2 1 1 
ostil /n 

e )  La démonstration s'achève en utilisant l'égalité : 

1 et les majorations ( 2 . 7 ) ,  ( 2 . 8 ) ,  (2.8'). 1 

3 - PROCESSUS ARIMA FRACTIONNAIRES.  - 

3. 7 .  - Définition et propriétés élémentaires. 

Les processus ARIMA fractionnaires ont été définis dans l'intro- 

duction. Dans le cas de processus fractionnaires stationnaires, c'est-à-dire 



lorsque d < 112 , nous rappelons des résultats classiques, en particulier, 

ceux concernant la représentation moyenne mobile. 

Lorsque d > 112 , nous montrons qu'il est possible de construire 

un processus (Xn , n E IN) vérifiant la relation : 

en utilisant le fait qu'il existe un entier h , égal à la partie entière 

de d - 1 /2 , tel que les différences d'ordre h de Xn forment un 

processus MIMA fractionnaire stationnaire. 

On établit que ces processus admettent une représentation moyenne 

mobile dont les coefficients dépendent du temps. Une étude précise de ces 

coefficients permet d'obtenir la loi limite du processus normalisé 

' X (- d-1/2 [nt] ' t [o,l:l>. n 

J. R. HOSKING (1 981 ) établit le théorème suivant concernant le processus 

ARIMA (o,d, O) défini par 

Théoaème 3 [ i fohk ing ,  1 9 8 7 ,  Xh. 7 1 

Soit (Xn , n E IN) un processus ARIMA (o,d,o) 

1 i) si d < - ? il existe un processus (X,) stationnaire sa r i s -  

faisant (3.1). Ce processus admet la représentation moyenne mobile 

infinie : 



kd-l 
Tk - 

I- (dl 
, lorsque k tend vers l'infini, 

ii) Si de plus d > - 112 , le processus (Xn , n E IN) est inversible. 

iii) Lorsque - 1 / 2  < d < 1 /2 , la covariance est donnée par 

et la corrélation par : 

d r(1-d) k2d-1 En particulier P , = I ; ~  et P k Q -  
r ( d )  

lorsque k + . 

J.R. HOSKING a étendu ce résultat au cas des ARIMA fractionnaires. 

Considérons l'équation aux di£ férences : 

i) Si d < 1 / 2  et si les racines de @ sont hors du cercle unité, 

il existe un processus (X,) stationnaire satisfaisant l'équation. 

ii) Si de plus, d < - 112 et si les racines de O sont de module 

strictement supérieur à 1 , le processus (Xn) est inversible. 



Dans le cas - 112 c d < 112 , le processus (Xn , n E IN) est fortement 

corrélé ; sa corrélation décroît de manière hyperbolique p k  = O(kZd-' ) 

et non pas exponentiellement, ce qui était le cas des modèles ARMA. 

On souhaite étendre la définition du processus ARIMA fraction- 

naire dlûrdre d au cas non stationnaire, c'est-à-dire pour d > 1/2 . 
On va montrer qu'il est possible d'exprimer un processus d'ordre d 

en fonction d'un processus stationnaire d'ordre 6, où 6 E 1 - 1 1 2 ,  112 1- 
et d - 6 est entier. 

On notera X ( 6 )  le processus stationnaire solution de : 

Dans la suite, s'il y a un risque d'ambiguïté, l'indice 6 

sera gardé. 

Le processus d 'o rd re  1 + 6 (compris entre 1 1 2  et 3 / 2 ) ,  

( 1  + 8 )  noté (Xn 
'nrl~ 

est donné par l'équation : 

et la condition initiale ,(1 +6) 

Nous supposons dans cette étude que la condition initiale 

X ( ' - 6 )  est une constante réelle et en particulier qu'elle est indépen- 

dante de l'évolu~ion du processus Xt , aux instants t négatifs. 

On peut l'interpréter de la manière suivante : l'observateur 

qui commence a étudier le processus à l'instant t = O , ignore le 



comportement du processus aux instants précédents et fixe arbitrairement 

1' origine des espaces. 

On notera x('+') la valeur initiale choisie. 

En sommant les relations (3.5) pour k = 1 , 2 , .  . . , n , on 

obtient : 

où le processus (I-B)-& B(B) en est stationnaire. 

On définit plus généralement le processus A.R.I.M.A. fractionnaire 

d'ordre h + 6 , où h est entier, par la donnée d'un processus A.R.I.M.A. 

d'ordre h + 6 - 1 , de l'équation aux différences : 

et de la condition initiale : 

nous supposons x (h+6)  non aléatoire. 

Piloposiliun 1 .  - Soit ( X  , n E le processus stationnaire 

solution de : 



et x (1+6 )  (2+6 1 ,..., x (h+6) II constantes réelles. 
O O 

Il existe un processus A.R.I.M.A. d'ordre h+6 solution de : 

x ( j + 6 )  = x ( j + s )  pour j = 1,2, ... ¶ h  . 
O O 

Ce processus (h*S) n E mi) admet l'écriture moyenne mobile 
('n 

à coefficients dépendant du temps : 

Preuve : 

La démonstration par récurrence est immédiate. 

On fait l'hypothèse : 



d'où l ' e x p r e s s i o n  (3.6), en u t i l i s a n t  

Le processus  (en , n E 22) é t a n t  donnb, on n o t e r a  (en , n e  22) 

l e  p rocessus  a s s o c i é ,  obtenu par  mise  à zéro,  c ' e s t - à -d i r e  

Notons encore d = h+S, - 1 / 2  < 6 < 1 / 2  , h E IN . 
On v o i t  que l ' e x p r e s s i o n  f o r m e l l e  : 

n ' e s t  f o n c t i o n  que de {en , n 5 01, e l l e  ne dépend que de l ' h i s t o i r e  du 

processus  ( e  ) .  a n t é r i e u r e  à l ' i n s t a n t  t = 0. 
n 

On n o t e  : l e  p rocessus  d é f i n i  p a r  : 



Le processus x:) est somme de trois termes : 

( , n c ,) est. un processus qui dépend uniquement de l'évolution 

du processus (en) depuis l'instant t = 1. (n(d) , n f IN) où 

repxésente l'influence au temps n , de l'histoire du processus antérieure 

au temps O. 

h- 1 
~t le terme T:) = 1 ci+,-, x o (hts-r) peut s ' interpréter 

r=o 

comme une tendance polynômiale, il dépend uniquement du choix des conditions 

initiales. T(~) e s t  un polynôme de degré égal à la partie entière de 

d - 112. Or on verra dans les sections suivantes que la variance de "(dl 
'n 

est de l'ordre de 
n 2d-1 , 

est donc asymptotiquement négligeable n 

devant Xn), (On rappelle que d - 1 / 2  n'est pas un entier, donc 

Nous étudierons tout d'abord le processus 6;) , n 2 0 ) .  

3. 2. - Propriétés des coefficients du développement moyenne 

mobile de . 

 écriture moyenne mobile de nd) est a priori à coefficients 

dkpendant du temps. Ces coefficients sont donnés par les n premiers 

termes du développement en série entière de 



Comme les racines du polynôme 4 sont en dehors du disque unité les 

coefficients ct de : 
j 

O(> 

A )  = = c t  z décroissent exponentiellement : 

il existe des constantes co > O et p E IO, 1 [ telles que 

( 3 . 8 )  V ~ E E  , la.lacop j . 
J 

Les coefficients du développement de ::) sont donnés par 

Le comportement asymptotique des I T ~  ( d )  sera donné par un 

corollaire de Ea proposition suivante : 

P&opohiAion 2. - Soit d un nombre réel positif et (ak) 

une suite de réels tels que a = 1 et  



i) si ci 3 2 , Vk E IN* 1 akl < k-2 , et on impose 

en outre, si d = 2 , 1 k lak/ < , 
k 

d- 4 
ii) si d <  2 ,  v k ~  M lak] 6 k , 

alors, il existe une constante C(d) telle que : 

c U t 0 ~ U h ~ e .  - Il existe une constante C = C(B,$,d) telle que 

les coefficients -rrk) du développement moyenne mobile de 2:) (3.10) 

vérifient : 

C'est une conséquence immédiate de la proposition, en utilisant 

le fait que les coefficients ak tendent vers O exponentiellement et 

les relations : 



d-2 
o n a d o n c d a n s  l e s  cas ( i )  e t  ( i i )  Al s k  . 

l 

(b )  A p e u t  se majorer en u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  des accroissements 
2 

f i n i s  : 

i 
Nous u t i l i s e r o n s  pour majorer A2 l e  lemme suivant  : 

Lemnle 2.- Soit (ak) une s u i t e  d e  réels  t e l s  que a  = 1 

et 

l 

vk E hl* O f /ak/ 6 k 6-1 où 6 <  O 

a l o r s  il e x i s t e  une constante C ( 6 )  t e l l e  que 
1 



En s c indan t  l a  somme : 

d C 1 ( 6 )  k6 , sous l a c o n d i t i o n  6 < O .  

On achève l a  majora t ion  d e  A* , lorsque d < 2 , en remplaçant S 

par d-2 e t  a  par  j  a j  , dans l e  lemme 2 , o n o b t i e n t  pour d < 2 : 
j 

kd-2 
A, 6 (d-1) Cl (d-2) 

(c) La majora t ion  d e  A3 repose  s u r  l a  formule su ivante  

b-a l? (z+a)  - , + (a-b) (a+b-1) 1 + O (;) pour z + . 
I'(z+b) 22 

(M. Abxomovitz e t  A. Stegun, 1965, formule 6 ,  1, 47)  

on en dédu i t  : 

il e x i s t e  donc une cons t an t e  C2 t e l l e  que 

'dj c hl* T( j+d)  
d-2 1-- jd-'1 S c 2  j . 

F ( J + ~  



On o b t i e n t  : 

i i )  s i  d < 2 , u t i l i s a n t  (3.12) 

~ 3. 3. - Loi l imite du processus A R l M A  fractionnaire normalisé. 

Nous avons d é f i n i  l e  processus ARIMA f r a c t i o n n a i r e  d ' o rd r e  d 

% 
e t  nous avons imposé e = O pour l e s  v a l e u r s  néga t i ve s  d e  n  a f i n  que 

l ' opé r a t eu r  ( I -B)-~  % appl iqué  au  processus  (:n) a i t  t ou jou r s  un 

sens.  

Lorsque d > 1/2 , c ' e s t - à -d i r e  dans l e  cas non s t a t i o n n a i r e ,  

nous é tud i e rons  l e  comportement asymptotique du processus  (Zn) après  

mod i f i c a t i on  de l ' é c h e l l e  des temps e t  réduc t ion .  

P lus  précisément  on d é f i n i t  un processus  à va l eu r s  dans 

D[0,1-1 en posant  : 

"'(dl 

- - 

- 1 -- (dl  
"[nt]-k ek nd-1/2 k=l 



'Il 

Tkéoiième 4 . -  S o i t  (x,) l e  p rocessus  d é f i n i  p a r  

'L 

'n = ( I - B ) - ~  $(BI- '  e ( ~ )  rn , n  3 O , 

( O s i n o n  

2 2 
e t  (en) e s t  une s u i t e  de v . a . i . i . d .  t e l l e  que E e  = O , E el = o , 1 

1 
ayant un moment d ' o r d r e  p  s t r i c t e m e n t  s u p é r i e u r  à max(: d 1 / 2  y 2 ) .  

Alors  l e  p rocessus  

'L 
( t )  = - 

(En 
X 

d-1/2 [nt] ' t E. [0,11) 
n 

converge e n  l o i  dans D ~ o ,  11 v e r s  l e  processus  

( d ) ( t )  s ' é c r i t  : Démonnxkthation du t héo~èrne .  - Le processus  cn 

o r  on  a  v u  ( c o r o l l a i r e  d e  l a  p r o p o s i t i o n  2 )  que l e s  c o e f f i c i e n t s  n 
( d l  
k 

pouvaient  ê t r e  approchés par  
e ( i  kd-' 

$41) ?(d l  

11 s u f f i r a  pour o b t e n i r  l e  r é s u l t a t  de comparer ( t )  5, 
e t  r k ( t )  o ù :  



0 8 ( 1 )  
t 

p u i s  de comparer ~ ( t )  et  m ( l )  r (d )  1 ( t - s ld- '  dW(s) . 
O 

(dl  a )  Majoration d e  sup / t n  (t) - vn( t )  / 
t € L O , 1 . 1  

[nt]-1 .(dl 
k 

[nt 1 -k 
+ 1 (m- a ( , )  kd-l l e 

k=l n  + < I >  r (d )  nd-' v'% 
1 

donc 

D'apr ts  l e  c o r o l l a i r e  d e  la  p r o p o s i t i o n  2 ,  i l  existe une 

constante C telle que 

donc : 

Or, pour tout c - O , 

donc 



w 

a l )  s i  112 < d < 1 , 1 kd-2 converge et  il e x i s t e  Cd t e l  
k= 1 

il s u f f i t  de c h o i s i r  O < ~ < d - 1 / 2 - 1 / ~ ,  

P 
pour ob t en i r  l a  convergence I I  Sn) - n n l  1 + O lo rsque  n  + w , 

1 
sous l a  cond i t i on  p > - . 

d-1/2 

a2)  s i  d > 1 , E kdm2 = o(n d-') e t  il e x i s t e  cd t e l  que 
k= 1 

S i  on c h o i s i t  O < E < 1 / 2  - 1/p  , c e c i  é t a b l i t  l a  convergence 

( d l  - P 
11k, 'in/ 1 -t O , lo rsque  n + m , sous l a  cond i t i on  p > 2 . 

b)  Convergence en l o i  d e  
t 

'n vers 
o e ( 1 )  (= 1 ( t - d d - '  dW(s) , t E [O,?] . 

O 

La fonc t i on  t L-+ t d-l e s t  monotone, de  c l a s s e  C 1 

s u r  ] O ,  11 e t  l a  cond i t i on  ( i i i )  du théorème 1 "il e x i s t e  

' t e l  que l i m  f f ( t )  = 0 e s t  v é r i f i é e  dCs 3 c ] O  , - - - / ;  
2 P t* 

1 
q u e  p > max(2 , - 

d - 1 / 2 )  ' 

Il e x i s t e  donc des  cons t an t e s  p o s i t i v e s  cl  3 c2 , 9 V 2  

t e l l e s  que : 



La convergence uniforme dans [O, 11 implique la convergence pour la topo- 

logie de Skorohod (Billingsley, 1968), on en déduit : 

P La démonstration s 'achève en utilisant 1 16:) - nnl 1 O . 

La condition qui lie le moment d'ordre p des variables (en) 

et l'ordre d du processus ARIMA ne peut être affaiblie, comme le montre 

la proposition suivante : 

P t ~ ~ p 0 6 ~ 0 n  3.- Sous la condition 1 / 2  < d < 1/2 + l/p , il 

ème existe une suite de variables aléatoires (en) de puissance p intégrable 

E(lellP) < w telle que le processus normalisé 

ne converge pas en loi dans 27 p, 11 vers le processus 

On a plus précisément P(lim 1 1 S ( d )  1 1 = m) = 1 . 
n-to;, " 

Preuve : L'application de D [O, 11 dans IR qui à 

($(t), t E [0,1] associe sup 1 $(t) 1 est continue. 
t4-0Yll 

Utilisant le théorème de Billingsley ( 1  968) (Th. 5,1) sur les 

fonctionnelles continues, il suffit donc pour établir la proposition 



d e  montrer  l ' e x i s t e n c e  d 'un nombre E > O tel que : 

(dl  l i m ~ (  sup lcn ( t ) I  > nE) = 1 - t&[0,11 

t 
l i m  P( sup 11 (t-sld- '  ~ W ( S ) I  > nE>  = O . 
n- ~ E [ o , I ]  0 

S o i t  e l  une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  symétrique dont l a  f onc t i on  de  r é p a r t i t i o n  

F v é r i f i e  

1 
~ ( t )  = ~ ( e ,  6 t) = 1 - pour t >, t 

tP log2 t 

1 1  1 
a l o r s  E([ e l  1 ') < CO . Prenons E = - (- + - - d )  e t  gardons les 

2 2  P 

no t a t i ons  du théorème 4 

ek e s t  indépendant de  ( e l  , e2 ,..., e k - 0  e t  l a  l o i  d e  el é t a n t  

symétrique 

k-l (d)  
P (  1 T ~ - ~  eL 2 0 )  = i / Z  

L= 1 



On o b t i e n t  donc : 

s o i t  

r t  
b )  ( i  ( t -s ld- '  d ~ ( s )  , t e [O, 11 ) e s t  un processus  gauss ien  

O 

presque sûrement à t r a j e c t o i r e s  cont inues ,  donc : 

t 
l i r n ~ (  sup ~j ( t - s ld - l  ~ I W ( S )  / > n E )  = O . 
n* teC0,1] 

On a a u s s i  : 

f t  
( 1  ( t - . ~ ) ~ - '  d ~ ( s )  , t t [0,1:l> e s t  la l i m i t e  en l o i  d e  
' 0  

( 1 ( t - k / n l d - ' e k / J n  , t c  [o , I J )  où  (ek)  e s t  
k=o 

une s u i t e  d e  v . a .  i. gaussiennes N(0 , l )  



t 
e t  sup 1 j ( t - ~ ) ~ - '  d ~ ( s )  1 e s t  l a  l i m i t e  en  l o i  d e  

te[0,1] O 

j - 1  d-1 ek 
est une v a r i a b l e  gaussienne d e  va r i ance  i n f é r i e u r e  

k=o Jn 

t 
Donc P( sup B (n) ) 11 (t-s ld- '  d W ( s )  1 > 8(n) )  s n Y ( [  f 1 > - 

t~[0,1]  O rn 
oh 5 s u i t  une l o i  N(0,1), 

t 
c e q u i  implique P (  sup 1 1  (t-sld- '  d ~ ( s )  > I o g n )  = o ( I / n )  . 

tc[0,1] O 

4 - INFLUENCE DES CONDITIONS INITIALES SUR LES SOMMES 

PARTIELLES D'UN PROCESSUS LINEAIRE. 

4. 7 .  - Etude de la variance du processus intégré.  

On cons idère  une s u i t e  d e  v a r i a b l e s  aléatoires (  , i Z) indé- 

pendantes de  même l o i ,  d é f i n i e s  s u r  un espace p r o b a b i l i s é  (R ,A ,F)  t e l l e s  que 

2 
E E ~ = O , E E ~ = ~ ~ .  si (aj  ) j EIN e s t  une s u i t e  d e  r é e l s  t e l s  que 

2 a = 1 e t  1 aj < m , l a  somme 
j =O 

w 

converge en moyenne quadra t ique  e t  d é f i n i t  un processus du second o r d r e  

s t r i c t emen t  s t a t i o n n a i r e .  



On peut  a l o r s  d é f i n i r  l e s  sommes p a r t i e l l e s  du processus  

(ut , t E IN) : 

OU encore : 

Notons Ak = a. + al + ... + a , l e  p rocessus  i n t é g r é  (Xn , n E IN) 

s  ' é c r i t  encore : 

En g é n é r a l ,  (Xn , n  E IN) n ' e s t  p l u s  un processus s t a t i o n n a i r e  e t  l a  

2 
s u i t e  (E Xn , n  E IN) n ' e s t  pas majorée. 

Le p rocessus  (xn , n E IN) e s t  somme d e  deux processus  

LL 

Xn 
e s t  l e  p rocessus  obtenu en imposant l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  ck = O 

s i  k ,c O , ou encore en remplaçant l e  p rocessus  ( E ~ )  k E Z) par  

(zk , k E 2Z) d é f i n i  par  : 



X: représente l'influence de {ck , k O] au temps n. Si l'on souhaite 

étudier le comportement asymptotique du processus Xn , la question suivante 

se pose : à quelle condition, portant sur les coefficients a. ou A. 1 le 

% 
processus XA est-il asymptotiquement négligeable devant Xn ? On sait 

que pour un processus A . R . I . M . A .  d'ordre 1 , E X A ~  = 0(1) , alors 

que E 3: = O(n) . Il ne semble pas qut il y ait des résultats généraux 
n m 

qui permettent de comparer E % =  1 A: et E X: = 
2 

(Akcn - Ak) ' 
k=o k=o 

La proposition suivante donnera une réponse sous des hypofhèses de régularité 

concernant les coefficients a. . 

PXOpohCtiovi 4.- soit (ai) une suite d e  réels tels que 

CO 2 
a = 1 et 1 a. < m .  Onnote 

i=o 

0) m 

a) S i  la série 1 /ai 1 converge e t  1 ai # O , 
i=o i=o 

alors lim Tn = O . 
n-tm 

b)  On suppose qu'il existe une fonction L v é r i f i a n t  : 

e t  un r é e l  ,. tel que 



Si en outre l'une des deux conditions est réalisée : 

alors Tn a une limite non nulle lorsque n -+ W. 

- La condition (a) est vérifiée par de nombreux processus stationnaires 
w 

et en particulier si u = 1 ai E est un processus ARMA. n n- i 

- La classe des fonctions L vérifiant la condition (b )  contient 

les fonctions à variation lente et en particulier les applications 

8 t +  (log t) . 

La condition (i) est vérifiée par les processus (un) ARIMA 

fractionnaires d'ordre d , - 112 < d < O , le processus intégré (x,) 

étant d'ordre compris entre 1/2 et 1. 

La conditiori (ii) est vérifiée par les processus (un) 

fractionnaires d'ordre d , O < d < 1 /2  . 

w 

a) On note A = lirn Ak = -1 ai 
k- 1=0 

w 

e t  rk = 1 1 ai 1 , donc 
k+ 1 

IAk+n - 'kl ' rk - 'ken 
n 

2 sera équivalent à n~ lorsque n + 
k=o 



La d e r n i è r e  r e l a t i o n  utilisant lim ri = 0 . 
k- 

On en déduit 

donc lim Tn = O 
n- 

b) Etude d e  la cond i t i on  (b) . 

bl  - Nous commençons par  donner un équ iva l en t  de  Ak . 

Lemme 3 . -  Sous l a  cond i t i on  (b-i) ou (b- i i )  

k 
lorsque n -+ - ,  s i  O < y < - < y '  < m . 

n 

n 
i) Si a E]- 1 ,  - 1/2[, A n =  1 + 1 i" ~ ( i )  , par s u i t e  

i= 1 

de  l a  divergence,  de la  s é r i e ,  

An est équ iva l en t  à 1 iU L ( i )  
n 

donc 

i E s ( ,CE)  (+)-€ 
En u t i l i s a n t  pour n 6 i S n , (1-€1 (;) < - 

L (n)  



Les termes extrêmes d e  l ' i n é g a l i t é  peuvent donc ê tre  rendus arbitrairement 

proches de - ' , c e  qui é tab l i t  : 
a+l 

n a+l 
An Q - a+l L(n) s i  ci F 1 - 1 , - 1 /2  [ , lorsque n + m. 

CO 

i i )  S i  a ~ ] - m ,  - l [ r  e t  1 a.  = O ,  onpeut  écr i re  
i=o 

e t  l a  meme méthode conduit à : 

i i i )  On a de même : 

pour tout k t e l  que y n  5 k 5 y @ n  où y e t  y ' sont deux 

constantes p o s i t i v e s ,  dès que n e s t  assez grand. 

On peut aussi  é tab l i r  (k+n) - kaCl 
- Ak % a+ 1 ~ ( k )  

lorsque k + , pour n f i x é .  



b2 - Achevons l a  démons t ra t ion  d e  la p a r t i e  b) .  

Sous les hypothèses (b- i )  ou ( b - i i )  

la série de terme général 4 d i v e r g e ,  et utilisant l a  méthode ( i )  

du lemme 3 : 

On a a u s s i  : 

fk+nla+ '  - k a C l  2  
(%+n - q<12 ] L2(n)  pour  yn s k ,< ~ ' n  

a+ 1 

ci+l - k ~ + l  
] ~ ~ ( k )  pour k  5 TI 

ci+ 1 

m 

Remahque : La c o n d i t i o n  1 a .  < n'est pas n é c e s s a i r e  pour  
i = o  

o b t e n i r  l i m  Tn = O . 
n- 

1  
P a r  exemple, s i  a k = ~ ,  k~ I N ,  % e s t  é q u i v a l e n t  

à log  k. 

On o b t i e n t  
2 < * 1: log2 x d r  x n l o g  n 

k= O 

<n 

e t  ( A ~ + *  - AJ' ( l o g  (x+n) - l o g  x)2  dx 
k=o / Y  



Or r: 2 x+n 1, 2 u+l 
log (y-) dx = n log (u) du 

l donc 

4. 2. - Application au processus ARlMA fractionnaire. 

Dans la section 3, nous avons étudié la loi limite d'un processus 

ARIMA fractionnaire normalisé 

en faisant l'hypothèse que les conditions initiales 

e = e  = 
-n o -1 = ... = O étaient vérifiées. 

On souhaite reprendre cette étude en abandonnant cette hypothèse 

faite sur les conditions initiales. Cependant, on se limitera au cas de 

processus ARIMA fractionnaires d'ordre d , 1 /2 < d < 3/2 , obtenus par 

intégration de processus ARIMA fractionnaires stationnaires. 

On a défini le processus xLd) , 1/2 < d < 3/2 , solution de 

Le processus X ( d - l  ) a la décomposition moyenne mobile infinie : 



w 
(d-1) = 

n k=o 1 nk-') E n-k 

On note encore : 

le processus X(d) est somme de deux processus 
n 

Les coef f icients n:) vérifient (corollaire de la proposition 2) 

Pour simpli£ier l'écriture, on posera A = 
e ( i  

d + ( l ) I ' ( d ) '  
m 

(d) - e converge bien On vérifie aisément que la série ( T ~ + ~  ilk -k k=o 
en moyenne quadratique, n étant fixé. 

d-2 
En e f f e t ,  ( d )  - 1 1 1 1 (k+nld-' - kd-' + c (kd-2 + (k+n) ) Imk+n 'k 

et utilisant le théorème des accroissements finis : 

I (dl d-2 
i T ~ + ~  - TF) 1 i ( I A ~  n(d-1) 1 + 2 C) rnax(k , (k+nld-') 

m 

or pour d < 3/2 , 1 k2d-4 < m . 
1 



On d é f i n i t  a l o r s  un processus sur  [o,I] en posant  

Théoaèrne 5. - S o i t  (xn), l e  processus ARIMA f r a c t i o n n a i r e  

1 v é r i f i a n t  : 

où ( E ~ ) ~ ~ ~  e s t  une s u i t e  d e  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s ,  indépendantes, de  

même l o i ,  t e l l e s  que : 

E E~ = o ; E E: = o2 ; ayant  unmoment d ' o rd r e  p 

1 s t r i c t e men t  supé r i eu r  à max(--- , 2)  , a l o r s  l e  processus 
d-112 

' X  (r,(t) = ~ E [ o , I ] )  
n [nt] ' 

converge en l o i  dans V [ O , I ]  v e r s  l e  processus  du mouvement brownien 

f r a c t i o n n a i r e  : 

L e  processus ( 5 , )  e s t  par  d é f i n i t i o n  l a  somme des  processus indépendants  

e t  (0;)). Pour é t a b l i r  l e  théorème, il s u f f i r a  d e  montrer  que : 



d (%(t) , t E [O, 11) converge en loi dans D [O, 11 vers 

On sait que 1' on peut construire suivant la méthode de Komlos-Major-Tusnady 

une suite de variables normales centrées réduites W(-k) - W(-k+l) et une 

suite de variables indépendantes de même loi , €-l , . . . , E -k 7 . . O  

de manière que les sommes partielles 

SO = O ,..., S + =  € O + & - l  + . . .  + E  , approchent 0 w (-k) , k IN . 
-k+l 

La transformation d'Abel permet d'écrire : 

car lim .rr (d-1) 
k 

Sk = O P . S .  

k-w 

On peut décomposer ( t )  sous la forme : 'h 
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n d-112 k=l Ad- 1 
kd-2 - . (d-1) 

n k+ [nt] 

+ *d-1 
(k + [nt] ld-? w (-k) 



On va é t a b l i r  successivement que 

l 
L i i i )  ( ~ n ( t )  , t E [o,i] -- <o A Io ( ( t - s ld- '  - (-Sld-l) ~ w ( s ) ,  t r [O. 11) 

-* 

i l M a j o r a t i o n d e  sup I o ' ( t ) l  . 
tf: [O, 11 

La s u i t e  (n$d-l ')k21 e s t  monotone ( p o s i t i v e  déc ro i s s an t e  s i  

1 < d  < 312 , néga t i ve  c r o i s s a n t e  s i  112 < d  < l ) ,  donc : 

On sa i t  que : (d-1) = kd-2 kd- 3 
Tk Ad- 1 + Yk où [ y k  6 C ( c o r o l l a i r e  d e  

l a  p ropos i t i on  2 ) ,  donc 

on en dédu i t  l ' e x i s t e n c e  de  cons tan tes  A '  , A" t e l l e s  que : 

b)  U t i l i s a n t  l e  théorème de  Komlos-Maj or-Tusnady ( 1  976, t h .  4 )  

c i t é  au début  d e  ce  c h a p i t r e ,  on peut c o n s t r u i r e  un processus du  mouvement 

brownien ( ~ ( t ) ,  t i O )  e t  une s u i t e  de  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

E~ , E-, , E - ~  ,... possédant l a  p r o p r i é t é  : 

I l  e x i s t e  une cons t an t e  C Ce l l e  que,  pour t o u t  n , 



1 Smk - 0 W (-k) 1 
P (  max C 

) > l ) S -  , 
osksn ( 1  /P)+Y : ,PY 

La première relation e s t  le corollaire du théorème 1. 

La seconde peut s'obtenir de la manière suivante : s o i t  jn 
j 0 jo+l 

" 

l'entier défini par 2 d n < 2 

où C' , C" désignent des constantes. 

c) On peut majorer 

par : 



Et utilisant les inégalités ( 4 . 6 )  et ( 4 . 7 )  

cl) Dans le cas 1 < d < 3 /2  , i l  vient : 

soit : 

c2)  Dans le cas 1 /2  < d < 1 , on obtient : 

et qui implique l'existence d'une constante A"' telle que : 

1 
La condition p > max(2 , - d-, / 2 )  entraîne pour 

a m 

Remazque : En scindant rin(t)  = 1 + . . . et en 
i3 ' n + I  

P prenant B = 1 /2-d on montre que 1 1 1 - O dès que 



iii Majoration ds sup 1 ( t ) 1 . 
te [O, 11 

m 1 ( p l )  - kd-2 ~ i ( t )  = 2 k  Ad- 1 +A,-,(k+[nt]) d-ZWn(d-2) k+[nt])W(-k) 
n d-112 k=( 

(d-1) - d- 3 
a) On sait  que Ink Ad-, kd-2 1 6 C k . 

On majore W(-k) en u t i l i s a n t  

d 'où P ( s u p  W(t) > 1 )  ,. 
j o  

t l / *  l o g  t 
ts 2 

m M 

2  
2 

w ( t )  ( j  l o g  2 )  ) 
P( . SUP 1 ) s  1 exp(- 

+1 2 j I 2  j log  2 j = j  J;; j log  2 j = j o  2 ~ < t s 2 j  

donc 

- ( l o g  n) / C l  
P(SUP 1 '(') 1 2 1 ) s n  pour une c o n s t a n t e  

t 3 n  t 1 I2  log  t 
1 

p o s i t i v e  e t  

-C logn 
Y 

où C.( dés igne  une c o n s t a n t e  p o s i t i v e .  

c )  On d é d u i t  d e  (a) e t  ( b )  que : 



-C logn 

d n 
Y 

-C logn 
1 /2+y/2-d) 

P I l  3 C' n s n Y 

P 
ce q u i  a s s u r e  1 1 ri: 1 1 ---- O . 

k d ~ 2  - 
iiil L'cnus~gence en Zoi de 1 ( k + L t l  l d 2  

k= 1 n 6-1 / 2  

a même loi que 

a) I l  s u f f i t  donc pour é t a b l i r  (iii) d e  montrer que : 

1: 'sd-2 n ( n t + s ~ ~ - ~ )  
d-1/2 

W(-s) d s ]  

tend presque sGrement vers O . 
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ol  = sup 1 (kd-2 - (k+ [nt] )d-2) max I w ( - ~ )  - W ( - S ) ~  
t e p , 1 ]  k=l kss<k+l  

b) Majora t ion  de Dl  . 
On u t i l i s e  

SLIP Ikd-2 - (k+[nt])d-21 s kd-2 - (k+n) 
d-2 

t€ [O, 11 
d-3 kd-2) 

6 inf  (nid-21 k , 

l'(-s) -w(-k) I  2 1 1  1-1 {rnax çup Iw(-s)-w(-k)l 11)  P((max sup 
ksn kss<k+l  log  n  k>n k$s<k+l l o g  k 

= o ( n Y )  pour t o u t  y > 1 . 

Pour majore r  D l  : 

- dans l e  cas  1 < d < 3/2 , il  v i e n t  : 

P ( D ,  3 ~ ( d )  nd-l l og  n)  = a (nY ) 

- dans l e  cas 1 / 2  < d < 1 , il v i e n t  : 

P(D, 2 ~ ( d )  log  n)  = o(n-Y) . 



c) Majorat ion de  
D2 . 

On u t i l i s e  : pour tout y > O , il e x i s t e  une cons t an t e  C 
Y 

t e l l e  que : 

-C logn 
(4.10)  P( I   SU^ I W ( ~ )  ' 3 1 1  i d  {sup ' w " ) '  3 I } d n  Y 

O,< sgnY log n 
9 

. . 

szny log s 

pour obteni r  : 

Ln'J Co 

P ( D ~  z 2 Id-31 ( 1 k d-3 log + 1. kd-3 k1 /2 log  k) ,< 
k= 1 k= [nY/ + I  

-C l ogn  
$ 1 2  Y 

donc, pour t ou t  y > O , 

Y Id-3/2) /2 -C logn 
P(D2 2 2 Id-31 (ny/* l o g  n + n log n ) )  6 n Y 

Des majora t ions  de  D l  e t  D2  , on tire : pour  t o u t  y O , i l  e x i s t e  

C(d) t e l  que : 

s i  1 < d < 3 / 2  P ( D  >, ~ ( d )  - log n 1 s o(n-') 
Jn 

log n P(D 3 ~ ( d )  - d-1/2 > s o(n-Y) . 

On a donc é t a b l i  : 

On peut c o n s t r u i r e  un p r o c e s s u s  du mouvement brownien s u r  ] - rn, O; 

t e l  que : 



On en dédui t  que : 

1 
y t E [O, 11 ) a même loi que : (d-172 n X[nt] 

d-1 - (+sld-' w(-s)  d s  , t E [0,1]) 
O 

e t  en f a i s a n t  le  changement d e  v a r i a b l e s  s = - nu , on v o i t  que la l o i  

l i m i t e  e s t  celle d e  : 

Ad-l Io ((-uld-* - ( t - ~ ) ~ - ~ )  ~ ( u )  du  . 
-CO 

E n  i n t ég ran t  par  p a r t i e s  , 

lim sup lud-' - (u-t)d-l l  ~ w ( u ) I  = O  P . S .  , 
U-- t € [ ~ , f j  

donc ( t )  , t E [O, 11 ) converge en l o i  v e r s  
(nn 

(-s)d-l - (t-s)d-l dW(s) , r a , ~ j )  . ( J  -m 



5 - APPLICATION A LA COVARIANCE EMPIRIQUE.- 

5. 7 .  - Processus A R I M A  fractionnaire d'ordre d , - 1 / 2  < d < 112 . 

Pour un processus ARMA (xt) ou lorsque le processus (xt) 
A 

vérifie des conditions de mélangeance, on sait que 1 f X: tend 
n n t=l 

presque sûrement vers E < et que - (Xt-EXt) tend en loi 
Jn t=1 

vers une variable aléatoire gaussienne. 

Lorsque le processus (Xe) est un ARIMA fractionnaire, le 

théorème central limite n'est pas vérifié lorsque le coefficient de 

corrélat ion entre les variables Xt décroît trop lentement. ROSENBLATT 

(1 961 ) étudie le cas d'un processus gaussien (Xt , t E Z )  vérifiant 

les hypothèses : 

et établit que sous la condition O < y < 114 la suite de variables 

1 
Yn = - 1 (xi - 1 ) converge en loi vers une distribution 

,1-2y g=, 

non gaussienne, la loi limite ayant corne fonction caractéristique 

FOX et TAQQU (1  985, 1986, 1987) ont généralisé ce résultat de Rosenblatt 

et établissant les théorèmes suivants. 



Soit (Xj , j E Z) un processus gaussien stationnaire, de moyenne 

nulle, de covariance 
'k = 'j 'j+k 

= k-D L(k) où D E]O,I[ 

et L une fonction à variation lente, c'est-à-dire telle que 

L(Ax) 
. . 

VA E BIR+ , i i m  = 1 . On notera H le mleme polynôme m 
xw, 

d'Hermite et 
( a s ) s e ~  

une suite de réels tels que 1 lasi < m .  
s=-m 

ThéohErne 6 (FOX et TAQ2U 1 985, Th. 7 ) . - 
Si O < D < 1/2 , le processus stochastique défini par 

converge faiblement dans D [O, 1 1  vers 

m- 1 
m! rn( 1 as r, ~ ( t )  lorsque n -t , 

s=-w 

où R(t) désigne le processus de Rosenblatt. 

D < $ i U o n . -  Le processus de Rosenblatt est défini par sa 

représentation intégrale au sens de Wiener-ItÔ-Dobrushin 

où w est un processus du mouvement brownien complexe sur IR et 

signifie que l'intégrale est faite sur le plan privé des diagonales 

(x, = 1 x2). (voir par exemple MAJOR 1981, TAQQU 1979, FOX et TAQQU 1985). 

Les lois de dimension finie étant données par (TAQQU, 1975) 



Théakème 7 ( FUX ef: TAQQU, 1 985, Th. 2 1. - 

Supposons 112 < D < 1 . Alors l e  processus s tochas t ique  

[nt-1 [nt.] 
z n ( t )  = - * aj-k [H,<xj) %(xk) - E H,(X-)  m(\)I 

& j=1 k=l J 

converge faiblement dans D [O, 11 vers  am W(t où W (t) e s t  l e  

processus du mouvement brownien et 

 application à La covariance empirique d ' u n  processus ARIMA f r ac t ionna i r e  

e s t  immédiate : 

Co4#&,&c.- S o i t  Xt un processus ARIMA f r a c t i o n n a i r e  

v é r i f i a n t  

1 2 
Si 1 / 4  < d < 1 /2 a l o r s  - (x: - E Xi) converge en l o i  

n2' i = l  

dans D[O,I] ve r s  E X: . R ( c )  . 



Le corollaire est immédiat, sachant que le coefficient de 

corrélation r(k) vérifie : il existe une constante C telle que 

r(k) u C k2d-1 . Il suffit de prendre D = 1 - 2d 

Par ailleurs, la densité spectrale f d'un processus ARIMA 

fractionnaire est donnée par : 

cn 2 
1 ikx = f (x )  = - 1 

2.T -- rk 

1" 2 
w 

donc 1 
f (x) d x  = - 1 r 

2 

i -, 2lr k=-co k m  

1 En particulier, si - 112 < d < 1 1 4  , - 2 (xi - E x:) 
Jn i=I 

tend en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée, de variance 

r" 2 
4n  i f (x) dx . Ce qui est un cas particulier du théorème 2 de FOX e t  

J -TT 
1 2 

TAQQU (1987) et pour 1 < d < 2 , - (x: - E X.) tend en loi 
n2d i = l  

vers E X: R(1) , résultat qui est également une conséquence du théorème 3 

de TAQQU (1975). 



5.2. - Processus A R  IMA d'ordre d , d > 112 . 

Cette section constitue une extension des résultats de AKONOM (1982), 

au cas d'un processus ARIMA fractionnaire. Ayant obtenu dans les sections 3 

et 4 les lois limites des processus, il est aisé d'en déduire le comportement 

de la covariance empirique. 

A - Pttacehh~ln ARTMA ~kaLstiannaA.e d'atrd/te d , 1 / 2  < d < 312. 

On définit comme dans la section 4, le processus x:) ARIMA 

d'ordre d , vérifiant la relation 

par la donnée 

(5.1) du processus stationnaire X td-1) = (~-~)l-d 8 (BI 
n 4 (BI en 

de la condition initiale xOd) = xo 

de la relation X ( d )  = x o  + f X P - ' )  . 
n k= 1 

On a établi dans le théorème 5 que ( 1 xtd? , ro, 11 
a .A .n 

d-1/2 ]-nt/ 
d 

convergeait en loi vers le processus 

On peut alors en déduire le : 

Théottgme 6.- soit (c)) un processus ARIMA d'ordre ci , 

1/2 < d < 3/2 vérifiant l'équation : 



~ 1 - s ) ~  +(BI = O(B) en 

e t  d é f i n i  pa r  (5.1). 

On suppose que l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  e son t  indépendantes,  n  

' ) , l e u r  centrées, e t  admettent un moment d'ordre p , p > max(2 , - d-1/2 
2 

va r i ance  s e r a  no tée  O . 
Alors pour t o u t  e n t i e r  k 

, n-k (dl  (d)  1 f X2(dI 1 x Xe+k et - 
o2 n2d e=1 n2d e= 1 

convergent en l o i  v e r s  la v a r i a b l e  a l é a t o i r e  

1 o(1)  - 1 1 
d ' espérance - (m) l-2d(2d-I) ( r  

1 ( d ) )  2 ûémam&ation : La somme - 1 ( x ~  
e=1 

7. 

s ' é c r i t  

où l ' o n  a  posé 1 X(d) 
cn ( s )  = - 

l n 
d-112 LnsJ ' 

l 
1 x ( ~ ) ]  e s t  donc l ' i n t é g r a l e  s u r  [O, 11 d e  l a  f onc t i on  - 1 L l  e=t 

s * élément d e  D[O, 11  . 

On a é t a b l i  que 5, 
convergea i t  en  l o i  vers  l e  processus du 

o(1) mouvement brownien f r a c t i o n n a i r e  o - 
+ ( 1 )  

Bd-, / 2  ; l ' a p p l i c a t i o n  de  D[O, 11 
r l  , 

dans  IR qui  à h a s s o c i e  1 hL(t) dt e s t  cont inue ,  il r é s u l t e  donc 
J O  



du théorème 5.5. de B i l l i n g s l e y  ( 1  968) que : 

1 (d l  2 I: LX, 1 converge en l o i  ve r s  
n2d e=, 

O 
= ( @ )  l 2  \: 1' ( c - s ) ~ - '  dW(s) + 1 - ( - s ) d - 1 ~ d ~ ( s ) ] 2  dr  . r ( a )  $ ( i l  O -cn 

n-k 
Vé r i f i ons  e n s u i t e  que - (d l  1 x?) (Xe+k - x i d ) )  tend en p r o b a b i l i t é  

n2d e-1 

vers O ; il s u f f i t  d e  l ' é t a b l i r  pour 

n-1 1 n-1 
(d)  (d-1) 

xl x ~ + l  
nZd e= l  

On peut aisément  majorer  

n- 1 
(dl  (d-1) i 

E l  XL Xe+1 l Pa' 
l= 1 

n- 1 - (d) 2 1 /2  - (d-1)12  1/2 L (E!x~ 1 )  (E - 1  1 
l= 1 

Le processus x , l E ) e s t  s t a t i o n n a i r e  e t  E[% (d) ] 2 = 0(-e2d-1) 

donc 

ce q u i  achève l a  démonstrat ion.  



B - Pkucaaun ARTMA dtotrdtLe d , d > 3 /2  . 

Soit Xn = X(d) un processus ARIMA d ' o r d r e  d  v é r i f i a n t  l a  
n 

r e l a t i o n  : 

où (en , n E 22) e s t  une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s ,  de même l o i ,  

2 
de moyenne n u l l e ,  d e  va r i ance  o . 

7 - d est un entier 

On peut a l o r s  d é f i n i r  X(d) p a r  l a  donnée de  ( d + l )  r e l a t i o n s  : 

( 1 )  e t  de d nombres r é e l s  non a l é a t o i r e s  x ,.... 3 X 
(d l  

On s a i t  que l a  l o i  l i m i t e  du processus  normalisé 

converge vers  l e  dW(s) , t c [O, 11 s u i  ne 

dépend pas de s  nombres x ,.. . , x . 



2 - Cos où d non entier, d - 1 /2  non entier 

On d é f i n i t  a l o r s  ( X n )  , n c IN) par  l a  r e l a t i o n  

la  donnée d e  condi t ions  non a l é a t o i r e s  

On a é t a b l i  dans la  s e c t i o n  3 que 
n  

convergeait  en l o i  vers 

On peut a l o r s  é t a b l i r  l e  : 

Théokème 7.-  S o i t  (Xn , n E IN) un processus ARIMA d 'o rd re  d 

v é r i f i a n t  l ' équa t ion  aux d i f f é r ences  : 

où (en) est un b r u i t  blanc.  

On suppose en o u t r e  v é r i f i é e  l 'une  des  deux hypothèses : 

i) d e s t  un entier , 

i i )  d est  un r é e l ,  d > 112 , e t  on d é f i n i t  Xn par  : 



e t  l a  donnée de  cordi t ions i n i t i a l e s  xo Y x-, , . o . ,  X-p-d non a l é a t o i r e s .  

1 Alors - x converge en l o i  v e r s  
n2d L=I 

Preuve : 

La démonstrat ion est  analogue à c e l l e  d u  théorhme 6. 

Dans l e  cas  p a r t i c u l i e r  où d = 1 , l a  covariance empir ique 

normalisée - ' (- 
2 xL converge ve r s  

2 O o(1) ,=, 

Cette v a r i a b l e  a l é a t o i r e  d ' espérance  1 / 2  e t  de  va r i ance  1 1 3  

(AKONOM, 1982) a pour t ransformée d e  Laplace : 

KU': w2 ( s )  d3 1 
= ---- (JOFFE, 1 9 6 4 ) .  

4'; h --E 
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ANNEXE 1 

PROPRIETES DE MELANGEANCE DES PROCESSUS LINEAIRES. 

Un grand nombre de théorèmes établis pour des suites de variables 

aléatoires indépendantes sont encore valables pour une suite de variables 

asymptotiquement indépendantes. De nombreuses conditions ont été introduites 

pour exprimer cette indépendance asymptotique. 

On notera X 
j '  

j = . - 1  , O, 1 ,  2 , une suite de variables 

aléatoires réelles ou complexes définies sur le même espace (n,A,p). Pour 

j 6 k , on définit hlk la tribu engendrée par 
j 

{Xt : j 6 t s k}, on définit 
QJ 

de même ML (resp. Mk) la tribu engendrée par {Xt : t E j} (resp. 

ut : t > k)). 

Pour simplifier, on supposera en outre la suite (x.) strictement 
J 

stationnaire et on pose (voir, par exemple, BILLINGSLEY 1971 - IBRAGIMOV 

et LINNIK 1975 - IBRAGIMOV 1975) 

p ( k )  = sup (corr(~,~) ( où Y (resp. Z) décrit l'ensemble 
y, 



des fonctions M:_ (resp. $) - mesurables réelles ayant une variance finie. 

Ces coefficients a(k) , B(k) , $(k) , p (k) sont appelés respec- 

i ème 
t ivemen t coefficient de forte mélangeance, de complète régularité, 

de $-mélangeance (ou mélangeance uniforme), de corrélation maximale. Un 

processus sera dit fortement mélangeant, complètement régulier , $-mélangeant, 

p-mélangeant si a(k) (resp. B(k), $(k), p (k)) tend vers O lorsque 

k + = .  

Remairque.- Lorsque la suite ( X . )  n'est pas stationnaire, on peut 
J 

prendre 

a (k) = sup sup sup 1 P (A fi B) - P (A) P (B) 1 
n~ z pc MO_ BEM;+, 

et des définitions analogues pour les autres coefficients. 

1 ROZANOV et VOLKONSKI (l%l)ont établi que B(n) = T Var [P~~-P,~] 

où Pon est la mesure induite par (Xe) sur M : ~  i l  M: et Pin la 

mesure définie par P1,[~ fi O] = Pon(A) Pon(B) si A E M:~ et B E M: . 

Il est bien connu que 

4 a(k) 6 p(k) s 2 ~$0 

et que pour un processus gaussien p(k )  et a(k)  sont équivalents 

(KOLYOGOROV et ROZANOV ( 1 960) ) . IBRAGIMOV et ROZANOV ( 1 97 4 )  ) . 
IBRAGIMOV et ROZANOV (1974) donnent des conditions nécessaires 

et suffisantes concernant la densité spectrale d'un processus gaussien, 

pour qu'il soit complètement rbgulier. 



b 
WITHERS (1981 ) a introduit le coefficient de &-mélangeance 

pour des processus réels ou complexes non stationnaires. Pour simplifier 

les notations, nous ne le définirons que dans le cas où le processus 

( X j ) j  est stationnaire. 

On pose pour k E IN , u E IR 

iuP 
t(k,u) = sup max sup covar ( e  , e-iUF) 

~ESN O g j p - k  ( 6 )  

1 
n 

où P = -  F = -  y se Xe et o2 = var( 1 X.) 
On &=j+k n 

'n t=o  j=o J 

la borne supérieure étant prise sur l'ensemble des suites (6L) telles que : 

bl  6[ = O ou 6 L  = 1 . 

(X.) est dit 1-mélangeant si 'du c IR lim l(k,u) = O et le 
J k- 

processus (x . )  est fortement 1-mélangeant s'il existe une fonction 
3 

bornée ~ ( u )  telle que 

t, WITHERS (1981 ) utilisant des résultats de YOSHIHARA (1978) 

e t  IBRAGIMOV et LINNIK (1971) établit 

La condition de l-mélangeance est donc plus faible que les conditions 

introduites au début de la section. 



2 - THEOREME CENTRAL LIMITE ET PROCESSUS EMPIRIQUE.- 

Soit ( c j )  un processus stationnaire tel que E E o = O ,  

2 
E 5, < , on lui associe le processus (Xn(.))nEm à valeurs dans 

D (O, 1)  défini par 

a) Cas $-mélangeant. 

Billingsley (1968) établir que si (cn) est un processus station- 

naire $-mélangeant, sous la condition 1 $Al2 l a  série 
m 

E + 2 1 E 5, Sk converge absolument vers o2 et Xn converge 
k= 1 -- . 

en loi vers W , processus du mouvement brownien. Il étend ce théorème 

au cas de variables fonction d'un processus stationnaire +-mélangeant 

(Th. 21.1). 

Il établit également (th. 22.1). 

Si le processus cn est +-mélangeant et 1 n2 ' <  m , 

si 5 ,  a une fonction de répartition F continue sur [0,1] alors le 

processus empirique & (F,(,) - F(.)) converge en loi vers le processus 

gaussien Y dé£ i n i  par : 

E Y ( t )  = O 

m 

E Y ( s ) Y  (t) = E gs(~o)g,(~o) + 1, E(~~(S,)S,(~~) + gt(Co)gs(ck)) 
k= 1 



GASTWIRTH et RUBIN (1975) établissent un théor&ine central limite 

pour une suite de variables aléatoires stationnaires, bornées et a-mélan- 

geantes. 

Ils montrent aussi (1975, cor. 3.1.) : 

Si (Si) est un processus strictement stationnaire, complètement 

régulier, tel que Bk = ~ ( k - ~  (log k)-5) alors le processus empirique 

i/n (F,(t) - F ( t ) )  converge en loi vers un processus gaussien à trajectoires 

P.S. continues. 

C )  C* a-mélangeant. 

M. PURI e t  L. TRAN (1980) étudient la convergence empirique dans 

le cas de variables a-mélangeantes. 

Le théorème central limite a fait l'objet de travaux assez 

nombreux, par exemple WITWRS (1 976, 1981 a )  BLUM et ROSENBLATT (1956). 

La vitesse de convergence dans le théorème central limite dans 

le cas fortement mélangeant a é t é  étudiée par SUNKLODAS (1984). 

b 
WITHERS (1981 ) démontre un théorème central limite sous des 

"P 
conditions plus faibles, n' exigeant pas la stationnarité du processus (tj). 

Là encore, pour simplifier, nous l'énonçons dans le cas stationnaire. 



Soit (x . )  un processus strictement stationnaire tel que 
J 

(xj) est l-mélangeant et pour tout u E IR 

L N 
alors - S, 4 N(o,i) où SN = 1 Xj 2 

et ~ ; = E ( s ~ )  . 
D~ j = 1 

3 - PROPRIETES DE MELANGEANCE.- 

3.a. - Généralités. 

Un processus moyenne mobile, c'est-à-dire solution de 

Xt .= et + E l  et-, + ... + 0 e (8, ,..., 8 fixés) 
q t-q 4 

où les variables e sont indépendantes et de même loi, vérifie de manière 
t 

immédiate les conditions de $-mélangeance, en e f f e t  tri< 5 q+l  , @(k) = O . 

CHANDA ( 1 9 7 4 )  e t  WITKERS (1981 a) établissent des conditions de 
w 

forte rntlangeance pour les processus linéaires Xt = 1 W. e tels que 
j=o J t-j 

la fonction caractéristique du processus d'innovation soit Lebesgue - 

intégrable. 



La condition sur le processus d'innovation n'est pas superflue 

ANIIREWS (1984) construit un processus autorégressif d'ordre 1 
00 

j 
Xt = 1 p etVj où p E 10, 1 /2 [  et les et sont des variables 

j =O 

indépendantes de Bernoulli et montre que ce processus AEi(1) n'est pas 

fortement mélangeant. 

Dans un article récent, ATHREYA et PANTULA (1986) montrent que 
t 

pour un processus A R ( I )  Xt = 1 p j  et-j + X~ , où / p l  < 1 et les e 
j =O 

t 

sont indépendants, de même loi et indépendants de xo si  log (el ('1 x 

et si les et ont une composante absolument continue non nulle, la 

+-mélangeance équivaut au fait que les (et) sont presque sûrement bornées. 

Ils établissent également qu'un processus ARMA stationnaire 
vérifiant : 

sous les hypothèses:les variables e sont i.i.d, 
t 

. la distribution de e l  a une composante absolument continue 

non triviale , 

est fortement mélangeant. 

Dans la section suivante, on se placera dans un cadre un peu plus 

large en considérant des processus à valeurs dans l'espace IR' et on 

gardera l'hypothèse que les variables ont une densité par rapport à la 

mesure de Lebesgue ; les démonstrations sont largement inspirées de 

PHAM et TRAN (1986) . 



3.b.  - Conditions de complète régularité d'un processus ARMA. 

Un processus 
L 

(Xt) t c z  à valeurs dans IR est un processus 

ARMA si 

(HI) il existe des matrices = 1 , $ l ~ - m . ~  +,, ; Bo = 1 ; OIy...,0 
4 

a d'ordre l x l et une suite de vecteurs aléatoires ( E ~ )  dans IR y 

centrés, indépendants, de même loi, tels que : 

i Y i  On note $(z) = 1 miz et 0(z) = Oiz . 
i=O i=O 

On supposera en outre que 

( ~ 2 )  les zéros des polynômes det $ ( z )  et det B(z) sont de valeur 

absolue strictement supérieure à 1 et on note 

- 1 
p = i n£  { I z l  / det + ( z )  = O )  . 

- 1 Lamatrice $ ( z )  est inverçible si l z l  < p  et soninverse 

- 1 
est développableen sérieentièrepour l z l  < p  . 

On obtient de manière immédiate : 

Lemme 7 .  

Sous les hypothèses (Hl), ( H Z ) ,  l'équation (1) admet une solution 

stationnaire et une seule sous la forme 



La suite de l'étude repose de manière essentielle sur un lemme (AKAIKE 1974). 

Lemme 2 .  

Sous les hypothèses Hl et H2 , il existe des matrices F, G , H 

et un processus Yt tels que : 

Notons Ft la tribu engendrée par . . . E ~ - ~  , E ~ - ~  , E~ . 

Ft = : s 5 t) , 

X i ,  l'espérance conditionnelle E[X; 1 F;] . 

Il vient : 

x t l t = x t  , b i s  t e = E  , b i t  E = O  
il t i ilt 

par suite de l'indépendance des vecteurs E . 
t 

En prenant dans (1) les espérances conditionnelles, on obtient 

en p a r t i c u l i e r ,  si i 2 q+l 



Notant k = sup (p ,  1 +q) 

$ j  = O pour j 3 p+l  , et tout élément Xt+ilt pour i Z k 

est combinaison linéaire de 't+klt 't+k-l lt 9 * * . y  
tlt 

La relation Xt+i+llt+l = .I j t + i + - j  + = j=i 1 W . E  J t+i+l-j 
J =O 

entra îne  

't+i+i / t+l = 't+i+l/ t + 'i 't+t 

Ce qui peut s'écrire sous forme mat r i c i e l l e  en posant : 

on rappelle que W o  = I 



ExempRe.- Le processus ARMA Xt + a, Xt-, + a2 Xt-2 = e + B etml t 

peut s'écrire : 

On obtient 

dét(~-21) = det +(z) . (k-p)e 

et les valeurs propres non nulles de F sont les inverses des racines 

de det $ ( z )  elles sont donc de module inférieur à p. 

De l'écriture du système sous la forme ( 3 ) ,  on déduit 

d'où en comparant avec (2) 

En vue de l'étude de la mélangeance du processus (xt) on notera : 



rt est donc mesurable p a r  r appo r t  à . F* 

Pour a l l é g e r  l ' é c r i t u r e ,  notons (n,m) = (Xn ' Xn+, Y > Xn+m 1 

R = ( r n  , r,+, ,..., r 1 
n,m n+m 

s = ( 5 ,  9 5,+, > - . * ,  
R Y ~  'n+m) 

= R  + S  
O n a d o n '  '(n,rn) n,m n,m 

Lemme 3 .  

Supposons que l e s  vec t eu r s  a l é a t o i r e s  E~ ont  une d e n s i t é  g 

par  r appo r t  à l a  mesure de Lebesgue su r  IR' , a l o r s  
'n,m 

admet une 

d e n s i t é  no t ée  f e t  l e  c o e f f i c i e n t  de complète r é g u l a r i r é  Bn e s t  
n,m 

majoré p a r  

où R e s t  l a  l o i  d e  X = (. . . , X-, Y xo) .  

Notons P l a  l o i  de (5 , Xn,m) 

Q l a  l o i  de X 
n9m 

R c e l l e  de X 



l e  c o e f f i c i e n t  de complète r é g u l a r i t é  e s t  

l e  vec t eu r  a l é a t o i r e  ( E l  , E2 ,..., E,+d admet une d e n s i t é  e t  donc 

s = (5, 3 5n+1 Y * . . ,  'ni-, ) a une d e n s i t é  no t ée  f . La  r e l a t i o n  
n,=' n ,m 

X = R  + S  ent razne  : 
n,m n,m n,m 

où R prend l a  va l eu r  u(x)  s i  5 = x 
nYm 

l a  2eme i n t é g r a l e  é t a n t  indépendante de x , 

t - 1  
L e  syst tme St = 1 Wj E , - ~  e s t  i n v e r s i b l e  e t  

j =O 



les matrices A étant définies par l a  relation 
j 

Co 

On vérifie aisément que 1 I A ~  / 1 < 
j =O 

Lemme 4 .  

Sous l'hypothèse : il existe une constante K telle que 

le coefficient de complète régularité Bn vérif ie  

Soit g l a  densité de et , en utilisant (6) , la densité de 

f est donnée par : 
n,m 

et si on note 



On u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  

II(ai + a.) - R aj = 1 ( lï ai) o ( (ai + ai)) 
j 

J j j i < j  j j > i  

g e s t  une d e n s i t é ,  A. = 1 e t  donc 

donc 

on en  d é d u i t  l e  lemme 4 .  

S o i t  X un processus  ARMA v é r i f i a n t  la r e l a t i o n  
t 

On suppose que l e s  hypothèses H l  e t  H2 s o n t  v é r i f i é e s ,  en o u t r e  : E 
t 

a une d e n s i t é  g  par  r a p p o r t  à l a  mesure de Lebeçgue s u r  1IZr t e l l e  que : 



- il e x i s t e  d e s  c o n s t a n t e s  K > O e t  d 3 1 

1 lg(x-u) - g(x)  1 dx i K 1 l u \  1 

et 
6 J l l x l l  p(x)  < a> 

n 
a l o r s  il existe p E [O, 1 [ t e l  que 8, = O(p ) . 

Il suffit d'établir que sous  les hypothèses  du théorème 

La m a t r i c e  F a s e s  v a l e u r s  p r o p r e s  de module i n f é r i e u r  ou égal à p ,  

l a m a t r i c e  W .  =HF' G v é r i f i e  donc / / w j I /  = o ( ~ ' )  
J 

donc I/rn1I + ... + IIrn+mII r E v j  I lc , - j l l  où Y = 1 / ( w k /  1 = 0 ( p J )  
j =n j ,=j 

T.D. PHAM e t  L O T .  TRAN (1986) é t a b l i s s e n t  p l u s  généralement  l a  complète  

r é g u l a r i t é  d 'un p r o c e s s u s  l i n é a i r e  m u l t i v a r i é  

X t  = 1 Ai €pi sous l e s  hypothèses  : 
i = O  

( i )  e t  a une d e n s i t t  g t  g u i  v é r i f i e  : \ / lx / / g t (x )  dx < pour un 

(v-u) d v s ~  I l u l l  pour t o u t  t ,  



MOKKADEM (1986) démontre la complète régularité d'un processus ARMA 

vectoriel en utilisant son caractère markovien et fait l'hypothèse que la 

loi de probabilité de ~(t) est équivalente à la mesure de Lebesgue. 

3. c . - Conditions de 1-mélangeance d'un processus linéaire. 

b Withers (1981 ) ne suppose plus l'existence d'une densité pour 

établir la l-mélangeance d'un processus linéaire. 

CO 

soit X, = 1 aj E ~ - ~  où les E~ sont des variables 
O 

aléatoires réelles indépendantes, Sous l'hypothèse : 

6 
il existe 6 E ]0,1] tel que E ( ~ E ~ /  ) < et a = O ( j - A )  , 

j 

k2-dh-6/2 alors on peut choisir l ( k )  = si X # 2 /8  

Si a = ~ ( p j ) ,  on peut choisir l ( k )  = k-6/2 okS . 
j 

03 

~e processus xt = 1 p j  E ~ - ~  où p E ]0,1/2] et les E~ 

O J 
sont des variables de Bernoulli est l-mélangeant sans être fortement 

mélangeant, 
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UtIllsent un rdsultat de Komior Major tutnrd y sur ~'s~~rorimatidn fart@ 
dsi wmnis~ psrtklleç d'une suita ds verlibleo @iécitairss fnddpe+ntrr. 

1 Identiqwrncnt dlrtribu4er. sn litabllt la convergence presque eftra du trmpi 
d'ofcuprtian d'un intervalla par une marche aidataire vers eelul du 
meuwmnt brownien, 

Dsnr la r@c@nd chagitri, ori Btuclle les esrnmrr partlilles d'un procerrur 1 
lindairr rtrtlannaira ct on donne der conditbns d'approwlmetien f ~ r t e  de ca 1 
procrmua pmr UR processus d~ Wisnrr. On rn  dddult 18 convrrgenci rn Isl 
du temps dfcccupatlcn d'un inlrrvrllc par un procorsur A R M A  d'ordre 1. 

h chipitro suivant ort c~nsecre B un probliine dlertimollon. On itudia 

l'image par uns application continue 'd!un prcxessuo ARlMA r l ' o ~ d r ~  1. On 
prepar. ler~qu~un tel promgsus r s t  sbr@rwB un e$ti*!~up de 19 1 
tranrfwmalian réciproque , al nr i qu'un rstimitkur de Ir t'*net l e q . ~ ~ l y $ i - ~  

Enfin sn Btudia lar proeagsus ARlMA .frart~onnairea, d d r  '1. cre non 1 

statlonnolrr. On dlrcute 19 choix des sonditions lnitlales st sn dtablit qua le 
pr9~@1s~l i  ebtanu aprbs nsrmelisatlon canvorga en 101 vers le processus du 

1 
mouvement brswnien fraictisrnnrirr de B , MANDEbBR6T, 

i En snnexs, dae rdsultrttr r4cents sur la mdlangearice de$ processus , 
Ilnbrirar, e t  plus particulihremant ler ARMA, sont donnes. 1 

l 
l 
1 

PROCESSUS AR!MA , 
AR IMA FWAGf IONNAIRE , 
TEMPS LOCAL , 

ESTIMATION NON PARAMETWlQUE . 


