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INTRODUCTION

Un des problémes les plus importants en statistique est celui de
la modélisation d'un processus. L'hypothése de stationnarité n'est pas, en
général, satisfaite, cependant, on suppose usuellement la possibilité de
modéliser le phénoméne étudié comme transformé d'un processus stationnaire.

Plusieurs types de transformation ont été étudiés.

a) Le processus peut &tre somme d'un processus stationnaire et
d'une tendance, ou d'un processus 3 accroissements stationnaires et d'une
tendance. Lorsque la tendance est polynOmiale, les méthodes proposées ont
souvent été des méthodes paramétriques, les méthodes non paramétriques étant

utilisées moins fréquemment ([1], [8], [12]).

b) Une autre classe de processus est obtenue en supposant que

les différences AX, = Xt - X sont stationnaires, ou que des différences

t~1
d'ordre plus élevé sont stationnaires. Le mod&le le plus utilisé dans cette
classe est celui des processus ARIMA ([3], [9]). Un processus est dit ARIMA
(autoregressive integrated moving average) s'il vérifie une équation aux
différences : ¢(B) X, = 9 (B) € s oi B est l'opérateur retard, ¢ et O
des polyndmes, et (et) un bruit blanc. Ces processus permettent aussi de
modéliser des phénoménes saisonniers (processus SARIMA). Ces diverses séries
temporelles partagent avec les processus, somme d'une série stationnaire

et d'une tendance, la propriété : il existe un polyndme ¢ tel que ¢(B)(Xt)

soit stationnaire. Récemment, D. FINDLEY [7] a étudié la classe des

transformations rendant stationnaire un processus. On peut considérer comme



une extension des processus ARIMA, les processus fractionnaires ([10]),
ou dans le cas d'un processus & temps continu, le mouvement brownien frac-

tionnaire introduit par B. MANDELBROT ([t4], [15])

c) E.M. ENGEL ([6]) a étudié les transformés (W(Xt), t € IN)
d'un processus (Xt , t € IN) ARMA gaussien par une application ¢ continue.
I1 établit que (ﬁ(Xt)) est un ARMA, si et seulement si, ¥ est un polyndme
ou si (Xt) est un processus moyenne mobile. Il ne semble pas qu'il y ait
des résultats généraux sur 1'image &(Xt) lorsque 1'on ne fait plus d'hypo-
thése de normalité sur (Xt). Si (Xt) est un processus ARMA, ou s'il peut
&tre approché par un ARMA (p,q) la question du choix d'une fonction ¥

telle que (ﬁ(Xt)) soit un ARMA de degré inférieur n'est pas résolue.

d) Ces types de transformation sont souvent associés. On rencontre
assez fréquemment des modéles du type : (log Xt) est un processus ARIMA.
Ce choix de modéle recoit rarement une justification théorique. Lorsqu'un
processus vérifie 1'hypothése : il existe une fonction ¥ telle que ﬁ(xt)
est un processus ARIMA d'ordre 1, nous proposons une méthode non paramétrique
d'estimation de la fonction . On pourrait aussi élargir la classe des
modéies ARIMA usuels en considérant une famille de fonctions Mq indexée
par un paramétre et en faisant 1'hypothése que ﬁa(xt> est un ARIMA. On
peut utiliser, par exemple, les familles de foncticns introduites par
G. BOX et D. COX ([2]) UNEY =X>\—;'- » ¥ (x) = log x, x e Jo, =f

et introduire une méthode paramétrique d’'estimation de A.



Dans le chapitre I, on considére une suite de variables indépen-

dantes (e t e W) centrées réduites et on note Xt la suite des sommes

t 4
partielles: Xt SEpt eyt te Le temps d'occupation d'un intervalle

[a,b] par la marche aléatoire Xt , entre les instants 1 et n, est noté
n

N _(a,b) , il est défini par : N _(a,b) = E 1 (X,) . Nous établissons

n n o [a,b] 7t

pour ce temps d'occupation un théoréme de convergence presque siire vers le

temps d'occupation d'un mouvement brownien. Les travaux classiques et notamment
ceux de P. REVESZ ([16]), E. CSAKI et P. REVESZ ([4]) utilisent essentiellement
la construction de SKOROKHOD. Etant donnée une variable aléatoire X centrée,
ayant un moment d'ordre 2, et (W(t), t e ]R+) un processus du mouvement
brownien sur un espace probabilisé, on peut construire une suite croissante

*
de temps d'arr@ét T tels que (W(Tj) - W(Tj ), je N) soit une suite

-1

de variables aléatoires indépendantes ayant méme loi que X. Toutefois, dans
un article récent ([5]), M. CSORGO et P. REVESZ utilisent un théoréme de
J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY [13] sur 1'approximation forte d'une marche
aléatoire par un processus du mouvement brownien pour établir un résultat

sur la convergence presque siire du temps local. Il ne semble pas que 1l'on

puisse égendre la construction de SKOROKHOD a des variables (Xt , t e IN)
non indépendantes, aussi nous proposons d'obtenir par une méthode directe
un résultat sur 1'approximation forte du temps d'occupation d'une marche

aléatoire. Tout d'abord, on établit que le résultat de B. GNEDENKC sur la

convergence uniforme de la densité £ de n_”Z(a1 tEyt ¥ en) vers

—x2/2

la densité e s'étend aux dérivées successives de fn. On peut

2
V2n
alors, par un calcul direct comparer le temps d'occupation par la marche

aldatoire (Xt , t € IN) de deux intervalles [a, a+6} y [b . b+6] de

méme longueur. Le théoréme de J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY permet d'en



déduire le résultat suivant : si les variables (ei) ont un moment d'ordre
P, P >3, on peut construire une suite (Xt) et un processus du mouvement

brownien tels que :

- o173+ /3p) %,

n
Ve > 0 , 1Nn(a, a+§) ~ fo 1[ p.s.

a,a+é

}(W(s))ds|

Dans le chapitre II, on définit un processus linéaire statiomnaire

3

(Et , t € IN) par £, = jzo “j et—j ol (et , t e Z) est un bruit blanc,

et on étudie le processus des sommes partielles Xo =0,

X = £y * Ly *oeen ¥t Et . On montre qu'il est possible de construire sur
un espace probabilisé assez riche, un processus du mouvement brownien

*
W), t e [0, +wD et un processus (Xt , t € ) de mme loi que

*
(X, , t e N) tel que, Vn>0 sup | - W(k)| = of
t
Ogksgn

n(1/p)+n) p.s.

_..2_n) .

si ¢  a un moment d'ordre p , et 'injl = 0(]

La méthode utilisée dans le chapitre I est reprise et permet
d'établir la convergence en loi du temps d'occupation normalisé du processus

{X t € W) vers le temps local d'un mouvement brownien. Dans le cas

t 3
particulier d'un processus ARIMA gaussien d'ordre d'intégration 1, on obtient

des résultats sur la convergence presque siire.

Un probléme d'estimation est étudié dans le chapitre III, on
suppose que le processus observé (Xt , t € W) est le transformé par une
application continue J d'une marche aléatoire ou d'un processus ARIMA, on
propose alors un estimateur &n de . L'image d'un processus ARIMA d'ordre 1
(Zt , t € IN) par une application affine (a Z, 0+ b, t e IN) étant encore

un processus ARIMA d'ordre 1, nous imposons en outre les conditions (o) = o ,

¥(1) = 1, pour assurer 1'unicité.



Si le processus (X:) a été observé entre les instants O et n , on

- -~ Nn(o,a) n
définit ﬂn par : @n(a) R olt Nn(o,a) = 3 1[0 a](xt) R
n t=1 ’

et on montre que l'estimateur ﬂn(a) converge en probabilité vers (a),

une majoration de 1'écart entre i(a) et ﬂn(a) est proposée.

Si (@(Xt), t € IN) est un processus & accroissements indépendants
et si ¥ est de classe C1 , on définit un estimateur qui converge presque

siirement vers {' , la convergence étant uniforme sur tout compact.

Le chapitre IV est consacré a une généralisation des processus

ARIMA, Un processus (X t ¢ IN) sera appelé un processus ARIMA fraction-

t

naire d'ordre d s'il vérifie une équation aux différences :
d
) -8 4(8) x_ = 0(®) ¢,

oit (et) est un bruit blanc, B 1'opérateur retard, ¢ et 6 des polynbmes,
d un nombre réel, d - 1/2 ¢ Z , et (I—B)d est défini par son dévelop-
pement bindmial : (I-—B)d =1 - dB + éﬁ%:ll B2 -

s ee o

Ces processus ont été introduits pour modéliser des phénoménes
fortement corrélés (encore appelés & mémoire longue). C'est le cas de phéno-
ménes non stationnaires dont 1'étendue sup X, - inf X est proportion-

o 0gt<T OgtgT
nelle & T° , a # 1/2 . Apparus pour la premiére fois dans les travaux de

H. HURST [11], ils ont été 1'objet d'études par B. MANDELBROT, J. VAN NESS,

J. HOSKING parmi bien d'autres (|10[, [14], [15]).

L'équation aux différences (1) ne suffit pas & définir (Xt , £ € W),
il faut en outre un ensemble de conditions initiales, or contrairement &
ce que nous connaissons pour les ARIMA d'ordre d entier, lorsque d est
fractionnaire 1'influence de (ej , J £ 0) dans 1'écriture de Xt , n'est

plus asymptotiquement négligeable devant celle de (ej ., j > 0) , lorsque



t + w,
Si nous définissons (Xt) par :
4] s1 t €0
a-»? 4(8) %, = 0(®) ¢, o =
g, si t>0
et Xt =0, t 0, le processus normalisé, aprés changement d'échelle

des temps et de l'espace défini par :
1 . .
(;H:T77 X[nt] , L€ L0,11) converge en lol vers

(9 8(1)

t a-1 :
J (t=-s) aw(s) , te [0,1]) ,
¢(1) T(d) o

. . ) . 2
s1 51 est une variance centrée, de variance o , ayant un moment

d'ordre p strictement supérieur & max( , 2) .

d=-1/2
Une application & la covariance empirique est donmée.

Bien que partiels, ces résultats peuvent &tre une contribution au probléme
de 1'estimation du degré d'un processus ARIMA. En effet, dans la plupart
des méthodes, il s'agit soit de tester si le degré est égal a 1 , ({17])
soit de construire un estimateur, en supposant que le degré d est entier.
11 peut etre plus intéressant pour éviter les phénoménes de sur - ou de
sous-différenciation de permettre au degré d de prendre des valeurs non

entiéres et de choisir la classe des processus ARIMA fractionnaires.

Dans 1'annexe I, sont donnés des résultats, pour la plupart
classiques sur la mélangeance des processus linéaires et plus particulie-

rement sur celle des ARMA.

L'annexe II, qui est & l'origine de ce travail, étudie la trans-
formée d'un processus du mouvement brownien par une application continue

bijective.
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CHAPITRE 1|

TEMPS D'OCCUPATION D'UNE MARCHE ALEATOIRE.

i - INTRODUCTION.

* . e s
Soit (Ej , J € W) une suite de variables aléatoires indépendantes,
t
*
identiquement distribuées & valeurs dans Z . Si Xt = 2 Ej , t EeN
j=1
désigne la marche aléatoire associée, on appelle temps local le nombre de

fois, ol la valeur x est atteinte par le processus (Xt) entre les instants

1 et n. Ce temps local est donc défini par :

I~
*

Nn(x)= 1{X}(xt) , neN , xeZ .,

t=1

Comme la marche aléatoire converge faiblement aprés changement de temps vers
un processus de Wiener, il est naturel de comparer le temps lccal précédent
et celui associé i un tel processus. P. LEVY [15] a introduit les notions de
temps d'occupation et de temps local d'un processus de Wiener indexé par

R’ . Soit (W(t), t 20) un tel processus de Wiener. Le temps d'occupation
H est défini pour tout borélien A de IR par :

+ t
H(A,t) =2 {s :s st , W(s)e A} = {0 ﬂA(W(S)) ds ,

o T désigne la mesure de Lebesgue sur !3R+ , B(BR+)}.
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Pour toute valeur donnée de t , ce temps d'occupation peut Etre
considéré comme une mesure aléatoire sur [R , B(R)| . P. LEVY [15] a
montré que ce temps d'occupation est absolument continu par rapport a la

mesure de Lebesgue.

Si (W(t), t » 0) est un processus de Wiener sur 1'espace
probabilisé (9,A,P) , H.F, TROTTER.I?AJ a montré 1'existence d'un
sous-ensemble 2,5 2, 9 P(Qo) =1 et d'une fonetion

L(x,t) = L(Gx,t,w}) (xe R, t ¢ rR" , W E Qo) continue par rapport

au couple (x,t) telle que :

da [t
L(X,t,w) =a J 1'l_w X'I (W(S)) ds
0 >
1 t
= iig - JO 1]x—s,x] W(s)) ds

L(x,t) est appelé le temps local en x du processus de Wiener. Il admet
une fonction de répartition donnée par :

[x]+u

Va0, PLx,t) s u) = 20 ¢ ) - 1 e, LEVY [15])

t

(Jx[+w) /Y e_vz,2

EREeY|

i
=i dv ,
J Jo

ot ¢ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Les premiers résultats sur les comparaisons des temps locaux de
marches aléatoires et de mouvements browniens ont été obtenus, lorsque le
bruit ne charge que les valeurs * 1 : P(s1 =1) = P(e1 = -1) (voir
W. FELLER [10] et P. REVESZ [22]).

Ces résultats ont été étendus par E. CSAKI et P. REVESZ [5}

au cas de variables aléatoires & valeurs dans Z .
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Leur résultat essentiel est le suivant :

Théongme (CSAKT - REVESZ, 1983) [4]

Soit 'Z wune variable aléatoire a valeurs dans Z , P(Z=k) = Py

"
L}
I+

-

» ¥2,... telle que

EZ = 0, E2% = 0% , pged ik | p #0}=1.

On peut construire un espace probabilisé (2,A,P), un processus de Wiemer
W(t), t 2 0) et une suite de v.a.i.i.d. €j de m@me loi que Z , tels

que,

i) 8i My = z |k|2m P <® avec 3/2 €m € 2, alors, pour tout € > Q
X :

lim n(-1/2m)—e
n—)oa

L@x,n0?) - ¥ X D=0 p.s.

ii) Si Moeg = Y ikfm+1 P, <® avec m > 6, alors, pour tout € > 0

1im o (1/4)-(3/2m)-¢ sup (L(x,ncz) -o? N (x))=0 p.s.
n*e XEZ o

En particulier si Z a des moments de tous ordres, pour tout € > Q0 ,

sup ]L(x, n02) _ g2 Nn(x)i - 0(n(1/4)+e)
X€Z

LI
P. REVESZ (16] a étendu ce résultat a des variables aléatoires (Ej) continues,

2

E aj =0, E :? = 1 , ayant des moments de tous ordres et donne le théoreme

suivant :
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L
Thécndme (P, REVESZ, 1981) [23]

Pour tout n > 3/10 , il existe un processus de Wiener W(t), t > 0)

et une marche aléatoire (X ) de méme loi que ¢

! tem avec Xt - X

t=1 t

tels que :
n

1Y 1 (X)) - L(O,n)| = o(a™) p.s.
i [0,1] ¥t

L'ensemble de ces travaux utilise de maniére essentielle la construc-—
tion de Skorohod (voir par exemple, {3] p. 276) c'est-a-dire la possibilité
de construire sur un espace probabilisé assez riche, un mouvement brownien
(W(t), t 2 0) défini sur cet espace et une suite croissante de temps d'arrét
(Tk , k € Z) tels que les variables W(Tk) - W(Tk_1) soient indépendantes,
de méme loi et que le processus (W(Tk), k € Z) ait méme loi que la marche

aléatoire (Xk).

E. PERKINS [181 considére une suite (Ej) de variables centrées,

de variance 1, indépendantes et définit le processus (Xn’Ln) par

[nt]

§€j+(nt—[nt])€,, ), ot

X (6) =+ ¢
n oo o5=1 lnt |+1

W

o,

i
L (/n,x) =2 Z 1) IX((i+1) /n) - x|,

i=1 A
i

ol A? est 1'intervalle :
[min(X(i/n), X((i+1)/n) , max(X(i/n), (X((i+1)/n)[ ,

Ln(t,x) (t e R, , x ¢ R) étant obtenu par interpolation linéaire.
Il établit, en utilisant des méthodes d'analyse non standard, le théoreéme :

(E. PERKINS, 1982, [18], th. 1.3)



- 13 -

Si les variables (sj) vérifient la condition de Lindeberg :

n
. 2
Vt > 0 ’ lim 2 E(Ej 'ﬂ{‘ejl>t r—n}) =0 )

e j=1
alors pour tout k-uple (x1,x2,...,xk)
(Xn s Ln(.,x1) yeves Ln(.,xk)) converge en loi

dans C(mkﬂ) vers (F, L(.,x,) ,..., L,x)) .

De plus, A.N. BORODIN [2] a étudié la loi limite de la différence
entre le temps local de la marche aléatoire et celui du mouvement brownien,

.

convenablement normalisé.

11 ne semble pas que le procédé de construction de Skorohod puisse
s'étendre au cas ol les variables (ej) sont corrélées. Or des processus

t
Xt = 2 Ej ol les variables Sj sont stationnaires, non indépendantes sont
j=1
fréquemment étudiés, c'est en particulier le cas des processus ARIMA d'ordre

d'intégration 1.

Nous nous proposons donc dans ce chapitre d'établir des résultats
relatifs & la convergence forte du temps local d'une marche aléatoire par une
méthode directe, sans utiliser la construction de Skorohod, mais en comparant

les temps d'occupation de deux intervalles de méme longueur.

De fagon plus précise, notant

Nn(a,b) =

We~—i3
*

1]-3,,1)] (Xt) , ne W s
t=1 -
ol X est une marche aléatoire, on établit une propriété de continuité

de ce temps d'occupation : pour tout e > O , pour tout §, 0 < 8 < t :
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sup {Nn(a, a+s) - Nn(a+h6, a+(h+1) | = o(k;\/2 n(1/4)+€) pP.S.

Oghgk
o

Celle-ci permet en utilisant un résultat de Komlos-Major-Tusnady [14] d'établir
un théoréme de convergence forte du temps local de la marche aléatoire vers

le temps local du mouvement brownien.

Ces résultats seront étendus dans le chapitre 2 au cas de variables

corrélées et en particulier aux processus ARIMA d'ordre 1.

2 - NOTATIONS ET HYPOTHESES.-

Soit (e.)

35w une suite de variables aléatoires indépendantes,

de méme loi, de fonction de répartition F telles que

(1.1.) F est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue ,

il existe un entier p > 3, tel que J \xlp dF(x) < = et
OO

oo

(1.2.) J x dF(x) =0 , f x2 dF(x) = 1,

—00
o0

: o
¥
(1.3.) il existe a e W tel que J [(e)] © dt <w, ot Y(t) = Elexp ite1).

-3

Dans la suite, les propriétés suivantes de la fonction caractéristique

seront utilisées :

i) La fonction  est uniformément continue sur IR (RENYI [21] p. 286,

th. 2).

ii) 1Lla variable aléatoire e, ayant une fonction de répartition F

absolument continue, d'aprés le lemme de Riemann sur 1'intégrale de Fourier,

on a :
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lim [$(v)] =0 (id, p. 289, th. 8) .

£ [

‘ iii) Si une variable aléatoire £ a une distribution de treillis ou
latticielle, c'est—a-dire s'il existe des constantes d et r telles
que P(f e {kd+r | k € Z}) = 1, sa fonction caractéristique ¢ vérifie :

‘ Vae z, ]ﬂGZ%EH = 1 . Si elle n'a pas une distribution de treillis, on a :
Vetdo o)) <1. (id, p. 291, th. 11) .

‘ iv) On en déduit, sous les hypothéses (1.1) et (1.2), que : pour

tout n >0,

| sop 9] =q <1
R- |-n,7

v) De plus d'aprés 1'égalité de Parseval, si la variable aléatoire
‘ (ej) a une densité f bornée et continue, donc élément de L2 , la condition

(1.3) est vérifide avec @ = 2.
y Dans la suite, on note :

# B le nombre d'éléments de la partie finie B ;

o~18

Nn(a,b) =# {t|{1stsn, X e [ab]}=

¢ 1[a,b](xt)

t=1

et on désigne par Fn la fonction de répartition de X - la fonction
e n s . .
caractéristique de Xn est donc (Y(t)) et d'aprés la formule d'inversionm,

([21], p. 294), vérifie :
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E 1[a’b] (xn) Fn(b) - Fn(a)

iat —~ibt

ot Re z désigne la partie réelle du nombre complexe z .

Nous commencons par quelques lemmes o nous comparons les temps

d'occupation de deux intervalles de méme longueur entre les instants

et n.

3 - LEMMES PRELIMINAIRES.-

-2—11; I_w Re [(lﬂ(t))n e i; e 7 at

1

Lemme 1.- Sous les hypothéses (1.1) & (1.3,), il existe une

constante C_ ne dépendant que de la fonction de répartition des

F
telle que pour tous ae R, 0 <8§<1,ke N, nelN

[EIN_(a,a+8)-N_(a+ké,a+(k+1)8)] i: $ Cp [1+]a] G+k52]

Preuve :

1) Expression développée de la quantité 4 majorer.

Dn(k, §) = E [Nn(a,a+6) —Nn(a+k6,a+(k+1 ) 6)]

n
~183

[FJ. (a+8)-F , (a)-F ; (a+ke)+F (a+(k+1)8)]

(e.),
]

-iat__-i(a+8)t_-ila+kd)t, ~ila+(k+l )&t

a5 r ie e :
- L 121 L Re [(#(1)) -

sz Refai (P(eyyd THEYIRDODE i O
j= -

sin

ktd

2

dt
t

] de
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Posons :

Wj(t) - % Refiﬁp(t))je_i(a+(k+1)6/2)%] sin %; sin-E§£ .

i) Majorations de H’j (t)]
L'existence d'un moment d'ordre 3 permet d'écrire :

"t‘:" + 0(t3) s

2
Py =1-5% - iEe 2

3
2 1
au voisinage de 1l'origine.

Il existe donc : n >0 et A>0 tels que : Vte [-n,n]

t? 3
[gCed} ¢ 1 - 5 et |arg (t)] < A || .

On en déduit :

: 2 . .2
Re(¥®] D¢ (1 - E53 ¢ I/

. . 2
1m0 D] ¢ e 3574 dnrcr, a5 1)) .

Ces inégalités nous permettent alors de majorer la fonction wj sur

1'intervalle [-n,n] :

Ve e [-n,n]
PRSY s 7 [Re(@ENT) sintaresDs/2e] + [Im@(e) (] |sin & sin K|
. 2
s % [|sin(a+(k+1)8/2)t| + inf(1, A j !t|3)] it /4 Isin %; |sin 525

D'autre part, une majoration de cette fonction peut aussi 8tre cbtenue

sur le complémentaire de cet intervalle ;



_18_

j 1 sin(dt/2
Vt € R - E-n’n] H] 1¢'J(t)‘ B3 W(t)lj i—"'(t—/l|
D'aprés les propriétés rappelées de la fonction caractéristique, il existe

un réel q, 3 ]0,1[ , ne dépendant pas de &, tel que :
Ve e B -~ |n,n] o) < q

On peut alors majorer ij(t)l

- b o j—a o
Vee m- Fnnl, [o,0] cq, @] °F ca ° @7,

111) Majoration de Dn(k,é)

On en déduit :

+ I, + 1 , ou

Dn(k,é)vs I, 9 3

n n _..2
1, = Iy J IE 2 a5 et e,
T 31 Y0
L - 4 % Jn ~5t2 /4 |sinfa+(k+1)8/2)t] |sin két/2| |sin st/2] i
2 T o, t ’
ij=1-’0
iy LR
= @ +8 J a @]
j=oy *m

On peut majorer chacune de ces quantités.

n . &3 .. 2
¢ ) Akd J et eTITA g

S = 0

12 A k&~ k&> T
§ — Z —_

v i=1 §vj

< C kaz

o]

ol CO est indépendant de a, 6, k, n .
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|sin(a + %il §)t sin

két

nomo .2
I < 28 z J it /4 "E_)l dt
i=1 Jo

A

3 @ 2
28 J [J X /A |sin(a + E%l 8¥t] |sin A{-S-EI at] dx
0 (¢]

b

88 J“’ lsin(at(k+1)8/2)t| |sin két/2] at
2
(¢] t

et utilisant 1'inégalité de Schwarz,

. 88 (J‘” sinz(a+§k+1)5/2)t an ' (rinz_gét_/z an '
o 0

t t

< 48 (]]a] + 55%}Z§| ) |§§g 117 c, 8(|al + k&) .

Finalement, on a :

4 2 j-(% * %o
13 < T (U,O + 4 .‘Z qn J ‘lﬂ(t)‘ dt)
j=a e
[e]
< _2... (¢« + 4 ¢ __l_)
Lis o 1—qn

ot C' est une constante.

On obtient donc une majoration de Dn(k,6) par

2

C, k8 + ¢ (lal + k&8 + ¢,

ou C

o » C1 » Cp désignent des constantes indépendantes de k, §, a, n.

Le lemme 1 s'en déduit. Q.E.D.

Remarque : Si les (ej) suivent une loi normale N(0,1) le
calcul peut &tre mené explicitement et les majorations sont plus faciles

a obtenir. En effet, on a :
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D_(k,8) E[Nn(a,a+s) - Nn(a+ke,a+(k+1)5)j

até _ 2,,. a+{k+1)8 _ 2 ,,.
L (J eX/Zde—J ex/zjdx
1 v27j a a+kd

n
o~

j

1 a+é 2 2
J [exp(-x"/2j) - exp(-(x+ké) /23)] ax
a

1
[ e =1
:1
El
Lo

Supposons tout d'abord a > 0 , on en déduit :

D_(k,8) < § 1 Ja+5(, } e-(2k6x+k252)/2j) o
" . 3=1 V215 a
Ip_(k,8)] 5 8 % Lo - e‘<2k(a+5>+k262>/2j)

n "’ N 3 N g
j=1 ¥2nj
. 2.2

£8 J (1 - exp{(~(2k{a+8)+k“87)/2t)) dt

0 V27Tt

_ 5k (a+8)+ 262 J” (1-e" 120y du
0

V2 Yu
= s[2k (avs)+k262] /2
By - (a+ (k+1)8)?/23
Si a<O<a+§ D (k8 56 | (1-¢ 2 )
j=1 v2nj
et on obtient de méme D (k,8) s S[at+(k+1) 8]

Le cas a < = § s'obtient de la mfme manidre en utilisant la symétrie
2
de 1la fonction e * 2 .
Lemme 2.~ Sous les hypothéses du lemme 1, il existe une constante
C2 Fp De dépendant que de la fonction de répartition des (ej) telle que pour
b
tous ae R, 0 <8<1,keN, nelN |,

E[Nn(a,a+6)-Nn(a+k6,a+(k+1)5)]2As Cz,p('*5/5) (1+ks%)
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Preuve

E[N_(a,a+8)-N_(a+ks,a+(c+1))]% =

n
2
E [JZ1 ! [a,a-l-é] (X_j)-1 [a+k6,a+ (k+1)5] (xj ):]

=A+B, +B

17 5
n
ot : A = JZI E[l [a,a+5] U[a+k6,a+(k+1)5] (XJ)] ’
) !
B, =2 E[1 (x.) 1 (X -X) -
1 4 [[a,a+<s] TN IO l'_a-xj,a+<s—xj] 517X
f ]:a+k<3—XJ. ,a+(k+1)5"XJ-] Xy %5 )]
n n
P27 i=1 e[ [a+ks, a+ (ke 1) 5] &5 j'=%+1 1[E’”k‘s—xj""'J'(k”)cs_xjj Uy

-1 l_"a-xj ,a+5—xj} (Xj "Xj )]

Pour majorer B1 (resp. BZ)’ on remarque que pour j' > i , Xj et Xj,—XJ.
sont indépendants et Xj,-Xj a méme loi que Xj'—j' En outre
a - Xj < 0 < a+§ - Xj , si Xj € [a,a+<5] . Le lemme 1 permet donc
d'écrire
2 n
B, <2 C1,F(1+k §7/2) j£1 E 1[a,a+<sj (xj)
Il reste a calculer
1 r’ . 5 e—iat_e—i(aﬂS)t
E 1[a,a+5] (‘Xj) =57 I Re|(f(c)) T }dt

[~ .
T ] Re[(y(e)d e 1lare/2)e

—-—00

sin 6t/2] %E
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On a utilisé dans la démonstration du lemme 1 la propriété suivante :

i .2
Jn >0 Ve e [=n,n) ‘(lﬂ(t)) sin 8/2 £ < _g_ I L ,

j‘ao a
q )| ©

i
Ve e R - |-n,n] I(&(t}) sin §/2 t1 5

t

<

On en déduit :

n
£ jz1 1[§’a+5](xj).s % *

On en déduit 1'existence de constantes C et C' telles que :

A<C+C &n

B, ¢ c(1+k 62) (1+8vn) , i=1,2

En vue de la majoration de E[Nn(a,a+6)—Nn(a+kG,a+(k+1)G)Jm nous

aurons besoin d'une extension d'un théoréme de Gnedenko, il fera 1'objet de

la section suivante.

4 - UNE EXTENSION D'UN THEOREME DE GNEDENKOQO.-

GNEDENKO en 1954, a établi le résultat suivant [11] :

Théoneme 1.- (cf [197], [21]).

Soit ey sreesey

,-.. des variables aléatoires indépendantes

de méme loi, dont la densité f£(x) existe et est bornée, supposons de plus



- 23 -

e1 +...0t en

*
que E e = 0, et E e% = 1 , alors la densité fn(x) de L, =
n

vérifie :

2
lim sup Ifn(x) -l X /2| =0

n>e xelR 2m

On va établir par des méthodes proches de celle de Gnedenko des

résultats de méme type concernant la dérivée.

Théoneme 2.- Soit €rrers € sene des variables aléatoires indé-
pendantes de méme loi, ayant une fonction de répartition F absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on suppose de plus que

2

Ee =0, E ey = 1, et que la fonction caractéristique ¢ vérifie :

(1.4.) il existe B > 0 tel que lim tB Je) =0 .

>+
" e *teaut e
Alors il existe un entier n_ tel que pour n x*n_, §{_ = -————— ait
[0} [s] n ‘/—
n
une densité fn de classe C2 et
2
lim sup Ifn(x) S NP /zf =0 ,
n>» xelR v2m
. i 2
lim sup ]fél)(x) - JLI (~1— e X /2)| =0 , i=1,2
n>» xelR dx V2w
Preuve
1) Dérivabilité de £
La fonction caractéristique de fn sera notde ﬂn(t) y ﬁn(t) = [ﬂ(:&)]n .
n

La condition (1.4.) implique (1.3.) , (il suffit de choisir

i b et 20 =7 [ udy) [41(—;—_)]“'3/8 sera

0 “
n n n

intégrable pour n 2 [3/8] + 1 = n -
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La densité fn(x) vérifie :

1
£, = iﬂ

ED (%)] n e-iXt dt
—co I

Pour n 2 L |t2 $n(t)[ est intégrable sur R , donc

o 13
J £2 $n(t) e Mt ge converge uniformément par rapport & x
—0

et

1 s ~ixt .
fn(x) o J_w wn(t) e dt est une fonction de

2 s 2 p
classe C” , la dérivée seconde étant :

£ = - 51? L [v (%)Jn 2 IRt g

i1) Approximation de la dérivée premiére.

Etudions :

2 ® 2 .
oo - Loy - L 1J e ([P - T T gy
}/' - ]

27

(3]

A

ol
2
I, =J le] et /2 - g0 ac
|t]<T

2
I, = Iti et /2 dt = 2 exp(- T2/2) .
2 el

1 =J el |w_(6)] de
> e "
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2 . .
Pour majorer 13 , on remarque que (£} = 1 - E%— + o(t”) ; on a établi

dans la démonstration du lemme 1, 1'existence de constantes n > 0 et

qn € ]0,1[ telles que :

2 2
Ve e [-n.n] [ge)] < 1 - ‘tz,”s SE
2
Vee [n v, nva) [0 (0] s ™74,
et Veew- ['n’n] [9Ce)| < q, et |f(t)| g K P

En écrivant

© - ©
|t ¥ ()| dt g te dt + t | (0] dt
n n
T T nvn

o 2 n-n G n
< J e /4 g q ° J tiy (5] © de
T n n/E n

2 n-n_(w n nR/2 1-nB
< T4, OJ K°n®% ¢t 9 at
n T]‘/E
2 n-n
SZeT‘”‘+qun° ,

des que n est suffisamment grand.

On peut alors choisir T pour rendre arbitrairement petit I

2 3
. ‘o . : —t2/2
puis utiliser la convergence uniforme de wn(t) vers e sur le
compact [7T,T] pour établir la convergence de I1 vers O.
On a donc montré
2
lim sup |f'(x) + —l-x e X /2| =0.
n»» xelR 2m
La méme méthode permet d'établir
2 2
lim sup  JE"(x) - —— 4 X/ - 0. Q.E.D.
n 2
n>o xelR V2 dx
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Théonéme 3.- Sous les hypothéses du théordme 2, si en outre

E !e1P < o _ alors pour tout n suffisamment grand , la variable

x &t te 2
f = —~——————— 2 une densité f de classe C et il existe une
n /o n
constante C telle que :
) 1 ab P -1/2
sup Ifn (x) - — =3 (e ) sCn s 0, 1, 2
xe R Y21 dx :

Preuve :
Le cas i =0 est étudié dans V.V. PETROV [19].
Nous établirons la relation pour i = 2 , la démonstration pour

i =1 se faisant de la méme maniére.

.

Prenons des notations analogues 2 celle du théoreme précédent ;

on obtient :

2 2
1 d (e—x /2

sup | £7Go - —— 4 s o @, + 3, + 3
%€ R n /o de ! 2 1 2 3
avec

r _.2
JI=J t2 Ed?n(t)—et/zl dat ,

[t]<T

2

32=J 2 et /zdt,

lt]>T

2
J, = J t° [P ()] de
3 Iti’\T n
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%) Majoration de J1

2
]ﬁn(t) -t /2] peut €tre majoré en utilisant un lemme de Petrov (B9],

V, lemme 1).

En notant L =E 161}3 , on a :
2 2
pour tout [t]| < é%', P (&) - e © /2( < 16 ;E‘Jt[3 et /3
n n
Choisissant T = :fz , 11 vient :
4L
Vn/4L 2
J1$2J 16L 5 -t7/3 dt < €, 2 1/2
0 /o
i) Majoration de Iy
@ 2 e 2
J2=2,( czet/zdtsﬂij 0372 g e 012
Jvn/4L n /;]4L
117) Magjoration de J3
[
J. = | £2 |¢J(--t—)|n dt

3 ) e svasan Va

= n3/2 J u2 |@(u)!n du
Jul>1/4L

La loi de e, étant non latticielle, il existe q € [9,1[

]

tel que sup _ |P(uw)| = q < 1

ue[1/41 0! . n
et il existe n_ tel que J u2 iﬂ(u)! % du = K(no) <
On en déduit

2q =02

J3 < K(no) n3/ q =

ce qui acheve la démonstration.
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5 - MAJORATION DE \Nn(a,a+a) - Nn(b,b+5)|.—

Lemme 3.- Sous les hypotheses (1.1.), (1.2),(1.4), il existe

pour tout p e W , une constante Cp p De dépendant que de la fonction de ré-
3

partition des (ei), telle que pour tous ae R ,S$ ¢ ]0,1], ke N, e N

E[(Nn(a,a+6)-Nn(a+ka,a+(k+1)&)Zp] < ¢ max(1,KP6%P) & P/? (1og mP .

P,F

Preuve :
<
On pose : B0 = [a,a+6] , B = [a+k5,a+(k+1)qi,
Y.o= 0, &) -4 &)
o k
n
et N_(a,a+8)-N_(a+ks,a+(k+1)8) = 121 Y,
Soit p un entier positif
2 2
E(CY 1) = p Yi Y
i=1 (11,...,12p)e[1,...,n] 1 2p
On vérifie immédiatemen: que
2 _ .22
Yi= ... =¥ =1y X+ 1y (Xi)
o k
(4.0.)
v, =3 = . =y £=1,2,..
i i i
o 2
On majorera E( 2 Y)P en regroupant les éléments E Y. Y. ... Y. sulvant
. i i, i i
i=1 1 2 2p
le nombre d'indices ij distincts.
a) Majoration de [E( 2 Y ... Y )
Ist1<t2<...<t2psn tt th

YooY, =g (%) [1B x, -1y (xtz)] + 1Bk(xt1)[1Bk(xt

-1 (X )]
1 & o © o t2 By B, t

2 [6)
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Notons f 1la densité du vecteur aléatoire (Yt , Y seee

regrouper deux 3 deux les éléments du produit :

p
Gty Yooy, o= 1 {1 X )[1B (x_ )-1. (x. )]
1 %2 2p = ' i

, ' N
On obtient, sous l'hypothése t, < t2 < . < t2p £ n
EY Y Y =
fpt typ
-] ) [ ]
e F(X,3Xn,00.,X% I, x,._ U, x,.0-1, (x,.)
g2 12 2p7 ooy B 2§=17HB 257 By

+ 1 (. [t (x,00-1 (x,.)]} dx. dx
Bk 23-1 Bk 23 Bo 23 1
J ir ( ) n {1, L ]
= 1... (X, ,%X,5..0,% m{t X,._ )1, (x,.0-1_ (x,.-k§)
JIRZP 172 2p j=1 B0 23-1 BO 23 Bo 23
1 G YD G =10 (x, . +k8)] ) dx ..
Bk 2j-1 Bk 23 Bk 23 1
E Yt ...Yt est donc la somme de 2° quantités
1 2p
(4.2.) J . [ f( ) ﬁ 1 ( )
.2, ) = L. KyseoesX X, .
SRR J I R2P 1 2p j=1 B, T2j-1
J
rl (x,.)-1 (x .—klﬁ)] dx, ...dx ,
- Ba, 2] Ba' 27 ] 1 2p
J ]

ou ;j prend la valeur 0 ou k
et ol 1'on convient que : k} =k si ui =0

k' =-k si o. =k

J d

Dans la derniere expression le changement de variable x..+— x.. + k! §

23 23
conduit a écrire l'intégrale sous la forme

9"

..dx

2p

2p
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. .oy
f(x1,x2+11k16,x3,xa+12k26,...,xzp_1,xzp

ot (i

preeeady) déerit ({0,1)P .

. ]
+1pkp6) dx1dx2...dx

2p

La quantité sous le signe de sommation peut &tre majorée en utilisant

le théoreme 3.

Les variables (Xt ’Xt -Xt seees Xt _Xt ) sont indépendantes ;
1 2 1 2p 2p-1
f(xi,xz,...,xzp) est donc égal & f1(x1) fz(xz—x1) - fzp(x2p~x2p_1)
olt fj(xj—xj_1) est la densité de Xt.-Xt.
S
D'aprés le théoréme 3, fj est de classe C1 dés que tj--tj_1

est suffisamment grand. Un calcul immédiat donne :

+...+1
(-1) P £(xy %yt K] 60X

p+ik] LS +i k'e)

. , 2p-1"72p "pp
(11,...,1P)

: p
3
= J . J - TR TIT f(x1,52,...,£2p) dgz...dgzp

2774 2p
it [xzj ,x2j+k' (S]

On en déduit que :

1,+..+1

| ¥ -1 ! P £, x4 kaa,.

: 1
= +1pkp6)| 3

s ¥ope1%2p

P
PP 3
kPs sup | £(x,,t.,,
3%, -..9 1752
(gz,...,gzp)e{b,ka]p ¥pet¥op

JeB  x...XxB
a o

(X yeeosX, _
1 2p~1 1 p

"”x2p-1’€2p

)|
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d'ol
(4.4.) J < 8P P sup | Cll f(x,,x x, )|
. . By - — ’ L » A
Uyeeea (x1,...,x2p) sz...axzp 1772 2p
Comme :
f(x1,...,x2p) = f1(x1)f2(x2—x1)'"pr(XZP_XZp-I) , ona:

U, £ T [£]. ¢ Y. ( )
e X X PRy = X X, X ‘e . XA - =X - -
Ty - %gy 12%gr e a¥y) T B0y o0y D23 ™25 25-1 2501 2541725

- - 1 - ' _
£p5 0057 5 )14y (o5 ™y ] £3, Crgpmpp ) -

Or les fonctions fj et leurs dérivées s'écrivent :

1 X
£.(x) = gj( )
J Vet Vet
£100 = —— gli—2 )
J j 3-t 1 th—tj_1
ot g. est la densité de la variable réduite ! (Xt —Xt )
J Vet i i
Le théoréme 3 permet d'écrire les majorations :
2
sup |g.(x) - 1 /2] < -
xeR 3 Vo v t:j--tj_1
2
et sup |gl(x) + —l—-x e X /zls . —
xeR J Vo v‘tj—tj_1
donc
Ve e R g.( X ) g RN c
I Vet v2n Vot



"H
[z 1+fz 1-fz, Iz fo _t+le, 1-fz, [z b=t .
[[.C" Mg/, N4y, »,_C ] L L)
dz {
1-dz, dz by < S 3.3
- Do tat o 03 R x|z
P 3INPPP uo (*9ty) “(°s'y) ‘("7°v) ad
fz_ 1+lg 1-fz. fz
lg/e-C 727 70T 4

9%

£ r [z T [ r - [

F-A.Nu|,+.NuV_|AF .Nuu.muyu 0+ A_-A.Nu-_+.mqu\_'AF ﬁNu|.Nuv .
=[
fz, 142 1-fz_ 2 b= V-dz, de.
e T o3 vbq g >. >~
z2/1-¢ ), ( RN vN\_l >
: dz..,...2
3 _AQNX...;NNn—NvM Xe X _
a8
: m, u..nﬂmvﬁou ..numo
-0 T S o /N
Ty U0 3 {®[3] W3
[1 14 H.
L CORETIR: LY 'sh)
: 3uaTiqo up
AUZA .
5 A R
T -f r r
SEEEY, GREREN ¢ )bz b= Ip

S+ ( = -)dxe = s (8w

INMl
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| ¥ EY Y .Y, |s
1st1<...<t2p$n 172 2p
n n
(4.8.) ct 1P P (F VAP (§ TP
P s=1 1
soit :

EY Y ...Y
sa T %2 Eyp

(4.9.)
jst1<t2<...<t2P

On pourrait aussi déduire de ce résultat une majoration de |} E RAUERRY ¢

On a :

TEY ...¥
t1 t2P

la sommation étant étendue 3 1l'ensemble

{(t1,....,t2p)[ Vi, 1<t sn

| s Cp KP 5P 4P/2 (logrn)p .

|.
1 t2p

| £ ¢ p! kP 53p np/2 (log n)P

et pour j # h, tj # th}.

lorsque deux indices sont égaux.

b) Majoration de E(Yt LY )
1 2p
Supposons que t,. , = bt,. ; alors dans la formule (4.1.) ,
23-1 23
¥ Y =1 (s Y[ (s =1 (s )] +1_ (s Y[, (s, -1 (s, )]
E25-1 T25 By tayor” "By tay Bty B taj-1 B T2 Byt
est remplacé par
Y =1, (8 ) + 1. (8 )
2i-1 B 24— B a5
La formule (4.2.) sera remplacée par
J - f(x %, ) ﬁ' [ (x Y, (k. )=1 (x,.-k'8))]
Goeeea T 2p-i 1o ¥p o Ul Yai-/ Ve Y2y Yag .
1 p R i=1 . o. o,
i i i
(4.2'.)
1BOL (XZj-1) dx1...dx2p



le signe ' indiquant que le jeme terme est omis et on obtient de méme
2p-1 p-1 5P~
(4b.4')y J <6 (k§) sup e (") £(X, 500 ,%, )
Oyenett (x % ) axz...axz 1 2p
p EERLON P
le signe (') indiquant l'omission du terme Xo5
G.7'0 JEY. X2 ¥ | sc . 2PN a7t 271 (o) THI/2
t t,. t
1 23-1 2p
V2 V2 e T p;[1' [yt 7" (e, —t, ) /24
1 2i=1 ‘F2p"F2p-1 g o2i2i 2i+1” "2i
-1/2 -1
TR TRy (t)5017tp5) ]
soit
(4.9') | 3! EY, ...Yi Yy | sc k&)P™! 8271 (P/2 (14
1€t <...<t, €n 1 2j-1 P P
1 2p
¢) Calcul lorsque plusieurs indices sont égaux.
Une méthode analogue peut &tre appliquée pour calculer les
termes E Yt ...Yt lorsque plusieurs indices sont égaux, en particulier ;
1 2p
2 2
E ¥ LOURERS S ¥ J...J P f(xI,...,x ) dx1...dxp
fety<oce e p (B, By) P
P (gp)P/2 L -1/2 -1
g (28)° (2m) ¥ m[Ct-e_ ) + o .~t. ) ']
1€t,<...<t sn j=1 I 13-
1 p
aP/2 4P

sC
p

- 34 -
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d) Fin de la démonstration.

En regroupant les indices (t1,...,t2p) suivant le nombre
d'éléments distincts dans (ti""’t2p) , on voit que l'on peut majorer
2 2
E() Y.) P par
i=1 *

cpazp ®8)P nP’? (1og n)P

+ Cpé‘zP_1 (k(S)p_1 np/z (log n)p—1

+ CPGZP_I &s)P? np/2 (log )Pt

+

c &P np/z
P

p/2

+ des termes d'ordre inférieur 2 n , en nombre fini, la

valeur de la constante pouvant varier d'une ligne & l'autre. Il vient

n
ECY Yi)2P £ C |sup(1, kéz)lp sP oP/2 (log m)?
i=1
Q.E.D.

Remarque : La majoration obtenue dans le lemme 3 différe légérement

de celle du lemme 2. En effet, faisant p = 1 on obtient :

/2

E[Nn(a,a+5)-Nn(a+k6,a+(k+1)5ﬂ2 < C max(1,k62) §n' log n
au lieu de :
2 2 1/2
E[ﬁn(a,a+5)—Nn(a+ks,a+(k+1)5ﬂ < € max(1,ké6“) (1+8n ' %)

Ceci est 1ié au choix de la majoration (4.5.) pour f; .
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l£1) | < 1 seteme,_ )7
I Ve (t.-t. ) 3]
3 i
pourrait &tre remplacé par :
1 -3/2 %2
1] ¢ — (&, -t ) (Ix] exp(- —=——) + (]
J T ] 2(t,~t, )
3 i
+C
ou [£1(x) | L inf ( ! , 1] 373
] - Vo Ye(t,~t, ) (t.~t. )
3 3 W

Ce choix n'a pas de conséquence sur les inégalités que nous

établirons dans la suite du chapitre,

On peut alors comparer les temps d'occupation de deux intervalles

par une marche aléatoire.

Proposition 1.- Soient a e R, (Gn) unte suite non croissante
d'éléments de ]O,11, (kn) une suite croissante d'entiers vérifiant la

condition : il existe r > 0 tel que kn = o(a").

Sous les hypotheéses (1.1.), (1.2,), (1.4.) : pour tout e > O

3

inf(1,k;1/2 a;') | |
lim sup N (a,a+§ )-N_(a+h§_,a+(h+1)8 )| = 0 p.s.
oo Oshskn n(1/4)+e 61/2 n'? n’ ‘n n’ n

n

Preuyve : Soit B > 0, on note An 1'événement :

= _ (1/8)+¢e 1/2 1/2
An_{oiﬁgk TNn(a,a+6n) N (a+hs a+(h+1)6n)i >8n § 7 max(1,k "8 )},
shgk

on peut majorer P(An)
a
P(A) < hEO PCIN (a,a+8 )-N_(a+ths_ar(hs1)s )| > 8 n(1/4)4e 6;/2 max(l,kl/

2
5.))
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Choisissons un entier m , tel que : 2me-r>1 , on peut alors majorer
le second membre, en utilisant 1'inégalité de Markov & l'ordre 2m et

le lemme 3, on obtient :

C max(1,k62)m & nm/Z (log m)™
‘ P(An) § ky miF ( /2)+2n m 2
: gem pim me Gn max (1,ks e

r m
p(An) <C o (log n)

B2m anE

La proposition résulte du lemme de Borel-Cantelli en choisissant une suite

| (Bn) qui converge vers O et telle que z nr—Zma B;2m (log )" <,

Remarque T : 8i nous considérons des intervalles [a+ks, a+ (k+1) 6]

de longueur & fixée, & € |0,1] la proposition 1 peut s'écrire :

n—(1/4)-€

lim sup k;1/2 |Nn(a,a+6)—Nn(a+h6,a+(h+1)6)l =0 p.s.

n>* Oghgk
n

I1 ne semble pas que ce résultat puisse &tre amélioré. En effet, en utilisant
la loi du logarithme itéré :

X
POim —2— =1) =1t ,

n>e  v2nlog logn

on en déduit pour tout a :

P(1inm Nn(a+kn6, a+(kn+1)6) =0) =1 ,
e

k
n

——————>C>/2-,
Yn log log n

dés que :

et sous cette condition :
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Nn(a,a+6)—Nn(a+kn6, a+ (kn+1 }38) Nn(a, a+8) p.s.

= O(n1/2) p-s.
son i INn(a,a+6)-Nn(a+knG,a+(kn+1)6)| 0 si B>0
onc im = .
no kllz n”lH-B o si B <O

Corollaire.- Sous les hypothéses de la proposition 1, on a :

. -1/2 1
11'1f(1,kn Gn )

1
lim N (a,a+s ) - +— N (a,a+k 6 )| = 0 p.s.
oo 1,1(1/4)+s: 5;/2 n n k n nn
En particulier, si la suite 6n est constante : - Vn , 611 =34
. -1/2 -(1/4)-¢ 1
lim kn / n (s an(a,a+<S) - Nn(a,a+knr5)l =0 p.s.
n>eo n
Preyve : On remarque que :
1
|Nn(a,af6n) k_n Nn(a,a+kn6n)|
k-1
1 n
= IN (a,a+6 ) -~ 1 N (a*hé , a+(h+1)8))]
n h=0
k -1
1 °
S _2 INn(a,a+6n) - Nn(a+h6n, a+(h+1)6n)§
n h=0
€ max [N _(a,a+8 ) - N_(a+h$ a+(h+1)6 )| .
Oshskn o’ n n n’ n

Le résultat se déduit donc immédiatement de la proposition 1.

Nous avons obtenu un majorant de |Nn(a,a+6)-Nn(a+k6,a+(k+1)6)|.

Dans le cas particulier de la marche aléatoire symétrique ol les e; sont
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des variables indépendantes P(Ei =1) = P(si) -1, M. CSORGO et P. REVESZ ([9])

ont obtenu le résultat suivant :

Nn(k) - Nn(o)
lim sup 77 = 2v2k-1 p-S.
n-> (Nn(o) log log n)

23
on N (k) = ;1 1 &)

6 -~ CONVERGENCE FORTE DU TEMPS LOCAL.-

La marche aléatoire (Xt , £t € N) converge faiblement, aprés
changement de temps vers un processus de Wiener, il est donc naturel de
comparer les temps d'occupation d'un intervalle [a,a+6] par (Xt) et

par un processus de Wiener.

Théoréme 4.- On suppose que les variables (ej » 3 € N) wvérifient
les hypothéses (1.1), (1.2), (1.4) et on note (Xt , £t € N) 1la marche
aléatoire associée. On peut construire sur un espace probabilisé assez riche,
un processus du mouvement brownien (W(t), t > 0) et un processus (X; , t e W)

tels que :
i) (X; , t e W) ait méme loi.que (Xt , t e W),

ii) pour a e R, (Gn , n € W) suite non croissante de réels tels que
z 1

n1/6 S 3

n ’

Ve 5 0 -(1/3)-(1/3p) ¢

, limn
balna-sd

n
(Nn(a,aﬂ‘in)—Jo ’[a,amn] W(s))ds) = 0 p.s. |,

n
ou Nn(a,a+6n) ) tZ1 1[é,a+5nj(xé)
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Preuve du théoréme

a) Construction du processus (X;) .

La construction d'un processus (Xé , t € N) de méme loi que

(Xt , t € IN) et suffisamment proche d'un processus de Wiener a été étudié

par J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY (voir [5], [9], [11]) et par P. MAJOR ([16]).

Leurs résultats peuvent &tre énoncés de la maniére suivante :

Théoneme (J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY, 1976).
Soit (ei) une suite de variables aléatoires indépendantes centrées,
de variance 1, ayant un moment d'ordre p , p > 2. On peut construire un espace

probabilisé (Q,A,P) et sur cet espace un processus du mouvement brownien

W(t), t > 0) et une suite de variables aléatoires indépendantes (e3 , j e I,

ayant méme loi que ej , tels que 1'inégalité :

P( sup |X& - Wwit)| = Xn) £ C

n
Ogtsn ! xp
n

est valable pour tout n , dés que :

n1/p < xn‘s Cz(n log n)1/2 s

ol C1 et C2 sont des constantes strictement positives, ne dépendant

que de la loi de ej et Xé =e! +e

n(l/p)+s

En prenant X, = , on montre gue ce résultat implique :

sup [ - WG| = o™ /P) ps.
Ogksn

P

o [-+]
v j5+1/P ©
En effet, Z P( _sup [Xk wk)| ¢ (29 ) < .2 C1 s <
=0 gl gt 3=0 2
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n
b) Majoration de [Nn(a,a+6n) - J 1[a,a+6 ](W(s)) as| .
4] hot

n
1
|Nn(a,a+6n) - Jo 1[?’a+6n](w(s))dsi 3 A1(n) + EE; Az(n) + A3(n) ,

1 . - -— _._.1. —
ot : A (n) = !Nn(a,a+5n) P N (a-k 8 , a+kn6n)| .
n
Az(n) = ]Nn(a—kﬁzfa+kn6n) - I 1[é—k 5 ,a+k § ](W(s)) as| ,
o] nn n o
1 n n
A, () = |5— J 1r W(s)) ds - J 1 W(s)) ds| .
3 g [a knsn,a+knan] o [a,a+s ]

i) Majoration de Ai(n)

Elle résulte de la proposition 1

o(n(1/4)+E Gl/z max (1, k;fz 6n)) pP-s.

A, (n) =

i1) Majoration de A2 .

Notons J_ , J' , J' les intervalles :
n n n

[
]

[a=k 8 _, atk & 1, 3 =[ak s + nEH’,p , atk_6 - n€+1/p}
nn n n nn nn

LEF/P €+1/pj

<
1

[a—k 6 - , atk 6 +n
nn nn

En utilisant le théoréme de J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY, on obtient :

n T
P(lim {[ 15, ((s)) ds s N (3 = J 1w @W(s)) dsh) = 1

> 0 n 0 n
d'on :
o n
P(lim {Az(n) 2 J 1J"—J'(W(S)) dS}) =0
n-ew 0 n n :

En notant L(x,n) le temps local du mouvement brownien, la

derniere relation s'écrit :
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P(Tim {a, () > f L{x,n) dx}) =0 .
= 5

Or KESTEN [1 2:] a établi une loi du logarithme itéré pour le temps local du

mouvement brownien :

sup L(x,n)
L (o,n) - lim sup xR -1 .

lim sup

n-e v2n log log n n->° v¥2n log log n

On en déduit :

VE >0 y Az(n) = O(n(1/2)+(‘]/p)+€)

11%) Majoration de A3 .

Pour majorer A3 , on peut utiliser le résultat suivant de

McKEAN [17] :
lim sup sup L(x:?iﬂ - LE};’U C p.s
h~0 xelR h log h
I1 implique :
lim sup sup MX?}?’J; = L(Xlz) =0 p.s. .
0 zeR (n h log h )
On obtient donc ; sous la condition lim nm”2 k 6§ =0,
e n n
a+k 6 ra+8
1 nn n
A, (n) = |5— L(x,n) dx - L(x,n) dx|
3 2k
n Ja-k & ja
nn
< ots al1/De N VEN
s n ntn p.s.
= o(n“/z.)-‘-E k1/2 63/2) p-s.

n n
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i) Choix de la suite (kn) .

On déduit des majorations précédentes :
n
N (a,a+6§_} - J 1 -4 (W(s)) ds| =
N, (@248 o [a,a+8 ] l

o(n(”l')+€ 6;/2 max(?,k1/2

n 61’1) * kn

n(2/3p)+1/6 6-1 , si la-condition kn 6i 21 est

En choisissant k_=
n n

remplie, on obtient :

i3

(1/3)+(1/3p)+
N, (a,a%6 ) - JO a,a08 ] W) a5l = 0@ [+ 3vey
Cette relation peut s'écrire :
a8y (1/3)+(1/3p)+e
|Nn(a,a+6n) - f L{x,n) dx| = o(dn n )} p.s.
a

ou encore, utilisant les résultats sur la continuité du temps local par

exemple : M. CSORGO et P. REVESZ [7] (relation 2.14)

W, Jc, PC swp  jLGum) - Le@m]| >a'/** X

X |x-a|<€1

) sCn

(1/6)+2/3p)

on en déduit ; si la relation n I 1 est remplie :

‘Nn(a’a+6n) -8 La,n)| = o(s, 2 (173 +(1/3p) +ey o5

Théonéme 5.- Sous les hypothéses du théoréme 4, soit a € R

n1/6*2/3p 5
n

(én)n une suite de réels éléments de [0,1] tels que z 1

alors pour tout e > 0O,

1 n(1/2)+(1/p)+e) »

«S.
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N (a,a+s ) N (a,a+s )
lim = = 0 PeS. et lim—n—i—)——n=m pP.S.
e n(1/2)+€6 - n(1/ €5
n n
Preyve :

La premiére relation résulte immédiatement de la loi du logarithme

itéré pour le temps local :

lim sup __Lom 1 p.s.
o>  V2n log log n
1/3)+(2/3p)+e
et de |Nn(a,a+6n) -8, L(a,n)]| = o(n( /3)+(2/3p) (Sn) p.s. .

Pour la seconde, nous utiliserons le célébre théoréme de Paul Lévy établissant

que :

{ sup W(s) , t 20} et {L(o,t) | t 3 0O}
Osssgt

ont méme loi (cf. par exemple. F. KNIGHT [13] Th. 5.3.7.)

or P{ U { sup W(s) < n”Z-E})
k Ogssn
nz2 °
- k+1
2t 1/2-¢
= P(\ W Lsup W(s) <n b
kako n=2 O<sgn

P ( s { sup W(s) < (2k+1)(1/2‘€)})

kxk Ogsg2
o

= 1/5.2_(1(”)E e—v2/2

N

< 1 //% J dv
k=ko 0
B i Z 2"(k+1)€ ,
Y1 k=k
)
ceci entraine : lim n—(1/2)+s L(o,n) = = p.s.
n—>co
Nn(a,a+6n)

et lim —— =
nHe n“/z)'8 6n

p.s. a l'aide du théoréeme 4 .
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CHAPITRE Il

SOMMES PARTIELLES D'UN PROCESSUS LINEAIRE STATIONNAIRE.
APPROXIMATION FORTE ET TEMPS D'OCCUPATION.

Le théoréme de KOMLOS-MAJOR-TUSNADY [4] sur 1'approximation forte
d'une marche aléatoire par un processus du mouvement brownien:nous a permis
de comparer les temps d'occupation d'un intervalle par une marche aléatoire
et un mouvement brownien. Ce probléme est repris ici pour le processus défini

par les sommes partielles d'un processus linéaire stationnaire.

On définit un processus stationnaire (Et , t € IN) par

| <o et (ej , JeZ)

est une suite de variables aléatcires indépendantes, de méme loi, centrées
et de variance finie. On considére le processus (Xt , t € IN) des sommes

partielles : X =0, X = EI + 52 + ...+ E

> . Dans ce chapitre, on

t
étend tout d'abord le théoreme de Komlos-Major-Tusnady, afin d'avoir une

approximation forte du processus (Xt , t e N).

On étudie ensuite le temps d'occupation de ce processus. La
dépendance des variables Ee impose une modification des méthodes utilisées
dans le chapitre I, et on établit sous des hypothéses assez générales que

le temps d'occupation d'un intervalle [a,b]
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=]

Nn([a,b]) = tzl 1[a,b](Xt) convenablement normalisé tend en loi

vers un temps local de mouvement brownien.

La classe de processus que nous avons envisagé englobe en particulier
les processus ARIMA d'ordre d'intégration 1. Un processus (Xé , t € IN)
est un ARIMA (p,1,q) s'il existe un bruit blanc (Ej , ] &) et

des scalaires ($j) tels que

1£j¢p j71sigq

E . AX L= 3 0. ¢
j=0 \0.] -]

Dans le cas d'un processus ARIMA gaussien, la loi du vecteur

(Xt s X0 s eee, Xt ) peut étre donnée explicitement et on établira la
1 2 n

convergence presque sire du temps d'occupation du processus ARIMA gaussien

d'ordre 1 vers un temps local de mouvement brownien.
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A - SOMMES PARTIELLES D'UN PROCESSUS LINEAIRE STATIONNAIRE.

1 - NOTATIONS.
On se donne sur un espace probabilisé (Q,A,P) un processus linéaire

stationnaire (gt s t € N) défini par :

a.1n £, = Y moe_. , ou:
=0

(sj » ] € Z) est une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme

. . 2
loi, de moyenne nulle, de variance E ej = 02 .

(nj , jJ € ) est une suite de réels telle que :

o0 =]
Ty =1 s Y oqn.] <= , et Y om. #0 .
j=0 7 j=o
On note (Xt , t e IN) la suite des sommes partielles
(1.2) X)=0 , X =g +Ey+ .+

On souhaite construire sur un espace probabilisé, un processus
ayant méme loi que (Xt) et un processus du mouvement brownien, suffisamment

proches.

2 - THEOREMES D'APPROXIMATION FORTE.

Dans le cas de variables aléatoires indépendantes de méme loi,
les théorémes de J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY [4] donnent une majoration

de 1'écart entre une marche aléatoire et un processus du mouvement brownien.
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Soit (ej , j € N) une suite de variables aléatoires indépendantes

n
ayant la méme loi centrée réduite. On note S0 =0 3 Sn = z Ej ,neIN ,
j=1

la suite des sommes partielles.

Théoréme 1 (J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY, 1976 Th. 1} [4].

Si 1a fonction génératrice des moments E{exp(t 51)) existe dans
un voisinage de 1'origine, il est possible de comstruire un espace probabilisé
suffisamment riche, un processus du mouvement brownien (W(t), t e [O,w[) et

un processus (Tn , n e IN) tels que :

i) (Tn ,ne IN) améme loi que le processus des sommes partielles

(Sn » e IN).
ii) pour tout x > 0, et tout me W ,

P( max [Tk -W(k}| > C logn+x) ¢K e_>‘X .

Ogkgn

ot C, K, X sont des constantes ne dépendant que de la loi de ¢ et

ot A peut étre choisi arbitrairement grand en prenant C assez grand.

Théondme 2 (J. KOMLOS, P. MAJOR, G. TUSNADY, 1976 Th. 1)
(P. MAJOR, 1976 Th. 1)

Si la variable a un moment d'ordre p , o p est un réel

3
1
strictement supérieur & 2 , il est possible de construire un espace proba-

bilisé, un processus (Tn , 1 € IN) de méme loi que (Sn , ne IN) et un

processus du mouvement brownien (W(t), t e [0,»[) tels que :

1/p 1/2
pour tout hn , T < hn < C1 (n log mn) y
P(max |1, - W(K)| >h) gC, =
Ogksn k n 2 nP



_53_

ol C1 et 02 sont des constantes ne dépendant que de la loi du bruit.

Ces théorémes d'approximation forte peuvent &tre étendus aux

sommes partielles d'un processus stationnaire.

Théoréme 3. Soit (Xt , te IN) un processus défini par :

b
[ai
]
TM ot

. ) o (e, , jeZ)
1 (j=20 EALe iv?

est un bruit blanc indépendant.

8i la fonction génératrice des moments E(exp(t e1) existe

dans un voisinage de l'origine, si la suite (ﬂj , 1€ W) vérifie :

.

T.=¥#0 , J|T‘j|108j<°" ,

J

te~18

Ers

j=1

on peut construire sur un espace probabilisé un processus (Yn , 0 € IN)

de méme loi que (Xn , 0 € IN) et un processus du mouvement brownien

W(t), t ¢ R) tels que
pour tout x > 0 , et tout neIN ,

P( max ]Yk -¥wWk)| >Clogn+x) 5K e .

Ogksgn
ou C, K, A sont des constantes ne dépendant que de la loi du bruit
blanc.

Si on ne suppose plus l'existence de moments de tous ordres,

on peut établir le

Théoneme 4. Si la variable €, a un moment d'ordre p, p 3

si la suite (nj , i € IN) vérifie :
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o
=1, ) m.=¥#0 ,

j=o 1
et il existe des constantes positives A et vy telles que : |w.| s A j
on peut construire sur un espace probabilisé, un processus (Yn , n & IN)

de méme lol que (Xn , n € IN) et un processus du mouvement brownien

W(t) , t e R) tels que :

pour tout h_ , n1/p £h_ g<C, (n log n)”2 s
n . n, 1
P(max |Y, - ¥Wk)| > h) sC, = ,
Ogksn k n’ 2 hﬁ

ou les constantes C1 et C2 ne dépendent que de la lei du bruit blanc

et de la suite (nj) .

La démonstration des théorémes 3 et 4 utilise une décomposition
moyenne mobile du processus (Xt) , on montre ensuite l'existence d'une
marche aléatoire (St , t € IN} somme de variables indépendantes, proche
de Xt , et on achéve en appliquant le théoréme de KOMLOS-MAJOR-TUSNADY

a (s)

%) Eceriture moyenne mobile du processus (Xt , t € IN)

En sommant les relations {(1.1.) , on obtient :

kel
[}
I ~art

(7 7, e )
B E

It
3
m
+
~
A

(]
+
3
—
S
[yl
+
-+
—~~
=

+
3

+
+
=
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Dans la suite, on notera :

Xt peut s'écrire :
T I
(1.3) X = by €, W, - ¥) e_
t k=0 k "t-k k=0 k+t k k
) I
Y., &t (¥ -Y,) e_
T e R
t
i) Majoration de sup X, -V ) e .
t k
0gtsn k=1
Ecrivons Xt sous la forme :
(1.4) Xt =y S + Ré + Rg , ol
t
S¢ = Z k
=1
)
R! = W . - e ,
k=1 t-k k
o0
"o -
Ry = ] @ b e, -

k=0 t+k

Le terme St + RE est 1ié a 1'évolution du bruit blanc (ej)
depuis 1'instant t = Q0 , alors que R: dépend uniquement des variables

(Ej , j £0) , c'est-a-dire des conditions initiales.

Lemme 1.~ Sous les hypothéses du théoréme 3, il existe des

constantes C , K, X strictement positives, telles que :

pour tout x>0 et tout ne N :
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P( max {Rél >Clogn+x) K e M
1gtgn :
" -Ax
et P{ max lRtl > Clogmn+x)gKe .
1gtgn

Prewve du lLemme 1.

Soit ko un réel strictement positif tel que E(exp(AO |e1{)) < @

et C wune constante supérieure a 1/A0 . Posons K, = E(exp (AO &e1|)) ,

on déduit de l'inégalité de Markov :

n K1 n K1
P(max |e,] 2 C logn + x) g =
k7 CA A X
1gkgn exp(C AO log n + ko x) n ©e
- X
s Ke
a) Majoration de max lREl
1gtgn
t
(1.5) max !REI $ max y th"k - ¢|. max lek!
Tstsn fstsn k=1 1gksn
t t o
or max z !wt—k - ¢| = max I.E WJ’
tgtgn k=1 1stgn k=1 j=k
€ 21 Ul dmegg e
z k1“kl »

o
sous 1'hypothese : ) k \wk[ =A< , ona:
k=1

P( max lRE| 5> A(C logn +x) sKe ° .

1gtgn

En posant ) = AO/A , on obtient la premidre relation.
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b) Majoration de max [R"|

R"=Z(Tr + L R

On a donc :

n
max [RY| s § (m .+ |m 0+ .0+ ]n  |) max |e_ |
1stsn t k=0 k+1 k+2 k+n 1gksn k
o0
S (L LI EO IR P b
K=+ k+1 k+2 k+n
} Ee_kl
\ (C log k + x) max ——————
‘ k>n C log k+x
2n
(1.6) max |Rg| < Z k|wkf max lE-kl
1gtgn k=0 1gkgn
o el
+ E k l"kl (C log k + x) max
k=n+1 kzn C log k+x
} Utilisant 1'inégalité de Markov, on obtient :
X X
P( max |e_k| >C logn+x) ¢Ke e
1<kgn
Ie_ | -k X. ®
et P(sup Tk > 1) g K1 e © Cl
k>n C log k+x k=n a ©
-A X
<K'e ° .
I1 vient donc :
2n
P{ max |R2| 3 ¥ kﬁﬂk[ (C log n + x)
1gtgn k=0
o e ")\X

+ Y cx |nkl logk +x ) k ‘ﬂkl) skKe °

k=n+1 k=n+1
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~A x
P( max |R2| >AClogn+A'C+Ax) sKe ° ,

1gtgn

ou A=)k |vk| et A' = g k lwkl log k

Q.E.D.

Lemme. 2.~ Sous les hypothdses du théoréme &, il existe une

constante C telle que : pour toute suite (hn , n € IN)

Vo, P(max [R!| 3h) 2 |
’ 1gjsn n wP
n
Vo , P(max |RV| 2 h) g Ln
1gjsn n hi

Preuve du lemme 2.

Posons C = E(121{p) » on déduit de 1'indgalité de Markov

Cn
P(max |e, | 2 h ) s>
tsken € W P

Utilisant 1'inégalité (1.5)

max |[R'| £ ( } k|n.|) max |e |
t k=1 7 ygken K

1gtgn

on obtient :

P(max [R!] 2 A h) s &no |
1stgn hg

On a de méme une relation analogue & (1.5)
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2n
(1.6") max |R¥| s ) k]wk{ max IE—kJ
1stgn k=0 1sksn
x 2/p |E—k|
+ Z n [‘ﬂ’kl (1+k) sup "——-——-2‘/——'
k=n+1 ken+1 (1+k)“/P
or P(max le_ [ >h) ¢ Cn
1gkgn hﬁ
( eyl ~2/p 4 ¢ o’
et P( sup zn < —_——
ons (141)27P B k=n+ hi (142
=
hP
n

On obtient donc :

2n @
PCmax [RI 2 (] k mDh + (5 nfnl| (uo?/?) 0”@y, 200
‘ 1gtgn k=0 k=n+1 n nP

n
Sous la condition [ﬂk[ <A k-Z—y »
‘ k |7 | converge et [, | (1+k) e < A' (n /)1
k & k
k=0 k=n+1
On obtient donc :
P( max [Rg[ 2 (A+A') Bh) g 2Cn ,
t<tgn n hP
n
P( max [R"] > h ) g 2¢ (a+a")P 2L | Q.E.D.
1stsn © o hP
n

©21, Fin de la démonstration des théorémes 3 . i 4.

Les démonstrations étant identiques, nous donnons celle du théordme

=~
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On se donne un processus du mouvement brownien (W(t), t 2 0)

sur un espace (Q,A,P) et on construit suivant la méthode de J. KOMLOS,
*
P. MAJOR, G. TUSNADY une suite de variables aléatoires (ej , ] e W)

indépendantes telles que :

. (e )

10 €y aeees € yee.) ait méme loi que (51 s Ep aeees Ep seee

le processus (Tn , ne W) des sommes partielles, défini par

_ P sz s
Tk =e te, o te vérifie 1'inégalité :
P( max IT —W(k)l >h) gcC I,
k n” ¥ "2 h
Ogkgn : n

On comstruit une autre suite de variables (e__J. ,jem ,
indépendantes entre elles et indépendantes de (ej , j e W) , de méme

loi que € -

On considére le processus (Yt , t e W) défini a partir de la

suite (ej) par :

Ce processus (Yt , t € N) a méme loi que (Xt ,teIN) ,

il admet encore la décomposition :

v = 4 "
(1.4") Y, "’Tt+Re,t+Re,t .

1'indice e indiquant que dans la décomposition (1.4) de X (ej , j € Z)
est remplacé par (ej , j e Z).

La démonstration du théordme 4 (resp. 3) résulte alors du théoréme

2 (resp. th. 1) et des lemmes 1 et 2.
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3 - APPLICATION AUX PROCESSUS ARIMA D'ORDRE 1.

i) Déginition (G. BOX et G. JENKINS 1970, [1], C. GOURIEROUX et
A. MONFORT, 1983, [3]).

On note B 1'opérateur retard qui a un processus (£, , t € Z)
P t

associe le processus (nt , t e Z)

défini par : Yeez, n =8()=¢t_,,
et on pose : A=TI-B:

Veez, BE, = B, " &y

(Xt , t ¢ IN) est un processus ARIMA d'ordre 1, plus précisément

un ARIMA (p,1,q) s'il satisfait une équation :
1.7 $(B) = bX, = e (B) &, » telN

oi ¢ et @ sont des polyndmes de degré respectifs p et q ayant des

racines de module supérieur a 1.

§(2) = g, + gz + oo+ 2P do=1 . W 0,

P o P

6(z) =8 + 0,z + ... + 0 z9 6 =1 , 6 #0
o 1 q q

(st , t € W) est un bruit blanc centré.

La relation (1.7) ne définit pas Xt , 11 faut adjoindre des

conditions initiales.

La méthode la plus fréquente est d'introduire (p+1) valeurs

x -+, X mon aléatoires pour initialiser le processus et de

-p ’ X_p+1 3

faire la convention : = ¢ = ... =
-q+2 o

E—q+1
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Sous ces conditions, le processus différencié (AX t e IN)

t s
n'est pas stationnaire, mais il est asymptotiquement stationnaire.

Nous feroms un choix différent sur les conditions initiales, de
maniére a assurer la stationnarité du processus différencié. On considére
un bruit blanc indexé par Z (et , t € Z) et on définit un processus

ARMA statiomnaire (Et , t € Z) également indexé par Z , par :
¢(B) £ = O(B) e

Le processus ARIMA (X t € W) sera alors défini par la donnée

t

d'une condition initiale x  non aléatoire et de la relation :

¢(B) X =6(®B) e , teN

17) Ecriture moyenne mobile du processus (Xt) .

Sous la condition @0 =1, le polyndme formel ¢ est inversible

et on note :

w(B) = ESEL = 2 ™, Bj

o(B) j=0
d'ol £ = X T. £, . .
t 550 1t
Si on pose : b =Tt Ty ¥ een v, Xt est défini par :
t=1 m
(1.3 X =%, = Z LT U R B .

k=0 k=0
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Remarque : Si on définit (X, t e IN) par la relation (1.7)

t

et p+q+l conditions initiales : X—p 2 X _pyq 2 X, s
E—q+1 =0 ,..., €, = 0 , non aléatoires, 1'expression (1.3) devient
t=1
1 - .
(1.3") X, kZo Vi Epae TN * n(t} ol n, est une constante

et n(t) une fonction non aléatoire & décroissance exponentielle.

111) Majoration des coefficients moyenne mobile " et Y

Le polyndme ¢(z) peut s'dcrire :
= - - _ p
9(2) = (1=x,2) (1-x,2) ... (1 A,z )

et les coefficients Aj vérifient : A = max {{Ajl , 1 53 g p} <.

Son inverse LI X o, z9 = 10 ( E A
¢(z)  j=o J j=1 k=o

? zk) a ses coefficients lj

majorés en valeur absolue par ceux de

ke 1

( -
o (1-x22)P

k

s So1lt

I~ 8§

[N j+p-t ]
'le s ( p-1 ) A

On en déduit 1'existence d'une constante C telle que

la.| g€ 3P ad .
J
Notons alors w(z) = 0(z) . Vomo2d = ¢ § 9. 29) (§ « 23y .
#(z)  j=o j=o j=o

On voit qu'il existe aussi une constante C telle que
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Remarque : Dans le cas ou les racines Aj sont simples, on
peut établir 1'existence d'une constante C telle que : Vﬁ e IN ,
bl ccad .
1.
On établit de méme 1'existence d'une constante C

telle que [¢—wj[ < C jp e, , ou ¢ = lim wj .

J-)-oc
Les théorémes 3 et 4 s'appliquent en particulier aux processus
q P P

ARIMA d'ordre 1.
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B - TEMPS D'OCCUPATION.

Dans la section précédente, nous avons étudié un processus

x t € IN) défini par une relation de récurrence :
t ’

o
Xo=0, Vie m Xt—Xt_1=§;Tr.e

ol (ej , ] € Z) est un bruit blanc indépendant et 1rj une suite de
o0 o

réels telle que : E ln.] <o, z w. #0 .
j=o J j:o J

On souhaite établir la convergence en loi du temps d'occupation
du processus (Xt) , convenablement normalisé, vers le temps local d'un

mouvement brownien.

Xt a l'écriture moyenne mobile :

t=1 ®
(1.3) Xe = L Vet L Wy -w)e, , teN
k=0 k=0

o t-1
On note Xt = E 129 Ceok *
k=0

n—1
1 - CONVERGENCE UNIFORME DE LA DENSITE DE : (] 7'/ % .

k=0 o

Notons B = T w? et v = lim Yy
k=0 3 koo

Reprenant la méthode du chapitre I, nous comparons la densité

~
de L Xn et celle de la loi normale centrée réduite.
vB
n
Proposition 1. Soit £, la densité de la variable aléatoire
" n-1
— Y, € . On suppose que la suite (¥.). a une limite finie
= kzo Vi ek ppose g Vi) iem
n

non nulle,
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B1 - Les variables aléatoires (ej) sont indépendantes, de méme loi,
centrées, de variance 1 , et elles admettent un moment d'czdre p , p > 3.

B2 -~ Leur fonction caractéristique §(t) = E(exp(it 51)) vérifie :

a
] o eI tel que lim t[¥(0)] °=0.
o £ oo

Alors la densité fn est de classe C1 pour n assez grand et

il existe une constante C telle que :

2
swp [£ (0 - =™/ L
x€R V2 - Vo

2
sup |f'(x)—~di (Le—X /z)ls—c-
xeR O X or T

dés que n est assez grand.

Preupe : La démonstration analogue & celle du chapitre I n'est
pas reprise. La seule medification est le remplacement du lemme V.1,

de V.V. PETROV par la propriété ci-dessous.

Théondme (V.V. PETROV, 1975, p. 109) [6]. Soit (ej , i e IN)
une suite de variables aléatoires indépendantes centrées, de variance 1,
ayant un moment d'ordre 3, et (wj , j € ) une suite de réels.

n-1 n-1
2 -3/2 3
On pose B_ = . et L =B EC{y, €.]7)
P N jzo v a1 B e

n =0
272 o7
Alors la fonction caractéristique ﬂn(t) de Bn wj Ej
2 2 J=e
P _-t*)2 3, ~t*/3 1
vérifie : [qn(t) e | 16 L. t7] e pour |t} s oy

Notons que ce résultat de V.V, PETROV ne suppose pas que les variables

(sj) soient équidistribuées.
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2 - MAJORATION DE |Nn(a,a+6) - Nn(b,b+6)|.

Ayant obtenu une approximation de la densité de la variable

" " t-1

Xt R Xt = 2 wj St-j , mnous allons 1'utiliser pour comparer les temps
j=o

d'occupation de deux intervalles par le processus Xt .

Dans le chapitre I, nous avons obtenu d'abord pour tout entier p,
une majoration de E[an(a,a+6) - Nn(a+k6, a+(k+1)6)\2pj et on en a
déduit successivement une majoration presque siire de
[N (a,a+s) - N_(a+ks, a+(k+1)68)| ,

. 1
puis de [Nn(a,a+6) - % Nn(a,a+k6){.

Lorsque les variables Zt ne sont pas & accroissements indépendants,

le calcul de :
E(]Nn(a,a+6) -~ Nn(a+k6, a+(k+1)é|2p) devient

extrémement lourd pour p > 1. Aussi nous nous limiterons & p =1
et nous étudierons directement une majoration de
1
[Nn(a,a+6) alr Nn(a,a+k6)|
sans la déduire de celle de

|Nn(a,a+6) - N_(a+ks, a+(k+1)8)| .

Lemme 3.- Soit ae R, ¢ e |0,1[ et k un réel supérieur
a2 1. Sous les hypothéses B1 s B2 de la proposition 1, il existe une
constante C(F,w) ne dépendant que de la fonction de répartition F

des Ej et de la suite (nj) telle que :

T 1] i i 2
Yoe N, E(N Ga+) - £ N (a,atké)|?) <

C(F,m) § max(1, k62 log n) . n‘l2 .
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i) écriture déveloggée

On note E

I1 a pour écriture d

n
B, =E(| }
i=1
=A*tA tA
avec
)
A=E ¢
i=1 [a
n
A = 2E | a,
=1
2o
A, = 2E Z !

.
—_

2

éveloppée :

On utilise la décomposition :

Xt =

. A
ou Xt =
. N
et les variables Xt
la densité

note gt

ol ft a été défini

2

a+6](X ) - Ia al+k<5|(X ))

5 ] 0~ esng

T 1 |

(apavies] F30 L, L 1o ave} B30 7 M, avs] 500
v n
Xt * Rt

t;i ?

Lob.oe et R''= !} (v .. -v.)e_. ,
joo 4 t7d oL M 3 J

et Rz sont, pour tout t , indépendantes. On

~

de X et l'on sait que

1 X
g (x) = — £ ()
t /B, t 7B,

a la proposition 1.

= E(|N_(a,a+8) - 1 Nn(a,a+ka)\2)

1 ®.) -+ ? 1¢ ek
[a,aﬂﬁ] j k j=1 La’a"'kéj j
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11) Majoration de g, et g": .

-

De la proposition 1, on déduit :

2
sup |gt(x) - exp(- =)| g ¢ Bt”2 12 $Ct
xelR v’ZTrBt 2 Bt :
et donc : sup ]gt(x)l £C, 12 .
xeIR
On a de méme :
| 1 X 2 -1 -1/2
‘ sup [g":(x) + —— exp(- -x—)| £C Bt t
xeIR Var Bt /B_t 2 Bt
et donc : lgt'__(x)l < C3 inf(t—1 , (x| +D) t—3/2)

-1
sup gl (x)| € Cyt
xeIR

i11) Majoration de A .

n . 1 .
‘ E[j; 1 [a—-Ri]j,a-RB'-f(s] (Xj) ! [a-RH',aH{}'—kﬁ:] (Xj)) [
‘ =

>
"

k-1

n
B[] (&hH?
i=1

o
1 [a_Rl.l , a_RI‘I+G:| (X_])
J J
+

1 N
— 1 ~-nn ot 3 (X . ) ):I
K2 [a Rj +,a R} +ks| 3

"
On sait majorer la densité de Xj , donc :

n
ac I [ED s sw el « 28 s 1500l
=1 xeIR 3 k x€R J
n
A g kk] 8 5 sup |g.(x) |,
i=1 xeIR J
n
AsC, o y j—1/2 ,
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on en déduit : AgcCS$ /o .

iv) Majoration de A1 .

Pour j' > j , on introduit la décomposition suivante de Xj' :
X % R
.y = ..y FR.L
i’ ii’ i3’
N jE' Y
avec X..y = . € et R.., = X., = X.., .
ij' h=j+1 Yirn®n iit 3! ij'
P I3 - » . v - .
Oun vérifie aisément que Rjj' et ij, sont indépendantes, que la variable
Q A,
X.., a méme loi que X.,, . et donc qu'elle a la densité g., .(x).
1] J 3 1 7]
A1 peut s'écrire :
n
A, =2E 2 1[a,a+s] (xj)
i=1 ]
e .. - &..0
o b MTa-r,.,,a-R,. #6733 T & '[a-R..,,a-R.,,+k$ 3t
Fr=+ E i i3 1] [ i3t 33t AI 33
3 Y
ou encore en utilisant la densité de ij,
n
A =2F j; 'a,a+5] (xj)
a-R..,+§ a-R..,+ké
33 1 3]
) (J IR (x) dx - X 8i1_; (x) dx)
j'=3+1 a-R.. a-R..
1 =] JJI ij
Un changement de variable conduit & :
n n (5
A, =2E 1 (x.) I (g., .(a-R..,+x)-g., .(a-R..,+kx)) dx
! jé, [a,a+8] ] j'=Jz+1 Jo Bir-j ii’ ) gJ"J( i3’ ) dx

utilisant le théoréme des accroissements finis, on a la majoration :
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sup g .. (3+x) - g, . (y+kx)| < (k=1)6 sup gl . (|
xef0,6] 4 3 '3 yer 73 ’
yeR

on a donc :

A, 5 2E 1 (x.) o (k1) 87—
1 j=1 [a,a+6j ] j'=j+| J-v_j

n
2
g2 C3(k—1) §” log n jé} E 1[a,a+6](xj)

En utilisant la majoration de E 1 (X.) obtenue en iii), on obtient :
J [aa a+6] |

Ay g €' (k1) 63(1og n) vn

La majoration de Az est obtenue de la méme maniére :

A, £ €' (k=1) 8>(log n) v

On en déduit :

£C8vn +2¢ (k=1) 63(1og n) Vo ,

Ey
E2 < C(F,n) & va max(1, (k-1) 62 log n)
Proposdition 2.- Soit (Xt » t € ) un processus défini par
X, =0 X =X = [ ompe o,
k=0
ou la suite (w.) vérifie : mo=1, E [7.] <=, z T. # 0
il o J i=o ]

et les variables aléatoires satisfont les hypothéses B, et B, .
Soit (kn) et (SH) deux suites de réels telles que

“n k> 1 et & ¢ j0,1]
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alors il existe une constante C telle que, pour tout ¢ > O ,

1
P(]Nn(a,a+5n) - Nn(a,a+kn6n)] > max(1,(kn}ogn)

n

1/2 1/2 (1/4)+e) .

C
6n)an n S T2
n

Conollaire.-  Sous les mémes hypothéses :

lim P(]Nn(a,a+6n) - Nn(a+kn6n, a+(kn+1) Gn)l 2

n>re
1/2 1/2_(1/4)+e § _
2 max(1,(kn10gn) Gn)én n ) =0.
Preuwve de la proposition 2 : La proposition 2 résulte immédiatement

du lemme 3 et de 1'inégalité de Markov a 1l'ordre 2.

n(1/4)+t~: 1/2

1
P(INn(a,a+6n) . Nn(a,a+kn6n)1 >

1/2
N Sn max(l,(knlogn)

§,))

Ey

C
g 2e

<
h (1/2)+2¢ 2
n Gn max(1,kn6nlogn) n

3 - CONVERGENCE EN PROBABILITE DU TEMPS D'OCCUPATION.

Nous allons comparer le temps d'occupation d'un processus Xt

défini par (2.1) et celul du mouvement brownien.

Théonréme 5.- Soit (wj) une suite de réels, satisfaisant les

hypotheses :

e il existe des constantes strictement positives A et vy

.—2-
i Y

b

!“ji s A
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On peut construire, sur un m@me espace probabilisé un processus du mouvement
brownien (W(t) , t € IR) et une suite de variables aléatoires (sj) indé-
pendantes, de fonction de répartition F donnée satisfaisant By et By,

tels que le temps d'occupation du processus (Xt , t € IN) défini par :

satisfasse 3 la relation :

Vs elo,1], Ves>o

n
lim P(an(a,a+s) - .( 1[a a+s] @wW(s)) ds| > n(1/3)+(1/3p)+e) =0
e o ?
n
ol N (a,b) = tz‘l 1[a’b] (x.)

Preuwve :

<) Approximation forte du processus X,

On a établi dans la section A, th. 4 que si les coefficients “j

du développement moyenne mobile de Xt ~ X -1 vérifiaient

. # o0 ,

}ﬂ.] <Aj] R et i

H~18 rt
3

j=o
on pouvait construire un processus du mouvement browniem (W(t), t ¢ IR)
et le processus (Xt) de maniére que :

cn

nP
n

P( sup (|X. - v W(]| = hn) g
ogjign J

On en déduit comme dans le chapitre I que :

Ye - 0 sup IXj -y W = 0(n(1/p)+€)

agjsn
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n

it) Majoration de [Nn(a,a+6n) - [o 1[a,a+6n] (p W(s)) ds|

L'approximation forte de Xt entraine la majoration presque siire

n

an(a,a+kn6n) - J 1[a,a+k 5~](w W(s)) dsl.s
o n o :

W wW(s)) ds + @ W(s)) ds.

n n
1 [ 1
J‘o [é-n(1/p)+e,é] o [a+kn5n,a+kn5n+n(1lp)+€]

La démonstration suit celle du théoréme 5 du chapitre I, la seule
modification est due & L'utilisation de la proposition 2 pour majorer :

1
IN_ (a,a+s ) - % N (a,a+ks )| .

On obtient :

I1 existe une constante C telle que :
n
P(|Nn(a,a+6n) - fo 1[a,a+6n] (p W(s)) -ds| »

(/e /2 1/2 =1 1/2+1/p+e C
n %1 max(l,(knlogn) Gn) + kn a )>S ;55

Fixons 6, =6 dans ]0,1} et choisissons kn = n(1/6)+(2/3p)

on obtient :

n

VE >0, P(Nn(aga+6) = J 1[& a+6-l (lj} w(s)) > n(1/3)+(1/3p)+5) <
o S

£
v 2e
n

©27) Remarquons que si dn est une suite convergeant vers 0

(1/ayre 1/2 ! K172 §3/2 k! n(1/4)+(1/p))
n n n n

’

la quantité max(§ est minimisée

en choisissant :
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- n(1/6)+(2/3p) 5—1

k
n n
. o 1/2 PR
si la condition Gn kn > 1 est vérifiée,
donc si n(1/6)+(2/3p) Gn =1, alors
" 1/3+1/3p+e
Ve >0, LlimP(|N (a,a+s) - | 1 (WW(s)) ds| » §_n PYEy
n n [a,a+6 } n
mro o n

On peut établir suivant les méthodes du chapitre 1 , le :

Coroflaire.- Pour tout § ¢ |0,1],

n
1 z . 1 :
_ 1 (Z_) converge en loi vers -~- L{o) ,
s/m t=1 [kl v

ot L(o) désigne le temps local a l'origine du mouvement brownien

(W(s) , s € RL1]).
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C - TEMPS D'OCCUPATION D'UN PROCESSUS ARIMA(p,1,q) GAUSSIEN.

Dans le cas d'un ARIMA (1,p,q) gaussien, les résultats précédents

peuvent &tre améliorés.
On fera donc les hypothéses suivantes (C)

- le processus (X t € IN) vérifie (I-B) ¢(B) X, = 0 (B) e

]

t 3
~ les variables (et , t € Z) sont indépendantes, de loi N(0,1),

- les polyndmes ¢ et @ satisfont les hypothéses du paragraphe

A3,1i .

1 - MAJORATION DE |N_(a,a+s) ~ N (a+ké,a+(k+1)5].

Lemme 4.- Sous les hypothéses précédentes, pour tout entier p,

il existe une constante Czp(¢, 0) telle que

- - YKiz
Epp = E [N (a,a+8)-N_(a+ks,a+(k+1) &) ¢

czp(¢, o) 6P (max(1,ks% n )P oP/?

On reprend la démonstration du lemme I1.3. et on pose

Bo = [3,34-6;\‘ Bk = {a+k6,a+(k+1)cﬂ

Y,o= 1y X -1, X))
o k
¢ 2
et E, =£8()] v.)P = ¥ E Y, Y. ...V,
g b i, i Lt
1Phe et P
On majorera E2 en regroupant les éléments E Y, Y. ...Y, suivant
p 1,4, i

le nombre d'indices ij distincts.
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i) Caleul de la dengité de (X_ , X ,..., X_ ).
t t t
1 2 n
On note : f(x1,x2,...,xzp) la densité de (Xt Xy seen Xy )
1 2 2p
sous 1'hypothése t, < t, < <t

1 g S een 2p
On sait que les coefficients wj tendent exponentiellement vers

v i il existe C et Ae |0,1[ tels que [¢ - wjl <c M

Les coefficients de la matrice de covariance de

X, , X_ _ yeeey X ... X ) sont :
BoETh 2p “2p-1
) t1<+1";:1<'1 § )
. EX X, ) = v, + . - v, o)
Beel Yk ° jmo 3 b Th
d'ol
2 2
[E(X_  -X_) (t £ ) ¢ s ¢
e Ty K+ 'k 1
&
s E[X (X, -X )] =1 w W, _. =¥, _)
1 fket ke j=1 817 BT R
T N T TS B (" YLD
jeo BT TRt TR
t, -t
1
(X, x_  -X_ ]| sC A
t1 tk+1 tk ) 1
On obtient donc :
t,-t t -t
e, + o) oy oy ... o P71 Ty
t -t
0(1) (et )0 0D e 0G =1 72y
I =
2
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il £( )
Z o 3ZnyenesZ =
322824"'822p 1772 2p
2
1 9P 3P 8, 3P 9P P,
P11172 3z 3z 3z bz, az. oz, 3z :
(2m)Fr| 2 4 2p i,9%1, g =1
2 2
3 P 3P 3P
+ ) 52, 02, 92, 0% e g e exp(P(z1,...,zzp))
1 %2 3 4 '

les sommes étant étendues a l'ensemble des indices (i1,i2,...,ip)

obtenu par permutation de {2,4,6,...,2p} .

B __ 2™ 3% %27 . 3%
3z, t,mt +o (1) t3-t2+0(1) 0(t3-t2)(t2—t1) 0((t3—t2)(t2—t1))
z zZ,~2Z
T ot (l =t ol - 3)( = T
14t £47E30 5578
les autres termes sont d'ordre inférieur a S ou 3 1
t,—-t t.,—t
2 71 3 72
BZP 1
= ~ — L des termes d'ordre inférieur.
32,97, 0((1:4 t3)(t3 ty))
e
L'écriture de P(z1,...,zzp)
2
2 .~z 2 (z .-z . (z, ~z, )
TR (i s = LU P 11 L
LSS E IS B B j=2 i1 T2
implique que
sup exp(P(z1,...,zzp)) < 1

21,-¢.,22p

et 1'existence d'une constante C indépendante de ¢t t

10 oo Ty

telle que : si Gy 5 Oy eees Gp sont inférieurs a p :
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((z.—z. ) oLj z, =z % zZ,"2 “e
i1 K “k-1 L 17_—1)
sup \ 7 —] :;::::::3 exp(P(z1,...,zzp)) gC
’ ZysenesZy | tj—tj_1 t tp~tp g’ |
on peut donc majorer
9P 3P 3P .
T 3z Tt 3 par une somme finie de termes du type
zg z, Zon
C 7 ! . LI y ! €5 e =—1 ou 1
]tz—t2+51| /\tﬁ—t4+€2‘ itzp-t2p+€p}

on constate que le méme type de majoration est valable pour

2

a’p 3P AP
322324 326 822p
2p
-1/2 -1/2 -1/2 -
o I (T e T T
! j=2
On peut alors majorer 5——3—38——§-* f(z1""’22 )
29024 2p p

par une somme finie (le nombre de termes ne dépendant que de p) d'éléments

du type

< By

i 1 _ wzp
| C oty (ty=t,)

B3
(t,-t,) = ... (t2p—t2p—1)

pour lesquels il y a au plus p exposants Bj prenant la valeur - % ,

les autres exposants prenant une valeur inférieure ou égale a -1.

On en déduit l'existence d'une constante C ne dépendant que
de p et des polyndmes ¢ et Q} qul définissent le processus ARIMA

telle que

v EY Y .Y |scC aP’2 (on )P 5P &P
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Des calculs analogues & ceux du lemme 3 du chapitre I permettent de

majorer

E \E Yt Yt ...Yt l dans le cas ou il y a 2,3,...,p
18, ,404,t g0 1 72 2p

indices égaux par paires.

On obtient alors une majoration de Ejp par

C(O,Cb,p) np/z (Zn n)p 53P kp

Remarque.- La démonstration est encore valable si

AXt est un processus stationnaire linéaire

¥y >0, est remplie.

,_.
o]
R
0

fi=]
<
o
—
v
2]
o]
=}
o
-
t
-
=]
=]

=
A

=g
—
-

Proposition 3.- Soit a e R,

. . . 2
(kn) une suite croissante d'entiers , kn = o(n”)

(Sn) une suite décroissante de réels éiéments de 0,1].
Sous les hypothéses (C) ,

Pour tout ¢ > 0 ,

lim sup n’_”l'-E 6;1/2

n+o QO<h<k
n

. -1/2 -1
1nf(1,kn 6n )

}Nn(a,a+6n)—Nn(a+h6n,a+(h+1)Gn)l =0 p.s.

 bee ~1]2 -1/2 -1 1 )
et iii n 6n mf(1,kn Gn ) ’Nn(a,a+6n) kn Nn(a,a+kn6n)| =0 p.s.
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En utilisant 1'inégalité de Markov et lemme 4, on a :

pour O < h < kn

_ 1/2 (1/4)+e 1/2, _ C.(logn)P
P(INn(a,a+6n) Nn(a+h6n,a+(h+1)én)1 > max(1,kn 5n) n dn ):5 ———;EEE__

La démonstration analogue & celle de la proposition 2 n'est par reprise.

2 - CONVERGENCE FORTE DU TEMPS D'OCCUPATION.

Soit (Xt , t € IN) un processus ARIMA (p,1,q) , défini sur

un espace probabilisé (Q,A,P) vérifiant la relation :
¢(B) AXt = 0(B) e, > X =x ol (at , t € Z)

est un bruit blanc gaussien, réduit.

Les conditions initiales sont données par le choix de p+1

quantités non aléatoires x

—p x_p+1 serey X et

o]

e_q+1 = e_q+2 ==y
Si 1l'espace probabilisé (Q,A,P) est suffisamment riche, on
peut construire un processus du mouvement brownien (W(t), t ¢ IR+) par

interpolation de la suite de variables aléatoires gaussiennes

£ + €

1

(o, €

1 2 2t 1 2 e n "

On établit le théoreme :

Théonéme 6.- Soit (Xt , t € IN) un processus ARIMA défini sur

un espace (Q,A,P) , vérifiant la relaiton :

$(B) (I-B) X, = 8(B) £

ou (at , £ € IN) est un bruit blanc gaussien.
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I1 existe sur ce méme espace, un processus (W(s}, s € IR+)

du mouvement brownien tel que, pour & € 30,1] et tout € >0,

(1/3)+e

n

8(1) Yo

La démonstration analogue 3 celle du théoréme I.5. n'est pas

reprise.

Ce théoréme étend le résultat de M. CSORGO et P. REVESZ (1984) [2],

établi pour une marche aléatoire, & un processus ARIMA,



[1]

2]

(3]

(4]

[5]
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CHAPITRE Il

TRANSFORME D'UN PROCESSUS ARIMA

PROBLEMES D'ESTIMATION.

Dans la modélisation d'un processus aléatoire, la classe des
processus ARMA et ARIMA est 1l'une des plus utilisées. Cette classe est
parfois étendue de la maniére suivante ; on ne suppose plus que le processus
observé (Xt , t € IN) soit lui-méme un ARIMA, mais on fait 1'hypothése que
son image (ﬁ(xt) , t € IN) par une application continue est un ARIMA. I1
est assez fréquent que le choix de la fonction ¥ ne recoive pas de justifi-
cation théorique, nous nous proposons dans cette section, lorsque le processus
observé est 1'image par une application continue d'un processus ARIMA d'ordre
d'intégration 1, de construire un estimateur convergent de cette fonction .
En outre, si les accroissements ﬂ(Xt) - &(Xt_1) sont indépendants et

1 . . .
est de classe C , nous étudierons un estimateur de ' .

si
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A - TRANSFORME D'UN PROCESSUS ARIMA.

1 - NOTATIONS ET HYPOTHESES.

Soit (2 t € IN) un processus ARIMA d'ordre d'intégratiom 1,

t >
défini sur un espace probabilisé (Q,A,P) et vérifiant 1'équation aux

différences :
a1 (I-B)} ¢(B) zZ, = 0(B) € >

ol (Ej , j € Z) est un bruit blanc indépendant,
B 1l'opérateur retard ,
¢ et B deux polyndmes
et 1'on fait 1'hypothése que les racines de ¢ sont de module strictement
supérieur & 1 et que ¢o) = 8(0) =1 .
Ce processus (Zt , t € N) n'est pas directement observé, mais
on observe le processus (Xt , t € N) défini par :
Xt = w(Zt) ot y est une fonction continue strictement momnotomne ;
sa fonction réciproque sera notée  :

(A2) Viemw , z, = ¥x) .

Si (Zt , £ € IN) est un processus ARIMA d'ordre 1, il est clair
que son image par toute application affine sera encore un processus ARIMA
d'ordre 1, nous pouvons donc fixer arbitrairement 1'image d'un couple de

points en vue d'assurer 1'unicité.

Nous supposons donc que le processus (Xt , t € IN) est observé

entre les instants o et n et nous souhaitons obtenir un estimateur
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convergent de .

Les hypoth&ses suivantes sont faites sur le bruit blanc

(ej , ] €Z) :

(H1) e, admet unme fonction de répartition F absolument continue par

1

rapport & la mesure de Lebesgue ,
(H2) €, aun moment d'ordre p , avec p > 3,

(u3) il existe un nombre réel strictement positif vy tel que :

lim E(exp(it 61)) tf =0.

[t]oe

Et nous supposons que 1 vérifie :

(H4) ¥ est une fonction numérique d'une variable réelle, strictement

croissante, telle que 1fi(o) =0, ¢U1) =1,

{H5) Pour tout intervalle compact K de IR , il existe des constantes

strictement positives me et MK telles que :

Yy, ek, ‘v’y2 e K, mly,my | s (0000 )] s Mly,-y, |-
On ncte :

N(z)(a,b) = z.) y
n t

"fa,b]

i ~13

t=1

H
I ~13

(X) [] . t
(resp. N {a,b) 1 1{a’b}(xt)) le temps d'occupation d'un

t
intervalle [a,b] par le processus (Zt , t € W) (resp. (Xt , t € IN))

entre les instants 1 et n .
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2 - DEFINITION D'UN ESTIMATEUR DE ¢ .

Dans le chapitre II, nous avons étudié le temps d'occupation d'un

processus ARIMA d'ordre 1 et obtenu des majorations concernant :

(2) _ 4 (2)
\Nn (a, a +6) -E; N " (a, a +k Sn)| .

En particulier, si nous l'appliquons aux intervalles [0,1]

et [o, ¥(a)] , en supposant a > 1 , nous obtenons

87 0,1 - P o, #a)]| = 0, ¥ 105 n)

¥(a)
la majoration en probabilité pouvant &tre remplacée par une majoration

presque sire dans le cas d'un processus ARIMA gaussien.

La relation précédente peut encore s'écrire :

|N(x)(o,1) - ;}—1— NIiX)(o,a)l = oP(n(”l’)+€ log ) .
(a}

K étant un intervalle compact de IR , contenant l'origine, il est naturel
s g s

de proposer comme estimateur de  :

v S o o)
(A3) aek, (a) = .
° Néx (0,1)

Le résultat essentiel de la section est le suivant :

Théonéme 1. Sous les hypothéses (H1) & (H5), 1'estimateur &n(a)
converge en probabilité vers {{a) , et on a :
Ve >0, lim P(J_(2) - 9| >z 2T/B*E <0

n--o

Si on suppose en outre le processus (Zt) gaussien, sous les mémes hypothéses,

la convergence de ﬂn(a) vers Y(a) est presque sire.
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Preuve :

a) Convergence en probabilité de &n(a) vers ¥(a)

La fonction ¢ étant croissante, il vient :
(z) _ o (x) . -
Nl’l (0, lp(ﬂ)) = Nl'l (0,&) ) S1 Zt = RU(Xt)

Nous supposons a > 0 , une relation analogue pouvant &tre écrite si a < O.
Etudions tout d'abord le cas a > 1,
D'aprés la proposition 2 du chapitre II,B., en premant & = 1

et k = $(a) , on obtient :

1

(A4) 1lim P(lef)(o,n - 8 o, 9] 3 W@ (log m) a1/ =0

o (a)

Comme nous avons fait 1'hypothése (1) =1 ,
z (
Né )(0,1) = NnX)(o,t)

et : VE >0,

lim P(!N(X)(o,1) - N(X)(o,a)l 5 (a2 (1784 log n) = 0
n P n
o> ¥(a)
soit
N (6,a) Wea))32 o140+
Lin P([#(a) - = | 5 °g ny _ o
e N (0,1) N * (o, 1)

Utilisant le théoréme II.B.5, et les propriétés classiques du

temps d'occupation du mouvement brownien :

Ve >0, 1lim p(a/2)7E Nix)(o,1) <

nreo

n(1/2)+€) -1
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On obtient donc :

: 5 (0,a) 3/2 ~(1/4)+2¢
Ve >0 , 1lim P(]¥(a) - | 2 (W(a)”'* log n.n )y =0 .

n
x
n>o N( )(0,1)
n
Et ¢ étant arbitraire, on obtient :

Ve >0, lim P(l@n(a) - @y > n-(1/4)+e)

n->o

=0

Si 0<a<1, la relation 3.2 est modifide comme suit : on fait dans

la proposition II1.B2 , & = {i(a) et k_= ! , on obtient :
n n ,
y(a)
sy tin 28 G, @) - v@ N G, 1] 2 0D ) tog ) =0,
n>x

la suite de la preuve est inchangée.

b) Cas d'un processus gaussien.

Nous faisons 1'hypothése dans ce paragraphe que le processus

ARIMA (Z t € IN) est gaussien. Afin d'établir la convergence presque

t b
slre de wn(a) vers ({a) , une premiére méthode serait d'étendre le lemme

I1.B3 , pour obtenir une majoration de :
E(IN_(0,6) -+ N (o, » 6.)|%P)
n "’ n Aono? n

Une autre méthode, que nous adoptons ici, est d'utiliser la proposition

II. C3 et le développement dyadique de A pour établir le :

%
Lemme 1. Pour tout ¢ >0, Y >0, pe IN , 11 existe

une constante C telle que

n(1/4)*6) £ *E*

neP

P(IN_(0,%) = A N(o,D)| >
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Preyve : On note dans ce qui suit :

A= D o= 273 [20] et q, = [log, n] ,

olt log2 désigne le logarithme de base 2.

On va établir que pour tout ¢ > O , presque siirement, il existe

n tel ur n :n_ :
5 ? que po o

i) 1les quantités Nn(o,Ao) - A Nn(o,1) et

Nn(xo, an) - (Aqn - Ao) Nn(o,1)

n(1/4)+s

.

sont égales & of

).

ii) Nn(kqn s A) est p.s. nul .

iii) (X ~ Aq ) Nn(o,1) tend p.s. vers O quand n > » ,
n

a) Majoration de [Nn(o,ko) - AO Nn(o,1)| .

On déduit du lemme II C4, pour tout € > O et tout pe IN ,

l'existence d'une constante { telle que pour k=0 , | ,..., Ao -1,
{ _ (1/4)+ C
PN, (k, k+1) - N (0,1)] 2 n ) = 5

ce qui établit le premier résultat par sommatiomn.

. . o _ |
b) Majoration de !Nn(ko, kqp) (Aqn AO) Nn(o,l)

NG o, x )=-0G  =x)N(o,1) =
n o a4, q, o” 'n

WOy Ay, ) = Oy = 20 N (0, 1))
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Or utilisant la proposition II C3 avec 8, = 5,731 , on a :
+
P( sup [N (A, , A, + —ﬁl~_) -1 N (o,1)] 3 n(1/4) £y <
: n] ] 1+ j+1 n
0g] Sqn—1 2 2
a1 .
2 C(log P 2 Jp( C'(log )P
j:o nSP . nEp
Or : % . —3.=20 ou 2 U*D
i+ 3

On en déduit :

PUN, G s 2 ) = G = A N (0,1 2 g

J(174%2)y  C'(log mP
n n n :

nep

) 1 i -
c) Majoration de Nn(Aq , &) et de (i Aq ) Nn(o,i) .

n n

- (/2)+e,, _
N (Aqn , A} = o(n (\ an)) PeS.

or 0 g A~ A < 2z done N O -2 = o(n-(1/2)+€)
G 7 noay,

Comme cette quantité est a valeurs entiéres, elle est presque sfirement

nulle & partir d'un certain rang.

En outre : o g (A - Aq ) Nn(0,1) < Nn(o,i)

n

sl

et donc (- A ) N_(o,1) = o(n_(1/2)+€) p.s.
n

ceci acheve la démonstration du lemme 1.

On en déduit :

Vaso, Yeso, T RUN_ (0,0 - AN (o,1)] > al/A¥) ¢
n=1
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I1 suffit donc dans le cas gaussien, de reprendre la premiére partie de la

démonstration en remplacant les majorations en probabilité par des majora-

tions presque siires.

3 - CONVERGENCE D'UN ESTIMATEUR DE ¢ SUR UN COMPACT K.

%) Mesurabilité de  sup |$ x) - ¥ .
xeK n

Soit K wun intervalle compact de IR contenant 1'origine. Les

fonctions ﬂn(x) et (x) sont des fonctions croissantes de x et

est continue. Pour X € [x1 , xé] , on a :
19,60 = 9G] € max(1, () = ¥, 19,6 = by
on en déduit :

max [¢ (h8 ) - $(hs )| ¢  sup [Y (x) - (x|
Oshskn n n oo Osx<kn6n n

e . o 1
¢ max |¢¥ (hd )} - J(hd )| + max I9((k+1)6 ) - T(ké )] .
Oshskn n' n n Oshsk -1 n n’t |

{  étant unme fonction continue,

sup |¢ (x) - §(x)| = lim max |y (hs_) - y(hs o,
xeK o 6n+0 helN n n o
hGneK

on en déduit la mesurabilité de  sup Iﬂn(x) - ¢x)] .
xeK
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1) Majoration de sup \& (x) - P(x)|
e 2 n

xeK
P(sup l&n(x) - x| = n_(”l‘)+E + M Gn) <
xeK :
KL p(ica) - dta) > n- /95
Sn
Ayant établi que : lim P(|$(a) - $(a)| » n_(1/4)+€) =0,

n-ree
une suite (Gn) qui tend vers 0O , telle que
Lin - 2([¥(a) - $(a)| > o (/8)4ey _ g

nre n

on peut construire

On peut en reprenant les calculs de la proposition 2 établir

~(1/4)+ey _ C

€
n

que : P(!$n(a) -y >n ) <

Si on fait en outre 1'hypothése que Xt est le transformé d'un

rocessus ARIMA d'ordre 1 gaussien, on peut établir :
P g

T 2(le () - dla] 3 n Y
n

il existe donc une suite 5n tendant vers O , telle que :

Do p(d, @ - d@] za 797
n n

On peut donc établir le :

Thiondme 2.- Sous les hypothéses (H1) a (H5) 1'estimateur

~

ﬁn converge en probabilité vers 1, la convergence étant uniforme sur

tout compact.

Si on suppose en outre le processus W(Xt) gaussien, pour tout

compact K , lim (sup I@n(x) - ¥}y =0 p.s.
nre  xeK
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Preuve :  Si ﬂ(Xt) est un processus ARIMA d'ordre 1 , on a :
Plsup [9,G0) = 0G| 20 /BT hy 5y ¢ 8
n n €
xeK §_ . n

n

et donc pour tout € > O ,

sup l@n(x) - 0] = oy (1B

xeK

)

alors que dans le cas ol ﬁ(Xt) est un ARIMA gaussien :

sup l&n(x) - x| = o(n'(1/8)+5) oot

xeK

4 - ESTIMATION DE LA DERIVEE.

Si nous faisons 1'hypothése que { est de classe C1 et vérifie
(H6) Pour tout compact K , il existe une constante Cy telle que
V@ e K, Vy

1 s e K, UG =Gl s Iy, =yl L il est

possible d'obtenir un estimateur convergent de '

Théondme 3.- Sous les hypothéses (H1) a (H6), si la suite

(8_) satisfait les conditions : 1lim §_ =0, Llim n‘(1/l‘)+E 6_1 =0
n e B e n
N(a, a+6) 1 -
lim (|2 Dy s, 8+ s an(MAEy Ly
K 'n n
N0 Sn Nn(o,i)

Si on suppose en outre le processus (Zt , t € IN) gaussien, en choisissant

§ = n-1/8

n , on a:

N(a, a+6) _
Veso , |20 pra)] = o(n” (/8

6 N_(o,1)

n n
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Preyve : On déduit immédiatement du théoréme 1

N (0, a + 68 ) = N _(o,a)
lim P (] n L L
n>< Nn(o,l)

+ 1D(&) _ \U(a + Gn)l > n“(1/4)+€) =0

D'aprés le théoréme des accroissements finis, il existe
6 € [:0,1] tel que :
N (o, a + én) - Nn(o,a)

lim P(|-2 -6 ¥'a+ 8 6)l s o /8%y g
n>re Nn(o,l)

3

et utilisant (H6) :
N (a, a+ Sn)

lim p(|-=2

- '@ = a(H/4)ve o1 Cp 60 =0 .
e 5 N (o,1) n n
n n

On a vu dans la démonstration du théoréme 4, que dans le cas
d'un processus (Zt) gaussien les majorations en probabilité pouvaient

étre remplacées par des majorations presque siires.
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B - TRANSFORME D'UNE MARCHE ALEATOIRE.

Lorsque le processus observé (X t € IN) est 1'image par

t s
une fonction continue ¢ d'un processus ARIMA (Zt , t € N} , c'est-a-

dire : Wt e I s Xt = w(Zt) , nous avons obtenu dans la section précé-
i

dente un estimateur de ¢ = = {§ et nous en avons déduit un estimateur
convergent de la dérivée, ﬁ;(a) , la convergence étant presque siire sous
une hypothése de normalité. Nous reprenons ce probléme, en ne faisant plus

d'hypothése de normalité, mais en supposant que le processus (Xt , t € IN)

est 1'image d'une marche aléatoire.

1 - NOTATIONS ET HYPOTHESES.

Soit (ej , j € N) un bruit blanc indépendant, les variables

£ vérifiant les hypotheéses de la section A , (H1) étant remplacé par

(H'1) £ admet une densité de probabilité f continue et strictement

positive dans un volsinage de l'origine.

On note : Ft la tribu engendrée par (as , 8 £t) et

S =0 ,..., St =5 + €y * et + € s la suite des sommes partielles.

On suppose que le processus observé (Xt , t € IN) est défini par

Xt = w(St) ot Y est une fonction strictement croissante

i - . ..
de classe C et on note encore Y la fonction réciproque

Ve e mw S, = (X))

T

On souhaite estimer directement la dérivée ' sur un compact.

Les hypothéses suivantes sont faites sur { :
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(H'4) J est strictement croissante, de classe ¢! , et
vérifie Y) =0 , ') =1.
(H'5) Pour tout intervalle compact K de IR , il existe des
constantes strictement positives m et MK telles que :
< ¢ <
Yy ex me s 91O < My
(H'6) ¢' vérifie une condition de Lipschitz sur tout compact K :

il existe une constante CK telle que :
Yy, ¢ K Vy, € K 'y, ="'l s ¢, Iy, = v,] -
1 > Y2 2 [ET N SRR IR

Dans la suite du chapitre, par convention, on note :

MR =X - X s t=1,2,...
n
- ' ; s -
Nn(a,B) = tZ1 1[@,8](St) est le temps d'occupation de 1l'inter
valle [@,B] par la marche aléatoire (8, ) , entre les instants 1 et n

t

(ce temps d'occupation n'est pas observé).
Enfin pour des raisons de commodité, les suites seront notées

n).
a ou a(n)

2 - DEFINITION D'UN ESTIMATEUR DE {'.

Soit K un intervalle compact sur IR de centre 0. On

commencera patr définir un estimateur de ' en un point a intérieur

S

a K. On se donne une suite (Gn) de réels positifs tendants vers O ,

l'intervalle [a - §,»at 6n| sera donc contenu dans K , au moins
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pour n assez grand.

On définit une suite aléatoire o = aj(a,6n) j=1,2,... par

(2.1) o, = inf {t e N , Xte [a— Gn , a+ Sn]}
si {telN: Xela-6 ,a+ 6n]} ¥ ¢
= + «» sinon
aJ.=1nf{teIN: t:>c1¢j_1 et Xte[a—én,a+6n]}

si 1'ensemble est non vide

=+ ® sinon

Les aj(a . 5n) sont donc les temps de présence successifs du processus
(Xt , t ¢ IN) dans l'intervalle [a - 6, a+ éﬁ} . Il est immédiat de
vérifier que les aj(a s Gn) forment une suite croissante de temps

v Ay .
d'arrét pour les tribus (Ft)teIN

Lemme Z.- Soit (S ) une suite d'éléments de Jo,1] telle
o (1/6)+(2/3p) 4

que > 1. Pour tout € > 0,

lim P( s {# {a.(a,dn) 0. ¢} gm, &
n v n>n J J

Par définition,

# {aj(a,ﬁn) { oy € nt =# f{tsn: X, € [a - 6,>a+ éng}

et d'aprés le théoreme des accroissements finis si
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s, =0 e [¥(@) -6 m , V@) + 3, ml
alors Xt € [? - 6n , a + Sn] , donc :
# {aj(a,dn) | ajAs n} > # {tsn| S, € [Y(a) - ) m s Pla) + s, n?J}
soit :
n
# oo Loy cnl > b Ta)-s m i)+ m S
> N (¥(a) - 8 mp fla)+s m) .

Or on a établi (théoréme 5 du chapitre 1) que pour € > 0 ,

Nn(&(a) - S me s f(a) + éan) .
n(,’/z)_s = Pe¢Se.

lim
n>o m
K n

ce qui entraine le lemme 2.

On définit alors une suite (\)n)n croissante d'entiers et 1l'on
suppose que le processus (Xt) peut @tre observé jusqu'ad 1l'instant n.
Si le processus (Xt ; 1 £t £n) est passé plus de Vo fois dans
1'intervalle [a - § »a+ 66] entre les instants O et n , c'est-a-

dire si av(n)(a s 6n) <n , on considere la famille
{lea.(a,S ) li= 1,2,...,vn} olt A, =X - X
] n
et on notera

jax |f 3= 1,200,V
a(a,&n) 3 n

cette méme famille ordonnée de maniére croissante.
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Le choix de 1l'estimateur repose sur 1'idée suivante.
Supposons ¢ linéaire au voisinage de 0 et au voisinage de a, c'est-a-

dire : 1l existe des constantes k0 =1 et ka telles que :

Sipq ~ Sp = A8 =k 8X, si X e -6, 8} (et AX,  suffisamment
petit),

Sepp ~ S, =88 =k aX si X efa-s, a+3].

Les accroissements ASt forment une suite de variables indépen-

dantes et ASt est indépendant de St , donc

P(lax | < x | X e [- 6, 8]) = p(Jax | sf; | X ela-8,a+3]) .

Il suffit donc de comparer les fonctions de répartition de |AXt| condi-
tionné respectivement par Xt € [— R 6] et par X € [a - &8, a + 61

pour obtenir ka . Ou encore, si (£1 seens En) est une suite de n
variables indépendantes ayant la méme fonction de répartition F ,

*

. . e » . . . *
sl on note Fn la fonction de répartition empirique et (E1 sy En)

%
1'échantillon ordonné, on sait que Fn(Ej) = j/n ; il est donc équivalent

de comparer les fonctions de répartition empirique et les échantillons

ordonnés.
Plus précisément, on se donne une suite décroissante (%9
d'éléments de |0,1| et on note
1 * i cq 2 Ve . ,
AX(a);[p v ] le Lcnan élément de 1'échantillon ordonné
n

. *
£ ... % :Ax(a)iv .

* *
lax(a)]) & .o s [AX(a)E[
nn n
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~

On définit alors um estimateur ﬁ;(a) de ¢#'(a) par :

1 _ n .
ﬂn(a) = e 5i max(avn(o,Sn), avn(a,én));s n

*
et IAX(a)I["n"r;l #0

=1 sinon .

Le résultat essentiel de la section est :

Théonéme 4.- Sous les hypothéses (H'1) & (H'6), si les

conditions suivantes sont réalisées :

i) il existe a € ]0,1[ tel que e, = v;a s
‘n
1i) 1lim Gn =0 , limg—=0 |,
e n*® 0
iii) 11 existe € > O , n1/4 S < Gn n(1/2)—e ,

-~
alors ﬁn(a) converge presque siirement vers ¥'(a) lorsque n -+ o
En particulier, pour tout € > O , si on choisit :

Vo= n3/8 , €_ = v_1/3 § = n“(”g)+E

n n n ’ m
ll;l;(a) _ 1U'(a)| - O(n‘(1/8)+e) p.s

La démonstration se fera en plusieurs étapes qui feront 1'objet de lemmes.

On note En 1" événement
{av(n)(a’dn): gn} N {av(n)(o,ﬁn): < n}

et E= VU M E
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1) Mesure de 1l'ensemble E.

Lemme 3.~ Sous les conditions du théoréme 1, P(E) = 1 .
Prewve : Dans la démonstration du lemme 2, on a montré que :
P(av(n)(a,an) > n) = P(# {aj (a,Gn) : ais n} < vn) .

Or s'il existe ¢ > 0 tel que :

Va , v g6 ntt/DE

n n

d'aprés le lemme 1 ,

lim P(\J # {aj(a,sn) I oy < n} <v.}) =0 p.s.
P> nzp

d'od lim P('_ Eg) =0 et PO (o Eg)) =0
pr®  n3p p np

donc P(E) =1 .

Dans la suite, on pourra donc supposer qu'a partir d'un certain

rang (aléatoire) les événements E_ sont tous réalisés.

1) Propriétés d'un échantillon ordonné de variables uniformes.
%

De nombreux résultats concernant la loi d'un échantillon ordonné

* *
(51 seens En) de variables aléatoires de méme loi uniforme sur [0,1]

sont connus.
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$'il existe une constante c ¢ |0,1[ telle que Eé?l =c + OGJ—) .
n
£ 2
- c X
limP(L <i)=¢(x)=+__I ev/Zd
1S ve(1-¢) vn Vit ) -

(par exemple : A, RENYI [6] p. 460).

Ce résultat n'est plus valable si 1lim
N

k(n) _
= -

(G. BAXTER ; 1965 [1]).

En remarquant que

k(n)
n

*
= F_ étant la fonction de
Fn(gk(n)) 4 n
répartition empirique, des majorations presque siires peuvent &tre obtenues

a partir des résultats sur les processus empiriques.

M. CSORGO et P. REVESZ [3] (1975) ont établi que pour h = 2! log %o

F (£) -t
lim sup /a sup . S Y2 p.s.

n>e  ¥2 log log n hn<t<1—hn ve(1-t)

$i k(n) = [a'™%]

, on établit le :

Lemme 4.- Soit £y sevs & une suite de mn variables aléatoires

indépendantes de méme loi uniforme sur |0,1

.

Si 0 <o £ B <1, alors pour toute constante vy € ]O, 1/2[,

il existe n tel que

) % - - -
Va 20 P(I€'1~u -n 0LI >n 8) < 2 exp(~ v n1+Ol 26)
[n"
Preuve :
- -B
Notons pa,ﬁ = P(l¢g - @ b'>n ™),
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1-a
g e, & >0 )
o 6 j=1 [o,n %_n BJ J

+ P(

j 1 (gj) <0 %

1 [p,n_u+n—8]

ip~ B

Cette somme sera majorée en utilisant une inégalité de HOEFFDING [4] (1963,

(cf. V.V. PETROV [5] (1975), page 58, Ex. 9).

Si les Xi sont des variables indépendantes telles que EXi =0
et Xi ¢ b pour tout i,
1 % nx 02 bx
P(- '2 Xz %) g expl= 5 [(1+ ) logl +=5) - 11 ,

1=1 - o

oi x et b sont strictement positifs

n
2
et 1'on a posé o2 =l Y oEB XD,
n . i
i=1
nous l'utiliserons avec :
X. =1 -0 -
i [o,n a_ B](Ci) n - +n
(resp. X, =1 €) - @+ 0%
. i ' - -84 71
I.Oin o
X = n-B ; b =1
% = (n % - n_s) (1 -na %« n_B)
(resp. o = @ @ +n ®) (1 -0 %= n %
22
d'autre part, log(1 + Ei) 2 bx _bx (x>0, b>0)
2 2 4
o fof 20

2

p'a

2
et exp(- B [(1 + 2 log(1 + 2 - 1]) s e (- 2E- (1 - 2
a” 20 g
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1 +a"26)

d'ou P, £ 2exp(-yn pour toute constante vy € ]0 , %[ des

o8
que n est assez grand, W y

11t) Propriétés d'un échantillon ordonné de variables indépendantes.

Soit €1 5 €y srers € UR échantillon de n variables aléatoires

* .y
vérifiant 1'hypothése (H'1). IEk‘ désigne la k'*™-valeur de 1'ensemble
(eyls ]ezl,..., Iekl) rangé par ordre croissant. On note G la fonction

de répartition de |e1[.

Lemme 5.- Soit 0 < a g B < 1, il existe unme constante C1

telle que pour tout vy ¢ ]0 R %[ , on ait pour n assez grand :

1+a-26)

P(I\s]*1_a - G-I(n_a)] > C, a %) £ 2 exp(- yn
n

Preuve :
I1 existe n > 0 tel que G soit une fonction de classe C1

sur [0,n[ , strictement croissante et ¢' ") = 26(0)

lel” >6 '@ +ca”

'™

cel 5 s e @® v cn”
1~-a
n ]

B

équivaut a :
%)

-a, -B

>n  +Cn =~ G' (6-1(n—u) +0C n—B

)

pour un 0 e ]0,1[.
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Une relation analogue est obtenue pour

* - - -
le] o <G 1(n % -¢ca B , et si la constante C vérifie 2f(o) C > 1,
[n

C<6¢'(0", ona:

* - -
B) < P(IG(IEE[ 1_a1) - n a’l >n 6)

pCllef -6 @] > cn
E‘ ] n g

pour n suffisamment grand.

Le lemme 5 se déduit donc du lemme 4 en remarquant que

G(|e|) suit une loi uniforme sur [0,1].

Lemme 6.- Soit o € J0,1[ et '€ 0, 1%3[ , 11 existe une

constante C2 > 0 , telle que pour tout vy € ;0, %[, on ait pour n

assez grand
a) 2a°

£ 2 exp(- v o™ ) .

* -
P(|e| log <Gy m
n

Le lemme 5 entralnme :

* - - - -
P{le| e, < C Ta™®y - C, n ®y ¢ 2 exp(~ v al*em28y
L
Choisissant B = 1%E -a' ,ona B>a ;
-t, -o 1 -a
or G (n )~ n quand n > ® ,

2£(o)

il suffit de choisir C2 < pour vérifier le lemme 6.

2f(0)
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- 1 1 1 1
Lemme. 7. Soit (61 » € seees en) et (51 s €5 sy en) deux
suites indépendantes de variables aléatoires de méme loi, vérifiant
1'hypothése (H;).

Pour o € |0,1 [ et a' e JO, Jégiﬂ , 11 existe des constantes

c > et y € ]0 s 1/2[ telles que, pour n assez grand :
£(o)
* v_ '
P(||E|* T le’| | >¢cao” (1+u)/2)s 4 exp(- y 2 y .
—-a 1-o
n ] n ]
Preyve : On a comme conséquence immédiate du lemme 5
* * -8
P(llel” ., -]e'l ., |>2c 0"«
[l'l1 0‘] [n1 0.-} 1
* -1 - - * -1 -
p(llel” . - t@™] > ¢, iy +e(flet -t
7] (= 7]
> C1 n_B)
< 4 exp(- y n' 728
Le lemme 7 en résulte en posant C = 2 C1 et B = 1%2 -a' .

Lemme §.- Sous les hypothéses du théoréme 1, pour tout a € K

k3

pour tout vy e JO, 1/2[ ,

P(IAX(a)}TC AR ER e L (1=0) /4y

nn

dées que n est assez grand.
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Les conditions c = v;u . n”!+ impliquent d'aprés le
lemme 5
* I -8 _ 1+a-28
P(]]sl[c v] G (vn Y > ¢ vy ):S 2 exp(- vy v )

n n

et par comnséquent, pour n assez grand

* -1 - -
P({e][c o1 G 1(vna) + C vna) < 2 exp(~ v vl )
n¥n

< 2 expl= v n(1-u)/4)

or G—1(x) est équivalent a !
2f (o)

X au voisinage de 0, (x > 0)

c
et la condition lim 32 = lim 5 =0 implique :
n+® n n-+° n

G-1(v_a) +C v
lim n =0
n>e Gn my
* -
donc P(|e|£c v ] > my én) < 2 expl(- v n(1 a)/4)
n’n

pour n assez grand.

i |

Sachant que sous 1'hypothése (Hg) IAXtI s — e

i

t

) ) L e ] *

il y a au moins [cn vn] é1léments AXj(a) inférieurs a EE |91[cnvn] ,

~

on obtient donc :

P(]Ax(a)]*[c 0] 8 € P(M*[C V] Ty ) € 2 expl- y R0/4) .
nn n n- -
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1v) Démonstration du théoréme.

Dans la suite de la démonstration, on ne considérera, sauf
précision contraire, que des indices t pour lesquels
Xt € [a - Gn , a+ 6ng R (indices eux-mémes aléatoires), la relation

suivante est donc vérifiéde :

g = ﬂ'(xt + 0 AXt) AX, ou B e Jo,1(,

S8i en outre la condition |AXt] <8, est vérifiée, il existe
- - t 2.
B, € 1- 2, 2[ tel que e, =¥ (a+ 0, 5 ) AX, , la condition de

Lipschitz vérifidepar ' (hypothése Hé) permet alors d'écrire :

.

(2.3 ('@ + ¢, sn)" le,| s [ax,| & ('@ - ¢, 5n)’1 le

t ¢l
On peut remarquer qu'il y a au moins (resp. plus de) [Cn vn] éléments

IAXjI inférieurs a :
W' -c, s | I* (resp. supérieurs 2
K ™n € [cnvn] p- peri
-1 *
' +
(@' (a) + ¢ 8) Ie[[c v 1
nn

On déduit de cette remarque, de (2.3), et du lemme 8 que

- *
(2.4)  PC'(a) + Cp 6) L {C{Ec o7 € lexl
nn nn

v - -1 . * _
< (' (a) CK 5n) IE—| [CnVnJ)

(1-a) /4

21 =2 exp(-yn )

On va obtenir a partir de (2.4) et du lemme 7 une majoration presque

sire de j&ga) -9 .
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Si les intervalles [~ 8, > Gng et [é -8, s at 6;] sont disjoints, les
variables AXul(o, 6n) et AX, (a, 8, )Y, i=1,2,..., vy
h| k
k=1,2,..., Vo

sont indépendantes, nous supposerons donc dans la suite, la condition
2 6n < |a|l réalisée.

Pour simplifier les notations, on notera 5 3 (resp. €, j)

> k]
la variable associée a AXa‘(o, Gn) (resp. AXQ.(a, Gn)).
]

Les séquences (50’1 s 60’2 seens so,vn) et

(e e ) sont donc indépendantes et vérifient les conditions

€ -
b 3
a,t a,2 > a,v,

du lemme 7.

11 existe donc une constante C , telle que pour tout
e 1
yelo, 5[,

1
)sAexp(—sza)

* a'-(1+a) /2
o *n n

el ey ™ el ey gl 7 0

1
< 4 exp(- vy n° /2)

dés que n est assez grand.

Or, en utilisant le lemme 6, il existe C2 tel que

* - 20" a'/2
P(lela,[cnv ] < C2 vy )y g2 exp(—'YVn ):S 2 exp(- vy n / )

donc :
lely
£
o,[e v ] g '
P(— B gy o 1)/2) < 6 exp(- y n° /2) .
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L'estimateur ﬁ;(a) a été défini par

lax]*
O,ECHVA}

5'(3) I e—
n
12X 4 e v ]

En utilisant, 1'encadrement (2.4), on obtient avec une probabilité
t ]

supérieure a3 1 - 2 exp(-y n(1<x)/4)
*
0@ - s, oo v TR
§'(0) +Cp 8 ;E;:’[Cnvn]f n
*
s Ve o 8y ’e“”[cn“n]
) - 8 IEIZ’[CnVnJ

On rappelle que §'(o) = 1 ; il vient alors : il existe des constantes

C3 et C4 , telles que pour tout Y € ]O, 1/2[

a'+(@-1)/2

(2.5) P(I@;(a) - Y] = Cyvy +C, 6n)

< 6 expl= v na'/Z) + 2 expl- v n(1-a)/4)

ce qui implique :

a'+(o~1)/2

n * CA Gn) <

DZ] P(‘ﬁ&(a) -y > C3 v

Du lemme de Borel - Cantelli, on déduit que si les conditions :

n‘la v g n”z—E § , limé =0 , Llim v_a6-1 = 0 sont vérifiées,
n n n n n
n—) 00 n—)co

lim ]&;(a) -y'(a)] =0 p.s.

n+-o
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Choix des suites c¢_ , §_ , v
n n n

' . -
Pour minimiser C, v* (1/2)+(o/2) +¢, 8 =c, v 1/2 c 1/2 +C, § , on
3 'n 4 “n 3 n 4 "n
est amené a minimiser Gn .
‘n 1/6+2/3
Rappelons que les conditions lim = 0, et 5n n P
n n
doivent etre vérifiées.
a' . S e ..
Choisissons : 6§ =c¢_ v , 1l reste a minimiser :
n n n
- - 1 ot
C c1/2v1/2+a +C, v. c .
3 'n n 4 'n n
On prendra c¢_ = v-1/3 , et v = n3/8 .
n n n
- ' -
Le choix v_ = n3/8 , 6 =n 1/8+x , € =n 178 conduit 3 :
n n n
-~ _ '
Va' >0, [0 - v@] =@ B b

Remarque : Il est possible de définir d'autres estimateurs

convergents de {'(a). En s'inspirant de l'annexe 2, on aurait pu prendre

[Cn \)n l

~ 1/2
o *2
0 (@) = ( L 1,001 ) (

e, )
n'n %0 1/2

¥ | AX i
351 a(a,an) j

Les conditions de convergence presque sires sont les mémes.

3 - CONVERGENCE PRESQUE SURE DE @“a) SUR UN COMPACT.-

Soit K wun intervalle compact de 1R, on pourra sans restreindre

la généralité supposer K de centre 0 .



- 116 -

Une suite (6n) de réels étant donnée, on considére les points
2 k Gn , k=0,+1, +2,,,. appartenant 4 K et on définit ﬁ;

dans 1'intervalle ](2k-1) 8, » (2k+1) Gn] par
G Veel@-1 s, @) 8] 160 = LK s)

ﬂA(Zk Gn) étant défini par (2.2) on peut alors établir :

Théordme 5.~ Sous les hypothéses (Hi) a (Hé), si les conditions

sulvantes sont vérifiées :

i) Joe]o, 1I[ c =v*

n n
cn
i) limg®=0, limb_=0
me n o
iii) il existe £ > O at/é £v g6 nl/2e

alors 1lim sup ]@'(x) -y'"(x)] =0 p.s.
- xK

Et pour tout € > O , on peut choisir e, s Gn > Vo telles que :

sup I&;(x) - (x) = o(n_1/8+€) p.s

xekK

Remarque : Les mémes résultats sont valables, si 1'on définissait

Y' en lui imposant d'8tre linéaire entre Y'(2k8 ) et ' (2(k+1)8.).
n n n n

Démonstnation du théonéme 5.

La méthode est analogue a celle du théoreme 4.

i) Nombre de retours qu voisinage des points de K .

Le lemme 3 se modifie de la maniére suivante :

On définit
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E' = {max a (2k 8, 8 ) g n}
o keIN Yn n o
2k _eK
n

M {av 2k Sn , Sn) < n}

kelN n
2k§_ekK
n
«©
et E'= s (M E'
n=1 k>n

et on établit :

P(Et'l)_ < P(iEf (Nn(q)(chSn} -ms w(zmsn) + mKsn)) > vn)

Une propriété de continuité des Nn(a—én , a+6n) établie au

chapitre I , prop. I peut &tre utilisée : pour tout € > 0 ,

6—1/2 n~1/4-a

lim sup n

|N_(a,a+8 ) - N_(a+k$ , a+(k+1)8 )| = 0 p.s.
n-+w O<h<kn n n o n n

On établit de méme :

6*1/2 n~1/4—€

lim sup 6 [Nn(u(zmn)—chsn s W28 D*my 8 ) -
n>o  kelN
kdneK

- | =
N ( mK6 , mK6 ) 0 p.s.
et d'aprés le théoréme I.5 :

Nn(—mKsn s mKan)

lim — = © p.s,
n*»» m_ & n”2 &
K n
donc V@ >0,
-1 /D4 ” ) ” ,
lim § n inf N 2k8 )-m 8 ¥ (2k§ )+m, 8 ) = + p.s.
e D KeIN n n K'n n K'n

ké§ €K
n
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ce qui entraine P(E") = 1

ii) Majoration de Yl (x) - 9" ()| .

si xe [(2k-1) §_, (2k+1) & ]
}@;(x) - (x| < l@r'l(zkan) - &'(Zkén)l + |1D'(2k6n) - 9 (x|
< |8 Qaks ) - ¥t (ks )|+ Cy 5

On peut supposer comme dans le théoréme 1, 1'événement E'

réalisé et on obtient pour n assez grand :

ve+(1—a)/2

(3.2) P(sup [@é(x) - ()| 3 Cy vy

+ (Ca + CK) Gn) <
xeK

K| 5;1 [6 exp(- v ne/Z) + 2 exp{- v n(1_a)/4)]

ot |K| désigne le diamdtre du compact K , les constantes 03 R C4 y Y

ayant été définies en 12.5).

Les conditions (i) (ii) (iii) du théoréme 4 et le lemme de
Borel - Cantelli assurent la convergence presque sire de
sup [@A(x) - §'(x)] vers 0O .
xeK
3/8 v—l/B

Choisissant : v_=n , C_ = , &
n n n n

- n-(1/8)+e

I

. . . o 1
on obtient : il existe des constantes C5 , C6 positives et Y € ]0 s ~[

telles que :

P(sup i;;(x) - (x| = Cq n'(1/8)+5) < C6 n1/8 exp(- v n®

xeK

/2)
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et donc pour tout ¢ > 0O ,

swp [91G0 - 9" G| = ot /8

xeK

) p.s.

Remargue : On peut étendre le résultat 3 un ensemble compact

n

du compact Kn .

Les conditions suivantes doivent &tre remplies :
§ <1 pour la validité de la proposition 1
et les nombres m_ et M définis par
Wy e K 0<m_ g ¢'(y) g™
doivent varier assez lentement pour que
‘n
lim C .M s =0 et lim =0 .

K n n
oo n n>w m §

Par ailleurs, on peut déduire d'un estimateur de la dérivée

teur de la fonction wn , en posant pour X 2 O

G (0 = 5 (k) &
n oskstlé? n

Utilisant 1l'inégalité :

sup ]&n(x) - $(x)| s |K| sup I@é(x) - yU(x)| + My §
xeK xeK n

on déduit le :

K, si [Knl ne croit pas trop rapidement, lKn! désignant le diamétre

du chapitre I

-~

wé , un estima-
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Théoneme 6.- Sous les hypothéses (H'1) a (H'6), on peut

choisir les suites cy o 6n >V, telles que :

Yes>o, sup @n(x) -G | = o™ (1/B¥Ey g

xeK

Remargue : Si 1'on souhaite un estimateur de , l'estimateur

obtenu dans la partie A converge plus rapidement.



- 121 -

C - ELEMENTS DE COMPARAISON ENTRE ESTIMATEURS.

1 - Dans la partie A , on a supposé l'existence d'une fonction
telle que le processus (ﬂ(xt), t € IN) soit un ARIMA d'ordre 1 , et
vérifiant (o) = o, ¢(1) =1 . S8i 1'on fait 1'hypothése plus forte
(Q(Xt), t ¢ IN) est une marche aléatoire, c'est-a-dire, si 1'on suppose
que les accroissements (&(Xt) - &(Xt_1), t e Dﬁ) forment une suite de
variables aléatoires indépendantes de méme loi, on peut améliorer les
résultats du théoréme 1 et montrer que $n converge vers ; non seulement

en probabilité, mais aussi presque slirement. De maniére plus précise, en

utilisant la propositicn I.1 et son corollaire, on obtient :

%
Si les variables (w(Xt) - ¢(Xt_1), t e N ) vérifient les

hypothéses (1.1) & (1.4) du chapitre I , pour tout compact K , pour tout

e >0,
(X)
sup Er(l_x(%’ai - lﬁ'(a)i I CEALAL A T
aek Nn (o0,1) :

2 - Dans la partie R , on a supposé l'existence d'une fonction

*
de classe C' telle que la suite des accroissements (¢(Xt) -¢(X_ ), t e IN)

t-1
soit une suite de variables indépendantes et vérifiant ¢'(o) = 1. On a

proposé comme estimateur de '

Cet estimateur est basé sur la fonction de répartition empirique. Si nous

medifions 1'hypothése, en supposant que la suite des accroissements
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(ﬁ(Xt) - ﬁ(Xt_1)) est un processus ARMA, ou encore que (ﬂ(Xt), t ¢ IN)
est un processus ARIMA d'ordre 1, on ne peut plus établir la convergence
de $; vers ' , ou plus exactement la démonstration du théoréme 4 cesse

d'étre valable.
On note comme en B.2. (déf. (2.1)) , (aj , ] € N} 1la suite

des temps d'arrét définie par

oy = aj(a,s) =inf {t e N : t> aj , Xt € La—é, a+6]}

-1

Et on suppose que

Zt = w(xt) est un processus ARIMA d'ordre 1. Pour simplifier

1'écriture, posons n = yi(a=6) , n' = ¥{a+8). L'ensemble {AZQ € [‘Y,Y]}

J
est une réunion d'ensembles
{2z e v, v)Y =
J
U # (kgp-1:z e [n, n']}=j-1}
pelN
Cofzoe [y Y0 {2z e [- v, v
P p
Les variables Z et pZ, =2 - Z ne sont pas indépendantes et 1'on

k k k+1 k
n'aura pas en général : E(AZO ) = E(AZ1).

L'exemple suivant peut &tre éclairant :
Supposons que Zt soit un processus ARIMA (1,1,0) vérifiant :

Z =0 , AM_=pri_ ,  +e , ou p e j0O,1]

et qu'en cutre les variables e soient normales, centrées, réduites et
q € s »

indépendantes et considérons la suite de temps d'arret (Bj) définie par :
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1,Zt>,d}

™
]

inf {t ¢ IN : t>BJ._

(]

Z g d

+ o sl Ve > 6j—1 . N

ot d est un réel strictement positif. On vérifie aisément que

P(B1 < ®) =1 et on obtient :

E(AZ ) =

1

(z -z) 1 e
p+1 p {Z1<d,...,zp'1<d,zp,d

i
t
&

Tl
N

z ) . f

o+t T Ept l{ZT<d,...,Z Fol

<d,zpad} p

o
Ue~18 N~ 8

jav]

p-1

ou Fp désigne la tribu engendrée par {et st € pl.

or E Az | F | = oAz

=0z -2 ),
e Tp p-1 = P

p—1

donc :

ExZ, =pE ) (Zp - Zp_1) E{Ztud,...,Z _

. 1<d,Zp>,d} ’

Les variables aléatoires qui figurent dans le second membre sont toutes

strictement positives, donc E(,.Z.ZB Y 0 et
1

E(AZB1) 4 E Az, =0 .

De plus un majorant de la différence E AZG - E AZIﬂ
3

ne semble pas

facile a obtenir.

D'autre part, si les variables AZk vérifient des conditions de
mélangeance classique, rappelées dans 1'annexe I , les conditions de
mélangeance concernant les AZa sont beaucoup plus délicates a obtenir.

k
Enfin, on peut conjecturer que :
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n
si lim v_ = » alors — X 1r_ (AZ ) converge p.s. vers
> n n j=<| [: YaY:I a’j

F(y) = F(-y) ou F est la fonction de répartition de AZ, , mais on n'a

1
pas obtenu de majoration presque siire de la différence.

~

3 - Dans la partie B , l'estimateur ﬁ; de la dérivée est basé sur
la fonction de répartition empirique. Nous avons établi que la convergence
presque siire de @; vers ' était uniforme sur tout compact de TR . Il
est possible d'établir la convergence sur des ensembles D%1 , A&] possé-
dant la propriété suivante : tout intervalle de [An , Aé] de longueur
supérieure & Gn contient plus de vy points de l'ensemble {Xt , 1 5t gl
Par contre, un estimateur basé sur le temps d'occupation ne peut converger

sur un ensemble Kn dont le diamétre croit trop rapidement avec n.

4 - La comparaison entre la méthode d'estimation de 1 proposée ici

et les méthodes paramétriques reste & mener. On peut faire 1'hypothése

"

que  appartient & une classe de fonctions indexées par un paramétre

m

4 valeurs dans IR'. G. BOX et D. COX ([2]) propose par exemple, la classe

des fonctions

N log(x + Az) , A, =0



[1]

[2]

3]

[4]

(5]

6]
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CHAPITRE IV

PROCESSUS ARIMA FRACTIONNAIRES.

1 - INTRODUCTION.

Dans l1'étude des processus non stationnaires, 1'idée la plus
fréquente est de supposer 1'existence d'un entier d , tel que le processus
différencié d fois soit stationnaire. Cette modélisation a 1'inconvénient
de n'introduire que des différenciations entiéres, ce qui peut faire appa-
raitre des phénoménes de sur - ou de sous différenciation. L'idée de
supprimer la discontinuité sur les ordres de différenciation en introduisant
des exposants fractionnaires est due a Mandelbrot U9J et Mandelbrot et
Van Ness [21] dans le cas de processus a temps continu. Dans le cas de
processus a temps discret, on peut citer en autres les travaux de Granger
[12], Granger-Joyeux [i3], Hosking [14], Geweke et Porter Hudak |9 !
Gongcalves {11| sur les processus ARIMA fractionnaires, encore appelés

processus a mémoire longue. De facon plus précise, on dit qu'un processus

(Xn)neni est un ARIMA fractionnaire (p,d,q) s'il vérifie la relation :

(I—B)d »(B) X = ©(B) e, n:o0 ,

[

ol (ek)kgH1 est un bruit blanc de variance ¢~ ,

B est 1'opérateur retard : B X = Xpq s

d un nombre réel non nécessairement entier, d - 1/2 ¢ Z ,
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¢ et 0O sont deux polyndmes de degré respectif p et q .

On fait 1'hypothése classique que ¢(o0) = 0(o) = 1, les racines de ¢
et © sont de module strictement supérieur 3 1 et que ¢ et O n'ont

pas de racine commune.

L'opérateur (I--B)d est défini par son développement binSmial :

a-p= 1 ¢ enfs
k=0
croap s A 2 D@D I,

Les propriétés ergodiques de ces processus fractionnaires ont
été étudides dans le cas de processus stationnaires, correspondant a

d < 1/2 , en particulier par Rosenblatt [22| Fox et Taqqu [7,8].

Le cas des processus non stationnaires n'a pas fait 1'objet de
travaux aussi systématiques, Dans ce chapitre nous étudierons le comportement
asymptotique du processus obtenu aprés changement de 1'échelle des temps

et réduction. Plus précisément, on établit que le processus transformé :

- T .
En(t) = (W X[nt] , te [0,1])

converge en 1ol vers un processus
¢ d-1 .
([ (t-s) dw(s) , t e [b,1j)
[0}

ot W est un processus de Wiener.

Dans la section 2, on étudie des processus qui admettent une
décomposition moyenne mobile :

[nt1—1 ~

1 k -
(rj = kzo (e - E) fuep 0 L€ [o,1)
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dont les coefficients varient en fonction du temps, et on établit que, si
la fonction f est suffisamment réguliére, ce processus converge en loi

vers le processus

t
(J £(t~-s) dwW(s) , t e [0,1])
[o]

Cette étude utilise des méthodes indépendantes de celles de DAVYDOV [5J,
ce qui permet d'affaiblir de manidre importante les conditions sur les
moments des variables € -
Y. KASAHARA et M. MAEJIMA [16a] étudient également la convergence en loi

de ces processus, en supposant que les variables €, sont dans le domaine
d'attraction d'un processus de Levy stable. La condition imposée & f (8tre

bornée), trés restrictive a pu 8tre levée dans le dernier article r16b]

paru au moment de la soutenance.

Dans la section 3, on choisit tout d'abord les conditions initiales

e, =0, Y £ 0 ; on écrit alors 1a décomposition moyenne mobile du
processus ARIMA fractionnaire. Une étude du .omportement asymptotique
des coefficients moyenne mobile est faite, elle permet d'utiliser les

résultats de la section 2, pour établir la convergence en loi du processus

normalisé.

Dans la section 4, le choix des conditions initiales dans la

définition d'un processus ARIMA est discuté.

Enfin dans la section 5, une application a la covariance empirique

d'un processus ARIMA est proposée.
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2 - UNE APPLICATION DU THEOREME DE KOMLOS-MAJOR-TUSNADY

A LA LOI LIMITE D'UN PROCESSUS LINEAIRE.

L'un des premiers résultats sur la loi limite des sommes partielles

d'un processus est celui de DONSKER [6 .

Soit €4 s €5 seres € 5e.. uME suite de variables aléatoires indé-

pendantes de méme loi, définies sur 1'espace probabilisé (Q,A,P) , de moyenne

nulle, de variance E sf = 02
On note les sommes partielles Sk =g + €, + ...+ € et on
définit pour tout n, le processus Xn(t) S s\nt1 , on montre que
o vn :
la suite des processus (Xn)neIN converge en loi dans []0,1} vers un

processus (W(t) , t e [0,1]) du mouvement brownien.

Si on suppose les variables (sj) pondérées, les coefficients
variant en fonction du temps, le probléme peut se formuler de la maniére

suivante.

Soit f wune fonction définie sur [0,1] , quelle est la loi

limite du processus
[nt]

(— o=, te o)
o /n k=1 n

Des hypothéses de régularité sur f sont nécessaires. Supposons
tout d'abord que f soit continue sur [0,1], et admette une dérivée

continue sur 10,17.
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La somme

peut se transformer :

k
Y (t) = — k§1 £(e -2 (s, - 5,.)
[ne] s S nt]
= 7 [EGe - - pe-EL CE L o) ——
k=1 b n g v IR+
[nt] /n
= JO £f'(t-s) Xn(s) ds + £(o) Xn(t)
‘ e .
Or 1'application : (J(t), t € [0,1') = (J £ (t-s)¥(s) ds, te [0,17)
)

est une application continue de D[0,1] dans lui-méme.

Utilisant le théoréme de P. BILLINGSLEY (1968) sur 1'image par
une application continue d'une suite de processus convergeant en loi, on

déduit que :

(Yn(t) , t € [0,1]) converge en loi dans D|0,1] wvers

t
(J £'(t-s) W(s) ds + £(o) W(t) , t e }0,1]) ou encore, en intégrant
o

par parties la derniére expression, :

[nt] X o ,
E £t - =) € » tF LO,1J) converge en loi dans ULO,1J
o vn k=1 n

1

(¢

(t )
vers 1l'intégrale stochastique (J f(t-s) dW(s), t ¢ [b,1J).
o
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On souhaite étendre ce théordme au cas ot f vérifie 1'hypotheése :

£ est de classe C' sur Jo,1] et il existe a € |O, %[ tel que

lim t1+a

t>0

£'(t) =0 .

L'hypoth2se faite sur f assure la convergence de 1'intégrale

t
[ f(t-s) dW(s).
(s}

Mais ne supposant plus 1'intégrabilité de f' sur DD,1], on
ne peut plus utiliser le théorime de P. BILLINGSLEY. Une méthode de démons-
tration possible consiste & établir la convergence des lois de dimension
finie et & vérifier une condition d'équitension de la suite des processus
(voir AKONOM-GOURIEROUX (1988) pour une telle approche). Nous proposons
ici une autre approche, qui utilise le procédé de construction de

KOMLOS~MAJOR-TUSNADY (1975).

2.1. - Enoncé du théoréme.
Théoneme 1.-  Soit €, une variable aléatoire de moyenne nulle
. 2
E g = 0 , de variance E e, = 02 . On suppose qu'elle admet umn moment

d'ordre p strictement supérieur a 2.
P

Soit f wune fonction de classe C1 sur |0,1] satisfaisant

les conditions suivantes :

i} il existe un réel strictement positif & tel que 1'application :

t — £'(t) soit monotone sur [0,8] ,

ii) sup (£ () - £'4s)] = o™ ") avec v > 0 ,
Sgs<tgl
t-sigl/n
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[ tel que 1lim 1o £'(t) =0 .

i
P _ £50
Alors on peut construire un espace §, un processus du mouvement

iii) il existe « € |O,

B =

brownien (W(t), t e DR+) et une suite de variables aléatoires indépen-

dantes €1 5 By seen de méme loi que €5 tels que : pour tout ne IN,

[nt]—1

k
P( sup | T ofe- D e
te[0,1] o /@ k=0 n’ ke
1 nt s ™y
- — I £(t- 2) dw(s)| = c,mn )
Yo ‘o ©
-V
2
< C2 n .

ou C, , 02 sV

1 v sont des constantes positives ne dépendant que

1772

de la loi de e .
o

. . 1
En particulier, remarquant que (— W(nt), t e IR) est un
v
processus du mouvement brownien, on en déduit la convergence en loi des

sommes de Riemann vers 1'intégrale stochastique correspondante.

Conollaire.- Sous les hypotheéses du théoréme 2, le processus

[nt}—1

( ! E f(e - E) Cesp 0 E € |0,1]) converge en loi dans DEO,1{
¢ va k=0 °
t
vers (j £(t-s) dW(s) , t € |0,1]).
]

2.2. - Le théoreme de Komlos-Major-Tusnady.

La démonstration du théoréme 1 utilise de maniére essentielle le
procédé de comstruction de Komlos-Major-Tusnady [1([ . Nous rappelons leurs

résultats.
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Théonime 2 (Komlos - Major - Tusnady, 1976, th. 4).

Soit e, une variable aléatoire, de moyenne nulle, de variance

Soit H wune fonction telle que :
i) Hx) >0 si x>0 ;

ii) H est continue, monotone croissante sur [o,[ ;

iii) Js >0, .E%%% est monotone croissante pour X > X
X
. lo . .
iv) log HGx) est monotone décroissamte pour X > X_ ;

X

v) E H(|50|) < e,

Alors on peut construire un espace et sur cet espace,un processus
du mouvement browniem (W(t) , t 2 0) et une suite de variables aléatoires
indépendantes (31 s €y senes en) de méme loi que € possédant la propri-

été

I1 existe des constantes strictement positives C1 s C2 , a

ne dépendant que de la loi de €y telles que : pour tout n , pour tout

X, H—1(n) <x<C Vnlogn ,

Sy
P( sup | = - Wx)| > x) ¢ ¢, ;
0<kg<n ! H(ax)

Choisissant H(x) = x' , avec p > 3, on peut énoncer le

corollaire suivant
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Corollaine.- Soit e, une variable aléatoire telle que

Ee =0 , E ei =¢ , E |eg\ <o pour un p > 3 .

Alors on peut construire un processus du mouvement brownien
W(t), t 2 0) et une suite de variables aléatoires indépendantes

20 &) ,e..) de méme loi que €, » tels que :

L

tof =
| -

pour tout Y € ]O,

S
P(sup = - W) > Ry O

0gksgn npy

Ce corollaire peut &tre étendu au cas de variables possédant des moments

d'ordre p > 2 , en utilisant un résultat établi par Major (1976, th. 2).

2. 3. - Résultats relatifs au module de continuité du mouvement brownien.

Nous utiliserons également des résultats concernant le module de

continuité du mouvement brownien.
On définit ce module mw(G) par :

(2.1) ww(S) = sup sup |W(s+h) - W(s)| .
Ogsg1-6 Oghsgé

ww(é) vérifie 1'indgalité de G.R. SHORACK, J.A. WELLNER (1986 , p. 536):

Soit 6§ € ]O,1[, alors

2
64 exp (- (1-¢)” A

2.2) Wa>0 Veeloa[ Pl @) > WO s —
278X 2

On a donc, pour tout B > 0 :
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1

(2.3) P(mwcﬁ) 2 5 exp (

1-8 2 28
n—1/2+8) < 64 n _ (1-62 0y
: £

Il est aussi intéressant de donner des résultats plus précis sur le module

de continuité de W.

Lemme 7.~ Pour tout e > 0 , il existe une constante C(g)

telle que :

@4 Vselo, L[ W > V2 (1+20)

3
P( sup lw(e) - wis)| S ¢ S8 exp(-L‘.:;_L 2 1og
Ogs<tg? V(t-s) log(1/(t-s)) : SXx
|s-t]¢8
Démonstration du fLemme.
Soit § wun réel strictement supérieur a |1 (que 1'on choisira

ultérieurement arbitrairement proche de 1). Définissons la probabilité :

P(5,0) = P(  sup sup W(e) - W) TR
se[0,1-6| tes,s+s[ ((t-s) log(1/(t-s)))
et introduisons la famille d'intervalles :
1k=[s+e‘(k”)s,s+e'k5] , ke .
On a
P(&,0) = P(Qi { sup sup lu(e) - wis)l 77 A,

k=0 56[0,1-6] tel [(t-s) log(1/(t-s))]

k
Comme la fonction u ~ u log 1/u est croissante sur [0,1/e], on en

déduit :
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L)

P(§,)) s ) P( sup sup [W(t) - W(s)|
¢ k=0 se[0,1-6] tel,
_— (e-(k+1) S 1og(ek+1 6—1))1/2)

(k+1)

P(§,2) 5 E P(w CH 6) Y CE S 1og(ek+1 6"))1/2)

k=0

Utilisant la majoration (2.2), avec 6755 pour § et

6_1/2 [1og (6k+1 6_1)]1/2 pour A , on obtient 1'inégalité :
k = 82, _
P(§,A) < —% 2 0 k+$ 7z ew (- Q2807 52 068 571y
k=0 8% (log & s ) 28
o () (1=(1-6)%2% /26) .
64 ] (1= E) 2 =1
§ = ) 177 expL A° log & | .
© e76x k=0 VO ((k+1) log 9 + log § ') i
Choisissant € = 1 + ¢ , on a pour A > v2 (§+2¢) :
c(e) (1-)? 2 (e) (-0 2 . 1]
£ £ i € UiV L
P(§,2) g 5 exp (- ICED) 1" log 6) 5y expL 5 2" log q L |
2. 4. - Démonstrction du théoréme 1.
a) Majorations de f et f'.
La condition (iii) entraine :
(2.6) il existe A' tel que ¥t e Jo,17 J£'(e)| < A’ t-(1+a) ;

il existe donc aussi une constante A telle que : ‘
V% € ]o,1] |f(t)| 5 A t " . Comme o < 1/2 , on en déduit que

} £ (£) dt < » , ce qui assure 1'existence de 1'intdgrale stochastique
o

t
J f(t-s) dw(s) .
[}
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b) Définition des sommes de Riemann.

On construit suivant la méthode de Komlos, Major, Tusnady, la

suite de variables aléatoires indépendantes € s Ep seees B 5e.. et

on pose :

Sk = + €, + ...t €
La suite (Sk) vérifie : pour tout y e |O , % - %[ s
Sk 1/p+y C
P( sup 1?7 -W{K)| 2 n ) s —
ogkgn : an
On introduit alors les sommes de Riemann :
[nt]—I
-1 _k
In(t) =3 kZO f(t H) €
[nt]—1
I =] £ -5 waen - wa)
n n
k=0
c) Majoration de sup \In(t) - Jn(t)|

te[O,1J
i) 8i 0 <t < % s In(t) = Jn(t) =0, il suffira donc de

. 1
majorer }In(t) - Jn(t)] pour ¢t € &E , 1] .

ii) On peut transformer 1'écriture de In(t)

[nt|—1
O =5 T =D [ -8 - S - S,p)]
k=0
{nt]-1
-1 e D - Ee - Shy s - s

1
+ . £(E) S“ntj .
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f étant de classe C1 , il existe une suite 9, , 82 seeey B__. d'éléments

de JO,?[ tels que : -

k-6
(e -5 -ee-Eh - e -5
et
[nt}ﬂ k - 8
e =-2C T Lee-——5 6 -s) e e sy

k=1

On peut écrire la méme transformation pour Jn(t) , ce qui conduit a :

[nt]—1 k -8
3,(0) = £ w([nt]) - L Iore-— 5 ti(fnt]) - wa)
et
, Slat
lIn(t) - Jn(t)l s [£Ce)] | - w[nt_lt
[nt<[—1 _ S
. Z ‘f'(t-k ek)i [W(lntj) - Lnt]—w +ilf‘
Y | ntj k) el

k=1

Utilisant la majoration de f et de f' , nous en déduisons que :

nt] -1 k=6, —1=a
;:In(t) - Jn(t)l c @t ¥+2 An'- Yoot - %% ) max ]w(k) - =
=1 " Osksn
Donc
1 n —_1 Sv‘
sop I () g (O] s@ana®r2 A (g) 170y pax W@ - .y
teft/n,1] h=1 Osksn
~ Sk
sup  |I_(t) - Jn(t)| £ A" . o max  |W(k) - ?r| s
te[t/n,1] T Osksn

oa A" est une constante ne dépendant que du comportement de f.

On déduit donc du corollaire du théoréme 2 que :
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2.7) P{ sup \In(t) - Jn(t)! > A" nd+(1/p)+Y) ¢ %

te[1/n,1] aPY

d) Ecart entre la somme de Riemann et 1'intégrale stochastique.

nt
Posons G _(t) = £(t) W(nt) - l[ £'(t - 2) W(nt) - W(s)) ds .
n o), n

1
Dans le cas ol t e [H , 1] , nhous avons :

|Gn(t) - Jn(t)|‘ < D1(t) + D, (8) + D3(t) ,

avec
D, (1) = l£¢e)] |wnt) - w(nat])] ,
[ot] -1 K

1 - s
D,(t) ==| ] [£'(t - 2) (W(nt) - W(s))
2 L VR n

k-6 ,
- £t - —) W([nt]) - w(k))| ds

1 nt . s
D3(t) = — l[ £ (t - 2) (W(ar) - Wis)) ds|

n [nt]-1 n
On notera M la variable aléatecire sup  |W(s) - W(k)|

k gsgk+1

Pour tout réel positif e, on a alors la majoration suivante :

P( max M >n)SnP(M1>n€)

2
sn\/?)

L0
|3
n

2
eu/zdu

! 2¢

;2 1-c o1
5o exp(- —2—) .

Sy



On a également :

| W) | >
,n—1

P( max

k=0,1,...

1) Majoration de D1(t).

On a :

majoration de la fonction f :

sup D1(t)
ta[j/n,1J
et
P{ sup D1(t) > An
te[1/n,1]
i1) Majoration de Dz(t).
[nt]—1
Dz(t) < 1 2 sup L' (t
" k=1 k-1gsgk
- f'(t
[nt]-1
< % ) sup  J£'(t
k=1 k-1gsgk
[nt]-1
. ) sup |f'(t
" k=1 k-1gssk

On peut donc écrire :

n1/2+€)

D, (t) < |E()]

[¢
£An
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A

<

A

max

(1/2)+E)

P( sup |W(s)| »n

ogssgn
P(M1 >n®)

[2 -
s

2e

n
\ exp~ =)

Mk , donc, en utilisant la

ogksn-1

g) (W(nt) - W(s))

k - ek

n

) (WCint]) - W(K))!

2) ((nr) - W(s) - W(ine)) + W)}

2 -t
n

k - Bk

(e - Y w(nel) - wk)|
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Dz(t).s D4(t) + Ds(t) + D6(t) , ot :
[nt]—1
Dh(t) -2 sup |E'(t - i)! max M. ,
T k=1 k-1gssk T ogjgn-1 3
1 [nt]-1 k-8
D (t) = sup  [E'(e -2 - £'(t - )
k=[nt]-[n8]+1 k-1sssk
lw(nt]) - Wl ,
1 [nt]gfnﬂ . k-0,
D (t) = — : sup PE'(r - =) - £' (e - Y |
6 T k=1 k-1sssk b n
W([ntj) - W(k)|
On adopte pour t € [1/11,6_1 la convention Dﬁ(t) =0 et
Ent]ﬂ
1
DS(t) Y 2

k=1

Majorons alors chacun de ces termes.

, [nt}X-1 . -1-a
«D, (t)g = A' (e -2) max M.
A n ogjsn-1 3
g -1-a o
sup Dh(t) <28 () h ) n max M,
te[1/n,1] : h=1 ogjgn—1
< A" 0¥ max M,
ogjsn-1 7

.
E:ntJ -1

1
n I

D (t) ¢ . .
k= Lntj— [An6_§+1

En utilisant la monotonie de

If'(t-E)
143

f' sur _|o,5{

-t - “’T‘n lw([at]) - W]
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_ e

Posons T =T1_ =t , on obtient :

n
[ns]-1
h+1

Ds(t)s-:; EEE: +%)—f'(r +—) . h  max M,
h=1 n ogjgn-1 3

Les quantités f'(t + E) - f' (1t + E%l) sont toutes de méme

signe, et
1 [ns]-1 . n]
DS(t) g — | E 't + =) = ([n8] = 1) £'(x + )| max
n n S -
h=1 ogjsn—i
1, % ., h-1-o ,
sup D5(t) Sy | 7 a (H) -nd £'(8)| max M.
te[1/n,1] h=1 ogjsn-1
A" n% max M,
ogjsn-1 13
On majore enfin D6 par :
[nt] - [n¢]
2 -\ ! !
D, (t) s = A, n o max  [W{i
6 n 8 i
: =1 1§3¢n
sup D,(t) £ 2 A, n ~ max WG
176 8 .
te[1/n,1j 15j<n

On en déduit :

W

P( sup _Dy(6) 32 A" T 42 Ag n{1/2)-v4ey

tef1/n,1]
P( max M. >n%) + P{ max W Gy !> n1(2+e)
ogj sn-1 J 1§isn

N

e 2¢€
2 n exp(- EL—&
Vo P 2

A
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i41) Majoration de D3(t)

1 nt s
D3(t) == J[ ] £' (e - E) (W(nt) - W(s)) ds|
nt|-1
1 nt 5,—1-a
D3(t) £ E»[[ A'(t - E) |Wne) - W(s)| ds
: nt|-1

Le majorant a méme loi que :

t
Y J A'(t-u)’1qu |w(t) - ww| du ,
([nﬂ -1)/n

or d'aprés le lemme 1, pour 0 < ¢ < g’ < %—- a

|wie) = w(w|

(2.5) P(  sup 21) = olexp(= + 0% ') .
o<u<t< | lt-ui”z"E 2
‘t—ulsZ/n
donc
¢ ~1/2-0-
P(  sup _ D3(t) > sup { A'(t-u) %7 du)
te[t/n,1] telt/n,1] ‘(at}F)/n
= o(exp(- %_nZe'))
2/n o 1
P(  sup D3(t) > /o [ A v /270 dv) = ol(exp(- %~n2€ )
te[?/n,11 Jo
P( sup D3(t) >-——~—%él—~—— na+E) = o(exp (- %—nze'))
te[1/n,1} 1/2 - o - ¢

v} On obtient donc : pour tout O < e' < ¢ , il existe des

constantes c' , c¢"

" 2e'!

a+€) g c" exp(- % n

(2.8) P( sup _[G (£) - J ()] 2 ¢" n
te{l/n,1] n

) .
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v) Si te [o,%] . |Gn(t) - Jn(t)| = Gn(t) =

1 nt s

= £(t) Wint) - E-j £'(t - H) W(nt) - W(s)) ds

o
G(t) a méme loi que

t

Vo (£(t) W(t) - J £1 (e - u) (W(t) - w(u)) du)
o

et peut se majorer de la méme manidre que D3(t) :

1 nZE'))

-1/2+¢ o+eE
ey ;o

p( swp |6(t)| 3 /n (f(%) i n®*€) = o(exp(-

ostgl/n

™|

soit

1 2¢!

2®®) 5 10°%))

(2.8'Y P( sup |G(r)] z ¢™ = o(exp(-

ostgl/n

e) La démonstration s'achéve en utilisant 1'égalité :

l'nt s
) f(t - ;) dW(s) =

nt
£(t) Wlnt) - % J f'(t - %) (W(nt) - W(s)) ds
o

et les majorations (2.7), (2.8), (2.8"). W

3 - PROCESSUS ARIMA FRACTIONNAIRES.

3. 1. - Définition et propriétés élémentaires.

Les processus ARIMA fractionnaires ont été définis dans 1'intro-

duction. Dans le cas de processus fractionnaires stationnaires, c'est-a-dire
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lorsque d < 1/2 , nous rappelons des résultats classiques, en particulier,

ceux concernant la représentation moyenne mobile.

Lorsque d > 1/2 , nous montrons qu'il est possible de construire
’ q P

un processus (Xn , n e IN) vérifiant la relation :
(I-B)d ¢$(B) X = 0(B) e n o0
n n ’ 7l

en utilisant le fait qu'il existe un entier h , égal a la partie entiére
de d - 1/2 , tel que les différences d'ordre h de Xn forment un

processus ARIMA fractionnaire stationnaire.

On établit que ces processus admettent une représentation moyenne
mobile dont les coefficients dépendent du temps. Une étude précise de ces

coefficients permet d'obtenir la loi limite du processus normalisé
1 N
F77 Xne] > &€ 101D
J.R. HOSKING (1981) établit le théoréme suivant concernant le processus

ARIMA (o0,d,0) défini par

(3.1) - x_ = e .

Théonéme 3 (Hoshing, 1981, th. 1)
Soit (Xn , n e IN) un processus ARIMA (o,d,o0)
i) si d <

, 11 existe un processus (Xn) stationnaire satis-—

YRS

faisant (3.1). Ce processus admet la représentation moyenne mobile

infinie :
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(3.2) X = ‘z LI
j=o
N _ _d{d+t) ... (d+k-1)
ou ’ITcJ =1 N ﬂk = k! 3
kd-l
Ve oen s
et T v T@ lorsque k tend vers l'infini.

ii) Si de plus d > - 1/2 , le processus (Xn , ne€ IN) est inversible.

iii) Lorsque - 1/2 <d < 1/2 , la covariance est donnée par

K
- 2 (=D*rg-2a)
SEX XNk T % Te-Dra-k-d) °

(3.3) Yk

et la corrélation par :

Yk U d(d+1) ... (d+k-1) _
pk'ﬂ’ -4 (-4 ... (k=) °’ k=1,2,...

d r{(i-d) ,2d-1

En particulier L et ok ~ BN k lorsque k + = ,

J.R. HOSKING a étendu ce résultat au cas des ARIMA fractionnaires.

Théonme 3% (Hosking, 1981, th. 2)

Considérons 1l'équation aux différences :
(-8 4(8) X_= o(B) e
n n

i) Si d <1/2 et si les racines de ¢ sont hors du cercle unité,

il existe un processus (Xn) stationnaire satisfaisant 1'équation.

ii) 8i de plus, d <~ 1/2 et si les racines de © sont de module

strictement supérieur 8 1 , le processus (Xn) est inversible.
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Dans le cas - 1/2 < d < 1/2 , le processus (Xn , ne IN) est fortement
corrélé ; sa corrélation décroit de maniére hyperbolique O = O(kZd—1)

et non pas exponentiellement, ce qui était le cas des modéles ARMA.

On souhaite étendre la définition du processus ARIMA fraction-—
naire d'ordre d au cas non stationnaire, c'est-a-dire pour d > 1/2 .
On va montrer qu'il est possible d'exprimer un processus d'ordre d
en fonction d'un processus stationnaire d'ordre 8, o § e |- 1/2, 1/2[

et d - § est entier.

On notera Xés) le processus stationnaire solution de :
(8) 8(B)
(3.4) Xn = (I- B) W e!‘l .

Dans la suite, s'il y a un risque d'ambiguité, 1'indice §
sera gardé,

Le processus d'ordre 1 + 8 (compris entre 1/2 et 3/2),

(1+8)
(Xn ) e IN

noté est donné par l'équation :

(3.5) I A 4 I T

(1+8)

et la condition initiale Xo

Nous supposons dans cette étude que la condition initiale
est une constante réelle et en particulier qu'elle est indépen-

dante de 1'évolution du processus Xt , aux instants t négatifs.

On peut l'interpréter de la maniére suivante : 1'observateur

qui commence a étudier le processus a 1l'instant t = 0 , ignore le
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comportement du processus aux instants précédents et fixe arbitrairement
1'origine des espaces.

£1+6)
o

On notera la valeur initiale choisie.

En sommant les relatioms (3.5) pour k = 1,2,..., n , on

obtient :

n
(19 _ v § )

n 0

(3.5") f{1+6) _ (1+8) _ I -8B
n ¢]

ol le processus (I-B)—S

On définit plus généralement le processus A.R.I.M.A. fractionmaire
d'ordre h + 8, ol h est entier, par la donnée d'un processus A.R.I.M.A.
d'ordre h + § - 1 , de 1'équation aux différences :

K(B¥6) _ L (h+8) _  (hs=1)

. et K k=1, 2,..

et de la condition initiale :

X§h+6) - X(h+cS)

fo) *

(h+8) . .
nous supposons X non aléatoire.

Proposition 1.- Soit (Xiﬁ) , n € Z) le processus stationnaire

solution de :

(3.4)
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X(1+6)
o

et s seoes h constantes réelles.

X§2+6) x£h+6)

I1 existe un processus A.R.I.M.A. d'ordre h+§ solution de :

(G+6) _ (3+8) _ (j+6-1)

X, 1 Xy i =1,2,...,h

*
ke IN

(3+8) (j+8) .
XOJ = XOJ pour ] =1,2,...,h
(h+38)

Ce processus (Xn

, n € IN) admet 1'écriture moyenne mobile
a coefficients dépendant du temps :

h-1
Xih+6) -3 ot (h+d-1) _

(3.6) n+r-1 "o

h-1
T-8"¢)] ¢ . amH]
~ reo T -5 8(B)

= . (1I-B) m— en
(1-B)

Prewve :
La démonstration par récurrence est immédiate.
On fait 1'hypothése :
yP

(G+8-1) _ 2 (j=1+8-1)

Xk C

X
k+r-1 "o
r=0

iz2.
1 -85 (7 Crapeq TR0
r—1
. r=o X(6)
(I—B)J_1 k

et
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. . n .
X(J+6) _ X(J+6) . 2 X(J+é—1)
n o k=1 k

i-2 n .
(s ] r (i-1+6-1)
=% Pl L Gy

o r=o0 k=1 °

k 2 r r
I-38 (rzo Chopoq (I-B))

*

k=1 (1-3)37"
d'ol 1'expression (3.6), en utilisant

n
Z r _ ftl kaéé) _ an(é) m

C C et
k=1 k+r-1 n+r n

Intenprétation de £'écniture (3.6)

- - v
Le processus (en , n e Z) étant donné, on notera (en , ne ZZ)

le processus associé, obtenu par mise i zéro, c'est—a-dire

Notons encore d = h+S$, -1/2 <8 <1/2, heIN.
On voit que l'expression formelle :

n bt r r
BY ] C (B
r=o

("

§ 6(B)

(1-B)

n'est fonction que de {en , n £ 0}, elle ne dépend que de 1'histoire du

processus (en), antérieure 2 1l'instant t = 0.

¥(d) fer s
On note : Xn le processus défini par :
4 - v
(3.7) 3O -yt BT,

¢(B) n
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(d)

Le processus Xn est somme de trois termes :

X@ @, @, @
n n n

Y
(Xid) , n e IN) est un processus qui dépend uniquement de 1'évolution

du processus (en) depuis l'instant t = 1. (Xé(d) , neIN) ot

h-1

-8 § ¢, . @B
o @ _ r=o ™71 0B) (o, _ ¥
n (I—B)d (B) " n n

représente 1'influence au temps n , de l'histoire du processus antérieure
au temps O.

(d) _ 7ot L(hrd-r)

' .
Et le terme Tn ntr-1 %o peut s'interpréter

comme une tendance polynBmiale, il dépend uniquement du choix des conditions

initiales. Tid) est un polyndme de degré égal & la partie entiére de

n
d - 1/2. Or on verra dans les sections suivantes que la variance de Xid)
' 2d-1 (d) . P
est de 1'ordre de n , T est donc asymptotiquement négligeable

(d)

devant Xn . (On rappelle que d - 1/2 n'est pas un entier, donc

[d-1/2] <d-1/2).

(ff((d) , 0z 0).
n

Nous étudierons tout d'abord le processus

3.2. - Propriétés des coefficients du développement moyenne

mobile de ?{I(Id)

L'écriture moyenne mobile de

N
Xid) est a priori a coefficients

dépendant du temps. Ces coefficients sont donnés par les n premiers

termes du développement en série entieére de
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8(z
¢(z

~—

(1-2)"9

~]

Comme les racines du polyndme ¢ sont en dehors du disque unité les

coefficients aj de :

oo
A(z) = %%;% Z a z décroissent exponentiellement :
o

il existe des constantes c_ >0 et p e J10,1[ telles que

(3.8) View , J|a.| cc ol
j o
s
Les coefficients du développement de X( ) sont donnés par
o
Z ﬂéd) zk = (1"2)—d A(z)
k=0
= (1 + __r(ic:g.)_zk)“*.za_z:l)
k=1 T'(k+1) T'(d) j=1
d’ou
(d) @ _ ¥ T (j+d)
(3.9) o=, m s ¥ O ——— k= 1,2,
j=o 11+ 1@
et
v
x(d) - ( 2 (d)
n
=1 n
wd) _ "5 (@ _ (d)
(3.10) X5 =1 ne | = 2 LN
k=0 k=1
Le comportement asymptotique des ﬂéd) sera donné par un

corollaire de la proposition suivante :

Proposition 2.- Soit d un nombre réel positif et (ak)

une suite de réels tels gue a = 1 et
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I K

en outre, si d =2 , Eklak|<°°’
k

. . * 3
i) si d=z 2, Vie m | a , et on impose

%
ii) si d<2,Vk(—:]N |a

alors, il existe une constante C(d) telle que :

@ K :
Ve ' [T a;- ) a LU | ¢ oay 18

j= j=0 k-.‘] T(j+])

Conollaine,- Il existe une constante C = C(0,¢,d) telle que

(d)
k

les coefficients du développement moyenne mobile de kfld) (3.10)

vérifient :

@ s &1 d-2
k

*
VkG]N 1T|' -¢(1 m—lka .

C'est une conséquence immédiate de la proposition, en utilisant
le fait que les coefficients O tendent vers O exponentiellement et

les relations :

\T’REIN* : 1T(d) = 2 [(j+d) 6C1) E o

o . ; . = .
% k=j T(j+1) T'(d) e(1) 3o 3

Démonstration de La proposition Z.-

© k .
d-1 T (j+d)
] - 1
(3.11) Ik ; a Z 4y T j+1)1 S AL+ Ay F A,
j=o j=o
ol Ay = 41 Y a.l
j=k+1
k k
d-1 d-1
A, =k Yoa _. - Y oa _. i |
2 i i T e '
k
d-1 .d-1
¢ I lasl b -0
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k .
_ .d-1 _ T(j+d) d-1 _
Ay = 221 B G TT?ITTI +a |k r(d)|
, . -2 I o1
(a) Sous 1'hypothése O ¢ a sk , Yoo la sl ¥°dx = X
‘ j=k+1 3 k
d-2

on a donc dans les cas (i) et (ii) A, < k

(b) A, peut se majorer en utilisant 1'inégalité des accroissements

finis :
G) si dzz2 KT -4 < @1 ep) k472
k
A, s (d-1) ¥ [ak Jo(k=3) 9472
: =]
j=1
k
< @1 Y |j a.] W2
i=t J
(i1) si d<2, j+0 ,
. d- -1, . Ld-
Pl M e
k
_ . | .d-2
et A, g (@-1) jz1 (k-3) Iak_j; i

Nous utiliserons pour majorer A, le lemme suivant :

Lemme 2.~ Soit (ak) une suite de réels tels que a =1

et

* -
Yk e ™ 0 < Ja| 5 & ot §< 0

alors i1 existe une constante C1(6) telle que

(3.12) I 8
]

a
1

Il 1%

. 8
-y 118 C (&) k= .
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En scindant la somme :

k [k/2] k
.8 § 8
_ =l - :
Ij§1 ey 3| Z1 g J=[k;2]+1 ey
(/2]
< la,_.| + la, .1 (H°
N
k=1 k/2
. ) 8-1 cg)a (s [ ) ] 561
j=k-[k/2] j=1

X dx 4 (%)6 (1 +73 j6_1)
1

A

o

< C1 (8) kﬁ . sous la condition & <0 . B

On achéve la majoration de A2 , lorsque d < 2 , en remplacant §

par d-2 et a., par j aj , dans le lemme 2 , on obtient pour d < 2 :

4, < (d-1) €, (d-2) k42

(¢) La majoration de A, repose sur la formule suivante

3

b-a I'(z+a) _ 1+ (a-b) (a+b-1) + OQ%) pour z + @,

T(z+b) 2z

A

(M. Abromovitz et A. Stegun, 1965, formule 6, 1, 47)

on en déduit :

r(j+d) _ .d-1

(d-1)d 1
——— = 1 + ==+ —
T(3+1) J ( 23 O(J))
il existe donc une constante C2 telle que
. * T (3+4d) .d-1 .d-2
VJEIN |W I$C2J .
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On obtient :
Kk
.d-2
Ay s €y ] la gl
j=t
0
i) si dz2 Ay sc, (F la ) 372
- 3 2 320 i

ii) si d <2 , utilisant (3.12)

d-2

A, < C .C1(d—2)k H

3.3. - Loi limite du processus ARIMA fractionnaire normalisé.

Nous avons défini le processus ARIMA fractionmaire d'ordre d

M) _ q_py-d 8(B) Y
(3.7) X = (I-B) ) e

et nous avons imposé = 0 pour les valeurs négatives de n afin que

d 6(B)

v
e
n
1'opérateur (1-8)" ¢E§)

Y]
appliqué au processus (en) ait toujours un
sens.
Lorsque d > 1/2 , c'est-3-dire dans le cas non stationnaire,

"
nous étudierons le comportement asymptotique du processus (Xn) apres

modification de 1'échelle des temps et réduction.

Plus précisément on définit un processus & valeurs dans

D[O,t[ en posant :

1 ;(d)
d-172 [nt]

[nt]-1
1 hy (d)
= —_— bl

(3.13) £ )

= O e 3 —
a-t7z L k [nt]-k
[nt]
o (d)
3172 k; "lnt]-k
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n
Théoneme 4.- Soit (Xn) le processus défini par

1

?in -a-» e e Zn , nz0 ,

[ e si n>0
n
s v !
ol e =
n
1 0 sinon

. . 2 2

et (en) est une suite de v.a.i.i.d. telle que E e = 0, E e = o

ayant un moment d'ordre p strictement supérieur a max(a:%7§ , 2).
Alors le processus
(géd)(t) =ndl—1/2— ?([nt] , te 0,1
converge en loi dans D[b,1] vers le processus

t
GO T f (- aw(s) , e e [0,1D.
(o]

Démonsthation du théonéme.- Le processus Eéd)(t) s'éerit :

[nt]—1

(@ 1 (d)
(3.13) £ (t) = T e .
n d-1/2 kzo k [nt]-k
or on a vu (corollaire de la proposition 2) que les coefficients Wéd)
(1) k97

pouvaient &tre approchés par

$(1) T(d)
11 suffira pour obtenir le résultat de comparer Eid)(t)

et rh(t) ol :
bt]—]

d-1
k
nn(t) =

8(1) o
d-172 “Int]-k

k=o  ¢{1) T(d) n
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(t
puis de comparer nn(t) et ¢€1)6§13) J (t—s)d_1 dW(s)
o

a) Majoration de sup li(d)(t) - nn(t)]
te[p,1] n

On a :

e‘nt] [Ilt]-1 ’lT(d) 1 el‘ntl_k

AU B S 6(1) k9"
L T T

5D - n (0] = |

donc
(d) (d) |
[e™ = n || = suwp (£ - n (t)
! n telo,1] ™ n !
n-1 d-1 e, !
g (1 + [néd) - §£12—5—~—\) max _é:T7§
k=1 ${(1) r{d) 1skgn n

D'aprés le corollaire de la proposition 2, il existe une

constante C telle que

d-1 _ %
Jﬂid) _e8(1) k I ¢ kd 2 , K e IN 1
¢ (1) 1)
donc :
=1 le, |
(d) neh a2 K
He ™ = |l sctt+ ¥ k%% max ———r
! ? =1 1skgn nd 172
Or, pour tout ¢ -~ O ,
Ele [P
P( max ’.E [ N n(1/p)"'€) <n P(EE [ N n1/P+€) < 1
k 1 Pe
1gkgn n

donc
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-2 n(1/p)+s <

(d)
k) — ) g
nd 1/2 7, oPE

n

P(|le

Il ~13

= gl > e+
n k=1

al) si t/2<d<t, Z kd-2 converge et il existe C, tel
k=1

d
que
d) _ 1/p+e=d+1/2 c'
P([|En nnll > Cd n ) e °
n

il suffit de choisir O<e<d-1/2~-1/p,

. (d) P
pour obtenir la convergence ||§n - nnll —— 0 lorsque n » = ,

sous la condition p >

d-1/2
T d-2 a-1
a2) si d»> 1, 2 k = 0(n ) et il existe Cy tel que
k=1
@ _ 1/p+e=1/2, _ C'
P(Hgn nnl' > Gy o ) s oPE

Si on choisit O < ¢ < 1/2 - 1/p , ceci établit la convergence

@ P

R nntJ ——+ 0 , lorsque n » « , sous la condition p > 2 .

b) Convergence en loi de n, vers

( ag 6(1) t (t—s)d—1 dW(S) £ e [O 1‘{)
6 (Hr.(d) o ’ ToL

La fonction t > td—1 est monotone, de classe C1

sur 10,1] et la condition (iii) du thdoréme 1 "il existe

1+a

xe |O, 1 —-lf tel que lim t f'(t) =0 " est vérifide dés
| 2 p .
>0
que p » max(2 , 3:%75)
11 existe donc des constantes positives C1 , C2 s Vs Yy

telles que :
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t v
P( sup Iﬂn(t) 081 { (1:—s)d ! aw(s)| = C, n Y < C, n
te[0,1] (T Yo :

La convergence uniforme dans 0[0,1] implique la convergence pour la topo-

logie de Skorohod (Billingsley, 1968), on en déduit :
t
(n (), te [0,1]) L ("—eﬁ—[ -3 aw(s), t e o,1.
$(1)T(d) ‘o

@ ®,
ey - | 0o .

nnlw

La démonstration s'achéve en utilisant
La condition qui lie le moment d'ordre p des variables (en)
et 1'ordre d du processus ARIMA ne peut &tre affaiblie, comme le montre
la proposition suivante :
Proposilion 3.- Sous la condition 1/2 <d < 1/2 + 1/p , il

. . . . . y . eme . .
existe une suite de variables aléatoires (en) de puissance p intégrable

E([e1jp) < » telle que le processus normalisé
int]—I
(d) 1 d) :
(g7 (t) , t e [0,1]) = =177 Z wé ®lat]-k * F € lo,1])
n k=0

ne converge pas en loi dans D[b,1] vers le processus

¢ -1
Gy [ (t=s)" " dW(s) , t e [0,1])
o] R

On a plus précisément P(lim [{E(d)|l =) = 1
o n

Prewve : L'application de D[0,1] dans IR qui 2

(P(t), t € [0,1]) associe sup [#(t)| est continue.
tefo,1]

Utilisant le théoréme de Billingsley (1968) (Th. 5,1) sur les

fonctionnelles continues, il suffit done pour établir la proposition
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de montrer l'existence d'un nombre e > 0 tel que :

(a) lim P( sup |£éd)(t)1 >n) =1
me  te [0 , 1]
et
t d-1 e
(b) lim P( sup EJ (t-s) awis) > n) =0 .
- te[O,ﬂ o
Soit e, une variable aléatoire symétrique dont la fonction de répartition

1

F vérifie

F(t) = P(e, £ t) =1 - ————— pour t =t
1. P log2 t °
alors E(|e1|p) < o . Prenons e = %-(%-+ % - d} et gardons les
notations du théoréme 4
a) P sup 1E§d)(t)l > %) =
ogtg
" -
P (sup IX(K)|> nd*e 1/2) =
1<ksn
n k-1
P (W {ek 2 nd—‘/2+€ - E ﬂéf% ez} tJ
k=1 £=1
k-1
_ d-1/2+e _ ()
{ek < n 2 Tl eﬂ})

£=1

e, est indépendant de (e1 s €y seens ek_1) et la loi de e, étant

symétrique

k-1
P( E ﬂéi% ep 2 0) = 1/2

£=1

donc
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d-1/24e _ k? (@)

P({e, = Tep €2

W

et

P( sup |Eéd)(t)| > n%)

ostg1
o a
> 1 P {e, = nd_1/2+s} i {e, g - nd—1/2+8})
7 PLtey K
k=1

n
3 P(U {e, 2 nd=1/24¢ 5y

k=1

n
P(U e, 2 n'/P7"))
k=1

On obtient donc :

(d) e 1 n
p(Lle ™[] >n) 21 - (1 - — —)
n n1 pPE 1Og2 (n1/p s)
soit lim P(HE(d)H >n%) =1
. nre n

1

t
b) (j (t—s)d ! dw(s) , t € [9,1}) est un processus gaussien
o
presque slrement & trajectoires continues, donc :

t
lim P( sup ]f (-9 @) > 05 =0
n>e te[O,‘l] o

~ On a aussi :

rt - -
(J (t—s)d ! dw(s) , te [0,1]) est la limite en loi de
o

[nt:] -1

( E (t - k/n)d_1 ek//ﬁ. , te [0,1J) ol (ek) est
k=0

une suite de v.a.i. gaussienmes N(0,1)
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t
|J’ (t-—s)d'—1 dW(s)| est la limite en loi de
0

et sup
te[0,1:|
j=1 .. d-1 e
max | (J—nli) ——IS| .
1gjsn k=o /n
I S
or 2 (-Jn—) —= est une variable gaussienne de variance inférieure
=0 /n
n
sy 1 k,2(d-1) _ 1 1
i q kZ1 G = 7a7 * 0%

t
Donc P( sup [J (t-5)31 aw(s)| > 8(n)) s n P(JE| > _B(_Iﬁ)

te[O,l] o v2d-1

ot £ suit une loi N(0,1),

t
ce qui implique P( sup [J (t:--s)d"1 dw(s)| > log n) = o(1/n) .
o

te [0,1]

4 - INFLUENCE DES CONDITIONS INITIALES SUR LES SOMMES

PARTIELLES D'UN PROCESSUS LINEAIRE.

4.1. -~ Etude de la variance du processus intégré.

On considére une suite de variables aléatoires (e:i , 1€ Z) indé-

pendantes de méme loi, définies sur un espace probabilisé (Q,A,P) telles que

_ 2 _ 2 . . .
E gy =0, E fo‘ =¢ . Si (aj)jeIN est une suite de réels tels que
a =1 et X a%<w,la somme
0 Lo
j=o
(4.1) u = ) a. e, _.
t i=o 1 &)

converge en moyenne quadratique et définit un processus du second ordre

strictement stationnaire,
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. On peut alors définir les sommes partielles du processus

(ut , t € IN)
X =0
[o]
D=1 1 '
X = = a. ¢ - N ne N ’
LR j=o 4 K7
ou encore
n-1 o
X = kzo (ata +...+a) e, + k—-z=o (2 q*Bpap ¥ o ) € -

Notons Ak =a g tag ... ta o, le processus intégré (Xn , n e IN)

s'écrit encore :

(4.2) Xo= 1 Ace v L (AL —A) e
k=0 k=0

En général, (Xn , ne€ IN) n'est plus un processus stationnaire et la

suite (E Xi , n e IN) n'est pas majorée.

Le processus (Xn , n € IN) est somme de deux processus

"J -
X =X + X' ol
n n
. n
! =
(4.2") x o= 1 A e
k=0
LI -
X Do mA) e -
k=0
4"
Xn est le processus obtenu en imposant les conditions initiales € = ©

si k g 0o, ou encore en remplagant le processus (gk) k € Z) par

(?fk , k € Z) défini par :
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€ T €
gk =0 si kgo .

X; représente 1'influence de {sk , k £ 0} au temps n. Si 1'on souhaite
étudier le comportement asymptotique du processus Xn , la question suivante

se pose : & quelle condition, portant sur les coefficients a;, ou A. , le

1

processus Xé est-il asymptotiquement négligeable devant %n ? On sait
que pour un processus A.R.I.M.A. d'ordre 1, E X;z = 0(1) , alors

que E &ﬁ = 0{(n). 11 ne semble pas qu'il y ait des résultats généraux

[

2

n
4"
qui permettent de comparer E X = y A2 et EX 2= T (A )T,
L k n

Kkeo k+n k

La proposition suivante donnera une réponse sous des hypothéses de régularité

concernant les coefficients a; .

Proposition 4.- Soit (ai) une suite de réels tels que

a =1 et z ag < o , On note
o . i
i=o
k
Ak = z a et
. i
i=o
Y n
_ 2 2.-1
T o= () (4, -a07 (] A) .
k=o0 k=0
a) 8i la série _2 |ai1 converge et ’z, a; # 0,
i=o i=o
alors limT_ = o .

n->o

b) On suppose qu'il existe une fonction L vérifiant :

L(A )

7 —£ T 4
Ve > o » dng 20, Ya x g ,Vﬁ>1 , (1-e) X 7 g ey < (1+e) X

et un réel 5 tel que

Vit a; = i"L(i)

>
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Si en outre 1l'une des deux conditions est réalisée
3 o0
i) - F <o <=1 et y a, =o,
ii) ae -1, -1/2[
alors Tn a une limite non nulle lorsque n + «,

Remarque :

- La condition (a) est vérifiée par de nombreux processus stationnaires

a; e . est un processus ARMA.

Or—18

et en particulier si u, =

- La classe des fonctions L vérifiant la condition (b) contient
les fonctions a variation lente et en particulier les applications

t - (log t)B .

La condition (i) est vérifiéde par les processus (un) ARTMA
fractionnaires d'ordre d , - 1/2 <d < 0, le processus intégré (Xn)

étant d'ordre compris entre 1/2 et 1.

La condition {ii) est vérifiée par les processus (un)

fractionnaires d'ordre d , 0 < d < 1/2

Démonstration

a) On note A = lim Ak = E a

et 1, = ¥ [ai[ , donc iAk+n - Aklls L

n

E Ai sera équivalent a nA? lorsque n > «
k=0
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° 2 v 2 v o 2_ 2
et Z (Ak+n Ak) $ E (rk rk+n) g 2 Tk T Tken
k=0 k=0 k=0
< r2 + T+ L.+ r2 .
o 1 n-1
La derniére relation utilisant 1lim r = 0
koo
o+ r? + ...+ rz_1
On en déduit T > .
n n A
donc IimT =20 .
e
b) Etude de la condition (b).
b1 - ©Nous commencons par donner un équivalent de Ak .

Lemme 3.- Sous la condition {b-i) ou (b-ii)

o+1 o+ a+1
A I (k+n) -k
Ak,w = L(n) et Ak+n - Ak " = L(n)

lorsque n >, si 0 <y < % <y' < w,

n
i) si ael-1,-1/2[, A =1+ } i* L(i) , par suite
i=t
de 1a divergence-de la série,
n
An est équivalent 2 E i% L)
s
a+l ‘v de L)
donc An'u n L(r) < nl (E) m] .
o
. . B i,e _ L(i) i,-e
En utilisant pour n sisgn, (1-¢) (n) g (o) < (t+e) (H)



! ate 1 % i L(i) a-e
(1-¢) [ u du g 3 Z (=) - ¢ (1+€) J u  du
n /n : i=n ;
o
Les termes extr@mes de 1'inégalité peuvent donc &tre rendus arbitrairement

proches de , ce qul établit :

o+l
nOL+1 _
An’b ey L(n) si o € J— 1, - 1/2[ , lorsque n + =,
ii) Si o € ]— o, ~ 1] et E a; = 0 , on peut écrire
i=o
v at+l 1 v (i,% L()
= - 2 a. =-n L{(n) E— Z =) == s
Ak fmmet L noYon L{n)
et la méme méthode conduit 2 :
noc+1
An v o+1 L(n)
iii) On a de méme :
n k+n . .
o+ 1 ivo L{i)
- = ) a,,, =n L(n) ¥ =)
Ak+n Ak = i+k k4 D L(n)
1+(k/n) a+1 a+1
_ o+l ‘ a - (k+n) -k
(1-€) n L{n) [k/n u du g Ak+n Ak < (1+¢) L(n) . e

pour tout k tel que Yyn g kgy'n ol y et y' sont deux

constantes positives, dés que n est assez grand.

(k+ )a+1 _ ku+1
On peut aussi établir Aen ” AN L= e L(k)

lorsque k + ® , pour n fixé.
q
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b2 - Achevons la démonstration de la partie b).
Sous les hypothéses (b-i) ou (b-ii)

2(o+1)
(a+1)

E

.- . 2 . Ly P .
la série de terme général Ak diverge, et utilisant la méthode (i)

du lemme 3 :

2 p2o*3 2
Ak N L% (n)
=0 (20+3) (o+1)

| ~15

On a aussi ¢

at!t _ o+l 2
2'n 5k+n) k ] Lz(n) pour o £k £ y¥'n

G

at+1
at+l atl 2
" [(k+n) — k ] 1% (1 pour k 2
at+l
et
© 20.+3 L
TS Ll (U (T
k=0 (x+1) o

@
Remague : La condition Yy a., <= n'est pas nécessaire pour

i=o *
obtenir lim T, =0.
N>
. 1 L.
Par exemple, si P v ke IN, Ak est équivalent
a log k.

I R ) 2
On obtient X Ak ~ log” x dx v n log n

w

et EO (Ak+n - Ak)2 ~ j (log (x+n) - log x)2 dx
= a
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0 <«
or J 10g2 65:2) dx = n f log2 (Eil) du
X u
o o
L ® du
»s n [JO log S dut J —§J>s Cn

1u

donc T, = 0(log-2 n)

4.2. - Application au processus ARIMA fractionnaire.

Dans la section 3, nous avons étudié la loi limite d'un processus

ARIMA fractionnaire normalisé

i (d)
7z g v e 0D

en faisant 1'hypothése que les conditions initiales

e, ey = ... =e =...=0 étaient vérifiées,

On souhaite reprendre cette étude en abandonnant cette hypothése
faite sur les conditions initiales. Cependant, on se limitera au cas de
processus ARIMA fractionnaires d'ordre d , 1/2 < d < 3/2 , obtenus par
intégration de processus ARIMA fractionnaires stationnaires.

(d)

On a défini le processus Xn » 1/2<d< 3/2 , solution de

_oad ) _a(B)
(-3~ x 7 = $(B) °n
(O
o [
par 9 o x@D gl o gD
n o 1 2 n

Le processus Xid—l) a la décomposition moyenne mobile infinie :
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L1
n

~18

(a-1)
Tk fa-k
=0

On note encore :

2@ LG @D e

(@

Le processus Xn est somme de deux processus

"
L@ 3O, L@,
n n n o
-1
. v _ "% (@
ou : ){.n = 2 e  Cp-k ot
=0
@ _ 7 @ (@
(4.3) D A S I
k=0
Les coefficients néd) vérifient (corollaire de la proposition 2)
* (@ _ __8(1) d-1 d-2
Vi e ™ Im -y Kl scK
Pour simplifier 1'écriture, on posera A, = _8 .
’ d~ o(1) T
U Y @ (@ .
On vérifie aisément que la série Z (“k+n T ) e, converge bien

k=o
en moyenne quadratique, n étant fixé.

)y - (@ d-1 d-1 d-2 d-2
En effet, \nk+i - )] < |Ad1 | (k+n) - k5] o+ C(K + (k+n)~ )

et utilisant le théoréme des accroissements finis :

(d) (d) d-2 d-2
]ﬂk+n — | 5 ([Ad n(d-1)]| + 2 ¢) max(k , (k+n)~ %)
or pour d < 3/2 , z k2d_4 <o,
1
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On définit alors un processus sur BL1] en posant

X.(a])
@, . [»t
Un (t) = d_.l/z
n
@y, _ 1 T @ (@
4.4) o ® T mr Loafeg T M) e

Théoxéme 5.- Soit (Xn)n le processus ARIMA fractionnaire

vérifiant :

1

d —
X = (1-B)" (o(B)) ~ o(B) €

ol (en)nCZ est une suite de variables aléatoires, indépendantes, de

méme loi, telles que :

Ee =0 ;3 Ee, =0 ; ayant un moment d'ordre p

strictement supérieur & max , 2} , alors le processus

d-1/2

_ 1 (d) PR
(En(t) —-W—z— Xl:nt] , te [0,1])

converge en loi dans U[O,t] vers le processus du mouvement brownien

fractionnaire :

(95%%%3 Byo1/2(8) » t e [0,1]) =
oo t (teg)d"T ° d-1 d-1
ORI t-s) dw(s) + ((t-s) - (-s) aw(s)) , t e [0,1]).
0 -_—C0

Le processus (;n) est par définition la somme des processus indépendants

(Eﬁd)) et (néd)). Pour établir le théoreéme, il suffira de montrer que :
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(n:(t) , te [0,1]) converge en loi dans DEO,1:| vers

0 .
(o A, '[ (=) = =8 au(s), t e [0,1]) .

On sait que 1'on peut construire suivant la méthode de Komlos-Major-Tusnady
une suite de variables normales centrées réduites W(-k) — W(-k+i) et une

suite de variables indépendantes de méme loi €y 2 Eoq seers E-k y see

de maniére que les sommes partielles

S =0 ,.,., S, =€ +€ +...+E€ approchent © W(-k) , k € IN.

o -k~ S0 T T- —k+1

La transformation d'Abel permet d'écrire :

(. _ 1 T (@ _
n(e) = w7 k=20 (M Tat] ) (5_(at) ~ S
_ 1 (d) 7(d) (d) (a)
S Fin kgo MeeTae] S-k-1 ™ Merfne] S ™ S ™ Tk Seiet
_ 1 T (1) _ L @=1)
T [k=21 (M "o fnt]) S-id
car lim I(Qd-i) Sk= o P.S.
ko
On peut décomposer nr(xd)(t) sous la forme :
") = nre) + Al + (o) ol
vy L1 T =1 (d=1) o oure
nn(t) - nd--1/2 kz1 (T[k k+[m:]) (S o W(-K)
neey O TR (-1 d-2 _ _(d-1)
S =y kz1 EN Ag-g K "+ [nt]
+a,, Gor )] weo
2 d-2
n:(t) oA ) - G [ne)) 7y

k=1 ad-1/2
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On va établir successivement que

i) sup fné(t)l £ 0 ,
te[0,1]

i) sup _ [n"(t)] 0,
te[0,1

o |
i) (0, te [0,1]) - Ay [ (-9 - )% aws), ¢ e [0,1D

i) Majoration de sup _ |n"(t)] .
teBL1

La suite (ﬂéd_‘)) est monotone (positive décroissante si

k1

1 <d < 3/2 , négative croissante si 1/2 <d < 1), donc :

sup ‘ﬂ(d-1) - (d—1)_| < ln(d—i) - 1,(d—1)’

m y
te[O,i} k k+[ntJ . k k+n
. . d-1) _ d-2 -3 ,
On sait que : T = Ad—1 k Ty k ou \Ykl_s C (corollaire de
la proposition 2), domnc
(d-1) _ _(@-1) _ d-2 _ d-2 d-3 _ d-3
M Tan - By (K Gem)™ ) + v k Vi (KHD) ,

on en déduit 1l'existence de constantes A' , A" telles que :

(4.6) sup Iw(d_1) - n(de)J[ < inf(A' kd_2 , A" n kd—3

)
te[0,1] k k+[nt

b) Utilisant le théoréme de Komlos-Major-Tusnady (1976, th. 4)
cité au début de ce chapitre, on peut construire un processus du mouvement
brownien (W(t), t ¢ 0) et une suite de variables aléatoires

» €_o se.. possédant la propriété :

Il existe une constante C telle que, pour tout n ,
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[s_, - o W(-k)|

P( max -k ) = 1) g < s
osksn o (1/P)+y - ofY
) ( IS_ — 0 WK
4.7 P(syj 2 1) § —
kaﬂ k! /P*Y )z aPY

La premiére relation est le corollaire du théoréme 1.

La seconde peut s'obtenir de la maniére suivante : soit j
.. jo J.o+1
1'entier défini par 2 < n < 2
S~ © W(-k)

2 1) s
k1/p+v

P(sup |
k>n

- o W(-K)|
k1/p+Y

Is_
K 2 1)

o
s 7 P sup
To o 2dgred™

- o w-k | » @i/,

< Z P( sup [s_k

Jo ke2d?!

2 c' c"
3 £
,G*Dpy © _py

ou C' , C" désignent des coanstantes.

c) On peut majorer

E (."(d_l) - (d"l) ) (S_

' - 1 - -
A=y AN i+ [nt ] kT oWk

L e, 1s_, - o Wk |

t/p+y
1/p+y -
n k=1 ogksgn n

v a1 A= by 15y~ o WCW]|
k k+n Sup

n k=n+1 kzn k!/P+Y
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Et utilisant les inégalités (4.6) et (4.7)

n o« X
PC osup _ [n'(e)] > ‘d—:_/z [k[1 A 182 QPR LT 803 e
n =

te[0,1] k=n+1
C
< —-
nPY
cl) Dans le cas 1 <d < 3/2, il vient :
v _d=1+y+t/p w _d=1+y+1/p
Uil > 7y &5 R
n d-1 |d-2+y+1/p|
C
;S ! s
nPY
soit :
s/p)-a/2), G
(4.8) P(In'l] 2 & o P ) 8 —
n . nPY

c2) Dans le cas 1/2 < d < 1 , on obtient :

d-1+y+1/p C

' 1 ¥ i 1/P+'Y w 1
P(””nll > 0+ 5 + A _“-—?STY ,
n [d-2+y+1/p|" =
et qui implique l'existence d'une constante A" telle que :
. : wo (/) +1/2)-a, G
(4.8") PCHnlf] > & o ) €=
©

La condition p > max(2 , E:%7§) entralne pour

deliz, 320 (]l 20
n® ®
Remargue : En scindant n;(t) =7 + J ... eten
1 B
n +1

prenant 8 = 1/2-d on montre que l[n;[J 2.0 des que
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p > max(2 , ——-——J——————-) .

(d-1/2) (2-d)

i) Majoration de sup |n;(t)| .
te[0,1
o«
(a-1) d-2 d-2__(d-2)
n - — - -
n, (8) 3172 21 (e Bgeg K+ Ay Ger[neD ™ om i) WO
a}) On sait que |ﬂ£d-1) - Ay kd_zl £C K3,

On majore W{(-k) en utilisant

o 2 ~ 2
b) P(supW(s)axfrT)=‘/—2-I ey/zdys\/glex/2
sgn L. T X
d'ot P( sup —77¥£52-—-3 1) 5
.o t log t
t>2
oo ©o ,’ 2
7 PO sw —3—%&2—21)5 ): S S exp(-(J—l—Zg—z)—-)
373y pdepeadtt 2777 J log 2 j=j, /m i log 2
donc
-(log n)/C
P(sup |—77§££l———| > 1) sn ! pour une constante C,
tzn t log t
positive et
~-C_logn
(4.9) P({ sup —;%giElL—— > 1} v {sup a7%§£kll—— 2 1}) €£n Y
ocken’ n log n kan k log k

ol CY désigne une constante positive.

¢) On déduit de (a) et (b) que :
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LA _
P( sup In;(t)i 3 J%é%gi-( ¥ 43 2 log n + (43,172
te[0,1] n k=[n"]+1
-C logn
£ n ¥
_ -C_logn
p(fInnf] 2 ¢! nl /241274y Y
. " P
ce qul assure [|nn|| — 0 .
o o d=2 d-2
ii1i) Convergence en loi de ) k Ger[ne)) W(-k)

k=1 nd-”2

vers [ (sd_2 - (t+s)d—2) W(-s) ds .
)

L'intégrale :

[m Sd—Z - (nt+S)d_2

" d-2 . . .d=2, W(-nu)
1 nd_1/2 W(-s) ds = ( (u (t+u) ) ——~ du

Yi/n Vn
a méme loi que

=2 _ ) wiew) du .

e
1/n

a) I1 suffit donc pour établir (iii) de montrer que :

w . d
D= sup _ f E (&
te|0,1] k=1

2 L (et[ne)97?
nd—1/2

W(-k) -

@ d-2 d-2
J (s~ = (nt*s) 7) yies) as)
1

4172
tend presque slrement vers O .

o k]
d=1/2 [ (&2 e [t DY w10 -

D = sup Z
te[0,1] k=1 Jk

d-2

(972 = (ae+)972) W(-s)) ds]

logk})
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nd-.”2 D g D1 + D2 ol :
D, = sup ) ad? - (k+[nt])d-2) max | W(-k) - W(-s) |
te[0,1] k=1 kgs<k+l
et
v d-2_ d-2 a-2 a-2
D, = sup z sup |k™ “-s" “+(s+nt)” “-(k+ [ne]) P w(-s) ]
te[0,1] k=1 kgsgk+l
b) Majoration de D1
On utilise
sup ikd-z - (k+[nf])d-2| < K2 - (k+n)d_2
te[0,1]
< inf (oa-2] 372, 87
et
P({max sup [H(=s) - WK 3 1} j{max sup lﬂi:il:ﬂﬁ-k)‘ > 1})
kgn  kgs<k+l log n k>n kgs<k+i log k

= o(n ') pour tout y > 1

Pour majorer D1

n L]
P(D1 ) 1872 logn + ) }d-2| o 143 log k) = o(n ")
k=1 - k=n+1

- dans le cas 1< d< 3/2, il vient :

P(D1 > C(d) nd"1 log n) = on ")

dans le cas 1/2<d < 1, il vient :

P(D1 32 C{d) log n) = o(n™ M)
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c¢) Majoration de D2 .
On utilise : pour tout vy > o , il existe une constante CY

telle que :

-C_logn
(4.10)  P( sup -—]/‘_;_J—(SQ-'—;HU {sup %S—L‘—;x}sn Y ,
ogsgn n' log n szn’ s log s
sup k972 - 972 ¢ jgm3) 1373
kgsgk+1
pour cobtenir :
EI R /2 a-3 . 1/2
P, > 2 [d-3] ( ] k7 0" logn + K77k 108 k) <
k=1 k=[nY]+1
-C_logn
£n v
donc, pour tout y > o ,
/2 v{(d-3/2) /2 ~C, logn
P(D2 x> 2 |d-3] (n logn +n log n)) € n

Des majorations de D1 et D2 » on tire : pour tout y > 0 , il existe

C(d) tel que :

si 1 <d < 3/2 PO 3 c(d) 28 ¢ o)
n
si 1/2 <d < 1 P 3 C(d) 1280y ¢ oY)
nd—1/2

On a donc établi :

On peut construire un processus du mouvement brownien sur ]— ®, 0]

tel que :
1@ % B4 [0 -2 a-2 p.s.
hlllp i |(*T’-‘— X VT TS ((nt—s) - ("S) ) W(S) dSl — 0
celo,1] | nd 172 (nt] = @172 ) 7
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On en déduit que :

ﬁ;;gfff Xﬁiz] , b € ﬂD,1]) a méme loi que :

g A L
T er)d - )8 P w(=s) ds , £ e [0,11)
d-1/2
n o
et en faisant le changement de variables s = - nu , on voit que la loi

limite est celle de :
o
oAy I w2 - 0¥ W du .
En intégrant par parties ,

)
g A I ((-u)dn2 - (t-u)d_z) W(u) du =

d-1
g A o
Jan W - o WO, - [ (3 - -0 @
o A
or ——a§f1-= Ad =0 —~«9£12——
$ (1) r(a)

1lim ud-1 W(u) = 0 p.s. ,
u0

lim  sup iud-1 - (u—t)d_1| lw(u)| =0 p.s.,
uwre te[0,1]

donc (nﬁd)(t) , t e [0,1]) converge en loi vers

o . -
(J 09 - (=0 d @) , e e 0,1
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5 - APPLICATION A LA COVARIANCE EMPIRIQUE.-

5.1. - Processus ARIMA fractionnaire d'ordre 4 , - 1/2 <d < 1/2 .

Pour un processus ARMA (Xt) ou lorsque le processus (Xt)

n

vérifie des conditions de mélangeance, on sait que % X Xi tend

108 5 o ,

presque stirement vers E Xi et que — 2 (Xt_EXt) tend en loi
/a =1

vers une variable aléatoire gaussienne.

Lorsque le processus (Xt) est un ARIMA fractionnaire, le
théoréme central limite n'est pas vérifié lorsque le coefficient de
corrélation entre les variables Xt décroit trop lentement. ROSENBLATT
(1961) étudie le cas d'un processus gaussien (Xt , t €Z) vérifiant

les hypothéses :

- - - 2,y
EX =0, EX =1, EX X _ =@+) ", y>0

et établit que sous la condition O < y < 1/4 la suite de variables
i n

Y = e z (X2 - 1) cohverge en loi vers une distribution
n n1—2Y k=1 k

non gaussienne, la loi limite ayant comme fonction caractéristique
© C
..ok Tk
exp( ) (2it)* =)
k=1 k

-2 -2 -2 -2
Y]xz-x3 ... Jxk_1—xk| Y|xk—x1| T ax ...dxk

ou C,_ = J...J_ |x,~-x, |
k Ip’1}k 1 72 1

FOX et TAQQU (1985, 1986, 1987) ont généralisé ce résultat de Rosenblatt

et établissant les théorémes suivants.
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Soit (Xj , J € Z) un processus gaussien stationnaire, de moyenne

nulle, de covariance r, = E X, X k_D L(k) ol D e ]0,1 [

k 7 Sk T

et L une fonction & variation lente, c'est-a-dire telle que

. L{xx) _ ieme N
Vﬁ € ]R+ , lim T - 1 . On notera Hm le m polynGCme
bl
' . . .
d'Hermite et (as)seZZ une suite de réels tels que sjéw {a5| < o,

Théondme 6 (FOX et TAQQU 1985, Th. 1).-

§i 0 <D < 1/2, le processus stochastique défini par

. Tl Gl -
5 . a5 B (X)) B () - B H (X)) Hm(xj)j

z (¢) =
n n L{n) i=t1 j=1

converge faiblement dans D[0,1} vers

m! m( § a r:_1) R{t) lorsque n + = ,

g=—w

ot R(t) désigne le processus de Rosenblatt.

Définition.- Le processus de Rosemblatt est défini par sa

représentation intégrale au sens de Wiener-Itd-Dobrushin
i(x1+x )t
" _1 2 _
R(t) = 1 , e |x1|(D )/ ‘XZ‘(D 1)/2
2r(D) cos(Dn/2) ‘IR i(x1+x2)

dw(xI)dw(xz)

"
ol w est un processus du mouvement brownien complexe sur IR et {J
signifie que 1'intégrale est faite sur le plan privé des diagonales

(x1 = XZ)' (Voir par exemple MAJOR 1981, TAQQU 1979, FOX et TAQQU 1985).

Les lois de dimension finie étant domnées par (TAQQU, 1975)
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E exp(i j§1 u, R(tj)) =

(2;) ) ugou. ...u
2 81""’Sk€{1’2”"’p} 1

exXp \1 'y

1
L2«

il ~18

ts ts ts k-1
1 2 k -D -D
dx [ dx, ... I dx, (0 |x.-x. .| ) Ix.-x,] " ;.
[o Yy 2 o K j= 33 L

1

Théonéme 7 {(FOX et TAQQU, 1985, Th. 2).-

Supposons 1/2 <D < 1 ., Alors le processus stochastique
¢ [nt] [nc]
z (t) = = ) a5k [um(xj) H,00) - EH () B ()]

n j=1 k=1

converge faiblement dans D [0,1] vers o W(t) ol W(t) est le

processus du mouvement brownien et

2 2 ¥ m2 ° ° m-n
o = @H*® § (n) ) y a_ a (rs ro)
n=1 §,=—w g ==~ ] 2 1 2
§ n,2 § q . q n-qg _n-q
o) r r, - r
q=0 q kem oo k k+s1 s, k+bt k s,

L'application a la covariance empirique d'un processus ARIMA fractionnaire

est immédiate :

Conollaine. - Soit X_ un processus ARIMA fractionnaire

vérifiant

- 4(8) x, = 0(®) e .

[nt]
Si 1/4 <d<1/2 alors —= ) (%

53 . - E Xi) converge en loi
n i=1

dans D[0,1] vers E Xi . R(t) .
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L A 2 .
Si - 1/2 <d < 1/4, — X (Xi - E Xi) converge en loi vers C1 w(t)
Voo oi=t
o T . ixy 4
ol c, =2 r2 = 4n [1—ele—4d LACHIP) R
1 k 1x
—oo - ae™™)

Le corollaire est immédiat, sachant que le coefficient de
corrélation r(k) vérifie : il existe une constante C telle que

r(k) » ¢ k241

. I1 suffit de prendre D =1 - 2d

a =1 et a. =0 si i1 #0 .

Par ailleurs, la densité spectrale f d'un processus ARIMA

fractionnaire est donnée par :

. 2
o ix
£(x) = 1 ) r oikx lei® _ 1] 2d }¢(eix)
21 - ele ™)
™ o
donc { fz(x) dx = - ¥ ri
- 21 k=-w
- ) [ ) 2
En particulier, si - 1/2 < d < 1/4 , — z (X, - E X))
/aoi=t b t
tend en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée, de variance
m
4| fz(x) dx . €Ce qui est un cas particulier du théoréme 2 de FOX et
Joq

. n
TAQQU (1987) et pour 1/4 < d < 1/2 ’“%E ) (xi -E xf) tend en loi
n L

1=1

2 . . . . s
vers E Xo R(1) , résultat qui est également une conséquence du théoréme 3

de TAQQU (1975).
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5.2. - Processus ARIMA d'ordre d , d > t/2 .

Cette section constitue une extension des résultats de AKONOM (1982),
au cas d'un processus ARIMA fractionnaire. Ayant obtenu dans les sections 3
et 4 les lois limites des processus, il est aisé d'en déduire le comportement

de la covariance empirique.

A ~ Processus ARIMA gractionnaire d'ondre d , 1/2 < d < 3/2.

(@)
n

On définit comme dans la section 4, le processus ARIMA

d'ordre d , vérifiant la relation

)

apem XY =em e on  deliz, 320,

par la domnnée

e

(5.1) ® du processus stationnaire X(d—1) = (I-B)1-d 6 (B)
n

$(B) n
e de la condition initiale ng) =X
n
® de la relation X(d) =X + z X(d—1)
n o k=1 k

On a établi dans le théoréme 5 que G————mla:T7E» Xfi%i , te FO,l])

G.Ad.n

convergeait en loi vers le processus

' - t a-1
(Bd—1/2(t) , te [0,1]) = (L (t-s) dw(s) +

)
J (e=)*T - )8 Maus), e [0,1])
-0

On peut alors en déduire le :

Théondme 6.- Soit (Xid)) un processus ARIMA d'ordre d ,

1/2 < d < 3/2 wvérifiant 1'équation :



- 188 -

(d)

d -
(I-B)" ¢(B) X~ = o(B) e

et défini par (5.1).

On suppose que les variables aléatoires e ~sont indépendantes,
centrées, et admettent un moment d'ordre p , p > max(2 , 3:775) , leur
2

variance sera notée o .

Alors pour tout entier k

n-k n
1 7 (d) (@) 1 2(d)
st X, ' X et Y oX
o2 24 ok 2+k G2 2d L

convergent en loi vers la variable aléatoire

1
ot1),2 (1 2 .
(ETTT) {0 Bd—1/2(5) ds =

2 1 s _ 0 _
— & [ (J (-8 aw + Jf T3¢ aw?
(r{a)) ¢ 0o ‘o —c0
o 1 e(1) 2 - 1 1" d-1_d-1q2 -
d'espérance T’ (¢(1)) LZd(Zd-1) * 59 {0 [+ =077 ay]
, 17 (D)2
Démonstration : La somme 2 q (x )
£=1
. 1T 2
s'éerit o Z Cn(ﬂ/n) s
ou 1'on a posé gn(s) = -: XEﬁi}
1 (d) Ve oz .
—7— Z X ] est donc 1'intégrale sur BL1J de la fonction

\Cn(s); élément de D[0,1].

On a établi que a convergeait en loi vers le processus du

mouvement brownien Eractionnair$ g %%%% 4-1/2 3

dans IR qui 2 h associe J hz(t) dt est continue, il résulte donc
0]

B 1'application de D[0,1]
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du théoréme 5.5. de Billingsley {(1968) que :

n
1 ¥ [Xéd)]z converge en loi vers
£=1

1),2 2
S J Byoq (D) dt

ri rt . 0] _ _
= (2 42 J [J -4 aw(s) + J (=997 - )8 haues)]? ae .
0 —0

r(a) ¢{1) 0

(d) (d))

Vérifions ensuite que —JE- Z (d> (Xﬂ+k tend en probabilité

vers O ; il suffit de 1'établir pour

1
‘%E Z g (& ( (d) (d)) - = E (d) z(d=1)

Xee1 ~ Kot

On peut aisément majorer

E [ }' (d) éi11)i par
nat (@)72,1/2 (d-1)12,1/2
poOExST € [, 19
Le processus (Xéd_t) , £ € IN) est stationnaire et E[X(d) O(ﬂZd—1)

o 2
donc z (E [Xéd>]2)1/L = O(nd+1/2)

Ay X (d) éi11)'} - om-4*1/2y

ce qui achéve la démonstration.
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B - Processus ARIMA d'ondrne d , @a>3/2 .

(@)

Soit X = Xn un processus ARIMA d'ordre d vérifiant la

relation :
¢ (B) (1—13)d X =0(B) e nelN
n n’

ol (en , ne Z) est une suite de variables aléatoires, de méme loi,

. 2
de moyenne nulle, de variance o

7- Cas d est un entier

(d)

On peut alors définir Xn par la donnée de (d+1) relations :

)

(o) _
¢ (B) X o= ©(B) e
LS DI C DICY
n n-1 n
) g (k) k=1,2,...,d ; nelN
n n-1 n

et de d nombres réels non aléatoires X aeens, X

g o () k=1,2,...,d
o] o]

On sait que la loi limite du processus normalisé

1 ng)

=77 Koy 0 B F 0,1

(

¢ -1 -
(t-s) dw(s) , t € [0,1]) qui ne

° ()
X

g ry
(o]

{
converge vers le processus (0 }

dépend pas des nombres xéI)
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2 - Cas ot d non entier, d - 1/2 non entier

On définit alors (Xﬁé)

d -
¢(B) (I-B) X = 0(B) e

la donnée de conditions non aléatoires

et e =e = ,..=e = ... =0.

. . . 1 ()
On a établi dans la section 3 que (;E:T7§~ X[nt] N

convergeait en loi vers

, n € N) par la relation

te [0,1])

RS Y jt (-9 aw(s) , t e [0,1])
(1) T(D) ’ ’ :

0

On peut alors établir le :

Théonéme ?.- Soit (Xn , 0 € N) un processus ARIMA d'ordre d

vérifiant 1'équation aux différences :
s (1-»% X = 0(B) e
n n’

oli (en) est un bruit blanc.

On suppose en outre vérifiée 1'une des deux hypothéses :

i) d est un entier ,

ii) d est un réel, d > 1/2 , et on définit

X
n

par :
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v
e =e si n>0
4 N n il
$(3)" X = 0(B) e ot

n n N

e =0 si1 ng0
n H
et la donnée de comditions initiales L S e X—p—d non aléatoires.

1

Alors 54
n

I~

2 .
Xﬂ converge en loi vers

£=1

21 t
g 6(1) ( _ a1 2
@ v L (| (o)™ autan® de .

Preuve :

La démonstration est analogue a celle du théoréme 6.

Dans le cas particulier ot d =1 , 1la covariance empirique
n 1
Efé%%j)z E xg converge vers ( wz(s) ds .
£=1

normalisée 1 (
2
n ]

Cette variable aléatoire d'espérance 1/2 et de variance 1/3

(AKONOM, 1982) a pour transformée de Laplace :

T o2
i --u{ w (s)ds 1
! E{e o J = —— (JOFFE, 1964).
Yeh viu
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ANNEXE I

PROPRIETES DE MELANGEANCE DES PROCESSUS LINEAIRES.

1 - DEFINITIONS.-

Un grand nombre de théorémes établis pour des suites de variables
aléatoires indépendantes sont encore valables pour une suite de variables
asymptotiquement indépendantes. De nombreuses conditions ont été introduites

pour exprimer cette indépendance asymptotique.

On notera X. , j = ..., =t , 0, 1, 2 ,.,.. une suite de variables
aléatoires réelles ou complexes définies sur le méme espace (Q,A,P). Pour
j £k, on définit M? la tribu engendrée par {Xt : j gt gk}, on définit
de méme Mim (resp. M:) la tribu engendrée par {Xt it é j} (resp.

X t x k}).

¢
Pour simplifier, on supposera en outre la suite (Xj) strictement
stationnaire et on pose (voir, par exemple, BILLINGSLEY 1971 - IBRAGIMOV

et LINNIK 1975 - IBRAGIMOV 1975)

o(k) = sup sup |P(A NB) - P(a) P(B)|
AeM(_)eo BcM:
B(k) =E sup [P(B | M) - P(®)|
BeM:

¢(k) = sup sup [P(B | A) - P(B)]

AeMS°° BeM:
p(k) = sup |corr(Y,2)| ot Y (resp. Z) décrit 1'ensemble

Y,z



- 198 -

. o 00 . . ..
des fonctions M_m (resp. Mk) - mesurables réelles ayant une variance finie.

Ces coefficients of(k) , B(k) , ¢(k) , p(k) sont appelés respec-
. iéme . . P N . 2
tivement k coefficient de forte mélangeance, de complete régularite,
de ¢-mélangeance (ou mélangeance uniforme), de corrélation maximale. Un
processus sera dit fortement mélangeant, complétement régulier , ¢-mélangeant,

p-mélangeant si a(k) (resp. B(k), ¢(k), p(k)) tend vers O lorsque

k > o,

Remarque.- Lorsque la suite (Xj) n'est pas stationnaire, on peut

prendre

a(k) = sup sup sup |P(A NB) - P(A) P(B)|
neZ peM® Bl
~00 k+n

et des définitions analogues pour les autres coefficients.

ROZANOV et VOLKONSKI (1961) ont établi que RB(n) = -;— Var [Pon—Pm]

ou P est la mesure induite par (X ) sur Mfm u Mz et la

on P1n

mesure définie par P, [ANB] =P (A) P _(B) si Ace M° et BeM .
Tn on on n

—co

Il est bien connu que
4ak) s ok g2 Vgl
et a(k) g 8(k) g ¢(k)
et que pour un processus gaussien p(k) et a(k) sont équivalents
(KOLMOGOROV et ROZANOV (1960)). IBRAGIMOV et ROZANOV (1974)).

IBRAGIMOV et ROZANOV (1974) donnent des conditions nécessaires
et suffisantes concernant la densité spectrale d'un processus gaussien,

pour qu'il soit complétement régulier.
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WITHERS (1981 b) a introduit le coefficient de {-mélangeance
pour des processus réels ou complexes non stationnaires, Pour simplifier
les notations, nous ne le définirons que dans le cas ol le processus

(Xj)j est stationnaire.
On pose pour ke W , uelk

£(k,u) = sup max sup covar(eluP , e_luF)
nel Ogjsn-k ()

n 9 n
5£ XZ et o = var ( 2 Xj)

% 1
S, X , F=—
Ly 278 o 520

1
o 5
n £=0 n f£=j+k

la borne supérieure étant prise sur l'ensemble des suites (62) telles que :

Ve 6£ =0 ou Sﬂ =1.

(X.) est dit Z-mélangeant si 'Yue R lim £(k,u) = 0 et le
] ks
processus (Xj) est fortement P£-mélangeant s'il existe une fonction
bornée K(u) telle que

£(k,u) g K(w) £(K) ol lim £(k) = 0O

ko

WITHERS (1981 b) utilisant des résultats de YOSHIHARA (1978)

et IBRAGIMOV et LINNIK (1971) établit
Yue R L(k,u) £ 4 8(k) et  L(k,u) g 16 a(k)

La condition de {-mélangeance est donc plus faible que les conditions

introduites au début de la section.
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2 - THEOREME CENTRAL LIMITE ET PROCESSUS EMPIRIQUE.-

Soit (Ej) un processus stationnaire tel que E Eo =0,
2 . . N
E Eo < = , on lui associe le processus (Xn(.))ne]N a4 valeurs dans
D(o,1) défini par

_ 1
X (t) - €+ 8y + e v ERLT) B [0,1].

a) Cas ¢-mélangeant.

Billingsley (1968) établit que si (En) est un processus station-
/2

. . . 1 o
naire ¢-mélangeant, sous la condition 2 o) la série
hed

© n
2 2

E & + 2 z EE § converge absolument vers o et X converge
o ket o’k n

en loi vers W , processus du mouvement brownien. Il étend ce théoréme

au cas de variables fonction d'un processus stationnaire ¢-mélangeant

(Th. 21.1).

I1 établit également (th. 22.1).

Si le processus £, est ¢-mélangeant et E n2 ¢;/2'< w

si £, aune fonction de répartition F continue sur [0,1] alors le
processus empirique vn (Fn(.) - F(.)) converge en loi vers le processus
gaussien Y défini par

E Y(t) =0

o

E Y(s)Y (t)= E gs<50)gt(£o) + E(gs(éo)gt(«ik) + gt(io)gs(ck))

k=1

ol gs(a) = 1[0 s](a) - Fla)
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b) Cas g-mélangeant.

GASTWIRTH et RUBIN (1975) établissent un théoréme central limite
pour une suite de variables aléatoires stationnaires, bornées et oa-mélan-

geantes.,
Ils montrent aussi (1975, cor. 3.1.) :

Si (gi) est un processus strictement stationnaire, complétement

régulier, tel que = o(k-2 (log k)-s) alors le processus empirique

By

/EA(Fn(t) - F(t)) converge en loi vers un processus gaussien 3 trajectoires

p.s. continues.

c) Cas o-mélangeant.

M. PURI et L. TRAN (1980) étudient la convergence empirique dans

le cas de variables o-mélangeantes.

Le théoréme central limite a fait 1'objet de travaux assez

nombreux, par exemple WITHERS (1976, 1981 2) BLUM et ROSENBLATT (1956).

La vitesse de convergence dans le théoréme central limite dans

le cas fortement mélangeant a été étudiée par SUNKLODAS (1984).

d) Cas {-mélangeant,

WITHERS (1981 b) démontre un théoréme central limite sous des
- .. . . . sz
conditions plus faibles, n'exigeant pas la stationnarité du processus (Ej).

La encore, pour simplifier, nous 1'énongons dans le cas stationnaire.
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Proposition. -

Soit (Xj) un processus strictement stationnaire tel que
2
e E X1 =0 E X1 < @
s 2+¢ T+y+e/2
o il existe e >0, vy >0 e[|} in 1 =0@™ ) quand n > ®
1

. (Xj) est {-mélangeant et pour tout u e R

£(k,u) O(k_e) ol & = 2v/e

n o
mE|) X|2== et J EE® X,) <o
> j=1 J j=0 ° 1

N
1 L . 2
alors = SN —— NO,1) ol S = Z X. et oy = E(SN)

N j

3 - PROPRIETES DE MELANGEANCE.-

3.a. -~ Généralités.

Un processus moyenne mobile, c'est—-a-dire solution de
.,0 fixés)
q

ou les variables e, sont indépendantes et de méme loi, vérifie de maniére

immédiate les conditions de ¢-mélangeance, en effet Yk 3 g+l , ¢k) =0 .

CHANDA (1974) et WITHERS (1981 ) établissent des conditions de

@©
forte mélangeance pour les processus linéaires Xt = E W. e
j=o0 7
la fonction caractéristique du processus d'innovation soit Lebesgue -

t-j tels que

intégrable.
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La condition sur le processus d'innovation n'est pas superflue

ANDREWS (1984) construit un processus autorégressif d'ordre 1

fe=]
Xt = 2 pJ et—j ou p € ]O, 1/2[ et les e, sont des variables
j=0

indépendantes de Bernoulli et montre que ce processus AR(1) n'est pas

fortement mélangeant.

Dans un article récent, ATHREYA et PANTULA (1986) montrent que

t .

pour un processus AR(1) Xt = E 0?
=0

sont indépendants, de méme loi et indépendants de X, si E(log |e1[+) < o

e, . +X ,on |p] <1 et les e

t-j 0 t

et si les e, ont une composante absolument continue non nulle, la

¢-mélangeance équivaut au fait que les (et) sont presque siirement bornées.

Ils établissent également qu'un processus ARMA stationnaire
vérifiant :

izo o3 Xemi T § by e

sous les hypothéses : les variables e, sont i.i.4,

E(log le,|™) <=,

. la distribution de e, a une composante absolument continue

non triviale ,

est fortement mélangeant.

Dans la section suivante, on se placera dans un cadre un peu plus
large en considérant des processus & valeurs dans 1'espace BRK et on
gardera 1'hypothé&se que les variables ont une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue ; les démonstrations sont largement inspirées de

PHAM et TRAN (1986)
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3.b. - Conditions de compléte régularité d'un processus ARMA.

s £
Un processus (Xt)teZ a2 valeurs dans IR est un processus

ARMA si

(H1) 1l existe des matrices o, = I, ¢1,...,¢ ; 6. =13 61,...,6

P

d'ordre £ x £ et une suite de vecteurs aléatoires (et) dans R,

centrés, indépendants, de méme loi, tels que :

) )
) Z IR R R
P . .
On note ¢(z) = ) $.z° et o(z) = § eiz1
=5 e

On supposera en outre que

(H2) les zéros des polyndmes det ¢(z) et det 8(z) sont de valeur

absolue strictement supérieure a 1 et on note

o~ = inf {|z] | det ¢(2) = 0} .

. . . . -1 .
La matrice ¢(z) est inversible si |z]| < p et son inverse

est développable en série entiere pour {zl < p—1

On obtient de maniére immédiate :

Lemme 1.
Sous les hypothéses (H1), (H2), 1'équation (1) admet une solution
stationnaire et une seule sous la forme

(2) X, = 2 W. ¢
i=
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Wzt = (427" 0a) .

1

I~ 8

ol W(z) = )

1=0

‘ La suite de 1'étude repose de manidre essentielle sur un lemme (AKAIKE 1974).

Lemme 2.

Sous les hypothéses H1 et H2 , il existe des matrices F, G, H

et un processus Yt tels que :

Y, =FY _, +Ge,
(3)
Xt = H Yt
Notons Ft la tribu engendrée par... e _, , €y v By
Fo=oe s st),
3 Xilt 1'espérance conditionnelle E[Xi | ng .
Il vient :
X, =X . Vigte e =¢€. , Viztel e, =0

par suite de 1'indépendance des vecteurs €.

En prenant dans (1) les espérances conditionnelles, on obtient

Xevile ¥ % Xt+i—1!t e o, Xyiople

e

Cerift ¥ 01 fraior)e O Stri-qlt

en particulier, si 1 3z q+1
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Xt+iit t oy Xt+i-1|t et ey Xt+i—p|t =0 .
Notant k = sup(p,1+q)
Kev[e ¥ %4 Xipmtfe o PO X = O
ou ¢j =0 pour ] > p+! , et tout élément Xt+i‘t pour iz k
est combinaison linéaire de Xt+klt s Xt+k—1|t seans Xt|t .
o« o«
La relation Xt+i+1|t+1 = jlo Wj € eriti—j| e+ = jzi wj it}

entraine

X W. €

eritt|ert - Feaintfe T Vi Cra

Ce qui peut s'écrire sous forme matricielle en posant :

- ] T 1 L4
Te = (tht R Xt+k]t) ’

Y, =FY *Ce,
ou
0 1 0 vunnns .0
Y
0 0 T oeernnns 0 L
Wy
F= 1 ..... et G =
0 0 0 L
W1
- - %
Lo k-1 -2 by

on rappelle que WO =1
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.. 0]

=]
e
=
i
=t
o
o

Exempfe.- Le processus ARMA X + a X +a, X =e + 8 e

peut s'écrire :

xn+1 0 L ) Xn !
n+1

X - a - a X B -a

n+2|n+1 2 1 n+1|n 1

On obtient

dét(F-zI) = det ¢(z) z(k—p)ﬁ

et les valeurs propres non nulles de F sont les inverses des racines

de det ¢(z) , elles sont donc de module inférieur & o.

De l'écriture du systéme sous la forme (3), on déduit

bd .
X, = } Flee .,
t j=0 t=]
X, = ) HFl Gce
t =0 t-]
d'ol en comparant avec (2)
(&) Wy =1, W =urlg 3= 1,20,

En vue de 1'étude de la mélangeance du processus (Xt) on notera :



t=-1
€t=j-—z-ow~" €emj Wit 1 P Wpp S P P 5
(5) et
t ¢ _j-t t
r,= Y W.e .=HF | F  Ge . =HF Y
t j=t ] t—3 j=t t-3] [s]

r est donc mesurable par rapport a F

t o’
Pour alléger l'écriture, notons X(n,m) = (Xn s Xn+1 y ey X
Rn,m - (rn > Ty 2mo rn+m)
Sn,m = (gn L A gn+m)
on a donc x(n,m) = Rn,m + sn,m .

Lemme. 3.

Supposons que les vecteurs aléatoires €, ont une densité g
N £
par rapport a3 la mesure de Lebesgue sur IR~ , alors Sn o admet une
s
densité notée fn n et le coefficient de compléte régularité Bn est

majoré par

2 sup'J...J ]fn m(z - R, m(x)) - fn m(z)[ dz R(dx)
mzo > y ’

ol R est la loide X = (..., X4 , XO).
Notons P 1la loi de (& , X )
Q 1la loi de X

R celle de X

n+m
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le coefficient de compléte régularité est

B, = sup ” [P(dz | %) - Q(dz)| R(dx)
m

et W =1
o

t=1
Comme gt = 'Zo Wj Et—j

le vecteur aléatoire (51 R 52 yeons En+m) admet une densité et donc

Sn,m = (En R €n+t sy gn+m) a une densité notée fn,m . La relation
X = R + 8 entraine
n,m n,m n,m
P(dz|x) = fn’m(z—u(x)) dz
Q(dz) = J £, {zmu(x")) R(ax"} dz
olt R prend la valeur u(x) si X = x
n,m 2

B = sup JJ |fn m(z-u(x)) - J glm(z—u(x')) R(dx')| dz R(dx)
mao ’ »

B, € JJ Ifn’m(z~u(x) - fn’m(z)[ + |§um(z) - J fn’m(z-u(x‘)) R{dx") |
dz R(dx)
B, < jJ an’m(z—u(x)) - fn,m(z)[ R{dx) dz

n,m

+ ” ]J £ (2 = £ (z-u(x")) R(dx")| dz R(dx) ,
€ intégrale étant indépendante de x ,

la

B g 2 JJ jfnmsz-u(x)) - fnm#z)! R{dx) dz .

n
t-1
Le systéme ¢ = E W. e_ . est inversible et
t oz 1} t=3
=0
t-1
(6) €= 1 Ay By
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les matrices Aj étant définies par la relation

1

A = ) A, 20 = W@ =82 @)
j=0 7
On vérifie aisément que 2 [a.l] <=
j=0
Lemme 4.

Sous l'hypothese : il existe une constante K telle que
Y £
ue R, | lgv-w) - g av <k [lull,
le coefficient de compléte régularité Bn vérifie

B < K(kzo Ha 1D E(jzn lirjfl)

Soit g la densité de e_ , en utilisant (6) , la densité de

t
fn,m est donnée par
[ cpondm t-1
%Lm(zn’ Zoq s Zn+m) = )...J tH g(.Z At—j zj) dz1...dzn_1

=1 =1

et si on note

(2]
'~
c
o
I
—_
Hh
=]
—~
N
!
e
N
i
h
=}
=]
—
N
Nt
a
N

t=j 73 17" "Tn4m
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On utilise la relation

M(a; + a; ). -1 aj z (1 ai) a, (I (ai + ai))
3 i i oi<] j>i
nim -1 i
§ (x)) s J j (n g( A, z))
om o t=nt1  j=1 k=1 JE K
) 5§ T e
[g( ) A r)) - A, z)l (1 g<§ 7)) dz,...dz
k=1tkkk k=1tkk P k(T
g est une densité, Ao =1 et donc
g(i A . )) dz =1
{ Ko R N
et
t ) t
J lg( z A k Z,.~ k)) -g( ¥ At—k zk)l dzt s 1 E At—k rk{l
k=1 k=n
donc
nim §
SN CHERCOPRE Hag 7l
om= n,m tent1 ken t-k "k

@

ISR (LTI I
on en déduit le lemme 4.
Théonéme .
Soit Xt un processus ARMA vérifiant la relation
¢(B) X_ = 0(B) € -
On suppose que les hypothéses H1 et H2 sont vérifiées, en outre : €,
a une densité g par rapport & la mesure de Lebesgue sur R" telle que :

+m .
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- il existe des constantes K > 0 et § > 1
[ lgx-u) -~ gx)| dx < K |]u]]
8
et j [1x]]° g(x) dx < =

alors il existe p e [0,1] . tel que Bn = o™ .

Il suffit d'établir que sous les hypothéses du théoréme

B r |1+ (lr, 0]+ oee + e, D = 06™ .

n+1H

La matrice F a ses valeurs propres de module inférieur ou égal a p,

la matrice wj =H Fj G vérifie domnc |[Wj[| = 0(p?)
o
et |lr dl < 3wl He .1l
t j=t b t=J
done 15,1+ oo o Nrggll € 165 Mol ob = Tlll = 06

ECT lndD e §ovE e,

T.D. PHAM et L.T. TRAN (1986) établissent plus généralement la compléte

régularité d'un processus lindaire multivarié

0
X = Y A, e _; sous les hypotheses :

(i) e, aunme densité g, qui vérifie : J l}x!‘é gt(x) dx < ® pour un

§ >0, et I g, (v-w) dv ¢ K ||u|| pour tout t,

(i) ¥ [ja,]] <= et Y, lz] € t,det § A, 2 #0 ,
J 3=0 J

(1ii)

fl e~18

(5 1A DY <,
k=3

j=1
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alors 8 <K | (] HAJ.ll)‘S/"“S .
: 3

=n k= i

MOKKADEM (1986) démontre la compléte régularité d'un processus ARMA
vectoriel en utilisant son caractdre markovien et fait 1'hypothése que la

loi de probabilité de e(t) est équivalente & la mesure de Lebesgue.

3.c. - Conditions de £-mélangeance d'un processus linéaire.

Withers (1981b) ne suppose plus l'existence d'une densité pour

établir la [-mélangeance d'un processus lindaire.
o B
Soit X =) a,c__. oules e  sont des variables
G R t

aléatoires réelles indépendantes., Sous 1'hypothése :

il existe & € ]0,1] tel quei E(Iatia) < ® et a; = O(j—l) ,
B 2

si EC) X)° =0 (),
t=1 °©

alors on peut choisir £(k) = kz_d)‘_ﬁ/2 si A # 2/8

et 2@ = k%% pat)  si =2/,

Si aj = O(DJ), on peut choisir £(k) = k_6/2 oka .

Le processus X = X ol e . on p. € ]O,1/Z] et les «
t 0 t=-] ] t

sont des variables de Bernoulli est £-mélangeant sans &tre fortement

mélangeant.
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R ES UME

Utillsant un résuitat de Komios Major Tusnady sur i'approxlmatién forte

des sommes partielles d'une suite de variables aiéatoires indépendantes

identiquement distribuées, on établit la convergence presque slire du tempg

dloccupation d'un intervalle par une marche aléatoire vers celul du

mouvement brownien,

Dans le second chapitre, on étudie les sommes partlelies d'un processus )

lindalre stationnaire et on donne des conditions d'approximation forte de ce
processus per un processus de Wiener. On sn déduit la convergence en lol
du temps d'occupation d'un intervalle par un processus ARIMA d'ordre 1.

Le chapitre suivant est consacré & un probléme d'estimation. On étudie

image par une application continue @'un processus ARIMA dlordre 1. on

propese lorsqu'un tel processus  est abservé un esti:‘q”‘wunm »
transformation réciprogue, ainsi qu'un estlmataur de la I’m-u:,ijlm'ﬁx rhmtJ %
Enfin on étudie les processus ARIMA- frm,ﬂonnairas, dans e cas non
stationnaire. On discute le choix des conditians initiales et on établit que le
processus obtenu aprés normalisation converge en loi vers le processus du
mouvement brownien fractionnaire de B. MANDELBROT.
En annexe, des résyltats récents sur la mélangeance ces processus

‘ lindaires, et plus particuliérement les ARMA, sont donnés.

MOTS CLES

PROCESSUS ARIMA ,
ARIMA FRACTIONNAIRE , L
TEMPS LOCAL ,

APPROXIMATION FORTE ,

ESTIMATION NON PARAMETRIQUE .




