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I - TENDANCES

Disposant d'une suite d'observations indexées par le temps
(Xt s t = 1...T) et souhaitant analyser cette série chronologique, une
premiére idée (aprés avoir analysé la nature des données) est peut &tre
de faire son tracé graphique. A partir d'un tel tracé, on commence souvent
a voir certaines caractéristiques de la série et donc & se poser diverses

questions :

a) Y-a-t-il des variatiomns lentes de la série ? dans des sens déter-—
minés ? Ces variations se prolongent-elles durant une période de temps assez

longue ?

b) Y-a-t-il des fluctuations autour du mouvement détecté en a) et quel

est leur degré de régularité ?

¢) La série parait-elle ou non stationnaire, éventuellement aprés
transformation des données ?

d) Y-a-t-il des points qui semblent ne pas respecter les "régles

générales" vues en a), b), c) ?
Dans ce travail nous nous sommes concentrés sur le premier type
de régularité : évolution moyenne 3 long terme, encore appelée mouvement

systématique, trend, tendance ...

L'intér8t d'une étude approfondie de la composante tendancielle

est multiple :

i) Elle est importante pour séparer les phénoménes de long terme,

des phénoménes d'ajustement autour de ce long terme.
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ii) De part sa régularité, elle est une composante importante pour

la détermination de bonnes prévisions.

iii) Sa détermination, puis son élimination peuvent aussi permettre
une étude plus précise des autres composantes de la série : cycle, saison-

nalité, points aberrants, ruptures ...

L'étude de la composante tendancielle passe nécessairement par
une modélisation de celle-ci et c'est un exemple de telle modélisation qui

est au centre de ce travail.

Il existe actuellement diverses facons plus ou moins précises,

plus ou moins complexes de modéliser une tendance.

i) L'une des plus anciennes est directement liée 4 une méthode
de détermination de la tendance, dite méthode d'ajustement. L'idée est de
se donner a priori une forme fonctionnelle pour cette tendance, forme dépen-
dant d'un petit nombre de paramétres T(t;B8). On retient généralement comme
forme un polyndme de bas degré, lLa tendance est alors déterminée en choisissant

une valeur du paramétre £ par moindres carrés, c'est—a-dire en minimisant :
z 2
Min ) X - T(t,8)° .
B t=1

Du point de vue de la modélisation, un modéle sous—~jacent est :
Xt = T(t,B) + € > ot la suite ¢ = (et) est composée de variables

centrées, non corrélées, de méme variance.

Un tel modéle sous-jacent présente une certaine dissymétrie

puisque la tendance est supposée représentable par ume fonction déterministe,
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alors que les autres composantes sont ici regroupées dans le terme aléatoire
€ - (Signalons cependant que la saisonnalité est souvent introduite aussi
sous forme déterministe, ce qui n'élimine pas le caractére dissymétrique de

la formalisation).

ii? Cetté approche présente ainsi l'inconvénient de devoir choisir
une forme fonctionnelle valable pour 1l'ensemble de la période d'observation.
Elle manque de ce fait de souplesse et notamment se comporte assez mal,
lorsqu'il y a des ruptures de niveau ou de pente dans les séries. La méthode
d'ajustement par polyndmes locaux [&oir Kendall-Stuart (1968) (The Advanced
Theory of Statistics, Vol. 3, Griffin)] a pour but d'éviter cette difficulté,
L'idée est d'ajuster la fonction T(t,8) pour chaque date t & partir de

~

données récentes ; plus précisément, notons Bt la solution de :

t+M 42
Min §  [X. - T(j,B)]° ,
B j=t-M J

la valeur de la tendance & la date t est prise égale a T(t, Bt)' Ici
encore la tendance est définie indirectement par 1'intermédiaire de la
méthode servant & la déterminer et il est difficile d'expliciter un modéle

sous-jacent & la démarche précédente.

iii) Une troisiéme méthode de détermination de la tendance est
celle implicitement utilisée dans certaines formes de prévision. Ainsi
la prévision de Xt par lissage exponentiel est du type

s ) e
Xo= A X+ 200 X, +... A1) Keog *oees O <A<t

et consiste 2 faire une moyemne des valeurs passées avec des coefficients

décroissants exponentiellement.
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Ces coefficients sont de somme 1 de sorte que les constantes
sont prévues sans erreur, Une démarche d'estimation de la tendance proche
de cette idée de schéma exponentiel consiste a "lisser" la série en rempla-

cant la valeur Xt par une moyenne mobile pondérée :

o

De telles moyennes mcbiles sont par exemple utilisées pour estimer les

tendances dans le programme de desaisonnalisation CENSUS X 11.

iv) Finalement le développement récent de la modélisation auto-
régressive -~ moyenne mobile a conduit & introduire des modéles pour prendre
en compte certaines non stationnarités. Des non stationnarités de type polvynd-
mial sont par exemple introduites dans la formulation ARIMA (autorégressive-
moyenne mobile intégrée), ol la suite X, , teZ est considérée comme
une réalisation d'un processus satisfaisant une relation de récurrence

du type :
(-9 a1 X, =OQ ¢,

ol € est un bruit blanc, ¢ et ¢~ des polyndmes de degrés p et gq,
ayant leurs racines a 1'extérieur du disque unité, d est un entier positif

et L 1'opérateur retard.

Cette formulation présente cependant certaines discontinuités,

notamment dues au fait que l'exposant d est entier.

Celles-ci se répercutent alors au niveau des propriétés du modéle
et entrainent de plus un manque de souplesse de celui-ci, expliquant qu'il

ne s'ajuste pas toujours de facon adéquate aux données disponibles.



L'approche proposée ici pour modéliser la tendance passe par la

considération d'un nouveau processus construit a partir de la série

initiale (Xt). 11 est défini par :

" X[Tr]
XT(r)= -3 ,a>0 , O-srsl

ot [ ] désigne la partie entidre.
L'exemple suivant permet de visualiser 1l'effet de la transfor-
mation qui est proposée.

i) La série initiale

On peut parler de l'existence d'une tendance (en moyenne) croissante

a peu pres linéaire.
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ii) La représentation graphique de la série X[Tr]’ Osrsgit,

X[Tr] . montre qu'en partant de Xt
on fait une modification
de 1'échelle des temps ,
de facon & ramener toute

la série dans t ¢ [b,1]

— T
1
*[re]
iii) La série XT(r) = - (@ =0.5 , oa=1)
TO!
~n n
XT(r) X ()
X 4
o
:"
2l + r —t ¥
1 1



- VII -

On voit que la normalisation faite avec o = 1 conduit 3 un tracé
assez régulier 2 peu prés linéaire en r ce qui est évidemment compatible
avec la premiére impression de 1l'existence d'une tendance linéaire. Ce tracé
présente 1l'avantage de diminuer beaucoup les fluctuations autour de la compo-

sante tendancielle et donc de mieux mettre en évidence cette derniére.

Dans la suite nous dirons que le processus (Xt) présente une

composante tendancielle d'ordre o si le processus

N *[rx] e
{XT(r) =— , te [0,1]} converge en distribution vers un processus
T

{8 () , re [0,1]} non dégénéré et continu en moyenne quadratique.

4
Les processus X, et X_  sont des "fonctions aléatoires" de

T
D[b,l], 1'espace des fonctions réelles définies sur [b,1] qui sont
continues a droite en chaque point et qui ont des limites & gauche finies.
: . . e e . Y
La convergence en distribution signifie la convergence des lois de XT

vers celle de X,.

Cette modélisation des tendances permet de retrouver la partie

dominante du modéle sous-jacent 2 la modélisation ; comme

X[re

E——?r—ﬂ —_— E&w(r)] et comme la limite est continue en moyenne quadratique
T

on a localement (c'est-a-dire, pour t € [T(r-e), T(r+e)] , € petit) la
valeur de Xt qui est peu différente de tan(r) au sens ol la différence
entre Xt et cette valeur est proche de zéro. Ainsi la série initiale est
"localement" assimilable i un mondme At® oa A dépend 2 la fois de r

et de 1'état de la nature.
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La formalisation précédente recouvre un certain nombre de modéles usuels.

i) Un premier exemple est celui ou Xt est déterministe :

c p
Xt =at , ¢ >0 . Le processus Xt présente une tendance en moyenne

d'ordre c¢ :

[Tr] c

c
)

N Xm(r) =ar , 0grsg1 .

"
XT(r) = af
Le processus limite garde le caractére déterministe du processus de départ.

ii) Un deuxiéme exemple est fourni par le théoréme de Donsker

[Billingsley, P. (1968) Convergence of probability measures, Wiley, p. 137].

Si e€_, t > 1 sont des variables indépendantes de m€me loi, de moyenne

t
2 2 §
nulle et variance ¢~ , 0 < ¢” < = et si X = 2 ej on a :
=1

. 1 2]
X (r) = —X = -1
L I

et %T —li»vB , ou B est un processus du mouvement brownien sur BL1].
t
Le processus Xt = E €. présente ici une composante tendancielle
j=t
' £, 1/2 . ' .
d'ordre 1/2 : Xt N 0(; B(r) . Il s'agit d'une tendance en variance
2

puisque E Xt =0, V Xt =gt .

Une autre représentation du processus Xt = sj en termes

e~

d'équation aux différences est :

(1-L) Xt =€ o



_IX_

De facon plus générale nous verrons que tout processus satisfaisant

t21, X, =0 t<o0, d>%,

admet une composante tendancielle au sens précédent. Le degré de différen-

une coundition du type (1—L)d X, =€ »

tiation d et l'ordre o de la composante tendancielle sont liés par la

relation o =d - % .
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II - PLAN DE LA THESE

1) Une géneéralisation des processus ARMA.

Dans la premiére partie de ce travail nous nous intéressons aux
processus stationnaires réguliers dont les coefficients de la représentation
moyenne mobile infinie (aj » J € N) satisfont une équation de récurrence

linéaire a coefficients polynomiaux de degré un :
(4.1 (=b_y +cj) a; + [- b, + ¢, G-1)] asy
teet b e 0] A =0, Viez ,

avec bj . cj eR et (b, ,c), (bk—l’ ck) non nuls.

-1 o

Cette approche a été suggérée par le fait que diverses équations
de récurrence & coefficients constants jouent un rdle important pour la modé-
lisation autorégressive-moyemne mobile [ARMA] : équations satisfaites par
les coefficients moyennes mobiles, par les coefficients autorégressifs,
par la fonction d'autocovariance ... Il était donc naturel d'étendre ce
type de caractérisation en élargissant la classe d'équations aux différences

considérées.
Sous les hypothéses :
i) e 0,

ii1) 1le polyndme C(z) = cj zJ

]

a toutes ses racines distinctes ,

I 3R

0
nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe un
processus stationnaire régulier compatible avec 1'équation (A.1). De tels

processus sont appelés MADE d'ordre k [Moving Average (satisfying) a
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Difference Equation]. Nous présentons alors les principales propriétés de
ces processus : forme de la densité spectrale et comportement de celle-ci
pour les basses fréquences, expression des autocovariances, détermination
des équations aux différences satisfaites par la suite des autocovariances,

existence d'une représentation autorégressive infinie ...

La classe de processus ainsi définie comprend quelques cas parti-
culiers importants, que nous étudions de facon plus détaillée : processus
MADE (1), MADE(2) correspondant aux petits ordres, processus 3 mémoire longue
obtenus lorsque les autocovariances décroissent lentement [@ranger (1980),

Granger-Joyeux (1980), Hosking (1981), Geweke-Porter—-Hudak (1983) .

2) Propriétés limites des moments empiriques.

Le chapitre suivant est consacré & l'étude des propriétés limites

des moyennes empiriques, autocovariances empiriques, périodogramme ... d'un
processus MADE, De facon & simplifier la présentation, nous nous sommes

restreint au cas de processus MADE(1).

Ceux—-ci peuvent se mettre sous la forme :

(A.2) (1-uL)d X, =&, o L désigne 1'opérateur

retard, oi o et d sont deux paramétres réels et e = (et) un bruit
blanc. Afin que le processus X soit stationnaire les paramétres deoivent
étre contraints par :

|a1 >1, d entier négatif ,
ou fa] <1, d quelconque ,

ou o}

(]
[=9)
A



- XIIT -

En fait on voit facilement que, lorsque ces contraintes nme sont
pas satisfaites, on peut encore définir un processus X satisfaisant
(A.2.), mais que ce processus est alors non stationnaire. L'étude asympto-
tique est faite en séparant systématiquement les cas stationnaire et

non stationnaire.

a) Cas stationnaire

Nous commencons par rappeler quelques résultats classiques sur
la convergence en moyenne quadratique {(vitesse en T+1/2 , o T est le
nombre d'observations) et sur la convergence en loi (normalité asymptotique)
de la moyenne empirique. Les conditions d'application de ces résultats sont
""grosso-modo” des conditions de sommabilité de la suite des autocovariances
ou de continuité de la densité spectrale en zéro. On vérifie immédiatement
qu'elles ne sont pas satisfaites pour toutes les valeurs admissibles des
paramétres. En particulier ces propriétés classiques ne s'appliquent pas,
lorsque la décroissance des autocovariances est trop lente, Dans notre exemple
ceci se produit lorsque a = #+ 1 et que l'exposant d est "assez" proche
de % . Ces divers cas sont étudiés en détail dans ce chapitre. Par exemple
1'étude de la convergence de la moyenne empirique lorsque o = 1 et d < %
se révéle assez intéressante. En examinant directement 1'expression de sa
variance (ou en raisonnant dans le domaine des fréquences), on voit qu'il y a
convergence en moyenne quadratique, que celle-ci a lieu 2 la vitesse
T-d+1/2 si =~ % <d < % et T+1 , 81 d < - % , donc a une vitesse diffé-
rente de la vitesse usuelle. Bien qu’'il soit aussi possible d'étendre les

résultats de convergence en moyenne quadratique, il n'en va pas de méme

concernant la normalité asymptotique. La moyenne empirique convenablement
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normalisée ne converge généralement pas en loi vers une loi normale. Des
résultats de ce type peuvent cependant Etre obtenus en supposant la norma-
lité des erreurs. Nous présentons un tel résultat de convergence dans D[Q,l],

résultat dii & Taqqu (1975).

Le méme type d'approche peut &tre suivi pour 1'étude des autoco-
variances empiriques. Cette étude est cependant rendue plus difficile vue
que méme sous l'hypothdse de normalité des erreurs, les autocovariances
empiriques convenablement normalisées tendent en distribution vers une loi
non normale. Cette loi est relide aux processus dits de Rosenblatt

[Rosenblatt (1956), (1961), Fox-Taqqu (1981)].

b) Cas non stationnaire

L'effet de la non stationnarité a été étudié initialement dans
le cas de la marche aléatoire et a débouché sur le théoréme de Donsker.

Ce type de résultat est ici étendu au cas de processus fractionnairesde la

forme :
_ iy 1
Xt—(1L) ut’d)Z’
. . . O

ol le processus u admet la représentation ¢(L) u, = a(L) € >

N Et , £t 20 )
€, = £ = (et , t € Z) étant un bruit blanc de variance o¢°.

0 sinon

Un tel processus admet une écriture moyenne mobile infinie du

type :



t
X = E A(t-1) u

oli la fonction réelle )\ est équivalente asymptotiquement a : A(t) t“,

si t tend vers 1'infini, avec p > - % .

C'est cette édcriture qui est utilisée pour obtenir le comportement
asymptotique du processus X convenablement normalisé. Plus précisément
un résultat récent d'invariance fonctionnelle de Akonom~Gouriéroux (1987)
montre que le processus indexé par r € EO,1] :
| *jre |
—m > T € [0,1] N
T
converge en loi [au sens de D[Q,l]] vers le processus
r
0C1) g (r-s)* dB(s) ou B désigne un mouvement brownien.
(1) T o ’
On déduit alors de cette propriété du processus initial les

comportements asymptotiques de la moyenne empirique —E£T7§ ET ,
T

des autocovariances empiriques T_2d+1 YT(O) B

s s o

-2d+1 ~
T YT(1)

On donne également des résultats sur la fonction périodogramme au voisinage

de la fréquence nulle et en particulier on établit la convergence en loi

& , ot I, désigne le périodogramme.

1
de ~—~ 1
T2d T'T T

| 3) Estimation des paramétres d'un modéle fractionnaire.

‘ Le but de ce chapitre est d'étudier l'estimation par la méthode
du maximum de vraisemblance des paramétres d'un modéle fractionmnaire station-

naire :
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K
o dk
it (1—akL)
k=1
X, = K . €, » avec Iakl <1, |6k1 <1
L ECE N
k=1

et g = (et) un bruit blanc.

On peut dans ce type de modéle, utiliser les résultats généraux
valables pour l'estimation de paramétres apparaissant dans un moddle de

séries temporelles stationnaires. Nous commencons par rappeler briévement

ces divers résultats.

i} On donne les diverses écritures possibles de la log - vraisem-
blance et de ses approximations : écritures dans le domaine des temps, dans

le domaine des fréquences, écritures conditionnelles.

*
ii) Si LT(X,G) désigne cette vraisemblance 1l'estimateur est alors

défini comme solution de :

.

*
Max Log L. (x,8) ,
A T

ou de fagcon équivalente comme solution de :

B

. * _ 1 L _d *o .
M;n KT(P/PO) = 7 Log LT(x,eo) 7 Log LT(x,e)

-

oh 6 et Po désignent la vraie valeur du paramétre et la vraie loi des

observations. On est alors amené pour étudier 1'existence asymptotique de
1'estimateur et sa convergence 2 étudier la fonction limite :

. * . . ~
K(P/P ) = lim KT(P/P ) (limite presque siire).

o o
T
iii) On donne diverses expressions de cette fonction limite qui

s'interpréte comme une mesure de proximité entre lois de processus stationnaires

et est 1'analogue de l'information de Kullback classique. En particulier
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on décrit diverses décompositions de cette information fréquence par fréquence

et aussi en fonction des valeurs des variables conditionnantes.

iv) Une fois établie la convergence de 1'estimateur du maximum

de vraisemblance GT , on voit que celui-ci satisfait asymptotiquement

les conditions du premier ordre :

*
3 Log LT -
— (&, 8) =0 .

38

I

On est donc conduit a étudier les propriétés asymptotiques du vecteur des

%
aLog LT
scores —- ———————-—(X;BO) . En particulier, on détermine diverses
YT 38

expressions de sa variance asymptotique, analogue de la matrice d'infor-
mation de Fisher usuelle et on vérifie que cette matrice apparait naturel-

lement si on approche au voisinage de la vraie loi 1'information de Kullback.

v) Finalement on montre la normalité asymptotique et l'efficacité
asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblance et on applique

ces résultats au cas du processus fractionnaire.

4) Test du multiplicateur de Lagrange en séries temporelles.

Les développements asymptotiques effectués dans le paragraphe 3
servent aussi de base a diverses procédures de test. L'une des plus clas-
siquesest celle du multiplicateur de Lagrange que nous appliquerouns a
divers problémes dans les chapitres suivants. On décrit cette procédure

dans le cas général d'un modéle de série temporelle stationnaire.

On part d'un processus stationnaire admettant des représentations

moyenne-mobile et autorégressive :
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¢6(L) Xt =€, <=>X = AB(L) €

t

ol 6 = (g) et on cherche & établir des procédures de test de 1l'hypothése

H = {8 = 0} contre H1 = {B # 0} & partir de 1'idée du multiplicateur de
Lagrange qui consiste a accepter Ho lorsque le score estimé sous HO est

proche de zéro.

En utilisant des résultats du paragraphe précédent, on déduit la
loi du score estimé sous 1'hypothése nulle et on construit la statistique

de test associée.

Cette statistique admet diverses écritures selon la forme du score
retenue ; en particulier & partir de la forme conditionnelle on déduit une
interprétation de la statistique en terme de régression. On peut dans certains
cas obtenir la méme statistique de test pour tester 1'hypothése nulle H0
contre une alternative H1 ou pour tester Ho contre une autre alternative
H1 . Ceci se produit, lorsque les deux alternatives sont localement équiva-

lentes au voisinage de 1'hypothése nulle.

Considérant le cas d'un modéle décomposable :

<I>6(L) = ¢ 0L(L) 3 L) ,

1, 2,8

on utilise ce concept d'alternative locale pour obtenir d'autres interpré-
tations du test du multiplicateur de Lagrange. Celles-ci consistent essentiel-
lement a remplacer le modéle initial pour un autre modéle linéarisé par rapport
au paramétre d'intérét B. Ici encore ceci permet le calcul de la statistique

de test a partir uniquement de régressions linéaires.
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5) Agrég:ation de processus autorégressifs d'ordre 1.

Dans ce chapitre nous considérons une suite de processus
(Xi i=1,2,...) admettant une écriture autorégressive d'ordre 1

pour t 20 .

Nous commencons par déterminer le modéle de série temporelle
satisfait par la série agrégée ce qui permet de caractériser toutes les

séries qui peuvent s'interpréter comme des agrégats de processus AR(1).

Nous étudions ensuite, de facon plus détaillée, le cas ou la loi
du coefficient de régression est une loi béta : la série agrégée satisfait
une écriture hypergéométrique contenant comme cas particulier certains
processus fractionnaires ; elle peut &tre non stationnaire (méme si toutes
les séries au niveau désagrégé le sont) ; elle peut &tre stationnaire avec

les coefficients du développement moyenne mobile décroissant lentement ...

L'étude des autocorrélations de la série agrégée et des corrélatioms
temporelles des séries désagrégées montre que les premiéres sont toujours
supérieures & la moyenne des secondes si la loi du coefficient de régression

ne charge que les valeurs positives. Il y a donc un biais d'agrégation.

Un test de 1'hypothése d'homogénéité, fondé sur le principe du
multiplicateur de Lagrange, est proposé dans le cadre du modéle obtenu
avec loi bé&ta ; on montre enfin que l'oubli d'hétérogénéité conduit a des

estimateurs biaisés.



6) Tests de bruit blane

L'approche du multiplicateur de Lagrange est développée pour tester
1'hypothése qu'un processus (Xt , t € Z) est un bruit blanc indépendant. On
suppose que sous l'hypothése générale le processus admet une représentation
moyemne-mobile infinie inversible ¢6(L) Xt =€, ol 6 est un parametre
scalaire et tel que 1'hypothése nulle s'écrit H = (6=0).

Des tests convergents sont proposés en exploitant le fait que,

sous l'hypothése nulle, il n'y a pas de corrélation entre X, et une combi-
yp yap ¢

naison linéaire des valeurs passées Xt-1 s Xpg sene

Le comportement asymptotique de la statistique de test sous 1'hypo-
thése de bruit blanc et sous des suites d'alternatives lccales est étudié ;
on déduit les formes de la statistique conduisant aux tests localement les
plus puissants et on montre que le test fondé sur le score coincide avec 1le

test optimal.

Les puissances locales correspondantes a deux suites d'alternmatives

locales sont aussi comparées.

On s'intéresse ensuite au test de 1'hypothése de bruit blanc
lorsque le modéle alternatif est fractionnaire : (t-aL)d Xt =€ . On peut
espérer distinguer les alternatives autorégressives des alternatives moyenne
mobile & travers le signe de d (d >0 ou d < 0). On sera conduit 2
proposer une démarche de type minimax pour prendre en compte les diverses

alternatives locales, di & l'existence d'un probléme d'identifiabilité des

paramétres o et d sous l'hypothése nulle.
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RESUME. - Le but de cet article est d’introduire une classe de

modéles généralisant les modéles ARMA usuels et permettant de
résoudre au moins deux difficultés rencontrées avec cette derniére
modelisation : la phase d’identification c’est-3-dire d'estimation
des degrés autorégressif et moyenne mobile et les phénoménes
de sur et sous-identification. Les processus étudiés dits processus
MADE sont des processus stationnaires, dont le développement
moyenne mobile infinie en fonction du bruit, a des coefficients
satisfaisant une équation de récurrence linéaire 3 coefficients poly-
nomiaux de degré 1.
Nous discutons Vexistence et 'unicité de tels processus, vérifions
qu’ils contiennent comme cas particuliers les processus ARMA
ainsi que les processus & mémoire longue étudiés par Granger.
Nous donnons ensuite divers résultats concernant la fonction d'au-
tocovariance, ladensité spectrale...

A Generalization of ARMA Processes

ABSTRACT. - The aim of this paper is the introduction of a

class of models generalizing the usual ARMA models and giving
possible solutions for two difficulties encountered in ARMA model-
ling, the identification step, i. e. the estimation of the autoregressive
and moving average orders, and the phenomenas of under and
over-differencing. The studied processes, called MADE processes
(Moving Average satisfying a Difference Equation) are regular
stationnary processes, whose infinite moving average expansion
has coefficients satisfying a difference equation with coefficients
which are polynomials of degree 1.
We discuss the existence and the uniqueness of such processes,
we verify that this class contains as particular cases the ARMA
processes and the long memory models studied by Granger. Then
we give a number of results concerning the autocovariance func-
tion, the spectral density function...
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1 Introduction

Les aspects dynamiques des modéles macroéconomiques : anticipations,
description des processus d’ajustement, liens de causalité entre variables, .
séparation court terme-long terme... ont donnés lieu ces derniéres années a
de nombreuses études aussi bien théoriques que pratiques. L'étude de ces
aspects dynamiques est habituellement menée en utilisant des modélisations
autorégressives-moyennes mobiles soit sur les processus observables exoge-
nes ou endogenes, soit sur les processus d’erreur. Cette modélisation consiste
a supposer que la valeur présente d’une variable est fonction linéaire de ses
valeurs passées et de termes d’erreurs; plus précisément on a une relation

du type :
x1_<pl xl—l' .- '(ppxl-p-—‘sl“el Bogeor _eqsl—q’

ou (g,) est une suite de variables non observables centrées non corrélées et
de méme variance (bruit blanc). Ce type de modéle essentiellement descriptif
s’est averé tres souple d'utilisation. Cependant on peut dans son emploi
rencontrer certaines difficultés aussi bien au niveau de son estimation, qu’au
niveau de I'adéquation avec la réalité. Deux exemples classiques de telles
difficultés sont les suivants :

i) Un modéle autorégressif-moyenne mobile contient plusieurs parame-
tres : les ordres p et g, les coefficients autorégressifs et moyennes mobiles
®;...0, 0,...0, et la variance o? du bruit blanc. Si Pestimation des
paramétres & valeurs réelles @, 6, o2 ne pose pas de difficultés particuliéres,
il n’en va pas de méme de I'estimation des ordres p et g. Ces deux paramétres
p €t g sont a valeurs entiéres et, bien que diverses procédures théoriques
d’estimation de p et q aient été proposées dans la littérature, I’absence de
connaissance des propriétés de ces méthodes conduit souvent le praticien a
les estimer de fagon trés empirique.

ii) Une seconde difficulté souvent rencontrée dans I'utilisation des modé-
les ARMA concerne la description de séries non stationnaires. On considére
généralement qu’il suffit de travailler en accroissement (différentiation) pour
se ramener & un cas stationnaire, ou le modéle ARMA sera applicable.
Cette démarche peut cependant se révéler inadéquate si la série initiale bien
que stationnaire présente des corrélations « assez fortes » entre passé et

futur mémes lointains, par exemple décroissant vers zéro a une vitesse P ou

h est le décalage entre passé et futur. Travailler en accroissement conduit
alors 2 un phénoméne classique appelé surdifférentiation et qui tend a
rendre inopérante la démarche habituelle.

Dans cet article nous nous proposons de décrire une classe de modéles,
contenant comme cas particuliers les modéles ARMA, et dont l'utilisation
peut donner certaines réponses aux difficultés précédentes. L'idée de base
est simplement de rendre réels les deux ordres p et g, ce qui revient a
introduire des puissances fractionnaires dans les écritures des polyndmes
autorégressif et moyenne mobile.
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2 Importance des relations de

récurrence dans |I'étude
des processus ARMA

L’analyse des séries temporelles a connu un grand développement depuis
la parution du livie de Box et JENkIns [1970], ou étaient rassemblées
les principales propriétés des processus stationnaires autorégressif-moyenne
mobile (ARMA) et décrites des méthodes adaptées d’estimation des paramé-
tres. La simplicité d'utilisation de la modélisation ARMA s’explique en
grande partie par la forme particuliére de la fonction de tranfert.

Considérons en effet un processus stationnaire X =(X,. t€Z) satisfaisant
P’équation de récurrence :

(1 o(L)X,=8(L)e,

ou : e=(g, teZ) est un bruit blanc du second-ordre, de variance c?, ou L
désigne 'opérateur retard, et ot @ et 0 sont deux polyndomes de degrés
respectifs p et q, admettant des racines strictement a I'extérieur du dlsque
unité et n’ayant pas de racine commune.

Le processus X défini par la relation (1) admet une représentation
moyenne mobile infinie :

(2) X,= ) a;g;=A(L)e,
=
. : - , 0(2)
ou la fonction de transfert : A (z)= z a;z’ est donnee par A (z) = —»(—.Les
i=0 Pz

processus ARMA sont ainsi caractérisés par le fait que la fonction de
transfert coincide avec une fraction rationnelle. Cette propriété peut étre
réécrite de diverses fagons. On peut par exemple remarquer que le processus
X admet aussi une représentation autoregressive infinie :

(3) z njxhjzn(l—)x::sh
oun(z)=y mz/=— ! (p( 2)

j=o A(z) 6(2)
utiliser le méme type de propriété qui est satisfaite par la fonction génératrice
d'autocovariance :

est aussi égal a une fraction rationnelle ou

A= -

+ o 9(2)6(1/2)
4 G(2)= nzi=otA A(1)= “e@e )
@ @)= L v0)F=ctA@A| )=o)

avec y(h)=Cov(X, X, 4

Au lieu de caractériser la modélisation ARMA par l'intermédiaire de
fractions rationnelles, on peut aussi introduire des définitions équivalentes

GENERALISATION DES ARMA
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fondées sur des équations de récurrence linéaire. Ainsi on déduit directement
de P’écriture : A (z) @ (z)=8(2) et de Pidentification terme a terme des coeffi-
cients que A (z) est une fraction rationnelle si et seulement si la suite des
coefficients (a), jeN) satisfait une équation de récurrence linéaire a coeffi-
cients constants (correspondant aux coefficients du polynéme @), avec un
second membre (correspondant aux coefficients du polynéme 6).

La méme propriété est évidemment satisfaite pour les coefficients du
développement autorégressif infini et pour la suite des covariances. Cette
seconde caractérisation est 4 la base d’un grand nombre de méthodes
d’estimation ou d’identification des processus ARMA.

Des approches similaires peuvent étre développées a partir des trans-
formées bien choisies de la fonction de transfert. A notre connaissance la
remarque qui suit et qui est le ceeur de cet article a été faite pour la premiére
fois sous une forme différente par SpoLia-CHANDER-O’Connor [1980]. Con-
sidérons la deérivée logarithmique de la fonction de transfert A (z). Elle est
donnée par :

(5) 1 dA(2) _ (d0(2)/dz) 9 (2)—(do(2)/dz)8(2)

A(z) dz 8(2) e (2)

et coincide donc aussi avec une fraction rationnelle irréductible :

1 dA(z) B(2)
(6 = .
A(2) dz C(z2)
Comme ¢ et 0 sont sans racines communes, des simplifications entre le

() d<p()

numérateur —— @ (z)—

———0(z) et 8(z) @ (z) peuvent seulement étre fai-

tes, lorsque 9 ou @ admcttent des racines multiples. Dans la forme irréducti-
ble (6) le polyndme C apparaissant au dénominateur admet donc des racines
distinctes obtenues en prenant la réunion des racines de ¢ et des racines de
0.

Le polynéme B du numérateur admet un degré inférieur strictement i
celui de C. Remarquons que cette écriture (5) fait jouer un réle plus
symétrique aux polynémes autorégressif et moyenne mobile.

L’équation (6) a une écriture équivalente en terme d'équation aux diffé-
rences. Introduisons les écritures explicites des polynémes B et C :
B(z2)=bo+b,z+ ... +bc_,2* 1,
C(D)=co+ciz+...+ex 2%, o #0,

et de la série A :

Y a; avec a;=0, Vj<Q;

j=-o

on déduit de I'egalité : C(z)dA( )—A(z)B(z)=0 que les coefficients a,
dz

J€Z sont tels que :

(D (coNay+{=bg+c,=Dla;_ +... +[=bg - +cex(—K)la,-x =0,
Vj.



-6 -

Ils satisfont donc aussi une équation de récurrence linéaire sans second
membre, dont les coefficients sont des polyndmes de degré 1 en j. Il est
clair qu'une telle équation (qui existe aussi pour les suites (%)) et (y (h)) peut
servir a construire de nouvelles méthodes d’estimation et d’identification
des processus ARMA.

La remarque précédente incite & étudier les processus moyennes mobiles
infinies dont la fonction de transfert satisfait une équation du type (6) avec
des polyndmes B et C sans racines communes, tels que d°B<d°C—1 et un
polynéme C, dont toutes les racines sont distinctes. Dans la suite ces
processus sont appelés MADE(K) (Moving Average (satisfying) a Diffe-
rence Equation), ot K=4°C.

It est facile de voir que I'ensemble de ces processus contient strictement
la classe des processus ARMA.

Considérons pour simplifier le cas ou K=4°C=1. Cette classe comprend
les processus ARMA de la forme :

(1-al)!X,=¢, avec deN*
ou ceux de la forme :

X,=(1—al)¥s, avec deN*

Pour ces processus I'équation (6) s’écrit :

1 dA(z)  —ad
A(z) dz 1—az

avec deZ*.

11 est clair que des processus sans représentation ARMA peuvent étre
obtenus en prenant une valeur & non entiére. Considérer Ia classe MADE(1)
permet ainsi de disposer d’un sur-modéle a la fois pour les AR(1), les
MA (1) (et les processus autorégressifs purs ou moyennes mobiles pures
admettant une seule racine, avec un ordre de multiplicité supérieur a I}.

Dans la section3, nous étudions les principales propriétés des processus
MADE. Nous commengons par établir des conditions nécessaires et suffisan-
tes portant sur les coefficients des polynémes B et C pour qu'il existe un
processus stationnaire dont les coefficients du développement moyenne
mobile satisfassent la relation (7). Puis nous donnons les formes des repré-
sentations moyenne mobile infinie et autorégressive infinie, I'expression de
la densité spectrale et explicitons les équations différentielles satisfaites par
les diverses fonctions génératrices.

Dans la section 4, nous nous intéressons aux formes des coefficients du
développement moyenne mobile et des autocovariances. Nous donnons leurs
expressions complétes pour quelques modéles simples, en particulier pour
un modéle correspondant & B(z)=b,, C(z)=1—az. Ce cas limite permet
de retrouver les modéles dits 4 mémoire longue (GRANGER [1980], GRANGER-
Joveux [1980], HoskinG {1981), Geweke-PorTer-Hupak {1983] ...}. Lorsque
les modéles sont d’ordre trop élevé, il est évidemment difficile d’obtenir
des formes explicites et nous présentons diverses procédures numériques
permettant leur détermination. Diverses démonstrations et quelques proprié-
tés utiles des fonctions hypergéométriques sont données dans les annexes.

GENERALISATION DES ARMA
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3 Définition et principales
propriétés des processus MIADE

3.a. Definition

Dans la suite de I'article un processus MADE est un processus stationnaire
régulier, 4 valeurs réelles, dont la décomposition moyenne-mobile infinie :

o
X,= Z a;e,_ (avec ¢ bruit blanc, de variance o? a,eR, a,=1 et
j=0
PO
Y af<ao) admet des coefficients satisfaisant une équation de récurrence
j=o0

linéaire du type :

(8) (=b_ +cof)a;+{—=bo+c,(—Dla;_,
+ ... +[—bK‘1+CKU""K)]a}_K=0

VjeZ avec by, c;eRet (b_y, o), (b -, k), non nuls.

Comme auparavant, nous posons a;=0, V;<0. Cette équation est a priori
plus générale que I'équation (7) vue auparavant; on montrera cependant
que b_, est nécessairement nul.

Tous les processus ainsi définis n’ont pas le méme intérét du point de vue
pratique. Ainsi il parait possible d’imposer les conditions supplémentaires
suivantes, qui permettront dans la suite d’importantes simplifications et qui
sont en particulier satisfaites pour les processus ARMA.

HYPOTHESE 1 : i. cx #0;

K

ii. le polynoéme C(z)= Y ¢z’ a toutes ses racines distinctes.

i=0

Comme nous I'avons vu dans la partie introductive, I'hypothése ii est
automatiquement satisfaite dans le cas des processus ARMA a condition
de retenir pour polynome C le dénominateur de la forme irréductible de la

. 1 dA(2)
fraction —— .
A(z) dz

L’hypothése i est, elle, identique 4 Ia condition d° B<d°C—1.

3.b. Existence et unicité des processus MADE

L’existence d’un processus stationnaire régulier satisfaisant (8) implique
evidemment diverses restrictions sur les coefficients b et ¢ intervenant dans
12 relation.
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@

Celles-ci sont conséquences des conditions a,=1 et Z a}<co imposées
‘ i=0
au développement moyenne-mobile infinie.

i. Restriction due & Il'égalité a,=1

La relation (8) est évidemment satisfaite pour tout indice j <0, du fait de
la condition a;=0, ¥j<0. Si nous écrivons maintenant cette relation pour
Jj=0, nous avons :

(=b_1+¢5-0)ap=0 < b_,a,=b_,=0.

Le coefficient b_, est donc nécessairement nul et nous 'omettrons dans la
suite. Remarquons que sous cette condition, il résulte de I'hypothése
(b_,, co)#0 que le coefficient ¢, de a;, j=>1 est toujours non nul; on peut
donc, pour j>1, exprimer a; en fonction de a;_, ..., a;_¢ et déduire de
I'équation (8) des expressions uniques de (a;) en fonction des coeilicients b
et ¢ Nous disposons en effet des valeurs initiales: a,=1,
a_,=a_;=...=0a_x,,=0
On a par exemple :
ag=1,
bo

cody+(=bpag)=0 < a =—,
o

b
2cpa,+(—bo+cy)a +(=bya)=0 <= a,= L[(bo—cl)—-q +b1:|
2¢q Cy

. .et ainsi de suite.

ax

ii. Restriction due & l'existence de la somme 3 a}
j=0

PropriiTE | ; 1l existe un processus stationnaire régulier satisfaisant la
relation (8) si et seulement si, on a :

b_,=
et, si considérant la décomposition en éléments simples de

Ko Ky
_B_(EZ= ~ 0, B, + By d,
C(z) «2) 1=z =1 1B,z

avec Re($,)=20

et Re(d,})>0, avec K, +K =K, ona:

a) {B.| <1 ou (lBk|=l et Rc(dk)<%), Yk=1,...,K,,

b) 8, réel entier ou (o, |<1 et &, non entier), Vk=1, ..., K,

Preuve : Voir appendice 1.

En fait lorsque les termes «, et P, sont de modules strictement inférieurs
@

i 1, on a méme I'absolue sommabilité . |a,| <.
j=0

GENERALISATION DES ARMA  a
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Exemple 1 : Afin d'illustrer la propriété d’existence 1, on peut considérer

) . B{z —-ad . .
le cas simple ou —Q =-———, ol J est non contraint. La zone d’existence
C(z) l-az

peut &tre représentée graphiquement dans un repére (a, 8).

5 \4\

&

-1 1
m - rn
I

En plus de la zone hachurée, le domaine d’existence comprend un certain

nombre de demi-droites; celles verticales correspondent 4 la zone frontiére

a= +1; celles horizontales 4 des valeurs entiéres de 8, c’est-i-dire a des

représentations moyennes mobiles pures avec une racine a Pintérieur du
disque unité.

Divers corollaires sont immédiatement déduits de la propriété précédente
et de sa démonstration.

CoroLLAIRE 2 : Un processus stationnaire régulier est MADE si et seule-

. 1 dA(z . .
ment si — ) a la forme d’une fraction rationnelle en z.
A(z) dz
CoroLLalre 3 : Un processus stationnaire est MADE si et seulement si
Ko
n (1-a 7-)6"

. s s k=
la fonction de transfert s’écrit : A (z) = —K«l—————
1

H (1-B. 2)h
k=1
Ce corollaire s’obtient évidemment par intégration de la décomposition
1 dA(z) B(2)
A(z) dz C(z2)
Signalons simplement que I’écriture (1 — B z)? correspond a la détermination

principale, c’est-a-dire celle prenant la valeur 1 pour z=0. Cette détermina-
tion principale est donnée par :

en éléments simples de donnée dans la propriété 1.

+ dd-1). ...(d—j+l)

9 (1—-Pzy¥=1+d(—B2)+... '
!

(—Bz¥V+...

Ce développement en série existe sous les conditions a), b) de la propriété 1
ce qui donne ainsi un sens a I'expression de A (z).

CorotLalRE 4 : Un processus stationnaire régulier est MADE si et seule-
ment si il satisfait une équation du type :
Ky

Ko
n(l—ﬁ,L)"‘x,= (1—a,L)2e,
k=1

k=1

Red, >0, Red, >0.
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Ce corollaire montre qu’il est possible de distinguer les « séries autorégres-
sives » destséries moyennes mobiles » en étudiant les signes des numéra-
teurs intervenant dans la décomposition en ¢léments simples.

CoROLLAIRE 5 : Si les coefficients B,, d,, a,, 5, satisfont les conditions de
la propriété 1, il existe un unique processus stationnaire régulier vérifiant

Ky Ko

[T-BL"X, =[] (1 - L) e,
k=1

k=1
Red,>0. Red, =0.

CoRroLLAIRE 6 : Un processus MADE admet plusieurs représentations
possibles fondées sur le bruit blanc ¢, c’est-a-dire correspond a plusieurs
couples de polyndmes B et C. Ces couples s¢ déduisent tous de la forme
1 dA(z)
A(z) dz

le degré K du polyndme C est le plus petit possible.

Dans la suite, nous notons K ce degré minimal et nous dirons que le
processus admet une représentation MADE (K). Du fait de la bijection entre
les définitions en terme de fractions rationnelles et en terme d’équations aux
différences a coefficients polynomiaux de degré 1, on peut aussi interpreter K
comme 'ordre minimal de telles équations aux différences satisfaites par les
coefficients (a;).

irréductible de . En particulier, il existe un couple pour lequel

3.c. Densité spectrale

Les processus MADE peuvent évidemment ctre caractérisés par la forme
de leur densité spectrale; celle-ci est donnée par :
Ky
, I11a —o expiw)|?
g° k=1
2 S
T [(1—Byexpiw)®|®

k=1

L'examen de la démonstration de la propriété 1 montre que la condition

0.2
(10) f(@)=—|A(expiw)|*=
2n

1 , . . o
Red, < 5 lorsque | B, | =1 est nécessaire et suffisante pour assurer I'intégra-

bilité de la fonction f au voisinage du point o, pour lequel B expiw,=1.

Remargque : Lorsque les exposants d, et 3, sont réels, la densité spectrale
peut étre facilement exprimée en terme de sinus. On a:

[(1—aexpi)[*=([I —aexpio[*)*={l +a® - 2acos 0]’
o) 13
= [(l-u)2+4asin25] .

D’ou on déduil :
Ky

7T [(l —ag)’+4a.sin29]ét
f= i 2
Sy "
p¥ [(1—3,)’+4s,sin=§]
k=1 ~

GENERALISATION DES ARMA



- 11 -

Remarque : La densité spectrale peut étre infinie en certains points. Ceci
. o 1 s
se produit, lorsque pour un indice k on a IB,] =1et Red, < E.Conmderons

pour simplifier le cas ou I’exposant d, associé est réel et notons
By =exp(—iwy). Au voisinage de la valeur =0, on a:

Log f (w)~cte—d,log|1 —exp—iw,expinl?
~cte—dylog[2(1 —cos(®w—,))]
x —d,log(0— )~ —2d,log| o~y .

Ainsi la densité spectrale tend vers I'infini lorsque ® tend vers w,, ceci
évidemment en restant intégrable. De plus I'exposant réel d, associé a la
facine B, de module 1 permet de mesurer la vitesse avec laquelle a lieu cette
divergence.

Dans le cas d’exposants complexes, la vitesse est fonction de Red, et non
de d,, comme on le vérifie facilement a partir de I'écriture développée donnée
ci-dessous.

Remarque : Certains exposants d, ou 8, peuvent étre complexes. Les
coefficients de A étant réels, ils figurent alors avec leur conjugué. Considé-
rons ainsi un processus MADE (2) défini par :

(1-BLY(1-BL)?X,=¢,

ou B et d sont tous deux complexes et satisfont les contraintes de la
propriété 1. La densité spectrale sécrit :

o? 1
2n(1—Bexpin)'(1—Pexp—iw) (1 —Pexpiw)’(1—Pexp—iw)

(@)=

Séparant les parties réelles et imaginaires de d, nous avons :
o? 1

®)= —

f®) 2n |1-Bexpio|**?|1—Pexpiof?re!
1

[(1—Bexpiw)/(1—Pexp—im)]'™¢[(1 -Bexpiw)/(l -Bexp—iw) ™'
1-Bexpio ot I-Bexpio

sont de modules 1, ils

Comme les rapports
PP 1-Pexp—ie 1-Pexp—io

peuvent étre notés exp—if@(w) et exp+i 3((0) respectivement. Si de plus
nous notons P=|B|exp(—iwy) la décomposition du complexe P faisant
apparaitre son module |B| et son argument w,, nous obtenons :

2
fw)==
[1+ [B]*—2|B|cos(@—wo)I**[1 + |B|*—2|B|cos(w+ wp)]***

|
expImd[8(w)+ B(w)]

Remarquons que, le dernier terme l/cxplmd[&(m)+§{m)j étant continu,
borné (puisque 9{w) et ﬁ{m) sont compris entre 0 et 2 ), la densité spectrale
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f{w) peut uniquement tendre vers Pl'infini si et seulement si le premier
terme tend vers I'infini. Ceci nous raméne donc au cas d’un exposant réel
(remplacement de d par sa partie réelle).

Les résultats précédents peuvent évidemment étre écrits en terme de
fonction génératrice d’autocovariance. On 2.

G)= ¥ v(h)z*=oZA(z)A(1\,
z/

ou de maniére équivalente en écrivant les dérivées logarithmiques :
1 dG(2) _ 1 dA (2) 1 dA(l/2)
G(z) d:z A(z) dz A(l/z) dz
_1_dG()_B() _ 1 B
G(z) dz C(2) 22 C(z)’
I dG(z) _ "' B(2)C(1/2)—z*"'B(1/2)C(2)
G(z) dz C(z)C(1/z)z**!
1 dG(2) _ B*(2)
G(z) d:z C*(2)

(1

ou

B*(z)=z"”B(z)C(l) —zK-! B(E)C(Z)
z

F4

et
* K+1 1
C*(z)=z C(o)C{ - ).
z
Ainsi la fonction génératrice d'autocovariance satisfait une proprieté simi-

laire & celle vérifiée par la fonction de transfert : sa dérivée logarithmique
coincide avec une fraction rationnelle en z.

Le dénominateur de cette fraction est de degré 2K +1 et, a un facteur z

prés, coincide avec un polyndme symétrique [z"C(z)C(— ; le numéra-
z
teur est de degré 2K.

Comme le dénominateur comporte z en facteur et que celui-ci n’est
pas facteur du numérateur, on en déduit immédiatement que la suite des
autocovariances satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre 2K,
dont les coefficients sont des polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a 1.
Notant :

B*(2)=bf+btz+... +b3c 22K
et

C*(2)=ctz4ctz®+... +cixs 2250,

GENERALISATION DES ARMA
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ona.
2K

(12) Y (=bt+ct, (h—K)y(h—k)=0, Vhel
k=0

L’équation (11) permet de retrouver la fonction G(z) 4 une conmstante
multiplicative prés. Elle caractérise donc la fonction génératrice d’autocorré-
lation :

+x

1
R(z)= —G(z)= h) z*.
(2) e (2)= .;_:mp()z

Comme I'équation de récurrence (12) est équivalente a I'équation différen-
tielle (11), dés que la fonction G existe, on en déduit que la relation (12)
+ o

admet une seule suite solution telle que: p(0)=1 et Z p(h)2<+;

h=-w

celle-ci n’est autre que la fonction d’autocorrélation du processus.

Exemple 2 : A titre d’illustration, considérons le cas d'un processus
1 dA(z)  —aod

A(z) dz 1-az
signe quelconque) et nous en déduisons que :
1 dG(z) —od _ _l_ —ad
G(z) dz l—oz 22 1—(a/2)

{(ou & est un réel de

MADE (1). Nous savons que

_ o8 (1~ z2)
S zl-azi+z(l+a?)—q]’
1 dG(z2) )
=(z—(1 .
G(z) dz (¢ (/Z))zz—z((l+a2)/a)+l

La fonction d'autocovariance satisfait donc la relation :

2
d+myh)— ( -:[a )(h— Dy(h—1)+(-8+h-2)y(h—2)=0

pour toute valeur h dans Z, ou de maniére plus symétrique dans I'indice :

1 2
(13)  B+h+D)y(h+1)— —2 hy(h)+(=8+h~1)y(h—1)=0,
YhelZ.
Exemple 3 : Considérons pour simplifier le cas ou a| <1 et ou §=—1,
c’est-a-dire celui d’un processus AR (1) :
(1-aL) X, =¢,

L’équation (13) se réduit a :

+a?

!
hy(h+1)— hy(h)+hy(h—1)=0, VheZ

e 2
2

=yt )= mryh-n=0, VA1
o §
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La suite (y(h), h>0) satisfait ainsi une équation de récurrence linéaire
d'ordre 2 a coefficients constants. Les racines de I'équation caractéristique

e 1 1
associée étant ¢ et —, on a donc : y(h)=A a"+B—h.
a o

. 1 .
La condition d’existence de [ (0)= Z—Zy(h) exp(ih®) entraine alors
T a
B=0, puisque |a| <1. On a donc nécessairement y(h)=y(0)a*, h>0, ce
qui est bien la fonction d’autocovariance du processus AR (1).
Exemple 4 : Dans le cas limite du bruit blanc avec =0, I'équation (13)
s’écrit :

1 +a?
(h+DHyth+ )= ——hy(W)+Hh—-y(h-1)=0, Vhel
o

La suite (hy(h), he Z) satisfait donc une équation de récurrence lin¢aire a
coefficients constants. Comme les racines de 1'équation caractéristique sont

1
get—,ona:
x

hy(h)=Aa"+Eh, YheZ.
¥

En particulier pour h=0, on obtient: 0=A+B et donc
hy(h):A(a"— —l;) Cette forme n’est compatible avec la « convergence »
o

de la série que si A=0. On a alors: y(h)=0, Yh#0, ce qui correspond
bien a un bruit blanc. Remarquons de plus que, comme on pouvait s’y
attendre, le paramétre a intervenant dans I'équation de récurrence, n’appa-
rait plus dans la suite d’autocovariance solution.

Exemple S5 : La détermination de la solution « convergente » satisfaisant
¥(0)=1 n’est pas toujours aussi directe. Ainsi dans le cas d’'un MA(1), on
a: §=1 et la relation (13) se réduit a :

2
m+nym+n—l%1hﬂm+m-ayw—n=a

14+a?

1
v(h), h>2 sont caractérisées par la seule connaissance de yv(2).

Pour h=2, on obtient : 4y(3)— 2v(2)=0; de sorte que les valeurs

3.d. Représentation autoregressive

On peut se demander dans quelle mesure un processus MADE admet
aussi une représentation autorégressive infinie unilatérale, dans le bruit ¢ :

(14) Xe—mXeoy oo ;X ;... =,
On dira alors que le processus est inversible.
On peut vérifier que dans le cas des processus MADE une condition
+ o

nécessaire et suffisante pour pouvoir écrire g,= Y =, X,_, est que I'inverse
J=-®

GENERALISATION DES ARMA
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de la densité spectrale soit intégrable :

J" o<
-f @)

On retrouve ainsi une condition habituellement utilisée lorsque la densité
spectrale est bornée (ce qui n’est pas forcément le cas ici).

Utilisant la forme de la densité spectrale (10), on voit immédiatement que
cette condition implique :

(15) Reﬁ,‘<%

pour tout indice k pour lequel le coefficient o, est de module 1.

Sous cette condition supplémentaire et sous les conditions de la propriété 1
assurant I’existence du processus MADE, on peut inverser 'opérateur A (L).
Deux cas sont alors a distinguer : si parmi les o, figure un élément de
module strictement supérieur a 1, on obtient une écriture du type :

+

g= 3 mX,_,
ji=-x
faisant intervenir des valeurs postérieures de X.

Dans le cas contraire ou tous les a sont de modules inférieurs ou égaux
a 1, on a bien la représentation cherchée.

En résumé, nous avons la propriété suivante :

PropriETE 7 : Un processus MADE admet une représentation autorégres-
sive unilatérale si et seulement si :

i. Vk=1,...,K,,

o] <1

1 .
ii. Red,< - pour tout indice k tel que || =1.

Exemple 6 : Si nous reprenons I'exemple 1 d’un processus pour lequel
B(z) —ad
C@iz l-uaz

, 12 zone d’existence et d’inversibilité est :

l//

\
—
N |—

LN

N

/
/
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Si nous nous restreignons aux processus inversibles, le résultat précédent
nous conduit a séparer les processus MADE en deux classes :

i. celle des processus pour lesquels le polynome C intervenant dans la
forme irréductible a toutes ses racines a 'extérieur strictement du disque
unité. Ces processus sont dans la suite dits génériques;

ii. la classe complémentaire des processus pour lesquels il existe dans C
une racine de module t. Ces processus seront dits d mémaoire longue.

4 Coefficients du développement
moyenne mobile et forme
des autocovariances

4 .a. Processus MADE (1)

11 s’agit des processus moyennes mobiles infinies satisfaisant la relation :
(16) (1-aL) %X, =¢,
= (17 X,=(1—-aL)’¢,

ou a est un réel de module inférieur ou égal 4 1 et ou & est un réel tel que

1

1. . :
5>8> ~3 si a=11. Nous ne distinguons donc pas dans cette section

deux cas selon le signe de 'exposant; nous posons cependant d= —8 pour
simplifier certaines formules.

4.a.1. Coefficients du développement moyenne mobile
infinie
On a déja donné en (9) le développement de (1—a L)% :

(18) (I—GL)6=1+8(_QL)+ 8(52_1)

(—al)?+...

43620 };(5"””(_%)@. .

Cette expression peut €tre présentée sous une forme plus simple en
introduisant d= —&. Nous avons :

(1—alyp= ¥ ZDEAD. (d=jt D

‘ (_1)jaJLJ
J!

=0

© J
=Y @+j-1)...(d+1)d=Ls,

j=o !

GENERALISATION DES ARMA
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Notant :

r(d+j)

) =d+j=1)...(d+1)d,

(19)

nous obtenons I'écriture résumée :

a

r(d+j) o
20 1—-gLl)?= §V — 22—
9 (I=eb) Jﬁ\:o rd) jt

L/ avec d=-38.

Remarque : L’écriture précédente correspond a I'expression de (1—aL)® a
partir de la série hypergéométrique de Gauss (voir par exemple ABRAMOWITZ-
STEGUN [1965], GRADSHTEYN-R YZHIK [1965] et A ppendice 2). Celle-ci est défi-
nie par :

() i T@+HT(b+)) 2
Fr@ar®,=e TE+) !

(21) F(a,b,c,z2)=

et nous avons :

(22) (1—aL)®=F(-3§, b, b, aL)

C'est généralement cette interprétation qui a été retenue dans la littérature
(GraNGER [1980], HoskinG [1981]...) pour établir les principales propriétés
des processus @ mémoire longue (cas a=1). Ainsi pour mettre en évidence
les récurrences entre les coefficients du développement moyenne mobile,
ces divers auteurs ont utilisés les relations de Gauss sur les fonctions
hypergéométriques contigués. Il parait cependant plus éclairant d’utiliser
comme nous I'avons fait dans la premiére partie les équations différentielles
sous-jacentes pour obtenir ces mémes résultats.

Connaissant la forme explicite des coefficients a ; du développement
[+
moyenne mobile infinie X,= ¥ a;¢,_, il est évidemment facile d’étudier le
j=0
comportement de la suite a; et de voir comment celui-ci se modifie avec les
paramétres a et 8.

Dans le cas d'un processus MADE (1) I'équation de récurrence sur les
coefficients (a;) est :

(23) jat[ad—a(—1)]a,_,=0, VjeZ
Ceci implique :

9 _ad+j-1)

a;-, J

(24)

pour j> 1 (sauf pour les cas limites des MA purs ou les a , sont nuls & partir
d'un certain rang).
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Exemple]:Considérons a titre d’illustration le cas ou a est un réel positif
inférieur & 1.

Lorsque d est compris entre 0 et 1 (passage du bruit blanc 4 une
représentation AR (1))
%<t
a;_,

Vizl: 0<

Tous les coefficients sont ainsi positifs et décroissent avec j. De plus on
voit immédiatement que cette décroissance est plus forte lorsque la valeur
de d est plus faible.

Lorsque d est compris entre —1 et 0 (passage d’une représentation MA (1)

9 a(—3—1+4))

a un bruit blanc), on a : . Ce rapport est négatif pour

;- J
j=1 et positif pour j>2. On a donc a,=1>0, a;<0, Vj>1. Il y a de plus
décroissance du module de g; et cette décroissance est plus accentuée, lorsque

d se rapproche de zéro.

Il ne faudrait cependant pas croire que, dans le cas particulier d’un
MADE(1), les coefficients a; ont toujours une évolution monotone; ce
résultat est du aux contraintes — 1 <d< |, que nous avons imposées jusqu’a
maintenant. Si nous considérons maintenant un exposant tel que d soit
supérieur a 1, nous voyons que :

4 _xd+ji-h
a;_, J
a{d—1)
1—a

j> 20,

Il y a donc croissance, puis décroissance des coefficients en fonction de j.
Nous donnons dans la figure suivante pour =09, 8=-2, — L5, —1,
-0,5,0,Q5, 1, 1,5, 2 les graphes des (a)).

8=2

8=15

>

GENERALISATION DES ARMA
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i ]
-.54 -5
=5 6=1
-1 4 -1+
3 A a A
1 2 4

.54} 14
J j
-.54 -14
6=15 §=2
-1 -2

Le comportement asymptotique des coefficients (a;) se déduit directement
de la formule de Sheppard :

FG+a) %~ j*7® sij tend vers linfini.
CG+b)
Frd+j) o Fd+) o
Comme : a;= (d+)) & = +].) * , on en déduit :
L@ j! I'{l+) I'(d)
-1 )
(25) g~ 2

T
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Remarque : Dans le cas de modéles 4 mémoire longue, od par exemple

d-1 2d—-2 i

a=1,ona: a,z«j-—. On voit que a} ~
r

2 et la suite des a; est de

, . . 1 ..
carré sommable si et seulement si: 2d—-2 < —-l<ed < 5: on retrouve ainsi

directement dans ce cas trés particulier le résultat de la propriété 1.

De plus on remarque que la décroissance n’est pas exponentielle, mais
est de P'ordre d’une puissance négative de j. Bien que le processus soit
stationnaire, I'influence de X, sur X,,,, h > 0 va étre «importante » méme
pour de grandes valeurs de h. Ceci explique la terminologie « mémoire
longue » retenue pour ce type de modéles. Cette décroissance lente corres-
pond évidemment dans le domaine des fréquences a I'existence d’un point
ou la densité spectrale est infinie (ici pour @=0).

4.a.2. Forme des autocovariances

Nous avons vu dans la section 3 que la densité spectrale est donnée par:
2 2 13
(10) f(co)=3—|l——aexpim{“:9—[(1-&)2+4asin29],
2n 2n 2

et que les autocovariances [y (h)] satisfont ;

2
(13)  G+h+)y(ht -T2

hy(h)+(=8+h-1y(h—-1)=0,
VhelZ.

La forme explicite des autocovariances se déduit directement de celle des
coefficients a. On a, pour h > 0:

[ ]
Y(h=0’} a;a;.,
j=0

x

—' Y F@d+j) & Td+j+h) o
j=0 I'(d) j!I T (+h)!

2[ o’ (h+d) a,,]x[ TC(h+1) E I d+)Td+h+)) fj]
C(h+1)T(d) T+ ;<o THh+1+) it J

On reconnait dans le second terme entre crochet une valeur de la fonction
hypergéomeétrique (voir (21)). D’ou le résultat suivant :

I'(h+d)

26 =0l ——
200 v DT @

o"F(d, d+h h+1,a?), Vh=0.

Remarque : L’équation de récurrence satisfaite par la suite des autocova-
riances peut étre directement retrouvée a partir de la forme explicite (26)

GENERALISATION DES ARMA
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de y (h). On déduit des relations de contiguité de Gauss (voir Appendice 2),
P’égalité suivante :

(c=DF(a b—-1,c-1; 2)+(az—bz—c+1)F(a, b, c; 2)

+ 2679 pa b1, c+1; =0,
c

Prenons alors a=d, b=d+h, c=h+1, z=a? et remplagons les fonctions
hypergéométriques par leurs expressions en fonction des autocovariances,
nous obtenons :

COI@ _yt=1) |y [EEDI@,

T (htd—1) o o’ T (h+d)
_ 2
+(d'+h)(h+l d)az Ch+2T(d) y(h+1)=0, VheZ
h+1 ot TC(h+1+d)
_ 2
Yol (), v g YBED gy g
Fh+d—1) o T (h+d) T'(h+d)

d)y(h+1)=0, Vhel.

< (h—=1+dDvy(h

Nous retrouvons bien la relation (13).

Remargue : L’¢quation de récurrence (13) satisfaite par la fonction d’auto-
covariance peut &tre assez différente de celle habituellement considérée pour
les processus ARMA. Considérons un autoregressif d’ordre p défini par
(1—aL)?X,=¢, Un tel processus correspond & d=peN* et I'équation de
récurrence devient pour p=1, 2, . ..

p=1, ay(h+)—-(+a?)y(M)+ayh—1)=0
o (I-—aLl){a—L)y (h)=0

2
p=2, (h—l)y(h+l)-—liih'y(h)+(h+l)y(h—l)=0
o

Si 'opérateur 1 —a L apparait bien dans la relation associée a p=1, 'opéra-
teur (1 —a L)? n’est pas en évidence dans celle associée a p=2.

Si nous nous restreignons au cas des processus @ mémoire longue a= + 1,
les expressions des autocovariances se simplifient. On a:

2 (h
yy= ST ETD e dih htt, ).

Ch+ DI
Or il résulte des propriétés classiques de la fonction hypergéomeétrique
{Appendice 2) que:
Fa, b, c: )= M
T(c—a)T{(c—b)
Nous en déduisons que:
2 1-2
J(hy=2 F(h+d) , CheDO(-2d)

T+ THh+l1-Hr{i-d
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ProprI&TE B : Les autocovariances d'un processus MADE (1) & mémoire
longue sont données par:

Fth+d)y T (1-24d)
FTh+1—d) T@T-d)

et les autocorrélations par :

py=pTA=D LGEd) sy,
rd)y r(h+i1-d
On peut donner des formes équivalentes pour 'expression de y(h). Ainsi
Fd+1) F(—d+h)

remarquant que : ————— ={—1)*
quant que: o S =V TS

) =o? (—ep L4+ D) ro-24
T(—d—h+1) T(h+1—-d)T(1—d)

w2 r(1-24d)
@7 Y=o =) T DT 1-d)

\
S

y(hy=c?a

, on obtient :

Remarquons que la fonction du second membre étant paire en h I'égalité
est vraie pour toutes les valeurs de h aussi bien positives que négatives.

Remarque : Les formules précédentes peuvent aussi étre trouvées par
inversion de la densité spectrale. Ainsi considérons le cas a=1, ona:

02 o *] 02 ® 2%
@)= —|4sin?= | = —2%%sin—
f@) 2n[ 2] 2n (Si 2)

2x

y(h):J.“ cos(mh)f(w)dm:j cos(wh) f(w)do

0

2 2x 26
= °—2“j cos(mh)(sin%) do

2n o

2 ]
= o—zz“lf cos (21 ) (sin A)2 ® dA.
2n o

On peut alors utiliser une formule classique d'intégration de produit de
sinus et de cosinus (appendice 2, formule (48))

—_— ncos(an/2)
b-1 dx = > Re(b) > 0.
L (sinx)* "' cosaxdx 221 pB(b+a+1)/2 (b—a+1)/2)

pour en déduire que :
rcos(hw)

2285028+ 1)B[d+h+1, 8—h+1]
—g? cosfrhY (25 +2)
Q3+DTG+h+ NI G-h+1)
rQ@sé+t) .
IrG+h+1)C(B—-h+1)
GENERALISATION DES ARMA
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(b= 2-22*
n

=02(~—l)h
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Une telle approche a par exemple été suivie par Hosking [1981] et GRANGER-
Joyeux [1980].

Remarque : Utilisant I'équivalence

F(a, b+A c+A 2) , si|z|<1etsi\tend vers + oo,

1
(1-2p

on voit que, lorsque h est grand, I'autocovariance est approximativement
donnée par :

Y(h)=02MahF(d,d+h,h+l, a?)
- Th+)IN@
d-1 A
~ot_ M9 pour |af<1.

~ c —_—
L@@ -ao?
Lorsque a=1,ona:

C(h+d) T[(1-24d) ~ gt pre-t r{1-24d
Th+1—-d) T @T(1-d) r@ra-4

y(h)=0o?

Il y a, dans ce cas limite, décroissance des autocovariances 4 une vitesse?
plus lente que la vitesse exponentielle usuelle.

4.b. Processus MADE (2)

Considérons maintenant un processus MADE d’ordre deux. II satisfait
une relation du type:

(28) (1—a, L)"®(1—a, L) 22X, =¢,
< (29) X,=(1—a, L*1 (1 —a, L)%,

Comme dans le paragraphe précédent nous ne faisons pas la distinction
selon le signe de I’'exposant,

4.b.1. Coefficients du développement moyenne mobile infi-
nie

Remplacant dans (29), les opérateurs (1 —a, L) et (1—a, L)*2 par leurs
développements en série nous obtenons :

Am:(i I (d, +)) a_.g)( - [d,+)) &)
j=0 T(dy) j! =0 Ty j!

de sorte que le terme général du développement moyenne mobile infinie est
donné par :

ak—

>": F(d,+)) o} Ty +k—j) ot
j=o Ty Jj! '(d,) (k—j)!
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oty FUH) Tlark=p 1 (@)
5 Trd) Td) Tk-j+) j!

L Ttk o T +) Ty +k—) T+ (/o)
‘rd)rk+1,5% rd,) rd) T&+l-j) jr °

Remarquant que :

F(dz+k~j)=(_l)j r(—d,—k+1
[{d,+k) C(—d,—k+1+))
et que :
T(k+1) =(__1)J.l"(—k+j)
Tk+1-)) r(—k '

(d’aprés appendice 2, formule (45)) on obtient :

gt F@tR) 5 T@+) T(—dy=k+D) T(-k+) (oY

'TAYTk+1) ;5 Td) T(—dy—k+1+j) [(=k)  j!

Comme Li=k+) =0sij 2 k+1, on peut aussi écrire :
C(—k)
, T+ ST +) T(—dy—k+1) [(=k+j) (@ /o)
ak=a Z

T@)Tk+1) o Td) T(—dj—k+1+j) T(=k) j!

I(d,+k) [ al}
30 S N C Sl B IS SR Pt
(30) M= T TR+ L ?

Remarque  : Lorsque oy =a,, ona:

[(—d,—k+ ) (—dy—d, + 1)
I(—d;+ DT (~dy—d, —k+1)

Fd,; —k; —dy—k+1; 1)=

(d’aprés la formule générale donnant F(a, b, c, 1)- voir Appendice 2 for-
mule (44)).

Donc :

rd, I@d,+d,+k)

Fd,: —k; ~d,—k+1; )=
“ : ) rd,+k) T(d,+d,)

(d’aprés Appendice 2 formule (45)) et 'expression de

. [ +d,+k)
'rd,+d,)T(k+1)

ay

GENERALISATION DES ARMA
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coincide bien avec celle correspondant au processus MADE (1) avec a=a,,
d = d 1 + dz.
4.b.2. Formes des autocovariances

Une expression simple de 'autocovariance d’ordre h en terme de fonctions
hypergéométriques ne peut étre donnée que pour des processus MADE (2)
particuliers, par exemple les processus satisfaisant :

(1—a, L)(1-L)"%2X,=¢,

Posant : Y,=(1—L)%¢, on a en effet:

™ 8

X,=
i
et cette relation entraine que les autocovariances de X et Y sont liées par:

j
Y, p

4]

-t

™ 8
MollMng8

yx(h)=

—~
It

o

-

o 2itty (h+1)

-~

w x

alitty (h+D+ Y Y ad T yy (h+D)

j=0 I=1

=X Z afTyy (h+ D+ Z Z a2/ yy (h+1)

I=-o j=-1 =0 I=1
Dans ces sommations, on peut alors séparer celles ou intervient 'indice j :

0 o © a
)= 3 a‘,mhw[ y a%’]+[2a&w(h+0][}2ai’]
I=1 j

e I T

~—
It
'

.

I=-o j=~1 =0
V] -2 @
o

= X drhed 2+Zd’17y

I=-w - = — oy

1

l [2317\'(" [)"’Zax'fv(h"‘l)]

- i=0

Nous pouvons donc donner une expression maniable de vy (h), lorsque les
sommes du second membre se simplifient.

Comme le processus Y est MADE (1) 4 mémoire longue, on a:

, I'(h+d,) r{-24,)
F(h+1—d,) Td)T(1-d)’

Remplagant dans I'expression de v, (h), on en déduit :

o’ r{-24,)

—of T(d,)I(1-dy)

X[ C(h—1+d,) a4 ¥ Ch+1+d,) a,‘]
=0 [(h—=1+1-d;) =1 F(h+1+1-4d;)

Yy(h)=0 d'aprés la propriété (8).

Yx (h)= "
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W[ o Fh—i+dy) T(h+l-dy) T+1) o
- [.=0 T(h+dy) T(h—l+1-dy) T(Q) U

o Th+i+dy) Th+l-d;) T(+1) a_'.]

2
l—al

+3

\ [(h+d,) T(h+l+1—-dy) C(1) U

=
v [ ¢ T(=dy—h+1) T(d—h+) T0+1) o
- SoT(—dy—h+1+1) Td,-h) T 1!

2
| —aj

2 T(h+l+d,) Fh+1-d,) r(1+1)a_‘,_l]

+Y

S0 T(h+dy) T(h+i+1-d;) T() 1

=Y"—("1{F[l; dy—h; —d,;—h+1; o)+ F[1;d, +h; —dy+h+1; ;] ~1}.

1
ProprIETE 9 : Le processus MADE (2) défini par:
(1—a,L)(1 —L) %X ,=¢,

admet pour autocovariahce :

ol Th+d,) r{-24,)
l—a? T(h+1—d;) Td,)T(1-4dy)
x{F[l; d;—h; —d;—h+1; a,]

+F[l;d,+h —d,+h+1; a]-1}.

Yx ()=

4 .c. Résolution par la méthode d'André

Dans le cas d'un processus MADE quelconque les coefficients (a)) du
développement moyenne mobile peuvent étre explicités par résolution directe
de I’équation de récurrence :

(7 Cojaj+ ... +[=by_+cg((—K)la; (=0, VjieZ,
que nous écrirons de fagon a alléger les notations :
(31) po()a;+ ... +px(j—K)a;_y=0, VjielZ.

Dans cette écriture p, (). . . p (j) désignent des polyndmes de degré un. Si
nous normons le terme d'indice le plus élevé, nous pouvons réécrire (34)
sous la forme :

(32) aj—ql (j)aJ_l. P _qKU)aj-K=0, Vj#o'
; 2 l—k)

avec = o

vee 4:0) Po ()

La méthode d’ANDRE [1878], JorRDAN [1965] consiste & interpréter une
telle équation de récurrence comme un systéme linéaire dans les coefficients
inconnus (a)).

GENERALISATION DES ARMA
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Nous avons le systéme :

1-q,(0) -4 - —ae( 0 --- 0]
° 1 —q.(lJ—l) —gx-1d=1) —g(I-1- -0

0 s -q,(2)
| 1_

dans lequel le second membre se déduit immédiatement des conditions

initiales. On a :

y;=0, ViZzK+1,
b;

(0 _
}’j=4j(j)ao=“pJ( )ao_-' .

- -, si j<K.
Po () Col

Remarquant que la matrice du systéme précédent est triangulaire supérieure
avec des 1 sur la diagonale, on voit immédiatement que le coefficient a; est

égal au déterminant de la matrice:

v —a ) —q() .. 0 ]
Yi-1 1 -q,(J-1) ;
: : 1 :
, I -q2
Y1 0 0 P
I-1

Il est donc de la forme: a;= Y y,_,W[J, h] en désignant par V[J, A] le

h=0
cofacteur de y;_,.

Un calcul direct montre que :

v, 0]=1,
Vi, 1]=4, (D),
Vi 2l=q,(N g, J-1) +4:()),

Vi), 31=4: (N I-19:0-2)+4;(D+0,: (N g 0-D+49.(N g, U-2)

et, poursuivant par récurrence ces développements, on vérifie facilement

que:

y{J, h]= Z qn, (J) th(J—hx)Qh3(J_h1_hz)x s

hy+hy+. . +hi=h

(33) X @y (J=hy. .. —h_),

ot la somme porte sur toutes les partitions possibles
de I'entier h avec répétition et permutation.

Le nombre de termes apparaissant dans cette somme est donc 2%71.

a,

L4
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Finalement, tenant compte de la nullité de certains y, ona:

K
(34 a=3 n ¥, Ik

k=1

=Z}’k Z qh,(J)--'Qh,(J_hl"'_hi-l)'

k=1  hp+..+hi=1-k

Il est clair qu’une telle formule explicite n’a pas d’intérét numérique, puisqu'’il
est plus simple de résoudre de maniére itérative I'équation de récurrence
linéaire. Elle peut en revanche se révéler utile pour trouver dans certains
cas des formes analytiques des coefficients a;.

GENERALISATION DES ARMA
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APPENDICE 1

Condition nécessaire et suffisante
[

pour que ) aj<o
j=0

@

i. Remarquons d’abord que la condition ) af<oo est équivalente au
j=0 '

fait que la fonction w~ A (expi®) est de carré intégrable sur [0, 2 nf par
rapport 4 la mesure de Lebesgue (et en particulier existe au sens de
L2([0, 27, Ao, 2o)). La séric A(expiw) existe donc Ay 4 P.p. Ceci

entraine que le rayon de convergence de A(z)= ) ajzf est supérieur ou
i=0
égalal.

ii. Remarquons de plus que par hypothése A (0) =a,=1 et donc que A (2)
est non nulle sur un disque ouvert non vide centré en zéro : B(0, R). Nous
choisissons dans la suite le rayon R de ce disque inférieur au plus petit
module des racines du polynéme C et au rayon de convergence de A.
Ceci est possible, puisque C n’admet pas zéro comme racine {en effet
(b_y, co)#(0, 0) entraine c,=C(0)#0 a cause de la premiére restriction
b_,=0).

iii. Introduisant les polynémes: B(z)=by+b,z+...+bg_,z*7! et
C(z)=co+cyz+...+cx 2z, on voit facilement que la relation de récurrence
(8) est équivalente a I'égalité :

(35) i’-"‘-f?C(z)—A(z)}}(z):(), vzeB(0, R),

ou de maniére équivalente & :

1 dA(@_B(2)
A(z) dz C(2)

(36) VzeB(0, R).

iv. Utilisant I'hypothése 1 (§ 3. a), on peut décomposer la fraction ration-
B(z Ve . k
nelle ~—§—; en éléments simples ne comprenant que des facteurs d’ordre 1.
Z
Ce nombre K de facteurs est égal au nombre de racines de C, qui ne
sont pas également racines de B. On a :

| dA@)_ ¢ —%8
A(z) dz =1l—-oy2

avec a,#0, 8,#0.

Il est a ce niveau intéressant de séparer les termes correspondant a une
valeur positive ou nuile de la partie réelle de 8 de ceux correspondant a
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une valeur négative de celle-ci. Avec un changement de notation, nous
avons :
Ko Ky
1 dA(z) —a,8,+ By ds

,  VzeB(0, R),
A dz 11—,z x=11—B2

avec Red, >0et Red,>0.

Les fonctions apparaissant dans les deux membres étant holomorphes sur
B(0, R) admettent des primitives définies & une constante prés (CARTAN
[1964), p. 61). En terme de primitives I'équation devient :

Ko K,

A(2)=Cte [] (1 —oy 2)% [T (1 =B, 2) "%
k=1 k=1

Comme A (0) =a,=1, on en déduit la forme obligée de :
Ko K,

A@@)=J] 0—2)* [T (1—B,2z)"* sur la boule B(0, R).
k=1 k=1

Les deux fonctions apparaissant dans I'égalité précédente sont analytiques
sur B(0, R) et ont méme développement en série. Les coefficients a; sont
donc égaux aux coefficients apparaissant dans le développement de :

Ko LS ©
[TO-o 2 [] 1 =Be2) %=} a;2.
k=1 k=1 J=0

Il reste donc uniquement a regarder dans quels cas ces coefficients satisfont
@

.. 2
la condition ), a} <.
i=0
v. Pour cela nous pouvons d’aprés i commencer par étudier le rayon de
convergence de la série correspondant au développement de :

Ko Ky
n (l—akz)‘sk n (l_ﬁkz)ﬁ"-
k=1 k=1

a) Eemarquons d’abord que s’il existe un coefficient B, de module stricte-
ment supérieur a 1 ou s'il existe un couple (,, 3,) avec |a,|>1 et 5, non
entier, le rayon de convergence de la série est strictement inférieur 4 1. Ceci
n'est pas compatible avec i et dans ce cas il n'existe pas de processus
stationnaire, dont les coefficients de la décomposition moyenne mobile
satisfont la relation (8).

b) Un autre cas simple & étudier est celui, ot tous les coefficients B, sont
de modules strictement inférieurs & 1 et ou tous les coefficients a, associés
a une valeur non entiére de 3, sont aussi de modules strictement inférieur a
1. Dans ce cas le rayon de convergence est strictement supérieur 4 1. Ceci

@ @

entraine I'existence de Y. |a,|, donc aussi celle de . af.
j=o0 J=0

¢) Finalement, il reste 4 étudier le cas limite, ol le rayon de convergence
est égal A 1, Ceci se produit, lorsque tous les coefficients B, sont de modules

GENERALISATION DES ARMA
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inférieurs ou égaux a 1, que les coefficients a, associés aux 3§, non entiers
sont de modules inférieurs ou égaux 4 1 et que certains de ces coefficients
B, et/ou «, sont de module 1.

Nous allons simultanément étudier ces deux types de conditions en distin-
guant les parties nécessaire et suffisante de la proposition.

vi. Supposons que les coefficients o,, B, satisfont les conditions précéden-
tes et que pour les indices tels que |B,|=1, on ait Re d,<%. On sait alors

que les développements en série des divers termes intervenant dans le
produit, par exemple :

(—d)(—d,—1)...(=d—j+1)
J!

(1=Bi2) =1+ (—d)(—B2)+... +
(—-B.2Y+...

ont des coefficients de carré sommable (voir ABRAMOWITZ-STEGUN
[1965]15. 1). On peut donc donner un sens Ay, 24, P- p. au produit :
Ko

H (1 -0, expim)®

A(cxpxm)-
H (I—Btexpiw)‘*

Pour savoir si les coefficients du développement en série de A (expiw) sont
de carrés sommables, il suffit alors d’examiner I'intégrabilité de | A (expiw)|?
sur {0, 2 x[.

Cette intégration pose uniquement un probléme aux péles du dénomina-
teur. Ces ples o, correspondent aux indices k pour lesquels | B, [=1 et sont
tels que P expiw, =1. Comme les termes B, sont par hypothése distincts, le
développement limité de A (expiw) au voisinage d’un péle wy, particulier
montre  immédiatement que |A(expiw)|®? est équivalent &

1

|(1—PBroexpiw)io|?’
1

lité de , on voit iw)|? est intégrabl

i [(1=Brocxpiayeo]? oit que |A(expim)|? est intégrable au

voisinage de chacun de ses pdles. Comme le nombre de pdles est fini, que

le domaine d’intégration est borné, on en déduit que |A(exp:m)|2

intégrable sur I'ensemble du domaine [0, 2 n[.

Cte x La condition Red,, <% impliquant I'intégrabi-

" : . - 1
vii. Il nous reste maintenant i montrer que la condition Red,<§

satisfaite pour les indices correspondant a | Bx |=1 est nécessaire.
a) Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant :

© ]
. T
LeMME 40 : Si ), |a;|2<00 la suite ) al(exp:m) converge  dans
j=0 . , j=0 P
L2([0, 27, Mo, 20) uniformément en p pour p>|.
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Preuve : En effet pour toute valeur de p, p21,0na: Z l—af—l—<aoD0n¢:»

2
A j=o p¥
2 expio)/
la série ) a,-( ) existe au sens de L. Nous notons F,(w) sa somme.
j=0 p
On a alors :
] . © @®
JHi2 2
expi® a,
’FAM—Za( ) =Y L%‘ X al®
i=0 Y 2 j=l+1 P j=l+1

La majoration étant indépendante de p, p=1, on en déduit le résultat
cherché. a

Remarquant que, d’aprés I'inégalité triangulaire, on a :

p]
[[Fi(@)—F, (0} ||;<||F, (@)~ Y gjexpijo

j=o0 2
! ! expij®
+{| ¥ ajexpijo— 3 a,--—gfj‘—
j=0 i=0 Pl
¥ ..
expijm
+ le(m)— Z aj J )
j=0 v 2

on déduit du lemme que :

Ve>0, 3], VIz], Vp=xl,

) ..
expijo
F,(0)- ¥ a, 07 e
j=0 Pz
et que :
Ve, 3J, Vp21
Jo Jo 5
. expijo
[|Fy(0)=F (o), <2e+ Za,expyw—zaj_ﬂ_ _
j=1 i=1 vg 2

Faisant tendre p vers 1, on a :

Ve>0, lim sup| F,(0)-F,(0)|,<2e

p—1

Cette inégalité étant satisfaite pour toute valeur £>0, on a le corollaire
suivant :

CoroLLAIRE 44 : F, (o) converge au sens de L2([0, 2x[, A, 2o) VeTS
F, (w), lorsque p tend vers 1 en décroissant.

a
b) Comme Y |a;|*<o, nous pouvons donner un sens i la somme
i=0
o  expijm expio
Y a; Py =A( P ) pour p>1 et savons qu’'elle coincide nécessaire-
P

j=o = ¢

GENERALISATION DES ARMA
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ment avec la fonction :
Ko
.« [ (—(u/p)expia)™
A(expz(o k=1

_K1

[T(1—(B/p)expim)™
k=1

pour p>1, ceci quelles que soient les valeurs des exposants d,, §,. )

Cependant comme les exposants ne sont pas a priori contraints, nous ne
Ko
[T (1 —oyexpim)
k=

. . 1
savons pas si1 la fonction X a ou non un sens.
1

[T (1-Biexpia)™

On peut malgré tout, d’aprés le corollaire précédent, dire que :
Ko
[T (1= (/P expiw)™

=1

Ky ’

-1
" (= Byp) expi)
k=1

A(expim):lim*

ot la limite est au sens de L?( [0, 2x[, Ay 5.

Donc : K
] 2
2 R [T (1= (a/p)expi )™
+oo>J |A(expim)lzdm=lim-[ i dw.
o p~1Jo !

[T -Bu/p)expim)®
k=1

On vérifie alors facilement par un calcul direct qu'une condition nécessaire
pour que la suite :

| Ko 2
o [T (=(agp)expio)

k=1
Ky

TT (1—(Bu/p)expiw)®
k=1

dw

reste bornée, lorsque p tend vers 1, est que Re d,‘<5.
Ceci montre donc la condition nécessaire.
Remarquons d’ailleurs qu’utilisant maintenant la partie suffisante on voit
qu’il était effectivement possible d’écrire :
Ko
[T(1~a,expiw)®
,l’i(expim)="“=1
1

[1(1-Byexpiw)

k=1

avec une égalité au sens de L2
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APPENDICE 2

Quelques formules
concernant la fonction hypergéométrique

Réféerences : AsraMowITz-STEGUN [1965]) [A.S.]. ErpeLvi [1953] [E.].
GRADSHTEYN-R yzHIk [1965] [G. R.].

1. Définition

) « T@a+)Cb+)2

(37) F(a, b, ¢, 2)= - —.
F@r®)y=o T+) !

[(A.S)15.1.1].

2. Relations de contiguité de Gauss

(38) (c—b—1)F(a, b, c, 2)+bF(a, b+1, ¢, 2)—(c—1)F(a, b, c—1, 2)=0
[(A.S.) 15.2.24).
(39) c(1—2)F(a b, ¢, 2)—cF(a, b1, ¢, 2)+(c—a)zF(a, b, c+1, 2)=0
[(A.S.) 15.2.25).

On déduit de ces deux relations, la nouvelle égalité :
(40) (c—-1)F(a, b—1,c—1, 2)+(az—bz—c+1)F(a, b, c, 2)
b(c—a)

[

+

zF(a, b+1, c+1, 2)=0.

Preuve : Remplagant dans I'équation (38), F (a, b+ 1, ¢, z) par son expres-
sion déduite de (39), ¢’est-a-dire par :

F(a, b+1,c, 2)= (ll [cF(a, b, c,2)~(c—a)zF(a, b+1, c+1, 2)),

c(1-2)

et F(a, b, c—1, z) par son expression déduite de (39) C'est-a-dire par :
(c~1)F(a, b, c—1, z)=l—l——[(c-l)F(a, b-1,¢c—1, 2)
-z
~(c—1-a)zF(a, b, ¢, 2)},

GENERALISATION DES ARMA
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nous obtenons :

. b c—1-a):z _
[(c b 1)+(l—z)+ - :]F(a,b,c,z)

b(c—a)

zF(a, b+1,c+1, 2)
c(l—z2)

,_C:J,F(a, b—1,¢c—1,2)=0
1-z
< (c~DF(, b1, c~1,2)—(bz—az+c—1)F(a, b, ¢, 2)
b(c—a)

[

+ zF(a, b+1,c+1,2)=0 O

3. Fonctions s’exprimant en terme de fonctions
hypergéométriques

(41) (1—azf=F(~8, b, b, az) [(A.S) 15.1.8)
(42) cos(2 az)=F(—a, a, %, sin? z) [(A.5) 15.1.17].
(43) nsec(nz)zl"(é—z)l‘(%i—z) [(E.) p. 3}

4. Propriétés diverses de la fonction

hypergéomeétrique

(44) Fa, b, ¢ I)=%‘:—:—g [(A.S) 15.1.20].

(45) —r{%%=(— l)"rl(_;i:)h) (par calcul direct).

(46) r@z=2u-11@ATE+012) [(A.S)6.1.18]
J

(47) r(%)=ﬁ [(A.S.) 6.1.8].

5. Formules d’intégration

(48) IK(SinX)°“cos axdx= rcos(an/2)
° 22" 'bB[(b+a+1)2, (b—a+1)12)

pour Re (b)>0 [(G.R.) 3.631.8].
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6. Formule de Saalschutz

o (a)j(bli(_")j =(C—a),,(c—£)j
j=o(c);(1+a+b—c—n};j! (c)(c—a—b),

(49)

ot (a),=8+))

I'(a)

7. Formule de Sheppard

(50) sz"‘”, si j tend vers I'infini,
rG+b)

(déduite de ia formule de Stirling [(A.S.) 6.1.37)).

[(E.) p. 66]

GENERALISATION DES ARMA
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PROPRIETES LIMITES DES MOMENTS EMPIRIQUES
ou

(de la stationnarité a la non-stationnarité)

Dans le précédent chapitre, nous avons introduit la notion de
processus stationnaire MADE, en imposant aux coefficients du développement
moyenne mobile de satisfaire une équation aux différences a coefficients
polyndmiaux. Nous avons vu que cette classe de processus contenait comme
cas particuliers les processus ARMA stationnaires ainsi que les processus,
dits a mémoire longue, pour lesquels les autocovariances tendent lentement

vers zéro.

Nous allons maintenant examiner les propriétés asymptotiques des
moyennes empiriques et variances-covariances empiriques calculées a partir

d'un tel processus.

Nous nous restreindrons pour cette étude aux processus MADE(1),

définis par :

(1-0LL)d Xt = e, . ol £ est un bruit blanc .

Cette restriction a essentiellement pour but d'alléger les notations et

les résultats pourraient &tre étendus 3 des processus MADE généraux. Nous
signalerons certaines de ces extensions, lorsqu'elles découlent directement
des propriétés qui seront montrées. Dans les autres cas, on pourrait le
vérifier en faisant des décompositions de fractions rationnelles en éléments

simples.
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Nous allons voir que les résultats limites classiques utilisés
dans la théorie des processus ARMA stationnaires ne sont plus nécessairement
valables. Ainsi la vitesse de convergence de la moyenne empirique n'est pas
forcément en YT , 1la distribution limite des autocovariances empiriques

peut ne pas €tre gaussienne ...

; Dans le premier paragraphe, nous nous intéressons a la convergence

T
en moyenne quadratique vers zéro de ET = % Y1 XL . Nous commencons par
t=
rappeler les résultats usuels et leurs conditions d'application. Nous
regardons alors dans quelle zone de valeurs des paramétres (a,d) 1ils
s'appliquent. A l'extérieur de cette zone, nous calculons l'expression
exacte de la variance de iT , ce qui nous permet d'en déduire les vitesses
‘

de convergence en moyenne quadratique vers zéro. Divers résultats concernant

, la convergence en loi sont également donnés.

Dans le second paragraphe, nous regardons ce que deviennent les
propriétés limites, lorsqu'on passe aux processus MADE non stationnaires.

Divers résultats sur les vitesses de convergence et les lois limites sont

directement déduits de versions du théoréme de Donsker.

Le troisiéme paragraphe est consacré a 1'étude des autocovariances
empiriques. Ici aussi nous rappelons les conditions classiques assurant la
convergence des autocovariances a la vitesse VT et leur normalité asym—

ptotique et décrivons les zones de paramétres correspondants.

‘ A 1'extérieur de cette zone, nous vérifions pour le cas stationnaire,
- = - .
en suivant l'approche de Rosenblatt [1961J, que la convergence en loi a lieu

vers une lol non normale.
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Finalement diverses propriétés asymptotiques relatives aux
autocovariances empiriques et au périodogramme sont montrées pour le cas

non stationnaire (paragraphe 4).

L'intér8t de ces divers résultats théoriques est essentiellement
de permettre de développer des procédures d'estimation et de tests sur les

processus MADE, ce qui fera l1'objet des chapitres suivants.

Signalons finalement que pour alléger la présentation, nous avons

mis en annexe diverses démonstrations.
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I - PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE LA MOYENNE EMPIRIQUE

(CAS STATIONNAIRE)

I.A. - LES RESULTATS CLASSIQUES

Soit X = (Xt , t € Z) un processus stationnaire admettant la

représentation moyenne mobile infinie :

. . 2
et e = (et , t € Z) un bruit blanc, de variance ¢ > 0 . Nous notons :
(y(h), h z 0) sa fonction d'autocovariance et f sa densité spectrale,

On peut distinguer trois types de résultats concernant : la

variance de XT , la convergence en moyenne quadratique de XT vers zéro

et la convergence en loi de v T X

T -
Forme de la variance :
Propriété 1.1.- On a :
- 1 %
V X, = — y(t-s)
T T2 t,s=1
: T-1 [h|
= T’ E G- _T—) v (h)
h=—(T~-1)
e (sin %lUT 2
= J ] f(u\) dU)
—an sin %

voir Anderson [1971] p. 444
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Convergence en moyenne quadratique :

Propniétd 1.2.-

+c0
i) si ) y) <+,
h=-x
+o0
alors : lim T V iT = oy .
T h=~x

ii) Si la densité spectrale f est continue en w = O alors :

1lim T V iT = 27 £(o)
T >

voir Anderson []971] p. 459 .

Remarquons que, comme iT est de moyenne nulle, ces résultats

entrainent que, pour tout & >0 , T XT converge en moyenne quadratique

vers zéro. On notera d'autre part que cette convergence a lieu, sans qu'il

ait été nécessaire d'imposer 1'absolue convergence de la suite des autoco-
400
variances. Evidemment si ¥ lvy)| <+, ona simultanément la
. h=—

convergence de la suite des autocovariances et la continuité de f en zéro,

de sorte que les deux résultats i) et ii) sont tous deux valables.
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Convergence en loi :

*
Propniéié 1.3.- Si le bruit blanc ¢ est indépendant *) et

+o0
si z |y(h)[ < + « , alors VT XT converge en loi vers la
h=-w -
lol normale centrée, de variance : Z y(h) = 2 £(o) .
h=-»

voir Anderson [1971] p. 478 .

Remarquons que l'application des trois propriétés précédentes peut

poser probléme dans deux cas assez différents

i) Lorsque la densité spectrale n'est pas bornée les propriétés 1.2 ii)
et 1.3. ne s'appliquent évidemment pas. Cette difficulté existe pour les

modéles a mémoire lorsque :

d 1
(1-1.) X g, » avec 0<d<sy

Comme dans de tels cas, on se '"rapproche" de la non-stationnarité, on peut

raisonnablement penser que la vitesse de convergence sera plus lente.

ii) Lorsque la densité spectrale est continue nulle en zéro, les propri-

étés 1.2. ii) et 1.3. s'appliquent. Cependant, comme lim V (/TriT) =0,
T-re0

on peut penser que le facteur retenu vT n'est pas assez important et que

la convergence a lieu plus rapidement que VT . Nous rencontrerons cette

difficulté pour les modéles : (l-L)d Xt =&, » avec d <0.

(*) Dans la suite "bruit blanc indépendant" signifie que les composantes ¢

.o a - . . 2
sont indépendantes de méme loi, centrée de variance O
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I.B. - CAS OU LES RESULTATS CLASSIQUES S'APPLIQUENT

Rappelons [Goncalves [ﬂ987]] que la condition nécessaire et

suffisante sur les paramdtres (a,d) pour que 1'équation (1—caL)d X, =&,

admette une solution statiomnaire est :

la] <1 ’ d quelconque
ou o=+ 1 d<l
0 + s 5
ou faf > 1 , d entier négatif .

De plus, nous avons établi [Gongalves [1987]] la forme des
autocovariances d'un tel processus et avons exhibé des équivalents de
celles-ci. Si h tend vers 1l'infini, on a :

s 2 hd—I ah

y(h) v 07— ,»  pour la] <1,
P (1-a®9

Y o o2 R p2d-1 r(1-2d)

s pour a =1 ,
4 r(d) r1-d)

y(h) =0 , opour h assez grand si |a| > 1 et

L d entier négatif .

2
Finalement la densité spectrale est : flw) = %; !

‘1-<xexpﬁd2d

On peut alors appliquer directement les propriétés 1.2. et 1.3.

Propniéze 1.4.-

i) Si Ja] <1, d quelconque , ou a=-1 , d< %-,

ou Ja|] >1 , d entier négatif, la densité spectrale est

continue en zéro et donc :
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lim V (/f.iT) =27 £(o) . (# O)

To
ii) Si € est un bruit blanc indépendant et si |a| < 1, d
quelconque ou a=-1 , d<g 0, ou [a{ >1 , d entier négatif,

la série des autocovariances est absolument convergente et donc :

ﬁiT—d——»N o, 21 £(o)] -

Nous aurions également pu appliquer 1.2. ii) par exemple au
cas o =1, d< O . Cependant comme la densité spectrale est nulle en
zéro, nous aurions trouvé une loi dégénérée. Il nous reste maintenant a

étudier les cas limites :

et surtout le cas : oa=1, d <

I.C. - ETUDE DU CAS a=~1, 0<d<+5.

Propriété 1.5.- Le résultat 1.4. ii) de normalité asymptotique

s'applique également au cas : o =-1, 0<dc< % :

ﬁiTi»N [0, 27 £()] .

Preuve :

i) Introduisons le processus : Yt = (1+L) Xt = Xt + Xt~1 .
1-d4

On a : Y, = (1+L) . de sorte que le processus Y

satisfait la propriété 1.4. ii).
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On a donc :

A, Leno, e @} =¥ [0, o2 22724

ii) Remarquomns pour terminer que :

= 13 1 % - XX
YT=TEYt="fE Ky + X ) = 2 +—5
t=1 t=1
_ A
On a donc : /’fXT=§ﬁYT- °
2 /T
Xo—x'l‘

Comme X est un processus stationnaire, tend en probabilité

vers zéro lorsque T tend vers 1'infini,

/f)_(,l, a donc asymptotiquement méme loi que % VT §T .

c'est-a-dire : /f)_(T 4, N [o, 02 Z_ZdJ =n[o, 2n fx(o):l . R

I.D. - ETUDE DU CAS o

1}

-

-

(=%

A
N| =

I.D.1. ~ Calcul de VX, .

Le processus X est défini par : (1—L)d Xt =e. d < % .

Il est possible dans ce cas d'obtenir la forme explicite de la variance

de XT.

Propriété 1.6.- On a :

1
vi ool 22T - 7 I(8) T (=8+1+T)
R, = {1 -

v r(s) T(8+T) T(-8+1)

=3

avec §=-d et d#0, d#——;—
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Preuve : Voir Appendice 1.

La nécessité de distinguer les cas d =0 et d = - % provient
de la définition de la fonction gamma. Si les rapports : ICE+1) et
r(s)
T=6+1+T) ont toujours un sens, il n'en est pas de mféme du terme
T(=3+1)
r(s-
2z

figurant en facteur.
r{s)

Rappelons simplement & ce niveau que la fonction gamma

n'est pas définie pour les valeurs entiéres négatives ou nulles.

¥ Comme & > - % , de telles
5 difficultés ne peuvent se
4 4[ preduire que pour § = 0
| 3 _ 1
\ et (5—'5.
2
I 1 ,_
0304 A ol 1] 23] &] *
~1
-2
-5

Fonction Gamma

i) Considérons d'abord le cas d = 0 . Nous savons que le processus
satisfait Xt =€, et est un bruit blanc. On a donc :

2

x =2
VX =5 -

D'autre part, prenant la limite de la formule 1.6, lorsque & tend vers

zéro, on a :



- 51 -

2
linm v %y = &5 —1— re-p [l (1 - LQ+T)
§>0 T° 2T () 50  T(8) r(r)
1
2 TG
=8 2 -
P rd -
2
2
=2
T -
Conollaire 1.7.- La formule 1.6. peut &tre utilisée par continuité

pour le cas limite d =0 .

ii) En revanche, si nous considérons 1'autre cas limite d = - %
et cherchons : lim V iT , mnous obtenons : lim Vv iT = o , Ceci montre
1 1
&= &r—
2 2

qu'il n'est pas possible pour ce cas de passer la formule 1.6. par continuité.

I1 faut donc refaire un calcul direct.

Propniété 1.8.- Lorsque d = - %—, on a :

VX, = { ! +-17{—1+y+210g2+\y[T-%}+ 1y

™ (T - %J T 2T-1
ot Yy désigne la constante d'Euler, et

1 dr (z)
T'(z) dz

Y(z) =

Preuve : voir appendice 2.
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Remarque 1.9.~ Lorsque d est un entier négatif, le processus

X est un processus moyenne mobile pur avec racine multiple 1
X = (1—L)6 € e W .
t t ?
Dans ce cas particulier, la formule 1.6 se réduit a :

1
2 226—1 r(s - 5)

vm o I(o)

, si T 2 &

<

=7}

]
= |Q
12

T (14T-8) _
r(1-¢)

(puisque le terme o) .

Développant les fonctions T et remarquant que v = FQ%)

’

on obtient :

, 103 26-3
V’_‘T=U_222H 7 3 =3
T (5=1) (6=2) s nn. 1
- 267 (26-2) 1

Ve [(s-1) 1 12

I.D.2. - Convergence en moyenne quadratique.

On peut alors directement étudier la vitesse de convergence
en moyenne quadratique de RT vers zéro. Il suffit pour cela de chercher
des équivalents de V X, , lorsque T tend vers 1'infini. Disposant de

deux formes distinctes de cette variance pour @& # - %— et d=-

il nous faut considérer séparément ces deux cas.
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i) Cas a# -7

- e . P(=8+1+1) ~28+1
Utilisant 1'équivalence : T ~ T

de 1'infini, nous avons :

au voisinage

1
2 ,26-1 T(§ ~ 59

vE A2 (1 - DO sy
*r ™ Vo ) I (=6+1)

Nous en déduisons immédiatement que la variance est asymptotiquement

du méme ordre que . De facon plus précise on a la propriété

1
TMin(2,26+T)

suivante :

Propriéte 1.10.-

1
_ 2 .26=1 T(8 -~ D)
D osi d<-1, lim afEy = T2 2
oo v r(s)
1
_ _ 2 ,28-1 T(8~ )
i) si - %—< d < %—, lim (0724 y X = - g 2 2
T->e0 /T I (-8+1)

L'évolution de la vitesse avec la valeur de d est la suivante :

puissance de T

1/2

—1}2 0 1/2
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On retrouve la vitesse usuelle (puissance %J pour le bruit blanc (d = 0).
On observe également le résultat attendu : vitesse plus lente pour d > 0
et plus rapide pour d < 0 , En fait cette vitesse diminue, lorsque d

augmente.

Moins intuitive est la borne 1 obtenue pour cette vitesse, lorsque
1 . n . . .
d < - 5 . Elle peut cependant facilement &tre comprise, si on considere les

deux processus MA purs définis par :

X o =e -, = (1-L) € d=-1,
2 _ 4782 _
Xp=¢e -2¢ _,+¢e 5= (-1)" e, (d=-2) .,
Un calcul direct donne en effet :
T T
1 N 2

X X =€, - ¢ , ), X =g, " €L, "€ + E_
=1 t T [e] =1 t T T-1 o 1

On voit alors que :

12 =t 2 '
VT XD =T VR =20 s vr o,
va &2 = 17 v = 4 2, oo,

Les deux vitesses sont bien identiques, correspondant & la puissance 1 ,

AL) Qﬁé d = -
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Preuve : voir appendice 2.

L'équivalent de V iT n'est donc pas une puissance de T ce qui

explique les difficultés que nous avions rencontrées.

1.D.3. - Approche spectrale.

La densité spectrale du processus X est proportionnelle 3
. w—2d s P
fw) [51n EJ . Au voisinage de w = 0 , elle est donc équivalente

2d

3 fw) @ w °% . La puissance apparaissant dans ce développement limité

de la densité spectrale au voisinage de zéro est manifestement trés liée

& celle domnant la vitesse de convergence de iT , au moins pour d # - %—.
On peut donc se demander, s'il ne serait pas possible de montrer les résul-
tats précédents en utilisant une approche spectrale. Pour cela nous pouvons

utiliser certaines propriétés des densités spectrales satisfaisant des

conditions de Lipschitz.

Déginition 1.11.-

i) Soit £ wune fonction continue réelle définie sur un intervalle I

fermé de 1R . Le module de continuité de f est :

w(8;f) = sup {[f(wz) - f(w1)| s Wy, wy €1, | w —mzl < 8}

1

ii) La fonction f vérifie une condition de Lipschitz d'ordre 3,
B > 0 si et seulement si il existe un réel C 1indépendant de §

tel que :

w(é,f) s C§ .
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On peut alors montrer le résultat suivant relatif au noyau de

. wT 92
. 1 sin —2-
FEJer H LT((.U) = T —*—'-—-T
s1n ‘2- R

Propnié?é 1.13.- Introduisons la fonction :
1 T
oT(w) =5 J_“ f(9) LT(w~8) de .

Alors si f vérifie une condition de Lipschitz d'ordre 8, B8 > 0,

on a le résultat suivant sur la convergence de OT(w) vers f(w).

i) si 0<B <1 :

sup |f(w) - UT(w)| = O(T“B) 5
wel

ii) 81 B8 =1

sup |f(w) - UT(w)I = O(Ef%?JE) .
wel

Preuve : voir Hamman [1970] p. 506-513 , Zygmund [1959].

Cette propriété s'applique directement au cas des processus MADE avec

a = 1. Comme f(w) » (sin %D_Zd , ona:
W, -2d w, -2d
|f(m1) - f(mz)l = K |(sin 77—) - {sin TTJ |
Wy @ o o m2d-1
=K lT‘—i—‘ IZdI |COS —z'i IS].['L?'

Iy

ot & est un point intermédiaire de [m1,w2].

On en déduit que pour d € - %-: |f(w1) - f(wz)l £C lw1-w2| 3

c'est-d-dire f vérifie une condition de Lipschitz d'ordre 1.
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D'autre part les autocovariances, coefficients du développement
en série de Fourier de f(w) = } y(h) cos(wh), sont telles que
h

y(h) = OG“TéEH) 3 lorsque 0 < -2d <1 on a £ e Lip(-2d)
h

(Bary [1964] p. 217).

I

Finalementpor w =0 et d <0 : £(0) =0 et 0.(0) =5-VX

T T

Appliquant la propriété 1.13 on déduit le corollaire suivant :

Conofhaire 1.14.-

i) si -%<d<0:
_ 2d-1
v, = o h
i) Si odg -+
ERE S
T TZ

Ces résultats sont évidemment compatibles avec ceux obtenus en 1.10 et 1.11
Ils sont cependant moins précis, puisque :

1

7<d<0 que V X, est d'ordre

i) On sait seulement pour - T

inférieur ou égal & TZd—1

~2d+1 Vv X)) ne sont pas données .

ii) Les comstantes lim (T T

T4

iii) La propriété ne s'applique pas pour 0 < d < % .

En revanche, il est clair que la propriété de Lipschitz est aussi

satisfaite pour un processus du type :

~-d \ N
Xt = (1-L) u, ot d <0 et ol le processus u admet une
représentation ARMA avec des polyndmes autorégressif et moyenne mobile
ayant leurs racines 4 1'extérieur du disque unité. Le corollaire 1.14

s'étend donc directement 3 ce cas.
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1.D.4. - Convergence en loi.

i) Non invariance fonctionnelle

Concernant la convergence en loi, nous pouvons d'entrée remarquer
u'il ne sera pas possible de montrer une telle convergence avec une loi
q P

limite indépendante de la loi commune des erreurs e,

En effet prenant par exemple le cas d = - 1 (mais la méme
remarque est valable pour toutes les valeurs de d entiéres négatives

ou nulles), nous avons :

dont la loi est la convolée de la loi de e et de sa symétrisée, en supposant

les (et , t € Z) indépendants, de méme loi. Elle dépend donc de facon
évidente de la loi de €. Ainsi bien qu'il y ait convergence en loi de
=1

T XT , la limite ne posséde pas les propriétés d'invariance habituellement

souhaitées.

On peut cependant obtenir certains résultats de convergence
faible dans le cas ol le processus (Xt , t € Z) est gaussien. Ces
résultats sont dus & Taqqu [197ﬂ et sont fondés sur la notion de mouvement
brownien fractionnaire, notion qui servira également dans 1l'étude du cas

non stationnaire.

ii} Mouvement brownien

. . - +
Un mouvement brownien indexé par t € IR est un processus

B(t;.) , t > 0 défini par les trois conditions :
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(*) B(3;.) =0 (p.s.) ,

(*¥*) le processus B(t;.) est & accroissements indépendants,

c'est-3-dire pour toute famille O g £, st

) ey B(E ) - B(E 150

£ ... 5t les

variables B(t,;.) , B(t.,;.) - B(t

17"

sont indépendantes ,

23" 15

(***) les accroissements suivent des lois normales

Ve s s 30, B(t;.) - B(s;.) v N(O,t-s) -

On peut prolonger un tel mouvement brownien & un ensemble d'indices

composé des réels positifs et négatifs. 11 suffit pour cela de construire
0y

un mouvement brownien B(t;.) , t > 0 indépendant du mouvement B(t;.),

puis de poser :

B(t;.) R si t>0 ,
B(t;.) =

A
B(-t;.) y si t g0

On vérifie facilement que le processus ainsi défini par
prolongement posséde bien encore les propriétés d'accroissements indépen-—

dants et de normalité des accroissements. 11 est tel que :

B(t;.) v N(O,[t) , Veemwr .

Les autocovariances sont dounées par :



4] . si ts ¢ 0 ,
Cov [B(t;.), B(s;.)] =
Min(]t], |s]) , si ts > 0 .
= 5 sl o+ Je| = [stD .

Notons finalement qu'il satisfait la propriété de changement d'échelles :
A
B(at;.) = va B(t;.) , a>0 ,

désigne 1'égalité des distributioms.

[e]
=%
"

iii) Mouvement brownien fractionnaire

La propriété relative au changement d'échelle peut &tre généralisée
et on peut notamment rechercher des processus (Z(t;w) , t € R) satisfaisant

la condition plus large :
(1.15) ' Z{at;w) & all Z(t;w) , a =20,

ol H est un paramétre positif. Le processus est alors dit auto-semblable

("self similar").

Mandelbrot et Van Ness [1968] ont utilisé cette condition pour

construire un tel processus & partir du mouvement brownien.

Défindition 1.16.- Soit H un réel compris entre 0 et 1.

On appelle mouvement brownien fractionnaire de paramétre H , un

processus (BH(t;w) , t € R) défini par :
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=
-

1 o . H3 B3
BH(t;w) —— {J [(t-s) - {-s) ] daB(s;w)

I'(H + %J
t H—»;—
+ J (t-s) dB(s;w)} , si t 20
0
1 [t B g B g
By(tsuw) = + ——0" {J [(t-s) - (-s) ] aB(s;w)
T(H + =) -
2
0 H——;—
- f (-s) dB(ssw)} , si tgoO.

o (B(t;w) , t € R) désigne un mouvement brownien et J . dB(s;w)

une intégrale stochastique par rapport 2 B .

Comme pour le mouvement brownien linéaire B , la définition aux
indices positifs et négatifs de BH est obtenue en imposant la condition

initiale BH(O;w) = 0 et en retournant le temps. En particulier, on a :

Ve >0, BH(—t;.) 4 BH(t;.) .

Mandelbrot et Van Ness ont proposé une formulation unique pour ce mouvement

brownien en utilisant une différence convergente de deux intégrales diver-

gentes
1 (2 B3
B.(t,,.) - B (t,,.) = ———— { (t.-s) dB(s;w)
H "2 SR T e b J_m 2
2
t g 1

! 2
- J (t1—8) dB{s;w)}

Utilisant la formule d'intégration par parties :

b b b
J £(s) dB(s;w) = B(s;w) f(s)]a - j B(s;w) df(s) ,
a a
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on peut donner une autre expression du mouvement brownien fractiommaire ;

nous 1'explicitons pour t > O . On a :

H—
- (-s) ?]

N =

{J B(s;w) d[(t—s)

(1.17) B, (t;w) = - ———nt
H F(H"‘%) ©

t H"E
+ J B(s;w) d{t-s) .
0

A partir de cette forme, on vérifie facilement l'auto-similitude du processus

BH [ﬁoir appendice i] :

H

A
BH(at;.) = a BH(t;.) , az0

La définition de BH a4 partir d'intégrales stochastiques permet immédia-

tement de connaltre la forme de la loi du processus BH . Cette loi est gaus-—

sienne centrée. D'autre part les accroissements sont stationnaires et cette
propriété utilisée de maniére jointe avec l'auto-similitude fournit la forme

des moments d'ordre deux. On a, par exemple pour t2 2 t1 20 :

Cov [B,(t;3.) , Byle,;.)]

= E [BH(t1;°) BH(tz;.)]

_ 1 2o RZ(y . _ gl Cy - . y12

<3 {E[BH(t1,.)] + E[By(t,5.)] ELBH(tz,.) By (t,5.)]%
1 H 42 H 2

=3 {E[r_1 BH(1;.)J + E[tz BH(1,.)J

. - . 2
- B [Byeymt 4t - Bu(e50]%) .

A by s
Comme BH(T + tl") - BH(tl") = BH(T,.) , on en déduit :
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. il
Cov E%l(t1,.), BH(tZ")J
1,20 2H _ _. y2H
—2{t1 + ot (t2 t1) }VBH(l,.)

Plus généralement, on a :

(1.18) Cov [By(ty5.), By(tys.)]
v B (15.)

_ H' 2H 2H _ _, 12

- —5 {lt1| + ]t2[ \t1 t:z{ 1.
Les corrélations sérielles sont donc égales a :

2H 2H 2H
1 |t1] + |t2| °It1_t2|
Corr [EH(t1,.), BH(tZ,-)] =3 P ‘H . ‘H s
1 2

et les covariances ont une expression développée immédiatement déduite

de (1.18) en remarquant que :

1
0 H- — H- =12
v BH(I,.) -1 {J [(1—5) 2. (-s) ZJ ds

iv) Convergence faible

Taqqu B975] établit le résultat de convergence faible ci-dessous
applicable a des processus stationnaires dont les autocovariances ont des
équivalents polynomiaux. La définition de tels équivalents utilise la notion

de fonction a variation lente.
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Définition 1.19.- Une fonction L de TR & valeurs dams R

est dite a variation lente & 1l'infini si :

Ve 5o lim LGO
Koo L(x)

La propriété de base est la suivante :

Théoneme 1.20,- Soit X = (Xt , t € Z) un processus stationnaire

gaussien centré. Supposons que ses autocovariances soient telles que :
T T
_ 2H
Ty vGp kT LD,
i=1 j=1

lorsque T tend vers 1'infini, o O <H <1, et K>0 et L

est & variation lente a 1'infini, alors :

[Tr]

1 d 3

2.0 =4 V0 xS X g,
T dp 35 b v B, (1,.) H

ol dT est tel que d% ~ T2H L(T) et r ¢ BL1] .

Preuve : voir Taqqu (1975).

Ce résultat est évidemment beaucoup plus puissant que celui dont

nous avons réellement besoin dans 1'étude des processus MADE. En particulier
il donne un résultat de convergence faible pour le processus (ZT(r) s

T e [b,1]). Ces processus sont a valeurs dans 1'espace D[O,1] des
fonctions définies sur [0,1], continues & droite et ayant des limites

a gauche finies ; cet espace est muni habituellement de la topologie de

Skorokhod [voir Billingsley [1968] (p. 109 et suivantes)].
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Le théoréme 1.20 s'applique directement aux processus MADE (1)

correspondant a3 o =1 et - % <d < % . En effet, on a vu dans la

..

propriété 1.10 que

T T
Lim (172 v R = 1 172§ T vGeD)
Toeo Te0 i=1 j=1
1
O2 225 1 NG 7)

v (-8 + 1)

On a dans ce cas : 2H = 2d+1 et la condition O < H < 1} équivaut i

<d < % ; d'autre part la constante K est égale a

N —

1
2 ,26-1 re - =)
R=-29 2

2
VT T(- & + 1)

Appliquant le théoréme 1.20 & ce processus et pour la valeur r = 1

en déduit le corollaire suivant.

Corollaine 1.21.- Soit X = (Xt » t € Z) un processus gaussien

stationnaire satisfaisant :
d, _ 1 1
(1-L) X o=e, s F<d<s
alors ———J—T— iT converge en loi vers une variable normale
d - =
T 2 1
2 ,26-1 TI(8 -3
N[O, c” 2 2 }
/n r(-s+1)

Le corollaire aurait évidemment pu &tre obtenu directement en

remarquant que _3é777 iT suit une loi normale et qu'il y a convergence
T

de la moyenne et de la variance.
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IT - PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE LA MOYENNE EMPIRIQUE

[CAS NON STATIONNAIRE ]

II.A. - DEFINITION DE PROCESSUS FRACTIONNAIRES

NON STATIONNAIRES

Jusqu'a maintenant nous avons essentiellement étudié des processus
fractionnaires satisfaisant la condition de stationnarité, Si par exemple,

nous considérons la relation (1—aL)d X =¢

" ¢ oi € est un bruit

blanc, nous savons qu'il existe une solution stationnaire, lorsque les
parametres o, d satisfont certaines ceontraintes, essentiellement si

laf <1 ousi a=z11 et d < % . Dans les autres cas une telle
équation ne peut admettre que des solutions non stationnaires. On sait
alors que, dans le cas usuel des processus ARIMA, il faut pour définir une
solution non stationnaire fixer de facon adéquate une ou des conditions
initiales et que selon le choix effectué le processus peut dans certains

cas satisfaire 1'équation de définition depuis la date initiale ou bien
seulement la satisfaire asymptotiquement. Il existe cependant de nombreux
problémes en particulier ceux liés & la prévision pour lesquels le choix
de 1'une ou l'autre des conditions initiales a peu d'influence. Par analogie
avec ce cas classique, nous allons introduire des processus fractionnaires
non stationnaires en choisissant une convention maniable sur les conditions
initiales. Nous nous intéresserons essentiellement 3 une non stationnarité

provenant de la présence d'unme racine égale a 1.
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Définition 2.1.- Un processus X = (Xt , t € W) est dit

non stationnaire fractionnaire intégré, s'il satisfait une relation
de type :
x = (-1 % te N
t t ’
N 1
(o} d > =
b ]
+co .
N v ]
et ol u, = A(L) €e avec A(z) = E oz et
j=o !
" A .
= < = > =
€, 0 si t\O,et e, si t>0, ¢ (et,teZZ)
étant un bruit blanc de variance 02 .

Les conditions initiales sont donc introduites dans cette définition
en mettant & zéro les valeurs de u, antérieures a la date initiale. Une
autre convention naturelle aurait consisté 2 mettre & zéro les valeurs

Py P .. d
antérieures du processus lui-méme et & imposer (1-L) X, = A(L) €. » € 2 0.

Un avantage de la premiére est évidemment sa simplicité de
maniement puisque les valeurs du processus X sont données sous forme

explicite.

Remarquons également que la généralisation du paragraphe I aurait

consisté i prendre A(L) = 1.
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I1I.B. - LE THEOREME D'INVARIANCE FONCTIONNELLE

Théoneme d'invariance fonctionnelle 2.2, - Soit (w > 73 1)

N\

t
un processus et (St = 2 u o, t 1) le processus cumulé corres-—
T=1

pondant :

a) Si Eu =0, Vi

bl

b) Si sup E IuTls+€ <w pour B > 2 et £ >0 ;
T

c) Si n2 = lim EE% Si existe et est strictement positif ;
T

d) 8i (u_ , T 1) est un processus fortement mélangeant de
v =2/
coefficients de mélangeance O satisfaisant z o fem s
k=1

alors le processus (gT(r) , T E€ [0,1]) défini par :

o 1 . . . . .\

§ (r) = — 8 ou [ ] désigne la partie entiére converge
T W [TI‘J

en loi vers un mouvement brownien (B(r), r ¢ [b,13).

Preuve : voir Herrndorf [1984] corollaire 1. W
Comme dans la section précédente les divers processus sont a
valeurs dans 1'espace D[p,1], muni de la topologie de Skorokhod.

Les coefficients de mélangeance apparaissant dans le théoréme

précédent sont définis de la facon suivante : introduisons les o-algébres

A

B = olu_ , 1
T

n ‘
o Tsm et B = c(uT , m¥k £ T € n) engendrées res-—

mtk
pectivement par les composantes d'indices inférieurs & m et par celles
d'indices compris entre m+tk et n. On commence par définir un coefficient

de mélangeance relatif 4 de tels couples de o-algébres :
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n
sup {|{P(ANB) - P(A) P(B)| : AeB , BeB
o, (n) = 1 ¢ m g nk} , k s n-1
0 , 81 kzn .

Les coefficients de wmélangeance du théoréme sont alors obtenus par

@, = sup uk(n) [voir Rosenblatt (1956)].
n

Nous arré@terons ici la discussion technique de ce résultat. L'important

pour ce qui suit est de remarquer qu'il s'applique notamment aux processus

u satisfaisant une représentation ARMA stationnaire :
2 u = @MW e,

oi ¢ est un bruit blanc indépendant dont les composantes admettent une
loi commune avec des moments d'ordre strictement supérieur & deux. Dans

ce cas, on a :

oy 2
n2 = lim EE% Sé] = 27 fu(o) = 02 S;l&l%? ,
Teo o (1)

P 2 . .
en désignant par ¢ la variance du bruit e.

On voit qu'il s'agit effectivement d'un théoréme d'invariance
fonctionnelle au sens ot le résultat est indépendant de la forme de la
loi commune des €y et ne dépend en fait de cette loi que par 1'inter-

P . 2
médiaire de la variance ¢~ .

Ce résultat peut 8tre vu comme une généralisation naturelle

du théoréme de Donsker [voir Billingsley (1968)], qui correspond au cas

particulier u € .

t t
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II.C. - UNE CONSEQUENCE DU THEOREME D'INVARIANCE

FONCTIONNELLE

Nous allons maintenant utiliser le théoréme d'Herrndorf pour
en déduire le comportement limite de certaines sommes pondérées des compo-

santes du processus u .

Etant domnée une fonction réelle ), on introduit le processus

non stationnaire (Yt , t = 1) défini par :

(2.3) Me=1) u_
T

-
n
Il ~3rr

=1
olt (uT , T 2 1) satisfait les hypothéses du théoreme 2.2.

Ce processus peut donc &tre considéré comme admettant une
t
. . . . .. N .
écriture moyenne mobile infinie : Yt = 2 r(t-1) u_ fondé sur le
T:—m

v P - -~ re
processus u déduit du processus u en mettant & zéro les composantes

d'indices négatifs.

Nous allons nous intéresser au comportement asymptotique du

processus :

N
(2.4) Y (r) =
en supposant que la fonction X est asymptotiquement telle que

(2.5) Ae) o M

lorsque t tend vers l'infini avec : u > - + .
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Nous donnons ci-dessous une présentation heuristique du résultat
renvoyant & l'appendice 4 pour la preuve compléte, c'est-a-dire essentiel-
lement pour les justifications des interversions des limites et des inté-

grales.

Nous avons @

Frr]
Y [N
e YR L N N SV o % N [
ut 5 ut 5 =1 E
n T nT
[rc]
= ¥ 4 A[[re] - 7] )
=1 T TonT *
Err] 1 /T N
=7 — a(rr] -0 J d 5.(s)
=1 TH =1/T
1 [Tr] )\([Tr] - 1) n
= (] — 1 ) ds.(s)
0 t=1 T Les <z

Lorsque T tend vers l'infini, nous savons d'aprés le théoréme 2.2.
A

que le processus ST converge en loi vers un mouvement brownien B ;

d'autre part la fonction :

[1x] afTe] - O
A0 L T ! ’

] PN
converge vers : £, (s) = (r-s) ﬂOSS<l’



- 72 -

Passant a4 la limite sous l'intégrale [&oir Appendice 4], on en

. . Y n
déduit la convergence en loi du processus YT vers le processus Y,

tel que

o r u
Yw(r) = J (r-s)" dB(s) .

Propni€té 2.6.- Considérons un processus défini par :

]
"
I ~et

A(t-1) u. o,

ol le processus u satisfait les conditions du théoreme 2.2.

et ou la fonction XA est asymptotiquement équivalente a t*
avec p > - 1
" 5 .
v ¥ [1x]
Le processus défini par : YT(r) =
ut o
nT
r
| converge en loi vers : Y (r) = J (r-s)" dB(s) .
[¢]

o 1 . R ,

Remarquons que la condition uw > - 5 est utile a deux niveaux
différents : d'une part le processus étant non stationnaire explosif il
est nécessaire de le raccourcir pour obtenir la convergence, ce qui demande

. 1 . .
une puissance W + 5 > 0 pour T ; d'autre part il faut que 1'intégrale
. e - a .

stochastique définissant Y existe.

r y r 2 ro,
‘ or : V(J (r-s)" dB(s)) = J (r-s)°" ds = J u”" du
| 0 0

existe lorsque u > - % .
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I1.D. - APPLICATION AUX PROCESSUS FRACTIONNAIRES INTEGRES

Revenons maintenant aux processus fractionnaires intégrés. D'un

point de vue pratique, nous nous restreignons aux processus :
_d a
Xt = (1-L) uo s

ol le processus u associé admet une représentation ARMA stationnaire
fondée sur un bruit blanc indépendant admettant un moment d'ordre stric-~

tement supérieur a 2

(L) u, = G e, oV € = 02 .

La fonction (1—L)_d de 1'opérateur retard admet un développement en

série entiere, de sorte que le processus X s'écrit sous la forme :

£ t
Xe= [ oaem e = ] T
=1 T =1 I“(d) (t'T)!

Le terme général de ce développement est tel que : A(t) ~ td_1 / T(d) .

Nous sommes donc dans les conditions d'application de la

propriété 2.6 en premant u = d-1 > —~% , c'est-a-dire d > % .

Corollaine 2.7.- Un processus non stationnaire fractionnaire

.

intégré :

_ yd 1
Xt = (1-L) u, , avec d > 5 et

o (L) u, = (-0 (L) P e bruit blanc indépendant est tel que :
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o * )
XT(r) = converge en loi vers
d- -
nT 2
ot
{\l —_ -
X, (x) = #J -8 " aB(s) , re [0,1].
ra) <o

Ce corollaire fournit donc une idée du "terme dominant" de
la série X initiale. L'explosion du processus non stationnaire a lieu

d_
a la vitesse T ; d'autre part le coefficient de cette puissance T

d-

N =
[

peut &tre considérée comme asymptotiquement normal. En particulier prenant

r=1, on voit que :

1 X d > N ,)\(J (1) 3
[ w
-3
T
. L ne ! 2d-2
ou : n X, (1) v N[0 - (1-5) ds ,
r"{) ‘o
2 () 2
ny
¥ v N[o; © (1) 1
n X_(1) [ 2d—1] .

rl@  e(n?

. . . Y
On remarquera finalement que le processus limite X_(¥)
est directement déduit d'un mouvement brownien fractionnaire en mettant
par convention i zéro les composantes de B associées aux indices

négatifs.
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II.E. - CONVERGENCE DE LA MOYENNE EMPIRIQUE

Propriété 7.8.- Sous les hypothéses du corollaire 2.7 ,

X = X converge en loi vers :

rd ‘o
Preuve : Pour obtenir ce résultat, il suffit d'écrire :
T T
1 2 1 1
X == ¥ X
R = I S
T T
T
1 E Yot
= X (=)
T L 'TT
T [t/T v
= E X.(&) dr
t=1 ‘t-1/T TT
(1 T A -
- ] L1 A XS] dr .
0 t=1 t <r¢£ T
T =T
T s
Cette variable converge en loi vers : J Xm(r) dr .
0

n
Remplacant Xw(r) par son expression, nous avons :

1 1 r
[ %w(r) dr = -Jl—*J [f (r—s)dn1 dB(s)] dr
0 r(d) 0

1
[J (1.’—s)d—1 dr] dB(s)
s

1

1 .
=—“—J (1-s)¢ dB(s) = D0 J B(s) (1-5)%97" ds .

0 r{) ‘o

Q.E.D.
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La convergence de la moyenne empirique a donc lieu & la "vitesse" :

—d+-l

T ; plus le degré de non stationnarité est élevé plus la convergence

est lente.

Cette convergence en loi a lieu vers ume loi normale et ceci
sans hypothése de normalité sur la loi du bruit blanc e. Le cas limite
oll ce résultat d'invariance fonctionnelle est perdu est d = %-; nous
avons en effet vu en I corollaire 1.21. que la normalité asymptotique

était satisfaite dans le cas o € est gaussien,

La propriété 2.8. donne aussi une formule pour la variance

asymptotique de la moyenne empirique.

Cornoflaire 2.9.- Pour un processus X non stationnaire

fractionnaire intégré, la variance de XT peut &tre approchée

par :

v % = OION p2d-1 1
as X = 2 7 3
(1) d”(2d+1) T°(d)

Preuve : On a :

1

v[nj

, 1
(-3 B(s) ds] = v L%J (1-5)9 dB(s)]
0

0
2 1 2
=ﬂ7j (-9 g5 = L
d 0 d” 2d+1

formule dont on déduit immédiatement le résultat.
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Remarque 2.10.- Cette formule correspond bien & ce que 1l'on
pouvait raisonnablement attendre en examinant le cas particulier d'une

marche aléatoire. Dans ce cas, on a :

Xt = (1-L) €, = Z €

Donc en sommant, on obtient :
T
Y x,= Y J e =e +2¢e  +3e ,t+...+Tc¢
=1 ¢ T

On en déduit que :

VX =J§ (2 e 2% e x @-n? + 727}

T T
2
- EI(T+1)(2T+1)w N 2T
2———"‘——6 ] 03.
T
P . 2 2
Dans ce cas on vérifie bien que : n =90 , 2d-1 =1 et

a?(2a+1) = 3 .
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II1 - PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES COVARIANCES EMPIRIQUES

(CAS STATIONNAIRE)

Nous allons maintenant nous intéresser aux moments d'ordre deux,
en séparant comme auparavant les cas stationnaire et non stationnaire. Nous
nous limiterons & l'étude de la convergence en loi. D'autre part nous

présentons les résultats dans le cas de covariances empiriques du type :

T-h
v 1 . ~ . ~ P
Yaﬂ =5 tZ1 Xt Xt+h . Des résultats de méme type pourraient €tre déduits
pour les covariances empiriques préalablement centrées, c'est—a-dire pour :
N T-h
o 1 = = . . .
| %h)_'T:E tz1 (Xt XT) (xt+h XT) ; il faudrait alors tenir compte des
| =

diverses propriétés de convergence faible de la moyenne empirique discutées

dans le paragraphe I.

III.A. - LES RESULTATS CLASSIQUES

Soit X = (Xt , t € Z) un processus stationnaire admettant la

| représentation moyenne mobile infinie :

[
X = E a, €, . N avec E a? < e

N

. , 2
ol € = (Et , t € Z) est un bruit blanc, de variance o~ > 0 .
La covariance empirique :

h

X, Xy » h=0,1,...1-1

T

(3. 1) o) = T‘l‘ﬁ
t

ne1l

1

constitue un estimateur sans biais de la covariance théorique du

processus y(h) = E(Xt X .Y, h=0, 1,..., T-1 .

t+h
Afin d'obtenir des renseignements sur le comportement asympto-
g P ymp

tique de cet estimateur et emn particulier sur sa précision, nous serons

s 2z ‘ . 4
amenés 4 considérer les moments d'ordre 4 du processus X. Si E €y < =,
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on définit le cumulant d'ordre 4 de Xt par :

(3.2) kh, g, £ = EX, X, Xerg Xesg)

[y(h) v(g-0) + v(g) y(h-0) + v(£) v(h-g)] .

Dans le cas particulier, ot X est gaussien, ce cumulant est identiquement

nul.

La premiére propriété ci-dessous concerne la convergence en
. L
moyenne quadratique des YT(h) vers v(h) et la seconde la convergence

en loi.

T2
Propriété 3.3.- Si Yy () < et si
Z:—co

400
r E K [h > = 4, g*ﬂ]l < w,  alors :
L=rco

lin T Cov [y (h) , Y, (g)]

T

+oco
= 7 [y@) y(@+h-g) + y(£-g) y(L+h) + K(h,~£,g-£)]

H=—c

Preuve : voir Anderson [1971] p. 465 .

La vitesse de convergence est donc de 1'ordre de Tl/2 .

De plus, on peut simplifier 1'expression des covariances asymptotiques,

lorsque ¢ est un bruit blanc indépendant, Notant : K4 = E ei -3 04

la kurtosis de B, > ona alors :

o0
I k[n, - gt =g Y0 YE

=-ca [o}
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Remplacant dans la formule donnant les covariances asymptotiques, on

g

obtient :
r . v
Ty = Lim T Cov [, Y]
+@ K4
(.4) 1 - T [en) v + v@-) W]+ 7 v(®) v(e)
=— [}
T K&
= 47 f cos(wg) cos(wh) fz(m) dw + -7 vy(h) y(g)
-7

ot f est la densité spectrale de X.

Proprniété 3.5.- Converngence en Lol

Si X = (Xt , t € Z) admet une représentation moyenne mobile
s . . o e . 4
infinie fondée sur un bruit blanc indépendant, si E € < » et

o

si E ia.] < » . alors la loi limite de :
j=0 7

A [p0) = ¥(0) 4eery Yo - Y]

. - N
est la loi normale N [0, [*h,g]Osh,gsKJ , ou les th sont

donnés par la formule (3.4).

Preuve : Voir Anderson (1971) p. 48%.

Remargue 3.6.- On voit évidemment de facon immédiate que le

méme résultat est valable si on remplace les autocovariances empiriques
T-h

" ~ 1

yp(h) par YT(h) =5 Z X, X,

t=1 h
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Remarque 3.7.- Le résultat de convergence en loi est dans

d'autres ouvrages donné sous des conditions autres que 2 la.| <« .

j=o J

Ces conditions sont :

+co
*) Ll @] <

J:—m
dans Azencott - Dacunha-Castelle [}984},

o +o0
(%) ¥ ja§<°° et y Yz(j)<°°,

j=0 j:—oo

dans Rosenblatt [1985].

III.B. - CAS OU LES RESULTATS CLASSIQUES S'APPLIQUENT

Considérons maintenant le cas particulier d'un processus MADE(1)
stationnaire défini par :

d
(1-aL) X, = € s teZ

11 résulte immédiatement des équivalents obtenus pour les autocovariances
y(h) et pour les coefficients aj du développement moyenne mobile que
y(h) et aj décroissent de fagon exponentielle si |a| < 1, qu'ils
s'annulent & partir d'un certain rang si |u| > 1 et d est un entier

négatif et que lorsque o = * 1, ils sont tels que :

ly@y | ~ w7 lal ~ ¢
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+oo

fas A 2 e scas
On en déduit que la condition 2 vy (h) < » est vérifiée dans tous les
h=-w 1
cas de stationnarité, sauf si a =1 et d > Z—; la condition
oo
E la.| < + o 1'est, sauf si o =+1 et d >0 .
j=0

Regroupant les propriétés 3.3 et 3.5 en nous placant dans le

cas d'un bruit blanc indépendant, on obtient :

Prophiété 3.8.- Soit X un processus stationnaire satisfaisant

(1- L)d Xt =€ teZ , ou £ estun bruit blanc indépendant,

t Ed
admettant des moments jusqu'id 1'ordre &4 ;
i) 8i Jul <1, ousi |a|] > 1 et d est entier négatif,

ou si a= %1 et d < , alors :

1
A

lim T Cov GT(h), ?fT(g)] =T

T

hg °

ii) Si fa| <1, ousi |a|] »1 et d est entier négatif,

ou si o =+ 1 et d £ O, alors :

A =y e, Y0 = vl e wfo, [ 1, Yk

Remargque 3.9.- Sur cet exemple des processus MADE, on vérifie que

si o =*1 la condition de Azencott - Dacunha-Castelle conduit a d < - % s

alors que celle de Rosenblatt donne d € O . Les théorémes fournis dans

Anderson ou dans Rosenblatt apparaissent donc beaucoup plus fin que

celui figurant dans Azencott - Dacunha - Castelle.
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Remarque 3.10.- Les éléments de la matrice de variance covariance
asymptotique peuvent en pratique &tre facilement calculés. Introduisons en

effet le processus Y défini par :

2d , _
(1-aL) Yt =€,

On peut remarquer que si. o = * 1 le degré d étant inférieur a %
dans la propriété 3.8, Y est bien stationnaire (ceci explique 1'appari-

tion de cette valeur particuliere 1/4).

On a :
T 2 %,
th = 4n J_Wcos(wg) cos(wh) fx(w) dw + ;Z yx(h) yx(g)

| = 47 " 1 {cos [w(h+ Y] + cos [w(h— Y]} fz(w) dw + ﬁ (h) (g)
| 2 8 817 tx & e

2 K,

=0 [YY(h"'g) + YY(h—g)] + = Yx(h) Yx(g)
o

Dans le cas particulier ot o = + 1, on a : (voir Gongcalves (1987)) :

o2 o8 [T(h+g+2d)
r(2d) T (h+g+1)

1y (htg) + vy (h-g) F[2d ; 2d + h+g ; h+g+l ; 1]

, [(h-g+2d)

F[2d ; 2d + h-g ; h-g+! ; 1]}
r(h-g+1)

_ 2 e T(1-4d) {'r(h+g+zd) , _I(h-g+2d) ]
r(2d) r(1-2d) ‘T(h+g+1-2d) T (h-g+1-2d)-
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II1.C. - ETUDE DU CAS o =1, o<d<12.

Il est clair d'apreés les résultats du paragraphe précédent que
les théorémes classiques ne permettent pas de déterminer la loi asympto-
. . - . 1
tique des autocovariances empiriques si o = * 1 et 0 <d< 7 Les

cas a = 1 et o= -1 étant symétriques 1'un de 1'autre, nous pouvons

nous restreindre dans la présentation a o 1.

Des résultats sur ce cas ont été obtenus par Rosenblatt (1961)
et Fox-Taqqu (1985). De facon & alléger la présentation, il a paru préfé-
rable de commencer par donner les propriétés de convergence faible qui en
résultent pour les processus MADE, puis d'expliquer ensuite comment sont

obtenus les résultats généraux.

I11.C.1. - Convergence en loi des autocovariances empiriques

dans le cas des processus MADE avec o« =1, 0 <d< % .

Propriété 3.11.- Soit X wun processus stationnaire défini par

(1—L)d X, =€ oi € est un bruit blanc indépendant, gaussien

et ou 0 < d < %—, alors :

" d T or2 1/2
T vy @] == [ ] 7@ + y&b) y&w]' 801, .

K =~

Sous 1'hypothese supplémentaire de normalité du bruit, on comserve donc

1/2

la vitesse de convergence en T et la normalité asymptotique.
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Prophiété 3.12.~ Soit X un processus stationnaire défini

» ©ou € est un bruit blanc indépendant

1

d -
par : {1-L) X, = e,
< d < 5 alors

gaussien et ol %

1
2d-1

Fp@ - vm] S v@ v, ),

5 d

ou R (1) est une variable dont la loi n'est pas normale.

I1 y a donc modification de la vitesse de convergence et
perte de la normalité asymptotique. On remarque aussi une différence
importante avec le cas ol d < % puisque la variance de la loi limite
est indépendante de l'indice h . La loi limite est liée aux processus

dits de Rosenblatt et aux distributions dites exotiques.

II1.C.2. - L'approche de Rosenblatt.

Le processus dit de Rosenblatt apparalt pour les premiéres fois
dans deux articles : Rosemblatt [1956] et [1961]. L'auteur cherche i obtenir
la loi limite de la variance empirique d'un processus statiomnaire, gaussien,

centré X = (X t € Z) , dont la suite des autocovariances est

t ’

y(h) = (1+h2)"Y , avec 0 <y < % . La démarche suivie est tout a fait

naturelle. Elle consiste 3 :

T
a) Déterminer la fonction caractéristique de ) Xi ,
t=1

b) A montrer ensuite qu'il existe une fonction H(T) tendant vers
1'infini avec T et telle que la fonction caractéristique de

T
.- [} Xi - T y(o)] converge,

H(T) t=1
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¢) puls a étudier la loi associée & la fonction limite et a voir

notamment qu'elle ne correspond pas 2 une loi normale.

a) Fonction caractéristique d'une forme quadratique de

vecteur gaussien.

L'approche repose sur la propriété ci-dessous qui a d'ailleurs
son intér@t propre et sera notamment utilisée dans l'étude statistique

des processus fractionnaires.

Proprniété 3.13.- Soit X un vecteur gaussien de dimension finie

T , centré et de matrice de variance-covariance §. Alors :

T
J(z) = E [exp iz § Xi] = E [exp iz X'X]
t=1
o k .k .k
= exp 5 z z %& = Tr(ﬂk) ,

si z est choisi assez petit.

Preuve : Voir appendice 4.

Remarquons & ce niveau que les réels positifs Tr(Qk) ont

les expressions développées :

Tr @ = 2 W..
j 1]
2
Tr " =§ 7§ w.. ,
;i i3 ji
Kk
F 12 12 15“ w1112 w1213 wlkli
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Dans le cas ol les composantes de X : X1 cee XT , correspondent

aux valeurs successives d'un processus stationnaire, on a donc :

K T T T
Tre = ) ] ... 1 v(ig=iy) v(iy-i) .eeen. v (i =i
11=1 12=1 1k=1

b) Application a l'étude de la variance empirique d'un

processus stationnaire gaussien.

Considérons alors le processus stationnaire X = (Xt , t e Z),

d'autovariance y(h) = (1+h2)_Y , et intéressons nous & la convergence

faible de :

T
2 = 2 2
(3.14) zp = 17 g0 = v@] = 7" 1 T % - v()] .
t=1
La fonction caractéristique de ZT est :
ﬂT(z) = E exp (iz ZT)
. 2y . z '
=exp [~ iz T°7 v(0)] E [exp i —=5 X x]
' Y
k .k .k
- 2 1 2
= exp Lf iz T y(0)] exp {5- z EL—T:Q&jE Tr(Q?)} .
k=1 k(T Y
en notant QT la matrice de variance-covariance de (X1,...,XT)'

Comme Tr QT = Ty(o) , on voit qu'il y a une simplification
par le terme correspondant & k = 1 , de sorte que :

k
K Sk [k Tr(QT)

k (Tl—ZY)k

. 1
P (2) = exp =
T 2 K

tr~—18

2
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D'autre part, on a :

Tr(ng) 1 § §
- = " y(i,-1i.) ..... . 'Y(lk—l )
Ef1 Zy]k (Tl Zy)k 11=1 i, 1 72 1
T T i-i, 2 -y i =i, 2 -y
1 1 1 72 1 k 71
=g Ll Gt ] e
T 11=1 1k=1 T T

quantité qui, lorsque T tend vers l'infini, peut &tre approchée par :

1 T T 1,71, =2y (lkf-l1 -2y
k. Z : .2 = : T
T 11—1 1k—1

Comme il s'agit d'une somme de Riemann, elle tend vers 1'intégrale

correspondante :

1 i
-2 L-2 -2
(3.15) c, = Jo Jo [x1—x2] Y ]:xz-x3_| ... [xk-xJ Y dx ... dxy

Proprdété 3.16.- Si X est statiomnaire, gaussien centré, de

covariances

v = (DY o<y <1,

4
la fonction caractéristique de :
T
2y- 2
z, =1 ) X, = T v(o)]
t=1
converge, pour z assez petit, vers :
oo k k .k
_ 1 z 2 i
0.(2) = exp 5 Zq K ‘k ?

k=2

ou les constantes ¢, sont données par la formule (3.15).
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Remarque 3.17.- [voir Taqqu (1975)] . Dans la démonstration

précédente, nous avons évidemment sauté une étape. Le rayon de convergence

de la série apparaissant sous 1'exponentielle dans 1'expression de
PP T

dépend de 1'indice T et il nous aurait fallu vérifier que la limite

inférieure de ces rayons n'est pas nulle. En fait il suffit de regarder,

s'il existe une constante C > 0 telle que ¢ € Ck .
Effectuant le changement de variable : y. = xj-x.
j=1,...,k=1 on obtient :
- =2y =2y -2y

cy f .. J ¥y R (y1 + ..t yk_1) dy

et appliquant 1'inégalité de Schwarz :
1 1 1
-4y 1172 [0, 4 .
cp € [J_1 Iy dy] [j e by, | e |yk_1!

-1 -

_ [ 2 }k/z
1=4y

i+l
. dyk_1
~by dy1

- dy_

Remarque 3.18.- 11 est clair d'autre part que dans la démons-

tration 1'important n'est pas la forme précise des autocovariances

y(h) = (1+h2)_Y , mais essentiellement le fait que vy(h) soit asymptoti-

quement équivalent i h_2Y (voir Taqqu (1975)). Cette condition étant
réalisée pour les processus MADE puisque vy(h) v h

appliquer le résultat précédent. Comme vy = 5~ d

1

2d-1

, la condition

, on pourra leur

0 <y« 1 devient 1 < d <5 . Ceci explique le résultat de convergence

4 4 2

en loi donné en (3.12).

1/2
]
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c) Le processus de Rosenblatt.

La fonction caractéristique limite, que nous avons obtenue,
contient sous 1'exponentielle des termes de tous degrés, puisque
¢ > o, Vk . Elle correspond donc a une loi non normale. Cette fonc-
tion caractéristique a été généralisée au cas de processus indexés

par [0,1] |voir Fox~Taqqu (1985)].

Définition 3.19.- On appelle processus de Rosenblatt de

paramétre Yy un processus (RY ) , te [0,1]), dont les lois

fini-dimensionnelles sont telles que :

E exp [i E 2 RY(tj)]

j=1
© k.
= exp {% E 2 klk z z ve. 2
k=2 s,...5,€{1,2,...,p} %1 %2 Sk
1 K
1 el
. -2y =2y
. 1 R § (x,-x.) vea(x -x,) dx,...dx, }
Jo }o xSt xSty 102 T 1 k

Dans le cas ou on ne s'intéresse qu'a la loi de RY(I) , on obtient :

8

2 2k ik Zk

. _ 1
E [exp iz Ry(1)] = exp 3 L =

c'est-a~dire la fonction caractéristique limite vue en b.

II1.C.3. - L'approche par les polyndémes d'Hermite.

Une étude compléte de la détermination de la loi asymptotique
des autocovariances empiriques a été faite par Fox-Tagqqu (1985) et est

fondée sur les transformés du processus par les polyndmes d'Hermite.
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a) Rappelons que les polyndmes d'Hermite sont donnés par :

xz dq x2
(3.20) H (x) = (-1)1 exp 5~ —— f(exp ~ =) , qe N
q 2 48 2

En particulier les premiers de ces polyndmes sont :

Ho(X) =1, H1(x) =x , H2(x) = x2 - 1 . Ces polyndmes constituent

un systéme orthogonal dans LZER s —1—-exp - X dx] et plus précisément

2r 2
satisfont :

2

! exp (- %?) dx = q! dlq ,

exs

+co
E[Hq(x) Hy ()] = J_m H () By ()
ou Gﬂq est le symbole de Kronecker.

b) Les résultats obtenus par Fox et Taqqu concernent des processus

X stationnaires, gaussiens, tels que :

EX =0 , EX =1 et ‘((h)=E(XtX )'\:h—ZYL(h),

t+h

lorsque h tend vers 1'infini. v est contraint par 0 < y < %- et

L est une fonction a variation lente & 1'infini [voir définition (1.19)].

Les résultats établis sont les suivants :

Propriété 3.21.- Soient X un processus satisfaisant les

hypothéses du b) et (aS,- © < g < + =) une suite de réels
+0oo
vérifiant a = a et E la | < +w.
-s s

§==—m

i) si < vy <<% » le processus :

£ -
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Prr] {Tr]
ZT(r) = 7% {jz1 kz1 aj-k Hm(xj) Hm(xk)
[tr] (1]
- E( 521 kL a;y M0 B (X))}

converge en loi dans D[O,lj vers le processus o B(r) , oi B
est le mouvement brownien et ou :
m 400 +co
2 2 m, 2 m=n
= 1
o = (@b nZ1 ) ) 1 o asz [Y(Si) Y(sz)]

s]z—w g, =~ S‘]

n +00
L P T [0 ves ms]d [rlers,) v(kes)]™ ™0
=0 1 ke=<w

ii) 81 0 < y < l—, le processus :

4
lrr] [Tr]
_ 1
z,(x) = L T { .2 ¥ a; B () B ()
i=1 k=1
(rc] [rr]
- E[jZI kz1 ac B (X0 B o(x )]}

converge faiblement dans D[b,l] vers le processus :

+o0
m! mf § a Y(s)m-1] RY(T) .

s==x

On voit directement apparaitre sur ce théoréme les deux types de lois

limites possibles.
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II1.C.4. - Application aux processus MADE.

De facon a obtenir les covariances empiriques il suffit de prendre

le polynOme d'Hermite de degré m = 1 et la suite (aS , = ® < § < + ®)

]

telle que : a,_=a . =1 et a. 0, si j#h ou j # - h. Prenant

h -h ] 4
de plus r=1, on a :
[re] [re]
! a._, H (X)) HX)
=1 =1 i~k m ] m Tk
11
= . X. X
je1 k=1 JTROI K
¢/ T-h
2.2 xJ xj+h , si h#o0 ,
j=1
B T
2 X? , si h =20
j=1
D'autre part, on a :
9 o0 + +00
op= 1 1 ag a1 [r®es) vResy) ¢ v () y(Kes-s,)]
s==o g =-o °1 52 K=o
+00 )
2 7 Y , si h=0 ,
K==

400
4 T [P® + y&-h) y&+] , si h#0
K=-w
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On en déduit directement la propriété (3.11)

+
A m-m ] L [T 20 ¢ &b v 801,

K:—ou
comme corollaire de la propriété (3.21) ; on déduit aussi de la
propriété 3.21 la propriété 3.12 :
B - yw] L v R, (1)
TZd—1 T )

1
>=d

(le terme vy (o) étant du au fait que la propriété 3.21 est déduite

pour des processus de variance 1).
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IV - ETUDE DES MOMENTS EMPIRIQUES D'ORDRE DEUX

[CAS NON STATIONNAIRE] .

Dans le corollaire 2.7, nous avons vu que, pour un processus

fractionnaire intégré :

- (1-1y—d 1
Xt = (t-L) u. , avec d > 7 et

(L) u, = @) gt , € bruit blanc indépendant ,

le processus raccourci correspondant :

n *rx]
)= ——
d- 7
T
i n [F d-1 -
converge en loi vers X_(r) = J (r-s) dB(s) , r e [0,1]. Ce résultat
rdd) ‘o

va maintenant &tre utilisé pour déterminer le comportement asymptotique

des variance et covariance empiriques dans le cas non stationnaire.

IV.A. - VARIANCE EMPIRIQUE

Nous avons :

- § x2 =4 § ( i )2
= = B B
T
T
=L % (52
TT Z X )



. . . ’\', r\l ’ -~
Utilisant la convergence en loi de XT(r) vers X _(r) et le théoréme de

continuité [Billingsley [1968]], on en déduit la convergence en loi de

I
- . X Vers :
24 oy Tt

0 ‘o
2 1
n d-1 d-1
= (r-u) (r-v) 1 1 dr dB{(u) dB(v)
Fz(d) JO '[0 JO usr v&r
2 11 .
= f j [j -0 @097 a4 @B aBm
(@) ‘o0 ‘0 ‘Min(u,v)

Propniétd 4.1.- Dans le cas d'un processus non stationnaire

fractionnaire intégré on a la convergence en loi de

T -
— § Xl = ——— v.(0) vers:
24 L 731 T

o

nz T ! d-1 d-1
5 J J [J (r-u) (r-v) dr] dB(u) dB(v) .
r“( ‘o‘o “‘Min(u,v)

Il y a donc convergence en loi et ceci est valable sans aucune hypothése
de normalité sur la loi du processus. La limite obtenue n'a évidemment
aucune interprétation simple en terme de covariance théorique du
1 processus X. Dans ce cas non statiomnaire les variances théoriques
2 p Vs '
Yt(o) = E X{ dépendent en effet de 1'indice t , de sorte qu'on ne
peut espérer montrer une convergence de YT(o) vers une valeur

stationnaire +(o)



\ IV.B. - COVARIANCE EMPIRIQUE

| Le résultat (4.1) peut &tre étendu aux autocovariances empiriques.
Nous donnons cette extension pour l'autocovariance d'ordre 1. L'idée est

de commencer par étudier le produit croisé :

T
= % -
(4.2) Sp = 1 X,y X, X, -
| t=1
On a en remarquant que : Xt =X ot (Xt - Xt_1) :
T T T
1 2 2 2
Se=% ) X - ¥ x_,- 3 & -x_)7
T 2 t=1 t =1 t-1 =1 t t-1
T
_1.2 1 _ 2
‘ =z Xp-g L & -X D7 .
t=1
Le premier terme % X; est d'ordre Tzdh1 .
1% 2
Le second terme =5 ¥ (Xt - Xt-i) est directement 1ié & la variance
t=1
\ empirique de la série différenciée. Cette derniére est stationmaire, si
d < % et est non stationnaire, si d > % . Si d < % , on sait alors
T
| que % E (Xt - Xt-1)2 tend vers une limite et donc le second terme
t=1

est d'ordre T ; si 4 > % , 1l résulte de la propriété 4.1. que
T
1 2
202 tZI K = X y)

si d < 1, le terme dominant est le second et si d > 1 , le premier.

tend en loi vers une limite. On en déduit que,

Propniélé 4.3.- Etant donné un processus non stationnaire

fractionnaire intégré, on a :

si d<1:
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T
_ 1 d .1 a2 1 o1 _ 2
si d=1 TS 73 X (1) 5 Pplim g Z (Xt xt-i) s
T ot=1
1 d 1 9w 1 o2 ! -1 2
si d> 1 3= Sy —— 5 X () =5—o— [} (-9 aB(s)]” .
T r~( ‘o

Remarquons que sauf dans le cas limite d = 1 , la covariance empirique
1 s e es s cees .. .
T ST entre la série initiale et la série différenciée a asymptotiquement

un signe fixe : négatif si d < 1, positif si d > 1 .

On déduit directement des propriétés (4.1) et (4.3) le compor-

T
DX X,

tement de l'autocovariance empirique d'ordre 1 : YT(1) =
t=1

TN

On a en effet :

T T, - -
St = Z Xee X¢ ~ Z Xeog =T gD = Tyg (o),

-~

- 1
et donc : YT(1) =5 S¢ * YT_1(0) .

Lorsque d £ 1, le premier terme %—ST est d'ordre T° et pour d > 1,

il est d'ordre TZd-2 . D'aprés 4.1, le second terme est d'ordre T2d—1.

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Propriété 4.4.- Etant donné un processus non stationnaire

. . N . 1 P
fractionnaire intégré, om a, puisque d > 5 1'équivalence

YT(1) et YT(O) et en
TZd—1 T2d—l

asymptotique en probabilité entre

particulier le fait que ces deux suites ont méme loi limite.

Ceci rejoint la proposition 1 p. 62 de Akonom (1987) montrant

que pour 1. d < 2», 1 vn(h) converge en loi vers une variable
2 2 T2d—1 T

aléatoire indépendante de 1'indice h. L'étude qui vient d'étre faite
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. 3
montre que ce résultat passe aux valeurs de d > 5

IV.C. - PERIODOGRAMME

Les propriétés d'un processus & l'ordre deux peuvent aussi
dans le cas stationnaire &tre analysées dans le domaine des fréquences,
c'est-a-dire a partir de la densité spectrale ou de son estimateur usuel

le périodogramme. Bien que nous soyons ici dans un contexte non stationnair

nous pouvons cependant introduire par analogie le pseudo-spectre du
processus
G
2 @[ id

) = = 27d 2
27 |1-exp iw] |o(exp iw) |

Au voisinage de w = 0 , cette fonction est équivalente a

%]

-n 1

2 Om?
27 @(1)2 de 27 de

£ () v I
de sorte que l'étude du pseudo-spectre au voisinage de l'origine fournit

des renseignements intéressants sur la valeur du degré de différentiation d.

Le pseudo-spectre étant en pratique inconnu, Nous nous proposons

de remplacer cette étude par celle du périodogramme :

1 % 2
(4.5) L) = — 13 X, exp itw] .
2T t=1

De facon a mener cette étude au voisinage de w = O , nous allons faire
tendre w vers zéro lorsque T tend vers l'infini. De facon plus

précise nous avons le résultat suivant :
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Proprniété 4.6.- Si X est un processus non stationnaire fraction-

naire intégré, on a :

2 1 1
S N COYp B !J [J exp (iwr) (r-) 971 ar] aB(9)|? .
S

w
p2d T rapr o

Preuve : La démarche est la m@me que dans les paragraphes

précédents. On a :

1 w 1 % t 2
— I () = ——e—r | X_ exp i= w
24 T T, ok Ll e T
IR S S L
27 T =1 Td—1/2 T
T Y
_ 1 .t ty12
= E;‘l = E exp (i T w) XT GT)!
t=1
et T
= —l~i 2 exp(i = w) ¥ CE) 1 dr|2 s
ZIA I T Me-1 t
T " T
qui converge en loi vers :
! v 2
5 ’J exp iwr X (r) dr|
™ o o0
2 (1 r - - 2
- — n__ |J exp iwr [J (r—s)d ! dB(s); dr|”
r“(d)2n -0 0

Le résultat s'en déduit par interversion des signes d'intégration.

On voit au niveau de cette démonstration qu'il serait peut &tre

plus intéressant de calculer uniquement :

o T
I (w) = E X, exp Ltw
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n T ' 1 -
! % & _E_+ o ( [f exp iwr (r—s)d 1 dr] dB(s)
d+ s

T T (d) Jo
T

On aurait alors :

pof —

et on pourrait notamment étudier trés faiblement les liaisons asymptotiques

entre les valeurs associées & deux fréquences différentes wyoet w, 3

1YY 1 2
Cov_ [- 3 IT(ir) R : ITQTQJ
d+ d+ 3
T T
2 1 1 1
= -%}- j [J exp(im1r1) (r1-s)d ! dr1]LJ exp (iw,r,) (1:2—s)d_1 dr2] ds
r(d‘o ’s s
2 1 r1 1
__n J J J exo (o p - _yd=1 o d
= —— p i(w,r -w,r,) (r,-s) (r,~s) 1 . dr.dr.ds .
r?@ o ‘o Jo tr oz 2 ssMin(r ,r)) 1772
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VITESSE DE CONVERGENCE DE LA MOYENNE EMPIRIQUE

d
1 -_1 -1 1 1
o d<-3 d=-3 7 <4 <3 7 <d

avec d

entier

négatif :
la] > 1 7'/2
o =1 T1 T T1/2-d T1/2—d

v log T

al < 1 o172 o172 172 o172
o= -1 T1/2 T1/2 T1/2




LOI LIMITE DE LA MOYENNE EMPIRIQUE

((N) sous hypothése de normalité du bruit,

- 103 -

(8) sans hypothése de normalité).

-1 = -1 1 1 1
d=<-3 d Z 7 <4 <3 7 < d
« = 1 normale normale
6)9)] (s)
fal <1 normale normale normale normale
(8) (s) (8) s
o= = 1 normale normale normale
(s) (s) (s)
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VITESSE DE CONVERGENCE DES AUTOCOVARIANCES EMPIRIQUES

((N) avec hypothése de normalité,

(S) sans hypothése de normalité).

d
1 1 1 1
. dsgo 0<d<yg F<d<3 5 < d
w1 o1/2 p1/2 c1/2-d pl=2d (%)
(8) (8) (N) (s)
o] < 1 o172 o172 Tuz @ﬂ
(s) (s) (s) (s)

(%) Calculé par écart 2 zéro et non par écart 2 vy{o)



- 105 -

LOI LIMITE DES AUTOCOVARIANCES EMPIRIQUES

({N) avec hypothése de normalité,
(S) sans hypothése de normalité).

| 1 1 1 1
dgoO 0<dc< 7 7 < d <5 3 < d
a
loi d'une
o =1 Normale Normale Rosenblatt forme quadra-
tique de
Brownien
(s) () )] (8)
Normale Normale Normale Normale
Ja] <1 (s) () ) (s)
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APPENDICE 1

PREUVE DE LA PROPRIETE 1.6

La variance de la moyenne empirique est donnée par :

m  (sin —LU—ZT—‘)z
J flw) dw

2 2w

-7 T° sin >

[voir propriété 1.1 ] .

2 2

Comme f(w) = -%; (4 sin 24) =3 , on a aprés rempla-

cement :

m
VX, = (sin th)2 g 22‘S (sin -(1))2(S 2 dw
T 2 2 2
= 27 T
o 26-2 [T . wy28-2
5 2 J (1-coswT) (sin 7) dw .
m T -7

Utilisant le développement hypergéométrique de cos wT E\roir Abramowitz -

Stegun [1965] 15.1.17] :

1 2w
cos wT = F(-T , T, 7 » sin 5)
o 1 o wy2j
'§ I (-T+j) T|T+i] l"(7) (sin -2~)
=1 + > ‘
=t g+ ] r(-m) 1(T) i
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on obtient :

i

- o2 25mp T TCTEDIITH] TG 1™ 5 25428-2
v XT = - —2 2 1 =T (51n 7)
m T =t rfz o+l r¢-t) r(ry 1°J-x
2 T T(-T+j) T[1+j] rh U
o ,26-1 ST ] 2 1 . \2j+28-2
= - 2 2 -— (sin w) d
2 . 1 . it
T i=1 Il + i] r[-1] r[t] 0

2

Comme Re & > - % , ona Re(2j + 26-2) > - t et on peut donc appliquer

la formule [&oir Gradshteyn - Ryzhik (1965) 3.631.8]

i
p b-1 ﬂ
J (sin x) dx = pour Re(b) > 0 .
b-1 b+1 b+1
0 277 p B[T » =5
On a donc
. . 1
o3 . 52 ,26-1 % r[- T+j] r[T+i] I
= - . _
T =t Tl il rC-T) T(T)
o 1 1 r(2j+29)
R v ¥ v
3V QIR2°2 giiaset r(5+8)2

Utilisant le fait que [voir Abramowitz - Stegun [j965] 6.1.18] :

1
2oy T T+

r(2z) = 2 —_— , on voit que :
=
2j428-1 ., 1 .
r(2j+28) 2 PG+ 8 +9)  ,2§+28-2 s 1
= - T = (J+6-—E)
(2j+28~1) T(j+6) 2|5+ 68 - §J e 3

Cette égalité permet de simplifier l'expression de la variance :

dw

W
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. 1
r{j + 5-—2')

r[-1+j] rr+i] 1‘(%) 1
ST

1 r[-;-+ il r-T) () 17 TG o+ 8

1
2,261 T(8-%) T (_T)j (T)j (5"7)3'

- -9 2
2 a1 j=1 (-;-)J. i,
en notant (1). = I+j)
J r(T)

On peut alors appliquer la formule de Saalschiitz [tf.Erdelyi (1953)] :

T (a)j (b)j (—T)j . (C*a)T (c—b)T

i=0 (c)j (1+a+b—c—T)j it (c)T (c—a—b)T

pour en déduire que :

1 1
_ 281 T -5 | G -D, (-8,
VX = - -1

T 1
T VT r(&) (—2-)T (I-T—G)T

r(%) T (1+T-8)

1 1 (11—
2 226—1 (s -5) F(E -T) T{1-8)

Q

ol

/roT(s) rlr +%“, r(1-6)

r(%) I (1-6-T)

|

2 ,26-1 T(6 - %) "r(—%)z D(1+T-8) T(1=6-T) 1
v r(s) r(%m r(% - T) T(1-6)°

Comme TC%) = /1 et que F(% +T) F(%~—T) =1 sec(nT) , on a :



1
o 2671 T8 ~9) ()T LET=8+1) T(=6-T+1) _ 1}
™ (&) I (-8+¢1)  T(=8+1) ;
1
ﬁ p26=1 TG6=9) I r(qpogat)  T(O) _ 1\' ]
/T8 |T(=s+1)  T(&D
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APPENDICE 2

DETERMINATION DE V XT ET DE SON EQUIVALENT ASYMPTOTIQUE,

LORSQUE : a=1,d= -

EXPRESSION DE V S(T

i) Appliquant la propriété 8 de [Gongalves []987]], on sait que

our un te essus i u varian Se :
r tel proc , la fonction d'autocovariance est donnée par

1
9 I'th - i) r(2)

y(h) = o 3 3 3
I'(h + 5) T (- 7) F(E)

2 1 1
h+hH w-H 2nm1A
2 2 C 2

=0

1
1 1
(h - 7) (h + 7)

Q
a[ o

Cette série est absolument convergente et on sait que :

+o0

Y y(h) =27 £(0) = 0 .
h=-=

P

ii) D'aprés la propriété 1.1, on a :
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TR R LI
- -/ Y
T T p=t-1) T
T-1 T~1
-l L2 2 y® -5 1 hym
h=1 T h=1

T-1 ©
Comme : y(o) +2 § y(h) =-2 § y(h) , on peut dcrire :
h=1 h=T

+o0

7oy -5 T v
h=T T  h=1

3|

VX = -

iii) Calcul du terme 2 y(h) .

h=T
On a :
o 2 co I‘(h—%)
{Y(h)=—°—2 3
h=T " h=r Ir(h +3)
2 o T+T-3)
=9
" 2=0 T +T+3
2 r(T——) T(1)
=_°_____ F(1,T-%,T+%,1)
" T(T + 3)
2
=_2i r(T-—) r(1) r(T+-§—) P[T+—%-(T—%)—1]
™ 3 3 1
r('r+§) P(T+5 =1 TT+5-(T-5]
car :  Fla,b,c,1) = T(c) r(c-a-b)
I'(c-a) T (c-b)
D'ol
1
P ome-c 2 TP
= TONT + ) T2 Tor+h L
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T-1
iv) Calcul du terme z h yv(h)
h=1
2
On a : hy(h)=~%~ 1h i
‘ (h‘i‘) (h+§)
2
- _ o 1 1
= - = E} — + . lj .
2 2
Or :
T-1
Il e
h=1 h—E h + 5
|
! T-2
=2+2 2_.1—74-_1_1
h=1h+-2— T*7
=2 1 :
| =2[1+2 7§ +
h=1 2h + 1 2T - 1
T-1
=2 [1+2 § L 41
| £=1 20-1  2T-1

On déduit alors de la définition de la fonction ¥(z) = é%- Log I{z)

[voir Abramowitz - Stegun (1965) 6.3.4.] que :

Tty 1
2 J ——=y+2Log 2+ ¥[T - 7
=1 2£-1

ol y est la constante d'Euler.

Remplacant dans la somme & calculer, nous obtenons :

T c 1

2
Y hym)=———?-1+y+210g2+wﬁ—14+
h=1 his 2

2T-1

]
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v) Expression de V }_(T

Finalement, on a par addition :

- 2% 2 5% 1 1
VX, = + -1 4y +2Log 2 +¥[T -5 + ]
T 1 2
1T T -5 aT 271
2
2 ]
=——T;CL—{———1—1 +1—2[—1+Y+2L0g2+\1’[T—%J+ ! 1}
T(T - 79 T 2T-1

DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE V XT

Le développement asymptotique de la fonction ¥ est [voir

Erdelyi [1953] p. 47 formule 4] :

1 T . 2n -2m-2
¥(z) = Log z = 5 - Zan 5+ 0(z Y,
n=t
ol les coefficients an sont les nombres de Bernoulli :
p_=2 D™ ot T @™

2n

—_

¥

[voir Erdelyi [1953] p. 38 formule 16] .
Le développement a l'ordre 1 de la fonction vy est donc :

- _ 1
v(z) = Log z 5 * 0(22) ,

et W(T = ) = Log(T = 9) = —'— + 0(})
2T-1 T




2 ¢
m {T(T -h
2
. T2
lim 1
T Log(T - 7)
2
lin —— VX
T»»o Log T
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[—1+y+2Log2+Log(T-~;—) +0(—1—2-)]}’
T
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APPENDICE 3

AUTO-SIMILITUDE DU PROCESSUS BROWNIEN FRACTIONNAIRE.

Partant de la formule (1.17), on a :

! = -
_H BH(at,w) =
a

LB (at,w) = -

1

1
0 H- = H- =
e (] B(s,w) aflat-s) P - (s 2]
a TH+5) ‘-
2
1
,-at H- ‘i
+ J B(s,w) dlat-s]
o]
Effectuant le changement de variable s = au , on obtient :
1 1[0 o g H= %
— iJ Bau;w) di(t-u} = - (-u} S
) Va e

H H
a

Comme B(au;w)

-

T(H + %
: -
+ [ B(auj;w) d(t-u) }.
‘0

A
= B(u;w) , on en déduit que :



ml“

BH(at,w)

1

BH(t,m)

T(H +%)
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0 H
{J B(u ; w) d[(t-u)

t
+ J B(u ; w) d(t-u)
0

1
2 (-w)

1
i

J

e 1

g
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APPENDICE 4

FONCTION CARACTERISTIQUE D'UNE FORME QUADRATIQUE

DE VECTEUR GAUSSIEN.

Soit X un vecteur gaussien : X A N[O,Q} » on sait qu'il
existe une matrice orthogonale Q permettant de rendre diagonale la

matrice de variance Q :

QQaqQ' = , avec AtBO,Vt.
© A
On a alors : Y = QX v N[O, diag X]
et X'X = Y'Y

On en déduit que :
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E [exp iz X'X] = E exp[iz Y'Y]

T 2
E[exp iz E Ytj

t=1
T
. 2
= I [exp iz Yt] (car les composantes Y,
t=1 non corrélées sont indépendantes)
T 1
= I —— (en utilisant la forme de la
t=1 (1-2izx ) /2 . .
t fonction caractéristique d'une
loi du XZ)
o
= exp 2 -5 Log(1—2izkt) (en prenant la détermination

principale du logarithme).

ko At < (Tr ﬂ)k = ( At)k , ce qui entraine :

1 t

Comme : Tr Q

i o~13

I o~

1
V& : Ai g (Tr Q)k , On peut pour =z assez petit remplacer

Log(1—2izlt) par son développement en série entiere :

T ;0 (ha )
E [exp iz X'X] = exp [} 5 z
t=1 k=1
© k k .k T
1 27z 1 k
=expy [ =% 1 ]
= R
o k k .k
= exp% 2 Zk 1 Tr Qk

k=1
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ESTIMATION DES PARAMETRES D'UN MODELE FRACTIONNAIRE
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ESTIMATION DES PARAMETRES D'UN MODELE FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre, on souhaite étudier diverses méthodes d’estimation des
paramétres d’un modéle fractionnaire. On dispose de T observations

successives d’un processus satisfaisant :

K 5
o k
T (1 -al)
= k
X = 3 y
t K d t
1 k
T (1 -8L)
k=1 k
. . 2
oi € = (et ,t € Z) estun bruit blanc indépendant de variance o

admettant des moments jusqu’a 1°ordre 4 et oll les paramétres uk et ﬂk sont
tels que Iukl <1 et Iakl <1 . Sous ces conditions le processus admet
des représentations moyenne mobile infinie et autorégressive infinie, dont

les coefficients décroissent asymptotiquement de fagon exponentielle.

2
Sous ces hypothéses les paramétres uk , Bk , Bk , dk , o peuvent étre
estimés par une méthode du type pseudo-maximum de vraisemblance fondée sur la

loi normale.

Nous commengons dans le paragraphe 1 par rappeler comment s’applique cette
méthode dans le cas de processus stationnaires, donnons les diverses maniéres
d’approcher la vraisemblance et explicitons les formes de la matrice

d’information de Fisher.
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Ces résultats sont dans le second paragraphe appliqués aux processus

fractionnaires.

Finalement dans le paragraphe 3 nous discutons des procédures d’estimation
convergentes fondées sur les équations de récurrence linéaires satisfaites
par les autocovariances du processus. Les méthodes d’estimation obtenues

s’apparentent & 1a résolution du systéme d’équations de Yule-Walker utilisé

de facon classique dans 1‘étude des processus ARMA.

Dans tout ce chapitre, nous analyserons de fagon privilégiée les pracessus
MADE(1) : Xt = (1 -a L)b et , et les propriétés des estimateurs des
paramétres au voisinage de 1'hypothése de bruit blanc. Cette étude locale
constitue en effet une introduction aux problémes de test analysés dans le

chapitre suivant.

I - ESTIMATEURS DU PSEUDO-MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE DES PARAMETRES
D'UN MODELE MA(w)
I.A - LE MODELE PARAMETRIQUE
Nous considérons un processus stationnaire univarié ( Xt , t € Z) admettant

une écriture moyenne mobile infinie :

) X = AL e = X a ¢ ,
t t J=0 j t-j
. 2
ol ¢ est un bruit blanc indépendant, de variance o et ol a =1

0
Ce processus est supposé admettre aussi une représentation autorégressive

infinie :
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(1.2) X - L 4 X = L) X = e , te 2z
t 321 05 Tt-j t t

Ces deux développements sont supposés converger a une vitesse suffisamment
rapide ; de fagon plus précise, nous nous restrejgnons au cas ou :
J J
1 c:0<c<! tellegue fa | <c , el <c , Vi
J J
Cette condition technique est essentieliement utile pour appliguer les

théorémes asymptotiques usuels sur les autocovariances empiriques [voir Hannan

(1973)1 et pour mener & bien 1 approximation de Toeplitz fvoir I.Bl.

Nous notons fy(h) = E(Xt Xt h) , h € Z1 1la fonction d’autocovariance
L +
f oy )
du processus et flw) = E—E he v(h) exp iwh sa densité spectrale.

La densité spectrale est la transformée de Fourier de la suite des
autocovariances. Celles-ci peuvent donc s’écrire par la transformation de
Fourier inverse :

W
(1.3) yh) = f exp (iwh) f(w) dw

%
De plus, on a 1’identité de Kolmogorov :

w
1

2
1.4 L =
09 ¢ 2

Log €27 f(w)l du = E Log (2% f(w)} ,
B

-%
en notant p la loi uniforme sur I-w,w] (en fait sur R/ 20 Z)
Le processus X admet une représentation spectrale :

u
(1.5) Xt = j exp (-itw) dEl{w) ,

-n

-

o ( E(w) , w € 1-T,01 ) est un processus 3 accroissements orthogonaux.
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Lorsque le processus X est gaussien, les accroissements de E le sont

é§a1ement.

Les "accroissements infinitésimaux” d E(w) sont centrés, de variance

Vid E(w)] = f(w) dw . La variable d E(w)} s’interpréte comme le poids

aléatoire de la composante de fréquence w dans la décomposition spectrale

de X . Cette interprétation se retrouve au niveau des décompositigns des

moments d’ordre deux : de la relation (1.3), on déduit : y{a) = f flw) dw ,
-%

c’est-a-dire que la variance de Xt est la moyenne des variances des d E(w) ;

de la relation de Kolmogorov (1.4), on déduit :
2
g = exp E Log [21 flw)l ,
u

c’est A dire que la variance de 1’innovation est (& une constante prés) la
moyenne géométrique des variances des d E{w) . Dans la suite, nous définissons
un modéle semi-paramétrique en spécifiant les résumés d’ordre deux comme

2
fonctions de paramétres (8 , o ) . INous traitons dés le début de maniére
séparée la variance du bruitl. Les divers résumés & 1'ordre deux du processus
sont alors indexés et on écrira :

2 2
(t.6) ALY , ¢ (L)Y , ¥ th) = o c(h) , f (w) = o g(w) ,8€80 .
8 8 2 8 2 8
e,ﬂ 910
Nous repérons les vraies valeurs de ces résumés, c’est-a-dire celles
correspondant aux vraies valeurs 8 , ¢ des paramétres par un indice o
o

2]

et nous notons donc : A (L) , ¢ (L) , v thy , f (w) .
8 ] 2 2

[¢] 0 8 ,0 8 ,0
o o o o0

Ces vraies valeurs sont supposées identifiables au second ordre, au sens ol
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la connaissance de ( v 2(h) ,h€ Z ) oude (f 2(w) , w€ l-w,w1)

8,0 8,0
o o o o

(resp de AE (L) ou 08 (LY 1 permet de retrouver sans ambiguité la vraie
o o

2
valeur (8 , o ) du paramétre [resp : 8 du paramétrel.
e o 0

I.B - LA (PSEUDO) LOG-VRAISEMBLANCE ET SES APPROXIMATIONS

1.B.a - Log-vraisemblance exacte

Dans la sutte, on construira des vraisemblances en faisant comme si les erreurs
(et , t € Z ) suivaient une loi normale. Si nous disposons d‘chservations

X‘,...,XT du processus X , la log-vraisemblance correspondante est alors

donnée par :

2 T ! 2
(1.7) Log L (x;8,0) = - —1Llog 2 - — log det r_(8,a0 )
og 1 x;0,0 2 g 2 og de ML

1 2 -1
- = x"r_ (g, ) X
T

2 7 T

2
ou xT = (X’,...,XT)‘ et ol PT(B,o } est la matrice de variance-

covariance de {X‘,...,XT)' et a pour terme général :

2
Y 2(i-j) = o cs(i-j) , 1 €4,j¢ 7T

8,0

Cette Jog-vraisemblance peut &tre réécrite en séparant les deux types de
! r_(s 2)

—_ ,0 , on
2T

g

2
paramétres 8 et o . Pour cela introduisons CT(G) =

a :

(1.8) Log L_{(x;8 2) ! Log 21 ! L 2 ! log det C_(8)
. 8, = - — fo - - o - -
og y x;8,0 2 g 3 g ¢ 3 og de T
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1 -1
- — x’ C_(8) X .
2 T 7 T

20
Remarquons que si la forme quadratique x% CT(B) XT a une forme simple, vu
que la matrice CT est de Toeplitz, c’est-a-dire a mémes éléments sur les
paradiagonales paraliédles & la diagonale principale, il n’en est pas de méme
de la forme : x{ CT(B)— XT ; 1inverse d’une matrice de Toeplitz n’est en
effet généralement pas de Toeplitz.
On peut proposer diverses approximations intuitives de Ta log-vraisemblance

exacte. Nous donnons ci-dessous les deux les plus classiques : celle par les

lois conditionnelles et 1°approximation dans le domaine des fréquences.

1.8.b - Approximation par les lois conditionnelles

La Joi du vecteur XT = (X1'°"'XT)‘ peut é&tre explicitée en faisant

apparaitre les diverses lois conditionnelles successives. Si nous notons :
2
WX /X ,...,X ;8,0 ) ladensité de X conditionnelle a X ,....X ,
t t-1 1 t t-1 1
nous avons :
2

Leee,X 18,0 ) .

2 T
L {(x;8,0) = W X /X
T t=1 t t

t-1
Chacune des (pseudo) lois conditionnelles est normale, de moyenne

E(X /X ,...,X ) , de variance V(X /X ,...,X)
t ot ! t ot-t 1

Lorsque t tend vers 1’infini, la prévision E(Xt/xt 1,...,X') converge

en moyenne quadratique vers la prévision sur le passé infini :
E(X /X ..., X ) #2 EX /X .00 X .00
t t-t 1 t t-t 1

= L () X S e ) - 11X .
J= j | t
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De méme la variance : V(Xt/Xt 1,...,X') peut étre approchée par
2

1’erreur de prévision ¢ .

Une approximation naturelle de la log-vraisemblance exacte est donc :

;
(1.9) Log LS(x;8,0%) T log 21 - Y log o ' ¢
: 8,00 = -~ - slgo - ~—
09 Lpixilho 2 "% 7 %8¢ NERES
g

2
[+ (L) X1
1 q t
Cette fonction sera appelée log-vraisemblance conditionnelle théorique. Elle
présente le défaut de ne pas dépendre des composantes du processus X au
travers des seules observations X',...,XT . Elle peut étre modifiée pour

tenir compte de cette difficulté. Par exemple, on peut introduire la log-

vraisemblance conditionnelle :

(1.10) Log L (x;8,0%) T log 21 - L log o
. o x; 8, = - =Llo - =Llo
8 byixitho 2 -9 7 9 e
rod 2
- — L X -8 X .- () X2 .
NS t-1 t-1 {
1 ]

I.B.c - Approximation dans le domaine des fréquences

Finalement une autre approximation introduite par Whittle (1951) se révéle
trés utile. Elle est obtenue en écrivant la log-vraisemblance dans le domaine
des fréquences.

Remarquons d’abord que 1’appraximation (1.9) par les lois conditionnelles
conduit a remplacer log det FT(B;UZ) par T log o

D’autre part, si nous considérons la matrice de Toeplitz infinie r_(e;uz)

’

nous pouvons 1’assimiler & 1a suite des coefficients (v 2(h) , he Z)

9,
de transformée de Fourier f 2(w) ¢

8,0
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f i
La fonction spectrale inverse ; (w) = est alors

2 2 f (w)
8,0 (2m) 2

g
4 Y . L4
associée & la suite des autocovariances inverses du processus :

(; 2(h) , h€ Z) . Cette suite est reliée & celle des autocovariances par

8,0
1’égalité v ) Xy 2 = e , o e est 1'élément neutre du produit

8,0 8,0

2
de convolution. Introduisant la matrice de Toeplitz infinie ; (8,0 ) associée

x
a la suite «y ) la relation sur les suites, en terme de produit de

8,0
convolution, se traduit matriciellement par : T (8,0 ) r (8,6 ) = 1Id
=z 2 - 2
<z===> [ (8,0) = ' (8,0}

I1 est donc naturel d’approcher 1’inverse RT {¢,0 ) par une sous matrice
= 2
principale de F (8,0 ) de taille T

On aboutit ainsi & 1’approximation :

2 -1 = 2
x. T (8,6) x_ #2 x’ r_(8,0) x
T 7T T T 7 T

On peut alors utiliser les résultats classiques sur les formes quadratiques

fondées sur des matrices de Toeplitz pour en déduire que :

T

‘T (8,0) x_ = ! | X exp - itw | f {w) du
X . = r
I T T t=1 t 2

-n 8,0

.
= X exp - ftw]° —— d

2 by X o - it v
(2m -n

T
2
Appe lant TT(w) = E—— | 3; X exp - itwe | le périodogramme d'ordre T



- 143 -

du processus X , on a donc :

~ 2 T
x. r (8,6 ) x. = -— f —dw = T E ,
T 7T T f (w) "

ot p est la loi uniforme sur 1-w,wl
Remplacant dans 1’expression de la (pseudo)} log-vraisemblance exacte, nous
obtenons
x 2 , T T 2 T T
(1.11) Log L (x;8,6 ) = --=-Log 2" - —-logo - — E |—
T 2 2 ) 2 u gs
o

Finalement 1°égalité de Kolmogorov conduit 3 :

2 2
Logo = Eflog2mw f (w)l} = E [log (27 o g (w))1
" 2 m 8

8,0
<===> log 2 T% + E lLog ga(w) = 0
u
On a donc :
Log L_(x:8,0) T el T log o LI
o x;0, = - = ) - = Lo - — —_
R S 2 4 9% T 29 2
o}

I.C - DEFINITION ET CONVERGENCE DES ESTIMATEURS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

1.C.1 - Les divers estimateurs et la condition de convergence

Disposant de diverses formes exacte ou approchées de la log-vraisemblance,
on peut définir divers estimateurs du (pseudo)maximum de vraisemblance en
maximisant 1’une ou 1’autre de ces formes. Un tel estimateur est donc solution

du probléme :
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x 2
{1.12) Max_ Log L_(x;8,0") .
2 T

8,0

x xC ] ~ Az
o0 L = L ou L_ ou L . 11 est dans 1a suite noté : (B_,0))
T T T T 7T

Pour savoir s’il existe (asymptotiquement) une telle solution et si elle est

2
convergente vers les vraies valeurs (8 ,o ) , 1’approche usuelle consiste 3
0o o
* 2
étudier le comportement asymptotigue de ? Log LT(x;e,a )} ou de fagon équi-

x 1 x 2 i x 2
valente celui de : K (P/P) = - Log L_(x;8 ,0 )} - = Log L_{(x;8,0)
T 0 T T 0 T

o T
Le probléme de recherche de 1’estimateur du maximum de vraisemblance équivaut

a:

x
(1.13} Min_ K_(P/P ) .
2T o
8,0

x
Si la fonction objectif KT(P/P ) converge P p.s uniformément en (8,0 )
0 0
x
fou uniformément sur tout compactl vers une limite K (P/P ) , si de plus
o

2
cette limite admet un minimum unique en (8,0 } atteint pour (8 ,0) ,
o o

~

alors il existe une solution au probléme a distance finie (1.13) 2 partir
d'un certain rang aléatoire T et cette solution converge vers la solution

2
(8 ,0 ) du probléme limite :
o o

x
(1.14) Min_ K (P/P )
2 o
8,0
Cette approche due & Jennrich (19691 s’applique en particulier au cas des
séries temporelles stationnaires, qui nous intéresse. Sous les hypothéses
concernant la décroissance exponentielle des coefficients des développements

moyenne-mobile ou autorégressif, les diverses approximations de la log-vrai-
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semblance apparaissent aﬁymptotiquement correctes au sens ot 1a limite de
K;(P/Po) ne dépend pas de la forme exacte ou ;pprochée retenue, Dans la suite,
nous notons K (P/PO) cette limite commune.

Nous allons maintenant donner diverses formes équivalentes de cette limite
commune, qui n’est autre que le contraste de Kullback entre la pseudo-loi P
utilisée pour construire la log-vraisemblance et la vraie loi P

o

1.C.2 - Expressions du contraste de Kullback

D’aprés la discussion précédente, il est clair qu’une définition possible

de K (P/P ) est :
o

.18 | K (P ) = 1'[1L LG8 02 ) -+ Log LY 2,
. o = *1E ’_‘j og T X; O,Oo - ? (n]e] T X,B,O ]

*x
D’autres expressions sont déduites des divers formes de LT

a) Utilisation de 1’approximation dans 1’espace des fréquences

A partir de la forme (1.11)} de la log-vraisemblance, on obtient :

K_(P/P ) 1[ T log 21 - Y log o’ LI T]
= - - — Lo - - - — —
T "o T 7 9 7 %9 % 2 alg
2 8
0 0,
t[ T oo 2 - ¥ e &2 U T]
- — ——0 - — - e—— ——
T 7 %9 2 9 2 o lg
20 8
2
1 o 1 T | T
IELOQ—2°—2E—" + ZE—
a 20 ¥ gG 20 H gﬂ
[v] o] 0,
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Bien que le périodogramme TT ne converge pas vers la vraie densité

spectrale, on a cependant Cvoir Azencott-Dacunha-Castelle (1384)1 la conver-

gence d’une intégrale E (g TT) vers E (g f 2 ] pour toute fonction g
[} [}

,0

R 0o o
continue sur 1-w,x]}

Ce résultat peut étre directement appliqué, ce qui donne :

g
2 ]
Vim R(PP) = L log ° oo R
m = —LWwWg — - —™ T©to + -— g —f .
HUE 2 7% 2 1% 2 5| % 9
o 20 20 8
o o
c'est-&-dire :
2
2 o gﬂ
tae | kepy = LEleg © | .
. = - g — - +  —— e
0 261 2 2 g
o o L]
o
Remarque 1.17 : Comme pour toute valeur 8 , on a :
E Log ga = -Log 2% , une autre écriture équivalente de ce contraste est
¥
f
f 2
' , 2 8 ,0
0 0
K(PP) = —E { Log Sy e 2
o 2y f f
2 2
8,0 8,0
o o
=
Remarque 1.18 : Dans le cas de deux lois normales centrées P = N(o,o )
= 2
et P = N(o,0 ) 1le contraste de Kullback vaut :
o 0
1 (Y)
K (PFP) = ELog —
o 0 1 (Y)
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2
E | L g 1 Y2 1 YZ
- -_— gg — - — + —
2 2 2
° 2 o 20 20
o o
2
2 o
= Log 2. S 2
2 2 2
o g
o

Sous 1’hypothése de normalité la mesure stochastique E associée au processus

est a& accroissements normaux ; on a en fait pour toute valeur h

w+h
{w+h) - E(w) 1
E-B:———-—E:i— = N [o , - I f(u) du ] , ou f désigne la densité
h h
w
spectrale.
f.‘
f 2
2 8 ,0
i 6,0 o o
La quantité : K(w) = 5 Lag ; - 1 o+ 7 s’ interpréte
2 2
8 ,0 8,0
0 o

donc comme la proximité entre les lois du processus associées aux valeurs
2 X , rs
(8 ,0 ) et (8,0 ) et correspondant & la fréquence w . La proximité entre
0o o

les deux lois du processus apparait alors d’aprés (1.17) comme la moyenne

des proximités fréquence par fréquence : K (PP ) = E K(w)
0 n

b) Utilisation des laois conditionnelles

Une autre expression du contraste de Kullback s’obtient a partir de 1‘écriture

en terme de lois conditionnelles. On a :

K (PP )
o

1 c 2 1 c 2
lim - Log L (x;80 ,0) - =~ Log L_(x;8,0)
T+ T T o o T T

.
'y

1 (X /X o) -Log 1 (XX .0 .
t=1 [ oo o K¢ Xy X 00 T e ]

=

“os t t"z
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en notant 1 et 1 les densités conditionnelles associées aux valeurs
0
2 2
(8 ,0 ) et (8,0 ) du paramétre. Utilisant Ja stationnarité du processus
o o

et les théorémes ergodiques, on en déduit que :

T X /X X ,..)
o t t-1t t-2
K((P)Y = E Log
o [¢] )

1 (X /XX ...
t -1 t-2
TOX/X X )
a9 | K®P) = € E| Log =t 1 2 /// X X
: o 5 ol 0TXMX X .0 t-1"¢-2""
t -1 -2
= E K (P/P) fpar définition)
0 t 0

Le contraste apparait ainsi comme la moyenne des contrastes conditionnels
au passé. La formule (1.19) est donc une formule de décomposition du contraste

dans le domaine des temps, analogue & celle établie en (1.18) dans le domaine

des fréquences.

Finalement remplagant les densités conditionnelles par leurs expressions, nous

avons
2
1 o i 2 y 2
K(PP) = E~ {log - —r¢ (L) X1 + —es (L) X2 }
0 o 2 2 2 e ¢ 2 e t
Lo} a [e] o]
0o [s]
1 2 | 1
4]
(.20 | KPP )Y = ~{logl - — Vs (L) X1+ — Vo (L) X1,
4 2 { %9 2 0 '8 7 T2 0 e e }
a s ) 0 o
2] Q

Remarque 1.21 : Cette derniére formule peut d’ailleurs servir a retrouver
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directement 1°écriture dans le domaine des fréquences. La densité spectrale

2
de OG(L) Xt , lorsque les valeurs des paramétres sont (8 ,0 ) , est en
o

v}
f (w)
2 8 ,0
ffet donné £ (w) I+ (exp )| F w = =2
annee par = X w w = -
erte P s wx " g P 2 M E . (w)
] 8,0 2
o 0 8,0

De plus on a :

2 o o
V e (L) X1 = f (w) dv = ¢ E
8 t T

o]

I1 suffirait alors de remplacer les variances par ce type d’expression pour

retrouver 1°écriture fréquentielle.

I1.C.3 - Existence d’une solution unique au probléme Timite

Pour vérifier la convergence d’un estimateur du maximum de vraisemblance, i1
faut notamment regarder si le probliéme limite Mig K (P/P } admet bien 1a
a

2 2 8,0
solution 8 = @ , 0 = o .
0 0
L’application : x }— - Llog x - ! + x = h{x) est continue a valeurs

positives et ne s’annule que pour x =1 ,

f
: 8,0
o o
Comme: K (P/P ) = E E |h ; le contraste est toujours positif.
o M
2
8,0
£
2
8 ,0
D’autre part et remarquant que le rapport est une fonction continue,
2
8,0

il ne s’annule que si :
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Le probléme limite admet donc la vraie valeur du paramétre comme unique

solution si et seulement si :

c’est-a-dire si le paramétre est identifiable. Cette condition d’identifia-

bilité avait été introduite dans les hypothéses.
I1.D - VECTEURS DES SCORES

Si la vraie valeur (8 ,0 )} appartient 3 1’intérieur de 1’espace des valeurs
o o
x 2
possibles. du paramétre, si la log-vraisemblance Laog LT(x;B,u )} est dérivable,
il résulte de la convergence de 1‘estimateur du maximum de vraisemblance que
celui-ci satisfait asymptotiquement la condition du premier ordre :
* o~ /\2
8 Log L_(x;8_,a)
TT

(1.22) = 0 .
2
3 (8°,0)°

*
9 Log LT

Ceci nous conduit & expliciter le vecteur des scores ——«————E—— . 11 peut
d (8',0 )’

1’8tre pour les divers choix de la vraisemblance exacte ou approchée.
I.D.1 - Score exact

Commengons par considérer la forme exacte domnée en (1.8). On a :

3 Log L
T 2 T 1 -1
(x;8,0 ) = - — + — x’ C (8) X s
2 4 T 7 T
do 20 20
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et
dLogl
(1.23) ” (x;8,0°) D2 log det C (811 - —— -2 (xC () %)
. ;9, = - - —(lo - —— —— (x x
a0 238 29ty 238 TT T
k k 20
aC_(8) aC_(8)
{ - TR -1
= - = Tr[C (8) ] + — x'C_(8) —— C_(B) «x .
2 T 27T % T T
[o]

{en utilisant quelques formules classiques de dérivation matricielle [voir Rao

(1973}1.

1.D.2 - Score approché déduit de

la forme conditionnelle

De la forme conditionnelle (1.9)

[qui potrrait &tre remplacée par (1.10)1, on

déduit :
C
o Log L T
T T 5 2
(x;8,0) = - —~— + — [+ (L) X1
2 4 t=t g t
da 20 2a
et
C
3logL \ T 3% (L)X
(1.24) (x;8,0) = - — & ¢ (LIX
38 2 t=1 8
a
| T - 3p (8) -
=+ — L | T 2 X - = g (8) X
2 t=1 | j=t oa t-3 t 3=t -J
2]

Sous cette forme autorégressive infinie, on retrouve les interprétations

usuelles en terme de moindres carrés non linéaires.
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3 Log L-
9t 2

L’équation de vraisemblance ———ss——— (x;BT,aT) = o apparait comme une

condition d’orthogonalité entre les résidus :

m)

=X - L (3 X ,
t t =t 51 Tt-j

et les "variables explicatives” :

3p (7))

= T
) J X , k wvariant
j=1 aek t-j

2
L.autre équation de vraisemblance fournit UT a partir de 1a somme des

carrés des résidus :

Q)
1"

- -
T~
m)

1.D.3 - Score approché dans le domaine des fréguences

Finalement, on déduit de (1.11) que :

3 Log L T
T 2 T T T
(x;8,0 ) = - —-E + —_Z E | — ,
30 20 26 | %
3 Log L 2

95 2 T % 1
et ————— (x;8,0 ) = — £ T ——
28 2 5 | T % 2
20 g8

Dérivant par rapport @ 8 , 1’égalité de Kolmogorov :

ifog27m7 + Elogg = o ,
[¥] 8

on voit immédiatement que cette seconde dérivée peut aussi s’écrire :
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3
9 Log L dg
95

2 T 8
(1.25) — (x;8,0) = — E| (T -d g) ——
aa 2 8

Ce vecteur de score peut étre exprimé en faisant apparaitre les covariances

X X . Celles-ci son liées au périodo-

~ 1
empiriques : (h} = =
piria YT T t=t t t+h

gramme par :

T-1
i ~
T(w = — = _5.(h) exp ihw
T 20k 7T
On a donc :
= 3
d Log L T-1 4 — g (w)
2 ' T T oA 8 8
(1.26) ——— (x;8,0 ) = - Y_{(h) exp(ihw) ———— dw .
28 2 2h=t-T T 2
an o -n ga(m)

I.E - LOIS ASYMPTOTIQUES ET MATRICE D’INFORMATION DE FISHER

I.E.1 - Loi asymptotique des scores

Dans ce sous paragraphe nous résumons Tes propriétés asymptotiques des vecteurs

des scores évalués en la vraie valeur.

Ces propriétés sont :

*x
aLogLT
i) La convergence P p.s du vecteur ? -———~§—— (x;8 ,0 ) vers zéro ;
) 0
(8’ ,0 )"

ii) JTa normalité asymptotique de ce vecteur convenablement normalisé :
oL L*
og
T

2 d 2
(1.27) — —— (x;8 ,0 ) ——  Nlo;J{(8 ,o0 )1 ;
2 0 o 0o o
VT 38’ ,0 )’

iii) 1’équivalence asymptotique des approches fondées sur les diverses formes
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x * %k
de la vraisemblance. Si LT et LT sont deux de ces formes, 1°écart :

L* L*‘k

dLo élog

Ty 2 1 T 2

—_ (%38 ,0) - — —— (x;8 ,0}
2 o o 2 0 o

VT 88,0 )’ VT 3(87,0 )

est infiniment petit en probabilité.
Comme auparavant les résultats d’équivalence asymptotigue résultent
essentiellement des hypothéses de décroissance exponentielle des coefficients

des développements moyennes mobiles ou autorégressifs. [Voir Whittle (1951),
Hannan (1973)1. Dans la suite nous admettons cette équivalence.

Nous 1’utiliserons pour obtenir selon le choix de L_ des

x
T
3 : - Py . 2 - s -
expressions différentes de la matrice limite J(8 ,¢ ) , qui s’ interpréte
0 o
comme une matrice d’information de Fisher.
a) Utilisation du score dans le domaine des fréquences

Les propriétés asymptotiques du score peuvent é&tre directement déduites de

celles du périodogramme. On a en effet sous nos hypothéses :

PROPRIETE 1.28 :
Pour toute fanction ¢ complexe multivariée continue bornée sur

J-uw,wl
L P ps w
0
i) ! TT(m) plw) do M»-———oj f Z(u,) olw) dw

- - B8 ,0

ji) De plus si € est gaussien :

T E {[TT-f 2] m}__d__._.N[o,ZEIwE’ ¢ 21]




Voir CAnderson (1971)1].

De 1’expression du score dans le domaine des fréquences (voir I.D.3), on

déduit :

aLogl
OgT

2

(x;8 ,0 )

[o I ¢}
3o

aLogl
UgT

2
(x;80 ,0 )
a8 0o o0

11 s’agit d’une forme, ob

ceci permet 1’application
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T -7
T 2
( 8,0
0 o
E f
u
2
8 ,0
o o
T
2
20 g
i 0 8
E ( T -f
B T 2 98
8 ,0
O 0

apparaissent des intégrales de fonctions continues

directe de la propriété (1.,28).

On a :
[ 3Logl
0ogl
2
{(x;8 ,0 )
0o o
d o P ps
{ 0
(1.29) - —_— 0 .
T
aLogl
T 2
(x;8 ,0)
o8 0 o

et

w

y
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[ aLogl
[s]¢]
2
(x;8 ,0 )
o o
da
| d
(1.30) — — N [o,J(e ]
uT 0o o
=
dlogl
2
(x;8 ,0)
o8 o o
2
[ £
2 d Log g
8 ,0
0 o 2 s}
E 2 ¢ E o
u o @
f
2
2 9 ,0
avec : J(8 ,0) = — 0 0
0 4
4g
o} dlog g6 dlog gB dLog gB
2 a 4 o 0
g E o E
o 28 ou a8 88’
d Log g
8
a
Utilisant 1’égalité de Kolmogorov, qui entraine E 5o = 0
v !
que 1’information de Fisher est :
ro 1
L o ]
4
20
0
2
(1.31) J(g ,0) =
o o
dLog g dLog g
8 8
1 a o}
o - E
2 u 39 a8’

b) Utilisation du score conditionnel

Utilisons maintenant la forme conditionnelle :
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c
dlogl T
T T 2
{(x;8 ,0 } = - Log 1 (X /X ,eae38 ,0)
2 o o t=1 , 2, t t 0 o
a(e’,0 )’ a(8’,0 )
0 2
Les varfables Z = —————— log 1 (X /X ,...;8 ,0 )} intervenant dans
t Iy ) bt 0 o
8°,0 )}

la sommation sont telles que :

3 2
X ] = B[ Log TX X L LdAIX X L.
E[2,7% X pre] o[m, 2, 09 X /X, _jwoi 0D /X X, o]
,0

et donc gue E [Zt / Zt_,I s Zt—2 ,...] = 0.
La suite (Zt , t = l.;:T?..) constitue donc une différence de martingale

centrée. Utilisant en p?ué la stationnarité de cette suite (Zt, t=1...7...),

19
on déduit directement que::

c :
dlogl P 'ps
T 0, ] 2
- — (x;8 ,00) £f Log 10X /X ...;8 03] = o ,
, 2 o o ’ 0 , 2 t ot o o
o(8’,0 )}’ 89’ ,0 )’
et :
c
dloglL
T 2 d 2
— ——— (8,0 —— N[o; 306 ,00]
2 0o o o o
VT 3(8°,0 )’
2 ) 2
avec : JB ,0) = V [m— Log 1(X /X ...;8 ,q )]
o 0 0 2 t t-1 0 o

(8" ,0 )’

Développant cette dernigre formule en utilisant 1.D.2, on obtient :



LY

2
J{g ,0?
o

2
J(e ,0)
o

On voit clairement dans cette approche oll est intervenue 1’hypothése

gaussien. E1le sert essentiellement a écrire

o<
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| 2
+ — €
4 t
20
o
w 3¢ (8 )
r _J 9
t  oj=1 a8 t-j
o]
as (L)

4
E ¢ =
0 t

4

o

3o

et

Sous ces deux seules conditions les résultats sont encore valables.

Remarque 1.32 :

étre déduite de cette approche conditionnelle :

]

E
o

2
[—————————Log](x X,
2 t e

a(8",0 }’

a{8’,a )’

2
Log (X /X ...;8 ,0 )]
t t-t 0o o

d
———logUX /X ...;
2 t t-1 o

a(8’,0 )

o]

ale’,0 )

2 2
EE [—————————Log1<x /X .80
00 2 t t-t o o

Une autre forme de la matrice d’information peut facilement

2 3 2
8,0 ) ————1ogl(X /X ...;8 ,0 )]
o 2 t ot 0o o
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3 [ 8 — LogM(X /X 8 o0 ] (d’apré
= - 0 ...;8 , aprés une
0 9 t t-1 o] co e

2
a(8’,0 }'3(8",0 ) .
propriété classique)

2 2
T 3 Logl{X /X ...;8 ,0)
1 T t t-1 o o0
= plim | - —
T T t=t 2 2
a(8",0 )70(8" ,0 )
2 c 2
9 Log L_ (x;8 ,0)
11 | T 0 a
= im - =
1 T

2 Z
o(8’,0 })'8(8",0)

I.E.2 - Normalité asymptetique d’un estimateur du maximum de vraisemblance

o~ /\2
La loi asymptotique de (B%'UT) se déduit de la maniére usuelle de celle du
score. Effectuant un développement 1imité en probabilité de la condition du

premier ordre, on obtient :

* ~ 2
9 LoglL_ (x;8 ,0)
T T T
2
VT 3(g’,a )’
x 2 2 x 2 () -8
olbog L_ (x;8 ,o0 ) 9 Log L_ (x;8 ,0 ) T o
T o o 1 T 0 o
z==) — + - VT =0 (1),
2 T 2 2 2 P
vT 9{8’,0 }’ a(8’,0 )’0(g",0 ) 6. - a
T o
~ -1
8 -8 2 * 2 x 2
T [§] 8 Log L_ (x;8 ,0) dbog L_ (x;8 ,0 )
T . ! T 0 o ! T c o0 o
= | - plim = —_ + 0
2 2 T P

~ 2 2 2
oT -a (87,0 )73(8",0 )| VT (8’ ,0 )’
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-8 x 2
0 dLog L_ (x;9 ,o0 )
2 - | T o o .
= J(8 ,0) I +0 (1)} ‘
2 o o .2, d
-0 vT (8,0 )
o

On en déduit alors la propriété classique :

PROPRIETE 1.33 :

L’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiguement

normal :
7 -8
T [o)
VT d VA
2 2 ’
(¢} - 4a
T 0

avec Z = N [o . J(HO'Ui)-1]

On déduit de la forme particuliére (1.31) de la matrice d’information de

Fisher le corollaire :

Corollaire 1.34 :

~ 2
i} Les estimateurs BT et ST sant asymptotiquement indépendants.
ii) La précision asymptotique de ﬁT est indépendante de la valeur

de la variance ¢
o}

It résulte des formules établies pour la matrice d’information que :
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-1

H

2 |E

(1.3 | v [ JT (@T - so)]

0 Logg 9 Logg
8 8
[ a0 d8”’ ]

3¢ (L)
- 8 -1
2 0
= o v X
o} o 08 t
, d Log ¢ (L) <,
2 o I
= 0 \' €
o o] o8 t
| L

II - ESTIMATION PAR LE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE D'UN PROCESSUS MADE(1)

I1.A - IDENTIFIABILITE

Nous allans appliquer les résultats du chapitre précédent au cas d’un processus

MADE (1) :
d
2.1y (1 ~al) X = e ,
t t
ol £ = (et , t € Z ) est un bruit blanc de variance ¢ > o , et ol
la] < 1 et de R

Nous nous restreignons & ce cas qui sera utilisé ultérieurement au niveau des

tests d’hypothéses. Les résultats se généralisent cependant facilement au cas

d’un processus MADE quelconque avec lukl <t lﬂkl <t (voir § IV).
Pour étudier 1’identifiabilité du couple (a ,d ) , i1 faut regarder si :
. o 0

d
0 d
(t - a L) = (1 -al) === qa = a et d=4d
) 0 ]

On montre aisément le résultat ci-dessous.
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PROPRIETE 2.2 :

{(a ,d) est identifiable si et seulement si ad # o
o o 00

Toutes les valeurs (a ,0) et (o,d ) non identifiables correspondent au
o 0

cas limite du bruit blanc.

11.B - CALCUL DU SCORE ET MATRICE D’ INFORMATION

I1.B.1 - Expression du score dans le domaine des temps

Evaluons les composantes du vecteur des scores correspondant aux paramétres

a , d, & partir de la forme conditionnelle (1.24), On a :

c
9 Log L T d
g oy 3U-l) d
—_— (xse,d,0 ) = - — — X (1-al) X
da 2 t=i a t t
a
.
1oy d-1 d
- — dil-al) L X (1-al) X
2 t=1 t t
o]
4 o 1
= — e {1-al) €
2 t=1 t t-1
a
[
9 Log L T d
T 2 I 30l d
(x;a,d,0’) = - — X (-a) X
ad 2 t=1  ad t t
Q
Pod d d
= - = X [(mu Log(l—uL)] X (1-al) X
2 t=t £ ¢
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T -

1
— e Log (1-al) ¢

2 t t
o

Les deux composantes du vecteur des scores apparaissent donc comme des

produits scalaires entre 1 innovation présente ¢ et des

nal-— e

combinaisons linéaires : —E (1—uL)— € ; et -

Log (1-al} Et des innova-

A L g [+
tions passées.

II1.B.2 - Eléments de la matrice d’information

J J
= aa ad
Nous notons : J =
J J
da dd

associés aux paramétres o , d . Ils sont fournis par :

} les éléments de la matrice d’information

2
d - 2
J = E{ — ¢ [u -al) e ]
o 4 -1
a
2
d ¢ 2 E[(I L ]2 (d’aprés 1°indépend d
= — ~ apres inae
4 Et [+ 4 Gt_1 pre pengance u
g bruit)
: 2 -
:—V[(I-uL) e] VIR D
t-1 2 j=o t-1-j
a o]
& 20 2 o
= — g r o J =
2 j=o 2
a 1 - «a
g = g{8 [(1 L ] ! tLlog (1-al) ¢ }
ad 2 %t * et 2| fp 09 TR g
a a
v Loed e )
=+ _Z € [ - al Et_1 [ - Log (1-al) et]]
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o0 o j “
d i
= — E r x € L €
2 izo t-i-1 jg=v § t-3
o !
w 23-1
v o J d 2
= d = - — Log (1 - a) .
J=1 J a
|
J £l & [ Log (1-al) ]2
= — -Q €
dd s e L7 ¢
ag
‘ oo J - 2j
a a
= — V r 2 £ D N cla) , par définition.
2 j=t i t-j j=1r 2
a J

Une expression de la matrice d’information est donc :

a
Rl

2
Leg (1-a )

(2.3) J =

2
Log {1-u )}

S M s

1

Rla

23
o

2
J

11.B.3 - Expression de la matrice d’information dans le domaine des fréquences

Partons maintenant de la formule (1.31}) . On a 1“expression de la densité

2
tral f (w) 2 [ 2, }_d 2 (w)
spectrale : w) = — + - a cos w = o w
2 on * %.d
a,d,o
On en déduit :
2
Log g (w) = -Log2 T - dLlLog [1 +a -2 acos w] .
a,d

i

et les dérivées correspondantes sont données par :
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( 93 Lo (w)
g gu,d ¢ _ d 2a-2cosuw

l+a -2 acosw

da

0 Lo (w)
g gu d ¢

+

a3 =z - Log [1 + uz - 2 acos w] ,

Dans le domaine des fréquences la matrice J s’écrit donc :

(2.4)
2
2 (2a-2cosw) (20-2cosw) 2
———-E————————— E{——————— 0g(1+a -2acosw)
1 " L(1+a"-2acosw) "let4a - 2acosw)
521
2
(2a-2cosuw) 2 2 2
dE {——— 1 og{l+a -2uacosw) £ {Log (1+a -Zacosw)
(1+a -2acosw) .

On peut facilement comparer de facon directe les deux expressions de J [voir

Annexe 1 1.

I11.C - ESTIMATEURS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

I1.C.1 - Equations de vraisemblance

Les estimateurs du maximum de vraisemblance ST et aT sont obtenus comme

solution de :

(T |
X T s e : o
b=t T £
T
Y % logtal) T = a
b=t T t
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d
° f-s L%
: = ({1 - ,
avec et uT ¢
X
oli X = X , si 1 ¢t «<T s
t t
o , sinon

I1 s’agit évidemment d’un systéme non linéaire en (QT s HT) qui ne peut

étre résolu que numériquement.

I1.C.2 - Identifiabilité

On peut retrouver facilement la condition d’identifiabilité par 1'étude de
1’ inversibilité de la matrice d’information 3 .0na:

K-1

. 2« XK 1 2
(2.5) det J = d° T oF | X | - I
K=2 n=o 2 {(K+1)Y(n+t)
(n+1)

(Voir Annexe 2}.

K-1 | 2
On vérifie alors que les termes )N [ - ] , K=2,3...

n=o ( ')2 (K+1)(n+1)

n+

sont tous strictement positifs Ivoir Annexe 2 1.
I1 en résulte que le déterminant ne peut é&tre nul, que si 1’un des deux

paramétres d ou o est nul, ce qui correspond bien & la nan identifiabilité.

I1.C.3 - Evolution des variances asymptotiques de d et de «

La variance asymptotique de 1’estimateur aT est donnée par :
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2
a
(2.6) Vv /T (@ -d) = _
as T o 2]
2 7 @ 2 2 2
a — - (l-a ) Log (1-a )
j=t 2
J
Elle ne dépend que du paramétre o et on

forme ci-dessous :

val

as T

(voir Annexe 2).

vait facilement que son graphe 3 la

-1

Ainsi plus le paramétre «

est proche de 1

1

en maodule, plus 1’estimateur de

d est précis, ce qui est bien compatible avec les résultats discutés dans le

chapitre sur les propriétés des moments empiriques de processus MADE.

(2.7)

La variance asymptotique de 1’estimateur ST est :
w 23

Z a
j=1t 2

J

y ( - q) _
as[V/r uT « ] w 23
d 1 7o« 1 2
—_ — - — Log (1-a )

Z2 j=1 2 2
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Elle dépend des deux paramétres a et d

Sa variation par rapport 3 d 3 o fixé est :

V &
as T

L."étude de sa variation en fonction de « n’a pas été possible sous forme

analytique.

I1.C.4 - Corrélation asymptotique entre les deux estimateurs

Cette corrélation est :

Corr [\/T <aT - d), VT <ST - q)]

as

d 2
< Log (1-a) 2
o 9 o Log (1-a")

= = Sngl(d)

Elle ne dépend de d qu’au travers de son signe. Ceci montre de facon claire
1" impact différent d’un modéle MADE “"autoregressif” (d > o) ou “moyenne
mobile” (d < o)

On remarque en plus que les deux estimateurs deviennent asymptotiquement non
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2
corrélés, lorsque o tend vers |

IIT - ESTIMATION PAR LA METHODE DES MOMENTS

ITT.A - PRINCIPE DE LA METHODE

Considérons un processus MADE(1) défini par :

2
(1 - al) Xt = eﬁ , ou les e sont gaussiens, de variance o
Nous savons fvoir Gongalves (1987)1 que les autocovariances du processus
satisfont la relation de récurrence :
1+a
(3.1) (-d+h+1) y{(h+1) - h y(h) + (d+h-t) v(h-1) = o s Yhe Z .
a

On peut alors exprimer o et d en fonction des autocovariances en écrivant
cette relation pour deux valeurs successives de h . On a :

(-d+h+1) y(h+!1) - u h y(h) + (d+h-1) y(h-1) = o ,

(-d+h+2) y(h+2) - u (h+1) y(h+1) + (d+h) y(h) = o ,

1+a

avec u =
oA
Ce systeéme d’équations est linéaire en u et d
- y{h=-1) + y{(h+1) h y(h) d (h+1) y{(h+t) + (h-1) y(h-1)

- y(h) + ~y(h+2) (h+1) y(h+1) u (h+2) y(h+2) + h y(h}

ou bien si ta matrice du membre de gauche est inversible :
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d y(h+t) - y(h=1) h y(h) (h+1) y{h+!) + (h-1) v(h-1)
u y(h+2) - y(h) (h+1) y(h+t} (h+2) v(h+2) + h y(h)
| T-h
Comme on dispose d’estimateurs convergents : Y] - X X X
T T t=t t t+h

des autocovariances, on en déduit directement des estimateurs convergents des

paramétres d’intérét d et u . Ceux-ci sont définis par :

~ ~ ~ -t ~ ~
d_(h (h+1) - J_(h-1) h §_(h) (h+1) J_(h+1)+th-1) J_{h-1)
T T 1 M S Ty
(3.2) =
u_(h) J_(h+2) - F_(h)  (h+NT_(h+1) (h+2) Y_(h+2) h T_(h)
Y1 Tprrel T Yy IR At RS
~ x
Les estimateurs (YT(h) , he N ) étant sous les conditions de réguia-

rité classiques asymptotiquement normaux, il en est de méme des estimateurs
=

[ZT(h} , uT(h)] . La variance asymptotique de ceux-ci peut étre déterminée
en utilisant la formule de Slutsky. En effet les estimateurs BT(h) et GT(h)
sont des fonctions différentiablesde ?T(h—l) , ?T(h) , ?T(h+1) , ?T(h+2)
d_(h)
T = k[ Th-1 L T th) L, S, F e |
= T T T T

u_(h)

T
Notant & la matrice jacobienne de la fonction k évaluée en
y(th-1) , y(h) , y(h+1) , y(th+2) , on a :

~

( Y (h-1) - ‘j’(h-’)
T
d (h) - d Y(I) ‘Y()
T T

ZT(h) - u ?T(h+|) < ylhe D)

?T(h+2) - y(h+2)
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Le calecul explicite de la matrice jacobienne et son produit avec la matrice de
variance asymptotique des autovariances empiriques ne conduit cependant 3
aucune simplification analytique.

Des estimateurs de d et o sont facilement déduits des précédents. Il suffit
de choisir pour estimateur de « la seule solution éT(h) de module stricte-

ment inférieur @ 1 de 1’équation :

= =
u (h) = a (h) +
T T P
a_(h)
T
= = ’
Le couple [ dT(h) , aT(h) ] est asymptotiquement normal, et sa précision

asymptotique se déduit facilement de la formule de Slutsky.

IV - ESTIMATION PAR LE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE D'UN PROCESSUS MADE

QUELCONQUE

Les résultats concernant les estimateurs du maximum de vraisemblance peuvent

=

étre étendus 3 un processus MADE gquelconque défini par :

K 5

o] k
T (1 -« L)
= k

X = €
t K d t
L L} k
- B

k= k

Nous les décrivons sans entrer dans les détails des calculs.

IV.A - CONDITIONS D’IDENTIFIABILITE

Le vecteur 8 = (a ,..., , 6 ,...,0 , yrees , d,...,d )’ t
1 % 1 K 8 '3|<l ! K, es
o] (s}

jidentifiable si et seulement si :
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0 ’ i= 1: 'JK '
o
o, j=1,....K )
J {
, B ,...,8 sont tous différents.
K 1 K1
o

EMBLANCE CONDITIONNELLE

Elle est donnée par :

c 2
LogLT(x;e,a )

Les composantes du

c

a LOg L

T
(X,‘G,U )

J

L L
a 8]
g T

{x;8,0 )
a

J

3 Log L-
og T

(x;8,0 )
ad
J

C
d Log L
(x;8,0 )

35
J

Kl
T {nm (1-8 L
T T 2 1 5 |k k
—log 20 - —lLog @ - —
2 2 2 t=i K
20 0
T -a L)
k=1 k
vecteur des scores sont :
d T ,
= 2 X ¢ u-g L e ,
2 t=1 t i t-1
a
bj T |
= - = L e (1 - a L) € ,
2 t=t t i t-1
o
1 T
= - — L Log (1 - 8 L)
2 t=1 t [Log % Et] '
g
| T
- — L tog (1 - a L)
2 t=1 Ct [ros %3 et]

IV.C - LA MATRICE D’INFORMATION

Nous décomposons celle-ci en blocs :
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1]

1 -88

L]

(K ,K)
11

||

. .y ’ 6 ’ !6 r A 2 ’ d 2 'ld
" 1 kK * 8 B 1 K
o o] 1
J J J J
aa ab af ad
J J J
58 [\1:] &d
J =
J J
BB Bd
J
dd
o ) B d
6.6- 6. - 6-d- 6-
ij i ij i
- — Log (1~ o ) —_— — Llog (1-a B )
- aa, o i ' -aB. @ id
iJd i ij i
(K ,K) (K ,K) (K ,Kk) (K ,K)
0o 0 0 o o 1 o 1
w (a o) d. 2 (u_Bj)
i
)M J J Log (1-a 8 ) L D13
k=1 2 B ig k=1 2
k J k
(K ,K) (K ,K ) K ,K)
o o o 1 [s]
dd d

)

i
— Log (1-p 8
Bi LIS

(K],K }

}_

|




IV.D - UN EXEMPLE
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Ainsi pour un processus défini par :

d’ information est donnée par :

L

5 2
- ~Log (1-a )
a

&d
1 - «B

s
— Log (t-af)
o

5 2
- —Log (t-a )
a
- 2k
Z o
k=1 2
k

d
— Log {1-aB)
g

o k
Z (U.B)

T k=t 2
K

+]
(1 - ab)
d
(1 - L)
5d
1 - af

d
- Log (1-ap)
B

2
d

2
1 -8

d 2
- Log (1-g )
B

la matrice

&
— Log (1-aB)
a

o k
Y (ap)

k=1 2
k

dL (152)
- 2 log (1-
B
w 2k
T B
k=1 2
k
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A NNEXE 1

COMPARAISON DIRECTE DES DEUX EXPRESSIONS DE 3

2 ] 2
d 2a-2cosu
Ona: J = — dw
aa a1
-7 1 +a -2 acosuw
2 v 2 2
d 2a - 2acosuw
= ———E dw
4Ta - 1 +a -2acosw
2 L 2 2
d -1 +a
= — I 1+ dw
2 2
AMa -7 l+a -2acosuw
2 w
d 22 dw
= —— 4 2+ (-1 + a )
2 2
4N -1 {1 +a - 2 a cos w)
n
2 dw
+2 (-1 +a)
-t 1l +a -2 acosuw
Si Z est un processus tel que : (1 - a L) Zt = et , on a :
2
o 1
f (w) = —
2 2n 2
(1 +a -2 a cos w)
Si Y est un processus tel que : {1 - a L) Yt = Et , ona:
2
o 1
f (w) = —
Y 2n

I +a -2 acosuw

On en déduit que :
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2
d 222n 2 2n
J = 2T + (-t+a ) — ~y_{a) + 2(-{+a ) — v {0)
aa 2 2 2 2 Y
4Ta o o
2
a
Y étant autorégressif d'ordre 1 , on a : 1Y(0) = 2
1 - a
Le processus Z a lui pour variance :
2 ! 1 1+ i 2\i
o a
y () = —— L
Z 22 i=0 2
(1-a ) f - i 1-a
2 2
a
i [1+ 2————}
22
(1-a ) 1-a
On en déduit :
2 2
d 22 21 a 2
J = — 21 + (-1+a ) —_— 1+ 22— + 2(-1+a ) 2T
aa 2 22 2
4T (1-a ) 1-a 1 -a
2
_ d
B 2
1 - a

Les autres vérifications s’effectuent de fagon similaire.
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A NNEXE 2

ETUDE DE LA MATRICE D’INFORMATION DE FISHER D'UN MADE(1)

a) Expression du déterminant

On a :
d2 w 2] d2
det J = ZL-—[Logu-u)]
2 j=t 2 2
! -« J a
) oo o 2] | w 20 o« 2j
S I U s S s I s
n=o j=t 2 2n=l n j=t j
J a
2 o ox [ Kt 1
= d Zu Z -Z__.._.__..___
K=1 n=o 2 n=o (n+1)(K-n)
(K-n)
! 1 | 1
Comme : —mm— = —0 [ + ] , ona:
(n+1)(K-n) K+1 (n+1) (K-m)
K-1 K-1 K-1
5 1 1 5 [ 1 1 ] 2 . 1
— D e— + = —_— —_—
n=o0 (n+1)(K-n) K+t n=o (n+1) (K-n) K+1 n=o n+1
On en déduit que :
2 o x ! | 2
detJ = d L 4 f—[ - ]
K=1 n=o 2 (K+1) (n+1)
(n+1)
b} Signe des coefficients
Le premier coefficient correspondant & K = 1 est nul. Les autres

coefficients sont donnés par :
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K-1
1 2
L [ - ] = ¢ (par définition)
n=o 2 (K+1)(n+1) K-1
(n+1)
2 1 1 i

On a c‘ = [1 - 5] + [Z - 5] Z > o
De plus

k! 1 1 ! 2
c -c =2 X [ - ] + -
K K-1 n=o t (K+1)(n+1) (K+2) (n+1) K 1)2 (K+2) (K+1)

+
k! 1 1 2
- 2 : + -
n=o (K+1){K+2)(n+1) 2 (K+2)Y(K+1)
(K+1)
K-1 | |
= 2 r + > 0
nz=! (K+1){K+2)(n+1) 2
(K+1)

c)Expression de la variance asymptotique de 3T et évolution

2
1 d
Ona: V (3 -d)! =
as [ v T ] - 2
det J 1 -«
2 2
_ [+ § ~ a
= — =
2 7 oa 2 2 2 ala )
a — - {1-0 ) Log (t-a)
=t 2
Jj

11 s’agit d’une fonction paire. Elle prend la valeur :

6
—_— = —E ,si o« = 1 et lavaleur +» , si a estnul.



Sa dérivée par rapport a a« est :

IV
as
[\/r(ar-d)] =
d(a )
1 2 oA 2. 2 2 2 o
= o ;: S (1-a ) Log (1-a ) - a L
2 2 j=t 2 j=1
a (o) J
2 2 2 2 2 1
-qLog(!-u)—ZuLog(l-«)J
' Leg (1 2)[1_ (1-02) 2] <
- 0 - o - +
> g g a o o
a (a )
" On remarque aussi que cette dérivée vaut - « pour o
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TEST DU MULTIPLICATEUR

DE LAGRANGE EN SERIES TEMPORELLES.

Dans ce chapitre nous considérons un processus stationnaire

admettant des représentations moyenne mcbile et autorégressive :

¢9(L) xt =g, <=> X = Ae(L) e o

oi e = (e t € Z) est un bruit blanc indépendant gaussien de variance

t?

2 N a ) .
0" . Nous supposons que le paramétre © peut tre décomposé en deux sous-—

o
paramétres 8 = { ] et nous nous proposons d'introduire des procédures de

test de l'hypothése H ={f = 0} contre H, = (B # 0).

Dans le premier paragraphe, nous décrivoms 1'approche par le

- - "2 P .
a4 s B o désignent les estimateurs

multiplicateur de Lagrange. Si T T

. . R “o o ~o02
du maximum de vraisemblance des paramétres et Op BT =0, Ip
ces estimateurs évalués sous 1'hypothése nulle H0 ={g=10} , 1'idée

du test consiste & accepter l'hypothése HQ , lorsque le score estimé

*
3 Log LT ~o ~62
sous Ho R R (x ; Op s o, O ) est proche de zéro. Nous commen-—

cons par donner la loi asymptotique du score estimé sous H0 et l'utilisons

ensuite pour construire la statistique de test.

Dans le second paragraphe nous interprétons ce test d'um point
de vue local. Ceci permet 1'introduction d'un modele linéaire comstituant
une bonne approximation du modéle initial au sens ou les deux tests du multi-

plicateur de Lagrange de Ho effectués sur ces deux modéles coincident.
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1 - DESCRIPTION DU TEST

I.A. - Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Nous supposons satisfaites, au niveau des modéles non contraint

et contraint par 1'hypothése H ., les conditions assurant l'existence

asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance, leur convergence,

la possibilité de les exprimer en fonction du vecteur des scores ...

Reprenant les résultats du chapitre précédent, nous avons vu que :

eT - eo %
_ o Log L
/T = J(eo,oi) T >
YT 3(8",07)
~ i
GT [}

*
- -1 [ 3 Log Ly
T o Qo o oa
/T = Ll
*
- /T 3 Log Ly
Br = B, Jeo  Jeg E

développement valable sous l'hypothése générale.

Si nous nous placons sous 1'hypothése nulle

H =
o

T . 2
(x : 60 , oo) + oP(1) .

+ oP(i)

nous avons le méme résultat avec les éléments de la matrice d'information

. . . . . o
évalués sous Ho ; sl ceux—ci sont notés Juu

avons donc :

o

Jag > Jpg

nous

>
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B *
S %9 ac aB da > 7o ? > Yo
a.1) VT = X .
- VT | 3 Log L )
8 J° J° I &30 ,0, d%
T Ro BB Y > 7o ? > o
- o

sous 1'hypothése H

Les résultats concernant le comportement asymptotique des estimateurs
du maximum de vraisemblance peuvent aussi &tre appliqués au cas contraint.

On obtient sous Ho :

. . r * 7
"o _ [0 -1 3 Log L, _
G = O o 0 ; T xia .0, 62]
1 o - o o
‘/'IT = F ‘ + OP(1)
*
~o2 1 T ' 3 Log LT 2
OT ~-a 0 —_— [& ;o , 0,0 1
| 20 ' 3c
- . i
Ceci entraine en particulier :
- 3 Log L.
0 _ oq-1 1 T 2
(1.2) /f(aT - ao) = [Jaa] ;%: 5 ix5a .0, 00] + oP(1)
I.B. - Loi asymptotique du score estimé
%
d Log LT ~5 ~o2
Considérons alors le score estimé — ———— (x; a. , 0 , 0o°).
JT 3B T T

11 résulte de la forme explicite du score que celui-ci s'éerit :
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p
3 Log L -~ - -~
1 T o o2, _ 1 [
G T &g, 0, op) =gy by xgep)
o
T
on peut donc écrire :
Log Lo, 2 3 *
1 @ hog T( . To o2y _ % 1 Log Ly "o 2
—_— X j0,,0, 0. )=~ ————eou-Z(x;0a.,, 0, 0.
ST 3R T T 002 JT 9B T o
T
Comme a; tend vers o a2 la vitesse — , nous pouvons faire un dévelop-
T
pement limité en probabilité, sous Ho
] L*
LI 0,
JT 3B > T R
2 * 2 *
g 3 Log L 3" Log L
='—“~O[L T(Xsago,ﬂz)*'i .T(x,a,o,oz)
O02 /T B o] T 38 da o]
T
)
%y (ch ao) + oP(1)]
2 *
°o 1 9Log LT 2 o ~o
T e T 9o 06 99 < Jgy YTlap —a) + op(1)]
T
3 Log L.
og -
=———§——T(x;0c ,0,02)—J2 /’f(ao—oc)+o(1)
JT 3 o o Ba T o P
(car ocz) = p lim o; )
* *
g 9 Log Lg 20 o o011 S Leslg 2
TR TR X 0 v T () e (s o, 0,9)
/T YT

+ oP(1)
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o) o) . .
Comme JBa s J sont des covariance et variance de vecteurs des

o

scores et que celui-ci est asymptotiquement normal, on a :

*
9 Log L - -~
1 T o 02
= s oeps 0 o]
* ~% ~%.
1 9 Log LT 1 3 Log LT 1 3 Log LT
T = 56~ C%Vas| = 38 * =7 30
VT as\yt VT i
% o1 %
r , P ~ N T AT
1 - Los g 1 "y
= = 3 + op(D)
as /,[T o | /TT ¢4
Propriexé 1.3.- Le vecteur des scores estimés sous H est

asymptotiquement équivalent au résidu de la régression théorique de
*

1 T
sur

d Log L 1
T 3R /,i;‘ da

5 *
Log LT

En particulier, on en déduit immédiatement sa loi

Propriété 1.4.- Sous 1'hypotheése H o = {8 =0}, ona:
3 L L*
og - ~
1 ———————I~(x 5 al , 0, 002) ~é~+ zZ .,
JT IR T T
o o o -1 _o-
avec : Z > N[O, Jas = Jaa Yao Jaej
I.C. - Statistique de test
. o o o,-1 .0 . .
Lorsque la matrice JBB - JBu (Jaa) JuB est inversible,

on peut passer a la forme quadratique associée :
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*
9 Log L - ~
1 T [} 02 o) o o ,-1 .0 7-1
T x5 ap, 0, o) [;BB Taa G52 JQS]
3 Log L - ~
_l‘ T (X s ao y 0 [} 002)
T IR T T

dont la loi est une loi du khi-deux avec un nombre de degrés de liberté
égal a la taille du sous-paramétre f. Le méme résultat reste vrai si les
éléments de la matrice d'information sont remplacés par des estimateurs

convergents sous HO

Propriété 1.5.- Si B est un sous—paramdtre de taille r,

si XéBZ(r) désigne le quantile 2 95 7 de la loi du khi-deux a3 r

-~

p . . . o . o
degrés de liberté, si J est un estimateur convergent de J sous

[

(B = 0) , on appelle statistique du multipli-

1'hypothése nulle HO

cateur de Lagrange :

*
9 Log L - - - - N -
_ 1 T . o 02 o _ To To-1 To -1
T Gesag s 0, 00 [3g0 = Jg, I Jop
3 L L* -
og - -
AT (x ; ag , 0, 0;2) .

/T aB

Le test du multiplicateur de Lagrange associé consiste a :

2

IM g ngz(r) ’

accepter 1'hypothése Ho si g
refuser cette hypothése sinon .

‘ Ce test est asymptotiquement de niveau 95 7

L'approche par le multiplicateur de Lagrange a été introduite par
‘ [Aitchison et Silvey (1958)] et [Silvey (1959)] dans le cas i.i.d.

Sa généralisation aux séries temporelles est due a LHosking (1980) ] .



- 191 -

IT - MODELES LINEAIRES APPROCHES

II.A. - Une forme de la statistique ¢ facilement interprétable

L.M

I1 existe divers choix pour les statistiques du multiplicateur
de Lagrange. Ces choix dépendent du type de vraisemblance exacte ou appro-
chée retenue et des estimateurs de J wutilisés., Retenant la vraisemblance

conditionnelle, on a :

n
c
3 Log LT s 02) 1 § 9% (L) ; PR ;
30 ’ ’ 2" 30 t 8 t
o} =1
ol
'Xt, si 1gtgT
r\J I
Xt & I
o , sinon
3o~ (L) 3%~ (L)
o o
. ST n GT n
Posons : 1t = "3 Xt s Z2t = __EE—~_ Xt ,
a A
e) = o. (L) X
t eo t
T
“02 1 % o2
L'estimateur contraint de la variance est : 9p =T E €y
t=1
D'autre part des estimateurs convergents de J? s J° , J° sont
Ba 3R oo
- T - T
o __1 1 ’ o _ 1 1 '
Jsa 02 T E Loe Z1e 0 Jss T TeZ T Z Lyg 3¢ >
a t=1 : o t=1
T T
- T
o __ 1 1 '
Juu T Te2 T Z Z1t Z?t :
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Remplacant dans 1'expression de la statistique du multiplicateur

de Lagrange, nous obtenons le résultat suivant.

Propriété 2.1.- TUn choix possible de la statistique du multipli-

cateur de Lagrange pour tester H = {B =0} est:

, T no T
- 1 '
Coa ™oz (L Zp et Loz, 2
[9) t=1 t=1
T
- E Zye 2 [ § Zy Z;£]_1 § Zie &y 17« § Zy gi> ’
t=1 2t 1t oy Tt t=1 t g=1 °t
avec :
0. (L) 3¢, (L)
6° 6%
T n T ~

|

o
M
~
=
~
tal

Cette forme de la statistique a une interprétation directe en

terme de régression. Introduisons le modéle de régression fictif :

Vo
(2.2) eE-=2'a+Z' b+ e

t 1t 2t t N t=1,...,T ,

]
—~—
o

]
o]
jui?)

et 1'hypothése nulle fictive H

1 1

Si nous notons M = Z(z'z) 'Z' et M1 = Z1(Z;Z1)- Z; les

projecteurs respectifs sur les espaces engendrés par les colonnes de Z

et par les colonnes de Z1 , 11 résulte des équations de vraisemblance

"
que M1 €% =0 <=> Z;go =0

.
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On peut alors facilement vérifier que la statistique de test s'exprime 2
partir des sommes de carrés des résidus correspondant & ce modéle fictif

sous l'hypothése générale [SCRH} et sous 1'hypothése nulle (SCRH )
o

sC - 5C
o - ser
M ~ 02
O

(2.3) £

En effet, on a :

SCR, - SCR, = 20" (14 - u) € - 20" (14 - m) ¥°
[o]

1] L}
= ¢° O - M) g0 = g0y 7o

=¥ 7 (zrz)igr ¥

' t
21z, ziz, 0 ’
= [0 % z]
a o 2 N
' ' ' ©
2221 2222 Z2 €
= vo! ' - L] t -1 1 -1 r Vo
z, (zyz, - 232, [2121] zj2,} Zy e
- ~o2
on Ey
I1.B. - Alternatives localement équivalentes

Considérons deux mod2les possibles pour décrire la série station-

naire X : !

i
™

(2.4) ¢&,B(L) Xt s Vst =c ,

I}
=

E3
(2.5) ¢, B(L) X,

2
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(Nous conservons des notations identiques pour les paramétres afin de

faciliter les écritures).

Le principe d'un test du multiplicateur de Lagrange consistant a
regarder le comportement de la dérivée de la log vraisemblance au voisinage

de 1'hypothése nulle, il est naturel d’étudier les modéles dans ce méme voisinage.

Définition 2.6.- Les deux modéles seront dits fournir des alter-
natives localement équivalentes si les deux conditions sulvantes sont

satisfaites :

i) Qu,o(L) =9 ,O(L) s
*
3¢a O(L) 3¢a O(L)
.. s - y . .
ii) 38 A 38 , oi A est une matrice
inversible.

La premiére égalité signifie que les hypothéses H = (B =0)

i

*
définie sur le modéle (2.4) et Ho (8 = 0) définie sur le modéle (2.5)

%
correspondent aux mémes familles de lois : H =H_ .la seconde égalité
*
concerne les alternatives H1 = (B # 0) et H1 = (B # 0) associées aux
deux modeles. Si on ne retient de ces hypothéses que les lols correspondant

aux valeurs petites de B, les deux hypothéses sont "équivalentes" au premier
yp q

ordre.

La condition (i) entralne évidemment que les estimateurs contraints

de o et 02 évalués en utilisant (2.4) ou (2.5) sont confondus. Elle

*
30 (L) e (1)
- o . 0,0 4,0
entralne ainsl que ™ = Vo et donc les vecteurs
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*
3¢.0 (L) 3%~0 (L)
uT,o % aT,o ~
Z. = X et z = X
1t da t 1t 3o t

sont confondus.

De méme il résulte de la condition (ii) que les vecteurs Zoe

*

et Z2t

sont en liaison linéaire bijective. On en déduit la propriété

ci-dessous :

Propriéte 2.7.- Si deux modeles fournissent des alternatives
localement équivalentes, les statistiques du multiplicateur de
Lagrange calculées & partir de 1'approche conditicnnelle (2.1)

*
sont confondues : ELM = ELM .

Ce résultat peut &tre utilisé de deux maniéres distinctes.

i) Lorsque le test refuse 1'hypothése nulle, il est clair qu'il n'y

*

a aucune raison a priori de se diriger plutdt vers H1 ou vers H1 .

ii) La propriété peut servir pour déterminer plus facilement la

statistique £ en remplagant le modéle initial par un autre modéle

M

plus maniable fournissant une alternative localement équivalente.

I1.C. - Modéles décomposables

Afin d'illustrer la démarche des alternatives localement
équivalentes, nous considérons le cas usuel ol 1'opérateur autorégressif

se décompose en :
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(2.8) QG’B(L) = @I,G(L) @2, (L) , avec @ OL(o) =1

B
(et donc aussi ¢2’B(o) =1)

Développant au premier ordre cet opérateur au voisinage de B =

nous obtenons :

3s, (L)

2,0
2 @ # 0 M [éz’o(L) + —sh— 8]

1,

Comme il est toujours possible de choisir par convention la décomposition

de facon que :
(2.9) ®2,0(L) = s
nous avons !

3e, (L)

, 0
©a,B(L) # CD1,cx(L) * Ql,a(L) TeRT 8

I1 est donc & ce stade naturel de considérer les deux modeéles :

_ _ 2
(2.10) @1’a(L) ¢2,B(L) X, =€, » Ve, =0 et
* 36, (L)
= 2 = =
2.11) @a’B(L) X, [@T’a(L) o W = 8] X, =ng . v
On vérifie immédiatement que :
e @MW =o, @=¢
%50 T 1,0 L) = a,0 Lo
et que :
*
3 (L) 30, (L) 8¢ (L)
a,0 = o L) 2,0 _ 0,0

3B T 1,0 3R Y
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Proprniéié 2.12.- Le modéle décomposable (2.8) peut pour le test

‘ du multiplicateur de Lagrange de H = {g = 0} &tre remplacé par

@ a(L) Xt + 0

1, 1,0

‘ qui fournit une alternative localement équivalente.

L'avantage est évidemment de remplacer le modéle initial géné~
‘ ralement non linéaire en £ par un autre modéle qui lui posséde cette

propriété de linéarité.

Un autre "modéle linéaire approché’ peut facilement 8tre déduit

de celui que nous avons obtenu. Posons :

29, 0(L)
Ze T 0,00® X
T
et introduisons le modéle fictif :
(2.13) o, (L) X +2'8=c¢ ve =y .
1,a t t “t ’ t

‘ Effectuant le test du multiplicateur de Lagrange de H = (8 =0)

. . "o L. . . .. .
en faisant comme si, darps Zt > O était déterministe, on voit que la
statistique du multiplicateur de Lagrange coincide avec celle du modéle

(2.8).

‘ Propniété 2.14.- La statistique ELM peut &tre calculé &

partir du modéle linéaire approché :

1 -
®1,a(L) X 228 =&
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3¢, (L) -

2,0 . .
2 X et en faisant comme si @

avec Z. =9, "o(L) —5g— %,

t 1,uT

était déterministe.

Cette derniére approximation est trés simple d'utilisation :

i) on commence généralement par estimer le modzle sous 1'hypothése

. . . "o To2 P
nulle, ce qui fournit les estimateurs G s I et les résidus

: Vo
contraints et s, t=1,...,T 3

ii) on obtient alors d'aprés (2.14) la statistique M en testant

{g = 0} dans le modéle fictif :

29 (L)
avec 7 = 220 " Yo

|l —_
® a(L) X, 2 B=5 t 38 £t

1,

Le test se raméne donc & un test d'oubli de variables ; celles-ci Zt

N . N . P o
se calculant trés facilement a partir des résidus € -

Une autre interprétation du test du multiplicateur de Lagrange

se déduit de 1'expression du score estimé. On a en effet :

C
9 Log L - “ T 3%, (L)
T . o 02y _ 1 2,0 -
38 G500, 0, 0p7) = ) tzl 5 ¢1,a;(L) x,J
T
[bz’o(L) ©1’a¥(L) X,
-1 % 8@2’°(L) Vo %o
"o2 9B’ t "t °
OT t=1

Propri€té 2.15.- Tester 1'hypothése H = {R = 0} par la

méthode du multiplicateur de Lagrange revient & tester 1'orthogonalité

N 30, (L)
.. . 0 . 2,0 o
entre les résidus contraints Et et les variables Zt = 58 et
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II.D. - Modéles inversés

Etant donné un modéle décomposable

2

(2.16) ® a(L) QZ’B(L) X, = ¢ Ve, =0, avec QZ’O(L) =1,

1, t

on est souvent conduit 2 considérer simultanément le modéle partiellement

inversé :

1 = -
(2.17) QI,DL(L) Ez—gm Xt = nt N V'ﬂt =g .
s

Propniété 2.18.- Le modéle décomposable (2.8) et le modéle
partiellement inversé (2.17) fournissent des alternatives localement

équivalentes pour l'hypothése H = {g=07}.

1
1,0 ¢2,B(L) )

vérifier les deux conditions de la propriété (2.6)

L)

*
Preuve : Ona : o B(L) = ¢ On peut alors

Oy

. * _ 1 _ _
i) Qa,o(L) a ®1,a(L) ii;i;(fy - ¢1,a(L) a Qa,o(L)

3¢ (L) o (L) 3¢, (L) 3%, (L) 3¢ (L)
i) —20 1o 2,0 - _1a e, @ —22 ] = - 1g 20
38 2 a8 1, 38 o8
%) (L)
Q.E.D.

ExempLe 2.19.- L'application la plus classique de cette propriété
générale est donnée dans Godfrey-Wickens (1982). L'hypothése nulle H
correspond & 1'existence d'une représentation ARMA(p,q) pour le processus.
Les alternatives directe et inversée sont obtenues en prenant pour QZ,B(L)

un polyndme de retards de degré r . Les deux alternatives sont :
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=
i

{le processus admet une représentation ARMA(p+r,q}} ,

=+
]

{le processus admet une représentation ARMA(p,q+r)} .

Ces deux alternatives sont localement équivalentes au voisinage de 1'hypothése

nulle.
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AGREGATION DE PROCESSUS AUTOREGRESSIFS
D'ORDRE 1
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I - INTRODUCTION-

Les modéles usuels de séries temporelles comme les représentations autorégres-
sives (ou autorégressives moyennes mobiles) sont en pratique utilisées aussi
bien dans le cadre d’études microéconomiques (par exemple dans la formalisation
des erreurs d’un modéle panel) que macroéconomiques (détermination des multi-
plicateurs dynamiques). Cependant une telle pratique n’est mathématiquement
justifiée que si la classe de séries temporelles retenue posséde certaines
propriétés d’invariances vis & vis de 1’agrégation.

Dans cet article, nous nous intéressons essentiellement a 1’agrégation de
processus autorégressifs d‘ordre 1, suivant ainsi 1’exemple étudié par

Granger (1980).

Dans le paragraphe 2, nous déterminons le modéle de série temporelle satisfait
par la série agrégée. Ceci permet de caractériser toutes les séries temporelles
linéaires pouvant s’interpréter comme agrégats de séries autorégressives
d’ordre 1.

Dans le paragraphe 3, nous étudions plus en détail le cas ot la distribution
d’hétérogénéité du coefficient de régression est une loi béta. On voit alors
que les séries agrégées satisfont des écritures hypergéométriques et sortent
donc du cadre ARMA traditionnel. En particulier i1 apparait que des agrégats
de séries autorégressives stationnaires peuvent étre non stationnaires ou

étre stationnaires avec des coefficients moyenﬁes mobiles décroissant
lentement (mémoire longue).

Dans le paragraphe 4, nous comparons les corrélations temporelles de la série
agrégée avec la moyenne des corrélations temporelles des séries désagrégées et

vérifions que les premiéres sont toujours plus grandes que les secondes,
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lorsque les liaisons temporelles sont positives. Les écarts entre ces deux
types de corrélations fournissent alors des mesures du degré d'hétérogénéité
adaptées au cas des séries temporelles.

Finalement nous examinons dans le paragraphe 5 les implications statistiques

de ces résultats, proposons un test d’homogénéité et discutons le sens du biais

di 3 1'oubli de la composante individuelle.

I - AGREGATION DE PROCESSUS AUTOREGRESSIFS D'ORDRE 1

2.A - LE PRINCIPE

Nous suivrons la procédure usuelle d’agrégation telle qu‘elle est présentée
par exemple par Granger (1980) . Nous considérons une suite de processus
autorégressifs d’ordre 1, avec des coefficients de régression différents et
des erreurs pouvant étre corrélées entre elles. Cette corrélation éventuelle
est prise en compte par 1’ intermédiaire d’une décomposition de 1’erreur en
effet temporel et effet croisé. De fagon plus précise, on pose :

1) X =9 X +€C E + 1 R t » o , 1=1,2,...
it ioi,t- it it

Les bruits (zt),(n‘t),(nZt)... sont indépendants entre eux, centrés, de

variances respectives o =Ve et p =V n_t P N

j
Remarquons que nous avons retenu une écriture autorégressive pour les seuls
indices positifs. Ceci permet de considérer simultanément le cas de processus

asymptotiquement stationnaires, lorsque |Jo [ < 1 et celui de processus
i

non stationnaires, lorsque lp | > | .
i
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Afin de mener 3 bien la procédure d’agrégation, nous ferons également des
hypothéses sur les coefficients structurels wi,c1 . On suppose que ces
valeurs peuvent étre considérées comme résultant de tirages indépendants

dans une méme loi, que ces tirages sont indépendants des valeurs prises par
les bruits et que les variables ¢ et ¢ sont indépendantes entre elles. Le
paramétre ¢ qui permet d’introduire une hétéroscédasticité est contraint &

&tre strictement positif.

La moyenne calculée sur les n premiéres séries est :

1"
X = - X X
n,t n i=t 1i,t

L

= -X X g qc e o+ oq . 1
n i=1 k=g i i t-k i, t-k
L ol

- [l X Y .=
k=o [ n o=t ci] Stk T ks [ o=t % ni,t-k]

Faisant tendre n vers 1°infini, on obtient :

n
t . k k k
lim - ¢ o, c. = El¢ c) = E(p ) (Ec) ,
e n i=1 i i
e k k
lim -~ = E( ) = Elp) EC ) =
moe 0 oizt 01tk 0tk v "tk 0
On voit alors qu’a la limite le processus agrégé : X£ = lim X satisfait
M= N,
une relation du type :
t k ¢ k
(2) X = X Elp) Ece = L Ep) T ,
t k=o t-k k=0 t-k
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Nous avons mené cette agrégation de facon heuristique, sans justifier les
divers passages & la limite. I1 faut évidemment que certaines conditions de
régularité soient satisfaites, en particulier que les divers moments E o

existent.

2.B - CLASSIFICATION DES SERIES AGREGEES

On peut distinguer plusieurs cas selon que la série agrégée est ou non
(asymptotiguement) stationnaire et, lorsque la série est stationnaire, en
fonction de 1a vitesse avec laquelle les coefficients moyennes mobiles tendent

vers zéro. Ceci conduit aux propriétés suivantes :

PROPRIETE 3 :

i} La série agrégée est non (asymptotiguement) stationnaire si

k2
L (Eg) = 4=
k=o

.

ii) Elle est (asymptotiguement) stationnaire dans le cas contraire.

PROPRIETE 4 :

Si la série agrégée est (asymptotiquement) stationnmaire :

: N .y k

i) elle est & mémoire longue, si v JEe | = +=
=)

k
ii) elle est & mémoire caurte, si E: IEp | ¢ + o
=0
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Lorsque les séries désagrégées ne sont pas toutes (p.s) asymptotiquement

2k
stationnaires, on a Prjg] 3 13 > 0o . On en déduit que E ¢ > Pllel > 1)

v b k 2
et en particulier que ; (Ep) = + o
=0

PROPRIETE 5 :
Une condition nécessaire pour que la série agrégée soit asymptoti-
quement stationnaire est que presque toutes les séries désagrégées

le soient.

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant cette condition n’est pas
suffisante. I1 est donc possible que la propriété de stationnarité soit perdue

par agrégation.

2.C - CARACTERISATION DES SERIES AGREGEES

t

Etant donnée une série [ Xt = E: ak Et K
=0 -

dans quels cas elle peut &tre considérée comme provenant d’une agrégation de

,te N ] , on peut se demander

processus autorégressifs d’ordre 1. I1 faut pour cela chercher des conditions
k
pour que ak puisse s’écrire ak = E¢ . De telles conditions sont

classiques.

PROPRIETE 6 : ¢

La série [X = X a e
t k=o k t-k

de processus autorégressifs d’ordre 1, si et seulement si on a :

,t €N ] , est une série agrégée
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Vn Va

n
, u1...u € R, ?: L a, w,a 3 O
0

Preuve : Voir [Choquet (1969), p. 2791.

Cette condition correspond simplement & la positivité de la matrice de

Hankel infinie :

( a a - S
0 1 2
a a
1 2
a
2

/

s

Elle est donc facile & vérifier en pratique 3 partir des mineurs

principaux, puisqu’elle équivaut 3 :

( a - W
o 1 i
3, )
det . . > o , Vi»o .
A iiieinnns ceee...a
\ i 2i )

Ainsi la premiére contrainte effective est :

a a
o 1 2 2 2
det = a_-a = Eg - (E ) > o
a1 a2 2 i

11 est clair que 1’ensemble des sous-déterminants peut-é&tre considéré comme

une mesure vectorielle d’hétérogénéité des coefficients de régression au niveau

désagrégé. La premiére composante étant identique &a V o
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De plus il est parfois possible de retrouver sans ambiguité la loi du

coefficient de regression ¢

PROPRIETE 7

Lorsque la conditior de la propriété 6 est satisfaite, i1 existe

k
une Joi unique pour ¢ telle que ak = Eg , Vk siet

k
o a s

seulement si la série r est absolument convergente

k=o k!

pour une valeur strictement positive s

Preuve : Voir ([Cramer (1945)1.

On peut alors se demander dans quel cas cette loi ne charge que les valeurs

p avec J¢] <1 . Nous avons vu que si P(lgl 3 1) > o , les coefficients

k
ak = E ¢ ne tendent pas vers zero.
Inversement si P(lp} ¢ 1) = 1 , ona:
Ved>o , 3na : 1 >n>0 : Pllel >1-n1 ¢ e .

k k
On a alors : Elel < (1 -n) (1 -¢e) + ¢ VY k

-—_ k
On en déduit : ]am Elgl ¢ e et ceci étant valable pour toute valeur ¢

— k
positive 1im Ejop} = 0

PROPRIETE 8 :
Lorsque la condition de la propriété 6 est satisfaite, les lois

possibles de ¢ ne chargent que les valeurs [p] < 1 si et seule-
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ment si ﬂim a = o

“o

Exemple 9 : A titre d’exemple considérons un processus autoregressif pur

X = X R X , t , c X =...=X =
+ (p‘ t-1 + q;p t-p + et Q ave -1 - o

Dans quels cas peut-i1 s’interpréter comme un agrégat d’autorégressifs

d’ordre 1 ? L'écriture moyenne mobile de ce processus est :

t P
Xt = Eio (351 u‘ z:] Et-k , en appelant z} , 1 =1,....p les
inverses des racines (supposées distinctes) du polyndme autorégressif
*(z) =1 - w1z...— mpzp . La farme des coefficients moyennes-mobiles montre
immédiatement que s’i1 s‘agit d’un agrégat d’autorégressifs d'ordre 1, la
loi de ¢ est nécessairement discréte chargeant les valeurs z] .
1=1,...,p avec les paoids u] , 1=1,...,0 . L’interprétation en terme
d’agrégat est ainsi possible lorsque :

i) toutes les racines du polyndme autorégressif sont réelles,

ii) les solutions u] , 1 =1,...,p du systéme :

(P
Z = ]
=1 M
) p P
L zk - X zk—'i = 0 k=1 -1
= 15 = Y M A reeef '
qui détermine sans ambiguité les u] , sont toutes positives.

Ainsi pour un processus AR(2) ce systéme se réduit 3 :
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1 ( 2 7%
B+ = B, =
| 2 1 z -z
27 %
{===) <
-2
( ) A
- + = -
MET HR T T, ° ¥ 2, - 2,
\

Désignant par z2 la plus grande des inverses des deux racines, la condition
est simplement : zl ) 22 réelles telles que 22 3 wl > zI , avec au

moins une inégalité stricte.

IIT - UN EXEMPLE D’ AGREGATION

3.A - AGREGATION AVEC LOI BETA
Nous allons détailler les résultats du chapitre précédent lorsque la o du

coefficient de régression ¢ est une loi béta transformée par homothétie :

Blp,gq;e) , p>0 , g>0 , a>o0 . Cette loi est continue sur [o,al ,
de densité :
p-1 g-1
(1 - p/a) rip) r(q}
gle) = b e 1 () , avec Blp,q@) = AL
p r{p+q)
a B(p,q) [o,al

Les moments de cette loi sont :

k k rip+k) r(p+q)
Ep ) = «
rip} ri{p+qg+k)

La représentation moyenne mobile du processus agrégé est donc :

t
. T r{p+k) f(p+q) k Lk
t " keo r(p) rlprgrk) = ¢

o
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Introduisons le processus € = , on a

" ripek) Flp+q) kK
x = [L 22 pra’_ . L]: ,
t so r{p) r{p+q+k) t
* rpsk) Mpr@)  F1ek) of LF
+ + + £
% - 2: p p+q a } : )
t o Mp) flprgrk) M1 k1 t

£
(9 X = Fip;1;p+q;all ,
¢ p;1;p+q;a St

ot F . désigne la fonction hypergéométrique [Abramowitz-Stegun (1965)1.
On obtient ainsi par agrégation de processus autorégressifs d'ordre 1| , une
classe de séries temporelles sur laquelle nous allons maintenant donner

quelques éléments.

3.8 - CLASSIFICATION DES SERIES AGREGEES
i) Si a > 1 , nous savons que les séries désagrégées ne sont pas presque
toutes stationnaires et la série agrégée est donc non stationnaire.

ii) Il nous reste & considérer le cas a < !
rip+k) -q
D’aprés la formule de Stirling, ona : —— = &k , lorsque k tend
r(p+q+k)

vers 1"infini. Ceci permet d’obtenir un équivalent du coefficient moyenne

mobile :

k r{p+q) k -q
z a

k rip)

On en déduit alors la classification suivante pour les séries agrégées :
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VALEURS DES PARAMETRES TYPE DE SERIE AGREGEE
a> 1 non stationnaire
{
| q < E non stationnaire
! .
\ a =1 5 < q ¢ 1 stationnaire, mémoire longue
1 < g stationnaire, mémoire courte
| a <1 stationnaire, mémoire courte

\ 3.C - QUELQUES AGREGATS PARTICULIERS

| P
! Comme la moyenne d’une loi B(p,q,!1) est égale & : = d et sa
p+q
. s P q . s 4 ,
variance 8 : —————————— , il est intéressant d’effectuer un changement

2
(p+q) (p+q+1)
de parametres pour ne faire apparaitre que des paramétres facilement
interprétables. Ainsi on pourrait retenir :

a donnant la valeur maximale des coefficients,

| d = donnant la moyenne de la loi au paramétre d’homothétie
p+q
preés,
l
{ . . N
| Y = , qui permet de faire varier la variance de la loi a
p+q

moyenne et coefficient d’homaothétie donnés.
On voit alors que certains modéles classiques sont retrouvés comme cas

particulier du modéle hypergéométrique (9) :

=
X = Fud/y; | ; W/y L] .
t T v Et
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{1} Si y=o , c’est-3a-dire si p+g = + « , la variance de o est nulle

et le modéle se réduit & un modéle autorégressif d'ordre 1

4 a
X = ! -dall €
t t
Lorsque ¥y = 0 , on ne peut évidemment identifier séparément les deux autres
paramétres.
ii) Si y=p+q =1 , ce qui implique o< p <1 , ona:
2
X = Fip;1;1;all) ¢
t t
o k k
' r{p+k) o L =
= €
k=o Tr(p) k! t
L Pl lpkel) ke k ks
k=0 k1 t
(==> X =z (1-aL "% .
t t

Le mod&le obtenu est un autorégressif fractionnaire [voir Granger-Joyeux
(1980}, Mandelbrot-Van Ness (1968), Gongaives (1987)...1 :

-aL”x : 1
- a = , avec o0 < < .
t “t P

Si o« =1 , on retrouve en particulier le modéle ARIMA (a,p,0) .

Ce modéle est non stationnaire si a =1 et p=1V-gqg>3 5 .
iii) Finalement remarquant que : E o = a«ad
Ve = a dil -d) ,
+ Y
on voitque Eg9 = Vg = 0 <=3 ad = o
Le cas limite du bruit blanc correspond donc & la contrainte : ad = o .

Dans 1'espace (v, a d) ces divers cas particuliers apparaissent de la facon
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suivante :

/Y

Modele fractionnaire,

dlordre o < p <1
Bruit Z
blanc

IR

Autorégressif d'ordre 1

NN

3.D - AGREGATIONS SUCCESSIVES
Nous avons vu que par agrégation de processus autorégressifs d’ordre 1 , on
obtenait un processus tel que :

o kz
X = 2 Elp) e .
t k=0 t-k

2 2
En particulier, dés que la loi de ¢ est non dégénérée, ona E o # (E o)

et le processus X n’a pas de représentation autorégressive d'ordre | . La
classe des processus AR(!) ne posséde donc aucune propriété de stabilité
par agrégation.
On peut maintenant regarder si de telles propriétés peuvent dans certains cas
exister pour les processus & représentation hypergéométrique.
La question s’écrit mathématiquement : existe-t-il une loi de probabilité pour
p.,a, a telle que :

E (FIp;1;p+qg;a LT)

sait de la forme Fip;!1;p+q;a L} ?
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S1 nous notons :

x p-1 g-1
1 P (1 - ¢/a)
G{p,q,a;x) dp , o¢x¢a ,
B{p,q) P
o
on obtient en intégrant par parties :
p a
G(p,q,a;x) = G(p+1,q,a;x) + G(p,g+!,a;x) .
p+q p+qQq

Cette relation montre qu’étant donnés des processus hypergéométriques :
£
X = Flp;li;p+qial) e , J=1,...,0 avec p_+q_= 3§ indépendant
it J J J t J J

de j et p, = p+1 , on peut trouver des poids B Jj=1,...,J de
J+1 J J

1 J it

J
facon que le processus agrégé §: g X admette aussi une représentation
J'_'
P = Minp, , P+Q3 = & , @ = a .

hypergéométrique de paramétres
. J
J

IV - ETUDE DES CORRELATIONS

4.A - ACCROISSEMENT DES CORRELATIONS

Nous avons vu que la procédure d’agrégation avait pour effet d’augmenter
1‘ordre des retards et de faire se "rapprocher” la représentation de la non
stationnarité. De tels effets devraient également se retrouver au niveau de la

fonction d’autocorrélation.
Au niveau désagrégé la fonction d’autocorrélation est :

h
e (h) = ¢, , 1i=42,... , h=o0,1,....
i i

et donc la moyenne de ces fonctions d’autocorrélation est :

h
(10 o(h) = E ¢ , h=o,1,... .

Calculons maintenant la fonction d’autocorrélation associée a la série agrégée.
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Ce calcul est possible lorsque cette série est stationnaire ce que nous
supposons. On obtient :

k k+h
kf’: Ep)E (o
= =0
1) glh) = , YheN

Z: [E (wk)]z

=0

$i la loi du coefficient de régression charge unigquement les réels positifs
les fonctions ¢ —+ 9 , k20 et ¢ — 9 , h 3> o sont croissantes
et donc :

k+h

k h + k h
Cov (p ,p) = Elp ) - E()ET(e) » o

On en déduit que :

= h
elhy) 3 Eoo = gh)

PROPRIETE 12 :
Si la loi de ¢ charge les valeurs positives, les corrélations
au niveau agrégé sont supérieures aux moyennes des corrélations

desagrégées.

4.8 - CAS DES PROCESSUS FRACTIONNAIRES
Considérons par exemple une distribution d’hétérogénéité de type B(p,q;a)
avec p+q = 1 , qui correspond & un processus agrégé satisfaisant :
-aL’X = &
t t
k
k rip+k) a _ plp+1)...{p+k-1) k

Nous avons : E ¢ = = a
rip) | k!
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D’autre part, les moments croisés du processus agrégé se calculent a partir

des sommes :

k k+h
Y Ep)Ete ™

2k+h

i; Flp+k)  rp+k+h) «
k=o F(p) T(p) k| (keh) !

" 2k
_ h F(p+h) ¥ r{p+k) rip+k+h) r(h+1} «
* r(p) rih+i) k=o r{p) T(p+h} T(k+h+1) k !

h r{p+h) 2
= @ ———— Fip,p+th,h+l;a 1
ri{p)rth+t)

On en déduit :

h 2

= a f(p+h) Frp,pth,h+l;a ]
e(h) = s
r{p) r(h+1)

2
Ftp,p,.l;a 3

c' est-a-dire :

o(h) F hohe ! o
fp, , H
(13y X o PR

2
e(h) Ftp,p,1;a 1

Ce rapport est comme nous 1’avons vu auparavant supérieur & |

On peut d’ailleurs remarquer que :

= o
e(h) 2k
£ 2 Y g
_ k=g k
e(h)
g (h+1)
k p+k+h h+1
et que : = > + ,car p< 1
Bk(h) p+h  k+h+i
x
e(h)
On en déduit que le rapport —— est fonction croissante de h
o(h)

D autre part, utilisant 1’équivalence aymptotique :
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1
Fra,b+Ah,c+r,2] = , s |zl <1 et si A tend vers 1 infini,
a
(1-2)
on voit que ce rapport est asymptotiquement donné par :

o(h) f
(14)  1im .

- 2p 2
h » « g(h) (t -a) Flp,p,V;a)

V - TEST DE L'HYPOTHESE D'HOMOGENEITE

5.A - DERIVATION DE LA STATISTIQUE DU MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE
Placons nous de nouveau dans le cas d’une agrégation de pracessus autoré-
gressifs d’ordre | effectuée selon une loi béta. Nous avons vu que la série

agrégée satisfait une représentation hypergéométrigue :

d 1
X =F[—;|;—;&L]: ,
t Y ¥ t

ol y est un paramétre positif directement 1ié & la variance du coefficient
d’autorégression. Dans ce paragraphe, on se propose de développer un test
d’homogénéité, c’est-a-dire un test de 1’hypothése nulle Ho = {y=a)

contre 1’alternative H‘ = {y > 0> . Nous avons noté précédemment que sous

1*hypothése d’homogénéité le paramétre a« n’est pas identifiable ; afin de

]
-—
-

résoudre cette difficulté, nous développons le test sous la contrainte a
d { z
c’est-a-dire pour le modéle : X = F [ -3 1;—-; L ] e . On
t Y Y t

suppose de plus les composantes du bruit indépendantes de méme loi.

Nous fondons le test sur le principe du multiplicateur de Lagrange. Notant

¢d (L) Xt = :t la forme autorégressive du processus, la statistique du
51

multiplicateur de Lagrange fait intervenir 1°estimateur du maximum de

vraisemblance des paramétres calculé sous 1’hypothése nulle :
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T
T x
0 £=1 t-1 L.
3 = ————— (puisque sous H , d est le coefficient
T T ’ o
Pu X d‘un autorégressif d’ordre t}.
t=1 t-i
2 1 T 2 i ! 2
A0 ~0 0] ~0
P s, 0 2 - L x - 4dx o= X h,
T T T t=1 t T t-1 T t=1 ¢t

~0
ol Et désigne le résidu sous 1’ hypothése nulle.

Elle s’exprime alors en fonction des scores estimés sous contraintes :

L) it (WL it
0 0
d .0 3 .0
T T
z z — et Z = ,
it ad 2t 9y
ol ;t = Xt ,si t»0o i = o sinon. Elle est donnée par [voir
page 192]
! 2
1 T 2 ! 2 [ E:l ZZt z1t]
%0 =
as) g = — [ Lz ] /// r oz -
L.M 02 t=1t 2t t t=1 2t T
a 2
T Z
t=1 1t

et suit asymptotiquement sous 1’hypothése d’homogénéité une loi du khi-deux
3 un degré de liberté.

I1 nous reste & expliciter la forme des scores.

i} On a :

9 d 1
a¢ (L) — F -;1;-;L]
d,y ad Y

ad 2( d 1
F —;1;—;L]

Le terme général du développement en série de la fonction hypergéométrique



66

On a :
(d
r|-
Y
— Lo
od g
ou ¥Y(z2)

¥

’

(z)
(z)
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est la fonction digamma. Utilisant les propriétés de la

fonction digamma [Abramowitz - Stegun (1965) 6.3.61, on a :

)

o

z

T
Jte)

On en dédui

0 L)

¢
d,o
od

G

t

N

la forme du score relatif 3 d

2
- (1 -db)

2
- (1 -db)

Finalement, on a :

4]

i-1

>

i=t

id

i-t i
L

2
1 -du

5 1 1
j=o d . J=o d+jy
— 4]
Y
d {
+ i] F(~ i-1 | .
j
1* J)‘: — L.
=0 d+
r(i] .-(-H) ok
Y Y

, évalué en y =0 :
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) |2 = —— X = - X
It 3d t £-1

ii) Calculons de méme 1’autre composante du vecteur des scores. Aprés

calcul (voir annexe), on trouve :

3 (v 2
L

L]
d,o
= d (d-1)

oy

{ -dL
La variable Z2t est donc :

2
L
z @ @-n X,

2t 1% t

- a° L
T

t

o=
@ -n u- a: noX

z
2t T 7T t-2

§i1) La statistique du multiplicateur de Lagrange s’écrit finalement :

-

o -1= x0 12
[5: (1-3L) X _.e ]
t=1 T t-2"t

(17) E T —

LM 02 T T

-
s 42 -1 2
t ¢ [(1-a°L1 x 1°-[E (-3 X X ]///5: X
el Mo Ths T e/ 2 Te

5.B - UNE STATISTIQUE DE TEST ASYMPTOTIQUEMENT EQUIVALENTE
Une autre forme de cette statistique équivalente sous 1'hypothése nulle s’en

déduit en approchant le dénominateur. On a aprés calcul :
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02
T | 2 9 1+ HT
0o -i=x s
Lla-an x |7 e T80 ————
t=1 T t-2 T 02 3
(-4
T
(e}
T 1 2 aT
= o - ~0
I x a-3u X S ,
t=1 t-i T t-2 T 02 2
1 -3
T
02
T 2 oT
=
X X 2 T
t=1  t-i 02
1t -3
T
Le dénominateur peut donc &tre approché par :
02 2 .04 o2 62
1 +3d T o a (1 -3
02 T T T T
5 -
T 23 2 4 02
(-a9 a-a9" 1 3
T T T
~02 02
0T 02 02 T o
=T 2 3 [1+8T-8T] ) 2 3
(o] L]
(1 -3 ) (-4
T T

Une statistique équivalente a EL M sous 1’hypothése nulle est donc :

02 3

(1 - HT ) | T 1 )
X (o] ~l= x
(18) g, = —— = [ a-gu X .eo]
L.M ot T L=t THT Ne%
a
.

5.C - L’ASPECT UNILATERAL DU TEST
Les statistiques que nous venons de calculer sont celles habituellement

x
utiliséesdans le cas d’un test bilatéral de H = <(y = 0} contre
o
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H' =z {y # 0> . Dans notre application i1 faut tenir compte de 1’aspect

unilatéral du test. Ceci conduit & modifier les statistiques de test en

prenant :
* x
(19N TLM =" s \/ELM et TLM = s\/él; , ol s désigne le
! 1
-l= 2Q
signe de ) (1—80L) X .e . Ainsi on a :
t=t T t-2 t
02 3/2
<1-8T) | T
*x - 20
T oz —— — L (-dL) X _.e
LM A02 t=t T t-2 t
UT vT

Ces deux statistiques ont asymptotiquement une Toi normale centrée réduite

sous 1'hypothése nulle H = <(y = 0}
0
Nous allons maintenant étudier leur comportement scus une suite d’alternatives
Y
[v]
locales du type H = {7 =~ } , avec Yy > o
1T T 0
vai
Pour cette suite le modéle initial :
1 %
r " Xt = ¢d L) Kt = s:t ,
F(—;n—; L] a
YT YT
peut étre approché par :
d¢ (L) Y
d,O 0 B
3 L) 4+ —m—— — | X = ¢ ,
d,o 3y t t
VT

ou par :
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3¢ (L)
d,o
.
i -} x
L N - - ‘¢
d,o ¢ (L) VT
,0
-1 2 3 Yo s
{==2> Xt = [ (1 -dL) +di-d&) L (1t -dL) _— ] st
VT
2 ¥
d(1-d) L =
¢<zz== X -dX = : + —— 2 £
t t-1 :

2
(t -di) VT
Sous cette suite d’alternatives locales, 1’estimateur contraint du paramétre

d peut étre approché par :

2
v = dii-d) L 0 =
t

2
(t-dbL VT

T ¢
t t-1

d + o (1) . |
P ;

x
Le numérateur de la statistique TLM ou TLM peut étre approché par :

T
i
: — L (-dU) R, X - dX )+ oy(h)
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T Y
1 5 -1 x dt1-d) o =
= — (1-d L)Y X g + — — ¢ + o (1)
t=1 t-2 t 2 t-2 P
vT (1 -dL) T
T
1 5 -1 d(1-d) .
= - (i-d L) X Yy —— + o (1)
T t=t t-2 o 2 t- P
(1 -db)
(car ¢ est indépendant des valeurs X X _...)
t t-2 t-3
Ne conservant que le terme d’ordre supérieur dans 1’écriture de Xt ) on

voit que le numérateur est pour la suite d’alternatives locales équivalent a :

.
"2:: d("d) x
(tdb) ey —0m— % + o (D
t=1 t-2 o 2 -2 P
(1 -dL)

-2 =
y d{i-d) v{{1-dlL) e )
o t-2

Comme vy >o et que o<d< 1 le numérateur converge donc vers une
o
constante positive.

La région critique du test unilatéral est donc de la forme :

*
W :{T >c} ou u*z{T >c} ,
T LM T LM

oli ¢ est déterminée par la condition asymptotique sur le risque de premiére

espéce. Si ce risque est fixé 3 « , on doit avoir : 1%m P(NT) = a
0 o

¢===> | - ule) = a <===> ¢ = u- (1-a ) , ol u désigne la fonction
0 0

de répartition de la loi normale centrée réduite.

PROPRIETE 20 :
Le test du multiplicateur de Lagrange au seuil a de 1 hypothése
0

d’homogénéité dans le cadre d'un modéle hypergéométrique consiste & :

accepter 1’hypothése d’homogénéité si :
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-1 x
T <u (-a) [ousi T

-1
<u U-a )] ,
LM o LM 0

3 la refuser dans le cas contraire.

5.0 - BIAIS D'HETEROGENEITE
Finalement, on peut se demander quelles seraient les propriétés des estimateurs
contraints par 1’hypothése d’homogénéité, lorsque celle-ci n’est pas

satisfaite.

| ‘estimateur contraint du paramétre d est comme nous 1’avons vu donné par :

L % X
£ . bt )
T . XZ
t t-

s

et i1 converge donc vers la corrélation théorique 3 1’ordre | du processus X ,
c‘est-a-dire vers ;(l)

On a vu d’autre part dans la propriété 12 que ;(1) > Eo

Comme d s’interpréte justement comme la moyenne de v , on en déduit

1’existence d’un biais positif d"hétérogénéité.

PROPRIETE 21 .
L’estimateur du maximum de vraisemblance de d calculé sous
1'hypothése d’homogénéité est biaisé, lorsqu’il y a hétérogénéité,

ce biais est toujours positif.
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Ainsi 1'oubli de 1’'hétérogénéité conduit & une surestimation systématigue de

ce coefficient.

Ce biais peut 8tre explicité en fonction des paramétres. On a :

o “2
:aa —d):a
= izo 1 i+! izo i e
(1) - d = , ol a_  désigne le i coefficient
- 1
T 42
izo i
du developpement moyenne mobile de ; , ¢’est-a-dire :

)

On voit que ce biais est une fonction 4 croissante de 1| - d et donc le

biais tend a s’annuler, lorsqu’on se rapproche de la non stationnarité.
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ANNEXE

DERIVEE DE ‘d (L} PAR RAPPORT A ¥y EN y=o
JY

r | - (1 -dUWL
¢ (L) - ¢ (L) F[—;t,—,L)
d,y ,0 _ A\ Y
] Y
d 1 1
1t -F ( -3 1, -5L ] + dLF ( L R ]
)\ Y Y Y
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) ),
[ B

i=1 d 1
r (—] r (—b i
Y Y

d 1
i i F( (i-1)¥(d-1) i
i- - i
P Al A L

i=1 (d) (1
ri— Fi—+i
Y. Y

( d
yF -
Y

(d
o [l—+i-1
N Y

-,] %1_:
1)
RCI

i

(d-1}

Faisant tendre Y vers zéro, on obtien

9

ay

(L)

¢
d,o

(d-1) (1-dl) = d' (i-1)
iz

(d-1) (1-dL)
(1-dL}

2
d(d-1) L

1 -dL

£t

i
L
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TESTS DE BRUIT BLANC
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I - INTRODUCTION.

Depuis leur présentation par Aitchison et Silvey (1958), Silvey (1959), les
tests du multipicateur de Lagrange ont été largement utilisés en statistique.
I1s se révélent en effet simples d’emploi, tout en possédant certaines
propriétés d’optimalité locale.

Leur introduction en séries temporelles est cependant assez récente (Hosking
(1980), Godfrey (1981), Godfrey-Wickens (1982)) ; i1 a en effet été nécessaire
de généraliser les résultats initiaux d’Aitchison et Silvey, qui avajent été
établis dans un cadre d’échantillonnage. D’autre part les premiéres
applications de cette procédure ont essentiellement permis de retrouver des
tests qui avaient été construits d’une autre maniére, par exemple le test de
Durbin-Watson ou celui dit test “"portmanteau”.

Dans les deux paragraphes qui suivent nous nuus proposons de développer cette
approche du multiplicateur de Lagrange pour tester 1’hypothése qu’un processus
X = ()(t , t € Z)Y est un bruit blanc indépendant )(t = Et . Sous
1’hypothése générale le processus est supposé admettre une représentation
moyenne mobile infinie inversible dépendant d’un paramétre scalaire 6.
Donnée sous forme autorégressive cette représentation est :

OB(L) )(t = ¢ , te Z2 , o ec= (et , t € 2Z) est un bruit

2
blanc indépendant de variance o et ol ¢B(L) est un opérateur de retard

paramétré par 8 .
Par convention le paramétre est défini de facon que 1’hypothése nulle s’écrive

H = (8 =0) , ce qui signifie que ¢ (L) = 1 .
o o
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Dans le paragraphe 11, nous considérons les tests fondés sur la valeur de la
corrélation empirique entre la variable présente et une combinaison Jinéaire
des valeurs retardées. Nous étudions le comportement asymptotigue de cette
statistique sous 1'hypothése de bruit blanc et sous des suites d’alternatives
locales. Ceci nous permet de mettre en évidence les tests localement les plus
puissants parmi les tests de cette forme et de vérifier que la procédure du
multiplicateur de Lagrange satisfait une condition d’optimalité.

Dans le paragraphe III, nous étudions le probléme du test de 1 hypothése de
bruit blanc en supposant sous 1'hypothése maintenue que le processus est
fractionnaire. L’ intérét d’une telle étude vient du fait que la procédure du
multiplicateur de Lagrange pour tester 1'hypothése de bruit blanc contre

1" hypothése d’autorégressif d’ordre 1 et celle pour tester 1’hypothése de bruit
blanc contre 1°hypothése de moyenne mobile d’ordre 1 sont identiques. Incluant
dans 1’hypothése générale tous les processus fractionnaires du type :

(1 - al) Xt = Et , on peut espérer distinguer les alternatives auto-
régressives (d > o) des alternatives moyennes mobiles (d < o} . On verra
cependant que 1’existence d’un probléme d’identifiabilité des paramétres o ,
d sous 1’hypothése nulle rend impossible une application directe des procé-
dures classiques de test. On propose alors une démarche de type minimax

afin de prendre en compte les diverses alternatives locales.

IT - CONSTRUCTION DE TESTS CONVERGENTS

IT.A - FORME DES TESTS
Sous 1’hypothése de bruit blanc, les composantes Xt du processus sont non

corrélées entre elles., I1 y a donc non corrélation entre la valeur présente
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du processus 3 la date t Xt , et une combinaison linéaire des valeurs

passées :

2
ALY X = (alL + al + ... + al + ...)X
t 1 2 k

t
171 est donc naturel de considérer la statistique donnant la corrélation

empirique entre )(t et A(L) Xt

(2.1

£_(A)
T

X [AL) X1
t t

/
X
t

r
5 2
- [A(L) X3

t=1 t

Sous 1’hypothése nulle, X est un bruit blanc indépendant et on peut appliquer

les théorémes limites classiques ; on a :

:
|« 2 2
plim - &= X = VX = o
T T t=1 't
- D24 2
p lim - L fA(L) X3 :V[A(L)X]:[ a]c
T - k=1 Tk

T
1 i
—— LX (AL X 1
t=1 t
VT
Remarquant que :
EtX ALY X1 = EIX {(a X +a_ X D S I ,
t t t t ot 2 t-2
E X (A(L) X)) X ALY X 1
t t +h t+
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EX E AL X)) X ALY X 1
t t tet h

+h t+

2 2 2
E X A(L) X1 E X ETAL) X1
t t t t

i

VX VAL X1 ,
t t

on en déduit la moyenne et la variance de cette loi normale limite :

T

y d

—_— X (AL X1 ——s N[o,vx vm(ux:]
t=1 't t H t t

VT )
On a donc :
(2.2) VT E_(A} d N (0,1
) T H ' '
a

A chacune de ces statistiques, on peut associer un test de risque asymptotique

« donné de la maniére habituelle. Notons u1 P le quantile & 1 - E de la
-a/2
loi normale centrée réduite, Te test consiste a :
accepter 1’hypothése de bruit blanc, si | VT ET(A)I < u1 o
(2.3 e
refuser 1’hypothése de bruit blanc, si | T E_(A)] > u ,
1 1-a/2

Remarguons que pour 1’instant, il ne s’agit pas réellement d’un test, puisque
la variable ET(A) peut dépendre de toutes les valeurs retardées de X , en
particulier de celles non observables correspondant aux indices négatifs. En
fait on peut montrer qu’en mettant & zéro ces valeurs la statistique obtenue
posséde les méme propriétés limites. Nous ferons pour cette raison cet abus

de langage dans toute la suite du texte.
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11.B - LOI DE LA STATISTIQUE DE TEST POUR DES ALTERNATIVES LOCALES

Afin d’obtenir la forme du test nous avons déterminé la loi de /T ET(A)
sous 1’hypothése nulle. Nous allons maintenant la chercher sous des suites
d’alternatives locales. On suppose que le modéle alternatif est :

(2.4y ¢ LYX = & ,
BT t t

olt (Et) est un bruit blanc indépendant, ol QB(L) est un opérateur
autorégressif fonction d’un paramétre scalaire 8 . [1 s’agit d’une suite
d’alternatives locales au sens ol le paramétre n’est pas choisi fixe, mais est

pris fonction du nombre T d’‘observations. Plus précisément, nous posons :
(2.5) ¢ = —
T

On a alors les approximations :

9% (L) 8
0 0
t e ——— — | X ## &
08 t t

oli Te signe ## signifie que les termes d’ordre supérieur sont négligés (en

probabilité). On remarque que comme 08(0) = 1 , on a toujours
¢ (o)
o
= o
a8

Les diverses statistiques intervenant dans 1’expression de /T ET(A) sont

alors asymptotiquement telles que :
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Le numérateur est Jui équivalent a :

T
Y X (AL X3
-1t t

S -

T o¢ (L)
E o]

#t 1
=1 o8

S 1=

##

T

e [AL) €3
t

-
-+

1
Comme : ——

S
M~

T 3¢ (L)
)

1 28

T ™M

€

-] -

et que :
On a :

:
1 d
— Y X [A(LX ] ——s N
t=1t t
VT

e [A(L) €
t t

f

T
r
t=

Alo

1

9¢ (L)
0

o8

8 a¢ (L) 8
0 0 o
— | e AL) - AL — | ¢
t 08

€
t

A(L) et —— Cov

9¢ (L)

- Bo Cov[

€

t

t
T

A(L) €
t

d
1 —— Nio, Ve V (AL) ¢ )] ,
t t

8¢ (LD

e , AlL) € s
t t

, AlL)e ] Ve VIA(L)e )
t t ¢
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PROPRIETE 2.6 :

8
Sous la suite d’alternatives locales : BT = 0 , on a :
VT
3¢ (L)
- Cov{ S ,A(L)EJ
0 a8 t
VvT E {(A) ——— N [ , 1 ]
! VV Et va'l (A(L)etT

Le test apparait localement convergent, si le paramétre de décentrage est

3¢ (L)
0

- e, AL) ¢ ¢ 0
t t

non nul, c’est-a-dire si Cov l

I1.C - RECHERCHE D’UN TEST LOCALEMENT OPTIMAL
La puissance locale asymptotique du test associé a ET(A) est une fonction

croissante du paramétre de non centralité :

3¢ (L)
0
-8 Cov e , A(L) €
o L) t t

VvV et \/V—TA([)et)

H

1Al

Pour maximiser la puissance locale, il faut donc maximiser le module de la
9 (L)
0

corrélation entre et et A(L) Et

av (L) )
0
Notons Y = V1L + YL +...+ VkL + ... , ceci revient 3 maximiser
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K
r Y a
k=t k k < ¥,a> )
= _—_— . Les solutions sont
[1¥1Y THali
T2 T 42
k=1 k k=1 k

donc obtenues en choisissant le vecteur a en ljaison affine avec le vecteur ¥ :

3,8, : a = B + B Y
o | 1

- 2
Comme de plus pour 1’existence des processus, il faut que 3:1 a < =

ceci entraine B = 0
0

PROPRIETE 2.7 :

Les tests localement les plus puissants parmi ceux fondés sur

8¢ (L)
0

a8

ET(A) , sont obtenus pour A{L) proportionnel 3a
Le test optimal correspond donc & :

ae (L)
0

.
Y ox
. t=1 Tt a8t

T o¢ (L) 7
Tyl = °
k=1 t k=t 98 t

1T.D - TEST DU MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE

Sous 1’hypothése de normalité des erreurs, i1 existe plusieurs expressions
exacte ou approchées de la log vraisemblance. {’une de celle-ci est obtenue

facilement en remplacant les composantes non observables du bruit par leur
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expression en fonction du processus X

On a :
T
Log L_(8) T log o> - Liogon Ly 2
= - = ~ = Lo - — €
95 ;"8 7 %9 2 t=1
20
T 2 T 1 T
= - -Llo - —Llog 2T - —— & [é (L) X3
7 T99° 2 2 t=1
20
Le score correspondant est :
9 Log L_(8) T a¢ (L)
T 1 5 ¢}
—————— 2 - — £¢ (L) X2 — X ;
28 2 t=1 -8 3 t
[+2
Evalué sous 1°hypothése nulle, c’est-a-dire pour 6 = o , il est égal & :
3 Log LT(D) | T 9¢ (L}
L LD S A
o8 2 t=1 t 28 t

[¢]
On retrouve le numérateur de la statistique optimale, de sorte qu’aprés
réduction le test fondé sur le score coincide avec le test localement le plus

puissant donné en 2.7.

PROPRIETE 2.8 :

Le test fondé sur le score est localement le plus puissant parmi

ceux fondés sur les statistiques ET(A) , A quelcongue.

IT.E - COMPARAISON DES PUISSANCES LOCALES CORRESPONDANT A DEUX SUITES
D’ALTERNATIVES LOCALES
Etant donné 1'un des tests précédents associé a une statistique ET(A) ,

on peut se demander s’il est plus puissant pour tester 1’hypothése nulle de
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bruit blanc contre une alternative 68(L)Xt = st , ou pour tester cette méme

hypothése contre une autre alternative : ;z = g, . On peut évidemment
8

pour chacune de ces alternatives définir le modéle au voisinage de 1'hypothése

H : (8 =0 = 8 =0 . Cependant les paramétres 8 et 8 n’ayant a
0

priori aucun rapport entre eux, nous devons pour pouvoir comparer les

puissances locales choisir une convention naturelle reliant entre eux ces

deux paramétres.

@

Posons donc : BT = 8 /T et ; = / VT , comment fixer de fagon
o

T o
jointe 8 et 8 pour donner un sens 3 la comparaison ? On pourrait par
0 0

exemple les chaisir de fagon qu’avec les deux modéles les variances soient

localement les mémes. On a :

2¢ (L) 8 8 3¢ (L)
) o 2 o
v X ¢ V je - — € = g + — Vv €
t t t t

a8

avec le premier modéle,

avec le second modéle.

De facon & avoir le méme développement des variances, il est donc naturel




- 247 -

x
a¢ (L)
et ; = n v ° €
t

38
Le paramétre de décentrage est alors de la forme :

a¢ (L)
Cov [ ° e, A(L) et}

n 28 t

€
VE P
v[ :B et] A (AL,

Ainsi le test parait localement plus puissant dés que le module du cosinus

de 1’angle entre ¥ et a s’accroit.

Remarquons 3 ce niveau que deux alternatives pour lesquels ces cosinus sont
égaux apparaissent équivalentes au niveau du test. En particulier toutes celles
pour lesquelles ce cosinus est nul sont assimilables au cas du bruit blanc et
leur réunion constitue donc 1'hypothése nulle implicite locale associée 3 la

procédure de test (voir Mizon-Richard (19 )).

11T ~ TEST DE BRUIT BLANC LORSQUE L'ALTERNATIVE EST FRACTIONNAIRE

III.A - LE TEST USUEL

Lorsgu’on se restreint a un test de bruit blanc faisant intervenir un seul
paramétre, les a]ternatives choisies sont généralement soit une représentation
autorégressive d'ordre 1 :

X -8X = € ) s} <1 ’
t t-1 t

soit une représentation moyenne mobile d’ordre t,
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X = & - B ¢ s |8 <1 .

Dans le premier cas on a #e(L) {1 -8L et dans le second

x x
¢ (L)Y = 1t /¢t -8 L) .
£
8
3¢ (L) 3¢ (L)
o 0
On vérifie alors gue = -L = -
08 x

Ces deux alternatives sont donc localement équivalentes pour les tests
associés aux statistiques ET(A) . En particulier, i1 leur correspond une
méme statistique optimale donnée par :

T

X X
t=2 t t-1

A
t=1 t t=2 t-1

(voir Godfrey-Wickens (1982)).

(3.1 ET = VT

L 'hypothése nulle implicite locale associée 3 ce test est la réunion de toutes
les représentations OB(L) Xt = Et pour lesquelles :

e (L)
0 2 3

Py = YZL + Y3L + ... . Elle comprend par exemple les processus

autorégressifs du type X - 8 X I , P ¥ 2
t t-p t

I11.B - LES PROCESSUS FRACTIONNAIRES
Les deux modéles autorégressifs d’ordre 1 et moyenne mobile d’ordre |
peuvent &tre considérés comme des cas particuliers d’un méme modéle donné

par :
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d
(1 -al) X = ¢ . la} ¢t , d€ R ,
t t

et correspondent respectivement & d =1 et d=-1 . Les processus
fractionnaires ont été étudiés par (Granger (1980), Granger-Joyeux (1980},
Hosking (1981)...).

L hypothése nulle de bruit blanc peut é&tre trouvée de plusieurs fagons en

fixant des contraintes sur les paramétres. On 1‘obtient ainsi en faisant

d=o0o ouenfaisant a =0 .
d

bruit blanc

I appafait clairement que la convergence vers le bruit blanc peut se

produire de diverses fagons : en faisant tendre d vers zéro et a vers une
valeur constante non nulle uo , en faisant tendre « vers zéro et d vers
une valeur constante non nulle d° , en faisant simultanément tendre o« et d

vers zéro. Ce sont ces divers cas que nous allons maintenant étudier.

II1T.C - ALTERNATIVE LOCALE A d FIXE
Prenons d = d # o0 et paramétrons le modéle alternatif par 6 = « .
o
d
0
Ona : oe(L) = (1 -8 L) . La dérivée priseen 8§ = o est donc :
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3¢ (L) d -1
0
> = [-d a-s0 7 L] = -d L
a8 o 8=0 0
Cette dérivée étant proportionnelle & - L , on en déduit que toutes ces

alternatives sont localement équivalentes pour d ¢ o et sont en
0
particulier équiva1entes localement 3 la représentation AR(1) I[resp. MA(1)] .

La statistique de test optimale, qui leur est associée est celle donnée en

(3.1).

I11.D - ALTERNATIVE LOCALE, LORSQUE o« ET d TENDENT SIMULTENEMENT VERS
ZERO

Lorsque les deux paramétres o et d tendent simultanément vers zéro, le

développement limité de ’u Ly = 0 -« L)d mantre que le terme d’ordre

inférieur est :

¢ (L) = -adl + ofled)

a,d
On voit que ce terme est d’ordre deux en a , d et fait essentiellement
intervenir le terme croisé «w d . Ceci est une conséquence de la non identi-
fiabilité du couple «,d sous 1'hypothé&se de bruit blanc.
On voit d’autre part que 1°alternative locale est ici encore équivalente a
celle associée aux représentations AR(1) ou MA(1) ., De sorte que la
statistique optimale est toujours celle donnée en (3.1),
11 est clair que la non-identifiabilité du couple (a,d) empéche ici
1‘utilisation des résultats usuels sur le test du multiplicateur de Lagrange.
Ainsi alors que 1’hypothése HO = (a=z¢ , d=o0) est définie par deux

contraintes sur les paramétres, 1’alternative locale ne fait intervenir qu’une

seule direction et i1 lui correspond une statistique de test dont la loi sous
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1’hypothése nulle est une loi du khi-deux avec un degré de liberté, inférieur

au nombre de contraintes.

I11.E - ALTERNATIVES LOCALES A « FIXE

a) Forme des alternatives locales.

Prenons maintenant o = a # 0o et paramétrons le modéle par 8 = d
0

]
Ona: ¢ (L)= (1t -a L)
8 o]

k k
3¢ (L) ) o a L
0 0
et = [t1-a L) Log (1-a 1] : Log (1-al) = - X
a8 o} 0 8=a 0 k=1 k
Pour diverses valeurs de a :, ces opérateurs sont non proportionnels de

o]

sorte que les alternatives correspondantes ne sont pas localement équivalentes.

b) Quelques propriétés du modéle approché.

L “approche locale conduit ainsi & remplacer le modéle initial :

8
{(t -a L) X = ¢ )
3} t t

par le modéle approché :
{ + 9 Log (1 - al) X = ¢ .
[ 9 0 ] t t
ou de fagon localement équivalente par :

3.2) x = [ b -8 log (1 - al) ] e,

Cette forme moyenne mobile infinie :

e+G:
t t k=1

€ H

t-k

|ﬂ
xlo x

X, = [ t-0Log (1-al) ] e

bien que n’étant pas un cas particulier de modéle fractionnaire posséde
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certaines propriétés de méme type. Ainsi le développement moyenne mobile

du processus fractionnaire

X = X a(8)e ,
t k=0 k -k
k
a
r(s+k) o
admet des coefficients égaux & : a (8) = —
k r{s) k!
k
a
z 0
Ceux du processus (3.2} sont donnés par : ak(e) = 8 —; .

Bien que ces deux ensembles de coefficients ne coincident pas, on voit qu’ils
satisfont des relations de récurrence de méme type :

ka(8) - a8 +k-1)a (8) = o
k o k-1

et ka(8) - atk-1)a (8 = o .
k o} k-1
Celle satisfaite par le “"processus approché” se déduit de la précédente en

mettant & zéro le paramétre @

c) Test du multiplicateur de Lagrange correspondant &3 «a = «

)
Le test localement optimal est ici fondé sur la statistique :
k
T o a X "
ZX[ZOt']
k=1 t bt k=t k
(3.3) £ (a) = - T
T o
k
2 =2 X 2
X L ]
t=1 t t=1 L k=t k

-

Remarguons & ce niveau que, si a est connu, on peut distinguer a partir de
0

cette statistique le cas autorégressif d = 1 , du cas moyenne mobile
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d=-1 . En effet tester 1’'hypothése de bruit blanc contre celle de

représentation AR(1) est naturellement obtenu, en testant : H = (d = o)
o

contre H1 =(d>ao) .

De fagon similaire pour le cas moyenne mobile, on peut considérer

H : (d=o0) contre ﬁl . (d<o) .
[e]

Introduire des tests unilatéraux fondés sur ET(uo) , ¢’est-a-dire prendre en
compte le signe de cette statistique peut alors permettre de distinguer entre
représentation autorégressive et représentation moyenne mobile.
Malheureusement en pratique la valeur uo est inconnue et du fait du probléme
de non identifiabilité de uo sous 1’hypothése nulle, on ne peut remplacer

uo par son @stimateur non contraint en conservant de bonnes propriétés. Dans
le paragraphe suivant, nous allons essayer de proposer une procédure de type

minimax permettant de se garder dans toutes les directions possiblies des

alternatives locales.

II1.F - CONSTRUCTION DE PROCEDURES MINIMAX

D’un point de vue pratique, il est souhaitable de construire une procédure de
test possédant de bonnes propriétés de puissance vis & vis des diverses
alternatives possibles. Si nous nous restreignons & une étude locale, il
résulte du paragraphe précédent que 1’ensemble des alternatives locales
associées aux diverses valeurs de uo engendre un espace de dimension infinie
(alors que dans des conditions d’applications classiques de la procédure du

multiplicateur de Lagrange cet espace devrait étre de dimension deux). Ceci

entraine en particulier qu’on ne peut espérer trouver une procédure (de type
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multiplicateur de Lagrange) qui soit localement uniformément la plus puissante.

En revanche on peut rechercher s’il existe une procédure minimax.
Considérons pour 1°‘instant la classe des statistigues de test introduites en

(2.1)

T
L X (AL X3
t=1 't t

.

2 2

/); \/Z [AIL) X 3
t=1 't t=1 t

11 nous faut examiner sa loi limite pour les diverses alternatives locales
d{a }
o
possibles. Celles-ci sont du type M[u s ] et il faut choisir la
0
vT

vitesse d{a ) de fagon & rendre ces alternatives comparables les unes avec
0

VT ET(A) =

les autres. Suivant la méme démarche que dans le paragraphe Il.E, on obtient

d
o

des choix de d(a ) du type : d(uo) =
o

VvV Log{l —a L) ¢
o t

d
Q
Sous 1’alternative locale : M [ a , ] , la
o
VT WGeglt = o D) et)
o

statistique de test a pour loi :
a ,d - d Cov (Log(! - a L) e ,A(L) ¢ )
o o o] o t t
vT S N [ 1 ]
vV et VVILog{l - o 1D et7 VvV AL} et
o

La puissance locale du test est fonction croissante du paramétre de non-

d Cov (Log(l - « L) ¢ ALY ¢}
0 o} t t

centralité :

VvV et VVilogli - o L7 et) VvV ATL) et
Q

Ceci conduit & rechercher un test localement minimax défini de la fagon
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suivante :

Définition 3.4 :

Le test localement minimax parmi les tests fondés sur des statis-
tiques du type ET(A) est obtenu en cherchant une solution en A
de :

|Cov (Log(! - a L) ¢ ,A(L) € )|
0 t t

Max Min
A a VV{Log{l - o« 1) ctT VVATDT et
0 o

L’idée est donc de se placer dans le cas le plus défavorable en retenant la

valeur a conduisant 3 la puissance minimale, puis de choisir A de facon &
)

rendre le plus grand possible ce minimum.
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RESUME

Nous proposohs une généralisation de la notion de processus ARMA en
permettant aux opérateurs autorégressifs et moyennes mobiles d'admettre des
racines avec ordre de multiplicité fractionnaire. Nous commencons par étudier les
propriétés probabilistes de tels processus : forme des autocovariances, du
spectre, des développements autorégressifs et moyennes mobiles. Nous examinons
ensuite les propriétés ergodiques concernant les moyennes empiriques covariances
empiriques et périodogramme. I apparait nécessaire de distinguer divers cas
selon que le processus est 6u non 'stationnaire et lorsqu'il est stationnaire, selon
que les conditions de mélangeance sont ou non satisfaites. Ceci conduit a des lois
limites qui ne sont pas toujours gaussiennes et peuvent faire intervenir des
processus de Rosenblatt.

La seconde partie du travail concerne [I'aspect statistique. Nous
commencons par examiner les diverses expressions approchées de Ila
vraisemblance pour un modéle de série temporelle stationnaire, ce qui permet de
dériver diverses expressions des informations, puis d'étudier les propriétés des
estimateurs du maximum de vraisemblance et des tests de type score.

Divers problémes sont ensuite examinés :

Agrégation de processus autorégressifs et test d'homogénéité.

Construction d'un test de bruit blanc et étude de son optimalité.

MOTS C LiESS

- PROCESSUS

- MEMOIRE LONGUE

- MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
- AGREGATION

- ERGODICITE

- TEST DU SCORE

- TEST DE BRUIT BLANC




