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INTRODUCTION 

Les notions de groupe de Lie-Poisson et de bigèbre de Lie ont été introduites 

par Drinfeld [4] à la suite des travaux de Sklyanin sur l'équation de Yang-Baxter 

classique [19], eux-mêmes issus des travaux de Faddeev et de son école concernant 

le scattering inverse quantique. Dans le même temps, Gelfand et Dorfman [6] 

identifiaient l'équation de Yang-Baxter classique avec la nullité d'un crochet de 

Schouten. (Sur la notion de crochet de Schouten voir [15][9][3]). Indépendamment, 

Magri et Morosi [12] étudiaient les solutions de l'équation de Yang-Baxter classique 

sous le nom de cocycles de Poisson. L'étude des bigèbres de Lie et des groupes 

de Lie-Poisson a été développée surtout par Drinfeld [5] et Semenov-Tian-Shansky 

[16][17][18]. On trouvera des exposés de ce sujet dans (71 ou (211 et quelques 

développements plus récents, dont certains sont repris ici, dans [1][2][8][3][23][11]. 

La terminologie employée jusqu'ici a été variable, groupes de Lie-Hamilton [4], 

groupes de Poisson-Drinfeld [7], groupes de Poisson [3]. 

Un groupe de Lie-Poisson est un groupe de Lie G muni d'une structure de 

Poisson telle que la mult,iplication soit un morphisme de Poisson de la variété de 

Poisson produit G x G dans G . 

L'algèbre de Lie Ç d'un groupe de Lie-Poisson G porte une structure supplé- 

mentaire qui en fait ce qu'on appelle une bigèbre de Lie [4][16][5] [7][21][3]. 

Dans la première partie de notre travail, nous faisons une étude détaillée 

de cette structure supplémentaire. Nous étudions dans le chapitre 1 la structure 

d'algètxe de Lie de Ç* induite par la structure de Lie-Poisson sur le groupe de Lie 

G. Soit A le bivecteur de la structure de Poisson de G . Nous notons 1 l'application 

de G à valeurs dans A ~ Ç  dGhie par transport de A par translation à droite 

(G, A) est un groupe de Lic-Poisson si et seulement si 1 est un l-cocycle du groupe G 

à valeurs dans A ~ Ç  pour l'action adjointe Ad de G . On en déduit que l'application 

linbaire taneente à 1 en l'identit6 e di1 groiipe G . notée E , e ~ t  lin 1-~ocycle de Ç 

à valeurs dans A ~ Ç  polir l'action adjointe a d  de 1'slge;i.bre de Lie C; La stnictiire 

d'algèbre de Lie de Ç* est déhie par l'application linéaire y = E~ . Avec cette 

structure d'algèbre de Lie sur Ç* , l'espace vectoriel X: = Ç xÇ*  porte naturellement 

iine structure d'algèbre de Lie induisant les structures d'algèbres de Lie de Ç et Ç* 



et laissant invariant le produit scalaire naturel sur l'espace vectoriel K: . La dualité 

entre les espaces vectoriels Ç et Ç* joue un rôle important lans ces différentes 

structures. 

Récemment Magri et Kosmann-Schwarzbach [SI ont montré que la structure 

de bigèbre de Lie sur une algèbre de Lie Ç est un cas particulier de la structure 

bicroisée d'algèbre de Lie sur deux algèbres de Lie, pas nécessairement en dualité 

(voir aussi [Il]). Nous reprenons plus en détail l'étude de la structure bicroisée 

d'algèbre de Lie. 

Dans le chapitre II, nous étudions les bigèbres de Lie exactes définies par un 

1-cobord E de Ç à valeurs dans h2Ç . Si E = 6r , nous cherchons les conditions sur 

r  E Ç 8 Ç pour que 7 = ct définisse une structure d'algèbre de Lie sur Ç* . Soit 

r  = a + s la décomposition en parties antisymétrique et symétrique de r  . Nous 

montrons que 7 = et définit une structure d'algèbre de Lie sur Ç* si et seulement 

si s est ad-invariante et le crochet de Schouten [a, a] de la partie antisymétrique a 

de r est ad-invariant. Cette étude nous conduit aux définitions de bigèbres de Lie 

1) triangulaires déhies par des solutions antisymétriques de l'équation de 

Yang-Baxter classique (ou équation du triangle) [a, a] = O [4][5][6][7][8] [16], 

2) bigèbres de Lie-Sklyanin définies par une solution antisymétrique de l'é- 

quation de Yang-Baxter généralisée [4J [5] [7] [8], 

3) quasitriangulaires définies par un potentiel quasitriangulaire c'est-à-dire à 

courbure de Schouten nulle [5][S]. (Cette notion avait été introduite par Magri 

sous le nom de pseudococycle (1983, non publié)). 

Nous explicitons la définition du double d'une bigèbre de Lie due à Drinfeld 

[5]. Nous terminons le chapitre II en donnant des exemples de bigèbres de Lie 

quasitriangulaires dont plusieurs sont obtenues par passage au double. 

Dans le chapitre III noiis noiis iiiti.scssoils ails bigbbres dc Lie qii:ihi:ii:tiigii- 

laires. Soit (Ç, [ , 1, sr)  une bigèbre de Lie exacte. Nous montrons que le potentiel 

r  est un potentiel quasitriangulaire si et seulement si l'endomorphisme R de Ç 

défini par 

R=aos-' , 

est une solution de l'équation de Yang-Baxter modifiée [16][17][1S]. Nous montrons 

ainsi (voir aussi [l][2]) qu'à toute bigèbre de Lie quasitriangulaire est associée une 



algèbre de Lie-Semenov [17] et inversement. 

Soit C la catégorie des bigèbres de Lie quasitriangulaires et C la catégorie des 

algèbres de Lie-Semenov. Soit (Ç, [ , 1, R, (6) une algèbre de Lie-Semenov. Nous 

utilisons la relation entre le crochet [ , ]R sur 9 et le crochet , Iç= sur ç* défini 

par r = R O d-' + 4-1 pour définir les morphismes d'algèbres de Lie-Semenov de 

telle sorte que les catégories C et 2 soient isomorphes. 

Dnns [IF] Seiileiiov-Siail-ShaiIsky a intro(1uit la notion de carré d'une algèbre 

de Lie-Semenov. Etant donnée une bigèbre de Lie quasitriangulaire g, nous notons 

g(2) le double de g et 3 l'algèbre de Lie-Semenov associée à g . Soient (')g le carré 

de l'algèbre de Lie-Semenov ,@ et (2)g la higèhre de Lie quasitriangulaire associée à 

(2)g . NOUS terminons le chapitre III en construisant un anti-isomorphisme entre 

les bigèbres de Lie g(2) et (2)g . Ces résultats étaient exposés dans [2]. 

Dans la deriiière partie (cllapitre IV) ~ious revenons à l'étude des groupes de 

Lie. Le théorème d'intégration des bigèbres de Lie s'énonce : toute structure de 

bigèbre de Lie sur une algèbre de Lie Ç définit une structure de Lie-Poisson sur 

le groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie Ç teile que la 

structure de bigèbre de Lie associée coïncide avec la structure de bigèbre de Lie 

donnée sur Ç . Ce théorème a été énoncé par Drinfeld [4][5]. Une démonstration 

consistant en des calculs dus à hlagri a été publiée par Icosmann-Schwarzbach [7]. 

Verdier en a donné une nouvelle démonstration dans [21]. Récemment, Dazord 

et Soiidaz [3] puis Lu et IYeiiistein [ I l ]  ont démontré le théorème en introduisant 

des id& nouvelles. Kous reprenons en détail la déinonstration proposée par Lu 

et \freinstein dans [Il].  

Soient r et r' des 6lbment.; de Ç m) Ç . NOUS notons (rmp A?) le tcnseur 

invariant à gauche (resp. à droite) engendré par r .  Soit A,.,,# = A> - A:, . Nous 

donnons les conditions pour que ce tenseur soit antisymétrique et nous étudions 

lc, s t i u ~ t u i c a  dc Poissoii qu'il d&fiiiit sur G lorsque son croclict de Schouten est 

identiquement nul. Cette étude nous conduit aux groupes de Lie-Poisson exacts 

associés aux bigkbres de Lie exactes considérées dans le chapitre II. Nous faisons 

ensuite une étude des structures de Poisson sur un groupe de Lie obtenues par 

translatiori sur le groupe de potentiels jacobiens ou de solutions de l'équation de 

Yang-Baxter modifiée. Nous retrouvons les résultats établis dans [l] avec leur 

génbralisation. 



Pour les bases de la géométrie différentielle et de la théorie des variétés de 

Poisson nous avons utilisé les ouvrages de Souriau [20] et de Libermann et Marle 

1101. 

N.B. J'ai eu connaissance après la soutenance de cette thèse du preprint de 

Sh. H. Majid, Matched pairs of Lie groups associated to solutions of the 

Yang-Baxter equations, à paraître au Pacific Journal of Mathematics, dont certains - 

résultats sont proches de ceux exposés ici. 



CHAPITRE 1 

Groupes de Lie-Poisson, bigèbres de  Lie e t  structures bicroisées 

d'algèbres de Lie 

Dans ce chapitre, nous rappelons d'abord quelques préliminaires sur les va- 

riétés de Poisson. Nous étudions ensuite les structures de Poisson sur un groupe 

de Lie G telles que la multiplication soit un morphisme de Poisson de G x G dans 

G. Un groupe de Lie G muni d'une telle structure de Poisson est dit groupe de 

Lie-Poisson. Soit A le bivecteur de Poisson de G .  (G, A) est un groupe de Lie- 

Poisson si et seulement si A vérifie une propriété que nous appelons la propriété 

de Drinfeld. Nous démontrons deux conséquences très importantes de la propriété 

de Drinfeld du bivecteur A. Après avoir défmi les morphismes de groupes de 

Lie-Poisson, nous étudions l'application 1 de G à valeurs dans A ~ Ç  obtenue par 

transport de A par translation à droite. A possède la propriété de Drinfeld si et 

seulement si 1 est un 1-cocycle pour l'action adjointe du groupe G. II s'ensuit alors 

que 1 s'annule en e et que l'application linéaire tangente à 1 en e est un 1-cocycle 

de Ç à valeurs dans A'Ç dont le transposé définit une structure d'algèbre de Lie 

sur Ç*. Nous faisons une étude détaillée de cette structure d'algèbre de Lie sur Ç* 

qui fait de l'algèbre de Lie Ç une bigèbre de Lie. La notion de bigèbre de Lie est 

une notion auto-duale. Après avoir défini les morphismes de bigèbres de Lie, nous 

étudions la structure d'algèbre de Lie de l'espace vectoriel K: = Ç x Ç* induite 

par la structure de bigèbre de Lie de Ç. Cette étude nous conduit à la notion de 

triplct~ de Manin. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous considérons deux 

algèbres de Lie Ç et 'FI qui ne sont pas nécessairement en dualité et nous étudions 

les conditions d'existence d'une structure d'algèbre de Lie sur l'espace vectoriel 

FC = Ç x Fl induisant les structures de Ç et 'H, Une telle structure d'algèbre de Lie 

est dite structure bicroisée. Nous revenons enfin au cas où Ç et 'FI sont en dualité 

et nous montrons que la structure d'algèbre de Lie de K: = Ç x Ç* induite par la 

structiire dc bigC1)rc dc Lic de Ç est un c u  püiticulier de la structure bicroisée. 

1.1 Crochet de Schouten 

Soit V une variété lisse. On note AP(V) l'espace vectoriel des multivecteurs de 

degré p ou pvecteurs sur V (champs de ptenseurs ant.isymétriques contravariants) 



avec la convention AO(V) = QO(v) où QO(V) est l'espace vectoriel des fonctions 

lisses sur V . Cet espace vectoriel sera noté parfois Cw(V) . 
Soit A(V) l'algèbre graduée @,>oAP(V). On convient que AP(V) = {O} si p 

est un entier négatif. 

Le crochet de Schouten dans A(V) est l'unique application R-bilinéaire 

de degré -1 qui est caractérisée par les propriétés suivantes : 

(i) pour tout X E A1(V), pour tout u E A(V) , [X, u] est la dérivée de Lie de 

u par rapport au champ X, 

(ii) si u E AP(V), v E Aq(V), on a 

(iii) si u E AP(V), application linéaire v - [u, v] est une dérivation de degré 

p - 1 de l'algèbre graduée A(V). 

(A(V), [ , 1) est une algèbre de Lie graduée et l'identité de Jacobi s'écrit : 

où XI E AP'(V), X2 E AP2(V), X3 E APS(V) et où $ est la somme sur les 
permutations circulaires des indices 1,2,3. 

Le crochet de Schouten est donc une bidérivation de l'algèbre graduée des 

multivecteurs sur V qui étend le crochet de Lie des champs de vecteurs. 

1.2 Variétés de Poisson 

Uiie varie'td de Poissoii est par définition une vaiiCté lisse d l  iiiuiiie ci 'ui~ 

crochet de Poisson noté { , I M ,  c'est-à-dire d'une structure d'algèbre de Lie sur 

l'espace vectoriel Cw(M) des fonctions lisses sur M, satisfaisant la règle de Leibniz, 



1.3 Bivecteurs de Poisson 

Soit (M, { , )M) une variété de Poisson. Le bivecteur de Poisson de M est 

par définition le --tenseur antisymétrique contravariant A tel que, 

où df désigne la différentielle de f E Cm(ilf). 

Soit s un point de A I .  Notons # le morphisme de fibrés vectoriels de T*M 

dans TAI défini par A, c'est-à-dire vérifiant, 

E hi. va, E T,+AI, Vp, E T;hf 

(a23 #,Pz) = -(Pz, # z a z )  = Az(az, P z )  

La  diineiwioii du sous-espace vectoriel #,(T2hf) est appelée le rang de la 

structure de Poisson au point x. 

Exemple. Soit (M, u)  une variété symplectique. Pour toutes fonctions lisses 

fl et f2 sur A l ,  on définit 

{ f ~ , f z . ) n ~  = 1yf2. f i  

oii -Yf = #df est le champ hamiltonien de Iiamiltonien f .  Alors (hf, { , ln,) est 

une variété de Poisson de rang constant maxinium. 

1.4 Produi t s  de  variétés de Poissoii 

Soient (Al, { , ) A * )  et (N, { , 1.v) deux variétés de Poisson. Soit f une fonction 

lisse siir la variété produit hi x il'. Pour ( x ,  y )  E A4 x N, on note f (resp. f Y) 
l'élément de Cw(N) (resp. Cm(A4)) défini par 

Le crochet { , }.if N défini sur la variété produit i1f x N par 

où fl et j2  soiit deux cl6iiierits de C3-(LU x iY) ('st uri crocliet de Poissoii. 

011 dit que (M x ,\', { , } h l x N )  est le produit des deux variétés de Poisson 

( M y {  }hf) et ( N , {  I N ) .  



1.5 Morphismes de  Poisson 

Un morphisme de Poisson d'une variété de Poisson (M, { , I M )  dans une 

variété de Poisson (N, { , ) N) est une application lisse q5 de A4 dans N telle que, 

Vfi, fz  E Cm(N), { f i , f i ) ~  0 4 = {fi 0 4, f2  0 d ) ~  . 

2. Groupes de Lie-Poisson 

2.1 Définitions e t  propriétés 

Soit G un groupe de Lie, d'algèbre de Lie Ç. 

Notations : Les éléments de G seront notés g, h,. . . etc et les éléments de Ç, 

x, y,.  . . etc. 

Soit g E G. On note Ag et p, la translation à gauche et la translation à droite 

par g. La différentielle en l'identité de l'automorphisme intérieur Ag o pg-i est 

notée Adg. 

Pour toute fonction lisse f sur G, dg f est la différentielle en g de f .  

Soient 4 une application lisse d'une variété M dans une variété N et x un 

point de M. On note T,$ l'application linéaire tangente à 4 au point x. 

Définition 2.1 Un groupe de Lie-Poisson est un groupe de Lie G muni d'une 

structure de Poisson { , )G telle que la multiplication, ?F : (g, h) E G x G t-+ 

~ ( g ,  h) = gh E G soit un morphisme d e  Poisson de (G x G,{ , ) G ~ G )  dans 

(G, { ,  IG). 

Par définition, A est un morphisme de Poisson si et seulement si pour toutes 

fi, f 2  E CW(G), 

{fi, f 2 ) ~  O A = {fi O n, f2 O T)GXG, 

ou de manière équivalente, si pour tous g, h E G, 



Soit A le bivecteur de Poisson de G.  La formule (2.1) est alors équivalente à 

Agh(dghflydghf2) = Ah(dh(f1 O Ag),dh(f2 O Ag)) -k Ag(dg(fl 0 ph),dg(f2 0 ph)) . 

= (Tg~h '8 Tg~h)(Ag)(dghfl,dghf2) . 
Ainsi, la formule (2.1) est équivalente à 

La propriété (2.1) ou (2.2) est dite propriété de Drinfeld du bivecteur A. 

011 observe ainsi que ie bivecteur A, s'il est non identiquement nul, n'est ni 

invariant à gauche, ni invariant à droite. De plus, si e est l'élément neutre de G ,  

en posant g = h = e dans (2.2) on obtient 

Ainsi, toute structure de Lie-Poisson sur un groupe de Lie G est de rang zéro 

en e. Une telle structure ne peut jamais être une structure symplectique. 

Exemple 2.1 Soit A une algèbre de Lie. Le groupe additif A* muni de la 

struct,ure de Lie-Poisson est un groupe de Lie-Poisson abélien. 

Définition 2.2 (Morphismes de groupes de Lie-Poisson). Soient (Gl, { , ) c l )  

et ( G z ,  { , )G,) deuz groupes de Lie-Poisson et 4 une application lisse de Gl dans 

G z  On  dara que 4 est u n  morphisme (resp. antimorphisme) de gmupes de Lie- 

Poisson de (G1, { , ) c l )  dans (G2, { , IG,) si q5 est u n  homomorphasme du groupe 

Gi d o n s  Ir grn?ryr C I L  r t  r s t  u n  morph,isme (rrsp antimorphisme) dr Poisson 

de (Gl, { )G,) dans (G2, { , ) G Z )  . 

Proposition 2.1 Soit (G, { , IG)  un  groupe de Lie-Poisson. O n  note A le 

bz.ueçteur de Poasson de G et G' le groupe opposé de G. L'application 4 qui, 

a g E G ,  associe g-l E G' est u n  isomorphisme de groupes de Lie-Poisson de 

( G ,  { , ) ~ j  sur (G', { , IGt) où le crochet de Poisson { , )cl est le crochet défini 

par le bivecteur -A. 



i Pour tous g ,  h  E G,  on a (gh)-l = h-lg-l et (b est un isomorphisme de 

groupes de G sur G'. Montrons maintenant que 4 est un morphisme de Poisson de 

(G ,  { , )G) dans (G', { , )G,). Soient f i ,  f2  deux fonctions lisses sur G' et g E G. 

On a : 

{ f i ,  f 2 ) ~ ' ( d ( g ) )  = { f i ,  f2)Gt(g-l) = -hg-l(dg-lfli d g - 1 f 2 )  

Or, A étant un bivecteur de Lie-Poisson, on a 

d'après les relations (2.2) et (2.3). Ainsi, 

{ f i ,  f ~ ) ~ ' ( g - l )  = -Ag- '(dg- ' f i ,  dg- l f z )  

= Ag(dg-i f l  O Tg(Ag-1 O p g - I ) ,  dg-i fi O Tg(Ag-1 O pg-1) )  . 

Mais 

Tg4 = -TeAg-i O Tgpg-i = -Tg(Xg-1 O pg-1)  . 
Ainsi, 

et 4 est un morphisme de Poisson de (G,  { , )G) dans (G', , )G'). 

Proposition 2.2 Soient (G, { , )G) et ( H ,  { , I H )  deux groupes de Lie- 

Poisson. Alors (G  x H, { , I G x H )  est un groupe de Lie-Poisson. 

i ru'otons n la nlultiplication du groupe produit G x H. On a 

r : ((si h l ) ,  ( g 2 ,  hz))  E (G x H )  x (G x H )  ~ ~ ( ( g i ,  h i ) ,  ( g 2 ,  hz)) = 

(9192, hih2) E G x H . 
Soient Fi ct F2 deux fonctions lisses sur G x H.  Montrons que : 

On utilise essentiellement le fait que G et H sont des groupes de Lie-Poisson; on 

a d'une part : 

{ F I ,  F 2 ) ~ X ~ ( g l g 2 ,  hlh2) ={Fl(glg2,') 0 Ah,,F2(gig2,') O A h l } ~ ( h 2 )  

+ (F i (g~gz , - )  o ~ k ~ ~ F z ( g 1 g 2 , - ) 0  ~ h ~ ) ~ ( h i )  

+ {Fi(., hih2) oAg,,Fz(., hlh2) 0 A g l ) ~ ( g z )  

+ { ~ l ( ~ ~ h l h 2 ) 0 ~ g z ~ ~ 2 ( ' ~ h i h 2 ) 0 ~ g ~ ) ~ ( ~ i ) ~  



D'autre part : 

iF1 F2 0 ~ ) ( ~ ~ ~ ) ~ ( ~ ~ ~ ) ( ( ~ ~ t h 1 ) , ( 9 2 , h 2 ) )  

= x A h t ) ( g z , ' ) , F z  O(&,  x A h l ) ( g z ,  ' ) ) H ( ~ z )  

+ { F l  (Ag1 x Ahl) ( ' t  h2)yF2 O ( A g l  X A h 1 ) ( ' > h 2 ) ) G ( g 2 )  

+ { F i  (P,, x p h 2 ) ( g l ,  -1, F z  O ( p g 2  x p h Z ) ( g l ,  . ) ) H ( ~ I )  

+ iF1 ( P ~ Z  x P ~ z ) ( ' ,  h i ) ,  F2 0 (pg ,  x p h z ) ( ' ,  h i ) } ~ ( g i )  . 
Mais pour tout élément F de Cm(G x H )  on a 

F ( g l g 2 ,  ') Ah1 = F 0 ( A g l  X Ahl) (g2 ,  -) 

F ( g l g z , . )  O Phz = F 0 ( p g z  X p h z ) ( g i , ' ) ,  

F ( . ,  h i h 2 )  0 Agi = F O ( A g ,  x Ahl )(.. h 2 )  

F(. ,  h l h 2 )  Pg2 = F 0 ( p g z  x p h z ) ( - ,  h i )  . 

En conclusion 

et  G x H est un groupe de Lie-Poisson . 

2.2 Cocycle de  groupe et  cocycle d'algèbre d'un groupe de  Lie-Poisson 

Soit ( G ,  { , IG) un groupe de Lie-Poisson. On identifie l'algèbre de Lie Ç de 

G à T,G. Considérons l'application lisse 1 sur G à valeurs dans Ç @ Ç définie par 

hlontrons que A satisfait la condition (2.2)  si et seulement si 1 est un 1-cocycle du 

groupe G à valeurs dans Ç @ Ç pour l'action adjointe Ad de G. 

En effet, pour tous g et h E G on a 

Les translations à gauche comrnutent avec les translations à droite. Aussi, pour 

tous y , h  E G, 

Pgh = Ph O Pg 



Ainsi l'égalité (2.2) est équivalente à 

et (2.4) est la condition pour que 1 soit un 1-cocycle de G à valeurs dans Ç @ Ç 

pour l'action adjointe de G. Il est clair que l ( e )  = 0. 

Soit E = Tel .  Puisque 1  est un 1-cocycle de G à valeurs dans Ç 8 Ç pour 

l'action adjointe A d  de G, E est un 1-cocycle de l'algèbre de Lie Ç à valeurs dans 

Ç 8 Ç pour l'action adjointe ad de Ç. Explicitons cette propriété de E. On obtient 

pour %,Y E ç ' 

(2.5) ~ ( [ x ,  y ] )  = (ad, 8 1 + 1 8 ad,)(s(y))  - (ad ,  8 1 + 1 8 a d , ) ( ~ ( x ) )  . 

La propriété de cocycle de E est la version infinitésimale de la propriété de 

Drinfeld du bivecteur A . 

2.3 Structure d'algèbre de Lie de Ç* 

Soit Ç* le dual de l'espace vectoriel Ç . On note par des lettres grecques 

e, 9 , .  . . etc. les éléments de Ç*. Etant donnés deux éléments ti, e2 de Ç*, il existe 

des fonctions lisses fi et fi sur G telles que 

Montrons que d e ( { f l ,  f i l G )  ne dépend que de tl et 62 . En effet, pour x E Ç : 

( d e ( { f l >  f2)G)rx)  
d  

= z ( { f ~ 7  f ~ } ~ ) ( e x p t x ) ) l t = o  

d  - - - dtAexp tz(dexp t z f i r  dexp tz f2)Jt=0 

- d  
- ~ ( T e ~ e x p t z  €3 T e ~ e x p  t z ) ( l ( e x ~ t x ) ) ( d e x p  t z f i  B dexPtzf2)lt=. 

d  
= d t  - l ( e x ~ t x )  ( ( ~ e p e x p  tz)t(dexp t z f  1) B (Tepexp tz)t(dexp t z f 2 ) )  ( t = ~  



où u I+ ut désigne la transposition des applications linéaires. En utilisant la 

relation l ( e )  = O ,  on obtient 

( d e { f i , f i ) ~ > x )  = Te l ( z ) (de f i  @ d e f ~ )  

= 4 x ) ( t 1  €3 62) = (et(<l 8 t 2 ) , 2 )  , 
soit 

Posons donc 

La relation précédente montre que le crochet [ , IG* est un crochet d'algèbre de Lie 

sur G* puisque { , est un crochet de Poisson. 

Introduisons la 

Définition 2.3 Soient G u n  groupe de Lie et A u n  bivecteur de G tel que 

A ,  = O . On appelle Iinéarisé de A en  e l'application linéaire de Ç dans A ~ Ç  notée 

AL et définie par 

~ ~ ( x )  = ( L x A ) ( e ) ,  z E Ç , 

où Lx est la dérivation de Lie par un  champ de vecteurs X sur G tel que X ( e )  = x . 

11"(.c) est bien indépendant du choix de X tel que X ( e )  = x . 

Soit (G, A )  un groupe de Lie-Poisson et x E Ç . Avec les notations précédentes, 

on a 

d - - - dt ( T è x p t z ~ e x p - t z h e x p t z ) l  t=o 

= ( .CzxA)(e)  

où x X  est le champ invariant à gauche engendré par x .  On voit ainsi que A L  = E 

et que la structure de Lie-Poisson sur Ç (Ç*)* associée à la structure d'algèbre 

de Lie (2.7) sur Ç* déhie  par n'est autre que la structure de Poisson linéarisée 

A L  de la structure de Poisson A sur G au point e où A s'annule. Cette idée est 

duc à Daxord ct Sondaz qui l'ont exposée dans [3]. 



2.5 Relations entre les crochets de Lie sur Ç et sur Ç* 

Soit G un groupe de Lie. On note /3 : Ç* + Ç* 8 Ç* la transposée de 

l'application linéaire de Ç 8 Ç dans Ç définissant le crochet de Lie [ , ] de Ç et on 

note x H ad, et x H ad: les représentations adjointe de Ç dans Ç et coadjointe 

de Ç dans Ç*. 

Si G est un groupe de Lie-Poisson, on désigne comme ci-dessus par E l'appli- 

cation linéaire Tel définie sur Ç à valeurs dans Ç @ Ç dont la transposée 

y : Ç* @J Ç* + Ç* définit le crochet de Lie [ , ]o. de Ç*. On a donc par définition 

On note ( -t adé et E + ad; les représentations adjointe de Ç* dans Ç* et coad- 

jointe de Ç* dans (Ç*)* z Ç. La relation (2.5) exprimant la propriété de cocycle 

de E peut s'exprimer des cinq manières équivalentes suivantes : 

(i) E est un l-cocycle de Ç à valeurs dans Ç 8 Ç pour l'action adjointe 

x H ad, 8 1 +  1 @ a d ,  de Ç, 

(ii) les crochets [ , ] et [ , ]o. vérifient la condition de Drinfeld (dite encore 

condition de compatibilité ou condition de distributivité [5] 171) 

(iii) les représentations coadjointes x H ad: et 6 H ad; vérifient la condition, 

(iv) les crochets [ , ] et [ , ]o. vérifient la relation 

(v) /3 est un i-cocycle de Çv à valeurs dans Ç* 8 Ç* pour l'action adjointe 

I H a d c @ l +  l @ a d e  de Ç*. 



i En effet notons 6 (resp. 6*) la codifférentielle sur les cochaînes de 4 (resp. 

G*) pour l'action adjointe x - adz (resp. [ H ade). On a par défuiition 

(6&)(x7 Y) = (ad, €3 1 + 1 €3 adZ)(e(y)) - (ad, €3 1 + 1 €3 ad,)(s(x)) - E[X, y] 

d'où, 

On voit donc que (i) SE = O est équivalente à (ii). 

D'autre part, 

et (ii) est équivalente à (iii). 

Aussi, 

d'où 

Do.L~ (-.) F* 5 = O cst 6qiiivalente à (iv). 

On remarque que dans (iii), les rôles de [ , ] et [ , ] p  sont symétriques. Vue 

l'bquivalence de (iii) et de (ii) ou (i), on en déduit l'équivalence de (iii) et de (iv) 

011 (Y).  w 



Remarquons que cette condition peut encore s'écrire de manières équivalentes 

(2.11) ad;[x, y] - [adrx, y] - [x, adzy] + adad:Fy - adad;Fx = O 

Identifions Ç @ Ç à Hom(Ç*, Ç).Toute application linéaire E de Ç dans Ç @ Ç 

s'identifie alors à une application linéaire Ê de Ç dans Hom(ÇL, Ç) définie par 

Si E est un 1-cocycle de Ç dans ÇéDÇ pour l'action adjointe, alors Z est un 1-cocycle 

de Ç dans Hom(Ç*, Ç) où la structure de Ç-module de Hom(Ç*, Ç) est donnée par, 

Etant données les définitions de [E, qlp= et de ad:, on voit que 

En effet, 

De la même manière, identifions Ç* @ Ç* à Hom(Ç,Ça). Le 1-cocycle P 
s'identifie à un 1-cocycle ,8 de Ç* à valeurs dans Hom(Ç,Ç*) où la structure de 

Ç*-module de Hom(Ç, Ç*) est donnée par 

Ç* x Hom(Ç, Ç*) -, Hom(G, Ç*) 

(Et+) ~ a d ( o + - $ o a d ; .  

Avec ces identifications on a 

(6Ê)(x, y) = ad, O .?(y) - .?(y) O ad: - ady O s"(x) +- E(x)  O u d i  -- ;[.c, 



2.6 Cocycles jacobiens 

Définition 2.4 Soient Ç une algèbre de Lie et E une application linéaire de Ç 

dans Ç @J Ç. E est dit jacobien s i  E est antasymétrique (c'est-4-dire à valeurs dans 

A ~ Ç )  et son transposé y = E' : Ç* @I Ç* -t Ç* vérifie l'identité de Jacobi : 

o ù  $ est la somme sur les permutations circulaires des indices 1,218. 

2.7. Remarque 

Soit AL le linéarisé de A en e . On a vu dans la  remarque 2.4 que AL = E . 
Or ilL est un bivecteur de Poisson si et seulement si défmit un crochet de Lie. 

Donc E est jacobien si et seulement si AL est un bivecteur de Poisson sur Ç . 

3. Bigkbres de Lie 

3.1 Définitions et propriétés 

L'étude de l'algèbre de Lie d'un groupe de Lie-Poisson conduit à : 

Définition 3.1 Une structure de bigèbre de Lie sur u n  espace vectoriel Ç est 

la donnée d'une structure d'algèbre de Lie [ , ] sur 6 et d'un 1-cocycle jacobien E 

de Ç à valeurs dans Ç @ Ç pour l'action adjointe. 

Notation : La bigèbre de Lie est notée (Ç, [ , 1, E) .  

Soit (Ç, [ , 1, E )  une bigèbre de Lie. Les équivalences précédentes montrent que 

lcs crocheti d üIgCbres de Lie [ , ] sur Ç et [ , vérifieiit la propriété de Drinfeld 

(2.8). Inversement on a : 

Proposition 3.1 Soient [ , ] et [ ; de162 crochet.? d'algèbre de Lie SUT Ç 

et Ç* vérifiant la propriété de Drinfeld (2.8). Soi t  e la transposée de l'application 

linéaire de Ç* @ ç* dans ç* définissant le crochet de Lie [ , ]p. Alors (ç, [ , 1, E )  

est une bigèbre de Lie. 



3.2 Remarque 

Il résulte de ce qui précède que la définition 3.1 des bigèbres de Lie coïncide 

avec celle donnée dans [4] [21] utilisant la notion de cogèbre de Lie. 

3.3 Bigèbre de Lie duale 

Soit p : Ç* -t Ç* @ Ç* la transposée de l'application linéaire de Ç @ Ç dans 

Ç définissant le crochet de Lie [ , ] de Ç. Il résulte des équivalences démontrées 

ci-dessus que 

Proposition 3.2 (Ç,[ , ] ,&) est une  bigèbre de Lie si et seulement si 

(ç*, [ , Iç., p) est une bigèbre de Lie. 

Définition 3.2 O n  dit que (Ç*, [ , ]p, ,f?) est la bigèbre de Lie duale de la 

bigèbre de Lie  (Ç, [ , 1 , ~ ) .  

3.4 Morphismes de bigèbres de Lie 

Définition 3.3 Soient ( ç l ,  [ , ] l ,&l)  e t  ( 9 2 ,  [ , 1 2 , ~ ~ )  deux bigèbres de Lie et 

u une application linéaire de Çl dans 92. O n  dit que u est u n  morphisme (resp. 

ant imorphisme) de bigèbres de Lie de (81, [ , ] i ,&i )  dans (ç2, [ , 1 2 , ~ ~ )  si u est u n  

morphisme d'algèbres de Lie de (81, ( , 11) dans (ç2, [ , 12)  e t  u t  est un morphisme 

(resp. ant imorphisme) d'algèbres de Lie de (ç;, [ , Ip;) dans (ç;, [ , ]ç; ). 

Proposition 3.3 Soit $ u n  morphisme (resp. antimorphisme) de groupes 

de Lie-Poisson de (Gl ,{  , )cl) dans (Gz, { , ) G , ) .  O n  note (&,[  , ] 1 , ~ 1 )  et 

(ç2, [ , 12, c2) les bigèbres de Lie associées aux groupes de Lie-Poisson (Gl,  { , )c l )  

et  (Gz, { , IG2). Soient el ,e2 les éléments unités de Gl et  Gz. Alors l'application 

linéaire tangente en el à $ est u n  morphisme (resp. antimorphzsme) de bigèbres 

de Lie de (ÇI, [ , 1 1 , ~ l )  dans (Ç2, [ , 12,&2). 

i En effet soit u = Tel$.  On sait que u est un morphisme d'algèbres de Lie 

de (QI,  [ , I l )  dans ( 9 2 ,  [ , 12). Montrons que u t  est un morphisme (resp. antimor- 

phisme) d'algèbres de Lie de (Ç;, [ , Is; ) dans (Gr, [ , Iç; ). Soient I ,  [' E Ç; et f ,  f '  
deux fonctions lisses sur Gz telles que [ = de, f,[' = de, f'. Soit x E Ç1. On a : 



où a = 1 (resp. -1) si '. F- in :norphisnie (resp. antirnorphis~rie) de var ié tb  de 

Poisson. Or 

De ~iit;li:e, cl' ((') = de, (fi O S) .  On en déduit alors que 

Remarque. Soient (ç i ,  [ , I l ,  ci) et (Q2, [ , 12, E ~ )  deux bigèbres de Lie et u une 

application linéaire de Çl dans ç2. ut est un morphisme (resp. antimorphisme) 

d'algèbres de Lie de ((3, [ , Iç;) dans (Gr. [ , Ic;) si et sefilement si tt est lin 

morphisme de Poisson (resp. antimorphisme de Poisson) de la variété de Lie- 

Poisson (Çi, { , )Ç,) défmie par EI  dans la variété de Lie-Poisson (Ç2, { , )çz) 

définie par 62 . 

Donc pour que u soit un morphisme (resp. antimorphisme) de bigèbres de 

Lie de (Çi, [ , I l ,  E ~ )  dans (&, [ , 12, c2) il faut et il suffit que u soit un morphisme 

d'algèbres de Lie et un morphisme (resp. antimor~hisme) de Poisson de Ç1 dans 

ç2 . 

Avec cette remarque et la remarque 2.4, la démonstration de la proposition 

3.3 est immédiate. 

3.5 Structure d'algèbre de Lie de Ç x Ç* 

Proposition 3.4 Soit (Ç,[, ],E) une bigèbre de Lie. Notons K l'espace vec- 

toriel Ç x Ç*. Le crochet sur K défini par 

est u n  crochet d'algèbre de Lie. Réciproquement soient [ , ] et [ , ]Ç. deuz crochets 

d 'u lyèb~eu  de Lle sur 1c.y espaces vectoriels Ç et Ç* respectivement, tels que le 

crochet [ , ln défini sur l'espace vectoriel = X ç* par (3.1) soit u n  crochet 

d'algèbre de Lie. Si E est la transposée de l'application linéaire définissant le 

crochet de Lie [ , ]p de ç* alors, (ç, [ , 1, E) est une bzgèbre de Lie. 



i Le crochet [ , lx: est bilinéaire et antisymétrique quelle que soit la structure 

d'algèbre de Lie de Ç*. Le crochet [ , ]K induit les crochets de Ç et Ç* c'est-à-dire 

que pour 6 = q = O, on a [(x,O),(y,O)lK = ([x, y],O) et pour x = y = O, on a 

[(O, J), (O, q)lK = (0, [t, q ]p  ). Ainsi, à cause de la bilinéarité du crochet [ , ln et 

de l'identité de Jacobi pour les crochets [ , IG et [ , Io., l'identité de Jacobi pour 

le crochet [ , lx: est équivalente à la nullité des deux expressions suivantes : 

D'une part 

[(O, E), [(x, O), (Y, O ) ] K ] ~  + [(x, O), [(Y, O), (O, [)]AI] + [(Y, O), [(O, El7 (x, o ) ] K ] ~  

= (ad;[x, Y] - [x, a d ; ~ l  - [ a d ; x , ~ l  + adad:C~ - adad;<", 

- + ad*, O ad*,J - ad*, O ad:[) 

= (ad;b, YI - [x,ad;yl- [ad;x, YI +  ad&^ - adDd;p, 0) 

puisque ad* : Ç End(Ç*) est un morphisme de l'algèbre de Lie Ç dans l'algèbre 

de Lie End(Çb). 

D'autrc part, 

[(x, 01, [(O, 0, (0, ~?)IK] = (-adit,ql~, ad2IEy 71) 

[(O, t ) ,  [(O, v), (x, o)]K] K = [(O, 0,    ad;^, -ad:1?)lK 

= (ad; O ad*,x, -[J, ad:?l] - ad;,;,[) 

[(O, 01, [(x, 01, (0, E)In], = [(O, v), (-a+, adZE)lx 

= (-ad*, 0 adzx, [q, ad:[] +  ad:,;,^) 



parce que ad* : Ç* -+ End(Ç) est aussi un morphisme d'algèbres de Lie. 

On voit ainsi q ~ ' i i  y a équivalence entre l'identité de Jacobi pour le crochet 

[ , ln et la propriété de Drinfeld (2.11) ou (2.12). 

3.6 Invariance du produit scalaire 

Soit ((,)) le produit scalaire naturel sur l'espace vectoriel K = Ç x Ç* : 

LIuiltioils que ce produit scalaire est irivariant par le crochet de Lie i , jK 
c'est-à-dire que pour tout (x, [) E X, 

où <iP : K: = Ç x G* 4 K* = Ç* x Ç est 1~isomorphisme induit par ((, )) : 

Soient (xi, ~5). (22. (2)  E K. On a d'une part : 

@)(XI 7 61)' (~2712)) = -(@(XI, El), [(x, I ) ,  (xz,&)]n) 

= -([[, E ~ ] G *  + ad:& - ad:,(, X I )  - (11, [x, xz] + ad;x2 - ad;,x) . 
D'autre part, 

ce qui montre que le produit scalaire ((,)) est invariant par le crochet de Lie [ , ln. 

Les deux sous-algèbres de Lie Ç et Ç* sont isotropes et l'on a ÇL = Ç et 

Ç*L = ç*. 



Proposition 3.5 Soient (9, [ , 1) et Ç*, [ , IG*) deuz algèbres de Lie dont les 

crocheb [ , ] et [ , ]Gr vérifient la condition de Drinfeld (2 .9) .  Le crochet [ , In est 

l'unique crochet d'algèbre de Lie sur Ç x Ç* induisant les structures d'algèbres de 

Lie de Ç et O* et laissant invariant le produit scalaire ((,)) . 

i En effet la condition d'invariance du produit scalaire s'écrit : 

(([(xi, Ei), (22, Iz)], ("3, J3))) + ((("2, Ez), [(xi, El), (23, [3)])) = 0 

pcxmns [(x, 01, (0,17)1 = (--B(v, XI, 4 x 7  17)) . 

a) Prenons el = E2 = 0, 23  = O. La condition d'invariance s'écrit : 

soit (E3, [XI ,  221) + (A(xI, t3), 2 2 )  = O, 

ou encore A(zi,G) = ad:,& . 

b) Prenons xi = x2 = 0, E3 = O. La condition s'écrit : 

(((O, [(I 7 &Io*), ($3, O))) + ((('7 12)> (B('!~> ~ 3 ) i  -A(x37 El)))) = 

soit 

OU encore B(E1,x3) = ad;1 x3 . 

Pour que ((,)) soit invariant, il est donc nécessaire que, 

Par bilinéarité, 



On en déduit la formule donnant le crochet [ , ln, 

3.7 'Ikiplets de Manin [5] 

Définition 3.4 Soi t  P une algèbre de Lie et ((,)) un produit scalaire invariant  

s u r  P. O n  considère pi e t  Pz , deuz sous-algèbres de Lie isotropes de P telles 

que P soit  ta somme directe des deux sous-espaces vectoriels Pl et  Pz. On di t  que 

( P, Pl, F2) est un triplet de Manin. 

Si (Ç: [ , 1, E )  est une bigèbre de Lie, (Ç x O*, Ç, Ç*) est un triplet de Manin. 

Inversement soit ( P ,  Pl, Pz) un triplet de Manin. L'application (0,E2) E P2 w 

t 2  E P; où, pour x1 E Pl, (&, X I )  = (((O, 62)' (xl, 0))) , est un isomorphisme 

de P z  sur P;. Puisque P est la somme directe des deux sous-espaces vectoriels 

isotropes Pl et Pz le produit scalaire {{,)) s'écrit : 

Pl et Pz étant deux sous-algèbres de Lie de P,  et le produit scalaire ((,)) étant 

invariant, Pi est donc munie d'une structure de bigèbre de Lie d'après les propo- 

sitions 3.4 et 3.5 (et P2 est isomorphe à la bigèbre de Lie duale de Pi). 

Dans le paragraphe suivant, nous allons considérer plus généralement le cas 

d'une structure d'algèbre de Lie sur le produit de deux algèbres de Lie Ç et 'H pas 

nécessaire~nent en dualité. 

4. Structure bicroisée d'algèbre de Lie 

4.1 Algèbres de Lie bicroisées 

Soient Ç et H deux algèbres de Lie dont les crochets sont notés [ , Ic et [ , IR 
OU c:,7m '.,.l>lenierit [ . ] clii;iild il n'y a pas de corifusioii possible. A quelles corlditions 

peut-on munir l'espace vectoriel K = Ç x H d'une structure d'algèbre de Lie telle 

que Ç et H soient des sous-algèbres de Lie de K? Supposons qu'un crochet de Lie 

1 ],<- cntisfasse à ces ronditions. Il existe alors des applications bilinéaires 



telles que 

[x, EIK = (-B(<, x), A(%, 11) . 

(On a identifié x et (x,O), t et (O,<)). L'identité de Jacobi pour [ , ln est 

équivalente aux deux conditions : 

qui sont équivalentes aux quatres conditions 

La première exprime que l'application A considérée comme une application liné- 

aire de Ç dans End('H) est une représentation de l'algèbre de Lie Ç dans l'espace 

vectoriel 3-1; la 3ème de même exprime que B est une représentation de l'algèbre 

de Lie H dans l'espace vectoriel Ç. La 2ème exprime que B, considérée comme 

une application linéaire de Ç dans Hom(H, Ç) , est un 1-cocycle où la structure de 

Ç-module de Hom(H, Ç) est donnée par : 

La 4eme condition exprime de même que A , considérée comme une application 

linéaire de 31 dans Hom(Ç, 'H) , est un 1-cocycle où la structure de %-module de 

Hom(Ç, 'H) est donnée par : 

Iiiversemeiit : 

Théorème 4.1 Soient Ç et % deuz algèbres de Lie, A : Ç x H -t 'FI et 

B : 31 x Ç + Ç des applications bilinéaires défini.ssant des  représentation.^ d e  

Ç dans 31 et de H dans Ç respectivement. Soit [ , ]K le crochet bilinéaire anta- 

symétrique sur l'espace vectoriel K = Ç x 'H défini par 



Alors 

et l'identité de Jacoba' pour [ , I K  est vérifiée si e t  seulement s i  les applications A et 

B sont des 1-cocycles respectivement de 3.1 dans Hom(Ç, 7i) pour la représentation 

B et  de Ç dans Hom(R, Q) pour la représentation A. 

i D'après les définitions, on a : 

(&A)([, 71) = adt 0 A, - A, 0 Bt - ad, 0 Ac + Ac 0 Bq - A([t, '11) 

(&B)(x, y) = ad,  O By - By O Az - ad, 0 Bz + Bz 0 A, - B([x, Y ] )  . 
L e  calcul montre que 

[x, [T, ~ I K ]  f ['I, [t, X ~ K ]  + [t, ['7 Y ~ K ]  = (O> -(6A)(t, 'I)(x)) 

[t, [ x , Y ] K ] ~  f [x, [ Y , ~ ] K ] ~  + [Y, [ t>xl~]K = ((6B)(x,~)(t)70) ' 

D'où le théorème. 

Définition 4.1 Soient Ç et 'FI deux algèbres de Lie , A : Ç x 'Fi -+ Fi, 

B : 'FI x D + D des applicutions bblinéaires vérifiar~t les conditions (l), (2), (3), 

(4). La structure d7algèbre de Lie sur Ç x 3.1 définie par le crochet [ , (4.1) est 

dite structure d'algèbre de Lie bicroisée définie par A et  B ( e n  anglais Ywdled 

extension structure"). 

Remarquons que si B = O, la condition (4) sur A se réduit à : 

A(x, [ E ,  'Il) = [A(x, 0 ,  111 + IL 4 x 7  rl)l 7 

i.e., A, est une dérivation de 'FI pour tout x E Ç. 

De même si A = 0, B vérifie (2) si et seulement Bc est une dérivation de 

l'algèbre de Lie Ç pour tout [ E 3.1. Donc les structures d'algèbres de Lie bicroisées 

définies par une représentation A ou B (l'autre étant nulle) sont les produits semi- 

directs de par 'H ou de 31 par D. 

4.2 Cas de deux algèbres de Lie en dualité 

Soient Ç et 'FI deux espaces vcctorirls dc disiicnsio~i fiiiic sur 1c corps K et 

supposons qu'il existe une application bilinéaire : 



telle que b(x,E) = O pour tout x implique que t = O et b(x,t) = O pour tout t 
implique que x = O. Alors 'H à isomorphe à Ç* et Ç est isoinorphe à W ,  par 

On identifie donc 3-1 et Ç*. 

Supposons que Ç et H soient des algèbres de Lie pour les crochets [ , I p  et 

[ , lx définis par des applications linéaires a : Ç @ Ç -+ Ç et y : 'FI @I 'H -+ 'FI. On 

note p et E les transposées respectives de ces applications. Soient -4 : r -t  ad",^ 

B : [ -+ ad; les actions coadjointes de Ç sur 3-1 et de 7f sur Ç. Alors A et B sont 

des représentations et avec les notations du paragraphe 2, on a 

A définit un l-cocycle de 3.1 à valeurs dans Hom(Ç, 3.I) pour la représentation B 

si et seulement si p est un l-cocycle de 3-1 dans 'id @ 'H pour l'action adjointe 

de 'FI et de même B définit un l-cocycle de Ç à valeurs dans Horn(%, Ç) pour la 

représentation A si et seulement si E est un l-cocycle de Ç dans Ç @Ç p o u  l'action 

adjointe de Ç. Or on a vu dans le paragraphe 2 que si l'une de ces conditions est 

vérifée, la seconde l'est aussi. Donc dans ce cas. on obtient 

Théorème 4.2 Soient et '?i deux algèbres de Lie e n  dualité. Soit  [ , I K  le 

crochet sur K: = Ç x 'H défini par : 

Alors le crochet ( , est donn.é par (3.1) et  l ' identité de Jncobi lio27. : . lx i.:? 

vérifiée sa e t  seulement sa la condition de Driilfeld (2.9) est satisfaite. 

On obtient donc la propositioxi 3.4 comme corollaire de ce théorème et l'on 

voit qiic lc crocliet [ , I K  , dGf%ii sur hr = ç x 6' par (3. l ) ,  est un croclit% tl'algi~l>rtx 

de Lie bicroisée. Ainsi, il est équivalei~t de se don~ier sur Ç une structure de 

bigèbre de Lie ou sur Ç x Ç* une structure d'algèbre de Lie bicroisée définie par 

les rcpr6sentations coadjoiiites de Ç et de (;*. 



Définition 4.2 Soient 6 et 3.1 deux algèbres de Lie e n  dualité. O n  dit qu'une 

structure d'algèbre de Lie bicroisée sur Ç x 'H est une  structure bicroisée duale si 

elle est définie par les représentations coadjointes de 4 dans 'H et de 'FI dans Ç. 

Avec cette définition, on obtient donc 

Théorème 4.3 A tout triplet de Manin ( P ,  Pi, 7'2) correspond une structure 

d'extension duale sur P = Pl x Pz et inversement s i  K = Ç x 3.1 est muni  d'une 

s t r . ~ / r f . i ~ , r ~  hicroé.qP~ duale .  (K, Ç. 3-C) e s t  u n  triplet de Manin. 





CHAPITRE II 

Bigèbres de  Lie exactes e t  équations de  Yang-Baxter 

Dans tout ce chapitre on pose g* = W. Tous les résultats peuvent se gé- 

néraliser à un espace vectoriel H en dualité avec Ç telle que 3i soit isomorphe à 

On étudie les bigèbres de Lie définies par un 1-cobord (1-cocycle exact) E de 

Ç à ralciirs dans Ç 8 Ç. Soit r E Ç @ Ç tel que E = Sr. On décompose r en sa 

partie symétrique s et sa partie antisymétrique a. On montre que e est jacobien 

si et seulement si s et le crochet de Schouten [a, a] de sa partie antisymétrique 

a sont ad-invariants. On s'intéresse au cas des bigèbres de Lie triangulaires, des 

bigèbres de Lie-Siùyanin et des bigèbres de Lie quasitriangulaires. Les bigèbres 

de Lie quasitriangulaires sont définies par l'annulation de la courbure de Schouten 

Kr de r .  Cette annulation est équivalente à l'équation de Yang-Baxter modifiée. 

Après avoir fait cette remarque, on étudie le double d'une bigèbre de Lie et on 

termine le chapitre en donnant des exemples de bigèbres de Lie. Nous déterminons 

toutes les structures de bigèbre de Lie sur une algèbre de Lie de dimension 2 et 

nous étudions des potentiels quasitriangulaires sur sI(2, C )  et sur gl(2, C )  ainsi que 

les structures d'algèbres de Lie associées sur les doubles de ces bigèbres de Lie. 

1. Cocycles jacobiens et potentiels jacobiens 

On pose Ç* = 'H. Soit r E Ç@Ç que l'on identifie à Hom(%, Ç). On cherche les 

coiiciitions sur r pour que le 1-cocycle E = 6r soit jacobien. Explicitons le crochet 

sur % défini par 6r , que nous noterons [ , I r .  Par définition, pour r E Ç @ Ç , 

6r(x) = (ad, @ 1 + 18 ad,)r, x € Ç , 

ou, lorsqu'on considère r comme l'élément noté encore r de Hom(W, Ç) défini par 

6r(x) = ad, O r - r O ad: . 

D'où 
Q 7 ) .  T )  

= (t, (ad, 0 r - f-  0 ad:)(v)) 

= -(adX, r(7)) - (ad:% rt( t))  

= (ad:(,)<, 2) + (ad:t(F)v, 2) - 
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On en déduit que : 

Définition 1.1 a) On appelle potentiel sur Ç tout élément r de l'espace vec- 

toriel Hom(Ç*, Ç) . 

b )  On dira que r E Hom(Ç*, Ç) est un potentiel jacobien si le crochet [ , I r  est 

antisymétrique et vérifie l'identité de Jacobi. 

Vue la définition 2.4 (chapitre 1), r est un potentiel jacobien si et seulement 

si Sr est un 1-cocycle jacobien. 

2. Condition pour que [ , 1' soit antisymétrique 

Soit r = a + s où a désigne la partie antisymétrique de r et s sa partie 

symétrique. On a alors : 

Proposition 2.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) [ , ]r est antisymétrique 

i i )  6s = O 

iii) 6r = 6a 

iv) ad:(Oq f ad:(,)t = O 

v ) a d , o s = s o a d ~  

v i )  s est ad-invariant. 

i En effet, [ , Ir est antisymétrique si et seulement si pour tous (. q E 'FI. on a : 

Donc (i) est équivalent à (iv). 



De plus (iv) est équivalent à (v) car ad:(t)v + ad:(,)[ = O si et seulement si 

pour tout x E ç, 

(~d:(~)v, x) + (ad:(,)t, x )  = 0, 

soit ad, O s = s O ad: . 

Les autres équivalences sont claires. 

Lorsque l'me des conditions de la proposition 2.1 est vérifiée, on a : 

3. Condition pour que [ , la vérifie l'identité de Jacobi 

Nous rappelons d'abord la définition suivante [8] : 

Définition 3.1 (Crochet et courbure de Schouten). Soient Ç et  3 deux 

algilires LL  L*L, A u7~e ~cprLsentat ion de Ç dans l'espace vectoriel .F telle que 

pour tout  x E Ç, Al soit une dérivation de l'algèbre de Lie 3. Soit r u n e  applaca- 

taon linéaire de 3 dans Ç. O n  note [r ,  r ]  et l'on appelle crochet de Schouten de r  

l'application bilinéaire antisymétr%que de 3 x 3 dans définie par 

On appelle courbure de Schouten de r l'application balanéaare antisymétrique h'r 

de 3 x T dans Ç définie par 

Remarquons que dans le cas où 3 est une algèbre de Lie abélienne, on a alors 

Kr = [T, r]. 



Si de plus 3 = Ç*, A est la représentation coadjointe et r est antisymétrique, 

à l'application bilinéaire antisymétrique [r, r] est associée la forme trilinéaire sur 

Ç* encore notée [r, r] définie par 

La forme trilinéaire [r, r] est alors antisymétrique et vérifie 

et elle se réduit au crochet de Schouten usuel de deux éléments de h2Ç (voir [9] 

IlSI). 

Notation Soit r un élément antisymétrique de Ç 8 Ç. O n  note ad,[r,r] 

l'élément (ad, @ 1 @ 1 + 1 @ a,d, 8 1 + 1 8 1 @ ad,)([r, r]) de Ç @ Ç @ Ç. 

Proposition 3.1 Le crochet [ , 1" vérifie l'identité de Jacobi si et seulement 

si ,  pour tout x élément de Ç, 

ad, [a, a] = O . 

La preuve résulte du lemme suivant 

Lemme 3.1 Pour torw El, E2, 63 éléments de 7-1 et x élément de Ç, 

i En effet, 

adz[a,al(b,G,53) = - /[a,al(ad:tl,b,5). 

Aussi, pour tous e, q éléments de 7-1 et x élément de Ç, 

D'où, 



f ( [CI, [FI, 4 = f (ad:b,a(ada(e,l~~ - a4(c,lC~)) 

- (61, [a(tzj, Ia(G),xl]) + ( t z ,  [a(tij, [a(ts)>xl]) 

- (52, [a(F3), Ia(Ci), 211) + (C3, [a(&), [a(&), XI]) 
- (€3' [Q(C~)'[~(CZ)'XI]) + (Cl' [a(C3)7 [a(Cz)>xll) . 

On utilise l'identité de Jacobi dans Ç et le deuxième membre de l'égalité s'écrit : 

Proposition 3.2 Le 1-cocycle exact E = 6r de Ç ci valeurs dans Ç @ Ç est 

jacobien s i  et seulement si la partie symétrique s de r et le crochet de Schouten 

[a, a] de sa partie antisymétrique a sont ad-invariants. 

Définition 3.2. Une bigèbre de Lie exacte est une bigèbre de Lie munie d'un 

potentiel jacobien. 

En particulier certaines Ligèhres de Lie exactes sont définies par des potentiels 

jacobiens antisymétriques. 

Définition 3.3 (Voir [7]). U n  élément antisyrn6frique r de Hom(%, Ç) t e l  

que ad,[r, r]  = O pour tout x E Ç est dit solution de l'équation de Yang-Baxter 

généralisée. Lorsque r est antisymétrique et vérifie [ r ,  r ]  = O o n  di t  que r est une  

J O I U ~ Z O T L  dd~ 1 ' C q u i ~ t i ~ ~ i  de lhrig-Baxter. classicjue. 

Il est clair que toute solution de l'équation de Yang-Baxter classique est une 

solution de l'équation de Yang-Baxter généralisée. On s'intéresse aux trois cas 

suivarits : 



1 )  r est antisymétrique et solution de l'équation de Yang-Baxter généralisée; 

les bigèbres obtenues sont dites bigèbres de Lie-Sklydn[8]. 

2) r est antisymétrique et solution de l'équation de Yang-Baxter classique; 

les bigèbres obtenues sont dites triangulaires [5][8] (car l'équation de Yang-Baxter 

classique est aussi appelée équation du triangle). 

3) Cas où r = a+s  et s est inversible. On transporte alors le crochet d'algèbre 

de Lie de Ç sur 'H par l'isomorphisme S. Plus précisément on définit sur îl un 

crochet d'algèbre de Lie [ , 1, par 

Proposition 3.3 Lorsque s est ad-invariant, ad: est une dérivation de l'al- 

gèbre de Lie (3-1, [ ,],) pour tout x € Ç, l'application bilinéaire [s, s] de 'H x 3-1 dans 

Ç vérifie 

et [s, s] est ad-invariant. 

i En &et, en utilisant l'ad-invariance de s et la propriété de dérivation de 

l'application linéaire ad,, on obtient 

ad;([& VIS) 

= -2ad: O s-' [s(E), s(v)] 

= -2s-' O ad,[s(<), s(q)] 

= -2s-' ([ad, 0 4th s(v)1+ [s(E), adz ~(rl)!) 

= -2s-l ([s 0 ad:[, s(v)I + [s(E), s 0 ad*,vI) 

= [aS,E, VIS + [E' ad*,>ll, , 
d'où ad: est une dérivation de l'algèbre de Lie (X, [ , 1,). 

Aussi 



ad, O [s, s]  = [ s ,  s] O (ad: @ 1 + 1 @ ad:) , 

soit [s, s ]  est ad-iiivariaiit. m 

Définition 3.4 Un potentiel est dit régulier si sa partie symétrique est in- 

versible et ad-invariante. 

Lemme 3.2 Soit r u n  potent%eI régulier. Le crochet [ , 1, sur H vérifie 

En effet 

Propositioii 3.4 Soit 1- un potentiel régulier. Lorsque 3-1 est muni du crochet 

[ ,],, la courbure de Schouten ICr de r vérifie 

(3.5) IC' = [a, a] - [s ,  S I .  

i En effet 



On voit donc que lorsque s est ad-invariant, Kr  est ad-invariant si et seulement 

si le crochet de Schouten [a, a] de a est ad-invariant. 

Remarquons que Kr  peut être défini à l'aide des formules (3.2) et (3.4) pour s 

ad-invariant non nécessairement inversible et que la démonstration de l'équivalence 

de l'ad-invariance de [a, a] et de K r  n'utilise pas l'inversibilité de S.  D'où 

Proposition 3.5 Le ~ o t e n t i e l  r est jacobien si  et seulement si  s et hrr sont 

ad-invariants. 

Remarquons que si r est un potentiel jacobien, r t  l'est aussi d'après la formule 

(3.5), valable pour s a.d-invariant quelconque. 

Définition 3.5 Soit r u n  potentiel régulier tel  que Kr = O .  O n  dit que r est 

u n  potentiel quasitrianguiaire et que la bigèbre de Lie (g, [ , ],6r) est une bigèbre 

de Lie quasitriangulaire [5] [8]. 

Il résulte de ce qui précède que tout potentiel quasitriangulaire est un potentiel 

jacobien. On montrera au chapitre III que ce cas correspond aux solutions de 

l'équation de Yang-Baxter modifiée.(Voir définition 1.2 du chapitre III). 

On a le tableau récapitulatif suivant : 

Y B C  signifie équation de Yang-Baxter classique. 

Y B G  signifie équation de Yang-Baxter généralisée. 

Y B M  signifie équation de Yang-Baxter modifiée. 



potentiel triangulaire potentiel jacobien antisymétrique 

[a, a]  = O E r I I  YBC 4 

YBM 

s ad-invariant 

s inversible 
s ad-invariant 
15%-' = O i 

s ad-invariant 
[a,  a] ad-invariant 

__t s ad-invariant 

potentiel quasitriangulaire potentiel jacobien 

Remarquons que lorsque r : îî -+ 6 est un potentiel triangulaire ou quasitri- 

angulaire, on a pour tous J ,  7  E Fi , 

[r(J)1 r(7)I = r(ad:([)7 - ad:(,)E + [ J ,  71.9). 

L'image de r ,  Im r , est donc alors une sous-algèbre de Lie de ( 4 ,  [ , 1). 

4. Double d'une bigèbre de Lie 

A chaque bigèbre de Lie est associée une bigèbre de Lie quasitnangulaire ap- 

pelée son double que nous alloiis maintenant défiiiir. On obtient ainsi des exemples 

de bigèbres quasitriangulaires. 

Soit (Ç, [ , 1 ,  E )  une bigèbre de Lie. On pose Ç* = 3.C et et on note K l'espace 

vectoriel Ç x 3-1. La structiire bicroisée d'algèbre de Lie de X: est donnée par 

1) Déterniilions et pour x E Ç et [ E H. Soient ( 7 ,  y )  E 3.C x Ç 

(Z Ç )  F I; x IH On a [ ( a . , o ) . ( z . Ç ) ] ~  = ([z,z] - rid;r.nd:C), d 7 0 ~  

( ( 1 1 1  Y), [(21 O), ( 2 , 0 1 ~ 1 )  

= (71 Ix, zl - ad;x) + (ad:<, y)  

= -(ad*,91, z )  + (<,ad:x - [x ,  y ] )  . 



On en déduit que 

On montre de la même manière que 

2) Considérons l'algèbre de Lie (K, [ , IK) et l'application linéaire m de 

K* = îi x Ç dans K définie par 

Notons A la partie antisymétrique de rn et S sa partie symétrique. On a alors 

S est inversible et 2s-' est l'isomorphisme induit par le produit scalaire na- 

turel «, » sur 6 x îi défini par la dualité. Donc, d'après la proposition 3.5 

du chapitre 1, S est ad-invariant pour le crochet [ , ]K . 

Propositioii 4.1 (K, [ , I K ,  Srn) est une bigèbre de  Lie quasitriangulaire. 

i Montrons en effet que la courbure de Schouten Km de m est identiquement 

nulle. On a 

1crrb((t, XI, (11, Y)) 

= rn(adm(E,z)(v, Y) - ad*,(,,,)(t, 2)) - [ln([, x), 4% Y)IK 

+ rn(I(l' XI' (17, y)ls). 

Or d'après (3.4), 

[((, x). (1). 71)ls = ad*,, , , ( F .  n.\ - nrlc,, \117 1 1 )  

d'où, en utilisant l'ad-invariance de S, 

D'une part, 

n t ( ~ ,  Y)]K = [(x,O), (Y, O)]K = ([x, Y], 0). 



D'autre part, 

d'où 

m(a~mc(<,z)(V, Y)) = (adZy,Q) 

d'où 

~n(adL(,,,>(~,x)) = ([y,xI - ad:y,O) . 

On obtient donc Km = 0. 

Définition 4.1 O n  dit que la bigèbre  d e  Lie quasitriangulaire (X, [ , ],,brn) 

est le double de la bigèbre  de Lie (9, [ , 1 , ~ ) .  

On a donc montré qu'à toute structure de bigèbre de Lie sur Ç est associée 

canoniquement une structure de bigèbre de Lie quasitriangulaire sur Ç x 'H. 

Explicitons la structure d'algèbre de Lie de K*. On sait qu'elle est définie par 

où A désigne la partie antisymétrique de m, A(<, x )  = $(x, -[). Par définition 

1 
-ad><c..)(n. Y) = Z ( a d & , ~ ) ( ~ <  Y) - ad;.,.)(v, Y)) . 

Donc, d'après (4.1) et (4.2), 

1 
- ~ d ; ( O , l l v .  Y) -= 5([C, 71 - - o ( i : [ ~ ,  [y, r ]  + ud;x + ud;y) 

D'où 

Ainsi (K*, [ , lm) est le produit direct de l'algèbre de Lie (Ç*, [ , ] p )  et de l'algèbre 

de Lie opposée à Ç. 



Proposition 4.2 Soit (8, [ , 1,s) une bigèbre de Lie et soit 

(K: = Ç x 'H, [ , ln ,  6m) son double. L'injection i de Ç dans K est un morphisme 

de bigèbres de Lie et l'injection j de 'H dans K: est un antimorphisme. 

i En effet, par définition, 

i(x)=(x,O) pour x E Ç  

et 

D'où 

it((I, x) = E, 

jt(<,x) = x . 

Il est clair, d'après la définition du crochet [ , lx: et (4.4) que 

et que 

Nt, 7) = Li(E)>j(v)l~ , 

jt([(E,x), (7, y)lm) = -Ijt(E,x)ljt(v,~)I 

d'où la proposition. 

5. Exemples 

5.1 Remarques générales 

Soit Ç une algèbre de Lie. Soit Zjac(Ç) le sous-ensemble de Z1(Ç, A ~ Ç )  formé 

des 1-cocycles jacobiens. Zfac(Ç) est stable par homothéties mais n'est pas en 

géiiéral uii sous-espace vectoriel de Z'jE, A?G). 

Soit Pjac(Ç) le sous-ensemble de Ç 8 Ç formé des potentiels jacobiens de 

Ç et Pjac(Ç) le sous-ensemble de Pjac(Ç) formé des potentiels jacobiens anti- 

symétriques. 

Enfin posons BiaC(Ç) = 6(PjacÇ) et remarquons que 



Ori a donc eli général les inclusions 

1 d(piaCç) = i(pjaCç) = Bja,(8) C z:~,(Ç) C z'(Ç, A'Ç) c Hom (Ç, A'Ç). 

\ P;.,(G) c P,ac(Ç) c ç *O 

Dans le cas où Ç est abélienne, Bfac(Ç) = {O) et 

5.2 Cas d'une algèbre de Lie de dimension deux 

Soit Ç une algèbre de Lie de dimension deux. Montrons que toute structure 

d'algèbre de Lie sur Ç* défhit sur Ç une structure de bigèbre de Lie. 

En effet si V est un espace vectoriel de dimension deux, toute application 

bilinéaire antisymétrique de V x V dans V définit une structure d'algèbre de Lie 

sur V . Considérons donc une application bilinéaire antisymétrique y de Ç* x Ç* 

dans Ç* et notons E le transposé de y . Montrons que E est un 1-cocycle. Il y a 

deux cas 

(i) Ç est une algèbre de Lie abélienne ou E est identiquement nulle. Dans ce 

cas, E est évidemment un 1-cocycle. 

(ii) Ç est non abélienne et l'application linéaire E est non identiquement nulle. 

Il existe alors une base (el, ez) de G telle que [el ,  ez] = ez car si (fi ,  f2) est une 

Lase UL Ç telle quc [fi) fi] = a fi + L f 2  avec p't: otcliii)le b # O , la basc (ci, c2, 

où el = (g) fi et e2 = ( t )  fi + fi vérifie [el, €21 = e2 . Posons &(el) = Xel A e l  et 

~ ( e z )  = pel A ez . Montrons d'abord que si p = O , E est un 1-cocycle. En effet, 

Remarquons que si a désigne l'application bilinéaire déhissant la structure 

dlalg&bre de Lie de Ç , l'application E O a est identiqiiement nulle. On dit dans ce 

c i l s  cluc ie i-cocycie t cst dégki~c!r.&. 

Supposons p # O . Soit (jl, j2)  la base de Ç telle que 





On voit donc que tous les cobords jacobiens sur Ç sont dégénéréu, Plus précisément, 

sur une algèbre de Lie non abélienne de dimension 2, un 1-cocycle jacobien est exact 

si et seulement s'il est dégénéré. 

On note x (resp. 6 )  l'élément (2, O) (resp. (O, 0) de K: = Ç x Ç*. Evaluons la 

structure d'algèbre de Lie de K: dans le cas non dégénéré. On obtient : 

Posons j = pjl + jf,  = pjl - j f .  On a dors, au sens du crochet [ , I K  , 

On en déduit que K: est somme directe de l'idéal abélien engendré par j et de 

l'algèbre de Lie simple de dimension 3 engendrée par j', j z ,  j; qui est isomorphe à 

sl(2, R) (resp. sl(2, C)) dans le cas réel (resp. complexe) par l'isomorphisme 

j' H pH, j2 -+ X', j; -+ --PX- 

La structure d'algèbre de Lie de K:* étant le produit direct de la structure de 

Ç* et de la structure opposée de Ç, on a, avec les notations du paragraphe 4, 

les autres crochets étant nuls. 

5.3 Cas de sl(2, C). 

Soit l'algèbre de Lie Ç = 4 2 ,  C) avec la base (H, X + ,  ..Y-) définie ci-dessus. 

Considérons l'application r de Ç* dans Ç dont la matrice dans la base (H, X+, X-) 

et la base duale est 



Soieiit a la partie antisymétrique de r  et s sa partie symétrique. On a 

s = $(r + r t )  et a = $(r  - r t )  , d'où 

Soit k la forme de Icilling de Ç considérée comme une application linéaire de Ç* 

dans Ç. La matrice de k s'écrit 

L'application linéaire s est inversible et s-' - - 1 0 O $ ) . On voit que s-' est 
o f 0  

proportionnelle à k et s est donc ad-invariante. ~ a l c d o n s  ia courbure de Schouten 

En conclusion Kr = O et r  est un potentiel jacobien quasitriangulaire. 

La qoi~~-algi>hr~ dc Lip Im r  cst engcndri.c par H ct -Y-. 

La structure dlalg&bre de Lie de Ç* est donnée par 

Dcs relations 



on obtient : 

[H*, x+*]' = 2X+*, [H*, X-*Ir = 2 ~ - * ,  [x+*, X-*]' = O . 

Déterminons le crochet d'algèbre de Lie de K = Ç x Ç*. On a 

on obtient donc le tableau suivant des crochets de Lie 

Posant Hi = H - H * , H 2  = H + H * ,  

on obtient le tableau des crochets de Lie, 

Hl, Hz engendrent une sous-algèbre de Cartan de AC; les quatre racines sont 



(&4,0) et (O, f 4) 

Donc K: est l'algèbre semi-simple Dz, isomorphe à sl(2, C) $ 4 2 ,  C) . 
(Si Ç = sl(2, R), K: est une algèbre de Lie isomorphe à sl(2, R) $ sl(2, R)). 

La structure de R* est donnée par, 

[H, x']" = F ~ X *  , 

les autres crochet étant nuls. 

5.4 Cas de gl(2, C). 

Soit l'algèbre de Lie Ç = g1(2, C) avec la base (el, ez,es, er) où 

Considérons l'application r de Ç* dans Çdont la matrice dans la base (el, e2, es, er) 

et la base duale est 
1 0 0 0  
O 0 2 0  

Alors, 

s est inversible et 



D'autre part, 

On a alors 
O 0  O  O 

ad,, O s = (n i i) = .$ O  CI^:^ 

s est donc ad-invariant. 

Calculons la courbure ICr de r. 

En conclusion IiP = O et r est un poteiitiel quasitria,ngiilaire. 

La sous-algèbre de Lie Im r est engendrée par €1, ez et el. 

On a 
* r -  * 

[ef, 41' = e; , [et, e,] - e3 , [ef, e:]' = 0 , 



d'où 

et l'on obtient le tableau suivant pour le crochet d'algèbre de Lie de K = Ç x Ç* 

On d61nontre dans le cas général (voir [8]) que le double d'une bigèbre de Lie 

quasitriangulaire est isomorphe à un produit semi-direct. On vérifie sur l'exemple 

ci-dessus que l'application 11 : Ç x Ç* --+ Ç x Ç* définie par : 

est un isomorphisme d'algèbres de Lie de (Ç x Ç*, [ , lx) sur (6 x Ç*, [ , ](('))) où 

En effet on a le tableau suivant pour le crocliet [ , 



et la vérification est claire. 





CHAPITRE III 

Bigèbres de Lie quasitriangulaires et algèbres de Lie-Semenov 

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions d'une algèbre de Lie double 

et d'une algèbre de Lie-Semenov [17], nous définissons les morphismes d'algèbres 

de Lie-Semenov et nous montrons que la catégorie C des bigèbres de Lie quasitri- 

angulaires et la catégorie C" des algèbres de Lie-Semenov sont isomorphes par un 

foncteur que nous noterons F. Comme précédemment, (6, [ , 1) désigne une algèbre 

de Lie. L'image par F d'une bigèbre de Lie quasitriangulaire g = (Ç, [ , ] , 6 r )  est 

notée g. 

Nous rappelons enfin la définition [17] du carré d'une algèbre de Lie-Semenov 

et nous montrons que l'image réciproque par F,(~) g, du carré (2)g de l'algèbre 

de Lie-Semenov g est anti-isomorphe au double g(2) de la bigèbre de Lie g . 
1. Equation de Yang-Baxter modifiée 

Définition 1.1 Soit (Ç, [ , 1) une algèbre de Lie et R un endomorphisme de 

6 tel que ie crochet sur Ç noté [ , I R  et dkfbni par 

soit un crochet d'algèbre de Lie. O n  dit alors que R est une matrice R classique 

et que l'algèbre de Lie (S, [ , 1, R) est une algèbre de Lie double. 

On note GR l'algèbre de Lie (6, [ , IR) 

11 est clair que le crochet [ , ] R  est bilinéaire et antisymétrique pour tout endo- 

morphisme R de Ç. Examinons quelle est la condition sur R pour qu'il satisfasse 

l'identité de Jacobi. 

Proposition 1.1 Le crochet [ , I R  vérifie l'identité de Jacobi si et seulement 

s i  

pour tous xi,x2,x3 E Ç .  

i On utilise l'identité de Jacobi dans Ç et la preuve est immédiate. i 

Nous donnerons au chapitre IV une interprétation de la condition (1.2). 

On déduit de la proposition 1.1 le corollaire suivant : 



Corollaire 1.1 Une condition s u f i a n t e  pour que le crochet [ , I R  vérifie 

l'identité de Jacobi est 

pour tous x, y dans Ç . 

Définition 1.2 U n  endomoprhzsme R de Ç qui vérifie la relation (1.3) est dit 

un,e solution de l'équation de Yang-Baxter modifiée. 

Une classe importante de solutions de l'équation de Yang-Baxter modifiée est 

obtenue comme suit [16]. Soient Ç+ et Ç- deux sous-algèbres de Lie de Ç telles 

que C soit la somme directe des deux sous-rspaces vectoriels Ç+ et Ç-. On note 

P+ (resp. P-) la projection sur Ç+ (resp. Ç-) parallèlement à Ç- (resp. Ç+). 

Proposition 1.2 Soit R l'endomorphasme de Ç défina par 

Alors R est une solution de l'éq~uation de Yang-Baxter modifiée. 

i Tout x E Ç s'écrit de manière unique x = x+ - x- où x+ = P+x E Ç+ et 

x- = P-x E Ç-. Soient x, y dans Ç. Alors Rz = x+ + x- et l'on a : 

[Rr,  YI + lx, RYl = [x+ + 2-, YI + [x' Y+ + Y-] 

= 2([x+, Y+] - [x-, Y-]) 

Comme Ç+ et Ç- sont des sous-algèbres de Lie de Ç, 

et 

R([Rx,yl+ [x,Ryl) - [RX'RYI = ~ ( [ x + , Y + ]  + [x-,Y-]) - [x+ +x- ,Y+ + Y - ]  

= [x. YI 
d'ou la proposition. 

Soit ÇR une algèbre de Lie double. On note I l'application identique de Ç et 

R, ics ciidomorphismes de Ç définis par 



Proposition 1.3 Sa R est une solution de l'équation de Yang-Baxter modi- 

fiée, les applications R+ et R- sont des morphismes d'algèbres de Lie de Ç R  dans 

ç .  

i En effet soient x, y E Ç. On a : 

Comme R vérifie (1.3), on obtient 

On montre de la même manière que 

Introduisons la notation, pour x dans Ç, 

Alors la propriété précédente s'énonce, pour x, y dans 9, 

Etant donné que R+ - R- = I ,  on en déduit la formule 

Remarquoiis que dans le cas où R = P+ - P-, alors R+ = P+ et R- = -P-. 

La notation XI introduite ici coïncide bien avec celle que nous avons introduite 

plus haut. 

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie Ç. On suppose qu'il existe sur Ç une 

forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante pour l'action adjointe Ad de 

G. Ainsi, Ç est une algèbre de Lie orthogonale au sens de Medina [14]. On note q5 

l'isomorphisme de Ç sur Ç* induit par cette forme. 



Définition 1.3 On dit que (Ç, [ , 1, R, 4) est une algèbre de Lie-Semenov- 

Tian-Shansky ( e n  abrégé algèbre de Lie-Semenov) si (Ç, [ , 1, R) est une algèbre 

de Lie  doable telle que R soit une  solutaon de i'équation de Yang-Baxter modifiée 

antisymétrique par rapport à 4 . 

Ces algèbres ont été définies par Semenov-Tian-Shansky [17]. Dans [17], une 

telle algèbre de Lie double a été appelée algèbre de Lie-Baxter. 

2. Bigèbres d e  Lie quasitriangulaires e t  aIgèbres d e  Lie-Semenov 

Proposition 2.1 Toute structure de bigèbre de Lie quasatriangulaire sur Ç 

détermine une structure d'algèbre de Lie-Semenov sur Ç et inversement. 

i Soit (Ç, [ , ],E) une bigèbre de Lie quasitriangulaire. Par définition E = Sr 

où r est un potentiel jacobien, dont la partie symétrique s est ad-invariante et 

invcrsible c+ dont IL. ,,,,,Lure cal iiullc, c'est-à-diic vbiifie Iir = 0 . 011 note a la 

partie antisymétrique de r .  L'endomorphisme R de Ç d é h i  par 

vérifie l'équation de Yang-Baxter modifiée. En effet, soient [ E Ç* , q  E Ç* et 

posons sJ = x , SV = y . En utilisant l'ad-invariance de s ,  on obtient 

Puisque s est bijective, KT = O si et seulement si R est une solution de l'équation 

de Yang-Baxter modifiée. 

De plus, il est clair que l'antisymétrie de a implique que R est antisymétrique 

pour le produit scalaire défini par S .  Donc si r est un potentiel quasitriangulaire, 

(Ç, [ : 1, R, s-') est une algèbre de Lie-Semenov. 

On notera F ( g )  ou 2 l'algèbre de Lie-Semenov ainsi associée à la bigèbre 

quasi t riangulaire g .  

Inversement supposons que (Ç, [ , 1, R, 4)  est une algèbre de Lie-Semenov où 

4 : Ci + Ç* est I'isomorphisme induit par le produit scalaire invariant sur Ç. 

Posons 

s = 4-1 et a = R O 4-' , 



Par construction s est invenible et ad-invariante. Aussi, d'après le calcul ci-dessus, 

puisque R vérifie l'équation de Yang-Baxter modifiée, la courbure Kr est nulle. 

En conclusion (Ç, [ , ] ,6r )  est une bigèbre quasitriangulaire. 

Proposition 2.2 Le crochet de Lie [ , IR sur  Ç et le crochet de Lie [ , IO= sur 

Ç* défini par le potentiel r = R O $-1 + 4-l sont liés par la relation 

i En effet en utilisant l'ad-invariance de s = 4-1 on obtient pour x = s( et 

y = 3 ' ? ,  

I 
= - -s[s-l (x), s-l (Y)]p* 

2 

Introduisons la 

Définition 2.1 (Morphismes d'aigèbres de Lie-Semenov) Soient 

(Ç1, [ , I l ,  Ri, 41) et (A, [ , 12, R2, (62) deux algèbres de Lie-Semenov et S, une ap- 

plication linéaire de çl dans ç2. O n  diîa que S> est u n  morphisme (resp. anti- 

morphisme) d'algèbres de Lie-Semenov si 1C< est un morphisme d'algèbres de Lie de 

(Ç1, [ , Il) dans (Ç2, [ , 12) et q51'0t)~ 0 4 2  est un morphisme (resp. antimorphisme) 

d'algèbres de Lie de (ç2, [ , ] R ~ )  dans (çi, [ , IR,) . 

Notation : On note C la catégorie des bigèbres de Lie quasitriangulaires et 

C" la catégorie des algèbres de Lie-Semenov avec les morphismes précédemment 

définis. 

Proposition 2.3 Les catégories C et sont isomorphes. 

i D'après la proposition 2.1, on peut associer à toute bigèbre de Lie quasitrian- 

gulaire g une algèbre de Lie-Semenov 2 et inversement. Soient alors (Çi , [ , 1 1 ,  r i  ), 

(A, [ , I2,c2) deux bigèbres de Lie quasitriangulaires et soit pl une application 

linéaire de Çl dans Ç2. Soient 21 = (Çi, [ , 11, Ri, syl) et 22 = (Ç2, [ , 12, R2, syl) 

les algèbres de Lie-Semenov associées à (Çi, [ , 11, EI) et (ç2, [ , 12, €2). Montro:~ 



que S> est un morphisme de bigèbres de Lie de (81, [ , 11, €1) dans (Ç2, [ , 12, EZ) si 

et seulement si S, est un morphisme d'algèbres de Lie-Semenov de 31 dans 32 . Il 
suffit de montrer à cet effet que 4' : (Çz, [ , ] p ;  ) -+ (Gy, [ , ] p ;  ) est un morphisme 

d'algèbres de Lie si et seulement si si O St 0.9;' est un morphisme d'algèbres de Lie 

de (Ç2, [ , IR2) dans (çi, [ , IR,). Ceci résulte du diagramme commutatif suivant 

de morphismes d'algèbres de Lie 

Plus précisément, d'après (2.1), pour x2, y2 E Ç2, d'une part, 

d'autre part, 

Donc si 62 = s;l(x2), 712 = s;l(y2), 

d'où la propriété. 

Considérons maintenant le fondeur F de C dans C? qui à toute bigèbre de Lie 

quasitriangulaire g associe l'algèbre de Lie-Semenov F(g) = 3 et à tout morphisme 

S, de bigèbres de Lie quasitriangulaires de g, dans g2 associe F($) = 4 ,  morphisme 

d'algèbres de Lie-Semenov de gl dans g2. La proposition 2.1 et le calcul précédent 

montrent que F définit un isomorphisme de C sur c . w 



3. Double d'une bigèbre de Lie quasitriangulaire 

3.1. Considérons une bigèbre de Lie quasitriangulaire (Ç, [ , 1, E ) ,  E = 6r, où 

r E Hom(Ç*, Ç) est un potentiel quasitriangulaire. On pose K = Ç x g* . Soit 

g(2) = (K[ , ln, 6m) le double de (Q, [ , 1, E). On a pour E, q E Ç*, x E Ç , 

Le crochet d'algèbre de Lie bicroisée sur K s'écrit alors 

3.2. L'algèbre de Lie-Semenov associée à la bigèbre de Lie quasitriangulaire 
7 

g(2) = (AC, [ , ]K, Sm) est g(2) = (K, [ , ln, M, S-l) où l'endomorphisme M de K 
est défini par M = A O S-' où A désigne la partie antisyrnétrique de m et S sa 

partie symétrique. On a donc : 

Puisque m est un potentiel quasitriangulaire, M est une solution de l'équation de 

Yang-Baxter modifiée. Le crochet [ , ]&f sur K est donné par, 

En effet, 



Ainsi, 

(3.3) [(x' (Y' 1 1 1 1 ~  = (lx, YI '  - [ E ,  111') 

d'où la formule (3.2). 

L'algèbre de Lie (Ç x Ç*, [ , I M )  est donc le produit direct de Ç et de l'algèbre 

de Lie opposée à (Ç*, [ , I r )  . 

3.3 On peut considérer d'autre part la bijection linéaire I x s de K: sur  Ç x Ç. 

Le transport du crochet [ , par cet isomorphisme donne un crochet [ , ]((R)) sur 

Ç x Ç tel que : 

En effet on a d'après (3.1), l'ad-invariance de s-' et la définition R = a O s- ' ,  

d'où la formule (3.4). 

Remarque Si R = O , [ , est le crocliet de Lie de produit semi-direct de 

9, L , J) par 1 algkbre de Lie abélienne Ç pour la représentation adjointe de Ç dans 

ç .  

Rappelons qu'au paragraphe 1, on a défini pour x E Ç, X* = $(R f I)(x) 

Propositioii 3.1 L'application linéaire j n  de Ç x Ç dans Ç x Ç qua à (x, y) 

associe (x-2y+, x-2y-) est un i somorphisme d'algèbres de Lie  de (Ç XÇ, [ , ]((R))) 

SUT (Ç  x ç, [ , l x )  o ù  [ , l x  dF,9ign:: le croch,ei d e  prod~rit direct d'algi.hre.9 dr: Lie. 



i Il est clair que jR  est une bijection. Remarquons d'abord que pour tous 

X I ,  22, yl, y2 éléments de Ç, 

Montrons maintenant en utilisant ces relations et (1.5) que j~  est un mor- 

phisme d'algèbres de Lie de (Ç x Ç, [ , ]((R))) dans (Q x Ç, [ , 1,) . 

On a d'une part : 

D'autre part, 

En résumé, jR est un morphisme d'algèbres de Lie de (Ç x Ç, [ , ] ( ( R ) ) )  dans 

(Çx  Ç,[. lx), 8 
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4. Carré d'une algèbre de Lie-Semenov [17] 

Soit (Ç, 1 , 1, R, 4 )  une algèbre de Lie-Semenov. On note [ , l x  le crochet de 

produit direct d'algèbre de Lie sur Ç x Ç. La diagonale 69 = { ( x ,  x ) ,  x  E Ç) de 

Ç x Ç est une sous-algèbre de Lie de (Ç x Ç, [ , lx). D'autre part on considère 

OR = { ( x + , z - ) ,  x E Ç). On sait d'après (1.5) que pour tous x ,  y  éléments de Ç, 

donc GR est aussi une sous-algèbre de Lie de (Ç x Ç, [ , l x )  . Soient ( x ,  y )  E Ç x Ç. 

On a : 

( x ,  y )  = ( x  - (a: - y ) + , x  - ( x  - Y ) + )  + ( ( x  - Y ) + , ( x  - Y ) - )  . 

De plus, ( a ,  a )  = ( b + ,  b - )  si et seiilement si a = b  = O .  En résumé, Ç x Ç est la 

somme directe des deux sous-espaces vectoriels Sc et Ç R  . 

Soit @ ) R  l'application linéaire de Ç x Ç dans Ç x Ç définie par, 

où ps, et p,++ sont les projections sur Sc et Ç R  respectivement. On sait d'après la 

proposition 1.2 que @ ) R  vérifie l'équation de Yang-Baxter modifiée. On a 

( 4 . 1 )  " ) R ( X ,  y )  = ( ( R  + I ) ( y )  - R x ,  R y  - ( R  - I ) ( x ) )  . 

Soit ((,)) le produit scalaire sur Ç x Ç déhii par 

On note @ ) 4  : Ç x Ç -+ (Ç x Ç)* l'isomorphisme induit par ce produit scalaire. On 

a alors 

Lc produit scalaire ((,)) est ad-invariant pour le crochet [ , lx. 



En effet soient ( x ,  y ) ,  ( x i ,  y l ) ,  ( x2 ,  y2)  E Ç x Ç . On obtient en utilisant l'ad- 

invariance de 4 
(ad;,,,) 4(21, Y I ) ,  (229 Y Z ) )  

= -( '"4(~1,  Y I ) ,  [ (x ,  Y ) ,  ( ~ 2 t Y 2 ) I x )  

= -('"4(~1, Y I ) ,  ( [x i  221, [ Y ,  ~ 2 1 ) )  

L'application linéaire (')R est antisymétrique par rapport à (')4. 

En effet soient ( x i ,  y l ) , ( x z ,  y z )  E Ç x Ç. En utilisant l'antisymétrie de R par 

rapport à 4, on obtient, 

(("4 0 ( 2 ) ~ ( x ~ ,  Y I ) , ( Z Z , Y Z ) )  

= ( ' " 4 ( ~ 2 >  ~ 2 ) ,  ( (R  + I ) ( Y ~ )  - %1, Ry1 - ( R  - O ( x 1 ) ) )  

= ( ~ ( x z ) , R Y I )  + ( 4 ( ~ 2 ) , Y i )  - (d(xz) ,Rx1)  

- ( 4 ( ~ 2 ) ,  RYl) + ( ~ ( Y z ) ,  Rx1) - ( 4 ( ~ 2 ) ,  x i )  

= - ( ~ ( Y I ) , R x ~ )  + ( ~ ( x z ) > Y ~ )  + ($(XI), R x 2 )  

+ ( d ( ~ i ) ,  RYz) - ($(x i ) ,  RY2) - ( ( ~ ( Y z ) ,  21) 

= - (4(x i ) ,  ( R  + I ) ( Y ~ )  - Rx2) + ( 4 ( ~ 1 ) ,  RYZ - ( R  - N x 2 ) )  

= -((2)4(x1, y1 R(x2, Y Z ) )  . 

On a donc montré que (Ç x Ç,[ , ] x , ( 2 ) ~ , ( 2 ) + )  est une algèbre de 

Lir-Semenov. 

Définition 4.1 On dit  que (Ç x Ç, [ , ] x , ( 2 ) ~ , ( 2 ) 4 )  est le camé de l'algèbre 

de L ie -Semenov  (Ç, [ , 1, R, (5). 

Explicitons le crochet de Lie [ , ] ( 2 ) R .  Soient ( x i ,  y l ) ,  (x2, y2)  E Ç x G. On a : 



En effet 

1 
= -(([(R 2 + I)(YI) - R x I , ~ ~ ] ,  [RYI - (R - I)(xI),Yz])+ 

([XI, (R + I ) ( Y ~ )  - Rx21, [YI, RYZ - (R - 1)(~2)1)) 

d'où la formule. 

5. Comparaison des doubles et des carrés 

Soient g =  (Ç, [ , 1, Sr) une bigèbre de Lie quasitriangulaire, g=(Ç, [ , 1, R, s-') 

l'algèbre de Lie-Semenov associée. On a noté g(2) = (Ç x Ç*, [ , ln, 6m) le double 

de la bigèbre de Lie g et l'on a vu (paragraphe 3.2) qu'à g(') est associée par F - 
une algèbre de Lie-Semenov g(') = (Ç x Ç*, [ , l n ,  M, S-l) . 

D'autre part soit (')g = (Ç x Ç, [ , l x ,  (')R, (')+) le carré de l'algèbre de Lie- 

Semenov g. .4 (')g est associée par F-' une bigèbre de Lie quasitriangulaire notée - 
(')g = (ÇxÇ, [ , l x ,  6rn1). On a par définition (2)g = (')g . Notons kR,, l'application 

linéaire jR O ( 1  x s )  de Ç x Ç dans Ç x Ç où jR est l'application linéaire définie 

dans la proposition 3.1. Le transport du crochet [ , I K  par l'isomorphisme I x s 

donne un crochet [ , ]((R)) sur ç X 6 et jR est un isomorphisme d'algèbres de Lie 

de (O x (i, [ , ]((R))) sur (ç x 6, [ , ] x )  d'après la proposition 3.1. Donc kR,, est un 

isomorphisme d'algèbres de Lie de (Ç x Ç*, [ , IK) sur (Ç x Ç, [ , lx) . 

On se propose de montrer que kR,, est un anti-isomorphisme de bigèbres 

de Lie quasitriangulaires de g(2) sur (2)g. La démonstration résulte des lemmes 

suivants. 

Lemme 5.1 Le potentiel jacobien nz' : Ç* x Ç* -i Ç x Ç de la bigèbre quasi- 

triangulaire (2)g est donné par, 



i En effet par définition, rn' = (2) R O (2)4-1 + (2)4-1 . Mais pour 

( x 1 , ~ 1 ) , ( ~ 2 , ~ 2 )  E ç X Ç  ana: 

d'où 

(2)+-1(t, 71 = (s(0,  - 4 7 ) )  - 
Ainsi, compte tenu de R o s = a , de r = a + s et de l'expression de ( 2 ) ~  , on 

obtient 

D'où l'expression de rnr([, 7) (qui est un élément de la diagonale de Ç x L;) . 

Lemme 5.2 L'application linéaire bijective kk,, de Ç* x  Ç* sur Ç* x  Ç est 

donnée par 

kk,,(t, 7) = (I + 77 r(7) - rt(<)) . 

i En effet, par définition k ~ , ~ ( x ,  [) = (x - r(E), x + r t ( [ ) )  . On en déduit 

l'expression de Lk,, . rn 

Lemme 5.3 Le diagramme suivant est anti-commutatif 
m ' 

E * x Ç *  - 6 x 8  

c'est-à-dire 

mr = -kR,+ O rn O kk,, . 

i En effet, 



Lernme 5.4 So i t  N : A -$ A' un morphisme d'algèbres de  Lie de  (A, , 1 )  dans  

(A', [ , 1'). Soient  p  et p' des potentiels jacobiens SUT A et  A' tels que p' = a o p o a t  

(resp. p' = -a o p  O a'). Alors  N est u n  morphisme (resp. ant imorphisme)  de 

bigèbres de Lie.  

Soit E = f 1. Le cas E = 1 est le cas des morphismes et le cas E = -1 celiii 

des antimorphismes. On a 

( a t [ ( ' ,  $ 1 ~ '  - t [ a t ( ( ' ) ,  at(17')]". z )  

= (a t (ad '~r(q t )E '  - ad'P,(t,)q') - ~(ad;( , , ( , , ) )a~(E')  - ad;( , t (E , ) )~ t (q ' ) ,  x )  

= -(t'Y [P'(rll), 4 x ) l ' )  + ( 7 7 ' 7  [p'(tf), 4 x ) l ' )  + ( E t ,  ~ [ ~ z J ( N ~ ( r l ' ) ) ,  X I )  
- ( r l ' ,  a i ~ ~ ( a ~ ( t ' ) ) ,  4)  
= -(tl, [(PI - ECK O P O at)(v ') ,  4 x ) l ' )  + (rl ' ,  [(P' - O P O  a t ) ( t ' ) ,  4 x ) l ' )  

= -(ad1Q(,)t ' ,  (p' - EC~.  O p 0 at )(VI)) + (ad'Q(,)ql, ( p  - aa 0 p o at( l ' ) ))  . 

On en déduit le lemme. 

D'après le lemme 5.3 et le lemme 5.4 appliqué à (A,  [ , 1 )  = (ç x G r ,  [ , 1 , )  , 
avec p = m, (A', [ , 1 ' )  = (Ç x Ç, [ , l x )  , p' = rn' , et (Y = k ~ , ~ ,  on obtient 

Proposition 5.1 L'application linéaire k ~ , ~  = j~ O ( I  x s )  est  u n  anti-  

i somorphisme de bigèbres de L ie  q u a s i t ~ i a n ~ u ~ a i r e s  du double de g ,  g(2) = 

(Ç x Ç*, [ , ]hi, 6 m )  sur ( l ) g  = (4 x Ç, [ , I x , Sm ' )  . 
- 

Puisque le carré (2)g de est par définition ( l ) g ,  on en déduit le corollaire 

suivant 

Corollaire 5.1 L'application linéaire kR,, est u n  ant i - isomorphisme d'algè- -- 
bres de Lie-Semenov de g (2 )  = (ç X g r ,  [ , ]hi, M ,  S - ' )  SUT le carré de 2, (2)g = 

On a donc le diagramme commutatif suivant 
k ~ i , s  

(G x Ç*, [ , ]n,bm) = - ( l ) g  = (Ç x Ç, [ , l x ,  6 4  

On en déduit (ce qui aurait pu être montré par des calculs directs) que l'image 

par k i l , ,  dii produit scalaire S dc Ç x Ç* est le produit scalaire ((,)) sur Ç x Ç 
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(indépendant de la partie antisymétrique de r) et que 

kR,* O M = (*IR O K R , +  . 





CHAPITRE IV 

Bigèbres de Lie et structures de Poisson sur les groupes de Lie 

Dans la première partie de ce chapitre nous montrons (théorème 1,l) que si G 

est un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie Ç, toute struc- 

ture de bigèbre de Lie sur Ç s'intègre en une structure de groupe de Lie-Poisson 

sur G . Ce théorème est énoncé sans démonstration par Drinfeld ([4] théorème 

3, [5] théorème 1). Une démonstration, due à Magri, a été publiée dans [7]. Elle 

consistait à vérifier directement la nullité du crochet de Schouten du bivecteur sur 

le groupe défini à partir du cocycle de groupe obtenu par intégration du cocycle ja- 

cobien d'algèbre de Lie donné. Verdier [31] en a donné une nouvelle démonstration 

basée sur la propriété énoncée dans la proposition 1.1 ci-dessous. Plus récemment 

Dazord et Sondaz [3] et Lu et Weinstein [ll] ont donné des démonstrations basées 

sur la propriété, intéressante en elle même, qu'un multivecteur possédant la pro- 

priété de Drinfeld (définition 1.1) est nul si et seulement si son linéarisé (définition 

1.2) est nul. Nous suivons ici de près en la détaillant la preuve de Lu et Weinstein. 

Nous étudions ensuite les groupes de Lie-Poisson exacts et les structures de 

Poisson définies par des potentiels jacobiens ou des solutions de l'équation de 

Yang-Baxter modifiée. 

1. Groupe de Lie-Poisson associé à une bigèbre de Lie 

1.1 Théorème d'intégration des bigèbres de Lie 

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie Ç. Nous avons vu au chapitre 1 que 

toute structure de Lie-Poisson sur G définit une structure de bigèbre de Lie sur Ç. 

Rappelons que si G est un groupe de Lie muni d'une structure de Poisson dont le 

bivecteur de Poisson est noté A , on note 1 l'application de G à valeurs dans h2Ç 

définie par 

l ( g )  = (T'P~- 1 @ T g ~ g -  I )(Ag). g E G, 

et que (G ,  A) est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si 1 est un 1-cocycle 

de G à valeurs dans A'Ç pour l'action adjointe de G. Si E désigne l'application 

linéaire tangente à 1 en l'identité e du groupe de Lie-Poisson G, (Ç, [ , 1, E )  est une 

bigèbre de Lie. Nous étudions dans ce paragraphe la réciproque de cette propriété. 

Soit AP(G) l'espace vectoriel des multivecteurs de degré p sur G ou pvecteurs 

(champs de ptenseurs contravariants antisymétriques). Par abus de langage, on 



notera désormais de la même manière une application linéaire et ses diverses puis- 

sances tensorielles ou extérieures. Généralisant la notion de propriété de Drinfeld 

introduite pour les bivecteurs (chapitre 1 (2.2))) on introduit la 

Définition 1.1 Soient G un groupe de Lie  e t  P un élément de AP(G) .  O n  

di t  que P possède la propriété de Drinfeld si, pour t o w  g e t  h E G, 

Proposition 1.1 Soient G un groupe de L ie  connexe d'algèbre de Lie Ç et  

P un multivecteur de  degré p sur  G.  Alors P possède la propriété de Drinfeld s i  

e t  seulement s i  P s'annule e n  e et ,  pour tout  c h a m p  de vecteurs X invariant  à 

gauche, le mul t ivecteur  C x P  est invariant  à gauche. 

i Supposons que P possède la propriété de Drinfeld. Alors Pe = O. Soit 1 

l'application de G à valeurs dans APQ définie par 

Alors l ( g h )  = l ( g )  + A d g ( l ( h ) )  et l ( e )  = O. Notons xX le champ invariant à gauche 

engendré par x E Ç. On a : 

d 
( C z x P ) ( g )  = -(Tg d t  e z p  tzpezp(-tz)Pg ezptz)It=O . 

Compte tenu de la propriété de Drinfeld de P ,  

n 
( C z x P ) ( g )  = -((Tg e z p t z  Pezp-tz O Tezp t zXg) (Pezp t z )  + Pg)It=o d t  

d 
= -Te X,( l (exptx))  lt=o 

d t  

= T e X g ( ( t z x l ) ( e ) )  , 

donc L,A P est invariant à gauche et 

Inversement supposons que &,xP est invariant à gauche pour tout x E Ç et 

que Pe = O. Montrons que si G est connexe, P a la propriété de Drinfeld. Comme 

G est connexe, il suffit de montrer que pour tout g E G, tout x E Ç et tout t E R, 

l ( g  e x p t x )  = l ( g )  + A d g ( l ( e x p t x ) )  . 



On a (L,ll)(g) = Adg((L,xl)(e)) et d'une part , 

d 
-l(g exptx) = (L,A l ) ( g  exptx) 
dt 

= Adg eZptz((L,~l)(e)> , 

d'autre part, 

Puisque P, = O, l(e) = O , et les fonctions de t ,  I(g exptx) et 

l(g)+Adg(l(exptx)) coïncident en t = O.  En conclusion les fonctions de t ,  l ( g  exptx) 

et l(g) 3- Adg(l(exptx)) coïncident en t = O et ont même dérivée pour tout t donc 

sont égales pour tout t. 

On montre de même que si G est connexe, un pvecteur P sur G possède la 

propriété de Drinfeld si et seulement si P s'annule en e, et pour tout champ de 

vecteurs X invariant à droite, L x P  est invariant à droite. 

Soit G un groupe de Lie. On déduit de la définition du crochet de Schouten 

(chapitre 1,l.l) et du fait qu'un champ de vecteurs invariant à gauche et un champ 

de vecteurs invariant à droite sur G cornmutent le 

Lemme 1.1 Le crochet de Schouten [P, Q] de deux multivecteurs P E AP(G) 

et Q E Aq(G) invariants respectivement à gauche et à droite est identiquement 

nul. 

Montrons que la propriété de Drinfeld est stable par crochet de Schouten. 

Proposition 1.2 Soient G un groupe de Lie conneze, P un p-vecteur et Q 

un q-vecteur qui possèdent la propriété de Drinfeld. Alors le crochet de Schouten 

[P, Q] des éléments P et Q est un ( p  + q - 1)-vecteur qui possède la propriété d e  

Drinfeld. 

Comme Pe = Q, = O, [P, QI s'annule en e . Soit X un champ de vecteurs 

invariant à gauche sur G. Montrons que Lx[P,Q] est invariant à gauche c'est- 

à-dire que LyLx[P,Q] est identiquement nul pour tout champ de vecteurs I' 



invariant à droite sur G. Soit, donc Y un champ de vecteurs invariant à droite sur 

G. On a d'après les propriétks du crochet de Schouten 

L x  [P, QI = [Lx P, QI + [P, L x  QI 

Puisque P et Q possèdent la propriété de Drinfeld, L y L x P  = LyLxQ = 0. 

Aussi Ly Q est invariant à droite et Lx P invariant à gauclie, Ly P est invariant à 

dl oi tc ct L,\- Q invariant à gauche. On a donc d'après le lenirile 1.1, [Lx. P, Ily Q] = 

[LyP, Lx&] = O. En conclusion, LyLx[P, QI = O et d'après la proposition 1.1, 

[P, Q] possède la propriété de Drinfeld. rn 

Définition 1.2 Soient  G u n  groupe de Lie et Q .un q-vecteur de G te l  que 

Q(e) = O. O n  appelle linéarisé de Q e n  e l'application linéaire de Ç dans A9Ç 

notée QL et définie par 

où  -Y est u n  champ de vecteurs sur  G tel que X(e) = x. 

On vérifie que QL(x) est bien indépendant du choix de X tel que X ( e )  = z. 

Cette définition gi.ni.ralise celle de AL,  oii A est iin hivecteiir niil en P , dont 

il a été question au chapitre 1 (définition 2.3). 

Propositio~i 1.3 So ien t  G u n  groupe de Lie connexe et Q u n  q-vecteur sur G 

posse'dant /a propriété de  Drinfeld. Alors Q est ident iquement  nul  si et seulement 

si QL est nz l .  

i Supposons que QL = O, alors (L,xQ)(c) = O pour tout x élément de Ç. 

Siipposons de plus que Q possède la propriété de Drinfeld, alors L,x Q est invariant 

à gaiiche. En conrliision L,xQ est identirkii~mrnt niil et Q est clone invariant à 

droit?. klais puisqu~ Q, = 0, (2 cst donc nul. 

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théorème d'intégration des 

higi.l>rcbs dr Lie. 



Théorème 1.1 Soit Ç une algèbre de Lie. O n  note G le groupe de Lie connexe 

et simplement connexe d'algèbre de Lie Ç. Toute structure de bigèbre de Lie sur 

Ç définit une structure de Lie-Poisson sur G telle que la structure de bigèbre de 

Lie sur 6 associée corncide avec la structure de bigèbre de Lie donnée sur Ç. 

Soit (Ç, [ , 1, E) une bigèbre de Lie où E : Ç -, A2Ç est le 1-cocycle pour l'action 

adjointe de Ç définissant la structure d'algèbre de Lie de Ç*. Soit 1 : G -, A2Ç 

le 1-cocycle du groupe G pour l'action adjointe de G tel que Tel = e. Soit A le 

bivecteur sur G défini par 

Ag = Te~g(l(g)) . 

Puisque I est un 1-cocycle, le bivecteur A possède la propriété de Drinfeld. Donc 

d'après la proposition 1.2, le crochet de Schouten [A, A] du bivecteur A possède 

la propriété de Drinfeld. On a donc [A, A](e) = O et pour montrer que [A, A] est 

identiquement nul, il suffit d'après la proposition 1.3 de montrer que son linéarisk 

e n e ,  [ A , A ] ~  est nul. Montronsdoncque[A,~]~ = O .  Soientg E G ,  fljf2,f3 

trois fonctions lisses sur G. On sait que, avec les notations précédentes, 

Comme I(e) = O , 

D'où 

Comme (8, [ , 1, E) est une bigèbre de Lie, [A. A]" = 0 . 

1.2 Reinarque 

La démonstration ci-dessus montre que si E est un 1-cocycle jacobien sur Ç et 

A est un bivecteur sur G tel que E = .AL , alors [A, A ] ~  = O. Dans [3] Dazord et 



Sondaz énoncent et démontrent un résultat plus précis : le trivecteur [AL, AL] sur 

Ç , crochet de Schouten du bivecteur linéarisé AL sur Ç, coïncide avec le trivecteur 

[A, AlL , linéansé du crochet de Schouten du bivecteur A sur G . 

2. Groupes  de Lie-Poisson exacts  

2.1 Potentiels G-jacobiens 

Soit G' iin groiipe de Lie d'algèbre de Lie 6 . Etant donné que l'invariance 

par la représentation adjointe de Ç n'entraîne l'invariance par la représentation 

adjointe de G que si G est connexe, nous sommes amenés à introduire les d é h i -  

tions : 

1) Un élément r = a + s de Ç @ Ç est un potentiel G-jacobien si sa partie 

symétrique s et le crochet de Schouten [a, a] de sa partie antisymétrique a sont 

Ad-invariants. 

2) Un élément r = a + s de Ç @ Ç est appelé un potentiel G-quasitriangulaire 

si s est inversible et Ad-invariant et Iir = 0 . 

3) Soit r un élément de A ~ Ç .  On dit que r est une solution de l'équation de 

Yang-Baxter généralisée sur G si [r, r] est Ad-invariant. 

11 est clair que tout potentiel G-quasitriangulaire et toute solution de l'équa- 

tion de Yang-Baxter généralisée sur G sont des potentiels G-jacobiens. De plus, 

(i) tout potentiel G-jacohien est jacobien au sens de la définition 1.1 du 

chapitre II, 

(ii) tout potentiel G-quasitriangulaire est quasitriangulaire au sens de la défi- 

nition 3.5 du chapitre II, 

(iii) toute solution de l'équation de Yang-Baxter généralisée sur G est une 

solution de l'équation de Yang-Baxter généraliske sur Ç au sens de la définition 

3.3 d u  cii,ipirici II. 

Enfin les réciproques de (i) (ii) (iii) sont vraies lorsque le groupe de Lie G est 

connrxe. 

2.2 Groupes de Lie-Poissoii exacts 

Soit (Ç, [ , 1, s r )  une bigèbre de Lie exacte définie par un potentiel G-jacobien 

r . Soit G iin groiipe de Lie corinex<: d'algèbre de Lie Ç. Au 1-cocycle exact Sr 
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sur Ç correspond le 1-cocycle exact sur le groupe G , 1 : G + Ç 8 S , défini par 

Comme la partie symétrique de r est Ad-invariante, 1 est à valeurs dans A~I; . Le 

bivecteur de Poisson A, associé à 1 est 

où A: est le bivecteur invariant à gauche engendré par r défki par 

et Af: est le bivecteur invariant à droite engendré par r défini par 

Les considérations faites conduisent à la 

Définition 2.1 U n  groupe de Lie-Poisson exact est un  groupe de Lie G muni 

d'un potentiel G-jacobien. 

D'après ce qui précède, la bigèbre de Lie d'un groupe de Lie-Poisson exact 

est une bigèbre de Lie exacte. Inversement si G est connexe, une structure de 

Lie-Poisson exacte sur G est définie par la donnée d'un potentiel jacobien r sur Ç 

et à toute structure de bigèbre de Lie exacte siir Ç correspond une structure de 

Lie-Poisson exacte sur G. Plus généralement 

Définition 2.2 a )  Lorsque r est une solution de l'équation de Yang-Baxter 

classique, o n  dira que le groupe de Lie-Poisson exact (G,A,) est un groupe de 

Lie-Poisson triangulaire. 

b)  Lorsque r est une solution de l'équation de Yang-Baxter généralisée sur G ,  

on  dira que le groupe de Lie-Poisson exact ( G ,  A,) est u n  groupe de Lie-Sklyanin. 

c )  Lorsque r est u n  potentiel G-quasitriangulaire, on  dira que le groupe de 

Lie- Poisson ezact (G, A,) est u n  p i i p e  de Lie-Poisson qiiasitrinngilair~ 

Il est clair que si G est connexe, G est un groupe de Lie-Skyanin si et seule- 

ment si Ç est une bigèbre de Lie-Sklyanin et G est un groupe de Lie-Poisson 

quasitriangulaire si et seulement si Ç est une bigèbre de Lie quasitriangulaire. 



La partie symétrique d'un potentiel jacobien sur Ç est par définition une 

forme bilinéaire symétrique ad-invariante. Si elle est inversible, elle définit donc 

sur Ç un produit scalaire invariant. De même la partie symétrique d'un potentiel 

G-jacobien, si elle est inversible, définit sur G une métrique biinvariante. Les 

structures ainsi obtenues sur les algèbres de Lie ("structures orthogonales") et sur 

les groupes de Lie ont été étudiées par Medina [13][14]. On peut donc dire que les 

structures de bigèbre quasitriangulaire sur Ç et les structures de groupe de Lie- 

Poisson quasitriangulaire sur G sont subordonnées à des structures orthogonales 

au sens de Medina. 

Plus généralement à l'aide d'un potentiel r sur Ç on peut construire sur le 

groupe de Lie G d'algèbre de Lie Ç divers tenseurs contravariants d'ordre 2 dont 

nous nous proposons d'étudier au paragraphe suivant l'antisymétrie et les pro- 

priétés. 

3. Structures de Poisson définies par des potentiels jacobiens 

3.1 Courbure et crochet de Schouten de deux éléments r et r' de Ç 8 Ç 

Soient Ç et 3 deux algèbres de Lie, A une représentation de Ç dans l'espace 

vectoriel 3 telle que pour x E Ç, A, est une dérivation de l'algèbre de Lie F. 

Soient r et r' deux applications linéaires de 3 dans Ç. On note [r, r'] l'application 

bilinéaire antisymétrique de F x 3 dans Ç définie par 

et par I<'*" l'application bilinéüirc antisyinétriquc dc 3 x 3 dans Ç dkfinie par 

Lorsque r = r', I<'?" se réduit à la courbure de Schouten de r au sens du 

chapitre II. Aussi, 



Définition 3.1 On appelle courbure de Schouten des applications linéaires r 

et r' l'application bilinéaire antisynétn'que K''" définie par (3.2). 

Supposons que 3 est une algèbre de Lie abélienne en dualité avec Ç et que A 

est la représentatikon coadjointe. Supposons que les applications linéaires r et r' 

de Ç* dans Ç sont antisymétriques. Considérons [r, r'] comme la forme trilinéaire 

sur G* défhie par 

(3.3) irlr'1(tl1 t2,t3) = (t3, [rtr'1(ti7t2)) . 

Alors la forme trilinéaire [r, r'] est antisymétrique et vérifie 

Cette formuie se déduit du fait que l'application (r, r') H [r, r'] est biiinéaire 

symétrique et du fait que [r, r' j est obtenue par polarisation à partir de [r, r ]  . 
Nous avons donc vérifié que l'élément antisymétrique [r7r1] de Ç 8 O @ 

défini par (3.3) coincide avec le crochet de Schouten usuel [9][15] des éléments 

antisymétriques r et r' de Ç 8 Ç. 

3.2 Structures de Poisson définies par des potentiels jacobiens anti- 

symétriques 

Le crochet de Schouten de deux bivecteurs invariants à gauche est invariant 

à gauche. Plus précisément, 

Proposition 3.1 Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie Ç, r et r' deuz 

éléments de A ~ Ç ,  A;, Af les bivecteurs invariants à gauche engendrés par r et r'. 

Le cmchet de Schouten [Ar,A:l] de ces bivecteurs vérifie 

[Ar, ~ $ ] ( g )  = TeXg[r, r'] . 

i On note #? le morphisme de fibrés vectoriels de T*G dans TG d é h i  par A r  . 
Alors [A;,A;,] est un trivecteur invariant à gauche et pour tous E Ç*,on 



(En fait le crochet de Schouten algébrique Ir, rl] a été défini de sorte que la relation 

précédente soit satisfaite). 

On en déduit que pour tout g E G , 

On montre de la même manière que 

Proposition 3.2 Le crochet de Schouten des bivecteurs invaraants à droite 

A$, A; vérifie 

Puisque lt: cioclict Je  Schouten [Ar, A:,] des bivecteurs irivaiiant à gauche Ar 

et invariant à droite A:, est d'après le lemme 1.1 identiquement nul, on déduit des 

propositions 3.1 et 3.2 les corollaires suivants : 

Corollaire 3.1 Soient ri,r:, r2, rk quatre éléments de A ~ Ç .  Alors pour tout 

s E G, 

[ A ? ~  - A:;,A?~ - A:;l(g) = T e ~ g ( A d g [ r ~ , ~ ] -  [ri,r;l) . 

En particulier, 

Corollaire 3.2 Soient r , r l  deuz éléments de A ~ Ç .  Les crochets de Schouten 

[A:, Ar] ,  [Ar,, A:,], [Ar  - A:,A: - A$] des bivecteurs A;, A:,, A: - A:, vérifient 

(3.7) [A: - Ar,, A: - A$](g) = Tepg(Adg [r, r] - [r', r']) 

C'tilisant les définitions du paragraphe 2.1 on obtient donc 



Proposition 3.3 Soient r et r' deux éléments de h2Ç. Le bivecteur Ar -Ai ,  
est un bivecteur de Poisson si et seulement s i r  et r' sont des solutions de l'équation 

de Yang-Baxter gdnéralisée sur G telles que [r, r ]  = Ir', ri]. 

En particulier A: -A$ est un bivecteur de Poisson si et seulement si r est une 

solution de l'équation de Yang-Baxter généralisée sur G. 

Le coroiiaire 3.2 montre que si r et r' sont des solutions de l'équation de 

Yang-Baxter classique sur G, les bivecteurs A:, Ai, , Ar - Ai , ,  Ar + Af, sont des 

bivecteurs de Poisson. 

Si G est connexe, A: - Ar, est un bivecteur de Poisson si et seiilement .ii 

r et r' sont des solutions de l'équation de Yang-Baxter généralisée sur Ç telles 

que [r ,  r ]  = [r', r']. En particulier, toute solution de l'équation de Yang-Baxter 

généralisée sur Ç définit un bivecteur de Poisson, A, = A: - A$ . En résumé 

Proposition 3.4 Si r est une solution de l'équation de Yang-Baxter généra- 

lisée sur G,  le bivecteur A, = Ar - A,P est un bivecteur de Poisson et vérifie la 

propriété de Drinfeld. 

i En effet l'application 1 associée à A, est un 1-cobord sur G donc un 1-cocycle 

sur G. 

3.3 Structures de Poisson définies par des potentiels quasitriangulaires 

Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie 8, r et r' deux éléments de Ç @ Ç. 

Décomposons r (resp. r ' )  en a + s (resp. a' + s') où a (resp. a') désigne la partie 

antisymétrique de r (resp. r') et s (resp. 9') la partie symétrique de r (resp. 

r'). Soient g E G, tg, q0 deux 1-formes en g. Le tenseur Ar,+ = A: - A; est 

antisymétrique si et seulement si, pour tout g E G, 

On utilise l'antisymétrie de a et a', la symétrie de s et s' et cette égalité se simplifie 

en 

Adgs = s' . 

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que le tenseur A,,,, soit un bivecteur 

est que r et r' aient même partie symétrique s Ad-invariante. Dans ces conditions, 

le bivecteur A,,,J coïncide avec le bivecteur A: - A;, et l'on a 



Proposition 3.5 Soient G a n  groupe de Lie d'algèbre de Lie ç, T I ,  r i ,  r z ,  r i  

quatre éléments de Q @ Ç tels que r i  et ri aient même partie symétrique A d -  

invariante, rz  et r: aient même partie symétrique Ad-invariante . Le crochet de 

Schouten [At ,  -A::, A& -A;] de.* biwecteurs --A:, AR -A; est idediquement 

nul si et seulement si [ai ,  a2] = [ a i ,  ah] et [al ,  a l ]  est Ad-invariant. 

En particulier 

Corollaire 3.3 Soient G u n  groupe de Lie d'algèbre de Lie Ç, r et r' deux 

éléments de ç @ 8. Le 2-tenseur Ar,# = hr - Ac, est u n  bivecteur de Poisson si 

et seulement si r et r' sont des potentiels G-jacobiens tels p7r,r: : 

(i) r et r' ont même partie symétrique s, 

(ai) les crochets de Schouten [a, a] et [a', a'] de leurs parties antasymétriques 

a et a' coïncident ou, ce qui est équivalent, les courbures de Schouten K r  et K" 

de r et r' coincident. 

Ainsi, 

Corollaire 3.4 Soient Ç une algèbre de Lie, G u n  groupe de Lie d'algèbre de 

Lie 6, r et r' deux potentiels G-quasitriangulaires ayant même partie symétrique 

S.  Alors le bivecteur A> - A:, = A: - A:, est un  bivecteur de Poisson. 

Choisissons en particulier r' = r t  où r est un potentiel G-quasitriangulaire. 

On sait (r!~:.pitsc II, paragraphe 3) qu'alors r t  est aussi G-quasitriangulaire. Donc 

A: - Ar, = A; + A i  est un bivecteur de Poisson. Si la partie antisymétrique a de r 

est inversible, le bivecteur de Poisson A: + Ag cst de rang maximum en l'identité e 

du groupe G et, par conséquent, définit une structure symplectique dans un ouvert 

de G contenant e. 

3.4 Propriété de  la multiplication 

Proposition 3.6 Soient r ,  r',rl' des éléments de Ç @ Ç tels que les tenseurs 

-4: - A:,, Ar,, - A$,A;,, - A:, soient des bivecteurs de Poisson. Alors la multi- 

pEiç(~t iori  T ~ . * t  . I L ~ L  I ~ ~ O T ~ I L ~ A T ~ L C  de Poiuuon d e  (G,i\r - A:,) x (G,A:,, - 'If) ~ U T L Y  

(G, A;,, - A;,) . 

Notions { , },,,,, { , },,,,,, { , },t,,,, les crochets de Poisson sur G définis par 

les bivcctcilrs '4: - Ar,,  A:, - A$, A:,, - Ar,. Soient f i ,  fi deux fonctions lisses sur 



G et soient g et h deux points de G. On a d'une part 

{fi' f2)rll,+(gh) 

= r" (de(fi O Agh),de(f2 0 Agh)) - y' (de(f1 O pgh), de(f2 0 pgh)) 

D'autre part 

{fi ~ h ' f 2  O ~h)r,r'(g) 

= f(de(fi O Ph O Xg),de(f~ 0 O Ag)) - rf(de(fi O ph O pg),de(f2 0 ph O pg)) 

et 

{fi O Ag, f2 O Xg)r>t,r(h) 

= ~ ' I ( ~ e ( f i  O O Ah)>de(f2 Ag 0 Ah)) - )'(&(fi O Ag 0 ph),de(f2 0 Ag O ph)) ; 

d'où puisque ph o Ag = Ag o ph, ph 0 p, = pgh, Ag O Xn = Ag,, , 

{fi ~ h r  f 2  O ~h)r,+(g) + {fi O Ag, f 2  Ag}rl1,r(h) 

= rl'(de(fi O Agh), de(f2 0 Xgh)) - rr(de(fi O pgh), de(f2 0 pgh)) 

= {fi> f~)r~<,rl(gh) - 

3.5 Remarque 

Soient en particulier G un groupe de Lie d'algèbre de Lie Ç, T un potentiel G- 

jacobien. Alors A, = A: - Af = A: -Ag. Comme a est une solution de l'équation 

de Yang-Baxter généralisée sur G, on sait d'après la proposition 3.4 que A, est un 

bivecteur de Poisson. La proposition 3.5 s'applique donc et donne une nouvelle 

démonstration du fait que Ar possède la propriété de Drinfeld. 

3.6 Remarque 

Soient r et r' deux potentiels G-quasitriangulaires ayant même partie symé- 

trique S .  Les endomorphismes R et R' de Ç définis par 

où a et a' désignent les parties antisymétriques de r et r' sont des solutions 

de l'équation de Yang-Baxter modifiée. On sait (corollaire 3.4) que le bivecteur 

A, , )  = A: - A:, = A: - A:, est alors un bivecteur de Poisson. Nous nous pro- 

posons dans le paragraphe suivant de retrouver les résultats précédents en étudiant 

directement les structures de Poisson définies par des solutions de l'équation de 

Yang-Baxter modifiée. 



4. Structures de Poisson définies par des solutions 

de l'équation de Yang-Baxter modifiée 

On suppose désormais l'algèbre de Lie Ç munie d'un produit scalaire Ad- 

invariant ( 1 ) et l'on note 4 l'isomorphisme induit par ce produit scalaire. 

4.1 Crochet de   ch out en [R, R'] de deux endomorphismes R et R' de Ç 

Soient a et a' deux éléments antisymétriques de Ç @ Ç et soient R et R' les 

endomorphismes de Ç définis par R = a O 4, R' = a' O 4. Alors R et R' sont 

antisymétriqua par rapport au produit scalaire ( ( ) et l'on a 

Proposition 4.1 Le crochet de Schoutei~ [a,al] vérifie 

où  [R, R'] est l'application bilinéaire antasymétrique de Ç x Ç dans Ç définie par 

i On utilise l'antisymétrie de R et R' par rapport au produit scalaire ( 1 ) et 

l'invariance de ce produit scalaire. On a 



d'où la propriété. 

Définition 4.1 Soient R et R' des endomorphismes de ç. O n  appellera 

crochet de Schouten des applications R et R' 17appIacation bilinéaire antisymétrique 

[R, R'] de Ç x Ç dans Ç définie par (4.1). 

En particulier [R, R](x, y) = R ( [ R x ,  y] + [x, Ry]) - [Rx, Ry] . 

Proposition 4.2 Pour tous x, x i ,  x2, x3 éléments de 9, on  a 

i On utilise l'invariance du produit scalaire ( 1 ) et la proposition 4.1 et l'on a 

Corollaire 4.1 [a, a] est invariant par l'action adjointe de Ç si et seulement 

si $ [[R, R](xi, xz), x3] = O , i.e., la condition de Yang-Baster généralisée pour a 

est équivalente à la condition suivante sur R = a O 4 , 

D'où la dirfii~itioii suivai~te : 

Définition 4.2 Soit R u n  endomorphisme de Ç. O n  dira que R est une 

solution de l'éqiiation de  Yang-Baxter g&néralisée s i  e t  seulement a i  polir torrq 

X I ,  x2,x3 éléments de Ç 



Avec la définition 4.1 du croi-het [R, RI, l'équation de Yang-Baxter modifiée au 

sens de la définition 1.2 du chapitre III s'écrit : 

et il est clair que si R est une solution de l'équation de Yang-Baxter modifiée, R 

est une solution de l'éciuation de Yang-Baxter généralisée. 

4.2 Bivecteurs de Poissoii définis par des solutions de l'équation de 

Yang-Baxter modifiée 

On iiitindiiit In notion ,!<- gint1;ciit ; g;;iuclic c t  :L droitc. Soit J i i i i ~  foiic tioii 

lisse sui G. Sa diffLi~litieilc. i gc~uclle (iesp. d clioite) notée d ' j  (iebp. S v )  est 

déh ie  par 

a F G .  dgf = cl,( f o A,\ (rrsp. dg f = d,( f O py)) ; 

son gradient à gauche (resp. à droite) noté VA f (resp. Vp f )  est défini par : 

d 
( a i  f lx) = ,f ( g  exl>tx)lt=o, x t Ç 

(resp. (Vg f lx) = -$ f (exptxg)lt=o) . Ainsi, V; f = d-'(d;f) et V,Pf = $-'(dgf ). 

Proposition 4.3 So ien t  a l ,  az, a:, a2 des é léments  antisymétriques de Ç @ Ç 

et Ri = a, O 4, Ri = a: O 6 (i = 1,2) des endomorphismes de 9. Soient  f i ,  f i ,  f3 

de,q fonction,.< li.sses aTrr G. Alors 

- A:;, - A:;](df~, dfz, d) 
= (oXf3 ][Rir ~ z ] ( v ' f i ,  vAf2)) - (VPf3 I[R:, R:I(VPfl 7 CPf2)) . 

En effet on a, en utilisant la proposition 4.1, 

[A:, , ~:~ l ( s ) (dg f l ,  dgf*, 4 f 3 )  

= (dyf3, [a1,azl(dgxf1, dgxfz)) 

= ( d ( ~ g f 3 ) ,  [ni, a z 1 ( 4 ( ~ Q f i  ), 4 ( ~ g f z ) ) )  

= i r g f J l [~ l ,  ~ L I ( ~ y f 1 ,  ~ Q f i ) )  

d'où 
P a , ,  ~,x,l(dfl,df2,df3) 

= (vAf31[R1, R21(vXfi, VXf2)) . 



On montre de la même manière que 

Le crochet de Schouten de deux bivecteun dont l'un est invariant à gauche et 

l'autre invariant à droite étant identiquement nul (lemme 1.1)' on obtient la propo- 

sition. 

D'autre part, on sait que pour tout élément g E G , 

et que le produit scalaire ( 1 ) est par hypothèse Ad-invariant. On obtient donc 

l'important corollaire suivant : 

Corollaire 4.2 Les bivecteurs introduits vérifient la relation 

En particulier dans le cas où Ri = R?, Ri = R:, on a 

Proposition 4.4 Soient R et R' des solutions antisymétriques par rapport à 

q5 de l'équation de Yang-Bazter modifiée. Alors si a = R O 4-', a' = R' O q5-', le 

bivecteur A; - Ag, est un bivecteur de Poisson. 

On retrouve ainsi le corollaire 3.4. 

Remarque Soient R et R' des endomorphismes de Ç antisymétriques par 

rapport à 4 , a = R o q5-1 , a' = R' O 4-' . En utilisant 17antisymétrie de R et R' 

et l'invariance du produit scalaire ( 1 ) , on obtient 



On montre de la même manière que 

et on obtient les formules de Semenov-Tian-Shansky établies dans [17]. 

En résumé soient a et a' des solutions antisymétriques de l'équation de Yang- 

Baxter généralisée sur G . Pour que le bivecteur A: - Ac, soit un bivecteur de 

Poisson, il faut et il s d t  que [a, a] = [a', a'] donc il suffit que a = a' . Lorsque Ç est 

une algèbre de Lie munie d'un produit scalaire Ad-invariant 4, et que l'on considère 

deux endomorphismes R et R' de Q , solutions antisymétriques par rapport à 4 
de l'équation de Yang-Baxter modifiée, non seulement les deux potentiels a et a' 

définis par a = R O 4-1 et a' = R' O 4-1 sont jacobiens mais de plus leurs crochets 

de Schouten coincident et le bivecteur A: - A:, est alors un bivecteur de Poisson. 

En général, si a et a' sont des solutions antisymétriques de l'équation de Yang- 

Baxter généralisée, aucun des bivecteurs A: et A:, n'est un bivecteur de Poisson. 

Mais lorsque a et a' sont des solutions antisymétriques de l'équation de Yang- 

Baxter classique, non seulement A$ - A:, est un bivecteur de Poisson, mais encore 

A t  et A:, sont des bivecteurs de Poisson. De plus, lorsque a = a' , le bivecteur de 

Poisson A: - A$ vérifie la propriété de Drinfeld. 
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nesume 

Un groupe ae hie-roiason est un groupe de Lie LT muni d'une struct 

Poisson telle que la multiplication soit un marphisme de Poiss 

G x G danrm G . L'algèbre de Lie d'un groupe de Lie-Poisson porte une st 

supplémentaire qui en fait une bigèbre de Lie. Nous étudioils les big 

(autodualitk, triplets de Manin) et les algèbre8 de Lie bicroi- qui 

bigkbres de Lie. Nous crn;tsidiéiwrs le cas des b i g h h  de Lie 

des bigèbres de Lie quasitriangdaim et mus étudions plusieurs exemples. Nous 

montrons que la catégorie des bigèbres de Lie quasjtrimguiaim est isomorphe à la 

catégorie des algèbres de Lie-Semenov. Nous comparons la notion de carré d'une 

alghbre de LieSemenov due à Semenov-Tian-Shansky et la notion de double d'une 

bigèbre de Lie due à Drinfeld. Enfin nous démontrons le théorème d'intégration 

des bigèbres de Lie et nous étudions les structures de Poisson sur un groupe de 

Lie défmiies p dm soiutions dea équations de YE -- n--cter chsique, & é d i &  

et modifiée. 

Mots cles : Groupe de Lie, algèbre de Lie, variété de Poisson, équation ae 

Yang-Baxter. 


