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INTRODUCTION

Les notions de groupe de Lie-Poisson et de bigébre de Lie ont été introduites
par Drinfeld [4] & la suite des travaux de Sklyanin sur I"équation de Yang-Baxter
classique [19], eux-mémes issus des travaux de Faddeev et de son école concernant
le scattering inverse quantique. Dans le méme temps, Gelfand et Dorfman [6]
identifiaient ’équation de Yang-Baxter classique avec la nullité d’un crochet de
Schouten. (Sur la notion de crochet de Schouten voir [15][9]{3]). Indépendamment,
Magri et Morosi [12] étudiaient les solutions de '’équation de Yang-Baxter classique
sous le nom de cocycles de Poisson. L’étude des bigebres de Lie et des groupes
de Lie-Poisson a été développée surtout par Drinfeld [5] et Semenov-Tian-Shansky
[16][17){18]. On trouvera des exposés de ce sujet dans [7] ou [21] et quelques
développements plus récents, dont certains sont repris ici, dans [1}[2][8][3][23][11).
La terminologie employée jusqu'ici a été variable, groupes de Lie-Hamilton [4],

groupes de Poisson-Drinfeld [7], groupes de Poisson [3].

Un groupe de Lie-Poisson est un groupe de Lie G' muni d’une structure de
Poisson telle que la multiplication soit un morphisme de Poisson de la variété de

Poisson produit G X G dans G .

L’algebre de Lie § d’un groupe de Lie-Poisson G porte une structure supplé-

mentaire qui en fait ce gu’on appelle une bigebre de Lie [4][16]{5] [7][21]{3].

Dans la premiere partie de notre travail, nous faisons une étude détaillée
de cette structure supplémentaire. Nous étudions dans le chapitre I la structure
d’algebre de Lie de G* induite par la structure de Lie-Poisson sur le groupe de Lie
G. Soit A le bivecteur de la structure de Poisson de G . Nous notons ! I’application

de G & valeurs dans A2G définie par transport de A par translation a droite
l(g) = (Tgpg~1 ® Typg—l)Ag7 g€ G.

(G, A) est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si ! est un 1-cocycle du groupe G
4 valeurs dans A%G pour I'action adjointe Ad de G . On en déduit que Papplication
linéaire tangente 4 I en P'identité e du groupe G . notée £ , est un 1-cocycle de G
& valeurs dans A%G pour I’action adjointe ad de P’algébre de Lie G . La structure
d’algeébre de Lie de G* est définie par Papplication linéaire v = ' . Avec cette
structure d’algébre de Lie sur G* , Pespace vectoriel K = G xG* porte naturellement

une structure d’algébre de Lie induisant les structures d’algebres de Lie de G et G*
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et laissant invariant le produit scalaire naturel sur Pespace vectoriel K . La dualité
entre les espaces vectoriels G et G* joue un role important -lans ces différentes

structures.

Récemment Magri et Kosmann-Schwarzbach [8] ont montré que la structure
de bigebre de Lie sur une algébre de Lie G est un cas particulier de la structure
bicroisée d’algébre de Lie sur deux algebres de Lie, pas nécessairement en dualité
(voir aussi [11]). Nous reprenons plus en détail I'étude de la structure bicroisée
d’algebre de Lie.

Dans le chapitre II, nous étudions les bigébres de Lie exactes définies par un
1-cobord € de G 4 valeurs dans A2G . Si € = 6r , nous cherchons les conditions sur
r € G ® G pour que v = &' définisse une structure d’algebre de Lie sur G* . Soit
r = a + s la décomposition en parties antisymétrique et symétrique de r . Nous
montrons que v = ' définit une structure d’algebre de Lie sur G* si et seulement
si s est ad-invariante et le crochet de Schouten [a, ] de la partie antisymétrique a

de r est ad-invariant. Cette étude nous conduit aux définitions de bigebres de Lie

1) triangulaires définies par des solutions antisymétriques de I’équation de

Yang-Baxter classique (ou équation du triangle) [a, a] = 0 [4][5][6][7][8]{16],

2) bigébres de Lie-Sklyanin définies par une solution antisymétrique de I’é-

quation de Yang-Baxter généralisée [4][5][7][8],

3) quasitriangulaires définies par un potentiel quasitriangulaire c’est-a-dire &
courbure de Schouten nulle [5](8]. (Cette notion avait été introduite par Magri

sous le nom de pseudococycle (1983, non publié)).

Nous explicitons la définition du double d'une bigébre de Lie due 4 Drinfeld
[5]. Nous terminons le chapitre II en donnant des exemples de bigébres de Lie

quasitriangulaires dont plusieurs sont obtenues par passage au double.

Dans le chapitre III nous nous intéressons aux bigebres de Lie quasitriangu
laires. Soit (G,[, ],r) une bigébre de Lie exacte. Nous montrons que le potentiel
r est un potentiel quasitriangulaire si et seulement si ’endomorphisme R de G
défini par

R:Lloo’—l y

est une solution de I'équation de Yang-Baxter modifiée [16][17][18]. Nous montrons

ainsi (voir aussi [1)[2]) qu’a toute bigébre de Lie quasitriangulaire est associée une
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algébre de Lie-Semenov [17] et inversement.

Soit C la catégorie des bigébres de Lie quasitriangulaires et C la catégorie des
algébres de Lie-Semenov. Soit (G,[, |, R, ¢) une algébre de Lie-Semenov. Nous
utilisons la relation entre le crochet [, ]z sur G et le crochet | , Jg« sur G* défini
par 7 = Ro ¢! + ¢~} pour définir les morphismes d’algébres de Lie-Semenov de

telle sorte que les catégories C et € soient isomorphes.

Dans [17] Semenov-Tian-Shansky a introduit la notion de carré d’une algebre
de Lie-Semenov. Etant donnée une bigebre de Lie quasitriangulaire g, nous notons
£® le double de g et g I'algebre de Lie-Semenov associée a g . Soient () le carré
de I’algebre de Lie-Semenov & et (g la bigébre de Lie quasitriangulaire associée &
()& . Nous terminons le chapitre 111 en construisant un anti-isomorphisme entre

les bigebres de Lie gt® et P g . Ces résultats étaient exposés dans [2].

Dans la derniere partie (chapitre IV) nous revenons a I’étude des groupes de
Lie. Le théoréme d’intégration des bigébres de Lie s’énonce : toute structure de
bigébre de Lie sur une algebre de Lie G définit une structure de Lie-Poisson sur
le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algebre de Lie G telle que la
structure de bigebre de Lie associée coincide avec la structure de bigebre de Lie
donnée sur G . Ce théoréme a été énoncé par Drinfeld [4][5]. Une démonstration
consistant en des calculs dus & Magri a été publiée par Kosmann-Schwarzbach [7].
Verdier en a donné une nouvelle démonstration dans [21]. Récemment, Dazord
et Sondaz [3] puis Lu et Weinstein [11] ont démontré le théoréme en introduisant
des idées nouvelles. Nous reprenons en détail la démonstration proposée par Lu

et Weinstein dans [11].

Soient r et r' des éléments de G ® G . Nous notons A} (resp. A?) le tenseur
invariant & gauche (resp. & droite) engendré par r. Soit A, = A} — A%, . Nous
donnons les conditions pour que ce tenseur soit antisymétrique et nous étudions
les structures de Poissou qu'il défiuit sur G lorsque son crochet de Schouten est
identiquement nul. Cette étude nous conduit aux groupes de Lie-Poisson exacts
associés aux bigebres de Lie exactes considérées dans le chapitre II. Nous faisons
ensuite une étude des structures de Poisson sur un groupe de Lie obtenues par
translation sur le groupe de potentiels jacobiens ou de solutions de 'équation de
Yang-Baxter modifiée. Nous retrouvons les résultats établis dans [1] avec leur

géndéralisation.
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Pour les bases de la géométrie différentielle et de la théorie des variétés de
Poisson nous avons utilisé les ouvrages de Souriau [20] et de Libermann et Marle
{10].

N.B. J’ai eu connaissance aprés la soutenance de cette thése du preprint de
Sh. H. Majid, Matched pairs of Lie groups associated to solutions of the

Yang-Baxter equations, & paraitre au Pacific Journal of Mathematics, dont certains..

résultats sont proches de ceux exposés ici.



CHAPITRE 1

Groupes de Lie-Poisson, bigébres de Lie et structures bicroisées
d’algebres de Lie

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord quelques préliminaires sur les va-
riétés de Poisson. Nous étudions ensuite les structures de Poisson sur un groupe
de Lie G telles que la ﬁmltiplication soit un morphisme de Poisson de G x G dans
G. Un groupe de Lie G muni d’une telle structure de Poisson est dit groupe de
Lie-Poisson. Soit A le bivecteur de Poisson de G. (G, A) est un groupe de Lie-
Poisson si et seulement si A vérifie une propriété que nous appelons la propriété
de Drinfeld. Nous démontrons deux conséquences trés importantes de la propriété
de Drinfeld du bivecteur A. Apres avoir défini les morphismes de groupes de
Lie-Poisson, nous étudions l'application ! de G & valeurs dans A%2G obtenue par
transport de A par translation & droite. A possede la propriété de Drinfeld si et
seulement si [ est un 1-coeycle pour 'action adjointe du groupe G. 1l s’ensuit alors
que [ s’annule en e et que 'application linéaire tangente a [ en e est un l-cocycle
de § & valeurs dans A?G dont le transposé définit une structure d’algtbre de Lie
sur G*. Nous faisons une étude détaillée de cette structure d’algebre de Lie sur G*
qui fait de Yalgebre de Lie G une bigébre de Lie. La notion de bigébre de Lie est
une notion auto-duale. Apreés avoir défini les morphismes de bigébres de Lie, nous
étudions la structure d’algebre de Lie de I'espace vectoriel X = G x G* induite
par la structure de bigébre de Lie de G. Cette étude nous conduit & la notion de
triplets de Manin. Dans la derniere partie de ce chapitre, nous considérons deux
algeébres de Lie G et ‘H qui ne sont pas nécessairement en dualité et nous étudions
les conditions d’existence d’une structure d’algeébre de Lie sur 'espace vectoriel
K = G x H induisant les structures de G et H. Une telle structure d’algebre de Lie
est dite structure bicroisée. Nous revenons enfin au cas ou G et H sont en dualité
et nous montrons que la structure d’algébre de Lie de K = G x G* induite par la

structure de bigebre de Lic de G est un cas particulier de la structure bicroisée.

1. Préliminaires

1.1 Crochet de Schouten

Soit V' une variété lisse. On note AP(V') P'espace vectoriel des multivecteurs de

degré p ou p-vecteurs sur V (champs de p-tenseurs antisymétriques contravariants)
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avec la convention A°(V) = Q%(V) olt Q%(V) est I'espace vectoriel des fonctions

lisses sur V . Cet espace vectoriel sera noté parfois C*(V) .

Soit A(V) 'algebre graduée @p>0AP(V). On convient que AP(V) = {0} si p

est un entier négatif.

Le crochet de Schouten dans A(V) est 'unique application R-bilinéaire
[,]: A(V) x A(V) = A(V)

de degré —1 qui est caractérisée par les propriétés suivantes :

(i) pour tout X € AY(V), pour tout u € A(V), [X, u] est la dérivée de Lie de
u par rapport au champ X,

(i) siu € AP(V),v € A¢(V),on a
[u,v] = _(Al)(p—l)(q—l)[v,u],
(iii) si u € AP(V), application linéaire v — [u, v] est une dérivation de degré

p — 1 de l'algébre graduée A(V).

(A(V),[, ]) est une algebre de Lie graduée et I'identité de Jacobi s’écrit :
f(_l)("‘_l)(”'l)[Xh [X2, X3]] =0

oi X1 € AM(V), Xy € AP(V), X; € AP*(V) et ou § est la somme sur les

permutations circulaires des indices 1,2,3.

Le crochet de Schouten est donc une bidérivation de 1’algebre graduée des

multivecteurs sur V qui étend le crochet de Lie des champs de vecteurs.

1.2 Variétés de Poisson

Une variété de Poisson est par définition une variété lisse Al munie d'uun
crochet de Poisson noté { , }»s, c’est-a-dire d’une structure d’algebre de Lie sur

Pespace vectoriel C>°(M) des fonctions lisses sur M, satisfaisant la régle de Leibniz,

Vi fa fs € CR(M), {fi, fafatar = fo{fi, f3dar + s {fi, Fodar -



1.3 Bivecteurs de Poisson

Soit (M, { , }m) une variété de Poisson. Le bivecteur de Poisson de M est

par définition le 2-tenseur antisymétrique contravariant A tel que,

Vfi, f2 € C(M), { f1, f2}m = A(dfy, df2)

ol df désigne la différentielle de f € C*(M).
Soit & un point de M. Notons # le morphisme de fibrés vectoriels de T*M
dans TM défini par A, c’est-a-dire vérifiant,

Vz € M.Va, € T*M V8, € T*M

(a,, #zﬂz) = —(ﬂ“ #zax> = Az(ata ﬂz) .
La dimension du sous-espace vectoriel #.(Ty M) est appelée le rang de la
structure de Poisson au point z.

Exemple. Soit (M,w) une variété symplectique. Pour toutes fonctions lisses
f1 et f2 sur M, on définit
{fi,fila=Xp f

ou Xy = #df est le champ hamiltonien de hamiltonien f. Alors (M, {, }ar) est

une variété de Poisson de rang constant maximum.

1.4 Produits de variétés de Poisson

Soient (M, {, }am)et (N,{, }~) deux variétés de Poisson. Soit f une fonction
lisse sur la variété produit M x N. Pour (z,y) € M X N, on note f* (resp. f¥)
Iélément de C*°(N) (resp. C>(M)) défini par

ffy) = f(z,y)  (resp. f¥(z) = f(2,y)).
Le crochet {, }yrxn défini sur la variété produit M x N par

{f1, fo}arxn(z,y) = {fF, 5 n(y) + {7, £ m(z)

ou f1 et fy sont deux ¢lémenis de C* (M x V) est un crochet de Poisson.

On dit que (M x N, { , }mxn) est le produit des deux variétés de Poisson
(M, {, Yn) et (N, {, }n)



1.5 Morphismes de Poisson

Un morphisme de Poisson d’une variété de Poisson (M,{ , }ar) dans une

variété de Poisson (N, {, }~) est une application lisse ¢ de M dans N telle que,

vflaf2 € COO(N)v {f17f2}N ° ¢ = {fl o ¢vf2 o ¢}M .
2. Groupes de Lie-Poisson
2.1 Définitions et propriétés

Soit G un groupe de Lie, d’algébre de Lie G.

Notations : Les éléments de G seront notés g, h,. .. etc et les éléments de G,

z,Y,... etc.

Soit g € G. On note ), et p, la translation & gauche et la translation a droite
par g. La différentielle en I'identité de 'automorphisme intérieur Ay 0 pg-1 est

notée Ad,.
Pour toute fonction lisse f sur G, dyf est la différentielle en g de f.

Soient ¢ une application lisse d’une variété M dans une variété N et z un

point de M. On note T, ¢ Papplication linéaire tangente & ¢ au point z.

Définition 2.1 Un groupe de Lie-Poisson est un groupe de Lie G muni d’une
structure de Poisson { , }¢ telle que la multiplication, = : (g,h) € G X G —
m(g,h) = gh € G soit un morphisme de Poisson de (G X G,{ , }gxg) dans

(G {; }o)-

Par définition, 7 est un morphisme de Poisson si et seulement si pour toutes

flafz € COO(G)’
{fl,fz}G°7f ={fiom fs OW}GxG,

ou de maniére équivalente, si pour tous ¢g,h € G,

{f.FYa(gh) = {f]. FYe(h) + {fF. F2Yc(g) .

le.,

(2.1) {f1, f2}a(gh) = {fio Ay, fa0 Ag}a(h) + {f1 0 ph, f2 0 pr}a(9) -
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Soit A le bivecteur de Poisson de G. La formule (2.1) est alors équivalente &

Agh(dghflydghfZ) = Ah(dh(fl o )\g), dh(f2 o /\g)) + Ag(dy(fl o Ph),dg(fz o Ph)) .
Or,
An(dn(f1 0 Ag),da(f2 0 Ag)) = An(dgn f1 0 Tidg,dgnfz 0 Thdg)
= (ThAg @ Tnrg)(An)(dgnf1,dgnfa) -
Ag(dg(f10pn),dg(f2 0 pr)) = Ag(dgnfr 0 Typn,dgn fa 0 Typp)
= (Topn ® Typn)(Ag)(dgnf1,dgnfz) -

Ainsi, la formule (2.1) est équivalente &

(2-2) Agh = (Th/\g ® Th’\y)(Ah) + (Ty."h ® TyPh)(Ag) .

La propriété (2.1) ou (2.2) est dite propriété de Drinfeld du bivecteur A.

On observe ainsi que le bivecteur A, s’il est non identiquement nul, n’est ni
invariant & gauche, ni invariant & droite. De plus, si e est ’élément neutre de G,

en posant g = & = e dans (2.2) on obtient
9

(2.3) Ac=0.

Ainsi, toute structure de Lie-Poisson sur un groupe de Lie G est de rang zéro

en e. Une telle structure ne peut jamais étre une structure symplectique.

Exemple 2.1 Soit A une algebre de Lie. Le groupe additif A* muni de la

structure de Lie-Poisson est un groupe de Lie-Poisson abélien.

Définition 2.2 (Morphismes de groupes de Lie-Poisson). Soient (Gy,{, }a,)
et (Ga2,{, }g,) deuz groupes de Lie-Poisson et ¢ une application lisse de Gy dans
G2. On dira que ¢ est un morphisme (resp. antimorphisme) de groupes de Lie-
Poisson de (G4, { , }¢,) dans (G2,{, }g,) si ¢ est un homomorphisme du groupe

G1 dans Ir growpe G, et @ est un morphisme (resp. antimorphisme) de Poisson

de (G, {, }g,) dans (Ga2,{, }c.) -

Proposition 2.1 Soit (G,{ , }¢) un groupe de Lie-Poisson. On note A le
bivecteur de Poisson de G et G' le groupe opposé de G. L’application ¢ qui,
i g € G, associe g7! € G' est un isomorphisme de groupes de Lie-Poisson de
(G, {, }g) sur (G',{, }o') ot le crochet de Poisson { , }¢ est le crochet défini

par le bivecteur —A.
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B Pour tous g,h € G, on a (gh)™! = h71g™! et ¢ est un isomorphisme de
groupes de G sur G'. Montrons maintenant que ¢ est un morphisme de Poisson de
(G,{, }g) dans (G',{, }g)- Soient fi, f» deux fonctions lisses sur G' et g € G.
Ona:

{fi, 2} (8(9) = {f1, fYe(g7") = ~Ag-1(dg-1 f1,dg-1 f2) -
Or, A étant un bivecteur de Lie-Poisson, on a
(Ty-12g @ Ty-sAg)(Ag-1) = —(Tgpg-1 @ Typg-1)(Ag)
d’aprés les relations (2.2) et (2.3). Ainsi,
{f1, RYar(97") = —Ay-1(dy-1 f1,dg-1 f2)
= Ag(dg-1 f 0 Tg(Ag-1 0 pg=1),dg-1f2 0 Ty(Ag-1 0 pg-1))

Mais
Typ = —TeAg-1 0 Tgpg-1 = —Tg(Ag-1 0 pg-1).
Ainsi,
{f1, f2}ar(97") = Ag(dy(f1 0 6),dg(f2 0 ) = {f10 ¢, f2 0 $}(G)
et ¢ est un morphisme de Poisson de (G, {, }¢) dans (G',{, }o)- ]

Proposition 2.2 Soient (G,{ , }g) et (H,{ , }u) deuz groupes de Lie-
Poisson. Alors (G x H,{, }axn) est un groupe de Lie-Poisson.
B Notons 7 la multiplication du groupe produit G x H. On a
m: (g1, h1), (92, h2)) € (G x H) x (G x H) —7((g1, k1), (92, h2)) =
(9192, b)) EG X H .

Soient F et F; deux fonctions lisses sur G x H. Montrons que :

{Fi, F2}oxu(g192, hih2) = {From, Fy o wlaxmyx(ax (91, h1), (92, h2))
On utilise essentiellement le fait que G et H sont des groupes de Lie-Poisson; on
a d’une part :

{F1, F2}oxn(9192, hiha) ={F1(g192,) 0 An,, F2(g192,°) 0 An, Y1 (ha)
+ {F1(9192,") © prs, F2(9192,) © pn, } H(h1)
+ {F1(:, hrha) 0 Ag,, Fa(+, hihz) 0 Mg, }a(g2)
+{F1(:, h1hz) 0 pg,, Fa(-s hih2) 0 pg }a(g1) -



D’autre part :
{F1 0w, Fy o mhaxmyxiaxmy((91,h1), (92, h2))
={F10(Ag, X A, )(92,°), F2 0 (Agy X An,)(92,°)}r(h2)
+{F1o(Ag, X A )(v h2), Fz 0 (Ag, X Ag,)(+, h2)}6(92)
+{F1 0 (pg, X pra)(91,°), F2 0 (pg; X pn; )(91,°)}(P1)
+ {F1 0 (pgs X pry)(+, h1), F2 0 (pg, X p, ), k1) }a(g1) -

Mais pour tout élément F de C*(G x H) on a

F(glg2a ) o ’\h1 =Fo (’\91 X ’\hl)(.‘h, )

et F(glg%') O pp, = Fo (sz X phz)(gl7') ’
F(ohiha) o Ay, = F o (Ay, % A, Y- o)
et F(-,hihs) o pg, = Fo{pg, X pa,)(- h1) .

En conclusion
{F1, F}oxnu(g192, h1he) = {Fy o 7, Fy o w}(gxmyx(axm)((91, h1), (92, h2))
et G X H est un groupe de Lie-Poisson . |

2.2 Cocycle de groupe et cocycle d’algébre d’un groupe de Lie-Poisson

Soit (G,{, }¢) un groupe de Lie-Poisson. On identifie I'algébre de Lie G de
G a T.G. Considérons 'application lisse [ sur G & valeurs dans G ® G définie par

I(g) = (Typg1 @ Typy-1XAg), g€G.

Montrons que A satisfait la condition (2.2) si et seulement si [ est un 1-cocycle du

groupe G a valeurs dans G ® G pour l'action adjointe Ad de G.

En effet, pour tous g et h € G on a

Ugh) = (Tynpigny-+ ® Tonpign)- J{Agn)

Les translations & gauche commutent avec les translations & droite. Aussi, pour
tous ¢, h € G,

Pgh = Ph O Pg



et

/\gh = Ag o Ah .
Ainsi 1’égalité (2.2) est équivalente &
(24 I(gh) = U(g) + Ad,((R))
et (2.4) est la condition pour que ! soit un 1-cocycle de G & valeurs dans G ® G

pour l'action adjointe de G. Il est clair que l(e) = 0.

Soit € = T,l. Puisque [ est un l-cocycle de G a valeurs dans G ® G pour
Paction adjointe Ad de G, € est un 1-cocycle de I'algebre de Lie G & valeurs dans
G ® G pour Paction adjointe ad de G. Explicitons cette propriété de e. On obtient
pour z,y €G,

25) e[z, y]) = (ad: ® 1+ 1@ ad;)(e(y)) — (ady ® 1 + 1 @ ad, )(e()) -

La propriété de cocycle de ¢ est la version infinitésimale de la propriété de
Drinfeld du bivecteur A .

2.3 Structure d’algébre de Lie de G*

Soit G* le dual de Vespace vectoriel G . On note par des lettres grecques
£, 1,... etc. les éléments de G*. Etant donnés deux éléments £;,&; de G*, 1l existe

des fonctions lisses f; et f; sur G telles que

&r=defi, &2=4dcfz.

Montrons que d.({f1, f2}¢) ne dépend que de &; et &; . En effet, pour z € G :

(de({fl)fZ}G)ax>

d
= E({fl,fz}c)(exp tz))|s=0
d
= Eerxp tz(dexp t::fl y dexp tr f2)|t=0
d
= E(TCPGXP tz ® Tepexp tz )(1(exptz))(dexp tz f1 ® dexptz f2)le=o0

d
= CTt.l(exp t:l:) ((Tepexp tz)t(dexp tzfl) ® (Tepexp tz )t(dexp tzf2 )) |t=0
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ot u — u' désigne la transposition des applications linéaires. En utilisant la

relation {(e) = 0, on obtient
(de{flva}va) = Tel(x)(defl ® defZ)
= e(z)(b1 @ &) = (" (&1 ® &), 2)
soit o
(2:6) de{fi, ole =€'(&:®62).

Posons donc

(2.7) [f1,6)e- =€ (610 &) .

La relation précédente montre que le crochet |, Jg+ est un crochet d’algebre de Lie

sur G* puisque { , }g est un crochet de Poisson.

2.4 Remarque
Introduisons la

Définition 2.3 Soient G un groupe de Lie et A un bivecteur de G tel que
Ae = 0. On appelle linéarisé de A en e Uapplication linéaire de G dans A*G notée
AL et définie par
AH(z) = (LxA)(e), z€G,

ot Lx estla dérivation de Lie par un champ de vecteurs X sur G tel que X(e) =z .

A“(x) est bien indépendant du choix de X tel que X(e) =z .

Soit (G, A) un groupe de Lie-Poisson et z € G . Avec les notations précédentes,

on a

o(x) = Tul(x) = “Fl(expte)limg

d
= EE(Tethz Pexp‘terxptz ) l t=0

= (L2 A)(e)
o1 2 est le champ invariant & gauche engendré par z. On voit ainsi que AL = ¢
et que la structure de Lie-Poisson sur G o (G*)* associée & la structure d’algebre
de Lie (2.7) sur G* définie par €' n’est autre que la structure de Poisson linéarisée
AL de la structure de Poisson A sur G au point e ot A s’annule. Cette idée est

due & Dazord et Sondaz qui I'ont exposée dans [3].
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2.5 Relations entre les crochets de Lie sur G et sur G*

Soit G un groupe de Lie. On note 8 : G* — G* ® G* la transposée de
Papplication linéaire de G ® G dans G définissant le crochet de Lie [,] de § et on

note = + ad, et z — ad’ les représentations adjointe de G dans G et coadjointe
de G dans G*.

Si G est un groupe de Lie-Poisson, on désigne comme ci-dessus par ¢ ’appli-
cation linéaire T,! définie sur G & valeurs dans ¢ ® G dont la transposée

v:G* ® G* — G* définit le crochet de Lie [, Jg» de G*. On a donc par définition

(E[.’E, y]7 £€® r’) = ([57 7’]0" ['77, y]) = (ﬂ[é, 77]0‘ T® y) .

On note £ — adg et £ — adz les représentations adjointe de G* dans G* et coad-
jointe de G* dans (G*)* ~ §. La relation (2.5) exprimant la propriété de cocycle

de € peut s’exprimer des cinq maniéres équivalentes suivantes :

(i) € est un l-cocycle de G a valeurs dans G ® G pour l'action adjointe
z—ad, ®14+1Qad, de G,

(i1) les crochets [ , ] et [, ]g» vérifient la condition de Drinfeld (dite encore

condition de compatibilité ou condition de distributivité (5] [7])

(28) ([¢,nlg+,[=,u])
= —([ad:£) 77]9" ) y) - ([Ea ad:']lc‘ ’ y) + ([ad;& W]G" x) + ([57 ad;ﬂ]g" ) Z‘) )

iii) les représentations coadjointes z — ad} et £ — ad} vérifient la condition,
z €

(29) ([ﬁa 77](7' ) [11, y])
= (ad;n,adgy) + {ady€, adyz) — ((adzf, adyy) + (ad;r], adzx)) ,

(iv) les crochets [, | et [, Jg+ vérifient la relation

(210) ([ﬁvrl]G‘) [:E, y])
= (¢, ladyz, yl) + (&, [z, adyyl) — (n, [adgz, yl) — (n, [z, adiy]) ,

(v) B est un l-cocycle de G* & valeurs dans G* ® G* pour P’action adjointe
{Had5®1+1®ad5 de G*.
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B En effet notons § (resp. &%) la codifférentielle sur les cochaines de G (resp.

G*) pour Paction adjointe z - ad, (resp. £ — ad¢). On a par définition
(8e)(z,y) = (ad: ®1 + 1@ ad, )(e(y)) — (ady ® 1 + 1 ® ad,)(e(z)) — €[z, y)
d’oty,
(€ ®n,(be)(z,y))
= —(c(y), adz€ © n + £ @ adZn) + {e(z), ady @ n + £ @ adyn) — (€ @ n, €z, y)
et
(I, nlo=. [z, yl) + (lad2€,nlo~ + €, adznlg~, y) — (ladyé, n)g- + [€, adynlg-, z)
= —{£ @ n,(8e)(z,y)) -
On voit donc que (1) 6 = 0 est équivalente a (ii).
D’autre part,
= (ladz&, nlg-,y) — (€, adznlg~, y) + ({adyé, nlg-, ) + ([, ad}nlg-, =)
= —{ad¢, adby) + (adin, adly) + (ad}é, adyz) — (ad}y, ad}z)
et (ii) est équivalente a (ii).

Aussi,

(67B)(&,m) = (ade ® 1 + 1 @ ade)(B(n)) — (ady ® 1 +1 @ ady)(B(€)) — BIE, nlg-
d’ou
((6"B)(&:n), 2 ®y) =~ (B(n),adiz ® y + = ® adgy)
+(B(£), adyz @ y + = ® adyy) ~ (B¢, 7]g-, 2 Q@ v)

et
\lr.fa ’119' ’ [‘7'" y]) + (779 [ad;.r, y] + ['ta adzyb - (61 [ad;x, y] + ["57 ad;y])

=—((8"B)(&n)z®y) .
Dour (+) £*3 = 0 est équivalente & (iv).

On remarque que dans (iii), les roles de [, ] et [, Jg sont symétriques. Vue
I'équivalence de (iii) et de (ii) ou (i), on en déduit I'équivalence de (iii) et de (iv)

ou (v). =
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Remarquons que cette condition peut encore s’écrire de manieres équivalentes

(2.11) adg|z,y] — [adgz, y] — [z, adgy] + adgq, ey — adgs ez =0

(212) ad; (¢, n] — [adz{,n] — [{, adzn] + adiye .0 — adggy . = 0 .

Identifions § ® ¢ & Hom(G*, G).Toute application linéaire ¢ de G dans G ® G

s’identifie alors & une application linéaire £ de § dans Hom(G*,G) définie par

(£,&(z)(m) = (£ @ n,e(2)) -

Si € est un 1-cocycle de G dans G ® G pour Paction adjointe, alors € est un 1-cocycle
de G dans Hom(G*,§) ol la structure de G-module de Hom(G*, G) est donnée par,

G x Hom(G*,G) — Hom(G*, G)
(z,9) —ad; 090 —poad, .

Etant données les définitions de [¢,7]g- et de ad?, on voit que
(2.13) &(z)(¢) = adiz .
En effet,
(m,&(=)(8)) = (n ® {,&(z)) = ([n,{]g~, ) = (n, adgz) .

De la méme maniére, identifions G* ® ¢* & Hom(G,G*). Le l-cocycle S
s'identifie & un 1-cocycle 3 de G* & valeurs dans Hom(G,G*) ot la structure de
G*-module de Hom(G, G*) est donnée par

G* x Hom(G,G*) — Hom(G,G*)
(€,) ._,adfozp—z/)oad’g.
On a

(2.14) B(&)(z) = ad:t .
Avec ces identifications on a

(88)(2,y) = ad, 0 &(y) ~ E(y) 0 ad} — ady 0 &(x) + () 0 ad} ~ Iz, y]



13

et
(8*B)(&,n) = adg 0 B(n) — B(n) o adg ~ ady 0 B(£) + B(£) 0 ady — BlE, nlg- -

2.6 Cocycles jacobiens

Définition 2.4 Soient G une algébre de Lie et € une application linéaire de G
dans G @ G. € est dit jacobien si € est antisymétrique (c’est-d-dire d valeurs dans
/\ZQ) et son transposé v = ' : G* @ G* — G* vérific Uidentité de Jacobi :

f’)’(fs R ®E&))=0

ot § est la somme sur les permutations circulaires des indices 1,2,3.

2.7. Remarque

Soit AL le linéarisé de A en e . On a vu dans la remarque 2.4 que Al = ¢,
Or AL est un bivecteur de Poisson si et seulement si ¢! définit un crochet de Lie.

Donc ¢ est jacobien si et seulement si AL est un bivecteur de Poisson sur G .
3. Bigébres de Lie
3.1 Définitions et propriétés
L’étude de I'algebre de Lie d’un groupe de Lie-Poisson conduit & :

Définition 3.1 Une structure de bigébre de Lie sur un espace vectoriel G est
la donnée d’une structure d’algébre de Lie [, ] sur G et d’un 1-cocycle jacobien ¢

de G d valeurs dans G @ G pour Uaction adjointe.

Notation : La bigebre de Lie est notée (G, [, ],¢).

Soit (G, [, |, €) une bigebre de Lie. Les équivalences précédentes montrent que
les crochets d'algebres de Lie |, Jsur G et [, jg» vérifient la propriété de Drinfeld

(2.8). Inversement on a :

Proposition 3.1 Soient [, ] et [, g« deuz crochets d’algébre de Lie sur G
et G* vérifiant la propriété de Drinfeld (2.8). Soit € la transposée de application
hnéaire de G* @ G* dans G* définissant le crochet de Lie [, 1g«. Alors (G,[, ], )

est une bigébre de Lie.
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3.2 Remarque

1l résulte de ce qui précéde que la définition 3.1 des bigébres de Lie coincide

avec celle donnée dans [4] [21] utilisant la notion de cogebre de Lie.

3.3 Bigébre de Lie duale

Soit B : G* — G* ® G* la transposée de 'application linéaire de G ® G dans
G définissant le crochet de Lie [ , ] de G. Il résulte des équivalences démontrées

ci-dessus que

Proposition 3.2 (G,[ ,l,e) est une bigébre de Lie si et seulement st
(G*,1, lg=,B) est une bigébre de Lie.

Définition 3.2 On dit que (G*,[ , lg=,B) est la bigébre de Lie duale de la
bigébre de Lie (G,[, ],¢).

3.4 Morphismes de bigébres de Lie

Définition 3.3 Soient (Gy1,[, |1,61) et (G2,1, |2,€2) deuz bigébres de Lie et
u une application linéaire de G1 dans Ga. On dit que v est un morphisme (resp.
antimorphisme) de bigébres de Lie de (G1, [, l1,€1) dans (Ga,[, J2,€2) 8t u est un
morphisme d’algébres de Lie de (G1,[, |1) dans (Ga,[, ]2) et ©® est un morphisme
(resp. antimorphisme) d’algébres de Lie de (G3,[, Ig;) dans (G1,[, Ig:)-

Proposition 3.3 Soit ¢ un morphisme (resp. antimorphisme) de groupes
de Lie-Poisson de (G1,{ , }g,) dans (Gz2,{ , }a,)- Omn note (Gy,[ , 1,61) et
(Ga,1, )2, €2) les bigébres de Lie associées auz groupes de Lie-Poisson (G1,{, }g,)
et (Ga,{, }g,) Soient ey, ez les éléments unités de G, et G,. Alors Uapplication

linéaire tangente en e; & 1 est un morphisme (resp. antimorphisme) de bigébres

de Lie de (G1, [, l1,€1) dans (G2,[, |2, €2)-

B En effet soit u = T,,4. On sait que u est un morphisme d’algebres de Lie
de (G1,[, ]1) dans (Ga,[, J2). Montrons que u* est un morphisme (resp. antimor-
phisme) d’algebres de Lie de (G3, [, |g;) dans (Gf,[, ]g»). Soient £,¢' € G et f, f'
deux fonctions lisses sur G4 telles que £ =d.,f,£ =d.,f'. Soit z € G,. Ona:

(ut([gv £I]0;)1$) = ([g,fl]g;,u(x)) = (dez({f’ fl}Gz)aTel"/’(x))
= (d(‘.l({f’ f’}Gz o 1/))»1‘) = a(del({f o ’l/), fl o 'w‘/'}Gl)v ‘L>
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ot ¢ =1 (resp. —1) si " esn “in morphisme (resp. antimorphisme) de variétés de

Poisson, Or

{(dey (fotp),a) = {de, f 0 Tey ¥, 2) = (de, f, u(2))

le.,

u'(§) = de,(fov).

De méme, u'(¢') = de, (f' 0¥). On en déduit alors que
1

u'[€, €'lg; = ofu’(€), w' (E)]g; - =

Remarque. Solent (Gi,[ , J1,€1) et (G2,[ , ]2,€2) deux bigebres de Lie et u une
application linéaire de G; dans Gz. u' est un morphisme (resp. antimorphisme)
d’algebres de Lie de (G3,[ , ]gg) dans (GF.[ ,lg:) si et seulement si u est un
morphisme de Poisson (resp. antimorphisme de Poisson) de la variété de Lie-
Poisson (Gy,{ , }g,) définie par ¢; dans la variété de Lie-Poisson (G2,{ , }g,)
définie par ¢, .

Donc pour que u soit un morphisme (resp. antimorphisme) de bigébres de
Lie de (G1,{, l1,€1) dans (Ga,[ , J2,€2) il faut et il suffit que u soit un morphisme
d’'algebres de Lie et un morphisme (resp. antimorphisme) de Poisson de G; dans

Gy .

Avec cette remarque et la remarque 2.4, la démonstration de la proposition

3.3 est immédiate.

3.5 Structure d’algébre de Lie de G x G*

Proposition 3.4 Soit (G,[, |,£) une bigébre de Lie. Notons K l'espace vec-
toriel G X G*. Le crochet sur K défini par

(31) [(.’L‘, E)v (y7 7))]'6 = ([I7 y] + adzy - ad;zv [f, 77]6‘ + ad;’? - ad;é)

est un crochet d’algébre de Lie. Réciproquement sotent [, ] et|, |g« deuz crochets
d’algébres de Lie sur les espaces vectoriels G et G* respectivement, tels que le
crochet |, | défini sur Uespace vectoriel K = G x G* par (3.1) soit un crochet
d’algébre de Lie. Si ¢ est la transposée de Uapplication lnéaire définissant le
crochet de Lie [, |g. de G* alors, (G,], ],¢) est une bigébre de Lie.
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®  Le crochet [, ]x est bilinéaire et antisymétrique quelle que soit la structure
d’algébre de Lie de G*. Le crochet [, ]x induit les crochets de G et G* c’est-a-dire
que pour £ = 5 = 0, on a [(,0),(y,0)]x = ([z,y],0) et pour z =y =0, on a
[(0,8),(0,7)]x = (0,[£,n]g+). Ainsi, & cause de la bilinéarité du crochet [, |x et
de 'identité de Jacobi pour les crochets [, |g et [, ]g-, I'identité de Jacobi pour

le crochet [, |k est équivalente & la nullité des deux expressions suivantes :

[(Oa 6)7 [($7 0)1 (yv 0)]IC] K + [(IE, 0)’ [(ya O)a (0’ E)]KZ] K + [(ya 0)» [(Oa E)’ ('Tv 0)]IC],C

et

((,0),[(0,€), (0, mIk] +{(0, €), [0, ), (z, 0)]] c + [(0, ), [(,0), (0, E)]k] . -
D’une part

[(0’ £)$ [(za 0)7 (ya 0)]’C])c = [(0’ £), ([xa y]) 0)])c = (adz[x, y]v _adrz,y]£) y
[(a:, 0), [(,0), (0, 6)]K] = [(za 0), (—ad;y, ad;f)] K
= (ladiy, z] — adg4s ¢, adz 0 adyt) ,
[(ya 0)’ [(07 5), (:t, 0)]/C]x = [(y7 O)v (adz.’c, —adzg)]x
= ([y, adgz] + adygs ey, —ady, o ad%f)
et
[(01 6)’ [(‘7’" 0)7 (y7 0)]K:]IC + [(.’L’, 0)7 [(ya O)a (Oa 6)]'(] K + [(ys 0)1 [(03 6)’ (.’E, 0)],6]1(:
= (adglz,y] — [z, adgy] — [adgz, y] + adfye cy — ad:d;fz,
—adj; 4€ +ad; 0 adyl —ady o ad})
= (adg[z, y] - [z, adfy] — [adfz, y] + adyyy ¢y — adyg ¢z, 0)
puisque ad* : G — End(G*) est un morphisme de l'algébre de Lie G dans l'algebre
de Lie End(G*).

D’autre part,

[(2,0),[(0,),(0,Mlk] . = (—adfe =, ad3[€,7])
[(0,€), 1(0,m), (=, 0)]x] . = [(0,€), (ad}z, —adin)]kc

= (adf 0 adyz, —[¢, adin] — adiy, .€)
[(0,7), [(2,0), (0, ©)]x] ¢« = [(0,7), (—adiz, adz &)}

= (—ady o adgz, [n,ad;€] + ad:d;zn)
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et

[(.’L‘, 0)7 [(Oa 5)’ (0’ n)]x}x + [(07 f)’ [(0, 77)’ ($’ 0)]’C])g + [(0’ 77)’ [(.’L‘, 0)’ (07 E)]’C],c
= (0,ad;[{,n] — (a2, ] — [€, adin] + adiyy . n — adiy, .€)

parce que ad* : G* — End(G) est aussi un morphisme d’algébres de Lie.

On voit ainsi qu'il y a équivalence entre I'identité de Jacobi pour le crochet
[, lx et la propriété de Drinfeld (2.11) ou (2.12). =

3.6 Invariance du produit scalaire

Soit {(,}} le produit scalaire naturel sur 'espace vectoriel K = G x G* :
{{(2,€):(ym)) = (n,z) + (&) -

Monirous que ce produit scalaire est invariant par le crochet de Lie { , jx

c’est-a-dire que pour tout (z,£) € K,
adi, y0®=SFo0ad,y,
o ®: K =@ x G — K*=G* x G est I'isomorphisme induit par {{,)) :

(®(,8), (v,m)) = ({(2,£), (y,m))) -
Soient (z1,£&1).(22.&3) € K. On a d’une part :
((ad(*z,f) 0 ®)(21,£1),(22,&2)) = —~(®¥(z1, &), [(2,8), (22, &2)]x)
= _([61 €2]G‘ + ad:fI - ad:,ﬁ, :B]) - (51’ [.Z',.’L‘g] + ad2$2 - adzz:z:) .
D’autre part,
(® 0 ad( ¢)(21,&), (x2,€2))
= ((I)(IZa {2), [(Ia £)a (11361 )]K)
= (&, [z, 1] + adgz1 — adi z) + ([¢, &alg» + adZés — ad €, 23)
= —{[¢, &ler + adzly — ad} £, x1) — (&, [z, 22] + adias — adg, z)
ce qui montre que le produit scalaire {(,}} est invariant par le crochet de Lie [, ]x.

Les deux sous-algeébres de Lie G et G* sont isotropes et I'on a Gt =g et

g*_l. — g*.
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Proposition 3.5 Soient (G,[,]) et G*, [, 1g+) deuz algébres de Lie dont les
crochets [, ] et [, |g+ vérifient la condition de Drinfeld (2.9). Le crochet [, | est
Punique crochet d’algébre de Lie sur G x G* induisent les structures d’algébres de

Lie de G et G* et laissant invariant le produit scalaire ((,)) .

m  En effet la condition d’invariance du produit scalaire s’écrit :

(([(1"1’61)’(1%62)]1 (5'73,53))) + (((z27 52)7 [("‘51561)7 ($37£3)])) =0.

POSOI]S'[(Z‘,O), (0, T])] = ("B(nax)a A(‘T'l 77)) )

a) Prenons ¢ = € = 0, z3 = 0. La condition d’invariance s’écrit :

{(([z1,22],0),(0,&))) + {{(22,0), (—B(&s,71), A(z1,&3)))) = 0,
soit (é3,]z1, 22]) + {A(z1, E3), 22) = 0,

ou encore A(z1,83) = ad:,fs .

b) Prenons z; = z, = 0, €3 = 0. La condition s’écrit :

{{(0, (&1, &2low)s (3, 00)) + ({0, &2), (B(£, 23), —Al(23,£1)))) = 0,

soit ([517 62]0'az3) + (627 B(fla 1"3)) = 0’

ou encore B(t1,z3) = adzlxs :

Pour que ((,)) soit invariant, il est donc nécessaire que,
((z,0),(0,n)] = (—ad;m,adi'l) .
Par bilinéarité,

[(=,€), (w,m)] = [(,0) +(0,£),(y,0) + (0,7)]
= ([17, y],O) + (_ad;;z’ ad:”) - (—a‘dzyv ad;é) + (07 [&7 U]G‘) .
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On en déduit la formule donnant le crochet |, ]x,
[(z, ), (v, Mk = ([z, 5] + adgy — adyz, €, nlg> + adyn ~ ad§). "

3.7 Triplets de Manin [5]

Définition 3.4 Soit P une algébre de Lie et {(,}) un produit scalaire invariant
sur P. On considére Py et Py , deuz sous-algébres de Lie isotropes de P telles
que P so0it la somme directe des deus sous-espaces vectoriels Py et Py, On dit que
(P, P1,P,) est un triplet de Manin.

Si(G,[, ] €) est une bigebre de Lie, (G x G*,G,G*) est un triplet de Manin.
Inversement soit (P, P1,P2) un triplet de Manin. L’application (0,&2) € Py —
= P} ob, pour z; € Py, (3,7,) = ({(0,&2),(21,0))) , est un isomorphisme
de P; sur Pf. Puisque P est la somme directe des deux sous-espaces vectoriels

isotropes P; et P, le produit scalaire {{, )} s’écrit :

{(2,8), (w,m)) = ({(=,0) + (0,€),(¥,0) + (0,7)) = (A, z) + (£, v) -

P1 et P, étant deux sous-algebres de Lie de P, et le produit scalaire ({,)) étant
invariant, P; est donc munie d’une structure de bigebre de Lie d’aprés les propo-
sitions 3.4 et 3.5 (et P, est isomorphe & la bigebre de Lie duale de 7).

Dans le paragraphe suivant, nous allons considérer plus généralement le cas
d’une structure d’algebre de Lie sur le produit de deux algébres de Lie G et ‘H pas

nécessairement en dualité.
4. Structure bicroisée d’algebre de Lie

4.1 Algebres de Lie bicroisées

Soient G et H deux algebres de Lie dont les crochets sont notés [, Jg et [, Jx
ou simplement [, ] quand il 0’y a pas de confusion possible. A quelles conditions
peut-on munir 'espace vectoriel K = G x ‘H d’une structure d’algébre de Lie telle
que G et H soient des sous-algébres de Lie de K? Supposons qu'un crochet de Lie

[ .1y entisfasse & ces conditions. Il existe alors des applications bilinéaires
A:GxH—-H

B.:-HxG—>¢G
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telles que
[2,€lc = (-B(&,2), A(=,6)) -
(On a identifié z et (z,0), ¢ et (0,£)). L’identité de Jacobi pour [ , Jx est
équivalente aux deux conditions :
[, 6,m)k]c + [6 I, 2)k]  + [0 [, €)k] c = 0
[ [z, 9)x] . + [, [, E)x]  + [w5 [€, 2], =0

qui sont équivalentes aux quatres conditions

(2)  B([=,y]) = B(A(y,§),2) + [B(§, 2), 4] — [B(&,v), 2] — B(A(=, £),v)

(3)  B([¢n)z) = B(¢ B(n,z)) ~ B(n, B¢, 2))

(4) A(xa [Ea ’7]) = A(B(m 1‘)76) + [A(z75)7 77] - [A(.’l:, 77), 6] - A(B(Ea m)a 7])
La premiére exprime que l'application A considérée comme une application liné-
aire de G dans End() est une représentation de l’algebre de Lie G dans 1'espace
vectoriel H; la 3éme de méme exprime que B est une représentation de l'algebre
de Lie H dans l'espace vectoriel G. La 2éme exprime que B, considérée comme
une application linéaire de G dans Hom(H,G) , est un l-cocycle ot la structure de
G-module de Hom(H, G} est donnée par :

G x Hom(M,G) — Hom(H, G)
(z,9) +adsop—pod,;;
La 4éme condition exprime de méme que A , considérée comme une application
linéaire de H dans Hom(G,H) , est un 1-cocycle ot la structure de H-module de
Hom(G, H) est donnée par :
‘H x Hom(G, H) — Hom(G, H)

(& v) —ad¢oy —poBg.
Inversement :

Théoréme 4.1 Soient G et H deuz algébres de Lie, A: G x H — H et
B : Hx G — G des applications bilinéaires définissant des représentations de
G dans H et de H dans G respectivement. Soit [ , | le crochet bilinéatre anti-

symétrique sur [’espace vectoriel K = G x H défini par

[‘T7E]’C = (—B(f,.’l’),A(.’E, 5)) .
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Alors

(41)  [(=,8). (¥, )k = ([z,v] + B(&,y) — B(n, z), &, 1] + A(z,n) — A(y,€)),

et Uidentité de Jacobi pour [, |k est vérifide si et seulement 31 les applications A et
B sont des 1-cocycles respectivement de H dans Hom(G, H) pour la représentation
B et de G dans Hom(H,G) pour la représentation A.
@ D’aprés les définitions, on a :
(6A)(¢€,m) = adg o Ay — Ay 0 B — ady 0 A¢ + Ag 0 B, — A([€,7])
(6B)(=z,y) =adgoBy— Byo A, —ady0 B, + B; 0 Ay — B([z,y]) .
Le calcul montre que

[z, In, €lc]c + [, (€, 2l]  + [€ [, u)e] c = (0, ~(84)(&, m)(=)

& [=, vl + (2, [y, €] + [95 16 2] = ((88)(=, 9)(€),0) -
D’ot le théoréme. n
Définition 4.1 Soient G et H deuz algébres de Lie , A : G X H — H,
B:HxG — G des applications bilinéaires vérifiant les conditions (1), (2), (3),
(4). La structure d’algébre de Lie sur G X H définie par le crochet [, | (4.1) est

dite structure d’elgébre de Lie bicroisée définie par A et B (en anglais “twilled

eztension structure”).

Remarquons que si B = 0, la condition (4) sur A se réduit a :

Az, [6,n) = [A(=z, &),n] + [¢, A(z,m)] ,
i.e., A, est une dérivation de H pour tout z € G.

De méme si A = 0, B vérifie (2) si et seulement B est une dérivation de
I'algebre de Lie G pour tout £ € H. Donc les structures d’algebres de Lie bicroisées
définies par une représentation A ou B ('autre étant nulle) sont les produits semi-
directs de G par H ou de H par G.

4.2 Cas de deux algebres de Lie en dualité

Solent G et ‘H deux espaces vectoriels de dimension finie sur le corps K et

supposons qu’il existe une application bilinéaire :

b:GxH-»K
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telle que b(z,£) = 0 pour tout z implique que £ = 0 et b(z,{) = 0 pour tout {

implique que z = 0. Alors H & isomorphe & G* et G est isomorphe a #*, par
tenméegr, (L) =bz8),

teG—zeH, (£&=0b=E).
On identifie donc H et G*.

Supposons que G et H soient des algebres de Lie pour les crochets [, ]g et
[, ]x définis par des applications linéaires a : GG = Get y: H®H — H. On
note B et € les transposées respectives de ces applications. Soient A : 2z — ad} et
B : £ — ady les actions coadjointes de G sur H et de H sur G. Alors A et B sont

des représentations et avec les notations du paragraphe 2, on a

A=p e B=

[G¥

A définit un 1-cocycle de H & valeurs dans Hom(G,H) pour la représentation B
si et seulement si # est un l-cocycle de H dans ‘H & H pour l'action adjointe
de H et de méme B définit un 1-cocycle de G & valeurs dans Hom(H, G) pour la
représentation A si et seulement si € est un 1-cocycle de G dans G ® G pour l'action
adjointe de G. Or on a vu dans le paragraphe 2 que si I'une de ces conditions est

vérifée, la seconde 'est aussi. Donc dans ce cas. on obtient

Théoréme 4.2 Sotent G et H deuz algébres de Lic en dualité. Soit [, |x le
crochet sur K = G x H défins par :

[z, €]k = (—adgz,adyf) .

Alors le crochet [, |x est donné par (3.1) et Uidentité de Jacobi pour | . Jx cat

vérifiée s1 et seulement si la condition de Drinfeld (2.9) est satisfaite.

On obtient donc la proposition 3.4 comme corollaire de ce théoréme et 'on
voit que le crochet [, Jx , défini sur K = G x §* par (3.1), est un crochet d'algehre
de Lie bicroisée. Ainsi, il est équivalent de se donner sur G une structure de
bigebre de Lie ou sur § x G* une structure d’algebre de Lie bicroisée définie par

les représentations coadjointes de G et de G*.
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Définition 4.2 Soient G et H deuz algébres de Lie en dualité. On dit qu’une
structure d’algébre de Lie bicroisée sur G x H est une structure bicroisée duale s:

elle est définie par les représentations coadjointes de G dans H et de H dans G.

Avec cette définition, on obtient donc

Théoréme 4.3 A tout triplet de Manin (P, Py, P2) correspond une structure
d’extension duale sur P = P; X Py et inversement si K = G X H est mun: d’une

structure bicroisée duale. (K,G.H) est un triplet de Manin.
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CHAPITRE I1

Bigébres de Lie exactes et équations de Yang-Baxter

Dans tout ce chapitre on pose G* = H. Tous les résultats peuvent se gé-
néraliser & un espace vectoriel H en dualité avec G telle que H soit isomorphe a
g*.

On étudie les bigebres de Lie définies par un 1-cobord (1-cocycle exact) & de
G a valeurs dans G ® G. Soit r € G Q@ G tel que € = §r. On décompose r en sa
partie symétrique s et sa partie antisymétrique a. On montre que ¢ est jacobien
si et seulement si s et le crochet de Schouten [a,a] de sa partie antisymétrique
a sont ad-invariants. On s’intéresse au cas des bigébres de Lie triangulaires, des
bigébres de Lie-Sklyanin et des bigébres de Lie quasitriangulaires. Les bigébres
de Lie quasitriangulaires sont définies par 'annulation de la courbure de Schouten
K" de r. Cette annulation est équivalente & I’équation de Yang-Baxter modifiée.
Aprés avoir fait cette remarque, on étudie le double d’une bigtbre de Lie et on
termine le chapitre en donnant des exemples de bigebres de Lie. Nous déterminons
toutes les structures de bigébre de Lie sur une algébre de Lie de dimension 2 et
nous étudions des potentiels quasitriangulaires sur sl(2, C) et sur gl(2, C) ainsi que

les structures d’algebres de Lie associées sur les doubles de ces bigébres de Lie.
1. Cocycles jacobiens et potentiels jacobiens

On pose G* = H. Soit r € G®G que I'on identifie 2 Hom(H, G). On cherche les
conditions sur r pour que le l-cocycle € = ér soit jacobien. Explicitons le crochet

sur H défini par ér , que nous noterons |, |". Par définition, porr e G ® G ,
br(z)=(ad; ®1+1®uad;)r, z€G,
ou, lorsqu’on considére r comme 'élément noté encore r de Hom(™, G) défini par

(g,r(n) =r(€®n), £&negr.
ér(z)=ad or —roady .

D’oit
s @n). )

= (§,(ad; or —road)(n))
= —{ad3¢,r(n)) — (adin, r'(£))
= (ad:(q)fa:’:) + (ad:t(E)T], l') B
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On en déduit que :
(1.1) (& n]" = ady(,y€ + adle(gym -
Définition 1.1 a) On appelle potentiel sur G tout élément r de l’espace vec-

toriel Hom(G*,G) .

b) On dira que r € Hom(G*,G) est un potentiel jacobien si le crochet [, |” est

antisymétrique et vérifie Uidentité de Jacobi.

Vue la définition 2.4 (chapitre I}, r est un potentiel jacobien si et seulement

si ér est un l-cocycle jacobien.
2. Condition pour que [, |” soit antisymétrique

Soit r = a + s ou a désigne la partie antisymétrique de r et s sa partie

symétrique. On a alors :
(€ n]" = —adgyn + adygn + adye)§ + adg gL

Proposition 2.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) [, ] est antisyméirique

1) 6s=0

#11) ér = ba

) adyyn +ad; )£ =0

v)ad, 08 =soad]

vi) s est ad-invariant.

B En effet, [, |" est antisymétrique si et seulement si pour tous é.n € H.on a :

(ady(€ ~ adiyn) + (adyyn + ady,)€)
= —(adygyn — ady(,€) — (ady,\& +adygn) ,

i.e., ad:(i)r) + ad:(,,)ﬁ =0.

Donc (i) est équivalent & (iv).
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De plus (iv) est équivalent & (v) car ad:(e)n + ad:(,,)ﬁ = 0 si et senlement si
pour tout z € G,
(ad:(ﬁ)n7 .’L‘) + (ad:(q)£s$> =0,

ie., {n,ad.s() —soadi) =0,
soit ad, 05 =soad, .
Les autres équivalences sont claires. ]

Lorsque 'une des conditions de la proposition 2.1 est vérifiée, on a :

[fﬂ?]r = ad:(n)s - ad;(e)ﬂ,
ie.,

(2.1) (& nl" =& n" .
3. Condition pour que [, ]* vérifie I’identité de Jacobi

Nous rappelons d’abord la définition suivante [8] :

Définition 3.1 (Crochet et courbure de Schouten). Soient G et F deus
algébres Jo Lie, A une représentation de G dans Uespace vectoriel F telle que
pour tout € G, A, soit une dérivation de Ualgébre de Lie F. Soit r une applica-
tion hnéaire de F dans G. On note [r,r] et U'on appelle crochet de Schouten de r

Uapplication bilinéaire antisymétrigue de F x F dans G définte par

(3'1) [7‘, r](é, 77) = T(Ar(f)n - Ar(q)E) - [T(E), 7'(71)]'

On appelle courbure de Schouten de r Uapplication bilinéaire antisymétrigue K™
de F x F dans G définie par

(3.2) K7(&n) = [r,r](&n) +r(&n])-

Remarquons que dans le cas ou F est une algébre de Lie abélienne, on a alors
K" =|rr].
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Si de plus F = G*, A est la représentation coadjointe et r est antisymétrique,
3 Vapplication bilinéaire antisymétrique [r,r] est associée la forme trilinéaire sur

G* encore notée [r,r] définie par

[r,ri(&1, 62, 6) = (&, [ryr](&a, 62))

La forme trilinéaire [r,r] est alors antisymétrique et vérifie

fry (s, €2, €2) = — f (€ r(€),m(E)),

et elle se réduit au crochet de Schouten usuel de deux éléments de A%2G (voir [9]

{15]).

Notation Soit r un élément antisyméirique de G ® G. On note ad(r,r]
Pélément (ad, ®11+1Rad, ®1+1®1Q@ad,)([r,7]) e GRGRG.

Proposition 3.1 Le crocket [ , |* vérifie Uidentité de Jacobi si et seulement

51, pour tout x élément de G,
ad;la,a]=0.
La preuve résulte du lemme suivant

Lemme 3.1 Pour tous £,862,£; éléments de H et x élément de G,
Fles 11", 2 = ~(adsla,al) 61,2, 60).

®  En effet,
ad;[a,a)(€y,82,€3) = — f[a,a](ad;‘fl,&,fa)-

Aussi, pour tous &, 7 éléments de H et z élément de G,
([&,m]%, z) = —(& la(n), <)) + (n, [a(€), 2]).
D’ot,
([ 11, 62)°]", )

= _(63) [a[ﬁl’EZ]ayx]) + ([Ela€2]a) [0(63), z])
= “(53, [a[§1,§2]aa$]) - (51, [a(fz), [‘1(53),-":]]) + (52, [a(fl)a [a(ﬁs), fc]])
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( [63, [617 EZ]a]u7 .'E)
= (ad}€s, alady e, b3~ adle, €)= (&1, [a(é2), [a(£s), 2])) + (€2, [a(éa), [al(s), 2]])

et

f([ﬁa,[ﬁl,ﬁﬂa]a,m) = f(ad’;ﬁ:ha(ad:(gl)ﬁz — ady ¢, 61))
— (€1, [a(&2), [a(&a), 2]]) + (€2, [aln), [a(&s), 2]])
— (&2, [a(&), [a(&r), 2]]) + (&, [a(é2), [a(61), z]])
— (&3, [a(&1), [a(&2), 2]} + (1, [a(£a), a2, 2]]) -

On utilise I'identité de Jacobi dans G et le deuxiéme membre de P'égalité s’écrit :

f (a5, ola® 62 — adSe, ) + f (ad®Es, [a(E2), a(€:)]),

ie.,

Fladzta,aladzg o = adieyba) - lalr) alE): .

En résumé on a

Proposition 3.2 Le 1-cocycle ezact ¢ = ér de G ¢ valeurs dans G @ G est
jacobien si et seulement s1 la partie syméirique s de r et le crochet de Schouten

la, a] de sa partie antisyméirique a sont ad-invariants.

Définition 3.2. Une bigébre de Lie ezacte est une bigébre de Lie munie d’un

potentiel jacobien.

En particulier certaines bigebres de Lie exactes sont définies par des potentiels

jacobiens antisymétriques.

Définition 3.3 (Voir [7]). Un élément antisymétrique v de Hom('H,G) tel
que adg{r,r] = 0 pour tout x € G est dit solution de I'équation de Yang-Baxter
généralisée. Lorsque v est antisyméirique et vérifie [r,r] = 0 on dit que r est une

solutron de I'équation de Yang-Baxter classique.

Il est clair que toute solution de I’équation de Yang-Baxter classique est une
solution de Péquation de Yang-Baxter généralisée. On s’intéresse aux trois cas

sulvants :
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1) r est antisymétrique et solution de '’équation de Yang-Baxter généralisée;

les bigebres obtenues sont dites bigébres de Lie-Sklyanin(8].

2) r est antisymétrique et solution de I’équation de Yang-Baxter classique;
les bigebres obtenues sont dites triangulaires [5][8] (car I’équation de Yang-Baxter

classique est aussi appelée équation du triangle).

3) Cas olir = a+s et 3 est inversible. On transporte alors le crochet d’algebre
de Lie de G sur ‘H par I'isomorphisme s. Plus précisément on définit sur M un

crochet d’algébre de Lie [,], par
€, 7ls = —257[s(€), s(m)]-

Proposition 3.3 Lorsque s est ad-invariant, ad} est une dérivation de lal-
gébre de Lie (H,[,]s) pour tout = € G, Uapplication bilinéaire [, s] de Hx M dans
G vérifie »

(3'3) [375](5, 77) = [3(5),8(77)], &EneH,

et [s, 3] est ad-tnvariant.

m  En effet, en utilisant 1’ad-invariance de s et la propriété de dérivation de

Papplication linéaire ad;, on obtient

ad;([€,n,)
= —2ad? o s7[s(£), s(n)]
= —257" 0 ad;[s(£), s(n)]
= —257([ad, o s(€), s(m)] + [s(£), ad; o s(n)})
= —2s7"([s 0 ad3£, s(m)] + [s(€), s 0 adn])
= [adz€,nls + (€, adinls
d’ot1 ad}, est une dérivation de 1'algtbre de Lie (#,{, ).

Aussi

(5, 31(&sm) = s(adgeyn ~ ady(y)€)) — [3(£), s(n)]
= [s(£), s(m)] — [s(n), s(£)] = [s(£), s(n)]
= [s(£),s(n)] -
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Enfin,
(ad o [s, s])(€,n)
= ad;[s(£), s(n)]
= [ad; 0 5(£), s(n)] + [s(£), ad: 0 s(n)]
= [s 0 adz§, s(n)] + [s(£), s 0 adyn)
= [s,)(ad;£,n) + [s, 5](¢, adzn)
ie.,
ads o{s,s]=[s,s]o(ad; @1 +1®ad}),
soit [s, s] cst ad-invariant. =

Définition 3.4 Un potentiel est dit régulier si sa partie symétrique est in-

versible et ad-invariante.

Lemme 3.2 Soit r un potentiel régulier. Le crochet [, ], sur M vérifie

(3.4). [6,n]s = —2adgn = ady, )€ — adygyn -

En effet
[6? 77]3 = *23—1[3(5)15(7’)]
= —2s" ad, ) s(n)
= —2ad:(6)77 = ad:(,,)E —_ ad:(s)ry . ]

Proposition 3.4 Soit r un potentiel régulier. Lorsque H est muni du crochet

{,1s, la courbure de Schouten K7 de r vérifie

(3.5) K" =[a,a] — {s,s].

m En effet

K7 (&,n) = r(ad}gyn — ady,n &) — [r(&), r(m)] + r(&;n)s)
= T(ad:(e)'l - ad:(,,)f) = [r(€),r(m)] —2ro ad:mr)
= alad}gyn — adg,,€) —[a(£). a(n)] ~ [s(£), s(n)]
+r(adyeyn — adyy & — 2ad;yn)
+ (s 0 adyyn — [a(€), s(m)]) — (s 0 adg € ~ [a(n), s(E)])
= [a,a)(§,n) — [s(£), s(n)] - »
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On voit donc que lorsque s est ad-invariant, KT est ad-invariant si et seulement

si le crochet de Schouten {a, a] de a est ad-invariant.

Remarquons que K" peut &tre défini & P'aide des formules (3.2) et (3.4) pour s
ad-invariant non nécessairement inversible et que la démonstration de I'équivalence

de 'ad-invariance de [a, a] et de K™ n’utilise pas l'inversibilité de s. D’olt
Proposition 3.5 Le potentiel r est jacobien si et seulement si s et K™ sont

ad-invariants.

Remarquons que si r est un potentiel jacobien, r* ’est aussi d’aprés la formule

(3.5), valable pour s ad-invariant quelconque.

Définition 3.5 Soit r un potentiel régulier tel que K™ = 0. On dit que r est
un potentiel quasitriangulaire et que la bigébre de Lie (G,[, ],6r) est une bigébre
de Lie quasitriangulaire [5] [8].

Il résulte de ce qui précede que tout potentiel quasitriangulaire est un potentiel
jacobien. On montrera au chapitre III que ce cas correspond aux solutions de

Péquation de Yang-Baxter modifiée.(Voir définition 1.2 du chapitre III).
On a le tableau récapitulatif suivant :
Y BC signifie équation de Yang-Baxter classique.
Y BG signifie équation de Yang-Baxter généralisée.

Y BM signifie équation de Yang-Baxter modifiée.
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otentiel triangulaire otentiel jacobien antisymétrique
P gu p

s=0 s=0
YBC|[a,a] =0 la, a] ad-invariant | YBG

8 inversible
s ad-invariant —_ s ad-invariant
YBAI[a, a] = [s, s] {a, a] ad-invariant

I [

s inversible

s ad-invariant — s ad-invariant
YBM|A"=0 K" ad-invariant
potentiel quasitriangulaire potentiel jacobien

Remarquons que lorsque r : H — G est un potentiel triangulaire ou quasitri-

angulaire, on a pour tous £,n € H ,

(r(€): 7(m)] = r(ad(gyn — ad;(, € + [€, nls).

L’image de r, Im r , est donc alors une sous-algebre de Lie de (G, [, ]).
4. Double d’une bigébre de Lie

A chaque bigebre de Lie est associée une bigébre de Lie quasitriangulaire ap-
pelée son double que nous allons maintenant définir. On obtient ainsi des exemples

de bigébres quasitriangulaires.

Soit (G,[, ], &) une bigebre de Lie. On pose G* = M et et on note K espace

vectoriel G x H. La structure bicroisée d’algeébre de Lie de K est donnée par

[(z1,&1), (22, &)k
= ([z1,z2] + adg x2 — adg,z1, [€1,62] + ad} & — ady 1)
1) Déterminons adg, et adf, ., pour z € G et £ € H. Soient (n,y) € Hx G
et (z.()EGxH Ona [(x,0),(2.0)x = (2, 2] — ad?z. ad’(), Aot
{(:9),[(2,0), (2, O)lx)
= (n,[=, 2] = adiz) + (ad;(, y)
= —{ad;n,2) + (¢ adyz — [z, y]) .
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On en déduit que

(4.1) adfz 0)(n,y) = (adyn, [z, 9] — adyz) .

On montre de la méme maniere que
(42) adzo,g)("a y) = ([61 7]] - (Zd;f, adzy)

2) Considérons algebre de Lie (K, [, ]x) et application linéaire m de
K* = H x G dans K définie par

(4.3) m(£,z) = (2,0).
Notons A la partie antisymétrique de m et S sa partie symétrique. On a alors

S(6,7) = 3(r.6) ot AGe) = 3(z,-6)

S est inversible et 257! est l'isomorphisme induit par le produit scalaire na-
turel €,>> sur G x H défini par la dualité. Donc, d’apres la proposition 3.5

du chapitre I, S est ad-invariant pour le crochet [, |k .
Proposition 4.1 (K, [, ]x,ém) est une bigébre de Lie quasitriangulaire.

®  Montrons en effet que la courbure de Schouten K™ de m est identiquement

nulle. On a

K™((¢,2),(n,y))
= m(adtn(f,z)(n, y) - ad:n(n,y)(ﬁ’ z)) - [7n(£7 z), m(y, y)]’C
+m([(,2), (n,9)]s)-

Or d’apres (3.4),
[(f.l).(n.'l/“c - (l("tv(,‘ ,v,\(f..‘l'\ — nr{t-ff _\(17 e

d’on, en utilisant 'ad-invariance de S
el bl

E™((&,2),(n,))
= —(m(adfnz(ﬁ,z)(ﬂ, y)+ “d:n(n,y)(f» L)) + [m(& 2), m(, y)]x)
D’une part,

["l(ﬁw”f)’m(m y)]k: = [(x,O),(y,O)]x = ([1‘7 y],O).
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D’autre part,

adf*n'(f,::)(n’ fl) = ad(*o,e)('lv y) = ([‘57 T’] - ad;ﬁa Odgy) ’

d'olr
m(ad} e (my)) = (adfy,0) .
Enfin,
Al (,4)(§, ) = adfy y(€, 2) = (ady, [y, 2] — adiy),
d’on
m(ady, (& 2)) = (ly, 2} — adgy,0) .
On obtient donc K™ = 0. @

Définition 4.1 On dit que la bigébre de Lie quasitriangulaire (K,], |x,6m)
est le double de la bigébre de Lie (G,], ],€).

On a donc montré qu’a toute structure de bigebre de Lie sur G est associée

canoniquement une structure de bigébre de Lie quasitriangulaire sur G x H.

Explicitons la structure d’algebre de Lie de K*. On sait qu’elle est définie par
[(61 .’L‘), (na y)lm = ad}(,,,,,)(ﬁ, J:) - ad;(f,:)(’h y)a
ou A désigne la partie antisymétrique de m, A(€,z) = 3(zx,—£). Par définition
* 1 ® *
"adA(E,z)(ns y) = '2'(‘1‘1(0,5)(77, y)— ad(z,o)(na y)) :
Donc, d’apres (4.1) et (4.2),
e 1 * * * *
—adly e (1Y) = 5({{, nl ~adyé — adyn, ly, 2] + adyz + adey) .
D’ot
(4.4) [(&,2), (n, )™ = ([¢,n], — [z, 9])-

Ainsi (K*,[, ]™) est le produit direct de 'algebre de Lie (G*, [, Jg+ ) et de P'algebre
de Lie opposée a G.
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Proposition 4.2 Soit (G,[,],e) wune bigébre de Lie et soit
(K =6 xH,[,lx,6m) son double. L’injection i de G dans K est un morphisme

de bigébres de Lie et linjection j de H dans K est un antimorphisme.

®  En effet, par définition,

i(z) =(=,0) pour rt€G

et
W) =(0,6) pour E€H.
D’on
it(é,‘v) - 6,
jt(ﬁ,m) =z.

Il est clair, d’apres la définition du crochet [, ]k et (4.4) que
([z,y)) = [i(=), {(v)lk »
#*([(&,2), (0, 9)I™) = [ (6, 2), ' (m, )]

et que

]([E’ 77) = [J(f)d('))]lc s
7€ ), (. ™) = =[5, ), 5*(n, y)]

d’ou la proposition. ]
5. Exemples

5.1 Remarques générales

Soit G une algébre de Lie. Soit Z},.(G) le sous-ensemble de Z'(G, A%G) formé
des 1-cocycles jacobiens. Z}ac(g) est stable par homothéties mais n’est pas en

général un sous-espace vectoriel de Z'(G, A%G).

Soit Pjec(G) le sous-ensemble de G ® G formé des potentiels jacobiens de
G et 'P;ac(g) le sous-ensemble de Pj,(G) formé des potentiels jacobiens anti-

symeétriques.

Enfin posons B}, () = 8(PjacG) et remarquons que

BLo(G) = 8(P;0.6) -



37

On a donc e général les inclusions

[ 8(PjacG) = (P;ecG) = Blae(G) C Z1uel9) € 21(6,A%6) C Hom (G,A%0),
| P5ul©) C Prac9) c G186

Dans le cas ou § est abélienne, B}, .(G) = {0} et

ZY(G,A*G) = Hom(G,A%G) .

5.2 Cas d’une algébre de Lie de dimension deux

Soit G une algebre de Lie de dimension deux. Montrons que toute structure

d’algebre de Lie sur G* définit sur G une structure de bigebre de Lie.

En effet si V est un espace vectoriel de dimension deux, toute application
bilinéaire antisvmétrique de V x V dans V' définit une structure d’algebre de Lie
sur V . Considérons donc une application bilinéaire antisymétrique v de G* x G*
dans G* et notons ¢ le transposé de 4 . Montrons que € est un 1-cocycle. Iy a

deux cas

(i) G est une algtbre de Lie abélienne ou ¢ est identiquement nulle. Dans ce
cas, € est évidemment un 1-cocycle.
(ii) G est non abélienne et 'application linéaire € est non identiquement nulle.
I1 existe alors une base (e1,e;) de G telle que [e1, €3] = ez car si (f1, f2) est une
base de G telle que [fy, f2] = afy + bfs avee par excmple b # 0, la base (¢}, 2]
otie; = (})f1 et eg = ($)f1 -+ fo vérifie [e1,e3] = €3 . Posons e(e;) = ey Aeg et
e(e2) = pe; A ez . Montrons d’abord que si p =0 , € est un 1-cocycle. En effet,
(e} Nejy ,be(er,er))
= —(e] A e} ,ade,(e(e1)))
=0.
Remarquons que si a désigne application bilinéaire définissant la structure

d’algebre de Lie de G , Vapplication € o a est identiquement nulle. On dit dans ce

cas que le 1-cocycle € est dégéuéré.
Supposons u # 0 . Soit (j;,J2) la base de G telle que

Jr=¢1 = =
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J2=¢€z.
Alors [j1,72) = j2 ,€(j1) = 0 et €(j2) = pj1 A J2 - Evaluons
(71 A 73 5 8e(jr, 52))
= (j1 AJs »ad;, (e(42)) — pir A 52)
=0.
¢ est done un l-cocycle. L’application ¢ o & est non identiquement nulle dans ce
cas et le 1-cocycle € est donc non dégénéré.

En conclusion dans les deux cas, ¢ est un 1-cocycle.

Etudions les potentiels jacobiens sur G . Pour un espace vectoriel V de di-
mension deux, A*V est nul. Donc pour tout élément antisymétrique a e G ® G ,
[a, a] est nul.

Soitr=a+s€G®G . Dans le cas ot s = 0, r définit un potentiel jacobien

sur G . Supposons que s # 0 . Il y a deux cas

(i) G est une algebre de Lie abélienne. Dans ce cas, tout élément symétrique
s € G®G est ad-invariant et tout élément r € § ® G définit un potentiel jacobien.
Mais évidemment le cobord d’un tel potentiel est nul et il n’existe pas de structure

de bigebre de Lie non triviale sur G .

(ii) G est une algebre de Lie non abélienne. Soit s un élément symétrique de

G®G . s est ad-invariant si et seulement si s est identiquement nul.

En effet, soit s = (:} w) . Alors

U

ade1=(g 2) implique ad:1=<g _01> et

ad,, = (_01 g) implique ad?, = (8 é) .

D’ou

" 0 —w " 0 wu
soadel—adelosz(_w _20) et sogde2—adezos:<u 2w).

s est donc ad-invariant si et seulement si s = 0 . Les potentiels jacobiens sont

donc les éléments de A2G. La structure d’algebre de Lie exacte sur G* définie par

0 v . .
a= (_V 0) est donnée par :

* % — * * * * Lk
el e2]g- = ada(e;)cl ada(e;)e'z = e
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On voit donc que tous les cobords jacobiens sur G sont dégénérés. Plus précisément,
sur une algébre de Lie non abélienne de dimension 2, un 1-cocycle jacobien est exact

si et seulement s’il est dégénéré.

On note = (resp. ) I'élément (z,0) (resp. (0,£)) de K = G x G*. Evaluons la

structure d’algébre de Lie de X dans le cas non dégénéré. On obtient :
[jlajZ]’C = j27 [jl)j;]’c = 07 [jlaj;]x = —]2*
U2, dilc = wi2, [z, 4zl = —pir + 33,
Ui, 21k = piz -
Posons j = pjy + j5, 3’ = pj1 — jf. On a alors, au sens du crochet [, i,
ad; =0, [i',52] =2ps2, [J',33]=~2ui3, lis,i2l=—J4".

On en déduit que K est somme directe de I'idéal abélien engendré par j et de
Palgebre de Lie simple de dimension 3 engendrée par j', j2, j3 qui est isomorphe 3

sl(2,R) (resp. sl(2,C)) dans le cas réel (resp. complexe) par l'isomorphisme

j'euH, j2 - Xt gy —pXT

(1 0 + (01 __f(o o0
i-(o 5) x=(00) +=(1 %)

La structure d’algebre de Lie de K* étant le produit direct de la structure de

ol

G* et de la structure opposée de G, on a, avec les notations du paragraphe 4,
[];a];]m =/‘];a [jlijZ]m = _j21
les autres crochets étant nuls.

5.3 Cas de si(2,C).

Soit Ialgebre de Lie G = sl(2,C) avec la base (H, Xt, X~) définie ci-dessus.
Considérons I'application r de G* dans G dont la matrice dans la base (H, X+, X ™)

et la base duale est
1 00
r={0 0 O
0 40



40

Soient a la partie antisymétrique de r et s sa partie symétrique. On a

s=g(r+r)eta=Lr~rt), don

100 00 0
s=1l0o 02}, a=fo 0 —2}.
020 02 0

Ona:

Soit k la forme de Killing de G considérée comme une application linéaire de G*

dans G. La matrice de k s’écrit

8 00
k=10 0 4
0 40
1 0 0
L'application linéaire s est inversibleet s™' = { 0 0 ;— . On voit que s7! est
0 L 0

2
proportionnelle 3 k et s est donc ad-invariante. Calculons la courbure de Schouten

de r,

KT(H* X*) = -4X~ 44X~ =0,
KT (H* X™*)=4Xt —4Xt =0,
K'(X*™™,X™™)=0.

En conclusion K™ = 0 et r est un potentiel jacobien quasitriangulaire.

La sous-algehre de Lie Im r est engendrée par H et X7,

La structure d’algébre de Lie de G* est donnée par
€n]" = ad:(r,)‘f - ad;\gm .
Des relations

a(H*) =0, a(Xt*)=2X", o(X~*)=-2X",
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on obtient :
[I-I",X'*"‘]r =2X1t*, [H* X" =2X*, [X+*,X"*]' =0.

Déterminons le crochet d’algébre de Lie de K = G x G*. On a

0 0 0 0 00 0 0 0
a,dH. = 0 2 O , adX+‘ = ——2 0 0 5 adx—- = 0 0 0 M
0 0 2 0 0 0 -2 0 0

on obtient donc le tableau suivant des crochets de Lie

H Xt X~ H* Xt= X+
H 0 2x+ -2X- 0 32X+ 2X—*
Xt|{-2x+ 0 H 2X+ — X—*|-2H + 2H* 0
X~ | 2X~- —H 0 22X 4+ X+ 0 —2H - 2H*
H* 0 [-2Xt 4 X*|-2X~ - Xt 0 2X+* 2X—*
Xt*| 2X+* | 2H — oH* 0 —2X+* 0 0
X *[-2X—* 0 2H + 2H* —2X—* 0 0
Posant Hy=H-H*" H,=H+ H*,

XF=aXt - X7 X[ = Xt X} = X" X; = —4X~ — X*+*

on obtient le tableau des crochets de Lie,

H  H, X{ X7 x} x5
Hl o0 0 [4Xf|-4x7| 0 0
H,| 0 0 0 0 [4X;|-4X;
XH—4xit| o 0 [-8H:| 0 0
X |4X7 | 0o (8Hy| 0 |0 | O
Xl 0 |-ax¥| o | o | o |-8H,
X;] 0 |4X7 ] 0 | 0 |8H,| 0O

H,, H; engendrent une sous-algebre de Cartan de K ; les quatre racines sont
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(£4,0) et (0, +4)

(0’ _4)

Donc K est P’algtbre semi-simple D;, isomorphe & sl(2,C) & sl(2,C) .
(Si G = sl(2,R), K est une algebre de Lie isomorphe & si(2,R) & sl(2,R)).

La structure de K* est donnée par,
(H*, X3 = 2X% |
[H,X*)™ = y2X*,
les autres crochet étant nuls.
5.4 Cas de gi(2,0C).
Soit I'algebre de Lie § = ¢i(2,C) a;vec la base (e;,e2,€3,€4) Ol ‘
q=(10> 62=(00)’ %=(01) 64=(00)_
0 0 10 00 01

Considérons 'application r de G* dans Gdont la matrice dans la base (e, ez, €3, es)

et la base duale est

1000
.= 00 20
0 0 0O
00 01
Alors,
‘ 1 0 00 0O 0 0 0
s= 6 010 o= 0 0 1 0
01 0 0] 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 6 0 0
s est inversible et
1 0 00
1= 0 01 0
01 00
0 0 01
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D’autre part,

0 0 0 O 0 0 —-i O
0 -1 00 10 0 =
“a=lg o 10| “=lgo o o
0 0 0O ¢ 0 1 0
0 1 00 00 0 O
ad.. = 0 0 0 0 ad. — 01 0 O
"1 -1 0 0 1} “7 10 0 -1 0
0 -1 0 0 00 0 O
On a alors
6 0 0 O
00 -1 0 "
adclosz(o 1 0 0 = soady
00 0 O
0 -1 0 O
1 0 0 -1 "
ad,, 08 = (0 0 0 0 = soadg,
0 1 0 O
0 0 1 0
0 0 0 O "
ad,aosz(_1 0 0 0 =soady,
0 0 -1 ¢
0 0 0O
0 0 1 0 .
ad, 08 = 0 -1 0 0)=soade4
0 0 00
s est donc ad-invariant.
Calculons la courbure K7 de r.
K'(e},e3) =e3—e3 =0,  N(e},e3) =—ea+e3=0,
K7(e3,€3) = —[er,e4] =0,  K"(e3,€3) =0,
K7(e3,¢;) =e3 —e3 =0, K"(e3,e}) =—e3+e;=0.

En conclusion K™ =0 et r est un potentiel quasitriangulaire.

La sous-algébre de Lie Im r est engendrée par €1, ¢z et ey.

Ona

[e:ae;]r = e; s [e:,e;]r = e; s [e:’e;]r =0,

fe2.e3]" =0,  [eg,ei)" =e5,  [ef,el]l =3,
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d’oit

0000 0 00 0
0100 10 0 1

“p=106 01 0f" =9 00 0]
0000 0 00 0
0 00 0 6 0 0 0
0 00 0 0 -1 0 0

des=| 1 900 1]" “i=|g o _1 0}
0 00 0 0 0 0 0

et on obtient le tableau suivant pour le crochet d’algebre de Lie de K = G x G*

(4] €2 €3 €4 €y €g €3 €4
e;| 0 —ey €3 0 0 e} —e3 0
ez| €2 0 —e1 +es|—ezlea +e5|—e; + eq 0 —eg — €3
—ei+ey
ezl—ez] e; — ey 0 e3 ez — e 0 —e; +eql—e3 + e
el — el
eq| O €2 —e3 0 0 —e3 e3 0
ef] 0 |—ez ~e3l—es+eji O 0 e3 e3 0
e3|—e3 er —eq4 0 ey | —e3 0 0 €3
teg — ey
e3| €3 0 €1 —eq —e3| —e} 0 0 e;
- e
€y +¢e;
€] 0 {ex+el |es—e3 | 0 0 —e3 —e3 0

On démontre dans le cas général (voir [8]) que le double d’une bigébre de Lie
quasitriangulaire est isomorphe a un produit semi-direct. On vérifie sur I'exemple
ci-dessus que Vapplication v : G X G* — G x G* définie par :

'U,(Z, 5) = (.T - T(€)7 £)

est un isomorphisme d’algebres de Lie de (G x G*, [, Jx) sur (G x G*,[, 1)) ol

[(x,€). (?/J))]((a)) - ([:1:, y],?ad:(f)n + adin — ad;ﬁ) .

En effet on a le tableau suivant pour le crochet [, J(*)



€1 €9 €3 €4 €y €, €3 €4
e1] 0 | —eq €3 0|0 €3 —e3 0
eyl eg 0 —e1 +eg|—ez| €3 | —el + e} 0 —e3
eg|—ezler —eq 0 es | —e3 0 e1 —er | e
eql 0 eo —e3 0 0 —e} e3 0
e} 0 | —e3 e 00 2e} ~2e3 0
€3 |—e3lel — e} 0 €3 |—2e3 0 2ef — 2ej| 2e3
e3| €3 0 |-e] +ej|—e3] 2e5 |—2ef + 2¢} 0 —2e3
eg] 0 €3 —e3 oo —2e3 2¢} 0

et la vérification est claire.
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CHAPITRE III
Bigébres de Lie quasitriangulaires et algébres de Lie-Semenov

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions d’une algébre de Lie double
et d’une algebre de Lie-Semenov [17], nous définissons les morphismes d’algébres
de Lie-Semenov et nous montrons que la catégorie C des bigebres de Lie quasitri-
angulaires et la catégorie C des algebres de Lie-Semenov sont isomorphes par un
foncteur que nous noterons F. Comme précédemment, (G, [ , |) désigne une algebre
de Lie. L’image par F' d’une bigebre de Lie quasitriangulaire g = (G, [, ], 6r) est
notée g.

Nous rappelons enfin la définition {17] du carré d’une algébre de Lie-Semenov
et nous montrons que I'image réciproque par F,(®) g, du carré P g de Palgebre
de Lie-Semenov g est anti-isomorphe au double g® de la bigebre de Lie g .

1. Equation de Yang-Baxter modifiée

Définition 1.1 Soit (G,[, ]) une algébre de Lie et R un endomorphisme de
G tel que le crochet sur G noté [, |p et défini par

(1) 2.yl = 3 (Re,y] + [e, Ry))

sott un crochet d’algébre de Lie. On dit alors que R est une matrice R classique

et que Ualgébre de Lie (G,{, },R) est une algébre de Lie double.
On note Gg Valgébre de Lie (G, [, |r) -

11 est clair que le crochet | , | r est bilinéaire et antisymétrique pour tout endo-
morphisme R de G. Examinons quelle est la condition sur R pour qu’il satisfasse
lidentité de Jacobi.

Proposition 1.1 Le crochet [, |g vérifie U'identité de Jacobi si et seulement

a1

(12) §lo1, R((Ra, 23] + o, Res)) ~ Rz, Ras]] = 0

pour tous £1,22,23 € G .

®  On utilise I'identité de Jacobi dans G et la preuve est immédiate. ]

Nous donnerons au chapitre IV une interprétation de la condition (1.2).

On déduit de la proposition 1.1 le corollaire suivant :
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Corollaire 1.1 Une condition suffisante pour que le crochet | , |p vérifie
Iidentité de Jacobi est

(1.3) R([Rz,y} + [z, Ry]) — [Rz, Ry] = [z, y]
pour tous =,y dans G .

Définition 1.2 Un endomoprhisme R de G qui vérifie la relation (1.3) est dit

une solution de 'équation de Yang-Baxter modifiée.

Une classe importante de solutions de I’équation de Yang-Baxter modifiée est
obtenue comme suit [16]. Soient G, et G_ deux sous-algébres de Lie de G telles
que G soit la somme directe des deux sous-espaces vectoriels G, et G_. On note

P, (resp. P_) la projection sur G4 (resp. G_) parallélement & G_ (resp. G4 ).
Proposition 1.2 Soit R l'endomorphisme de G défini par

(1.4) R=P,—-P_.

Alors R est une solution de U’égquation de Yang-Bazter modifiée.

m  Tout r € G s’écrit de maniére unique z = 4 —z_ ou 4 = Pyz € G et
z_=P_z € G_. Soient z,y dans G. Alors Ra = z4 +z_ et 'ona:
[Re,y] + [z, Ry] = [z4 + 2,y + [z, y+ +y-]
=2([z+,y+] — [z~,y-]) -

Comme G et G_ sont des sous-algeébres de Lie de G,
R([Rz,y] + [, Ry]) = A[e+, y+] + [z, y-1)
et
R([Rz,y] + [z, Ry]) — [Rz, Ry} = 2([z4, y4 ] + [e—,y-]) — [z4 + 2, y4 +y-]

= [z,y]

d’ou la proposition. ]

Soit G une algebre de Lie double. On note I Papplication identique de G et
R4 les endomorphismes de G définis par

RiZ%(Rﬂ:I).

On a
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Proposition 1.3 Si R est une solution de équation de Yang-Bazter mods-
fide, les applications Ry et R_ sont des morphismes d’algébres de Lie de Gr dans

g.
B En effet soient z,y € G. On a :
Ri(levln) = 5(R(,ylr) +[2,]n)
= Z(R((Rz,y) + 1z, Ryl) + [z, y] + [z, Ry)

Comme R vérifie (1.3), on obtient

Ry(lz,y]r) = 3(1Rz, Ryl + [o,9] + Rz, ] + [z, Ry))
= [R4(2), Ry (y)] -

On montre de la méme maniére que
R_([z,y]r) = [R-(z), R-(y)] - =
Introduisons la notation, pour z dans G,

Ty = R+(‘1’.) s
z_ =R_(z).

Alors la propriété précédente s’énonce, pour z,y dans G,

(1.5) ([z,ylr)x = [z+,y4] -

Etant donné que Ry — R_ = I, on en déduit la formule
(1‘6) [z’ y]R = [$+,y+] - [.’IJ_, y—] .

Remarquons que dans lecasot R = Py — P_,alors Ry =Py et R_ = —-P_,
La notation z4 introduite ici coincide bien avec celle que nous avons introduite

plus haut.

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie . On suppose qu'il existe sur G une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante pour I’action adjointe Ad de
G. Ainsi, G est une algébre de Lie orthogonale au sens de Medina [14]. On note ¢

I’isomorphisme de G sur G* induit par cette forme.
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Définition 1.3 On dit que (G,[ , ], R,¢) est une algébre de Lie-Semenov-
Tian-Shansky (en abrégé algébre de Lie-Semenov) si (G,[, ], R) est une algébre
de Lie double telle que R 304t une solution de I’éguation de Yang-Bazter modifiée

antisymélrique par rapport 4 ¢ .

Ces algebres ont été définies par Semenov-Tian-Shansky [17]. Dans [17], une
telle algébre de Lie double a été appelée algebre de Lie-Baxter.

2. Bigebres de Lie quasitriangulaires et algébres de Lie-Semenov

Proposition 2.1 Toute structure de bigébre de Lie quasitriangulasre sur G

détermine une structure d’algébre de Lie-Semenov sur G et inversement.

m  Soit (G,[, ],€) une bigébre de Lie quasitriangulaire. Par définition ¢ = or
ol r est un potentiel jacobien, dont la partie symétrique s est ad-invariante et
inversible ot dont la cowbure est uulle, c’est-a-dire vérifie '™ = 0 . On note a la

partie antisymétrique de r. L’endomorphisme R de G défini par

R=qos™!

vérifie I'équation de Yang-Baxter modifiée. En effet, soient £ € G* ,n € G* et

posons s€ =z , sy =y . En utilisant 'ad-invariance de s, on obtient
K7(§,n) = a(adgen — ad;, €) — [a€, an] — [s€, sn]
= R(adagsn — adays) — [(Ro s)(§), (R o s)(n)] — [s¢, sn]
= R([Rz,y] + |z, Ry}]) — [Rz, Ry] ~ [z, y] .
Puisque s est bijective, I{” = 0 si et seulement si R est une solution de ’équation
de Yang-Baxter modifiée.
De plus, il est clair que Pantisymeétrie de a implique que R est antisymétrique
pour le produit scalaire défini par s. Donc si r est un potentiel quasitriangulaire,

(G,[,],R.s7!) est une algébre de Lie-Semenov.

On notera F(g) ou g l'algtbre de Lie-Semenov ainsi associée a la bigebre

quasitriangulaire g.

Inversement supposons que (G,[, |, R, #) est une algebre de Lie-Semenov ol
¢ : G — G* est Visomorphisme induit par le produit scalaire invariant sur G.
Posons

s=¢"! et a=Rog¢ !,
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r=a+s.

Par construction s est inversible et ad-invariante. Aussi, d’aprés le calcul ci-dessus,
puisque R vérifie I'équation de Yang-Baxter modifiée, la courbure K" est nulle.

En conclusion (G, [, }, 67) est une bigebre quasitriangulaire. n

Proposition 2.2 Le crochet de Lie [, ]g sur G et le crochet de Lie [, ]g» sur
G* défini par le potentielr = Ro ¢~! + ¢~ sont liés par la relation

(21) 2,4l = ~3ols™ (@), 57 Wl -

B En effet en utilisant 'ad-invariance de s = ¢! on obtient pour z = s€ et

y=sn,
1 N
fe,ule = 3(1Ba,3] + [z, By))
1 .
= gs(adagn — adygl)
1 _ _
= —3sls7 (@), s (W)ler m
Introduisons la

Définition 2.1 (Morphismes d’algébres de Lie-Semenov) Soient
(Gisl s Iy Ba,é1) €t (Ga,[, J2, R2,¢2) deuz algébres de Lie-Semenov et ¢ une ap-
plication linéaire de Gy dans Ga. On dira que 3 est un morphisme (resp. anti-
morphisme) d’algébres de Lie-Semenov si v est un morphisme d’algébres de Lie de
(G1,1, 1) dans (Ga, [, I2) et ¢7 oxp* o gy est un morphisme (resp. antimorphisme)
d’algébres de Lie de (G2, [, |r,) dans (G1,{, lr,) -

Notation : On note C la catégorie des bigebres de Lie quasitriangulaires et

C la catégorie des algtbres de Lie-Semenov avec les morphismes précédemment
définis.

Proposition 2.3 Les catégories C et C sont isomorphes.

® D’apres la proposition 2.1, on peut associer a toute bigebre de Lie quasitrian-
gulaire g une algébre de Lie-Semenov g et inversement. Soient alors (G1,[, J1,€1),
(Ga,| , ]2,€2) deux bigeébres de Lie quasitriangulaires et soit 3 une application
linéaire de G; dans G2. Soient & = (G1,[, 1, R1,57°) et & = (Ga, [, ]2, R2,83 )

les algébres de Lie-Semenov associées & (G1,[ , J1,€1) et (G2,[, l2,€2). Montrons
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que 1) est un morphisme de bigebres de Lie de (G1,[, }1,€1) dans (Gz,{, ]2, €2) sl
et seulement si ¢ est un morphisme d’algebres de Lie-Semenov de g dans & . I1
suffit de montrer & cet effet que ¥ : (G5, [, lgz) — (91,(, lg;) est un morphisme
d’algébres de Lie si et seulement si s; 09*0s; ' est un morphisme d’algébres de Lie
de (Ga,[ , Ir,) dans (G1,[ , ]r,). Ceci résulte du diagramme commutatif suivant
de morphismes d’algébres de Lie

G500e) —— (@51 )e)

“23211—%32" —251l[—§sr’

Garlrlr)  — (Gl IRy) -

Plus précisément, d’apreés (2.1), pour 3,ys € Ga, d'une part,

Wilsy (22), 57 (ya)leg = —2%" 0 57 (22, v2lR,
d’autre part,
' 057 (22), 9" 057" (y2)les
= [51_1 osi09plo 82_1(1‘2), si’l osj0tto s;I(yz)]g;
= —257"[s1 09" 057 (z2), 81 0 %' 0 57 (y2)]m, -
Donc si €2 = 3;1('1:2)7 N2 = S;I(y2)v
$'[€2.m2lgs — [*(€2), %" (n2)]gs

= —2s7"(s1 09" 057 (22, y2)R, — [s1 09" 057" (22), 8109 0537 (2)]Ry)
d’ou la propriété.

Considérons maintenant le foncteur F' de € dans C qui & toute bigebre de Lie
quasitriangulaire g associe l'algebre de Lie-Semenov F(g) = g et & tout morphisme
) de bigebres de Lie quasitriangulaires de g; dans g, associe F() = 3, morphisme

g &

d’algebres de Lie-Semenov de g; dans gz. La proposition 2.1 et le calcul précédent

montrent que F' définit un isomorphisme de C sur C. ]
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3. Double d’une bigébre de Lie quasitriangulaire

3.1. Considérons une bigebre de Lie quasitriangulaire (G,[, },¢), € = ér, ol
r € Hom(G*,G) est un potentiel quasitriangulaire. On pose K = § x G* . Soit
g® = (K[, ]k, 6m) le double de (G,[, ),€). On a pour £,nE€G*,z€G,

(n,adgz) = —([¢, nlg-, z)
=—([{,n]", z)
= —(ady(,n§ — adg(yn, T)
= (£, ado(y)T) — (n,ad,y(e)7)
= —(n, a(ad;£) + ady()z) ,
ie., adgz = (adza — aoad; )¢ .

Le crochet d’algebre de Lie bicroisée sur K s’écrit alors

(31) [(12, 6)7 (yv 7])])6
= ([z, 4] — ([a(€), y] + [z, a(n))) + aadyn — adyf), ad;_,eyn ~ ady_,(¢) -

3.2. L’algtbre de Lie-Semenov associée a la bigébre de Lie quasitriangulaire
g® = (K,[, lk,6m) est g@ = (K, , |x,M,S™!) ot Pendomorphisme M de K
est défini par M = Ao §™! ol A désigne la partie antisymétrique de m et S sa

partie symétrique. On a donc :

M(z,£) =(z,~£) pour (z,§)€K.

Puisque m est un potentiel quasitriangulaire, M est une solution de I’équation de

Yang-Baxter modifiée. Le crochet [, Jas sur K est donné par,
(3.2) [(z, &), (v, MIm = ([z,y}, —adi;h€ + ady 1) -
En effet,

(2,€),(womlae = 3((M(2, ), (wome + (2,6, My, )lx)

= 3@ =6 Wk + (@), (1. ~n)lx)

[(:E, —’f)a (y7 77)]'C = ([Z’ y] - adZy - ad;xs [71, €]r + ad:q + ad;§) ’
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[(, ), (v, —mk = ([z,y] + adfy + adyz, [1,£]" — adzn — adyé) .

Ainsi,
(3.3) [(z, &), (y,m)ar = ([z, ], —[6,?7]’).

d’ot1 la formule (3.2).

L’algebre de Lie (G x G*,[, |m) est donc le produit direct de G et de I'algebre
de Lie opposée & (G*,{,]") .

3.3 On peut considérer d’autre part la bijection linéaire I x s de K sur G x G.
Le transport du crochet [, ]x par cet isomorphisme donne un crochet [, )¢(ry) sur
G x G tel que :

(3.4) [(x1,91),(z2,¥2)|((R))
= ([z1,22] + R([z1, 2] — [z2,11]) — ([z1, Rya] — [22, Ry1)),
[x1,y2] — [z2, 1] — 21, v2]R) -

En effet on a d’aprés (3.1), Uad-invariance de s™! et la définition R=ao0s7},

(z1,y1), (xz,yz)]((}z))
= (I x s)([(z1,57 (y1)), (22,87 (y2))]k)
= ([»’01» za)—(la 0 s7'(y1), z2] + [€1,a 0 s 71 (y2)]) +a(ad}, s  (y2)—ady, s 7 (1)),
S0, gm0y~ (02) = 005 _ogmrys ™ (01)))
= ([21,22] = ([Ry1, z2] + [21, Ry2]) + R([z1, y2] — [22, 1),
[21,92] = [Ry1, y2] — [z2,11] + [Ry2, 11])
dot la formule (3.4).

Remarque Si R =0, [, J((o)) est le crochet de Lie de produit semi-direct de

{¥,( }) par Lalgebre de Lie abélienne G pour la représentation adjointe de ¢ dans

G .
Rappelons qu’au paragraphe 1, on a défini pour x € G, 4+ = %(R + I)(z) .
Proposition 3.1 L’application linéaire jr de G X G dans G x G qui d (z,y)

associe (—2y4,z—2y. ) est un isomorphisme d’algébres de Lie de (GXG, |, J(r))
sur (G x G,[, Ix) ot [, |x désigne le crochet de produst direct d’algébres de Lie.
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m Il est clair que jgp est une bijection. Remarquons d’abord que pour tous

z1,T2,Y1,Y2 éléments de G,
[(1111, 0)7 ('1“27 0)]((R)) = ([171 ’ $2]’ 0)

[(0,31),(0,y2)l((ry) = —2(0, [y1,¥2]r)

[(21,0), (0, y2)]r)y = (Rlz1,y2] — [21, Rya), [x1,v2]) -

Montrons maintenant en utilisant ces relations et (1.5) que jr est un mor-
phisme d’algebres de Lie de (G x G, [, Jr)y)) dans (G x G, [, Ix) -

On a d’une part :

lir(=,0),ir(¥,0)]x = [(z,2), (¥, ¥)]x
= ([z,y}, [z, ¥])
= jr([z,y],0)
= jr([(=,0), (v, 0)l(my) -

D’autre part,

[ir(0,2),7r(0, )]x = 4l(z4,2-), (y+,¥-)]x
= 4[4, y+], [z~ y-])
= 4([z,ylr)+, [z, y]r)-)
= —2jr(0, [z, y)r)
= jr([(0,2),(0,y)l(ry) -

Enfin,
[7r(2,0), jr(0, y)]x = [(=,z), (—2y+,—2y-)]x

= ([, —2y4], [z, ~2y-])
= (~[=z, Ry] ~ [2, 9], [z, 9] — [z, Ry]) ,
ir([(2,0),(0,¥)](r)) = Jr(R[z,y] - [z, Ryl [z, y]) v
= (R[z,y] - [z, Ry] - 2[z,y]+, Rz, y] — [z, Ry] — 2[z, y]-)
= (~[v, Ry} — [z, 9}, [x,y] = [». Ry} .
Done jr([(z,0), (0, 9)](ry) = lir(z,0), ir(0,ylx -

En résumé, jr est un morphisme d’algébres de Lie de (G x G, [ , J((ry)) dans

(G xG,[.]x)- "
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4. Carré d’une algébre de Lie-Semenov [17]

Soit (G, , ], R, ¢) une algebre de Lie-Semenov. On note [, ]x le crochet de
produit direct d’algebre de Lie sur § x §. La diagonale §g = {(z,z),z € G} de
G x G est une sous-algtbre de Lie de (G x G,[ , ]x). D’autre part on considére
Gr = {(z4,z_),2 € G}. On sait d’aprés (1.5) que pour tous z,y éléments de G,

(z4,2), (Y4, ¥-)x = ([z+, ¥4 ), [z, y-])

= (([z,y]r)+, ([, ¥]r)-) ,

donc Gg est aussi une sous-algébre de Lie de (G X G, [, ]x) . Soient (z,y) € G x G.
Ona:

@y)=(E-@E-yne-(-y)+{(z -y, (z-y)-).

De plus, (a,a) = (by,b_) si et seulement si a = b = 0. En résumé, G x G est la

somme directe des deux sous-espaces vectoriels §¢ et Gg .

Soit ()R 'application linéaire de G x G dans G x G définie par,
(2)R = Psg — P(;-R )

ou ps, et pg  sont les projections sur g et Gr respectivement. On sait d’apres la

proposition 1.2 que ® R vérifie I'’équation de Yang-Baxter modifiée. On a
(41) @ R(z,y) = (R+I)(y) — Rz, Ry ~ (R~ I)(2)) -
Soit ((, )) le produit scalaire sur G x G défini par

(((z1,11), (72,32))) = ($(21), 22) — (#(v1),v2)-

On note (2)45 1 G x G — (G xG)* l'isomorphisme induit par ce produit scalaire. On

a alors
(4.2) (P(x1,y1), (22,2)) = ($(21), T2) — (B(1), 92) -

Le produit scalaire ({,)) est ad-invariant pour le crochet [, }x.
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En effet solent (z,¥), (z1,¥1), (z2,¥2) € G x G . On obtient en utilisant I'ad-

invariance de ¢
(adz‘z,y) 0(2) ¢(zl ’ yl)’ (272, Yo ))

= _((2) $(z1,y1), (=, ¥)s (22, 92)]x)
~(®(z1,11), (2, 22), ly, o))
~{#(z1), [, z2]) + {8(y1), v, 92])
= (ad} o ¢(z1), z2) — (ad}, 0 &(y1),v2)
= (¢ 0 ad,z1,72) — (¢ 0 adyy1,y2)
= (¢(z2), [2, 21]) — (¢(v2) [y, 1))
= (Pg(22,y2), ([, 211, [y, 1))

( 2)¢ o Gd(z y)(xl,yl) (zz,yz))

L’application linéaire (P R est antisymétrique par rapport 3 4.

En effet soient (z1,y1),(22,¥2) € G X G. En utilisant 'antisymétrie de R par
rapport & ¢, on obtient,

((2)45 ° (Z)R(ml, 1), (22, y2))
= (P ¢(23,2), (R + I)(y1) — Rz1, Ry — (R—I)(21)))
= (¢(z2), Ry1) + ($(z2), 1) — (é(2), Raa)
= {6(y2), Ry} + ($(y2), Rz1) — (¢(y2), z1)
—(8(y1), Rza) + (¢(x2), y1) + ($(z1), Ra2)
+ {¢(y1), Ryz) — (¢(z1), Ryz) — {$(y2), 21)
= —(¢(z1), (R + I)(y2) — Rz2) + (#(11), Ryz — (R~ I)(z2))
= ~(D¢(x1,1),? R(ez,32)) -

On a donc montré que (G x G,[ ,]x, PR, P$) est une algébre de

Lie-Semenov.

Définition 4.1 On dit que (G x G, [, |x, P R,®)$) est le carré de Valgébre
de Lie-Semenov (G,], |, R, $).

Explicitons le crochet de Lie [, lzyg. Solent (z1,11),(z2,y2) €EG X G. Ona:
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(4.3) [(111, Y1), (22, 92)lor

= —2_([(R+ I)(yl) - R$1,.’E2] + [Ily(R'*“ I)(yz) - Ril'z],

[Ry: — (R — I)(z1),y2] + (1, Ry2 — (R — I)(x2)]) -

En effet
[(z1,91),(z2,y2)l@r
= %([(2)R($1,y1),($2ay2)]x +[(z1,91), ® R(22,y2)]x)

= 2R+ D) = Ry, 2], Ry = (R~ D(e), )+
(21, (R + I)(yz) — Rz, [y1, Ryz — (R — I)(z2)]))

d’olt la formule.
5. Comparaison des doubles et des carrés

Soient g=(G, [, ], 6r) une bigebre de Lie quasitriangulaire, g=(G,[, ], R,s™')
I’algtbre de Lie-Semenov associée. On a noté g® = (G x G*,[, |x,ém) le double
de la bigebre de Lie g et 'on a vu (paragraphe 3.2) qu'a g(®) est associée par F
une algébre de Lie-Semenov ;({) =G xg%[, 1, M,$7).

D’autre part soit g = (G x G, [, Ix, PR, P ¢) le carré de I'algebre de Lie-
Semenov g. A @ g est associée par F~! une bigebre de Lie quasitriangulaire notée
g =(GxG,[, ]x,6m'). On a par définition @ = @& . Notons kg , 'application
linéaire jr o (I x s) de G X G dans G x G ou jgr est 'application linéaire définie
dans la proposition 3.1. Le transport du crochet [ , ]x par l'isomorphisme I x s
donne un crochet [, J(ry) sur G X G et jp est un isomorphisme d’algebres de Lie
de (G x G,[, lry) sur (G x G,[, |x) d’aprés la proposition 3.1. Donc kg,, est un
isomorphisme d’algébres de Lie de (G x G*, [, |x) sur (G x G, [, Ix) -

On se propose de montrer que kg , est un anti-isomorphisme de bigebres
de Lie quasitriangulaires de g sur g. La démonstration résulte des lemmes

suivants.

Lemumne 5.1 Le potentiel jacobien m' : G* X G* — G X G de la bigébre quasi-

triangulaire P g est donné par,

m'(&,m) = (r'(€) — r(n),7"(§) — r(n)) -
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m  En effet par définition, m' = @ Ro @ ¢! 4+ @ ¢~1  Mais pour
(z1,91),(z2,y2) EGxGona:

(P(z1, 1), (T2, 12)) = (s (1), 72) = {7 (1), ¥2) ,

i.e., (2)¢($11y1) = (s—l(ml)a—s_l(yl))a
d’ou
@71 m) = (s(€), —s(m) -

Ainsi, compte tenu de Ros = a , de r = a + s et de Pexpression de @R |, on

obtient

m'(§,n) = (—a(§) + 5(§) - a(n) — s(n), —a(£) + s(&) — a(n) — s(n))
D’ot1 Pexpression de m'(£, 1) (qui est un élément de la diagonalede G x G). =

Lemme 5.2 L’application hnéaire bijective kg , de G* x G* sur G* X G est

donnée par

kg, o(&;m) = (E+n,7(n) — r*(£)) .

B En effet, par définition kg o(z,£) = (z — r(£),z + r'(£)) . On en déduit
Pexpression de kf , . v n

Lemme 5.3 Le diagramme sutvant est anti-commutalif

’

G*xG* —— Gx¢

lvkil,s TkRyﬂ

g*x¢ — Gxg*
c’est-a-dire

m' = ~kgp,omokpg, .

m  En effet,

I

~kr.somokp (€)= (=kgsom)(&+n.r(n) —r(&)
—kp,s(r(n) = 7'(£),0)
~(r(n) = r*(€),r(m) = r*(€))

m,(éyn) . L

I
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Lemme 5.4 Soit o : A — A' un morphisme d’algébres de Lie de (A, | ]) dans
(A1, 1) Sotent p et p' des potentiels jacobiens sur A et A’ tels que p’ = aopoa’
(resp. p = —aopoa') Alors a est un morphisme (resp. antimorphisme) de

bigébres de Lie.

m  Soit € = £1. Le cas ¢ = 1 est le cas des morphismes et le cas € = —1 celui

des antimorphismes. On a
([0 = ela(€), o ()], )
= (a*(ad €' — ad'yeyn') = eladyae @ (§) = adyar ey’ (n'), =)
=—{&,[P'(n"), (@)} + (', [P'(€')s a(2)]') + (€', alep(a’(n')), z])
— (0", alep(a’(€)), z])
= —(€,[(p) —eaopoa’)(n'),a(e)]') + (7', [(p — e 0 poat)(¢'), a(z)])
= —<ad’:(z)£,’ (¥ —eaopo at)(ﬂ')) + (ad':,(x)n', (P —eaopo at(f'))) .

On en déduit le lemme. ]

D’apres le lemme 5.3 et le lemme 5.4 appliqué & (A,[,]) =(G x %[, 1x),»
avec p=m,(A,[,])=(G xG,[,1x),p =m', et a=kg,, on obtient

Proposition 3.1 L’application linéaire kp, = jr o (I X s) est un anti-
isomorphisme de bigébres de Lie quasitriangulaires du double de g, g® =

(g X g*’[ ’ ]Kd&n) sur (2)g = (g X ga[ s ]Xa‘sml) .

Puisque le carré P g de g est par définition (D g, on en déduit le corollaire

suivant

Corollaire 5.1 L’application linéaire kg, , est un anti-isomorphisme d’algé-
bres de Lie-Semenov de g® = (G x G%,[, |x, M, S™1) sur le carré de §,Pg =
(g x ga [ I ]X7(2)R3 (2)¢) .

On a donc le diagramme commutatif suivant
Ki,s

(g x g*a [ y ]Kaém) = g(2) — (2)g = (g X g»[ 3 ]Xv‘sm,)
E |
(Gx G [, I M,571) = g® 2 @z =(GxG,[,]x, DR D).

On en déduit (ce qui aurait pu étre montré par des calculs directs) que 'image

par Ip , du produit scalaire S de G x G* est le produit scalaire ((,)) sur G x G
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(indépendant de la partie antisymétrique de r) et que

krsoM = @Ro kR, -
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CHAPITRE IV
Bigebres de Lie et structures de Poisson sur les groupes de Lie

Dans la premiére partie de ce chapitre nous montrons (théoréme 1.1) que si G
est un groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algebre de Lie G, toute struc-
ture de bigébre de Lie sur § s'intégre en une structure de groupe de Lie-Poisson
sur G . Ce théoréme est énoncé sans démonstration par Drinfeld ([4] théoréme
3, [5] théoreme 1). Une démonstration, due & Magri, a été publiée dans [7]. Elle
consistait a vérifier directement la nullité du crochet de Schouten du bivecteur sur
le groupe défini & partir du cocycle de groupe obtenu par intégration du cocycle ja-
cobien d’algebre de Lie donné. Verdier [31] en a donné une nouvelle démonstration
basée sur la propriété énoncée dans la proposition 1.1 ci-dessous. Plus récemment
Dazord et Sondaz [3] et Lu et Weinstein {11} ont donné des démonstrations basées
sur la propriété, intéressante en elle méme, qu’'un multivecteur possédant la pro-
priété de Drinfeld (définition 1.1) est nul si et seulement si son linéarisé (définition

1.2) est nul. Nous suivons ici de prés en la détaillant la preuve de Lu et Weinstein.

Nous étudions ensuite les groupes de Lie-Poisson exacts et les structures de
Poisson définies par des potentiels jacobiens ou des solutions de 1'¢quation de

Yang-Baxter modifiée.
1. Groupe de Lie-Poisson associé & une bigtébre de Lie

1.1 Théoréme d’intégration des bigébres de Lie

Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie ¢G. Nous avons vu au chapitre I que
toute structure de Lie-Poisson sur G définit une structure de bigebre de Lie sur G.
Rappelons que si G est un groupe de Lie muni d’une structure de Poisson dont le
bivecteur de Poisson est noté A , on note ! application de G a valeurs dans A2G
définie par

W(g) = (Tgpy-1 ® Typg-1)Ag). g €G,

et que (G, A) est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si ! est un 1-cocycle
de G & valeurs dans A’G pour l'action adjointe de G. Si e désigne Papplication
linéaire tangente & ! en l'identité e du groupe de Lie-Poisson @, (G,{, |, ¢) est une

bigébre de Lie. Nous étudions dans ce paragraphe la réciproque de cette propriété.

Soit AP(G) Pespace vectoriel des multivecteurs de degré p sur G ou p-vecteurs

(champs de p-tenseurs contravariants antisymétriques). Par abus de langage, on
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notera désormais de la méme maniére une application linéaire et ses diverses puis-
sances tensorielles ou extérieures. Généralisant la notion de propriété de Drinfeld

introduite pour les bivecteurs (chapitre I (2.2)), on introduit la

Définition 1.1 Soient G un groupe de Lie et P un élément de AP(G). On
dit que P posséde la propriété de Drinfeld si, pour tous g et h € G,

P(gh) = Th’\y(Ph) + Typh(Py)'

Proposition 1.1 Soient G un groupe de Lie conneze d’algébre de Lie G et
P un multivecteur de degré p sur G. Alors P posséde la propriété de Drinfeld si
et seulement si P s’annule en e et, pour tout champ de vecteurs X invariant d

gauche, le multivecteur Lx P est invariant d gauche.

m  Supposons que P posséde la propriété de Drinfeld. Alors P. = 0. Soit {
I’application de G & valeurs dans APG définie par

l(g) = Tgpg'l(Pg) :

Alors I(gh) = I(g) + Ad,(I(R)) et I(e) = 0. Notons z* le champ invariant & gauche
engendré parz € G. On a:

d
(EIXP)(Q) = 'd‘t(Tg exp t::pe::p(—tx)Pg ezptz)lt:ﬂ .

Compte tenu de la propriété de Drinfeld de P,

d
(L,AP)(Q) = 'c'l;((Tg exptr Pexp—tz © Tezptz/\y)(Pezptz) + Pg)lt:O

= 2T, (U(exptn))]emo
=T Ag((Lal)(e)),

donc L,» P est invariant & gauche et
(Larl)(g) = Adg((Laal)(e)) -

Inversement supposons que £, P est invariant & gauche pour tout ¢ € G et
que P, = 0. Montrons que si G est connexe, P a la propriété de Drinfeld. Comme

G est connexe, il suffit de montrer que pour tout g € G, tout € G et tout £ € R,

(g exptz) = l(g) + Ady(I(exptz)) .
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On a (La0)(g) = Ady((L,a1)(e)) et d’une part ,

;;itl(g exptr) = (CIA l)(g exptz)
= Adg ezptx((»cz)\l)(e)) s

d’autre part,

-;—it—(l(g) + Ady(I(ezptz)) = Ady((L 1) ezptz))
= AdgAdetptz((‘Cz*l)(e))
= Ady captz((La1)(e)) .

Puisque P. =0, l(¢) =0, et les fonctions de t, (g exptz) et
(g)+Ad,(I(ezptz)) coincident en t = 0. En conclusion les fonctions de ¢, {(g exptz)
et [(g) + Ady(I(exptz)) coincident en ¢ = 0 et ont méme dérivée pour tout t donc

sont égales pour tout t. n

On montre de méme que si G est connexe, un p-vecteur P sur G posséde la
propriété de Drinfeld si et seulement si P s’annule en e, et pour tout champ de

vecteurs X invariant & droite, Lx P est invariant & droite.

Soit G un groupe de Lie. On déduit de la définition du crochet de Schouten
(chapitre I, 1.1) et du fait qu'un champ de vecteurs invariant & gauche et un champ

de vecteurs invariant & droite sur G commutent le

Lemme 1.1 Le crochet de Schouten [P, Q) de deuz multivecteurs P € AP(G)
et Q € AY(G) invariants respectivement i gauche et ¢ droite est identiquement

nul.
Montrons que la propriété de Drinfeld est stable par crochet de Schouten.

Proposition 1.2 Seient G un groupe de Lie conneze, P un p-vecteur et Q
un g-vecteur gqui possédent la propriété de Drinfeld. Alors le crochet de Schouten
[P, Q] des éléments P et Q est un (p+ q — 1)-vecteur qui posséde la propriété de
Drinfeld.

m Comme P, = Q. =0, [P,Q]s’annule ene . Soit X un champ de vecteurs
invariant & gauche sur G. Montrons que Lx[P, Q] est invariant & gauche c’est-

a-dire que Ly Lx[P, Q] est identiquement nul pour tout champ de vecteurs ¥
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invariant & droite sur G. Soit donc ¥ un champ de vecteurs invariant & droite sur

G. On a d’aprés les propriétés du crochet de Schouten
Lx[P,Q]=[LxP, Q]+ [P, LxQ]
et
LyLx[P,Ql=[LyLx P, Q]+ [LxP, Ly QI+ [Ly P, Lx Q)+ [P, Ly LxQ) .

Puisque P et @ possédent la propriété de Drinfeld, Ly LxP = LyLxQ = 0.
Aussi Ly @ est invariant 3 droite et Ly P invariant & gauche, Ly P est invariant a
droite et L£x@Q invariant A gauche. On a donc d’aprés le lemme 1.1, [Cx P, Ly Q] =
[Ly P, LxQ] = 0. En conclusion, Ly Lx[P,Q] = 0 et d’apres la proposition 1.1,
[P, Q] possede la propriété de Drinfeld. =

Définition 1.2 Soient G un groupe de Lie et Q@ un q-vecteur de G tel que
Q(e) = 0. On appelle linéarisé de Q en e Uapplication lnéaire de G dans A'G
notée QL et définie par

Q"(z) = (LxQ)e), z€G,
ot X est un champ de vecteurs sur G tel que X(e) = z.

On vérifie que Q%(z) est bien indépendant du choix de X tel que X(e) = z.

Cette définition généralise celle de AL olt A est un bivecteur nul en e , dont

il a été question au chapitre I (définition 2.3).

Proposition 1.3 Soient G un groupe de Lie conneze et () un g-vecteur sur G
possédant la propriété de Drinfeld. Alors QQ est identiguement nul si et seulement

3t QU est naul.

m  Supposons que QL = 0, alors (£,2Q)(¢) = 0 pour tout z élément de G.
Supposons de plus que ) possede la propriété de Drinfeld, alors £, @ est invariant
a gauche. En conclusion £, est identiquement nul et (} est donc invariant a

droite. Mais puisque Q. = 0,  est donc nul. [ |

Nous pouvons maintenant énoncer ¢t démontrer le théoréme d’intégration des

bigebres de Lie.
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Théoréme 1.1 Soit G une algébre de Lie. On note G le groupe de Lie conneze
et simplement conneze d’algébre de Lie G. Toute structure de bigébre de Lie sur
G définit une structure de Lie-Poisson sur G telle que la structure de bigébre de

Lie sur G associée coincide avec la structure de bigébre de Lie donnée sur G.

m  Soit (G,[, ], ) une bigebre de Lie oli € : G — A%G est le 1-cocycle pour 'action
adjointe de G définissant la structure d’algeébre de Lie de G*. Soit I : G — A%G
le 1-cocycle du groupe G pour Vaction adjointe de G tel que Tl = . Soit A le

bivecteur sur G défini par
Ag =Tepy(i(9)) -

Puisque [ est un 1-cocycle, le bivecteur A posséde la propriété de Drinfeld. Donc
d’aprés la proposition 1.2, le crochet de Schouten [A, A} du bivecteur A posséde
la propriété de Drinfeld. On a donc [A, A](e) = 0 et pour montrer que [A, A] est
identiquement nul, il suffit d’aprés la proposition 1.3 de montrer que son linéarisé
en e, [A,A]l est nul. Montrons donc que {A,A]Y = 0. Soient g € G, f1, f2, fa

trois fonctions lisses sur G. On sait que, avec les notations précédentes,
[A7 A]L(m)(deflydef%def:{)
= § Lxtfa, {1 fadada(e)

= § Zth o R adolepte)ims
= § ZUcopte)defs © peapts) ® (Ui F2} 0 peapielemo -
Comme I(e) = 0 ,
(A A (@)(defr,defordefs) = § (@) defs @ del i, o))
= Sy 0 (s ® ), 0)
D’ou
A Ao, defordefs) = §et(defs © €(defs ® L))

Comme (G, [, ),€) est une bigebre de Lie, [A,A]* = 0. ]

1.2 Remarque

La démonstration ci-dessus montre que si ¢ est un 1-cocycle jacobien sur § et

A est un bivecteur sur G tel que ¢ = AL | alors [A,A]¥ = 0. Dans 3] Dazord et
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Sondaz énoncent et démontrent un résultat plus précis : le trivecteur [AL, AL] sur
G , crochet de Schouten du bivecteur linéarisé AL sur G, coincide avec le trivecteur

[A, A)Y | linéarisé du crochet de Schouten du bivecteur A sur G .
2. Groupes de Lie-Poisson exacts

2.1 Potentiels G-jacobiens

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie ¢ . Etant donné que l'invariance
par la représentation adjointe de § n’entraine 'invariance par la représentation
adjointe de G que si G est connexe, nous sommes amenés & introduire les défini-

tions :

1) Un élément r = a + s de G ® G est un potentiel G-jacobien si sa partie
symétrique s et le crochet de Schouten [a,a] de sa partie antisymétrique a sont

Ad-invariants.

2) Un élément r = a + s de G ® G est appelé un potentiel G-quasitriangulaire

si s est inversible et Ad-invariant et K™ = 0.

3) Soit r un élément de A%’G. On dit que r est une solution de I’équation de
Yang-Baxter généralisée sur G si [r,r] est Ad-invariant.
11 est clair que tout potentiel G-quasitriangulaire et toute solution de ’équa-

tion de Yang-Baxter généralisée sur G sont des potentiels G-jacobiens. De plus,

(i) tout potentiel G-jacobien est jacobien au sens de la définition 1.1 du

chapitre II,

(i) tout potentiel G-quasitriangulaire est quasitriangulaire au sens de la défi-

nition 3.5 du chapitre II,

(iii) toute solution de I’équation de Yang-Baxter généralisée sur G est une
solution de I'équation de Yang-Baxter généralisée sur G au sens de la définition

3.3 du claptue 1L

Enfin les réciproques de (i} (ii) (iii) sont vraies lorsque le groupe de Lie G est

connexe.

2.2 Groupes de Lie-Poisson exacts

Soit (G,{, ],6r) une bigebre de Lie exacte définie par un potentiel G-jacobien

r . Soit G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie G. Au 1-cocycle exact ér
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»

sur G correspond le 1-cocycle exact sur le groupe G ,1: G — G ® G , défini par
I(g) = Adyr —r, geEG.

Comme la partie symétrique de r est Ad-invariante, [ est a valeurs dans A%2G . Le

bivecteur de Poisson A, associé a [ est

(2.1) A=A} —A?

r )

oi1 A} est le bivecteur invariant & gauche engendré par r défini par

A?(Q) = (TeAg)(r), ge€G

et AP est le bivecteur invariant & droite engendré par r défini par

A2(9) = (Tepg)(r) .
Les considérations faites conduisent a la

Définition 2.1 Un groupe de Lie-Poisson ezact est un groupe de Lie G muni

d’un potentiel G-jacobien.

D’aprés ce qui précede, la bigebre de Lie d’un groupe de Lie-Poisson exact
est une bigébre de Lie exacte. Inversement si G est connexe, une structure de
Lie-Poisson exacte sur G est définie par la donnée d’un potentiel jacobien r sur G
et & toute structure de bigébre de Lie exacte sur G correspond une structure de

Lie-Poisson exacte sur G. Plus généralement

Définition 2.2 a) Lorsque r est une solution de Uéquation de Yang-Bazter
classique, on dira que le groupe de Lie-Poisson ezact (G,A,) est un groupe de

Lie-Poisson triangulaire.
b) Lorsque r est une solution de I’équation de Yang-Bazter généralisée sur G,
on dira que le groupe de Lie-Poisson ezact (G,A,) est un groupe de Lie-Sklyanin.

¢) Lorsque r est un potentiel G-quasitriangulaire, on dira que le groupe de

Lie-Poisson ezact (G, A,) est un groupe de Lie-Poisson quasitriangulaire

I est clair que si G est connexe, G est un groupe de Lie-Skyanin si et seule-
ment si G est une bigébre de Lie-Sklyanin et G' est un groupe de Lie-Poisson

quasitriangulaire si et seulement si G est une bigebre de Lie quasitriangulaire.
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La partie symétrique d’un potentiel jacobien sur G est par définition une
forme bilinéaire symétrique ad-invariante. Si elle est inversible, elle définit donc
sur G un produit scalaire invariant. De méme la partie symétrique d’un potentiel
G-jacobien, si elle est inversible, définit sur G une métrique biinvariante. Les
structures ainsi obtenues sur les algébres de Lie (“structures orthogonales”) et sur
les groupes de Lie ont été étudiées par Medina {13][14]. On peut donc dire que les
structures de bigebre quasitriangulaire sur G et les structures de groupe de Lie-
Poisson quasitriangulaire sur G sont subordonnées a des structures orthogonales

au sens de Medina.

Plus généralement a l'aide d’un potentiel r sur G on peut construire sur le
groupe de Lie G d’algébre de Lie G divers tenseurs contravariants d’ordre 2 dont
nous nous proposons d’étudier au paragraphe suivant ’antisymétrie et les pro-

priétés.
3. Structures de Poisson définies par des potentiels jacobiens

3.1 Courbure et crochet de Schouten de deux éléments r et r' de GQ G

Soient G et F deux algebres de Lie, A une représentation de G dans I’espace
vectoriel F telle que pour ¢ € G, A; est une dérivation de ’algébre de Lie F.
Soient r et r' deux applications linéaires de F dans G. On note [r,r'] Papplication

bilinéaire antisymétrique de F x F dans G définie par

(3.1) Ly ()
= %(T'(Ar(s)ﬂ = Armé) +r(dr@n — Avé)
= ([r©, 7" (1 + [ (€),r(mD)

et par K™ Vapplication bilinéaire antisymétrique de F x F dans ¢ définie par

(32) K77 (6m) = )6 m) + 3(rlom] + e

Onalr,r']=['rlet K7~ = K™ .

) ’ . Y
Lorsque 7 = r', K™ se réduit a la courbure de Schouten de r au sens du

chapitre II. Aussi,
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Définition 3.1 On appelle courbure de Schouten des applications linéaires r
et r' Uapplication bilindaire antisymétrique K™ définie par (3.2).

Supposons que F est une algeébre de Lie abélienne en dualité avec G et que A
est la représentatikon coadjointe. Supposons que les applications linéaires r et r/
de G* dans G sont antisymétriques. Considérons [r, '] comme la forme trilinéaire
sur G* définie par
(3.3) [ryr'1(61, €25 &) = (&, [r, ' }(&1, €2)) -

Alors la forme trilinéaire [r,r'] est antisymétrique et vérifie
(B9 i) = -3 Flen @ @)+ E )

Cette formule se déduit du fait que Papplication (r,r') + [r,r'] est bilinéaire

symeétrique et du fait que {r,r'] est obtenue par polarisation & partir de [r,r] .

Nous avons donc vérifié que I'élément antisymétrique [r,7'] de GRG® G
défini par (3.3) coincide avec le crochet de Schouten usuel [9]{15] des éléments
antisymétriques r et r' de G® G.

3.2 Structures de Poisson définies par des potentiels jacobiens anti-
symétriques ‘

Le crochet de Schouten de deux bivecteurs invariants & gauche est invariant

a gauche. Plus précisément,

Proposition 3.1 Seient G un groupe de Lie d’algébre de Lie G, r et r' deuz
éléments de A2G, A}, A} les bivecteurs invariants ¢ gauche engendrés par r et r'.

Le crochet de Schouten [A},A)] de ces bivecteurs vérifie

(A}, AN)(9) = TeAqlr, ).
B On note #) le morphisme de fibrés vectoriels de T*G dans T'G défini par A} .
Alors [A},A)] est un trivecteur invariant & gauche et pour tous &, &2, €3 € G*,on

(A}, AMN(e)(ér, &2, 6)

= —% f((ﬁ#a(e)fl &, #(e)ea) + (La, 6 60 #(e)6))

= —% f (&,[r(6), 7 (&2)] + [F' (&), r(€2)])

= [7‘, r'](fl 3 627 €3) .
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(En fait le crochet de Schouten algébrique [r, '] a été défini de sorte que la relation

précédente soit satisfaite).

On en déduit que pour tout g € G,
(A}, AR N(g) = TeXglr, '] . .

On montre de la méme maniére que

Proposition 3.2 Le crochet de Schouten des bivecteurs invariants & droite

A2 AP, vérifie

[Ag,Aill(g) = - epg[rv 1"] .

Puisque le croclict de Schouten [A}, A?] des bivecteurs invariant & gauche A}
et invariant a droite A?, est d’aprés le lemme 1.1 identiquement nul, on déduit des

propositions 3.1 et 3.2 les corollaires suivants :

Corollaire 3.1 Soient ri,r}, o, quatre éléments de A2G. Alors pour tout
g€G,
(43, — A%, A, = A%1(0) = Tepy(Adyfra,rs] = [rlors)

En particulier,

Corollaire 3.2 Soient r,r' deuz éléments de A2G. Les crochets de Schouten
[AX, A2, (A% AL ] [AD — AP AD — A% des bivecteurs A}, A%, A} — AP, vérifient

r '

(35) [Aiv A;\](g) = Te)‘y[r7 1']
(3-6) (A%, AL)(9) = —Tepylr', r']
(3.7) [A:} - Af" Ai - Af;](g) = Tepg(Ady[r,r] - [r 7"}) .

Utilisant les définitions du paragraphe 2.1 on obtient donc
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Proposition 3.3 Soient r et r' deuz éléments de A*G. Le bivecteur A} — A%,
est un bivecteur de Poisson 3i et seulement sir et r' sont des solutions de I’équation

de Yang-Bazter généralisée sur G telles que [r,r] = [r',r'].

En particulier A} — A2 est un bivecteur de Poisson si et seulement si r est une

solution de 'équation de Yang-Baxter généralisée sur G.

Le corollaire 3.2 montre que si 7 et v’ sont des solutions de ’équation de
Yang-Baxter classique sur G, les bivecteurs A}, A%, A} — A%, A} + A’ sont des
bivecteurs de Poisson.

Si G est connexe, A} — A, est un bivecteur de Poisson si et seulement si
r et r' sont des solutions de I'équation de Yang-Baxter généralisée sur G telles
que [r,r] = [#',r']. En particulier, toute solution de ’équation de Yang-Baxter

généralisée sur G définit un bivecteur de Poisson, A, = A,% — A? . En résumé

Proposition 3.4 5ir est une solution de I’équation de Yang-Bazter généra-
lisée sur G, le bivecteur A, = A} — A2 est un bivecteur de Poisson et vérifie lo

propriété de Drinfeld.

®  En effet 'application [ associée a A, est un 1-cobord sur G donc un 1-cocycle

sur G. (]

3.3 Structures de Poisson définies par des potentiels quasitriangulaires

Soient G un groupe de Lie d’algébre de Lie G, r et ' deux éléments de G ®G.
Décomposons r (resp. r') en a + s (resp. a' + s') ot a (resp. a’) désigne la partie
antisymétrique de r (resp. r') et s (resp. s') la partie symétrique de r (resp.
r'). Soient g € G,{,,n, deux 1-formes en g. Le tenseur A, = A} — A%, est

antisymétrique si et seulement si, pour tout g € G,

Are(9)(&ging) + Arr(9)(€gymg) = 0 .

On utilise 'antisymétrie de a et a', la symétrie de s et s et cette égalité se simplifie
en

Adgs = s

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que le tenseur A, ,+ soit un bivecteur
est que r et r’ aient méme partie symétrique s Ad-invariante. Dans ces conditions,

le bivecteur A, coincide avec le bivecteur A} — A?, et on a
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Proposition 3.5 Soient G un groupe de Lie d’algébre de Lie G, 1,7}, 72,75
quatre éléments de G ® G iels que ry et r] aient méme partie symétrigue Ad-
invariante, vy et v aient méme partie symétrique Ad-invariante . Le crochet de
Schouten [A), —-A‘r';, A}, —A,’i,z] des bivecteurs A, —~A’,’Jl, A}, -—A,'Lz est identiqguement

nul si et seulement si [ay,a;] = [a}, )] et [a1,a;] est Ad-invariant.
En particulier

Corollaire 3.3 Soient G un groupe de Lie d’algébre de Lie G, r et r' deus
éléments de G Q G. Le 2-lenseur A, o = A} - A?, est un bivecteur de Poisson si

et sculement si v et r' sont des potentiels G-jacobiens tels que :
(i) v et v’ ont méme partie syméirique s,

(i1} les crochets de Schouten [a,a] et [a',a'] de leurs parties antisyméiriques
a et a' coincident ou, ce qui est équivalent, les courbures de Schouten K7 et K"

de r et r' coincident.
Ainsi,

Corollaire 3.4 Soient G une algébre de Lie, G un groupe de Lie d’algébre de
Lie G, r et r' deuz potentiels G-guasitriangulaires ayant méme partie syméirique

s. Alors le bivecteur A} — AP, = A} — A®, est un bivecteur de Poisson.

Choisissons en particulier r' = r' oll r est un potentiel G-quasitriangulaire.
On sait (chapitre I1, paragraphe 3) qu’alors r! est aussi G-quasitriangulaire. Donc
A} — A = A + A? est un bivecteur de Poisson. Si la partie antisymétrique a de r
est inversible, le bivecteur de Poisson A + A% cst de rang maximum en l'identité e
du groupe G et, par conséquent, définit une structure symplectique dans un ouvert

de G contenant e.

3.4 Propriété de la multiplication

Proposition 3.6 Soient r,r',r" des éléments de G @ G tels que les tenseurs

A} — A% AN — A2 A), — A% soient des bivecteurs de Poisson. Alors la multi-

plication = cst wn morphisme de Poisson de (G, A) — AP) x (G, AN — AP) dans
(G, A} — ALy .

I~

m  Notons {, }rr,{, }r,rs{» }r,r les crochets de Poisson sur G définis par

les bivecteurs A} — A% A} — A2, A}, — A%, Soient f1, f, deux fonctions lisses sur

oy ddpre ~
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G et soient g et h deux points de G. On a d’une part
{f1, f2}rr e (gh)
= 1" (de(f1 0 Agh), de(f2 0 Agn)) — 7' (de(fi © pgn), de(f2 0 pg1)) -
D’autre part '
{fiopr, f20pn}r,r(9)
=r(de(f1 0 pr © Ag),de(f2 0 pr 0 Ag)) — 7' (de(f1 0 pr 0 pg), de(f2 0 p1 © py))
et
{fio g, fa0 X5} o(h)
=r"(de(froXg o Aa),de(f20 X5 004)) — r(de(fr o Ag o pa)yde(f20 Ago pa));
d’ol puisque pp 0 Ay = Ay 0 P&, Pr O Pg = Pgh, Ag O An = Agn ,
{f10pn:f20 pr}er(g) + {fi 0 Ay, f2 0 Ay} -(R)
= r"(de(f1 0 Agn), de(f2 © Agh)) — 7'(de(f1 © pgn), de(f2 0 pgn))
= {f1, fo}r,r(gh) .

3.5 Remarque

Soient en particulier G un groupe de Lie d’algebre de Lie G, 7 un potentiel G-
jacobien. Alors A, = A} —A? = A} — A2. Comme a est une solution de I’équation
de Yang-Baxter généralisée sur G, on sait d’aprés la proposition 3.4 que A, est un
bivecteur de Poisson. La proposition 3.5 s’applique donc et donne une nouvelle

démonstration du fait que A, posséde la propriété de Drinfeld.
3.6 Remarque

Soient r et ' deux potentiels G-quasitriangulaires ayant méme partie symé-

trique s. Les endomorphismes R et R' de G définis par

R=gos™!

R =do0s!

ol a et a’' désignent les parties antisymétriques de r et ' sont des solutions
de I'équation de Yang-Baxter modifiée. On sait (corollaire 3.4) que le bivecteur
Arr = A} — A% = A} — A%, est alors un bivecteur de Poisson. Nous nous pro-
posons dans le paragraphe suivant de retrouver les résultats précédents en étudiant
directement les structures de Poisson définies par des solutions de ’équation de

Yang-Baxter modifiée.
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4. Structures de Poisson définies par des solutions

de ’équation de Yang-Baxter modifiée

On suppose désormais l'algébre de Lie § munie d’un produit scalaire Ad-

invariant ( | ) et I’on note ¢ Iisomorphisme induit par ce produit scalaire.

4.1 Crochet de Schouten [R, R'] de deux endomorphismes R et R de §

Soient a et a' deux éléments antisymétriques de G @ G et soient R et R' les
endomorphismes de G définis par R = ao$, R = a' o¢. Alors R et R’ sont

antisymétriques par rapport au produit scalaire ( | ) et 'on a

Proposition 4.1 Le crochet de Schouten [a,a’] vérifie

[a,d')($(21), $(x2)) = [R, R')(z1, 2)
ot [R, R'] est Uapplication bilinéaire antisymétrique de G X G dans G définie par

(4.1) [R,R'}(z,y)
= “;-(R([R'x, yl + [z, R'y)) + R'([Rz,y} + [z, Ry]) — [Rz, R'y] - [R'z, Ry)) .

®  On utilise Pantisymétrie de R et R' par rapport au produit scalaire ( | ) et

I'invariance de ce produit scalaire. On a

(e3][R, R')(21,42))
= _%(933|[R$1, R'zy] + [R'z1, Rzs))

1

- E(Ill[RxZ) Rl.’l,'3] + [R,$2,R$3])
1

- §($2\[R$3, R'z)) + [R'z3, Rz1])

1
=3 f(m3l[Rxl>R’$2] + [R'z1, Rz,)) .

(asllo,)(9(z1), o)
(9les), [a, a'[(o(z1), 9(z2))
~5 $l8Gea) a0 b(a),a 0 dlen)] + (o' (a1), a0 (a2))

i

1
- 5 f(mii”Rxl’ RI'TZ} + [R,-'l:1, R.Tg])
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d’ott la propriété. n

Définition 4.1 Soient R et R' des endomorphismes de G. On appellera
crochet de Schouten des applications R et R' Uapplication bilinéaire antisymétrique
[R,R') de G x G dans G définie par (4.1).

En particulier [R, R](z,y) = R([Rz,y] + [z, Ry]) — [Rz, Ry] .

Proposition 4.2 Pour tous z,11,29,T3 éléments de G, on a

ad.(a, al])(¢(ml)’ ¢(.’E2), ¢(x3))
= (F(R,R)ar, 22, 23]1e)

w  On utilise V'invariance du produit scalaire ( | ) et la proposition 4.1 et I'on a

ad([a, (6 (1), $(22), 6(r3))
. f [, @'}($(21), #(22), ad’ o $(3)

- f (ad} 0 §(23), [0, a'($(z1), B(2)))

__ f (¢ 0 ad(z3), [a,@)($(a1), 6(22)))

= $(ia,a)¢e), len)los, o)

- f([[R,R'](xl,xz),m3]|x)- "

Corollaire 4.1 [a, a] est invariant par action adjoinie de G st et seulement
si $[[R, R)(21,22),23] = 0, ie., la condition de Yang-Bazter généralisée pour a

est équivalente ¢ la condition suivante sur R=ao ¢,

FIR Rier,z2), 23] = 0.

D’ou la définition suivante :

Définition 4.2 Soit R un endomorphisme de G. On dira que R est une
solution de I'équation de Yang-Baxter généralisée si et seulement si pour tous

z1,T2,73 Eléments de G

F 1R Rz 22).23] = 0.
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Avec la définition 4.1 du crochet {R, R}, Péquation de Yang-Baxter modifiée au
sens de la définition 1.2 du chapitre 111 s’écrit :

(42) (R, R|(z,y) = [z,y]

et il est clair que si R est une solution de I'équation de Yang-Baxter modifiée, R

est une solution de I’équation de Yang-Baxter généralisée.

4.2 Bivecteurs de Poisson définis par des solutions de ’équation de

Yang-Baxter modifiée

On introduit 1a notion de gradient & gauche et a droite. Soit [ uuce fonction
g &

lisse sur G. Sa différcuticlic & gauche (1esp. & droite) notée d* f (resp. d” f) est

définie par

0€G. dif =d(fold,)  (resp.dbf =d.(fop,));

son gradient & gauche (resp. & droite) noté V> f (resp. V7 f) est défini par :
N d
(Voflz) = a;f(g exptz)|i=0, T €G

(resp. (V4flz) = j—tf(exptzg)]t=0) . Ainsi, V;‘f = qﬁ_](d;\f) et VOf = ¢—1(d’g’f).

Proposition 4.3 Soient a;,az,a}, ay des éléments antisymétriques de G R G
et Ri=a;0¢,R, =da,0¢ (i=1,2) des endomorphismes de G. Soient f,, f2, f3
des fonctions lisses sur G. Alors

(Az, = A% AS, — AL N(df dfy, dfs)
= (VA f3][R1, R)(V} 1, VA f2)) — (VO f3|[RY, R)(VP F1, VP £2))

®  En effet on a, en utilisant la proposition 4.1,

(A3, A2, )(9)(do f1,dy f2,dg fs)
= (dy f3, a1, a2)(d} f1,d} f2))
= (&(Vy f3), [ar, a2)(#(V3 f1), (V) 2)))
= (VIR RV £,V 12)
d’ot
(A%, AL Ndfr, df2, dfa)
= (V*fsi[Ry, RaJ(VA f1, VA f2)) .
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On montre de la méme maniére que
(A%, A% (s, dfa, )
= —~(V*fs|[Ry, RR(V* 1, VP f2)) .

Le crochet de Schouten de deux bivecteurs dont I'un est invariant & gauche et
Pautre invariant i droite étant identiquement nul (lemme 1.1), on obtient la propo-

sition. L

D’autre part, on sait que pour tout élément g € G
V) f=Ad,-VEf,

et que le produit scalaire ( | ) est par hypothése Ad-invariant. On obtient donc

Pimportant corollaire suivant :

Corollaire 4.2 Les bivecteurs introduits vérifient la relation

(A2, — A% A%, — AL No)dgf1,do fo, dy fa)
= (ngslAdy[Rl, Rg](Ady—lvgf], Adg-lvgfz,) - [RY, R;](V;fl, ngz)) )

En particulier dans le cas od R; = R,,R; = R}, on a

Proposition 4.4 Soient R et R' des solutions antisymétriques par rapport d
¢ de DUéquation de Yang-Bazter modifide. Alors sia = Ro¢™!, a =R o¢71, le

bivecteur Ai‘ — A%, est un bivecteur de Poisson.

On retrouve ainsi le corollaire 3.4.

Remarque Soient R et R' des endomorphismes de G antisymétriques par
rapport A ¢ ,a=Ro¢™! ,a' = R 04! . En utilisant I'antisymétrie de R et R’

et linvariance du produit scalaire ( | ) , on obtient
[AZ, AN df1, df2, dfs)
= (V*f3l[R, R(V* f1, V2 £2))
= ~(R(V*F)IIR(V? 1), V2 f2]) = (R(VA F )V o, RV £2)))
~ (VM3I[R(VA 1), R(V* f2)))
== $(PRIRT 1), RS
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On montre de la méme maniére que

[Az”Az'](dflvdf%dei)
= (P RIR T ), R A)

et on obtient les formules de Semenov-Tian-Shansky établies dans [17).

En résumé soient a et a' des solutions antisymétriques de 'équation de Yang-
Baxter généralisée sur G . Pour que le bivecteur A} — A?, soit un bivecteur de
Poisson, il faut et il suffit que [a, a] = [¢', a’] donc il suffit que @ = a’ . Lorsque G est
une algébre de Lie munie d’un produit scalaire Ad-invariant ¢, et que ’on consideére
deux endomorphismes R et R' de G , solutions antisymétriques par rapport a ¢
de I’équation de Yang-Baxter modifiée, non seulement les deux potentiels a et o'
définis par a = Ro ¢! et @' = R' 0 ¢! sont jacobiens mais de plus leurs crochets

de Schouten coincident et le bivecteur A — A?, est alors un bivecteur de Poisson.

En général, si a et @’ sont des solutions antisymétriques de 1'’équation de Yang-
Baxter généralisée, aucun des bivecteurs A} et A?, n’est un bivecteur de Poisson.
Mais lorsque a et a' sont des solutions antisymétriques de 1'équation de Yang-
Baxter classique, non seulement A — A®, est un bivecteur de Poisson, mais encore
A} et A?, sont des bivecteurs de Poisson. De plus, lorsque @ = a' , le bivecteur de

Poisson A} — A? vérifie la propriété de Drinfeld.
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Résumé

Un groupe de Lie-Poisson est un groupe de Lie G muni d’une structure de
Poisson telle que la multiplication soit un morphisme de Poisson de
G x G dans G . L’algébre de Lie d’un groupe de Lie-Poisson porte une structure
supplémentaire qui en fait une bigébre de Lie. Nous étudions les bigebres de Lie
(autodualité, triplets de Manin) et les algébres de Lie bicroisées qui généralisent les
bigebres de Lie. Nous considérons le cas des bigebres de Lie exactes, en particulier
des bigebres de Lie quasitriangulaires et nous étudions plusieurs exemples. Nous
montrons que la catégorie des bigebres de Lie quasitriangulaires est isomorphe a la
catégorie des algébres de Lie-Semenov. Nous comparons la notion de carré d’une
algebre de Lie-Semenov due a Semenov-Tian-Shansky et la notion de double d’une
bigebre de Lie due & Drinfeld. Enfin nous démontrons le théoréeme d’intégration
des bigebres de Lie et nous étudions les structures de Poisson sur un groupe de
Lie définies par des solutions des équations de Yang-Baxter classique, généralisée

et modifiée.

Mots clés : Groupe de Lie, algebre de Lie, variété de Poisson, équation de

Yang-Baxter.



