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NOTATIONS 

[Be] : matrice formée par les dérivées des fonctions d'interpolation par 
rapport aux coordonnées d'espace (annexe 3), 

[BZ] 
: matrice formée par les dérivées des fonctions d'interpolation par 

rapport aux coordonnées d'espace (annexe 3), 

[B;] 
: matrice formée par les dérivées des monômes d'interpolation par 

rapport aux coordonnées d'espace, 

[cD] : tenseur de rigidité à excitation électrique constante condensé ou non, 

[cE] : tenseur de rigidité à champ électrique constant condensé ou non, 

C : vitesse de propagation du son dans le fluide, 

ch, : capacité reproduisant la branche motionelle du transducteur, 

CP 
: capacité parallèle du transducteur, 

Co : capacité bloquée de la colonnes de céramiques, 

[DI : matrice reliant contraintes et déformations, 

[DA et [DL] : matrices résultant de l'assemblage des éléments rayonnants, 

[dl : tenseur piézoélectrique condensé ou non, 

D - : vecteur excitation du champ électrique, 

D : endommagement, 

[el : tenseur piézoélectrique condensé ou non, 

3 : vecteur champ électrique, 

E : module d'Young ou d'élasticité, 

e : élasticité ou cornpliance, 

F - : vecteur des forces nodales appliquées, 

f - : densité superficielle de force connue, 

F : force, 



fa : fréquence d ' antir4sonance, 

f l- : fréquence de résonance, 

[g] : tenseur piézoélectrique, 

[Hl : matrice de compressibilité du domaine fluide, 

[hl : tenseur piézoélectrique, 

h : épaisseur de la plaque ou de la coque, 

1 : courant électrique, 

I c : intensité acoustique maximale avant cavitation, 

IP 
: intensité du courant entrant dans la structure piézoélectrique, 

[JI : matrice de Jacobi, 

[KUU] : matrice de rigidité mécanique, 

[KU,+,] : matrice piézoélectrique, 

[$,+,] : matrice diélectrique, 

k : nombre d'onde, 

ke ,II : coefficient de couplage électromécanique du transducteur, 

[LI : matrice de couplage $ l'interface fluide-solide, 

L : quantité variationnelle, 

L, : self reproduisant la branche motionelle du transducteur, 

[Ml : matrice de masse cohérente du domaine solide, 

[Ml] : matrice de masse du domaine fluide, 

?! : vecteur formé par les mônomes d'interpolation de l'élément, 

Mx, My, Mxy : moments de flexion d'une plaque mince, 

m : masse, 

[Ne] : matrice ligne formée par les fonctions d'interpolation de 
l'élément, 



!! : vecteur unitaire normal orienté vers l'intérieur du domaine solide, 

N : rapport de transformation, 

NR : nombre de cycles i3 rupture, 

P - : vecteur des valeurs nodales du champ de pression, 

E : champ de pression, 

Pa : puissance acoustique totale rayonnée par le transducteur, 

Yi : puissance dissipée totale, 

e : puissance électrique fournie par la source au transducteur, 

P~ : puissance acoustique rayonnée par le transducteur, 

PT,, : puissance mécanique totale du transducteur, 

p c : seuil de cavitation, 

P ' : pression connue, 

PS : densité de puissance dissipée d'origine électrique, 

Pm : densité de puissance dissipée d'origine mécanique, 

PP : densité de puissance dissipée d'origine piézoélectrique, 

ptOt : densité de puissance dissipbe, 

9 : vecteur des valeurs nodales de la charge électrique, 

ab, : coefficient de qualité mécanique du transducteur, 

$ : charge électrique portée par l'électrode, 

Q,, $, : efforts tranchants sur une plaque mince, 

R : rayon de la sphère frontière, 

R0 : résistance décrivant les pertes diélectriques, 

Rh, : résistance décrivant l'amortissement du aux pertes mécaniques, 

R~ : partie réelle de l'impédance électrique décrivant le rayonnement, 

Rn, : amortissement du transducteur du aux pertes mécaniques, 



RP 
: r é s i s t a n c e  p a r a l l è l e  du t ransducteur ,  

R r : p a r t i e  réelle de l 'impédance mécanique de rayonnement, 

O : r é s i s t a n c e  décrivant  les p e r t e s  d i é l e c t r i q u e s ,  

[SI : tenseur  des déformations, 

[sD ] : tenseur  d '  é l a s  t i c i t é  B e x c i t a t i o n  é l e c t r i q u e  constante  condensé ou 
non, 

[sE] : tenseur  d ' é l a s t i c i t é  champ é l e c t r i q u e  constant  condensé ou non, 

s : tenseur  condensé ou vecteur  des  déformations, 

si : su r face  f r o n t i è r e  e n t r e  l e  domaine s o l i d e  e t  l e  domaine f l u i d e ,  

SP 
: su r face  du domaine p iézoélec t r ique  recouverte d 'une  é lec t rode ,  

S* , : su r face  du domaine f l u i d e  où l a  press ion  est connue, 

S~ : su r face  pour l aque l l e  l a  con t ra in te  est connue en t o u t  po in t ,  

su : su r face  pour l a q u e l l e  l e  déplacement est connu en t o u t  po in t ,  

Sv : réponse par  v o l t  du t ransducteur ,  

su : su r face  l i m i t a n t  l e  domaine p iézoélec t r ique  s u r  l a q u e l l e  il n 'y  a 
pas d ' é lec t rode  , 

S+ : su r face  du domaine f l u i d e  s u r  l a q u e l l e  l a  dér ivée  normale de l a  
press ion  est connue, 

Sm : su r face  f r o n t i è r e  l i m i t a n t  l e  domaine f l u i d e ,  

[Tl : tenseur  des con t ra in tes ,  

T : tenseur  condensé ou vecteur  des con t ra in tes ,  

t : temps, 

! : vecteur  des  valeurs nodales du champ de déplacement, 

2 : champ de déplacement, 

Y? : énergie  é l e c t r i q u e  stockée dans l e  t ransducteur ,  

Ur" : énergie  é l a s t i q u e  stockée dans l e  transducteur,  

ui : déplacement imposé dans l a  d i r e c t i o n  i ,  



V : vitesse 

!! : vecteur déplacement généralisé pour une plaque mince, 

w : déplacement perpendiculaire au plan médian pour une plaque mince, 

X~ : partie imaginaire de l'impédance électrique décrivant le 
rayonnement, 

r : partie imaginaire de l'impédance mécanique de rayonnement, 

x, y, z : systéme de coordonnées spatiales, 

x,, x,, x3 : système de coordonnées spatiales, 

Y : admittance électrique, 

Z : impédance électrique, 

'm : impédance mécanique, 

z~ : impédance électrique décrivant le rayonnement, 

Zr : impédance mécanique décrivant le rayonnement, 

[os ] : tenseur diélectrique B déformation constante, 

[pT ] : tenseur dielectrique B contrainte constante, 

Yx y , Yx , , 'Yy, : dé formations transversales, 

y ~ ô *  Y ~ z *  : déformations transversales sur une coque mince Zi symétrie 
axiale, 

e : angle de perte diélectrique, 

'm : angle de perte mécanique, 

[ E S  ] : tenseur diélectrique à déformation constante, 

[ E  ] : tenseur diélectrique B contrainte cons tante, 

E - : vecteur déformation généralisée dans le cas des plaques et coques 
minces, 

E : déformation unidimensionnelle, 

e : déformation élastique, 

P 
: déformation plastique, 



Ex, E y , ê : déformations longitudinales, 

E9, E8, Ez : déformations longitudinales sur une coque mince à symétrie 
axiale, 

rl : rendement électroacoustique du transducteur, 

q : rendement mécanoacoustique du transducteur, 

E, q, 5 : système de coordonnées réduites, 

v : coefficient de Poisson, 

P : masse volumique, 

0 : vecteur contrainte généralisée dans le cas des plaques et coques 
minces, 

a : contrainte unidimensionnelle, 

O1 : contrainte limite de fatigue ou d'endurance, 

OS : contrainte limite d'élasticité, 

O,, oY, az : contraintes normales, 

a9, 00, aZ : contraintes normales sur une coque mince à symétrie axiale, 

a, , a, , a3 : contraintes principales, 

T T : contraintes de cisaillement, xy' Txz* yz 

T ~ 8 9  T9z9 : contraintes de cisaillement sur une coque mince à symétrie 
axiale, 

2 : vecteur des valeurs nodales du potentiel électrique, 

@ : potentiel électrique appliqué à l'entrée du transducteur 

@P : potentiel électrique de l'électrode, 

'3 - : vecteur des valeurs nodales de la dérivée normale de la pression 
sur Sm, 

Rf : domaine fluide, 

nP 
: domaine piézoélectrique, 

Os : domaine solide, 



w : pulsation,  

: pulsation de résonance, 

a : symbole de dérivation pa r t i e l l e .  



INTRODUCTION 

Les transducteurs piézoélectriques permettent la conversion 
réciproque d'un signal électrique en signal acoustique. Leur domaine 
d'utilisation recouvre notamment l'acoustique sous-marine [l] (systèmes 
sonar, d'imagerie ou de télécommunication, sondeurs), les applications 
industrielles des ultrasons [2] (usinage, soudage, nettoyage, génération 
d'aérosols.. . ) ,  le contrôle non destructif [3] et l'imagerie médicale [4] 
(échographie). Dans le cas d'un transducteur d'émission, une tension 
électrique imposée au matériau piézoélectrique provoque la mise en 
vibration de l'ensemble de la structure et le rayonnement de l'onde 
acoustique dans le milieu environnant. La description du comportement de ce 
système nécessite la prise en compte simultanée de trois problèmes, 
respectivement électrique, mécanique et acoustique. A partir des analogies 
électromécaniques classiques [5] , des schémas électriques équivalents' 
peuvent être élaborés pour modéliser des transducteurs de géométrie simple. 
Leur exploitation permet alors d'accéder aux caractéristiques du 
transducteur dans une bande de fréquence réduite. Quand la géométrie est 
complexe ou la bande de fréquence large, il devient nécessaire de mettre en 
oeuvre des techniques numériques qui produisent une information beaucoup 
plus riche. C'est notamment le cas du code ATILA [6-131 qui exploite la 
méthode des éléments finis et qui a 6té développé B l'Institut Supérieur 
dtElectronique du Nord pour le Groupe d'Etude et de Recherche en Détection 
Sous-Marine (DCAN-Toulon). 

En acoustique sous-marine, pour le sonar et l'océanographie, la 
conception de sources acoustiques basse fr6quence de forte puissance est un 
théme de recherche actuel et prioritaire. Ces sources permettent en effet 
d'augmenter la portée de détection ou d'activer des antennes linéaires. Par 

ailleurs, dans les applications industrielles, une augmentation de la 
puissance correspond souvent à une amélioration notable des rendements de 
fabrication. En imagerie, l'accroissement de la puissance est lié à une 
extension du domaine d'observation et à un gain de qualité des images 
produites. De tels exemples illustrent clairement l'intérêt de développer 



des transducteurs électroacoustiques de forte puissance et de répondre aux 
difficiles questions que pose leur conception. Celle-ci suppose de fait la 
maîtrise de problèmes physiques complexes et de natures différentes 
[14-171. Ainsi, les phénomènes liés B la fatigue et au comportement 
non-linéaire des matériaux peuvent conduire B une rupture du transducteur 
et définissent une limite mécanique de puissance. Les problèmes de 
dépolarisation des céramiques sous champ électrique élevé, de non-linéarité 
électrique et d'isolation définissent une limite électrique. Une limite 
thermique provient, quant $ elle, de l'échauffement induit par les 
dissipations d'énergie dans le transducteur. Enfin, l'apparition de la 
cavitation dans le milieu fluide de propagation et l'interaction entre 
projecteurs élémentaires d'une même antenne 118, 191 doivent être 
considérées en acoustique sous-marine et déterminent une limite d'origine 
acoustique. La résolution de ces problèmes conduit $ explorer différents 
axes de recherche : étude de nouveaux matériaux actifs (céramiques 
monolithiques [20], alliages de terres rares magnétostrictifs [21] ) et 
amélioration de la qualité des matériaux piézoélectriques existants 
[22-241, mise en oeuvre de nouvelles architectures de transducteurs 

- [18, 25, 261 et de circuits électroniques de contrôle [27-301, 
développement de méthodes numériques permettant une analyse plus fine du 
comportement physique des transducteurs de puissance [31-341. 

L'objet de cette thhse est, dans le contexte général décrit 
précédemment, d'apporter une contribution à la description et à l'analyse 
des différents phénomènes physiques limitant la puissance d'un transducteur 
piézoélectrique. Ce travail a permis d'incorporer de nouveaux outils de 
calcul au sein du code ATILA. Dans un premier temps, le problème mécanique 
a été abordé. La détermination précise du comportement mécanique d'un 
transducteur supposant la connaissance du champ de contraintes sur 
l'ensemble de la structure, le calcul de ce champ a été développé et testé 
pour les différents éléments de la bibliothèque du code ATILA : éléments 
élastiques isotropes, éléments piézoélectriques, éléments basés sur la 
théorie des plaques et coques minces. Les mesures effectuées pour 
différentes géométries de transducteurs ont permis d'évaluer la précision 
des résultats fournis par les différentes modélisations. Dans un second 
temps, les pertes internes aux matériaux ont été prises en compte. 
L'influence des dissipations qu'elles induisent sur les caractéristiques 
électriques et acoustiques des projecteurs peut être importante. Plusieurs 
variétés de transducteurs ont été étudibes et leurs rendements ont été 
calculés. Des mesures ont &galement permis une validation globale. 
Parallèlement, le calcul de la puissance dissipée a été effectué. Les 
résultats qu'il produit renseignent sur le comportement thermique du 
transducteur et constitue une première étape pour le calcul de 
l'échauffement [32, 333. 

Ce rapport est divisé en trois parties. Le premier chapitre décrit 
les principales géométries de transducteurs piézoélectriques de basse ou 
moyenne fréquence et récapitule les phénomènes physiques qui peuvent 



altérer leur fonctionnement à forte puissance. Une présentation des modèles 
analytiques existants met en évidence leurs limitations quand la géométrie 
est complexe. Le calcul des contraintes dans les transducteurs 
piézoélectriques est présenté dans le second chapitre. Après un rappel des 
fondements de la méthode des éléments finis et de son application a la 
modélisation de structures piézoélectriques rayonnantes, la formulation du 
calcul des contraintes est détaillée. La précision des résultats est alors 
évaluée à partir de quelques tests simples. Finalement, le comportement 
mécanique de transducteurs réels est étudié et comparé A des mesures 
effectuées à l'aide de jauges d'extensométrie. Le troisième chapitre a pour 
objet la prise en compte des dissipations d'énergie dans les matériaux. Il 
décrit le principe retenu et les diffkrentes techniques de calcul 
utilisées. Il présente également le calcul de la puissance dissipée. Ces 
développements sont validés par quelques tests simples. Puis, les pertes 
dans une variété de céramique particulière sont déterminées 
expérimentalement. Enfin, deux géométries de transducteurs sont étudiées, 
un transducteur annulaire à immersion libre et un transducteur Tonpilz à 

excitation différenciée. La comparaison entre résultats théoriques et 
expérimentaux est discutée. En conclusion, une démarche globale de 
conception d'un transducteur, compte tenu des techniques développées, est 
proposée et plusieurs extensions, notamment au calcul thermique, à la prise 
en compte de l'interaction et à celle des matériaux nouveaux sont 
suggérées. 



CHAPITRE 1 

ETUDE DU COMPORTEMENT EN PUISSANCE DES TRANSDUCTEURS PIEZOELECTRIQUES 

Après avoir présenté les géométries des transducteurs utilisés 
classiquement en émission dans tes systémes sonar ou pour certaines 
applications industrielles (Tonpilz, flextensionnels, anneaux à immersion 
libre), ce chapitre décrit les phénomènes physiques qui sont à l'origine de 
leur limitation en puissance : fatigue, échauffement, cavitation... A 
partir d'une bibliographie détaillée, il cherche notamment à dégager des 
lois simples permettant de concevoir un prototype. De plus, il résume les 
caractéristiques des principaux modétes employés, dont les limitations 
conduisent naturellement à proposer t'utilisation de la méthode des 
éléments finis et notamment du code ATILA pour décrire le comportement de 
transducteurs de puissance de géométrie complexe. 



1.1 DESCRIPTION ET MODELISATION DES TRANSDUCTEURS PIEZOELECTRIQUES 
CLASSIQUES' 

Les projecteurs électroacoustiques employés actuellement utilisent 
en majorité l'effet piézoélectrique pour convertir une excitation 
électrique en une onde sonore ou ultrasonore. Les géométries utilisées 
étant extrémement variées [18], seuls quelques types de transducteurs, qui 
serviront de structures tests, sont présentés ci-après. 

1.1.1 Les transducteurs Tonpilz 

Le transducteur le plus couramment utilisé pour convertir l'énergie 
électrique en énergie acoustique dans un système sonar est le transducteur 
Tonpilz [35]. Il est constitué de quatre éléments (figure 1.1): 

- une colonne motrice, formée d'un empilement de céramiques 
polarisées parallèlement à l'axe du transducteur, alternativement dans un 
sens puis dans l'autre, séparées par des électrodes qui permettent 
l'excitation électrique, 

- un pavillon, souvent constitué d'un matériau léger, qui est en 
contact avec le milieu fluide et assure une adaptation d'impédance 
partielle, 

- une contremasse, formée d'un matériau dense, destinée ti minimiser 
la vibration arrière de la colonne motrice, 

- une tige de précontrainte, qui assure la liaison et maintient 
constamment les céramiques en etat de compression. 

Ecrou d'amortiiaa Contremar#e Guipage, Electroda portru8e 

Ecrou de kontrrmai8c Tige de prLcontrrintr Caramiqua Pavillon 

Figure 1.1 Transducteur de type Tonpilz 

+ Les caractéristiques classiques des transducteurs sonores et ultrasonores 

sont définies en annexe 1. 



Monté dans un boîtier, ce transducteur, excité à sa fréquence de résonance 
fondamentale, vibre suivant un mode de dilatation-compression longitudinal. 
Cette résonance est fortement amortie par le rayonnement de l'énergie 
acoustique. Les transducteurs Tl et T2, présentés aux figures 1.2 et 1.3 
serviront d'exemples tests tout au long de ce travail. Le transducteur Tl 
est un transducteur Tonpilz multifréquences utilisé dans des applications 
de détection sous-marine [18]. Il est constitué de 13 paires de céramiques, 
qui peuvent être excitées séparement, et fixé dans un boitier au niveau de 
la contremasse à l'aide d'un disque de caoutchouc. Dans la bande de 
fréquence utile, les modes harmoniques de dilatation-compression de la 
colonne de céramiques et les modes de flexion du pavillon viennent 
s'ajouter au mode fondamental du transducteur, justifiant ainsi le nom de 
transducteur multifréquences. La structure T2 est utilisée dans l'industrie 
pour l'usinage de pièces par ultrasons [2, 31, 363. C'est un transducteur 
sandwich à symétrie axiale dont le fonctionnement est identique à celui 
d'un transducteur Tonpilz. Il est constitué d' un empilement de quatre 
céramiques, précontraint par un boulon d'acier entre une contremasse et un 
corps métallique servant d'amplificateur de déplacement, et est prolongé 
par une sonotrode au bout de laquelle est monté l'outil d'usinage. Ce 
transducteur peut être considéré comme divisé en trois parties (la colonne, 
le corps, la sonotrode), chacune vibrant en demi longueur d'onde à la 
fréquence de fonctionnement. Cette fréquence correspond au troisième mode 
de résonance de la structure 

Figure 1.2 Structure test Tl 



La desc r ip t ion  du comportement acoust ique de telles s t r u c t u r e s  est 
poss ib le  à l ' a i d e  de  nombreux modèles analy t iques .  Un premier c i r c u i t  
équivalent  à constantes l o c a l i s é e s  a été proposé par  K.S. VAN DYKE [37]. C e  
c i r c u i t  ( f i g u r e  1 . 4  va lable  uniquement autour de l a  fréquence de 
résonance fondamentale, u t i l i s e  l e s  analogies électromécaniques c lass iques  
résumées f igure  1.5 [SI. Co est l a  capac i t é  bloquée de l a  colonne de 
céramiques. Les éléments série RM , LM e t  CM reproduisent  l a  branche 
motionnelle du tranducteur.  Pour déc r i r e  c e  même transducteur Tonpilz mais 
rayonnant dans l ' e a u ,  un modèle à constantes  l o c a l i s é e s  inc luant  
l 'amort issement dû au rayonnement ( f i g u r e  1.6) a été proposé pa r  0. BRANDT 
1353 . Il permet généralement un ca lcu l  s a t i s f a i s a n t  du niveau d'émission 
autour de l a  résonance fondamentale, a i n s i  que des  énergies  mécanique, 
é l e c t r i q u e ,  acoust ique e t  du rendement du transducteur.  Cependant, 
l 'approximation des impédances l o c a l i s é e s  a t t e i n t  s a  limite de v a l i d i t é  
autour  du mode fondamental du transducteur (mode en X/2, X é t a n t  l a  

Tige de p récon t ra in te  F ixa t ion  

longueur d 'onde) ,  e t  il est souvent nécessa i re  d ' u t i l i s e r  un modèle d'ondes 
planes.  

Pour t e n i r  compte du ca rac tè re  r é p a r t i  du comportement é l a s t i q u e  
des  d i f f é r e n t s  éléments cons t i tuan t  l e  t ransducteur ,  W.P. MASON [38] a 
proposé d ' u t i l i s e r  une méthode de matrices de t r a n s f e r t  qu i  conduit à un 
c i r c u i t  équivalent  spéc i f ique  pour chaque géométrie e t  repose s u r  l e s  
hypothèses d'ondes planes pour l e  champ de déplacement. Ces travaux, 
généra l i sés  par  G.E. MARTIN [ 3 9 ] ,  sont  à l a  base de codes de simulat ion de 

- - - - -  - - - - 

Sono t rode  
Contremasse 

Figure 1.3 S t r u c t u r e  test T2 

- . -  - - 



Figure 1.4 Modèle de Van Dyke pour décrire un transducteur 

Mécanique Elec t r ique  1 
Force ( f )  

Vitesse ( v )  

Déplacement ( u )  
Masse ( m )  

E l a s t i c i t é  (e  = l/k) 

Amortissement ( c )  

Figure 1.5 Analogies électromécaniques 

Tension ( q )  
Courant (i) 

Charge (4 
Inductance ( L )  

Capacité ( C )  

Résis tance ( R )  



transducteurs : SEADUCER 1403, ASTRE [31, 411 ou TEA [42]. Dans ce cas, la 
propagation de l'onde est supposée parallèle à l'axe, l'amplitude de l'onde 
étant uniforme dans tout plan de section droite, et le transducteur est 
modélisé par tranches. Pour chaque tranche, la vitesse et la force sur la 
face de gauche sont reliées à la vitesse et la force sur la face de droite 
à l'aide d'une matrice découlant du modéle de MASON. 11 devient alors 
possible de représenter le transducteur par une succession de tranches 
mises en parallèle ou en série, le rayonnement étant pris en compte par une 
condition d'impédance spécifique & l'extrémité (ondes planes, piston 
bafflé). Ce type de modélisation apporte une aide importante a la 
conception des transducteurs électroacoustiques et permet la prise en 
compte de phénomènes aussi complexes que les pertes dues aux joints de 
colle [43, 441. Cependant les effets bi et tridimensionnels, comme les 
flexions de pavillon, sont totalement ignorés. 

R, résistance 
de rayonnement 

v 
C 

VP 

- t t t  - - 

m 
P 

t-, rn 
C 

1.1.2 Les transducteurs flextensionnels 

\ ( fi9ei 

Le principe du transducteur flextensionnel est l'utilisation d'un 
effet de levier pour transformer le mouvement de dilatation-compression 
d'une colonne de céramiques piézoélectriques en un mouvement de flexion de 
coque. Ce concept, proposé par W.J. TOULIS [45, 461, a conduit à définir 
cinq classes de transducteurs flextensio~els (figure 1.7). suivant leur 

e - e - ' l- T R P  

Figure 1.6 Modèle de Brandt pour décrire un transducteur 



géométrie. Ces structures présentent un faible encombrement par rapport à 

la longueur d'onde correspondant à la fréquence de leur premier mode de 
résonance, avantage particulièrement significatif lorsque l'on considère 
l'évolution des pertes de propagation en mer avec la frkquence ou les 
applications en activation acoustique des antennes linéaires. Le 
flextensionnel de classe IZI est le plus couramment utilisé, notamment à 

cause de sa facilité de montage en antenne. Le Transducteur "Olive", 
présenté à la figure 1.8, n'est pas exactement un transducteur 
flextensionnel, puisque les contraintes mises en jeu par ses vibrations 
sont essentiellement tangentielles [47] mais il en a de nombreuses 
caractéristiques et il servira de transducteur test, noté T3 tout au long 
de ce travail. Il est constitué d'un empilement de 38 céramiques 
piézoélectriques, maintenu par une tige de précontrainte, et monté dans une 
coque mince métallique [g, 183. 

Il n'existe pas actuellement de modèle analytique simple permettant 
la description du comportement de telles structures. Dans l'ensemble des 
travaux publiés [48] , les différentes parties du transducteur (moteur, 

- coque, fluide) sont étudiées séparément, puis leurs modèles sont reliés à 
l'aide de conditions d'interface mécaniques ou acoustiques appropriées. De 
manière générale, les modèles proposés dépendent directement de la 
géométrie de la structure étudiée et font souvent appel à des outils de 
simulation numérique. 

classe 1 

classe K! 

@-& 

classe II 

e 
classe P 

classe Di 

g&3- a @ 
Figure 1.7 Classes de transducteurs flextensionnels 
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Coque 

Electrodes Support 

Csble de connection 
Tige de précontrainte 

Figure 1.8 Structure test T3 

1.1.3 Les transducteurs annulaires à inmersion l ibre  

Ces transducteurs sont des anneaux de céramique piézoélectrique qui 
peuvent être : 

- soit moulés d'une seule pièce, quand leurs dimensions ne sont pas 
trop importantes. Dans ce cas, leur polarisation est radiale (figure I . g ) ,  

- soit constitués de plusieurs secteurs de céramique polarisés 
tangentiellement et montés alternativement dans un sens puis dans l'autre 
(figure 1.10). quand la taille de l'anneau ne permet pas une fabrication en 
une seule pièce. 



En fonctionnement dans l ' e a u ,  quand l a  géométrie est judicieusement 
ca lcu lée ,  l e  mode r a d i a l  de l ' anneau e t  l e  mode de c a v i t é  f l u i d e  i n t e r n e  
s o n t  généralement obtenus très v o i s i n s  pour c r é e r  une l a r g e  bande. Ces 
t ransducteurs  présentent  l ' avan tage  d'une const ruct ion  simple e t  su r tou t  
d 'une  ap t i tude  B l 'immersion Zi grande profondeur, sans compensation 
i n t e r n e .  Leur associa t ion  en antenne est poss ib le  pour augmenter l a  
d i r e c t i v i t é  dans l e  plan contenant l ' a x e  de symétrie.  La s t r u c t u r e  t e s t  ~4 
e s t  un anneau de céramique X 9  (Pons A l c a t e l ) ,  formé d 'une s e u l e  p iéce ,  
p o l a r i s é  radialement,  de hauteur 40 mm,  de rayon moyen 42 mm e t  d 'épaisseur  

4 mm [71. 

Le schéma équivalent  l e  p lus  simple ( f i g u r e  I.11), développé à 

p a r t i r  du modèle de W.P. MASON [49], permet d ' o b t e n i r  une va leur  raisonable 
de l a  fréquence de résonance du mode r a d i a l ,  bien que l ' e f f e t  du f l u i d e  
s o i t  uniquement contenu dans l a  r é s i s t a n c e  de rayonnement r. La p r i s e  en 
compte des résonances de l a  c a v i t é  f l u i d e  e t  du couplage e n t r e  modes 
conduit  B développer des modèles semi-analytiques [50] qu i  nécess i t en t  des 
r é so lu t ions  numériques e t  ne permettent p l u s  une rep résen ta t ion  simple du 
transducteur.  

Céramique piézoélectrique 

polar i sée  radialement, 

Electrode 0' , 

interne, 
i 

externe.  

Figure 1.9 T r a d u c t e u r  annula i re  p o l a r i s é  radialement 



fibre 

Electrodes 1 

Polarisations alternées. 

Segments piézoélectriques. 

Figure 1.10 Transducteur annulaire polarisé tangentiellement 

Figure 1.11 Schéma équivalent d'un anneau 



1.1.4 Synthèse des problèmes de puissance associés aux 
transducteurs 

Le schéma équivalent de la figure 1.4 a été repris par R.S. 
WOOLLETT [14, 151 pour caractériser les différentes causes de limitation de 
puissance dans un transducteur piézoélectrique. Les pertes peuvent être 
décrites à l'aide des résistances Ro (pertes diélectriques) et R, (pertes 
mécaniques) représentées sur le schéma de la figure 1.12 [16]. Pour la 
commodité de la description, il est parfois utile d'isoler la partie 
mécanique du transducteur dans le modéle équivalent. Dans ce cas, le schBma 
électrique utilisé décrit le couplage électromécanique A l'aide d'un 
transformateur parfait (figure 1.13). A partir de ces deux schémas, deux 
expressions complémentaires de la puissance rayonnée peuvent être obtenue, 
qui autorisent une discussion simple. 

L~ M R~ 

I l 

x~ 

l 

Figure 1.12 Schéma équivalent d'un transducteur dans lequel la branche 

motionnelle est décrite à l'aide de grandeurs électriques 
J 

Figure 1.13 Schéma équivalent d'un transducteur dans lequel la branche 

1 motionnelle est décrite B l'aide de grandeurs mécaniques 



La pulsation de résonance wr du circuit 1.12 est définie par la 
relation : 

et le coefficient de qualité mécanique QM par : 

Si l'on note k,, le coefficient de couplage électromécanique tel que : 

énergie stockée dans la branche motionnelle 
kB", = 

énergie totale stockée 

on peut écrire : 

L'énergie électrique stockée dans le transducteur vaut : 

où @ est la tension appliquée au transducteur. A la résonance, la puissance 
mécanique totale s'exprime par : 

et la puissance délivrée Si la charge par : 

soit, en introduisant le rendement mécanoacoustique y,, : 

par : 



Dès lors, PR et U, sont reliés par la relation : 

Ainsi, la puissance rayonnée par un transducteur peut être limitée par 
l'énergie électrique maximale stockée dans ce transducteur, limite d'autant 

plus critique que le coefficient de qualité est faible. 

De la même manière, on peut considérer le schéma de la figure 1.13 
et exprimer la puissance rayonnée par : 

où V est la vitesse de la face parlante du pavillon. L'énergie élastique 
stockée dans le transducteur vaut : 

En utilisant l'expression de QM et de qm, en fonction des paramètres de la 
figure 1.13, la puissance rayonnée s'exprime par : 

La puissance rayonnée par le transducteur est donc aussi limitée par 
l'énergie mécanique maximale stockee dans le transducteur, limite d'autant 
plus critique que le coefficient de qualité est élevé. La comparaison des 
expressions (1.10) et (1.13) conduit B définir un coefficient de qualité 
optimal : 

A partir de ces résultats, il est possible de représenter 
l'évolution de l'intensité acoustique maximale en fonction du coefficient 
de qualité mécanique pour des géométries simples de transducteurs (Tonpilz, 
anneau). Ces courbes (figure 1.14) laissent apparaître des zones où le 
transducteur est limité mécaniquement ( QM élevé) ou électriquement (QM 

faible). En outre, si l'on tient compte des pertes, la puissance dissipée 
dans les résistances Ro et RM provoque un échauffement de la structure qui 
peut devenir un phénomène prépondérant, ce qui conduit alors définir un 
transducteur limité thermiquement. 



O 2 4 6 8 10 12 
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Figure 1.14 Intensité acoustique maximale pour différents tranducteurs 

d' après R. S. WOOLLETi' [14] 

Cette étude rapide d'un transducteur piézoélectrique, à l'aide d'un 
modèle analytique simple, laisse apparaître différentes causes de 
limitation en puissance : 

- la limite mécanique, qui peut correspondre à la rupture, à la 
fatigue ou au comportement non-linéaire d'un des matériaux constituant le 
transducteur, 

- la limite électrique, qui regroupe les problèmes de 
dépolarisation des céramiques sous champ électrique élevé et de 
non-linéarités électriques, mais aussi d'éventuels problèmes d'isolation, 

- la limite thermique, souvent négligée dans les transducteurs 
travaillant avec des impulsions courtes [17] , qui provient de 
l'échauffement provoqu6 par les pertes internes et qui peut conduire, elle 
aussi, à la dépolarisation des céramiques, sinon à un phénomène 
d' emballement, 

Dans ces trois cas, il paraît utile de déterminer l'évolution des 
caractéristiques des différents matériaux avec la contrainte, le champ 
électrique et la température ainsi que les problèmes de fonctionnement qui 
peuvent en résulter. Enfin, il convient aussi de mentionner la limite 
acoustique, qui correspond soit B l'apparition de la cavitation et qui 
dépend à la fois du milieu fluide considéré et du transducteur, soit aux 
interactions. 

La suite de ce chapitre présente les différents phénomènes 
physiques liés aux problèmes de puissance dans les transducteurs ainsi que 
les modèles analytiques ou numériques qui les décrivent. 



1.2 LIMITES DE PUISSANCE D'ORIGINE MECANIQUE DANS LES TRANSDUCTEURS* 

Les limitations mécaniques du fonctionnement des transducteurs 
piézoélectriques de forte puissance sont liées à la fracture et à la 
non-linéarité des matériaux dans le cas statique (application de la 
précontrainte, forte immersion), à la fatigue dans le cas dynamique 
(excitation à fort niveau). Ces phénomènes sont essentiellement 
caractérisés de manière expérimentale et leur interprétation physique se 
rattache à la théorie des dislocations et de la déformation plastique, même 
lorsque l'élongation reste dans le domaine élastique. L'application de ces 
résultats aux transducteurs sonores et ultrasonores a conduit un certain 
nombre d'auteurs à proposer des modèles analytiques permettant de 
déterminer une puissance maximale correspondant à la limite mécanique de 
ces structures. 

1.2.1 Fracture et non-linCarit6 des matériaux 

a) Définitions 

La limite d'élasticité qui sépare le domaine linéaire élastique du 
domaine plastique (notée us sur la figure 1.15) est caractérisée par 
l'apparition des premiers mouvements irréversibles des dislocations. Le 
dépassement de cette limite d'élasticité linéaire correspond donc à 
l'observation de phénomènes non- linéaires dans le comportement mécanique 
des matériaux. La fracture intervient après application de charges, en 
général statiques, d'importance croissante, et se situe dans le domaine 
plastique. 

b) Limites unidimenstonnetZes 

Dans le cas des métaux et des alliages, les valeurs de contraintes 
limites (rupture), concernant des déformations de dilatation-compression ou 
de cisaillement, ainsi que les limites d'élasticité sont connues avec 
précision. Le tableau 1.1 regroupe ces valeurs pour les métaux utilisés 
classiquement dans la fabrication de projecteurs sonores. Le cas de la 
céramique piézoélectrique est particulier. En effet, la céramique est un 
matériau fritté et sa résistance à la compression (420 à 700 MPa) excède 
considérablement sa résistance à la traction (de l'ordre de 90 MPa). Une 
étude expérimentale, en fonctionnement dynamique, menée par R. GERSON et al 
[51] a confirmé ces propriétés et attribué la cause de ces fractures à 
l'existence de défauts et de fortes contraintes localisées. La limite de 
traction peut $tre sensiblement réduite pour des céramiques de qualité non 
optimale, de 25 à 28 MPa d'après D.A. BERLINCOURT et al [49]. D'un point de 
vue pratique, le problème de la faible résistance à la traction des 
céramiques a été résolu par H.B. MILLER [52], grâce à l'application d'une 
forte compression statique initiale (précontrainte) qui oblige la céramique 
à fonctionner en compression et qui conserve intacts le coefficient de 
couplage et la bande passante. 

+ Les termes de résistance des matériaux utilisés dans cette partie sont 

définis en annexe 2. 



E~ : déformation p las t ique  

~ 
Figure 1.15 L i m i t e  d ' é l a s t i c i t é  

L i m i t e  de rupture  ( M P ~ )  

400 

200 

350 

350 

Métal 

Acier 

Aluminium 

Cuivre 

Lai ton 

(Ces valeurs  son t  i n d i c a t i v e s  c a r  elles dépendent 
fortement du type d ' a l l i a g e )  

Tableau 1.1 L i m i t e s  d ' é l a s t i c i t é  e t  de rupture  pour d i f f é r e n t s  métaux 

d ' ap rès  H.M. TRENT e t  a l  [53] 

L i m i t e  d ' é l a s t i c i t é  (MPa) 

240 

120 

340 

120 



c )  Critères tridimensionnels 

Pour les app l i ca t ions  r é e l l e s ,  l e  s e u i l  de non- l inéa r i t é  ou de 
rup tu re  déterminé dans l e  cas unidimensionnel d o i t  être généra l i sé  au cas  
de s t r u c t u r e s  t r id imensionnel les  s o l l i c i t é e s  su ivan t  p lus ieu r s  d i r e c t i o n s .  
C e t t e  généra l i sa t ion  conduit  à d é f i n i r  des domaines au to r i sés  dans l ' e s p a c e  
des  con t ra in tes .  Les c r i t è r e s  les p lus  communément u t i l i s é s  pour l e s  
matériaux d u c t i l e s  sont  ceux de Von Mises e t  de Tresca [54]. Ils supposent 
l ' i s o t r o p i e  du s e u i l  d ' é l a s t i c i t é  ( m ê m e  va leur  en t r a c t i o n  e t  en 
compression). L e  c r i t è r e  de Von Mises est basé s u r  l ' é n e r g i e  de  déformation 
e t  il est donné p a r  : 

a,, a 2 ,  a3 é t a n t  ces  con t ra in tes  e t  os l e  s e u i l  d ' é l a s t i c i t é .  Dans l ' e space  
des con t ra in tes  p r i n c i p a l e s ,  l ' équa t ion  1.15 d é c r i t  un cy l indre  à base 
c i r c u l a i r e  dont l ' a x e  e s t  l a  t r i s s e c t r i c e  du repère  ( a l ,  5, 03)  e t  dont l e  
rayon vaut  ( f i g u r e  1.16) : 

L e  c r i t è r e  de Tresca suppose que l a  non- l inéa r i t é  i n t e r v i e n t  quand l a  
c o n t r a i n t e  de c i sa i l l ement  maximale a t t e i n t  une va leur  f ixée .  Il est donné 
par  : 

Dans l ' e space  des  con t ra in tes  p r i n c i p a l e s ,  l e  c r i t è r e  de Tresca est 
rep résen té  par un prisme d r o i t  à base hexagonale ( f i g u r e  1.17) dont l ' a x e  
e s t  l a  t r i s s e c t r i c e  du repè re  ( o l ,  a*, a 3 ) .  11 e s t  i n s c r i t  dans l e  cy l indre  

Figure 1.16 Représentation géométrique du c r i t è r e  

de Von Mises 



Figure 1.17 Représentation géométrique du critère 
de Tresca 

de Von Mises. Pour les matériaux fragiles, le critère de Rankine est 
habituellement appliqué. Dans ce cas, le seuil critique est atteint pour 
une valeur donnée de la contrainte principale maximale : 

SUP, la, l 9 as (1.18) 

Des critères plus complexes, comme le critère de Stassi pour les matériaux 
anisotropes, ont été développés [55] . Ils demeurent peu usités car ils 
exigent la connaissance de caractéristiques physiques des matériaux qui 
sont souvent difficiles il déterminer, sinon indéterminées. Ces critères, 
associés à la connaissance de la limite d'élasticité, permettent d'évaluer 
la limite de non-linéarité mécanique d'une structure dont le champ de 
contrainte est connu en chaque point. 

1.2.2 Fatigue des matCriaux 

a) Résultats expérimentaux 

Les phénomènes de fatigue dans les matériaux, sous excitation 
périodique, sont liés à la formation et à la propagation de dislocations et 
peuvent intervenir dans un domaine de fonctionnement élastique. Le 

comportement d'un matériau sous sollicitation cyclique est décrit par sa 
courbe d'endurance ou "courbe de Wohler", qui indique le nombre de cycles à 

rupture N, en fonction de l'amplitude de la contrainte [54, 56-58]. Cette 
courbe, de forme logarithmique, laisse souvent apparaître une amplitude en 
dessous de laquelle aucune fracture n'est possible (figure 1.18). A 
l'opposé, dans le domaine des grandes amplitudes, la fatigue oligocyclique 
est due à l'amorçage et à la croissance de micro-fissures avec des 
déformations plastiques et correspond à un nombre de cycles très inférieur 
à celui indiqué. L'établissement des courbes d'endurance pour différents 
types de matériaux a permis l'étude de l'influence de divers paramètres : 
contrainte moyenne, fréquence, milieu ambiant, état de surface, 



L Figure 1.18 Courbe de ~Ghler 

température. Cependant, les résultats donnés par les références classiques 
[56, 573 correspondent 21 des fréquences trop faibles pour être appliqués 
directement aux transducteurs sonores ou ultrasonores. Il est donc 
intéressant de rassembler des résultats plus spécifiques pour des 
fréquences variant de 1 a 100 kHz. 

Dans le cas des transducteurs d'émission sonar, la contrainte 
moyenne correspond à la précontrainte appliquée sur les céramiques, 
augmentée éventuellement de la pression due à l'immersion. Une expérience 
menée par V.A. KUZ'MENKO [59] sur différents alliages a mis en évidence une 
augmentation de l'endurance avec la contrainte moyenne en compression. 
Cette évolution traduit l'influence de l'inversion des effets dans le 
processus de fatigue. Au niveau de l'amorçage, l'effet de la contrainte 
moyenne s'explique par son action sur l'ouverture des fissures [58]. La 
variation de la dissipation d'énergie mécanique avec la contrainte 
dynamique appliquée a été mesurée par V.A. KUZ'MENKO [59] puis par M.C. JON 
et al [60] pour différentes précontraintes statiques appliquées sur le 
matériau. 

V.A. KUZ'MENKO [59] et W.P. MASON et al [61-631 ont étudié 
l'influence de la fréquence sur l'endurance de différents métaux. A 
température constante, le nombre de cycles à rupture, NR, augmente avec la 
fréquence pour la plupart des métaux. Si l'on tient compte de la 
dissipation d'énergie dans le matériau, la variation de N, apparaît 
beaucoup moins marquée, jusqu'à provoquer une décroissance a plus haute 
fréquence. L'observation microscopique des métaux étudiés permet 
d'interpréter cette évolution [63]. De fait, les matériaux cristallins sont 
formés de grains séparés par des joints de grains. A basse fréquence, on 
observe l'apparition de dislocations isolées. Si la contrainte augmente, 
ces dislocations changent de plan de glissement, se répandent dans le 
grain, se rejoignent et donnent naissance à une macro-fissure de fatigue. A 



haute fréquence, ces dislocations traversent directement le grain, et la 
fatigue a lieu aux limites du grain. Si la contrainte est importante, 
l'activation thermique permet B la dislocation de changer de plan et de se 
répandre dans tout le grain. On retrouve un comportement proche de la basse 
fréquence. 

Sous une sollicitation cyclique, les micro-fissures de fatigue 
s'amorcent toujours dans les couches superficielles. Le rôle de la surface 
est donc prépondérant dans la détermination de l'endurance d'un 
échantillon. Tout traitement modifiant la structure de la couche 
superficielle a, sur l'amorçage, un effet très important [58, 641 . Des 
études expérimentales menées par M.C. JON et al [60] puis par A. PUSKAR 
[65] ont mis en évidence l'augmentation du frottement interne et de la 
variation du module d'Young avec l'épaisseur du grain. 

Les transducteurs d'émission sonar fonctionnent en immersion et 
sont parfois pressurisés. L'influence du milieu ambiant sur l'endurance du 
matériau doit donc être considérée. L'effet de l'environnement [58] est 
d'autant plus grand que le niveau de sollicitation est faible. Il se 
manifeste sur la durée de vie, la vitesse de propagation des dislocations 
et le seuil de non propagation, et dépend essentiellement du matériau 
considéré. L'agent le plus actif est l'humidité pour l'aluminium, l'oxygène 
pour le cuivre. S. PURUSHOTHAMAN et al [66] ont montré qu'au delà d'une 
fréquence limite, l'élément corrosif (en général l'oxygène de l'air) n'a 
plus le temps d'agir. Le temps d'exposition de la fissure est alors trop 
court, et la limite d'endurance devient indépendante du milieu ambiant. 

L'influence de la température sur la propagation des dislocations 
est décrite par la théorie de l'activation thermique [67]. Au niveau 
microscopique, elle met en jeu des mécanismes nombreux et complexes. 
Expérimentalement V.A. KUZ'MENKO [59], S. PURUSHOTHOMAN et al [66] ont 
montré qu'une baisse de la température conduit à une amélioration de 
l'endurance à toutes les fréquences. A. PUSKAR [68] observe une 
augmentation du frottement interne et de la variation du module d'Young 
avec une température croissante. D'une manière générale, les effets de la 
température peuvent être très importants lorsqu'ils sont couplés avec une 
sollicitation mécanique. 

L'ensemble des études expérimentales sur la fatigue citées 
précédemment ont été effectuées sur des métaux. En ce qui concerne les 
céramiques piézoélectriques, G. G. PISARENKO [69] obtient une rupture à 108 

cycles pour une contrainte d'environ 40 MPa B 17.6 kHz. Ces résultats 
recoupent les valeurs limites d'utilisation proposées par D.A. BERLINCOURT 
et al [49], a savoir de 25 à 28 MPa. 



b) Critéres et modétes analytiques de gatigue 

La dépendance de la limite d'endurance d'un matériau avec la 
contrainte moyenne est exprimée par la relation linéaire de Goodman [54] : 

où a, est le seuil d'endommagement, ulo le seuil d'endommagement à 

contrainte moyenne nulle, b un coefficient caractéristique du matériau et a 
la contrainte moyenne. La généralisation du seuil d'endommagement aux 
structures tridimensionnelles conduit, comme précédemment, à définir des 
critères limites de fatigue qui dépendent de la valeur de la contrainte 
moyenne au cours du cycle [54]. Le critère de Sihes est donné par : 

\ 

et le critère de Crossland par : 

J (a1 -a2)2 + (a2 - a))' + (a3 - a,)2 1 - b a,, 
2 " 01" 1 - b (1.21) 

avec : 

Oi max - Oi min 
a, = 

2 

- 
a, est la pression hydrostatique moyenne au cours du cycle, a,, la pression 
hydrostatique maximale au cours du cycle et b un coefficient 
caractéristique du matériau. 

En utilisation normale, la sollicitation d'un échantillon au cours 
de sa "viett n'a lieu ni de maniére continue, ni à niveau constant. 
L'évaluation du dommage accumulé par un échantillon se fait suivant la 
règle de Miner [54, 56-58]. L'endommagement accumulé, noté D, durant une 
sollicitation continue d'amplitude constante est proportionnel au rapport 
du nombre de cycles subis au nombre de cycles & rupture, Ni/NRi (figure 
I.lg), i désignant cette sollicitation B amplitude constante. La rupture 
intervient après plusieurs sollicitations lorsque : 

Bien que très approchée, cette règle est la plus couramment utilisée. Elle 



diminution du nombre de cycles à rupture pour les faibles intensités après 
exposition à de fortes intensités, ni d'"understressing", c'est à dire 
d'augmentation du nombre de cycles à rupture pour les fortes intensités 
après exposition à de faibles intensités [68]. 

Dans le domaine de la fatigue oligocyclique, les déformations 
plastiques deviennent prépondérantes et le nombre de cycles à rupture est 
fonction de l'amplitude de la déformation plastique selon la loi de 
Manson-Coffin 154, 581 : 

où A€, est l'amplitude de la déformation plastique, Cl et Y1 des constantes 
caractéristiques du matériau. L'addition, à cette relation, d'une loi 
d'élasticité linéaire permet d'obtenir la relation empirique : 

où &, k e  et E désignent respectivement l'amplitude de la déformation 
totale, l'amplitude de la déformation élastique et le module d'Young. Les 
coefficients Cl , Y , C2, Y2 varient en fonction de la température et du 
matériau. 

A 
D 

1 -- 

fi 
NR * 

1 
4 - - rt 

N, /N 
Rl 

N,/N 
R2 

Figure 1.19 Cumul linéaire de dommage 



1.2.3 Mod&les analytiques d16valuation des limites m6caniques des 
transducteurs pidzo6lectriques 

a) Modé les à constantes loca Zisées 

L'expression de la limite mécanique d'un transducteur sonore ou 
ultrasonore, proposée par R.S. WOOLLETT [14, 151 a été décrite en détail 
dans le chapitre 1.1.4. Dans le cas particulier du Tonpilz et suivant D.A 
BERLINCOURT et al 149, 701, la puissance fournie aux élkments mécaniques, 
notée PTOT, est donnée par : 

soit, compte tenu de l'équation (1.5) : 

Sachant que la capacité bloquée du transducteur est reliée A la capacité 
basse fréquence C,, par la relation : 

et que : 

où d et sE sont les constantes piézoélectrique et élastique du mode 
considéré, et & T 3  la permittivité diélectrique B contrainte constante. on 
peut exprimer la puissance mécanique totale sous la forme : 

OU encore : 

où E3 représente la valeur efficace du champ klectrique, supposé uniforme, 
et R le volume de matière active. Par ailleurs, à l'aide du schéma 
électrique de la figure 1.13. on montre que : 



où T e s t  l a  con t ra in te  dynamique dans l a  colonne motrice. Dans ces 
condi t ions  : 

Les r e l a t i o n s  (1.31) e t  (1.33) déterminent un c o e f f i c i e n t  de q u a l i t é  
optimal pour lequel  l e  champ é l e c t r i q u e  maximal admissible E,,, e t  l a  
c o n t r a i n t e  maximale admissible Tm,, engendrent une même puissance mécanique 

'TOT : 

L'équation (1.34) proposée par  D.A. BERLINCOURT est s i m i l a i r e  à 
l ' express ion  obtenue par  R.S. WOOLLETT (équation (1 .14))  q u i  f a i t  
i n t e r v e n i r  l e s  énergies  é l e c t r i q u e s  e t  mécaniques stockées dans l e  
t ransducteur .  S i ,  su ivan t  O.  BRANDT [35] , l a  con t ra in te  dynamique est 
l i m i t é e  arb i t ra i rement  à p a r t i r  de l a  r e l a t i o n  : 

où F, e s t  l a  force  s t a t i q u e  engendrée par  l a  t i g e  de précontra in te  e t  F l a  
f o r c e  dynamique, on o b t i e n t  pour l a  puissance rayonnée : 

où A est l a  su r face  de l a  s e c t i o n  d r o i t e  d'une céramique. 

b )  Modèles d constantes réparties 

A p a r t i r  de l a  d i s t r i b u t i o n  des déformations e t  des con t ra in tes  
dans un disque de céramique v ib ran t  en f l e x i o n ,  R . N .  HOUSE [ T l ]  a  relié l a  
puissance rayonnée maximale avant rupture  à l a  con t ra in te  maximale 
admissible dans l e  matériau considéré,  en obtenant  une bonne correspondance 
avec des r é s u l t a t s  expérimentaux. F.V. HUNT [72] a  généra l i sé  ce  t r a v a i l  en 
d é f i n i s s a n t ,  pour un c e r t a i n  nombre de s t r u c t u r e s  en v ib ra t ion  à l a  
résonance, une impédance de t r a n s f e r t  r e l i a n t  l a  con t ra in te  au noeud où 
e l le  e s t  maximale à l a  v i t e s s e  au point  où e l le  est maximale. A p a r t i r  de 
va leurs  tabulées de l a  con t ra in te  maximale t o l é r é e ,  il est a l o r s  poss ib le  
de déterminer l a  v i t e s s e  maximale qu i  pu i s se  être a t t e i n t e  par  un po in t  de 
l a  s t r u c t u r e .  Le t r a v a i l  de F.V. HUNT a  é t é  étendu par  S.H. CRANDALL [73] à 
des  formes p lus  complexes, pu i s  par  E.A. NEPPIRAS [74, 753 au cas  des 
t ransducteurs  u l t r a sonores ,  d i f f é r e n t e s  géométries é t a n t  a l o r s  é tud iées  B 
l ' a i d e  d'un modèle d'onde p lane ,  en appliquant  les condit ions de con t inu i t é  



de vitesse et de force à chaque rupture d'impédance. L'auteur obtient ainsi 
l'expression de grandeurs caractéristiques du transducteur parmi lesquelles 
le facteur de forme Ff tel que : 

Tmax - -  f - - 
"max Pa Ca 

où Tmax représente la contrainte maximale dans la structure (plan nodal ou 
zone de rupture d'impédance), Vmax la vitesse maximale dans la structure 
(face parlante), pa la masse volumique du matériau actif et Ca la vitesse 
de propagation longitudinale dans le matériau actif. La connaissance de la 
contrainte maximale tolérée dans la structure Tm,, permet d'obtenir 
l'intensité acoustique maximale 1 d'un transducteur limité mécaniquement : 

où p et C représentent respectivement la masse volumique et la vitesse 
longitudinale du milieu de propagation, et t un facteur de correction dû à 
la valeur complexe de la charge. Les résultats obtenus par E.A. NEPPIRAS 

pour les transducteurs de type Tonpilz ou anneau constituent un outil 
précieux d'optimisation du point de vue du comportement mécanique de ces 
structures . 

c) Conctusion et remarques 

A l'aide des modèles simplifiés, à constantes localisées ou 
réparties, présentés précédemment, l'évaluation des limites mécaniques des 
transducteurs piézoélectriques apparaît possible pour des structures 
simples (Tonpilz, anneau). Pour une structure réellement tridimensionnelle, 
la description du comportement mécanique nécessite une connaissance 
complète du champ de contraintes couplée A une utilisation de critères de 
non-linéarité ou de fatigue. Dans ce cas, les modèles analytiques 
traditionnels s'avérent insuffisants. Finalement, il faut aussi remarquer 
que : 

- la limitation d'origine mécanique, qui intervient essentiellement 
à la résonance, peut pénaliser la courbe de réponse du transducteur dans 
toute la bande utile. Cet inconvénient est évité par une contre-réaction 
(feedback) électroacoustique [27, 281 qui consiste à réagir sur la 
puissance électrique à l'entrée lorsque la vitesse vibratoire du pavillon 
atteint une valeur limite. 

- le problème lié à l'excitation de modes parasites dans les 
structures vibrantes, qui a été observé expérimentalement pour un 
transducteur d'usinage [76] , semble avoir uniquement été étudié à l'aide 
d'une modélisation par éléments finis [2, 311. 



1 . 3  LIMITES DE PUISSANCE D'ORIGINE THERMIQUE DANS LES TRANSDUCTEURS 

Dans un transducteur piézoélectrique, l'émission d'énergie par 
rayonnement de l'onde sonore est toujours accompagnée de dissipations 
parasites provoquées par les pertes intrinséques aux matériaux (pertes 
d'origine mécanique, diélectrique ou piézoélectrique) et par les 
frottements aux interfaces des différentes pièces constituant la structure. 
Ces pertes ont pour conséquences un rendement toujours inférieur à l'unité 
et un échauffement du transducteur. En particulier, pour un projecteur 
fonctionnant à forte puissance, ces dissipations d'énergie peuvent imposer 
une limitation thermique de fonctionnement (emballement thermique, 
contraintes, variations des caractéristiques). L'évaluation de cette limite 
nécessite donc l'examen des phénomènes physiques à l'origine de ces 
dissipations et l'étude des problèmes thermiques spécifiques aux 
transducteurs. 

1.3.1 Pertes dans les matCriaux Clastiques et piézoélectriques 

a) Aspects théoriques' 

Dans un transducteur piézoélectrique, les frottements aux 
interfaces entre les différentes pièces peuvent être à l'origine de pertes 
non négligeables. Bien que ces phénomènes non-linéaires aient fait l'objet 
d'une tentative de modélisation [77], leur description reste difficile et 
ils seront négligés dans la suite de ce travail. L'utilisation de 
constantes élastiques et diélectriques complexes pour décrire les 
dissipations d'énergie d'origine mécanique ou électrique en fonctionnement 
linéaire est une technique classique. Dans un milieu piézoelectrique, ces 
phénomènes physiques sont liés et il devient nécessaire de tenir compte 
d'un angle de perte associ6 à la constante piézoélectrique, même si sa 
signification n'est pas évidente. La description des différents matériaux 
s'effectue selon la convention suivante : 

- pour un matériau élastique isotrope : 

- pour un matériau piézoélectrique : 

Les phénomènes considérés dans la suite de ce paragraphe sont supposés 
avoir une dépendance temporelle en exp(+jwt). A partir du flux d'un vecteur 
de Poynting généralisé, R. HOLLAND [78] exprime la densité de puissance 

+ Cette partie utilise les équations constitutives de La piézoélectricité 

décrites en annexe 3. 



ptot  d i s s ipée  dans un matériau p iézoélec t r ique  sous l a  forme : 

s o i t  en u t i l i s a n t  l e s  équations c o n s t i t u t i v e s  de l a  p i é z o é l e c t r i c i t é  
(annexe 3) e t  l e s  tenseurs  d é f i n i s  précédemment : 

les ind ices  i e t  j v a r i a n t  de 1 à 3, m e t  n  de 1 à 6. S i  l ' o n  d é f i n i t  un 
vecteur généra l i sé  des  fo rces  appliquées : 

e t  une matrice des constantes physiques : 

où l e s  indices  p  e t  q v a r i e n t  de 1 à 9 ,  l ' express ion  de p, , ,  peut  être 
rédu i t e  à : 

S i  l ' o n  note  a l o r s  Op,  l e  déphasage e n t r e  l e s  composantes % e t  F,, 
l ' é q u a t i o n  (1 .47)  dev ien t ,  en abandonnant l a  no ta t ion  d 'E ins te in  : 

1 
ptot = - (JI IF, 1 IF, 1 ( M;, s i n  epq - M;, COS epq 

p , q = l  
) (1.48) 

avec : 

La double sommation f a i t  appara î t r e  des termes en Op,  e t  en O,,, ce  q u i  
él imine les termes où i n t e r v i e n t  s i n  O p , .  Finalement : 

1 
P t o ,  = ' - W IFp I IFq l M i q  COS Op,  

p , q = l  

En repa r t an t  des d é f i n i t i o n s  du vecteur IFp] e t  de l a  matr ice CMpq], e t  en 
u t i l i s a n t  à nouveau l a  nota t ion  d ' E i n s t e i n ,  l ' express ion  précédente f a i t  
appara i t r e  des  p e r t e s  d 'o r ig ine  purement mécanique : 



ainsi que des pertes d'origine purement électrique : 

Les termes restants sont fonction à la fois du champ électrique et de la 
contrainte mécanique et sont appelés pertes piézoélectriques : 

- I 

pP - - - 7 w IEi I lT, l di, cos O i m  

Pour que le matériau soit passif, il doit dissiper de l'énergie 
pour l'ensemble des configurations de chargement envisageables. Les 
composantes de [Fp] étant des variables indépendantes, il est possible de 
choisir Clpq = O OU TT pour tous les p et q. Dans ce cas, l'équation (1.50) 
devient : 

et, pour que la valeur de p t O t  soit positive, il est nécessaire que la 

matrice - [M; q ]  soit définie positive ce qui implique, en particulier, que 

les termes diagonaux des tenseurs [sE "1 et [ E ~  "1 soient négatifs. Par 
contre, aucune contrainte de signe sur les termes de [d" ] n'apparaît de 
manière évidente. Cette propriété de la matrice - [ M;, ] implique également 
la vérification d'un certain nombre d'inégalités oli interviennent 
simultanément les parties imaginaires des constantes élastiques, 
piézoélectriques et diélectriques. Dans le cas des matériaux élastiques, le 
même type de raisonnement, en ne considérant que les pertes d'origine 
mécanique, impose : 

pour que le matériau reste passif. 

b) Pertes mécaniques 

Les pertes d'origine mécanique, dues au frottement moléculaire, 
constituent un phénomène classique bien connu pour les matériaux 
élastiques. Dans les milieux piézoélectriques, cette dissipation est 
étroitement liée aux domaines qui constituent la céramique. Ces domaines 
sont des grains ayant une direction de polarisation fixe, distribués de 
manière aléatoire dans le matériau. L'application d'un champ électrique 
intense les oriente et donne à la céramique son caractère piézoélectrique. 
R. GERSON [51] a mis en évidence l'augmentation des pertes mécaniques 
associées au mouvement des parois de domaines sous une contrainte 
extérieure dynamique. K. LUBITZ et al [79] ont déterminé l'existence d'un 
seuil de contrainte à partir duquel ces variations deviennent beaucoup plus 
rapides. La valeur de ce seuil dépend de la composition de la céramique et 



de la stabilisation des domaines. Un comportement semblable a été observé 
dans les métaux [ 60 ,  801 . R.R. WHYMARK et al [al] ont confirmé ces 
résultats et observé une diminution des pertes mécaniques dans les 
céramiques après application d'une excitation dynamique préalable. 

Quand la puissance disponible est limitée par le rendement du 
transducteur, la contribution des pertes mécaniques est négligeable. Ainsi, 
pour une céramique ayant un coefficient de qualité mécanique QM de 100 et 
un transducteur tel que QM = 5, la contribution des pertes mécaniques au 
rendement n'est que de 5 % [51] . Dans le cas de la limite thermique, la 
contribution des pertes mécaniques, négligeable pour les transducteurs non 
résonants [82], devient, à la résonance, équivalente à celle des pertes 
diélectriques pour les transducteurs de type sonar à faible coefficient de 
qualité mécanique QM [49, 821, et même prépondérante dans les transducteurs 
d'usinage à fort QM [83]. 

c) Pertes diétectriques 

Les pertes diélectriques proviennent essentiellement, en 
fonctionnement linéaire, de l'hystérésis champ-charge 149, 82, 833. La 
non-linéarité champ-déformation apparaît à des champs électriques beaucoup 
plus élevés. Ces pertes ont tendance à augmenter avec un fort champ 
électrique, et à diminuer avec l'âge du matériau [84]. Leur variation avec 
la température est parfois positive [82, 851 et parfois négative 1863. Elle 
semble dépendre du type de céramique utilisé et de la gamme de température 
considérée [87] . Le titano-zirconate de plomb possède cependant une 
stabilité thermique correcte. Dans les transducteurs sonores et 
ultrasonores, les pertes diélectriques interviennent comme limitation 
principale du rendement et contribuent aussi, de par la chaleur qu'elles 
produisent, à une éventuelle limite thermique [49] . Dans le cas des 
transducteurs non résonants, les pertes diélectriques sont prépond6rantes 
[82] . Lorsqu'on se situe à la résonance, elles apparaissent équivalentes 
aux pertes mécaniques pour les transducteurs à faible coefficient de 
qualité mécanique et négligeables pour les transducteurs à fort QM comme 
les transducteurs d'usinage [82, 831 . Les pertes diélectriques ont été 
reliées aux pertes mécaniques par P. GERTHSEN et al [88] au moyen d'un 
coefficient de proportionalité ne dépendant que des propriétés du matériau 
et de la configuration des parois des domaines. 

d) Pertes piézoétectriques 

Contrairement aux pertes d'origine diélectrique ou mécanique, les 
pertes associées à la constante piézoélectrique n'ont pas d'interprétation 
physique simple. D'après C.E. LAND et al [89], un matériau ayant des 
constantes diélectriques et élastiques complexes doit avoir des constantes 
piézoélectriques complexes. Considérant l'évolution des pertes avec la 
polarisation, ils attribuent ces pertes piézoélectriques, non pas au 
mouvement des parois des domaines, mais à une imparfaite conversion 



électromécanique. Une modélisation du mouvement des parois des domaines a 
permis à J.G. SMITS [go, 911 de proposer une relation entre les 
perturbations apportées par ces mouvements ii la constante piézoélectrique 
et les perturbations apportées aux constantes élastiques et diélectriques. 
Pour chaque structure, cet auteur a montré l'existence théorique de modes 
de vibration présentant la propriété d'être "sans perte". R.S. LAKES 
[gl, 921 a étudié la contribution des pertes piézoélectriques à l'angle de 
perte de la constante élastique. Pour une excitation en dessous de toute 
résonance mécanique, la relation entre coefficients complexes est alors 
fonction de la géométrie de l'échantillon. Il n'existe aucune contrainte de 
signe sur l'angle de perte de la constante piézoélectrique. 

e) Techniques expérimentales de détermination des pertes 

La méthode standard de 1'Institute of Radioelectricity Engineers 
[94, 951 utilisée pour mesurer les constantes physiques des matériaux 
piézoélectriques ne permet pas de déterminer la partie complexe des 
coefficients et néglige la perturbation qui peut être apportée par l'angle 
de perte de la constante piézoélectrique. A partir de ces observations, R. 
HOLLAND et E.P. EER NISSE [96] ont mis au point une méthode "gain - bande" 
tenant compte du caractère complexe des constantes pour en déterminer la 
partie réelle, puis l'ont étendue B la détermination de leur partie 
imaginaire [97]. Cette méthode est applicable lors de faibles résonances 
ainsi qu'en présence de certaines réponses parasites. J.G. SMITS 
[go, 98, 991 a développé une méthode itérative permettant, à partir de 
quatre géométries d'échantillons et de trois mesures d'admittance, de 
déterminer l'ensemble des coefficients complexes d'un matériau 
piézoélectrique, même lorsque le couplage est faible. 

f) Modélisation des pertes dans les transducteurs 

La prise en compte des pertes dans des modèles de transducteurs à 
constantes localisées [49] conduit, pour des géométries simples, à des 
résultats déjà contenus dans les équations (1.51) et (1.52). En effet, pour 
un transducteur de type Tonpilz, les pertes mécaniques s'expriment sous la 
forme : 

1 
pn = - - O  T~ sE tan Sm 2 3 33 

et les pertes diélectriques : 

Les circuits équivalents proposés aux figures (1.12) et (1.13) ne peuvent 
décrire correctement l'évolution du coefficient de qualité mécanique entre 
les conditions électriques de circuit ouvert et de court-circuit. Pour 
décrire ce phénomène, H. SHIMIZU et al [IO01 ont proposé un circuit 



équivalent amélioré incluant les pertes diélectriques. Différents modèles 
de résonateurs acoustiques & constantes réparties ont été développés par 
G,E MARTIN, intégrant, soit les pertes mécaniques seules [101], soit les 
pertes d'origine mécanique, diélectrique et piézoélectrique [39, 1021. Les 
schémas équivalents proposés, pour une géométrie particulière, peuvent être 
assemblés sous forme d'un réseau électrique pour reconstituer un 
transducteur complet. A partir d'un calcul analytique du rendement dans des 
structures de géométries différentes vibrant longitudinalement, R.W. BENSON 
et al [IO31 ont mis en évidence l'importance des pertes dues à une rupture 
d' impédance. Y .V. BOGORODSKI et al Cl041 ont évalué les pertes mécaniques à 
partir de considérations sur l'énergie cinétique et l'énergie potentielle 
de chaque élément constituant le transducteur. Le rendement est alors 
exprimé sous la forme : 

où q, représente le rendement de l'élément i, ei la compliance de l'élément 
i, e la compliance du transducteur, et qtOt le rendement du transducteur. 
Ces différents auteurs [43,  1041 soulignent 1 ' importance des pertes 
générées aux joints de colle qui assurent l'adhésion entre les céramiques. 
De plus, les techniques utilisées pour assurer l'étanchéité 
(vulcanisation ...) ou, dans certains cas, pour fixer le transducteur dans 
son boitier (écrou amortisseur, électrode porteuse...), peuvent provoquer 
des dissipations d'énergie supplémentaires d'importance comparable aux 
pertes intrinsèques des matériaux constituant le projecteur. 

1.3.2 Application aux transducteurs pi4zo6lectriques 

a ) Probtémes thermiques liés aux transducteurs 

Les effets thermiques ont longtemps été négligés dans l'étude des 
transducteurs sonar de puissance 1151 dans la mesure où les impulsions 
étaient courtes et espacées. Cette approximation ne peut plus être 
appliquée aux transducteurs basse fréquence actuels. L'échauffement, 
provoqué par les différents types de perte, peut être à l'origine de 
phénomènes physiques préjudiciables au fonctionnement du transducteur : 
dépolarisation des céramiques au del& de la température de Curie, 
contraintes dues à la dilatation thermique et aux dilatations 
différentielles, variation des caractéristiques des différents matériaux 
avec la température. 

D.A. BERLINCOURT et al [82, 853 ont mis en évidence l'influence de 
la température sur la dépolarisation de la céramique & champ électrique 
élévé (figure 1.20). La limite thermique liée à cette dépolarisation 



n'intervient que pour des transducteurs ayant un coefficient de qualité 
mécanique supérieur B 5 [49] . Elle est fonction des pertes mécaniques et 
diélectriques, ainsi que du dessin du transducteur. Ces travaux ont permis 
de déterminer des valeurs maximales de puissance par unité de volume, pour 
différentes géométries de transducteurs et différents coefficients de 
qualité mécaniques. 

- 2S°C 

Y 
ln 
N 

+ 

De nombreuses publications [49, 82, 85-87, 105-1071 rendent compte 
d'études expérimentales sur l'influence de la température sur les 
caractéristiques électriques de la céramique, constatant, de manière 
générale, une augmentation de ia permittivité diélectrique, de la tangente 
de l'angle de perte et de la constante piézoélectrique. L'influence de la 
température sur les constantes élastiques a été étudiée pour différents 
métaux [59, 68, 1081 et céramiques [86, 1091 . Quand la température 
augmente, le matériau a tendance B devenir moins rigide et donc à augmenter 
son amplitude de vibration, donc ses pertes mécaniques. Ce phénomène est 
non linéaire et laisse apparaître un risque d'emballement thermique. Il est 
à noter que la céramique possède une mémoire thermique [86] et que son 
comportement peut être modifié par une exposition antérieure à une 
température élevée. Les conséquences classiques de ces variations pour des 
transducteurs sonores sont une baisse de la fréquence de résonance, du 
coefficient de couplage et, à température plus élevée, du coefficient de 
qualité mécanique. C.L. GOODHART et al [43] ont montré que, dans certains 
cas, cette détérioration de fonctionnement du transducteur peut avoir pour 
principale origine la variation de l'élasticité de la colle avec la 
température et, accessoirement, la dilatation de la tige de précontrainte 
En particulier, l'évolution de la fréquence de résonance est, dans ces cas, 
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Figure 1.20 Dépolarisation sous champ électrique élevé à différentes 
températures d' après D .A.  BERLINCOURT et al [49] 



inverse de celle attendue compte tenu de l'évolution des caractéristiques 
de la céramique avec la température. 

La dilatation thermique est un phénomène bien connu dans les 
matériaux isotropes. Dans les céramiques, la dilatation thermique apparaît 
être une combinaison de la distribution anisotrope des domaines et de leur 
réorientation durant l'échauffement [110]. Ce phénomène physique pose, pour 
les transducteurs piézoélectriques, des problèmes spécifiques : 

- la modification de la masse volumique associée à la variation du 
module de Young peut entraîner une variation de la fréquence de 
résonance et du coefficient de couplage, 

- l'augmentation de la température peut introduire des contraintes 
supplémentaires B l'interface céramique-métal de par la 
différence des coefficients de dilatation thermique [Ill]. 

Les techniques utilisées pour remédier à ces inconvenients sont variées : 
stabilisation thermique du transducteur par utilisation d'un chauffage 
interne [112], d'un refroidissement par 6coulement liquide [113], ou de 
capacités thermiques montées en paralléle [114], utilisation de joints de 
matière différente C115, 116) ou de ressorts [Il71 pour éviter une fracture 
à l'interface céramique-métal. 

b) Modétisation de t'dchauj'j'ement des transducteurs 

Des études théoriques complétes ont été menées sur des géométries 
simples : déformation induite par une distribution de température dans une 
sph6re pi6zoélectrique [118] , dérive en fréquence d'un résonateur 
acoustique [llg] , échauffement d'un anneau piézoélectrique [120]. Les 
schémas équivalents des transducteurs peuvent être modifiés pour prendre en 
compte les phénomênes thermiques. Ainsi, la variation des propriétés 
physiques des matériaux avec l'âge et la température peut être décrite en 
déterminant pour chaque élément du schéma équivalent des figures (1.12) et 
(1.13) , une loi d'évolution de forme exponentielle [121]. Cependant, la 
majorité des études du comportement thermique des transducteurs utilise des 
outils de simulation numérique : matrices de transfert 1433, méthode des 
différences finies [122], méthode des éléments finis 132, 33, 1231. Dans la 
plupart des cas, la dissipation est supposée uniforme dans la céramique. 
Les conditions aux limites thermiques font intervenir des coefficients 
d'échange souvent mal connus Cl231 . Ces approximations conduisent à une 
description qualitative du phénomène. Les mesures, lorsqu'elles ont été 
effectuées, présentent un écart important avec les résultats numériques. 





phénomène [log] où l'élasticité est exprimée sous forme d'un développement 
limité au second ordre par rapport a la déformation a permis de retrouver 
les résultats expérimentaux. 

1.4.3 Isolation électrique 

La limite électrique relative à l'isolation du transducteur est 
essentiellement dépendante de l'atmosphère présente dans le boitier. Une 
étude très détaillée Cl263 a permis de constater que la rupture électrique 
est provoquée par une étincelle se propageant, à travers le gaz, le long de 
la surface de la céramique. Les mesures effectuées sur différents gaz ont 
conduit à une expression empirique de la tension de rupture : 

où d est la distance entre les électrodes, p la pression du gaz, K, n et m 
des paramètres dépendant du type de gaz. L'augmentation de l'humidité 
relative, lorsqu'elle reste inférieure à 20 %, augmente la tension de 
rupture. Pour des humidités plus importantes, la tension de rupture 
diminue. Les gaz de type "électronégatif" (SF6, C2F6, C3Fg, et C4Flo) ont 
un caractère beaucoup plus isolant que l'air, l'azote ou le gaz carbonique, 
ainsi qu'une bonne stabilité mécanique sous arc électrique. 

La connaissance de la tension maximale applicable au transducteur, 
liée l'un des phénomenes décrit précédemment, permet une détermination 
immédiate de la puissance maximale à l'aide de l'équation (1.10). 

1.5 LIMITE DE PUISSANCE D'ORIGINE ACOUSTIQUE DANS LES TRANSDUCTEURS : LA 
CAVITATION 

1.5.1 Description du phénomhe physique 

La cavitation correspond à l'apparition, dans les liquides soumis à 
de brusques variations de pression, de bulles qui croissent rapidement puis 
implosent provoquant des phénomènes optiques (luminescence), acoustiques 
(bruit de cavitation), mécaniques (érosion) et chimiques. Son action est 
particulièrement importante autour des hélices marines, dans les turbines 
hydrauliques, les écoulements non stationnaires, mais aussi au voisinage 
immédiat des transducteurs d'acoustique sous-marine. Un projecteur 
ultrasonore fonctionnant à faible immersion est ainsi limité en puissance 
par le risque de cavitation, c'est-à-dire la formation de bulles B la 
surface de son pavillon, pouvant entraîner une diminution de la puissance 
émise et son endommagement par désadaptation de sa charge. De plus, une 
érosion notable de la partie du transducteur en contact avec le fluide peut 
se produire [l27]. La grandeur physique qui intéresse l'utilisateur de 



transducteurs est le seuil de cavitation qui correspond à la pression 
acoustique requise pour produire la cavitation [128]. 

1.5.2 Modèles théoriques 

Le mouvement d'une microbulle de cavitation peut être décrit 
précisement Cl291 . Lorsque la pression diminue, la volume de la bulle 
augmente selon la loi de compressibilité des gaz. A chaque instant, il y a 
équilibre entre la pression intérieure, qui tend à dilater la bulle, et la 
pression extérieure à laquelle s'ajoute la tension superficielle de 
l'interface qui tend à la comprimer. Les variations de la pression 
extérieure modifient cet équilibre mécanique. Au-del& d'un rayon critique, 
la tension superficielle ne peut plus équilibrer les autres pressions et la 
bulle crolt indéfiniment. Quand la pression appliquée redevient supérieure 
à la pression critique, la bulle implose en un temps très court  IO-^ à 
10-5 s). Ce modèle, le plus simple qui puisse être défini, permet de 
définir un seuil de cavitation statique. Des modèles dynamiques plus 
élaborés ont été développés [130-1331 . Dans tous les cas, ils supposent 
l'existence de microbulles stabilisées dans le liquide appelées "germes de 
cavitation". Cette supposition est justifiée par la différence entre la 
pression interne du liquide, qui exprime sa cohésion (plusieurs milliers de 
fois la pression atmosph&rique), et le seuil de cavitation effectivement 
mesuré (de l'ordre d'une centaine de fois la pression atmosphèrique au 
maximum pour de l'eau pure dégazée). Les différents modèles théoriques de 
stabilisation proposés [134-1401 permettent de décrire l'évolution du seuil 
de cavitation de manière qualitative. Les paramètres essentiels de ces 
modèles sont le nombre et la taille des germes de cavitation présents dans 
le liquide. Leur dktermination fait appel à un traitement statistique de la 
cavitation [141-1451. 

1.5.3 Résultats exphrimentaux 

Les principes d'une méthode expérimentale d'analyse de la 
cavitation peuvent être définis de la manière suivante [128] : 

- connaître le liquide, 
- connaître le champ sonore, 
- savoir quand il se passe quelque chose. 

La connaissance du liquide consiste à préciser sa nature, sa préparation, 
son pourcentage de saturation gazeuse, sa température. La connaissance du 
champ sonore peut être son intensité, sa fréquence mais aussi sa 
distribution dans la zone de mesure. La principale' différence entre les 
méthodes proposées concerne le plus souvent la détection du phénomène de 
cavitation. Les mesures sont généralement de type acoustique ou optique 
[146-1511 , chacune ayant avantages et inconvénients (difficulté de 



déterminer la contribution acoustique de la cavitation, difficulté de voir 
l'implosion de cavités de faible rayon). La détermination d'un seuil de 
cavitation n'est pas absolue mais dépend des caractéristiques du liquide et 
du champ sonore. L'influence des différents paramétres étudiés peut être 
justifiée théoriquement par l'action sur les germes de cavitation. 

Le seuil de cavitation est souvent déterminé pour de l'eau 
distillée ou de l'eau du robinet, mais il a été mesuré pour un grand nombre 
de liquide (huile, acétone, éther, benzène ...) [148, 152, 1531. E.  YILMAZ 
et al Cl541 ont étudié l'effet de l'addition de particules dans l'eau et 
expliqué les variations observées à l'aide d'un modèle théorique de germe 
de cavitation. 

Le seuil de cavitation augmente quand la pression augmente mais 
l'importance de la variation dépend du sens d'évolution de la pression 
El341 . Cette augmentation a été justifiée théoriquement par R.E.  APFEL 
[135] . L'évolution du seuil de cavitation avec la profondeur, mesurée en 
mer par V.L. KORETS et al [155], laisse apparaître des lignes brisées. Ce 

- résultat conduit les auteurs Si envisager une stratification de l'océan, due 
a une plus grande stabilisation des germes dans les couches profondes. 

Lorsque le pourcentage de saturation gazeuse augmente, le seuil de 
cavitation tend à diminuer. Cette évolution a été constatée 
expérimentalement par différents auteurs pour de l'eau du robinet 
[135, 139, 1551 et de l'eau distillée [157]. Elle apparaît linéaire sauf 
dans le cas de l'eau distillée. La variation du seuil de cavitation avec la 
contenance gazeuse apparaît beaucoup plus faible lorsque le liquide a été 
filtré. R.E.  APFEL Cl361 a justifié ce résultat en soulignant l'influence 
de taille maximale des germes de cavitation. 

Le seuil de cavitation augmente lorsque la fréquence augmente mais 
il apparaît indépendant de la frkquence en dessous d'un seuil de l'ordre de 
10 kHz. Les principaux résultats ont été mesurés sur une gamme de O à 3,3 
MHz [146-1481 (figure 1.22). 

L'influence de la température s'explique par la variation de 
différentes caractéristiques du liquide qui interviennent dans l'expression 
du seuil de cavitation statique [135]. Elle a fait l'objet de plusieurs 
déterminations expérimentales [154, 1563. 

11 est possible de trouver dans la littérature scientifique, de 
nombreux articles décrivant l'évolution du seuil de cavitation avec le 
temps de repos du liquide, la durée d'impulsion dans le cas d'excitation 
non continue... L'ensemble de ces rksultats démontre qu'il est impossible 
de déterminer un seuil de cavitation absolu mais qu'il est toujours 
nécessaire de se référer à des conditions expérimentales précises. 
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Figure 1.22 Variation du seuil de cavitation avec la fréquence 

d'aprés H.G. FLYNN [130] 

1.5.4 Transducteurs e t  cavitation 

C.H.  SHERMAN [157] a exprimé l'intensité acoustique maximale émise 
par un transducteur avant cavitation par : 

où p et C représentent respectivement la masse volumique et la vitesse de 
propagation du son dans le liquide, r la résistance de rayonnement, A la 
surface du pavillon, pc la pression de cavitation dans le liquide sous 
champ uniforme et Lm l'impédance acoustique de transfert, c'est-à-dire le 
rapport de la vitesse maximale à la vitesse de référence de la source. Le 
second facteur de l'équation (1.60) caractérise le milieu de propagation 
tandis que le premier facteur, Y, peut s'écrire : 

où @ désigne la tension électrique appliquée au transducteur et IF, / p.1 
caractérise l'uniformité du champ sonore. La valeur de Y a été déterminée 
pour différentes formes de pavillons (piston plat, piston hémisphérique, 
plaque circulaire avec différentes conditions d'encastrement, sphère). Le 
modèle peut être développé pour le cas de plusieurs sources. L'ensemble de 
ces résultats a permis l'établissement d'une formule empirique utilisée 
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dans la conception de transducteurs d'acoustique sous-marine 11581 : 

h 
1, = O. 15 ( p, (O) + - ] w/cm2 

33 

OU encore 

où h est la profondeur d'immersion en pieds, h' la profondeur d'immersion 
en métres et pc(0) la pression de cavitation B profondeur nulle. 

1.6 VARIATION DES CONSTANTES DES MATERIAUX A FORT NIVEAU D'EXCITATION 

Classiquement, les constantes physiques des céramiques 
piézoélectriques utilisées dans les transducteurs sont mesurées il faible 
niveau (faible déformation, faible champ électrique). Une description 
précise des limites de fonctionnement en puissance des transducteurs 
sonores et ultrasonores nécessite de déterminer ces constantes dans des 
conditions proches de leur utilisation, c'est-à-dire sous forte contrainte 
ou/et sous champ électrique élevé. 

1.6.1 Excitation mCcanique A fort niveau 

La variation des constantes de la céramique sous contrainte 
mécanique extérieure correspond à différentes situations relatives au 
transducteur : 

- contrainte statique : 

. application de la précontrainte, 

. forte immersion. 
- contrainte dynamique : 

. excitation à fort niveau. 

L'application d'une contrainte unidimensionnelle parallèle à la 
direction de polarisation a fait l'objet d'études de la part de nombreux 
auteurs 1105, 106, 124, 159-1631. L'évolution des constantes diélectriques, 
piézoélectriques, des coefficients de couplage et de la tangente de l'angle 
de perte de la constante diélectrique avec la contrainte a été mesurée, 
mettant en évidence l'influence de la température 1105, 1631 , du 
vieillissement 1105, 1633, du champ électrique [124, 159, 1601 ou d'une 
combinaison de ces facteurs. Les résultats de mesures pour les céramiques 



utilisées classiquement dans les tranducteurs piézoélectriques de puissance 
montrent une augmentation de la permittivité et une diminution de la 
constante piézoélectrique d33 ainsi que l'existence d'une hystérésis lors 
d'un cycle de pression [106]. Les valeurs extrémales de cette hystérésis se 
stabilisent après plusieurs cycles. La tangente de l'angle de perte de la 
constante diélectrique augmente avec la contrainte. La plupart des 
céramiques présentent des variations comparables, qui peuvent être 
considérablement augmentées par la tension électrique ou la température. 
L'application de ces résultats au cas de la précontrainte ou de l'immersion 
d'un transducteur conduit à plusieurs remarques : 

- à faible champ électrique, la contrainte maximale que l'on puisse 
tolérer sans changement important des caractéristiques dépend du type de 
céramiques utilisées (84 MPa pour les PZT~ [49]), 

- sous forte contrainte et fort champ électrique, l'augmentation 
importante de la permittivité peut entraîner une perte d'accord, celle de 
la tangente de l'angle de perte de la constante diélectrique une perte de 
rendement et un échauffement préjudiciable, 

- lorsque la contrainte est appliquée depuis longtemps (deux à 

trois semaines), ces constantes tendent B retourner près de leurs valeurs 
initiales , 

- H . H . A .  KRUEGER Cl641 a montré que la permittivité des céramiques 
pouvait être stabilisée par traitement thermique pour des contraintes 
inférieures à 70 MPa. 

Ces phénomènes peuvent être interprétés comme une tendance des domaines à 

se réorienter dans le plan perpendiculaire la force appliquée, suivant la 
direction autorisée la plus proche [124]. Le vieillissement provient d'une 
recherche de position plus stable pour les domaines. 

Diverses études expérimentales de l'influence d'une contrainte 
perpendiculaire à l'axe de polarisation sur les constantes électriques des 
céramiques ont été publiées [105, 106, 124, 162, 1651 . Les résultats 
obtenus montrent que la permittivité décroît contrairement au cas où la 
contrainte est parallèle B l'axe de polarisation. Les autres constantes 
gardent le même sens d'évolution. Si, de manière générale, les variations 
obtenues pour les constantes diélectriques sont moins importantes que dans 
le cas de la contrainte parallèle, H . H . A .  KRUEGER Cl041 obtient une 
détérioration des constantes piézoélectriques beaucoup plus importante, 
ainsi qu'une perte de symétrie (dgl diminue, dJ2 augmente, au retour à zéro 

d3iS d32). 

L'étude expérimentale d'une contrainte bidimensionnelle 
perpendiculaire à la polarisation Cl661 correspond au cas d'une sphère 
polarisée radialement sous pression extérieure uniforme. Elle met en 



évidence une très importante variation des constantes, surtout à fort champ 
électrique, ainsi qu'une évolution rapide avec l'âge. Ce phénomène 
s'explique par la commutation des domaines perpendiculairement à l'axe de 
compression, s'effectuant de préférence dans la direction "anti-parallèle" 
à la polarisation, qui minimise l'énergie. 

La connaissance du comportement des céramiques sous pression hydro- 
statique présente un grand intérêt dans la mesure où il correspond à un 
transducteur en immersion libre. Dans ce cas, la faible variation des 
caractéristiques des céramiques (par rapport au cas de la contrainte 
unidimensionnelle) correspond & une faible réorientation des domaines, de 
par l'isotropie de la contrainte [167]. R.Y. NISHI 11591 a montré que la 
superposition d'une pression hydrostatique à une contrainte 
uni-dimensionnelle a des effets négligeables, dans la mesure où cette 
contrainte est appliquée depuis plus d'une semaine. Cette faible variation 
des constantes de la céramique avec la pression hydrostatique a été 
confirmée pour différentes températures et différents champs électriques 
[IO61 . A.C. TIMS [168] a mis en évidence une plus grande stabilité des 
caractéristiques pour des tubes de céramique de faible rapport 
diamètre/épaisseur. 

Les études menées en fonctionnement dynamique [51, 81) renseignent 
sur l'évolution des pertes mécaniques sous fortes contraintes. En effet, si 
les constantes diélectriques et pi6zoélectriques sont inchangées et si le 
module d' Young varie d'environ 5 % jusque 20 MPa, les pertes mécaniques 
sont multipliées par un facteur trois dans cette même zone. Ces pertes 
proviennent de la commutation des domaines qui cherchent à aligner leur axe 
de polarisation dans la direction de tension maximale (ou A l'éloigner de 
la direction de compression maximale). Cette évolution a peu de 
conséquences sur le rendement (faible contribution des pertes mécaniques) 
mais peut contribuer à l'échauffement du transducteur. N.P. KHOKHLOV et al 
LI691 ont observé l'évolution du module d'Young avec une forte pression, en 
régime transitoire, et mis en évidence l'existence de plusieurs extréma 
correspondant B différents processus de relaxation. 

1.6.2 Excitation klectrique A fort niveau 

Les variations des constantes des céramiques piézoélectriques sous 
champ électrique élevé peuvent être étudi6es pour un champ statique et pour 
un champ dynamique qui correspond à un fonctionnement Zi fort niveau. 

Les variations de la permittivité et de la tangente de l'angle de 
perte de la constante diélectrique ont été mesurées par de nombreux 
auteurs, soit en fonction d'un champ électrique statique [84, 1241, soit en 
fonction d'un champ électrique statique et d'une contrainte extérieure 
[106, 159, 160, 1631 . Pour tous les types de céramiques étudiés, la 
permittivité et la tangente de l'angle de perte de la constante 



dielectrique augmentent avec le champ électrique jusqutB atteindre une 
permittivité augmentée de 30 % et une tangente de l'angle de perte 
multipliée par 10 pour un champ électrique de 5000 V/cm. La superposition 
d'une action mécanique accentue ces effets dans le cas d'une contrainte 
unidimensionnelle [159, 160, 1633 et reste sans effet pour une pression 
hydrostatique [106]. Ces phénomènes peuvent être interprétés physiquement 
comme une réorientation des domaines, B 90" dans le cas d'un champ 
électrique dans le sens de la polarisation, à 90" et 180" dans le cas d'un 
champ électrique opposé B la polarisation. 

M. DAVINET Cl633 a étudié le comportement de transducteurs 
utilisant différents types de céramiques sous champ électrique alternatif 
élevé, mettant en évidence une variation des constantes plus importante que 
dans le cas d'un champ statique. 

1.6.3 Conclusion 

Les variations des constantes des céramiques piézoélectriques 
proviennent de la réorientation des domaines sous contrainte ou champ 
électrique extérieur. Les principales variations constatées sont : 

- les variations de la permittivité avec une contrainte uni ou 
bidimensionnelle statique ou un champ électrique statique ou dynamique, 

- les variations de la constante piézoélectrique avec une 
contrainte uni ou bidimensionnelle statique, 

- l'augmentation des pertes diélectriques avec une contrainte uni 
ou bidimensionnelle statique ou un champ électrique statique ou dynamique, 

- l'augmentation des pertes mécaniques avec une contrainte 
dynamique. 

Ces résultats ont été résumés par D.A. BERLINCOURT et al 149, 701, puis par 
R.S. WOOLLETT et al [125]. Lorsque les céramiques sont utilisées dans les 
transducteurs ultrasonores, différents problèmes de fonctionnement peuvent 
apparaître à fort niveau : 

- une perte d'accord, essentiellement ti cause de la variation de la 
permittivité, 

- une baisse de rendement, correspondant A l'augmentation des 
pertes diélectriques, 

- un échauffement, provenant de l'augmentation des pertes 
diélectriques et mécaniques, 



La configuration dans laquelle les céramiques sont soumises à une pression 
hydrostatique apparalt être la moins préjudiciable du point de vue 
mécanique (cas du transducteur annulaire B immersion libre). 

Chaque phénomène physique limitant la puissance fournie par un 
transducteur piézoélectrique de géométrie simple peut être décrit à partir 
d'un modèle analytique. Dans le cas des limites d'origine électrique et 
acoustique, les informations donnees par ces modèles (tension maximale 
admissible, intensité acoustique maximale sur la face parlante) suffisent 
pour déterminer la puissance maximale rayonnée par le transducteur. De 
même, les constantes des matériaux mesurées à fort niveau peuvent être 
utilisées dans les modèles analytiques des transducteurs. Pour des 
géométries plus complexes, ces différents résultats sont exploitables 
directement par des outils de simulation numérique. 

Dans le cas des limites d'origine mécanique et thermique, les 
modèles analytiques d'évaluation sont utilisables pour des transducteurs de 
géométrie simple. L'exploitation dans des logiciels de simulation n'est 
plus immédiate car elle nécessite : 

- le calcul des contraintes dans toute la structure pour la limite 
mécanique, 

- la prise en compte des pertes, la détermination de la puissance 
dissipée localement et la résolution du probleme de la conduction 
thermique pour la limite thermique. 

Ces différents développements, hormis la résolution de la conduction 
thermique, font l'objet de la suite de ce travail. Ils ont été effectués 
dans le code de calcul ATILA qui utilise la méthode des éléments finis pour 
décrire le comportement de transducteurs piézoélectriques de géométrie 
quelconque [6-131. La prise en compte des pertes doit y permettre, outre le 
calcul de l'échauffement, une description plus précise des caractéristiques 
classiques des transducteurs ultrasonores car elle intégre la notion de 
rendement. 



CHAPITRE II 

CALCUL DES CONTRAINTES STATIQUES ET DYNAMIQUES DANS LES TRANSDUCTEURS 
PIEZOELECTRIQUES A L'AIDE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

Ce chapitre a pour objet le calcul des contraintes dans un 
transducteur piézoélectrique de forme complexe, sous une sollicitation 
statique ou harmonique. Après une présentation de la méthode des éléments 
finis appliquée à l'étude de transducteurs piézoélectriques et une rapide 
description du code ATILA, la formulation du calcul des contraintes est 
détattlée pour des éléments mécaniques classiques (éZastiques, plaques, 
coques) ou piézoélectriques. Quelques tests simples permettent alors 
d'évatuer la précision des résultats et d'examiner des points particuliers 
liés au calcul par éléments finis : discontinuité des contraintes aux 
frontières d'éléments, idtuence du maillage et convergence... Ensuite, le 
comportement mécanique des structures tests T2 et T3 présentées au' 
chapitre 1 est décrit, en analyse statique et dynamique : application de la 
précontrainte sur te transducteur T2 et d'une pression hydrostatique sur le 
transducteur T3, excitation de chacune des structures à différentes 
fréquences de résonance. Les résultats de calcut sont, dans une derniére 
partie, comparés aux mesures. 



II.1 FORMULATION THEORIQUE DU CALCUL DES CONTRAINTES 

II.l.l Rappels sur la méthode des éléments finis appliquée à la 
modélisation des transducteurs piézo6lectriques 

Les résultats repris dans cette partie ont été présentés en détail 
dans la thèse de J.N. DECARPIGNY 161 et sont volontairement reproduits de 
manière condensée. 

a) Les équations du probléme 

La description du comportement d'un transducteur piézoélectrique 
rayonnant dans un fluide suppose la résolution d'un problème électrique, 
mécanique et acoustique. Le problème électrique est couplé au problème 
mécanique à l'intérieur du domaine piézoélectrique P (figure II.1). Le 
problème mécanique est couplé au problème acoustique par l'intermédiaire 
d'une surface Si , interface entre le milieu solide RS et le milieu fluide 
R, . Enfin, le domaine fluide est limité par une surface frontière S, sur 
laquelle une condition de rayonnement particulière est imposée. Dans la 
suite, seuls les effets linéaires sont considérés, pour les problèmes 
électrique, mécanique et acoustique, ce qui exclut les non-linéarités de 
grands déplacements ou de comportement. Sont également exclus, pour 
l'instant, les effets dissipatifs. Enfin, chaque phénomène physique est 

Sm 

Figure II. 1 Domaine d' étude 



supposé avoir une dépendance temporelle en exp(+jot), où o désigne la 
pulsation. Dans le domaine op, le couplage entre les grandeurs électriques 
et mécaniques est décrit par les équations constitutives de la 
piézoélectricité détaillée en annexe 3 : 

i Tij = ~ f j k l  Skl - ekij Ek 

Di = eikl Skl + &:j Ej 

où [Tl est le tenseur des contraintes, [SI le tenseur des déformations, E 
le vecteur champ électrique, 2 le vecteur excitation électrique, [cE] le 
tenseur de rigidité B champ électrique constant, [el le tenseur 
piézoélectrique et [& ] le tenseur diélectrique B déformation constante. A 
partir de l'équation 1 , la notation d'Einstein est utilisée 
systématiquement. Le tenseur des déformations peut être relié au vecteur 
déplacement y par : 

et le vecteur champ électrique au potentiel électrique @ par : 

A ces kquations s'ajoutent l'équation du mouvement : 

où p désigne la masse volumique, et l'équation de Poisson : 

s'il n'y a pas de charges libres en volume dans les matériaux considérés. A 
partir des équations (LI), (II.4) et (11.5). on obtient le systéme : 

Pour un domaine purement élastique, les équations se déduisent des 
équations précédentes en ignorant les termes où intervient une grandeur 



électrique. Les conditions aux limites associées ces équations sont 
mécaniques ou électriques. Les conditions mécaniques peuvent porter sur le 
champ de déplacement, en tous points d'une surface appelee Su (condition du 
type Dirichlet). Alors : 

où u; est un déplacement connu. Elles peuvent aussi porter sur le champ de 
contrainte en tous points d'une surface S, (condition du type Neumann). 
Alors : 

où est un vecteur unitaire normal à la surface, orienté vers l'intérieur 
et E une densité superficielle de force connue. Les conditions électriques 
s'appliquent sur des surfaces du domaine C$. Pour une surface S, limitant 
Rp et sur laquelle il n'y a pas d'électrode, l'absence de charges 
superficielles impose : 

compte tenu de la valeur élévée de la permittivité diélectrique des 
matériaux piézoélectriques considérés. Pour une surface quelconque S, de P 
recouverte d'une electrode, il est possible d'imposer soit le potentiel de 
cette electrode : 

= qp (II. 10) 

où qp représente un potentiel électrique connu, soit la charge portée par 
l'électrode : 

(II. 11) 

où $ est une charge électrique connue. 

De la même façon le fluide est supposé homogène, compressible et, 
pour l'instant, non dissipatif. En tout point du domaine fluide R,, le 
champ de pression p vérifie l'équation de Helmholtz : 

Ap + k2p = O (II. 12) 

où k = o/C, C désignant la vitesse du son dans le fluide. Pour le fluide 
seul, on considère des conditions sur le champ de pression de la forme : 

où p' est une pression connue, pour des surfaces notées S,,, ou des 
conditions sur la dérivée normale du champ de pression du type : 



(II. 14) 

où iL est une quantité connue, pour des surfaces notées S+. En tout point de 
l'interface entre le solide et le fluide Si, des conditions de continuité 
dynamique : 

et cinématique : 

ap n - =  axi ~f * ni ui (II. 16) 

sont appliquées, où Pf désigne la masse volumique du fluide. Enfin, sur la 
surface S m ,  la condition de rayonnement de Sommerfeld [169, 1701 impose : 

lim (rp) finie 
r - =  

lim [ r ( iicp + -11 = 0 
r ~ e o  ar 

(II. 18) 

uniformément dans toutes les directions, r étant la distance i3 tout point 
fixé . 

Les équations (II.6) et (II.12) d'une part, (II.7) i3 (II.11) et (II.13) 
à (lI.16) d'autre part, sont respectivement les équations d'Euler et les 
conditions aux limites associées B la quantité stationnaire L définie par : 

L = JJJRs f ( sij ~:jkl ski - P d  U: ) as 



Les trois premières intégrales concernent le solide élastique. Le premier 
terme peut être associé au potentiel de déformation et à l'énergie 
cinétique, le second terme aux déplacements imposés et le troisième terme 
au travail des forces extérieures. Si l'on ajoute à ces intégrales les 
trois termes suivants, on obtient la fonctionnelle correpondant aux 
équations et aux conditions aux limites d'un milieu piézoélectrique 
[172-1771 . Les trois intégrales suivantes s'appliquent, quant à elles, au 
domaine fluide seul. Elles peuvent être associées, dans l'ordre, à 

l'équation d'Helmholtz et aux conditions aux limites (II. 13) et (II. 14) . 
Enfin, le dernier terme décrit le couplage entre le domaine solide et le 
domaine fluide. L'intégrale concernant la surface S, n'apparaît pas 
directement. Elle est en fait contenue dans l'avant-dernier terme de 
l'équation (II.19) pour lequel une valeur particulière de Jr est choisie, 
comme décrit dans le paragraphe TI.l.1.d. L'annulation de L au premier ordre 
implique la vérification des équations (II.6) et (II.12) et des conditions 
aux limites (II.7) à (II. 11) et (II. 13) à (II. 16). 

c) Discrétisation : la méthode des éléments finis 

Lors de la résolution d'un problème à l'aide de la méthode des 
éléments finis [178-1821 , le domaine étudié est découpé en sous-domaines 
appelés éléments, interconnectés par des points appelés noeuds (figure 
II.2). Si l'on considère alors, par exemple, une structure élastique, le 
déplacement d'un point quelconque situé à l'intérieur de l'élément peut 
être relié aux valeurs nodales du déplacement Ge à l'aide de fonctions 
d'interpolation dont la description est donnée à l'annexe 4 : 



ELEMENT 

Figure II.2 Discrétisation du domaine d'étude 

g = [Ne] ge (II. 20)  

où [Ne] est une matrice ligne regroupant les fonctions d'interpolation. 
L'état de déformation 2 de ce même point s'exprime en fonction des dérivées 
des fonctions d'interpolation. regroupées dans la matrice [Be], SOUS la 
forme : 

S = [Be] ge (II. 21 ) 

A partir de la loi de Hooke. l'état de contrainte T s'écrit : 

T = [Dl S (II. 22) 

où [Dl s'obtient par condensation du tenseur ci.,, (annexe 3). Le report 
des équations (II.20) à (11.22) dans l'équation (d 19) permet d'exprimer la 
partie élastique de la fonctionnelle sous la forme : 



Dans cette quantité, l'intégrale relative A la surface Su a été 
éliminée. En effet, le déplacement d'un point d'une face d'élément est 
uniquement fonction des déplacements des noeuds de cette face, compte tenu 
des propriétés des fonctions d' interpolation choisies (annexe 4) . 
L'expression de cette intégrale sur un élément : 

(II. 24) 

ne dépend donc que des valeurs prises par g sur les noeuds de S u e ,  à 
l'exclusion des autres noeuds de l'élément. Par conséquent, si, dans 
l'équation (II.23). on impose aux déplacements des noeuds de Su les valeurs 
fixées par les conditions aux limites (II.7), toutes les intégrales (II.24) 
s'annulent. Les conditions aux limites de type Dirichlet sur le champ de 

déplacement sont donc bien prises en compte dans l'expression (II.23). 

En définissant la matrice élémentaire de rigidité mécanique  KY^] : 

la matrice élémentaire de masse cohérente [ M e ]  : 

et le vecteur élémentaire des forces nodales appliquées Fe : 

il est alors possible d'exprimer la fonctionnelle L sous la forme : 

1 1 
L = 5 ( geT [K:~] ge ) - 5 d ( yeT [ble] ge ) - geT F~ - (II. 28) 

L'application du principe variationnel conduit à minimiser L par rapport 
aux valeurs nodales de g. Le systéme d'équations linéaires obtenu est : 

où [KU,]  est la matrice de rigidité mécanique et [ M I  la matrice de masse. 
Ces matrices réelles symétriques proviennent de la sommation sur l'ensemble 
des éléments des matrices de rigidité et de masse élémentaires. Cette 
opération est appelée assemblage. )! est le vecteur des valeurs nodales du 
champ de déplacement et F le vecteur des valeurs nodales des forces 
appliquées. Pour des problèmes faisant intervenir un domaine 
piézoélectrique ou un domaine fluide, l'utilisation de la formulation 



éléments finis et l'application du principe variationnel conduisent, de 
manière similaire, à d'autres systèmes d'équations linéaires [6]. Ces 
systèmes et les types de problémes physiques qui leur sont associés sont 
détaillés dans la présentation du code ATILA, à la section suivante. 

d) Description du code éZéments finis ATILA 

Le code éléments finis ATILA a été développé pour permettre la 
modélisation de transducteurs piézoélectriques rayonnant dans un fluide 
16-13] . Il 'peut être utilisé pour effectuer l'analyse statique, modale ou 
harmonique de structures élastiques ou piézoélectriques, immergées ou non 
Cl831 . Ces différentes analyses sont détaillées dans la suite de cette 
section. 

Analyse statique d'une structure élastique 

La structure est soumise sur sa frontière à une force mécanique. Le 
système à résoudre se déduit de l'équation (II.29) en posant o = O : 

La résolution de ce système permet de déterminer le déplacement à 
l'équilibre en tout point de la structure. Les déformations et les 
contraintes peuvent être calculées a posteriori à partir des équations 
(lI.21) et (JI.22). 

Analyse statique d'une structure pi6zoélectrique 

Dans ce cas, la structure 6tudiée est soit purement 
piézoélectrique, soit simultanément élastique et piézoélectrique. La 
structure piézoélectrique est supposée posséder plusieurs électrodes dont 
l'une peut servir de référence de potentiel, les autres étant appelées 
électrodes chaudes. Le système d'équations à résoudre s'écrit sous la 
forme : 

où [KUY] et [GY] sont respectivement la matrice piézoélectrique et la 
matrice diélectrique obtenues de la même manière que la matrice [KU,], 9 le 
vecteur des valeurs nodales du potentiel électrique et Q le vecteur des 
valeurs nodales de la charge électrique. Les degrés de liberté du potentiel 
électrique non reliés à une électrode sont associés à des charges 
électriques nodales nulles et peuvent être condensés. Le potentiel de 
l'électrode de référence est nul. L'équation (II.31) devient : 



où [Kuu] , [Ku,] et [iCp,] sont respectivement les matrices de rigidité 

mécanique, piézoélectrique et diélectrique après condensation. op et Q, 
désignent les vecteurs des potentiels électriques et des charges 
électriques des électrodes chaudes. Dans le cas où la structure est isolée 
électriquement et où une force mécanique statique est appliquée sur sa 
frontière, la condition d'isolement électrique implique que la somme des 
valeurs nodales de la charge sur les électrodes chaudes soit nulle et 
permet ainsi la condensation des lignes correspondantes sous la forme : 

Après résolution, le champ de déplacement est connu en tout point de la 
structure. Le vecteur des potentiels électriques sur les électrodes est 
alors donné par : 

Analyse modale d'une structure élastique 

Les modes d'une structure élastique libre sont les vecteurs propres 
du système : 

qui se déduit de l'équation (II.29) en posant F = O. Les pulsations propres 
sont les valeurs propres de (II.35), racines de l'équation : 

Ces pulsations propres sont aussi appelkes pulsations de résonance. 

Analyse modale d'une structure piézoélectrique 

Les modes propres d'une structure piézoélectrique, libre 
mécaniquement, sont donnés par le systéme d'équations déduit de (II.32) en 
posant F = O et en ajoutant le terme cinétique : 



Si toutes les électrodes sont B la masse (court-circuit), leurs potentiels 
électriques sont nuls. Les valeurs propres du système d'équations obtenu 
sont appelées pulsations de résonance. Si le système est électriquement 
isolé (circuit ouvert), la somme des charges nodales sur chaque électrode 
est nulle. Les valeurs propres du système obtenu sont appelées pulsations 
d'antirésonance. 

Analyse harmonique d'une structure élastique 

Dans ce cas, la structure est soumise, sur sa frontière, à une 
force mécanique sinusofdale de pulsation W. Le système d'équations est 
donné par ( 2  . Il est singulier pour les pulsations propres de la 
structure. 

Analyse harmonique d'une structure piézoélectrique 

Si la structure piézoélectrique étudiée est mécaniquement libre et 
excitée sinusoTdalement par l'intermédiaire de ses électrodes, le système 
d'équations se déduit de (I1.32) en posant F = O et en ajoutant la matrice 
de masse : 

Connaissant lJ, il est possible de déterminer le vecteur Clp : 

Si la structure possède une seule électrode chaude, l'intensité du courant 
électrique qui la pénètre peut s'écrire : 

et il est possible de calculer l'admittance Y par la relation : 



Analyse harmonique d'une structure piézoélectrique rayonnant dans 
un fluide 

Ce type d'analyse correspond au cas le plus général. Le système 
d'équations linéaires s'écrit : 

où [LI, [Hl et [Mi] représentent respectivement la matrice de couplage B 
l'interface solide-fluide, la matrice de compressibilité et la matrice de 
masse cohérente du fluide. P est le vecteur des valeurs nodales de la 
pression et % le vecteur des valeurs nodales de la dérivée normale de la 
pression sur la surface S, . Le système d'équations n'est plus symétrique à 
cause des conditions aux limites sur l'interface solide-fluide. Le vecteur 
\k - dépend de la condition de rayonnement imposée sur la surface S, . La 
condition idéale est une condition de non-réflexion valable quelle que soit 
la forme de l'onde se propageant dans le fluide, et sa formulation est 
analysée en détail dans l'article de R. BOSSUT et al [184]. Sachant que la 
surface S,est une sphère, le champ de pression sur cette surface admet le 
développement multipolaire [l7l, 1853 : 

- CL1 

['uQ] ["p.] [O] 

- P: C* O2 [LIT [O] [Hl - O2 [Ml] 

où R est le rayon de la sphere frontière, k le nombre d'onde et Fn une 
fonction angulaire se déduisant de Fn-l par une relation différentielle. 
Les éléments de type dipolaires développés dans le code ATILA sont conçus 
pour absorber totalement les ondes associées aux deux premiers termes de ce 
développement [7, 184, 186, 1871, Dans ce cas, le vecteur % s ' écrit sous la 
forme : 

-9, (n.42) 

où [DA et [DL] sont des matrices résultant de l'assemblage des éléments de 

la sphère rayonnante. Comme précédemment, l'admittance de la structure 
rayonnante peut être calculée. 

e) Description de ta bibtiothéque ATILA 

Les éléments du code ATILA sont, en majorité, des éléments 
isoparamétriques à interpolation quadratique [179-1811 qui permettent une 



desc r ip t ion  simple de surfaces  courbes. Pour c e s  éléments, il e s t  
nécessa i re  de d i s t inguer  l e  repère  g loba l ,  l e  repère  l o c a l  e t  l e  repère 
r é d u i t .  Les coordonnées des noeuds du maillage son t  exprimées dans l e  
repère  global .  Le repère l o c a l  est un repère in te rmédia i re  a t t aché  à 

l ' é lément  considéré.  L e  repère  r é d u i t  est u t i l i s é  pour ca lcu le r  l e s  
i n t é g r a l e s  des équations (IT.25) à (Ii.27) à l ' a i d e  d'une méthode de Gauss 
[179, 1801 . Le repère  l o c a l  se dédu i t  du repère g lobal  à l ' a i d e  d 'une 
matrice de r o t a t i o n .  La transformation des coordonnées des noeuds du repère  
r é d u i t  au repè re  l o c a l  ( f i g u r e  IU.3) est r é a l i s é e  à l ' a i d e  d 'une 
transformation ponctuel le  u t i l i s a n t  les fonct ions  d ' i n t e r p o l a t i o n  (annexe 
4 ) .  Les éléments disponibles dans l e  code peuvent être à deux ou t r o i s  
dimensions e t  de formes var iées .  Il son t  r é p e r t o r i é s  c i -après .  

11 

Y * 

- I 

b 
X 

Elbments mécaniques 

7 
+ I 

,. + '  5 

4 - I 

Ces éléments peuvent d é c r i r e  l e  comportement de s t r u c t u r e s  
é l a s t i q u e s  i so t ropes .  Ils peuvent être bidimensionnels ( t r i a n g l e  à 6 noeuds 
ou q u a d r i l a t è r e  à 8 noeuds) ou tr idimensionnels  (prisme à 15 noeuds ou 
hexaèdre à 20 noeuds) [6] . Les éléments à deux dimensions permettent des 
analyses en con t ra in tes  p lanes ,  déformations planes ou à symétrie  ax ia le .  
Un élément l i n é a i r e  à 2 noeuds, de type r e s s o r t ,  e s t  a u s s i  d isponible .  Les 
éléments de type plaque ( t r i a n g l e  à 6 noeuds ou quadr i l a t è re  à 8 noeuds) ou 
coque ( q u a d r i l a t è r e  à 8 noeuds ou élément de coque mince à symétrie  a x i a l e  
à 3 noeuds) son t  basés s u r  les hypothèses c lass iques  de Love-Kirchhoff [g]. 
Un élément p a r t i c u l i e r  à 5 noeuds a été développé pour d é c r i r e  avec 
p réc i s ion  l ' i n t e r f a c e  coque-solide Cg], 

Repère l o c a l  Repére r é d u i t  

Figure IT.3 Transformation des coordonnées 



Eléments composites 

Ces éléments permettent la modélisation de structure en matériau 
composite verre-résine. Les éléments à deux dimensions (quadrilatère à 8 
noeuds à symétrie axiale) et trois dimensions (hexaèdre à 20 noeuds) sont 
basés sur une procédure d'homogénéisation de Halpin et Tsai [188-1901. 

Eléments piézoélectriques 

Ces éléments décrivent des structures constituées d'un matériau 
piézoélectrique. Ils peuvent être bidimensionnels (triangle à 6 noeuds ou 
quadrilatère à 8 noeuds) ou tridimensionnels (prisme à 15 noeuds ou 
hexaèdre à 20 noeuds) [6, IO]. Les éléments bidimensionnels permettent des 
analyses en déformations planes ou a symétrie axiale. Des éléments 
spécifiques de type trilame permettent la modélisation d'une structure 
composite classique formée de plaques minces piézoélectriques collées sur 
une âme métallique [IO]. Tout type de matériau piézoélectrique, quel que 
soit son tenseur représentatif, peut être décrit. 

Eléments fluides 

Ces éléments servent B modéliser un fluide homogène. Ils peuvent 
être soit B deux dimensions (triangle B 6 noeuds ou quadrilatère A 8 
noeuds), soit B trois dimensions (prisme B 15 noeuds ou hexaèdre à 20 
noeuds) [6]. Les Bléments bidimensionnels permettent l'analyse d'un champ 
de pression ne dépendant que de deux coordonnées d'espace ou B symétrie 
axiale. 

Eléments interfaces 

Ces éléments imposent les équations de continuité cinématique et 
dynamique à l'interface des maillages solide et fluide. Ils peuvent être 
bidimensionnels (élément a 6 noeuds) ou tridimensionnels (triangle à 12 
noeuds ou quadrilatère à 16 noeuds) [6]. Les éléments bidimensionnels 
permettent des analyses en déformations planes ou à symétrie axiale. 

Eléments rayonnants 

Ces 6léments imposent une condition de rayonnement monopolaire ou 
dipolaire sur la surface fluide limitant le maillage [ 6 ,  7, 184, 186, 1871. 
Ils permettent des modélisations à deux dimensions (élément à 3 noeuds à 

symétrie axiale) ou à trois dimensions (triangle B 6 noeuds ou quadrilatère 
à 8 noeuds). 



II.1.2 Calcul des contraintes par la méthode des éléments finis 

a) EZéments élastiques isotropes 

Dans un matériau élastique, les déformations peuvent être définies 
à partir des déplacements à l'aide de l'équation (II.2). En résistance des 
matériaux, on est amené à distinguer les déformations de dilatation- 
compression des déformations de cisaillement et les contraintes de 
dilatation-compression des contraintes de cisaillement (annexe 2). Le 
calcul des contraintes dans un élément fini élastique isotrope s'effectue à 
l'aide des relations (11.21) et ( 2 2  . Dans la suite, ce calcul est 
détaillé pour un élément de type quadrilatère à 8 noeuds. Pour cet élément, 
les coordonnées dans le repère local x et y sont reliées aux coordonnées 
dans le repère réduit E et q par la transformation (annexe 4) : 

y = c; + c; E + c; q + c; Eq 

+ C; E~ + cg r12 + C; E2q + c i  ~~2 (II. 46) 

OU encore : 

où b l ,  C et C' sont respectivement le vecteur des monômes d'interpolation et 
les vecteurs des constantes des monômes d'interpolation. En écrivant 
1 'équation (1.47) pour chaque noeud de l'élément, on obtient : 

(II. 48) 

soit : 

où [Ae 1-l est la matrice inverse des valeurs prises par les monômes 
d'interpolation aux noeuds de l'élément, X e  et Xe les vecteurs des 
coordonnées nodales de l'élément. Il est possible d'exprimer les 
déplacements de manière identique : 



où u et v sont les composantes du déplacement au point considéré, ge et ye 
les vecteurs des valeurs nodales de ces mêmes composantes. Cette expression 
correspond à l'équation O .  Le calcul de la déformation nécessite de 
différencier l'équation précédente par rapport B x et y. En remarquant 
que : 

où [JI est la matrice de Jacobi de la transformation : 

le vecteur de déformation S s'exprime alors par : 

où E x  , E y  et 'Yxy représentent respectivement les déformations de 
dilatation-compression et la déformation de cisaillement suivant les axes 
du repére local, et : 

L'expression (lI.53) peut être comparée A l'équation (II.21). Le vecteur des 
contraintes s'écrit : 

La matrice [Dl reliant les contraintes aux déformations est déterminée par 
le matériau utilisé et particuliérement par le degré de symétrie de son 
réseau cristallin. Ainsi, les propriétés élastiques d'un matériau isotrope 
sont complétement définies par le module d'Young E et le coefficient de 
Poisson v. Cette matrice dépend aussi du type d'analyse considéré. Dans une 



analyse en contraintes planes, les contraintes dans la direction non 
modélisée supposées sont nulles [lgl] . Ce cas correspond à l'étude d'une 
plaque mince soumise tî des efforts de membrane exercés sur son contour. La 
matrice CD] s'écrit : 

où E et v sont respectivement le module d'Young et le coefficient de 
Poisson du matériau considéré. Dans uneanalyse en déformations planes, les 
déformations dans la direction perpendiculaire au plan de modélisation sont 
supposées nulles. Ce type d'analyse s'applique à des structures de très 
grande dimension dans la direction non modélisée et soumises à des efforts 
situés dans le plan de modélisation et identiques sur toute la structure 
(barreau long soumis à une pression transversale). La matrice [Dl devient : 

E 
CD1 = 

1 - v 2  

V 
1 - 

l-v 
O 

V - 
l - v  

1 O 

O O 
1-2v 

L 2(1-v) 

- 1 v  0 -  
v l  O 

l-v 
O O - 

2 

Dans le cas d'une analyse en symétrie axiale, il faut ajouter au vecteur 
déformation une composante de déformation tangentielle perpendiculaire au 
plan de modélisation et égale : 

où v représente le déplacement radial et r la distance du point considéré A 
l'axe de symétrie. Dans ce cas, la matrice [B;] s'écrit : 

où cc est l'angle entre l'axe x global et l'axe x local. La matrice [DI 
devient : 



(II. 60) 

Dans le vecteur des contraintes apparaft une composante supplémentaire 
correspondant A la contrainte tangentielle perpendiculaire au plan de 
modélisation. 

Dans le cas d'éléments le principe de calcul 
exposé précédemment peut être s'exprime par : 

et la matrice [Dl par : 

Les vecteurs contrainte et déformation comportent chacun six composantes. 
Le vecteur des contraintes s'écrit plus rigoureusement sous forme d'un 
tenseur de rang 2 : 

E(l-v) 

ID' = (l+v) (1-2v) 

l 

V - 
1-v 

1 O O O 

1 -2v 
O O 

2(1-v) 
O O 

O O O 
1-2v 

2(1-v) 
O 

O 0  O O 
1-2v 

2(1-v) - 

(II. 62) 



S i  l ' o n  dési re  comparer l e s  contraintes de dilatation-compression ou de 
cisail lement aux l imi tes  mécaniques des matériaux, il est nécessaire 
d ' u t i l i s e r  des c r i t è r e s  conformément au paragraphe 1.2. Ces c r i t è r e s  font 
in te rven i r  l e s  contraintes pr incipales  qui sont les valeurs propres de [Z]. 
Ces valeurs  peuvent ê t r e  obtenues graphiquement par l a  méthode du cerc le  de 
Mohr [lgl]. 

b) Eléments piézoétectriques 

Les équations (II.1) à (II.3) montrent que l a  connaissance du champ 
de déplacement e t  du po ten t ie l  é lect r ique en chaque noeud s u f f i t  à 
déterminer l e s  contra intes  dans un matériau pi6zoélectrique. A p a r t i r  de 
l 'équat ion (II.50), l e  po ten t ie l  é lect r ique en un point  quelconque s'exprime 
en fonction de ses  valeurs nodales par : 

@ = ET C ~ ~ 3 - l  P - (II. 64) 

Le terme supplémentaire de contra inte  in t rodui t  par l ' e f f e t  piézoélectrique 
devient : 

s o i t ,  sous forme mat r ic ie l le  : 

(II. 66) 

Les termes de l a  matrice [T'] viennent s ' a j ou t e r  A ceux de l a  matrice des 
contra intes  d 'or igine mécanique. Les contra intes  d 'or igine é las t ique s e  
calculent  comme précédemment en remplaçant l a  matrice [Dl par l e  tenseur de 
r i g i d i t é  réduit  [cE] déf in i  en annexe 3 ,  qui t i e n t  compte de l a  symétrie 
pa r t i cu l i è r e  du matériau. 

c )  Etément de coque mince à symétrie axiate 

Un élément f i n i  de coque mince de révolution à double courbure, 
ayant un rayon de courbure constant l e  long de s a  génératrice,  peut ê t r e  



représenté par le schéma de la figure II.4. Si la déformation de la coque 
est A symétrie axiale, alors u, est nul. En notant Ep et 6 8  (respectivement 
E p e )  les déformations de dilatation-compression (respectivement de 
cisaillement) suivant les directions définies la figure II.4, uq et ue 
(respectivement T )  les contraintes qui leur sont associées, on obtient, 
pour un point de la coque situé à une distance z de la ligne neutre, les 
relations suivantes [l92, 1931 : 

E e  = 
1 [(i + k) cos9 ul + sinq un - z cosq un (II.68) 

(rS + z )  sin9 ' 1  

où le point au dessus d'une fonction symbolise la dérivation partielle par 
rapport à S. 

I y 

I 
l 
I 
I 
I r '  \ 
I ' Q 

l e  
xT- - - -r ----- Lir, ------- X 

I 
( Y '  

avec : 
s : abscisse curviligne du point considére. p : angle entra  l e  rayon de courbure e t  l ' axe  de ~ymbt r ie .  

h : epaisseur de l a  coque, u, : composante du vecteur deplacement normale A l a  coque. 

r, : rayon de courbure de l a  coque, ut : composante du vecteur deplacement tangentiel le  A l a  

r : distance du point consider& A l ' w e  de synietrie. coque dans l e  plan meridien. 

u, : composante du vecteur deplacement normale au plan 

méridien. 

Figure lI.4 Elément de coque à symétrie axiale 



A partir de l'expression de l'effort tranchant Cl+, : 

on obtient la contrainte de cisaillement, maximale sur la ligne neutre, 
nulle sur les surfaces supérieures et inférieures : 

- - -- 3 Qf 
T q ~  max 2 h 

La matrice des contraintes en un point de la coque s'écrit donc sous la 
forme : 

Dans l'élément de coque mince B symétrie axiale du code ATILA [15], 
les composantes du champ de déplacement s'écrivent : 

où les Pi(s) sont des vecteurs dont les composantes sont les puissances 
successives de l'abscisse curviligne et les ct, des vecteurs dont les 
composantes sont les coefficients du polynôme constitutif de la fonction 
d'interpolation qui représente ui. Dans le cas d'une déformation à symétrie 
axiale, les termes cos(m9) et sin(m0) qui correspondent 21 une analyse de 
Fourier sont tels que m = O. Un vecteur de pseudo-déformation contenant 
l'ensemble des termes utiles au calcul des contraintes peut être formé : 

- - 
(s) cos (me) O O 

O p: (s) COS (me) O 

O O !?: (s) sin(m0) 

[ , ] (ze'76) 



Le calcul des contraintes est alors possible B partir des différents termes 
du vecteur de pseudo-déformation et des équations (II.67) à (II.74). 

d )  Etéments de plaque e t  de coque minces 

En considérant une plaque mince dont le déplacement normal au plan 
médian (plan neutre) est noté w, il est possible de définir des 
déformations et des contraintes généralisées Cl791 qui s'expriment en 
fonction de w uniquement et dont le produit scalaire est le travail interne 
(figure II.5). Les déformations généralisées sont données par : 

et les contraintes généralisées par : 

1 Figure II.5 Moments de flexion d'une plaque mince 



avec, pour une plaque isotrope : 

(II. 80) 

où h e s t  l ' épa i sseur  de l a  plaque. Ces contraintes sont  en f a i t  l e s  moments 
l inéiques de flexion e t  de tors ion en x e t  en y. Les v6r i tab les  contraintes 
var ient  linéairement dans ltt5paisseur de l a  plaque en fonction de l a  cote  
z ,  dont l ' o r i g ine  est pr i se  s u r  l e  plan neutre,  e t  peuvent être calculées 
de l a  manière suivante : 

Ye 

Figure II.6 Effor t  tranchant sur  une plaque mince 



Les forces de cisaillement Qx et % (figure II.6) peuvent &tre dérivées des 
équations classiques d'équilibre LI921 : 

(II. 84) 

Les contraintes de cisaillement sont réparties à travers la plaque suivant 
une loi parabolique : 

(II. 86) 

Pour l'élément fini quadrilatère plaque à 8 noeuds du code ATILA, 
les coordonnées d'un point dans le rephre local sont reliées au coordonnées 
nodales par l'équation (lI.49) . Par ailleurs, le déplacement w 
perpendiculaire au plan médian peut être développé en fonction des 
coordonnées réduites, sous la forme d'un polynôme contenant 18 termes pour 
l'élément triangulaire (lI.88) et 24 termes pour l'élément quadrilatère 
(II.89) : 

W = al + E a2 + ri 43 +€ , ,a4  + € ' a 5  + q 2 a 6  + 

E2ri CL7 +€ri2a8 + € 3 4  +r i3a lo  + E3ri ail + €ri3 orl2 + 
€'al3 * ? ' a l 4  + E5 CLl5  + a 1 6  e4q 4 7  a18 (II. 88) 

soit, sous forme matricielle : 

où y+ et + représentent respectivement le vecteur des monômes 
d'interpolation et le vecteur des coefficients des monômes d'interpolation. 
Il est alors possible de définir un vecteur généralisé déplacement en 
chaque point de l'élément : 



e t ,  pour l e s  n noeuds de l 'élément,  un vecteur déplacement généralisé 
global We : 

En u t i l i s a n t  l ' équat ion (II.gO), on ob t ien t  : 

où [M:] e s t  une matrice formée I p a r t i r  de !+ e t  de s e s  dérivées par 

rapport I E e t  I q. En écrivant l 'équat ion (II.93) en chacun des noeuds de 
l 'élément : 

we = [A: e] p+ 

on ob t ien t  finalement l 'équation : 

" pl:] [A: el-l WC 

Par a i l l e u r s ,  on peut dé f in i r  un vecteur de déformation : 

Les 
aux 

déformations a i n s i  déf inies  dans l e  repère rédui t  peuvent e t r e  r e l i ée s  
déformations dans l e  repère loca l  par  l a  re la t ion  : 



avec : 

A partir des équations (II.79) et (II.97). il est alors possible d'obtenir 
les moments de flexion. Le calcul des forces de cisaillement s'effectue de 
manière identique en ajoutant des dérivées du troisième ordre dans le 
calcul du vecteur de déformation généralisée. 

Un élément de coque mince peut etre constitué par la superposition 
d'un élément dit de "membrane" (élément élastique bidimensionnel en 
contraintes planes) et d'un élément de plaque mince. Le calcul des 
contraintes dans cet élément est équivalent au calcul successif des 
contraintes dans les deux éléments superposés. 

11.2 TEST DU CALCUL DES CONTRAINTES DEVELOPPE POUR DIFFERENTS ELEMENTS DU 
CODE ATILA 

Cette partie présente quelques tests du calcul des contraintes pour 
différents éléments élastiques isotropes, piézoélectriques, plaques et 
coques. Ces résultats constituent une partie des tests qui ont été 
effectués systématiquement sur l'ensemble des éléments du code ATILA 

Cl94, 1951. 



II.2.1 Eléments élastiques isotropes 

a) Poutre encastrée chargée à son extrémitd 

L'étude d e  l a  réponse s t a t i q u e  l i n é a i r e  d'une poutre encas t rée  de 
f a i b l e  épaisseur,  chargée paraboliquement B son ext rémité  ( f i g u r e  11.7). est 
un test  classique du c a l c u l  des contra in tes  dans l e s  codes éléments f i n i s  
[196]. L e s  r é s u l t a t s  théoriques sont  fourn i s  par  l a  théor ie  de l ' é l a s t i c i t é  
[ l g l ]  . La flèche maximale w est donnée p a r  : 

(II. 100) 

Les contra in tes  de  dilatation-compression q et  oy e t  l a  con t ra in te  de 
c i sa i l l ement  T ~ ,  s ' écr ivent  : 

(II. 101) 

Oy = O (II. 102) 

où 1 représente l e  moment d ' i n e r t i e  d'une s e c t i o n  d r o i t e  pa r  rapport  B 
l ' a x e  zOz ' donné p a r  : 

(II. 104) 

Y 
d 

e 
H , X 

L J 
Géométrie : e = 1 mm, L = 48 mm, H = 12 mm 

Chargement : P = 40 N 
Materiau : E = 3 101° Pa, v = 0.25 

Figure II.7 Poutre  encastrée chargée son extrémité 



L'analyse a été effectuée en contraintes planes. Les différents maillages 
utilisent, soit des éléments quadrilatères (maillages Ml et M2), soit des 
éléments triangulaires (maillages M3 et M4). Le maillage M2 tient compte 
des propriétés de symétrie du probléme. Pour chacun des maillages, la 
structure déformée B l'équilibre est représentée B la figure II.8. La flèche 
calculée est comprise entre le résultat de la théorie de l'élasticité et la 
valeur incluant des termes correctifs de cisaillement. L'erreur, d'environ 
42, correspond aux résultats donnés par d'autres codes de calcul [196], 
pour des maillages équivalents. 

La figure TI.9 représente la contrainte T~~ calculée sur l'arête 
supérieure pour le maillage Ml. Elle laisse apparaitre une discontinuité 
des valeurs calculées aux fronti6res d'éléments. Ce phénomène s'explique à 
la fois par la technique de calcul employee et par les fonctions 
d'interpolation utilisées : 

- le calcul des contraintes présenté au paragraphe 11.1.2 est effectué de 
manière locale, c'est à dire élément par élément. Pour un noeud appartenant 
à plusieurs éléments, le calcul des contraintes à ce noeud doit donc être 
effectué B partir des déplacements de chacun de ces éléments, 

- les fonctions d'interpolation des éléments utilisés sont de continuité 
Co . Par conséquent, la continuité des déplacements est assurée aux 
frontiéres d'éléments, mais pas la continuité de leur dérivée. 

Comme le calcul des contraintes par éléments finis utilise les dérivées des 
fonctions d'interpolation, il est normal que les valeurs de contraintes 
calculées ne soient pas continues aux frontieres d'éléments. Rbcemment, 
cette caractéristique a Bté utilisée pour évaluer l'erreur de calcul due B 
la discrétisation du maillage 6léments finis et sélectionner le maillage 
optimal correspondant à une erreur donnée [197-2001 . Pour déterminer le 
tenseur des contraintes au noeud, la technique de lissage la plus simple 
consiste B effectuer la moyenne des contraintes calculées pour les 
diffkrents bléments auxquels ce noeud appartient. Cette technique donne 
généralement de bons résultats 12011 . Cependant, différents auteurs 
[179, 202-2053 ont montré que le calcul des contraintes est optimal aux 
points de Gauss d'intégration réduite, les valeurs nodales des contraintes 
pouvant être obtenues alors par un simple algorithme d'extrapolation. Cette 
technique, naturelle lorsqu'une intégration réduite a été utilisée lors de 
l'assemblage, semble aussi améliorer les résultats dans le cas d'un 
assemblage avec intégration normale. Elle n'a cependant pas été utilisée 
dans le cadre de cette étude. Dans la suite, les contraintes représentées 
correspondent B une moyenne sur l'ensemble des éléments auxquels le noeud 
appartient, quand un lissage a été effectué. 

Pour les maillages Ml et M2, la contrainte ox (figures 11.10 et 
II. 11) est obtenue avec une précision meilleure que 4 S. La contrainte oy 



Théorie de l'élasticité : 

Théorie de l'élasticité avec correction 
due aux termes de cisaillement : W = -  3.67  IO-^ m 

Maillage Ml 

W = -  3.54  IO-^ rn 

Maillage M3 

w = - 3.55  IO-^ m 

Maillage M2 

W = -  3.55  IO-^ rn 

Maillage ~4 

Figure II. 8 Représentation schématique des champs de déplacement 
pour les différents maillages 
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Figure II.9 Variation de rXy sur l'arête supérieure 

(figures II.12 et II.13) s'écarte de la valeur théorique au voisinage de 
l'encastrement, sur l'arête supérieure. Sur le reste de la poutre et sur la 
ligne neutre, l'erreur reste faible. Pour (figures II. 14 et II.15), 
l'écart est très important à l'encastrement et B l'extrémité libre. Une 
erreur plus faible subsiste sur l'ensemble du barreau. Les contraintes 
obtenues à l'encastrement sont représentées à la figure II.16. La contrainte 
a présente une erreur importante sur les arêtes supérieure et inférieure. 
Y 
Les valeurs obtenues pour T sont sans rapport avec la théorie. On 

?Y retrouve des valeurs satisfaisantes pour T~~ quand on s'éloigne de 
l'encastrement, particulièrement avec le maillage M2. 

Pour comprendre les écarts observés, il faut noter que le modèle 
théorique élastique utilisé [ l g l ]  suppose un chargement parabolique à 
l'extrémité libre et un mode de fixation, à l'autre extrémité, qui ne 
s'oppose pas à la distorsion du plan de cette extrémité. Si ces conditions 
ne sont pas parfaitement vérifiées, des modifications notables peuvent 
intervenir dans les contraintes locales. Toutefois, les valeurs obtenues 
loin du chargement et de l'encastrement restent valables, d'après le 
principe de Saint-Venant. Les hypothèses simplificatrices du modèle 
théorique utilisé expliquent donc la différence entre résultats du calcul 
éléments finis et résultats analytiques au voisinage de l'encastrement. 

Les résultats obtenus avec les éléments triangulaires sont 



présentés  aux f i g u r e s  II.17 B 11.22. Pour l e  maillage M3, l ' e r r e u r  s u r  ux ,  
s u r  l a  l i g n e  n e u t r e ,  s ' avè re  beaucoup p lus  importante que pour l 'é lément 
quadr i l a t e re .  Cette e r r e u r  est due B une dissymétrie  de l a  con t ra in te  
ca lcu lée  e n t r e  les p a r t i e s  supér ieure  e t  i n f é r i e u r e  de l a  poutre  ( f i g u r e  
II.23). Le mail lage ~4 donne de mei l leurs  r é s u l t a t s  c a r ,  pour chaque noeud 
de l a  l i g n e  neu t re ,  l a  géométrie des éléments auxquels c e  noeud appar t i en t  
est symétrique. 

M a i l l a g e  MI 

O  1 O  2 O  3 O  40  50  
s (mm) 

Figure II.10 Variat ion de O; s u r  l 'arête super ieure  
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Figure 11.11 Variat ion de ux s u r  l a  l i g n e  neu t re  
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ax à l'encastrement 

T~~ à l'encastrement 

y à l'encastrement 

T au milieu de la plaque 
XY 

Figure II.16 Contraintes à l'encastrement et au milieu de la plaque 



Figure II.17 Variation de ox sur l'arête supérieure 

Figure II.18 Variation de ux sur la ligne neutre 
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Figure II.22 Variation de T~~ sur la ligne neutre 



Maillage M3 Maillage ~4 

Figure II.23 contrainte ox sur la ligne neutre avant lissage 

b) Coque en $orme d'ettfpsofde de révotution soumise à une pression 
hydrostatique 

Le problème d'une coque en forme d'ellipsolde de révolution (figure 
II.24). soumise à une pression hydrostatique a été traité analytiquement 
[ l92,  2061 . L'utilisation des équations d'équilibre conduit à l'expression 

des forces : 

(II. 106) 

Les contraintes s'expriment simplement par : 

(II. 107) 

(II. 108) 



La modélisation de la coque utilise 24 eléments quadrilatères à symbtrie 
axiale (figure II.25). Elle correspond au maillage M5. L'application d'une 
pression sur une face d'élément suppose le calcul des forces nodales 
équivalentes, comme décrit en annexe 5. La comparaison des contraintes 
calculées analytiquement et par élements finis montre que le comportement 
de la coque sous pression hydrostatique est correctement décrit (figures 
II.26 et JI.27). 

0 

géométrie : a = 10.625 cm, matériau : E = 0.21 lol  * Pa,  

b = 25.575 cm, v = 0.285 

h = 2.5 mm. chargement : p = 10000 Pa 

Figure II.24 Coque ellipsoide de révolution sous pression 

hydrostatique 
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Figure II.25 Maillage M5 
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II.2.2 Elbments pibzoblectriques 

a) Analyse statique d'un barreau piézoétectrique 

Le barreau (figure II.28) a une de ses dimensions 2 (suivant xl) 
grande devant les deux autres w et T (suivant x2 et x3). Une des extrémités 
est en appui simple. L'autre est chargée par une pression uniforme. A 
l'équilibre, la contrainte suivant xl est donnée par : 

où F représente la force appliquée et S la surface d'application de cette 
force. Le comportement du barreau est décrit par le système d'équations 

C491 : 
Sl = s:, Tl + d3, Ej 

(II. 110) 
D3 = dgl Tl + & T 3  E3 

Dans le cas d'un circuit ouvert, la densité superficielle de charge est 
nulle (D3 = O). Il vient : 

avec : 

(II. 111) 

(II. 112) 

où u, représente le déplacement parallèle A la longueur du barreau. La 
différence de potentiel entre électrodes est donnée par : 

(II. 114) 

Dans le cas d'électrodes en court-circuit, il n'y a pas de champ électrique 
dans le barreau (E3 = O). Le déplacement est donné par : 

(Ir. 116) 

Le maillage M6 utilise 4 éléments hexaédres à 20 noeuds et tient compte des 
symétries du problème. La comparaison des valeurs théoriques aux résultats 
du calcul par éléments finis montrent une précision meilleure que 1 % pour 





b )  Analyse dynamique d'un barreau piézoétectrique 

En analyse harmonique, le  barreau est déc r i t  par l e s  mêmes 
équations que précédemment. Le déplacement s'exprime sous l a  forme [49] : 

(It. 118) 

est l a  vi tesse  de propagation des ondes longitudinales dans l e  barreau, A 
champ électr ique constant. A p a r t i r  des conditions aux l imi tes  (appui 
simple en xl = O (ul= O ) ,  l i b r e  en xl = 2 (Tl= O ) )  et  des équations du 
système (It.110). l a  contra inte  s'exprime sous l a  forme : 

1 \ , \ 

% 1 

Figure II.29 Représentation du champ de déplacement du barreau 
piézoélectrique A 8 k ~ z  



Le maillage éléments f i n i s  e s t  identique B ce lu i  de l 'analyse  s ta t ique.  Le 
champ de déplacement du barreau est obtenue à 8 kHz et à 16 kHz (figures 
II.29 e t  II.30). L a  correspondance en t r e  les valeurs théoriques de l a  
contra inte  e t  les valeurs calculées en d i f fé ren ts  points du barreau 
( f igures  II.31 e t  II.32) e s t  s a t i s f a i s an t e  sur  toute  l a  longueur, pour 
chacune des fréquences. 

Figure 11.30 Représentation du champ de déplacement du barreau 
piézoélectrique B 16 kHz 
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Figure II.31 Variation de Tl l e  long du barreau à 8 kHz 
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Figure II.32 Variation de Tl l e  long du barreau $ 16 kHz 

II.2.3 ElCments plaques e t  coques 

a) Coque cytindrique soumise d une charge répartie sur une section 
circutaire 

On considére une coque cylindrique d 'épaisseur h ,  formée d 'un 
matériau de module d'Young E e t  de coef f i c ien t  de Poisson v ( f igure  II.33). 
P e s t  une charge uniformément r épa r t i e  su r  l a  sect ion c i r cu l a i r e .  Le 
déplacement suivant  y est donné par Cl921 : 

avec : 

< P ( ~ x )  = ëPx (cos px + s i n  PX) 

(II. 120) 

(II. 121) 

(II. 122) 



Sur l a  l igne  neutre,  on obtient  : 

(Ir. 124) 

(Ir* 125 ) 

(II. 126) 

avec : 

0 (PX) = e-Px cos PX (Ir. 127) 

Sur l a  surface in té r ieure  de l a  coque, il fau t  prendre en compte l ' e f f e t  
des moments de flexion : 

(Ir. 128) 

avec : 

@(PX) = e-Px (cos Px - s i n  Px) (11.131) 

Le maillage M7 de l a  coque cylindrique u t i l i s e  14  éléments de coque à 

symétrie ax ia le  e t  t i e n t  compte de l a  symétrie du problème. La s t ructure  
déformée, A l ' équ i l i b r e ,  e s t  représentée A l a  f igure II. 34. L'erreur sur  l a  
f lèche au point  d 'application de l a  charge e s t  in fé r ieure  à 1 %. 
L'évolution des d i f fé ren tes  contraintes l e  long de l a  coque est représentée 
su r  l a  l igne neutre ( f igures  II.35 $ Ir.37) e t  sur  l a  surface in té r ieure  
( f igures  II.38 e t  II.39). Les r é s u l t a t s  du modèle analytique sont  approchés 
avec une grande précision sur  l'ensemble de l a  coque, même pour oq (f igure 
Ir.35) dont les valeurs doivent ê t r e  comparées A l ' o r d r e  de grandeur des 
autres  contra intes  (valeur analytique nu l l e ) .  



Géométrie : r = 5 mm, h = 0.5 mm 
Chargement : P = 1000 N 

Matériau : E = 0.714 10" Pa, v = 0.344 

Figure II.33 Coque cylindrique sous une charge concentrée 

- - - - - - - - 

Figure II. 34 Déplacement de la coque cylindrique à l'équilibre 

Flêche théorique : w = 1.130  IO-^ m 
Flêche calculée : w = 1.135 1 0 - ~  m 
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Figure II.39 Variation de ug sur la surface intérieure 
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b) Coque cytindrique sous pression uniforme 

Le cas d'une coque cylindrique sous une pression interne uniforme 
(figure II.40) a été étudié analytiquement pour différents types de 
conditions aux limites [l92]. Dans le cas d'extrémités libres, la pression 
interne ne produit qu'une contrainte circonférencielle ug : 

où p est la pression appliquée, r le rayon du cylindre et h l'épaisseur de 
la coque. Si les bords sont en appui simple, le déplacement perpendiculaire 
à la coque s'écrit : 

w = -  2 sin a sinh a 
sin Px sinh Px 

64 D or4 cos 2cc + cosh 2or 

- 2 cos a cosh a 
cos Px cosh Px 

cos 2or + cosh 2a 

où 1 est la longueur de la coque et : 

On obtient, sur la ligne neutre : 



cos O! cosh cc - s i n  cc sinh cc 
TV,  = - 

4 c c h  
cos Px s inh  Px 

cos 2cc + cosh 2cc 

cos cx cosh cc + s i n  cc s inh cc + s i n  Px s inh Px (II.137) 
cos 2a + cosh 2a 1 

e t  su r  l a  surface in té r ieure  : 

3 P l2 s i n  cc s inh cc 
uq = - cos Px cosh Px 

COS 2a +  COS^ 2cc 

- cos ar cosh cc 
s i n  Px s inh  Px 

cos 2ar + cosh 2cc ) (11.138) 

Les r é su l t a t s ,  obtenus avec un maillage de 6 éléments de coque à symétrie 
axia le ,  noté M8, montrent pour chaque type de condition aux l imi tes  un t r è s  
bon accord entre  modèle analytique e t  calcul  éléments f i n i s  ( f igures  II.41 à 
JI.47) . 
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Géométrie : r = 5 mm, h = 0.5 mm, 1 = 9 mm 
Chargement : p = 10000 Pa 

Matériau : E = 0.714 10'' Pa, v = 0.344 

Figure I1.40 Coque cylindrique sous pression uniforme 



Figure I1.41 Coque cylindrique l i b r e .  

Variation de ue sur  l a  l igne  neutre 

Figure II. 42 Coque cylindrique l i b r e .  
Variation de ug sur  l a  surface in té r ieure  
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Figure II.43 Coque cylindrique en appui simple. 

Variation de ai sur la ligne neutre 
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Figure II.44 Coque cylindrique en appui simple. 
Variation de a* sur la ligne neutre 



Figure II.45 Coque cylindrique en appui simple. 
Variation de T,= s u r  l a  l igne  neutre  
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Figure II.46 Coque cylindrique en appui simple. 
Variation de a ,  s u r  l a  surface in tQr ieure  
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Figure II.47 Coque cylindrique en appui simple. 

Variation de ug sur la surface intérieure 

M a i l l a g e  M8 
, 

c) Flexion d'une ptaque mince sous une charge concentrée 

On considére une plaque rectangulaire simplement appuyée, de côté a 
suivant x et b suivant y (figure II.48) . Les moments de flexion sur l'axe 
central (y=O) s'écrivent Cl921 : 

sin (5) 
m l 

où P est la charge appliquée au point x = E, et : 

Quand b % a, on peut écrire : 

(II. 141) 

(II. 142) 



Cette série se somme analytiquement pour une charge au milieu de la bande 
(E = a/2) : 

La différence entre les séries (II.141) et (11.143) converge rapidement et 
permet de calculer numériquement Mx et My pour un rapport b/a quelconque. 
Dans le cas d'une plaque carrée, la symétrie du problème permet une 
modélisation d'un quart de la plaque. Cette modélisation (figure II.49) a 
été conduite en utilisant des éléments quadrilatères (maillage Mg) et 
triangulaires (maillage M10). L'évolution des moments de flexion le long de 
l'axe central est représentée aux figures II.50 et II.51, les moments de 
flexion tendant vers l'infini au voisinage de la charge. Les valeurs 
obtenues par le calcul éléments finis représentent le comportement réel des 
moments de flexion sur l'élément en valeur moyenne [179]. Les valeurs 
obtenues pour la modélisation utilisant les éléments quadrilatères sont en 
bonne correspondance avec les résultats analytiques. Les valeurs données 

par le$ éléments triangulaires mettent en évidence le problème posé par la 
discontinuité aux frontières d'éléments. La technique qui consiste à 

effectuer la moyenne sur les différents éléments auxquels appartient le 
noeud apparaît particulièrement délicate. Pour ce cas particulier, le 
développement d'une technique de calcul plus complexe discutée au 
paragraphe 11.2.2.a s'avère nécessaire. Il faut cependant remarquer que les 
contraintes obtenues renseignent directement sur l'erreur de discrétisation 
et montrent donc la nécessité de raffiner le maillage utilisant des 
éléments triangulaires. 

d) Flexion d'une plaque mince sous pression uniforme 

Une solution analytique a été développée Cl921 pour résoudre le 
problème de la flexion de plaques rectangulaires en appui simple et 
uniformément chargées par une pression q. Les moments de flexion s'écrivent 
en y = O par : 

où 6' et (3; varient avec x suivant des valeurs tabulées pour différents 
rapports b/a. Les maillages utilisés sont identiques au cas précédent. 
L'évolution des moments de flexion est correctement décrite sur l'ensemble 
de la plaque (figures II.52 et 11.53) quand des éléments quadrilatères sont 
utilisés. L'ensemble des remarques du paragraphe précédent reste valables, 
en particulier pour le maillage utilisant des éléments triangulaires. 



Géométrie : a = b = 20 cm, h = 1 mm 
Matériau : E = 0.1 10" Pa, v = 0.3 

chargement : P = 300 N ou 9 = 30000 Pa 

Figure X.48 Plaque mince sous une charge concentrée ou répartie 

Maillage Mg Maillage Ml0 
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Figure Ii.50 Plaque sous charge concentrée. 
Variat ion de Mx l e  long de l ' a x e  c e n t r a l  

1 0 0 0  

9 0 0  

8 0 0  

I I 

Analy t ique  
Maillage M9 

,oo 
- - - - -  - - - - - -  - a Maillage M l 0  

? 6 0 0  E < 5 0 0  
L 
U 4 0 0  

3 0 0  
O 

2 2 0 0  

1 O0 

O  

-100  

- 2 0 0  
O 1  2 3 4 6 6  7 8 9  1 O  

z (cm) 

Figure Ii.51 Plaque sous charge concentrée. 
Variat ion de My l e  long de l ' a x e  c e n t r a l  



Figure II.52 Plaque sous press ion  uniforme. 
Variat ion de Mx l e  long de l ' a x e  c e n t r a l  

Figure II.53 Plaque sous press ion  uniforme. 

Variat ion de My l e  long de l ' a x e  c e n t r a l  



II.3 MODELISATION DU COMPORTEMENT MECANIQUE DE DIFFERENTS TRANSDUCTEURS 
PIEZOELECTRIQUES 

Le logiciel de calcul des contraintes développé dans le code ATILA 
a été validé par comparaison à différents modèles analytiques connus, c'est 
à dire pour des géométries simples. Pour étendre cette validation B des 
structures réelles, dewt géométries différentes de transducteurs présentés 
au chapitre 1 ont été étudiées : 

- un transducteur sandwich simple B symétrie axiale, qui est la 
structure test T2, 

- un transducteur A coque mince et B symétrie axiale de type Olive, 
qui est la structure test T3. 

II.3.1 Etude de l a  structure test T2 

a) Etude statique : appZication d'une précontrainte 

Une précontrainte est toujours utilisée pour ce type de 
transducteur, afin de maintenir les céramiques en compression lors de 
l'excitation électrique. Le maillage élaboré pour modéliser cet effet est 
représenté à la figure II.54. Les forces ont été appliquées sur la tête du 
boulon et l'interface entre la tête du boulon et la contremasse a été 
supposé fixe. Le champ de déplacement calculé et les contraintes 
principales sont représentes aux figures II.55 et II.56. 11 apparaft que le 
champ de contrainte n'est pas uniforme dans l'empilement de céramiques. Les 
contraintes maximales ne sont pas paralléles à l'axe de symétrie et elles 
décroissent quand on s'éloigne de cet axe. Ce comportement peut être imputé 
à la faible longueur de l'empilement de céramiques (figure II.57). Il peut 
avoir des conséquences néfastes sur la tenue du transducteur à forte 
puissance d'excitation s'il n'est pas pris en compte dans la détermination 
de la précontrainte. 

b) Etude dynamique 

Le comportement mécanique de ce transducteur d'usinage monté avec 
sa sonotrode a été étudié dans l'air pour une large gamme de fréquences 
(2.5-20.7 kHz). Le transducteur posséde trois modes propres de résonance 
dans cette gamme (figure II.58) [ 2 ,  31, 361. La contrainte longitudinale et 
le critère de Von Mises ont été représentés pour chacune des résonances 
(figures II. 59 B II. 64) . Le critère de Von Mises, défini au paragraphe 1.2.1, 
est basé sur l'énergie de déformation et il détermine l'état de fatigue du 
matériau. Il prend en compte le tenseur des contraintes dans son ensemble 
et la limite de fatigue du matkriau. Les valeurs de limites de fatigue 



structure au repos : - - - - - - - - -  
structure déformée : 

1 Figure II.55 Structure déformée A l'équilibre 



traction : 
compression : 

fi 

Figure 1I.56 Contraintes p r inc ipa les  dans l a  s t r u c t u r e  
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Figure lI.57 Contraintes p r inc ipa les  dans l a  colonne 

de ckramiques (zoom) 



figure II.58 Modes de résonance du transducteur T2 



contrainte  maximale positive (1.5 105 Pa) : + 
contrainte maximale négative (-7.2 103 Pa) : - 

l 

Figure n.59 Contrainte longi tudinale  (mode 1) 

valeur maximale du c r i t è r e  : + 

Figure II.60 C r i t è r e  de Von Mises (mode 1) 



con t ra in te  maximale pos i t ive  (1.1 105 Pa) : + 

con t ra in te  maximale négative (-1.2 105 Pa) : - 

+ 

\ I 

Figure II.61 Contrainte longitudinale (mode 2 )  

valeur  maximale du c r i t è r e  : + 

Figure II.62 Critère de Von Mises (mode 2)  



con t ra in te  maximale pos i t ive  (9.0 105 Pa)  : + 

contra inte  maximale négative (-4.0 105 Pa) : - 

- + 
/ / 
/ ) I I I I / ' \ \ \ I I I  

Figure II. 63 Contrainte longitudinale (mode 3) 

valeur  maximale du c r i t é r e  : + 

+ 
r / 

\ ( l l \ \  IlIII 

Figure II.64 Crit&re de Von Mises (mode 3 )  



adoptées dans les modélisations sont reproduites au tableau II.2. Pour le 
troisième mode de résonance, la contrainte longitudinale maximale et la 
plus grande fatigue sont localisées au milieu de la sonotrode. Toutefois, 
comme cette partie du transducteur peut être aisément changée, il est utile 
d'observer en détail le comportement du moteur du transducteur dont la 
longévité est plus critique. Dans cette partie (figures 1.65 et Ii.66), la 
contrainte longitudinale est maximale dans la tige de précontrainte et la 
fatigue n'est pas uniforme dans l'empilement de céramiques, avec une 
fatigue maximale dans la quatrième céramique (numérotation de la figure 
1.3). Dans ce calcul, la résistance B la fatigue des céramiques a été 
supposée constante B travers l'empilement et dans toute les directions. 
Cette supposition est toutefois partiellement inexacte car la précontrainte 
statique qui augmente cette résistance a été trouvée non uniforme B travers 
l'empilement dans le calcul précédent. De plus, aucune précontrainte 
radiale n'est appliquée. 

II.3.2 Etude de la structure t e s t  T3 

a) Etude statique : transducteur sous pression hydrostatique 

Lorsque ce transducteur est immergé, la pression hydrostatique 
induit des contraintes statiques qu'il faut connaltre pour définir la 
profondeur maximale d'utilisation. Une pression uniforme a été appliquée 
sur la surface extérieure du maillage utilisé (figure II.67). Le champ de 
déplacement et les contraintes principales obtenus sont représentés aux 
figures II.68 et II.69. La contrainte maximale dans le plan de la 
modélisation est situke dans la coque. Il est intéressant de noter que, 
pour ce transducteur, l'immersion tend B augmenter la précontrainte 
appliquée sur la colonne de céramiques et permettrait ainsi une 
augmentation du niveau d'émission, contrairement au résultat classique 
observé pour les flextensionnels de type 112 1251. 

b) Etude dynamique 

Ce transducteur a été étudié dans l'air, dans une gamme de 
fréquences qui recouvre les 5 premiers modes de résonance de la structure 
[9, 34, 47, 206, 2071 (figure II.70) . La contrainte prépondérante 
(longitudinale ou perpendiculaire au plan de modélisation) et le critère de 
Von Mises ont été représentés pour chacun de ces modes (figure 11.71 B 
II.80). Pour le premier mode, qui correspond B la fréquence de 
fonctionnement du transducteur, la colonne de céramiques vibre en 
dilatation-compression. Dans la coque, un léger mouvement de flexion se 
superpose B un mouvement de membrane prépondérant. La contrainte 
longitudinale maximale est située sur la surface intérieure de la coque, 
près de l'embout. Une importante contrainte longitudinale décrolt du milieu 
de la colonne de céramiques jusqu'B l'extrémité. La fatigue maximale est 



loca l i sée  au milieu de l a  colonne de céramiques. La coque e s t  peu 
s o l l i c i t é e .  Pour ce  cas pa r t i cu l i e r ,  l a  l im i t e  mécanique de fonctionnement 
e s t  f ixée par l a  rés is tance A l a  fa t igue des céramiques piézoélectriques. 

contrainte maximale posi t ive  (2 .7  105 Pa) : + 
contrainte maximale négative (-1.2 104 Pa) : - 

Figure II. 65 Contrainte longitudinale (mode 3) 

.. 

Matériau 

Acier 

AU4G 

CU312 

Céramique X51 05 (1) 

Céramique X51 05 (2) 

L i m i t e  de fa t igue (MPa) 

240 

120 

240 

54 

34 

Les valeurs de l imi te  de fa t igue des céramiques sont 
augmentées de l a  précontrainte appliquée su r  l e  transducteur : 

(1) transducteur T2 
(2)  transducteur T3 

Tableau 11.2 Limites de fa t igue des matériaux 





structure au repos : ---,,,,,, 
structure déformée : 

Figure II. 68 Structure déformée à 1' équilibre 

traction 

(n'apparaît pas sur cette figure) 

compression : 
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Figure 11.69 Contraintes principales dans la structure 



Figure 11-70 Modes de résonance du transducteur T3 



con t ra in te  maximale pos i t ive  (1.1 105 Pa)  : + 

con t ra in te  maximale négative (-2.0 10' Pa) : - 

Figure X.71 Contrainte longitudinale (mode 1) 

valeur maximale du c r i t é r e  : + 
1 

+ 

Figure II.72 Cri tè re  de Von Mises (mode 1) 



contrainte 'maximale posi t ive  (8.2 10' Pa) : + 

contrainte maximaie negative (-3.5 103 Pa) : - 

k Figure 11.73 Contrainte perpendiculaire au plan de 
modélisation (mode 2)  



contrainte  maximale positive (2.8 lo4 Pa) : + 

contrainte  maximale négative (-5.8 10' Pa) : - 

Figure 11.75 Contrainte perpendiculaire au plan de 

modélisation (mode 3) 

c l  - valeur maximale du critére : + 

\ 1 

Figure II.76 Critère de Von Mises (mode 3) 



con t ra in te  maximale p o s i t i v e  (1.4 IO' Pa) : + 
con t ra in te  maximale négative (-2 .O 10' Pa) : - 

Figure Ii.77 Contrainte longi tudinale  (mode 4 )  

L , va leur  maximale du c r i t é r e  : + 

Figure II.78 Cr i t é re  de Von Mises (mode 4)  



contrainte maximale positive ( 4 . 6  103 Pa) : + 

contrainte maximale négative ( -2 .7  103 Pa) : - 

C + 

L H l \  

Figure 11.79 Contrainte perpendiculaire au plan de 
modélisation (mode 5) 

I valeur maximale du critére : + 

+ 
\ 

Figure II.80 Critère de Von Mises (mode 5) 



II.4 MESURE DES CONTRAINTES DANS DIFFERENTS TRANSDUCTEURS 

II.4.1 Principe de la mesure 

Un dispositif expérimental a été mis au point de maniére à vérifier 
la validité des résultats obtenus par le calcul éléments finis. La mesure 
utilise des jauges d'extensométrie, formées d'un fil conducteur trés fin 
collé sur un support. La variation de la résistance provoquée par la 
déformation est mesurée à l'aide d'un pont de Wheatstone. La connaissance 
du champ de déformation et des propriétés élastiques du matériau étudié 
permet alors de déterminer la contrainte. 

Le système de mesure présenté à la figure II.81 autorise l'étude des 
déformations statiques et dynamiques jusqu'à des fréquences de plusieurs 
dizaines de kilohertz. Pour le cas dynamique, le signal électrique, généré 
par un synthétiseur de fréquences (HF' 3330B) et amplifié (BK 2713), excite 
les céramiques piézoélectriques et conduit à la vibration de la structure. 
Le signal provenant de la jauge d'extensométrie est amplifié (Vishay 2120 
ou 2310) et filtré par un analyseur de réseau (HF' 3570) qui détecte 
amplitude et phase. La déformation est déterminée par une mesure 
comparative (avec et sans excitation de la jauge), de manière à tenir 
compte des effets capacitifs et des courants induits. Pour une mesure 
statique, les ponts de jauges sont équilibrés avant application de la force 
extérieure. Le systéme Vishay 2100 reléve alors directement le dés8quilibre 
du pont de Wheatstone et affiche la déformation. 

Le choix des jauges utilisées (série WK Vishay avec support en 
. époxy-phénolique renforcé de fibres de verre et trame en nickel-chrome) a 
été conduit par la recherche d'un bon comportement en fatigue et en 
température. Les compensations thermiques, nécessaires pour les mesures 
statiques, sont de différents types suivant les matériaux. La répartition 
des jauges sur la structure a été effectuée de manière à permettre la 
vérification de la symétrie axiale du champ de déformation, qui garantit la 
validité de la comparaison modélisation-mesure, et le relevé des 
déformations en des points caractéristiques de la structure (ventres et 
noeuds de vibration en analyse dynamique). L'ensemble des techniques 
relatives à ce type de mesures est détaillé dans 1' "Encyclopédie Vishay 
d' analyse des contraintes" [55]. 

II.4.2 Mesure sur la structure test T2 

a) Application d'une précontrainte 

Les jauges ont été collées sur le boulon (deux jauges collées 
longitudinalement au milieu du boulon) et sur chacune des céramiques (une 
jauge collée suivant la circonférence sur chaque céramique). La 
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précontrainte est appliquée B l'aide d'une clef, le transducteur étant 
serré dans un étau. La tension relevée aux bornes d'une capacité connue, 
montee en paralldle avec les cbramiques, permet la comparaison entre 
déformations relevées et résultats numériques, B l'aide du modèle 
analytique développé ci-aprés. 

Pour une céramique du tranducteur d'usinage, on considère que les 
contraintes Tl et T2 sont nulles et que le champ électrique est dirigé 
suivant l'axe Oxî (figure II.82). Dans ce cas, on peut écrire le système 
d'équations (annexe 3) : 

Dans le cas de la modélisation éléments finis, la colonne de céramiques est 
en circuit ouvert. La charge sur les électrodes est nulle, ce qui donne : 

D3 = O (II. 148) 

Le potentiel calculé s'exprime sous la forme : 

et la déformation par : 

Expérimentalement, il apparaît sur la capacité C montée en parallèle 
(figure XI.83) , une charge q telle que : 

Si la charge est positive, le vecteur D3 est orienté de la céramique vers 
l'électrode et vaut : 

Dg = - 'mes 

4 s 

où S est la surface de l'électrode. On peut alors calculer le potentiel et 
la déformation en fonction de T3 : 



Figure n.82 Conditions électriques appliquées sur la colonne 

de céramiques lors de la modélisation 

Figure 11.83 Conditions électriques appliquées sur la colonne 

de céramiques lors de la mesure 



d3 3 "mes 

E 3 = - -  T3 - 
'T3 4 s q3 

'mes = E3 

s o i t ,  en posant : 

les re la t ions  : 

En comparant l e s  équations (1I.150) e t  (II.157) d'une p a r t ,  (II.151) e t  
(lI.158) d ' au t re  p a r t ,  on peut e t a b l i r ,  pour une même contra inte  T3, l a  
correspondance en t r e  valeurs analytiques (mod) e t  expérimentales (mes) sous 
l a  forme : 

'mo d - -  C 
- l + -  

'me s C c é r  

en posant : 

De manière générale, on a C S Cc&,, ce qui donne : 

(II. 160) 

(II. 161) 

- = -  
"mes Cc e r 



Cette correspondance a été exploitée pour présenter les résultats 
théoriques (éléments finis) et expérimentaux sur le même graphique (figure 
II.84). 

Les valeurs mesurées des déformations augmentent moins rapidement 
que les valeurs calculées. Sur les céramiques, la variation des 
déformations est bien reproduite, malgré la dispersion des résultats. 
L'erreur constatée sur le boulon peut être attribuée à l'imprécision du 
calcul de la capacité de la colonne de céramiques, dont les faces ne sont 
pas métallisées. La dispersion des mesures peut provenir de différences 
d'orientation ou de collage des jauges ou d'un centrage imparfait des 
céramiques. Malgré les imprécisions de mesure, la concordance entre valeurs 
mesurées et valeurs calculées reste satisfaisante. 

b)  Etude dynamique 

Les déformations sur la surface du transducteur en fonctionnement 
ont été mesurées dans une large gamme de fréquence, mais le faible niveau 
de déformation ne permet pas d'atteindre des résultats quantitatifs hors 
des résonances. Les résultats de mesure ont donc été comparés au champ de 
déformation calculé pour les modes propres de la structure (figures II.85 à 

Ir.87). Les imperfections de collage ou d'orientation des jauges sont les 
principales causes d'erreurs. L'importance des courants induits (plusieurs 
centaines de fois supérieurs au signal de déformation) rend la mesure 
difficile pour les jauges collées sur les céramiques. 

II.4.3 Mesure sur la structure t e s t  T3 

Les mesures sur le transducteur Olive ont porté uniquement sur le 
cas dynamique car l'étude du transducteur sous pression hydrostatique 
necessite l'utilisation d'une cuve à eau et pose des problèmes d'isolation 
au niveau des jauges. Les déformations ont été mesurées le long de la coque 
jusqu' au cinquième mode propre de la structure (figures II. 88 A II. 92) . Pour 
le premier mode (figure II.88). les déformations de membrane et les 
déformations perpendiculaires au plan de modélisation, notées 
respectivement (a) et (b) sur les figures, conservent une valeur Zi peu prés 
constante le long de la coque. Pour les second, quatrième et cinquième 
modes, l'accord entre valeurs calculées et mesurées est satisfaisant. En 
particulier, pour le cinquième mode, la variation des déformations le long 
de la coque est correctement décrite (figure II.92). Pour le troisième mode 
(figure II.gO), les résultats expérimentaux sont nettement différents des 
valeurs calculées. Le décalage apparaissant le long de la coque pour la 
déformation perpendiculaire au plan de modélisation peut être attribué à 
l'erreur sur le calcul de la fréquence et B l'influence des modes 



adjacents. Des mesures de déplacement ii l ' a i d e  d'un accélérométre 
confirment l ' ex i s tence  de ce  décalage. 
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Figure II. 84 Deformation longitudinale l o r s  de 1 ' application 

de l a  précontrainte 

Figure 11.85 Déformation ii l a  surface du transducteur (mode 1) 1 
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Figure II.86 Déformation à l a  surface du transducteur (mode 2)  
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Figure II.90 Déformation A l a  surface de l a  coque (mode 3)  
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II.5 CONCLUSION 

2.0 

1.5 

O ' l . O I L ,  
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Le calcul des contraintes a été développé et testé pour l'ensemble 
des éléments élastiques, piézoélectriques, plaques et coques du code 
éléments finis ATILA. Le comportement mécanique de différents transducteurs 
piézoélectriques a été décrit. Le calcul de grandeurs caractéristiques du 
transducteur telles que précontrainte maximale, immersion maximale, 
excitation électrique maximale ou nombre de cycles a rupture devient 
possible Ci condition de comaftre précisement le comportement mécanique des 
matériaux utilisés. La validation de cette étude théorique a été effectuée 
par des mesures de déformations sur des structures réelles. Le logiciel 
développé a été appliqué avec succés à la description du comportement de 
transducteurs piézoélectriques divers [2O9], à l'étude de l'influence de la 
planéité des céramiques lors de l'application d'une précontrainte [2, 311 
et au calcul des déformations d'un accéléromètre à quartz [210]. Il est 
actuellement utilisé pour optimiser des transducteurs d'acoustique sous- 
marine tridimensionnels. 

Plusieurs extensions de ce travail peuvent Btre envisagées. La 
première consiste à exploiter une technique de calcul des contraintes aux 
points de Gauss d'intégration réduite avec un algorithme d'extrapolation 
des valeurs nodales présenté au paragraphe 12.2.1. Cette méthode permet de 
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décrire correctement la variation des contraintes dans certains problèmes 
plus délicats [179, 202-2053 . La seconde est l'extension du calcul des 
contraintes aux éléments composites existant dans le code ATILA. Ce travail 
suppose une analyse préalable du comportement mécanique des matériaux 
composites (limite de rupture, limite d'élasticité, fatigue) [lgO]. La 
troisieme est l'utilisation des contraintes calculées pour déterminer, dans 
un premier temps, l'erreur due la discrétisation éléments finis, puis, 
dans un second temps, le maillage optimal correspondant A une erreur donnée 
[197-2001 . La dernière consiste adapter les logiciels de post-traitement 
existant dans le code ATILA pour permettre l'édition d'un niveau maximal 
d'émission du transducteur limite par le comportement mécanique des 
matériaux. 



CHAPITRE lü 

MODELISATION DES PERTES DANS LES TRANSDUCTEURS 
PIEZOELECTRIQUES DE PUISSANCE 

Ce chapitre a pour objet la modélisation de transducteurs 
rayonnants compte tenu des dissipations d'énergie dans les matériaux. La 
première partie précise le principe retenu pour la prise en compte des 
pertes et décrit les nouvelles techniques de calcul qui ont dû &tre 
incorporées au code ATILA. Elle présente égatement te mode d'évatuation de 
la puissance dissipée. Dans une seconde partie, les résultats obtenus par 
éléments Qinis sont comparés aux valeurs Qournies par des modèles 
analytiques, pour des structures simples. Des mesures électriques et 
thermiques décrites dans une troisième partie permettent alors d'évaluer 
les constantes complexes d'une variété particulière de céramique. Engin, 
les caractéristiques des transducteurs tests Tl et T4 rayonnant dans l'eau 
sont déterminées et la concordance entre résultats théoriques et 
expérimentam est discutée. 



m.i FORMULATION THEORIQUE RETENUE POUR LA PRISE EN COMPTE DES PERTES DANS 
LE CODE ELENENTS FINIS ATILA 

Dans la version initiale du code ATILA, aucun élément de la 
bibliothèque ne permettait la prise en compte des pertes internes aux 
matériaux. Par ailleurs, la technique d'assemblage frontal exploitée, 
limitée à des maillages de petites tailles, était peu appropriée à la 
representation complexe habituelle des phénomènes de perte. Le 
développement d'éléments dissipatifs a donc été conduit parallèlement à la 
mise au point d'un algorithme de résolution utilisant une technique de 
stockage particuliere, appelée stockage par colonnes actives par blocs. Ces 
travaux sont exposés dans cette partie. 

l U . l . l  Elbments &lastiques et pi4zoélectriques dissipatifs 

La description des dissipations d'énergie d'origine mécanique, 
piézoélectrique ou diélectrique ii l'aide de constantes complexes a été 
présentée au paragraphe 1.3. Ainsi, pour un matériau élastique isotrope, on 
considère que : 

où E est le module d'Young. De même, pour un matériau piézoélectrique : 

où [sE], [dl et représentent respectivement le tenseur des constantes 
élastiques à champ électrique constant, le tenseur des constantes 
piézoélectriques et le tenseur des constantes diélectriques B contrainte 
constante. Les parties imaginaires de ces constantes ne sont généralement 
pas connues pour les céramiques utilisées dans les transducteurs que nous 
avons étudiés. Leur détermination a donc fait l'objet d'une procédure 
expérimentale spécifique, qui est décrite dans le paragraphe lU.3. 

Dans le cas de l'analyse harmonique d'une structure élastique non 
dissipative, le système d'équations à résoudre est donné par l'équation 
(11.29). Si l'on tient compte des pertes internes des matériaux, les modules 
d'élasticité ou de rigidité deviennent complexes et la matrice de rigidité 
mécanique [KU,] peut s'écrire : 



avec : 

où [D"]  e s t  l a  p a r t i e  imaginaire de l a  matrice [ D l  donnée, suivant l e s  cas,  

par les équations (II. 56) , (JI. 57) , (II. 60) ou (II. 62) . L e  système d'  équations 
à résoudre devient : 

Cette équation montre clairement que l e s  valeurs nodales du champ de 
déplacement son t  complexes, même si  l a  force appliqu6e s u r  l a  s t ruc ture  
e s t  r ée l l e .  

S i  1 ' on effectue 1 ' analyse harmonique d'une s t ructure  
piézoélectrique, l e  système d'équations B résoudre se déduit  de (II.37),  
e t  s e  m e t  sous l a  forme : 

Dans c e t t e  équation, l e s  degrés du potent ie l  é lect r ique non r e l i é s  B une 
électrode n'ont pas é t é  condensés. S i  l e  matériau e s t  d i s s i p a t i f ,  l a  
matrice [Ku,] est donnée par l 'kquation (Iü.5) e t  l e s  au t res  matrices 
peuvent s e  décomposer a in s i  : 

[%QI = [%QI + j [$QI (III. 10) 

en posant : 

(m. 11) 

(m. 12) 

(m. 13) 

où [cE "1 , [e"] et  [ E ~  "1 sont les par t ies  imaginaires des tenseurs 



élastique, piézoélectrique et diélectrique définis en annexe 3, [Be] et 
[B)] dépendent de l'élément fini considéré et sont détaillees en annexe 4. 
Les constantes physiques complexes utilisées dans les intégrales 
s'écrivent : 

(Ili. 14) 

(Ili. 15) 

(Ili. 16) 

Le calcul des matrices élémentaires de rigidité et de masse peut 
s 'effectuer en utilisant une intégration de Gauss [179, 1803. Ainsi, pour 
un élément élastique isotrope B symétrie axiale, le calcul des matrices : 

qui apparaissent dans les équations (lI.25) , (II.26) et (lU.6) s'effectue B 
chaque point d'intégration (7 pour un triangle, 16 pour un quadrilatère). 
Ce calcul peut être accéléré en utilisant soit une intégration analytique 
de la matrice de masse dans le cas d'un triangle ou d'un rectangle (côtés 
droits), soit une intégration numérique de la matrice de rigidité, tenant 
compte de l'existence de zéros dans la matrice [Be] et de la symétrie de la 
matrice [Dl. L'intégration analytique de la matrice de masse dans le cas du 
rectangle et du triangle a été effectuée B l'aide du logiciel de calcul 
symbolique REDUCE [211] , qui autorise la manipulation d'expressions 
analytiques. L'intégration numérique accélérée de la matrice de rigidité 
pour un élément B symétrie axiale peut être résumée en utilisant les 
notations suivantes : 

(Ili. 20) 

[DI = 
B A  O B 

A-B 
00- 

2 
O 



où a est l'angle entre l'axe des x global et l'axe des x local de 
1' élément. La matrice [BelT [D][Be ] peut alors s' écrire : 

Dans un premier temps, les matrices du type gT sont évaluées. Ensuite, les 
différents blocs de l'expression (n.24) sont calculés B partir des matrices 
précédentes. La matrice finale est symétrique. Elle est calculée et stockée 
sous forme triangulaire supérieure. Ce type de calcul est d'autant plus 
intéressant que la matrice [Be] est creuse ou qu'elle comporte un grand 
nombre de termes égaux (cas des éléments tridimensionnels). Pour des 
éléments piézoélectriques, le calcul des matrices élastique, 
piézoélectrique et diélectrique est similaire, bien que la symétrie des 
tenseurs soit moins importante. 

AÇ~T+B(XF+~T+Ç;T)+ (~)YXT -- - 

+ 25~ 1x2~) + r$) XYT -- A (ET +CF) +B @ +ET) + ("$1 E X ~  

llI.1.2 Le stockage par colonnes actives par blocs 

(m. 24) 

L'assemblage est l'opération qui consiste à fabriquer les matrices 
de rigidité et de masse globales à partir de l'ensemble des matrices de 
rigidité et de masse élémentaires. Chaque élément est "assemblé" dès que 
ses matrices élémentaires sont calculées, comme décrit à la figure llI.1. Un 
exemple simple de la technique d'assemblage est schématisé à la figure lli.2. 
Pour chaque élément à quatre noeuds, la matrice élémentaire contient des 
coefficients symbolisés par l'un des symboles 0 ,  *, + ou x, qui sont 
reproduits dans la matrice globale dans la position où ils sont stockés. 
Quand plusieurs symboles sont présents dans une même case, la somme des 
différents termes est effectuée lors de l'assemblage. Si l'ordre des degrés 
de liberté est bien choisi, la matrice globale présente deux 
caractéristiques intéressantes sur le pian numérique [6] : 

- les termes concernant un degré de liberté peuvent être tous 
assemblés avant la fin de l'assemblage global (l'assemblage lié 
au noeud 1 est terminé à la fin de l'assemblage de l'élément el), 

- la largeur de bande W peut étre notablement inférieure B l'ordre 
N de la matrice. 

Pour exploiter la première de ces caractéristiques, une technique dite 
d'assemblage frontal peut être couplée B une élimination par substitution 
en analyse statique ou une à réduction de Guyan en analyse modale ou 
harmonique [179, 1801. Elle permet ainsi d'éliminer les degrés de liberté 
en cours d'assemblage et d'obtenir un syst&me d'équations d'ordre inférieur 
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au nombre total de degrés de liberté dans la structure. Cette technique, 
utilisée initialement dans le code ATILA, présente l'inconvénient d'être 
mal adaptée à la manipulation de termes complexes ainsi qu'à des maillages 
atteignant ou dépassant plusieurs milliers de degrés de liberté (temps 
d'assemblage prohibitif, perte de précision). Pour exploiter la seconde 
caractéristique, les matrices assemblées peuvent être stockées par colonnes 
actives. Cette méthode consiste à ne conserver, colonne par colonne, que 
les coefficients placés au dessus de la diagonale supérieure et à 
l'intérieur d'une bande de coefficients non nuls [180] (figure lU.3). Son 
application à de très gros systèmes rend nécessaire le stockage des 
coefficients par blocs sur des fichiers A accès direct [212]. Si l'on 
considère un système d'équations de la forme : 

où [KI est une matrice de rigidité symétrique, le vecteur des 
déplacements inconnus et le vecteur des forces appliquées, la résolution 
consiste, dans un premier temps, à factoriser la matrice de rigidité sous 
la forme : 

où [Dl est une matrice diagonale, et : 

(III. 26) 

7 - 
X X 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 X  

X X 0 X 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 X  
X X X 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

X X X 0 0 0 0 X 0 0 0 0 0  
X X X O O O X ~ O O O O  

X X ~ O O O ~ O O O O  

X X ~ O O O ~ ~ O O  
X X O O O O ~ O O  

X ~ O O O O O O  

x x o o x o o  
x x o o o o  

x x o o o  
x x o o  

x x O 
x x 

X - d 

- 
3 

2 5 8  
58 

4 711 
57 

6 10 14 
56 

31 55 
9 13 17 30 
12 16 

54 
29 53 

15 19 28 52 
18 21 27 51 

20 23 26 
22 25 

50 
40 49 

24 33 39 48 
32 35 38 47 

34 37 46 
36 42 45 

41 44 
L 43 

Matrice de r i e d i t e  originale stockage de l a  matrice precédente par  colonnes actives. 

(0  : teme nul ,  x : terme non nu l ) .  

Figure III.3 Principe de stockage par colonnes actives 



Pour une matrice stockée par colo~es actives, cette factorisation 
s'effectue par colonnes, A l'aide de l'algorithme de la figure m.4. Après 
factorisation, la solution peut être obtenue à partir du chargement F .  
Cet algorithme, implanté récemment dans le. code ATILA [213], a été modifié 
pour résoudre l'analyse harmonique dans l'air ou dans l'eau d'une structure 
piézoélectrique avec prise en compte des pertes. 

Factorisation 

dl1 = kll 

j = 2, ... , n 
- 

gmj. j - kmj.j Substitutions arrières 

i = mj+l, ... , j-1 

1 
i = 2, ... , n 

i-1 

gij = kij 
- 

1.i grj 1 i-1 
r = mm U, = Fi - lri Ur 

gi j 
r = mi 

= - 
dii 

j -1 

djj = kjj - lrj grj - r = mj 

Figure m.4 Algorithme de factorisation et de résolution pour 

une matrice symétrique stockée par colonnes actives 

llI.l.3 Analyse harmonique à vide d'une structure mikanique ou 
pii5zoi5lectrique 

L'analyse harmonique d'une structure piézoélectrique nécessite la 
résolution du système d'équations (llI.8). Ce système peut être réécrit en 
isolant le potentiel appliqué, choisi comme référence de phase, et en 
tenant compte du fait que les forces appliquées et les charges électriques 
associées aux potentiels internes sont nulles. Alors : 



(m. 28) 

où (@, est le potentiel appliqué et 1 le courant entrant dans la structure 
piézoélectrique. Une partie de l'équation (lli.28) peut être transformée en 
isolant les termes connus dans le second membre de l'équation : 

Pour ne pas modifier la taille des tableaux traités, le système à résoudre 
est alors écrit : 

Ce système d'équations linéaires a exactement la même taille que la matrice 
de départ et comporte un degr6 de liberté imposé. Sa résolution, à l'aide 
de l'algorithme par colonnes actives exposé précédemment, permet la 
détermination des déplacements et potentiels électriques nodaux. 
L'impédance électrique de la structure peut ensuite se calculer à l'aide de 
la relation : 

Le principe de calcul reste inchange quand les matériaux sont sans pertes, 
c'est à dire que toutes les grandeurs traitées sont réelles. 

III.1.4 Analyse harmonique dans l'eau d'une structure mécanique ou 

piCzoClectrique 

Le système d'équations qui décrit ce type d'analyse se déduit 
directement de l'équation ( 2 )  Dans le cas d'un stockage par colonnes 
actives, la condensation des degrés de libertés associés aux potentiels 



électriques internes n'est pas effectuée et le degré d'excitation 
électrique peut être isolé : 

Comme précédemment, les termes connus peuvent être reportés dans le vecteur 
chargement et le degré d'excitation électrique peut être considéré comme un 
degré de liberté impose : 

L'impédance blectrique de la structure est donnée par l'équation (IU.31). La 
matrice intervenant dans le systéme linéaire B résoudre n'est plus 
symétrique mais le profil des matrices triangulaires supérieures et 
inférieures est identique. Les parties supérieures et inférieures de la 
matrice sont donc stockées séparément par colonnes actives et par blocs sur 
des fichiers B accbs direct de structures identiques. Dans ce cas, la 
résolution du système (lü.25) , où [ K I  est une matrice non symétrique, 
nécessite la décomposition cette matrice sous la forme [182] : 

où [ D l  est une matrice diagonale, [LI est donnée par (liI.27) et [W] est une 
matrice triangulaire supérieure donnée par : 

Après factorisation, le vecteur ! peut être obtenu partir du chargement 



F. L'algorithme de résolution d'un système linéaire non symétrique stocké 
par colonnes actives est rappelé B la figure m.5. 

Factorisation Substitutions arrières 

j = 2, ... , n U, = F, 

i = mj, ... , j-1 

C 
= 2, ... , n 

i-1 i-1 

U, = Fi - 
r = mm j = l  

i-1 Un un = - 
kij = kij - kn n 

r = mm 
i = n-1, ... , 1 

kj i kji = - n 
ki i 

j = i+l 
j-1 

kjj = kjj - r = mj 

1 
Figure m.5 Algorithme de factorisation et de résolution pour une 

matrice non symétrique stockée par colonnes actives 

lU.l.5 Calcul de la puissance dissipee 

L'expression de la densite de puissance dissip6e dans un matériau 
piézoélectrique est donnée par l'équation (1.41). Dans un élément fini, les 
différentes grandeurs physiques intervenant dans (1.41) s ' expriment en 
fonction des degr6s de liberté (déplacements et potentiel électrique) et 
des fonctions d'interpolation de l'élément (annexe 4). Pour l'élément e : 



En supposant alors les différents tenseurs complexes, l'expression finale 
de la puissance dissipée dans cet élément est obtenue en reportant les 
équations (m.36) a (IU.39) dans l'équation (1.43) : 

+ f [sr"] 9, + 2: [sr"] b ) 

où lJr et lJi sont des vecteurs constitués des parties réelle ou imaginaire 
des valeurs nodales du champ de déplacement, lo, et G)i sont des vecteurs 
constitués des parties réelle ou imaginaire des valeurs nodales du 
potentiel électrique, et [K:,"] , [ u " ]  et [K,&,'') sont les intégrales 

élémentaires données aux équations (IU.11) ti (N.13). La première ligne de 
l'équation (m.40) correspond aux pertes d'origine mécanique, la seconde aux 
pertes d'origine piézoélectrique et la troisième aux pertes d'origine 
diélectrique. Pour un élement élastique isotrope, l'expression de la 
puissance dissipée se réduit : 

(m. 41) 

où [K:~" ] est donné par l'équation (III. 6) . 

N.2 VALIDATION DES ELEMENTS ET DES ALGORITHMES DEVELOPPES 

Cette partie présente l'analyse harmonique dans l'air et dans l'eau 
de quelques structures simples. Ces résultats sont une partie des tests 
effectués systématiquement pour valider l'ensemble des éléments dissipatifs 
et des algorithmes de résolution développés [214]. 

II.2.1 Analyse harmonique à vide 

a) Cylindre métallique excité à une extrémité 

Le cylindre métallique choisi a des dimensions tranversales 
suffisamment faibles pour que l'on puisse considérer que seule la 
contrainte longitudinale T3 est non nulle (figure IU.6). Bloqué 
longitudinalement en x3 = O, il est sollicité l'autre extrémitk par une 
force harmonique F uniformément répartie. L'équation du mouvement dans le 
cylindre est donnée par : 



avec : 

On peut donc écrire, en kliminant la dépendance temporelle en ejwt : 

u3(x3) = A cos kx3 + B sin kx3 (m. 44) 

En x3 = O, le déplacement est nul, ce qui implique : 

A = O 

F 
T3 = ç =  E B k cos kt 

soit : 

A. 

B = 
S E k cos kt 

ce qui conduit B : 

!? 
sin kx3 

S E k cos kZ 

Cette solution reste valable quand les dissipations d'énergie sont prises 
en compte, c'est B dire quand E est complexe. Dans ce cas, il est possible 
de déterminer la puissance dissipée Pd A partir de l'impédance mécanique 
z m  : 

F Z m = - = -  k E S  
V( 2) j CO tan kt 

La modélisation du cylindre utilise des éléments quadrilatères ou 
triangulaires dissipatifs 21 symétrie axiale (figure m.7). L'analyse 
harmonique de la structure conduit B résoudre le système d'équations (m. 7) . 
Dans la gamme 1-10 kHz, qui contient la première fréquence de résonance du 
cylindre, le déplacement de l'extrémité du cylindre a été comparé au 
résultat analytique, B la fois dans le cas sans pertes (figures m.8) et 



avec pertes (figures IU.9 et D.10). La puissance dissipée est représentée B 
la figure IU.11. L'ensemble de ces résultats montre un excellent accord 
entre résultats analytiques et numériques. 
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Figure III.9 Cylindre avec pertes.  Variation avec l a  fréquence de l a  
p a r t i e  r é e l l e  du déplacement ax ia l  de l ' ex t rémi té  
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Figure m.11 Cylindre avec pertes. Variation avec la fréquence de la 

puissance dissipée 



b) Barreau piézoélectrique polarisé perpendiculairement a sa 

longueur 

Cette s t r u c t u r e  a été d é c r i t e  au paragraphe II.2.2. A p a r t i r  des 
équations cons t i tu t ives  (équation (II.l lO)) e t  de l ' express ion  de l a  
c o n t r a i n t e  Tl (équation (II.119)). l ' e x c i t a t i o n  é l e c t r i q u e  s ' é c r i t  : 

avec : 

En in tégran t  Dg s u r  l a  su r face  de l ' é l e c t r o d e ,  on o b t i e n t  l a  charge 
é l e c t r i q u e  portée pa r  l a  s t r u c t u r e  : 

1 - -  - - tan  k t  

j 0 w"["[ l- s: l kz - l ) + ~ ; 3 ]  

q u i  permet de c a l c u l e r  l ' admit tance  : 

j O Z w  t an  kZ 
Y = 

7 kt 

où k j l  est donné par  l ' é q u a t i o n  (II.112) . L a  modélisation u t i l i s e  le  
mail lage ~6 d é f i n i  au paragraphe II.2.2. L'étude a é t é  e f fec tuée  pour 
d i f f é r e n t s  barreaux de céramique, dans l a  gamme de fréquence 3-12 kHz qu i  
c o n t i e n t  l e  premier mode de résonance de l a  s t r u c t u r e .  Les céramiques 
notées  MAT1, MAT2 e t  MAT3 s o n t  f i c t i v e s  e t  dér ivées  de l a  céramique X51-05 
(Pons Alcate l )  en remplaçant : 

. s71 par  - 0 . 1  j s71 pour l a  céramique MATl, l e s  a u t r e s  
cons tantes  é t a n t  inchangées, 

. dji pa r  d - 0 .  j d l  pour l a  céramique MAT2, les a u t r e s  
3 ? constantes  physiques e t a n t  inchangées, 

E T 3  pa r  E T 3  - 0.1 j E T 3  pour l a  ceramique MAT3. les a u t r e s  
cons tantes  physiques é t a n t  inchangées. 

L 'évolut ion de l ' admit tance  est reprodui te  parfai tement autour de l a  
première résonance pour chaque matériau ( f i g u r e s  lU.12 A lU.17). 
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Figure E.12 Céramique MAT1. Variation avec l a  fréquence de la  
partie réelle de l'admittance 
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Figure N.13 Céramique MAT1. Variation avec l a  fréquence de l a  
partie imaginaire de l'admittance 



Figure m.14 Céramique MATZ. Variation avec la fréquence de la 
partie &elle de l'admittance 
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Figure U.16 C6ramique MAT3. Variation avec l a  frequence de l a  1 
partie rée l l e  de ltadmfttance 1 
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Figure U.17 Céramique MAT3. Variation avec l a  fréquence de l a  
partie imaginaire de ltadmittance 



c) Transducteur simple ci symétrie axiale 

C e  t ransducteur est  une s t r u c t u r e  de test s impl i f i ée ,  d é c r i t e  à l a  
f i g u r e  Iii.18. Ses dimensions t ransversa les  é t a n t  négligeables par  rapport  à 

sa longueur, s e u l e s  les composantes longi tudinales  de l a  con t ra in te  e t  de 

l ' e x c i t a t i o n  é l e c t r i q u e  s o n t  non nu l l e s .  L'équation de Poisson : 

implique a l o r s  que D3 s o i t  constant  l e  long de l a  céramique. Les équations 
q u i  décrivent  l e  problème dans l a  p a r t i e  p iézoélec t r ique  son t  (annexe 3 )  : 

e t  l ' équa t ion  du mouvement : 

Géométrie : r = 1 mm, r '  = 2.5 mm, 2 = 5 cm, 2'  = 5 cm 
Matériaux - métal : E = 0.714 1011 Pa, v = 0.344, p = 2780. kg/m3 

- céramique : MAT4, MAT5 ou MAT6 

I 
-- 

l 
I 

plan de symétrie  céramique contremasse métal l ique 
I I / 

3 A 

1 Figure lU.18 Transducteur à symétrie  a x i a l e  

su r face  S I é lec t rodes  surface  s' 

I 

I 

r' 

- L x 3  * 



On en déduit, en omettant la dépendance temporelle en ej : 

u3(x3) = A sin kx3 + B cos kx3 (a.58) 

Les conditions aux limites sur la céramique permettent d'écrire : 

u3 (0) = O P .  59 

ce qui implique : 

et, enx3 = 2 : 

F( 2) - -  
V( 2) 

- Z,(Z) = j p' C' S' tank't' (m. 61) 

où Z,(t) est l'impédance mécanique ramenée par la contremasse métallique. 
Il est possible alors d'exprimer F(2) et V(2) sous la forme : 

V(2) = - j w A sin kZ (m. 62) 

S 
F(2) = - ( k A cos kZ - gj3 D3) 

s: 3 

(m. 64) 

ce qui donne, en reportant les équations (m.62) et (m.64) dans l'équatioi 
(m.61) : 

g33 
D3 

A = s3 3 

1 
= oc D~ (n.65) 

k S cos kt - p' C' S' tan k' 2' w sin kZ 

On obtient finalement l'expression du déplacement dans la céramique sous la 
forme : 

u3 (x3 ) = a Dg sin kx3 (m. 66) 

Pour pouvoir déterminer l'impédance électrique présentée par la structure 
et la puissance dissipée, on exprime le champ électrique, à partir des 
équations (m.56) et (lII.66). sous la forme : 



E3 = - g33 CL D3 cos k + [q3  + -il 0, (III. 67) 
s3 3 s3 3 

L e  po ten t i e l  Q de l ' é l e c t r o d e  c e n t r a l e ,  d é f i n i  en supposant l e s  
contremasses au p o t e n t i e l  zéro,  s ' é c r i t  donc : 

c p =  - g33 CL D3 s i n  kt 
k 

s'= 3 

Or, l e  courant e n t r a n t  dans l a  s t r u c t u r e  est donné par  : 

L'impBdance é l e c t r i q u e  est donc : 

1 g33 CL s i n  kt 
j w S  

(m. 70) 
s3 3 

S i  l e s  grandeurs s gj3 OU (3;) son t  complexes, l e  r é s u l t a t  r e s t e  va lable  
et  l a  puissance d i s s i p é e  dans toute  l a  s t r u c t u r e ,  peut s ' é c r i r e  : 

C e  t ransducteur a été modélisé ( f i g u r e  III.19) en u t i l i s a n t  d i f f é r e n t e s  
céramiques f i c t i v e s  dér ivées  de l a  céramique X51-05 e t  obtenues en 
remplaçant : 

. sg3 par  sjj- 0.1 j sj3 pour l a  céramique notée MAT4, les a u t r e s  
constantes physiques étant inchangées, 

. g p a r  g3!- 0.1 j g3) pour l a  céramique notée MAT5, l e s  a u t r e s  
constantes physiques etant inchangées, 

. par  PT ? +  0.1 j f3T3 pour l a  céramique notée  MAT^, les au t res  
constantes physiques e t a n t  inchangées. 

L 'évolut ion de l ' admit tance  du transducteur autour de l a  première fréquence 
de résonance e s t  représentée  aux f igures  U.20 & U.25. Les r é s u l t a t s  obtenus 

par  éléments f i n i s  reproduisent  les r é s u l t a t s  analyt iques avec un décalage 
de quelques d iza ines  de Hz, négligeable devant l a  valeur de l a  fréquence de 
résonance (environ 11 kHz). Les v a r i a t i o n s  de l ' admit tance  autour de l a  
résonance (va leur  maximale, l a rgeur  de bande) son t  parfai tement d é c r i t e s .  
Le déplacement a x i a l  de l ' i n t e r f a c e  céramique-métal, quand une tens ion d 'un 

v o l t  est appliquée à l ' e n t r é e  du t ransducteur ,  est repor t6  aux tableaux D.1 



à D.3  pour chacun des  matériaux. Les fréquences retenues correspondent, 
pour l e  déplacement considért5, A un maximum de l a  p a r t i e  imaginaire de 

l ' admit tance ,  à un maximum de l a  p a r t i e  r é e l l e  de l ' admit tance  ou à un 
minimum de l a  p a r t i e  imaginaire de l ' admit tance .  La puissance d i s s ipée  e s t  
ca lcu lée  avec une tr&s bonne p réc i s ion  pour chaque matériau ( f i g u r e s  III.26 à 

E.28). 
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Figure lU.19 Maillage Ml5 
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Figure m.20 Céramique MAT4. Variat ion avec l a  fréquence de l a  
p a r t i e  réelle de l 'admit tance 



Figure m.21 Céramique MAT4. Variation avec la fréquence de la 
partie imaginaire de l'admittance 

Figure m.22 Céramique MATS. Variation avec la frequence de la 
partie réelle de l'admittance 
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Figure IU.23 Céramique MAT5. Variation avec l a  fréquence de l a  
partie imaginaire de l'admittance 
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Figure Iü.24 Céramique  MAT^. Variation avec l a  fréquence de l a  
partie réelle de l'admittance 





( 8 )  

fréquence (Hz) 

u, (ml 

u, (m) 

(b) 
fréquence (Hz) 

u, (m) 

u, (m) 

(cl 
fréquence (Hz) 

u, (a) 

u, (m) 

( a) 
fréquence (Hz) 

ur (m) 

u, (ml 

(b) 
fréquence (Hz) 

Ur (ml 

u, (ml 

(cl 
fréquence (Hz) 

U, (m) 

u, (ml 

Tableau III.2 Cdramique MAT5. Ddplacement de l ' i n t e r f a c e  céramique- 
métal pour les fréquences correspondant à un : 

(a) maximum de l a  p a r t i e  imaginaire de l ' admit tance  
( b )  maximum de l a  p a r t i e  r é e l l e  de l ' admit tance  

(c)  minimum de l a  p a r t i e  imaginaire de l ' admit tance  

Analytique 

10750. 

1.555 IO-' 

-1.595 IO-' 

11080. 

-3.534 10-'O 

-3.22010-a 

11420. 

-1.666 IO-' 

-1.584 10-~ 

éléments finis 

10800. 

1.560 1 0 - ~  

-1.593 1 0 - ~  

11130. 

-8.064 1.0-l0 

-3.23210~~ 

11480. 

-1.673 IO-' 

-1.607 1 0 - ~  

Tableau a.3 Céramique MAT6. Déplacement de l ' i n t e r f a c e  céramique- 
métal pour les fréquences correspondant à un : 

(a) maximum de l a  p a r t i e  imaginaire de l ' admit tance  
( b )  maximum de l a  p a r t i e  réelle de l ' admit tance  
( c )  minimum de l a  p a r t i e  imaginaire de l ' admit tance  

Analytique 

10930. 

2.999 1 0 - ~  

-3.142 IO-' 

11100. 

-3.197 10-9 

-6.423 IO-' 

11250. 

-3.432 IO-' 

-3.147 10-8 

éléments finis 

10980. 

3.016 10-~ 

-3.219 IO-' 

11140. 

-1.952 10-9 

-6.461 IO-' 

11290. 

-3.452 10-~ 

-3.257 10-8 



Figure IU.26 Céramique  MAT^. Variation avec la fréquence de la 
puissance dissipée 
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Figure U.27 Céramique MAT5. Variation avec la fréquence de la 
puissance dissipée 



Figure U.28 Céramique MAT6. Variat ion avec l a  fréquence de l a  

puissance d i s s i p é e  

Iii.2.2 Analyse harmonique dans l ' e a u  

a) Céramique rayonnant dans un tube 

Cette s t r u c t u r e  test est cons t i tuée  d'une plaque de céramique 
encas t rée  la téra lement ,  l i b r e  en face  a r r i è r e  e t  surmontée en face avant 
d 'une colonne d'eau i n f i n i e  ( f i g u r e  D.29) [6]  . Cette plaque, exci tée  
électr iquement,  rayonne une onde plane dans l e  f l u i d e .  En notant  ps e t  p, 
les masses volumiques du s o l i d e  e t  du f l u i d e ,  CS e t  Cf les v i t e s s e s  de 
propagation dans l e  s o l i d e  e t  l e  f l u i d e ,  u (x )  l e  champ de déplacement dans 
l e  s o l i d e  e t  p ( x )  l e  champ de press ion  dans l e  f l u i d e ,  on o b t i e n t  [215] : 

avec, en x = L : 

pl (L) = - cc ( u X, s i n  kL - Y, cos kL ) Qo 

p2(L) = - cc ( X, cos kL + v Y, sin kL ) 



h33 ( COS kL - 1 ) 
CL = 

o A ( cos2 kL + v 2  s i n 2  kL ) 

A é t a n t  l a  surface  de l a  plaque, X, e t  Y, les p a r t i e s  réelle e t  imaginaire 
de l 'admit tance é lec t r ique .  L'impédance é l e c t r i q u e  de l a  s t r u c t u r e  vaut : 

1 kt 2 v ( 1 - cos kL ) - j s i n  kL 
z = 

j Co 1 - j ~  cos  kL + j s i n  kL 1 (N.78) 

avec : 

/ / / / / / / / / / /  / /  - 
céramique 

----A 

f l u i d e  

3 I 
A - - - - - - -  -- - - - -  - - - - -_  

I 
axe de I I 

I I 
symétrie I I 

I I 
I I 

1 

O L 
C 

X 

Géométrie : L = 10 cm, A = 78.5 cm2 
Matériau : céramique de type X51 05 

f l u i d e  pf = 1000 kg/m3, Cf = 1490 m / s  

F igure  Ili.29 Céramique rayonnant dans un tube 



Les maillages utilisés sont tridimensionnels (figure IlI.30). Ils comportent 
soit des éléments hexaédriques et quadrilatères, soit des Aléments 
prismatiques et triangulaires. La longueur des éléments fluides dans la 
direction de propagation est inférieure au quart de la longueur d'onde de 
manière à garantir la précision des résultats [6]. Le matériau est supposé 
sans pertes. L'impédance calculée pour chacun des maillages correspond 
exactement au modéle analytique autour de la première résonance (figures 
IlI.31 et lI.32). 

Maillage Ml6 

Maillage Ml7 

Figure IlI.30 Maillages Ml6 et Ml7 



Figure iiI.31 Céramique rayonnant dans un tube. Var ia t ion  avec 
l a  fréquence de l a  p a r t i e  r é e l l e  de l 'impédance 

l 

Figure D.32 Céramique rayonnant dans un tube. Variat ion avec l a  
fréquence de l a  p a r t i e  imaginaire de l 'impédance . 



b) Sphére piézoétectrique putsante rayonnant dans t'eau 

L'étude d'une sphère piézoélectrique mince en vibration à vide 
(figure m. 33) peut être développée analytiquement [IO, 493. Le circuit 
électrique équivalent est représenté $ la figure m.34. En posant : 

l'admittance Y de la sphère s'écrit : 

(m. 81) 

(m. 82) 

Si la sphère est immergée, l'impédance apportée par le fluide environnant 
vaut [216] : 

Dans ce cas, l'admittance de la sphère piézoélectrique est alors donnée 
par : 

Y = joc, + 
N2 

zm + Z r  

Le calcul par éléments finis a ét6 effectué en utilisant une modélisation 
bidimensionnelle à symétrie axiale (figure m.35) ou une modélisation 
tridimensionnelle (figure m.36). Le matériau est supposé sans pertes. 
L'admittance calculée reproduit avec précision l'évolution donnée par le 
modèle analytique (figures m.37 et m.38). 

Géométrie : a = 9 cm, T = 1 cm 
Matériau : céramique de type ~ 7 6 2  

(Quartz et silice) 

Figure m.33 Schéma descriptif de la sphère pulsante 
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N 

Figure III.34 Schéma électrique équivalent à une sphère pulsante 
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Figure III.35 Maillage ~ 1 8  



Figure m.36 Maillage Ml9 
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Figure IU.37 Sphère pulsante. Variation avec l a  fréquence de l a  
p a r t i e  r é e l l e  de l'imp6dance 
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Figure IU.38 Sphère pulsante. Variation avec la fréquence de la 
partie imaginaire de l'impédance 

La prise en compte des pertes intrinséques aux matériaux dans la 
modélisation des transducteurs piézoélectriques est possible si les 
constantes physiques intervenant dans les équations (IU.2) à (IU.4) sont 
connues, en particulier sous précontrainte, A fort niveau d'excitation et 
dans la gamme de frequence ad'hoc. La détermination expérimentale complète 
des différents tenseurs fait intervenir une procédure longue et fastidieuse 
[go, 98, 991 , qui ne satisfait pas, en outre, aux conditions posées. Une 
technique de mesure simplifiée a été mise en place de manière B évaluer les 
termes indispensables pour la céramique utilisée dans les transducteurs 
étudiés à la section IU.4 

llI.3.1 Principe de la mesure 

Les céramiques étudiées sont de type X51-05, fabriquées par la 
société Pons, dont la caractérisation a déjA été conduite, en négligeant 
les pertes, par P. TIERCE [8]. Dans le travail que décrit cette section, le 



tenseur piézoélectrique (équation (III.3)) a été supposé réel, compte tenu de 
la difficulté B interpréter physiquement les pertes qui lui sont associées. 
On a considéré en outre que tous les termes du tenseur diélectrique 
(équation (IU.4)) ont le même angle de perte, angle fourni directement par 
une étude détaillée antérieure de la céramique X51-05 & fort niveau [106]. 
On a considéré également que les termes du tenseur élastique ont même angle 
de perte. Le dispositif expérimental proposé vise donc A déterminer 
uniquement ce dernier angle. Pour ce faire, différents transducteurs 
sandwichs sont excités 2i leur fréquence de résonance fondamentale, les 
pertes d'origine mécanique étant alors prépondérantes. La quantité de 
chaleur qu'ils dissipent est mesurée et, parallèlement, calculée à l'aide 
du code ATILA pour différentes valeurs de l'angle. La comparaison de ces 
deux résultats permet ainsi de déterminer l'angle recherché. Une 
vérification est finalement possible, en comparant les déplacements 
calculés par éléments finis et mesurés sur les structures réelles. 

Plusieurs méthodes ont été envisagees pour mesurer la puissance 
dissipée dans le transducteur. Une première technique consiste B monter le 
transducteur dans une enceinte adiabatique. Après interruption de 
l'excitation, l'ensemble transducteur-enceinte atteint un équilibre 
thermique. La mesure de la température d'équilibre et la connaissance 
préalable des capacités calorifiques du transducteur et de l'enceinte 
permettent de déterminer la quantité de chaleur dissipée. Cette solution a 
été abandonnée car il est apparu que la constante de temps thermique de 
l'enceinte est du même ordre de grandeur que la durée nécessaire pour 
atteindre l'équilibre thermique. La seconde méthode utilise une mesure de 
l'évolution de la température A la surface du transducteur durant 
l'excitation. Parallèlement, une modélisation de l'échauffement de la 
structure est effectuée par éléments finis [îl7] . La comparaison des 
températures mesurées et calculées permet de déterminer la puissance 
dissipée dans la structure. Cette technique donne de bons résultats pour un 
transducteur non excité, chauffé par une résistance thermique interne. 
Quand le transducteur est excité, l'échauffement provoque une dérive de la 
fréquence de résonance et il n'est pas possible de maintenir la puissance 
injectée constante. La puissance dissipée varie et la comparaison 
modélisation-mesure n'est plus possible. La technique retenue finalement 
consiste $ mesurer la tension d'excitation et le courant entrant dans le 
transducteur (figure m.39). Si l'on suppose que l'énergie acoustique 
rayonnée dans l'air est nulle, la puissance injectée dans le transducteur 
est la puissance dissipée. La puissance injectée a été maintenue constante 
en faisant varier la fréquence d'excitation. Cette méthode a étB utilisée 
pour déterminer la dissipation d'énergie dans deux transducteurs tests, Les 
résultats sont présentés au paragraphe suivant. 
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Figure lU.39 Dispositif expérimental pour la mesure 

d'admittance B fort niveau d'excitation 

Les mesures ont été effectuées sur deux transducteurs sandwichs à 

symétrie axiale. Ces transducteurs sont constitués de quatre ou six 
céramiques, précontraintes entre deux contremasses d'aluminium identiques 
par une tige en acier (figure IU. 40) . L'étude des deux premiers modes de 
résonance, à faible niveau d'excitation (tableaux D.4 et lU.5), permet de 
vérifier que chaque structure est bien décrite par le calcul éléments 
finis, avec un décalage de fréquence systématique qui peut être attribué & 

la dispersion sur les constantes physiques de la céramique entre différents 
lots. Les mesures absolues de déplacement ont été effectuées à l'aide d'un 
accéléromètre. La comparaison des valeurs calculées et mesurées de 
l'admittance et du déplacement est présentée aux tableaux IU.6 et lU.7. 
L'excitation électrique des transducteurs a été limitée & 5 volts efficaces 
par la saturation en courant de l'amplificateur utilisé et ne satisfait 
donc pas l'exigence du fort niveau d'excitation. Les résultats obtenus 
mettent en évidence : 

- la cohérence entre les mesures de déplacement et d'admittance 
pour un même mode de résonance, 

- l'insuffisance d'un angle de perte unique pour caractériser le 
matériau sur une large bande de fréquence, au vu des résultats 
obtenus sur le transducteur A 4 céramiques. 



1 

Contremasse 

- 1 - I  

Ecrou 

Céramiques 

Figure U.40 Transducteur test B quatre céramiques 

Cependant, l'ordre de grandeur des pertes dans la céramique X51-05 peut 
être estimé. Globalement, les valeurs retenues sont : 

Il est évident que ces résultats ne constituent pas une caractérisation 
fine des tenseurs complexes de la céramique étudiée, mais il permettent 
d'évaluer les grandeurs nécessaires B la description, B l'aide de la 
méthode des éléments finis, des dissipations d'énergie dans les 
transducteurs piézoélectriques. 



fr (Hz) 

fa (Hz) 

Mode 1 

fr (Hz) 

fa (Hz) 

km 0.13 0.16 

Mesure 

14150 

14275 

Mode 2 

Tableau a.4 Modes de résonance du transducteur test 
à quat re  ckramiques 

Mesure 

27680 

28440 

0.23 

Calcul  

15820 

16030 

f, (Hz) 

fa (Hz) 

k em 

Mode 1 

Calcul ' 
29583 

30220 

0.20 

f, (Hz) 

fa (Hz) 

km 

Mesure 

13925 

14170 

0.18 

Mode 2 

Tableau a.5 Modes de résonance du transducteur test 
à s i x  céramiques 

Mesure 

26240 

27390 

0.29 

Calcul 

15174 

15502 

0.20 

Calcul 

28000 

28837 

0.24 



Mode 1 
Mesure 

Calcul avec 1.1% 

de pertes mécaniques 

Mode 2 
Mesure 

Calcul avec 0.4% 
de pertes mécaniques 

Tableau m.6 Comparaison modélisation-mesure pour le 
transducteur à quatre céramiques 

Admittance (mS) 
- - 

Déplacement (nm/V) 

Mode 1 
Mesure 

Calcul avec 0.3% 
de pertes mécaniques 

Mode 2 
Mesure 

Calcul avec 0.4% 
de pertes mécaniques 

Tableau IU.7 Comparaison modélisation-mesure pour le 

transducteur à six céramiques 

Admittance (mS) 

30. O 
30.4 

83.0 
68.3 

Déplacement (nm/V) 

327 0 
366.2 



III.4 ANALYSE HARMONIQUE DE DIFFERENTS TRANSDUCTEURS PIEZOELECTRIQUES 
RAYONNANT DANS L'EAU 

m. 3.1 Etude du transducteur ~4 

Ce transducteur annulaire immersion libre a déjà fait l'objet 
d'une étude compléte par éléments finis, dans le cadre de la thèse de 
R. BOSSUT [7, 1841 . Les résultats obtenus lors d'une modélisation sans 
prise en compte des pertes sont reproduits aux figures D.41 llI.44. La 
réponse par volt dans la direction radiale présente plusieurs maxima. Le 
premier, situé autour de 8.5 kHz, correspond au mode fondamental de cavité. 
Le second, aux environs de 15.5 kHz, peut être associé au mode radial de 
l'anneau. La réponse par volt du transducteur est, globalement, 
correctement décrite sur toute la bande de fréquence étudiée, à l'exception 
d'une résonance parasite, située autour de 18 kHz, qui correspond au 
premier mode de flexion de l'anneau. Ce mode apparaît beaucoup plus amorti 
expérimentalement. La capacité parallèle calculée présente également une 
résonance trop importante à cette fréquence. Son comportement est décrit 
avec un décalage attribué A la dispersion sur les constantes physiques 
entre différents lots. La résistance parallèle mesurée est beaucoup plus 
faible que la valeur calculée, même si l'évolution générale est bien 
reproduite. Cette erreur peut être attribuée aux pertes diélectriques qui 
ont été négligées. L'étude par éléments finis de ce transducteur rayonnant 
dans l'eau a donc ét6 reprise (figure IU.45) en définissant, à partir de 
mesures déjA effectuées sur ce type de céramique Cl063 , des pertes 
mécaniques et diélectriques telles que : 

(m. 88) 

Les résultats obtenus (figures IU.46 à III.49) montrent que la résonance de 
flexion de l'anneau est correctement amortie et que la résistance parallèle 
est calculée de manière satisfaisante sur toute la bande de fréquence. La 
prise en compte des pertes d'origine mgcanique et diélectrique permet donc 
une meilleure description du rayonnement de ce transducteur annulaire. 
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Figure m. 43 Résis tance p a r a l l è l e  du transducteur T4, 
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Figure m.45 Maillage M20 
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Figure D.46 Rdponse par vo l t  du transducteur T4 dans l a  
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lU.4.2 Etude du transducteur Tl 
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Ce transducteur tonpilz multifréquence a déjà fait l'objet de 
nombreuses modélisations par éléments finis [6, 218, 2191 et de plusieurs 
caractérisations expérimentales [220-2221. Le maillage utilisé pour décrire 
la structure rayonnante suppose que le transducteur est monté dans un 
baffle plan infini et rigide (figure m.50). Cette condition de rayonnement 
diffère de la condition expérimentale où le transducteur est monté dans un 
boîtier d'acier. Pour l'ensemble des résultats concernant cette structure, 
les fréquences sont normbes B la fréquence du premier mode de résonance 
calculé par élément finis. Lorsque ce transducteur est excité normalement, 
la réponse par volt est correctement décrite (figure m.51), à l'exception 
de la première résonance pour laquelle le maximum calculé est à la fois 
trop large et trop élevé d'environ 7 dB. La largeur excessive peut être 
attribuée à la différence entre les conditions de rayonnement de la 
modélisation et de la mesure [6] . Le niveau trop élevé du maximum 
s'explique en terme de rendement électroacoustique du transducteur et 
provient de l'absence de prise en compte des pertes dans la modélisation. 

Dans un premier temps, une analyse harmonique dans l'air du 
transducteur a été effectuée et les pertes d'origine mécanique dans la 
céramique ont été ajustées de manière retrouver l'impédance du 
transducteur nu, mesurée autour de la résonance (tableau lU.8). Les 
constantes élastiques utilisées sont telles que : 

5 1 O 16 20 2 5  
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Figure lU.49 Capacité paralléle du transducteur T4, 
avec prise en compte des pertes 
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La réponse par  v o l t  ca lcu lée  avec p r i s e  en compte de c e s  pe r t e s  e s t  a l o r s  
représentée  à l a  f igure  m.52. Il appara î t  clairement que l e s  p e r t e s  
d ' o r i g i n e  mécanique dans l a  céramique ne s u f f i s e n t  pas à expliquer l ' e r r e u r  
de niveau constatée précédemment. 

Baff le  r i g i d e  i n f i n i  

t Figure m.50 Maillage M21 
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Figure D.51 Variat ion avec l a  fréquence de l a  réponse par  v o l t  
du t ransducteur  Tl 
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Figure III.52 Variation avec l a  fréquence de l a  réponse par v o l t  

du transducteur Tl 

Mesure 

Calcul avec 3% 
de per tes  mécaniques 

Tableau III.8 Admittance du transducteur Tl B s a  résonance 
fondamentale 

Par t ie  r é e l l e  (mS) 

Maximum 

5.120 

5.087 

. . . . . . 

Par t ie  imaginaire (mS) 

Maximum Minimum 

3.225 -1.920 

3.028 -2.055 

M e s u r e  

v s  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .S .  

----- 
. . 

. . 
..- .. 

_..- 



Mode 1 

Mode 2 

Mode 4 

Mode 5 

- 

Le troisième mode, non représenté, est un mode de dilatation-compression 
de la tige de précontrainte 

Figure m.53 Modes de résonance du transducteur Tl. Représentation 
schématique des champs de déplacement 



De fait, le transducteur est fixé dans son boitier, au niveau de la 
contremasse, B l'aide d'un écrou, lequel doit Atre B l'origine d'une part 
non négligeable de l'amortissement du transducteur. L'observation des 
champs de déplacement associés aux premiers modes de résonance de la 
structure (figure m.53) confirme cette hypothèse. Le déplacement de la 
contremasse est en effet important pour le premier mode de résonance et 
négligeable pour les modes suivants, ce qui explique la bonne description 
des second et troisième maxima sur la courbe représentative de la réponse 
par volt. Le transducteur a donc été étudié en modélisant la fixation à 
l'aide d'un ressort reliant la contremasse à un point fixe (figure N.54) et 
les pertes dans ce ressort ont été ajustées de manière à retrouver le 
niveau d'émission du premier maximum. Le niveau d'émission calculé est 
représenté pour une excitation normale des céramiques (figure m.55). La 
modélisation de la fixation utilisée permet de décrire correctement le 
niveau d'émission sur toute la gamme de fréquence, bien que la fréquence 
théorique du premier maximum soit un peu trop élevée, i?i cause de la 
rigidification apportée. 

Figure III.54 Maillage M22 : modélisation de la fixation , 
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céramiques 

D'autre part, les céramiques de ce transducteur ont été montées de 
manière à pouvoir être excitées électriquement par couple de deux 
céramiques (figure III.56). Différentes excitations de ce type, appelées 
excitations différenciées, ont été testées à fin de validation : 

. . . . 

.> 
' 

' 

- l'excitation El, pour laquelle les paires 1 à 7 sont en phase et 
les paires 8 à 13 sont en opposition de phase avec les 
précédentes, 

- l'excitation E2, pour laquelle les paires 1 à 3 sont en phase et 
les paires 4 B 13 sont en opposition de phase avec les 
précédentes, 

., .' ' . .. \ 
., \ '. ' \ .,, 

- l'excitation E3, pour laquelle les paires 1 B 3 et 11 à 13 sont 
en phase et les paires 4 B 10 sont en opposition de phase avec 
les précédentes, 

- l'excitation E4, pour laquelle les paires 1 et 10 à 13 sont en 
phase et les paires 2 à 9 sont en opposition de phase avec les 
précédentes, 

. . . . . . . . . . . . 

i I c  
If 

\ b' . . : . . . . . . . . 



Pour chacune de ces excitations, la réponse par volt calculée en utilisant 
la modélisation de la fixation définie précédemment a été comparée aux 
valeurs mesurées ainsi qu'aux valeurs calculées sans pertes et sans 
fixation (figures llI.57 à llI.60). La comparaison est satisfaisante sur 
l'ensemble des courbes, d'autant que, lorsqu'une différence importante est 
constatée sur un maximum (par exemple le quatrième maximum de la figure 
lü.60), elle a pour origine un glissement de fréquence entre minima calculés 
et mesurés. Par ailleurs, si la première résonance dans le cas de 
l'excitation El a disparu à cause de l'introduction de la fixation, il faut 
cependant remarquer que le niveau d'émission pour ce maximum est très 
faible. En conséquence, la principale différence réside dans la largeur 
excessive de la première résonance pour l'excitation normale et les 
excitations différenciées El à ~ 4 .  
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Figure llI.56 Montage électrique des céramiques du 
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Figure IU.57 Variation avec la fréquence de la réponse par volt 

I du transducteur Tl. Excitation différenciée El l 

Figure m.58 Variation avec la fréquence de la réponse par volt 

du transducteur Tl. Excitation différenciée E2 



Figure m.59 Variation avec la fréquence de la réponse par volt 

du transducteur Tl. Excitation différenciée E3 
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Figure U.60 Variation avec la fréquence de la réponse par volt 

du transducteur Tl. Excitation différenciée ~4 



Pour mettre en évidence l'influence des conditions de rayonnement, 
le transducteur a finalement été modélisé dans son boîtier, supposé rigide 
(figure IU.61). Les pertes dans la fixation ont été modifiées de manière B 
ajuster le premier maximum pour une excitation normale. Les réponses par 
volt obtenues sont comparées aux résultats de calcul en condition de baffle 
dur et aux valeurs expérimentales (figures iii. 62 à iii. 65) . Les résultats 
expérimentaux sont aussi reproduits avec un décalage de fréquence de 
manière A permettre une comparaison plus aisée avec les résultats de 
calcul. L'évolution autour du premier maximum est cette fois parfaitement 
décrit si l'on exclut le décalage en fréquence dQ A la fixation. Enfin, il 
faut noter que la directivité est correctement calculée pour différentes 
fréquences (figures liI.66 à iii.TO), l'hypothèse de la rigidité du boîtier 
expliquant l'écart de quelques dB observé vers l'arrière. 

Figure IU.61 Maillage M23 
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Figure m.64 Variation avec la fréquence de la réponse par volt 

I du transducteur Tl. Excitation différenciée E2 

Figure m.65 Variation avec la frequence de la réponse par volt l 
du transducteur Tl. Excitation differenciee E3 
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Figure m.67 Di rec t iv i t é  f = 0.851 fo du transducteur Tl 

monté en b o î t i e r  

Mesure ------ 



Calcul 

Mesure ------ 

Figure lii.68 D i r e c t i v i t é  A f = 0.908 fo du t ransducteur  T l  

monté en b o î t i e r  
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110' 

Mesure 
------ 

110 

Figure Iii.69 D i r e c t i v i t é  B f = 1.13 fo du transducteur Tl 

monté en b o î t i e r  



Calcul 

C 

*IV 

Figure III.70 Directivité i3 f = 1.42 fo du transducteur Tl 

monté en boîtier 

Mesure ------  

La prise en compte des pertes dans le code éléments finis ATILA a 
conduit au développement d'éléments élastiques isotropes et-- 
piézoélectriques dissipatifs. Parallèlement, de nouvelles techniques 
numériques ont permis d'augmenter la taille des problèmes traités. Les 
tests effectués sur des structures simples ont tous montré une parfaite 
concordance avec les modéles analytiques existants. L'étude du rayonnement 
dans l'eau de différents transducteurs piézoélectriques a permis une 
description satisfaisante du rendement sur une large bande de fréquence, à 

condition de prendre en compte tous les mécanismes susceptibles de 
contribuer à l'amortissement [223] . Par ailleurs, les éléments et les 
algorithmes développés ont été utilisés dans l'étude de problèmes 
acoustiques variés (diffraction par un réseau de tubes compliants enrobés 
d'élastomères 1224-2261). La modélisation de matériaux viscoélastiques ou 
de matériaux piézoélectriques présentant de fortes pertes (polyfluorure de 
vinylidène) peut être également envisagée [227]. 

Le développement de ce travail peut se poursuivre dans deux 
directions. La premiére a trait ii la caractérisation expérimentale des 
constantes physiques complexes des céramiques. Sur ce point, le travail 
effectué dans cette thése a permis d'évaluer un ordre de grandeur de ces 
valeurs. Une détermination précise de chacune des constantes suppose des 



géométries d'échantillons variées et une technique de mesure sophistiquée 
[go, 98, 991 . La seconde concerne la description de l'échauffement d'un 
transducteur qui suppose le couplage du logiciel développé, qui permet 
d'obtenir la puissance dissipée dans chaque élément, avec un logiciel de 
calcul thermique par éléments finis 132, 331. Cette procédure nécessite 
toutefois la rkactualisation des constantes physiques, au fur et B mesure 
que la température stAléve, pour permettre une description correcte du 
comportement thermique global du transducteur. 



L'ensemble des méthodes développées dans le cadre de cette thèse 
permet d'envisager une démarche globale de conception des transducteurs 
piézoélectriques de puissance. Les limites d'origine électrique ou 
acoustique peuvent être appréhendées B partir des modèles analytiques 
proposés dans la premiére partie. La description précise du comportement 
mécanique et thermique des transducteurs a nécessité le développement 
d'outils logiciels spécifiques de simulation au sein du code éléments finis 
ATILA. Ainsi, le calcul des contraintes, exploite à l'aide de critères 
appropriés, fournit différentes grandeurs caractéristiques du comportement 
mécanique du transducteur (précontrainte à appliquer, immersion maximale, 
tension d'excitation, durée de vie) et permet d'identifier les parties de 
la structure associées B ces phénomènes. De même, la prise en compte des 
pertes internes des matériaux, B l'aide de constantes physiques complexes, 
améliore la précision du calcul des caractéristiques électriques et 
acoustiques du transducteur et permet de déterminer le rendement et de 
localiser les sources de chaleur dans la structure. 

L'application de ces développements théoriques B la modélisation de 
transducteurs variés a confirme l'aptitude de la méthode des éléments finis 
B décrire précisément leur comportement, quelle que soit leur géométrie. 
Cette validation a été menée en comparant les résultats de simulation avec 
des mesures de déformation en régime statique ou dynamique, dans le cas 
mécanique, ou avec les caractéristiques de transducteurs connus dans le cas 
de la prise en compte des pertes internes des matériaux. De plus, la 
richesse de l'information obtenue par calcul a permis une analyse fine du 
comportement de ces transducteurs [Zog, 223, 2281 : existence d'un champ de 
contrainte non uniforme dans la colonne de céramiques lors de l'application 
de la précontrainte, localisation de zones de fatigue ou de concentration 
de contrainte en fonctionnement B fort niveau d'excitation, importance de 
la contribution du système de fixation dans le boitier au rendement global 
du transducteur ... 



Les perspectives d'extension de ce travail peuvent être divisées en 
trois thèmes majeurs : meilleure description des matériawt existants, 
modélisation de matériaux nouveaux, augmentation de la taille et des 
possibilités de modélisation. Ainsi, la précision des résultats obtenus A 
l'aide des logiciels développés au cours de cette thèse est conditionnée 
par la bonne connaissance des caractéristiques physiques des matériaux 
utilisés, et en particulier des céramiques. La mise en oeuvre d'une 
détermination expérimentale systématique de leurs limites mécaniques et de 
leurs pertes internes apparaft donc primordiale. La modélisation des 
matériaux nouveaux a déjA été entreprise l'aide du code ATILA pour les 
matériaux composites [188-1901 et magnétostrictifs [229, 2301, qui sont de 
plus en plus utilisés dans la conception de transducteurs basse fréquence 
de forte puissance. Le calcul des contraintes et la prise en compte des 
pertes internes dans ces matériaux apparaissent alors également comme des 
développements indispensables dans le cadre de l'optimisation de ces 
transducteurs. Enfin, deux axes de développements théoriques peuvent être 
évoqués. Le premier concerne la modélisation du comportement thermique des 
transducteurs B partir des sources de chaleur calculées. Il ne pose aucun 
problème de principe mais suppose une connaissance précise des conditions 
aux limites thermiques, et en particulier des coefficients d'&change. Le 
second a trait à la description de l'interaction entre projecteurs 
élémentaires d'une antenne. Il implique une augmentation significative de 
la taille des problèmes trait& par le calcul 6léments finis 1213, 2141, 
ainsi que le couplage de ce calcul avec une méthode d'équations intégrales 

[231, 2321 pour décrire le rayonnement de l'onde acoustique. 
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ANNEXE 1 

DEFINITION DES CARACTERISTIQUES CLASSIQUES 
DES TRANSDUCTEURS SONORES ET ULTRASONORES 

Cette annexe définit les termes utilisés au cours de cette thèse 
pour caractériser les tranducteurs électroacoustiques. Leur signification 
précise et les moyens classiquement utilisés pour les mesurer sont 
détaillés dans le livre de R.J. BOBBER [233]. 

a) La réponse par vott 

L'onde de pression rayonnée par un transducteur est, à partir d'une 
certaine distance, une onde sphérique divergente qui semble provenir d'une 
source ponctuelle, appelée centre acoustique, et dont l'amplitude de 
pression décroît suivant une loi en inverse de la distance à ce centre. La 
zone de l'espace où l'onde n'est pas sphérique est le champ proche et celle 
où l'onde est sphérique est le champ lointain. Dans le champ lointain, la 
pression émise par le transducteur varie suivant la direction considérée. 
Elle présente un maximum suivant l'axe principat du transducteur. On 
appelle rdponse par vott, notée Sv, le rapport de la valeur de la pression 
acoustique à une distance de référence du centre acoustique (généralement 
un mètre), dans la direction de l'axe principal du transducteur, et de la 
valeur de la tension appliquée B l'entrée du transducteur. Si la distance 
de référence est située dans le champ proche, la valeur de la pression est 
mesurée dans le champ lointain, puis ramenée B la distance de référence par 
une règle de trois déduite de la loi en inverse de la distance. De plus, la 
pression est généralement repérbe sur une échelle logarithmique par rapport 
B une pression de référence, généralement 1 micropascal. Dans ce cas, la 
réponse par volt s'exprime en decibels, référence un micropascal par volt, 
B un mètre. Enfin, la réponse par volt peut être déterminée dans une 
direction différente de l'axe principal. Cette direction est alors 
explicitement mentionnee. 

b) Le diagramme de directivité 

Le niveau sonore émise par un transducteur est fonction de la 
direction considérée. Cette fonction est généralement exprimée par rapport 
à un système de coordonnées sphériques dont l'axe est l'axe principal du 
transducteur. Elle s'exprime suivant une relation du type f(8,<p), appelée 
fonction de directivité. Si, i3 partir d'une origine, on reporte dans la 
direction ( 0 . 9 )  un vecteur dont le module est proportionnel i3 f(8,~), 
l'extrémité du vecteur décrit la surtace de directivité. Enfin, la courbe 
obtenue en coupant la surface de directivité par un plan contenant l'axe 
principal du transducteur est le diagramme de directivité. 



c) L'impédance électrique 

La représentation électrique équivalente de l'impédance du 
transducteur, vue entre ses bornes d'entrée, correspond généralement au 
schéma : 

Représentation électrique équivalente de l'impédance d'un 

transducteur 

où Rp et Cp sont respectivement la résistance parallèle et la capacité 
parallèle du transducteur. 

d) Le rendement électroacoustfque 

La puissance électrique Pe fournie par la source au transducteur 
est liée B la tension d'excitation @ et B la résistance parallèle par : 

La puissance acoustique totale PR s'obtient en intégrant l'intensité 
acoustique rayonnée sur toute sphère entourant le projecteur, quand les 
pertes de propagation dues à l'absorption par le fluide sont négligées. Le 
rendement étectroacoustique q est le rapport de la puissance acoustique B 
la puissance électrique : 



DEFINITIONS RELATIVES A LA THEORIE DE L'ELASTICITE 
ET A LA RESISTANCE DES MATERIAUX 

a) Contrainte et déformation unidimensionnelZes 

Si l'on considère une pièce allongée, de section constante, soumise 
à une force suivant sa plus grande direction, la contrainte est définie 
comme le rapport de la force appliquée et de la section de la pièce et la 
déformation comme le rapport de l'allongement de la pièce suivant sa plus 
grande direction et de sa longueur. 

b) Contraintes et ddformations tridimensionnettes 

Si on considère le cube Alementaire repr6sent6 ci-dessous, les 
forces exerc6es ses faces peuvent étre décomposées en forces normales et 
forces tangentes à la face considérée. Comme dans le cas unidimensionnel, 
les forces peuvent $tre reliées aux contraintes, par l'intermédiaire de la 
surface, pour chaque face. Les contraintes normales sont désignées par la 
lettre a et les contraintes tangentes A la face appelées contratntes de 
cisaillement par la lettre T. Ces contraintes sont, par définition, 
positives dans les directions indiquées sur la figure. La contrainte 
normale est considérée comme positive lorsqu'elle agit à la traction, et 
comme négative lorsqu'elle agit à la compression. 

Z 

Y 

n 

Représentation de la contrainte au point O 



On exprime généralement les déplacements d'un corps ayant subi une 
déformation A l'aide des composantes u, v et w ,  respectivement parallèles 
aux trois axes de coordonnées x, y et z .  La lettre & désigne les 
déformations longitudtnaZes définies par : 

et la lettre Y les déj'ormations transversales rapportées à l'unité 
d'angle : 

Ces notations, issues de la résistance des matériaux, sont 
légérement différentes des notations de l'acoustique. Dans ce second cas, 
les axes x, y et z deviennent respectivement xl, x2, x3, les composantes de 
la déformation sont désignées par la lettre S et les composantes de la 
contrainte par la lettre T. La correspondance s'établit comme suit : 

Il est possible de définir en chaque point d'un solide un systéme 
d'axes, appelés axes principaux, dans lequel les contraintes de 
cisaillement sont nulles. Les contraintes normales dans ce système d'axes 
sont les contraintes prtncipales. Ainsi, la direction des axes principaux 
et la grandeur des trois contraintes principales définissent complétement 
la contrainte en un point. 



ANNEXE 3 

LES EQUATIONS CONSTITUTIVES DE LA PIEZOELECTRICITE 

a )  Relations constitutives pour u n  matériau piézoélectrique 

Dans un matériau p iézoélec t r ique ,  les tenseurs de déformation [SI 
e t  de c o n t r a i n t e  [Tl e t  l e s  vecteurs champ é l e c t r i q u e  E e t  e x c i t a t i o n  du 
champ é l e c t r i q u e  Q son t  l i é s  par  qua t re  couples équivalents  de  r e l a t ions  
c o n s t i t u t i v e s  [49, 2341 . En cho i s i s san t  [SI e t  E comme var iables  
indépendantes, on o b t i e n t  : 

où [cE] est l e  tenseur d 'ordre  qua t re  des  r i g i d i t é s  à champ é lec t r ique  
constant ,  [el l e  tenseur d 'ordre  t r o i s  des constantes p iézoélec t r iques  e t  
[ E  1 l e  tenseur  d '  o rd re  deux des cons t a n t e s  d ié lec t r iques  à déformation 
constante ,  l e s  ind ices  i ,  j, k e t  1 v a r i a n t  de 1 à 3. Les propr ié tés  
remarquables des  tenseurs  [SI e t  [Tl permettent de condenser l e u r  notat ions 
sous forme de  vecteurs  à s i x  composantes [49]. La r e l a t i o n  précédente 
devient  a l o r s  : 

où l e s  i n d i c e s  m e t  n v a r i e n t  de 1 A 6 e t  l e s  indices  i e t  j de 1 i3 3. Les 
éléments CE, e t  el, se déduisent simplement des éléments c:, ,, e t  e,, , 
[ 4 9 ] .  En cho i s s i san t  [SI e t  2 comme var i ab les  indépendantes, on s u b s t i t u e  ii 
l a  r e l a t i o n  précédente : 

En cho i s i s san t  [Tl e t  E, on o b t i e n t  : 

Sm = stn Tn + djm Ej 

D, = di, T~ + & T j  E~ 

Enfin, en cho i s i s san t  [Tl e t  Q, on o b t i e n t  : 



b) Cas d'une céramique ferroélectrique 

Les céramiques f e r r o é l e c t r i q u e s  sont  des composés obtenus par  
f r i t t a g e  d'oxydes e t  de sels de plomb, de zirconium e t  de  t i t a n e  [82]. 
Après p o l a r i s a t i o n ,  r é a l i s é e  en soumettant l a  céramique à un champ 
é l e c t r i q u e  é l e v é  (quelques d iza ines  de kV/cm), généralement à une 
température proche de l a  température de Curie, appara î t  un e f f e t  
p iézoélec t r ique .  La symétrie des tenseurs  c a r a c t é r i s t i q u e s  est c e l l e  de l a  
c l a s s e  6 m m  [49] . En adoptant une présenta t ion  générale q u i  regroupe l e s  
t r o i s  tenseurs dans une no ta t ion  symbolique m a t r i c i e l l e  unique, on a : 

termes 

élastiques 

termes 

piézoélectriques 
termes 

diélectriques 

1 Tenseur r ep résen ta t i f  d 'une céramique f e r r o é l e c t r i q u e  1 

Les p e t i t s  p o i n t s  indiquent les termes nu l s ,  les l ignes  joignent  les termes 
égaux e t  l a  c r o i x  représente ,  se lon  les cas ,  2 (sl l - s22)  OU ( C ~ ~ - C ~ ~ ) / ~ .  

Comme on l e  v o i t ,  l ' a x e  Ox3, qu i  e s t  l 'axe de po la r i sa t ion ,  est p r i v i l é g i é .  
Le matériau est iso t rope  dans l e  plan Oxlx2. L'axe de po la r i sa t ion  
correspond à l a  d i r e c t i o n  du champ é l e c t r i q u e  po la r i san t .  



ANNEXE 4 

FORMULATION UTILISEE DANS LES ELEMENTS DU CODE ATILA 

A l'intérieur de chaque elément fini, les variables champ de 
déplacement, potentiel électrique ou champ de pression sont définies de 
manière unique par les valeurs qu'elles prennent aux noeuds de l'élément. 
Cette définition est assurée A l'aide de fonctions d'interpolation. Cette 
annexe présente les fonctions d'interpolation utilisées dans les éléments 
du code ATILA, ainsi que la formulation des diffkrents tenseurs qui en 
découle. 

a) Les fonctions d'interpolation 

On considère un élément triangulaire dont les trois sommets sont 
les trois noeuds et , et 3 les valeurs nodales du potentiel 
électrique sur ces trois noeuds. A partir de ces valeurs et des coordonnées 
des sommets, il est possible d'exprimer la valeur de '4 par une 
interpolation linéaire : 

dont les coefficients Nf , appelés fonctions d'interpolation ou de 
pondération, sont reprt5sentes ci-après. 

Fonctions d'interpolation dans un triangle à 3 noeuds 



Ces fonctions sont des polyndmes en x et en y dont les neuf coefficients 
constants (3x3) sont définis par les relations : 

où les indices i et j varient de 1 B 3. Pour ce m@me 614ment. si on 
s'intbresse au champ de déplacement ; dont les valeurs nodales sont !l, Il2 
et !J, on a : 

avec : 

Pour un élément quadrilatère dont les quatre coins sont les noeuds, 
les relations précédentes restent valables à condition de faire varier les 
indices i et j de 1 à 4. Les fonctions d'interpolation restent linéaires 
sur les côtés de l'élément mais deviennent quadratiques à l'intérieur. 

Pour un élément quadrilatère dont les quatre coins et les milieux 
des quatre côtés sont les huit noeuds, les relations précédentes restent 
valables en faisant varier les indices i et j de 1 à 8. Cette fois, les 
fonctions d'interpolation deviennent quadratiques sur les côtés. 

1 

Noeud 

i 

- - - -  

O O 

Exemple de fonction d'interpolation dans un quadrilatère B 4 noeuds 



Exemples de fonctions d'interpolation dans un quadrilatère 
A huit noeuds 

Cette procédure est évidemment généralisable A des interpolations 
d'ordre plus élevé ou A des éléments tridimensiomels. Tous les détails 
peuvent être trouvés dans le livre de O.C. ZIENKIEWICZ [179]. 

b) FormuZation des différents tenseurs 

Dans le cas d'un problème tridimensionnel, le champ électrique 
s'écrit : 

ou encore, pour un élément A p noeuds : 

En posant : 



le champ électrique peut s'écrire : 

E = - [%] 2 

Pour les déformations, on obtient, en utilisant la notation à six 
composantes définies à l'annexe 3 : 

2 = [Be] 

avec : 

aN; aN; la; a; 
Dès lors, les relations constitutives de la piézoélectricité s'écrivent 
dans l'élément sous la forme : 

où [cE] et [el sont respectivement le tenseur de rigidité à champ 
électrique constant condensé et le tenseur piézoélectrique condensé 
(annexe 3) . 



APPLICATION D'UNE PRESSION SUR UNE FACE DIELEFIENT 

Dans certains problèmes, comme celui du comportement statique d'un 
transducteur en immersion, la sollicitation connue, appliquée à la 
structure, est une pression. La résolution de ces problèmes à l'aide de la 
méthode des éléments finis implique alors un calcul des forces nodales 
équivalentes. Pour des formes géométriques simples, ces forces équivalentes 
se calculent analytiquement mais, dans le cas de structures plus complexes, 
ce calcul devient rapidement fastidieux et le développement d'un logiciel 
fournissant ces forces nodales équivalentes s'avère nécessaire. 

L'évaluation de la contribution des forces de surface peut se faire 
à partir de l'intégrale [179] : 

où [Ne] est la matrice construite A partir des fonctions d'interpolation 
(annexe 4) ,  t désigne la traction appliquée, et A la surface de 1161ément 
sur laquelle la traction s'applique. En général, l'élément d'aire dA 
appartient B une surface pour laquelle l'une des coordonnées réduite est 
constante. Pour calculer l'intkgrale, on considére alors dA comme un - 
vecteur orienté suivant la normale A la surface. Dans le cas d'un probléme 
tridimensionnel, on forme le produit vectoriel : 

pour une surface A f constant. Dans le cas d'un problème bidimensionnel, on 
utilise un 4lément de longueur dS dont le vecteur normal s'écrit, pour une 
surface à q constant : 

L'intégrale se calcule numériquement sur le domaine -1 4 E 4 +l et 

-1 4 1 pour le cas tridimensionnel et -1 4 € 4 +l pour le cas 
bidimensionnel. 
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