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INTRODUCTION

De tout temps, les pilotes d'avions se sont méfiés de la foudre.
Sans en connaitre la nature exacte, ils ont toujours su qu'elle constituait
une menace pour leurs appareils et pour la sécurité des équipages et des
passagers. Les études conduites depuis de nombreuses années ont permis de
mieux comprendre le phénoméne naturel lui-méme, mais aussi d'analyser les
mécanismes physiques qui conduisent & la perturbation du fonctionnement des
aéronefs. Aux effets directs de la foudre sur les avions (destruction
mécanique de parties de la structure, principalement i proximité des points
d'impact), s'ajoutent de nombreux effets indirects associés aux propriétés
électromagnétiques des phénoménes. En effet, 1les mouvements de charges
électriques qui se produisent pendant un foudroiement créent un champ
électromagnétique de grande intensité. Si la foudre traverse l'avion
lui-méme, les courants impulsionnels qui s'écoulent peuvent atteindre 200
kA dans les cas extrémes. Si les aéronefs étaient des cages de Faraday
parfaites, ces courants n'auraient aucune conséquence sur le déroulement de
vols. Ce n'est pourtant pas le cas, et le champ électromagnétique profite
des défauts de faradisation pour pénétrer & 1l'intérieur des structures. Les
ouvertures (hublot, cockpit, trappe d'accés), 1les fentes (d proximité de
pieces mobiles sur les voilures par exemple), constituent autant de chemins
privilégiés pour les parasites électromagnétiques. Les cidbles qui cheminent
a l'extérieur des structures, avant d'y pénétrer, favorisent aussi
1'introduction de courants électriques & l'intérieur des avions.

Les champs électriques et magnétiques qui se sont introduits dans
les cavités font apparaitre sur les cidblages internes des tensions et des
intensités perturbatrices qui peuvent affecter 1le fonctionnement des
électroniques ; au mieux, le défaut de fonctionnement dure le temps du
foudroiement, mais il peut arriver que des composants électroniques soient
détruits. Diverses solutions technologiques ont permis de limiter ces
mécanismes. Il s'est toutefois révelé nécessaire d4'améliorer les méthodes
de protection en raison de 1'évolution des technologies aéronautiques.
D'une part, les électroniques fonctionnent & des niveaux d'énergie trés
faibles, ce qui les rend a priori plus fragiles. D'autre part, 1l'apparition
des commandes de vol électriques justifie 1l'effort entrepris par la
communauté aéronautique pour garantir la sécurité des vols. Enfin, on
utilise de plus en plus des matériaux composites dont 1le poids et les
propriétés mécaniques permettent d'améliorer les performances des avioms.

Sur le plan électromagnétique, ces nouveaux mnatériaux ne
constituent pas un progrés. Ils sont beaucoup moins conducteurs que les

métaux utilisée dans 1'aéronautique (4 titre d‘'exemple, les matériaux a
base de fibre de carbone sont environ 1000 fois moins conducteurs que les
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alliages composés d'aliminium). La pénétration d'énergie électromagnétique
4 travers les parois constituant 1la structure elle-méme, qu'on a souvent
négligé pour les avions métalliques, doit maintenant étre prise en compte.

L'objectif de cette thése est d'étudier 1'influence de ces nouveaux
matériaux sur les mécanismes de couplages électromagnétiques.

La premiére partie de ce travail est consacrée i la présentation
d'un modéle numérique qui permet de calculer la répartition de la densité
de courant dans une structure constituée de matériaux caractérisés par leur-
impédance de surface zs (on rappelle que celle-ci ne dépend que de la
conductivité électrique et de l'épaisseur des matériaux).

En effet, si quelques géométries canoniques permettent un calcul
analytique des efficacités de blindage, ce n'est plus le cas pour un objet
de forme quelconque et le recours 3 un modéle numérique est indispensable.

Dans le chapitre 1, on détaillera la construction de deux équations
intégrales qui permettent d'analyser deux types de problémes. Tout d'abord,
nous construirons 1'équation qui permet de résoudre le probléme de la
diffraction d'un champ électromagnétique par une ouverture, lorsque
celle~-ci est fermée par une trappe dont 1'impédance de surface est connue.

Nous determinerons ensuite 1'équation intégrale vérifiée par la
densité de courant répartie sur un objet de forme quelconque, d'impédance
de surface déterminée, lorsque celle-ci est c¢réée par un champ
électromagnétique connu.

Nous montrerons que les équations intégrales associées i ces deux
problémes sont formellement trés voisines et qu’'il est possible d'en faire
la synthése en utilisant dans les deux cas une notation unique. Ainsi, la
résolution numérique des deux problémes sera-t'elle réalisée au moyen d'un
seul code numérique.

Le chapitre 2 est consacré i la résolution de l'équation intégrale
précédente par la méthode des moments. Une structure quelconque pouvant
étre composée a2 la fois de surfaces et de fils, nous déterminerons des
fonctions de bases qui permettent de représenter la circulation du courant
sur les surfaces, sur les fils, et aux jonctions fil/surface. Les fonctions
de bases choisies au niveau des surfaces sont celle utilisées par Rao [1]
et celles qui sont associées aux f£fils sont voisines de la définition
présentée par Harrington [2]. Le choix de la représentation des jonctions

fil/surface que nous proposerons permet la synthése des définitions des
trois types de fonctions de base.
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Le chapitre 3 permettra de valider le code numérique construit a
partir des résultats exposés précédemment. Les cas traités numériquement
ont été choisis pour permettre la comparaison avec des modéles théoriques.
On a cherché A représenter divers mécanismes élémentaires (effet capacitif,
de mutuelle inductance,...) afin de mieux juger des possibilités du modéle
numérique.

La seconde partie de cette étude est consacrée a la mise au point
de techniques expérimentales qui permettent 1la mesure des impédances-de
surface de divers échantillonms.

Au chapitre 4, nous reviendrons sur la définition de 1'impédance de
surface d’'un matériau. Nous montrerons que celle-ci est satisfaisante tant
qu’'il ne se produit pas d'effet de peau et nous analyserons une géométrie
canonique de blindage pour justifier cette hypothése. Nous montrerons que
pour réaliser une mesure indirecte de Zs, il faut séparer 1l'influence de la
géométrie du dispositif expérimental des propriétés intrinséques des
matériaux. Les deux chapitres suivants sont consacrés & la mise au point de
deux techniques de mesure d'impédance surfacique.

Dans 1le chapitre 5, nous étudions en détail le probléme de la
diffraction d'un champ électromagnétique par une ouverture de forme
quelconque fermée par une trappe dont on suppose l'impédance de surface
connue. Si cette étude se justifie en soi car elle est représentative d'un
mécanisme de couplage qu'on rencontre souvent sur 1les aéronefs, nous
insisterons principalement sur son application & 1la détermination
expérimentale de Zs. Nous montrerons que la mise en oeuvre de cette mesure
est 1limitée par plusieurs inconvénients pratiques et qu'en particulier la
qualité de la fixation de 1la trappe (dont on mesure 1'impédance) sur le
dispositif expérimental est un paramétre déterminant.

Au dernier chapitre, nous tirerons les enseignements de 1'étude des
ouvertures pour présenter une nouvelle méthode de mesure de Zs. Nous
montrerons qu'il est possible de définir une sonde de mesure qui permet la
détermination expérimentale d'impédance de surface. La mise au point de
cette sonde s'appuiera sur des calculs numériques et analytiques et la
validation des modéles sera effectuée par de nombreuses confrontations a
1l'expérience. En particulier, nous montrerons des résultats expérimentaux
obtenus pour des valeurs de Zs, variant de quelques pfl & quelques Q et la
sensibilité de la mesure sera étudiée.
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PREMIERE PARTIE

RESOLUTION D'EQUATIONS INTEGRALES PAR LA METHODE DES MOMENTS
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CHAPITRE 1

CONSTRUCTION D'EQUATIONS INTEGRALES
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Au cours de cette étude, nous allons nous intéresser 3 plusieurs
problémes d'électromagnétisme : diffraction d'un champ électromagnétique
par un obstacle, répartition de courant sur une structure
tridimensionnelle. Pour quelques géométries simples, il est possible de
conduire Jjusqu'au bout wun calcul analytique [3]. Dans le cas général, le
recours a une méthode numérique permet d'obtenir des résultats quantitatifs
méme si la géométrie du probléme étudié est complexe. Nous verrons due
l'utilisation d'équations intégrales permet de résoudre plusieurs des
problémes qui nous intéressent.

L'objet de ce chapitre est de présenter la construction des deux
équations intégrales que nous utiliserons par la suite. On ne justifiera
pas dans ce chapitre le choix de cette approche particuliére, car il sera
expliqué ultérieurement lorsque cela sera nécessaire.

Cette présentation est effectuée en plusieurs étapes :

- construction de 1'équation intégrale résolvant le probleme de 1la
diffraction par une ouverture fermée par un matériau d'impédance de
surface ZS :

- construction de l'équation intégrale résolvant 1le probléme d'un objet
tridimensionnel soumis & une onde incidente ou sur lequel on injecte un

courant ;

- synthése de deux équations sous une méme forme ;

1.1 - APPLICATION DU FORMALISME INTEGRAL AU PROBLEME DES OUVERTURES

On suppose par la suite que toutes 1les quantités wvarient
sinusoidalement et on utilise la notation complexe el“!.

On considére le cas d'un plan conducteur infini dans lequel on a
percé une ouverture. Celle-ci peut étre fermée par une trappe constituée
par un matériau quelconque fixée sur le plan avec une qualité de contact
¢lectrique quelconque. Une source électromagnétique est située d'un cété du
plan et on cherche & déterminer la distribution des champs
électromagnétiques de 1l'autre coté.

On ne sait .pas calculer directement 1le champ rayonné par la
source i travers la trappe. On. va donc utiliser les théorémes d'équivalence
{41,(5],161.{71.[8] pour construire deux problémes équivalents au probléme
réel respectivement du cété de 1la source (zone 1) et de l'autre cété du
plan (zone 2). L'application de conditions de passage dans 1'ouverture
permettra’ de construire deux équations intégrales respectivement dans le
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cas de 1l'ouverture libre et dans celui de l'ouverture chargée par un
matériau représenté par son impédance de surface (cette notion d'impédance
de surface suppose que le courant se répartit uniformément dans toute
1'épaisseur du matériau). Bien que dans cette présentation on se soit
limité & ces deux cas, on peut généraliser 1la méthode et construire
d'autres équations intégrales en appliquant des conditions de passage
différentes. Par exemple, il serait intéressant d'étudier une ouverture
chargée par un matériau dans lequel se produit le mécanisme "d'effet de
peau”. ’ '

1.1.1 - Construction du probléme équivalent du coté dépourvu de source

On choisit une surface fermée Sz, définie par la réunion de la
surface (Sz)0 en regard de la trappe, de la surface (32)1 adjacente au plan
métallique et de la surface (S ), se refermant a 1'infini (cf figure I.1).

-'......""'-.-
-..‘..

ZONE ! ZONE 2
Coorce )50 o o
b
‘s’" (St ooe
T eSS

Figure I.1 : Modélisation du probléme du cdté dépourvu de sources

On construit un probléme équivalent tel que :

- les champs soient égaux aux champs du probléme initial a l'intérieur de
la surface S2 (zone 2) ;

- les champs soient nuls a 1l'extérieur de la surface 32 (Zone 1).
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Le théoréme d'équivalence [6] permet d'affirmer que ce probléme

est parfaitement représenté par le rayonnement en espace libre de sources
— —
électrique J2 et magnétique M2 fictives, situées sur la surface S2 avec (cf

figure I.2)

— — —_
2 = n2 A (HZ)S2
(1.1)
— =3 —
M =(E) A n
2 2 32 2

—
ou n, est le vecteur unitaire dirigé vers l'intérieur de la surface Sz.

§ ;::-o-n-n---...'.....
ZONE 1 i! ZONE 2 e
;gﬁiﬁﬂﬁ '%:
E,(=0 i E.(N=E(n 1
Hzn=0 i Hz(=H() i
.. : ..
A0
P o
E ’k il‘.‘

Figure 1.2 : Application du théordme d’é&quivalence.

Dans 1le probléme équivalent, l'expression des champs E et H en
tout point de la zone 2 s'écrit :

— 1 — 1 — —
E = - ‘grad div i  + k% A - —rot A
2 JW3M e2 e2 g m2
(1.2)
- 1  — — 1 —
H, = —rot A+ - ‘grad div A__ + k* A 2.
mn e jwip m2 n
[ — w [ —
A = — J (r') ¢(r,r') ds
J 2
.avec 1 (1.3)
— & [ —
A = — M (r') ¢(r,r') as
m2 4“ S 2
\ 2
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-jk|r-r'| *
e
¢(r,r') = ——T-___T_— est la fonction de Green en espace libre avec
r-r'
an _
k = — ou A est la longueur d'onde dans le vide ;
A

r : point ol on calcule les champs ;
r': point de la surface Sz.

L'observation du probléme physique permet de simplifier ce résultat (cf
figure I.3).

25
L2l

P

c@sssessafhansvonsa

i . o
: g
E > E -—->:2

Figure 1.3 : Application de la aéthode des images.

La contribution de 1'intégrale sur (Sz)2 est nulle car si on

— —

choisit (Sz)2 suffisamment loin de la trappe, E2 et H2 sont negligeables et

- — —

J2 et M2 sont nuls. De plus, a la surface du plan conducteur le champ E2
—

est normal et Mz est donc nul. Les potentiels vecteurs se réduisent & :

f__, P'. -

Ae2 = — Jz(r') ¢(r,r') ds

an .(sz)o v (52)1

3 (1.4)

=2 Wen e a

a = — M (r') ¢(r,r' S

m2 am |(s.) ¢
¢ 27

Une étape supplémentaire peut étre franchie en utilisant la
géométrie particuliére du probléme étudié. Le champ dans la zone 1 étant
nul, on peut parfaitement métalliser toute 1la zone 1 sans modifier les
champs dans la zone 2. On applique ensuite la méthode des images [6]
{figure 1I.3b) qui permet de <conclure que 1le champ dans la zone 2 est

identigque au champ rayonné par des sources magnétiques doublées et des
sources électriques nulles.

) 2R,

—
»

o

N,
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le «champ dans 1la zone 2 est parfaitement représenté par le champ rayonné
_—)
par des sources magnétiques fictives M2 seules, situées sur la surface de

la trappe avec :

— — —
M =2 (E An)
2 2 2
— 1 — —
E =-—rotA
2 £ m2
(1.5)
— 1 —
H = grad div A + k% A ’
2 jwap‘ m2 m2
— g —
et A = — M (r') ¢(r,r') ds
"Zoam |(s,), ?

1.1.2 - Construction du probléme équivalent du coté des sources

La démarche utilisée est la méme que précédemment, la seule
_—

modification apportée étant liée 4 1l'existence de la source. Notons E1nc et
_
Hinc les champs rayonnés par la source seule dans 1l'espace.

En choisissant une surface S1 fermée, entourant les sources et
tangente au plan métallique, on montre facilement que : (figure I.4)

—_  — 1 —_— 1 —
E =E + grad div A+ k% A - —rot A
1 inc jwap el el £ ml

(1.6)
— —_— 1 — — 1 —
H =H + —rot A+ grad div A+ k% A
1 inc n el jw&p mi mi
{( — pn [ —
Ae1 = — Jl(r,r') P(r,r'} 4s
4“ .(sx)o U (Sl)l
avec -« ' (1.7)

— & —
A = — M (r') ¢(r,r') ds
mi 4ﬂ (S 1

10
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— -
J =n A (H)
1 1 1 Si
et (1.8)
— — —
M = (E) Hon
1 1 Si1 1
_—.)

ou n, est le vecteur unitaire dirigé vers l'intérieur de la surface Sl.

.
----
i
a
o

ot
o

o E, (=0
i H,(r)=0
— : [ J
1

.
°e
.
.
.....
o
“rey
T
.
........
.....

S =($1)0U(Sr )‘U(S1 )2

Figure 1.4 : Application du théordme d’&quivalence du coté de 1a source.

Comme le <champ est nul dans 1la zone 2, on peut parfaitement
métalliser toute 1la zone 2 sans modifier 1le champ dans la zone 1. On
utilise de nouveau la méthode des images (figure I.5). On conclut que le
champ dans la zone 1 est identique au champ rayonné par les sources réelles
plus 1les sources imagesuet par des sources magnétiques doublées et des
sources électriques nulles.

Le champ rayonné par les sources réelles plus les sources images
est par définition celui que l'on aurait si 1l'ouverture était fermée avec _
du métal. I1 est donc plus simple de 1le définir comme le champ de

court-circuit noté E et H .
cceC ccC

L ’fg "
=0 n‘£§/ M "‘M’ ource ource
i e G 35 < GO TED S Croaf G2
%
métal <___

\/
b

b
\'{f\

ne 2
:

Figure 1.5 : Application de la méthode des images.
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Le champ dans 1la zone 1 est donc parfaitement représenté par le
__’

champ rayonné par des sources magnétiques fictives Ml, situées sur la
surface de la trappe plus le champ de court-circuit :

— — —
M =2 (E An)
1 1 1
— —_ 1 — —
E = E - —-rot A
1 cc a ml
—_ — 1 o .
H =H _+ 3;;; ‘grad diva +k Aml' (1.9)
—_ £
avec A

—_—
= — ¥ (r') ¢(r,r') as
"toodAm (s, !

Remarque : les résultats (1.5) et (1.9) sont valables que l'ouverture soit
libre ou chargée et sans faire d'hypothése sur la nature du
matériau éventuel ni sur celle du contact avec le support.

1.1.3 - Construction de 1l'équation intégrale dans le cas d'une ouverture
libre

On a construit deux modéles valables respectivement de part et
d'autre du plan de l'ouverture. On peut construire une équation intégrale
vérifiée par les courants magnétiques fictifs en utilisant les conditions
de «continuité des champs 4 1la traversée de l'ouverture, celle-ci étant
ouverte (ou "libre"}.

* Continuité du champ électrique tangentiel :

—_ —
A(E-E ) =0 (1.10)

—
n
2 2 1

* Continuité du champ magnétique tangentiel :

—

— —
nz & (Hz_ Hl) =n A (Hx— Hz) =0 (1.11)

Dans ces conditions, on choisit les notations :

5, = (5,), = (5,), (1.12)
a — —

n=-n =n

- — — - -

M=-Mu =H=2(EAn)
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On utilise la deuxiéme condition de continuité et on fait un
passage a la limite des expressions (1.5) et (1.9). On obtient alors :

—
Hcc 1 i —3
= ‘grad div &4 + k2 Xq)
2 jwa” m m
tg
— & N
ou Am = — M(r') ¢(r,r') ds . (1.13)
an So

-» - -
M= 2(E An)

Remarque : le calcul doit étre conduit avec précaution car lorsque 1l'on
tend vers l'ouverture les intégrales sont singuliéres. On peut
montrer que les 1intégrales convergent si elles sont prises au
sens des "valeurs principales de Cauchy"”.

1.1.4 - Construction de 1'équation intégrale dans le cas d'une ouverture
chargée

On s'intéressera a des matériaux dans lesquels il n'y a pas
d'effet de peau, c'est a dire dans lesquels les courants injectés (ou
induits) se répartissent de fagon uniforme dans 1'épaisseur. On peut alors
les représenter par une impédance de surface Zs définie par :

— —

E =72 J (1.14)
tg ] s
—_ . ’
ou Etg est le champ tangentiel (uniforme dans 1l'épaisseur du matériau) ;
—

Js est la densité de courant circulant dans 1'épaisseur du matériau.

La notion d'impédance de surface ainsi que le domaine de validité
de cette définition seront largement détaillés au chapitre 4.

Comme dans le cas de l'ouverture libre, on construit 1'équation
intégrale en utilisant 1les deux modéles équivalents (résumés dans les
expressions (1.5) et (1.9)) valables respectivement de part et d'autre du
plan métallique et en utilisant les nouvelles conditions aux limites :

* Continuité du champ électrique tangentiel :

A

— — — — - —
n, Ez— El) =n, A (El— Ez) =0 (1.15)



22
* Discontinuité du champ magnétique tangentiel :
_’
n
2

- — — -+
A (Hz- Hx) =n A(H~-H) =4 ' (1.16)

_)
De plus, par définition de l'impédance de surface et de ¥ :

— — - -
- 1tg Eztg (n A M)
Jd = = = ‘ (1.17)
Z Z 22
s s s

Comme précédemment, on utilise les notations :

§, = (8., = (5,), : (1.18)
> — -
n=-n =n
1 2
-+ — — - -
M=-M =M =2(n AE)
1 2
— _— —
A =-A4 = A
m m1 m2

On applique la deuxiéme condition de continuité en prenant la

— —
limite de H1 et H2 (cf (1.5) et (1.9)) lorsque le point de calcul tend vers
le plan de la trappe.

- 1 > - 2 — —
J = (nAM)= nA |—— Igrad divA +k* A ) - H : (1.19)
2 zs FRER m m cc
d'ou
—
.-’
Hcc 1 — M
= grad div A + k% A ] -
2 ot ( a ®) 41z,
tg
— 3 Y
A = — M(r') ¢(r,r') ds (1.20)
o 4 So

Lorsque l'ouverture est libre, ZS est infinie et on retrouve bien
1'équation intégrale (1.13).
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1.2 - APPLICATION DU FORMALISME INTEGRAL AUX STRUCTURES TRIDIMENSIONNELLES

L'étude des ouvertures ne représente qu'un cas particulier d'un
probléme de couplage. On va s'intéresser maintenant & des structures de
forme quelconque dont on cherche a évaluer l'efficacité du blindage. Notre
objectif est de construire une nouvelle équation dans le cas de structures
composées de matériaux représentés par leur impédance de surface, afin de
calculer les champs qui pénétrent & 1'intérieur. La démarche théorique
suivie est la méme que dans le cas de l'ouverture, 4 ceci prés qu'on ne
peut plus utiliser la géométrie particuliére du probléme précédent. Lorsque
la structure est parfaitement métallique, on verra que l'équation intégrale
construite s'identifie parfaitement 4 1'EFIE (Electric Field Integral
Equation).

La démonstration qui suit a été volontairement trés détaillée
pour mettre en évidence les détails de raisonnement liés 4 l'application
des méthodes d'équivalence. Dans le cas traité (matériaux représentés par
une impédance surfacique), les résultats auraient pu étre atteints de fagon
plus rapide mais en perdant la généralité de la démonstration. D'autres
calculs de blindage (matériaux magnétiques, effet de peau dans les parois)
peuvent en effet étre effectués comme dans la démonstration suivante, en
changeant ‘simplement les conditions de passage a la traversée des
matériaux [9],[10],[11].

On s'intéresse & un objet de forme quelconque, muni ou non
d'ouvertures, constitué éventuellement de plusieurs cavités, et dont les
parois peuvent é&tre parfaitement conductrices ou d'impédances Z, . (Le cas
du métal parfaitement conducteur est bien représenté par une impédance Zs
nulle). On suppose que des sources extérieures produisent un champ incident
connu.

La démonstration est conduite dans le cas d'un objet a deux
cavités mais peut étre aisément généralisée. On s'intéresse au probléme
initial décrit par la figure (I.6).

t
ZONE 1 ouverture

E(r)
H(r)

Figure 1.6 : Modélisation du probl2me initial.
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1.2.1 - Construction du probléme équivalent dans la zone 1

Comme on l'a fait précédemment, on utilise 1les théorémes
d'équivalence.

Dans le probléme équivalent n*l, on suppose que :

- les champs sont égaux aux champs du probléme initial & 1'extérieur de‘S1
=S _US _: ’
12 13

- les champs sont nuls & l'intérieur de S1'

En tout point de 1l'espace, les champs sont parfaitement
représentés par les champs incidents plus 1les champs rayonnés par les
sources fictives suivantes (cf figure I.7):

— -
M =E*An
1 i 1
(1.21)

—

-
J =n AH
1 1 1

ot 1'indice 1* signifie qu'on utilise les valeurs des champs i la surface
— .
de S1 du cété de la normale n, .

J M,
ZONE 1 /7 ---------- "* -r:
o
E,l= g
H, = !
E,{n=E(
H{=H(r) e
S1=8,USs

Figure 1.7 : Problame équivalent dans la zone 1.

Le champ électrique s'éerit en tout point du probléme n°1.

—_— —
rot A (1.22)

ml

> — 1 S —
E =E + —— {grad div A+ k% A -
j(.\)ﬁH- el el

S ]
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ol -
( — p [ —
A = — Jd (r') ¢(r,r') 48
el 4n . 1
1 (1.23)
— &  —
A = — M (r'") ¢(r,r') ds
mi o 4n S, t
[

1.2.2 - Construction des problémes équivalents dans les zones 2 et 3

Les deux problémes équivalents sont décrits figures (I.8 et I.9)

Dans la zone i (i = 2 ou 3) on suppose les champs égaux & ceux du
probléme initial et nuls & 1l'extérieur. On introduit comme précédemment les
sources fictives :

— —

M =E An

i i i
(1.24)

—-)—»_:

J1 =1 A Hi

Le champ électrique s'écrit :

- 1 — 1 -
E = grad diva + k¥ A | - -rot A (1.25)
jwap ei el £ mi

ou
([ — pw [ —
A = — J (r') ¢(r,r') dS
*t o oam s !
d (1.26)
— & [ —
A = — M (r') ¢(r,r') 4s
mi 4,“ S1 i

/I E.N=E(N: E,MN=0

. = H=HM:  HN=0
““‘n__ ?;-4—%
S2=8;2USzs

Figure 1.8 : Problame équivalent dans la zone 2.



E,(N=0 E,(r=E(r) AN
H,(r)=0 ' Hy(N=H(r) '|\7|3
§ &
S3=S;3USzs

Figure 1.9 : Problédme équivalent dans la zone 3.

1.2.3 - Construction du probléme équivalent global

On construit un probléme global par
précédents (cf figure TI.10). Par construction les
magnétiques seront partout identiques &

I.6) :

-

........... J13

..... 5 g
~ Hy(N=H() lJ* Hr(n=H(r)
E =El) o o A
He(n=H(r) B °

M12

Figure 1.10 : Problame équivalent global.

.
.

En tout point de l'espace E s'écrit

- —_— S — 1l — —
E=E + grad div A + k* A | - - rot A
inc jwf.p. e e < m

ol
— K F  — f
A= — J (r') $(r,r')ds + J _(r') ¢(r,r')ds +
e 4n S 12 S 13

\WJ 12 J 13
— & — f  —
A= — M _(r') ¢(r,r')ds + M _(r') ¢(r,r')ds +
m 4“ s 12 13

L 12 J 13

avec

superposition des trois
champs électriques et
ceux du probleéeme initial (figure

(1.27)

f —

st(r') ¢(r,r')ds
23

—_—
M”(r') #{(r,r')ds

23

\

/

3

/
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—_— T, T,
M = (E'-E')An = (E'-E') An
ij i ] i b] i J
— -
JiJ =n, A (Hi— Hj) = nj A (HJ - Hi)
et S =S nSs

ij i 3

pour i =1,...3
=1,...3

[N
|

1.2.4 - Construction de 1'équation intégrale

Pour alléger les notations, on définit sur § = 812U SISU st =
S1U SZU 53:

- — - —
J=J sur S M=M sur S
12 12 12 12
— —
J sur S M sur $ {1.28)
13 13 13 13
—_— —_—
J sur S M sur S
23 23 23 23

L'introduction des hypothéses de départ simplifie le probléme :
par définition, les impédances Zs assurent la continuité de E tangentiel et
par conséquent la nullité de M. De plus, dans les ouvertures, il y a
continuité de E et H et les sources J et M sont nulles. Si on note S~ la
surface totale moins les ouvertures, 1'expression finale du champ
électrique en tout point du probléme global est :

- —_ 1 — .
E=E + grad div A + k% 1 : (1.29)
inc jwﬁp. e e

e -
= — J({r') ¢(r,r') d4s
i -

- —

- >
J=nd (H- H)
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-

- ) -
On utilise la condition aux limites : n AE=nAZ J (1.30)
Par passage & la limite, il vient :

—_ 1 .
E = - grad div A + k? Kﬁ)
incC . jwa“ e e

Cette équation est bien une généralisation simple de 1'EFIE car

si 1l'objet est parfaitement conducteur, Zs est nul et on retrouve
1'équation classique.

- +2 J (1.31)

s

tg

L'intérét de cette démonstration est que jusqu'a la construction
du probléme équivalent global on n'a pas fait d'hypothése sur les
matériaux. On doit donc pouvoir obtenir d'autres équations intégrales dans
le cas de matériaux différents {(magnétique, épais,...) en utilisant la méme
démarche.

1.2.5 - Généralisation aux structures composées de surfaces et de fils

La démonstration précédente a été conduite dans 1le cas ol les
courants sont calculés sur des surfaces. Pour simuler l'injection d'un
courant par un générateur, il est nécessaire de simuler des structures
complexes composées de surfaces et de fils. Le formalisme des "fils minces"”
est souvent applicable (voir détails dans 1l'annexe B) et on généralise
facilement 1'équation intégrale (1.31) en ajoutant la contribution des
intensités de courant parcourant les fils.

L'équation intégrale s'écrit :

_ 1 — -+ -
E ' = - ‘grad div A + k* Ka) +ZJ+21 avec - (1.32)
inc 3 e e S L
te Jwep
tg
— ) 2 B
A(r) = — J(r') ¢{r,r') ds + — |  I(r") ¢(r,r') 41
N 4n Jsurfaces 4n Jfils

ou - I est 1l'intensité du courant sur 1l'axe du fil
- ZL est 1'impédance du fil par unité de longueur.

- Pour simuler un générateur de tension V sur un £fil, on applique
—

un champ incident Einc nul en tout point de 1l'espace sauf sur une longueur

. . ——
L de fil ol sa valeur est Einc = V/L.
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1.3 - UNIFORMISATION DES EQUATIONS INTEGRALES

La ressemblance entre 1les équations (1.20) et (1.32) est
évidente. Ce n'est pas surprenant car il s'agit d'un exemple qui illustre
la dualité entre le champ électrique rayonné par des courants électrigques
et le champ magnétique rayonné par des courants magnétiques.

I1 est donc naturel de chercher a uniformiser les notations afin
de présenter les deux équations sous une méme forme. Ainsi la résolution
des deux équations pourra étre conduite de fagon identique pour les deux
problemes.

1.3.1 - Probléme des ouvertures

On rappelle que 1'équation intégrale permettant de résoudre de
facon exacte le probléme des ouvertures chargées est (cf (1.20)) :

—’ -’
Hcc 1 — M
=7——(graddivA + k2 F] -
2 Jwep n ® 42,
tg
ou
— & -
A(r) = — | M(r') ¢(r,r') 4s
n an JS

On va transformer légerement cette équation pour 1la présenter
sous une forme équivalente plus facile a résoudre numériquement. Il faut
pour cela préciser que dans 1l'équation précédente, les opérateurs Qradients
et divergence s'appliquent sur 1la variable r et 1l'on peut adopter les
notations gradr et divr. De la méme fagon, on utilise 1l'indice r' lorsque
les opérateurs s'appliquent sur la variable r'.

On peut montrer que :

_)
div_ ISM(r’) ¢(r,r') dS = Jsdivr,(ﬁ(r')) o(r,r') d4s (1.33)
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En effet :

> -
divrj M(r') ¢{c,r') ds Isdivr(M(r') ¢(r,r')) d4s

- _
ISM(r') gradrw(r,r') ds

_’ ———_’
- | M(r') grad_ ¢(r,r') ds
S r
et on peut montrer [12] que le membre de droite se met sous la forme
. -
div_ M(r') ¢(r,r') ds
s r

L'équation intégrale s'écrit alors :

___’ _’
Hcc 1 —_ - jwe] - r'
= ——— grad| div_ M(r’')¢(r,r')ds - —| M(r")¢(r,r’')ds - (1.34)
2 4T wp r 4 472
S S s
tg
On introduit les notations suivantes :
T -
C(r') = M(r")
—
- Hcc(r)
X(r) =
2
tg
jwe
C, = -~ —
t an
< (1.35)
1
C =
2 410 wp
1
c, = - —
3 YA
S
] = § (surface de 1'ouverture)
\ df! = dS (élément de surface)
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L'équation intégrale s'écrit finalement :

- > — -
X(r) = C1 Y(r) + C2 grad Z(r) + C3 C(r) (1.36)

Y(r) = QE(r') o(r,r') 40

avec ﬁ

Z(r) Qdivr,z(r') ¢(r,r') dQ

_)
Dans cette équation intégrale, il s'agit de déterminer C(r') pour

-
un champ X(r) imposé.

1.3.2 - Probléme tridimensionnel

La transformation de 1'équation (1.29) s'effectue comme dans le
cas précédent. La seule différence provient de la présence de 1l'intégrale
sur les fils en plus de celle sur les surfaces. Il est facile d'utiliser
une notation qui fasse la synthése des densités de courant surfacique J et
des intensités de courant dans les fils I. On pose : '

_’
{ 5 J(r') sur les surfaces
C(r') =
_)
I(r') sur les fils
_, —-—-—)
X(r) = E
inc
tg
Jop
C = —
o4
¢ = — . (1.37)
2 Amjwe
C =12
3 s
9 S (surface)
L (axe des fils)
dS sur les surfaces
aQ =
{ dL sur les fils
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Avec ces notations, 1l'équation (1.32) qui résout le probléme des
objets tridimensionnels composés de fils et/ou de surface est mise sous
forme parfaitement identique & (1.37). Ainsi la résolution numérique de
(1.37) permet d'obtenir 1la solution des 2 problémes. (probléme des
ouvertures et probléme tridimensionnel).
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CHAPITRE 2

RESOLUTION DE L'EQUATION INTEGRALE UNIFORMISEE PAR LA METHODE
DES MOMENTS
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2.1 - Généralités sur la méthode des moments [2],[13]

On peut appliquer la méthode des moments lorsgu'on veut résoudre
une équation de la forme :

(@I =v (2.1)
ol : Yest un opérateur linéaire
I est la fonction inconnue

V est une fonction connue

On applique la méthode des moments en plusieurs étapes :

- On choisit d'approximer la fonction inconnue par une somme pondérée de N
"fonction de bases"” fn.

N
I-= 2: If (2.2)
n=

Ce choix étant £fixé, la méthode des moments permet de déterminer les

coefficients In qui correspondent & 1la meilleure solution approchée de
1'équation. '

L'équation & résoudre devient :

7 D] =

I & (fn) =V (2.3)
1

car l'opérateur %est linéaire.

- On choisit une famille de N "fonction test" g . ainsi qu'un produit
scalaire (noté ¢(,>). Lorsque 1les fonctions tests sont identiques aux
fonctions de base, la méthode est dite "méthode de Galerkin".

- On effectue 1le produit de 1l'égquation & résoudre avec chacune des
fonctions tests. )

N
N

< LI LD g, > =( V., g ) n=1,...0 (2.1
n=1

m
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gqui s'écrit :
N

zlu(f(fn), g »={(V.g ) m=1,...N (2.5)
n=1 : :

En posant V_ = (V.9 }

m
Moo= Z(E ) g )
On obtient un systeme matriciel d'ordre N
Ml (1) = (V] (2.6)
ol M est la matrice carrée des éléments an
I est le vecteur (Il,...,In,...,IN)

V est le vecteur (vl,...,vn,...,v

)

N

Les coefficients de pondération des fonctions de base sont
obtenus en inversant l'équation matricielle.

I1= [M]"! V) . (2.7)

Il existe de nombreuses applications de la méthode des moments
4 des problémes électromagnétiques [13],[14],[15],[16],[17],[18]. En
général, la difficulté d'application réside dans 1le calcul des
coefficients de la matrice et souvent plus particuliérement pour les
éléments de la diagonale de la matrice. Nous allons maintenant appliquer
cette méthode 4 la résolution des équations intégrales construites au
chapitre 1.

2.2 - Choix des fonctions de base

Nous nous intéressons au cas genéral d'une structure composée de
fils et de surfaces. Le choix des fonctions de base que nous allons decrire
a été guidé par le souci d'unifier 1le cas des surfaces, des fils et des
jonctions fils-surfaces, afin de simplifier 1les calculs théoriques et la
mise en oceuvre informatique.

Les fonctions de base que nous avons choisies ont pour propriété
d'étre nulles partout dans l'espace sauf sur deux éléments (de surface ou
de fil) adjacents. Une fonction de base pourra étre associée & la limite
commune & deux éléments adjacents et sera définie sur ces deux éléments. On
va donc s'intéresser successivement 4 trois types de fonctions--de base
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définies dans le cas :

- de deux éléments de surface adjacents
- de deux éléments de fil adjacents ;
- d'un élément de surface adjacent & un élément de fil.

~e

2.1.1 - Choix des fonctions de base sur les surfaces

La discrétisation des surfaces et le choix des fonctions de base
correspondent a la solution proposée par Glisson [19] et reprise par Rao
[1].[{20],[21].[22]. Les surfaces sont modélisées par un découpage en
facettes triangulaires planes identifiées par les noeuds et les arétes
associés. Les surfaces ainsi décrites peuvent étre fermées ou présenter des
arétes de bord.

Les fonctions de base proposées par Glisson et Rac ne sont pas
associées a un triangle mais 4 l'aréte commune i deux triangles adjacents.
La fonction de base fn est associée & la niéme aréte du maillage (de
longueur ln) (voir figure(II.1l) pour les notations). On définit un sens de

traversée de 1l'aréte qui va du triangle T; (de surface A;) vers le triangle

_’
T; {de surface A;). Un point M du triangle T; est repéré par le vecteur r

___’
(par rapport a une origine 0 arbitraire) ou par le vecteur p; qui le relie
au noeud opposé & l'aréte n.

F::::::: " Aréte n
N

Tnt

Figure II.1 : Définition des fonctions de base sur les surfaces.
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— >
La fonction de base fn(r) est définie par :

[ 1 —
n . +
p; siMeT
+
2 An
-
E(ry= § 1 — (2.8)
P si M€ T
2 A
n
{ 0 ailleurs
—)
Cette définition de fn lui confére quelques propriétés
intéressantes :
—

- f varie linéairement lorsqu'on se déplace sur T et T et est d’autant
plus grande {en module) qu'on est pres de 1' arete n.

—
- La composante de fn, normale 4 l'aréte n, est continue a4 la traversée de

-2
l'aréte (voir figure II.2). En effet, si n est la normale & l'aréte n, le
—.)

,.)
produit p;.n tend vers h; , la hauteur du triangle T;, lorsqu'on se
1
rapproche de l'aréte. Si on remarque que A; = - lnh;, on montre que la
—

composante normale de fn est donc de module unité. Le méme raisonnement

s'applique pour le triangle T; et prouve la continuité de la composante

_)
normale de fn

Tn+ Aréte n

Tn-

Figure 11.2 : Continuité de la composante de fn normale & l'aréte n,
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_._.,
- La fonction de base fn est tangente aux autres arétes du triangle

T; et T - (cf figure II.3).

Tn+
®
Cn+
Cn+

Figure I1.3 : Propriété de fa sur les autres arétes des triangles.

: >
Comme la densité de courant C est définie par :

- —
C=.uI £, (2.9)

n a

° 1

— >
seule 1la fonction fn contribue & la composante de C qui est normale &
1

1'aréte n. La valeur du coefficient In est donc égale & 1'amplitude de la

Q
densité de courant C qui traverse perpendiculairement 1'aréte n de T;

—

vers T;. La définition de fn assure donc la continuité de la composante
- . e d . .

du courant ¢ normale a une aréte. Si on se souvient que € vérifie la

_’
relation de continuité div C + jwh = 0 (ol A représente 1la densité de
—)

charge), 1la continuité de la composante normale de fn traduit l'absence
.__.)
d'une charge localisée sur les arétes. Le choix de fn permet donc

_’
d'assurer 4 la densité de courant C , la propriété de continuité des

gourants réels quels que soient les coeffjicients In.

-

De plus, comme 1le courant est tangent au bord des structures
réelles, 1'amplitude de la fonction de base associée a une aréte de bord
devra étre nulle et il n'est donc pas nécessaire d'affecter une fonction

de base aux aréetes de bord des structures.
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- On remarquera qu'il n'y a pas, a priori, continuité des composantes
—
tangentielles de fn 4 la traversée des arétes. La continuité des

—-’ .
composantes tangentielles de C sera assurée éventuellement apres calcul

des coefficients In.

- Nous aurons besoin dans la suite d'utiliser la divergence des fonctions
de base. On peut donc dés maintenant signaler que :

{1

u
— siMeT
o

A+

n

BN
div fn = < 1n (2.10)

- — 31 MeT
n

A-

n
0 ailleurs

2.2.2 - Choix des fonctions de base sur les fils

Les fonctions de bases que l'on va utiliser sur les fils ont été
proposées par Harrington [2]. Les fils sont modélisés par un découpage en
segments rectilignes identifiés par les noeuds qui les limitent. Comme dans
le cas des facettes triangulaires, 1les fonctions de base ne sont pas
associées aux éléments segments mais aux noeuds communs & deux segments. La
fonction de base fn est associée au nieme noeud du maillage (voir figure
(II.4) pour les notations). On définit un sens de traversée du noeud qui va
du segment S; (de longueur d;) vers le segment S; (de longueur d;). Un

- —
point du segment S; est repéré par le vecteur r ou par le vecteur‘p; qui le
relie 4 l'autre noeud du segment.

Sn+ Sn-
r M -~ .
o-___________-_‘ —
- dn-

Cn+

dn+

Figure I11.4 : Définition des fonctions de base sur les fils.
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—_)
La fonction de base fn est définie par :

(‘—)
Pn .
— si M £ 8
a* :
n
—
£ (xy=4 (2.11)
n pn
— si M e §”
- n
dn
| 0 ailleurs

.__)
On remarquera que ce choix de la définition de fn est trés proche

de celui des fonctions sur 1les triangles. On observe de nouveau des
propriétés intéressantes :

—
- fn varie linéairement sur S; et S; et est maximum au voisinage du noeud

n ;

——’
- le module de fn est continue lorsqu'on passe de S; a S;. On déduit en

effet de la définition que 1le module de E: tend vers 1 lorsqu'on se
rapproche du noeud Nn . Ainsi «comme pour 1le cas des triangles, le
coefficient de pondération In est égal a4 1l'amplitude du courant a
l'interface de deux éléments du maillage. '

Cette similitude des propriétés des fonctions de base choisies pour les

fils et les surfaces ne surprend pas si on remarque que la définition de
_—’ .

fn sur les segments peut étre obtenue {(aux notations prés) en utilisant

_)
la définition de fn sur les triangles et en faisant tendre la longueur de
1'aréte commune vers 0 (cf figure II.5).

Noeud n
In Aréte n
In '\ N0
_— ——
?,,4- Fn*

Figure II.5 : Comparaison de fa sur les triangles et sur les fils.



41

—)
Signalons enfin que sur les fils, la divergence de fn s'écrit :

[ 1
— si M e S
n
4 ’
a
—-)
divf =4 1 (2.12)
n - — si Mes
n
a
n
L 0 ailleurs

2.2.3 - Choix des fonctions de base sur les jonctions

Le choix des fonctions de base sur les fils et les surfaces a été
conduit avec le souci d'assurer des propriétés voisines dans les deux
situations. Il s'agit maintenant de proposer une fonction de base
utilisable & la jonction entre un £il et une surface et possédant les mémes
propriétés que dans les deux cas déja exposés :

- linéarité sur les éléments ;
- continuité du courant & l'interface entre le fil et la surface.

Nous allons nous limiter dans ce paragraphe au cas ou on relie
l'extrémité d'un fil au bord d'une surface, la jonction se faisant entre
deux éléments seulement. Le cas ou le fil est relié a 1l'intérieur d'une
surface sera traité dans le paragraphe 2.4 concernant 1les jonctions
multiples.

On peut remarquer qu'a priori, les courants ne sont pas de méme

A

_’
nature sur les £ils et 1les surfaces : sur les fils, C s'identifie &
"
l'intensité I du courant qui circule, tandis qu'il s'agit de la densité

surfacique de courant 3 sur les éléments de surface. La propriété de
continuité du courant doit tenir compte de cette différence de nature, et
en particulier il ne doit pas y avoir apparition de charge a la jonction
entre le fil et la surface : tout le courant qui arrive 3 1l'extrémité du
fil doit s'écouler sur la surface.
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La définition de 1la fonction de base sur les jonctions que nous
proposons est la suivante : on ne modifie pas au niveau des jonctions la
modélisation de la structure étudiée (1l'extrémité du fil est un segment,
1'élément de surface de jonction est un triangle). Lors de la construction
du maillage, on impose de relier l'extrémité du £il 4 1l'aréte de bord du
triangle. Les notations utilisées se déduisant immédiatement de celles des
paragraphes 2.2.1 et 2.2.2) (voir figure V.6). Comme précédemment, la
fonction de base définie sur deux éléments est associée 4 1l'interface entre
les deux éléments, repérée par le couple (noeud de jonction, aréte de
jonction) qui identifie la jonction. On définit un sens de traversée de la
~ niéme Jonction gqui va du segment S: {de longueur d;) vers le triangle T;

{de surface A; ). (On peut aussi choisir le sens inverse en permutant les
indices + et -, 1l'orientation du sens de circulation du courant étant
arbitraire). Aréte de

///”—‘joncﬁon

Noeud de
jonction

Tn-

Figure II.6 : Définition des fonctions de base sur les jonctions fils/surface.

___)
On définit alors fn par :

/ -
111 Pn R +
si Mg S8
+ a
dn
—
f (r) = 4 - (2.13)
a -
1n p
si M e T
. n
2 A°
a
0 ailleurs
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._.) .
Sur T, la définition de fn est tout & fait identique & celle du

paragraphe 2.2.3 et on retrouve les mémes propriétés. En particulier, la
composante normale de la densité de courant est égale a 1 au niveau de
l'aréte de jonction. L'intensité totale du courant qui pénetre dans le
triangle T; en traversant l'aréte est proportionnelle a la longueur 1n de
l'aréte et a 1la densité de courant et vaut donc 1n. Pour assurer la
continuité du courant & la jonction, il a fallu modifier la définition de

sur la partie filaire de la jonction. Sur le segment, la définition de

est identique & celle du paragraphe 2.2.2 au coefficient multiplicatif
prés. On a bien ainsi continuité du courant & la jonction fil/surface.

P-‘!"'ll l‘hl
=] -] =]

On peut remargquer que cette définition de E: force le courant a
pénétrer perpendiculairement sur 1la surface sur toute la longueur de
1'aréte. Ce n'est pas une limitation trés importante car dans les triangles
voisins, la direction du courant peut étre quelcongue. Tout se passe comme
si on reliait 1le fil et la surface par un élément intermédiaire dont on
fait tendre la surface vers 0 (cf figure II.7).

e T
.,
.. P Y
:; PR
ot P my
=

Figure I1.7 : Modélisation des jonctions.

—
Au niveau des jonctions, la divergence de fn s'exprime par :

{1
n .
— si M € st
a* :
n
_’
div £ = « 1 (2.14)
n n s
- -—s1 M € T;
A
0 ailleurs
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2.2.4 -~ Uniformisation des fonctions de base

On a défini trois types de fonctions de base (type S sur les
surfaces, type F sur les fils, type J sur les jonctions).

La matrice résultant de 1'application de la méthode des moments
est donc composée de 9 sous-matrices correspondant aux diverses
interactions entre les fonctions de base

ol Mij désigne la matrice d'interaction des fonctions de base de type i
avec les fonctions de base de type j, avec i,j € {S,F,J}.

Chaque matrice nécessite a priori un calcul particulier. Or on a
souligné que les fonctions de base des trois types ont des propriétés trés
volsines. Dans 1les trois cas, la fonction de base s'appuie sur deux
¢léments adjacents (triangles ou segments) et est associée 4 la limite
(aréte, noeud, jonction) entre les deux éléments. Le sens de traversée de

la limite est orientée (le courant circule de 1'élément d'indice + vers
— —
celui d'indice -). Sur chaque élément, fn est le produit d'un vecteur P,

par un coefficient qui ne dépend que des caractéristiques géométriques de
1'élément. Il est donc naturel de faire la synthése des définitions sous
une forme compacte qui permettra 1'application de la méthode des moments
sans distinguer formellement les neuf interactions possibles.

Le vocabulaire et les notations utilisés sont les suivants :

* I1 existe deux familles d'éléments noté Q (les triangles T et les
segments S). La dimension caractéristique de l1'élément £ est notée ¢
(Aire A des triangles ou longueur d des segments).

* Il existe trois familles de limites séparant deux éléments adjacents :

- les arétes communes A deux triangles (limite T-T) ;

- les noeuds communs & deux segments (limite S-S) ;
- les jonctions reliant un triangle et un segment (limite S-T ou T-S).



45

-

_—’
* La fonction de base fn, associée 3 la limite n, est orientée de 1'élément

Q" vers 1'élément Q°. (on pose @ = Q' y Q).
n n o 13 a
On affecte & chaque fonction de baserun indice 8n défini par :

(1 si M€ o

3. Xy =3 1sine o (2.15)

\ 0 ailleurs

* On définit quatre facteurs a ,b ,c ,d dont les valeurs dépendent du type
. s n o n 13
de limite traité.

( at siMe ( b* si M € Q*
n n n o
- -
3= a sineq LY==y b simen
n n n n
\ 0 ailleurs \ 0 ailleurs
(2.16)
( ¢t = atc* si M e Ot ( d* = b*ot si M € O
n n o a n o a n
-+ -+
CalFd =9 cm = ao siMeq () =9 g = b0 siMeq
n a n n n o n a

0 ailleurs 0 ailleurs
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Les valeurs des facteurs a utiliser par la suite sont :

Limite T-T :
/ 1 4 1
at = — b = —
n n
- +
2 An An ct =c =c¢ =
J n n n
<
1[1 lﬂ
a~ = b = — d* =4 =4 =
u - o n n n
L 2 An A;
\
Limite S-§5 :
{ 1
+_+___
an—bn_
a* ¢t =c¢c"=¢c =1
a n n
1
1 4 _ oA~ _ —
a~  =h = — dn_dn—dn-l
n i -
\ %
Limite §-T :
( 1 { 1
+_n +__n
an—— bn_— cf_l
d+ d+ n—n d+=
J a n n
3
1
_ 1n _ ln C-=—n— 4" =
a = b=— n 2 a
oz o
n n

(2.18)

(2.19)
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Un point quelcongque M de 1l'élément Qn est repéré par le vecteur

—’
Py orienté du noeud de 1'élément qui n'appartient pas & la limite n vers le

—-)
point M (le centre de gravité de 1'élément est repéré par le vecteur pﬁ)

Avec ces notations, on obtient une écriture unique de la fonction
— ] o
de base fn et de sa divergence div fn

— - - —_
fn(r) = an(r) Sn(r) pn(r)
(2.20)
— - -+
div £ (r) = b (r) 3 (r)

On appliquera donc 1la méthode des moments en utilisant cette
notation synthétique qui évite de traiter successivement le cas des fils
des surfaces et des jonctions. On aura ainsi dans les trois cas la méne
précision puisque les éventuelles approximations seront de méme nature.
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2.3 - Application de la méthode des moments au probléme étudié

On va utiliser 1la méthode des moments pour résoudre 1l'équation
intégrale :

> - —_ >
X(r) = c, Y(r) + c, grad Z(r) + C, C(r) (2.21)
’_’ ..—)
Y(r) = | C(r') ¢(r,r') 40
avec <
i -
Z(r) = div_,C(r') ¢(r,r') 4Q
L T

On définit un produit scalaire par :

< a,b>» =1 a.bdd (2.22)
Q N
On effectue le produit scalaire entre l'équation intégrale et
—_
chacune des fonctions tests fm : celles-ci sont identiques aux fonctions de
base car nous appliquons la méthode de Galerkin
] 2 — S > 5> — > —
& X, fm > =C < Y, fm + C2 < 72, fIn > + C3 < C, fm > (2.23)

On montre dans 1'annexe A, que cette éguation peut se mettre sous
la forme matricielle suivante :

N
—
v = :5 M I m=1,N (2.24)
n=

-2 -
v =2 e ix) 5
m m m m
m

. m
ou A *

H =cM + cM + ¢
n 1 mn 2 mn

m 3 mn
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nt =Z
o

avee 2z L2 D asas
mn a n m m mn
m+ nt
cc — —
o o
M3 = Z pC PC
mn o.- m n
Q
\ @mn
{ f ~jkR
— 1 — e m
Y = — p 44
mn o Q 13 R
o J n o
et 9
f -jkRr
1 e o
Z = — — 49
mn c & R
a J n m

ol la notation E: signifie que la quantité est calculée sur les deux
nt

éléments Q; et Q; adjacents & la limite n.

La résolution de 1l'équation natricielle peut étre effectuée par
des méthodes classiques et permet de calculer 1les coefficients In. D'un

point de vue numérique, la difficulté d'application de la méthode réside
—

dans 1'évolution des quantités Ymn et Zmn particulierement délicate si
m =n. On trouvera en annexe des indications dans le cas des triangles et
.des segments.

2.4 - Cas des jonctions multiples

Au cours des paragraphes précédents, on s'est intéressé
exclusivement aux fonctions de base s'appuyant sur la limite commune a deux
éléments adjacents. Cette description des courants permet de traiter de
nombreuses situations
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- circulation de courant sur les surfaces ;
- circulation de courant sur les fils ;
- jonction simple entre l'extrémité d'un £il et le bord d'une surface.

Il est nécessaire d'étendre la méthode pour traiter d'autres
situations fréquemment rencontrées :

- jonctions entre plusieurs surfaces ;
- jonctions entre plusieurs fils ;
- jonctions entre plusieurs fils et surfaces.

Les propriétés communes entre les trois types de fonctions de
base déja décrites vont étre de nouveau utilisées pour répondre de facon
unique a toutes ces nouvelles situations. On parlera de nouveau de limites
(noeuds ou arétes) communes & plusieurs éléments (triangles ou segments).
Néanmoins pour simplifier les explications et les schémas, la plupart des
illustrations concerneront les jonctions multiples entre éléments filaires.
Ceci n'enleve rien ad 1la généralité de la méthode, un élément segment
pouvant & tout instant étre remplacé par un élément triangle sans changer
les raisonnements.

- Cas des limites de bord

On rappelle que si on s'intéresse aux extrémités des structures
(arétes ou noeuds de bord), la limite terminale n'appartient qu'a un seul
élément et le courant qui la traverse perpendiculairement est nul. On
traduit donc bien 1la réalité physique en n'affectant aucune fonction de
hase aux limites de bords.

- Cas des limites simples

I1 s'agit de la situation la plus courante, lorsqu'une limite est
commune a deux éléments. On a vu qu'on affecte i cette limite une seule
fonction de base orientée arbitrairement d'un élément vers l'autre (ce cas
a fait l'objet des paragraphes précédents).

- Cas des limites doubles

I1 s'agit de la situation dans laquelle une limite est commune a
trois éléments (voir les exemples de la figure II.8). La solution que nous
proposons consiste a affecter & une telle limite deux fonctions de base de
la facon suivante. On choisit arbitrairement un élément de référence (2

) — —
par exemplelet on définit deux fonctions de base fU et fik s'appuyant
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i

—

ik

aj jonction entre trois segaents ; Segment () Segment ()

~_ S

Triangle Q)

b) jonction entre un segment Segment )
et deux triangles ;

Triangle ()

Triangle ;

¢} jonction entre trois triangles.

Triangle (O

Triangle ()

Figure I1.8 : Exemple de jonctions doubles
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respectivement sur Q et chacun des deux autres éléments (Q et Q '} . Comne
chaque fonction de base ne s appule que sur deux éléments, elle est définie
de la méme facon que dans le cas de limite simple, en fonction de la nature
des éléments concernés (segments ou triangles). En particulier, 1la
continuité de chaque fonction de base 4 la traversée de la limite garantit,
par sommation, la continuité du courant (loi de Kirchoff).

Par ailleurs, le choix arbitraire de Qx ne limite pas la méthode
car les coefficients de pondération appliqués aux fonctions de base par

application de la méthode des moments en tiennent compte.

On va illustrer cette modélisation de limite double par quelques
exemples obtenus dans le cas de jonctions entre fils.

On suppose qu'un noeud est commun A trois fils (fils 1, 2 et 3).
On appelle arbitrairement Qi,QJ,Qk les derniers segments des fils 1, 2
et 3. On appelle 11,12,13 les courants dans les fils 1, 2 et 3 au niveau du
noeud commun {(cf figure II.9).

- — — —_—

Le courant dans les fils s'écrit : I = I14f11+ Iikflk, ou fiJ et

—
fik sont les deux fonctions de base associées au noeud comnun, définies

comme précédemment.

Des valeurs adéquates de I et I , obtenues par la méthode des
moments peuvent traduire toutes les 31tuat10ns.

fil2

file
(@]
fil3
Figure I11.9 : Exemple de jonctions entre trois fils.
Exemple'l
Les wvaleurs I =1 et I =0 correspondent & un courant de 1 A

. . ) . ik
circulant du fil 1 vers ié £fil 2, le courant étant nul dans le fil 3.
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En effet : I =I +I =1 -
1 ijJ ik
12 = Iij =1
13 = Ilk =0
Exemple 2
Les valeurs I ;= -l et I s 1 correspondent & un courant de 1 A

circulant du fil 2 vers le fil 3, le courant étant nul dans le fil 1.

En effet : Il =1-1=0
I =-1
2
I =1
3
Exemple 3
Les valeurs I_ = 0,5 et I = -1 correspondent & un courant de 1 A

circulant dans le fil 3 se d1v1sant également dans les fils 1 et 2.

En effet : I1 = -0,5
I =20,5
2 .
I =-1

On constate ainsi que deux fonctions de base associées & une
jonction double sont suffisantes pour modéliser toutes les situations. Un
cas 1intéressant correspond a la jonction d'un fil avec une surface
{(jonction d'un segment et de deux triangles) comme sur 1'exemple de la

figure (II.10).

ik/7

surface
Figure 11.10 : Exemple de jonctions entre un fil et une surface.
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q

Ce traitement des limites doubles permet de connecter l'extrémité
d'un fil 4 n'importe quelle aréte d'une surface maillée en triangle (aréte
de bord ou aréte intérieure). C'est un des intéréts des fonctions de base
"uniformisées" qui ne nécessitent pas un maillage particulier au niveau des
jonctions.

- Cas des limites multiples (reliant plus de trois éléments)

La généralisation est immédiate. On choisit arbitrairement un
élément Q. On associe a la limite commune aux n éléments, (n-1) fonctions
de Dbase orientées de { vers chacun des autres éléments. Tous les cas
précédents (limites de bord, simple ou double) apparaissent comme des cas
particuliers avec n = 1,2 et 3. La figure (II.11) représente le cas de
l'intersection de deux plans. L'aréte de jonction est commune & quatre
éléments et on 1lui associe trois fonctions de base qui s'appuient sur les
triangles adjacents.

Triangle (4 —

§riangle Q

| Triangle Cx

Triangle ()

Figure II.11 : Exemple de jonctions triple.
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Comme chaque jonction d'ordre n est obtenue par superposition de
n-1 fonctions de base élémentaires, l'application de la méthode des moments
ne nécessite pas de changement en profondeur. L'équation intégrale est de
nouveau approximée par 1'équation matricielle (2.24). Les éléments de la
matrice se calculent comme au paragraphe 2.3). Seule la dimension N de la

matrice est changée. N n'est plus égale au nombre de noeuds et d'aréte du
maillage moins les limites de bord. En effet :

N =0 x Nbord + 1 x Nsimple + 2 X Ndouble + ... + N x Nnmultiple

( Nbord est le nombre de limites de bord
Nsimple est le nombre de limites simples

Ndouble est le nombre de limites doubles

Nnmultiple est le nombre de limites d'ordre n
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CHAPITRE 3

SIMULATION NUMERIQUE DE CIRCULATION DE COURANT

SUR DES OBJETS TRIDIMENSIONNELS
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Au cours de ce chapitre, nous allons étudier un certain nombre de
problémes tridimensionnels qui peuvent étre résolus de facon numérique. Les
exemples étudiés ont été choisis dans 1le but d'isoler des mécanismes
physiques élémentaires que 1l'on rencontre dans les situations plus
complexes. Nous nous limiterons a des géométries pour lesquelles les
résultats du calcul numérique peuvent é&tre comparés & des expressions
analytiques. Les exemples traités permettront 1la validation du modéle
numérique présenté au chapitre 2. En particulier, plusieurs applications
illustreront la modélisation des jonctions fil/surface (simples et
multiples). On rappelle que tous les résultats numériques ont été obtenus
en résolvant 1'équation intégrale :

_— 1 ] — — - -+
E = - ( grad div A+ k% A ] +2J+21 (3.1)
inc L e e S L
jwep
tg
avec
-jkir-r'| -ikjr-r'|
— P -3 e P - e
Ae(r) = — J(r') —_— dr'+ — I(r') — dr'
AT Jsurfaces lr-r'| 4T jfi1s lr-r'|

_’
ol J est la densité de courant sur les surfaces ;

_’

I est 1'intensité du courant sur les fils ;
ZS est 1'impédance de surface associée aux éléments de surface :
Zl est 1l'impédance linéique associée aux éléments filaires.

Nous allons tout d'abord étudier des structures pour lesquelles
la circulation du courant peut étre interprétée A partir d'éléments
localisés (self inductance, capacité, résistance). '

Nous nous intéresserons ensuite & des structures pour lesquelles
la répartition du courant dépend & la fois des propriétés résistives des
matériaux et de celles associées & la géométrie des structures (effet de
mutuelle inductance).

L'exemple suivant traitera le cas d'une  structure
tridimensionnelle cylindrique. On limitera 1‘'étude aux basses fréquences
pour lesquelles on dispose de résultats théoriques.

Finalement, nous wutiliserons le code numérique pour calculer
l'efficacité de blindage dans le cas canonique d'une sphére de conductivité
finie. Le résultat du calcul sera de nouveau comparé i une expression
analytique.
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3.1 - MISE EN EVIDENCE DES MECANISMES SELFIQUES, CAPACITIFS ET RESISTIFS

3.1.1 - Mécanisme selfique

Ce premier exemple de calcul par le code numérique est appliqué a
une géométrie qui est uniquement filaire. On s'intéresse i une spire
circulaire de rayon a = 0,1 m, constituée d'un fil métallique de rayon
b =1 mm. La spire a été divisée en 25 segments de méme longueur. Sur un
des segments, on applique un générateur de tension de 1 V et on fixe la
résistance de ce segment & 1 Q. Le code numérique permet de calculer le
courant électrique qui c¢ircule dans la spire en fonction de la frégquence.
En Dbasse fréquence, c'est la résistance de 1 @ qui fixe le courant & 1 A.
Quand la fréquence augmente, la self de la spire augmente 1'impédance vue
par le générateur et le courant diminue. La figure (III.1) représente le
courant (exprimé en dB : 20 log I) en fonction de la fréquence :

- calculé par le code numérique ;
- calcul par l'expression

v
I = — (3.2)
R + jLw

ou la self L de la spire a été calculée par la formule :

" o |5 (3.3)
= a. - .
w, a.log [b] |
20 logll)
0 O—q O-&-0
10 }
-20 }
-30 ¢
O Calcul théorique
-40 b A Calcul numerique
‘ Log f (Hz) \

- 50 , % : : '

3 4 5 8 7 3

Figure I11.1 : Intensité du courant dans une spire circulaire,
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La concordance entre les résultats prouve l'aptitude du code
numérique a tenir compte des propriétés selfiques des fils qui dépendent du
rayon des fils et de la géométrie des circuits.

3.1.2 - Mécanisme capacitif

Le deuxiéme exemple de calcul concerne la circulation de courant
par un mécanisme capacitif. On s'intéresse 4 deux plaques carrées de coté
20 cm, espacées d'une distance de 1 cm (figure III.2). Les deux plaques
sont reliédes a un générateur de tension de 1 V par deux fils qui sont fixés
au centre des plaques. Le maillage des surfaces a été effectué en
décomposant chaque plaque en carrés élémentaires (10x10) qui ont été
divisés en deux pour construire les triangles. Les liaisons fils/surface
sont des liaisons doubles puisque le segment terminal du fil est relié &
une aréte commune a deux triangles adjacents (cf chapitre 2).

La figure (III.3) représente le courant I dans le fil en fonction
de la fréquence :

- calculé par le code numérique ;
- calculé par l'expression

I = jCwV (3.4)

ou la capacité C est calculée par la formule :
S

C=¢ - (3.5)
d

S est la surface d'une plaque,
d est la distance entre les deux plaques.

La comparaison entre 1les calculs montre que le code simule
correctement la circulation de courant électrique par un mécanisme
capacitif.
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Figure II1.2 : Exemple de circuit capacitif.

. 20 log(l)
- 60k
- 80 L
B o
/U
- 1001 P o O Calcul théorique
- el A Caicul numerique
- 120} o
/
[
- 140 — : + Log f(HZ)%
3 4 5 . 6 7

Figure III.3 : Intensité du courant dans le circuit capacitif.
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3.1.3 ~ Mécanisme résistif

On s'intéresse a une plaque carrée de cb6té a = 0,7 m, constituée
d'un matériau d'impédance ZS= 1 Q. On cherche & calculer la répartition de
la densité de courant sur cette plagque lorsque celle-ci est reliéde & un
générateur de tension V = 1 V. Pour permettre au courant de circuler dans
toute la plaque, celle-ci est reliée au générateur par deux pieéces
conductrices (d'impédance surfacique nulle) en forme de demi-cercle (figure
IIT.4). La résistance totale vue par le circuit dans le fil est donc de
1 A. Le calcul numérique conduit a la valeur de 0,998 A lorsque le maillage
de la plaque est obtenu en 1la divisant en carrés élémentaires (13x13)
formant chacun deux triangles.

N ZS=1 Ohm

Zs=0 Ohm

N

\

i

Generateur de tension

Figure III.4 : Exemple de circuit résistif.

La figure (III.5) vreprésente la répartition de la densité de
courant J sur la plaque. On a tracé, au centre de chaque triangle, un

_’
segment dont la longueur est proportionnelle a 1'amplitude de J et dont
..)

l'orientation est celle de J. Pour alléger la représentation, les éléments
triangulaires du maillage n'ont pas été tracés. Le calcul a été effectué i
10 kHz. On observe que sur la plaque, la densité de courant est uniforne.
La valeur de J est égale a 1l'intensité du courant injecté divisé par la
largeur de la plaque, c'est & dire que J vaut 5 A/nm.
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Répartition du courant a 10 kHz-.

.
.

Figure III.5
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3.2 - VARIATION DE LA REPARTITION DE LA DENSITE DE COURANT EN FONCTION DE
LA FREQUENCE

Dans l'exemple précédent, la répartition de la densité de courant
tend & étre uniforme 1loin des 3zones de Jjonction, car la plaque est
constituée d'un seul matériau homogene, d'impédance de surface constante.
I1 existe un autre mécanisme qui influence la répartition du courant qui
est 1l'effet de mutelle inductance. On sait, en effet, que deux lignes de
courant qui circulent paralléelement sont soumises 4 une force qui tend &
les faire s'écarter l'une de 1l'autre. Ce mécanisme, 1lié & la mutuelle
inductance M entre 1les lignes de courant, est d'autant plus important que
la fréquence augmente. De plus, cet effet de mutuelle inductance est trés
dépendant de la géométrie du probléme étudié. D'une facon générale, lorsque
la fréquence augmente,le courant & tendance & se concentrer dans les zones
de forte courbure et sur les arétes des structures.

Les exemples de calcul qui vont suivre vont montrer qu'en basse
fréquence, la répartition du courant est principalement due aux impédances
des matériaux. Lorsque 1la fréquence augmente l'effet de self inductance
devient peu & peu prédondérant.

3.2.1 - ler exemple

Nous allons étudier de nouveau la plaque ‘carrée du paragraphe
3.1.3. Pour éviter une décroissance du courant gquand la fréquence augmente
(a cause de 1la self du fil), on remplace le générateur de tension par un
générateur de courant qui permet d’'imposer un courant I constant quelle que
soit 1la fréquence. D'un point de vue numérique, le générateur de courant
est simulé en imposant une tension de 1000 V sur un segment du fil et en
affectant & ce segment une impédance de 1000 Q. L'impédance totale du
circuit étant faible devant cette valeur, le courant qui est injecté sur la
plaque est de 1 A.

A 10 kHz, on obtient une répartition de la densité de courant sur
la plaque qui est parfaitement identique 2 celle de 1la figure (III.5).
Lorsque la fréquence augmente, la densité de courant sur 1le bord de la
plagque augmente. La figure (III.6) représente la répartition du courant a
100 MHz. On peut observer que le courant augmente dans une zone étroite, &
proximitée des parois de la plaque.
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Sur 1la figure (III.7), on a représenté la densité de courant en

fonction de

la fréquence, au centre de la plaque et sur le bord (i 1 cm

environ). On met ainsi en évidence qu'au-dela de 1 MHz environ, on a

augmentation du courant sur le bord de la plaque au détriment de la partie
centrale. La diminution de J au centre de la plaque est plus faible que
1'augnmentation de J au bord, car la surface ol le courant diminue est trés
supérieure & celle ol il augmente.

9.
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Figure II1.6 : Répartition du courant & 100 MNHz.

10+ J (A/m) /
5 d g * = ——— o o}
O J au centre de la plaque
A J au bord de la plaque
0 : Log f (Hz)
4 5 6 7 8

Figure II1.7 : Densité de courant au centre et au bord de la plaque.
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3.2.2 - 2éme exemple

Nous nous intéressons a une géométrie pour laquelle le courant
est injecté symétriquement dans deux plaques carrées de cété 20 cm. La
premiére plaque est supposée parfaitement conductrice (Zs = 0fl), la seconde
est caractérisée par une impédance de surface (Zs = 1Q) (cf figure III.S).
Le courant I, injecté au moyen d'un générateur de courant de 1 A, se sépare
en deux parties dans les fils qui relient le générateur a chacune des deux
plaques. La figure (III.9) représente l'intensité du courant calculée par
le code numérique lorsque la fréquence varie de 1 kHz & 10 MHz. On a
tracé :

- le courant I qui traverse le générateur ;
- le courant Il qui traverse la plaque d'impédance nulle ;
- le courant I2 qui traverse la plaque d'impédance Zs = 1 Q.

Zs=0 Ohm

N ZS=1 Ohm

+ Courant I
O Courant I

05| - aCourant Io

/

0 /  Log f (Hz)

3 4 5 6 7

Figure IIL.9 : Intensité dans les fils.
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En basse fréquence, le courant passe intégralement dans la plaque
d'impédance nulle. Lorsque la fréquence augmente, le courant se répartit
peu & peu en fonction des mutuelles inductances entre les divers éléments
du montage. Au-deld de quelques MHz, c'est ce mécanisme qui 1l'emporte et le
courant se divise exactement en deux dans chacune des plaques en raison de
la symétrie du probléme étudié. La répartition du courant est alors
indépendante des impédances de surface des éléments.

3.2.3 - 3éme exemple

Nous nous intéressons de nouveau & une structure composée
d'éléments d'impédance nulle et d'éléments d'impédance finie. On recherche
maintenant une géométrie qui ne présente plus de symétrie entre les deux
types d'éléments.

On étudie une plaque carrée de co6té a = 20 cm, constituée d'un
matériau d'impédance Zs =1 Q, & 1l'exception d'une bande de largeur
w=4,5cm qui est parfaitement conductrice (cf <figure III.10). cette
plague est reliée & un générateur de courant de 1 A par deux plaques en
forme de demi-cercle.

N Zs=1 Ohm
Zs=0 Ohm

Generateur de courant

Figure II11.10 : Injection de courent dans une plaque constituée de deux
patériaux.
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La figﬁre (I11.11) représente la répartition de 1la densité de
courant a 10 kHz sur la surface des plaques. On a tracé des segments au

.)
centre de chaque triangle du maillage dont la direction est celle de J et

dont 1la direction est proportionnelle & 1l'amplitude de 3. Signalons que le
coefficient de proportionalité n'est pas le méme que sur les figures (III.S
et TIII.6) (afin d'obtenir une meilleure représentation graphique). On peut
observer que tout 1le courant passe dans la bande centrale parfaitement
conductrice. Sur les plaques demi-circulaires, la densité de courant tend a
occuper la plus grande surface possible, sous 1l'effet des mutuelles entre
les lignes de courant, avant de se concentrer sur la bande métallique.

La figure (III.12) représente la répartition de 1la densité de
courant a 100 MHz. On remarque que le courant s'est réparti sur toute la

largeur de la plaque et que la répartition est identique & celle de la
figure (III.6).
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Figue I11.11 : Répartition du coursnt 3 10 kHz.
, o S
, // - - - B - - - - - R - ~ R ~ N
/- ST T oL T T T L. T T T T T s \\\
\.' = = = . = - -.ﬂ._ — Tt e T --:_;T¥\
\\\ DT T T - - - Y - - LT
\\ O e - - - - - LT LT
\ ST L o - -
= ‘\ _Q -_ __ '_ —_ *_ _G-“n—' - ‘._ —_ - _‘_ - — -

Figure I11.12 : Répartition du courant & 100 MHz. (
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Sur la figure (III.13), on a tracé la variation de la densité de
courant en fonction de la fréquence en deux points de la plaque, 1'un étant
situé au centre de la bande conductrice, l'autre étant situé sur le bord de
la plaque d'impédance 1 Q. Les courbes montrent qu'en basse fréquence, le
courant se répartit en fonction des impédances de surface. Lorsque la
fréquence augmente, c'est de nouveau les mutuelles qui fixent 1la
distribution du courant. Dans cet exemple de calcul, on notera qu'au-dela
de 10 MHz, 1la densité de courant sur 1les parties d'impédance 1 Q est
supérieure-d celle sur les parties d'impédance nulle.

20+ J (A/m)
O J au centre de la plaque
A J au bord de la plague
15 & : >—
10+ /
51
0 . . Log f (Hz)
4 5 6 7 8

Figure III.13 : Densité de courant au centre et au bord de la plaque.
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3.3 - ETUDE D'UNE STRUCTURE CYLINDRIQUE

On s'intéresse & un cylindre 1long de 5 m, de rayon a = 0,25 n,
constitué d'un matériau parfaitement conducteur a 1l'exception d'une virole
d'impédance de surface ZS, de longueur 0,6 m. Le cylindre est fermé aux
deux extremités par des plaques circulaires parfaitement conductrices au
centre desquelles on dispose deux fils dans le prolongement de l'axe de la
structure (cf figure III.14). Pour permettre la circulation du courant
injecté par un générateur de tension placé sur un de ces fils, il faut
ajouter un conducteur de retour. L'impédance du générateur étant fixée a
50 @, un retour permettant une bonne adaptation du circuit est réalisé par
un second cylindre de rayon b, coaxial au premier. b est calculé pour que
1'impédance caractéristique Zc de la ligne formée par le cylindre et le
retour coaxial soit de 50 Q avec :

TR (3.7)
Virole @N/
D / $si
(e e

~— Générateur

Figure II1.14 : Représentation du maillage du cylindre seul.

Le choix de <cette géométrie a été inspiré par une étude
expérimentale réalisée sur une large bande passante [28]. Nous nous
limiterons ici au cas des basses fréquences pour lequel on peut effectuer
un calcul analytique de la répartition du courant et valider le modéle
numérique. Nous avons choisi de remplacer le retour coaxial cylindrique par
huit bandes conductrices (de largeur w = 0,10 m), équiréparties autour du
cylindre et situées 4 la distance b de son axe. Le retour coaxial est
prolongé par deux transitionsvconiques constituées de huit fils reliés aux
bandes du retour coaxial (c¢f figure III.15).
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Retour

coaxial Transition

conique

Figure II1.15 : Représentation du maillage du cylindre et du retour coarial.

L'impédance surfacique ZS de la virole est fixée & 18 mQ, ce qui
conduit 4 une impédance totale R de la virole de 7 mQ (R = st 0,6/2ma).

Les résultats ont été obtenus par le code numérique & 1 kHz avec un
générateur de 100 V, 1'impédance de charge & 1'autre extrémité du cylindre
étant fixée & 50 (1. Les résultats numériques suivants ont été comparés aux
valeurs théoriques et l'erreur de calcul reste inférieure a 1% pour toutes
les valeurs indiquées. Le courant I dans 1le fil sur lequel est situé le
générateur est de 1 A, ce qui correspond au courant circulant dans un
circuit de résistance 100 Q2 sur lequel on place un générateur de 100 V
(1'impédance de la virole étant négligeable devant celle du circuit).

La densité de courant sur le cylindre est constante sur son
I

périmetre et vaut 0,63 A/m (J = 5——) sur toute la longueur du cylindre. Le
na
courant circulant dans 1'impédance de charge est de 1 A. Il se divise en 8,

1l'intensité du courant I' dans chaque fil de la transition conique étant de
0,125 A. Enfin, la densité de courant sur les bandes constituant le retour
coaxial est de 1,25 A/m (J' = 1'/W).

On peut remarguer gque ces résultats ont été obtenus dans une
géométrie ol existent 3 la fois des jonctions simples (entre les fils de la
transition conique et les boucles du retour coaxial) et des jonctions
doubies {(entre les £f£ils portant le générateur et la résistance de charge et
le cylindre).
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Sans rien changer au probléme précédent, on ajoute une ligne &

‘intérieur du cylindre reliant les deux plaques circulaires. Cette ligne

est paralléle au cylindre et située a 10 cm de son axe. Prés d'une
extrémité du f£il, on'place une résistance RL {cf figure III.16).

Retour coaxial

Générateur \

Ru ' Virole <
- <
/ A
Ligne sas .
Cylindre Transition conique

Figure II1.16 : Représentation de la ligne interne.

Le calcul numérique a été effectué pour RL =50 2 et 1 M. Dans les
deux cas, les valeurs des intensités et des densités de courant sur le
cylindre et le retour sont inchangées (la variation est inférieure a0,1%).

L'intensité IL du courant dans la résistance RL est respectivement

de 1,4.10°% A et de 7.107° A. Ces valeurs correspondent tout a fait aux
valeurs thoériques qui vérifient la relation :

RI=RTI ‘ (3.8)

ol Rv = 7 mQ) est la résistance de la virole ;

I =1 A est 1l'intensité qui traverse le cylindre.
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3.4 - CALCUL DE L'EFFICACITE DE BLINDAGE D'UNE SPHER

On traite le cas d'une.sphére, constituée d'un matériau d'impédance
ZS, éclairée par une onde plane (figure III.17).

A5
AN L
—~— O— —
7 A N0/ e s
E z=—20cm z=20cm

Figure II1.17 : Atténuation par une sphére conductrice.

Ce cas de figure a été traité analytiquement par Kaden [3] de fagon plus
compléte puisqu'il s'est intéressé & une sphére de rayon a dont la paroi
est de conductivité o et 1'épaisseur d (d<<a). Le rapport entre le champ
magnétique au centre de la sphére au champ magnétique incident est :

5 o 1 [Iwra aq -1
H=H  |{chvd + - + - shvd (3.9)
3 il Jwp, a

[}
o

o}

1]

IJ-’»MO/U
ljwpo o

S1 on s'intéresse & la limite basse fréquence de cette relation on
trouve :

(3.10)
T

chvd x 1
(3.11)
shvd ¥ 1d
- - [ 1 ( d\1-:
et H = Hinc 1+ ; proad + 2— {3.12)
a
5 jwpoa -1 1
vH 1+ si dkaet 2 = — (3.13)
Lace 32 s od




73

Ce qui correspond a une fréquence de coupure de :

f

32

3

= (3.14)
¢ 2mp. a

—)
La figure (III.18a) représente le champ H en basse fréquence (10

kHz), 1le long de la droite AB pour une sphére de rayon 10 cm (le champ

i

ncident est une onde plane avec Einc= 377 v/m et Hinc= 1 A/m).
ﬁ HdaB
—-20}
—-40!
z (m)
- + + + + + } ’ T
- 0,20 0,12 -004 0 DO4 0,12 0,20

Figure III.18a : Cheap H sur une droite traversant la sphére (10 kHz).

Lorsque Zs = 0, 1'EFIE simple doit conduire & un champ nul a 1’intérieur
de la sphere, ce qui traduit que le champ diffracté est égal et opposé au
champ incident :

- >
Comme Hinc est évalué analytiquement et Hdifde facon numérique, l'erreur

numérique conduit dans notre cas de figure A un résidu de 1l'ordre de 1%
du champ incident. On a pu constater qu'en affinant le maillage de la
sphére, on diminue ce bruit résiduel.

Ainsi, le code numérique ne permet pas de calculer le champ & 1l'intérieur
de la sphére lorsque sa valeur est inférieure & un minimun qui dépend du
maillage.

Lorsque Z =1 Q, 1le champ H calculé par le code numérique est égal au
champ incident. En effet, en basse fréquence, 1'efficacité de blindage de
la sphére est nulle et celle-ci est transparente a 1'onde
électromagnétique incidente.



La figure (II.18b) représente les mémes quantités a 20 MHz.

0‘ HdB

—20¢

i
\_ -l

AZS='1S-2
OZS=OQ

: z (m)

"
4=

+ + + + + + + T
-020 -0,12 -0,04 0 0,04 0,12 0,20

Figurs III.18b : Champ H sur une droite traversant la sphdre (20 IHz).

- Lorsque Z = 0, les résultats sont voisins de la basse fréquence ;

- Lorsque 'Z.S = 1 R, on met en évidence 1le filtrage de la sphére. Comme
Kaden le prévoit, le champ est quasi uniforme dans la sphere.

La figure (III.19) représente la valeur du champ magnétique
calculée au centre de la sphére :

* par 1l'expression simplifiée de Kaden (3.13) ;

Tt

* par la résolution de 1'équation (3.1).

A (H/HO)dB
0 et e o eron
-10}
x Calcul numerique
-20 o Calcul théorique
-30}
-40 . 3 . | | : lf(:z)
10° 10" 10° 10° 107 10°

Figure II1.19 : Atténuation du champ H au centre de la sphére.
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La comparaisonh entre résultats numériques et analytiques est une
validation de la solution numérique. On doit donc étre en mesure de traiter
de la méme fagon une géométrie complexe. La limitation informatique majeure
est liée & 1la dimension de la maille élémentaire de discrétisation des
surfaces qui a pour conséquences :

* un bruit de fond numérique ;

* un calcul moins précis au voisinage des parois.
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DEUXIEME PARTIE

CARACTERISATION ELECTROMAGNETIQUE DE MATERIAUX COMPOSITES
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CHAPITRE 4

MODELISATION DES MATERIAUX HOMOGENES PAR UNE IMPEDANCE DE SURFACE



On étudie depuis de nombreuses années les mécanismes de couplages
qui permettent a une source électromagnétique d'induire a l'intérieur de
structures complexes (aéronefs) des parasiteé é¢lectromagnétiques (champs
électrique et magnétique, courants et tensions sur les cédblages).

Parmi les cheminements de 1'énergie électromagnétique
perturbatrice, on peut citer la diffraction par les ouvertures (hublots,
cockpit, fentes), la pénétration de courant par 1les cdbles cheminant &
1l'extérieur puis pénétrant 4 l'intérieur des cavités, et la diffusion des
champs a travers les matériaux constituant la structure. Ce dernier point a
souvent été négligé pour 1les aéronefs construits en métal car les
perturbations dues a la diffusion sont en général négligeables comparées a
celles provoquées par les autres cheminements. Ceci est di & la trés grande
conductivité des métaux usuels qui 1leur permet d'assurer une grande
efficacité de blindage. L'utilisation accrue de nouveaux matériaux moins
conducteurs dans les aéronefs a remis a 1l'ordre du jour le probléeme de la
diffusion a travers les parois. Les matériaux composites & fibre de
carbone, par exemple, sont environ 1000 fois moins conducteurs que les
métaux usuels. Ainsi, & géométrie égale, 1le remplacement de matériaux
métalliques par des matériaux en carbone dégrade la gqualité des blindages.

Pour quelques blindages de géométrie canoniques (sphére,
cylindre, plan) construits avec des matériaux homogénes, l'efficacité de
blindage peut étre calculée analytiquement [3],[29]. Pour les structures
plus complexes, seul un calcul numérique permet 1l'évaluation des qualités
de blindage. Il est donc nécessaire de déterminer les paramétres
électromagnétiques minimum qu'il faut introduire dans les modéles
théoriques et numériques pour simuler 1les propriétés des matériaux
constituant les blindages.

4.1 - Définition de 1'impédance de surface

Nous nous intéressons principalement par la suite aux matériaux
homogénes caractérisés par :

- une perméabilité magnétique po identique & celle du vide (pas de
propriété magnétique) ;

- une permittivité électrique & ;

- une conductivité électrique o ;

-~ une épaisseur d.

Les chanps a 1l'intérieur d'un tel matériau obéissent aux
équations de Maxwell et vérifient en particulier (en notation complexe) :
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rot H

oF + jwiE (4.1)

(¢ + jw (-5 )) E + jue E (4.2)

o

La présence du matériau est traduite localement par une densité

. hag . ’ . .
volumique de courant J qui vérifie :

-

rot ﬁ = 3 + jweO E (4.3)

-

avec J = (¢ + ju (¢-¢ ) E - (4.4)

—)
On peut définir une densité de courant surfacique J, qui est

‘intégrale de la densité volumique J dans 1l'épaisseur du matériau. Si on
s'intéresse & des fréquences suffisamment basses pour qu'il n'y ait pas

"d'effet de peau" [30], le champ électrique E et la ‘densité volumique 7
sont constants dans 1l'épaisseur du matériau et on a :

_)
J

S

= jdE.dl =d. J= (0 + jw (e-¢)) d E (4.5)

Par définition, on appelle impédance de surface Zs, le rapport
entre 1le champ électrique E dans le matériau et 1la densité de courant
—

surfacique JS.
—

E=2 J (4.6)
-3 S

Pour un matériau homogeéne d'épaisseur 4, de conductivité o et de
permitivité &, Z_ s'écrit :

1

Z = (4-7)
3 (o + jw(e—ao))d

Pour les bons conduteurs (o >> jw (a—ao)), Zs se réduit a :

1 .
A = — (4.8)
s od

4.2 - Domaine de validité du modéle

La définition de ZS s'appuie sur 1l'hypothése que le champ § et la

-

densité de courant J sont constants dans 1l'épaisseur du matériau, ce qui
signifie que le mécanisme d'effet de peau ne se produit pas. Sans détailler
ici ce mécanisme (voir [30], pour une analyse compléte), on peut rappeler
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que lorsque la fréquence augmente, la densité volumique de courant se
concentre 3 la surface des conducteurs. On introduit alors une épaisseur de
peau 5 qui traduit ce mécanisme et qui s'écrit :

1
5 = (4.9)

\Iﬂfpoo’

La fréquence f, pour laquelle 1'épaisseur de peau est égale a
1'épaisseur du matériau peut étre choisie comme fréquence caractéristique

au-deld de laquelle 1l'effet de peau domine. f; s'écrit alors :

1
f, = — (4.10)

T a2

Intéressons nous maintenant & 1'exemple canonique d'un blindage
sphérique éclairé par une onde plane. Kaden a montré que l'atténuation du
champ ﬁ au centre d'une sphére (de rayon a, d'épaisseur d, de conductivité

1
o et de permittivité 60) par rapport au champ incident Hinc s'écrit [3] :

. —— 1 (Iom,a 2 7 -1
H=H _ |chrd + - + - shtd : (4.11)
3 T Jwp .
(1 + 3)
ol : ¥ = —m— (4.12)
3
(1 + 3)
= —— (4.13)
%

On peut observer que ce calcul tient compte de l'effet de peau. A
basse fréquence, on peut écrire :

chvd & 1
(4.14)
shrd ~ vd
et (4.11) se simplifie :
- —_— 1 . d -1 .
H= H 1+ — {Jop acd + 2 =) | (4.15)
inc 3 Q a

Si 1l'épaisseur du blindage est petite devant son rayon
(d/a < 1), 1'expression de 1l'efficacité de blindage s'identifie a une
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fonction de type "passe bas du ler ordre" et la fréquence de coupure a 3 dB
fc ne dépend du matériau que par la donnée de son impédance de surface ZS.

En effet, on a alors :

3 — 1
H= H _ . -~ (4.16)
Lo
JC
3Zs
avec f = (4.17)
¢ Zﬁuoa
1
et zZ = —
8 od

Dans cet exemple, 1l'impeédance de surface est donc bien la
gquantité qui caractérise les propriétés électromagnétiques du blindage en
l'absence d'effet de peau. Si on compare les fréquences fc et fs , on
constate que fc est toujours trés inférieure a f, lorsque 1'épaisseur du
blindage est petite devant le rayon de la sphére.

L'étude de plusieurs autres géométries canoniques de blindage
(cylindre, plan [3], [29]) permet d'aboutir aux mémes conclusions. Dans
chaque cas, l'atténuation du champ magnétique par 1le blindage, du type
passe-bas, est caractérisée par la seule donnée de 1'impédance de surface
du matériau. L'effet de peau intervient pour des fréquences plus élevées
pour lesquelles l'efficacité de blindage est déja treés importante.

Dans les structures complexes (aéronefs), le mécanisme d'effet de
peau intervient en général pour des fréquences telles que la pénétration
des chanps par diffusion & travers les parois devient faible devant les
autres modes de couplage (ouverture, cables). Nous avons donc choisi, au
cours de ce travail, de nous intéresser exclusivement & 1'étude des
blindages pour lesquels on négligera 1l'effet de peau. On modélisera donc
les propriétés électromagnétiques des matériaux par la seule donnée de leur
impédance de surface. L'intérét de la définition de ZS est de remplacer une
description volumique des matériaux (c,&,d) par un modéle surfacigque.

4.3 - Généralité sur la mesure des impédances de surface

4.3.1 ~ Mesures directes

La nmesure de Zs peut étre effectuée de fagon directe. Il suffit
en effet de mesurer la résistance électrique d'un échantillon carré (de
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c6té a, d'épaisseur d) en injectant un courant I et en mesurant la

2

différence de potentiel V qui apparait aux bornes de 1l'échantillon.

S

Figure IV.1 : Mesure directe de Zs.

En effet, la résistance s'écrit :

R=—==-- (4.18)

1 est la longueur de 1l'échantillon (a).

ou
s est la section de 1'échantillon (a x d)
1
d'o0 R = — . (4.19)
od

La résistance électrique d'un  échantillon carré (4.19)
s'identifie donc a 1l'impédance de surface du matériau (4.8). Pour cette
raison on trouve parfois dans 1la littérature des définitions ou Z, est
exprimée en "ohm-carré" bien que l'unité légale de Z, soit 1'ohm.

Cette mesure directe de Zs n'est pas toujours possible. Il peut
étre nécessaire de mesurer un matériau intégré dans une structure sans
disposer d'un échantillon. De plus, certains matériaux recouverts de
- peinture isolante interdisent 1la mise en oeuvre de la mesure. Enfin, pour
les trés bons conducteurs, la résistance de 1'échantillon -devient
comparable a celle des fils wutilisés dans le montage et des jonctions
fils/échantillons et peut rendre la mesure ambigie.
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Dans chacun de ces cas, il est nécessaire d'utiliser des mesures
indirectes.

4.3.2 - Mesures indirectes

La mesure indirecte consiste & évaluer 2 s en mesurant la
modification d'un paramétre expérimental, due 4 la présence d'un échantillon

du matériau testé dans un dispositif approprié. D'une facon trés générale,
on peut utiliser le dispositif expérimental suivant :

On dispose d'une source de rayonnement électromagnétique, d'un récepteur
électromagnétique. On utilise un échantillon du matériau & tester,
éventuellement intégré & un montage plus ou moins complexe.

Matériau tésté Dispositif expérimental

/

N
=

Récepteur

—/
"N\

Emeétteur

fr————————— O # 8 8§ W B D BB

Figure IV.2 : Mesure indirecte de Zs.

On mesure le niveau induit sur le récepteur en 1l'absence de 1'échantillon
(mesure n°1) puis en l'introduisant dans le dispositif expérimental (mesure
n°2). La différence entre 1les résultats des mesures est comparée i un
calcul théorique et permet d'évaluer 1'impédance de 1'échantillon. Une
telle méthode n'est possible qu'a condition de savoir calculer 1'influence
de chacun des paramétres :

- nature des émetteurs et géométrie des champs rayonnés ;
- géométrie du montage expérimental ;
- géométrie de l'échantillon.
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Nous allons étudier successivement deux méthodes basées sur ce
principe :

Dans un premier temps, on s'intéressera aux situations pour lesquelles
1'échantillon testé est éclairé par un champ localement uniforme. L'analyse
théorique du probléme sera appliquée a& la mesure de ZS. On montrera que la
qualité du contact électrique entre 1le panneau testé et le dispositif
expérimental peut rendre difficile 1l'interprétation des mesures et la
détermination précise de 1'impédance de surface des matériaux. Malgré ces
inconvénients pratiques en ce qui concerne la mesure de Zs, ce probleme
(diffraction d'un <champ uniforme par une ouverture) reste d'un grand
intérét car il est représentatif d'un mode de couplage qu'on rencontre
fréquemment sur les aéronefs.

Dans un deuxieme temps, on étudiera le cas ol le matériau testé est éclairé
par un champ non uniforme. On montrera qu'on peut s'affranchir du probléme
1ié au contact électrique entre 1'échantillon testé et le dispositif
expérimental. On décrira la mise au point d'une sonde de mesure permettant
la détermination de 1'impédance surfacique de matériaux conducteurs.

Dans les deux cas, on comparera les modéles analytiques, les
modéles numériques et les résultats expérimentaux.
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CHAPITRE 5

MESURE DE Zs DANS LE CAS D'UN CHAMP UNIFORME



On suppose qu'un plan parfaitement conducteur, de grande
dimension, est muni d'une ouverture de forme quelconque {(cf figure V.1).
Une antenne d'émission située d'un co6té du plan (c6té 1 par exemple)
rayonne un champ incident connu. L'ouverture peut étre fermée par une

trappe caractérisée par son impédance de surface z’ . On cherche 2
déterminer Z_ en mesurant l'atténuation du champ H de 1l'autre cété (coté "a
1'ombre”) du plan lorsqu'on interpose 1l'échantillon.

Ouverture fermée
par le matériau

testé Plan parfaitement

///// conducteur

Emétteur : Récepteur
Coté 1 Cotée 2
Figure V.1 : Description du probldme des ouvertures.

Dans tout le chapitre, on s'intéressera exclusivement au cas ol
le champ de court-circuit créé par l'antenne d'émission est uniforme au
voisinage de 1'ouverture.

On rappelle de plus qu'on appelle "champ de court-circuit" (noté
—_  —

Ecc et Hcc) le champ du cété de 1'émetteur, lorsqu’'il n'y a pas d'ouverture
dans 1le plan (ou plus exactement lorsqu'elle est fermée par un panneau
parfaitement conducteur).

Cette restriction de la géométrie du champ incident est justifiée
par le fait qu'on dispose dans ce cas de nombreux résultats théoriques
(diffraction par les ouvertures, formalisme du développement multipolaire)
facilitant la mise au point de la mesure d'impédance de surface.

Le probléme ainsi posé va étre étudié en deux étapes qui
correspondent respectivement aux deux phases de la mesure de Zs :

- diffraction par une ouverture libre ;
- diffraction par une ouverture chargée (fermée par un panneau constitué du
matériau a tester).
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Si 1'objectif de ce chapitre est d'étudier la diffraction d‘'une
onde localement uniforme ©par une ouverture pour 1'appliquer a 1la
déternination expérimentale de Zs, le probléme présente un autre intérét.
Les aéronefs présentent de nombreuses ouvertures qui constituent un chemin
de pénétration pour 1les parasites électromagnétiques. Certains résultats
présentés par la suite peuvent étre transposés directement pour évaluer les
couplages électromagnétiques par 1les ouvertures, méme s'il ne s'agit pas
ici de notre objectif principal.

5.1 - Diffraction par une ouverture libre

5.1.1 - Calcul exact

On a montré au Chapitre 1 que le champ du coété & l'ombre (coté 2)
est parfaitement représenté par le rayonnement d'une répartition de densité
de courant magnétique H, localisée dans 1'ouverture.

-+ -
Les champs E et H s'écrivent :

[ -+ 1 — —
E=--rot i
: ) -
1 ‘ (5.1)
- 1: —_— —
B = —— (grad div A_ + k? ;4)
\ Jugp - - B
-jk|r-r'} -
— A — e
avec A (r) = — | M ——————— 4§ (5.2)
» - 4m |o 3 jr-r'|

ol S est la surface de 1'ouverture :
r désigne le point ol on calcule les champs ;
r' désigne un point de la surface S.

Dans toute la suite de ce chapitre, on choisit de fixer l'origine
des reperes au centre de 1l'ouverture. En particulier, la variable r'
représente la distance entre le centre de 1l'ouverture et un point de sa
surface.

—
Rappelons que la densité de courant magnétique M' est reliée au
champ électrique tangentiel dans 1l'ouverture par la relation :

— -+ -
Hs = 2(E‘9A n) (5.3)
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_’
ol n est le vecteur directeur perpendiculaire au plan de 1'ouverture,
dirigé vers le cété 2.

Dans le cas d'une ouverture circulaire de rayon a, petite devant

—
la longueur d'onde, H’ a été calculée analytiquement (les notations sont
celles de la figure V.2) :

Onde

We:te

Figure V.2 : Quverture circulaire.

- un premier calcul approché conduit a [31] :

2

—_
M

—
E

. 4 . x —— -»>
= - jup - (a?-r'?) B+ rh (5.4)

“(az_ r’Z)% ce

- un second calcul (résultant d'un développement limité) a pour résultat

{32] (331 :

— 4 el = 2 -

M =~ jop — |2¢a®-r'2)H 4+ ———u [H .1 +

s ° 3g cc 2 v % 7 ce
(a*-r?)

(5.5)

"y
>

—_
E _+
cc

fn(az- r'2 )%

4 —_—
—l(a%- r'z)36 ; A grad (I:.E ’+ -t u a—-(;.E ,
3n ce (a?- r'z)Z ¥ or cc
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—3
Dans 1le cas général, on ne sait plus calculer Hs analytiquement.

.——.
On peut néanmoins calculer Ms en résolvant 1l'équation intégrale :

7|

0
0

1 —
= — ‘grad div a_ + K i:) (5.6)
2 Jwep ¢

]
tg

Cette équation a été résolue numériquement par 1la méthode des
moments au moyen d'un code numérique. On pourra se rapporter au chapitre 2
pour trouver les détails de calcul numérique.

Comparaison entre calculs analytiques et numériques

Une premiére validation d'un code numérique peut étre obtenue en
comparant les résultats numériques aux résultats analytiques dans le cas
d'une ouverture circulaire. Les calculs suivants ont été effectués i 1 MHz
dans le cas d'une ouverture de rayon 10 cm.

- Exemple 1

—_
La figure (V.3a) représente 1la cartographie de E, dans

g
l'ouverture calculée par le code lorsque l'onde incidente est une onde
plane dont la direction de propagation est normale au plan de l'ouverture
avec :

R

H =1A/nm
ceC
(5.7)
—
E =0 V/n

ccC

L'ouverture circulaire a été décomposée en un nmaillage de
triangles élémentaires. On a représenté, au centre de chaque triangle, le
champ électrique tangentiel (déduit de Hs par la relation (5.3) par un

e
segment rectiligne dont 1la direction est celle de E‘g et dont la longueur
est proportionelle & son module.

—
La figure (V.3b) représente la cartographie de Et‘ pour la méme

onde incidente calculée & partir de l'expression analytique (5.5).
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Emoyen =0,328 V/m Emcyen =0,340 V/m
0,20 - v (métre) 7 ; 0,207 y (metre) ! »
_ AT AT i /,
0,16+ (A ] I/
T/ 0,16 //
<+ AX // // b ]/ //
0,12- AV 0.124X|) Wiz
4P I, I A1) 1, 1/
t / { 1 ) \\ - | i T [ ] ‘ Y,
0,08 2 II T 0,08 + //// | (
1\ ; { 1Yy )
AV
0104"‘ // / 0,04-1 / /
= 1 A h fi A
x {métre) x (métre)
0 004 008 0,12 016 020 0 004 008 012 016 020
(E“ =0 V/I, Hee = 1 A/l) (Ece =0 v,l, Hee = 1 A/I)

Le résultat du calcul numérique est trés proche du résultat
théorique. La comparaison quantitative peut étre faite en comparant les
valeurs moyennes de Etg qui sont indiquées sur les figures. Le champ Etg
est uniforme sur une grande partie de la surface de l'ouverture. Les lignes
de champ tendent a s'incurver au bord de l'ouverture. Le champ électrique
est alors perpendiculaire au matériau parfaitement conducteur dans lequel
1l'ouverture est découpée, ce qui est en accord avec les conditions aux
limites sur les champs. On peut remarquer que 1l'évaluation de Etg a partir

—
de (5.4) ne vérifie pas cette propriété, H' étant alors toujours paralléle
——. :

é. H -
ccC
~ Exemple 2

Les figures (V.4a et V.4b) représentent 1le champ électrique
tangentiel calculé numériquement et analytiquement (5.5) lorsque 1l'onde
incidente est une onde plane dont la direction de propagation est paralleéle
au plan de l'ouverture avec :

—_
H =1A/n
cec
(5.8)
—
E = 377 V/nm



Emoyen = 191 V/m

020_y(métre)
. U '/
0,16 AVAVAVAY;
O avAvAv/ 71
E AS N ‘ ‘ ’ s 7, S
~ ~ Y v t s (4 (4 4
0,124 A VAVAY Ay=
vy 44 y4 Ay AyA
0,084 71,121/ 3/
/, 7, 7 1 + ) A N, ~,
- v/ o\ 7 ’ ’ ] ' \ ~
0.04 3 //// //ll A \\\
4
. /‘/ /’ !' )
AL{RVe
x (métre)
0 004 008 012 016 020
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Emoyen =161 V/m

0,20 7y (métre) .
17
l allalizi
0,16 \ ‘l// ////
\\ ‘\ 'l // // ////
3 \\ \“ \'| AV // /////
0'12: \\ \\ N 1 D /' /’ ,/ // :
A7 A -71=
- )
= AAAGAY A7
0,08 {ZEAA A A1 71500S
- /‘//// yAYAVYAY49:8);
////// AVANAD
4
0.04 YA AVAb,
7 / i
x {métre}
0 004 008 012 016 020

Figure V.4a : Champ électrique tangentiel calculé nusériquesent

Les

{Eee = 317 Vin, Hee =1 Aln)

résultats analytiques.

calculés

cas

Les

figures

résultats numériques

(v.5a et V.5b)

Figure V.4b : Champ électrique tangentiel théorique
(Ece = 377 Vim, Hee = 1 A/n)

sont de nouveau trés proches des

-+ >

représentent les champs E et H

au voisinage de 1l'ouverture dans un plan perpendiculaire, dans le

de 1'exemple

2‘

Pour des raisons de .représentation graphique

(décroissance rapide des champs du cété 2), la longueur des segments varie
ici comme le module des champs suivant une loi logarithmique.

et o e b e

L e e et . e et e
¥

B
e

P

R R @

;o
Y I T
Pl R T

e e == m m o a e e o -

.
'
'
'
'
]
!
1
/

\\\\\\\\\

——r s
——r s
-t
-
-
-
P

Figure V.5a : Champ électrique diffracts par
une ouverture circulaire.
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Figure ¥.5b : Champ magnétique diffracté par
une ouverture circulaire.
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La figure (V.5b) permet d'interpréter 1la répartition du champ

électrique tangentiel dans 1l'ouverture. En effet, le champ E est
perpendiculaire au plan de l'ouverture en son centre, et les lignes de
champ tendent 4 s'incliner lorsque l'on s'apbroche des bords de
1'ouverture. Comme seul 1le module du champ tangentiel a été tracé sur la
figure (V.4), on comprend qu'il soit nul au centre et maximum & la
périphérie de 1l'ouverture. :

Remarque

—)
Le code calcule 1les courants magnétiques 11,a en résolvant

1'équation intégrale (5.6). On peut donc remarquer que seule la donnée du
—

champ magnétique de court-circuit Hcc est introduite dans le programme

—_
numérique. Dans les exemples 1 et 2, le module de Hcc est constant sur

toute l'ouverture. Les deux cas sont seulement différenciés par la phase de
—p

Hcc : elle est constante dans le cas de 1'incidence normale (exemple 1),
elle varie sur 1l'ouverture dans le cas de l'incidence tangente (exemple 2).
—_—

C'est donc & partir de 1la phase de Hcc qu'on "reconstruit" l'information
sur le champ électrique incident au cours de la résolution de 1'équation
intégrale.

5.1.2 - Approximation dipolaire

La résolution numérique de 1l'équation (5.6) permet de calculer
- -+

les champs E et H de fagon exacte en tout point de l'espace, quelles que
soient la source, la fréquence et la forme de 1'ouverture.

On peut pourtant obtenir une représentation analytique approchée
des champs diffractés par 1'ouverture dans le cas ou les hypothéses

suivantes sont vérifiées :

- les dimensions de 1'ouverture sont petites devant la longueur d‘'onde
(hypothése quasistatique) ;

- on calcule les champs & une distance "grande" devant les dimensions de
1'ouverture ;

~ le champ de court-circuit est localement uniforme sur 1'ouverture.

Dans ce cas, on peut montrer (voir annexe D) que le champ
diffracté par une ouverture libre peut étre approximé par le rayonnement
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—P
d'un dipbéle électrique de moment électrique P. et d'un dipéle magnétique de

—_ —
moment magnétique P_corrélés aux courants magnétiques Hspar les relations :

£

— ° — —

P =-— 1 (r' AM) ds (5.9)

[ ] 2 s s

— 1 —

P = — | M ds (5.10)
jom, Js

ol on rappelle que r' est le vecteur reliant le centre de l'ouverture i un
point courant appartenant a 1l'ouverture.

- — —
On peut remarquer que Hs et r' étant tangent au plan de 1'ouverture, P_ est

—-’
tangent au plan de 1l'ouverture tandis que P. lui est perpendiculaire.

Le formalisme des dipdles a fait l'objet de nombreuses études
[31] & [51] et certains résultats sont repris dans 1l'annexe D. On a montré
en particulier qu'il est possible de donner une expression des dipdles qui
sépare la contribution du champ de court-circuit des paramétres
géométriques de l'ouverture :

—_
P =¢ a E
1] [+ e [
(5.11)
-— == —
P =-«a H
n n ccC

o eet E: sont les polarisabilités électrique et magnétique de 1'ouverture

qui ne dépendent que de sa géométrie. ;: est un tenseur qui est diagonal
lorsque 1l'ouverture posséde deux axes de symétrie.

On peut remarquer que le formalisme des dipbéles sépare la
contribution du champ magnétique de court-circuit (qui contribue au dipdle
magnétique) de celle du champ électrique de court-circuit (qui contribue au
dipble électrique) ce qui est une conséquence de l'hypothése quasistatique.

Dans le cas d'une ouverture circulaire de rayon a, on peut
vérifier qu'en introduisant 1les expressions analytiques des courants
magnétiques (5.4 et 5.5) dans celles qui définissent les dipoles (5.9 et
5.10), on obtient :



94

— 43 —
P =¢ —E
-] [ 3 cc
4 (5.12)
—_ 8a® —»
P = - —1H
m 3 cc

Les deux expressions analytiques (5.4 et5.5) bien que différentes
(voir remarque précédente), conduisent au méme résultat. Les
polarisabilités d'une ouverture circulaire de rayon a sont :

( 433
o€ = —
e 3
1 (5.13)
8a?
@ = o = @ T —
| } XX nyy 3
\

On peut remarquer que 1'expression approchée (5.4), bien que
moins précise que (5.5) conduit pourtant aux valeurs exactes des
polarisabilités, et par conséquent permet un caicul correct des champs
diffractés A grande distance de 1l'ouverture.

L'intérét de 1'approximation dipolaire est que, lorsque les
hypothéses sont vérifiées, on peut calculer 1les champs rayonnés (voir

formule de rayonnement des dipdles en annexe) sans avoir besoin de calculer
—

n’ , ce qui simplifie considérablement les calculs. On remplace ainsi une
distribution de courant magnétique par deux sources ponctuelles localisées

—’
au centre de l'ouverture. A proximité de l'ouverture, le calcul exact de Hs
reste néanmoins indispensable. ’

Comparaison entre calculs analytique, numérique et résultats expérimentaux

- Aprés calcul des courants i: . le code évalue 1les valeurs des dipdles
équivalents A4 une ouverture au moyen des relations (5.9 et 5.10) et
calcule 1les polarisabilités gréce a (5.11). Dans le cas d'une ouverture
circulaire de rayon 10 cm, on peut comparer les valeurs calculées
numériquement aux valeurs théoriques. On obtient :

* avec le code : « = 1,29.10°8
= 2,57.10°%

B
* avec la formule (5.13) : = 1,33.1072

ue
« =2,66.10"°
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-

Ces résultats valident 1le code numérique qui pourra étre utilisé pour
calculer 1les polarisabilités d'ouvertures pour lesquelles on ne dispose
pas de formules exactes.

Une étude expérimentale a été entreprise afin de vérifier la validité des
différents modéles. Elle permet également de préciser la distance a
partir de laquelle 1'approximation dipolaire conduit & un résultat
satisfaisant.

Le dispositif expérimental est constitué d'une cellule TEM de grandes
dimensions dont 1'électrode de retour est percée d'une ouverture carrée
(0,2 x 0,2 m) (figure V.6). L'excitation de la cellule TEM est obtenue
grace A un synthétiseur de fréquence (Rhode & Schwartz SMS de 400 kHz i 1
GHz, Rhode & Schwartz SPN de 100 Hz 3 1300 kHz) et un amplificateur de
puissance (Prana 200 w). Un analyseur vectoriel (Rhode & Schwartz ZPV)
mesure le signal transmis par un capteur de champ magnétique. L'ensemble
est géré par un calculateur (Tektronix 4052). La cellule est chargée par
une impédance de 50 Q qui permet de l'adapter et d'obtenir dans la
cellule une onde TEM (Ecclﬂcc= 377 Q)

[

Calculateur

Amplificateur_/ Cellule TEM \_
200W |
._\_ x —/_
WO NG S

50 Q

|| Générateur

cw Capteur HAO
. A
. B
z "' Analy§eur
vectoriel

Figure V.6 : Dispositif expéripental.
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La figure (V.7) représente le module du champ magnétique a 1 MHz sur
1'axe de l'ouverture (avec Ecc= 377 v/m, Hcc = 1 A/m) obtenu :
.—’

1 - aprés calcul des courants Ms par le code numérique, en utilisant les
formules de rayonnement (5.1 et 5.2) (résolution numérique "exacte").

2 - aprés calcul des dipdles équivalents (5.9 et 5.10) par le code, en
utilisant les formules de rayonnement des dipdles.

3 - par la mesure.

X
AZOIog(Hx) M 7
40t
T
20t
b4
0 + + + L I
0,20 0,40
— 20t
— 40}
— 60t & Calcul exact
+ Approximation dipolaire
x Mesure

Figure V.7 : Chaap Hx (A/n) sur 1’axe de 1'ouverture.

On constate que la mesure et le calcul numérique exact indiquent des
résultats identiques méme treés prés de 1l'ouverture. Par contre les
calculs obtenus par le formalisme des dipdles équivalents ne coincident
avec les deux autres estimations qu'au-dela d'une distance de 20 cm
environ.

Cette observation, ainsi que des calculs complémentaires effectués en
dehors de 1'axe de 1l'ouverture [52], [53], [54] permettent de montrer
qu'une ouverture carrée rayonne comme la somme de deux dipdles au-dela
d'une distance égale A son cdté (avec une précision meilleure que 2 4B).
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Signalons que le code numérique permet de retrouver un résultat
signalé par Bethe [31] : au centre de 1l'ouverture les champs sont égaux a la
moitié des champs de court-circuit :

{+ 1 —»
E

]
(]

cc

1 (5.14)

™ |

my

]
|-

gl

cc

On peut en particulier vérifier ce résultat pour 1le champ
magnétique sur la figure (V.7).
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5.2 - Diffraction par une ouverture chargée

5.2.1 - Calcul exact

On a mwmontré au chapitre 1, que 1le champ électromagnétique
diffracté par une ouverture de forme quelconque, chargée par une trappe
d'impédance de surface Zs, peut étre représenté par le rayonnement d'une

.—_.
distribution de courant magnétique Hs . localisée sur la trappe. On a

--’
démontré que M‘ est solution de 1'équation intégrale :

-.—’
H<:¢: 1 . - ' Hs
= —— |grad div A+ k? A ’ - (5.15)
2 Jwep tg 42s
tg

ol les notations sont celles du chapitre 1.

On peut remarquer que lorsque la trappe est isolante (Z’
infinie), on retrouve 1'équation (5.6) régissant la diffraction par une
ouverture libre.

L'équation (5.15) a été introduite dans le code numérique de la
fagon détaillée au chapitre 2.

Modélisation des jonctions entre matériaux

L'équation (5.15) s'applique dans 1le cas ou 1la trappe est
parfaitement reliée électriquement avec le plan conducteur. Nous verrons
qu'il est difficile de réaliser ce contact parfait lors des mesures
expérimentales. Il convient donc de définir dés maintenant la notion
d'impédance associée 3 la jonction entre deux matériaux. La définition
suivante est inspirée des travaux de Casey [55],[56],[57].

On appelle admittance de contact par unité de longueur G, . le
rapport entre la densité de courant Js qui traverse perpendiculairement une
jonction entre deux matériaux et la différence de potentiel V qui apparait
de part et d'autre de la jonction.

6, =4J, A} (5.16)

Pour mieux comprendre cette définition, on considére deux
matériaux en contact sur une zone de longueur L (voir figure V.8). On
injecte un courant I qui traverse la jonction qu'on suppose caractérisée

par son admittance G . Il apparait alors une d.d.p. V de part et d'autre de
la zone de jonction.
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Matériau 1 '®' Maté_riau 2

/

’

J=I/L |\

\
\

Coritact

T
|

Figure V.8 : Mesure directe de 1'impédance de contact entre deux matériaux.

L'admittance totale G du contact est :

(J.L)

v =6, .1L (5.17)

@
i
<IH
"

et G = (5.18)
c

[ 7}

G . apparait bien comme une admittance par unité de longueur (on remarquera

que Gc s'exprime en Q°'.m”! ). Si L est égal a4 l'unité, Gc s'identifie a
1'admittance G.

On pourra préférer caractériser une 2zone de contact par Rc
(exprimé en Q.m) qui est 1l'inverse de Gc <

(5.19)

=
[}
ﬂll-'

Rc est alors 1'impédance d'une jonction de longueur unité.

A priori, l'équation (5.15) ne permet pas de tenir compte de
1'impédance du contact entre le panneau et le plan conducteur. On peut
contourner cette difficulté de la fagon suivante. On peut modéliser ce

contact en interposant entre'le panneau et le plan conducteur une bande
étroite de largeur W, 4 laquelle on affecte une impédance de surface Zc.
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Pian conducteur

/

Zone
de
jonction

AN

\\Panneau
Figure V.9 : Modélisation surfacique d’ume impédance de contact.

Lorsque la jonction (modélisée par 1la bande) est traversée
—'

perpendiculairement par une densité de courant J', il apparait une d.d.p. V
de part et d'autre qui vaut :

+ —
V= JB E. d1 (5.20)
A

or E = Zc Js sur la bande (par définition de 1l'impédance de surface)
d'od V=2 .W.J (5.21)
[+ )

Tout se passe comme si on avait introduit une résistance de
contact Rc = zc.w entre 1le panneau et le plan conducteur. On saura donc
simuler avec le code numérique le cas ou la jonction panneau/plan n'est pas
parfaite en utilisant cette méthode, l'équation intégrale résolue restant
{(5.15). Elle relie le champ magnétique de court-circuit & 1'impédance de
surface Z' qui existe en c¢e point. On introduit au niveau du calcul
numérique une impédance Zs qui est une fonction du point. Sur l'ouverture

chargée, Z’ est 1'impédance de surface du matériau. Sur la bande de largeur
W qui simule 1le joint, zs= ch R /W. La largeur W étant fixée par les
raisons pratiques (finesse du maiilage), on affecte a Z, la valeur qui
correspond a la résistance du joint qu'on veut simuler.
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5.2.2 - Approximation dipolaire

Si dans le cas des ouvertures 1libres, on dispose d'un grand
nombre de résultats théoriques associés au formalisme des dipéles, ceci
n‘est plus vrai pour les ouvertures chargées. Seul le cas de 1l'ouverture
circulaire de rayon a, chargée par une trappe 4'impédance Z. reliée au plan
conducteur par un joint de résistance Rc, a été traité.

Casey [55],[56],[57] a montré que le champ rayonné par une telle
trappe peut étre représenté par le rayonnement de deux dipdles :

—_ — jfY-1
P =P 1+ — (5.22)
| mo f
=
— jf
P =P , — (5.23)
e eo f
e
3z R
s [+
avec : £ = 14+ — (5.24)
8 a aZ
o
3
= (5.25)

e Rc
16 Z a |1 +
o s

ol P°° et P_° sont les dipdles dans le cas de l'ouverture libre.

Si on se souvient que le dipéle magnétique équivalent a une
ouverture traduit la diffraction liée au champ magnétique incident (cf la
relation (5.11)), 1l'expression (5.22) montre que la trappe se comporte
comme un filtre passe bas du 1ler ordre vis a vis du champ magnétique
incident. La fréquence de coupure (4 3 dB) f_ dépend de 1'impédance du
matériau mais aussi de la dimension de 1la trappe et de la qualité du
contact entre la trappe et 1le plan conducteur. Comme dans le cas de la
sphére (cf (4.16)), l'efficacité de blindage dépend de ses dimensions. Dire
qu'un blindage atténue de x dB n'a de sens que Si on a précisé sa géométrie
et deux blindages doivent étre comparés i dimension égale.

De la méme fagon, le dipdéle électrique est associé a 1la
diffraction du champ électrique incident (cf (5.11)). On va montrer par une
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application numérique que pour des valeurs usuelles de Z , a et R .
1'atténuation du champ électrique par rapport a l'ouverture llbre est trés
importante (au moins 80 dB). Dans ces conditions, on ne pourra plus
effectuer de vérification expérimentale du modéle malgré 1la grande
dynamique des appareils de mesures disponibles. Pour cette raison, on
s'intéressera par la suite exclusivement & l'efficacité des blindages vis &
vis du champ magnétique incident.

Comparaison entre calculs analytique et numérique

a) Nous allons comparer les résultats analytiques et numériques dans le cas
d'une ouverture circulaire de rayon a = 0,1 m, chargée par une trappe

d’'impédance zs =1Q, fixée sur 1le plan métallique avec un contact
parfait (Rc =0 Q.m).

Les figures (V.10a et V.10b) représentent o:.'./o:._o et o:.e/c:..° en fonction
de la fréquence (dans la bande 1 kHz/100 MHz),

ol : o« est la polarisabilité magnétique de 1'ouverture chargée ;
@ est la polarisabilité magnétique de 1l'ouverture libre ;
o est la polarisabilité électrique de l'ouverture chargée ;
«. est la polarisabilité électrique de l'ouverture libre.

Le calcul a été effectué :

- avec le formalisme de Casey (cf (5.22) et (5.23)) ;
- avec la résolution numérique de (5.15).

La concordance entre les deux calculs est trés bonne,
particuliérement dans le cas des polarisabilités magnétiques. La légére
différence entre les calculs dans le cas des polarisabilités électriques
est probablement due au fait (souligné au paragraphe 5.1.1.) que le code
numérique reconstitue 1l'information sur 1le champ électrique de
court-circuit, a partir de 1la phase du champ magnétique de
court—-circuit. :

On a vu que dans 1'approximation dipolaire et dans 1'hypothése
quasistatique (décroissance des champs comme 1'inverse du cube de la
distance), le champ magnétique dépend principalement du dipédle
magnétique. L'atténuation AH H/H du champ magnétique (ou H est le
champ  diffracté par 1'ouverture llbre et H celui dlffracté par
1l'ouverture chargée) est donc égale a o /o o UD raisonnement symétrique
montre que l'atténuation AE = E/E du champ électrique (ou E est le
champ diffracté par 1'ouverture llbre et E celui dlffracté par une

ouverture chargée) est égale ab/“bo‘ ,,,,,,
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Figure V.102 : Variation de de/ase on fonction de la fréquence.

) (®e/Geg)dB

A Caleul analytique _
© Calcul numérique et

f (H2)

Figure V.10b ; Variation de de/ges en fonction de la fréquence.



104

b) Une deuxiéme comparaison a été effectuée pour mettre en évidence
-1'influence de 1l'impédance de contact Rc. La figure (V.11l) représente
“h/“ a0 dans le cas d'une ouverture c¢irculaire de rayon a = 0,1 m,
chargée par une trappe d'impédance Zs= 10 rQ pour plusieurs valeurs de
R .
[+

Le calcul est effectué :

- avec le formalisme de Casey (courbes repérées par les marqueurs) ;

~ avec le code de calcul (pour alléger la représentation, les courbes
ont été tracées sans distinction avec un trait plein, la concordance
avec les courbes précédentes n'étant pas ambigie).

} (am/omg)dB
0 e =y —
\\ § w\\ == _'.\ -
o \\\\ \\7\ \\ . \\\
N ry
\ N
-20‘ \\
N Ny
" + R'e=0m.m N
N\
-40} 7 R'c =05m.m N
Z R'c=5mﬂ.m \\‘
I Y R'c:==501n52Jn N
-80t ® Rc=500 m{l.m N &
N
> f (H2)
-8@ ' 5 X . N
10° 10° 10° 10° 10 10°

Figure V.11 : Influence de 1’impédance du contact : résultats théoriques.

On retrouve de nouveau une bonne concordance entre les deux
calculs. Ceci prouve en particulier que la modélisation des joints par
une bande étroite est une bonne simulation. Les deux calculs montrent
que la présence d'un joint résistif entre 1le panneau et le plan
métallique se traduit par une dégradation de 1l'efficacité du blindage,
la fréquence de coupure se décalant vers les hautes fréquences lorsque
la qualité du joint diminue.
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Ce mécanisme peut étre illustré par les résultats numériques
—
suivant. La figure (V.12a) représente la répartition de E sur un

panneau circulaire d4'impédance Zs= 10 n), de rayon a = 0,1 n a 10 MHz,

e
lorsque le joint est parfait (Rc= 0) . Etg a été déduit du calcul des

— — —_
courants magnétiques Ma par la relation H’= Z(Eg,A n) . La figure

—'
(V.12b) représente la répartition de 1la densité de courant Js sur le

—_ —_— —

méme panneau déduit de Et’ par la relation Et'= ZQJ.. Le joint étant
— —
parfait, 1les cartes de th et Js sont identiques aux modules prés. On
—_—

pourra remarquer que le courant Js traverse perpendiculairement le joint

et que le champ électrique est assez uniforme sur une grande partie du
—_  —
panneau. Les figures (V.12c et V.12d) représentent E‘g et J' lorsqu'on

introduit un joint trés résistif (Rc= 50 mQ.m) entre le panneau et le

_.
plan. La forme de la répartition de J' varie peu par rapport au cas

précédent et on note qu'il y a de nouveau continuité du courant qui
—
traverse 1le joint. La répartition de Etg est par contre modifiée. En

— — ) ~
effet, Etg vaut ZCJ’ sur la bande simulant le joint et Z,J, sur le

_’
panneau. Comme J est continu et 4 la traversée du joint et que Z est

supérieur 4 Zs ’ toute la différence de potentiel se localise au n1veau
du joint. Si on se souvient que le champ rayonné par une ouverture est
modélisé par le rayonnement des courants magnétiques (Ms = 2 Et ), on
comprend que l'interposition du joint modifie l'efficacité de blindage
due a la trappe. Le calcul précédent (cf figure (V.11)) a montré que ce
mécanisme se traduit par une dégradation de 1'efficacité de blindage.
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Figure V.12a : Byg (Re = 0 2.m). Figure V.12b : Jp (Re = 0 Q.0).
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Figure V.12¢ : Evy (Re = 50 n2.0). Figure v.12d : Ja (Re = 50 82.0).

Figure V.12 : Densité de courant Js et champ &lectrique tangentiel Esg sur une
trappe d'impédance Zs = 10 &Q.
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5.3 - Résultats expérimentaux

5.3.1 - Validation expérimentale des modéles théoriques

a) Mesure avec une cellule TEM [53],[58],[59]

L'objectif de cette mesure est la détermination des efficacités
de blindages de plusieurs échantillons fixés dans 1l'ouverture de la cellule
TEM décrite au paragraphe 5.1.2.

Le but de ces mesures est double. Tout d'abord, on se propose de
vérifier si, conformément aux prévisions de Casey, un matériau défini par
une impédance de surface Z' conduit 3 une fonction de transfert passe-bas
du premier ordre. On validera le modéle théorique en comparant les
fréquences de coupure mesurées et calculées. Ensuite, il s'agit de
déterminer si les matériaux composites carbone habituellement utilisés dans
1'industrie aéronautique sont représentables du point de vue
électromagnétique par une grandeur unique (homogéne & une impédance de
surface). L'expérience utilise deux séries d'échantillons.

* La premiére est constituée de plaques d'altuglas sur lesquelles on a
déposé, par évaporation sous vide, de minces couches d'aluminium
(typiquement quelques dizaines de nm). On sait que de telles couches

minces peuvent étre représentées par une impédance surfacique Z' = 1/0d.
Cette valeur est constante sur toute notre gamme de mesure (400 kHz - 200

MHz), 1l'effet de peau apparaissant 3 une fréquence beaucoup plus élevée.

Pour les raisons liées & la technologie de 1leur fabrication, ces
échantillons sont des carrés de 16 cm de cété. Notons enfin que leur
épaisseur n'est pas connue avec une précision suffisante pour permettre
une évaluation théorique de Z' . La mesure directe des impédances sera

présentée plus 1loin. Ces trois plaques sont notées Al, A,, A, et
correspondent i des épaisseurs de métallisations décroissantes.
* La seconde est constituée de plaques en matériau composite

carbone-époxy :; (Cl) est constituée de 8 plis de ruban unidirectionnel
déposés suivant les orientations 0°, 45° et 90° afin d'obtenir une bonne

isotropie ; | Cz) est réalisée au mbyen de 4 plis de carbone tressé. Ces
deux échantillons sont de forme carrée de coté égal 4 25 cm et

d'épaisseur 1 mm.
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- Détermination directe des impédances

Comme nous 1l'avons vu plus haut, le calcul des fréquences
théoriques de coupure nécessite la connaissance précise de 1'impédance Z
des plagques ainsi qu'une estimation des impédances de contact avec le plan
métallique. Une mesure de ces deux grandeurs a été effectuée a une
fréquence de 10 kHz A 1l'aide du dispositif expérimental représenté par la
figure (V.13). La mesure de la tension aux bornes de la résistance de 50 Q
permet de calculer 1le courant qui traverse l'échantillon. Deux pointes de
touches reliées aux deux entrées d'un amplificateur différentiel donnent
accés 3 la tension entre deux points quelconques. La mesure a été effectuée

comme suit : les sondes ont été placées de part et d'autre des joints
(positions (1) et (3) sur 1la figure (V.13), aux bornes de 1l'échantillon
(position (2)) et aux bornes de 1'impédance constituée par la plaque plus

les deux joints (position (4)). Le tableau I montre que cette impédance
totale est bien égale 4 la somme des trois composantes. Signalons que les
mesures ont été faites en changeant l'orientation des éprouvettes (rotation
de 90°) sans qu'on observe de variation significative des résultats, ce qui
accrédite 1'hypothése de la bonne isotropie des échantillonms.

Amplificateur

différentiel B

1
A
A

Echantillon \

7777 777
Figure V.13 : Schéma de principe de 1a mesure directe de 1’impédance des
&chantilions.
Impédance de Impédance du Impédance du Impédance Impédance
Echantillon la plaque ler joint 2¢ joint totale mesurée | totale calcuiée
Z2 (mQ) Z, (mQ) Z3 (mQ) Z (mQ) Zy+ 22 + Zs
AL 520 76 50 630 646
A2 895 TO115 95 1050 1105
Az 3080 480 500 3950 4 060
Ci 46,5 42 44 133 132,5
Cz 48 30 25 105 103

Tableau I : Résultat de la mesure directe des impédances des échantillons.
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Les mesures obtenues permettent de calculer 1'impédance zs du
matériau et la résistance Rc du joint (voir tableau II). Le formalisme de
Casey s'appliquant pour des trappes circulaires, on a calculé un rayon
équivalent a pour chaque des éprouvettes en assimilant les échantillons
carrés a des disques de méme surface. La quantité (1 + Rc/(a.zs)), qui
donne une bonne indication de 1la qualité de la jonction échantillon-plan
conducteur, sera utilisée pour calculer 1les fréquences de coupure
théoriques en tenant compte de 1l'influence des contacts.

L I} a _ 5, L . _ 2+ Zs R
Echantillon | (m) (m) |équivalent Z=2Zr7 | Re=1L 2 1+ z‘_:
(m) (mQ) (mQ - m)

Ay 0,20 0,i6 0,091 650 12 1,2

Az 0,20 0,16 0,091 1120 21 1,2

A3z 0,20 0,16 0,091 3850 98 1,28

C1 0,25 0,20 0,114 58 10,75 2,62

Cz 0,25 0,20 0,114 60 7 2

Tableau II : Valeurs des paramdtres représentatifs des divers dchantillons (L
et I sont définis sur la figure (V,13), 21, 22 et 73 sont définis
dans le tablesu I).

~ Mesure de la fonction de transfert des échantillons

Nous avons mesuré la valeur du champ magnétique sur 1'axe de
l'ouverture en présence des divers matériaux en utilisant la cellule TEM
décrite en 5.1.2. (cf figure (V.6)). Toutes les mesures ont été normalisées
4 1'ouverture libre et les résultats sont représentés figure (V.14). On
remarque, comme il était prévu, une courbe décroissante a4 20 dB/décade,
observée pour les matériaux composites graphite comme pour les échantillons
métalliques. Signalons qu'une rotation de 90° des éprouvettes ne modifie
pas de fagon significative les résultats représentés sur la figure (V.14).

Figure V.14 : Mesure des atténuations du champ magnétique.
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Le tableau III représente la comparaison entre les fréquences de
coupures théoriques calculées par (5.24) et les fréquences déduites des
mesures. Les fréquences calculées 1' ont été en supposant que les valeurs

de Zs et Rc mesurées en basse fréquence (cf tableau II) restent constantes
sur la bande 400 kHz - 200 MHz. Pour chaque éprouvette, la fréquence de
coupure expérimentale a été évaluée en superposant a la courbe mesurée la
fonction de type passe-bas du premier ordre qui en est la meilleure
approximation (avec une appréciation visuelle). La valeur de la fréquence
de coupure a4 3 dB, caractéristique de la courbe théorique choisie, a été
retenue et indiquée dans le tableau III. La bonne concordance entre les
fréquences de coupure, pour des valeurs variant de 300 kHz a4 12 MHz est une

validation des modéles théoriques <compte tenu de 1la précision
expérimentale. On peut en particulier en déduire que les échantillons en
carbone sont parfaitement représentés sur le plan électromagnétique, par

une impédance de surface. Ce résultat est intéressant car bien que composé
de couches de fibres anisotropes, l'échantillon semble se comporter comme
un matériau isotrope dés lors que les plis de carbone sont répartis dans
plusieurs directions.

Fréquence de Fréquence de Fréquence de
Echantillon | coupure mesurée | coupure calculée | coupure calcuiée
(MHz) e = Rc#0

AL 1,9 - 2,1 2,55
Az 3,5 3,67 4,4

As 12,3 12,6 16,1

C, 0,25 0,15 0,39
C: 0,3 0,16 0,31

Tableau III : Fréquences de coupure des différents échantillons : comparaison
& noddle théorique.

b) Mesure avec une cage de Faraday

Les mesures précédentes ont été réalisées dans un cas ol le champ
diffracté par l'ouverture est créé par la circulation de courant dans la
cellule TEM. Nous allons maintenant décrire une configuration expérimentale
pour laquelle le champ diffracté est créé par le rayonnement d'une antenne.
On utilise une cage de Faraday dont une des parois a été percée par une
ouverture de cdté 0,6 m. L'antenne d'émission est une spire circulaire de
rayon 0,1 m, parcourue par un courant I et disposée sur 1l'axe de
1'ouverture, le plan de 1la boucle étant perpendiculaire & celui de
1'ouverture. ’
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La figure (V.15a) représente la carte du champ magnétique
calculée par le <code au voisinage de 1l'ouverture, dans 1le plan
perpendiculaire 4 celle-ci, 1lorsque l'antenne est proche de 1l'ouverture.
Dans ce cas, le champ magnétique est non uniforme dans 1le plan de
1l'ouverture. Si on éloigne 1'émetteur (voir figure (V.15b)), on obtient un

champ magnétique uniforme sur l'ouverture et tout le formalisme associé aux
dipdles équivalents peut s'appliquer.
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Figure V.15a : Champ magnétique rayonné par une spire Figure v.15b : Chemp magnétique rayomé par une spire
’ )
proche de L ouverture. &loignée de 1 ouverture.

Pour cette nouvelle série de mesure, on a fabriqué de nouvelles
éprouvettes en matériau composite :

~ 1'éprouvette C3 est constituée de plis de carbone (orientée suivant 0°,
45° et 90° afin d'obtenir un matériau 1le plus isotrope possible). Un
grillage métallique a été ajouté pendant 1la fabrication de cet
échantillon de matériau composite. L'impédance de surface du matériau
complet a été mesurée de fagon directe et on a relevé une impédance de 4
ml). De plus, cette éprouvette a été décapée i la périphérie pour assurer
le meilleur contact possible entre l'éprouvette et la cage de Faraday ;
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- les éprouvettes C4 a C9 ont toutes été fabriquées comme suit. Chacune est
constituée d'un cadre et d'un panneau fixé sur ce cadre. Les cadres et
panneaux sont tous fabriqués de 1la méme fagon que l'éprouvette C3
(carbone + grillage). Seule la technologie de fixation du panneau sur le
cadre varie. Elle est représentative de solutions envisageables sur le
plan  industriel (vissage simple, fixation par rivet, décapage,
interposition de joints...). Comme pour 1'éprouvette Ca, le cadre a été
décapé 4 la périphérie pour améliorer le contact avec la cage de Faraday.
La figure (V.16) indique les dimensions des diverses éprouvettes.

Eprouvette C3 Eprouvettes C4 a C9
60cm 60cm
45cm
60cm I 60cm
45¢cm \
/4
/ |~
P / -
anneau Cadre Panneau
~_ - -/n/
= T
\ /

Fixation différente
pour chaque eprouvette

Figure V.16 : Géométrie des nouvelles éprouvettes.

Comme dans le cas de la cellule TEM, on mesure 1le champ
magnétique diffracté dans le cas de 1'ouverture 1libre, puis lorsque
celle-ci est chargée par l'éprouvette testée. La différence des mesures
(exprimée en dB) indique l'efficacité de blindage de 1'éprouvette.

L'éprouvette C8 sert de référence ; elle est représentative d'une
jonction cadre-panneau parfaite. La figure (V.17) est une comparaison de
1l'efficacité de blindage de Cs mesurée et calculée par (5.22) (en prenant
Zs =4 md ). On trouve, comme pour les mesures sur cellule TEM, une bonne
concordance entre la mesure et le modéle. Ceci prouve en particulier qu'il
Y a un bon contact entre l'éprouvetté et la cage de Faraday. Comme la méme
technique de fixation sur la cage a été utilisée pour les autres
éprouvettes, on pourra considérer que les contacts entre les éprouvettes et
la cage de Faraday sont parfa@ts.
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A (H/HO)dB .
o}
! Courbe
- théorique
[ Courbe —~
~10[~  expérimentale
-
-20%—
[
-30f
&
-401-
[ 1 1 1 11111 1 1. 11111 1 1 1 11111 P
1 10 100 f (kH2)

Figure V.17 : Résultat de la mesure pour 1’éprouvette de référence Ci.

Les résultats des éprouvettes Ca a C9 sont rassemblés figure
(Vv.18). 1Ils montrent que la qualité du joint cadre/panneau peut provoquer
une treés grande variation de l'efficacité de blindage. Comme prévu par les
modeles théoriques, la dégradation de 1'impédance du joint se traduit par
un décalage de 1la fréquence de coupure a 3 dB. Seule 1'éprouvette C’ (qui
correspond au joint le pire), n'assure plus un filtrage avec une pente a 20
dB par décade.

(H/HO)dB

Tl"I'T"lTY"]T"'l'II

1 11 11111 b 1 1 11119 1 1 1 1 1111

10 - 100

Figue V.18 : Influence de 1'imoédance de contact : résultats expérimentaus.
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En conclusion, on retiendra que les résultats expérimentaux sont
tout i fait en accord avec les résultats théoriques, que l'on fasse varier
la nature du matériau (voir les mesures avec la cellule TEM) ou celle du
joint (voir les mesures sur cage de Faraday).

5.3.2 - Application a la détermination expérimentale des impédances
de surface

L'étude de la diffraction par les ouvertures (libres ou chargées)
est d'autant plus intéressante qu'elle correspond a un mode de couplage de
1'énergie électromagnétique qu'on rencontre fréquemment sur les aéronefs.
En effet, les formalismes que nous avons décrits peuvent étre directement
appliqués dans le cas des hublots, des trappes d'accés et des fenétres trés
nombreux sur les structures réelles.

. Néanmoins, cette étude a été conduite dans le but d'étre
appliquée & la mesure indirecte d'impédance de surface (cf paragraphe 4.3).
Les résultats expérimentaux qui ont été décrits montrent que cet objectif
peut étre atteint puisque l'influence des différents parametres peut étre
calculée. En particulier, on a vu que 1la fréquence de coupure a 3 dB, a
partir de laquelle le champ magnétique est atténué par une trappe fermant
une ouverture, est directement reliée a 1'impédance de surface de la trappe
(cf (5.24)). On observera pourtant que la mise en oceuvre de la méthode est
limitée par plusieurs inconvénients.

* La mesure dépend de la géométrie de 1'échantillon

La fréquence f_ dépend des dimensions de l’éprouvette (du rayon
dans le cas des trappes circulaires). La comparaison des efficacités de
blindages n'est possible que si on connait les dimensions des éprouvettes
considérées. Plus fondamentalement, il est nécessaire de pouvoir découper
un  échantillon du matériau a tester 3 la dimension du dispositif
expérimental. Ceci n'est pas toujours possible et, en particulier, on ne
saura pas utiliser 1les résultats des calculs théoriques précédents pour
évaluer les propriétés électromagnétiques d'un matériau intégré i une
structure déja construite.

* LLa mesure est effectuée de part et d'autre de 1'échantillon testé

La mesure est effectuée par transparence, 1l'émetteur et le
récepteur étant situés de part et d'autre de 1l'échantillon testé. Ceci
nécessite de gros moyens expérimentaux (cellule TEM, cage de Faraday). Une
mesure compacte d'un méme coté de 1'éprouvette serait ﬁlus facile i mettre
en oeuvre. : '
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* La mesure dépend de 1'impédance des joints

I1 s'agit 134 d'un inconvénient majeur. On a vu (théoriquement et
expérimentalement) que f‘ est d'autant plus décalé vers 1les hautes
fréquences que l'impédance des joints entre la trappe et le plan conducteur
est g¢grande. Si on n'a pas d'idée a priori de la qualité du joint, la seule
possibilité est de le rendre "le meilleur possible” et d'utiliser 1la
formule de Casey (5.24) en le supposant parfait. Cette imprécision conduit
a4 une erreur indéterminée dépendant de la technologie utilisée.

En d'autres termes, f_ dépend de deux inconnues z et R et on ne
dispose que d'une équation f_ f(z‘, Rc) . 1 1ndéterm1natlon étant levée
en faisant des hypothéses plus ou moins vérifiables. Par contre, lorsque Zs
est connue (par wune autre mesure directe ou indirecte) 1la méthode
précédente permet de classer les différentes technologies de joints.

En conclusion, les modéles théoriques déduits de l'étude de la
diffraction d'une onde localement uniforme par une ouverture ont permis de

mettre au point une méthode de mesure de Z’, malgré des contraintes
expérimentales importantes.

Nous allons maintenant présenter une solution alternative qui ne
présente pas les trois inconvénients précédents.
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CHAPITRE 6

EXCITATION PAR UN CHAMP NON UNIFORME :

MISE AU POINT D'UNE SONDE DE MESURE DE Z _
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Ce chapitre décrit 1la mise au point en trois étapes d'une sonde de mesure

de Zs , chacune de ces étapes permettant de supprimer un des trois
inconvénients associés aux mesures en champ uniforme.

6.1 - ler étape : mise au point d'une mesure indépendante des contacts

électriques

Comme dans le chapitre 5, nous nous intéressons i une ouverture
percée dans un plan conducteur, éclairée d'un cété par une onde incidente.
On utilise une antenne de réception de 1l'autre cété de 1l'ouverture et on
calcule 1l'atténuation du champ magnétique lorsque l'ouverture est chargée
par une trappe caractérisée par son impédance de surface. La différence
avec les cas étudiés précédemment réside dans le choix de l'antenne
d'émission. Celle-ci est une spire circulaire orientée dans un plan
paralléle i celui de l'ouverture. On ne dispose plus dans ce cas de calculs
analytiques, mais il s'agit d'un exemple de diffraction par une ouverture

qui peut étre calculée numériquement (en résolvant de nouveau l'équation
(5.15)).

La figure (VI.1l) représente 1le champ magnétique au voisinage
d'une ouverture carrée de coté 0,6 m (représentative de celle percée dans
la cage de Faraday) lorsque le rayon de la boucle d'émission est 0,1 m. On
peut comparer cette carte du champ & celle de la figure (V.15b) pour
laquelle seule l'orientation de 1l'antenne différe.
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Figure VI.1 : Champ sagnétique rayorné par une spire paralldle
au plan de 1'ouverture.
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On remarquera que la géométrie du champ est tres différente dans
les deux situations et qu'en particulier, maintenant le champ n'est plus du
tout uniforme dans le plan de l'ouverture. Une conséquence est que tous les
résultats qui s'appuient sur 1'hypothése d'uniformité du champ incident ne
peuvent plus étre utilisés. Par exemple, le champ diffracté par 1'ouverture
n'est plus modélisé par le rayonnement de deux dipdles équivalents, que
1'ouverture soit libre ou chargée.

A titre d'exemple, 1la figure (VI.2) représente l'atténuation du
champ magnétique calculée par le code lorsque cette trappe est constituée
d'un matériau d'impédance 4 mQ pour les deux orientations de la spire
d'émission correspondant respectivement au cas d4'un champ uniforme et non
uniforme. On observe que les résultats sont bien entendu différents dans

les deux cas.
1

(H/HO)dB

60+ Spire paraiidle
- au plan du matériau
A Spire perpendiculaire
-80r au plan du matériau ~
-100 } + ' } — -
10° 10* 10° 10° 10’ 10° t (H2)
Figue V1.2 : Influence de l’orientation de la spire sur 1'atténuation du champ '
nagnétique,

Mise en évidence de la faible influence des contacts électriques

a) On s'intéresse, comme au paragraphe 5.2.2, a une ouverture circulaire de
rayon 0,1 m, chargée par une trappe d'impédance 2, = 10 mf) , pour
plusieurs valeurs de 1'impédance de contact Rc entre la trappe et le
plan conducteur. La boucle d'émission, de rayon a = 0,1 m, paralléle a
la trappe, est située a4 20 cm de l'ouverture. On calcule le champ H sur
l'axe de 1l'ouverture, du coété sans source d& 10 cm du centre de
l'ouverture. La figure(VI.3) représente le rapport H/Ho, o} Ho est le
champ en 1'absence de la trappe et H le champ magnétique lorsqu'elle est
présente. Les valeurs de Rc utilisées sont les mémes qu'au paragraphe
5.2.2. {(cf figure V.11). L'atténuation du champ H est cette fois-ci
presque indépendante de la valeur du joint.
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} (Hz/Hz0)dB

-30¢
] Rc=0mﬂ.m
-40; 4 Re¢=05mQ.m
+ R c'—'s m{.m
-50r X R¢=50mQ.m
o] = .
-60F R c 500 m§l.m
=70k
=80 ] 3 o l :e I X l Y
10 10 10 10 10 10 f (H2)

Figure VI.3 : Mise en évidence de la faible influence des joints dans le cas ol
la spire est paralldle au matériau.

Ceci peut étre expliqué par les résultats numériques suivants. Les

figures (VI.4a et VI.4b) représentent 1la répartition de E et de J

calculée numériquement & 10 MHz sur la trappe, lorsque le contact est
-—

parfait (Rc = 0). La géométrie des lignes de courants Js s'explique par

la géométrie du champ magnétique incident. Comme celui-ci s'écarte de

—-’
1'axe de la spire (forme "en trompette") et que la densité de courant J

8
est toujours perpendiculaire au champ magnétique, on obtient bien des

lignes de courant circulaires. En particulier, aucun courant ne traverse

— —
les joints. La cartographie de E‘y est déduite de celle de Js par la

-— —

relation Etg = zs Js . Les figures (VI.4c) et (VI.4d) représentent
— —

Et et J dans le cas ol 1'impédance du joint est forte. L'allure des

llgnes de champ et de courant n'est pratiquement pas affectée : bien que
—
Zc soit trés supérieur a Z. . le champ E‘a au niveau du joint

— — —
(Etg =2, Js) est négligeable car 1le courant J' traversant le joint

l'est aussi. Ce résultat est trés différent du cas ol le champ incident
est uniforme {(voir analyse en 5.2.2 et figure (V.12) ; on avait alors

montré que la dégradation de l'efficacité de blindage était due au fait
que le courant traversait les contacts panneau/plan conducteur.
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La comparaison de ces deux exemples, seulement différenciés par la
géométrie du champ incident, illustre 1la regle générale qui est qu'un

joint imparfait modifie 1la répartition des densités de courant (et
—’ N
1'efficacité des blindages) & la condition que Js tende naturellement 3

la traverser.

Pour 1l'application qui nous intéresse, on a trouvé une géométrie
(correspondant 4 une Dboucle placée parallélement au plan de

1'échantillon, 1l'axe de 1la boucle coincidant avec celui de l'ouverture

chargée) pour laquelle 1la qualité des joints n'a pas d'influence sur
1l'efficacité de blindage en champ magnétique.

La vérification expérimentale de ce résultat a été effectuée sur cage de
Faraday en utilisant 1la méme boucle d'émission qu'en 5.3.1b, mais en
1'orientant parallélement & 1'ouverture. La figure (VI.5) montre
l'atténuation du champ H mesuré sur l'axe de l'ouverture, pour chacune
des éprouvettes caﬁ C9 décrites au chapitre 5. Les résultats
expérimentaux sont pratiquement confondus (et donc indépendants des
joints puisque c'est le seul paramétre qui différencie les éprouvettes)
4 la différence des mesures en champ uniforme ou on distinguait
sensiblement les échantillons (cf figure V.11).

On a ainsi supprimé un inconvénient majeur associé aux mesures en champ
uniforme. '

| (H2/Hz0)dB

-40

o
'lTT’]IIT'IWT"]T"‘I"'}

L 111211 1 1 1 1t 111¢ b | .1 111t

10 100 . f (kH2)

(|
(4}
o

—h

Figure VL5 : Vérification expérimentale de la faible influence des joints.
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6.2 - 28me étape : mise au point d'une mesure indépendante de la
géométrie de 1'échantillon

Nous avons illustré, par un calcul numérique et par une
vérification expérimentale, la faible influence des contacts sur la valeur
de 1l'efficacité de blindage lorsque 1la spire d'émission est paralléle &
1'échantillon fermant 1l'ouverture. Malheureusement, on ne connait pas de
résultats analytiques permettant de résoudre théoriquement le probléme et

on ne sait pas distinguer (sauf par une étude paramétrique numérique)
1'influence des parameétres :

- forme et dimension de la trappe ;
- rayon de la spire ;
- distance de la spire a l'échantillon.

De plus, méme si les exemples numériques semblent 1'indiquer rien
ne prouve que l’'atténuation due a4 la trappe est toujours du type passe bas
du. ler ordre et qu'elle est indépendante du point de mesure.

La difficulté liée A la forme de la trappe peut facilement étre
levée : puisque 1'atténuation est indépendante du joint trappe/plan
conducteur, il n'est plus nécessaire de faire d'effort sur la qualité de ce
joint. On peut méme supprimer totalement la continuité électrique entre
1'échantillon et le plan. Dans ce cas le seul réle du plan métallique est
d'empécher le champ incident de contourner 1'échantillon. Si on choisit un
échantillon grand devant les dimensions de la boucle d'émission et devant
la distance antenne/matériau, on peut méme supprimer complétement le plan
métallique. Ceci se justifie facilement par le fait que le champ magnétique
c¢réé par la boucle diminue rapidement (comme le cube de la distance dans
1'hypothése quasistatique) et 1la partie du champ incident qui contourne
1'échantillon est alors négligeable. ’

On se raméne alors 4 un probléme trés simple : on peut considérer
un matériau plan, infini, caractérisé par son impédance de surface, excité
par une antenne circulaire de rayon a, paralléle au matériau a une distance
d (cf figure VI.6).

Sur le plan expérimental, la mesure se simplifie considérablement:
on n'a plus besoin de cellule TEM, ni de cage de Faraday. Il suffit d’une
boucle d'émission, d'un capteur de champ magnétique placé sur son axe. On
effectue une premiére mesure sans échantillon, puis on interpose celui-ci
et on en déduit l'efficacité de blindage.
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Echantillon plan (zs)
Boucle d'émission N

Figure VI.6 : Glométrie du problise étudis.

6.2.1 - Calculs analytiques

Dans cette nouvelle configuration géométrique on peut effectuer
maintenant un calcul analytique. Nous avons montré dans 1l'annexe E que le
rapport S entre le champ Hz sur 1l'axe de 1l'ouverture, de l'autre cdté du

matériau, au champ Hzocalculé au méme point, mais en 1l'absence du matériau
est :

Hz(f,z) \ z\2\3 /2 ® 2 '
s(f,z2) = —— = |1 + |- —— J (u) e"%/2 gy (6.1)
B (f,z) a b
zo u +

0 fco

ol les notations sont celles de la figure (VI.6) (l'origine de l'axe z est
fixée au centre de la boucle d'émission) et ol :

- J1 est la fonction de Bessel d'ordre 1 ;
- fc° est une grandeur homogéne i une fréquence définie par :

Z

f =

(6.2)
co 1l:p.° a
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-

L'analyse de ce résultat conduit i faire plusieurs remarques :

* § est indépendant de la distance d entre la spire et le matériau. La
conséquence pratique est qu'on pourra interposer 1l'éprouvette i tester en
n'importe quel endroit entre la spire d'émission et le capteur, sans
modifier le résultat. Ceci simplifie la mise en oeuvre expérimentale.

* § dépend du point ol on mesure le champ H. Plus précisément S ne dépend
pas de la distance z mais de 1la distance z/a qui est la distance
normalisée au rayon de la boucle d'émission. Ceci est trés différent des
mesures en champ uniforme ol 1l'atténuation du champ était indépendante de
la position du point de mesure.

* La dimension de 1'antenne intervient directement dans la valeur de S,
d'une part comme facteur de normalisation en distance, mais aussi dans
1l'expression de fco . On remarquera que 1'impédance du matériau
n'intervient que dans 1l'expression de fco.

Le calcul numérique de S a été effectué par une méthode décrite
en annexe. La figure (VI.7a) représente la variation de S (exprimée en dB)
en fonction de la fréquence (normalisée par rapport a fco), pour plusieurs
valeurs de z/a, inférieures 4 1. On notera que méme quand z/a est petit, on
suppose que le matériau est toujours placé entre la boucle et le point de
calcul (la courbe pour 1laquelle 2z/a = 0 est une courbe limite obtenue
lorsque le matériau est infiniment mince, 1la distance entre la boucle
d'émission et le point ol on calcule S tendant vers 0). La figure (VI.7b)
représente S lorsque z/a est supérieur 3 1.

Le comportement de S est trés différent selon que z/a est
inférieur ou supérieur & 1. Dans le premier cas, on ohserve que la forme de
la fonction de filtrage passe progressivement d'une forme voisine d'un
passe-bas du 2éme ordre (40 dB/décade) 3 une forme voisine 4'un passe-bas
du ler ordre (20 dB/décade). La fréquence de coupure a 3 dB varie
relativement lentement. Dans le second cas, la forme de 1la fonction de
filtrage varie peu, mais la courbe tout entiére se translate vers les
basses fréquences quand z/a augmente.
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Influence de la distance z
(a = rayon de la boucle d'emission)

2/a=0. z/a=.1 z/a=.25 z/a=5 z/a=t,
0(Hz/HzO)dB
-10 L
-20 L
-30 -
-40
-1
log(t/fc0)
a) Cas od z/a est inférieur 2 1.
Influence de la distance z
(a = rayon de la boucle d'emission)
z/a=1. z/a=10, 2/a=100. z/a=1000.
{Hz/Hz0)dB
0 ——

b o -h..

log(t/fcO)

b) Cas ol 2/a est supérieur & 1.

Figure VI.7 : Atténuation du chaso sagnétique en fonction de la fréquence.
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On cherche maintenant une courbe du premier ordre qui corresponde
le mieux possible avec S lorsque z = a. Aprés quelques essais, on a montré
que la fonction

1
143E/E

(6.3)

1,42

avec f =1,4£f = (6.4)
[ co

M a

o

correspond 4 une bonne approximation. La figure (VI.8) représente la
comparaison entre le calcul exact de S (6.1) et la courbe du premier ordre
définie par (6.3) et (6.4).

Comparaison entre les calculs éxact et approché

(dans le cas ou z est égal au rayon de la boucle d'émission)

Approché
Exact fcs1.4%#1c0

0 (Hz/Hz0)dB

-10 S

-20F

-30 -

-40

log(t/fc0)

Figure V1.8 : Approximation de S par une fonction du ler ordre.

La différence entre les courbes est faible et on peut choisir de
faire les mesures pour cette valeur de 2z. Le calcul de Z est alors
immédiatement déduit de la mesure de fc par (6.4). Cette approximation de S
quand z/a = 1, est vérifie quelque soit la valeur de Zs et de a, puisque
ces quantités n'interviennent que dans 1'expression de fco.
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6.2.2 - Résultats expérimentaux

L'expression (6.1) de S a été calculée en un point situé sur
1'axe z de la boucle d'émission, de 1l'autre coté du matériau d'impédance Zs.
Dans 1la pratique, 1la mesure de Hz (et de S) est effectuée 3 1'aide d'une
boucle circulaire. On admettra par la suite, que si 1le rayon a' de la
boucle de réception est suffisament inférieur A& celui de 1la boucle
d'émission, 1les résultats théoriques restent inchangés. On peut pourtant
indiquer que lorsque 1le point ol on calcule S n'est plus sur 1l'axe de la
spire d'émission, l'expression de S (cf annexe E) fait intervenir le terme
J (Ar) (od J, est la fonction de Bessel d'ordre 0 et r la distance entre le
point de calcul et l'axe z). Pour les faibles valeurs de r, Jo(hr) est peu
différent de 1 et 1'expression de S est bien celle indiquée dans ce
chapitre (cf (6.1)).

Cela revient a admettre que Hz est assez uniforme A proximité de
l'axe de 1la spire d'émission et que 1le champ mesuré par la boucle de
réception est peu différent de la valeur axiale quelque soit la distance z
entre les boucles.

Les résultats expérimentaux suivants ont été obtenus avec une
spire d'émission de rayon 3,4 cm et une spire de réception de rayon 1,5 cm.

a) Mesure de S pour plusieurs valeurs de z

La figure (VI.9a) représente S mesuré dans le cas d'un
échantillon dont l'impédance (mesurée de fagon directe) est de 1l'ordre de
3,5 mQd. La mesure a été effectuée pour plusieurs valeurs de =z
(z=1mm, 2 cm, 15 cm). La figure (VI.9b) représente S, calculé dans les
mémes conditions. On observe un bon accord entre les résultats, tant dans
la forme des courbes, que dans la valeur des fréquences de coupure.

On a cherché i vérifier que l'atténuation S du champ magnétique
est indépendante de 1la position de 1l'échantillon entre les boucles (cf
(6.1)). La mesure de S a donc été effectuée en déplagant le matériau entre
les deux antennes dont la distance a été fixée a 15 cm. Les courbes
expérimentales obtenues pour plusieurs positions du matériau sont
parfaitement confondues et identiques & celle tracée sur la figure (VI.9a).
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calcul pour un materiau d'impedance zs=3.5 milli—-ohm
(rayon de la spire a=3.4cm)

z=tmm z=2cm z=1Scm

{Hz/Hz0) dB

O puyeuns
-0} i
=20}k i
=30k .
-40F 4
-50
4 5 6
log(f)
a) Calcul théorique.
A (s=Hz/Hz0)dB
O
-10F
-20: (hz=1mm
L (2)
_30:_ (2 z=2cm NN
o (3yz=15 cm N
~4or C
_50 C 1121 1 1 [ IS I W K | 1 1 i1 1 211 C-
10* 10° 10® f(H2

b) Mesure.

Figure VI.9 : Vérification expérimentale de 1’influence de la distance entre
les boucles d'émission et de réception. -
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b) mesure de S pour £ = a ; application 4 la détermination des impédances

de surface
On se place maintenant dans 1le cas ol la distance entre les
boucles est égale au rayon de la boucle d'émission (z =a = 3,4 cm). La
figure (VI.10) représente le résultat de 1la mesure de S réalisée avec

1'échantillon Az décrit en 5.2. Aprés quelques essais, on a superposé a la
courbe expérimentale, la courbe théorique du premier ordre qui semble la
plus proche de la mesure et dont la fréquence de coupure fc est 11 MHz. La

valeur de Zs qu'on en déduit par l'expression (6.4) est :

Z,= 1050 mQ

Cette valeur est trés proche du résultat de la mesure directe qui
est de 1120 mR (cf tableau n° II du chapitre 5).

Sur la figure (VI.10), on a ajouté deux courbes théoriques du

premier ordre qui encadre les résultats précédents. Les fréquences de
coupure de ces nouvelles courbes (10 et 12 MHz) correspondent
respectivement & wune impédance de surface de 950 et 1150 m{l. Elles

permettent d'apprécier la sensibilité de la mesure de Z..

A (s=Hz/hz0)dB
0‘
o 40
) Courbe
- expérimentale
i )
- fc = 11 MHz ‘//
[ @ zZ, = 1050 @
-10 £ = 10 MHz ‘\/ (3)
5 catn (4)
9 (3) ZIIII = 950 mfl
N £, = 12 MHz
[ @) 3z .., = 1150 m0
_20 | 1 1 L 1 111 S S | r 1111 -
1 10 (MH2)

Figure VI.10 : Déternination expérimentale de Zs par comparaison entre une
courbe expérimentale et plusieurs courbes théoriques,

Cette étude

théoriques et les

paragraphe

suivant par

montre une bonne
résultats

des mesures

expérimentaux.

Elle

1'impédance varie dans une large gamme de valeurs.

corrélation entre les résultats
sera complétée
effectuées sur des échantillons dont

au
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6.3 - Jéme étape : mise au point d'une sonde de mesure

—

L'inconvénient principal de 1la méthode précédente est que les
boucles d'émission et de réception sont de part de d'autre de
1'échantillon. De plus, elles doivent étre coaxiales et la distance qui les
sépare doit étre connue. Cet alignement n'est pas facile 4 réaliser dams le
cas de grands échantillons. De plus, pour mesurer 1l'impédance d'un matériau
constituant 1la paroi d'une structure déja réalisée (un avion par exemple),

il est parfois impossible ‘d'installer un récepteur a 1l'intérieur de la
structure.

La solution que nous proposons s'appuie sur le fait que la mesure
par transparence est indépendante de la position du matériau entre les deux
antennes. Choisissons de mesurer le champ H immédiatement derriére le
matériau (cf figure VI.11lb).

Zs Zs Zs
/ .
% / %
Boucle
d’'émission Boucle de
réceplion A
E ~lr E A[:
z | Z Y4

(a) (b) {c)

Figure VI.11 : Passage d’une mesure par transparence 3 une mesure d'un seul
coté du matériau.

Comme le champ H perpendiculaire est continu 3 la traversée d'un
matériau caractérisé par une impédance de surface, on peut faire passer la
bande de réception immédiatement de l'autre coté du matériau sans changer
la valeur de S (cf figure VI.1lc). Ainsi, on peut effectuer 1l'émission et
la réception du méme coté de 1l'éprouvette sans changer la valeur de S, a

condition que la boucle de réception soit le plus prés possible du matériau
testé.

6.3.1 - Calculs analytiques

Ces résultats qualitatifs peuvent étre démontrés par le calcul.
Les notations sont celles de la figure (VI.12) : la distance entre la bande
d'émission et le panneau est 4, le point ol on calcule le champ est en z,
la distance entre ce point et le matériau est h.
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Echantillon plan (zs)
Boucle d'émission N

/

Figure VI.12 : Nouvelles notations

On a montré (dans 1' annexe E) que le rapport S entre le champ H
en présence du matériau et le champ Ez° en espace libre s'écrit :

[1+ z)2)a/2 o [
5 (f.2) al | z\2]3/2 u? a
S(f,2) = ———— =1 - + |1+]- J (ue du
_ E (f,z) 2d-z\z\a/2 a jE !
zo 1+ u+
a Jo L.
(6.4)
P Y + —
S S
1 2

On peut faire les remarques suivantes :

* § est la somme de deux termes : s1 est indépendant de la fréquence et ne
dépend que des paramétres géométriques. Sz est une intégrale de la méme
forme que (6.1) et est donc du type passe-bas. Ainsi a haute fréquence 5,
tend vers 0, et S tend vers la valeur constante 51'

* Si on calcule le champ enz =d (h = 0), S1 est nul et S2 est identique &
la valeur de S de 1l'autre coté du matériau (voir (6.1)). On a donc bien
continuité de S & la traversée du matériau.
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Les calculs numériques de S ont été effectués comme indiqué en annexe E.
La figure (VI.13) représente S = Hz/Hzo calculé sur l'axe d'une spire de
rayon a, pour plusieurs valeurs de la distance d (normalisée a a) entre
la spire et 1le matériau. Le calcul a été réalisé a la fréquence
f =20 fco . On a utilisé 1'expression (6.5) quand z est inférieur a4 4 et
(6.1) quand z est supérieur & d. Lorsque z est supérieur a d, toutes les
courbes deviennent identiques. On constate ainsi de nouveau que lorsque
le matériau est situé entre la spire d'émission et le point
d'observation, S est indépendant de 1la position du matériau (comme
1'indique 1'expression (6.1)). Du coté incident, S dépend par contre de d
et il y a continuité de S a la traversée du plan d4'impédance zZ, .-

Atténuation du champ Hz sur l'axe d'une spire de rayon a
(frequence de calcul f=20.fc0)

d/a=0.25 === d/a=0.5 === d/a=0.75 == .
d/a=1.0 s« d/a=1.25 wm= e d/a=1.5 ===
(Hz/Hz0)dB
Laah g ...._._-:=:_—-~.
— = - ~ LTS " LIS S~ ~
Se ~ -~
~ ~ ~ - n.. ~~ N
N o \ .
-10f \ \ ‘e N \‘
\ \ Ky ‘\ \
\ \ ‘- 1 )
° )
-20} \ \ : \ \‘ .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
z/a

Figure VI.13 : Influence de la distance entre la boucle d’ éaission et le
patériau,

La figure (VI.14) représente S sur l'axe d'une spire de rayon a, pour
d = a, pour plusieurs valeurs de la fréquence (normalisée a f ). Lorsque
la fréquence augmente, on remarque sur cette figure que la pente de la
courbe S s'accentue du coté de 1la boucle d'émission au voisinage du
matériau (z/a % 1). La valeur de S n'est voisine de celle calculée de
1'autre coté du plan d'impédance Zs, qu'a une trés faible distance de
celui-ci. Au niveau expérimental, cela se traduit par le fait que si les
hautes fréquences sont utilisées, il sera nécessaire d'effectuer la
mesure de S le plus prés possible de 1'échantillon.
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Attenuation du champ Hz sur l'axe d'une spire de rayon a
(Distance entre la spire et le materiau = a)

1/fc0=1. e« t/1c0=2. w= t/1c0=5. ve.
1/1¢0=10. ===+ 1/1c0=20. === . 1/fc0=50. e
(Hz/Hz0)dB
0 ]
T e — e v - ——— ———
= - - e en s .
-10} .'.l------..... 1-10
Cosnewsmen
——---—-.___.-
20} 1-20
‘—-—-—
--—-—__._.-
-30 {-30
-s0L. - : : ; : - - , - 1-40

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20
z/a

Figure VI.14 : Mise en dvidence de la continuité de S A ia traversée du
satériau,
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Puisque 1les deux boucles sont du méme cété du matériau, on peut choisir
de 1les rendre solidaires mécaniquement et on a ainsi construit une sonde
de mesure (h est alors la distance entre la sonde et le matériau).

La figure (VI.15) représente S calculé pour une sonde telle que z = a,
pour plusieurs valeurs de h. On constate que si h est nul, on retrouve
bien 1la courbe (de pente 20 dB/décade) de la figure (VI.8). Quand h
augmente, 1le début de la courbe se conserve puis S tend vers la valeur
constante Sl. Toutes les courbes s'appuient en basse fréquence sur la
méme courbe enveloppe (qui est obtenue quand- h est nul). Sur le plan
expérimental, on cherche 4 reconnaitre cette courbe enveloppe afin d'en
déduire Z‘ par 1la relation (6.4). La mise en oeuvre de la mesure sera
donc facilitée si 1la sonde est posée trés prés de 1l'échantillon. Par
exemple, dans le cas ol a =d = 3,4 cm, il suffit de poser la sonde i une
distance inférieure & 1 mm pour que S varie entre 0 et -20 dB environ. On
a alors une dynamique de mesure suffisante pour identifier la coube
enveloppe (du type passe-bas du premier ordre) et en déduire Zs.

Influence de la distance entre la sonde et le materiau

(distance entre les boucles = rayon de la boucie d'émission)
h/a=0. wmm n/a=0.005 === h/a=0.02 == .

h/a=0.05 ese h/a=0.1 ==, . h/a=.25 wam .

o (Hz/Hz0)dB

—
® —
-.._'-—-—-—-—-—-—.
-10— n

-20F

-30 -

-40

logl{f/tc0)

Figure VI.15 : Réponse fréquentielle de la sonde.
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6.3.2 - Résultats expérimentaux

Toutes les mesures qui suivent ont été effectuées avec une boucle
d'émission de rayon 3,4 cm. La boucle de réception, de rayon 1,5 cm, est
située a 3,4 cm de celle d'émission, de sorte que la relation (6.4) est
applicable.

a) Validation de la mesure avec la sonde

La figure (VI.16) représente la comparaison entre la mesure de §
effectuée par transparence (dans le cas d'un matériau d'impédance 3,5 mf)
et la mesure de S effectuée avec la sonde d'un méme coté (dans ce cas, on a
placé la sonde le plus prés possible du matériau testé). On observe que les
deux mesures se confondent parfaitement tant que S est inférieur i 20 dB
environ. Cette valeur i partir de laquelle la mesure d'un méme coté différe
de la mesure par transparence, bien qu'on appuie le plus possible la sonde,
varie suivant les échantillons. Elle dépent de la nature et de 1'état de
surface des matériaux. En régle générale, la zone exploitable des relevés
expérimentaux est comprise entre 20 et 30 dB, ce qui est suffisant pour
déterminer 1l'impédance de surface.

A
0 (S=Hz/Hz0)dB
=10 \
20l
I @ Spires de part et
5 d‘autre du matériau
-30f~ .
i ) Spires du meme (2)
| : coté du matériau
8 N
-40}- (1)\
_so- i 1 1 11141 1 1 1. 1 1111 1 1.1 11111 -
10° 10" 102 10° f (kH2)

Figure VI.16 : Vérification expérimentale de la continuité de S 2 la traversée
du matériau,
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b) Etude de la gamme d'impédance accessible i la mesure

La figure (VI.17) représente la mesure de S réalisée sur des
échantillons métalliques d'épaisseur variable. Les éprouvettes D1 a D"sont
réalisées avec divers alliages d'aluminium. Les épaisseurs de ces quatre
échantillons sont respectivement de 2 mm, 1 mm, 0,6 mm et 50 pm environm.
Les éprouvettes A; a Aa sont celles étudiées chapitre 5. On rappelle qu'il
s'agit de dépots minces d'aluminium sur un substrat diélectrique dont les
épaisseurs sont approximativement de 1000 A, 500 A et 250 A, la technique
de réalisation n'ayant pas permis le contréle de ces valeurs nominales.

(S=Hz/Hz0)dB

0 ‘
‘\\ A3
A2
- Al
_10—
g
[
r
-20 BRI R R .
10" 10° 10’ 10° 10° 10 f kH2

Figure VI.17 : Résultats expérimentaux pour des &chantillons sétalliques dont
’épaisseur varie.

On peut étudier 1la sensibilité de la mesure avec 1la sonde en
analysant plus finement les résultats expérimentaux pour quelques
échantillons (DI,D4,A1et A3 ). Dans chaque cas nous avons superposé a la
courbe expérimentale, la courbe du premier ordre de £fréquence
caractéristique £, qui en est 1la plus proche (voir figure (VI.18)). La
valeur de Za correspondante a été calculée par 1'expression (6.4). On a
ajouté sur la figure deux courbes du premier ordre (de fréquence fc_ et

in

fcnax) qui encadrent la mesure et dont on déduit respectivement les valeurs

Z et Z

smin smax "’
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[ ") Courb.e
| expérimentale: _4)
P fc = 350 Hz &
-10- (2) 2 = 33,5 W0 (1
[ £ = 300 Bz
g cmin
i (3) izsntn =29 P'Q (3)
- fc“x = 400 Hz
[ (4) ZSIIX = 38 m
_20 L 111 1 |3 1 .1 1 31 1
100 1000 t(H2)

a) Echantillon D1,

A
(Hz/hzQ)dB

£ _._ =19 KHz
4) 32z =1,82 mf

smax

[ Courbe

L (1) -

i expérimentale

iy £ =17 KAz

| @ Z, =1,6000 |

- f.ain = 15 KHz
-0 @ (o = 1,45 o0

_20 1 1 1 1 2 1 11 1 1 1 1 1.1 11

——
1 10 : f (kHz)

b} Echantillon De.

Figure V1.18 : Détermination expérimentale de 7,.
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(Hz/hz0)dB

expérimentale
£ = 6,5 MHz
c
@ 1z, =o0,6200
f =6 MHz
cmin
(3 g Z2._ =0,575 Q
smin
£ = 7 MHz
cmax
@4 3z  =o0,6700
smaax
1 1 1 11 111

10 f (MHz2)

¢) Echantillon Ar.

\
0 (Hz/Hz0)dB @
! )
5 (2)
i ) Courbe
i expérimentale
A £ =34 MHz
I @ 3z, =320
-0 fonin = 30 MBz
: (@) { zsnln =280
: f"" = -38 MHz
- 4) 32 =3,60
. sSaax
r
8
-20 118 1 ] 1 1 11 q1et 1 1 L1 —
1 10 f (MH2)

d) Echantillon 4.

Figure V1,18 : Déteraination expérimentale de Z,, .
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Les résultats sont les suivants :

Echantillon DI :

fc = 350 Hz d'on Zs = 33,5 W2
cmin = 300 Hz d'qﬁ Zs.ln = 29 W

= 400 Hz d'od 2 = 38 pQ
cmax gmax

Echantillon D‘:

fc = 17 KHz d'ol Zs = 1,60 mQd
= 15 KHz d'od Z = 1,45 nQ
cain smain
. = 19 KHz d'on = 1,82 nf}
cmax Smax

Echantillon Al

fc = 6,5 MHz d’'ou Z' = 0,620 2

= 6 MHz d'odx 2 = 0,575 Q
cmin smin

= 7 MHz d'od Z = 0,670 Q
cmax smax .

Echantillon As :

fc = 34 MHz d'od Zs = 3,210

= 30 MHz d'ou 2 =2,80Q
cain smin

= 38 MHz d'ol Z = 3,6 Q
cmax smax

Ces résultats permettent de faire les remarques suivantes :

La méthode de mesure de Zs peut étre utilisée pour une trés large gamme
de valeurs d'impédance de surface (de quelques pl i quelques Q si le
dispositif expérimental fonctionne de 50 Hz i 50 MHz). Pour les fortes
valeurs de Zs (quelques ), la mesure est limitée par la bande passante
du générateur disponible. Pour les faibles valeurs de Z (échantillon D1
par exemple) on observe que le rapport signal/bruit se dégrade. En effet,
la spire de réception de la sonde mesure la variation du flux créé par la
spire d'émission et 1la tension induite, proportionnelle i la fréquence,
est donc tres faible. Pour augmenter le niveau du signal mesuré, on peut
amplifier le champ magnétique émis en remplagant la boucle d'émission par
un enroulement de plusieurs spires circulaires. Ceci devrait améliorer le
rapport signal/bruit et selon le générateur utilisé, permettre la mesure
de treés faibles valeurs d'impédance de surface.
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- Pour tous 1les matériaux mesurés (cf figure (VI.18)), 1'impédance de
surface est déterminée A mieux que 10%. On peut rappeler que dans le cas
de matériaux homogénes (de conductivité électrique o et d'épaisseur 4'),
1'impédance de surface z8 est égale 4 1/0d'. Si o (respectivement 4') est
connu 4 priori, 1la mesure de Z' permet de déterminer d' (respectivement
o) avec la méme précision.

- La modélisation d'un matériau d'épaisseur d', de conductivité o par son
impédance de surface, est justifiée lorsque le courant se répartit
uniformément dans 1'épaisseur du matériau (cf chapitre 4). Pour mesurer
1'impédance de matériaux épais, il faut s'assurer que dans la bande de
fréquence utilisée, l'effet de peau ne se produit pas.

On rappelle que 1la fréquence f; pour laquelle 1'épaisseur de peau 3 est
égale 3 1'épaisseur du matériau est :

1 .
f, = —— (6.6)
ﬂpocﬂ'z

La fonction du premier ordre qui approxime S (lorsque la sonde est telle
que z = a) et caractérisée par la fréquence de coupure fc :

1,4 )
f = —— (6.7)
¢ fp acd’

La détermination expérimentale de Zs avec la sonde n'est possible que si
fc est trés inférieure a f;, c'est & dire si :

ad> 1,44 (6.8)

La sonde de mesure est donc utilisable si le rayon de la spire d'émission
est trés supérieur 4 1'épaisseur du matériau testé, indépendament de sa
conductivité. Tous les matériaux étudiés figure (VI.18) satisfont cette
condition.

c¢) Influence de la distance entre la sonde et le matériau

On a montré sur la figure (VI.15), que lorsque la distance entre
la sonde et 1le matériau augmente, la courbe S n'est plus une fonction du
premier ordre (en haute fréquence, S tend vers la valeur constante Sl).
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Sur la figure (VI.19), on a tracé la mesure de S, lorsqu'on
interpose entre la sonde et un échantillon métallique des cales isolantes
d'épaisseur h variable (les valeurs de h sont indiquées sur la figure). En
basse fréquence, toutes 1les courbes s'appuient sur la méme courbe
enveloppe. On a 1indiqué dans chaque cas la valeur de S mesurée en haute
fréquence dans la zone fréquentielle ol S est constant. La quantité entre
parenthése est égale 4 la grandeur théorique S1 calculée par 1l'expression
(6.5). On constate de nouveau une bonne correspondance entre les résultats
théoriques et expérimentaux.

(S=Hz/Hz0)dB
0 v
i -3 dB'(S1 =~3 dB)
- -6,3 dB (S1=-6,4 dB)
. -8,3 dB (S1 =-9 dB)
-10p ’
L -12 dB (S1 =-12,7 dB)
3 -16,5'dB (S1 =-18 dB)
-204—
X -22 dB (S1 =-24 dB)
_30 1 1 1 114101 [} 1 1 11111 1 . 1 111
1 ) 10 100 1000 f (kH2)

Figure VI.19 : Vérification expériaentale de 1'influence de la distance entre
la sonde ot le matérimu,

Une des propriétés de la mesure de Zs avec la méthode décrite
dans ce chapitre, est qu'il n'y a aucun contact électrique entre le circuit
de mesure et 1l'échantillon testé. Ainsi, on pourra mesurer sans difficulté
un matériau recouvert d'une peinture ou d'une protection diélectrique.
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CONCLUSION

Au cours de cette étude, nous nous sommes 1intéressés & des
matériaux de conductivité finie qui peuvent étre modélisés par leur
impédance de surface Zs . Nous avons souligné que ce modéle s'applique
lorsque 1la densité de courant se répartit uniformément dans 1'épaisseur du
matériau (c'est 4 dire en l'absence d'effet de peau).

Le probléme de la diffraction d'une onde électromagnétique par une
ouverture fermée par un panneau dont on connait 1'impédance de surface a
été étudié sur le plan théorique et sur le plan expérimental. On a montré
que 1l'efficacité du blindage apporté par la trappe dépend principalement de
la valeur de 1'impédance du matériau et que ce résultat peut étre exploité
pour mettre au point une premiére méthode de mesure de Z,. La précision de
cette méthode est néanmoins limitée par l'influence de la résistance de
contact entre le panneau testé et le plan métallique dans lequel il est
fixé. Nous avons donc recherché une méthode qui ne présente pas cet
inconvénient, ce qui nous a conduit & 1la mise au point d'une sonde de

_mesure de Z . Divers échantillons de matériaux métalliques ou constitués de
fibres de carbone ont été utilisés pour valider la méthode et ont prouvé

son efficacité pour des valeurs de zs comprises entre quelques pQ et
quelques mQ. ‘

La connaissance de zs permet d'effectuer des calculs pour étudier
les problémes de couplage électromagnétique dans 1le cas de structures
tridimensionnelles composées d'un ou plusieurs matériaux. La répartition du
courant sur un objet constitué de fils et de surface peut étre calculée en
résolvant une équation intégrale adaptée au probléme étudié. On a pu
constater que ce formalisme permet de tenir compte de divers mécanismes
physiques élémentaires (effet capacitif, mutuelle inductance,...) qui
dépendent fortement de la géométrie du probléme.

Le cas des matériaux anisotropes ou électriquement épais (dans
lesquels se produit l'effet de peau) n'a pas été traité ici. Le formalisme
intégral devrait néanmoins pouvoir étre utilisé, la construction des
équations intégrales étant faite avec de nouvelles conditions aux limites
pour traduire la présence de tels matériaux.

Plus fondamentalement, 1'utilisation du formalisme intégral qui
peut é&tre utilisé pour étudier des géométries complexes (dans le but de
modéliser des problémes de couplages sur les avions), est limitée par les
performances des calculateurs. Comme il est impossible de modéliser un
avion complet en un seul calcul, il est nécessaire de découper le probléme
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en parties élémentaires. Ce travail rend nécessaire 1la mise au point de
régles permettant ce découpage, les sous-volumes naturels (cavités dans les
avions) ne traduisant pas nécessairement 1la topologie du probléme sur le
plan électromagnétique.

Enfin, on a vu que 1'influence des joints peut étre déterminante
sur 1les problémes de couplage. Il conviendra donc de rechercher une
technique expérimentale qui permette de qualifier localement la qualité du
contact entre deux matériaux.
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ANNEKE A

APPLICATION DE LA METHODE DES MOMENTS

/
On va utiliser 1la méthode des moments [2] pour résoudre
1'équation intégrale :

-+ - —_— -
X(r) = C1 Y(r) + C2 grad Z(r) + C3 C(r) (A.1)

(4 -
Y(r) = IQC(r') ¢(r,r') d4dQ

avec «

Z(r) = I div ,Z(r') ¢(r,r') dQ
Q r

\

On définit un produit scalaire par : ¢ a,b > = I a.b 4Q (A.2)

' —
On introduit la famille de fonctions de base fn vérifiant :

f =a & f
n n a a
(A.3)
_-)
divf =D 3§
n n n

(on se reportera au chapitre 2 pour expliciter les notations).

On choisit une famille de fonctions test identiques aux fonctions de bases
(nous appliquons la méthode de Galerkin).

1) On effectue le produit scalaire entre 1l'équation intégrale et chacune

—’
des fonctions test f_:
+ — <> — - — - -
(x,f_ =Cl<Y,f_ +cz<vz,-f_>+c3<c,f_ (R.4)
.’

Avant de décomposer C en série de fonction de base, on peut développer
les trois premiers produits scalaires :

1.1) On montre que :
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> ‘——p + —
<x, £ >= Ix.f a0 (A.5)
»n Q m

l

Par définition, f_ est non nul uniquement sur 1les deux éléments

adjacents Q' et Q" d'on :
n =

-+ — -+ — -+ —_
(X, f- = XaSp-dQ-l- X adp dl , (A.6)

Comme Rao [1],[20],[21].[22], nous allons supposer que le maillage est
suffisament fin pour approximer les intégrales par les valeurs moyennes.

_)
Cela revient a4 supposer que X est constant sur 1l'élément et é&gal A la
_)
valeur au centre de gravité r: de 1'élément considéré. Si p: est la
-—-’

notation utilisée lorsque p, est calculée au centre de 1'élément, on
peut en effet écrire :

c
L]

Iﬂ p, 42 =p 9, . . (A.7)
L .

_’
car p varie linéairement sur chaque élément, d'ol :

+ — - 5 -
( X, £ = X(r°’) a® 3* ptt+ X(r ‘] a- 8 pc- (A.8)
o n ] [ ] o m " »n »

Par définition (cf chapitre 2), on a : c,=a o

De plus, on va introduire une notation qui évite de devoir additioner
une valeur obtenue sur 1'élément Q' et une valeur formellement identique
obtenue sur 1'élément O .

On pose : E: Valeur = Valeur| + Valeur| (A.9)
n + at Q-
L n ]
, 3> - _Z N _: '
d'ol : (x, £ >- Z e, 5 x(r_) pS (3.10)

1.2) On montre de la méme fagon que :
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—_
pe (A.11)
n

> - c
< Y, £ > = c 3 Y(r°]
] + m n m

1.3) Le terme suivant doit étre tranformé pour pouvoir 1'intégrer. On
montre que [12] :

> — »
<VZ, f. >= J. vz f dQ nZ d1v f dQ (A.12)

L'intérét de cette transformation est que l'on fait porter la dérivation

_’
sur 1la fonction de base. Le calcul de divr,f_ a déja été effectué,
d'ou : :

(&.7)

Z b 3§ 49
® o

J Zb3d d4Q + J Zb 3 40
N @ Q e
L n n

.Z(r“) B!5* ot + z(°‘) b3~
| 3 B B RN

"
|

34
'

comme d = b o (cf chapitre 2).
n m ] .

(32, f—: ) -- 2 Z(r:) a3 (A.13)
m#*

Finallement, on obtient pour chaque fonction test :

ZCSECC‘C Zc8;°°-c Zd82°+c zf (A.14)
2o rn Pa™ 4 +- » (r-)P- 2 +- ™ rn 3 Tm °
mx mzx

m *

_’

On décompose le courant C & 1l'aide des fonctions de base afin
- > —
d'expliciter Y(r°), Z(r°) ( c, £
] m a

—_— .
-2t (8.15)
n 4
n
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_’
2.1) Le vecteur Y(r:) s'éerit

- -
Y(r°) = I C(r") ?(rc,r') 4aQ (A.16)
m n [}

—’
En introduisant 1'expression de C dans (A.16) et en permuttant
1l'intégrale et la somme, on obtient :

'}’(r"] -1 I £ (P(rc,r') an (A.17)
a n n n | ]

n

- c [} — [+] ]
= Z I 8llanpn“P(r-'r ) + q 8nanpn¢(r-'r ) da (A.18)

Si on se souvient que c,=ac, on peut écrire :

1 —

;(r°) 21 |Zes —I P '{?(r",r') a0 (A.19)

m n nnn d Q n n
n nt n n

On ne peut plus approximer les intégrales par les valeurs moyennes
calculées au centre de gravité car la fonction de Green ¥ n'est pas
lentement variable sur les éléments (il y a méme un point de divergence
lorsque les éléments n et m sont confondus).

_’
Finalement, Y(r:) s'écrit :

;(ﬁ) -2 I 2 cnsnr_: (A.20)
n t

n

en posant :

-JkR
— 1 — e
Y = - p aQ ' \ (A.21)
ma c Q" R
n n n
et R = |r°- r*
n
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2.2) De la méme facon, Z(r:] s'écrit

2 (r: )

_’
div }S I¢f v(rc,r') 40
nn o
n

Q

> .

1 div f ‘P(rc,r') a0
n n n [}

n

é 1

Comme & =Db o , on écrit :
n n n

o n
n

62 [Fant ) o

Finalement,hz(r:) s'écrit :

Z(r:) -2 [Zasz,

n

en posant :

_’
2.3) Le produit scalaire < C,
—
£

(2)-(Za7

> L Lr bnan)(r:,r') 0 + [Q_ bnsn?(r:,r') d0

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(R.28)
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—_ —
Oon doit donc calculer les produits croisés ( fn, f- >, 1'intégrale

- — -—
portant sur l'interaction des domaines de définition de fn et f..

— — — —
(f,f >= adp aldp dR (A.29)
n | ] nnnnnn [ T | ‘
n n

L'interaction @ = Q n § est composée de :
nn n n

-~ aucun élement si les limites m et n appartiennent A des éléments
disjoints (cf figure a) :;

~ un élément, si les limites m et n sont deux limites différentes d'un
méme élément (cf figure b) ;

- deux éléments, si les limites m et n sont identiques (cf figure c).

Clenn

limite n limite n limite n=limite m

2
limite m :
f ; ; ‘I

limite m

_

(a) (b) )

Le produit des fonctions de base s'écrit :

£, )= 2: aac —: —: ' (A’30)
'’ “m Q D m pn P- *
mn
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-  —
ol les vecteurs p: et p: sont calculés au centre des éléments de an‘

Comme c,6 =ao., 1'expression finale est :

w0

cc — —
n a

pS p (A.31)
o

3) Si on introduit les résultats précédents dans (A.14), on obtient :

[ 3\
C.‘l Z clsl 2 Ill Z cll 8Il Y—I_:
mt n nt

/

EE X

c 3 X(r°) pe
n nm m a
mt

\

C2 z dIsl z Ill z dnsll z-n
mt nt

n

/

+

cCc — —
|
¢ S [T a2
n o » n
n Q_n

En permettant les sommations, on obtient une équation de la forme :

Vv = EE M I m=1,N (A.33)

-+ -

D SN x(rc)pe

3 » o m ]
mt

M =CM -¢cM +cM
\mn 1 an 2 mn 3 mn



152

avec | yz - Z
|

Ma = Z e pc pc
®n o = n
L Q
nn
1 P -JkR
— 1 — e ®
Y =— [ daqQ
mn o Q n
n Jn [ ]
et <
e-Jkl-
Z = — a0
®n o R R
n g4 n [
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ANNEXE B

CALCUL DES ELEMENTS DE LA MATRICE DANS LE CAS DES FILS

1 - RAPPELS : FORMALISME DES FILS MINCES

L'équation intégrale en champ électrique (EFIE) est exprimée en
fonction du potentiel vecteur (cf chapitre 1) :

—_ p'o Y -JKkR
A(r) = — J(r") ds (B.1)
¢ an Js R

ol R=|r -r1'}]

r : point ol on calcule le potentiel vecteur.
avec
r': point de la surface.

Dans le cas ou la surface est celle d'un fil de rayon a, on peut
introduire 1le "formalisme des fils minces" qui consiste A faire les
approximations suivantes :

-
a) La densité de courant J circule parallélement & 1l'axe du fil (pas de
composante transverse).

Y
b) La variation de J sur la circonférence du fil est négligeable.

¢) Le courant est approximé par un filament de courant I situé sur 1'axe du

> -
fil (avec I = 2ma.Jd).

d) On ne considére que la composante axiale des champs lorsqu'on doit
appliquer une condition aux limites sur la surface du fil.

Le potentiel vecteur s'écrit alors :

e-JkR

3 po -
A (r) = — L I(r") a1 ’ (B.2)

e AT
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2 - CALCUL DES COEFFICIENTS DE LA MATRICE

On s'intéresse au segment ¢, de longueur dq, repéré par ses
extrémités M1 et Mz . Sans limiter 1la généralité du calcul, on fixe
l'origine des repéres au centre Mq du segment, et on utilise un repeére
cylindrique (p,8,2) dont 1l'axe des =z s'appuie sur 1'élément q.

Soit MP, le centre d'un élément quelconque du maillage.

Segment q

M.(0,0,- ) y \\Mp(eez)

/

On a vu, dans l'annexe A, que le calcul de la matrice repose sur
—

celui des intégrales Z et Y :
Pq ipq

1 e_Jkqu
Zpq = i (B.3)
dq Segment qu
~JKR
— 1 —- e pa - - —
tpa E— . P, " dl avec p =p oOU p, (B.4)
a JSegment pe

ol qu est la distance entre le point Hp et le point courant M' du segment
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- 8i les éléments p et q sont différents : qu = Jpz + (z—z')z H
~ si 1les éléments p et q sont identiques (Mp est un point de la surface du

segment dont le rayon est noté a) : qu= a2 + z'2

- —
Si on pose dq= 2, les vecteurs p, et P, s'écrivent :

— -
P, = (z'- a)u
— >
P,= (z'+ ) u

-’
ol u est le vecteur unitaire du segment dirigé du noeud Mlvers le noeud Mz.

-

On a alors :

o -
Jklpq

1 e
Z = — dz'
Pa 20 | o qu
o -JKR L 3 -JkR
— 1 4 e pa 1 e pa -+ -
et Y = — (z't 2) u dz' = |— z' dz'ju t «Z u
tpa  gq R 2e |_ R pa
- Pq o Pq
> -
=Y utoal u
Zpq Pq
1 2 e-Jknpq
ol szq = — z' dz'
20 - qu
Le calcul se réduit 3 celui des deux intégrales scalaires zpq et
Y .

Zpq
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3 - CALCUL DE Zpq ET Yzpq

Les intégrales peuvent étre évaluées numériquement si les éléments
sont suffisament éloignés. Dans le cas contraire on peut les calculer de
facon approchée de la maniére suivante :

On peut écrire

e-Jkr (3 e'Jk(qu- r)
yA = dz'

P 2 _ R
o rPa

ol r est la distance entre les centres des deux éléments : Hp et Mq

-jk(R_ - r) .
On développe e Pq au troisiéme ordre, qu s8'écrit :

e-Jkr x2
= - 3 - - — - 2
- [I1 JX(T - rI)) - [1a arl+ r 11)

k3
+j — [I - 3rI + 3r%1 - r1 )]
6 4 3 2 1

la 1
. -— dz'
o -a qu )

[}

=

-
]

Por

I = dz' = 2«

L}

«
L]
Sy
IR
R

v
a

[

N

De la méme fagon, on peut obtenir une expression approchée de szq :

e-Jkl‘ k2
= - g - - — - 2
Y (Jl Ik (3,- 3, - (Js 2r 3+ r Jl)

z2pq 2&

K
t3 = (J4- 3rd,+ 3r2d, - r“Jl)]
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-
o
Jd = z'R dz’
3 -0 Pq
o
J = z'R az'

* Calcul des intégrales élémentaires pour deux éléments différents (p=q)

Dans ce cas, R jp’ + (z-2')® et en utilisant les tables

q
d'intégrales, on montre que

(z + a) + \p2+(z + a)?

L |
[

Log

(z - o) + ‘p2+(z - a)?

- _ : » 1
Ia . [0& 2 Z] |92+(Z - )+ [Of-'; z] |P2+(z + o) + ; lel

208

I, = 5 * 2006 %)
J, =21 - Jpz+(z + a)? + Jp2+(z - a)?
(Ipz_’_(z + (1)2)3 (jp2+(z - a)z)a
J =21 - +
3 e 3 3
4
J = - —zd
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* calcul des intégrales élémentaires sur le méme élément (p=q)

R, S'écrit alors qa*+ z'? , et les résultats précédents se
simplifient :

Jaz + o + o

a2 +02 -«

a?
I —_1 +a Ja? + a?
2 1

I = Log

[}
|
(V]
g»
+
[ 8
I

etJd =J =J =0 car on intégre des fonctions impaires.

Comme dans ce cas r = 0, les intégrales zpq et szq valent :

1 ) k2 X
qu = '27,' . JkIz- ;— I3+ h| 6_ I‘
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ANNEKXE C

CALCUL DES ELEMENTS DE LA MATRICE DANS LE CAS DES TRIANGLES

Les résultats décrits dans cette annexe s'appuient sur les calculs
eifectués par Rao [1],[20].[21].(22].

On considére le triangle T , de surface A , dont les trois sommets

q
I S
sont repérés par les vecteurs r . r, et r, (cf figure 1). Un point
— :

quelconque de Tq est repéré par le vecteur r'. Soit un autre triangle Tp

-
dont le centre est désigné par le vecteur r°P.

T.

R

Soit f1 la fonction de base associée 3 l'une des trois arétes du

triangle q (cf chapitre 2). On a vu que les éléments de la matrice associés
a la i*=e fonction de base sont calculés en utilisapt les intégrales :

- 1 3\ e-JkR
Y = — (;?- r dr' (C.1)
1 Aq Tq 1 R
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et 2 = dr' (C.2)

1
A |T R
aJda

- —
ol R = [r°P - r']

Ces intégrales sont plus faciles & calculer dans un systéme de
coordonnées locales barycentriques [60] défini sur Tq par :

o
o

2 3

— (c.3)
A A

ou Al, Az et As sont les surfaces des trois sous-régions délimitées par les
- > >
vecteurs p , p, et Py (voir figure 2).

Ces coordonnées ne sont pas indépendantes & cause de la contrainte
sur la surface :

Le passage des coordonnées Dbarycentriques aux coordonnées
cartésiennes s'écrit sous forme vectorielle :
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et 4 1l'aide d'un changement de variables, les intégrales sur le triangle q
s'écrivent :

" . - 2 - -
JT g(r') dr' = 22, E E o[t s et -2 - o, | dean
q

En utilisant (C.3) et (C.4) 1les intégrales (C.1l) et (C.2)
s'expriment alors 4 l'aide d'intégrales élémentaires :

-+ -+ - -+
Y, = 2(;IIE+ r,I+rI- r11] (c.5)
et Z‘ =21 (C.6)
1 fl-n o-sxr
onl= dtdn
Jo Jo
'l f1-n e~ JKR
I = E dtd
2™ Jo Jo b
"1 f1-n e~ JkR
I = n dEdn
"o Jo jo
et I, =I-1,-1I (c.m

.’
De (C.6) et (C.7), on déduit une autre expression de Yl :

_’
en ) R et - R

Le calcul de I, IE et Iﬂ peut étre effectué numériquement (par
exemple en utilisant une intégration a4 sept points [61] qui est bien
adaptée aux triangles. Cependant, 1lorsque 1les triangles p et g sont
identiques, R est égal & zéro pour une certaine valeur de £ et m et les

intégrales I, I_ et I“ deviennent singuliéres. Pour traiter ce probléme, la
méthode dite de soustraction~addition de la singularité est utilisée :



1 f1-n e-dkR_ 1 -n
I = — d&dnq + Ji Ji — d&dn, (C.8)
J0 JO R 0 Jo
gl '1‘7] e—JkR_ 1 -1 E,
I = { ——— d&dn + — dtdn, (C.9)
£ Jo Jo R 1 R I: R 1

(]

ct

-
]

e~ JKR_ n
didn + Ii Ji - dtdn. (C.10)
" R

Les premiers termes de (C.8) & (C.10) ne sont plus des intégrales
singulieres et peuvent étre calculées numériquement. Les intégrales
restantes ont été calculées analytiquement par Rao [1] et seuls les
résultats sont rappelés ici. On pose :

—nl
= = dtd
o [ 5 aean

Rao a montré que I' s'écrit :

2 1
1 (‘1)
I' = ———; u Ln(R1+ xl)
r -r i=1 “)
2
b J__
- nj2ja R + 2a X + b
2]— (a,-1)
u 2le1(a1-1) 1
+ ditan'1 - - ditan“ ———
d1 b1x1+ 2c1
n=0
ou
- 2
R1 jAln +Bn+C
bl
U =x+

]
]
o
-
=
+
]
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>y,
Cl = ]lr - ril ’
-+ -
(7))
Di = Yy ry v
rz_ rl
-+ -+
i) )
E‘ - = > > [
L= 5
= 2
a = AI/DI'
= - 2
b, = (B,D - 2A E_)/D?,
- 2 2 2
¢ = (Clnl B DE+ AIEI)/DI'
C b?
£ < t 1

; - i
Aol 4qa -1y

De la méme facon, on pose :

Iv-rr'“dad
£ Jojo R 1
-n M
et I' = - dtd
1 Iz Iz R i

Ces intégrales sont égales i :

4B(J,-J,) - 2E(J,-J,) - (2BC-ED)I'
I', =

3
4AB-E?
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4A(J,-J,) - 2E(J -J,) - (2AD-EC)I'

et I' =
]
4AB-E?
(2B-C+D-E) JB+D+F + (2A+C-D-E) \IA+C+F
ot J =
1 4(A+B-E)

4(A+C) (B+D+F) + 4F(B~C-E) - (C+D+E)?

4
8(A+B-E)%/?

2 J(A+B-E) (B4+D+F) + (2B-C+D-E)

X Log

2 j(A+B—E) (A+C+F) - (2R+C-D-E)

(2B+D) JB+D+F - DyF

2 4B

4BF_D2 2 IB(B+D+F )+ZB+D

Log
8B/ 2 2 {BF+D

(2A+C-D-E) JA+C+F + (2B-C+D-E) JB+D+F

3 4 (A+B-E)

4(A+C) (B+D+F) + 4F(B-C-E) - (C+D+E)?

8(A+B-E)*/?

2 J(A+B-E) (A+C+F) + (2A+C-D-E)

X Log

2 J(A+B-E) (B+D+F) - (2B-C+D-E)

(2a+¢) Ja+c+F -c{F
et J = -

4 4A

4AF-C2 2 IA(A+C+F)+2A+C

Log
A%/ 2 2 JaF+c
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.
.

en posant

+ 9
r - r

et F =
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ANNEXE D

DIFFRACTION PAR LES PETITES OUVERTURES

1) DEVELOPPEMENT MULTIPOLAIRE

L'utilisation des théorémes d'équivalence nous a permis de montrer
que le champ diffracté par une ouverture de forme quelconque peut étre
représenté, de facon exacte, par le champ rayonné par une distribution de

_’
courant magnétique M localisé dans 1'ouverture.

La distribution des courants magnétiques g peut étre calculée en
résolvant une équation intégrale dépendant de la nature du probleme. On se
reportera au chapitre 1 pour trouver deux exemples d'équations résolvant
respectivement le probléme des ouvertures libres et des ouvertures chargées
par un matériau caractérisé par une impédance de surface zs.

- - -
Aprés calcul de M, les champs E et H se déduisent des relations :

(> 1
E=--rot A
e m
4 (D-1)
- 1 —_ —
u=——(graddivA + XA
> —
> -ik|r - r'|
— ¢ M(r')e
ol A_(r) = Z; — ds (D-2)
So lr - r'|

et ol : r désigne le point ol on calcule de champ ;
r' désigne un point situé sur 1'ouverture.

L'origine des espaces est fixée au barycentre de 1'ouverture.

] ' -’
S1 dans 1le cas général, le calcul de M est nécessaire, on va

montrer qu'il est possible de propdser un formalisme approché lorsque deux
hypothéses supplémentaires sont vérifides :
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a) On s'intéresse aux '"petites ouvertures"”, c'est i daire aux ouvertures
dont les dimensions sont trés inférieures i la longueur d'onde (r'<<A).

b) On cherche & calculer le champ & une distance "grande" devant les
dimensions de 1l'ouverture (r'<<r).

On va donc effectuer un développement limité des expressions des

- -

champs E et H (cf (D-1) et (D-2), lorsque ces hypothéses sont vérifiées.
Dans ce calcul, on ne fait aucune hypohése sur la distribution des courants
magnétiques.

Les hypothéses a) et b) permettent d'écrire :

- -+
1 1 [1 r'. u] N - r
N - + odu= -
» —
lr- r'| r r r
. I-) —)l
-jkjr- r' —
et e x e d¥r (1 + jk r'.u)
On en déduit une expression approchée du potentiel vecteur :
g edkr > g e 3kr 1 49 —
Ay — Mds + — jk + = M(u. r') ds (D.4)
" 4 r So 4R r r| JSo

On démontre 1'égalité :

4 5 — 1 — + 1 -+ — — 5
M(u.r') ds = —J (r'A M) ds} Au + —.[ [ﬁ(u.r') + r'(u.u)) das (D.5)
JSo [2 so ] So

2
- - =
Introduisons les quantités P_, Pe et Q définies par :
— 1 T .
P = — M ds {D.6)
B juw JSo
— ) — -
P =- - (r'A M) ds (D.T)
e 2 JSo

= 3 1 < — — 3 3 .
Qus= - J Gg(u.r‘) + r'(M.u)) ds ) (D.8)
2 JSo
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Le potentiel vecteur se décompose en trois termes :

—_ — — — = .
A=A ‘P ' +A (P ]| +AA(Q) (D.9)
m m | m e n
avec :
— Jwep e”Ikr
A ‘P , = — P (D.10)
o e 41t T nm
— 1 e dkr —
A |P = = - jk + -] PAu {D.11)
mLe 4w r r] ¢
—_ = g e Jkr 1\ =
A (Q) = — jik+ -1 Qu (D.12)
» 4t r r
On peut alors calculer les champs E et H par (D.1).
-—’

On s'intéresse d'abord aux champs dus & la contribution de P .
Aprés calcul, on obtient :

¢ -

- k2 |p (1 3

£fp =—J:———e‘“'(p_'/\§]

= 41‘8 r krz n
(2

Y 1 k k 1 2

<H(P’=——-j—-—-e'~'"“u1\[l?/\;) (D-13)
" 4T Ir 2 r? -

\

1 { k 1 >
+ — |3 — + —] e7d¥r (;. ;ﬂ) u
2% k r2 r? =

Ces résultats sont identiques aux expressions des champs rayonnés
_-)
par un dipole magnétique de moment P_ exprimé en A.m*, Ce qui justifie a

.—’
posteriori la définition de Pn.

On peut rappeler que dans le cas général d'une répartition
volumique de courant électrique J(r'), la définition du dipole magnétique
est :

—_— 1 —
P (J) = -] r'AJddv (D.14)
° 2 Jv
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——’
- On calcule ensuite les champs dus 4 la contribution de Pe.

'—D—b 1 'kz k 1 >
E(P ) = — —-j—-—e"k'uAFAq
e ane |r 2 3 e
\ N
1 (k 1 -
) + — |j— + —]e kT u.;ﬂ) u (D.15)
2me 2 3 ¢
\ I r

- — jo (k 1
H(P ) = — |j— + —|e I¥r PAq
€ an | r 2 ¢

On reconnait ici 1'expression du champ rayonné par un dipole
—’
électrique de moment P. exprimé en A.m.s.

On peut rappeler que dans le cas général, la définition du dipole
électrique équivalent & une répartition volumique de sources électriques
J(r') est [12] :

_ - i -
P (J) =}prdv=—}|J dv (D.16)
8o v jw Jv
-’
ol divJ + jwp = 0.

De 1la méme fagon, on montre que la contribution de Q s'identifie
aux champs rayonnés par un quadripole Q.

Ainsi, le champ rayonné par une distribution quelconque de courant

_’
magnétique M peut étre approché (au deuxiéme ordre) par le champ rayonné
par un dipole magnétique, un dipole électrique et un quadripole.

Remarque :

* Pour toutes les ouvertures étudiées (cf [31] a [51]), la distribution des
courants magnétiques conduit 4 un terme quadripolaire nul. Le
développement multipolaire conduit alors a 1'opproximation du champ
diffracté par les deux dipoles seulement.
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Néanmoins, on va démontrer par un exemple que le terme quadripolaire ne
doit pas étre négligé a priori. Puisque le développement multipolaire a
hypothése sur 1les sources magnétiques, on
choisit d'imposer dans une ouverture circulaire de rayon a = 0,1 m, la

été conduit sans faire 4°'

_’
distribution arbitraire de M

- —
Mix,y) = xy(y-Z)ux

suivante :

ol l'ouverture est repérée par une base (ux,uy).

On calcule ensuite 1les dipoles et quadripoles

équivalents

(D.17)

a cette

distribution. La figure 1 représente le champ électrique calculé le long

d‘une droite paralléle au
centre. Le champ est calculé

- par le calcul exact ;
——’
- par le rayonnement de Pe et

—-—)
- par le rayonnement de Pe,

Ce calcul met en évidence

[31] a4 [51]) Q est nul.

— 1020 log (E;)

plan de 1l'ouverture,
de trois facons :

—
P. seuls ;

— —

Plll et Q.

située 2 1 m de son

la contribution indispensable du ternme
quadripolaire dans le cas général, méme si dans les cas pratiques (cf

o
4

| Fréquence (Hz) = 107 ..
y=0 irQ\
z=0 i \  Calcul exact et calcul
; ) o = ~
]\ parfa Frg
/ N
/"/" \‘\"
s A
o /’ d >‘-\\\
,/—/— - g > ‘~~.\¥\."s
T Caicul par Pe, Pm — ~~.___
Valeur de x (métre)
- 150 b — :
-5 5
_’

* On montre que P_ et Q peuvent

— 1 -
P = - Tr' ds
" nJso

aussi s'écrire :

(D.18)
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0 |

w > —
= j— Tu (r'.u) ds (D.19)
2 JSo

_’
ou T est 1la densité de charges magnétiques relié & M par la relation de
continuité :

_’
div M + jut =0 (D.20)

Si on définit wun triédre direct (ux,uy,uz) tel que x' et y' soient les
coordonnées dans le plan de l‘ouverture, l'origine étant fixée au centre
de l'ouverture, on peut donner une autre expression de Q :

[ - 1 - -
JI Mx'dS S| (My'+ Mx')ds 0
So 2 JSo
5 =11 -~ -+ -+ (D.21)
- (My'+ Mx')ds My'ds 0
2 JSo So
0 0 0

Polarisation 4'une ouverture libre

De nombreux résultats ont été publiés depuis les travaux de Bethe [31].
— — ,
Dans le cas ol les champs de court-circuit H cet E sont uniformes dans

1'ouverture, on peut donner une expression des dlpoles sous forme d'un
produit de deux facteurs. Le premier ne dépend que de la source et est
égal 3 la valeur des champs de court-circuit au centre de 1'ouverture. Le
second est un facteur qui ne dépend que de la géométrie de 1'ouverture.
C'est la polarisabilité (électrique ou magnétique) de 1‘ouverture.

Les dipoles s'écrivent :

— —
P=¢taE
e e CcC
(D.22)
— = —
P=-aa H
] m ccC

La polarisabilité magnétique est tensorielle. Si l'ouverture posséde deux
axes de symétrie, le tenseur est diagonal.

Le tableau ci-dessous résume un certain nombre de résultats obtenus de
facon analytique.
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Forme hnd Somx i
B 2 a*
z 85 3
Cercle de rayon a 43 _ 3 3
' x w/ n Pe x_ P
Ellipse 12G(e) 12 F(e)-G(e) 12 (Iw)*F(e) -G (e)
x ® P z
. _ = = —w?/
Ellipse étroite 12 wl 12 Ln(4//w)—1 12
x x P z
. x ek —w?/
Fente étroite wi! 12 Ln(4//w)~1 8

avec

1 : longueur suivant x ;
largeur suivant y ;

e = :
PMe/2 1
F(e) = de ;
Jo 1-e?sin?%0
/2
G(e) = I: Jl—ezsinza ae.

Des résultats numériques comparatifs montrent que si 1la forme de
1'ouverture est assez réguliére, les quantités cz:%/S”/2 et cc,_/s"/2 sont
relativement invariantes lorsque le rapport w/l est conservé (w et 1 sont
la largeur et la longueur de l'ouverture et S est la surface).

Ainsi, on pourra avoir une bonne approximation des polarisabilités des
ouvertures carrées et rectangulaires 4 l'aide des formules du cercle et
de 1l'ellipse correctement normalisées par rapport a la surface.
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ANNEKXE E
CALCUL DU CHAMP MAGNETIQUE SUR L'AXE D'UNE SPIRE CIRCULAIRE

EN PRESENCE D'UN MATERIAU D'IMPEDANCE DE SURFACE Zs

Les calculs qui suivent sont inspirés des travaux de Moser et
Bannister [62],[63],[64],[65].[66] qui ont étudié l'efficacité de blindage
apporté par un matériau d'épaisseur d et de conductivité électrique ¢, au
champ magnétique rayonné par une spire circulaire paralléle au blindage.
Ces auteurs ont uniquement calculé le champ magnétique transmis de 1'autre
c6té du matériau, et se sont surtout intéressés au champ 4 une distance
grande devant le rayon de la spire d'émission.

Dans cette annexe, on s'intéresse au probléme décrit sur la figure
1. Soit une spire circulaire de rayon a parcourue par un courant i, dont
1l'axe coincide avec l'axe z, l'origine du repére cylindrique (r,¢,z) étant
arbitrairement £fixé au centre de la spire. On dispose dans le plan z = 4,
un matériau plan infini caractérisé par une impédance de surface z'.

L'objectif de cette étude est de calculer le champ magnétique sur

l'axe de la spire des deux cdtés du matériau et d'évaluer la modification
du champ par rapport a la spire seule dans l'espace.

Echantillon plan (zs)
Boucle d'émission N
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1 - REMARQUES PRELIMINAIRES

..’
Le calcul du champ est conduit en évaluant le potentiel vecteur A,
solution de 1'équation :

- -
AA+k§A=O (E.1)

Les champs électriques et magnétiques se déduisent alors par les
relations :

(> 1 2
= — rot A (BE.2)
H’O
. )
> + — fdiv A
E = ~jwA - grad [_ ] (E.3)
Joep
\

Si on tient compte de la symétrie circulaire du probléme étudié, et
—_ = —
qu'on utilise un repére cylindrique (ur, u,u ), on peut montrer [66]

que :

—

_.
A =AY u, (E.4)

-+ -
et 1'expression des champs E et H se simplifie :

/ -~

5 A Y fone 1 —

H=s - — — 4+ |— + = a¢] u (E.5)
) 0z or r z

- - — 4
LE = - jwA = - jwA¢ u? (E.6)

De plus, en 1'absence du matériau, on peut montrer que le potentiel
vecteur associé au rayonnement de la spire seule dans l'espace s'écrit [66]

Hy
Ag =

2

ou : T = Ih’- kz (E.8)

J1 est ia fonction de Bessel d'ordre 1.

al A -t |z|
— 3 (ra)Jd (Ar) e °  dA (E.T)
T 1 1
O o

Ce résultat peut s'interpréter comme 1la décomposition du champ
rayonné par la spire en un nombre infini de mode élémentaire.



175

2 - RESOLUTION DE PROBLEME

_.)
On cherche & calculer 1le potentiel vecteur A en présence du

matériau plan 4'impédance Zs. Du c6té de la spire d'émission (cété 1), on
écrit que le potentiel vecteur résulte de 1la somme d'une onde incidente
{identique & celle associée a une spire seule) et d'une onde réfléchie :

p’oai w0 A -% 2
Al= — J (M) J (Ar) e ° dA (E.9)

Y2 T,

p‘oai (4] A +% 2

+ R(A) — J (M) J (Ar) e ° dA

2 o . T 1 1
0

ol R(A) est un coefficient de réflexion associé i chaque mode élémentaire.

De l'autre coété du matériau (cdté 2), AP s'écrit :

w,al oy A

2 [ -‘roz

M= = I T(A) — J, (M) J (Ar) e ° dA (E.10)
0 Yo

oi T(A) est un coefficient de transmission associé & chaque mode
élémentaire.

On cherche a déterminer R(A) et T(A) en utilisant les conditions
aux limites 4 la traversée du matériau d'impédance Zs et qui s'écrivent :

!_} —

1 _ p2
th— Etg (E.11)
{ —
— — — 5 Et
u A(HZ-HI)=J=—° (E.12)
z Zs

\

* E; et E: se déduisent immédiatement de (E.6) en utilisant 1'expression de
AP de chaque c¢6té du matériau (cf (E.9) et (E.10)). La condition aux
limites (E.11), calculée en z = 4, conduit & 1'égalité :

d t d -t d
e ° + R(MNe ® =T(Ne ° (E.13)



176

* On calcul H: et H: en utilisant (E.5) ; on montre facilement que :

1 dAt
[
Hl = - — (En14)
r R dz
ai -% 2
= — r AJ (M) J (Ar)e ° dA (E.15)
2 Jo L t

ai fo ‘roz
- = |, RO A3, (a) 3, () e

De méme :
1 81-\:
H: T = —— (B.16)
L dz
ai fo -T 2
= ;— J;T(h) A Jl(Aa) Jl(kr) e ° dAa (E.17)

L.a condition (E.12) calculée en z = 4 conduit alors i 1'égalité :

-t d -T ad. T d jwpo T(h) t d
T(A)e ° -e ° + R(A)e ®° = - 7 e - (E.18)
T, :
. S -]

Les égalités (E.13) et (E.18) constituent un systéme d'équation
dont R et T sont les inconnues. Aprés résolution du systéme, on obtient
1l'expression de R(A) et T(A) :

Jop

o

27

s o

R(A) = ————— (E.19)

2721
s ©

. .
T(A) = ——————— (E.20)

> >
Nous sommes donc en mesure de calculer les champs E et H en tout

point de part et d'autre du matériau d'impédance Z, - On s'intéresse en

particulier a la composante Hz du champ magnétique qui peut étre calculée
au moyen de (E.5) :
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Du cété 1, le calcul conduit 4 :

ai |® a2

-t 2z
H = — — J (M) J (Ar)e ° 4dA (E.21)
z 2 T 1 ]
0
o
ai |® AZ ‘ +T 2
+ — R(A) — J (ha) J (Ar)e ° dA
2 o r ! °
°

ol J° est la fonction de Bessel d'ordre 0 et ol on a utilisé la propriété
des fonctions de Bessel :

dJl(r) 1

=-=J(r)+J(r) (E.22)
dr r ! °

De la méme fagon, le calcul du c6té 2 conduit a :

2 ai ® AZ -1°z
H2= . T(MN) - J (M) J (Ar)e ° dA (E.23)
0 °

3 - CALCUL DU CHAMP MAGNETIQUE SUR L'AXE DE LA SPIRE

Dans ce paragraphe, on s'intéresse plus particuliérement au champ
magnétique sur 1'axe de la spire (r = 0). On choisit de plus de se placer
dans 1'hypothése quasistatique qui signifie que toutes les grandeurs sont
calculées dans un volume dont 1les dimensions sont petites devant la
longueur d'onde. I1 suffit de résoudre de nouveau le probléme en annulant

les termes qui traduisent la propagation (k°= 0), 1'équation initiale (E.1)
étant remplacée par : ‘

-3
AR =0 (E.24)

On peut montrer que les résultats précédents sont inchangés a
condition d'écrire :

T = Ilz- k: = A (E.25)

3.1 - Champ magnétique du cété 2

Si on remarque qﬁe Jo(hr) est égal a 1 quand r est nul, on obtient
une expression quasistatique du champ magnétique sur l'axe de la spire du
coté 2 qui est déduite de (E.23).
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ai [ a2 . )
H?= — —— J_(ha)e” “2dA (E.26)
2 2 jwl"'o 1
A+
¢] 2 zs
On peut normaliser l'expression en posant :
z
72 = — (E.27)
a
wp,a g Z,
= avec f = (E.28)
27 f €% 1M a
8 co L]
(E.26) devient :
ai [® A2 N
H = — — J (Ma)e"Z%4n (E.29)
2z 2 Jf 1
A+
0 f..2

Un changement de variable u = Aa conduit 3 1'expression finale de H::

i © “2
H?= — ——— J_(u)e~"%du _ (E.30)
2 2a j¢ !
U+ —
0 L

En 1l'absence du matériau, on retrouve bien 1'expression du champ
sur 1'axe d'une spire seule. En effet, lorsque le matériau devient isolant
(Zstend vers 1'infini) fcotend vers 0 et H: s'écrit :

i
2= — u J (u)e "?du (E.31)
z 2a Jo t

L'intégrale peut é&tre calculée analytiquement et on retrouve
1'expression du champ magnétique sur 1'axe d'une spire circulaire en espace
libre :

i 1
H = 5; X ——— (E.32)
(1 + Zz )3/2

On définit 1'efficacité de blindage S? comme le rapport du champ
magnétique H: sur 1'axe de la spire en présence du matériau conducteur, au-
champ Hoz calculé au méme point en espace libre. Des calculs précédents, on

déduit S® qui vaut :
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© 2
u
§%2= (1 + 22 )3/2 _Jf-— Jl(u)e'“zdu . (E.33)

0 feo

S?2 peut étre calculée numériquement au moyen de la méthode décrite au
paragraphe 4.

3.2 - Champ magnétigque du cété 1

On se place de nouveau dans 1l'hypothése quasistatique. Si on
utilise les normalisations précédentes ((E.27) et (E.28)) et le changement
de variable u = Aa, on montre qu'aprés calcul, ﬂ: sur 1'axe de la spire du
coté 1 s'écrit (cf (E.21)) :

i fw
H= — | u J (u)e ®%du (E.34)
z 2aj)o t
oo 24 2] 4
, -uf|— - u
i Jf/fco a
- —_ —_—u J‘(u)e
2a Jo u + Jf/fC°

On reconnait dans 1le premier terme, le champ rayonné paa la spire
en espace libre (cf (E.31) et (E.32)).

La seconde intégrale peut étre transformée en posant :

2d
2' = — -1 (E.35)
a

et en écrivant :

jf if
_=u+
f

co co

- (E.36)

Dans ces conditions (E.34) devient :

i 1 i fo ,
H= — x - — | uJd (uye'du (E.37)
z 2a (1 + ZZ )3/2 2a JO 1

i |® u? _ ,
+— | ———— 7 (1)e"? qu

2a o U % jf/fc°

Le deuxiéme terme peut s'intégrer analytiquement comme (E.31) et on
obtient 1l'expression finale de H: du co6té 1 sur 1l'axe de la spire.
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i 1 1 © g2 ,
H: = — - + - Jl(u)e‘“z du (E.38)
23 (1 +22)/2 (1 +zry/r Jou *IE/E

On en déduit de nouveau, S' qui est le rapport entre 1le champ

magnétique sur l'axe de la spire en présence du plan conducteur du cété 1,
au champ magnétique rayonné par la spire en espace lire au méme point. §!
s'écrit :

(1 +22)3/2 w o2
st=1 - + (1 + 2%2)3/2 —— J (u)e %' du (E.39)
: 1
(1 + z|2)3/2 0 u + Jf/fco

4 - CALCUL NUMERIQUE DE S

La modification du champ magnétique sur l'axe de la spire due a la
présence du plan d'impédance Zs peut étre étudiée en calculant
numériquement les deux expressions de S (cf (E.33) et (E.39)) valable de
part et d'autre du matériau. Dans les deux cas apparait une intégrale de la
forme :

[¢3] uz
I-= — J (u)e~"?du (E.40)
Ou+3jx ' °

Pour les grandes valeurs de 2, e "? décroit rapidement quand u
" augmente et l'intégrale peut étre évaluée aisément de fa¢on numérique. Pour
les faibles valeurs de Z, la convergence de l'intégration numérique devient
plus critique, d'autant plus que 1la fonction de Bessel est une fonction
successivement positive et négative quand u augmente.

Nous allons proposer une transformation de I sous une forme qui
facilite le calcul numérique.

On pose :
w?= (u + jx) (u - jx) - x? (E.41)

(E.40) devient :

0 Jb J1(“)
I=1]ud(u)e?- jx J (u) e "?du - x? e~%Z4u (E.42)
0 L (W) 0 L) 0

u + jx

Les deux premiéres intégrales s'intégrent analytiquement et on
obtient :
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1 yA
I= ——mm-3jx |1 - ——————]| - 2% ' (E.43)
(1 + 22)3/2 (1 + 22)1/2
0 Jl(u) '
avec I' = 0TI e "Zdu (E.44)
u + jx
Calcul de I'

On peut donner une autre expression de I'. En effet, on déduit de
(E.44) que

.o

J, (u) -(u + jx)Z

. du | (E.45)
0 (u + jx)

e-szI'(Z)

En dérivant les deux membres de 1'égalité, il vient :

0 ~-(u + jx)Z
- I Jd (u)e du
0 1

:—Z (e""zI'(Z))

0
- eTix2 J; J (u)e~"Zdu (E.46)
Cette derniére intégrale se calcule analytiquement d'ou :

d Z
—_ (e-JxZIv(z)) = -ed*2 |1 = — . (E.A7)
dz

(1 + 22)1/2

En intégrant (E.47) de Z a4 1'infini, on obtient :

© 4 © u
etry)ans- | et fro— 2 (E.48)
. du z (1 + uz )1/2

Si on remarque que 1lim I'(u) = 0, on obtient une autre expression

v u -+
de I' en intégrant 1le premier terme de 1'égalité et apres une

transformation simple :

)3
I' = elx2 e-dxulq - —| du (E.49)

(1 + uz )1/2
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On ne sait pas effectuer ce calcul de fagon analytique. Une
solution approchée a été obtenue par Desmarais [67] au moyen d'une
décomposition de l'intégrand sous forme d'une série d'exponentielles. Il a
montré que :

u

N
-B u

1 - ES A e 1 ol B = 21/2 g (E.50)

1 =1

(1 + u2)1/2
ol les coefficients A1 et B sont donnés plus loin.

On écrit alors :

Il

R

N
-B
elx? e dxu }E Ae "l qu (E.51)
i=1

Z

R

N
-(B,+ jx)u
elx? ES A, I: e ! du

i=1

N
A _ .
n @dx2 :S 1‘ . (Bl+ ix)zZ
i=1B*x

d'ol l'expression finale approchée de I'

N A
1 -B
I' % E: e 12 (E.52)
i=1 Bl+ Ix

Le développement proposé par Desmarais utilise 24 termes qui sont :
A1 = .000305311497 Az = -.001412280807 As = .008845227615
A‘ = -.007196572664 A5 .001385147609 As = -.014763498650
A .018969114027 A8 = -.019842326360 Ag = .025618710871
A!°= -.020313397232 A11 .036575115249 A12= -.010202806439
A:a .069407344423 A14= .037308217964 A15= .177803740980
A16 .198282197469 Al .433959048197 A1°= .354218469431
A19 .104676453558 A2°= -.715978991168 A21= .407542943867
A22= -.104393578248 A23= .015398943987 A24= -.001192670868

et B = .005209230865
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