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INTRODUCTION

En analyse numérique, l'accélération de la convergence
des suites numériques se propose de  construire
algorithmiquement, a partir d'une suite (S,) convergente, une
suite (A,) convergeant plus vite que (S,) vers la méme limite

S*, c'est-a-dire vérifiant le critére d'accélération suivant
A, -S*
lim -==-- =
n=J>+® sn_s*

Notons que ce critére d'accélération de la convergence
suppose que l'on ne considére que des suites de l'ensemble C*,
c'est-a-dire des suites qui sont, & partir d'un certain rang,
toujours différentes de leur limite.

Une information purement numérique ne suffit pas pour
accélérer la convergence d'une suite et de nombreuses
conditions suffisantes ont été trouvées (concernant notamment
la fagon de converger) gqui permettent de construire des
"procédés d'accélération" pour des familles de suites : un
procédé d'accélération d'une famille E de suites de C* est une
transformation algorithmique définie sur E qui transforme toute
suite (S,) de E en une suite qui converge plus vite que (S,).

Dans [5], B. Germain-Bonne et C. Kowalewski définissent
les familles de suites '"synchronisables" : synchroniser une
famille E incluse dans C*, c'est trouver une transformation
algorithmique définie sur E qui transforme toute suite (S,) de
E en une suite synchrone avec (S,), c'est-a-dire qui converge
vers la méme limite et qui vérifie le <critére de
synchronisation suivant

T,-S*

lim -=--- =T, avec T # 1.

n=>+o sn_st
Cela signifie simplement que la limite du rapport
(T,-S*)/(S,-S*) existe et est différente de 1, mais on n'a a
priori aucune information sur la valeur de cette limite.
(Notons qu'étant donnée la terminologie "synchronisation", il
peut sembler étonnant d'éliminer la valeur t = 1. Mais cela se
justifie par 1le fait que, si 1l'on admettait Tt =1, tout
ensemble de suites serait synchronisable par le procédé défini
par : T, = S, !).



Il est clair gque, si l'on posséde un procédé
d'accélération d'une famille E, ce procédé synchronise a
fortiori E. Le résultat principal de ce travail consiste a
démontrer la réciprogque, c'est-a-dire dque tout ensemble
synchronisable est accélérable. Plus précisément  nous
construisons de maniére algorithmique un procédé d'accélération
de E (que nous appelons le ACCES-algorithme) & partir d'un
procédé de synchronisation de la famille E. En particulier,
dans le cas des suites & convergence linéaire synchronisées par
le procédé T, = S..,, le ACCES-algorithme redonne exactement le
§2 d'Aitken !

Pour la construction du ACCES-algorithme, la difficulté
réside dans le fait que, pour toute suite (S,) de E, la valeur
T (qui dépend de (S,)) est inconnue. Si cette valeur était
connue, il suffirait de considérer le procédé qui transforme
(S,) en la suite (A,) définie par A, = (T S, - T,)/(t-1).
L'idée du ACCES-algorithme consiste a déterminer une estimation
de t. Pour cela, il a été déterminant, pour toute suite (S,) de
E et pour tout entier n suffisamment grand, de savoir placer S,
par rapport a la limite S*, c'est-a-dire de savoir répondre a
la question '"guel est le signe de S,-S* ?". Nous montrons que,
dés qu'un ensemble est synchronisable, nous savons répondre a
cette question.

Notre travail se divise en deux chapitres

le chapitre I _est consacré a 1l'étude de 1la

détermination du signe de sn¥S* qui nous a semblé intéressante
en elle-méme (sans hypothése de synchronisation).

' Dans le chapitre II, nous montrons l'équivalence entre
synchronisation et accélération de la convergence grace a la
construction du ACCES-algorithme. 4

-



CHAPITRE I.

PROBLEME
DE LA DECIDABILITE ASYMPTOTIQUE
DE LA QUESTION Q "QUEL EST LE SIGNE DE S,-5* ?"

SUR DES SOUS-ENSEMBLES DE C*






Chapitre I. -5-

INTRODUCTION

L'étude de 1l'accélération de la convergence et de la
synchronisation des suites numériques convergentes suppose que
l'on ne considére que des suites qui sont, & partir d'un
certain rang, toujours différentes de leur 1limite. Nous
appelons C* l'ensemble de ces suites.

La possibilité de répondre & la question Q '"quel est le
signe de S,~-S* ?" ou S* est la limite - de valeur inconnue ! -
d'une suite quelconque d'un ensemble synchronisable est une

étape importante pour montrer 1'équivalence entre
synchronisation et accélération de la convergence (cf.
chapitre II). Dans ce chapitre, nous étudions cette question

sans 1'hypothése de synchronisation.

Etant donné un sous-ensemble E de C*, s'il existe une
transformation algorithmigque normale Tt telle que, pour toute
suite (S,) de E, la suite t((S,)) donne a partir d'un certain
rang la réponse & la question Q, nous dirons que la question Q
est asymptotiquement décidable sur E (asymptotiquement
indécidable dans le cas contraire).

Sans aucun renseignement sur une suite (S,) de C*, il
est clair intuitivement que la donnée de Sy, ..., S, ne nous
permet pas de situer S* par rapport a S,, c'est-a-dire que
l'on ne peut pas répondre & la question Q sur C*. En revanche,
un renseignement tel que "la suite est monotone" ou "la suite
est alternée" permet, & partir des deux premiers termes de la
suite de situer S* par rapport a S, pour tout entier n et donc
donne naissance & un algorithme de décidabilité de la gquestion
Q. De maniére plus générale, quels renseignements permettent
de batir un algorithme de décidabilité ? Ce premier chapitre
apporte une réponse partielle & cette question. Volontairement
nous avons défini des ensembles de suites par des propriétés
portant uniquement sur la position d'un nombre fini de termes
de la suite par rapport & sa limite, ainsi les propriétés '"la
suite est monotone" ou "la suite est alternée" apparaissent
naturellement comme des cas particuliers.
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Sur certains ensembles la question Q est
asymptotiquement décidable, sur d'autres elle est
asymptotiquement indécidable. De plus, si la question Q est
asymptotiquement décidable (resp. indécidable) sur un

ensemble, alors elle est asymptotiquement décidable sur tout
sous-ensemble (resp. indécidable sur tout sur-ensemble). Nous
allons donc chercher & prouver soit la décidabilité
asymptotique de la gquestion Q sur des sous-ensembles de C*
aussi ‘'grands" que possible, soit la non décidabilité
asymptotique de la question Q sur des sous-ensembles de C*
aussi "petits" que possible, pour essayer de définir une
frontieére entre le décidable et 1'indécidable.

Nous définissons dans la partie B deux ensembles Cl et
C2 qui forment une partition de C* : Cl est l'ensemble des
suites dont les termes, & partir d4'un certain rang, sont tous
d'un méme cdté de la limite; C2 est son complémentaire. Nous
montrons que la question Q est asymptotiquement indécidable
sur chacun des ensembles Cl et C2 (et donc a fortiori sur C*).

Nous prouvons ensuite des résultats de décidabilité
pour des sous-ensembles de Cl1 (partie C), tandis que, & une
exception prés - l'ensemble ALT des suites asymptotiquement
alternées - nous ne prouvons que des résultats
d'indécidabilité sur des sous-ensembles de C2 (partie D). Dans
la partie E, nous complétons ces résultats pour des sous-
ensembles de C* "a cheval" sur Cl1l et C2.
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A. DEFINITIONS

Donnons pour commencer quelques définitions qui, pour
l'essentiel, sont dues & J.P. Delahaye [2].

Si RN désigne l'ensemble des suites numériques, une
transformation de suites t dans RN est une fonction de RM dans
RN. Notons D, l'ensemble de définition de Tt et t(S,) la suite
transformée par t de la suite (S,).

Lorsqu'il existe un algorithme A tel Qque, pour toute
suite (S,) € D., le n-iéme terme de la suite t(S,) est calculé
par A a partir des n premiers termes de la suite (S,), T sera
appelée une transformation algorithmique normale ou plus
brievement une transformation algorithmique.

Soit E c RN. Une question Q sur E est une
transformation de suites définie sur E & valeurs dans REPN, ol
REP désigne l'ensemble des réponses possibles.

Q est asymptotiquement décidable sur E si et seulement
si il existe une transformation algorithmique normale <t
définie sur E telle que

¥V (S,) €E, ¥ N, ¥n 2N : Q((S:))n = T((8,))n.

Nous dirons que la suite des réponses (& la question Q)
données par T est asymptotiquement exacte ou exacte & partir
d'un certain rang.

Notons C* le sous-ensemble de RN constitué par les
suites convergentes dont les termes sont tous différents de la
limite a partir d'un certain rang. Plus précisément, si (S,)
désigne une suite convergente de limite S*, nous avons:

(s,) € C* <=> F}N, ¥n 2N : S, # S*.

Nous wutiliserons ici la notion de décidabilité
asymptotique sur des sous-ensembles E de C* pour la gquestion Q
"quel est le signe de S,-S8* ?".

Et donc dire que la gquestion Q est asymptotiguement
décidable sur E signifie qu'il existe Tt telle gque, pour toute
suite (S,) de E, la suite (R,) des réponses fournies par T
vérifie

l) ¥n €N, R, € {-1,+1},
2) 3N, ¥n2N: R, (S,-S*) > 0.
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Autrement dit R, donne le signe de §S,-S* pour tout

nz2N

Tout algorithme permettant le calcul de la suite des
réponses sera appelé algorithme de décidabilité
(asymptotique).

Montrer que la question Q est asymptotiquement
indécidable sur E revient a prouver qu'il n'existe pas
d'algorithme de décidabilité de Q sur E. Et nous serons amené
a utiliser le lemme suivant

Lemme O.
[ soit E ¢ c* et A un algorithme de décidabilité sur E.
| si (u,) et (V,) sont deux suites de E telles que
I im, ¥n<m:U, =V,
| alors A donne, jusqu'a 1'indice m, la méme réponse pour
| les deux suites (U,) et (V,).
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B. DEUX ENSEMBLES SUR LESQUELS LA QUESTION Q
EST ASYMPTOTIQUEMENT INDECIDABLE

Commengons par définir deux sous-ensembles de C*, Cl et
C2, qui forment une partition de C*.

Soit (S,) une suite de C*, et S* sa limite.

- ou bien, a partir d'un certain rang, tous les termes
de la suite sont d'un méme cdté de S* : on dira que la suite
appartient a C1,

- ou bien la suite a une infinité de termes inférieurs
4 5* et une infinité de termes supérieurs & S* : on dira que la
suite appartient & C2.

Nous avons donc les équivalences suivantes, en notant
e, = 5,-8*

(s,) e C1 «<=> (i) ¥N, ¥n>N:e,e,; >0
(8,) € C*
(s,) € C2 «<=> et

(ii) ¥ N, 3 n>N:e,e,..; <0

Remarquons que la condition (i) impligque que (S,) € C*,
alors que la condition (ii) n'entraine pas que (S,) € C*.

Nous montrons, dans cette premiére partie, que la
question Q est asymptotiquement indécidable sur les ensembles
Cl et C2, ce qui entraine, a fortiori, que Q est
asymptotiquement indécidable sur C*.

1. ENSEMBLE Cl

Une suite (S,) de C1 de limite S* peut avoir, a partir
d'un certain rang, tous ses termes inférieurs & S* et, dans ce
cas, l'erreur e, = S,-S* est asymptotiquement négative : nous
dirons que la suite appartient & Cl-. Sinon elle a, & partir
d'un certain rang, tous ses termes supérieurs a S8*, l'erreur e,
étant alors asymptotiquement positive : nous dirons que la
suite appartient a C1+.

(S,) € C1- <=> J} N, Wn 2 N : S,-S* < 0.
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(s,) € C1* <=> }N, VWn 2 N : 5,-8* > 0.

Théoréme 1.
| La question "quel est le signe de S,-S* ?" est
| asymptotiquement indécidable sur l'ensemble C1.

PREUVE

Faisons un raisonnement par 1l'absurde.
Supposons que la question '"quel est le signe de S,-5* ?"
soit asymptotiquement décidable sur Cl1, c'est-a-dire qu'il
existe un algorithme, noté &, qui transforme toute suite
(S,) de C1 en une suite (R,) telle que

¥n220, R, € {-1,+1} et

3} N, vVn2N: R, (§,-8*) > 0.
Or, pour toute suite (S,) de Cl, le signe de l'erreur
e, = S,-5* est asymptotiquement constant.
Donc, l'algorithme & fournit, pour toute suite (S,) de C1,
une suite (R,) telle que :

3N, ¥n>N: R, = Rp.;.
et, en particulier, l'algorithme & fournit, pour toute
suite (S,) de C1*, une suite (R,) telle que

(1) JN, ¥n2N: R, = +1

Nous allons alors construire une suite (S,) de Cl1¢
strictement positive, convergeant vers zéro, formée d'une
succession de débuts de suites monotones croissantes (donc
appartenant & Cl-) convergeant vers des valeurs de plus en
plus petites (1/2, 1/4,..., 1/27,...), si bien que la suite
(R,) des réponses fournies par l'algorithme & appliqué a la
suite (S,) ne vérifiera pas la propriété (1), c'est-a-dire
comportera une infinité de réponses fausses.

Construction des suites monotones croissantes

Par récurrence sur l'entier p, p > 0, nous construisons une
suite de suites (T, ,) asymptotiquement monotones croissan-

tes (donc appartenant a Cl-), telles que
¥vp>0, lim T,, = 1/2°

n->+o
La suite (T, ,) est définie par
Ti,0 =1
T, , = 1/4
Ty,n = (Ty,n-1 + 1/2)/2 pour tout n > 1

La suite (T, ,) appartient a Cl-; elle converge vers 1/2 en
croissant.

Désignons par R, , la réponse fournie a l'étape n par
l'algorithme & appliqué & la suite (T, ,), alors
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il existe un entier B(1) > 1 tel que : R, g3y = -1

La suite (T, ,) est alors définie par

Toon = Ty n pour tout n < B(1)

Tz,8(1)+1 = 1/8

Ton = (Tz2,n-1 + 1/4)/2 pour tout n > B(1)+1
La suite (T, ) appartient a Cl-; elle converge vers 1/4 en
croissant.
Désignons par R, , la réponse fournie & l'étape n par
l'algorithme ¢ appliqué a la suite (T, ,), alors

il existe un entier B(2) > B(1l) tel que : R; g2y = -1

Supposons maintenant la suite (T,., ,) construite. La suite
(T, »n) sera alors définie par :

To.n = Tpo1,n pour tout n < B(p-1)
Tp,p(p-1)41 = 1/2P%1 .
To,n = (Tp a-y + 1/2r)/2 pour tout n > B(p-1)+1

La suite (T, ,) appartient a Cl-; elle converge vers 1/2r
en croissant.
Désignons par R, , la réponse fournie & l'étape n par
l'algorithme & appliqué & la suite (T, ,). On a

il existe un entier B(p) > B(p-1) tel que

Ro.ppy = -1

Construction de la suite (S,) :

Posons pour tout entier p > 0 et pour tont entier n < B(p)
S, = Tp,n

La suite (S,) ainsi construite vérifie
¥n=220, 8, >0
¥Vp>0,¥n22pB(p): 0cs, < 1/2¢
Donc la suite (S,) converge vers zéro et appartient a C1+.

Si on applique l'algorithme ® a la suite (S,) et si on
désigne par R, la réponse fournie & l'étape n, on a d'apres
le lemme 0, pour tout entier p > 0

Rap) = Rpp(p) = -1
et donc la suite (R,) des réponses fournies par
l'algorithme & appliqué a la suite (S,) ainsi construite ne
vérifie pas la propriété (1).m
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Illustration de la construction de la suite (S,)

0 1/8 1/4 1/2 1
g1t A A MR i,
M M SB(I) SO
i
: Séu)
:/
SB(1)+1

Corollaire 1.
| La question "quel est le signe de S,-S* ?" est
| asymptotiquement indécidable sur 1'ensemble C*.

2. ENSEMBLE C2

Théoréme 2.
l La question "quel est le signe de S,~-S* ?" est
| asymptotiquement indécidable sur 1l'ensemble C2.

PREUVE ,

Comme pour la proposition précédente, faisons un
raisonnement par 1l'absurde.
Supposons que la question "quel est le signe de §,-S* ?"
soit asymptotiquement décidable sur C2.
Alors il existe un algorithme & qui transforme toute suite
(S,) de C2 en une suite (R,) telle que

¥ynz20,R, € {-1,+1} et -

(1) }N, ¥Vn 2N : R, (5,-8*) > 0.

Nous allons alors construire une suite (S,) de C2, de telle
sorte que, pour les termes de rang pair, l'algorithme & ne
donne jamais la bonne réponse. Ainsi nous aurons

v¥p >0, R2p (Szp—S*) <0
ce qui contredit la propriété (1).

La construction de (S,) utilise une suite de suites (T, )
(p > 0) asymptotiquement alternées (donc appartenant a C2)
que l'on construit par récurrence sur l'entier p.

Construction des suites (T, ,) asymptotiquement alternées

La suite (T, ,) est définie par
Ti1,0 = =2
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Ty, = 42
Ti,2 =0
Ti,n = (-1)®/n pour tout n > 2

Elle est asymptotiquement alternée et elle converge vers
zZéro.

Notons R, , la réponse fournie a l'étape n par l'algorithme
$ appliqué a la suite (T, ,). La valeur de R,,, va nous
permettre de définir la suite (T,,.).

La suite (T, ,) est définie par
T, n = T, , Pour tout n < 2
T2,3 = +1 si Rl,z = +1
-1 si R; , = -1
T2,4a = (Tz,2 + Tz,3)/2
T, » = (-1)"/n pour tout n > 4

Illustration de la construction de TL;, n <4

a) lorsque R, , = -1 : dans ce cas l'algorithme & indique
que la limite de la suite (T, ,) est a gauche de T, ;.

Ty,0 T:,2 T

P A e d e i I T, i U >
-2 -1 0 +1 +2

T2.0 Ty,2 T2, 4 T2, T

b) lorsque R, , = +1 : dans ce cas l'algorithme ¢ indique
que la limite de la suite (T, ,) est a droite de T, ,.

Tl.o Tl,z Tl,l

S P i S i S B . 5 I B >
-2 -1 0 +1 +2

TZ.O T2,3 T2,4 TZ,Z Tz,l

Supposons maintenant que l'on ait construit la suite
(Tp,n)-

Elle est telle que T, ,, est le milieu du segment

<Ty. 20-1 1+ Tp,2p-2>-

La réponse R, ,, fournie & l'étape 2p par l'algorithme &
appliqué a la suite (T, ,) va nous permettre de définir la
suite (Tp1,n)- ’
Notons a et b, avec a < b, les milieux des segments
<Tp,2p-2 + Tp,2p> €t <Tp p-1 4 Tp,2p>-

La suite (T,,,,,) est définie par
To+1,n = Tp,n pour tout n s 2p
Tor1,2p41 = B 81 Rppp = +1

= a si Rp,zp -1
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Tp+1,zp+z = (Tp+1,zp + Tp+1,zp+1)/2
Toe1,n = (-1)%/n  pour tout n > 2p+2

remarque : pour tout entier p > 0, le choix de T, , pour
tout n > 2p n'a aucune importance, il suffit que la suite
(T, .) appartienne a C2.

Illustration de la construction de T,,; , pour n < 2p+2

a) lorsque R, ,, = -1 : dans ce cas l'algorithme ¢ indique
que la limite de la suite (T,,,) est a gauche de T, ,,.

TD.Zp-Z a Tp.Zp b Tp.zu-l
| S o A [ [ P ) S >
To+1,2p-2 To+1,2p Tos1,2p-1

Tp+1.2p+2 rI‘p-l-]..2p+1

b) lorsque R, ,, = +1 :
l'algorithme & indigue que la limite de la suite (T, ,) est
a droite de T

p,2p°
TD.ZD-Z a Tp.Zp b TD 2p-1
SO S 3 S 2| S I & T >
Tos1,2p-2 : To+1,2p To41,2p-1

Tp+1 ,2p+1l Tp+1 ,2p+2

Construction de la suite (S,)

posons pour tout entier p > 0 et pour tout entier n < 2p
Bn = Toun

La suite (S,) ainsi construite est convergente (théoreme
des intervalles emboités [9]) de limite S* avec

Vp 20, S*€ <S,,,5,,41>
Donc la suite (S,) appartient a C2.

Illustration de la construction de la suite (S,)

T e AT B e S A >
s2p—2 SZp+1 SZp+2 SZp S2:3-1
—— e N S o 2 S S S ——— >
SZp—z SZp SZp+2 SZp+1 SZp-l

Si on applique l'algorithme & a la suite (S,) et si on
désigne par R, la réponse fournie & l'étape n, on a d'apres
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le lemme 0
¥ypz2o, Ry = Ry 2p
et par construction de la suite (S,), on a
b4 P 2 OI RZp (SZp-S*) <0
Donc la suite (S,) ne vérifie pas la propriété (1).m

C* est naturellement partitionné en deux sous-ensembles
Cl et C2 dont les prototypes sont respectivement les suites
monotones et 1les suites alternées. Les démonstrations des
théorémes 1 et 2 utilisent d'ailleurs de telles suites. Mais la
situation n'est pas réellement symétrique entre Cl et C2.
D'ores et déja deux différences sont apparues
- d'une part, au niveau de la définition, la condition (i) qui
définit C1 entraine que Cl est inclus dans C*, alors que la
seule condition (ii) ne définirait pas C2 comme sous-ensemble
de C*, )
- d'autre part, la partition naturelle de Cl en Cl* et Cl-, qui
s'est avérée utile dans la preuve du théoréme 1, n'a pas
d'équivalent dans C2.
Nous verrons d'autres différences dans la suite.
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C. ETUDE DE SOUS-ENSEMBLES DE Cl1

Dans cette deuxiéme partie nous étudions la
décidabilité asymptotique de la gquestion Q "quel est le signe
de S5,-5* ?" sur des sous-ensembles de l'ensemble Cl. Rappelons
que

(S,) € C1 <=> 3 N, ¥n > N : (S,-5*)(Sn-;=-8*) > 0

Nous avons déja défini deux sous-ensembles de Cl1l, Cl-
et Cl*, qui forment une partition de Cl. Une suite de C1-
(resp. Cl*) est caractérisée par le fait que la différence
S,-S* est asymptotiquement négative (resp. positive).

(85,) € C1- <=> }N, ¥n 2N : S,-8* < 0.
(S,) € C1*+ <=> }N, VWn 2 N : §,-5* > 0.

La guestion Q est évidemment asymptotiquement décidable

sur chacun des ensembles Cl- et Cl* : pour 1l'ensemble C1-
l'algorithme de décidabilité propose & chaque étape n la
réponse R, = -1 tandis que, pour l'ensemble C1*, l'algorithme

de décidabilité propose & chaque étape n la réponse R, = +1.

Nous nous intéresserons alors & la construction de
sous-ensembles de Cl1l inclus ni dans Cl- ni dans Cl1l* puis nous
étudierons la décidabilité asymptotique de la question Q sur
ces ensembles. Remarquons qu'étudier la  décidabilité
asymptotique de la question Q sur un sous-ensemble E de Cl
revient, pour toute suite de E, & décider "asymptotiquement" si
elle appartient & Cl- ou & C1+.

1. DECIDABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA QUESTION Q SUR
L'ENSEMBLE C1°

Considérons le sous-ensemble de Cl, noté Cl', formé par
les suites (S,) dont tous les termes sont 4d'un méme cété de la
limite S* (c'est-a-dire pour lesguels l'erreur e, = S,-S* a un
signe constant pour tout n 2 0).

(S,) € c1’ <=> ¥n > 0, e, e,; > 0.

Posons, pour toute suite (S,)
= min (Sqg,...,S,)
= max (Sgp,...,S,).

< a
3 3
[ ]
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La suite (U,) est monotone décroissante et la suite
(V,) est monotone croissante.

Lemme 1.
" Pour toute suite (S,)
| suivantes :
| a) (s,) € c1- <=> 1la
la
I by (s,) € c1+ <=> 1la
la

PREUVE

de C1

suite
suite
suite
suite

, nous avons les équivalences

(Un)
(Vn)
(Vn)
(Un)

est stationnaire mais
est non stationnaire.
est stationnaire mais
est non stationnaire.

Faisons par exemple la preuve de a).
Pour toute suite (S,) convergente, nous avons

(S,) € C1° N C1- <=> ¥n

2 0, S,-8* < 0

alors comme S, < S* et que la suite (S,) est convergente
S, < S*

< S,

3} N, Vn>N: S, <
et donc

¥vn >N, Sy £ min (Sye1s--
or

Uy = min (Sg,...,S\)
d'ol :

<
o}
v
=
5
)

=UN

= min (Sg,...
min (Uy,Sns1s--

- 18n)

ISNISN+1I .. °lsn)
- +Sn)

et la suite (U,) est bien stationnaire.

Supposons que la suite (V,) soit elle aussi stationnaire

c'est-a-dire

}IN, ¥n2N:V,=

Vi

la suite (S,) appartenant a ci’ n Cl-, nous avons

Vy < S*

d'autre part, pour tout n 2 N

S, £V, =V, < 8*

et, comme la suite (S,) converge vers S$*, nous obtenons

S* £ Vv, < S*
ce qui est absurde.

donc la suite (V,) n'est pas stationnaire.B

Ce lemme nous permet alors de construire un algorithme
de décidabilité de la question Q sur C1 .
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description de 1l'algorithme

Ro ¢~ *+1; {initialisation arbitraire}

’

Répéter a 1l'infini

|

l

|

|

I

I Up «- min (Un_y,Sn);

I Vn <- max (Vn-llsn);

| Si (U, = U,., et V, = V,_,) alors R, (- Ro_y;
I Si U, < U,.; alors R, . +1;

| Si v, > V,., alors R, . -1;

l n . n+l

|
|

fin du répéter.

PREUVE DE L'ALGORITHME
Soit (S,) une suite de ci n ci-.
D'aprées le lemme 1
31 N, ¥n>N: U, = Uy
et :
}IN'" 2NV > Vo,
alors l'algorithme donne, a l'étape N', la réponse
Ry = -1
montrons par récurrence que
¥vn2N :R, = -1
c'est vrai pour n = N'.
supposons que, pour n > N', R,_; = -1
a l'étape n, deux cas se présentent
ou bien V, = V,_,, et l'algorithme donne alors la réponse
Rr\ = Rn-l
donc R, = -1
ou bien V, > V,_;, et l'algorithme donne la réponse
R, = -1
d'ou le résultat.

Le cas (S,) € c1’ n Cci+ est analogue.ll
Nous pouvons alors énoncer

Théoréme 3.
|| La question "quel est le signe de S,-5* ?" est
| asymptotiquement décidable sur 1'ensemble C1’
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2. DECIDABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA QUESTION Q SUR
L'ENSEMBLE MON

Un sous-ensemble classique de Cl est l'ensemble - noté
MON - des suites asymptotiquement monotones, pour lesquelles, a
partir d'un certain rang, la différence entre deux termes
consécutifs, 8S, = S,,; - S,, a un signe constant. Ce qui se
traduit par

it

(S,) € MON <=> 3} N : ¥n 2 N, 8S, 6S,,; 2 O

Lorsque, pour tout n, n 2 N, §S, est positif, la suite
est asymptotiquement monotone croissante et donc appartient &
Cl-. Et, lorsque, pour tout n, n 2 N, 8S, est négatif, la suite
est asymptotiquement monotone décroissante et donc appartient a
C1l+. .

Donc, pour toute suite (S,) de MON et pour tout entier
n assez grand, l'erreur e, = S,-S* a le méme signe que S,..;-S,,
i.e. -8S,.,. Cela nous permet de proposer un algorithme de

décidabilité asymptotique de la question Q "quel est le signe
de S,-S* ?" sur MON

description de l'algorithme
n .-
Répéter a 1l'infini

sinon R, (- R,-;;

|
|
|
| |
{ Si 6S,., # 0 alors R, = signe (-65,.;)
| n .. n+l

|

|

fir du répéter.
Et nous énongons :

Proposition 1. -
I La question Q est asymptotiquement décidable sur
l 1'ensemble MON.

3. DEFINITIONS DES SUITES PROGRESSIVES

Nous commengons par donner une autre définition de MON
gui utilise la notion d'indice de progression.
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8i (S,) € MON, pour tout n =2 N, S,,; est plus proche
que S, de la limite : nous dirons que S,,; est meilleur que S,,
ou que S, est moins bon que S,,;.

De maniére plus générale, nous dirons

DEFINITION 1 :
| soient S, et S, deux termes d'une suite (S,) de C* de
| limite s*.
| S, est meilleur que S,, ou bien S, est moins bon gue S,
| si et seulement si
| 1) 8, et s, sont d'un méme cété de S*
| 2) et 1l'erreur e, = S,-5* est inférieure ou égale,
| en valeur absolue, a l'erreur e, = S,-S*.

Autrement dit, S, est meilleur que S, si et seulement
si les erreurs e, et e, vérifient
1) e, e, > 0.
2) lea) < le,l

En utilisant la notation
<SnlS*< = [snls'{[l si Sn < s*
1s*,s,1, si s, > s*,
nous pouvons aussi écrire
S5, est meilleur que S, si et seulement si S, € <§,,8*<

DEFINITION 2
| seit (S,) une suite de C* de limite S*.
| On appelle indice de progression l'entier p*(n)
| défini par
| p*(n) = min ({j > 0 / S,,; est meilleur que S,} U {0})

Autrement dit
p*(n) = min ({j > 0 / Sn,; € <§,,8*< } U {0}).

Comme les suites de C* sont convergentes, pour toute
suite (S,) de C*, p*(n) est strictement positif pour tout
entier n suffisamment grand.

L'ensemble MON apparait donc comme 1l'ensemble des
suites dont 1l'indice de progression est constant, égal a 1 a
partir d'un certain rang.

(S,) e MON <=> 3} N : ¥n 2 N, p*(n) = 1

Cette définition peut é&tre généralisée : pour tout
entier ¢q, g2l1, notons q.PROG 1l'ensemble des suites g-
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progressives pour lesquelles, & partir d'un certain rang,
1'indice de progression est compris entre 1 et g. En d'autres
termes une suite (S,) g-progressive est telle que, pour tout n
suffisamment grand, parmi les termes S,..;, Sp+2s ::-r Sn+qs, il
en existe un meilleur que S§,.

DEFINITIONS 3
| Ssoit g un entier non nul et (S,) une suite convergente de
| limite S*.
(S,) € g.PROG <=> } N, ¥n 2N : 1 < p*(n) £ q

+®
notons : *.PROG = U q.PROG
q=1

De fagon plus détaillée, une suite (S,) de l'ensemble
q.PROG est caractérisée par

3 N, ¥n2N, 3 jtel que : 1sjsg et S,.; € <5,,5%<

Une suite de l'ensemble *.PROG sera appelée une suite
progressive.

Remarquons que *.PROG est strictement inclus dans C*,
comme le montre l'exemple suivant.

EXEMPLE 0
Posons pour tout n 2 0, 8(n) = n(n+l)/2.
Soit (S,) la suite définie par
Se(n) = (=1)n*! n-t,
Se(n)+; = Se(n), Pour tout j, 1 £ j = n

0
e i B A e I i s
So S, Se(2n) Se(2n+1) S 5,
= 84 = Sg(an)+1 = Sg(an+1)+1 : = 5;
= Ss H H = SQ
= SG(Zn)+2n = se(2n+1)+2n+1

Pour tout entier n 2 0 et tout entier j, 0<j<n, on a
p*(8(n)+n) = 8(n+2) - (8(n)+n) = n+3,
pt(8(n)+j) = 1.
ce qui prouve que la suite (S,) n'appartient a aucun
ensemble g.PROG, donc n'appartient pas a *.PROG.B

Par définition de q.PROG, nous avons immédiatement

Proposition 2.
I 1.PROG = MON
| v+ g 21, q.PROG ¢ (g+1).PROG
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Mais pour tout entier gq, g22, gq.PROG est un sous-
ensemble de C* qui n'est inclus ni dans C1 ni dans C2.
L'intersection de q.PROG avec Cl1l (resp. C2) sera notée gq.PROG1
(resp. g.PROG2). De méme 1l'intersection de *.PROG avec Cl
(resp. C2) sera notée *.PROG1l (resp. *.PROG2).

DEFINITIONS 4

q.PROGL = g.PROG N C1
* PROG1 = *.PROG N Cl = ff: q.PROG1
q.PROG2 = q.PROG N C2 N

* .PROG2 = *.PROG N C2 = qff: q.PROG2

Dans cette troisiéme partie C ou nous étudions les
sous-ensembles de C1l, nous étudierons uniguement gq.PROG1l et
* PROG1, l'étude de q.PROG2 et *.PROG2 sera faite dans la
partie D.

Nous avons les équivalences suivantes

(S,) € .PROG1 N C1- <=> } N, ¥n 2 N, } j tel que
‘ 1€jsq et S, € S.,; < S*

(S,) € g.PROG1 N C1* <=> } N, ¥n 2 N, } j tel que
1<j=q et 8* < 8,43 £ S,

Et nous avons : 1.PROG1l = MON

4. DEFINITIONS DES SUITES REGRESSIVES

Pour définir 1l'indice de progression p+*(n), nous avons
cherché, parmi les termes de la suite d'indice supérieur a n,
ceux qui étaient '"meilleurs" que S,. Nous allons maintenant
définir un indice de régression p-(n) en regardant, parmi les
termes de la suite d'indice inférieur a n, ceux qui sont "moins
bons" que S,.

DEFINITION 5
| Soit (S,) une suite de C* de limite S*.
| On appelle indice de régression l'entier p-(n)
| défini par
| p(n) = min ({j > 0 / S,-; est moins bon que S,} U {0}).

Autrement dit
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p~(n) = min ({j > 0 / 5, € <5,_5,8*< } U {0}).

De méme que pour p*(n), p-(n) est non nul pour tout
entier n suffisamment grand.

Nous définissons alors, pour tout entier g, gq21,
l'ensemble g.REG des suites g-régressives pour lesquelles, 2
partir d'un certain rang, l'indice de régression est inférieur
ou égal a g. En d'autres termes une suite (S,) g-régressive est
telle gque, pour tout n suffisamment grand, parmi les termes
Sn-1+ Sn-2/ -+., Sp-qs il en existe un moins bon que S,.

DEFINITION 6 ‘

Soit g un entier non nul et (S,) une suite convergente de
limite S*.

(Sn) € g.REG <=> 3} N, ¥n 2N : p-(n) £ g

+o
Notons *.REG = U (g.REG
q=1

De fagon plus détaillée, une suite (Sn) de l'ensemble
q.REG est caractérisée par

I N, ¥n2N, } jtel que : 1<jSq et S, € <S,.;,5*<

Une suite de l'ensemble *.REG sera appelée une suite
régressive.

Comme pour *.PROG, *.REG est strictement inclus dans
C*. Il suffit de reprendre l'exemple 0 dans lequel, pour tout
n>0, on a : p(6(n+l)) = 6(n+l) - (6(n-1)+n-1) = n+2. La
suite considérée n'appartenant ni a *.PROG, ni & *.REG, cela
montre donc aussi que l'ensemble *.PROG U *.REG est strictement
inclus dans C*.

Nous avons immédiatement
Proposition 3.

l 1.REG = MON
|l ¥vqg 21, g.REG ¢ (g+1).REG

D'autre part, comme pour les suites g-progressives,
pour tout entier g, g22, g.REG est un sous-ensemble de C* qui
n'est inclus ni dans C1 ni dans C2. Et nous pouvons définir les
intersections de q.REG et *.REG avec Cl et C2.
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DEFINITION 7

q.REGl = q.REG N C1

* REGL = *.REG N C1 = +: g.REG1

q.REG2 = q.REG N C2 "

* REG2 = *.REG N C2 = +: q.REG2
a=

Nous laissons pour le paragraphe suivant 1l'étude de
q.REG2 et *.REG2.

Pour g.REG1l, nous avons les égquivalences suivantes

(S,) € Q.REG1 N C1- <=> } N, ¥Vn 2 N, } j tel que
1<jsq et S,.; £ S, < S*

(S,) € Q-REG1 N C1* <=> }+ N, ¥n 2 N, } j tel que
l1<j=qg et S* < 5, £ S5,

Et nous avons : 1.REG1»= MON.

Les ensembles 1.REG1l et 1.PROG1 sont donc tous les deux
égaux & MON. Une question se pose donc tout naturellement
pour g 2 2, les ensembles q.PROGl et g.REGl sont-ils égaux, ou
tout au moins comparables pour la relation d'inclusion ? Leur
intersection est non vide, puisqu'ils contiennent tous les deux
MON, mais aucun des deux n'est inclus dans l'autre, comme le
montrent les exemples suivants.

EXEMPLE 1
Soit (S,.) une suite convergente de limite S* telle que
¥ n 20, Sznez € Szn € Sznsr € Sznes < SF

Pour tout entier n 2 0, nous avons

B*(3n) =1
p*(3n+l) = 2
pr(3n+2) = 1
et, pour tout entier n > 0, nous avons
B-(3n) =1
p-(3n+l) = 1
p-(3n+2) = 3

~

Donc la suite (S,) appartient a 2.PROGl et & 3.REGl, mais
n'appartient pas a2 2.REGl1.B
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EXEMPLE 2
Posons, pour tout n > 0, 6(n) = (n-1)(n+2)/2.
Soit (S,) une suite convergente de limite S* telle gque,
pour tout entier n > 0 et pour tous les entiers j et k
compris strictement entre 8(n) et 6(n+l), on ait
Se(ny < Sp(ns1) € By = Bk < Sg(p42y) < S*.

So 5 Ss ... Se(n)  Se(n+1) Se(n+2)
S N U T T Lo Lo Lo Lo___i_s
Sl s3 se(n)+l S*
= S4 H
= Se(n+1r-1

Pour tout entier n > 0, nous avons
p*(6(n)-1) = 2
et pour tout entier j tel que j+1 g B(N*)
pr(j) =1
D'autre part, pour tout entier n > 1, nous avons
p-(6(n)) = 6(n) - 6(n-1) = n
et pour tout entier j g 6(N*)
p-(3j) = 1
Donc la suite (S,) appartient & 2.PROG1l mais n'appartient a
21

aucun ensemble g.REGl, avec g , donc n'appartient pas a
* . REGl1.m :

EXEMPLE 3
Soit (S,) une suite convergente de limite S* telle que
vnz2 ol s3n+l < S3n+2 < S3n < s3n+4 < 8

Pour tout entier n 2 0, nous avons
p*(3n) = 3
p*(3n+l) = 1
p*(3n+2) = 1

et, pour tout entier n > 0, nous avons

p~(3n) = 1
p-(3n+l) = 2
p-(3n+2) = 1

Donc la suite (S,) appartient a 2.REGl et a 3.PROG1l, mais

.

n'appartient pas a 2.PROGl1.N

EXEMPLE 4
Posons, pour tout n > 0, 6(n) (n-1)(n+2)/2.
Soit (S,) une suite convergente de limite S* telle que,
pour tout entier n > 1 et pour tous les entiers j et Kk
compris strictement entre 8(n) et 6(n+l), on ait
Se(n-1) € 83 = By < Sg(n) < Seg(n+1y < B*.
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So S S5 ... Sg(n-1) Se(n)  Se(n+1)
N | (N LS Y SIS (T S (S 1o Lol s
Sl S3 Sﬁ se{ﬂ)+l S‘
= S4 = S7 .
= Sg = Sgim+1)-1

Pour tout entier n > 1, nous avons
p-(8(n)+1) = 2
et pour tout entier j tel que j~-1 g B{(N*)
p=(3) =1
D'autre part, pour tout emtier n 2 1, mous avons
p*(8(n)) = 8(n+l) - 8(n) = n+l
et pour tout entier j g 6 (N*)
pr(j) =1
Donc la suite (S,) appartient a 2.REGI1 mais n'appartient a
aucun ensemble g.PROGl, avec q 2 1, donc n'appartient pas a
* PROG1.Hm

En résumé mous pouvons énoncer :
Proposition 4.

| a) 1.PROG1 = 1.REG1 = MON
| b) Pour tout entier ¢ 2 1 : g.PROGL M g.REGl # @

Proposition 5.
| Pour tout entier g 2 2 =
[ a) g.PROG1 ¢ g.REG1
| b) g.PROG1 ¢ *.REG1
| c) g.REG1 ¢ g.PROG1
| ) q.REG1 ¢ *.PROG1

Nous allons voir maintenant gque, pour tout entier g,
g2l, Q est asymptotiquement décidable sur chacun des ensembles
g.PROG1 et g.REG1l, puis nous étendrons ces résultats aux
ensembles *.PROG1 et *.REGl; mais cela ne résulte nullement -
et nous en verrons plus loin un exemple - du fait que *.PROG1
et *.REG1l sont réunions de sous-ensembles sur lesquels Q est
asymptotiguement décidable.
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5. DECIDABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA QUESTION Q SUR LES
ENSEMBLES q.PROGl, g.REGl

Donnons d'abord une autre caractérisation de l'ensemble
g.PROG1. Nous utiliserons les notations suivantes

Pour toute suite (S,), U, (resp. V,,) désigne le
plus petit élément (resp. le plus grand élément) de l'ensemble
contenant les q termes de la suite d'indice inférieur ou égal a
n, c'est-a-dire

(&
3
o

I

min (S,,Sp-14+++sSn-q+1)-

<
1]

n,q max (Snlsn-ll'°'lsn—q+1)'

Lemme 2.
[ Pour toute suite (S,) convergente de limite S*, nous
| avons les équivalences suivantes '
| (s.) € g.PROG1 N C1- <=> } N, ¥n 2 N : S, € Vpyq.q < S*
| (s.) € g.PROG1 N C1* <=> } N, ¥n 2 N : 5* < Upq.q < S,

'PREUVE
(S,) € g.PROG1 N C1-
<=> 3 N, ¥n 2N, } j tel que : 1<jSq et S, £ S, < S*
<=> } N, ¥n 2N : S, £ max (Sp41,.--+5n4q) = Vniq,q < S*
La deuxiéme équivalence se démontre de fagon analogue.l

D'autre part, nous pouvons énoncer

Lemme 3.
I Toute suite (S,) de C* de limite S* vérifie la propriété
|l ¥ N, 3n2Ntelque :Vp>n, |s,-s*| < |s,-5*]

PREUVE

Faisons une démonstration par 1'absurde.

Supposons qu'il existe un entier a(0) tel que
vn2a(0), 38(n)>n/ legnml 2 le,l

On peut toujours supposer : e, (o) # O.

De plus, en posant a(l) = &6(a(0)), on a
a(l) > a(0) et
leay! 2 leaqol

On construit alors par récurrence une suite strictement

croissante d'entiers (a(k)) telle que, pour tout k 2 0
a(k+1l) = &(a(k))
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et leqeny| 2 leary! 2 legoyl > 0
ce qui contredit le fait que la suite (S,) converge.®

Corollaire 1.
| a) Toute suite (S,.) de Cc1- vérifie
| VN, 3n2N:8,<inf { S,, p > n }.
[ b) Toute suite (s,) de c1+ vérifie
i VN, 3In2N:8§,>sup{S,, p>nl}l.

PREUVE
D'aprés le lemme 3, on a
¥N,3n2N:85,<inf { S,, p > n}
et comme la suite (S,) converge vers S*, on a
S, #inf { S,, p>n}. &

Le lemme 2 et le corollaire 1 nous permettent alors de
construire un algorithme de décidabilité de la question Q sur
q.PROG1, que l'on appellera le g.prog-algorithme.

Comme gq.PROG1l est inclus dans Cl et que C1 = C1- U C1+,
nous avons

q.PROG1 = (g.PROG1 N C1-) U (g.PROGL N C1*).

Pour toute suite (S,) de g.PROG1l, la suite (R,) des
réponses fournies par l'algorithme devra donc vérifier
- 3 N,, ¥n 2N, : R, = -1 si (S,) € g.PROG1 n C1-
- 3 Ny, ¥n 2N, : R, = +1 si (S,) € g.PROG1 N Cl-+.

description du gq.prog-algorithme
n . 4gq;
répéter a 1l'infini

|

I

l

l

| (a) tant que S, < V, , faire

l Rn <~ -1;

| n . n+l

} fin du tant que (a);
| (b) tant que S, 2 U, , faire

l R, «- *+1;

l n .. n+l

|
I

fin du tant que (b)
fin du répéter.
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PREUVE DU q.PROG-ALGORITHME :
Etant donnée une suite (S,), notons
Ca(n) la proposition : S, € V,
Co(n) la proposition : S, 2 U,
La proposition C,(n) caractérisera les suites de
q.PROG1 n C1-.
La proposition C,(n) caractérisera les suites de
q.PROG1 N C1+.

Fait 1 : pour tout entier n, on a : C,(n) ou Cy(n).

En conséquence, lors du déroulement de l'algorithme,
quelque soit l'entier N, il existera un instant t tel que
la valeur de n a l'instant t sera égale & N. Nous dirons
"la valeur de N est atteinte".

~ 8i (S8,) une suite de gQ.PROG1 N Cl-, nous allons montrer
qu'a partir d'un certain rang, l'algoritlme boucle dans le
tant que (a). '

(S,) vérifie les deux faits suivants

Fait 2 : § N, vn 2N on a Ca(n).
ce fait résulte du lemme 2.

Fait 3 : V¥ N', 3 m 2 N' tel que 1l'on ait non C,(m).
ce fait résulte du corollaire 1.

D'apres le fait 1, la valeur N sera atteinte.
Et pour tout n 2 N, nous serons aprés toute incrémentation
n - n+l, dans l'un des deux cas suivants

ler cas : R,., = -1,

on était donc dans le tant que (a).

alors d'apres le fait 2, pour tout n' 2 n, on aura C,(n'),
i.e. on reste dans le tant que (a).

Par suite on aura bien : ¥ n' 2 n, R, = -1.

2éme cas : R,., = +1.

on était donc dans le tant que (b).

alors d'aprés le fait 3, il existe m 2 n tel que

l'on ait non C,(m), i.e. on ne peut pas boucler dans le
tant que (b).

On va alors tester la condition C,(m) qui est vraie car
m 2 N et on se raméne au ler cas.

- 8i (S,) est une suite de g.PROG1 N Cl1l*, on montre de la
méme fagon que l'algorithme boucle dans le tant que (b).NR
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Et donc, nous avons le résultat

Théoréme 4.
| Pour tout entier q non nul, la question "quel est le
| signe de s,-S* ?" est asymptotiquement décidable sur
| 1'ensemble g.PROG1.

Etudions maintenant les ensembles q.REG1.

En reprenant les notations précédentes, nous avons

Un-l,q = min (sn-llsn-ZI vee lsn-q)
Vn—l.q = max (sn-—llsn—ZI "'lsn-q)
Lemme 4.

[ Pour toute suite (S,) convergente, nous avons les deux

| équivalences suivantes

l (s,) € Q.REG1 n C1- <=> } N, ¥n
| (s,) € g.REG1 n C1* <=> } N, ¥n

N : Up.yq €S, < S

2
>N : 8 <S8, €V,

PREUVE
(S,) € g.REGL N C1-
<=> 3} N, vn 2N, 3 j tel que : 1<jsg et S,.; £ S, < 8*
<=> } N, ¥n 2N, min (Sp-y,.--,8n-q) = Un-1,4 £ S5 < 8*.
idem pour la deuxiéme égquivalence.B

2
2

Or, nous pouvons énoncer le lemme suivant

Lemme 5.
[ soit g un entier quelconque non nul.
| a) toute suite (S,) de Cl1- vérifie
I vN, 3n2N:V,_, <5,
| b) toute suite (S,) de cl+ vérifie
I VN, 3n2N:8, < Up.;q

PREUVE
Faisons par exemple la démonstration dans le cas ou (S,)
est une suite de Cl- de limite S*.
Raisonnons par 1'absurde. Supposons que (S,) vérifie
il existe N 2 g tel que
(1) ¥na2N-gq: S, <S*
(2) ¥n2N:8,S Voig
alors on a pour tout n > N
Vn-l,q = max (snl Vn-l,q)
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= max (S,, Sp-1, -+ Sp-g+1s Sn-q)
2 max (S,, Sp-14 +--4 Sp-qs1) = Vo.q
Or, d'aprés (1) : V, 4 < S*
donc : ¥nz2N, S £V, < 5
ce qui contredit le fait que la suite (S,) converge vers
s*.n
remarque

Notons, qu'a la différence du lemme 2, ce résultat n'est pas
vrai pour toute suite de C*. Il suffit de considérer une suite
(S,) alternée telle que les deux sous-suites (S25) et (Szp41)
sont monotones, l'une croissante et 1l'autre décroissante.
Alors, pour tout entier g non nul et tout entier n, on a

Sn € [Un-l,q [ Vn—l,q]'

Les lemmes 4 et 5 nous permettent alors de construire
un algorithme de décidabilité de la question Q sur g.REG1l, que
l'on appellera le g.reg-algorithme. A chaque étape n, n2g, il
utilise, lui aussi, g+1 termes consécutifs de 1la suite, a
savoir S,, Sp-1,...,Snq-

Comme une suite de g.REGl1l appartient soit & C1-, soit a
C1+*, la suite (R,) des réponses fournies par l'algorithme devra
vérifier
- 3 No, ¥n 2 N, : R,

> -1 si (S,) € gq.REG1 n C1-
-&NOlanNO:Rn

+1 si (S,) € g.REG1 N C1+.

DESCRIPTION DU g.REG-ALGORITHME
n . 4g;
répéter & 1l'infini

|

|

\

|

| (a) tant que S, 2 U,., , faire

I Rn <= °1;

l n .. n+l

} fin du tant que (a);
l (b) tant que S, < V,., o faire

' Ry, «- +1;

| n (. n+l

|
|

fin du tant que (b)
fin du répéter.
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PREUVE DU q.REG-ALGORITHME
Etant donnée une suite (S,), notons
Ca(n) la proposition : S, 2 U, g
Co(n) la proposition : S, € V., 4
La proposition C,(n) caractérisera les suites de
g.REG1 n C1-.
La proposition C,(n) caractérisera les suites de
g.REG1 n C1+.

Fait 1 : pour tout entier n, on a : C,(n) ou Cy(n).

En conséquence, lors du déroulement de l'algorithme,
quelque soit l'entier N, il existera un instant t tel que
la valeur de n a l'instant t sera égale & N. Nous dirons
"la valeur de N est atteinte".

- 81 (S,) une suite de g.REG1 N Cl-, nous allons montrer
qu'a partir d'un certain rang, l'algorithme boucle dans le
tant que (a).

(S,) vérifie les deux faits suivants

Fait 2 : § N, Vn 2N on a C,(n).
ce fait résulte du lemme 4.

Fait 3 : VN', 3 m 2 N' tel que 1l'on ait non C,(m).
ce fait résulte du lemme 5.

D'aprés le fait 1, la valeur N sera atteinte.
Et pour tout n 2 N, nous serons apres toute incrémentation
n (- n+l, dans l'un des deux cas suivants

ler cas : R,., = -1.

on était donc dans le tant que (a).

alors d'aprés le fait 2, pour tout n' 2 n, on aura C,(n'),
i.e. on reste dans le tant que (a).

Par suite on aura bien : ¥ n' 2 n, R, = ~1.

2éme cas : R,.; = +1.

on était donc dans le tant que (b).

alors d'aprés le fait 3, il existe m 2 n tel que

l'on ait non Cy(m), i.e. on ne peut pas boucler dans le
tant que (b).

On va alors tester la condition C.(m) qui est vraie car
m 2 N et on se raméne au ler cas.

-~ 8i (S,) est une suite de g.REGl N C1l+*, on montre de la
méme fagon que l'algorithme boucle dans le tant que (b).B
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Et donc, nous avons le résultat

Théoréme 5.

| Pour tout entier g non nul, la question "quel est le

| signe de S.-S* ?" est asymptotiquement décidable sur
| 1'ensemble g.REGL.

6. DECIDABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA QUESTION Q SUR LES
ENSEMBLES *.PROG1 ET *.REG1l

En utilisant les mémes idées, nous allons montrer que,
de maniére plus générale, la question Q '"quel est le signe de
S,-S* ?" est asymptotiquement décidable sur *.PROG1.

Lemme 6.
I 2) soit (S,) une suite de r.PROG1 N Cl- et N 2 r tels
| que : vn 2K, §5,., £V,, < S*.
| Alors, pour tout entier q 2 r et tout entier n 2 N+g-r,
| on a : S,.q €V, q < S*.
| b) Soit (S,) une suite de r.PROG1 n Cl* et ¥ 2 r tels
| que vn 2§, s* <U,, < Sn_,.
| Alors, pour tout entier q 2 r et tout entier n 2 N+g-r,
| on a : §* < U, q S Spq-

PREUVE
Faisons par exemple la démonstration de (a).
Raisonnons par récurrence sur l'entier q.
La propriété est vraie pour q = r. '
Supposons que
¥ n 2 N+g-r, Spq S Vn,q
Montrons que
¥ n Z~ﬁ+(q+l)-r, Sn-(q+1) £ Vn,q+1
Soit n 2 N+g+l-r, alors on a
n-1 2 N+g-r
et d'aprés 1l'hypothése de récurrence
sn-l—q s Vn-l,q
Or : Vo.1,q = Max (Sp_3, ..., Sn-q)
< max (Sn, Sn-1s ++++ Sn-q)
d'ol : Voo3,q S Vi q41
et on a donc bien

Sn—(q+1) s Vn,q+1'.
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Décrivons maintenant le prog-algorithme : algorithme de
décidabilité de la question Q 'quel est le signe de S,-5* ?"
sur l'ensemble *.PROG1.

description du prog-algorithme
9«0, n . 0; ng .- 0;

|

|

| répéter a 1'infini

| d «-g+l; n . n+2; ng . n {ng servira uniquement a la
l preuve de l'algorithme}
I (a) tant que S,., € V, , faire

| Ry ¢ 1

| n .. n+l

} fin du tant que (a);

| (b) tant que S, 2 U, , faire

! Rn<_ +1.¢

l n . n+l

| fin du tant que (b)

| fin du répéter.

« PREUVE DU PROG-ALGORITHME
Etant donnée une suite (S,), notons
A(qg,n) la proposition : S,.q £ V, 4
B(g,n) la proposition : S,.q 2 U, q
La proposition A(g,n) caractérisera les suites de
g.PROG1 N C1-.
La proposition B(g,n) caractérisera les suites de
g.PROG1 N C1+.

Fait 1 : tout au long de l'exécution de l'algorithme, on a
n 2 ng 2 2q

- Soit (S,) une suite de *.PROG1 N Cl-.
Soit r le plus petit entier tel gue (S,) € r.PROG1l.

(S,) vérifie les trois faits suivants

Fait 2 : 3 N2 r, vg2r, vn 2 N+g-r, on a : A(q,n).
ce fait résulte du lemme 2 et du lemme 6.

Fait 3 : Vg21,vVn, 3 n'"2n tel que 1'on ait
non B(g,n').
ce fait découle du corollaire 1 du lemme 3.

On ne pourra donc pas boucler dans le tant que (b).
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Fait 4 : Vg <r, ¥vn, 3 n' 2 n tel que 1'on ait
. non A(g,n').

cela résulte du choix de r tel que (S,) ¢ g.PROG1

pour g < r.

Tant que l'on n'a pas atteint la valeur r, on ne peut pas
boucler dans le tant que (a).

d'apreés les faits 3 et 4, q atteindra la valeur r.

ler cas : 3 q, avec r £ g < N, tel que
¥ n 2 ng, A(g,n).
alors on boucle dans le tant que (a) et on a bien
¥n 2nq, R, = -1.

2éme cas : ¥V q, avec r £ q < N, il existe n 2 ng tel gque
l'on ait non A(qg,n).
Alors, d'aprés le fait 3, g atteindra la valeur N.
et d'apres le fait 1, pour tout n 2 ng, on aura :
n 2 2q 2 N+q 2 N+g-r.
Donc, d'aprés le fait 2, pour tout n 2 ng, on a : A(g,n').
On boucle donc dans le tant que (a).
Et on a bien : ¥ n 2 nq, R, = -1.

- La démonstration est analogue pour une une suite de
*.PROG1 N Cl+.m

Et donc, nous énongons

Théoréme 6. _
|| La question "quel est le signe de S§,-S* ?" est
| asymptotiquement décidable sur 1'ensemble *.PROG1.

Etudions maintenant la décidabilité de la question Q
sur l'ensemble *.REG1.

Lemme 7.

- “ a) Soit (S,) une suite de r.REG1 N Cl- et N 2 r tels que:
I ¥vn2WN, u_, ,ss, < s*.
| Alors, pour tout entier q 2 r et tout entier n 2 N+g-r,
I ona: U. 58, < s*.
|l b) soit (S,) une suite de r.REG1 n Cl* et N 2 r tels que:
I vn2H, s* <s, V,_y ..
| Alors, pour tout entier q 2 r et tout entier n 2 N+g-r,
l ona: s*<s, sV,
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PREUVE

Faisons par exemple la démonstration de (a)
Raisonnons par récurrence sur l'entier gq.
La propriété est vraie pour q = r.
Supposons que

¥vn 2 N+q-r, Uyy,q £ S, < S*
Montrons que ,

¥ n 2 N+(g+l)-r, U,y q¢1 £ S, < S*
Soit n 2 N+q+l-r, alors on a

Un-l,q+1 = min (Sn-llsn-ZI AR/ Sn—qr Sn-(q+1))

€ min (Sp-y; Sp-2s/ ---s Sn-q)

d'oQ : Up.y, qe1 < Un-1,q
Et comme n-1 2 N+g-r, on a bien

Un—l.q+1 < Sn-l < 5*.m

L'algorithme de décidabilité de 1la question Q sur
l'ensemble *.REGl1 est appelé le reg-algorithme. Nous Ile
décrivons

description du reg-algorithme
qd ¢« 0; n . 0; ng .- 0;

|

|

| répéter & 1'infini

| g «- g+*l; n . n+2; nq (- n; {ng servira unigquement a la
| preuve de l'algorithme}

| (a) tant que S, 2 U,., o faire

I Ry «- -1;

| n .. n+l

I fin du tant que (a);

l
| (b) tant que S, S V,., , faire

I R, - +1;

| n .. n+l

| fin du tant que (b)

| £in du répéter.

PREUVE DU REG-ALGORITHME
Etant donnée une suite (S,), notons
A(g,n) la proposition : S, 2 U,.; 4
B(g,n) la proposition : S, £ V,_;,4
La proposition A(qg,n) caractérisera les suites Qde
g.REG1 N C1-.
La proposition B(qg,n) caractérisera les suites de
g.REG1 n C1+.

Fait 1 : tout au long de l'exécution de 1l'algorithme, on a
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n 2ng 2 29q

- Soit (S,) une suite de *.REG1l N C1-.
Soit r le plus petit entier tel que (S,) € r.REGI.

(S,) vérifie les trois faits suivants

Fait 2 : 3 N2r, vgq2r, vn 2 N+gq-r, on a : A(g,n).
ce fait résulte du lemme 4 et du lemme 7.

Fait 3 : vg21,vn, 3 n' 2n tel que 1'on ait
non B(g,n').
ce fait découle du lemme 5.

On ne pourra donc pas boucler dans le tant que (b).

Fait 4 : Vg <r, vn, 3 n' 2n tel que 1l'on ait non
Ca(n').

cela résulte du choix de r tel que (S,) € g.REG1
pour g < r.

Tant que l'on n'a pas atteint la valeur r, on ne peut pas
boucler dans le tant que (a).

d'aprés les faits 3 et 4, g atteindra la valeur r.

ler cas : 3 q, avec r s q < N, tel que
¥ n 2 ng, A(gq,n).
alors on boucle dans le tant que (a) et on a bien
¥nz2ng, R, = -1.

2éme cas : ¥ g, avec r £ g < N, il existe n 2 ng tel que
l'on ait non A(qg,n).
Alors, d'aprés le fait 3, g atteindra la valeur K.
et d'aprés le fait 1, pour tout n 2 ng, on aura
n 2 2q 2 N+q 2 N+qg-r.
Donc, d'aprés le fait 2, pour tout n 2 ng, on a : A(qg,n').
On boucle donc dans le tant que (a).
Et on a bien : ¥ n 2 nq, R, = -1.

- La démonstration est analogue pour une une suite de
* . REG1 n Cl*.m

~

D'ou
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Théoréme 7.
| La question "quel est le signe de S,-S* ?" est
| asymptotiquement décidable sur l'ensemble *.REGL.

La question Q est donc asymptotiquement décidable sur
tous les sous-ensembles stricts de Cl envisagés, la raison
intuitive pouvant étre que, comme Cl est partitionné en Cl* et
Cl-, la suite des réponses a la question Q est asymptotiquement
constante, égale & +1 (pour toute suite de C1l*) ou égale a -1
(pour toute suite de C1-).

Nous avons proposé deux généralisations possibles de la
monotonie : les suites progressives et les suites régressives.
Dans Cl, elles donnent les mémes résultats de décidabilité de
la question Q. Nous verrons qu'il n'en est pas de méme dans C*.
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D. ETUDE DE SOUS-ENSEMBLES DE C2

) Rappelons qu'une suite (S,) de C2 est une suite de C*,
de limite S* telle que

VN, 3In>N: (sn-st)(sn-l—s’:) <0

Nous avons prouvé dans la partie B que la question Q
"quel est le signe de S,-S* ?" est asymptotiquement indécidable
sur C2. Existe-t-il alors des sous-ensembles de C2 sur lesquels
la question Q soit asymptotiquement décidable ?

1. DECIDABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA QUESTION Q SUR
L'ENSEMBLE ALT

ALT désigne le sous-ensemble de C2 contenant les suites
(S,), de limite S*, asymptotiquement alternées, c'est-a-dire
telles que, pour tout entier n suffisamment grand, les erreurs
e, = §,-S* et e,.; = S,_,-5* sont de signe opposé.

(S,) € ALT <=> N, ¥n>N : e, e,.; <O

Autrement dit, pour tout n suffisamment grand, la
limite S* appartient au segment d'extrémités S, et S,.;. Ce qui
peut encore s'écrire, en utilisant la notation

>Snlsn-1< = ]snlsn-l[ si Sn < sn-l
]sn.-llsn[ Si sn-l < sn

(S,) € ALT <=> 3} N, ¥n > N : S* € >8,, Sp-1<

Donc, pour toute suite (S,) de ALT et pour tout entier
n assez grand, S,., et S* se trouvent d'un méme coté par
rapport a S,. Cela nous permet de proposer un algorithme de
décidabilité de la question Q "quel est le signe de S,-8* ?"
sur l'ensemble ALT, qui utilise, & chaque étape n, n21, deux
termes consécutifs de la suite : S, et S,_;.
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description de l'algorithme
n (. 1;
Répéter a l'infini

sinon R, (- -1

|

|

|

|

} Si S, < S, alors R, . +1;
l n .. n+l

I

l

fin du répéter.
Nous énongons

Proposition 6.
| La question "quel est le signe de S,-S* ?" est
| asymptotiquement décidable sur 1'ensemble ALT.

Un sous-ensemble particulier de ALT est le sous-
ensemble, noté OSC, des suites oscillantes pour lesguelles les
deux sous-suites (S,,) et (S;,.;) sont asymptotiguement
monotones, l'une croissante et l'autre décroissante.

(S,) € 0SC <=> (S,) € ALT et N, ¥n > N : |le,| £ le..sl.

Nous allons maintenant construire de nouveaux sous-
ensembles de C2, pour lesquels nous éudierons par la suite le
probléme de la décidabilité asymptotique de la question "quel
est le signe de s,-s* ?".

2. DEFINITIONS DES SUITES g-ALTERNEES

Afin de généraliser la notion de suites alternées, nous
allons définir deux indices d'alernance, a*(n) et a-(n) et des
ensembles associés & ces indices.

DEFINITION 8
| soit (S,) une suite de C*, de limite S* et e, = S,-S*.

| On appelle indices d'alternance les entiers a*(n) et

| a-(n) définis par

| a*(n) = min ({j > 0 / e, e,.; < 0} U {

| a-(n) 0} U {

Pour toute suite de C2, a-(n) est non nul & partir d'un
certain rang tandis que a*(n) est non nul pour tout entier n.

01,
0}).

min ({j > 0 / e, en_;
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L'ensemble ALT apparait donc comme l'ensemble des
suites de C2 pour lesquelles les indices d'alternance sont, &
partir d'un certain rang, tous les deux constants et égaux 3 1.

1
1

(S,) € ALT <
<

> ¥ N, ¥n
> N, ¥n

N : a*(n)

2
2 N : a(n)

Nous pouvons généraliser cette définition et construire
a priori deux types de sous-ensembles de C2 : les ensembles
q.ALT* et ¢Q.ALT-, ou g est un entier non nul. q.ALT* est
l'ensemble des suites pour lesquelles, a partir d'un certain
rang, a*(n) est compris entre 1 et q ; et g.ALT- est l'ensemble
des suites pour lesquelles, a partir d'un certain rang a-(n)
est compris entre 1 et g.

DEFINITION 9
| Soit g un entier non nul et (s,) une suite convergente
| de limite S*.
| (s,) € Q.ALT* <=> }N, ¥n 2 N : 1
| (S,) € gq.ALT- <=> } N, ¥n 2N : 1

a*(n)
a-{(n)

q
q

A A
A IA

De fagon plus détaillée, une suite (S,) de q.ALT* est
‘caractérisée par

3 N, ¥n2N, } jtel que : 1sjsq et e, e,y < O
Et une suite (S,) de q.ALT- est caractérisée par

1 N, ¥n2N, 3 jtel que : 1<j<q et e, €,-5 < 0
Or nous avons

Proposition 7.
I Pour tout entier q € N*, q.ALT* = q.ALT-.

PREUVE

Montrons par exemple l'inclusion q.ALT* ¢ q.ALT-.
Raisonnons par 1'absurde.
Soit (S,) € g.ALT-. Suposons que (S,) £ g.ALT-*.
Alors (S,) vérifie
(1) 1N, ¥n2N, 3 j, tel que : 1<jsq et

e, e,.y <0
(2) ¥ N, 3 n2N tel que : pour tout j avec 1<jsg

on a e, e,,; > 0
en particulier il existe n 2 N tel gque, pour tout j avec
1<jsq, on a : e, e,y > 0.
cela entraine que, pour tout j avec 1l<jsg, on a
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en+q en+q—j >0
ce qui contredit (1).W

Nous noterons donc plus simplement par gq.ALT cet
ensemble, et une suite de ¢q.ALT sera appelée une suite g-
alternée. Une suite (S,) g-alternée est donc telle que, pour
tout entier n suffisamment grand, la limite S* appartient au
plus petit segment contenant S, ainsi que les g termes
suivants, et aussi au plus petit segment contenant S, ainsi que
les g termes précédents.

Il résulte de la définition de q.ALT
Proposition 8.

I 1.ALT = ALT
| ¥+q 21, q.ALT ¢ (g+1).ALT

* ALT désignera l'union de tous les ensembles q.ALT,
pour g 2 1.

3. SUITES PROGRESSIVES ET REGRESSIVES DE C2

Nous reprenons ici les notions d'indice de progression
et de régression introduites dans le paragraphe B.3 qui nous
ont permis de définir, pour tout entier g, g2l, les ensembles
q.PROG (resp. *.PROG) des suites g-progressives (resp.
progressives) et les ensembles g.REG (resp. *.REG) des suites
g-régressives (resp. régressives). Rappelons les définitions

p*(n) = min {j, j>0 et S,.j € <S,,5*< }
(S,) € Q.PROG <=> } N, ¥n 2 N : p*(n) £ q
p-(n) = min {j, j>0 et S, € <5,;,5*< }

(S,) € Q.REG <=> } N, ¥n 2 N : p-(n) £ g

+o
* ,PROG = U q.PROG
q=1

Nous avions aussi défini les intersections de ces
ensembles avec C2. Les notations sont les suivantes
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DEFINITION 10 :
q.PROG2 = g.PROG N C2
q.REG2 = q.REG N C2

+o
* PROG2 = *.PROG N C2 = U q.PROG2
Q=1

+®
* REG2 = *,REG N C2 = U (g.REG2
Q=1

Il résulte des définitions que

Proposition 9.
|l ¥ g 21, q.PROG2 c (g+1).PROG2
I ¥ g 2 1, q.REG2 ¢ (g+l1).REG2

D'autre part, nous avons

Proposition 10.
 a) 1.PROG2 = 1.REG2 = @
| b) 2.PROG2 = 2.REG2 = OSC
| ¢) pour tout q 2 2, q.PROG2 N §.REG2 # @

PREUVE
a) 1.PROG2 = 1.PROG N C2 = MON N C2 = ¢

b) Il suffit de montrer que : 2.PROGZ2 c OSC
2.REG2 ¢ 0OSC

- Soit (S,) € 2.PROG2.
(S,) vérifie
(1) 3 N, ¥n2N, 3 jtel que : 12352 et S,,5 € <S,,5*<
Comme (S,) € C2, il existe N 2 N tel que

Sqg € 8* < Spyy
Alors, d'aprés (1), on a nécessairement

Sg S Sgez € 8% < Sps3z £ Spss
Et par récurrence on obtient pour tout p 2 0

sﬂ+zp £ SN+2p+z < 8* « sﬂ+zp+3 -3 sﬁ+2p+1

ce qui prouve que (S,) € OSC.

- Soit maintenant (S,) € 2.REG2.

(S,) vérifie

(2) 3 N, ¥n 2N, 3 j tel que : 1sjs2 et S, € <5,.5,5%<
Montrons par l'absurde que (S,) € ALT.

Supposons que : ¥ N, 3 n 2 N tel que e, e,,; > O

en particulier il existe n 2 N tel que e, e,,; > O,
c'est-a-dire S, et S,,; sont situés d'un méme coté par
rapport a la limite.
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Désignons par n' le plus petit entier tel Qque

n' 2 n+2

et e,, e, <0, i.e. S,,, et S, sont situés de
part et d'autre de la limite. )
n' existe car (S,) € C2.
On a alors : e,  e,.;, < 0O et e, e, ., <O
c'est-a-dire S, ., et S, d'une part, S, ., et S, d'autre
part, sont situés de part et d'autre de la limite.
ce qui contredit la propriété (2).
Donc (S,) € g.ALT
Il résulte alors de la propriété (2) que (S,) € OSC.

c) Pour tout entier q 2 2, on a, d'apres la proposition 9
2.PROG2 c q.PROG2
2.REG2 ¢ g.REG2

et comme : 2.PROG2 = 2.REG2 = 0SC,

on a 1l'inclusion
OSC c q.PROG2 N g.REG2.R

Proposition 11.
| Pour tout entier g 2 1, on a les inclusions
| a) g.PROG2 ¢ q.ALT
| b) 9.REG2 ¢ q.ALT

PREUVE
a) Soit (S,) € g.PROG2.
(S,) vérifie
(1) 3 N, ¥n2N, 3 j tel que : 1sjsg et S,.; € <5,,8*<
Nous allons construire par récurrence une suite strictement
croissante d'entiers (B(1i))i> telle que
€p(i) €a(irer < 0
B(i+l) - B(i) s q
Puis nous montrerons que, pour tout i 2 0 et pour tout n
avec B(i) € n < B(i+l), il existe h tel que
l1shsg et e, ey < O
ce qui prouvera que (S,) € q.ALT.

Par définition de C2, il existe un entier B(0) 2 N tel que

€a(0) €p(or+1 < 0
Supposons que l'on ait construit B(i) tel que
€a(i) €p(iye1 < 0
Alors, d'apres (1), il existe j avec 25<j<g tel que
€a(i) €p(ire; > O
Et i1 existe k avec 2sksg+l tel que
€a(i)+1 €p(ir+x > O
Donc il existe un entier fB(i+l) tel que
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B(i)+2 < B(i+1l) < B(i)+g
et ep(i4+1) ©a(is1)41 € O
Et on a bien : B(i+l) - B(i) = g

Par construction, on a : eg(i) €g(i)+1 < O
D'autre part, pour tout n tel que : B(i) < n < B(i+l)
- ou bien : e, eg(i41y) < O
alors, en posant h = B(i+l)-n
on a bien : e, e,,y, < 0 avec 1ls<h<g
- ou bien : e, eg(iysy > O
on a alors : e, epg(y41)41 < O
et, en posant : h = B(i+l1)+1-n
on obtient : e, e,,, < 0 avec 1<hs<qg.

b) soit (s,) € g.REG2.
(S,) vérifie
(2) 3 N, ¥n2N, 3 jtel que : 1<sjsg et S, € <S,_;,5*<
Nous allons construire par récurrence une suite strictement
croissante d'entiers (B(i));»p telle que

€aci) €p(iy+r < 0

B(i+1)-p(i) s ¢q
Puis nous montrerons que, pour tout i 2 0 et pour tout n
avec B(i) < n < B(i+l), il existe h tel que

lshsg et e, e,., ¢ O
ce qui prouvera gque (S,) € q.ALT.

Comme (S,) € C2, il existe un entier B(0) 2 N tel que
€a(0) €p(oy+1 < 0
Supposons que l'on ait construit B(i) tel que
€a(1) €p(iyer < 0
Et considérons le terme Sp(i)+q+1
- 0Ou bien H eﬁ(i)+1 ea(i)+q+1 < O
alors il existe un entier B(i+l) tel que
B(i)+1 = B(i+l) < B(i)+g
€a(i+1) @p(i+1)+1 < O
et on a bien : B(i+l1)-B(i) < ¢q
- ou bien : €n(i)+1 ea(1)+q+1 >0
alors montrons par l'absurde qu'il existe k avec 25ksq
tel que
(3) €a(i)+k €p(i)eqrr < O
Supposons que, pour tout k avec 2<ksg, on ait
€a(i)+k €p(i)+qer > O
tous les termes SB(")"’ll SB(“)‘*ZI ..oy Sg(,-)+q, Sg(i)+q+1
seraient donc d'un méme cdté par rapport a la limite.
alors d'aprés (2) on aurait
¥yno> p(l)+l, €a(i)+1 ©n >0
ce qui contredit le fait que (S,) € C2. .
Il résulte de (3) qu'il existe une entier B(i+l) tel que
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incomparables pour la relation d'inclusion,

Chapitre I.D

B(i)+k < B(i+l) = B(i)+q
€a(i+1) €prisny+1 < 0
et on a bien : B(i+l)-B(i) = q.

Par construction, on a : eg(y) €p(iy+r < O

D'autre part, pour tout n tel que : B(i)+1 < n < B(i+l)

-~ ou bien : e, eg;) ¢ O
alors, en posant h = n-B(i)
on a bien : e, e,., < 0 avec 1l<hsg
- ou bien : e, ezyy) > 0
on a alors : e, eg(iy+; < O
et, en posant : h = n-(B(i)+1)
on obtient : e, e,., < 0 avec 1sh<qg.B

Enfin les ensembles g .PROG2 et qg.REG2

sont

comme le montrent

les exemples suivants.
EXEMPLE 1
Soit (S,) une suite convergente de limite S5* telle que
¥n 21, Ssh-a € Sgn € Ssn-z € Ssnsy ¢ 87
et 8% < Ssnez € Ssn-1 < Ssn-3
sSn SSn+5 s* ssn+4 SSn-l
S SR W S, i I N S, i 5 IS I, 5 I W,
Ssn-4 Ssn-2 Ssn+1 Ssn+s Ssn+2 Ssn-3
Pour tout entier n > 0, nous avons
- d'une part :
p*(5n) =1
p*(Sn+l) = 2
p*(5n+2) = 2
p*(5n+3) = 3
p*(Sn+4) = 3
ce qui prouve que la suite (S,) appartient a 3.PROG2
- d'autre part
B-(5n) = 4
p-(5n+1) = 1
p-(5n+2) = 3
p-(5n+3) = 2
p-(5n+4) = 2
ce qui prouve que la suite (S,) appartient & 4.REG2, mais
n'appartient pas a 3.REG2.B
EXEMPLE 2

Posons, pour tout entier n, 6(n) = n2.
Notons que
6(n)+l = 8(n+l)-2n
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et 6(n)+2 = 8(n+l1)-(2(n-1)+1).
Soit (S,) une suite convergente de limite nulle vérifiant
les inégalités

Vi, 1=1i<n-1, Segn < Senr-2i < Secne1y < 0,
¥i, 0 21isn-1, 0 < Sgrns1r-1 < Se(ny-(2i+1)-
Se(n) e(n+1) O
__________ TS e AU N WSS SO
Se(n)-2 Se(n+1)-1  Se(n)-1
= Se(n)-2i = Se(n)-(2i+1)
= Se(n)-2(n-1) = Se(n)-(2(n-1)+1)

Pour tout entier n 2 2, on a
p+(e(n)) =1, car Se(n) < Se(n+1) < se(n)+1 <0
pr(8(n)-2) = 3, car Se(n) < Se(nr-2 < Se(m+1 < 0 < Se(ny-1
p*(8(n)-1) = 3, car Sg(n) < Sg(ny+1 < 0 < Sg(nr+2 € Se(ni-a
pt(8(n)-2i) = 2, pour tout i / 1 < i € n-1
pt(6(n)-(2i+1)) = 2, pour tout 1 / 0 < i £ n-1.
Ce qui prouve que la suite appartient a 3.PROG2.
Par contre, elle n'appartient a aucun ensemble ¢.REGZ, avec
g 2 1 et donc n'appartient pas a *.REG2. En effet il suffit
de remarquer que pour tout n > 0, on a

p-(8(n)) = 6(n)-68(n-1) = 2n-1.m

EXEMPLE 3
Soit (S,) une suite convergente de limite S* telle que
¥ n 21, Ssnez € Ssn € Ssnes < Ssner < 8*

et 5% < Bsn+e < Ssn+z < Ssnsi

Ssn-s Ssn s* Ssn+s Ssn+s
bl b4 A 4L ___ 1y
Ssn-3 Ssn-1 Ssn+2 Ssn+a Ssn+s Ssn+1

Pour tout entier n > 0, nous avons
- d'une part

..

p-(5n) =

p-(5n+1) = 3
p-(5n+2) = 3
p~(5n+3) = 2
p-(5n+4) = 2

ce qui prouve qgue la suite (S,.) appartient a 3.REG2
- d'autre part

p*(5n) = 4

pt*(5n+l) = 2
pt(5n+2) = 2
p+(5n+3) = 3
pt*(5n+4) = 1
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~

ce gui prouve gue la suite (S,) appartient a 4.PROG2Z2, mais
n'appartient pas & 3.PROG2.B

EXEMPLE 4
Posons, pour tout entier n, 8(n) = n2.
Notons que
8(n)-1 8(n-1)+2(n-1)
et 8(n)-2 8(n-1)+2(n-2)+1.
Soit (S,) une suite convergente de limite nulle vérifiant
les inégalités

vi, 1lsisn, Se(n-1) < Se(ny+2i < Se(my < 0,
Vi, 0 £1<n-1, 0 < Sg(n+1)+1 < Se(n)s2i+1-
Se(n-1) Se(n) 0
ok Lo Lo L e R 5
Se(n)+2 Se(n+1)+1 Se(ny+1
= Se(n)+21 = Se(ny+(2i+1)
= Se(n)+2n = Ba(n)+(2(n-1)+1)

Pour tout entier n 2 1, on a
p-(8(n)) =1,
car Seg(n)-1 < Sg(ny < 0.
p(8(n)+2) = 3,
Car Se(n)-1 € Se(nmi+z < Seny € 0 < Se(nyer-
p-(8(n)+1) = 3,
car Se(n)-1 € Se(ny € 0 < Sg(ny+1 € Sernmr-2-
p-(8(n)+2i) = 2, ¥i, 1 <isn
p-(6(n)+(2i+1)) = 2, ¥i, 0 < i € n-1.
Ce qui prouve que la suite appartient a 3.REG2.
Par contre, elle n'appartient a aucun ensemble q.PROG2Z,
avec g 2 1 et donc n'appartient pas a *.PROG2.
En effet il suffit de remarquer que, pour tout entier
n>o0, ona
p*(8(n)) = 6(n+l)-8(n) = 2n+1.8

En résumé nous énongons

Proposition 12.
I Pour tout entier q 2 3
| a) q.PROG2 ¢ g.REG2
| b) g.PROG2 ¢ *.REG2
| ) gQ.REG2 ¢ q.PROG2
| 4) q.REG2 ¢ *.PROG2

Nous allons maintenant étudier la décidabilité
asymptotique de la question Q "quel est le signe de §,-8* ?"



Chapitre I.D » -49-

sur chacun des ensembles introduits. Puisque 2.PROG2 et 2.REG2
sont tous les deux égaux au sous-ensemble OSC de ALT et gque
1.ALT est égal & ALT, la décidabilité asymptotique de la
question Q ne se pose plus que pour les ensembles q.ALT avec
q 2 2 ainsi gque pour les ensembles gq.PROG2 et g.REG2 avec
qg 2 3. Nous allons prouver que la question Q est
asymptotiquement indécidable sur chacun de ces ensembles.

4. INDECIDABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA QUESTION Q SUR

a) l'ensemble q.PROG2, q 2 3

Théoréme 8.
| Pour tout entier g 2 3, la question "quel est le
| signe de s,-S* ?" est asymptotiquement indécidable
| sur 1l'ensemble q.PROG2.

PREUVE
Comme 3.PROG2 c g.PROG2, pour tout entier g 2 3, il suffit
de prouver que la question Q "quel est le signe de S,-S* ?"
est asymptotiquement indécidable sur 3.PROG2.
La démonstration est identique & celle du théoréme 2. Il
suffit de remargquer que
- d'une part, les suites (T, ,) que l'on construit sont
dans l'ensemble OSC donc a fortiori dans 3.PROG2,
- d'autre part, la suite (S,) que l'on construit, pour
laguelle l'algorithme @ donne une infinité de réponses
fausses appartient aussi & 3.PROG2. En effet, pour tout
entier p > 0, nous avons deux cas de figures possibles

- ler cas : S,, € <8,,.,,58%< et S,,4; € < Spp5-;,58%<

Dans ce cas, nous avons
n*(2p-2) = 2
p*(2p-1) 2

-~ 2éme cas : S,, € <8,,,,8*< et Syp,; € < Spp-1,5*<

St

Et dans ce cas, nous avons
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3
R

p*(2p-2)
p*(2p-1)

Comme 1l'ensemble q.PROG2 est inclus dans le sous-
ensemble g.PROG de C*, nous déduisons immédiatement le
corollaire suivant

Corollaire 2.
| Pour tout entier q 2 3, la question "quel est le
| signe de s,-S* ?" est asymptotiquement indécidable
| sur 1'ensemble g.PROG

b) l'ensemble g.REG2, g 2 3

Théoréme 9.
| Pour tout entier q 2 3, la question "quel est le
| signe de s.-S* ?" est asymptotiquement indécidable
| sur 1'ensemble q.REG2.

PREUVE

Comme 3.REG2 ¢ g.REG2, pour tout entier q 2 3, il suffit de
prouver gue la question Q "quel est le signe de S,-S* ?"
est asymptotiquement indécidable sur 3.REG2.
La démonstration est elle aussi identique & celle du
théoreme 2. Il suffit de remarquer que
- d'une part, les suites (T, ,) que l'on construit sont
dans l'ensemble 0SC donc a fortiori dans 3.REG2,
- d'autre part, la suite (S,) que l'on construit,
appartient aussi & 3.REG2. En effet, reprenons les deux cas
possibles (voir les illustrations dans la preuve du
théoréme 8)
- ler cas : 8,, € <8,,.,5%< et S, € <Spp-,,5%<
nous avons alors

p-(2p) = 2

p-(2p+1) = 2
- 2éme cas : S,, € <S,p-,5%*< et Syp,; € <Sp,-1,8*<
Et dans ce cas, nous avons

p-(2p) = 1

p-(2p+1l) = 3 B

Comme 1l'ensemble ¢g.REG2 est inclus dans le sous-
ensemble ¢g.REG de C*, nous pouvons énoncer le corollaire
suivant
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Corollaire 3.
| Pour tout entier g 2 3, la question "quel est le
| signe de s,-S* ?" est asymptotiquement indécidable
| sur 1'ensemble q.REG

c) l'ensemble g.ALT, g 2 2

Théoréme 10.
I Pour tout entier q = 2, la question "quel est le
| signe de s,-s* ?" est asymptotiquement indécidable
| sur 1'ensemble q.ALT.

PREUVE

Comme 2.ALT c q.ALT, pour tout entier q 2 2, il suffit de
prouver que la guestion Q "quel est le signe de S,-S* ?"
est asymptotiquement indécidable sur 2.ALT.
La démonstration est encore une fois identique & celle du
théoréme 2. Il suffit de remarquer que
- d'une part, les suites (T, .) que l'on construit sont
dans l'ensemble OSC donc & fortiori dans 2.ALT,
- d'autre part, la suite (S,) que l'on construit,
appartient aussi & 2.ALT. En effet, reprenons les deux cas
possibles (voir les illustrations dans la preuve du
théoréme 8)
- ler cas : S,;, € <8,,-2,5%< et Sjp,4; € < S5yp-1,8%<
nous avons alors

a-(2p) = 1

a-(2p+l1l) = 1
- 2éme cas : S,, € <S5,,.,,5*< et Sy, € < Syp-y,8%<
Et dans ce cas, nous avons

a-(2p) = 2

a-(2p+l) =1 ®

Contrairement au cas des suites monotones, il y a une
seule généralisation de la notion de suites alternées et elle
ne fournit que des résultats d'indécidabilité de la gquestion Q.
En effet, on est seulement capable de dire : la limite
appartient & un segment contenant au moins 3 termes consécutifs
de la suite; mais on ne peut pas situer cette limite par
rapport a un de ces termes autre que les deux extrémités.
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E. ETUDE DE SOUS-ENSEMBLES DE C*

Dans les paragraphes précédents, nous avons étudié la
décidabilité de la question Q "quel est le signe de S,-S* ?"
sur des sous-ensembles de Cl ou de C2. Il reste maintenant a
compléter ces résultats pour des sous-ensembles de C* inclus ni
dans Cl ni dans C2.

Nous avions introduit deux types de sous-ensembles de
C* : les ensembles gq.PROG des suites g-progressives et les
ensembles g.REG des suites g-régressives, ou g est un entier
non nul.

Les théorémes 8 et 9 nous ont déja permis d'affirmer
que la question Q était asymptotiquement indécidable sur chacun
des ensembles q.PROG et q.REG lorsque g23. Il nous reste donc a
faire 1'étude de 2.PROG et 2.REG. D'aprés la proposition 10,

nous avons :
2.PROG = 2.PROG1 U OSC
2.REG = 2.REG1l U OSC

Donc chacun des ensembles 2.PROG et 2.REG est la
réunion de deux ensembles sur lesguelles la gquestion Q est
asymptotiquement décidable (cf. théorémes 4, 5, proposition 6).

Nous montrons ici que la question Q est
asymptotiquement décidable sur l'ensemble 2.PROG tandis qu'elle
est asymptotiquement indécidable sur 1'ensemble 2.REG. Ce
résultat est intéressant car il montre que la gquestion Q peut
étre asymptotiquement décidable sur deux ensembles sans l'étre
sur leur réunion, et il met en évidence une différence entre
les ensembles g.PROG et q.REG

1. DECIDABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA QUESTION Q SUR
L'ENSEMBLE 2.PROG

Théoréme 11.
i La question "quel est le signe de S.,-S* ?" est
| asymptotiquement décidable sur 1'ensemble 2.PROG.

Nous avons : 2.PROG = 2.PROG1l U OSC, ou 2.PROG1l désigne
l'ensemble des suites 2-progressives de Cl et OSC désigne le



- Chapitre I.E -53-

sous-ensemble de C2 formé par les suites oscillantes. Et comme
Cl = C1- U C1*, nous avons
2.PROG = (2.PROG1 N C1-) U (2.PROG1 n Cl1l*) U OSC.

Nous devons donc construire un algorithme tel que, pour
toute suite (S,) de 2.PROG, la suite (R,) des réponses fournies
par l'algorithme vérifie

-3 No, ¥n 2 Ny : R, = -1 si (S,) € 2.PROG1 n Ci-,
- 3 Ny, ¥n 2Ny : R, = +1 si (S,) € 2.PROG1 N C1+,
-3 Ny, ¥n 2N, : R, = {(-1) si (S,) € OsC.

Dans l'algorithme nous utiliserons une variable REP qui
pourra prendre trois valeurs, O0SC, Cl- ou C1l*, suivant que
l'algorithme considére - jusqu'a preuve du contraire - gque la

suite (S,) appartient a OSC, Cl1l- ou Cl*. Cette variable servira
uniguement pour la preuve de l'algorithme.

Nous noterons C'(n) la proposition : S,_,

n < Sn—l
et C"(n) la proposition : S,_; <

S
sn-l sn

IA IA

IA A
wn
3
U
w

description de l'algorithme

n<- 2;
Répéter & 1l'infini
(a) tant que S,., £ max (S,-;,S,)
{la suite appartient
faire
REP .. Cl1-;
Ry, ¢- -1;
n (. n+l
fin du tant que (a);

c1-}

[V 1

(b) tant que S,., 2 min (S.-;,S,)
{la suite appartient
faire

|
|
I
|
I
|
|
|
|
I
I
{ C1+}
{ REP .. C1+;
|

|

I

I

|

|

I

|

I

I

I

|

v,

R, (- +1;
n (. n+l
fin du tant que (b);

(c) tant que (C'(n) et C"(n-1)) ou (C'(n-1) et C"(n))
{la suite appartient a 0OSC}

faire

REP .. OSC;

8i C'(n) et C"(n-1) alors R, (- -1;
sinon R, (- +1;

n (. n+l

fin du tant que {(c)
fin du repeter
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PREUVE DE L'ALGORITHME

Etant donnée une suite (S,), notons

Ca(n) la proposition : S,., € max (S,-;,S,)

Cu(n) la proposition : S,., 2 min (S,.;,S.)

C.(n) la proposition : (C'(n) et C"(n-1)) ou
(C'(n-1) et C"(n)).

La proposition C,(n) caractérisera les suites de

Cl- n 2.PROG1.

La proposition C,(n) caractérisera les suites de

Cl+* n 2.PROG1.

La proposition C.(n) caractérisera les suites de OSC.

Fait 1 : pour tout entier n, on a C,(n) ou Cy(n).

En conséquence, lors du déroulement de l'algorithme,
quelque soit l'entier N, il existera un instant t tel que
la valeur de n & l'instant t sera égale & N. Nous dirons
"la valeur de N est atteinte".

- 8i (S,) est une suite de 2.PROG1 N Cl-, nous allons
montrer qu'a partir d'un certain rang, l'algorithme boucle
dans le tant que (a), i.e. la valeur de la variable REP
sera asymptotiquement constante égale a C1l-.

(S.,) vérifie les trois faits suivants

Fait 2 : 4 N, v n 2 N : on a C,(n)
ce fait résulte du lemme 1.

Fait 3 : Y¥N', 3 m 2 N' tel que 1l'on ait non Cy(m)
ce fait résulte du corollaire 1 du lemme 3.

Fait 4 : ¥ N', I m 2 N' tel que 1l'on ait non C.(m)

Preuve du fait 4
Raisonnons par 1l'absurde.
Supposons gqu'il existe un entier N' tel que
(1) ¥n2N', C.(n)
On peut supposer que l'on a C'(N').
Montrons tout d'abord par récurrence que,
(ii) ¥nz2N', n N (mod 2) => C'(n)
(la congruence sera désormais simplement notée n = N')
C'est vrai pour n = N'.
supposons que l'on ait C'(n), avec n = N',
et montrons que l'on a C'(n+2).
C'(n) => non C"(n)
or C.(n+l) et non C"(n) => C"(n+1) -
donc on a : non C'(n+l)
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or C.(n+2) et non C'(n+l) => C'(n+2).
Alors d'apres la propriété (ii) et le fait 2, nous avons
pour tout entier n 2 N' tel que n = N'

Spn-2 £ S, < S,.; € Sp.3 € max (S,,Sn-1) = Snpoy
donc : S,.3 = S,_;
Par conséquent, la sous-suite (S,._;).=.+ Serait
stationnaire, ce qui est contraire a (S,) € C*.
{fin de la preuve du fait 4} ®

D'apres le fait 1, la valeur N sera atteinte.
Et pour tout n 2 N, nous serons aprés toute incrémentation
n (- n+l, dans l'un des trois cas suivants

ler cas : REP = Cl1-

on était donc dans le tant que (a).

alors d'apres le fait 2, pour tout m 2 n, on aura
Ca(m) et REP = C1-,

i.e. on reste dans le tant que (a).

Par suite on aura bien : ¥m 2 n, R, = -1.

2éme cas : REP = C1+

on était donc dans le tant que (b).

alors d'aprés le fait 3, il existe m 2 n tel que

l'on ait non C,(m),

i.e. on ne peut pas boucler dans le tant que (b).

On va alors tester la condition C.(m) et on est ramené au
3éme cas.

3éme cas : REP = 0OSC ou (REP = Cl* et non Cy(n))
c'est-a-dire on était dans le tant que (c) ou bien

on vient de sortir du tant que (b).

alors, d'aprés le fait 4, il existe m 2 n tel que

l'on ait non C.(m) ;

i.e. on ne peut pas boucler dans le tant que (c).

on va alors tester la condition C,(m) qui est vraie (car
n 2 N) et on se raméene au ler cas.

- 8i (S,) est une suite de 2.PROG1 N C1*, on montre de
fagon analogue qu'a partir d'un certain rang, l'algorithme
boucle dans le tant que (b), i.e. la valeur de la variable
REP sera asymptotiquement constante égale a Cl+.

- Enfin si (S,) est une suite de 0SC, nous allons montrer
gu'a partir d'un certain rang, l'algorithme boucle dans le
tant que (c), i.e. la valeur de la variable REP sera
asymptotiguement constante égale a 0SC.

(Sn) vérifie les trois faits suivants
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Fait 5 : il existe N tel que, pour tout n 2 N

n N => C'(n) et C"(n-1)

n = N+1 => C"(n) et C'(n-1)

pour tout n > N, on aura donc C.(n).

ce fait résulte de la définition des suites oscillantes.

Fait 6 : VN', 3 m 2 N' tel que non C,(m)
car la sous-suite (S,),zy converge vers S* en croissant et
appartient a C=*.

Fait 7 : VN', 3 m 2 N' tel que non Cy(m)
car la sous-suite (S,),zn+; cOnverge vers S* en décroissant
et appartient a C*.

La valeur N+1 sera atteinte d'apres le fait 1.
Et pour tout n 2 N, nous serons aprés toute incrémentation
n (- n+l, dans 1l'un des trois cas suivants

ler cas : REP = 0SC
on était donc dans le tant que (c).
alors d'apres le fait 5, pour tout m 2 n, on aura
C.(m) et REP = OSC.
Donc on reste dans le tant gque (c) et plus précisément
sim=N, alors on aura : (C'(m) et C"(m-1))
et donc : R, = -1
N+1, alors on aura : (C"(m) et C'{m-1))
et donc : R, = +1.

sim

2éme cas : REP = Cil-

on était donc dans le tant gue (a).

alors, d'aprés le fait 6, il existe m 2 n tel que

l'on ait non C,(m)

i.e. on ne peut pas boucler dans le tant que (a).

On va alors tester la condition C,(m) et on est ramené au
3éme cas.

3éme cas : REP = Cl1* ou (REP = C1- et non C,(n))
c'est-a-dire on était dans le tant que (b) ou bien

on vient de sortir du tant que (a).

alors, d'apreés le fait 7, il existe m 2 n tel que

l'on ait non C,(m),

i.e. on ne peut pas boucler dans le tant que (b).

on va alors tester la condition C.(m), gqui est vrai (car
m > N) et on se raméne au ler cas.B
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2. INDECIDABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA QUESTION Q SUR
L'ENSEMBLE 2.REG

Théoréme 12.
| La question "quel est le signe de S,-S* ?" est
H asymptotiquement indécidable sur l'ensemble 2.REG.

PREUVE

Rappelons que 2.REG = 2.REG1 U 0OSC, ou 2.REG1l contient
toutes les suites 2-régressives de Cl et ou OSC désigne le
sous-ensemble de C2 formé par les suites oscillantes.
Faisons un raisonnement par 1l'absurde.
Supposons que la question "quel est le signe de S,-S* ?"
soit asymptotiquement décidable sur 2.REG, c'est-a-dire
qu'il existe un algorithme, noté &, qui transforme toute
suite (S,) de 2.REG en une suite (R,) telle que

¥n=20, R, € {-1,+1} et

3 N, ¥n2N: R, (S,-8%) > 0.
En particulier, l'algorithme & fournit, pour toute suite
(S,) de 2.REG1 N C1*, une suite (R,) telle que

(1) 3N, ¥n2N:R, = +1

Nous allons alors construire une suite (S,) de 2.REG1
strictement positive, convergeant vers zéro, formée d'une
succession de débuts de suites oscillantes convergeant vers
des valeurs de plus en plus petites (1, 1/4,...,
1/220,,..), de telle sorte que la suite (R,) des réponses
fournies par 1l'algorithme & appliqué a la suite (S,) ne
vérifiera pas la propriété (1), c'est-a-dire comportera une
infinité de réponses fausses.

Construction des suites oscillantes
Par récurrence sur l'entier p, nous construisons une suite

de suites (T, ,) oscillantes telles gue
Vp20, lim T, ,= 1/22°

ne>+o
La suite (T, ,) est définie par
To,y = 1/2

To,n =1 = (Tp,p-y - 1)/2 pour tout n > 1
La suite (T, ,,) appartient & OSC; elle converge vers 1
Désignons par R, , la réponse fourrie & 1l'étape n par
l'algorithme ¢ appliqué a la suite (T, ,), alors

il existe un entier B(0) > 1 tel que : Ry o) = -1

Supposons maintenant la suite (T,., ,) construite, avec
p>1. La suite (T, ,) sera alors définie par
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¥n s p(p)l lI'p,n = Tp-l,n

To,p(pre1 = 1/220%1

¥ n > B(p-1)+1, To,n = 1/22¢ - (T, n-y - 1/220)/2
La suite (T, ,) appartient a OSC; elle converge vers 1/22r.
Désignons par R, , la réponse fournie a l'étape n par
l'algorithme & appliqué a la suite (T,,,). On a

il existe un entier B(p) > B(p-1) tel que

Ro,apy = -1

Construction de la suite (S,) :
Posons pour tout entier p 2 0 et pour tout entier n < B(p)
Sn = Ty ,n

La suite (S,) ainsi construite vérifie
¥n>0, 8, >0
¥p >0, p(B(p)) =1 sip(p)-B(p-1) est impair
2 si B(p)-B(p-1) est pair
2, pour tout i > 0
= 1, pour tout i 2 0

p-(B(pl)+2i) =
p(B(p)+2i+1)
D'autre part
¥p20,¥Vnz22p(p):0<s, <1/22
La suite (S,) converge donc vers zéro, et appartient a
2.REG1 N C1*.

Si on applique l'algorithme & a la suite (S,) et si on
désigne par R, la réponse fournie & l'étape n, on a d'apres
le lemme 0, pour tout entier p 2 0 : Rg(p,) = Rp p(p) = -1,

et donc la suite (R,) des réponses fournies par
l'algorithme & appliqué a la suite (S,) ainsi construite ne
vérifie pas la propriété (1).m

A 1l'issue de ce premier chapitre, plusieurs faits
méritent d'étre relevés. Les divers sous-ensembles de C* ont
été définis uniquement par des propriétés faisant intervenir,
pour toute suite, sa limite et des termes consécutifs
(appartenance ou non a certains segments).

Sur €1, qui est défini par une propriété asymptotique,
on n'a que des résultats de décidabilité de la question Q (sauf
sur Cl1 lui-méme !). En revanche, sur C2, qui n'est pas défini
par une propriété asymptotique, on n'a (hormis sur ALT) gque des
résultats d'indécidabilité (méme sur C2 !!).

En outre, il apparait ici une différence entre les
suites progressives et les suites régressives gqui semble
difficile a justifier : la question Q est asymptotiguement
décidable sur 2.PROG, elle ne l'est pas sur 2.REG.
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F. TABLEAUX RECAPITULATIFS

*

/ C
Ccl c2 *,PROG1 U *_,ALT * REG1 U #.aALT
* _  PROG * ,REG
gq.PROG q.REG
2.PROG 2.REG
\ - /
= 1.PROG
= 1.REG

Sous-ensembles de C*

7 N

c1 c1 * PROGl * REGl
q. PROGl q. REGl
\\\\\\\’MONi///////
= 1.PROG1
= 1.REG1

Sous-ensembles de C1




-60-

q.PROG2

c2

ALT q.REG2

>

0os
2.PROG2
2.REG2

J

7/
1.PROG2
1.REG2

no

Sous-ensembles de C2

Chapitre I.F
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A. INTRODUCTION

1. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE

DEFINITION :
| scient (S,) et (A,) deux suites convergentes de limites
| respectives S* et A*.

(A,) converge plus vite que (S,) si et seulement si
A, -A*

lim ----- =

n->+m Sn_s*

Pour qu'il existe une suite (A,) qui converge plus vite
que (S,), il est nécessaire que (S,) € C*.

DEFINITION :
| Soit E un sous-ensemble de C* et PA une transformation
| algorithmique normale définie sur E.
| PA est un procédé d'accélération de E si et seulement si,
| pour toute suite (S,) de E de transformée (A,) par PA,
| (a) lim A, = lim S,
|
|

n=->4+o n=>+®

(a') (A,) converge plus vite gque (S,).

DEFINITION :
| Soit E un sous-ensemble de C*.

| E est accélérable s'il existe un procédé d'accélération
| PA de E.

Nous dirons alors que l'ensemble E est accélérable par
le procédé PA.
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2. SYNCHRONISATION

DEFINITION
| soient (S,) et (T,) deux suites convergentes de limites
respectives S* et T*.
(T,) est synchrone avec (S,) si, et seulement si, il

I
|
existe un réel T tel que T # 1 et
T,-T*

lim ----- =T

Nn=>+o sn_st

Comme précédemmment, l'existence d'une suite (T,)
synchrone avec (S,), suppose que (S,) € C*.

remarque

La valeur t = 0 étant permise, la relation 'est synchrone
avec' n'est pas symétrique (!).

DEFINITION
| soit E un sous-ensemble de C* et PS une transformation
algorithmique normale définie sur E.
PS est un procédé de synchronisation de E si et seulement

I

|

l si pour toute suite (S,) de E de transformée (T,) par PS
(b) 1lim T, = lim 8§,

n-’>+o n=J>+o®

(b') (T,) est synchrone avec (S,).

DEFINITION
| Soit E un sous-ensemble de C*.

| E est synchronisable s'il existe un procédé de synchroni-
| sation PS de l'ensemble E.

Nous dirons alors gque E est synchronisable par le
procédé PS.

3. PRINCIPE DU ACCES-ALGORITHME

Par définition de l'accélération de la convergence et
de la synchronisation, tout ensemble accélérable est a
fortiori synchronisable. L'objet de ce chapitre est de montrer
la réciproque, c'est-a-dire que tout ensemble synchronisable
est accélérable.
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Etant donné un ensemble E synchronisable, nous allons,
a partir d'un procédé de synchronisation PS de E, construire
un procédé d'accélération de E, appelé ACCES-algorithme (pour
(ACcélération de la Convergence d'un Ensemble Synchronisable).
Le principe est le suivant

Pour toute suite (S,) de E, notons (T,) la suite
transformée de (S,) par le procédé PS, et T la limite - de
valeur inconnue ! - du rapport ((T,-S*)/(S,-S*)). Nous
construisons par un procédé algorithmigue une suite (T,) qui
aura pour limite t. Il sera facile alors de vérifier que le
procédé qui & (S,) associe la suite (A,) définie par

T, - S,
A, = 84 = ===~
r, - 1
est bien un procédé d'accélération de E.

La difficulté réside en fait dans la construction de la
suite (I,). Pour construire cette suite (I'y), la détermination
du signe de S,-S* a été nécessaire, c'est pourquoi dans un
premier temps, nous montrons que la gquestion Q '"quel est le
signe de §S,-S* ?" est asymptotiquement décidable sur tout
ensemble synchronisable.
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B. LA QUESTION Q "QUEL EST LE SIGNE DE S,-S* ?"
EST ASYMPTOTIQUEMENT DECIDABLE SUR TOUT SOUS-
ENSEMBLE DE C* SYNCHRONISABLE

1. PRINCIPE DU DAQES-ALGORITHME

Soit E un sous-ensemble de C*, synchronisable par le
procédé de synchronisation PS. Nous montrons ici que la
question Q "quel est le signe de S,-S* ?" est asymptotiquement
décidable sur E. Plus précisément, nous allons définir une
transformation algorithmique normale qui transforme toute
suite (S,) de E en une suite (R,) (la suite des réponses a la
question Q) de telle sorte que R, € {-1,+1} et que R, soit
asymptotiquement égal au signe de S,-S*, c'est-a-dire

3} N, ¥n2N:R, (5,-5*) > 0.

L'algorithme proposé sera appelé le DAQES-algorithme
(pour Décidabilité Asymptotique de la gquestion Q "quel est le
signe de S,-S* ?" sur un Ensemble Synchronisable).

Etant donnée une suite (S,) de E, nous désignons par
(T,) la suite transformée de (S,) par le procédé de
synchronisation PS. Définissons la suite (t,) des rapports de
synchronisation de (S,) par le procédé PS

DEFINITION
| Soient E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
| procédé Ps et (S,) une suite de E.
| La suite (t,) des rapports de synchronisation de (S,)
par le procédé PS est définie par

T,-5*

Tp = ===== Sisn#S*
S,-S*

| <, = o si §, = S*

Le DAQES-algorithme va utiliser 1'égalité fondamentale
suivante qui lie les termes S,, T, et T,.
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Lemme 8.
Soient E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
| procéaé ps. ’
| soit (S,) une suite de E et N* € N tel que
¥Vn2N, S, 6 #S*
| Alors nous avons 1'égalité
i ¥n2N, T.-S,= (t,-1)(S5,-S*).

Cette égalité vient du fait que
T,-S*
¥n2N, T,z --—e=

T.-S, étant connu, pour évaluer le signe de S,-5*, il
suffit donc de connaitre le signe de t,-1.

Or T, ne peut &tre calculé par son expression en
fonction de T,, S, et S*, puisque, évidemment, on ne connait
pas S*.

Mais par définition du procédé de synchronisation, nous

avons

lim v, =t # 1,
n=>+®

Il existe donc un réel strictement positif a et un
entier p 2 N*, - a et p dépendent de (S,) - tels que

(1) ¥nz2p, T,-1 £ -a
ou
(2) ¥nz2p, -1 2 a.

Nous montrons que l'on peut construire un algorithme
qui, pour toute suite (S,) de E, détermine asymptotiquement
une valeur a et un entier p tels que la suite (S,) vérifie (1)
ou (2). De plus 1l'algorithme pourra déterminer (toujours
asymptotiquement) laquelle des deux conditions (1) ou (2) la
suite (S,) vérifie. Ce qui permettra donc asymptotiquement de
déterminer de fagon exacte le signe de t,-1 et par conséquent
celui de S,-S*.

L'algorithme utilisera d'autres suites construites a
partir de (S,) et (T,), le procédé de construction de ces
suites étant aussi un procédé de synchronisation de 1l'ensemble
E. Nous définirons ces procédés dans le paragraphe B.2 . Nous
utiliserons aussi certains sous-ensembles de E, notés E-(p,a)
et E*(p,a), gque nous allons définir et étudier dans le
paragraphe B.3 . Nous décrirons alors dans le paragraphe B.4
l'algorithme de décidabilité de la question Q '"quel est le
signe de S,-S* ?" sur tout ensemble E synchronisable. Et, pour
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finir, nous donnerons dans le paragraphe B.5 d'autres
algorithmes de décidabilité de la question Q sur E lorsque E
est un sous-ensemble particulier de C* inclus soit dans C2,
soit dans *.PROG1 U *.ALT, soit dans *.REG1 U *.ALT.

2. FAMILLE DE PROCEDES DE SYNCHRONISATION

Soit E un sous-ensemble de C* et PS une transformation
algorithmique normale définie sur E. Pour tout réel a, on peut
définir le procédé PS,, associé & PS, par

PS, = a PS + (l-a) Id;

ou Id; est la transformation algorithmique qui, & toute
suite (S,) de E, associe (S,) elle-méme.

remarque 1
1) Pour a = 0, on retrouve la transformation identique, i.e.

PS, = Id;.

2) Pour a = 1, on retrouve le procédé initial, i.e.
PS, = Ps.

remarque 2

Pour tous réels a et b, on a : (PS,.)p = PS,ap-

En effet

(PS.)s = b PS, + (1-b) I4;

b [a PS + (1-a) Id4] + (1-b) I4;
ab PS + (1-ab) I4;

PS.p-

n u

Etant donnée une suite (S,) de E, nous noterons (T,) la
suite transformée de (S,) par le procédé PS et (T,(n)) la
suite transformée de (S,) par le procédé PS,. Nous avons

¥vn20, T,(n)=aT, + (1-a) S,.

remarque 3
Pour tout réel a, les suites (T,(n)) et (T-,(n)) transformées
de la suite (S,) par les procédés PS, et PS_, vérifient

¥vn 20, S, est le milieu du segment <T,(n),T_.(n)>.

Enfin, lorsque PS est un procédé de synchronisation de
l'ensemble E, nous avons le résultat suivant
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Proposition 13.
Il soit E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
| procédé Ps. Alors, pour tout réel a non nul, le procédé
| PS, est aussi un procédé de synchronisation de E.

PREUVE

Soit (S,.) une suite de E de limite S*, (T,) la suite
transformée de (S,) par le procédé PS et (T,(n)) la suite
transformée de (S,) par le procédé Ps,.
D'une part nous avons

lim T,(n) = s*

n=J>+wc
D'autre part la suite (t,(n)) des rapports de synchronisa-
tion de (S,) par le procédé PS, admet une limite T, # 1.
En effet
Soit N* € N tel que : ¥ n 2 N*, S, # S*.
Alors pour tout n 2 N*, on a :

T.(n)-8, a(T,-S,)
Ta(n)-1 = -=—=-e-- = mom--om- = a (Tn-1)
S,-S* S,-S*

Et donc la suite (t,(n)) converge vers 1, = l+a(t-1), avec
T.#1lcara F0et T # 1.
Ce qui prouve que (T,(n)) est synchrone avec (S,).B

Etant donné un ensemble E inclus dans C* et PS un
procédé de synchronisation de E, nous pouvons donc définir une
famille de ©procédés de synchronisation de 1l'ensemble E
associés au procédé PS.

DEFINITION
| Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
| procédé Ps.
| Posons : F(PS) = { PS,, a € R* }
| F(PS) est appelée famille des procédés de synchronisation
| de E associés a PS.

3. ENSEMBLES E-(p,a) ET E*(p,a)

DEFINITIONS
| Soit E un ensemble synchronisable.
| Soient un réel a > 0 et p un entier.
| Pour toute suite (S,) de E, nous posons :
| (S,) € E-(p,a) <=> pour tout n 2 p, T, £ 1-a ou T, =
| (s8,) € E*(p,a) <=> pour tout n 2 p, T, 2 1l+a ou I,

1
8

]
8
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Commengons par dommner guelgues propriétés d'inclusion

immédiates sur ces ensembles.

Lemme 9.

[ soit E un ensemble synchronisable.

| Pour tous réels a et a' tels que 0 < a' < a et pour tout
| entier p, on a les inclusions suivantes

I (i) E-(p,a) c E-(p+1,a)
E-(p,a) ¢ E-(p,a')
I (ii) E*(p,a) c E*(p+l,a)

. E*(p,a) ¢ E*(p,a')

PREUVE

Montrons par exemple les inclusions (i).
Soit (S,) € E-(p,a). Alors :

¥na2p, t,£1l-aou T, =
a fortiori on a

¥nz22p+l, T, £ 1-a ou T, = ®
et ¥n 2 p, T, € 1-a' ou T, =@
Donc (S,) € E-(p+1,a) et (S,) € E-(p,a').N

L'introduction des ensembles E-(p,a) et E*{(p,a) est

justifiée par les deux lemmes suivants.

Lemme 10.

Soit E un ensemble synchronisable.
| Pour toute suite {a,) strictement décroissante de limite
| nulle, on a
I E U [E-(k,a,) U E*(k,a,)]

H k20

PREUVE

Nous avons vu dans le paragraphe B.l que, pour toute suite
(S,) de E, il existe un entier p et un réel a > 0 tels que
(S,) vérifie l'une des deux propriétés suivantes

(1) ¥n2p, T,-~1<a
(2) ¥ynz2p, T,-1 2a
Cela peut se traduire par :
E = U [E‘(p,ﬂ) U E+(p:°)]
p20,a>0

Il suffit donc de montrer gue, pour tout a > 0 et tout
entier p, il existe k tel que

E-(p,a) c E-(k,a.)

E*(p,a) c E*(k,a,)
Comme la suite (a,) converge vers 0 en décroissant, il
existe un entier k 2 p tel que
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0 <a, <a
Donc d'aprés le lemme 9 :
E-(p,a) ¢ E-(k,a) c E-(k,ay)
De méme pour l'autre inclusion.®

remarque
Ce résultat reste valable si (a,) est seulement une suite de
réels strictement positifs de limite nulle.
Mais lorsque (a,) est décroissante, pour tout entier k, nous
avons les inclusions

E-(k,ac) c© E-(k+1,a,4;)

E*(k,ay) ¢ E*(k+1l,a,,,).

Lemme 11.
Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
| soient (S,) une suite de E et N* € N tel que
i ¥ n 2N, S,-S* # 0.
| Pour tout réel a > 0 et tout entier p, on a
| a) si (s,) € E-(p,a), alors

! ¥ n 2 max(p,N*), (8n=-8*)(T,-S,) < 0
| b) si (s,) € E*(p,a), alors
il ¥ n 2 max(p,N*), (8,-8*)(T,-S,) > 0

PREUVE

Montrons par exemple a).

Si (s,) € E-(p,a), alors on a, pour tout n 2 max(p,N*)
Tp-1l € -a < 0

Et d'aprés le lemme 8
T.-S, = (T,-1)(S,-5*)

On a donc
¥ n 2 max(p,N*), (T.-S,)(S.-S*) < 0.8

Compte tenu de ces résultats, il s'agit donc de
construire un algorithme qui utilisera une suite donnée (ay)
strictement décroissante de limite nulle (par exemple
a, = 1/2«) et qui, pour toute suite (S,) de E, déterminera
asymptotiquement un entier h 2 0 - qui dépend de (S,) - tels
que (S.) € E-(h,a,) U E*(h,a,) et ensuite déterminera
-asymptotiquement auquel des deux ensembles E-(h,a,) ou bien
E+(h,a,) la suite (S,) appartient effectivement. L'algorithme
saura alors - en vertu du lemme 11 - répondre a la gquestion Q
"quel est le signe de §S,~S* ?" et la réponse sera
asymptotiquement exacte. La réponse sera

- R, est du signe de T,-S, si (S,) € E*(h,a,),
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- R, est du signe opposé & celui de T,-S, si (S,) € E-(h,a,).

Les résultats que nous allons maintenant énoncer seront
utilisés dans 1la preuve de l'algorithme pour montrer que
l'entier h peut étre effectivement déterminé et gque les
réponses proposées par l'algorithme seront bien
asymptotiquement exactes.

Commengons par donner, pour tout réel a > 0, une
caractérisation de 1, € 1-a (resp. T, 2 1+a), qui utilisera le
procédé Ps.,,, (resp. PS,,,) défini dans le paragraphe B.2,
transformant (S,) en (T.;,.(n)) (resp. (T;,.(n))).

Lemme 12.
Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
| procédé ps et soit un réel a > 0.
| Pour toute suite (S,) de E et pour tout entier n, on a

I (a) T, 2 l+a <=> 8* € >S,,T.;,q(n)>
| (b) T, S 1-a <=> 8* € >§,,T;/q(n)>
PREUVE
Ta=1l 2 a
Tn-sn
{=> ~=—c=- 2 a
S,~-8*
Tn - (1+a) S, + a S*
=) e 20
S,-S5*
-1/a T, + (1-(-1/a)) S, - S*
L Y atada e L <0
S,-S*
T-l/a(n) - s*
(=) —mcemeee————- <0
S,-5*

<=> 8* € >8,,T_;,q(n)>
ce qui prouve (a).

De méme

<=> S* € >san1/a(n)>

ce qui prouve (b).m
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Proposition 14.
| Soient E un ensemble synchronisable par le procédé PS et
l (s.) une suite de E.
| Pour tout réel a>0 et pour tout entier p, les conditions
|l suivantes sont équivalentes

I (i) (s,) # E-(p,a)

n
H (ii) 3 n 2p, N <8y, Ty1u(j)> =&
3=p

PREUVE

non(i) => non(ii)

Soit (S,) € E-(p,a). Alors on a
¥yn2p, T, 1l-aoucTt, =

c'est-a-dire :
¥yn22p, T, £ 1-a ou §, = S*

Donc d'aprés le lemme 12, on a
v¥vnz2p, S*€ <san1/a(n)>

Donc
vnz2 P: <Sle1/a(j)> # ¢

J

D3

[

p

(1) => (ii)
soit (S,) £ E-(p,a).
Alors il existe un entier m > p tel que
Tm > 1-a et t, fini.
On a donc d'aprés le lemme 12
s* ¢ <SmlT1/q(m)>
__-]-_?ififQ_L_-f: _____ [-===——~ [-=mmmmmm———e ] ——————— >
S*-6 S* S*+8 Sm Ty/a(m)

Il existe un réel § > 0 tel que les intervalles ]S*-§,5*+8[
et <8,,T,,,(n)> soient disjoints.
Comme les suites (S,) et (T,,.(n)) sont convergentes et de
limite S*, il existe un entier n > m tel que

S, € 1s*-5,8*+5]
et Ty, (n) € ]18%-6,5%+6[
Par conséquent

<SmIT1/a(m)> n <san1/a(n)> =9

n
Donc : N <5;,Ty1,0(3)> =p. B

j=p
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Proposition 15.
| soient E un ensemble synchronisable par le procédé PS et
I (s.) une suite de E.
| Pour tout réel a>0 et pour tout entier p, les conditions
| suivantes sont équivalentes :
I (1) (s.) ¢ E*(p,a)

" (ii) 3 n 2 P, n <ser-1/u(j)) =g

I 3=p

PREUVE
La démonstration est analogue & celle de la proposition
14.m

Des deux propositions précédentes, nous pouvons déduire
le corollaire

Corollaire 5.
|| soient E un ensemble synchronisable par le procédé PS et
| (s,) une suite de E.
| Pour tout réel a>0 et pour tout entier p, les conditions
.. || suivantes sont équivalentes :
I (1) (s.) # E-(p,a) U E*(p,a)
I (ii) i1 existe m > p tel que :

m
" n <sle1/a(j)> =p
u =

D3

<SjvT-l/a(j)> =g

I 3

p

PREUVE
L'implication {ii) => (i) est immédiate d'apreés les
propositions 14 et 15.
Réciproquement, si (S,) ¢ E-(p,a) U E*(p,a), alors
(S,) # E-(p,a) '
et (S,) ¢ E*(p,a).
Donc il existe un entier N' > p tel que

N
Jn <Serl/a(j)> = .
=p

Et il existe un entier N" > p tel gque

N
Jn <Sle1/n(j)> = g.
=p

En posant m = max(N',N"), on a bien (ii).®
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Les trois résultats précédents signifient en fait que
les questions suivantes sont semi-décidables
Ql- "Est-ce que (S,) n'appartient pas & E-(p,a) ?"
Q2- "Est-ce que (S,) n'appartient pas & E*(p,a) ?"
Q3- "Est-ce que (S,) n'appartient pas & E-(p,a) U E*(p,a) ?"
c'est-a-dire que l'on peut construire un algorithme qui, pour
toute suite (S,) n'appartenant pas & 1l'ensemble E-(p,a) (resp.
E*(p,a), E-(p,a) U E*(p,a)), donne la bonne réponse et, pour
toutes les autres, boucle.

Par exemple, l'algorithme de semi-décidabilité de la
question Q1 s'écrit, en utilisant la notation A(p,a,n) pour la
proposition

n

j” <S3,T-1/a(3)> # @
=p

| n . 0;

| Répeter & 1'infini

I Si non A(p,a,n) alors 1la suite (S,) n'appartient pas
l a E-(p,a);

| n . n+l

| fin du répéter.

4. DESCRIPTION DU DAQES-ALGORITHME

Tous les résultats précédents nous permettent
maintenant de proposer le DAQES-algorithme et d'énoncer

Théoreéme 13.
i La question Q "quel est le signe de S,-S* ?" est
| asymptotiquement décidable sur tout ensemble
| synchronisable.

Pour la description du DAQES-algorithme sur un ensemble
synchronisable E par un procédé PS, d'aprés le lemme 10, nous
utiliserons une suite auxiliaire (a,) strictement décroissante
de limite nulle (par exemple a, = 2-%) et nous noterons, pour
toute suite (S,) de E :

A(k,n) la proposition : n <S;,T-1/ak(3)> # &
3=k

B(k,n) la proposition : % <8;,T1/ax(3)> # 2
I=k
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description de l'algorithme
«- 0; n .. 0;

Répéter & 1l'infini

si A(k,n) alors R, . signe(T.,-S,);
{(5,) € E*(k,a,)}
si B(k,n) alors R, (. - signe(T,-S,);

Si non A(k,n) et non B(k,n) alors

k . n+l;

Ry ¢~ Raoyj

{(s,) £ E-(k,as) U E*(k,ay)}
n (. n+l

|
|
l
I
I
|
I
{ {(s,) € E~(k,a,)}
|
l
|
I
l
|

fin du répéter.

PREUVE DE L'ALGORITHME
Notons C(k,n) la proposition : non A(k,n) et non B(k,n).

Remarquons gque, lors du déroulement de l'algorithme,
quelgue soit l'entier N, il existera un instant t tel que
la valeur de n & l'instant t sera égale a N. D'autre part,
a chaque étape n, on a n 2 k.
- Si (S,) est une suite de g Et(k,ay),

k20
La suite (a,) est strictement décroissante. Nous avons
donc

v k 2 0, E*(k,a,) c E*(k+1l,a,,;)

notons k, le plus petit entier tel que (S,) € E*(kq,2u0)-

(S,) vérifie les trois faits suivants

Fait 1 : Vk < ky, ¥N', } m 2 N' tel que 1l'on ait C(k,n).
ce fait résulte du choix de k, tel que (S,) ¢ E+(k,ay)
pour tout k < k, et du corollaire 5.

Fait 2 : ¥k 2 k,, ¥n 2 k, on a : A(k,n) et non C(k,n).
ce fait résulte de la proposition 15 et du corollaire 5.

Fait 3 : Vk 2 ky, I m 2 k tel que 1l'on ait
¥ n2m, non B(k,n).
ce fait résulte de la proposition 14.

D'apres les trois faits précédents, k atteindra une valeur
h 2 k,, et pour tout n 2 h, on aura
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A(h,n) et non C(h,n),
et donc la valeur de k ne sera plus modifiée par la suite.
De plus, pour tout n 2 m,, on a non B(h,n).
Ce qui entraine
¥n2m, R, est du signe de T,-S,
et donc, d'aprés le lemme 11
¥V n 2 max(m,,N*), R, (S,-8*) > 0

- La démonstration est analogue si (S,) € y E-(k,ay)
k20

Cela prouve bien que l'algorithme proposé est asymptoti-
quement exact sur E pour la question Q "quel est le signe
de S,-S* ?". m

5. AUTRES VERSIONS DU DAQES-ALGORITHME SUR DES SOUS-
ENSEMBLES DE C*

Nous avons jusqu'ad maintenant donné deux types
d'algorithmes de décidabilité de la question Q '"quel est le
signe de §,-5* ?" sur des sous-ensembles E de C*

. Dans le chapitre I, nous avions vu que, lorsque les
suites de E possédent toutes une méme propriété (étre
monotones, é&tre progressives, étre alternées, etc...), cette
seule propriété nous permettait de proposer des algorithmes
n'utilisant pas de suites auxiliaires.

Le DAQES-algorithme, 1lui, fonctionne sur tout sous-
ensemble E de C* synchronisable et il est basé uniguement sur
un procédé auxiliaire : un procédé de synchronisation PS qui
fournit, pour toute suite (S,) de E, une suite (T,) synchrone
avec (S,).

Nous allons voir ici que, pour les sous-ensembles E de
C* sur lesquels nous avons montré dans le chapitre I que la
question Q était asymptotiquement indécidable, 1l'ajout de
l'hypothése synchronisable nous permet de proposer d'autres
algorithmes que 1le DAQES-algorithme. Nous envisagerons les
trois cas suivants

a) E ¢ C2
b) E ¢ *.PROG1 U * ALT
c) E c * REG1 U *.ALT.

Ces ensembles sont en fait les "plus grands' sous-
ensembles de C* introduits dans le chapitre I sur lesguels la
question Q "quel est le signe de S,-S* ?" est asymptotiquement
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indécidable. Remarquons enfin gque les inclusions envisagées
sont nécessairement strictes, puisque tout sous-ensemble de C*
sur lequel la guestion Q est asymptotiquement indécidable est
non synchronisable (cf. théoréme 13).

a) E c C2

Lemme 13.
[ soit E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
| procédé Ps et (S,) une suite de E.
| Alors il existe un entier N tel que, pour tout n 2 N
I (1) To-S, # 0
I (2) (Th=Sn) {Tn-1-Sn-1) < 0 <=> (S,-5*)(S,-,-8*) < 0

PREUVE
Comme la suite (S,) € C*, il existe un entier N* tel que,

pour tout n 2 N*, on ait
S, # S*.
D'aprés le lemme 8, on a:
¥n 2N T,-S, = (th-1)(S,-5%)
Il suffit alors de remarquer gque, comme (t,-1) converge
vers t-1 # 0, il existe N 2 N* tel que
¥n2N, (t,~1)(th-;-1) > 0.0

Or par définition de l'ensemble C2, on a, pour toute
suite (S,) de €2 : ¥ N, +n 2 N : (S,-5*)(S5,-,-5*) < 0. Ce qui
permet d'énoncer

Lemme 14.
Soit E un sous-ensemble de C2 synchronisable par le

| procédé Ps et (S,) une suite de E.
| Alors, pour tout entier n, il existe m 2 n tel que l'on

| ait (Tp-Sm)(Tm-1=Sm-1) < O.

Autrement dit, étant donnés un sous-ensemble E de C2 et
(S,) une suite de E, les changements de signe de S,-5* (qui
sont en nombre infini) sont indiqués par les changements de
signe de T,-S,, ce qui nous permet de proposer un nouvel
algorithme de décidabilité de la question Q '"quel est le signe
de S,-5* ?", qui fonctionne sur tout sous-ensemble de C2

synchronisable.
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DESCRIPTION DE L'ALGORITHME :

Ry - +1; {initialisation arbitraire}
n (- 1;

Répéter a l'infini

R, - Rp-1;
8i (T,-S,)(Th-;-Sh-;) ¢ 0 alors R, (. signe (S,-S,-1);
n .. n+l

I
|
I
I
I
I
I
I
I
I

fin du répéter.

PREUVE DE L'ALGORITHME
D'aprés les lemmes 13 et 14, il existe m 2 N tel gque l'on
ait :
(Tm-sm)(Tm-l-sm-l) <0
et (S,-S*)(S,-;=5*) < O.
On aura alors : R, = signe(S,-5,-;) = signe(S,-5*)
d'ou : R, (S,-S*) > 0

Montrons par récurrence que : ¥ n 2 m, R, (S,-8*) > 0
Supposons que, pour n 2 m, on ait : R, (S,-S5*) > O.

ou bien : (Tn+1-sn+1)(Tn—sn) > 0
ce qui entraine : (§,,;-8*)(S,-S*) > 0
Et comme R,,; = R, on a bien R,,; (S,+;-5*) > 0.

ou bien : (T,41=Sn+1)(Ta=S,) < O

ce qui entraine : (S,,;-S*)(S,-S*) < 0

Et comme : R,,; = signe(S,.;-S,) = signe(S,,;-5*)
on a bien : R,,; (S5,,;-5*) > 0.1

Remarguons que, lorsque E est un sous-ensemble de C1,
pour toute suite (S,) de E et pour tout entier n suffisamment
grand, on a (S,-5*)(S,~;-S*) > 0 et donc aussi d'apres le
lemme 13 (T.,-S,)(Th-1=Sn-3) > 0. Mais, contrairement au cas ou
E est inclus dans C2, cela ne nous donne aucun renseignement
pour connaitre effectivement le signe de S,-S*.
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b) E ¢ *.PROG1 U *.ALT

Nous reprenons ici le prog-algorithme donné dans la
partie I1.C.6, qui fonctionne sur 1l'ensemble *.PROG1l des suites
progressives de Cl et le complétons pour 1l'ensemble *.ALT.
Rappelons que *.ALT est un sous-ensemble de C2, union des
ensembles de suites g-alternées c'est-a-dire des ensembles
q.ALT définis par

(S,) € Q.ALT <=> } N, ¥n 2N, } j tel que
1<jsq et (S,-S*)(S,-;-S*) < 0.

Donc, pour n suffisamment grand, l'une au moins des
guantités S,.;-S*, pour 1<j<q, sera de signe opposé a celui de
S,-S*, ce qui - compte tenu de 1l'égalité T,-S, = (T,-1)(S,-5*)
et du fait que t,-1 est de signe constant a partir d'un
certain rang - sera indiqué par un changement de signe entre
T,-S, et une des quantités T, ;-S,.;, pour 1<j=q.

En revanche, lorsque (S,) € *.PROG1, toutes les
quantités T,-S, ont asymptotiquement le méme signe.

Nous allons donc utiliser une procédure "recherche" qui

utilise les termes S,, ..., Sp-q/ Tas ..., Th-q et détermine
si les quantités (T,.;-S,-;) avec 1<js<q sont toutes du méme
signe que la quantité (T,-S,)
- si c'est le cas, le booléen changement_de_signe prendra la
valeur faux (ce qui laissera supposer gque (S,) € g.PROG1l),
- sinon le booléen changement de_signe prendra la valeur vrai
(ce qui laissera supposer que (S,) € g.ALT) et k sera tel que
(To—8n) (Tr-x=Sh-«) < Q.

DESCRIPTION DE LA PROCEDURE
recherche (g, n, changement_de_signe, k)

changement_de_signe .. faux;
J « 05

tant que (j<g et non changement_de_signe) faire
J o« 31,
changement_de_signe (- (Tp-S,)(Th-3=Snp-3) < O
fin du tant que;

K 3.
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DESCRIPTION DE L'ALGORITHME
g ¢<- 0; n . 0O;
Répéter & l'infini

d «- g+1; n . n+2;
recherche (q,n,changement_de_signe, k)

(a) tant que (S,.q S V, 4 et non changement_de_signe)
faire
Ry - -1;
n . n+l;
recherche (g,n,changement_de_signe, k)
fin du tant que (a);

(b) tant que (S..q 2 U, , et non changement_de_signe)
faire
Ry - +1;
n . n+l;
recherche (g,n,changement_de_signe, k)
fin dqu tant que (b);

(c) tant que changement_de_signe
faire
R, ¢- signe(S,-S,_«);
n .. n+l;
recherche (g,n,changement_de_signe, k)
fin du tant que (c);

l
I
I
l
I
|
l
|
|
I
|
|
|
I
}
|
|
|
I
|
l
|
|
|
l
l
|
| £

u répéter.

PREUVE DE L'ALGORITHME

Etant donnée une suite (S,), notons
P(g,n) la proposition

il existe j, 1s5jsq, tel que (T,-S,)(Th-j—Snp-5) < O
Lorsque l'on appelle la procédure recherche avec les
paraméetres q et n, le booléen changement_de_signe prend la
valeur vraie si et seulement si on a P(qg,n).
Notons aussi
A(g,n) la proposition

Sn-q £ V, o €t non P(qg,n)
B(g,n) la proposition

Sn-q 2 U, 4 et non P(qg,n)
La proposition P(qg,n) caractérisera les suites de g.ALT,
La proposition A(q,n) caractérisera les suites de
g.PROG1 N C1-.
La proposition B(q,n) caractérisera les suites de
g.PROG1 N C1+.
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Remarquons que, lors du déroulement de 1l'algorithme,
quelque soit l'entier N, il existera un instant t tel que
la valeur de n & l'instant t sera égale a N.

- S8i (S,) est une suite de *.ALT, notons r le plus petit
entier tel que (S,) € r.ALT. (S,) vérifie

Fait 1 : vg21, VN', § m 2 N' tel que 1l'on ait P(qg,m)
Cela provient de 1l'inclusion *.ALT c C2 et du lemme 13.

On ne pourra donc boucler ni dans le tant gque (a) ni dans
le tant que (b).

Fait 2 : vg<r, VN', 3 m2N' tel que 1l'on ait
non P(q,m)

Cela résulte du choix de r tel que (S,) ¢ q.ALT pour
g <r et du lemme 13.

Tant que l'on n'a pas atteint la valeur r, on ne peut donc
pas boucler dans le tant que (c).

Fait 3 : 3 N, vVn2N,¥Vg2r :onaP(q,n).
Cela résulte de la définition de r.ALT.

D'aprés les faits 1 et 2, g atteindra la valeur r a un
instant t'.
De plus n atteindra la valeur N & un instant t".
Alors a tout instant t 2 max(t',t"), on a
gq2zr et n 2 N.
Donc d'aprés le fait 2, on boucle dans le tant que (c).
Et on a
(Tn-sn)(Tn—k-sn-k) < 0.
Par suite, pour tout n suffisamment grand, on a
(Sn_S*)(Sn-k-S*) <0
D'ou :
signe(S,-S*) = signe(S,-S,-«)
et donc
R, (S,-8*) > 0.

- 8i (S,) est une suite de *.PROG1l, nous avons le fait
suivant : :

Fait 4 : Vg2 1, 3 N, vn 2N :on a non P(q,n).
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Cela montre que l'on ne boucle pas dans le tant que (c) et
que, pour tout n suffisamment grand, la condition A(q,n)

(resp. B(n,q)) est vraie si et seulement si S,.q £ V, 4

(resp. Sp-q 2 Un q)-
La suite de la preuve est donc identique a celle du prog-

algorithme.®

c) E c *x REG1 U *,ALT

L'algorithme de décidabilité de la question Q '"quel est

le signe de s,-s* ?"

concernant

sur l'ensemble * . REG1l U *.ALT reprend le
reg-algorithme énoncé dans la partie I.C.6 ainsi que la partie

* ALT donnée dans le paragraphe pécédent.

donnons cet algorithme sans démonstration.

DESCRIPTION DE L'ALGORITHME

|
l
|
I
I
I
I
l
|
|
I
|
l
|
l
l
!
l
|
|
l
|
I
|
I
l
l
|

Répéter & 1'infini

g «- gtl; n . n+2;
recherche (q,n,changement_de_signe,k)

(a) tant que (S, 2 U,.; o, et non changement_de_signe)

(b) tant que (S,

faire

Ry, ¢~ -1;

n (- n+l;

recherche (g,n,changement_de_signe, k)
fin du tant que (a);

€ Va-;,q €t non changement_de_signe)
faire

Ry - *1;

n (- n+l;

recherche (q,n,changement_de_signe, k)
fin du tant que (b);

(c) tant que changement_de_signe

fin du répéter.

faire

R, ¢. signe(S,-S.-«);

n (. n+l;

recherche (g,n,changement_de_signe, k)
fin du tant que (c);

Nous
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Remarquons que le DAQES-algorithme est basé sur
l'hypothése T # 1, ce qui donne une deuxiéme justification
(celle-ci a posteriori) de 1l'élimination de la valeur T = 1
dans la définition de la synchronisation.

D'autre part, 1la preuve du DAQES-algorithme, qui
utilise des intersections de segments, semble difficilement
généralisable & des suites d'éléments n'appartenant pas & un
ensemble ordonné.
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C. LE ACCES-ALGORITHME

1. DESCRIPTION DE L'ALGORITHME

Soit E un ensemble synchronisable par le procédé de
synchronisation PS.

Etant donnée une suite (S,) de E, nous noterons (T,) la
suite transformée de (S,) par le procédé PS, et (t,) la suite
des rapports de synchronisation de (S,) par PS. Rappelons gque,
par définition du procédé de synchronisation PS

T,-S*

T, = —-—-——- , pour tout entier n tel que S, # S*.
S,-S*

il existe un réel t, Tt # 1, tel que : lim t, = T.

n=s>+w

Dans cette partie, nous allons proposer un procédé
d'accélération de la convergence de l'ensemble E, le ACCES-
algorithme (ACcélération de 1la Convergence d'un Ensemble
Synchronisable). Cet algorithme est basé sur la proposition
suivante

Proposition 16.
I soient E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
| procédé Ps et (S,) une suite de E de limite S*.
| Pour toute suite (r,) telle que

I (1) 1lim T, = 1lim <, =t

“ n-’>+o n->+e

| La suite (A,) définie par

" Ty - sn

I A, = 8§, -~ —=————-x si T, # 1 (sinon A, = 0)
I r, -1

| converge vers s* plus vite que (S,).

PREUVE
Comme lim T, = lim S, = S8* et lim I',-1 = t-1 # 0,
n-J>+o n=>+wo nN=>+®
la suite (A,) converge elle aussi vers S*.
D'autre part, pour tout entier n 2 0, on a
(Tn-s*)—(sn-st)
A,-S* = §,=5* = —mmmm——m——————
-1
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Comme (S,) € C*, il existe un entier N* tel que
¥ n 2 N*, S, # S*.
Alors, pour tout n 2 N*, on obtient

T,-S*
————— -1
A -S* S,-S*
_____ = 1 = e
S,-S* r,-1
c'est-a-dire :
A, -S* T,-1
s =
S.-S* r.-1
A,-S* )
D'od : —~=—= converge vers zéro.B
Sn-S

remarques
- 851 t est connu, il suffit de poser I'y = T, pour tout n 2 0,
et on obtient le procédé d'accélération

- S8i l'on sait que (t,) converge vers 0, le procédé PS est en
fait un procédé d'accélération de la convergence de l'ensemble
E. En posant 'y = 0, pour tout n 2 0, on obtient : A, = T,, si
bien gue le procédé que l'on "construit" n'est autre que le
procédé PS lui-méme.

- 8il'onarT, =71, pour tout n 2 0, on obtient le procédé
d'accélération : A, = S*, qui constitue bien la meilleure
fagon d'accélérer une suite ! Il est d'ailleurs normal de
retrouver A, = S*, puisque 1l'équation I', = T, permet
effectivement de déterminer S*.

En vertu de la proposition 16, pour définir un procédé
d'accélération de la convergence de l'ensemble E, il nous
suffit donc de construire une suite (I',) de limite T, la
construction devant se faire a 1l'aide d'une transformation
algorithmique normale, c'est-a-dire que, pour construire le
terme de rang n, I,, l'algorithme devra utiliser au plus les
termes S,, S;, ..., S,, il pourra bien s@r utiliser tout autre
quantité construite a partir de ces termes.

Pour construire (T',), nous utiliserons

- la suite (R,) transformée de la suite (S,) par le
DAQES-algorithme. Rappelons que R, est asymptotigquement égal
au signe de S,-S*, c'est-a-dire qu'il existe un entier N tel
que : ¥n 2N, R, (S,-58*) > 0.

- et éventuellement la suite (6,) transformée de (S,)
par le procédé de synchronisation PS_, (rappelons que 6, est
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défini par 8, =28, - T, c'est-a-dire que 6, est le
symétrique de T, par rapport & S,).

Pour tout entier n, I', sera défini par
Tn_Tp(n)
Iy = -===—-—- si S, # Sp(n) (sinon I'p = 1)

ol p(n) est un entier, appelé prédécesseur de n,
vérifiant 1l'inégalité -1 < p(n) < n, et choisi de telle sorte
gque asymptotiquement p(n) soit le plus grand entier j 2 0, tel
que d'une part S; n'appartienne pas au segment >T,,8;< et
d'autre part S; et S, soient d'un méme cSté par rapport a S*.

Algorithme de calcul de p(n), pour un entier n donné

Si R,(T,=S,) > 0

alors p(n) . max ({0<j<n / (T,-S;)R, £ 0} U {-1})
alors p(n) . max ({0sj<n / (6,-S;)R, £ 0} U {-1})

Si Rn(Ta-8,) = 0

|
|
|
| si R,(T,-S,) < O
|
|
|
[, alors p(n) -1

DEFINITION :
' | p(n) sera appelé le prédecesseur de n.
| S,(ny sera appelé le prédecesseur de S,.

Donnons des schémas illustrant la construction de p(n).

Sur ces schémas, volontairement nous ne faisons pas figurer la

limite S* de la suite (S,), mais nous indiquons par une fléche

la position supposée de S* par rapport a S,, fournie par R,

(cette position sera exacte & partir d'un certain rang). Nous
noterons

U, = min (Sq,...,

Va

n

Sh)
max (Sg,...,Sn)

Illustration de la construction de la suite (S,(n))
a) lorsque R,(T,-S,) > 0

- 8i R, = +1, p(n) est égal au plus grand entier j, s'il
existe, tel que 0 € j < n et T, £ Sy, sinon p(n) = -1.
Donc pour que p(n) soit différent de -1, il faut et il
suffit que T, < V,.
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- 8i R, = -1, p(n) est €gal au plus grand entier j, s'il
existe, tel que 0 < j < n et T, 2 S;, sinon p(n) = -1.
Donc pour que p(n) soit différent de -1, il faut et il
suffit que U, £ T,.

e e e e ——————— >
Uﬂ SP(n) Tﬂ Sn -
figure 2.

b) lorsque R,(T.,-S,) < 0 :

- 81 R, = +1, p(n) est égal au plus grand entier j, s’il
existe, tel que 0 £ j < n et 8, £ S;, sinon p(n) = -1.
Donc pour que p(n) soit différent de -1, il faut et il
suffit gque 8, < V,.

____________ B U WS NS NEUI N NIV
T, S, €, Spim) Va
(_
figure 3.
- 81 R, = -1, p(n) est égal au plus grand entier j, s'il
existe, tel que 0 £ j < n et 6, 2 S, sinon p(n) = -1.

Donc pour que p(n) soit différent de -1, il faut et il
suffit gque U, < 6,.

e N R e e o >
Un sp(n) en Sn - Ty
->
figure 4.

Donnons maintenant un lemme qui montre que p(n) prendra
au plus un nombre fini de fois la valeur -1, et donc gque l'on
se trouvera, pour toute valeur de n suffisamment grande, dans
l'un des quatre cas de figure donnés ci-dessus.



Chapitre II.C -89-

Lemme 15.
Soit E un ensemble synchronisable par le procédé PS.
| Pour toute suite (S,) de E, il existe un entier N'
| tel que
I Vn2N', 0<p(n) <n

PREUVE
Par construction de p(n), on a p(n) < n pour tout n 2 0.
Il suffit donc de prouver que p(n) 2 0 au-dela d'un
indice N'.

- Supposons que limt, = 1T > 1
n=>+®

Soit N* € N tel que

¥n 2 N, S, # S*.
Alors, pour tout n 2 N*, on a

Rp(Th-S,) = (Tn=1) R,(S,-S*).
Comme lim t,-1 = t-1 > 0,

nN=J+x

et comme la réponse R, fournie par le DAQES-algorithme est
asymptotiquement égale au signe de S,-S*, il existe un
entier N tel que, pour tout n 2 N, on ait

T,-1 > 0 et R, (S,-S*) > 0
et donc

R, (T,-5,) > 0
La construction de p(n), pour n 2 N, se fera alors
uniquement & l'aide de la suite (T,) et pour montrer gue
p(n) 2 0, il suffit de prouver que 1l'une des deux
conditions suivantes est vérifiée

A'(n) : U, €T, < S, < s*

A"(n) : 8* < S, < T, SV,

Nous avons donné dans le chapitre précédent une partition
de C* en trois sous-ensembles

C*=Cl- U Cl1t U C2
Rappelons-en les définitions

(S,) € C1- <=> FN,, ¥VYn 2 N, : §,-5* < 0,
(S,) € cC1+ <=> }N,;, ¥VYn 2 N, : S,-8* > 0,

(s,) € C*
(s,) € C2 <=> et
¥ N, }n>N, tel que (S,-5*)(S,-,-8*) <O

si (s,) € C1-, pour tout n 2 N, on a
T, < S, < 8*
Comme la suite (S,) converge vers S*, la suite (U,) est
stationnaire et comme (T,) converge aussi vers S*, il
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existe un entier N' 2 N tel gue, pour tout n 2 N', on ait
A'(n).

Si (8,) € C1*, pour tout n 2 N, on a
S* < §, < T,
C'est alors la suite (V,) qui est stationnaire et comme
(T,) converge vers S*, il existe un entier N' 2 N tel que,
pour tout n 2 N', on ait A"(n).

Si (8,) € C2, pour tout n 2 N, on a
Ton < S, < 8* si R, = -1
s* < §, < T, si R, = +1
Dans ce cas, les deux suites (U,) et (V,) sont
stationnaires
et comme (T,) converge vers 5*, il existe un entier N' 2 N
tel que, pour tout n 2 N', on ait : U, £ T, £ V,.
On a donc
soit R, = -1 et A'(m),
soit R, = +1 et A"(n).

- Supposons que lim t, = T < 1
n=>+o

Comme lim t,~1 = t-1 > 0,
n~>+wo

il existe un entier N tel gue, pour tout n 2 N, on ait

To-1 < 0 et R,(S,~5*) > 0
et donc

R,(T,~S,) < O
La construction de p(n), pour n 2 N, se fera alors
uniquement a l'aide de la suite (8,) et pour montrer que
p(n) 2 0, il suffit de prouver que l'une des deux
conditions suivantes est vérifiée

B'(n) : U, £ 8, < 8, < S*

B"(n) : s* < 5, < 8, SV,
On est ramené au cas précédent en remplagant T, par 6,.8

remarque 1

Nous avons vu dans la preuve précédente que

- ou bien T > 1, et alors pour tout n =2 N', on a R,(T,-S,) > O
si bien que la construction de p(n) (pour n =2 N') se fait
uniquement & l'aide du procédé de synchronisation PS (cf.
figure 1 ou 2).

~ ou bien T < 1, et alors pour tout n 2 N', on a R,(T,-S,) < O
si bien que la construction de p{n) (pour n 2 N') se fait
uniquement a l'aide du procédé de synchronisation PS_; (cf.
figure 3 ou 4).

Or, la suite (t.,(n)) des rapports de synchronisation de (S,)
par PS., vérifie
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lim t,(n) = 2-t > 1

n=>+m

pour tout n 2 N' : R,(8,-S,) > O.
On peut donc considérer que l'on s'est ramené, moyennant le
choix du procédé de synchronisation, & un cas "standard", pour
lequel la limite T de la suite des rapports de synchronisation
vérifie : t > 1.

remarque 2
La suite (Sy(n)) n'est pas forcément une suite extraite de la
suite (S,), comme le montre l'exemple suivant.

EXEMPLE
Soient (S,) et (T,) deux suites négatives de limite nulle
telles que (T,) est synchrone avec (S,) et pour tout entier
k20
Tawsz € Sakez € Tak € Szk € Taksr < Sawer € Takes < Sauas

T3k-1 T3k-3 T3k--2 T3k+2 T3k T3k+1

U SR TS S NS WY SUUU SN RV SR U NSRS N NI

: : Siu+2 Sk Sik+e1 O
Si3k-3 Sak-3 Sik-2

- On a donc, pour tout n 2 0, T, < S, et on aura alors, pour

tout entier n suffisamment grand, R, = -1. Donc p(n) sera
défini par : p(n) est le plus grand entier j < n tel gque
S; S Th.

On a donc, pour tout kX 2 0

p(3k) = 3k-1

p(3k+1l) = 3k

p(3k+2) = 3k-1

et la suite (p(n)) n'est pas croissante.@

Lemme 16.
' Soit E un ensemble synchronisable par le procédé PS.

Pour toute suite (S,) de E, nous avons
(a) lim Sp(n) = S*
n=-J>+o
(b) lim Tp(n) = §*
n=->+o
n-J>+eo
| (d) Il existe un réel B et un entier N tel que
" S, - s*
i von2N, 0<-~cemee- <B <1
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PREUVE
- Supposons que : lim t, = T > 1
n=>+®o
La construction de p(n) se fera en utilisant le procédé de
synchronisation PS qui transforme (S,) en (T,).

Les suites (S,) et (T,) convergent vers S* et la suite (Tt,)
converge vers T, ce qui se traduit par
pour tout réel a > 0, il existe un entier M tel que, pour
tout n 2 M, on ait

lsn_S*I <a
et |T,-s*| < a
et [t.-t| < a.

Si (S,) € C2, on peut toujours supposer que
Sm € 8* < Sus
Alors, comme (T,) converge vers S*, il existe M' 2 M tel
gue pour tout n 2 M', on ait
Su £ T, S Sysy-
Si (S,) € C1-, on peut toujours supposer que
Sy < S*
Alors, comme (T,) est aussi une suite de Cl- qui converge
vers S*, il existe M' 2 M tel que pour tout n 2 M', on
ait =
Sy £ T, < S*
Si (S,) € C1*, on peut toujours supposer gque
S* < S,
De méme que précédemment, il existe M' 2 M tel qgue pour
tout n 2 M', on ait
S* < T, < Sy

Il s'ensuit que, dans tous les cas et pour tout n 2 M',
ona : p(n) 2 M
et donc
|Sp(n)—S‘l < a
et |Ty(ny-S*| < a
et |tom-tl < a.
Ce qui prouve (a), (b) et (c).

Soit un réel t' tel que : 1 < T' < T.
Il existe un entier N tel que, pour tout n 2 N, on ait

d'une part : 1 < t' < T,
d'autre part
ou bien R, = -1 et Sy(p) £ T, < S, < S*
N S S EEN. i . s e o S e ren
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ou bien R, = +1 et 8* < 5, < T, £ Sy(n)

__________ 1 4 A __"ﬂL_-_"_____“.___JM__>
S* sﬂ ‘Tn sp(n) Vn
On a donc, pour tout n 2 N :
S,-S* S,.-S* 1 1
0 ¢ —==—=—- { ===== = == < - < 1

Sp(n)-S"‘ T,-S* Th t'
ce qui prouve (d) (on pose ici B = 1/t').

- Supposons maintenant que : lim t, = T < 1,

n=->+o

La construction de p(n) se fera en utilisant le procédé de
synchronisation PS_; gui transforme (S,) en (6,).

La suite (t.;(n)) des rapports de synchronisation de (S,)
par le procédé PS., vérifie

lim t_;(n) = 2-t > 1.

n=>+o

La démonstration est alors identigue a la précédente, il
suffit de remplacer T, par 8,, t, par t.,(n) et t par 2-t.8

Afin que T, soit défini pour tout entier n, nous posons
(de fagon arbitraire) S.; = 0 et T_; = 0.

Proposition 17.
|l soit E un ensemble synchronisable par le procédé PS.

Pour toute suite (S,) de B, la suite (I,) définie par :
Tn - Tp(n) . . :
Iy = =—~===—=———— 8i 8, # Syp(n) (sinon I'y, = 1)
.. Sn = Spmy
verifie :
lim I, =<t
n->+o
PREUVE
il existe un entier N, tel que
n_ +p(n)
Vn2N, T, = —=—=e——--
Sn=8p(n)

En effet, si T > 1, & partir d'un certain rang , on a
ou bien T, (n) € Spn) $ Ty < S, < S*
ou bien 8* < S8, < T, € Sp(n) < Tp(n)
et si T < 1, & partir d'un certain rang , on a
ou bien 8, (n) < Sp(n) £ 6, < 85, < B*
ou bien S* < §, < 8, £ sp(n) < ep(ﬂ)
et donc S, # S;(n)-
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Il s'ensuit que, pour tout n 2 N,, on a

T, = =—=————mm—meemee
S.—-S* -~ (Sp(n) S5*)
Posons
S.-S*
2, = —=————-
Sp(n)-S*

En divisant dans l'expression de T, numérateur et
dénominateur par S,(,)-S*, on obtient

Th 2Zn To(n) Th To(n)
Ly & —————===5== = Ty + —=——————=
Zs ~ 1 Zn —1
1
D'aprés le lemme précédent, ---- est borné
Z.—1

et T, - Ty(n) COnverge vers 0.

Par suite, on a bien
lim T, = lim t, = 1.0

n=J>+o n=>+o

D'aprés 1les résultats précédents (théoreéme 13,
propositions 16 et 17), nous pouvons maintenant décrire le
ACCES-algorithme et énoncer

Théoréme 14.
| Pour qu'un sous—ensemble de C* soit accélérable, il faut
| et i1 suffit qu’il soit synchronisable.

Description du ACCES-algorithme :

Répéter a 1'infini
calcul de T, {par le procédé PS}
calcul de R, {cf. le DAQES-algorithme}
calcul de p(n)
calcul de T,
calcul de A,
n .. n+l

I
I
l
l
|
|
|
I
I
|
|
|
|
I
I

fin du répéter

I1 faut signaler ici le cas ou E est égal a l'ensemble
LIN des suites & convergence linéaire. Pour toute suite (S,)
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de LIN de limite S*, il existe un réel K, avec [K| £ 1 et
K(K-1) # 0 tel que

Il est clair que LIN est synchronisable par le procédé
de synchronisation défini par : ¥ n > 0, T, = S._;.

Ainsi, pour tout n > 0, le prédécesseur de n, p(n), est
égal a n-1 et le ACCES-algorithme donne

Sn-l-sn Sn Sn—z - (Sn-l)2
A, = S, = =———mmmmmmmee = e o
Sn-l-sn—z 1 Sn + Sn—2 -2 Sn—l
Sn=Sn-1

On retrouve donc le §% d'Aitken !

2. FAMILLE DE PROCEDES D'ACCELERATION

Etant donné un ensemble E synchronisable par un procédé
PS, le procédé d'accélération de E gque nous avons construit -
‘le ACCES-algorithme - dépend du procédé PS. Rappelons gque,
pour toute suite (S,) de E, la suite (A,) construite par le
'ACCES-algorithme converge plus vite que (S,), et qu'elle est
donnée (sauf peut-&tre pour un nombre fini de termes) par la
formule

T,-Sn
A, = 8§, - ——---
r,-1
ot (T,) est la suite transformée de (S,) par PS
Tn = Tony A '
et Th = ==
Sn = Sp(my

et S, (. est le prédécesseur de S,.

Or nous avons remarqué au paragraphe B.2 que, a partir
d'un procédé de synchronisation PS, on pouvait définir une
famille F(PS) de procédés de synchronisation notés PS,, ou a
est un réel non nul gquelconque. Comme tout procédé de
synchronisation nous permet de définir un procédé
d'accélération, il existe donc une famille de procédés
d'accélération associée & la famille F(PS). Notons (A,(n)) la
suite convergeant plus vite que (S,), obtenue avec le procédé
PS,, elle est définie par
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ou (8,(n)) est la suite transformée de (S,) par PS,
8.(n) - 8,(pa(n))
et T'y(n) = ——=—emmecemeec e
Sn B rspr‘(n) S .
et Spa(n) est le prédécesseur de S, obtenu a partir de PS,.

Dans ce qui précéde, on accélére toutes les suites d'un
ensemble E synchronisable avec un méme procédé d'accélération.
Mais on pourrait aussi, pour toute suite de E, choisir un
procédé d'accélération particulier en fonction de certains
critéres d'"efficacité". C'est ce que nous faisons dans le
paragraphe suivant en nous intéressant a l'écart entre n et
son prédécesseur p(n).

3. CHOIX DU PROCEDE D'ACCELERATION

Etant donnés un ensemble E synchronisable et une suite
(s,) de E, la construction de la suite (Sp(n)) des
prédécesseurs de S, dépend du procédé de synchronisation
choisi. Nous allons donner ici une condition nécessaire et
suffisante sur l'ensemble E pour que, pour toute suite (S,) de
B, on puisse choisir un procédé de synchronisation tel que
l'écart entre n et son prédécesseur p(n) (calculé a partir de
ce procédé) soit majoré par un entier g indépendamment de n.
Ainsi la recherche du prédécesseur p(n) se fera uniquement
parmi les termes S,.;, ..., Sn_q-

Commengons par donner deux définitions.

DEFINITION
| Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable et PS un
| procédé de synchronisation de E.
| Etant donnée une suite (S,) de E, la suite des prédé-
| cesseurs pour PS est a délai borné g si et seulement si
| 3 N, ¥n2N: n-p(n) <q.

DEFINITION
| soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
| E est & délai borné q si, et seulement si, pour toute
| suite (S,) de E, il existe un procédé de synchronisation
| PS, de E, dans la famille F(PS), tel gue la suite des
| prédécesseurs pour PS, soit a délai borné q.

Le probléme initial se formule alors de la fagon
suivante : donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un ensemble E synchronisable soit a délai borné gq.
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Nous utiliserons la notation

Mn_1,q = min (Sp-y,...,8n-q) si S, < S*,
= max (Sp-1,...,8n-q) si S, > S*.
_____ e e e e —————————
Mn-l,q sn h N
___________________ L e
S‘ sn Mn-l,q

Et nous considérerons le sous-ensemble g.BORN de
défini par

(S.) € g.BORN <=> } A > 0, } N, ¥n 2 N : =--=--- > 1+A

Remarquons ue .BORN est un sous-ensemble
q q
l'ensemble q.REG des suites g-régressives.

Proposition 18.
| Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
| E est & délai borné q si et seulement si E est inclus
| dans q.BORN.

PREUVE
Supposons que E soit & délai borné q.

c‘

de

Soient (S,) une suite de E, et PS un procédé de synchroni-

sation de E pour lequel la suite (S,(,) est & délai borné

q.

- Etudions le cas ol la suite (T,) transformée par le
procédé PS vérifie
limt, =1t > 1

n=>+o

Alors il existe un réel t' tel que 1 < t' < T et il existe

un entier N tel que, pour tout n 2 N, on ait
a) n - p(n) £ g (car E est & délai borné q)
b) Spn) £ Th < S, < 8* ou S* < S, < T, S Sy(n)
(par construction du prédécesseur S,(,) de S, - voir
paragraphe C.2)
c) 1<t <t, (car limt, =T > 1)
n=>+o
De a) et b) il résulte que
Mn-l,q < sp(n) < 8* ou Mn—l,q 2 Sp(n) > 8*

D'ou les deux cas de figures ci-dessous
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______ L____-____L_____________L_____-____L____-____l______>
M._; g Sp(n) T, Sn s*
...... Y H Ut S H R S

5* Sn Tn Sp(n) Mn-l,q

En posant A = t'-1, cela montre que (S,) € g.BORN.

~ Lorsque lim t, = t < 1, la démonstration est semblable,

n-=>+o

il suffit de remplacer T, par son symétrique 6, par rapport

a s,.

Réciproguement, soit (S,) une suite de g.BORN.
M,.,, q-5*
La condition  =—-=~-=--- > 1 entraine
S, -S*

ou bien M,., 4 ¢ §, < S*

ou bien M,_; 4, > S, > §*
Pour prouver que E est a délai borné q, il suffit alors de
prouver que l'on peut choisir un procédé de synchronisation
PS, transformant (S,) en (8,(n)) tel que, pour tout n suf-
fisamment grand, on ait

ea(n) € <Mn—l,qlsn<

______ A e e
Ma-1,q 8a.(n) Sn s*
______ 5 I SIS NSNS NP Y
S* Sn ea(n) Mn—lq
Or 68,(n) € <M., 4,S,< équivaut a :
Mn-l,q—s* ea(n)-s*
——————— 2 T,(n) > 1 ou t,(n) = --------
S, -S* S,-8*

et ona vu que : 1T,(n) =1+ a (t,-1).
Donc il suffit de choisir a tel que, pour tout entier n
suffisamment grand, on ait
A2 a (t,~1) > 0.
Comme T,-1 est asymptotiguement du signe de t-1, nous
aurons nécessairement
a (t-1) > 0.
Et comme tT,-1 a pour limite t-1, il existe un réel t" avec
T € >1,T"< tel que pour tout n suffisamment grand on ait
lta-2] < |t"-1].-
Par suite, il suffira de choisir un réel a vérifiant les
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deux conditions
(C:) a (t-1)

(Cz) la] < -=---- &

Donnons alors un algorithme qui permet, pour une suite
(S,) donnée d'un sous-ensemble E synchronisable de q.BORN, de
construire asymptotiquement un procédé PS, pour lequel 1la
suite des prédécesseurs est a délai borné qg.

D'aprés le lemme 11, pour toute suite (S,) de E, le
signe de R, (T,-S,) est asymptotiquement constant, égal au
signe de t-1. Cela nous fournit donc un moyen pour choisir le
signe du réel a. D'autre part, si (b,) désigne une suite arbi-
traire décroissante de limite nulle (par exemple b, = 1/2%),
en posant a, = * b, (suivant le signe de R,(T,-S,)), nous
savons qu'il existe un entier k tel que le réel a, vérifie les
deux conditions (C,) et (C,) énoncées ci-dessus si bien que la
suite des prédécesseurs est a délai borné g pour PS,
(remarquons que, si le réel a, convient, il en est de méme du
réel a.,,).

Par ailleurs, pour savoir si un procédé PS,, convient,
nous devons, pour tout entier n, rechercher le prédécesseur de
S,. Cette recherche se fera uniquement parmi les g termes

précédant S, : S,;, ..., Spq, €t si aucun de ces termes ne
convient nous choisirons S., comme prédécesseur de S, (voir
paragraphe c.2). Nous utiliserons alors un booléen

procédé délai borné qui prendra la valeur faux lorsque le
procédé PS,, ne conviendra pas, c'est-a-dire lorsque nous
n'aurons pas trouvé de prédécesseur de S, parmi les g termes
Sn-1s +-+-1 Sp-q, auguel cas on incrémentera la valeur de k.
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algorithme de choix du procédé PS,, et de calcul de pa,(n),
lorsque E est & délai borné q

«- 05 n _q;
procédé_délai_borné . vrai;

’

Répéter & l'infini

Si R, (T,-S,) > 0 et procédé_délai_borné alors
pay(n) . max ({n-gsj<n / (B8,«(n)-S;)R, < 0} U {-1});
procédé_délai_borné .. (p(n) # -1);
finsi;

| &

l

|

|

|

|

|

|

|

|

| Si R, (T,~S,) < 0 et procédé_délai borné alors

| pas(n) . max ({n-q<j<n / (8_.(n)-S;)R, 0} U {-1});
I procédé_délai borné .. (p(n) # -1);

| finsi;

|

} Si R, (T,-S,) = 0 et procédé_délai_borné alors

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

pay(n) (- -1;
finsi;

Si non procédé délai_borné alors

k . k+1;
procédé_délai_borné .. vrai;
finsi;

n (. n+l,;

Fin du répéter.

Nous envisageons maintenant deux cas particuliers,
lorsque g = 1 ou g = 2. Nous noterons APO-1 1l'ensemble des
suites (S,) convergentes de limite S* qui vérifie la propriété

suivante (introduite dans [1]) : il existe un entier N et deux
réels a et b, avec a < 1 < b, tels que
sn+1-S*
¥vnz2N, --——--- £ [a,b].
S,-8*

Corollaire 6.
I soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
| Alors les conditions suivantes sont équivalentes
|l (i) E est & délai bornmé 1,

|l (ii) E est inclus dans MON n APO-1
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PREUVE
Il suffit de prouver que 1.BORN = MON N APO-1
Pour toute suite (S,), lorsque g = 1, nous avons
Mn-l, 1 = Sn-l
Par conséquent

(Sn,) € 1.BORN <=> } A > 0, } N, ¥n 2 N : =~=-=-=- > 1+a > 1

Et il est immédiat que cela équivaut a
(S,) € MON N APO-1. B

Corollaire 7.
| Soit E un sous-ensemble de C2 synchronisable.
| Alors les conditions suivantes sont équivalentes
|l (i) E est a délai borné 2,
| (ii) E est inclus dans OSC et pour toute suite (S,)
i de E, les deux sous-suites (S,,) et (S;..;)
l appartiennent a APO-1.

PREUVE
Soit E ¢ C2, & délai borné 2.
Comme : 2.BORN c 2.REG
On a : E c 2.REG N C2 = 2.REG2 = 0OSC
(cf. proposition 10 du chapitre 1).
Et, pour tout n suffisamment grand, on a alors
Mooy,2 = Sh-2
ce gqui prouve que les deux sous-suites (S,,) et (Szp+1)
appartiennent a APO-1.
La réciproque est immédiate.®

remarque
La condition (ii) du corollaire 7 n'est pas équivalente a
E ¢ OSC n APO-1, comme le montre l'exemple suivant.

EXEMPLE :
Soit (S,) la suite définie, pour tout entier p 2 0, par
S4p = s4p+2 = 1/2p
s4p+1 = Sdp+3 = - 1/2r
- (S,) € 0OSC et donc (S,) € APO-1,
- mais (S,) ne vérifie pas les conditions (ii) du
corollaire 7, puisque pour tout entier p 2 0, on a
S4p+2 / s4p =1

s4p+3 / s4p+1 1. n

Enfin nous proposons une généralisation de la
proposition 18. Dans ce qui précede, nous cherchions des
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ensembles E pour lesguels un entier g était valable pour
toutes les suites de E. Nous cherchons maintenant a
caractériser les ensembles synchronisables tels gque, pour
chaque suite, il existe un entier g 'convenable". Pour cela,
nous utiliserons les deux définitions suivantes.

DEFINITION
| soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
| E est & délai borné si, et seulement si, pour toute
| suite (S,) de E, il existe
| - un entier g et
| - un procédé de synchronisation PS,
| tels que la suite des prédécesseurs pour PS, soit
| & délai borné q.

DEFINITION :

| *.BORN = U g.BORN
| q21

Proposition 19.
| Ssoit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
| E est & délai borné si et seulement si E est inclus dans
| *.BORN.

L'algorithme que l'on propose dans ce cas différe du
précédent unigquement par la valeur de q non fixée au départ.
La variable g sera initialisée 3 1 et sera incrémentée de 1 en
méme temps que k chaque fois que le booléen
procédé_délai_borné prendra la valeur faux. Nous ne réécrirons
pas l'algorithme plus en détail.

Notons que la propriété d'appartenance aux ensembles
g.BORN ou *.BORN, qui permet de choisir "au mieux" un procédé
d'accélération pour toute suite d'un ensemble synchronisable
par un procédé PS, ne fait pas intervenir de procédé de
synchronisation.

A la fin de ce travail, une question se pose : un
ensemble synchronisable peut-il étre accéléré par un procédé
distinct du ACCES-algorithme et de tous les procédés associés
au ACCES-algorithme ?
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D. EXEMPLES DE SYNCHRONISATION

Pour terminer, nous présentons une famille de suites
pour laquelle un procédé de synchronisation se présente, nous
semble-t-il, de fagon plus naturelle qu'un procédé
d'accélération.

Il arrive frégquemment que l'on se donne des suites
numériques par une relation de récurrence entre deux termes
consécutifs de la suite. Nous étudions dans cette derniére
partie la possibilité de synchroniser, et donc d'accélérer de
telles suites.

Si (S,) désigne une suite convergente définie par la
donnée de son premier terme S, et par la relation de
récurrence S,.; = £(S,), sa limite 8* vérifie alors (sous
l'hypothése que f est continue) la relation S* = f£(s*), et
nous avons

€nhyr T Sn+1's* = f(s’t+en) - f(S*)

Ce qui, en supposant maintenant que f est suffisamment
dérivable dans un voisinage de S*, fournit entre les erreurs
e, et e,,; une relation du type

(R) €hyy = K e, - .G.n e,k
avec K = £'(s*), C
k 2 2,
et lim a, = a = - £k (s*)/k! # 0.
n=>+wo

(f(k)(s*) est la premiére dérivée d'ordre 2 2 non nulle en
S*). ' g ‘

Comme le rapport e,,,/e, converge vers le réel K, K
vérifie nécessairement : |K| € 1 (sinon 1la suite (S,) ne
pourrait converger). Nous supposerons ici K # 0 : le cas
K = 0 correspondant aux suites & convergence superlinéaire
n'est pas intéressant 'ici puisque ce sont des suites non
accélérables [2] (et donc non synchronisables).

Ainsi les suites convergentes vérifiant une relation du
type (R) avec K # 0 sont _ ' '
- soit & convergence logarithmique (lorsque K = 1),
- soit & convergence linéaire (lorsque K # 1).

Nous savons déja que les suites & convergence linéaire
sont synchronisables par le procédé de synchronisation défini
par : T, = S,.,, et accélérables par le 82 d'Aitken. Il nous
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reste a étudier l'ensemble des suites a convergence
logarithmique vérifiant une relation du type (R) (ce que nous
faisons dans le paragraphe 1). Et dans le paragraphe 2, nous
nous intéresserons a la synchronisation de la réunion des deux
ensembles précédents (notons gque 1l'union de deux ensembles
synchronisables n'est pas nécessairement synchronisable).

1. ETUDE DES SUITES CONVERGENTES DU TYPE
e+ = €, - a, eyk

Nous allons montrer gque toute suite convergente a
convergence logarithmique vérifiant une relation du type (R)
e.+1 = €, - @, e,k est synchronisable par 1le procédé de
synchronisation défini par : T, = S(.,2;, ou [n/2] désigne la
partie entiére du réel n/2.

Remarquons tout d'abord que, pour une suite (S,)
convergente vérifiant une relation du type e,., = e, - a, e.k,
certaines conditions doivent étre satisfaites (sinon il ne
pourrait y avoir convergence), a savoir

1) Dans le cas a > 0 et k pair, on a nécessairement e, > 0.

2) Dans le cas a < 0 et k pair, on a nécessairement e, < 0 et
on peut se ramener au cas 1) en considérant la suite (X,)

définie par X, = -5, de limite X* = -S*. En effet, on a
Xo-X* > 0

et Xne1 = Xn = Bn X.K,

avec B, = -a,, de limite B = -a > 0.

3) Dans le cas a < 0 et k impair, le seul cas de convergence
est celui de la suite constante égale a S* !

4) Dans le cas a > 0 et k impair, si e, < 0, en considérant la
suite (X,) définie par : X, = - S, de limite X* = -S*, on se
rameéne au cas X,-X* > 0

Si bien que pour chaque résultat nous pourrons nous

contenter de faire la démontration lorsque (S,) vérifie
€hsy = _en = @y €%
avec lim a, = a > 0 et S, > S*.

n=J>+m

Notons aussi que, dans tous les cas de convergence, les
suites sont monotones, décroissantes si S, > S*, croissantes
si S, < S*.

Nous pouvons énoncer
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Lemme 17.
“ Soit (S,) une suite convergente de limite S*, dont les
| erreurs e, = S,-S* vérifient
I e..;. = e, - a, ek, avec lim a, = a # 0.
“ n~>+o
|l Alors on peut écrire e, sous la forme
I e, = 6,n", avec h = (k-1)-! et 1im 6, = 6§ # O.

“ n->+o

PREUVE
D'aprés ce qui précéde, nous ferons la démonstration
uniquement dans le cas : a > 0 et S, > S*.
Considérons la suite (y,) définie pour tout n > 0 par
Yo = n~" avec h = (k-1)-1.
Posons &8, = e,/y., pour tout n > 0.
Il s'agit de montrer que la suite (5,) admet une limite non
nulle &.
Il est facile de vérifier que y,.; peut s'exprimer en
fonction de y, de la fagon suivante
Yner = ¥n ~ pn Ynkl avec lim pn = h.

n=>+®

Or nous avons

Fait : Soient (x,) et (y,) deux suites convergentes de
limite nulle vérifiant

Xo > 0, Yo > O
Xney = X, - G, Xk, avec lim a, = a > 0
n=>+o
Yne1 = ¥n — Bn ¥Ynk, avec 1132 B =B >0
n- «
Xn
alors lim -- = (B/a)h avec h = (k-1)-t.
n=>+® yn

Les suites (e,) et (y,) vérifiant les hypothéses du fait,
on obtient

€,
lim -- = lim &, = (h/a)h # 0.

n=-J+o Yn n=>+m
D'ou le résultat.®

PREUVE DU FAIT:
1) Nous commengons par faire la preuve dans le cas parti-
culier ol (x,) et (y.) sont deux suites convergentes de
limite nulle vérifiant
Xo >0 et ¥n 20, X, = X, = X%,
Yo > 0 et ¥n 20, Y Yo = ¥a*.

Il s'agit alors de montrer que
xn
lim -- = 1.
n=>+® Yn
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Nous savons que les suites (x,) et (y,) sont décroissantes
de limite nulle.
Posons A = k-h avec h = (k-1)-1.
Alors il existe un entier N tel que
0 < xy <A,
et il existe un entier m tel que
0 < ¥m £ Xu\-
Soit n le plus grand des entiers j tels que y, < X;.
Nous avons donc n 2 N et
0<xn+1<Ym-<'xn<A'
Montrons alors par récurrence que, pour tout entier j 2 O,
on a

(1) xn+j+1 < Ym+_1 s xn+j < A.

- C'est vrai pour j = 0.
- Supposons que l'on ait :
Xntgs1 S Ymes S Xney < AL
Alors, compte tenu des relations de récurrence entre
Xn+j+1 €E X,,; d'une part,
Ym+j+1 € ¥Ymsy 4'autre part,
on obtient
Xnsj+l 7 Ymeg+1 = Xneyg = Ymey — ((xn+j)k - (Ym+j)k)l
et le membre de droite est bien positif puisque la fonction
f(x) = x-x* est croissante sur l'intervalle [0,Aa].
De méme on a
Ymejr1 = Xntje2 = Ymey — Rpsjsr = ((Ym+j)k) = (xn+j+1)k)
et donc :  Ymij+1 — Xpsjez 2 0.

Divisons alors tous les membres de 1l'inégalité (1) par X,.;
Xnt+j+l Yme+j

----- § =---- 51,
xn+j xn+j .
et faisons tendre j vers +®, on obtient alors
an+j
lim ---- =1

J= >+ xh+j
Et comme pour tout n > m on a
Yn+; Yn+j Ymeg+1  Ymej

- - —— — -—— v . - ————

Xn+j Yn+j-1 Ime+; Xn+j . .
et que la suite (y,) est a convergence logarithmique, on en
déduit que

j—>+m xn+j
Soit encore
. Y-
lim -- = 1.
n-=>+® xn
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2) De ce premier cas nous pouvons alors déduire que si (x,)
et (y.) sont deux suites convergentes de limite nulle ‘
vérifiant

Xo >0 et ¥n20, X,, =X, - ax.k (a>0),
Yo >0 et ¥n 20, Yn =Ya-BYak (B>0).
Xn
alors lim -- = (B/a)" avec h = (k-1)-1.

n->+o Yn

En effet il suffit de considérer les suites (X,) et (Y¥,.)
définies pour tout entier n par
X, = ah x,
Yn = ph Yl’\
Ces suites vérifient les relations de récurrence
Xne1 = Xy = XX
Yo = ¥, = Yk
En effet (pour la suite (¥,), le calcul est semblable)
xn+1 = ah Xn+i
ah (x, - a x,%)

= X, = (a(h+1)/k x )k
= xn - (ah xn)k
= X, - Xk
D'apres l'étude faite en 1), on obtient
X
lim -- =1
n->+o Yn
L'égalité suivante nous donne alors immédiatement le
résultat
xn xh
-= = (B/a)" --.
Yn p £

3) Nous pouvons maintenant démontrer le fait dans le cas
général.
Posons h = (k-1)-! et considérons les fonctions & et 6
définies par :

(8) = ((B+8)/(a=8))n,

8(8) = ((B-8)/(a+8))h.
Comme & et & tendent vers (B/a)" lorsque & tend vers O,
pour tout réel o > 0, il existe un réel § < 1 tel que

(1) le(s) - (B/a)"| < o/2,
(2) le(s) - (B/a)r| < o/2.

§ étant maintenant fixé, considérons les suites (*x,),
(-%,), (*Y.) et (-y,) définies comme suit

Xo = TXp = Xg
+xn+1 = *x, - (a_s) ("‘xn)k
“Xp+1l T Xy - (G+6) (.xn)k

*Yo = “Yo = Yo
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Yo - (B=8) (*yn)*
Yn - (p+5) (_Yr\)k

+Yn+l

Yo+

Comme les suites (a,) et (B.) convergent respectivement
vers a et B, il existe un entier N' tel que pour tout
n 2 N' on ait

a-8 < a, < a+8

B-6 < B, < B+5
Alors pour tout n 2 N', on a :

X, < X, < *x,

Yn < ¥n € *Y,
Et donc aussi :

(3) ——— K == K =—-

. Yoo ¥p [ TYn
D'apres ce qui a été démontré au 2), on a

+xn
lim  --- = ((B+8)/(a=-8))" = &(8)
A=>+> —Yn

..xn
lim --- = ((B-8)/(a+8))" = 8(8)

n=>+o +yn

Donc il existe un entier N" 2 N' tel que pour tout n 2 N"

, on ait
+xn
8(8) - g/2 < --- < ¥(8) + g/2
“Yn
-X,,
®(8) - /2 < --- < 8(8) + g/2
*Yn

Et compte tenu de l'inégalité (3) et du choix de &
(inégalités (1) et (2)), on obtient finalement, pour tout
n 2 N"

xh
(B/a)r =0 < -- < (B/a)r + ¢

Yn
ce qui prouve la convergence de la suite (x,/y,) vers

(B/a).m

Dés lors nous avons
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Proposition 20.
| soit (S,) une suite convergente de limite S*, dont les
| erreurs e, = s,-s* vérifient
f e.., = e, - a, e, avec lima, = a # 0

“ Nne>+wo

| soit (T,) la suite définie, pour tout entier n 2 0, par
Tn = Stns2)

| alors on a

I (1) (T,) est synchrone avec (S,),

I T,-S*

I (2) lim ----- = 2n  avec h = (k-1)-1.

" Nn=>+® Sn_s*

PREUVE
Soit (S,) une suite vérifiant les hypothéses précédentes.

D'aprés le lemme 17, nous avons
T,-8* €(n/2] 8tns2y [n/2]°"

S,-S* e, §, n-h

Comme les suites (5,) et (8;,,;;) convergent vers § # 0
et que la suite (n/[n/2]) converge vers 2, le rapport
(To-S*)/(S,-S*) converge bien vers 2h, ce qui prouve que
(T,) est synchrone avec (S,).®

2. ETUDE DES SUITES CONVERGENTES DU TYPE
e., = Ke, - a, e,%, AVEC |K|<1 ET K # 0.

Les suites que nous considérons maintenant sont des
suites (S,) convergentes dont les erreurs e, = S,-S* vérifient
une relation du type (R) : e,,; = K e, - a, ek, ou K désigne
un réel non nul tel que |K| £ 1. Elles sont de deux types

- soit a convergence linéaire (K # 1) et nous savons
les synchroniser par T, = S,.;,

- soit a convergence logarithmique (K = 1) et nous
savons les synchroniser par T, = S(n/;;.

Il s'agit ici de trouver un "moyen algorithmique" pour
décider asymptotiquement & quelle catégorie appartient une
suite (S,) donnée. Pour cela nous utiliserons les deux suites
(A,) et (B,) définies par

Sn = Stn/2)
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sur les suites (A,) et (B,) nous avons les résultats
suivants, selon que la suite {S.) est & convergence
logarithmique (proposition 21) ou & convergence linéaire

(proposition 22)

Proposition 21.

| soit (S,) une suite convergente de limite S*, dont les
| erreurs e, = s.,-s* vérifient

I e.., = e, - a, e,k, avec lima, = a # 0
I n->+w
| Alors : 1lim A, = 2-» ol h = (k-1)-!,
" n->+m
I et lim B, = 1.
" n=->+wo
PREUVE
Par définition de A,, nous pouvons écrire
en €(n/2]
An S emmmec—m——— e —— -
€(n/2]1 = ©[nsa)

ou encore, d'apres le lemme 17
8, n7h - 8(,,2; [n/2])-F

An= _____________________________
8tn/27 [n/2]-" = 8(n/a7 [n/4])-"
8tns2; ([n/2])-
6, n-h 5, n-h
An= __________________________________

6[n/2] ([n/Z])'h 1 5[n/4] ([n/4])-h

8tns2; ([n/2])-"
D'aprés le lemme 17, les suites (5,), (8;n/2;), et (8(n/a;)
convergent vers une limite non nulle §.
D'autre part les suites (n-"/[n/2]-") et ([n/2]-"/[n/4]-")
tendent vers 2-h.
Il s'ensuit que la suite (A,) converge vers 2-".
Pour la suite (B,), il suffit de remarguer que B, peut
s'écrire sous la forme suivante dans laquelle (e,.,/en-2)

converge vers 1 (suite a convergence logarithmigue).
en - €y, = Qpn-3 (emul)k
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Proposition 22.
I soit (s,) une suite convergente de limite S*, dont les
| erreurs e, = sS,-8* vérifient
I e... = Ke, - a, e, avec lima, = a # 0

“ n=>+o
I et K # 1.
H Alors : lim B, = K,
n=J+wo
H et lorsque 0 < K< 1, on a
lim A, = 0.
I arre

PREUVE
Pour (B,), c'est un résultat classique (voir par exemple

[11).

Par définition de A,, nous pouvons écrire

A, = =——-mm—eeo—eae
€(n/2] €ln/a)
en
------ -1
€(n/2] €(n/2]
[l n A e e e e
€n €(n/2]
€insal
Il suffit de montrer que
. e2n
lim --- =0
n=J>+m en
en+1
Comme : lim ---- = K > 0,
n=>+o en

les erreurs e, ont toutes un méme signe a partir d'un
certain rang et on peut toujours supposer qu'elles sont
positives, quitte & changer a, en -a,.
D'autre part, comme

€ns1 = €, K (1 - a, K1 e,k-1).
on peut ecrire

€2n 2n-1
0 £ ---=K" w (1 - a; K1 e;k1),
e, i=n
Envisageons alors les deux cas suivants selon le signe de

a.
ler cas : a > 0
alors il existe un entier N tel que

Vi2N, aq >0 et 1 - a; K1 e;k1 < 1.
Il en résulte que pour tout n 2 N on a

€zn
0 S === < Kn

en
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Ce qui prouve la convergence de (e,,/e,) vers 0.

2éme cas : a < O.
alors il existe un entier N tel que

¥i2N, a <0 et 1 - a; K1 e;x1 > 1,
Pour tout n 2 N, nous avons alors

2n-1 +o
M (1 - a; K1 egk-1) ¢ m (1 - a; K1 e;*1),

i=n i=N
et il suffit de montrer que le produit infini converge.
Nous savons qu'il converge si et seulement si la série
suivante converge
+o
2 1In(1l - a; K1 e k1),

i=N
C'est une série a termes positifs dont le terme général est
équivalent a

- a K1 ek-1
Or comme la suite (e,,;/e,) converge vers K, avec 0<K«<1l, la
série a termes positifs I e, converge et, pour tout entier
g 2 1, la série £ e,9 converge aussi.
D'ou le résultat.®

Posons g(x) = min (|x],|1-x]). D'aprés les deux propo-
sitions précédentes, nous remarquons que

- la propriété "B, converge vers une limite négative'" caracté-
rise les suites a convergence linéaire avec -1 £ K < 0.

- la propriété "g(aA,) converge vers 0" caractérise les suites

a convergence linéaire avec 0 < K < 1,

- tandis que la propriété "g(B,) converge vers 0" caractérise

les suites a convergence logarithmique.

Nous pouvons alors énoncer.

Proposition 23.
| L'ensemble des suites (S,) convergentes de limite S*,
| dont les erreurs e, = S,-S* vérifient
I e,,, = Ke, ~a, e, avec lim a, = a # 0
“ n->+o
l et |{K| s 1 etK #O0
| est synchronisable.
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description de l'algorithme de synchronisation
Répéter a 1l'infini

|

I

I calcul de B,;

| Si B, < 0 alors T, (. Sn-;

| {convergence linéaire avec K < 0};

| sinon calcul de A,, g(A,), g(B,);

| Si g(A,) < g(B,) alors T, (. Sn-

| {convergence linéaire avec K > 0}
| sinon T, (- Sin/23/

| {convergence logarithmigue}

| finsi;

| n (. n+l;

I
|

fin du répéter.
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons établi un résultat
théorigque : la condition "E est une famille de suites
accélérable" est équivalente & une autre condition a priori
plus facile a démontrer (car moins exigente) "E est une famille
de suites synchronisable". Pour cela, nous avons construit un
procédé d'accélération qui fonctionne sur tout ensemble
synchronisable : le ACCES-algorithme.

Ce résultat pourrait permettre de démontrer plus
facilement que certaines familles de suites sont accélérables
les familles pour lesquelles un procédé de synchronisation se
présenterait de fagon plus "naturelle" qu'un procédé
d'accélération.

Une application immédiate du ACCES-algorithme a été de
retrouver le 52 d'Aitken dans le cas particulier des suites a
convergence linéaire, qui sont facilement synchronisables. Une
question se pose alors : peut-on retrouver d'autres algorithmes
classiques & partir du ACCES-algorithme, et ce, & partir de
quels procédés de synchronisation ?

Les applications numériques n'ont pas été abordées ici
et cette étude reste donc & envisager. Elle permettrait de
comparer le ACCES-algorithme avec d'autres algorithmes
classiques d'accélération de la convergence.






Récapitulatif des résultats

Chapitre I.

A. DEFINITIONS

Lemme O.

Soit E ¢ C* et A un algorithme de décidabilité sur E.

si (u,) et (V,) sont deux suites de E telles que
im ¥n<m:Uu, =V,

alors A donne, jusqu'd l'indice m, la méme réponse pour les

deux suites (U,) et (V,).

B. DEUX ENSEMBLES SUR LESQUELS LA QUESTION Q EST
ASYMPTOTIQUEMENT INDECIDABLE

1. Ensemble C1

Théoréme 1.
La question "quel est le signe de §,-S* ?" est
asymptotiquement indécidable sur l'ensemble C1l.

Corollaire 1.

La qguestion "quel est le signe de S,-S* ?" est
asymptotiquement indécidable sur l'ensemble C*.

2. Ensemble C2

Théoréme 2.
La question 'quel est le signe de S,-S* ?" est
asymptotigquement indécidable sur l'ensemble C2.

C. ETUDE DE SOUS-ENSEMBLES DE Cl

1. Décidabilité asymptotique de la guestion Q sur
l'ensemble C1°

Lemme 1.

Pour toute suite (S,) de Cl., nous avons les équivalences

suivantes

a) (8,) € C1- <=> la suite (U,) est stationnaire mais
la suite (V,) est non stationnaire.
b) (s,) € Cl* <=> la suite (V,) est stationnaire mais
la suite (U,) est non stationnaire.

Théoréme 3

La guestion '"quel est le signe de §5,-5* ?" est
asymptotiguement décidable sur l'ensemble C1
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2. Décidabilité asymptotique de la gquestion Q sur
l'ensemble MON

Proposition 1.
La question Q est asymptotiquement décidable sur l'ensemble
MON.

3. Définitions des suites progressives

Proposition 2.
1.PROG = MON
¥Vgqg21l, gq.PROG c (g+l1).PROG

4. Définitions des suites régressives

Proposition 3.
1.REG = MON
¥Vg21l, g.REG ¢ (g+l).REG

Proposition 4.
a) 1.PROG1 = 1.REG1 = MON
b) Pour tout entier g 2 1 : g.PROGl N g.REGl # ¢

Proposition 5.
Pour tout entier q 2 2
a) q.PROG1 ¢ g.REG1
' b) q.PROG1 ¢ *.REG1
c) g.REG1 ¢ g.PROG1
d) g.REG1 ¢ *.PROG1

5. Décidabilité asymptotique de la question Q sur les
ensembles q.PROGl, g.REG1

Lemme 2.
Pour toute suite (S,) convergente de limite S*, nous avons
les équivalences suivantes
(S,) € g.PROG1 N C1- <=> }FN, ¥
(S,) € gQ.PROG1 N C1* <=> } N, ¥

33

Lemme 3. .
Toute suite (S,) de C* de limite S* vérifie la propriete
VN, 3n2Ntelque: ¥p>n, |s,-s*| < |s,-5*%

Corollaire 2.
a) Toute suite (S,) de C1l- vérifie
¥N, 3n2N:8,<inf { §,, p>n}.
b) Toute suite (S,) de C1l* vérifie
¥N, 3n2N:8,>sup {S,, p>n}.

Théoréme 4.
Pour tout entier q non nul, la gquestion "quel est le signe
de S,-S* ?" est asymptotiquement décidable sur l'ensemble

q.PROG1.
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Lemme 4.
Pour toute suite (S,) convergente, nous avons les deux
équivalences suivantes
(S,) € g.REG1 N C1- <=> } N, ¥n 2 N : Uy q £ S, < S*
(s,) € g.REGL N C1* <=> J}N, ¥Vn 2 N : 8* < S, S V,_;

Lemme 5.
Soit g un entier quelconque non nul.
a) toute suite (S,) de Cl- vérifie
VN, 3n2N:V,_, <S5,
b) toute suite (S,) de C1l+* vérifie
VN, 3n2N: S, < Usy,q

Théoréme 5.
Pour tout entier g non nul, la question '"quel est le signe
de s,-S* ?" est asymptotiquement décidable sur l'ensemble
g.REG1.

6. Décidabilité asymptotique de la question Q sur les
ensembles *.PROGl et *,REG1l

Lemme 6.

a) Soit (S,) une suite de r.PROG1 N Cl- et N 2 r tels que:
vn2HN, s,.., sV, , < 8.

Alors, pour tout entier g 2 r et tout entier n 2 N+g-r,

on a : S,.q £V, < 8*. -

b) Soit (S,) une suite de r.PROG1l N Cl* et N 2 r tels que:
vn2HK, s*<U,, S S,

Alors, pour tout entier q 2 r et tout entier n 2 N+g-r,

on a : 8* < U, q £ Spq.

Théoréme 6.
La question '"quel est le signe de S,-5* ?" est
asymptotiquement décidable sur l'ensemble *.PROG1.

Lemme 7.

a) Soit (S,) une suite de r.REG1 n Cl- et N 2 r tels que:
vn2N, U_,, S8, < s* 3

Alors, pour tout entier g 2 r et tout entier n 2 N+g-r,

ona : Uyn;,q £ 85, < 8*. .

b) Soit (S,) une suite de r.REG1l N Cl* et N 2 r tels que:
¥vn2N, S* < S, €V .. _

Alors, pour tout entier q 2 r et tout entier n 2 N+g-r,

ona : S* < S, £ Vo4

Théoréme 7.
La question '"quel est le signe de S,-S* ?" est
asymptotiquement décidable sur l'ensemble *.REG1.



-120~ Récapitulatif des résultats

D. ETUDE DE SOUS-ENSEMBLES DE C2

1. Décidabilité asymptotique de la question Q sur
l'ensemble ALT

Proposition 6.
La question "quel est le signe de S,-S* ?" est
asymptotiquement décidable sur 1l'ensemble ALT.

2. Définitions des suites g-alternées

Proposition 7.
Pour tout entier g € N*, q.ALT* = q.ALT".

Proposition 8.
1.ALT = ALT
¥vg21, q.ALT c (g+l1).ALT

3. Suites progressives et régressives de C2

Proposition 9.
¥ q21, gq.PROG2 c (g+1).PROG2
¥ gqg21, q.REG2 ¢ (g+l).REG2

Proposition 10.

a) 1.PROG2 = 1.REG2 = ¢
b) 2.PROG2 = 2.REG2 = 0SC
c) pour tout g 2 2, q.PROG2 N g.REG2 # @

Proposition 11.
Pour tout entier g 2 1, on a les inclusions
a) q.PROG2 c g.ALT
b) q.REG2 c g.ALT

Proposition 12.
Pour tout entier g 2 3
a) q.PROG2 ¢ g.REG2
b) gq.PROG2 ¢ *.REG2
c) g.REG2 ¢ g.PROG2
d) q.REG2 ¢ *.PROG2

4. Indécidabilité asymptotique de la guestion Q sur

a) l'ensemble g.PROG2, q 2 3

Théoréme 8.
Pour tout entier g 2 3, la question 'quel est le signe de
S,-S* ?" est asymptotiquement indécidable sur l'ensemble
g.PROG2.
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Corollaire 3.
Pour tout entier g 2 3, la question "quel est le signe de
S,-S* ?" est asymptotiquement indécidable sur l'ensemble
g.PROG .

b) l'ensemble q.REG2, g 2 3

Théoréme 9.
Pour tout entier g 2 3, la gquestion "quel est le signe de
S,-S* ?" est asymptotiquement indécidable sur l'ensemble
g.REG2.

Corollaire 4.
Pour tout entier g 2 3, la question '"quel est le signe de
S,-5* ?" est asymptotiquement indécidable sur 1l'ensemble
q.REG .

¢) l'ensemble g.ALT, q 2 2

Théoréme 10.
Pour tout entier g 2 2, la question '"quel est le signe de
S,-5* ?" est asymptotiquement indécidable sur l'ensemble
g.ALT.

E. ETUDE DE SOUS-ENSEMBLES DE C*

1. Décidabilité asymptotique de la gquestion Q sur
l'ensemble 2.PROG

Théoréme 11.
La question "quel est le signe de S,-5* ?" est
asymptotiquement décidable sur l'ensemble 2.PROG.

2. Indécidabilité asymptotique de la guestion Q sur
l'ensemble 2.REG

Théoréme 12.
La question '"quel est le signe de S,-S* ?" est
asymptotiquement indécidable sur l'ensemble 2.REG.

F. TABLEAUX RECAPITULATIFS



-122- Récapitulatif des résultats

Chapitre II.

A. INTRODUCTION

B. LA QUESTION Q "QUEL EST LE SIGNE DE S,-s* ?"
EST ASYMPTOTIQUEMENT DECIDABLE SUR TOUT SOUS-
ENSEMBLE DE C* SYNCHRONISABLE

1. Principe de 1l'algorithme

Lemme 8.
Soient E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
procédé PS.
Soit (S,) une suite de E et N* € N tel que
¥n 2N, S, # 85*
Alors nous avons l'égalité
¥n 2N, T,-85, = (T,~1)(8,-8*).

2. Famille de procédés de synchronisation

Proposition 13.
Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable par le procédé
PS. Alors, pour tout réel a non nul, le procédé PS, est
aussi un procédé de synchronisation de E.

3. Ensembles E-(p,a) et E*(p,q)

Lemme 9.
Soit E un ensemble synchronisable.
Pour tous réels a et a' tels que 0 < a' < a et pour tout
entier p, on a les inclusions suivantes
(1) E-(p,a) ¢ E-(p+l,a)
E-(p,a) ¢ E-(p,a')
(ii) E*(p,a) c E*(p+l,qa)
E*(p,a) ¢ E*(p,a')

Lemme 10.
Soit E un ensemble synchronisable.
Pour toute suite (a,) strictement décroissante de limite
nulle, on a :
E = E [E-(k,a,) U E*(k,a,)]
k=0
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Lemme 11.
Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
Soient (S,) une suite de E et N* € N tel que
¥n 2Nt S,-S*# 0.
Pour tout réel a > 0 et tout entier p, on a
a) si (s,) € E-(p,a), alors

¥ n 2 max(p,N*), (Sh-S*)(T,-S,) < O
b) si (s,) € E*(p,a), alors :
¥ n 2 max(p,N*), (S,-8*)(T,-S,) > 0
Lemme 12.

Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable par le procédé
PS et soit un réel a > 0.
Pour toute suite (S,) de E et pour tout entier n, on a
(a) Tn 2 1+a <=> §* € >san-1/a(n)>
(b) Th € 1-a <=> 8* € >5,,T/q(n)>
Proposition 14.
Soient E un ensemble synchronisable par le procédé PS et
(S,) une suite de E.
Pour tout réel a>0 et pour tout entier p, les conditions
suivantes sont égquivalentes

(1)  (8,) € E-(p,a)

- (ii) 3 n 2p, N <8;,Ty0(j)>=¢
i=p

Proposition 15.
Soient E un ensemble synchronisable par le procédé PS et
(S,) une suite de E.
Pour tout réel a>0 et pour tout entier p, les conditions
suivantes sont équivalentes

(i)  (s,) € E*(p,q)

(ii) 3’ n =2 pl n <SJIT—1/a(j)> = ¢
i=p

Corollaire 5. :
Soient E un ensemble synchronisable par le procédé PS et
(S,) une suite de E.

Pour tout réel a>0 et pour tout entier p, les conditions
suivantes sont équivalentes

(i) (S,) £ E-(p,a) U E*(p,a)

(ii) il existe m > p tel que

<SJ'T1/a(j)> =9

L]
'UDB

D3

<sle-1/a(j)> =9

[
9
k¢ }
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4. Description du DAQES-algorithme

Théoréme 13.
La question Q "quel est le signe de S,-S* ?" est asympto-
tiquement décidable sur tout ensemble synchronisable.

5. Autres versions du DAQES-algorithme sur des sous-
ensembles de C*

a) Ec C2

Lemme 13.
Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable par le procédé
PS et (S,) une suite de E.
Alors il existe un entier N tel que, pour tout n 2 N
(1) Th=S, # 0
(2) (Tn-sn)(Tn—l-sn-l) <0 <=> (sn-s‘)(sn-l-s") <0

Lemme 14.
Soit E un sous-ensemble de C2 synchronisable par le procédé
PS et (S,) une suite de E.
Alors, pour tout entier n, il existe m 2 n tel que l'on ait
(Tm-sm)(Tm-l-sm-l) < 0.
b) *.PROG1 U * ALT

c) *.REG1 U *.ALT

C. LE ACCES-ALGORITHME

1. Description de l'algorithme

Proposition 16.
Soient E un sous-ensemble de C* synchronisable par le
procédé PS et (S,) une suite de E de limite S*.
Pour toute suite (T',) telle que

(1) lim ', = 1lim <t, = T
N=>+%+w n=>+a
La suite (A,) définie par
T, - S,
A, = 8§, = ======m si ', # 1 (sinon A, = 0)
r, -1

converge vers S* plus vite que (S,).

Lemme 15.
Soit E un ensemble synchronisable par le procédé PS.
Pour toute suite (S,) de E, il existe un entier N' tel que
¥yn2N', 0<p(n) <n
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Lemme 16.

Soit E un ensemble synchronisable par le procédé PS.
Pour toute suite (S,) de E, nous avons
(a) lim S,y = S*

n=J>+o

(b) lim Tp(n) = S§*
n->+o
(C) lim tp(n) =T
n=>+co
(d) Il existe un réel B et un entier N tel que
. S, - §*
vna2hN, 0<-—eceeemm <B <1
sp(n)°s

Proposition 17.

Soit E un ensemble synchronisable par le procédé PS.
Pour toute suite (S,) de E, la suite (I',) définie par :
Tn - Tp(n)
r, = -lee-f0L si S, # Sy(n (sinon T, = 1)

Théoréme 14.

Pour qu'un sous-ensemble de C* soit accélérable, il faut et
il suffit qu'il soit synchronisable.

2. Famille de procédés d'accélération

3. Choix du procédé d'accélération

Proposition 18.
Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.

E est a délai borné q si et seulement si E est inclus dans
g.BORN.

Corollaire 6. ,
Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes
(1) E est a délai borné 1,

(ii) E est inclus dans MON N APO-1

Corollaire 7.
Soit E un sous-ensemble de C2 synchronisable.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes
(i) E est & délai borné 2,
(ii) E est inclus dans OSC et pour toute suite (S,) de E,

les deux sous-suites (S,,) et (S,,,;) appartiennent
a APO-1.
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Proposition 19.
Soit E un sous-ensemble de C* synchronisable.
E est a délai borné si et seulement si E est inclus dans

* .BORN.
D. EXEMPLES DE SYNCHRONISATION

1. Etude des suites convergentes du type
€ns; = €4 — 4, e,

Lemme 17.
Soit (S,) une suite convergente de limite S*, dont les
erreurs e, = S,-5* vérifient
€ns; = €, - a, €,%, avec lim a, = a # 0.
n=>+o

Alors on peut écrire e, sous la forme
8§, nh, avec h = (k-1)-! et lim 5, = & # O.

e, =
n=>+w

Proposition 20.
Soit (S,) une suite convergente de limite S*, dont les

erreurs e, = S,-S* vérifient
- a, e,%, avec lima, = a # 0

€nsyy = €4
n->+o
Soit (T,) la suite définie, pour tout entier n 2 0, par
Tn = Sta/2)

Alors on a
(1) (T,) est synchrone avec (S,),

T,-S*
(2) lim =~---- = 2h avec h = (k-1)-1.

n->+o Sn_st

2. Etude des suites convergentes du type
e... = Ke, - a, ek, avec [K|(<l et K # O.

Proposition 21.
Soit (S,) une suite convergente de limite S*, dont les

erreurs e, = S,-S* vérifient
a, e,*, avec lima, = a # 0

€nhy1 T €4 -
n«>+o
Alors : lim A, = 2" oG h = (k-1)-1,
n=>+®

et lim B, = 1.

n=-j>+o
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Proposition 22.
Soit (S,) une suite convergente de limite S*, dont les
erreurs e, = S,-S* vérifient
e.s; = Ke, - a, e, avec lima, = a # 0 et K # 1.
n-’>+a
Alors : 1lim B, = K,
n->+o
et lorsque 0 < K < 1, on a
lim A, = 0.

n=>+o

Proposition 23.
L'ensemble des suites (S,) convergentes de limite S*, dont
les erreurs e, = S,-8* vérifient
e+ = K e, - a, e %, avec lim a, = a # 0
n=>+o
et |K| s letKkK #0
est synchronisable.
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RESUME

Etant données deux suites numériques convergentes, 1l’une
converge plus vite que 1l’autre (resp. est synchrone avec 1l’autre) si
et seulement si la suite des rapports des erreurs converge vers 2z€ro
(resp. admet une limite différente de un). Une famille E de suites
numériques convergentes est accélérable (resp. synchronisable} par
un procédé algorithmique si et seulement si, pour toute suite de E,
la suite transformée par ce procédé converge plus vite que la suite
initiale (resp. est synchrone avec la suite initiale).

Pour une famille de suites, étre synchronisable semble a
priori moins contraignant qu’étre accélérable. Nous prouvons en fait
gue ces deux notions sont équivalentes. Plus précisément, nous
construisons algorithmigquement, a partir de tout procédé de
synchronisation d’une famille E, un procédé d’accélération de
E appelé le ACCES-algorithme.

Une étape importante du ACCES-algorithme consiste en 1la
détermination, a partir d’un certain rang, de la position de chaque
terme de la suite a accélérer par rapport & sa limite. Cela nous a
conduit a chercher différents types d’informations sur des ensembles
de suites qui permettent de décider asymptotiquement du signe de
l’erreur.
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