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LISTE DES PRINCIPALES NOTATIONS 

temps cont inu  

temps d i s c r e t  

D e s  letters l a t i n e s  majuscles ou 

des l e t t r e s  greques majuscules 

représentent  des  matrices 

des letters l a t i n e s  minuscules 

représentent  des  vecteurs ou des  

s c a l a i r e s  se lon l e  cas 

des letters greques minuscules 

representent  des s c a l a i r e s  

des letters l a t i n e s  ou greques 

minuscules soulignées représentent  

des vec teurs  

Variables complexes 

0pBrateur r e t a r d  

des v a r i a b l e s  continues 

des v a r i a b l e s  d i s c r è t e s  

polynÔmes d i s c r e t s  



ABBREVIATIONS 

ARMA Auto-regressive moving average 

mzAS Model-reference adaptive system 

PRBS Pseudo-binary random sequence 

SAMR Systeme adaptatif à modèle de référence 
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L'utilisation des méthodes modernes de régulation implique le 

plus souvent la connaissance de toutes les composantes du vecteur 

d ' état du processus à r&uler. 

Toutefois, dans la réalisation de la commande d'un système 

réel, cette contrainte n'est pas toujours satisfaite. Il est donc 

important de reconstruire les états non-observés du système à partir 

d'un estimateur ou un observateur selon que le système soit exposé à 

des perturbations stochastiques ou non. 

Pour avoir une fidèle réplique du vecteur d'état, il faut que 

le modèle du filtre (estimateur ou observateur) représentant le 

système soit plus ou moins exact. Ainsi, il est absolument 

nécessaire que : 

i) Les paramètres structuraux du système soient connus 

parfaitement. 

ii) Les paramètres stochastiques ainsi que les proprigtés 

statistiques à priori soient connues correctement. 

Dans la plupart des applications industrielles, une partie des 

paramètres de l'un ou/et de l'autre est inconnue. D'oÙ, provient la 

nécessité d'en reconnaitre et identifier les valeurs. 

C'est dans ce cadre que les travaux dans ce mémoire 

se situent. Dans une partie de la thèse nous nous sommes intéressés 

4 

a l'identification des propriétés statistiques des systèmes 

d stochastiques linéaires dans une etape primaire pour la 

reconstruction du vecteur d'état comme objectif final. Puis nous 

avons étendu le travail aux systèmes singuliers où une partie du 



vecteur d'observation n'est pas touchée. Finalement, nous avons 

considéré le problème d'estimation du* vecteur d'état pour des 

syst'emes stochastl'ques linéaires de paramètres structuraux inconnus. 

Ainsi à côté de la reconstruction des états, les paramètres 

structuraux seront. identifiés adaptativement. Puisque ce problème 

est 'assez complexe, le système considéré sera une-entrée une-sortie. 



CHAPITRE 1 

IISTRODUCTION ET PRESmATIOIS DES PROBLEWgS 



1.0 Introduction : 

- 
Pour réaliser une commande optimale a des processus 

industriels, un modèle déterministe est nécessaire, c'est-à-dire, 

une connaissance parfaite des paramètres structuraux et des 

paramètres implicites (les variables d'état), devrait être r6alisée. 

Dans beaucoup d'applications industrielles, certaines 

composantes du vecteur d'état sont inaccessibles. Il faut donc les 

construire à partir d'un vecteur d'observation entaché de bruit de 

mesure. Ceci impose le problème crucial de l'évaluation du 

comportement dynamique des processus (processus chimique, thermique, 

nucléaire, économique, . . . etc. ) normalement exposé à des grandeurs 

perturbatrices aléatoires. Ce problème se situe dans le domaine de 

l'estimation stochastique optimale dont l'intérêt provient du fait 

que celle ci est une étape préliminaire pour l'implantation d'une 

commande optimale effective. 

bruit du système o(t) bruit du mesure u(t) 

grandeur de \ l'état du système l' grandeur 
* 

x(t> observée z(t) 

Fig.l.1 Un système exposé à des perturbations 

stochastiques 

~ig.l.1 montre un système physique exposé à deux sortes de grandeurs 

d'entrées, une grandeur de réglage u(t), qui est déterministe et 

une entrée d'une forme iniprévisible à l'avance o(t) ne pouvant 



être décrite analytiquement. Celle-ci s'attribue à la présence de 

phénomènes perturbateurs inhérents au système et à ses entourages. A 

titre d'exemple, le bruit observé aux bornes d'une résistance est 

lié à l'agitation thermique des électrons, la turbulence en aviation 

provoquée par des rafales de vent aléatoires, ... etc. 
De même, les grandeurs à réguler du système sont observées à 

l'aide d'un ensemble de capteurs. Ceux-ci risquent d'avoir des 

signaux fortuits et des effets aléatoires. Par conséquent on a 

souvent des mesures entachées de bruit comme montré par la Fig. 1.1. 

Nous faisons appel au fait que l'utilisation des mgthodes 

modernes de régulation aux systèmes stochastiques implique le plus 

souvent la connaissance de toutes les composantes du vecteur d'6tat 

du processus. 

Toutefois, dans la réalisation de la commande d'un système 

réel, cette contrainte n'est pas toujours satisfaite. 

Ainsi, il nous faut une étude consacrée à l'estimation de la 

réaction d'état à l'aide d'un filtre (estimateur ou observateur). 

Ici nous nous intéressons à l'estimation d'état des systèmes 

stochastiques qui peuvent être décrits par des équations linéaires. 

Les perturbations du système et de la mesure sont mod6lisées par des 

processus stochastiques bruits blancs gaussiens de moyenne nulle. 

~écemment les techniques d'estimation d'état, y compris le 

filtre de Kalman, ont été largement utilisées aux applications de 

syst'emes importants : par exemple, la détermination de l'orbite d'un 

vaisseau spatial, la trajectoire de missile ou d'avion, ... etc. 

Le filtre de Kalman fournit une solution au problème du 

filtrage des systèmes stochastiques linéaires mais ceci suppose un 



modèle exact du système, à savoir, la connaissance parfaite des 

paramètres dynamiques, des caractéristiques statistiques des bruits 

et des conditions initiales. En pratique, le modèle est toujours une 

approximation d'un systême et le filtre est implanté dans des 

calculateurs dont la précision n'est pas infinie, ce qui peut 

entraîner un mauvais comportement du filtre. 

Ainsi, des difficultés pourraient survenir lors de 

l'application des algorithmes d'un estimateur ou d'un observateur 

dt état. Les sources principales de difficultés sont : 

- Les parmètres structuraux du système où les paramètres 

déterministes du modèle du système sont inconnus ou mal 

connus. 

- Les caractéristiques statistiques des bruits où les éléments 

des covariances de bruit du sysceme et de l'observation Q et 

R, de même que les conditions initiales de l'état et de la 

covariance d ' erreur x et P sont imparfaitement 
O O 

connues. 

C'est dans ce cadre que le travail effectué ici se situe. En 

effet, au vu des difficultés mentionnées ci-dessus, nous voudrions 

aborder les trois problèmes suivants : 

- La reconstruction du vecteur d'état d'un système 

stochastique lorsque les propriétés statistiques sont 



imparfaitement connues. Dans cette partie nous traitons d'un 

système stochastique linéaire multidimensionnel , variable ou 

non dans le temps. Nous commençons par les systèmes 

continus. Ensuite, la prolongation de la méthode pour 

comprendre les systbmes discrets, est effectuée . 
- Le deuxième problème à aborder apparait lorsque l'analyse de 

l'erreur et de la sensibilité de notre système stochastique 

lineaire à l'égard des covariances de bruit Q et R montre 

que quelques composantes du vecteur de mesure sont entachées 

faiblement de bruit et m&e sont observées parfaitement. 

C'est alors que l'utilisation du filtre de Kalman ou d'un 

estimateur quelconque qui utilise des covariances de bruit 

ne seront plus utiles faute de pouvoir inverser la 

covariance de bruit de l'observation "R". C'est dans ce sens 

que nous développons un filtre continu et discret à un ordre 

&duit qui, d'une part reconstruit les variables d'6tat 

inaccessibles du système et d'autre part tient compte de 

l'absence de l'inversion de R (problème de filtrage 

singulier). 

- Le dernier problème à traiter est relatif aux systèmes 

stochastiques linéaires dont les propriétés statistiques 

sont plus ou moins connues assez correctement, mais qui 

manquent d* information 3 1' égard des paramètres structuraux. 

Dans ce cas, nous ne pouvons pas effectuer l'estimation du 

vecteur ddetat à moins que les paramètres du syst'eme ne 

soient connus. C'est ainsi qu'il nous faut un identificateur 

pour estimer les paramètres structuraux du systbme avant 



qu'on puisse proceder à la reconstruction du vecteur d'état. 

C'est dans cette direction qu'une conception d'un 

identificateur-observateur pour des systèmes stochastiques 

linéaires, continus ou discrets, est effectuée . Cependant, 
comme ce problème est assez complexe, nous nous limiterons 

ici aux systèmes mono-entrées mono-sorties 

Par la suite, nous donnons un bref résumé, que nous ne 

prétendons pas exhaus tif, des méthodes se trouvant déjà documentées 

dans la littérature et relatives à chaque sujet des trois problèmes. 

1.1 Le premier problhe 

Comme signal& antérieurement, le filtre de Kalman nécessite la 

connaissance parfaite des propriétés stochastiques des bruits du 

système et de l'observation. ~ ê m e  la conception d'un filtre 

spécifique ou d'un estimateur quelconque requiert les 

caractéristiques statistiques du procédé. 

Comme notre système manque d'information à l'égard des 

covariances de bruit, l'estimateur pour la reconstruction du vecteur 

d' état ne peut pas fonctionner d'une fa~on optimale. De &me. 

l'utilisation des valeurs approchées des covariances de bruit du 

système et de la mesure Q et R pour l'implantation des algorithmes 

de filtrage risque d'entralner des dégradations dans la conduite du 

filtre et une divergence éventuelle de ses performances. Ainsi, une 

procédure d'identification pour l'estimation de ces covariances nous 

est indispensable. 

En général, les méthodes servant pour l'identification des 



covariances de bruit Q et R sont effectuées essentiellement par 

l'intermédiaire des corr'elations et des covariances des processus de 

la sortie de syst8me z et de l'innovation 2. 

Les techniques de corrélation pour estimer les covariances de 

bruit sont originalement d&velopp6es en 11-61 pour des syscemes 

linéaires discrets. Par de telles approches, on dispose, en 

principe, d'un ensemble de corrélations directes et fetrogrades de 

la sortie z et/ou de l'innovation 2 calculées à partir de leur 

propriété érgodique. Un autre ensemble est obtenu depuis des 

expressions mathématiques qui sont substantiellement les fonctions 

des paramètres du système ainsi que de ses propri6t/es stochastiques. 

Ces deux ensembles doivent atre identiques : un certain nombre 

d'équations indépendantes linéairement peut en être tir'e. Celles-ci 

sont employées à résoudre les équations qui sont fonctions de 

covariances de bruit. Cette procédure est, en effet, une estimation 

à une seule 'etape, c'est-à-dire, c'est une approche non rgcursive 

vis-à-vis de l'obtention des covariances de bruit Q, R. 

Bien qu'aucun problème d'initialisation n'apparaisse, 

l'existence d'un inverse g8néralisé de la matrice d'observabilit/e en 

"T . 
vue de trouver l'estimé P C pourrait conduire a un problème de 

X 

divergence dans cette méthode. 

Cependant, les techniques de corr'elation d'innovation [ 6 ]  se 

distinguent des techniques de corrélation de sortie par les 

avantages suivants : 

i) Puisque la corrélation du processus de sortie n'intervient 

pas aux algorithmes d'identification, la contrainte imposée à la 

matrice do système A devant être asymptotiquement stable peut être 



enlevée. Ainsi, cette méthode d'identification peut se rapporter aux 

systbmes dont les matrices des coefficients A n'assurent pas la 

stabilité asymptotique. La matrice [A-KCI remplagant celle de A dans 

le d6veloppement des algorithmes est toujours asymptotiquement 

stable (condition de stabilitg asymptotique du filtre). 

ii) Le test de blanchissement de la S'equence d'innovation sert 

\ h 
a v6rifier la convergence des valeurs estimées t, R aux valeurs 

réelles au bout de chaque itération des algorithmes. 

Contrairement à la méthode de corrélation de sortie, la 

technique de corrélation d'innovation est une procédure itérative 

qui requiert des valeurs initiales des covariances de bruit. Le 

processus d'identification est effectué dans l'ordre suivant : 

- Commencer par des valeurs initiales, disons Q1 et R 
1 ; 

établir le filtre de Kalman; calculer la covariance de 

1' erreur d' estimation et le gain du filtre K 
1.' 

A - Accomplir l'estimé x tout en effectuant la séquence 

d'innovation (21. Vérifier si celle-ci est bruit blanc. 

- Sinon, reboucler la procédure en disposant des valeurs 

estimées. Le test de blanchissement s'effectue à la fin de 

chaque itération jusqu'à ce que le processus d'innovation 

devienne absolument bruit blanc. 

Il faut signaler que dans les techniques de sortie aussi bien 

que de l'innovation, le nombre d'éléments inconnus de Q doit être 

limité par le nombre nm qui rep8esente la dimension AT 
PxC 

P est la covariance du vecteur d'état) dans la technique de 
X 

A 
W T n J  

sortie et P C (Px est la covariance d'erreur d'estimation) dans le 
X 



cas de corrdlation d'innovation. 

La technique des covariances assorties est originalement 

développ6e en [6,9] en version discrète. Dans cette mhthode, les 

covariances de rdsidus (innovation) directes et rétrogrades 

calcul6es a partir des moyennes temporelles sont rendues identiques 

à celles obtenues d'aprhs les modèles mathhatiques qui sont 

essentiellement les fonctions des paramètres du système A,  C et de 

ses propriét'es statistiques Q, R .  Au cas ou un écart important 

existe entre les deux covariances, Q et R sont estimés chacun à son 

tour. Un nombre d'équations indépendantes linéairement comprenant 

les éléments inconnus de Q et R sont tirdes et résolues 

simultanément pour chaque covariance par les méthodes des moindres 

carrés. 

On note ici que le problème de l'inverse généralise n'existe 

plus dans cette m6thode; mais d'autre part le nombre dt61éments 

inconnus de Q se limite 3 m(m+1)/2 qui est la dimension de la 

n, %T covariance d'innovation E[zz 1 .  

En référence [l], des algorithmes de filtrage adaptatif ont 6té 

développés par l'inteddiaire de covariance assortie des résidus 

IL 
z(k). Les covariances de bruit sont des matrices diagonales et sont 

exprimkes linéairement en fonction des facteurs correctifs a 
i j 

et Bij tel que : 

où aij et Bij sont définis par, 

- 
aij = ~ij/Qij ; Bij = Rij/Rij 



- 
et R sont les Qléments erronés des covariances de bruit. 

i j 

hi' est la matrice impulsionnelle dont toutes les entrées sont 

ème 
nulles sauf la ij égale à 1. La covariance d'innovation 

modélisée ainsi, est aussi fonction linéaire en a 
ij * %j- 

L'erreur entre la valeur estimée de ~[?(k)~~(k)] selon la 

propriété d'érgodicité et celle modélisée, représente une matrice 

aléatoire bruit blanc de moyenne nulle. Cette équation est donc 

convertie à une équation vectorielle. La procédure d' adaptation 

utilise essentiellement la méthode de moindres carrés tout en 

minimisant une fonction coût de cet écart. 

~élanger [9] a développé un algorithme pour estimer les 

matrices de covariances de bruit pour un système stochastique 

discret linéaire et variable dans le temps. Il a exploité le fait 

que la corrélation de la séquence d'innovation est une fonction 

linéaire des covariances de bruit Q et R. Cependant, si ces matrices 

sont représentées par une fonction linéaire de n composantes d'un 

certain paramètre vecteur g, c'est-à-dire, 

la fonction de corrélation d'innovation sera aussi une fonction 

linéaire du même paramètre vecteur a. Ainsi, l'équation clé 

~ [ ( k ~ k - 1 ,  est une fonction linéaire en ai, où w z est 

l'innovation. Cette propriété rend le problème amenable à une 

formulation des moindres carrés dont la solution minimise le carré 

de l'écart entre la valeur de la corrélation d'innovation obtenue à 

partir de calcul statistique et celle repr6sent&e linéairement par 



les paramètres a En disposant de ce fait, un algorithme des i ' 

moindres carrés pondérés pour estimer uniquement ces paramètres 

"aiw a été effectué. 

En [22], un algorithme de calcul des covariances de bruit est 

achevé. 11 est consacré a' des syst>mes dynamiques stochastiques 

linéaires de dimensions importantes. L* ef ficacité du calcul devient, 

en fait, un impératif substantiel quand le nombre des variables 

d'état augmente. Un tel cas apparait lorsqu'on traite des systèmes 

stochastiques des param'etres répartis qui se représentent par des 

équations différentielles comme le problème d'assimilation des 

données pour la prédiction du climat. Une approche pratique de 

filtrage adaptatif pour de tels systèmes est de décrire les matrices 

des covariances de bruit inconnues en termes d'un nombre des 

paramètres relativement faible de sorte que seuls ceux-ci soient 

estimés. 

Dans cet article, le problème est reformulé de fayn à rendre 

comparable la complexité de calcul relative au filtre non-adaptatif 

de Kalman-Bucy. Un algorithme d'un filtre de Kalman est utilis6. Il 

effectue l'estimé d'état et calcule des matrices utiles pour 

l'identification des covariances de bruit. Ensuite, un filtre 

secondaire est adapté pour calculer les param'etres intervenant dans 

le calcul des covariances de bruit. 

~éanmoins, les techniques mentionnées ci-dessus ne contrôlent 

pas suffisamment le pas de correction dans chaque itération pour 

l'estimé de Q et R. De ce point, provient notre volonté de 

développer une méthode d'identification itérative procurant un tel 

contrôle afin d'éviter des problèmes de divergence et par conséquent 

une dégradation éventuelle des performances du filtre. Ceci 



constitue le thème du chapitre 2 oÙ le problème est formulé d'une 

procédure d'optimisation qui effectue à la fin de chaque période 

d'observation des incréments de matrices correctives AQ et AR. 

Comme indiqué antérieurement, l'estimation de l'état d'un 

système physique qui évolue dans un environnement stochastique est 

un problème d'un intérêt croissant autant théorique que pratique. La 

performance de l'algorithme d'estimation d'état et le comportement 

du filtre ou de l'estimateur dépend effectivement du montant de 

1' information valable à 1' égard des paramètres stochastiques. 

Au cas idéal oÙ la dynamique de même que la mesure du système 

se représentent par des modèles linéaires perturbés uniquement par 

des bruits blancs gaussiens des covariances connues correctement, le 

filtre Kalman-Bucy donne l'estimé optimal de l'état. En pratique, vu 

le manque d'information concernant les propriétés statistiques des 

bruits, la conception du filtre de Kalman-Bucy ou d'un estimatueur 

quelconque nous oblige à effectuer une analyse d'erreur et de 

sensibilité du filtre selon les éléments de covariances de bruit Q 

et R. Parfois, cette analyse d'erreur et de sensibilité montre 

qu'une partie de la mesure est observée parfaitement sans aucun 

entachement de bruit. Dans ce cas nous sommes confrontés au problème 

de filtrage singulier car la non-inversion de la covariance 

d'observation "R" entraine des divergences du comportement du filtre. 

Nous voulons de nouveau préciser que le problème de la 

reconstruction des variables d' état d'un système dynamique donné des 



observations des variables de sortie est d'importance fondamentale 

pour la conception d'une conunande optimale du système considdré. Si 

l'on s* intsresse à la classe des systèmes linéaires, alors deux 

approches sont valables pour la reconstruction du vecteur d'état. Si 

les variables de sortie sont mesurdes parfaitement et aucune 

perturbation stochastique ne figure, nous pouvons établir un 

observateur déterministe ( [26], [301) . D' autre part, si toutes les 
variables de sortie sont entachées de bruit blanc gaussien, le 

filtre de Kalman-Bucy peut être donc employé ( [20 1 - [24] ) . 

Conune, mentionné ci-dessus, on peut trouver des applications 

pour lesquelles certaines variables de sortie sont non-bruitées 

alors que d'autres sont entachées de bruit. A titre d'exemple, le 

système de radar moderne où la pr6cision de la mesure de portée est 

de loin supérieure à celles de l'élevation et de l'azimut. Pour de 

tels systèmes, nous rappelons que la matrice de covariance de 

l'observation est presque singulière et elle peut entrainer à des 

matrices mal-conditionnées et par conséquent à des problèmes de 

calcul. 

Dans la littérature, ce problème a été abord4 par deux voies 

différentes; notamment: 

i) Comme le système fonctionne dans des environnements 

stochastiques, le problème a été considéré comme étant un 

problème d'estimation d'état pour des mesures de bruits 

singulières d'où le nom de "problème de filtrage singulier" 

(1461-[511). 

ii) Puisque le filtre de Kalman ne peut trouver une solution 

dans ce problème, le principe de l'observateur de 



Leuenberger a été adopté pour étendre son idee afin 

d'englober les systèmes stochastiques. De plus, comme une 

partie du vecteur de mesure est observée parfaitement et 

puisque les composantes du vecteur de sortie représentent 

des variables d'état ou une combinaison linéaire 

indépendante de ceux-ci, on n'aura plus besoin de 

reconstruire ces variables. plutôt, nous en re~onstruisons 

uniquement le reste'. D'OÙ le concept de retrouver un 

observateur à un ordre réduit pour les systèmes linéaires 

stochastiques de mesure singulière ( [ 2 8  - 441) .  

Ainsi, ce problème peut être mis sous les titres : problème de 

filtrage singulier ou observateurs à ordre réduit pour des systèmes 

stochastiques à mesure partiellement non-bruitée. 

Il faut indiquer que le problème de filtrage singulier 

comprend deux notions : 

- Quelques composantes du vecteur d'observation ne sont pas 

entachées de bruit. 

- L'intensité de la covariance de bruit d'observation est si 

petite qu'elle peut être considérée nulle. 

Nous nous sommes placés dans la première notion du problème; 

et nous allons suivre l'approche de l'observateur à un ordre réduit 

pour l'estimation du vecteur d'état de notre système stochastique à 

mesure de bruit partiellement singulière. 

 incorporation de l'observateur de Leuenberger pour 

l'estimation d'état des systèmes stochastiques linéaires a été 

étudide par de nombreux chercheurs. D'abord, Aoki et Huddle (281 

d'un côté, et Brammer 1291 de l'autre, ont proposé l'idée de 



l'utilisation de l'observateur de Leuenberger pour l'estimation 

optimale d'état des systèmes stochastiques. Leondes et Novack 

[31,34] ont optimisé 1' observateur lorsque quelques composantes de 

mesure sont beaucoup plus précises que les autres. 

Le concept de développement des observateurs/estimateurs, dans 

le cas où certaines variables de sortie ne sont pas entachées de 

bruit de mesure, a été étudié extensivement ((29-361). Athans et Tse 

[291; et Tse [331 ont utilisé ce concept en vue d'établir un filtre 

spécifique (un observateur à ordre réduit) dans le sens des moindres 

carrés qui reconstruit uniquement les états non observés pour des 

syst&mes stochastiques discrets linéaires. 

Pour des systèmes stochastiques discrets linéaires à 

n-dimension ayant des bruits additifs et multiplicatifs, Panossian 

et leondes [41] ont développé un algorithme de filtrage 3 un ordre 

inférieur à celui du filtre de Kalman-Bucy; notamment d'ordre (n-q) 

où q représente le nombre de composantes non-bruitees du vecteur de 

mesure. 

Un estimateur d'ordre réduit a 6té proposé par Fairman 

[35,36]. D'abord, le filtre de Kalman est introduit; puis, ce filtre 

est modifié à travers l'emploi de l'observateur de Leuenberger qui 

est choisi de sorte que les innovations dues aux variables de sortie 

non-bruitées ne soient plus requises pour l'estimation optimale 

d'état. 

Nagpal, Helmick et Sims 1431 ont présenté une méthode pour la 

conception d'un observateur à ordre rdduit non biaisé optimal. 

- 
L'ordre de ce filtre doit être supérieur a un certain minimum 

déterminé par le nombre d' observations indépendantes du syspeme. 



Contrairement aux 6 tudes indiquées ci-dessus, aucune des 

observations n' est supposée non-bruitée. Un processus d* innovation 

d'ordre réduit est proposé ayant des proprietés similaires à celle 

d'ordre entier lorsque le filtre réduit est optimisé. 

En [SOI, le problème a été abordé dans le domaine harmonique. 

La fonction de transmittance du filtre est obtenue à partir de la 

factorisation spectrale de 1 'équation alggbrique de Riccati. Ainsi, 

le problème de filtrage singulier peut être regardé comme un cas 

particulier du problème d'estimation d'état lorsque la matrice de la 

covariance d'observation est singulière. 

Dans le chapitre 3, en nous servant du principe de 

l'observateur asymptotique, un estimateur a' un ordre reduit est 

proposé pour des systèmes stochastiques linéaires continus et 

discrets, variants ou invariants dans le temps ayant une partie 

non-bruitée . Notre processus stochastique linéaire est 

asymptotiquement stable, complètement conunandable et complètement 

observable. Le système peut être réalisé dans une forme canonique 

quelconque où les variables d'états représentent des 

physiques ou non physiques. Le filtre est contu pour l'estimation de 

(nxQ) états où Q représente les composantes parfaites de la 

mesure. Une matrice de transformation inversible est employée pour 

l'obtention de l'estimé du vecteur d'état du système d'origine à 

partir de l'état estimé du filtre de même que la partie non-bruitée 

du vecteur d'observation. 

1.3 Le troisième problème : 

Les phénomènes physiques sont étudiés quantativement par des 



mode'les mathématiques. En général, ces modèles sont souvent 

approximatifs car les phénomènes sont si compliqués qu'on ne peut 

pas tenir compte de toutes les variables qui interviennent. Il y a 

toujours un compromis entre l'erreur d'appproximation et la 

complexité du modèle: mieux le modèle décrit une réalité physique, 

plus il est complexe. 

Dans 1 * automatique, les modèles mathématiques permettent de 

décrire les procédés que nous voulons conanander. En réalité, il 

n'existe pas de systèmes rigoureusement linéaires en sens 

mathématique, mais plutôt des systèmes non-linéaires qui, autour 

d'un point de fonctionnement, ont un comportement proche de celui 

d'un système linéaire. 

L'approximation d'un système non-lingaire par un système 

linéaire est possible et valable uniquement au voisinage d'un point 

de fonctionnement (les amplitudes de signaux intervenant doivent 

être faibles). ~athématiquement, cette approximation peut être 

expliquée 6 l'aide de la série de Taylor. En décomposant le système 

non-linéaire par série de Taylor autour d'un point de 

fonctionnement, on s'aper5oit que, pour de petites variations, on 

peut négliger les termes d'ordres supérieurs et retenir uniquement 

la partie linéaire de la d6composition. Ainsi, un système 

non-linéaire peut être approché par un système lineaire autour d'un 

point de fonctionnement. Il peut être regardé comme étant un syst&me 

linéaire à paramètres variables. A chaque point d'opération, nous 

pouvons associer un ensemble de paramètres qui sont propres au 

nouveau point de fonctionnement. 

Pour réaliser un système stochastique asservi qui répond aux 



spécifications de conception, une connaissance préalable de ses 

paramètres structuraux ainsi que de ses param'etres stochastiques 

devrait être disponible. Mais, un procéd6 del peut être assujetti à 

deux types de perturbations; notamment perturbation d'état et 

perturbation de paramètres. 

En effet, la plupart des applications industrielles peuvent se 

moddliser par un système linéaire qui est souvent une approximation 

d'un système non-lineaire. Un changement du point de fonctionnement 

sera donc accompagné des variations des paramètres structuraux du 

système et ainsi peut être considdré comme une perturbation agissant 

sur les paramètres du système linéaire. 

Les paramètres d'un procéde peuvent varier aussi pour d'autres 

raisons. A titre d'exemple, la suspension d'une automobile: à la 

longue, le coefficient de viscosité de l'amortisseur et la constante 

du ressort se dégradent. Un autre exemple est l'effet des 

limitations technologiques du matériel du four électrique par le 

vieillissement de l'isolation. Il existe aussi bien des procédgs 

dont les param'etres peuvent changer brusquement. A titre d'exemples, 

la charge d'un ascenseur et le changement de l'inertie de l'ensemble 

du moteur et de la charge pendant la fabrication des c2bles 

électriques. 

Or, si les parambtres du procéd'e varient au cours du temps, et 

\ si l'on utilise une commande classique a ajustements fixes, les 

paramètres du système asservi se dégradent à mesure que l'&art 

entre les valeurs r6elles des paramètres du procédé et celles pour 

lesquels la commande avait été ajustée, augmente. Si l'on veut 

0 eviter la dégradation des performances, il faut réajuster la 

commande en fonction des nouvelles valeurs des parambtres du 



procédé : c * est ainsi qu * apparaissent les concepts d * adaptation et de 

système adaptatif. Alors que la commande classique est orientée vers 

l'élimination des perturbations d'état, un système adaptatif est 

capable, en effet, de compenser les changements dans le comportement 

dynamique du procédé qui sont dus aux perturbations des paramètres. 

Nous présentons par la suite un bref résumé concernant 

l'évolution des recherches effectuées sur l'identification des 

paramètres et l'observation d'état à travers les systèmes adaptatifs 

à modèle de référence. Toutefois, nous précisons le suivant : 

Pour reconstruire les états inaccessibles d'un système linéaire 

à des paramètres connus dans des environnements déterministes, 

des observateurs d'état asymptotiques [55] sont employés. 

Lorsque le système a des paramètres inconnus ou des paramètres 

qui varient au cours de l'utilisation du système, des 

observateurs d'état adaptatifs doivent être construits. 

A l'aide des techniques des systèmes adaptatifs 3 modèle de 

référence, des observateurs d'état adaptatifs peuvent être accomplis 

à partir d'un observateur asymptotique linéaire de Leuenberger qui 

permet, par l'intermédiaire d'autres moyens supplémentaires, 

l'observation d'état de même que l'identification des paramètres de 

processus. 

Plusieures méthodes ont été ddvelopp6es par Carol1 et Lindorff 

[561, Luders et Narendra [581, et Kudva et Narendre 155,571 pour des 

observateurs adaptatifs qui concernent des systèmes linéaires 

continus mono-entrée mono-sortie. Les conceptions de tels 

observateurs sont basées sur l'emploi des signaux auxiliaires et 

l'analyse de stabilité asymptotique à travers la fonction de 



Lyapunov. L'extension de cette approche aux systèmes multivariables 

linéaires continus ou discrets a été considérée en rdférences 

[57,58,71,72 ] (Luders et Narendra 1974, Kudva et Narendra 1974, 

Landau 1979 et Silvoria 1978). Dans ces articles, des observateurs 

d'état adaptatifs parallèles ont été effectués à partir de la 

configuration d'un observateur asymptotique linéaire avec une 

structure de système adaptatif à modèle de réference parallèle. De 

. 
tels algorithmes offrent un fonctionnement plus robuste a la 

présence d'une perturbation et permettent l'adaptation du gain de 

l'observateur. Cette approche, en effet, correspond à un filtre de 

Kalman adaptatif pour un certain type de perturbation. 

En [61], le problème d'identification rgcursive a été formulé 

comme étant un problème db'un modèle de poursuite. Cette formulation 

a permis le développement de tels algorithmes d'identification qui 

utilisent essentiellement des techniques de systèmes adaptatifs à 

modèle de réfdrence et le concept de positivité pour des processus 

discrets mono-entrée mono-sortie de même que pour des processus 

multivariables. L'identificateur cony ainsi assure la stabilité de 

l'algorithme d'identification et conduit à des estimés non-biaisés 

asymptotiques des paramètres de système. 

Akashi et Moustafa [641 ont présenté une procédure 

d'identification pour l'estimation des parmètres d'un système 

- . 
stochastique discret linéaire a travers un système adaptatif a 

modèle de référence parallèle et l'utilisation de la fonction de 

Lyapunov. Un algorithme d'identification pratique est obtenu 

produisant des erreurs d'estimations bornées, en présence de bruit 

de mesure, à condition que l'entrée soit assez riche. 



Kreiselmeier [651  a introduit la notion de l'observateur 

adaptatif paramétrisé pour des systèmes continus linéaires. En fait, 

l'observateur paramétrish a une structure différente où l'état 

estimé est une fonction linéaire des paramètres de système. Ainsi, 

1 'adaptation des paramètres de l'observateur paramétrisé isole 

entièrement la dynamique de l'observateur de la boucle d'adaptation. 

Deux observateurs adaptatifs sont congus par Ichikawa [74 ,84  1 

et effectués à partir des filtres a variables d'état pour les 

signaux d'entrée et de sortie au moyen de techniques de synthèses de 

Lyapunov. Les algorithmes obtenus sont consacrés aux systèmes 

continus linéaires. Le premier algorithme est accompli selon 

l'observateur asymptotique de Leuenberger; tandis que, la conception 

de l'autre est basée sur le principe de l'observateur paramétrisé. 

Pour ce dernier, l'auteur a montré que la convergence de 

l'algorithme d'identification de param'etres est exponentielle pourvu 

que l'entrée soit assez riche. 

Deux autres observateurs adaptatifs pour des systèmes 

linéaires continus et discrets ont été dérivés des techniques de 

systèmes adaptatifs à modale de référence et présentés par Landau 

s 

[ 7 3 ] .  L'un exploite la structure série-parallèle a gain 

d' observation constant et l'autre dispose de la structure parallèle 

à gain constant également. Un troisième a été reporté par Silveria 

1691 et Sugart, Landau et Silveria 1711 où la structure parallèle de 

SAMR à gains ajustables a été adopt6e. Egalement, les algorithmes 

adaptatifs ont été analysés dans des environnements stochastiques où 

un bruit blanc gaussien de mesure a été introduit dans la dynamique 

du système. Les conditions de la convergence des paramètres 

identifiés ont été obtenues par la méthode de Ljung [68]. 



Sebakhy 1781 a utilise les propridtbs de l'algorithme de 

Goodwin-Ramadge-Caines [761 en commande adaptative pour 

l'identification des paramètres d'un système discret linéaire. De 

plus, il a modifié l'algorithme de sorte que la convergence des 

paramètres identifiés ait 6th améliorée à travers le choix optimal 

du gain adaptatif et le maintien d'une relation linéaire des 

paramètres inconnus durant la période de l'achèvement de 

1' algorithme adaptatif. 

Shahrokhi et Morrari 1801 ont réclamé que la convergence de la 

plupart des algorithmes effectués pour des observateurs adaptatifs 

est lente et l'ont attribuée à l'utilisation d'une seule équation 

d'erreur d'observation. Dans cet effet, ils ont propos6 un 

identificateur discret qui utilise des erreurs multiples de sortie. 

~ a s é  sur cet identificateur, ils ont effectué unexconception d'un 

observateur adaptatif pour un systame discret linéaire mono-entrée 

mono-sortie. 

Une conception d'un observateur adaptatif pour un système 

continu linéaire mono-entrée mono-sortie est réalisée par Inoue et 

Iwai [871. La structure de l'observateur est basée sur l'observateur 

paramétrisé de Kreisselmeier mais la loi adaptative est déterminée 2 

partir d'un autre système d'équations qui tient en compte une 

d6croissance exponentielle çpécifige de l'erreur d'identification et 

d'observation. 

Un observateur adaptatif pour un systame discret linéaire 

mono-entrée mono-sortie dont l'ordre n'est pas connu est présenté 

par Murdoch et Oliveros 1881. L'observateur adaptatif discret est du 

type gén'eral introduit par Kreiselmeier, à savoir, l'observateur 



paramétrisé. L* observateur adaptatif trouve 1 ' ordre du système, 

identifie les param'etres inconnus du système et donne l'estimé du 

vecteur d * état à chaque période d' échantillonnage. 

Un observateur adaptatif paramétris'e implicite à un ordre 

réduit pour un sys thme de n-dimension mono-entrée mono-sortie est 

présenté en 1901. Un algorithme adaptatif de type de moindres carrés 

est utilisé pour l'identification des param'etres et pour assurer une 

convergence exponentielle. 

Hori et al [91] ont proposé un observateur adaptatif pour des 

systèmes multivariables . Un algorithme de projection orthonormalisée 

est utilisé au lieu de l'approche des moindres carrés pour 

l'identification des paramètres inconnus du syst'eme. 

Chen et Tomizuka [951, ont étendu le travail effectué relatif 

. 
a la réalisation non-minimale. Ils ont consid6r8 un système 

- 
stochastique exposé a une perturbation d'entrée et de bruit de 

mesure de sortie. Pourtant, l'analyse a été effectuée dans un 

contenu déterministe. Des valeur borndes ont 6té suppos'ees pour ces 

perturbations. 

Comme mentionné ci-dessus, la majorité des résultats 

théoriques des systèmes adaptatifs à moddle de référence sont conqus 

pour des systèmes déterministes où aucune perturbation stochastique 

ne se manifeste. ~ e m e  dans les cas des systèmes stochastiques, on a 

considéré souvent le bruit d'observation. De là, nous avons voulu 

trouver des algorithmes d'identification des paramètres et 

d'observation d'état adaptatifs pour des systèmes stochastiques 

linéaires ayant des bruits de processus et d'observation. 

En chapitre 4, nous avons étudié le problème d'observation 



adaptative d'état pour des systèmes stochastiques linéaires continus 

et discrets dont les propriétés statistiques sont plus ou moins 

exactes. Pourtant ces systèmes manquent d'information concernant 

leurs paramètres structuraux qui peuvent varier aussi par rapport au 

temps. L'étude de ce problème a 6t6 faite pour le cas où le vecteur 

d'état du procédé n'est pas mesurable directement (vecteur d'état 

entièrement inaccessible). Dans ce problème nous avons considéré 

uniquement comme mesurable l'entrée et la sortie du procédé. 

Notre système, comme la plupart des applications 

industrielles, est complètement commandable et complètement 

observable (c'est-à-dire, les du numérateur et du 

dénominateur sont premiers entre eux et aucune annulation ne se 

produit entre les pôles et les zéros de la fonction de transmittance 

du système). Egalement, la matrice de coefficient du système est 

asymptotiquement stable. 

Comme notre système manque d'information à l'égard des 

paramètres de processus et des états inaccessibles, il nous faut 

donc une solution pour qu'on puisse avoir des informations 

supplémentaires d ' un cÔ té pour 1 ' identification des paramètres du 

processus et de l'autre pour l'observation du vecteur d'état. Ici, 

nous adoptons la représentation non-mininale du processus. En ef £et, 

la réalisation non-minimale a la propriété incontestable de 

l'accessibilité du vecteur d'état entier. De là, le processus 

d'identification peut se séparer et s'effectuer en première étape. 

Puis, on procède pour l'observation d'état, et ainsi notre tâche se 

facilite énormément. 

Pour l'étape d'identification des paramètres de système, on 



dispose d'un système adaptatif à modèle de référence ayant la même 

représentation nonminimale. Ensuite, 1 ' Qquation de 1 ' erreur du 

système entier est etudiee à partir de la condition de stabilité 

asymptotique tout en disposant d'une fonction quadratique de 

Lyapunov en termes de l'erreur de système, de même que les erreurs 

de paramètres de système. D'oÙ, on retire des lois adaptatives de 

sorte que la stabilit6 asymptotique du système et la propriété 

d'identification soient accomplies. Nous indiquons ici que deux 

observateurs d'état diffgrents sont con$us. L'un pour des systèmes 

continus qui utilisent le principe de l'observateur asymptotique de 

Leuenberger, et l'autre pour le système discret qui utilise - le 

principe de l'observateur paramétrisé. 

En chapitre 5, nous terminons notre thèse par la présentation 

d'une conclusion génerale recapitulant le travail effectué ici; 

ainsi que de futures recherches que nous croyons susceptibles d'être 

d'intérêt croissant dans le domaine d'identification et d'estimation 

d'une part, et dans le domaine des systèmes adaptatifs à modèle de 

réfdrence de 1 ' autre. 



CHAPITRE II 

IDENTIFICATION DES COVARIAWCES DE 

BRUIT DU SYSTEME ET DE L'OBSERVATION 



2.0 Introduction : 

Dans ce chapitre une procédure d' identification des 

covariances de bruit est développée pour des systèmes linéaires 

continus ou discrets, variants ou invariants dans le temps. La 

matrice du systhme A est supposée être stable pour garantir la 

stationnarité du processus d'observation "2". Pourtant, cette 

contrainte peut être enlevée en considérant uniquement les 

covariances directes et rétrogrades du processus d ' innovation 

{~t~(t)e~(t) I et E[Z(~)Z(T)I **cas continu1* ; E[zkzkl % CLT 

w 'LT 
et E[zkzel, k2k "cas discret", comme cela sera démontré 

ultérieurement dans le chapitre. 

La technique proposée est essentiellement une procédure 

itérative qui fournit à chaque itération des termes correctifs AQ 

et AR qui mettent à jour les covariances des bruits dont on donne 

les notations Q et R. Ensuite, la matrice de gain du filtre K(t) est 

adaptée . Enfin, le processus d' innovation est effectué . 

A la fin de chaque itération, il faut que le bon 

A 
fonctionnement du filtre, en disposant des valeurs estimées $ et R ,  

soit vérifi6. Le critère qui indique la validité du filtre est la 

matrice des différences entre deux ensembles de covariances de 

sortie : 

1) les covariances du premier ensemble sont estimées à partir 

de la d'érgodicité des processus stationnaires. 

Elles sont appellées covariances estimges ou calcuï6es Y". 

2) L'autre ensemble représente les mêmes covariances; mais 

elles sont obtenues suivant leurs modèles mathématiques. 



Celles-ci sont appellées: covariances mod6lisées avec la 

notation "MW. Si le plus grand élément, en valeur absolue, 

dans cette matrice de difference "e" devient inférieur à 

une valeur prescrite suffisement petite et si le test de 

bruit blanc du processus d'innovation est achevé, la 

procédure d ' identification sera arrêtée, 

Remarquons que les algorithmes adaptatifs sont effectués apras 

la disparition du régime transitoire du système et du filtre, 

c'est-à-dire, lorsque tout deux sont arrivés au regime permanent. 

2.1. Cas continu 

2.1.1 Description du système : 

~onsid6rons le système linéaire continu décrit par : 

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + o(t) 
(2.1) 

z(t) = Cx(t) + u(t) 
où 

x(t) est un vecteur d'état à n dimension 

z(t) est un vecteur d'observation à m dimension. 

A est une matrice de système à coefficients constants ou 

variants dans le temps, de dimension (nxn) 

C est une matrice d'observation à cofficients constants ou 

variants dans le temps, de dimension (mxn) 

o(t) est un vecteur de bruit de système 2 n dimension 

u(t) est un vecteur de bruit d'observation à m dimension 

Les vecteurs de bruit {o(t), t2t 1 et (u(t), 
O 

tLt 1 sont supposés être des processus de 
O 

bruit 

blanc, indépendants, gaussiens et de moyenne nulle. 



L'état initial x est supposé être gaussien, de moyenne 
O 

nulle, et independant des processus fo(t),tLto), 

lv(t),tZtol. 

Par suite la matrice de covariance du vecteur aléatoire 

[o(t) v(t) x 1 est de la forme : 
O 

si t=T 
où d(t-~) = 

si t=l: 

représente le symbole de kronecker. 

Dans la plupart des applications, les corrélations entre les 

composantes de chaque vecteur de bruit o et u sont nulles ou 

très faibles. Donc, la structure des matrices de covariance de bruit 

Q et R est supposée être de forme diagonale. Nous nous pla2ons dans 

cet aspect.   ou te fois, cette supposition est faite uniquement pour 

simplifier les algorithmes d'identification. Au cas Gu des fortes 

corrélations existent entre les composantes, l'extension de la 

technique est directe. 

2.1.2 Termes de corrections : 

En vue de l'indisponibilité des valeurs réelles des 

- - 
covariances de bruit Q et R; des valeurs erronées Q,R (la barre 



supérieure affectée aux caractères indique des paramètres ou des 

signaux erronés) seront désignées à la place. Celles-ci seront 

modifiges en disposant des incréments des matrices de covariances 

AQ et AR (appelees matrices de correction ou termes correctifs) 

calculées au bout de chaque itération du processus d'identification 

tel que, à la fin de l'itération "k", nous aurons 

- 
q(t) = R (t) +  AR(^) k-1 

A Les termes de corrections AQ et AR sont supposés etre les 

covariances des séquences d'erreur aléatoires Ao, Av. Par 

suite, les vecteurs aléatoires réels o et v pourraient s'écrire : 

- 
où G et v représentent les vecteurs de bruit erronés qui 

- - 
correspondent aux covariances Q,R. 

h Les séquences de bruit Ao et AU sont supposées etre des 

séquences de bruit blanc, gaussiennes, indépendantes et centrées : 

~[Ao(t)] = E[Av(t)] = O 

et de covariances 

D' ailleurs, elles sont statistiquement indépendantes de 1 'état 

A - - initial x de meme que des séquences aléatoires o et v 
O 

telles que : 



A la lumière de l'argument préc/edent, les équations du modèle 

de système s'écrivent (en supprimant, sans perte de le 

terme **B(t)u(t)" entièrement connu): 

2.1.3 Les bquations de filtre : 

Puisque les valeurs initiales des covariances de bruit Q et R 

sont indvitablement en erreur soit à cause du manque d'information 

soit à l'incertitude d'information, notre estimé ne sera plus 

optimal. Il sera, un estimé moins satisfaisant (sous 

optimal) et donné la notation x̂(t).  équation du filtre, dans ce 

cas, est : 

où le gain matriciel constant K est le gain stationnaire de Kalman 

donné par : 

- 
K = (Sc) ,cTz-l (2.10) 

(? ) est la valeur stationnaire de la covariance d'erreur calculee 
C s 



.. 
a partir de l'équation différentielle non-linéaire de Riccati : 

avec, comme conditions initiales: 

2.1.4 Formulation de probl-me : 

L' idde principale de la méthode d' identification présentée 

ici, est d'effectuer la corrélation directe d'un vecteur formé du 

iw 
processus de mesure z et du processus d'innovation z tout en 

considérant uniquement les covariances diagonales s'y trouvant comme 

suit : 

~[z(t)z~(t) 1 O 
E[[;::!][z(t),2(t)j = 1 ----;------ 1 ------------ J (2.13) 

z(t> ~[%(t);~(t) ] 
diag 

D' abord, les valeurs estimées des covariances sont effectu&es à 

partir de la propriét'e d'6rgodicité des processus stationnaires z et 

n, 
z. Ensuite, nous en établissons les expressions mathématiques 

(covariances modelislfes). Celles-ci sont des fonctions des 

paramètres structuraux et statistiques du système (A, C, 6, R, AQ 

et AR).  écart entre les deux ensembles de covariances "e" sera 

une fonction linéaire des termes de corrections AQ et A R .  En 

minimisant une forme quadratique de ceci et à l'aide d'une technique 

d'optimisation statique, les covariances de bruit Q,R se 

reproduiront de sorte que les deux ensembles de covariances décrites 

ci-dessus s'approchent éventuellement. 



En mettant 1 *argument précedent en termes mathématiques, on 

peut aborder le problème de la fagon suivante : - 
eme Supposons que le filtre agisse dans la i pgriode de son 

fonctionnement, il est souhaitable de calculer les incréments des 

covariances de bruit (les termes de correction) AQ et AR tels 

que la fonction coGt 3 : 

soit minimisée. 

Comme signalé auparavant la matrice d'erreur "e" est donnae 

par: 

O& (2.15) 

[ - lC, dénote les covariances calculées qui sont estimées 

depuis la propridt6 érgodique des processus stationnaires z et 2 .  

1.1,. dénote les covariances mod6lis'ees dont les valeurs sont 

obtenues à partir de leurs modèles math6matiques et la 

connaissance des paramètres du système A, C, Q, et R. 

 après (2.8) et (2.9). le vecteur formé de z(t) et %(t) 

s'&rit : 

où X(t) est l'erreur d'estimation qui peut être obtenue à partir des 

équations d'état du système et du filtre décrites par (2.8) et (2.9) 

respectivement : 



avec les conditions initiales : 

Les solutions de l'équation différentielle d'état (2.1) et 

celle de l'erreur d'estimation (2.17) sont connues sous la forme : 

où les matrices de transitions @(t-T) et Ql(t-r) 

satisfont les équations différentielles : 

T 
2.1.4a La matrice de covariance de la sortie E[z(t)z (t)] : 

Soit C est la covariance estimée ou calculée du vecteur de 
1 

mesure z(t). Sa valeur est effectuée à partir de la proPridté 

d'érgodicité du processus z(t) : 

où N est le nombre d'dchantillons du signal {zl,z2,..,zgl 

dans un intervalle d'observation. 

Le modèle mathématique de celle-ci est : 



T 
0% Px(t) = E[x(t)x (t)] est la matrice de covariance du vecteur 

d'Qtat x(t) qui satisfait l'équation dynamique matricielle : 

qui a pour solution : 

puisque l'état initial P (to) est considéré nul ce qui 
X 

n'enlève rien à la généralité du problème. 

La borne finale t dans l'intégrale (2.23) est prise assez 
f 

large afin que la covariance d'état ait atteint sa valeur 

stationnaire (P  ) . 
X s 

En reportant (2.22) dans l'expression (2.21), on a alors : 

~'expreçsion (2.25) est calculée d'avance à partir des valeurs des 

A(t-T) - 
paramètres C, @(t-~) = c , Q et R. 

2.1.4b La matrice de covariance de 1 * innovation ~[%(t)2~(t) ] : 

N 
Si le filtre fonctionne d'une facjon optimale, z(t) sera une 

séquence de bruit blanc centré qui peut être décrite par les deux 

premiers moments : 



~[2(t) ] = O 

cov{Z(t) ,Z(T)) = E[Z(~)~~(T) I = ab(t-r) 

= R  s i t = r  

= O  s i t # r  

Or, si le filtre ne fonctionne pas dans une optimalité, l'expression 

de covariance ci-dessus n'est plus valable. Une autre pourrait être 

obtenue en disposant de 2 donné par (2.16) comme nous allons montrer 

en ce qui suit. 

La covariance calculée ou estimée du processus d' innovation, 

en utilisant la propridté grgodique de ?(t), est : 

où N est le nombre d'échantillons 'g N iL 
z . . . zn) dans un 

2 

intervalle d'observation. 

Le modèle mathématique de la covariance d'innovation peut être 

obtenu corne : 

(2.27) 

N 'LT 
où ?(t) E[x(t)x (t)l est la variance dterreur d'estimation qui 

satisfait l'équation différentielle matricielle : 

gct) = r a - ~ c i l ( t ) + ? c t ) ~ ~ - i < c ~ ~ + ~ < c à + ~ ~ ) ~ ~ + ~ ~  
avec 

R J  
(2.28) 

P(t,) = O 

dont la solution donne la covariance d ' erreur d * estimation au régime 
& 

stationnaire P du fonctionnement du filtre : 
s 



Il faut préciser que, si les covariances de bruit Q et R 

étaient parfaitement connues et le filtre fonctionnait dans une 

optimalit&, les trois premiers termes dans l'expression mathématique 

de la covariance modélis6e donnde par (2.27) s'annuleraient et cette 

dernière se rkduit à R; ce qui conforme au fait que la sequence 

d'innovation du filtre optimal est un processus bruit blanc gaussien 

centr6 et de covariance R. 

En utilisant (2.29) dans l'équation (2.27)- nous aurons : 

Les matrices M et M dans les équations (2.25) et (2.31) 
1 2 

sont calculées d'abord en se servant des valeurs initiales des 

covariances de bruit Q et R. Ce sont les covariances modélisées 

calcul6es à la base des paramètres erronés 6,s. 
Celles-ci sont soustraites des covariances estimées C et 

1 

C2. Les différences sont des matrices d'erreurs qui se prêtent 

utilement dans la procédure d'optimisation pour l'obtention des 



termes de correction bQ et AR. 

Dans ce qui suit. un r6sumé de ce qui a été effectué est 

présent6 : 

i) Les covariances calcul8es. estimées d'après la propriCt4 

d96rgodicité des processus z(t) et Z(t). sont : 

O 
c = [b;;~ [zT( t ) 2T( t) = IL:!:!;:!:!!{ --------_-___ ] 

E[Z(t)%T(t)] 
diag C 

ii) Les covariances modOlis6es. estimées selon leurs expressions 

mathématiques sont les fonctions des paramètres de système 

A. C. lj et R de même que des matrices de correction AQ et 

AR : 



Nous pr6cisons de nouveau que si nous disposons de valeurs rdelles 

des covariances de bruit Q et R en (3.46), les deux matrices de 

covariance C et M s*égalisent. ~6anmoins, étant donné que les 

- - 
valeurs initiales Q et R sont inévitablement en erreur, la 

covariance estimée C(t) et la covariance modelis'ee M(t) ne seront 

. 
pas identiques et l'écart entre elles est la matrice d'erreur "e" ou: 

2.1.5 Technique d'optimisation : 

Soit, 

la matrice d'erreur donnée par (2.34) peut s'écrire : 



Equation (2.34) montre que la matrice d'erreur "e" est 

symétrique et fonction linéaire des incréments des matrices de 

covariances AQ et AR. Donc on pourrait formuler le problème 

conme suit : 

Trouver les termes correctifs (matrices diagonales) AQ et 

AR tels que la fonction de coût quadratique : 

soit minimisi5e. 

Prenons la dérivée de l'équation (2.36) par rapport aux 

matrices diagonales AQ et AR et en l'égalisant à zero, deux 

ensembles dt&quations sont obtenues. 

Le critère d'écart J peut s'écrire : 

En utilisant les matrices gradient, les équations suivantes 

sont obtenues : 



les notations [.Id et (.Id dénotent des matrices diagonales se 

constituant uniquement des éléments diagonaux de la matrice entre 

paranthbses. 

Les matrices D, E , F , G et H sont définies conune, 

Puisque AQ et AR sont supposés être diagonaux -ce qui est le cas 

dans la plupart des applications- les ensembles d'équations (2.38) 

et (2.39) peuvent s'écrire sous la forme vectorielle suivante : 

où les vecteurs SR et bQ se composent-des éléments diagonaux des 

matrices diagonales AR et AQ respectivement, i.e., 



Y, est une matrice symétrique de dimension (mxm) définie par : 

la matrice 8 est de dimension (mxn) et s'écrit comme : 

r = une matrice symétrique de dimension (nxn) 

bl = un vecteur de dimension m 
t 

bl = { [s1+s2-s2(cK) ld+S ( D ~ s ~ D ) ~ ~ ~ ] ~  
t 0 

b2 = un vecteur de dimension n, où 

m = le nombre d'éléments à identifier de 4~ 

n = le nombre d'éléments à estimer de AQ. 



2.1.6 Technique d * identification modif i6e : 

La contrainte de stabilité asymptotique faite à l'égard de la 

matrice de système A dans leéquation d'état (2.1) peut être enlevée. 

Dans ce cas le processus d'identification peut s'effectuer Èï partir 

d'un vecteur composé. Celui-ci est formé des résidus à deux instants 

décalés, c * est-2-dire, %(t) et ??!(T). Ensuite, les corr'elations 

directe et rétrograde du r6sidu ?(t) sont effectdes de la fa~on 

suivante : 

le critbre d'écart J est : 

L'expression mathématique de la covariance directe du processus 

T 
d'innovation E[z(t)z (t)] a été montrée par (2.27) : 

Alors que celle de la covariance rétrograde est obtenue comme, 



Il faut noter que lorsque le filtre fonctionne optimalement, 

les ternes de correction AQ et AR seront nuls et l*équation 

(2.51) se réduira à zéro ce qui est conforme aux caractéristiques 

statistiques de la séquence d* innovation 2( t) du filtre optimal. 

Les covariances calculées ou estimges en exploitant la 

propriété d'érgodicité de z(t) sont : 

r\, où si est le nombre d* échantillons z( tl) ,%(t2), . . . ,%!(tu) dans 

chaque période d'observation T. 

Les modèles mathématiques correspondants sont : 

E[Z(t)Zr(t) 1 
M = ----------- ------------ [ O jE[.(t)n(:)j M = [Y, lj 



où M donné par (3.38) et M2 égale à zéro. 
1 

En suivant la même procédure que celle du paragraphe précédent 

pour obtenir les matrices incréments AQ et AR, nous aurons la 

même forme de l'équation vectorielle (2.41) 

où 

Y = une matrice de dimension mxm 

n n t  
+ 1 {I [di*(t-d)dJ*(t-d)]dg.iI [di*(t-b)dT*(t-d)lddd 
i=1 j=l t, 

Et @ est une matrice de dimension (mxn) 



r est une matrice de dimension (nxn) et définie par 

Le vecteur b l  est de dimension m et défini comme 

et b un vecteur à n dimension et donné par 
2 

ème 
ob d * = la transposee de la k vecteur ligne de la matrice D, 

k 

la même nokation s'applique aux autres matrices. Les vecteurs e 
-i ' 

" j ainsi que les matrices E E et E sont définis dans le 
-ij ' -mn 

cas discret. 



2.2 Cas discret : 

Le système discret peut être décrit à l'aide du modèle d'état 

suivant : 

Zk = Ck Xk + vk 

où KLO, représente des instants successifs du temps. 

x l'état du système, de dimension n 
k ' 
z la mesure du système, de dimension m 
k ' 

o le bruit de processus, de dimension n. 
k ' 
u le bruit d'observation, de dimension m. 
k ' 

Les matrices %, Ck sont de dimensions respectives 

 es séquences de bruit { o(t) ,tht 1 , 
O 

I v(t), 

tht ) sont supposées être des séquences de bruit blanc, 
O 

gaussiennes et de moyenne nulle. 

T 
~[o(k) o (a)] = Q 6(k-9) 

Egalement, nous avons, 

T T 
E[o(k) x (O)] = E[u(k) x (O)] = O 

où la matrice R est définie positive et Q semi-définie positive. 

se état initial x(0) est aussi un processus gaussien des 

moments : 



ÿÿ équation dynamique du filtre est donnée par : 

A 

%k/k = ;Éi</k-l+~g [ zk-cgklkkl I 
et 1 (2.61) 

x(0) = x, 
h 

où Z(k) est la valeur estimée du vecteur d'état du système bruité 

x(k). Les valeurs r6elles Q et R sont inconnues et des valeurs 

erronndes sont utilisées à la place. Ces valeurs sont mises à jour à 

la fin de chaque période d'observation à travers des matrices 

correctives AQ et AR tel que à la fin du k &me intervalle nous 

avons : 

Gk = ok-l + buk 
- - 
Vk = Vk-1 + Auk 

Les corrections hQk et A\ sont calculées de sorte que 

l'indice d'erreur J donné par : 
k 

soit minimisé; ou la matrice d'erreur e(k) est donnée par : 

où comme signalé antérieurement. [ . l c  et [. IH dénotent 

respectivement les covariances calculée et mobelisée . 
Les covariances erronndes Qk et approcheraient leurs 

valeurs réelles éventuellement lorsque k augmente. Dans ce qui suit 

nous allons présenter la procédure d'identification en sa version 

discrète où les termes correctifs A Q ~  et A\ sont estimés 

successsivement. 



2.2.1 Position de problème 

Les matrices de correction Aqk et  AR^ sont supposées 

h 
etre les covariances de séquences de bruit bot et Avk 

respectivement. Alors, les séquences de bruit réelles o et 
k 

v peuvent Stre écrites telles que : 
k 

- 
ou Gk(k) et vk(k) représentent les vecteurs erreur de bruit 

- - 
qui correspondent aux covariances erronnges Qk et Rk. Les 

sequences de bruit Bok I\ et Avk sont supposées etre bruits 

blancs gaussiens et sont indépendantes, donc 

De meme, ces sequences de bruit sont independantes statistiquement 

des sequences o(k) et v(k) et incorrelees a l'etat initial 

s[Ao(k) xT,]=o ; a[A~(k) X ~ ] = O  (2.67) 

En nous servant des equations (2.65). le modele de systeme peut se 

recrire comme, 

Les equations de filtre seraient, 



où &k/k) indique l'état filtré reprgsentant l'étape de mise à jour 

du filtre tandis que $(k+l/k) indique 1 'état pr6dit repr6sentant 

l'étape de propagation. 

kf(k) est le gain stationnaire filtre de Kalman donné par, 

RI 

Kf(k) = ~(k/k-l)cT(k) [c(k)P(k/k-1)cT(k)+E(k) 1-l 

et FP(k) est le gain predit du filtre qui est, 

ni 
où P(k/k-1) est la covariance de l'erreur d'estimation définie 

IL 
comme, P(k/k-1) = k k - l T k k - 1  ] , qui se &duit à l'équation 

suivante de Riccati : 

Comme la plupart des applications industrielles, notre système 

est complètement commandable et observable; de même, la matrice de 

système A est stable. Sans perte de généralité, les conditions 

initiales x et P sont prises nulles. Egalement, les 
O O 

covariances Q et R sont de structures diagonales puisque il n'existe 

normalement qu'une faible corrélation ou pas, entre les composantes 

des vecteurs de bruit. La dynamique de l'erreur d'estimation 

n_ 
X(k/k-1) = x(k) - x(k/k-1) peut se dériver comme, 



avec comme conditions initiales, 

x(0) = x, = O 

considérant 1 * indice d* erreur donné par équation (2.64), la valeur 

de la matrice de covariance de la sortie est obtenue depuis la 

propriété d* Grgodicité du processus z( t) , 

où N est le nombre d'échantillons dans une psriode d'observation. 

L'expression moddlisée de cette covariance est trouvée comme, 

Pk-l 
est la covariance de l'état x(k-1) telle que : 

pk = ~(k-i)~(k-i)~T(k-i)G(k-~)+AQ 

Pour la séquence d ' innovat ion Z(k-1) = k - k - 1 ,  la 

covariance calculée de celle-ci est 

N 
R> 

C2(k) = (~tZ(k) ?(k)llC = Lim (1/N) 1 zk(i)Zk(i) 
N- i=o 

(2.74) 

r\, A, 

où N est le nombre d'échantillons (2k(1) ~ ~ ( 2 )  . . . zk(N)) 

dans une fenêtre d'observation. 

L'expression mathématique de cette covariance est obtenue à 

partir des paramètres du système comme, 



représentant la covariance de 1 * erreur d' estimation. 

2.2.2 La technique de l*opthisation : 

soit, 

Si(k) E Ci(k) - Mi(k), i = 1.2 

La matrice d'erreur donnée par (2.64) peut etre récrite comme 

L'indice d'erreur sera, 

2 2 2 
J[e(k)l = Tris (k)+T (k)+U (k)-2S(k)~(k)+2~(k)~(k)-2~(k)s(~)) 

La dérivée de J[e(k)l par rapport à AR et AQ,tout en utilisant 

de matrices de gradient,devient : 



Les Qquations matricielles [ (2.77)-(2.78) nous donnent l'équation 

vectorielle suivante : 

où les matrices Y, O et r sont données par, 

~t les vecteurs bl(k) et b2(k) sont, 

Le vecteur e est un vecteur "un" où tous ses éléments sont 
-i 



. 
eme 

nuls sauf le i él'kment égal à un. Le vecteur g est le vecteur 

unité dont chacun de ses éléments est "un" comme montré ci-dessous, 

La matrice E est une matrice carrée ou rectangulaire où tous les - ij 
éléments sont nuls sauf celui qui est situé à l'intersection du 

ème 
ihe rang et la j colonne égal à **un**, 

d' identification peut être résumé comme suit : 

& j =  

1) Assigner des valeurs initiales aux covariances de bruit, 

- 7 

0 0 ... 0 - . . O  
. . . . 
O O 1 O 
0 0 S . .  0 ... O 

2 :  
O O O O - - 

soit Q et R . 
O O 

L'ordre du calcul lors de l'exécution de la procédure 

2) ~ésoudre pour la covariance d'erreur calculée au rdgime 

stationnaire en utilisant l'équation de ~iccati 

(2 .28)  et (2.76) pour le système discret. ~nsuite, calculer la 

matrice de gain K suivant l'équation : 

3 )  Supposer que le système et le filtre aient abouti au régime 

permanent de leur fonctionnement, nous consid6rons un 

échantillon d'observation de N réalisations. Nous enregistrons 

les vecteurs de mesures z i=l, .. ,N et calculons les 
i ' 

vecteurs d' innovation correspondants aux mesures selon 

l'équation, 



4) Calculer C C M et Pl2 en utilisant les équations 
1' 2' 1 

(2.20) et (2.25) pour des systèmes continus et de (2.71) à 

(2.76) au cas discret. 

5) Calculer Y, @, , bl et b2 en utilisant les 

relations de (2.43) à (2.47) pour le système continu et de 

(2.80) 2 (2.84) pour le système discret. 

6) Obtenir SQ et SR par l'équation (2.41). 

7) Renouveler les covariances de bruit telles que 

où le scalaire c est un facteur de convergence dont la 

valeur varie entre zéro et un de sorte que le critère 

quadratique J(Q ,R ) soit infdrieur 3 sa valeur précédente 
1 1  

J(Qo,Ro) sous réserve que Q1 et R1 soient définis 

positif S. 

8) Adapter le gain du filtre en utilisant les valeurs estimées 

Q1 
et R à partir de la résolution de l'équation 

1 

matricielle de Riccati (2.11) pour la covariance d'erreur 

N 
calculée P D'OÙ le gain est renouvellé selon 

cl ' 

9) Procéder à la deuxième période d'observation et répéter les 

étapes de 4 à 8 à partir des valeurs estimges Q R et le 
1' 1 

gain adapté K 
1 - 



10) Continuer le processus de minimisation jusqutà ce que la 

plus grande valeur absolue dans la matrice d'erreur "e" soit 

inférieure à une valeur prescrite suffisamment petite "p". 

h 
De meme, le test de bruit blanc de la séquence d'innovation 

r\l z(t) devrait être effectué. D ~ S  que les deux conditions sont 

achevées, le processus 8' ident if ication sera arrêté. 

2.3 Exemple numérique : 

Afin d' illustrer la méthode d' identification 

précédemment dans ce chapitre et afin d'indiquer le type de 

résultats ainsi obtenus, nous l'appliquons pour estimer les 

covariances de bruit Q,R d'un système du deuxième ordre. ~pr'es 

chaque itération du processus d'identification, le gain du fitlre K 

est adapté. A la fin de la procédure d'identification le gain du 

filtre K est comparé au gain optimal stationnaire (K ) . 
O s 

Les équations de système sont 

où les séquences {a(t),ttto}, { u(t) ,t2t 1 sont 
O 

des processus bruits blancs centrés des covariances : 

Pour chaque fenêtre d'observation, 1000 mesures sont prises à 

un intervalle de 0,001 seconde. Une période de 0,l seconde sépare 



Flg.2.1 Estimation de Q 

Fig.2.2 Estimation de R 



 tér rations 

Fig.2.3 Estimation de Q 

Fig.2.4 Estimation de R 
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Fig. 2.5 Convergence de la valeur estide de Q 

Fig.2.6 Convergence de la valeur estimée de R 



Fig.2.7 Convergence de la preuniare composante du gain 

K vers sa valeur stationnaire optimale K 
1 01 

- 
u O 

1 I I 1 I l 

1 3 4 5 6 7  8 Nombre 
- - 

d'itérations 

Fig.2.8 Convergence de la composante du gain K vers 
2 

sa valeur stationnaire optimale K 
02 



les échantillons successifs. La Routine de Runge-Kutta de quatrième 

ordre a été employée pour résoudre numériquement toutes les 

équations différentielles troudees lors de l'exécution du processus 

d'optimisation. Le scalaire "p" est pris comme étant 0,001. 

2.4 ~ésultats et discussion : 

1- Les figures de (2.1) à (2.6) montrent que les valeurs des 

covariances identifiées à travers les algorithmes d'optimisation 

utilisés, convergent toujours vers les valeurs réelles de Q et R, 

même si les valeurs initiales assignées aux covariances au début du 

processus sont largement Qcartées de leurs valeurs réelles.~rois 

ensembles de valeurs initiales de (Q,R) sont utilisés, notamment 

(20,10), (8,0;4,0) et (1,0;0,2) 

2- A la fin du processus d'identification, pour chaque 

ensemble de (Q,R) , le gain stationnaire optimal du filtre de Kalman 

a Bt6 obtenu. Dans le cas de l'ensemble (8,0;4,0), les composantes 

de ce gain sont K = 0.863 et K = 0.373. Les figures (2.7) et 
1 2 

(2.8) montrent la convergence de ces composantes, successivement 

renouvell~es au bout de chaque itération. La convergence des 

composantes du gain s'applique aussi dans les cas des deux autres 

ensembles de (Q,R). 

2.5 Conclusion : 

La plupart des algorithmes d'identification des covariances de 

bruit ont 6th principalement développés pour des syst&mes discrets. 

Dans ce chapitre, une procédure d'identification a été formulée pour 



des systèmes discrets aussi bien que pour des systèmes continus afin 

d'obtenir les valeurs réelles des covariances de bruit inconnues. 

Les resultats ainsi obtenus d'emontrent cat6goriquement 

l'insensibilit6 de cette méthode à l'égard de l'écart des valeurs 

initiales, assign6es aux covariances, de leurs valeurs réelles. 

Aussi, ces résultats démontrent la rapidit6 de la convergence vers 

les valeurs rdelles des covariances. 

La formulation du processus d' identification comme un problème 

d'optimisation nous donne le privilège d'introduire une matrice 

diagonale de pondération W dans 1' indice d'erreur équation (4.14) 

telle que : 

2 T 
J = Ile Ilw = e We 

A Cette matrice W peut etre choisie de sorte que le taux de 

convergence soit accélérée. 

De plus, dans le paragraphe 2.6, nous avons traité le cas Cu 

le systsme matrice A est instable ou proche de l'instabilité. Le 

vecteur intervenant dans le processus d'identification sera donc 

modifi6. Par suite, la covariance d'innovation rétrograde 

E IL( ~)T~(T) 1 est employée. Celle-ci remplace la covariance du 

processus de sortie dans l'équation (2.13) et ceci est montré par 

l'équation (2.48). 



CHAPITRE III 

ESTIMATEUR D'ETAT A üN ORDRE REDUIT POUR 

DES SYSTEMES DE MESUm SINGULIERE 



3.0  Introduction : 

Dans le chapitre précédent nous nous sommes intéress6s 2 

l'estimation optimale des systèmes stochastiques linéaires variables 

ou non dans le temps. Nous avons développé une méthode 

d'identification iterative des covariances de bruit Q, R tout en 

tenant compte de deux facteurs importants qui sont : 

- Le contrôle sur les incréments des covariances de bruit 

en vue d'éviter des divergences du filtre. 

- Seuls les éléments de Q et R ,  pour lesquels le 

comportement du filtre est plus sensible, sont identifiés . 

C'est ce qui réduit le temps du calcul et diminue la 

capacité mémoire. 

A ce moment nous voudrions bien préciser que les systèmes 

stochastiques considérés jusqu'ici se caractérisent par une 

propriété commune : Toutes les composantes de la sortie de tels 

systèmes sont entachées de bruit blanc gaussien additif. Pourtant, 

il existe bien de systèmes oÙ certaines composantes de sortie sont 

très peu entachées de bruit ou même mesurées parfaitement. Ainsi, la 

matrice de covariance de bruit de mesures R sera mal conditionnée et 

son inverse entrainerait un problème de divergence du filtre. Cela 

peut mheme entrainer à la limite, l'invertibilit'e de R, ce qui 

représente un vrai problème au cas continu. 

Dans le domaine d'estimation et identification des systèmes 

stochastiques, le phénomène mentionné ci-dessus est connu sous le 

nom de "problème de Filtrage Singulier". C'est dans ce chapitre que 

nous abordons ce problème en vue de construire un estimateur à un 



ordre &duit pour des systèmes stochastiques ayant des bruits de 

mesure singuliers. 

La méthode de l'observateur asymptotique d'abord proposée par 

Leuenberger [25,26,301 consiste 3 utiliser un système physique dont 

la dynamique est choisie arbitrairement. Cet observateur est capable 

de reproduire les états non mesurables d'un processus non bruit6 

d'une manière directe et suffisamment rapide. 

Dans l'esprit du développement du filtre linéaire optimal 

1191, nous allons étendre l'utilisation des observateurs 

asymptotiques en vue de construire un estimateur d'un ordre 

inférieur à celui du filtre de Kalman-Bucy aux systèmes 

stochastiques linéaires ayant une partie de mesure non bruitée. De 

telle fason, nous exploitons l'idée de l'observateur pour 

l'estimation optimale du vecteur d'état des systèmes linéaires 

partiellement bruités. Le travail présent6 ici peut donc être 

considéré comme une généralisation de l'observateur de Leuenberger 

[291 pour des systèmes stochastiques. 

11 est connu que dans des situations où les états du processus 

sont inaccessibles, la loi de commande de la forme : 

ne peut pas être implantee. Cependant pour conserver les avantages 

des techniques de réaction df&tat et effectuer une commande par 

retour d'état on réalisera un système dynamique capable de 

reproduire les états du processus à partir de la commande et des 



sorties mesurées. Ces états estimés sont utilisés dans la chahe de 

retour. Ce système dynamique n'est qu'un observateur dont le vecteur 

d'état représente une approximation à celui du système original, ce 

qui indique 1 ' existence d* une transformation linéaire entre les deux 

vecteurs d'état. 

Dans les chapitres suivants, nous présentons le développement 

de l'observateur analogue se rapportant aux syst'emes linéaires 

continus variants ou non dans le temps. La version discrète de 

celui-ci sera également établie en vue de l'importance des 

algorithmes récurrents qui se prêtent mieux au calcul mumérique. 

3.1 Cas continu : 

3.1.1 Modèle mathématique : 

Le système continu peut être décrit à l'aide du modèle 

d' état suivant : 

- 
Cl(t) 

y(t) = [q = [d x(t) +[&- (3.2) 

où - xl(t). une partie non bruitée de l'état de système, est de 

dimension n 
1 ' 

- x2<t). la partie bruitee de l'état du système, est de 

dimension n 
2 ' 

-x(t) = - T T T 
[xl(t) l x2(t) 1 , le vecteur d'6tat du 

système, est de dimension n (=n +n ) .  
1 2  



- ~(t), l'entrée, est de dimension m 

- o(t), le bruit de processus est de dimension n 2 ' 

- yl(t), la partie de sortie non bruitde, est de dimension fL. 

- y (t), la sortie entachée de bruit, est de dimension q 
2 

- v(t), le bruit de mesure, est de dimension q. 

la décomposition en bloc selon les équations (3.1) et (3.2) 

des matrices A, B et C n'enlève rien à la généralité du problème : 

les matrices de système A A et A sont en gdn6ral 
11' A12* 21 22 

fonctions du temps et de dimensions respectives (nlxnl) , 

(n xn 1, (n xn et (n2xn2). 1 2  2 1 

Egalement les matrices de commande B1,B2 et les matrices 

d'observation 
C1vC2 

sont ddterministes et de dimensions 

respectives (n xm),(n xm), (km) et (qxn). 
1 2 

3.1.la propriétés statistiques du syst'eme : 

Les vecteurs de bruit {o(t),tLt) et {v(t), 
O 

A t6;t 3 sont supposés etre des processus de bruit blanc, 
O 

gaussiens, indépendants et de moyenne nulle. 

A  état initial x(t ) est supposé etre gaussien, de moyenne 
O 



nulle et independant des processus {o(t)l et {~(t)). Alors, 

la matrice de covariance du vecteur aléatoire composé 

T T T 
[O (t) I V  (t)Ix (to) est sous la forme : 

L'objectif final d'un tel problème est, bien entendu, 

d'effectuer une commande optimale u(t), toStSr, telle que 

la fonction du coût quadratique "J", soit minimisée, 

où S(T), @(t) et 'Y(t) sont des matrices de pondération, 

symétriques, ddf inies non négatives, sauf Y définie positive, et 

de dimensions respectives (nxn),(nxn),(mxm). 

Pour implanter une telle commande par retour d'état: 

~ ( t )  = - K(t) ~ ( t )  

il nous faudra trouver l'estimé G(t) du vecteur d'6tat du système 

d'origine x( t ) .  

En effet, la mesure y représente une connaissance parfaite 
1 

des variables d'état (ou Q combinaisons linéaires 

indépendantes de celles-ci). D'oÙ, au lieu de construire un filtre à 

ordre n, nous construisons un estimateur qui reproduit 

uniquement le reste des variables d'état et qui sera d'ordre 



(n-2). Ainsi, sera effectué un système physique "0" (observateur) 

demandant moins de calcul et de capacite memoire que celui du filtre 

de Kalman-Bucy. 

3.1.2 Analyses mathématiques : 

Soit le vecteur d'état du système physique "0" d'ordre (n-k) 

z(t). Le vecteur composé & où : 

représente l'état estimé du processus. Il sera donc lié au vecteur 

d* état x(t) par une transformation non-dégénérée linéaire M( t) , 

telle que, 

où In1 # O (3.6) 

De l'équation de mesure (3.2), en admettant qu'une relation linéaire 

liant x(t) et z(t) existe, nous aurons : 

Si la matrice d'observation C est de rang , on peut 
1 

toujours fixer une matrice regulière M d'ordre n telle que : 

où M est une matrice arbitraire de dimension [(n-%)XII] et de 
1 

rang (n-9.). 



Ainsi, x(t) est obtenu selon l'équation (3.7) comme : 

En substituant celle-ci dans l'équation d'état, nous obtenons : 

[El Yl(t) = [Ir'] [z]+ Ru + [" (3.10) 
A22 Yl(t 

où ] r l i  A12]M-l 

A21 A22 A21 A22 

 équation (3.10) peut se diviser en deux équations vectorielles, 

notamment: 

cw 
~ ( t ) = ~ ~ ~ z ( t ) + ~ ~ ~ ~ ~ ~ t ) + ~ ~ u ( t ) + o ~ ( t )  (3.11) 

rL ct 
(t) = A z(t)+A y (t)+%2u(t)+o (t) 

1 2 1 22 1 2 
(3.12) 

où la dernière équation est rgcrite conme 

La partie gauche de (3.13) est connue puisque y (t) et u(t) 
1 

sont disponibles. La nécessité de la déride sera éliminée plus 
1 

tard afin d'éviter les problèmes de divergences du filtre associés à 

la dérivation. Une telle équation peut être considérde comme la 

sortie du système reprgsenté par (3.11). 

Ainsi, le problbme se réduit à un filtrage sur un système 

d'ordre réduit décrit par le modèle dynamique : 



où z(t) & E 
n-!l : (n-a) composantes du vecteur d'état 

z2(t) & E 
a 

: !l composantes de sortie 

~ ( t )  = A y (t)+B u(t), (n-8) composantes de commande 12 1 1 
,p-P 

ol(t) E : (n-a) composantes du bruit de 

s ys téme 

02(t) & E 
a 

: a composantes de bruit de sortie. 

De plus, le systhme ci-dessus est complètement observable, 

c* est-à-dire, la matrice d* observabilité : 

(AT )n-Q-lA~ 1 w0 - ~ A $ ~ , A X ~ A ~ ~ ,  .- .  2 1 

est de rang (n-a). 

Comme la partie bruitée de la mesure y2(t) contient 

davantage d'informations sur le système d'origine, nous nous en 

servons en vue d'augmenter le nombre d'équations de mesure du 

nouveau sys the. 

En vertu de l'équation (3.91, y peut être mis sous la forme 
2 

suivante : 

- 

y2(t) = C2x(t) + ~ ( t )  = c ~ M - ~  [ + V(t) (3.16) 

La matrice C ( t ) ~  peut se représenter sous la forme de matrices 
2 

partit ionnées 

Alors, nous avons 



= Hl(t) z(t) + Hp(t) yl(t) + v(t) (3.18) 

D'oÙ, on retire une autre mesure du systhe d'ordre reduit [bénonun6e 

231 telle que : 

z3(t)Ey2(t)-H2yl(t)=Hl~(t)+u(t) (3.19) 

où z3(t) est effectué à partir de yl(t) et yp(t). 

 équation de mesure (3.15) du système d'ordre réduit sera 

donc modifiée de la façon suivante : 

3.1.3 L * équation de 1 observateur : 

Pour le système d'ordre r6duit donné par l'équation d*&tat, 

w 
i(t) = All(t) z(t) + ~ ( t )  + ol(t) 

et son équation de mesure, 

za(t) = Ha(t) ~ ( t )  + va(t) 

nous écrirons l'équation de l'estimateur sous la forme de 

l'observateur de Leuenberger [26], comme suit : 

ob KI, K2, et K3 sont des matrices de l*observateur de 

coefficients inconnus et de dimensions respect ives 

[(n-Q)x(n-a)], [(n-!L)x(Q+q)l et [(n-a)x(n-a)]. 



L* erreur de 1 * estimation est définie par 

e(t) z(t) - Z(t) 

l'équation diffdrentielle de celle-ci est obtenue à partir des 

Eqs.(3.14) et (3.21) comme : 

Ajoutant et soustrayant le terne Kl(t)z(t) aux deux parties de 

1'Qquation ci-dessus, elle se réduira à : 

<L 
è(t> = [A11-K2Ha-K1IZ + Kl(t)e(t) + [In-g-K31y + al-K2Va 

(3.22) 

où In- Q représente la matrice identité de din~ension 

[(n-Q)x(n-211. 

Cornne il est souhaité que l'estimateur à développer soit 

non-biaisé, nous aurons donc, 

~[&(t)l = O et E[e(t)l = O, t 2 to (3.23) 

Alors, 

Puisque E[e(t)l, E[ol(t)] et E[v(t)l sont tous nuls, 
a 

l'équation ci-dessus se réduit à : 

~ b ~ ~ ( t ) - ~ ~ ( t ) ~ ~ ( t ) - ~ ~ ( t )  I -E[z(t) 1+(In-Q-K3(t)E[~<t) 1 = 0 

et comme 

E[z(t)l f O et E[x(t) 1 = E[Blu(t)+A22~1] { 0 

pour tout "kW, on conclut que : 



Ainsi, l'équation de l'estimateur devient : 

TU 

z(t)=[~~~(t)-~~(t)~~(t) lê(t)+~~(t)~~(t)+~(t) (3.25) 

Les conditions initiales sont : 

s(to) = M1.E[x(t0) = Mlx, (3.26) 

3.1.4 Matrice de covariance de l'erreur d'estimation et gain du 

filtre : 

L'erreur d'estimation sera déduite des équations (3.14) et 

(3.25) : 

La matrice de covariance de l'erreur est definie par : 

N 

P(t) Z ~[e(t)e~(t)l 

Par différentiation de (3.28). nous obtenons : 

(3.29) 

où e(t) est la solution de l'équation différentielle lindaire (3.27) 

qui est : 

où @l(t,r) est la matrice de transition du système d'erreur 

satisfaisant l'équation différentielle : 



~ 6 f  inissons . 

donc, \Yo(t) sera : 

De la m h e  fa%on, nous définissons 

Alors, 

où Q(t) est défini auparavant. 

Par conséquent, l'équation (3.27) devient : 

En suivant les mA&nes analyses conduisant à (3.321, nous aurons : 
t 

$[va(t)eT(t) 1 = ~[u,(t)eT(t,)IcPT(t-to)+S E[va(t)oT (TI 1 
t 0 



 près avoir obtenu les expressions des diverses covariances 

n, 
apparues dans 1 ' équation P( t) donnée par (3.29) , nous construirons 

l'estimateur pour z(t) au sens de variance minimale. Ceci requiert, 

comme condition necessaire, la minimisation de la fonction trace 

N 
Tr[P(t)l par rapport au gain du filtre, K(t). En d'autres termes 

CU 

 écrivant l'équation de P en fonction "trace" et compte tenu 

des covariances variées déjà obtenues, nous aurons [tout en 

suprimant l'indice affecté au gain du filtre ainsi que l'argument 

"t" et en nous servant de la fonction trace] : 

La dérivée de celle-ci par rapport à la matrice de gain K(t) donnera 

En substituant les expressions de \V et \Y en 
alva va 

(3.36) nous aurons : 
- 

3.1.4a Elimination de la dérivée yl(t) de l'al~orithme de 

filtrage : 



~'dquation dynamique du filtre (l'algorithme de filtrage) est 

Donc, nous écrirons l'dquation d'état du filtre : 

Rapportant les expressions de z (t) et z3(t) donndes par (3.13) 
2 

et (3.19) dans it6quation ci-dessus, nous obtenons : 

La difficulté rencontrée pour trouver le vecteur de mesure 

z (t) et par conséquent l'estimé $(t), provient de la pré'sence de 
2 

la derivée yl. Bien que yl(t) soit parfaitement mesurd, sa 

dérivée pourrait conduire à un problème de divergence du filtre. 

D'OÙ vient la n6cessit6 de 1 'élimination de la d6rivée 

dans l'équation du filtre. 

~edéfinissant l'état de l'estimateur : 

A A 

~ ( t )  f z(t)-~(t) yl(t) = Z(t)-~'(t)~~(t) (3 .40 )  

Nous pouvons tirer des Qquations (3.40) et celle de l'estimateur 

(3.39) la relation : 



où IR et 1 sont les matrices identité de dimensions 
q 

respectives ( % , a )  et (q,q). 

soit, 

K[-::'-]ZDl, K [ 3 s D 2  et [yzD - 

Alors, l*expression (3.40) peut être écrite conune suit : 

Cette équation du filtre est tout fait équivalente à celle donnde 

par (3.39) et peut être effectuée sans recours 2i la dérivée jr 
1 ' 

L'estimé du vecteur d'état complet X sera, donc, donné par : 

3.2 Cas discret : 

3.2.1  Modèle mathématique : 

Notons que l'on peut obtenir les mêmes r6sultats pour le 

système discret avec équations initiales du système et de 

1 * observation, 



Y1 (k) Cl(k) 
Y(.) = [ ] = [ ] x(k) + [L] (3.44) 

~p (k) C2(k) v (k) 

où les paramètres structuraux ainsi que les propriétés statistiques 

du système sont les mAmes d6f inis par les expressions I(3.3)-(3.5) 1. 

Comme indiqué auparavant, la fin de ce problème est la 

conception d'une séquence de vecteur conunande optimale u(k) ,k = 

1'2, ...,Ni qui minimisera la fonction de coGt J donnée par : 

où les matrices de pondération S(N), 4(k) et Y(k) sont 

symétriques définies non-négatives sauf \Y(k) définie positive et 

de dimensions respectives (nxn),(nxn),(nuan). 

Comme signalé dans le cas du système continu, il nous faut une 

commande de la forme : 

~(k) = - L(k) ~(k) 

Ainsi, on doit trouver l'estimé X(k) du vecteur d'état du système. 

d' origine x(k) . 

Nous allons construire un filtre à dimension réduite, à 

savoir, (ri-%), tant que 9 composantes non-bruyantes du vecteur 

de mesure sont disponibles. En suivant la même démarche des analyses 

du système continu, le problème peut se convertir à un filtrage d'un 



systbme d'ordre réduit dont l'équation d'état est, 

da équation de mesure du nouveau système sera donc donnde par 

le 
- 

vecteur composé za(k) - - [zT (k) I Z: (k) lT  
2 

de 

r dimension (k+q) telle que : 

da équation de l'estimateur en adoptant la technique de 

l'observateur de Leuenberger sera, 

où K 
1' 

et K3 sont des matrices de l'observateur de 

cofficients inconnus et de dimensions respectives [(n-k)x(n-a)], 

[(n-k)x(R-q)] et [(n-R)x(n-RI]. 

Les analyses du système continu ont montré que, 

Ainsi, l'équation de l'observateur devient : 

avec les conditions initiales 

;(O) = M~(O).E[X(O)~= Ml(0). x, 



3.2.4 Matrice de covariance de l'erreur d'estimation et ~ain du 

filtre : 

~'B~uation rQcurrente de l'erreur d'estimation sera : 

e(k+l)=[f (k)-K2(k)Ha(k) le(k)+ol(k)-K2(k)~a(k) 
11 

(3.49) 

La matrice de covariance de l'erreur est d6finie par : 

g(k+l) = Z ~[e(k+l)e~(k+l) 1 

En admettant que l'erreur d'estimation "e" et les bruits de système 

et de mesure ne sont pas corrélés; et en suivant les mêmes étapes 

que dans celles du système continu, la covariance de l'erreur 

d'estimation à l'instant k sera : 

F(k+l) = [Zll(k)-~2(k)~a(k) lY(k) ~*~~(k)-K~(k)H~(k) l'+Yal (k) 

+~~(k)y~~(k)~3(k)-y~~ Va(k)~z(k)-~2(k)yvaal (k) 

(3.50) 

La conception de l'estimateur linéaire au sens de variance 

minimale requiert, corne condition nécessaire, la minimisation de 

~r[$(k+l)] par rapport au gain du filtre K(k), c'est-à-dire, 

a{~r[?(k+l)l}/a~(k) = a(~r[P(k)]}/aK(k) = O 

Cette équation donne : 

a 
azuiï Tr[P(k+l) 1 = 21~(k)~~(k)?(k)~~(k)-~~~(k)~(k)tf~(k) 

+K(k)Yva(k)-Yvam (k) 1 = O 

d'où, le gain du filtre optimal est : 

KO = [~ll(k)%(k)~~(k)+'PvaO1 (k) I [Ha(k)P(k)Hf (k)+~y~(k) 1-1 

(3.51) 

Pour éliminer le terme yl (k+l) dans 1 ' équation de 1 ' observateur, 



redéfinissons, ~ ( k )  en tant que vecteur d'état tel que : 

En utilisant la relation (3.52), l'équation du filtre deviendra : 

et les matrices D(k), Dl(k), D2(k) sont comme définies 

auparavant dans le système continu. : 

Cette équation du filtre est parfaitement équivalente à celle donnée 

par (3.47) et pourrait être résolue sans avoir la mesure y (k+l). 
1 

  estimé du vecteur d'état complet sera donc donné par : 

P. In- Q K' (k) 
x(k+l) = M-l 

L'ordre du calcul lors de l'exécution de l'algorithme de 

l'observateur à ordre réduit et l'estimation du vecteur d'état du 

syst6me d'origine sont résumés par l'organigramme montré par Fig.3.1. 

3.3 Application 1 : système de trois réservoirs 

On se propose d'étudier l'évolution des niveaux H et H 
2 3 



I Initialisation: 1 

A, B. C, Q. R, x, 
pas d'intégration et Nombre de mesure 

I 
~6nération des processus aléatoires o et v 

Calcul des covariances \Y,, et \Yv 
I 
I 

Calcul de la covariance de l'erreur du système à ordre 
& N n > N  

réduitpt mise en mémoire les fésultats 
P=A P+P%?-~/~(PHY Y +Y Y HP)-Y Y Y +2Y 

v ov ov v ov v ov o 
I 

f 
Solution de l'equation dynamique du système et calcul 

de mesure: & = A + B g + o. x(to)=xo 
C 

y = c x + x  
I 
I 

~éponse du ~ystème $ ordre réduit 
2 = Allz + B ~ u  + 0, 

I ! 
Obtention des mesures augmentées du système réduit 

2,=Haz+u, 
I 
I 

Calcul d~ la matrice de gain 
K(t) = [~(tlg (t)+YolVa]Y<~ 

I 
I 

Solution de 1 ' équation dynamique de 1 'observateur à 
A hr 

ordre réduit: 
z(t)=IAll(t)-K(t)Ha(t) ~î(t)+x(t)+~(t)Z~(t) 

I 
J 

I 
Obtention de l'estimf, d'état du système d'origine 

4 
x_ = M-1 rg l y?lT - 

1 
l 

Calcul de l'erreur d'estimation de lA9état du 
système d'origine: g = x - 

I 

1 
Terminer le processus d'estimation I 

Fig.3.1 L'organigrme de l'algorithme continu de 
l'observeur à ordre réduit 



d'un liquide qui se déverse dans les réservoirs 2 et 3 du système 

présenté sur la figure 3.2 ci-après. Ce système de réservoir de 

fluide est typiquement trouvé dans l'industrie de traitement 

chimique. 

Cette étude portera sur les petites variations des niveaux qui 

résultent de changement du débit d'alimentation Q autour d'un point 

3 
de fonctionnement d'une valeur Q m /sec. Les trois réservoirs 

O * 
2 

sont cylindriques. Ils ont pour sections Al, A2 et A3, m . 
Egalenent, les trois restrictions: RI. R2 et R3 ont pour 

coefficients de débits KI, K2 et Kî respectivement. Ces 

coefficients sont définis par 1 'équation : 

3 où Q est le débit qui traverse la restriction (en m /sec) et AP 

la différence de pression aux bornes de la restriction. 

Fig.3.2 Système de niveau du fluide 

8 4 



3.3.1 Equation dynamique du système : 

En regime stationnaire, les lois de la mécanique de fluide 

donnent , 

2 
Q30 = K 3 H 30 

2 
Q20 = K 2 H 20 

et 
2 

Qlo = KI (H10 - HZ0) 

Lorsque Q varie autour de Q et en cas de petite variation, nous 
O 

posons : 

et de même 

Pour établir les équations dynamiques du système, nous 

considérons la série de Taylor autour du point de fonctionnement 

En simplifiant par la relation (21, obtenue en régime permanent et 

en ne conservant que les termes du premier ordre, l*expression (5) 



devient : 

ql = (K1/2Q10).(hl-h2) 

et de même, q2 = (K2/2Q20).h2 

Q3 = (K3/2Q30).h3 

Ces relations expriment les variations des débits qui 

traversent les restrictions. ~éanmoins, la différence entre débits 

entrant et sortant des r6servoirs affecte les niveaux dans ceux-ci 

de sorte que nous aurons : 

A 1 dHl/dt = Q-Q1 = (Qo+q)-(Q 10. i q  1 ) 

d'où A dhl/dt = q - ql 
1 

de même A2 dh2/dt = 
q1 - q2 

Al dhl/dt = 
q2 - q3 

. C'est a noter que les coefficients 
Q1o/K1 ' Q20/K2 

et 

Q30/K3 représentent la résistance des trois tuyaux et ont les 

notations respectives / RI, R2 et R3. Ainsi, les equations 

différentielles représentant la dynamique de notre système seront : 

- A dhl/dt = qi - q1 - 
1 'i 

- (l/Rl)(h -h ) 
1 2  

A2 dh2/dt = - q2 = (1/Rl)(h -h ) - (1/R2)h2 
1 2  

A3 dh /dt = q2 - q3 = (1/R2)h2 - (1/R )h 3 3 3 

En considérant, les valeurs suivantes des paramètres : 

Al = A2 = A3 = 1 m2 

R1 = 0.5 = 1/2 sec/m2 

R2 = 0.33 = 1/3 sec/m2 

R3 = 1/4 



Substituant dans l'équation (7). nous aurons : 

dhl/dt = -2hl + 2h2 + qi 

dh2/dt = 2hl - 5h2 

Les deux niveaux H2 et H3 sont mesurés et notre système 

d'observation sera donné par les équations : 

Comme une perturbation aléatoire due à la résistance 
R3 

influence notre système, il sera donc décrit par le modèle dynamique 

stochastique suivant, (en notations générales) : 

et l'equation de mesure : 

h où o(t) et u(t) sont suppos6s etre des processus aléatoires de 

moyenne nulle et de variances respectives, 

Pour appliquer nos algorithmes de l'observateur à ordre réduit, 

il nous faut la matrice de transformation M qui se constitue comme : 

où C représente la matrice d'observation relative à la partie 
1 



non-bruitde de la mesure, 

La matrice M est le mapping ou la transformation d'un espace de 
1 

n-dimension et un autre nouvel espace formé par le vecteur d'état du 

système rdduit. Alors, nous choisissons M tel que : 
1 

Naturellement, le choix de M se détermine de sorte que les états 
1 

non-observés apparaissent dans le système réduit et en même temps 

que son rang soit (n-2) où !l représente les composantes 

non-bruitées de mesure. 

Ainsi, la matrice M et son inverse seront 

3.3.2 ~atrices du système d'ordre réduit - La matrice du système 

A 

La matrice de l'entrée % 

Le vecteur de bruit du nouveau système 



Le nouveau système d'ordre &duit sera donc : 

= J Z  +[O] u+["i. 

Le vecteur augmenté d'observation du système réduit sera : 

~'dquation dynamique de l'observateur (3.39) est donc : 

où la matrice de gain est obtenue à partir de l'expression : 

K(t) = 

Les matrice de covariances \Yolva et \Yva sont données par: 

et la matrice de covariance d'erreur P(t) est obtenue depuis 

l'équation matricielle non-linéaire de Riccati: 

3.4 Simulation de résultats : 

Tout le calcul dans ce chapitre aussi bien que le 



chapitre 4 a été effectué sur un ordinateur PC IBM XT en précision 

simple. Des applications représentant des processus continus et/ou 

échantillonnes ont été réalis6es en utilisant les algorithmes 

obtenus dans les deux chapitres. 

Les résultats de simulation dans les deux chapitres assument 

que le proc6de ainsi que la mesure de sortie sont entachds de bruit. 

Ces bruits sont blancs gausçiens de moyenne nulle. La gén6ration de 

ces signaux a Qt6 faite par le sous-programme "Gauss" de la 

biblioth3que de programmes IBM. 

Les figures de (3.3) $ (3.5) representent les rdsultats obtenus 

à travers 1' algorithme continu de l'observateur 3 ordre réduit pour 

l'application du niveau de fluide considdr6e. 

Nous constatons que les valeurs estidees convergent aux valeurs 

&elles des états. Les valeurs initiales des variables d'état sont 

considér6es comme x1=1.2, x2=2.0 et x3=1.5. Notre observateur assume 

des conditions initiales nulles. Bien que l'écart entre les deux 

ensembles des conditions initiales du système et de l'observateur 

soit important, nous trouvons que l'estimateur à ordre réduit 

approche étroitement du système d'origine et les valeurs estimées 

convergent toujours vers les valeurs rgelles des "etats. 

Egalement , vu le manque d ' in£ ormat ion concernant la covariance 

de l'erreur initiale P nous l'avons considér6 z6ro. Cela 
O ' 

influence la valeur de la matrice de gain et lui accorde une valeur 

assez petite; ce qui cause une convergence lente au commencement du 

fonctionnement du filtre. 

Il faut indiquer ici que la pQriode d*/echantillonnage pour la 

solution de l'équation de Riccati affecte sdvèrement la positivité 



Valeur. d'état 1 

Nombre d'itérations 

Fig.3.3 Variable d'état xl et son estimé xl 

t Valeur d'état 2 

Nombre d* itérations 

Fig.3.4 Variable d'état x2 et son estimd x2 

1 Valeur d'état 3 

- - 
Nombre d'itérations 

~ig.3.5 Variable d'état x3 et son estimé x3 



IL 
et la stabilité de la matrice de covariance d'erreur P. Ici, nous 

conseillons d'avoir un pas d'intégration aussi petit que possible. 

Il nous semble également que notre algorithme n'est pas 

sensible aux conditions initiales. Si les conditions initiales sont 

connues au préalable, cela accél6rera la convergence des valeurs 

ostirnées et diminuera le temps d'estimation. 

Suivant les Qtapes de conception de l'algorithme données 

prdcédemment par l'organigramme en Fig.3.1, les valeurs des 

variables d'état du système d'origine et les variables d'état 

estim'oes sont : 

XI = 1.29 ~2 = 0.68 

A X1 = 1.23 ~2 = 0.70 

Ainsi, les erreurs d'estimation sont: 

A 
el = XI - XI = 0.06 

A 

e2 = x2 - x2 = -0.02 

A 
e3 = x3 - x3 = 0.02 

Nous trouvons que chaque composante du vecteur d'erreur est 

inférieure à une petite valeur préspécif ide [ E  = O. 11 ; c'est ainsi 

que le processus d'estimation est arrêté et les résultats sont 

obtenus selon la précision voulue. 

3.5 Conclusion 

Le problème de filtrage singulier, où certaines composantes 

du vecteur d'observation sont parfaitement mesurées, est présenté. 

Un observateur d' ordre réduit, pour des systêmes stochastiques 



linéaires continus et discrets variants ou non dans le temps, est 

obtenu à partir de l'observateur de Leuenberger tout en se servant 

de la partie non-entachée de la mesure. Une matrice de 

transformation non dégéndrée "M", entre le vecteur d'état de 

l'observateur à l'ordre réduit et celui du système d'origine est 

établie. 

Le principe de l'observateur asymptotique est adopté où un 

estimateur d' état non-biaisé est construit. Cela peut être regardé 

comme l'extension de l'observateur de Leuenberger pour englober les 

systèmes stochastiques. 

Il faut préciser que les algorithmes obtenus se réduisent à 

ceux du filtre do Kalman-Bucy si toutes les composantes du vecteur 

de mesure sont atteintes de bruits additifs. 



CHAPITRE IV 

IDENTIFICATEUR-OBSERVATEUR ADAPTATIF POUR DES SYSTEMES 

STOCHASTIQUES MONO-EMTREE MONO-SORTIE 



4 .0  Introduction : 

Le travail effectué jusqu'ici traite du problème d'estimation 

optimale lineaire du vecteur d'6tat pour des systèmes continus et 

discrets, variants ou non dans le temps sous réserve que les 

paramètres structuraux de ces systèmes soient connus au préalable 

mais pour lesquels on manque d'informations concernant les 

statistiques à priori et les caractéristiques statistiques des 

bruits de système et d'observation. A ce propos, nous avons 

développé une procédure d'identification pour estimer les éléments 

des covariances de bruit Q et R induisant la sensibilité maximale au 

processus d'estimation. 

Plus tard, il a Bt6 supposé qu'une Qtude des erreurs et de la 

sensibilité du filtre nous ait donné le modèle du système le plus 

proche de la réalité oQ il peut arriver que certains Qtats et 

certaines composantes de la mesure ne soient pas bruités. Ainsi, 

nous sommes confrontés au problème de filtrage singulier 

Afin d'éviter l'inversion de la matrice de covariance de bruit 

de la mesure R (surtout dans le cas continu), nous avons d6velopp6 

un estimateur d'ordre &duit tout en nous servant du principe de 

l'observateur de Leuenberger. Des algorithmes de gain et de la 

covariance d' erreur d' estimation du filtre pour ces systèmes ont 6t6 

obtenus. 

Dans ce chapitre, nous allons aborder le problème de 

l'estimation du vecteur d'6tat d'un système stochastique dont les 

statistiques 3 priori et propriét-6~ statistiques sont plus ou moins 

connues correctement mais ce système manque d'informations au sujet 



des paramètres structuraux. Le vecteur d * état, étant inaccessible, 

il nous faut concevoir un identificateur-observateur adaptatif en 

vue d'estimer les structuraux du système de même que 

reconstruire le vecteur d'état. 

Comme ce problème est assez complexe, nous allons considérer 

un système stochastique une-entrée une-sortie et en identifier les 

paramètres structuraux ainsi que reconstruire le vecteur drétat à 

partir des signaux d'entrée et de sortie. 

En général, si nous utilisons une méthode qui est basée sur 

une ré'alisation minimale de système pour ltQlaboration d'un 

observateur adaptatif, des signaux stabilisants devront être ajoutés 

au processus en vue d'assurer la stabilité globale du système. 

Une forme canonique de réalisation non-minimale [74] est 

adoptée dans notre travail. En effet, une telle réalisation 

non-minimale a une configuration telle que le vecteur d'état de 

cette représentation est complètement accessible. De 12 nous pouvons 

effectuer l'identification des paramètres structuraux tout en 

exploitant un modsle de référence adaptatif de représentation 

non-minimale également. Cela va nous donner des algorithmes ou des 

lois adaptatives pour les paramètres structuraux du système. 

Ensuite, ayant effectué une estimation des paramètres, nous 

procédons à la deuxième étape: reconstruire le vecteur dt&tat du 

système. Ceci peut être abordé de deux fapons : 

- Soit en élaborant un filtre de Kalman spécifique selon la 

nouvelle représentation du système. 

- Soit en suivant la méthode du chapitre 3 qui est une 

g6néraiisation de l'application de l'observateur de 

Leuenberger aux systèmes stochastiques. 



Dans ce qui suit, nous allons présenter le développement de ce 

problème dans le cas continu puis dans le cas discret. 

4.1 Cas continu : 

Le système considéré est représenté par lt6quation d'état 

dynamique : 

où - x(t), le vecteur d'état du système de dimension n 

- u(t), l'entrée scalaire au système 

- A, b, 2 et g sont les matrices du système à eoeff icientç 

constants, ou variants lentement dans le temps. Elles sont 

de dimensions respectives (nxn), (nxl), (lm) et (nxl). 

- o(t), le bruit du processus de moyenne nulle, et de 

variance, 

- u(t), un bruit blanc centré de la mesure, de variance, 

Le système est complètement conmiandable et complètement 

observable. En outre, la matrice du système A est asymptotiquement 

stable. Ainsi, notre système peut être représenté sous la forme 

canonique d'observabilité de l'espace d'état, 



4.1.2 ~éalisation non-minimale du sys thte inconnu : 

considérons un A(s) asymptotiquement stable qui 

peut s'écrire comme : 

Les caract6ristiques suivantes appartiennent à ce polynôme. Elles 

sont : 

- Le polynôme h(s) est premier par rapport au 

numérateur N (s) et denominateur D (s) du processus. 
P P 

- Il a des valeurs-propres distinctes, c'est-à-dire, 

- C'est un polynôme uniformément asymptotiquement stable, 
X. h O , i=2,3, ... ,n 
1 

Ainsi, le sera : 

4.1.2a Fonction de transfert du syst'eme : 

En utilisant la transformée de Laplace pour les équations 

(4.1), nous aurons : 



T T 
y(.) = Ig (s~-~>-~~lu(s)+[g (sl-~)-~~lo(s)+v(s) 

(4 .5)  

La matrice A, étant sous la forme canonique d'observabilité, 

l'équation ci-dessus peut s'écrire comme, 

Par la division du numérateur et dénominateur de l'équation 

ci-dessus par le polyn%me A(s), celle-ci devient : 

En multipliant par le d6nominateur, les deux parties de cette 

dquation, on aura : 

Le schéma-bloc représentant 1 * équation ci-dessus est montré 

par Fig .4.1. Dans cette figure, il y a un nombre "n" d* intégrateurs, 



c'est-;-dire, "n" constantes de temps. Ceci représente un système 

d'ordre n et devrait être une représentation minimale du systame 

d* origine donné par l'équation (4.1). ~éfinissons comme variables 

d* état les composantes spécifiées par v v 
1, 2' "' 

,v en 
n 

Fig.4.1, nous aurons la représentation alternative minimale d'état 

suivante : 

L* ensemble d* équations ci-dessus peut s * écrire sous la forme 

vectorielle suivante : 

et la matrice diagonale A est : 

A = diag[X2 h3.... h l  

Il faut signaler que l'expression (4.7) peut se ramener au 

domaine du temps, tout en considérant des conditions initiales 

nulles; elle s'écrira donc comme : 

T  T T T  
v = a y+g* z +B u + p  Z2+Y 2-g 2 1 1 1 1  



Fig.4.1 ~éalisation minimale du système dtorigine 

Fig.4.2 Filtres à variables d'état pour ltentr'ee 
et la sortie du syst'eme 

u ( t 7  

Modele 
< 

t Processus . 

Filtre 
, F1 

Filtre 

zt 1 5 



. 
Il est a noter que la division du numérateur et du 

dénominateur de la transmittance du système (4.5) par le polynome 

stable A(s) équivaut a l'utilisation des deux filtres F et F 
1 2 

pour les signaux de sortie et d'entrée respectifs; d'où proviennent 

les deux vecteurs d'état z et z 
-1 

de dimension 
-2 

(n-1) comme cela est montré par Fig.4.2 pour le système d'origine. 

Les équations des filtres peuvent être récrites sous la forme 

différentielle telle que : 

Par la suite, une représentation non-minimale du système 

d'origine est obtenue a partir des équations (4.10) et (4.12). 

Celle-ci est illustrée dans la Fig.4.3 et donnée par : 

A ce point, il faut noter que l'équation (4.8) de la 

réalisation minimale et l'équation (4.13) donnant la réalisation 



non-minimale représentent le même système à 1 ' exception relative à 

la considération des conditions initiales. Lorsque l'équation (4.8) 

considère les conditions initiales données par la valeur y(0) et les 

signaux v 20, v 30, - - .  S V  ; nous trouvons que les deux 
n o. 

filtres F1 et F2 dans la réalisation non-minimale (4.13) 

supposent des conditions initiales nulles. 

Pour que le modèle non-minimal soit une réalisation réelle du 

système, il faut tenir compte des conditions initiales. Cela nous 

ramène 8 la représentation non-minimale suivante : 

T -At 
où le terme h e v représente un terme transitoire 

-0 

relatif aux conditions initiales de la réalisation minimale du 

système d'origine. 

11 est évident que le schéma-bloc Fig.4.1 a été modifié en 

Fig.4.3, où l'on trouve un nombre d'intégrateurs égal à (2n-1). 

Cette figure est une représentation non-minimale du système 

d'origine comme signalé auparavant. Nous définissons les variables 

d'état telles qu'elles sont spécifiées dans la figure 4.2 et selon 

l'ensemble d'équations (4.13). 

4.1.3 ~odèle de référence à une représentation non-minimale : 

La structure du modèle de référence à paramètres ajustables 



est également une représentation non-minimale du processus. Les 

grandeurs de l'action directe et de la rétroaction au modèle sont 

respectivement u(t) l'entrée, et y(t) la sortie du processus. Le 

schéma-bloc Fig .4.4 représente cette réalisation du modèle de 

référence. Dans cette figure, hl est une valeur scalaire 

positive arbitrairement sélectionnée. Toutes les autres h i=2, 
i ' 

3, ... ,n sont identiques à celles utilisées pour la réalisation 

non-minimale du processus. 

~onsiderant les conditions initiales nulles dans la figure 

4.4, toutes les variables d'état du processus et celles du modèle de 

référence, à l'exception de la sortie, sont similaires. Par 

consgquent, la seule différence entre les deux vecteurs d'6tat 

réside dans les deux sorties y et f .  

De la figure 4.4, nous obtenons : 

h h h y^ = -hly + (81 ( t)+hl ] y +g*T9+fi1~+6*Ta 

Celle-ci est récrite sous la forme vectorielle : 

4.1.4 L* équation différentielle d* erreur : 

En soustrayant (4.13) de (4.16) tout en admettant les 

h 
égalités de z et 2 d'un côté et de z et z de l'autre, 

-1 -1 -2 -2 



Fig.4.3 Représentation non-minimale du système d'origine 

u(t) @ 8 
1 

Fig.4.3 Représentation non-minimale du modèle de référence 
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l'autre, l'équation différentielle de l'erreur s* obtient (en 

omettant l'argument "t") comme : 

La solution de cette équation d'erreur est donnée par : 

t + l e-Al( t -i. ) [ *T&+*T&-yTg+gT2-hTeeAty0 1 di. 
O 

(4.18) 

où les paramètres vecteurs d'erreur * et & sont 

et les vecteurs et sont définis comme : 
1 r, 



4.1.5 Identification adaptative des paramètres : 

Le vecteur d'erreur du système est 

et les pardtres vecteurs d'erreurs & et JT sont définis 

conune auparavant. 

En choisissant comme fonction de Lyapunov, l'équation d'écart 

quadratique suivante : 

où ï et ï sont des matrices définies positives quelconques. 
1 2 

Prenant la ddrivde de V( t , tout en nous servant de 1 ' équation 

de sortie du système, l'équation d'erreur et les propriétés 

statistiques des bruits, nous aurons : 



4.1.5a Lois adaptatives : 

De l'équation ci-dessus nous pouvons tirer les lois 

adaptatives suivantes : 

&(t) = -rl { E[&eIl- [aiy$-a%a$ 191 . h 

B<t> = -r2 E[&ell 
où g est le vecteur "un" donné par : 

e = [l 1 .... 1]T - 

En substituant les lois adaptatives dans leéquation t, nous 

obtenons : 

<(t) = -X~E le$] -@e-Atvoë1+a&y ;+a6a; 

4.1.5b La convergence et l'analyse de stabilité : 

A l'absence de perturbations aléatoires o et u, les lois 

adaptatives (5.27) se réduisent à : 

Ainsi, l'expression de t( t) sera définie négative et devient : 

Alors, il en résulte un système globalement stable donnant : 

Lim e (t) = O 
1 

t- 

Or, puisque nous traitons d'un système stochastique, de 

1 'équation (4.21), les lois adaptatives peuvent Gtre modifiées comme 

suit : 

pour X1~[e$ 1 2 Mo 



pour x~E[~? 1 5 Mo 

où n dénote la taille d'une zone neutre dans laquelle les lois 
O 

adaptatives ne s'effectuent pas. En gén'eral, M peut 2tre 
O 

supposé supérieur à une certaine valeur pr6spécifiée. Celle-ci peut 

s'obtenir de l'équation (4.21) telle que : 

M, h a$yf-a; a; + S 
(4.27) 

où 6 est une petite valeur 3 déterminer en fonction des 

statistiques de bruit.  équation ci-dessus montre que plus M 
O 

est grand plus le système pourra toldrer l'erreur et l'adaptation 

s'effectue pendant des pgriodes plus courtes. 

Des lois adaptatives (4.21) nous avons G(t) comme : 

Comme le processus d'adaptation n'a lieu que lorsque l'erreur du 

système satisfait à la condition : 

il en résulte que 

V S - h ~ e - ~ ~ ~ ~ ~  [el 1 6 I -Ge-Atxo l . l el l 

où ë (t) est la valeur moyenne de 1' erreur e (t) . 
1 1 

Nous avons aussi, de 1' équation (4.19), que : 



a 6tant l'écart-type de l'erreur e (t). e 1 

En reportant (4.31) dans l'équation de c, nous obtenons : 

~ é f  inissons , 

1 * inégalité ci-dessus devient, 

Maintenant, puisque 

Lim (-hTe-l\ho) = O 
t-a, 

donc fi et iS tendent vers zéro quand t-a, ce qui implique la 

stabilit6 de notre algorithme adaptatif. 

En revenant à 1' équation différentielle de l'erreur (4.17) ; en 

la multipliant par e (t) et en prenant l'espérance, nous obtenons : 
1 

Lorsque l'adaptation est effectuée, nous aurons : 

- hl.~[e$]+(a&y$+a~a$ ) = O 
et (4.36) 

Lim hTe-AtXoël = O 
t*a 

d'0Ù A 

Lim { l&(t)-glT~l&ell+l~(t)-~lT~[&ell~ = 0 
t-w 

(4.37) 

Si l'entrée u(t) est suffisamment riche et persistante, la 2n 



fonctions du temps, 

sont linéairement indépendantes et ne peuvent être nulles-. Ceci nous 

conduit à conclure que : 

Ainsi, l'identification des paramètres est achevée. Prenant les 

matrices définies positives r et r comme diagonales, 
1 2 

les lois adaptatives se réduisent 3 : 

La vérification de la convergence utilise le théorème de 

Lasalle; et ainsi u(t), tel qu'il est supposé ici, devrait être une 

fonction périodique. 

4.1.6 Estimation de l'état : 

Le vecteur d9/etat à estimer est ~(t) défini par l'équation 

(4.8). Celui-ci représente le vecteur d'état de la réalisation 



minimale du systbme d* origine. Ayant effectué la procédure 

d'identification des pardtres tout en nous servant de la 

représentation non-minimale du système, nous pouvons en reconstruire 

les variables d*$tat. Cependant, à cette étape, on peut suivre une 

des deux voies suivantes : 

- conception d'un filtre de Kalman spécifique correspondant 

\ a la nouvelle présentation minimale du système 

- Construction de l*observateur de Leuenberger en adoptant 

la même procédure que celle présent6e au chapitre 3. 

Dans les deux approches, nous disposons des paramètres 

h 
identifiés g et 8 au lieu de - a et B. Bien que 

diff &rentes en principe, les deux approches aboutissent aux mêmes 

résultats. ~éanmoins nous allons suivre notre approche du chapitre 3. 

4.1.6a L ' équation de 1' observateur : 

La reprgsentation minimale du système est donnée par : 

et l'équation de l'observation 

où, comme signalé auparavant, 



est le processus vecteur aleatoire 

représentant le bruit de syst'eme; et f v }  est le processus de 

bruit de l'observation. 

Construisant notre estimateur tout en adoptant le principe de 

1 * observateur de Leuenberger, nous pouvons écrire : 

où K ~ ,  k2' et Kg sont les matrices de l'observateur des 

paramètres inconnus et de dimensions respectives (nxn), (nxl), (nxn). 

L' équation différentielle représentant 1 'erreur (modèle - 

système) peut être obtenue à partir des équations (4.4) et (4.38). 

Ajoutant et soustrayant le terne K v(t) 2 l'équation ci-dessus , 
1- 

celle-ci se réduit à : 

où I, représente la matrice identité de dimension (nxn). 

Comme il est souhaité d'avoir un estimateur non-biaisé, nous 

aurons : 

~[&(t)l = O ,  et EEc(t)l = O ,  t 2 t 
O 

(4.46) 



Donc, 

Puisque les processus de bruit to(t),t h t 1 et 
O 

(v(t1.t 2 t 1 sont centrés, cette dernière équation 
O 

devient : 

Comme les deux termes constituent deux vecteurs linGairement 

indépendants et étant donné que l'entrée u(t) est assez riche, donc 

u(t) et E[y(t)] ne peuvent être nuls pour tout t. Ainsi, chaque 

terme en soit est égal à zéro; et nous pouvons donc conclure que : 

Alors, liQquation de l'estimateur devient : 

avec les conditions initiales 

4.1.6b Matrice de covariance de l'erreur d'estimation et gain du 

filtre : 

L'erreur d* estimation sera : 



La matrice de covariance de l'erreur est donnée par : 

Par la différentiation de (4.52). nous obtiendrons : 

Pour obtenir le gain optimal ko de l'observateur dans 
-2 

1 'expression (4.531, il nous faudra la condition nécessaire : 

La dérivée de (4.53) par rapport ?i k tout en tenant compte de 
-2 

(4.54). donne : 



4.2 Cas discret : 

Nous rappelons que notre objectif dans cette partie est la 

conception d'un identificateur-observateur discret adaptatif qui 

identifie, à chaque période dt6chantillonnage, les param'etres du 

système discret et reconstruit son vecteur d'état à partir d'une 

r6alisation minimale des variables d'état. 

4.2.1 Modèle mathématique du système : 

Le fonctionnement du système est caractt5ri.de par un modèle une 

entrbe-une sortie du type auto-regressif à moyenne mobile "ARMA" 

suivant : 

Celle-ci peut être récrite comme : 

- 1 - 1  opérateur retard q est tel que "q ly(k)l" f y(k-1). Sans 

perte de gkn6ralité, les A q ,  ~(q-') et ~(q-') 

sont d'ordres n, n-1, et n respectivement, car on peut toujours 



. 
annuler des coefficients de fa2on à ramener ces ordres a leur 

valeurs réelles si différence il y a. 

Dans l'équation du système (4.57). la ~ériode 

d'échantillonnage est prise &ale à l'unité; y et u représentent 

respectivement la sortie et l'entrée du processus. ul(k) 

représente la composante aléatoire dont nous supposerons qu'elle est 

de nature gaussienne, stationnaire et à densité spectrale 

rationnelle. Ainsi, elle peut être consid6rée comme la sortie d'un 

système linéaire excité par le bruit blanc o(k), à savoir, 

-d Le terme q dans les équations (4.56) et (4.57) représente 

un retard pur entre l'application du signal d'entrée et la mesure 

prise à la sortie du système. Ceci dépend des processus concernés, 

mais dans la majorité des cas, ce retard est pris égal à une seule 

A 
Notre système peut aussi etre représenté par les dquations 

dt/etat suivantes : 

où x(k), le vecteur d'état du systême de dimension "n" 

u(k), l'entrée du processus 

y(k), la sortie du processus 

. A, 6 ,  et g sont les matrices du système a coefficients 

constants ou variant lentement dans le temps de dimensions 

respectives (nxn), (nxl), (nxl) et (nxl). 



o processus de bruit blanc du système de moyenne nulle k 

et de variance, 

E[o$] = 

vk, bruit blanc centré de la mesure, de variance, 

Comme la plupart des processus industriels, notre système est 

complètement commandable et complètement observable. C'est ainsi que 

le système peut être mis sous la forme canonique d'observabilité 

suivante : 

y(k) = [l 0 .... O] ~ ( k )  + Vk 

4.2.2 ~éalisation non-minimale du systhe inconnu : 

Considérons le polynôme discret F(Z-l) asymptotiquement 

stable d'ordre "n" suivant : 

Ce polynôme est supposé être premier par rapport au numérateur 

B(z-l) et dénominateur A(Z-l) de la fonction de transfert. 

4.2.2a Fonction de transfert du syst'ème : 

En utilisant la transformée en z pour les équations (4.61). 

nous obtenons : 

y(k) = cT [I-z-~A]-'~u(~-~)+c~ - [ I - z - ~ A ] ' ~ ~ ~ ~ + v ~  



Puisque le système est représenté sous la forme canonique 

d*observabilité, l'équation ci-dessus peut s'écrire comme : 

Cette représentation est la réalisation auto-regressive à moyenne 

glissante du système donné par l'équation (4.57). 

En divisant le numérateur et le dénominateur de l'équation 

(4.63) par f(z-Il nous aurons : 

A cette étape nous introduisons les filtres à variables d'état 

pour l'entrée et la sortie du système comme suit : 

La transformée en z des équations (4.65), tout en consid6rant 

momentanément des conditions initiales nulles, donne : 



A Ainsi, la réalisation non-minimale du système peut etre 

représentée à partir des équations I(4.64)-(4.6611, compte tenu des 

conditions initiales " & ( O )  c: ". nous aurons : 

~'6quation de sortie (5.71) peut donc s'écrire : 

Bien que cette représentation ait l'allure statique, elle constitue 

une autre représentation pour la dynamique du système. 

4.2.3  ~éalisation non-minimale du modèle ajustable : 



Le modèle de référence ajustable aura la même représentation 

que celle du système d'origine. Ainsi, la sortie, de même que les 

filtres à variables d* état du modèle ajustable s * écrivent : 

où est le vecteur à paramètres ajustables qui sera 

modifié selon des lois adaptatives à obtenir : 

Les équations (4.67) et (4.69) nous donnent l'expression de 

l'erreur de sortie suivante : 

La différence entre les vecteurs d'état des filtres à 

variables d'état pour le système d'origine et ceux du modèle 

ajustable est due aux conditions initiales !&(O), 

T k  
a F Cl(0). Comme le terme représentant le bruit filtré - 
T 

[& &(k)] aura une valeur négligeable par rapport à u 
k 

et que les conditions initiales décroissent rapidement, les deux 

ensembles de vecteurs d'état s'approchent et s'égalisent. 



Ainsi, 1' équation de l'erreur devient : 

4.2.5 Lois adaptatives et identification des paramètres : 

Nous considérons 1' algorithme adaptatif suivant [ 76 1 : 

oÙ d représente un gain constant durant le processus 
k 

d'adaptation dont la valeur s'effectue de telle sorte que la 

stabilité de notre algorithme soit assurée. 

En soustrayant 8 aux deux parties de l'équation 
-0 

(4.71), tout en nous servant de (4.72). nous aurons : 

Nous choisissons comme fonction de Lyapunov, l'équation 

quadratique suivante : 
h, nl 

V(k+l) = E [eT(k+l)g(k+l) 1 = E [ lle(k+l) 112] 

Alors, nous avons : 

hv(k+l) = V(k+l) - V(k) 

= ~[@(k+i)'&(k+i) I - ~[@(k)Si_(t) 1 (4.75) 



D e  l ' équat ion (4.731, l a  forme quadratique de  ce l le-c i  t o u t  en 

prenant l 'espérance de  ses deux p a r t i e s  donnera : 

A Ainsi ,  la  fonct ion récurrente  h ~ ( k + l )  peut e t r e  obtenue 

depuis les équations [ (4.73)-(4.74) 1 t e l le  que : 

4.2.5a Choix optimum de a 
k 

D e  fa30n générale,  l ' express ion dV(k+l) donne une mesure de 

l a  r a p i d i t é  de convergence de ê ( k )  ve r s  s a  valeur  & e l l e  

8 . Effectuant  l a  d6rivée p a r t i e l l e  de A ~ ( k + l )  p a r  
-0 

rapport à d e t  é g a l i s a n t  c e t t e  d é r i d e  zéro, c e c i  conduit à: 
k 

donnant une expression pour l e  choix optimal du gain adap ta t i f  



En substituant l'expression de "a " juste obtenue dans 
k 

l'équation pour AV(k+l), nous aurons : 

négatif dé£ ini; et par conséquent la relation (4.72) reprbsente une 

mapping de contraction. Ainsi, 

Lim e(k) E O 
k- 00 

précisant la propriété d'identification de l'algorithme. 

Ecrivant l'équation de l'erreur entre la sortie du système et 

celle du modèle ajustable : 

% 

Par substitution successive de e(k), nous aboutissons à la 

relation récurrente suivante : 

Multipliant les deux parties de 1 ' êquation ci-dessus par le terme 
T -1 (k-d), nous aurons : 



d-1 cT( k-d)c( k-d-i) 
&k = -cT(k-d)B(k-d) - 1 ak-i ---------------- & (k-i) 

i=1 [l+llc(k-d-i) 1121 

4.2.6 ConverRence de l'algorithme : 

Pour démontrer que e 
k 

tend vers zéro et que 

Ilc(k-d)II est borné lors de la substitution du choix optimal 

de a nous empruntons la démarche de (781  comme suit : 
k ' 
La substitution du choix optimal de d donnera 

k 

La division des deux parties de cette équation par 

1 - d l ,  tout en réarrangeant les termes de sommation, 

donnera : 

En vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons : 

D'o?~, l'équation (4.83) se rdduit sous la forme de l'inégalité 

suivante : 



et en vertu de la propri6t6 deidentification du vecteur paramètre 

8 donné par l'équation (4.80). nous aurons : - 

ek - Lim -------- = O 
k-rn Ic(k-dl 1 

En appliquant le lemme de [ 7 6 ] ,  nous concluons que : 

Lim ek O 
k- 

Ilc(k-dl II est borné. 

4.2.7 Estimation de l'état : 

Pour reconstruire le vecteur d*6tat minimal du système, nous 

faisons appel à l'équation &*état où l'utilisation du principe de 

l'observateur de Leuenberger nous permet de l'écrire de la fa2on 

suivante (ceci équivaut à l'utilisation des filtres à variables 

d'état comme cela sera montré) : 

oÙ F est une matrice de dimension (nxn) asymptotiquement stable mise 

sous la forme canonique dtobservabilit6 suivante : 

En substituant le terme cTx(k) par (y(k)-vk). l*équation 
1 

(4.84) devient : 



x(k+l) = Fx(k)+(g-f)(y(k)-vk)+ou(k-d)+ao(k) 

avec la transformée en z, celle-ci se r6duit 6 : 

x(k) = (zI-F)-~[ (s-f)(y(k)-vk)+~u(k-d)+go(k) 1 

La sortie sera : 

y(k) = cT(~~-~)-l[ (g-f)g(y(k)-~k)+-(k-d)+go(k) l+vk 

(4.85) 

L'analyse de l'équation (4.85) tout en réarrangeant les termes 

et remplaçant (-f) par 2 et b par &, donnera : 

yk = gT& ( k ) +gT& ( k-d ) + Y ~ ~ - ~ ~ ~ + %  

= cT(k-dl- + kT6(k) + v(k) 

où &(k) et &(k-d) sont definis par l'équation (4.66). 

En comparant les équations (4.64) et (4.85) il apparait que 

les deux formes sont identiques. La division du numérateur et 

dénominateur de la transmittance du système par f(z-') d'une part 

[Eq. (4.64) 1 et la modification de la representation du système sous 

la forme de 1 * observateur de Leuenberger [Eq . (4.85 ) 1 de 1 * autre, 

sont équivalentes. Ces deux représentations sont équivalentes à 

l'utilisation des filtres à variables d'état pour l'entrée et la 

sortie. Ainsi, t&(k) et c2(k-d) peuvent s'exprimer à 

travers les filtres à variables d'état, comme prdcédemment indique 

tel que : 

4.2.7a ~éalisation minimale du système : 



le équation d'état du système d'origine sous la forme de 

1 
l'observateur de Leuenberger, equation (4.84). est : 

En développant l'équation d'état à partir de k=O par substitutions 

successives, nous aurons : 

Soit, 
k 

S (k) = 1 F ~ - ~  [ InYi-1 1 Inui-d-1 1 
i=l 

Des équations (4.87) et (4.88). la représentation minimale du 

vecteur d'état du système est : 

Equation (4.89) montre que S(k) est une matrice polyn%me en 

série de puissance de la matrice F et peut s'obtenir à partir de 

l'équation rgcurrente suivante : 



S(k), étant une matrice de dimension nx2n, peut être divisée en deux 

matrices carrees, à savoir, S (k) et S2(k) telle que : 
1 

S (k+l) = F S (k) + Inyk , S (O) = O 
1 1 1 

(4.91) 

S (k+l) = F S (k) + 1 u S (O) = O 
2 2 n k-d ' 2 

5.2.7b L'obtention des matrices Sl(k) et S2(k) : 

Post-multipliant la transposge de 1'Qquation (4.65) par c, 

tout en tenant compte du fait que la matrice F qui conunute avec les 

matrices Sl(k) et S2(k) est sous forme exponentielle, nous 

obtiendrons : 

La comparaison entre celles-ci et les équations des filtres à 

variables d'état, équation (4.65), montre que : 

ou bien 
T T 
c Sl(k) = cl(k) - 

Post-multipliant les équations ci-dessus successivement par F , F ~ ,  

n-1 . . . ,F , nous pouvons séparer S (k) tel que : 1 



Comme, la matrice 

cTI? . . . cTFn-l 1 w o = i c  - - 

représente la matrice d'observabilit6 dont le rang est n, nous 

pouvons écrire : 

Ic: (k-d) F-'1 
(4.95) 

4 . 2 . 7 ~  Equation de l'observateur : 

Ecrivons l'dquation d'état de la représentation minimale du 

système (4.89) sous forme plus concise : 

Ayant identifié les paramètres du système e, nous pouvons donc 

reconstruire le vecteur d*f?tat 3 partir de cette estimation des 

paramètres et de la représentation minimale statique du système 

(4.96). Ainsi, nous obtiendrons l'équation suivante de l'observateur 

paramétrisé : 

L'estimation de la sortie 
Yk 

est donnée par l'équation 

d'observation : 

h Th T A 

Y, = e xk = e [~~(k)?(k)+s~(k)&(k)l 



(4.98) 

Les erreurs d'estimation des variables d'état et de la sortie 

sont alors : 

rL 
où 8 reprgsente le vecteur d'erreur des paramètres. 

-k 

k 
Comme signalé antérieurement, le terme F x  a une 

O 

décroissance exponentielle rapide et le terme stochastique 

~(k)&~ est assez petit de sorte qu'il puisse être négligé, les 

erreurs d ' estimation peuvent s' écrire comme : 

h h J  
e = x - x = ~(k)B(k) 
k k k  1 (4.100) 

De la propriété d'identification précisée en Eqn.(5.87) nous 

concluons que, 

Lim e(k) O 
k- 

et ainsi l'estimé d'état converge vers sa valeur réelle. 

L'organigramme illustré en Fig.4.5 présente l'ordre du calcul 

de l'algorithme d'identification adaptatif continu. 

4.3 Application 2 : système de deux r6servoirs : 

Pour vQrifier nos algorithmes de l'identificateur-observateur 



ïnitiaïisation: a, B y a& a8 ,xo 
pas d * intégration h, nombre de mesure ïü 

~Qnération des processus alhatoires o, 

I 

1 ~ é ~ o n s e  du système dynamique : 
X(t) = Ax + Bu + yo 

L'obtention de la sortie de systbme 
y(t) = $ x(t) + u - 

~éponse des équations dynamiques des filtres a'- 
variables d'état F1 et F2: 

C 1 = A c L , + l y  
& = A & + f i u  

I 

1 ~éponse de l'équation dynamique du système 1 
qiaptatif à modale de réference? 

A 

?=-Al?+ [al ( t ) +Al ] y+g*T2i+81~+&*T9 
I 
1 

Calcul de l'erreur de syst'eme 
e l = y - +  

calcul des covariances 
Eï~ell, E[çlel1, n[uelI, ~[C2e11 r 

Nouveaux estimés des paramhtres du système - 
â( t) = -rl { E[&~~I-[~&Y$-~~~$ 191 - 

Solution de l'équation de modèle de r5férence 
A 

P=-x~Y+ [al ( t )+hl I Y + ~ * T ~ ~ + ~ ~ U + ~ * T ~  
I 

I 

~érif ication du résultat 
e = y - Y  

1 

1 

L Renouvellement des conditions initiales 

Fig.4.5 L'organigramme de l'algorithme adaptatif continu 



du système stochastique continu et discret linéaire, nous avons 

consid6rd. également ici, l'application réelle déjà étudiée en 

chapitre 3. ~éanmoins, nous nous limiterons à considérer seulement 

les deux premiers réservoirs; notamment les réservoirs 1 et 2, 

Fig.4.6. 

Comme obtenu auparavant, l'application du principe de la 

conservation de masse pour le système ci-dessus nous donne les 

équations d'état suivantes : 

et l'équation de mesure : 

h 2 = [ O  l ] h + v  

où o(t) et v(t) sont des processus aléatoires de bruit blanc de 

moyenne nulle et de variances respectives : 



Comme notre analyse part depuis la forme canonique 

d* observabilité d* état, nous en effectuons la transformation à 

travers la fonction de transfert du syst'eme. 

En mettant les équations ci-dessus en forme vectorielle d'état 

nous obtenons : 

La transformée de Laplace pour cette équation donne : 

Cette équation est représentée par le schéma-bloc , Fig .4.7, 

mis en forme canonique d*observabilit6. 

En spécifiant les variables d'état comme montré dans la figure 

4.7, nous aurons les équations des variables d'état suivantes (en 

notations générales), 

où XI = hl; x2 = h2; et q = u 

En forme vectorielle, nous aurons la forme canonique d'observabilité 

voulue : 

= [;a ;] +r] +[] 



et 1 * équation de mesure 

y(t) = [ 1 O 1 x + u(t) 

Fig .4.7 ~ c h h - b l o c  du système continu 

de deux réservoirs 

En utitilisant des filtres des variables d'état pour les 

signaux d'entrée et de sortie, le (n-1) polynôme A(s) est pris 

comme 

La fonction de transfert du systhe devient, 

Les paramètres devant être identifiés sont donc, 



La représentation minimale du processus sera donc 

Les résultats de cette application seront discutés plus tard après 

la présentation de l'application du système échantillonn'e. 

Avant de commencer notre application relative à l'algorithme 

adaptatif discret, nous proposons l'organigramme présenté par 

Fig.4.8 qui illustre la logique de calcul et les 'etapes devant être 

effectuées pour rQaliser les algorithmes- 

4 . 4  Application 3 : Version discrète du système de deux réservoirs : 

Ici, nous nous proposons d'étudier la version discrète du 

système de niveau de liquide du deuxième ordre. Nous nous attachons 

à cette application puisque les constantes du temps des systèmes 

hydrauliques sont petites et la réponse est suffisamment rapide ce 

qui montre l'efficacité de nos algorithmes au cas de bons résultats. 

Trouvons la matrice de transition A(k) et la matrice d'entr'ee 

B(k) pour le système discret pour une p6riode d'échantillonnage T = 

0.25 sec, leEquation dynamique discrète sera représentée par : 



Les conditions initiales du syst'eme, des 
filtres à variables d'état et du modèle de référence 

I 
Valeurs initiales des paramètres à identifier 

- a* B - 

~éngration des séquences stochastiques o(k) et u(k) 
ainsi que la s'equence binaire pseudo-al6atoire 

représentant l'entrge u(k) 

I 

Solution des équations dynamiques du systbme 
d'origine et obtention de la sortie y 
x(k+l) = Ax(k) + j& u(k) + y o(k) 

y(k) = g ~ ( k )  + u(k) 

Solution des dquations rdcurrentes des filtres 
à variables d'état et F2 

c l = ~ ~ c l + c Y  
& = F T & + g u  
Clo. h o  = O - 0  

1 Solution de l'dquation récurrente de la sortie du 1 
h 
système adaptakif à modale de référence **;" 

y(k) = JT(k-d) e(k) ; et $(k+d) = cT(k) E)(k) 

l r Calcul de l'erreurAdu système 1 

-- - 

Application des lois adaptatives et mise à jour des 
valeurs estimdes des paramètres du système 

I 
Adaptation de la sortie du modèle de référence et obtention de 

h 
e = y - y  

Terminer d3 
Fig.4.8 L'organigramme de l'algorithme adaptatif discret. 



et la mesure entachée de bruit d* observation, 

ob o(k) et v(k) sont des séquences stochastiques de procédé et 

de mesure de moyenne nulle et de variances respectives, 

E[02(k)] = 60 = 4.0 

E[u2(k)] = 68 = 2x10-3 

En suivant les mêmes démarches pour transformer notre système à 

la forme canonique d*observabilitd, nous aurons par l'aide de la 

figure 4.9 les équations suivantes : 

- 

Fig.4.9 schéma-bloc du syst'ème discret 

où, en forme canonique d* observabilité nous avons, 



La matrice F pour les filtres à variables d'état est choisie de 

la fa5on suivante : 

- elle est régulière d'ordre n et en forme canonique 

- elle est uniformdment asymptotiquement stable, c'est-à-dire, 

les valeurs propres de F sont à l'intérieur du cercle unité. 

- Le f(z-') est premier relatif au nderateur et 

dénominateur de la fonction de transfert du système. 

D'oÙ, F est pris comme 

Ainsi, le polynôme stable f (2-l) est obtenu comme : 

La forme finale du système à identifier est donc, 

et les paramètres à identifier sont : 

~'entree u(t) doit être assez riche en fréquences et 

persistante. Dans notre travail nous avons considér'e : 



- un signal carre d'amplitude 1.0 et de période "Tl", 8 à 10 

fois la pdriode d'échantillonnage "T" de la solution des 

équations dynamiques. 

ou - un signal s6quence binaire pseudo-algatoire "PRBS" qui prend 

la valeur "O" ou "1" d'une fagon aléatoire. 

4.5 ~ésultats et discussion : 

D'une part, les figures I(4.10)-(4.16)l représentent les 

résultats obtenus à travers l'identificateur adaptatif continu et la 

convergence éventuelle des paramètres à leurs valeurs rgelies. 

D'autre part, les résultats du système échantillonné sont montrés 

par les figures t(4.17)-(4.20)1 représentant la convergence de 

l'algorithme adaptatif discret d'identification pour des écarts 

paramétriques plus importants que le système continu. 

Pour le système continu, les algorithmes adaptatifs sont 

effectués avec et sans une distance à l'état initial. Dans les deux 

cas, les param'ètres aussi bien que les variables d'état convergent à 

leurs valeurs réelles, Fig.[(4.13)-(4.16)l. ~éanmoins, on constate 

que la convergence de l'algorithme de l'observateur adaptatif est 

plus rapide lorsque les conditions initiales des variables d'état du 

système et de l'observateur sont identiques. 

Il faut indiquer aussi que les facteurs Pl, - .  3 Pn et 

hl, . . , 6 pourraient aussi influencer la rapiditd de 
n 

convergence. Nous avons considéré plusieurs ensembles de valeurs de 

ces facteurs et avons constaté un peu de différence dans la 
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Fig.4.13 Distance d*Qtat x de l*observateur adaptatif, 
1 

cas des conditions initiales égales. 

Distance dt6tat 
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Nombre dtit6rations 

Fig.4.14 Distance d'état x de ltobservateur adaptatif, 
1 

cas des conditions initiales différentes 
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Fig.4.15 Distance d'état x de l'observateur adaptatif, 
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cas des conditions initiales égales. 
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Fig.4.16 Distance d'état x de l'observateur adaptatif, 
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cas des conditions initiales différentes 
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convergence entre eux. Cependant, il reste la question du choix 

optimal de ceux-ci. Ce problème est résolu dans le système 

échantillonné pour le choix de a dans l'algorithme adaptatif 
k 

discret. 

Dus aux effets aléatoires des processus de bruits Eq.(4.29), il 

faut tenir compte de la zone morte de l'algorithme adaptatif et que 

le processus d'identification devrait être donc arrêté avant qu'une 

divergence éventuelle ne soit probable. 

4.6 Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons considdré le problème d'estimation 

bu vecteur d'Qtat pour un système stochastique continu et discret 

non variable ou lentement variable dans le temps, dont les 

paramètres structuraux sont imparfaitement connus. Ainsi, pour 

reconstruire le vecteur d'état, il nous faut l'identification des 

paramètres de système. 

L'approche du système à mode'le de référence adaptatif a 'et6 

suivie pour l'étape d' identification. Le principe de la réalisation 

non-minimale 05 deux filtres a\ variables d'état sont employés pour 

l'entrée et la sortie du système d'origine est adopté en vue d'avoir 

assez d'information pour l'identification de 2n paramètres du 

système. Comme cette dernière représentation a une configuration 

importante qui est que toutes les variables d'état sont accessibles, 

le processus d'identification peut être achevé séparément du 

problème de la reconstruction d'état. 

Ayant effectué l'étape d'identification, nous avons proc6dé à 



la dernière étape concernant la reconstruction du vecteur d'état. Le 

principe de l'observateur asymptotique de Leuenberger est utilisé 

dans le système continu; et celui de l'observateur paradtris6 dans 

le système discret. 



CHAPITRE V 

CONCLUSION GENERALE ET RECHERCHES FUTURES 



La régulation continue et échantillonnée des systèmes 

stochastiques en boucle fermée par une contre réaction 

proportionelle permet, lorsque tous les états sont accessibles, 

d'imposer au processus à commander, un point de fonctionnement 

souhaité en un temps fini minimum. 

Or, la r6alisation d'un tel processus se heurte dans la 

pratique à l'impossibilit~ de capter toutes les variables d'état. De 

plus, la loi de commande par contre réaction de sortie définie par 

la relation vectorielle u = -Ky(t) n'appartient pas en général à 

l'ensemble des lois de commande proportionelles; elle doit donc 

contenir des états susceptibles à des variations plus rapide que les 

Qtats observés. 

C'est ainsi que le but de notre thBse consiste à reconstruire 

le vecteur dt/etat et à trouver un estimé aussi proche que possible 

du vecteur r6el d'état du système d'origine. 

Dans les algorithmes de filtrage optimal, nous sommes 

confrontés à de différentes difficult6s pour l'implantation du 

filtre optimal. L'indisponibilité de l'information à priori (l'état 

initial x et la covariance d'erreur initiale Po), le manque 
-0 

de valeurs exactes des paramatres structuraux A ,  B et C, de même que 

l'incertitude à lfEgard des valeurs réelles de covariances de bruit 

Q, R sont les sources principales de la difficulté. 

Normalement, des analyses d' erreur et de sensibilit6 pour des 

systèmes stochastiques sont effectuées et mettent en évidence un 

certain nombre de points importants, notamment : 

- le système montre parfois plus de sensibilité aux 

variations de certains Qlgments de Q et R qu'à d'autres. 



- certaines observations sont faiblement touchées de 

bruits ou même parfaitement mesurées. 

C'est dans cet optique que l'on peut définir les él'ements de Q 

et R qui doivent être estimés; alors que pour les autres, il suffit 

de désigner des valeurs conservatives issues des expériences 

précédentes. Ainsi, beaucoup d' ef f orts et temps calcul sont épargnés. 

Le problème d'identification des covariances de bruit Q, R et 

le filtrage adaptatif constituent un point essentiel vu leur 

importance à l'égard de la reconstruction du vecteur d'état entier 

comme une étape substantielle d'une commande efficace pour le 

système d'origine. 

L'on s'est rendu compte dès le début qu'il faut Qviter autant 

que possible les inconvenients de certaines dethodes, notamment la 

divergence éventuelle et la ddgradation du comportement du filtre 

faute du contrôle du pas de correction. C'est ainsi que notre 

m6thode d'identification est effectuée à partir des variations 

incr6mentales AQ et AR permettant de contrôler en permanence le 

pas de correction de sorte qu'une fonction CO& quadratique d'erreur 

soit minimisée. 

Durant l'analyse d'erreur et de sensibilité d'un système 

stochastique, nous percevons parfois, que certaines composantes de 

la sortie du processus sont très faiblement atteintes ou 

parfaitement mesurdes. Ceci nous a pouss6s à trouver une solution 

pour un tel problème, à savoir, le problème de "filtrage singulier" 

par un autre moyen que le filtre de Kalman car celui-ci ne peut plus 

h etre utilisé à cause des matrices mal-conditionnées et des 

de calcul. C'est dans cet esprit qu'une partie de notre travail 



s'est consacrée pour la conception d'un observateur à un ordre 

réduit pour des systèmes stochastiques ayant des mesures singulières 

de bruit. 

Enfin, on a abordé le probreme des systèmes stochastiques dont 

les propriétes statistiques sont plus ou moins connues mais qui 

manquent d'information concernant les paramètres structuraux. Il est 

évident, dans telle situation, qu'il nous faut un identificateur- 

observateur adaptatif pour estimer les paramètres structuraux du 

système et en même temps en reconstruire le vecteur d''état. C'est ce 

qui a été effectué dans le chapitre 4 de la thèse. 

A travers notre travail dans les trois problèmes, nous avons 

le sentiment que ces méthodes sont importantes et cruciales pour la 

commande des processus industriels. Citons à titre d'exemple, les 

perspectives d'applications des systèmes adaptatifs à modèle de 

référence sans accès aux variables d'Qtat et qui sont très 

encourageantes. ~éanmoins, il y a un certain nombre de problèmes qui 

pourraient faire l'objet de futures recherches. Parmi ceux-ci, 

figurent les suivants : 

- La possibilité de l'utilisation des filtres à variables 

d' état pour l'entrée et la sortie des systèmes stochastiques 

multivariables des parametres structuraux inconnus en vue 

d'identifier les valeurs de ces paramètres et de reconstruire le 

vecteur d'Qtat. Cela se considère comme une gdnéralisation de filtre 

de Kalman pour les systèmes multivariables stochastiques linéaires 

qui n'ont pas d'information à priori à l'égard des paramètres 

structuraux . 

- A partir des filtres à variables d'état pour les vecteurs 



d'entrée et de sortie des systèmes stochastiques multivariables de 

représentation canonique, nous pensons possible d'effectuer : 

a) l'identification des paramètres structuraux du système. 

b) 1' identification des paramètres stochastiques, 

c'est-à-dire, les moments statistiques des bruits. 

C) l'estimation du vecteur d'Qtat. 

En d'autre termes, rassembler le premier et le troisième problème 

trait'es dans la thèse pour des systèmes stochastiques linéaires 

multivariables. 

- Si certaines mesures du système stochastique cit6 ci-dessus 

sont parfaitement mesurées, dans ce cas, à côté de l'identification 

des paramètres structuraux et stochastiques il devient possible de 

trouver un observateur d'ordre réduit pour estimer uniquement les 

variables non-observées . 

- Nous proposons l'utilisation des observateurs adaptatifs 

pour des systèmes adaptatifs à modèle de référence parallèle pour la 

synthèse des structures de commande adaptive indirecte. 

- Nous pensons aussi que l'identification adaptative et la 

commande adaptative à l'aide des observateurs de la forme canonique 

/ d' observabilité sont susceptibles d' être etendue au cas 

multivariable. 

- L'algorithme des observateurs adaptatifs stochastiques peut 

A etre étendu pour la synthèse de commande adaptative qui tient 

compte, à côté des bruits, des dynamiques non-modélisées. 

Enfin, nous souhaitons que le travail effectué ici soit utile 

à ceux qui s'intéressent aux domaines d'identification, 

d'estimation, et des systèmes adaptatifs. 
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Une methode d'identification des elements des matrices de 
covariances de bmit du systeme et de l*observation est effectuee. 
Sous nous sonmies . rendus compte dveviter autrvrt que possible les 
hc~nvoîients de certaines piethades ; notsusent la divergence 
eventuelle et la degradation du comportement âe filtre faute de 
controle du pas de correction. C'est Linsi que notre methode 
d'identification est achevw a partir des corrections incrementales 
permettant de controler en permanence le pas de correction de sorte 
qu'une fonctioq cout deerreur quadratique soit minimisee. 

Durant l'analyse deerreur et de sensibilite d'un systeme 
stochastique, queiques fois il est percu que certaines composantes 
de la sortie du processus sont tres faiblement atteintes ou 
parfaitement mesurees. Ceci nous oblige de trouver une solution pour 
tel probleme, a savoir, le probleme de "filtrage singuliern deautre 
moyen que le filtre de Kalman car celui-ci ne peut plus etre utilise 
a cause des matrices mal-conditionnees et problemes de calcul. C'est 
dans cet esprit quSune parti.e de notre travail s'est consscree pour 
la conception d'un observeur a un ordre d u i t  pour des systemes 
stochastiques ayant des mesures singulieres de bruit. 

Enfin, le probleme des systemes stochastiques dont les 
proprietes statistiques sont plus ou moins connues mais qui manquent 
deinformation concernant ses parametras structuraux a ete aborde. 
C'est evident, dans telle situation, qu'il nous faut un identifieur- 
observeus adaptatif pour es&imer le8 paametres structuraux du 
systeme et en meme temps en reconstruire le vecteur dvetat. C* est ce 
q u i  a ete effectue dans la dernisre partie de la these. 


