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temps continu

temps discret
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représentent des matrices
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représentent des vecteurs ou des

scalaires selon le cas
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minuscules soulignées représentent
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Variables complexes

Opérateur retard

des variables continues

des variables discrétes

polyﬁ%mes discrets
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ABBREVIATIONS

Auto-regressive moving average

Model-reference adaptive system

Pseudo-binary random sequence

Systeme adaptatif a modéle de référence
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INTRODUCTION GENERALE

L'utilisation des méthodes modernes de régulation implique 1le
plus souvent la connaissance de toutes les composantes du vecteur
d'état du processus a réguler.

Toutefois, dans la réalisation de la commande d'un systéme
réel, cette contrainte n'est pas toujours satisfaite. I1 est donc
important de reconstruire les états non-observés du systeme a partir
d'un estimateur ou un observateur selon que le systéme soit exposé a
des perturbations stochastiques ou non.

Pour avoir une fiddle réplique du vecteur d'etat, il faut que
le modéle du filtre (estimateur ou observateur) représentant le
systeme soit plus ou moins exact. Ainsi, il est absolument
nécessaire que :

i) Les paramétres structuraux du systéme soient connus
parfaitement.

ii) Les parametres stochastiques ainsi que les propriétés
statistiques 3 priori soient connues correctement.

Dans la plupart des applications industrielles, une partie des
paramétres de 1l'un ou/et de l'autre est inconnue. D'ou, provient la
nécessité d'en reconnaitre et identifier les valeurs.

C'est dans ce cadre que les travaux présentés dans ce memoire
se gituent. Dans une partie de la these nous nous sommes intéressés
a4 1'identification des propriétés statistiques des systemes
stochastiques 1linéaires dans une ‘etape primaire pour la
reconstruction du vecteur d'etat comme objectif final. Puis nous

avons &dtendu le travail aux systémes singuliers ou une partie du



vecteur d'observatiqn n'est pas touchée. Finalement, nous avons
considére le probleme d'estimation du’ vecteur d'etat pour des
systémes stochastiques linédaires de paramétres structuraux inconnus.
Alnsi 3 coté de 1la reconstruction des &tats, les paramétres

structuraux seront. identifiés adaptativement. Puisque ce probléme

- -~ . P4 Pl
est assez complexe, le systeme considére sera une-entree une-sortie.



CHAPITRE I

INTRODUCTION ET PRESENTATION DES PROBLEMES



1.0 Introduction :

Pour reéaliser une commande optimale & des processus
industriels, un moddle déterministe est nécessaire, c'est-a-dire,
une connaissance parfaite des paramétres structuraux et des
paramdtres implicites (les variables d'etat), devrait etre réalisee.

Dans beaucoup d'applications industrielles, certaines
composantes du vecteur d'état sont inaccessibles. Il faut donc les
construire a partir d'un vecteur d’observation entaché de bruit de
mesure. Ceci impose 1le probléme crucial de 1'évaluation du
comportement dynamique des processus (processus chimique, thermique,
nucléaire, économique, ... etc.) normalement exposé a des grandeurs
perturbatrices aldatoires. Ce probléme se situe dans le domaine de
1'estimation stochastique optimale dont 1'interét provient du fait
que celle ci est une étape préliminaire pour 1'implantation d'une

commande optimale effective.

bruit du systéme w(t) bruit du mesure v(t)
grandeur de 1'etat du systeme l grandeur
—————
commande u(t) x(t) observée z(t)

Fig.1l.1 Un systeme exposé a des perturbations

stochastiques

Fig.1.1 montre un systeme physique exposé a deux sortes de grandeurs
d'entrées, une grandeur de réglage u(t), qui est déterministe et

une entrée d'une forme imprévisible 3 1l'avance (t) ne pouvant



8tre décrite analytiquement. Celle-ci s'attribue a la présence de
phénoménes perturbateurs inhérents au systéme et d ses entourages. A
titre d'exemple, le bruit observe aux bornes d'une résistance est
1ié 3 l'agitation thermique des électrons, la turbulence en aviation
provoquée par des rafales de vent aléatoires, ... etc.

De médme, les grandeurs a réguler du systéme sont observées a
1l'aide d'un ensemble de capteurs. Ceux-ci risquent d'avoir des
signaux fortuits et des effets aldatoires. Par conséquent on a
souvent des mesures entachdes de bruit comme montré par la Fig.1l.1.

Nous faisons appel au fait que 1l'utilisation des méthodes
modernes de régulation aux systémes stochastiques implique le plus
souvent la connaissance de toutes les composantes du vecteur d'état
du processus.

Toutefois, dans la réalisation de la commande d'un systeme
réel, cette contrainte n'est pas toujours satisfaite.

Ainsi, il nous faut une étude consacrée a l'estimation de la
réaction d'état 3 1'aide d'un filtre (estimateur ou observateur).

Ici nous nous intéressons & l'estimation d'état des systeémes
stochastiques qui peuvent etre décrits par des eéquations linéaires.
Les perturbations du systéme et de la mesure sont modélisées par des
processus stochastiques bruits blance gaussiens de moyenne nulle.

Récemment les techniques d'estimation d'état, y compris le
filtre de Kalman, ont é&té largement utilisées aux applications de
systémes importants : par exemple, la détermination de 1l'orbite d'un
vaisseau spatial, la trajectoire de missile ou d'avion, ... ete.

Le filtre de Kalman fournit une solution au probléeme du

filtrage des systemes stochastiques linéaires mais ceci suppose un



modéle exact du systeme, & savoir, la connaissance parfaite des
paramétres dynamiques, des caractéristiques statistiques des bruits
et des conditions initiales. En pratique, le modéle est toujours une
approximation d'un systéme et le filtre est implanté dans des
calculateurs dont 1la précision n'est pas infinie, ce qui peut

entrainer un mauvais comportement du filtre.

Ainsi, des difficultés pourraient survenir lors de
1'application des algorithmes d'un estimateur ou d'un observateur

d'état. Les sources principales de difficultes sont

- Les parametres structuraux du systéme ou les paramétres
déterministes du modéle du systéeme sont inconnus ou mal

connus.

- Les caractéristiques statistiques des bruits ou les eléments
des covariances de bruit du systeme et de 1'observation Q et
R, de meme que les conditions initiales de 1l'état et de la
covariance d'erreur X et P sont imparfaitement

0o [¢]

connues.

C'est dans ce cadre que le travail effectué ici se situe. En
effet, au vu des difficultés mentionnées ci-dessus, nous voudrions

aborder les trois problémes suivants :

- La reconstruction du vecteur d'état d'un sysEéme

stochastique lorsque les propriétés statistiques sont




imparfaitement connues. Dans cette partie nous traitons d'un
systéme stochastique lineaire multidimensionnel, variable ou
non dans le temps. Nous commencons par les systémes
continus. Ensuite, 1la prolongation de 1la méthode pour
comprendre les systémes discrets, est effectuée.

Le deuxiéme probléme & aborder apparait lorsque l'analyse de
l'erreur et de la sensibilité de notre systéme stochastique
linfaire 3d 1l'égard des covariances de bruit Q et R montre
que quelques composantes du vecteur de mesure sont entachées
faiblement de bruit et méme sont observées parfaitement.
C'est alors que l'utilisation du filtre de Kalman ou d'un
estimateur quelconque qui utilise des covariances de bruit
ne seront plus utiles faute de pouvoir inverser la
covariance de bruit de l'observation "R". C'est dans ce sens
que nous développons un filtre continu et discret a un ordre
réduit qui, d'une part reconstruit les variables d'état
inaccessibles du systéme et d'autre part tient compte de
1'absence de 1l'inversion de R (probléme de filtrage
singulier).

Le dernier probléme a traiter est relatif aux systémes
stochastiques linéaires dont les propriétés statistiques
sont plus ou moins connues assez correctement, mais qui
manquent d'information & 1l'égard des paramétres structuraux.
Dans ce cas, nous ne pouvons pas effectuer l'estimation du
vecteur d"etat a moins que les paramétres du systeme ne
soient connus. C'est ainsi qu'il nous faut un identificateur

pour estimer les paramétres structuraux du systéme avant



qu'on puisse proc€der a la reconstruction du vecteur d'état.
C'est dans cette direction qu'une conception d'un
identificateur-observateur pour des systémes stochastiques
lindaires, continus ou discrets, est effectuée. Cependant,
comme ce probléme est assez complexe, nous nous limiterons

ici aux syst®mes mono-entrées mono-sorties
Par la suite, nous donnons un bref résumé, que nous ne
prétendons pas exhaustif, des méthodes se trouvant dejd documentees

dans la littérature et relatives a chaque sujet des trois problémes.

1.1 Le premier probléme

Comme signalé antérieurement, le filtre de Kalman nécessite la
connaissance parfaite des propriétés stochastiques des bruits du
systéme et de 1'observation. Méme la conception d'un filtre
spéeifique ou d'un estimateur quelconque requiert les
caractéristiques statistiques du procédé.

Comme notre systéme manque d'information 3d 1'égard des
covariances de bruit, l'estimateur pour la reconstruction du vecteur
d'état ne peut pas fonctionner d'une fagon optimale. De meme,
l'utilisation des valeurs approchées des covariances de bruit du
systeme et de la mesure Q et R pour 1l'implantation des algorithmes
de filtrage risque d'entrainer des dégradations dans la conduite du
filtre et une divergence eventuelle de ses performances. Ainsi, une
procédure d'identification pour l'estimation de ces covariances nous
est indispensable.

En général, les méthodes servant pour 1'identification des



covariances de bruit Q et R sont effectuées essentiellement par
1'intermédiaire des correlations et des covariances des processus de
la sortie de syst2me z et de 1'innovation Z.

Les techniques de corrélation pour estimer les covariances de
bruit sont originalement développées en [1-6] pour des systemes
linéaires discrets. Par de telles approches, on dispose, en
principe, d'un ensemble de corrélations directes et retrogrades de
la sortie z et/ou de 1l'innovation 2 calculées a partir de leur
propriéte érgodique. Un autre ensemble est obtenu depuis des
expressions mathématiques qui sont substantiellement les fonctions
des paramétres du systeme ainsi que de ses propriédtes stochastiques.
Ces deux ensembles doivent @&tre identiques : un certain nombre
d'équations indépendantes lindairement peut en Stre tire. Celles—ci
sont employées 3 résoudre les &équations qui sont fonctions de
covariances de bruit. Cette procédure est, en effet, une estimation
4 une seule &étape, c'est-da-dire, c'est une approche non récursive
vis-a-vis de l'obtention des covariances de bruit Q, R.

Bien qu'aucun probléme d'initialisation n'apparaisse,
l'existence d'un inverse généralisé de la matrice d'cbservabilite en
vue de trouver l'estimér ;;ET pourrait conduire & un probleme de
divergence dans cette méthode.

Cependant, les techniques de corrélation d'innovation [6] se
distinguent des techniques de corrélation de sortie par les
avantages suivants :

i) Puisque la corrélation du processus de sortie n'intervient
pas aux algorithmes d'identification, la contrainte imposée 3 1la

matrice de systéme A devant &tre asymptotiquement stable peut 8tre




enlevée. Ainsi, cette méthode d'identification peut se rapporter aux
systémes dont les matrices des coefficients A n'assurent pas 1la
stabilitéd asymptotique. La matrice [A-KC] remplagant celle de A dans
le développement des algorithmes est toujours asymptotiquement
stable (condition de stabilité asymptotique du filtre).

ii) Le test de blanchissement de la sequence d'innovation sert
a vérifier la convergence des valeurs estimées ?2, /ﬁ aux valeurs
réelles au bout de chaque itération des algorithmes.

Contrairement a la méthode de corrélation de sortie, 1la
technique de corrélation d'innovation est une procédure itérative
qui requiert des valeurs initiales des covariances de bruit. Le
processus d'identification est effectud dans l'ordre suivant :

— Commencer par des valeurs initiales, disons Q1 et Rl;
dtablir le filtre de Kalman; calculer la covariance de
1'erreur d'estimation B et le gain du filtre Kl.

- Accomplir 1l'estimé % tout en effectuant 1la séquence
d'innovation f;}. Vérifier si celle-ci est bruit blanec.

— Sinon, reboucler 1la procédure en disposant des valeurs
estimées. Le test de blanchissement s'effectue & la fin de
chaque itération jusqu'a ce que le processus d'innovation
devienne absolument bruit blanec.

I1 faut signaler que dans les techniques de sortie aussi bien

que de 1l'innovation, le nombre d'éléments inconnus de Q doit Rtre
limité par le nombre nm qui represente la dimension ;;ET

(Px est la covariance du vecteur d'etat) dans la technique de

. ~ T n~ . .
sortie et ch (Px est la covariance d'erreur d'estimation) dans le



cas de corrélation d'innovation.

La technique des covariances assorties est originalement
développée en [6,9] en version discréte. Dans cette méethode, les
covariances de résidus (innovation) directes et rétrogrades
calculées 3 partir des moyennes temporelles sont rendues identiques
d cellegs obtenues d'aprés les moddles mathématiques qui sont
essentiellement les fonctions des paramétres du systéme A, C et de
ses propriétés statistiques Q, R. Au cas ou un &écart important
existe entre les deux covariances, Q et R sont estimés chacun a son
tour. Un nombre d'équations indépendantes lineairement comprenant
les @éléments inconnus de Q et R sont tirfes et résolues
simultanémment pour chaque covariance par les méthodes des moindres
carrés.

On note ici que le probleme de l'inverse généralise n'existe
plus dans cette méthode; mais d'autre part le nombre d'éléments
inconnus de Q se 1limite 3 m(m+l)/2 qui est la dimension de 1la
covariance d'innovation Ef%%T].

En référence [1], des algorithmes de filtrage adaptatif ont éte
développés par 1'intermédiaire de covariance assortie des résidus
I?(k). Les covariances de bruit sont des matrices diagonales et sont
exprim€es linéairement en fonction des facteurs correctifs a

ij
et Bij tel que :

ou ajj et Bjj sont définis par,

a3y = Q13/Q1j Bij = Rij/Rij



et R sont les é&léments erronés des covariances de bruit.

ij

est la matrice impulsionnelle dont toutes les entrées sont

61;]
=

nulles sauf la ijéme égale a 1. La covariance d'innovation
modélisée ainsi, est aussi fonetion 1lindaire en qij . Bij'
L'erreur entre la valeur estimée de E[%kk)?T(k)] selon 1la
propriété d'érgodicité et celle modélisde, représente une matrice
aléatoire bruit blanc de moyenne nulle. Cette &quation est donc
convertie a une &quation vectorielle. La procédure d'adaptation
utilise essentiellement 1la méthode de moindres carrés tout en
minimisant une fonction colit de cet écart.

Bélanger [9] a développé un algorithme pour estimer les
matrices de covariances de bruit pour un systéme stochastique
discret linéaire et variable dans le temps. Il a exploité le fait
que la correlation de la séquence d'innovation est une fonction
lindaire des covariances de bruit Q et R. Cependant, si ces matrices
sont représentées par une fonction linéaire de n composantes d'un

certain paramétre vecteur a, c'est-a-dire,

N
Q=% Q; aj
1 i=1

Y]
1
[ e B
w
|
[=]
Ho

la fonction de corrélation d'innovation sera aussi une fonection

Y . Ca) ~ . Py Y
lindaire du meme parameétre vecteur d. Ainsi, 1'é&quation clé

E[%(k)%T(k—Q)], est une fonction 1lindaire en a,, ou %

est
l'innovation. Cette propriété rend le probléme amenable a une
formulation des moindres carrés dont la solution minimise le carre
de l'écart entre la valeur de la corrélation d'innovation obtenue a

partir de calcul statistique et celle représentée linéairement par

10




les paramétres Q- En disposant de ce fait, un algorithme des
moindres carrés pondérds pour estimer uniquement ces paramétres
"a.," a étée effectud.

En [22], un'algorithme de calcul des covariances de bruit est
achevé. Il est consacré a des systemes dynamiques stochastiques
lindaires de dimensions importantes. L'efficacité du calcul devient,
en fait, un impératif substantiel quand le nombre des variables
d'état augmente. Un tel cas apparait lorsqu'on traite des systemes
stochastiques des paramdtres répartis qui se représentent par des
équations différentielles comme le probléme d'assimilation des
données pour la prédiction du climat. Une approche pratique de
filtrage adaptatif pour de tels systémes est de décrire les matrices
des covariances de bruit inconnues en termes d'un nombre des
paramétres relativement faible de sorte que seuls ceux-ci soient
estimés.

Dans cet article, le probldme est reformulé de fa%pn a4 rendre
comparable la complexite de calcul relative au filtre non-adaptatif
de Kalman-Bucy. Un algorithme d'un filtre de Kalman est utilis®. Il
effectue 1l'estimé d'état et calcule des matrices utiles pour
1'identification des covariances de bruit. Ensuite, un filtre
secondaire est adapté pour calculer les parametres intervenant dans
le calcul des covariances de bruit.

Neanmoins, les techniques mentionnées ci-dessus ne contrdlent
pas suffisamment le pas de correction dans chaque itération pour
l'estimé de Q et R. De ce point, provient notre volonté de
développer une méthode d'identification itérative procurant un tel
controle afin d'éviter des problémes de divergence et par conséquent

une dégradation éventuelle des performances du filtre. Ceci
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constitue le théme du chapitre 2 ou le probléme est formulé d'une
procédure d'optimisation qui effectue a la fin de chaque période

d'observation des incréments de matrices correctives AQ et AR.

1.2 Le deuxiéme probleme :

Comme indiqué antérieurement, 1l'estimation de 1'état d'un
systéme physique qui @volue dans un environnement stochastique est
un probldme d'un intérét croissant autant théorique que pratique. La
performance de i'algorithme d'estimation d'état et le comportement
du filtre ou de l'estimateuf dépend effectivement du montant de
1*information valable 3@ 1'égard des parameétres stochastiques.

Au cas idéal ol la dynamique de méme que la mesure du systéme
se représentent par des moddles lindaires perturbés uniquement par
des bruits blanes gaussiens des covariances connues correctement, le
filtre Kalman-Bucy donne l'estimé optimal de 1'état. En pratique, vu
le manque d'information concernaht les propriétés statistiques des
bruite, la conception du filtre de Kalman-Bucy ou d'un estimatueur
quelconque nous oblige a effectuer une analyse d'erreur et de
sensibilite du filtre selon les &léments de covariances de bruit Q
et R. Parfois, cette analyse d'erreur et de sensibilité montre
qu'une partie de la mesure est observée parfaitement sans aucun
entachement de bruit. Dans ce cas nous sommes confrontés au probléme
de filtrage singulier car 1la non-inversion de 1la covariance
d'observation "R" entraine des divergences du comportement du filtre.

Nous voulons de nouveau préciser que le probléme de 1la

reconstruction des variables d'&tat d'un systéme dynamique donné des
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..................

observations des variables de sortie est d'importance fondamentale
pour la conception d'une commande optimale du systéme considéré. si
l'on s'int8resse a la classe des systémes lineaires, alors deux.
approches sont valables pour la reconstruction du vecteur d'etat. Si
les variables de sortie sont mesurées parfaitement et aucune
perturbation stochastique ne figure, nous pouvons établir un
observateur déterministe ({26]1,[30]). D'autre part, si toutes les
variables de sortie sont entachées de bruit blanc gaussien, le
filtre de Kalman-Bucy peut étre donc employé ([201-[24]).

Comme, mentionné ci-dessus, on peut trouver des applications
pour lesquelles certaines variables de sortie sont non-bruitées
alors que d'autres sont entachées de bruit. A titre d'exemple, le
systéme de radar moderne ou la précision de la mesure de portée est
de loin supérieure a celles de 1'élevation et de l'azimut. Pour de
tels systémes, nous rappelons que la matrice de covariance de
l'observation est presque singulieére et elle peut entrainer a des
matrices mal-conditionnées et par conséquent 3 des problémes de
calcul.

Dans la littérature, ce probléme a &té abordé par deux voies
différentes; notamment:

i) Comme le systdme fonctionne dans des environnements
stochastiques, le probléme a &été considéré comme @tant un
probléme d'estimation d'état pour des mesures de bruits
singulidres d'ou le nom de "probléme de filtrage singulier"
({46]-[511).

ii) Puisque le filtre de Kalman ne peut trouver une solution

dans ce probléme, le principe de 1'observateur de
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Leuenberger a été adopté pour &étendre son idée afin
d'englober les systémes stochastiques. De plus, comme une
partie du vecteur de mesure est observée parfaitement et
puisque les composantes du vecteur de sortie représentent
des variables d'stat ou une combinaison linéaire
indépendante de ceux-ci, on n'aura plus besoin de
reconstruire ces variables. Plutot, nous en reconstruisons
uniquement le reste. D'ou le concept de retrouver un
observateur a un ordre réduit pour les systeémes lineaires
stochastiques de mesure singuliére ([28 - 44]).

Ainsi, ce probléme peut &tre mis sous les titres : probléme de
filtrage singulier ou observateurs a ordre réduit pour des systémes
stochastiques 3 mesure partiellement non-bruitée.

I1 faut indiquer que 1le problédme de filtrage singulier
comprend deux notions :

~ Quelques composantes du vecteur d'observation ne sont pas

entachées de bruit.

— L'intensité de la covariance de bruit d'observation est si

petite qu'elle peut eétre considérée nulle.

Nous nous sommes placés dans la premidre notion du probléme;
et nous allons suivre 1l'approche de l'observateur & un ordre réduit
pour l'estimation du vecteur d'état de notre systéme stochastique a
mesure de bruit partiellement singuliére.

L'incorporation de 1'observateur de Leuenberger pour
1'estimation d'édtat des systémes stochastiques linéaires a é&té
etudide prar de nombreux chercheurs. D'abord, Aoki et Huddle {28}

d'un coté&, et Brammer [29] de 1l'autre, ont proposé 1'idée de
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1'utilisation de 1l'observateur de Leuenberger pour 1l'estimation
optimale d'état des systémes stochastiques. Leondes et Novack
{31,34] ont optimise l'observateur lorsque quelques composantes de
mesure sont beaucoup plus précises que les autres.

Le concept de développement des observateurs/estimateurs, dans
le cas ou certaines variables de sortie ne sont pas entachées de
bruit de mesure, a été &tudié extensivement ([29-361). Athans et Tse
[29]; et Tse {33] ont utilise ce concept en vue d'établir un filtre
spécifique (un observateur & ordre ré&duit) dans le sens des moindres
carrés qui reconstruit uniquement les @tats non observés pour des
systémes stochastiques disecrets linéaires;

Pour des systémes stochastiques discrets 1lin8aires &
n-dimension ayant des bruits additifs et multiplicatifs, Panossian
et leondes [41] ont développé un algorithme de filtrage 3 un ordre
inférieur d celui du filtre de Kalman-Bucy; notamment d'ordre (n-q)
ou q représente le nombre de composantes non-bruitées du vecteur de
mesure.

Un estimateur d'ordre réduit a été proposé par Fairman
(35,36]. D'abord, le filtre de Kalman est introduit; puis, ce filtre
est modifié a travers l'emploi de l'observateur de Leuenberger qui
est choisi de sorte que les innovations dues aux variables de sortie
non-bruitées ne soient plus requises pour l'estimation optimale
d'état.

Nagpal, Helmick et Sims [43] ont présenté une méthode pour 1la
conception d'un observateur a ordre réduit non biaisé optimal.
L'ordre de ce filtre doit @&tre supérieur a un certain minimum

déterminé par le nombre d'observations indépendantes du systeme.
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Contrairement aux études indiquées ci-dessus, aucune des
observations n'est supposée non-bruitée. Un processus d'innovation
d'ordre réduit est proposé ayant des propriétés similaires 3 celle
d'ordre entier lorsque le filtre réduit est optimise.

En [50], le probléme a été abordé dans le domaine harmonique.
La fonction de transmittance du filtre est obtenue a partir de la
factorisation spectrale de 1'&8quation algébrique de Riccati. Ainsi,
le probléme de filtrage singulier peut @dtre regarde comme un cas
particulier du probléme d'estimation d'état lorsque la matrice de la
covariance d'observation est singuliére.

Dans le chapitre 3, en nous servant du principé de
1'observateur asymptotique, un estimateur & un ordre ré&duit est
proposeé pour des systémes stochastiques linéaires continus et
discrets, variants ou invariants dans le temps ayant une partie
non-bruitée. Notre processus stochastique linéaire est
asymptotiquement stable, complétement commandable et compldtement
observable. Le systdme peut &tre réalise dans une forme canonique
quelconque ou les variables d'états représentent des quantités
physiques ou non physiqués. Le filtre est congu pour l'estimation de
(nx2) eétats ou Q vrepresente les composantes parfaites de 1la
mesure. Une matrice de transformation inversible est employée pour
1'obtention de 1l'estimé du vecteur d'état du systéme d'origine a
partir de l'etat estimé du filtre de méme que la partie non-bruitee

du vecteur d'observation.

1.3 Le troisiéme probléme :

Les phénoménes physiques sont @tudiés quantativement par des
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modéles mathématiques. En général, ces modéles sont souvent
approximatifs car les phénoménes sont si compliqués qu'on ne peut
pas tenir compte de toutes les variables qui interviennent. Il y a
toujours un compromis entre l'erreur d'appproximation et 1la
complexité du modeéle: mieux le modéle decrit une réalité physique,
plus il est complexe.

Dans 1'automatique, les modéles mathématiques permettent de
décrire 1les procédés que nous voulons commander. En réalite, il
n'existe pas de systémes rigoureusement linéaires en sens
mathématique, mais plutdot des systémes non-linfaires qui, autour
d'un point de fonctionnement, ont un comportement proche de celui
d'un systeéme linéaire.

L'approximation d'un systéme non-linéaire par un systéme
lin€aire est possible et valable uniquement au voisinage d'un point
de fonctionnement (les amplitudes de signaux intervenant doivent
étre faibles). Mathématiquement, cette approximation peut é&tre
expliquée a l'aide de la série de Taylor. En décomposant le systéme
non-linéaire par série de Taylor autour d'un point de
fonctionnement, on s'apergoit que, pour de petites variations, on
peut négliger les termes d'ordres supérieurs et retenir uniquement
la partie linéaire de 1la décomposition. Ainsi, un systéme
non-linéaire peut étre approché par un systéme linéaire autour d'un
point de fonctionnement. Il peut &étre regardé comme étant un systéme
linéaire & paramétres variables. A chaque point d'opération, nous
pouvons associer un ensemble de parametres qui sont propres au
nouveau point de fonctionnement.

Pour réaliser un systéme stochastique asservi qui répond aux
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spécifications de conception, une connaissance préalable de ses
parametres structuraux ainsi que de ses paramétres stochastiques
devrait Stre disponible. Mais, un procédé réel peut Stre assujetti a
deux types de perturbations; notamment perturbation d'état et
perturbation de paramétres.

En effet, la plupart des applications industrielles peuvent se
modéliser par un systeme lineaire qui est souvent une approximation
d'un systéme non-linéaire. Un changement du point de fonctionnement
sera donc accompagné des variations des paramétres structuraux du
systéme et ainsi peut @tre considéré comme une perturbation agissant
sur les paramdtres du systeme linéaire.

Les paramétres d'un procédé peuvent varier aussi pour d'autres
raisons. A titre d'exemple, la suspension d'une automobile: 3 1la
longue, le coefficient de viscosité de 1'amortisseur et la constante
du ressort se dégradent. Un autre exemple est 1l'effet des
limitations technologiques du matériel du four électrique par le
vieillissement de l'isolation. Il existe aussi bien des procédés
dont les parametres peuvent changer brusquement. A titre d'exemples,
la charge d'un ascenseur et le changement de l'inertie de 1l'ensemble
du moteur et de 1la charge pendant 1la fabrication des c8bles
électriques.

Or, si les paramétres du procédé varient au cours du temps, et
si 1l'on utilise une commande classique 3 ajustements fixes, les
paramétres du systeme asservi se dégradent 3 mesure que 1'8cart
entre les valeurs réelles des paramdtres du procédé et celles pour
lesquels la commande avait @té ajustée, augmente. Si 1'on veut
@viter 1la dégradation des performances, il faut réajuster 1la

commande en fonction des nouvelles valeurs des paramétres du
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procédé: c'est ainsi qu'apparaissent les concepts d'adaptation et de
systeme adaptatif. Alors que la commande classique est orientée vers
1'élimination des perturbations d'état, un systéme adaptatif est
capable, en effet, de compenser les changements dans le comportement
dynamique du procédé qui sont dus aux perturbations des paramétres.

Nous présentons par la suite un bref résumé concernant
1'évolution des recherches effectudes sur 1'identification des
parametres et l'observation d'état a travers les systémes adaptatifs
a modéle de référence. Toutefois, nous précisons le suivant :

Pour reconstruire les &tats inaccessibles d'un systéme lineaire
4 des paramétres connus dans des environnements déterministes,
des observateurs d'état asymptotiques [55] sont employés.
Lorsque le systéme a des paramétres inconnus ou des paramétres
qui varient au cours de 1l'utilisation du systéme, des
observateurs d'état adaptatifs doivent 8tre construits.

A l'aide des techniques des systemes adaptatifs 3 modéle de
référence, des observateurs d'état adaptatifs peuvent étre accomplis
a partir‘d'un observateur asymptotique linéaire de Leuenberger qui
permet, par 1l'intermédiaire d'autres moyens supplémentaires,
1'observation d'état de méme que l'identification des paramétres de
processus.

Plusieures méthodes ont été développées par Caroll et Lindorff
[56), Luders et Narendra [58], et Kudva et Narendre ([55,57] pour des
observateurs adaptatifs qui concernent des systemes linéaires
continus mono-entrée mono-sortie. Les conceptions de tels
observateurs sont basées sur l'emploi des signaux auxiliaires et

1'analyse de stabilité asymptotique 3 travers 1la fonction de
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Lyapunov. L'extension de cette approche aux systémes multivariables
linéaires continus ou discrets a été considérée en références
[(57,58,71,72] (Luders et Narendra 1974, Kudva et Narendra 1974,
Landau 1979 et Silveria 1978). Dans ces articles, des observateurs
d'état adaptatifs paralléles ont éteé effectués a partir de 1la
configuration d'un observateur asymptotique lineaire avec une
structure de systeme adaptatif a modéle de référence paralléle. De
tels algorithmes offrent un fonctionnement plus robuste a 1la
présence d'une perturbation et permettent 1'adaptation du gain de
1'observateur. Cette approche, en effet, correspond a un filtre de
Kalman adaptatif pour un certain type de perturbation.

En [61], le probléeme d'identification récursive a été formulé
comme &tant un probléme d'un modéle de poursuite. Cette formulation
a permis le développement de tels algorithmes d'identification qui
utilisent essentiellement des techniques de systémes adaptatifs 3a
modéle de référence et le concept de positivité pour des processus
discrets mono-entrée mono-sortie de méme que pour des processus
multivariables. L'identificateur congu ainsi assure la stabilité de
1'algorithme d'identification et conduit @ des estimés non-biaisés
asymptotiques des paramétres de systéme.

Akashi et Moustafa [64] ont présente une procédure
d'identification pour 1l'estimation des parametres d'un systéme
stochastique discret 1lindaire a travers un systéme adaptatif a
modéle de référence paralldle et 1l'utilisation de la fonction de
Lyapunov. Un algorithme d'identification pratique est obtenu
produisant des erreurs d'estimations bornées, en présence de bruit

de mesure, a condition que l'entrée soit assez riche.
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Kreiselmeier {[65] a introduit 1la notion de 1'observateur
adaptatif paramétrisé pour des systémes continus linéaires. En fait,
1l'observateur paramétrisé a une structure différente ou 1l'etat
estimé est une fonction lindaire des paramétres de systéme. Ainsi,
1'adaptation des parametres de 1'observateur paramétrisé isole
entiérement la dynamique de 1*'observateur de la boucle d'adaptation.

Deux observateurs adaptatifs sont congus par Ichikawa [74,84]
et effectués & partir des filtres 3 variables d'état pour les
signaux d'entrée et de sortie au moyen de techniques de syntheses de
Lyapunov. Les algorithmes obtenus sont consacrés aux systémes
continus 1linéaires. Le premier algorithme est accompli selon
1'observateur asymptotique de Leuenberger; tandis que, la conception
de l'autre est basée sur le principe de 1l'observateur paramétrisé.
Pour ce dernier, ltauteur a montre que la convergence de
l'algorithme d'identification de paramétres est exponentielle pourvu
que l'entree soit assez riche.

Deux autres observateurs adaptatifs pour des systémes
linéaires continus et discrets ont eté dérivés des techniques de
systémes adaptatifs & modéle de référence et présentés par Landau
[73]}. L'un exploite 1la  structure série-paralléle a gain
d'observation constant et 1l'autre dispose de la structure paralléle
a gain constant egalement. Un troisiéme a été reportée par Silveria
[69] et Sugart, Landau et Silveria [71] ou la structure paralléle de
SAMR & gains ajustables a ©té adoptée. Egalement, les algorithmes
adaptatifs ont &té analysés dans des environnements stochastiques ou
un bruit blanc gaussien de mesure a été introduit dans la dynamique
du systéme. Les conditions de 1la convergence des paramétres

identifiés ont &té obtenues par la methode de Ljung [68].
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Sebakhy ({78) a utilisé 1les propriétés de l'algorithme de
Goodwin-Ramadge-Caines [76] en commande adaptative pour
1'identification des paramétres d'un systéme discret lineaire. De
plus, il a modifié 1'algorithme de sorte que la.‘convergence des
paramétres identifiés ait éte améliorée 3 traversvie choix optimal
du gain adaptatif et le maintien d'une relation linééire des
paramétres inconnus durant 1la période de 1l'achévement de
1*'algorithme adaptatif.

Shahrokhi et Morrari [80] ont réclamé que la convergence de la
plupart des algorithmes effectués pour des observateurs adaptatifs
est lente et l'ont attribuée a 1l'utilisation d'une seule équation
d'erreur d'observation. Dans cet effet, ils ont proposé un
identificateur discret qui utilise des erreurs multiples de sortie.
Basé sur cet identificateur, ils ont effectué uneﬁponception d'un
observateur adaptatif pour un systeéme discret linéaire mono-entrée
mono—sortie.

Une conception d'un observateur adaptatif pour un systéme
continu linéaire mono-entrée mono-sortie est réalisde par Inoue et
Iwai [87]. La structure de 1l'observateur est basée sur 1'observateur
paramétrisé de Kreisselmeier mais la loi adaptative est determinée &
partir d'un autre systéme d'équations qui tient en compte une
décroissance exponentielle spécifie de l'erreur d'identification et
d'observation.

Un observateur adaptatif pour un systdme discret linéaire
mono-entrée mono-sortie dont 1l'ordre n'est pas connu est présenté
par Murdoch et Oliveros [88]. L'observateur adaptatif discret est du

type géneéral introduit par Kreiselmeier, a savoir, 1'observateur
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paramétrisé. L'observateur adaptatif trouve 1l'ordre du systéme,
identifie les paramdtres inconnus du systéme et donne l'estime du
vecteur d'é&tat & chaque période d'échantillonnage.

Un observateur adaptatif paramétrisé implicite a un ordre
réduit pour un systdme de n-dimension mono-entree mono-sortie est
présenté en [90]. Un algorithme adaptatif de type de moindres carrés
est utilise pour l'identification des parametres et pour assurer une
convergence exponentielle.

Hori et al [91] ont proposé un observateur adaptatif pour des
systémes multivariables. Un algorithme de projection orthonormalisée
est utilise au lieu de 1l'approche des moindres carrés pour
1'identification des parametres inconnus du systéme.

Chen et Tomizuka [95], ont etendu le travail effectue relatif
a la réalisation non-minimale. 1Ils ont considdré un systdme
stochastique exposez 2 une perturbation d'entree et de bruit de
mesure de sortie. Pourtant, 1'analyse a été effectude dans un
contenu déterministe. Des valeur bornfes ont &té supposees pour ces
perturbations.

Comme mentionné ci-dessus, la majorité des résultats
théoriques des systémes adaptatifs A modéle de référence sont congus
pour des systémes déterministes ou aucune perturbation stochastique
ne se manifeste. Meme dans les cas des systemes stochastiques, on a
considére souvent le bruit d'observation. De 13, nous avons voulu
trouver des algorithmes d'identification des paramétres et
d'observation d'état adaptatifs pour des systémes stochastiques
linéaires ayant des bruits de processus et d'observation.

En chapitre 4, nous avons é&tudié le probleme d'observation
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adaptative d'état pour des systémes stochastiques linéaires continus
et discrets dont les propriétés statistiques sont plus ou moins
exactes. Pourtant ces systémes manquent d‘'information concernant
leurs paramétres structuraux qui peuvent varier aussi par rapport au
temps. L'é&tude de ce probleme a &té faite pour le cas ou le vecteur
d'état du procédé n'est pas mesurable directement (vecteur d'état
entidrement inaccessible). Dans ce probléme nous avons considéré
uniquement comme mesurable l'entrée et la sortie du procédé.

Notre systéme, comme la plupart des applications
industrielles, est complétement commandable et complétement
observable (c'est-a-dire, les polynﬁmes du numérateur et du
dénominateur sont premiers entre eux et aucune annulation ne se
produit entre les poles et les zéros de la fonction de transmittance
du systéme). Egalement, la matrice de coefficient du systéme est
asymptotiquement stable.

Comme nétre systéme manque d'information a 1'égard des
paramétres de processus et des états inaccessibles, il nous faut
done une solution pour qu'on puisse avoir des informations
supplémentaires d'un cOte pour 1l'identification des paramétres du
processus et de 1'autre pour 1l'observation du vecteur d'état. Ici,
nous adoptons la représentation non-mininale du processus. En effet,
la réalisation non-minimale a la propriété incontestable de
1'accessibilité du vecteur d'état entier. De 13, le processus
d'identification peut se séparer et s'effectuer en premiére &étape.
Puis, on procéde pour l'observation d'état, et ainsi notre tache se
facilite énormément.

Pour 1'étape d'identification des paramdtres de systeme, on
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dispose d'un systéme adaptatif a modéle de référence ayant la méme
représentation nonminimale. Ensuite, 1'é&quation de 1l'erreur du
systéme entier est etudifée a partir de la condition de stabilité
asymptotique tout en disposant d'une fonction quadratique de
Lyapunov en termes de l'erreur de systéme, de meme que les erreurs
de paramsétres de systéme. D'ou, on retire des lois adaptatives de
sorte que la stabilité asymptotique du systeéme et la propriété
d*identification soient accomplies. Nous indiquons ici que deux
observateurs d'état différents sont congus. L'un pour des systémes
continus qui utilisent le principe de 1l'observateur asymptotique de
Leuenbérger, et l'autre pour le systeme discret qui utilise .le
principe de 1'observateur paramétrisé.

En chapitre 5, nous terminons notre thése par la présentation
d'une conclusion générale recapitulant le travail effectué ici;
ainsi que de futures recherchesrque nous croyons susceptibles d'étre
d'intérét croissant dans le domaine d'identification et d'estimation
d'une part, et dans le domaine des systémes adaptatifs a moddle de

référence de 1l'autre.
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CHAPITRE II

IDENTIFICATION DES COVARIANCES DE

BRUIT DU SYSTEME ET DE L'OBSERVATION



2.0 Introduction :

Dans ce chapitre une procédure d*identification des
covariances de bruit est développée pour des systemes linéaires
continus ou discrets, variants ou invariants dans le temps. La
matrice du systéme A est supposée 8tre stable pour garantir 1la
stationnarité du processus d'observation *“z". Pourtant, cette
contrainte peut &tre enlevée en considérant uniquement les

s z .
covariances directes et retrogrades du processus d'innovation

{E[E(t)gm(t)] et E[%(t)%T(T)] “cas continu"; E[%k%i]
o AT . ’ 7
et E[zsz], k2% “ecas discret”, comme cela sera demontré

ultérieurement dans le chapitre.

La technique proposée est essentiellement une procédure
itérative qui fournit 3 chaque itération des termes correctifs AQ
et AR qui mettent a jour les covariances des bruits dont on donne
les notations Q et R. Ensuite, la matrice de gain du filtre K(t) est
adaptée. Enfin, le processus d'innovation est effectue.

A la fin de chaque itération, il faut que 1le bon
fonctionnement du filtre, en disposant des valeurs estimées'ﬁ et ﬁ,
soit vérifié. Le critére qui indique la validité du filtre est la
matrice des différences entre deux ensembles de covariances de
sortie :

1) les covariances du premier ensemble sont estimées 3 partir

de la propriété d'érgodicité des processus stationnaires.
Elles sont appellées covariances estimées ou calculées "C".
2) L'autre ensemble représente les mémes covariances; mais

elles sont obtenues suivant leurs modéles mathematiques.
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Celles-ci sont appellées: covariances modélisées avec 1la
notation "M". Si le plus grand élément, en valeur absolue,
dans cette matrice de différence "e" devient inférieur &
une valeur pregcrite suffisemment petite et si le test de
bruit blanc du processus d'innovation est achevé, 1la

procédure d'identification sera arrétée.

Remarquons que les algorithmes adaptatifs sont effectués aprés

la dispa

rition du régime transitoire du systéme et du filtre,

¢'est-a-dire, lorsque tout deux sont arrivés au régime permanent.

2.1. Cas

continu

2.1
“
ol
Les
L2t}

o

.1 Description du systeme :

Considérons le systéme lindaire continu décrit par :

x(t)

Ax(t) + Bu(t) + w(t)
(2.1)

z(t) Cx(t) + v(b)

x(t) est un vecteur d'état a n dimension

z(t) est un vecteur d'observation a m dimension.

A est une matrice de systeme a coefficients constants ou

variants dans le temps, de dimension (nxn)

C est une matrice d'observation @ cofficients constants ou

variants dans le temps, de dimension (mxn)

@(t) est un vecteur de bruit de systeéme & n dimension

v(t) est un vecteur de bruit d'observation a m dimension
vecteurs de bruit fo(t), t;to} et {v(ty,

-~ "~ .
sont supposes etre des processus de bruit

blanc, independants, gaussiens et de moyenne nulle.
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L'état initial % est supposé &tre gaussien, de moyenne
nulle, et indépendant des processus {m(t),tZto},
{v(t),t2t 1.

Par suite la matrice de covariance du vecteur aléatoire

[o(t) v(t) x°] est de la forme :

w(t) 1 latey o 0
E|[v(t) [0(t) v(r) x 1 =| 0 R(E) O |8(t—1)
x 0 0 P
[e) [e]
(2.2)
1 si t=1

ou S§(t-1) =
0 si t=T

représente le symbole de kronecker.

Dans la plupart des applications, les corrélations entre les
composantes de chaque vecteur de bruit @ et v sont nulles ou
trés faibles. Donc, la structure des matrices de covariance de bruit
Q et R est supposée 2tre de forme diagonale. Nous nous plagons dang
cet aspect. Toutefois, cette supposition est faite uniquemen£ pour
simplifier les algorithmes d'identification. Au cas ou des fortes
correlations existent entre les composantes, 1l'extension de 1la

technique ecst directe.

2.1.2 Termes de corrections :

En vue de 1'indisponibilité des valeurs réelles des

covariances de bruit Q et R; des valeurs erronées Q,R (la barre
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supérieure affectée aux caractéres indique des paramétres ou des
signaux erronés) seront désignées 3a la place. Celles-ci seront
modifi€es en disposant des incréments des matrices de covariances
AQ et AR (appelées matrices de correction ou termes correctifs)
calculées au bout de chaque itération du processus d'identification

tel que, a la fin de 1'iteration "k", nous aurons

Q (B) =Q (&) + AQ(t)
_ _ (2.3)
R () = R__(t) + AR(Y)

Les termes de corrections AQ et AR sont supposés Stre les
covariances des séquences d'erreur aléatoires Aw, Av. Par

suite, les vecteurs aléatoires réels w et v pourraient s'écrire :

o(t) = o(t) + Aw

1]

(2.4)

v(t) v(t) + Qv

-

ou @ et VUV représentent les vecteurs de bruit erronés qui
correspondent aux covariances Q,R.
Les séquences de bruit Aw et Av sont supposées &étre des

séquences de bruit blanc, gaussiennes, indépendantes et centrées :

E[Aw(t)] = E[Av(t)] =0 (2.5)
et de covariances
Aw(t) AQ 0
E [AuT(t) BAvT(T)l = §(t-T) (2.6)
Av(t) 0 AR
D'ailleurs, elles sont statistiquement indépendantes de 1l'etat
initial x de meéme que des séquences aldatoires & et Vv

o

telles que :
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Elo(t)dw (1)] = 0 .

Elo(t)Av (T)] = 0

E[v(t)Ae ()] = 0 (2.7
E[v(t)AvT(T)] = 0 f

Elx(t_)Ae ()] = 0 |

"
(=]

Elx(t_)Av ()]

A la lunidre de l'argument précédent, les équations du modéle
de systeme s'éerivent (en supprimant, sans perte de géneralité, 1le

terme “B(t)u(t)" entiérement connu):

x(t) = A(b) x(t) + o(t) + Aw(t)

(2.8)
z(t)

C(t) x(t) + v(t) + Av(b)

2.1.3 Les équations de filtre :

Puisque les valeurs initiales des covariances de bruit Q et R
sont inévitablement en erreur soit a cause du manque d'information
soit & 1l'incertitude d'information, notre estimé ne sera plus
optimal. Il sera, plutﬁt, un estim@ moins satisfaisant (sous
optimal) et donné la notation §(t). L'équation du filtre, dans ce

cas, est :

we

(t) = Aﬁ(t) + f[z(t)—Cﬁ(t)] (2.9)

ou le gain matriciel constant K est le gain stationnaire de Kalman

donné par :

K = (F.)cTR-1 (2.10)

f\] . .
(Pc)s est la valeur gstationnaire de la covariance d'erreur calculee
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a partir de l'équation différentielle non-linaire de Riccati :

[d

N [} ns o — nJS P
Pe = AP, (t)+P.(£)AT-P,(t)cTR-1cP,(t)+Q (2.11)
avec, comme conditions initiales:
x(ty) = Elx(ty)] = %4

n (2.12)
Po(ty) = Elx(ty)x(ty)] = P,

2.1.4 Formulation de probleme :

L'idée principale de 1la méthode d'identification présentée
ici, est d'effectuer la corrélation directe d'un vecteur forme du
processus de mesufe z et du processus d'innovation % tout en
considérant uniquement les covariances diagonales s'y trouvant comme
suit :

z(t) N E[z(t)zT(t)][ 0
Ejf —— j[z()12zW) ]I = — (2.13)

Z(t) 0 [E[?(t)%T(t)l
diag

D'abord, les valeurs estimées des covariances sont effectuées a
partir de la propriéte d'érgodicité des processus stationnaires z et
z. Ensuite, nous en &tablissons les expressions mathematiques
(covariances modelisées). Celles-ci sont des fonctions des
parametres structuraux et statistiques du systeme (A, C, Q, R, AQ
et AR). L'écart entre les deux ensembles de covariances "e" sera
une fonction 1linéaire des termes de corrections AQ et AR. En
minimisant une forme quadratique de ceci et @ 1'aide d'une technique
d'optimisation statique, les covariances de bruit Q,R se
reproduiront de sorte que les deux ensembles de covariances décrites

ci-dessus s'approchent éventuellement.
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En mettant 1'argument précédent en termes mathématiques, on
peut aborder le probleme de la fagon suivante :

. . .éme . .,

Supposons que le filtre agisse dans la i période de son
fonctionnement, il est souhaitable de calculer les incréments des
covariances de bruit (les termes de correction) AQ et AR tels
que la fonction cofit J :

T
Jle(t)] = Trle(t)e (t)] (2.14)

soit minimisée.

Comme signalé auparavant la matrice d'erreur "e" est donnée

par:
{E[z(t)zT(t)]J 0 [E[z(t)szﬂ o |
e(t) = _—— P = . ~ i
t 0 [E[z(t)%’f(t)l c [o ]E[z(t)?z’r(t)JJM
ou (2.15)

[']c' dénote 1les covariances calculées qui sont estimées
depuis la propriété érgodique des processus stationnaires z et Z.
[.]m, dénote les covariances mod€lisées dont les valeurs sont
obtenues d partir de leurs modéles mathématiques et 1la
connaissapce des paramétres du systeme A, C, Q, et R.

D'aprés (2.8) et (2.9), le vecteur forme de z(t) et Z(t)

s'éerit
z(t) Cx(t)+v(t)+Av(t)

= —— ——— (2.16)
Z(t) CX(E)+v () +Av (L)

]

ou %(t) est l'erreur d'estimation qui peut etre obtenue a partir des
équations d'etat du systéme et du filtre décrites par (2.8) et (2.9)

respectivement :
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~n

¥(t) = [A-KCIX(£)+B(£)+A0(t)-K[V(t)+Av(t)]
avec les conditions initiales : (2.17)

x(tg) = x(tg) — x(tg) = O.

Les solutions de 1'équation différentielle d'état (2.1) et

celle de 1l'erreur d'estimation (2.17) sont connues sous la forme :

t
X(E)=0(t-t )X (t)+S O(t-1) [B(t-T)+Bw(t-T) ldT
to
(2.18)
t
X(t)=F & (t-1) [B(t-T)+Aw(t—T)-Ko(t-T)-KAv (t-T)]dT
to

ou les matrices de transitions d(t-1) et ¢1(t—r)

satisfont les équations différentielles :

d(t-1) = AD(t-T),  ®(0) = I

. _ (2.19)
®q(t-1) = [A-KC1®y(t-T), @1€0) = I

2.1.4a La matrice de covariance de la sortie E[z(t)zT(t)] :

Y

Soit C1 est la covariance estimée ou calculée du vecteur de
mesure z(t). Sa valeur est effectuée a partir de la propriété

d*érgodicité du processus z(t) :

N
Elz(t)zT(t) ] = €1 = Lim (/M) § z(t)zT(tp)
N—o i=0

(2.20)

~

oi N est 1le nombre d'échantillons du signal {21’22""ZN}
dans un intervalle d'observation.

Le modéle mathématique de celle-ci est :
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Elz(£)zT(t) 1y = CP,CcT + R + AR (2.21)

ou Px(t) = E[x(t)xT(t)] est 1la matrice de covariance du vecteur

d'état x(t) qui satisfait 1'équation dynamique matricielle :

Py(t) = AP, (£)+P,(t)AT + Q + AQ (2.22)
qui a pour solution :
te
Pyelte) = J  ®(te-1) [Q+AQIOT (te-T)dT
to

(2.23)
puisque 1'etat initial Px(to) est considére nul ce qui
n'enleve rien a la généralité du probléme.

La borne finale tf- dans 1l'intégrale (2.23) est prise assez
large afin que la covariance d'état ait atteint sa valeur
stationnaire (PX)S.

En reportant (2.22) dans l'expression (2.21), on a alors :

te
Elz(t)zT(t) Iy = M3 + AR + C J ®(te-1)AQOT(tg-1)dr CT
t
° (2.24)
ou
te
My =R+ C S ®tg-1)Q0T(kg-t)dr cT (2.25)
to

L*expression (2.25) est calculée d'avance a partir des valeurs des

paramétres C, ®(t-t) = CA(t—T), Q et R.

T
2.1.4b La matrice de covariance de 1'innovation E[g(t)§ ()1 :

Si le filtre fonctionne d'une fa%on optimale, %kt) sera une
séquence de bruit blanc centré qui peut @étre décrite par les deux

premiers moments :
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E[Z(t)] = 0
Cov{Z(t),Z(t)} = E[Z(t)2T(T)] = R&(t-T)

R sit=1

0 sit#r

Oor, si le filtre ne fonctionne pas dans une optimalité, 1l'expression
de covariance ci-dessus n'est plus valable. Une autre pourrait etre
obtenue en disposant de % donne par (2.16) comme nous allons montrer

en ce qui suit.

La covariance calculée ou estimée du processus d'innovation,

en utilisant la propriété érgodique de z(t), est :

N
Cy = E[Z(B)¥T(t)1c = Lim (L/N) ¥ Z(t3)2T(t;) (2.26)
N> i=1
ou N est le nombre d'échantillons {21 ?2 ... %g} dans un

intervalle d'observation.

Le modéle mathématique de la covariance d'innovation peut etre

obtenu comme :

E[Z(E)ZT(E) 1y = E{ [CX(E)+D(£)+Av(£) ] [CX(E)+V(t)+Av(t) 1T}

CP(t)CT-1/2CK(R+AR)-1/2(R+AR)KTCT+R+AR
(2.27)
LY, — N AT . . ‘
ou P(t) = Elx(t)x (t)] est la variance d'erreur d'estimation qui
satisfait 1'équation différentielle matricielle :
P(t) = [A-KCIP(£)+P(t) [A-KCIT+K(R+AR)KT+0+AQ

avec ~ (2.28)
P(t,) 0

dont la solution donne la covariance d'erreur d'estimation au régime

stationnaire %; du fonctionnement du filtre :
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tf
Pg = J ¢1(tf—‘f)[§ R l.(T+Q]¢1i‘(tf—‘t)d‘t
to
tf - -
+ J 09 (te-1) [KARKT+AQIOT (te-T)dt
to

(2.29)

I1 faut préciser que, si les covariances de bruit Q et R
étaient parfaitement connues et le filtre fonctionnait dans une
optimalité, les trois premiers termes dans 1'expression mathématique
de la covariance modélisée donnfe par (2.27) s'annuleraient et cette
dernidre se réduit a R; ce qui conforme au fait que la séquence
d'innovation du filtre optimal est un processus bruit blanc gaussien
centré et de covariance R.

En utiligant (2.29) dans 1'&quation (2.27), nous aurons :

E[Z(£)2T(t) Iy = Mp+(AR-1/2CKAR-1/2ARKTCT)

t

£ _
+ § ®y(tg~1) KARKT OF(te-t)dx
to
tf
+ I O1(te-t) AQ Of(te-t)dr
to
(2.30)
ol
te - ——
My = I ®y(te-1) [KRKT+Q] ®F(tg-T)dv-1/2CKR-1/2RKTCT+R
to
(2.31)

Les matrices Hl et M2 dans les é&quations (2.25) et (2.31)

sont calculées d'abord en se servant des valeurs initiales des
covariances de bruit Q et R. Ce sont les covariances modélisées
calculées i la base des paramétres erronés Q,R.

Celles-ci sont soustraites des covariances estimfes C, et

1

Cz. Les différences sont des matrices d'erreurs qui se prétent

utilement dans la procédure d'optimisation pour 1l'obtention des
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termes de correction AQ et AR.

Dans ce qui suit, un résumé de ce qui a &été effectuéd est
présentd :

i) Les covariances calcules, estimfes d'apreés la propriété

d*érgodicité des processus z(t) et z(t), sont:

z(t) Efz(t)zT(t)] l 0
C = E{|-———| [zT(t) 2T(t)]1) =
2(t) 0 l E[Z(t)2T(t)]
diag C
(2.32)
— N —

(/M) ¥ z(ty)zT(ty)
[01 lo '] i=1

l_o ICz] 0 l (1/N) Z ZCEET ()
L i=1 -

ii) Les covariances modélisées, estimées selon leurs expressions
mathématiques sont les fonctions des paramdtres de systéme

A, C, Q et R de méme que des matrices de correction AQ et

AR :
E[z(t)zT(t)]l 0 My | o]
M= = =
0 |E2()¥Tct) ) o ||
M
FAR l 0 ]
AR-1/2CKAR—1/2ARKTCT
+ I C¢1(tf 1) KARKT OT(tg-v)cTdr

l‘c f d>(tf 1)QdT(tg-t)dt T

e

o “
tf

C f <D1(tf -1) AQ ¢T(tf--c)d'ccT
0

(2.33)
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Nous précisons de nouveau que si nous disposons de valeurs réelles
des covariances de bruit Q et R en (3.46), les deux matrices de
covariance C et M s'égalisent. Néanmoins, &tant donné que les
valeurs 1initiales Q et R sont inévitablement en erreur, la
covariance estimée C(t) et la covariance modelisée M(t) ne seront

pas identiques et 1'écart entre elles est la matrice d'erreur “e' ou:

. [ AR 0

Sl 0
e = | ~—o-—| - AR-1/2CKAR-1/2ARKTCT
0 Sz t
| 0 + I cOq(tg-t) KARKT OF(tg-t)cTdr
to
te - 1
c I O(te-1)QPT(tg-t)dT CT 0
- to
tf (2.34)
o] c/f ¢1(tf—'l‘) AQ d)'{(tf—'t)d’CCT
to J

2.1.5 Technique d'optimisation :

Soit,
S, =¢C, - M, , i=1,2

la matrice d'erreur donnée par (2.34) peut s'écrire :

e=8S-T-1U
‘—Sl 0
S = | —————
0 S,
"AR 0
T = —
AR-1/2CKAR-1/2ARKTCT
0 te _
] + J cdq(tg-1) KARKT ¢'{(tf-1)chrJ
to
tf -
C J d(tg-1)QdT(tg-1)dr cT 0
U = to
te
0 Cf Oy(tg-1) AQ OT(te-T)dvcT
to

(2.35)
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Equation (2.34) montre que 1la matrice d'erreur "e" est
symétrique et fonction 1linéaire des increments des matrices de
covariances AQ et AR. Donec on pourrait formuler le probléme
comme suit :

Trouver les termes correctifs (matrices diagonales) AQ et

AR tels que la fonction de cotit quadratique :

Jlel] = Tr{e(t)eT(t)] (2.36)
soit minimisée.

Prenons la dérivée de 1'équation (2.36) par rapport aux
matrices diagonales AQ et AR et en 1'égalisant a zéro, deux
ensembles d'équations sont obtenues.

Le critére d'écart J peut s'écrire :
J = Trls2 + 12 + u2 - 2ST + 2TU - 2US] (2.37)

En utilisant les matrices gradient, les é&quations suivantes

sont obtenues :

aJ/3AR = (3/3AR) {Tr[T2 - 2ST + 2TU]}

= 2AR-2(CK) gAR+1/2[(CK)TCK]4AR+[(CK)TAR(CK) T 14

t
+I [(DARDT+DTARD) 4+(DARET+ETARD) q1d T
tO
t ot t t
+§ [DTS (DARDT)dv.Dlgdt+S [DTS (GAQGT)dv.Dl4dr
to to to to
t
+f [FAQFT+cAQGT-GAQHT ] ydt-(S1+55-S5CK) g
tO
t
-I (pbTARD)4dt = ©
t0

(2.38)

dJ/3AQ = (3/30Q){Tr[u2 + 2uT - 2SU1}
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t
= J [FTARF+GTARG-GTARH]4dT
to
t t
+J [GTS (DARDT)dv.Glgqdt
te  to

t t t
+f [FTS (FAQFT)dv.F+6TS (GAQGT)dt.Gl4dx
tO tO t0
t
~-J [FTsF+GTs)G)4dT = 0
tO
(2.39)
les notations [.]d et (.)d dénotent des matrices diagonales se
constituant uniquement des é&léments diagonaux de la matrice entre

paranth@&ses.

Les matrices D, E , F , G et H sont définies comme,

D = D(t-t) = C¢1(t—t)f

E = E(t-1) = (D = K'¢'C.0 (t-1)F

F = F(t-1) = CcO(t-T)K (2.40)
G = G(t-1) = C¢1(t—'r)

H = H(t-1) = (Cf()T.Cd)l(t—T)
Puisque AQ et AR sont supposés etre diagonaux -ce qui est le cas
dans la plupart des applications- les ensembles d'é&quations (2.38)

et (2.39) peuvent s'écrire sous la forme vectorielle suivante :

[W I e-l °% = [_blll (2.41)
Let| r] [sa] |by]

ol les vecteurs SR et 8Q se composent -des &léments diagonaux des

matrices diagonales AR et AQ respectivement, i.e.,

~ -
6R1 6Ql
5Ro §Q2

6R = . H 6Q = . (2.42)
6Rpy 6Qn
L I
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¥, est une matrice symétrique de dimension (mxm) définie par :

m m
¥ = 21-2(cK)¢+1/2[(CK)T(CK) 1+ T I [(efCKej) (eTCKej)
i=1 i=1

t
+§ [(efpej)2+(efpTe;)2-(efDe;) (eTETe ;)
t

o

t
-(eIpTej) (elEej) 1qdT}E; j+S (djxdTx)gdT.Ep(djxdTx)qdr

o
(2.43)

la matrice O est de dimension (mxn) et s'écrit comme :
t

n
.Z ) {[(egFej)2—(e¥cej)(e¥ﬁej)]dt§1j
i=1 t,

e

1
hoe~ B

i=1

t
+§ (d3xdTx) g8 . Eqn (83x8Tx) gd 11} (2.44)
t

(o]

I' = une matrice symétrique de dimension (nxn)

t

J {(fi*fgt)ddT-Enn(fi*fgk)ddT]}
1 §=1 t,

Lo}
i
L e I =
Gt
TR K-

i

t
+I (83x8J%)adT.Enn(gixeTx)gdt]} (2.45)
to

bj = un vecteur de dimension m
t
by = {[S1455-85(CK) 14+S (DTs,D)gdtle (2.46)
to

b2 = un vecteur de dimension n, ou
t

by = {J (FTs1F+GTsyG)4dt}.e (2.47)
tO

m = le nombre d'elements & identifier de AR

=
L]

le nombre d'éléments 3 estimer de AQ.

42



2.1.6 Technique d'identification modifige :

La contrainte de stabilité asymptotique faite a 1'égard de la
matrice de systéme A dans 1'équation d'état (2.1) peut Stre enlevee.
Dans ce cas le processus d'identification peut s'effectuer a partir
d'un vecteur composé. Celui-ci est formé des résidus 3@ deux instants
décalés, c'est-a-dire, 2(t) et ¥(t). Ensuite, les corrélations
directe et rétrograde du résidu 2(t) sont effectubes de la fagon

suivante :

IO : E[‘E<t>’§T(t>1| 0 ]
E|| ——-| (ZT() 12Ty 1| =
Z(t) 0 [ E[%(tﬁl‘(m[
diag (2.48)
le ceritere d'écart J est :
J = Tr [e(t) eT(t)]
ou
E['z”(t)%Tvc)]' 0 [E[%’(t)’i’r(t)ll 0 ]
e(t) = po——em -
0 i EIZ(0)2T(0) 1| ¢ [ 0 J E[?(t)%T(r)lJM
(2.49)

L'expression mathématique de 1la covariance directe du processus

T P
d'innovation E[z(t)z (t)] a été montrée par (2.27) :

E[?(t)??t)]m = CP(t)CcT-1/2 CK(R+AR)-1/2(R+AR)KTCT+(R+AR)
(2.50)

Alors que celle de la covariance rétrograde est obtenue comme,

T
E[Z()¥T(1) 1y = CO1(t—T)[{S ®p(t-\) [KARKT+AQ]
t
®  %0T(t-\)CTAN+RAR} ]

(2.51)
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Il faut noter que lorsque le filtre fonctionne optimalement,
les termes de correction AQ et AR seront nuls et 1'équation
(2.51) se réduira a zéro ce qui est conforme aux caractéristiques
statistiques de la séquence d'innovation Z(t) du filtre optimal.

Les covariances calculées ou estimées en exploitant 1la

propriéte d'érgodicité de z(t) sont :

Z(t) EZ(0)2T (L)1) | 0
C = E{|——] [ZT(t) ZT(1)1) =
Ye) 0 [ E(E()3T(T)]
d C
N
cy| o (1/W) T Z(t3)2T(ty) 0
i=1
B ' B N
0 |cy 0 (/M) ¥ Z(e)ET(t-1)
i=1
(2.52)

ou N est le nombre d'échantillons %(tl),“z%tz),...,'é(tu) dans
chaque période d'observation T.

Les modéles mathématiques correspondants sont :

E[’z“(t)%’f(t)ll 0 l'nll 0
M = =
0 EZ2T(01] |0 | M
M
£ o
‘{;R—I/ZCEAR—I/ZARRTCT+I Cc®4 (t-0)KARKTOT (t-0)cTdo o]
tO

t
CPy (t-1)F 1 (T-N)KARKTOT (t-N)cTah-cdT (t—1)KAR

tO
o -}

t
0 ’ J c¢1(t-x)AQ¢{(t-X)chxJ (2.53)
to

0

to

t
[ I c®y(t-0)AQdT(t-0)cTdo
11
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ou M, donné par (3.38) et M_ égale 3 zéro.

2
En suivant la méme procédure que celle du paragraphe précédent
pour obtenir les matrices incréments AQ et AR, nous aurons la
méme forme de 1'é&quation vectorielle (2.41)
P | e} PRW by
[@T] r| laq}= by

¥ = une matrice de dimension mxm

n n
= [1-2(CK) g+1/2[(CKIT(CK) 14+ £ L (eTCKe;) (eTcKey)
i=1 j=1

n n t
+§ij121 zlf { (e’{D(t—o)ej)2-(e'{n(t-c)ej)(e'{ET(t-o)ej)d}gij
=1 j=1 tq

n n t
+Eij L I § {(eIpT(t-1)D(t-Mej)-(eIDT(t-N)ej)dNE;j
i=1 j=1 t,

n n t
+ % LS [dix(t-0)dTx(t-0) 1gEnS [djx(t-0)dx(t-0)]qdo
i=1 j=1 t,

t t
+§ 145t N AT (- N) 1gdN . Epf  [d3x(t-N)aTw(t-N) 1qdN}
to to

(2.54)

Et © est une matrice de dimension (mxn)

n n t
I I {f (CefeT(t-0)ey)2-(eTc(t-0)ey) (elH(t-0)ej) 14do
i=1 j=1 to

6

H

t
- [(efe(t-Mey) (ef6T(t-M)D(t-N)ej) 1gdr
to

t

n n
+ ¥ L {5 (d3x(t-0)dTx(t-0)1qdoEp, f [gix(t-0)gTx(t-0)14do
i=1 j=1 to

45



t t

n n
+ L LS [dyx(t-NaTut-N) 1gdREpn S [g3x(t-N)gTu(t-N) 14dN

i=1 3=1 tq o

(2.55)
I' est une matrice de dimension (nxn) et définie par
n n t ' t
' =+ ¥ I {J [8ix(t-0)8Tx(t-0)14Eqnd [Bix(t-0)gTx(t-0)14da
i=1 j=1 t, to

n t t

n .
+r L {f [gix(T—X)g}*(T-X)]ddXEmnf (Bix(T-N)gTx(T-N) 14dN}
1=1 j=1 t,

o]

(2.56)
Le vecteur by est de dimension m et défini comme
_ t t
bl = {Sl—Sl(CK)-i-f DT(t—O')SlG(t—C‘)dO'+f DT(t—}\.)Szc(’t—‘)\.)d}\.]g
tO t0
(2.57)
et b2 un vecteur a n dimension et donné par
t t
by = {J GT(t-0)s1G6(t-0)do+S GT(t=N)SyG(Tt-N)dN]e
to to
(2.58)
ol dk* = la transposée de 1la keme vecteur ligne de la matrice D,

la méme notation s'applique aux autres matrices. Les vecteurs gi,
e, ainsli que les matrices E,,, E et E sont définis dans le
%3 "3 Tea O 2

cas discret.
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2.2 Cag discret :

Le systdme discret peut €tre décrit a 1'aide du moddle d'etat

suivant

Xg+1 = Ag Xp + O

(2.59)

Zx Cx xx + vy

ot K20, représente des instants successifs du temps.

X, , 1'atat du systeme, de dimension n

K’
z, la mesure du systeme, de dimension m
mk, le bruit de processus, de dimension n.
Voo le bruit d'observation, de dimension m.
Les matrices Ak’ Ck sont de dimensions respectives
(nxn), (mxn) .

Les séquences de bruit {m(t),tZto}, fv(t),

tgto} sont supposées &tre des séquences de bruit blane,

gaussiennes et de moyenne nulle.

Elo(k)] = E[v(k)] = 0

Efo(k) o (2)] = Q 8(k-2)
Efv(k) UT(Q)] = R §(k-2) (2.60)
E{o(k) v (2)] = 0

Egalement, nous avons,
T T
Elw(k) x (0)] = E{v(k) x (0)] =0
ou la matrice R est définie positive et Q semi-définie positive.
L*'état initial x(0) est aussi un processus gaussien des
moments

E[x(0)] = x_ 3 E[x(0) x(0)] = P
0 o]
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L'équation dynamique du filtre est donnée par :

Rie/k = Xie/k-1+KE [ Zx-Cric/k 1]
et R (2.61)
x(0) x

]

o

ou ﬁ(k) est la valeur estimée du vecteur d'etat du systeme bruite
x(k). Les valeurs réelles Q et R sont inconnues et des valeurs
erronnées sont utilisées a la place. Ces valeurs sont mises a jour a
la fin de chaque période d'observation a travers des matrices
correctives AQ et AR tel que a la fin du k eme intervalle nous
avons :

ak—l + A(.)k

€
w
]

(2.62)

<
x
]

;k—l + A\)k

Les corrections AQk et ARk sont calculées de sorte que
1'indice d'erreur Iy donné par :
Jle()] = Trie(k) e (k)] (2.63)

soit minimisé; ou la matrice d'erreur e(k) est donnée par :

T T
Elz,z, ] l 0 I—E[zkzk] 0 1
Ly ol T T
0 E[zkzk] c 0 E[zkzk] ”
(2.64)
ol comme signalé antérieurement, [.]C et [.1H dénotent

respectivement les covariances calculée et modelisée.

Les covariances erronnées Qk et Rk approcheraient leurs
valeurs réelles éventuellement lorsque k augmente. Dans ce qui suit
nous allons présenter la procedure d'identification en sa version
discréte ou les termes correctifs AQk et ARk sont estimés

successsivement.
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2.2.1 Position de probleme

Les matrices de correction AQk et ARk sont supposées

etre les covariances de séquences de bruit Amk et Avk

respectivement. Alors, les séquences de bruit réelles Qk et

v, Ppeuvent etre écrites telles que :

g = O + Doy
(2.65)

Vg + A\)k

Yk

ou Ek(k) et Bk(k) représentent les vecteurs erreur de bruit

qui correspondent aux covariances erronnées 6k et Rk' Les
séquences de bruit Aok et Avk sont supposées 6tre bruits

blancs gaussiens et sont indépendantes, donc

E[v(k)] = E[lo(k)] =0
et Ayl A 0
E [A(.)Q Avg_] = LIy
Av 0 AR
(2.66)
De meme, ces sequences de bruit sont independantes statigtiquement

des sequences (k) et v(k) et incorrelees a 1l'etat initial

X
(¢}

EfAw(k) xL1=0 ; E[Av(k) xL]1=0 (2.67)
En nous servant des equations (2.65), le modele de systeme peut se

recrire comme,

x(k+1)

[}

A(K)x(kK) + @(k) + Aw(k)
(2.68)

z(k) C(kIx(k) + v(k) + Av(k)

Les equations de filtre seraient,
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o - ~ -

X(k/K) = [I-KE (K)C (k) 1% (k/k-1)+KE (k)2 (k)

N _ ~ ~ (2.69)

X(k+1/k) = [A(K)-KP(kK)C(k)Ix(k/k-1)+KP(k)z(k)

A
ot X(k/k) indique 1'état filtré représentant 1l'etape de mise a jour
du filtre tandis que %(k+1/k) indique 1'8dtat prédit représentant
1l*etape de propagation.
if(k) est le gain stationnaire filtre de Kalman donné par,

%E (k) = P(k/k-1)CT(X) [C(K)P(k/k-1)cT (k)+R(k)]-1

et KP(k) est le gain predit du filtre qui est, (2.70)
— N ~y -
KP(k) = P(k/k-1) cT(k)[C(K)P(k/k-1)CcT(k)+R(k)]1-1

ou lB(k/k—l) est la covariance de 1l'erreur d'estimation définie
n, ~n AT . . ~ Z
comme, P(k/k-1) = E[x(k/k-1)x (k/k-1)], qui se réduit a 1'équation

suivante de Riccati :

n — o — T - —_ - T
Prrk-1 = A ’{ Co 1Py 1Ay~ '{ Cpd + l{—le(ka—l)

(2.71)

Comme la plupart des applications industrielles, notre systeme
est complétement commandable et observable; de m@me, la matrice de
systéme A est stable. Sans perte de généralité, les conditions
initiales xo et Po sont prises nulles. Egalement, les
covariances Q et R sont de structures diagonales puisque il n‘'existe
normalement qu'une faible corrélation ou pas, entre les composantes
des vecteurs de bruit. La dynamique de l'erreur d'estimation

Q(k/k-l) = x(k) - %(k/k—l) peut se dériver comme,
~ a =P ~ — % = P
Xerk-1 = K G 1% 149y 4 ka—l Yy thoy 1Ky By

(2.72)
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avec comme conditions initiales,

x(0) = X, = 0
Considérant 1l'indice d'erreur donné par équation (2.64), la valeur
de la matrice de covariance de la sortie est obtenue depuis 1la
propriété d'érgodicité du processus z(t),

N
c, = {Elg z, 1"}, =Lin I gz (DZ, (1)
N-oo i=1

ou N est le nombre d'échantillons dans une période d‘observation.

L'expression modélisée de cette covariance est trouvée comme,

T T T T
Elz(k) z (k)]u = Ml(k)+{CkAk_lAQAk_lck+ckAQCk+AR}

(2.73)
¥ M. (k) =C P T cTec,Q, .Ch4R
ou 19 = O 1P 11 G Ol 1 SRy
P, est la covariance de 1'état x(k-1) telle que :
P = A(k-1)P(k-1)AT(k-1)+Q(k-1)+AQ
Pour 1la séquence d'innovation Z(k-1) = z(k)-f(k-l), la
covariance calculée de celle-ci est
N
Catk) = {EIZ(k) ZT(K)1}¢ = Lim (L/N) T  Zp(i)Zy(i)
N-o i=0
(2.74)
ou N est le nombre d'échantillons {%i(l) ?k(Z) een %k(N)}

dans une fend8tre d'observation.

L'expression mathématique de cette covariance est obtenue a

partir des paramétres du systéme comme,
~y c\,T —_ - — T T
(BI% 2,1}, = wya0+{c 4 K ¢ 18018 K ¢ 174 A0c,

+Ck2§_1AR(ii_1)TC§+AR}

(2.75)
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_ - o = T =
M, (k) = {Ck[A—l?k_IC]Pk_l [A»l?k_lc] +CI? R(l? ) ¢ +CQC +R}
et

~ _p T - p T
Py = (AK LK, a4 R R, ) i, ARGE, ) +AQ

representant la covariance de 1'erreur d'estimation.

2.2.2 La technique de l'optimisation :

Soit,
53(k) = ci(k) - Mj(k), i=1,2 (2.76)

La matrice d'erreur donnée par (2.64) peut etre récrite comme

e(k) = S(k) - T(k) - U(k)
ou
Sl(k)L
S(k) = f——q———
So(k)
] 1 2
AR, 0
T(k) = l -—
T T
AR+c:Kka_1AR(1?k_1) ck
it 1AQA1< 1 k+°kAQCT l 0
U(k) = —_—

0 ( ColAy 17Ky 10k 118004 ;K 4G 4] *CkAQCI
L'indice d'erreur sera,
2 2 2
Jie(k)] = Tr{S (R)+T (k)+U (kK)-2S(R)T(k)+2T(k)U(k)-2U(k)S(K)}
La dérivee de J[e(k)] par rapport a AR et AQ,tout en utilisant

de matrices de gradient, devient :

aJ[ek]/aR = {2AR+(DTARD+DARDT+DTDARDTD)d
+ (2HAQCT+BAQET+FAQFT+DTCAQCTD+DTFAQFTD)d
T
- (sl(k)+sz(x)+n Sz(k)D)diag =0
(2.77)
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aJ[ekllaAQ = {a(cTARC+ETARE+DTCARDTD+2FTARF+2FTCARDTD) d
+(ACTCAQCCT+2CTEAQETC+2ETCAQCTE+2ETEAQETE
+2CTHAQHTC+2HTCAQCTH+2CTCAQCTC) q
+(CTsl(k)C+ETsl(k)E+CTSZ(k)C+FTSZ(k)F]

(2.78)
ou D = ¢ KP(k-1)
E=CA
F = ¢ [(A-KP(k-1)C]
Les équations matricielles [(2.77)-(2.78) nous donnent 1'équation

vectorielle suivante :

z,@ {531 Cm

IT] Jso] by

oit les matrices ¥, © et ' sont données par,

n n
Y = {214+ I I [(elDej)2+(elDTe;)2+(elDTDe;)2]1E; 51 86R

i=1 j=1
m n
e ={ 1 X (2(eTce) 2+ (eTcTEe )2+ (eTDTCe j+(eTDTDe ) 21y 4
i=1 j=1
n n
T = { .):1 .Z1[d(e}'CTCej)2+2(e'{CTEej)2+2(e'{ETCej)2
i= J:

+ 2(eleTEe;)2+2(e]FTce ) 2+2(eCTFe ) 2+2(e]FTFe;) 21K, 4

Et les vecteurs by(k) et by(k) sont,

m
by(k) = ¥ {el(s1(k)+57(K)+DTsy(k)D)ejlEj5)e
i=1
n
by(k) = ) {ef(cTsy(k)C+ETS|(K)E+CTS)(K)C+FTSy(k)F)ejlE jle
i=1

~
Le vecteur gi est un vecteur "un" ou tous ses élements sont

53



. eme -
nuls sauf le i élYement égal a@ un. Le vecteur e est le vecteur

unité dont chacun de ses élements est “un" comme montré ci-dessous,

e

€1

o O
SR

La matrice E,, est une matrice carrée ou rectangulaire ou tous les
-i

3

éléments sont nuls sauf celui qui est situé a 1'intersection du

~
eme

. eme . -
i rang et la j colonne égal 3 "un",

r by
0 0 0 ---0
Eij = 0 o 1 0
0O 0 --- 0 ---0
L : :
0 0 0 0

i . b

L'ordre du calcul lors de 1l'exécution de 1la procédure
d'identification peut 8tre résumé comme suit :

‘1) Assigner des valeurs initiales aux covariances de bruit,
soit Q et R

(e} o]
2) Résoudre pour la covariance d'erreur calculde au régime
stationnaire (%;)S en utilisant l'équation de Riccati
(2.28) et (2.76) pour le systeéme discret. Ensuite, calculer la

matrice de gain K suivant 1'équation :

~ T -1
K = (Pc)s C RO

3) Supposer que le systdme et le filtre aient abouti au régime
permanent de leur fonctionnement, nous considérons un
échantillon d'observation de N réalisations. Nous enregistrons
les vecteurs de mesures zi,i=1, .. ,N et calculons les
vecteurs d'innovation correspondants. aux mesures selon

1'équation)
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~N N N
zi = zi - Cxi, i=1,2, ... ,N

4) Calculer Cl.Cz,H1 et Hz en utilisant les é&quations

-~

(2.20) et (2.25) pour des systémes continus et de (2.71) a
(2.76) au cas discret.

5) Calculer ¥, ©, T, b1 et b2 en utilisant les
relations de (2.43) & (2.47) pour le systéme continu et de
(2.80) a (2.84) pour le systdme discret.

6) Obtenir 8Q et SR par 1l'équation (2.41).

7) Renouveler les covariances de bruit telles que

Q
1]

Qo + € Q1

R, = Ro + € R1

ou le scalaire ¢ est un facteur de convergence dont la
valeur varie entre zéro et un de sorte que le critére
quadratique J(Ql'Rl) soit inférieur A& sa valeur précédente
J(QO,RO) sous réserve que Q1 et Rl soient définis
positifs.

8) Adapter le gain du filtre en utilisant les valeurs estimées
Q, et Ry a partir de la résolution de 1'équation
matricielle de Ricecati (2.11) pour la covariance d'erreur
calculée gcl' D'ou le gain est renouvelle selon

0N
Ky =Py C Ry

9) Procéder a la deuxiéme période d'observation et répéter les
dtapes de 4 3 8 a partir des valeurs estimées Ql’ R1 et le

gain adapté K, -
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10) Continuer le processus de minimisation jusqu'a ce que la
plus grande valeur absolue dans la matrice d'erreur "e" soit
inférieure & une valeur prescrite suffisamment petite "u".
De n@me, le test de bruit bdlanc de la séquence d'innovation

Z(t) devrait &tre effectué. Dés que les deux conditions sont

Y s Y N
achevées, le processus d'identification sera arrété.

2.3 Exemple numérique :

Afin d'illustrer 1la méthode d'identification présentée
précédemment dans ce chapitre et afin d'indiquer le type de
résultats ainsi obtenus, nous l'appliquons pour estimer les
covariances de bruit Q,R d'un systdme du deuxieme ordre. Apres
chéque itération du processus d'identification, le gain du fitlre X
est adapte. A la fin de la procédure d'identification le gain du
filtre K est comparé au gain optimal stationnaire (Ko)s'

Les equations de systeme sont

0 1 0
x(t) = x(t) +
-1 -1 w(t)
z(t) = [10 0] x(t) + v(t)
ou les séquences {m(t),tzto}, {v(t),t;to} sont

. L .
des processus bruits blanes centres des covariances :

o) | ox-t)| T {o 0 ‘ 0
E = {0 4 0 ()
0

V(L) || v(t-T) [o ! 1J

Pour chaque fenétre d'observation, 1000 mesures sont prises a

un intervalle de 0,001 seconde. Une periode de 0,1 seconde separe
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¢ Q=8.0
8.0} Q=4.0
6.0
4.0(— — ____....____._:j:j:E:T:T:rtrn_——_—
2.01
1 ; i 1 L 1

Fig.2.1l Estimation de Q

R=4.0
4.0 R=1.0
3.0
2.0/-

! 1 ! 1 ' il [

-

Itérations

Fig.2.2 Estimation de R
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%
Q=1.0
6.0 Q=0.4

4.00— — — —— —

2.0

L i i 1 1 1 1 i ! i 1 }
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Itérations

Fig.2.3 Estimation de Q

R=0.2
4.0 R=1.0

3.0

'll|||l|l|n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Itérations

Fig.2.4 Estimation de R
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A §=20
20 Q=4.0
16]-
12]-
8_
—
&b | _ )| S sy S
e
i i 1 ] | 1 [ 1 [
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Itérations

Fi;.Z.S Convergence de la valeur estimde de Q

10
9l R=10
R=1.0

7-
5.—
3..
y | R T ————

1 1 t | 1 i i 1 =

1 2 3 4 S 6 7 8 9 10

Itérations

Fig.2.6 Convergence de la valeur estimée de R
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1 2 3 4 5 6 7 8 Nombre
d'itérations

Fig.2.7 Convergence de la premiére composante du gain

K, vers sa valeur stationnaire optimale K

1 o1
K, A
1 3 1 1 ] 1 |
1 2 3 4 S 6 7 8 Nombre
d'itérations

Fig.2.8 Convergence de la composante du gain K2 vers

sa valeur statipnnaire optimale Ko2
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les echantillons successifs. La Routine de Runge-Kutta de quatrieme
ordre a été employée pour résoudre numériquement toutes les
édquations différentielles trouvées lors de 1l'exécution du processus

d'optimisation. Le scalaire "u" est pris comme &tant 0,001.

2.4 Résultats et discugsion :

1- Les figures de (2.1) a (2.6) montrent que les valeurs des
covariances identifiées 3 travers les algorithmes d'optimisation
utilisds, convergent toujours vers les valeurs réelles de Q et R,
méme si les valeurs initiales assignées aux covariances au debut du
processus sont largement &cartées de leurs valeurs réelles.Trois
ensembles de valeurs initiales de (Q,R) sont utilisés, notamment
(20,10), (8,0;4,0) et (1,0;0,2)

2- A la fin du processus d'identification, pour chaque
ensemble de (Q,R) , le gain stationnaire optimal du filtre de Kalman
a &6té obtenu. Dans le cas de l'ensemble (8,0;4,0), les composantes
de ce gain sont K1 = 0.863 et K2 = 0.373. Les figures (2.7) et
(2.8) montrent la convergence de ces composantes, successivement
renouvelldes au bout de chaque itération. La convergence des
composantes du gain s'applique aussi dans les cas des deux autres

ensembles de (Q,R).
2.5 Conclusion :

La plupart des algorithmes d'identification des covariances de
bruit ont été principalement développés pour des systemes discrets.

Dans ce chapitre, une procédure d'identification a &té formulée pour
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des systémes discrets aussi bien que pour des systémes continus afin
d'obtenir les valeurs réelles des covariances de bruit inconnues.

Les résultats ainsi obtenus démontrent catégoriquement
1'insensibilité de cette méthode a 1l'égard de 1l'écart des valeurs
initiales, assignées aux covariances, de leurs valeurs réelles.
Aussi, ces résultats démontrent la rapidité de la convergence vers
les valeurs réelles des covariances.

La formulation du processus d'identification comme un probléme
d'optimisation nous donne 1le privilége d'introduire une matrice
diagonale de pondération W dans 1l'indice d'erreur &quation (4.14)

telle que:
J = llezllw = eTWe

Cette matrice W peut @&tre choisie de sorte que le taux de
convergence soit accélérée.

De plus, dans le paragraphe 2.6, nous avons traité le cas ou
le systdme matrice A est instable ou proche de 1l'instabilité. Le
vecteur intervenant dans le processus d'identification sera donc
modifié. Par suite, la covariance d*innovation rétrograde
E[g(tYET(T)] est employée. Celle-ci remplace la covariance du
processus de sortie dans 1'&quation (2.13) et ceci est montré par

1*'équation (2.48).
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CHAPITRE III

ESTIMATEUR D'ETAT A UN ORDRE REDUIT POUR

DES SYSTEMES DE MESURE SINGULIERE



3.0 Introduction :

Dans le chapitre précédent nous nous sommes intéressés a
l'estimation optimale des systémes stochastiques linéaires variables
ou non dans 1le temps. Nous avons développé‘ une méthode
d'identification itérative des covariances de bruit Q, R tout en
tenant compte de deux facteurs importants qui sont :

- Le contrdle sur les incréments des covariances de bruit
en vue d'éviter des divergences du filtre.

— Seuls les eléments de Q et R, pour lesquels le
comportement du filtre est plus sensible, sont identifiés.
C'est ce qui réduit le temps du calcul et diminue 1la
capacité mémoire.

A ce moment nous voudrions bien preéeciser que les systemes
stochastiques considérés jusqu'ici se caractérisent par une
propriété commune : Toutes les composantes de la sortie de tels
systémes sont entachées de bruit blanc gaussien additif. Pourtant,
il existe bien de systeémes ou certaines composantes de sortie sont
trés peu entachées de bruit ou meme mesurées parfaitement. Ainsi, la
matrice de covariance de bruit de mesures R sera mal conditionnée et
son inverse entrainerait un probleme de divergence du filtre. Cela
peut méme entrainer a la limite, 1l'invertibilite de R, ce qui
représente un vrai probleme au cas continu.

Dans le domaine d'estimation et identification des systemes
stochastiques, le phenoméne mentionné ci-dessus est connu sous le
nom de “Probleme de Filtrage Singulier". C'est dans ce chapitre que

nous abordons ce probléme en vue de construire un estimateur 3 un
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ordre réduit pour des systémes stochastiques ayant des bruits de

mesure singuliers.

La méthode de 1'observateur asymptotique d'abord proposée par
Leuenberger [25,26,30] consiste a utiliser un systéme physique dont
la dynamique est choisie arbitrairement. Cet observateur est capable
de reproduire les états non mesurables d‘un processus non bruité
d'une manidre directe et suffisamment rapide.

Dans 1l'esprit du développement du filtre 1lindaire optimal
{191, nous allons étendre 1'utilisation des observateurs
asymptotiques en vue de construire un estimateur d'un ordre
inférieur 4 celui du filtre de Kalman-Bucy aux systenmes
stochastiques linéaires ayant une partie de mesure non bruitée. De
telle fagon, nous exploitons 1'idée de 1'observateur pour
1'estimation optimale du vecteur d‘'état des sgystemes linéaires
partiellement bruités. Le travail présenté ici peut donc Btre
considéré comme une généralisation de 1'observateur de Leuenberger
[29] pour des systémes stochastiques.

Il est connu que dans des situations ou les états du processus

sont inaccessibles, la loi de commande de la forme :
u(t) = Fix(t),t]

ne peut pas Btre implantée. Cependant pour conserver les avantages
des techniques de réaction d'état et effectuer une commande par
retour d'état on réalisera un systéeme dynamique capable de

reproduire les @atats du processus i partir de la commande et des
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sorties mesurées. Ces états estimés sont utilisés dans la chaine de
retour. Ce systeme dynamique n'est qu'un observateur dont le vecteur
d'état représente une approximation a celui du systime original, ce
qui indique l'existence d'une transformation lindaire entre les deux
vecteurs d'état.

Dans les chapitres suivants, nous présentons le développement
de 1'observateur analogue se rapportant aux systemeés linéaires
continus wvariants ou non dans le temps. La version discréte de
celui-ci sera également établie en vue de 1'importance des

algorithmes récurrents qui se pretent mieux au calcul mumérique.

3.1 Cas continu :

3.1.1 Modéle mathématique :

Le systéme continu peut etre décrit a l'aide du modéle

d'etat suivant :

xl(t)“ All(t)lAlz(t)‘} x1(t) By (Bl 0
x(t) = = + u(t) +
x(t) | A21(t)|A22(t)l xp(t)|  [By(t) o(t)
(3.1)
y1(t) C1(8) 0
y(t) = = x(t) +| —— (3.2)
ya(t) Ca(t) v(t)
ou - xl(t), une partie non bruitée de 1l'état de systéme, est de

dimension nl.

- xz(t), la partie bruitée de 1l'etat du systdme, est de

dimension n2.

T
- x(t) = [xI(t)ng(t)] ’ le vecteur d'etat du

systéme, est de dimension n (=n +n2).

1
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- u(t), l'entrée, est de dimension m

w(t), le bruit de processus est de dimension nz.

yl(t), la partie de sortie non bruitée, est de dimension 2.

yz(t), la sortie entachée de bruit, est de dimension q

v(t), le bruit de mesure, est de dimension .

la décomposition en bloc selon les équations (3.1) et (3.2)

des matrices A, B et C n'enléve rien a la généralité du probleme :

[All(t)‘Alg(t)

A =

[AZI(t) lAzz(t)
(3.3)

By (t) | Cy

B= |— C(t) =
Bo(t) Co

tri té A
les matrices de systeme All’ A12' 21 et A22 sont en général

fonctions du temps et de dimensions respectives (nlxnl),

(nlxnz), (nzxnl) et (nzxnz).
Egalement les matrices de commande Bl’BZ et les matrices

d'observation Cl’CZ sont déterministes et de dimensions

respectives (nlxm),(nzxm), (Lxn) et (qxn).

3.1.1a Propriétés statistiques du systeme :

Les vecteurs de bruit {w(t),tgto} et fv(ty,
tzto} sont supposés Stre des processus de bruit blanc,
gaussiens, indépendants et de moyenne nulle.

L'état initial x(to) est supposé etre gaussien, de moyenne
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nulle et indépendant des processus {w(t)} et {v(t)}. Alors,
la matrice de covariance du vecteur aléatoire composé

IOT(t)lvT(t)th(to) est sous la forme :

o(t) Q) o o
E | v(t) [0(t)|0T(T)|XT(tO)] = o R(t) 0 §(t-1)
x(to) 0 o P(to)

(3.4)

L'objectif final d'un tel probléme est, bien entendu,
d'effectuer une commande optimale u(t), t°§tST, telle que
la fonction du cotut quadratique “J", soit minimisée,

T

J = xT(TIS(TIX(T) + §  [xT()Pt)x(t)+uT(£)¥(t)u(t)]ldt
t

o
(3.5
ou S(T), @(t) et V(t) sont des matrices de pondération,

symétriques, définies non négatives, sauf ¥ définie positive, et

de dimensions respectives (nxn), (nxn), (mxm).

Pour implanter une telle commande par retour d'état:

u(t) = - K(t) x(t)

il nous faudra trouver l'estimé X(t) du vecteur d'état du systéme
d'origine x(t).

En effet, la mesure y, représente une connaissance parfaite

1
des ] variables d'état (ou '3 combinaisons lindaires
indépendantes de celles-ci). D'ol, au lieu de construire un filtre a

ordre n, nous construisons plutot un estimateur qui reproduit

uniquement le reste des variables d'état et qui sera d'ordre
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(n-2). Ainsi, sera effectué un systéme physique "0" (observateur)
demandant moins de calcul et de capacité mémoire que celui du filtre

de Kalman-Bucy.

3.1.2 Analyses mathématiques :

Soit le vecteur d'état du systeme physique "0" d'ordre (n-%)
z(t). Le vecteur composé X ou :
N
R z(t)
x(t) =
y1(t)
représente 1'état estimé du processus. Il sera donc 1ié au vecteur
d'état x(t) par une transformation non-dégénérée lindaire M(t),
telle que,
z(t)
= M x(t) ; ol M|l #0 (3.6)
y1(t)
De l'equation de mesure (3.2), en admettant qu'une relation lindaire
liant x(t) et z(t) existe, nous aurons :
z(t) M1 (t) x(t) My (t)

- x(t) (3.7)
y1(t) C1(t) x(t) cq(t)

]
i

Si 1la matrice d'observation C1 est de rang %, on peut
toujours fixer une matrice reguliére M d'ordre n telle que :
M
M(t) = |~ (3.8)
Ci
ou Ml est une matrice arbitraire de dimension [(n-%)xn] et de
rang (n-2).
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Ainsi, x(t) est obtenu selon l'équation (3.7) comme :
x(t) = M1 | ——— (3.9)

En substituant celle-ci dans 1'équation d'état, nous obtenons :

- Ea N n n —
z(t) Ayy Alz z(t) By ©1
; = <5 5 + T\)———\1"‘ | (3-10)
- yi(t)| |4 | Az2||y1(t) By w3
ou ~ o
A3 | A2 A11 ] Ay
= M M-1
ns ~N
(A21 l A2 | A2y | A22
Fgl By w1 0
_Fz By w2 W

L'equation (3.10) peut se diviser en deux équations vectorielles,
notamment:

. 0 ~ &

z(t)=A11z(t)+A19y1 () +Bju(t) +wq (t) (3.11)

. LY n n
yl(t) = Azlz(t)+A22y1(t)+32u(t)+m2(t) (3.12)

ol la derniére équation est récrite comme

Zo(t) = ¥ (£)-Appyq (£)-Bou(t) = Apyz(t)+wa(t)  (3.13)

La partie gauche de (3.13) est connue puisque yl(t) et u(t)
sont disponibles. La nécessité de la déerivée §1 sera eliminée plus
tard afin d'éviter les problémes de divergences du filtre associés a
la dérivation. Une telle &quation peut etre considérée comme 1la
sortie du systd®me représenté par (3.11).

Ainsi, le probldme se réduit 3 un filtrage sur un systéme

d'ordre réduit décrit par le modéle dynamique :

zZ(t)

L}

R11z(t) + v(b) + o1(t) (3.14)

25(t) = Kpyz(t) + wy(t) (3.15)
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ou z(t) ¢ En—l : (n-2) composantes du vecteur d'état

zz(t) € E2 1 % composantes de sortie

v(t) = Alzyl(t)+Blu(t), (n-2) composantes de commande

-2
ml(t) € E : (n-2) composantes du  bruit de
systéme

wz(t) € Eg : % composantes de bruit de sortie.

De plus, le systéme ci-dessus est complétement observable,

c'est-d-dire, la matrice d'observabilite :

wo = [al,,aT,a%,, ... ’(A:El)n__g—lA'gl.]

est de rang (n-%).

Comme la partie bruitée de 1la mesure yz(t) contient
davantage d'informations sur le systéme d'origine, nous nous en
servons en vue d'augmenter le nombre d'équations de mesure du
nouveau systeme.

En vertu de l'équation (3.9), y2 peut etre mis sous la forme
suivante :

z(t) |

yo(t) = Cox(t) + v(t) = CoM-1 + v(t) (3.16)

y1(t)

La matrice Cz(t)u peut se représenter sous la forme de matrices

partitionnées
-1
cM” =1[H | HIIq (3.17)
-ln—!l — o

Alors, nous avons

z(t)

yo(t) = [H; Hpl + v
y1(t)
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= Hl(t) z(t) + Hz(t) Yl(t) + v(t) (3.18)
D'ou, on retire une autre mesure du systéme d'ordre réduit [dénommée
z3] telle que :

z3(t)=ya(t)-Hay(t)=Hjz(t)+v(t) (3.19)

ou z3z(t) est effectué 3 partir de yj(t) et y,(t).
L'equation de mesure (3.15) du systéme d'ordre réduit sera

donc modifiée de la fagon suivante :

I‘zz(t)w "an(t) + mz(t)‘l

Za(t)
ng(t)J Lle(t) + v(t) J
ou
N
A2y w2
Hy = et Vg =
Hy v

3.1.3 L'équation de 1l'observateur :

Pour le systéme d'ordre réduit donné par 1'équation d'etat,
2(t) = K3q(t) 2(8) + W(E) + wg(t)
et son équation de mesure,
Zg(t) = Ha(t) z(t) + vg(t)
nous écrirons 1'équation de 1l'estimateur sous la forme de

1'observateur de Leuenberger [26], comme suit :

Z(t) = Klﬁ(t)+K2(t)za(t)+K3(t)g(t) (3.21)
ol Kl' Kz, et K3 sont des matrices de 1'observateur de
coefficients inconnus et de dimensions respectives

((-VIx(n-2)], [(n-VI)x(+q)] et [(n-L)x(n-2)].
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L'erreur de l'estimation est définie par

e(t) = z(t) - Z(t)

l'équation différentielle de celle-ci est obtenue a partir des

Eqs.(3.14) et (3.21) comme :

-

&(t) = z(t) - Z(t)

Y A
[A17 - KoHglz + [I, 9-K3ly + @03 - Kovy - K32

Ajoutant et soustrayant le terme Kl(t)z(t) aux deux parties de

1'équation ci-dessus, elle se réduira a :

8(t) = [A11-KoHa-K1lz + Kj(tle(t) + [In_g-K3lv + ©1-Kpvg
(3.22)

ou In 9 représente la matrice * identité de dimension

[(n-VI)x(n-2)1.

Comme il est souhaité que 1l'estimateur a développer soit
non-biaise, nous aurons donc,

E[é(t)] =0 et Ele(t)] =0, t 2 t, (3.23)
Alors,

E[é(t)]=[A11(£)-Ka(t)Ha(t)-K1(£)].E[z(t)]+K1(t) .E[e(t)]

+(In_-K3)E[VI+E[0q (£) 1-Kp(t) .E[va(t)] = 0

Puisque Efe(t)}, E[ml(t)] et E[va(t)] sont tous nuls,

1'équation ci-dessus se reduit a :

[A77(£)—Kp(£)Hg (£)-Kq (£) 1.E[2(t) 1+(I,_gK3(t)E[u(t)] = O
et comme

Elz(t)] # 0 et E[v(t)] = E[Bju(t)+Ay,yyl # O

pour tout “t“, on conclut que :

73




~n
K, = [All—KzHa] et K, =1 (3.24)

1
Ainsi, 1'équation de l'estimateur devient :

Z(t)=[A17 (£)—Kp (£)Hg (£) 12(£)+Kp(t) g (£)+y (L) (3.25)
Les conditions initiales sont :

Z(ty) = M1.E[x(t,) = Myx, (3.26)

3.1.4 Matrice de covariance de l'erreur d'estimation et gain du

filtre :

L'erreur d'estimation sera déduite des é&quations (3.14) et

(3.25) :
&(t) = [K77(E)-Ky(t)Ha () Te(t)+ug (£)—Kp(t)vg(t) (3.27)

La matrice de covariance de l'erreur est définie par :
ny
P(t) = Ele(t)eT(t)] (3.28)

Par différentiation de (3.28), nous obtenons :

[y

~ s ~ ~ T
P(t) = [All—KZHa]P(t)+P(t)[A -K.H 1 +

11 2 a

T T T T T
E[mle ]+E[ea>1]—K2 E[vae ]—E[eva] K2

(3.29)

ou e(t) est la solution de 1'8quation différentielle linéaire (3.27)

qui est :
t
e(t) = &(t,t)el(t )+ J O1(t, )01 (T)-Ko(T)V,(T)1dT
tO

(3.30)
ou ®1(t,1) est la matrice de transition du systéme d'erreur

satisfaisant 1'équation différentielle :

®1(t, ) = (A7 (T)-Kp(TIHa(T) 101k, 1) 3 By(k,t) = Iy g
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Définissons,

0 ny
¥ua(t) = Elo, (£)oT(£)]; ol 0, (k) = My(t) —
o(t) | np

donc, ¥,(t) sera :

0 0
Yo, =¥ H¥ =M, Q H'{
|0 Q(b)

(3.31)
De la niéme fagon, nous définissons
Vov = Eloyvi] = M Q' ¢TI 0]
ou
PACIE) ' 0 m
vga(t) = — et wy(t) = C1(t) —_
v(t) | q o) | na
- Lxn —13
Alors,
You = M3 Q* CT1 0] (3.32)

ou Q(t) est défini auparavant.
Par conséquent, l'équation (3.27) devient :

t
Elei(t)eT(t)] = T ¥,, (1) 8(t-1)0T (t-1)dr
to
t
-5 ¥i0al8(-DKI()OT(k-1)d |
to

1l

Voi(t) ~ ¥, pat)RT(E)

= MQ  (e)MT 1 - Mye(e)cTt o 1 kT (b)

(3.33)
En suivant les memes analyses conduisant a (3.32), nous aurons :
t
Elvg(£)eT(t)] = E[vg(t)eT(ty) 10T (t-to)+S Elvy(t)el(1)]
to
t
*0T (t-t)dt-J Elvga(£)v(£) IKL(1)®T (t-T)dT
to
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[Clq'(t)u¥ ( clq(t)c¥|l 0

(3.34)

[ 0 [ 0 | Reo)

Apreés avoir obtenu les expressions des diverses covariances
apparues dans 1'équation g(t) donnée par (3.29), nous construirons
1'estimateur pour z(t) au sens de variance minimale. Ceci requiert,
comme condition nécessaire, la minimisation de la fonction trace
Tr[g(t)] par rapport au gain du filtre, K(t). En d'autres termes

d . a

Te[P(t)] =
JdK(t) dK(t)

[AY]
Tr[P(t)] = 0 (3.35)

‘ ~no
Récrivant 1'équation de P en fonction "trace" et compte tenu
des covariances variées déja obtenues, nous aurons [tout en
suprimant 1'indice affecté au gain du filtre ainsi que 1l'argument

"t" et en nous servant de la fonction trace] :

Tr[P(t)] = Tr{2[A11-KHyIP(t)+2¥,, —2K¥E . +2k¥, KT}
(3.36)

La dérivée de celle-ci par rapport a la matrice de gain K(t) donnera

a -
— Tr(B(t)] = -4B HI-4¥,, ya+t4K¥y, = O
aK
-~ ~N ~1
d'ou, K(t) = [PCEYHE(E)+¥,; val¥ya (3.37)
En substituant les expressions de y et ¥ en

wiva va

(3.36) nous aurons :

[Clqct)cﬁ I o

ns
K(t) = P(L)HI(L)+[M1Q' (t)cT 10} (3.38)

0 I R(t)

3.1.4a Elimination de 1la dérivée yl(t) de 1l'algorithme de

filtrage :
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L’'équation dynamique du filtre (l*algorithme de filtrage) est

2(t) = [Byq(£)-K(EIHg(£) 12(E)+V(L)+K(£)Z, (L)

ou ~ ~
!(t) = Alz(t)yl(t) + Bl(t)u(t)
et
za(t) = Ha(b)z(t) + vg(t)
{zo(t)
ol za(t) =
z3(t)

Donc, nous &crirons 1'&quation d'état du filtre :

Z(t) = [A11-K(t)HalZ(£)+V (L) +K(t) |-———n

Rapportant les expressions de zz(t) et 23(t) données par (3.13)

et (3.19) dans 1l'équation ci-dessus, nous obtenons :

~nN [V
Y1 -A22y1-Byu
+K
0

;\ [\ n a4V} n
z(t)=[{A11-KHalz+(A12y1+B1u)+K [————
(3.39)
La difficulté rencontrée pour trouver le vecteur de mesure
zz(t) et par consdquent l'estimé z(t), provient de la présence de

la dérivée vy Bien que yl(t) soit parfaitement mesuré, sa

1
dérivée pourrait conduire 4 un probléme de divergence du filtre.
D'ou vient généralement la nécessité de 1l'élimination de la dérivée
dans 1'équation du filtre.
Redéfinissant 1'état de 1'estimateur :
Ig
A - A A
w(t) = z(t)—K(t)[—-——]yl(t) = z(L)-K'(t)y1(t)  (3.40)
4]
Nous pouvons tirer des équations (3.40) et celle de 1l'estimateur

(3.39) la relation :
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. {322 Ez 0
A N ~no0 n
w(t) = [A11-K'Halz+(A12y1+B1u)

—| ¥1-K|—| u+K y2
ou IQ et I sont les matrices identite de dimensions
respectives (%,Q) et (q,q).
Soit, ~
Az 2 0 Bz
) ¢ [ =Dy, K|-—-=Dy et |-—_|=D

Alors, l'expression (3.40) peut &tre écrite comme suit :

;\ v A N 3] ~
w(t) = [Aj1-KHzlw+[B1-KD]Ju+[A49-KDy-Ay1K'-KH K* Jy1+KDoy2

(3.41)
Cette équation du filtre est tout a fait équivalente 3 celle donnée

par (3.39) et peut &tre effectuée sans recours i la dérivée &1.
L'estimé du vecteur d'état complet X sera, donc, donné par :

Z(t)

[a(t)+x'y1(t)1
x(t) = M1 =M1
¥1(t) | y1(0) J
Tn-9] K(t)
= M-1 W+ y1(t)
0

(3.42)
I

3.2 Cag discret :

3.2.1 Modéle mathématique :

Notons que l'on peut obtenir les mémes résultats pour le

systéme discret avec équations initiales du

systéme et de
1'observation,
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x1 (k+1) All(k)lhlz(k)] %1 (k) Bl(ky] 0
x(k+1) = = + uCk) +
X9 (k+1) Azl(k)lazz(kzj xp(k) | |Ba(k) | (k)
(3.43)
y1(k) Cl(k)] 0
y(k) = - x(k) + (3.44)
|y (k) c2 () | v (k)

ou les parametres structuraux ainsi que les proprités statistiques
du systéme sont les mémes définis pariles expressions [(3.3)-(3.5)].
Comme indiqué auparavant, la fin de ce probléme est 1la
conception d'une séquence de vecteur commande optimale u(k),k =
1,2,...,N; qui minimisera la fonction de cofit J donnée par :
N-1
J = EIxT(syx(M+ T x(K)O(k)Ix(k)+uT (k) ¥ (k)u(k)]
k=0
oi les matrices de pondération S(N), @(k) et 'W(k) sont
symétriques définies non;négatives sauf WY(k) définie positive et

de dimensions respectives (nxn), (nxn), (mxm).

Comme signalé dans le cas du systéme continu, il nous faut une
comnande de la forme :
u(k) = - L(k) x(k)
Ainsi, on doit trouver l'estimé %X(k) du vecteur d'état du systéme.

d'origine x(k).

3.2.2 Méthodolgie

Nous allons construire un filtre a dimension réduite, a
savoir, (n-), tant que 2 composantes non-bruyantes du vecteur
de mesure sont disponibles. En suivant la méme démarche des analyses

du systéme continu, le probldme peut se convertir & un filtrage d'un
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systdme d'ordre reéduit dont 1'équation d'&tat est,

z(k+1) = A7 (K)Z(K)+Ay (k) ¥y (K)+By (K)u(k)+oq (k) (3.45)

L'équation de mesure du nouveau systéme sera donc donnée par

T T T
le vecteur composé za(k) = [zz(k)lza(k)] de

dimension (2+4q) telle que :

Ry (1) @y (k)
zg = z(k) + = Hg(k)Z(K)+vg(k)

| Hy (o v (k)

(3.46)
ou .

Ay (k) '3 @y (k) ')
Hga(k) = | —————~ —_— et vg(k) =| ——~—- _
Hi (k) q v(K) q
F—-n—ﬁ_ﬁ—__— -

3.2.3 L'équation de 1'observateur :

L*'équation de 1l'estimateur en adoptant 1la technique de

1'observateur de Leuenberger sera,

Z(k+1) = Ky (K)Z(K)+Ky (k) Zg (K)+K3 (KD V(K)
2? et K3 sont des matrices de 1l'observateur de
cofficients inconnus et de dimensions respectives [(n-R)x(n-2)1],

[(n-VI)x(L-q)]1 et [(n-LI)x(n-2)1].

Les analyses du systéme continu ont montré que,

Ky (k) = [Ay7(K)—Ky(K)Hg (k)]
et

K3 (k)

In-o

Ainsi, l'équation de 1l'observateur devient :
2(k+1)=[R&l(k)—xz(k)ﬂa(k)]2(k)+K2(k)za(k)+g(k)
(3.47)

avec les conditions initiales

Z(0) = M7(0).E[x(0)] = M7(0). %, (3.48)
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3.2.4 Matrice de covariance de 1l'erreur d'estimation et gain du
filtre :

L'équation récurrente de l'erreur d'estimation sera :
~N
e(k+1)=[All(k)—Kz(k)Ha(k)]e(k)+m1(k)—K2(k)va(k)
(3.49)

La matrice de covariance de l'erreur est définie par :

P(k+1) = = Efe(k+D)eT(k+1)]
En admettant que l'erreur d'estimation "e" et les bruits de systéme
et de mesure ne sont pas corrélés; et en suivant les memes étapes
que dans celles du systéme continu, 1la covariance de 1l'erreur

d'estimation a 1l'instant k sera :

Pr+1) = [Ay7(K)-Ky(K)Hg (k) 1P (k) [Ay1 (K)—Kp (k) Hg (k) 1T+¥,, | (K)

+Ko (K) W o (KIKT (R)-¥ 1 a2 (KIKF(K)-Ky (k)W 00, (K)

(3.50)
La conception de l'estimateur linéaire au sens de variance
minimale requiert, comme condition nécessaire, la minimisation de

Tr[;(k+1)] par rapport au gain du filtre K(k), c'est-a-dire,

A{Tr[P(k+1)1}/8K(X) = A{Tr{P(k)]1}/8K(k) = 0

Cette équation donne :

a ~ n
sxcis TPIEGD] = 2[K(K)H, (k)P (K)HE (k) -Aq 1 (K)P (K)HE (k)

d'ol, le gain du filtre optimal est :

Ko = [A11OPUOHI)+W, a0, (K) 1 [Hg (K)BOOHI ()W, (k) 1-1
(3.51)

Pour éliminer le terme y1(k+1) dans 1'équation de 1'observateur,
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redéfinissons, w(k) en tant que vecteur d'état tel que :

Ig
Q(k+1) = 2(k+1)—K(k){~"«}y1(k+1) = Z(k+1)-K*' (k) yq(k+1)
(¢}
(3.52)
En utilisant la relation (3.52), l'8dquation du filtre deviendra :

N N A
W(k+1) = [Ag1-K(K)HgIW(I)+Q(k)u(k)+Qq (k) yq (K)+Q5 (k) yy (k)

~ (3.53)
ou Q(k) = [By(k) - K(k) D(k)]

Q1 (k) = [A}2-K(K)D1-A31K(K)—K(K)HgK" 1y (k)
Q,(k) = K(k)Dy(k)
et les matrices D(k), Dl(k)' Dz(k) sont comme = définies

auparavant dans le systeéme continu.

Cette équation du filtre est parfaitement équivalente A celle donnée

par (3.47) et pourrait 8tre résolue sans avoir la mesure yl(k+1).

L'estimé du vecteur d'état complet sera donc donné par :

2(k+1) W(k+1)+K* (k) yq (k+1)

®(k+1) = M1 | __ =M1 -
y1(k+1) y1(k+1)

. In-9) . K' (k)

x(k+1) = M1 | | w(k) + |-——- y1(k+1)
e )

L'ordre du calcul lors de 1l'exécution de 1l'algorithme de
1l'observateur a ordre réduit et l'estimation du vecteur d'etat du

systéme d‘origine sont résumés par l'organigramme montre par Fig.3.1.

3.3 Application 1 : Systéme de trois reservoirs

On se propose d'étudier 1'évolution des niveaux H et H3
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Initialisation:
A, B, C, Q, R, X0
pas d'intégration et Nombre de mesure

Génération des processus aléatoires @ et v
Calcul des covariances ¥, et ¥

Calcul de la covariance de 1‘erreur du systéme 4 ordre
& oo réduit et mise en memoxre les resultats
B-A P+P KT—l/z(PmF LN I HP)-‘I’ \If WY

+2W
@

Solution de 1'équation

dynamique du systéme et calcul
de mesure: x = A

X+ Bu+ o, x(t )=x,
y=Cx+pyv

Réeponse du systemeng ordre réduit
: Anz + Bu + 0,

Obtention des mesures augmentées du systeme réduit

Zg = Hy z + v,

Calcul de la matrice de gain
K(t) = [BOOH (£)+%,, val¥5h

Solution de l'equation dynamique de l'observateur a
ordre réduit:

z(t) [All(t)—K(t)Ha(t)]z(t)+v(t)+K(t)za(t)

Obtention de l'estlme d'

état du systéme d'origine
=M1 (2T | yIIT

Calcul de l'erreur d'estimation de %:état du
systeme d'origine: e = x - x
Lsi lel < €? —=——| k=k+1
non

Terminer le processus d'estimation

Fig.3.1 L'organigramme de l'algorithme continu de
1'observeur a ordre réduit
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d'un liquide qui se déverse dans les réservoirs 2 et 3 du systéme
présenté sur la figure 3.2 ci-aprés. Ce systéme de réservoir de
fluide est typiquement trouvé dans 1'industrie de traitement
chimique.

Cette etude portera sur les petites variations des niveaux qui
résultent de changement du débit d'alimentation Q autour d'un point
de fonctionnement d‘'une valeur Qo, m3/sec. Les trois réservoirs
sont cylindriques. 1Ils ont éour sections Al’ A et A3, mz.

2

Egalement, les trois restrictions: R R et R ont pour

1’ 2 3

K et K respectivement. Ces

coefficients de débits Kl’ 2 3

coefficients sont definis par l'equation :

Q2 = K.AP (1)

ou Q est le débit qui traverse la restriction (en mzlsec) et Ap

la difference de pression aux bornes de la restriction.

u(t)
i}i‘ A Ay

nlll’
q

.lulls:

R3

Fig.3.2 Systeéeme de niveau du fluide
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3.3.1 Equation dynamique du systeme :

En régime stationnaire, les lois de la mécanique de fluide

donnent,
2
Qp = K3 Hyg
2 _x H 2)
Q)0 = Ky Hyg
t 2 _ k. (u H_.)
e Qo = K (Hyg — Hye

Lorsque Q varie autour de Q0 et en cas de petite variation, nous

posons :

Q=Q+4q

Q=+ Yy

Q2 = on + q, (3
Q= Qo * 9

.
et de meme

1 10 1
H2 = Hzo + h2 (4)

3 30 3

Pour établir 1les équations dynamiques du systeme, nous
considérons la série de Taylor autour du point de fonctionnement
). D'ou :

(Qlo’Hlo

2 2
Q)o*dy - 2Q o*ay = Ky« (Hy5-H,y ) 4K, - (B, -hy)
(5)

En simplifiant par la relation (2), obtenue en régime permanent et

en ne conservant que les termes du premier ordre, l'expression (5)
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devient :

ql = (K1/2Q10).(h1—h2)
et de meme, q, = (K2/2Q20).h2 (6)

Ces relations expriment les variations des débits qui
traversent les restrictions. Néanmoins, la difference entre débits
entrant et sortant des réservoirs affecte les niveaux dans ceux-ci

de sorte que nous aurons :

Al dﬂlldt = Q—Ql = (Q°+Q)-(Q1°fq1)
* ALl = _
d'ou Al dhlldt q q1
de meme A2 dhz/dt =q, q2 (7)
Al dhlldt = q2 - q3
C'est 3 noter que les coefficients Q_ /K Q.. /K et

10 1’ 20 2

Q30/K3 représentent la résistance des trois tuyaux et ont les

notations respectives Rl, R2 et R3. Ainsi, les ‘equations

différentielles représentant la dynamique de notre systéme seront :

Al dhl/dt = q -9 =9 - (llRl)(hl—hZ)
A2 dh2/dt = 49y - qy = (1/R1)(h1—h2) - (1/R2)h2 (8)
A3 dh3/dt = q, - 4qy = (1/R2)h2 - (1/R3)h3

En considérant, les valeurs suivantes des paramétres :
A1=A2=A3=1m2

Ry = 0.5 = 1/2 sec/m?

Ry = 0.33 = 1/3 sec/m?

1]

Rj 174
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Substituant dans 1'&quation (7), nous aurons :

dhy/dt = -2hy + 2hy + qji
dhy/dt = 2hy - 5hyp
dh3/dt = 3hy - 4hj
Les deux niveaux Hz et H3 sont mesurés et notre systéme

- P .
d'observation sera donné par les equations :

yl = h2 + h3

y, =h

Comme une perturbation al2atoire due 3 1la résistance R,

influence notre systdme, il sera donc décrit par le modéle dynamique

stochastique suivant, (en notations générales) :

-2 2 o0 1 0
x(£) =| 2 =3 0| x(t) +| 0 |u(t) +| 0| w(t)
0 3 -4 0 1

et 1'dquation de mesure :
0 1 1 0
y(t) = X +
0 0 1 v

ou w(t) et v(t) sont supposés &tre des processus aléatoires de

moyenne nulle et de variances respectives,

E[mz(t)] = ci = 0.06 (m3/sec)2
E[vz(t)] = oi = 0.002 (m)2
Elo(t)v(t)] =0

Pour appliquer nos algorithmes de 1'observateur a ordre reduit,

il nous faut la matrice de transformation M qui se constitue comme :

M
M(t) = —
C1

ou c, représente la matrice d'observation relative & la partie
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non-bruitée de la mesure,
;=001 1]

La matrice Ml est le mapping ou la transformation d'un espace de
n-dimension et un autre nouvel espace formé par le vecteur d'etat du

systeéme réduit. Alors, nous choisissons Ml tel que :

1 0 0
My =
o 0 1
Naturellement, le choix de Ml se détermine de sorte que les états
non-observés apparaissent dans le systéme réduit et en méme temps’

que son rang soit (n-2) ou Q% représente les composantes

non-bruitées de mesure.

Ainsi, la matrice M et son inverse seront

1 0 0 1 0 0
M=|0 0 1 Mm1l=10 0 1
0O 1 1 0 1 1
3.3.2 Matrices du systéme d'ordre réduit - La matrice du systéme
Y
~ ~N
~ ) All Alz -2 —4 ‘ 2
A=MAMl=]| ~ =0 -7 |3
A21 A22 2 -2 l -—ZJ
La matrice de l'entrée B
o
~ By 1
B=MB = =10
~n _
By 0

Wy 0

o

W =40 = =11 [A]
Wy 1
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Le nouveau systéme d'ordre réduit sera donc
. -2 -4 2 1 0
Zz = z + y1+ u + @
0 =i 3 0 1

Le vecteur augmenté d'observation du systéme réduit sera :

3.3.3 L'équation de 1'observateur —

L'équation dynamique de 1l‘'observateur (3.39) est donc :
. 2'} 1
A n ~
Zz = [All—K Ha]Z + y1 + u + Ko Zg
3 } 0
ou la matrice de gain est obtenue a partir de 1'expression :
(3]
K(t) = [PCEHI(E)+¥,,, val¥oh

s r'd
Les matrice de covariances ¥,,,, et ¥,,, sont données par:

o o)
¥,,va = Elwr vall =

o3 o©

0 o)
V,q = E[va val] =

g o

et la matrice de covariance d'erreur ‘P(t) est obtenue depuis

1'&quation matricielle non-linéaire de Riccati :

T
wiva

2.

LYY ~J AT ~ T.-1
(t) = Allp(t)+P(t)All—P(t)Ha‘lf‘)a ¥
-1 ~ T -
- vy BePH W e Prow
wiva va a a va a @1

3.4 Simulation de résultats :

Tout le calcul présenté dans ce chapitre aussi bien que le
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chapitre 4 a été effectué sur un ordinateur PC IBM XT en précision
simple. Des applications représentant des processus continus et/ou
échantillonnes ont &té réalisées en utilisant 1les algorithmes
obtenus dans les deux chapitreé.

Les résultats de simulation dans les deux chapitres assument
que le procédé ainsi que la mesure de sortie sont entach8s de bruit.
Ces bruits sont blancs gaussiens de moyenne nulle. La génération de
ces signaux a été falte par le sous-programme "Gauss"” de la
bibliothéque de programmes IBM.

Les figures de (3.3) & (3.5) représentent les résultats obtenus
2 travers 1l'algorithme continu de 1'observateur & ordre réduit pour
l'application du niveau de fluide considérée.

Nous constatons que les valeurs estim@es convergent aux valeurs
réelles des étbats. Les valeurs initiales des variables d'état sont
considérées comme x1=1.2, %2=2.0 et x3=1.5. Notre observateur assume
des conditions initiales nulles. Bien que 1l'&cart entt:e les deux
ensembles des conditions initiales du systdme et de 1'observateur
soit important, nous trouvons que 1l'estimateur & ordre reduit
approche étroitement du systéme d'origine et les valeurs estimfes
convergent toujours vers les valeurs réelles des ®tats.

Egalement, vu le manque d'information concernant la covariance
de 1l'erreur initiale P_, nous l'avons considéré zéro. Cela
influence 1la valeur de la matrice de gain et lui accorde une valeur
assez petite; ce qui cause une convergence lente au commencement du
fonctionnement du filtre.

Il faut indiquer ici que la période d'échantillonnage pour la

solution de 1'équation de Riccati affecte sé&vdrement la positivité
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Valeur d'état 1

L

—=—

Nombre d‘'itérations

Fig.3.3 Variable d'état x; et son estimé x;

& Valeur d'état 2

2.0 _ifg
1.6 |
1.2 | X
0.8y J T~ T
0.4 |
! 1 ! I 1 i ] L ——

|
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre d'itérations

Fig.3.4 Variable d'atat x, et son estimé x,

Valeur d'état 3

2.0
1.6
1.2
0.8
0.4

—

10
Nombre d‘'itérations

Fig.3.5 Variable d'état x3 et son estimé xj
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et la stabilité de la matrice de covariance d'erreur g. Ici, nous
conseillons d'avoir un pas d'intégration aussi petit que possible.

I1 nous semble é&galement que notre algorithme n'est pas
sensible aux conditions initiales. Si les conditions initiales sont
connues au préalable, cela accélérera la convergence des valeurs
estimées et diminuera le temps d'estimation.

Suivant 1les &tapes de conception de 1l'algorithme données
précédemment par 1ltorganigramme en Fig.3.1, 1les valeurs des
variables d'état du systéme d'origine et les variables d'etat

estimees sont :

1.29 x2 = 0.68 x3=0.42

X1

A

%) = 1.23 %2 = 0.70 %3=0.40

]

Ainsi, les erreurs d'estimation sont:

e1 = %1 - X3 = 0.06
ey = X9 — ;\(2 = ~-0.02
93 = X3 - §3 = 0.02

Nous trouvons que chaque composante du vecteur d'erreur est
inférieure & une petite valeur préspécifife [€ = 0.1]; c'est ainsi
que le processus d'estimation est arrété et les résultats sont

obtenus selon la précision voulue.

3.5 Conclusion

Le probléme de filtrage singulier, ou certaines composantes

du vecteur d'observation sont parfaitement mesurées, est presenté.

Un observateur d'ordre réduit, pour des systemes stochastiques
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linéaires continus et discrets variants ou non dans le temps, est
obtenu a partir de 1l'observateur de Leuenberger tout en se servant
de la partie non-entachée de 1la mesure. Une matrice de
transformation non dégénérde "M", entre le vecteur d'état de
1'observateur @ 1l'ordre réduit et celul du systeme d'origine est
etablie.

Le principe de 1l'observateur asymptotique est adopté ou un
estimateur d4'état non-biaisé est construit. Cela peut 6&tre regarde
comme l'extension de l'observateur de Leuenberger pour englober les
systémes stochastiques.

I1 faut préciser que les algorithmes obtenus se réduisent a

ceux du filtre de Kalman-Bucy si toutes les composantes du vecteur

de mesure sont atteintes de bruits additifs.
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CHAPITRE IV

IDENTIFICATEUR-OBSERVATEUR ADAPTATIF POUR DES SYSTEMES

STOCHASTIQUES MONO-ENTREE MONO-SORTIE




4.0 Introduction :

Le travail effectué jusqu'ici traite du probléme d'estimation
optimale linéaire du vecteur d'état pour des systemes continus et
discrets, variants ou non dans le temps sous réserve que les
paramétres structuraux de ces systémes soient connus au préalable
mais pour lesquels on manque d'informations concernant les
statistiques A priori et les caractéristiques statistiques des
bruits de systéme et d'observation. A ce propos, nous avons
développé une procédure d'identification pour estimer les é&lements
des covariances de bruith et R induisant la sensibilite maximale au
processus d'estimation.

Plus tard, il a &té supposé qu'une &tude des erreurs et de la
sensgibilité du filtre nous ait donné le modéle du systeme le plus
proche de la réalité ot il peut arriver que certains &tats et
certaines composantes de la mesure ne soient pas bruités. Ainsi,
nous sommes confrontes au probléme de filtrage singulier

Afin d'éviter l'inversion de la matrice de covariance de bruit
de la mesure R (surtout dang le cas continu), nous avons développé
un estimateur d'ordre réduit tout en nous servant du principe de
1'observateur de Leuenberger. Des algorithmes de gain et de 1la
covariance d'erreur d'estimation du filtre pour ces systémes ont &té
obtenus.

Dans ce chapitre, nous allons aborder 1le probleme de
l'estimation du vecteur d'état d'un systéme stochastique dont les
statistiques & priori et propriétés statistiques sont plus ou moins

connues correctement mais ce systéme manque d'informations au sujet
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des paramdtres structuraux. Le vecteur d'etat, etant inaccessible,
il nous faut concevoir un identificateur-observateur adaptatif en
vue d'estimer les paramétres structuraux du systeme de méme que
reconstruire le vecteur d'état.

Comme ce probléme est assez complexe, nous allons considérer
un systeme stochastique une-entrée une-sortie et en identifier les
paramétres structuraux ainsi que reconstruire le vecteur d¥etat a
partir des signaux d'entrée et de sortie.

En général, si nous utilisons une méthode qui est basée sur
une réalisation minimale de systeme pour 1'élaboration d‘'un
observateur adaptatif, des signaux stabilisants devront etre ajoutés
au processus en vue d'assurer la stabilité globale du systéme.

Une forme canonique de réalisation non-minimale [74] est
adoptée dans notre travail. En effet, une telle réalisation
non-minimale a une configuration telle que le vecteur d'atat de
cette représentation est complétement accessible. De la nous pouvons
effectuer 1'identification des paramétres gtructuraux tout en
exploitant un modé8le de référence adaptatif de représentation
non-minimale &galement. Cela va nous donner des algorithmes ou des
lois adaptatives pour les paramétres structuraux du systeme.
Ensuite, ayant effectué une estimation des parametres, nous
procédons a la deuxieéme &tape: reconstruire le vecteur d'état du
systéme. Ceci peut &tre abordé de deux fa%ons :

-~ Soit en elaborant un filtre de Kalman spécifique selon la
nouvelle représentation du systeme.

- Soit en suivant la méthode du chapitre 3 qui est une
généralisation de l'application de 1'observateur de

Leuenberger aux systémes stochastiques.

96



Dans ce qui suit, nous allons présenter le développement de ce

probléme dans le cas continu puis dans le cas discret.

4.1 Cas continu :

4.1.1 Modéle mathématique du systeéme :

Le systéme considéréd est représentd par 1'&quation d‘'état

dynanique :
x(t) = A x(t) + b u(t) + g o(t)
’ (4.1)
y(t) = eT x(t) + v(t)
ou - x(t), le vecteur d'état du systéme de dimension n

- u(t), l'entrée scalaire au systéme

- A, b, g? et g sont les matrices du systéme a coefficients
constants, ou variants lentement dans le temps. Elles sont
de dimensions respectives (nxn), (nx1l), (1xn) et (nxl).

- o(t), le bruit du processus de moyenne nulle, et de

variance,

2

E[oz(t)] =9,

- v(t), un bruit blanc centré de la mesure, de variance,

2
v

E[vz(t)] =g

Le systeme est completement commandable et completement
observable. En outre, la matrice du systeme A est asymptotiquement
stable. Ainsi, notre systéme peut &tre représenté sous la forme

canonique d'observabilitée de 1l'espace d'état,
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-a) b11 81
. -a2 by 82
*x(t) = ) In 1 x(t) +]  |Juct) +|. o)
—an 0 by &n
L ] ol ]
et (4.2)
y(t) = [1 0 .... 0] x(t) + v(t)

4.1.2 Réalisation non-minimale du systéme inconnu :

Considérons un polyname A(s) asymptotiquement stable qui

peut s'éerire comme :

A(s) = T (s+\p) (4.3)

j=2
Les caractéristiques suivantes appartiennent a ce polynOme. Elles
sont :
- Le polyndme A(s) est premier par rapport au
numérateur Nﬁ(s) et dénominateur Dp(s) du processus.
-~ Il a des valeurs-propres distinctes, c'est-a-dire,
}‘1 %kj . '17!3 , 1,3=2,3, ... ,n
~ C'est un polynOme uniformément asymptotiquement stable,
A, 20, 1=2,3, ... ,n

Ainsi, le polyﬁ%me sera !

A(s) = (sthj) = (s+h)(s+hz) ... (s+\y) (4.4)

j=2

4.1.2a Fonction de transfert du systeme :

En utilisant la transformée de Laplace pour les équations

(4.1), nous aurons :
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¥(s) = [ (sI-A) Thlu(s)+lc  (sI-A)  glw(s)+v(s)
(4.5)
La matrice A, étant sous la forme canonique d'observabilité,

1'équation ci-dessus peut s'écrire comme,

blsn_1+b25n_2+ ... +by
y(s) = u(s) +
sN+agst-1l4a,sf-24 ... 4ay
g1S0Ligysn—24+ ... +g,
w(s) + v(s)
st+ayst-liasst-24 ||| 3a,

(4.6)

Par la division du numérateur et dénominateur de 1'équation

ci-dessus par le polynome A(s), celle-ci devient :

{B1+[B2/(s+N2) 1+. .. +[Bp/ (s+\y) 1}u(s)
y(s) =

{s-a1-lap/(sthy)1- ... —la,/(s+¥ )1}

{Y1+0Y2/(s+Y) I+. . .+ (Y /(s¥ ) 11 0(s)

+ v(s)
{s-a1-[ag/(s+\p) 1-.. .~ [a,/(s+N\y) 1}

En multipliant par le dénominateur, les deux parties de cette

équation, on aura :

n
[y(s)-v(s)] = 1/s{ajy(s)+ ¥ [a;/(s+N;)]ly(s)+Bqu(s)
i=2
n n
+ L [Bi/(s+¥hj)lu(s)+yi0(s)+ ¥ [Yi/(s+hj)]o(s)
i=2 i=2
n
—a1v(s)- ¥ [aj/(s+h\j)le(s)}
i=2

(4.7)

Le schéma-bloc representant 1'équation ci-dessus est montrée

par Fig.4.1. Dans cette figure, il y a un nombre "n" d'intégrateurs,
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c'est-a-dire, “n" constantes de tempé. Ceci représente un systéme
d'ordre n et devrait &tre une représentation minimale du systdme
d'origine donné par 1l'équation (4.1). Définissons comme variables
d'état les composantes spécifides par v

v cee GV en

1’ 2’ n
Fig.4.1, nous aurons la représentation alternative minimale d'état

suivante :

v = - .o

v 1 [a 1v1+Blu+Y lm 1\> 14+v 2+ +vn

\;2 = 0.2V1—X2V2+B utyYo0-asv

. . (4.8)
Vn = apVi-AqVntBuutype-asv

L'ensemble d'équations ci-dessus peut s'dcrire sous la forme

vectorielle suivante :

h'.l‘

v=la v + Bu(t)+Yo(t)-av(t)
-A (4.9)

vi = [1 0 ... Olu+v(t) = cTu(t)+u(t)
@=1la; ... agl?, B = [By ... ByIT
et la matrice diagonale A est :
A = diagihy; h3.... \j)
Il faut signaler que 1l'expression (4.7) peut se ramener au
domaine du temps, tout en considérant des conditions initiales

nulles; elle s'écrira donc comme :

v, = a1y+g*Tzl+B1u+§?T£2+1?2r9?2
(4.10)
% T
ou ax = [a.2 Ay .- c.n]T
Bx = [82 83 .. Bn] .
= {0 [1/(p+)»2]m...[1/(p+’)\.n)]m}
{v [1/(p+x2]v...[1/(p+xn)]v}T

e
i

e
n
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VJ Fig.4.1 Réalisation minimale du systeme d'origine

Modele
Imy +
u(t) Yl -
Processus
Filtre Filtre
Fl F2
2, A E—
&3 < - ———

Fig.4.2 Filtres d variables d'état pour 1l'entree
et la sortie du systéme
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(1/7(P+N2) ly(t) [1/7(P+h2)u(t)

z1(t) = . » 22(t) =' . (4.11)

[1/(P+hg) 1y () [1/(PHA) Tuch)

Il est a noter que la division du numerateur et du
dénominateur de la transmittance du systéme (4.5) par le polyfome
stable A(s) équivaut 3 1l'utilisation des deux filtres F1 et F2
pour les signaux de sortie et d'entrée respectifs; d'ou proviennent
les deux vecteurs d'état z, et z, de dimension

(n-1) comme cela est montré par Fig.4.2 pour le systeme d'origine.

Les équations des filtres peuvent &tre récrites sous la forme

différentielle telle que :

FL : 23(t) = -Az;(t) + h y(b)
(4.12)
F2 : Zp(t) = -Azy(t) + h u(t)
ou
LS

I
0 .

>

I
f=a

]

T 1...1]7T

M .

Par la suite, une représentation non-minimale du systeme
d'origine est obtenue a partir des é&quations (4.10) et (4.12).

Celle-ci est illustrée dans la Fig.4.3 et donnée par :

vy = ajy+aTzy+81usBTzo+yTe-aTy

FL : 2z3(t)

~Azj(t) + h y(t) (4.13)

F2 : 2Zo(t)

-Azy(t) + h u(t)

A ce point, il faut noter que 1‘'équation (4.8) de 1la

réalisation minimale et 1'équation (4.13) donnant la réalisation
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non-minimale représentent le méme systeme a 1'exception relative a
la considération des conditions initiales. Lorsque 1'é&quation (4.8)
considére les conditions initiales données par la valeur y(0) et les

signaux v, , Vv

20 aen WV 3 nous trouvons que les deux

30’ fo
filtres Fl et F2 dans la réalisation non-minimale (4.13)
supposent des conditions initiales nulles.

Pour que le modéle non-minimal soit une réalisation réelle du

systéme, il faut tenir compte des conditions initiales. Cela nous

ramene a la représentation non-minimale suivante :

y] e axT 8xT[y| 81  [¥Te-aTu+nTe Aty |
z11dh -A O 23|+ |0} u + 0
z2/ |0 0 -A |lz2 0 0
(4.14)
y
y =([1 0 0] (29
z2
\ T ‘—At ’” Y LY
ou le terme he v représente un terme transitoire

s 'Y e

relatif aux conditions initiales de 1la réalisation minimale du
systéme d'origine.

Il est évident que le schéma-bloc Fig.4.1 a été modifié en
Fig.4.3, ol l'on trouve un nombre d'intégrateurs egal a (2n-1).
Cette figure est une représentation non-minimale du systéme
d'origine comme signalé auparavant; Nous définissons les variables

d*'état telles qu'elles sont spécifiées dans la figure 4.2 et selon

l'ensemble d'équations (4.13).

4.1.3 Modele de référence a une représentation non-minimale :

La structure du modéle de référence a paramétres ajustables
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est également une représentation non-minimale du processus. Les
grandeurs de l'action directe et de la rétroaction au modéle sont
respectivement u(t) l'entrée, et y(t) la sortie du processus. Le
schéma-bloc Fig.4.4 représente cette réalisation du modéle de
Aréférence. Dans cette figure, Xi est une wvaleur scalaire
positive arbitrairement sélectionnée. Toutes les autres k&’ i=2,
3, ... ,n sont identiques &d celles utilisdes pour la realisation
non-minimale du processus.

Considérant les conditions initiales nulles dans la figure
4.4, toutes les variables d'état du processus et celles du moddle de
référence, a 1l'exception de 1la sortie, sont similaires. Par
conséquent, la seule différence entre les deux vecteurs d'état

réside dans les deux sorties y et ?.

De la figure 4.4, nous obtenons :

? = =Ny +[al(t)+X1]Y +§fTEJ+§1“+§*TE2
FL: 29(8) = -AZ;(t) + h y(b) (4.15)
F2 : Bo(t) = —AZp(t) + h u(t)

Celle-ci est récrite sous la forme vectorielle :

"N

A N T T

y | gy e By By |

2, |- h -A 0 21 + 0 Ju+|l 0|y

2, 0 0 -A z 0 0
(4.16)

4.1.4 L'équation différentielle d'erreur :

En soustrayant (4.13) de (4.16) tout en admettant les

égalités de z, et 21 d'un cote et de z, et z, de 1'autre,
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Fig.4.3 Représentation non-minimale du systéme d'origine
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[ s+hy ) y(t)
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1 < 1
(Ba) (Gn)
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M ~ \_/ M
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1ltautre, 1'équation differentielle de 1l'erreur s'obtient (en

omettant l'argument “t") comme :

. AT T ~ T T -~
_ * _qk *T _B% -
é, )‘1 ax —q B*x -g e Bl(t) 81
e) ={o| =lo 0 0 z, 0 u
0 0 0 z, 0
A T AT T -At
(al—al)yﬁx 0+a v-h e v,
+ 0
0
d‘ou
- A A y A ' N u
e1(t) = -NMej+laj-a; axT-axT} + [B1(t)-By B*T-gxT)
: 21 z2
@
+ [-YT -aT) _ hTe-Atvo
&1(t) = —Nye1+&TL; (£)+9TZ, () -yTo+aTv-hTe-Aty,
(4.17)
La solution de cette équation d'erreur est donnée par :
e1(t) = e=Mbt e;(0)
b ML) (42 4Ty ToraTv_hTe-At
+ ftf- 1T T +¥TL 5~y To+aTv-hTe-Aty  1d
(4.18)

ou les paramétres vecteurs d'erreur ¢ et ¥ sont

A A
! B8y
%%, B8,
Q = . ﬂ =
A ) Fa)
%% 8n—Bn
N _ N _

et les vecteurs §1 et g2 sont définis comme :
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y(t) 7 i u(t)
y [1/(p+7x2)1y u [1/(p+k2)1u
— {1/ (p+k3) ly - [1/(p+')\.3) lu

-

-[1/(p+Xh)]u J

N [1/(p+\ )1y L

L. -

.

4.1.5 Identification adaptative des paramétres :

Le vecteur d'erreur du systéme est

¥y 21 2170y 2z 25l

gT

et les paramétres vecteurs d'erreurs ¢ et ¥ sont définis

comme auparavant.

En choisissant comme fonction de Lyapunov, l'équation d'écart

quadratique suivante :

V(t) = 1/2.E[e§(t) + QTFiIQ + !ETFE]‘}![]
(4.19)

ou I‘l et I‘z sont des matrices définies positives quelconques.

Prenant la dérivée de V(t), tout en nous servant de 1'&quation

de sortie du systéme, 1l'équation d'erreur et les propriétés

statistiques des bruits, nous aurons :
V= {-N\Elef1+03Yf+0387 -nTe-Aty &,
+a(t)-alT{P7la(t)+E[L e11-103YE+a382 Je}

FIB(E)-BIT{T3IB(t)+EL ey 1)
(4.20)

U €1 = E[e1(t)], la valeur moyenne de eq(t).
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4.1.5a Loig adaptatives :

De 1l'équation ci-dessus nous pouvons tirer les lois

adaptatives suivantes :

(t) = -T1{E[Lye11-[03v§{-0%af le}

(4.21)

[ RSt

(t) = -T) ElZjeq]
ou e est le vecteur "un" donné par :

=11 .... 11T

En substituant les lois adaptatives dans 1'équation V, nous
obtenons :

V(t) = -ME[ef]-hTe-Aty & +03v2+03az

4.1.5b La convergence et l'analyse de stabilité :

A 1l'absence de perturbations aldatoires w et v, les lois

adaptatives (5.27) se réduisent a :

)

-T'y E(Lye;1]

-T'y ElZ2e;]

. lg)b

(4.22)

A

Bt)

Ainsi, l'expression de V(t) sera définie négative et devient :

V(t) = -\jef-nTe-Aty 3, (¢) (4.23)
Alors, il en résulte un systéme globalement stable donnant :

Lim el(t) =0 (4.24)

t- o

Or, puisque nous traitons d'un systéme stochastique, de

1'équation (4.21), les lois adaptatives peuvent etre modifides comme
suit :

a(t)

I
o

pour NjEfed] 2 M, (4.25)

1l
o

gt)
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et
-T1{E1L1e11-10%¥% - ofa} le}

-—I‘z E [;_291]

”~~
e

o
It

(4.26)

~
o+

~
]

pour XIE[e%] S M,

ou Ho dénote la taille d'une zone neutre dans laquelle les lois
adaptatives ne s'effectuent pas. En généeral, Mo peut *tre
supposé supérieur a une certaine valeur préspécifiée. Celle-ci peut
s'obtenir de 1'équation (4.21) telle que :
M, 2 03Yf-03 a2 + &
(4.27)

ou & est une petite wvaleur 3 déterminer en fonction des
statistiques de bruit. L'é&quation ci-dessus montre que plus Mo
est grand plus le systéme pourra tolérer l'erreur et 1'adaptation

s'effectue pendant des pbériodes plus courtes.

Des lois adaptatives (4.21) nous avons i(t) comme :

o 2 2 2 2 2
vV = —KIE[e1]+dwY1—GU a-h e v e
(4.28)
Comme le processus d'adaptation n'a lieu que lorsque 1l'erreur du

systéme satisfait a la condition :

\Elef] 2 c3a2-0?y2

(4.29)
il en résulte que
v § -hTe-Aty mfe;] § (-hTe-Aty |.1eq! (4.30)
ou El(t) est la valeur moyenne de l'erreur el(t).
Nous avons aussi, de 1'équation (4.19), que :
o 5 2v, ou gy § V2V (4.31)
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g, étant 1'écart-type de 1'erreur el(t).

En reportant (4.31) dans 1'é&quation de 0, nous obtenons :

v s |-nTe-Mty | vav (4.32)

7 . .
Definissons,

v=wZ , wW>O0
1'indgalité ci-dessus devient,

2w S |-hTe-Aty | v2 w
d'ou .

W S 1/v2 |-hTe-Aty | (4.33)
Maintenant, puisque

Lim (-hTe-Aty ) = 0 (4.34)

t>wo
done W et V tendent vers zéro quand tsio, ce qui implique 1la
stabilite de notre algorithme adaptatif.
En revenant a 1'équation différentielle de l'erreur (4.17); en

la multipliant par el(t) et en prenant 1'espérance, nous obtenons :

Ele161] = - N\ .E[e2]+[03Y2+03a?] -hTe-Aty e
+a(t)-alT{E[Lye1]1-[03Y2+0%a2 le}

+IB(E)-BIT{E[Lse11} = O

(4.35)
Lorsque 1'adaptation est effectue, nous aurons :
- Np-Ele?]+(03Yv2+0%a2 ) = 0
et (4.36)
Lim hTe-Aty &, = 0
t>o

d'dﬁ ~ A
Lim {[a(t)-alTE(L1e11+[B(t)-BITE[L)eq]1} = O
t—:—m

(4.37)

Si l'entrée u(t) est suffisamment riche et persistante, la 2n
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fonctions du temps,

E[{1(t)ey(t)]
(4.38)
E[{2(t)e1(t)]
sont linéairement_indépendantes et ne peuvent etre nulles. Ceci nous

conduit a conclure que :

Lim d(t) = @
t—> oo
A (4.39)
Lim 8(t) = 8
t>c0

Ainsi, 1'identification des paramétres est achevée. Prenant les

matrices définies positives Fl et F2 comme diagonales,

[y = diaglpy P2 -.. Ppls 'y = diag(dy 65 ... 84]
(4.40)

les lois adaptatives se réduisent 3§ :

al(t) = —PlE[Yell—Y%06+a§d3;
R (4.41)
a;(t) = -p;3ElLy5e11-Y$03+afod; i=2,3,...,n
B1(t) = —81E[ue; (t)];
(4.42)

%i(t) = -84E[{pje1(¥)]; i=2,3,...,n

La vérification de 1la convergence utilise 1le théoréme de
Lasalle; et ainsi u(t), tel qu'il est supposé ici, devrait etre une

fonction périodique.

4.1.6 Estimation de l'etat :

Le vecteur d'état 3 estimer est v(t) defini par 1l‘'equation

(4.8). Celui-ci représente le vecteur d'etat de la realisation
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minimale du systd®me d'origine. Ayant effectue 1la procédure
d'identification des paramétres tout en nous servant de la
représentation non-minimale du systeme, nous pouvons en reconstruire
les variables d'etat. Cependant, a cette étape, on peut suivre une
des deux voies suivantes :

conception d'un filtre de Kalman spécifique correspondant

la nouvelle présentation minimale du systeme

w7

— Construction de 1l'observateur de Leuenberger en adoptant

la méme procedure que celle présentée au chapitre 3.
Dang 1les deux approches, nous disposons des paraﬁétres
identifiés @ et $ au lieu de a et B. Bien que
différentes en principe, les deux approches aboutissent aux mémes

résultats. Néanmoins nous allons suivre notre approche du chapitre 3.

4.1.6a L'équation de l'observateur :

La représentation minimale du systéme est donnée par :
v(t) = Av(t) + Bult)+[Yo(t)-av(t)]
(4.43)
et l'etquation de 1'observation
vi(t) = cTu(t) - v(b)

~ - ~
ou, comme signale auparavant,

V1
v(t) = |. R le vecteur d'état du systéme
v,
T
A = |a
-A
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.§_=: ; et eT =1 0 ... 0]

{3u»(t)—@iv(t)} est le processus vecteur aléatoire
représentant le bruit de systéme; et {v} est le processus de

bruit de l'observation.

Construisant notre estimateur tout en adoptant le principe de

1'observateur de Leuenberger, nous pouvons écrire :

V(L) = K39(t)+kovq (£)+KaBu(t) (4.44)

N

ou K et K sont les matrices de 1l'observateur des

T
paramétres inconnus et de dimensions respectives (nxn), (nxl1l), (nxn).

L'équation différentielle représentant 1l'erreur (moddle -

systéme) peut etre obtenue 3 partir des &quations (4.4) et (4.38).

€ = w(t) - é‘(t)

= [(A-koeTIv(t)+[In-K31Bu(t)-K  8(t)+[Yo-(G-Kkp)v]

Ajoutant et soustrayant le terme K _v(t) 2@ 1'équation ci-dessus ,

1

celle-ci se réduit a :

£ = Kye(t)+[A-koeTKy IW(t)+[I,K3]Bu(t)+Yw-(@-ky)v]
(4.45)
ou I, représente la matrice identité de dimension (nxn).

Comme il est souhaite d'avoir un estimateur non-biaisé, nous
aurons :

E[£(t)] = 0, et E[e(t)] =0, t 2 t, (4.46)
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Done,
E[£(t)] = K3E[e(t) 1+ [A-koeT-K1 IEIV (t)1+

[In-K31Bu(t)+YE[0]~(3-Kky)E[V]

(4.47)
Puisque les processus de bruit {o(t),t 2 to} et
{o(t),t 2 to} sont centrés, cette derniére equation
devient :
Ak’ 8 = 8
(A-k e K JE[v(t)]+[I -K,1Bu(t) = 0 (4.48)

Comme les deux termes constituent deux vecteurs linéairément
indépendants et &tant donné que 1l'entr@e u(t) est assez riche, donc
u(t) et E[v(t)] ne peuvent 8tre nuls pour tout t. Ainsi, chaque
terme en soit est égal a zéro; et nous pouvons donc conclure que :

Ky = [A-kpcT]

et (4.49)
K3 = Ip

Alors, 1l'équation de l'estimateur devient :

(t) = [K-g_ng]'{_r(t)+1c_2v1(t)+§u(t)

1S5

avec les conditions initiales (4.50)

A
v(ty) = ¥4

4.1.6b Matrice de covariance de l'erreur d'estimation et gain du

filtre :

L'erreur d'estimation sera :

- A ~
e(t) = [A-k,eTle(t)+[yo-(kyp-a)v] (4.51)
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La matrice de covariance de l'erreur est donnée par :
n T
P(t) = E[e(t) € (t)] (4.52)

Par la différentiation de (4.52), nous obtiendrons :

B(t) = ELEC(E) e (£) 4ELE(E)ET(E)]

A TA A A T.T 2 T 2 A AT
[A—}c_zg ]P+P[A—L<_29_ ] 0. Y XY +d“[}<_2—g._] [1;2—5]

(4.53)

(4]
Pour obtenir le gain optimal 152 de 1'observateur dans

1'expression (4.53), il nous faudra la condition nécessaire :

~ Iy
a'.l.‘r[P(t)]/ag2 = a‘l‘l:‘[P(t)]/al(_2 =0 (4.54)

La derivee de (4.53) par rapport a 1(_2 tout en tenant compte de
(4.54), donne :

2
“Bt)e - 20°8& + 20°k, = 0
V= v=2

d'ou (4.55)

0 v 2 2
kz = [P(t)e + GD_O_._]IG\’
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4.2 Cas discret :

Nous rappelons que notre objectif dans cette partie est 1la
conception d'un identificateur-observateur discret adaptatif qui
identifie, & chaque période d‘'échantillonnage, les paramétres du
systéme discret et reconstruit son vecteur d'état a partir d'une

réalisation minimale des variables d'état.

4.2.1 Modale mathématique du systéme :

Le fonctionnement du systéme est caractériseé par un modéle une
entrée-une sortie du type auto-regressif 3 moyenne mobile “ARMA®

suivant :
y(k) = Ay (g~ Dy ()+q-9B(q~Hu(k)+6(q L) (k)+v(k)  (4.56)

Celle-ci peut &tre récrite comme :

B(q~1) G(q~1)
y(k) = ¢4 - u(k) + ————— w(k)+v (k)
A1) ACg~1)
(4.57)
B(q~1)
y(k) = q¢ u(k) + vi(k)+v(k)
A(q~1)
~ -1 -1 - -n
ou A(q ) = 1+alq +a2q + ... +anq
-1 -1 ~(n-1)
B(g ") = b°+b1q + ... +bn—1 (4.58)
-1 -1 -2 -n
G(q ) = 1489 +8,9 + ... +g8 .4
¢ -1 -1 -
L'operateur retard q est tel que "q [y(k)1" = y(k-1). Sans

perte de géndralite, 1les polynoOmes A(q“l), B(q_l) et G(q-l)

sont d'ordres n, n-1, et n respectivement, car on peut toujours
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annuler des coefficients de fagon d ramener ces ordres a leur
valeurs réelles si différence il y a.

Dans 1'équation du systeéme (4.57), la péeriode
d'échantillonnage est prise &gale & 1l'unite; y et u représentent
respectivement la sortie et 1tentree du processus. \)l(k)
représente la composante aldatoire dont nous supposerons qu'elle est
de nature gaussienne, stationnaire et & densite spectrale
rationnelle. Ainsi, elle peut etre considérée comme la sortie d'un
systéme lin€aire excit®@ par le bruit blanc w(k), a savoir,

. c(q~1)
v9(k) = - w(k) (4.59)
A(q~1)

Le terme q—d dans les équations (4.56) et (4.57) représente
un retard pur entre l'application du signal d'entrée et la mesure
prise a la sortie du systéme. Ceci dépend des processus concernés,
mais dans la majorité des cas, ce retard est pris égal 3 une seule
période d'échantillonnage.

Notre systdme peut aussi Stre représenté par les @equations

d'etat suivantes :

x(k+1l) = A x(k) + b u(k) + g w(k)
(4.60)
y(k) = T x(k) + v(k)
ou %(k), le vecteur d'état du systéme de dimension "n*"

u(k), l'entrée du processus
y(k), la sortie du processus
A, b, ¢ et g sont les matrices du systeme a coefficients
constants ou variant lentement dans le temps de dimensions

respectives (nxn), (nxl1l), (nxl) et (nxl).
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@,+ Pprocessus de bruit blanc du systéme de moyenne nulle

et de variance,

Elug] = 03

Vg, bruit blanc centré de la mesure, de variance,
E[vg] = o3

Gomme la plupart des processus industriels, notre systéme est
complatement commandable et complétement observable. C'est ainsi que

le systéme peut &tre mis sous la forme canonique d'observabilité

suivante :

[ T [ [
-ay by 81
~-ap b2 82

x(k+1l) = . In-1 | x(k) + u(k-4) § . | wg
. . . (4.61)

-a o b %

| T ] | °n L nJ

y(k) = [10 .... 0] x(k) + vy

4.2.2 Réalisation non-minimale du systéme inconnu :

P -1 .
Considérons le polyndme discret F(z ) asymptotiquement

stable d'ordre '"n" suivant :

£(z71l) = 14f1z 148522+ . .. +f,z 0 (4.62)

A pd N . L4
Ce polynome est suppose eéetre premier par rapport au numerateur

B(z—l) et dénominateur A(z—l) de la fonction de transfert.

4.2.2a Fonction de transfert du systéme :

En utilisant la transformée en z pour les &quations (4.61),

nous obtenons :

y(k) = cTr1-z-1A)-1pu(k-d)+eT[I-z-1a)-1guy +vy
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Puisque le systéme est rep;ésenté sous la forme canonique

d'observabilité, 1l'équation ci-dessus peut s'écrire comme :

B(z-1) c(z-1) 1
y(k) = ———— u(k-d) + ————- Wy + ————— Vi
A(z—1) A(z-1) A(z™D)
(4.63)
B(z~1) 1
yk) =zd u(k) + ————— [6(z 1) oy+vyl
A(z-1) A(z~1)

Cette représentation est la réalisation auto-regressive a moyenne
glissante du systéme donné par 1l'équation (4.57).
En divisant le numerateur et le dénominateur de 1'équation

(4.63) par f(z—l) nous aurons :

n z‘i n z-1
y(k) = a; ————- y(k) + ¥ By —————~ u(k-d) +
i=1  f(z-H i=1  f(z-1)
n z"'1 n z“l
LYy ——- G ~ L 03 ~———=— Vp + Vy
i=1  f(z-1) i=1 f(z-1)

(4.64)

A cette étape nous introduisons les filtres & variables d'etat

pour l'entrée et la sortie du systéme comme suit :

&

C1(k+1) = FT £9(k) + ¢ yy
(4.65)

5

Lo(k-a+1) = FT £y(k-d) + ¢ uy_4

La transformée en z des équations (4.65), tout en considérant

momentanément des conditions initiales nulles, donne :

z-l/e(z 1y
L1(k) = [2zI-FT]-1 ¢ yy = Yk
z-0/€(z-N)

(4.66)
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z-1l/£(z"1)
L1(k-d) = [2I-FT]1-1 ¢ uy 4 = .. uy_g
z—n/%(z—n)
Ainsi, la reéalisation non-minimale du systéme peut @Stre

représentée a partir des ‘equations [(4.64)-(4.66)], compte tenu des

conditions initiales "§&(O) = {; *, nous aurons :

v = aT&3(x) + BTLH(k-d) + YToy - aTuy + vy + FKely(0)
Li(k+1) = F £1(X) + ¢ yg (4.67)

{o(k-d+1) = F {r(k-4) + ¢ ug. 4

ou
al = [a) ay .. a,], BT = {By By .. Bpl,
T = vy v2 .. Yp!
et
z-l/£(z-1) z-1/£(z-1)
Qg = : Ok 5 Vg = ' Yk
z—n}f(z—l) Z‘n)f(z'l)
L'équation de sortie (5.71) peut donc s'écrire :
Yk = 958 (k-d)+pT8 (k) +vp+aTrkZo (4.68)
ou
6T = [aT|BT] . pT = [¥T1-aT]
g, 00 w (k) Z
L) = |- , 8(k) = ———|, £° =
L(k-d) v (k) 0

Bien que cette représentation ait 1'allure statique, elle constitue

une autre représentation pour la dynamique du systéne.

4.2.3 Réalisation non-minimale du modéle ajustable :
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Le modéle de référence ajustable aura la méme représentation
que celle du systéme d'origine. Ainsi, la sortie, de meme que les

filtres a variables d'état du modéle ajustable s'é@crivent :

Fi = 0FL(k-a) = aTILy (1) + BT(RILs(k-4)
L1(k+1) = FTL3(k) + ¢ yi & €10
Lo(k-d+1) = FTLy(k-d) + c up_q ; £2(0)

#
(=]

(4.69)

L]
[«

A
ou Q: est le vecteur a paramétres ajustables qui sera

modifié selon des lois adaptatives a obtenir :

OT(k) = [d3(Kk) .. dy(k) By(k) .. By(k)]
et £1(k)

4.2.4 L'équation d'erreur

Les équations (4.67) et (4.69) nous donnent l'expression de

l'erreur de sortie suivante :

—_ A
€k = ¥k - ¥k

o~
= 0T (k)L (k-d) + pT8(k)+vy+aTFKL,(0) (4.70)

La différence entre les vecteurs d'état des filtres a
variables d'état pour le systéme d'origine et ceux du modéle
ajustable est due aux conditions initiales gl (0),
gTFkgl (0). Comme le terme représentant le bruit filtré
[ p_T_&_ (k)1 aura une valeur négligeable par rapport a Uy

et que les conditions initiales décroissent rapidement, les deux

ensembles de vecteurs d'@&tat s'approchent et s'egalisent.
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Ainsi, 1'équation de 1'erreur devient :

N
e(k) = -0T(K)L(k-4) + vy (4.71)

i

ot Q0 = 000 - 8,

4.2.5 Loigs adaptatives et identification des parambtres :

Nous considerons l'algorithme adaptatif suivant ([76]

A A 9k
8(k+1) = 8(k) - [ys-LT (k-4)B (k) 12T (k-d)
[1+{T(k-a) L (k-d) ]
A Ok
= O(k) - ~——————m e} L{T(k-d) (4.72)
(1+1Ly_all2)

Y0 = LT(k-d) B(k) ; et F(ked) = LT(k) (k)

ou ok représente un  gain constant durant le processus

d'adaptation dont 1la wvaleur s'effectue de telle sorte que 1a
stabilite de notre algorithme soit assuree.
En soustrayant Qo aux deux parties de 1'équation
(4.71), tout en nous servant de (4.72), nous aurons :
~ N 9k ~N
O(k+l) = O(k) - ~—————— LT (k-4) [-OTL (k-d)+vy]
(L+H Ly _g12)
(4.73)
Nous choisissons comme fonction de Lyapunov, l'equation
quadratique suivante :
~ v
V(k+l) = E[OT(k+1)O(k+1)] = E[N1O(k+1)112]
(4.74)

Alors, nous avons :

AV(k+1) V{k+1) - Vv(k)

li

E[OT(k+1)8(k+1)]1 - E[OT(K)B(K)] - (4.75)

122




De 1l'équation (4.73), la forme gquadratique de celle-ci tout en

prenant 1'espérance de ses deux parties donnera :

E[:@_(m)uz] = E[ME(k)uZ] S ({T(k—dfé(k))z
1+HIE (k-4) 12

HE (k-d) 112 ~
+ of [(LT(k-d)B(k))2+03]
(A+I1L(k-d) 112)2

(4.76)
Ainsi, la fonetion rdécurrente AV(k+l) peut 8tre obtenue
depuis les équations [(4.73)-(4.74)] telle que :

AV(K+l) = 2 ——mmmmme e (gT(k—d)E(k) )2
1+ (k-d) 112

HE (k-d) 112 ~
+ of — - (LT (k-d)8(k))2+03]
(A+1L (k-d) 112)2

(4.77)

4.2.5a Choix optimum de O

k

De fa%pn générale, 1'expression AV(k+l) donne une mesure de

-~
la rapidité de convergence de ©(k) vers sa valeur reelle
Qb. Ef fectuant la dérivée partielle de AV(k+1) par

rapport 3 O et égalisant cette dérivée 2 zéro, ceci conduit 3:

AAV(k+1) (QT(k_d)'é(k))z NE (k-d) 112 ~
e = 22 e +20) —mmmmmmmmm e [(LT(k-d)O(k))2+08]) = 0

Aoy 1+ L (k—d) 112 [1+1 L (k-a)N2}12
d'ou

~nJ
(LT (k-d)0(k))2 1
O = ———m—mmm—my e B § T VR — ] (4.78)
[(ZT(k-d)O(k))2+0§] NE(k-d) 112

donnant une expression pour le choix optimal du gain adaptatif

Gk.
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En substituant 1l‘expression de "ok" juste obtenue dans

1'équation pour AV(k+l), nous aurons :

(LT(k-0)B (X))

Av(k+l) = - o~
HE(k-d) N2 [ (LT (k-4)B(k))2+08]
(LT (k-a)8(k))2 N
AV(k+1l) < - = - 18 (x)N2
LT (k-d) £ (k-d)
(4.79)

négatif défini; et par conséquent la relation (4.72) représente une

mapping de contraction. Ainsi,
Lim O(k) =0 (4.80)
k-

précisant la propriété d'identification de l'algorithme.

Ecrivant l'equation de l'erreur entre la sortie du systéme et

celle du modéle ajustable :

y(k) - {T(k—d)/_é_(k)

(k) = y(k) - y(k)
- ZT-)BK) + vy

ou
Ik-1

N
(k-1) -

(k) = €(k-1)L(k-d-1)

@2

1+ 8 (k-d-1) 112

N
Par substitution successive de ©(k), nous aboutissons a la

relation récurrente suivante :

d-1 Gk—i

(k) = 8(k-a) - ¥
i=1 1+HL(k-d-i) 112

e(k-1){(k-d-i)

(4.81)
Multipliant 1les deux pérties de 1l'equation ci-dessus par le terme

T
-L (k~-d), nous aurons :
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d-1 LT (k-a)L(k-a-1)

e = -LT(k-4)8(k-4) - % op_g €(k-1)
i=1 (141 (k-d-1) 112]
d-1 LT(k-d) L (k-d-1)
€Ex = O - y. Ox_i €x_i (4.82)
i=1 (14118 (k-d-1)112]

fu ”~
~LT(k-4)08(k-d) = y(k-d) - y(k-4)

ou ex

ot e g = ~LT(k-d)B(k-i)

4.2.6 Convergence de l'algorithme :

Pour démontrer que ek tend vers zéro et que
NL(k-d)ll est borne lors de la substitution du choix optimal
de dk' nous empruntons la démarche de (78] comme suit :

La substitution du choix optimal de dk donnera

d-1 ZT(k-d)L(k-d-1)

Ex = ek - Z —————————————————
i=1 & (k-d-1) 112

La division des deux parties de cette equation par

1 L(k-a) 1, tout en réarrangeant les termes de sommation,

donnera :
€x ey d-1 Ex—i LT(k-d) L (k-d-1)
_— - = S D —— .
1L (k-d) | 1£(k-d) 1 i=1 L(k-d-1)!| 1L(k-d)|.1L(k-d-1)]|
(4.83)

En vertu de 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons :

Tk (kod-1) S 1&(k-d) 1. 1 (k-di) |

D'ol, 1'édquation (4.83) se réduit sous la forme de 1'inégalité

suivante :
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ek d-1 €x-i

1{(k-d) I i=0 1{(k-d) |

et en vertu de la propriété d'identification du vecteur paramétre
© donné par 1'équation (4.80), nous aurons :

Lim e — = 0

k—o | L(k-d)1
En appliquant le lemxhe de [76], nous concluons que :

Lim e = 0
et k— @

HL(k-d)Il est borné.
4.2.7 Estimation de l'état :

Pour reconstruire le vecteur d'état minimal du syst®me, nous
faisons appel 3 1'équation d‘état ou l'utilisation du principe de
1'observateur de Leuenberger nous permet de l'écrire de 1la fagon
suivante (ceci équivaut a l‘utilisationl des filtres &d variables

d'édtat comme cela sera montre) :

x(k+1)

Fx (k) +(A-F)x(k)+bu(k—-d)+gw (k)

W

Fx(k)+(a—£)eTx(k)+bu(k-d)+gw (k) (4.84)

ou F est une matrice de dimension (nxn) asymptotiquement stable mise

sous la forme canonique d'observabilité suivante :

En substituant le terme (_:Tx(k) par (y(k)—\)k), 1'équation

-1

(4.84) devient :
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x(k+l) = Fx(k)+(a—£) (y(k)-vy)+bu(k-d)+ge(k)

avec la transformée en z, celle-ci se réduit a :

x(k)

(zI-F)~1[(a-£) (y(k)-vy)+bu(k-d) +ga (k)]

La sortie sera :

y(k) = cT(zI-F)~1[(a-£)eT(y(k)—vy)+bu(k-d) +go (k) 1+vy

(4.85)
L'analyse de l'équation (4.85) tout en réarrangeant les termes

et remplacant (a-f) par a et b par B, donnera :

aTZy () +8TL o (k-a) +YTwy-aTvyrvy

LT(k-4)0 + pT8(K) + v(k)

n

Yk

ou £1(k) et L(k-d) sont définis par 1'équation (4.66).

En comparant les équations (4.64) et (4.85) il apparait que
les deux formes sont identiques. La division du numérateur et
dénominateur de la transmittance du systeme par f(z_l) d'une part
[Eq.(4.64)] et la modification de la représentation du systéme sous
la forme de 1l'observateur de Leuenberger [Eq.(4.85)] de 1l'autre,
sont équivalentes. Ces deux représentations sont é&quivalentes &
lt'utilisation des filtres & variables d'etat pour l'entrée et 1la
sortie. Ainsi, gi(k) et §2(k—d) peuvent  s'exprimer A
travers les filtres & variables d'état, comme précédemment indiqué

tel que :

i
o

L1k+1) = FT £1 (1) +c yy 3 £1(0)
(4.86)
Lo(k-d+1) = FT LH(k-d)4c u g ; £1(0)

]
[~

4.2.7a Realisation minimale du systiéme :
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L'équation d'état du systéme d'origine sous 1la forme de

1'observateur de Leuenberger, equation (4.84), est :

x(k+1) = Fx(k)+ayy+Bu(k-d)+(Ywi-avy)

ou
a1-fy by g1

ax-fy by 82

g = (g_—-_) = . N ﬁ = B = . ’ 1 = 5 = .
an—fy by &n

En développant 1'équation d'état & partir de k=0 par substitutions

successives, nous aurons :

k
x(k) = Fkx, + ¥ FR-1[Iy; 11Tquy g 11
i=1
k 3
+ ( ¥ FR-1[I,0;1I40; 108
i=0
(4.87)
ou §=0yT 1 -al 17
Soit,
k 3
S(k) = ¥ FR-i[Iy; 11Tqu5_g_1]
i=1
(4.88)

Des équations (4.87) et (4.88), la représentation minimale du

vecteur d'état du systeéme est :

k
x(k) = S(k) @ + FK %o + ( I FE-i{Ij0;11,v31)8
i=0
(4.89)

Equation (4.89) montre que S(k) est une matrice polynome en

série de puissance de la matrice F et peut s'obtenir a partir de

1'équation récurrente suivante :
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S(k+1) = F s(k) + [InykIInuk_d], S(0) =0 (4.90)

S(k), étant une matrice de dimension nx2n, peut etre divisée en deux

matrices carrées, a savoir, sl(k) et Sz(k) telle que :

h
o

S (k+1) FS (k) +Iy , s (0)
1 1 nk 1
(4.91)

]
o

S (k+1) FS (k) +Iu . s (0)
2 2 n k-d 2

5.2.7b L'obtention des matrices sl(k) et sz(k) s

Post-multipliant la transposée de 1'équation (4.65) par c,

tout en tenant compte du fait que la matrice F qui commute avec les

matrices sl(k) et Sz(k) est sous forme exponentielle, nous
obtiendrons :
sT(k+1)c = FIsT(k)e + eyp
(4.92)
sT(k+l)e = FIST(k)e + cup g

La comparaison entre celles-ci et les é&quations des filtres

.

variables d'etat, équation (4.65), montre que :

T T
gi(k) = sl(k)g §§(k) = Sz(k)g

ou bien (4.93)

T T T T
e s;(k) = £ (K) e 8,(k) = £, (k-d)
Post-multipliant les équations ci-dessus successivement par F, F

-1
,Fn , nous pouvons séparer Sl(k) tel que :

_ - _ -
e F o
QTF gl(k)F
S, (k) = (4.94)
1 -
T n-1 T n-1
E F | N & ®F |
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Comme, la matrice

Wo=10¢cT - cTF o ... o cTFn-1
représente la matrice d'observabilite dont le rang est n, nous

D .
pouvons ecrire .

i - - 7
oo 23 (x-d)
|G aor |G Ge-DF
5,00 = W : 5,(k) = W :
-1 T -1
£ or" L, (-a)F"
(4.95)

4.2.7c Equation de 1l'observateur :

Ecrivons 1'équation d'état de la représentation minimale du

systéme (4.89) sous forme plus concise :

x(k) = S(k) © + FK x_, + R(K)§ (4.96)
ol
k
R(k) = ¥ Fk-i(r o;i1,v31; 8T = (yT1-aT]
i=0

Ayant identifié les parametres du systeme O, nous pouvons donc
reconstruire le vecteur d'état & partir de cette estimation des
paramdtres et de la représentation minimale statique du systeéme
(4.96). Ainsi, nous obtiendrons 1l'équation suivante de 1l'observateur

paramétrisé :

N
. . 8.(k)
R = SO 8 = (5100 159(0)] | - (4.97)
B (k)
L'estimation de 1la sortie 9k est donnée par 1'équation

d'observation :

= &% = ¢ [5;(0&H0)+s,(0B(K)]
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= g_'{(k)f;(kﬂg_g(k—d)ﬁ(k) = T x-a)8 1)

(4.98)

Les erreurs d'estimation des variables d'état et de la sortie

sont alors :

=X = s(k)%‘ (F'x +R(K)S. ]
°k T T %% T Zx - ¥ %, 2x
(4.99)
A T ™~ T k
€ =V ~ ¥y = g_(k--d)gk - ¢ [F x°+R(k)§k]
-~ ~ -~
ou O représente le vecteur d'erreur des parametres.

Comme signalé antérieurement, le terme Fkxo a une
décroissance exponentielle rapide et le terme stochastique
R(k)é_k est assez petit de sorte qu'il puisse ©Stre négligé, les

Y s 7z .
erreurs d'estimation peuvent s'ecrire comme :

~ v
S S(k)B(k)
(4.100)
A T ~
€ = T - ¥y = & (-d)8(K)

De la propriété d'identification précisée en Eqn.(5.87) nous

concluons que,

Lim e(k) =
k-

Il
o

(4.101)

et ainsi l'estimé d'état converge vers sa valeur réelle.
L'organigramme illustré en Fig.4.5 présente l'ordre du calcul

de l'algorithme d'identification adaptatif continu.

4.3 Application 2 : Systéme de deux réservoirs :

Pour vérifier nos algorithmes de 1'identificateur-observateur
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Initialisation: a, B8 Y 04 0§,xo
pas d'intégration h, nombre de mesure N

Génération des processus aléatoires w, v
Routine aléatoire w, v

Réponse du systéme dynamique:

x(t) = Ax + Bu + Yo
L'obtention de la sortie de systeme
y(t) = T x(t) + v

~

a

Réponse des équations dynamiques des filtres
variables d'état Fl1 et F2:

1 =AL +hy
fo=Af>+nhu
glovgzo=°-o

Réponse de 1l'équation dynamique du systéme
adaptatif 3 modéle de référence:
F=-N1F+1dq (£) N\ ly+axTz  +8 u+f*Tz,

calcul de 1'erreur de systeme
e1 =y -§

Calcul des covariances
Elye;]1, E({ye1], Eluey], E[{jeq]

Nouveaux estimés des paramétres du systeme

_é_(t) = ~-['1{E[{ye1]1-[0gY$-0%at le}

8(t) = -Ty E[Z2e1]

Solution de 1'équation de modéle de référence
F=-NF+[a7 (£)+Ng 1y+@*Tz; +8 u+BxTz,

Vérification du résultat
e=y-§

[Si lel S c}' {Lerminer
]
Renouvellement des conditions initiales

Fig.4.5 L'organigramme de l'algorithme adaptatif continu
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du systeme stochastique continu et discret linéaire, nous avons
considéré, également ici, 1l'application réelle déja étudiée en
chapitre 3. Néanmoins, nous nous limiterons a considérer seulement

les deux premiers réservoirs; notamment les réservoirs 1 et 2,

Fig.4.6.

{
..|||

Hy Hy

Ry Ry

Fig.4.6 Systeme de réservoirs

Comme obtenu auparavant, ltapplication du principe de 1la
conservation de masse pour le systéme ci-dessus nous donne les

équations d'état suivantes :

dhy/dy = -2hy + 2hy + @ + ©

dhy/dt = 2hy - 5hy

et l'equation de mesure :
h) =[ 0 11h+v
ou w(t) et v(t) sont des processus aleatoires de bruit blanc de

moyenne nulle et de variances respectives :

E[mz(t)] = oi = 0.04 (m3/se<:)2
E[uz(t)] = di = 0.002 (m)2
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Comme notre analyse part depuis la forme canonique

d'observabilité d'état, nous en effectuons 1la transformation a

travers la fonction de transfert du systeme.

En mettant les équations ci-dessus en forme vectorielle d'etat

nous obtenons :

La transformée de Laplace pour cette équation donne :

s+2 211
*[u(s)+e(s) l1+v(s)
~2 s+5 0

1}
—
o
=
Somsaad

y(s)

25—2
= *[u(s)+w(s) +v(s)
1+ 7s-1 + 652

Cette équation est représentée par le schema-bloc, Fig.4.7,
mis en forme canonique d'observabilité.

En spécifiant les variables d'état comme montré dans la figure
4.7, nous aurons les &quations des variables d'état suivantes (en
notations générales),

-71%x1 + %

L
=
Il

e
N
]

-6%1 + 2 u(t) + 20

En forme vectorielle, nous aurons la forme canonique d'observabilité

voulue :
-7 1 0 0

X = X + u + w(t)
-6 4] 2 2
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et 1'equation de mesure

yt) = [ 1 0] x + v(t)

u(t) X9 X9 b3% Xy
-7 1
L
-6 |<
|

Fig.4.7 Schéma-bloc du systéme continu

de deux reéservoirs

En utitilisant des filtres des variables d'etat pour les
signaux d'entrée et de sortie, le (n-1) polynome A(s) est pris
comme

A(s) =s + Np =s + 3

La fonction de transfert du systéme devient,

2

s + 3

y(s) = *[u(s)+w(s) l1+v(s)
sz + 7s + 6
s+3
2
0 +
s + 3
= * fu(s)+w(s)l+v(s)
-6
s + 4 +
s + 3

Les paramétres devant étre identifiés sont donc,
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-4 0
g = N E =
6 2
La représentation minimale du processus sera donc
-7 1 0 0

X = x + u + w(t)
-6 0 2 2

y(t) = [ 1 0] x+ v(t)

Les résultats de cette application seront discutés plus tard apres
la présentation de l'application du systeme échantillonne.

Avant de commencer notre application relative a 1l'algorithme
adaptatif discret, nous proposons 1'6rganigramme présenté par
Fig.4.8 qui illustre la logique de calcul et les etapes devant Rtre

effectudes pour réaliser les algorithmes.

4.4 Application 3 : Version discradte du systéme de deux réservoirs :

Ici, nous nous proposons d'étudier la version discréte du
systéme de niveau de liquide du deuxiéme ordre. Nous nous attachons
3 cette application puisque les constantes du temps des systémes
hydrauliques sont petites et la réponse est suffisamment rapide ce
qui montre l'efficacité de nos algorithmes au cas de bons résultats.

Trouvons la matrice de transition A(k) et la matrice d'entree
B(k) pour le systdme discret pour une période d'échantillonnage T =
0.25 sec, 1'équation dynamique discréte sera représentée par :

0.8336 0.1&24 0.0912 0.0912

x(k+1l) = x(k) + u(k) + w(k)
0.1424 0.6200 0.0080 0.0080

136



Les conditions initiales du systeme, des
filtres a variables d'état et du modéle de référence

Valeurs initiales des paramétres 3 identifier

a, 8

Génération des séquences stochastiques w(k) et v(k)
ainsi que la séquence binaire pseudo-aléatoire
représentant l'entrée u(k)

Solution des équations dynamiques du syst3me
d'origine et obtention de la sortie y
x(k+1l) = Ax(k) + B u(k) + ¥ w(k)

y(k) = ¢ x(k) + v(k)

Solution des &quations récurrentes des filtres
a variables d'état Fl et F2

Solution de 1'équation récurrente de la sortie du
systéme adaptatif 3 modéli de référence “y"
~
¥k = LT(k-d) O(k) ; et y(k+d) = LT(k) O(k)

Calcul de l'erreurA§u systéme
e=y-y

Application des lois adaptatives et mise & jour des W
valeurs estimées des paramétres du systeéme

A A Ok o~
O(k+1) = O(K) - ————mm——— LT(k-4) [-OTL(k~-d)+vy]
(1+1Ly-ql1?)

|

Adaptation de la sortie du modéle de référence et obtention de
A
e=yY-Y

Si l el < ¢ k=k+1
non

Terminer

Fig.4.8 L'organigramme de 1'algorithme adaptatif discret.
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et la mesure entachée de bruit d'observation,

Y = [0 11 x(k) + v(k)

ou w(k) et v(k) sont des séquences stochastiques de procédé et

de mesure de moyenne nulle et de variances respectives,

Elw2(k)]

o 4.0

e BN
1

E[v2(k)] 2x10-3

o]
En suivant les memes démarches pour transformer notre systime 3
la forme canonique d'observabilité, nous aurons par l'aide de 1la

figure 4.9 les équations suivantes :

xl(k+1) = 1.4536 xl(k)+ xz(k)+0.008u+0.0080(k)

xz(k+1) = —-0.4966 xl(k)+0.0063u(k)+0.0063(.)(1()
u(t)

0.0063 0.0080

x2(k+1) . x2(k) ‘l' xl(k+1)l T *1(k)=Y(k)

z= () z= ————

-0.4966 1.4563

| |

Fig.4.9 Schéma-bloc du systéme discret

ot, en forme canonique d'observabilite nous avons,

1.4536 1 0.0080 0.0080
®x(k+1l) = x(k) + u(k) + w(k)
~-0.4966 0 0.0063 0.0063

vy = [0 1] x(k) + v(k)
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La matrice F pour les filtres a variables d'etat est choisie de

la fagon suivante :

- elle est réguliere d'ordre n et en forme canonique

d'observabilite.
- elle est uniformément asymptotiquement stable, c'est-a-dire,
les valeurs propres de F sont 3 1'intérieur du cercle unité.
- Le polyndme f(z—l) est premier relatif au nunferateur et

dénominateur de la fonction de transfert du systéme.

D'ou, F est pris comme
0.3 1

-0.02 0-
Aingi, le polyﬁ%me stable f(z~1l) est obtenu comme :
£(zl) = { 1-z71 FI = 1 - 0.3z71 + 0.022-2
La forme finale du systéme 3 identifier est donc,

1.1536 1 1 0.0080
x(k+1) = x(k) + 0.008 u(k) + w(k)
-0.47 0 0.79 0.0063

Yk = [0 1] x(k) + v(k)
et les parametres i identifier sont :
-1.1536 1.0

0.47 0.79

L'entrée u(t) doit ©tre assez riche en fréquences et

persistante. Dans notre travail nous avons considéré :
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-

— un signal carré d'amplitude 1.0 et de période "Tl", 8 a 10
fois la période d'échantillonnage "T" de la solution des
équations dynamiques.

ou - un signal séquence binaire pseudo-aléatoire "PRBS" qui prend

la valeur "0" ou "1" d'une fagon aléatoire.

4.5 Résultats et discussion :

D'une part, 1les figures 1[(4.10)-(4.16)1 représentent les
résultats obtenus a travers 1l'identificateur adaptatif continu et la
convergence éventuelle des parametres & leurs valeurs réellesp
D'autre part, les résultats du systéme échantillonné sont montrés
par les figures ([(4.17)-(4.20)] représentant la convefgence de
1'algorithme adaptatif discret d'identification pour des écarts
paramétriques plus importants que le systéme continu.

Pour le sgsystéme continu, les algorithmes adaptatifs sont
effectués avec et sans une distance a 1'état initial. Dans les deux
cas, les paramétres aussi bien que les variables d'état convergent a
leurs valeurs réelles, Fig.[(4.13)-(4.16)]. Néanmoins, on constate
que la convergence de 1'algbrithme de 1'observateur adaptatif est
plus rapide lorsque les conditions initiales des variables d'état du
systéme et de l'observateur sont identiques.

Il faut indiquer aussi que les facteurs pl, I ¢ et

n

S., .. s ) pourraient aussi influencer la rapidité de
1 n
convergence. Nous avons considéré plusieurs ensembles de valeurs de

ces facteurs et avons constaté un peu de différence dans la
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Paramétre a

i 1 : I { N ) ! |

]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 >

Nombre d'itération

Fig.4.10 Distance de parametre @

Parametre a

8.0

6.0

4.0

2.0

2

..
-

i 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre d'iteration

Fig.4.1l1 Distance de parametre a,

Paramétre 81

4.0

3.0

2.0

1.0

1 2 3 4 L 6 7 8 9 10
Nombre d'itération

Fig.4.12 Distance de parametre 81
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Distance d'etat

Dy1

0.1L

1 2 3 4 5 6 1 8 9 10
Nombre d'itérations

Fig.4.13 Distance d'état x, de 1l'observateur adaptatif,

1

cas des conditions initiales égales.

Distance d'état
Dy 1

|

2.0
1.5
1.0

0.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre d'itérations

Fig.4.14 Distance d'état x, de l'observateur adaptatif,

1

cas des conditions initiales différentes
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Distance d'état

i 1 1 { 1 1 N 4 1
5 6 7 8 9 10

Nombre d‘'iterations
Fig.4.15 Distance d'état x, de 1'observateur adaptatif,

cas des conditions initiales égales.

Distance d‘'état

Dyx2

)

2.5

2.0

1.0

i | | 1 | - | ! 1
5 [ 7 8 9 10
Nombre d'itérations

Fig.4.16 Distance d'état x_ de 1l'observateur adaptatif,

2

cas des conditions initiales différentes
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Param$tre aj

[} L | 1 5. 1 ] 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre d'iterations

=

Fig.4.17 Distance de paramétre a,du systeme discret

1

Paramétre a;

Nombre d'itérations

1 1 1 1 1 t 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig.4.18 Distance de parametre a, du systéme discret
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Parametre B3

+
3.01\\\\

1.0} —— - — ____TO———0—— o WNSINY , W

l | ] ! 1 L 1 1 1 1 —
1 2 3 4 S 6 7 8 9 ,10
Nombre d'iterations

Fig.4.19 Distance de parametre B, du systéme discret

Paramétre B,

}

2.0
1.5
1.0+

0.5

i ! ! 1 ! ] 1 ! { P
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre d'itérations

Fig.4.20 Distance de parametre 82 du systeme discret
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convergence entre eux. Cependant, il reste la question du choix
optimal de ceux-ci. Ce probléme est résolu dans le systéme
échantillonné pour 1le choix de dk dans 1l'algorithme adaptatif
discret.

Dus aux effets aléatoires des processus de bruits Eq.(4.29), il
faut tenir compte de la zone morte de l'algorithme adaptatif et que
le processus d'identification devrait Btre donc arrété avant qu'une

divergence eventuelle ne soit probable.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons considéré le probléme d'estimation
du vecteur d'&tat pour un systéme stochastique continu et discret
non variable ou lentement variable dans 1le temps, dont les
paramétres structuraux sont imparfaitement connus. Ainsi, pour
reconstruire le vecteur d'etat, il nous faut 1l'identification des
paramétres de systéme.

L'approche du systéme a modéle de référence adaptatif a %été
suivie pour 1l'étape d'identification. Le principe de la réalisation
non-minimale ol deux filtres a variables d'état sont employés pour
1l'entrée et la sortie du systéme d'origine est adopté en vue d'avoir
assez d'information pour 1t'identification de 2n paramétres du
systeme. Comme cette derniere représentation a une configuration
importante qui est que toutes les variables d'etat sont accessibles,
le processus d'identification peut @Stre acheve separément du
probléme de la reconstruction d'etat.

Ayant effectué 1'étape d'identification, nous avons procédé a
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la derniére étape concernant la reconstruction du vecteur d'état. Le
principe de 1*'observateur asymptotique de Leuenberger est utilisé
dans le systéme continu; et celui de 1'observateur paramétrisé dans

le systéme discret.
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CHAPITRE V

CONCLUSION GENERALE ET RECHERCHES FUTURES



La régulation continue et échantillonnée des systeémes
stochastiques en boucle fermée par une contre réaction
proportionelle permet, lorsque tous les états sont accessibles,
d'imposer au processus a commander, un point de fonctionnement
souhaité en un temps fini minimum.

Oor, la réalisation d'un tel processus se heurte dans la
pratique d 1'impossibilité de capter toutes les variables d‘'état. De
plus, la loi de commande par contre réaction de sortie définie par
la relation vectorielle u = -Ky(t) n'appartient pas en général a
l'ensemble des lois de commande proportionelles; elle doit donc
bontenif des états susceptibles & des variations plus rapide que les
états observés.

C'est ainsi que le but de notre these consiste a reconstruire
le vecteur d'état et a trouver un estimé aussi proche que possible
du vecteur réel d'édtat du systeme d'origine.

Dans les algorithmes de filtrage optimal, nous sommes
confrontés a4 de différentes difficultés pour 1'implantation du
filtre optimal. L'indisponibilité de l'information & priori (1'état
initial 50 et 1la covariance d'erreur initiale Po), le manque
de valeurs exactes des paramdtres structuraux A, B et C, de m€me que
1'incertitude 3 1'égard des valeurs reéelles de covariances de bruit
Q, R sont les sources principales de la difficulte.

Normalement, des analyses d'erreur et de sensibilité pour des
systémes stochastiques sont effectuées et mettent en évidence un
certain nombre de points importants, notamment :

- le systeme montre parfois plus de sensibilité aux

variations de certains éléments de Q et R qu'a d'autres.
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~ certaines observations sont faiblement touchées de
bruits ou méme parfaitement mesurdes.

C'est dans cet optique que 1l'on peut définir les @Yements de Q
et R qui doivent Stre estimés; alors que pour les autres, il suffit
de désigner des valeurs conservatives issues des experiences
précédentes. Ainsi, beaucoup d'efforts et temps calcul sont épargnés.

Le probléme d'identification des covariances de bruit Q, R et
le filtrage adaptatif constituent un point essentiel vu leur
importance @ 1l'égard de la reconstruction du vecteur d'état entier
comme une étape substantielle d'une commande efficace pour 1le
systéme d'origine.

L'on s'est rendu compte dés le début qu'il faut &viter autant
que possible les inconvenients de certaines methodes, notamment la
divergence &ventuelle et la dégradation du comportement du filtre
faute du controle du pas de correction. C'est ainsi que notre
méthode d'identification est effectuée & partir des variations
inerémentales AQ et AR permettant de contrdler en permanence le
ras de correction de sorte qu'une fonction cout quadratique d'erreur
soit minimisée.

Durant 1'analyse d'erreur et de sensibilité d'un systéme
stochastique, nous percevons parfois, que certaines composantes de
la sortie du processus sont tres faiblement atteintes ou
parfaitement mesurées. Ceci nous a poussés & trouver une solution
pour un tel probléme, d savoir, le probldme de “filtrage singulier"
par un autre moyen que le filtre de Kalman car celui-ci ne peut plus
Stre utilise 3 cause des matrices mal-conditionnées et des problémes

de calcul. C'est dans cet esprit qu'une partie de notre travail
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s'est consacrée pour la conception d'un observateur 3 un ordre
réduit pour des systemes stochastiques ayant des mesures singulidres
de bruit.

Enfin, on a abordé le probleme des systémes stochastiques dont
les propriétés statistiques sont plus ou moins connues mais qui
manquent d'information concernant les paramétres structuraux. Il est
évident, dans telle situation, qu'il nous faut un identificateur-
observateur adaptatif pour estimer les parametres structuraux du
systéme et en meme temps en reconstruire le vecteur d'état. C'est ce
qui a été effectué dans le chapitre 4 de la thése.

A travers notre travail dans les trois problémes, nous avons
le sentiment que ces méthodes sont importantes et cruciales pour 1la
commande des processus industriels. Citons a titre d'exemple, les
perspectives d'applications des systémes adaptatifs 3 modéle de
référence sans accds aux variables d'état et qui sont tres
encourageantes. Néanmoins, il y a un certain nombre de problémes qui
pourraient faire 1l'objet de futures recherches. Parmi ceux-ci,
figurent les suivants :

- La possibilité de 1'utilisation des filtres a variables
d'état pour 1l'entrée et 1la sortie des systémes stochastiques
multivariables des parametres structuraux inconnus en vue
d'identifier les valeurs de ces paramétres et de reconstruire le
vecteur d'état. Cela se considere comme une géndralisation de filtre
de Kalman pour les systémes multivariables stochastiques lineaires
qui n'ont pas d'information a priori a4 1'égard des paramdtres
structuraux.

-~

- A partir des filtres & variables d'etat pour les vecteurs
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d'entrée et de sortie des systémes stochastiques multivariables de
représentation canonique, nous pensons possible d'effectuer :
a) 1'identification des paramétres structuraux du systeme.
b) 1*identification des parametres stochastiques,
¢test-a-dire, les moments statistiques des bruits.
¢) l'estimation du vecteur d'état.
En d‘autre termes, rassembler le premier et le troisiéme probléme
traités dans la thdse pour des systémes stochastiques lineaires
multivariables.

- 8i certaines mesures du systéme stochastique cité ci-dessus
sont parfaitement mesurées, dans ce cas, a c¢oté de 1'identification
des paramétres structuraux et stochastiques il devient possible de
trouver un observateur d'ordre réduit pour estimer uniquement les
variables non-observées.

- Nous proposons 1l'utilisation des observateurs adaptatifs
pour des systemes adaptatifs & modéle de référence paralldle pour la
synthése des structures de commande adaptive indirecte.

- Nous pensons aussi que l'identification adaptative et 1la

-~

commande adaptative & 1l'aide des observateurs de la forme canonique
d'observabilit@é sont susceptibles d'8tre  etendue au cas
multivariable.

-~ L'algorithme des observateurs adaptatifs stochastiques peut
€tre étendu pour la synthese de commande adaptative qui tient
compte, a cOté des bruits, des dynamiques non-modélisées.

Enfin, nous souhaitons que le travail effectué ieci soit utile

a ceux qui s'intéressent aux domaines d'identification,

d'estimation, et des systémes adaptatifs.
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RESUME

Une methode d'identification des elements des matrices de
covariances de bruit du systeme et de 1'observation est effectuee.
Nous nous sommes - rendus compte d'eviter autant que possible les
inccnvenients de certaines methodes; notanment 1la divergence
eventuelle et la degradation du comportement de filtre faute de
controle du pas de correction. C'est ainsi que notre methode
d'identification est achevee a partir des corrections incrementales
permettant de controler en permanence le pas de correction de sorte
qu‘une fonction cout d'erreur quadrztique soit minimisee.

Durant 1'analyse d'erreur et de sensibilite d'un systeme
stochastique, quelques fois il est percu que certaines composantes
de 1la sortie du processus sont tres faiblement atteintes ou
parfaitement mesurees. Ceci nous oblige de trouver une solution pour
tel probleme, a savoir, le probleme de "filtrage singulier” d'autre
moyen que le filtre de Kalman car celui-ci ne peut plus etre utilise
a cause des matrices mal-conditionnees et problemes de calcul. C'est
dans cet esprit qu’une partie de notre travail s'est consacree pour
la conception d'un observeur a un ordre reduit pour des systemes
stochastiques ayant des mesures singulieres de bruit.

Enfin, 1le probleme des systemes stochastiques dont les
proprietes statistiques sont plus ou moins connues mais qui manquent
d’'information concernant ses parametres structuraux a ete aborde.
C’est evident, dans telle situation, qu'il nous faut un identifieur-
observeur adaptatif pour esi‘i,mer leS parametres structuraux du
systeme et en meme temps en reconstruire le vecteur d'etat. C'est ce
qui a ete effectue dans la derniere partie de la these.



