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INTRODUCTION GENERALE 

La synthPse de nouveaux matériaux, caractérisés par d e  

propriétés semicunductrices, supraconductrices,ayant une haute 

résistance à l'usure, etc. a été une conséquence directe des 

nombreux travaux théoriques et expérimentaux, menés A terme ces 50 

derniPres années. Une attention plus spéciale a été dévolue aux 

matériaux semic~~nducteurs,aux céramiques,aux nouveaux alliages et 

aux matériaux composites. 

L'emploi des multicouches faites d e  différents matériaux, 

pour améliorer certaines propriétés (ex: haute réflectivité dans 

les interférométres d e  Fabry-Perût Cl]) et produire d e  nouveaux 

dispositifs C ex:lasers solides E21 1,  a été fréquent depuis des 

années. Cependant l'étude des propriétés spécifiques 

(vibrationnelles , électroniques, etc:), dans ces matériaux 

composites a commencé récemment. 

LTétude théorique des propriétés vibrationnelles dans les 

matériaux composites multilamellaires et plus particuliPrement 

superréseaux, h l'aide d e  la Théc~rie Générale d e  Répctnse des 

Interfaces est le but du présent travail-Cette théorie mise ou 

point récemment par L. DOBRZYNSKI Cll,l21, a permis dTarriver & 

des résultats analytiques pour les relations d e  dispersion des 

phonons dans les superréseaux A 3 et 4-couches. 

Dans le chapitre 1 sont prgsentées bridvement :?s notions 

générales : d e  la théorie de lTélasticité (milieu continu infini?, 

des vibrations dans les milieux cristallins (milieu discret 

infini?, et d e  la théorie de Réponse des Interfaces. 

Dans le chapitre I I  on présente un moddle simple d e  

superréseau h N-couches pour les milieux discrets h structure 

cubique simple.Leurç propriétés vibrationnelles sont étudiées e n  

utilisant la Théorie d e  Réponse des Interfaces C111, et les 

calculs et les résultats (relations d e  dispersion pour les 



superréseaux A 3 et 4-couches 1 sont présentés dans deux 

publications annexes. 

Dans le chapitre III o n  présente un modèle de superréseau A 

N-couches dans lTapproximation des milieux continus, et l T o n  

étudie la propagation des ondes élastiques transverses en 

utilisant la Théorie de Réponse des Interfaces C12l.Les calculs et 

les résultats (relations d e  dispersion pour les superréseaux A 3 

et 4-couches1 sont donnés dans une publication annexe. 

.Finalement dans le chapitre IV on présente quelques 

conséquences découlant des relations de dispersion pour les 

phonons dans le cas continu-Ensuite on fait une comparaison entre 

nos résultats thgoriques et les résultats expérimentaux des 

phonons acoustiques,obtenus par spectroscopie Raman (D-A-Lockwood, 

Ottawa,Canada) . 
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1. INTRODUCTION 

LyBtude des phonons dans les superréseaux à N-couches, pour 

les cas discrets et continus, constitue le but d e  ce travail. 

Cependant vu que les superréseaux sont un arrangement d e  

différents matériaux, chacun ayant des propriétr.5~ physiques 

spécifiques, et que ces propri&tés déterminent celles d e  

l'ensemble d u  systéme composite, il est nécessaire d'abord d e  

connaître les propriétés individuelles d e  chaque composant; 

notamment, celles liées aux ondes élastiques dans les milieux 

isotropes et continus, aux vibratians dans les milieux cristallin5 

et aux proprié tés dynamiques dérivées. 

C e  chapitre donne dPabord une définition générale d e s  

superréseaux à N-couches, puis aborde les aspects généraux d e  la 

dynamique d e  propagation des ondes dans les milieux continus, o u  

cristallins à structure cubique dans lrapproximation d e  grande 

longueur d'onde. 

Nous esquissons, tués briévement, la théorie générale qui 

permet l'obtention d e  la relation d e  dispersion pour les phonons 

dans les superréseaux à N-couches, e n  mettant l'accent sur les 

équations fondamentales et la méthodologie d e  leur application. 

1.1. - SUPERRESEAUX A N-COUCHES. DEFINITION. 

On définit de façon générale les superréseaux, comme un 

matériau composite avec une structure multilamellaire périodique, 

oQ chaque super-cellule unité (Fig.I.11 est constituée par 

N-couches d e  i matériaux différents, cela signifie qup un 

superrBseau à N-couches est un materiau d e  périodicité definie 

construit en répétant la super-cellule dans lrespace (-a, < z < a, 

1. La variable z indique la direction de croissance d u  

superréseau. Chaque lame d e  matériau i et d r  épaisseur d. 
1 

srétend infiniment dans le plan (x,y1; ces lames sPempilent 

l'une sur l'autre pour constituer la super-cellule unité. Cette 
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unité d e  base a un paramètre d e  réseau defini comme: 

Le volume du superréseau cunstitue le domaine d e  definition 

D qui est fcrmé par lFensemble de tous les saus-dumaines 
00 

D definis pc~ur chaque matériau i, plus l'ensemble des 
i 

sous-dc~maines M qui intègrent l'espace M des interfaces. 
i 

Cr est -à -dire: 

Les modèles des superréseaux utilisés pour le déroulement du 

travail dépendent du caractère continu ou discret d e  la matiere; 

donc, une définition spécifique pour chaque approche sera 

presentée dans les chapitres correspondants. 

1.2.- ONDES ELASTIQUES 

La propagation des ondes élastiques dans les milieux infinis 

est déterminée par les caractéristiques et les qropriétés du 

milieu. 

Nous allons mentionner brièvement les notions d e  

dynamique d e  propagation des ondes dans l'approximation des 

milieux continus, c'est -&-dire dans les matériaux pour lesquels la 

longueur d'onde A est beaucoup plus grande que le paramètre du 

réseau . 

Dans la théorie de l'élasticité, dans lFhypoth&se des petites 

déformations (Loi d e  Hooke), et supposant les forces extérieures 



appliquées au élément d e  volume négligables,on obtient pour 
-+ 

lpexpression d e  la force F par unité d e  volume, due aux forces 

des contraintes appliquées sur la surfaceC31 : 

oa F est la cctmposante de la force par unit4 d e  volume, T 
a af3 

est le tenseur d e s  cc~ntraintes, a et p = 1, 2, 3. 

En supposant des conditions isothermes , et des forces 

extérieures nulles, on peut déduire que les tenseurs des 

contraintes et d e s  déformations pures auxquelles est soumis le 

corps sont linéaires et reliés par l'équation: 

où C e sont les tenseurs des constantes élastiques et des 
WPV' PV 

déformations respectivement. Les équations (31 et (41 permettent 

d'obtenir lpéquation fondamentale d e  la dynamique pour un milieu 

élastique en consid6rant uniquement son isotropie o u  la condition 

cristalline. 

A un milieu isotrope,on associe un tenseur i~l>ti-.:ape de 

constantes élastiques et on démc~ntre C41 que 

C = a 6  + b 6  6 + 6 
C@ 6Pv WPV a~ /hr 'av pp 

a, b, c étant constants. 

1 1  est aussi possible d9écrire: 



avec h et p les coefficients d e  Lamé 

Ceci permet d'écrire le tenseur des contraintes comme 

D'autre part, le tenseur des déformations est une fonction 

qui dépend d e s  varia.tions d e  la fonction d e  déplacement local 

U sont les composants du déplacement local pour les od Ua? (3 

directions a, (3. 

L'équation fondamentale d e  la dynamique pour les milieux 

élastiques isotropes est facilement obtenue A partir des 

équations (7) et (31: 

et suus la forme vectorielle: 

-+ 
avec A et V les opérateurs laplaciens et divergence; r étant le 

vecteur positiûn du point oh #=ln considère le déplacement. 

Lorsqu70n considère les milieux cristallins, le tenseur des 

constantes Blastiques est déterminé par la symétrie d e  la 



structure cristalline d u  matériau. Normalement, dans un cristal, 

le tenseur C 
o(/31,lv 

dépend d e  81 composantes, mais e n  tenant compte 

d e  la symétrie d u  milieu, mise e n  relief dans les tenseurs des 

contraintes et des déformations, d e  la condition dTéquilibre 

thermodynamique C51 et dans le cadre d e  l'approximati~~n 

harmonique, o n  peut montrer que ces constantes sont réduites à 21 

composantes indépendantes. 

Dans un cristal cubique,quels que soient les types, e n  tenant 

cc~mpte de toutes ses symétries, le tenseur des constantes 

élastiques spexprime par la matrice C61: 

Pour le mi 1 ieu isotrctpe, 

et alord un élément peut s'écrire: 

avec a,P,p et v = 1,2,3 

L'équation fondamentale d e  la dynamique pour les milieux 

cristallins cubiques est obtenue A partir des équations (121, i 4 ?  

et (31 : 



et sous la forme vectorielle: 

Les équations d e  la dynamique pour les. milieux élastiques 

isotropes et les milieux cristallins cubiques sont isomorphes, tel 

qur on peut le remarquer dans les équatic~ns (3) et C13). 11 y a une 

correspondance directe en changeant les coefficients d e  Lamé A, p 

et les constantes elastiques C 
44 

et Ci.. 

C'est ainsi que nous considérerons la propagation d e s  ondes 

planes dans les milieux isotropes ou cristallins cubiques. 

Si dans le milieu il n'y a pas d'équilibre, mais des 

déformations, il s e  produit des forces nettes par unité d e  volume; 

ces forces produisent une accBl6ration. DVapr&s la deuxidme lui 

d e  Newton 

oQ p est la masse volumique. 

En tenant compte du mc~uvement du systéme, l'équation des 

ondes Blastiques pour un milieu isotrope o u  cristallin cubique, a 

la forme 



Les solutions sous la forme d'ondes planes se 

représentent par : 

+ -t -t + 
U (;, t) = U exp i(K . r - o t) 

O 

+ -t 

orL U est lvamplitude d e  l'onde, K le vecteur dvonde, et o la 
O 

fréquence. 

ûén&ralement, pour une grandeur et une direction du vecteur 
+ 

d'onde K, il y a trois modes normaux d e  mouvement pour l'onde dans 

un cristal; ces modes ne sont pas nécessairement p o l a r i d s  dans 
+ 

des directions perpendiculaires ou paralleles A K. Cependant nous 

ktudierons, sans perte de généralité, les cas particuliers pour 
+ 

lesquels K a les orientations suivantes C1001, Cl101 C1111. 

Pour la direction C1003, la fonction d'onde (16) est 

réduite à: 

-t -t 

U Cxi,t) = U exp iCk x -a t) 
O i i 

+ 
oti Uo peut avoir différentes composantes de polarisation U . Les 

oi 
fréquences pour les trois modes d'oscillation produits dans le 

milieu sont déduits des équations (173 et (151. Deux d e  ces 

modes sont dégénérds et ils sont, en plus, transversaux à la 

direction d e  propagation, avec polarisation dans les directions 



+ 
X2, XB. t e  troisième mode est parallèle à la direction K et il 

est appelé longitudinal. Les relations d e  dispersion pour les 

trois modes sont: 

Aux directions d e  propagation Cl101 et Cl111 o n  associe 

les vecteurs d p o n d e  (K, K, O3 et CK, K, K3 qui permettent 

d e  réduire la fonction d T o n d e  C l 6 3  à chaque orientation respective. 

Les fréquences et modes dToscillation pour ces orientations d e  

propagation sont obtenus d e  façon analogue a u  cas précédent 

ClOOI. Une illustration est présentée dans la Fig 1.2, pour les 

trois modes dFuscillation, avec les fréquences respectives et les 

directions d e  polarisation. 

Il faut remarquer quelques propriétés apparaissant sur 

cette figure, pour les cas traités. 

Il y aura toujours un mude dToscillation longitudinal, 
+ 

parallèle a u  vecteur d'onde K, tandis que les autres seront 

transversaux. 

Les modes transversaux sont dégénérés puur les directions d e  

prclpagatiun Cl001 , Cl101 et C l l i l .  

Les relations d e  dispersion w ( K ? ont la f1=1rrne 



Figure 1 .  êa.. -Direction de propagation C1001. 



Fiyre 1.  tb. . -Direct ion de propcyot ion t1101.  



F i - e  I.2c.-Direction de propagation C1111. 



où V, vitesse d e  phase, est indépendante du vecteur d T o n d e  et 

dépend des paramètres caractérisant le milieu ( p ,  Cii. Ci2,C14>. 

La Fig I.2b montre quTl y a un mode, dans la direction X 
3 

qui nTest pas couplé tandis que les autres, contenus dans un plan 

nommé sagital, le sont, 

Les solutions pour lr&quation d'onde (151, sous une forme 

arbitraire, peuvent toujours s e  separer en deus ondes se 

propageant indépendamment avec des vitesses V et VL différentes. 
T 

-b 

On peut donc écrire la fonction déplacement 'UC 3, t:) comme la 

somme d e  deux fonctic~ns: 

uù UT et UL doivent satisfaire: 

Ces cl~nditions signifient que lorsque l'onde élastique se 

propage, les changements d e  volume ont lieu uniquement dans la 

direction langitudinale, les directions transversales produisant 

seulement des changements d e  forme. 

L'équation d'onde (15) prend la forme suivante: 

et avec (193 et (201 o n  peut obtenir: 



Ces expressions sont des équations d'onde dans l'espace 

tridimensionnel et représentent les équations dynamiques pour les 

ondes &lastiques avec des vitesses V et 
T 

VL diffirentes. Ces 

vitesses sont nommees vitesses transversale et longitudinale du 

son . 

Bref, on peut déduire de l'analyse théorique qui vient d'être 

faite, trois conclusions générales. 

Primo: l'équation d'onde pour les milieux isotropes et les 

milieux de structure cubique est la &me, mis à part les 

coefficients qui, dans un des cas sont les coefficients de Lamé, 

et dans l'autre les constantes élastiques. 

Secundo: La propagation des ondes dans les milieux élastiques 

produit des modes d'oscillation qui peuvent, dans certains cas 

particuliers, &tue perpendiculaires ou paralléles au vecteur 
+ 

d'onde K . 

Tertio: La relation d e  dispersion a une forme fonctionnelle 
+ 

linéaire entre w et K qui est donnée par 



C e  qui est caractéristique des milieux non dispersifs puisque 
+ 

V ne dépend pas d e  K . 

Les idées présentées ici seront utiles à la compréhension 

des chapitres suivants. 

1.3. - VIBRATION DU RESEAU. PHONONS 

Dans ce chapitre de notions générales, nous élargissons la 

discussion des vibrations élastiques dans les cristaux au domaine 

des petites longueurs d'onde .Dans ce domaine,la *riodicité de la 

structure cristalline a des condquences très importantes pour les 

ondes élastiques et quelques concepts qui en dérivent seront 

utilisés par la suite. 

Lorsqu'on considère des ondes élastiques se propageant dans 

une direction telle que la polarisation soit purement 

longitudinale o u  transversale, il est possible d'effectuer un 

traitement simplifié du problème avec les hypothèses: 

al La propagation a lieu dans une direction de symétrie 

tel le que, chaque plan contient le &me type d'atome. 

bl L'onde produit des déplacements des plans atomiques paralléles 
+ 

ou perpendiculaires au vecteur d'onde K . Cette condition 

permet d'écrire le déplacement par une . coordonnée U 
n 

signifiant le changement relatif de la position du plan n Par 

rapport à lP4quilibre. En cans&quence le problème se réduit à une 

dimension: chaî ne linéaire C71. 

cl O n  considére deux atomes dans chaque cellule élémentaire, 

de masse M et M et la constante d'interaction atomique 
i 2 

est la &me dans toute la chaîne 



dl Chaque plan atomique interagit uniquement avec les 

premiers voisins. 

Avec ces hypotheses, et en utilisant le modèle de la chalne 

linéaire biatomique d e  la FigI.3. orlr U et V représentent les 
n n 

déplacements des atomes de masses 
Mz' 

o n  obtient les 

équations dynamiques: 

des solutions sous la forme d'ondes planes pour U et V 
n n 

U = U e x p i t n a k - w t l  
n 

C 25a 

permettent d'obtenir les fréquences et les modes dToscillation des 

systémes cristallins. (23) et (25) permettent d'obtenir la 

représentation matricielle : 

Pour qu'il y ait des solutions, il faut que le d&terminant 

soit nul et on aura donc: 

dont les solutions seront: 





et le rapport des amplitudes 

A partir de (28) on peut voir que pour chaque mode d e  

polarisation dans une direction de propagation fixe, la relation 
+ 

d e  dispersion o(K) présente deux branches. Une solution exacte 

sera présentée graphiquement par la suite, mais il est intéressant 

de faire une analyse des cas limites Ka < < 1  et Ka= j n : 

1 'équation (28)  peut alors s'exprimer comme 

et dpautre part (29) nous donne: 



Cela signifie que lorsque Ka devient petit, la fréquence o 
î 

du premier mode tend vers une constante différente de zéro, tandis 

que pour le deuxième mode o n  trouve une relation de dispersion qui 

coïncide avec le cas traite dans les milieux continus. 

D'autre part, le rapport des amplitudes pour le mode 

o = o indique que les atomes dans chaque cellule oscillent avec 
î 

des phases opposées, le centre des masses restant fixe. Si o n  
+ 

considère des atomes avec des charges opposées (Na , cl-) on 

pourra exciter des mouvements de ce type en les faisant interagir 

avec des ondes dlectromagnétiques. C'est ainsi que cette branche 

est nommée la branche optique. 

Pour le mode o = o les atomes oscillent en phase et se 
2 

déplacent ensemble, comme dans les vibrations acoustiques. C'est 

ainsi que cette branche est nommée branche acoustique. 

Les concepts de branches optique et acoustique ont un 

caractére plus général, m&me s i  on les a déduit pour un cas très 

simple et particulier. Chaque atome dans la cellule élémentaire a 

trois degres d e  liberté,donc il y aura 6 branches d e  dispersion 

possib1es:trois sont acoustiques et le reste optiques.STil n'y a 

pas de dégénérescence les six modes auront des fréquences 

différentes: (TIAI, (T2A3 (LA) iTîO) CT20) (LOI; T pour les 

transversales,L pour les longitudinales,A pour les acoustiques,et 

O pour les optiques CS]. 

Dans les cas oti la cellule élémentaire a p atomes, il Y 

aura 3 branches acoustiques et (3p-33 branches optiques. Ce fait 

est dQ à ce qu'il n'y a que trois mouvements possibles dans 

lesquels les p atomes et leur centre de masses se meuvent en 

phase. 



Pour les valeurs Ka + n, les fréquences de la branche 

optique et acoustique tendent vers: 

avec 

-e 

Les vecteurs d'onde K des modes de vibration placés dans le 

voisinage d e  5 n/a ont une signification spéciale lorsquT on 

analyse la propagation de l'énergie. 

Rappelons-nous qu'une onde en se propageant dans un milieu, 

peut avoir une énergie avec une vitesse appelée vitesse d e  groupe 

C91. Cette vitesse se définit par: 

A partir de (33) et (323 on peut déduire que la vitesse d e  

groupe est nulle. C'est-à-dire qu' il n T y  a pas de transport 

d'énergie. Cette proprieté est caractéristique des ondes 

stationnaires. 



+ 
Autrement dit, les ondes d e  vecteur K dans le voisinage de 

K = 2 n/a seulement peuvent être du type stationnaire. 
m a x  

Encore un autre aspect à souligner est celui d u  domaine d e  la 

relation d e  dispersion o(K3 Ceq. (283 1. 

En principe K peut Btre une variable continue, cependant, 

comme o n  le verra par la suite, elle est discrète et, en plus, un 

la définit dans 1' intervalle C -n/a,n/al, appelée première znne de 

Brill~~uin. La non continuité d e  K est déduite en appliquant les 

conditions d e  Born-Von Karman C71, aux frontières d e  la chaîne, ce 

qui conduit aux N valeurs d e  K non équivalentes. 

ob m est un entier et N est le nombre d e  cellules dans la chaîne. 

Les valeurs quantiques d e  K mènent A des valeurs quantiques 

d e  l'énergie des vibrations cristallines; ces quanta de vibration 

sont les phonans. 

On démontre facilement, en ccinsidérant les amplitudes U et 
n 

U qupun vecteur dponde quelconque étant hors d e  la le' zone 
n+i  

d e  Brilluuin, peut être réduit e n  faisant: 

avec 

m étant un entier. C e  fait justifie l'intervalle défini 

précédemment pour le vecteur K. 



Sur les figures 1.4 et 1.5 nous présentons, d e  façon 

schématique les idées que nous venons d e  traiter. On peut avancer 
er 

deux conclusions D'abord, aux limites d e  la 1 Zone d e  Brillouin 

K = + ri/a il y a une largeur d e  bande d e  fréquences 
m a x  

interdites; donc cette region-là correspond A un vecteur d T o n d e  K 

complexe, d e  façon telle que l'onde soit amortie. 

Ensuite, sur la Fig. 1.5 on a représenté d'une façon 

approximative la relation d e  dispersion pour une onde 

&lectromagnétique dans un milieu cristallin; o n  voit que les 

courbes associées se coupent avec les branches optiques, ce qui 

indique la possibilité d'exciter des modes du réseau avec la même 

fréquence,la &me longueur d'onde et la même vitesse d e  phase que 

l'onde électromagnétique. 

Si un photon est absorbé par le cristal et produit un seul 

phonon, la loi d e  conservation d u  vecteur d'onde établit que K = 
P 

KI. Les photons d e  frequences d e  lTordre d e  10" Hz. ont des 
-a 

vecteurs d'onde d e  lrordre d e  la3 cm , cependant les vec tecirs 
8 -1 

dTnnde des phonons peuvent atteindre d e s  valeurs d e  1 0  cm . Cela 

implique que les phonons produits par les photons dans les 

processus directs ont des vecteurs d'ondes courts, donc les 

fréquences dTabsortion dans la branche optique cc~rrespûndent à la 

région infrarouge d u  spectre. 

DTautre partvon peut aussi voir que la relation d e  dispersion 

d e  la lumigre coupe les branches acoustiques seulement pour K=O. 

Des excitations pour cette valeur du vecteur d'onde s e  font dans 

les expériences d e  dispersion brilluuin C101. 

Les idées développées .jusquTici d'une façon élémentaire, sont 

d e  caractére général et elles servirunt à la cumpréhensiun d e  

notre travail. 



B.O. - Branche Optique 

6 .A. -  Branche Acoustique 

Figure 1.4.-ReIation de dispersion par une chaîne 

linéaire biatomique. 



F Lgure ;. I.5.-ReIafiiu!~ Je dispersion par f e ré-:-, 
-+ad 
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11.4 THEORIE DE REPONSE DE INTERFACES 

La méthode que nous avons employée pour le calcul des 

relations de dispersion pour les phonons dans les superréseaux A 3 

et 4-couches, aussi bien pour le cas discret que dans 

l'approximation des milieux continus, est fondée sur la Théorie d e  

Réponse des Interfaces developpée par L. Dobrzynski C11,123. 

Nous allons présenter ici un bref rappel des équations et la 

méthodologie. 

Soit un systéme composite,défini dans un domaine infini Dm , 
for& par N matériaux diffërents CFig. a ;  la Théorie d e  

Réponse des Interfaces établit la possibilit6 d e  connaIttre les 

propriétés du systbme, à travers la connaissance de la fonction 
0)  

Cfonction de Green associée à l'opérateur hl, si, pour 

chacun des matériaux composants (Fig. I.6b3, on conna2 t les 
CS CS 

fonctions réponses G .et leurs opérateurs H . C  1 I i 5 
01 01 

N3. 
* e+ 

Les opérateurs h et H peuvent être, selon la propriété à 
oi 

étudier,un hamiltonien, une matrice dynamique, etc. 

Les équations fondamentales de la théorie découlent de: 

CS 
oQ 1 est l'identité 

Elles permettent de mettre en rapport la fonction de 
* 

1$ référence G et la fonction réponse g : 



Dao 

F i r e  1 . k .  -Syst+me composite àans un &mine infini Dm 

Figure 1.6b. -Sous-domai ne Di . 



w 
définies dans Dm. La fonction de référence G est une matrice 

diagonale par blocs; chacun d'entre eux construit avec les 
@ 

éléments de la fonction réponse G o  définie dans son domaine 

respectif à 1' intérieur du matériau composite. 

* * 
G Ci, iTl = dii, Goi 

w 
L T  opérateur A Cappelé opérateur réponse d' interface) 

contient l?information qui fait référence aux interfaces créées 

permettant de former le matériau composite. 

avec : 

w 
o V est l'opérateur de clivage qui produit les interfaces, et 

C 
w 
V est l'opérateur d'interaction qui couple les 
1 

N interfaces 

des diffërents matériaux pour constituer le matériau composite. 
@ 

Dans l'approximation des milieu: continus lT~2pérateur V est nul 
1 

<puisque le paramètre du réseau 
ai 

=3 O?. 

Dans quelques applications il faut connaî tue de façon 
H explicite les éléments gCX,XT? de la fonction g du système 

<XTXT E Dm>. 11 est possible de les obtenir A partir des 
($ 

éléments de la fonction référence G et de l'opérateur dTinterface 
* 
A .  



(3 

Les éléments A CX,XV) d e  lTopérateur A satisfont 

o b  M est le domaine des interfaces. 

Cette proprieté permet d'introduire la notation des matrices 

rectangulaires pour écrire lT8quation (37) 

et e n  définissant : 

nous aurons 

équation permettant d e  connaltre tous les éléments d e  g, d e  façon 
4+ +B 

univoque, une fois connus les éléments d e  G et A. Pour les cas 

des superreseaux à N-couches ils peuvent être calcul&s d e  façon 

analytique. 

La théorie d e  Réponse d e s  Interfaces, lorsqu'elle est 

appliquée à l'étude des superréseaux, permet dr&crire la relation 

d e  dispersion des phonons dans ce type d e  matériau composite. 

Cette équation est valable pour les milieux discrets et pour 

les milieux continus et s'exprime par: 



0)  

et K3' K,, sont les composantes du vecteur d'onde K Y  

perpendiculaire et paralléle au plan des interfaces; a est 
u 

l'épaisseur de la super-cellule; rn varie comme 1 I m I NF et o 

est la fréquence. 

9) 
2 La matrice R(N,  m-N; o , K,, est appelée matrice de 

transfert et elle est définie dans les publications qui suivent. 

De l'équation (44) dérivent quelques propriétés. El le 

établit une relation implicite entre la composante K3 et la 

fréquence. La pcSriodicité d e  la fonction Cos (K3 a ) = Cos(K3 a - 
u u 

2 n rr) montre que l'équation aura des solutions dans l'intervalle 

- 1  11 pour les valeurs réelles d e  pour différents 

sous-domaines d e  1 ' espace Co, K//'' qui forment une structure 

caractéristique d e  bandes. 





CHAPITRE I I 
SUPERRESEAUX A N-COUCHES CAS DISCRET 





II. 1. - INTROPW=TIûN 

Le but de ce chapitre est le calcul théorique des relations 

de dispersion pour les phonons de volume et de surface, dans les 

superr&seaux A N-couches (N- 3,4) en employant la Théorie Générale 

de Réponse des Interfaces dt5veloppée C l 1 1  pour ce type d e  materiau 

composite dans 1 ?approximation discrete. Le modele du superreseau 

est pris dans le domaine A lpint&rieur duquel les prapri&t&s 

dynamiques d'une onde se propageant dans ce milieu sont données 

par sa longueur d'onde A . Lorsque h r a (a paradtre du . O O 

réseau cristallin) on aura l'approximation de courte longueur 

d'onde. 

En principe, il est possible, avec cette t w o r i e  de trouver 

de façon @&rale les relations d e  dispersion des phonons dans les 

superreseaux ayant nt importe quel le c e 1  lule élémentaire pour la 

structure cristalline. Cependant le traitement thkarique peut 

sravérer tres complexe, les calculs devant se faire A l'aide d'un 

ordinateur. Dans notre travail nous adoptons un modèle simple de 

cellule él&mentaire, ce qui permet de mener, de façon totalement 

analytique, jusqurA la fin'les calculs pour obtenir les relations 

d e  dispersion correspondantes. 

Par la suite on va détailler le modele du superréseau à 

N-couches, puis la situation particuliere pour N= 3,4. On 

complbtera le chapitre avec deux publications où on montrera les 

resultats obtenus. 

1 1 . 2. - MODELE HV POTHESES ET NOTATIONS 

Un schéma d'ensemble du modele de superrt5seau projet& dans le 

plan x , x 
i' 

est présenté dans la Figure 11.1. Pour une 
3 

reprdsentation tridimensionnelle 1 es couches croissent 

indefiniment paralleles au plan x* x . 
2 





Le modèle qupon propose est construit en répétant 

périodiquement, dans une direction donnée (x 1 une super-cellule 
3 

élémentaire (n1 formée par N lames de matériaux différents. On 

identifie les matériaux avec l'indice i , 1 < i 5 N 1. 

Chaque i-éme lame est obtenue en clivant le matériau i, 

défini dans son domaine infini (Fig. 11.21, et elle est constituée 

par L. plans atomiques,oh chaque atome est identifié par la masse 

Mi, et les interactions interatomiques, à l'intérieur de la 

couche, sont caractérisées par le paramètre (3.. Les plans 

atomiques sont notés par un indice entier 1 111131L.1. 
3' 

Pour les matériaux qui intégrent chaque lame on suppose une 

structure cristalline périodique, avec une cellule cubique simple 

et un paramètre a. EFig. 11.31. La géodtrie de la cellule 

élémentaire est la même dans chacune des différentes lames. 

Le couplage des couches dans le superréseau est caractérise 

par les constantes p i  0" i et j signifient que 

lrinteraction a lieu entre le plan atomique Li, de la lame i, et 

le plan atomique 1 de la lame suivante ( j )  (Fig. 11.41. 

Le modéle du superréseau à N-couches proposé, a la propriét& 

de symétrie de translation dans les directions parall&les aux 

plans C0011, ce qui permet de réduire le probléme à trois 

dimensions au cas plus simple d'une dimension en employant la 

transformée de Fourier,selon laquelle n'importe quel opérateur ou 

fonction se transforme draprés 
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Figure II. 3. -Le reséau cubique simpLe. 





Les cas des superr&seaux avec trois et quatre matériaux à 

l'intérieur de la cellule &lémentaire en tenant compte d e  

l'invariance de translation sont montres dans les Figures 11.5 et 

11.6. 

Bref, les hypotheses employ&es pour developper le modele sont 

les suivantes. 

Primo, approximation harmonique; dans cette hypothése 

l'énergie potentielle du systéme est une fonction quadratique des 

deplacements atomiques par rapport aux positions d'équilibre; les 

forces sont proportionnelles aux d&placements. 

Secundo; approximations des premiers voisins. L'interaction 

de chaque atome a lieu seulement avec les atomes de leur entourage 

places à la même distance CFig. 11.7). Ceci signifie que les 

forces décroissent rapidement avec la distance. Nous avons appel6 

cette interaction /ji 

Tercio; pour les matériaux qui composent chacune des couches 

du superr&seau, on suppose une cellule blémentaire cubique 

simple. 

11.3.- R E W E  DES NOTATION8 EHPLOYEES PAR LA SUXTE 

X : direction de croissance du superréseau 
3 

n : supercellule unitaire qui se rdpète périodiquement (6 n <a) 

N : nombre de couches dans la super-cellule n 

i : indice fixant la couche du matériau i+me dans la 

super-cellule C l  I i i N) 



m : indice fixant la position d e  la couche i dans la structure 

infinie du superréseau 

m = nN + i r (n, il 

L : nombre d e  plans atoniques dans la lame i o u  m 
i 

la : indice pour les plans atomiques dans chaque lame 

(1 I la I Li3 

M : masse des atomes dans la lame i 
i 

f i i  : constante d'interaction interatomique dans la lame i 

f i i j :  constante dpinteraction entre les atomes de lpinterface entre 
deux lames ( K t Li, j a 13 

:cl>:= ao <la$?i + lzGz+ la\>; vecteur position de lpatome 1 

dans le réseau cristallin 

l Y 
: composante v du vecteur (Y = 1p2p3) 

a : paradtre du reseau dans la cellule cubique simple 
O 







Figure II. 7. -L'approxiwt ion des premiers voisins 



11.4. - RESULTATS. 

Dans les publications qui suivent ,nuus montrons les 

résultats obtenus pc~ur la relation de dispersion des phonc~ns 

dans les superréseaux à 3 et 4-cc~uches. 

L'équation 36 de la premiPre publicatiï~n annexe définit la 

relation de dispersion por les phonons de volume dans les 

superréseaux à 3-couches , et 17équation 35 (2-éme publication1 

montre l'expression pour les superréseaux a 4-couches. 

H 
L v  élément g riii, iii) de la fonction réponse gsCnt1, n,i2L*) 

8 

associée A la partie semi-infinie du superréseau coupé, est 

donné par l'équation 36 (2-&me publication). La connaissance des 

p81es de cette fonction permet de déterminer les fréquences des 

modes localisés a la surface du superréseau semi-infini. 
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Buik phonons were obtained pmiousiy for a two-layer superiaûice, &g slab response func- 
tiens. We show that they can be obtained more dircctly Psing buik mponse functionr and the inter- 
face rcsponse theory. This new appmach enabka os to give for the fb t  timc a gaieral theory of 
phonons in N-laye superiatticcs. As an illustration of the theory, we givc a closeci-form expression 
for phoncm in thra-iayer superlattices. 

Phonons in two-layer superlatticcs arç of intaest 
theoretidyl and also have been studied experimcntdy 
by Raman and Briliouin spectroscopies for severai years. 
N-iayer superlattices are formed out of a periodic rrpcti- 
tion of a unit cefl containing N (N > 2)  differcnt slabs. 
There has been progress recently in producing such ma- 
ter& and we hope that the prestnt theoretical paper 
w i i i  stimulate experimcntal investigations of phonons in 
N-layer superlattices. In the next section, we first pr-nt 
a simple three-dimensionai phonon mode1 and then give 
the surface response operaton necssary for a theoretical 
investigation of N-layer superlaîtice phonons. We show 
in Sec. III how the interface rcsponsc theory) enables us 
to calculate the response function and the superlaaice 

This mode1 is not rotationally invariant. Nevertheless, 
tbh ddciency is unimportant for the qualitative investi- 
gation of many physicai properties and in particular for 
our study of the transverse and longitudinal polarized 
ph on on^.^ 

Using tbis form of the potential energy and assuming a 
sinusoida1 time dependence for the displacements, we ob- 
tain three uncoupled equations of motion, which we can 
write in the form 

where 

phonons. A closed-form expression for the phonons in a The corrclponding threcfold-degenerate bulk phonon 
the-iayer superlania is presentcd here for the first dilpnion is 
rime. Fiaily, we discuss some extensions of the present 

LL BüLK PHONON MODEL 
AND THE SURF'ACE REPONSE OPERATORS 

where k=(kl, k,, k,) is the propagation vector. 

We start from an infinite simple-cubic lattice of atoms The bulk vibrationai properties of the above crystal 
of mass. Mi. Let u ,( 1 )  denote the a ( = 1, 2, -or 3) com- c_an be studied with the help of its bulk response function 
Ponent of the displacement of the atom at lattice site G, definecl by 

whcre a, is the lattice parameter and ^xl, Î2, and ^x3 arc whereIsmds for the unit matrix. 
Unit vectors. The potential energy Qi associated with the Taking advantage of the periodicity of the system in 
hice  vibrations of the rn~del'.~ considerd here has the directions pardel to the (001) planes, we introduce the 
rom foiiowing twodimensionai vectom, 

I P ~  kl(l)=k,Pl+k2Î2 , 
'hue 1 ranges o v a  di sites of the crystal, and P over the 
"nearst sites of the atom 1. and a Fourier transformation of the response function 

37 8451 - @ 1988 The American Physical Socieîy 
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1 
~ ~ ( l l ' ; o ~ ) = -  ;S ~ , ( l l * ; k , , o ~ )  and 

N2 kt 

where N~ is the number of atorns in a ((331) plane. 
The corresponding buik response function is6 where E is an infinitesimal positive number. 

C. Tbc surface nspome operitors for one siab 

with 

Let us now create a siab by removing in the infinite 
crys?al aU interactions between the atoms situated in the 
l3 =O and 13= 1 planes, and also between those situated 
in the l, =Li a n d 3  =Li + 1 planes. The corrqonding 
cleavage operator VOi,which when added to the Ho, gives 

"O' the dynamitai matrix b, of the slab and of the two semi- 
infinite crystals, is 

ri= 

The surface rcsponse operator Gi associated to this will prove convenient for labeling a given slab i (or i') in 
siab is formed out of the elements of the unit ce11 n (or n '1. - - The interface atomic interactions are globaliy rep- G i = ~ w ~ o i  , (13) r ~ n t e d  by the coupling operator VI: 

r{i 4 6 ; -  1 )ln, 6, > 1 

,{i+i(l-{f)'", - 1  <{j < l  

{i+({;-l)ln, ti < -1, 

ùelonging stnctly to the slab, namely 
r n  ' 1  B m i m  + I 

1 1 Li-13+1 ~ n ,  
)= -- 

t i+ l  (61;1ti3 +6/;Liti ) + ~ I ~ , I ~ ~ ; , , ~ B ~  -1,m 

1 <13,1; <Li  . (14) 

The above expressions (9)-(14) in another form were used -6, + i,m*6im i si;,, ,Bm.m + I 
' Nm 

before7 for the study of sandwich phonons. They enable 
us to treat in the next section the N-layer superlattice - B . m # -  I ~ I ~ ,  16~;.,, Pm.m + 1 
phonons. .VA, 

EL THE RESPONSE FUNCïïON 
AND THE N-LAYER SUPERLATIICE PHONONS 

A. Definition of the N-hyer superiattice 

Consider N diiferent homogeneous slabs, each bounded 
by ideaiiy tnincated free surfaces. Let these N ideally 
cleaved slabs (i = 1.2, . . . , M be coupled together by 
nearest-neighbor interactions Bi,.,, between adjacent sur- 
face atoms; couples surface atoms of the L I  atomic 
plane of the slab i = 1 to those of the 13 = 1 atomic plane 
of the slab i = 2  and so on. The unit ce11 formed by these 
N slabs wiii be labeled by an integer n. 

In the same manner, one can couple periodically an 
infinite number (- < N < + CO)  of the above N layered 
slabs in order to obtain a new bu& matenal, the N-layer 
superiattice. 

In what foliows, the foiiowing more condensed nota- 
tion, 

B. Referenct response function G 
of the N-iayer snperlattice 

~ e f h e '  for the-N-layered superlattice a reference 
rcsponse function G as a block-diagonal matnx formed 
%ut of only the elements of the bulk response functions 
Goi contained within the space of the definition of each 
slab, namely, with the notation given above: 

where 6:,. is the usual Kronecker symbol. 

C. Response functfoa gof the N-layer superinttice 

The response function T o r  the N-layer superlattice can 
be cgculated directly from the reference response func- 
tion G defined above, through the universal relation3 

c. - ( I + A ' ) ~ = G ,  (17) 

m = n N + i ~ ( n , i )  , where the interface response operator A' is defined3 by 
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Â: is the blockdiagonal surface response operator 
fomed out of the Ai(m13; m'l;) given by Eq. (14), 

and VI is the coupling operator defined above. 
The general solution of Eq. (17) for any model of an N- 

Iayer superlattice was given before.' For the present 
model, the elements g (ml,; m'l;) are scalars and can be 
caicuiated in closed form with the heip of the following 
(2x 2) matrices: 

A'(m I;mLm) A1(ml;m +1,1) 

1 + A '(mLm;mLm) A1(mLm;m + 1.1) ' 1 

and 
c. R(N)=F(N)F(N - 1  1 - .  P(I  . (23) 

The explicit expressions for #( m ) and H( m are 

and 

Note also that 

and 

-h[(Lm -f )qm] 
8, = 

cosh(q, /2 
P 

and 

Cm = 28, tanh(qm /2 )sinh(qm Lm . (30) 

Then 8 m  is for the present phonon model given by 

Use can be made of these results (24143 1) for the caicula- 
tion of the elements of the response function gfor  a two- 
b e r  superlattice9. 

- 
Ptm)= 

D. The N-layered superlaiüce phonoas 

-Dm - 1.m A m  B m  -1.m A m  +Bm 
. . 

P m  - 1.m 
(3 1) 

Am-- Bm P m - l , m A m +  
Dm,, + i 

The expression giving the N-layer superlattice phonons 
appears in the dmominator of g ( ni13;n 'i'l;). It was also 
show8 that one can obtain LV-layered super'attice modes 
directly from the trace of the (2 x 2) matnx MN), namely 

&the width of the unit ceii of the superlattice and k; the 
amponent of propagation vector k perpendicular to the 
nterfaces. 

So for any value of the integer N 2 1, the result given 
by Eq. (321, together with the Eqs. (23) and (27)-(311, en- 
ables us to find a closed form for the expression for N- 
layered superlattice phonons. In what foiiows, we give 
the results for N =2 and N =3. 

The expression for a two-layer superlattice phonon is 

where the Einstein summation rule for teusors is u s 4  
and the Levi-Civita symbol is 

i 1 if i , j = l  or2 ,  i#j 
Eii = O otherwise. (35) 

This result was given before' in a less condensed form. 
The new result for three-layer superlattice nhnmnn- :- 
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bearing in mind again the Einstein summation mle for tenson and the Levi-Civita symbol, 

This closed-fom rcsuit (36) gives impiicitly the disper- 
sion relations for three-iayer superlattice phonons (fre- 
quency versus wave vector). In Eq. (361, the wave-vector 
component k; normal to the laym is clearly visible; the 
wave-vector components k1 ,k2 paraiiel to the iayen and 
the ûcquency o appear in the quantitics defincd by Eqs. 
(101, (il), and (27)-(30). If t h m  are many atomic iayers 
in cach superlattice slab, there wiii be a iarge n u m k  of 
solutions o inside the reduced Brillouin zone. Equation 
(36) can be solvcd easily numcrically in the same manner 
as for a two-layer superlattice.' The rcsuits of an explicit 
calculation of three-hyer superlattice phonons wili be 
givcn in a forthcoming paper.9 An extension to a four- 
layer stmiconductor superlatti~e,~ and a comparison with 
forthcoming experimental results,1° are also in progress. 

eijk= 

W. DISCUSSION 

1 if i, j, k is an even permutation of i, j, k = 1,2,3 
-1 if i,j,k is an odd perrnuation of i,j,k=1,2,3 
O othcrwise. 

A general theory of phonons in N-laycred superiattius 
was prrscnted for the fmt time in this paper, in the fnune 
of a simple phonon model. Although the lattice model is 
somewhat simple, it is sutTiCient to illustrate the salient 
featuru. 

The present formalism can be made to dtal fairly 
straightforwardly8 with more sophisticatcd models, in or- 

d a  to deal with acoustic as weii as optic modes in ionic 
N-layered superiattices. Ln such more-realistic models, 
there wiii also be, in gcneral, a coupling betwm tram- 
v d y  and longitudinally polarized modes. 

A complete discussion of aii possible extensions and 
improvemcnts of the present paper would be very 
lengthy, e s p d y  when one r a d s  that the interface 
respousc thcory applio to any composite system, without 
any limitations in the shape of the interfaces and the 
numbcr of components. if the present paper stimulates 
more rcaiistic and intercsting future theoretical and ex- 
perimental studia of composite systems, that wii i  be a 
source of considerably satisfaction to its authors. 
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tre National de la Recherche Scientifique (No. 801). 
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A theory of bulk and surface phonons in N-layer superlattices is presented. As an application we 
give, for the first time, closed-form expressions for surface phonons in three-layer superlattices and 
bulk phonons for four-layer superlattices, togcther with a few phonon dispersion Cumes. 

Phonons in two-layer superlattices have been studied 
theoretically and experimentally by Raman and Briiiouin 
spectroscopies for several years. The aim of this paper is 
not to review the existing literature,' but rather to ad- 
dress phonons in N-layer superlattices, N-layer superlat- 
tices are formed out of a periodic repetition of a unit ceii 
containing N (N > 2) different slabs. There was progress 
recently in producing such matenals2 and in studying 
them experimentally by Raman ~ ~ e c t r o s c o ~ ~ . ~  We hope 
that the present theoretical paper wiii stimulate further 
experimental investigation of phonons in N-layer super- 
lattices. In Sec. II, we first present briefly a simple three- 
dimensional phonon model and then give the surface- 
response operators necessary for a theoretical investiga- 
tion of N-layer superlattice phonons. We show in Sec. III 
how the interface response theory4 enables us to calculate 
the response function and the bulk superlattice phonons. 
In Sec. IV, we give closed-form expressions for bulk pho- 
nons in three-layer and four-layer superlattices and sur- 
face phonons in three-layer superlattices. 

mental results for honons in two-layered superlattices 
are stiii interPretde with the help of even simpler mod- 
els (linear chain or transverse elastic vibrations). So the 
results of the present paper can be considered realistic for 
phonons polarized perpendicularly to the saggital plane 
and do not address the phonons polarized within the sag- 
gital plane nor Rayleigh waves polarized within this 
plane. 

The bu& vibrational properties of the above crystal 
o n  be studied with the help of its bulk-response function 
Goi defined by - - 

HO; GO, (2)  

where Ïs tands for the unit matrix and go; for the bulk 
dynamical matrix. Taking advantage of the periodicity 
of the system in directions parallel to the (001) plane, we 
introduce the foiiowing two-dimensional vectors: 

x l l ( l )=ao ( l l~+12?2)  , 
ku(l)=k,?,+k2jt2 , 

(3) 

(where a. is the lattice parameter and 9,,hX2 are unit vec- 
II. BULK-PHONON MODEL tors), and a Fourier transformation of the response func- 

AND THE SURFACE-RESPONSE OPERATORS tion, 

1 
The potential energy q5i associated with the lattice vi- G ~ ~ ( I , I ' ; ~ ~ ) = -  2 G,(1,,l;;k,w2) 

brations of an infinite simplecubic lattice of type i (Ref. N2 kt 
- - 

5 )  considered here has the f o m  ~exp(ik~~~[x~(l)-x~(I')]j , (4) 

$;=+Bi 2 2 [u,(I)-ua(1+p)I2 , (1) 
! P a  

where 1 ranges over al1 sites of the crystal, p ranges over 
the six nearest sites of the atom at 1, and ua ( l )  with 
a= 1,2,3 denotes the cornponent of the displacement of 
the atorn at site 1. This model is not rotationally invari- 
ant and does not give rise to Rayleigh surface waves on a 
(001) surface. Nevertheless, these deficiencies are unim- 
portant for the qualitative study of rnany physical proper- 
ties of surfaces6 and ~u~erlat t ices ' .~ and, in panicular, for 
the study of the transverse polarized phonons we will 
consider here. Let us recall also that most of the experi- 

where N~ is the number of atoms in a (001) plane. 
The corresponding bulk-response function is6 

where Mi is the mass of the atoms. 
Let us now establish a slab by removing in the infinite 

crystal al1 interactions between the atoms situated in the 
1, =O and l3 = 1 planes and also between those situated in 
the 1 =Li  and f 3  =Li + 1. The corresponding cleavage 
operator is7t8 
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Bi and 7, is the coupling operator 
Va(ll , l i  )= - (61~4~ ;~+f j1 ,1 f j~ ;~  

MI V1(m,l3;m1,l; )=6mm, (6~3~m61;LmDm,m+~ 

-fj1,081; 1 -51,161;~) 
+613 16,; - 1.m ) 

81 
f - 4 6  M,. 13Ll 6 l,L, + f j l ,~ ,+ l6 / ;~ ,+ '  -6m + l . m ' ~ 1 , , ~ , ~ 1 ;  \ D m m m  + I 

- 6m.m,-i6r3~61~ , P m , m  - 1  9 
3 '  m - l  ... 

The eiements of the surface-rcsponse operator Aii (13a) 

fo-edo out of the elements within the slab of Aoi where the force constants coupling the interface 
=GoiVol are atoms are taken as mean values between the bulk force 

constants of the adjacent layers 
1 t L,-l ,+l 

Ai(lll ;  )=-- (61;1fi'+6,,L f i  
t, + 1 3 r - 8, +Om. 1 

flm,m*- * -  (13b) 
L 

with 1 ,  L i  . (7) 
The general solution of Eq. (101 for any model of an N- 
laver suoerlattice was aiven b e f ~ r e . ~  For the present 

m. THE RESPONSE FUNCITON model, the elements ( m, 13; m ', 1 ; are scalars and can be 

AND THE N-WYER SUPERLAlTICE PHONONS 
calculated in closed form with the help of the following 
(2  X 2 matrices: 

Define &r the N-layer superlattice a reference response - l A1(m,l ;m,Lm) Af(m,l ;m + l ,1 )  
function G as a blockdiagonal matrix forme$ out of oniy K(m )= 1 + A ' ( m , L m ; m , ~ m  ) A t(m,Lm;m + l , l )  
the elements of the bulk-response functions Goi contained 
within the space of definition of each slab, namely, with 

1 
(14) 

the notation - l A 1 m , 1 ; m - 1 L m  14- A ' (m, l ;m, l )  
m = n N + i z ( n , i )  , (8) H(m)= Af(m,Lm;m-l ,Lm-,)  A1(m,L,;rn.l) 

where n labels the unit ce11 formed out of N different 
slabs, l i i  S N  the position of the ith slab in this unit ... 
cell, and Il the atomic (001) plane within the ith slab: ~ ( m  )= -K-'(m )%m , 

G(m,l3;mt,1\ )=6mm,Gm(13,1; 1 and 
c. 

withl : ' l l , l ;<Lm, (9)  Z~R(N,O)=P(N)P(N-~)...P(I) . (17) 

where Sm,, is the usual Kronecker symbol. When calculating F(m 1 it is helpful to define 
The response fiinction g o f  the N-layer superlattice can 

be ca'culated directly from the reference response func- tm =eqm , (18) 

tion G through the universal relation4 1 sinh[( Lm - 1 )qm ] ... ... A m = -  9 (19) 8, sinh(qm ) ( I + A ' ) ~ = G ,  (10) 

where the interface operator A' is defined4 by cash[( Lm - + )q, ] 
Bm = 

cosh(qm /2 l 

(20) 
Al=A:+GYI , (1 1) 

and A' is the blockdiagonal surface-response operator 
formed out of the Ai(m ,13;m ',li given by Cm =2& tanh(qm /2)sinh(qm Lm 1 . (21) 

c. 

A;(m,l3;mr,1; )=6mmpA;m(13,1; 1 (12) The p(m is, for the present phonon rnodel, given by 

With the help of these expressions, Eq. (10) can be writtenI0 as 
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Using N times this equation, one obtains 

The dispersion relation for the eigenvalues of the N-layer superlattices is shown to be9.10 

is the width of the unit ce11 of the superlattice and k; is the component of the propagation vector perpendicular to the 
interfaces. 

From Eq. (24) one easily obtains 

where 

The general solution of Eq. (26) islO." 

with 

and 

2.i7=R11+R2z . 

With the help of the definitions (14) and (17), and using Eq. (231, one also obtains1° 

IV. THREE AND FOUR-WYER SUPERLATI'ICES 

A. Bulk dispersion relations 

The dispersion relation for the three-layer superlattice was presented b e f ~ r e . ~  We recall i t  here, as we will need it for 
the study of surface phonons in three-layer superlattices, 
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where 

and bearing in mind the Einstein summation rule (over repeated indices) for tensors and the Levi-Cività completely 
antisymmetnc tensor of rank 3, 

qjk= 1 ' 1  -1 i f i , j ,k  i s an  ( ~ I p e m u t a t i o n o f i . j , k = 1 , 2 . 1 .  ' 

I o  1 [othenvise 1 
Equation (32) can be solved easily numerically. In Fig. 1 we present the results for the band structure of a superlat- 

tice with two atomic planes in each layer. We assume that the three crystals differ only by their atomic masses, while 
the force constants are identical (PI=/32=f13). The bulk phonons of such a superlattice are inside the shaded areas. Be- 
tween these shaded areas are gaps in which are represented surface phonons. We will discuss them in Sec. IV B. 

We have also calculated the dispersion relation for a four-layer superlattice and it is given by 

6j+l,k + a k  + I V ,  + sk + ~ , i + ~ i + l , k  + I (6i+i,j+Si, ,+i) 
P k j  P k i  1 

where a, =ao xt=l Li. In Figs. 2 and 3 we present the 
results for the band structure of a superlattice with two 
atomic planes in each film. We first assume (Fig. 2) that 
the four materials differ only by their masses, while the 
force constants are identical. We next assume (Fig. 3) 
that al1 the atoms have the same mass, but the force con- 
stants are different and at the interfaces these constants 
are taken to be as defined by Eq. (13b). 

The long-wavelength limit of these bulk phonons for 
three- and four-layer superlattices can be compared with 

the transverse polarized vibrations in such superlattices 
reported and discussed before." The results presented 
here give, in fact, the departure from linear elasticity of 
the transverse polarized vibrations of three- and four- 
layer s~~erlattices." 

B. Surface phonons for a three-layer superlattice 

In order to obtain a semi-infinite three-layer superlat- 
tice with a free surface, we cleave the infinite superlattice 
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by removing ail interactions between two adjacent slabs. A , ( ~ ~ ) = B ~  B ~ B ,  + A  C2B3 + A ,B2C3 + B I  A , C ,  
This cleavage procedure enables us to calculate the 
response function of the semi-infinite superiattice from 1 
the knowledge of the response function g of the infinite +-( A 1 C 2 C 3 + B l B 2 C 3 )  

superlattice. For  the purpose of studying surface- 
8 2 3  

localized modes, we need only to calculate one element of + - ( B l C , B 3 + B , B 2 C 3 ) +  1 
BlCzC3 

For  a semi-infinite three-layer superlattice having a 
, (37 

B12 P i # 3 1  
slab of type 1 at the surface and below slab 2 and then 
slab 3, and so on, one finds, with the help of Eq. (31), D ( ~ ~ ) = B , B ~ c ~  +B,C2B3 + C l B 2 B 3  

where 

FIG. 1. Phonon band structure u2/0i  with ~ 0 = 2 / 3 ~ / ~ ,  of a 
three-layer superlattice (with two atomic planes in each layer) as 
a function of the parameter S=2-cosk lao -cosk2ao. The 
three crystals differ by their atomic masses (MI= 1.5M, and 
M, =2M, 1, while the force constants are identical everywhere 
(81=82=@3=812=@21=@31). The five shaded areas and the 
curve highest in frequency reprcsent the bulk bands. In the 
gaps betwcen these bulk bands are reprcsented the surface- 
phonon dispersion curves. The four highest curves reprcsented 
by the dotted lines are for a surface terminated by two planes of 
crystal 1 having below them two plana of crystal 2 and then 
two planes of crystal 3, and so on. The two lowest curves 
represented by the dashed lines are for a surface terminated by 
two planes of crystal 3 having below them two planes of crystal 
1 and then two planes of crystal2, and so on. 

From the poles of this response function, we find th 
frequencies o, of the surface modes localized a t  the fre 
surface ( n  = 1, i = 1, J 3  = 1 )  and decaying inside the bu1 
situated at  n  > 1 and I 3  > 1. They are given by 

with the following condition, 

FIG. 2. Phonon band structure u2/u0 with 4 = 2 @ , / M ,  ot 
four-layer superlattice (with two atomic planes in each layer) 
a function of the parameter S =2 - cosk ,a, -cosk2a0. The fo 
crystals differ by their atomic masses (MI = 1.25M 
M,=1.5Ml, and M,=1.75Ml ), while the force constants a 
identical everywhere. 
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FIG. 3. Phonon band structure I U ~ / W ~  with O ~ = ~ # ? ~ / M ,  of a 
four-layer superlattice (with two atomic planes in each layeri as 
a function of the parameter S=2-cosklao -cosk2ao. The four 
crystals differ by their force constants [pl = 2. 504. = 2.0& 
B,= 1.5B4, and pi, =(Br  +pi 1/21, while the masses are identical 
everywhere. 

I A * I > l  , (40) 

which ensures7 that these modes decay inside the bulk of 
the superlattice. 

In order to illustrate this result, we investigated for the 
three-layer superlattice described in Sec. IV A and Fig. 1 
the occurrence of surface phonons in the gaps between 
the bulk bands. We have first chosen the case for which 
the lighter slab 1 is at the surface. In that case, four 
branches of surface phonons were found and are 

represented by dotted lines. Then we chose the case for 
which the heavier slab 3 is at the surface. For this case 
two branches of surface phonons appear and are 
represented by dashed lines. 

The surface mode lying below the lowest bulk band is 
similar in the long-wavelength limit to Love waves in 
several respects. This surface wave exists when the outer- 
most medium has the lower transverse sound velocity. In 
the large-kn limit the velocity of this mode approaches 
the transverse sound velocity in the outermost (slower) 
medium. 

In contrast, the surface modes that lie between the 
gaps of the bulk modes may also exist even if the outer- 
most medium has a higher transverse sound velocity. 

The long-wavelength limit of these surface modes can 
also be compared to the transverse elastic waves reported 
before for two-layer12 and three- and four-layer13 super- 
lattices. The results presented here also provide the 
departure from linear elasticity of the surface transverse 
elastic waves reported beforeI3 for three- and four-layer 
superlattices. 

V. CONCLUSIONS 

In this paper we obtained for the first time bulk pho- 
nons for a four-layer superlattice and surface phonons for 
a three-layer superlattice. These results were obtained 
with the help of a three-dimensional lattice model, which 
addresses only transversely polarized lattice vibrations in 
such superlattices. Although simple, the model is 
sufficient to illustrate the salient features. In more realis- 
tic models, the coupling between transverse and longitu- 
dinally polarized modes will have to be included, espe- 
cially if one would like to study the Rayleigh waves on 
such mate rial^.'^ A complete list of a11 other possible im- 
provements to the present work would be very lengthy 
and will have to be considered in relation with the forth- 
coming experimental results.' 
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CHAPITRE III 
SUPERRESEAUX A N-COUCHES CAS CONTINU 





I I I .  1. - INTRODUCTION 

Dans le deuxieme chapitre on a traité le probléme des phonons 

dans les superréseaux à N-couches et on y a supposé un madéle 

discret pour les N matériaux intégrant la super-cellule 

élémentaire. Dans ce chapitre nous allons traiter le cas d e s  

phonons d e  volume et d e  surface dans les superréseaux, mais dans 

lpapproximation des milieux continus. C'est A dire que pour des 

conditions telles que, pour une onde se propageant dans ce 

milieu, la lctngeur d'onde A est beaucoup plus grande que les 

distances interatomiques. 

Le modele proposé se caractérise par le fait qupil posséde A 

l'intérieur d e  son domaine d e  continuité Da, un espace discret 
(3) x associé aux interfaces. Chacune d e  ces interfaces est 

g&nér.&e e n  mettant en contact deux surfaces libres appartenant A 

deux couches d e  matériaux différents et contigües dans la 

superstructure. 

La théorie d e  Réponse des Interfaces développée pour les 

matériaux composites continus Cl21,permet d e  calculer les 

relations d e  dispersion pour les phonons d e  volume et d e  surface 

par une méthode totalement analytique dans le cas d e  notre modele. 

La dynamique des ondes dans les milieux continus est le but 

d e  la théorie dTélasticit.&, qu'on a briévement exposée dans le 

chapitre 1. Maintenant nous allons employer les équations 
0 

fondamentales d e  cette thdorie pour définir lTop&rateur H 
oi 

et 
9) 

la fonction Réponse Goiassociée aux ondes élastiques dans le 

matériau 1 ,dans son domaine d e  définition 
Da 
. Cet opérateur et 

la fonction correspondante sont le point d e  départ pour 19étude 

théorique du superréseau et d e  ses propriétés respectives . 

Ensuite o n  décrira le modéle du superréseau à N-couches et 

les cas particuliers traités (N= 3,4); les hypothéses 

fondamentales et les notations employées sont aussi données. 



Ensui t e  1 owrateur H et la fonction correspondante G .du 
oi O b  

i-Pme materiau dans le domaine 
Dao sont definis, et on discutera 

les retomôées de certaines des hypoth&ses formulées pour 

simplifihr le calcul. Finalement une publication montre les 

rbsultats obtenus. 

111.2.- MODELE, HYPOTHESES ET NOTATION 

Le d & l e  proposé, dans cette approximation des milieux 

continus, est pr&sent& dans la Fig. III. 1. De la d m e  façon que 

dans le cas discret, le superr&seau est formé par une répétition 

périodique de la super-cellule élémentaire n C -  a, < n < oo >, dans 

une direction donnée C X 3 > .  

La super-cellule est constituée par N couches de materiaux 

différents signalés par l i n d i e  i 1 5 i 5 N .  Dans chaque lame 

i, dont lT8paisseur est 2ai, les propriétés du matériau sont 

caracterisées par la densite pi et les constantes 8lastiques 

C ci>, C ci,. Chaque lame i 
4.4 

est construite par clivage du 
ii 

materiau infini isotrope et homog&ne i dans son domaine 
Dao 

Fig III.2a . 

On peut indicer chaque lame d'une autre maniére par rapport 

à lTBtendue infinie du superreseau, en employant lpindice m. Ce 

paramètre entier permet d e  placer une couche, dans lTintervalle 

C-m,m) en mettant: 

Les coupes effectuées pour construire chaque lame et 

lpempilement suivant pour former le superr&seau, produit un 

ensemble discret d'interfaces qui definissent le domaine M 

(domaine des interfaces). Pour signaler chaque élement dans ce 
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Figure 111.1.-HodaLe de superr&seau A N-couches. 

cas continu. 



domaine, o n  introduit une variable sans dimensions Z. 

oQ xe est la variable dans la direction de croissance du 

superréseau; 
ai 

est la moitié de lPBpaisseur d e  la lame i et - 
1 ,1 identifient les surfaces d e  la lame CFig. III.2b). Avec cette 

definition il est possible dpindicer les interfaces adjacentes 

avec les symboles (n, i? Zn> avec Z = ? 1, ou bien par (m, i l  

et (m,l). Remarquons que, avec cette derniere notation' il y a 

deux façons équivalentes de signaler une interface: ainsl ( m , i )  ou 

Cm-1, 1). 

Dans les cas particuliers des superr4seaux avec 3 ou 

4 materiaux différents dans chaque cellule éldmentaire on utilise 

la notation decrite et les hypotheses énoncées. Une illustration 

graphique est détaillée dans la Figure 111.3 et 4. 
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111.3 OPERATEUR H ET FONCTION REPONSE G 
0 1  O L  

<Matériau i dans son domaine D :) 
a3 

L'équation d e  la théorie d'élasticité <chapitre 1:) permet 

dVécrire: 

(a, 0 ,  p ,  v = 1 ,  2 ,  31, 

qui donne en fi-inction du temps, le déplacement relatif U dans la 
ci' + 

direction a, d'un point du matériau placé dans la pcisition X, 

lcirsqu'une onde acoustique se propage dans le milieu. Dans 

l'équation (11 nous avons supposé qupil tenseur dTélasticité C 
-b Wclv 

peut dépendre d e  la variable X , comment nous verrons dans le cas 

des superréseaux. 

Dans les milieux isotropes infinis les constantes élastiques 
+ 

C 
WPv 

ne dépendent pas de X ce qui réduit l'équation (1:) à: 

e3 

Pour les phonons acoustiques l'opérateur H . (2 ,  t) , dans le 
O L  

matériau i et le domaine D est défini par: 
a ? 



Cet opérateur est constitué par un arrangement matriciel 

d'équations différentiel les, od les propriétés du matériau sont 

decrites par la densité p et les constantes élastiques C WPV - 
Dans la théorie de la Fonction Rbponse des Interfaces pour 

49 + +  
les milieux continus est définie la fonction réponse Goi(X,Xprtt') 

par l'équation : 

ou bien par le systeme d'équations : 

w 
Bref, la fonction réponse G est un arrangement matriciel 

oi 
@ 

des fonctions qui sont une solution de l'opérateur H . 
oi 

* 
L'application de l'analyse de Fourier à l'opérateur H . (2, t) 

O L  
+b 

et a la fonction réponse G ~g,;',tt') dans les variables (t,tp- 
oi 

o 1 reduit lpbquation(5) à une dépendance en fréquence: 

11 est encore possible de simplifier l'équation en 

considerant les hypoth&ses de l'isotropie et 19homogénéité du 



milieu, ce qui réduit la dependance fonctionnelle B une seule 
-t 

dimension, dans la partie spatiale x. 

En ce qui concerne le modéle de superréseau propos& 

F i  I I I l o n  remarque que chaque couche d e  la structure 

lamellaire est limitée par des surfaces planes parallèles au plan 

(xixz) et perpendiculaires A x3,  direction dans laque1 le 

sp&tablit la *riodicité du superréseau. 

-t 

Pour une onde acoustique d e  vecteur d'onde K, Fig.III.5, 

deux points dans le matériau i sont équivalehts, s i  celui-ci est 

homogene; c'est à dire s'il est invariant pour une translation 
-t 

infinitésimale T. Cette invariance est considbrée pour des 

points situés dans le plan (x x ) et cela permet d e  faire une 
i 2 * 

analyse de Fourier de l'opérateur Hoi et d e  la fonction réponse 
0) + 
G pour les variables , :;, - LI/> ce qui réduit 

oi 
lpéquation ( 6 )  B une dependance d e  la variable xS.I1 faut rappeler 

que la transformée de Fourier d'un o e r a t e u r  différentiel est 

telle que: 

Lp&quation ( 6 )  devient : 



+ 
-r r ranslation infini tesimale T . 



avec 

* * 
L'opérateur Hoi et la fonction rBponse G .ne dépendent 

or + 
donc que des variables x3' O, et KY/. 

L'hypothèse de l'isotropie du milieu signifie que dans ce 

materiau il n'y a pas de directions privilégiées,elles sont toutes 

Bquivalentes. 

* + 0 + 
Lrop&rateur H . CX w, K > et la fonction 

or 3 // 
G . CX3, X3' /op K//> 
or 

dependront donc, dans le plan <XI, X > uniquement F i  1 1 1 6  d e  
2 



* 
Figure 1II.b-Rotation unitaire S. 



+ + 
la grandeur IK 1 du vecteur K . Pour le montrer ,il est possible 

// // 
e+ 

dTutili=er une rotation représente pour la matriz unitaire S : 

e3 cos e sin e 
s = [- sin e cos e 

O O 1 

K 
1 

K 
et z cos 8 G - 

K sin 8 G - 
// 

K 
// 

w 
On démontre que lyapplication de la rotation S A 

CS +3 

l'opérateur H et à la fonction 
oi 

G équivaut à définir le 
oi + 

vecteur K A le long de la direction x 
1 

en faisant K = O 
// z 

(Fig. 111.71. 

CTest à dire : 

e+ CS 
et l'appli cation de la rotation S lTupérateur H et a la 

@ O L 

fonction G nous donne : 
O L  

donc 





i* 

La forme matricielle Hoi(X3, a*, K,,) est donnée par : 

d 
CT,CL sont les vitesses 0 D E -  transversale et 

dXs 
longitudinale définies par rapport aux constantes &lastiques du 

matériau i. Cll(i) et Cîî ( i )  par : 

et avec 



La fonction repense correspondante, satisfaisant lv&quation 
(15) sera donnée par : 

X' E Dm 
X9' 9 

oti les Bléments G non nuls sont C133: 
c<y 

- iK 
// 

Gî9(x9x /a K//)= G~&= - sign <x9-x:> I X,-X; I -=-at I x9-xi I 
2pw2 



@ 63 
L'opérateur H .et la fonction réponse donnés par les 

O L  

équations 3-16 et 3-19 sont le point de départ pour l'étude des 

phonons acoustiques dans les superréseaux a N-matér iaux. 

Ces équations nous montrent le découplage du mode polarisé 

transversalement dans la direction Xz et des modes contenus dans 

le plan XiX3, appel6 plan sagital. Ce fait permet l'étude séparée 

du mode transversal puisque cette condition se maintient dans 

toute la structure lamellaire du matériau eomposite. 

Dans la publication qui suit nous montrons le traitement, le 

développement et les résultats theoriques de lpétude des 

vibrations élastiques transversales (polarisées suivant X 1, dans 
2 

les superr&seaux à 3 et 4 matériaux différents. 

Soulignons en particulier l'obtention des relations de 

dispersion (eq. 27 et 40 de la publication annexe 1, et leur 

ddpendance fonctionnelle par rapport A Kp? 
/ et les 

différents paranrètres p i  Cd4, CiAl caracterisant les divers 

mateSriaux . 

Le traitement numérique de ces équations donne 1 es 

résultats que nous montrons dans la figure 1. 
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and S(z) is the usual Dirac 6 function. 1 -.:ai+ 5 1 Gl(kll ,a\z,z1i=6iz -zl i  , (4b) The solution of Lq. i4b) is easily found to be 
al ai 

1 -n,a,lz -2'1 

where G ~ ( ~ , , . O ~ Z , Z ~ ) = - -  2Fi , -a <z,z l  < + ar . 

( 5 )  B. The surface-response operators for one slab 

For a slab of width 2ai such that - 1 1 2  1 1 ,  the 

where 8 ( z )  is the Heaviside step function, 

response function gS,(z,z1) associated with the transverse 
(6) eiastic waves can be defined by7 

l 

which leads directly to 

and vi(zl  is - a i c i p i  cash( 2a ,a i  1 - 1 
- - 

a sinh( 2a,ai  ) 
vi(z)=[6(z + 1)-6(z - 111- . 

az 
(10) 

In order to solve Eq. (81, it is convenient to define7 a 
surface-response operator A,, (z,z' ) such that 

for -1Lz' ,z"< +1  a n d z = 1 1 .  
One finds easily that 

The two points z = I l  form the interface space Mi for 
this slab. 

Finally, the slab response function can be calculated 
from 

IV. RESPONSE FUNCïION 
OF THE THREE-LAYER SUPERLATTICE 

The interface space M of the three-layer superlattice is 
the infinite set of the discrete points ( n , i , z ,  1, where the 
integers take the following values: - CO < n < a, 
1 5 i 5 3, and z~ = + 1. Let us also use the following nota- 
tion for referring to a given slab: 

Note that with these notations there are two different 
ways to label the same interface: 

The inverse ~ - ' ( M M )  of g(MM), the truncated part of 
the response function g of the three-layer superlattice, is 
a block tridiagonal rnatrix whose elements areS 

where -1 i z , z 1 5  1, and the matrix A,' is the inverse of g - ' (m,  l ;mf ,  1)=6mm,[g~(1,1)+g$+l(~,~)] , (19b) 
the 2 X 2 matrix, 

g- ' (m,T;m1,  1 )=Smm,gS;A(T, 1 )  , ( 1 9 ~ )  

! I +  ~ ~ , ( ï , ï )  A ~ , ( T , ~ )  1 g - ' ( m ,  l ;m' ,f  1 , i )  . (19d) 
A,(I,T) L +  A,,( 1 , l )  

I - 2a,o, In what follows, we will use the following more compact 
- - le 
2 notations: - - -ta,o, I (14) Fm=C,(m)am , - - +e 2 

Cm =cosh(2amam ) , (20) 
Note that in Eq. (1 3) A, ' is preceded by a 1 X 2 rec- 

tangular matrix and followed by a 2 X 1 rectangular one. Sm =sinh( 2 a m a m  . 
Note also a useful particular value8 of Eq. (131, 

From Eqs. (19) and (161, one obtains, with these nota- 
~,'(M,,M,)=A,,G;'(M,,M,) , (1 5 )  tions, 
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The trace of this matrix enables u s 5 0  recover3 the 
bulk-dispersion relation for transverse elastic waves in 
three-layer superlattices as an implicit relation between 
the frequency o and the propagation vector k= (k,,. k 3  1: 

F m  
g-l(m,T;m, I ~ = ~ - ' ( r n ,  l ;m , i )= -  . ( 2 1 ~ )  - - 

S m  

We inverts this tridiagonal infinite matrix g -'(MM). For 

where a, =2(a + a 2  + a 3  is the width of the elernentary 

I 

ce11 of the three-layer superlattice. 
In order to calculate the elements of the three-layer su. 

perlattice response function g, let us defines 

this purpose, let us define 

O 1 

- -  F m  Sm+l -- F m  F m + !  

Fm+l S m  Fm+1 S m  
c m  +Cm + l  

and 

9 

The procedure of inversion of the tridiagonal matri: 
g -'(MM) is given in the Appendix. One obtains the fol 
lowing results: 

1 

ln - n ' l +  I g i n ,  l , i ;n1,2,  1 )  = Li.. 1, 1;n1.2. 1 1  1 ,2-  

, 

[ In  -n'-II+I + 
tz- 1 

s 3  - 
F3 

SI S3 
-C3 + -Cl 
FI F, 

S2 SI 
-Cl +-Cl 
F2 FI 

s2 - 
F2 

, 
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The other matrix elements of @MM) are given in the Appendix. 
The response function between a point (m',zl) situated in the slab m' and a point (m,z) situated in the slab m is then 

givenB by 

where Gm(zzl) is given by Eq. (7:. The second term con- 
tains both the rectangular 1 X 2 and 2X 1 matrices. 
G ; '( Mm , Mm is the inverse of the 2 X 2Gm ( Mm, Mm 
matrix written in the interface space of slab m. 

g( Mm ,Mme)  is a similar 2 X2 matrix whose matrix ele- 
ments between (m, i ) , (m,  1) and (m1,ï) , ( rn ' ,  1) are given 
by Eqs. (30) and (A8)-(A1 3). 

With the help of this response function, one can study 
al1 the physical properties associated with transverse elas- 
tic waves of three-layer superlattices. In what follows, we 
restrict ourseives only to the surface-response function of 
a semi-infinite three-layer superlattice and to the corre- 
sponding surface transverse elastic waves. 

V. RESPONSE FUNCITON 
OF A SEMI-INFINITE 

THREE-LAYER SUPERLATTICE 

Let us now create a semi-infinite three-layer superlat- 
tice with a free surface parallel to the interfaces. This 
can be achieved by removing the slab (n  = 1, i = 1) from 
the infinite superlattice. This cleavage creates two semi- 
infinite superlattices. In what follows we address the one 
terminated by the free surface ( n = 1, i =2, z = - 1 1. 
The response function d associated with this semi-infinite 
superlattice can be calculated as explained in Ref.8 by in- 
verting first the semi-infinite tridiagonal matrix 
d-'(MM). This inversion procedure uses the following 
entities: the cleavage operator 

the surface-response operator 

Cl 
Asf~l,2,~;l,2,~~=~1-g~l,l,l;l,l,l~ s 1 

with 

and 

~(1 ,2 ,1 ;1 ,2 ,T)=i+  ~ , ~ ( 1 , 2 , T ; i , 2 , i )  

Finally, the surface element of the response function d c 
the semi-infinite superlattice is given by 

It is helpful to multiply the numerator and the denomina- with 
tor of Eq. (36) by - 1 + A / t .  This provides D ( ~ ~ ) = F ~ s ~ c ~ c ~  +F2S2ClC3 
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From the poles of this function, we find the frequencies 
o, of the surface modes of transverse vibrations localized 
at the free surface (n =1, i =2, z = - 1) and decaying in- 
side the bulk. For a given value of k,, these frequencies 
o, of the surface phonons can be calculated from the fol- 
lowing implicit equation: 

with 

Let us now present briefly the same analysis and results 
for a four-layer superlattice. 

VI. RESPONSE FUNCTION 
OF A SEMI-INFINITE FOUR-LAYER SUPERLAITICE 

In the same manner as for the three-layer-case, we ca 
obtain the matrix 

Its matrix elements and also the interface elements of th 
response function g of a four-layer superlattice will b 
presented elsewhere. 

The corresponding bulk-dispersion relation for trani 
verse elastic waves in a four-layer superlattice was foun( 
to be in agreement with the result given in Ref. 3: 

with a, =2xP=,ai .  The infinite four-layer superlattice is cleaved in the same manner as the three-layer one. Th 
cleavage operator is here also given by Eq. (32). The expression equivalent to Eq. (34) is, in this case, 

t is still given by Eq. (29), but with 27 having the value given by the second term of Eq. (40). The surface phonon 
which may appear can be found from the new poles in the surface-response function d. We worked its surface elemen 
out explicitly. It has the same expression, (371, as for the three-layer superlattice, bearing in mind that t and A no\ 
have the values defined in this section, 

The surface phonons localized at the free surface ple of a three-layer superlattice. The calculations wer 
(n = 1, i =2 ,  z = - 1) of this four-layer superlattice can performed using the parameters listed in Table 1. 
again be calculated from Eqs. (38) with given by We first consider the infinitely extended three-layer su 
Eq. (42) and A given by Eq. (41). perlattice. 

The implicit bulk-dispersion relation, Eq. (271, wa. 

VII, APPLICATION solved numerically and the results are shown in Fig. 1 foc 
w =  f (2kua,  ) by the hatched areas. In the gaps appear 

We now illustrate the theoretical results obtained in ing between these bulk bands, we then found surface. 
the preceding sections by calculations for a specific exam- localized modes for two peculiar semi-infinite three-layer 
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TABLE 1. Densities p i ,  transverse speeds of sound C,i, and 
width 20, of the Nb, Cu, and Fe siabs. 

Pi Cr, 20; 
i Layer (g/cm') i 10' cm/s) ( IO-' cm) 

1 Nb 8.57 1.83 1 
2 Cu 8.92 2.905 0.5 
3 Fe 7.8 5.13 0.33 

superlattices, whose geometry is also presented in the 
figure. The surface modes found for the semi-infinite su- 
perlattice having the Fe layer at  the surface are presented 
in the figure by the dotted lines. The surface modes ap- 
pearing on the semi-infinite superlattice having the Cu 
layer at the surface are represented by the dashed lines. 
The figure shows some continuity between the surface 
phonons corresponding to two different surfaces of the 
same three-layer superlattice. This is due to the fact that 
for these two different surface phonons the expression of 
~ ( o ' )  given by Eq. (37) is the same, and the correspond- 
ing expressions of A given by Eq. (34) are the inverse 
ones of the other. 

ACKNO WLEDCMENTS 

Three of us (J.M., A.R., and L.D.) acknowledge the 
support of the French Centre National de la Recherche 
Scientifique and of the Venezuelian Consejo National de 
Investigaciones Cientificas through their exchange pro- 
gram. They also acknowledge the hospitality of the 
Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres- 
Artois and of the Universidad de Los Andes. The La- 
boratoire de Dynamique des Cristaux Moleculaires is 
"Unité associée No. 801 au Centre National de la Re- 
cherche Scientifique, and is part of the "Unité de Forma- 
tion et de Recherche de Physique de l'université. 

FIG. 1. Bulk and surface transverse elastic waves in a three- 
layer superlattice formed out of Nb, Cu, and Fe layers. This 
curve represents the frequencies o as a function of 2 k l l a , ;  kl l  is 
the propagation vector parallel to the interfaces and 20 ,  the 
width of the Nb layer. The hatched areas represent the bulk 
phonons. The dotted lines appearing in the gaps represent the 
surface phonons for the suface tenninated by the Fe layer. The 
dashed-dotted lines represent the surface phonons for the sur- 
face tenninated by the Cu layer. n i e  parameters used in these 
calculations are given in Table 1. 

APPENDIX: INTERFACE ELEMENTS OF THE RESPONSE FUNCIION g OF A THREE-LAYER SUPERLAITICE 

The definition 

g - ' (MM)~(MM)=I  

can be rewritten as8 

where K( m and H(  m ) are defined by Eqs. (22) and (23). 
Using N times Eq. (A2), one obtains 

where 

and 

R(3,3)=1, R(3,21=P(3),  R ( 3 , l  )=P(3)P(2) ,  R(3,0)=P(3)P(2)P(  1 )  

(Al )  

From Eq. (A31 one then obtains 
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whose general solution is8 

Using several times Eq. (A21, one obtains" 

+ s n n , ~ ( i  - i , i ' ) ~ - ~ ( i ' )  . [O 1 (A7' 

With the help of Eqs. (A61 and (A7), we obtain Eqs. (30) and also the other elements of g(MM), namely 
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APPENDIX B 

The elements of the matrix 

are 

F F F 
4 2 

S S S  2 3 4 + C + 
F S  2 3 

4 i 

With the sacre methoci mployed in the case of 3-layered material 

one can obtain the elements of the response function for the 
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c a w  o f  4-layered materials; they are given by: 









+ - -s~s+s.~I  + & S ~ S ~ S I C ~  + Fi F 2 

S1 c SC- + - & C A -  + +CIW - 
F i  

t2-1 
sz -<a> + - F2 FiFa 

. + 6  
nn' 















CHAPITRE IV 
L'APPLICATION 





Le d&veloppement technologique actuel a permis la mise au 

point de techniques modernes de croissance contrt3l+e des matériaux 

coniposites. On srest surtout intdressé aux structures 

multilamellaires s y n t M t i d e s  par la méthode Molecular Beam 

Epitaxy (M.B.E. )  ou d'autres techniques. 

La possibilitd d'application des h~terostructures en tant que 

prototypes Blectroniques ou dlectro-optiques, construits avec des 

materiaux semiconducteurs, a beaucoup inter-& les scientifiques 

et les technologues. Des superr6seaux à deux couches de matériaux 

diffdrents par cellule unitaire, tels que ( G A  - Ga. 
i-x 

Al Am) , 
X 

<&Am - Al Am), CCdTe - Cd MnXTo), (Si -GeXSii-x3 ; etc. ont et& 
i -x  

190bjet dp&tudes théoriques et expérimentales intenses et les 

publications sont nombreuses. Cependant, le cas des matériaux 3 

ou 4 couches est encore peu étudie et les publications sont rares. 

Des &tudes sur les propri&tc)s de diffusion de la lumihre par 

les phonons optiques et acoustiques, lpexistance de bandes et la 

prdsence dpune minizone de Brillouin, cornme conséquence de la 

periodicit6 de la super-structure, sont les aspects les plus 

marquants qui ont fait l'objet de recherches sur les vibrations 

dans ces materiaux composites, C143. 

Diffkrents &les et approximations ont ét& développés pour 

expliquer ces proprietes: le nodele de Ritov, dans lvapproximation 

continue C l 5 3  , celui de Sung-Kit Yia C163,celui de la chaîne 

lidaire de Colvard et col1 C173, celui de C. Tamura pour les 

superr&seaux à N-couches C l 8 3  , et d'autres, fondes sur la méthode 

de la Matrice de Transfert, developpde par B. Djafari-Rouhani et 

coll.Cl91. 

Dans ce chapitre nous montrons une application des rbsultats 

theoriques obtenus avec la théorie Universelle de Fonction faeponse 

des Interfaces, dans l'approximation des milieux continus pour les 



cas de 3 et 4 couches par cellule unitaire. 

Nous explicitons d'abord quelques conséquences derivant des 

relations de dispersion pour les phonons acoustiques sous la 

condition particuliere K,,= 0. 

Nous donnons ensuite les caracteristiques des quatre 

superr&seaux synth&tis&s, les conditions des experiences Raman 

pour ces échantillons et les rbsultats expdriatentaux obtenus et 

finalement ces r&sultats sont compar&s avec les valeurs thgoriques 

que nous avons obtenues. 

IV ,  2-1, - L m 1  TUDlNMlX ET T R 4 W U E W X ~  RELATImS 

DE DISPERSION ET LEURS COWSEQUPlCES 

Les relations de dispersion pour les phonons transversaux 

dans les superr&seaux A 3 et 4-couches par cellule unitaire 

dans l'approximation des milieux continus ont et& présentés dans 

le chapitre III, Par la suite nous allons transcrire l'équation 

correspondant au superr&seau A 3-couches sur laquelle on fera une 

analyse d'interpretation, valable aussi pour les superréseaux A 

4-couches. 

LI relation de dispersion pour les phonons, associée aux 

ondes élastiques polarisks transversalement dans la direction XZ 
CFig. IV. 1) ,est d o n d e  par: 



F i m e  IV.l.-Dirrtion d, pro-ation et de polarisation 

d'une onde &Lastique. 



En rappelant que : 

Si = sinh (2a. a. 1 
L L 

-b 

K3 et K// sont les composantes du vecteur d'onde K, la premiére 

dansladirection x et la seconde paralléle au plan 
3 

perpendiculaire à x3 . a est la largeur de la super-cellule 
u 

unitaire. 2a. est la largeur de chaque couche . Cd4(i) et Cti 
L 

sont respectivement la constante élastique et la vitesse 

transversale du son dans le milieu i, o est la fréquence. 

Un cas particulier de l'équation 1 est obtenu en faisant 

K = O. Cette condition conduit à reduire le parametre ai : 
// 

- - O avec ai - - 



Avec ai donné par (4) les fonctions hyperboliques 

deviennent des fonctions trigonodtriques. 

Sinh ï2ai a.) = i Sin (2a a.) si 
L L 

- - 
Cosh (2a. ai) = Cos (2ai ai) = Ci 

et de la même façon : 

C14 (il 
et tenant compte que C 2 - - - 

ti Pi 

et la relation Cl) prend la forme : 

Remarquons que la condition K// 
= O dans lT&quation ( l ) ,  

déduite pour une onde élastique se propageant dans le plan x x et 
i 9 

polarisée dans la direction xZT est équivalente au cas des ondes 

&lastiques se propageant dans la direction CO011 (Fig. IV2a). 



Figure I V . 2 a .  -L'on& 6Lastipu6 se propageculr &hz La 

direction t0011. 

Figure IV.=. -Les direct ions de poLarisation c i e s  trois 

modas d'oscilation par L'on& OLastip~b se promeant 

&ns La direction COOiI. 



Dans le chapitre 1 on a montré que pour le cas d'une onde se 

propageant selon l'un des axes, les trois modes d90scillation sont 

d&couplés : deux modes transversaux d&générés, perpendiculaires à 
-* 

K kt un troisieme mode longitudinal et parallele au vecteur 

dponde, CFig. IV 2b) .  

0)  

D'autre part,on a pris, de lFopérateur H dans son domaine 
oc' 

de dof inition Dm(eq. 16 chap. 1111, lPélément HZ2 comme point de 

départ pour le développement théorique des phonons transversaux. 

Dans cet op&rateur,lorsqupon fait K = O , on obtient .une matrice 
// 

diagonale od les éléments ont la forme générale: 

avec 

De h ces trois kléments, ayant tous la meme forme 

fonctionnelle, deux sont associés aux modes transversaux 
( Hîî-H22) 

et l'un au mode longitudinal CHa3). 



Nous pouvons, donc écrire une relation de dispersion pour les 

phonons acoustiques, transversaux ou longitudinaux, associées aux 

ondes &lastiques se propageant avec un vecteur d'onde K dans la 

direction CO017 dans les superr&seaux à 3-couches 

C pour les phonons transversaux 
C. = 
L 

CLi pour les phonons longitudinaux 

et d = 2ai , 1 épaisseur de chaque couche. 
i 

IV. 2.2- MIN1 -ZONE REWITE, FOLDIW, GAPS 

LP&quation (14) est une relation fonctionnelle implicite 

entre la frequence o et le vecteur d'onde K associé au phonon 
3 

dans le superréseau. Lorsqupon résout, numériquement, cette 

expression en employant les données du Tableau IC19,20l,on obtient 

le graphique de la Fig. IV3a; d'une façon analoguePen utilisant la 

correspondante relation de dispersion pour le cas de 4-couches on 

obtient le graphique de la Fig.IV3b. 



TABLEAU 1 

DONNEES POUR LE CALCUL DE LA RELATION DE DISPERSION* 

DANS L E S  SUPERRESEAUX A 3-COUCHES (GaAL-Ga AL As-ALAS) 
i - X  X 

ET A 4-COUCHES (Ga AL A s - G a l l s - G ~ - ~  ALx Aa-GaAs) 
i - X  X 

* 
Mode tranversal < T l  pour les superreseaux à 3-couches et mode 

longitudinal CL) pour les superréseaux à 4-couches. 

1 

d4C A ) 

- 

19 

3-Couc hes 

4 -Couches 

d ( A )  
i 

52 

48 

d2( A 

34 

19 

dB( A 

31 

24 



Figure I V . 3 - 1 . - L e  g~aphlque de la ~e1ation de dispersion 

pour de rupern&reau A 3-couches,iode transverse. 



Figure IV.36.-Le graphique de la relation de dispersion 

pour le superr&seau A 4-couches,wode longitudinal. 



11 faut d'abord remarquer 17existence d T  une mini-zone 

analogue à celle reportée dans les publications relatives a u x  

superréseaux à 2-couches C14,16,197, qui est appeibe mini-zctne 

réduite de Bril lciuin. Ce comportement est propre a 1-i x 

super réseau^; h N-cl-ucttes, cctn-éqiience de la péri1:tdi cité de ces 

matériaux cumpt~sites dans la direction de leur croissance. C'est 

une interprétatit:tn faite par analtz~gie au cas de la matière Btudiée 

du point de vue atomique et cristallin CChap. 1:). 

Un autre aspect important est celui du "folding" des branches 

de phc~ncms. CE compc~rtement avait été reporté uniquement pour les 

matériaux A 2-couches. Nous y reviendrons par la suite dFune 

manière plus détaillée . 

Finalement il faut noter la présence des "gaps", c'est-à-dire 

des intervalles de fréquences interdites Cil n'y a pas de phüntz~ns 

acüustiques d e  vt=ilume dans ces intervalles!. 

Ces prupriétés se manifestent aussi bien pc~ur les phününs 

acoustiques transversaux CTAS que pour les longitudinaux CLAS.  

IV. 2- 3- - BRANCHES ACOUSTIQUES "PL IEES" TRANSVERSALES (FTA) 

ET LONGITUDINALES ( F L A ) .  

Une étude plus détaillée de l'équation Cl45 permet de donner 

une assignation a u x  branches "pliées" des phz:tnuns. En ccfinsidérant 

la partie gauche de l'équaticin, nous pouvons redéfinir l'argument 

du cosinus suivant: 

cos ( K a  1 = cos Cn R ?  
3 u 



avec 

et en tenant compte de la périodicité d e  la fonction 

trigonométrique nous aurons : 

Cos (n Q) = Cos Çn Q + 2 n m ) 

avec m = 0 , + 1 ,  i2,13 ..... 

donc lT8quation (14) devient : 

Cos( nQ + 2nm 1 = Cos(Siw) Cos (Szwl Cos (S3w) 

i - -  
2 

Sin <S o> Sin <S a> Cos <S20> 
2 3 

(18) 
avec 

La solution murnérique de cette equation, pour les variables 

o et Q, utilisant les paramètres d u  Tableau II sont montrés 

dans le graphique d e  la Fig. 4. 

Ces résultats correspondent aux phonons transversaux; le 

traitement est identique pour les longitudinaux. De la meme façon 

il faut souligner que la meme procédure est applicable aux cas des 

superréseaux B 4-couches. 



SUPERRESEAUX A 3-CWCHES 

MODES TRANSVERSAUX 

a 
Pi (gr. /cm > 

c1<105 cm/. > 

3,329 

3 
(gr. /cm > 3 

P~ (gr. /cm > 

cz<1~5 cm,. 1 

3,455 

3,760 

J 

5,360 

c ~ < ~ ~ ~  cm,. > 

3,958 

5,040 



C 
O 

'LI 
U 

i 
3 
0i 

'LI 





Le graphique IV.4a correspond à a= O, et on a fait varier 

(1 entre 2 et 3; il represente la zone &tendue de la mini-zone 

réduite d e  Brillouin ,on l'appelle branche phononique directe de 

Bril louin. (T.A) pour la partie transversale et (LA) 

longitudinale. 

Par analogie au cas de la matiere cristalline on parle de 

1'. 2 3'- minizones de Brillouin <tl.Z.R.B>. 

Une caractbristique h relever dans ce graphique est la forme 

quasi lidaire, ce qui permet d'approcher par des lignes droites 

la solution exacte, dans chacune des minizones. Dans les 

publications, pour le cas des superréseaux i 2-couches, on 

emploie frkquemment, cette approximation, et nous l'emploierons 

pour les cas de nos bchantillons. 

En tenant compte des cas m # O on met en evidence la 

propriéte5 de *riodicite5 ce qui permet de faire le "pliage", c'est 

que nous montrons sur la Fig.IV.4b pour les cas m = I 1. En 

suivant la notation récente dans la publication Cl91 on assigne A 

ces branches de phunons la même nomenclature : 

(FTA) : Branche acoustique transversale "plie5eW dpordre m 
m 

(FLA3 : Branche acoustique longitudinale "pli&en d'ordre m 
m 

O n  peut observer que c'est le comportement périodique, 

implicite dans la relation de dispersion, qui permet de parler de 

minizone réâuite de Brillouin. 
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IV.3.- DISPERSION RAMAN DANS LES SUPERRESEAUX A 3 ET 4-COUCHES 

La =.ynthèse des superréseaux à 2 et 4-couches, ainsi que les 

expériences de dif f usiun Raman, ef fectuées récemment par D. M. 

Lockwood à Ottawa ont permis de vérifier les rési-tltats 

théoriques übtenus, pour les phonons acüustiques dans les 

matér ial-i:l; mu1 tilamel laires, par la ttréc~r ie de F~=~nctiun RBpnnse des 

Interfaces dans lrappr~:~:4imation des milieux cüntinus . 

IV.3.1. - ECHANTILLONS 

Dpaprés 1 y inf~=~rmatic~n obtenue CL01 les superréseaux à Y et 

4-couches ont été synthétids par MBE à partir dei matériaux 

semiconducteurs GaAs , Ga AL AS T ALAS , avec it n 
1-x x 

ürdre lamellaire identique à celui de la Fig.5. Les échantillctnç 

ont été caracterisés par MBE-42'3,444 et 451 pour les superréseaux 

à 3-couches, et BMBE-180 pc~ur celui à 4-ci=~iiches. 

Les paramètres assüciés à 19épais=e'tr d, Cd = 2.3 i=1, 2, 
L i L' 

3, 41 et le pourcentage de concentration drimpureté dans 

l'alliage x ,  sont présentés dans le Tableau III. Ceç 

paramètres furent fixés à partir des enregistrements de 

Microscopie Electr~=~nique de transmission CTEMS et des conditions 

de cruissance Cshutter -timeS de f açun analugue à ce1 le repurtée 
h 

par le meme auteur pour les superréseaux à 2-cc~i-tches 



Figure I V . 5 .  -L'ordre Lamelaire des superréseowr h 3 et 

4-couches. 



TABLEAU I I I  

LyEPAISSEUR DE CHAQUE COUCHE DANS LES SUPERRESEAUX 

I V . 3 . 2 . -  EXPERIENCE RAMAN. CONDITIONS ET RESULTATS 

A i n s i  q u ' o n  le m e n t i o n n e  t211, les s p e c t r e s  Raman f u r e n t  p r i s  
O 

a v e c  u n e  g é u m é t r i e  d e  d i f f u s i ~ n  à 90 ccirnrne o n  le rni:jntre d a n s  l a  

F i g .  IV.€ ,où l T a n g l e  e = 1 2 , ~ ~  c t = ~ r r e s p o n d  à c e l u i  d e  B r e w s t e r .  

Avec c e t t e  g é o m é t r i e  cin se p l a c e  a s s e z  p r è s  d e  l a  c o n d i t i c l n  d e  

r é t r o d i f f t d s i o n  à l y i n t é r i e i - t r  d e  l T é c h a n t i l l c ~ n ,  c ' e s t  à d i r e  d a n s  

u n e  c o n d i t i ~ ~ ~ n  d e  la0O e n t r e  le  v e c t e u r  d ' o n d e  d e  l a  r a d i a t i o n  



A x e s  dans l'échantillon 

Doel 
Echantillon 

Axes du laborotoire 

Figure IV. B. -La &ometrie de diffusion A €30'. 



Figure I V . 7 . - L a  condition de retrodiffusion A 19interieur 



-b -b 

incidente K. et de la radiation diffusée Kr, (Fiq. IV.7). Dans ces 
L 

conditions, la conservation du vecteur dT onde 

sT@crit : 

-b 

où K est le vecteur dTonde associé au phonon diffusé. 
3 

O 

La radiation excitatrice, dans les lctngueurs dTonde 4579 A et 
O 

4765 A et d e  300 mw de puissance, a été prctduite par un Laser 

Argon. La radiation diffusée a été analysée avec IA n 

monnchromateur à double réseau, Spex-14018 et détectée par un 

phc~tc~mul tiplicateur refrc~idi, RCA-31034A . Les enregistrements 

unt été contrblés par ordinateur C211. 

Les ré5ultats, qui nevus unt été envoyés,apparaissent dans les 

tableaux IV, V, VI et VII, ctù on a résumé les décalages Raman et 

l'intensité, mesurée en nombres de cctups/sec. dans des conditions 
-1 . standard d T  excitation avec une résoll~tion de 1,6 cm (-10Oy d e  

largeur de fente:). 



TABLEAU IV 

MoDEs ACOUSI?QUES - ECHANTTLLON 
* 

MBE - 42Q 

No P i c s  

1 

2 

i 3 

4 

3 

6 

7 

8 

O 

10 

il 

12 

13 

14 

15 

16 

RESULTATS EXPERSMENTAUX CX=4578  % > 

o c cm-'3 

5.4 2 0.5 

es1 a* 

am 8.8 

10.6 aa 

14.3 .a 

16.8 #a 

20.7 ma 

24.8 me 

30.8 a* 

36.2 a* 

3QsO am 

48.0 aa 

52.8 aa 

SQ.0 a* 

66.0 ma 

73.0 4. 

1 NTENSI TE C coups/s . 3 

100 

330 

85 

1 370 

130 

690 

15 

47 

37 

8 

6 

ie 

21 

5 

8 

7 



TABLEAU V 

MODGS ACOUSllQüES - ECHANlï U O N  

MBE - 444 

No P i c s  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

e 

Q 

10 

RESULTATS EXPERIMENTAUX CX=4579 8 3 

w c cm-'3 
10,7 

12,3 

18.5 

2496 

3 8 , Q  

45,7 

61,2 

07.3 

71.5 

=*O 

1 NTENSZ TE < coups /S. 3 

58 

100 

$80 

480 

70 

17 

30 

16 

S 

3 



TABLEAU Vi 

MODÊS ACOUSXTQUES - ECHANTiLLON 

MBE - 451 

N o  P i c s  

1 

2 

3 

4 

5 

e 

7 

8 

8 

1 0  
* 

RESULTATS EXPERIMENTAUX CA=476!3 A > 

o c cm-'> 
11.7 f 0.3 

13.4 me 

17.1 SI 

-- 
22.0 1. 

26.6 II 

32.0 (1 

40.5 a* 

46.6 (1 

-- 

1 N m S X  TE C coups /S. > 
1200 

-- 
4€30 

-- 
54 

38 

37 

1 6  

13 

-- 



TABLEAU VI1 

MODES ACOUSTIQUES - ECHANTILLON 
BMBE - 180 

No P i c s  

1 

2 

3 

4 

5 

6 
, 

RESULTATS EXPERIMENTAUX Ch-4579 ) 

O < cm-*) 

10,9 + 0,s 

16,8 II 

25,3 a* 

INTENSI TE < coups /s, 

100 

60 

73 

31,6 II 

39,9 II 

45,8 II 

61 

10 

11 



IV .  4. - INTEWRETATIOW DE8 REBULTATS 

Pour vérifier que la théorie et l'expérience concordent,nous 

avons résolu nulaériqueriient les relatiom de dispersion pour chacun 

des &chantil lons CHBE-429, 444, 451 et BHBE-180) dans la 

condition K,,nOT qui correspond A la diffusion de lm0: Cotli~e 

nous l'avons d6jA vu, les relations de dispersion,dans cette 

condition, pour les phonons longitudinaux et tramversaux se 

differencient uniquecapnt par la valeur de leurs paradtres 

respectifs (C14(i), C .  pour les transversaux . et &Ci), CLi pour 
tr 

les longitudinaux). 

Les valeurs nuWriquess des pardtres, pi. C4.(i1 ,C*i(i), 

Cti. CLi, et "i caracterisant les materiaux GOAL et AiAm ont 

&te direct-nt tir- des publications C18,22,233. Pour le 

Go AL k,selon les diffbrentes valeurs de x, CIOX, 12X, 19% 
i-x x 

et 

2 0 X ) , c e s  paramètres ont ét& estimés par interpolation linéaire 

entre GaAk et AlCk dans l T  intervalle x = O et x = 1. 

L T  indice de réfraction ni a Bt6 calcul&, A son tour, pour 
O O 

chaque longueur d'onde (4579 A et 4765 A). 

Un rbsurrie des valeurs des pararrietres est presentd dans le 

Tableau VIII. A lTaide de ces valeurs et celles du Tableau III 

nous avons resolu les bquations de dispersion et les resultats 

sont pr&sentes, pour chaque échantillon, dans les graphiques 

IV.8, IV.9, IV. 10 et IV. 11, où 1 ,axe vertical correspond A w en 
-î s et l'axe horizontal au vecteur d'onde reduit et sans 

Ka au dimensions Q = 
R 

Pour vérifier la correlation entre résultats theuriques et 

expérimentaux on deternine le vecteur d'onde reduit associe A la 

diffusion pour chaque longwur d'onde de la radiation excitatrice. 



TABLEAU VI11 

DONNEES POUR LE CALCUL DE LA RELATION DE DISPERSION 

DES SUPERRESEAUX A 3 ET 4-COUCHES 

MATER1 AU 

GaAs 

AL 
1-x x 

x = 0 . 2 0  

Ga AL As 
1-x x 

X = 0.19 

Go i-x AL x As 

x = 0 , i Z  

Ga AL As 
i-x x 

x = O ,  1 0  

AL AS 

n 
i 

(4765 A )  

4,500 

4,315 

4,325 

4,389 

--- 

3, 577 

"i 

(4579 A 

4,721 

4,477 

4,490 

4,575 

4,579 

3,503 

Pi 
9 

g r .  / c m  

5,360 

5,040 

5,056 

5,168 

5,200 

3,760 

C1iil 
1 1  

10 2 
d y n / c m  

11,888 

12,090 

12,080 

12,016 

12,000 

12,020 

C C i l  
44 

1  1  
i o  z 

d y n / c m  

5,940 

6,020 

6,010 

5,990 

5,980 

5,890 

L i  
C 

5 
i o  
c m / s .  

4,780 

4,897 

4,888 

4,822 

4,803 

5,654 

't i 
i 

10 
c m / % .  

3.329 

3,455 

3,449 

3,405 

3,390 1 
I 
1 

3,958 1 











.- 
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LT&quation (20)  donne : 

Généralement la frequence du phonon o est beaucoup plus 
P 

faible que les fréquences de la radiation incidente ai et 

diffusée or, ce qui permet de faire lrapproximation Ki% Kr. Donc 

Et K. est donné par : 
L 

donc 

où NCX) est l'indice de réfraction effectif du superr&seau. 

Dacs les publications C23, 241, et pour le cas des 

superréseaux à 2-couches, N ( A )  est calculé par: 

La justification de cette relation est faite dans lThypoth&se 

dT une lonqueur dronde X >> au' pour laquelle le milieu peut se 



considérer homogène. Comme nous avons travaillé dans cette 

hypoth&se,nous avons étendu l'équation (25 )  pour généraliser 

Ce qui permet d'écrire : 

tous les paramètres y étant connus, il est possible de trouver la 

valeur Q pour chaque A et chaque échantillon. 

Ces valeurs sont montrées dans le Tableau I X  

TABLEAU I X  

VECTEUR D'ONDE REMIT 

Q 

ECHANTILLON 

MBE-429 

MBE -444 

MBE -45 1 

BMBE - 180 

Q ( A  = 4579 A )  

0, 445 

O, 284 

-- 

O, 450 

Q ( A  = 4755 A )  

-- 

-- 

0,388 

-- 



Une fois connu Q, on tire sur les graphiques théoriques 

(Fig. IVw8,1V.9, IV. 10, IVw 111 une ligne verticale pour chaque 

valeur de Q correspondante; l'intersection de cette ligne et des 

courbes théoriques donne les valeurs théoriques A comparer 

avec les valeurs experimentales,ce que nous montrons sur les Fig. 

12a, b; 13a, b; 14a, b; 15a, b. 

L'assignation des pics Raman aux modes de vibration, montres 

dans les Tableaux X, XI, XII, et XIII, a été faite en tenant 

compte des intendtes relatives (Tableaux IV,V,VI,VII1 et d e  la 

géodtrie experimentale utilisée, permettant, en principe, 

seulement lpexcitation des modes longitudinaux. 
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Figure IV.14a.-Le graphique de la relation de dispersion pour le 
superr&seau MBM-451, mode LON6ZTUDINAL.Les points representent les 

resul tats expbriren taux 

W(T Hz) 
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TABLEAU X 

MODES ACOUSTIQUES -ECHANTILLON 

MBE - 429 

ASSIGNATION 

CFLA)m/CFTA)m 

DAFLA 

,, 

FTA -1 

FLA -1 

DAFLA 

FLA +1 

DAFLA 

FLA -2 

FLA +2 

DAFLA 

FLA -3 

+3 

FLA -4 

FLA 14 

FLA -5 

FLA +5 

NO Pics 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

EXPERIENCE 

(cm-') 

5.4 I 0 , 5  

6, l  I 0.5 

8.8 2 0.5 

10.62 0,s 

14,3? 0.5 

16.82 0.5 

20.71 0.5 

24.85 0.5 

30.92 0.5 

36.22 0.5 

39.02 0.5 

45.02 0.5 

52.9' 0.5 

59.02 0.5 

66.02 0.5 

73.02 0.5 

a Cs-') 

1.02 x10 l2 

1.15 x10 12 

1 .66~10  
12 

1.89 xi0 l2 

2.70 xi0 l2 

3.17 xi0 
12 

3.90 x10 l2 

4.66 xi0 
12 

5.83 x10 
12 

6.82 x10 l2 

7.35 x10 l2 

8.48 x10 
12 

9.47 x10 
12 

11.12~10 
12 

12.44~10 
12 

13.76~10 12 

THEOR 

a (cm-') 

- 

- 

7.69 

10.88 

- 

17.24 

- 

25.20 

31.57 

- 

39.26 

45.62 

53.60 

59.95 

67.64 

74.00 

IE 

a CS-') 

- 
- 

1.45 x10 l2 

2,05 ~ 1 0  l2 

- 

3.25 x10 l2 

- 

4.75 x10 l2 

5,95 x10 l2 

- 

7.40 x10 l2 

8,60 x10 l2 

10,lOxlO l2 

11,30x10 l2 

12.75~ 10 l2 

13,95x 10 l2 



TABLEAU X I  

MODES ACOUSTIWES -ECHANTILLON 

MBE - 444 

5 

6 

7 

8 

9 

7.52 xlO ( 12 
FLA -2 

8.61 x10 1 12 
FTA -3 

11.54~10 121 FTA + 

41.34 

45.36 

61.53 

10 

66.05 

70,82 

7.85 x10 l2 

8,55 x10 l2 

ll,M)x10 l2 

83.02 0.5 81.70 115,40x 10 l2 

39.92 0.5 

45.72 0.5 

61.22 0.5 

FLA +3 

15.65~10 1 12 
, FTA +5 

1 I 

12,45x 10 l2 

13.35~ 10 l2 

67.32 0.5 '12.67~10 l2I FTA +4 

71.52 0.5 13,380<10 
12 



TABLEAU XII 

MODES ACOUSTIQUES -ECHANTILLON 

MBE - 451 

ASSIGNATION 

(FLA)m/(FTA)m - 
FLA -1 

FTA +i 

FLA +1 

FTA -2 

FTA +2 

FLA -2 

FLA +2 

FLA -3 

FLA +3 

No Pics 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

EXPERIENCE 

u (cm-') 

11,7k 0.5 

13.42 0.5 

17, 12 0.5 

- 

22.02 0.5 

26.62 0.5 

32.05 0.5 

40.52 0.5 

46.62 0.5 

THEORIE 

Cs-') 

'2.21 x10 
12 

2.54 xi0 
12 

3.22 xi0 
12 

- 
4.15 x10 

12 

5.02 x10 
12 

6.03 xi0 
12 

7.63 xi0 
12 

8.78 xi0 
12 

-1 
u (cm 1 

11.67 

12.99 

18.04 

19.36 

23.61 

27.58 

33.42 

42.71 

48.81 

CS-'> 

2.20 x10 l2 

2.45 x10 l2 

3.40 x10 l2 

3.65 x10 
12 

4.45 x10 l2 

5.20 x10 l2 

6.30 x10 l2 

8.05 x10 l2 

9.20 x10 l2 



TABLEAU XII1 

MODES ACOUSTIQUES -ECHANTILLûN 

BMBE - 180 

,No Pics 

1 

f 2 

, THEOR 1 E EXPERIENCE I ,ASSIGNATION 

25.32 0.5 

; 31.61 0.5 

, 39.91 0.5 

' 45.81 0.5 

3 

4 

5 

6 

4.77 xi0 ( 12 
FLA -2 

<.> <cm-'> w 1 <.> <cm-'> 

25.20 4.75 x10 l2 

31.57 5.9s x10 l2 

39.52 7.45 x10 l2 

45.88 8.65 ~ 1 0  l2 

'5.96 x l O  
12 

7.53 xi0 12 

8.64 x I O  
12 

10.87 2.05 x10 l2 

17.50 3,30 x10 l2 

w CS-'> 1 (FLA>~/(FTA>~ 

FLA +2 

FLA -3 

FLA +3 

10.91 0.5 

18.82 0.5 

2.06 x1O 12 

3,17 xi0 12 
FLA -1 

FLA +1 



I V . 5 .  - DISCUSSION 

LTanalyse des graphiques et des tableaux montre que pour le 

cas du superréseau à 4-couches (Tableaux XII11 la concordance de 

la théorie et des résultats expérimentaux est excellente. Tous 

les pics Raman ont une assignatican (FLAjm , avec m= + 1 + 2 + Y 
en parfait accord avec la géc~métrie employée et les valeurs 

théoriq~ies et expérimentales coï ncident plutôt bien. 

Le tableau X, c13rrespondant aux résultats de lréchantil 11=1n 

MBE-423 (superréseau à 3-couches) montre une assignation plus 

complexe. Les pics identifiés par les numéros 4, 6, 8, 9,11,12, 13 

14, 15 et 16 ont été assignés à CFLA?m puisque ces valeurs 

thé*3riques coïncident le mieux avec les valeurs expérimentales et 

parmi elles se trouvent les plus intenses, comme on peut s y y  

attendre, compte tenu de la géométrie expérimentale. Le pic Y , de 
très faible intensité, a été assigné à <FTA?m vu que cette valeur 

coïncide le mieux avec la valeur expérimentale. 

Les pics numérutés 1, 2,5 ,7 et 10 ne sont pas expliqués 

par la théarie. Dans les publications El77 on parle des modes 

ass~=~ciés au désurdre dans le superréseau CDAFLA, DAFTAS ; ces pi cç 

se caractérisent par leur largeur et leur faible intensité.Ces 

condidérations nous unt conduit à l'assignation da=tnn&e. 

h 
Les memes types de considératiuns nous ont permis 

dpeffectuer les assignaticlns des tableaux XI et XII. Cependant, 

pour ces échantillûns les assignaticans effectuées conduisent à des 

résultats , na=1rmalement, non attendus. Ainsi, par exemple, dans 

1, échantillûn MBE-451, les fréquences des pics 8 et 9 ,s'écartent 

des valeurs théoriques ,manifestant un c~=~mp~=~rtement non observé 

dans les échantillc~ns antérieurs CBME-42'3 et MBME-18(3?. De la même 

façlzln, dans 1' échantillon MBE-444 , nous avons assigné & certains 

pics,un mc~des transverse, qui ,en principe, ne devraient pas 

apparaitre dans une gécamétrie de rétr~~cdif f usi~z~n. 



Ces c~~mportements peuvent être d û s  A une qualité moins 

bonne de ces échantillclns, ce qui aurait d e s  conséquences sur les 

paramètres les caracterisant <constantes élastiques, vitesse du 

scm, periudicité, etc.) , et / ou 21 une géométrie expérimentale d e  
rétrodiffusion pas trPs bien réussite. 

Dans l'ensemble , la théc~rie et 1' expérience nous 

conduisent à des résultats raisonablements satisfaisantes. 



CONCLUSION 





CONCLUSION 
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Le travail effectué nous permet d' arriver aux c~z+nclusi~ns 

suivantes: 

PRIMO. - La méthclde proposée par la Théorie Générale de Réponse des 

Interfaces 'appliquée à des mudéles simples d e  superuéseau.~;, met 

e n  évidence sa versatilité pour l'étude d e  matériaux compc~sites Le 

développement actuel d e  l'analyse niimérique. et la capacitg d e  

travail des ordinateurs modernes permettront d'étudier des modPles 

plus complexes. 

SECUNDO.- Les expressions analytiques d e s  relations d e  dispersion 

pour les phonons ,dans les cas discret et continu, dans les 

superréseaux à 3 et 4-couches nnt été ,obtenues pour la 

premiére fois e n  appliquant cette méthode. La structure d e  bandes 

montrée par les relations d e  dispersion, est la conséquence 

directe d e  la periodicité d e  ce type particulier d e  matériau 

composi te. 

TERTIO.- La comparaison des résultats théoriques obtenus,pour les 

relations d e  dispersion pour les phonons,dans le cas continu, et 

les résultats expérimentaux d e  phonons acoustiques obtenus par 

spectroscopie Raman ,et particuliPrement celles d u  superréseau A 

4-couches, montre que , quoique le modèle proposé est simple, o n  

trouve une corrélation raisonnablement satisfaisante entre la 

théorie et l'expérience. 

QUATRIEME. - L'accord entre la théorie et l'expérience permet 

aussi d e  v ~ i r  que 1' hyputhése d u  milieu effectif, employée pour 

déduire l'équation 25 (chapitre IVZ,et la généralisation pour le 

calcul d e  l'indice d e  réfraction du superréseau A 3 et 4-cuuches 

Ceq. 261,est raisonablement adéquate. 
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C'objectif fondanenta1 de ce travail est 1' étude théorique des 

propriétés vibrationnelles dans les matériaux composites du typo 

superréseau A N-cctuches, en utilisant la Théorie Gbnérale de 

Réponse des Interfaces. 

La théorie est appliquée A deux modéles ,de superréseaux A 

N-couchesrun pour les milieux discrets et un autre pour les 

milieux continus,cpe%it h dire ,pour 1- milieux dans lesquels la 

longueur dponde A d e  la perturbation est de l'ordre o u  plus grande 

que -la distance interatoniique.0n obtient des resultats analytiques 

pour les relations de dispersion des phononç dans les superréseaux 

et l'on a~et en 9vidence la structure de bandes caractéristique de 

leur périodicité. 

Pour le cas continu, définit riiie Zone Réduite de Brillouin 

(ZRDI, et l'on compare les r8sultats théoriques avec les résultats 

expérimentaux des phonons acoustiques dans les superréseaux A 3 et 

4-couches,obtenus par spectroscopie Raman. Une correspondance 

satisfaisante est trouvee entre la théorie et l'expérience. 

MOTS - CLES. 

Superréseaux. 

Conrposi te. 

Interface. 

Ga, A1,As. 

Phonons. 

Ondes Elastique. 

Function Réponse. 

Spectroscopie Raman. 




