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INTRODUCTION GENERALE

La synthése de nouveaux matériaux, ctaractérisés par de
propridtés semiconductrices, supraconductrices,ayant une haute
rédsistance & 1’usure, etc. a étd une consdgquence directe des
nombreux travaux thdoriques et expérimentaux, mends A& terme ces 50
derniéres anndes. Une attention plus spédciale a été dévolue aux
matédriaux semiconducteurs,aux céramiques,aux nouveaux alliages et

aux matériaux composites.

L’empleoi des multicouches faites de différents matdriaux,
pour amélicorer certaines propridtés (ex: haute réflectiviteé dans
les interférométres de Fabry-Peroct [11) et produire de nouveaux
dispositifs ( ex:lasers solides [2] ), a dété frédquent depuis des
anndes. Cependant 1t étude des propridtéds spécifiques
(vibrationnelles , dlectroniques, etc:l, dans ces matériaux

composites a commencé rdécemment.

L’étude théorigque des propridtés vibrationnelles dans les
matériaux composites multilamellaires et plus particulierement
superréseaux, a l’aide de 1la Théorie Génédrale de Réponse des
Interfaces est le but du présent travail.Cette théorie mise ou
pcint récemment par L. DOBRZYNSKI [11,123, a permis dfarriver a
des résultats analytiques pour les relations de dispersion des

phonons dans les superrédseaux & 3 et 4-couches.

Dans 1le chapitre I sont prédsentdes brievement =5 notions
générales : de la thédorie de l1?dlasticité (milieu continu infinid,
des vibrations dans les milieux cristallins (milieu discret

infini), et de la thédorie de Réponse des Interfaces.

Dans 1le chapitre 1II on présente un modeéle simple de
superrdéseau a N-couches pour les milieux discrets A& structure
cubique simple.leurs propriétés vibrationnelles sont édtudides en
utilisant la Théorie de Réponse des Interfaces (111, et les

talculs et 1les résultats (relations de dispersion pour les



superréseaux 4 3 et 4d4-couches ) sont présentés dans deux

publications annexes.

Dans le chapitre III on prédsente un modéle de supervéseau A&
N-couches dans 1'Tapproximation des milieux continus, et 1'on
édtudie la propagation des ondes d&lastiques transverses en
utilisant la Théorie de Réponse des Interfaces [12].lLes calculs et
les résultats (relations de dispersion pour les superrédseaux a 3

et 4-couches) sont donnéds dans une publication annexe.

.Finalement dans 1le chapitre IV on présente quelques
conséquences découlant des relations de dispersion pour les
phonons dans le cas continu.Ensuite on fait une comparaison entre
nos rédsultats thdoriques et les rédsultats expérimentaux des
phonons acoustiques,obtenus par spectroscopie Raman (D.A.Lockwood,

Ottawa,Canada).
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I. INTRODUCTION

L’étude des phonons dans les superréseaux a3 N-couches, pour
les cas discrets et continus, constitue le but de ce travail.
Cependant vu que les superréseaux sont un arrangement de
différents matériaux, chacun ayant des propriétés physigques
spécifiques, et que «ces propriétés déterminent celles de
1’ensemble du systéme composite, il est nécessaire d'abord de
connaitre les propriétés individuelles de chaque composant;
notamment, celles lides aux ondes élastiques dans les milieux
isotropes et continus, aux vibrations dans les milieux cristallins

et aux propriétés dynamiques dérivées.

Ce chapitre donne d?abord une définition générale des
superréseaux A N-couches, puis aborde les aspects généraux de la
dynamique de propagation des ondes dans les milieux continus, ou
cristallins a structure cubique dans 1Tapproximation de grande

longueur d’onde.

Nous esquissons, tres brievement, la théorie générale qui
permet l’obtention de la relation de dispersion pour les phonons
dans les superréseaux a N-couches, en mettant 1’accent sur les

équations fondamentales et la méthodologie de leur application.

I.1.- SUPERRESEAUX A N-COUCHES. DEFINITION.

On définit de fagon générale les superréseaux, comme un
matériau composite avec une structure multilamellaire périodique,
o chaque super-cellule unité (Fig.l1.1) est constituge par
N-couches de i matériaux différents, cela signifie qu?un
superréseau a N-couches est un matériau de périodicité définie
construit en répétant la super-cellule dans 1’espace (-0 < z < o

d. La wvariable 2z 1indique la direction de croissance du

superréseau.Chagque lame de matériau i et d'épaisseur di
s’étend infiniment dans le plan (x,y); ces lames s’empilent

1’une sur 1’autre pour constituer la super-cellule unité. Cette



n+14

1

n<

———

Figure I.1.Modele de superréseau A N-Couches.



unité de base a un paramétre de réseau defini comme:

a = Yd €17

Le volume du superréseau constitue le domaine de définition

Doo qui est formé par 1fensemble de tous les scus-domaines
DL definis pour chague matériau i, plus 1’ensemble des
sous-domaines Mt qui integrent l1’espace M des interfaces.

Cfest-a-dire:

D = { WDy UutuM } 27
[0 o] 1 v

Les modéles des superréseaux utilisés pour le dérculement du
travail dépendent du caractére continu ou discret de 1la matiére;
donc, une définition spécifique pour chaque approche sera

présentée dans les chapitres correspondants.

I.2.- ONDES ELASTIQUES

La propagation des ondes élastiques dans les milieux infinis
est déterminde par les caractéristiques et 1les oropriétés du

milieu.

Nous allons menticnner brievement les notions de
dynamique de propagation des ondes dans 1tapproximation des
milieux continus, c’est-a-dire dans les matériaux pour lesquels la

laongueur d’onde A est beaucoup plus grande que 1le paramétre du

réseau .

Dans 1la th€orie de 1’élasticité, dans 1’hypothése des petites

déformations (Loi de Hooke), et supposant les forces extérieures
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appliquées au délément de volume négligables,on obtient pour
>

1’expression de la force F par unité de volume, due aux forces

des contraintes appliguées sur la surfacel31 :

aTa
- e £32)
Fa } BXB
3
o Fa est la composante de la force par unité de volume, Taﬁ
est le tenseur des contraintes, a et p = 1, 2, 3.

En supposant des conditions isothermes , et des forces
extérieures nulles, aon peut déduire que les tenseurs des
contraintes et des déformations pures auxquelles est soumis le

corps sant linéaires et relids par lTéquation:
T = C a (4>
a3 2: a3 Uy
[y

ou C euv sant les tenseurs des constantes élastiques et des

opour?
déformations respectivement. Les équations (3) et (4) permettent
d?obtenir 1’équation fondamentale de la dynamique pour un milieu
élastique en considérant uniquement son isotropie ou la condition

cristalline.

A un milieu isotrope,on associe un tenseur isoctvope de

constantes élastiques et on démontre [4]1 que

C = o) fe) + fe]
oy 2 Cap v au “pv av “pu

a, b, c étant constants.
11 est aussi possible d?’écrire:

c = A& S + u S S +

S & ) 6
B o S o’ pv By &
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avec A et u les coefficients de Lamé

Ceci permet d'écrire le tenseur des contraintes comme

T = A e S + 2 e (7))
H aof3

D’ autre part, le tenseur des déformations est une fonction

gui dépend des variaticons de la fonction de déplacement local

i o 3
2 = ==l w7 + == 8>
af3 2 GXB 6Xa
oQ Ua’ UB sant les composants du déplacement local pour les
directions oy, 3.
Lféquation fondamentale de la dynamique pour les milieux
élastiques isotropes est facilement obtenue A& partir des

équations (7)) et (3

F = uy —2 + au+w 2 |Ir B (9a)

et sous la forme vectorielle:

avec A et V les opérateurs laplaciens et divergence; ¥ etant le

vecteur position du point o0 on considére le déplacement.

Lorsgu’on considére les milieux cristallins, le tenseur des

constantes é€lastiques est dédtermingd par la symétrie de la
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structure cristalline du matériau. Normalement, dans un cristal,
le tenseur Caﬁuv dépend de B1 composantes, mais en tenant compte
de la symétrie du milieu, mise en relief dans 1les tenseurs des
contraintes et des déformations, de la condition dTéquilibre
thermodynamique [3]1 et dans le cadre de 1T approximation
harmonique, on peut montrer que ces constantes sont réduites a Z1

composantes indépendantes.

Dans un cristal cubique,quels que soient les types, en tenant
compte de toutes ses symétries, le tenseur des constantes

élastiques s'exprime par la matrice [61:

7 A
c c o o 0
11 12 12
c C c 0 O 0
12 11 12
c [ c Q Q 0
& 12 12 11
€= 6o o o € _ 0 0 - (1o
44
o 0O 0 O c 0
44
0 0 Q C
. 44J
Pour le milieu isotrope,
=C =€ +22¢C ’ €112
1144 11 12 44
et alord un élément peut s'écrire:
= >
Caﬁpv C12 éaﬁ éyv + 044 [5ay 6ﬁv + 6av 63# ] €12
avec A3yt et » = 1,2,3

L'¢éguation fondamentale de 1a dynamique pour 1les milieux
cristallins cubiques est obtenue a4 partir des équatiocns (12), £33

et 33 =
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a%u_ 5 U,

= e [ h)

Fa C44z x> + Eiz + C44 6Xa z 6Xﬁ (13a;
g n e
et scus la forme vectorielle:
-+ -+ -
F=C AUF,t) + (C_+C 39 [v .U('r',t)] (13b)
44 12 44

Les équations de la dynamique pour .les. milieux élastiques
iscotropes et les milieux cristallins cubiques sont isomorphes, tel
qu’on peut le remarquer dans les équations (2) et (133.1I1 y a une
correspondance directe en changeant les coefficients de Lamé A, u
et les constantes élastiques C“ et 2
C?’est ainsi que nous considérercns la propagation des ondes

planes dans les milieux isotropes ou cristallins cubiques.

Si dans 1le milieu il n’y a pas d'équilibre, mais des
déformations, il se produit des forces nettes par unité de volume;
ces forces produisent une accélération. D’aprés la deuxiéme loi

de Newton

M
"
0

(142

od o est la masse volumique.

En tenant compte du mouvement du systeme, 1'équation des
ondes élastiques pour un milieu isotrope ou cristallin cubique, a

la farme

-+

-
2 nd e
AT PR APC SN [Ciz . c“] v [v.u c?,tp] (15a)

a t2 44
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a'ua ZE:aUc‘ a‘Z: auﬁ _
o) = C + [C + C ] —_— —_— - (15b)
P 44ﬂ ax2 12 44 axaP axﬂ
3
Les solutions sous la forme d? ondes planes se
représentent par :
> - -»>
u ¥, t) = U exp i(K . F - ot (16)
-+ >

ou Uo est l’amplitude de 1’onde, K 1le vecteur d’onde, et w 1la

fréquence.

Généralement, pour une grandeur et une direction du vecteur
-

d’onde K, il y a trois modes normaux de mouvement pour 1'onde dans

un cristal; ces modes ne sont pas nécessairement polarisés dans
>
des directions perpendiculaires ou paralleles a K. Cependant nous

étudierons, sans perte de généralité, les cas particuliers pour
-

lesquels K a les orientations suivantes [1001, [110] C1111].

Pour la direction 1001, la fonction d’onde (16) est
réduite a:

-+ -»

U(x,t) = U exp itk x -0 t) 17>
1 o 11

ou U0 peut avoir différentes composantes de polarisation Uof Les
fréquences pour les trois modes d’oscillation produits dans 1le
milieu sont déduits des équations (17) et (15)>. Deux de ces
modes sont dégénérés et ils sont, en plus, transversaux A 1la

direction de propagation, avec polarisation dans 1les directions



-15-

-+

Xi Xa. Le troisieéme mode est parallele a la direction kK et il

est appelé longitudinal. Les relations de dispersion pour les

/ Caa
v = =3 (18a)

trois modes sont:

w = V K H
T T T
1
we = W (18b)
T T
2 1
2 2 2 / C1s
w = VL K ; VL = o - (18c)
Aux directions de propagation L[110]1 et [11113 on  associe
les vecteurs d’onde (K, K, 0 et (K,K,K) qgui permettent

de réduire la fonction d’aonde (16) A chague orientation respective.
Les fréquences et modes d'oscillation pour ces orientations de
propagaticon sont obtenus de fagon analogue au  cas  précédent
[100]1. Une illustration est présentée dans la Fig I.2Z, pour les
trois modes dt'oscillation, avec les frégquences respectives et les

directions de pclarisation.

I1 faut remarquer quelgues propriétés apparaissant sur

cette figure, pour les cas traités.

Il y aura toujours un mode dPoscillation longitudinal,
<>
parallele au vecteur d?onde Ky tandis que les autres seront

transversaux.

Les modes transversaux sont dégénérés pour les directions de

propagation [1001 , [1101 et C1111.

Les relaticons de dispersion w ¢ K2 ant la forme

w = YK €133
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X2
[ Cax
Cl)T- TK
T {
L
up p—y > > x]
T K

Figure I.2a..-Direction de propagation [100].
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(1ol ’ﬁ‘/\‘“\ 1,X2)

Figure 1.2b..-Direction de propagation [110)].



(1]
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Figure I.2c.~Direction de propagation [111].

w._:ﬁp‘x
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ou V, vitesse de phase, est indépendante du vecteur d'onde et
dépend des paraméetres caractérisant le milieu (p, C“,CafC44).

La Fig I.2b montre qu’l y a un mode, dans la direction X3
qui n’est pas couplé tandis que les autres, contenus dans un plan

nomme sagital, le sont.

Les sclutions pour l'équation d'’onde (15), sous une forme
arbitraire, peuvent toujours se séparer en deux andes se

propageant indépendamment avec des vitesses VT et VL différentes.

-

On peut donc écrire la fonction déplacement U F, ty comme la

somme de deux fonctions:

-+ R -+ Y
U (F,8) = U (F,t) + U (¥, &) (20)
T L
-+ -+
oU Ur et UL doivent satisfaire:
- -+
v . u = 0 et v x U = 0 -
T L

Ces conditions signifient que lorsque 1’onde &lastique se
propage, les changements de volume ont lieu uniquement dans la
direction longitudinale,les directions transversales produisant

seulement des changements de farme.

L?équation d?’onde (13) prend la forme suivante:

Sl

i
<
3 N
>
cC s
”~~
<y
ot
'
+
<
N
I
<
s N
| S
<
7~
<
c
-~
¢
L34
—
J
[y
At

et avec (19) et (20) on peut obtenir:
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9 UL, &) 2 A
SNLALS 3] vVZ A U ((F,t) = 0 (22a)
2 T T
3t
et
2* -»
U, B . - .
- VZA U tr7t) = 0 . (22b)
3 4t;2 L L

Ces expressions sont des équations d?’onde dans 1’espace
tridimensionnel et représentent les équations dynamiques pour les
ondes élastiques avec des vitesses VT et VL différentes. Ces
vitesses sont nommées vitesses transversale et longitudinale du

S0onN.

Bref, on peut déduire de l1’analyse théorigque qui vient d’é&tre

faite, trois conclusions générales.

Primo: 1'équation d'’onde pour les milieux isotropes et les
milieux de structure cubique est la méme, mis a part les
coefficients qui, dans un des cas sont les coefficients de Lamé,

et dans 1’autre les constantes élastiques.

Secundo: La propagation des ondes dans les milieux élastiques
produit des modes d'oscillation qui peuvent, dans certains cas

particuliers, étre perpendiculaires ou paralléles au vecteur
->

d? onde K .

Tertio: La relation de dispersion a une forme fonctionnelle

->
lindaire entre w et K qui est donnée par

w = V.K 23>
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Ce qui est caractéristique des milieux non dispersifs puisque
->

V ne dépend pas de K .

Les idées présentées ici seront utiles a4 1la compréhension

des chapitres suivants.

I.3.- VIBRATION DU RESEAU. PHONONS

Dans ce chapitre de notions générales, nous élargissons la
discussion des vibrations élastiques dans les cristaux au domaine
des petites longueurs d?’onde .Dans ce domaine,la périodicité de la
structure cristalline a des conséquences trés importantes pour les
ondes ¢lastiques et quelques concepts qui en dérivent seront

utilisés par la suite.

Lorsgu’on considére des ondes élastiques se propageant dans
une direction telle que la polarisation soit purement
longitudinale ou transversale, il est possible d'effectuer un

traitement simplifié du probleme avec les hypotheses:

a}) La propagation a lieu dans wune direction de symétrie

telle que, chaque plan contient le méme type d’atome.

b) L’onde produit des déplacements des plans atomiques paralléeles
-

ou perpendiculaires au vecteur d’onde K . Cette condition
permet d’écrire 1le déplacement par une coordonnée Un
signifiant le changement relatif de la position du plan n par

rapport 4 1’équilibre. En conséquence le probléme se réduit a une

dimension: chaine lindaire [71.

c) On considére deux atomes dans chagque cellule é&lémentaire,

de masse M1 et Mz et 1la constante [ d?’interaction atomique

est la m@me dans toute la chaine



-2

d) Chaque plan atomique interagit uniquement avec les

premiers voisins.

Avec ces hypotheses, et en utilisant le modéle de la chaine
lindaire biatomique de la Figl.3. ou Un et Vh représentent les
déplacements des atomes de masses M Mz' on obtient les

1
équations dynamiques:

M u = B v + v - 2Un) (24a)

M Vv = $ + u 2Vn) (24b)

des solutions sous la forme d’ondes planes pour Un et Vn

c
]

U exp il na k - ot 1 (25a)

<
n

V exp il n a k - ot 1 (25b>

permettent d’obtenir les fréquences et les modes dfoscillation des
systémes cristallins. (23 et (235) permettent d’obtenir la

représentation matricielle :

2{3—"10.)2 -0 +e ) U

-1 + atka 28 - M o v

= 0 - (26)

Pour qu’il y ait des soluticns, il faut gue 1le déterminant

soit nul et on aura donc:

MM wt o+ 2p M+ Hz)wz + 2 [F(1-coska) = 0 (27>

dont les saolutions seront:
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1/2

2 . 2( Ka
2 1 1 1 1 4 sin z]
=Bl rtw | P e M 28

1 2 1 2 1 2
et le rapport des amplitudes
’ , Ke
= e 2 . (29

A partir de (28 on peut voir que pour chaque mode de

polarisation dans une direction de propagation fixe, 1la relation
-
de dispersion w(K) prédsente deux branches. Une solution exacte

sera présentée graphiquement par la suite, mais il est intéressant
de faire une analyse des cas limites Ka <<1 et Ka= + m :

Ka << 1

1’égquation (28) peut alors s’'exprimer comme

[

2 _ 1
w = ZB[ M; + Mz ] (30a)

W = o2K? (30b)

1 2
o = 2 f3a
- M+ M

1 2

et d?autre part (29) nous donne:
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1 . -
[ \% ] B si o = o et K— O (31>
u 2
1 si w = w, et K— 0O
Cela signifie que lorsque Ka devient petit, la fréquence w,

du premier mode tend vers une constante différente de zéro, tandis
que pour le deuxieme mode on trouve une relation de dispersion qui

col ncide avec le cas traité dans les milieux continus.

D’ autre part, le rapport des amplitudes pour le mode
w = o indique que les atomes dans chaque cellule oscillent avec
des phases opposées, le centre des masses restant fixe. Si on
considére des atomes avec des charges opposées (Na+, Cl ) on
pourra exciter des mouvements de ce type en les faisant interagir
avec des ondes délectromagnétiques. C’est ainsi que cette branche

est nommée la branche optique.

Pour le mode w = w, les atomes oscillent en phase et se
déplacent ensemble, comme dans les vibrations acoustiques. Ctest

ainsi que cette branche est nommée branche acoustique.

Les concepts de branches optique et acoustique ont un
caractere plus général, mme si on les a déduit pour un cas tres
simple et particulier. Chaque atome dans la cellule élémentaire a
trois degrés de liberté,donc il y aura 6 branches de dispersion
possibles: trois sont acoustiques et 1le reste optiques.S5’il n'y a
pas de dégénérescence les six modes auront des fréquences
différentes: (T;A), (TzA) (LA (T10) (TZO) (LO2; T pour les
transversales,lL pour les longitudinales,A pour les acoustiques,et

QO pour les optiques [81].

Dans les cas ou la cellule ¢lémentaire a p atomes,il ¥
aura 3 branches acoustiques et (3p-3) branches optiques. Ce fait
est dd 4 ce gqu’il n'y a que trois mouvements possibles dans
lesquels les p atomes et leur centre de masses se meuvent en

phase.
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Pour les valeurs Ka »> + r, les fréquences de la branche

optique et acoustique tendent vers:

- 208 (32-a)
1 M

2
o = 23 | (32-b)
2 M

-
Les vecteurs d’onde K des modes de vibration placés dans le

voisinage de + nn/a ont une signification spéciale lorsqu’on

analyse la propagation de 1’énergie.

Rappelons—nous qu?’une onde en se propageant dans un milieu,
peut avoir une énergie avec une vitesse appelée vitesse de groupe

[9]. Cette vitesse se définit par:

_ dw
Vg = W (33a
ou
- -
v = Vv ( w (K)] . (33b)
g k

A partir de (33) et (32) on peut déduire que la vitesse de
groupe est nulle. C’est-a-dire qu’il n'y a pas de transport
d?’énergie. Cette propriéeté est caractéristique des ondes

stationnaires.
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>
Autrement dit, les ondes de vecteur K dans le voisinage de

K o + n/a seulement peuvent €tre du type stationnaire.
m
Encore un autre aspect a souligner est celui du domaine de la

relation de dispersion w(K) [eq. (28)1].

En principe K peut étre une variable continue, cependant,
comme on le verra par la suite, elle est discrete et, en plus, on
la définit dans 1’intervalle [-rn/a,n/al,appelée premidre z2one de
Brillouin. La non continuité de K est déduite en appliquant les
conditions de Born-Yon Karman [7]1, aux frontieres de la chaine, ce

gui conduit aux N valeurs de K non équivalentes.

ad m est un entier et N est le nombre de cellules damns la chaine.

Les valeurs quantiques de K ménent a des valeurs quantigues
de 1’énergie des vibrations cristallines; ces quanta de vibration

sont les phonons.

On démontre facilement, en caonsidérant les amplitudes Un at

Uwu qu’un vecteur dfonde quelconque étant hors de la 1°7 zone

de Brillouin, peut étre réduit en faisant:

K'= K + Gm (35al
avec
2T m
= = - 3 )
Bm 3 (35b)]
m etant un entier. Ce fait justifie 1’intervalle défini

prédcédemment pour le vecteur K.
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Sur les figures I.4 et 1.3 nous présentons, de fagon
schématique les idées gque nous venons de traiter. On peut avancer
deux conclusions D?'abord, aux limites de la 1®" Zone de Brillouin
Kqu= + t/a il y a wune largeur de bande de fréquences

interdites; donc cette region-1a correspond a un vecteur d’onde K

complexe, de fagon telle que 1’onde soit amortie.

Ensuite, sur la Fig.I.35 on a représenté d?’une fagon
approximative la relation de dispersion pour une aonde
dlectromagnétique dans un milieu cristallin; on voit que les
courbes associées se coupent avec les branches optiques, ce qui
indique la possibilité d’exciter des modes du réseau avec la méme
fréquence,la méme longueur d’onde et la méme vitesse de phase que

1’onde édlectromagnétique.

Si un photon est absorbé par le cristal et produit un seul
phonon, la loi de conservation du vecteur d?’onde &tablit que Kp=
Kf. Les photons de fréquences de 1’ordre de 10'? H=z. ont des
vecteurs d’onde de 1’ordre de 10° cm-1, cependant les vecteurs

d*onde des phonons peuvent atteindre des valeurs de 10% em™*. Cela
implique que les phonons produits par les photons dans les
processus directs ont des vecteurs d?aondes courts, donc les
frégquences d?absartion dans la branche optigue correspondent a  la

région infrarouge du spectre.

D’ autre part,on peut aussi voir que la relation de dispersion
de la lumiére coupe les branches acoustiques seulement pour K=0.
Des excitations pour cette valeur du vecteur d’onde se font dans

les expériences de dispersicon Brillouin [101].

Les idées développes jusgqu’ici d'une fagon €lémentaire, sant
de caractére général et elles serviront a la compréhension de

notre travail.
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ﬁp (-u]-\d""lz_) \/B.O.

Mi1=M2

B.O. - Branche Optique

B.A._Branche Acoustique

Figure I.4.-Relation de dispersion par une chaine

linéaire biatomique.
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II.4 THEDRIE DE REPONSE DE INTERFACES

La mthode que nous avons

employée

pour ls calcul des

relations de dispersion pour les phonons dans les superréseaux a 3

2t 4-couches, aussi bien pour Ile
1Tapproximation des milieux continus,
développée

bref

Réponse des Interfaces
Nous allons présenter ici un

méthodologie.

par L.
rappel

cas discret que dans

est fondée sur la Théorie de

£[11,123.

des équations et 1la

Dobrzynski

Soit un systéme composite,défini dans un domaine infini Dm ’

formé par N matériaux diffédrents (Fig. I1.6a); 1la Théorie de
Réponse des Interfaces établit la possibilité de connaitre les
propriétés du systéme, a travers la connaissance de 1la fonction
L)
réponse g'(fonction de Green associée a 1'opérateur hl, si, pour
chacun des matériaux composants (Fig.I.6b), on connalt les
& &
fonctions réponses GciEt leurs opérateurs Hot( 1 = i < N).
« «
Les opérateurs h et Ho_L peuvent Stre, selon 1la propriété a

étudier,un hamiltonien,

une matrice dynamique,

etc.

Les équations fondamentales de la théorie découlent de:

L4 L4
g h = nh § = 1
« ® « « ]
(6. H = H 6. = I
oL o oL oL
«
od I est 1?identité
Elles permettent de mettre en

]
référence G et 1la fonction réponse ‘3

L2 g «
G

(36)

rapport 1la fonction de

37)



[ hg ]

Figure I.6a.-Systéme composite dans un domaine infini Dm

Filgure I.B6b.-Sous-domaine E&
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&
définies dans Dw' La fonction de référence 6 est une matrice

diagonale par blocss; chacun d’entre eux construit avec les
]
éléments de la fonction réponse GoU définie dans son domaine

respectif &4 17intérieur du matériau composite.

> 4
G i, i'>» = & G . (38>
1w oL
&
L?opérateur A (appelé opérateur réponse d’interface)

contient 1’informaticon qui fait référence aux interfaces crédes

permettant de former 1le matériau composite.

S & e e
A = A + v G (39a)
s I
avec :
] e o :
A =V G (39b)
s o]
o
ou Vc est l’opérateur de clivage qui produit les interfaces, et
&
VI est 1’opérateur d?’interaction qui couple les N interfaces

des différents matériaux pour constituer le matériau composite.

S
Dans 1*approximation des milieux continus 1fopérateur VI est nul

{puisque le paramétre du réseau a = 0.

Dans guelques applications il faut connaitre de fagon
axplicite les éléments gi(X,X?) de la fonction E’ du systeme
(4,4’ Dw). Il est possible de les obtenir a partir des

&

éléments de la fonction référence G et de 1'opérateur dfinterface
&
A,
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®
Les ¢léments A (X,X?) de l'opérateur A satisfont

A (x, x’) si X &« M 40)

]
o

od M est le domaine des interfaces.

Cette propriété permet d’introduire la notation des matrices

rectangulaires pour écrire 1’équation (37)

-] L
oo + oM A MDD = 6 DD 41)
et en définissant :
L 3 L] L]
ACMM) = IMM + AMM 42>
nous aurons
] & [ &
1

‘g* (DD) = B (DD - GOM A" MM A MDD 43)

équation permettant de connaitre tous les é¢léments de s; de fagon
> 2
univoque, une fois connus les ¢léments de 6 et A. Pour les cas

des superréseaux A N-couches ils peuvent Btre calculés de fagon

analytique.

La théorie de Réponse des Interfaces, lorsqu’elle est
appliquée a 1’étude des superréseaux, permet d'écrire la relation
de dispersion des phonons dans ce type de matériau composite.
Cette ¢équation est valable pour les milieux discrets et pour

les milieux continus et s’exprime par:

L 4
T [ R (N, m - N; o’ K )] (44)
Y 77

N
a = Z d. (43)
u i

Nf=

Cos(K a ) =
3 u
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]
et Ka’ K// sont les composantes du vecteur d?onde K,
perpendiculaire et paralléle au plan des interfaces; a, est

1’épaisseur de la super-cellule; m varie comme 1 <= m =< N, et w

est la fréquence.

2 4

La matrice R(N, m-Nj; w?, K//) est appelée matrice de

transfert et elle st définie dans les publications qui suivent.

De 1’équation (44) dérivent quelques propriétés. Elle
établit une relation implicite entre 1la composante Ka et 1la
fréquence.La périodicité de la fonction Cos (Ka au) = Cos(Ka a, -
2 nn) montre que l’équation aura des soclutions dans 1’intervalle
[-1,1]1 pour 1les valeurs réelles de K3 pour différents
sous—domaines de l’espace (w, K », qui forment une structure

Vo4
caractéristique de bandes.






CHAPITRE I'l
SUPERRESEAUX A N-COUCHES CAS DISCRET
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II.1.- INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est le calcul théorique des relations
de dispersion pour les phonons de volume et de surface, dans les
superréseaux & N-couches (N= 3,4) en employant 1la Théorie Générale
de Réponse des Interfaces développée [11] pour ce type de matériau
composite dans 1’approximation discréte.lLe modéle du superréseaun
est pris dans le domaine a l1l'intérieur duquel les propriétés
dynamiques d’une onde se propageant dans ce milieu sont données
par sa longueur d’onde A . Lorsque A =« 'ao (ao parametre du
réseau cristallin) on aura 1'approximation de courte longueur
d? onde.

En principe, il est possible, avec cette théorie de trouver
de fagon générale les relations de dispersion des phonons dans les
superréseaux ayant n’ importe quelle cellule élémentaire pour 1la
structure cristalline. Cependant le traitement théorique peut
s?’avérer trés complexe, les calculs devant se faire A 1'aide d’un
ordinateur. Dans notre travail nous adoptons un modéle simple de
cellule élémentaire, ce qui permet de mener, de fagon totalement
analytique, jusqu’a la fin,les calculs pour obtenir les relations

de dispersion correspondantes.

Par la suite on va détailler le modéle du superréseau A
N-couches, puis la situation particuliére pour N= 3,4. on
completera le chapitre avec deux publications o0 on montrera les

résultats obtenus.

I1.2.- MODELE, HYPOTHESES ET NOTATIONS

Un schéma d’ensemble du modéle de superréseau projeté dans le
plan Xgr Xy est présenté dans la Figure II.1. Pour une
représentation tridimensionnelle les couches croissent

indéfiniment paralléles au plan X, X,e
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Le modele qu’on propose est construit en répétant
périodiquement, dans une direction donnée (xa) une super-cellule
¢élémentaire (n) formée par N lames de matériaux différents. On

identifie les matériaux avec l’indice i , 1 £ i =< N).

Chaque i-¢4me lame est obtenue en clivant 1le matériau i,
défini dans son domaine infini (Fig. I1.2), et elle est constituée
par Lt plans atomiques,ol0 chaque atome est identifié par la masse
Mt’ et les interactions interatomiques, a4 1'intérieur de la
couche, sont caractérisées par le parametre ﬁt.Les plans

atomiques sont notés par un indice entier 13, (15135Lt).

Pour les matériaux qui intégrent chaque lame on suppose une
structure cristalline périodique, avec une cellule cubique simple
et un paramétre a_ (Fig. 11.3). La géométrie de 1la cellule

élémentaire est la méme dans chacune des différentes lames.

Le couplage des couches dans le superréseau est caractérisé
par les constantes BU; ou i et i signifient que
17interaction a lieu entre le plan atomique L;, de la lame i, et

le plan atomique 1 de la lame suivante () (Fig. II.4).

Le modéle du superréseau A N-couches proposé, a la propriété
de symétrie de translation dans les directions paralléles aux
plans [001], ce qui permet de réduire le probléme A trois
dimensions au cas plus simple d’une dimension en employant 1la
transformée de Fourier,selon laquelle n’importe quel opérateur ou

fonction se transforme d’apres

- 1('(//;//)
F (x , X ) = E: F (K ,x)e
Vo o
-
K
o4
o
-
K = K % +k % et x = a (1 % +1 %oO.

o4 1 1 2 2 Ved o i 1 2 2



¢ G, W N
S
T T

1 2 3 L2 -l L

L |

—
Leme -i

Figure 11.2a. -Matérieau 1 dans un domaine Dm .

L.2b,~-Couches i-éme.
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Les cas des superréseaux avec trois et quatre matériaux a
17intérieur de 1la cellule élémentaire en tenant compte de
1’invariance de translation sont montrés dans les Figures 1I.5 et
Il.6.

Bref, les hypothéses employées pour développer le modéle sont

les suivantes.

Primo, approximation harmonique; dans cette hypothese
1’énergie potentielle du systéme est une fonction quadratique des
déplacements atomiques par rapport aux positions d’équilibre; les

forces sont proportionnelles aux déplacements.

Secundo; approximations des premiers voisins. L'interaction
de chaque atome a lieu seulement avec les atomes de leur entourage
placés a 1la méme distance (Fig. 1I1.7). Ceci signifie que les
forces décroissent rapidement avec la distance. Nous avons appelé
cette interaction BU

Tercio; pour les matériaux qui composent chacune des couches

du superréseau, on suppose une cellule élémentaire cubique

simple.

I1.3.- RESUME DES NOTATIONS EMPLOYEES PAR LA SUITE

X8 : direction de croissance du superréseau
n : supercellule unitaire qui se répedte périodiquement (o< n <w)
N : nombre de couches dans la super-cellule n

i : indice fixant 1la couche du matériau i“4me dans 1la

super-cellule (1 < 1 £ N)
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indice fixant la position de la couche i dans 1la structure
infinie du superréseau

m = pnN + i= (n, i)

L. : nombre de plans atomiques dans la lame i1 ou m

13 : indice pour les plans atomiques dans chaque lame
(1 £1 =< L)
3
M,L : masse des atomes dans la lame i
3. : constante d’interaction interatomique dans la lame i

Bij= constante d’interaction entre les atomes de 1’interface entre

deux lames ( K = Lt’ J= 1

X(1)z= ao (1 %X + 15+ 1%); vecteur position de 1'atome 1
1 1 2 2 3 3

dans le réseau cristallin
lv : composante » du vecteur X (v = 1,2,3

a: paramétre du réseau dans la cellule cubique simple
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o
5(' “)'00(’121‘*'2*2“"3i3)

Figure I1.7.-L'approximation des premiers voisins

au atome L. °
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II.4.- RESULTATS.

Dans 1les publications qui suivent ,nous montrons les
résultats obtenus pour la relation de dispersion des phonons

dans les superrédseaux 4 3 et 4-couches.

Ltéquation 36 de la premieére publicaticn annexe définit 1la
relation de dispersion por 1les phonons de volume dans les
superréseaux & 3-couches , et 1’équation 35 (2-éme publication)

montre l’expression pour les superréseaux a 4-couches.

@
L*élément gs(ﬂi,ﬁi) de 1la fonction réponse gs(nu,niiﬂ
assccide & la partie semi-infinie du superréseau coupéd, est

donné par l1’édquation 36 (2-éme publication). La connaissance des
pSles de cette fonction permet de déterminer les fréquences des

modes localisés &4 la surface du superrédseau semi-infini.
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Bulk phonons were obtained previously for a two-layer superiattice, using slab response func-
ticns. We show that they can be gbtained more directly using bulk response functions and the inter-
face response theory. This new approach enables us to give for the first time a general theory of
phonons in N-layer superlattices. As an illustration of the theory, we give a closed-form expression

for phonons in three-layer superiattices.

L INTRODUCTION

Phonons in two-layer superlattices arg of interest
theoretically! and also have been studied experimentally
by Raman and Brillouin spectroscopies for several years.
N-layer superlattices are formed out of a periodic repeti-
tion of a unit cell containing N (N > 2) different slabs.
There has been progress recently in producing such ma-
terials’ and we hope that the present theoretical paper
will stimulate experimental investigations of phonons in
N-layer superlattices. In the next section, we first present
a simple three-dimensional phonon model and then give
the surface response operators necessary for a theoretical
investigation of N-layer superiattice phonons. We show
in Sec. III how the interface response theory® enables us
to calculate the response function and the superlattice
phonons. A closed-form expression for the phonons in a
three-layer superlattice is presented here for the first

time. Finally, we discuss some extensions of the present
resuits.

II. BULK PHONON MODEL
AND THE SURFACE REPONSE OPERATORS

A. Bulk phonon model

We start from an infinite simple-cubic lattice of atoms
of mass. M;. Let u,(/) denote the @ (=1, 2,-or 3) com-
ponent of the displacement of the atom at lattice site

x(l)=a°(11’i|+lziz+13}ig) ’ (l)

vhere g, is the lattice parameter and %,, %,, and %, are
it vectors. The potential energy @, associated with the

‘rmice vibrations of the model*> considered here has the
orm

=183 3 3 [ualD—uU +p)}*, @
i p a

Vhere | ranges over all sites of the crystal, and p over the
W nearest sites of the atom /.

This model is not rotationally invariant. Nevertheless,
this deficiency is unimportant for the qualitative investi-
gation of many physical properties and in particular for
our study of the transverse and longitudinal polarized
phonons.®

Using this form of the potential energy and assuming a
sinusoidal time dependence for the displacements, we ob-
tain three uncoupled equations of motion, which we can
write in the form

3 Hylll';0bu(l’)=0, 3
<
where
: B;
Hm(ll';w2)= (02—6“5{'_ 8u'+‘; 25L1'+P . 4)
t 1 P

The corresponding threefold-degenerate bulk phonon
dispersion relation is

m2=2-‘&%{3—cos(k,a° )—coslk,aq)—cos(kiag)],  (5)
i

where k=(k,, k,, k;) is the propagation vector.

B. Balk response function

The bulk vibrational properties of the above crystal
can be studied with the help of its bulk response function
Gy; defined by

Hy Gy =T, )

where T stands for the unit matrix.

Taking advantage of the periodicity of the system in
directions parallel to the (001) planes, we introduce the
following two-dimensional vectors,

x(D=ag(l, %, +h%,) , (7a)
ky(N=k X +k,3,, (Tb)

and a Fourier transformation of the response function

8451 © 1988 The American Physical Society
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oy 1 "y 2 and
Gyl 0')=— 3 Go,(Il';kyw®)
N k
M,
xexpliky-[xy(N—x(I"]}, (8) gi=3—cos(klao)—cos(kzao)—E(a)2+ie) , (1

where N2 is the number of atoms in a (CO1) plane.
The corresponding bulk response function is®

fly=ly 1 +1
Gyl kyoo?) = == —o— | 9)
aitisly, Ky@ B; t,-z—l
with
£E—(E-D'72, £51
= {E&+i1=£H'2, —1<§ <1 (10)
§i+(§?_l)ln’ §,~<—
j
.- B 5 B;
V01(1313)=I{T(81305130+6131 131-8']05131—613181'30)+

The surface response operator X;i associated to this
slab is formed out of the elements of

Ay =Gy, Voa ’
belonging strictly to the slab, namely

(13)

-13+l

TR i by L
- Asi(llll)—— t’-+l (81‘]1ti +8[;L tl i )

1<l,ly<L; . (14)

The above expressions (9)~(14) in another form were used
before’ for the study of sandwich phonons. They enable
us to treat in the next section the N-layer superlattice
phonons.

ITI. THE RESPONSE FUNCTION
AND THE N-LAYER SUPERLATTICE PHONONS

A. Definition of the N-layer superiattice

Consider N different homogeneous slabs, each bounded
by ideally truncated free surfaces. Let these N ideally
cleaved slabs (i=1,2,...,N) be coupled together by
nearest-neighbor interactions ;., between adjacent sur-
face atoms; B, couples surface atoms of the L, atomic
plane of the slab i =1 to those of the /; =1 atomic plane
of the slab i =2 and so on. The unit cell formed by these
N slabs will be labeled by an integer n.

In the same manner, one can couple periodically an
infinite number (— o <N < + «) of the above N layered
slabs in order to obtain a new bulk material, the N-layer
superlattice.

In what follows, the following more condensed nota-
tion,

m=nN+i=(n,i),

m'=n'N+i'=n',i").

where ¢ is an infinitesimal positive number.

C. The surface response operators for one slab

Let us now create a slab by removing in the infinite
crys*al all interactions between the atoms situated in the
l3=0 and /y=1 planes, and also between those situated
in the I3=L; and /;=L;+1 planes. The corresgonding
cleavage operator Vo,, which when added to the Hy, gives
the dynamical matrix ho, of the slab and of the two semi-
infinite crystals, is

E(aljl.,al‘];" +81,,L,+l81'3,l.,.+l _SI)L‘SﬂSJ_i.,.l —'513,1.,-4-16[’31_’ ).

(12)

[

will prove convenient for labeling a given slab i (or i’) in
the unit cell # (or ).

The interface atomic interactions are globally rep-
resented by the coupling operator V:

Vl(ml,,,;m'l,',,-)=5,,,,,,'(5,M',N 811’ v Bm,m+l
m m Ny

“m

+81m,181' ,’le —-1im )

6 ’

—Sm +l,m'5l,,,,1N 1 ,,;Bm.m +1
m m

—5'"'”"—151;'.'181'-,1 Bmym +1 (15)
mlye

N !

B. Reference response function G
of the N-layer superlattice

Define* for the_N-layered superlattice a reference
response function G as a block-diagonal matrix formed
out of only the elements of the bulk response functions
Gg; contained within the space of the definition of each

slab, namely, with the notation given above:
G(mly,m'l})=8,,..G.l513), 1<l3,li<L, (16

where 5,,,,,- is the usual Kronecker symbol.

C. Response function g of the N-layer superlattice

The response function g or the N-layer superlattice can
be calculated directly from the reference rcsponse func-
tion G defined above, through the universal relation’

T+A"§=G, an
where the interface response operator A’ is defined’ by

A'=A.+GV,. (18)
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A, is the block-diagonal surface response operator
formed out of the 4,(ml,; m'l}) given by Eq. (14),

Ajlmly;m'l3)=8 A (1313, (19}
and V, is the coupling operator defined above.

The general solution of Eq. (17) for any model of an N-
layer superlattice was given before.® For the present
model, the elements g{ml;;m’l}) are scalars and can be
calculated in closed form with the help of the following
(2% 2) matrices:

- A'lmi;mL_) A'lmi;m +1,1)
Kim)= 1+ 4"mLyimLy) A'UmLpim +1,1)
(20)
- A'miim—=LL, ;) 1+4'(ml;ml)
Him)= 1| tmL;m —1,L,,_,) A'lmL,;ml) |°
21)
Blm)=—K ~'(m)H(m) , 2)
and
RIM=PWPWN -1)---B(D). (23)
The explicit expressions for K(m) and H(m) are
L L,
tmm +Bm.m+l - __ﬂm,m+l Im
- tm+1 B t:-1 Bm ti-1
K(In)= + Bm.m+l tm _ ﬁm.m-H tm ’
ty+1 Bn t:-1 Bm t:-1
(24)
J
-~ —Bm—l.mAm
Pim)=
B ~1l,m
_Bm-l.rnA B Bm lmA +

mom 41

Use can be made of these results (24)-(31) for the calcula-
tion of the elements of the response function g for a two-
layer superlattice’. -

D. The N-layered superlattice phonons

The expression giving the N-layer superlattice phonons
ippears in the denominator of g{nily;n’i'l5). It was also
shown® that one can obtain N-layered superlattice modes
directly from the trace of the (2 X 2) matrix R(N), namely

cos(kja, )=TrR(N) , (32)
¥here
N
a=a, 3 L, 33

Sthe width of the unit cell of the superlattice and k' the

“mponent of propagation vector k perpendicular to the
Tterfaces,

8453
and
[_ Bm-\.m tm 1 + B —im im
- Bn i1 tp+! Bn ti-1
H(im)= L L L
_ —im tmm tmwl +Bm-lm tmm
Bm ti-1 t,+1 Bm t:1-1
25)
Note also that
L
- B m "
detK(m)= — 2222 2 — (26)
Bmn ti-1
When calculating B(m), it is heipful to define
t, =e™m ' va)
and
sinh{(L,, —1)q,,
4, =L Smnll Inl (28)
B sinh(q,,)
cosh{(L,, —1)q,]
B, = - T (29)
cosh(q,, /2)
and
C, =28, tanh(q,, /2)sinb(q,, L, ) . (30)
Then P(m) is for the present phonon model given by
Bm~‘l.m Am+Bm
. (31
m—1,m
—_— B + Cm
Bm.m +1 i Bm,m+l

[

So for any value of the integer N > 1, the result given
by Eq. (32}, together with the Egs. (23) and (27)-(31), en-
ables us to find a closed form for the expression for N-
layered superlattice phonons. In what follows, we give
the results for N =2 and N =3.

The expression for a two-layer superlattice phonon is

C,C,y
2cos(k3a }=2B By +——

AC+ CB;
B

+e ﬂlz

y

(34)
where the Einstein summation rule for tensors is used
and the Levi-Civita symbol is

1 ifi,j=1o0r2, is;/

€= 10 otherwise. (35)

This resuit was given before' in a less condensed form.
The new result for three-layer superlattice phanane -
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2costkia, =28, ByB, + 110 4 (e 1 B AC,+1B,8,C, |-+t 2 |+ 4iCC
! B1:BrBu Y o PUIT B By By 28,
+——B.CC, | v |1, (36)
23,1; ! Blu' Bi‘
bearing in mind again the Einstein summation rule for tensors and the Levi-Civita symbol,
1 if i,j,k is an even permutation of i,j,k=1,2,3
€i=1{—1 if i,j,k is an odd permuation of i, j,k=1,2,3 37

10 otherwise.

This closed-form result (36) gives implicitly the disper-
sion relations for three-layer superlattice phonons (fre-
quency versus wave vector). In Eg. (36), the wave-vector
component k3 normal to the layers is clearly visible; the
wave-vector components k,k, parallei to the layers and
the frequency w appear in the quantities defined by Eqgs.
(10), (11), and (27)=(30). If there are many atomic layers
in each superlattice slab, there will be a large number of
solutions o inside the reduced Brillouin zone. Equation
(36) can be solved easily numerically in the same manner
as for a two-layer superlattice.! The results of an explicit
calculation of three-layer superlattice phonons will be
given in a forthcoming paper.” An extension to a four-
layer semiconductor superlattice,” and a comparison with
forthcoming experimental resuits,'? are also in progress.

IV. DISCUSSION

A general theory of phonons in N-layered superlattices
was presented for the first time in this paper, in the frame
of a simple phonon model. Although the lattice model is
somewhat simple, it is sufficient to illustrate the salient
features.

The present formalism can be made to deal fairly
straightforwardly® with more sophisticated models, in or-

der to deal with acoustic as well as optic modes in ionic
N-layered superlattices. In such more-realistic models,
there will aiso be, in general, a coupling between trans-
versely and longitudinally polarized modes.

A complete discussion of all possible extensions and
improvements of the present paper would be very
lengthy, especially when one recalls that the interface
response theory applies to any composite system, without
any limitations in the shape of the interfaces and the
number of components. If the present paper stimulates
more realistic and interesting future theoretical and ex-
perimental studies of composite systems, that will be a
source of considerably satisfaction to its authors.
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A theory of bulk and surface phonons in N-layer superlattices is presented. As an application we
give, for the first time, closed-form expressions for surface phonons in three-layer superlattices and
bulk phonons for four-layer superlattices, together with a few phonon dispersion curves.

I. INTRODUCTION

Phonons in two-layer superiattices have been studied
theoretically and experimentally by Raman and Brillouin
spectroscopies for several years. The aim of this paper is
not to review the existing literature,' but rather to ad-
dress phonons in N-layer superlattices. N-layer superlat-
tices are formed out of a periodic repetition of a unit cell
containing N (N > 2) different slabs. There was progress
recently in producing such materials’ and in studying
them experimentally by Raman spectroscopy.” We hope
that the present theoretical paper will stimulate further
experimental investigation of phonons in N-layer super-
lattices. In Sec. Il, we first present briefly a simple three-
dimensional phonon model and then give the surface-
response operators necessary for a theoretical investiga-
tion of N-layer superlattice phonons. We show in Sec. I1I
how the interface response theory* enables us to calculate
the response function and the bulk superlattice phonons.
In Sec. 1V, we give closed-form expressions for bulk pho-
nons in three-layer and four-layer superlattices and sur-
face phonons in three-layer superlattices.

II. BULK-PHONON MODEL
AND THE SURFACE-RESPONSE OPERATORS

The potential energy ¢; associated with the lattice vi-
brations of an infinite simple-cubic lattice of type i (Ref.
3) considered here has the form

$:=38: 3 3 3 lulh—ull+p)}), m

I p a

where [ ranges over all sites of the crystal, p ranges over
the six nearest sites of the atom at /, and u,(/) with
a=1,2,3 denotes the component of the displacement of
the atom at site /. This model is not rotationally invari-
ant and does not give rise to Rayleigh surface waves on a
(001) surface. Nevertheless, these deficiencies are unim-
portant for the quahtatlve study of many physncal proper-
ties of surfaces® and superlattices’® and, in particular, for
the study of the transverse polarized phonons we will
consider here. Let us recall also that most of the experi-

39

mental results for Phonons in two-layered superlattices
are still interpreted”:” with the help of even simpler mod-
els (linear chain or transverse elastic vibrations). So the
results of the present paper can be considered realistic for
phonons polarized perpendicularly to the saggital plane
and do not address the phonons polarized within the sag-
gital plane nor Rayleigh waves polarized within this
plane.

The bulk vibrational properties of the above crystal
can be studied with the help of its bulk-response function
Gy; defined by

Hy Gy =1, @)

where T stands for the unit matrix and ﬁw for the bulk
dynamical matrix. Taking advantage of the periodicity
of the system in directions parallel 10 the {001) plane, we
introduce the following two-dimensional vectors:

xu(l)=ao(llil+lziz) ,
k() =k 3, +k %, ,

(3)

(where ag is the lattice parameter and %,,X, are unit vec-
tors), and a Fourier transformation of the response func-
tion,

Goill,l'0 )—-7260,(1,, 11k
ky

where N2 is the number of atoms in a (001) plane.
The corresponding bulk-response function is®
ly=151+1

i

N .M
Goill3, 15 k@ )=F‘ ' (5)

i 4 i2 —1
where M; is the mass of the atoms.

Let us now establish a slab by removing in the infinite
crystal all interactions between the atoms situated in the
{;=0 and /;=1 planes and also between those situated in
the y=L, and [;=L;+1. The corresponding cleavage
operator is”®

12 568 ©1989 The American Physical Society
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Vo.'“pl';)=%i!(5f306130+51318131 and V, is th'e cjoupling operator
s s 8 5 Viim,lym ’13)=6’"'"'(5’:’-m81',L,,B”'-"'”
B 1,094,177 9151940 +6,J,51316,,,_,_,,,)
! (51, 8y F1,L, 418y 4y 8 +1,mB1,L, 81, B+
'-5!,1.,5(',1_,4-1_5131-,“‘5:',1.,)' (6) _5’".“,_]51)]5[3'1‘ _le.m—l ,
The elements of the surface-response operator A,, {13a)

formed' out of the elements within the slab of Ao,
—Gm Vo; are

—16, z’+5 L=y

ALY =— ki

with 12/0,,05<L; . (D

III. THE RESPONSE FUNCTION
AND THE N-LAYER SUPERLATTICE PHONONS

Define for the N-layer superlattice a reference response
function G as a block-diagonal matrix formed out of only
the elements of the bulk-response functions Gy, contained

within the space of definition of each slab, namely, with
the notation

m=nN+i={(n,i), (8)

where n labels the unit cell formed out of N different
slabs, 1</ <N the position of the ith slab in this unit
cell, and /, the atomic (001) plane within the ith slab:

Gim,l5;m',15)=8, Gl 1)
with 1<0,,05<L,,, ©)

where §,,,- is the usual Kronecker symbol.

The response function g of the N-layer superlattice can
be calculated directly from the reference response func-
tion G through the universal relation*

(I+A')g=G , (10
where the interface operator A ' is defined* by
A'=A'+GV, . (11

A’ is the block-diagonal surface-response operator
formed out of the A/(m,ly;m’,l}) given by
Alm,ly;m' 15)=8 e At (13,13) (12)

|

-Bm—l,m An

B,
'E’l_l.::_Bm Bm-—l.m Am +
m,m

Pim)=
—Bm -t,m Am -

1+

where the force constants B,, ., coupling the interface
atoms are taken as mean values between the bulk force
constants of the adjacent layers

_BntBm
2

The general solution of Eq. (10) for any model of an N-
layer superlattice was given before For the present
model, the elements g(m,I;;m’,1}) are scalars and can be
calculated in closed form with the help of the following
(2X2) matrices:

B (13b)

- A'lm,;m,L,) A'{m,I;m+1,1)
Km)= V14 g%tm,L:m,L,) A'(m,Lim+1,1)
(14)
- A'm,;m~1,L,_,) 1+A4'(m,I;m,1)
Him)= | gvm,Lim—=1,L,,_) A'(m,L;m.1)
{15)
Blm)=—K ~'(m)H(m) , (16)
and
R=RN,0=PNMBN-1)---P(1). (17)
When calculating Plm)itis helpful to define
t,=e™, (18)
A,..:ismh[s(i:l:'(qml))q"'] ’ 19)
B e
and
C, ——;23," tanh(q,, /2)sinh(g, L, ) . 2an
The P(m) is, for the present phonon model, given by
Bn—tmAm+ By
B im s L (22)
Bam+t | " Bum+r

With the help of these expressions, Eq. (10) can be written'® as
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- gm,L,;m'1l") — gm—=LL_ _.;;m'l") G,.(LIl"
Kim) g(m+1,l;m‘,l’)]=—H(m) glm,L;m",I") +opm G,,,(L,,,,I')‘ 23)
Using N times this equation, one obtains
g{n,N,Ly;n',i’,1") gln—1,N,Ly;n',i',l") - - GAL15)
gln 1,1, Lint 1) =K(N,O)‘ gn 1, L it 1) +8,.mR(N,i')K"‘(i')[G’_I(Lil’l,”\. (24)
The dispersion relation for the eigenvalues of the N-layer superlattices is shown to be’ '
2cos(kia, )=TrR(N,0) , (25a)
where
N
a,=a, 3 L, (25b)
i=1

is the width of the unit cell of the superlattice and & is the component of the propagation vector perpendicular to the
interfaces.

From Eq. (24) one easily obtains

g{n,N,Ly;n',i",I5)+g(n—2,N,Ly;n',i’,1%) _lgn—=1LN,Ly;n',i",13)

=(R“ +R22)

-—

+8,B—8,~, R 'B,

gln+ 1,1, Ln"i"[3)+g(n—1,1,1;n",i',135) g(n, 1, ;00" 15)
(26)
where
- G,(1,13)
B=R(N,i")K ~!(i") Gi,(L[.,I',)]' (27)
The general solution of Eq. (26) is'!!
gln—1,N,Ly;n",i",1%) C o
g(n L, Lin', it 13) J=T2:T“'I" MR Tlylnmm=thg (28)

with

= =12, g>1
t={n+i(l=-9H!?, —1<y<l 29
n+(1,2__l)l/2’ T’<“1

and
2n=R; +Ry, . 30,
With the help of the definitions (14) and (17), and using Eq. (23), one also obtains'®
gln,i,Lizn',1',13) ST In=n'l _R(i. 0)R ! In=n'=1] R
gln,i+1, 50t 05) = 72—:—1[R(1,0)R(N,1 )t —R(i,0)R 7'(i",0) J+6,. R, i)
- G,(1,1})
XK 7}i') GAL, I | (31

IV. THREE- AND FOUR-LAYER SUPERLATTICES

A. Bulk dispersion relations

The dispersion relation for the three-layer superlattice was presented before.® We recall it here, as we will need it for
the study of surface phonons in three-layer superlattices,
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2cos(k'a, )=23,3233+-C—‘&C—’+|e,.,.,‘1 B, A,C,+1BB,C; | o=+ =+ ——

BleZJBM ﬁlZ ﬁ23 B}l
+ = 4,00+ B.C,C |+ | |, (32)

2B 2B, B By
where
]

"u=“o 2 Ll ’ (33)

and bearing in mind the Einstein summation rule (over repeated indices) for tensors and the Levi-Civita completely
antisymmetric tensor of rank 3,

1

even
g ={—1 ifi,j,k is an odd permutation of i,j,k=1,2,3 . (34)
0 otherwise

Equation (32) can be solved easily numerically. In Fig. 1 we present the results for the band structure of a superlat-
tice with two atomic planes in each layer. We assume that the three crystals differ only by their atomic masses, while
the force constants are identical (8,=B,=/,). The bulk phonons of such a superlattice are inside the shaded areas. Be-
tween these shaded areas are gaps in which are represented surface phonons. We will discuss them in Sec. IV B.

We have also calculated the dispersion relation for a four-layer superlattice and it is given by

2cos(kia,) 288,88+ 12308 Lo g At A, 4,C,C
cos(kia, )= _—
3 1234H|2ﬁ2ﬁ3ﬂ1‘ 163444 1 430,08,
1 1 |
+ 3 BB ACH C.C,C.C + +C.C.C.C
i*jEk#] JoR iae/gk*l Fk BiijkBkl BIiBiijk =k IBI+|,I+ZBI+2,1+3
i<j i<j<k
1 1 1 1
+BBB,Ci|—+—+—+—
Tk 1[312 By B 514H
+ 3 BB,CC Lol 8it1,y-1
i#jEk#] Bw  Bu ||Bi B '
i<j
k<l
+_1_ _l_+81+1,i+5i+l,l+8j+l.l+8j.l+l
B | B Bii B;
5‘-«Hk+8k+|' 5lc-+-li-*-5i+lk
+ 1= L — = (840,80 +1)
Bkl' Bk.‘ +1,j L+t
S CC B |2 | Ly s (35)
i*jEk#l PR Bij ﬂli Bi AR I
i<j

where a, =ay 3¢.,L;. In Figs. 2 and 3 we present the
results for the band structure of a superiattice with two
atomic planes in each film. We first assume (Fig. 2) that
the four materials differ only by their masses, while the
force constants are identical. We next assume (Fig. 3)
that all the atoms have the same mass, but the force con-
stants are different and at the interfaces these constants
are taken to be as defined by Eq. (13b).

The long-wavelength limit of these bulk phonons for
three- and four-layer superlattices can be compared with

f

the transverse polarized vibrations in such superlattices
reported and discussed before.!' The results presented
here give, in fact, the departure from linear elasticity of
the transverse polarized vibrations of three- and four-
layer superlattices.'!

B. Surface phonons for a three-layer superlattice

In order to obtain a semi-infinite three-layer superlat-
tice with a free surface, we cleave the infinite superlattice
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by removing all interactions between two adjacent siabs.
This cleavage procedure enables us to calculate the
response function g; of the semi-infinite superlattice from
the knowledge of the response function § of the infinite
superlattice. For the purpose of studying surface-
localized modes, we need only to calculate one element of
g. For a semi-infinite three-layer superlattice having a
slab of type 1 at the surface and below slab 2 and then
slab 3, and so on, one finds, with the help of Eq. (31),

A (w¥)—1

(LLLLL1)=—
&5 D)

) (36)

where

0 1 2 3 S

FIG. 1. Phonon band structure w?/w} with w3=28,/M, of a
three-layer superlattice (with two atomic planes in each layer) as
a function of the parameter S=2-cosk,aq—cosk,ay. The
three crystals differ by their atomic masses (M,=1.5M, and
M,=2M,), while the force constants are identical everywhere
(Bi=B,=B3y=B,,=P13=Py). The five shaded areas and the
curve highest in frequency represent the bulk bands. In the
gaps between these bulk bands are represented the surface-
phonon dispersion curves. The four highest curves represented
by the dotted lines are for a surface terminated by two planes of
crystal 1 having below them two planes of crystal 2 and then
two planes of crystal 3, and so on. The two lowest curves
represented by the dashed lines are for a surface terminated by
two planes of crystal 3 having below them two planes of crystal
1 and then two planes of crystal 2, and so on.

A. RODRIGUEZ et al. 39

A (0’)=B\B)B,+ A\C,B;+ A B,C;+B, 4,C,

+—=(4,C,C;+B,B,C;)
23

B
+L(B,C,B+B B, C+ 28 gy
B, TETTUITETNT BBy
D(w?)=B,B,C;+B,C,B,+C,B, B,
+c,,42c,+b%<c,szc,+a,czc,>
1 C,C,C,
+_(C1C233+Cl32C3)+ (38

B BiPn

From the poles of this response function, we find th
frequencies w, of the surface modes localized at the fre
surface (n =1, i=1, I;=1) and decaying inside the bul
situated at n > 1 and /5 > 1. They are given by

D(w?)=0 (3¢

with the following condition,

0 1 2 a S

FIG. 2. Phonon band structure w®/w} with w3=28,/M, ot
four-layer superlattice (with two atomic planes in each layer)
a function of the parameter S =2 —cosk,a, —cosk,a,. The fo
crystals differ by their atomic masses (M;=1.25M
M,=1.5M,, and M,=1.75M ), while the force constants a
identical everywhere.
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FIG. 3. Phonon band structure o?/w} with w3=28,/M, of a
four-layer superlattice (with two atomic planes in each layer) as
a function of the parameter $ =2—cosk aq —cosk,a,. The four
crystals differ by their force constants {8, =2.58,, B,=2.0B.,
B;=1.5B,, and B;; =(B,+B;)/2}), while the masses are identical
everywhere.

[4,1>1, (40)

which ensures’ that these modes decay inside the bulk of
the superlattice.

In order to illustrate this result, we investigated for the
three-layer superlattice described in Sec. IV A and Fig. |
the occurrence of surface phonons in the gaps between
the bulk bands. We have first chosen the case for which
the lighter slab 1 is at the surface. In that case, four
branches of surface phonons were found and are
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represented by dotted lines. Then we chose the case for
which the heavier slab 3 is at the surface. For this case
two branches of surface phonons appear and are
represented by dashed lines.

The surface mode lying below the lowest bulk band is
similar in the long-wavelength limit to Love waves in
several respects. This surface wave exists when the outer-
most medium has the lower transverse sound velocity. In
the large-k, limit the velocity of this mode approaches
the transverse sound velocity in the outermost (slower)
medium.

In contrast, the surface modes that lie between the
gaps of the bulk modes may also exist even if the outer-
most medium has a higher transverse sound velocity.

The long-wavelength limit of these surface modes can
also be compared to the transverse elastic waves reported
before for two-layer'? and three- and four-layer!® super-
lattices. The results presented here also provide the
departure from linear elasticity of the surface transverse
elastic waves reported before!’ for three- and four-layer
superlattices.

V. CONCLUSIONS

In this paper we obtained for the first time bulk pho-
nons for a four-layer superlattice and surface phonons for
a three-layer superlattice. These results were obtained
with the help of a three-dimensional lattice model, which
addresses only transversely polarized lattice vibrations in
such superlattices. Although simple, the model is
sufficient to illustrate the salient features. In more realis-
tic models, the coupling between transverse and longitu-
dinally polarized modes will have to be included, espe-
cially if one would like to study the Rayleigh waves on
such materials.'* A complete list of all other possible im-
provements to the present work would be very lengthy
and will have to be considered in relation with the forth-
coming experimental results.’
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III.1.- INTRODUCTION

Dans le deuxiéme chapitre on a traité le probleme des phonons
dans les superréseaux A& N-couches et on y a supposé un modele
discret pour les N matériaux intégrant la super-cellule
élémentaire. Dans ce chapitre nous allons traiter le cas des
phonons de volume et de surface dans les superréseaux, mais dans
1’approximation des milieux continus. C’'est a4 dire que pour des
conditions telles que, pour une onde se propageant dans ce
milieu, la longeur d’onde X est beaucoup plus grande que les

distances interatomiques.

Le modéle proposé se caractérise par le fait qu’il posséde a
17 intérieur de son domaine de continuité Dm’ un espace discret
u? associé aux interfaces. Chacune de ces interfaces est
générée en mettant en contact deux surfaces libres appartenant a
deux couches de matériaux différents et contigies dans 1la

superstructure,

La théorie de Réeponse des Interfaces développée pour les
matériaux composites continus [121,permet de calculer les
relations de dispersion pour les phonons de volume et de surface

par une méthode totalement analytique dans le cas de notre modeéle.

La dynamique des ondes dans les milieux continus est le but

de la théorie d’élasticité, qu’on a brievement exposée dans le

chapitre 1. Maintenant nous allons employer les équations
©
fondamentales de cette théorie pour définir 1’opérateur Ho,L et
<

la fonction Réponse Bciassociée aux ondes ¢élastiques dans le
matériau i ,dans son domaine de définition Dm' Cet opérateur et
la fonction correspondante sont le point de départ pour 1'étude

théorique du superréseau et de ses propriétés respectives .

Ensuite on décrira le modéle du superréseau a N-couches et
les cas particuliers traités (N= 3,4); les hypotheses

fondamentales et les notations employées sont aussi donnédes.
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- )
Ensuite 1’opérateur H°t et 1la fonction correspondante Goudu

i-éme matériau dans le domaine Deo sont définis, et on discutera
les retombées de certaines des hypothéses formulées pour
simplifiér le calcul. Finalement une publication montre les

résultats obtenus.

I11.2.~- MODELE, HYPOTHESES ET NOTATION

Le modele proposé, dans cette approximation des milieux
continus, est présenté dans la Fig. 1II.1. De la méme fagon que
dans le cas discret, lg superréseau est formé par une répétition
périodique de la super-cellule élémentaire n (- < n < o ), dans

une direction donnée ( Xs).

La super-cellule est constituée par N couches de matériaux
différents signélés par 1’indice i (1 £ i £ N). Dans chaque lame
i, dont 1'épaisseur est Zai, les propriétés du matériau sont
caractérisées par la densité P, et les constantes ¢élastiques
c4f“’ C“an Chaque lame i est construite par clivage du
matériau infini isotrope et homogéne i dans son domaine D°°
Fig III.2a .

On peut indicer chaque lame d’une autre maniére par rapport
a 1?’étendue infinie du superréseau, en emplovant 1’indice m. Ce
paramétre entier permet de placer une couche, dans 1’intervalle

(-, o) en mettant:
m= Nn + i = (m, i)

Les coupes effectuées pour construire chaque lame et
1’empilement suivant pour former le superréseau, produit un
ensemble discret d’interfaces qui définissent le domaine M

(domaine des interfaces). Pour signaler chaque élément dans ce
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Figure I1II.1.-Modele de superréseau A N-couches,

cas continu.
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domaine, on introduit une variable sans dimensions Z.

w
1A
[

Iy

ot Xq est 1la wvariable dans 1la direction de croissance du
superréseau; a est la moitié de 1’épaisseur de la lame i et
1 ,1 identifient les surfaces de la lame (Fig. I1I.2b). Avec cette
définition il est possible d’indicer les interfaces ad jacentes
avec les symboles (n, i, Zn) avec Z = % 1, ou bien par (m,i)
et (my1). Remarquons que, avec cette derniére notation, il y a

deux fagons équivalentes de signaler une interface: ainst (m,I) ou
(m-1, 1),

Dans les cas particuliers des superréseaux avec 3 ou
4 matériaux différents dans chaque cellule é¢lémentaire on utilise
la notation décrite et les hypothéses énoncées. Une illustration

graphique est détaillée dans la Figure II11.3 et 4.
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o

Figure 111.2.-Matériau i dans un domaine infini Dm -
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] g
I1I.3 OPERATEUR H ET FONCTION REPONSE G

ol oL

(Matériau i1 dans son domaine D00 2

L'éguation de la théorie d’'&lasticité (chapitre 1) permet

d’écrire:

M v 3
2 e -
Z Copr —2 } U, xt = 0 ‘v
ax _aX .
v EN
ay 3y 4y, v = 1, 2, 37,

qui donne en fonction du temps, le déplacement relatif Ua’ dans la
-

direction o, d’un point du matériau placé dans 1la position X,
larsqu’une onde acoustique se praopage dans le milieu. Dans

1’équation (1) nous avans supposé qu’il tenseur dfédlasticité C

o 7 af3uy
peut dépendre de la variable X , comment nous verrons dans le cas

des superrdseaux.

Dans les milieux isctropes infinis les constantes élastiques
-

Caﬂpv ne dépendent pas de X ce qui réduit l’&quation (1) a:
2 2
Z -0 & AN C % U  2,8) = 0 (2>
a2 Y 5% ax &
v
H s 3
=]
Pour les phonons acoustiques l1’opérateur H (x,t), dans le

matériau i et le domaine D est défini par:

o
2 2
a z a
H = - & + c T — (3
o 17, P 4.2 af3uy axﬁaxv
By
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Cet opérateur est constitué par un arrangement matriciel
d’équations différentielles, od les propriétés du matériau sont
décrites par la densité p et les constantes élastiques C

of3ue”

Dans la théorie de la Fonction Réponse des Interfaces pour
& - >
les milieux continus est définie la fonction réponse Goi(X,X',tt')

par l’équation :

& «
G

(X, £) Xy XT,t,t") = I 6 (X-X") & (t-t’) %X,Xx’ € D
ot oL . [0 ]
(4)
ou bien par le systéme d’équations :
2}4 (X0 B (XX ,4t9) = & S(-%) SC-v) . (5
ol [7 ) av
I
©
Bref, la fonction réponse Gci est un arrangement matriciel
&
des fonctions qui sont une solution de 1’opérateur H .

oL

&
L?application de 1'analyse de Fourier A 1’opérateur Hoi(x,t)
g
et & la fonction réponse Goi(i,Q’,tt’) dans les variables (t,t"’—-

@ ) réduit 1'équation(5) A une dépendance en fréquence:

2
2 a - » - -0_-"
E {p" w & + E C 3w -—ax'?-—a-x—v— } G“Y (XyxT,w) = 6“}' S(x~-x?)
M v

(6)

Il est encore possible de simplifier 1’équation en

considérant les hypothéses de 1’isotropie et 1’homogénéité du
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milieu, ce qui réduit la dépendance fonctionnelle & une seule

dimension, dans la partie spatiale Xe

En ce qui concerne le modele de superréseau proposé
(Fig.IlI.1>,0on remarque que chaque couche de la structure
lamellaire est limitée par des surfaces planes paralleles au plan
(xixz) et perpendiculaires a X, direction dans laquelle

s'établit la périodicité du superréseau.

->
Pour une onde acoustique de vecteur d'onde K, Fig.III.S,

deux points dans le matériau i sont équivalents, si celui-ci est

homogéne; c’est A dire s’il est invariant pour une translation
-

infinitésimale T. Cette invariance est considérée pour des

points situés dans le plan (x‘xz) et cela permet de faire une

©
analyse de Fourier de 1'opérateur Hot et de la fonction réponse
L J -

- -» #, . .
Got pour les variables (x// y X, — k//) ce qui réduit

1’équation (&) A une dépendance de la variable xs.Il faut rappeler
que la transformée de Fourier d’un opérateur différentiel est

telle que:

3'[_‘_’2 ]:i.xl\‘r"[g] (7a)
ax
1
et
2
3‘[89]=—K23‘[g] (7b)
2 1 -
ax?

L’équation (6) devient :
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Translation Infinitesimales T
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d

5 w o+ c [1-6]1K+5-—.
Z {p ap @ aﬁuv{ fs E pe dx,
M

1-6 ik +6 -3l -6 & -x*> (8

vs v vs an MY oy 3 3

oQ
N

G = G [ K ., w | X, X’ ]
MY uy s 3’ s
et

K (X, - % ) (9
e sr s 4
avec
-. ~ ~
K = K X + K_ X - (10
V4 1 1 2 2
« &
L’opérateur Hot et la fonction réponse Gcine dépendent

-
donc que des variables Xgr et K//.

L'hypothése de 1’isotropie du milieu signifie que dans ce
matériau il n'y a pas de directions privilégi¢es,elles sont toutes

équivalentes.

© nd > -+

L?’opérateur H (X 0w, K > et la fonction G (X ,X "/w,K D
oL 9 7 oL 3 3 Va4

dépendront donc, dans le plan (Xi,Xz) uniquement (Fig.II1I.6), de



«
s

Figure 11I1.8-Rotation unttaire
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- -+
la grandeur |K//| du vecteur K//. Pour le montrer ,il est possible
]
d?’utiliser une rotation reprédsente pour 1la matriz unitaire § :

= cos © sin © (8]
S = - sin © cos © O 7117
O 0] 1
n:n:x
K KZ
€os © = Ki et sin © = 7 ’ ' (12)
s s
K = K2 . K2
o4 1 2 -
&
Dn démontre que 1’application de 1la rotation S a

© «
1’ opérateur Ho_L et a la fonction G
->

équivaut a définir le

oL

vecteur K// le long de la direction Qt, en faisant KZ= 0
(Fig.III.7>.
C’est a dire :
>
Kk, = Ky % (13>
-+
'K//' = Kx = K// ’
< o
et l’appléﬁation de la rotation S & 1'opérateur Hot et a la
fonction Gm.nous donne :
o o S o o =3 «
S H, (X, o K ) 88 6 (x, x]lek > 8% = 1 &Cx,~ %1

donc

[ [ <>

H Cx_, wy K I G (% ,x'/wy, K 3 = I &(x -x? ) . €15)
(=10 77 oL 3 Fd 3 3
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o
La forme matricielle H (X, w,K,6 ) est donnée par :
oi 3 1’ /7

2z .2 2 2 . 2 2
Ct D CL oy o] 1K//(CL CL) D
© 2 2
H_(x,0,K ) = p 0 cfm® - af) )
. 2 2 2 2 2 2
\ 1|(//(CL Ct) D 8] CL D Ct o ,
(16>
o D = gx ; C'r’cl sont les vitesses transversale et
3 )
longitudinale définies par rapport aux constantes élastiques du
matériau i. € () et C )Y par :
et 11
2 C‘4(i.)
C-r =
Py
2 C“(t)
c® = —2= 17)
L [=2
1
et avec
2 2 w?
o = K - - 18>
Lt s7 2
Cc
Lyt
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La fonction réponse correspondante, satisfaisant 1’équation

(15) sera donmée par :

,

>
6 (X ,X'/w,k
oL - s e

\

oQ les éléments G
oy

safrxizex] 0 e [xx ek ]
o s.[xsex] o
5 (X3 7 0 ) o Saa[XeXi/ vk ]
(19

non nuls sont [131:

K
6 (x x'/w K )= - —ZL e_atlxs-xa| - € e_qt|x3 -1
113" 3 o 2
2 pa, @
alat
e = (20a)
K
o4
- -— 4
6 (x 4, x' / wK )=- - e O%‘xs xs' (20b)
22 a3 9 ss 2
2 paC
Lt
-iK - |x -x? -a |x_-x?
6 (xx'/o K D)= 6 = sign (x_-x') {e t' 3 a‘ -e l' 3 sl
13 3”8 s 91 5 3 "8

(20¢)

~

Py
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s - |x -x’l -a lx - x’|
e 173 Ta 3

- € e 1t"3 - (20d)
2
2pat w

4 =
Bas (xsxs/w K//)

@ @
L’ opérateur FtnEt la fonction réponse Bot donnés par les

équations 3-16 et 3-19 sont le point de départ pour l1l’étude des

phonons acoustiques dans les superréseaux A N-matériaux.

Ces équations nous montrent le découplage du mode polarisé
transversalement dans la direction Xz et des modes contenus dans
le plan ths, appelé plan sagital. Ce fait permet 1'’étude sépardée
du mode transversal puisque cette condition se maintient dans

toute la structure lamellaire du matériau composite.

III.4.-RESULTATS.

Dans la publication qui suit nous montrons le traitement, le
développement et les résultats théoriques de 17étude des
vibrations élastiques transversales (polarisées suivant Xz), dans

les supervéseaux 2 3 et 4 matériaux différents.

Soulignons en particulier 1’obtention des relations de

dispersion (eq. 27 et 40 de la publication annexe ), et leur
dépendance fonctionnelle par rapport a Ks, K//, w et les
différents paramétres Q%, C“, C“) caractérisant les divers
matériaux .

Le traitement numérique de ces équations donne les

résultats que nous montrons dans la figure 1.
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N-layered superlattices are formed from a periodic repetition of N different slabs. A theory of
surface transverse elastic waves in such new materials is given here, with specific results for ¥ =3

and 4.

[. INTRODUCTION

The dispersion relations for bulk and surface transverse
elastic waves in two-layer superlattices are well known. 2
The dispersion relation for bulk transverse elastic waves
in N-layer superlattices was also recently given.’? We
propose here a general theory of surface transverse elastic
waves in N-layer superlattices.

These novel materials formed out of a periodic repeti-
tion of N (N >2) different slabs have been studied experi-
mentally by the Raman spectroscopy.* We believe that
the present theoretical results may stimulate future inves-
tigations of surface phonons in such materials by Bril-
louin and inelastic electron spectroscopies.

In the next section we describe the geometry of the N-
layer superlattice. In Sec. 1II we give the bulk-response
function and the surface-response operators for one slab.
These results are then used in Sec. IV for the calculation
of the suface transverse elastic waves in N-layer superlat-
tices. Closed-form results for N =3 and 4, in particular,
are given, and can be compared with those obtained with
the help of a simple atomic model.’

II. THE GEOMETRY OF AN N-LAYER
SUPERLATTICE

The superlattice is formed out of an infinite repetition
of the ensemble (labeled by the unit-cell index n) of N
different slabs. Each of these slabs of width 2a; is labeled
by the index i, 1 </ < N, within the unit cell n. All the in-
terfaces are taken to be parallel to the {x1,x,) plane.
Rather than using x, ranging from —« to + 0,it is
more convenient for what follows to replace x5 by the
three variables (n,i,z). We define within each slab (n,i)
the dimensionless space coordinate z, which appears as
the space position x;/a;, the origin being chosen in the
middle of each slab. Therefore,

—12z=x;/a; 51, (1)

within the slab (n, ).
The elastic properties (needed for the study of trans-
verse elastic waves) of an isotropic slab i are described by

39

two parameters—the density p; and the transverse sound
velocity C;, such that
c,3=&‘ﬂ, 1SiSN (2)
i
where Cy,(i) is the usual bulk elastic constant of medium
i.

We consider transverse elastic waves for which the
space displacement is in a direction parallel to the plane
of the interfaces and perpendicular to the propagation
vector k,=(k,k,). It is well known*® that for lamellar
isotropic media these transverse waves are not coupled to
the other waves polarized in the saggital plane which
contains the normal to the interfaces and the vector k,.

We also take advantage of the infinitesimal translation-
al invariance in directions parallel to the interfaces and
Fourier-analyze the equations of motion and all operators
according to, for example,

2

gxx)= [ a7k, gk |x,,x} e
’ (272 ° TV
where x, =(x,,x,) is the component parallel to the inter-
faces of the real-space position x.
Note that all functions which are functions of k, and of
the frequency w, for simplicity, will not explicitly show
this dependence in the following text.

'

)

LI (3)

rk“(x”—x

III. BULK-RESPONSE FUNCTION
AND THE SURFACE-RESPONSE OPERATORS
FOPR. ONE SLAB

A. Bulk-response function

With the above definitions the response function for
transverse elastic waves in an infinite isotropic elastic
matter is defined by®
., @ /

—a,~+E Gi(k,lx;—x5)=8(x;—x}), (4a)

or

10 674 ©1989 The American Physical Society
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ki) SURFACE TRANSVERSE ELASTIC WAVES IN N-LAYER . .. 10 675
F; a2 and 6(z) is the usual Dirac & function.
P —alal+ 32 Gi(k,o0lz,2V=8(z —2z") , (4b) The solution of Eq. (4b) is easily found to be
i I
where G,-(k",a)lz,z')‘—'——--i%e o zl, —0<z,z'<+® .
1
2 m
ki——1 | k,>w/C,
[ c? I '
a;= | o2 2 172 . c (5) B. The surface-response operators for one slab
—i|—=—k; , <w/C;
c: ' ! For a slab of width 2a; such that —1<z<1, the
response function g;(z,z') associated with the transverse
F=Cyulia; , (6)  elastic waves can be defined by’
f
S o(1+20(1~2) | —alal+ 2= |49 )=8(z~z2' '
a | z z a;a; 3z2 (2) 1g4(2,2")=8(z —2") , (8)
f
where 6(z) is the Heaviside step function, which leads directly to
1, z>0 g (1,T) g7M(1,D
O2)=1o, z<0 O gD g,

and P/(2) is

D(2)=[8(z + )=5(z = 1)]>- . (10)
oz

In order to solve Eg. (8), it is convenient to define’ a

surface-response operator A(z,z') such that

Ay(2,2')=V(2")G (2", 2') =, (1

for ~1<z',z2"<+landz==*1.
One finds easily that

—a;a,(1+2")

A (T,2)=—1e , (12a)

'
a,a,(1—z")

Ai(L,2')=—1e (12b)

The two points z ==x1 form the interface space M; for
this slab.

Finally, the slab response function can be calculated
from

8.:(2,2)=G,(2,2")
A, (1,2

_ 7 X -l
[Gi(zD), Gz DIAZ" | 4 (1 1)

) (13)

where —1<z,z'£1, and the matrix A;' is the inverse of
the 2 X 2 matrix,

1+4,(0,1)  A4,(0,1)
A, (LT 1+ 440,10

) . —2a;a;

2
= | —2a,q, . (14)

1
2

Note that in Eq. (13) A;' is preceded by a 1X2 rec-
tangular matrix and followed by a 2 X | rectangular one.
Note also a useful particular value? of Eq. (13),

g M ,M)=A,G (M ,M,), (15)

—a,Clp; |cosh(2a;a;) -1 16

T Gnh(Zae) | —1  sinh(2aq,)

IV. RESPONSE FUNCTION
OF THE THREE-LAYER SUPERLATTICE

The interface space M of the three-layer superiattice is
the infinite set of the discrete points (n,{,zy,), where the
integers take the following values: — o <n <,
1<i <3, and zy, ==*1. Let us also use the following nota-
tion for referring to a given slab:

m=(nil=3n+i. an

Note that with these notations there are two different
ways to label the same interface:

(18)

The inverse g'l(MM) of g{MM), the truncated part of
the response function g of the three-layer superlattice, is
a block tridiagonal matrix whose elements are®

(m,Ty=(m—1, 1).

g tmTm 1)=8,,, [g(L,D+g i _(1,1)], (19a)
g m, m" )=8, (g (L, D+g . (TD], (9
g 'm,Tm" 1)=85,, ¢ )11, (19¢)
g 'm, ;m \ 1)=8,,,8. ., (1,1). (19d)

In what follows, we will use the following more compact
notations:

F,=Cu,lm)a,, ,
C, =cosh(2a,a,), (20)
w =sinh(2a,,a,,) .

From Egs. (19) and (16), one obtains, with these nota-
tions,
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C
“Ym,I;m,1)=~F, =% —F,__ -2l 1 F
g '(ml;m,1) ", '"HSMH (21a) ?:_ 0
o C. ., : H(m)= 0o 1l (23
g 'm,mD=—F, _, —-F, -, (21b)
S~ S P(m)=—K ~'(m)H(m)
- - F,
g 'm,Tm =g m,I;m,T)==" 21c) = 0 !
S"' Fm Sm +1 Fm Fm +1 ’
- CntChsi
. 3 . < e . . . -1 Fm+l Sm Fm+1 Sm
We invert® this tridiagonal infinite matrix g ~'(MM). For
this purpose, let us define 24
5 Cn_p Cust Fany and
™S, TS et S R(3,0)=P(3)P(2)P(1) . (25
Kim)= —1 0 ’ (22) The explicit expression of this last 2 X2 matrix is founc
to be
J
L W W F'Szcc Scc 2ss+cc
F, S, F, 8 F, S, JFS 1 [t
R(2,0)= 2C,C,Cy+5,5,C B A +5,5,C Ll Wi
~r 2v3 2% Fl Fz 3v2 F Fl
B e -Bss—oc, wssie |2e B BS LY
F3 Sl 2 Fz S‘ 1~3 F2 3 v} 3V 3 F2 F] S] 2 Fz S] k)
(26
r

The trace of this matrix enables us® to recover® the
bulk-dispersion relation for transverse elastic waves in
three-layer superlattices as an implicit relation between
the frequency w and the propagation vector k= (ky,ky):

L F
2cos(ksa,)=2C,C,C;+8,5,C, F ~L
1 2
+5,5,C 5
2 F F‘
F2
TS|t g 27

where a, =2(a, +a, +a,) is the width of the elementary

cell of the three-layer superlattice.
In order to calculate the elements of the three-layer su-
perlattice response function g, let us define®

27=TrR(3,0) (28
and
n_(nl_l)l/Z' T)>1
t=1{n+i(l—9)%, —1<q<1 (29
7+ =12, p<—1.

The procedure of inversion of the tridiagonal matri»
“YMM) is given in the Appendix. One obtains the fol
lowmg results:

S S
c,+=1c, S
gn, 1,T;n 1,1 ) _ e | F, U R
g(nrl!l;”’»lyl)J— (2—1 S| 52 S] - tz_] 0 ' (30a;
F_IC2C3+EC|CJ+F3’C|C2 F S S SJ
= e+iic
[gm L,T;n',2,1) I_ gln =i+l F, fa=w=ti+1 | F
gin,1,5;n',2,1) |~ 2 | s, 1 S, ) (30b)
—Ley+22c, S
F, *F F,
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S S, S,
g(n,1 1,T:n’ , ’ 1) tlu—n|+l 0 + g+t }TC2C3+';-:C1C3+F'C1C2 F, F 515,58,
g(n! l) , ) ) _.1 S‘ tz_l S . (30C)
F, FZ Ot F, F©

The other matrix elements of g{MM) are given in the Appendix.

The response function between a point (m
given® by

gimz;m’z2')=6,,G,(22")

—(G,(z,1), G, (2, )]G (M, M, (6

where G,,(zz') is given by Eq. (7). The second term con-
tains both the rectangular 1X2 and 2X1 matrices.
G ' (M, ,M,) is the inverse of the 2X2G,, (M, ,M,,)
matrix written in the interface space of slab m.

g(M,,,M,.)is a similar 2X2 matrix whose matrix ele-
ments between (m,1),(m,1) and (m’,1),(m’,1) are given
by Egs. (30) and (A8)-(A13).

With the help of this response function, one can study
all the physical properties associated with transverse elas-
tic waves of three-layer superlattices. In what follows, we
restrict ourselves only to the surface-response function of
a semi-infinite three-layer superlattice and to the corre-
sponding surface transverse elastic waves.

V. RESPONSE FUNCTION
OF A SEMI-INFINITE
THREE-LAYER SUPERLATTICE

Let us now create a semi-infinite three-layer superlat-
tice with a free surface parallel to the interfaces. This
can be achieved by removing the slab (n =1,/ =1) from
the infinite superlattice. This cleavage creates two semi-
infinite superlattices. In what follows we address the one
terminated by the free surface (n=1,i=2,z=—1).
The response function d associated with this semi-infinite
superlattice can be calculated as explained in Ref.8 by in-
verting first the semi-infinite tridiagonal matrix
d~'(MM). This inversion procedure uses the following
entities: the cleavage operator
J

d(1,2,1;1,2,D=g(1,2,T;1,2, D) —g(1,2,1;1,2,1A~

o — (M M, G S M M, )] {

",2') situated in the slab m' and a point (m,z) situated in the slab m is then

G (T,2')

oLz (31)

g~ '(LL,T;1,1,1)

g T
Ve=—1|, - T) 0!
g, (LLLLLD g~ (11511
CI Fl
's, S,
=— F c | (32)
ST
Sy Sy

the surface-response operator

I o
Ax,(1,2,1;1,2,l)=F,—§1—g( LLLLLL
I

l (1,1,T;111)
Slg * y b}

L —(4-0, (33
t2—1
with
F, F, F,
A =C[C2C3+—SlSZC3 S S Cz S S]C‘ N
F, F;
(34
and
AL2,T;1,2, D=1+ 4,,(1,2,1;1,2,1)
(35

te—

Finally, the surface element of the response function d o
the semi-infinite superlattice is given by

1,2,5,1,2, D A(1,2,T;121)

= Scc S’cc+s’cc —2-5,5,8
—l+tA 3 2 13 F3 ! 2 F F 273 (36
f
It is helpful to multiply the numerator and the denomina-  with
tor of Eq. (36) by — 1+ A /1. This provides D(&})=F,S,C,Cs+F,8,C,C,
d=(1,2T1,2 =4 (372) FF,
D{w*) +F3S3C1C2+——F——S|SZS3 . (37
3
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From the poles of this function, we find the frequencies
w, of the surface modes of transverse vibrations localized
at the free surface (n =1,/ =2, z=—1) and decaying in-
side the bulk. For a given value of k,, these frequencies
@, of the surface phonons can be calculated from the fol-
lowing implicit equation:

D(w?)=0,
with

[4l>1.

(38a)

(38b)

Let us now present briefly the same analysis and results
for a four-layer superlattice.
j

MENDIALDUA, SZWACKA, RODRIGUEZ, AND DOBRZYNSKI

16,

V1. RESPONSE FUNCTION
OF A SEMI-INFINITE FOUR-LAYER SUPERLATTICE

In the same manner as for the three-layer-case, we ca
obtain the matrix

R(4,0)=P(4)P(1)P(2)P(1) . (3¢

Its matrix elements and also the interface elements of th
response function g of a four-layer superlattice will b
presented elsewhere.’

The corresponding bulk-dispersion relation for trans
verse elastic waves in a four-layer superlattice was foun:
to be in agreement with the result given in Ref. 3:

F,F, FiF, F, F
2COS(k3au)=2C,C2C3C4‘}TS,SZS3S4 -;'J—F‘T FIFZ +S‘S2C3C4 —}-?-—l-+—1;—‘;—
’ F} Fl F4 Fl F3 F2
+SISJC2C4 ;,T"*'F}" +S|S4C2C3 Fl‘ F—4 +SzS3C]C4 ;:-{-F—J
F“ Fl F4 FJ
+32S4C‘C3 ’;_,: F~4 +S3S4C1C2 F—3+F—4 , (4(

with g, =23 ?_,a;. The infinite four-layer superlattice is cleaved in the same manner as the three-layer one. Th
cleavage operator is here also given by Eq. (32). The expression equivalent to Eq. (34) is, in this case,

F;F,
A= —
: 1’4.}72

Fy

B F,
:; 1 :; 2 :; 3 :; 4 '*' (:: I (:72 (: 3 (:?4 '+' - :; 2 :; 3 (:: 1 (:74 '+' -
F, F,

F, F, F, F,
+—_S]S4C| Cz+—S[S4C2C3 + —SlS3C2C4+—S\SIC3C4 .
F4 F3 Fz

5,5,C,C,

{41

t is still given by Eq. (29), but with 27 having the value given by the second term of Eq. (40). The surface phonon
which may appear can be found from the new poles in the surface-response function d. We worked its surface elemen
out explicitly. It has the same expression, (37), as for the three-layer superlattice, bearing in mind that t and 4 nov

have the values defined in this section,

F,F

2=
Diw?) F,

+F,CyC5C,S, +F,C C,C,S; +FyC,C,C Sy +F,C,C,C,S, .

The surface phonons localized at the free surface
{(n=1,i=2,z=—1) of this four-layer superlattice can
again be calculated from Egs. (38) with D{(w?) given by
Eq. (42) and 4 given by Eq. (41).

VII. APPLICATION

We now illustrate the theoretical results obtained in
the preceding sections by calculations for a specific exam-

2

\ F\F, F\F, F,F,
S‘st3c‘+ _F—S‘Sls‘CZ'*' _F"‘—SlSZS4C3 +__SZS}S4C1
4 4 k)

F

(42

l

ple of a three-layer superlattice. The calculations wer
performed using the parameters listed in Table I.

We first consider the infinitely extended three-layer su
perlattice.

The implicit bulk-dispersion relation, Eq. (27), wa:
solved numerically and the results are shown in Fig. 1 fo:
w=f(2k,a,) by the hatched areas. In the gaps appear-
ing between these bulk bands, we then found surface
localized modes for two peculiar semi-infinite three-layer
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TABLE 1. Densities p;, transverse speeds of sound C,, and
width 2a; of the Nb, Cu, and Fe slabs.

Pi C. 2a;
i Layer (g/cm’) (10° em/s) (107° cm)
1 Nb 8.57 1.83 1
2 Cu 8.92 2.905 0.5
3 Fe 7.8 5.13 0.33

superlattices, whose geometry is also presented in the
figure. The surface modes found for the semi-infinite su-
perlattice having the Fe layer at the surface are presented
in the figure by the dotted lines. The surface modes ap-
pearing on the semi-infinite superlattice having the Cu
layer at the surface are represented by the dashed lines.
The figure shows some continuity between the surface
phonons corresponding to two different surfaces of the
same three-layer superlattice. This is due to the fact that
for these two different surface phonons the expression of
D(w?) given by Eq. (37) is the same, and the correspond-
ing expressions of A4 given by Eq. (34) are the inverse
ones of the other.

ACKNOWLEDGMENTS

Three of us (.M., A.R., and L.D.) acknowledge the
support of the French Centre National de la Recherche
Scientifique and of the Venezuelian Consejo National de
Investigaciones Cientificas through their exchange pro-
gram. They also acknowledge the hospitality of the
Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres-
Artois and of the Universidad de Los Andes. The La-
boratoire de Dynamique des Cristaux Moleculaires is
“Unité associée No. 801 au Centre National de la Re-
cherche Scientifique, and is part of the “Unité de Forma-
tion et de Recherche de Physique de I'Université.

15

10}

(u(lo'.rad’uc)

FIG. 1. Bulk and surface transverse elastic waves in a three-
layer superlattice formed out of Nb, Cu, and Fe layers. This
curve represents the frequencies w as a function of 2kyay; ky is
the propagation vector parallel to the interfaces and 2a, the
width of the Nb layer. The hatched areas represent the bulk
phonons. The dotted lines appearing in the gaps represent the
surface phonons for the suface terminated by the Fe layer. The
dashed-dotted lines represent the surface phonons for the sur-
face terminated by the Cu layer. The parameters used in these
calculations are given in Table I.

APPENDIX: INTERFACE ELEMENTS OF THE RESPONSE FUNCTION g OF A THREE-LAYER SUPERLATTICE

The definition
g “{MM)g(MM)=1 (AD
can be rewritten as®
gim,;m'l) g(m,T;m',1) 1
Km) | (m +1, 1m0 | THO o (1m0, 1) | = 0mm [o]’ (A2)
where K(m) and H(m) are defined by Egs. (22) and (23).
Using N times Eq. (A2), one obtains
glin +1,1,T;n’,i',1)]= [g(n,l,T;n',i',n] y
g(n+ 11 Lrnit 1) R(3,0) g(m L linin1) +38,,Bli'), (A3)
where
B(i')=R(3,i’)K“‘(i')[(1)], i<i'<3, (Ada)
and
R(3,3)=I, R(3,2)=P(3), R(3,1)=P(3)P(2), R(3,0)=P(3)P(2)P(1). (Adb)

From Eq. (A3) one then obtains
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glan+1,L,Tn i D+gn—1,1,5n"i, 1) ]| 2 g(n, 1, T;n'i",1)
[g(n FLLLn i D+gn =L Lnnin1) | S TRG,0]

i’ gin,1,15;n'i"1)
+8,,Bli") =8, -, »R ~'(3,00B 71", ’ (AS)
whose general solution is®
g(n,l,T;n’,i',l)}= t n=nl_g-1 n—n= (i’
[g(n’,,l;n,,i,’” patl R™!(3,00 IB(") . (A6)

Using several times Eq. (A2), one obtains®

g(n,i,T;n',i',l)]= t . o ln—nl _p =1t qypln—n=1i
S 1) | = R~ LOIR(N, i R Y00 ]

+6,,R(i —1,iNK~1G") [(1)] .

(A7
With the help of Egs. (A6) and (A7), we obtain Eqs. (30) and also the other elements of g(MM), namely
1 F, S,
_C2C3 C CJ S SzSJ C C2
Ty ! Fl 0 0
g(”)zilyn vlvl) = Iln—n’l _tln—n"‘ll +8 ,
(n,2,l;n',l,l) 12._1 S S 3 S nn S
—'(217)+';,—C3 —C, =2 22
1 Fy F, F,
(A8
Sl S3 SZ
_ T ”F_C‘ T F.
gin2,1,in",2,1) ) _ _ £ in-wi ' } - la=n=1l :
g(n2ln 21) —l S2 S‘ S3 F tz_l 0 ’
F_ZClC3+F_lC2C3+'F;C1C2 FF S 3233
(A9
S, S, Sy
— —C3+ C2
{g(n,zyT;n,)3yl)]__. t |’l_llll Fl +—————-——r]n n—”+l F2 F3 (Alo
g(n,z,l;n’,3,1) :2_1 Sz C S tz—l +S3 ’
' Fn Fy
S, S, S,
. —(21;)+—C3 F —C,
[g(n 3,T;n’' 1,1)]___ ! in-nl ’
g(n 1) 111) tz—l 2 S C S C
_+ —
S, S,
tln*n—lH‘l Fz Fz
-——12—1 s S, s, Sic +8,, S3C: N S, c , (Al
Fy 2 F, Fy 2 F, }
Sicc+3ic e+ 0,40 —L35,5,S8
- = GO+ GG+ GGt 293
g(",3,1;n0’2,1) - ¢ t\n_n‘ Fl FZ FJ FF
g(n,3,1;n",2,1) ) ;2 m+ S, c, +S c,
( ) F, Fl
tln—n'—ll+l 0 0
—_— + ,
P s, 8, 5_}_ , (Al

Fy F
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S, S, S
_Cl+_‘C2 - =
- —n— F
g{n,3,1;n',3,1) = t tln—nl FZ Fl _tl" A 3 (A13)
g(n,3,1:n",3.1) | T 7 s, s, S F, e o |
_F,—IC2C3+F_2C1C3+—CIC2+F—I'ESlSZS:;
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APPENDIX B

The elements of the matrix

Ru Rm
R (¢ = R R
22 22
are
FF 8§85 FS F Ss Fasz
“=_ 231 23 4 "CCS——‘—-CZC-———-—-—CSC‘
F4Fz Sa Fc Sa Fs Ss. Fzsa
. Fz Fs F2 FaFa 528384
= —8 —S —85 —_—8
Rzz F stC¢+ F sS4Cz+ F zS4Cs+ FF [ 1
-] 4 L . 2 1
F F F‘ F F SzS S‘ F‘ Ss
R =—-—’ssc+—‘ssc+—-—ssc+————-——c —t 2 ¢rce
21 F 2 3 « F 3 ¢ 2 F 2 « 3 1. 2 &
2 - 2 1 F S
3 1
Fis:‘»2 F S
- —LtcC ——CCC —CZCSC‘
F251 F S

F F
R_=2cCCC +86CC |=2+ 2
22 1 23 4 2314 F F

”F’ F" F‘ F1 F‘ Fz
AN Bt IMEACACA b ol Sl B FACA by ot il
. 3 3 ] 1 < 2 <
(F, F,) FF, F.F, F,S,
SSCC |— R +———SSSS +——SSSS + ————rC +
2 ¢ 1 2| F F FF 1 2 3 4 FF 2 3
- 9 ‘J F4S’.
F S FS FF S8 S
—23%cc + Lr2cpc 4+ 3212 _ 234 (B-1)
2 4 8 4 FF S
F951 F251 < 2 1

With the same method employed in the case of 3-layered material

8 for

one can obtain the elements of the response function the
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case of 4-layered materials; they are given by:

jn-nr-e |

Ih—h‘ '

on,4,4,n7,4,4)

omn,1,4,n.4,4)

59 £2Ce » 22 C2Cs + 22 CaCe + 2 _S25aSe
8 Fe Fz2 «F2

F F

Fa Fe

FaF2 FsF FiF2

S2

Fep;525854C4 + £—2-615285C4 + o < 515284Ca + ' % G15954Cas

5% £2CaCe + 22 C4CoCa + —22 C1C2Ca + —2* CiC2Cs
Fa Fz Fo Fe

(B-2)




ln—n’-t I

Ier |

-G53~

g(n.t.;.n'.z.s)
g(ﬁ.l.t’ﬂ‘.z,t)
v
Se Ss
—L3 + —La
Fe Fa

S1 Sa

Fe
F—S:.Fs ’SSS"_CFg sC4+——CF’ 1Ce +

Se C
Fe 1Cs

(B-3)

.



agn,1,1 o,8,1)
Kn,1,41,n°,8,4)
r o S4 .1
. [nr | Fa
z <t -
£t~ 1 S'l 34
—C, —C,
Fy Fa
L L o

- -2-615:53 + —S—LCzCa + -S—ngCQ + __S.’_c,(;z
FaFso F1 F2 Fa

|n—n‘—1 |

_ Ss C2 S2 c
Fs F2

(B-4)



ln-n‘-1 '

L

55—

on,1,1,1,6,4)

an,2,1,n%,4,1)

, - .
0
& !n-n"
2 {t -
t3- 1
Sy
F
. L 1 o
2 5.5258Cs - T2 54898402 - T2 5:5254Cs - 2 G2655404
FiFs 94 - FiFe " Fife FaFa
~2L C2CaCe - 22 £,CaCe - 32 £iCaCe - 5% £iCaCa f
Fi1 F2 Fs Fe
Fa S2 Ss Se
- m:SZSSS‘ - —FZ—CQC4 + -—Fs—CzC‘A + ?CZCS 1]

(B-3)



| n-n‘—4 l

'h—h‘ '

-G6-

Fe

-61526sC4 + —?13815254Cs + T2 54G854C2

FiF FiFs

C 1CsCe + -§§4cgczc4 . -gs-{hCzCs

gmn,2,1,n°,4,4)
xn,2,1,1v,4,1)
" Fs F s
i:—;—ﬁ-;SZSSSOCt +* -F—;_-i:
S S2
-T:TCZCSCl + Fa
S2 Fe
Fz (277) + ﬁﬁ; S 1Ss8Se
b
- L r
0
y + &
nn’
S2
Fz d p .

. _S_‘__c,c“ . _SL.C,_c;‘
Fi1 Fa

(o)

S2

Fs ]

(B-6)
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on,2,4,n%,2,9)

ogn,2,4,1v,2,%

St oo + 24 i + 3 £iCe + T4 55e5¢
F1 Fe Fs Fs1Fa
g | -
_t I 52 2CaCe + 2 CiCaCe + 32 £4C2Ce +—3% CiCaCs +
£2- 1 F1 F2 Fa Fe
P4 5595402 + T2 625854C1 + Fi 615254Ca +f t SeS25aCe
F1Fs Fz2Fs F2Fe F2Fa
L L .
- - \
S,
In-n'-!.l F2
& { (B-7)
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gn,2,1,n,9,4>

amn,2,1,n,3,4

. .
S Se
F‘—Ca. + F‘—C1
jn-n
t <t ‘
t2- 1
St CoCe + 22 CiCe + S0 CiC2+ = 1 G4S256
F1 F2 Fe Fz2Fe
L L
' - Y
‘n—n’-t' 3 2
t 3 (B-8)>
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xn,2,1,17,4,0
on,2,1,n°,4,2)
r -
Sl
Fl
fr-r|
{4t
1 S S
1 2
T TR
1 2
L L
Fs Se Ss S2
- — 2 525854 - —* ¢ - =22 - Ol
F2Fe Fe 2 Fs s Fz2
|n=r--1}
_ Se Cs - Ss Ce
Fe Fs
[ @n,3,1,n,1,0 gn,2,4,n7,4,0 |
(B-10)
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L'APPLICATION
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IV.1. INTRODUCTION

Le développement technologique actuel a permis la mise au
point de techniques modernes de croissance contrdlée des matériaux
composites. On s’est surtout intéressé aux structures
multilamellaires synthétisées par la méthode Molecular Beam

Epitaxy (M.B.E.) ou d?’autres techniques.

La possibilité d’application des hétérostructures en tant que
prototypes électroniques ou électro-optiques, construits avec des
matériaux semiconducteurs, a beaucoup intéressé les scientifiques
et les technologues. Des superréseaux A deux couches de matériaux
différents par cellule unitaire, tels que (GaAs - Gohm Ales) ’
(GaAs — Al Ae), (CdTe - CabﬁnnxTo),(Si —GoxSa’x) s etc. ont éteé
1'objet d’études théoriques et expérimentales intenses et les
publications sont nombreuses. Cependant, le cas des matériaux & 3

ou 4 couches est encore peu étudié et les publications sont rares.

Des études sur les propriétés de diffusion de la lumiére par
les phonons optiques et acoustiques, l'existence de bandes et la
présence d'une minizone de Brillouin, comme conséquence de la
périodicité de la super-structure, sont 1les aspects 1les plus
marquants qui ont fait 1’objet de recherches sur les vibrations

dans ces matériaux composites, [14].

Différents modéles et approximations ont été développés pour
expliquer ces propriétés: le modéle de Ritov, dans 17approximation
continue [151 , celui de Sung-Kit Yia [161,celui de 1la chatne
linéaire de Colvard et coll [17], celui de C. Tamura pour les
superréseaux & N-couches [18]1 , et d’autres, fondés sur la méthode

de la Matrice de Transfert, développée par B. Djafari-Rouhani et
coll.C19].

Dans ce chapitre nous montrons une application des résultats
théoriques obtenus avec la théorie Universelle de Fonction Réponse

des Interfaces, dans l’approximation des milieux continus pour les
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cas de 3 et 4 couches par cellule unitaire.

Nous explicitons d’abord quelques conséquences dérivant des
relations de dispersion pour les phonons acoustiques sous la

condition particuliére K//= 0.

Nous donnons ensuite les caractéristiques des quatre
superréseaux synthétisés, les conditions des expériences Raman
pour ces échantillons et les résultats expédrimentaux obtenus et
finalement ces résultats sont comparés avec les valeurs théoriques

que nous avons obtenues.

IV.2.1.~- PHONONS LONBITUDINAUX ET TRANSVERSAUX. RELATIONS
DE DISPERSION ET LEURS CONSEGQUENCES

Les relations de dispersion pour les phonons transversaux
dans les superréseaux a 3 et 4-couches par cellule unitaire
dans 1’approximation des milieux continus ont été présentés dans
le chapitre 1II. Par la suite nous allons transcrire 1’équation
correspondant au superréseau A 3-couches sur laquelle on fera une
analyse d'interprétation, valable aussi pour les superréseaux a

4-couches.

La relation de dispersion pour les phonons, associdée aux
ondes élastiques polarisées transversalement dans la direction Xz
(Fig. IV.1) ,est donnée par:

Cosk a scCC+tssc |-F +F2 |+ tgsc [Pt F2ls t 55c [E2.E2
3 u 123 2 128§ F2z F1 2 13 2]Fs F1 2 2 8 1|Fs F2

(1
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X2

Figure IV.1.-Direction de propagation et de polarisation
d’une onde élastigue.
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En rappelant que :

a = 2 2 a (2a)
u T
1
C. = cosh (2a o) (2b)
T + L
S = sinh (Z2a a)) (2
v L L
F = C (W «a (2d)
T 44 L
2 oF 1172
a,=[K m——] (2e)
i s C .
te
->
Ka et K// sont les composantes du vecteur d’onde K, la premiere
dans la direction X et la seconde parallele au plan

s
perpendiculaire a X, - a, est la largeur de 1la super-cellule
unitaire. Zai est la largeur de chaque couche i . C“(t) et Cﬁ
sont respectivement la constante élastique et la vitesse

transversale du son dans le milieu i, o est la fréquence.

Un cas particulier de 17équation (1) est obtenu en faisant

K//: 0. Cette condition conduit A réduire le parameétre at:
172
2 w? w
QA = K - — = i 3
i Vo 2 C .
c”. ti
tu
o
a = i a 4)
A 8 1

avec a = 3

qe

ti
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Avec o donné par 4> les fonctions hyperboliques

deviennent des fonctions trigonométriques.

Sinh (2a a) = i Sin (2a a) = §
T 1 v L L
|)
Cosh (2a a) = Cos (2a a) = C
L v t v L
et de la méme fagon :
F=C () a =iC () [9—] (73
i e i 44 .
tu
2 C4‘(t)
et tenant compte que Cu = ——p—:—— 8)
Fi, = pt Cti. (iw) = Fi. (iw) €93
Fl. = pi.c'.i,
et la relation (1) prend la forme :
Cos (Kaa ) = CaCzCs - % S152Cs [ _‘i—i + -';3 ] - —:— S1SaCz2 [i——" ? ]
“ Fa2 F1 Fas F2
-4 S (22 : (105
Fa F2
Remarquons que la condition K//= Q0 dans 1'eéguation (1),
déduite pour une onde élastique se propageant dans le plan X, %q et
polarisée dans la direction X, est équivalente au cas des ondes
¢lastiques se propageant dans la direction ([001] (Fig. IVza).
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Figure IV.2a. ~L’onde élastigue se propageant dans la
direction [0011].

Xy

K=Ky X,

Figure 1IV.2b. -Les directions de polarisation des trois
modes d'oscilation par l’onde élastigue se propageant
dans la direction [0011],.
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Dans le chapitre I on a montré que pour le cas d’une onde se
propageant selon 1'un des axes, les trois modes d’oscillation sont

découplés : deux modes transversaux dégénérés, perpendiculaires a
-

K Bt un troisiéme mode longitudinal et paralléle au vecteur
d’onde, (Fig.IV 2b).

©
D? autre part,on a pris, de 1’opérateur Hot' dans son domaine

de définition Dm(eq.ls chap.I1I>, 1Télément sz comme point de
départ pour le développement théorique des phonons transversaux.
Dans cet opérateur,lorsqu’on fait K//: 0 , on obtient une matrice

diagonale od les éléments ont la forme généréle:

H = € " D - W (11>
ss st
avec
c = ¢ ,C , C.
=18 1 2L h: 1%
c )
44

2i 1i Li Q= (12>

C*i(t)
C. = € = _—
3L AN L.
1
_ d
D = o (@ Rc)
3
De ces trois éléments, ayant tous la méme forme
fonctionnelle, deux sont associés aux modes transversaux (Fu{sz)

et 1'un au mode longitudinal (Hss)'
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Nous pouvons, donc écrire une relation de dispersion pour les
phonons acoustiques, transversaux ou longitudinaux, associées aux
ondes ¢lastiques se propageant avec un vecteur d’onde K dans la

direction [001] dans les superréseaux a 33-couches

- d1 dz2 ds
Cos (Kaau) = Cos [Ta' w ]Cos [EE w ]Cos [1—3'5 w ]
f, 3 -
- 2 SlnEEL-w ]an 93 w |Cos 93 w ]F
2 1 (L2 ) 3 12
f, N —-
-—’—'-Singf-w]s.tnd—sw Cos[giw]F
2 Cs ) Ca 23
1 1 . _{da h d2 —
- —-z-—S n[ﬁ—;m]SJ.I'iL‘-:-;-(.o.‘C‘.cus[‘:—z-o.)]F13 14)
ou
= E—i. 'EJ ]
F . = [ — -
(3] = Fi (15a)
Fos af i (15t

Cti pour les phonons transversaux

h Cl.i. pour les phonons longitudinaux

et d£= 2::\,L » 1’ épaisseur de chaque couche.

IV.2.2- MINI-ZONE REDUITE, FOLDING, GAPS

L'équation (14) est wune relation fonctionnelle implicite
entre la fréquence w et le vecteur d'onde Ka associé au phonon
dans le superréseau. Lorsqu’on résout, numériquement, cette
expression 2n employant les données du Tableau I[19,201,0n obtient
le graphique de la Fig.IV3a; d'une fagon analogue,en utilisant 1la
correspondante relation de dispersion pour le cas de 4-couches on

obtient le graphique de la Fig.IV3b.
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TABLEAU

I

DONNEES POUR LE CALCUL DE LA RELATION DE DISPERSION"
DANS LES SUPERRESEAUX A 3-COUCHES (GaAlL --C-ia1 _xALx Aa—AlAs)

ET A 4-COUCHES

(Ga Al As—GaAs-BGa Al As—DBaAs)
1-% X 1—x x

d ( A) d ( A) d ( &) d ¢ A)
1 2 3 4
3-Couches S2 34 31 -
4-Couches 48 i9 24 19

Citosm/a)

C(iosm/a)
2

Cgiosm/a)

C(tosm/a)
4

3-Couches 3,329 3,455 3,958 -
4-Couches 4,708 4,803 4,708 4,803

Cc (dyn/cmz) (dyn/cmz) C (dyn/cmz) (dyn/cmz)

441 42 443 “he

3-Couches| 5,94 .10%! 6,02 .10 5,89 .10t -
4-Couches| 11,88.10'* 12,00.10%* 11,88.10%" 12,00.10**
*
Mode tranversal (T) pour les superréseaux A 3-couches et mode

longitudinal (L) pour les superréseaux A 4-couches.
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0

Figure IV.3a.-fe graphique de la relation de

1

dispersian

pour le superréseaua a 3-couches,mode transverse.
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Figure IV.3b.-Le graphique de la relation de dispersion

pour le superréseau A 4-couches,mode longitudinal.
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I1 faut d’abord remarquer 1’existence df une mini-zone
analogue a celle reportée dans les publications relatives aux
superréseaux a <-couches [14,16,193,qui est appeliée mini-zone
réduite de Brillouin. Ce comportement est propre aux
superréseaux a N-couches, conséquence de la périodicité de ces
matériaux composites dans la direction de leur croissance. Crest
une interprétation faite par analogie au cas de la matiere &tudiée

du point de vue atomique et cristallin (Chap. I1).

Un autre aspect important est celui dua "falding" des branches
de phaonons. Ce comportement avait été reporté uniguement pour les
matériaux a 2-couches. Nous y reviendrons par la suite dfune

maniere plus détaillée .

Finalement il faut noter la présence des "gaps", c’est-a-dirve
des intervalles de fréquences interdites (il n'y a pas de phonons

acoustiques de vaolume dans ces intervalles).

Ces prapriétés se manifestent aussi bien pour les phonons

acocustiques transversaux (TA} gque pour les longitudinaux (LAD.

IV.2.3.~ BRANCHES ACOUSTIQUES “PLIEES" TRANSVERSALES (FTA)
ET LONGITUDINALES (FLA).

Une étude plus détaillée de 1’équaticn (14) permet de donner
une assignation aux branches "“plié¢es" des phonons. En considérant
la partie gauche de 1’équaticn, nous pouvons redéfinir 1T argument

du cosinus suaivant:

cos (Kaa ) = cos (o7 Q) (16)
U
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avec

et en tenant compte de la périodicité de la fonction

trigonométrique nous aurons :

Cos (m Q) = Cos ((m Q@+ 2mm) (17>

avec m = 0, 1, *2, *3.....

donc 1l7équation (14) devient :

Cos( n@ + 2rrm ) = Cos(Sﬁo) Cos(Szw) Cos(SSw)

N

Sin(S w) Sin(S w) Cos(S w) F
1 2 3 12

- 2 Sin(S w) Sin(S w) Cos(S w) F
2 1 a 2 13

- 1 _ Sin (S w) Sin (S w) Cos (S w) F
2 2 3 2 23

(s

avec
s = & i o= 1,2,3 . (19>
La solution mumérique de cette équation, pour 1les variables
w et @, utilisant les paramétres du Tableau I1 sont montrés

dans le graphique de la Fig. 4.

Ces résultats correspondent aux phonons transversaux; le
traitement est identique pour les longitudinaux. De 1la mEme fagon

il faut souligner que la meme procédure est applicable aux cas des
superréseaux a 4-couches.
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TABLEAU 11

SUPERRESEAUX A 3-COUCHES
MODES TRANSVERSAUX

(GaAl = Ba Al As - AlAs)
1-x  x

d  A) d  A) d  &A)
1 2 8
52 34 ' 31
Py (gr./cma) Py (gr./cm’) Pa (gr./cms)
5,360 5,040 3,760
C‘(tos cm/s ) Cz(aos cm/s ) Ca(aos cms/s )

3,329 3,455 3,958
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Le graphique 1IV.4a correspond &4 m= 0, et on a fait varier
Q entre O et 3; il représente la zone étendue de la mini-zone
réduite de Brillouin ,on 1’appelle branche phononique directe de
Brillouin. (T.A)> pour la partie transversale et (LA)

longitudinale.

Par analogie au cas de la matiere cristalline on parle de

é@.'e e ae

2 minizones de Brillouin (M.Z.R.B).

yore

Une caractéristique A relever dans ce graphique est la forme
quasi linéaire, ce qui permet d’approcher par des lignes droites
la solution exacte, dans chacune des minizones. Dans les
publications, pour le cas des superréseaux a 2-couches, on
emploie fréquemment, cette approximation, et nous 1’emploierons

pour les cas de nos échantillons.

En tenant compte des cas m = O on met en évidence la
propriété de périodicité ce qui permet de faire le "pliage", c’est
que nous montrons sur la Fig.IV.4b pour les cas m = * 1. En
suivant la notation récente dans la publication [19]1 on assigne a

ces branches de phonons la méme nomenclature :

(FTA)mz Branche acoustique transversale "pliée” d’ordre m

(FLA)m: Branche acoustique longitudinale “plid¢e" d'ordre m

On peut observer que c’est le comportement périodique,
implicite dans la relation de dispersion, qui permet de parler de

minizone réduite de Brillouin.
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IV.3. - DISPERSION RAMAN DANS LES SUPERRESEAUX A 3 ET 4-COUCHES

La synthése des superréseaux a 3 et 4-couches, ainsi gue les
expériences de diffusion Raman,effectuées récemment par D.M.
Lackwaod a QOttawa ont  permis de vérifier les résultats
théoriques obtenus, pour les phonons accoustigues dans les
matériaux multilamellaires, par la théorie de Fonction Réponse des

Interfaces dans 1Tapproximation des milieux continus .

IV.3.1.- ECHANTILLONS

D*apres l'information cbtenue [20]1 les superréseaux a 3 et
4-couches ont €t synthétisés par MBE a partir des matériaux
semiconducteurs Gohs, GabezAs ’ AlAs, avec un
ardre lamellaire identique A celui de la Fig.5. Les échantillons
cont été caracterisds par MEBE-423,444 et 451 pour les superréseaux

a Z-couches, et BMBE-180 pour celui a 4-couches.

Les parametres assocciés A 1'épaisseur dt (dL = EaL, i=1, 2,
3, 42 et le pourcentage de concentration dfimpureté dans
1*alliage x, sont présentés dans le Tableau III. Ces
paramétres furent fixés a partir des enreqgistrements de

Microscopie Electraonique de transmission (TEM) et des conditions
de croissance (shutter-time) de fagon analogue & celle  reportée
par le meéme auteur pour les superréseaux 2 Z2-cocuches

(5i/Ga 5. £[211.
1-x %
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ol — ——y — ' b =
Ga As Ga, x AlgAs AlAs | —>» X3
{ < o g

Figure IV.5. -L'ordre lamelaire des superréseaux a 3 et

4d-couches.

d1 dz d3 d‘
SN . —|o— —| -
Ga As | Ga,_,Al As GaAs | Ga, xAlAs | ___ x,

Qu
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TABLEAU III
L EPAISSEUR DE CHAGQUE COUCHE DANS LES SUPERRESEAUX

d A d CAY| d_(A > d CAY ja (Al X %
1 2 3 4 u
MBE-429 52 £ 3| 34232 31 £ 3 - 117 *2| 20
MBE ~444 43 £ 3| 19 £ 3| 10 £ 3 - 72 3| 19
MBE-451 74 +* 3| 17 £ 3| 15 £ 3 - 106 3| 12
MBE-180 48 + 3| 19 £ 3| 24 £ 3| 19 * 31110 x3| 10

IV.3.2.- EXPERIENCE RAMAN. CONDITIONS ET RESULTATS

Ainsi gqu'on le mentionne [213, les spectrvres Raman fTurent pris
avec une géométrie de diffusion a 30° comme on le montre dans  la
Fig.IVv.6 ,o00 1?'angle o = 1;7;',3o coarvrespond &4 2 celul de EBrewster.
Avec cette géométrie on se place assez pres de la condition de
rétrodiffusicn & 1'intérieur de 1'échantillon, c’est a dire dans

une conditicn de 180° entre le vecteur d’onde de la radiation
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Axes dans 1'échantillon

[og]

Echantillon

[071] /

[on

Axes du lgboratoire
>Y

Figure 1V. 6. ~La géometrie de diffusion a 90°.
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Figure IV.7.-La condition de retrodiffusion A 1’ interieur

de l’échantillon
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- -
incidente Kt et de la radiation diffusée Kr,(Fig. IV.73. Dans ces

conditicns, la conservation du vecteur dfonde

stécrit :

- ->
K = K - K (20

4

-
18] Ka est le vecteur dfonde assaocié au phonon diffuseé.

o
La radiation excitatrice, dans les longueurs df'onde 45739 A et
(=]
4765 A et de 300 mw de puissance, a €té produite par uan  Laser

Argaon. La radiation diffusée a &te analysée avec un
monochromateur 3 double réseau, Spex-14018 et détectée par un
phaotomultiplicateur refroidi, RCA-31034A . Les enregistrements

ont &€té contrdlés par ordinateur [211.

Les résultats, qui nous ant-été envoyés, apparaissent dans les
tableaux 1V, V, VI et VII, o0 on a résumé les décalages Raman et
1'intensité, mesurée en nombres de coups/sec. dans des conditions
standard d’excitation avec une résolution de 1,6 cm_1C100u de

largeur de fentel.
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TABLEAU 1V
MODES ACOUSTIQUES - ECHANTILLON

MBE - 429
No Pics RESULTATS EXPERIMENTAUX C(A=4579 R >
wCem INTENSITE ¢ coups~s.>)
1 5,4 * 0,5 100
2 8.1 J 330
3 8.8 o .88
4 10,8 o 1370
s 14,3 . 130
8 16,8 . 690
7 20,7 " 15
8 24,8 g 47
8 30,9 " 37
10 38,2 . 8
11 39,0 " 6
12 48,0 " 18
13 52,9 g 21
14 59,0 " 3
18 66,0 g 9
16 73,0 “ 7
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TABLEAU \4
MODES ACOUSTIQUES - ECHANTILLON

MBE - 444
No Pics RESULTATS EXPERIMENTAUX C(A=4579 A O
wC em INTENSITE ¢ coups /S.)
1 10,7 ‘88
2 12,3 100
3 18,8 880
4 24,8 480
] 39,90 70
6 43,7 17
7 61,2 30
8 67.3 16
] 71,5 ]
10 83,0 3




TABLEAU
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VI

MODES ACOUSTIQUES - ECHANTILLON

MBE - 451
No Pics RESULTATS EXPERIMENTAUX CA=4788 A >
w C em INTENSITE € coups~/s.>D
1 11,7 * 0,8 1200
2 13,4 " --
3 17.1 " 480
4 -— -
s 22,0 " 84
6 26,8 " 39
7 32,0 " 37
8 40,8 " 18
o 46,8 - 13

WY
o]
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TABLEAU VII
MODES ACOUSTIGUES - ECHANTILLON

BMBE - 180
No Pics RESULTATS EXPERIMENTAUX (A=4579 & )
w Cem™ INTENSITE (  coups /S-)
1 10,9 * 0,5 100
2 16,8 " 60
3 25,3 " 73
4 31,6 " 61
5 39,9 " 10
6 45,8 " 11
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IV.4. - INTERPRETATION DES RESULTATS

Pour vérifier que la théorie et 1’expérience concordent,nous
avons résolu numériquement les relations de dispersion pour chacun
des échantillons (MBE-429, 444, 451 et BMBE-180) dans la

condition K//:O, qui correspond a la diffusion de 180°:

Comme
nous l’avons déja vu, 1les relations de dispersion,dans cette
condition, pour les phonons longitudinaux et transversaux se
différencient uniquement par 1la valeur de leurs paramdtres
respectifs (C“(i.), Cu pour les transversaux - et Caa(i), Cl.i. pour
les longitudinaux).

Les valeurs numériques des parameétres, P, C“(i.),C“(i.),
Cti.' Cu’ et n caractérisant les matériaux GeAlL et AlAs ont
été directement tirées des publications ([18,22,231. Pour le
Ga‘_xAl.x As,selon les différentes valeurs de x, (10Z, 12X, 19X et

202),ces paramdtres ont été estimés par interpolation linédaire
entre BGaAl et AlAs dans 1'intervalle x = 0 et x = 1.

L?’indice de réfraction n a été calculé, &4 son tour, pour

o o
chaque longueur d’onde (4579 A et 4765 A).

Un résumé des valeurs des paramétres est présenté dans le
Tableau VIII. A 1’aide de ces valeurs et celles du Tableau III
nous avons résolu les équations de dispersion et 1les résultats
sont présentés,  pour chaque échantillon, dans les graphiques
iv.8, 1IV.9, IV.10 et 1IV.11, o0 1’axe vertical correspond A w en

s-1 et 1'axe horizontal au vecteur d'onde réduit et sans

Ka au
—_—

dimensions Q =

Pour vérifier la corrélation entre résultats théoriques et
expérimentaux on détermine le vecteur d’onde réduit associé a la

diffusion pour chaque longueur d’onde de la radiation excitatrice.



TABLEAU VIII

DONNEES POUR LE CALCUL DE LA RELATION DE DISPERSION

DES SUPERRESEAUX

A 3 ET 4-COUCHES

" " Py C.¥ LSV € Cot
(4765 A) <4579 A sem>| 10*? 10'* 2 | 10 10
MATERIAU gr.sem d;n/cm dyn/cm cms/8. |cm/s.
GaAs 4,500 4,721 5,360 | 11,888 | 5,940 | 4,780 | 3.329
Ge_ 2L, A 4,315 4,477 5,040 | 12,090 | 6,020 | 4,897 | 3,455
X = 0.20
Ga AL As
T-%tx 4,325 4,490 5,056 | 12,080 | 6,010 | 4,888 | 3,449
X = 0,19
Ga AL As
g 4,389 4,575 s,168 | 12,016 | 5,990 | 4,822 | 3,405
X = 0,42
Be LA - 4,579 | 5,200 | 12,000 | 5,980 | 4,803 | 3,390 |
X =0,10 E
i

AlAs 3,577 3,503 3,760 | 12,020 | 5,890 | S,654 | 3,958
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L’équation (20) donne :

K = K + K 21
3 t r

Généralement la fréquence du phonon wb est beaucoup plus
faible que les fréquences de 1la radiation incidente W, et

diffusée w, ce qui permet de faire 1’approximation K%z Kr. Donc

K = 2K ' (22>

Et Kt est donné par :

K = 2 11 NOO (232>
i A

donc

K ~ 4n NA) 24)
3 A

od NOA) est 1'indice de réfraction effectif du superréseau.

Dars les publications [23, 241, et pour le cas des

superréseaux a 2-couches, N(A) est calculé par:

N = L ldn? + 4 nz] (25)
1 2 2

La justification de cette relation est faite dans 1’hypotheése

d’une lonqueur d’onde A >> a pour laquelle le milieu peut se
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considérer homogéne. Comme nous avons travaillé dans cette

hypothése, nous avons étendu 1l'équation (25) pour généraliser

NZ = —3: 2 di ni?ow i= 1,2,3,4 (26)
i
Ce qui permet d’écrire :
K, = —;E [ = Y nfou ]1/2 27>
‘ .
et
a = 4 [ a, ) -132553- ]1/2 28>

i

tous les parametres vy étant connus, il est possible de trouver la

valeur @ pour chaque A et chaque échantillon.

Ces valeurs sont montrées dans le Tableau IX

TABLEAU IX
VECTEUR D’ONDE REDUIT
a

ECHANTILLON Q@ (A = 4579 A @ (A = 4765 A)
MBE -429 0,445 --

MBE -444 0,284 -

MBE -451 -- 0,388
BMBE-180 0,450 --
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Une fois connu @, on tire sur les graphiques théoriques
(Fig.IVv.8,1IV.9,1V.10,1V.11) une ligne verticale pour chaque
valeur de Q@ correspondante; l’intersection de cette ligne et des
courbes théoriques donne les valeurs théoriques a comparer
avec les valeurs experimentales,ce que nous montrons sur les Fig.

12a,b; 13a,b; 14a,b; 15a,b.

L?assignation des pics Raman aux modes de vibration, montrés
dans les Tableaux X, XI, XII, et XIII, a &té faite en tenant
compte des intensités relatives (Tableaux IV,V,VI,VII) et de la
géométrie experimentale utilisée, permettant, en principe,

seulement l’excitation des modes longitudinaux.
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Figure IV.13b.-Le graphique de la relation de dispersion pour le
superréseau MBM-444, mode TRANSVERSE.lLes paints représentent les
résultats expérimentaux
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Figure 1IV.14a.-Le graphique de la relation de dispersion paur le
superréseau MBM-451, wode LONGITUDINAL.lLes paoints représentent les
résultats expérimentaux
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TABLEAU X
MODES ACOUSTIQUES -ECHANTILLON
MBE - 429
No Pics THEORIE EXPERIENCE ASSIGNATION
w Cem ) | w (57 w Cem ) w (s | (FLAYm/ (FTA)m
1 - - s,4 + 0,5 |1,02 x10'2| DAFLA
2 - - 6,1 + 0,5 |1,15 x1012]| =
3 7,69 [1,45 x10'%| 8,8 + 0,5 |1,66 x10'%| FTA _,
4 10,88 |2,05 x10'%| 10,6% 0,5 [1,89 x101%| FLA -1
5 - - 14,3+ 0,5 |2,70 x10'%| DAFLA
12 iz
6 17,24  |3,25 x10'%| 16,8 0,5 (3,17 x10'?| FLA |
7 - - 20,7+ 0.5 |3,90 x10'?| DAFLA
1z 13
8 25,20 4,75 x10'%| 24,8+ 0,5 |4,66 x10'%| FLA _,
9 31,57 |5,95 x10?| 30,9+ 0,5 |5,83 x10'?| FLA .
10 - - 36,2+ 0,5 |6,82 x10'2| DAFLA
12 i3
11 39,26 |7,40 x10'%| 39,0t 0,5 |7,35 x10'?| FLA
12 45,62 (8,60 x10'%| 45,0% 0,5 (8,48 x10'%| FLA __
13 53,60 |10,10x10'%| 52,9% 0,5 [9,47 x10'%| FLA _,
14 59,95 11,30x10'%| 59,0+ 0,5 |11,12:10'%| FLA _,
15 67,64 [12,75x10'%| 66,0% 0,5 [12,44x10'%| FLA __
16 74,00  |13,95x10'%| 73,0 0,5 |13,76x10'%| FLA _
0,5 ecm ! = 0,1 x10'% 571
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TABLEAU X1
MODES ACOUSTIGUES -~-ECHANTILLON

MBE - 444
No Pics | THEORIE , EXPERIENCE ASIGNATION
w Cem ) | w (7Y w Cem™ *) o (s ') | (FLAYm/ (FTA)m
1 - - 10,7+ 0,5 |2,02 x10'%| DAFLA
2 13,53 |2,55 x10'%?| 12,3+ 0,5 |2,32 x10'%| FTA _,
3 19,10 |3,60 x10'%| 18,5+ 0,5 |3,45 x1012} FLA _1
4 25,73 |4,85 x10'%| 24,6+ 0,5 |4,64 x10'2] FLA o
s 41,34 |7,85 x10'?| 39,9+ 0,5 |7,52 x10'?| FLA >
6 45,36 |8,55 x10'2| 45,7+ 0,5 |8,61 x1012] FTA a
7 61,53 [11,60x10'%| 61,2+ 0,5 [11,54x10'?| FTA _,
8 66,05 [12,45x10'%| 67,3 0,5 [12,67x10'%| FTA
9 70,82 |13,35x10'%| 71,5¢ 0,5 [13,38x1012| FLA .3
10 81,70 |15,40x10'2| 83,0% 0,5 |15,65x1002| FTA s
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TABLEAU XI1I
MODES ACOUSTIQUES -ECHANTILLON

MBE -~ 451
No Pics THEORIE EXPERIENCE ASSIGNATION
w Cem P | 0w s™ w Cem ) w (s (FLAYm/ (FTAdm
1 11,67 |2,20 x10%2| 11,7+ 0,5 |2,21 x10'%| FLA _1
13 12
2 12,99  |2,45 x10 13,4% 0,5 |2,54 x10'?| FTA
3 18,04 |3,40 x10*2]| 17,12 0,5 |3,22 x10'?| FLA o
4 19,36 |3,65 x10'% - - FTA _,
12 12
5 23,61 4,45 x10'%| 22,0t 0,5 (4,15 x10'%| FTA
6 27,58 |5,20 x10?| 26,6+ 0,5 |5,02 x101?| FLA N
7 33,42 |6,30 x10'%| 32,0+ 0,5 |6,03 x10'%| FLA .o
8 42,71 8,05 x10 2| 40,5+ 0,5 |7,63 x10'?| FLA s
9 48,81 |9,20 x10?| 46,6+ 0,5 |8,78 x10'%| FLA va
10
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TABLEAU XIII
MODES ACOUSTIGUES -ECHANTILLON

BMBE - 180
No Pics THEDRIE | EXPERIENCE ASSIGNATION
W €em ™ | 0w s | wem™™ | @ a7 | (FLAXWM/ (FTAIm
1 10,87 }2,05 x10'%} 10,9+ 0,5 |2,06 x10%| FLA _
2 17,50 |3,30 x10'%| 18,8+ 0,5 |3,17 x10'%] FLA "
3 25,20 |4,75 x10'?| 25,3% 0,5 [4,77 x10'%} FLA _,
4 31,57 |5,95 x10'?} 31,6% 0,5 [5,96 x10'%| FLA
s 39,52 |7,45 x10'?| 39,9% 0,5 |7,53 x10'?| FLA __
6 45,88 (8,65 x10'%| 45,8+ 0,5 8,64 x10'%| FLA




-153-

IV.S5. - DISCUSSION

L?analyse des graphiques et des tableaux montre que pour 1le
cas du superréseau a 4-couches (Tableaux XIII> la concordance de
la théorie et des résultats expérimentaux est excellente. Tous
les pics Raman ont une assignation (FLAMM , avec m= £ 1 * 2 £ 3
en parfait accord avec la géométrie employée et 1es valeurs

théariques et expérimentales coincident plutdt bien.

Le tableaun X, correspondant aux résultats de 17échantillan
MBE-423 (superréseau a 3-couches? montre une assignation plus
complexe. Les pics identifiés par les numéros 4, 6, 8, 9,11,1Z2, 13
14, 15 et 16 ont été assignés a (FLAYm puisque ces valeurs
théoriques colncident le mieux avec les valeurs expérimentales et
parmi elles se trouvent les plus intenses, camme on  peut sty
attendre, compte tenu de la géométrie expérimentale. Le pic 3 , de
treés faible intensité, a €té assigné a (FTAMm vu gue cette valeur

coincide le mieux avec la valeur expérimentale.

Les pics numérotés 1,2,5 ,7 et 10 ne sant pas expliqués
par la théorie. Dans les publications [171 on parle des modes
associés aun désordre dans le superréseau (DAFLA,DAFTA); ces pics
se caractérisent par leur largeur et leur faible intensité.Ces

condidérations nous ont conduit 4 1'assignation donnge.

Les mEémes types de considérations nous ant permis
d’effectuer les assignations des tableaux XI et XII. Cependant,
pour ces échantillaons les assignations effectudes conduisent a des
résultats , normalement, non attendus. Ainsi, par exemple, dans
17échantillon MBE-451, les fréguences des pics B et 9 ,s’écartent
des valeurs théarigues ,manifestant un comportement non observé
dans les échantillons antérieurs (BME-4Z239 et MEME-180).De la méme
fagon, dans 1'échantillon MBE-444 |, nous avons assigné A certains
pics,un modes transverse, qui ,en principe, ne devraient pas

apparaitre dans une géoamétrie de rétradiffusian.
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Ces comportements peuvent &tre dds A& une qualitéd moins
banne de ces édchantillaons, ce gqui aurait des consédquences sur les
paramétres les caracterisant (constantes édlastiques, vitesse du
son, periocdicitéd, etc.? , et / ou 4 une gédométrie expérimentale de

rétrodiffusion pas trés bien réussite.

Dans 1’ensemble rla théarie et lfexpérience nous

conduisent a des résultats raisonablements satisfaisantes.



CONCLUSION
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CONCLUSION

A

Le travail effectuéd nous permet d’arriver aux conclusions

suivantes:

PRIMO.- La méthode proposde par la Théorie Générale de Réponse des
Interfaces ,appliquée A& des modéles simples de superréseaux, met
en évidence sa versatilité pour 1’'dtude de matériaux composites Le
développement actuel de l'analyse numérique . et la capacité de

travail des ordinateurs modernes permettront dfétudier des modéles

plus complexes.

SECUNDO. - Les expressions analytiques des relations de dispersion
pour les phonons ,dans les cas discret et continu, dans les
superrédseaux a 3 et d4-couches , ont &té obtenues pour la
premiére fois en appliquant cette méthode. La structure de bandes
montréde par les relations de dispersion, est 1la conséquence

directe de la pericdicité de ce type particulier de matérian

composite.

TERTIO.- La comparaison des résultats théoriques obtenus, pour les
relations de dispersion pour les phonons,dans le cas continu, et
les résultats expériméntaux de phonons acoustiques obtenus par
spectroscopie Raman ,et particuligérement celles du superréseau a
4-couches,montre que ,quoique le modeéele proposé est simple,on
trouve une corrdlation raisonnablement satisfaisante entre la

théorie et 1Texpérience.

QUATRIEME. - LL*taccord entre la thédorie et 1’expérience permet
aussi de voir que 1'hypothése du miliew effectif, employée pour
déduire 1’édquation 25 (chapitre IV2,et la généralisation pour le
calcul de 1'indice de réfraction du superrédseau &4 3 et 4d-couches

(eq. 26),est raisonablement adéquate.
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RESUME

L’objectif fondamental de ce travail est 17étude théorique des
propriétés vibrationnelles dans les matériaux composites du type

superréseau & N-cocuches, en utilisant 1a Théorie Générale de

Réponse des Interfaces.

La théorie est appliquée A& deux modéles de superréseaux a
N-couches:un pour les milieux discrets et un autre pour les
milieux continus,c’est A dire ,pour les milieux dans lesquels la
longueur d’onde A de la perturbation est de 1’ordre ou plus grande
que la distance interatomique.On obtient des resultats analytiques
pour les relations de dispersion des phonons dans les superréseaux

et 1’on met en dvidence la structure de bandes caractéristique de

leur périocdicité.

Pour le cas continu, on définit wune Zone Réduite de Brillouin
(ZRB), et 1’on compare les résultats thédoriques avec les rédsultats
expérimentaux des phonons acoustiques dans les superréseaux a 3 et
4-couches,obtenus par spectroscopie Raman. Une correspondance

satisfaisante est trouvde entre la théorie et 1’expérience.

MOTS. - CLES.

Superréseaux. Phonons.
Composite. Ondes Elastique.
Interface. Function Réponse.

Ga,Al,As. Spectroscopie Raman.





