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Prtsentat ion 

i 

I N T E R P O L A T I O N  R A T I O N N E L L E  ET AUTRES QUESTIONS:  
ASPECTS NUMÉRIQUES ET ALGORITHMIQUES 

Le travail que je pdsente aujourd'hui comporte deux types de documents: des papiers déjà publiés 
dont la liste figure dans le  paragraphe 6 e t  des textes non publiés ou de diffusion trop restreinte qui 
constituent les annexes 1 à 6. 

L'ensemble de ces textes peut être vent i l t  sous cinq rubriques: la première se rapporte à un pro- 
blème d'optimisation auquel une collaboration fructueuse avec J. C. Fiorot m'a permis d'apporter 
une solution. Les deux suivantes concernent des thèmes priviltgiés de l'équipe de recherche dirigée 
par C. Brezinski à laquelle j'ai le  plaisir d'appartenir l'étude des transformations élémentaires de 
suites s'inscrit dans le cadre de l'accélération de la convergence e t  l'interpolation rationnelle géné- 
ralisée est étroitement liée à l'étude des approximants de Padé. Les deux dernières rubriques, plus 
personnelles, sont relatives à une question qui m'obsède depuis longtemps: traduire des algorithmes 
numériques dont la fiabilité risque d'être doûteuse en des programes fiables dont la stabilité numé- 
rique est garantie. La quatrième partie illustre cette démarche sur une classe de problèmes précis, 
la mise en œuvre des algorithmes de losange, tandis que la dernière rassemble des textes liés à la 
représentation des nombres et  aux problèmes que pose cette repksentation. 

Bien entendu, la distinction précédente est plus apparente que réelle car les quatre dernières ru- 
briques ne peuvent être aussi aisément dissociées: la mise en œuvre des transformations de suites 
repose le  plus souvent sur des a:gorithmes d'interpolation rationnelle parmi lesquels les algorith- 
mes de losange occupent une pléce de choix; enfin peut-on parler de la mise en œuvre de ces algo- 
rithmes de losange sans s'intéresser de prés aux aspects numériques de la programmation? 

Chacune de ces questions est présentée dans l'un des cinq paragraphes qui suivent. Dans le pamgm- 
phe 6, j'ai rassemblé la l i s te  des travaux que je  présente aujourd'hui regroupés autour des cinq 
thèmes retenus. Treize d'entre eux ont été diffusés sous la forme de publications dans des revues ou 
dans les actes de colloques internationaux tandis que six autres n'ont connu qu'une diffusion res- 
treinte. Leur texte est adjoint au présent mémoire sous la forme d'annexes numérotées de 1 à 6. 
Enfin, on trouvera dans le paragraphe 7 la l i s te  des travaux auxquels je me suis référé dans l a  ré- 
daction de ce mémoire ( y  compris dans les papiers déjà diffusés qui ne figurent pas en annexe). 

[ ~ e  problbme de Fermat -Weber  genera l ise . l  

1.2 Position du probl4me. 
On se donne m points a, de R chacun desquels sont associées deux fonctions: 

d,(x)= II x-a, II, distance euclidienne de x à a,, 
fi: R +R, fonction convexe, différentiable e t  non décroissante. 

Le problème consiste à déterminer un point x satisfaisant: 
m 

L I l  min 1 fi(di(x)) I XE R~ 1 
i= 1 

Ce problème est une extension proposée par Katz 1691 du classique problème de Fermat-Weber 
géntralisé [ 1271 qu'on retrouve en posant: 
( 2 1 fi(u)=wiu, où le  poids wi est fixé. 

II a de nombreuses applications en économie: on peut en particulier l'interpréter comme la locali- 
sation du centre d'un réseau dont les éléments sont les ai. I l s'agit donc d'un problème d'optisation 



sans contrainte dont la fonction économique est différentiable sauf aux points a,. Cette non-diffé- 
rentiabilite de la fonction économique aux points ai est la difficulté majeure du problème. 

1.2 Les solut ions proposbes. 

Pour résoudre ce problème, un algorithme i téra t i f  a é té  proposé par Weiszfeld [128] en 1937, 
mais cet algorithme est en defaut si un itCt-5 est confondu avec un a, distinct de l'optimum. Jacobsen 
[651 a proposé un i téré particulier dans le  cas ou une te l le éventualité se produisait, et, dans un 
papier non publié, Jacobsen, Fiorot et moi-même avons établi la convergence du procédé. 

Par la suite, Fiorot e t  moi-même avons proposé trois algorithmes itératifs distincts pour résoudre 
ce problème de Fermat-Weber généralisé I FW 11, puis nous avons étendu deux d'entre eux à la 
résolution du pmbléme modifié par Katz (FW2,FW3). L'idée de ces algorithmes consiste à majorer 
globalement la fonction économique non différentiable par une fontion économique dif férentiable 
dépendant du point d'itération, fonction dont on choisit l e  minimum comme itéré. La convergence de 
tous les algorithmes est établie quel que soit le point de départ. 

I ~ e s  transformations de suites.] 

2.1 Introduction. 

Dans ce chapitre sont réunis t ro is papiers concernant des propriétés intrinsèques des 
transformations de suites, en excluant leurs aspects algorithmiques. Les deux premiers se 
rapportent à deux transformations élémentaires de suites, à savoir une généralisation du procédé 
g2 dlAitken [21 obtenue en introduisant un paramètre a pour définir l e  procédé Y, et  la 

transformation W de Lubkin [851. Le troisième présente une généralisation de la transformation 
Ek de Shanks [ 1 171 basée sur la notion d'approximation. 

2.2 CaractCrisation des noyaux de y, e t  W. 

Le premier papier (TS1) caractérise le noyau, c'est à dire l'ensemble des suites qu'un te l  procédé 
transforme en une suite identiquement nulle. Grace à la quasi-linéarité de ces transformations, la 
connaissance de ce noyau permet caractériser les suites que ce procédé transforme en suites cons- 
tantes. Le résultat essentiel est que le noyau de W contient la réunion des noyaux de 'ya quand a 
parcourt ê . Dans ce papier, nous avons supposé que les transformations ne s'appliquent pas à des 
suites dont deux termes consécutifs sont égaux. On peut s'affranchir de cet te contrainte sans 
modifier le résultat essentiel au prix de démonstrations sensiblement plus complexes. 

2.3 Régularit &,quasi-régularit C e t  compat i b i l i t b  des procbdés y, e t  W. 

La motivation topologique de ce second papier (TS2) s'oppose à la motivation algébrique du premier. 
Trois questions y sont posées: la régularité, la  quasi-régularité e t  la compatibilité des deux 
procédés. 
On caractérise tout d'abord le  domaine de régularité des transformations, c'est à dire l'ensemble des 
suites dont elles préservent la convergence. Ces transformations ne sont pas régulières car leur 
domaine de régularit6 ne couvre pas l'ensemble des suites convergentes. 
A défaut de la régularité des transformations, on peut s'intéresser à leur quasi-régularité, c'est à 
dire au fait que , lorsqu'elles conservent la convergence d'une suite, elles ne modifient pas sa limite. 
Pour le  procédé @, ce résultat avait t t é  établi par Lubkin [851 dans le  cas des suites de réels et par 

Tucker [1231 pour les suites de complexes. On l'étend ic i  à l'ensembles des procédés 'ya pour les 

sui tes de complexes et on l'établit dans le cas des sui tes de réels pour le procédé W 

Nous dirons qu'une suite x est T-limitable si sa transformée par un procédé T converge vers une 
l imite qu'on appellera T-limite de la  suite x. Si la suite x converge, l'identité de la l imite e t  de la T- 
l imite est garantie par la quasi-régularité de la transformation T. L'intérêt de cette notion provient 



du fa i t  que la  suite x peut diverger e t  avoir une T-limite (Euler 16 11). Pour qu'une telle T-limite 
pdsen te  un intérêt, il faut encore qu'elle ne dépende pas de façon t rop fantaisiste du choix de la 
transformation. On montre que, si une suite de nombres réels est simultanément y,-limitable et  

W-limitable, alors saya-limite e t  sa W-limite sont égales. A notre connaissance, ce résultat est le 

seul de cette nature dans le domaine des transformations non linéaires de suites. 

2.4 Une gen6ralisation de la transformation de Shanks. 

2.4.1 PrCsentat ion de la nouvel le t ransformat ion.  

La transformation Ek(s,) de Shanks [1171, que l'&-algorithme de Wynn 11 4 11 permet de mettre en 
œuvre t+s commodément, repose sur l'idée d'interpolation: une suite (s,) t tant  donnée, Ek(s,) est 

l a  l imi te  (ou l'anti-limite il 171) d'une suite t qui v t r i f i e  les  deux conditions suivantes: 
1 )  el le  interpole la suite s aux 2k+ 1 indices: n,n+ 1 ,n+2, ..., n+2k; 

2) el le satisfait une récurrence linéaire d'ordre k. 

L'idée de la transformation proposée ici consiste à renforcer la première contrainte en relaxant la 
seconde pour obtenir: 
une suite (s,) étant donnée, pour 2 entiers k e t  m donnés vérif iant 0<2kcm1 c:(s,) est la  l imi te 

(OU l'anti-limite) d'une suite t satisfaisant les deux contraintes suivantes: 
1) t interpole la suite s aux m+ 1 indices : n,n+ 1 ,n+2,...,n+m; 
2)  t satisfait au mieux une récurrence linéaire d'ordre k. 

2 k 
Dans l e  cas ou m=2k, C k  (s,,) s'identif ie à E,(s,). Dans l e  cas général (où m22k1, cet te 

transformation s'exprime encore au moyen d'un quotient de déterminants, et  les algorithmes MNA 
ou RPA proposés par Brezinski 181 permettent de la mettre en œuvre récursivement. 

2.4.2 P r o p r i t t C s  des t ransformat ions s n  

Une étude plus approfondie de la plus simple de ces transformations, l e  procédé CY[ s,) qui 

généralise l e  procédé @ dlAitken [1171, permet de montrer que: 

1) CY est quasi-i-égulière sur les suites de réels; 

2) Les suites à convergence logarithmique sont accélérées par ce procédé; 
3) Le conditionnement du procédé C? est  d'autant meilleur que m est grand. Une exprimentation 

numérique vient confirmer ce dernier résultat. Nous renvoyons à la lecture du papier pour voir le 
sens qu'on peut préter aux mots en italique. 

I ~ ~ i n t e r ~ o l a t i o n  ra t ionne l le  general isee. l  

Bien que ne proposant pas explicitement d'algorithme, la  motivat ion de ces deux papiers est 
essentiellement algorithmique. 

Dans l e  premier  (IR1 1, un formalisme général permettant de couvrir une vaste classe de 
problèmes d'interpolation rationnelle est proposé. La solution des problèmes posés est présentée 
sous l a  forme de quotients de déterminants, e t  l e  calcul de ces quotients est très brièvement 
esquissé. 

Le second (1 R21 se rapporte encore à l'interpolation rationnelle généralisée, mais l'objecti f est ici 
très spécifique: il s'agit de montrer que l'algorithme de Kronecker [721 peut être adapté à ce type de 
problème pour fournir wi algorithme totalement fiable. On sait que, dans des conditions d'utilisation 
convenables, cet algorithme fournit tous les interpolants rationnels dont la somme des degrés du 
numérateur e t  du dénominateur est fixée. La définition de cet algorithme repose sur la notion de 



quotient de formes rationnelles introduite dans le papier. Le fait  que tous les interpolants sont 
obtenus au moyen de cet algorithme est etabli en appliquant (de façon théorique) une forme duale de 
l'algorithme présenté. 

1 F i a b i l i t e  e t  s t a b i l i t e  des  a l g o r i t h m e s  de  losange.] 

4.1 Introduction e t  motivation. 

Les algorithmes de losange interviennent couramment en interpolation rationnelle: algorithme de 
Thiele 11221 e t  de Claessens [29], variante de l'algorithme de Stoer-Larkin [8 1,1201 ou valeurs 
ponctuelles d'une table de Padé [1401. i ls interviennent encore dans la mise en œuvre de certaines 
transformations de suites: p e t  &-algorithmes scalaires [141,1421, vector ie ls [1391 e t  leurs 

gCnCrnlisations 11 1,141 . I ls  consistent d construire une suite de sui tes (8,) à par t i r  d'une 

initialisation fixant les deux premiéres suites e t  à calculer les termes des suites suivantes en 
utilisant une relation de récurrence: 

j j 
Initialisation: =vj  IOo=~jl  je N. 

j+l j 
Récurrence: e~+l=e\:~+aj,/(ei - i l  N. 

où les coefficients 4 e t  les suites initiales (vj) et  (xj)  caractérisent l'algorithme 

Dans la notation el, l'indice inférieur i identif ie une suite tandis que l'indice supérieur j repré- 

sente l'indice du terme dans la suite (3,. Les éléments 4 sont placés dans un tableau à deux indices où 

l'indice inférieur i repère une colonne e t  l'indice supérieur j une diagonale descendante (figure 1 1. 
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Chaque relation de récurrence fait donc intervenir les éléments situés aux quatre sommets d'un 

losange et  dépend d'un coefficient 4 attaché 6 ce losange (figure 2). 

La mise en œuvre de ces algorithmes est handicapée par deux difficultés: 
1 ) leur fiabilité est doûteuse: l'égalité de deux éléments consécutifs d'une même colonne interdit le 
calcul de certains éléments de la colonne suivante; 
2) leur stabilité numérique est médiocre: la trop grande proximité de deux éléments consécutifs 
d'une même colonne induit une grande erreur de calcul dans certains éléments de la colonne 
suivante. 
Bien entendu, tout problème rencontré lors de la construction d'une colonne est  héri té e t  même 
ampli fié dans les colonnes suivantes. 

4.2 Solut ions apport &es. 

Dés 1963, Wynn [1431 a pmposé deux régles pour lu t ter  contre la non-fiabilité e t  l ' instabil ité 
numérique de l'€-algorithme scalaire lorsque deux valeurs consécutives d'une même colonne sont 
égales (non fiabilité) ou voisines (instabilité). Brezinski LI51 a pdsenté une règle similaire pour 
l e  p-algorithme scalaire, e t  j'ai également proposé une règle valable dans le  cas de 1%-algorithme 
vectoriel (FS4). Toutefois ,le problème n'est pas réglé pour autant: que faire s i  plus de deux 
valeurs consécutive d'une même colonne sont égales ou même simplement voisines? L'extension des 
régles pdcédentes s'avère nécessaire. 

La solution que je propose repose sur une notion fondamentale: l'invariance anallagmatique des 
colonnes de même parité de tout algorithme de losange dont les coefficients vérifient une certaine 
propriété. Esquissons ici  brièvement les grandes lignes de la démarche qui aboutit aux résultats 
suivants: 
1 ) extension de l ' identité de Wynn 11 441 dans le cas vectorie1,d'où une version fiable (mais non 
nécessairement numériquement stable) de l'e-algorithme vectoriel; 
2) versions fiables et  stables de tous les algorithmes de losange dont les coefficients vérifient une 
certaine proprié té. 
Sans hypothèse complémentaire, les éléments 8; sont l iés par l ' identi té suivante que nous 

appellerons règle de la croix, valable pour tout couple ci j) d'entiers non négatifs: -4+!)-l j+ l  j+2 j + l  -1  j j j+ l  - 1  j + l  j+2 
+ai (8, -Oi ) =al+1(0i+2-8i ) +ai-l(0i-2-01 j+I)- l  

A tout algorithme de losange, on peut donc associer deux algorithmes qui ne font intervenir que les 
colonnes dont l'indice a l a  même parité, chacun étant initialisé au moyen de deux colonnes les 
colonnes d'indices -2 e t  O pour l'un, celles d'indices - 1  et +1 pour l'autre. Nous nous référerons à 
ces algorithmes comme à la forme en croix (paire ou impaire) d'un algorithme de losange Notons 
encore que, si l'on connait toutes les colonnes dont l'indice est pair (respectivement impair), il 
suff i t  d'une valeur supplémentaire dans l'une quelconque des autres colonnes pour définir les 
valeurs des colonnes ayant l'autre parité. 

Rappelons qu'on qualifie d'anallagmatique toute transformation ponctuelle qui conserve la nature des 
cercles e t  des sphères (en considérant les hyperplans comme des hypersphères contenant le point à 
l'infini) e t  le birapport de quatre points sur un cercle. Ces transformations constituent le  sous- 
groupe des transformations ponctuelles de l'espace engendré par les similitudes e t  les inversions. 
Toute la sui te repose sur la remarque suivante: 
P o m u  que les poids dl satisfassent la relation: 

l a  régle de la croix est anallagmatiquement invariante. 

Nous nous restreindrons désormais aux algorithmes de losange dont les poids satisfont cet te 
propiété. Appliquons une transformation anal1 agmatique A à deux colonnes consécutives de même 
parité d'un tableau T construit lors de la mise en œuvre d'un algorithme de losange. 



Prdsenta t ion  

A part i r  de l'initialisation définie par les transformées par A des deux colonnes en question, 
mettons en œuvre la forme en croix de l'algorithme de losange utilisant les mêmes coefficients que 
ceux utilisés lors de la construction de T. Alors les colonnes de même pari t é  que I'initialisation 
construites au moyen de cette technique sont les transformées par A des colonnes de même indice du 
tableau initial (f igure 3). 

0; Tableau initial 

et, 0;+1 

e f 9;+2 

: e:, i ef+l i .. 
m . . . .  

. . m . .  
m . . . .  O",,, 

Dans toute la suite, nous n'utiliserons qu'une seule transformation anallagmatique: l'inversion 
ayant pour pôle l'origine et  pour puissance l'unité qui offre l'avantage d'être numériquement la 
plus stable de ces transformations. La propr iété d'invariance anallagmatique peut alors ê t re  
utilisée de deux façons distinctes que nous qualifiemns respectivement de systématique e t  sélec- 
tive. 
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4.2.2 Ut i l i sa t i on  systémat ique 

0 j Notons 9, les éléments calculés au moyen de l'algorithme de losange initial. Des que l a  colonne 

d'indice 1 est connue, on peut inverser les éléments des deux colonnes d'indices respectifs - 1  e t  1 
qu'on re t ient  comme init ialisation d'un nouvel algorithme de losange uti l isant les mêmes 

1 '  
coefficients e t  dont les éléments seront notés 4 . Pour assurer une mise en ceuvre commode de cet 

algorithme, on fixera arbitrairement une valeur dans les  colonnes d'indice pair, par exemple 

1 1  
60 =O, ce qui permet de calculer toutes les colonnes du nouveau tableau. 

1 '  
On i t h  l e  procédé en inversant les éléments des colonnes d'indices O e t  2 du tableau 81, pour des 

éléments qu'on choisit comme ini tialisation d'un nouvel algori thme de losange utilisant encore les 
2 '  

mêmes coefficients e t  dont les éléments seront notés 4 . On introduira des colonnes impaires dans 

2 O 
ce tableau en fixant arbitrairement une valeur, par exemple Oi =O. 

On pourra ainsi définir des tableaux successifs T , T , T , ... , T , ... , dont les éléments sont notés 
0 .  i j 2j k j 4, O,, ~ , , . . . ,O , ,  ... . 

m-l ' 
(rn-1) (rn) 

Les éléments homologues d, etm$, de deux tableaux consécutifs T et  T sont inverses l'une de 

l 'autre s'ils appartiennent à des colonnes de même parité, donc si les indices m e t  i ont même 
parité. Si nous disposons d'un moyen de connaître la précision avec laquelle est connu un élément 
calculé, on peut alors comparer les éléments homologues de deux tableaux consécutifs, retenir 
celui qui est l e  plus précis e t  recalculer l'autre par inversion. Cela reste valable si la précision 
d'un des deux nombres est  nulle, c'est à dire si ce nombre est indéterminé, ce qui permet 
d'améliorer la fiabilité. 
L'utilisation systématique de cette idée conduit à la version fiable et stable de divers algorithmes de 
losange proposée en (FSd),version dans laquelle l 'estimation de l'erreur est fournie par la 
méthode de perturbation aléatoire de Vignes [79,80,1251. Bien entendu, pour des raisons 
d'économie, on peut l imiterle nombre des tableaux créés, donc le coût de l'algorithme. 

4.2.3 Ut i l i sa t i on  ~ C l e c t i v e .  

On peut aussi circonscrire la mise en œuvre de cette technique d'inversion exploitant l'invariance 
anallagmatique d'un algorithme de losange à des zônes bien délimitées du tableau construit, zônes 
dans lesquelles on aura détecté l'instabilité numérique ou même la non-fiabilité de l'algorithme 
init ial .  Cette méthode sélective est simplifiée si l 'on dispose d'informations précises sur la  
structure des singularités, ce qui est précisément le  cas l e  l'&-algorithme (scalaire ou vectoriel 1. 
On peut alors l'exploiter dans deux contextes distincts: 
1 ) Etablissement de régles singulières généralisées pour l'&-algorithme vectoriel, ce qui conduit à 

deux résultats (FS2): d'une part, une version fiable mais instable de 1'~-algori thme e t  d'autre 
part, une extension de l'identité de Wynn pour la table de Padé scalaire. Cette identi té de Wynn 
généralisée a été récemment étendue à des objets qui généralisent la notion d'appmximant de Padé: 
les  appmximants de Padé à plusieurs variables par A. Cuyt [351 et  les GlPAs ou approximants de 
PadC vectoriels (ou GIPAs) par P. Graves-Morris e t  Jenkins [551. 
2) Proposition d'une version fiable e t  numériquement stable de l'&-algorithme vectoriel (FS3). 
Présenté au colloque national de Port-Bail en 1976, cet  algorithme a été programmé par 
R.Khéloufi [?O1 en 1985. 



Le fait  qu'on sache que, dans le cas de l'&-algorithme, les singularités ou les quasi-singularités 
sont circonscrites dans des blos carrés simplifie cette utilisation sélective. La détection et la loca- 
lisation précise des blocs quasi-singuliers reste encore une question trés délicate. Dans le cas des 
autres algorithmes de losange, l'utilisation sélective est encore plus délicate, voire dangereuse. On 
lui préfèrera alors une utilisation systématique plus coûteuse certes, mais beaucoup plus fiable. 

4.3 Articulation des papiers. 

La figure 4 rend compte des liaisons entre les documents auxquels je me réfère. 

On trouvern dans (FS 1 l'interprétation géométrique d'une étape de l'&-algorithme, interprétation 
qui a été le point de départ de cette étude. (FS2) rassemble l'ensemble des outils qui permettent 
l'extension de l'identité de Wynn aux &-tableaux non normaux. Si certains résultats s'étendent aux 
autres algorithmes de losange (interprétation géomCtrique au moyen de birapports, notion de 
tableau en losange ou en croix, densité des tableaux réguliers dans l'ensemble de tous les tableaux), 
ce n'est pas le cas de l'identité de Wynn en raison de la présence de blocs singuliers non carrés. 
(FS3) pesente succinctement la première version stable de l'&-algorithme. 

1 

(FS6) comporte deux résultats distincts: un nouvel algorithme de losange dérivé de l'algorithme de 
Stoer 11 201 e t  Larkin 181 1 mais qu'on peut i n t e rpd te r  comme une extension de l'algorithme de 

- 8 -  

Sylvester 
interprétation géométrique régles singulière et  
de la relation de base dans particulière pour 
lie-algori thme vectoriel l'e-algori thme 

( 1 973) 

de Wynn aux tables de 
Padé non normales 

f l  
résultats étendus aux 
GlPAs par P. Graves- 
Morris ( 1  987) 

notions d'&-tableaux en croix 
et  en losange; densi té des E- 
tableaux en croix réguliers; 

invariance anallagmatique de 
1'& -algori thme vectoriel; 
identité de Wym génémlisée 
pour l'&-algorithme vectoriel; 

version fiable mais instable 
de l'&-algorithme vectoriel 

( 1 976) 

V 

interprétation géométrique 
de la relation de base des 
algori thmes de losange; 

invariance homographique 
des algorithmes de losange. 

( 1983) 
. 

programme fiable et stable 
pour tous les algorithmes version fiable e t  stable' 

de l'&-algorithme écrite + 
par R. Khélouf i ( 1 985) 

. 
. 

variante stable de 
1'E-algori thme vec- 
toriel obtenue par 
inversion sélective 

( 1976) 



Thiele [1221 e t  la caractérisation des algorithmes de losange dont les colonnes de même parité sont 
invariantes dans les  transformations homographiques. J'y ai adjoint un exemple i l lustrant 
l'intérêt de l'invariance homographique en montrant que cette propriété permettait de résoudre des 
problèmes d'interpolation rationnelle en présence de blocs singuliers (non carrés). Enfin, (FS7) 
décr i t  un programme mettant  en œuvre certains algorithmes de losange en exploitant 
systématiquement l'invariance anallagmatique du tableau construit et  une méthode d'estimation des 
erreurs numériques reposant sur la méthode de perturbation de Vignes. 

(FS4) e t  (FSS) sont totalement dissociés des cinq autres papiers de cette section car i ls n'utilisent 
pas la  propriétC d'invariance qui est  au cœur de ce chapitre: (FS4) es t  une preuve directe de 
l'extension de l'identé de Wynn dans l e  cas de l'e-algorithme scalaire reposant sur l'identé de 
Sylvester; les informations sur la table de Padé dont on dispose permettent d'étendre l'identité de 
Wynn aux tables de Padé non normales. (FS5) prCsente une règle singulière e t  une rCgle 
particuliCre permettant de traiter les singularités ou les quasi-singularités isolées dans le cas de 
l'e-algorithme vectoriel. 

Les papiers de cette section se rapportent à la programmation des algorithmes numériques et aux 
questions qui y sont liées: représentation des nombres réels (AN41, mesure de la précision d'un 
algori thme numérique (AN 1 1, estimation de la précision d'un résultat numérique (AN31 ou 
validité d'un logiciel numérique (AN2). 

On montre en (ANI ) comment, à tout  calcul fini, on peut associer un nombre qui mesure la  
stabil ité numérique du schéma de calcul mis en œuvre. Tout résultat numérique r d'un tel calcul 

br 
est entaché d'une erreur & satisfaisant 171 i M,*r , où r est une constante attachée au mode de 

calcul. Sous mon impulsion, cette étude a été reprise dans un contexte probabiliste plus réaliste 
par H. Nkounkou [ 1021. 

Le second papier (AN21 pose la question de la validité du logiciel numérique. Dans une première 
partie, on tente de sérier les problèmes réels que pose l'introduction de la notion de preuve de 
programme dans l e  logiciel numérique. Pour i l lustrer ce discours, on propose une procédure 
récursive qui réalise la mise en œuvre adaptative d'une formule de quadrature à laquelle on sait 
associer une majoration de l'erreur. La présentation d'une telle procédure n'est certes pas nouvelle 
[ 1  1 II; ce qui est nouveau, c'est que son utilisation est justifiée dans divers contextes (fonctions 
monotones, convexes ou concaves), au moyen d'arguments qui prennent en compte plus ou moins 
complètement les diverses sources d'erreurs numériques. 

Le troisième papier (AN31 présente une variante de la méthode du résidu n o m é  de Vignes et  La 
Porte [781 pour apprécier la qualité de la solution d'un système linéaire. L'intérêt de ce papier 
réside dans le fait qu'on tente de déceler l'ordre de grandeur de l'erreur qui entache la solution à 
partir des diverses composantes du résidu. L'expérimentation montre que cette méthode permet 
d'apprécier correctement la précision des composantes les moins entachées d'erreur, mais ne 
permet guère de déceler la présence de composantes dont la valeur plus peti te est entachée d'une 
erreur relative plus importante. 

Le dernier papier (AN41 présente un nouveau mode de représentation des nombres réels dépendant 
de deux bases a e t  b en utilisant deux entiers. Une telle représentation repose sur l e  fait que, 
pourvu que les deux bases vérif ient certaines conditions, l'ensemble ~ , ; ~ = { x = a ~ b ~  I p,qc Z 1 est  

dense dans R Ce type de représentation peut s'étendre à d'autres corps (complexes ou quater- 
nions). 



1 L i s t e  des documents. 1 
I .  Le problCme de Fermat-Weber gbnéralisé. (en collaboration avec J.C. Fiorot). 

FW I 1 Trois algorithmes pour résoudre le problème de Fermat-Weber généralisé. Bull. de la direction 
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4. Fiabilité et Stabilité des Algorithmes de Losange. 

FS 1 )  Interprétation géométrique d'une étape de l'&-algorithme. (Annexe 3). 

FS2) Règles singulières pour 1' &-algorithme vectoriel. (Annexe 4). 

FS3) Une mise en œuvre numériquement stable de l'&-algorithme vectoriel. Coll. Nat. d'Anal. Num., 
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Annexe 1 :  transformation de suites par approximation. 

U n e  c lasse  de t rans format ions  non l i n é a i r e s  
d e  s u i t e s  de nombres  c o m p l e x e s  r e p o s a n t  sur 

II l ' a p p r o x i m a t i o n  au sens d e s  m o i n d r e s  carrés .  I] 

On propose une nouvelle classe de transformations non linéaires de suites 
de nombres complexes reposant sur l'approximation au sens des moindres 

can9s. Ces tmnsfomations notées $' (avec m12k) généralisent les clas- 

si ques transformations Ekde Shanks (dont l'e-algori thme assure une mise 
(2k)- 

en œuvre efficace) puisqu'on a: Ck - E k  Trois aspects fondamentaux de la 

plus simple de ces tmnsfomations, le procédé CF) qui généralise le procédé 

62 d'Aitken, sont alors étudiés: on montre que ce procédé conserve la limite 
d'une suite dès qu'il conserve sa convergence e t  que son action sur les suites 
a convergence géométrique a pour effet d'accélérer la convergence d'une 
part, e t  de ne pas amplifier exagérément les éventuelles perturbations de la 
suite initiale d'autre part. 
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La plupart des procédés d'accélération de la convergence de suites actuellement cornus reposent sur 
des techniques d'interpolation des valeurs de la suite par une fonction d'un type choisi 121. Le 
principal inconvénient de ces procédés est leur sensibilité à la précision de la suite initiale: i ls  
sont généralement instables en ce sens qu'une légère perturbation de la suite donnée modifie nota- 
blement les estimations de la limite que fournissent les procédés en question. Cela provient du fait 
que l'interpolation est par essence une technique numériquement instable e t  les procédés reposant 
sur cette technique ne peuvent pas échapper à cet inconvénient. 

Pow rémédier à cette déficience, on peut alors rechercher des procédés qui reposent sur l'appro- 
ximation, technique dont la stabilité numérique est nettement meilleure que celle de l'interpola- 
tion. Malheureusement, les outils dont nous disposons à cette fin sont nettement moins commodes 
que ceux que nous procure l'interpolation e t  c'est probablement pourquoi de telles études n'ont été 
que rarement entreprises 191. 

Le second paragraphe est consacré à la présentation d'un procédé répondant à ces exigences. Après 
avoir envisagé un certain nombre de façons de généraliser la transformation de Shanks [ 1 11 en des 
termes d'approximation, nous en retenons une qui repose sur l'approximation au sens des moindres 
carrés. Nous obtenons ainsi une classe de transformations dépendant de deux indices k e t  m (avec 

(2k)- 
2~2k im) ,  transformations qu'on notera cP) e t  qui vérifient G -Ek, où Ek est la classique trans- 

formation de Shanks, e t  nous montrerons que ces procédés sont translatifs e t  homogènes [SI. 

t a  suite du papier est consacrée à une étude de la plus simple de ces transformations, le procédé 

c?' qui est une généralisation du procédé 6' d'Aitken. Trois aspects essentiels de cette transforma- 

tion sont successivement étudiés: la conservation de la limite, l'accélération de la convergence, et  la 
sensibilité aux perturbations de la suite initiale. Dans le troisième paragraphe, il est montré que, 
si le procédé préserve la convergence d'une suite, alors il conserve la limite. Cette propriété, qui 
généralise un résultat de Lubkin relatif au procédé 6', est appelée "join convergence" par Rice [QI 
e t  n'a été établie que pour un nombre très l imité de transformations non liné-aires: la transfor- 
mation C de Rice [QI, le  procédé T I  ,de Gray et  Clarke 161 par Streit [121 e t  le  procédé W de Lubkin 

[? I l  première étape du @-algorithme de Brezinski [ 11 par l'auteur 131. 

Pour les deux autres questions, nous avons limité l'étude du procédé au cas où il agit sur des suites à 
convergence géométrique. Dans le quatrième paragraphe, nous montrons que, tel le procédé li2 qu'il 

pénémlise, ce procédé CY) accélère la convergence de toute suite à convergence géométrique. Le 

cinquième paragraphe est consacré à l'étude du conditionnement du procédé vis à vis des suites à 
convergence géométrique: après avoir défini le nombre de conditionnement d'une transformation de 

(ml 
suites par rapport à une suite, nous montrons que le nombre de conditionnement des procédés Cl 

par rapport aux suites à convergence géométrique est arbitrairement voisin de l'unité pourvu que 
l'on retienne une valeur du paramètre m assez grande. Quelques exemples numériques viennent ap- 
puyer ce dernier point e t  nous permettre de conclure. 

k- i 

( m l  Les transformations Ck 2. 

2.1 Rappel de la transformation de Shanks 11 11 

La transformation de Shanks Ek(xn) de la suite (xnInl0 peut être définie de la façon suivante: 
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Etant donnés 2k+ 1 termes consécutifs x (i=0, ..., 2k)  de la suite initiale, on recherche s'il existe 
n+i 

une suite (ynlni0 veriflant les deux condit ions: 

(L I  Condit ion de rCcurrence linéaire: 
(y ) satisfait une équation de récurrence linéaire d'ordre k a coefficients constants de somme 

n 

non nulle: 
k k 

C p ! y n + i - i ) ,  VniO. avec C P . + O .  
J 

i-O j -O 

( 1 )  Conditiond'interpolation: 
La restr ict ion de  (y  ) aux indices n+i (i=O, ..., 2k)  s'identifie à celle de ( x  ): 

n n 

Yn+i=X n+i' i=O, ..., 2k. 

NotonsA l'opérateur qui, à la suite u de ternes un associe la suite v de terme général vn=un+,-un, et  

posons: Aun=vn. On a donc: A2un=unt2-2un+,+un. Si nous notons Hk(un) l e  déterminant de la matrice 

U d'ordre k dont l e  terme général d, est égal à u . pour i,j= 1 ,... ,k (matr ice de Hankel), nous 
n+i+j-2 

savons que le problème précédent admet une solution unique si et seulement si HL(A~X 1 est non nul. 

Le transformé Ek(xn) est alors par définit ion la l imi te (ou l 'ant i- l imite fl Il 1 y de la suite 

Niterpolante (yn) e t  on véri f ie aisément que: I ( x~ )=x (x~ ) /H~ (A~x  1. 
n 

II est possible de calculer ces quotients de déterminants sans devoir calculer les déterminants eux- 
mêmes en utilisant un procédé récurrent introduit par Wynn [141,1'&-algorithme. 

k k 

Remarquons que, dans la condition (LI, la contrainte Cpi0 peut être remplacée par xpl= 1 et 
1 

rappelons que la transformation E, n'est autre que le classique procédé 62 d1Aitken. 

2.2 Géntra l isa t ions de  la t ransformat ion de Shanks par approximat ion.  

2.2.1 Mot i va t ion .  

La transformation de Shanks est donc un procédé reposant sur l'interpolation d'une suite donnée par 
une suite vérifiant une équation de récurrence linéaire a coefficients constants de somme non nulle. 
L'efficacité de ce procédé a été confirmée par l'expérience [ 161 Toutefois cette efficacité pâtit de 
l'instabilité attachée à toutes les méthodes reposant sur l'interpolation. Pour s'en con-vaincre, le 
lecteur peut consulter les résultats numériques fournis par l'application du procédé ti2 à une suite 
perturbée (voir l e  chapitre 6). 11 apparaît clairement qu'une légère perturbation de la suite ini- 
tiale peut modifier t+s sensiblement les estimations de la l imite fournies par l e  procédé ti2. Cette 
constatation nous conduit à tenter de définir des transformations qui généralisent la transformation 
Shanks (pour en conserver l'efficacité théorique) en remplaçant le contexte de l'interpolation par 
celui de l'approximation (pour améliorer la stabilité). 

Supposons que nous disposions d'un échantillon de m+l valeurs consécutives x. (i=O,l ,..., n) d'une 
1 

suite que nous nous proposons de transformer. Considérons une suite finie de nombres réels 
A 

(y.). , un nombre réel  y ,  e t  une autre suite finie de réels (p 1. de nombres complexes avec 
1 1 = O  ... rn ] ]=O ... k 

m12k, e t  associons leur les nombres: 
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k 
A 

r i = x p j ( y .  - y )  (pour  i=O . m-k)  
j=O 

l+l 

k 

&,=yi-x . (pour i = O  m) 
n+i 

La transformation Ek de Shanks consiste à imposer m=2k e t  à rechercher les nombres yi 
A 

(i.0 ,..., 2k). y ,e t  pi ( j = O  ,... ,k) de façon que: 

Si nous supposons désormais que m>2k, il n'est généralement plus possible de trouver des nombres 
A 

y ., y, et p. vérifiant toutes ces conditions. Nous pouvons alors nous contenter d'imposer la satisfac- 
1 1 

t ion d'un sous-ensemble d'entre elles e t  de minimiser une norme du vecteur dont les composantes 
sont les résidus associés aux contraintes non satisfaites. Cette optique conduit à un grand nombre de 
transformations de suites qui se réduisent toutes à la transformation Ek dans le cas particulier où 

m=2k et  seront autant de généralisations de cette transformation. Ces nouvelles transformations 
dépendent de deux choix: 

1 ) le choix du sous-ensemble des contraintes satisfaites; 
2 )  le choix de ta norme des résidus associés aux autres contraintes. 

2.2.3 Choix de contraintes e t  de normes. 

2.2.3.1 Le choix des contraintes. 

Parmi les choix possibles, il en est deux qui retiennent plus particulièrement l'attention: 
1 O le choix le plus naturel consiste certainement à conserver les contraintes ( 1 )  et  (2) e t  à mini- 
miser une norme @ du vecteur E. Cela revient à rechercher parmi les suites vérifiant une équation 
de récurrence linéaire d'ordre k à coefficients constants et de somme égale à un, celle qui est la plus 
voisine de l'échantillon (x .), au sens de la norme @. Des méthodes issues d'un te l  choix ont été 

n+i i=O ... m 

étudiées par Rice [91. 
2" Un choix moins naturel mais conduisant à une analyse plus commode consiste à conserver les 
contraintes (2) et  (3) e t  à minimiser une norme 0 du vecteur r. Cela revient à interpoler la suite 

(x aux m+ 1 points x . par une suite vérifiant au mieux au sens de la norme 0 une équation de ré- 
n n+i 

currence du type (L). La méthode présentée en 2.3 est issue de ce choix 

2.2.3.2 l e  choix d e s  normes. 

Nous nous limiterons ic i  aux deux normes classiques suivantes: 

l ' la  norme euclidienne 02: XE R n  + q2(x) = ( ~ ( X I ~ I ~ ' ~ .  I 

i= l 

2' la norme du maximum @ : XE Rn + @ (x )  = max ix.1. 
00 00 

i = î  ...p ' 

2.2.4 l es  procCdCs de  Rice. 

Si nous retenons le  premier choix de contraintes e t  la norme du maximum, nous nous ramenons au 
problème suivant: 
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minimiser & sous les contraint es suivant es: 

y - x n +  i=O ,...,m. 

A 

p/yi+,-y)=O pour i=û, i ,.. .m-ic, 
j=o 

Ce problème a &té abordé par Rice [91 dans l e  cas où m=2k+ 1 pour les deux premières valeurs de k 
en se limitant aux suites réelles. Dans le cas où k= 1 la  condition irnposee 6 la suite (yi) dquivaut à: 

A A 

y, = y + b k  pour i20, où y ,  b, A sont réels, e t  Rice montre que la solution du problème modifié est 
A 

fournie p a r  y=El(un), où un=(xn+xn+, )/2, e t  où El représente le procede 6' d'Ai tken. 

Dans l e  cas où k=2, la condition imposée à la suite ( y , )  revêt  l'une des deux formes suivantes: 
1 

A A 

yi = y+ahicos(8+irp), avec y, a, 0, rp E R .  
A A 

yi = y+(a+ib)~i, avec y. a, I ,  b E R . 
A 

En fait. Rice se contente d'envisager la première condition e t  il conjecture alors que: y=E2(un). où 

un=(xn+xn+, ) / 2  Les deux procédés proposés par Rice consistent donc en la composition de deux 

transformations classiques: une transformation l inéaire (Holder, Cesaro, ou Euler) e t  la 
transformation de Shanks. 

2.3 Les t ransformat ions CI<' 
Si nous retenons le second choix de contraintes et  la norme euclidienne, nous sommes ramenés au 
problème suivant: 

f m-k 
k 

minimiser I c / c ( p , x  1 n-1 1-X̂  J 
(P l  1 ]=O 

sous la contrainte: 
]=O 

En vue d'alléger la présentation des résultats, nous introduisons les matrices suivantes: 

m-k+ l e t  nous rotons u et  v les vecteurs respectifs de (ï e t  Q k*' dont toutes les composantes valent 1 

En outre, la matrice transposée et  conjuguée d'une matrice M sera notée M 

Dans ces conditions. le problème (P I  s'écrit encore: 
in)  A 

min 1IX p-XII - 
sous la contrainte: vp= 1 

e t  on a l e  résultat suivant: 
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Proposition 1: Pour que le problème (PI) admette une solution unique, il faut et il suffit que 

les m+ 1 valeurs xn+i (;=OJ ..., ml soient telles que le système homogène: 

n'ait pas d'autre solut ion que la solut ion triviale: fi,=O, j=O ,..., k .  
I 

k - A 

Dt5monstration: Grace à l a  contrainte vp= 1 ,  l'expression S ~ + ~ = ~ ( ~ , X ~ + ~ + , ) - X  s'écrit encore: 

Puisque X.+,+~-X~+~= ~+I+I-I' , 
nous obtenons, apl-ts permutation des symboles de sommation: 

Si nous posons: o,=-&~, le  problème (Pl 1 devient le problème sans contrainte suivant : 
j=l 

m-k 
k 

(PJ min I n+i , - ; - ~ ( A X  n+i+l- I o1 II2, 
1.1 

qui n'est autre que celui de la minimisation de la norme euclidienne du résidu attaché au systeme 
linéaire surabondant: 

k 

Si  nous notons o l e  vecteur de composantes oi ci= 1 ,... .k), ce problème (P3) s'écrit encore: 

(n)l12 ,P 4 1 min I l  (U,AX"')[~;~)}X . 
e t  on sait que ce problème a une solution unique si et seulement si le système linéaire: 

a une solution unique. Ceci est réalisé si e t  seulement si la matrice (u, AX'~') est de rang maximal 
k+ 1. Pour achever la démonstrntion, il suffit de noter que la condition nécessaire et suffisante pour 
que la  matrice soit de rang infériew à k est que ses colonnes soient linéairement dépendantes. 

A 

Corollaire: Si  le  problème ( P l )  admet une soluf ion unique x ,  elle vérifie: - 
A deth ]l(x,d x(n))]) 
X = 

AP' 

MU.A x'"))~) 
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DCmonstration: Il suffit de noter que, dans ce cas, la solution de ( P I  ) est identique d celle du 
A 

système linéaire (LI. La premiére composante x a alors l a  valeur annoncée. 

Defini tion: A tout (m+ 1 1-uple ( x  1 ;=O, ... ,ml te l  que le problème ( P I  admet t e  une solution, 
n+r 

A A 

nousassocions $)(x ) = x ,  où x est la solution unique définie par (SI, La transformation de suite 
n 

associée sem notée kz) : (xn)No-+(y)n20 définie par: yn= c?)(x n 1. 

2.4 PropriCtCs ClCrnentaires des transformations CF). 
L'étude générale des procédés c':) est assez délicate et nous nous contenterons de prCsenter ici trois 

propriétés trés élémentaires. 

2.4.1 HomogCnCitC e t  translativité. 

DCfinition 151 : Une transformation de suite T sera dite: 
homogène e T(ax )=aT(x 1 

n 
V ~ E C , V ~ E N  

translat ive e T(x +a)= T(x 
n n 

Proposition 2: Les transformations CF) sont homogènes et translatives. 

La dCmontration de ces propriétés est immédiate: elle repose sur la linéarité d'un déterminant 
par rapport aux termes d'une ligne ou d'une colonne pour la première, e t  sur le fait que A(x +a)= 

bn pour la seconde. 

2.4.2 Existence d'un transformé. 

lemme. Si les m+ 1 nombres x ,  (;=O ,...,ml sont tels qu'il existe un entier q ik ,  des coefficients 

$-') (j=O,..,k-q+ 11, de somme nulle, et un polynôme O de degré q- I au plus tels que: 
9- 1 

k-q+ l 

=O (n+i) (pour i=O ,..., m-k+q- 11, 

]=O 

alors il existe des coeff icients$) Ij=O, ..., k-q) et un polynôme O de degré q au plus tels que. 
9 

x n+i+j =O q (o+i), (pour i=O, ... ,m-x +q). 

j=o 

Preuve: Grace à la nullité de la somme des coefficients, nous avons en effet: 
k-q+ l k-q+l 

Après permutation des symboles de sommation, il vient: 
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k-q+ l 
k-q+ 1 k-q+ l k-q+2 

B q - ' )  'n+i+, = 2 n+i+l-l , B q - ' ) ,  d l o~ ,  en posant Y 

j =O ]=1 j=l+ l 
1= 1 

k-q+ l k-q k-q 

~ q - l ) ~ , + i + j = C l i ( q ) ~ x  n+i+l . . = A ( F ~ ) X  n+i+~ . 1, où A agit sur le seul indice n, 

j =O j - O  j=O 

Tout polynôme Qpl de degré q- 1 est te l  qu'il existe in polynôme Q de degré q tel que: 
q 

C (9-1 
O (n)=AQ (n), Vn E N. La condition y, ~ ~ ~ + ~ = C , ( n + i )  équivaut donc à: 

q- 1 q 

j=O 

(n+i))=O, e t  il existe donc une constante réel le K te l le  que l'on ait, pour 
q 

j = O  
k-q 

j = O  

On achève la preuve du lemme en intégrant la constante K au polynôme Qa 

La condition introduite dans la proposition 1 peut alors être affinée par l'e résultat suivant: 

(ml 
Proposition 3 Une condition nécessaire et suffisante pour que le transformé CI, (x,) ne soit  pas 

défini (pour une valeur précise des entiers k,m et n)  est qu'il ex is te un ent ier posi t i f  p i k ,  des 
nombres complexes y, (l=O,...,k-p) de somme non nulle, et un polynome P de degré inférieur ou 

égal a p tel que: 
k -P 

C')',~~+~+,=P(n+il (pour i=O, ..,, m-k+p). 
1-0 

DCmonstration: La condition nécessaire e t  suffisante de la proposition 1 : 
k - 

p o + L p j A x n + l + j - ,  = O, f i  =O, ..., m-k 

s'écrit encore: A [ ~ o ( n + i ) + ~ p . x  . . 1 =O, (i=O, -,m-k) , soit: 
J n+i+]-l 

j= 1 
k- l xB. Ax . =Pl(n+i), (i=O,...,m-k+l 1, où PI est un polynôme de degré inférieur ou égal à un, 

J+ 1 n+i+) 
j=O 

Le lemme précédent nous apprend que, si la somme des poids de la relation de récurrence est nulle, 
il existe une relation de récurrence d'ordre inférieur dans laquelle le degré du polynôme du second 
membre est supérieur d'une unité. L'utilisation de ce lemme sera itérée jusqu'à obtention d'un en- 
semble de coefficients de somme non nulle. Pour achever la démonstration. nous remarquerons que, 

(q) si q=k, on a nécessairement 16 +O, ce qui stoppe la récurrence. Dans l e  cas contraire, cela signi- 

fierait que la condition initiale se ramène à l'identité 0=0, ce qui implique la nullité de tous les B.. 
1 

(ml 
Remarque: Nous venons de montrer que le transformé Ck (xn) n'est pas défini dans le  seul cas où 

la sui t e  finie (x ,). vérifie une relation de récurrence avec un second membre pol ynomial, la 
n+i 1-0 ... rn 
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somme de l'ordre k-p de la relation de récurrence e t  du degré du polynôme étant au plus égal à k. 
Dans le  cas particulier où le degré du polynôme est nul, l a  relation de récurrence s'écrit: 

k-D k-D 

C y i ( l l ~ x ~ + ~ + ~ = ~ ,  (i=O .... .m-k+p) avec O= f O, 

(m') 
e t  on aura alors: &-,(x~+~)=K/o pour i=O,...,m-m', e t  pour tout  m' vérif iant: 2(k-pl im' im. 

Ceci signifie qu'il existe un procédé d'ordre inférieur qui fournit la l imi te ou l'anti-limite [ 1 11 
d'une sui te interpolant les m+ 1 valeurs x"+~. 

. . 

Par contre, si l e  d e g b  du second membre est effectivement non nul, aucune suite interpolante 
vérif iant une relation de récurrence d'ordre inférieur ou égal à k n'a de l imi te ou d'anti-limite 
finie e t  le procCdé est alors en échec. 

2.4.3 QualitC de l'approximation. 

Puisque le procédé se contente d'approcher la suite vérifiant une équation de récurrence linéaire, il 
est naturel de chercher à estimer a posteriori la qualité de cette approximation. 

m-k 

2 
o o s i i n  4: C /f(p I x n-I .)-$)ix n 11 

)=O 

DCmonstration: Un calcul élémentaire montre qu'une condition nécessaire e t  suffisante pour que 
A 

le  point (xp) soit stationnaire pour le  problème ( P l )  est qu'il existe hEEtel que: 

i x ( n )  

i ( n ) x ( n )  O v 1 [i)~) 
v O 

Le déterminant D de ce système s'écrit: 

- 
- uu - (n) ux ~ A X ' "  O 

-X(nIU X(n)X(n) X(nIAX(n) v 

O 1 O 

D= 

D= 

O 
Des manipulations élémentaires montrent que: 

O v O 

- 
i x ( n )  O -uu 

Y n )  (n) 
-X(n), X x v 

- 1 O O 

D'où: D=det(( ) (U,AX(~') ) .  
AX'") 

D'autre part, calculons le  déterminant N défini par: 

- 
'UU 

- (n) ux ~ A X ' ~ )  O 

-(ri) ;(nlX(n) G(nIAx(n) 
- X  u 1 

"(n) (n) Ai(n)AX(n) 
- A X ( ~ ) U  AX x O 

O 

- - 

- - 
- 
uu U A X ( ~ )  

w w 

dx (n)AX(n) 



Annexe 1: transformation de suites par approximation. 

Le multiplicateur de Lagrange h associé à la contrainte>v= 1 a donc pour valeur 

- 
Puisque vp= 1 ,  b l'optimum, nous avons: 

A - A u - IIX'"' p - X u Il2 = Il x ' " ~  - x u vp 112 = ll(x'"' - x u v ) p Il2 = p ( X(n'-X u v )( X x u v p 
Y - A - A -  - A u 

= p X (")( x'"'-x u v )p - x p v u ( x'"'-x u v 1 p. - 
Cette identité v p= 1 permet encore d'écrire: 

(n) A 

- Y Y 

(n)- A u ( X  p - x  u ) = o * p v u ( x  x u v ) p = O  - ...- Y * 
x'" ( ~ x ' " ' ~ -  u) s -hv p x In) ( X(" ) - j  u v lp = -k p v = -h ; 

Pour achever la démonstration, il suffit de noter que l'unicité du point stationnaire implique son 
identité avec la solution unique du problème de minimisation (P, ). 

Nous nous limiterons désormais au cas où k= 1. Le procédé s'écrit alors: 

3. 

rn- 1 

C x n + i  X - X  
n+rn n 

i = O  

rn- 1 m- 1 

Conservat ion  de l a  l imi te  p a r  l e  p r o c e d e  clrn) 

I X -x 
n+rn n 

rn-l 

Clest une généralisation du classique procédé fi2 qu'on retrouve en choisissant m = 2  Nous nous 
proposons maintenant de déterminer comment les propriétés de cette transformation s'étendent au 
procedé c?'. 

Lubkin [71 e t  Marx [BI ont montré que le procede ti2 na etai t  pas r+gulier en exhibant une suite 

convergente dont le transformé par le procédé 6' ne converge pas. Toutefois, Lubkin [71 a montré 
que, si la suite transformée converge encore, alors la l imite des deux suites est la même. C'est ce 
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im) 
résultat essentiel que nous nous proposons d'étendre aux procédés CI . Toutefois, bien que Tucker 

1131 ait  montré que, pour le  procédé 82, ce résultat était  encore valable dans l e  cas de suites de 
nombres complexes, nous nous limitons ici au cas de suites de nombres réels. Nous nous appuye- 
rons pour cela sur le  lemme suivant: 

Lemme: Si une suite de nombres réels xnIn2, est tel le qu'il existe un nombre positif M vérifiant: 

lA2x 1 < M (Ax )2 alors cet te suite diverge. 
n n 

Démonstrat ion: L'inégalité I A ~ X  I<M (Ax l2 s'écrit encore: -M(Ax l2 < Ax -Ax < M(Ax )2, 
n n n n+ l  n 

d'où: ( 1  -M Ax Ax < Ax < (1 +M Ax 1 Axn. Supposons la convergence de l a  suite (x 1. Ceci 
n n n+ 1 n 

assure: limAxn=O, e t  ii tout 00, on peut associer nEc IN te l  que: n 1 ne * I MAX I < E. 
n 

n+- 

Alors n2ne assure 1 -M Ax > O  et 1 +M Ax >O, d'où signe(Ax )=signe(Ax 1, Vn2nl, soit, par 
n n+ 1 

récurrence: signe(Axnl= s i g n e  1,Vnln 
I 

Supposons que signe (Ax ) > O. Nous avons alors la double inégalité: 
1 

Ceci équivaut à: 
1 1 - M  < <  M 

l+M Ax Ax 
n n+ 1 

Ax 1-M Ax 
n 

1 1 M Fixons E E 10,l [. Pour tout  rime, nous aurons: - - - < - , d'où: 
Ax 

n+ l 
Ax 1 -E 

1 1 
(n-n,) M 

- < -  + pour tout entier n > nE, soit: Ax > 1 
1 Ax Ax 

n 
1 -E " M 

E 
-( n-nE) +- 
1 -E Ax 

1 -E 
Cette minoration est strictement positive dès que: n > nE - 

M Ax 
"E 

Alors la divergence de la  série de terme général u = - garantit celle de la suite (x ). 
n an+b 

Dans l e  cas où signe(Ax )<O, considérons la suite de terme général y =-x . Le raisonnement 
n n n 

précédent établit alors la divergence de la suite y , d' où celle de la suite x 
n' 

Proposi t ion 5. Si le procédé c?' transforme une suite convergente de nombres réels en une 

suite convergente, alors ces deux suites ont la même limite. 

DCrnonstrotion: Soit x l e  terme général de la suite initiale, y =C?)(X ) celui de la suite trans- 
n n 

A A 

fonnée e t  nous notons x et yles limites respectives de ces deux suites qu'on sLppose convergentes. 
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(U,X ) (U,AX ) 
n 

(AX ,X ) (AX ,AX 1 
n n n n 

nous aurons: yn= , où (X,Y) représente le produit scalaire euclidien de 
(U,U) (U,AX 1 

(AX ,U) (AX ,AX ) 
n n n 

m- l 

A 

Si nous posons. en=q-x e t  E n = 1 i (I'écart yn-y s'écrit: 

Notons que l'éventuelle nullité de AEn interdit la mise en ceuvre du procédé c?). Puisque yn tend 

vers y quand n tend vers l'infini, il existe un indice no au delà duquel on a: llAEJI+O. 

Posons alors: O =AE /IIAE II, Vn2no, où Il . Il représente la norme euclidienne: IIXII=(X,X)"~. 
n n 1 U E  n ,,) (U,Qn) 1 

(O n ,E ) ( 0  n ,O n ) 

On obtient alors: yn-X = 

A Ci 

Ce quotient de déterminants tend vers y -x $0. Puisque l im x = X implique 1im En= O, le  détermi- 
n- n-)m 

nant du numérateur tend vers O. Celui du dénominateur tendra donc lui aussi vers O. Si nous notons 
V=U/IIUII le vecteur unitaire de R dont toutes les composantes sont égales à m-"21 nous avons: 
l i m  (IIQ 112-(Q ,v )~ )=o ,  avec 110 Il=IIVII= 1 .  Ceci implique: l im  I(0 ,V)I= 1 ; la suite (Q 1 a donc 

n n- n+= 

Ae 
n+ l au plus deux points d'accumulation, les vecteurs V e t  -V, ce qui entraîne: l im - = 1, d'où: 

n- Ae 
n 

~~e 
l im 2 =O. 
n- Ae 

n 

Considérons maintenant l'expression: y,-xn= y,-x -en= 
(U,U) (U,AE 1 

(AE ,U) (AE n ,AE n ) 

Remarquons que le dénominateur peut s'écrire sous la forme: 
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ce qui nous permet d'affirmer que AEn-Ae U +O au delà d'un certain indice no, 

De même, le numérateur s'écrira: 

Puisque AE -Ae U n'est pas nul, il est possible de diviser numérateur e t  dénominateur par 
n n 

N' 
IIAE n -Ae n UII? d&s que nmo. Il v ient  a lon :  y -;-en=$ avec: 

n 
n 

et: 

Supposons que O soit point d'accumulation de la suite DA. Alors il existe un sous-ensemble infini 

AE -Ae U 
d'indices N'deN te l  que l im DA=O e t  ceci implique que la suite des vecteurs R = n n a 

n - w  IIAE -de U II 
ne N' n 

au plus deux points d'accumulation, les vecteurs V et  -VI ce qui est impossible car la première 
composante de R est toujours nulle alors que celle de V vaut AU delà d'un certain rang no, 

D '  est  donc non nul. D'autre par t  D ' l O  grace à l'inégalité de Schwarz. Il existe donc p > O  t e l  que 

D '>pl Vn> no. 
n 

A A A 

Puisque y -x-e tend vers y - x  +O quand n tend vers l'infini, l e  numérateur NA n'admet pas O 

comme point d'accumulation. Plus précisément, il existe n, te l  que pour tout n2nl, on ait: 
A h  

IN'I > p ly -x 1 /2. 
n 

Posons maintenant: , d'où : AF =AE -Ae U = 
n n n  

La numérotation précédente se traduit par 

Le déterminant précédent est  certainement majoré par 2 IlUll IIAE II IIF II, d'où: 
n n 

1 
I- 
IIAF II 

n 

AF AF 
( F I  " , A E )  

IIAF II I I A F I I  
n 

n 

l 1;; l / 2  
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4 IlUll IIAE II IIF II 
llA F II < 

n n 

n P 1;-X. I 

Ae 
Puisque l im  2 = 1 ,  nousavons: l i m  L= 

n+ Ae n- A n  
n 

n-  1 

IIF 112 m-' IIE 112 
Donc: l im  = xi2 = m(m-1)(2m-1116 e t  lirn " = l l ~ l l ~ = r n  , 

n ( A )  i-o n+= ( ~ e ~ ) ~  

2 IlUll IlAE II IIF II 1 /2 
d'où: l im  = m(2m(m- 1 I (2m- 1 113) . 

n+- (Ae l2 n 

m(2m( m- 1 )( 2m- 1 )/3)'12 
D'autre part. 1A2xn1i IIAFJI. I l  suffit alors de choisir K = 

A 

p l y - X I  

pour avoir I A2xn ILK(AX~)~ ,  et  le lemme précédent permet de conclure. 

A c c e l e r a t i o n  de l a  convergence  p a r  l e  p r o c e d e  c : ~ ' .  

4.1 Sui tes % convergence géométrique. 

Dans ce paragraphe comme dans celui qui suit, nous nous intéressons plus précisément à l'action des 
procédés c?' sur une classe de suites que nous définissons maintenant. 

0 é finit ion 1 Une suite ( x  1 de nombres complexes sera dite . . . 
n 

A 

. . . g6omdtrique de raison AE C\(O, I /  et de centre x E C SI elle vérifie: 
A A 

x - x  = I n f xo  -XI , Vn2 O. 
n 

A 

. . . comportement géométrique de raison ~ E C  \{O, 1 )  et de centre X E  C si elle vérifie: 
A 

Xn+, -X  l im - = A .  
A 

n-po  Xn -x 
A 

. . .a convergence gComCtrique fou  l inCaire)  de raison Â. et de l imi te x s i  el le a un 

comportement géométrique dont la raisons a un module inférieur à l'unité. 

Dans le cas où IÂI> 1, cette suite diverge, ou plutôt elle converge vers le point à l'infini qui compac- 
A 

t i f ie Q et  x est son antilimite [ 1 II .  Dans le  cas où la= 1 ,  elle peut aussi bien converger que diver- 
ger. 

Déf in i t ion 2: Une transformation de suites T acc6lére la convergence d'une suite (x  1 de 
n 

A Tfx 1-X 
l imite x si l'on a: lim A =O. 
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4.2 Acceltrat ion de la convergence géométrique. 

Proposition 6. Si la suite (xn) est ri convergence géométrique de raison A ( donc lai 11, alors le 

procédé accélère la convergence de cette suite 

Démonstration: Par définition, la suite satisfait une équation de récurrence de la forme: 
A A 

'n+ 1 
- x =  MX -X )Cl-& 1, VnlO, où ~ É Q ,  keU\{O,l) e t  l im e =O. 

n n 
n+- " 

. . 
A X -x 

La relation: xn+,-x = k'(x -X ) n( 1 -e .) entraîne donc, pour p fixé: l im "'e, = hp . II 
n 

j -O 
"+1 "- X -x 

n 
A A 

c:m'(Xn)-x c l ' (Xn)-x  
s'ensuit que, si nous montmns que: lim 

A =O, nous aurons aussi: l im A =o. 

Compte tenu de l'hypothèse, nous pouvons expliciter les quatre expressions suivantes: 
m- 1 

CIAX n+i .i2 m- 1 

l im i = O  = lh- 1 12C 1h1" = 
I I  -hi2( 1 -1h1~"') 

2 
"j" IX - X  I j=o 

n 
1 -ihi2 

m- 1 
m- 1 A 

rn- l 
h C x n + , - ~  

3.  lx n+i . -x I=(xn -X ) C [ h 1 n (  i +& )] , dooù : l im I=O A --. - 1 -  hm 
i = O  n+1 

j = O  n+ 
i = O  

x n - x  1 - h  

Il s'ensuit qu'il existe des nombres v , v' , q , q' tendant vers zéro quand n tend vers l'infini et tels 
n n n n  

1 que le nombre Z,(m,n) défini par Z,(m,n) = - 
IX - X  l 3  

n 

m- l 
A 

C ( X  n+ i .-XI x n+m -X n 
i=o 

m- 1 

X K X  -XIA; I C l A x  l2 
n+i n+i  n+i 

i = O  i =O 
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Des opérations élémentaires donnent alors: 

s'écrive encore: Z ,  (m.n) = 

1 
D'où: l i m (  ,, 

n+- IX - X  I 
n 

1 -  hm 
,-(1 +vn) (hm - 1 )(l +iln) 

1 -  h 

'-'hl2" (h- ) ( 1  +nan) 
1 1  -hi2( 1 - 1 h 1 ~ ~  

(1 +v' 
1 -ihi2 1 -lh12 

rn- l m- l 

Z[(X n+i - CIAX n+i i2  

De même. il existe de nombresv n e t  v' tels que le  nombre Z2(m,n) défini par 

s'écrive encore: 

Ce déterminant n'est pas nul, car il représente l'expression : IIUII?IILII~-(U,L)~, 

où U e t  L sont les deux vecteurs de Q définis pa r  U= 

Quand n tend vers Ilinfini. cette expression tend vers: l im Z 2 m  = 1 - 
n+- 

e t  cette expression est strictement positive d t s  que W< 1 (inégalité de Schwartz). 

' 

1 -km 
T T  

-im -lll?m - 
1 -i 1 -iq2 

Note sur l e  conditionnement du procede cirn'. 

m 
1 -Âm 

--(1 1 -Â 
+VI n 1 

- 
1 -hm ' 1  +v' I - R I ~ ~  

- 
1 - 1  " 1 -iÂi2 

5.0 Prtsentat ion.  

L o n  de l'introduction des procédés $' reposant sur 18npproximation, notre objet était d'aboutir à 

une transformation qui soit moins sensible à l ' i m p ~ c i s i o n  des valeurs de la suite initiale que les 

2 =I I  -hl Z2(m,n)= 

1 -lh12 

m (km- 1 )(l +vn) 

- 11 -112( 1 -111~~) - 
(1  +v '  (km- 1 )(l +vn)  
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transformations classiques reposant sur l'approximation. Nous nous proposons ic i  de vérif ier que 
les procédés en question jouissent bien de cette propriété. Toutefois, en raison de la complexité des 
calculs auxquels conduit une tel le étude, nous nous sommes contentés de l'aborder dans le cas où 
k= 1 .  Cette question de la sensibilité de la solution d'un problème aux perturbations dont sont enta- 
chées les données est en fait celle de la détermination du conditionnement du problème. Aussi notre 
premier souci sera-t-il de préciser quelques notions relatives au problème particulier qui nous 
intéresse ici en introduisant un nombre de conditionnement "ponctuel" e t  un nombre de condition- 
nement "global". 

Aprés avoir t tab l i  un lemme permettant d'expliciter les dérivées partielles de la transformée 

c ~ ' ( x  1 en fonction des valeurs de la suite initiale, nous déterminons un nombre de conditionne- 
n 

ment ponctuel pour le  procéde clm'. L'expression de ce nombre de conditionnement (que nous aurions 

pu exhiber dans l e  cas génCml des procédés c*' ne paraît guère intéressante en raison du coût 

opératoire de son calcul. Toutefois, si nous nous limitons aux suites géométriques, c'est à dire aux 
suites que le procédé 62 transforme en suites constantes, nous pouvons alors déterminer le nombre 

de conditionnement global du procédé clrn' vis à vis d'une telle sui te. En particulier, on peut montrer 

que ce nombre tend vers 1 quand on fait tendre m vers l'infini, ce qui signifie que, pour pour une 
suite géométrique perturbée, il existe toujours un entier m tel que le procédé clrn' amplifiera aussi 

peu que l'on veut les perturbations de la suite initiale 

5.1 Conditionnement d'une t ransformat ion v i s  à v i s  d'une sui te.  

Donnons-nous une suite (xnInlo de nombres réels e t  une transformation T dont la mise en œuvre 
m 

nécessi te m+ 1 valeurs consécutives de la sui te: T : x + y =T (x 1, VnzO, e t  notons U l'applica- 
m n  n r n n  

tion de R "" dansR associée à la transformation de sui te T : T ( x  l=U(x n,...,x 1. A tout 610, on 
m m n  n+rn 

associe la boule B ( x  ,6) des suites finies (x' ,..., x' 1 vérif iant : lx'.-x.Ii6 pour i=n, ..., n+m, on 
m n n n+m I I  

note Ri la boule de centre x e t  de rayon 6 (pour i=n, ..., n+m), e t  on pose: 

Suivant Rice i91, a tout  nombre 620, nous pouvons associer le  6-conditionnement ponctuel de la 
transformation T vis à vis de la suite (x pour l'indice p par  

rn n 

T6(T .(x ).p) = inf ( p I U(B ( x  ,6)) c Bo(T ( x  ).p6)), 
m n m n m P 

e t  s'il existe, son condit ionnement ponctuel l imi te To(Tm,(xn),p) = l im  Tg( T ,( x ),p 1. 
b+o m n 

Si nous supposons que la fonction U associée à la transformation T est continument différentiable 
m 

par rapport à ses m-1 arguments au voisinage du point (xpl...,x 1, alors T6 tend vers le  condi- 
P+m 

tionnement l imi te To e t  nous avons: To(Tm.(x ),pl= 
n 

Dans ces conditions, l e  nombre To fournira une bonne approximation de T , coefficient maximal 
6 

d'amplification des e r reun  de module inférieur à 6 par le procédé T , pour l'indice p. 
m 
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- -- 
Le nombre I',(T,.(xn))= l im  I'o(Tm,(xn),p) est borné des que les I' O (T m .(xn),p) sont uniforrné- 

P-'OD 

ment bornes On l'appellera conditionnement global du procede Tm par rapport à la suite (x  n 1. 

5.2 lemme. Soient N(u) et D(u) deux déterminants d'ordre k+ l ne différant que par leur 
première colonne et dont les (k+ 1 )(k+2) éléments sont des fonctions dérivables de la variable u: 

Pour toute valeur de u n'annulant pas D(ul, la fonction f(u)=N(u)/D(u) est dérivable et sa dérivée 

Dkmonstration: La démonstration (assez technique) repose sur l'identité de Sylvester 141. Nous 

s'écrit: f ' ~ u ) = ~ ( u ) / ( ~ ( u ) P  avec: M(u)= 

avons: 
l, 

p a. . .  ak 

bo am . . . 

bk ' k 0  
. . .  

akk 

pour ]=O, ..., k 

où N0,(u) est un déterminant d'ordre k+ l  obtenu en remplaçant dans N(u) chaque terme de la i-ème 

. . .  

. . .  
a l k  

I 

ligne par sa dérivke e t  où D'l(u) est construit de la même façon à partir de D(u). 

b'k akl  
. . .  

akk 

et a l=  ou /3= 

w w 

Si nous notons N',(u)=(- 1 ) 'N*~(U) e t  D;(u)=(-1 ~ D ' ~ ( U )  les déterminants obtenus en faisant glisser 

la  ligne d'indice 1 en première position, les lignes d'indice O, ...,l- 1 étant decallees d'un rang vers le 
bas, nous aurons: f ' (u )=~(u ) / (~ (u ) ) ' .  avec: 

k 

a 
k l  

. . .  
akk 

b'o . . .  

. . .  
a l k  

. 

Grace à l'identité de Sylvester, l e  terme entre crochets s'écrit: 
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bll a',, . . . a'lk 

bo . . .  a& 

bk akO . . . akk 

5.3 Expression de a x 1. a x n 
D 

*All 

M(u)= 

(ml. 
Nous pouvons éctire CI (x01 SOUS la forme: 

où Al est l e  mineur relatif à a,, dans D(u) ou d bl dans N(u) Il s'ensuit que: 

k k k 

~ ( I ) ' ~ ~ A  1 1  z ( - l ) I a ~  l o i  A * "  Z ( - I  )lan Ik A 1 

I =O 1.0 150 

bo O00 
. . .  

"ok 

bk a k ~  
. . .  

akk 

m-k m-k 
avec: bo=Cxl, b i = z x  1 Ax l+i-I (pour i = 1 ,... .k 1, 

e t  il suff i t  de noter que chaque terme de la première ligne est l e  développement d'un des 
déterminants p ou ai par rapport à sa premièrr colonne pour aboutir au résultat annoncé. 

- 

1.0 1=0 

-x (pour i = 1 ,..., k 1, aO0=m-k+ 1, aoi=alo= x ~ - ~ + ~  i - l  

rn-k 

LILLE 1 @ 

... .. 

a . . = a . . = ~ ~ x ~ + ~ - ~ A x ~ + ~ - ~  1) 11 
(pour i,j = 1 ,....k). 

1=0 

En explicitant les dérivées partielles de ces termes relativement à x pour p=O, ..., m e t  en les  
P 

reportant dans l'expression de la dérivée de C ~ ) ( X ~ )  par rapport à un paramètre fournie par l e  

lemme précédent. on peut ainsi obtenir les dérivées partielles de la transformation $'( x 1 la plus 
n 

générale et, par suite, le  conditionnement ponctuel de la transformation. 

L'expression de ce nombre de conditionnement ponctuel n'est certes pas totalement dépourvue 
d'intérêt puisqu'elle permet, pour une suite numérique donnée, d'avoir des informations sur la  
stabi l i té de la suite transformée par rapport à l a  précision de la suite initiale. Toutefois, sa 
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complexite nous interdit d'en tirer des résultats théoriques assez généraux e t  le coût opératoire de 
son évaluation amoindrissent notablement son intérêt pratique. 

Par contre, si nous nous limitons au cas où k =  1, le  calcul est praticable, quoiqu'encore laborieux, 
e t  il conduit à des résultats tangibles lorsqu'on se l imite à une certaine classe de suites. Par la 
suite, nous nous limiterons donc au cas où k =  1. 

J n )  

b (ml ' ' P  
Proposi t ion 7. Pour p=O, ..., m, nous avons: - 

dx (Ck ( x  1) = - avec: 
n (D(n))2 

n+P 

le symbole de sommation signifiant C u j  
/=n  

Démonstration. II est clair qu'il suffit d'établir ce résultat pour n=O. Nous avons alors: 

' et, pour p =  l.....m- I : $'=D ~ ( d x  I ? +(x n+m - x  n YA'X 
n+p-1 

irn) bo "1 am aO1 cl i x o i = ~  avec: N.1 bl 1,  et: D= 1 
aIl 1 , 0 '  

1 x n +X n+m 

Z(X l+x l t  l 

ou: bo=Exj, b l=ZxAxj ,  I aoo=m, aol=alo=xm-xo = U x l ,  al , =Z(Ax J 12, 
rn- 1 

le symbole &. signifiant C u . .  
1 1 

j - O  

a ( m l  
En appliquant le lemme précédent. on obtient: - (C (xo) l= - 

axi 
, avec : 

D~ 

Pour poursuivre ce calcul, il nous faut distinguer 3 cas: i=O, i=m e t  O<i<m. 

(il au où u =- pour i =O, ..., m. 
axil 

(0)- 
Mi - 

à:) aol à9 a,l 
(i) qi) all 

bo am a0 1 

l 1 

90 ail a,(:' a,, 
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(0)- (0)-  (O)  (0)- (0)- 
Alors: bo - 1, b ? ' = 2 ~ x ~ - x ~ .  aoo -0. a = - 1  , al --2Axo, d'où: 

Par des combinaisons de colonnes convenables, on obtient: 
- 1 

En développant par rapport à la première ligne: 

d'où après simplification: 

Il suffit alors d'expliciter bol bl. ao,, a,,. a,, e t  al pour obtenir 

On a alors: 
(il bo =-- (il ab 2 

- l , b l  = '=Ax i a l  (il adlo soi- -- - alO= -- ( i ) - a a  2 
-0, ail- -=A x 

ax. ax axi dx ax i- 1 
i i i 

(O) En reportant ces valeurs dans l'expression de M, : 
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Notons alors que: 

m- 1 m- 1 rn- 1 
m-1 

b I +a II / ~ = ~ X . A X . + L ~ ( A ~ ) ~ =  ~ ~ ( ~ ~ + ~ - x . ) ( x ~ + x ~ + ~  )= ~ x ( ( x ,  1'-(xj12)=1((x ) 2 - (~0 )2 ) ,  
2 j.0 2j.o 1 

j=û 
l+ 1 

]=O 
2 

3Cme cas: li-1 
(mi- (m)- (rn) (O) (ml- 

Alors: bo -, x ~ - ~ ,  ~ O O - 0 .  ~ I O = % I = ~ .  a11 -2Ax rn -~J  

d'où: 

M:"= DXZ(AX.)' - 2A2x ( X  -x0) 
1 1-1 m 

Par des combinaisons de colonnes convenables, on obtient: 

rn L C(x.+x.  1 
2 1 l+l 

-x b ( x  )2-(xo)2) 
'rn 0 2  m 

(0)- 
d'où: Mm - 

En développant par rapport à la première ligne: 

1 O "1 ' 1 l m -  4: l l l 1 I 2Axm-l 

bo 1 

b, a10 1 
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Il suffit alors d'expliciter bo, bl, aoo, aol, alo e t  all pour obtenir 

(0)- 
Mm - a 

O1 

bo-xm- l a. 1 i aoo 

-Ax a 
b l - X m - l a l ~  '11 m- l  10 

-(al l-*xm-laol ) 

in) (O) 
Les expressions f%, se déduisent aisément des expressions f%, en ajoutant n à tous les indices. 

aOO bO-Xm- 1'00 

a10 b l - X r n - l a l ~  

m C(X,-x m - ~  1 

et, ap&s des manipulations mineures: 

5.4 Cas des su i tes  géométriques. 

+ZAX ,(AX .-AX ) 
1 1 m-1 

(0)- 
M, -(xm-x,) 

5.4.1 Proposi t ion 8. Si (xn) est une suite géométrique de raison A, alors: 

1 1 m-1 1 1 m-1 

Z(X,-X,-~ ) Z(AX.-AX J m-l 1 

ZAX.(X,-x )ZAX.(AX,-AX 

m Zx .  
1 

avec: 
s = ( ~ - r ) ( ~ " - r )  

E x j  Z(x.-x )Ax 
j m-1 I 

+ Z A x ( A x  j m-i  -Ax.) (0)- 
Mm -(x,-x,) 

am+l Â ~ - 1  A=m-- -  
A+l A-I 

1 m-1 1 1 m 1+1 

Z(X,-~-X,) Z(X,-X,+~ ) 

~ A x  ( X  -x.) ~ A X , ( X  -x, 1 

A A 

Démonstmtion. Si nous posons e =xn-x, où x est le centre de la suite géométrique, nous avons: 

=Xe, , V k  N. Un calcul simple mais fastidieux nous montre que pour cette sui te, nous avons les 

18 relations suivantes: 

-x = ZAx, = e (Am- 1 1, 
'n+m n n 

A 

+X = 2x + e (Am+l), 
'n+m n n 

A Am-1 Zxl = m x  +-e 
A-1  

A Am-1 XX = m x + -  
1+ 1 A- 1 

Z(xl+xl+, ) = 2m x + 
A- 1 n 

j CAX I Xx.Axj I 
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km-1- 
Z A X ~ ( A X  - A X ~ )  = a- i )(hm-i - n+rn-1 (e  I2 

h+ 1 
D'où les six déterminants: 

krn+l km-1 où: 6=(h- l ) (hm-1)  e t  A=m- - - .  
A+1 A-1  
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Compte tenu de ces six déterminants, la proposition 7 donne: 

avec: 
D'"'=(e n I26h  

4 = (e ) p A , pour p= 1 ,... ,m- 1 .  
n P 

M P") CI 
Après simplification par (e )*A, on obtient: = 1 

(n )  2 , pour p=O ,...,m. 
( 0  g 2 ~  

5.4.2 Nombre de conditionnement. 

m l  . Comllaim: Le nombre de conditionnement ponctuel du procédé 6 vis à vis d'une suite géomé- 

r +a2  a m +  r 1- (am1- +C 1- r -a2 A +  1 
l= 1 

trique (x.  de raison I est égal à: ~'(CY), (x .I,oI = 
I 

a m + l  a m - /  m - - -  
A+ r A -  r 
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Dtmonstration: Par définition du nombre de conditionnement ponctuel: 
m 

m- l 
m I ~ ~ + ~ ~ ~ I + I ~  I 

m 

D'aprés la proposition 8: 
p= 1 

6 2 ~ ~ 1  

Il suffit de noter que l'on a les trois relations suivantes pour aboutir au résultat annoncé: 

Remarque. Puisque ce nombre de conditionnement ponctuel est indépendant de l'indice n, il 
s'ensuit que le nombre de conditionnement global est défini et  lui est égal. 

5.5 Sui t es  à convergence gComCtrique. 

5.5.1 Nombre de conditionnement. 

Iml . 
Proposi t ion 9. Le nombre de condit ionnement global de la transformation Ck V I S  d vis de la 

suite (xn) a convergence géométrique de raison I est égal à son nombre de conditionnement global 

vis à vis de toute suite géométrique de même raison. 
(n) 

a (ml I I P  
DCmonstration. D'après la proposition 7, nous avons: -CI (xn) = - , p=O ,.., m 

ax 
WP ( o ' ~ ) ) ~  

Puisque la suite est à convergence géométrique, il existe une suite (&\~\d06(n)) de limite nulle telle 
h h h 

que: xn+,-x=Il+& I (x  -XI, où x est la l imite de la suite (x ). 
n n 

Si nous utilisons les nombres 6 e t  p:.0:.&6(1) (]=O, ..., m)  introduits dans la proposition 8, nous 

D(n) 
avons: l i m  

2 
=6A e t  l im =p,A, pour 1=0 ,... ,m. 

n c  (en) n c  (en) 

D(n) nln' 
En effet, chacun des nombres -7 e t  - s'écrit sous la forme d'un polynôme en fonction des 

(e I (e  l4 

m+ 1 variables E .  (j=n, ... ,n+m-11, e t  ces polynômes ont précisément les  valeurs M e t  p , h  aux 
1 

points E,, j =n, ..., n+m- 1. La continuité de la fonction polynôme assure donc le résultat. 
1 
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Il s'ensuit que le nombre de conditionnement R C ~ ) . (  x, ).n1 = - tend vers 

I=O 1=0 

c'est à dire vers le nombre de conditionnement global de toute suite géométrique de même raison. 

5.5.2 L i m i t e  du nombre de conditionnement. 

Proposit ion 1 O Lorsque m tend vers l'infini, le nombre de conditionnement global du procédé 

dm) vis à vis dune suite 6 conveqence géom6trique tend vers 1.  

Dtmonstration: D'aprés l a  proposition 9, ce nombre de conditionnement est égal à: 
rn- 1 

I=  l 
~ ( ~ p ' , ( x ~ ) , n )  = 

hm+l hm-1 m - - -  
A+ 1 X- 1 

Le numérateur est majoré par le nombre 

1 -hm 1 -xm- ' 
Soit mo le  plus pet i t  entier tel que: lxrn-Il< 1. Alors les deux rapports - et - sont 

2 1 +lm 1 +km 
1 

compris en t re3  et  3. Le nombre E étant fixé, soit ml le plus peti t  entier supérieur ou égal à 

6(  +x+'~) x 1 .  POUNU que m r max~mo,m, 1, nous avons: 
1 -h E 

D'où les majorations successives: 
1 +hm N < (rn-l)-x(1+6 I +h+h2 x car mrmol 

rn 1 -h 1-h m-1 

hm+l hm-1 De même l e  dénominateur D = m--- - - = hm+ i l+h 1 1-hm 
m-( 1 -  X - X - )  est minoré par 

" h+l 1-1 h+ 1 1-31 1-hm 
hm+ 1 l+h 3 hm+ 1 E 

m-( 1 -  -x-) ( car m2rn0)> lui-même minoré par m-( i - -) (car mlml 
A+ 1 1-k m h+ 1 2 

Il s'ensuit que. pour tout E positif. il existe un entier m2= min(m m ) te l  que mlm assure: 
O' 1 2 

irn) 1 +E 1 - 
im)  CI x n  I < - 1 - - 1  d'où: l imT(CI x ) n )  il. 

1-&/2 m n+= 

- 
D'autre part, la tmnslativité du procédé implique: l im T(C(~).(  x;  1.n) 2 1 .  
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Pour i l lustrer cette dernière propriété, nous appliquons le procédé c l )  à des suites la 
A A 

forme: xn+,-x = k (x -XI( 1 +E 1, où iki~10,1[, e t  où (en)">, est  une suite de nombres aléatoires 
n n 

dont la  lo i  de répartit ion est uniforme sur l'intervalle [-&,E]. La suite (xnln, est donc une suite à 
A 

convergence geométrique de mison e t  de limite x .  

max 
i=0 ... m-i 

Pour li fixé, nous tabulemns en fonction de m les quantites &)(el= 
I 

obtenues 
E 

avec des suites (xn) correspondant diverses valeurs de n e t  de E. Ces valeurs seront placées en 

regard du nombre de conditionnement lT~).(x.) ,n)  I dependant de ml de k e t  de n. Les i-esultats sont 

présentés dans les deux tableaux 1 e t  2. 

L'analyse des résultats montre que les nombres a)(&) sont effectivement majorés par le nombre 

de conditionnement auquel i ls se rapportent, et que la majoration n'est jamais plus de dix fois su- 

périeure d la valeur effective du quotient $)(&): le nombre de conditionnement retenu est un bon 

critère de mesure de la sensibilité de la suite transformée aux perturbations de la suite initiale. 

(ml A 

Dans l e  tableau n03. on trouvera. multipliées par 10'. les valeurs de leécart Cl ( xn )  -xpour 

m=2,. . . ,9. La propriété de lissage de la transformation apparaît alors clairement: l'incidence de 
la perturbation est 10 fois plus faible pour m=8 ou 9 que pour m=2. 

. 
(Tableau1 

m 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 O 
1 1  
12 

E: = IO-6/z 
r ( C ,  (x,)) 

361 
180 
108 
71,s 
50,8 
38 
29,3 
23,3 
18,9 
15,7 
13,17 

s u i  t e  no 1 
(n=20) 

78,3 
47,9 
31,3 
25 
13,8 
9,7 1 
9,28 
5,72 
5,78 
3,87 
2,34 

t = 1 0 - ~ / 2  

s u i  t e  n 0 2  
( ~ 4 0 )  

83,1 
46,4 
20,3 
13,6 
5 
4,62 
4,42 
4,34 
3,38 
2,77 
2,66 

s u i  t e  no 1 
(nt 1 2) 

125 
59,4 
40,1 
2 1 ,O 
1 4,7 
10,7 
10,l 
5,22 
4,28 
1,62 
1,44 

s u i  t e  n e 2  
(n=20) 

59,2 
37,l 
25,6 
18,4 
15,5 
14,2 
8,9 1 
4,9 1 
3,93 
3,35 
3,20 
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1 Tableau 3: Az0.99, & = 10-*/2 

O0 
01 
02 
03 
04  
05 
06 
07 
08 

1 O 
1 1  
12 
13 
14  
15 
16 
17 
18 
19 
20 

x n  

1 .O000 
0.9900 
0.9801 
0.9703 
0.9606 
0.951 O 
0.941 5 
0.9321 
0.9227 

0 9 0 . 9 1 3 5 -  
0.9044 
0 . 8 9 5 3 -  
0.8864 
0.8775 
0.8687 
0.8601 
0.851 5 
0.8429 
0.8345 
0.8262 
0.81 79 

valeur maxi. 

Cl,,(xn) 

3748.0 
-1  864.0 

3899.0 
-7950.0 

31 21 .O 
4768.0 

793.9 
- 799.6 
-2709.0 

83.1 
- 3  1 93.0 

680.6 
6743.0 

-5541 .O 
1261 .O 

-2642.0 
6564.0 

-3801 .O 
131 4.0 

7950.0 

Ci,J(xn) 

942.2 
1018.0 

-2025.0 
-241 4.0 

3944.0 
2781 .O 

- 2.8 
-1754.0 - 1396.0 
-1638.0-1506.0 
- 1 937.0 

3032.0 
601.8 

-2140.0 
- 690.2 

1961 .O 
1382.0 
1243.0 

3944.0 

Ci,li(xn) 

1549.0 
- 1384.0 
- 1074.0 

294.0 
3081 .O 
1508.0 

- 894.2 
- 1348.0 
- 1804.0 

0793.2 
831.3 
185.4 

- 1950.0 
1291.0 
693.0 

0843.2 

3081 .O 

Ci,((xn) 

532.9 
474.9 
456.6 
249.3 
169.1 

- 675.6 
- 652.9 
- 696.4 
- 41 9.5 

329.4 
180.5 
306.9 
231.2 

696.4 

Ci,s(xn) 

- 229.0 
- 963.4 

285.0 
935.5 

21 33.0 
41 0.2 - 91 0.3 - 1636.0 

- 1661 .O 
170 .3 -  
72.4 

477.2-  
- 463.3 
- 209.4 

668.8 
563.5 

21 33.0 

Cts(xn) 

567.1 
298.3 
286.1 

- 80.5 
- 131.6 
- 283.4 
- 677.2 
- 578.0 
- 51 8.7 

39.1 
122.3 
309.1 

677.2 

Ci,((*n) 

- 258.9 
- 24.5 

745.8 
870.9 

1 170.0 
26.0 

- 1241 .O 
-1581.0 
- 41 9.0 

1 6 6 . 6 -  
36.3 
69.6 

355.3 
- 225.1 

0583.2 

1581 .O 

C i , l ( ~ n '  

269.2 
398.5 
744.8 
464.3 
692.0 

- 456.0 
- 1299.0 
- 670.2 
- 524.4 

1 3 4 . 0 -  
- 263.6 

446.0 
202.3 

- 65.8 

1 299.0 
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La substitution d'une technique d'approximation a la technique d'interpolation nous a permis de 
proposer une nouvelle classe de transformations non linéaires de suites de nombres réels ou com- 
plexes. Une étude plus précise de la plus simple de ces transformations, un procédé qui généralise 
tr+s naturellement le procédé 8 d ~ i t k e n  montre que ce nouveau procédé C? conserve les propriétés 

du procédé S~ reposant sur l'interpolation qu'il gtntralise (quasi-+gularité e t  accélération des 
suites à convergence géométrique). En outre, ce procédé est d'autant mieux conditionné qu'il fait ap- 
pel à davantage de termes de la suite initiale e t  son nombre de conditionnement global relatif à une 
suite à convergence géométrique tend vers l'unit6 quand le nombre de termes utilisés augmente in- 
dtfiniment. En d'autres termes, cette transformation fournit des estimations de la l imite de la suite 
initiale dans lesquelles l'incertitude qui affecte les termes de la suite initiale est d'autant moins 
amplifiée que le nombre des termes utilisés pour obtenir ces estimations est élevé. Les expériences 
numériques auxquelles nous avons procédé viennent confirmer ce résultat. Cette méthode semble 
donc bien adaptée à l'objectif poursuivi. Toutefois, on étude a été limitée ici  au cas ou m= 1 .  Il con- 
vient maintenant de vCrifier les résultats prometteurs auxquels nous avons abouti s'étendent à I'ex- 
tension de la tmnsformation de Shanks. 
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011 the  use of Kroiiecker's algorithil i  

iii t h e  generalized rational i i i terpolation problem. 

Florent Cordellier 

A b s t r a c t  

Kronecker's algorithm can be used to solve the generalized rational interpola- 
tion problem. In order to present the algorithm, rational forms are used in stade 
of too restrictive rational fractions. The proposed algorithm is totally reliable as 
soon as the functionals that characterize the problem satisfy two precise condi- 
tions. These conditions are fulfilled in the modified Hermite rational interpolation 
problem and, as a consequence, in the special case of the Cauchy problem and 
in the Padé approximant problem. This reliability covers two properties : on 
one hand, every rational form given by the algoritlm is a solution of the problem 
whereas, on the other hand, every solution of the problem is given by the algorithm 
(with the exception of an eventual reduction of the rational form). However, if 
the algorithm gives a non reduced rational form, then the corresponding rational 
fraction is not a solution of the problem. 
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Introduced by Kronecker [9] as soon as 1881, the algorithm discussed here 
is certainly the most elegant among whole rational interpolation algorithms [12]. 
Some papers have recently shown that the feasible scope of this algonthm can be 
widely extended without giving precise limits to such an extension : for instance 
Meinguet [Il] has shown that this algorithm still gives good solution even when 
there are unattainable points whereas Warner [12] says without proving that this 
algorithrn can be applied to the modified rational Hermite problem. At last, 
Graves-Morris [8] gives a description of a reliable Kronecker's algorithm for çolving 
Padé and Cauchy problem but without taking account of the modified Hermite 
problem. In the special case of Padé problem, Baker has recalled this algorithm 
and given an interessing modified form known as Baker's algorithm (11, but it 
has been necessary to wait for 1978 for applying these algorithms to non normal 
Padé table : then a reliable division algorithm has been proposed independently 
by Mc Eliece and Shaerer [IO] and Cordellier (41 ; this 1 s t  unpublished paper also 
contains a reliable form of Baker's algorithrn. Claessens gives interesting results 
dealing with the Rational Hermite Table [3]. 

The aim of this paper is to present the division algorithm in such a manner 
that it will be reliable on a wide class of rat,ional iiiterpolation problems, and to 
precise the exact meaning of this reliability. 

As the outset some basic concepts are recalled : in order to distinguish (re- 
duced) rational fractions from (reducible) rational form, Gilewicz's terrninology 
is used. As it will be seen, division algorithrn deals with rational forms in place 
of rational fractions. The rational interpolation problem is proposed in a enough 
general way in order to cover modified Hermite rational interpolation problem [12] 
by using linear functionals similar to those used by Davis [6].in polynomial inter- 
polation problems. Paragraph 2 is used to  present a foundamental operation in 
the description of division algorithm : this operation is refered to as quotient of 
rational forms. In the following paragraph are given the definition and some prop- 
erties of the inverse of a rational form and of derived notions. Paragraph 4 and 5 
are respectively used to present two different forms of the division algonthm. The 
direct forrn is the one that is actually used and it is shown that, provided that a 
correct initialization is known, this algorithm gives rational forms satisfying the 
initial problem. Inverse form is a theoretical algori t hm used to clear up properties 
of the direct form : thanks to its use, it can be shown that there is no other actual 
solution of the problem that the ones given by direct algorithm. 

1. Position of the problem 

1.1 - Polynomials, rational forrns and fractions. 

Let us recall some notions used in the paper. These notions are classical 
enough for allowing us to be short, and the reader is refered Gilewicz [7] for more 
details. 

Here K is a commutative field, the characteristic of which is infinite, R or C 
for instance. For every n E N, let us denote by .ln, In* and IL the following finite 
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sets : 
In = {i E Nli < TL) ,  1: = In\{O}, IL = In U {-I l .  

Let us denote by Pn the linear space of polynomials with coefficients in h' and 
degree not greater than n, with P-l = {O). Tliis allows us to denote, for every 
n E N : Pi = Pn\Pn- l .  This notation is completed by Pz = P-1. Moreover P 
is the linear space of al1 polynomials : P = UZ-iPi = U" I=-1 P f .  Let us set the 
degree of a null polynomial to be equal to -1 (and not -cm as usual). In order 
to simplity the paper, let us use the following convention : polynomials will be 
represented by capital letters P, Q, A and B (possibly identified by some index or 
mark) whereas their degree will be represented by the corresponding small letter 
(identified by the same index or mark). 

Let us denote by 23 the product space P x P : each element of B is an ordered 
pair of polynomials. The degree of such a pair (P, Q) will be denoted by (p, q) .  

Let us define on 13 an equivalence relation - by : 

(P, Q)  - ( P r ,  Qr)  +=+ 3 k  E I<\{O} such that Pt = AP and Qr = AQ. 

This relation induces on B a quotient space : it is the space of rational foms. So 
a rational form can be seen as a pair of polynornials with that exception that the 
product of both polynomials by some non null constant doesn't affect this form. 
Then a rational form will be represented by two polynomials the f i s t  of them is 
the numerator, the second one is the denominator. It is possible to be more precise 
by introducing a normalization in order to have a unic representation of rational 
f o m s  by a suitably normed pair of polynomials, but this normalization makes our 
presentation too heavy and it has been droped here. 

Let us introduce a second eqiiivalence relat,ion FZ on B by : 

Because it is compatible with the first one, this new relation induces on the set of 
rational foms  a quotient space : it is the space of rational fractions. A rational 
fraction can be seen as a rational form the numerator and the denominator of 
which are relatively prime. Such a rational form is reduced. 

1.2 - Functionals. 

Let us denote by : 

X : a Ilon empty part of E, a commutative algebra on K. 

& : the linear space consisting of functions from X into E. 

A commutative inner product can be defined in & by 

so that E is a commutative algebra on K ,  containing P as a subspace. 
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3 : a subspace of & containing P. 

3* : its algebraic dual, consisting of the set of linear functionals on Ii' 

En : a finite dimensional subspace of F*, with dimension n + 1. 

pi, i E In : a basis of En.  

N(Z,) = {f E FIE E Zn + C( f )  = O ) ,  the kernel of En. 

(n) 
C : the (n + 1) x (n + 1) square matrix, the general term in row i E In and in 

( n ) .  
colurnn j E In is given by : C: = &(xj) 

Let us introduce now the two following assumptions : 

(n) 
(72) C is regular (regulari ty condition) 

(S) P E P and f E Af(Cn) + P f E Af(Cn) (stability condition) 

Remark 1. If every polynomial P E P can be written as a product of 
polynomials the degree of which is no greater than d, then in hypothesis (S) the 
condition P E 'F can be replaced by P E Pd.  For example, for 1' = R, one has 
d = 2 whereas for I< = C ,  one has d = 1. 

1.3 - The geiieral ratioilal iiiterpolatioil problein. 

Defiiiitioii. L e t  En a ( n + l ) - d i m e n s i o n a l  subspace of F* ( t h e  dual  of 31,  
sa t i s f y ing  both c o n d i t i o n s  ( R )  a n d  ( S ) .  A rat ional  f o r m  R = (P ,  Q )  1s said t o  be 
an interpolant  o f f  E 3 w i t h  respec t  t o  E n  i f  and on ly  i f :  

Problem. Under above conditions, find al1 rational forms R = (P, Q) with degree 
(p, q )  satisfying the two following conditions : 

R is an interpoIant of f  with respect to Zn ; 

P + Q - < ~ .  

1.4 - T h e  modified Heril l i te ratioilal  iiiterpolation problein. 

The above problem is a formal one. It is interesting to verify that it contains 
as a special case the important class of modified Hermite rational interpolation 
problems [12]. 

Let a part X of K = R or C ,  and m couples ci = (xi7ei)  with xi E X and 
O O 

e; E Ik satisfying : e,  > O + x, E X' for i E IL ,  where X denotes the interior of 

Let us choose 3 as the space of functions such that f(j)(x,) is defined for j E 
Ici , i E Ik (where f (j) represents the jih derivative of f  ). 

It is possible to define the functionals yi,j by : yijj(f) = f(J)(x,), j E le;,; E Ik .  
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Proving that the functionals ri,j are linearly independant is a classical exercise 
[6 ] ,  so that the space C, span by these functionals satisfies hypothesis (72) . By 
using Leibnitz formula, a straightforward calculus shows us that hypothesis (S) is 
satisfied : 

( f  E F , i  E I k , j  E Ici * r i , j ( f )  = O  and Q E P )  
3 (i  E Im,j E Ici * ~ ; , j ( Q f )  =O). 

The classical Hermite rational interpolation problem consists of determining 
R = (P, Q) with degree (p, q) satisfying : 

whereas in the modified Hermite rational interpolat,ion problem, the condition 
~ ~ , j ( f  - R) = O is repla.ced 113: Y ; , ~ ( P  - f Q) = O, so that the modified Hermite 
problem is a special case of t,he genera.1 problem posed in 1.3. 

As well known, the classical problem not always has a solution whereas the 
modified problem has. However, if the classical problem has a solution, then this 
solution is the same as the one of the modified problem (121. Let us still recall 
[3] that modified the Hermite problem covers two classical problems : the Cauchy 
interpolation problem [ I l ]  is obtained with i E IL and ei = O for evex-y i E Im and 
the Padé approximant problem [Il corresponds to m = 1 and xl = 0. 

2. Quotient of ratioilal forms. 

Let two rational forms R = (P, Q) and R' = ( P ' , Q 1 )  with respective degrees 
( ~ , q )  and (p1,q') satisfying p' >_ O. When dividing P by P', let us denote the 
quotient by A and the re,st by Pu, with respective degrees a and pu. Then one has : 
P = AP' + P" with a = m a r ( - l , p  - p') and p" < p'. 

Let us denote by Q" the polynomial with degree q" defined by : Qu = Q.- AQ'. 

The rational form R" = ( P u ,  Qu)  is the result of a binary inner operation on 
rational f o m .  This operation as called quotient and i~ denoted by the symbol % : 
R" = R % R. 

2.2 - Elementary properties of quotient. 

Proposition 1. Let R = (P, Q )  and R' = (P1,Q')  be two rational f o r m  with 
respective degrees (p, q) and (p', q') with p' 2 0, and R" = R % R' their quotient 
with degree (p" , q") . 

(i) besides p" < p', one has : q" 5 q' + max(q - q',p - pl). 

(ii) moreover, if q - q' # p - p', one has : q" - q = max(q - ql,p - p'). 

(iii) p > p' A q 5 q' + q" - q' = p - p' > O 
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(iv) R= R % R' p < p' 

(v) R % R' = (0,0) a 3A # O such  that P = AP' and Q = AQ'. 

(i) From definition of Pl', one has P" = P - AP' with pl' < p'. If p' 5 p 
then p = a +pl, and from Q" = Q - AQ', one has q" 5 max(q, q' + a) = 
max(q, q' + p - pl), else A = O, so that Q" = Q and q" = q 5 max(q, q' + 
p - pl). Point (i) is true in both cases. 

(ii) If q - q' # p - p', then the respective degrees of Q and AQ' are distinct, 
and this insures q" = max(q, q' + p - p l ) .  

(iii) From p > p' and q 5 q', one has : q - q' 5 O < p - p' ; then from (ii) : 
q'' = + p  -pl > 

(iv) R = R % R' +=+ P - AP' = P A Q -AQ1 = Q A p < p' (dehition). 
From which the necessary and sufficient condition : p < p'. 

(v) R % R' = (0,O) P-AP'  = O r\ Q-A&' = O A -1 < a (definition). 
This means there is some polynonlial A # O satisfying P = AP' and 
Q = AQ'. 

Ren la rk  2. The quotient of two reduced rational forms is not necessarily reduced 
as it can be seen in the follouling example : 

Let R = ( ( ~ - 3 ) ~ ,  l), R' = ((5-3)(x-4),s-2) and R" = (a: -3 ,  -(s -3)(x+1)). 
R and R' are reduced forms (and then can be interpreted as rational fractions) 
whereas R" = R % R' is not reduced (and cannot be consider as a rational fraction 
wi t hout reducing). 

This remark is essential when using the division algorithm because it allows us 
to see that this algori thrn deals with rakional forms and not with rational fra.ctions. 

2.3 - Foundamental  property.  

Proposit ion 2. Let  a rational interpolat ion problem wi th  functionals Zn 
sa t i s fy ing  assumpt ions  (R) and ( S )  o n  F and a func t ion  f E F \ n/(Cn). 

L e t  R = (P, Q) and R' = (P ' ,  Q') be two rational fornw wi th  respective degrees 
(p, q) and ( p l ,  q') satisfying p' # -1 and R" = (P", QI') the ir  quot ien t  : RI' = 
R % RI. If R and R' are t w o  dist inct  interpolants of f w i t h  respect t o  Zn, t h e n  
RI' as also a n  interpolant  o f f  wi th  respect t o  En.  

Proof. By definition of R", one has P" = P - AP'  and Q" = Q - AQ'. Then 
C E C, implies (thanks to the linearly of C) : 

~ ( p ~  - f ~ " )  = C((p  - AP') - f (Q - A&')) = E ( P  - f Q) - x(AP'  - fAQ1) 

Our hypothesis insures C ( P  - f Q) = C(Pf - f QI) = O. The commutativity of K 
insures : C(AP1 - fAQ1) = C(A(P1 - fQ1)). By assumption (S) : 

and the previous result follows. 
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3. Inverse of a rational form. 

3.1 - Definitions. 

T h e  rat ional  f o n n  obtained by ezchanging numerator  and d e n o m i n a t o r  in a 
rat ional  f o r m  R = (P, Q) i s  called inverse of R and denoted by  R-' = ( Q ,  P).  

Let  R = (P, Q) a n d  R' = (P ' ,  Q') be two rational f o r m  w i t h  respect ive degrees 
( P , q )  and ( p l , q ' )  sa t i s fy ing  q' 2 O.  T h e  inverse quotient  R"' o f  t h e  t w o  f o r m  R 
and R' is  by  de f in i t ion  t h e  inverse  of t he  quotient of their  respective i n v e r s e s  R-' 
and RI-' : R"'-l = R-1 % RI-'. 

3.2 - Propor t i e s  of t l ie inverse quotient. 

Bearing in mind the definition of the inverse quotient, elementary and founda- 
mental properties of quotient induce on inverse quotient corresponding properties. 
These properties are given here without their straiglitforward proofs. 

Proposi t ion 3. Le t  RI" = (P"',Q1") the inverse quot ien t  of t h e  t w o  rat io-  
na1 forms  R = (P ,  Q) by  R' = ( P l ,  QI) with respective degrees ( p ,  q )  and  ( p l ,  q ' )  
sat is fying q' 2 0. 

( i )  : besides q"' < q' ,  o n e  ha3 pu' 5 y' + rnax(p - p', q - q ' )  

( i i )  : moreover ,  i f  q - q' # y - p', t h e n  p"' - p' = mar(p - y', q - q ' )  

(iii) : q > q' A p  5 p' + p" - p l  = q - q' > 0. 

( i v )  : R-' = R-' % RI-' ¢=. q < q' 

( v )  : R-' % RI-' = (0 ,O) -++ 3 A  # O such  that  P = AQ' and Q = AQ'. 

Proposi t ion 4. Le t  a rational interpolation problem w i t h  j ünc t iona l  C ,  
sat is fying as sumpt ions  (R) and ( S )  o n  3 and a f i n c t i o n  f E F \ N(C,). Let 
R = ( P ,  Q) and R' = (Pl, Q I )  be two rational forms wi th  respective degrees ( p ,  q )  
and ( p ' ,  q ' )  sa t i s fy ing  q' 5 O and let R"' = (P"' ,  Q"') the ir  i n v e r s e  quot ien t  : 
RI"-' = R-' % R'-'. T h e n ,  if R and R' are two interpolants  o f f  w i t h  respect t o  
C,, t h e n  RI'' is  also a n  interpolant  o f f  wi th  respect to  C,. 

3.3 - Reversiblity. 

Quotient and inverse quotient are linked by some identities the interest of 
which is clear although they are not used in the sequel. Let us collect some of 
them in the following proposition. 

Proposi t ion 5. 

(ii) 

Proof.  (i) Thanks to  p' < O, it is allowed to define RI' = R % RI. Then 
P = A P 1 +  Pl' and Q = AQ1+ QI' with p" 
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If q' 2 O, then RIf' can be defined by RI1'-' = Ru-] % RI-'. Then P" = 
BPI + Pu' and QI' = BQ' + Q"' with q"' < q'. So : P = (A + B)P '  + P"' and 
Q = (A + B)Q1 + Q"' with q'" < q'. This means Ru'-' - - R-' % Rf-' when 
q' > O. NOW q < q' implies also q' 2 0, and then Ru'-' = R-' % RI-'. Moreover 
q < q' implies R-' % RI-' = R-' (proposition 3, point iv), so that (i) is proved. 

(ii) is proved by applying point (i) to the inverse rational forms. 

4 - T h e  Direct Divisioii Algorithm. 

4.1 - Defiiiition. Le t  R = (P,Q) and R' = (Pf,Q') be t w o  ra t i ona l  f o r m  
w i th  respective degrees (p, q) and (PI, q'). For i = -1,0,1,2, - let  us def ine  t he  
ordered set  of ra t i ona l  f o rms  Ri by : 

R-, := R; R, := RI; k := 0; 

while pk 5 O do Rk+, := Rk-' % RI;; k := k + 1 done. 

Le t  w fur ther  refer  t o  th i s  algori thm as the direct f o r m  of d i v i s i on  a.lgoriihm 
( D D A )  working z ~ p  w i th  in i t ia l i za t ion  (R, RI). 

4.2 - Foundainental property of DDA. 

Proposition 6. L e t  a rational interpolation problem w i t h  func tzonals  C, 
sat is fy ing a s sump t ions  (72) and ( S )  o n  F and a func t ion  f E 3 \ N(C,). 

Le t  (Ri) t h e  ordered se t  of rational f o r m  obtained by  w i n g  t h e  D D A  wi th  
in i t ia l i za t ion  (R, RI). 

(i)  If R a n d  R' are interpolant  o f f  wi th respect t o  Zn,  t h e n  each ra t ional  
f o r m  R; has t h e  s a m e  property.  

(ai) If p 2 pf and q _< q' t h e n  for every rational f o r m  Rk w i t h  a n o n  negative 
i n d e x  one  has  : pk < pk-1, q k  2 QI;-' and pk-l + q k  = p + q'. 

(iii) There  i s  s o m e  i n d e x  rn 5 pl + 1 such that  p, = -1. 

Proof. (i) is a straightforward consequence of proposition 2 whereas (ii) can 
be derived from points (ii) and (iii) of proposition 1. 

Thanks to the strict decreasing property of pk, it is possible to bound pl by pl- 1 for 
every index 1 2 O such that Ri is defined. If RpfS1 is defined one has p , ~ + ~  5 -1, 
so that rn 5 p l +  1. rn 

4.3 - Justification of the  initialization. 

Proposition 6 shows us that thanks to a good initialization, the DDA gives 
rational foms satisfying the interpolatiori property. The aim of this paragraph is 
to prove that such an ini tialization is possible wi thout more restrictive hypothesis. 

Proposition 7. L e t  a rational interpolation w i th  f i n c t i o n a l  C, sa t i s fy ing  
a s sump t ions  (R) and ( S )  o n  F and a junction f E 7 \ N(C,). 

(1) There  i s  a u n i c  polynomial  Pn E Fn interpolating f w i t h  respect t o  2,. 
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(ii) There  as u t  least one  polynomial IIn E P,+' sat is fying : C E En  + 
E(II,) = O A II, # O. T h i s  polynomial  as unic  if i t s  coe f i c i en t  of higher degree is  
g iven  t o  be equal t o  one ,  in which  case II, E Pn+l. 

Proof .  (i) Let us define a polynomial P as P = EjEInajxj with the aj's in 
K and x in X, and denote by pi, j E In a basis of En.  Then the interpolation 
condition can be wntten as  : i E In + = P i ( f ) .  This is a linear 

(n) 
system with the matrix C of hypothesis (72). This assurnption insures existence 
and unicity of the solution. The corresponding polynomial denoted by P, cannot 
be zero if f $! JZ/(C,). 

(ii) With similar notations as in (i), the characterisation of rin gives : i E In + 
~ j ~ ~ , , + , a ~ ~ i ( x ' )  = O. For i E In let us define the vector Si E the jth 
component of which is p;(xj). Hypothesis (R)  implies that the variety Vn span by 
these vectors Sn has dimension n + 1. The equation above means that the vector 
a E with components a j ,  j E In+' is orthogonal to the variety V,. Since the 
vector a cannot be zero (need by IIn # O), it is uniquely defined (with respect to 
a constant factor). Moreover, beca.use it is an interpolant of the zero function, the 
corresponding polynomial denoted by II, cannot be in P, without contra.diction 
with (i). 

4.4 - How t o  use t h e  DDA. 

Proposition 7 shows there is always an initialization allowing a correct use 
of the DDA. It is of course a theoretical result and the actual initialization is 
not obtained by solving a linear system with some general algorithm : P, can be 
computed by some polynomial interpolation algorithm whereas ri, is given by an 
elementary analysis. For instance, in the case of the modified Hermitian problem 
(paragraphe 1.4) it is easy to see that II, = n iEIn (x  - xi)"+'. In the special case 
of Padé approximants, tliis gives II, = xn-' and for the Cauchy problem, one 
has : ri, = nicI,(x - xi). 

Proposition 6 is a proof of the DDA : point (i) shows that every form ob- 
tained by means of the DDA is a solution of the problem, point (ii) shows that 
rational forms obtained are ordered with respect of decreasing degree property for 
nurnerators and (iii) shows that the algorit hm stops. 

5 - T h e  inverse division algorithm. 

The object of the preceeding algorithm was to give an actual procedure for 
computing rational interpolants. On the contrary, the aim of he algorithm de- 
scribed below is theoretic : it is only a tool to prove the interest of the first one. 

5.1 - Definition and fondamental  proper ty  of IDA.  

Definition. Le t  R = (P, Q) and R' = (PI, Q') be t w o  rat ional  f o r m  w i t h  
respective degrees ( p ,  q )  and ( p l ,  q').  For i = -1,0,1,2,. . . le t  w define t he  ordered 
se t  of ra t ional  f o m  Ri b y  

- 
R-, := R; R, := R'; k := 0; 

while g k  5 O do Rk+l := (Rk-l % R t l ) ;  k := k + 1 done. 
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Let  2 ~ 9  a refer further to this a lgor i thm as the  inverse  f o r m  of d iv i s ion  algori thm 
( I D A )  work ing  u p  with ini t ial izat ion (R, Ri). 

Proposi t ion 8. Let a rat ional  in terpola t ion  problem w i t h  functionals E n  
sa t i s fy ing  a s sump t ions  (72) and ( S )  o n  3 and a f onc t i on  f E 3 \ N(C,). 

Let  (R i )  be t h e  ordered set of ra t ional  f o r m  obtained b y  applying the  I D A  to  
in i t ia l i za t ion  (R ,  R'). 

(i) If  R a n d  R' are two in terpolants  o f f  w i th  respect t o  Zn t h e n  each rational 
f o r m  f i i  has t h e  same  property. 

(ii) If  p 5 p' and q 2 q' t h e n  for e v e r y  rat ional  f o r m  Rk wi th  a n o n  negative 
i ndex ,  one  h a s  : Qk < Q k - ]  , P k  LPk-l and P k - ]  + P k  = q + p i .  

(iii) There  i s  some indez  f i  < q' + 1 s u c h  tha t  Pm = -1. 

The proof, closelÿ imitated from the one of proposition 6, is left to the reader 

5.2 - Propositioil 9. Let a ra t iona!  in terpoia t ion  problem wi th  func t ionah  
E n  sat is fy ing assumpt ion  (72) and ( S )  o n  .F and a f unc t i on  f E .F\Af(C,). 

L e t  .ils deno te  by (Rk, k E I L )  t h e  finite sequence of ra t ional  f o r m  obtained 
by u s ing  the DDA with ini t ial izat ion (R,  RI), where R = (II,, 0 )  and Ri = (P,, l), 
II, and P, being defined as i n  proposi t ion 7. 

For  every  rational f o rm  R* in terpola t ing  f wi th  respect t o  C, without  being 
nu l  1. 

(i) there as 1 E I L  such  that  pl 5 p* and ql 5 q*. 

(ii) there i s  A E Pp*-p, such  t ha t  p* = APl and  Q* = AQI. 

Proof.(i) Let us prove point (i) by reductio ad absurdum. 

If ( i )  is false, there is a rational form R* interpolating f with respect to En 
such that, for every IL E IL ,  one has pk > p* or qk > q*. It has been proven in 
proposition 7 that there is only one ra.tiona1 form interpolating f with respect to 
Cn and satisfying : p + q 5 n A ( q  = O V (q = -1 A p # -1)) .  Then q* 2 1 ,  and 
the set of indexes satisfying q k  < q* is not empty. Let us denote by 1 the greatest 
of them : 1 = max{k E In 1 qk < q * ) .  One has 1 2 O and the non decreasing 
property of the qj's implies ql 2 q, 2 O. 

From k E Il =+ q k  5 q* A (pk > p* V qk > q*) one obtains pk > p* for k E II .  The 
stopping criteriurn p ,  = -1 forbids p* < p,  and this implies 1 < m. Then the 
rational form RI+1 is defined and it is dlowable to write : O 5 ql < q* < qi+l. 

Let us now perform the IDA with the initialisation R-l = R* and R, = RI. 
One has ij-l 2 qo and p-1 < Po. Moreover : ij-1 + P o  = q* + pl < ql+l + pl. 
From proposition 6 ,  one has Q1+l + PI = n - 1, and then Q - ~  + P ,  5 n. Thanks 
to proposition 8, one has for k E In : Pk + = Po + Q = q* + p i  5 n with 
* < q 1 + 1 .  

When the IDA stops, the laçt rational form R~ satisfies qm = -1 < ijrn-1 and 
Pm + qm-1 = q* + p i .  From O < q* + pl 5 n then one has : O 5 pm 5 n. This fact 
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contradicts the unicity of the non nul1 rational form interpolating f with respect 
to  C, and satisfying q = -1 (proposition 7), then point (i) is proved. 

(ii) R o m  (i) there is an index 1 E IL such that pl 5 p* and 91 5 q*. Let us define a 
rational form R' by RI-' = R*-' %RF' Thanks to  point (i) of proposition 3, one 
has q' < qi and p' + qi < m a x ( p l +  q* ,p*  + ql) ,  from which p' + ql L p* + q* 5 n. 
Point (ii) of proposition 6 allows us to write pl-1 + = n + 1. Then p' + qi 5 n 
implies : p' < pl-* and the rational form R' satisfies : p' < pl-, and q' < ql. 
Because inverse quotient respects the interpolation property (proposition 4), R' 
is an interpolant o f f  with respect to C,. Proposition 6 implies the monotony of 
both sequences pi (decreasing from n + 1 down to  -1) and ql (increasing from - 1  
up t o  q m )  : k 5 1 - 1 + pk 2 pl-1 > p' and k > 1 + q k  > ql > q'. Then the 
set of indexes j satisfying pj 5 p' and qj 5 q' is empty. From point (i) of this 
proposition : R' = 0 ,  and tlie point (v) of proposition 1 allows us to conclude. 
Proof of proposition 9 is achieved. 

5.3. Corollary W i t h  the same  hypothes i s  a n d  n o t a t i o n  as  in proposition 9 : 

(i) If  a rational f o rm  R interpols f E .F\n/(Cn) wi th  respect to En, there is 
a n  i n d e x  1 E Im and a polynomial ,4  s u c h  t ha t  P = APl  a n d  Q = A Q r .  

(ii) For every  1 E I ,  such that  Pl a n d  Q I  are n o t  relat ively  prime,  the rational 
f rac t i on  R' = (P',Q1) obtained by div id ing  both Pl a n d  Q I  b y  the ir  g .c .d .  or as n o t  
a n  i n t e rpo lan t  o f f  with respect to  En .  

Proof .  Point (i) is a direct formulation of both (i) and (ii) of proposition 9. 

In order to prove (ii), let us suppose that the rational form R' interpols f with 
respect to C,. Because Pl and Q I  are not relatively prime, one has p < pl and 
q < ql.  By proposition 9 ,  there is an index k such that R k  = (Pk, Qk) satisfies 
Pt = APk and Q' = A Q k .  By performing the DDA, there are two indexes 1 et k 
satisfying : pl > p' 2 pk and ql > q1 2 qk, and this contradicts the monotony of 
pk and qk (point (ii) of proposition 6). The reduced rational form (confused with 
a rational fraction) R' is not an interpolant of f with respect to C,. 

5.4 - W h a t  is brouglit by tliis result  ? 

Before the use of the IDA, it was known that  : 

1. Thanks to proposition 6, provided that a good initialization is given, 

1.1 the DDA gives a sequence of rational forms ordered with respect to the 
degrees of numerator ; 

1.2 each such rational form satisfies the interpolation property with respect 
to  C, ; 

1.3 the algorithm stops. 

2. Thanks to  proposition 7, it is always possible to  obtain a good initialization. 

The new results given b;~ the use of the IDA are : 

1. a positive one : if a rational form R satisfies the interpolation property with 
respect to C,, this rational form can be reduced to  one of the rational forms given 
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by the DDA ; in other terms, there is no actually different solutions to the initial 
interpolation problem that rational forrns obtained by DDA. 

2. a negative one : if a rational interpolant form RI is not reduced, the corre- 
sponding reduced form has no longer the interpolating property. 

Known as division algorithm, Euclid's algorithm [IO] or Kronecker's algo- 
rithm, the DDA is not a new one. Its application to more and less difficult prob- 
lems has been look by Warner [12]. Its reliability has been proved in special cases 
[2], [4], [IO]. What is new can be resumed in the three following points : 

1. This algorithm works good when applying to the class of problems cha- 
racterized by conditions (R) and (S). 

2. Every a.ctua1 solut.ion of the initial problem is given by it (with the ex- 
ception of an eventual reducing). 

3. If a rational form given by the DDA is not reduced, the reduced fraction 
is no more a solution of the initial problem. 

It can be added that the method used here to prove the second and the third 
results can be used in other cases. For instance similar results have been proved 
for Baker's algorithm [l] by using a very closed metllod [5]. 

However it still remains a. negative fact penalizing the use of this elegant 
algorithm : it gives only ra.tiona1 forms satisfying interpolation conditions. When 
a reducible rational form is obtained, the rational fraction given by reduction haç 
no more the interpolation property. The problem is to recognize when such a 
situation occurs. This means that each computed rational form has to be checked 
in order to know if it is reduced or not. Of course, this situation is not specific to 
the DDA since it correspond to the discriminating question as posed by Graves- 
Morris [8] in other rational interpolation algorithms. 
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INTERPRETAT I O N  GEOMETRI QUE 

F. CORDELLIER 

25 A v r i l  1973 

1 NTRODUCT 1 ON 

L'c-algorithme e s t  un algorithme i t é r a t i f  qui, a une suite (xnl  n6 ,,,, 
de vecteurs de R", associe une séquence de suites par u n  procédé numérique 

que nous rappelons. 

Cet algorithme a eté largement étudié par P .  Wynn, son auteur, e t  par 

C;  Brézinski (qui donne en [l] une bibliographie assez complete) : convergence, 

connexion avec la table de Padé, règles de singulari té ,  e tc  .... 

On donne i c i  une description geométrique d'une i térat ion de 1 'al  gori thme. 

Cette interprétation , qui repose sur  l a  division harmonique,permet de retrouver 

directement certaines variantes de 1 'algorithme dans les cas singuliers  que Wynn 

propose en [z] . 
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1 - Définition algébriques de 1 ' E  -algorithme 

1.1 - Domaine de déf in i t ion  

On considere 1 'espace eucl idien IRrn compactifie par 1 'adjonction du point 

a 1 ' i n f in i  (note w )  . Cet ensemble e s t  en correspondance biunivoque avec 1  a 

sphere uni t e  de IR"»' (qu'on notera Sm) par 1 'inversion de pole 0 0 . . O. 1)  

e t  de puissance 2 (qu'on notera ), e t  on l e  munira de l a  topologie image par 

i'l de l a  topologie indui te  sur cette sphere Sm par l a  metrique eucl idienne de 

iRW1. L'espace topologique a ins i  obtenu sera note E,. 

Les opérations definies  sur R" (addi t ion,  produit par u n  r é e l ,  e t  produit 

s ca l a i r e )  sont p a r t i e l  lement étendues à E m  par : 

( X + œ . X - w ' w + X  = - - x = œ  * Yx E IRm 

Par contre, l e s  opérations suivantes restent  dépourvues de sens : 

X m 

x )  , Yx E Em . où ( x l y )  désigne l e  produit  s c a l a i r e  

On dé f in i t  l 'opérat ion y - y'1 s u r  E~ par : 

Les operati  ons sui  vantes 
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(y)  = x y  = y t x  = y t 2  , Vx C #lm ( t r a n s l a t i o n  de vecteur  x) 

(1.1.4) ( Y )  = xtx (y-x)  , Y X  E flm, Y A  E IR -10) 

(nomothetie de centre  x e t  de rappor ta  ) 

j x ( y )  = x+(y-x)-' , Vx E IRm 

( invers ion  de pole x e t  de puissance 1) 

s o n t  des fonctions con t inues  de y C E, (pour l a  topologie de E,) 

1 .2  - Première d é f i n i t i o n  

S o i t  (x,) une su i  t e  de vec teurs  de  IR^. On pose : 

e t  on d é f i n i t  : 

(à  condit ion qu'on n ' a i t  pas simultanément : 

auquel cas 1 ' a i  gor i  thme s e r a  inapp l i cab le )  

L '  C-algorithme c o n s i s t e  a l o r s  en l a  géneration du  tableau E(") s u i v a n t  : k 
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dans lequel l es  seules colonnes s i g n i f i c a t i v e s  sont l es  colonnes d ' i nd i ce s  pa'rs  : 

1.3  - Seconde déf ini t ion 

I l  e s t  c l a i r  que : 

La re la t ion  (1.2.2) s ' e c r i t  a l o r s  : 

Cette  même re la t ion  (1.2.2) en t r a ine  encore : 

(nt11 - (nt21 (n t2 )  ( n t l )  ) -1  
C k  - 'k-2 + ( C k q  - c k - l  
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d'où 

Cet te  r e l a t i on  ne f a i t  i n t e r v e n i r  que des termes dont l e s  indices  de co1;nne 

ont  l a  même p a r i t é .  On peut l a  d é f i n i r  pour k = l  s i  on prend l a  précaution d e  

poser : 

Les seu les  colonnes u t i l e s  sont  l e s  colonnes d ' i nd i ce  p a i r .  On peut a lo rs  

d é f i n i r  l ' a lgor i thme suivant ,  où les colonnes d ' ind ice  impair son t  omises. 

On posera : 

On i n i t i a l i s e  : 

e t  on u t i l i s e  l a  re la t ion  de récurrence : 

( n t 2  1 ( n + l ) ) - l  = (n*2)- ( n t l )  -1 
(9k (O)-( 

n t l )  ) -1  
(1.3.7) + ( Q k + l  -?k Qk 1 + ( Y k  

k = O *  1, ... 
n = O ,  l * . . .  
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2.  - Rappels géométriques e t  notations 

2.1. - Vocabulaire 

Nous plaçons dans 1 'espace E, defini en (1.1.). La correspondance biuni- 

voque de E, sur Sml jus t i f i e  le vocabulaire suivant : 

. Toute droite e s t  un cercle passant par l e  point , e t  tout plan e s t  une sphère 

passant par l e  point*. 

. Nous dirons que 4 points non confondus x ,  y, u e t  v ,  pris dans cet ordre cons- 

t i tuent  une division harmonique dans €, e t  nous noterons : 

s i  les 2 conditions suivantes sont remplies : 

f 1. i l s  appartiennent à un mëme cercle, ( n o n  nécessairement unique). 

On traduit encore (2.1.1) en disant que x e t  y sont conjugués par rapport 

à u e t  v ,  ou que u e t  v sont conjugués par rapport à x e t  y. 

2 . 2  - Quelques propriétés 

S i  4 points constituent une division karmonique, i l s  appartiennent a un  

même cercle, donc à un mëme plan. Rappelons quelques résul ta ts  classiques de 

la  géométrie plane : 

Soient 4 points x ,  y, u e t  v vérifiant ( x ,  y ; u ,  v) =-1. 

(2.2.1) . Si 3 des 4 points sont donnés, ai ors : 

l e  4e e s t  unique (=> les  3 premiers ne sont pas confondus 
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( 2 . 2 . 2 )  . S i  2 des 4 p o i n t s  son t  confondus, a l o r s  un 3e e s t  confondu avec 

l e s  2 premiers : c ' e s t  l e  seu l  cas OU l e  c e r c l e  d é f i n i  p a r  l e s  4 

p o i n t s  d'une d i v i s i o n  hannoniques n ' e s t  pas unique. 

( 2 . 2 . 3 )  . S i  l ' u n  des 4 p o i n t s  e s t  l e p o i n t - ,  s o n c o n j u g u é e s t  l e m i l i e u  

du segment q u i  j o i n t  l e s  2  autres p o i n t s ,  a c o n d i t i o n  que ces po in ts  

s o i e n t  d i s t i n c t s  de m. ( s inon  ( 2 . 2 . 2 )  e s t  a p p l i c a b l e ) .  

Rappelons encore que 1  ' i n v e r s i o n  e s t  une t rans fo rmat ion  géométrique q u i  conserve : 

l a  na tu re  des ce rc les  e t  des sphères. 

l e  b i r a p p o r t  de 4 p o i n t s  su r  un c e r c l e  (ou une d r o i t e ;  

P a r  s u i t e ,  e l l e  préserve l a  d i v i s i o n  harmonique de 4 po in ts .  

2 . 3  - Traduct ion ana ly t i que  de l a  d i v i s i o n  harmonique 

So ient  4 p o i n t s  x, y, u  e t  v  t e l s  que : ( x ,  y ; u, v) = - 1 .  

Puisque ces 4 p o i n t s  ne sont  pas confondus, l ' u n  d ' e n t r e  eux (au moins) e s t  

d i s t i n c t  de m .  Supposons que ce s o i t  x. 

Aux 4 p o i n t s  x, y, u  e t  v, l ' i n v e r s i o n  lx ( d é f i n i e  en ( 1 . 1 . 4 ) )  assoc ie  l e s  po in ts  
- 
x, 3 ,  Ü. e t  7 q u i  v é r i f i e n t  : 

O r  Y, conjugué de c p a r  rappor t  a Ü e t  7 . e s t  l e  m i l i e u  du segment [u, v] , 

p r o p r i e t e  q u i  se t r a d u i t  analyt iquement p a r  : 
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s o i t  encore : - - - 
2 ( y - x )  = U-X+V-X 

En t e n a n t  compte de l a  d e f i n i  t i o n  de 3,. il v i e n t  : 

z ( y - x ) - l  = ( u - x )  + ( v - x ) - l  

On p e u t  donc e c r i r e  : 

Dans l e  cas x = -, on a  : 

Ce t te  r e l a t i o n  ë t a n t  t o u j o u r s  va lab le  si 1 'un des 3 po in t s  u, v  ou y e s t  confondu 

avec - (puisque u+œ = -1. 

Donc : 
I 

3. - L ' a p p l i c a t i o n  K : d é f i n i t i o n  e t  p r o p r i é t é s  -- - .. 

La f o n c t i o n  H 

3.1.1 - D e f i n i t i o n  e t  c o n t i n u i t e  

Def in issons formel lement l e s  f o n c t i o n s  hxBy et gXty p a r  : 
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la  relat ion (2.3.5) montre que 

les  fonctions gx e t  h sont continues sur E, s i  x # y e t  sur  
c Y x ,Y 

E - {XI s i  x=y 

I l  s 'ensui t  que : 

l a  fonction H à valeurs dans E,, définie formeiiement su r  

I e s t  définie e t  continue par rapport 8 chacun de ses arguments sur 

E, x E m  x E m  - {  x = u = VI 

(3.1.2)  Expressior analytique 

pourvu que u ou v s o i t  d i f fé ren t  de x ,  on a : 
- 1 - 1 

H(X ; u ,  v )  = t ~ [ ( u - x )  + ( v - x ) - ' ]  s i  X P -  

s i  x = œ  

On notera que : 

3.2 - La fonction K 

2 des 3 points x ,  u ,  v confondus a v e c a  

ou u t v = 2 x  i - 

3.2.1 - Définition e t  continuité 

Définissons formellement 1 'application K de E,x E, * E,x E, dans E m  par : 

I r  = K(x ; y ; u .  v)  = H(y ; x, H(x ; u ,  v ) )  
(3.2.1.1) 
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K sera  continue (pa r  rappor t  à chaque v a r i a b l e )  s i  : 

1. w = H ( x  ; u, v) est  d é f i n i e  (donc con t inue)  

<=> ( x ; u , v ) E  E;- { " = " = X I  

2. z = H(y ; x ,  w)  e s t  d é f i n i e  (donc con t inue)  

<=> ( y ; x , w ) E ~ i -  { y = x = w )  

K e s t  donc d é f i n i e  e t  con t inue  s u r  E, E,,, " Em ''E, p r i v é  de : 

{ x = " = " l U  { X = V = ~ I  u { x = y = u l  

3 . 2 . 2  - Expression ana ly t i que  

. Supposons x  # "  . 
- 1 - 1 

w = H(x ; u, v )<=>  2(u-x) "  = ( u - x )  + (v -x )  

z = H(y ; x, w ) < = >  2 ( v - x ) - '  = + ( z - x )  - 1 

d'où 

- 1 ( " - x ) - l  + ( v - X )  = ( y x ) - l  + ( 2 - X j - l  

d ' o ù  

. supposons x = 0 

w = H ( œ  ; U, V )  = -2- l (ut") 

1 

d 'où  z = U+V-y 

z = H(y ; œ, w )  = > w  = 2 (y+z) 
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3 . 3  - Propr ié tes  géométriques de l ' a p p l i c a t i o n  K .  

3.1.1 - Défini t ion géométrique d i r ec t e  

par  de f in i  t ion  : 

S i  C e s t  un  cercle  passant par l e s  3 points  x ,  u e t  v, a lo r s  w e s t  l e  

conjugué de x par rapport à u e t  v s u r  C .  

Si  r e s t  u n  cerc le  passant par l e s  3 points x,  w e t  y ,  a l o r s  z e s t  l e  

conjugué de y  par rapport à x e t  w s u r r  . 

Remarques 1. Le c e r c l e C  e s t  unique s i  e t  seulement s i  l e s  3 points x ,  u 

e t  v  sont d i s t i n c t s .  Dans l e  cas c o n t r a i r e ,  w e s t  confondu avec l e  point 

double (pas de point t r i p l e ,  par d é f i n i t i o n )  : w e s t  donc indépendant d u  

choix de C .  

2 .  La même remarque s  'applique au ce rc l e  f . 

Local isat ion d i rec te  de z : 

Toute sphère contenant l e s  4 points  x ,  u ,  v  e t  z con t i en t  u n  cercle  C ,  donc 

l e  po in t  W .  El le  contient donc un ce rc l e  r , donc l e  point  z. 

S i  l e s  points x ,  u ,  v e t  z ne sont pas cocycliques,  c e t t e  sphere e s t  unique. 

Le même raisonnement montre que s i  l e s  points  x ,  u ,  v e t  z sont  cocycliques, 

a l o r s  z appart ient  b tou t  ce rc l e  passant par ces poin ts .  
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Si l e  cercle défini  par x ,  u ,  v e t  z n ' e s t  pas unique, a lors  z e s t  confondu 

avec 1  ' u n  des 2 points qui constituent l eu r  intersect ion.  

3 . 3 . 2  - L'inversion j, ( x  #a) 

Soient 5 points x ,  u ,  v a  u e t  z E E, e t  vérif iant  : 

z = K(x ; y ; u ,  v) 

c ' e s t - à -d i re  q u ' i l  ex i s t e  w E E m  t e l  que : 

- - - - -  
Notons x ,  u, v, y ,  z e t  l e s  inverses respectifs de x ,  u ,  y ;  z e t  w dans 

1 ' inversion 3,. I l s  vér i f ient  : 

Ceci s e  t r adu i t  Four : 

w e s t  l e  milieu comun des segments F,;] e t  fi,?] 

3.3.3 - Cercles tangents 

Supposons toujours que x # m a  avec, en plus : 

Les points x ,  u ,  v e t  y ne sont pas cocycliques. 
- - 

Alors ces points définissent  une sphère S  e t  les  points y, Ü, 7,  y ,  z e t  w 
appartiennent au plan 5 (inverse de l a  sphere 5 )  para l lè le  au plan Tx  tangent 
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en x à l a  sphère S.  

Puisque 7 e s t  l e  milieu des segments [ü,~]et  [P.J. l e  quadri latère 

[u, y, V,  Z] e s t  un parallèlogramne, d'où : 

[u s  Y) / /  [VI 21 

l u ,  z] / /  [v ,  Y] 

Les inverses des droi tes  qui portent ces segments sont des cercles passant 

par x ,  e t  l e  parallélisme de 2 droites équivaut à la  tangence en x de leurs 

inverses. Donc : 

les  cercles ( x ,  u ,  y )  e t  ( x ,  v, z )  sont tangents en x .  

( 3 . 3 . 3 . 1 )  

les  cercles ( x ,  u ,  z )  e t  (x ,  y ,  v )  sont tangents en x .  { - - - -  
Puisque l es  tr iangles ( u ,  y ,  w) e t  (v ,  z ,  w )  se correspondent G ,  leurs cercles 

circonscri ts  aussi d a n -  la symétrie de centre . 

Ces cercles sont tangents en w e t  cet te propriété se conserve dans l ' invers ion 

- - -  - - -  
La même remarque s'applique aux triangles ( u ,  z ,  w )  e t  ( v ,  y ,  w ) .  

Donc : 

les  cercles ( u ,  y ,  w )  e t  ( v ,  z ,  w )  sont tangents en w 

( 3 . 3 . 3 . 2 )  

les  cercles ( u ,  z ,  w )  e t  ( v ,  y ,  w )  sont tangents en w 

3 . 3 . 4  - Autres divisions harmoniques 

Supposons x # a,. Reprenons l es  notations de ( 3 . 3 . 2 ) .  

Notons . e t  l e s  symétriques de y par rapport à respectivement ; e t  ;. 
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Alors 7 e s t  l e  milieu de [&.fi] . 

En passant aux inverses at e t  (, de e t  (, , on obtient  : 

t s i  a e s t  l e  conjugué de y par rapport i x e t  v e t  p celui de y 

(3 '3 '4 '1) par rapport a x e t  u alors z es t  celui de x par rapport à <I e t  6 . 
- - - 

Soi t  A l e  symétrique de v par rapport a y ,  e t  C l e  milieu de 

[y, Ü] ; alors  5 e s t  l e  milieu de [T,?] . 
En passant aux inverses h e t  G de 7 e t  ? , i l  vient : 

Si a e s t  l e  conjugué pe v par rapport à x e t  y e t  6 celui de x par 

rapport à u e t  y ,  alors z e s t  celui de h par rapport à x e t  d . 

Remarque : L'examen du cas x = m montre que les propriétés des paragraphes 

(3.3.3) e t  (3.3.4)  sont conservées. 

3.3.5 - Déterminations géométriques de z = K ( x  ; y ;  u, v )  

. Rappelons pour mémoire la  construction (3.1.1) ,  possible dans tous l es  

cas où K e s t  définie . 

. Les propriétés (3.3.4)  fournissent des constructions analogues valables dès 

que K e s t  définie. Elles offrent  l'inconvénient de fa i re  intervenir  une 

division harmonique supplémentaire. 

. La propriété (3.3.3.1) suppose que les points x ,  u ,  v e t  y ne soient pas 

cocycliques. On a  a lors  : 

l 
Si on note Cl l e  cerc le  ( x ,  u ,  y )  e t  C2 l e  cercle ( x ,  y ,  v ) ,  a lors z e s t  

l ' in tersect ion d u  cercle passant par v e t  tangent en x a Cl avec l e  

cercle passant par u e t  tangent en x l C2. 
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Remarque : 1  ' appl ica t ion  K s e  prê te  à d'autres  i n t e rp ré t a t ions  géométriques. 

Toutefois,  ces i n t e rp ré t a t ions  son t  l e  plus souvent l i é e s  3 l a  d i spos i t ion  r e l a -  

t i v e  des poin ts  x, u,  v  e t  y : (coplanar i té ,  coc i r cu la r i t é ,  alignement, e t c . .  . )  

e t  l eu r  portee s ' e n  trouve t r è s  a f f a i b l i e .  I l  en e s t  de même de K .  

On peut s i g n a l e r  par  exemple c e t t e  carac té r i sa t ion  de w = H ( x  ; u ,  v )  quand 

l e s  points x ,  u e t  v ne sont  pas al ignes : 

w e s t  l e  po in t  dont l a  pro jec t ion  s u r  l u ,  v] e s t  l e  milieu de se s  project ions 

Cette ca rac t é r i s a t ion  d'une d iv i s ion  harmonique su r  un  ce rc l e  n ' a  pas d'equiva- 

l en t  pour des points  a l ignés .  

4 .  - Définition géométrique de 1 ' &-algorithme 

4.1. - Définition formelle  

Compte-tenu de ( 3 . 2 )  on peut encore d é f i n i r  l 'a lgori thme (1.3)  par : 

a condition que à chaque é t a p e ,  l e s  2 conditions suivantes  so i en t  s a t i s f a i t e s :  

(n)  , q t n + 2 )  ( 4 . 3 )  . au plus un des 3 poin ts  Q:!;~) ,Y pk e s t  confondu 

avec y in+") 
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Nous avons vu que ,  pourvu que l a  condition (4.1.3) s o i t  s a t i s f a i t e ,  l a  fonction 

(n+ l )  =, K res te  continue au voisinage de q k  

Nous pouvons donc prolonger 1 ' a l  gori thme par cont inui té  (dans E,) en e l  irninant 

1 a condition (4.1.2). 

4.2 - Interprétat ion qéornétrique 

Nous pouvons p rë t e r  b K l e s  diverses  in te rpré ta t ions  d u  paragraphe ( 3 . 4 ) .  

E n  par t i  cul ier : 

1)  moyennant l a  condition (4 .1 .3 )  on dé f in i t  : $Ln+')  par : 

( n )  ( M l )  ( n t 2 1  alors < P k t l  v é r i f i e  : ( Y k  k ;vk- 1 

2 )  moyennant l a  condition (4 .1 .3 )  on dé f in i t  a in t1)  et  k par : 

alors  QI:! vé r i f i e  : ( a ( n t 1  ) , g(:tl) ( n t U  ,y(:) = -1 
k 

;Y 

4.3. - Expression analyt ique 

D'après (3.2.2) , on a : 

( ~ + l )  + [(~!n+2) - p ( n + l ) r l  $$n) -p(n+lb-i - ($nt21 -yip(nti) )-r 1 

k - k 

k t  1 
q ( n )  = in) + q ~ n + 2 1  - .(n+21 

s i  k + 
k- 1 sinon 
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Nous retrouvons i c i  la  rëgle singul iëre  proprosée par Wynn [2] dans l e  car 

où un  terme d'une colonne d ' indice pair  devient infini .  

4.4 - Les limites de 1  ' in te rp ré ta t ion  qéométrique simple 

Supposons que 2  termes consecutifs 41n) e t  9Ln") soient égaux. a lors  que 

(n-1) y(n+2) q ( n t l )  e t  p(n+2) les termes Q k  k ' k-1 k 
sont d is t incts  de leur  valeur 

commune x.  

La forme géométrique de 1  'c-algorithme permet de définir  : 

- rq , ( "  ) e t  on vérifie aisément que Vik  - k+l 

I l  s 'ensuit  que : 

.Ip (n-1) 
' kt1 Q ~ C ; ' ) )  est  indéfini 

e t  l e  déroulement ( 3  points confondus) de 1  'algorithme es t  interrompu 

II L'interprétation géométrique ne nous permet pas de retrouver di rectement 

la  seconde règle s ingul ière  de Wynn. ( 2  points consécutifs confondus). 

E n  f a i t ,  nous montrerons dans un  prochain papier que cette in terpré ta t ion peut 
( n + i  ) ë t re  etendue I un  algori thme qui res te  applicable lorsque p termes (P 

( i = O , . . p - 1  sont confondus, ce qui généralise les règles singuliëres de [Z]. 
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Annexe4: Règles singulières pour I'e-algorithme vectoriel. 

l ~ e ~ l e s  singulibres pourl 
I l '&-algorithme v e c t o r i e l  1 

RtsumC: l'&-algorithme vectoriel est un algorithme de transformation non linéaire de 
suites qui consiste à construire un tableau colonne par colonne. Sa mise en œuvre di- 
recte est impossible lorsque plus de deux termes consécutifs d'une même colonne sont 
égaux. On propose ici une nouvelle forme de cet algorithme qui permet de le mettre en 
œuvre quelle que soit la suite initiale e t  qu'on obtient en utilisant les propriétés de con- 
tinuité que présente cette transformation. 

Note: rédigé en juil let 1976, ce papier développe un travail ébauché en 1974, travail 
dont j'avais présenté les grandes lignes au Colloque National d'Analyse Numérique de 
Gourette en juin 1974. En annexe figurent un programme mettant en œuvre ces règles 
singulières e t  l e  schéma de la démonstration permettant l'identité de Wynn à une table 
de Padé non normale, conséquence du présent travail. Une preuve plus directe de ce der- 
nier résultat a é té  publiée en 1979. Le récent travail de P. Graves-Morris e t  C.D. Jen- 
kins étend à la table des GlPAs (généralisation vectorielle des approximants de Padé) la 
généralisation de l'identité de Wynn que j'ai établi ici pour l'e-agorithme par des voies 
bien différentes. 
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L'&-algorithme vectoriel est un algorithme de trwisformation non linéaire de suites de vecteurs à 
composantes réelles ou complexes proposé par Wynn [18,201, algorithme dont la  principale ap- 
plication est l'acctlémtion de la convergence de suites obtenues en utilisant des méthodes itératives, 
mais qu'on peut utiliser b d'autres fins, comme par exemple, la résolution de systemes d'équations 
linéaires ou non [31, la dbtermination des Cléments propres d'une matrice [51 ou l'estimation des 
paramétres dans les modéles mathCrnatiques [23111 con-siste essentiellement en la génération d'un 
tableau triangulaire construit colonne par colonne de la gauche vers la droite e t  de haut en bas au 
moyen d'une simple h g l e  de calcul. Il convient toutefois de noter que cette e g l e  de calcul est en dé- 
faut lorsque plusieurs valeurs consécutives d'une même colonne de ce tableau sont égales, mais 
Wynn [2 11 a proposé une régle singulière permettant de traiter le cas ou deux valeurs consécutives 
sont confondues dans l e  cas de l'&-algorithme scalaire, e t  l'auteur 181 a récemment proposé une &- 
gle semblable pour le  cas vectoriel. Néanmoins, l'algorithme reste indéfini dans le  cas où plus de 
deux vale ln consécutives d'une même colonne sont identiques. 

L'objet de ce papier est de lever cette indétermination. Pour cela, nous proposons un algorithme qui 
consiste, lui aussi, a générer un tableau triangulaire dans des conditions similaires à celles de I'E- 
algorithme vectoriel classique, mais avec des règles plus élaborées. Comme nous le  verrons, la 
construction de ce tableau est toujours possible, quelle que soit la sui te initiale, et  cette construc- 
tion s'identifie avec celle de l'&-algorithme vectoriel classique dans le cas ou la mise en œuvre de ce 

dernier est possible: il s'agit donc bien d'une extention de la définition de l'e-algorithme vectoriel. 
La méthode suivie pour aboutir a la définition de cet algorithme est une méthode de prolongement 
par continuité de la définition de l'&-algorithme vectoriel ou, si on préfère, de la transformation 
non linéaire de suites que sa mise en œuvre représente. Il convient de préciser que le  tableau que 
nous construisons ainsi 6 part i r  d'une suite donnée peut comporter des "trous", c'est à dire qu'il 
existe des indices pour lesquels la valeur de ce tableau n'est pas définie. Ces valeurs sont localisées 
dans des blocs carrés, e t  elles sont environnées par des valeurs égales. La structure par blocs car- 
rés des tables de Padé non normales (1 1 ] se retrouve donc dans le tableau associé à la mise en œu- 
vre de l'&-algorithme vectoriel, ce que permettait d'espérer la connexion entre la table de Padé et  le  

tableau associé à la mise en œuvre de l'e-algori thme scalaire [ 1 91 

Pour illustrer l'intérêt que présente cette extension de l'&-algorithme, plaçons-nous tout d'abord 

dans le cas de l'&-algorithme scalaire. Nous savons alors que tout terme du tableau associé est l e  

quotient de deux déterminants de Hankel construits b part i r  de la  suite ini t iale 1141. L'e- 
algorithme consiste b utiliser des relations récurrentes entre ces quotients de déterminants pour 
pouvoir calculer ces quotients sans devoir calculer les déterminants eux-mêmes. Un terme indéfini 
du tableau correspond au quotient de deux déterminants nuls. Alors que la présence d'un terme in- 
défini dans le  tableau interdit la poursuite de l'e-algorithme, elle ne nuit en rien à la  mise en mu- 
vre de l'algorithme que nous proposons, ce qui permet de calculer tous les termes définis du 
tableau, quelle que soit la suite initiale. Par la même occasion, cet algorithme autorise la construc- 
tion de la table de Padé 11 11 alors que l'&-algorithme classique est en défaut pour les tables de Padé 

non normales Dans le  cas de l'&-algorithme vectoriel, nous ignorons ce que représentent les termes _ du tableau construit b par t i r  de la suite init iale. Les résultats théoriques [4,161 dont nous 
disposons sont trop fragmentaires pour mettre en lumière la nature exacte de la transformation de 
suites que représente cet algorithme L'algorithme proposé est alors un simple prolongement par 
continuité de la transformation de suites associée à l'&-algorithme vectoriel. 
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Dans la premiere partie de ce travail, nous proposerons une interprétation géométrique élémen- 
taire d'une étape de l'&-algorithme vectoriel. Nous ne développerons pas ici l'aspect géométrique de 
cette interprétation que nous avons déjà abordé en [?Il mais nous utiliserons cette interprétation 
pour établir la continuité d'un élément du tableau en fonction des éléments des colonnes antérieures 
pour la topologie de l'espace compactifié. Un premier paragraphe est consacré au rappel des 
quelques concepts topologiques ou géométriques dont nous avons besoin dans le second paragraphe où 
nous étudions l'application K qui intervient dans la définition de l'&-algorithme vectoriel. Un 

troisieme paragraphe se rapporte à diverses définitions de l'&-algorithme vector ie l  parmi 
lesquelles on trouvera une définition géométrique. 

Dans la seconde partie, nous utilisons la continui t C  d'un élément du tableau en fonction de ceux des 
colonnes antérieures pour étendre la définition de l'&-algorithme vectoriel. l'idée de base de cette 
étude est de considérer l'ensemble des valeurs qui interviennent dans le tableau associé à la mise en 
œuvre de l'algorithme comme un être mathtmatique indépendant qu'on appellera &-tableau. Comme 

il sera utile, e t  même indispensable, de travailler sur les tableaux associés aux deux formes de 1 ' ~ -  

algorithme, la forme en croix e t  la forme en losange, c'est deux formes d'&-tableaux que nous intro- 

duirons: les &-tableaux en losanges e t  les &-tableaux en croix. Ces &-tableaux sont des applications 
définies sur des ensembles de points comportant des losanges (ou des croix) et  i ls doivent vérifier 
des conditions qui l ient leurs valeurs sur un losange (ou une croix). Cela nécessite l'introduction 
d'ensembles structurés sur lesquels on puisse les définir ce sont les quadt:llages en quinconce 
(comportant des losanges) et les quadrillages en grille (comportant des croix En fait, compte tenu 
de la relation du losange (ou de la croix) qui l ie  les valeurs définies en G .s points voisins du 
quadrillage, un &-tableau sera défini dès qu'on connait ses valeurs sur un certain sous-ensemble de 
points du quadrillage. Un te l  ensemble sera appelé base du quadrillage. I l  peut correspondre à 
l'initialisation de l'&-algorithme. 

Toutefois, la donnée des valeurs d'un €-tableau sur les points d'une base de quadrillage ne permet 

pas toujours de définir cet &-tableau sur l e  quadrillage tout entier. Si c'est possible, nous dirons 

que I'E-tableau est normal: I'E-algorithme classique ne nous permet de construire un &-tableau que 

s'il est normal. S i  ce n'est pas le cas, la partie du quadrillage sur laquelle l'&-tableau peut être dé- 

fini sera appelée socle de cet &-tableau L'ensemble des &-tableaux définis sur une base de quadril- 
lage peut être muni d'une structure topologique. Un des résultats essentiels que nous établirons est 
la densité des &-tableaux normaux dans cet te structure. L'introduction d'une nouvelle notion, celle 

d'&-tableaux quasi-normaux, nous permet d'affirmer que cette classe d'&-tableaux réalise le pro- 

longement par continuité des &-tableaux normaux pourvu que les valeurs sur la base correspondent 

aux conditions d'ini tialisation classiques de l'&-algorithme. 

Il est  clair que l e  résultat obtenu est l e  f ru i t  de l'introduction de concepts nouveaux qui, bien 
qu'élémentaires, doivent être présentés avec précision. Le quatrième paragraphe est consacré à la 
définition des quadrillages e t  le cinquième à celle des &-tableaux. Le sixième paragraphe établit 

certains résultats relat i fs aux l imites d'&-tableaux normaux tandis que l e  septième e t  dernier 

présente les &-tableaux quasi-normaux e t  permet alors de définir l'extension de l'e-algorithme 
vectoriel. 

En annexe, on trouvera deux résultats que je n'ai pas pris soin de développer davantage, mais dont 
l'intérêt n'est guere discutable: le  premier es t  un programme Pascal mettant en œuvre les règles 
s ingu l ihs  établies dans ce papier, e t  le second est un schéma de démonstration de l'extension de 
l'identité de Wynn aux tables de Padé non normales. Ce programme Pascal est le transcodage d'un 
programme initialement écri t  en Algol; celui du second pâti t  du fait que j'ai présenté ultérieure- 
ment une démonstrat ion totalement algébrique de l'identité généralisée de Wynn [91, e t  que Gra- 
ves-Morris e t  Hopkins [ 12,131 l'ont récemment étendue aux GIPAs. 
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1 . 1  L'espace E,. 

1 . 1 . 1  déf in i t i on .  

On considère l'espace euclidien R compactifié par l'adjonction du point à l'infini noté W. L'espace 
topologique Em ainsi obtenu est en correspondance biunivoque avec la sphère unité Sm deR m" dans 

l'inversion de pôle (0, ... ,O, 1 ) et  de puissance 2 (notée (91, e t  cette correspondance respecte les 
topologies respectives de Emet de Sm en ce sens que la topologie de Em n'est autre que la topologie 

image par q-'=.q de la topologie induite sur la sphère Sm p a  la métrique euclidienne de R m*'. I l  est 

clair que Em n'est autre que l'espace anallagrnatique rtel Ctudié dans l e  cas m=3 par Hadamard 

[15l dans le cadre de la géométrie anallagrnatique. 

OpCrations sur 

Les opérations définies sur R m  sont partiellement étendues à Em par 

Par contre, les opérations suivantes restent dépourvues de sens: 
w + w  03-03 

( 1 . 2  { < >  Vx ,Em 

où <xly> représente le  produit scalaire dans R m. 

Définissons l'opération : y -r y-' de Em dans Em par  

Y / < Y ~ Y >  si y E R \ { O )  
(1.3) Z=Y-l= 03 i O 

si y=O 
si y=- 

z est l'inverse de Samelson du vecteur y [241, c'est à dire l'inverse géométrique de y dans l'inver- 
sion de pôle l'origine e t  de puissance l'uni té. 

Les opérations suivantes: 
A(x,y) = x+y=y+x (translation) 
HL(x,y) = x+X*(y-x), V h  E R (homothétie) 

J(x,y) = x+(y-XI-' (inversion) 
définissent des applications continues de (xIy) E R x Em dans Em. 

Nous noterons 1, l'inversion de pôle x e t  de puissance 1 

Remarque: Em n'est évidemment pas un espace vectoriel, e t  les règles de calcul (1.1 ne doivent 

pas masquer l'éventualité d'opérations sans résultat ( 1.2). En particulier, les règles courantes 
utilisées dans la résolution des équations doivent être maniées avec précaution: c'est ainsi que 
l'ajout d'un même terme aux deux membres d'une équation ne fournit une équation équivalente que 
si ce terme est distinct de m. Le changement de membre qui en est un cas particulier comporte la 
même restriction. 
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1.1.3 Espaces complexes. 

L'espace vectoriel am est un espace de dimension 2m surR sur lequel on peut définir le  produit 
scalaire réel: 

m 
- - 

( 1.4) <xly> = (xiyi +Xi yi)/2 ( en notant i le conjugué de t dans a ) , 
i= l 

qui en fait  un espace euclidien isomorphe à R ~ ~ .  Sa compactification définit un espace topologique 
Fmisomorphe à E, pourvu qu'on definisse des opérations analogues à ( 1.1 1. Dans cet cet isomor- 

- 1 
phisme, l'opération ( 1.3) dans E, correspond à: y =y/<y,y> si y e Cm - {O1 . 

Cet espace est distinct de l'espace hermitien Q: où le produi t scalaire est défini par: 
m 

( 1.5) <<xly>> = C xiii. 
i = l  

Dans l'espace hermitien compactifié (noté G,), l'inverse de Samelson vérifie: 

Puisque <<yly>> = <yly>, l'inverse dans G, est le  conjugué de celui que nous avons défini dans Fm e t  
qui respecte l'isomorphisme de Fm e t  E2, . En fait, il est indifférent de choisir l'un ou l'autre de ces 

inverses dans la définition de l'e-algorithme vectoriel complexe (proposition 3.1 1. I l  s'ensuit que 

la mise en œuvre de 1'E-algorithme dans l'espace complexe compactifié Fm (ou Gm est équivalente 

à celle de l'e-algorithme dans E2m. On ne restreint donc pas la générali t é  en se limitant aux espaces 

réels, ce que nous ferons désormais. 

1.2 Rappels de g tomCtr ie .  

1.2.1 Cercles e t  sphéres. 

En accord avec la terminologie classique, nous appelons droite et  plan les variétés linéaires de R " 
de dimension respectives 1 e t  2. L'adjonction du point a l'infini compactifie, non seulement l'espace 
R mais aussi tous ses sous-espaces et  les variétés linéaires qui s'en déduisent par translation. le  
point à l'infini est commun a toutes les variétés linaires compactifiées de Em, donc aux droites e t  

aux plans compactifiés. Dans un souci d'unité, nous considérerons les droites (respectivement: les 
plans) comme des cercles (respectivement: des sphères) contenant l e  point à l'infini de Em. Ceci 

revient à adopter pour l'ensemble Em le vocabulaire que nous utiliserions sur la sphère S,=(P(E,), 

c'est à dire celui de la géométrie anallagmatique [ 151. 

1.2.2 D iv i s ion  harmonique. 

La notion de division harmonique est suffisamment classique pour ne pas être rappelée ici. Dans ce 
papier, son usage est restreint au cas des points cocycliques ou alignés. Nous dirons que quatre 
points a,b,c e t  dl pr is  dans cet ordre, forment une div is ion harmonique si les deux conditions 
suivantes sont remplies: 
1) i ls  appartiennent à un même cercle; 
2) leur birapport (a,b;c,d) est égal à - 1. 

Compte tenu de la  définition restr ict ive que nous retenons, nous nous contentons de l'écriture 
(a,b;c,d)=-1 pour traduire ces deux propriétés. En vertu de la symétrie des rôles joués par les 
deux paires de points (a,b) e t  (c,d), nous dirons indifféremment que les points d'un couple sont 
C O ~ ~ U ~ U ~ S  par rapport à ceux de l'autre. 

Si quatre points a,b,c,d constituent une division harmonique, i ls  appartiennent à un même cercle, 
donc à un même plan. Rappelons donc quelques résul tats classiques de la géométrie plane: 
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*Si trois des quatre points sont donnés, le quatrieme est unique si e t  seulement si les trois autres 
ne sont pas confondus. 
*Si deux des quatre points sont confondus, alors le point double est triple. 
*Si l'un des quatre points est le point à l'infini, son conjugué par rapport à deux points distincts de 
l'infini est l e  milieu du segment qui joint ces deux points. 

Proposi t ion 1 : une condit ion nbcessaire et suffisante pour que (a,b;c,d)= - 1 est que l'une des 
trois condit ions suivant es soit remplie: 

1 )  a=c=d, 
2 )  a i =  e t  ~ (b-a) - '= (c-a) - '+ (d-a l - ' ,  
3) a=- et 2b=c+d. 

1.2.3 GComdtrie anallagmatique. 

La géométrie anallagmatique est l'étude des propriétés géométriques invariantes par inversion. Ces 
propriétés sont essentiellement: 
1 )  la nature des cercles e t  des sphtres (ou des variétés sphériques de dimension supérieure à 
deux 1; 
2 )  les birapports de points (ou de variétés sphériques appartenant à un même faisceau, c'est à dire 
ayant en commun une variété sphérique dont la dimension est inférieure d'une uni té 1. 
Puisque l'angle de deux variétés sphériques s'exprime au moyen de birapports, la conservation des 
angles est une conséquence de la seconde propriété. De façon plus générale, on appelle transforrna- 
tion anallagmatique toute transformation jouissant des deux propriétés précédentes. L'ensemble de 
ces transformations est un groupe multiplicatif qui comprend les inversions, e t  les similitudes de 
Em. II a été étudié par Hadamard [151 dans le cas où m=3. 

L'application K 

Nous introduisons ici  une application qui sera essentielle pour la suite de ce papier puisque, d'une 
part, elle nous conduira à la définition géométrique d'une étape de l'&-algorithme tandis que, d'autre 

part, elle nous perme t t ra de présenter les règles singulières de 1'~-algorithme. Cette application se 
définit a part ir  d'une application élémentaire H qui traduit directement la division harmonique de 
quatre points, l'un d'entre eux étant considéré comme une fonction des trois autres. La propriété la 
plus importante de ces applications est leur continuité. Pour ne pas alourdir inutilement l'exposé, 
nous passerons sous silence la plupart des propriétés géométriques attachées à l'application K; les 
plus élémentaires d'entre elles ont été présentées en C71. 

2.1 La fonc t ion  H. 

2.1.1 D t f i n i t i o n .  

Définissons formellement le fonction H de (E,)' dans Em par: 

y=H(x,u,v) est le conjugué harmonique de x par rapport à u et v. 

D'après la proposition 1 ,  y=H(x,u,v) est défini si e t  seulement si les t ro is points x,u,v ne sont pas 
(3) 

confondus. Nous notons E,,, l'ensemble des tr iplets (X,~,~)E(E,)~ dont au moins un composant est 

d ist inct  des deux autres, c'est 6 d i re l e  complémentaire dans (E,)~ de l'ensemble 

{(X,~,Z)E ( E ~ ) ~ I X = ~ = Z ) ,  lui-même isomorphe 6 Em. 

(3) (u+v)/2 s i  x=-; La fonction H est donc définie dans E, pary  = H(x,u,v) = 
x+21(u-x)"+(v-x)-'1-' s i  x*co 

On peut noter que cet te  demiére expression s'écrit encore: y = H(x,u,v) = l,([lx(u)+ lx(v)1/2) 
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.' 2.1.2 Continui t C .  

Proposition 2. La fonction H est une application continue de dans Em. 
(31 

Preuve: a) Montrons tout d'abord que, si  l e  tr iplet ~=(x,u,v) E E, est te l  que les quatre points 

x,u,v e t  y=H(x,u,v) soient distincts de - ( c'est à dire si x,u, e t  v sont distincts de - et  2xfu+v), 
alors la fonction H est continue en X. 

En effet, soit un second tr iplet X'=(x',u',v') vérifiant cette condition: 
x',u',vl+- e t  2x1*u'+v'. 

Un calcul Clémentaire montre que, si nous posons: 6x=x1-x, 6u=u'-u e t  6v=v1-v, nous obtenons: 
H(x',u',v'l-H(x,u,v = 

2 1lu'+v'-2x'll-~ { llv'-x'1126u + llu'-x'11~6v - ll~'-v*11~6x/2 + <6v-6xlv-x+vl-x'>(u-XI + 
- 1  - 1  

Gu-6xlu-x+u'-xl>(v-x) + <6u+6v-26xIu+v-2x+uS+v'-2x1> [(u-x)-' +(v-x 1 1 

Puisque u+v*2x, nous avons: p= Ilu+v-2xll>0. 
Pourvu que: max (116~11,116~11,116vll)iq<p/4, 
nous pouvons écrire: llH(x',u,'v')-H(x,u,v)II i F(x,u,v,q 1 
avec: 

F(x,u,v,q) = 2q/(p-4q) { Ilv-XII + Ilu-XII + llu-v11/2 + 5q + 

4 1 v - X I +  I l - x l l * l l u - X I +  I V - X I  + 8(11u+v-2x11+2q ) l l [ (u-x 1'' + (  v - x  ) - ' I -~ I I  1. 
Pour x,u e t  v fixés, cet te majoration F(x,u,v,q) est une frat ion rationnelle en q dont ?=O est  
racine e t  q=p/4 le  pôle unique. Elle est donc continue en q=0: 
Pour tout  E>O, il existe .r(e)>O te l  que q<.r(~) =* F(x,u,v,~)<E. 
Alors, pour tout 00, pour tout t r ip le t  X'=(x,u,v) vérifiant: 

max ( 1lx'-xll,llu'-ull,llv'-vll) < . r ( ~ ) ,  
nous avons: 

IIH(x',u',v')-H( x,u,v ) l l<~ ,  
(31 

ce qui assure la continuité de H en un tr iplet X de E, vérifiant les conditions indiquées. 

b) Supposons maintenant que l'une des quatre conditions x*-, uf w, v+- OU ~=H(x,u,v)+- ne 
soit pas réalisée. 

Soit tcE, distinct de xluJv e t  y. ce qui implique: ts R m. 

Grace ir l'invariance du birapport de quatre points dans une inversion, nous aurons: 
l t (H(xJu,~))=H(l t (x) , I t (u) , l t (v)) .  

- - -  
Posons alors: ; =lt(x), Ü = I t u  ;=lt(v) e t  =H(x,u,v 1. 
Pour établir la continuité de H en (x,u,v), il suffit de noter que pour t fixé distinct de x,u,v,y, nous 
avons: 

1 )  It est continue sur Em; 
- - -  

2) H est continue e n i  = (x,u,v) dlapr&s (a); - - -  - 
en effet: x,u,vet y sont distincts de car S,U,V et y sont distincts de w 

(3) - - -  ( 3 )  
e t  la condition (x,u,v) c E, assure (x,u,v) E E m  . 

3) 1, est continue en y .  
Donc H(x,u,v)=I,(H(l,(x),l,(u),l,(v))) es t  continue en (x,u,v). 

Remarque: On peut donner de ce résultat une démonstration qui évite de particulariser le point à 
h 

l'infini. I l  suff i t  d'écrire H sous la forme: H(x,u,v)=<p(H(cp(x ),<p(u),cp(v)), où cp es t  l ' isomor- 
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A 

h 

- phisme topologique de E, sur Sm e t  H la fonction qui. au t r i p l e t  (x,u.v) E (sm13 \U m (où 

U ={(r,s,t)~ (~,)~lr=s=t)). associe l e  conjugué y de x par rapport à u e t  v dans Sm. En utilisant la 
rn 

h (3) 
même technique que dans la partie (a), on peut établir la continuite de H dans Sm (défini de façon 

(3)  
semblable a E, 1. La continuité de 9 (immédiate en raison de l'isomorphisme des topologies) 

permet a lon  de conclure. 

2.2 La fonction K. 

2.2.1 Definition. 

Définissons formellement l'application K de (E,)' dans E,psr 

z = K(x,y,u,v) = H(y,x,h(x,u, v)) , soit: z = H(y,x,w) avec w = H(x,u,v). 

L'application K est définie au point (xlylulvk(~m14 si e t  seulement si les deux conditions suivan- 

tes sont remplies: 
(3). 

1 )  w=H(x,u,v) est défini, ce qui est réalisé si e t  seulement si (x,u,v) E Em , 
(3) 

2) z=H(y,x,w) est défini, ce qui est réalisé si e t  seulement si (y,x,w) E E, 

O r  w n'est confondu avec x que dans l e  seul cas où l'un des points u ou v est confondu avec x. La 
fonction K est donc définie sur 

( 4 )  - 4 4 
Em - (E,) \{  (xly1u,v) E (E,) I x=y=u OU X=U=V OU x=v=y 1. 

2.2.2 Cont inui t t  e t  expression de K. 

( 4 )  
L'application K est continue sur E, comme composée de deux fonctions continues. Puisque 

w=H(x.u.v) et  z=H(y,x.w) traduisent respectivement (w,x;u,v)=-1 e t  (z,y;x,w)=-1, nous avons . . . .  . 
Ix ( [ lx (u)+ lx(v) l /2 )  = lx ( [ lx (y)+ lx(z)1 /2)  s i  x * w  

donc: w = 
s i  x=O0. 

i,(u)+lx(v)=ix(y)+l,(z)=21,(w) si  x*= 
soit: W =  

u+v=y+z=2w si x = w .  
- I 

Si x+w, nous avons donc: ( u - x j ' + ( v - x j ' =  (y -x) - '+(z-x j '  = 2 (x -X)  

D'où l'expression de z = K(x,y,u,v): z= si X f W  

u+v-y  s i  x=- .  
- - -  - 

3.1 Uerr une définition géométrique de ISE-algorithme vectoriel 1 
3.1 Forme losange de I 'E-a lgor i  thme.  

L'&-algorithme vectoriel a été initialement défini par Wynn [201 de la façon suivante: 

(xnInro étant une suite de vecteurs de R m,on pose: 

(3.1 
in)  (n)- 

e-1 =O, %LI et  Eo - xn, Vn L O. 

e t  on utilise la relation: 

(3.2) 
(n) (n+i) (n+l ) -  (n) - 1  

ek+,=&-, +(ek ek , Vk,n 2 O. 
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Les éléments $)ainsi definis sont placés dans un tableau à double en tde  où l1indice inférieur k re- 

père une colonne e t  l'indice supCrieur n une diagonale descendante. La relation (3.2) l ie ainsi qua- 
t re points qui sont placés aux sommets d'un losange. Pour cette raison, nous nous refèrerons à cette 
définition comme à la forme losange de I'E-algorithme. Le tableau sern construit systématiquement 
colonne par colome vers la droite et  de haut en bas en utilisant la relation (3.2). 

3.2 Forme en  c ro ix  de 1' & - a l g o r i t h m e .  

Dans l e  tableau construit ci-dessus, les seules colonnes uti les sont celles dont l'indice est pair, les 
autres reprksentant des calculs intermediaires. Wynn [22] a montrC qu' on pouvait définir un 
algorithme ne faisant que les seules colonnes d'indice pair. On initialise: 

in )  in)- 
(3.3) &-2 ==, V n ~ 2  e t  eo - xn, VnLO, 

e t  on utilise la relation: 
(n )  (n*2) (n+l)  (n+2) ( n + l ) - i  (n) ( n * i ) - l  

(3.4) ( & 2 k + 2 - E ' ~ ~ ' ) ) - ' + ( ~ 2 k - 2 - & n <  )-"(&2k k ) ) ,Vk,n L O. 

Le tableau obtenu sera le tableau précédent restreint à ses seules colonnes d'indice pair. La relation 
(3.4) l ie  les valeurs aux quatre sommets d'une croix à la valeur au nœud de cette croix. Nous nous 
référerons à cette définition comme à la forme en croix de I'E-algorithme 

3.3 L '&-algor i thme complexe.  

Wynn a également défini l'&-algorithme complexe [201, aussi bien avec la relation du losange 
qu'avec celle de la croix. Pour ce faire, il uti l ise l'inverse de Samelson d'un vecteur complexe 
(1.6) dans les relations (3.2) ou (3.4). En fait, il est indifférent de retenir comme inverse d'un 
vecteur l'inverse de Samuelson ou son conjugué ainsi que l e  montre la proposition suivante qui 
s'établit trivialement par récurrence sur l'indice de colonne k: 

Proposi t ion 3.1 Soit (x,),,~ une suite de Cmet soien! 
( n )  

1 )  E~ le tableau que fournit l'application de la forme losange de l'&-algorithme en uti-lisant 

l'inverse de Samelson noté y-'. 
* (n l  2) E~ le tableau que fournit l'application cet t e  même forme losange mais avec le conjugué de 

l'inverse de Samelson qu'on notera y'=y -'. 
Alors on a: 

Remarque: Ainsi que nous l'avons remarqué en ( 1.1.3), ceci entraîne que I'isomorphisme y de 
G, sur hm respecte les colonnes paires du tableau construit à partir d'une suite de é " donnée Plus 

in) 
précisément, si  l'on note E ~ ~ ( x ~ )  les éléments du tableau construit à part i r  d'une suite (x,),,, 

in) in)  
donnCe, nous avons: ( x,) = ~ 2 k  (w(  x 1). 

3.4 DCfini t i o n  gComCtrique de 1' E-algor i  thme vec to r i e l .  

Compte tenu de l'expression analytique de l'application k, la relation (3.4) est équivalente à: 
in) (n*l) (n+2) (n) (n+2) (n* 1 )  

E2k= K(e2k 1 E2k-2 1 &2k, E2k 1, OU E2k *OO. 

Il est donc possible de donner une définition équivalente à celle de (3.3) et  (3.4) par. 
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(n+2) (n) in+2) 
2' au plus un des trois points &2k-2 ou ~ l k  ou &2k est confondu avec 

Pourvu que cette derniére condition soit satisfaite, la fonction K reste continue au voisinage de 
in+l)- 

&2k -00. On peut alors prolonger par continuité la définition de l'algorithme en eliminant cette 

condition e t  domer de 1' &-algorithme vectoriel la définition géométrique suivante: 
fn) - (nl - 

/nit ialisat ion: €-2 -=, Vn22, e t  eo - x ,  VniO; 

Pour tout couple d'indices (k,n) satisfaisant: 
f 1 "  k2O e t  n i 0  

I (n+21 fnl ( un des trois points EZk-2 ou 

2' au PIUS (n+2) fn+/). 
ou &a est confondu avec Qk , 

effectuer les deux opémt ions suivant es: 
fn+ 1 )  (n) fn+2). ( I ' dé te rminer  g": conjugué de &Î* par rapport à &zk et ek , 

fn) fn+2) fn+ 1 l 
ZOdétenniner &2k+$ conjugué de &Zk-2 par rapport à et  &+'). 

La traduction analytique de cet algori thme consiste à substituer à la règle de la croix (3.4) la règle 
(n+i 1- 

suivante quand &2k - =: 

On retrouve la règle singulière introduite par Wynn 12 11 dans le  cas de l'e-algorithme scalaire e t  

étendue par l'auteur à l'e-algorithme vectoriel [81. 

3.5 I n t e r ê t  e t  l im i t es  de l a  déf in i t ion gCométrique. 

Le premier intérêt de cette interprétation géométrique est d'étendre la e g l e  singulière de Wynn à 
l'e-algorithme vectoriel. Toutefois, l'interprétation gtométrique n'est pas essentielle puisque le  
prolongement par continuité nous conduit à ce résultat sans qu'il soit nécessaire d'interpréter géo- 
métriquement l'application K. Par contre, cette interprétation permet de donner une définition qui 
kcouvre  la  règle de la croix classique e t  la règle singulière. Ces deux règles apparaissent alors 
comme la traduction analytique d'une fonction d'itération définie géométriquement au moyen de la 
seule notion de division harmonique. Puisque cette notion est respectée par les transformations 
anallagmatiques, nous avons le résultat suivant: 

Propos i t ion 3.2 Si nous notons &$(x,a) les éléments du tableau construit à part ir  de 

fn) - In) - I'initialisation: E - ~ - Q E E ,  Vnr2, et -xn*a,  VntO; 

Alors pour toute tmnsformat ion anallagmat ique A, pour tout couple d'indices non négatifs (n,k), 
nous avons: 

E ~ ' ( A ( ~ ~ ) , A ( ~ ) )  =~($L(x ,a) ) .  
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: L'interprétation géométrique ne permet pas de définir l'algorithme dans le  cas ou plusieurs valeurs 
consécutives d'une même colonne sont confondues. Toutefois, en l'appliquant aux colonnes d' indice 
impair, on pourrait étendre la règle singulière au cas ou deux valeun consécutives sont égales En 
fait, cette extension n'est qu'un cas particulier de celle que nous allons maintenant présenter. 

Dans ce chapitre, nous définirons deux sortes de quadrillages qui serviront de base pour 1' intro- 
duction des &-tableaux associts à la mise en œuvre de l'&-algorithme. Bien que très élémentaires, 
ces notions ne semblent pas avoir C t C  CtudiCes jusqu'à p&sent. 

4.1 losanges e t  croix.  

Decomposons l'ensemble de tous les couples de L Z  en deux parties compltmentaires disjointes: 
2 

P = { ( x , y )~  Z Ix+yeO(modulo 2)) 
2 

I = {(x,Y)E Z Ix+y=l (modulo 2)) 

Chacune de ces parties se décompose encore en deux parties complémentaires disjointes dans cha- 
cune desquelles une composante fixée conserve la même pari té (ce qui implique la même pro- 
priété pour l'autre composante). Nous noterons: 

P=P,uP,, où Pi= { ( x , y ) ~  Plxri (mod2)) pour i =O, 1 .  

On appellera losange de centre X=(x,y)~ 1, l'ensemble des quatre points: 
L(X)= {(x+ 1 ,y), (x -  l ,y), (x,y+ 11, (x,y- l 1). 

+ o + o +  
O x O x O 

+ 0 + 0 + 
O x O x O 

- 

Ces quatre points, qui appartiennent d P, sont les sommets du losange. Deux sommets sont dits 
oppos6s si leur milieu est le centre du losange, contigus dans le cas contraire. 

part i t iondeZxZ 

O  élémentsdeI 
+ éléments de Po 
X éléments de P, 

On appellera cro ix  de centre X=(x, y k  P l'ensemble des cinq points: 
C(X)=I (x,y), (x+2,y), (x-Z,y), (x,y-21, (x,y+2) 1. 

+ 
X O  X 

+ 

Les quatre derniers points sont les sommets de la croix. Ils appartiennent à la même composante 
P, que celle à laquelle appartient le  centre de la croix. Comme pour le losange, deux sommets sont 

v j  
éléments d'un losange 

O  centre du losange 

+ 1 è r e  paire de sommets opposés 

X 2nde pei r e  de sommets opposés 

opposés si leur milieu est le cen te  de la croix, et contigus dans le cas contraire. 
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Nous dirons que deux points X e t  Y sont voisins si la croix centr6e en X compte Y parmi ses 
sommets: deux points voisins appartiennent à la même composante Pr 

r 

01 

X  O  X  

+ 0 . 0 +  

X O X  

* 

4.2 Ouadrillages en quinconce. 

éléments d'une c ro ix  
centre de l a  c r o i x  

+ l i r e  paire  de sommets opposés 
9 2nde pairedesommetsoppo3és 
O ce?tres des quatre  1osa.nqes 

reunis  dans cette c r o i x  
sommets de ces losanges 

n'appartenant par a la  c r o i x  

4.2.1 Ouinconce e t  base de quinconce. 

Etant donnés quatre entiers relatifs s, s: d et d' vérifiant sfs 'et  dfd', on appellera quadrillage en 
quinconce ou plus brievernent quinconce de bornes s,s: d et d'(prises dans cet ordre) l'ensemble 
O défini par: 

Q= ( ( x , y ) ~  PI 2sf x+yf2s', 2dix-yf2d'  1 
Le quinconce de bornes (s,s',d,dl) sera dit diagonal si (SI-s)ld'-d)=O. 
II est diagonal montant si s=s; diagonal descendant si d=d: 

Une partie B d'un quinconce O est une base de O si les deux condit ions suivant es sont remplies: 
1 ' B ne contient aucun losange. 
2' 11 e x i s t e  une numérota t ion des points X i  ( i =  1 ,  ..., n )  du complémenta i re  

X 

X 

+ 

+ 

de B dans O (noté Q\B) te l le que, si Ibn pose: R,=B et f2,=Ri- ,u(Xi l  ( i=  1, ..., n), alors Xi 

[figurer] 
quinconce déf in i  
par  ses bornes 

+ éléments de Po 
X  éléments de P, 

appartient à un seul losange de R, ( i= 1 ,  ..., n). 

O 
O x 

+ @ +  
X @ X  

+ 0 
@ 

base d'un quinconce: 

X points de Po + poi nt3 de P, 
numérotation des points 

@ du complémentaire 
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:: Remarque: Cela revient à dire qu'il ex iste une bijection Xi t, Li ( i =  1 ,..., n) de l'ensemble des 

points Xi€ 0\B sur l'ensemble L(0) des losanges du quinconce et que cette bijection vérifie: 

Xie Li e t  Xje Li, V i<j.  

Pmposition 4.1. Toutesles basesd'unquinconcecomptent lemêmenombredepoints. 

Preuve: Par définition, une base est une part ie B du quinconce 0 telle qu'il existe une bijection de 
l'ensemble 0\8 sur l'ensemble des losanges de O. Ces deux ensembles ont même cardinal: le  nombre 
de points de la base est donc tgal d la difftrence entre le nombre de points du quinconce e t  le nombre 
de losanges contenus dans ce quinconce: il est indépendant du choir de la base. 

Corollaire. Toute base d'un quinconce de bornes s,s;d e t  d' compte s'-s+di-d+ 1 points. 

Preuve: Il suffit de dénombrer l e  nombre np de points e t  le  nombre nL de losanges du quinconce O. 

On v t r i f i e  immtdiatement que n, = (s'-s+l )(d'-d+l ) e t  nL = (5'-s)(d'-dl. D'où l e  nombre de 

points de la base: nB = np-nL. 

Proposit ion 4.2. Le quinconce O de bornes s,s;d et d 'es t  la réunion des dl-d+l quinconces 
diagonaux descendants: Dg= I ( x , y ) ~  P12six+yi2s', x-y=261,6=d,. . .,d: Chacun de ces quinconces 

diagonaux Dg contient au moins un point de toute base 0 de O. 

Preuve: Le premier point est immédiat. Notons que tous les Dg comptent le  même nombre de 

points, ce qui implique D6f0.  Etablissons l e  second point en raisonnant par l'absurde: supposons 

qu'il existe une base B et  un indice 6 compris entre d et d' tel que la base B ne contienne aucun point 

de Dg Puisque B est une base, il existe une suite RI (i=O, ..., n) de parties de O vérifiant: 

R, =B 

R,=R,-,u(X,) ( i =  1 ,..., n) 

%=O 

Xi appartient à un e t  un seul losange de RI 

Notons i le plus pet i t  indice te l  que RI contienne un point Y de Di. Un te l  indice existe puisque n,=O 

contient Dg non vide, e t  il est strictement positif car %=B. Par définition, ce point Y appartient à 

RI sans appartenir à Ri-,: c'est donc le  point XI e t  il appartient à un losange de R i .  C'est même l e  
seul point de D6 qui appartienne à ce losange. Ceci revient à dire qu'il existe un losange de O dont 

l'intenection avec la diagonale Dg est réduite à un point. Ceci est impossible car 1' intersection d'un 

losange avec une diagonale ne peut compter que O ou deux points. 

Proposit ion 4.3. Le quinconce O de bornes s,s;d et d 'est  la réunion des quinconces diagonaux 
montants D',=l ( x , y ) ~ P  I2d ix -y i2d ;  x+y=2ol, a-s, ..., s: Chacun de ces quinconces diagonaux 

D, contient au moins un point de toute base 0 de O. 

La d t m o n s h t i o n  est identique à celle de la proposition précédente. 

Proposition 4.4. Si 0 ,  et B2 sont deux bases respectives des deux quinconces O,  et Q2 et si 0 ,  
est inclus dans B2 alors 0, est inclus dans Q2. 
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. Dtmonstration: Soient si, sti, di e t  dli les bornes de O, ( i=  1,2). Puisque BI est une base de O,, à 

tout o te l  que s,iois',, on peut associer un point ( x , y ) ~  BI te l  que x+y=2o(d'après la proposition 

4.2). Puisque 8, est inclus dans 8, lui-même inclus dans O,, on a: 2six+yi2s1 soit  2si2oi2s', e t  

ceci pour tout oc (s,, ..., s',). D'où s,is,ss',is',. En uti l isant l a  proposition 4.3 on montrera de 
même que d,id,id',id',. D'où l'inclusion de O, dans O,. 

Corollaire. Si B est une base des deux quiconces O, et 0, ces deux quinconces sont confondus. 

Preuve: D'apds l a  proposition 4.4,l'inclusion de la base B de O, dans la base B de O, nous assure 
celle de O, dans 0, Par symétrie, O, est aussi inclus dans 0, d'oc I'identitt! des deux quinconces. 

On appellera pr6quiconce P d'un quinconce O toute part ie P de O contenant une base de O. On 
appellera cœur d'un préquiconce P )a partie de 1 const ituCe par l'ensemble des centres des losanges 
contenus dans cepréquinconce. Par exemple, les ensembles Ri introduits lors de la définition des 
bases de quinconce sont des préquinconces dont le  cœur comporte i éléments. En particulier, une 
base est un préquinconce dont le cœur est vide. 

Remarque: Une base donnée ne pouvant être base que d'un seul quinconce (corollaire de la propo- 
sit ion 4.41, il y a unicité du quinconce utilisé dans la définition d'un préquinconce. Si P est un pré- 
quinconce de QI toute base de O contenue dans P sera appelée base du préquinconce P. (Par défini- 
tion, il en existe au moins une). 

b 

+ 
+ * O +  

+ o . o +  

+ 

4.4 Bases simples. 

préqui nconce 
+ poi nts de la  base 

autres points du 
préq ui nco nce 

O cœur du préquinconce 

La notion de base de quinconce introduite en 4.2.1 est d'un usage trop délicat. Nous introduisons ici 
une notion plus restreinte, mais de manipulation sera plus aisée: 

DCfinition: Une base d'un quinconce Q est d i te simple s'il est possible de numéroter les points 
i 

b, ( i=  1,. . ..p) de cet t e  base de façon que, pour i=  1,. . .,p. l'ensemble Bi= u b ]  soit une base d'un 

j =  1 

quinconce 0, . En général, une base n'est pas simple: c'est le cas de la base de la figure 6. 

Proposi t ion 4.5. (i l lustrée par la figure 7) Soit B=fb,,j= l....,pl une base simple d'un quin- 
i 

conce O et soient Bi= ub,l, les bases des quinconces int ennediaires O, i= 1,. ..,p. I l existe une 

j= 1 

Q,=B,=fb,l 

suite de quinconces diagonaux (0 . )  tels que : ' i= 1..p bieqi et O,=O,-,uqi (pour i=  l . . .p)  
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t Preuve: Notons s,,s',,d,,d', les bornes du quinconce O,. D'aprés le corollaire de la proposition 4.1, 

sa base comptera ~ ' ~ - s ~ + d ' ~ - d ~ + l  points. Puisque d'après la proposition 4.4, O,-, est inclus dans O,, 
on a: siisi,, ss',-, S S ' ~  e t  diid,-,id',-,id1,., e t  la base Bi, 1 comptera ~ '~ - , -s , -~+d ' , - , -d~-~+ 1 points. 

Alors Bi=B,-,u{bi) implique (di-s,+d',-di+ 1 ) - ( ~ ' , ~ , - s , ~ , + d ' ~ ~ , - d ~ ~ , +  1 )= 1 soit: 
(se,-sai-, )+(d'i-d'i-l )+(di-,-di )+(si-,-si 1 = 1 .  

Chacune des quatre différences parenthésées étant entière et non négative, on en conclut que trois de 
ces différences sont nulles, la quatriéme valant 1: ceci correspond à l'adjonction d'un quinconce 
diagonal que nous notons qi. Il reste à montrer que b, E q,. A cette fin, notons que bjeOi-, implique 

b,e q,, pour j = 1 ,. . .,i- 1 .  Si  bi n'appartenait pas d qi, alors le  quinconce diagonal qi ne comporterait 
aucun point de la base 8, de ai, ce qui contredit l'une des deux propositions 4.2 ou 4.3. 

4.3 Ouadrillages en gri l le. 

4.3.1 DCfinitions: g r i l le  e t  base de gr i l le.  

i 

Soient ie  { O l t  1 et  quatre entiers relatifs s,s1,d,d' vérifiant sis' e t  did'. 
On appelle quadrillage en grille (ou plus brievernent grille) de Pi de bornes s,s:d,d'(prises dans 

cet ordre) l'ensemble G défini par: Gi= ((x,y)~ P,I 2ssx+ys2s', 2dsx-ys2d' ). 

base simple 
de quinconce 

on a exhibé une numérotation 
convenable (non unique) des 
poi nts d'une base si mple de ce 
quinconce, et on a encadré les 
s i x  quinconces correspondant 
à cette numérotation. 

g r i l l e  définie 
par ses bornes 
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C'est aussi l'intersection de Pi avec le quinconce de même bornes: un quinconce O induit sur P, une 

grille G, de mêmes bornes, pour i =O,l  et on a Q=G,UG,. 

Nous dirons qu'une gr i l le  de Pi est diagonale, diagonale montante ou diagnale descendante si 
c'est l'intersection avec Pi d'un quinconce de cette nature. 
Une partie B  d'une gril le G est une base de G si les deux conditions suivantes sont remplies: 
l ' B  ne contient aucune croix. 
2' 11 existe une numCrotation des points Xi (i= I ,  ..., n)  du complémentaire G\B tel le que, si l'on pose: 

R,=B et q = R , - , u f X +  ( i=  l ,  .... n), alors Xi appart ient 6 une seule croix de 4 et en est un sommet 

( i =  \,...,n). 
Remaque: Cela revient à dire qu'il existe une bijection X i d i  ( i= 1 ,..., n) de l'ensemble des points 

XicG\B sur l'ensemble C(G) des up i x  de la grille e t  que cette bijection vkrifie: XicCi e t  %,@Ci .Vi<j. 

Par des démonstrations très voisines de celles qui ont été utilisées pour les quinconces (et que, par 
conséquent, nous ne détaillerons pas), on établit les résultats suivants: 

r 

+ 

O @ +  

O + @ +  + 

+ + @ +  

+ @ 

Proposition 4.6. Toutes les bases de grille comptent le même nombre de points. 

base de grille 

+ élément3 de l a  base 

numérotation des poi nt3 a du complémentai re  

Propos i t ion 4.7. La gri l le G de Pi de bornes s,s',d,dl est la réunion des dl-d+f gri l les 

diagonales descendantes: D6=I(xIyk Pi12six+ys2s', x-y=2&, 6=d,.. .,d: Chacune de ces grilles 

O& si elle est non vide,contient au moins un point de toute base 6 de G. La gril le G est aussi lu réu- 

nion des gril les diagonales montantes D',=I ( x , y k  Pi / 2dix-ys2d; x+y=Zal, a=s ,..., s' Chacune 

de ces grilles D', s i  elle est non vide, contient au moins un point de toute base 6 de G, 

Remaque: Notant en passant que les grilles diagonales D6 (ou De6) ne comptent pas ntcessaire- 

ment le  même nombre de points. Par exemple, si la grille g est diagonale montante, ce sera la réu- 
nion de grilles diagonales descendantes dont la moitiC seront vides, les autres comportant un seul 
élément: la restriction "si elle est non vide" n'est pas gratuite. 

Proposit ion 4.8. Si B ,  et B, sont deux bases respectives des deux gri l les G,et G2 et si 6, est 
inclus dans B2 alors G , est inclus dans GZ 

Corollaire. Si 6 est une base commune aux deux grilles G ,  et G,,, alors ces deux grilles sont 
confondues. 
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3.3 DCnombrement des Clçments d'une gr i l le.  

Alors que le dénombrement des éléments d'un quinconce était particulièrement simple (corollaire 
de la proposition 4.1 1, celui des éléments d'une gri l le est compliqué par la nécessité de tenir 
compte de la parité de la composante Pi à laquelle appartient le grille. Cette question est résolue par 
les quatre propositions qui suivent: 

Proposition 4.9. Les centres des croix de la gril le G de Pi de bornes s,s',d,dl sont les points de 
la gri l le G de Pi de bornes s+ 1,s'- I,d+ I,dl- 1 .  

Preuve: Une croix de centre (x,y) est contenue dans G si e t  seulement si l e  point (x,y) e t  ses 
quatre voisins (xi2,y), (x,yt2) appartiennent à G. Cette condition s'exprime par les vingt 
inégali tCs suivantes: 

2six+yi2s1, 2si(x+2)+yi2s',  2si(x-2)+yi2sD, 2six+(y+2)i2st, 2s'sx+(y-2)12s', 
2dix-yi2d1, 2di(x+2)-yi2d1, 2di(x-2)-yi2d', 2dix-(y+2)i2d', 2d'ix-(y-2)i2d1. 

On vérifie immkdiatement l'équivalence de ce systeme avec: 
2s+2ix+yi2s'-2 e t  2d+2<x-yi2d'-2, 

c'est à dire le système qui caractérise l'appartenance du centre (x,y) à Gl. 

Corollaire. Le nombre de croix de la grille G de Pi est égal au nombre de points de la grille G, de 
Pi de bornes s+ I,s'-I,d+ 1,d'- I .  

Proposit ion 4.1 0. Si la gri l le G de Pi i i=O ou 1) de bornes s, s', d, d' est tel le que l'un des deux 
écarts s'-s ou dl-d soit impair, alors elle compte (SI-s+ 1 Nd'-d+ 1 )/2 point S. 

DCmonstration: Etablissons ce résultat dans le cas ou la différence s'-s est impaire. 

A tout point (x,y) de G, on associe le point (xl,y') défini par x1=s'+s-y e t  y1=s'+s-x. Ce point vé- 
r i f ie:  x'-y'=x-y e t  (x'+y')+(x+y)=2(s+s'). Alors la condition 2sr2(s+s')i2s' est équivalente à: 
2si2(s+s')-(x'+y1)i2s', soi t  à: 2six'+y1i2d', tandis que 2dix-y i2d'  équivaut à 2dix'-y'i2d'. 
Ainsi, l'application F:(x,y)+(x',y') applique la grille de Pl dans le  quinconce O de mêmes bornes. 
Puisque G est inclus dans Pi, on a x-y=i (mod 2). D'autre part: 

s'-s= 1 (mod21 entraîne x'= 1 -y  (rnod2) e t  y'= 1 -x (rnod21, d'ou x1=y'= 1 -i (mod21, 
e t  alors (x',Y')E Pl-i. Donc F applique l a  grille G de Pi dans la grille G' de Pl+ de mêmes bornes. 
En prenant i '= 1 -i, on voi t  que F applique la gril le G' de Pl-, dans la gril le G de Pl: F est donc une 
bijection de G sur G': ces deux grilles ont même cardinal. Or le quinconce O de mêmes bornes vérifie 
O=GuG1 et  compte (SI-s+ 1 )(dl-d+ 1 )  points. D'ou le résultat dans ce cas. 
Dans le cas où la différence dl-d est impaire, un raisonnement analogue conduit au même résultat. 

Proposi t ion 4.1 1 .  Si la gr i l le G de Pi de bornes s,s:d,d'est telle que les deux différences s'-s et 
d'-d soient paires, alors la gril le G compte: 
(SI-S+ 1 )id'-d+ 1 )+ Il/2 points s i  s+d et i ont la même parite; 
(5'-S+ I )id'-d+ I 1- 11/2 points sinon. 

DCmonstmtion: La figure 10 permet de suivre plus commodément cette démonstration. 
La translation T: (x,y)+(x+ 1 ,y+ 1 1 transforme la gr i l le G en une gr i l le G de P,-i de bornes 
s+ 1 ,s'+ 1 ,d+ 1 ,d'+l . Introduisons les deux grilles diagonales: 

~ D = ( ( X , ~ ) E  pl I 2d ix -y i2d '  e t  x+y=2(s1+l  11 

Dénombrons les ClCments de D: D s'écrit sous la forme D=D1uD", où D ' = { ( ~ , y ) ~ P ~ 1 2 d i ~ - y ~ 2 d ' - 2 ,  
x+y =2s1+2) e t  Du= { (x ,y)~ Pilx-y=2d' e t  x+y=2s1+2). Puisque dl-d est pair, on peut appliquer la 
proposition 4.1 0 à D': D' compte (dl-d)/2 points. 
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D'autre part, le quinconce qui a les bornes de D" compte un seul point, le point (x,y )=(d'+s'+ 1 ,s'- 
dl+l).  Ce point v t r i f ie  donc x=y=s+d+l (mod 21, e t  il n'appartient à 0" que si s+d+ I = i  (mod 21, 
c'est à dire si s+d et i sont de parité diffkrente. 

(d'-d)/2 points si s+d e t  i ont la même par i t t  
D comptera donc: dl-d)/2+ 1 points sinon. 
Les deux ensembles G d  et  G,u O, sont respectivement les grilles de Pi et  P,-i sur les mêmes bornes 

s,sl+ 1 ,d,dl. D'aprts la proposition 4.1 O, GuD compte donc (sa-s+2)(d1-d+l )/2 points. II suffit de 
retrancher les points de D pour aboutir au résultat annonct. 

...... c-.i ...... "......... 
?:.;.;.?: di ago na1 e O, ..... g.......... -. 

Proposition 4.12. Si la gri l le G de Pi de bornes s,s',d,d'n'est pas reduite a une gri l le diagonale, 
alors toute base de G comptera s'-s+d'-d points. 

démonstration: D'aprts les deux propositions précédentes, la grille G compte: 
[(SI-S+ 1 )(dl-d+ 1 )+a,l/2 points 

s i  (SI-s+ 1 )(dl-d+ 1 =O (mod 2) 
ou a,= 1 {O1 s i  (sa-s+l)(dl-d+l) =1 (mod 2) e t  d+s-i=0 (mod 2) 

s i  (se-s+l )(dl-d+l) = 1 (mod 2)  e t  d+s+i= 1 (mod 2) 
Si s'-s22 e t  dl-dl2, alors la gri l le de Pi de bornes s+ 1, s'-1, d+ l  , dg-1 (dont les points sont en 

bijection avec les croix de G) comporte [(SI-s+1 )(dl-d+l )+a,l/2 points. D'où, par différence, l e  
nombre de points de la base. 
Si l'une des di fftrences sa-s ou dl-d est égale à 1, la grille ne comporte aucune croix: elle est donc 
identique à sa base. II suffit alors de dénombrer le nombre de points de la grille en notant que nous 
sommes a lon  dans les conditions d'application de la proposition 4.1 0: 
si s'-s= 1, on a: n,=(d'-d+ 1 )(s'-s+ 1 )=dl-d+ 1 =dl+d+s'-s; 
si dl-d= 1, on a: n,= (dl-d+ 1 )(SI-s+ 1 )=sa-s+ 1 =s'-s+d'-d. 

On appellera prdgri l le  P de la gri l le G toute partie P de G contenant une base de G. On appelle 
c œ u r  d'une prégrille P la partie de P constituée par les centres des croix contenues dans P. 
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. par exemple, les ensembles introduits lors de la définition des bases de grille sont des prégrilles 

et  les bases de grilles sont des prégrilles dont le cœur est vide. Comme pour les quinconces, une 
prégrille ne peut être prégrille que d'une seule grille. Si P est une prégrille de G, toute base de G 
incluse dans P sera appelée base de la prégrille. 

4.3.5 Bases simples de gril le 

+ 

+ 4 + 

0 + (I, + + 

+ + * + 

+ O 

Une base B d'une grille G est dite simple s'il est possible de numéroter les points b, ( k =  Il.. .,pl de 
k 

prégri I I  e 

+ éléments de l a  base 
autres éléments 
de l a  prégr i l le  

éléments n'appartenant * par i l a  p r é g r i l l e  

cette base de façon que, pourk= 1,. . ..p. l'ensemble Bk= U b ]  soit une base d'une grille 6,. m 
)= 1 

Toute prégrille définie au moyen d'une base simple est dite simple. 

En general. une base de grille n'est pas simple: c'est le  cas de la base introduite dans la figure 9. 

base simple 
d'une p r é g r i  11 e 

numérotation de3 élément3 a d e l a b s a e s i m p l e  

+ autres éléments de l a  prégr i l le  

éléments n'appartenant * pas i l a  p r é g r i l l e  

Proposi t ion 4.13. Soit B=lbpj=I  . . . . ,p  l une base simple d'une gri l le G de Pi, d laquelle est 
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i 

associée la suite finie Bi= ()!b,l 1) des bases des gril les int ermediaires G, i= 1 , .  ..,p. Alors, i l  

existe une suite de grilles diagonales (gi),,..p tels que : 
b , ~ g ,  et G,=G,-,ug, (pour i=2 ...p ) 

Preuve: Notons si, s',, di, d', les bornes de la grille Gi. Supposons que (s',-si) (d',-di )>O. D'après la  
proposition 4.12, sa base comptera sl,-s,+d',-di points. D1apr+s la proposition 4.8, G,-, est incluse 
dans G,, on a: sissi-, i ~ ' , - , i s ' ~  e t  diid,-,id1,-, sd',., e t  la base Bi- compte S',-,-S~-,+~'~-, -di_, + 1 

points. Alors Bi=Bi,,u(bil implique: (SI,-sI+dgi-di 1-(s',_,-si-,+d',-,-di,, )= 1 ,  soit: 
(SI,-SI,-, )+(dgi-dg,-, )+(di-l-d,)+(s,-,-si )=  1 .  

Un raisonnement semblable à celui mis en œuvre pour les quinconces dans la proposition 4.5 con- 
duit à l'existence d'une grille diagonale g, satisfaisant b,egi e t  G,=Gi-l~, dès que: (s',-si) tdIi-d, )>  0. 
Dans le  cas où l a  grille G, est diagonale, un raisonnement dementaire mais assez laborieux montre 

que Gl=G,-,ug, où g, est &duit à un seul élément qui n'est autre que bi. 

4.4 Sur quelques quadril lages part icul iers.  

4.4.1 Sur les bases. 

Dans les paragraphes 6 e t  7, nous serons amenés à considérer des quadrillages en gril le ou en 
quiconce d'une structure assez particulière pour lesquels il nous sera très utile de pouvoir exhiber 
une base simple. les deux propositions qui suivent répondent à cette attente. 

Pour ne pas alourdir exagérément les notations, nous poserons: 
2 A l ( n ) = { ( i , l ) ~  2l211=j+2k, k=O ,..., n-11 et  I':(n)= t(1.j IE Z 11=i+2k1 k=O ,... ,n-11. 

Nous avons alors les deux résultats suivants: 

Proposition 4.1 4. Soient t ro is  entiers n,p,q vérif iant nk I et  Oip,qin. 

Alors l'ensemble ~ ' , ( n , p , q ) = ~ , + ~ ~ n l u ~ , ~ ~ ~ ~ n ) u ~ ~ ~ ~ ( p ) u ~ j ~ ~ ~ + ~ ( ~  est une base simple de la 

gr i l le  G de PA de bomes:i+j+Z,i+j+2n+2q+2,i-j-2p,i-j+2n, où Â~lO,11 désigne la pari té de i+j 

(c'est d dire: i+j=Â (mod2)). 

-. 
Proposi t ion 1.15. Sous les mêmes condit ions, I'ensemble ~ , ~ n l p l q ) = B > , ~ n l p , q ) u l ( i +  1 , j+ I 11 

est une base simple du quinconce O de mêmes bornes 

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de ces deux propriétés. Dans chaque cas, il suffit 
d'exhiber deux numérotations convenables: 

1 "  une numérotation des points du complémentaire de la base telle que l'addition de chaque nouveau 
point augmente le nombre de losanges (ou de croix) d'une unité, ce qui montre qu'on a bien une 
base; 
2" une numérotation des points de la base telle que chaque sous-base intermediaire soit base d'un 
sous-quinconce (ou d'une sous-grille), ce qui montre que la base est simple. 

II s'agit d'un exercice simple mais fastidieux dont nous esquissons ci-dessous sous forme de figures 
une solution dans un cas particulier (n=3,p=2,q= 1 ) .  
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base simple d'une gr i l le  

@ numérotation des points de l a  base 

@ autres éléments de l a  gr i l le  

on a encadré chacune des 9 grilles Gi 
dont les bases respectives Bi sont: 

i 
Bi= .U ( b j )  

1: 1 

+ 
I 

+ 
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+ 

base d'un quinconce 

base d'une g r i l l e  
part icul ière 

+ points de la  base 

numérotation du complément O de l a  base dans l a  gr i l le  

ms ou ++i 
-t numérotation des centres des croix 

associées au complément de la base 

+ poi nts de l a  base 

numérotation des points a du complément de l a  base 

numérotation des centres 
O des losanges associés 
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base simple d'un quinconce 

numérotation des points 
@ dela basesimple retenue 

on notera que cette numérotation 
déduit de celle de l a  figure 14 par 
un si mpl e décel ege d'i ndi ce. 

complément de l a  base 
+ sans~equinconce 

on a encadré les aui nconces 
successifs Oi de base Bi 
défi n i t  par: i 

B~=!J 1'1 {bj) 

4.4.2 Sur les carr ts .  

Dans les paragraphes qui suivent. il sem commode de désigner sous forme concise l'ensemble des 
points d'une grille qui sont localises a Ilinterieur d'un carre. A cette fin4 nous introduirons encore 
les définitions suivantes qui sont illustrées par la figure 17: 

Soient 1,l',c,c1 des entiers relat i fs vérifiant: Y=]'-1+1 =ce-c+1 L I  e t  i~IO.11. 

On appelle carrt de Pi de bornes 21+i4211+i,2c+i,2c'+i et de coté y l'ensemble: 

C= l ( x , y ) ~  Pi  l 21+iixi211+i, 2c+i iy i2c1+i) .  
0 

Dans un te l  carré, on distingue l'int &rieur: C= l ( x , y ) ~  Pi /  21+i<x<211+i4 2c+i<y<2c1+ii, 

- 

e 

et la f r o n t i é r e :  Fr(C)=C\C. En outre on appelle ce in ture  du carré C la réunion des croix 
centrées sur C et privée de C. 

I 

car ré  de coté 4 

ceinture du carré 

frontière du carré 

intér ieur du carré 

centre du carré 

le' couple de poi nts opposés 

~ " ~ c o u ~ l e  de poi nts opposés 

les deux couples de points opposés 
choisis sont symétriques l'un de 
l'autre. 
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En particulier, l'ensemble ne comportant qu'un point d'une gr i l le  est un carré de côté 1, d'inté- 
rieur vide, e t  dont la ceinture compte quatre points. 

Deux points ( j ,k) e t  (j',kl) appartenant d la ceinture d'un carre C de Pi de bornes 2l+i,  211+i, 
2c+i et 2c'+i seront dits opposes par rapport à ce carré si l'on a: 

j+ j '=2( l+ la+ i )  e t  k+k1=2(l+l '+i).  
Deux paires de  points opposés par rapport au carré C: ( ( j ,k)  e t  (j',k'), d'une part, ( j l , k , )  
et (j',,k', ) d'autre part)  seront d i ts  symktr iques par rapport b C si  l'on a: 

l j - j ' l= lk, -kg, /  e t  l k - k ' l = ~ l  - j e l / .  

On utilise les notions de quadrillage pour dCfinir les notions d'&-tableaux en croix e t  en losange et  
on caractérise ceux qui sont normaux. Le mode de repdsentation retenu permet de munir l'ensem- 
ble des &-tableaux d'une stnicture topologique. Les deux résultats essentiels sont la densité des &- 

tableaux normaux dans l'ensemble de tous les &-tableaux e t  la  liaison entre la normali té des &- 

tableaux en losange et  celle des &-tableaux en croix qui s'en déduisent par restriction. 

5.1 Les &-tableaux en  losange. 

Soit O un quinconce, P un préquinconce de O, de cœur C, e t  A une partie non vide de E,. 

On appelle &-tableau en losange (en abrégé: &-TL) défini  sur P à valeurs dans A une 
application a de P dans A, qu'on notera (a(,J,)(iJiy OU plus brièvement ap et qui vérifie: 

Remarque. Cette définition implique que les expressions qui figurent dans les deux membres 
soient définies, c'est à dire que l'on n'ait ni a,,,, j,=a(i-l ji=-, ni a(ij,l,=a(ij-I,=-.Par contre, un des 
quatre termes peut être infini: ceci entraîne a l o n  que les deux termes qui figurent dans l'autre 
membre soient égaux, mais distincts de W. Dans la pratique, on se l imite aux choix A=E, ou A =  Rm. 

Soient P, inclus dans P, des préquinconces respectifs des quinconces O, et O,. 

Tout &-TL a (d4fini sur Pz) induit sur Pl un &-TL qu'on appellera r e s t r i c t i o n  de a à Pl .  
"2 pz 

L'opémt ion inverse de la restriction est une opémt icn mult ivoque dont chaque occurrence sera ap- 
pelée extension de a d P,. Une telle extension peut ne pas exister  Un &-TL ap sur le préquin- 

" 1  

conce P sera dit normal s'il est la restriction à P d'un &-tableau de Rm sur un quinconce contenant 

P. Cette notion de normalité d'une-tableau est étroitement liée à celle d'une table de Padé [l I I .  

5.1.2 Topolog ie  sur l e s  &-TL. 

L'ensemble Ap des applications d'un préquinconce P dans (E,) Csrd(P) est un espace topologique dès 

qu'on le munit de la topologie de l'espace produit n E,,,. Notons Lp le sous-ensemble de A, constitué 
i i j k P  

par les &-TL sur P dans E,,,. La topologie de A, induit sur Lp une structure d'espace topologique. 

L'espace A, est compact en tant que produit d'espaces compacts. II s'ensuit que Lp sera relative- 
ment compact. Plus pdcisément, on a le résultat suivant: 
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Proposition 5.1. Pour que L, soit compact, i l  suffit que P soit une base de quinconce. 

Démonstration: Si P est  est une base, son cœur est vide. II y a donc identi té de L, e t  A, et  la 

compaci t t de A,, assure le résu1 tat. 

5.1.3 DensitC des &-TL normaux. 

Proposition 5.2. Soit B une base simple du quinconce O. L 'ensemble des E- TL normaux sur B est 

dense dans 

Demonstration: D'aprés la définition d'une base simple, il est possible de numeroter les n+l 
i 

Cléments bi de B de façon que l'ensemble Bi= U lb , )  soit une base du quinconce Oi pour i=O ,... ,n, 

5=i 
avec: Qo=B,, O, =O e t  O. inclus dans 0, pour i =  1 ,..., n. D'après la proposition 4.5, Qi peut s'écrire: 

1- 1 1 

Oi =O,-, uq,, où q, est un quinconce diagonal contenant b,, i =  1 ,..., n. 

Fixons l'indice i :  1 i i i n .  Montrons tout d'abord que, si a est un &-TL sur O,-, dans R (c'est à dire 

normal), il existe un e t  un seul &-TL a' sur QI dans Em te l  que: 

a',=a, Vlc O,-, e t  a' =x où x est un élément donné de Em. 
b, 

Puisque q, est un quinconce diagonal contenant bi, il existe une suite (finie) de quinconces diago- 
k O k k-l 

naux (qi )k=o.k, vérif iant I'initialisation q, ={bi) e t  la récurrence q, =q ~(a,), k= 1 ,k,, où les ai 
I 

k k 
sont les élkments de q, pris dans ordre convenable. Chacun des ensembles Oi =O,-,uq, contient un 

point e t  un losange Lk de plus que le précédent pour k= 1 ,..., k,. Ceci permet de déterminer de fa- 
çon unique les valeurs a' en utilisant la relation du losange. En effet, chacun des losanges L, com- 

ak 

porte deux sommets contigus appartenants à O,, donc distincts de -. La valeur du troisième sommet 
k- 1 

inclus dans Oi définit donc celle du quatrième sommet (même si la valeur au troisième sommet est 

confondue avec O, comme on l'a vu en remarque 1 1. 

Montrons maintenant qu'il existe un nombre fini de valeurs XEE, telles que la condition a' =x im- 
b, 

plique que a' n'est pas un €-TL normal sur 0,. Pour qu'il en soit ainsi, il faut e t  il suffit qu'en un des 

points ak de la diagonale q,, on ai t  a' = W .  Notons que, pour k fixé, l'ensemble B,_,u(ai() est une 
% 

base de O,. En appliquant le résultat précédent à cette base, on voi t  que a' =- implique que a 
% b 1 

prenne une valeur xk parfaitement définie, e t  ceci pour k=O, ... ,ki. 

II s'ensuit que l'ensemble des &-TL normaux sur Bi est dense dans l'ensemble des E-TL définis sur 

8, dont la restriction à Bi_, est normale: en effet, parmi les &-TL définis sur Bi dont la restriction à 
Bi-, est normale, seuls un nombre fini ki+ 1 d'entre eux ne sont pas normaux. 

On peut encore traduire ce dernier résultat par: 
L'ensemble des &-TL définis sur B dont la restriction à 8, est normale est dense dans l'ensemble des 

&-TL définis sur B dont la restriction à BI-, est normale, e t  ceci, pour i =  1 ,  ... ,n. 

La transitivité de la densité assure alors le résultat annoncé. 
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:' 5.2 Les &-tableaux en  c ro i x .  

Soit G une grille, P une prégrille de G, de cœur C, et  A une partie non vide de E,. 

On appelle &-tableau en cro ix  (en abrége: &-TC) défini sur P d valeurs dans A une application 
a de P dans A, qu'on notera (a(w)cuir ou plus brievernent ap et qui vérifie: 

Soient P, inclus dans P, deux pegr i l les  respectives des grilles G, e t  G,. 

Tout &-TC8 defini sur Pz induit sur Pl un &-TC qu'on appellera r e s t r i c t i o n  de a à P,. 
"2 "2 

L 'opCrnt ion inverse de la restr ict ion est une operat ion mult ivoque dont chaque occurrence sera 
appelee extension de a à P, Une telle extension peut ne pas exister. 

" 1  

Un &-TC a, sur la prggril le P sera d i t  n o m a l  s'il est la restr ict ion d P d'un &-TC de R sur une 

gril le G contenant P telle que, pour tout couple (u,v) de points voisins, on ait: a,*a, 

5.2.2 Topolog ie  su r  l e s  &-TC. 

Leensemble A, des applications d'une prégrille P dans ( E , ) ~ ~ ' ~ '  est un espace topologique compact 

dès qu'on le  munit de la topologie de l'espace produit n E,. Notons C, le sous-ensemble de A, 
(IJIEP 

constitué par les &-TC sur P dans E,. La topologie de A, induit sur C, une structure d'espace topo- 

logique. L'espace A, est compact en tant que produit d'espaces compacts. Il s'ensuit que C, sera re- 

lativement compact. Dans le cas particulier ou P est une base de grille, C,est compact. 

5.2.3 DensitC des &-TC normaux.  

Proposit ion 5.3. Soit 5 une base simple de la grille G. L'ensemble des &-TC normaux sur B est 
dense dans Cg 

DCmonstration: La démonstration se calque sur celle de la proposition 5.2 relat ive a la  densité 
des &-TL normaux. Nous ne la détaillerons pas ici. 

5.3 OpCrations sur  l e s  & - t ab leaux .  

5.3.1 OpCrations su r  l e  suppor t .  

Certaines opémtions sur le support (préquinconce ou prégrille) d'un &-tableau ne modifient pas la 

nature de cet &-tableau. Ces opérations consistent essentiellement en une modification de la numé- 
rotation des points du support et, pourvu qu'elles préservent la  position relat ive de ces points, 
elles n'ont aucune incidence sur les &-tableaux définis sur ce support. Ces opérations sont: 

la  translation: (i,j) + (i+k ~ + l )  , V k , l ~  Z 
l a  symétrie verticale: (il]) + (-i j l  
l a  symétrie horizontale: (il]) + (1,-j) 
la  transposition: (i,j) + (],i l  

e t  tout produit de ces op6mtions. 

Cette invariance des propriétés d'un &-tableau par rapport a la numérotation du support permettm 
d'établir des propriétés particularisant une orientation ou une direction. 
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5.3.2 OpCrations sur  l e s  & - T C .  

L'opération K étant préservée dans toute transformation anallagmatique (produit d'isométries, 
homotéties ou inversions), le transformé anallagmatique point a point d'un &-TC sera encore un &- 

TC. Cette propriété permettra de t ra i ter  l e  cas où des points d'un &-TC deviennent infinis en les 
banalisant au moyen d'une inversion. 

5.4 Liaison des &-TL e t  des & - T C .  

Bien qu'elles aient été introduites indtpendamment l'une de l'autre, les notions d'&-TL e t  d'€-TC 
sont étroitement 1iCes par le résultat suivant: 

Proposit ion 5.4. Soit U un quinconce de  bornes sJs;dJd'et soient Gr = U n  Pr Ip=O, I I  les deux 

grilles associées d ce quinconce. 
( i l  Si t est un &-TL sur 0, alors la restriction de t d Gp est un&-TC. 

( i i )  De plus, si t est normal alors sa restriction 6 Gp est aussi normale. 

( i i i )  Si t est un E- TC normal sur Gp e t  Bp une base de Gc, et  si 8=Bp U tb) est une base simple de 

Q (avec brG,,), alors, 6 tout a r R M  on peut associer un e t  un seule-TL u normal sur B 

te lque:  uA=tn,bXEGp etu,=a. 

Dtmonstration. Etablissons successivement les trois points (i l, (ii), ( i i i ) .  

(il Il suffit de montrer que, pour toute croix de G , la relation de la croix est satisfaite: 
Ci 

Soient (i,j), (i+2,j), (i-2.j), (i,j-2) e t  (i,j+2) les éléments d'une croix de G Alors les  
Ci' 

quatre points ( i+ l , j+ l ) ,  ( i + l  ,j-11, (i-l,j+l ) e t  (i-1.j-1) appartiennent à O e t  on a les 
quatre relations: 

- 1 
$i+l )%i-l j + t  )= (t(i+2,j)-t(i8j)) 

- 
t( i+ t  A-, )-t(i-~,j-i )- (t(i,j)-t(i~-2) 1- I 
t(i+l j+l)-t(i+l j - 1 )  = (t(i+2j)-t(ij))-' 

- -t .- . )-' 
t(i-l j + ~ ) - ~ ( i - ~ , j - ~ l  - (t(~,j) (1  2,~) 

En ajoutant membre à membre la première e t  la quatrième équation d'une part, la seconde e t  la 
troisième d'autre part. on obtient: 

(t,i,j+2,-t,i j,)-' - ( t(i-2ji-t,i,j)~-' = ( t(i+2,j)-tli - ('(i,j-2) -t O,]) . . 1-1 
La régle de la cruix est bien vérifiée. 

(ii) Si 1P-TL t est normal. alors ta*-, VkO.  e t  a fortiori. V k G p  Il reste à montrer que. si l e t  v 

sont voisins dans Gr, alors tl+t En effet, I et  v sont opposés dans 1 e losange centr-6 en (l+v)/2. 

Notons A' et  v' les deux autres sommets de ce losange. Si ta=\, on a: tx-tv~=i(ta-tv)-l =- , ce qui 

est impossible car tx e t  t,,sont distincts de m. 

liii) Puisque B est une base simple de O, il est possible de numtroter ses n+ 1 tléments bi de façon 
i 

que B, = Utb, )  soit base d'un quinconce Oi pour i=O, ... ,n. Il est aisé de voir  que ~ P B ~ = Q ~ ,  ce qui 

)= l 

t, si 1eB1\(b) 
assu-re la normalité sur 0 ,de l'r-TL de fini pa r  u,= { 

a si l=b 
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t, si 1.~0~-,"P, 
11 existe donc i22 e t  un &-TL u normal sur Oi-l te l  que: u,= 

a si I=b 
imposons maintenant ubi=tbi. De la même façon qu'en 51.3. la normalité de u sur O,-, nous permet 

de construire une extension de u sur O,. La restr ict ion à Gp n 0, de cette extension est un &-TC 

identique à t sur la base Bpn 4 de Gpn Oi Elle est donc identique a t sur Gr n O,. 

Supposons que cette extension ne soit pas normale sur Qi. Il existe donc un indice l ~ q ,  te l  que u,=-, 

ce qui équivaut encore à: il existe m losange de Qi contenant 1 dont deux sommets opposés X et  v vé- 

r i f ient: UA=+ Aucun des trois points 1, A, ou v ne peut donc appartenir à Gpn O ,  La contradiction 

provient du fait que trois sommets d'un losange n'appartiennent pas au même PI, L'extension est 

donc normale sur Ois Viin. 

6.1 In t roduct ion.  

Limites d'&-TC normaux 

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à des &-TC définis sur des prégrilles particulières. Nous 

allons montrer que, si une suite d'&-TC normaux est te l le  que sa restriction à une certaine base 

(simple) tende vers un €-TC satisfaisant certaines conditions, alors cet &-TC limite peut être défi- 
ni sur une prégrille au moyen de nouvelles règles généralisant les règles classiques. 

-1 a r t icu la t ion des  
démonstrations 

[P6.2o(+IP6.3(1)-+IP6.4(1)1 

J J 
~P6.1(2)1-+lP6.2(2)]+lP6.3(2)~+lP6.4(2)~ 

J J 
(P6.1(3)1-+~~-+~P6.3o]-*lP6.4(3)~ 

0 0 

# m f m 

m 
0 0 

~ 6 . 1 ( n - l ) l = ~ 6 . 2 ( n - 1 ) 1 ] + ~ ~  

J J 
~P6.l(n)(-t(P6.2O'+IP6.3(n)I-*IP6.4(n)l 

Ce résultat sera énoncC au moyen de la proposition 6.4. Pour l ' ttablir, nous ferons appel aux trois 
propositions 6.1,6.2 e t  6.3 dont la démonstration se fait  par récurrence simultanée. En effet, cha- 
cune de ces propositions énonce une pmpr i t té  relative à un entier positif n. Pour pouvoir démon- 
t r e r  la  proposition 6.1 pour n12, il faut avoir établi l a  proposition 6.2 pour n-1, tandis que la  
preuve de la proposition 6.2 pour n22 fait  appel à la proposition 6.3 pour n-1. D'autre part, pour 
n fixé, la proposition 6.2 se déduit de la proposition 6.1 e t  la proposition 6.3 de la proposition 6.2. 
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Le processus est initialisé par le fait que la proposition 6.2 est immédiate pour n= 1. Enfin, pour - tout n, la proposition 6.4 se dtduit de la proposition 6.3. Ce schéma de démonstration est décrit par 
la figure 18. 

6.2 Enonct des t ro is  p rop r i t t t s .  

Dans les trois propositions qui suivent, n est un entier strictement positif. 

Proposition 6.1. Soit t un &-TC défini sur la base &n-lJn-lJ 1 )  t e l  qu'il existe XE Rm 

1'2 
e t :  a ~ f l ~ ~ ( n - 1 ) ~ ~ ~  (n- l l *  tA+x 

(k l 
Alorspourtou~ewiteu d&-TCnonnaux dont larestrictiond &ln-1,n-/,O) converge vers tJ on 

(k) 
a:  LA{::(^) 3 l im UI=X 

Proposition 6.2. Soit t un &-TC défini sur la base B',(nJn (avec Irprn) et te l  qu'il existe XE 

(k 
Alors pour toute suite u d'&-TC normaux dont la restriction d &.(nJnap) converge vers tJ on a, en 

posant p'=min(p+ t ,n): 
j +2 j+2 f k )  

V A  E ~ l , + ~ ( n )  u A ~ + ~ ~ ( P ~ )  u P,;?(~J') * lirn UA =x 
k- 

fk) - et  m i . . ,  p * lim u ( ~ + ~ ~ ~ + ~ ~ + ~ , -  t . .  t .  K(X ' (i-2n+~-2mj) ' (i~+2n+2-2m)' (i+2n+2j+îrn) 
1 

k-b- 

Proposition 6.3. La proposition 6.2 reste vraie s i  X=W. 

6.3 Ddmonstration de l a  proposit ion 6.1 

Pour établir la validité de cette proposition pour une valeur n12 donnée, nous supposons démontrée 
la proposition 6.3 pour l a  valeur n- 1 .  Pour n= 1, une telle hypothèse est inutile. II est clair que 
l'on peut se contenter d'établir la proposition pour i=j=O. 

D'aprés la proposition 4.1 4, ~:(n-1 ,n-1 ,l ) est une base simple de la gril le G,-, de bornes 

(k) O 
2,2n+2,-2n+2,2n-2 (voir figure 19). Puisque les &-TC u sont normaux sur Bo( n- 1 ,n- 1 , l  1, 

(k) 
en tout point k ~ i ( n )  contenu dans G,-, on a u >L R m. 

(k) 
Comme E, est compact, la suite ( u 1 admet au moins une valeur d'accumulation. Si, pour tout 

XE h:(n), ces valeurs d*accurnulation ne sont pas distinctes de x, le résultat est Ctabli. 

C'est en particulier le cas pour le point h=(2,4). En effet, les valeurs 
(k) (k)  (k) (k) (k) (k) -1  (k) (k) 

1- '+(u - u  )-1 jl 
(2,41=~ (2.21''' (4.2; (2.2) (0.2) (2,2) ) -( (2.0)- 12.21 

(k) 1 
tendent ven: lirn u ~2, , ,=x+[(x-x) -1+(t~o,2) -~) -  -( t(2,0)-X)-1j1 =X. 

k+ 

La proposition est donc bien Ctablie pour n= 1 
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(k) ' Dans le  cas contmirr. notons m le plus peti t  indice tel que la suite u (2,2m) ai t  une valeur d'adhéren- 
(k) 

ce y distincte de x. Puisque l im u(~,~,=x,  cet indice m est strictement compris entre 1 et n 
k+ 

Considérons alors l e  sous-ensemble de la grille Gw,: 
- 

B o o m -  l m -  1 = A(2,2,(m) u A(,,,)(m- 1 u r(0,2,(m- 1 1. 
(r)  

C'est une base de la gril le G' de bornes 2,2m+2,-2m+2,2m-2. On note ( u la sous-suite 
m- 1 r~ IN' 

(k) (r) 
telle que la suite de terme génCml u tende vers y quand r tend vers l'infini dans 

de ( )kE IN 2 2m 

- 0  
N'. Cette suite d'&-TC (normaux) est telle que sa restriction d Bo(rn- 1 ,m- 1 , l )  converge vers un 

t En appliquant la  proposition 6.2 avec l'entier m- l in - I l  on a: w(2m,2i=K(~.t(o,2m-2)l (0,2m-2) , Y ) .  

t Alors le  fait que tlopm-2). I02mhn-2) et y sont distincts de x implique que w ( ~ ~ , ~ )  soit également dis- 
(k) (k) 

t inct de x. O r   est la limite de la sous-suite (u (2m,2) kdN. extraite de la suite (u (2m,2))kEIN 

convergeant vers t(2m2i=~. D'où la contradiction. 
(k) 

Il s'ensuit que pour tout min. la suite converge vers x. 

O ? 4 6 2n.-2 2 n  

o.. ................ 

2 ........ . . . .  + 
I 

I 
1 t-l A: (n-1) 1 

4. ....... + ) +  
I 
I 
I 
I 

6 ........ + :+ 
I 
I 
l 

a  I a  
8 1 .  
a  1 .  

* 
I * 

r t (n -1 )  1 
A 

2 n.. ............. .+ - 
A -1 r &,-I) 1 

h - 

1 figure 19 1 
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6.4 Dtmonst ra t ion de l a  propos i t ion 6.2 

Notons que, dans le cas n= 1, cette proposition ne fait qu'exprimer la continuité de l'application K. 
Elle est donc établie e t  nous supposerons désormais n22. Comme dans le cas précédent, nous nous 
contentons d'ttablir la proposition dans le cas où i=j=O. 

O 
D'après la  proposition 4.1 4. Bo(nInlp) est une base de la gri l le GE de bornes 2.2n+p+2,-2n12n. 

O 
Soit une suite d'€-TC normaux dont la restriction à Bo(n,n,p) converge vers t .  L'application de la 

(k) 2 
proposit ion 6.1 (avec l'indice n) assure que: l i m  uA=x1 "XEA2(n). De façon symétrique, on 

k+- 

(k) 2 
obtiendra: l im uA=x, ~ A L + 2 ( p ' ) ,  où pl=min(n,p+ 1 1. 

k-l- 

-0 O 
D'apres la  proposition 4.15. Bo(nlnlp)= Bo(n,n,p)u{( 1 .l)1 est une base du quinconce 0; de mêmes 

(k) (k) 
bornes que 6:. Soit a, un dernent quelconque de R m. A tout &-TC (u ). associons l'&-TL ( v  ) défini 

-0 (k) (k) O (k) 
sur la base Bo(nlnlp) p a r  v l=u A ~ h B ~ ( n , n , p )  e t  v )=ao 

(k) 
D'après l e  point ( i i i )  de la  proposition 5.3,1'~-TL v est normal. Considérons alors la restriction 

(k) 
ckv à la grille complémentaire 5 :de dans 0: e t  appliquons à nouveau la proposition 5.3. D'après 

(k) 
les points ( i l  et (i i) de cet te proposition, v est &-TC normal. 

1 - P .  
D'apres la proposition 4.14, l'ensemble B (n-1 ,n- 1 ,pl est une base de la gr i l le  G n  incluse dans 

E: e t  de bornes 4, 2n+2p+2, -2n+2, 2n-2, e t  il suff i t  de lui  adjoindre les  t ro is points ( 1  , l), 

(k) ( k )  
(2n+111) e t  ( 1,2n+ 1 ) pour obtenir une base de G :. Notons w l'&-TC restr ic t ion de v à G n. 

(k) 
Précisons maintenant les  valeurs de cet E-TL v sur cette base de G K. Après quelques calculs 

(k) 
élémentaires utilisant la  relation du losange (5.1 (toujours applicable puisque l'&-TL v est nor- 
mal 1, on obtient: 

1 

(k) - (k) (k) (k)  
= w  -u 1- 1 = 1 ,...,p; 

(~n+1,21+1)- W(2n+~ ,21+ (2n+l ,l ) (2n+2,2a) (2n.2~)  
O= I 

Quand k tend vers l'infini, ces quantités tendent respectivement vers: 
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5 1 

Nous sommes maintenant dans les conditions d'application de la proposition 6.3 avec l'indice n-1 
(k) 1 

En effet, la suite w d'&-TC normaux est telle que sa restriction b la base BI (n-1 ,n- 1 ,pl tende vers 

un &-TC w vérifiant: IWA*- ~ & r : ( n -  1 )u~ : (n -1  )UA:,+ ( n -  1 > 
D'après la proposition 6.3 (appliquée avec l'indice n-1 1, on a: 

(k) 3 3 
l im  wl=- VX E A3(n-1) u A2n-l(p') u ~ ? " ( p ' )  où p1=min(p,n-1 ) 

(k)  
l i m  w - W W -w 

1 
(2I+1,2n*l )-K(00'W(2n*~-21,~)' (1,2n-21+1)' (2n+1,2i*1 ))=W(i,2n-2i+~ )*W(2n+î,21+i) (21-1.1-21.1) 

(pour  1 = 1 ...p 
Explici tons alors le second membre: 

(k)  
Revenons à l'&-TL v . I l  véri f ie: 

(k) (k) (k)  (k)  (k)  (k)  
v - v = (v - v 1 - 1  = -w 

(21+2,2n) (2i,2n) (21+1,2n+l) (21+1,2n-1) (Wi2i+l.2n+! i (21+1,2n-1 1 -  pour 1 = i ,...,pl, 
(k) (k) (k) (k)  

-v ) - L w  -w pour I = 1 ,...,p. et ( V(2~+2,2n) (21,2n) (21+1,2n+l) (21-1,2n+l) 

Rappelons que nous avons déjà monte  que: 
(k) 

lim W(21+1.2n-~ 
=- 1 = 1 #...,p' 

k-uoo 

(k) (k) 
Nous avons alors: v (21+2,2n) -w 

(21+1,2n+l) (21+1,2n-1) 
1- 

)' 1 
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(k)  (k) 

Puisque nous avons l im *(21+, ,2n-11 =oo et Fs w ( 2 ~ + ~  2"-11 =-,le second membre de cette égalité 
k-cm 

(k) 

tend vers O quand k tend vers l'infini. II s'ensuit que: l im v (21+2,2n) =x (pour 1 = 1 ,...,pl 1, soi t  : 
k p o  

(k) 
i im u A =x, VXEA:"( p l ) .  
k a  

(k) (k) (k) (k) - 1 
Enfin des relations: ( v (21,2n+2) -v -w 

) ="(21+1,2n+ii (21-1,2n+1) (pour 1 = 1 ,...,p' 1, nous tirons: 
(21.2n) 

(k)  - I - 1 
- 1 - -  1 ~ ~ '  " (21,2n+2) -' ) - rx-t(0,2(n-1+l)) j l + [ t  (2n+2,21 )-XI +rX-t(2(n-l+ l 1.0) 1 , 1 = 1 ,...,pB 

(k) - soit: F i  u (2,, 2n+2)- t t (X  't(2n+2-2~,~)' (0,2n+2-21) ' (2n+2,21) 1 pour 1 = 1 ,...,pl. 

6.5 Ddmonstration de l a  p ropos i t i on  6.3 

Soit YE R distinct de txVk~~(nlplq). Faisons une invenion de pôle y. Nous obtenons un nouveau 

- - 
tableau t défini sur BJi(nlp1q) p a r  tl=l ( t  ) , ~ ) r a ~ ~ ( n , ~ , ~ ) .  Ce tableau véri f ie I ( t  )+-,Vk e t  on 

Y A  Y I  

vér i f ie sans peine que l'on est dans les conditions d'application de la proposition précédente. 
(k) 

Puisque la transformation 1 est continue (dans E,), tout sui te u tendant vers t sur B\( n,nlp 1 est 
Y 

(k) 

trnnsformée en une sui te  Ü tendant vers; et  on a donc: 
(k) - j+2n 

i im  uA=y Q ~ E  ~l::(n) u l\';:.(p1) u (P . )  
k+ 

(k) - - - - - 
yE j+2n+2i- K(y 't(i+2n+2-2i,j) 't(i,j+2n*2-2\) l t (  i+în+2.j+21) pour 1 = 1 ,...,pl 

En utilisant à nouveau l a  continuité de l'inversion e t  le fait que l'inversion respecte l'application KI 
on aboutit au résultat annoncé. 

6.6 Propos i t ion 6.4 

Soit t un &-TC défini sur Ia base B',(nJpJq) avec p+qin+ I,pt I,qi I et  t e l  qu'il ex is te  XE Em 

(k) 
Alon, pour toute suite u d'&-TC normaux dont la restriction d B',(n,ptq) converge vers t, on a. 

(k) - ! !  U(i+>U+2n+2)- (i+ln+2-2!jI t (ij+2n+2-2!l t (i+2n+2,j+II) 1 pour l=n+ f -p,...,q. 

Demonstrotion: II suff i t  de definir un E-TC t ' su r  la base ~ ~ ( n , ~ , ~ )  qui vérif ie: 

1 la restriction de t' à B~(nIplq) est t; 

j+2p+2 
2 ' t ' ) tx IVXaAi i n - p l .  
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(k) (k) 

Il est clair que tout &-TC normal u' sur B:(n,nlq) a pour restr ic t ion à ~ : ( n , ~ , ~ )  un &-TC u, tandis 

(k) (k) 

que la donnée d'un &-TC u normal sur B~(nIplq) permet de construire une infinité d'&-TC U' nor- 

(k (k) 
maux sur ~l(n,n,q) dont u est la restr ict ion e t  tels que u i  soit dans un voisinage donné de t' 3, 

(propriété de densité). On peut a l o n  appliquer la proposition 6.3. Le dsul tat  est une conséquence 
j+2n+2 

(kl 
j+2n 

du fait que, pour tout indice A E  ri+2+2(n-p-)(q'+ne-n) u Ti+2+2n-p(~+q-n), la l imi te de la  suite u; 

'+*2( ) est indépendante des valeurs auxiliaires t' pour tout p de A 
Cr ' 

Dans ce chapitre nous nous proposons de montrer que la mise en œuvre de l'&-algorithme vectoriel 
peut être étendue à une suite quelconque de R pourvu qu'on uti l ise les formules singulières in- 
troduites au chapitre précédent. Pour cela, nous montrerons que l'initialisation classique permet de 
construire un &-TC unique d'un type part icul ier que nous qualifierons de quasi-normal. Après 

avoir défini les €-TC pseudo-nomaux en 7.1 e t  les &-TC quasi-normaux en 7.2, nous montrons en 

7.3 que la construction d'un &-TC quasi-normal est possible dès qu'on s'est donné ses valeurs (vé- 
r i f iant une certaine propriété) sur une certaine base. En 7.4 nous utiliserons les du chapitre 6 
pour montrer qu'un &-TC quasi-normal est la l imi te de toute suite d'&-TC normaux dont l a  res- 
tr ict ion à une base converge vers sa restriction à cette base. Il s'ensuit que les éléments définis 
d'un &-TC quasi-normal sont des fonctions continues des éléments de sa restriction à la base sur 
laquelle il est construit. !l suffit alors de vérif ier que les conditions que doivent véri f ier les va- 
leurs d'un €-TC quasi-normal sur sa base sont dal isées lorsqu'on choisit pour valeurs celles qui 

correspondent à l'initialisation de l'&-algorithme. Ceci garantit la possibihté de construire l'€-TC 
quasi-normal associé à toute suite (x.1 finie de Rn. 

1 i =O ... n 

7.1 Def in i t ion des &-TC pseudo-normaux. 

Soit P une prégril le incluse dans la gri l le G de P .  Une application a définie sur P, a valeurs dans 
1 

Em, sera un &-TC pseudo-normal sur G si on peut recouvrir G par un ensemble de carrés 

disjoints (C 1 
i f i =  1,-.,n 1 

tels que les trois cmd i t ims  suivantes soient remplies: 

I ' G\P est inclus dans la réunion de I'int érieur des carrés. 
2'pour i=  I,...,n, a est constante sur la frontiére du camé C i  sa voleur sera notée aMcl 

1 

3'Pour i= 1 ,  ... ,n, pour chaque paire symétrique de couples de points conjugués (u,v) et (u',vl) 
par rapport au carré Cp nous avons: 

a a ,a J I  avec a a a .et a .distincts de afdcij au=K(a,cjl v' u v u ' v ' u  v 
La prégrille sur laquelle l'application a est définie sera appelée socle de a. 

Remarque. L'ensemble (C 
i ( i = l ,  ,n) 

des carrés associés à un &-TC pseudo-normal est parfaitement 

dt f in i  par la connaissance de l'application a sur son socle. I l  n'est pas nécessairement inclus dans la 
gril le G: les ca&s peuvent "déborder" de la grille. D'autre part, un &-tableau normal est un &-TC 
pseudo-normal dont tous les carrés sont de côté un. 
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7.2 PropriCtC fondamentale. 

Propos i t ion 7.1 Soit a un &-TC pseudo-normal sur la gr i l le  G de Pi, de socle Pl et soit 

l'ensemble (Ci)+ ,-) des carrés de G sur la front iére desquels a est constante. A l o n  1 hypothèse: 

( i l  i l  existe ( j ,k) E Pl-i et E E f- I l  I l  te ls que u=(j+l,k+&) e t  v=(j-1,k-&) 

appartiennent 8 P. et au=av 
1 

entmfne 1 'exactitude de l'une des deux affirrnat ions suivant es: 
( i i )  i l  existe i~ f I ,  ..., n) te l  que u,v EC, 

1 

( i i i )  pour tout entier relat if 1 te l  que u,=u+21( Il-&) appartienne d PI nous avons: 

v l= v+21( 1 ,-E) appartient d P et au =av. 
I l  

DCmonstration: Pour Ctablir ce résultat, nous montrerons que, s i  (il est rCaliste tandis que 
( i i )  ne l'est pas, alors ( i i i )  est vérifiée. 

Soit TE{ -1  , I l .  Considérons les points u =u+217\( 1 ,-el e t  v =v+21t\( 1 ,-&Il pour tout 1 non né- 
'l 1 'l 1 

gatif, e t  montrons que, pour tout 1 non négatif te l  que u appartienne ii P nous avons: v EP e t  
'l 1 'll 

=a . Pour suivre plus commodément la démonstration, le lecteur est invité à se reporter à la 
au v 

1 1  

figure 20 dans laquelle on a supposé &=q= 1 

Soit 1z 1 t e l  que u E Pl ce qui implique u E G. Puisque G contient u e t  v, il contient v et 
l l l  91 ' l l  

w =(j,k)+(2r-1 )q( 1,-E) pour r =  1 ,  ..., 1. Puisque l'application a n'est pas définie à l ' intérieur 
'l' 

d'un carré, le point w ne peut appartenir b l ' intérieur d'un carré sans que les points voisins uo=u 
'l' 

e t  v,=v appartiennent à la frontière de ce carré, ce qui contredit la negation de ( i i )  Donc w EP et 
'l' 

a est définie en w e t  mus avons: a #"=av. 
' lr  W 

'l 

Soit 1x1 te l  que u éP, ce qui implique u E G. Puisque G contient u e t  v, il contient v et  
'll 'll 'll ' l l  

- 34 - 
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w =(jlk1+(2r-1 )q( 1 ,-&) pour r =  1 ,  ..., 1. Puisque l'application a n'est pas définie à l'intérieur 
? ' 

d'un c a h ,  le point w ne peut appartenir à l'intérieur d'un carre sans que les points voisins uo=u 
?C 

et  v =v appartiennent à la frontière de ce carré, ce qui contredit la négation de (ii). Donc w EP et 
O 'l' 

a est définie en w e t  nous avons: a *a =av. 'r W u 
r) 

Considérons maintenant le car+ C auquel appartient w ; soit q son côté. 
P II 

Si q= 1, les points u e t  v sont tels que ( v  u 1 e t  (u v sont deux couples symttriques par 
rl r) rl' 0 r lJ 0 

rapport au carré Cp (ddu i t  d un point), et alors I'tgalitC a =a implique a =a pourvu que u EG. 
U v U v 

11 11 
r( 

Si  q> 1, les points u . v . u et  v(,-~,,, appartiennent d la frontiére de C tandis que les points u 
'l 'l (1-l,,, P =l 

et  v appartiennent à son interieur pour r=2, ..., 1-2. L'application a n'est donc pas définie aux 
"l 

points u et v pour ces indices. 
m '7 

Par contre, si les points u(~-, rn et   sont dans G,alors: au =a v 
.De plus, les points u 

(q-lm (q-l ,,, =l 

et  v appartiennent à la ceinture de C et 1' égalité a =a implique au =aV pourvu que u et  v 
'T P U v 

q? 41 
QI\ qil  

soient dans G. 

Ainsi, nous avons mis en évidence l'existence d'un entier q strictement positif tel que , pour tout r 
positif inftrieur ou égal à q, nous ayons: 

ou bien a n'est pas défini en u et v 
41 41' 

ou bien a est défini en u et v ,et alors au =av . 
41 41 

ql) 41 
S i  u n'est pas dans G, le résultat est atteint: tous les points de G de la forme u e t  v ont la 

m m 9 1  

propriété annoncée. Si u est dans G, on peut itérer le raisonnement à partir du couple (u ,v ). 
Qrl 41 41 

Cornliaire. Soit t un &-TC pseudo-normal sur la gri l le G de Pi de socle P. Alors l'hypothèse: 

( i l  Il ex iste ( j , k ) ~ P  e t  E E I - 1 ,  / )  te l  que u=(j+ I,k+&) et v=(j- I ,k-E) appartiennent Ù P, 
1 -i 

entraîne que, pour tout entier relat i f  1 te l  que ul=u+21(1,-&) et v,=v+21( 1,-E) appartiennent Ù 

P, nous avons l'une des deux propriétés suivant es: 
( i i )  ou bien: uI et vI appartiennent à la front iere d'un même camé. 

( i i i )  ou bien: t #t  
u v 
I I 

Preuve: S'il existe un indice 1 te l  que tu =tvsans que ul e t  vl n'appartiennent à la frontiere d'un 
1 1  

même carré, la proposition précédente entraîne: ou bien t =tv, ou bien u e t  v appartiennent à la 
U 

frontière d'un même carré, et alors t = t  .La négation de ( i l  e t  (i i) implique celle (il. 
U v 

DCfinit ion: Un &-TC pseudo-normal sera d i t  quas i -norma l  s i  pour tout couple 

(u- ( i du ) ,  v=( id ju) )  de points de P (socle de t )  lies par: 6 - i  1=/j -1 1=2, on a: 
U V  U V  

ou bien t =td 
U  

ou bien u et v appartiennent à la frontiére d'un même camé. 
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Proposition 7.2 Considérons la grille G de Po définie par: 
n 

G = 1 ( 2 1 , 2 j ) ~  PolOii+jin, Oii- j inl;  
n 

B = ~ % n -  l, 1, 1) est donc une base simple de G (d1apr@s la proposition 4.141. 
n n 

Soit t une application de B dans (E fdB2 telle que: 
n rn 

(Cl pour i= 1, ..., n- 1, t est distinct de t(2i-2,0) (2i,-2) - et <2i+2,0). 

Alon il existe un E- TC t quasi-nonnal sur G dont le socle P contient B et dont la restrjct ion à 0 
n n 

est t. 

Preuve: Il suffit de construire un &-TC &pondant aux conditions. La condition (Cl implique qu'un 
" 

carré C sur la f r on t i t r e  duquel t est constant soit  inclus dans l'un des deux préquinconces 
P 

PD={(2i,2j Il Oiiin,Oijin) ou Pb={(2i,2j)ll siin- 1 , l  i j in-1) .  II nous suf f i t  a lors de montrer 
," 

comment construire t sur l'un de ces deux préquinconces, l'autre construction étant similaire. 

Les points de PonGn sont de la forme: (2i-2j,2j) pour j=0, ..., i -2 e t  i=O, ..., n. Pour i fixé, ces - 
points constituent une diagonale montante notée D i  Nous déterminerons la valeur de t sur les 

diagonales Di selon l'ordre croissant de leur indice. Pour unediagonale fixée, nous respecterons 

l'ordre défini par les j croissant (correspondant à la mise en œuvre classique de l'&-algorithme). 

Une diagonale coupe un carré fixé en zéro, un ou plusieurs points. Par exemple, sur la figure 2 1, 
la diagonale (a) coupern le  carré suivant deux points de sa ceinture, (b) l e  coupera suivant deux 
points de sa ceinture, deux points de sa frontiére et  un point intérieur, ( c l  suivant deux points de 
sa frontière et deux points intérieurs et  (d l  suivant deux points de sa frontière e t  deux points de sa 
ceinture. 

1 

+ + 
/ 

+ x 

/ 

résultats 

données 

* 

incipe de l a  construction consistera ii definir simultanément les  valeurs de 

t raversée d'un 
b loc  carré 

+ ceinture 

x f r o n t i è r e  

O i n t é r i e u r  
> 

- 
t sur 
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l ' intersection d'une diagonale avec un carré. En effet, la  tail le d'un carré est connue dès que le 
nombre de valeurs qui figurent sur la première colonne de sa frontière est connue: on peut alors 
construire toute la frontière du carré. Les valeurs de la dernière colonne de la ceinture dépendent 
des autres valeurs de la ce in tu^ e t  de la valeur sur la frontière par l'intermédiaire de la fonction 
K. Il est clair que ces valews dont dependent la dernière colonne ont été antérieurement calculées si 
nous respectons l 'ordre defini plus haut. Notons enfin que, gmce au corollaire de la proposition 
7.1, la condition ( C l  nous assure de toujours être dans les conditions de construction des points de 
la dernière colonne. Nous pouvons alors définir la construction par 

pour i =2, ..., n fa i re  --construction de la  diagonale Di 

pour  j= 1, ..., n+2 fa i re  --construction du je Clément de cet te diagonale - CI 

= t  si t(2(i-j),2(j-i 1) (2(i- j- 1 1,2(j-21) 
a l  o r s  

-- nous sommes en dessous d'un tard singulier dont la taille a dejb et& déterminCe: 
d t t e r m i n a t i o n  de  la ~ o s i t i o n  de l ' in tersect ion de  l a  d iagonale avec l a  
derniCre colonne d e  'la f ron t ib re  e t  ce l le  de  l a  ce in tu re  du carré, e t  
actual isat ion de l ' indice j. - " 

si t(2(~-j),2(j-1 ))= t ( 2 ( i - j - ~  ),2(j-1 1) a lors  
--nous traversons un carré dont la taille n'a pas encore été déterminée: 

de te rmina t ion  du t e r m e  de  l a  f r on t i é re  (p remié re  l i gne  du  car re )  e t  
ac tua l isa t ion de l ' indice j; 

sinon --cas normal: 
dCterminat ion de l a  valeur du quatr iéme Cl tment de l a  ce in ture  
du c a r r t  courant e t  j progresse d'une u n i t t .  

f si; 
fpour  j; 

fpour  i; 

7.4 L i m i t e  d'&-TC normaux 

Proposition 7.3 Soit t un &-TCpseudo-normal sur Gd de socle P contenant B  . 
n 

( i l  ( i )  

Pour toute suite ( t b  ,,d'&-TC nonnaux verifiant: limt = t  VAEB A A' n' 
i+ 

( i )  

nousavons: limt = t  V ~ E P .  
i-Soo P P '  

Preuve: Considérons un carré (Ci) de Gn (non necessairement contenu tout entier dans Gn) sur la 

frontiere duquel t est  constant. Par définition d'un &-TC pseudo-normal. nous avons: tA+ttdCI), 

pour tout I d e  la ceinture de CI. Soient (u,v) e t  (r,s) deux couples symétriques de points contenus 

dans P conjugues par rapport au carré Cl e t  supposons que, selon l'ordre défini au paragraphe pré- 

cédent. t se calcule part ir  de t,tu,tv e t  tfdCil. D'après la proposition 6.4, nous avons: 
s 

(i) (i) (il (i) 

l i m  t = t  , l i m  t = t  e t  l im t = t  implique: l im t s= t s .  
U 

i+ 
v v r r 

i-)m i-)m i-)oo 

En respectant l'ordre dt f in i  antérieurement pour le calcul des éléments d'un &-TC quasi-normal à 
(il 

partir de sa valeur sur la base B , on montre ainsi de proche en proche que: l im t = t , V ~ E  P. 
i-FO 

P P 
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Proposit ion 7.4 Soit p appartenant d la gr i l le  Gn de base B . Pour tout &-TC t déf in i  sur B 
n n - 

vérifiant (C), l t-TC t pseudo-normal sur G et dont la restriction r )  Bn est t vérifie: 
n 

" 

oubien t n'est pasdéfini(carpP,socle de t 1; 
Cr 

ou bien t est une fonction continue de t X K k  Bn. 
C1 

Preuve: Il suffit de noter que la densite des &-TC normaux dans l'ensemble des &-tableaux et  la 
compacité de E nous pemettent d'appliquer le  théorème de pmlongement par continuité à l'appli- 

(il 

cation qui, h tout t defini sur Bn e t  verifiant (Cl associe la  valeur t . La condition l im  t = t  , pour 
CL i+ CL CL 

(il 
toute suite t d'&-TC normaux dont la  restr ic t ion h Bn converge t, est assurée par la  proposition 

précédente, pourvu que p P ,  socle de t.  

7.6 Extension de l '&-a lgor i thme v e c t o r i e l .  

ThCorCme: Soient n+ 1 ClCments (xi),,=, n) de R m; 
a..., 

S i  t est un &-TC dCfini su r  Bn pac 

A lo rs  - 
1' il exis te  un &-TC quasi-normal t dont l a  res t r i c t ion  d Bn est  t. 

2' tou t  Clement déf in i  de  ce t  &-TC e s t  une fonction continue des valeurs x.. 
I 

Démonstration: Il suffit de vérif ier que t est vérif ie les conditions (0, ce qui est immédiat. 

7.7 InterprCtat ion de l 'extension de l '&-algor i thme vector ie l .  

Revenons maintenant à I'indiçage classique de l'e-algorithme pour interpréter la signification de 
in) -  

cette extension de l'e-algorithme vectoriel. Nous venons de voir que, si nous initialisons e2 -00, 

in) 
n12 e t  a =x , n12, il est possible de construire un certain &-tableau (même si plusieurs valeurs 

n 

consécutives d'une même colonne sont égales), mais ce tableau peut comporter des "trous" de forme 
carrée à l'intérieur desquels la valeur du tableau n'est pas définie. 

in) 
Comme dans le  chapitre 3, nous notons E~* ( x ,  ) l'élément d'indice (2k,n) construit à pa r t i r  de la  

- suite (xi)izO e t  dont l e  calcul fait appel aux 2k+1 valeurs consCcutives de la  suite: xn, x~+~,..., xn+2k. 

Nous distinguerons au moyen d'un - les éléments construits au moyen des h g l e s  étendues. Il est 
in)  - in )  i n )  -in) 

clair que, si  ~ ~ ( x . 1  existe, nous avons E2k(x .)  = E %(xi). La fonction E ~ ~ ( x ~ )  est  définie e t  
1 

continue au voisinage de tout (2k+ 1 1-uplet ( x  , xn+l ,..., x ~ + ~ ~  
n 

) pour lequel l'indice (2k,n) n'est 

pas dans un "trou". Soit (xi) une suite contenant un tel (2k+l)-uplet. Grace à la  continuité de la 
-in) 1 

fonction &?*(xi 1, pour toute suite de suites tendant vers la suite (x,), nous avons: 
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Par contre, dans les ltrous", là où 2;; n'est pas définilil n'y a rien de tel.  On peut même montrer 

-in) 
que, si la suite (xi) est tel le que E ~ ~ ( x ~ )  ne soi t  pas défini pour un indice (k,n) fixé, pour tout  

I 
Em, on peut choisir une suite de suites (xi)lz, tendant vers la suite (x,) e t  telle que: 

-in) 1 
l im E ~ ~ ( x ~ )  = a. 

Y n )  
Cela signifie que l'application (x,)+e2k(xi 1 ne peut pas être définie par continuité en un te l  point: 

-(n) 
l'extention que nous avons obtenue est donc maximale. Pour k e t  n fixés, l'application Ezk(x est  

in) 
l'extension continue maximale de l ' app l i ca t i on~~~ (x . )  sur les (2k+ 1 1-uplets (x  , xn+,,..., xn+2k 1 

Ce résultat reste pourtant imprécis parce que, dans le cas général de l'&-algorithme vectoriel, nous 

ne savons pas caractériser précisément la  transformation $(x,). Par contre, dans l e  cas de l4e- 

algori thme scalaire, nous avons un résultat plus précis puisque nous savons que, lorsqu'on peut le  
in) 

calculer, le terme E ~ ~ ( x  ) s'identifie avec le  transformé de Shanks 11 01: 

où Hl(tn) est le déterminant de Hankel défini par. 

En effet, l'&-algorithme scalaire est une méthode récursive permettant de calculer ek(x,) sans 
nécessiter le calcul des déterminants dont il est le quotient. Naturellement, la transformation n'est 
pas définie quand ces deux déterminants sont simultanément nuls. Toutefois, la valeur e,(xn) peut 

in) 
f o r t  bien être définie alors que la valeur eZk(x.) ne l 'est pas: cela arr ive si les relations de 

récurrence utilisées dans 1'&-algorithme font appel d des valeurs intermédiaires indéterminées, ce 
qui correspond au cas où plusieurs valeurs consécutives d'une même colonne sont égales. Pour k e t  
n fixés, la fonction ek(xn) est donc un prolongement par continuité dans Em de la fonction &$( x ,  1, 

L'unicité du prolongement par continuité maximal dans un espace topologique régulier implique 
-in) 

donc que E2k(x,) soit  encore un prolongement par continuité de ek(xn). En fait, une analyse plus 

approfondie que nous développerons pas ici montre que, dans ce cas scalaire, il y a identité des deux 
notions: l'algorithme récursif que nous avons présenté permet donc de calculer tous les  
transformés de Shanks e,(xn) qui sont définis. C'est donc une extension totalement fiable (reliable 

en anglais) de l'&-algorithme. 
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l ~ n n e x e  A: programme de mise en œuvre1 

A.1 présen ta t ion  sommaire. 

On propose ici  une version en TURBO PASCAL pour Maclntosh de 1'~-algorithme intégrant les règles 
singulières généralisées décrites dans le  papier. Cet algorithme uti l ise la  technique du losange 
mobile introduite par Wynn [241 qui permet de décrire un algorithme de losange en n'utilisant 
qu'un 
tableau unidimensionnel dont la taille est le nombre de termes de la suite qu'on veut transformer. 
Pour décrire la  traversée des carrés singuliers, nous avons introduit un tableau unidimensionnel 
d'indices repérant la tai l le des singularités rencontrées. Ce tableau l(0:n) est te l  que, la valeur 
effective de l'élément correspondant à l'indice j dans la diagonale montante numéro i est donnée par 
a(j-l(j)). En effet, l e  tableau a(0:n) ne contient la valeur des éléments de la diagonale traitée que 
dans le cas où on celle-ci ne traverse aucun bloc carré singulier. Dans les autres cas, on profite de 
ce qu'il suffit de mémoriser une seule fois la valeur commune à tous les éléments de la frontière et  
de l'intérieur de chaque carré pour utiliser les places ainsi rendues disponibles à la mémorisation 
des valeurs des colonnes antérieures utilisées dans la mise en œuvre des régles singuli&res. Nous ne 
décrirons pas ic i  plus précisément cette technique qui fera l'objet d'une publication ultérieure, 
mais le  lecteur intéressé peut déjà suivre le  fonctionnement de cet te  technique au moyen de 
l'exemple qui illustre la mise en œuvre de ce programme. 

A.2 programme Pascal. 

program epsalgosing; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* Mise en œuvre de l'epsilon-algorithme avec régles singulières généralisées e t  mémorisation 
* d'une seule diagonale montante. * 
..................................................................... 
* DECLARATIONS(indications sommaires): 
* x: contient les tennes de la suite à laquelle on applique l'algorithme; 
* a. contient les valeurs qu'il est essentiel de mémoriser lonqu'on passe d'une diagonale à la sui- 
* vante; ces valews peuvent concerner des éléments situés bien en deçà de la diagonale actuel- 
* lement traitée dans le  cas où l'emploi des règles singulitres est indispensable. 
* 1: est un tableau indiquant la taille de la singularité qu'on a rencontrée; ce tableau est tel que la 
* valeur de l'élément qui se trouve à l'indice j de la diagonale courante est donnée par  a(j-l(j)). 
..................................................................... 
type indice = 0.30; 

t r ip let  =record index:integer; 
va l  1 ,val2:real 

end;  
var i,j,k,n,m: integer; 

r,s,t,p,y:real; 
b: boolean; 
1: array [indicel of integer; 
a,x: array [indice] of real; 
res: t r ip let ;  
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label 1; 
begin 

writeln ('nombre de données'); 
readln ( n); 
fo r  i:= O t o  n do readln (x[il); 
f o r  i:= 0 t o  n do writeln (xfil); 
a[Ol:=x[OI; l[01:=0; 
fo r  i:= 1 t o  n do 
begin {TRAITEMENT D'UNE DIAGONALE MONTANTE) 

r=0.0;  t:=x[il; k:=i; rn:=O; b:=FALSE; j:=k-1; 
while (j>=O) do 
begin (TRAVERSEE D'UN BLOC CARRE) 

s :=a[ j - l [ j l l ;  
i f  ( s o t )  then 
begin { CAS REGULIER) 

I [k l :=m;  
i f  (m=O) then a[kl:=t else a[kl:=r; 
p:=r+ 1 /( t-s); b:=FALSE; k:=j; m:=O; r:=a[kl; t:=p; 

end { FIN CAS REGULIERI 
e l  se 

begin {OUVERTURE DE SINGULARITE) 
l [ k l :=  I [ j l+  1 ; 

i f  (b) then a[kl:=y else a[kl:=r; 
m:=-l[kl; k:=k+2*m; 
i f  (k>=O) then begin r:=a[kl; 

b:=TRUE 
e n d  

else goto 1; 
end I OUVERTURE DE SINGULARITE 1; 
i f  (l[kl<>O) then 

begin I FERMETURE DE SINGULARITEI 
j : =k -  1 ; 
i f  (j>=O) then 
begin l[kl:=m; y:=a[j-l[ j l l ; 

i f  (b) then a[kl:=y else aikl:=p; 
k : = j - 2 * l [ j l -  1 ;  

i f  (k>=O) then 
begin s:=a[k]; p:=s+t-r; m:=O; r:=y; t:=p; b:=TRUE end 
else goto 1 

end 
else goto 1; 

end { FIN FERMETURE DE SINGULARITE); 
j :=k-1  

end { FIN DE LA TRAVERSEE D'UN BLOC CARRE}; 
l [k l :=m; 
i f  (m=O) then a[kl:=t; 
{IMPRESSION DE LA DIAGONALE MONTANTE) 

1 : wri teln ("i= ",il; 
fo r  j:=i downto O do wr i te  (I[j]); writeln; 
f o r  j:=i downto O do wr i te  (a[j]); writeln; 
f o r  j:=i downto O do wr i te  (a[j-l[jll); writeln; 

end; 
readln 

end. 
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A.3 Exemple de mise en œuvre. 

On a choisi une suite x satisfaisant une relation de rtcurrence d'ordre 4: x =3*x,-,, pour tout i24., 

avec l'initialisation: xo=xl =x2= I e t  x3=2. On sait alors [41 que la huitième colonne de l'€-tableau 

est identique-ment nulle. Le tableau qui suit permet de suivre le déroulement de l'algorithme: pour 
chaque diagonale mon-tante, on affiche t ro is  vecteurs: le  vecteur 1 qui indique la nature e t  l a  
localisation des singularitts rencontrees, l e  vecteur a qui contient toutes les valeurs uti les à la 
mise en œuvre ultérieure des e g l e s  singulitres, e t  le  vecteur b dont la composante d'indice j est 
donnée par b.=a , e t  qui contient la valeur effective de l'tlément d'indice j de la diagonale avec 

I j-li 

toutefois la restriction suivante: toute les valews inttrieures d un carré singulier sont f o n t e s  t~ la 
même valeur, celle de la frontière de ce cm+. 

A.4 Aff ichage des résultats. 

O 1 2  3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 I 2 1 3 1 4  
1= 1 

1 O 
O O0 1 O0 
1 O0 1 O0 
2 1 0  

O00 O00 100 
1 O0 1 O0 1 O0 
0 0 1 0  

200 100 O00 100 
200 100 100 100 

O 1 0 - 1 0  
300 200 100 100 100 
300 1 O0 1 O0 1 O0 1 O0 

1=5 
I O - 1 0 0 0  

O00 300  100 100 200 200 
300 300  300 100 200 200 
2 1 0 - 1 - 2 1 0  

O00 900  3CC 100 100 200 200 
300 300  2 *3  300 300 200 200 
O O i O - 1 0 0 0  

600 0 3 3  O t d  300 100 133 150 200 
600 0 3 3  300 300 300 133 150 200  

O I O - 1 0 1 0 - 1 0  
900 600  033  300 300 300 133 150 O00 
900 0 3 3  033  033  300 133 133 133 O00 

1=9 
1 0 - 1 0 0 0 0 0 0 0  

O00 900 033  033  600 067 150 133  O00 *** 
900 900  900 033  600 067 150 133  O00 *** 

2 1 O - 1  -2 1 O -1 1 O - 1  
000 000 900 033  033 600 067 ! M  133  000  *** 
900 900  900 900 900 067 067 067  000  000  000  
0 0 1 0 - 1 0 0 0 2 1 0 - I  

1800 O 1 1  000 900 033 044 450 067  067 133 000 *** 
1800 O 1 1  900 900 900 044 450 067 O00 O00 O00 000 

O 1 0 - 1  O 1 0 - 1  3 2 1 0 - 1  
2700 1800 011 900 900 900 044 450 067 067 133  000 *** 
2700 O 1 1  O 1 1  O 1 1  900 044 044 044  O00 O00 O00 O00 O00 
1.13 

1 0 - 1 0 0 0 0 0 4 3 2 1 0 - 1  
0002700 011 011 1800 022 450 044 044 067 067  133 000 *** 

270027002700 011 1800 022 450 044 O00 O00 O00 O00 O00 O00 
2 1 0 - 1 - 2 1 0 - 1 5 4 3 2 1 0 - 1  

000 0002700 011 O l l  1800 022 450 044 044 067  067 133 000 *** 
27002700270027002700 022 022 022  O00 O00 O00 O00 O00 O00 O00 

A.5 Visual isat ion des r t s u l t a t s  aff iches. 

La figure 22 présente le tableau construit à par t i r  des 15 premières valeurs de la suite x. On a choi-si 2 
diagonales montantes pour i l lustrer le  fonctionnement de l'algorithme. Le lecteur vérif iera que leurs 
valeurs sont celles du tableau b, (construit à par t i r  des tableaux 1 e t  a) ,  à l'exception des va-leurs 
i n t é r i e u ~ s  aux carrés singuliers. D'autre part, nous avons repéré en les encerclant les va-leurs qui, pour 
chacune de ces diagonales, seront ultérieurement utilisées dans la mise en œuvre des règles singulières. 
Ces valeun sont celles du tableau a lors du calcul des éléments de cette diagonale. 
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l ~ n n e x e  B: ex tens ion  de l ' i d e n t i t é  de  Wynnl 
(schema de démonstration) 

On se contente ici de donner de bréves indications sur ui schéma de démons-tration de 
l'extension de l'identitt de Wym aux tables de Padt non normales. 

B . l -  On sait [ 1 11 que, pour des tables de Padé normales, les approximants sont égaux b l'interieur 
de blocs c&s. 

8.2- Les r&gles singuliéres dtfinies sur l'&-algorithme vectoriel sont encore valables pour l'e-al- 
gorithme scalaire. Elles permettent construire la table de Pade pouPune valeur fixee de la varia- 
ble, sauf à l'intbrieur des c a d s  singuliers. En raison de la continuite de la valeur des tléments 
non inttrieurs aux carrés singuliers p w  rapport à celle des 4lCments de la premiCre colonne, on a 
encore e,(xn) =~+ , (xn ) /~ (A2xn) ,  ce qui montre que les valeurs calculées au moyen des regles 
singulibres correspondent aux valeurs de la table de PadC, du moins dans la partie inférieure de 
cette table située en dessous de la diagonale; mais m e  variante de l'&-algorithme scalaire obtenue 
en complttant l'initialisation permet de calculer la valeur ponctuelle des autres approximants. 

0.3- Compte tenu de 1, pour l'ensemble des approximants de Padé d'une fonction f dont la somme des 
degres est inftneure à un entier n donné, il n'existe qu'un nombre fini de structures diffërentes 
comportant des car&. Par exemple, pour n=2, les seules structures possibles sont les 
suivantes: 

8.4- Une table de Padt l imitte aux approximants dont la somme des degrés est bomee par n ayant 
une structure dorr&e, la table associée % une valeur de la variable a m  soit la même structure, soit 
une structure avec des blocs carres plus grands (constitués par la réunion de blocs carrés de la 
table), mais ceci ne peut arriver que lonque deux fractions rationnelles prennent la même va- 
leur, c'est à dire pour un nombre fini de valeurs de la variable. Notons X cet ensemble fini de va- 
l e m  de la vanable tel que deux approximants distincts de notre table de Padé limitee prennent la 
même valeur. 

0.5- Pour toute valeur xeX, la table de Padé ponctuelle aura la même structure que la table de Pa- 
dC. D'après 2, nous savons construire cet te table de PadC ponctuelle et la relation de la croix est 
valide autour de tout c a d  singulier à chacune de ces relations, on peut associer le résidu: 

a 

1 

~ ( t )  = ~ ~ , ~ t ~ - ~ ~ t ~ ~ ~ ' + ~ s ~ + ~ ~ ~ - ~ ~ t ~ ~ ~ ' - ~ w , ~ t ~ - ~ ~ t ~ ~ ~ ' + ~ ~ ~ + ~ ~ ~ - ~ ~ t ~ ~ ~ ~  
C'est une fraction rationnelle nulle sur un ensemble infini de points, donc identiquement nulle: 
l'identi t t  de Wym seetend donc aux table de Padé non normales. 

structure de l a  sous-table des approximants de 
Padé d o n t  l a  somme des degrés est bornée par  2 

A 

O 0 0  

W P Q R  

= S T  

w u  

table normale 

O 0 0  

W P P P  

w P P  

00 P 

tables non normales 

O 0 0  

W P Q R  
00 S S 

00 s 

O 0 0  

œ P P R  

- P P  

w u  

0 0 0  

W P Q Q  

w S Q  

00 U 
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La mise en oeuvre de  l ' ~ - a l g o r i t h m e  ( sca la i re  ou v e c t o r i e l )  condui t  souvent 
à des  e r r e u r s  de  ca lcu l  notables q u i  nuisent  beaucoup & son e f f i c a c i t é .  Pour 
1 ' ~ - a l g o r i t h m e  s c a l a i r e ,  Wynn 161 a  proposé une règ le  p a r t i c u l i è r e  permettant  de 
diminuer d e  façon sens ib le  l e s  e r r e u r s  de  calcul  dans l e  cas  oa deux v a l e u r s  cons&- 
c u t i v e s  d 'une mëme colonne deviennent vois ines .  J ' a i  propose une r è g l e  analogue 121 
pour l 'c-algori thme v e c t o r i e l ,  e t  l ' i n t roduc t ion  d 'une technique de  contrOle des 
e r r e u r s  de  c a l c u l  dans l e s  c a l c u l s  v e c t o r i e l s  m'a permis de j u s t i f i e r  des  c r i t è r e s  
d ' app l i ca t ion  d e  c e t t e  r èg le  13'1. Wynn [6] a  egalement montré que, s i  deux termes 
c o n s ~ c u t i f s  d 'une  même colonne son t  égaux, l a  mise en oeuvre de 1' c-algorithme 
s c a l a i r e  peut e t r e  poursuivie moyennant l ' i n t roduc t ion  d 'une r è g l e  s i n g u l i è r e .  C e  
r e s u l t a t  a  rkemment e t 6  etendu 111 à 1 ' ~ - a l g o r i t h m e  v e c t o r i e l  dans l e  c a s  03 n  
vecteurs  consécu t i f s  d 'une  même colonne sont égaux. 

L'algori thme qui  e s t  presenté i c i  j o u i t  des deux p r o p r i e t é s  su ivan tes  : 

D'une p a r t ,  il propose un t ra i tement  numérique s t a b l e  dans l e  c a s  où n  vecteurs  
a n s é c u t i f s  d 'une mëme colonne sont  "voisins" à condi t ion q u ' i l s  s o i e n t  "encadrés" 
par des  vec teurs  "non vois ins" .  

- D'autre  p a r t ,  il assure  l a  compat ib i l i t e  de ces  r è g l e s  avec l e s  r è g l e s  s ingu l i è res  
évoquees p l u s  haut : ces  r è g l e s  s ingu l i e res  deviennent a l o r s  l e s  c a s  l i m i t e s  des 
nouvel1 e s  r è g l e s .  

La mise en oeuvre de c e t t e  va r i an te  de 1 ' ~ - a l g o r i t h m e  v e c t o r i e l  repose sur  l e  
f a i t  que l e s  r e l a t i o n s  qu i  l i e n t  l e s  eléments des colonnes de même p a r i t e  dans l e  
tableau d e  l 'c-algori thme sont conservées s i  on prend les transformes a n a l l a p a t i q u e s  
141 d e s  eléments en question.  

B i e n  qùe c e s  r èg les  so ien t  u t i l i s a b l e s  pour n  quelconque , nous nous contentons 
de  l e s  p resen te r  dans c e  résume dans l e  cas  où n=3 sans rappe le r  l e s  no ta t ions  c las -  
s iques  i n t r o d u i t e s  par Wynn 151. Précisons tou te fo i s  l a  r è g l e  d-J losange : 

( i l  
E ( i + l )  ( i + l )  - E 

( i l  ) -1 
k+l - L i  = (€k k  ofi y-' = y / l  l 2  e s t  l ' i n v e r s e  g&metrique de Y -  

C e t t e  r è g l e  permet de  ca lcu le r  l ' e l h e n t  s i t u e  8 l ' u n  des  sommets d 'un losange dès 
W ' O ~  conna l t  l e s  3 a u t r e s .  Dans 1e;schémas qui su iven t ,  une f l è c h e  indiquera l ' é l e -  
ment. ca lcu lé .  
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Les e n t i e r s  k e t  i e t a n t  f i x e s ,  on  sappose 
( i + j )  que l e s  3 vec teu r s  c s o i e n t  "vois ins"  

de x c R~ pour j=1,2,3 a l o r s  que l e s  p o i n t s  
( i l  ( i+4 )  ( i -1)  

i l  = 1 2 3  ck  , ,ekt2 e t  'k-2 

E ( ~ ~ ~ )  k+2 en s o n t  -e lo igneon.  A l o r s  c:::') e t  

( i+2)  
sont  "vo i s ins"  d e  - t a n d i s  que E ~ - ~  , 

( i+3) (i) ( i+3)  ( i-1)  
'k-1 8Ek+1'ck+l ' 'k+3 (i+2)en s o n t  et 'k+3 

On s e  donne une t r a n s f o r m a t i o n  anal lagmat i -  
que A l  appliquant - en  u c F?" ( p a r  exemple 

cc J) tw une inversion d e  po le  u$ e t  o n  d e f i n i t  un 
4 " ' J - ~  €<'+ -* nouveau Cableau l c j j )  dont  les cléments Lcl 

encadres dans l e  schéma c i - c o n t r e  s e r o n t  
l e s  t r & o d s  p a r  Al des  cléments homolo- 

gues du tableau i n i t i a l  : l e s  p o i n t s  
1, ( i + 2 )  

tW) 
l c ( i + 3 )  l f ( i )  I f  ( i + 3 )  1 , ( i -1)  et 1 (i+2j<-l ' 

k-1 ' k + l '  k+l  ' k+3 'k+3 
1 1 se ron t  '€loigndsn d e  u 1 t a n d i s  que  
I 1 l f ( i + l )  e t  l , ( i+2) en s e r o n t  "vois ins" .  
I I 

k+ 1 k+ 1 

3 
m 

si nous p s o n s  ~ c L ~ " ) = a  c R (par exunpie 
I l 

ol=O),  l a  r è g l e  du losange nous permet d e  
4 

ca lcu le r  2 3 i 1, l i t 21  
k k+2 'rc (i?ff . 

I ti*d 1 (0 I cg-6 qu i  seront  "e lo ignés"  de  -, e t  k+2 qu r  
&**hl+ éW \4r en s e r i  "vo i s inm.  On peu t  a l o r s  c a l c u l e r  

1 (il c a l c u l  de fk4 est b p r o s c r i r e  ( p e r t e  d e  

'""'-"~~ precis ion  par c a n c e l ï a t i o n )  . 
On s e  donne a l o r s  une seconde t ransformat ion  
analiagrnatique A 2  app l iquan t  - en  u2#- (il 
e s t  l o i s i b l e  de  r endre  Al) e t  on d e f i n i t  
un 3e W e a u  2~ don t  l e s  e lements  enca- 
d r e s  dans l e  sch c i - c o n t r e  s o n t  l e s  
t r a n s f o d s  par 4 d e s  é léments  homologues 

21 ('+') =a2+-, on d e  'c:)) . si m u s  posons k+l 
peut  a i o r s  c a l c u l e r  2 c , ( i  avec  une bonne 

précision,  11 s u f f i t  a l o r s  d e  prendre .  
l E ( i )  = *-l 2 ( i l  l c ( i -1 )  

k+4 2 ( E ~ + ~ )  pour c a l c u l e r  k+5 

e t  l  ( n u n * 8 ~ i s i n s m d e  u l )  , p u i s  de 
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On complètera a l o r s  l e  t ab leau  i n i t i a l  en appliquant l a  r è g l e  du losange.  

On notera  que chacun des  deux eléments ' E ' " ~ )  e t  c  ( i + l )  e s t  c a l c u l e  de  2 k+4 
facons d i i f e r e n t e s ,  c e  qui  permet de  contrblerkt! p r e c i s ~ o n  du r 6 s u l t a t .  

L'analyse de  l a  progression des  e r r e u r s  m n t r e  que ce  schéma de c a l c u l  e s t  
nettement p l u s  s t a b l e  que l e s  d i v e r s e s  va r i an tes  de 1 '~ -a lgor i thme  ( s c a l a i r e  ou 
v e c t o r i e l )  proposees jusqu'b p resen t .  Les essa i s  nmeriques confirment c e t t e  
analyse  : 

S i  on applique l 'c-algori thme à l a  s u i t e  de f in ie  par : 

on a E ( ~ )  = O ,  V n. La mise en oeuvre de  l 'c-algorithme c lass ique  e t  de  l a  

varian& présentée i c i  f o u r n i t  l e s  va leurs  suivantes de  c i n ) ,  se lon que l ' o n  
t r a v a i l l e  avec 4 ou 8 c h i f f r e s  : 

Cet  algorithme e s t  naturellement p lus  coOteux que 1 ' c-algorithme c l a s s i q u e .  
Son occupation mémoire e s t  apparemment importante. On notera t o u t e f o i s  qu 'on peut  
l e  met t re  en oeuvre selon une technique de  diagonale ascendante qui  permet d 'écono- 
miser notablement l a  place occupee. 

n E-alqorithme c lass ique  va r i an te  proposee 

[ I l  CORDELLIER F. : L'E-algorithme v e c t o r i e l  : in te rp re ta t ion  geometrique e t  r è g l e s  
s ingu l i e res ,  Colloque d'Analyse Numérique de Gourette ( j u i n  1974) . 

121 CORDEUIER F. : Par t i cu la r  r u l e s  f o r  the vector E - a l g o r i t h ,  Pub. 66,  L a b  
Calcul ,  Univ. L i l l e  1 ( f é v r i e r  1976). 

8 c h i f f r e s .  

0.000 0042 
0,000 0036 

-0.000 0042 
0.000 0012 
0.000 0030 
O .  O00 0032 

C31 CORDELLIER F. : Contrdle des  e r r e u r s  dans l e s  c a l c u l s  v e c t o r i e l s  e t  a p p l i c a t i o n  
a 1 '~ -a lgor i thme ,  Séminaire d'Analyse Num6rique, Univ. L i l l e  1 ( j a n v i e r  
1976). 

4 c N f  f r e s  

0.014 
-0.0016 

O .  0051 
-0,0013 

O 
1 
2 
3 
4 
5 

141 HADAMARD J. : Récents progrès  de l a  ggométrie anallagrnatique. Oeuvres (937-986). 

151 WYNN P .  : Acceleration techniques f o r  i t e r a t e d  vector and matrix problems, 
Math. Cwp. 16 (1962) 301-322. 

4 c h i f  i r e s  

1.134 
0.6387 
2.187 

[61 WYNN P. : Singular Rules f o r  c e r t a i n  non lir.ear algori thms.  BIT 3 (1963) 175-195. 

8 c h i f f r e s  

0.059 1782 
-0.063 5578 

0.020 8175 
-0.016 5354 

0.046 095 
-0.051 4698 
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Vers une mise en oruvre f iable e t  stable 
des algorithmes de losange 

i 

R ~ s u M ~ :  Les algorithmes de losange consistent essentiellement en la 
constniction récursive colonne par colonne d'un tableau triangulaire dont 
les deux premiéres colonnes sont d t f in ies  par les  données. Cette 
construction récursive repose sur une relation unique paramétrée par des 
coefficients dépendant de l'algorithme e t  des données. Nous avons déjà 
montre que, pourvu que ces coefficients soient l i t s  par une certaine 
relation, ces algor i  thmes v t r i f i e n t  une p r o p r i é t t  d'invariance 
homographique dans fi: l a  re lat ion qui l i e  ceux de leurs éléments dont 
l'indice de colonne a la même parité reste vérifiée lorsqu'on leur applique 
globalement la même transformation homographique. Cette propriété est 
encore vraie dans R n  à condition de substituer les  transformations 
anallagmatiques aux transformations homographiques, e t  cela nous avait 
permis de découvrir comment l'identité de Wynn s'étendait aux tables de 
Padé non normales e t  avait donc contribué à étendre notablement la fiabilité 
des algorithmes de mise en oruvre de l'&-algorithme ou de calcul des 
approximants de Padé. El1 e nous permet aujourd'hui d'améliorer de f acon 
considérable la stabilité numérique de tous les algorithmes de losange qui la 
vérifient. On présente ici l'essentiel des idées qui conduisent à l'élaboration 
d'un algori thme exploitant cet te opportunité e t  qu'on matérialise par un 
programme fortran. Quelques expériences numériques viennent i l lustrer 
l'intérêt de cet algorithme. 
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1 In t roduct ion  e t  mot ivat ion.1 

Les algorithmes de losange interviennent couramment en interpolation rationnelle: algorithme de 
Thiele I l 9 1  e t  de Claessens [41, variante [IO1 de l'algorithme de Stoer-Larkin [16,181 ou 
valeurs ponctuelles d'une table de Padé [221. Ils interviennent encore dans la mise en œuvre de 
certaines transformations de suites: p e t  &-algorithmes scalaires [2,2 11, vectoriels e t  leurs 

généralisations [3,231. I ls consistent à construire une suite de suites (Cli) à part ir  d'une initia- 
lisation fixant les deux premières suites e t  & calculer les termes des suites suivantes en utilisant 
une relation de &cumnce: 

initialisation: j d-, =v, .eo=xj, j~ IN. 

j+l  j 
Récurrence: el,, =e[rl+a\/(e, - o , ) ~  ilje IN 

où les coefficients d e t  les suites initiales (vj) e t  (5) caractérisent l'algorithme. 

Dans la notation 9:. l'indice inférieur i identi f ie une suite tandis que l'indice supérieur j repré- 

sente l'indice du terme dans la suite 4. Les éléments d, sont placés dans un tableau à deux indices où 

l'indice inférieur i repère une colonne et  l'indice supérieur j une diagonale descendante (figure 1 1. 
Chaque relation de récurrence fait donc intervenir les éléments situés aux quatre sommets d'un lo- 
sange et  dépend d'un coefficient attaché à ce losange (figure 2). 

e p 
et1 eL, 

et, et 0;+2 

: et1 i 0; i . m  
m 

m . . . .  

m m . . .  

m . m . m  e L k  

: : 0 ; :  . . 
m . . 

m  

2k or-1 2k-2 
0 i-2 @i+2 

2k 
6-1 0::; 

2k 4-1 

figure 2 E l  

La mise en œuvre de ces algorithmes est handicapée par deux difficultés: 
1 ) leur fiabilité est doûteuse: I'égalitf de deux éléments consécutifs d'une même colonne interdit le  
calcul de certains éléments de la colonne suivante; 
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2) leur stabil ité numérique est médiocre: la trop grande proximité de deux éléments consécutifs 
d'une même colonne induit une grande erreur de calcul dans certains éléments de la colonne sui- 
vante. 
Bien entendu, tout problème rencontrti lors de la constniction d'une colonne est hérité e t  même 
ampli f i t  dans les colonnes suivantes. Nous nous proposons ici d'apporter m e  solution à ce double 
problème de la fiablité e t  de la stablité numérique. 

12. Solutions apporteesl 

Dés 1963, Wynn 1251 a proposé deux règles pour lu t ter  contre l'absence de fiabilité e t  l'instabi- 
l i t é  numérique de l'&-algorithme scalaire lorsque deux valeurs comécutives d'une même colonne 
sont égales (non fiabil ité) ou voisines (instabilité). Brezinski [ I l  a présenté une règle similaire 
pour le  p-algorithme scalaire, et  j'ai également proposé une règle valable dans le cas de la&-algo- 
rithme vectoriel (61. Toutefois ,le probléme n'est pas e g l é  pour autant: que faire si plus de deux 
valeurs consécutive d'une même colonne sont égales ou même simplement voisines? L'extension des 
règles précédentes s'avère nécessaire. 

La solution que je propose repose sur une notion fondamentale: l'invariance anallagmatique des 
colonnes de même parité de tout algorithme de losange dont les coefficients vérifient une certaine 
propriété. Esquissons ici brièvement les grandes lignes de la démarche qui aboutit aux résultats 
suivants: 
1 1 extension de l'identité de Wynn 1261 dans le cas vectoriel [9l,d'où une version fiable (mais non 
ntcessairement numériquement stable) de l'&-algorithme vectoriel; 
2 )  versions fiables e t  stables de tous les algorithmes de losange dont les coefficients vérifient une 
certaine propriété [SI  101. 

Sans hypothèse complémentaire, les éléments 4 sont l ies par la ident i té suivante que nous ap- 

pellerons règle de la cmix, valable pour tout couple ( i  j d'entiers non négatifs: 

A tout algori thme de losange, on peut donc associer deux algori thmes qui ne font intervenir que les 
colonnes dont l'indice a la même parité, chacun étant initialisé au moyen de deux colonnes: les 
colonnes d'indices -2 e t  O pour l'un, celles d'indices - 1  e t  + 1 pour l'autre. Nous nous réfèrerons a 
ces algorithmes comme à la forme en croix (paire ou impaire) d'un algorithme de losange. Notons 
encore que, si  l'on connait toutes les colonnes dont l'indice est  pair (respectivement impair), il 
suf f i t  d'une valeur supplémentaire dans l'une quelconque des autres colonnes pour définir les 
valeurs des colonnes ayant l'autre parité. 

Rappelons qu'on qualifie d'anallagmatique toute transformation ponctuelle qui conserve la nature 
des cercles e t  des sphères (en considérant les hyperplans comme des hypersphères contenant le  
point à l'infini) e t  l e  birapport de quatre points sur un cercle. Ces transformations constituent l e  
sous-groupe des tmsforrnations ponctuelles de l'espace engendré par les similitudes e t  les i n v e r  
sions [ 1 31. Toute la sui t e  repose sur la remarque suivante: 
P o w u  que les poids 4 satisfassent la relation: 

la règle de la croix est anallagmatiquement invariante [ 101. 
Nous nous restreindrons désormais aux algorithmes de losange dont les poids satisfont cette pro- 
priété. 
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- Appliquons une transformation anallagmatique A à deux colonnes consécutives de même parité d'un 
tableau T construit lors de la mise en œuvre d'un algorithme de losange. A partir de l'initialisation 
définie par les transformtes par A de ces deux colonnes, mettons en œuvre la fotme en croix de 
l'algorithme de losange utilisant les mêmes coefficients que ceux ut i l ists lors de la construction de 
T. Alors les colonnes de même paritC que l'initialisation construites au moyen de cette technique 
sont les transformkes par A des colonnes de même indice du tableau initial (figure 3). 
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Dans toute la suite, nous n'utiliserons qu'une seule transformation anallagmatique: l'inversion 
ayant pour pôle l'origine e t  pour puissance l'unité qui offre l'avantage d'être numériquement la 
plus stable de ces transformations. La propriété d'invariance anallagmatique peut alors être uti- 
lisée de deux façons distinctes que nous qualifierons respectivement de systématique et  sélective. 

2.2 Ut i l i sa t ion  systemat ique 

O '  
Notons & les tléments calcults au moyen de l'algorithme de losange initial. Dès que la colonne 

d'indice 1 est connue, on peut inverser les t l tments des deux colonnes d'indices respectifs - 1 e t  1 
qu'on ret ient comme initialisation d'un nouvel algorithme de losange utilisant les mêmes coeffi- 

1 '  
cients e t  dont les 6léments seront notés $, . Pour assurer une mise en œuvre commode de cet algo- 

I I  
rithme, on fixera arbitrairement une valeur dans les colonnes d'indice pair, par exemple =O, 

ce qui permet de calculer toutes les colonnes du nouveau tableau. 
1 '  

On itère le procédé en inversant les éléments des colonnes d'indices O e t  2 du tableau pour des 

éléments qu'on choisit comme initialisation d'un nouvel algorithme de losange utilisant encore les 
2 '  

mêmes coefficients et  dont les éléments seront notés d, . On introduira des colonnes impaires dans 

2 0 
ce tableau en fixant arbitrairement une valeur, par exemple 8, =O. On pourra ainsi définir des 

( O )  ( 1 )  (2) (k) O '  l j  2 j  
'BI. tableaux successifs T , T , T , ... , T , ... , dont les éléments sont notés 4 , Bi, Bi , ... , , , ... 

rn-1  ' ( r n - 1 )  ( r n )  
Les éléments homologues 8: etm4 de deux tableaux consécutifs T e t  T sont inverses l'une de 

l'autre s'ils appartiennent à des colonnes de même parité, donc si les indices m e t  i ont même 
parité. Si nous disposons d'un moyen de connaître la précision avec laquelle est connu un élément 
calculé, on peut alors comparer les éléments homologues de deux tableaux consécutifs, retenir 
celui qui est le  plus précis e t  recalculer l'autre par inversion. Cela reste valable si la précision 
d'un des deux nombres est  nulle, c'est à dire si ce nombre est  indéterminé, ce qui permet 
d'améliorer la fiabilité. 
L'utilisation systématique de cette idée conduit à la version fiable e t  stable de divers algorithmes de 
losange qui est proposée ici, version dans laquelle l'estimation de l 'erreur est fournie par la 
méthode de perturbation aléatoire de La Porte e t  Vignes [15,201. Bien entendu, pour des raisons 
d'économie, on peut l imiter le  nombre des tableaux créés, donc le coût de l'algorithme. 

2.3 U t i l i sa t i on  s t l e c t i v e .  

On peut aussi circonscrire la mise en œuvre de cette technique d'inversion exploitant l'invariance 
anallagmatique d'un algorithme de losange à des zônes bien délimitées du tableau construit, tônes 
dans lesquelles on aura détecté l'instabilité numérique ou même la non fiabil ité de l'algorithme 
initial. Cette méthode sélective est simplifiée si l'on dispose d'informations précises sur la 
structure des singularités, ce qui est précisément le cas le l'e-algorithme (scalaire ou vectoriel). 
On peut alors l'exploiter dans deux contextes distincts: 

1 ) Etablissement de régles singulières généralisées pour l'&-algorithme vectoriel, ce qui conduit à 

deux résultats [71: d'une part, une version fiable mais instable de l'e-algorithme e t  d'autre part, 
une extension de l ' identi té de Wynn pour la table de Padé scalaire. Cette ident i té de Wynn 
gCnémlisée a été récemment étendue à des objets qui généralisent la notion d'appmximant de Pad6: 
les "multivariate approximants" par A. Cuyt [l 11 e t  les "GIPAs" par P. Graves-Morris e t  Jenkins 
i 1 21. 



Annexed: une version fiable e t  stable des algorithmes de losange. 

2) Proposition d'une version fiable e t  numériquement stable de l'&-algorithme vectoriel. Présenté 
au colloque de Port-Bail en 1976 [SI, cet  algorithme a été programmé par R.Khéloufi [141 en 
1985. 
Le fait  qu'on sache que, dans l e  cas de l'&-algorithme, les singularités ou les quasi-singularités 
sont circonscrites dans des blos carrés simplifie cette utilisation sélective. La détection e t  la 
localisation pecise des blocs quasi-singuliers reste encore m e  question très délicate. Dans le cas 
des autres algorithmes de losange, l'utilisation sélective est encore plus délicate, voire dangereuse. 
On lui préf t rera alors une uti l isation systématique plus coûteuse certes, mais beaucoup plus 
fiable. 

21 Aspects  orithm&tiquesj. 

2.1 Int roduct ion.  

Le choix de l'arithmétique utilisée est l'un des aspects essentiels de ce travail. Ce choix sera guidé 
par deux motivations: 

1 "  On contribuera à la f iabi l i té de l'algorithme e t  à la souplesse de la programmation en 
introduisant deux valeurs spéciales dans l'arithmétique utilisée: l'infini e t  l'indéfini. 
2' L'algorithme proposé repose essentiellement sur la notion de choix: très fréquemment se 

posera la question de savoir quelle approximation d'une valeur numérique on peut retenir pour la 
suite du calcul. Cela suppose qu'on sache apprécier la qualité d'une telle approximation. 
La première nous conduit donc à proposer un type arithmetique de base qui comporte les deux 
éléments infini e t  indéfini tandis que la seconde nous amène à envisager un type arithmétique 
comportant deux informations de base: la valeur numérique et  une information sur la précision 
avec laquelle cette valeur numérique est connue. Le modèle arithmétique retenu satisfera ces deux 
exigences. 

2.2 Laari thmét ique compact i f iée.  

2.1.1 L'ar i thmét ique compact i f iée théor ique.  
- 

Les symbolesRet Rreprésentent respectivement la droite numérique simple et  compactifiée par 
l'adjonction d'un point à l'infini unique noté -avec les conventions habituelles: 

- 
XE R j  XX- = -X = x/O = 00 e t  O/x=O . 

Pour éviter que certaines opérations internes ne soient pas définies, ajoutons un élément unique - - 
appelé indéfini et noté mpow formerR' = Ru(01 e t  R'= R u{mJ = R '  ui-1 . 
On complétera la définition des opération élémentaires par: 

OO+W = m-w = O x w  = 00x0 = 0/0 = -/w = m .  
Enfin, toute opération dont un opérande est indéfini a l'indéfini pour résultat. 

2.2.2 L'ar i thmét ique machine classique. 

La grande majorité des arithmétiques utilisées en calcul automatique peuvent être modélisés de la 
façon suivante: on se donne un sous-ensemble fini S de R comportant O e t  te l  que: XE S-XE S. 
Puisque cet ensemble est fini, le  sous-ensemble des nombres positifs de S comporte une borne in- 
férieure m= m i n { x ~ ~ I x > ~ )  e t  une borne supérieure M=max {XES }, qu'on appelle respectivement 
seuils inférieur e t  supbrieur de dépassement de capacité. On se donne une projection il, de [-MIMI 

sur S respectant la relation d'ordre sur R : x < y a P ( x ) i P ( y )  
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Les arithmétiques flottantes courantes sont telles qu'il existe un nombre z (appelé souvent préci- 

sion de la représentation ou encore zéro-machine) tel que: Ixl~[m,Ml~IP(x)/x- 1 l iz , mais cette 
propriété pourtant essentielle ne sera pas explicitement exploitée dans ce travail. 

A toute opération binaire interne définie w R e t  notée * (application de R x Rdans R avec la res- 
tr ict ion de la division par O), on associe une opération machine notée (*lS par  ac*isb = ns(a*b). 

Nous supposerons que tout est mis en œuvre pour que les optrations arithmétiques de base res- 
pectent ce modéle (présence de chiffres de garde en particulier). 

2.2.3 Sptci f icat ion d'une ar i thmtt ique compact i f i te  effective. 

Nous voulons décrire ici une arithmétique comportant certains des avantages de I'arithmktique 
compactifiée tout en respectant les contraintes qu'impose la représentation des nombres en 
machine. Nous retiendrons le modéle suivant: 
on se donne un sous-ensemble fini SI de R\(O) te l  que: SES, =, -SE SI, auquel sont associés les 

deux nombres ml =rnin(s~S, ls>0) e t  MI =max(s~S~);  on lui adjoint trois nouveaux éléments qu'on 

identifie aux éléments comspondants de Re: zéro (noté O), l'infini (noté -1 e t  l'indéfini (noté a) - 
pour f o m ~ e r  un ensemble noté SI: S;=Slu{Ol-,ol. On se donne une projection de R ' dans S',' 

satisfaisant les contraintes suivantes: 

(YS; sinon 

- 
A toute opération binaire interne * définie sur R', on associe une opération image notée (*is,, 

1 

définie sur $7 par x c*iS,,y = n9(xXy).  VX,YE SI. 
1 1 

Remarques: 
Certaines opérations auront donc pour résultat la valeur infinie ou même la valeur indéfinie, mais 
le fait que ces valeurs soient intégrées à l'arithmétique autorisera la poursuite de l'algorithme. 

D'autre part, la relation d'ordre surRne s'étendant ni à k ,  ni à RI les valeurs - et O ne pourront 
jamais figurer dans un autre test que l'égalité ou la non égalité. 

2.2.4 ImplCmentation d'une tarithmetique compact i f i te.  

Pour représenter une telle arithmétique, il est commode d'exploiter I'arithmétique machine de 
base disponible sur un matériel donné. il est aisé de proposer ml sera la plus petite puissance 

entière de la base dont le carré reste strictement supérieur à ml tandis que MI sera la plus grande 

puissance entiére de la base dont le carré reste strictement inférieure à M. Cette restriction offre 
l'avantage d'autoriser l'utilisation de I'arithmétique machine sans craindre les dépassements de 
capacité. D'où le choix: SI ={XE S lml i lx l~MI~.  
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Conformément à ce qui a été d i t  plus haut, toute valeur extérieure à cet intervalle sera forcée à 
zéro si elle est trop petite, ou à l'infini si elle est trop gmnde. Pour achever la description de cette 
représentation, il faut encore préciser la représentation qui a été retenue pour les trois valeurs 
particulières O,- e t  (0, représentation que nous noterons r(OI,r(-1 e t  dm). Cette représenta- 
tion doit  satisfaire les contraintes suivantes: 
1 O )  les trois représentations ne doivent pas appartenir au domaine de calcul courant: 

d a l e  [m,,M,l, pour aé {O,-,o). . . 

2') les repdsentations de zéro e t  l'infini sont inverses l'une de l'autre. 
En fait ,  j'ai retenu: r(0)=(ml l2 , r(-)=(M, 12(= 1 /r(0)) e t  do)=-r(- ) ,  mais ces choix sont 

bien arbitraires. 

2.3 Est imat ion de  l 'erreur. 

2.3.1 Divers  modes d'est imation. 

L'estimation de l'erreur peut revêtir  deux fonnes fondamentales: 
1') ê t r e  une majoration fiable mais souvent pessimiste de l'erreur effective qui entache la 

représentation d'un nombre; 
2") fournir me estimation de l'ordre de grandeur probable de cette erreur, mais cette estimation 

peut parfois être sous-évaluée. 

Qu'il s'agisse d'une majoration ou d'une estimation, l'outil de mesure peut revêtir  lui aussi deux 
formes distinctes: 

1 ' )  il peut être décrit par le programmeur qui, en plus de la manipulation de ses nombres, doit 
encore gérer celle des erreurs qui les entachent; 
2') il peut encore être intégré à l'arithmétique de base au moyen de laquelle seront programmés 

les calculs, que ce soit fait au niveau du software (notion de paquetage en ADA, qu'on simulera avec 
des sous-programmes en fortran) ou que cela soit fait au niveau du hardware. 

La solution que nous avons retenue ici est une estimation de l'erreur de calcul obtenue par une 
technique de simulation intégrée à l'arithmétique que l'on doit à Vignes et Laporte [ 131, la méthode 
des perturbations aléatoires. 

2.3.2 l d t e  de la mtthode  de perturbation. 

Supposons qu'on ait mis en œuvre un algorithme A avec l'arithmétique flottante classique d'un 01- 

dinateur caracterisée par un domaine de calcul S e t  une projection Ps pour obtenir un résul tat r 

(éventuellement un n-uple). Analysons l'exécution de cet  algorithme à part ir  de ses données. 
Chaque dsultat intermédiaire étant la projection (selon Pç) du résultat effectif de l'opération, une 

erreur portant sur l e  dernier d ig i t  de la représentation est  susceptible d'entacher ce résultat. 
L'erreur résultante qui affecte le  résultat final r est la conséquence de toutes ces approximations 
intermédiaires. Si nous supposons que toutes les opérations sont différentiables, l'erreur en- 

tachant l e  résultat final peut s'écrire sous la forme: &= or x où A repère llensemble 

?SA 

des résultats intermédiaires, représente l'erreur absolue qui entache le résultat intermédiaire 

a r  
xAe t  - est la dérivée partielle de r par rapport à ce même résultat xx L'idée de la méthode de 

axA 

perturbation consiste à introduire des erreurs $qui soient du même ordre de grandeur que les 

erreun effectives 5 inconnues e t  de constater l'effet global de ces erreurs sur le  résultat r. 
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2.3.3 Représentation effective. Modes de simulation. 

a) Mode b r u i t t .  
Pour obtenir un perturbation E; du même ordre de grandeur que l'erreur effective E*, on modifie 

lors de chaque opération le dernier digit de la mantisse d'une uni té (on ne peut pas moins). Dans le 
cas où la base est une puissance entiére de deux, cela est réalisé en changeant le dernier chiffre bi- 
naire du codage. Cette méthode, appelée mode bniité [171 est d'un usage limité car elle ne permet 
qu'une seule perturbation, donc une seule estimation de l'erreur qui entache le résultat final. 

b) perturbat ions stquentiel les. 

Pour éviter b cette technique le caract&re figé que nous venons de dénoncer, Vignes et Laporte [ 151 
proposent la méthode suivante: on va extcuter plusieurs fois le  même calcul et, pour chaque 
opération, on tirera au sort pour savoir si on utilise l'arithmétique courante ou le  mode bruité. 
Ainsi peut-on espérer que la moyenne des erreurs introduites lors des diverses exécutions sera 
une représentation plus réaliste de l'erreur effectivement introduite dans le  calcul en mode 
courant. On dispose alors d'autant d'approximations du résultat final qu'il y a d'exécutions 
différentes. S i  la connaissance de la précision avec laquelle est calculée le seul résultat final nous 
suffit, on pourra donc reprendre le  calcul plusieurs fois de suite, l e  caractère aléatoire des 
diverses exécutions nous assurant une bonne répartition des résutats: c'est la dispersion des 
résultats qui nous fournit l'estimation de l'erreur que nous souhaitons. De plus, la cohérence des 
résultats pourra être appréciée lors des diverses exécutions en mode bruité sélectif: le nombre 
d'exécutions distinctes, minimal si les diverses estimations de l'erreur sur le  résultat sont 
cohérentes, pourra être éventuellement augmenté dans le cas (rare) où les premières exécutions 
en mode bruité sélectif fournissent des indications contradictoires quant à l'estimation de la 
précision du résultat final. 

C )  perturbat ions simultanbes. 

Par contre, si nous souhaitons, comme c'est ici notre cas, avoir des informations actualisées sur la 
précision des résultats intermédiaires, il nous faut alors une exécution simultanée de toutes ces 
calculs perturbés. Cela n'est possible que si nous fixons a priori le nombre le nombre des simula- 
tions et, de ce point de vue, cette méthode est moins souple que la précédente. A cette fin, 
représentons chaque nombre par un vecteur à p composantes. Chaque opération binaire de 
l'algorithme sera mise en œuvre simutanément de p- l façons: pour i = 1 ,...,p- 1, on prendra la i- 
ième composante de chacun des deux vectews-opérandes, on les composera avec l'opération binaire 
en question, et le résultat sera rangé dans la i-iéme composante du vecteur-résultat. Pour i =  1, le 
calcul sera réalisé selon les régles de l'arithmétique dont on dispose sur le  matériel de calcul 
utilisé, mais pour les p-2 autres, le résultat sera éventuellement perturbé avant d'être rangé, la 
perturbation consistant à changer la parité du dernier b i t  en respectant une procédure aléatoire. 
Notons toutefois que l'effet d'une erreur ne se fera sentir que dans le seul cas où au moins l'une des 
perturbations qui affectent les p-2 composantes est effective: puisque les p-2 perturbatoins sont 
aléatoires e t  indépendantes, il se peut qu'aucune ne le soit. Dans ce cas, l'estimation de l'erreur 
introduite dans cette opération est nulle, e t  la contribution de cette opération élémentaire dans 
l'estimation de l'erreur qui va entacher les résultats ultérieurs est également nulle. S i  cette 
opération est précisément celle qui contribue le plus à l'incertitude du résultat final, l'estimation 
de l'erreur risque d'être totalement fausse. Pour éviter ce phénoméne pervers que la mise en 
œuvre séquentielle n'avait pas révélé, mais qui n'était pas absent pour autant, on introduira une 
erreur systématique dms une des composantes à perturber aléatoirement. Cela signifie que l'une 
des p-2 composantes d'indice i=2, ...,p- 1 peut ne pas être perturbée aléatoirement mais de façon 
systématique. 

Deux solutions s'offrent à nous: 
1') mettre en œuvre la méthode de perturbation aléatoire sur les p-2 composantes, tester si l'une 
de ces pertwbations est effective, et perturber une de ces composantes si ce n'est pas le cas. 
2') perturber systématiquement une des composantes, les autres étant perturbées de façon 
aléatoire. 
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Dans chacune de ces deux procédures, il est question de perturber une des composantes. Le choix de 
la composante à perturber peut être défini de trois façons distinctes: 
a) la composante est fixée une fois pour toutes (c'est alors appliquer l e  mode bruité à cette 
composante); 
b) faire appel à une proctdure garantissant un balayage de l'ensemble des composantes (balayage 
cyclique par exemple); 
C) t i rer  au sort la composante au moyen d'une procédure aléatoire. 
La méthode (2b) que nous avons retenue diffère Iégèmment de celle que pnkonise Vignes ( 1 a) dans 
la méthode CESTAC 1201. 

Comme dans l'utilisation stquentielle, l'erreur sera estimée à par t i r  des écarts entre les p- 1 
approximations d'un nombre contenues dans un vecteur, mais ici, l'erreur qui affecte tout résultat 
intermtdiaire est accessible dès que ce résultat a C t t  calculé: on peut en effet retenir la moyenne 
des tcarts, voire l e  plus grand tcart  comme estimation de l'erreur dont est entachCe la première 
composante de chaque nombre-vecteur. Cette repksentation de l'erreur peut indifféremment être 
calculée quand on en a besoin ou en même temps que le esu l ta t  effectif de l'opération: c'est cette 
dernière solution qui a &té retenue; c'est pourquoi on trouvera cette estimation de l'erreur dans la 
p-ième composante de chaque nombre-vecteur calculé. 

2.4 Est imat ion r iemanienne de l 'erreur.  

2.4.1 Ndcessi t d  d'un t ype  d'erreur spdcifique. 

La représentation des erreurs numériques est moins triviale qu'il ne paraît. Si l'on préfère le plus 
souvent adopter les erreurs relatives bien adaptées à la représentation flottante des nombres, on 
sait que cette repnLsentation sera en défaut dans le  cas d'erreurs entachant un nombre nul. Le fait 
d'adjoindre les valeurs - e t  o pour compléter l'arithmétique classique n'a pas simplifié notre 

tâche. Certes, il est clair que l'erreur qui entache o est surement plus grande que celle qui entache 
tout autre nombre: aussi n'aurons nous guère de peine à la définir. I l n'en est pas de même pour les 
deux autres valeurs spéciales que sont le  zéro e t  l'infini. Nous venons de rappeler que la notion 
d'erreur relat ive est  à re jeter  dans le  cas de la représentation de zéro, mais elle est encore 
inutilisable dans l a  représentation de l'infini. De même, si  la notion d'erreur absolue reste 
applicable au voisinage de zéro, elle devient également impraticable dans la représentation de 
l'infini. Pourtant, tou t  numéricien reconnait que, dans l a  plupart des cas, IO-'  est une 
approximation convenable de zéro, moins bonne que 1 0-l2 soit, mais meilleure que 1 o - ~  tandis que 
10'sera une approximation tout aussi acceptable de l'infini, moins bonne que 1 012 mais meilleure 
que lo4. 11 serait souhaitable de disposer d'une représentation de I'erreur qui respecte ce point de 
vue. 

2.4.2 La distance riemanienne. 18,131 

Dans l e  plan complexe, notons $ l'inversion de puissance un e t  dont le pôle a l'affixe i. Cet te  inver- 
sion transforme la droite réelle R en le  cercle C de diamètre unité centré au point d'affixe i /2  
(vo i r  figure 4). 

Compléter R en Ü= Ru (-1 équivaut à munir la droite réelle de la topologie image ~ a r  O' =$ de la 
topologie induite su- le  cercle C par la topologie naturelle de a. Cette topologie peut dériver de deux 
distances élémentaires 
1 'la distance attachée w module de la différence de deux complexes: 
d: x,y E R+ d(x,y) = I$(x )-$(y11 E [Olt 1 

2"la distance angulaire des deux images par $: 
d': x,y E R+ d8(x,y) = IArg($(x)-i/2)-Arg($(y)-i/2)1 E [O,xI. 

Nous retiendrons la  première de ces distances pour laquelle un calcul élémentaire donne: 
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l x - y l  
s i x e t y ~ R  

La distance de deux nombres est maximale si l'un est l'oppost de l'inverse de l'autre. C'est en par- 
ticulier le cas de zéro e t  l'infini, ou de l'unit4 et de son oppost. Cette distance est alors tgale à 

l'unité. On note* que, pour tout couple x,y de k,  on a: d(x,y) = d( 1 /x,l /y). En particulier, pour 
y=- on a: d(x,-) = d(l/x,O). 

> 

e t  l e  c e r c l e  de Riemann 

- - - 
f 

l0=$(0)] d il 
D'autre part, on se fera une meilleure idée de cette distance en notant qu'on a les approximations 
sui vantes: 

lx- I 
d(x,yl est voisin d e  si x e t  y sont proches de l'unité, voisin de lx-yl si x et y sont proches de 

1 1  
zéro et  voisin de 1; - si x e t  y sont proches de l'infini. 

Ainsi la distance de 1 012 à - 1  016 est-elle voisine de celle de 1 O-" à - 1  O-'', donc proche de 1 O-". 
Cette notion assez déroutante ne doit pas être maniée sans précaution car elle conduit à considérer 
comme très proches des nombres très grands n'ayant aucun chiffre commun et pouvant même être 
de signes contraires. 

2.4.3 ReprCsentation de l 'erreur. 

Convenons d'attacher à chaque nombre la plus grande distance riemanienne entre la composante 
principale (correspondant à l'indice i=  1 ) et ses p-2 composantes secondaires (correspondant aux 
calculs en mode perturbé). Cette distance sera calculée après chaque opération dont le résultat est 
un nombre-vecteur et  affectée à la p-ième composante de ce nombre-vecteur x = m m  d(xi, X,  1. 

P i =2  ... p 

Tout nombre-vecteur dont une composante est indéfinie est indéfini; l'erreur qui l'affecte est 
automatiquement fixée à 1, la valeur maximale des distances riemaniennes. Réciproquement, si un 
nombre-vecteur est affecté d'une erreur voisine de l'unité, alors ce nombre est presque indéfini: 
la notion d'erreur riemanienne permet ainsi de quantifier la notion de définition d'un nombre. 
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Il est souvent possible de disposer de plusieurs approximations d'un même résultat numérique. 
L'algorithme que nous proposons ici  exploite justement le fait que la majeure partie des résultats 
intermédaires peuvent être calculés de deux façons distinctes. Pour que l'algorithme fonctionne 
dans de bonnes conditions, il faut encore que les estimations d'erreurs dont nous disposons soient 
correctes. S'il n'est guère aisé de contrôler cette correction, un contrôle plus élémentaire reste à 
notre disposition. A cet te fin, nous dirons que deux approximations d'un même nombre sont 
compatibles si la distance de ces deux approximations est inférieure à la somme des erreurs 
entachant ces approximations (inégalité triangulaire). La vérification de la compatibilité de deux 
approximations d'un même nombre est un outil permettant de vérifier indirectement la validité des 
estimations de l'erreur en effet, si deux appmximations distinctes d'un même nombre sont incom- 
patibles, cela implique que l'estimation d'erreur de l'un des deux nombres est incorrecte. 

2.4.4 DCfinition des opérations. 

Pour définir les opérations, nous avons tenu compte du fait que certaines opérations courantes ont 
un résultat indéfini: -+-,---,OX- e t  WXO. Toutefois, le  modele retenu n'est pas totalement 

exempt de toute aberration. C'est ainsi que si l e  nombre a est très grand mais distinct de -, la 

somme a+- donne 00, alors que, pour a=-, ce résultat est o. Pour éviter ce phénomène, on forcera 
b l'infini tout valeur voisine de l'infini, comme on forcera b zéro toute valeur voisine de zéro. Par 
voisine, nous entendrons ici: d(aIb)i2xa ou b=O ou -. Cet art i f ice a permis de réduire 

P 
notablement le nombre des approximations incohérentes rencontrées lors de la mise en œuvre de 
l'algorithme. 

3.1.1 Les données. 

Définissons les deux ensembles d'indices suivants: 
n!,={(k,j)c Z ~ N  IO i j + l<n  ; l i k + j i n  ; k+211)) 

Ces ensembles d'indices permettent de repérer les points d'un quadrillage en quinconce de la forme 
de ceux qui sont repnhentés dans la figure 5. 

O 
Pour (k  J )E A,, mus supposons donnés des nombres 4) vérifiant les relations suivantes: 

(j-1) ( j )  ( A )  %-, +akil =$)+a:" ), pour Oik,j,k+jrn-2. 

Nous supposons donnée une suite finie de nombres ( x ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  e t  un nombre fixe LE. 

3.1.2 Le tableau 'el*. 
1 '  1 

Considérons un tableau & dont les trois indices vérifient (kj)cn,, 1=0, ...,pl p étant, tout comme 

n, un entier non négatif donné. Ce tableau sera soumis à trois sortes de contraintes: 

1 ' Certaines de ses valeurs sont fixées: 
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2' Pour chaque indice leO:p, à chaque couple ( k . j ) ~  A,, est  attachee une relat ion qui l ie  les 

v a l e m  des quatre sommets d'un losange: 

3' Pour 1s 1 p, à chaque couple (k j k L, te l  que k+l soit  impair. est attachee la relation suivante: 
1-1 . 'el, =H,( e;). 

où HI es t  une transformation homographique quelconque. Pour simplifier. nous supposemns que 

cette transformation homographique est de la forme: H,(x)= 1 /(x-a). e t  sauf indication contraire, 

nous choisirons: a=O. 
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3.1.3 Le prob l&me pos t .  

Etant donnés deux entiers p<n, une suite finie de réels ( x . )  e t  un tableau de réels (2') définis 
1 i=O..n 

O 
pour (k,j)€ An et satisfaisant la condition d'additivité (A), on se propose de déterminer le tableau 

1 .  
&.qui satisfera les contraintes attachées à ces données. 

Remarque: pour p=O, c'est la caractCrisation des relations qui régissent l a  mise en œuvre de 
l'agorithme de losange classique attaché à ces données. Les autre relations sont des contraintes 
traduisant l'invariance homographique des colomes de même pari t t .  

3.2 Un a lgor i thme de  principe cooteux. 

3.2.1 Le contexte .  

Pour résoudre le probltme posé, on suppose qu'on dispose d'une représentation des nombres corn- 
portant deux informations: la valeur approchée de ce nombre, e t  la précision avec laquelle cette 
valeur connue approche la valeur exacte. Chaque opération élémentaire nous fournit donc deux ré- 
sultats: la valeur effective et la précision de cette valeur. Nous proposons tout d'abord un algo- 
rithme théorique dont le seul intérêt est de donner une idée synthétique de la stratégie que nous dé- 
velopperons dans le chapitre suivant. 

3.2.2 ln i  t i a l i sa t i on  de l 'a lgor i thme. 

a) initialisation générale par défaut: 
pour  1=0, ...,p f a i r e  

pou r  ( k , j ) ~  A : faire 

b) initialisation effective: 
O 

pour  j:=O b n fa i re  O]o=xj; 

0 - j  
pour  j :=2 b n fa i re  h ;  

1 1  
pour  1:=2b p fa i re  81-1=O; 

3.2.3 boucle pr inc ipa le  

t a n t  que (arn6 l iora t ion (0,l,k,j,val)) f a i r e  '0; =val; 

ou la fonction booléenne amélioration prend la valeur vrai dès que l'une des relations (losange ou 
inversion) permet d'affecter à une composante part icul i t te du tableau 8 une valeur plus précise 
que celle qui était connue lors de son appel. Les indices identifiant la valeur modifiée sont affectés 
aux paramétres l,k,j e t  la nouvelle valeur au paramétre val, l e  tableau 0 étant inchangé. 
L'algorithme s'arrête dès qu'aucune des relat ions (de losange ou d'inversion) ne permet 
d'améliorer la pdcision d'un seul élément du tableau. Toutefois, nous ne tenterons pas de montrer 
que cette Cventualité se pesente nécessairement: la fiabilité de cet algorithme théorique (que nous 
n'envisageons pas de programmer) n'est pas établie. 
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3.2.4 Descr ipt ion de l 'amtl iorat ion. 

On définit un ordre privilégié dans lequel on contrôlera les relations. Le choix de cet ordre n'est 
pas essentiel. Dans cet algorithme de principe, nous traiterons d'abord l'ensemble des losanges, 
puis l'ensemble des inversions, mais tout autre ordre est permis, le balayage des losanges et des 
couples de valeurs inverses pouvant d'ailleurs être entrelacés. Par contre, il est essentiel 
qu'aucune relation ne soit omise. 

fonct ion amt l i o ra t i on  (0: i n  tableau; i,j,k: ex indices; val: ex r t e l ) :  boolten; 
trouvt:booléen:=faux; 1,kl ,j 1: indices; 

-- 1 'recherche d'un losange non saturé: 

pour  1:=0 à p fa i re  
1 

pour  ( k  1 ,j 1 )E A ,, fa i re  

s' i l  n'y a pas plus d'un sommet indéfini parmi les  quatre, 
alors rechercher l e  sommet l e  moins précis: so i t  ( k j )  son indice; 

calculer la  valeur val de ce sommet en fonction des t ro i s  autres; 
1 

t rouvé:=prtc is ion de val meilleure que celle de 8 'L ; 

s i  trouvé alors amélioration:=vrai; re tour  f in  de si; 
f i n  de si; 

f i n  de pour; 
f i n  de pour; 

--2'recherche d'une inversion non saturée: 

pour 11 = 1 b p faire 
1 1  

pou r  ( k , j ) ~  ï ï  fa i re 

s i  ( 1  1 +k impair) a l ~ r s  
1 1  j 1 1 - 1  j 

s i  (au moins l'une des valeurs % ou ek es t  définie) 

alors rechercher la valeur la moins p r t c i se  des deux: 
so i t  1 son indice. 1' t t an t  l'autre; 

1' j 
calculer l a  valeur val en inversant Bk; 

1 j trouvé:= précision de val meilleure que celle de +; 
s i  trouve alors amélioration:=vrai; re tour  f in  de si; 

f i n  de si; 
f i n  de si; 

f i n  de pour; 
f i n  de pour; 

--3" pas d'amélioration possible: 

f i n  d 'amtl iorat ion; 
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3.2.5 Coût de c e t  algori thme. 

Cet algorithme aveugle ne tient aucun compte des relations de proximité entre losanges ou couples 
de valeurs inverses l'une de l'autre. Chacun des losanges peut être testé plusieurs fois, chacune des 
valeurs peut être recalculée de nombreuses fois: non seulement cet algori thme risque d'être très 
coûteux, mais on n'est même pas certain qu'il converge, c'est à dire qu'il s'arrête au bout d'un 
temps fini. En réal i t t ,  on peut envisager une preuve de l'arrêt de cet algorithme reposant sur le 
fait que l'erreur sur le  résultat ne peut être moindre que celle qui entache les données, mais nous 
n'avons pas développé cette question. Néanmoins, cet algorithme décrit assez bien la motivation 
suivante: exploiter chacune des identites qui interviennent dans ce probl5me pour améliorer la 
précision de la variable la plus grossi5re qui intervient dans cette identité. Bien entendu, l'idée que 
je présente ici dans l e  contexte particulier des algorithmes de losange peut s'adapter avec plus ou 
moins de succés d tous les algorithmes reposant sur un ensemble redondant de relations 
algébriques. L'exploitation conjuguée de cette redondance e t  des informations sur la précision avec 
laquelle chaque résultat intermédiaire est calcule fournira un algorithme d'une grande fiabilité 
numérique. Il ne faut toutefois pas perdre de vue l e  fait que le coût e t  par suite l ' intérêt d'un tel 
algorithme dépendra beaucoq de la façon dont cette redondmce a m  été exploitée. 

l ~ r o g r a r n m a t i o n  e f f e c t i v e  de l 'a lgor i  thme.] 

4.1 Algor i thme de  pr incipe e f fec t i f .  

4.1.1 L 'ordre p r inc ipa l .  

L'algorithme de principe qui vient d'être présenté présente divers inconvénients: 
1 " son coût risque d'être très grand; 
2" sa convergence n'est pas assurée; 
3" il nécessite un très grand espace mémoire; 

1 '  
On réduira ces difficultés en s'imposant un ordre de balayage du tableau dk e t  en couplant la mise 

en œuvre de la régle du losange avec celle des inversions. A cette fin, on se référera à l'ordre 
principal suivant: 

pour  (chaque nouvel le valeur d t r a i t e r  xi) fa i re 

- - t ra i tement d'une diagonale rep t rCe  pa r  l ' indice i :  
pour  (chaque indice de colonne k)  fa i re  
- - t ra i tement de  l a  colonne d'indice k: 

pour (chaque indice de tableau 1) fa i re  
1 i -k  

- - t ra i tement de 11é14ment de tableau Clk ; 

4.1.2 Exceptions. 

4.1.2.1 l d t e  de  base. 

Cet ordre principal souffrira toutefois des exceptions qui seront clairement explicitées dans le 
1 i-k 

texte du programme. L'idée directrice est la suivante: le  traitement de l'élément 8, commence 

par l e  calcul de sa valeur au moyen de la relation du losange au sommet droit duquel il est situé; si 1 
1 i-k 1+1 i-k 

e t  k ont la  même parité, alors l'élément ek est l'inverse de l'élément ek qui sera traité 

ultérieurement: aucun test n'est encore possible; au contraire, si 1 e t  k sont de parité différente, 
1 i-k 1-1 i-k ek est l'inverse de l'élément qui a déjà été calculé e t  on va donc pouvoir uti l iser la rela- 
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1 i-k 
t ion d'inversion qui les lie: si l e  nouvel élément ek est plus précis que le précédent, on recai- 

culera une nouvelle valeur de ce dernier, puis, si cette nouvelle valeur est plus précise, on réu- 
tilisera la  relation du losange qui avait servi à son élaboration pour recalculer une des valeurs à 
part i r  de laquelle il avait t t é  initialement calcult, le  processus pouvant être i t é r t  . . . Par contre, 

I i-k 
si le  nouvel élément 4 est moins pr+cis que le  précédent, on recalculera une nouvelle valeur de 

1 i-k 1-1 i-k 1 i-k €ik par inversion de ek , puis si cette nouvelle de B, est plus précise que celle qui avait été 

calculde avec la d a t i o n  du losange, on réutilisera cette relation du losange pour recalculer une des 
valeurs b partir de laquelle il avait t t é  calculé, le processus pouvant être itéré. 

1 1-k 
4.1.2.2 Traitement de I'Çlbment 8 . 

1 i-k 
Le traitement de l'élément comporte deux phases bien distinctes: 

1 i-k 
1 on commence par appliquer la  règle du losange pour calculer le  quatrième sommet ek du 

losange d'indice (k- 1 ,i-k 1. 
2" selon la parité relative de k e t  1, cette valeur est liée à l'élément homologue du tableau d'indice 
1+1 (si k e t  1 ont même parité) ou du tableau d'indice 1-1 (si k e t  1 sont de parité différente). Deux 
cas se présentent alors: 

1+1 1-k 
2.1 les indices k e t  1 ont même parité: l'élément ek n'ayant pas encore é té  calculé, nous 

attendrons que cet élément soi t  calculé par la relation du losange pour pouvoir comparer la 
précision des deux approximations. Le traitement secondaire s'arrête là. 

1 - 1  1-k 
2.2 les indices k e t  1 ont une pari té différente: l'élément ek ayant déjà é t é  calculé, nous 

disposons de deux approximations calculées indépendamment l'une de l 'autre qui sont 
théoriquement inverses l'une de l'autre. Trois cas peuvent se présenter, qui dépendent de la 
précision relative avec laquelle sont connus les deux éléments en question: 
2.2.1 les deux valeurs sont connues avec la même précision: on ne peut exploiter aucune des deux 
valeurs pour améliorer l'autre. Là encore, arrêt du traitement secondaire. 

1 i-k 1-1 i-k 
2.2.2 la  valeur ek est connue avec une meilleure précision que ne l'est la valeur ek : on va 

1-1 i-k 1 1-k - 1  
profiter de cela pour tenter d'obtenir une meilleure approximation de ek . La valeur v= ( ek ) 

1-1 i-k 
est une nouvelle approximation de ek . Si la  précision de v n'est pas meilleure que celle de la 

1-1 i-k 
valeur actuelle de ek , on arrête le traitement secondaire, mais si la précision de v est meilleure 

1-1 4-k 
que celle de Bk , alors la  nouvelle valeur v peut e t  doit  être substituée à l'ancienne. Cette 

ancienne valeur avait été calculée au moyen de la régle du losange à partir de t ro is valeurs; deux 
d'entre elles appartiennent à la  diagonale antérieure, e t  leur valeur est figée, mais l a  troisième 
appartient à la diagonale actuelle, e t  sa valeur peut éventuellement être corrigee. On recalculera 

1-1 i-k+l 
donc une nouvelle approximation w de ek - !  en réutilisant la relation du losange centré en e t  on 

comparera la précision de cette nouvelle valeur à celle de l'ancienne. 
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4.2 Technique de l a  diagonale montante. 

4.2.1 Quelques notations. 

L'algorithme sera programmé selon la tednique des diagonales montantes, ce qui permet de traiter 
successivement les valeurs données, mais cette particularité n'est pas exploitée dans la présenta- 
tion du programme puisque nous irons chercher les valeurs dans un fichier où elles auront été 
préparées. Lors de l'introduction de la donnée numéro il i.e. le t r ip let  (x(i),t(i-1 ),s(i-211, on 
dispose déjb d'un tableau u(j,k) contenant les éléments u(j,l) de la derniére diagonale calculée: 

j 1 
u(j,l)= 8i-1-1, ou les indices j e t  1 reptrent respectivement le numéro du tableau (de O tr jmax) et 

le premier indice des données ut i l is t  pour calculer la valeur concernée. A cette diagonale numéro 
i- 1 vient s'adjoindre une nouvelle diagonale numéro i dont on rangera les valeurs dans le tableau 

j l 
v(j,kl en respectant la correspondance: v(j,l)= Bi-,. Bien sur, il serait relativement aisé d'éviter 

l'introduction d'une seconde diagonale, mais cela compliquerait encore un peu un algorithme dont la 
principale qualité n'est certes pas la simplicité. 

4.2.2 Algorithme gtnéral. 

1 )  initialisation: u(O,O)=x,; 

2) boucle générale: 

pour chaque nouvel élément ( i=  1 à n) faire 

2.1 1 actualisation des coeff ic ients (54.2.31; 
2.2) in i t ia l isat ions propres à la diagonale montante n'i ( 54.2.4); 
2.3) traitement principal: 

pour chaque colonne (k= 1 b il faire 
2.3.1 1 pour chaque tableau ( j=0 b rnin(k-l,jrnax)) fa ire 

2.3.1.1 appliquer la règle du losange: 
v(j,i-k)=u(j,i-k+ 1 )+d(i-k)/(v(j,i-k+ 1 1-u(j,i-kl); 

2.3.1.2) se lon l a  par i tb ,  comparer ce r é s u l t a t  à l 'é lément 
homologue du tableau dont l ' indice e s t  immtd ia tement  
infCrieur, et, s'i l y a lieu, améliorer la  p r t c i s ion  de certains 
r6sul t a t s  antCrieurs (54.2.5); 

f i n  pour j; 

2.3.2) s'i l y a lieu, in i t ia l isat ion du tableau n'k (94.2.6); 
f in  pour k; 

2.41 actualisation du tableau u pour l e  traitement de la  diagonale suivante, e t  
copie de l a  diagonale actuelle dans l e  tableau final (54.2.7). 

f in  pour i; 

4.2.3 Actualisation des coefficients. 

Cette actualisation des coefficients correspond h l'algorithme de losange général défini en [81, dans 
k 

ii) j lequel on a: aco i+x(T ,  .-o. 1. Les coefficients d(j) = 9 . de la nouvelle diagonale sont alors 
I+J 1+) 

j=O 
-J 

calculées en fonction des coefficients ~(j)=#-,-~ de l'ancienne de la fa~on  suivante: 
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s i  i> 1 alors 
d i - 1  ) = d i - 2 ) ;  bca r t=d ( i - 1  1 -d i -1  1; 

pour  j=2 b n f a i r e  d(i- j )=c(i- j )+bcart;  
fsi; 

En réalité, l'opportunité que nous venons de décrire n'a pas été exploitée dans le programme for- 
tran qui suit. La version actuelle du programme fortran que nous annexons au présent travail fait 
appel a une variante beaucoup moins souple n'autorisant que la mise en œuvre des deux algorithmes 
de losange les plus courants (&-algorithme e t  p-algorithme). 

4.2.4 ln i t ia l isa t ion de  l a  diagonale nOi. 

On calcule les premiers éléments des tableaux no O e t  1 au moyen de: 

v(O,i+ 1 )=u(O,i)+c(i-1 )/(u(O,i-1 )-XI;  ( rég le  du losange) 
v(OIi)=xi; u(O,i)=v(O,i+ 1 ) ;  

v (  1 ,i+ 1 )= 1 /v(O,i+l 1. 
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4.2.5 Comparaison de la  prCcision. 

Il s'agit là d'une operation délicate. La consultation des figures 8,Q e t  10 permet d'en suivre plus 
commodément l'articulation. 

La figure 8 résume la situation initiale dans l e  cas où j e t  k ont la même parité: elle rnssemble 10 
Cléments qui sont l iés par 6 relations. Quatre d'entre eux, u(j,i-k), u(j,i-k+l), u(j-1 ,i-k e t  
u(j-1 ,i-k+l ont été calculés lors de l'étape antérieure: leur valeur est donc indtpendante de la 
demiére donnée introduite, à savoir xi, e t  le  traitement actuel, qui repose précistment sur la con- 

naissance de x, ne peut pas I'ameliorer. Il n'en va pas de même pour les six autres, u(j-2,i-k+ 1 ), 
1 

u(j-1 ,i-k), u(j-1 ,i-k+ 11, v(j,i-k), v(j,i-k+1) e t  v ( j + l  , i-k+l). Notons t ou t  d'abord que 
parmi ces valeurs, du moins parmi celles qui existent car certaines d'entre elles peuvent ne pas 
être définies, il n'en est qu'une qui n'a point encore é t t  calculCe: u(j,i-k). 

Ces dix valeurs sont liées par six relations que nous rappelons briévement: 
1' La *gle du losange intervient deux fois: elle l ie celles du tableau numéro j, d'une part, e t  celles 
du tableau numéro j- 1 d'autre part; 
2' La régle d'inversion intervient quatre fois, puisqu'elle l ie les composants de chacun des couples 
suivants: 

(v ( j -2 , i -k+ 1 ),v( j-  1 , i -k+ 1 )), 
( v ( j -1  , i -k),v( j , i -k)),  
( v ( j , i - k+  1 ) ,v( j+ 1 , i -k+ 111, 

M j - 1  ,i-k+ 1 ),u(j,i-k+l 1); 
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Les quatre relations qui ne font pas intervenir v(j,i-k) ont certes déjà été exploitées, mais cela ne 
signifie pas qu'elles ne le seront plus: si une relation a déjà été exploitée, tous ses éléments ont 
déjà été calculés; si nous disposons d'une autre relation pour calculer l'un de ces éléments, nous 
connaissons alors deux approximations de cet t l tment .  S i  la nouvelle approximation est plus 
précise que l'ancienne, nous retiendrons cette nouvelle valeur, mais notre traitement ne va pas 
s'arrêter 1%: la plus mauvaise des deux approximations avait t t é  calculée au moyen d'une relation 
que nous pouvons utiliser pour recalculer le moins précis de ses éléments en fonction des autres. 

Au contraire, si l'ancienne relation est plus précise que la nouvelle, nous conserverons bien 
entendu cette ancienne valeur, mais, là encore, notre traitement n'est pas achevé pour autant: si le 
résultat de la relation que nous venons d'exploiter n'est pas precis, c'est qu'au moins une des 
données etait plus imprécise que le résultat que nous avions obtenu en utilisant une autre relation; 
s'il n'y a qu'une telle donnte impecise, il est alors possible de &utiliser notre relation actuelle 
pour recalculer cette donnCe imprécise à part ir du r tsu l ta t  plus précis obtenu par un autre 
moyen 

Cette technique sera utilisCe ici avec la restriction suivante: nous nous interdisons de recalculer 
les élément de la diagonale antérieure, c'est a dire les u(j,i-k); cela a deux conséquences 
immédiates. D'une part, la relation d'inversion qui l ie  u(j,i-k+l) e t  u(j-Ili-k+l ) ne sera pas 
exploitée (elle l'a été lors de l'étape antérieure); d'autre part, dans la règle d'inversion comme 
dans celle du losange, il n'y a que deux valeurs du tableau u: chacune de ces valeurs peut alors être 
calculée en fonction de l'autre au moyen de cette relation et cela a pour effet de définir simplement 
l'élément d'une relation qu'on va pouvoir recalculer dès qu'on voit que l'utisation directe de cette 
relation conduit à un résultat moins précis que celui qu'on a obtenu par une autre relation. 

et inversion 

-1 

substitution 

-1 
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j i -k  
si ( j k l  e t  j-k pair) alors --le dernier t l tmen t  calcule v(j,i-k)= ek est lié àl'élément 

--homologue du tableau d'indice j-1 ; comparons les: 
s i  (v(j,i-k) plus prCcis que v(j-1,i-k)) alors -- voi r  figure 9 

v( j - la i -k)= 1 /v(j,i-k); --correction de la valeur la moins pr tc ise 
= u - 1 - 1  + c v - 1  i - k - u - 1 - 1  ; -- uti l isation verticale de 

j-l 1-k+l j-1 i-k -- la règle du losange pour recalculer r =  - b part i r  duquel v(j-1 ,i-k)= ek 

-- a déjb Cté calcule; comparons la précision des deux valeurs concurrentes: 
s i  ( r  plus p r t c i s  que v(j-1 ,i-k+l ) alors 
v(j-1 ,i-k+ 1 )=r; -- correction de la valeur antérieure: 
-- comparer b I'tltment homologue du tableau d'indice inférieur (s'il existe): 

s i  ( jk2 e t  alors s i  v(j-1,i-k+l) plus prCcis que v(j-2,i-k+l) l  alors 
v(j-2,i-k+l )= 1 /v(j-1 ,i-k+ 1 );-- correction de la valeur antérieure: 

f si; 
fsi; 

sinon s i  (v(j,i-k) moins prCcis que v(j-1,i-k)) alors --voir figure 10 
v(j,i-k)= 1 /v(j-1,i-k); -- correction de la valeur la moins prCcise: 

r=u(j, i-k+l )+c((v(j,i-k)-u(j,i-k+l )); -- uti l isation horizontale de la 
j i-k+l 1 i-k -- règle du losange pour recaicuier r =  €& à part ir duquel v(j,i-k)= ek avait 

-- été antérieurement calculé: comparons la précision des deux valeurs concurrentes: 
s i  ( r  plus p r t c i s  que v(j,i-k+l ) alors 
v(j,i-k* 1 )=r; -- correction de la valeur antérieure: 
-- comparer à I'élément homologue du tableau d'indice supérieur (s'il existe): 

s i  ( j < i  e t  alors s i  v(j,i-k+ 1 ) plus prCcis que v( j+  1 ,i-k+ 1)) alors 
v( j+ 1 ,i-k+ 1 )= 1 /v(j,i-k+ 1 1;-- correction de la valeur antérieure: 

f si; 
fsi; 

f si; 
f s i ;  

4.2.6 ln i t ia l isat ion du tableau numéro k. 

I 
(inversion) + 

Iv(L+(,i-L*()l 
s i  (kcjmax) a lo rs  

v(k,i-k)= 1 /v(k-1 ,i-k); 
v(k, i-k+ 1 )=u(k,i-k)+d(i-k)/(v(k,i-k)-u(k,i-k+ 1 1); 

s i  ( k~ j rnax )  alors 
v(k- 1 ,i-k+ 1 )= 1 :v(k,i-k+ 1); 

fsi; 
f s i ;  
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4.2.7 Actua l isa t ion du tableau u e t  copie dans l e  tableau f ina l  

Le tableau v a la structure suivante: 

Après avoir recopié l e  tableau v dans l e  tableau u, nous initialisons les  colonnes ayant l'autre 
pari té dans le prochain tableau créé, s'il existe. Pour l'affichage, on se contente de recopier les 
valeurs du niveau zéro, en se limitant aux indices non négatifs: 

pour  chaque colonne (pour 1:=0 à i+  1 1 fa i re  
pour  chaque niveau (pour j:=O à minci-2-1,jmax)) fa i re  

u(jIl):=v(jIl); 
fpour  j; 

f pou r  1; 
s i  ( i < jmax )  a l o r s  u(i+l,O):=O f s i  ; 
pour  1:=0 b i f a i r e  

tht ta( i -1, l  ):=v(0,1) 
f pou r  1; 

4.3 Notes  sur l e  codage fortran. 

Pour traduire cet algori thrne en un programme fortran, j'ai adopté les règles suivantes: 
Les nombres élémentaires sont des p-uplets (ou multinombres) rangés dans des tableaux. Rien ne 
nous interdi t  d'uti l iser des variables indicées dont les éléments sont déjà de te ls p-uplets. 
Toutefois, compte tenu du mode de rangement des tableaux fortran, l'indice repérant les diverses 
composantes d'un te l  p-uplet sera nécessairement le premier si nous souhaitons que les diverses 
composantes d'un multinombre soient contiguës (ce qui est essentiel si l'on veut que les opérations 
arithmétiques agissent simplement sur l'ensemble des composants de chaque multinombre) Pour 
évi ter  les problhmes de repérage, nous avons choisi de renverser l'ordre initial des indices. De 
plus les  deux tableaux u e t  v ont été rangées dans un même tableau diag: ainsi, l'élément 
d i  ag(l,k,j,i correspond-il b la composante numéro 1 du mutinombre repré senté par l'élément 
u(j,k) s i  i=O e t  v(j,k) si i =  1 .  

La représentation par des multinombre est spécifiée dans les commentaires. Dans la version 
actuelle du programme, les nombres d i )  e t  d i )  qui correspondent % l'algorithme de losange le 

plus général n'apparaissent pas: les coefficients a\ sont calculés directement b partir des donnees, 

mais cette procédure nous confine provisoirement b l'&-algorithme ou au p-algorithme. 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* 
i EPSILON e t  RHO-ALGORITHMES 
* 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* 
8 INVARIANCE HOMOGRAPHIQUE: 
* 
* Le programme utilise l'invariance homographique des colomes de même parité en construisant systéma- 
* tiquement plusieurs tableaux: 
* Le premier est le  tableau associé b la mise en œuvre classique de l'algorithme de losange retenu. 
* Les éléments des colonnes d' indice impair du second sont les inverses des Cléments homologues du pre- 
* mier, ceux des colonnes d'indice pair du troisiéme sont les inverses des éléments de même indice du se- 
* cond, etc ... 
* Le nombre de tableaux est défini par la valeur entière h, choisie par l'utilisateur dans l'intervalle (O-hh), 
* où la constante entiére hh est fixée par l'instruction parameter (hh= 15 dans la version présentée). 
* On profite du fait qu'à tout moment, un élément déterminé peut être calculé selon deux procédures (règle 
* du losange ou inversion de l'élément homologue du tableau voisin) pour retenir celle qui fournit la valeur 
* la plus fiable. * 
* METHODE DE PERTURBATION: 
* 
* Cette fiabilite est appréciée au moyen de la méthode de perturbation de Vignes e t  Laporte qui est mise en 
* œuvre ici dans les conditions suivantes: 
* à chaque variable sont associées p valeurs distinctes dont la fonction respective est: 
* la première valeur correspond au calcul normal de la valeur de la variable; 
* chacune des p-2 suivantes correspond à une mise en œuvre indépendante de la méthode de perturbation: 
* pour chaque opération,la i-eme composante sera calculée au moyen de la i-eme composante de chacun 
* des opérandes, le dernier bi t  du résultat étant ensuite modifié ou non selon la valeur d'une procédure 
* aléatoire à résultat booléen; 
* la dernière valeur reptésente une estimation de l'erreur dont est entachée la composante principale (la 
* première) à part ir des valeurs des composantes perturbées (ne 2 à p-1 1. Le mode de calcul sera décrit 
* plus loin. 
* Le nombre p des.composantes associées à la représentation d'un nombre (y  compris l'estimation de 
* l'erreur) est une valeur entiere choisie par 1' utilisateur dans l'intervalle (3..pp), où la constante entiere 
* pp est fixée par l'intruction parameter (pp= 10 dans la version présentée). 
* 
i L'ARITHMETIQUE COMPACTIFIEE UTILISEE: 
* 
* L' arithmétique flottante accessible à partir du type real*8 du fortran a été modifiée par l'introduction 
* de deux valeurs externes: l'infini e t  l'indéfini. Pour que l'infini soit l'inverse de zéro, il a fallu introduire 
* une valeur fictive de ce nom. Le champ des valeurs positives utilisable a été restreint à l'intervalle 
* 16?(-141..16?14.Toute valeur de module inférieur est réputée nulle, toute valeur de module supérieur 
* est réputée infinie (à l'exception de l'indéfini qui sera codé avec une tel le valeur). Les seuils 167(-14) et  
* 1671 4 sont représentés par les variables mini e t  maxi de type real*8. Les valeurs spéciales sont codées 
* par: zéro:16?(-281, infini:l6728 e t  indéfini:-1 6728. Leur valeur (non protégée par parameter) est 
* accessible au moyen d'un commun nommé CONST. * 
* La droite numérique compactifiée par l'adjonction du point à l'infini est munie de la distance riemannienne 
* qui permet de banaliser le  rôle de ce point a l'infini. C'est cette distance qui nous permettra d'apprécier 
* la qualité d'une approximation. * 
* 
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i PROGRAMME PRINCIPAL 
* 
* Ce programme va chercher les données dans le fichier "données" au moyen du sous-programme 
* DONNEES, et met en œuvre l'algorithme de losange modifié atta-ch4 à ces données par l'appel du sous- 
* programme LOSANGE. Le résultat est un tableau lostab que l'on corrige au moyen d'une utilisation 
* inverse de l'algorithme du losange simple mise en oeuvre dans le sous-programme CORLOS. Les données 
* initiales sont alors transformées (sous-pmgramme INVDON) au moyen d'une inversion dont le  pôle est 
* choisi de facon b l imiter les erreurs numériques (sous-programme CHXPOLE) et l'algorithme de losange 
* modifié (LOSANGE) est applique à ces nouvelles données. Le tableau obtenu los1 est alors corrigé par 
* appel à CORLOS, ses colonnes d'indice impair sont dinvenées (appel au sous-programme INVLOS) pour 
* donner un tableau los2 dont on complétera les colomes d'indice impair par appel w sous-programme 
* COMLOS (cette version provisoire n'est guére fiable: on lui préftrera une mise en oeuvre du sous- 
* programme LOSANGE à partir d'une initialisation des colonnes d'indice -1 e t  1, comme cela sera fait dans 
* les versions ult6rieures). 
* Nous disposons alors de deux tableaux lostab et los2 dont les valeurs (tMoriquement égales) sont 
* accompagnées d'une estimation de l'erreur qui entache chacun de l e m  616ments. Nous pouvons donc 
* effectuer trois contrôles simples et indépendants: 
* *précision du premier calcul par consultation de 1.a dernière composante de chaque valeur de lostab 
* *précision du second calcul par consultation de la dernière composante de chaque valeur de los2 
* *cohérence des deux calculs en calculant la distance des é16ments correspondants des deux tableaux. 
* Pour rendre ces résultats plus parlants, nous les avons directement traduits en nombre de chiffres 
* décimaux attachés à un résultat (corrects par appel à NBCHLOS dans les deux premiers cas, communs 
* aux deux représentations par appel à DISTLOS dans le dernier). 
* 
* DECLARATIONS: 
* 

implicit reali8 (a-z) 
common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
common /hasard/ b,nbt,nbv 
common /loterie/ num 
integer n,nn,i,b,nbt,nbv,p,pp,hh,h,num,large 
character*12 entree,sortie,brouillon,accord 
logical epsilon 
parameter (nn=5O1pp=5,hh=20) 
dimension x(pp,O:nn),y(pp,O:nn),tt(pp,O:nn) 
dimension diag(pp,O:nn,O:hh,O: 1 ),theta(- 1 :nn) 
dimension lostab(pplO:nn,O:nn),los 1 (pp,O:nn,O:nn) 
dimension 1os2(pp,0:nn10:nn),1os3(pp,0:nn,0:nn) 
dimension lambda(pp),mu(pp),pole 1 (pp),man(pp),ligne(O:nn) 

* 
i FONCTION DES VARIABLES NON INDICEES: 
* 
* *les cinq variables de type real*8 du commun CONST caractérisent l'arithmétique utilisée; 
* *les trois variables entières du commun HASARD ne servent que dans le sous-programme ALEA; 
* *les trois variables entières nn, pp et hh, initialisées et protégées par l'instruction parameter 
* fournissent les bornes maximales des trois dimensions laissées au choix de l'utilisateur: 
* nn: taille maximale du problème (les données sont indicables de O à nn). 
* hh: indice maximal des tableaux construits (indicables de O à hh). 
* pp: taille maximale des nombres manipulés (comportant:le nombre,ses perturbations,son erreur). 
* *les trois variables n, p et hl associées aux précédentes, définissent la dimension réelle du problème: 
* n, nombre de donnees effectives du problème, est lu avec les dondes; 

h et p, paramttres de la méthode de résolution, sont laissés au choix de l'utilisateur; attention, le * coût de l'algorithme est sensiblement proportionnel au produit (h+l )*(p-1 )*(n+l)f2. 
* *le booléen epsilon lu dans le  fichier des données, prend la valeur vraie si l'algorithme de losange est 
* l'epsilon-algorithme e t  faux dans le cas où c'est le ho-algorithme (cette version ne permet pas de * traiter les autres algorithmes de losanges); 
* 
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i FONCTION DES VARIABLES INDICEES: 
* 
**Les variables indicées de ce programme principal sont naturellement indicées par nn (tail le du problème) 
* e t  pp (taille des nombres utilisCs); tout nombre est repesenté au moyen d'un tableau indicé par 1 ..pp, 
* mais seules les p premiéres composantes sont effectivement utilisees: te l  est le cas des variables 
* lambda,mu et  pole; lambda et mu représentent la valeur affectée à la colonne d'indice -2 dans le  tableau 
* en losange, pole est la valeur retenue pour appliquer une nouvelle fois l'algorithme de losange. 
*rd' autres tableaux ont des fonctions plus specifiques: 
* l *lostab,losl ,los2 e t  los3 servent à memoriser le  hsu l ta t  global de la mise en œuvre de l'algorithme de 
* losange; on a tenu compte de l'organisation particulibre des tableaux en fortran pour placer en queue les 
* indices correspondant à une fonction plus globale; on trouve donc dans l'ordre: le  repére de composante, 
* l'indice de diagonale descendante, puis l'indice de colonne; les colonnes sont ainsi rangees les unes d e r  
* r iére les autres; 
* T les  tableaux x,y,z e t  6ventuellement tt contiennent les suites de valeurs auxquelles est appliqué le 
* sous-programme LOSANGE; tt contient la suite des abscisses dans le cas du ho-algorithme; le  premier 
* indice repére les composantes de chaque nombre tandis que le second identifie le  terme de la série; 
**les trois derniers tableaux n'apparaissent dans le  programme principal que pour éviter le  surdimension- 
* nement des tableaux dans les sous-programmes dont i ls  devraient être des variables locales: ligne ne 
* sert que dans NBCHLOS, theta dans CREPOLE e t  diag dans LOSANGE. 
* 
i CHOIX DES FICHIERS D'ENTREE-SORTIE ET DES PARAMETRES: 
20 write (*,*) "nom du fichier d'entree (1 2 le t t res  au plus) " 

read (*,SI entree; open (3,file=entree,status="old") 
write (*,*) "nom du fichier de sort ie principal t 12 lettres)" 
read (*,*) sortie; open (2,fi le=sortie) 
write (*,*) "nom du fichier de sort ie secondaire (1 2 let t res) " 
read (*,*) brouillon; open ( 1 ,file= brouillon) 
WRlTE (*,*) "les t ro is fichiers ouverts sont:" 
write (a,*) " fichier de données: ",entree 
write (*,*) " fichier de resultats: ",sortie 
write (*,*) " fichier intermediaire: ",brouillon 
write (*,*) "Cela vous convient-il? Tapez OUI pour confirmer." 
read (*,*) accord; i f  (accord.ne."OUI") goto 20 

21 write (*,*) "entrez la hauteur: entier de l'intervalle (0:20)" 
read (*,*) h 
i f  ((h.lt.O).or.(h.gt.hh)) then - 

write (*,*) "La hauteur ne convient pas: proposez une autre hauteur!" 
goto 21 

end i f  
22 write (*,*) "entrez la tail le de la simulation de perturbation: entier de l'intervalle (3:12)" 

read (*,*) p 
i f  ((p.lt.3l.or.(p.gt.pp)) then 

write (*,*) "La taille de la simulation ne convient pas: proposez une autre taille!" 
goto 22 

end i f  
23 write (*,*) "entrez la largeur d'affichage: entier de l'intervalle (3:6) " 

read (*,*l large 
i f  ((large.lt.3).or.(large.gt.6)) then 

write (*,*) "la largeur d'affichage ne convient pas: proposez une autre largeur " 
goto 23 

end i f  
* INITIALISATIONS NON PARAMETREES: 

b= 123457954; nbt=O; nbv=O; num= 1; call crecst 
WRlTE (*,*) "zero= ",zero, " infini =",infini 
WRlTE (*,*) "indef ini =",indefini," mini = ",mini," maxi =",maxi 
call crevec (p,infini,lambdal 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* TRAITEMENT PRINCIPAL: * 
a * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

* 1 1 ACQUISITION DES DONNEES: 
call donnees (3,p,epsilon,n,tt,x); call impdon (2,p,epsilon,n,tt,x) 

* 2) ALGORITHME DE LOSANGE PRINCIPAL: 
call 1osange(p,1ambda,diag,x1n,n+2,tt,1ostab,epsi1on,h~ 
wri te (2,*); write (2,*) "tableau obtenu directement " 
call implos (p,n,lostab,.true.,large) 

* 3) CORRECTION DU TABLEAU: 
call corlos (p,n,lostab,tt,epsilon) 
wr i te (2,*) "tableau in i t ia l  corrige"; wr i te  (2,*); 
call implos (p,n,lostab,.TRUE.,Iarge) 

* 4 )  ESTIMATION DE L'ERREUR: 
wr i te (2,*) "precision du tableau init ial corrige"; 
call implos (p,n,lostab(p,O,O),.TRUE.,large) ; wr i te  (2,') 

51 ESTIMATION DU NOMBRE DE CHIFFRES EXACTS: 
wr i te  (2,*) "nombre de chiffres corrects du tableau corrige" 
wr i te (2,'); call nbchlos (p,n,lostab(p10,0),ligne,.TRUE.,2*large) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* TRAITEMENTS DE CONTROLE: * 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* 1 1 TRANSFORMATION DES DONNEES: 

cal1 crepole (p,n,n+l ,x,theta,pole); cal1 crevec (p,pole,polel 1 
cal1 invsqc (p,n,x,y,polel 1; call invpole (p,lambda,mu,polel 

* 21 ALGORITHME DE LOSANGE PRINCIPAL: 
call losange (p,mu,diag,y,n,n+2,tt,losI ,epsilon,h) 
wr i te (1 ,*) "tableau derive des donnees inversees" 
call implos (p,n,los 1 ,.TRUE.,large 1 

* 3) CORRECTION DU TABLEAU INVERSE: 
cal1 corlos (p,n,los 1 ,tt,epsilon) 
write (2,*) "correction du tableau derive des donnees inversees" 
call implos (p,n,losl,.TRUE.,large) 

* 4 )  REINVERTION DU TABLEAU INVERSE (COLONNES PAIRES) 
call invlos (p,n,losl ,los2,pole 1 1 
write (2,*) "reinversion des colonnes paires du tableau corrige" 
call implos (p,n,los2,.FALSE.,large 1 

* 5) RECONSTITUTION DU TABLEAU (PRESQUE) COMPLET: 
cal1 comlos (p1n,los2,tt ,epsilon) 
wr i te ( I ,*) "tableau reinverse complete" 
call implos (p,n,los2,.TRUE.,large) 

* 6) ESTIMATION DE L'ERREUR SUR CE TABLEAU RECONSTITUE: 
wr i te (2,') "erreur sur le  tableau reinverse" ; wr i te  (2,*) 
cal1 implos (p,n,los2~p,O,O),.TRUE.,large) 

* 7 )  NOMBRE DE CHIFFRES CORRECTS DU TABLEAU RECONSTITUE: 
wr i te (2,*) "nombre de chiffres corrects du tableau reinverse" 
wr i te  (2,*); cal1 nbchlos (p,n,los2(p,0,0),lignel.TRUE.,2*large) 

* 8)  DIFFERENCE DES DEUX TABLEAUX (INITIAL CORRIGE ET REINVERSE COMPLETE) 
cal1 dif los (p,n,los2,lostab,los3) 
wr i te ( 1 ,*) "difference:"; cal1 implos (p,n1los3,.TRUE.,large) 

* 9)  DISTANCE RIEMANNIENNE DES DEUX TABLEAUX: 
call dist los (p1n,los2,1ostab,1os3); wr i te  (2,') "distance:" 
call implos (p,n,los3,.TRUE.,large) ; wr i te  (2,s) 

* 1 O )  NOMBRE DE CHIFFRES COMMUNS AUX DEUX TABLEAUX: 
wr i te (2,*) "nombre de chiffres communs aux deux tableaux: " 
wr i te  (2,'); call nbchlos (p,n,los3,ligne,.TRUE.,2*large) 

s t o p  
e n d  
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* 
* CREATION OU INITIALISATION: 
* 
* DONNEES va lire les donnees du probleme dans un fichiedpammetre nfich1 ou il trouve le booléen 
* epsalgo (type du probléme1,l'entier n (taille du probleme, et les donnees numeriques.(voir introduction). 
* CRECST initilise les valeurs (non protegees) du commun constantes. 
* CRENB Cree une multivaleur vec b partir d'un reali8 nb 
* 
*********************************************************************  

subroutine donnees(nfich,p,epsalgo,n,tt,x) 
integer p,n,i,pp,nf ich 
parameter (pp=5) 
realw8 x(p,O:n),tt(p,O:n),terme,coef 
logical epsalgo 
read (nfich,l O )  epsalgo; read (nfich,') n 

10 format(l6) 
i f  (epsalgo) then 

do 1 i=O,n 
read (rifich,*) terme 

1 cal1 crevec (p,terme,x( 1 ,il) 
else 

do 2 i=O,n 
read (nfich,* 1 coef,terme 
call crevec (p,coef,tt( 1 ,il); call crevec (p,terme,x( 1 , i l 1  

2 continue 
end i f  
re tu rn  
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
subroutine crecst 
implicit real*8 (a-z) 
common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
maxi= 1 d.dO** 14; mini= 1 .dO/maxi ;infini=maxi*maxi 
indefini=-infini ; zero= I .dofinfini 
r e tu rn  
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
subroutine crevec ( p,nb,vec1 
integer p,i 
real*8 nb,vec(.p),anb 
implicit real*8 (8-2) 

common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
integer i 
do 1 i=l,p-1 

anb=dabs(nbl 
i f  (anb.lt.mini 1 then 

n b = z e r o  
else i f  (anb.gt.maxi) then 

nb= in f i n i  
end i f  

1 vec(i)=nb 
call ajuster(p,vec) 
re tu rn  
end 
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ARITHMETIQUE DE BASE: 

Cet ensemble de sous-programmes concerne les questions li6es à 18arithm6tique: methode de perturba- 
tion,arithm6tique compactifi6e et distance associ6e: DISTANCE calcule la distance d de deux real'8 a et 
b, en tenant compte du fait que l'un ou l'autre peut 6tre infini ou indefini. ALEA fournit une valeur boo- 
leenne al6atoire I en utilisant une valeur entihre b transmise par le commun HASARD et initialisde 
dans le programme d'appel. MODIFIER change le dernier bit de la mantisse du reel.8 r. PERTURBER fait 
appel aux deux sous-programmes pr6c6dents pour modifier le dernier bit lorsqu'al6a lui donne le feu 
vert. AJUSTER fait appel aux deux sous-programmes prbcédents pour harmoniser l'ensemble des per- 
turbations: il garantit qu'au moins une des perturbations sera effective; en outre, il teste si l'une des 
composantes du multinombre obtenu n'est pas trop voisine de zero ou de l'infini, auquel cas cette compo- 
sante sera forcée a cette valeur spéciale. 

Les opérations arithm6tique.s qui suivent agissent sur les rnvltinombres definis en prhambule. Nous n'uti- 
lisons 18arithm6tique compacti fide que pour repr6senter les composantes des multinombres, l'erreur 
&tant repr6sent6e par un real.8 (ce qui autorise une distance nulle). Les opérations de base sont deux 
opérations binaires, la SOMME et le PRODUIT, et deux opérations unaires, l'INVERSE et l'OPPOSE, ce qui 
permet de d6crire la DIFFÉRENCE et le QUOTIENT. On leur a adjoint la COPIE (ou affectation). 

subroutine distance(a,b,d) 
implicit real'8 (a-z) 
common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
i f  ((a.eq.indefini).or.(b.eq.indefini)j then 

d = l  .dO 
else if ((b.eq.infini).and.(a.ne.infini)) then 

d = l  .dO/dsqrt(l .dO+a0a) 
else if ((a.eq.infini).and.(b.ne.infini)) then 

d = l  .dO/dsqrt(l .dO+b0b) 
else if (((a.eq.infini).and.(b.eq.infini)).or.((a.eq.zero).and.(b.eq.zero))) then 

d=2.dO0mini 
else 

d=dabs(a-b)/dsqrt(( l  .dO+aea)*(l .dO+b'b)) 
end if 
re turn 
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine alea(l) 
integer b,nbt,nbv 
common /hasard/ b,nbt,nbv 
logical I 
b=b065539; b=mod(b,2147483648) 
Lb.lt.0; nbt=nbt+l 
if (1) nbv=nbv+l 
re turn 
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine modifier (r) 
real'8 1,s 
integer'l ent(8) 
equivalence (s,ent(l )) 
s= r  

if (mod(ent(8),2).eq.O) then 
ent(8)=ent(8)+1 

e lse 
ent(8)=ent(8)-1 
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endif 
r = s  
re turn 
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine perturber (r) 
reale8 r 
logical I 
cal1 alea (1) 
if (1) call modifier (r) 
re turn 
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine ajuster (p,nb) 
implicit real'8 (a-z) 
dimension nb(1) 
integer i,num,p,q 
common Iloteriel num 
cornmon lconstl zero,infini,indefini,rnini,maxi 
q=p-1 ; nurn=mod(num,q)+l 
do 1 i=l,q 

if (i.eq.nurn) cal1 modifier (nb(i)) 
if (i.ne.1) call perturber (nb(i)) 

anb=dabs(nb(i)) 
if (anb.gt.rnaxi) nb(i)=infini 
i f  (anb.lt.rnini) nb(i)=zero 

1 continue 
nb(p)=mini 
do 2 i=2,q 

call distance (nb(1 ),nb(i),dist) 
2 nb(p)=dmaxl (nb(p),dist) 

cal1 distance (nb(1 ),infini,dist) 
if (dist.le.2.dO'nb(p)) then 

nb(1 )=infini 
e lse 

cal1 distance (nb(1 ),zero,dist) 
if (dist.lt.2.dOenb(p)) nb(1 )=zero 

end if 
re turn 
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine somme(p,a,b,s) 
irnplicit reale8 (a-z) 
integer p,i 
cornmon Iconstl zero,infini,indefini,mini,maxi 
dimension a ( l  ),b(l ),s(l ) 
external distanc8,perturber 
if ((a(p).eq.l .dO).or.(b(p).eq.l .do)) then 

s(l)=indefini ; s(p)=l .dO ; return 
end if 
do 1 i=l ,p-1 

if ((a(i).eq.infini).and.(b(i).eq.infini)) then 
s(l)=indefini ; s(p)=l .dO ; return 

else if ((a(i).eq.infini).or.(b(i).eq.infini)) then 
s(i)=infini 

e lse 
s(i)=a(i)+b(i) 

end i f  
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1 continue 
cal1 ajuster (p,s) 
return 
end 

..**...*.* . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine produit (p,a,b,s) 
implicit real.8 (a-z) 
integer p,i 
common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
dimension a(l),b(l ),s(l ) 
external distance,perturber 
if ((a(p).eq.l .dO).or.(b(p).eq.l .do)) then 

s(l)=indefini ; s(p)=l.dO ; return 
end if 
do 1 i= l  ,p-1 

if (((a(i).eq.infini).and.(b(i).eq.zero)).or.((a(i).eq.zero).and.(b(i).eq.infini))) then 
s(l)=indefini ; s(p)=l .d0 ; return 

else if ((a(i).eq.infini).or.(b(i).eq.infini)) then 
s( i )=inf in i  

e lse 
s ( i )=a( i ) *b ( i )  

end if 
1 continue 

cal1 ajuster (p,s) 
return 
end 

* * . . * * . . * * * * . * * * . * * * * t * * * * * * * * * . * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *  

subroutine copie (p,a,r) 
integer p,i 
real'8 a ( l  ),r(l ) 
do 1 i=l,p 

1 r( i )=a( i )  
return 
end 

* * * . * t * . . . * * . . * ~ . * . * * . * * . * * * * . * * * . * * * * * * . * * * . * * * * * . * * * * * . * * * * * * * * * * * *  

subroutine inverse(p,a,r) 
implicit real'8 (a-z) 
integer i,p 
common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
dimension a ( l  ),r(l ) 
i f  (a(p).eq.l.dO) then 

r ( l  )=indefini ; r(p)=f .do 
else 

do 1 i=l,p-1 
aa=dabs(a(i)) 
if (aa.gt.maxi) then 

r ( i )=zero  
else if (aa.lt.mini) then 

r ( i )= in f in i  
e l se  

r ( i ) = l  .dO/a(i) 
end if 

1 continue 
cal1 ajuster (p,r) 

end if 
return 
end 

* * * * . . . * * * * . . . t . * * * t * * * * * * * * * t * * * * * * . * * * * * * * * * . * * * * * . * * * . . * . * * * * * * * * .  
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subroutine oppose(p,a,r) 
implicit real'8 (a-z) 
integer i,p 
common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
dimension a(l),r(l ) 
if (a(p).eq.l .do) then 

r(l)=indefini ; r(p)=l .dO 
e lse 

do 1 i=l,p-1 
aa=dabs(a(i)) 
if (aa.gt.maxi) then 

r( i )=inf in i  
else if (aa.lt.mini)then 

r( i )=zero 
e lse  

r( i )=-a( i )  
end if  

1 continue 
r(p)=a(p) 

end if  
re tu rn  
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine difference(p,a,b,r) 
implicit real'8 (a-z) 
integer pp,p 
parameter (pp=5) 
dimension a(l),b(l),r( l) ,c(pp) 
cal1 oppose(p,b,c); cal1 somme(p,a,c,r) 
re tu rn  
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine quotient(p,a,b,r) 
implicit reaI'8 (a-z) 
integer pp,p 
parameter (pp=5) 
dimension a(l),b(l),r(l),c(pp) 
cal1 inverse(p,b,c); cal1 produit(p,a,c,r) 
re tu rn  
end  

TRAITEMENT PRINCIPAL: 

II est assurd par le sous-programme LOSANGE qui fait lui-m6me appel aux sous-programmes LOSHOR et 
LOSVER; ces deux modules correspondent à l'utilisation de la regle du losange: LOSHOR calcule la valeur 
de I'6l6ment le plus à droite du losange en fonction des valeurs aux trois autres sommets et de la valeur 
du coefficient c, le r6sultat 6tant rang6 correctement dans le tableau diag; LOSVER calcule la valeur de 
1'616ment situ6 en bas du losange en fonction de la valeur des trois autres sommets et du coefficient c, le 
r6sultat 6tant rang6 dans un parambtre auxiliaire (res). La coh6rence est assurde par les parametres p, 
n et n2 pour les dimensions, et par i et j pour la localisation du losange dans le tableau diag. 

Le sous-programme LOSANGE est le cœur de ce programme: nous nous contenterons de commentaires 
succincts et nous renvoyons le lecteur au paragraphe 4 pour de plus amples explications. 

4 
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subroutine losver(p,diag,i,j,c,n,n2,res) 
integer n,j,k,i,pp,n2,hh,p 
parameter (pp=5,hh=20) 
real'8 c(l),diag(p,0:n2,0:hh,O:l),d(pp),q(pp),res(1) 
call difference (p,diag(l ,j-1 ,i,l),diag(l ,j,i,O),d) 
call quotient (p,c,d,q) 
cal1 somme (p,diag(l ,j-1 ,i,O),q,res) 
re tu rn  
e n d  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine loshor(p,diag,i,j,c,n,n2,res) 
integer n,i,j,k,p,n2,hh,pp 
parameter (pp=5,hh=20) 
real'8 c(l),diag(p,0:n2,0:hh,0:l),d(pp),q(pp),res(1) 
cal1 difference (p,diag(l , j+ l  ,i,l),diag(l ,j,i,O),d) 
call quotient(p,c,d,q) 
cal1 somme (p,diag(l ,j+l ,i,O),q,res) 
re tu rn  
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine losange (p,lambda,diag,x,n,n2,tt,lostab,epsilon,h) 
implicit real.8 (a-z) 
integer i,j,k,I,m,ml,n,deb,ii,nl,pp,p,n2,hh,hl,h 
parameter (pp=5,hh=20) 
common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
logical epsilon 
dimension x(p,O:n),tt(p,O:n),diag(p,O:n2,O:hh,O:l ),Iambda(l) 
dimension lostab(p,O:n,O:n) 
real'8 un(pp),c(pp),man(pp),zerol (pp),res(pp),ref(pp) 

INITIALISATION PRINCIPALE 
CREATDN DES MULTINOMBRES UN ET ZERO 

call crevec (p,l .dO,un) 
call crevec(p,zero,zerol ) 

INlTlALlSATlON DE LA PREMIERE DIAGONALE 
cal1 copie(p,lambda,diag(l ,1,0,0)) 
cal1 copie (p,zerol ,diag(l,0,0,0)) 

do 1 i=O,n 
TRAITEMENT DE LA DIAGONALE MONTANTE D'INDICE I 

INlTlALlSATlON DES COLONNES D'INDICE -2 ET O DANS LE TABLEAU D'INDICE O 
cal1 copie (p,x(l ,i),diag(l ,i,O,l)) 
cal1 copie (p,lambda,diag(l ,i+2,0,1)) 

INlTlALlSATlON DES COLONNES D'INDICE -2 ET O DANS LE TABLEAU D'INDICE O 
if (epsilon) then 

cal1 copie (p,un,c) 
e l s e  

call copie(p,zerol ,c) 
end if 

REGLE DU LOSANGE VERTICAL ET INVERSION DU RESULTAT (POUR LE TABLEAU Nol) 
call losver (p,diag,O,i+l ,c( l  ),n,n2,man) 
cal1 copie (p,man,diag(l ,i+l,0,1)) 
cal1 inverse (p,diag(l ,i+l,O,l ),diag(l ,i+l ,l , l ) )  
do 2 k=l,i 

TRAITEMENT DE LA COLONNE No K 
h l  =minO(k-1 ,h) 
do 3 j=O,hl 

TRAITEMENT DU TABLEAU No J 
if (epsilon) then 

cal1 copie (p,un,c) 
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e l s e  
cal1 difference (p,tt(l , i),tt(l ,i-k),c) 

end i f  
REGLE DU LOSANGE HORIZONTAL 

cal1 loshor (p,diag,j,i-k,c,n,n2,res) 
call copie (p,res,diag(l ,i-k,j,l ) )  

if ((mod(j+k92).eq.0).and.(j.ge.l)) then 
INVERSION POSSIBLE DE L'ELEMENT CALCULE 

cal1 inverse (p,res,man) 
cal1 copie (p,diag(l ,i-k,j-1 ,l),ref) 
if (man(p).It.ref(p)/l.4dO) then 

L'ELEMENT INVERSE EST MEILLEUR QUE L'ELEMENT ANTERIEUR: 
IL LE REMPLACE, ET ON CONTINUE L'EXPLORATION; 

cal1 copie(p,man,diag(l ,i-k,j-1 , l ) )  
if (epsilon) then 

cal1 copie (p,un,c) 
e l s e  

cal1 difference (p,tt(l , i),tt(l ,i-k),c) 
end i f  

MISE EN OEUVRE DU LOSANGE VERTICAL ET COMPARAISON DE PREClSlON 
cal1 losver (p,diag,j-1 , i-k+l ,c,n,n2,man) 
i f  (man(p).It.diag(p,i-k+l ,j-1 , l ) )  then 

REMPLACEMENT DE L'ANCIENNE VALEUR 
cal1 copie(p,man,diag(l , i -k+l  ,j-1 ,l ) )  

i f  (j.ge.2) then 
NOUVELLE INVERSION ET COMPARAISON 

cal1 inverse (p,diag(l , i -k+l  ,j-1 , l) ,man) 
if (man(p).lt.diag(p,i-k+l , j -2, l ) )  then 

REMPLACEMENT DE L'ANCIENNE VALEUR 
cal1 copie (p,man,diag(l , i -k+l  , j -2, l ) )  
call loshor (p,diag,j-2,i-k,c,n,n2,res) 
i f  (res(p).It.diag(p,i-k,j-2,l)) then 

cal1 copie (p,res,diag(l , i-k, j-2, l)) 
end i f  

end i f  
end if 

e n d i f  
else if (man(p).gt.ref(p)*l.4dO) then 

L'ELEMENT ANTERIEUREMENT CALCULE EST PLUS PRECIS QUE LE NOUVEAU; 
ON RECALCULE CE NOUVEL ELEMENT EN FONCTION DE L'ANCIEN ET ON EXPLOITE 
CETiE NOUVELLE VALEUR POUR CORRIGER CELLE QUI ETAlT A L'ORIGINE DE 
L'IMPRECISION EN APPLIQUANT VERTICALEMENT LA REGLE DU LOSANGE. 

cal1 inverse (p,ref,man) 
cal1 copie (p,man,diag(l ,i-k,j,1 ))  
call losver (p,diag,j,i-k+l ,c,n,n2,res) 
if (res(p).It.diag(p,i-k+l , j , l )) then 

LA VALEUR RECALCULEE EST PLUS PRECISE QUE CELLE QUI AVAIT DEJA ETE 
CALCULEE: EUE LA REMPLACE ET ON VA LA COMPARER A LA VALEUR 

HOMOLOGUE DU TABLEAU VOISIN. 
cal1 copie (p,res,diag(l , i-k+l , j , l ) )  

if (j.1t.h) then 
LA PROFONDEUR DE LA SlNGULARlTE NE DEPASSE PAS LE SEUIL 

cal1 inverse (p,res,man) 
if (man(p).It.diag(p,i-k+l , j+ l  , l ) )  then 

LA NOUVELLE VALEUR INVERSEE EST EFFECTIVEMENT PLUS PRECISE QUE 
CELLE DONT NOUS DISPOSIONS JUSQU'A PRESENT: ELLE LA REMPLACE 

cal1 copie (p,man,diag(l , i -k+l  , j+ l  , l ) )  
end i f  
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end if 
end if 

end if 
end i f  

FIN DU TRAITEMENT DU J-IEME TABLEAU 
cont inue 
if (k.1e.h) then 

INlTlALlSATlON DU K-IEME TABLEAU 
cal1 inverse (p,diag(l ,i-k,k-1 , l),diag(l ,i-k,k,l)) 
if (epsilon) then 

cal1 copie (p,un,c) 
e l s e  

cal1 difference (p,tt(l ,i),tt(l ,i-k),c) 
end if 

cal1 losver (p,diag,k,i-k+l ,c(l),n,n2,man) 
cal1 copie (p,man,diag(l ,i-k+l ,k,l)) 

if (k.1t.h) then 
cal1 inverse (p,diag(l , i-k+l ,k,l),diag(l , i-k+l ,k+l  , l ) )  

end if 
end if 

FIN DU TRAITEMENT DE LA K-EME COLONNE 
continue 
if (i.1t.h) then 

INlTlALlSATlON ARBITRAIRE D'UN ELEMENT DU TABLEAU Nol (COLONNE DE PARITE 
DIFFERENTE DE CELLE DES ELEMENTS INVERSES DU TABLEAU No 1-1). 

cal1 copie (p,zerol ,diag(l ,O,i+l , l ) )  
end if 

MISE A JOUR EN FIN DE TRAITEMENT D'UNE DIAGONALE MONTANTE 
h l  =minO(h, i+l)  
do 5 k=O,hl 

do 5 j=O,i+2-k 
ACTUALISATION DE LA NOUVELLE DIAGONALE MONTANTE 

cal1 copie (p,diag(l ,j,k,l),diag(l ,j,k,O)) 
if ((k.eq.O).and.(j.le.i)) then 

COPIE DU PREMIER NIVEAU DE LA DIAGONALE MONTANTE DANS LE TABLEAU 
COMPLET LOSTAB. 

cal1 copie (p,diag(l ,j,k,l),lostab(l ,j,i-j)) 
end if 

continue 
cal1 impdiag(p,n,n2,i,diag,h) 

continue 
return 
end 
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POST-TRAITEMENTS: 

Ces sous-programmes ont pour objet les pst-traitements qui permettent d'apprécier a posteriori la 
qualit6 des r6sultats du programme de losange. Ils ne participent donc pas à la mise en œuvre de I'algo- 
rithme mais seulement au contrôle de sa validith. Dans ces sous-programmes, les paramhtres entiers p 
et n repèrent respectivement la taille des multinombres et celle de la suite x donn6e. 

CREPOLE calcule la valeur pole la plus aloignée (au sens de la distance riemannienne) de l'ensemble des 
valeurs de la suite x. Le tableau theta est mis en paramhtre pour autoriser un dimensionnement semi- 
dynamique. INVSEQ transforme la suite x en une suite y au moyen d'une inversion dont le pole est le pa- 
rametre pole. INVPOLE calcule l'inverse r d'un multinombre a dans une inversion dont le pole est le para- 

* metre pole. INVLOS transforme les colonnes d'indice pair du tableau lostab en un tableau losinv au moyen 
d'une inversion dont le pole est le parametre pole. DIFLOS et DISTLOS g6nbrent un tableau losdif dont les 
6l6ments sont respectivement la diff6rence ou la distance des deux tableaux los1 et 10~2. CORLOS corri- 
ge le tableau los en appli quant la rbgle du losange a l'envers: pour chaque losange, il recalcule la valeur 
de 1'616ment situ6 en haut ou à gauche en fonction des valeurs des trois autres sommets; cela permet 
de corriger les lacunes liees à une mise en œuvre trop syst6matique de la technique de la diagonale mon- 

* tante; contrairement A l'algorithme LOSANGE, cette correction ne porte que sur le tableau principal. 
COMPLOS complbte le tableau dont les colonnes d'indice pair ont 6t6 obtenues indirectement (c'est à dire 
en reinversant les colonnes d'indice pair du tableau construit à partir des termes de la suite prealable- 
ment inversés). Cette methode trhs peu fiable conduit des rhsultats doliteux. 

subroutine crepole(p,n,nl ,x,theta,pole) 
implicit real'8 (a-z) 
integer p,n,nl ,i,j,jl 
common /const/ zero,infini,indefini,mini,maxi 
dimension theta(-1 :nl),x(p,O:n) 
pi=4.d0*datan(l .do); theta(-l)=-pi 
do 1 i=O,n 

if (x(1 ,i).eq.infini) then 
w = p i 

e lse 
w=2.dOedatan(x(l ,i)) 

end if 
j=i; j l  =i-1 

while (w.lt.theta(j1)) 
theta(j)=theta(jl); j= j l ;  j l = j -1  

repeat 
theta( j )=w 

1 continue 
max=O.dO; theta(n+l)=pi 
do 2 i=O,n+l 

ecart=dabs(theta(i)-theta(i-1)) 
if (ecart.gt.max) then 

max-ecart; imax=i 
end if 

2 continue 
maxtheta=(theta(imax)+theta(imax-l))/4.d0; pole=dtan(maxtheta) 
return 
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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subroutine invpole (p,a,r,pole) 
integer pp,p 
parameter (pp=5) 
real'8 a( l  ),r(l ),pole(l ),dif(pp),inv(pp) 
cal1 difference(p,a,pole,dif); call inverse (p,dif,inv) 
call somme (p,pole,inv,r) 
return 
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine invsqc (p,n,x,y,pole) 
integer p,n,i 
real'8 x(p,O:n),y(p,O:n),pole(l) 
do 1 i=O,n 

cal1 invpole (p,x(l ,i),y(l ,i),pole) 
1 continue 

re turn 
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine invlos(p,n,lostab,losinv,pole) 
real'8 lostab(p,0:n,0:n),losinv(p,0:n,0:n),pole(1) 
logical impair 
integer n,i,k,q,r,p 
do 2 i=0,2*n 

q=i/2; r=i-2*q 
if (r.eq.0) then 

do 1 k=O,minO(q,n-q) 
call invpole (p,lostab(l ,q-k,2'k),losinv(l ,q-k,2'k),pole) 

1 continue 
end if 

2 continue 
return 
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine diflos(p,n,losl ,1os2,1os) 
real'8 losl (p,O:n,O:n),los2(p,O:n,O:n),los(p,O:n,O:n) 
logical impair 
integer n,i,k,p 
do 3 i=O,n 

do 3 k=O,i 
cal1 difference (p,losl (1 ,i-k,k),los2(1 ,i-k,k),los(l ,i-k,k)) 

3 continue 
re turn 
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine distlos(p,n,los1,10~2,10s) 
real'8 losl  (p,O:n,0:n),los2(p,O:n,O:n),los(p,O:n,O:n) 
integer n,i,k,p 
do 3 i=O,n 

do 3 k=O,i 
cal1 distance (losl (1 ,i-k,k),los2(1 ,i-k,k),los(l ,i-k,k)) 

3 continue 
re turn 
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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subroutine corlos(p,n,los,tt,epsilon) 
integer n,pp,p,i,k 
parameter (pp=5) 
logical epsilon 
real'8 Ios(p,O:n,O:n),tt(p,O:n), un(pp),dif(pp) ,~UO(PP),~~S(PP),C(PP) 
cal1 crevec(p,l .dO,un) 
do 1 i=n-1,2,-1 

do1 k=i,3,-1 
CONTROLE DE LOS (k,i-k) 

if (k.1t.i) then 
CONTROLE HORIZONTAL 

i f  (epsilon) then 
cal1 copie (p,un,c) 

e l se  
cal1 difference (p,tt(l , i+l), t t( l  ,i-k-1 ),c) 

end if 
cal1 difference (p,los(l , i-k-l ,k+l), los(l ,i-k,k+l ),dif) 
cal1 quotient (p,c,dif,quo); cal1 somme(p,los(l,i-k-1 ,k+2),quo,res) 
if (res(p).lt.los(p,i-k,k)) then 

cal1 copie (p,res, los(1 ,i-k,k)) 
end if 

end if 
if (k.gt.3) then 

CONTROLE VERTICAL 
if (epsilon) then 

cal1 copie (p,un,c) 
e l se  

cal1 difference (p , t t ( l , i+ l ) , t t ( l , i -k) ,c )  
end if 

cal1 difference (p,los(l ,i-k+l ,k-1 ),los(l ,i-k,k+l),dif) 
call quotient (p,c,dif,quo); cal1 somme (p,los(l ,i-k+l ,k),quo,res) 
if (res(p).lt.los(p,i-k,k)) then 

call copie fp,res,los(l ,i-k,k)) 
end if 

end if  
1 continue 

re turn 
end  

subroutine comlos(p,n,los,tt,epsilon) 
integet n,pp,i,k,p 
logical epsilon 
parameter (pp=5) 
real'8 los(p,O:n,0:n),tt(p,O:n), c ( ~ ~ ) , d i f ( ~ ~ ) , q u o ( ~ ~ ) , r e ~ ( ~ ~ ) , u n ( ~ ~ )  
cal1 crevec(p,l .dO,un) 
do 1 i=l,n 

if (epsilon) then 
cal1 copie (p,un,c) 

e l se  
call difference (p,tt(l ,i),tt(l ,i-l),c) 

end if 
cal1 difference (p,los(l ,i,O),los(l ,i-1 ,O),dif) 
cal1 quotient (p,c,dif,los(l ,i-1 , l ) )  
do 1 k=3,i,2 

if (epsilon) then 
cal1 copie (p,un,c) 

e lse 
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cal1 difference (p,tt(l , i),tt(l ,i-k),c) 
end if 

cal1 difference (p,los(l ,i-k+l ,k- l ) , los( l  ,i-k,k-l),dif) 
cal1 quotient (p,c,dif,quo) 
cal1 somme (p,los(l ,i-k+l ,k-2),quo,los(l ,i-k,k)) 
if (k.1t.i) then 

if (epsilon) then 
cal1 copie (p,un,c) 

e l s e  
cal1 difference (p,tt(l ,i),tt(l , i-k-l),c) 

end if 
cal1 difference (p,los(l ,i-k-1 ,k+l), los(l ,i-k,k-l),dif) 
cal1 quotient (p,c,dif,quo); cal1 somme (p,los(l,i-k-l,k),quo,res) 
i f  (res(p).It.los(p,i-k,k)) then 

cal1 copie (p,res,los(l ,i-k,k)) 
end if 

end if 
1 continue 

return 
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

SOUS-PROGRAMMES D'IMPRESSION: 
+ 

IMPDON imprime les donnees pour contrôle. IMPVEC imprime un multinombre r. IMPDIAG imprime toutes 
les informations relatives à la i-&me diagonale montante, pour les tableaux utilis6s jusqu'au niveau h. 
IMPLOS imprime un tableau de losange complet (parametre lostab).On se restreint aux colonnes paires en 
fixant le logical impair à .FALSE. NBCHLOS imprime aussi un tableau de losange complet; toutefois, il 
n'imprime pas les valeurs contenues dans le tableau qui figure en parametre mais le nombre de chiffres 
decimaux exacts estime de chacun des nombres de ce tableau (c'est en fait l'inverse du logarithme deci- 
mal de l'erreur qu'on trouve en p-ieme composante de chaque multinombre). 

* + + * * * * * * * * * * * * * . * . . * * * . * * * * * * * * * + * * * * * * . * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + *  

subroutine impdon(nfich,p,epsalgo,n,tt,x) 
integer p,n,i,pp,nfich 
parameter (pp=5) 
reale8 x(p,O:n),tt(p,O:n),terme,coef 
logical epsalgo 
write (nfich,') ; write (nfich,') "donnhes : taille du problbme = ",n 
write (nfich,*) 
i f  (epsalgo) then 

write (nfich,') " epsilon-algorithme "; write (nfich,*) 
write (nfich,lOl) 
do 1 i=O,n 

wr i te (nfich,l02) i,x(1 ,i),x(p,i) 
1 continue 

e lse 
write (nfich,') ' rho-algorithme "; write (nfich,*); write (nfich,l03) 
do 2 i=O,n 

write (nfich,l04) i,tt(1 ,i),x(l ,i),tt(p,i),x(p,i) 
2 continue 

end if 
re turn 

101 format ("indice terme erreur") 
102 format (i5,d25.15,d15.5) 
103 format ("indice abscisse terme 
104 format (i5,2d25.15,2d15.5) 

end  

en-coef err-absc ") 
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subroutine impvec (p,r) 
real'8 r(1) 
integer i,p 
write (1,98) r(l),(r(i)-r(l),i=2,p-l),r(p) 

98 format (d21.14,5d10.3,1,21 x,5dl0.3) 
re turn 
end  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine impdiag (p,n,n2,i,diag, h) 
integer n1i,j,k,l,m,p,n2,hh,hl,h 
parameter (hh=20) 
real'8 diag(p,O:n2,O:hh,O:l) 
h l  =minO(i-1 ,h) 
do 1 m=O,hl 

write (1 ,*) 'tableau no  : ",i 
do 3 j=O,i-m 

write (1,98)m,j,diag(l ,j,m,O),(diag(l,j,m,O)-diag(l,j,m,O), 
1 I=2,p-l), diag(p,j,m,O) 

3 continue 
1 continue 
98 format (2i3,d21.14,5d10.3) 

re tu rn  
end 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine implos(p,n,lostab,irnpair,largeur) 
real'8 lostab(p,O:n,O:n) 
logical impair 
integer n,i,k,q,r,p,largeur,nbande,ibande,kdeb,kfin,kmax,kstop,kd 
write (*,*) "imp los"; write (2,100) 
nbande=n/largeur/2; kfin=-1 
do 1 ibande=O,nbande 

kdeb=kfin+l ; kfin=kfin+largeur; kd=min0(2*kfin+l ,n) 
write (2,101 ) (k,k=2'kdeb,kd) 
do 2 i=0,2*n 

q=i/2; r=i-2*q 
if (r.eq.0) then 

krnax=rninO(kfin,q,n-q) 
write (2,102) i,(lostab(l ,q-k,2*k),k=kdeb,kmax) 

else if (impair) then 
kstop=minO(krnax,n-q-1 ) 
write (2,103) (lostab(1 ,q-k,2*k+l ),k=kdeb,kstop) 

end if  
2 continue 

write (2,100) 
1 continue 

write (2,100) 
re turn 

100 format (1) 
101 format (5x,25i8) 
102 format (/i2,25d16.6) 
103 format (11 0x,25d16.6) 

end  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

subroutine nbchlos(p,n,lostab,ligne,impair,largeur) 
common /const/ zero,infini,indefini,mirii,rnaxi 
real'8 lostab(p,O:n,O:n),ligne(O:n),val,zero,infini,indefini,mini 
real'8 maxi 
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logical impair 
integer n,i,k,q,r,p,largeur,nbande,ibande,kdeb,kfin,kmax,kstop,kd 
nbande-nllargeurl2; kfin=-1 
do 1 ibande=O,nbande 

kdeb=kfin+l ; kfin=kfin+largeur; kd=min0(2*kfin+l ,n) 
write (2,101) (k,k=2'kdeb,kd); write (2,') 
do 2 i=0,2*n 

q=i/2; r=i-2'q 
if (r.eq.0) then 

kmax=minO(kfin,q,n-q) 
do 3 k=kdeb,kmax 

va l= los tab( l  ,q-k,2*k) 
if (val.lt.1 .D-20) val-1 .D-20 

l igne(k)=-DLOGl O(val) 
cont inue 

write (2.1 02) i,(ligne(k),k=kdeb,kmax) 
else if (impair) then 

kstop=minO(kmax,n-q-1 ) 
do 4 k=kdeb,kstop 

va l= los tab( l  ,q-k,2'k) 
if (val.lt.1 .D-20) val=1 .D-20 
l igne(k)=-DLOGl O(val) 

4 cont inue 
write (2,103) (ligne(k),k=kdeb,kstop) 

end if 
2 continue 

write (2,100) 
1 continue 

write (2,100) 
re turn 

100 format (1) 
101 format (5x,25i5) 
102 format (i2,25f10.1) 
103 format (7x,25f10.1) 

end  
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6.1 Présentation générale. 

6.1.1 Motivation. 

La présentation d'un tel travail ne prend son sens que si elle est illustree par des exemples d'uti- 
lisation significatifs. Aussi avons nous retenu un certain nombre de cas dans lesquels I'e-algorith- 

me ou le p-algorithme sont mis en œuvre dans des conditions singulieres ou quasi-singulibres. Le 
souci de montrer que cette méthode n'était pas une curiosite sans intérdt réel nous a conduit à choi- 
sir des exemples de taille significative (jusqu'à plus de 18 valeurs interpolées pour le p-algo- 

rithme et suite de plus de 20 termes pour I'e-algorithme). Cela a pour effet une augmentation de la 
place occupée par les résultats. Aussi, pour éviter d'accroître exagérément cet espace, n'avons 
nous pas affiché la totalité des résultats dans le cas des plus gros exemples mais seulement un ex- 
trait qui met en lumiere le gain de précision substantiel apporte par la methode. 

6.1.2 Choix des exemples. 

Pour illustrer la mise en œuvre de I'e-algorithme, on a systématiquement adopté des suites 
verifiant une relation de récurrence linéaire d'ordre k fixé,. Cela garantit que les termes de le 
colonne d'indice 2k sont égaux à I'anti-limite [**) de la suite et nous procure donc un moyen de 
contrôle particulièrement aise. Dans ce cadre deux types d'exemples ont été retenus: des exemples 
où I'on rencontre des blocs totalement singuliers et des exemples où I'on rencontre des blocs quasi- 
singuliers. Les premiers mettent en lumiere la fiabilite de I'algorithme alors que les seconds 
illustrent sa stabilité numérique. 
Dans le cas du p-algorithme, il est moins facile de construire des exemples singuliers ou quasi- 
singuliers dont la solution soit connue. On trouvera certes des exemples qui mettent en relief la 
complexité de la structure des blocs singuliers qu'on peut rencontrer lors de la mise en œuvre d'un 
tel algorithme, mais le contrôle de la qualit6 des résultats ne sera plus assure par la comparaison 
de la solution calculee avec la solution exacte. 

6.1.3 Contrôle de  la qualité des résultats. 

Outre la comparaison avec la solution exacte qui est disponible dans les exemples retenus pour la 
mise en œuvre de I'e-algorithme, on trouvera deux façons distinctes de contrôler la qualit6 des r6- 
sultats. Le premier est tout simplement la consultation de la précision de chaque résultat estimée 
selon la méthode de perturbation qui a été retenue. On peut toutefois objecter qu'il n'est pas trbs 
serieux de vérifier la qualité d'une mdthode en s'appuyant sur un outil qui joue un rôle actif dans la 
mise en œuvre de cette méthode: on ne peut espérer detecter que d'éventuelles deficiences dont il ne 
serait pas responsables. Aussi ai-je introduit un contrôle tout à fait indépendant en exploitant une 
fois encore la propriété d'invariance anallagrnatique des algorithmes de losange. J'ai tout simple- 
ment transforme les données (c'est à dire les deux colonnes d'indice -2 et O) au moyen d'une in- 
version de puissance unité et dont le pôle a été choisi de façon & minimiser l'incertitude entachant 
les donnees modifiees. A cette fin, on a choisi comme pôle le point le plus éloigné de l'ensemble des 
données initiales (au sens de la distance riemannienne, et y compris la valeur - de la colonne 
d'indice -2). L'application de notre algorithme & ces données transformees donne dans les colonnes 
dont l'indice est pair des valeurs qui sont les transformées par cette même transformation anallag- 
matique des valeurs obtenue par l'application directe de l'algorithme. Bien entendu, cette disposi- 
tion qui double le temps de traitement ne doit pas être introduite de façon systématique dans la mise 
en œuvre des algorithmes de losange. Son seul objet est ici une vérification exp4rimentale de la 
qualité des résultats obtenus. Avant de clore cette question du contrôle de la qualité des résultats, 
faisons encore trois remarques: 
1" La connaissance des résultats ainsi transformés s'accompagne encore d'une estimation de I'er- 
reur entachant ces résultats transformés; pour chaque blément d'une colonne d'indice pair, on dis- 
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pose alors de trois estimations distinctes de I'erreur affectant ce résultat: l'estimation de I'erreur 
dans le tableau initial par la méthode de perturbation, l'estimation de I'erreur dans le tableau ob- 
tenu en appliquant la transformation inverse au tableau construit à partir des données transfor- 
mées, l'écart entre les valeurs de ces deux tableaux. Ceci nous permettra de vérifier la cohérence 
des trois estimations, cohérence qui pourra encore être confirmée (ou infirmée) par la connais- 
sance des résultats exacts dans le cas de I'e-algorithme. 
2" Cette réinversion des colonnes d'indices pair peut être complétée par un calcul des valeurs des 
éléments des colonnes d'indice impair par une utilisation systématique de la regle du losange dans 
ces colonnes. Le lecteur interesse est invité à se reporter au sous programme qui rbalise cette opé- 
ration. 
3" La méthode de contrôle (coûteuse) qui consiste inverser les deux colonnes initiales peut être 
réutilisée autant de fois qu'on le voudra à condition de toujours choisir un pôle qui garantisse une 
bonne précision de la suite transformée. 

6.1.4 Description de  la présentation. 

A chaque exemple sont associés trois types de tableaux: 
Le tableau des données, dont la présentation differe selon qu'il s'agit de I'e-algorithme ou du p- 

algorithme. 
Le tableau des résultats proprement dits: on affiche tout ou partie des colonnes du tableau calculé 

avec I'algorithme. Pour I'e-algorithme, l'extrait comporte toujours la colonne où doit se rencon- 

trer la valeur constante de I'anti-limite; pour le p-algorithme, on s'est parfois contenté d'afficher 
les dernieres colonnes. Dans tous les cas, une indexation des lignes et des colonnes permet 
d'identifier le r6sultat affiché. 

Dans la troisieme sorte de tableau, on trouvera le nombre de chiffres décimaux corrects estimés 
ou constates. Trois tableaux distincts peuvent ainsi être présentés: les deux premiers fournissent 
le nombre de chiffres corrects estimés pour chaque blément du tableau principal, l'un lors de I'ap- 
plication directe de I'algorithme et l'autre lors de la réinversion des résultata obtenus par I'appli- 
cation de I'algorithme aux données inversées (le pôle d'inversion étant choisi selon la méthode es- 
quissée au paragraphe précédent). Ces deux tableaux sont parfois omis. Par contre, le dernier ta- 
bleau qui affiche le nombre de chiffres communs aux deux résultats est toujours présent. Rappe- 
lons à cet égard que la notion de nombre de chiffres communs à la représentation de deux nombres 
diffbre de celle qui est le plus souvent retenue dans la littérature en ce sens que nous la calculons 
en prenant l'opposé du logarithme en base décimale de la distance riemannienne de ces nombres. 

6.2 Les résultats présentés. 

6.2.0 Les six exemples. 

Nous avons retenu quatre exemples pour I'e-algorithme: dans chacun des cas la suite vérifie une 
relation de récurrence (d'ordre 4 pour les deux premieres et d'ordre 7 pour les deux autres). En 
fait le premier et le troisieme exemple ont été choisis de façon à présenter des blocs totalement 
singuliers alors que le second et le quatrieme exemple ont 616 respectivement obtenus en pertur- 
bant les données des exemples I et 3, ce qui conduit à des blocs presque singuliers. Si l'on ne craint 
pas de trop schématiser, on peut dire que les exemples 1 et 3 permettent de vérifier la fiabilité de 
I'algorithme alors que les exemples 2 et 4 permettent plutôt de contrôler sa stabilité numérique. 
Pour le p-algorithme, trois exemples ont été retenus: le premier (de taille 8) et le second (de 
taille 18) correspondent à des difficultés mineures car les blocs singuliers, bien qu'étant non car- 
rés sont tout de même bien distincts les uns des autres. Dans le dernier exemple (de taille 21)' on 
rencontre un bloc singulier de tres grande taille et de structure bien biscornue. 
Nous laissons au lecteur le soin de contrôler la qualité des résultats: ils sont presque toujours ex- 
cellents. 
Précisons que les calculs ont été exécutés sur un Macintosh en utilisant la double précision dont 
nous disposons en Fortran MicroSoft, c'est à dire avec une mantisse de 52 chiffres binaires, ce qui 
équivaut à un peu moins de 16 chiffres décimaux. 
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6.2.1 Exemple 1 

1- (E-algorithme, "-1 2) 

indice terme erreur 

[nombre de chiffres 1 

[nombre de chiffres corrects1 

)du tableau initial1 
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[nombre de chiffres corrects 

1 du tableau r6invers6l 

Inombre de chiffres communs 1 
1 aux deux tableaux1 
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6.2.2 Exemple 2 

indice terme erreur 

!tableau initial corrige! 



Annexe6: une version fiable et stable des algorithmes de losange. 

lnombre de chiffres 1 

lnombre de chiffres corrects1 

du tableau direct 

nombre de chiffres corrects 

Idu tableau r6invers81 
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- -- 

[nombre de diffres communs] 

laux deux tableaux1 

6.2.3 Exemple 3. 
-1 E-algorithme. n=20 

indice terme erreur 
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tableau in i t i a l  corrigé 
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
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nombre de ch i f f res  corrects  du tableau corrigé 
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Inombre de chiffres corrects du tableau reinverskj 
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[nombre de chiffres communs aux deux tableaux1 
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\nombre de chiffres corrects du tableau corrigel 
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Inombre de chiffres corrects du tableau r8inversel 
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Inombre de chiffres communs aux deux tableaux1 
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6.2.5 Exemple 5 .  
[donnée4 (p-algorithme, n=8) 

indice abscisse 

0.19259299443D-33 

0.10000000000D+01 

0.20000000000D+01 

0.30000000000D+01 

0.40000' 30000D+01 

0.50000800000D+01 

0.60000000000D+01 

0.70000000000D+01 

0.80000000000D+01 

terme 

-0.20000000000D+01 

-0.10000000000D+01 

0.19259299443D-33 

0.19259299443D-33 

0.19259299443D-33 

0.10000000000D+01 

0.19259299443D-33 

-0.10000000000D+01 

-0.20000000000D+01 

err-coef 

0.27756D-16 

0.11102D-15 

0.13878D-16 

0.44409D-16 

0.52246D-16 

0.13878D-16 

0.24005D-16 

0.17764D-16 

0.27329D-16 

err-absc 

0.88818D-16 

0.11102D-15 

0.27756D-16 

0.27756D-16 

0.27756D-16 

0.11102D-15 

0.27756D-16 

0.11102D-15 

0.88818D-16 

\tableau initial corrigé1 
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O 1 2 3 4 5 6 7 8 
tableau i n i t i a l  corrigé 

16.1 
16.1 

16.0 15.7 nombre de chiffres  
16.0 15.7 corrects  estimé 

16.6 16.6 16.6 
16.6 16.6 16.6 

16.6 .O 16.6 14.8 
16.6 .O 16.6 14.8 

16.6 16.6 .O 15.6 15.3 
16.6 16.6 .O 15.6 

16.0 15.2 15.7 16.0 
16.0 15.2 15.7 

16.6 15.4 15.2 
16.6 15.4 

16.0 15.2 
16.0 

16.1 
tableau inverse rkinversé 

nombre de chiffres  
corrects estimé. 

nombre de chiffres  comuns I auxdeuxtableaux I 
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6.2.6 Exemple 6. 

l&nn&sl (p-algorithme. n=18) 

indice abscisse terme errcoef err-absc 
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l tableau initial corrigé] 
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Inombre de chiffres corrects du tableau corrige] 
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/nombre de chiffres corrects du tableau r8invers8 ( 
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6.2.7 Exemple 7 .  

indice abscisse terme err-absc 
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ltableau ini t ial  c o r r i g q  
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lnombre de chif f res corrects du  tableau corrigé1 
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Inombre de chiffres communs aux deux tableaux1 
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Les résultats précédents ne nécessitent aucun commentaire car ils illustrent clairement I'effica- 
cité de la méthode proposée: rares sont les cas où une valeur extérieure à un bloc singulier est 
connue avec moins de 14 dbcimales; d'autre part, on constate la cohérence des diverses estimations 
des erreurs; enfin dans le cas de I'e-algorithme, les valeurs théoriquement nulles s'identifient ai- 
sement. On peut donc affirmer que, sur le plan de la stabilité numérique, les r6sultats de cet algo- 
rithme rependent exactement à notre attente. 

Bien entendu, toute médaille a son revers: cette solution n'est pas gratuite. Comme pour l'élabora- 
tion de tout logiciel, celle de ces algorithmes doit tenir compte de deux contraintes fondamentales: le 
coût opératoire et l'espace mobiiisé. Certes, le coût des variantes algorithmiques proposées est 
sensiblement plus Rlevé que celui des algorithmes de losange initiaux, et la place mobilisée par la 
représentation des objets manipulés par ces variantes plus grande que le tableau unidimensionnel 
unique nécessité par la version initiale de I'e-algorithme proposée par Wynn [24]. On peut esti- 
mer à quatre le facteur par lequel le coût est multiplié pour disposer d'une information fiable sur 
l'erreur, et à autant le facteur par lequel le coût est multiplié pour disposer des informations re- 
dondantes sur lequel l'algorithme est fonde. La complexité temporelle est alors pénalisée par un 
facteur dépassant dix et il est sera de même de la complexité spaciale. Néanmoins, il ne faut pas 
perdre de vue que, qu'elle soit temporelle ou spaciale, la complexité de l'algorithme présenté ici 
reste en 0(n2) pour sa mise en œuvre sur un jeu de données de taille n. Le fait que les coûts opéra- 
toires ou spaciaux soient multipliés par un facteur supérieur à dix (mais qu'une programmation 
plus efficace permettrait certainement de diminuer quelque peu) est, nous semble-1-il, le juste 
prix qu'il faut payer pour pouvoir garantir la fiabilite et la stabilité d'un logiciel numerique. 
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