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1 Introduct ion.  1 

Pour le, premières générations d'ordinateurs, la théorie des automates 
est un outil formel permettant de représenter le comportement des programmes 
séquentiels se déroulant sur ces machines mono-utilisateurs. Puis sont apparues 
les notions de parallélisme, de processus concurrents, de systèmes répartis, de 
réseaux, nécessitant souvent la mise en place de mécanismes complexes de 
synchronisation ou d'exclusion mutuelle pour l'accès à une ressource. 

Un des modèles les plus utilisés pour représenter le comportement de 
processus parallèles est celui des réseaux de Pétri introduits par C.A. Pétri en 1960. 
Plus récemment, pour décrire le comportement d'un réseau de Pétri, Mazurkiewicz 
a utilisé dans [24] la notion de trace et de langage trace introduite, pour des 
problèmes de combinatoire, par Cartier et Foata dans (71 en 1969. Une trace étant 
un ensemble partiellement ordonné de lettres, représentant des noms d'actions, 
elle peut être considérée comme un modèle pour des processus concurrents. 

Le fait que deux actions peuvent être effectuées simultanément peut 
être formalisé par une relation de commutation liant les lettres représentant ces 
actions. Cette relation exprime qu'il est indifférent d' effectuer ces actions dans un 
ordre précis. Plus précisément, si X est un alphabet, une relation de c o m  m u t a t i o n  
partielle C définie sur X est une relation irréflexive et symétrique. Les traces 
sont les classes d'équivalence de la congruence engendrée par la relation C sur X*. 

Dans [8], M. Clerbout a introduit et étudié deux nouvelles familles de 
relations de commutation: la sous-famille des relations de c O m m u t a  t i O n 
p a r t i t i o n  n é e  dont la relation complémentaire est une relation d'équivalence, et 
la famille des relations de s e  m i - c O m m u t a  t i O n , versions non symétriques des 
relations de commutation partielle. 

On peut identifier une relation de semi-commutation à un système de 
réécriture où toutes les règles sont de la forme x y  ?, y x ,  x  et y  étant deux lettres 
distinctes. L'opération qui à un mot associe l'ensemble de tous les mots obtenus par 
réécritures dans le système est appelée fonction de semi-commutation. Ainsi, la 
règle bu + ab définit sur l'alphabet { a , b }  une relation de semi-commutation. Alors 
que les relations de commutation partielle formalisent le parallélisme, les relations 
d e  semi-commutation expriment le fait que certaines actions doivent être 
effectuées avant d'autres. Supposons que la lettre a représente l'action "produire" 
un message dans un buffer, et que la lettre b represente l'action "consommer"  un 
message dans ce même buffer. Si le buffer est de taille 1, le langage représentant 
le bon déroulement des opérations est ( a b ) * .  



Si on considère maintenant un buffer de taille infinie, on peut alors 
produire plus vite qu'on ne consomme mais on ne peut évidemment pas 
consommer un message non encore produit. Le langage représentant le bon 
déroulement des opérations est alors l'image du langage (ab)*  par la fonction de 
semi-commutation associée, qui est l'union des images des mots du langage. On 
obtient dans ce cas le langage de semi-Dyck sur une paire de parenthèses. 

Comme pour les langages commutatifs (voir les travaux de M. Latteux sur 
ce sujet, et en particulier, [2], 1221, [23]), les relations de commutation partielle et 
de semi-commutation ont succité récemment de nombreux travaux, dont nous 
allons rappeler les principaux résultats dans les différents chapitres composant 
cet ouvrage. 

Le premier chapitre est consacré aux notations, définitions et résultats 
de base qui seront utilisés par la suite. Les deux premières sections rappellent des 
notions de base de la théorie des langages formels et des graphes. Les sections 
suivantes sont consacrées à l'introduction des fonctions de commutation. En 
particulier, la dernière section donne les liens existant entre la famille des s e m i -  
c o m m u t a t i o n s  introduite par M. Clerbout [8],la famille des c o m m u t a t i o n s  
p a r t i e l l e s ,  introduites par P. Cartier et D. Foata [7], et celle des c o m m u t a t i o n s  
p a r t i t  i o n n é e s .  Ces résultats, montrés par M. Clerbout [8], ont permis en 
particulier à D. Perrin [30], de simplifier un certain nombre de preuves 
concernant les relations de commutation partielle. 

Nous introduisons, dans le second chapitre, une technique de 
n u m é r o  t a  t i on  des différentes occurrences d'une même lettre dans un mot. Celle - 
ci est basée sur la définition d'image par s u b s t i t u t i o n  a l p h a b é t i q u e  d'une 
fonction de semi-commutation. Les résultats élémentaires qui y sont présentés 
nous permettrons de  retrouver certaines propriétés déjà connues, vérifiées par 
les fonctions de semi-commutation. Ils nous permettront également de clarifier un 
certains nombre de preuves du chapitre suivant. 

Ce troisième chapitre est consacré à l'étude des compos i t i ons  de 
fonctions de  commutation parti t ionnée introduite par M. Clerbout dans [8] 
et [9]. Dans une première section, nous montrerons qu'un certain nombre de 
propriétés vérifiées par les fonctions de semi-commutation sont conservées par les 
compositions de fonctions de commutation partitionnée. Nous verrons qu'il n'en va 
pas de même pour le lemme de  projection qui permettait, dans le cas d'une seule 
fonction de commutation partitionnée f, définie sur un alphabet X ,  et pour deux 
mots u et v de X*, de  décider simplement si v appartient à u f. 

Le problème reste évidemment décidable: si fif2, ...Sn sont n fonctions de 
commutation partitionnée définies sur un alphabet X ,  et u,v deux mots de X*, il 
suffit de trouver une suite de mots wo,wl, ..., wn vérifiant: wo=u, w,=v, et V i E [1 ,n], 
wi E wi-l fi. Le nombre de mots à tester, fini, est cependant en général très élevé, 
et il semble souhaitable de se donner des outils permettant de réduire le coût de 
cette recherche. 



Un autre objectif est de parvenir à décider de  I'égalitd de  plusieurs 
composées d e  fonct ions d e  commutat ion.  En particulier, peut-on décider 
simplement si une composition de fonctions de commutation partitionnée réalise la 
commutation totale? 

Aussi, après avoir rappelé les résultats déjà obtenus par M. Clerbout dans 
ce domaine, nous étudierons en détail le cas d'un alphabet de cinq lettres où nous 
proposerons un nouvel algorithme qui, pour deux mots u et v et une composition 
de 3 fonctions de commutation 2-partitioiinée f, permet de décider si v E u f. Cet 
algorithme permettra également d'établir des c O m p a r a i s O n s entre des 
compositions et des fonctions simples. 

Nous donnerons ensuite un résultat plus général relatif à la décision: 
f = c  O m .  Enfin la dernière section de cette partie s'attachera à l'étude des 
f o n c t i o n s  d e  r a n g e m e n t ,  qui sont des compositions de  fonctions de 
commutation partitionnée permettant de " r a n g e r "  un mot quelconque selon un 
ordre donné sur l'alphabet de travail. 

Le quatrième chapitre est consacré à l'étude des fonctions de semi- 
commutation transformant des langages rationnels en langages algébriques. Dans 
une première section, nous rappelons les différents résultats concernant la 
r e c o n n a  i s s a  b i l i  t 4 de la fermeture de  langages par fonctions de semi- 
commutation. Plusieurs résultats concernant à l'origine les commutations 
partielles restent vrais pour les semi-commutations ([18], [27], [29]). 

La plupart des résultats s'exprime sous forme de propriétés du g r a p h e  
d e  c o m m u t a t i o n  ou du g r a p h e  d e  n o n - c o m m u t a t i o n  associé à chaque 
fonction de semi-commutation. Si X est un alphabet, f une fonction de semi- 
commutation définie sur X* et Y un sous-alphabet de X ,  le graphe de non- 
commutation de Y pour f est le graphe orienté ou les noeuds sont les lettres de Y et 
les arcs sont les couples de lettres distinctes ( a , b )  telles que b u  65 a b  f .  En 
particulier, Métivier a montré dans [28] que si le graphe de non-commutation de 
l'alphabet de tout facteur itérant d'un rationnel R est connexe, l'image de R par la 
fonction f est alors un langage rationnel. 

Dans une seconde section, nous caractérisons les fonctions de semi- 
commuta t ion  a l g d b r i c o - r a t i o n n e l l e s  qui sont des fonctions de semi- 
commutation f définies sur un alphabet X telles que pour tout langage rationnel 
R C X* , R f est un langage algébrique. La condition s' appuiera dans ce cas sur 
une propriété du graphe de commutation de X pour f . Cette condition peut 
s'exprimer de la façon suivante: Une fonction de semi-commutation f, associée à 
une relation C définie sur un alphabet X est algébrico-rationnelle si et seulement 
si pour tout couple ( a , b )  dans C l  il n'existe pas c,d non nécessairement distincts 
dans X-{a,b] tels que (a,c) E C et (d,b) E C. 

Dans la troisième et dernière section de ce chapitre, nous donnons une 
condition nécessaire et suffisante, portant sur une fonction de semi-commutation f 
définie sur un alphabet X et un mot u de X *, pour que u *  f soit un langage 
algébrique: u *  f est algébrique si et seulement si le graphe de non-commutation 
de l'alphabet de u pour f comporte au plus deux composantes fortement connexes. 



Le cinquième et dernier chapitre traite des a u t o m a t e s  f i n i s  
a s y n c h r o n e s  introduits par Zielonka [36] . Les automates finis usuels sont des 
systèmes centralisés puisque, B chaque instant, on a une information complète sur 
l'état de l'automate, cette information étant nécessaire pour determiner le 
changement d'état provoqué par la lecture d'une lettre. Les automates finis 
asynchrones permettent, quant à eux, de rendre compte du comportement de 
systèmes répartis. 

Dans une première section, nous rappelons les définitions et les 
proprittés de base. En particulier Zielonka a montré le remarquable résultat 
suivant: Tout langage régulier, fermé par une relation de commutation partielle C,  
peut être reconnu par un automate fini asynchrone pour la relation C .  

Intuitivement, dans un automate asynchrone, chaque état est un 
vecteur et h chaque composante de ce vecteur est associé l'ensemble des lettres de 
l'alphabet qui peuvent "accéder" B cette composante. Ainsi chaque lettre ne 
connait de l'état que certaines composantes et  ne peut modifier que ces 
composantes.  

Dans la deuxième section, nous introduisons la définition d 'au t O m a t e s  
v i r tue l l emen t  a s y n c h r o n e s  sur une famille de sous-alphabets. Un automate 
"classique" est virtuellement asynchrone sur une famille de sous-alphabets F, si il 
existe un automate F-asynchrone qui lui est isomorphe. Nous donnerons alors une 
condition nécessaire et suffisante, décidable, pour qu'un automate soit 
virtuellement F -asynchrone .  

La troisième et dernière section est consacrée B l'étude des a u t  O m a t e s  
2 - a s  y n c h r o n e s ,  qui sont des automates asynchrones où chaque composante est 
associée B un sous-alphabet contenant au plus deux lettres. Après avoir rappelé un 
résultat de [16] qui montre que tout automate asynchrone peut être simulé par un 
automate 2-asynchrone, nous proposerons une preuve différente pour le  résultat 
moins général suivant: Tout langage rationnel défini sur un alphabet X peut être 
reconnu par un automate 2-asynchrone où l'ensemble des sous-alphabets associés 
aux composantes d'état est l'ensemble: { {a,b)  / a # b ,  a ,b  E X )  ) .  
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1. Notations. 

On notera IN , l'ensemble des entiers naturels, et IN+ l'ensemble des 
entiers naturels non nuls. 

Si p et q sont deux éléments de IN, [p ,q]  dés igne ra  l'intervalle d'entiers 
défini par: [p,q] = 0 si q c p,  [p,q] = {p.  p + l ,  ..., q} sinon. 

Pour tout ensemble X ,  on notera 1x1, le cardinal de l'ensemble X ;  
Ax={(x,x) / x E ,XI, la diagonale de l'ensemble X; et z X ,  l'ensemble des parties de X.  

Si f est une application d'un ensemble X dans un ensemble Y ,  et x un 
élément de X,  on notera x f l'image de x par f. 

Nous supposerons connus les résultats classiques de la théorie des 
langages formels [4]. 

Si X est un alphabet, X *  désignera le monoïde libre engendré par 
l'alphabet X et E ,  Je mot vide. Si w est un mot de X*, x une lettre de X ,  et L un 
langage de zX* , on  notera: 

Iwl, la longueur du mot w ; 

Iwlx, le nombre d'occurrences de la lettre x dans le mot w;  

alph(w) ={x E X / / W / ~ > Q J ,  l'ensemble des lettres occurrant dans w ; 

com(w)={u E X *  / V x f X ,  / U / ~ = / W / ~ ,  la clôture commutative du mot w, 
et, par extension. com(L)= wq com(w), la cl6ture commutative du langage L; 

F(w)={u E X* t q  3 v, v'f X*, w=vuv'J, l'ensemble des facteurs du mot w, et, 
par extension, F(L)= wg F(w), l'ensemble des facteurs du langage L; 

FG(w) =ju E X* tq 3 v E X*, w=uv), l'ensemble des facteurs gauches du 
mot w, et, par extension. FG(L)= wu FG(w), I'cnscmble des facteurs gauches de L. 

Pour deux mots w e t w ' d e  X*, w w ' = { u ~ v ~ u ~ v ~ . . . u ~ v ,  / V i E [I,n], 
Ui E X*, Vi E X*,w=u1u 2 . . . . ~ n , ~ * = ~ l ~ 2 . . . . ~ n } ,  désigne le produit de melange (ou 
shuffle) des mots w et w '. 

On dira que w '  est un s o u s - m o t  de w ,  si il existe w" E X *  tel que 
w=w'  lu w". C'est à dire que w' esr. obtenu à partir de w en effaçant certaines 
occurrences des lettres qui le composent. 



Un m O r p h i s m e  f d'un monoïde X *  dans un monoïde Y* est une 
application de X*  dans Y* vérifiant: V u,v E X*, (u v) f=(u f)(v f) et E f = E .  Il est 
dit: 

a lphabd t ique  si Xf C Y U {EJ . 
s t r i c t emen t  a l p h a b e t i q u e  si Xf C Y. 
m a r q u é  si X C Y et Vx E X, 3 u E (Y-X)* / x f=xu. 

Si X est un alphabet, et w un mot de X*, la p r o j e c t i o n  du mot w sur un 
sous-alphabet Y est l'image du mot w par I'homomorphisme noté ny, défini sur X 
par: Vx E X ,  ny(x)=x si x E Y, n y ( x ) =  E sinon. Dans certains cas, si u est un mot de X*, 
on poura noter w nu la projection du mot w sur le sous-alphabet a lph(w).  

Une subst i tut ion s de X *  dans 2 Y *  est une application vérifiant: 
V U , V  E X*, (U V) S=(U S)(V S) et E s=  E .  Cette substitution est a l p h a  b é  t i q u e  si 
v x  E X, x s  C Y U  {&}. 

* 
On notera p, (x,y)={w E {x,yJ* / / W / ~ = / W / ~ } ,  le langage de Dyck sur 

l'alphabet (x,y) et D,' (x,y)={w E {x,y}* / / W / ~ = / W / ~  et V W' E FG(w), /~ ' /~ lx l /w ' /~J ,  le 
langage de semi-Dyck sur l'alphabet {x.yJ. Quand il ne*sera pas nécessaire de * 
préciser l'alphabet, nous noterons D ,  (respectivement D ;  ) le langage de Dyck 
(respectivement semi-Dyck) sur deux lettres. 

Enfin, on notera R A T ,  la famille des langages rationnels, ALG, celle*des 
langages algébriques et O c l ,  la plus petite famille de langages contenant D ;  e t  
fermée par transduction rationnelle, produit, union et étoile, c'est à dire la famille 
des langages ii un compteur. 

Nous présentons dans cette section quelques définitions de base de la 
théorie des graphes. La terminologie utilisée est celle de [3]. 

Un g r a p h e  G est un couple (S,A) où S est un ensemble fini de s o  m m e t s  
et A est une partie de SxS dont les éléments sont appelés a r  C S .  Une a r ê t e  est une 
paire de sommets réunis par au moins un arc. Cette notion est particulièrement 
utile quand A est une partie symétrique de SxS ,  G est alors appelé g raphe  non 
o r i e n t é .  

Un graphe G est dit 6 t i  q u e t é  sur un ensemble fini E,  si chaque arc (ou 
arête) de G est étiqueté par un élément de E. 



On appelle graphe  partiel  d'un graphe G=(S,A) tout graphe G'=(S,A') 
où A'  C A. Un s o u s - g r a p h e  d'un graphe G = ( S , A )  est un graphe G " = ( S O , ~ " )  
vérifiant S' C S et A"=A n S'xS'. 

L'union de d'un graphe G=(S,A ) et d'un graphe G '=$S',A ') est le graphe 
G V G1=(S U S'A V A'). Dans le cas particulier où les graphes CG et G' ont le même 
ensemble de sommets, nous parlerons alors de la s u p e r p o s i t i o n  des graphes G et 
G', qui est donc le graphe (SA U A'). 

Un c h e m i n  dans un graphe est une suite d'arcs %elle que l'extrémité 
terminale de chaque arc coïncide avec l'extrémité initiale du suivant. Une c h a î n e  
est une suite d'arêtes telle que chaque arête ait une extrémie commune avec la 
su ivante .  

Un chemin est s i m p l e  si il ne contient pas deux fois le même arc; il est 
é l é m e n t a i r e  si il ne passe pas deux fois par le même sommet. Un c i r c u i t  est un 
chemin fini dont le sommet initial et le sommet terminal coïnoident. La l o n g u e u r  
d'un chemin est le nombre d'arcs qui le composent. 

Dans le cas où on considère les arêtes d'un graphe, b s  termes de chemin 
et de circuit prennent respectivement les noms de c h a î n e  et ck cycle .  

Un graphe G=(S,A)  où pour toute paire de sommets (x,y) il existe au 
moins une chaîne réunissant x et y ,  est dit c o n n e x e .  Si il existe au moins un 
chemin de x vers y et au moins un chemin de y vers x ,  G est dit f O r t e m e n  t 
connexe .  Le graphe G est comple t  si A =SxS. L'ensemble des sammets de tout sous- 
graphe complet de G est appelé c l i q u e  du graphe G .  Une famiille {S,,S,, ..., Sn}  de 
parties de l'ensemble des sommets S est un r ecouvremen t  du graphe G si: 
V (x,y) E A, 3 i E [ I  ,n] l {x,yJ C Si. 

Soit G un graphe, et r l a  relation d'équivalence définie sur I'ensemble S 
des sommets du graphe par: V (x,y) f SxS, (x,y) E î si il existe dans G un chemin de 
x vers y ,  et un chemin de y vers x .  Une composan te  fo r t emen t  connexe  du 
graphe G est un sous-graphe dont les n ~ u d s  sont tous les sommets appartenant à 
une même classe d'6quivalence pour la relation r. Dans la suite, on confondra, sous 
une seule dénomination, une composante fortement connexe eit I'ensemble de ses 
sommets. Dans le cas où on considère non plus des chemins mais des chaînes, on 
parle alors de composantes connexes.  



Exemple 2.1: Considérons les graphes G,,G,, et G, ci-dessous. Le graphe 
G ,  est connexe, le graphe G ,  est fortement connexe, mais le  graphe G, n'est pas 
fortement connexe. L e  sous-graphe du graphe G ,  engendré par le sous-ensemble 
de sommets T =  j a , b , c )  est une composante fortement connexe de G, ,  et T est une 
clique (maximale) du graphe G,. 

Definition 3.1: Une relation de  semi-commutat ion C sur un alphabet X ,  est 
un sous-ensemble de X x X - A x .  La relation complémentaire de C:  C = X X X - C ,  est appelée 
relation de non-commutation (associée à C ) .  

Définition 3.2: Soit C une relation de semi-commutation définie sur un alphabet 
X .  Le sys téme d e  semi-commutation Sc= ( X , R C )  associé à la relation C est le 
systlme de  réécriture O P  Rc est l'ensemble des  r lgles  défini par: Rc = { x y  + y x ,  
(&Y) CI . 



Exemple 3.3: Soit C =  ( ( a  , b ) , ( a , c ) , ( b , c ) , ( b  , d ) , ( c , d ) , ( d . c ) )  dtfinie sur 
X=(a,b .c ,d) .  Le système de semi-commutation associé est le système S C = ( X . R ~ ) .  où Rc 
comporte les 6 règles: 

ab-;->ba, 
ac* ca, 
bc?) cb ,  
b d f )  db,  
cdS>dc, 
d c 9 c d .  

Considérons le mot u= a b  d a c  . L'ensemble des réécritures successives 
obtenues à partir de u dans le système S c  est donné par le graphe suivant: 

Etant donné un système de semi-commutation S C = ( X , R ~ ) ,  et deux mots w et 
w' de X * ,  nous dirons que w  se dérive directement en w '  dans le système S c ,  et on 
notera w  3 w ' .  si il existe des mots v l ,  v2 dans X * ,  et deux lettres x,y dans X 
vtnfiant: w=vlxyv l ,  w '= vlyxv2 et xy+ yx E Rc. Nous dirons que w  se dérive en w ' 
dans le système S c .  et on notera w 3 w  '. si il existe des mots w  1 ,  w 2 ,  .... w p  dans X *  
vtrifiant: w l = w ,  wp=w8,  V i E [ l  ,p-11, W i  C )  ~ i + ~ .  

R e m a r q u e :  Si il n'y a aucune ambiguïté sur la relation de semi- 
commutation utilisée, nous noterons plus simplement w -% w' (respectivement 
w + w') si w  se dérive (respectivement se dérive directement) en w '  dans le 
système de semi-commutation. 



Nous pouvons maintenant définir la fonction de  semi-commutation 
associée à la relation C. 

Définition 3.4: Soient X un alphabet et C une relation de semi-commutation 
dkfinie sur X. La fonction de  semi-commutation associke b la relation C est la 
fonction fc: ~ * + 2 ~ * ,  dkfinie par: V w E X*, w fc={we E X* 1 w 3 ~ ' ) .  

Par extension, nous pouvons définir l'image d'un langage par une 
fonction de semi-commutation: Si X est un alphabet, et fc une fonction de  semi- 
commutation définie sur X *, on notera pour tout langage L inclus dans X *  , 
L fc= u w fc. 

w E L  

La caractérisation suivante, due A M. Clerbout [8], (voir également [18]  
pour le cas des commutations partielles), permet de décider si un mot appartient à 
l 'image par une fonction d e  semi-commutation d'un autre mot en limitant la 
vérification à leurs projections sur les couples de lettres de l'alphabet. 

Lemme 3.5 (lemme de projection): Soient f une fonction de semi-commutation 
définie sur un alphabet X et w ,w', deux mots de X*,alors:w' E w f si et seulement si 
v x,y E X ,  W' nxy E nxy f .  

4 .  Produit d e  mixage, 

L'image d'un mot par une fonction de semi-commutation peut également 
être décrite grâce au produit de  mixage, introduit par De Simone dans [19]. (voir 
également [35] et 1201). 

Définition 4.1: On appelle produit de mixage de deux langages L et L', l'ensemble 
L m L' dkfini par L L'={ w E (X U Xe)* / w nX E L et w nXl E L ' }  od X=alph(L) et 
X'=alph(L'). 

Pour des langages L et L' ,  on vérifie facilement les propriétés suivantes: 
(alph(L) n alph(L')=0) * ( L  mL'=LUJ L') et (alph(L)=alph(L')) a (L m L ' = L  n L'). 
En revanche, l'exemple suivant montre qu'on n'a pas, en général 

L ~ L ' =  (W,W y E LXL h l  m { w l )  



Exemple 4.2: Soient L= ( a b , a b c )  et L'= { c a b ) .  Comme alph(L)=alph(L')= 
{a .b ,c ) ,  on obtient L ill L' = L n L' = 0, alors que { a b ]  m {cab]  = { c a b ) .  

Cependant, on montre facilement que l'égalité est vérifiée si pour tout 
mot w de L ,  a l p h ( w ) = a l p h ( L )  et pour tout mot w' de L' ,  a l p h ( w ' )  = a l p h ( L ' ) .  En 
notant plus simplement, pour deux mots w et w' , w m w '  le produit de mixage des 
langages { w }  et { w ' ) ,  on peut montrer, par induction sur lalph(w)l et à partir de la 
remarque précédente et du lemme 3.5: 

Lemme 4.3: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet X 
et w un mot de X * ,  alors on a l'égalité w f  = ill (w nxy) f x y €  X 

Une relation de semi-commutation ayant la propriété d'être symétrique 
est appelée relation de commutation partielle ( [ 7 ] ,  [18]) .  Le système et la 
fonction associés sont alors appelés système de commutation partielle et fonction 
de commutation partielle, et nous noterons C P ,  l'ensemble des fonctions de 
commutation partielle. Dans ce cas, le lemme 3.5 peut s'énoncer de manière plus 
précise: (voir [18] )  

Lemme 5.1: Soient X un alphabet, C une relation de commutation partielle sur X ,  - et 
w,w' deux mots de X * ,  alors w' 6 w f c  si et seulement si V ( x , y )  E C, 
w' n X y = w  nxy où fc est la fonction de commutation partielle associt!e à la relation 
c. 

Les relations de commutation partitionnée sont un cas particulier 
de relations de commutation partielle, donc de semi-commutation. Il s'agit de 
relations dont le complémentaire est une relation d'équivalence. 

Si C est une relation de commutation partitionnée sur un alphabet X, les 
classes d'équivalence de la relation (? définissent alors une partition de l'alphabet 
X: {XI, X2,.... Xk). NOUS pouvons alors donner la définition équivalente suivante: 



Une relation C C XxX est une relation de commutation partitionnée si il 
existe une partition de X, {XI, X2, ..., Xk] telle que: C={ (x,y) E XxX / 3 i j  E [I,k], i f j ,  
x E Xi, Y E Xj}. 

Nous dirons alors que la relation C est une relation de  commutation k- 
partitionnée, associée à la partition (XI,  X2, ..., Xk}. Le système et la fonction associés 
sont appelés système de commutation k-partitionnée et fonction de commutation k- 
partitionnée. Pour tout entier strictement positif k ,  nous noterons P k  l'ensemble 
des  fonctions de commutation k-partitionnée et P =  I$ P t ,  l'ensemble des fonctions 

N* 
d e  commutation partitionnée. 

Toute relation d e  commutation partitionnée étant une relation de 
commutation partielle dont le  complémentaire es t  une relation transitive, le 
lemme 3.5 prend alors la forme suivante: 

L e m m e  6.1: Soient X un alphabet, f une fonction de commutation partitionnke 
dkfinie sur X*, associée cf la partition {XI, X2...., Xk) et w ,w' deux mots de X*, alors: 
w' E wf si et seulement si V i E [ l , k ] ,  w 9 n X i = w  nXi . 

R e m a r q u e s :  
- L e  résul ta t  p récéden t  p e u t  s 'énoncer  d e  m a n i è r e  

équivalente de  la façon suivante: Si  f est une fonction d e  commutation 
partitionnée associée à une partition (Xl  ,X2. . . .Xk)  d'un alphabet X et w un 
mot de X*, w f = w l  u wz w ... u wk où V i E [1,k], wi=w fii. 

- La fonction de  commutation totale su r  X *  peut être 
considérée comme la fonction de  commutation panitionnée associée à 
la partition de X: { { x ) ,  x E X ) . 

7, differentes f a d e s  de  m t i o n s .  

Dans [8], M. Clerbout a étudié les liens existant entre les familles S C ,  C P ,  
P .  Ainsi, la proposition suivante montre qu'il est possible de simuler toute fonction 
d e  commutation partielle à partir d'une fonction d e  commutation partitionnée. 

Proposit ion 7.1 [8 ] :  Pour toute fonction de commutation partielle f, il existe un 
morphisme marqué h et une fonction de commutation partitionnée g tels que 
f = h  g h-1.  



Cette proposition a permis de simplifier les preuves de plusieurs 
résultats portant sur les commutations partielles. 

La proposition suivante exprime un résultat étonnant: les relations de 
semi-commutation, qui ne sont pas symétriques, peuvent également être obtenues 
B partir de relations de commutation partitionnée, donc de relations symétriques. 
Le résultat est beaucoup plus difficile à établir que dans le cas précédent. En outre 
la dtcomposition d'une fonction de semi-commutation ne s'exprime pas de façon 
aussi simple que celle d'une fonction de commutation partielle. 

Proposition 7.2 [8]: Toute fonction de semi-commutation peut être obtenue par 
compositions de morphismes, morphismes inverses et de  fonctions de commutation 
p a r t i t i o n n t e .  





Chapitre 2: Fonctions de semi-commutation 
et numérotation. - 

2 .  Intersection avec un rationnel. 

3 .  Numérotation des différentes occurrences d'une même 
lettre. 





1. Image d'une fonction de  semi-commutation Dar substitution 
p l ~ h a b é t i q u e ,  

Pour être en mesure de montrer certains résultats relatifs aux fonctions 
de semi-commutation et au produit de langages, M Clerbout et M. Latteux ont 
introduit la définition suivante. 

Définition 1.1 [12]: Soit s=(x,R), un systt?me de semi-commutation et 7: X* 4 2Y*, 
une substitution alphabétique. L'image de S par 7 est le systt?me Sr= ( Y , R ~ )  où 
Rr=iyjyz  + Y ~ Y I  ~ Y I ~ Y ~  E Y ,  ~ 1 f Y z ~ 3 u  + V E  R, YlYz E U r . .  

Si f et fT sont les fonctions associées respectivement aux systèmes de 
semi-commutation S et S T  , fr  est alors l'image par z de la fonction de semi- 
commutation f ,  et on peut établir les relations suivantes. 

Lemme 1.2 [12]: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un 
alphabet X et 7: X* + 2Y*, une substitution alphabétique, alors pour tout mot w de 
X * ,  w f 7 C w Z fT,  et pour tout mot w' de Y*, w' 7-1 f C w ' f ,  2 - l .  

Dans le cas particulier où 7 est une projection, on retrouve ainsi un 
résultat montré par M.Clerbout. 

Corol la i re  1.3 [8]: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un 
alphabet X ,  Y un sous-alphabet de X et w un mot de X * ,  alors V w' E w f ,  
w' ny € (W ny) f .  

Un cas particulier intéressant est celui où la substitution alphabétique 
est un morphisme inverse strictement alphabétique. On obtient alors le résultat 
su ivant :  

Lemme 1.4: 1121 Soient f une fonction de semi-commutation difinie sur un 
alphabet X et g: Y* 1, X*, un morphisme strictement alphabétique. Soient et 
fr ,  l'image par f de f, alors, f z= z fr et fT g=g f .  



En revanche, ces égalités ne sont pas toujours vérifiées si T est un 
morphisme alphabétique, ou même un morphisme strictement alphabétique, 
comme le montre l'exemple suivant: 

Exemple 1.5: Soient X={a,b,c} et Y={a,b}. Soient f la fonction de semi- 
commutation associée au système S= (x,{ab + bu}), g:X* + Y* défini par: a g = a  et 
b g =  b, c g= E et g ':X * + Y* défini par: a g '= a et b g '= c g8= b.  La fonction fg et la 
fonction fg#, images respectives de la fonction f par g et g', sont alors toutes deux 
tgales ii la fonction f associée au système ~ ' = ( Y , ( a b +  b u ) ) .  Considtrons le mot 
w = a c b .  On obtient w f g={ab} alors que w g f '={ab,ba}. De même, w f g '={abb)  
alors que w g'f'=a LLI bb. Considérons maintenant le mot w ' = a b .  On a 
w ' f '  g- l={ab,ba)  LU c* alors que w '  g - 1  f = a b u c *  + c*bac*. Enfin,  
w '  f '  g-"={ab,ba,ac,ca} mais w'g-" f={ab,ba,ac}. 

Nous sommes donc amenés à introduire la définition suivante: 

Definition 1.6: Soit f une fonction de semi-commutation dt'finie su r  un alphabet 
X, une substitution alphabtrique z: X* + 2Y* sera dite compatible avec la fonction 
f si f 7= 7 f,, et T-l f=f, z". 

Dans le chapitre 3, où nous étudierons les compositions de fonctions de 
commutation partitionnée, nous utiliserons le résultat suivant: 

Lemme 1.7: Toute projection dtfinie sur  un alphabet X est compatible avec toute 
fonction de  commutation partitionnte définie s u r  X. 

Preuve: Soient f une fonction de commutation partitionnée associée à 
la partition {X1,X2, ..., Xk} de l'alphabet X et Y C X. L'image de f par la projection ny 
est alors la fonction de commutation associée à la partition {Xl n Y , X 2 n  Y, ... , X k n  Y}, 
c'est à dire la restriction de f à Y. Nous devons donc montrer n y f=f n y et 
f ( n r ) - l =  ( n Y ) - l  f. Soit w E x*, alors 

( W  f) n y  =((w n x J ) a w  nx , ) ru . . .Nw nx,)) nu 
.(((w n x J )  ny)~cw n x , )  ~ Y ) U . . N ( ~  n x k )  nu)) 
=(((w ny) n x J ) ~ ( ~  nx,) ~ Y ) W . . N ( ~  ny) n x k ) )  
= w  ny f. De même, soit w* E (X-Y)*, alors 

( ~ ' f )  ( n  = ( W .  n X J ~ ~ w e  n x , ) U . ~ w 8  n X k ) ~ x - y ) *  
=(W. nX,)@W8 ~ x , ) Y . ~ w '  ~ x ~ ) ~ x ~ - Y ) Y x ~ - Y ) . L u . ~ x ~ - Y ) *  
=(w' n x , ~ x l - Y ) * ~ w #  ~ x ~ u I ( x ~ - Y ) * ~ ~ . ~ ~ w ~  n X k ~ x i t - ~ ) * )  
= ( ( w ~ ~ - ~ ) * )  ~ x , ) N ( w  WX-Y)*) ~ x , ) w . . . w ( w  UX-Y)*) n x l )  
= w O  ( I l y ) - 1  f. 

O 



R e m a r q u e :  Ce résultat devient faux dans le cas où f est une fonction de 
commutation partielle car la relation de non commutation associée n'est pas 
toujours transitive. Nous pouvons le constater dans l'exemple suivant: Soient 
X =  { a ,  b , c 1 , et f la fonction de commutation partielle associée à la relation C= { ( a ,  b)} . 
Considérons le mot w = a c b ,  comme c ne commute ni avec a ,  ni avec b ,  l'image de w 
par f ne contient que W .  On a alors w f l?[a,bl={ab),  alors que w l?lo,bl f={ab,ba}.  

Un résultat analogue concernant une intersection avec un rationnel ne 
peut être obtenu que pour des rationnels vérifiant certaines propriétés: 

Lemme 2.1: Soient f une fonction de semi-commutation dkfinie sur un alphabet X ,  
R un rationnel inclus dans X*, clos par f ,  et K un rationnel inclus dans X*, clos par 
f et par f-1, alors les deux relations suivantes sont vkrifikes: 

- v u  E x*, u ( n ~ ) f  c u f (  n R ) .  
a -( n ~ ) f = f (  n K). 

En particulier, si f est une fonction de commutation partielle, f=f - l ,  et 
( n R)f=f ( n R I .  

Preuve: Si u E R ,  alors u ( n R) f =u f=u f ( n R )  puisque R est fermé 
par f, sinon u ( n R) f = O .  Soit, maintenant w E u f ( n K ) ,  puisque K est fermé 
par f l ,  u E K et w E u ( A K )  f. On en déduit ( n K) f=f ( n K ) .  

O 

3. Nu mérotation des d ifférentes o u u  rrences d 'une même 

Il est souvent utile, pour étudier certains phénomènes liés aux fonctions 
de semi-commutation, de considérer des mots ne contenant qu'une occurrence des 
lettres qui le composent. Afin de différencier plusieurs occurrences d'une même 
lettre dans un mot, nous introduisons la définition suivante: 



Soient C une relation de semi-commutation définie sur un alphabet X ,  et 
fc la fonction de semi-commutation associée. A tout entier strictement positif k ,  on 
associe: 

l'alphabet Xk=Xx[l  ,k],  
ia relation ~ k =  { ( (a,i),(b j) ) E xkxxk I  (a,b) E c}, 
l'application: numk: X* + X; défini par:& numk=&, et V u € X*, 

V x E X,  ( u  x )  numk = ( u  n u m k )  ( x , p ) ,  où p=inf(k.luxl,). Il s'agit d'une 
application séquentielle ou gsm (voir (41). 

Nous pouvons alors énoncer: 

Propos i t ion  3.1: Soient fc une fonction de semi-commutation dkfinie sur un 
alphabet X et u,v deux mots de X*, alors v E u fc si et seulement si 
v n u m k  E ( u  n u m k )  fc,. 

P r e u v e :  Il suffit de montrer fc numk=numk fc,. Soient h k : x i  + X*, le 
morphisme strictement alphabétique défini par V (x,i) E Xk, (x , i )  hk= x ,  et le 
rationnel RA= F G (  xi.& ( x , ~ )  (x.2) .... (x ,k - l ) (x .k )+) .  

Clairement, numk=hk1 ( n Rk). De plus, par définition de l'image d'une 
fonction de semi-commutation par substitution alphabétique, fct est l'image par h k  
de la fonction fc. Du lemme 1.3 on déduit donc: fc numk=fc h k ( n R k ) = h k 1  f c , ( n R k ) .  
Maintenant, comme Rk est fermé par fc ,  et fC:, on déduit du lemme 2.1: 

f c  n u m k = h k  f n R k ) f c , = n u m k f c ,  
O 

R e m a r q u e :  Pour un mot u donné, on prendra en général k>lul, ce qui 
assurera que u numk ne contient pas deux occurrences de la même lettre. Aussi, 
pour alléger certaines démonstrations, on pourra supposer qu'on fait agir des 
fonctions de semi-commutation sur des mots ne contenant qu'une seule 
occurrence de chaque lettre, sans utiliser formellement le  mécanisme de 
numérota t ion .  

Defini t ion 3.2: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un 
alphabet X, k € IN+ et Xk=Xx[ l  ,k]. Pour tout Y inclus dans Xk, nous appellerons 
projection sélective d'un mot u de X* selon Y ,  le mot u PSy=(u  nurnk) ny hk-  

* De même que pour une projection classique, nous noterons, pour un mot 
w de Xk, PSw=PSalph(w). 



En appliquant le  lemme 1.2 aux projection sélectives, on obtient le 
résultat suivant, qui correspont en quelque sorte à une extension du corollaire 1.3: 

Lemme 3.3: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet X, 
k E IN+ Xk=Xx[ l ,k]  et Y C Xk. Alors, pour tous mots u,v de X*, on a ( v  E u f) -5 

( v  PSY E ( ~ P s Y ) ~ ) .  

Dans le cas où Y ne contient qu'une seule lettre de X k ,  on retrouve ainsi 
un résultat montré par Y. Métivier. 

Lemme 3.4 (261: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet 
X .  Pour tous mots U ~ , U Z , V ~ , V ~  de X* et toute lettre x de X, on a: (v1xv2 E ulxuZ f et 
/ v I / x " / ~ I / x )  ( ~ 1 ~ 2  E ~ 1 ~ 2  f ) .  

Si f est une fonction de commutation partitionnée, on obtient, en 
utilisant la proposition 3.1 et le lemme 1.7, le résultat suivant: 

Lemme 3.5: Soient f une fonction de commutation partitionnée définie sur un 
alphabet X ,  k E IN+ et Y C Xx[l,k],  alors f P S y - P S y f .  

De même, la numérotation des différentes occurrences d'une lettre et les 
projections sélectives permettent de montrer le lemme suivant: 

Lemme 3.6 [26]: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un 
alphabet X ,  et C la relation de semi-commutation associte à la fonction f. Pour tout 
u,u',v,v' dans X * ,  u'v' E u v f  si et seulement si il existe des mots 
u ~ , u ~ , v I , v ~  vkri f iant:  u l u 2  E u f ,  v lv2  E v f ,  u' E u l v l f ,  v' E u 2 v 2 f ,  et 
v f x ,y )  E alph(u2)xa lph(v1) ,  (x ,y)  C. 

P r e u v e :  La condition est clairement suffisante. Réciproquement, on 
sait d'après le lemme 1.7 qu'on peut considérer que U V  est formé de lettres toutes 
diffkrentes, si tel n'ttait pas le  cas, il suffirait de numéroter les différentess 
occurrences des mêmes lettres apparaissant dans U V .  Posons u l  =u' nalph(u). 
4 4 2 ~ ~ '  n o l p k ( ~ ) .  V I  =u t  n a l p h ( v ) ,  et v2=vC nalphfv). Comme u'v' E w f, on déduit du 
lemme 1.7 que U I U ~ = ( U ~ V ~  nlllphfY)) E uf. De même, vlv2=(u'v'  Lialph(,,)) E v f. 
Considérons maintenant a,b deux lettres différentes de a lph (u  I v l ) = a l p h ( u ' ) ,  alors 
si {a,bJ C alph(ul ) ou {a,b) C a l p h ( v l ) ,  u I V  n a b = u ' v  ' n , b , sinon 
~ I V I  n a b = u v  n a b  par construction de u l  et de V I .  De plus u ~ v l  c o m = u 8  c o m .  On 



déduit alors: V a,b E alph(u0), u O n a b  f (ulvl n a b )  f ,  d'où u* E U J V I  f, d'après le 
lemme 3.5 du chapitre 1. De la même façon, on démontre v' E uzvz f. Enfin, 
considérons a E a1ph(u2) et b E alph(vl),  alors U V  n a b = a b  el u'v' n a b = b a ,  on 
déduit donc, d'après le lemme 1.7, que ba E ab f, et, comme a est différent de b ,  
(a,b) E C, où C est la d a t i o n  de commutation associée à la fonction f. 

O 

Nous utiliserons, dans le  chapitre 4, la conséquence suivante de ce 
lemme, qui correspont au cas où v'=E. 

Corollaire 3.7: Soir f une fonction de semi-commutation dtfinic sur un alphabet 
X .  Pour tous mots w , u ~ , u ~ , v J , v ~  de X* vtrifiant U J U 2  E w f ,  V ~ V Z  E w f  et 
U J  c o m = v ~ c o m ,  il existe des mots w 1 , w z f  X* tels que ul f w l f ,  vl E W J  f, 
u2 E w 2 f ,  v2 E w 2 f  et w,wz E wf .  

P r e u v e :  On utilise la preuve précédente, appliquée à la fonction de 
semi-commuta t ion  f-1,  et de la même façon on considère que les lettres 
apparaissant dans w sont toutes différentes. On déduit donc que si w E ulvl f - J ,  il 

existe des mots w 1 = w  n a ~ p h ( ~ , )  et W ~ = W  nalphfu2), vérifiant w J E ul f - l ,  
w2 E u 2 f J ,  et w E w J w 2 f - ' .  De même, il existe des mots w ~ = w  nnlphfv,) et 
w 4 = w  n a l p h ( v 2 ) .  vérifiant W J  E vl F I ,  w4 E v2 f - J ,  et w E w3w4 f - J .  o r  
a l p h ( u l ) = a l p h ( v l )  et alph(u2)=alph(v2) ,  puisque ul c o m = v ,  corn. Donc w l = w 3  et 
W 2 = W 4 .  ce qui tennine la preuve du corollaire 3.7. 



Chapitre 3: Compositions de fonctions de 
commutation partitionnée. 

1 .  Définitions, notations. r a ~ ~ e l s .  

2 .  Propriétés conservées et problèmes de caractérisation. 

* 
4 . t i o n s  de CO- 

5. Mots irréductibles du monoïde Y 2% 

6 .  Le cas d'un alphabet de 5 lettres. 

7 , = c o r n .  





Dans cette partie, nous utiliserons les notations définies dans [8] et [9]. 
En particulier, nous noterons: 

p k :  l'ensemble des compositions de k fonctions de  commutation 
partitionnée, où k est un élément de IN. En particulier, P o  dénotera l'ensemble 
réduit P la fonction "identité" qui à tout mot u associe le singleton ( u ) .  

P*= g~k: l'ensemble des compositions de fonctions de commutation 
kE 

pa r t i t i onnée .  

P X :  l'ensemble des fonctions de commutation partitionnée définies sur 
l'alphabet X. 

P;: l'ensemble des compositions de fonctions d e  commutation 
partitionnée définies sur l'alphabet X. 

yx: l'ensemble des partitions de l'alphabet X. 

Yi: le monoïde libre engendré par l'alphabet y X :  P u = y  iy 2...y k de Y X * correspond l'élément de Px : fu=fw, fw,...fw,. 

Pour alléger les notations, si y={X1,X2, ..., X k )  est un élément de Y X ,  nous 
noterons indifféremment v=(X1,X2 ..... Xk) ou y = ( w  l,w ,..., wk)  où V i E [ I  ,k], 
alph(wi)=Xi et V x E Xi, IwilX=l. De même, f(w,,w ,,..., wc)  dénotera l'élément de P X ,  
associé à la partition y. 

Exemple 1.1: Soit X= (a .6.c .d) :  P (ab ,cd) (ac .bd)  de y correspond 
g=f(ab,cd) f(ac,bd). Soient u=abdc,  v=cdba et vO=cabd, alors v E u g: en effet, il existe 
un mot w = d c a b  vérifiant w E u f(ab,Cd) et v E w f(ac,bd). En revanche, v' 4 u g.  
Si tel était le cas, il existerait un mot w' vérifiant w' E u f(ab,Cd) et v' E w' f(ac,bd). 
D'après le lemme 6.1 du chapirre 1, les égalités suivantes seraient vérifiées: 

Et ces relations sont clairement incompatibles. 



On définit sur YXf la relation d'ordre partiel suivante: 

Definition 1.2: Pour tous mots u et v  de Y;, on a  u l v  si et seulement si V w E X*, 
w fu c w f v  

La relation I confère à yX une structure de treillis . Si y = ( X I , X 2 ,  .... X p )  et 
<p=(YI,Y z , . . . , Y q )  sont deux éléments de y X ,  nous noterons yvg, le plus petit majorant 
de ( y  , q ) .  correspondant ii la partition définie par l'ensemble { X i  n Y, / i E [ l  , p l ,  
j E [1  ,q], Xi f 7  Y j t 0 ) ,  et ~ A ( P  le plus grand minorant de ( y . 9  ), correspondant à la 
partition définie par l'ensemble {Xi  U Y, l i E [1 ,pl ,  j E [ l  ,q], Xi n Y j t 0 ) .  Le plus 
petit élément de Y X  , noté 0, est associé à la relation où rien ne commute: c'est la 
partition { X ) .  Le plus grand élément, noté 1, est associé à la commutation totale: 
c'est la partition { ( x ) ,  x E X )  . D'autre part, la relation I est compatible avec le 
produit dans y;. on en déduit une congruence sur \Y$: 

* Définition 1.3: Pour tous mots u  et v  de Y X ,  u z v  si et seulement si u l v  et v S u  
c'est d dire, f,=f,. 

Exemple 1.4: Soit X =  ( a , b , c , d ) .  Dans ce cas, l=(a ,b ,c ,d )  et O=(abcd) .  
Clairement, (ab ,cd)  l (a ,b ,cd) ,  donc ( a b , c d )  v (a,b,cd) = (a.b,cd) et (ab ,cd) (a ,b ,cd)  z 
(a ,b ,cd) .  En revanche, ( a b , c d ) ( a c , b d )  n'est pas congru un élément de y X .  En effet, 
comme chaque lettre peut commuter au moins une fois avec toute autre lettre, on 
aurait ( a b , c d ) ( a c , b d )  z 1, ce qui n'est pas le cas, comme le montre l'exemple 1.1. 

M. Clerbout a donné dans [9] un certain nombre de règles de 
simplification et de réduction des mots de y;, en particulier: 



Cette dernière règle d'effacement montre que tout mot de y; est 
toujours équivalent il un mot qui ne contient pas plus de deux occurrences de la 
même lettre, d'où le résultat suivant: 

Proposition 1.7: Y; / -  est fini. 

Les deux règles suivantes sont également très utiles: 

Règle 1.8: Soient w,w',(P~ , (P~ , . . . , (P~  des lettres de YX. Soit v " = ~  A y', alors  PI n . . . pkv '  E 
W( (Pl v Y")( (P2 V v")....( (Pk V W0')W'. 

En particulier, si y= y ' ,  on a y"=y ,  I ( pl v y ) et y I ( q k  v y ). donc: 
W P I  (Pi?--.(PkkW ( (PI  V W )( P2 V W )....( (Pk V ). 

Règle 1.9: Soient v=(Z.Z1.Z2 ..... Z p )  et q=(Z U Y,Yl.Y2 ,.... Yq)  deux lettres de Yx, alors: 
W(P z W(P' et cpy r p'y/, où q'=(Z,Y,YI ,Y2,. .. ,Yq). 

Grâce à ces règles de simplifications, M. Clerbout a étudié complètement 
le cas d'un alphabet de quatre lettres, et la proposition suivante a permis d'établir * 
que tout mot de y X ,  où X =  ( a,b ,c ,d) ,  se réduit toujours, et de manière unique, ii un 
mot de longueur inférieure ou égale 2. 

Proposition 1.10 [9]: La fonction de commutation f(ab,cd) f fac ,bd)  f(ad,bc) rkalise 
la commutation totale sur l'alphabet X=ja,b,c,d}, ce qui peut encore s'exprimer 
par:(ab,cd)(ac,bd)(ad,bc) r (a,b,c,d)=l. 

Pour terminer, rappelons que, si on ne fixe pas la taille de l'alphabet, il 
n'est pas toujours possible de réduire la composée de k fonctions de commutation 
partitionnée. Ceci se dtduit de rtsultat plus général suivant: 

Proposition 1.11 [ 8 ] :  Si  RAT pk={ R g / R E RAT, g E P R ] ,  alors V k 2 0, 
R A T  p k  Ç R A T  pk*' Ç ( R A T P )  He' H s a ,  O P  ( R A T  P )  Hm' H s a = {  L 8.' h 1 
L E RATP,  g est un morphisme, h est un morphisme strictement alphabktique}. 



2 . r o b e t D r o b l è m e s  caractérisation. 

Un certain nombre de propriétés vtrifiées par les fonctions de semi- 
commutation le sont également par les compositions de fonctions de commutation * 
partitionnée. Si X est un alphabet et w = y , y z . . . y n  est un mot de y X .  on peut montrer 
facilement les résultats suivants, par simple induction sur n et en utilisant les 
lemmes de la première partie. Ainsi, le  lemme suivant est-il une conséquence 
directe de la proposition 3.1 du chapitre 2. 

Lemme 2.1: Soient k E IN+ et u,v deux mots de X * ,  alors v E u f, si et seulemenr 
si, v numk E ( u  numk) g, od g=gl gz . . . g n  avec V i E [ l  ,n] ,  gi est l'image par numk 
de fw;. 

Du lemme 3.5 du chapitre 2, on dCduit de la même façon: 

Lemme 2.2: Soient k E IN+ et Y C X x [ l , k ] ,  alors fw PSu=PSu fw. 

En revanche, l'exemple 1.1 nous montre que le lemme de projection ne 
s'applique plus au cas des compositions de fonctions de commutation. En effet, on 
peut vérifier dans l'exemple 1.1 que: V (x,y) E X x X ,  v' nXy E (u n X y )  g alors que 
v' e u g.  La caractérisation des couples de mots (u,v) vérifiant pour une 
composition de fonctions de commutation partitionnée donnée fi v E u f sera donc 
plus compliquée que dans le  cas d'une seule fonction de commutation. Si 
f=fl fi...fk, il s'agit en effet de trouver une suite de mots w0.w 1 ,  ..., w k  vérifiant: 
wo=u, wk=v et V i E [ I , k ] ,  wi E wi-1 fi. Il n'y a, bien sûr, qu'un nombre fini de mots 
à tester, mais la recherche est, en général, longue et coûteuse. Aussi se pose la 
question de savoir si il est possible d'améliorer cet algorithme de décision. 

Une réponse à cette question est donnée dans les sections suivantes pour 
les compositions de deux fonctions de commutation partielle et, dans le cas d'un 
alphabet de cinq lettres, pour la composée de trois fonctions de commutation 
pa r t i t i onnée .  



3. Composition de deux fonctions d e  commutation partielle. 

L'étude complète de la composition de deux fonctions de commutation 
partitionnée a été faite dans [9], mais ce qui nous préoccupe dans cette section est 
la possibilité de décider simplement, étant données fJ  et f ,  deux fonctions de 
commutation partielle et u,v deux mots commutativement équivalents de X*, si v est 
dans l'image de u par la composée f, f , .  

Une première méthode consiste évidemment à calculer effectivement 
l'image de u par f,, puis l'image de chacun des mots obtenus par f, et de vérifier si 
le mot v est atteint. Cette méthode est très couteuse quant au nombre de mots à 
construire. Une deuxième méthode, plus avantageuse serait de calculer les 
ensembles  u f ,  d'une pan,  v f ,  d'autre part et  de vérifier ensuite si leur 
intersection est non vide. Nous proposons ici une troisième méthode, basée sur une 
propriété montrée dans [20], concernant les familles reconstructibles. Avant 
d'énoncer cette propriété, nous rappelons le définition du graphe commutation ou 
de non-commutation d'une fonction de semi-commutation. 

Definition 3.1: Soit f  une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet 
X ,  associée à la relation C. Le graphe de commutation(resp. de non-commutation) de 
la fonction f  est le graphe noté (Xf) (resp. (x$)) ,  0 3  les sommets sont les lettres de 
X et les arcs sont les couples de lettres distinctes (x ,y)  qui ne sont pas dans C (resp. 
les couples de lettres qui sont dans C).  

Dans le cas des fonctions de commutation partielle, le graphe de non- 
commutation est alors un graphe non orienté. C. Duboc a montré la caractérisation 
su ivante :  

Proposition 3.2: [20] Soit f une fonction de commutation partielle définie sur un 
alphabet X et { X , , X , , .  .. ,X , ]  une famille de cliques recouvrant le graphe de non- 
commutation de la fonction f .  Alors, pour tous mots u,v de X*, on a: v E u f si et 
seulement si V i E [I,n],  u n x i = v  hi. 

Pour un recouvrement réalisé avec des cliques de cardinalit6 au plus 
Cgale B deux, on retrouve ainsi le lemme 5.1 du premier chapitre. 



En relation avec la proposition 3.2, la notion de famille reconstructible a 
été introduite par R. Cori et Y. Métivier. 

Définition 3.3: [17] Soient F={X,,X,,. . .Xn) une famille de sous-alphabets d'un 
alphabet X et W=(w,,w ,,..., wn)  une fmil le  de mots où V i E [I.n]. wi E $. 

- W est une famille r e c o n s t r u c t i b l e  si il existe un mot w de X* tel que: 
V i E [ l , n ] ,  w n x , = w i .  Le mot w est alors appelé un reconstrui t  de la famille W .  

- W est une famille quas i - reeons truc t ib le  si: V i j  wi n x j = w j  n x i .  
- W est une famille f a i b l e m e n t  q u a s i - r e c o n s t r u c t i b l e  si: V i j ,  

V x E Xi f 7  Xj ,  / ~ i / , = / ~ j / , .  

Les fonctions de commutation partielle et les familles reconstructibles 
sont liées par l'intermédiaire de la proposition suivante, montrée dans [20], mais 
que nous énonçons sous une forme différente: 

Lemme 3.4: [20] Soient f une fonction de commutation partielle dkfinie sur un 
alphabet X ,  F= {X, ,X,,. . . ,Xn} un recouvrement par cliques du graphe de non- 
commutation de f et u un mot de X*, alors l'ensemble des images par f du mot u est 
l'ensemble des reconstruits de la famille reconstructible: (u  n X , , u  n X , ,  ..., u n X , ) .  

Pour permettre une représentation commode de l'ensemble des images 
d'un mot par une fonction de commutation partielle, C. Duboc a introduit la notion 
de g raphe  des occurrences d'une famille (faiblement) quasi-reconstructible. 
Cette définition peut être donnée également en utilisant la numérotation des 
différentes occurrences d'une même lettre dans un mot. 

Définition 3.5: Soit W=(w,, ..., wn} une famille (faiblement) quasi-reconstructible. 
Le graphe des occurrences de la famille W est le graphe (S ,A)  oh 
S= ggl a lph (numk(wi ) )  avec k = s ~ p { / w i / ,  i E [I .n]} et il existe un arc de (x,p) vers 
(y,q) sr il existe un mot wr dans W tel que (x,p) préct?de (y,q) dans numk(wr).  

La caractérisation suivante est alors fort utile: 

L e m m e  3.6: [20] Une famil le  ( f a ib l emen t )  quas i - recons truc t ib le  est  
reconstructible si et seulement si son graphe des occurrences est sans cycle. 



Dans la suite, nous utiliserons le graphe des occurrences de l'image d'un 
mot u par une fonction de commutation partielle f , noté O ( u  f ) ,  défini comme 
étant le graphe des occurrences de la famille reconstructible engendré par u et le 
recouvrement par les cliques maximales du graphe de non-commutation de f. Nous 
utiliserons également le graphe des occurences d'un mot u défini comme Ctant le 
graphe des occurrences de la famille reconstructible contenant u comme seul 
élérnent. Le lemme 3.4 nous pennet alors d'énoncer: 

L e m m e  3.7: Soient f une fonction de commutation partielle définie sur un 
alphabet X et u,v deux mots de X*, alors v est dans u f si et seulement si 
O(u f )=O(v  f ) .  

Reprenons maintenant notre problème initial: Ctant données deux 
fonctions de commutation partielle fl et f, définies sur un alphabet X et deux mots 
u,v de X*commutativement équivalents, il s'agit de vérifier si v E u f ,  f,. Avec ce 
qui précède, nous pouvons énoncer: 

lemme 3.8: Soient f, e t f ,  deux fonctions de commutation partielle définies sur un 
alphabet X et u,v deux mots commutativement Lquivalents de X*, alors: v E u f ,  f ,  
si et seulement si la superposition des graphes des occurrences O(u f,) et O(v f,) 
est +ans cycle. 

P r e u v e :  v E uf, f ,  si et seulement si il existe un mot w vérifiant w E 
u fl et w E v f , .  Soient {Xl ,X,  ,..., Xp} et {X,',Xi ,...,Xi} les recouvrements par cliques 
maximales des graphes de non-commutation respectifs des fonctions f ,  et f,, 
D'après la proposition 3.2 on déduit v E u f ,  f,  si et seulement si il existe un mot w 
de X* vérifiant V i E [l ,p],  w n x i = u  nxi et V i E [ l ,q] ,  w n x r = v  n x ; .  Ce qui peut 
encore s'exprinier: v E u f ,  f ,  si et seulement si la famille faiblement quasi- 
reconstructible ( u  n X , , u  nX ,,..., u n X , , v  n X ; , v  nX; ...., v nX;) est reconstructible. 
On obtient alors l e  résultat voulu grâce au lemme 3.6. Dans le cas où la 
superposition des graphes des occurrences respectifs de u f ,  et v f ,  est sans cycle, 
celle-ci détermine alors un ordre strict partiel sur l'ensemble de ses sommets et 
tout ordre strict total compatible avec cet ordre partiel permet d'obtenir un mot w 
vérifiant w E u f ,  et w E v f,. 

cl 



Nous allons appliquer ce résultat sur un exemple. 

Exemple 3.9: Soit l'alphabet X =  { a . b  . c , d .  e  , f ]  . Soient f i  la fonction de 
commutation partielle définie sur X ,  donnée par le graphe de  non-commutation: 

a 

f 
n e  d 

et f, la fonction de commutation partielle donnée par le graphe de non- 
commuta t ion :  

Considérons les mots u = a e f a b d c d f e  et v = e e d n f c b a d f .  Le graphe des 
occurrences de 

1 '  

La 
couvereture de 

superposition du graphe des occurrences de u fi avec le graphe de 
celui de v  f, nous donne alors le graphe suivant: 



Ce graphe contient le cycle (a ,Z) (c , l  ) (d ,2 ) ( e ,2 ) ( f91 ) (a ,2 )  donc v n'est pas 
dans l'image de u par f, f,. 

4. Compositions de trois fonctions de commutation partielle. 

Comme nous venons de le voir, il est facile et rapide de décider si un mot 
v est dans l'image d'un mot u par la composée de deux fonctions de commutation 
partielle. Le problème se  complique singulièrement dès que l'on passe à la 
composée de trois fonctions de commutation partielle. Nous pouvons cependant 
é n o n c e r :  

Lemme 4.1: Soient if,, et f, trois fonctions de commutation partielle définies sur 
un alphabet X et u,v deux mots de X*. Soient Gu=(S,Au) le graphe des occurrences de 
u f, et Gy  = ( S , A  le graphe des occurrences de v f,, alors v est dans u fi fi f, si et 
seulement si il existe un graphe G=(S,A) vérifiant les deux propriétés suivantes: 

(1)  Pour tous éléments de S (x , i ) , (y j) ,  si x et y ne cornmutent pas par f,, 
alors il existe dans G soit un arc de (x,i) vers ( y j ) ,  soit un arc de ( y j )  vers (x,i). 

(2)  Ni la superposition des graphes G et Gu,  ni la superposition des graphes 
G et G y  ne contient de cycle. 



Preuve :  Le mot v  est dans u f i  fi f, si et seulement si il existe deux mots 
de X *  : IV et w' tels que: w  E  uf , ,  w' E v f ,  et w' E w f , .  Supposons qu'il existe un 
graphe G vérifiant les propriétés ( 1 )  et ( 2 ) .  On peut alors trouver deux graphes 
complets sans cycle G w  et G w *  ayant S comme ensemble des sommets et admettant 
respectivement comme sous-graphe la superposition des graphes G et G U  d'une 
part, la superposition des graphes G et G ,, d'autre part. Les graphes G et G ,,, 
déterminent alors deux mots w  et w' qui verifient clairement: w  E uf,, w' € v f ,  et 
w ' E  w f , .  

Réciproquement, si il existe deux mots de X* w et w' tels que w E u f,, w' 
E v f ,  et w' E  w  f,, alors le graphe G = O ( w  f , )=O(w  ' f , )  vérifie la propriété ( 1 )  par 
définition des graphes des occurrences. De plus O(w f l )=  O ( u  f,)  et O ( w  ' f , ) = O ( v  f,), 
le graphe G vérifie donc la propriété (2). 

t3 

Les propriétés ( 1 )  et ( 2 )  sont cependant difficiles à établir comme le 
montrent les exemples suivants. 

Exemple 4.2: Soient l'alphabet x =  { a , b , c , d , e , f }  et f 1 f i f , f 4  les quatre 
fonctions de commutation partielle définies sur X par leur graphe de non- 
commutation donnés ci-dessous. 



Soient u=fabcde ,v=eabdcf  et v ' s e a d b c f .  Nous allons tout d'abord vérifier 
si v est dans l'image de u par f, f, f,. La construction des graphes des occurrences 
O ( u  f,) et O ( v  f,) nous donnent les graphes suivant, où par souci de clarté et 
comme aucune lettre de X n'apparaît plusieurs fois dans u,v  et v', nous n'avons pas 
fait figurer le numCro des lettres dans les noms des sommets. 

Comme les lettres b et c ne commutent pas par f,, et qu'il existe un arc de 
b vers c dans O ( v  f , ) ,  on déduit que si il existe un graphe vérifiant les propriétés 
du lemme 4 .1 ,  ce graphe contient nécessairement un arc de bvers c. P a r  
superposition avec O(u f , ) ,  on obtient alors le graphe suivant: 

G1 
Les lettres a et d ne commutent pas par f,, comme il existe un chemin de 

a vers d dans le graphe G, ci-dessus, un arc de a vers d doit exister dans un graphe 
qui vérifierait les propriétés du lemme 4.1. Par superposition avec O ( v  f,) on 
obt ien t :  

G2 
Pour les mêmes raisons, un arc de e vers f  doit exister. Par superposition 

avec le graphe G,. on obtient le graphe ci-dessous qui contient le cycle f , a , b , c , d , e f .  



Il n'existe donc pas de graphe vérifiant les propriétés du lemme 4.1, 
donc v n'est pas dans l'image de u par fi f2 f,. Vérifions maintenant si v est dans 

des 

f e 

0 0  f l )  0 0  f 4 )  

On s'aperçoit que, contrairement au premier cas, aucun ordre 
supplémentaire n'est il reporter. Cependant il est encore impossible de trouver un 
graphe vérifiant les propriétés du lemme 4.1. En effet le choix d'un arc de a vers d 
entraine alors la nécessité de l'existence d'un arc de f vers e et le choix d'un arc de 
d vers a entraine celle de l'existence d'un arc de c vers b.  Dans les deux cas il y a 
formation d 

f 

'un c cle comme mont 

i?Ci 
.ré ci- 

b 

Choix d'un arc de a vers d 

Choix d'un arc de d vers a 
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Vérifions enfin si v'=eadbcf est dans l'image par f, f ,  f,. Les graphes de 
départ sont alors les suivants: 

f e PAc 

Comme précédemment, aucun ordre supplémentaire n'est directement 
imposé. Cependant le choix d'un arc orienté de a vers d entraine alors la création 
d'un cycle: 

f 

Cela n'implique pas qu'il est impossible de trouver un graphe vérifiant 
les propriétés du lemme 4.1, mais simplement que le choix de l'existence d'un arc 
de a vers d était mauvais. En revanche le choix d'un arc de d vers a permet 
d'aboutir 

Ces deux graphes permettent alors de construire respectivement les 
mots c d e f a  b et d e  f a c  b qui vérifient bien: cdefab E uf,, defacb E v f, et 
cdefab  E defacb f , .  

Les trois parties de cet exemple nous montre la difficultC de mettre en 
pratique le lemme 4.1. Cependant, l'utilisation de ce lemme est beaucoup plus 
simple pour la composée de trois fonctions de commutation 2-partitionnée, ce qui 
sera particulièrement utile dans la section 6 où l'on traite du cas d'un alphabet de 
cinq lettres. 



5. Mots irréductibles du monoïde Y $; 

Les règles de simplification définies dans la section 1 sont des outils 
permettant dans certains cas  de  savoir  si une composition de  fonctions de  
commutation partitionnée peut s'écrire plus simplement sous la forme d'une autre 
composition qui serait "plus courte". La  notion d'irréductibilité est liée à ces 
problèmes de  simplification. 

Définit ion 5.1:[9] Un mot u de Y$ est irréductible si il n'existe aucun mot v de 
vérifiant / v / c / u /  et v ~ u .  

Bien que les compositions irréductibles soient en nombre fini comme 
l ' indique l a  p r o p o s i t i o n  1.7, il n'est pas toujours facile d'assurer qu'une 
composition donnée est irréductible. La  proposition suivante qui caractérise une 
famille particulière de  compositions irréductibles de  fonctions de  commutation 
partitionnée sera fort utile dans la section suivante: 

Proposi t ion 5.2: Soit un alphabet X={y ,x l ,x2  ,..., x , . ~ , x , } ,  où n 2 2 .  Alors $ = ( y x , , X -  
{ y , x l } )  ( y x , , X - { y , x J ) .  . . ( ~ X ~ - ~ , X - { ~ , X ~ - ~ } )  est irréductible. 

P r e u v e :  Clairement, il suffit de  montrer les deux propriétés suivantes: 

1) $ n'est équivalent à aucun mot plus court formé uniquement avec 
des lettres apparaissant dans $, 

2) $ n'est pas plus grand que toute lettre de autre que celles qui le 
c o m p o s e n t .  

La première propriété est évidente: en effet si q est un mot plus court de 
y;, formé à partir de  certaines Iettres composant t$, alors il existe un i dans 
[l,n-11 tel que Xi et xn ne peuvent jamais commuter, contrairement à ce que permet 

f@- 



Pour montrer la deuxiéme propridté, nous allons tout d'abord faire la 
remarque suivante: Soit u E X* tel que son graphe des occurrences contienne le 
sous-graphe G ,,: 

et soit v E X* tel que son graphe des occurrences contienne le sous-graphe G v :  

Les ti n'étant pas nécessairement tous différents. 

Posons pour tout i de [ I  ,n-11, @i=(yxi,X-{y,xa). Nous allons vérifier que 
v é u f+. En effet, dans le cas contraire, il existerait des mots wl .  w2, ..., w,-2 qui 
vérifieraient: wl E u fgiI, wn.2 E v f+,-,, et V i E [3,n-21,  wi E wi., fq,.. Nous allons 
montrer, par induction sur i, que la propritté suivante doit alors &tre vérifiée: 
V i E [I ,n-l], wi PS(y,l)(xi,l)=yxi. Comme wl E u fq,, la propriété est vérifiée pour 
i =  1. Supposons la propriété vérifite pour k2 1 ,  comme xk et x,  restent toujours 
groupées dans @k+l@k+2. . .@n-l  et qu'il existe un arc de (xk,]) vers (xn,fk) dans le 
graphe G y ,  on déduit qu'il existe Cgalement un arc de (xk , l )  vers (xn,tk) dans le 
graphes des occurrences de wk. 



De plus, par hypothése de récurrence, il existe Cgalement un arc de ( y , I )  
vers ( x k , l ) .  Enfin comme x n  et xk+ l  ont toujours été groupés dans 91#2...$k et qu'il 
existe un arc de (xn, tk)  vers ( x ~ + ~  ,1) dans le graphe G U ,  cet arc existe également 
dans le graphe des occurrences de wk.  On déduit alors que wk  P S ( y , l ) ( ~ k + l , l ) = ~ ~ k + I .  
Comme wk+ l  E wk fqk+,. on obtient w k + l  P S ( y , ~ ) ( x k + l , l ) = y ~ k + l .  Pour n-1, la propriété 
s'écrit w n.l PS fy  )(xn-l,l )=yx,-, ce qui est incompatible avec l'hypothèse w n- l  E 

v fqn-,. Donc v 6Z u fq. 

Pour chaque lettre cp de YX n'apparaissant pas dans #, nous allons donc 
exhiber deux mots u et v tels que v E u fp et dont les graphes des occurrences 
contiennent respectivement les sous-graphes G u  et G y ,  et nous aurons donc ainsi 
montré la propriété 2. Nous pouvons séparer l'ensemble des lettres à étudier en 
trois sous-ensembles: 

a) L'ensemble des lettres supérieures ou égales à ( y , X - { y } )  pour lequel 
les mots u = ~ x ~ x ~ x ~ x ~ . . . x ~ x ~ - ~  et v = x ~ x ~ x ~ x ~ . . . x ~ x ~ - ~ Y  conviennent. 

b) L'ensemble des lettres supérieures ou Cgales à (yx,,X-{y,x,J). On peut 
prendre dans ce cas les mots u=yxnxlx2...xn.1 et v=xlx2 ... xn - l yx ,  où on a confondu 
toutes les occurrences de la lettre x,: tous les t i  sont égaux. 

C)  L'ensemble des lettres supérieures ou Cgales à une lettre de la forme 
(yXi,xi,. . .Xip ,X-{Y ,xi,.xi,. . . x i3  ) avec n- 12p> 1. NOUS SUppOSerOnS que i,<i,<. . .Cip. Posons 
de plus X-{y,xi,,xj,. ..xi~={x,,.x,,. . .xjJ avec j,<j,< ... <jq. Envisageons deux sous-cas: 

c.1) x ,  est dans le même groupe que y .  Trois sous-cas sont à 
envisager :  

c.l.1) j,> 1 et jqcn-1.  Alors il existe un entiers r tel que i,=j,-1. 
On peut prendre u = x ~ x ~ , + , x ~  .... X ~ X ~ ~ Y X ~ X ~ , X  n . . . ~ n ~ i , ~ n ~ j , ~ j  ,... x jq  et 
v =xj,xj,. . . x ~ ~ x ~ x ~ , + , x ~ .  . . . x ~ x ~ , ~ x , x ~ , x , .  . . X ~ X X ~ .  En effet. on a bien y qui 
précède x, dans u puisque x,=xi,. De même on a x,.l qui précède y dans 
v puisque xn.l=xip . Enfin, on a confondu certaines occurrences de x, 
(on considère que la dernière occurrence de x, joue le rôle de toute 
les autres). 

c.1.2) j,2 1 et jq= n - l  . On peut dans ce cas prendre 
U =YXnXi,X n...XnXipXnXjlXja.. .X ' et 

J9 
V=Xj,Xj ,...XjqYXnXi,Xn...X X '  X n .  

' P  

c.1.3) j ,= 1 et j q<  n -  1 .  On peut dans ce cas prendre 
U=XnXi,X ,...X X '  XnYXj,Xj ,... X .  et 

' P  19 
V=Xj,Xj ,... XjqXnXi,X ,...X X '  XnY.  

l p  



c.2) x n  n'est pas dans le même groupe que y .  Nous pouvons de 
nouveau séparer ce cas en quatre sous-cas: 

c.2.1) q = 1 .  On peut prendre u = X n X n - 1 y x 1 ~ 2 . . . X n - 2  et 
~ = x ~ - ~ y x ~ x ~ . . . x ~ - ~ x ~  où on a confondu toutes les occurrences de la 
lettre Xn. 

c.2.2) j,= 1 et j q - l ,  n-1.  On peut alors prendre u  donné par 
U n u m / u / = ( x n , t i p ) ( x j r , l ) ( ~ n , t j r ) . . . .  

..(xnPtjq-,)(~jqrl)(~n,ti,)..-. 
. . ~ ~ n ~ t i ~ ~ ~ ) ( ~ i ~ , ~ ) ( ~ ~ ~ ) ( ~ j , , ~ ) ( ~ n ~ t j , ) ~ ~ - ~  

~ . ( ~ j , ~ l ~ ~ ) ( ~ n . ~ j r ~ , ) ( ~ i , p ~ ) ~ ~ ~ ( ~ i p ~ l ~ l ) ~  
et v  donné par v  n~m/~/=(~i~,l)(x~,ti,)(~j~.~)(~~~tj~). .. 

. . - ( ~ n ~ ~ j ~ ~ , ) ( ~ j ~ , ~ ) ( ~ ~ ~ ) ( ~ i , ~ ~ ) ~ ~ ~  
- . . ( ~ i ~ - ~ , l ) ( ~ n ~ t i , ) . . .  

. - . ( ~ n ~ ~ i ~ ~ , ) ( ~ j , ~ ~ ) ( ~ n ~ ~ j , ) . - ~ ~  

. . (~ j , - , r l ) (~n, t j , - , ) r  
où j r =  ip + 1 . En effet ip est différent de i l  par hypothèse. De plus, on a 
bien dans u  n u m / u / .  ( y , l )  avant ( X I , ] )  et dans v n u m j u / ,  ( y , l )  après 
(xn-1 ,1) puisque x l  =Xj, et x n - l = x j ,  En outre, il faut vérifier que pour 
tout k de [1 ,n-21, (xn , tk )  est avant (xk+ 1 ,1) dans u  numlu l  et ( x k , l )  est 
avant ( x n . t i )  dans v numlu l .  Cela est bien vérifié pour' k = i p  puisque 
j r =  ip+ 1 .  De même pour k2 j r ,  pour la même raison. Comme j r -1  < ip,  cela 
est également vérifié pour k E { i l  ,..., ip-1} et pour k E {JI ,... J r - ~ l .  

c.2.3) j l >  1.  On peut alors vérifier que les mots u=xnxjlxnx,,.... 

.. ..XjqXnXi ,... :XipYXi, ... Xi,., 
et v = X i r . .  .X ipXnXj lXnXj2.  . .X jqYXiJ .  . . X i r e l  avec i r = j l  -1  

c o n v i e n n e n t .  

c.2.4) jq-1 <n -1 .  On vérifie, toujours de façon similaire, que 
les mots U = X n X i r  ... XipYXj,Xn. ..Xjq~nXi,...xir~, 

et V = X i r . .  .XipYXi ,... X i r r I X n X j I X n .  . .Xj  X n  avec i r = j q  + 1 
4 

conviennent. Ce dernier cas termine la preuve de la proposi t ion 5.2 
O 



6. Le cas d'un a l ~ h a b e t  de cinq lettres. 

Dans cette section, nous allons étudier l'ensemble de toutes les 
compositions de fonctions de commutation partitionnée définies sur un alphabet 
de cinq lettres. Nous apportons en particulier une réponse négative il la question 
formulée dans [9] qui est de savoir si, sur un alphabet quelconque, toute 
composition de fonction de commutation partitionnée s'écrit de manière unique 
sous la forme d'une composition de fonctions de commutation irréductible qui 
serait alors la "forme normale" de la composition initiale. 

Dans ce qui suit, X =  { a , b , c , d , e )  désigne l'alphabet de cinq lettres 
considéré, et a,!, y,6, 5 désigne une permutation quelconque des lettres a , b  , c , d , e .  Avec 
ces notations, nous pouvons séparer l'ensemble Y/X des partitions de l'alphabet X 
en 7 types: 

Type 1: ( a b c d e )  correspondant à la fonction où rien ne commute. 
Type 2: (a,Br65) 
Type 3: ta!,y65) 
Type 4: (a,B,yS5) 
Type 5:(a,Py,St) 
Type 6: (a,P,y,65) 
Type 7 : ( a , b , c , d , e )  correspondant à la commutation totale. 

Nous allons maintenant étudier les différents mots de longueur deux du 
monoïde Y/; engendré par YX, correspondant aux composées de deux fonctions de 
commutation partitionnée définies sur X .  Plus précisemment, nous isolerons les 
mots de longueur deux d e y ;  qui sont irréductibles. Nous pouvons tout d'abord 
remarquer que si une des lettres composant un mot de de longueur strictement 
pIus grande que 1 est la lettre de type 1 ou la lettre de type 7, ce mot n'est alors pas 
irréductible. Dans le  premier cas, on peut effacer la lettre de type 1, et dans le 
second on obtient la commutation totale: ( a , b , c , d , e ) .  Nous ne considérerons donc 
que des mots d e y ?  contenant des lettres de type 2,3,4,5 ou 6. Et nous pouvons 
é n o n c e r :  

Lemme 6.1: I l  existe deux types de compositions de fonctions de commutation 
partitionnée sur l'alphabet X={a,b,c,d},  associkes aux deux types de mots de d e y 2  
suivants:(aB,y65)(ay,B6t) et (a,Br, 65)(a,BS,y5). 



P r e u v e :  Soit u =  g,y un mot de longueur 2 de d e y $  . Supposons tout 
d'abord que cp est une lettre de type 2 (on obtiendrait le même résultat dans le cas 
où y est une lettre de type 2). Alors, soit a est isolée dans y auquel cas cpsy(cf 
définition 1.2). On obtient alors cpyry d'après la règle 1.5. Sinon la règle 1.9 peut 
s'appliquer une ou plusieurs fois et il existe y '  dans Y X  tel que q ~ z v ' y ' z ~ ' .  
Examinons sur un exemple ce type de réduction, les autres cas possibles se 
rdduisant de manière similaire: Supposons cp = ( a , b c d e )  et y = ( b c , a d e )  alors 
(a,bcde)(bc,ade)=(a,bcde)(bc,a,de) (règle 1.9) et (a,bcde)(bc,a,de)z(a,bc,de)(a,bc,de) 
donc py/=(a,bc,de).  Un raisonnement analogue pour le cas où g, est une lettre de type 
4 ou 6 permet de conclure qu'un mot irréductible de longueur 2 de d e y ;  ne peut 
contenir que des lettres de type 3 et des lettres de type 5. Supposons maintenant 
que cp est une lettre de type 3 et y une lettre de type 5. Posons p=(a/3,765). Deux cas se 
p ré sen ten t :  

1) a ou /3 est isolée dans y. Supposons que 1y=(a,B7,65). le résultat 
serait identique dans les autres cas. Alors pys(a ,@,y ,S{)  par applications 
successives de la règle 1.9. 

2) Ni a ni /3 ne sont isolées dans y. Envisageons deux sous-cas: 

2.1) y=(y,a/3,65). Alors y>g, et cpysy. Le résultat serait le même 
si 6 ou 5 avaient été isolées dans y / .  

2.2) y=(y,a6,pS). Alors py~(y,a/3,6{)(y,a6,K). On obtient donc 
la composée de deux lettres de type 5. 

1 

On peut donc considérer qu'un mot irréductible de longueur 2 de d e y ;  
ne peut être formé que de deux lettres de type 3 ou de deux lettres de type 5 .  Dans ce 
dernier cas, seul le type (a,/.?y,S{)(a,/3S,y{) ne se réduit pas grâce aux règles de la 
première section. On peut remarquer que dans ce cas, tout ce passe comme ci on 
travaillait sur l'alphabet de quatre lettres {B,7,6,5} puisque a est toujours isolé. On 
retrouve alors dans (py,6{)(/36,yt) la forme irréductible de la proposition 5.2, ce qui 
nous assure que ( a , j y l 6 { ) ( a , B 6 , y 5 )  est bien un type de mot de deux lettres 
irréductible de Y$. Les mots de Y; formes de deux lettres de type 3 et qui ne se 
réduisent pas avec les règles de la première section sont Cgalement d'un seul type: 
(a/3,yS{)(aytB65). On remarque que deux lettres de X restent toujours groupées dans g, 
et dans y .  Tout se passe comme si on travaillait sur un alphabet de 4 lettres, les 
différentes occurrences de ces lettres de X qui sont toujours groupées pouvant être 
considérées comme les différentes occurrences d'une même lettre. On reconnait 
alors, comme précédemment, la forme de mots irréductibles de la proposition 5.2, 
ce qui nous assure que ces deux derniers types de mots de longueur 2 de Y$ sont 
bien des mots irréductibles. 



Nous allons maintenant isoler les mots irréductibles de trois lettres de 

Lemme 6.2: I l  existe 2 types de compositions irréductibles de longueur 3 de 
fonctions de commutation partitionnke sur l'alphabet X={a,b,c,d,e} a s s o c i ~ e s  aux 2 
types de mots de Y/X* suivants: (ap,y65)(ay,p65)(a6,Py5) et (aS,y6{)(ay,B65)(~6,ap5). 

Preuve:  Des résultats obtenus dans la preuve du lemme 6.1, on déduit au 
plus deux cas possibles de mots irréductibles de longueur 3 de Y/$. Il s'agit de la 
concaténation d'un mot du type (ap,y6()(aylB6{) avec une lettre de Yx de type 3, ou 
de la concaténation d'un mot du type(a,py,S{)(a,PG,y{) avec une lettre de type 5. 
Pour ce dernier cas, ce qui précède nous conduit à préciser que dans cette lettre de 
type 5, a doit être isolée. Comme nous l'avons déjà vu dans la preuve du lemme 6.1, 
tout se passe comme si on travaillait "séparément" avec l'alphabet de 4 lettres 
{B,y,6,5} puisque a a la possibilité de commuter à tout moment avec toutes les autres 
lettres de l'alphabet X par les fonctions de commutation associées. Les résultats 
déjà obtenus dans [9] concernant les compositions de  fonctions de commutation 
partitionnée sur un alphabet de  4 lettres nous permettent donc de déduire qu'il 
n'existe pas de mot irréductible de longueur 3 dans Y/$  contenant des lettres de 
type 5 .  En particulier, la p r o p o s i t i o n  1 . 1 0  nous permet d'écrire:  
( a , p y , 6 ( ) ( a , f l 6 , y ~ ) ( a , p ~ , y S ) ~ ( a , ~ , y , 6 , 5 )  est la commutation totale. Il nous reste donc à 
étudier le premier cas: La concaténation d'un mot du type (aB,y65)(ay,j365) avec une 
lettre' de type 3. Soit cp cette lettre. Clairement cp doit être différent de (ap,y65), sinon, 
en application du lemme 1.8, le mot obtenu ne serait pas irréductible. On obtient 
alors, aux permutations près, deux formes possibles pour p: (a6,Pyt) ou (afit,y6) d'où 
deux types possibles de mots:(ap,y65)(ay,B65)(a6,By5) et (ap.y65)(ay,P65)(aS5,~6). 

On peut reconnaitre dans le premier type la forme des mots 
irréductibles de la proposition 5.2, nous sommes donc sûr que ce premier type 
correspond bien à un type de mots irréductibles. Pour le deuxième type, si on 
suppose qu'il ne s'agit pas d'un type de mots irréductibles, alors, comme toutes les 
lettres de l'alphabet X commutent au moins une fois deux à deux par l'intermédiaire 
des fonctions de commutation associées, on déduit que ce type de mot est équivalent 
à un type de mot de Y/X* de 2 lettres dont une au moins est de type 2,4,5,6 ou 7. Les 
preuves précédentes montrent que ce ne peut être qu'un type de mot de deux 
lettres de type 5 irréductible ou la commutation totale. Ce dernier cas est à écarter: 
par exemple, beacd n'est pas dans l'image de abdec  par f(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe). Pour 
ce qui concerne le premier cas, nous avons vu qu'une même lettre de X est toujours 
isolée dans les deux lettres de Yx de type 5 qui forment des mots de Y/; de longueur 
2 et irréductibles. D'autre part, f(aj,y~t)(ay,j~t)(y~,ajt) réalise clairement la 
commutation totale sur tout sous-alphabet de quatre lettres de {a,B,y,6,5J. On déduit 
donc que si (ap,y6()(ay,p6{)(~6,ap5) est Cquivaient à un mot de Y/$ formé de deux 
lettres de type 5 ,  la fonction associée doit rCaliser la commutation totale sur le sous- 
alphabet de quatre lettres ne contenant pas celle qui est isolCe dans ces deux 
ClCments de type 5. Cela entraine alors qu'il ne peut s'agir que de la commutation 
totale sur l'alphabet complet, c e  qui est en contradiction avec le résultat précédent 
et termine la preuve du lemme 6.2. 

O 



Nous allons maintenant étudier plus précisément les deux formes de 
composition associées aux deux types de mots de longueur trois irréductibles. Le 
lemme suivant montre que l'utilisation du lemme 4.1 est plus simple dans le cas de 
ces compositions. Nous prendrons un représentant particulier pour chacun des 
deux types de mots irréductibles de longueur trois, ces résultats s'&tendent ensuite 
en utilisant les permutations appropriées. Pour le premier type, nous prendrons 
comme représentant la fonction f(ab,cde)(ac,bde)(ad,bce) et pour le second, nous 
prendrons f(ab,cde)(ac,bde)(cd,obe). Soient u  et v  deux mots commutativement 
équivalents de i a , b  ,c,d,e} *. Les graphes O ( u  f(ab,Cde)) et O ( v  f(ad,bce)) déterminent 
sur Z  = a l p  h  ( u  n  u m l , l )  deux ordres stricts partiels que nous noterons 
r e s p e c t i v e m e n t  R et S o .  Posons Z a c = a l p h ( ( u  n a c )  n u m l u l )  et 
Zbde=alph((u n b d e )  numlu,). Soit la suite de relations définies sur Z  par: Y i  E IN+ 
R2i- i= (R2i-2 U Szi-2(bde))+,  S2i-,= (S2i-2 V R2i-2(bde) )+,  R2i= (R2i-i U S 2 i - 1 ( ~ ~ ) ) + ,  
S2 i=(SZ i - ,  U R2i . j (ac) )+,  où pour toute relation T  définie sur Z ,  T ( a c )  et T ( b d e )  
désignent respectivement les restrictions de T  à Z a c  et à Zbde. Comme u  et v  sont de 
longueur finie, il existe un entier m tel que R m ( o c ) = S m ( a c )  et R,(bde) =Sm ( b d e ) .  
Avec ces notations, nous pouvons énoncer: 

Lemme 6.3: Le mot v est dans l'image de u  par f(ab,cde)(oc,bde)(od,bce) si et 
seulement si Rm et Sm sont deux ordres stricts (partiels) sur Z. 

Si on considère maintenant la fonction f(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe), on 
obtient le même énoncé, R o  et So  étant déterminés par les graphes O ( u  f(ab,Cde)) et 
O ( v  f  ( C d , a b e ) ) .  Nous allons prouver ce  lemme pour l a  fonction 
f(ab,cde)(ac,bde)(ad,bce), l'autre cas se démontre de manière identique. La condition 
est clairement nécessaire. Pour montrer qu'elle est suffisante, nous utiliserons le 
résultat plus général exprimé dans le lemme 6.5, lui-même étant une conséquence 
du lemme 6.4 suivant: 

Lemme 6.4: Soient X un ensemble fini, Y  et Z  deux sous-ensembles de X et R,R' 
deux ordres stricts dt'finis sur X tels que R ' n ( Z x Z ) = R n ( Z x Z )  et R e n ( Y x Y )  C R n ( Y x Y ) .  
Alors R"=(R' C/ ( R  n ( Y x Y ) ) )  + est un ordre strict sur X qui vtrifie: 
R n ( Y x Y ) = R " n ( Y x Y )  et R n ( Z x Z )  C R8T)(ZxZ).  

Preuve: Soit ( x , x f )  un élément de R"-(R' U (R n (YxY)) ) .  Alors, il existe 
~ 0 ~ x 1 ,  ..., xn+l vérifiant X O = X ,  x ~ + ~ = x '  et V i E [O,n], (x j ,x i+j)  E R' U (R n (YxY)) .  
NCcessairement, n  est supérieur ou egal iî 1. Supposons que n  soit le plus petit 
entier vérifiant ces propriétés, alors on déduit que pour tout i dans [ I , n ] ,  xi  est un 
Clément de Y .  En effet, si il existe j E [I , n ] ,  tel que x, e Y, on déduit que 
( ~ i - ~ , x i )  E R' et ( ~ i , x i + ~ )  E R'. Comme R' est un ordre, on a alors ( x i - ] , ~ i + ~ )  E R' et 
n  ne serait pas le plus petit entier vérifiant les conditions. Cela entraine que pour 
tout i dans [ I , n - I l ,  ( x ~ , x ~ + J )  est un élément de R n ( Y x Y )  puisque 
R ' A ( Y x Y )  C R n ( Y x Y ) .  Comme R est transitive, on obtient que n  est inférieur ou 



égal A 2 et que x et x' ne peuvent appartenir tous les deux à Y puisque ( x , x ' )  n'est 
pas un élément de R n ( Y  x Y ) .  Cette  dernière  conséquence entraine 
R n  ( Y x Y ) = R  " n ( Y x Y ) .  Clairement, R n  ( Z x Z )  C R " n  ( Z x Z ) ,  il nous reste donc à 
vérifier que R" est bien un ordre strict sur X. Par construction, R" est transitive. 
Nous devons montrer que R" est irréflexive. Supposons qu'il existe un élément x 
dans X tel que (x,x) E R". Comme R n ( Y x Y ) = R " n ( Y x Y ) ,  x ne peut pas être un 
Clément de Y .  De plus, comme R' et R sont des ordres stricts, on déduit 
( x , x )  E R " - (R '  U ( R  n ( Y x Y ) ) ) .  D'après ce qui précède, deux cas sont à 
envisager :  

1) Il existe y E Y tel que ( x , y )  E R' U (R  n ( Y x  Y )  ) et 
( y  ,x) E R' U (R  A ( Y x  Y ) ) .  Comme x bt Y,  on obtient (x,y) E R' et (y,x) E R' ce qui 
est impossible. 

2) 11 existe y,y' f Y tels que (x ,y )  E R' U ( R  n ( Y x  Y ) ) ,  
( y , y ' )  E R A ( Y x Y ) ,  et ( y ' , x )  E R' U ( R  n ( Y x Y ) ) .  Comme x B Y, on déduit, 
(x ,y)  E R' et (y8,x) E R'. Comme R' est transitive, on aurait alors (y',y) E R'. Or 
R ' n ( Y x Y )  est inclus dans R n  ( Y x Y )  et (y ,y ' )  E R n ( Y x Y ) .  Cette contradiction nous 
permet alors de conclure que R" est bien un ordre strict sur X ,  ce qui termine la 
preuve du lemme. 

On déduit de ce résultat le lemme suivant: 

Lemme 6.5: Soient X un ensemble fini, {Y,Z], une partition de X et R,S deux ordres 
stricts définis sur X tels que S n ( Z x Z ) = R A ( Z x Z )  et S n ( Y x Y )  C R n ( Y x Y ) .  Alors il 
existe deux ordres stricts totaux sur X ,  R' et S' vérifiant R C R', S C S', 
s ' n ( z x z ) = R e n ( z x z )  et s ~ n ( r x Y ) = R e n ( r x y ) .  

Preuve: Nous allons montrer ce lemme par induction sur n ,  le nombre 
d'éléments manquant dans R et S pour que ces ordres soient totaux Si n =  O ,  on peut 
prendre R'=R et s '=S.  Si maintenant n> O ,  envisageons deux cas: 

1) Si S n ( Y x Y )  est strictement inclus dans R n ( Y x Y ) ,  par application du 
lemme 6.4, la relation S"=(S U ( R  n ( Y x Y ) ) ) +  est un ordre strict sur X,  contenant 
S et qui vérifie R n ( Y x Y ) = S " n ( Y x l ' )  et R n ( Z x Z )  C S U n ( Z x Z ) .  On peut alors 
appliquer la relation de récurrence à S" et R puisque le nombre de relations 
manquant dans R et S" pour que ces ordres soient totaux est strictement plus petit 
que n.  

2) Si S n  ( Y x Y )  = R n  ( Y x Y ) ,  on peut supposer que R n'est pas une relation 
totale, dans le cas contraire, on pourait appliquer le même raisonnement sur la 
relation S .  Il existe donc y E X tel que l'ensemble des éléments qui lui sont 
incomparables par la relation R est non vide. Soit x ,  un élément minimal de cet 
ensemble. Posons R"=(R U { ( x , y ) ] ) + ,  clairement R" est une relation irréflexive, 
par définition de x .  Supposons x E Y ,  nous allons montrer que dans ce cas 
R" n (ZxZ)=S n (ZxZ) .  En effet, soit un élément (z,z') de (R" n (ZxZ))-(S n ( 2 x 2 ) ) .  
Comme S n  ( Z x Z )  = R n ( Z x Z ) ,  on déduit que (ZJ) f S et (z '=y ou (y,z0) E S). Par 
définition de x ,  on obtient (z,y) f R, sinon x ne serait pas minimal dans l'ensemble 



des éléments incomparables à y par R ou ( y , x )  serait un Clément de R .  Donc 
( z , y )  E S et (z.2') E S ,  ce qui entraine R" n (ZxZ)=S n ( Z x Z ) .  De plus, par 
construction, on a S n ( Y x Y )  C R W n ( Y x Y ) .  Symétriquement, dans le cas où x E Z,  
on obtient R" n (YxY)=S n (YxY)  et S n ( Z x Z )  C R 0 n ( Z x Z ) .  Dans les deux cas, le 
nombre de relations manquant dans R" et S pour que ces deux ordres soient totaux 
est strictement plus petit que n .  On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence 
A R" et S ,  ce qui termine la preuve du lemme. 

Re m a r q u  e :  On retrouve ainsi le résultat de la proposition 1.10: La 
fonction f ( ab , cd ) (ac ,bd ) (ad ,bc )  réalise la commutation totale. En effet, pour tout 
couple de mots commutativement équivalents u,v  de {a ,b ,c ,d}  *, les ordres R et S 
déterminés respectivement par les graphes O ( u  f(ab,Cd)) et O ( v  f (ad ,bc ) )  vérifient 
R n {a,c}x{a,c}=S n {a,c}x{a,c}=0 et R A {b,d}x{b,d}=S n {b,d}x{b,d}=0. D'après le 
lemme 6.5,  il est donc toujours possible de trouver deux mots w J et w2 tels que 
W J  E uf (ab ,cd)*  w2 E v f (ad ,bc)  et w l  E w2 f(ac,bd). 

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la condition du 
lemme 6.3 est suffisante: En effet si les relations R m  et S m  sont des relations 
d'ordres, elles vérifient les conditions du lemme 6.5,  ce qui permet de conclure 
grâce au l m ~ m e  4.1: v E uf(ab ,cde)(ac,bde)(ad,bce)- 

Nous al lons expl ici ter  le  l e m m e  6 . 3  pour l a  fonction 
f(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) afin de comparer cette dernière à la fonction f(bd,ace). Nous 
pouvons en effet énoncer: 

Lemme 6.6: Pour tout mot u  de {a,b,c,d,eJ*, l'image de u  par f(bd,ace) est incluse 
dans l'image de u  Par f(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe). 

P r  e u v e : Soient u ,  v  deux mots  commutativement équivalents 
de{a,b,c,d,e} * tels que v n'est pas dans l'image de u par f(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe). Nous 
allons montrer que dans ce cas v ne peut être dans l'image de u par f(bd,,,,). Nous 
reprenons ici la construction des relations Rm et S m  utilisée pour le lemme 6.3, les 
relations Ro  et S o  étant determinées par les graphes O ( u  f(ab,Cde)) et ( O ( v  f(Cd,abe)). 
D'après le  l e m m e  6 . 3 ,  comme v n'est pas dans l'image de  u par 
f(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe), la relation R m  ou la relation S m  n'est pas irréflexive. Soit p 
le plus petit entier tel que R p  ou S p  ne soit pas irréflexive. Nous supposerons qu'il 
s'agit de S p ,  la démonstration étant identique dans l'autre cas. VCrifions tout 
d'abord que p> 1 : Soient (x,x') E SI- (So  U Ro(bde))  et n le plus petit entier vérifiant: 
3 x o , x ~ ,  ..., X n +  J tels que xo=X, xn+ J = X '  et V i  E [O,n], (xi.xi+ J )  E So U Ro(bde).  Alors 
pour tout i  dans [ l , n ] ,  x i  E & d e :  en effet supposons qu'il existe j E [ l , n ]  tel que 
X j  # Zbde .  Alors, ( X ~ . ~ , X ] )  E So et (xj .xj+ l )  E So donc ( x ~ - J , x ~ + J )  E So ce qui est 
incompatible avec la dkfinition de n .  On déduit nc3 ,  d'où trois cas possibles: 



- 3xl ,xz  E Zbde tels que (x ,x l )  E SO, ( x~ , x ' )  E SO, ( ~ 1 ~ x 2 )  E R d d e ) ,  
- 3 X I  E Zbde tels que (x ,x l )  E So, (x1,x') E Ro(de),  
- 3 X l  E Zbde tels que (x ,x l )  E Ro(de), (xl sr') E So. 

Comme So(de)= 0, x ne peut être égal à x' donc p > 1 .  Nous supposerons dans 
la suite que p est un entier pair, la démonstration serait identique dans l'autre cas. 
11 existe donc x E Z, q E IN tel que p = 2 q +2 et (x,x) E Szq + 2 .  De la même façon que 
précédemment, on déduit trois cas possibles: 

- 3 ~ 1 ~ x 2  E Zac tels que ( x , x ~ )  E Szq+1, ( x ~ J )  E Szq+1, ( ~ 1 ~ x 2 )  E Rzq+l(ac),  
- 3x1  E Zac tels que ( X , X I )  E Szq+l, ( X J J )  E Rzq+l(ac), 
- 3 xl E Z ~ C  tels que (x ,x l )  E Rzq+l(ac), E Szq+l. 

Dans tous les cas, on obtient: 3 (a , i 29+1) , ( c , i i q+ l )  E Z tels 
que  ( ( ( c , i i q+  ~ ) , ( a , i i ! ~ +  1 ) )  E Rz4+ 1-S2q+ 1 et ( (a , i f q+  l ) , (cr i lq+l) )  E S2q+l-R2q+l) OU 

(((c,i iq+ ~ ) , ( a , i i ! ~ + ~ ) )  E S24+1-R24 +1 et ((a,i iq+l),(c,i iq+1)) E Rzq + I - S ~ ~ +  l ) ,  en effet 
les autres possibilités entraineraient la non irréflexivité d'une des deux relations 
R2q + 1 et S 2 q  + 1 .  NOUS pouvons nous placer dans le deuxième cas sans nuire à la 
généralité de la démonstration et nous allons montrer par induction la propriété 
suivante notée ( P ) :  si ( (a , i f i+ l ) , ( c , i i q+ l ) )  E R2q+1-S2q+1 et R z q +  1 est irréflexive 
alors il existe ( ( a  , i f ) , (b , ib))  E Ro ,  ( (e , i ; ) , (c , i i ) )  E R o ,  ( b i e i )  E S o ,  
((b.iq),(a,i ' l))  E S O ,  ((c , i j ) , (d , i$))  E SO, ((a,G),(b,iZ)) E Ro, ((d,iZ),(c,i:)) E Ro, ......, 
((a.i iq+l),(b,i2q)) E Rot ((d,f iq),(c,i iq+1)) E Ro. 

Grâce aux résultats obtenus précédemment sur la construction de S I ,  on 
montre facilement que le propriété ( P )  est vérifiée pour q = O .  Considérons 
maintenant ( (a , i f q  + 3 ) , ( ~ , i i ~ + ~ ) )  E R2q+3-S2q +3, avec Rzq+3 irréflexive. Grâce aux 
résultats précédents, on déduit deux cas possibles: 3 ((b,i$q+2),(d,i iq+2)) E S2q+2 et 
(((asiiq+jr)p(b,i#q+2)) E Rzq+zt ((d,iIq+z),(c,iiq+jr)) E Rzq+2) ou (((a.i fq+s),(d,iIq+2)) 
E Rzq+2, ((b,i2q+2),(c,iiq+3)) E Rzq+2). Considérons tout d'abord le deuxième cas: si 
( (d , i$q+2)r(~, i iq+3))  € RO, alors, ( ( a , i f q  + s),(c,iiq+3)) E Rzq + 2 .  ce qui est contraire 
aux hypothèses puisque Rzq  +2(a,c)  =Szq  +2(a ,c ) ,  et si ( (c , i fq  +3),(d,i$q+2)) E RO, on 
aurait ( (b , i2bq+~),(d, i lq+2))  E R2q+3 et ((d,i2dq +2),(b,iZq+2)) E Rzq + 3 .  ce qui est 
incompatible avec l'hypothèses R z q + 3  est irréflexive. Pour la même raison, on 
déduit que dans l e  premier cas,  ( ( a  , i 2 4 +  3) , (b , i$q+2))  E Ro , et 
((d,i2dq+2),(~,iiq+3)) E R O .  Le même raisonnement appliqué symétriquement à 
(((b,iJq+2),(d,i$q+2)) E S2q+2)  nous permet ensuite d'appliquer la relation de 
récurrence et de conclure que la propriété (P) est vérifiée. 

Symétriquement, nous obtenons pour ( ( c , i f q  +l) , (a , i iq+l))  € S2q+l-R2q+l,  
il existe ( c  ô SO , e .  a ,  SO , d , e j  € RO , 
( ( d ~ $ ) , ( c J ? ) )  E Ro. ((a.ji),(b.jbz)) E Ro, ((c,fi).(d,jZ)) E SO, ((b,jbz),(aji)) E SO, ......, 
( ( ~ , i l ~ + l ) , ( d , j 5 ~ ) )  E SO,  ((b,j$q),(a,iZq+l)) E SO. Si on suppose maintenant que 
v E u f ( b d , a C e ) .  on doit avoir ( u  nurn/ . / )  n Zb,= ( V  n u m , , l )  n Z b ,  et 
(U n u m j y l )  nZace= ( V  numlul )  nZace. Cela entraine que ( ( e i ) ( c , i ) )  E S et 
((eJO),(a,j 'I))  E R, où S et R sont les ordres déterminés respectivement par les 
graphes des occurrences de v et de u .  On déduit ensuite ( (b , ie) , (d , i$))  E S et 
d , j , b , j ) )  E R. Une simple récurrence sur q permet alors de montrer 
(((b,i2q),(d,j$q)) E S) et ( ( (d , j j q ) , (b , i qq ) )  E R)ce qui est incompatible avec 
l'hypothèse: ( u  nurn1.l) n Z , , = ( v  numju,)  nZ,,. Cette contradiction termine la 
preuve du lemme 6.6. 



Cette comparaison conduit à formuler une réponse négative à une 
question de [9]: 

Lemme 6.7: Les deux mots (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) et (ab,cde)(ace,bd)(cd,abe) de 
rX sont tquivalents, donc les compositions de fonctions de commutation 
partitionnée ne s'écrivent pas toujours de façon unique comme la composée 
irréductible de fonctions de commutation partitionnée. 

P r e u v e :  Nous avons vu que (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) était plus grand 
que (ace,bd). Cela entraine que (ab,cde)(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) (cd,abe) est plus 
grand que (ab,cde)(ace,bd)(cd,abe). Maintenant, comme ( a b , c d e )  
(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(cd,abe) est équivalent à (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe), on 
déduit (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) est plus grand que (ab,cde)(ace,bd)(cd,abe). De 
façon symétrique au lemme 6.6, on peut montrer que (ab ,cde)(ace, bd) (cd,abe) est 
plus grand que ( a  c , b d e) . Comme précedemment, on déduit alors que 
(ab,cde)(ace,bd)(cd,abe) est plus grand que (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe), donc que ces 
deux mots sont équivalents. 

O 

Nous allons maintenant étudier les mots de longueur 4 de Yx* .  Un grand 
nombre de ces mots se réduisent directement grâce aux règles de simplification. 
Deux cas sont à envisager: 

(1)  Un mot obtenu par concaténation de (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) avec 
une lettre de Yx . 

(2) Un mot obtenu par concaténation de (ab ,cde)(ac,bde)(ad,bce) avec 
une lettre de Yx . 

Dans les deux cas, on sait que si on concatène au mot considéré une 
lettre qui n'est pas de type 3, ou une lettre apparaissant déjà dans ce mot, on 
obtient alors un mot qui n'est pas irréductible. Pour le cas ( 1 ) ,  il nous faut donc 
vérifier que les mots obtenus par la concaténation de (ab ,cde)(ac,bde)(cd,abe) avec 
une lettre de l'ensemble {(ad,bce), (ae,bcd), (bc,ade), (bd,ace), (be,acd), (ce,abd), 
(de,abc)} ne sont pas irréductibles. Considérons les différents cas: 

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ad,bce) est équivalent à (ab,cde)(a,be,c,d) 
d'après la proposition 1.10 en considérant b et e comme une seule lettre. On obtient 
ensuite, en appliquant la règle 1.9, (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ad,bce) est équivalent 
à (a,b,c,d,e). 



(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ae,bcd) est Cquivalent à (ab,cde)(ac,bde) 
(cd,b,ae) d'après la règle 1.9, En appliquant de nouveau cette règle, on obtient: 
(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ae,bcd) est Cquivalent à (a,b,c,de)(c,d,b,ae) donc à 
(a,b,c,d,e). 

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(bc,ade) est équivalent à (ab,cde)(ace,bd) 
(cd,abe)(bc,ade) d'après le lemme 6.7. Or (ace,bd) (cd,abe)(bc,ade) est Cquivalent à 
(ae,b,c,d) d'après la proposition 1 .IO où on considère a et b comme une seule lettre. 
Donc ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(bc,ade) est équivalent à (ab,cde)(ae,b,c,d) donc à 
(a,b,c,d,e) d'après la règlel.9. 

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(bd,ace) est équivalent à (ab,cde)(ace,bd) 
(cd,abe)(bd,ace). D'après la règle 1.8, on obtient alors (ab,cde)(c,d,b ,ae) et comme 
précédemment (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(bd,ace) est équivalent à (a,b,c,d,e). 

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(be,acd) est équivalent à (ab,cde)(ac,bde) 
(cd,a,be) d'après la règle 1.9. En appliquant de nouveau la règle 1.9, on obtient 
(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(be,acd) est Cquivalent à (ab,cde)(a,c,d,be) donc à 
(a,b,c,d,e). 

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ce,abd) ne peut être réduit en utilisant 
directement les règles de la première section ou les résultats précédents. Nous 
montrerons cependant dans le lemme 6.8 que la fonction associée à ce mot réalise 
la commutation totale. 

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(de,abc) est en fait du même type que le mot 
précédent, en effet, (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(de,abc) est équivalent à (ab,cde) 
(ace,bd)(cd,abe)(bc,ade) d'après le lemme 6.7. Si on applique sur 
(ab ,cde)(ace ,bd)(cd,abe)(de ,abc) la permutation qui échange a et b et qui échange 
c et d, on obtient (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ce,abd). Le résultat du lemme 6.8 
s'appliquera donc également pour (ab ,cde)(ac,bde)(cd,abe)(de ,abc). 

Lemme 6.8: La fonction associke au mot (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ce,abd) réalise 
la commutation totale sur X={a,b,c,d,e}. 

Preuve:  Soient u et v deux mots commutativement tquivalents de 
{a,b,c,d,e}*. Considérons wl=(u nab)(u nede), w2=(v nab)(u nde)(v n c )  et 
w3=(v nabd)fv nce). Clairement. wl E ~ f ( ~ b , ~ d ~ )  et w3 E vf(,,,,bd). De plus, 
w2 E w, f(ac,bde). en effet. w2 nac=(v na)(v n,)=(u IIa)(u n c ) = w l  nac. et 
w2 nbde=(v  na)(^ nde)=(u na)(u nde)=wl nade. De même, wz E w3 f(cd,abe): 
w2 ncd'(u nd)(v nc)=(v nd)(v nc)=w3 ncd. et W2 nabe=(v nab)(u n e )  = 
(v nab)(v ne)=w3 nabe. Donc v E uf(ab.cde) f(ac.bde) f(cd,abe) f(ce,abd) et 
f(~b,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ce,abd) réalise la commutation totale. 

O 



Pour le cas (2). il faut vérifier que les mots obtenus par la concaténation 
de ( a b  , c d e ) ( a c ,  b d e ) ( a d , b c e )  avec une lettre de l'ensemble { (ae ,bcd ) ,  ( bc ,ade ) ,  
(bd,ace),(be,acd),(cd,abe),(ce,abd),(de,abc)} ne sont pas irréductibles. Comme pour 
le cas (1 ) tous les mots A étudier, à l'exception de ( a b  , cde) (ac  , bde ) (ad  ,bce) (ae  ,bcd) ,  
se réduisent grâce a la règle 1.9, la proposition 1.10 et le lemme 6.7. et nous 
conjecturons:  

Conjecture 6.9: La fonction associke au mot (ab,cde)(ac,bde)(ad,bce)(ae,bcd) 
réalise la commutation totale sur X={a,b,c,d,eJ . 

R e m a r q u e s :  

-La concaténation de (ab,cde)(ac,bde)(ad,bce)(ae,bcd) avec une lettre 
quelconque de Y / x  différente de ( a e  , b c d )  et de ( a b c d e )  réalise clairement la 
commutation totale. 

-Une réponse positive B cette conjecture nous permettrait de conclure 
qu'il n'existe pas de mot de longueur strictement plus grande que 3, dans 
Y { a , b , c , d , e l * .  qui soit irréductible, et que toute composition de fonctions de 
commutation partitionnée définie sur un alphabet de cinq lettres peut être simulée 
par une composition d'au plus trois fonctions de commutation partitionnée. 



11 semble très difficile d'établir une caractérisation des compositions de 
fonctions de commutation partitionnée qui soit simple et facile B vérifier. Les 
résultats obtenus sur des alphabets de 3, 4 ou 5 lettres et les différents cas possibles 
dans l'application du lemme 4.1 nous incitent en particulier B Cmettre les 
conjectures suivante: 

Conjecture 7.1: Soit un alphabet X={y,xl,x2, ..., x,}, 03 n22 .  Alors la fonction de 
commutation associée au mot tj=(yx,,X-{y,x,}) (yx,,X-{y ,xJ). . .(yxn,X-{y,xn}) réalise la 
commutation totale. 

Conjecture 7.2: Soit f une composition de fonctions de commutation partitionnée 
dkfinie sur un alphabet X. Alors f réalise la commutation totale si et seulement si f 
rCalise la commutation totale pour l'ensemble des mots de X* contenant une seule 
occurrence de chaque lettre de X .  

Une réponse positive à cette deuxième conjecture entrainerait 
Cgale'ment la vérification de la première. II est en effet très facile de vérifier que 
la fonction de commutation, définie sur un alphabet X= {y,xl,x2, ..., x,} où n 2 2 . .  et 
associée au mot tj=(yx,,X-{y,x,}) (yx,,X-{y,xJ).. .(yxn,X-{y,xn}) réalise la commutation 
totale sur l'ensemble des mots de X* ne contenant qu'une seule occurrence de 
chaque lettre de X. Les deux résultats suivant sont une contribution très partielle à 
la recherche d'une caractérisation des compositions réalisant la commutation 
totale. 

Lemme 7.3: Soient X={x,,x,, ... x,} un alphabet et f une composition de fonctions de 
commutation partitionnke définie sur X, alors f réalise la commutation totale si et 
seulement si f rkalise la commutation totale pour tout mot du langage (x,x, ... x,)*. 

Preuve:  La condition est clairement nécessaire. Réciproquement, soit f 
une composition de fonctions de commutation partitionnée définie sur X réalisant 
la commutation totale sur (x,x, ... x,)*. Considérons un mot u quelconque de X*. Alors 
il existe au moins un mot u' de (x,x, ... xn)* admettant u comme sous-mot: on peut 
prendre par exemple (x,x, ... xn)lUI. Il existe donc une projection sélective p telle que 
u O p = u .  Soit maintenant un mot v de X*  commutativement équivalent B u .  D'après le 
lemme 2.2, on sait que c o m  p = p  corn. On déduit alors qu'il existe un mot v' de X * 
vérifiant v' E u corn et v' p=v.  Par hypothèse, v' E u' f .  Le lemme 2.2 s'applique 
également pour f, et comme v E u ' f p ,  on déduit que v E u ' p  f=u f. Donc f 
rCalise la commutation totale sur X*. 



P r o p o s i t i o n  7.3: S o i t  X={x$y , z l  , z 2  ,... , z k }  u n  alphabet .  Soient 
$=( xywl,w;)(xyw2,<) ...( xyw,,w;) E Yx et ( x ~ , + ~ , y w ; + ~ )  E Y / x  03 pour tour i de 
[ I , n + l ) ,  wi et w/ sont des mots de X*. Alors, g î ( ~ w , + ~  ,yw;+I) s (x,y,zl,z *...., z k )  si et 
seulement si $ r (xy,zl,zz ,..., zk) .  

P r e u v e :  Si @ E (xy,z l ,z2,  ..., zk ) ,  on obtient alors @(xw,+ ~ , y w ; + ~ )  E 

fxy,zl.z2,. ... zk)(xwn+l , y 4  + 1 )  et en appliquant la règle 1.9, @ ( x w ,  + J , y  w;  + l )  z 
( x , y  ,zl  ,z2 ,... , z k ) .  Réci~roquement  supposons que @ n'est pas Cquivalent à 
(xy,z l  ,z2,. .. ,ZR) ,  alors @ est strictement inférieur ii (xy,z l  ,z2,. .. ,zk). II existe donc deux 
mots u et v de X *  vérifiant: u c o m =  v c o m ,  u n x y = v  nxy et v B u f4. Soit h le 
morphisme de X* vers ( X  U {x',y'))* défini par V z E alph(w,+ l ) ,  z h=y'x'zxly', 
V z E a l p h ( w ; +  I ) ,  z h=xOy'zy'x' ,  et x h=x, y h-y. Soit h' le morphisme de 
(X V {x' ,y 'J)* vers X* défini par V z E X, z hO=z, x'h'=x et y' h0=y. Enfin, posons 
f = f @ ( ~ w , , + ~ , ~ w ~ + , ) ~  f (= fq  et f"=f(xy ,z,,...,zk), g=f h'-', g'=f' hh-I et g"=f" h'-1 

Soit v'=v h .  Comme u E v f ', et que f" est la restriction de g à X ,  on 
déduit que u E v g". D'autre part, v=v' nX, on déduit alors du lemme 2.2 qu'il 
existe un mot u' de ( X  U {xO,y'))* vérifiant u' E v'g" et u' nX= u .  Supposons 
maintenant que v' E u ' g ,  alors il existe un mot w' dans ( X  U {xe,y'J)* tel que 
w ' E u' g' et w' E Y' ( f(XWn+,,Ywi;+,),  h8 - l ) .  En particulier, w ' vérifie w' nxy,ey*= 
u' n x y x y ' = v e  nxyxY'. Soient a et b deux lettres distinctes de a l p h ( w e ) ,  nous allons 
montrer que w' n a b = v o  n a b .  Envisageons quatre cas: 

1 )  {a,bJ C {x,y,x',y'l. Alors, comme W '  nxyxy0= v ' n x y x ~ y * ,  on obtient 
bien W '  n a b = v '  n a b .  

I 

2) {a,bJ C {x,x7 U alph(w,+l) ou {a,b} C {y,y7 U al ph(^;+^). Alors, 
comme w' E ~ ' ( f ~ ~ , , , + , , ~ ~ i ; + ~ ~ .  h'-1). on déduit w' n a b = v '  nab. 

3 )  ((a=x ou a=xO) et b E al ph(^;+^)) ou ((a=y ou a=y*) et b E al ph(^,+^)) 
ou ((b=x ou b-x') et a E alph(w; + 1 ) )  ou ((b-y ou b=y') et a E alph(w, + l ) ) .  

Supposons a=x et b E alph(w;+ l ) ,  la démonstration serait identique dans les autres 
cas. Par construction de v' ,  tout x et tout b apparaissant dans v' sont séparés par au 
moins un y' .  Comme w ' n v' n x y  et w '  n b y * =  v '  n , on déduit 
W'  n x b y ' = v e  nxby , d'où W' n a b = v 0  n a b .  

4) (a E alph(w, + 1 )  et b E alph(wh + l ) )  ou (a E alph(w4 + l )  et b E 
alph(w,+l)).  Supposons a E alph(w,+l) et b E al ph(^;+^). Par construction de v', 
une occurrence de a et une occurrence de b consécutives dans v' sont séparés, soit 
par x'y'x'y' si a est avant b dans v ,  soit par y'x'y'x' dans le cas contraire. Comme 
w' 17x#y.=v' l?,,.. w' nby .=v '  nby$, et w' nXea=v'  n,,,, on déduit W .  n a b = v @  n a b .  

Nous avons donc montré: V {a,b} C X U {x',y7, w' n a b = v 8  nab, donc wt=v' 
et V' E u'g'. D'après le lemme 2.2, on déduit alors v' nX E ( u 8 n X )  g'. c'est dire 
v E uf, ce qui est en contradiction avec les hypothèses. On dCduit donc que v' 
n'est pas dans l'image de u' par g. On montre alors facilement, par induction sur n 
et en utilisant le lemme 1.7 du chapitre 2 que v' h'  n'est pas dans l'image par f de 
u' h'. Nous avons donc montré que f ne réalisait pas la commutation totale, ce qui 
termine la preuve de la proposition. 



8 . e  rangement. 

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés de "rangement"  
des compositions de fonctions de commutation panitionnée. Il a étC montrC dans [8] 
que pour toute composition de fonctions de commutation partitionnée, il existe une 
composition de fonctions de commutation 2-partitionnée qui lui est Cquivalente. 
Nous allons donc restreindre l'étude 21 ces dernières. 

Soient X un alphabet. Pour tout ordre strict total < défini sur X, nous * *  * 
noterons: K<=xlx 2...xn, où X={xl,x2, ..., xJ et V i E [l,n-11. xi <Xi+l, et R < ,  l'application 
de X* dans X* définie par: V u E X*, u R<=(u com) n K<. Avec ces notations, nous 
introduisons les définitions suivantes: 

Définition 8.1: Soient X un alphabet, < un ordre strict total défini sur X, f une 
fonction de X* -?) zX* et L C X*. Nous dirons que f range L p o u r  c si et seulement 
si V u  E X*, U R ,  E u f .  

Définitions 8.2: Soient X un alphabet, f une fonction de X* + 2X* , et < un ordre 
strict total dkfini sur X. Nous dirons que f est une fonction de  rangement 
pour  c si f range X* pour c. 

De manière plus générale, f est une fonct ion d e  rangement  si il 
existe un ordre strict total <, défini sur X, tel que f soit une fonction de rangement 
pour c ,  et f est une fonction de  rangement  universel si f est une fonction de 
rangement pour tous les ordres stricts totaux définis sur X .  

Exemple 8.3: Soit X={y ,x l , xz ,  ..., x,} où n22. On peut montrer facilement 
que f = f ( y ~ , , x -  , x j }  ~ ( y ~ 2 , x - { y , ~ ~  1.. . f ( y ~ n , x -  { y , ~ n ~ )  est une fonction de rangement 
universel: Pour alléger l'écriture, posons pour i E [ l ,n ] ,  f i = f ( y x i , ~ - { y , x ~ )  . Soit c un 
ordre strict total défini sur X. On peut supposer que y < x n ,  la démonstration serait 
similaire dans le cas contraire. Soit u E X*, posons w l = ( u  n y x l ) ( u  n X - { y , x l ~ )  et 
pour tout i >  1. posons w u  ( ( u  R ) x x i ) ( u  x i + j x n ) .  Alors, pour tout i 
vtrifiant J < i c n ,  il est clair que w i  E wi-1 f i ,  en effet w i  n y x i = w i - 1  n y x i = y x i  et 
Wi n x - { y , x  J =wi+ i n x - { y , x  J = ( ( u  R < n x ,  ... x..,)(u H z i +  ,...xn). On obtient donc pour 
i = n ,  W . = ( ,  n y ) ( ( u  R <  1 n x  ,,.. xn., ) ( u  f i X n )  E u f. Maintenant.  comme 
w n  E ( u  R < )  fn ,  et que f fn = f .  on déduit que u R< E uf.  Donc f est une fonction de 
rangement universel. 



Plus généralement, les compositions de  fonctions de commutation 
partitionnée ne sont pas des fonctions de rangement, c'est à dire qu'elles ne sont 
des fonctions de rangement pour aucun ordre strict défini sur X ,  que dans des cas 
bien particulier. Plus précisemment, nous pouvons tnoncer: 

Lemme 8 . 4 :  Soit f = f i f 2 . .  . fn  une composition de  fonctions de commutation 
partitionntes definies sur un aiphabet X. Alors f es t  une fonction de rangement si 
et seulement si pour toute paire de lettres distinctes de X ,  il existe i dans [ I ,n ]  tels 
que ces deux lettres commurenr par fi. 

P r e u v e :  La condition est clairement nécessaire. Nous allons établir la 
réciproque par induction sur  n .  Pour n=l, la seule fonction de commutation 
partitionnée vérifiant la condition est la fonction de commutation totale qui est 
donc une fonction de rangement universel. Supposons la propriété vérifiée pour 
n ,  et considérons la composition de fonctions de commutation partitionnée 
f  = f j ; .  . .fnfn + 1. Si f '=f,fi.. .fn vérifie la propriété alors, par hypothèse de récurrence, 
f', donc f, sont des fonctions de rangement. Sinon, il existe des groupes de lettres de 
X qui ne commutent que par f ,  + 1. Posons X I  ,X2,...Xk ces ensembles de lettres qui 
n'ont jamais commuté entre elles dans f'. Soit h le morphisme de X *  dans 
(X-(XI U...U Xk) U {zl.z2 ...., ZR))* défini par: V i E [ l , k ] ,  V x € X i ,  x h = ~ i ,  et 
V x E X-(XI W . . .  U Xk), x h=x. posons f"=f' h.  Clairement h est compatible avec f '  
et f  ' =  f "  h - l .  M a i n t e n a n t ,  f" vér i f ie  la  condi t ion  e t  range 
(X-(XI U ... U Xk) U {zl.z2, ..., zk})* pour un ordre strict total < défini sur 
X-(XI U... U Xk) U {zl ,z2,...,zk}. On déduit donc que v'=(u h) R <  est dans l'image de 
u h par f". D'après le lemme 1.4 du chapitre 2, il existe un mot v de X* vérifiant 
v h = v ' et v E u f'. Ce mot v es t  d o n c  élément  d'un langage 
X;...x;p ]... y x* * 

I 11 J I  ,, jk+l-.xj,, OU les xt sont les éléments de X-(XI U...U Xk). On en 
déduit ensuite, comme toutes les lettres des ensembles Xi commutent par f n + 1 ,  qu'on 
peut par cette dernière fonction ranger sépartment les X; pour obtenir un mot 
commutativement équivalent à u et d'une fonne voulue. La composition f  est donc 
bien une fonction de rangement. 

Le lemme préctdant permet de savoir si il existe au moins un ordre pour 
lequel une composition de fonctions de commutation partitionnée f  donnée, 
définie sur un alphabet X est une fonction de rangement. Cependant il ne permet 
pas de connaitre tous les ordres sur lesquels cette composition range X*. II est 
cependant décidable de savoir si f range X* sur un ordre < donné comme l'indique 
la proposition suivante: 



P r o p o s i t i o n  8.5: Soit f une composition de fonctions de commutation 
partitionnke dkfinie sur un alphabet X. La fonction f est une fonction de 
rangement pour un  ordre donnC c si e t  seulement si f range sur cet ordre 
l'ensemble des mots de X* contenant deux occurrences de chaque lettre de X. 

Preuve :  La condition est évidemment nécessaire. RCciproquernent, 
soient f une composition de fonctions de commuation pal-titionnCe vérifiant la 
condition et u un mot de X*. Nous allons montrer que f range tout mot w de X* sur < 
par induction sur n=sup( /w / , , x  E X ) .  Cela est le cas si n l 2 ,  par hypothèse et 
d'après le lemme 2.2. Suposons maintenant que f range tous les mots w de X * 
vérifiant s u p ( / w / , , x  E X ) S n  avec n L 2  et considérons un mot u vérifiant 
s u p ( / u l X , x  E X )  = n + 1 .  On peut considérer sans nuire à la généralité de la 
démonstration qu'il n'existe qu'une seule lettre a de X vérifiant l u la=  n .  Alors il 
existe u,,u,,u,,u, E X* vérifiant u=ulau2au3au4 avec / u ~ / ~ = / u ~ / ~ = / u ~ / ~ =  O ,  donc 
u8=u numlu/ s'écrit u'=u;(a,l)u;(a,2)u;(a,3)u;.  Soient h le morphisme de a l p h ( u  ')* 
vers X* défini par V ( x i )  E alph(u'), ( x , i )  h=x et u"=u;(a,l)u;u;(a,3)u;.. Comme pour 
toute lettre x de X ,  u" h contient au plus n occurrences de x ,  on déduit des 
hypothèses de récurrence frange u" h sur c .  D'après le lemme 2.2, il existe donc 
un mot v" qui est dans l'image de u" par f h -1  et qui vérifie de plus 
v" h=(u"  h )  R ,  . Donc v" s'écrit v a  a 3 ) v f .  Comme u"=u' n a l p h ( u ~ ) - l ( a , 2 ) ) ,  on 
déduit, toujours du lemme 2.2, qu'il existe un mot v' vérifiant v' E u' (f h-1) et 
v"=v' nalph(U')- i (a ,Z)J ,  donc v'=v;'(a,l)(a,2)(a,3)vi:Maintenant, comme v' h E u f ,  
d'après le lemme 2.2 et que v" h=(u" h )  R,, on déduit v ' h E  u f e t v ' h = u  R < .  
Donc f range u sur <. 

O 

Le résultat précédent permet donc, étant donné une composition de 
fonctions de commutation partitionnée, de connaître tous les ordres pour lesquels 
cette composition est une fonction de rangement. II suffit de tester, pour tous les 
ordres possibles, si la composition range tous les mots contenant exactement deux 
occurrences de chaque lettre de l'alphabet. Cette recherche risque cependant 
d'être particulièrement longue dans beaucoup de cas, en effet, si la composition A 
examiner est une fonction de rangement universel, on ne poura en être assuré 
qu'après avoir effectué tous les tests. La proposition suivante va nous permettre de 
calculer effectuvement et d'une façon plus simple tous les ordres pour lesquels 
une composition de  fonctions de commutation partitionnée est une fonction de 
r a n g e m e n t .  

Proposition 8.6: Soit f=fJ 2...fn une composition de fonctions de commutation 2- 
partitionntes définies sur un alphabet X,  012 f, est la fonction associte b la partition 
de X:{X,,Y,]. Alors f est une fonction de rangement pour un ordre donnb c si et 
seulement si f2...fn range X f ~ f  ou YfXf pour cet ordre. 



P r e u v e :  Posons f '=f2 ...fn. Il est clair que si f' range ~ f ~ f  ou Yf$ sur <, 
alors f range X *  sur < , puisque, pour un mot u quelconque de X*  , les mots 
( u  n x I ) ( u  nvI) et ( u  n y , ) ( u  nx,) sont dans I'image de u par f i .  Réciproquement. 
posons X= {xl  .x2,... .xp} avec xl<x2<. .. <xp et supposons que f ne range ni X : Y ~  n i  Y;$. 
Alors, il existe deux mots u=uJu2 et V ' V J V 2  où U I . V ~  sont dans ~f et u2,vJ sont dans 
Y:, tels que f ne range ni u ni v. Soient Z= {z  J,z2,...,zp} un alphabet disjoint de X ,  g le 
morphisme de X* vers Z* défini par V Xi E X, xi g=zi, et h le morphisme de (X U Z)* 
vers X *  défini par V x i E  X , X ~  h = x i  et V z i E  Z ,  zi h = x i .  Considérons 
w = u J ( ( v ~ v J )  g )u t ,  et w ' = w I w  2...wn où pour tout i de [ I , n ] ,  w i  est un mot de {xi,zi) * 
défini par wi=~(u'x,du'r' si xi E X I  et W ~ = Z ( ~ " J C I U ' ~ ,  sinon. Il est clair que pour tout mot 
w" E w ( f l  h - J ) ,  w" n x = u J u 2  ou w ' *  n z = ( v J v 2 )  g .  Comme W'  E 
( ( U J V ~ V J U ~ )  R < )  h - l ) ,  que ( u J u ~ )  R c  n'est pas dans l'image de u J u 2  par f', que 
( v I v 2 )  R< n'est pas dans l'image de vlv2 par f ,  on déduit du lemme 1.4 du chapitre 2 
que w' n'est pas dans l'image de w par ( f  h - l ) .  Donc w' h n'est pas dans I'image par 
f de w h .  Comme w ' h = ( w  h )  R c ,  on déduit que f ne range pas le mot u J V ~ V J ~ ( ~  sur 
<, ce qui termine la preuve de la proposition. 

On peut étendre cette proposition de la façon suivante: Soit X un 
alphabet. A tout langage K inclus dans X* de la forme Z?G...G où les Z i  sont des 
sous-alphabets de X ,  disjoints deux à deux et non nécessairement différents de 
l'ensemble vide, on associe le langage S ( K ) ,  construit sur un alphabet Z= { z  ,zz,. . ,zp} 
U {z;,z;,.. ,zj}, défini par S ( K )  = z J z 2 .  . z p  LU ~ j ~ i . . ~ j .  Pour toute fonction de 
commutation 2-partitionnée f définie sur X et associée à une partition {Y,Ye}, on 
définit une application 1/- de Z vers 2 X *  par: V zi E Z ,  zi I f - ( Z i  n Y)* et V r,! E Z ,  
z f  l f = ( Z i  n Y)*. Enfin, on étend cette application de façon compatible avec le 
produit sur Z* et on définit Lf (K)={w I f 1  w E K}. Avec ces notations, nous pouvons 
é n o n c e r :  

Proposition 8.7: Soit f=f& ...fn une composition de fonctions de commutation 2- 
partitionnées définies sur un alphabet X, ou f, est la fonction associée (f la partition 
de X:{Y,Yy. Alors f range K=$z; ...$ sur un ordre donnd < si et seulement si f 2 . . f n  
range sur cet ordre au moins un des langages de l'ensemble Lî(K). 

P r e u v e :  La condition est suffisante. En effet soit L un langage de L f l K )  
tel que fl=ft ...fn range L sur c. Par définition des langages de Lî(K),  pour tout mot u 
de K ,  ( u  f l )  n L est différent de l'ensemble vide. Donc f range u sur < . 
RCciproquement, comme dans la preuve de la proposition 8.6, nous allons supposer 
que f ne range aucun langage de L H K )  et construire avec cette hypothèse un mot 
de K qui ne peut pas être rangé sur < par f .  Posons Lf iK)={Ll ,L2 ,  ..., Lq),  alors il existe 
des mots 141,142, ..., uq vérifiant V i € [ l , q ] ,  üi E Li e t f  ne range pas ui sur <. Comme 
nous l'avons vu dans la dCmonstration de la proposition 8.6,  il suffit de trouver un 
mot w vérifiant: V w' E ( w f i ) ,  3 i E [ l , q ]  tel que u i  est un sous-mot de W .  cela 
assurera alors que f ne range pas w puisque f ne range pas ui. Pour tout i de [ l  , q ] ,  



posons Ui,k,y,Irui .17zkny. ui,k,~',o=ui n z k n ~ ~ ,  ui,k,Y,o= E et Uj,k,y',]=& si 
Ui IIzk=(ui nzkny)(ui nzknyl) sinon ui,k,Y,o=ui nzkny* ui.k.Y'.~=ui n~,n~'. 
U ~ , ~ , Y , ~ = E  et U ~ , ~ , Y * , ~ = E .  Posons, pour k E [],pl, pour a = Y  ou a=Y' et pour /3 E { ] , O ) ,  

wk,a,p=ulPk,a,pu2,k,a,p..-uq,k,a,B1 wk'wk,Y,lwk,Y,~wk,Y',Iwk,Y',~ et enfin w=wlwz...Wp. 
Par construction, w E K. D'autre pan tout mot w' de w fi admet en sous-mot soit 
~ k , y , ~ w ~ , y ~ , ~  soit ~k,y~,~wk,y,o pour tout k E [],pl. On déduit alors: Y w' E wfi.3 i E 
[I,q] tel que üi soit un sous-mot de w' ce qui entraine f n'est pas une fonction de 
rangement pour <. 

O 

Comme toute composition de fonctions de commutation partitionnée est 
équivalente à une composition de fonctions de commutation 2-partitionnée (voir 
règle 1.9 et [8]), cette proposition nous donne le moyen d'obtenir tous les ordres 
pour lesquels une composition donnée est une fonction de rangement. Si f=ff2 ...fn 
est une composition de fonctions de commutation 2-partitionnée définie sur un 
alphabet X, il suffit de calculer la suite d'ensembles de langages K I  ,K2,...,Kn où 
Kl=Lf,(X*) et pour tout i de [l,n-Il, Ki+!= u (Lfi+,(L)). A tout langage de la forme * *  * LE< ~1x1 ... xm appanenant à K, où pour tout i de [1 ,ml xi est une lettre de X correspont 
alors un ordre xl<xz< ... < x ,  pour lequel, d'après la proposition précédente, f est une 
fonction de rangement. 

Exemple 8.8: Soient X={a,b,c,d,e,f) et f la composition de fonctions de 
commutation associée au mot (ab,cd,ef)(adf,bec) de Y / $ .  Tout d'abord. grâce à la 
règIe 1.9, nous obtenons: (ab ,cd,ef)(adf,bec)~(abcd,ef)(ab,cdef)(adf bec). Nous 
pouvons maintenant construire Kl,Kt,K3 en notant plus simplement par (zIz z...~p) 
où les zi sont des lettres de X, le langage {zl ,z2,...,zp} *. NOUS obtenons alors: 

KI = {(abcd)(ef),(ef)(abcd)l, 
K2= {(ab)(cd)(ef),(cd)(ab)(ef),(~d)(ef)(ab)~(ef)(ab)(cd).(ab)(ef)(cd)l , 

et enfin, K~=((a)(d)(fl ru (b)(c)(e)) u ((d)(a)(f) LU (c)(b)(e)) U 
((d)(f)(a) rri (c)(e)(b)) U (if)(a)(d) (e)(b)(c)) U ((a)(f)(d) u (b)(e)(c)). Ce qui 
nous permet de déduire que f est une fonction de rangement pour les ordres qui 
vérifient: (a<d<f et b<c<e) ou (d<a<f et c<b<e) ou (d<f<a et c<ecb) ou (f<a<d et e<b<c) ou 
(a<f<d et b<e<c). 

Pour terminer la section consacrée aux fonctions de  rangement, 
signalons que la conjecture 7.2 selon laquelle une composition de fonctions de 
commutation partitionnée réalise la commutation totale si et seulement si elle 
rCalise la commutation totale sur l'ensemble des mots contenant une seule 
occurrence de chaque lettre de l'alphabet conduit à émettre la conjecture suivante 
concernant les fonctions de rangement universel: 

Conjecture 8.9: Les seules fonctions de rangement universel sont les fonctions 
de commutation totale. 



- 
Chapitre 4: Semi-commutations et langages 

a l g é b r i q u e s .  

2. Fonct ions  de  semi-commutations algébrico-rationnel les  





Un cenain nombre de propriétés ont été initialement montrées pour les 
fonctions de commutation partielle. Ainsi R. Cori et D. Perrin ont prouvé dans [18] 
que, si f est une fonction de commutation partielle définie sur un alphabet X ,  et 
L I , L 2  deux langages rationnels inclus dans X* et fermés pour f, alors L I  U Li  et 
L I L 2  sont des langages rationnels. Le résultat reste vrai dans le cas des fonctions 
de semi-commutation : 

Lemme 1.1: [12]  Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet 
X .  Soient Ll C X* et L2 C X* deux langages rationnels vérifiant L l = L l  f et L2=L2  f ,  
alors LI U L2 et LIL2  sont des langages rationnels. 

De même, plusieurs conditions suffisantes pour que l'image de l'étoile 
d'un rationnel R par une fonction de commutation partielle soit rationnelle ont été 
successivement établies. Tout d'abord par M.P. Flé et G. Roucairol ( [ 2 1 ] )  dans le cas 
où R est fini et rigide: une partie L de X* est r i g i d e  (pour f) si pour tout mot w de 
L et toutes lettres distinctes a , b  de a l p h ( w ) ,  les deux lettres a et b ne commutent pas 
par f .  Ce résultat a été étendu par R. Cori et D. Perrin ([18]) dans le cas où R est 
rigide mais non nécessairement fini, puis par R. Con et Y. Métivier ( [ 1 7 ] ) .  

Enfin, Y. Métivier a généralisé dans [ 2 7 ]  cette dernière preuve au cas 
des fonctions de  semi-commutation. La condition obtenue, montrée également, 
mais par des techniques différentes. par M. Clerbout et M. Latteux dans [ 1 2 ]  utilise 
une propriété du graphe de non-commutation de f pour a l p h ( R )  qui est le graphe 
de non-commutation de la restriction de f à a l p h ( R )  comme le graphe de 
commutation de f pour a l p h ( R )  est le graphe de commutation de la restriction de f 
à a l p h ( R ) .  

Proposition 1.2: [27]  et [12] Soit f une fonction de semi-commutation définie sur 
un alphabet X, et R C X*, un langage rationnel vérifiant R=R f .  Si pour tout mot w 
de  R ,  le graphe de non-commutation de a lph(w)  pour f est  fortement connexe, 
alors R* f est un langage rationnel. 

En utilisant cette proposition, Y. Métivier a donné dans [ 2 7 ]  une 
condition suffisante pour que la fermeture d'un langage rationnel par une 
fonction de semi-commutation reste rationnel. La condition porte sur les f a c t e u r s  
i t é r a n  t s  du rationnel considéré. Si X est un alphabet, un mot w de X *  est un 
facteur itérant d'un langage L inclus dans X *  s'il existe u , v  dans X *  tels que 
u w * v  C L. 



Propos i t ion  1.3: [27] Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un 
alphabet X, et R C X*, un langage rationnel. Si pour tout facteur ittrant w de R,  le 
graphe de non-commutation de alph(w) pour f est fortement connexe, R f est un 
langage rationnel. 

Nous terminerons cette section en remarquant que la condition de la 
proposition 1.2 n'est pas une condition nécessaire. En effet, prenons R= { a,b ,bu ) et 
f la fonction de semi-commutation associée à la relation { ( a , b ) ) .  Clairement, R f=R 
et le graphe de non-commutation du mot b u  n'est pas fortement connexe, 
cependant R *  f = { a , b ) *  est un langage rationnel. Le résultat suivant, dont on peut 
trouver une preuve dans [12] et dans [20], montre qu'on obtient une condition 
nécessaire et suffisante dans le cas particulier où R ne contient qu'un mot. 

Proposition 1.4: [12] et [20] Soit f une fonction de semi-commutation définie sur 
un alphabet X ,  et w E X*. w* f est un langage rationnel si et seulement si le 
graphe de non-commutation de f pour alph(w) est fortement connexe. 

n ion 

Dans cette section, nous caractérisons les fonctions de semi- 
commutation f telles que pour tout langage rationnel R ,  R f soit un langage 
algébrique. Nous appelons les fonctions de semi-commutation vérifiant cette 
propriété des fonctions a l g é b r i c o - r a t i o n n e l l e s .  

Nous verrons que la condition s'exprime de manière assez simple: Une 
fonction de semi-commutation f définie sur un alphabet X est algébrico- 
rationnelle si et seulement si le graphe de commutation de X pour f de contient pas 
de sous-graphe du type 

r\fi 
ni du type 

les nœuds étant tous distincts. 

Ce résultat entraine que toutes les fonctions de semi-commutation qu'on 
peut définir sur un alphabet de deux lettres sont des fonctions algébrico- 
rationnelles, ce que nous allons tout d'abord vérifier, puis nous effectuerons une 



récurrence ponant sur la taille de l'alphabet pour démontrer le résultat dans le 
cas général. 

2.1. Le cas d 'un  alphabet de deux l e t t r s  

Posons X = ( a , b J .  Les quatre fonctions de semi-commutation qui peuvent 
être définie sur X sont :  

f i=Id, la fonction qui ne fait rien commuter, 
f2 associée à la règle ab + ba, 
fi associée à la règle ba + ab, 
f associée aux règles a b  t) b a ,  la commutation totale sur X. 

Dans [81, M. Clerbout a établi une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un mot w' soit dans l'image par fi d'un mot w de X * :  

Lemme 2 . 1  [8] Soient w et w' deux mots de X*, alors w' E w f 2  si et seulement si 
w' E w com et V (u,v) E FG(w)xFG(wV), /u/=/v/ /u/bSlv/b. 

Nous pouvons alors énoncer: 

Proposi t ion 2.2: Toute fonction de semi-commutation f définie sur X={a,b] est 
a lgébr ico-ra t ionne l le .  

P r e u v e :  Si f=fI, le résultat est évident: si R C X *  est un élément de RA T ,  
R f=R E RA T C A  L G .  Si f=f4, M .  Latteux a déjà établi dans 1221 que: V R E RA T, 
R f4=R c o m  E O c l .  Nous allons donc montrer que R fi est algébrique, pour tout 
langage rationnel R.  Le résultat se démontre de manière symétrique pour f3. 

Soit h le morphisme défini sur {a ,b  $31 par: a h = a ,  b h=  b ,  6 h = ~ ,  et soit g 
le morphisme défini sur le même alphabet par: a g = a ,  b g = ~ ,  6 g=b. On a alors 
Y u E X*, u fi=( ( u  h-I) n ( ~ ; * ( b , b )  UJ a*) ) g.  En effet, soit u '  E u f2. Notons Ü '  

le mot formé il partir de u' en marquant toutes les occurrences de la lettres b .  
Posons v=(u  m Ü )  n (o* b * a ) * .  D'après le lemme 2.1. il est clair que 
v nsb E D?(b,b)  donc:v E ( u  h-1)  n ( D  ;*(6,b) UI a*) et u8=v g.  D'autre part, soit 
w E (u h-') n (D;*(b,b) UJ a*). Tout facteur gauche a de w vérifie: /als2/a/b.  Donc 
w g E (w nab) f2=u f2. Comme D ;* (6 ,b )  E Oc1 qui est fermée par transduction 
rationnelle, tout langage rationnel a donc son image par fi dans Oc1 et fi est 
a lg6br ico- ra t ionnel le .  

O 



R e m a r q u e :  Si L est un langage algébrique, L fl=L E A L G ,  et il existe un 
langage rationnel R tel que L f4=R f4 donc L f4 E A L G .  Par contre L fi n'est pas 
t o u j o u r s  a l g é b r i q u e :  S o i t  L = { ( b  a ) "  b n , n 2  O }  . L E ALC,  mais  
( L  f2) n b*a*b*= {bn+kanbn-k,  n2k20)  = L I ,  et F G ( ~ * L ~ ) =  {bnapb4, n 2 p 2 q - > ~ }  fZ ALC. 

Sur un alphabet de cardinalité supérieure à eux, il est clair qu'il faudra 
imposer des conditions sur une fonction de  semi-commutation pour qu'elle soit 
a l g é b r i c o - r a t i o n n e l l e .  

Definit ion 2.3: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet 
X .  Nous dirons que f vérif ie la condition notPe ( K )  si le graphe de 
commutation de X pour f ne contient aucun sous-graphe du type 

ni du type 

les nœuds de chacun de ces sous-graphes étant tous distincts 

Cette condition est équivalente à la condition: Pour tout couple ( a , b )  dans 
C ,  il n'existe pas de  lettres c et d non nécessairement distinctes vérifiant (a,c) E C 
et (d,b) E C. Avec cette définition nous pouvons énoncer: 

P ropos i t ion  2.4: S i  une fonction de semi-commutation est algébrico-rationnelle, 
elle vérifie alors la condition (K) .  

P r e u v e :  Soit f la fonction de semi-commutation définie sur X =  ( a  ,b ,c}  
par le graphe de commutation suivant: 

Soit R=(abc)*. Alors, R f n c*b*a*={cnbnan, n20J fZ ALG. 



Soit g la fonction de semi-commutation définie sur {a,b,c,d} par le 
graphe de commutation suivant: 

Soit R'=(cd)*(ab)*. Alors R ' g  n d*b*c*a*={dnbPcnaP, nLO, pLO} B ALG. 

Une fonction de semi-commutation ne vérifiant pas la condition ( K )  ne 
sera donc jamais algébrico-rationnelle. 

Le reste de cette sous-section va être consacré à la preuve de la 
réciproque de cette proposi~ion. L e  principe général de la preuve sera une 
récurrence sur la taille de I'alphabet sur lequel on travaille. Cependant, pour 
certaines fonctions de semi-commutation, le résultat se  démontre directement. 
Nous allons donc résoudre ces cas particuliers séparément. Mais, tout d'abord, 
énoncons un lemme que nous utiliserons souvent par la suite, dans lequel nous 
utilisons la notation suivante: Si X est un alphabet. w un mot de X*, et t un entier 
posi'tif, nous noterons w ( t )  le facteur gauche de longueur t du mot W .  

Lemme 2.5:Soienr X un alphabet, u f X + , a  B X ,  i > O ,  w E a(u w a i ) ,  
w '  E: u w a i a + .  Alors il ex& un entier ro positif tel que: 

1 )  w(tO) com=w'(tO) corn 
2) Q O<S<to, /w't~)la</wfs)/a 

P r e u v e :  Soit ro le plus petit entier t positif tel que / ~ ' ( t ) / ~ L / w ( t ) / ~ .  to 
existe puisque, si t = / w / ,  on a / ~ ' ( t ) / ~ L / w ( t ) / ~ .  Alors / ~ ' ( t ~ ) / ~ = / w ( t ~ ) / ~  et donc 
/w'( to)  n x / = / w ( t o )  nx/. ce qui entraîne w8(to)  n X = w ( t o )  nX puisque ces deux mots 
sont des facteurs gauches de u .  Donc w ( t o )  c o m = w ' ( t o )  com et la propriété 2 est 
v6rifiée par construction de to. 

Nous allons donc nous mtéresser aux fonctions suivantes: celles qui 
permettent à une lettre de cornmuter avec toute les autres dans le même sens: 



Définition 2.6: Une fonction de semi-commutation f définie sur un alphabet X 
vkrifie la propriété (P) si et seulement si il existe une lettre x de X telle que pour 
toute lettre y de X, yx E xy f ou telle que pour toute lettre y de X, xy E yx f. 

Posons donc f une fonction de semi-commutation définie sur X et 
vérifiant la condition ( K )  et la propriété (P), c'est à dire qu'il existe une lettre 
x E X telle que V y E X, yx E xy f. Le deuxième cas (xy E yxf l  se traiterait de 
manière symétrique. Nous pouvons alors cerner plus précisément ce que peut 
faire la fonction f: V yl,y2 E X-{x}, yly2 6Z yzyl  f .  En effet, le graphe de 
commutation de X pour f contient déjà 

On ne peut donc ajouter aucun arc entre y1 et y2 puisque f vérifie la 
condition (K).  En revanche, on peut avoir des commutations du type yx  + x y ,  
y E X - { x } .  Nous pouvons alors décomposer l'alphabet X en trois ensembles 
disjoints: X=Xl U X2 U {x}, avec Xl={y E X-{x} 1 xy E yxB ,  X2={y E X 1 xy 6Z y x n .  

Cela veut dire que dans un mot w de X* les occurrences de la lettre x vont 
se "déplacer" dans les deux sens; dans chaque facteur de w composé de lettres de X I ,  
mais une occurrence de x ne traversera une lettre de X2 que de gauche à droite. En 
remplaçant dans w les nouvelles positions des occurrences marquées de la lettre x 
( x  au lieu de x )  d'un mot w ' de w f ,  on pourra retrouver des mots de D : ( x  ;x) LU $ e t 
des mots de D ;* ( x  ,n) LU (XI U X2) *. C'est ce que nous allons démontrer dans le 
lemme suivant, où, pour un mot w de X * ,  nous notons w l'image de w par le 
morphisme qui marque la lettre x :  m :  X 1, X U {d;l, x m = x ,  et V y E X-{x}, y m=y. 

Lemme 2.7: Soit f une fonction de semi-commutation dkfinie sur X ,  vkrifiant la 
condition ( K )  et pour laquelle il existe une lettre x telle que V y E X, yx E xy f. 
Soient u E X* et u' E u f. Alors il existe un  mot v de u m n' tel que: 
v E ( ( D : ( x . x )  w $)(D;*(x .x~  LU (xI u x 2 ) * ) ) *  où x1={y E X-{XI I xy E Y X B .  
X2={y E X / x y  6Zyx f J .  

Preuve:  Raisonnons par induction sur la longueur du mot u .  Si / u /  = O ,  le 
résultat est évident. Si / u / > O ,  on a toujours u n X J u X , = u '  nXJVX, car les lettres de 
XI U X2 ne peuvent pas commuter entre elles. On peut d'autre pan supposer que u 
et u' commencent par deux lettres différentes: si u et u' commencent par une même 
lettre de X I  U X2, on applique l'hypothèse de récurrence aux mots privés de leur 
première lettre, et on a terminé; si u et u'  commencent par la lettre x ,  on a u = x w ,  
u'=xw'. et par hypothèse de récurrence, il existe vl  E (w m w') n ( ( D ; ( x , r )  UI x*) 
(D:(x,r) Lü ( X I  U x2)*) )* .  Alors le mot x x v 1  est dans (u  m m.) n ( ( D ; ( X , X )  LU Xf ) 
(D',?(x,x) LU ( X I  U x 2 ) * ) ) * .  On peut Cgalement supposer que /u/x,#O: si /u /x ,=O,  
u f=(u nxl) YI Xi, avec i=/ulX et donc u ~ u ' c D ; ( x , x )  LU$. Donc u ou u* commence 
par x. Envisageons deux cas: 



i) u' commence par x. 

Alors u commence par une ktue d e  X I  (si u commence par une lettre de 
X2,  u' aussi). On peut donc écrire: u=ulcuz,  u ' = u ; c u ~ ,  /uI/x,=/u;/x,, c E X2, et on a 
ul n x l = u i  nxl et / U ~ / ~ ~ / U ; / ~  car xc d cx f .  Donc E ( u  n x , )  ru d ,  
u;  E x ( (u  nx1) ur 2) avec j = / u ~ / ~ ,  i+l=/u;lx, j21+l, et on déduit ainsi du lemme 2 . 5  
qu'il existe des décompositions: u l=v lwl ,  u ~ = v ; w ; ,  avec v l # e  et vl  c o m = v ;  c O m 
donc: v ,  m ~ j  n D?(x,z) w qt0. Alors. ( v l m v ; ) ( w , c u 2  m a  jcui)  C u  rn y'. De plus, 
V ~ W ~ C U ~  E v I w I c u Z  f et v ,  com-vj  com impliquent w;cu i  E w l c u 2  f (lemme 3.3 
du chapirre 2) .  En appliquant l'hypothèse de récurrence à w 1cu2, on obtient le 
résul tat .  

ii) u commence par x. 

On peut alors écrire: u E x((u nXjux,) LU 2). U' E (u' nxIUX,) LU di avec 
j = i + l = / u l x .  En utilisant le lemme 2.5, on a U = W I W ~ ,  U '=W jw i ,  avec w I # e ,  
wl  com=wi com et donc W ;  E w z f .  Soit {v}=wl m ~ i  n ( X * X * ( X ~  U X2))*. 11 est clair 
que v E D;*(x ,x )  LU ( X 1  U X 2 ) * ,  grâce il la propriété 2 du lemme 2.5, et 
v ( w m ïvi) C u m 2'. En appliquant l'hypothèse de rdcurrence & w2, on a terminé. 

O 

Nous pouvons maintenant énoncer: 

Proposit ion 2.8: Soit f une fonction de semi-commutarion dkfinie sur un 
alphabet X, vérifiant la condition ( K )  et pour laquelle il existe une lettre x telle 
que: V y E X, yx E xy f .  Alors il existe des morphismes h et g et deux sous- 
ensembles de X: XI et X2 tels que: Y u E X*. u f=[(u h-1) n ( ( D  ;(x.z)  w $)(D 7 ( x , z )  
U1 ( X I  U x2)*) )*]  g.  Donc f est algébrico-rationnelle. 

Preuve: Posons X I =  {y f X-{x}, xy f yxfl  et X2=X-(XI U {x} ) .  Soient h et 
g les morphismes définis sur X U @} par: V y E Xl V X2, y h=y, y g=y, x h=x, x g = ~ ,  
x h=s,  I g=x. Posons L = ( D ; ( X . ~ )  LU $ ) ( D ~ ( x . x )  W (Xl  U X2)*). Nous allons montrer 
que V u E X*, u f=(u h-l n L*)g. Soit u' E u f. Il est clair que u m n' t u h-1 et, 
d'après le lemme 2.7, il existe un mot v E (u m 7 i ' )  L*. D'autre part, v g=u0. Donc: 
ut E [ ( u  h-1) n ( ( D : ( x . ~  LU<)(D;'(X ,x) LU (xI v x2)*))*] g. 

Réciproquement, soit u' E u h'' n L*. 11 existe donc un entier p tel que 
u' E u h'l n LP. Nous allons faire  un^ récurrence sur p : Si p=O, u'= E, donc u= E et 
u 'g  E u f .  Si p 2  1, u' E u h-l n LU-l .  Donc u ' = u ; u ~ v '  avec u ;  E D;(r,x)  LUq, 
U; E D;*(x,x)  LLI ( X I  V X2)* et v' E LP-l. On peut alors Ccrire u = u i u l v  avec 
ul=uj nx, u2= u i  nX ,  et v = v  ' n x .  De plus, u ; g E uI f (avec les seules 
commutations xy o yx, y E X I )  puisque uj n X , = u l  nXj et /~;/~=/u~/,=/uj/, .  De même 
u i  g E uz fi en effet, il est clair que ( u i  g )  com=(u2 f )  com et VO<r</ui g/, /ui g 
( t ) /x->/u2 g (t)lx. Et, par hypothèse de récurrence, v 'g  E v f  (v' E u h-1 n LP-I). 
Donc: u' g=(ui g ) ( u i  g)fv'  g) E ( ~ 1  f ) f u z f ) f v f )  c U I U ~ V  f = ~  f .  

O 



Si, par une fonction de semi-commutation f ,  aucune lettre ne peut tout 
traverser, les mélanges vont se faire plus localement. Pour obtenir l'image d'un 
mot par f, l'idée est alors de se ramener h faire des commutations sur des facteurs 
construits sur des sous-alphabets plus petits. C'est ce que détaille le lemme suivant. 

Lemme 2.9: Soit f une fonction de semi-commutation difinie sur un alphabet X, 
vtrifiant la condition (K)  mais pas la proprikti! (P) .  Alors, pour tout mot u de X*, 
pour tout mot v de u f ,  il existe des dkcompositions u=uluz et v=vlvz avec u l#&,  
a l p h ( u l )  Ç X et vl E ul f. 

P r e u v e  : Si a l p  h ( u  ) ç X, le résultat est évident. Sinon, posons u=au ', 
v=dv' ,  a,d E X .  Si a=d on peut prendre u l=v l=a .  Si a # d ,  posons D =  { z  E X-{a} / 
za E az f}, et Y = X - ( D  V {a}). Alors: d E D donc D # 0 ,  Y # 0  car f ne possède pas la 
propriété (P), et si z~ et 2 2  sont dans D ,  le graphe de f contient le sous-graphe 
z1 O-• 22, on ne peut donc avoir aucune commutation entre z l  et 

a 
22 car f vérifie la condition (K). Envisageons deux cas: 

i) Il n'existe pas de lettres y E Y et z E D telles que zy E yz f .  

Posons alors u=awyu",  v=dw8y'v" avec w,w' E (D U {a})* et y,y' E Y. 
Aucune occurrence de la lettre a dans a w  ne peut franchir le y car: V x E Y ,  
xa 6? a x  f. On a donc / a ~ / , S / w ' / ~  d'où / w / ~ < / w ' / ~ .  D'autre pan, pour deux lettres 
( d l , y l )  de D x Y ,  on peut avoir yldl  E dlyl  f ,  mais comme dlyl  P yldl f ,  on a dw' nD 
E FG(w no). Alors, u=u'yu", u' E a ( ( d w 0  n ~ )  u a i )  (w" rri a i )  en effet, 
w nD =(dw'  n D ) w " .  v=vly'vW, v' E (dw' nD) u d ,  avec j=/w'/,, i+i8=/w/,, donc j>i .  
D'après le 1 e m m  e 2 . 5 ,  on peut alors écrire: u '= u l  u i .  v'=vl v i ,  avec u 1 # E e t 
u1 c o m = v l  c o m  (donc vl E u l n .  De plus, a l p h ( u l )  C ( D  U {a}) Ç X. Le couple 
( u l  , v l )  convient donc. 

ii) Il existe une lettre y E Y et une lettre dl  E D telles que d l y  E ydl f. 

Alors, D = { d l .  En effet, si D contient deux lettre distinctes dl  et d l ,  on aura 
dans le graphe de commutation de X pour f le sous-graphe y : d y d 2 .  
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Posons alors E= ( z  E X - { d )  / dz E zd f )  et Z=X-(E U ( d ) ) .  On a: y E E donc 
E + 0,  Z #  0 car f ne possède pas la propriété (P), et si z l  et 22  sont deux lettres 
distinctes de E ,  le graphe de f contient le sous-graphe zl 1 2 2 ,  on ne peut 
donc avoir aucune commutation entre z~ et 22 car f vérifie la d T d i t i o n  ( K  ) . 
Posons alors u=awzu" ,  v=dw8z'v" avec w,w' E ( E  U {dl)* et z,z' E Z. Aucune 
occurrence de la lettre d dans u" ne peut franchir z ou z' , mais on peut avoir des 
régles du type dt + td pour une lettre t de Z.. On a donc /dw'/d,</aw/d d'où /wO/d</w/d. 
D'autre part, V x E E-{a}, V z E Z, on a dans le graphe de commutation de X pour f le 
sous-graphe a 1 x .  on ne peut donc pas rajouter un arc de x vers z .  De 
plus za 6? as f car deC.D={dJ et d P Z. Donc, V x € E, V z E Z, u e xzf .  Mais on 
peut avoir la règle 21x1 + x l z l  pour un couple ( x l , z l )  de E x Z ,  on a donc 
( a w  nE)  E F G ( w '  nE).  Alors, u=u'zu", u* E (aw nE)  rri d, v= v ' z ' v " ,  
v' E d ( ( a w  n ~ )  LU d ) ( w "  LU de) ,  en effet, dw' n E = ( a w  n E ) w "  avec j = / a w / d ,  



i+i'=/wO/d, donc j>i. D'après le lemme 2.5, on peut alors écrire: u ' = u ~ u ~ ' ,  v0=vlvi'. avec 
u l # e  et u l  c o m = v l  c o m  (donc v l  E ul fi. De plus, aIph(u1)  C ( E  U {dl )  Ç X. Le 
couple ( u l , v l )  convient donc, ce qui tennine la preuve. 

O 

Nous pouvons maintenant énoncer la résultat principal de cette section: 

P ropos i t i on  2.10: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un 
alphabet XI vérifiant la condition {KI, dors f est algébrico-rationnelle. 

P r e u v e :  Nous raisonnons par induction sur 1x1,  la cardinalité de 
l'alphabet X .  Si / X / = 2 ,  le résultat est donné par la proposition 2.2. Si lX1>2, alors soit f 
vérifie la propriété (P) et le rdsultat est donné par la proposition 2.8, sinon, nous 
allons montrer que pour tout rationnel R ,  R f est un langage algébrique. Soit 
R E RAT.  11 existe alors un automate déterministe M =(X,Q .qo,*,T) qui reconnait R .  
Si q,q' E Q, posons Rqeq'={w E X*/ 4*w=q']. Soit s ,  la substitution définie sur Q x Q  
par: V (q,qP) E QxQ. tq,q') S= (RqVq* n (x-{XI)*). 

Par hypothèse de récurrence, s est une substitution algébrique. Soit T le 
langage rationnel, défini sur Q x Q  par: T= { (qO ,ql  ) ( q l  , q2 ) .  . . . (qp-1 ,qp)  / P ~ I  , 
V i E [ I  ,pl, qi E Q,  qp E T}. Nous allons montrer que R f=T s ,  et nous aurons 
terminé puisque le résultat d'une substitution algébrique appliquée B un langage 
rationnel est un langage algébrique. 

Soit w = ( q O , q l ) ( q l  ,q2)  .... ( q p - 1 . 9 ~ )  f T. V W *  E w S ,  w*=uOu1 .... up-l  avec 
Ui E (qi,qi+l) S .  Donc: V i ,  3 xi E X, 3 vj E Rqi,qi+, n (X-{xi))* tels que Ui E v i f ,  et 
w' E (vo f ) ( v l  f )  .... ( v p . ~ )  C vov1.-.. v p - I  f. Comme qo*vovl  .... v p - l = q p  E T ,  
vovl .... vp.1 E R. Ainsi, w s  C R f. 

i i)  R f C T s? 

Si ql et q2 sont deux états de Q. posons TqPqo= { (q1,q2)(q2,q3)....(qp,qp+l) 1 
p21 ,  ql=q, qp+]  =q'} Nous allons montrer que pour tout mot w de RqVq*, pour tout mot 
w' de w f, w' E Tq,qo s ,  en faisant une rdcurrence sur la longueur de W .  Si a l p h ( w )  

ç x *  w f C (q ,q')  S .  Sinon, nous pouvons, grâce au lemme 2.9, trouver deux 
décompositions: w=wlw2, w8=wjwi ,  avec w 1 + ~ ,  a l p h ( w l )  X et w j E wl f. Si 
q* w ,=q1, on a w 1 f C (q,ql)  s et, par hypothèse de récurrence, w z  f C S .  

Donc w' E (wl f ) (w2 f l  C ( ( ~ , Q ~ ) T ~ , , ~ ~ )  s C TqSq0 S .  NOUS pouvons alors conclure la 
démonstration de proposition: Si w f R, il existe un état q de T tel que w E RqOeq. 
Alors, pour tout mot w' E w f, w' E TqOsq s C K S .  

CI 



Les propositions 2 .4  et 2 . 1 0  montrent qu'en fait, l'image d'un langage 
rat ionnel  par une fonction d e  semi-commutation algébrico-rat ionnelle est 
toujours dans Ocl. Nous pouvons alors énoncer: 

Proposition 2.11: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un 
alphabet X .  Il y a équivalence entre 

( 1 )  f est algébrico-rationnelle 

( 2 )  Le graphe de commutation de X pour f ne contient aucun sous- 

graphe du type " s ' n i  du type 

( 3 )  Pour tout langage rationnel R,  R f E Ocl. 

( 4 )  Pour tout langage rationnel R borné, R f E ALG. 

P r e u v e :  

(1)  a (2) par la proposition 2.4 
(2) (3) car toutes les constructions qui nous ont permis d'obtenir 

l'image par f d'un langage rationnel utilisent DI et D: qui sont dans Oc1 et des 
opérations pour lesquelles Oc1 est fermée. 

(3) 3 (4) est un résultat évident. 
(4) + (1) en reprenant un des exemples de  la preuve de la propos i t ion  

2.4 .  

En particulier, pour les fonctions de commutation partielle, le graphe de 
commutation associé est non-orienté, on obtient alors: 

Proposition 2.12: Une fonction de commutation partielle f définie sur un 
alphabet X est algébrico-rationnelle si et seulement si le graphe de commutation de 
X pour f ne contient aucun chemin de longueur 3. 



3. Le cas des langages de la forme u* f 

Pour être en mesure de caractériser les fonctions de semi-commutation f 
et les mots u vérifiant: u* f E ALG, nous allons tout d'abord montrer quelques 
résultats plus généraux qui sont pour la plupart des conséquences de propriétés 
énoncées dans le chapitre 2. Ainsi, nous utiliserons la consCquence suivante du 
corollaire 3.7 du chapitre 2: 

Lemme 3.1: Soient X un alphabet, et f une fonction de semi-commltration définie 
sur X*. Alors. V u E X*, V ul,u2 E L=FG(u* f ) .  (u l  com)=(u2 com)  (U;'L=U:L). 

P r e u v e :  Soit w l  E u ; ~ L .  alors: 3 p E IN. 3 w i  E X* tels que 
ulw l w  i E up f. D'autre pan, 3 w2 E X*, 3 q E IN tels que U ~ W Z  E U4 f. Supposons 
p r q ,  la démonstration se ferait de manière identique dans le cas contraire. Alors, 
u2w2up-9 E Up f ,  et du corollaire 3.7 du chapitre 2 on déduit: 3 vl,v2 E X* tels que 
v l v 2  E up f ,  ul E vl f ,  uz E V I  f ,  w l w  j E v2 f ,  et w2uP-4 E v2 f .  Donc: 
u2wlw;  E ( V I  f ) ( v 2  f ) C vlv2  f C up f ,  et w I E U;'L. De manière symétrique. on 
peut montrer U ; ~ L  C u ; ~ L .  

O 
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On déduit également facilement du lemme 3.3 du chapitre 2 le résultat 
suivant :  

Lemme 3.2: Soit f une fonction de semi-commutation dkfinie sur un alphabet X ,  et 
u un mot de X* vkrifiant: V x E XI /uIX=l.  Soient q E /N+ et w E L=FG(u* f )  
verviant V x E X ,  /w/, 2 q,  alors le mot w', obtenu b partir de w en effaçant la qéme 
occurrence de chaque lettre de X est un tlkment de L. 

Si le graphe de non-commutation de l'alphabet d'un mot u pour une 
fonction de semi-commutation f est fortement connexe, les melanges des lettres 
dans un élément de u* f seront limités. C'est ce qu'exprime le lemme suivant. 



Lemme 3.3: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet X 
telle que le graphe de non-commutation de X pour f soit fortement connexe. Soit 
u E X* tel que: V x E X ,  /u/,=l, alors pour tour facteur w d'un mot de u* f ,  si il 
existe une lettre y vérifiant / ~ / ~ 2  2/X/ alors il existe une lettre x vdrifian /w/,2 1 . 

P r  e u  v e : Soient y et x ,  deux lettres distinctes de X . Le graphe de 
non-commutat ion d e  X pour f étant fortement connexe, on déduit: 
3 ~ 0 . 2 1  ,z2 ,.... ,zp,zp+l ,. ... ,zq E X tels que: zo=zq=y, zp=x, V i f j  E [O,p] zi+z,, V i#j E [ p  ,q] 
Zi#zj, V i E [ I  ,q] t iZ i .1  B z ~ . ~ z ~  f. Posons v=zozlz2 ..... z,, et r=Z/X/.De ce qui précède, on 
déduit: / V I <  t et v f = { v } .  Considérons, maintenant, w E F(u* f ) ,  vérifiant lw ly2 1, 
alors: 3 w ~ , w ~ , w J , w ~ , w ~  E X*, 3 i j  E IN tels que: ~ = w ~ y , w ~ y ~ + ~ w ~  e t  
W ' = W , W ~ ~ ) U , ~ , + ~ W ~ W ~  E ui f ,  où y ,  est la j5me occurrence de y dans w ' .  Donc: 
3 vl .v2,v~.v4 E X* tels que:w' E vlyjv,u "1v3y j+tv4  f .  Comme V z E X . /u/ ,=l,  on 
déduit: v est un sous-mot de yjv2u t'1v3y,+t, avec zo=y, et ~,=y,+~. et, comme v f= {v}  , v 
est un sous-mot de y,~3y,+~.donc /w/,2 1 ,  et la propriété est bien vérifiée. 

1 On peut étendre facilement ce résultat pour obtenir: 

Lemme 3.4: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet X. 
Soir { X 1  ,X2,. . . . ,X,) , l'ensemble des composantes fortement connexes du graphe de 
non-commutation de X pour f. Soit u E X* tel que: V x E X, / ~ / ~ = l ,  alors: 
V w E F(u* f ) ,V  m E IN+, V k  E [ ~ , n ] ,  ( 3 y  ~ X k / / W / ~ 2 2 m / X k / )  * ( V x  E Xk, / ~ / ~ 2 m ) .  

Nous allons caractbriser les fonctions de semi-commutation f et les mots 
u vérifiant: u* f E ALG, en fonction du nombre de composantes fortement 
connexes du graphe de non-commutation de f pour a l p h ( u ) .  Si ce nombre est 
strictement plus grand que 2, nous pouvons énoncer: 

P ropos i t i on  3.5: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un 
alphabet X,  et u un mot de X* vlr$ianr: alph(u)=X. Si  le nombre de composantes 
fortement connexes du graphe de non commutation de X pour f est strictement 
suplrieur b 2,  alors u* f n'est pas un langage algtbrique. 



P r e u v e :  Soit { X I  , X 2 , .  . . , x n } ,  l'ensemble des composantes fortement 
connexes du graphe de non-commutation de X pour f .  Si n est supérieur ou égal à 
3, on peut vérifier facilement que: 3 i#j E [l ,n]  tels que V x E Xi, V y E X-Xi, xy E 
yx f. et V x E Xj V y  E X-Xj yx E xy f. Posons U I = U  n x , ,  U ~ = U  n&. U ~ = U  nx-cxiuxj). 
Comme n 2 3 ,  u 2 est différent du mot vide et: V i E [1 ,3] ,  V j#i E [1 ,3 ] , 
a lph (u i )na lph (u j )=@.  On déduit alors que: u* fnu:u:u$={ q u ~ u ~ .  n E IN ) 6Z ALG. 

Considérons, maintenant, le  cas où le nombre de composantes fortement 
connexes du graphe de non-commutation de a l p h ( u )  pour f est strictement 
inférieur à 3. Si ce nombre est égal à 1, la proposition 1.4 nous indique alors que 
u* f E RAT. Il nous reste donc à étudier le cas où le nombre de composantes 
fortement connexes du graphe de non-commutation de a l p h ( u )  pour f est égal à 2, 
et nous allons montrer que. dans ce cas, u* f E ALG.  

Soient, donc, un alphabet X ,  une fonction de semi-commutation f définie 
sur X *, et u un mot de X *. On peut supposer, sans nuire la généralité des 
démonstrations que X = a l p h ( u )  et V x E X, 1 .  Soit { x ]  , x 2 } ,  l'ensemble des 
composantes fortement connexes du graphe de non-commutation de X pour f. Dans 
tout ce qui suit, nous noterons u l = u  n x I  et i.ir=ii n x 2 .  NOUS avons VU, dans la 
preuve de la proposition 3.5 , que: V x  E X I ,  V y  E X2, xy E yx f ,  ou V x  E X I ,  V y  E X2, 
yx E xy f. Envisageons d'abord le cas où ces propriétés sont toutes deux vérifiées, 
il est alors facile de montrer: u* f= (D : ( X I  ,x2) h - l )  n ( u f  f üJ u; f ), où X I  est la 
première lettre de u l ,  x2  est la première lettre de u2, et h est le morphisme de X* 
vers { X I  ,x2} *, défini par: V x E {xl ,xz},  x h=x, V x E X-{XI ,x2J ,  x h = ~ .  D'après la 
proposition 3.6, u: f E RAT et u; f E RAT , on en déduit alors: u* f E ALG. 

Dans l'autre cas, la démonstration sera plus compliquée, et, pour alléger 
les notations, nous introduisons la définition suivante: Nous dirons qu'un alphabet 
X ,  une fonction de semi-commutation f, et un mot u vérifient l'hypothèse ( H )  si: 
V x E X, 1 ,  le graphe de non-commutation de X pour f comporte deux 
composantes fortement connexes: XI et X2,  V x E X I ,  V y E X2, xy E yx f, et 3 x E X I ,  3 
y E Xz tels que yx B xyf. (Le cas où: V x E X I , Q  y E X2 ,yx  E xy f ,e t  3 x  E X I , 3 y  E 
X 2  tels que xy yx f, se traiterait de manière identique.) Nous allons tout d'abord 
donner une caractérisation des mots appartenant au langage L = F G ( u *  f) en 
utilisant deux résultats énoncés précédemment: le lemme 2.1 et le lemme 3.3 du 
chapitre 2. Ces deux lemmes vont nous permettre de caractériser le langage 
L=FG(u* f) en liant le nombre de lettres de X I  et celui des lettres de X 2  dans les mots 
de L.  Dans ce qui suit, pour tout y E X2,  nous noterons: X y =  ( x  E X I  tq yx 4 xy f et x 
precbde y dans u ] ,  et X i = ( x  E Xl tq yx 4 x y f  et xprécède y dans u ) .  

Lemme 3.6: Soient X, f et u vtrifiant l'hypothdse (H).  Alors, un mot w de X* est un 
t l tmen t  de L=FG(u* f)  si et seulement si w vérifie les proprittés suivantes: 
w n x l  E FG(u7 f). w nX2 E FG(u; f), et pour toute lettre y de X2, pour tous mots 
t,t' de X* tels que w=tt', on a: V x E Xy, /tlX2/tly, V x E Xi,  / t lx2/tly-I.  



Preuve:-Soit w E L=FG(u* f ) .  En utilisant le lemme 3.3 du chapitre 2 
(lemme de projection sélective), on déduit facilement: w n x I  E FG(u7 f ) ,  et 
w n x 2  E FG(u; f). D'autre pan. soient y E X2. x E Xyi  X' E Xi . En utilisant de 
nouveau le lemme 3.3 du chapitre 2,  on déduit: w nxy f F G ( ( x y ) *  f ) ,  et 
w n x p y  E F G ( ( y x ' ) *  f ) .  Comme yx xy f et yx' Z x'y f, on en déduit alors: 
V t,t8 E X* tq w=it'. /tlx2/tly et /t/xn2/t/y-l. 

Réciproquement. soi t  w E X*, vérifiant: w nx, E FG(uF f ) .  
w n x 2  E FG(uZ f ) ,  et V y E X2. V t.t' E X* tq w=tt', V x E Xy /t lX2/tly et V x E Xj, 
/ t / x 2 / t l Y - I .  Soit p =  supi / w l x ,  x E X J ,  alors 3 wl E XT, 3 w2 E X; tels que: 
( W  ~ X , ) W I  E u: f, et ( w  n x 2 ) w 2  E u$ f. Posons w'=wiw2 .  Nous allons montrer 
que ww' E uP f. D'après le lemme 3.4, il suffit de montrer: V (x,y) E XxX , 
w w '  nxy E (uP nxy) f. Clairement. il suffit de vérifier cette propriété pour 
y E X2 et x E X y  U Xi. Pour la démonstration, on supposera x f Xy,  et, de façon 
similaire, on pourrait vérifier la propriété dans le cas x E Xi. Avec ces hypothèses, 
comme w w '  n x y = ( w  n x y ) ( w i  n x ) ( w 2  n y ) ,  on déduit du lemme 2.1.  
w w '  nxy E (xy)P f .  

O 

On peut déduire du résultat précédent: 

Propr idté  3 . 7 : S o i e n t  X ,  f .  e t  u vtrif ianr l'hypothdse ( H ) ,  soient 
w , v  E L =  FG(u* f ) ,  x E X vérifiant: 3 p,n E IN tels que w E #u;v com et wx E L ,  
alors: 

i )  S i x  E X I ,  vx E L. 
ii) Si x E X2, (VX E L)  ou (uIvx E L et n+O ). 

Preuve:  D'après le lemme 3.1, on déduit: upu;vx E L, donc u;vx E L et, 
en application du lemme 3.6, u;vx n x l  E FG(u: f ) ,  et u ;vx n x 2  E FG(uT f). 
D'autre pan, comme v E L, on déduit également du lemme 3.6, V y E X2, V z E Xy,  
V z' E Xi ,  V t,t' E X* tels que v=tte, /t/,L/tly, / t / z*2 / t /y - l .  Si x E XI ,  on en déduit donc 
immédiatement vx E L. Si x E X2, supposons vx fZ L, alors, clairement, n#O. De plus, 
de ce qui précède, on déduit: V y E X2, V z E Xy, V z' E Xi ,  V t,t' E X* tels que ttO=ulv, 
/t/,> /tlzt> /tIy-l ,  deoù ulvx E L. 

O 

Les trois propriétés suivantes sont d'autres conséquences faciles du 
l emme 3 .6 .  



Propr ié té  3.8: Soient X, f, et u vtrifiant l'hypothése (H),soient L=FG(u* f) et 
u J =u nx,, aiors:uL C L, et u1 t  C L. 

Propriétc! 3.9: Soient X, f, et u vkrifiant l'hypothdse (H),alors:V w E L=FG(u* f), 
V p  E IN. [ ( V Y  E X2. lwly2p) * ( 3 x  E X ,  tg /W/X>P-I) 1. 

Propr ié té  3.10: Soient X,  f, et u vtrifiant l'hypothise (H),soit w E L = FG(u*  f), 
soient p=sup{ /wIy ,  y E Xz} et q=inf{ / w l x ,  x E XI). Si q>p,  le mot w', obtenu à partir 
de w en effaaçant la qème occurrence de chaque lettre de XI est un élément de L. 

Nous allons maintenant montrer que si X ,  f ,  et u vérifient l'hypothèse 
( H ) ,  alors u*  f est algébrique, en construisant un automate à un compteur 
reconnaissant u* f. Soit M={X, P ,  S , so, I O ,  6, T),  l'automate à pile défini par: P={zo,  a) 
est l'alphabet de pile, S={ w E F G ( U ~ I ~ I '  f)] est l'ensemble des états, S O = E  est l'état 
initial, T={so} est l'ensemble des états terminaux, et S , la fonction de transition, est 
définie par les quatre règles suivantes: 

V n  E / N ,  V w E S vérifiant: V x E X, / w / ~ >  1, (w, E ,  z o a n ) k  (w', E ,  z0an), 
où w '  est obtenu à partie de w en effaçant la première occurrence de 
chaque lettre de X. 

V n E I N ,  V w E S vérifiant: q=inf{ /w/,,  x E X I }  2 1, (w ,&,z0an) r, 
( w ' , ~ , z ~ a n +  ' ) ,  si le mot w ' ,  obtenu à partir de w en effaçant la q h e  
occurrence de chaque lettre de X I ,  est un élément de S .  

Soit T(M)= { w E X* tq (E,  W ,  zO) + ( E ,  E ,  I O )  } , le langage reconnu par M 
par pile vide. Afin de prouver l'égalité T ( M ) = u *  f, nous allons tout d'abord 
m o n t r e r :  



Lemme 3.11: Pour tout mot w de X*,  pour tout Ltat v de  S ,  et pour tout entier n ,  si il 
existe une dérivation dans M permettant de passer de ( E ,  w ,  zn;! A (v,  E ,  zOan). alors w 
est un klkment de L=FG(u* f) et il existe un entier .,F vérifiant: iw E uPuyv c o m  . 

Preuve:  Nous allons établir la preuve p r  i n d u c h  sur la longueur de 
la dérivation: (E, W .  zO) (Y, E ,  zOan).  Le lemme .est clairement vérifié pour une 
longueur de dérivation nulle: en effet, dans ce a s ,  v = w = ~  et n-O. Supposons, 
maintenant, le lemme vérifié pour une longueur de dérivatim 1, et considérons la 
dérivation: (E,  w ,  zo) & (v,  E ,  zoan) .  Il est clair que le kmnme est vérifié si la 
dernière règle utilisée était la règle 2, 3 ou 4, sinon: 3 x E X, 3 v' E S. 3 w' E X* tels 
que w=wlx, v=vlx et: (E,  W'X, zO) $ (vol X ,  zOan) (vox, E ,  ZN") .  Par hypothèse de 
récurrence, w' E L, et 3 p E IN tel que w' E upu yv '  r o m .  On a donc bien 
w'x E upuyv'x corn. De plus, d'après la propriétl 3.8, u P u ~ v 0 x  E L. Le lemme 3.3 
nous permet alors d'affirmer: w'x E L. 

O 

Le résultat suivant est un peu le dual du lemme 3.13. 

Lemme 3.12: Pour tout mot w de L=FG(u* f), il existe un etut v dans S et un entier 
n tels que ( E ,  w,  zo )  +*- (Y ,  E ,  zOan).  

Preuve:  Nous allons faire une preuve par induction sur la longueur du 
mot W .  Le lemme est vérifié, de façon évidente, pour W = E .  Supposons, maintenant, 
le lemme vérifié pour w f L, et considérons x E X tel que wx E L. Par hypothèse de 
récurrence, 3 v E S ,  3 n E IN tels que: ( E ,  wx, zO) (v, x ,  zOan),  et, d'après le 1 emme  
3.11, 3 p  E IN tg w E uPuyv corn. Si on peut appliquer la règle 1, le lemme est alors 
vérifié, sinon envisageons deux cas: 

Comme wx E L, on déduit de la propriltl 3.7 que vx E L, donc /VI,= 81x1~. 
puisque la règle 1 ne peut pas s'appliquer. Alors, d'après le lemme 3.4, V x E XI, 
IV/,> 41x1. Distinguons, maintenant, deux sous-cas: 

1.1) La règle 2 peut s'appliquer. 

Alors, (v,  x, zOan) +, (v', X,  zOan),  et , comme v' est obtenu à partir 
de v en effaçant la premiére occurrence de chaque lettre de X ,  / v * / , = ~ / x / ~ - I ,  
et la règle 1 peut maintenani s'appliquer: (v', x,  zoan) +;- (v'x, e, zoan). 



1.2) La règle 2 ne peut pas s'appliquer. 

Alors. 3 y E X2 tel que /vly= O, et, V y E X2, /vly< 21x1 d'après le 
lemme 3.4. Comme V x E XI, /vlxl 41x1, on en déduit, grâce B la propriété 3.10, 
que, si q = i n f {  /wlx, x E XI), le mot v', obtenu à partir de v en effaçant la q h e  
occurrence de chaque lettre de X I  est un élément de S. On peut donc 
appliquer la règle 3: (v. x. zoan) + (v', x. zoan+l),  et, comme /v'l,=8/~/'-1, la 
règle 1 peut s'appliquer: (v', x, zOan+l) (v'x, E ,  zoan+l). 

D'après la propriété 3.7, (vx E L) ou (ulvx E L et n $0). Distinguons alors 
deux sous-cas: 

Comme on ne peut pas appliquer la régle 1 .  / V / , = ~ / X / ~ .  Grâce au 
lemme 3.4, on peut écrire: V y E X2, / v / ~ >  4/X/ ,  et, en application de la 
propriété 3.9: 3 z E X1 tel que /vlz2 41x1-1. Comme /X/1I,  /v/,22/X/, et, d'après le 
lemme 3.1, V y E XI, /vlyLI. La règle 2 peut donc s'appliquer: (v, x, zoan) 1, 
(v', X, z o a n ) ,  où v '  est obtenu il partir de v en effaçant la première 
occurrence de chaque lettre de X. Maintenant, d'après le lemme 3.2, v'x E S. 
et la règle 1 peut s'appliquer: (ulv', x, zOan-l) + (u~v'x,  E ,  zOan'l). 

Alors, ulvx E L et n #O.  Distinguons de nouveau deux sous-cas: 

2.2.1) La règle 2 peut s'appliquer. 

Alors, ( v ,  x,  zoan) + (v', x, zoan), où v' est obtenu à partir de 
v en effaçant la première occurrence de chaque lettre de X. D'après la 
propriété 3.7, ulvk E L. De plus, Y y E X1. /~ ' l y= /v /~ -Z  donc: / v ' / ~ <  81x1~. 
On peut donc appliquer la règle 4: (v', x, zoan) k (ulv', x,  zoan'l), et 
on se retrouve dans le cas 2.1. 

2.2.2) La règle 2 ne peut pas s'appliquer. 

Supposons qu'on ne puisse pas appliquer la règle 4, alors, 
3 y E XI tel que / V / ~ = ~ / X / ' ,  et d'après le lemme 3.4, V z E Xi, /v/,t 41x1. 
De plus, comme la régle 2 ne peut pas s'appliquer, 3 t E Xz tel que 
lvlt=O. On déduit alors du lemme 3.4, V z E X2, / v / ~ <  21x1, et, d'après le 
lemme 3.6 , vx E L. Cette contradiction nous permet donc d 'a f f iner  
que la règle 4 peut s'appliquer: (v, x, zoan) k (ulv, X, zOan'l), on se 
retrouve alors dans le cas 2.1, puisque ulvx E L, ce qui termine la 
démonstrat ion.  



Nous sommes maintenant en mesure de montrer T (M )= u*  f :  Soit 
w E T ( M ) ,  alors ( E .  W ,  zO)  ( E ,  E ,  zO), et, d'après le lemme 3.11, w E L=FG(u* f) et 
w E UP corn, donc w E L. Réciproquement, soit w E u* f, alors, d'après le 1 e m m  e 
3.12, 3 v € S ,  3 n E IN, tels que ( e ,  w ,  to) (v ,  e ,  toan) .  De plus, d'après le l e m m e  
3 .11 .3~  E IN tel que w E upu7v com. Comme w € u * f ,  3 q  E IN ,  tel que w E us f ,  
donc: v E (4'''') GP ) com, où u2= u n x2, et 8/~/'> q-p. On peut donc appliquer n 
fois la règle 4, et on obtient: (v ,  E ,  zoan) * (u,"v, E ,  z O ) ,  avec u;v E (uYP uTP ) corn. 
Enfin, en appliquant q-p fois la règle 2, on a bien: (u;v,  E ,  tO) * ( E ,  E,  20). 

O 

Cette dernière démonstration nous a donc permis d'établir que si le 
graphe de non-commutation de f pour a l p h ( u )  comportait deux composantes 
fortement connexes, alors u* f E A L G .  Nous pouvons donc énoncer: 

Propos i t ion  3.13: Soient X un alphabet, f une fonction de semi-commutation 
définie sur X * ,  et u , un mot de X*. L=u* f est un langage algkbrique si et 
seulement si le graphe de non-commutation de f pour alph(u) comporte au plus 
deux composantes fortement connexes. 

On peut remarquer que, si une condition simple permet de caractériser 
les fonctions de semi-commutation f et les mots u vérifiant: u* f E A L G ,  il n'en va 
pas de même si on considère, au lieu d'un seul mot, un langage, même fini et très 
simple, comme le montre l'exemple ci-dessous: 

Soient X= ( a , b , c ) ,  et f ,  la fonction de semi-commutation associée aux 
régles: ba -i 46, ac -+ Ca, bc + cb. Soit F={ab, cal,  on peut vérifier facilement que: 
F* f n a*c*b*a* = ( (ab)* (ca)* ) f n a*c*b*a* = { aPcqbpa9 ,p ,q  E IN J ,  qui n'est 
pas un langage algébrique. 



1 Chapitre 5 :  Automates asynchrones. 1 

1. Définitions et pro~r ié té s  de  base, 

A omat 2 n c h r o n e s .  





Nous donnons ici une définition équivalente celle donnée initialement 
par Zielonka: 

Définition 1.1: Un automate f ini  asynchrone sur une famille F = { x ~  , x 2 , .  .. ,X,] 
d'alphabets, appelé encore F-asynchrone, est un 6-uple M=(F,H,S,* ,so,T) 03: H est 
un ensemble fini, S={s:F ?, H} est l'ensemble des Ltats, so E S est l'trtat initial, T t S 
est l'ensemble des états terminaux, et * désigne la fonction de transition. 

n 

A tout x de X= V X i  est associée une application 6,: Sx + Sx où 
Sx={s:Fx  + H}, F x  désignant la famille {Xi  E F 1 x € X d .  On peut alors définir la 
fonction de transition: V x E X, V s E S ,  sO=s*x est déterminé par: 

V Xi E F-Fx, Xi s'=Xi S ,  

V Xi E Fx, Xi s'=Xi ( sx  6x)  où sx désigne la restriction de s Fx. 

On étend alors, de façon usuelle, la fonction de transition aux mots, ce qui permet 
de définir le langage reconnu par cet automate, L(M)={u E X* 1 so*u € Tl. 

Exemple 1.2: Construisons un automate fini asynchrone sur la famille 
{XI ,X2) avec X I  ={a,b,d}, X2={c,d}, pour le Iangage rationnel R=(a+b+c+d)*d. Ici, nous 
prendrons H = { O , l }  et un état s sera représenté par un couple dont la première 
composante est l'image de X I  et la seconde est l'image de X2.. On prend 6 = ~ 6 b = 6 ~  avec 
O 6,=0, 1 S,=O, a et b "travaillant" sur la première composante et c sur la seconde. 
La lettre d "travaille" sur  les deux composantes et 6 d  est donné par 
0 0  6d= 01 6d= I O Sd= 1 l 6d= 1 1 .  On peut alors représenter l'automate où 0 0  est l'état 
initial et I I  est le seul 6tat terminal. 



Remarque: T r iv i a l emen t ,  tout automate fini sur un alphabet X peut 
être considéré comme asynchrone sur la famille F= {XI. 

Si M = (F ,H , S ,  * ,so ,T) est un automate asynchrone sur une famille 
d'alphabets F = {XI .X2,...,X,}, nous dirons alors que M est F-asynchrone. 

Considérons deux lettres x et y de X= Xi , telles que F, n Fy= 0. Alors: 
V s E S, s*xy= s*yx. En effet, considérons Xi E F. Si Xi ne contient ni x ni y,  alors, 
par définition, Xi (s*xy)=Xi (s*yx)=Xi S. Si Xi contient X ,  alors, Xi (s*xy)=Xi (s*x)= 
Xi  (s*yx) ,  puisque, par hypothèse, X i  ne contient pas y.  Enfin, si X i  contient y,  
symétriquement, nous obtenons: X i  ( s*xy)  = X i  ( s * y )  = X i  ( s*yx) .  Soient, 
maintenant, la relation de  commutation partielle C F ,  définie sur X par: 
V (x,y) E XXX, (x,y)f  CF,  si et seulement si F , n  F y = O ,  et g ~ ,  la fonction de 
commutation partielle associée à CF.. NOUS dimns que g~ est la fonction de 
commutation partielle induite par F. De ce qui précède, on déduit: V u E X*, V v E 
u gr, V s E S, s*u=s*v, et nous pouvons Cnoncer: 

Lemme 1.3: Soit M un automate F-asynchrone. Alors L(M) ,  le langage reconnu 
par  M, est ferm6 pour la fonction de commuration partielle g~ induite par  F. 

Nous terminerons cette section d'introduction avec le résulitat 
fondamental de W. Zielonka qui a prouvé dans 1361 la difficile rtciproque du lemme 
précédent :  

Théoreme 1.4: Soient f une fonction de commutation partielle dkfinie sur  un 
alphabet X, et R t X*, un langage rationnel fennk par  f. Alors i l  existe un automate 
F-asynchrone M qui reconnait R et tel que la fonction de cornmuration induire par 
F soit f. 



2. Automates virtuellement asvnchrones, 

Clairement, il est toujours possible, par un simple renommage des états, 
de considérer un automate asynchrone sur une famille d'alphabet comme un 
automate fini habituel. Réciproquement, cela n'est évidemment pas le cas, aussi 
introduisons-nous la notion d'automate vir tuel lement  a synchrone  sur une 
famille d'alphabets. Plus précisément: 

Déf in i t ion  2.1: Soienr M = ( X , Q , @  ,qo,E) un automate fini dtterministe er 
F = X x . . .  X }  une famille d'alphabets v i r i 'an t  X = V Xi. L'automate M est 
virtuellement asynchrone sur la famille F,  si il existe Irn auromate F-asynchrone 
M'= ( F  ,H ,S  ,* ,so,T) qui lui est isomorphe. 

Dans cette section, nous allons nous donner les moyens de décider quand 
un automate est virtuellement asynchrone sur  une famille d'alphabets. Soient, 
donc, un automate fini déterministe M =(X,Q ,@ ,qo,E)  et une famille d'alphabets 
F =  { x , . x ~  ..... x,} vérifiant X= 0 X i .  Posons 7 .: ,.... z. les plus fines relations 

R 
d'équivalences, définies sur Q et vérifiant les deux propriétés suivantes: 

Nous allons tout d'abord montrer qu'on peur effectivement construire 
ces relations: Posons Bo= {(p,Xk,q) OP p,q E Q,Xk E F tels que 3 qo,ql. .. . ,qt E Q tels 
que p=qo, q=qt et V i E [I , t - l] ,  3 x E X-Xk / (q i=q i+ l@~)  ou (q i+ l=q i@~)] .  Définissons 
la suite B(iE IN) par: Bi+l =Bi U {(p,Xk,q) / p,q E Q, Xk E F tels que: 3 x E Xk, 3 p',q' E Q 
vérifiant: ( p ' @ ~ , X k , p )  E Bi, ( q '@~,Xk ,q )  E Bi, et V Xj E F,, (pO,Xj .q') € B d .  Posons 
B=Y Bi.  Clairement, d'après la construction de l'ensemble B :  V p.q E Q. V Xk E F. 

E B)  CJ ( (q ,xk ,p)  E 8 ) .  D'autre pan, comme BoE p) est une suite croissante 
majorée par l'ensemble fini QxFxQ, il existe un entier m tel que B,=B,+,=B. 

Nous allons montrer que nous avons bien construit les relations l,z, ...,?. 
Plus précisément, soient t#, f ,  ...,? les relations définies s u r  Q par: V i E [ l  .n]  , 
V p,q E Q ,  p f q  si et seulement si @ ,X i ,q )  f B .  Vérifions qu'il s'agit bien de 
relations d'équivalence. Nous avons vu que ces relations Ctaient rCflexives et 
symçtriques, il nous reste donc à montrer qu'elles sont tgalemcnt transitives. Nous 
allons pour cela utiliser les deux lemmes suivants. 



Lemme 2.2: V q E  Q, VXk E F ,  ( 3 p  E Q 1 (pJk,q) E B et (pJk,q)  é B O ) )  * 
( 3 r E  Q, 3 X E  Xk /(r@x,Xk,q) E Bo). 

P r e u v e  : Soit io, le plus petit i vérifiant: 3 p E Q 1 (pJk ,q) E Bi et 
( p  ,Xk .q) B Bo. Comme ( p  ,Xk ,q) B Bio-l ,  3 p',q' E Q, 3 x E Xk vérifiant: 
(pt@x,Xk,p) E Bio-le  (qP@x,Xk,q) E Bio-l, et V Xj E F x ,  (p',Xj ,q') E Bio-,. Et par 
définition de io, on en déduit que (q'@x,Xk,q) E Bo. 

O 

Lemme 2.3: V p,q,r E Q, V Xk E F ,  V i E IN, ((p,Xk,q) E Bi et (qJk,r)  E Bo) * 
(f~,Xktr)  E Bi). 

P r e u v e :  La preuve s'appuie sur une récurrence portant sur i. Le 
résultat est évident pour i=O. Supposons le lemme vérifié jusque i>O et considérons 
p,q,r E Q tels que (p,Xk,q) E Bi+] et (q,Xk,r) E Bo. Si (p,Xk,q) E Bi, alors le lemme est 
. vérifié, sinon: 3 x E Xk, 3 p',q' E Q tels que (p'@x,Xk,p) E Bi, (q'@x,Xk,q) E Bi, et 

V Xj E F x ,  (p',Xj ,q') E Bi. Comme le lemme est vérifié pour i, on en déduit que 
(qe%x,Xk,r) E Bi et (p.Xk,r) E Bi+]. 

l 

Nous sommes maintenant en mesure de montrer: 

Preuve:  Si pIJq et q l r ,  alors (p,Xi,q) E B et (q,Xi,ï) E B. Si (p,Xi,q) E Bo 
ou (q,Xi,r) E Bo, alors, d'après le lemme 2.3, (p,Xi,r) E B. Sinon, d'après le l e m m e  
2.2, 3 s E Q, 3 x E Xi tels que (s@x,Xj,q) E Bo. Comme (p,Xi,q) E B, et (q,Xi,r) E B,, 
on déduit du lemme 2.3: 3 s E Q, 3 x E Xi tels que (s@x,Xi,p) E Bm et (s@x,Xi,r) E B,. 
Comme de plus, VXj E F I ,  (sJ~J) E B,, on obtient (p,Xi,r) E Bm+1=Bm=B. 

O 

Les relations 7 ,  #2,...,n# sont donc bien des relations d'équivalence. 
Clairement, d'après la construction de l'ensemble B .  ces relations vérifient les 
propriétés P I  et Pz. Comme les relations H,E, . . . , I  sont les plus fines relations 

1 2  n 
d'équivalence vérifiant ces deux propriétés, on en déduit: V p,q E Q ,  V i E [ l  , n ] ,  
p5q e # q  . Réciproquement, on demontre très facilement, par induction sur le 
plus petit k tel que (p,Xi,q) E Bk: V p,q E Q, V i E [l,n], p#q --I p z q .  On a donc bien 
construit les relations , l , , . . . , .  En notant la classe dléquivalenc; d'un état p pour 
la relation d'équivalence 5 par [pli, les propriétés P l  et Pz s'écrivent: 



Propriété 2.5: V q E Q, V i  E [l ,n],  VX E X-Xi, [p]i=[p@xIi. 

Propriété 2.6: V x E X ,  V p , q  E Q ,  ( V  Xi E Fx, [ ~ I i = [ q I i )  * ( v  Xi E Fx. [~@xIi=[q@xIi)  

La proposition suivante donne une relation liant les états d'un automate 
asynchrone M et les classes d'équivalence d'un automate fini "classique" 
isomorphe à M .  

Proposition 2.7: Soient M=(F,H,S,*,so,U un automate asynchrone sur une famille 
d'alphabets F = ( x ~  .X2... . XJ vtrifiant X= Xi, et M'=(X.Q.@,qo,E) un automate fini 
dtterministe vtrifiant M'=M 4 ,  OP 4 est un isomorphisme d'automate. Alors: V s,s' 
E S ,  V i  E [I,n],  ( [ s  4]i=[s0 @li) --' ( X i  s=Xi s'). 

P r e u v e :  La preuve de cette proposition s'appuie sur la construction de 
l'ensemble B. Soient p=s @,q=s' @ E Q,  i  E [1 ,n], tels que [p]i=[q]i.  Soit t  le plus petit 
entier tel que ( p  ,Xi,q) E Bt. Si t=O, 3 r1,r2 ,..., rk E Q tels que : p = r , .  q-rk, et 
V j E [ l  , k - l ] ,  3 x E X-Xi vérifiant q j=q  .+,QDx ou q j + l = q j @ x .  Comme M e s t  
asynchrone. on déduit: V j E [ l k - 1 1 ,  Xi.(qj d - l ) = ~ i  (q j+]  @-') .  donc Xi  s = X ~  S.. 

Supposons, maintenant, la proposition vérifiée jusque r>O et soient 
p=s #,q=s'  4 E Q ,  vérifiant (p,Xi,q) E BI+,  et (p,Xi,q) B BI.  Alors, il existe des états 
p' et q' dans Q , et une lettre y de Xi vérifiant: V Xj E F y ,  (p',X,,q') E Bt, (p0@y,Xi$) E 
B t ,  ( q ' @ y , X i , q )  E Bt .  En appliquant l'hypothèse de récurrence, on déduit 
Xi  ( ( p .  # - ' ) * y ) = ~ i  s et X i  ( ( q '  @* ' )*y )=Xi  s'. De plus, comme M est asynchrone: 
Xi ( ( P I  @ - ' ) * y ) = x i  ( (4 '  @-')*Y) donc X i  s=Xi  s'. 

O 

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section: 

P r o p o s i t i o n  2.8: So ien t  M = ( X , Q , @ , q o , E )  un  automate fini dtterministe,  
complEtement spkc f i t ,  et F = { x i  ,XI .. . . , x J  une famille d'alphabets drifianr: X= 0 FI xi. 
Alors M est virtuellement F-asynchrone si et seulement si: V p#q E Q,, 3 i E [ l ,n]  / 
I ~ l i + l q l i ,  

En outre, quand les conditions de cette proposition sont remplies, 
l'automate M'=(F  ,H ,S,*,so,T)=M 0 où $:Q -4 S est l'isomorphisme d'automate défini 
par: V q E Q , s=q.@ est dtterminé par: V i E [l , n ] ,  X i  s = [ q ] i ,  est un automate 
F -asynchrone isomorphe à M. 



P r e u v e :  Nous allons montrer que la  condition es t  suffisante en 
vérifiant que l'automate M ' défini ci-dessus est bien F -asynchrone .  

- Soient s E S .  x E X ,  X i  E Fx. Posons q = s  O- ' ,  alors, X i  s = [ q ] i  et 
Xi  (s*x)=[qéOx]i. D'après la propriért 2.5, on déduit donc: Xi (s*x)=Xi S. 

- Soient s,s' E S ,  x E X, vérifiant V Xi E F x ,  Xi s=Xi.s'. Posons q = s  O- '  et 
q8=s'@-' .  Alors. V Xi  E Fx. [q]i=[q']i et d'après la p r o p r i t t t  2.6 on déduit: V Xi E Fx, 
X i  (s*x)=Xi ( s ' * x ) .  L'automate M '  est donc bien F-asynchrone .  

Réciproquement, supposons qu'il existe un automate F - a s y n  c h r o n  e 
M "=(F ,D ,V,B ,vo,Z), vérifiant: M "=M (P est isomorphe ii M et 3 q # q '  E Q tels que 
t, i E [ l , n l ,  [q]i=[q']i. Soient v=q (P et v'=q' (P. Comme v f  v', il existe j E [ l  ,n]  tel 
que X j v f X j v ' .  D'après la p r o p o s i t i o n  2 . 7  ceci entraine [q],# [ q ' l j .  Cette 
contradiction avec les hypothèses termine donc la preuve de la proposition. 

Nous allons appliquer ce résultat sur un exemple: 

Exemple 2.9: Examinons si  l'automate suivant, admettant comme 
alphabet d'entrée X= { a,b,c,d) est virtuellement asynchrone sur F= {XI . X 2 , X 3 , x 4 , x 5 ~ o )  . 
où Xl={a,b), X2= (a,c) ,  X3={a,d), X4={b,c), X5=(b,d) et X6= (c,d). 



Calculons les différentes classes d'équivalence dans ce cas Pour plus de 
lisibilité, nous effectuerons les fermetures transitives au fur et h mesure. alors que 
dans l'algorithme réel ces fermetures sont "retardées". Aussi présenterons-nous 
les étapes successives de calcul sous formes de partitions de l'ensemble des états de 
l'automate pour chacune des six composantes, ces partitions convergeant vers les 
classes d'équivalences souhaitées. Nous obtenons ainsi dans un premier temps: 

Comme les états 0,4,5,9 et 10 sont dans un même élément de partition 
pour les trois composantes concernant la lettre b. nous devons rCunir dans un 
même élément de partition, pour chacune de ces trois composantes, les éléments de 
partition contenant les Ctats 1,3611,12, ateints B partir des états 0,4.5.9,10 en lisant 
la lettre b.  Le même cas se produit pour les états 3.8 avec la lettre a ,  cependant, 
comme on boucle sur chacun de ces états en lisant a ,  ce cas n'appone pas de 
changement et on obtient: 

Les états 1 et 2 sont maintenant rCunis dans les trois composantes 
concernant la lettre a .  Le même cas se produit pour les états 1,3,6,8,11,12 avec la 
lettre b. et pour les états 1 et 2 d'une pan, 6 et 7 d'autre pan avec la lettre d .  On 
aboutit alors aux partitions suivantes: 



On constate alors qu'un nouveau calcul ne change plus ces partitions. 
Comme il n'existe pas deux états différents qui soient dans une même partition 
pour les six composantes, on en déduit que l'automate considéré est bien 
virtuellement asynchrone sur la famille d'alphabets donnée. En renommant les 
différentes classes d'equivalence comme indiqué sur le tableau suivant, on obtient 
alors l'automate asynchrone correspondant. 



L'automate asynchrone construit dans la preuve du thtorLme 1.4 ( voir 
[34]) pour une relation ou une fac t ion  de commutation partielle f donnte est un 
automate asynchrone sur la famille des cliques maximales du graphe de non- 
commutation de la fonction f. La famille des automates 2-asynchrones correspond 
en quelque sorte la famille des automates asynchrones où l'information est la 
plus répartie possible: 



Definition 3.1: On appelle automate 2-asynchrone tout automate asynchrone sur 
une famille d'alphabets qui ont une cardinalité inférieure ou égale d 2. 

La famille des automates 2-asynchrones a en fait la même puissance que 
la famille des automates asynchrones quelconques comme le montre la proposition 
suivante:  

Proposi t ion 3.2: [16] Pour tout automate M asynchrone sur une famille F ,  il 
existe un automate M'  2-asynchrone sur une famille F', reconnaissant le même 
langage, et tel que la fonction de commutation partielle induite par F' soit égale h 
la fonction de commutation partielle induite par F .  

La preuve de cette proposition s'appuie sur la construction d'un 
automate 2-asynchrone qui, pour un alphabet X ,  reconnait la dernière lettre lue 
pour tous les mots de X*. La construction de cet automate est elle même basée sur 
celle d'un automate 2-asynchrone reconnaissant la dernière lettre des mots 
construits sur un alphabet de trois lettres. La proposition 3.2 et le théorème 1.4 
permettent alors de conclure: 

Proposition 3.3: [16] Soient f une fonction de commutation partielle définie sur 
un alphabet X et R C X* un rationnel fermé par f ,  alors il existe un automate 2- 
asynchrone sur une famille F ,  reconnaissant R ,  tel que la fonction de commutation 
induite par F soit dgale b f. 

Dans le cas où la fonction f est la fonction où rien ne commute, an 
obtient alors le résultat suivant: 

Corrol la ire  3.4: [16] Tout rationnel R défini sur un alphabet X peut être reconnu 
par un automate asynchrone sur la famille {{x,y}, x,y E X ,  x#y}.  

La construction utilisée dans la preuve de la proposirion 3.2 permet 
d'obtenir un automate 2-asynchrone reconnaissant un rationnel quelconque, à 
partir d'un automate "classique" qui reconnait ce rationnel. Nous proposons ici 
une preuve différente du corrollaire 3.4. 



Remarquons tout d'abord que, pour un rationnel défini sur un alphabet 
de 2 lettres, tout automate fini reconnaissant ce  rationnel convient. Nous 
considérerons donc un alphabet A = ( O , ]  ,. . ,n-1) avec n r 3 .  Soit le  langage rationnel 
R C A* reconnu par un automate fini, déterministe, compléternent spécifié 
M=(A ,Q ,* ,qo,S). Posons F= {Aij={ij} 1 i  j E A, i#j} et pour tout i  de A ,  Fi= {Aiklk#i). Soit 
m le plus petit entier supérieur ou égal B n  tel que m ne soit pas divisible par 
m-n+3. Posons M = [ O ,  ..., m-1] et P = MxQ xM. Notons nJ et n3 les applications de P vers 
M définies par: V p=(xl,x2,x3) E P, p n J = x l ,  et p  n 3 = x 3 ,  et n2, l'application de P 
vers Q définie par: v ~ = ( x J , x ~ , x ~ )  E P. n 2 = x 2 .  Considérons I'automate 
2-asynchrone M'=(F,P,V,@,v0 ,T) ,  et pour tout i  de A ,  pour tout v  de V ,  notons vi, la 
restriction de  v  à F i  et S i ,  l'application de v  dans /A' définie par: V v  E V ,  
v Si= Z: ( ( A i j  V )  I I J ) .  

Ai jc  F i  

Remarquons que si V' E V avec v;= v i ,  alors v' si= v  S i ,  donc v  Si  peut 
être calculé à partir de Vi. Nous allons définir l'état initial vo et la fonction de 
transition de M' de manière à ce que, pour tout Ctat accessible v  dans M ' ,  toute 
lettre i  de A puisse retrouver I'état atteint dans M par l'intermédiaire de la 
connaissance de la dernière lettre lue. Plus précisément, vo et la fonction de 
transition de M '  vont nous permettre d'établir, par induction sur u  E A*, que 
v=vo@u vérifie la propriéte suivante notée ( P ) :  

( P  J ) :  il existe un et un seul i de A ,  noté l e t t r e ( v )  tel que pour tout k 
différent de i ,  ( ( A  ik v )  n 3 ) = v  Si (modulo m ) .  

( P z ) :  pour tout k différent de lettre(v),  lertre(v)=v Sk (modulo m )  

( P 3 ) :  il existe e dans Q ,  noté t t a t ( v )  tel que qo*u=e et pour tout k  différent 
de i ,  ( (Aik  v )  n 2 ) = e .  

Définissons vo par: V k#l  E A, (Ahl v o ) = ( l , q o , n - 1 )  et V k+l E A,  
j # i  E A ,  ( A  j k  v o )  = (O,qo,O). Clairement, vo vérifie la propriété ( P )  avec 

l e t t r e (v0 )  -1 et t?tat(vo)=qo. Soit v=vo*u vérifiant (P) et v '=v$ i .  L'application Vi 
permet alors de retrouver le t tre(v)  et t?tat(v). En effet, si pour tout k différent de i, 
( (Aik  v i )  n 3 ) = v  Si  (modulo m ) ,  alors i=le t t re (v)  et pour tout tout k différent de i ,  
( ( A i t  v i )  n 2 ) = t ! t a t ( v ) .  Sinon l e t t re (v)=v Si (modulo m )  et k ta t ( v )=( (A i j  v )  f 1 2 )  où 
j=lettre(v).  Pour définir vj=vi Si, distinguons deux cas: 

Supposons i= le t t r e (v ) .  Définissons dans ce cas v j  par: pour tout k 
différent  d e  i :  ( ( A  i k  v / )  n J ) =  ( ( A ~ ~  v i )  n 1 ) ,  { ( A i k  v / )  n 2 ) = t t a t ( v ) * i ,  et 
( ( A i &  v / )  n3)= ((Aik v i )  n3). II est clair qu'alors v r  vtrifie la propriété ( P ) .  

Supposons maintenant i+lettre(v).  Définissons dans ce cas v i  par V k#i ,  
vk#j. ( ( A i t  v / )  n J ) = i - l e t t r e ( ~ ) + ( ( ~ i k  v i )  n j ) ( m o d u 1 0  m ) ,  ( ( A i ,  v / )  n , ) = i -  
( ( A i j  v i )  n3) + ((A, v i)  n J )  (modulo m ), V k#i. ((Aik v a  n2)=t?rat(v)+i .  et V kgi. 
( ( A  ik v i )  n3) = Y ' S ,  (modulo m ) .  



Montrons maintenant que v  '= vo @ u vérifie ( P )  . D'après la construction de 
v ' ,  il suffit de prouver qu'il n'existe pas k # i  tel que pour tout 1 différent de k ,  
( ( A k l  v ' )  n 3 ) = v 0  Sk (modulo m ) .  Alors, pour l = i  (différent de k ) ,  on obtient 
( ( A i k  v ' )  n 3 ) = v '  Sk (modulo m ) .  D'autre pan, par construction de v', ( (A jk  v ' )  n3) 
= V '  S i  (modulo m )  et i=v' Sk (modulo m ) .  On déduit alors v' S j=vO SA= i (modulo m ) .  
Nous allons montrer maintenant que ( ( A i j  v j )  n3)=i. Distinguons deux cas: 

Si k + j ,  ( ( A i ,  v i )  n3 )=((~k j  v )  n3) car v  vérifie (P) et j = l e t t r e ( v ) .  Or 
( ( A  k j  v )  n 3 )  = ( ( A  k j  v ' )  n 3 )  car k et j  sont différents de i .  Par hypothèse. 
( ( A k j  v ')  n , ) = v 0  Sk (modulo m  ), donc ( (A i ,  v i )  n 3 ) = v e  Sk=i (moduio m ) .  

Si k=j .  comme A  contient au moins trois lettres, il existe 1 dans A  avec l#i 
et l#j. Comme v  vérifie ( P )  avec j=le t tre(v) ,  ( ( A  j, v )  n 3 ) = ( ( A  1. v )  n3) et comme i#j  
et i t l ,  A  l j  v  ne peut Stre modifié par la lettre i ,  donc ( ( A l ,  v )  f i 3 ) = ( ( A 0  v O )  nr) qui 
est égal à v' S, modulo n  soit i. 

Nous avons donc établi dans les deux cas que ( ( A i ,  v j )  n 3 ) = i .  D'autre 
part, par construction de  v ' ,  pour tout 1 différent de i et différent de j ,  

( ( A i l v i l  n l ) = j - i + ( ( A i l v { )  D l )  (modulo n )  et ( ( A i ,  v j )  n l ) = ( ( A i j  v j )  & ) - i +  
( ( A i ,  v,l) n1) (modulo m ) = ( ( A i j  vjl nl) (modulo m ) .  Comme ( ( A j j  v i )  nl) E M et 
( ( A i j  v,l) n,) E M. on déduit ( (A i ,  v i )  n l ) = ( ( A i j  v i )  nl). Considérons maintenant 
v Si .  Comme v vérifie ( P ) ,  v Si=j (modulo m ) .  D'autre pan, v  Si= Z ( ( A i l  v i )  nl)  = 
Z ( ( ~ i l  v i )  n l ) + ( ( A i j  v )  n1). 

I+i 
l#j 

D'après ce qui précède, on déduit: 

v  S i = x f ( j - i + ( ( ~ i l  V I )  ~ I ) ) ] + ( ( A ~ ,  v i )  n,) (modulo m ) .  
t f j  

Donc, j = ( n - 2 ) ( j - I ) + Z ( ( A i l  v,l) nI) (modulo m )  et ( n - 3 ) ( j - ] ) = O  (modulo 
l z i  

m ) ,  car X ( ( A i l  v / )  n 1 ) = v e S j = i  (modulo m ) .  On déduit alors (m-n+3)( j - i )=0 (modulo 
l#i  

m ) .  Or m  est tel que m - n + 3  ne divise pas m  (on remarquera qu'il suffit de prendre 
m  = n  dans le cas où n  n'est pas divisible par 3). Donc j = i ,  ce qui contredit notre 
hypothèse i ; t l e t t re (v ) .  Cette contradiction nous permet d'affirmer que v' vérifie 
(P). En posant T= {vo@ul  u E A*, Ltat(v) E SI ,  on déduit facilement du fait que la 
propriété ( P )  est vérifiée par tout v = v o @ u ,  légalité entre le langage reconnu par M 
et le langage reconnu par M '. 

O 



Exemple 3.5: Soit l'alphabet A={0,1,2,3} et R=0(20)* (31)+  le langage 
reconnu par l'automate déterministe non compl 

L 
r 

3 

En appliquant la construction précédente, nous obtenons l'automate 2- 
asynchrone sur la famille { { O 1  { O 2  { O 3  { 2  { 3  2 3 non complètement 
spécifié, reconnaissant R ,  donné ci-dessous. Chaque état v de cet automate, est 
représenté par (Aol v)tAoz v)(Aos v) (A12 v)(A13 v)(A23 v ) .  
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R é s u m é :  

Ce travail poursuit l'btude des fonctions de commutation dans 
De telles fonctions permettent de modtliser le  comportement de 
concurrents: les fonctions de commutation partielle reprtsentent le 
certaines actions peuvent s'extcuter simultanément et les fonctions 
commutation formalisent des transactions du type "producteur-consomma 

Dans le chapitre consacré aux compositions de fonctions de commurar~on 
partitionnée, nous rdpondons ndgativement B une question formulée par 
M. Clerbout concernant l'existence d'une forme normale pour ces compositions dc 
fonctions. Nous y introduisons tgalement la notion de fonction de rangement el 
nous montrons qu'il est dtcidable de determiner si une composition de fonctions de 
commutation partitionnde est une fonction de rangement (universelle). 

Les fonctions de semi-commutation algtbrico-rationnelles sont des I 

fonctions de semi-commutation qui transforment tout langage rationnel en 
langage algébrique. Elles sont introduites dans le chapitre traitant de Ia fermeture l 

de langages par fonctions de semi-commutation. Nous donnons une carocttrisation 
simple des graphes de commutation associés ces fonctions. Nous donnons 
tgalement une condition nbcessaire et suffisante pour que l'image par une 

1 I 
fonction de semi-commutation de l'étoile d'un mot soit algebrique. 

Le dernier chapitre est consacrt aux automates asynchrones introduits 
par W. Zielonka. Nous y montrons en particulier que tout rationnel peut etre 
reconnu par un automate 2-asynchrone. Nous donnons Cgalement une condition 
ntcessaire et suffisante, dtcidable, pour qu'un automate soit virtuellement 
asynchrone sur une famille d'alphabets, c'est B dire qu'il peut etre rendu 
asynchrone par un simple renommage de ses ttats. 

Mots cles: 
Commutation partielle, 
semi-commutation, 
fonction alg6brico-rationnelle, 
automate asynchrone. 




