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Introduction.

Pour les premiéres générations d'ordinateurs, la théorie des automates
est un outil formel permettant de représenter le comportement des programmes
séquentiels se déroulant sur ces machines mono-utilisateurs. Puis sont apparues
les notions de parallélisme, de processus concurrents, de systémes répartis, de
réseaux, nécessitant souvent la mise en place de mécanismes complexes de
synchronisation ou d'exclusion mutuelle pour l'accés a une ressource.

Un des modéeles les plus utilisés pour représenter le comportement de
processus paralléles est celui des réseaux de Pétri introduits par C.A. Pétri en 1960.
Plus récemment, pour décrire le comportement d'un réseau de Pétri, Mazurkiewicz
a utilisé dans [24]) la notion de trace et de langage trace introduite, pour des
problémes de combinatoire, par Cartier et Foata dans [7] en 1969. Une trace étant
un ensemble partiellement ordonné de lettres, représentant des noms d'actions,
elle peut étre considérée comme un modele pour des processus concurrents.

Le fait que deux actions peuvent €tre effectuées simultanément peut
étre formalisé par une relation de commutation liant les lettres représentant ces
actions. Cette relation exprime qu'il est indifférent d' effectuer ces actions dans un
ordre précis. Plus précisément, si X est un alphabet, une relation de commutation
partielle C définie sur X est une relation irréflexive et symétrique. Les traces
sont les classes d'équivalence de la congruence engendrée par la relation C sur X*.

Dans [8], M. Clerbout a introduit et étudié deux nouvelles familles de
relations de commutation: la sous-famille des relations de commutation
partitionnée dont la relation complémentaire est une relation d'équivalence, et
la famille des relations de semi-commutation, versions non symétriques des
relations de commutation partielle.

On peut identifier une relation de semi-commutation 2 un systéeme de
réécriture ou toutes les régles sont de la forme xy — yx, x ety étant deux lettres
distinctes. L'opération qui & un mot associe l'ensemble de tous les mots obtenus par
réécritures dans le systeme est appelée fonction de semi-commutation. Ainsi, la
régle ba — ab définit sur l'alphabet {a,b} une relation de semi-commutation. Alors
que les relations de commutation partielle formalisent le parallélisme, les relations
de semi-commutation expriment le fait que certaines actions doivent étre
effectuées avant d'autres. Supposons que la lettrc a représente l'action "produire”
un message dans un buffer, et que la lettre b représente l'action "consommer” un
message dans ce méme buffer. Si le buffer est de taille 1, le langage représentant
le bon déroulement des opérations est (ab)*.




Si on considére maintenant un buffer de taille infinie, on peut alors
produire plus vite qu'on ne consomme mais on ne peut évidemment pas
consommer un message non encore produit. Le langage représentant le bon
déroulement des opérations est alors l'image du langage (ab)* par la fonction de
semi-commutation associée, qui est l'union des images des mots du langage. On
obtient dans ce cas le langage de semi-Dyck sur une paire de parenthéses.

Comme pour les langages commutatifs (voir les travaux de M. Latteux sur
ce sujet, et en particulier, [2], [22], [23]), les relations de commutation partielle et
de semi-commutation ont succité récemment de nombreux travaux, dont nous
allons rappeler les principaux résultats dans les différents chapitres composant
cet ouvrage.

Le premier chapitre est consacré aux notations, définitions et résultats
de base qui seront utilisés par la suite. Les deux premieres sections rappellent des
notions de base de la théorie des langages formels et des graphes. Les sections
suivantes sont consacrées a l'introduction des fonctions de commutation. En
particulier, la derniére section donne les liens existant entre la famille des semi-
commutations introduite par M. Clerbout [8],la famille des commutations
partielles, introduites par P. Cartier et D. Foata [7], et celle des commutations
partitionnées. Ces résultats, montrés par M. Clerbout [8], ont permis en
particulier a D. Perrin [30], de simplifier un certain nombre de preuves

concernant les relations de commutation partielle.

Nous introduisons, dans le second chapitre, une technique de
numérotation des différentes occurrences d'une méme lettre dans un mot. Celle -
ci est basée sur la définition d'image par substitution alphabétique d'une
fonction de semi-commutation. Les résultats élémentaires qui y sont présentés
nous permettrons de retrouver certaines propriétés déja connues, vérifiées par
les fonctions de semi-commutation. Ils nous permettront également de clarifier un
certains nombre de preuves du chapitre suivant.

Ce troisieme chapitre est consacré a I'€tude des compositions de
fonctions de commutation partitionnée introduite par M. Clerbout dans [§]
et [9]. Dans une premiére section, nous montrerons qu'un certain nombre de
propriétés vérifiées par les fonctions de semi-commutation sont conservées par les
compositions de fonctions de commutation partitionnée. Nous verrons qu'il n'en va
pas de méme pour le lemme de projection qui permettait, dans le cas d'une seule
fonction de commutation partitionnée f, définie sur un alphabet X, et pour deux
mots u et v de X*, de décider simplement si v appartient a u f.

Le probleme reste évidemment décidable: si f;.fs.....fn sont n fonctions de
commutation partitionnée définies sur un alphabet X, et u,v deux mots de X*, il
suffit de trouver une suite de mots wgy,wy,....wp vérifiant: wy=u, wp=v, et Vi € [1,n],
w; € wi.; fi. Le nombre de mots a tester, fini, est cependant en général trés élevé,
et il semble souhaitable de se donner des outils permettant de réduire le coiit de

cette recherche.



Un autre objectif est de parvenir a décider de 1'égalité de plusieurs
composées de fonctions de commutation. En particulier, peut-on décider
simplement si une composition de fonctions de commutation partitionnée réalise la
commutation totale?

Aussi, aprés avoir rappelé les résultats déja obtenus par M. Clerbout dans
ce domaine, nous étudierons en détail le cas d'un alphabet de cing lettres ol nous
proposerons un nouvel algorithme qui, pour deux mots u et v et une composition
de 3 fonctions de commutation 2-partitionnée f, permet de décider si v € u f. Cet
algorithme permettra également d'établir des comparaisons entre des
compositions et des fonctions simples.

Nous donnerons ensuite un résultat plus général relatif a la décision:
f=com. Enfin la derni¢re section de cette partie s'attachera a 1'étude des
fonctions de rangement, qui sont des compositions de fonctions de
commutation partitionnée permettant de "ranger"” un mot quelconque selon un
ordre donné sur l'alphabet de travail.

Le quatridme chapitre est consacré a I'étude des fonctions de semi-
commutation transformant des langages rationnels en langages algébriques. Dans
une premiére section, nous rappelons les différents résultats concernant la
reconnaissabilité de la fermeture de langages par fonctions de semi-
commutation. Plusieurs résultats concernant a l'origine les commutations
partielles restent vrais pour les semi-commutations ([18], [27], [29]).

La plupart des résultats s'exprime sous forme de propriétés du graphe
de commutation ou du graphe de non-commutation associ¢é a chaque
fonction de semi-commutation. Si X est un alphabet, f une fonction de semi-
commutation définie sur X* et Y un sous-alphabet de X, le graphe de non-
commutation de Y pour f est le graphe orienté ou les noeuds sont les lettres de Y et
les arcs sont les couples de lettres distinctes (a,b) telles que ba € ab f. En
particulier, Métivier a montré dans [28] que si le graphe de non-commutation de
l'alphabet de tout facteur itérant d'un rationnel R est connexe, l'image de R par la
fonction f est alors un langage rationnel.

Dans une seconde section, nous caractérisons les fonctions de semi-
commutation algébrico-rationnelles qui sont des fonctions de semi-
commutation f définies sur un alphabet X telles que pour tout langage rationnel
R C X*,R f est un langage algébrique. La condition s' appuiera dans ce cas sur
une propriété du graphe de commutation de X pour f. Cette condition peut
s'exprimer de la fagon suivante: Une fonction de semi-commutation f, associée a
une relation C définie sur un alphabet X est algébrico-rationnelle si et seulement
si pour tout couple (a,b) dans C, il n'existe pas c,d non nécessairement distincts
dans X-{a,b} tels que (a,c) € Cet(d,b) € C.

Dans la troisiéme et demniére section de ce chapitre, nous donnons une
condition nécessaire et suffisante, portant sur une fonction de semi-commutation f
définie sur un alphabet X et un mot u de X*, pour que u* f soit un langage
algébrique: u* f est algébrique si et seulement si le graphe de non-commutation
de l'alphabet de u pour f comporte au plus deux composantes fortement connexes.



Le cinquieme et dernier chapitre traite des automates finis
asynchrones introduits par Zielonka [36] . Les automates finis usuels sont des
systémes centralisés puisque, 2 chaque instant, on a une information compléte sur
I'état de l'automate, cette information étant nécessaire pour déterminer le
changement d'état provoqué par la lecture d'une lettre. Les automates finis
asynchrones permettent, quant a eux, de rendre compte du comportement de
systémes répartis.

Dans une premiére section, nous rappelons les définitions et les
propriétés  de base. En particulier Zielonka a montré le remarquable résultat
suivant: Tout langage régulier, fermé par une relation de commutation partielle C,
peut étre reconnu par un automate fini asynchrone pour la relation C.

Intuitivement, dans un automate asynchrone, chaque état est un
vecteur et a chaque composante de ce vecteur est associé l'ensemble des lettres de
I'alphabet qui peuvent "accéder” a cette composante. Ainsi chaque lettre ne
connait de 1'état que certaines composantes et ne peut modifier que ces
composantes.

Dans la deuxiéme section, nous introduisons la définition d'automates
virtuellement asynchrones sur une famille de sous-alphabets. Un automate
"classique" est virtuellement asynchrone sur une famille de sous-alphabets F, si il
existe un automate F-asynchrone qui lui est isomorphe. Nous donnerons alors une
condition nécessaire et suffisante, décidable, pour qu'un automate soit
virtuellement F-asynchrone.

La troisiéme et derniére section est consacrée 3 l'étude des automates
2-asynchrones, qui sont des automates asynchrones ol chaque composante est
associée a4 un sous-alphabet contenant au plus deux lettres. Aprés avoir rappelé un
résultat de [16] qui montre que tout automate asynchrone peut €tre simulé par un
automate 2-asynchrone, nous proposerons une preuve différente pour le résultat
moins général suivant: Tout langage rationnel défini sur un alphabet X peut é&tre
reconnu par un automate 2-asynchrone ol Il'ensemble des sous-alphabets associés
aux composantes d'état est l'ensemble: { {a,b}/a#b,ab € X} }.
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1. Notations.

On notera /N , l'ensemble des entiers naturels, et /Ni, 1l'ensemble des
entiers naturels non nuls.

Si p et g sont deux éléments de /N, [p,gq] désignera l'intervalle d'entiers
défini par: [p.q] = @siq < p, [p.g] = (p, p+1,...,q} sinon.

Pour tout ensemble X, on notera |X!|, le cardinal de l'ensemble X;
Ax={(xx) | x € :X}, la diagonale de !'ensemble X; et 2X, I'ensemble des parties de X.

Si f est une application d'un ensemble X dans un ensemble Y, et x un
élément de X, on notera x f l'image de x par f.

Nous supposerons connus les résuitats classiques de la théorie des
langages formels [4].

Si X est un alphabet, X* désignera le monoide libre engendré par
I'alphabet X et ¢, le mot vide. Si w est un mot de X*, x une lettre de X, et L un
langage de 2X* | on notera:

lwl, 1a longueur du mot w;

Iwly, le nombre d'occurrences de la lettre x dans le mot w;
alph(w)={x € X | |w/x>0}, l'ensemble des lettres occurrant dans w;

com(w)={u €X* !V x € X, [ulx={w/y}, la cléture commutative du mot w,
et, par extension, com(L)= WLEJL com(w), la clfture commutative du langage L;

F(w)={u €X* tq 3 v, vv€ X*, w=vuv'}, I'ensemble des facteurs du mot w, et,
par extension, F(L)= WLE{ F(w), l'ensemble des facteurs du langage L;

FG(w)={u € X* tqg 3 v € X*, w=uv}, l'ensemble des facteurs gauches du
mot w, et, par extension, FG(L)= &é FG(w), Vensemble des facteurs gauches de L.

Pour deux mots w et w' de X*, w W w'={ ;v u,vy...upvy !/ Vi€ [I,n],
u; € X*, vi € X*w=ujuy...up,w'=v;v,y...v,}, désigne le produit de mélange (ou
shuffle) des mots w et w'.

On dira que w’ est un sous-mot de w, si il existe w'' € X* tel que
w=w ' waw’. Cest a dire que w’ est obtenu & partir de w en effagant certaines
occurrences des lettres qui le composent.



Un morphisme f d'un monoide X* dans un monoide Y* est une
application de X* dans Y* vérifiant: V uyv € X*, (u v)f=(uf)(vf)etef=e. 1l est
dit:

alphabétique si Xf C Y U (¢)}.

strictement alphabétique si Xf C Y.

marquésiX C Yet Vx € X,Ju€ (Y-X)*/ xf=xu.

Si X est un alphabet, et w un mot de X*, la projection du mot w sur un
sous-alphabet Y est l'image du mot w par I'homomorphisme noté ITy, défini sur X
par: Vx €X, Ily(x)=x si x €Y, ITy(x)=¢ sinon. Dans certains cas, si u est un mot de X*,
on poura noter w IT, la projection du mot w sur le sous-alphabet alph(w).

Une substitution s de X* dans 2Y* est une application vérifiant:
Vuv € X* (u v)s=(usj)(vs)etes=e. Cette substitution est alphabétique si
Vx€E X, xs C YU {g}.

On notera P,'(x,y)={w € {xy}* / |w/x=[w/y}, le langage de Dyck sur
I'alphabet {x,y} et D} (x,y)={w € {xy}* I Iwix=[wly et V w' € FG(w), [wx2/w'ly}, le
langage de semi-Dyck sur I'alphabet {x,y}. Quand il ne sera pas nécessaire de
préciser l'alphabet, nous noterons D, (respectivement D; ) le langage de Dyck
(respectivement semi-Dyck) sur deux lettres.

Enfin, on notera RAT, la famille des langages rationnels, ALG, cclle*dcs
langages algébriques et Ocl, la plus petite famille de langages contenant D) et
fermée par transduction rationnelle, produit, union et étoile, c'est 2 dire la famille
des langages & un compteur.

2. Graphes.

Nous présentons dans cette section quelques définitions de base de la
théorie des graphes. La terminologie utilisée est celle de [3].

Un graphe G est un couple (S,A) o S est un ensemble fini de sommets
et A est une partic de SxS dont les éléments sont appelés arcs. Une aréte est une
paire de sommets réunis par au moins un arc. Cette notion est particuliérement
utile quand A est une partie symétrique de SxS, G est alors appelé graphe non
orienté.

Un graphe G est dit étiqueté sur un ensemble fini E, si chaque arc (ou
aréte) de G est étiqueté par un élément de E.



On appelle graphe partiel d'un graphe G=(S,A) tomt graphe G’'=(S,A°)
ol A' C A. Un sous-graphe d'un graphe G=(S,A) est un graphe G''=(S',A")
vérifiant §' C Set A=A M §'x§".

L'union de d'un graphe G=(S,A) et d'un graphe G'=(S',A") est le graphe
G UG=(§ U SAU A') Dans le cas particulier ou les graphes G et G’ ont le méme
ensemble de sommets, nous parlerons alors de la superposition des graphes G et
G’, qui est donc le graphe (S, A U A’).

Un chemin dans un graphe est une suite d'arcs ¥elle que I'extrémité
terminale de chaque arc coincide avec l'extrémité initiale du sumivant. Une chaine
est une suite d'arétes telle que chaque aréte ait une extrémité commune avec la
suivante.

Un chemin est simple si il ne contient pas deux fois le méme arc; il est
élémentaire si il ne passe pas deux fois par le méme sommet. Un circuit est un
chemin fini dont le sommet initial et le sommet terminal coincident. La longueur
d'un chemin est le nombre d'arcs qui le composent.

Dans le cas ol on considére les arétes d'un graphe, les termes de chemin
et de circuit prennent respectivement les noms de chaine et de cycle.

Un graphe G=(S,A) ou pour toute paire de sommets (x,y) il existe au
moins une chafne réunissant x et y, est dit connexe. Si il -existe au moins un
chemin de x vers y et au moins un chemin de y vers x, G est dit fortement
connexe. Le graphe G est complet si A=SxS. L'ensemble des sommets de tout sous-
graphe complet de G est appelé clique du graphe G. Une famille {S,,S;,....S,} de
parties de l'ensemble des sommets S est un recouvrement du graphe G si:
Vixy) € A, i€ [1,n] ] {xy} CS;.

Soit G un graphe, et I'la relation d'équivalence définie sur l'ensemble S
des sommets du graphe par: V (x,y) € Sx§, (x,y) € T si il existe dans G un chemin de
x vers y, et un chemin de y vers x. Une composante fortement connexe du
graphe G  est un sous-graphe dont les nceuds sont tous les sommets appartenant i
une méme classe d'équivalence pour la relation I'. Dans la suite, on confondra, sous
une seule dénomination, une composante fortement connexe et l'ensemble de ses
sommets. Dans le cas ou on considére non plus des chemins mais des chaines, on
parle alors de composantes connexes.



Exemple 2.1: Considérons les graphes G,,G,, et G, ci-dessous. Le graphe
G, est connexe, le graphe G, est fortement connexe, mais le graphe G, n'est pas
fortement connexe. Le sous-graphe du graphe G, engendré par le sous-ensemble
de sommets T={a,b,c} est une composante fortement connexe de G,, et T est une
clique (maximale) du graphe G,.

a Q b a Qb a gb
d d d
G; G GJ

3. Semi-commutations.

Définition 3.1: Une relation de semi-commutation C sur_un alphabet X, est
un sous-ensemble de XxX-Ayx. La relation complémentaire de C: C=XxX-C, est appelée
relation de non-commutation (associée a C).

Définition 3.2: Soit C une relation de semi-commutation définie sur un alphabet
X. Le systéme de semi-commutation Sc= (X,Rc) associé a la relation C est le
systéme de réécriture om Rc est l'ensemble des régles défini par: Rc={xy--> Yx,

(xy) € C}.
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Exemple 3.3: Soit C={(a,b),(a,c),(b,c),(b.d).(c,d),(d,c)} définie sur
X={(a,b,c,d}). Le sysitme de semi-commutation associ¢ est le systéme Sc=<X.RC), ol Rc
comporte les 6 régles:

ab-pba,
ac—pca,
bc—ch,
bd—db,
cd-pdc,
dc—pcd.

Considérons le mot u=abdac. L'ensemble des réécritures successives
obtenues a partir de u dans le systtme S¢ est donné par le graphe suivant:

2 2 3
badac badca bacda bcada cbada
1 @1 1 +!

2 3 2
abdac ‘ abdca abcda acbda cabda
4 4 4 4

2 3 2
adbac adbca adcba acdba cadba

Etant donné un syst¢éme de semi-commutation Sc={X,Rc), et deux mots w et
w' de X*, nous dirons que w se dérive directement en w’' dans le systtme Sc, et on
notera w 2 w’, si il existe des mots v;, v, dans X*, et deux letires x,y dans X
vérifiant: w=v;xyv,, w'=v;yxv; et xy—> yx € R¢. Nous dirons que w se dérive en w'
dans le systéme S¢, et on notera w %w’. si il existe des mots w,, w,, ..., wp dans X*
vérifiant: wi=w, wp=w', Vi€ [1.p-1], wi D Wi+

Remarque: Si il n'y a aucune ambiguité sur la relation de semi-
commutation utilisée, nous noterons plus simplement w - w’ (respectivement
w —> w’) siwse dérive (respectivement se dérive directement) en w’' dans le
syst¢éme de semi-commutation.
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Nous pouvons maintenant définir la fonction de semi-commutation
associée a la relation C.

Définition 3.4: Soient X un alphabet et C une relation de semi-commutation
définie sur X. La fonction de semi-commutation associée a la relation C est la
Jonction f¢: X*—2X* définie par: Vw € X* ch={w' € X*/w %)w'}.

Par extension, nous pouvons définir l'image d'un langage par une
fonction de semi-commutation: Si X est un alphabet, et fc une fonction de semi-
commutation définie sur X *, on notera pour tout langage L inclus dans X*,

L fc= }é w fc.

La caractérisation suivante, due 4 M. Clerbout [8], (voir également {18]
pour le cas des commutations partielles), permet de décider si un mot appartient a
I'image par une fonction de semi-commutation d'un autre mot en limitant la
vérification a leurs projections sur les couples de lettres de l'alphabet.

Lemme 3.5 (lemme de projection): Soient f une fonction de semi-commutation
définie sur un alphabet X et w ,w', deux mots de X*,alors:w' € wf si et seulement si
Vx,yE X,W'nxye anyf

4 roduit _d ix

L'image d'un mot par une fonction de semi-commutation peut également
étre décrite grice au produit de mixage, introduit par De Simone dans [19]. (voir
également [35] et [20]).

Définition 4.1: On appelle produit de mixage de deux langages L et L', l'ensemble
LM L défini par LML={we (XUX)*/wllx€ LetwlIlx € L'} o2 X=alph(L) et
X'=alph(L’).

Pour des langages L et L°, on vérifie facilement les propriétés suivantes:
(alph(L) N alph(L')=@2) = (L ML'=LLU L’) et (alph(L)=alph(L’)) = (LML=L NL).
En revanche, l'exemple suivant montre qu'on n'a pas, en général

tmur=_ L) (twm (w))

w,
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Exemple 4.2: Soient L={ab,abc} et L'={cab}. Comme alph(L)=alph(L’)=
{a,b,c}, on obtient LML =L N L =2, alors que {ab} m {cab} = {cab}.

Cependant, on montre facilement que I'égalité est vérifiée si pour tout
mot w de L, alph(w)=alph(L) et pour tout mot w’' de L', alph(w’) =alph(L’). En
notant plus simplement, pour deux mots w et w',w mw’ le produit de mixage des
langages {w} et {w’'}, on peut montrer, par induction sur lalph(w)l et & partir de la
remarque précédente et du lemme 3.5:

Lemme 4.3: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un alphaber X
et w un mot de X*, alors on a l'égalité wf = yIPX(w I1.y) f
X

5. Commutations partielles.

Une relation de semi-commutation ayant la propriété d'étre symétrique
est appelée relation de commutation partielle ([7], [18]). Le systtme et la
fonction associés sont alors appelés systeme de commutation partielle et fonction
de commutation partielle, et nous noterons CP, I'ensemble des fonctions de
commutation partielle. Dans ce cas, le lemme 3.5 peut s'énoncer de manicre plus
précise: (voir [18])

Lemme 5.1: Soient X un alphabet, C une relation de commutation partielle sur X, et
w,w’' deux mots de X*, alors w' € wfc si et seulement si V (x,y) € C,
w' Il y=w Ilyy oufc est la fonction de commutation partielle associée & la relation
C.

6. Commutations _partitionnées,

Les relations de commutation partitionnée sont un cas particulier
de relations de commutation partielle, donc de semi-commutation. Il s'agit de
relations dont le complémentaire est une relation d'équivalence.

Si C est une relation de commutation partitionnée sur un alphabet X, les
classes d'équivalence de la relation C définissent alors une partition de I'alphabet
X: {X;, X,,.... X¢}. Nous pouvons alors donner la définition équivalente suivante:
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Une relation C C XxX est une relation de commutation partitionnée si il
existe une partition de X, {X;, X,...., X§} telle que: C={ (x,y) € XxX/ 3 ij € [1,k], i#],
x € X,y € Xj}.

Nous dirons alors que la relation C est une relation de commutation k-
partitionnée, associée & la partition (X;, X,,..., X;}. Le systtme et la fonction associés
sont appelés syst¢tme de commutation k-partitionnée et fonction de commutation k-
partitionnée. Pour tout entier strictement positif k, nous noterons Py l'ensemble
des fonctions de commutation k-partitionnée et P= h}N Py, l'ensemble des fonctions
de commutation partitionnée. :

Toute relation de commutation partitionnée étant une relation de
commutation partielle dont le complémentaire est une relation transitive, le
lemme 3.5 prend alors la forme suivante:

Lemme 6.1: Soient X un alphabet, f une fonction de commutation partitionnée
définie sur X*, associée & la partition {X;, X3...., Xp} et w ,w’' deux mots de X*, alors:
w' € wf sietseulement si Vi€ [1k], w'nx;=w HX; .

Remarques:

- Le résultat précédent peut s'énoncer de maniére
équivalente de la fagon suivante: Si f est une fonction de commutation
partitionnée associée 2 une parition {X,;,X,....X¢} d'un alphabet X et w un
mot de X*, wf=w; W wo W ..W wg ob Vi€ [1k], wi=w Iy,

-La fonction de commutation totale sur X * peut Etre

considérée comme la fonction de commutation partitionnée associée a
la partition de X: { {x},x€ X }.

7. Liens entre les différentes familles de commutations.

Dans [8], M. Clerbout a étudié les liens existant entre les familles SC, CP,
P. Ainsi, la proposition suivante montre qu'il est possible de simuler toute fonction
de commutation partielle a partir d'une fonction de commutation partitionnée.

Proposition 7.1 [8]: Pour toute fonction de commutation partielle f, il existe un
morphisme marqué h et une fonction de commutation partitionnée g tels que
f=h g bl
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Cette proposition a permis de simplifier les preuves de plusieurs
résultats portant sur les commutations partielles.

La proposition suivante exprime un résultat étonnant: les relations de
semi-commutation, qui ne sont pas symétriques, peuvent également étre obtenues
a partir de relations de commutation partitionnée, donc de relations symétriques.
Le résultat est beaucoup plus difficile & établir que dans le cas précédent. En outre
la décomposition d'une fonction de semi-commutation ne s'exprime pas de fagon
aussi simple que celle d'une fonction de commutation partielle.

Proposition 7.2 [8]: Toute fonction de semi-commutation peut étre obtenue par
compositions de morphismes, morphismes inverses et de fonctions de commutation
partitionnée.
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Chapitre 2: Fonctions de semi-commutation
et numérotation.

1. Image d'une fonction de semi-commutation par__substitution
alphabétique,

2. Intersection avec un _rationnel.

3. Numérotation des différentes occurrences d'une méme
lettre.
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1. Image d'une fonction de semi-commutation par substitution

alphabétique,

Pour étre en mesure de montrer certains résultats relatifs aux fonctions
de semi-commutation et au produit de langages, M Clerbout et M. Latteux ont
introduit la définition suivante.

Définition 1.1 [12]: Soir S=(X,R), un systme de semi-commutation et T: X* — 2Y*,
une substitution alphabétique. L'image de S par T est le systtme S=(Y,R;) ou
Ro={y;y2 = y2y1/¥1.y2 € Y, y1#y,,Ju —> vE€ R y1y, € u7j.

Si f et fr sont les fonctions associées respectivement aux systémes de
semi-commutation S et St ,fr est alors l'image par T de la fonction de semi-
commutation f, et on peut €tablir les relations suivantes.

Lemme 1.2 [12): Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X et T: X* — 2Y* une substitution alphabétique, alors pour tout mot w de
X*, wfTC wTfr, et pour tout mot w' de Y*, w T1 fC w'fr -1,

Dans le cas particulier ol 7T est une projection, on retrouve ainsi un
résultat montré par M.Clerbout.

Corollaire 1.3 [8): Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X, Y un sous-alphabet de X et w un mot de X*, alors Vw € wf,

w Ily € (wIly)f.

Un cas particulier intéressant est celui ou la substitution alphabétique
est un morphisme inverse strictement alphabétique. On obtient alors le résultat
suivant:

Lemme 1.4: [12]) Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X et g: Y* —> X*, un morphisme strictement alphabétique. Soient t=g! et
fr, limage par T de f, alors, fT=Tfr et fr g=8 f.
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En revanche, ces égalités ne sont pas toujours vérifiées si 7 est un
morphisme alphabétique, ou méme un morphisme strictement alphabétique,
comme le montre l'exemple suivant:

Exemple 1.5: Soient X={a,b,c} et Y={a,b}. Soient f la fonction de semi-
commutation associée au systtme S=(X,{ab — ba}), g:X* — Y* défini par: a g=a et
b g=b, cg=cet g"X* —> Y* défini par: a g'=a et b g'=c g’=b. La fonction fg et la
fonction fg, images respectives de la fonction f par g et g°, sont alors toutes deux
égales 2 la fonction f* associée au systetme S'=(Y,{ab—> ba}). Considérons le mot
w=acb. On obtient w f g={ab} alors que w g f'={ab,ba}. De méme, w f g'={abb}
alors que wg'f'=a w bb. Considérons maintenant le mot w’'=agb. On a
w'f' g-l={ab,ba} LW c* alors que w' g-! f=abuc* + c*bac*. Enfin,
w' f' g’={ab,ba,ac,ca} mais w’ g*! f={ab,ba,ac}.

Nous sommes donc amenés a introduire la définition suivante:

Définition 1.6: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet
X, une substitution alphabétique T: X* — 2Y* sera dite compatible avec la fonction

fSifT=Tfe, et T f=fr 1.

Dans le chapitre 3, ou nous étudierons les compositions de fonctions de
commutation partitionnée, nous utiliserons le résultat suivant:

Lemme 1.7: Toute projection définie sur un alphabet X est compatible avec toute
fonction de commutation partitionnée définie sur X.

Preuve: Soient f une fonction de commutation partitionnée associée 2a
la partition {X;,X,,....Xx} de l'alphabet X et Y C X. L'image de f par la projection ITy
est alors la fonction de commutation associée a la partition {X;NY X, NY,. .. XY},
c'est a dire la restriction de f2aY. Nous devons donc montrer Ily f=f Ily et
fIly)y1=(Ily)!f. Soit w € X*, alors

(wf) Iy =((w IIx u(w Iy ju.uxw ITy,)) Iy

=(((w IIx,) Hyjux(w Ix,) Hyw ui(w Ix,) ITy))
=(((w ITy) Ix jux(w Ix ) ITy)w.uq(w Iy) Ix,))
=w Ily f. De méme, soit w' € (X-Y)*, alors

(w' ) (ITy)"1 =(w Iy pw’ Iy s uyw’ I x juyX-y)*
=(w' Iy Juxw ITx Jus. saw’ TTx JuaX,-¥ ) *uq X, ¥ )t sy Xg-¥ ) *
=(w’ Iy uxX;-Y)* uxw’ Iy uxX5-Y ) * o aw’ Iy i Xg-Y)*)
=((wixX-Y)*) ITx jux (wixX-Y)*) ITx ju.uy (wayX-Y)*) Ix,)
=w’ (Ily)!f. 0
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Remarque: Ce résultat devient faux dans le cas ol f est une fonction de
commutation partielle car la relation de non commutation associée n'est pas
toujours transitive. Nous pouvons le constater dans l'exemple suivant: Soient
X={a,b,c}, et f la foncltion de commutation particlle associée a la relation C={(a,b)}.
Considérons le mot w=ach, comme ¢ ne commute ni avec a, ni avec b, l'image de w
par f ne contient que w. On a alors w f Il 5 py={ab}, alors que w II(4,p) f={ab,baj.

2. Intersection avec un_rationnel,

Un résultat analogue concernant une intersection avec un rationnel ne
peut €tre obtenu que pour des rationnels vérifiant certaines propriétés:

Lemme 2.1: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un alphaber X,
R un rationnel inclus dans X*, clos par f, et K un rationnel inclus dans X*, clos par
f et par £, alors les deux relations suivantes sont vérifiées:
-Yué€ X*u(NR)fC uf( N R).
. (M Kjf=f( N K)

En particulier, si f est une fonction de commutation partielle, f=f1, et
(M R)f=f(NR).

Preuve: Siu € R, alors u (M RYf=uf=uf(M R) puisque R est fermé
par f, sinon u (M R) f=@. Soit, maintenant w € u f( M K), puisque K est fermé
parfl,u€ Ketw€ u(M K)f On en déduit (M K) f=f(M K).

O

mérotation d ifféren rren 'un
Jettre.

Il est souvent utile, pour étudier certains phénoménes liés aux fonctions
de semi-commutation, de considérer des mots ne contenant qu'une occurrence des
lettres qui le composent. Afin de différencier plusieurs occurrences d'une méme
lettre dans un mot, nous introduisons la définition suivante:
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Soient C une relation de semi-commutation définie sur un alphabet X, et
fc la fonction de semi-commutation associée. A tout entier strictement positif k, on
associe:

I'alphabet X§=Xx[1,k],

la relation Cx={ ( (a.i),(b.j) ) € XpxXi/ (ab) € C},

l'application: numy: X* — X défini par:€ num=€, etV u € X*,
Vx€ X, (ux)numg=(u numyg) (x,p), ou p=inf(k,luxly). Il s'agit d'une
application séquentielle ou gsm (voir [4]).

Nous pouvons alors €noncer:

Proposition 3.1: Soient fc une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X et u,v deux mots de X¥*, alors v € ufc si et seulement si
v nump € (u numyg) fe,.

Preuve: Il suffit de montrer fc numg=numyg fc,. Soient hp:Xjf —> X*, le
morphisme strictement alphabétique défini par V (x,i) € Xi, (x,i)hg=x, et le
rationnel Rk=FG(x|-e|-§( (x,1) (x,2)....(x,k-1)(x,k)*).

Clairement, numg=h}' ( M Ry). De plus, par définition de I'image d'une
fonction de semi-commutation par substitution alphabétique, fc, est l'image par h}
de la fonction fc. Du lemme 1.3 on déduit donc: fc numy=fc hy/(MRy)=h} fc (MR).
Maintenant, comme Ry est fermé par fc, et f¢,, on déduit du lemme 2.1:

fc nump=h3'( M Ry) fc,=numi fc, -

Remarque: Pour un mot 4 donné, on prendra en général k2lul, ce qui
assurera que u numjy ne contient pas deux occurrences de la méme lettre. Aussi,
pour alléger certaines démonstrations, on pourra supposer qu'on fait agir des
fonctions de semi-commutation sur des mots ne contenant qu'une seule
occurrence de chaque lettre, sans utiliser formellement le mécanisme de
numérotation.

Définition 3.2: Soient f wune fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X, k € [Ny et Xg=Xx[1,k]. Pour tout Y inclus dans Xi, nous appellerons
projection sélective d'un mot u de X* selon Y, le mot uPSy=(u numg) Ily hy.

De méme que pour une projection classique, nous noterons, pour un mot
e .
w de Xg, PSw=PSalph(w)-
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En appliquant le lemme 1.2 aux projection sélectives, on obtient le
résultat suivant, qui correspont en quelque sorte a une extension du corollaire 1.3:

Lemme 3.3: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un alphaber X,
k€ IN, Xg=Xx[1k] et Y C Xi. Alors, pour tous mots u,v de X*, on a (v € uf) =
(v PSy € (uPSy)f).

Dans le cas ou Y ne contient qu'une seule lettre de Xj, on retrouve ainsi
un résultat montré par Y. M¢étivier.

Lemme 3.4 [26]: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet
X. Pour tous mots u;,uz,v;,v, de X* et toute lettre x de X, on a: (v;xv, € ujxuyf et

[vilx=[u;/x) = (viv2 € uguz f).

Si f est une fonction de commutation partitionnée, on obtient, en
utilisant la proposition 3.1 etle lemme 1.7, le résultat suivant:

Lemme 3.5: Soient f une fonction de commutation partitionnée définie sur un
alphabet X, k € INy, et Y C Xx[1,k], alors fPSy=PSy f.

De méme, la numérotation des différentes occurrences d'une lettre et les
projections sélectives permettent de montrer le lemme suivant:

Lemme 3.6 [26]: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X, et C la relation de semi-commutation associée a la fonction f. Pour tout
u,u',v,v' dans X*, u'v' € uvf si et seulement si il existe des mots
Wjy,Uz,vy,Vy vérifiant: ujuy € uf, vivo € vf, u € wyv;f, vV € uyv,f et
Vv (x,y) € alph(uz)xalph(v;), (x,y) € C.

Preuve: La condition est clairement suffisante. Réciproquement, on
sait d'aprés le lemme 1.7 qu'on peut considérer que uv est formé de lettres toutes
différentes, si tel n'était pas le cas, il suffirait de numéroter les différentess
occurrences des mémes lettres apparaissant dans uv. Posons u;=u’ Hazph(u).
u=v’' I aipneuy. vi=u' Haipnev)s et va=v’' I gppp(y). Comme uv' € uvf, on déduit du
lemme 1.7 que u u=(u’'v’ Halph(u)) € uf De méme, v;va=(u'v’ nalph(v)) € vf.
Considérons maintenant a,b deux letires différentes de alph(u;v;)=alph(u’), alors
si fa,b}) C alph(u;) ou {a,b} C alph(v;), u;v; Il gp=u’'v’ IT 4p, sinon
u;vy ITgp=uv Ilgp par construction de u; et de v,. De plus u;v; com=u’ com. On
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déduit alors: V ab € alph(u’), w' Ilgp € (u;v, Igp) f, dot w' € uyv; f, d'aprés le
lemme 3.5 du chapitre 1. De la méme fagon, on démontre v’ € wu,v, f. Enfin,
considérons a € alph(u;) et b € alph(v;), alors uv Ilgp=ab et u'v' Il zp=ba, on
déduit donc, d'aprés le lemme 1.7, que ba € abf, et, comme a est différent de b,
(ab) € C, ou C est la relation de commutation associée a la fonction f.

O

Nous utiliserons, dans le chapitre 4, la conséquence suivante de ce
lemme, qui correspont au cas ol v’'=e.

Corollaire 3.7: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet
X. Pour tous mots w,u;,u;,v;, vy de X* vérifiant wu, € wf, vivy € wf et
u; com=v; com, il existe des mots w;,wy € X* tels que u; € w,;f, vy € w, f,
U € waf, v; € wrf et wwwy € wf

Preuve: On utilise la preuve précédente, appliquée 23 la fonction de
semi-commutation f/, et de la méme fagon on considére que les lettres
apparaissant dans w sont toutes différentes. On déduit donc que si w € v, f1, il
existe des mots w;=w Il gippu,) et wo=w Il aipp(u,), vérifiant w, € u; f1,
wy € uy fl, et w € wyw, f1. De méme, il existe des mots wi=w ITgipn(v,) e
We=w Ha,,,,,(v,), vérifiant w3 € v, fl, wys € vyfl, etw € wyw,f!. Or
alph(u;)=alph(v;) et alph(uz)=alph(v,), puisque 4, com=v; com. Donc w;=wj; et
wa=wy, ce qui termine la preuve du corollaire 3.7.

O
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Chapitre 3: Compositions de fonctions de
commutation partitionnée.

1. Définitions, notations, rappels.

2. Propriétés conservées et problémes de caractérisation.

3. Composition_de deux fonctions de commutation partielle.

4. Composition de trois fonctions de commutation partielle.

5. Mots_irréductibles du monoide ¥ ¥%.

6. Le cas d'un_alphabet de S lettres.

7. La décision f=com.

8. Fonctions de rangement.
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1. finitions, notations

Dans cette partie, nous utiliserons les notations définies dans [8] et [9].
En particulier, nous noterons:

Pk. l'ensemble des compositions de k& fonctions de commutation
partitionnée, ol k est un élément de /N. En particulier, P? dénotera 1'ensemble
réduit A la fonction "identité" qui a tout mot u associe le singleton {u}.

P*=‘;LE.K,P": I'ensemble des compositions de fonctions de commutation
partitionnée.

Px: lensemble des fonctions de commutation partitionnée définies sur
I'alphabet X.

P}'}: I'ensemble des compositions de fonctions de commutation
partitionnée définies sur l'alphabet X.

Y x: l'ensemble des partitions de l'alphabet X.

W5: le monoide libre engendré par I'alphaber W x: & u=y sy de P x
correspond I'élément de P;:f,‘:fv,lf%...fw.

Pour alléger les notations, si y={X;,X,,...,X¢} est un élément de Y x. nous
noterons indifféremment y=(X;,X,5,....Xk) ou y=(w;,wy,...,wg) ot V i € [1,k],
alph(wij)=X; etV x € Xy, Iw;lxy=1. De méme, f(w,.w,,....wk) dénotera 1'élément de Py,
associé a la partition .

Exemple 1.1: Soit X={(a.b.c.d): 2 (ab,cd)(ac,bd) de ¥ ¥ correspond
g=f(ab,cd) flac,bd). Soient u=abdc, v=cdba et v’=cabd, alors v € u g: en effet, il existe
un mot w=dcab vérifiant w € u figb,cd) &V € W f(ac,bd). En revanche, v' € u g.
Si tel était le cas, il existerait un mot w' vérifiant w' € u f(gp,cd) ¢t V' € W' flac,bd)-
D'aprés le lemme 6.1 du chapitre 1, les égalités suivantes seraient vérifiées:

u Il =w’ Ilgp =ab,
u Il.g=w' Il g =dc,
w’ nac=V' nac =ca,
w' I pg=v' IIpy =bd.

Et ces relations sont clairement incompatibles.
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On définit sur ¥x la relation d'ordre partiel suivante:

Définition 1.2: Pour tous mots u et v de ‘P; on a usv si et seulement si ¥V w € X*,
wfy, C wfy.

La relation £ confere 3 W x une structure de treillis . Si y={X;,X,... Xp} et
¢={Y,,Y2,..,Yq) sont deux éléments de Y x, nous noterons yvo le plus petit majorant
de {y.p}, correspondant a la partition définie par l'ensemble {X; M Yiri€ [1,p],
J€ [1,4q], XiMN YjzD)}, et yae le plus grand minorant de {y.¢}, correspondant 2 la
partition définie par l'ensemble {X; U Y,/z € [1p], jE€ [1.4], Xi N Yj=D)}. Le plus
petit élément de W x , noté 0, est associé a la relation ol rien ne commute: c'est la
partition {X)}. Le plus grand élément, noté 1, est associé 3 la commutation totale:
c'est la partition {{x}, x € X}. D'autre part, la relanon < est compatible avec le
produit dans Wy, on en déduit une congruence sur ¥ ¥:

R * . .
Définition 1.3: Pour tous mots u et v de Wx, u=v si et seulement si usv et vSu
C'est d dire, fu=fv.

Exemple 1.4: Soit X={a,b,c,d}. Dans ce cas, 1=(a,b.,c,d) et O=(abcd).
Clairement, (ab,cd) < (a,b,cd), donc (ab,cd) v (a,b,cd) = (a,b,cd) et (ab,cd)(a,b,cd) =
(a,b,cd). En revanche, (ab,cd)(ac,bd) n'est pas congru i un élément de W x. En effet,
comme chaque lettre peut commuter au moins une fois avec toute autre lettre, on
aurait (ab,cd)(ac,bd) = 1, ce qui n'est pas le cas, comme le montre l'exemple 1.1.

M. Clerbout a donné dans [9*] un certain nombre de régles de
simplification et de réduction des mots de Wx, en particulier:

Regle 1.5: Vy o€ Wy, (v<o) = (vp=oy=9)

Regle 1.6: vV y € Wy, Vuyv € WX, vuyvy = yuvy
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. ' *
Cette derniére régle d'effacement montre que tout mot de W y est
toujours équivalent & un mot qui ne contient pas plus de deux occurrences de la
méme lettre, d'ot le résultat suivant:

Proposition 1.7: ¥x/= est fini.

Les deux régles suivantes sont également trés utiles:

Regle 1.8: Soient w,y',0;,02,....9k des lettres de Wx. Soit w"=w A y', alors yo,;0;...py" =
Vv e2vyi)..(oxvyiy

En particulier, si y=y' , onay' =y, vy S(@o,vy)ety <(prvy) donc:
Vo100V (v ) vy ). (@vy)

Regle 1.9: Soient y=(Z,2,,Z,,...,Zp) et 9=(Z U Y.Y,,Y,,....Yq) deux lettres de ¥, alors:
vo=yo et oy =9y, ot '=(Z,Y,YY,,.. . Y,).

Grice a ces régles de simplifications, M. Clerbout a étudié complétement
le cas d'un alphabet de quatre lettres, et la proposition suivante a permis d'établir
que tout mot de ¥x X, ou X={a,b,c,d}, se réduit toujours, et de maniére unique, i un
mot de longueur inférieure ou égale a 2.

Proposition 1.10 [9): La fonction de commutation frab,cd) ftac,bd) f(ad,bc) réalise
la commutation totale sur l'alphabet X={a,b,c,d}, ce qui peut encore s'exprimer
par:(ab,cd)(ac,bdj(ad,bc) = (a,b,c,d)=1.

Pour terminer, rappelons que, si on ne fixe pas la taille de l'alphabet, il
n'est pas toujours possible de réduire la composée de k fonctions de commutation
partitionnée. Ceci se déduit de résultat plus général suivant:

Proposition 1.11 ([8]: Si RAT Pk={ Rg/ R € RAT, g € Pk}, alors V k2 0,
RAT P* G RAT Pk+! @ (RATP)H'! Hsq, o8 (RATP)H! Hsq={ Lg'h |
L € RATP, g est un morphisme, h est un morphisme strictement alphabétique}.
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2. Propriétés conservées et problémes de caractérisation,

Un certain nombre de propriétés vérifiées par les fonctions de semi-
commutation le sont également par les compositions de fonctions de commutation
partitionnée. Si X est un alphabet et w=y, y,...y, est un mot de \P;E. on peut montrer
facilement les résultats suivants, par simple induction sur n et en utilisant les
lemmes de la premiére partie. Ainsi, le lemme suivant est-il une conséquence
directe de la proposition 3.1 du chapitre 2.

Lemme 2.1: Soient k € /Ny, et uyv deux mots de X*, alors v € ufy, si et seulement
si, vnaumgp € (unump)g, ol g=g; 82...8n avec V i € [1,n], g;est l'image par numy
de fy..

Du lemme 3.5 du chapitre 2, on déduit de la méme fagon:

Lemme 2.2: Soient k € [Nyet Y C Xx[1,k], alors f,, PSy=PSy fi.

En revanche, l'exemple 1.1 nous montre que le lemme de projection ne
s'applique plus au cas des compositions de fonctions de commutation. En effet, on
peut vérifier dans l'exemple 1.1 que: V (x,y) € XxX, v'ny € (u H,y)g alors que
v' & wug. La caractérisation des couples de mots (u,v) vérifiant pour une
composition de fonctions de commutation partitionnée donnée f:v € u f sera donc
plus compliquée que dans le cas d'une seule fonction de commutation. Si
=f1 f2...fk, il s'agit en effet de trouver une suite de mots wy,w,...,wg vérifiant:
wo=u, wi=v et Yi € [1k], wi € wj;fi. 1l n'y a, bien siir, qu'un nombre fini de mots
a tester, mais la recherche est, en général, longue et colteuse. Aussi se pose la
question de savoir si il est possible d'améliorer cet algorithme de décision.

Une réponse 2 cette question est donnée dans les sections suivantes pour
les compositions de deux fonctions de commutation partielle et, dans le cas d'un
alphabet de cinq lettres, pour la composée de trois fonctions de commutation
partitionnée.
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3. Composition de deux fonctions de commutation partielle.

L'étude compléte de la composition de deux fonctions de commutation
partitionnée a €té faite dans [9], mais ce qui nous préoccupe dans cette section est
la possibilité de décider simplement, étant données f, et f, deux fonctions de
commutation partielle et u,v deux mots commutativement équivalents de X*, si v est
dans I'image de u par la composée f, f,.

Une premi¢re méthode consiste évidemment & calculer effectivement
I'image de u par f,, puis l'image de chacun des mots obtenus par f, et de vérifier si
le mot v est atteint. Cette méthode est trés couteuse quant au nombre de mots a
construire. Une deuxieme méthode, plus avantageuse serait de calculer les
ensembles u f, d'une part, v f, d'autre part et de vérifier ensuite si leur
intersection est non vide. Nous proposons ici une troisiéme méthode, basée sur une
propriété montrée dans [20], concernant les familles reconstructibles. Avant
d'énoncer cette propriété, nous rappelons le définition du graphe commutation ou
de non-commutation d'une fonction de semi-commutation.

Définition 3.1: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet
X, associée a la relation C. Le graphe de commutation(resp. de non-commutation) de
la fonction f est le graphe noté (X[f) (resp. (X)), on les sommets sont les lettres de
X et les arcs sont les couples de lettres distinctes (x,y) qui ne sont pas dans C (resp.
les couples de lettres qui sont dans C).

Dans le cas des fonctions de commutation partielle, le graphe de non-
commutation est alors un graphe non orienté. C. Duboc a montré la caractérisation
suivante:

Proposition 3.2: [20] Soit f une fonction de commutation partielle définie sur un
alphaber X et (X, X,,....Xn} une famille de cliques recouvrant le graphe de non-
commutation de la fonction f. Alors, pour tous mots u,v de X*, on a: v € ufsiet
seulement si ¥ i € [1,n], ullx=v Iy,

Pour un recouvrement réalisé avec des cliques de cardinalité au plus
égale 2 deux, on retrouve ainsi le lemme 5.1 du premier chapitre.
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En relation avec la proposition 3.2, la notion de famille reconstructible a
été introduite par R. Cori et Y. Métivier.

Définition 3.3: [17) Scient F={X,X,,...Xp} une famille de sous-alphabets d'un
alphabet X et W=(w,w,,....w,) une famille de mots ou Vi € [1,n], w; € X':

-W est une famille reconstructible si il existe un mot w de X* tel que:
Vi€Ee [1,n], wnx‘:wi. Le mot w est alors appelé un reconstruit de la famille W.

- W est une famille quasi-reconstructible si: V ij w; ij=wj- HX‘..

-W est une famille faiblement quasi-reconstructible si: V ij,
Vx € XiN X, [wil ,=|wjl,.

Les fonctions de commutation particlle et les familles reconstructibles
sont liées par l'intermédiaire de la proposition suivante, montrée dans [20], mais
que nous énongons sous une forme différente:

Lemme 3.4: [20] Soient f une fonction de commutation partielle définie sur un
alphaber X, F={X,X,,....Xp} un recouvrement par cliques du graphe de non-
commutation de f et u un mot de X*, alors l'ensemble des images par f du mot u est
l'ensemble des reconstruits de la famille reconstructible: (u Hx,,u nxz,...,u nxn).

Pour permettre une représentation commode de l'ensemble des images
d'un mot par une fonction de commutation partielle, C. Duboc a introduit la notion
de graphe des occurrences d'une famille (faiblement) quasi-reconstructible.
Cette définition peut é€tre donnée également en utilisant la numérotation des
différentes occurrences d'une méme lettre dans un mot.

Définition 3.5: Soit W=(w,,...,.w,} une famille (faiblement) quasi-reconstructible.
Le graphe des occurrences de la famille W est le graphe (S,A) ou
S=se alph(numy(wij)) avec k=sup{fwj/, i € [1,n]} et il existe un arc de (x,p) vers
(y.q) si il existe un mot w, dans W tel que (x,p) précéde (y,q) dans nump(w,).

La caractérisation suivante est alors fort utile:

Lemme 3.6: [20) Une famille (faiblement) quasi-reconstructible est
reconstructible si et seulement si son graphe des occurrences est sans cycle.
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Dans la suite, nous utiliserons le graphe des occurrences de l'image d'un
mot u# par une fonction de commutation partielle f , noté O(u f), défini comme
éitant le graphe des occurrences de la famille reconstructible engendré par u et le
recouvrement par les cliques maximales du graphe de non-commutation de f. Nous
utiliserons également le graphe des occurences d'un mot u défini comme étant le
graphe des occurrences de la famille reconstructible contenant 4 comme seul
élément. Le lemme 3.4 nous permet alors d'énoncer:

Lemme 3.7: Soient f une fonction de commutation partielle définie sur un
alphabet X et u,v deux mots de X*, alors v est dans uf si et seulement si

O(u f)=0(v f).

Reprenons maintenant notre probléme initial: étant données deux
fonctions de commutation partielle f, et f, définies sur un alphabet X et deux mots
u,v de X*commutativement équivalents, il s'agit de vérifier si v € uf, f,. Avec ce
qui précéde, nous pouvons énoncer:

lemme 3.8: Soient f, et f, deux fonctions de commutation partielle définies sur un
alphabet X et u,v deux mots commutativement équivalents de X*, alors: v € uf,f,
si et seulement si la superposition des graphes des occurrences O(uf,) et O(vf,)
est gans cycle.

Preuve: v € uf f, si et seulement si il existe un mot w vérifiant w €
uf, etw € vf, Soient {X, X,,...Xp} et {X/ X, .. Xg) les recouvrements par cliques
maximales des graphes de non-commutation respectifs des fonctions f, et f,,
D'aprés la proposition 3.2 on déduit v € uf, f, si et seulement si il existe un mot w
de X* vérifiant Vi € [1p], wlIx=ulIlx et Vi€ [14], wllx=vIIx:. Ce qui peut
encore s'exprimer: v € uf, f, si et seulement si la famille faiblement quasi-
reconstructible (u I1x ullx,,...u pr,v Ix:v Ix;,...v nxé) est reconstructible.
On obtient alors le résultat voulu grice au lemme 3.6. Dans le cas ou la
superposition des graphes des occurrences respectifs de u f, et v f, est sans cycle,
celle-ci détermine alors un ordre strict partiel sur l'ensemble de ses sommets et
tout ordre strict total compatible avec cet ordre partiel permet d'obtenir un mot w
vérifiant w € uf, etw € vf,.

O
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Nous allons appliquer ce résultat sur un exemple.

Exemple 3.9: Soit l'alphabet X={a,b,c,d,e,f}. Soient f, la fonction de
commutation partielle définie sur X, donnée par le graphe de non-commutation:

a b

et f, la fonction de commutation partielle donnée par le graphe de non-
commutation:

c.\
f € d

Considérons les mots u=aefabdcdfe et v=eedafcbadf. Le graphe des
occurrences de u f, est le suivant:

(c,1)
(a,l1)
(f.2) (d,2)
(f.1) (e,2)

La superposition du graphe des occurrences de u f; avec le graphe de
couvereture de celui de v f, nous donne alors le graphe suivant:
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Ce graphe contient le cycle (a,2)(c,1)(d,2)(e,2)(f.1)(a,2) donc v n'est pas
dans l'image de u par f, f,.

[

4. Compositions de trois fonctions de commutation partielle.

Comme nous venons de le voir, il est facile et rapide de décider si un mot
v est dans l'image d'un mot u par la composée de deux fonctions de commutation
partielle. Le probléme se complique singuliecrement dés que l'on passe a la
composée de trois fonctions de commutation partielle. Nous pouvons cependant
énoncer:

Lemme 4.1: Soient f,.f,, et f, trois fonctions de commutation partielle définies sur
un alphabet X et u,v deux mots de X*. Soient Gy=(S,Ay) le graphe des occurrences de
uf, et Gy=(S,Ay) le graphe des occurrences de vf, alors v est dans uf,f,f, si et
seulement si il existe un graphe G=(S,A) vérifiant les deux propriétés suivantes:

(1) Pour tous éléments de S (x,i),(y,j), si x et y ne commutent pas par f,,
alors il existe dans G soit un arc de (x,i) vers (yj), soit un arc de (yj) vers (x,i).

(2) Ni la superposition des graphes G et Gy, ni la superposition des graphes
G et Gy ne contient de cycle.
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Preuve: Le mot v est dans u f, f,f, si et seulement si il existe deux mots
de X*:wetw' tels que: w € uf,, w € vfyetw € wf,. Supposons qu'il existe un
graphe G vérifiant les propriétés (1) et (2). On peut alors trouver deux graphes
complets sans cycle Gy et Gy’ ayant § comme ensemble des sommets et admettant
respectivement comme sous-graphe la superposition des graphes G et G, d'une
part, la superposition des graphes G et G, d'autre part. Les graphes G, et G, -
déterminent alors deux mots w et w' qui vérifient clairement: w € uf, w € vf, et
w E wf,.

Réciproquement, si il existe deux mots de X*w etw’ tels que w € uf,, w
€ vfietw € wf,, alors le graphe G=0(w f,)=0(w’ f,) vérifie la propri€ié (1) par
définition des graphes des occurrences. De plus O(w f,)=0(u f,) et O(w’ f,)=0(v f,),
le graphe G vérifie donc la propriété (2).

a

Les propriétés (1) et (2) sont cependant difficiles & é&tablir comme le
montrent les exemples suivants.

Exemple 4.2: Soient l'alphabet x={a,b,c,d,e.f} et f, f..f,.f. les quatre
fonctions de commutation partielle définies sur X par leur graphe de non-
commutation donnés ci-dessous.

fi1 f2

!) @J

f3 fa



Soient u=fabcde,v=eabdcf et v'=eadbcf. Nous allons tout d'abord vérifier
si v est dans l'image de u par f, f, f,. La construction des graphes des occurrences
O(u f,) et O(v f,) nous donnent les graphes suivant, ol par souci de clarté et
comme aucune lettre de X n'apparait plusieurs fois dans u,v et v', nous n'avons pas
fait figurer le numéro des lettres dans les noms des sommets.

d b
a a
e c
e
f c

O(u fi1) O(v fs)

Comme les lettres b et ¢ ne commutent pas par f,, et qu'il existe un arc de
b vers ¢ dans O(v f,), on déduit que si il existe un graphe vérifiant les propriétés
du lemme 4.1, ce graphe contient nécessairement un arc de bvers c. Par
superposition avec O(u f,), on obtient alors le graphe suivant:

G,
Les lettres a et d ne commutent pas par f,, comme il existe un chemin de
a vers d dans le graphe G, ci-dessus, un arc de a vers d doit exister dans un graphe
qui vérifierait les propriétés du lemme 4.1. Par superposition avec O(v f,) on

obtient:
% |
a
e >
f c

G,
Pour les mémes raisons, un arc de e vers f doit exister. Par superposition
avec le graphe G,, on obtient le graphe ci-dessous qui contient le cycle f,a,b,c.d.e.f.
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Il n'existe donc pas de graphe vérifiant les propriétés du lemme 4.1,
donc v n'est pas dans l'image de u par f, f, f,. Vérifions maintenant si v est dans
I'image de u par f, f, f,. Les graphes des occurrences de départ sont:

a

a
e WC be

O(u f;) O(v f4)

On s'apergoit que, contrairement au premier cas, aucun ordre
supplémentaire n'est 3 reporter. Cependant il est encore impossible de trouver un
graphe vérifiant les propriétés du lemme 4.1. En effet le choix d'un arc de a vers 4
entraine alors la nécessité de l'existence d'un arc de f vers e et le choix d'un arc de

d vers a entraine celle de l'existence d'un arc de ¢ vers b. Dans les deux cas il y a
formation d'un cycle comme montré ci-dessous:

s
e.l :
¢
b
f

Choix d'un arc de a vers d

f b ‘
a
d
(4 c f b

Choix d'un arc de 4 vers a




Vérifions enfin si v'=eadbcf est dans l'image par f, f, f,. Les graphes de
départ sont alors les suivants:

f b e c
a a

e 4 c f d b
O(u f,) O(v' f4)

Comme précédemment, aucun ordre supplémentaire n'est directement
imposé. Cependant le choix d'un arc orienté de a vers d entraine alors la création
d'un cycle:

Cela n'implique pas qu'il est impossible de trouver un graphe vérifiant
les propriétés du lemme 4.1, mais simplement que le choix de l'existence d'un arc
de a vers d était mauvais. En revanche le choix d'un arc de d vers a permet
d’'aboutir aux deux graphes ci-dessous:

Ces deux graphes permettent alors de construire respectivement les
mots cdefab et defacb qui vérifient bien: cdefab € uf,, defacb € vf, et
cdefab € defach f,.

Les trois parties de cet exemple nous montre la difficulté de mettre en
pratique le lemme 4.I. Cependant, l'utilisation de ce lemme est beaucoup plus
simple pour la composée de trois fonctions de commutation 2-partitionnée, ce qui
sera particuli¢rement utile dans la section 6 ou l'on traite du cas d'un alphabet de
cinqg lettres.
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5. Mots irréductibles du monoide ¥ %.

Les regles de simplification définies dans la section 1 sont des outils
permettant dans certains cas de savoir si une composition de fonctions de
commutation partitionnée peut s'écrire plus simplement sous la forme d'une autre
composition qui serait "plus courte”. La notion d'irréductibilité est liée a ces
problémes de simplification.

Définition 5.1:{9) Un mot u de 'f’x* est irréductible si il n'existe aucun mot v de
‘f’kx vérifiant [v/</u/ et v=u.

Bien que les compositions irréductibles soient en nombre fini comme
I'indique la proposition 1.7, il n'est pas toujours facile d'assurer qu'une
composition donnée est irréductible. La proposition suivante qui caractérise une
famille particuliere de compositions irréductibles de fonctions de commutation
partitionnée sera fort utile dans la section suivante:

Proposition 5.2: Soit un alphabet X={yx;,x3,....Xn.1,Xp}, ot n22. Alors ¢=(yx, X-
{y.x,}) 3x,X-{y,x;})..(yxp-;,.X-{y,xpn-,}) est irréductible.

Preuve: Clairement, il suffit de montrer les deux propriétés suivantes:

1) ¢ n'est équivalent 4 aucun mot plus court formé uniquement avec
des lettres apparaissant dans ¢

2) ¢ n'est pas plus grand que toute lettre de W x autre que celles qui le
composent.

La premiére propriété est €vidente: en effet si ¢ est un mot plus court de

=

Yy, formé 2 partir de certaines lettres composant ¢, alors il existe un i dans

-

[1,n-1] tel que x; et x, ne peuvent jamais commuter, contrairement a ce que permet

fo-
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Pour montrer la deuxiéme propriété, nous allons tout d'abord faire la
remarque suivante: Soit 4 € X* tel que son graphe des occurrences contienne le
sous-graphe G:

(y']) (xlvl)

(xn.tp) (x2,1)

(xnth) (x.?’l)

) )

(.Xn.tn.z) (xn-lvl)

et soit v € X* tel que son graphe des occurrences contienne le sous-graphe Gy:

(xn-Ivl) ()"1)

(x;5,1) (xn-t1)

(XZ'I) (xn’,Z)

J )

(xn'2’l) (xn'tn-Z)

Les t; n'étant pas nécessairement tous différents.

Posons pour tout i de [1,n-11, ¢;=(yx;,X-{y,xi}). Nous allons vérifier que
v € ufy. En effet, dans le cas contraire, il existerait des mots w;, w2, .., Wp-2 qui
vérifieraient: w; € ufy,, wn.2 € v, L VIE [3.n-2], wi € wij.; fe, Nous allons
montrer, par induction sur i, que la propriéié suivante doit alors €tre vérifice:
Vi€ [1,n-1], wi PS(y,1)(x;1)=YyXi- Comme w; € ufy,, la propri€i€ est vérifiée pour
i=1. Supposons la propriété vérifiée pour k21, comme xj €t x, restent toujours
groupées dans @k+)0k+2.-.-6n-7 €t qu'il existe un arc de (xg,7) vers (xp,tx) dans le
graphe Gy, on déduit qu'il existe également un arc de (xg,]) vers (x,,tx) dans le
graphes des occurrences de wg.

H
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De plus, par hypothe¢se de récurrence, il existe également un arc de (y,I)
vers (xk,1). Enfin comme x, et x;x4+; ont toujours €té groupés dans ¢;¢2...¢x et qu'il
existe un arc de (x,,t;) vers (xx+;,1) dans le graphe G, cet arc existe également
dans le graphe des occurrences de wg. On déduit alors que wi PS(y,1)(xp,,.1)=YXk+1-
Comme wg+; € wgfg,,,» on obtient wis) PSey,1)(x;,, 1)=YXk+1- Pour n-1, la propriété
s'écrit wp.; PS¢y, 1)(x,.,,1)=Y%n-1 €€ qui est incompatible avec I'hypothése w,_; €
vf¢,, Donc v & ufy.

Pour chaque lettre ¢ de Wx n'apparaissant pas dans ¢, nous allons donc
exhiber deux mots wu etv tels que v € u fp et dont les graphes des occurrences
contiennent respectivement les sous-graphes G, et Gy, et nous aurons donc ainsi
montré la propriété 2. Nous pouvons séparer l'ensemble des lettres a étudier en
trois sous-ensembles:

a) L'ensemble des lettres supérieures ou égales a4 (y,X-{y}) pour lequel
les mots U=yx;XpX3Xp...XpXp-1 € V=EX|XpX2Xp...XpXp.1y conviennent.

b) L'ensemble des lettres supérieures ou égales 3 (yxp,X-{y,xp}). On peut
prendre dans ce cas les mots U=yxXpX;Xz..Xp.; € V=X;X2..Xp.;yXn OU on a confondu
toutes les occurrences de la lettre x,: tous les ¢; sont égaux.

c) L'ensemble des lettres supérieures ou égales 2 une lettre de la forme
(yxilxiz...x,'P,X-{y,x,-‘,xiz...xip)) avec n-12p>1. Nous supposerons que i,<i,<...<ip. Posons
de plus X-{y,x,'l,x,-z...xip}={xj,,xj2...xj?} avec j,<j;<...<jq. Envisageons deux sous-cas:

c.1) x, est dans le méme groupe que y. Trois sous-cas sont 2
envisager:

c.1.1) j>1 et jg<n-1. Alors il existe un entiers r tel que i,=j,-1.
On peut prendre u=XxpXj,, Xn...XnXi,yXnXiXn...-XnXi,XnXjXj,...Xj, €t
VEXjXj, . Xj XnXi,, X XnXiYXnXiXn. - XnXiXn. En effet, on a bien y qui
précéde x, dans u puisque x,=x;. De méme on a x,.; qui précéde y dans
Vv puisque Xn-1=Xi, - Enfin, on a confondu certaines occurrences de xj,
(on considére que la derniére occurrence de x, joue le rble de toute
les autres).

c.1.2) j,21 et jg=n-1. On peut dans ce cas prendre
u=yx,,x,-lx,,...x,,xipx,,lesz...qu et
v=lesz...quyxnxilx’l...xnxjpx".

c.1.3) j,=1et jgsn-1. On peut dans ce cas prendre

u=x’;xl'lxn...x’|xi x’lyx'lx '2...X' et
P Jr7] 9
V=IjIij...quanil.x"...xnxl'pxny.
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c.2) x, n'est pas dans le méme groupe que y. Nous pouvons de
nouveau séparer ce cas en quatre Sous-cas:

c.2.1) g=1. On peut prendre U=XpXp.]yX;X2...Xp.2 et
V=Xp.]¥X1X2...Xp-2Xp OU on a confondu toutes les occurrences de la
lettre xp.

€.2.2) j,=1 et jg.;=n-1. On peut alors prendre # donné par
u num/u/=(xn,tip)(xj',,l)(x,,,tj,)....
..(xn,tjq_,)(xj'q,l)(x,,,t,'l)....
..(Xn,tjp_l)(xip,l)(y,l)(le,])(xn,tjl)....
..(xj'_l,l)(x,,,tj,_l)(x,’l,l)...(x,'p_l,l).
et v donné par v num/u/=(x,-p,l)(x,,,t,'p)(xjr,l)(x,,,tj’)...
...(x,,,tjq_l)(qu,l)(y,])(x,'l,])...
...(xip_l,l)(x,,,til)...
...(x,,,t,-p_l)(xj,,l)(x,,,tj’)....
..(xj’_,,l)(x,,,tj,_,),
ol jr=ip+1. En effet ip est différent de i, par hypothése. De plus, on a
bien dans u numyy, (y,1) avant (x;,1) et dans v numyy/, (y,1) aprés
(Xp-1,1) puisque x;=xj et Xn-1=Xj,. En outre, il faut vérifier que pour
tout k de [1,n-2], (xp,tk) est avant (xg4;,1) dans u numjy et (xi,1) est
avant (xp,tx) dans v numy . Cela est bien vérifié pour k=ip puisque
jr=ip+1. De méme pour k2j,, pour la méme raison. Comme j,.;<ip, cela
est également vérifi€é pour k € (i;,....ip-;} et pour k € {j1,....jr-1}.

c.2.3) j;>1. On peut alors vérifier que les mots U=x,x; xpXxj,....
. --quxnxi,-n:xip)’xi, 4
. et v=x;,...xipxnlex,,x]'z...quyxil...xi,.,xn avec i,y=j;-1
conviennent,

c.2.4) jg-1<n-1. On vérifie, toujours de fagon similaire, que
les mots u=xpXj,...X; YXj Xn..-Xj XnXi,.--Xi,_,

et v=x,-,....x,-pyx,-l....x,-,_lx,,xj,x,,...qux,, avec ip=jq+ 1
conviennent. Ce dernier cas termine la preuve de la proposition 5.2

O
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6. Le cas d'un alphabet de cing lettres.

Dans cette section, nous allons étudier l'ensemble de toutes les
compositions de fonctions de commutation partitionnée définies sur un alphabet
de cinq lettres. Nous apportons en particulier une réponse négative a la question
formulée dans [9] qui est de savoir si, sur un alphabet quelconque, toute
composition de fonction de commutation partitionnée s'écrit de maniére unique
sous la forme d'une composition de fonctions de commutation irréductible qui
serait alors la "forme normale” de la composition initiale.

Dans ce qui suit, X={a,b,c,d,e} désigne l'alphabet de cinq lettres
considéré, et a,B,7,6,§ désigne une permutation quelconque des lettres a,b,c,d,e. Avec
ces notations, nous pouvons séparer l'ensemble ¥y des partitions de l'alphabet X
en 7 types:

Type 1: (abcde) correspondant & la fonction ou rien ne commute.

Type 2: (a,By5¢)

Type 3: (af,y8¢)

Type 4: (a,B,785)

Type 5:(a,B%6%)

Type 6: (a,B,7.66)
Type 7:(a,b,c,d,e) correspondant a la commutation totale.

Nous allons maintenant étudier les différents mots de longueur deux du
monoide WX engendré par Wx, correspondant aux composées de deux fonctions de
commutation partitionnée définies sur X. Plus précisemment, nous isolerons les
mots de longueur deux deWy¥ qui sont irréductibles. Nous pouvons tout d'abord
remarquer que si une des lettres composant un mot de ¥Yx¥ de longueur strictement
plus grande que 1 est la lettre de type 1 ou la lettre de type 7, ce mot n'est alors pas
irréductible. Dans le premier cas, on peut effacer la lettre de type 1, et dans le
second on obtient la commutation totale: (a,b,c,d,e). Nous ne considérerons donc
que des mots de'¥y¥ contenant des lettres de type 2,3,4,5 ou 6. Et nous pouvons
énoncer:

Lemme 6.1: 1] existe deux types de compositions de fonctions de commutation
partitionnée sur l'alphabet X={a,b,c,d}, associées aux deux types de mots de deW¥x
suivants.‘(aB,75§)(a}',ﬂ5§) et (a:ﬁ')’;&é)(aﬁ&?'é)
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Preuve: Soit u=@y un mot de longueur 2 de de¥'y¥ . Supposons tout
d'abord que ¢ est une lettre de type 2 (on obtiendrait le méme résultat dans le cas
ol y est une lettre de type 2). Alors, soit a est isolée dans y auquel cas @sy(cf
définition 1.2). On obtient alors @y=y d'aprés la régle 1.5. Sinon la régle 1.9 peut
s'appliquer une ou plusieurs fois et il existe y’ dans ¥ x tel que ev=y'y'zy’.
Examinons sur un exemple ce type de réduction, les autres cas possibles se
réduisant de maniére similaire: Supposons ¢=(a,bcde) et y=(bc,ade) alors
(a,bcde)(bc,ade)=(a,bcde)(bc,a,de) (régle 1.9) et (a,bcde)(bc,a,dej=(a,bc,de)(a,bc,de)
donc @y=(a,bc,de). Un raisonnement analogue pour le cas ou ¢ est une lettre de type
4 ou 6 permet de conclure qu'un mot irréductible de longueur 2 de de¥y ne peut
contenir que des lettres de type 3 et des lettres de type 5. Supposons maintenant
que ¢ est une lettre de type 3 et y une lettre de type 5. Posons ¢=(apB,y55). Deux cas se
présentent:

1) a ou B est isolée dans y. Supposons que y=(a,B7,6f), le résultat
serait identique dans les autres cas. Alors ¢@y=(a,B,7,65) par applications
successives de la régle 1.9.

2) Ni a ni 8 ne sont isolées dans y. Envisageons deux sous-cas:

2.1) y=(7,aB,6¢). Alors wv> ¢ et py=y. Le résultat serait le méme
si & ou & avaient été isolées dans y.

2.2) y=(v,ad,Bt). Alors py=(y,ap,68)(y,ad,5). On obtient donc
la composée de deux lettres de type 5.

On peut donc considérer qu'un mot irréductible de longueur 2 de de'¥Wy
ne peut étre formé que de deux lettres de type 3 ou de deux lettres de type 5. Dans ce
demier cas, seul le type (a,B7.6()(a,B6,7§) ne se réduit pas grice aux régles de la
premidre section. On peut remarquer que dans ce cas, tout ce passe comme Ci on
travaillait sur l'alphabet de quatre lettres {B,7,6,§} puisque o est toujours isolé. On
retrouve alors dans (By,66)(B5,v) la forme irréductible de la proposition 5.2, ce qui
nous assure que (a,B7,68)(a,B6,yE) est bien un type de mot de deux lettres
irréductible de WX. Les mots de Wy formés de deux lettres de type 3 et qui ne se
réduisent pas avec les régles de la premiére section sont également d'un seul type:
(aB,y8E)(ay,BSE). On remarque que deux lettres de X restent toujours groupées dans ¢
et dans y. Tout se passe comme si on travaillait sur un alphabet de 4 lettres, les
différentes occurrences de ces lettres de X qui sont toujours groupées pouvant €étre
considérées comme les différentes occurrences d'une méme lettre. On reconnait
alors, comme précédemment, la forme de mots irréductibles de la proposition 5.2,
ce qui nous assure que ces deux derniers types de mots de longueur 2 de ¥y sont
bien des mots irréductibles. -

45



Nous allons maintenant isoler les mots irréductibles de trois lettres de

Vi

Lemme 6.2: 1l existe 2 types de compositions irréductibles de longueur 3 de
fonctions de commutation partitionnée sur l'alphabet X={a,b,c,de} associées aux 2
types de mots de WX suivants: (aB,y5E)(ay.B6E)(ad,ByE) et (aB,y5E)(ay.BEE) Y8, aBE).

Preuve: Des résultats obtenus dans la preuve du lemme 6.1, on déduit au
plus deux cas possibles de mots irréductibles de longueur 3 de ¥y. Il s'agit de la
concaténation d'un mot du type (apB,y5¢)(ay,B8E) avec une lettre de ¥y de type 3, ou
de la concaténation d'un mot du type(a,B7,6&)(a,B6,y5) avec une lettre de type S.
Pour ce demier cas, ce qui précéde nous conduit 2 préciser que dans cette lettre de
type 5, a doit étre isolée. Comme nous l'avons déja vu dans la preuve du lemme 6.1,
tout se passe comme si on travaillait "séparément” avec l'alphabet de 4 lettres
{B,7,6,} puisque a a la possibilit¢é de commuter 2 tout moment avec toutes les autres
lettres de l'alphabet X par les fonctions de commutation associées. Les résultats
déja obtenus dans [9] concernant les compositions de fonctions de commutation
partitionnée sur un alphabet de 4 lettres nous permettent donc de déduire qu'il
n'existe pas de mot irréductible de longueur 3 dans Wy contenant des lettres de
type 5. En particulier, la proposition 1.10 nous permet d'écrire:
(a,By,6E)(a,B8,YE)(a,Be,vé)=(a,B,7,6,E) est la commutation totale. I nous reste donc a
étudier le premier cas: La concaténation d'un mot du type (apB,yéé)(ay,f6f) avec une
lettre' de type 3. Soit ¢ cette lettre. Clairement ¢ doit €tre différent de (e B,y8E), sinon,
en application du lemme 1.8, le mot obtenu ne serait pas irréductible. On obtient
alors, aux permutations prés, deux formes possibles pour ¢: (ad,By€) ou (af&,y6) d'ou
deux types possibles de mots:(af,y8&)(ay,6E)(ad,ByE) et (aB,y6E)(ay,B6E)(aBE.yS).

On peut reconnaitre dans le premier type la forme des mots
irréductibles de la proposition 5.2, nous sommes donc sir que ce premier type
correspond bien 2 un type de mots irréductibles. Pour le deuxiéme type, si on
suppose qu'il ne s'agit pas d'un type de mots irréductibles, alors, comme toutes les
lettres de l'alphabet X commutent au moins une fois deux a deux par l'intermédiaire
des fonctions de commutation associées, on déduit que ce type de mot est équivalent
2 un type de mot de ¥¥ de 2 lettres dont une au moins est de type 2,4,5,6 ou 7. Les
preuves précédentes montrent que ce ne peut étre qu'un type de mot de deux
lettres de type 5 irréductible ou la commutation totale. Ce dernier cas est a écarter:
par exemple, beacd n'est pas dans limage de abdec par fiab,cde)(ac,bde)(cd,abe)- Pour
ce qui conceme le premier cas, nous avons vu qu'une méme lettre de X est toujours
isolée dans les deux lettres de ¥y de type 5 qui forment des mots de WY de longueur
2 et irréductibles. D'autre part, f(aB,y6¢&)(ay,B6E)(y5,ape) réalise clairement la
commutation totale sur tout sous-alphabet de quatre lettres de {a,B8,7,6,6}. On déduit
donc que si (aB,y5&)(ay,BSE)(vS,aBE) est équivalent 3 un mot de Wy formé de deux
lettres de type 5, la fonction associée doit réaliser la commutation totale sur le sous-
alphabet de quatre lettres ne contenant pas celle qui est isolée dans ces deux
éléments de type 5. Cela entraine alors qu'il ne peut s'agir que de la commutation
totale sur l'alphabet complet, ce qui est en contradiction avec le résultat précédent
et termine la preuve du lemme 6.2.

O
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Nous allons maintenant étudier plus précisément les deux formes de
composition associées aux deux types de mots de longueur trois irréductibles. Le
lemme suivant montre que l'utilisation du lemme 4.1 est plus simple dans le cas de
ces compositions. Nous prendrons un représentant particulier pour chacun des
deux types de mots irréductibles de longueur trois, ces résultats s'étendent ensuite
en utilisant les permutations appropriées. Pour le premier type, nous prendrons
comme représentant la fonction fiap,cde)(ac,bde)(ad,bce) € pour le second, nous
prendrons frab,cde)(ac,bde)(cd,abe). Soient u et v deux mots commutativement
équivalents de {a,b.c,d,e}*. Les graphes O(u f(ab,cde)) e O(V f(ad,bce)) déterminent
sur Z=alph(u numjy,;) deux ordres stricts partiels que nous noterons
respectivement Ro et So. Posons Zge=alph((u Il 50) numju;) et
Zpde=alph((u Ilpge) numjy). Soit la suite de relations définies sur Z par: Vi € /Ny,
Ryj-1=(R2i-2 U Szi-2(bde))*, $yi.1=(82i-2 U Ryj.2(bde))*, Ryj=(Rzj.; U S24.4(ac))*,
S2i=(S2i-1 U Ryj.i(ac))*, ou pour toute relation T définie sur Z, T(ac) et T(bde)
désignent respectivement les restrictions de T aZgc et 2 Zpg4e. Comme u et v sont de
longueur finie, il existe un entier m tel que Ry, (ac)=Smy(ac) et Ry (bde)=S(bde).
Avec ces notations, nous pouvons énoncer:

Lemme 6.3: Le mot v est dans l'image de u par fiab,cdej(ac,bde)(ad, bce) Si et
seulement si Ry, et S,; sont deux ordres stricts (partiels) sur Z.

Si on considére maintenant la fonction fiab,cde)(ac.bde)(cd,abe), On
obtient le méme énoncé, Ry et Sy étant déterminés par les graphes O(u fiab,cde)) et
O(v f(cd,abe)). Nous allons prouver ce lemme pour la fonction
f(ab,cde)(ac,bde)(ad,bce), Vautre cas se démontre de maniére identique. La condition
est clairement nécessaire. Pour montrer qu'elle est suffisante, nous utiliserons le
résultat plus général exprimé dans le lemme 6.5, lui-méme étant une conséquence
du lemme 6.4 suivant:

Lemme 6.4: Soient X un ensemble fini, Y et Z deux sous-ensembles de X et R,R
deux ordres stricts définis sur X tels que R'M(ZxZ)=RMN(ZxZ) et R'MN(YxY) C RM(YxY).
Alors R”"=(R° U (R N (YxY)))* est un ordre strict sur X qui vérifie:
RNM(YXY)=R"M(YxY) et RM(ZxZ) C R"MY(ZxZ).

Preuve: Soit (x,x’) un €élément de R"-(R° U (R M (YxY))). Alors, il existe
X0,X[,...,Xn+1 Vérifiant xo=x,xp4+,;=x"et Vi € [0,n], (x;,xj4+;) € R°U (R N (YxY)).
Nécessairement, n est supérieur ou egal & 1. Supposons que n soit le plus petit
entier vérifiant ces propriétés, alors on déduit que pour tout i dans [7,n], x; est un
€lément de Y. En effet, si il existe j € [I,n], tel que x; € Y, on déduit que
(xj.1,xj) € R’ et (xj,xj+;) € R’. Comme R’ est un ordre, on a alors (xj.;,xj+;) € R’ et
n ne serait pas le plus petit entier vérifiant les conditions. Cela entraine que pour
tout i dans [I,n-1],(xi,xj+;) est un €élément de R M (YxY) puisque
R'N(YxY) € RN(YxY). Comme R est transitive, on obtient que n est inférieur ou
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égal 2 2 et que x et x' ne peuvent appartenir tous les deux a Y puisque (x,x’) n'est
pas un élément de RM (YxY). Cette derniére conséquence entraine
RN (YXY)=R"NM(YxY). Clairement, RM(ZxZ) C R"M(ZxZ), il nous reste donc &
vérifier que R’ est bien un ordre strict sur X. Par construction, R’ est transitive.
Nous devons montrer que R’'’ est irréflexive. Supposons qu'il existe un élément x
dans X tel que (x,x) € R”. Comme RN (YxY)=R"'M(YxY), x ne peut pas €tre un
élément de Y. De plus, comme R’ et R sont des ordres stricts, on déduit
(x,x) € R"-(R"U (RN (YxY))). Daprées ce qui précede, deux cas sont a
envisager:

1) Il existe y € Y tel que (x,y) € R U (RN (YxY)) et
(y,x) € R"U (RN (YxY)). Comme x € Y, on obtient (x,y) € R'et (y,x) € R’ ce qui
est impossible.

2) 11 existe y,y € Y tels que (x;y) € R U (RN (YxY)),
(y,y) € RN (YxY), et(y',x) € R'U (RN (YxY)). Comme x € Y, on déduit,
(x,y) € R'et(y'x) € R. Comme R’ est transitive, on aurait alors (y,y) € R’ Or
R'M(YxY) est inclus dans RM(YxY) et (y,y') € R/M (YxY). Cette contradiction nous
permet alors de conclure que R’ est bien un ordre strict sur X, ce qui termine la
preuve du lemme.

O

On déduit de ce résultat le lemme suivant:

Lemme 6.5: Soient X un ensemble fini, {Y.Z}, une partition de X et RS deux ordres
stricts définis sur X tels que SNY(ZxZ)=RMN(ZKZ) et SN(YxY) C RN(YxY) Alors il
existe deux ordres stricts totaux sur X, R’ et S’ vérifiant R C R, S C S/,
S'TYUZKZ)=R'M(ZKZ) et S'MYXY)=R'M(YxY).

Preuve: Nous allons montrer ce lemme par induction sur n, le nombre
d'éléments manquant dans R et S pour que ces ordres soient totaux Si n=0, on peut
prendre R'=R et §'=S. Si maintenant n>0, envisageons deux cas:

1) Si SN (YxY) est strictement inclus dans RM(Y«xY), par application du
lemme 6.4, la relation S”'=(S U (R M (YxY)j})* est un ordre strict sur X, contenant
S et qui vérifie RM(YxY)=S"M(YxY) et RMN(ZxZ) C S"M(ZxZ). On peut alors
appliquer la relation de récurrence a4 S°’ et R puisque le nombre de relations
manquant dans R et §°° pour que ces ordres soient totaux est strictement plus petit
que n. »
2) Si SN(YxY)=RM(YxY), on peut supposer que R n'est pas une relation
totale, dans le cas contraire, on pourait appliquer le méme raisonnement sur la
relation S. Il existe donc y € X tel que l'ensemble des éléments qui Iui sont
incomparables par la relation R est non vide. Soit x, un élément minimal de cet
ensemble. Posons R'’=(R U {(x,y)})*, clairement R’ est une relation irréflexive,
par définition de x. Supposons x € Y, nous allons montrer que dans ce cas
R" M (ZxZ)=S M (ZxZ). En effet, soit un €élément (z,z°) de (R” M (ZxZ))-(S M (ZxZ)).
Comme SN (ZxZ)=RM(ZxZ), on déduit que (z,x) € Set (z'=y ou (y,z) € S). Par
définition de x, on obtient (z,y) € R, sinon x ne serait pas minimal dans l'ensemble
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des éléments incomparables 2 y par R ou (y,x) serait un élément de R. Donc
(z,y) € S et (z,27) € §, ce qui entraine R”" M (ZxZ)=S M (ZxZ). De plus, par
construction, on a SM(YxY) C R”"M(YxY). Symétriquement, dans le cas ou x € Z,
on obtient R M (YxY)=S M (YxY) et SMN(ZxZ) C R"M(ZxZ). Dans les deux cas, le
nombre de relations manquant dans R’ et S pour que ces deux ordres soient totaux
est strictement plus petit que n. On peut donc appliquer I'hypothése de récurrence
AR"etS, ce qui termine la preuve du lemme.

O

Remarque: On retrouve ainsi le résultat de la proposition 1.10: La
fonction fiab,cd)(ac,bd)(ad.bc) Téalise la commutation totale. En effet, pour tout
couple de mots commutativement équivalents u,v de {a,b,c,d}*, les ordres R et S
déterminés respectivement par les graphes O(u fiab,cd)) et O(V frad,bc)) vérifient
R M {a,c}x{a,c}=S M {ac}x{a,c}]=@ etR M {bd}x{b,d}=S M {bd}x{b,d}=02. D'aprés le
lemme 6.5, il est donc toujours possible de trouver deux mots w; et w, tels que
w1 € ufiab,cd)» w2 € Vfiad,bc) et w1 € w2 frac,bd)-

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la condition du
lemme 6.3 est suffisante: En effet si les relations R, et S,, sont des relations
d'ordres, elles vérifient les conditions du lemme 6.5, ce qui permet de conclure

grice au lemme 4.1:v € ufiab cdej(ac,bde)(ad bee)-

Nous allons expliciter le lemme 6.3 pour la fonction
ftab,cde)(ac,bde)(cd,abe) &fin de comparer cette demniére & la fonction f(pd,ace). Nous
pouvons en effet énoncer:

Lemme 6.6: Pour tout mot u de {ab,.d.e}* Ilimage de u par fipd ace) est incluse
dans l'image de u par f(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)-

Preuve: Soient u,v deux mots commutativement équivalents
de{a,b,c,d,e}* tels que v n'est pas dans l'image de u par fiab,cde)(ac,bde)(cd,abe). Nous
allons montrer que dans ce cas v ne peut €tre dans l'image de u par f(pg,ace). Nous
reprenons ici la construction des relations R, et S, utilisée pour le lemme 6.3, les
relations Ry et Sy étant determinées par les graphes O(u feab,cde)) €t (O(V f(cd,abe))-
D'aprées le lemme 6.3, comme v n'est pas dans l'image de u par
ftab.cde)(ac,bde)(cd,abe), la relation R, ou la relation S, n'est pas irréflexive. Soit p
le plus petit entier tel que Rp ou §p ne soit pas irréflexive. Nous supposerons qu'il
s'agit de Sp, la démonstration étant identique dans l'autre cas. Vérifions tout
d'abord que p>1I: Soient (x,x°) € S§;-(Sp U Rp(bde)) et n le plus petit entier vérifiant:
3 X0,X),....Xn+1 tels que Xp=x, Xp4y=x"et Vi € [0,n], (xixj+1) € Sp U Ro(bde). Alors
pour tout i dans [Il,n],x; € Zpgqe: en effet supposons qu'il existe j € [1,n] tel que
Xj €& Zpgde. Alors, (xj.1,%j) € So et (xj,xj+;1) € Sp donc (xj.;,xj+;) € Sp ce qui est
incompatible avec la définition de n. On déduit n<3, d'ou trois cas possibles:
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- 3x;,x2 € Zpde tels que (x,x;) € Sy, (x2.x') € So, (x1,%2) € Ry(de),
-3 x; € Zpge tels que (x,x;) € Sy, (x;x') € Rp(de),
- 3x; € Zpge tels que (x,x;) € Ry(de), (x;.x°) € Sp.

Comme Sy(de)=2, x ne peut étre égal a x’ donc p>1. Nous supposerons dans
la suite que p est un entier pair, la démonstration serait identique dans l'autre cas.
Il existe donc x € Z, ¢ € /N tel que p=2g+2 et (x,x) € S2gq+2- De la méme fagon que
précédemment, on déduit trois cas possibles:

- 3x;,%2 € Zgc tels que (x,x1) € Sag+1, (x2.X) € Saq+1, (x1,X2) € Rpgsi(ac),
-3x; € Zge tels que (x,x;) € Szg+1, (X1.X) € Raq4i(ac),
-3x; € Zgc tels que (x,x;) € Ryg4(ac), (x;x) € Sag+1-

Dans tous les cas, on obtient: 3 (a,iz2§+1)(cilq+1) € Z tels
que (((c,isq41).(8,i5qg+1)) € Raqe1-S2q+1 € ((8,i3q41).(C.i3q+1)) € Siq+1-R2q+1) ou
(((c.isqg+1)(aisq+1)) € Sag+1-Rag+r €t ((a,i3g+1).(Cisqg+1) € Rag+1-S2q+1), en effet
les autres possibilités entraineraient la non irréflexivité d'une des deux relations
Rzgq+1 €t Syq+;. Nous pouvons nous placer dans le deuxiéme cas sans nuire a la
généralité de la démonstration et nous allons montrer par induction la propriété
suivante notée (P): si ((a,ifg+1).(c.ifg+1)) € Rag+1-S2g+1 €t Ryg4 1 est irréflexive
alors il existe ((a,ij).(b,i%)) € Ry, ((e,ij).(c,ij)) € Ry, ((b,i§).(e.ip)) € Sp,
((b.i5),(a,i1)) € So, ((c,ii),(d,i3)) € So, ((a,i3),(b,i3)) € Ro, ((d.i%).(c,i3)) € Ry, ...... ,
((a,i3q+1),(b,i%q)) € Ro, ((d\i2g),(c.ilq+1)) € Ro.

Grice aux résultats obtenus précédemment sur la construction de §;, on
montre facilement que le propriété (P) est vérifiée pour g=0. Considérons
maintenant ((a,ifg+3).(c,ifq+3)) € Rag+3-S2g+3, avec Rog+3 irréflexive. Grice aux
résultats précédents, on déduit deux cas possibles: I ((b,ilg+2).(d,ifg+2)) € Szq+2 et
(((a.i3g+3).(b.i3g+2)) € Rags2z, ((difg+2).(Cisqg+3)) € Rag2) ou (((a,isq+3).(d,iSq+2))
€ Riyg+2, ((bi3g42),(C,i5q43)) € qu+2). Considérons tout d'abord le deuxiéme cas: si
((d,i3g+2).(c,ifg+3)) € Ry, alors, ((a,ifg+3).(c,ifq+3)) € Ryg4,, ce qui est contraire
aux hypothéses puisque Ryg+2(a,c)=S2g+2(a,c), et si((c,ifg+3),(d,ifg+2)) € Rp, on
aurait ((b,ifg+2).(d,i3g+2)) € Rag+s et ((d,ifg+2).(b,itq+2)) € Rags+3, ce qui est
incompatible avec I'hypothéses Ryg4+3 est irréflexive. Pour la méme raison, on
déduit que dans le premier cas, ((a.izg+3).(biidg+2)) € Ry, et
((diijg+2).(c,ifq+3)) € Ro. Le méme raisonnement appliqué symétriquement &
(((b.ilg+2).(di3g+2)) € S2q+2) nous permet ensuite d'appliquer la relation de
récurrence et de conclure que la propriété (P) est vérifiée.

Symétriquement, nous obtenons pour ((c¢,ifg+1).(a,i3q41)) € Sag+1-R2g+1,
il existe ((c,jj)(d.j4)) € So. ((e.jg)(a.j1)) € So, ((d,jd).(e,jb)) € Ry,
((d.j%).(c.j1)) € Ro, ((a.j1).(b.j%) € Rg, ((c.j3).(d.j%)) € So, ((b.j3).(a.j%)) € So, ...... '
((c.i3g+1).(d.joq)) € So. ((b.jdq).(a.isq+1)) € So. Si on suppose maintenant que
v € 4 f(bd,ace), on doit avoir (u numy) Il z, =(v num;y) Il z,, e
(u numjy) Iz, =(v numpy) Iz, . Cela entraine que ((e,ip).(c,ij)) € S et
((e.jy).(a,j3)) € R, ou S et R sont les ordres déterminés respectivement par les
graphes des occurrences de v et de u. On déduit ensuite ((b,i}),(d,i3)) € S et
((d,j5),(b,j5)) € R. Une simple récurrence sur ¢ permet alors de montrer
(((b,i%q).(d.j%q)) € S) et (((d,jiq).(b,i%g)) € R)ce qui est incompatible avec
I'hypothése: (u numyyy) szd=(v num/y) szd. Cette contradiction termine la
preuve du lemme 6.6.

O
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Cette comparaison conduit a formuler une réponse négative a une
question de [9]:

Lemme 6.7: Les deux mots (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe} et (ab,cde)(ace,bd)(cd,abe) de
Y% sont équivalents, donc les compositions de fonctions de commutation
partitionnée ne s'écrivent pas toujours de facon unique comme la composée
irréductible de fonctions de commutation partitionnée.

Preuve: Nous avons vu que (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) était plus grand
que (ace,bd). Cela entraine que (ab,cde)(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) (cd,abe) est plus
grand que (ab,cde)(ace,bd)(cd,abe). Maintenant, comme (ab,cde)
(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(cd,abe) est équivalent & (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe), on
déduit (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) est plus grand que (ab,cde)(ace,bd)(cd,abe). De
fagon symétrique au lemme 6.6, on peut montrer que (ab,cde)(ace,bd)(cd,abe) est
plus grand que (ac,bde). Comme précedemment, on déduit alors que
(ab,cde)(ace,bd)(cd,abe) est plus grand que (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe), donc que ces
deux mots sont équivalents.

O

Nous allons maintenant étudier les mots de longueur 4 de ¥x+. Un grand
nombre de ces mots se réduisent directement grice aux régles de simplification.
Deux cas sont & envisager:

(1) Un mot obtenu par concaténation de (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe) avec
une lettre de ¥y .

{2) Un mot obtenu par concaténation de (ab,cde)(ac,bde)(ad,bce) avec
une lettre de ¥y .

Dans les deux cas, on sait que si on concatene au mot considéré une
lettre qui n'est pas de type 3, ou une lettre apparaissant déjd dans ce mot, on
obtient alors un mot qui n'est pas irréductible. Pour le cas (7), il nous faut donc
vérifier que les mots obtenus par la concaténation de (ab,cde)(ac,bdej(cd,abe) avec
une lettre de l'ensemble {(ad,bce), (ae,bcd), (bc,ade), (bd,ace), (be,acd), (ce,abd),
(de,abc)} ne sont pas irréductibles. Considérons les différents cas:

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ad,bce) est équivalent & (ab,cde)(a,be,c,d)
d'aprés la proposition 1.10 en considérant b et ¢ comme une seule lettre. On obtient
ensuite, en appliquant la régle 1.9, (ab,cde)(ac,bde)(cd,abej(ad,bce) est équivalent
a(ab,cde).
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(ab,cde)(ac,bdej(cd,abe)(ae,bcd) est équivalent 3 (ab,cde)(ac,bde)
(cd,b,ae) d'aprés la régle 1.9. En appliquant de nouveau cette régle, on obtient:
(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ae,bcd) est équivalent A (a,b,c,de)(c,d,b,ae) donc 2
(a,b,c.d,e).

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(bc,ade) est équivalent & (ab,cde)(ace,bd)
(cd,abe)(bc,ade) d'aprés le lemme 6.7. Or (ace,bd) (cd,abe)(bc,ade) est équivalent 2
(ae,b,c,d) d'aprés la proposition 1.10 ou on considére a et b comme une seule lettre.
Donc ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(bc,ade) est équivalent 3 (ab,cde)(ae,b,c,d) donc i
(a,b,c,d,e) d'aprés la réglel.9.

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(bd,ace) est équivalent a (ab,cde)(ace,bd)
(cd,abe)(bd,ace). D'aprés la régle 1.8, on obtient alors (ab,cde)(c,d,b,ae) et comme
précédemment (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(bd,ace) est équivalent 2 (a,b,c,d,e).

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(be,acd) est équivalent & (ab,cdej(ac,bde)
(cd,a,be) d'aprés la reégle 1.9. En appliquant de nouveau la régle 1.9, on obtient
(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(be,acd) est équivalent & (ab,cde)(a,c,d,be) donc 2
(a,b,c.d.e).

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ce,abd) ne peut €Etre réduit en utilisant
directement les régles de la premiere section ou les résultats précédents. Nous
montrerons cependant dans le lemme 6.8 que la fonction associée 2 ce mot réalise
la commutation totale.

(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(de,abc) est en fait du méme type que le mot
précédent, en effet, (ab,cde)(ac.,bde)(cd,abe)(de,abc) est équivalent a (ab,cde)
(ace,bd)(cd,abe)(bc,ade) d'aprés le lemme 6.7. Si on applique sur
(ab,cde)(ace,bd)(cd,abe)(de,abc) la permutation qui échange a et b et qui échange
c et d, on obtient (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ce,abd). Le résultat du lemme 6.8
s'appliquera donc également pour (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(de,abc).

Lemme 6.8: La fonction associée au mot (ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ce,abd) réalise
la commutation totale sur X={ab,c.de)}.

Preuve: Soient 4 et v deux mots commutativement é€quivalents de
{a,b,c.d,e}*. Considérons w=(u Ilgp)(u Ilcge), wa=(v Il gp)(u IT ge)(v I1.) et
wi=(v ITgpg)(v IT..). Clairement, w; € Uf(ab,cde) @ W3 € Vfice.abd). De plus,
w2 € wi flac.bde), en effet, wo Il ge=(v I g)(v Il c)=(u I g)(u IT¢)=w; Il 4, et
W2 nbde-‘-’(v na)(u nde)-’(" Ha)(u nde)=W1 nade- De méme, wy; € W3f(cd.abe)3
wo Il cq=(u Hgj(v I e)=(v Hg)(v H)=w; Il g, et wy Hgpe=(v Hgpi(u I1,) =
(vIIap)(vIle)=ws Il gpe. Donc v € ufiab.cde) f(ac.bde) f(cd,abe) f(ce,abd) €t
f(ab,cde)(ac,bde)(cd,abe)(ce,abd) Téalise la commutation totale. O
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Pour le cas (2), il faut vérifier que les mots obtenus par la concaténation
de (ab,cde)(ac,bde)(ad,bce) avec une lettre de l'ensemble {(ae,bcd), (bc,ade),
(bd,ace),(be,acd),(cd,abe),(ce,abd),(de,abc)} ne sont pas irréductibles. Comme pour
le cas (1) tous les mots a étudier, & l'exception de (ab,cde)(ac,bde)(ad,bce)(ae,bcd),
se réduisent grice a la régle 1.9, la proposition 1.10 et le lemme 6.7. et nous
conjecturons:

Conjecture 6.9: La fonction associée au mot (ab,cde)(ac,bde)(ad,bce)(ae,bcd)
réalise la commutation totale sur X={ab,cde}.

Remarques:

-La concaténation de (ab,cde)(ac,bde)(ad,bce)(ae,bcd) avec une lettre
quelconque de W x différente de (ae,bcd) et de (abcde) réalise clairement la
commutation totale.

-Une réponse positive a cette conjecture nous permettrait de conclure
qu'il n'existe pas de mot de longueur strictement plus grande que 3, dans
W ia.b.c.dej* Qui soit irréductible, et que toute composition de fonctions de
commutation partitionnée définie sur un alphabet de cinq lettres peut é€tre simulée
par une composition d'au plus trois fonctions de commutation partitionnée.
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7. La _décision f=com.

Il semble trés difficile d'établir une caractérisation des compositions de
fonctions de commutation partitionnée qui soit simple et facile & vérifier. Les
résultats obtenus sur des alphabets de 3, 4 ou 5 lettres et les différents cas possibles
dans I'application du lemme 4.1 nous incitent en particulier 3 émettre les
conjectures suivante:

Conjecture 7.1: Soit un alphabet X={yx;,x;,...,xp}, ok n22. Alors la fonction de
commutation associée au mot ¢=(yx, X-{y.x,}) (¥yx,X-{y.x})...(yxpn,X-{y,xp}) réalise la
commutation totale.

Conjecture 7.2: Soit f une composition de fonctions de commutation partitionnée
définie sur un alphabet X. Alors f réalise la commutation totale si et seulement si f
réalise la commuiation totale pour l'ensemble des mots de X* contenant une seule
occurrence de chaque lettre de X.

Une réponse positive 3 cette deuxiéme conjecture entrainerait
égalément la vérification de la premitre. Il est en effet trés facile de vérifier que
la fonction de commutation, définie sur un alphabet X={y,x;,x5,...,xp} o0 n22., et
associée au mot ¢=(yx, X-{y.x,}) (yx,,X-{y,x})...(yxn,X-{y,xp}) réalise la commutation
totale sur l'ensemble des mots de X* ne contenant qu'une seule occurrence de
chaque lettre de X. Les deux résultats suivant sont une contribution trés partielle 2
la recherche d'une caractérisation des compositions réalisant la commutation
totale.

Lemme 7.3: Soient X={(x,,x,,...Xxn} un alphabet et f une composition de fonctions de
commutation partitionnée définie sur X, alors f réalise la commutation totale si et
seulement si f réalise la commutation totale pour tout mot du langage (x,x,...xp)*.

Preuve: La condition est clairement nécessaire. Réciproquement, soit f
une composition de fonctions de commutation partitionnée définie sur X réalisant
la commutation totale sur (x,x,...x)*. Considérons un mot u quelconque de X*. Alors
il existe au moins un mot u’ de (x,x,...x,)* admettant ¥ comme sous-mot: on peut
prendre par exemple (x,x,...xp)/%/. Il existe donc une projection sélective p telle que
u’ p=u. Soit maintenant un mot v de X* commutativement équivalent 3 u. D'aprés le
lemme 2.2, on sait que com p=p com. On déduit alors qu'il existe un mot v’ de X *
vérifiant v € ucom et v' p=v. Par hypothése, v' € u'f Le lemme 2.2 s'applique
également pour f, et comme v € u'fp, on déduit que v € wu'pf=uf Donc f
réalise la commutation totale sur X*.

O
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Proposition 7.3: Soit X={x,y,2;,25,...,2k} un alphabet. Soient
o=(xyw; w))(xywa,w;).. (Xywp,wp) € "P)’; et (xwp41,Ywn+1) € Wx o pour tour i de
[1,n+1], w; et w[ sont des mots de X*. Alors, {(xwpn4 1, YWn+1) = (XY.21.22,....2k) Si et
seulement si ¢ = (xy,2;,23,...,2k). '

Preuve: Si ¢ = (xy,z;,z5,...,2;), on obtient alors @¢(xWu4;,YWn4;) =
(xy,27,22,....2k)(XWn4+1,YWn 4 1) et en appliquant la régle 1.9, ¢(xwWnp4 1, YWn4) =
(X,¥,21,22,.-.,2k). Récinroquement supposons que ¢ n'est pas é€quivalent 3
(xy.,z;.23....,2x), alors ¢ est strictement inférieur & (xy,z;,z,,...,2¢). Il existe donc deux
mots u et v de X* vérifiant: u com=v com,u Ilyy=v Iy et v &€ ufy. Soit h le
morphisme de X* vers (X U ({x"y’})* défini par V z € alph(wpn+1), z h=y'x'zx’y’,
Vz€ alph(wpsy), 2z h=x'yzy'x’, et xh=x, y h=y. Soit h’' le morphisme de
(X U {x',y'})* vers X* défini par V z € X, zh'=z, x’h’=x et y h’=y. Enfin, posons
f=fotxwni,ywp o F'=fo U f'=fixy 2, .2,), 8=f b1, g'=f h*T et g"=f"h"!

Soit v'=v h. Comme u € vf’, et que f*' est la restriction de g a8 X, on
déduit que u € vg". Dautre part, v=v’' IIx, on déduit alors du lemme 2.2 qu'il
existe un mot u’' de (X U {x'y'})* vérifiant u' € v'g" et w Ilx=u. Supposons
maintenant que V' € wu'g, alors il existe un mot w’ dans (X U {x',y})* tel que
w' E u'g etw € V(fixwy,,yw.,,)» h-1). En particulier, w’ vérifie w’ IT xyyy'=
u' Il yyyy=v' Il yyz'y'. Soient a et b deux lettres distinctes de alph(w’), nous allons
montrer que w' Ilzp=v’ Il,,. Envisageons quatre cas:

1) {ab) € (xyx'y}. Alors, comme w’ Il zyxy'= v’ II1yx'y’, on obtient
bien w’' I gp=v' Igp.

2) {a,b}) C (xx} U alph(wn+1) ou {a,b) C {yy} U alph(wps;). Alors,
comme w’ € v’(f(an-tl»ywr:-ﬁl)' k1), on déduit w’ Hab-'-v' Hab-

3) ((a=x ou a=x') et b € alph(wp4;)) ou ((a=y ou a=y') et b € alph(wpy;))
ou ((b=x ou b=x') et a € alph(wp+1)) ou ((b=y ou b=y’) et a € alph(wp4;)).
Supposons a=x etb € alph(wp+1), la démonstration serait identique dans les autres
cas. Par construction de v’, tout x et tout b apparaissant dans v’ sont séparés par au
moins un y’. Comme w' Il y=v' IIyy et w Ilpy=v' Iy , on déduit
w’ bey'=v' bey , dot w’ ITgp=v' Ilgp.

4) (a € alph(wp4;) etb € alph(wps4))) ou (a € alph(wp 4 ) et b €
alph(wp41)). Supposons a € alph(wp41) et b € alph(wpy ). Par construction de v',
une occurrence de a et une occurrence de b consécutives dans v’ sont séparés, soit

par x'y'x'y’ si a est avant b dans v, soit par y'x'y’x’ dans le cas contraire. Comme
w’ Hx'y"—'v' nx'y', w’ Hby'-“-v' nby', et w' nx'a=vl Hx'a,, on déduit w’ Hab':v' Hab

Nous avons donc montré: V {a,b} C X U (x'y}, w' Ilgp=v' Il,p, donc w'=v’
et v' € u'g’. Daprés le lemme 2.2, on déduit alors v’ IIx € (u'ITx) g’, c'est 2 dire
v € uf, ce qui est en contradiction avec les hypothéses. On déduit donc que v’
n'est pas dans l'image de u' par g. On montre alors facilement, par induction sur »n
et en utilisant le lemme 1.7 du chapitre 2 que v’ A’ n'est pas dans l'image par f de
u’ h’. Nous avons donc montré que f ne réalisait pas la commutation totale, ce qui
termine la preuve de la proposition.

O
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8. Fonctions de rangement,

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés de "rangement"
des compositions de fonctions de commutation partitionnée. Il a ét€ montré dans [8)
que pour toute composition de fonctions de commutation partitionnée, il existe une
composition de fonctions de commutation 2-partitionnée qui lui est équivalente.
Nous allons donc restreindre 1'étude & ces demiéres.

Soient X un alphabet. Pour tout ordre strict total < défini sur X, nous
noterons: K<=x?x;...x:, ou X={x;,x;,...xp} et Vi € [1,n-1]. xj <xj4+;, €t R¢, l'application
de X* dans X* définie par: Vu € X*, uRc=(ucom) M K< Avec ces notations, nous
introduisons les définitions suivantes:

Définition 8.1: Soient X un alphabet, < un ordre strict total défini sur X, f une
fonction de X* — 2X* et L C X*. Nous dirons que f range L pour < si et seulement
SiVu€ X*, uR. € uf

Définitions 8.2: Soient X un alphabet, f une fonction de X* — 2X* | et < un ordre
strict total défini sur X. Nous dirons que f est une fonction de rangement
pour < si f range X* pour <.

De maniére plus générale, f est une fonction de rangement si il
existe un ordre strict total <, défini sur X, tel que f soit une fonction de rangement
pour <, et f est une fonction de rangement universel sif est une fonction de
rangement pour tous les ordres stricts totaux définis sur X.

Exemple 8.3: Soit X={y,x;,x2,....xp} o0 n22. On peut montrer facilement
qQue f=fryx, X-{y,x} (yx,.X-{y.x})--S(yx,.X-{y,x,}) €st une fonction de rangement
universel: Pour alléger I'écriture, posons pour i € [1,n], fi=f(yx; X-{y.x}) - Soit < un
ordre strict total défini sur X. On peut supposer que y<x,, la démonstration serait
similaire dans le cas contraire. Soit u € X*, posons w;=(u Ilyy, )(u ITx 1y x,7) et
pour tout i>1, posons wi=(y [Ty)((4 R< ) Hx,...x‘-)(“ 1'1,,.“.__,”). Alors, pour tout i
vérifiant I<i<n, il est clair que w; € wj.; fi, en effet w; Ilyy=w;; IIyy=yx; et
\ HX-{y,xJ=Wi+1 HX-{y,xJ=((u Re) nx,...x--,)(" II,. ...x,)- On obtient donc pour
i=n,wp=(u My)((W Re ) I 5, x. )(u ﬂx") € uf Maintenant, comme
wpn € (4 Rc) fn, €t que ffn=f, on déduit que u R« € uf Donc f est une fonction de
rangement universel.
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Plus généralement, les compositions de fonctions de commutation
partitionnée ne sont pas des fonctions de rangement, c'est a dire qu'elles ne sont
des fonctions de rangement pour aucun ordre strict défini sur X, que dans des cas
bien particulier. Plus précisemment, nous pouvons é£noncer:

Lemme 8.4: Soit f=f,f,..fn une composition de fonctions de commutation
partitionnées définies sur un alphabet X. Alors f est une fonction de rangement si
et seulement si pour toute paire de lettres distinctes de X, il existe i dans [1,n] tels
que ces deux lettres commutent par f;.

Preuve: La condition est clairement nécessaire. Nous allons établir Ia
réciproque par induction sur n. Pour n=], la seule fonction de commutation
partitionnée vérifiant la condition est la fonction de commutation totale qui est
donc une fonction de rangement universel. Supposons la propriété vérifiée pour
n, et considérons la composition de fonctions de commutation partitionnée
I=fifoSnfne1. Si f'=f.f,..fn vérifie la propriété alors, par hypothése de récurrence,
f'. donc f, sont des fonctions de rangement. Sinon, il existe des groupes de lettres de
X qui ne commutent que par fp4;. Posons X,;,X,,...X; ces ensembles de lettres qui
n'ont jamais commuté entre elles dans f°. Soit A le morphisme de X* dans
(X-(X; U..U X)) U (27,25,...,2¢} )* défini par: Vi€ [1,k], V x € X;, xh=z, et
Vx€ X-(X; U...U Xy), xh=x. posons f'=f h. Clairement h est compatible avec f’
et f'=f"" h-1, Maintenant, f'° vérifie la condition et range
(X-(X;, U...U X§) U (2;,2,5,...,2;})* pour un ordre strict total < défini sur
X-(X, U..U X)) U {z;,22,...,2k}. On déduit donc que v'=(u h} R est dans l'image de
u h par f'. D'aprés le lemme 1.4 du chapitre 2, il existe un mot v de X* vérifiant
v h=v' et v € uf. Ce mot v est donc é€lément d'un langage
x?---xﬁ)({lxjf...,---xkaﬁ.,1-~-xj:,, ob les x; sont les €léments de X-(X; U...U X4). On en
déduit ensuite, comme toutes les lettres des ensembles X; commutent par f4+;. quon
peut par cette derni¢re fonction ranger séparément les X7 pour obtenir un mot
commutativement équivalent 4 u et d'une forme voulue. La composition f est donc
bien une fonction de rangement.

O

Le lemme précédant permet de savoir si il existe au moins un ordre pour
lequel une composition de fonctions de commutation partitionnée f donnée,
définie sur un alphabet X est une fonction de rangement. Cependant il ne permet
pas de connaitre tous les ordres sur lesquels cette composition range X*. II est
cependant décidable de savoir si f range X* sur un ordre < donné comme I'indique
la proposition suivante:
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Proposition 8.5: Soit f wune composition de fonctions de commutation
partitionnée définie sur un alphabet X. La fonction f est wune fonction de
rangement pour un ordre donné < si et seulement si f range sur cet ordre
l'ensemble des mots de X* contenant deux occurrences de chaque lettre de X.

Preuve: La condition est €évidemment nécessaire. Réciproquement,
soient f une composition de fonctions de commuation paititionnée vérifiant la
condition et u un mot de X*. Nous allons montrer que f range tout mot w de X* sur <
par induction sur n=sup(/w/x,x € X). Cela est le cas si n<2, par hypothé¢se et
d'aprés le lemme 2.2. Suposons maintenant que f range tous les mots w de X *
vérifiant sup(/w/x,.x € X)<n avec n22 et considérons un mot u vérifiant
sup(/u/y,x € X)=n+1. On peut considérer sans nuire a la généralit€ de la
démonstration qu'il n'existe qu'une seule lettre a de X vérifiant /u/g=n. Alors il
existe u,.u,u,u, € X* vérifiant u=u,aujzauzauy avec [U;/g=lu;/q=/u;/q=0, donc
u'=u numy s'écrit u'=u,(a,l)u;(a,2)us(a,3)u,. Soient h le morphisme de alph(u’)*
vers X* défini par V (x,i) € alph(u’), (x,i) h=x et u''=u,(a,l)uu(a,3)u,. Comme pour
toute lettre x de X, u’" h contient au plus n occurrences de x, on déduit des
hypothéses de récurrence frange u’" h sur <. D'aprés le lemme 2.2, il existe donc
un mot v’ qui est dans l'image de u'’ par f h-! et qui vérifie de plus
v h=(u"" h) R<. Donc v"' s'écrit v;(a,l)(a,3)v;. Comme u"=u'nalph(u')_{(a,2)}, on
déduit, toujours du lemme 2.2, qu'il existe un mot v’ vérifiant v € u'(fh!) et
V”=V'Halph(u')-{(a,2)]’ donc v'=v;(a,1)(a,2)(a,3)v,"Maintenant, comme Vv h € uf,
d'aprés le lemme 2.2 et que v h=(u’' h) R, on déduit v h€ ufetv' h=u Re.
Donc f range u sur <.

O

Le résultat précédent permet donc, €tant donné une composition de
fonctions de commutation partitionnée, de connaitre tous les ordres pour lesquels
cette composition est une fonction de rangement. Il suffit de tester, pour tous les
ordres possibles, si la composition range tous les mots contenant exactement deux
occurrences de chaque lettre de l'alphabet. Cette recherche risque cependant
d'étre particulie¢rement longue dans beaucoup de cas, en effet, si la composition a
examiner est une fonction de rangement universel, on ne poura en étre assuré
qu'aprés avoir effectué tous les tests. La proposition suivante va nous permettre de
calculer effectuvement et d'une fagon plus simple tous les ordres pour lesquels
une composition de fonctions de commutation partitionnée est une fonction de
rangement.

Proposition 8.6: Soit f=ff,..fn une composition de fonctions de commutation 2-
partitionnées définies sur un alphaber X, on f, est la fonction associée @ la partition
de X:X,Y,). Alors f est une fonction de rangement pour un ordre donné < si et
seulement si f,..fn range X1Y] ou Y1X] pour cet ordre.
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Preuve: Posons f'=f,..fn. Il est clair que si f* range X Y] ou Y;X] sur <,
alors f range X* sur <, puisque, pour un mot u quelconque de X*, les mots
(u ITx )(u ITy ) et (u Ily )(u ITx ) sont dans l'image de u par f;. Réciproquement,
posons X={x;,Xz,...Xp} avec x;<x;<...<Xp et supposons que f ne range ni X;¥ ni ¥;XJ.
Alors, il existe deux mots u=u,u; et v=v,;v, ol u;,v, sont dans X et uz,v; sont dans
Y], tels que f ne range ni u ni v. Soient Z={z,,23,...,2p} un alphabet disjoint de X, g le
morphisme de X* vers Z* défini par V x; € X, x; g=zj, et h le morphisme de (X U Z)*
vers X* défini par V x; € X, x; h=x;et V z; € Z, z; h=xj. Considérons
w=u;((vyv;) gluz, et w'=w wy...w, ol pour tout i de [1,n], w; est un mot de {x;z;} *
défini par wi=xHxBly si x; € X; et wi=z#/*af¥/%, sinon. 11 est clair que pour tout mot
w' € wi(fi h'l),w' Il x=ujus; ou w' Il z=(v,v,) g. Comme w' €
((u;vaviuz) Re) h'!), que (ujuy) R< n'est pas dans l'image de u;u, par f, que
(vivz) R< n'est pas dans l'image de v,;v, par f', on déduit du lemme 1.4 du chapitre 2
que w’ n'est pas dans l'image de w par (f h-!). Donc w’' h n'est pas dans l'image par
fdew h. Comme w’ h=(w h) R, on déduit que fne range pas le mot u;v,v;u, sur
<, ce qui termine la preuve de la proposition.

O

On peut étendre cette proposition de la fagon suivante: Soit X un
alphabet. A tout langage K inclus dans X* de la forme Z]Z;..Zp ou les Z; sont des
sous-alphabets de X, disjoints deux & deux et non nécessairement différents de
I'ensemble vide, on associe le langage S(K), construit sur un alphabet Z={z;,2;,..,2p}
U ({z,23,..,2p}, défini par §(K)=2;25..2p zjz3..zp. Pour toute fonction de
commutation 2-partitionnée f définie sur X et associée a une partition {Y,Y'}, on
définit une application Iy de Z vers 2X* par: V z; € Z, z; Il;=(Z;iN Y)*etV € Z,
z{ly=(Z; M Y)*. Enfin, on étend cette application de fagon compatible avec le
produit sur Z* et on définit LK)={w I/ w € K}. Avec ces notations, nous pouvons
énoncer:

Proposition 8.7: Soit f=ff,..fn une composition de fonctions de commutation 2-
partitionnées définies sur un alphabet X, ou f, est la fonction associée a la partition
de X:(Y.Y'}. Alors f range K=Z1Z3..Zp sur un ordre donné < si et seulement si f,..fn
range sur cet ordre au moins un des langages de l'ensemble LpK).

Preuve: La condition est suffisante. En effet soit L un langage de LAK)
tel que f'=f,...fn range L sur <. Par définition des langages de LK), pour tout mot u
de XK, (uf;) M L est différent de l'ensemble vide. Donc f range u sur <.
Réciproquement, comme dans la preuve de la proposition 8.6, nous allons supposer
que f° ne range aucun langage de Lg(K) et construire avec cette hypothése un mot
de X qui ne peut pas étre rangé sur < par f. Posons LaK)={L,L,,....Lg}, alors il existe
des mots u;,uz,...,uq vérifiant Vi € [1,9], ui € Ljet f ne range pas u; sur <. Comme
nous l'avons vu dans la démonstration de la proposition 8.6, il suffit de trouver un
mot w vérifiant: V w' € (wf;), 3i € [1,q] tel que u; est un sous-mot de w, cela
assurera alors que f ne range pas w puisque f° ne range pas u;. Pour tout i de [1,q],

59



posons uj iy =uillz,Ay, wiky o=uillz,~Ay', uikyo=¢€ et ujpy ;=¢ si
wuillz,=(ui Iz, ~y)(ui Il z,~y’) sinon ujkyo=ui Hz,ny, uiky 1=ui Il z,~y,
Ujky1=€etujry o=¢ Posons, pour k € [I,p], pour a=Y ou a=Y' et pour B € (1,0},
Wka B=U1 ko BU2,k,a,B--UgkaB Wk=WEKY IWEKY oWk, Y IWkY' o enfin W=wiw,.. .wp.
Par construction, w € K. D'autre part tout mot w’ de w f; admet en sous-mot soit
Wk Y, Wk, Y'0 SOit wg y' jwg y,0 pour tout k € [I,p]. On déduit alors: V w' € wf,,3i €
[1,q] tel que u; soit un sous-mot de w’ ce qui entraine f n'est pas une fonction de
rangement pour <.

O

Comme toute composition de fonctions de commutation partitionnée est
équivalente a une composition de fonctions de commutation 2-partitionnée (voir
regle 1.9 et [8]), cette proposition nous donne le moyen d'obtenir tous les ordres
pour lesquels une composition donnée est une fonction de rangement. Si f=ff,..f,
est une composition de fonctions de commutation 2-partitionnée définie sur un
alphabet X, il suffit de calculer la suite d'ensembles de langages K;,K,,...,K, ot
K;=Lys(X*) et pour tout i de [1,n-1],Ky;= LLe{ (L, (L)). A tout langage de la forme
x7xj..Xxy appartenant A K, ol pour tout i de' [I,m] x; est une lettre de X correspont
alors un ordre x;<x;<...<x, pour lequel, d'aprés la proposition précédente, f est une
fonction de rangement.

Exemple 8.8: Soient X={a,b,c,d,e,f} et f la composition de fonctions de
commutation associée au mot (ab,cd,ef)(adf,bec) de '}’f. Tout d'abord, grice a la
régle 1.9, nous obtenons: (ab,cd,ef}(adf.bec)=z(abcd.ef)(ab,cdef)(adf,bec). Nous
pouvons maintenant construire K,;,K;,K; en notant plus simplement par (z;z;...zp)
ol les z; sont des lettres de X, le langage {z;,22,...,zp}*. Nous obtenons alors:

K;={(abcd)(ef) (ef)(abcd)},

Ky={(ab)(cd)(ef).(cd)(ab)(ef).(cd)(ef)(ab),(ef)(ab)(cd).(ab)(ef)(cd)},

et enfin, Ky=((a)(d)(f) w (b)(c)(e)) U ((d)(a)(f) wi (c)b)le)) U
((d)(f)(a) w (c)(e)(b)) U ((fia)(d) w (e)(b)(c)) U ((a)(fi(d) w (b)(e)(c)). Ce qui
nous permet de déduire que f est une fonction de rangement pour les ordres qui
vérifient: (a<d<f et b<c<e) ou (d<a<fet c<b<e) ou (d<f<a et c<e<b) ou (f<a<d et e<b<c) ou
(a<f<d et b<e<c).

Pour terminer la section consacrée aux fonctions de rangement,
signalons que la conjecture 7.2 selon laquelle une composition de fonctions de
commutation partitionnée réalise la commutation totale si et seulement si elle
réalise la commutation totale sur l'ensemble des mots contenant une seule
occurrence de chaque lettre de l'alphabet conduit a émettre la conjecture suivante
concernant les fonctions de rangement universel:

Conjecture 8.9: Les seules fonctions de rangement universel sont les fonctions
de commutation totale.
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Chapitre 4: Semi-commutations et langages
algébriques.

1. Semi-commutations et reconnaissabilité

2. Fonctions de semi-commutations algébrico-rationnelles

3. Le cas des langages de la _forme u*.f
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1. Semi-commutations et reconnaissabilité

Un certain nombre de propriéiés ont été initialement montrées pour les
fonctions de commutation partielle. Ainsi R. Cori et D. Perrin ont prouvé dans [18]
que, si f est une fonction de commutation partielle définie sur un alphabet X, et
L,;,L, deux langages rationnels inclus dans X* et fermés pour f, alors L; U L; et
L,L, sont des langages rationnels. Le résultat reste vrai dans le cas des fonctions
de semi-commutation

Lemme 1.1: [12] Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet
X. Soient L; C X* et L, C X* deux langages rationnels vérifiant Ly=L;f et Lo=L, f,
alors L; U Ly et LiL, sont des langages rationnels.

De méme, plusieurs conditions suffisantes pour que l'image de l'étoile
d'un rationnel R par une fonction de commutation particlle soit rationnelle ont été
successivement établies. Tout d'abord par M.P. Flé et G. Roucairol ([21]) dans le cas
ol R est fini et rigide: une partie L de X* est rigide (pour f) si pour tout mot w de
L et toutes lettres distinctes a,b de alph(w), les deux lettres @ et b ne commutent pas
par f. Ce résultat a été étendu par R. Cori et D. Perrin ([18]) dans le cas ou R est
rigide mais non nécessairement fini, puis par R. Cori et Y. Métivier ([17]).

Enfin, Y. Métivier a généralisé dans [27] cette derni¢re preuve au cas
des fonctions de semi-commutation. La condition obtenue, montrée é€galement,
mais par des techniques différentes, par M. Clerbout et M. Latteux dans [12] utilise
une propriété du graphe de non-commutation de f pour alph(R) qui est le graphe
de non-commutation de la restriction de f a alph(R) comme le graphe de
commutation de f pour alph(R) est le graphe de commutation de la restriction de f
a2 alph(R).

Proposition 1.2: [27] et [12] Soit f une fonction de semi-commutation définie sur
un alphabet X, et R C X*, un langage rationnel vérifiant R=R f. Si pour tout mot w
de R, le graphe de non-commutation de alph(w) pour f est fortement connexe,
alors R* f est un langage rationnel.

En utilisant cette proposition, Y. Métivier a donné dans [27] une
condition suffisante pour que la fermeture d'un langage rationnel par une
fonction de semi-commutation reste rationnel. La condition porte sur les facteurs
itérants du rationnel considéré. Si X est un alphabet, un mot w de X* est un
facteur itérant d'un langage L inclus dans X* s'il existe u,v dans X* tels que
uw*v C L.
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Proposition 1.3: [27] Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X, et R C X*, un langage rationnel. Si pour tout facteur itérant w de R, le
graphe de non-commutation de alph(w) pour f est fortement connexe, Rf est un
langage rationnel.

Nous terminerons cette section en remarquant que la condition de la
proposition 1.2 n'est pas une condition nécessaire. En effet, prenons R={a,b,ba} et
f la fonction de semi-commutation associée a la relation {(a,b)}. Clairement, R f=R
et le graphe de non-commutation du mot ba n'est pas fortement connexe,
cependant R* f={a,b}* est un langage rationnel. Le résultat suivant, dont on peut
trouver une preuve dans [12] et dans [20], montre qu'on obtient une condition

nécessaire et suffisante dans le cas particulier ou R ne contient qu'un mot.

Proposition 1.4: [12] et [20] Soit f une fonction de semi-commutation définie sur
un alphabet X, et w € X*. w*f est un langage rationnel si et seulement si le
graphe de non-commutation de f pour alph(w) est fortement connexe.

2. Fongctions de semi-commutations algébrico-rationnelles

Dans cette section, nous caractérisons les fonctions de semi-
commutation f telles que pour tout langage rationnel R, R f soit un langage
algébrique. Nous appelons les fonctions de semi-commutation vérifiant cette
propriété des fonctions algébrico-rationnelles.

Nous verrons que la condition s'exprime de maniére assez simple: Une
fonction de semi-commutation f définie sur un alphabet X est algébrico-

rationnelle si et seulement si le graphe de commutation de X pour f de contient pas
de sous-graphe du type

ni du type

les nccuds étant tous distincts.

Ce résultat entraine que toutes les fonctions de semi-commutation qu'on
peut définir sur un alphabet de deux lettres sont des fonctions algébrico-
rationnelles, ce que nous allons tout d'abord vérifier, puis nous effectuerons une
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récurrence portant sur la taille de l'alphabet pour démontrer le résultat dans le
cas général.

2.1. Le cas_d'un_alphabet de deux_ lettres.

Posons X={a,b}. Les quatre fonctions de semi-commutation qui peuvent
étre définie sur X sont:
fi=1d, la fonction qui ne fait rien commuter,
J>» associée a la régle ab — ba,
f3 associée a la régle ba — ab,
f¢ associée aux régles qb ¢ ba, la commutation totale sur X.

Dans [8], M. Clerbout a établi une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un mot w' soit dans l'image par f> d'un mot w de X*:

Lemme 2.1: [8] Soient w et w’' deux mots de X*, alors w' € wf, si et seulement si
w' € wecom et V (uv) € FG(w)XFG(w'), ju/=/v] = [u/p</v/p.

Nous pouvons alors énoncer:

Proposition 2.2: Toute fonction de semi-commutation f définie sur X={a,b} est
algébrico-rationnelle.

Preuve: Sif=f;, le résultat est évident: si R CX* est un élément de RAT,
Rf=R € RAT CALG. Si f=f,, M. Latteux a déja établi dans [22] que: V R € RAT,
R f4=R com € Ocl. Nous allons donc montrer que R f, est algébrique, pour tout
langage rationnel R. Le résultat se démontre de maniére symétrique pour f;.

Soit h le morphisme défini sur {a,b,b} par: a h=a, b h=b, b h=e, et soit g
le morphisme défini sur le méme alphabet par: a g=a, b g=¢,b g=b. On a alors
Vu€ X* ufy=((uh?!)N (D*(bb) W a*) ) g. En effet, soit u’ € uf,. Notons u’
le mot formé a partir de #’ en marquant toutes les occurrences de la lettres b.
Posons v=(u m u’) N (b*b*a)*. D'aprés le lemme 2.1, il est clair que
vIls, € D (B,b) donc:v € (u h-l) N (D ¥(B,b) W a*) et u'=v g. D'autre part, soit
w€ (un!')N (D ’,*('b,b) LW a*). Tout facteur gauche a de w vérifie: /a/s2/a/p. Donc
wg € (wllgp)fo=uf;. Comme D’,*(E,b) € Oc!l qui est fermée par transduction
rationnelle, tout langage rationnel a donc son image par f, dans Ocl et f, est
algébrico-rationnelle.

O
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Remarque: Si L est un langage algébrique, L f;=L € ALG, et il existe un
langage rationnel R tel que L f4=R f, donc L f4 € ALG. Par contre L f; n'est pas
toujours  algébrique: Soit L = {(ba)"b" , n2 0} . L € ALG, mais
(L f,) M b*a*b*={bn+kagnpn-k p>k>0}=L,, et FG(b*L,;)={b"aPb4, n2p2q20} &€ ALG.

2.2. Le cas _d'un_alphabet quelconque.

s

Sur un alphabet de cardinalité supérieure a eux, il est clair qu'il faudra
imposer des conditions sur une fonction de semi-commutation pour qu'elle soit
algébrico-rationnelle.

Définition 2.3: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet
X. Nous dirons que f vérifie la condition notée (K) si le graphe de
commutation de X pour f ne contient aucun Ssous-graphe du type

AWE

ni du type

les neeuds de chacun de ces sous-graphes étant tous distincts.

Cette condition est équivalente & la condition: Pour tout couple (a,b) dans
C, il n'existe pas de lettres ¢ et d non nécessairement distinctes vérifiant (a,c) € C
et (db) € C. Avec cette définition nous pouvons énoncer:

Proposition 2.4: Si une fonction de semi-commutation est algébrico-rationnelle,
elle vérifie alors la condition (K).

Preuve: Soit fla fonction de semi-commutation définie sur X={a ,b,c}
par le graphe de commutation suivant:

Soit R=(abc)*. Alors, Rf M c*b*a*={chb"a", n20} € ALG.
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Soit g la fonction de semi-commutation définie sur ({a,b,c,d} par le
graphe de commutation suivant:

Soit R'=(cd)*(ab)*. Alors R'g /M d*b*c*a*={d"bPc"aP, n20, p20} € ALG.

Une fonction de semi-commutation ne vérifiant pas la condition (K) ne
sera donc jamais algébrico-rationnelle.

O

Le reste de cette sous-section va €tre consacré a la preuve de la
réciproque de cette proposition. Le principe général de la preuve sera une
récurrence sur la taille de [I'alphabet sur lequel on travaille. Cependant, pour
certaines fonctions de semi-commutation, le résultat se démontre directement.
Nous allons donc résoudre ces cas particuliers séparément. Mais, tout d'abord,
énoncons un lemme que nous utiliserons souvent par la suite, dans lequel nous
utilisons la notation suivante: Si X est un alphabet, w un mot de X*, et ¢ un entier
positif, nous noterons w(r) le facteur gauche de longueur ¢ du mot w.

Lemme 2.5: Soient X un alphabet, u € X*,a & X, i>0,w € auw a'),
w' € wuwala*. Alors il existe un entier tp positif tel que:

1) w(ty) com=w’(ty) com

2) V0<S$<ty, w(s)/a</W(S)/a

Preuve: Soit ¢, le plus petit entier ¢t positif tel que /w'(t)/g2/w(t)/q. to
existe puisque, si ¢=/w/, on a /w'(t)/a=2/w(t)]a. Alors [w'(1p)/a=[w(tp)/qa et donc
[w'(to) I x/=/w(ts) ITx/. ce qui entraine w'(tp) ITx=w(ty) IIx puisque ces deux mots
sont des facteurs gauches de u. Donc w(t;) com=w'(ty) com et la propriété 2 est
vérifiée par construction de t,.

O

Nous allons donc mnous intéresser aux fonctions suivantes: celles qui
permettent 2 une lettre de commuter avec toute les autres dans le méme sens:
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Définition 2.6: Une fonction de semi-commutation f définie sur un alphabet X
vérifie la propriété (P) si et seulement si il existe une lettre x de X telle que pour
toute lettre y de X, yx € xyf ou telle que pour toute lettre y de X, xy € yxf.

Posons donc f une fonction de semi-commutation définie sur X et
vérifiant la condition (K) et la propriété (P), c'est a dire qu'il existe une lettre
x € X telle que Vy€ X, yx € xyf Le deuxitme cas (xy € yxf) se traiterait de
maniére symétrique. Nous pouvons alors cerner plus précisément ce que peut
faire la fonction f: V y;,y, € X-{x}, y;y2 € Yy2y; f. En effet, le graphe de
commutation de X pour f contient déja

x
On ne peut donc ajouter aucun arc entre y; et y, puisque f vérifie la
condition (X). En revanche, on peut avoir des commutations du type yx — xy,
y € X-{x}. Nous pouvons alors décomposer l'alphabet X en trois ensembles
disjoints: X=X, U X, U ({x}, avec X;={y € X-{x} / xy € yxf}, Xo={y € X/ xy Eyx f}.

Cela veut dire que dans un mot w de X* les occurrences de la lettre x vont
se "déplacer” dans les deux sens; dans chaque facteur de w composé de lettres de X,
mais une occurrence de x ne traversera une lettre de X, que de gauche a droite. En
remplagant dans w les nouvelles positions des occurrences marquées dc la lettre x
(x au lieu de x) d'un mot w' de w f, on pourra retrouver des mots de D (x I)IJJX* et
des mots de D’*(x )W (X; U X;)*. Clest ce que nous allons démontrer dans le
lemme suivant, ol, pour un mot w de X*, nous notons w l'image de w par le
morphisme qui marque la lettre x:m: X = X U {x}, x m=x, et Vy € X-{x}, y m=)y.

Lemme 2.7: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur X, vérifiant la
condition (K) et pour laquelle il existe une lettre x telle que Vy€ X, yx€ xyf.
Soient u € X* et u' € uf Alors il existe un mot v de u m ' tel que:
v € ((DY(x3) W X))(DT(x,3) W (X; U X2)*))* ot X;={y € X-{x) | xy € yxf},
Xo={y € X/xy €yxf}.

Preuve: Raisonnons par induction sur la longueur du mot u. Si /u/=0, le
résultat est évident. Si /u/>O0, on a toujours u ITx ux,=u’ IIx,  x, car les lettres de
X; U X; ne peuvent pas commuter entre elles. On peut d'autre part supposer que u
et ' commencent par deux lettres différentes: si u et 4’ commencent par une méme
lettre de X; U X,, on applique l'hypothésc de récurrence aux mots privés de leur
premiérc lettre, et on a terminé; si u et #° commencent par la lettre x, on a u= xw
u'=xw’, et par hypothése de récurrence, il existe v; € (wrn'w)ﬁ((D (x, ) lUX
(D'*(x X)L (X; U X3)*))*. Alors le mot xxv; est dans (4 m =) N ((D (x,x) LIJX'L
(D'*(x X)W (x; U Xz)*))* On peut égalcmcnt supposer que /u/x,#0: si [u/x, -0
uf=(u HX,) w x, avec i=/u/x et donc umu CD (x,x) LUX* Donc u ou u’ commence
par x. Envisageons deux cas:
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i) 4° commence par x.

Alors u commence par une lettre de X; (si 4 commence par une lettre de
X2, u’ aussi). On peut donc écrire: u=ujcuy, u'=ujcuz, [u)/x,=/ui/x,. ¢ € Xz, et on a
uy ITx,=uj Il'x, et fu;/x2/uj/x car xc € cxf Donc u, € (unxl) w X,
u; € x((u Hxl) w x¥) avec j=/u;/x, i+1=/uj/x, j2i+1, et on déduit ainsi du lemme 2.5
qu'il existe des décompositions: u;=v;w;, uj=viwj, avec v;#e et v; com=vicom
donc: v; mv; N D) (x,%) WX, #3. Alors, (v;mvi)(w cu, mwjcu;) Cumuy'. De plus,
viwicu; € vyw cufetv, com=vjcom impliquent wjcu; € wjcu, f(lemme 3.3
du chapitre 2). En appliquant l'hypothése de récurrence 2 w;cu,, on obtient le
résultat.

ii) ¥ commence par x.

On peut alors écrire: u € x((u Iy, ox )W x), w € (wIly ux,) W%, avec
j=i+1=/u/x. En utilisant le lemme 2.5, on a u=w,w,, u'=wjw;, avec w  #¢,
w; com=w]) com et donc wjs € waf. Soit (vi=w; mwj N (x*x*(X; U Xz))*. 1l est clair
que v € D,'*(x,l) Ww (X; U X,)*, grice a la propriété 2 du lemme 2.5, et
v(w,m w3) C umT'. En appliquant l'hypothése de récurrence a3 w;, on a terminé.

O

Nous pouvons maintenant é€noncer:

Proposition 2.8: Soir f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X, vérifiant la condition (K) et pour laquelle il existe une lettre x telle
que: V' y € X, yx € xyf Alors il existe des morphismes h et g et deux Sous-
ensembles de X: X et X, tels que: ¥ u € X*, uf=[(u h-1) N ((D}(x,%) WX, )}(D7] (x,%)
W (X; U X3)*))*] g. Donc f est algébrico-rationnelle.

Preuve: Posons X;={y € X-{x}, xy € yxf} et X;=X-(X, U {x}). Soient h et
g les morphismes définis sur X U (%} par: Vy € X; U X,, yh=y, y g=y, x h=x, x g=¢,
X h=¢, X g=x. Posons L=(D} (x,%) LIJX*)(D (x,%x) W (X; U X,)*). Nous allons montrer
que Yu€ X* uf=s(uh!N L¥)g Soit ' € uf 1l est clair que umu’' C uh'! et
d'aprés le lemme 2. 7 il existe un mot v € (umu’ ) M L*. D'autre part, v g=u’. Donc:
we [(wh?)N ((DY(x3) WXT)HDT (2,3) LW (X; U X2)*))*] 8.

Réciproquement, soit u' € uh! M L* 11 existe donc un entier p tel que
u' € uh!MN LP. Nous allons faire une récurrence sur p: Si p=0, u’=e, donc u=¢ et
u'g € uf Sip2l,u’ € uh! N LLP-I Donc u'=uju;v’ avec uj € D;(x,x)LUXT.
u; € D;*(x,x)u.l (X; U X3)* etv' € LP-1, On peut alors écrire u=u ;u,v avec
uy=uj I'Tx,u,=u; ITx, et v=v' Il x. De plus, uj g € u f (avec les seules
commutations xy € yx,y € X;) puisque u; Hx,=u, HX, et fuj/x=/uy/x=/u;/x. De méme
U3 g € uyf: en effet, il est clair que (u; g) com=(uy f) com et VO<t<fu; g/, [uz &
(t)/x2/uz g (t)x. Ei, par hypothése de récurrence, v'g € vf (v € uhi N LP!)
Donc: u’ g=(uj g)(u; giv' g) € (ug f)uz fi(vf) C wuzv f=uf. -
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Si, par une fonction de semi-commutation f, aucune lettre ne peut tout
traverser, les mélanges vont se faire plus localement. Pour obtenir l'image d'un
mot par f, l'idée est alors de se ramener 2 faire des commutations sur des facteurs
construits sur des sous-alphabets plus petits. C'est ce que détaille le lemme suivant.

Lemme 2.9: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphaber X,
vérifiant la condition (K) mais pas la propriété (P). Alors, pour tout mot u de X*,
pour tout mot v de uf, il existe des décompositions u=uju, et v=v;v, avec u;#e,
alph(u;) G X et vi € u; f.

Preuve: Sialph(u ) GX, le résultat est évident. Sinon, posons u=au’,
v=dv’,a,d € X. Si a=d on peut prendre u;=v;=a. Si a#d, posons D={z € X-{a} /
za € azf},etY=X-(D U {(a}). Alors: d € D donc D#@, Y#@ car f ne posséde pas la
propriété (P), et si z; et z; sont dans D, le graphe de f contient le sous-graphe
z; o—+¢ 9 ) # z;, on ne peut donc avoir aucune commutation entre z; et

a z, car f vérifie la condition (K). Envisageons deux cas:

i) Il n'existe pas de lettres y € Yetz € D telles que zy € yzf.

Posons alors u=awyu’’, v=dw'y’v’’ avec ww' € (D U {a})* etyy € Y.
Aucune occurrence de la lettre a dans aw ne peut franchir le y car: V x € Y,
xa € axf. On a donc /aw/q</w'/qa dou /w/ga</w’[g. D'autre part, pour deux lettres
(d;.y1) de DxY, on peut avoir y;d; € d,y; f, mais comme d;y; € y;d;f, onadw’ Ilp
€ FG(wllp). Alors, u=u'yu”, u' € a((dw’ Ilp)w a')(w” w a’), en effet,
w HD=(dw'HD)w" v=viyv"”, v\ € (dw’ HD)Lu a/, avec j=/w'la, i+i'=/w/q, donc j>i.
D'aprés le lemme 2.5, on peut alors écrire: u'=u;uj;, v'=sv;vjy, avec u ;#*eet
u; com=v; com (donc v; € u; f). De plus, alph(u;) C(D U {a}) G X. Le couple
(u;,vy) convient donc.

ii) Il existe une lettre y € Y et une lettre d; € D telles que d;y € yd; f.

Alors, D={d}. En effet, si D contient deux lettre distinctes d; et d,, on aura
dans le graphe de commutation de X pour fle sous-graphe yH—‘—"—""".dz,
ce qui est contraire a I'hypothése.

Posons alors E={z € X-{d})/dz € zdf} et Z=X-(EU {d}). Ona:y € E donc
E+@,Z#QD car f ne posséde pas la propriété (P), et si z; et z, sont deux lettres
distinctes de E, le graphe de f contient le sous-graphe z; o—)—0—¢—® z;, Oon ne peut
donc avoir aucune commutation entre z; et z, car f vérifie la condition (X).
Posons alors u=awzu'’, v=dw'z'v“ avec ww' € (E U {(d})* et 2,2 € Z. Aucune
occurrence de la letire d dans 4’ ne peut franchir z ou z° , mais on peut avoir des
régles du type dt — td pour une lettre ¢t de Z.. On a donc /dw'/g</aw/q d'ou [w'[4</w/d.
D'autre part, Vx € E-{a}, V z € Z, on a dans le graphe de commutation de X pour f le
sous-graphe a e—)—0-¢—@ x. on ne peut donc pas rajouter un arc de x vers z. De
plus za € azfcar d D={d})etd & Z Donc, Vx€ E,Vz€ 2Z, zx & xzf. Mais on
peut avoir la reégle z;x; — x;z; pour un couple (x;,z;) de ExZ, on a donc
(aw ITg)€e FG(w’' IIg). Alors, u=u'zu”, w' € (awllg)w &, v=v'z'v’"’
v' € d((aw ITE)w d)(w” w &), en effet, dw’ ITg=(aw IIg)w” avec j=/aw/q,
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i+i'=/w’/q4, donc j>i. D'aprés le lemme 2.5, on peut alors écrire: u'=u uz’, v'=v;vy, avec
uj#eet u; com=v;com (donc v; € u; f). De plus, alph(u;) C(E U (d})) G X. Le
couple (u;,v;) convient donc, ce qui termine la preuve.

O

Nous pouvons maintenant €noncer la résultat principal de cette section:

Proposition 2.10: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X, vérifiant la condition (K), alors f est algébrico-rationnelle.

Preuve: Nous raisonnons par induction sur /X/, la cardinalité de
I'alphabet X. Si /X/=2, le résultat est donné par la proposition 2.2. Si IX|>2, alors soit f
vérifie la propriété (P) et le résultat est donné par la proposition 2.8, sinon, nous
allons montrer que pour tout rationnel R, R f est un langage algébrique. Soit
R € RAT. 11 existe alors un automate déterministe M=(X,0.90.,*.T) qui reconnait R.
Si g.g° € Q, posons Ry g'={w € X*/ gxw=4'}. Soit 5, la substitution définie sur QxQ
par: V (¢.) € 0x0, (¢.9) s= U/ (Rgq M (X-{x})*).

Par hypothése de récurrence, s est une substitution algébrique. Soit T le
langage rationnel, défini sur QxQ par: T={ (90,91)(q1.92)...(qp-1.9p) ! P21,
Vie [1p], ¢i€ Q. qp € T}. Nous allons montrer que R f=T s, et nous aurons
terminé puisque le résultat d'une substitution algébrique appliquée & un langage
rationnel est un langage algébrique.

i)TsCR f?

Soit w=(q0,91)(q1,92).--(4p-1.9p) € T. V W € ws, w'=uou;....up.; avec
uj € (qi.qgi+1)s. Donc: Vi,3x; € X, I Vi € Ry, q,,, N (X-{xi})* tels que u; € v;f, et
w' € (o f)(vif)....(vp.1) ©C Vov;...¥vp.; f. Comme go*vov;...Vvp.1=qp € T,
Vovy....Vp-1 € R. Ainsi, ws C Rf

ii) R fCT s?

Si q; et g, sont deux états de O, posons Tq,q'={ (41.92)(92.93)...(qp.qp+1) /
p21, q;=4, qp.,.,--q’} Nous allons montrer que pour tout mot w de R4 4, pour tout mot
w' dewf,w € Tgqq4s, en faisant une récurrence sur la longueur de w. Si alph(w)
GX.w fC(g.q°)s. Sinon, nous pouvons, grice au lemme 2.9, trouver deux
décompositions: w=w;w;, w'=w w;, avec w #¢, alph(w;) G X etw; € w, [ Si
g*w;=q;,onaw;fC (q4q;)s et, par hypothe¢se de récurrence, wof C Ty, 4 5.
Donc w' € (w; f)(w2f) € ((9.9:1)Tq,.q') s € Tg,q's. Nous pouvons alors conclure la
démonstration de proposition: Si w € R, il existe un €1at g de T tel que w € Ry, 4.
Alors, pour tout mot w' € wf, w € Tg, 45 C K. 0
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Les propositions 2.4 et 2.10 montrent qu'en fait, l'image d'un langage
rationnel par une fonction de semi-commutation algébrico-rationnelle est
toujours dans Ocl. Nous pouvons alors énoncer:

Proposition 2.11: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X. 1l y a équivalence entre

(1) f est algébrico-rationnelle

(2) Le graphe de commutation de X pour f ne contient aucun Sous-
graphe du type ni du type

(3) Pour tout langage rationnel R, Rf € Ocl.

(4) Pour tout langage rationnel R borné, Rf € ALG.

Preuve:

(1) = (2) par la proposition 2.4

(2) = (3) car toutes les constructions qui nous ont permis d'obtenir
I'image par f d'un langage rationnel utilisent D’I* et D’; qui sont dans Ocl! et des
opérations pour lesquelles Ocl est fermée.

(3) = (4) est un résultat évident.

(4) = (1) en reprenant un des exemples de la preuve de la proposition

O

24.

En particulier, pour les fonctions de commutation partielle, le graphe de
commutation associ¢ est non-orienté, on obtient alors:

Proposition 2.12: Une fonction de commutation partielle f définie sur un
alphabet X est algébrico-rationnelle si et seulement si le graphe de commutation de
X pour f ne contient aucun chemin de longueur 3.
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3. Le cas des langages de la forme u* f

Pour étre en mesure de caractériser les fonctions de semi-commutation f
et les mots u vérifiant: u*f € ALG, nous allons tout d'abord montrer quelgues
résultats plus généraux qui sont pour la plupart des conséquences de propriétés
énoncées dans le chapitre 2. Ainsi, nous utiliserons la conséquence suivante du
corollaire 3.7 du chapitre 2:

Lemme 3.1: Soient X un alphabet, et f une fonction de semi- commurauon défmze
sur X*. Alors, YV u € X*, V uju; € L=FG(u* f), (u; com)=(u; com) = (u, L=u, L)

Preuve: Soit w; € u;’L. alors: 3 p€ IN,3 w/ € X* tels que
uywiwj € upP f. D'autre part, 3 w, € X* J g € /N tels que uow, € u?f. Supposons
p2q, la démonstration se ferait de maniére identique dans le cas contraire. Alors,
Uw,uP9 € w f, et du corollaire 3.7 du chapitre 2 on déduit: 3 v,,v, € X* tels que
Vivo € wf, u € v;f, u € v;f, wywj; € vzf et wouP9 € vy, f. Donc:
Uwiwj € (v, f)(vzf) C' wwaof C wf etw; € u 1. De maniére symétrique, on
peut montrer U, I U Ip.

O

i

On déduit également facilement du lemme 3.3 du chapitre 2 le résultat
suivant:

Lemme 3.2: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet X, et
u un mot de X* vérifiant: V x € X, |u/x=1. Soient q € /Ny etw € L=FG(u*f)
vérifiant V x € X, |w/x 2 q, alors le mot w’, obtenu @ partir de w en effacant la géme
occurrence de chaque lettre de X est un élément de L.

Si le graphe de non-commutation de I'alphabet d'un mot u pour une
fonction de semi-commutation f est fortement connexe, les mélanges des lettres
dans un élément de u* f seront limités. C'est ce qu'exprime le lemme suivant.

73



Lemme 3.3: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabet X
telle que le graphe de non-commutation de X pour f soit fortement connexe. Soit
u € X* tel que: V x € X, [u/x=1, alors pour tout facteur w d'un mot de u*f, si il
existe une lettre y vérifiant [w/y2 2/X| alors il existe une lettre x vérifiant [w/y2 1 .

Preuve: Soient y et x, deux lettres distinctes de X. Le graphe de
non-commutation de X pour f étant fortement connexe, on déduit:
3 20,21,22,---.,2p,2ps 1,2 € X tels que: 2p=2,=Yy, 2,=x, V i#j € [0,p] 2;#zj, V i#j € [p.,q]
2;#2;, Vi € [1,q] z;z;.y & z:.12; f. Posons v=2z9z;2;.....2,, €t t=2/X/.De ce qui précéde, on
déduit: /v/< retv f={v}. Considérons, maintenant, w € F(u* f), vérifiant wly2 ¢,
alors: 3 wy,wy,w3,wy,ws € X* 3 ij € /N tels que: w=w, yiw; y;,,w, €t
w=wwywsy, wews € U f, ol yjest la jE¢me occurrence de y dans w’. Donc:
Fvvavsve € X* tels quew’ € vyvou Hlvyy v, f. Comme Vz€ X, ju/;=1, on
déduit: v est un sous-mot de yv,u "’v_;yj*,. avec zg=y; el zg=y;,,, €i, comme v f={v}, v
est un sous-mot de ywsy,,.donc /w/x2 1, et la propriéié est bien vérifice. -

On peut étendre facilement ce résultat pour obtenir:

Lemme 3.4: Soit f une fonction de semi-commutation définie sur un alphabert X.
Soit {X;,X3,.....Xn}, UVensemble des composantes fortement connexes du graphe de
non-commutation de X pour f. Soit u € X* tel que: ¥V x € X, [u/y=1, alors:
Vwé€ F(urf ),V m € IN,, Vk € [1,n], (3y €Xpl//w/y22m|X}]) = (V x € Xi, |w/x2m).

Nous allons caractériser les fonctions de semi-commutation f et les mots
u vérifiant: u*f € ALG, en fonction du nombre de composantes fortement
connexes du graphe de non-commutation de f pour alph(u). Si ce nombre est
strictement plus grand que 2, nous pouvons énoncer:

Proposition 3.5: Soient f une fonction de semi-commutation définie sur un
alphabet X, et u un mot de X* vérifiant: alph(u)=X. Si le nombre de composantes
fortement connexes du graphe de non commutation de X pour f est strictement
supérieur a 2, alors u*f n'est pas un langage algébrique.
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Preuve: Soit {X;,X;,...,Xn}, l'ensemble des composantes fortement

connexes du graphe de non-commutation de X pour f. Si n est supérieur ou égal 2
3, on peut vérifier facilement que: 3 i#j € [I,n] telsque Vx € X;, Vy€ X-X;, xy €
yxf,etVx€ Xj Vy€ X-X; yx € xyf. Posons uj=u Ily, us=u Iy, wy=u Iy ry,x..
Comme n23,u, est différent du mot vide et: V i € [1,3], V jz#i € [1,3],
alph(uj)Malph(uj)=@. On déduit alors que: u* fAujuiui={ Wjuiui.n€ N} & ALG.

O

Considérons, maintenant, le cas ou le nombre de composantes fortement
connexes du graphe de non-commutation de alph(u) pour f est strictement
inférieur 2 3. Si ce nombre est égal & 1, la proposition 1.4 nous indique alors que
u*f € RAT. 1l nous reste donc & é€tudier le cas ou le nombre de composantes
fortement connexes du graphe de non-commutation de alph(u) pour f est égal a 2,
et nous allons montrer que, dans ce cas, u*f€ ALG.

Soient, donc, un alphabet X, une fonction de semi-commutation f définie
sur X* et 4 un mot de X*. On peut supposer, sans nuire a la généralité des
démonstrations que X=alph(u)et V x € X, Ju/x=1. Soit {X,,X,}, l'ensemble des
composantes fortement connexes du graphe de non-commutation de X pour f. Dans
tout ce qui suit, nous noterons u;=u IIx, et u,=u Ilx,. Nous avons vu, dans la
preuve de la proposition 3.5 ,que: Vx€X,;, Vy€ X,,xy € yxf,ou Vx€X,;, Vy€ X,,
yx € xyf Envisageons d'abord le cas ol ces propriétés sont toutes deux vérifiées,
il est alors facile de montrer: u* f=(DT(x;.x2) B 1) N (uf f L ulf), o x; est la
premiére lettre de u;, x; est la premiére lettre de u,, et & est le morphisme de X*
vers {x;,x}*, défini par: V x € (x;,x3}, xh=x, V x € X-{x;,x3}, x h=¢. D'aprés la
proposition 3.6, u} f € RAT et u} f € RAT , on en déduit alors: u*f € ALG.

Dans l'autre cas, la démonstration sera plus compliquée, et, pour alléger
les notations, nous introduisons la définition suivante: Nous dirons qu'un alphabet
X, une fonction de semi-commutation f, et un mot u vérifient I'hypothése (H) si:
V x € X, /u/x=1, le graphe de non-commutation de X pour f comporte deux
composantes fortement connexes: X; et X,, Vx€X;,, Vy€ X, xy € yxf,et Ix€X,;, 3
y € X, tels que yx € xyf. lLecasol: VX€E€X; VY€ X,,yx€ xyfiet3Ix€X,;,3y€
X, tels que xy € yx f, se traiterait de manitre identique.) Nous allons tout d'abord
donner une caractérisation des mots appartenant au langage L=FG(u* f) en
utilisant deux résultats énoncés précédemment: le lemme 2.1 etle lemme 3.3 du
chapitre 2. Ces deux lemmes vont nous permettre de caractériser le langage
L=FG(u* f) en liant le nombre de lettres de X; et celui des lettres de X, dans les mots
de L. Dans ce qui suit, pour tout y € X, nous noterons: Xy={x € X,1q yx € xyfetx
préctéde y dans u}, et Xy={x € X;tq yx € xyfet xpréctde y dans u}.

Lemme 3.6: Soient X, f et u vérifiant I'hypothése (H). Alors, un mot w de X* est un
élément de L=FG(u* f) si et seulement si w vérifie les propriétés suivantes:
w HX] € FG(ut f), waz € FG(ulf), et pour toute lettre 'y de X,, pour tous mots
1.t de X* tels que w=t', on a: Vx € Xy, [tx2[tly, Vx € Xy, [t|x2/t]y-1.
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Preuve:_Soit w € L=FG(u* f). En utilisant le lemme 3.3 du chapitre 2
(lemme de projection sélective), on déduit facilement: w HXI € FG(ur f), et
waZE FG(u} f). D'autre part, soient y € X, x € Xy, x' € Xy . En utilisant de
nouveau le lemme 3.3 du chapitre 2, on déduit: w IIyxy, € FG((xy)* f), et
w Ilyy € FG((yx')*f). Comme yx € xyfetyx' € x'yf, on en déduit alors:
Vit'€ X* g w=it', [1[x2]t]y et [tx'2/t]y-].

Réciproquement, soit w € X*, vérifiant: w Hx, € FG(u} f),
wllx, € FGutf),et Vy € X, Vit' € X* tq w=tt', Vx € Xy [tIx2[tly et V x € X;,
[t/x2/t[y-1. Soit p= sup{ |w/y,x € X}, alors3 w; € X¥, 3 wp € X} tels que:
(wIlx,)w, € i f, et (wIlx,)w, € ulf. Posons w'=w;w,. Nous allons montrer
que ww’' € wP f. D'apres le lemme 3.4, il suffit de montrer: V (x,y) € XxX,
ww’' Ilxy, € (WP Ily)f. Clairement, il suffit de vérifier cette propriété pour
y € Xetx € Xy U Xy. Pour la démonstration, on supposera x € Xy, et, de fagon
similaire, on pourrait vérifier la propriété dans le cas x € Xyj. Avec ces hypothéses,
comme ww' Il yy=(w Il yy)(w; ITx)(w, ITy), on déduit du lemme 2.1,
ww' ny € (xy)? f.
O

On peut déduire du résultat précédent:

Propriété 3.7: Soient X, f, et u vérifiant l'hypothése (H), soient
w,v € L=FG(u* f), x € X vérifiant: 3 p,n € IN tels que w € wujvcom et wx € L,
alors: ’

i) Six€ X;,vx€ L.

ii)Six € X5, (vx € L) ou (uyyjvx € L et n#0 ).

Preuve: D'aprés le lemme 3.1, on déduit: uPujvx € L, donc ujvx € L et,
en application du lemme 3.6, ujvx Ilx, € FG(u* f), et ulvx IlIx, € FG(uf f).
D'autre part, comme v € L, on déduit également du lemme 3.6, Vy € X;, V2 € Xy,
V' € Xy, Vtr' € X* tels que v=1t', [t/;2/t]y, [t/;'2[t/y-1. Si x € X;, on en déduit donc
immédiatement vx € L. Si x € X,, supposons vx € L, alors, clairement, n#0. De plus,
de ce qui précéde, on déduit: Vy € X;, Vz € X, V2' € Xy, V1,1’ € X* tels que tt'=u;v,
142> [t]y, [42°> [t]y-1, d'O0b u;vx € L. -

Les trois propriétés suivantes sont d'autres conséquences faciles du
lemme 3.6.
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Propriété 3.8: Soient X, f, et u vérifiant U'hypothése (H)soient L=FG(u* f) et
uy=u Ilx , alorsuL CL, et yL CL.

Propriété 3.9: Soient X, f, et u vérifiant I'hypothése (H)alors:V w € L=FG(u* f),
vp € IN,[(VyE Xa, wly2p) = (Ix €X; 1q [W/x2p-1) ].

Propriété 3.10: Soient X, f, et u vérifiant U'hypothese (H)soit w € L=FG(u* f),
soient p=sup{ (wly,y € X,} et q=inf{ /w/x, x € X;}. Si ¢>p, le mot W', obtenu @ partir
de w en effacant la q?™¢ occurrence de chaque lettre de X, est un élément de L.

Nous allons maintenant montrer que si X, f, et u vérifient 1'hypothése
(H), alors u* f est algébrique, en construisant un automate & un compteur
reconnaissant u* f. Soit M={X, P, S, so, 29, 8, T), I'automate a pile défini par: P={zy, a}
est l'alphabet de pile, S={ w € FG(u®'X/” f)} est l'ensemble des états, so=¢€ est l'état
initial, T={sy;} est l'ensemble des états terminaux, et & , la fonction de transition, est
définie par les quatre régles suivantes:

VwE S, VxEX,YnE N , (wx zpa") 5 (wx, €, zga™), si wx € 8.

VneE IN,Vwe€ S vérifiant: Vx € X, /w/x2 1, (w, & zpa®) (W', €, zpa™),

ou w’ est obtenu a partic de w en effagant la premiére occurrence de
chaque lettre de X.

Vne IN,Vwé€ S vérifiant: g=inf{ [w/x,x € X,;} 2 1, (w,e,zpa") b
(w'.e.zpa"* 1), si le mot w’', obtenu i partir de w en effagant la géme
occurrence de chaque lettre de X;, est un €lément de S.

VwE S,Vn€ INy. ,(w & 2z9am) b (yw, €, zpa”!), si u;w € S ol

Uu=u HXI

Soit T(M)={ w€& X*1q (e, w, 20) ¥— (¢, €, 2p) }, le langage reconnu par M
par pile vide. Afin de prouver l'égalité T(M )=u* f, nous allons tout d'abord
montrer:
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Lemme 3.11: Pour tout mot w de X*, pour tout état v de S, et pour tout entier n, si il
existe une dérivation dans M permettant de passer de (€, w, z) @ (v, €, zpa®), alors w
est un élément de L=FG(u* f) et il existe un entier p vérifiant: w € wullv com.

Preuve: Nous allons établir la preuve par induction sur la longueur de
la dérivation: (e, w, zp) P~ (v, €, zpa"). Le lemme est claircment vérifié pour une
longueur de dérivation nulle: en effet, dans ce cas, v=w=& et n=0. Supposons,
maintenant, le lemme vérifié pour une longueur de dérivation /, et considérons la
dérivation: (e, w, zp) He (v, €, zga®). 11 est clair que le kemme est vérifié si la
demiére régle utilisée était la régle 2, 3 ou 4, sinon: Ix € X, Iv' € §, I w € X* tels
que w=w'x, v=v'x et: (g, wx, 2p) = (v, x, zpa™) b— (v'x, €, zpa"). Par hypothese de
récurrence, w' € L,et I p € /N tel que w € wullv'rom. On a donc bien
w'x € uPulv'x com. De plus, d'aprés la propriété 3.8, uPullvix € L. Le lemme 3.3
nous permet alors d'affirmer: w'x € L.

O

Le résultat suivant est un peu le dual du lemme 3.11.

Lemme 3.12: Pour tout mot w de L=FG(u* f), il existe un état v dans S et un entier
n tels que (e, w, zp) ¥=— (v, €, zpa™).

Preuve: Nous allons faire une preuve par induction sur la longueur du
mot w. Le lemme est vérifié, de fagon évidente, pour w=¢. Supposons, maintenant,
le lemme vérifié pour w € L, et considérons x € X tel que wx € L. Par hypothése de
récurrence, 3v € S, 3 n € IN tels que: (g, wx, z9) B— (v, x, z0a"), et, d'aprés le lemme
311,3p€ N tqw € wullv com. Si on peut appliquer la régle 1, le lemme est alors
vérifié, sinon envisageons deux cas:

HDx€ X;.
Comme wx € L, on déduit de la propriété 3.7 que vx € L, donc /v/x=8/X/2,
puisque la régle 1 ne peut pas s'appliquer. Alors, d'aprés le lemme 3.4,V x € X,
[v/x2 4/X/. Distinguons, maintenant, deux sous-cas:
1.1) La régle 2 peut s'appliquer.
Alors, (v, x, zpa®) +5 (v, X, zpa”"), et , comme v’ est obtenu a partir

de v en effagant la premiére occurrence de chaque lettre de X./v'/x=8/X/2-I,
et la régle 1 peut maintenant s'appliquer: (v', x, zpa”®) H— (v'x, €, zpa®).
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1.2) La régle 2 ne peut pas s'appliquer.

Alors, 3y € X, tel que [v/y=0,¢et, Vy € X, /v/[y< 2/X] d'aprés le
lemme 3.4. Comme V x € X;, [v/x24/X/, on en déduit, grice & la propriété 3.10,
que, si g=inf{ /w/x, x € X;}, le mot v', obtenu a partir de v en effagant la g*me
occurrence de chaque lettre de X; est un élément de §. On peut donc
appliquer la régle 3: (v, x, zpa”®) b~ (v, x, zpant!), et, comme /v'/x=8/X/2-l. la
régle 1 peut s'appliquer: (v', x, zpa"*!) t=— (v'x, €, zpa"*!).

2)x € X7

D'aprés la propriété 3.7, (vx € L) ou (u;vx € L et n #0). Distinguons alors

deux sous-cas:

L}

2.1) vx € L.

Comme on ne peut pas appliquer la régle 1, /v/x=8/X/?. Grice au
lemme 3.4,o0n peut écrire: V' y € X, [v/[y24/X/, et, en application de la
propriété 3.9: 3z € X, tel que /v/;2 4/X/-1. Comme [X/21, (v/;22/X], et, d'aprés le
lemme 3.1,Vy€ X;, [v[y21. La régle 2 peut donc s'appliquer: (v, x, z0a") -
(v, x, zpa™), ou v’ est obtenu & partir de v en effagant la premiére
occurrence de chaque lettre de X. Maintenant, d'aprés le lemme 3.2,vx € S,
et la régle 1 peut s'appliquer: (u;v', x, 2pa" 1) b— (u;v'x, €, zpa™!).

22) w &€ L.
" Alors, u;vx €L et n #0. Distinguons de nouveau deux sous-cas:
2.2.1) La régle 2 peut s'appliquer.

Alors, (v, x, zga”) F— (V', x, z,a™), ou v’ est obtenu & partir de
v en effagant la premiére occurrence de chaque lettre de X. D'aprés la
propriété 3.7, u;vx € L. De plus, Vy € X, [vly=/v/y-1 donc: [v]y< 8/X/2.
On peut donc appliquer la régle 4: (v', x, z0a”) b (u;v', x, zpa”*!), et
on s¢ retrouve dans le cas 2.1.

2.2.2) La régle 2 ne peut pas s'appliquer.

Supposons qu'on ne puisse pas appliquer la régle 4, alors,
Jy € X, tel que /v/y=8/X/2. et d'aprés le lemme 34,V z € X,;, |v/:24/X/.
De plus, comme la régle 2 ne peut pas s'appliquer, 3t € X; tel que
/v/;=0. On déduit alors du lemme 3.4,V z € X,, [v/;< 2(X/, et, d'aprés le
lemme 3.6 ,vx € L. Cette contradiction nous permet donc d'affirmer
que la régle 4 peut s'appliquer: (v, x, zpa”) F— (v, x, zpa™!), on se
retrouve alors dans le cas 2.1, puisque u;vx € L, ce qui termine la
démonstration.

O
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Nous sommes maintenant en mesure de montrer T (M )=u* f: Soit
w € T(M), alors (&, w, 2p) B (€, €, 2), et, d'aprés le lemme 3.11,w € L=FG(u*f) et
w € w com, donc w € L. Réciproquement, soit w € u*f, alors, d'apreés le lemme
3.12,3v€ S,3n € N, tels que (g, w, o) B (v, €, 20a™). De plus, d'aprés le lemme
3.11,3p € /N tel que w € uPullv com. Comme w € u*f, 3q€ /N, tel que w € udf,
donc: v € (18™® %P ) com, ob u,= ullx,, et 8/X/*2 q-p. On peut donc appliquer n
fois la régle 4, et on obtient: (v, &, zpa™) P~ (u}v, €, z5), avec ujv € (ui? uf? ) com.
Enfin, en appliquant ¢-p fois la régle 2, on a bien: (u}v, €, 2o) F— (e, &, 20).

O

Cette derniére démonstration nous a donc permis d'établir que si le
graphe de non-commutation de f pour alph(u) comportait deux composantes
fortement connexes, alors u* f€ ALG. Nous pouvons donc énoncer:

Proposition 3.13: Soient X un alphabet, f une fonction de semi-commutation
définie sur X*, et u , un mot de X*. L=u*f est un langage algébrique si et
seulement si le graphe de non-commutation de f pour alph(u) comporte au plus
deux composantes fortement connexes.

On peut remarquer que, si une condition simple permet de caractériser
les fonctions de semi-commutation f et les mots u vérifiant: u* f€ ALG, il n'en va
pas de méme si on consideére, au lieu d'un seul mot, un langage, méme fini et trés
simple, comme le montre l'exemple ci-dessous:

Soient X={a,b,c}), et f, la fonction de semi-commutation associée aux
régles: ba — ab, ac — ca, bc —> cb. Soit F={ab, ca}, on peut vérifier facilement que:
F*f M a*c*b*a* = ( (ab)* (ca)* )f N a*c*b*a* = { aPc9bPad ,p,q € IN }, qui n'est
pas un langage algébrique.
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Chapitre 5: Automates asynchrones.

1. Définitions et propriétés de base.

2 Automates virtuellement asynchrones.
om - nchron
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1. Définitions et propriétés de base,

Nous donnons ici une définition équivalente a celle donnée initialement
par Zielonka:

Définition 1.1: Un automate fini asynchrone sur une famille F={X;X,,... Xp}
d'alphabets, appelé encore F-asynchrone, est un 6-uple M=(F,H,S*,50,T) ou: H est
un ensemble fini, S={s:F —> H} est l'ensemble des états, so € S est l'état initial, T C S
est l'ensemble des états terminaux, et * désigne la fonction de transition.

A tout x de X= U X; est associée une application 65: Sx — Sy ou
Sy={s:Fx — H}, Fx désignant la famille {X; € F/x € X;}. On peut alors définir la
fonction de transition: Vx € X, Vs € §, s'=s*xx est déterminé par:

VX; € F-Fy, X; s'=X; s,

V X; € Fy, Xj 5'=X; (sx 6x) o sy désigne la restriction de s 3 Fj.

On étend alors, de fagon usuelle, la fonction de transition aux mots, ce qui permet
de définir le langage reconnu par cet automate, L(M)={u € X* / soxu € T}.

Exemple 1.2: Construisons un automate fini asynchrone sur la famille
{X,1.X,} avec X;={a,b,d}, X,={c,d}, pour le langage rationnel R=(a+b+c+d)*d. Ici, nous
prendrons H={0,]} et un état s sera représenté par un couple dont la premiére
composante est I'image de X; et la seconde est l'image de X,. On prend §5=38p=5, avec
0 85=0, 18,=0, aetb "travaillant” sur la premitre composante et ¢ sur la seconde.
La lettre d T"travaille” sur les deux composantes et &4 est donné par
00 84=01 84=10 84=11 64=11. On peut alors représenter l'automate ou 00 est I'état
initial et /I est le seul €tat terminal.




Remarque: Trivialement, tout automate fini sur un alphabet X peut
étre considéré comme asynchrone sur la famille F={X}.

Si M=(F ,H,S,+,59,T) est un automate asynchrone sur une famille
d'alphabets F={X,,X,,....Xn}, nous dirons alors que M est F-asynchrone.

Considérons deux lettres x ety de X= g Xi , telles que Fx M Fy=02. Alors:
Vs € S, sxxy= sxyx. En effet, considérons X; € F. Si X; ne contient ni x ni y, alors,
par définition, X; (s+xy)=X; (s*yx)=X; s. Si X; contient x, alors, X; (s*xy)=X; (s*x)=
X (s*yx), puisque, par hypothése, X; ne contient pas y. Enfin, si X; contient y,
symétriquement, mnous obtenons: X; (s*xy) = X; (s*y) = X; (s*yx). Soient,
maintenant, la relation de commutation partielle Cp, définie sur X par:
V (x,y) € XxX, (x,y) € Cp, si et seulement si Fy M Fy=0, et gr, la fonction de
commutation partielle associée 2 Cpyg.. Nous dirons gue gy est la fonction de
commutation partielle induite par F. De ce qui précéde, on déduit: V u € X*, Vv €
ugr,Vs€ S, sxu=s*v, et nous pouvons énoncer:

Lemme 1.3: Soit M un automate F-asynchrone. Alors L(M), le langage reconnu
par M, est fermé pour la fonction de commutation partielle gr induite par F.

Nous terminerons cette section d'introduction avec le résultat
fondamental de W. Zielonka qui a prouvé dans [36] la difficile réciproque du lemme
précédent:

Théoréme 1.4: Soient f une fonction de commutation partielle définie sur un
alphabet X, et R C X*, un langage rationnel fermé par f. Alors il existe un automate
F-asynchrone M qui reconnait R et tel que la fonction de commutation induite par
F soit f.
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2. Automates virtuellement asynchrones,

Clairement, il est toujours possible, par un simple renommage des éiats,
de considérer un automate asynchrone sur une famille d'alphabet comme un
automate fini habituel. Réciproquement, cela n'est évidemment pas le cas, aussi
introduisons-nous la notion d'automate virtueliement asynchrone sur une
famille d'alphabets. Plus précisément:

Définition 2.1: Soient M=(X,0,®,q9.E) un automate fini déterministe et
F={X;,X3,.,Xn} une famille d'alphabets vérifiant X = k;JXi. L'automate M est
virtuellement asynchrone sur la famille F, si il existe un automate F-asynchrone
M'=(F,H,S,*,50,T) qui lui est isomorphe.

Dans cette section, nous allons nous donner les moyens de décider quand
un automate  est virtuellement asynchrone sur une famille d'alphabets. Soient,
donc, un automate fini déterministe M=(X,0.,®,40,E) et une famille d'alphabets
F={X,X5..Xn} vérifiant X=k;{X,~. Posons =.z,...3, les plus fines relations
d'équivalences, définies sur Q et vérifiant les deux propriét€s suivantes:

P,;:Vi€ [1n], Vg€ Q, Vx€ XX, q=q9 ®x.
P,:Vpg€ O, Vx€ X, (VX; € Fx,p%'q) = (VX; € Fy, p®x=q®x).

Nous allons tout d'abord montrer qu'on pent effectivement construire
ces relations: Posons B,={(p,X}.q) ot p.q € QXy € F tels que 3 q.q;.....q;: € Q tels
que p=qo, q=qr et Vi € [1,t-1], 3x € X-Xp !/(gi=qi+1®x) ou (qi+1=qi®x)}. Définissons
la suite B(je Ny par: Bj4+;=B; U {(pXr.q) 1 p.gq € Q. Xy € Fuelsque: 3x€ Xy, 3p'q € Q
vérifiant: (p'®x,Xy.p) € B;, (¢'®x,X}.q) € Bj, et V X; € Fy, (p'Xj .q) € Bj}. Posons
B=._%J B;. Clairement, d'aprés la construction de l'ensemble B: Vpg € O,V X; € F,
((p,%k,q) € B) ¢ ((q,Xk.,p) € B). D'autre part, comme B(je N) est une suite croissante
majorée par l'ensemble fini QxFxQ, il existe un entier m tel que By=B 4 ,=B.

Nous allons montrer que nous avons bien construit les relations =.3..=.
Plus précisément, soient .4 8 les relations définies sur Q par: Vi € [1,n],
Vpge€E Q,p#gq si et seulement si (p,X;,q) € B. Vérifions qu'il s'agit bien de
relations d'équivalence. Nous avons vu que ces relations étaient réflexives et
symétriques, il nous reste donc A montrer qu'elles sont €galement transitives. Nous

allons pour cela utiliser les deux lemmes suivants.
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Lemme 22:Vg€ Q,V Xy € F,(Ip€ Q/ (pXkr.q) € B et (pXkq) € By)) =
(3re Q, 3x€ X/ (r®x,Xr,q) € Byp).

Preuve: Soit ip, le plus petit i vérifiant: I p € Q / (pXrq) € B; et

(p.Xk.q) € By. Comme (p,Xp.q) € Bj,.;,3 p'g € Q,3x€ Xi vérifiant:

(p'®x,Xy.p) € Bj,.y, (¢9®x,Xk,q) € B, et V X; € Fy, (p'Xj.q') € Bj.;. Et par
définition de iy, on en déduit que (¢'®x,X¢,q) € By.

O

Lemme 2.3:V pqgr € Q,V Xy € F, Vi€ IN,((p.Xx.q) € B; et (¢Xy,r) € By) =
((p.Xk.r) € B;).

Preuve: La preuve s'appuie sur une récurrence portant sur i. Le

résultat est évident pour i=0. Supposons le lemme vérifié jusque i>0 et considérons

p.q.r € Q tels que (p,Xk,q) € Bj4+; et (q,Xk,r) € By. Si (p,Xk,q) € B;, alors le lemme est

.vérifié, sinon: Ix € Xi, 3 p'.qg° € Q tels que (p'®x,Xy,p) € B;, (¢'®x,X},q) € Bj, et

V Xj € Fx, (p'Xj,q) € Bj. Comme le lemme est vérifié pour i, on en déduit que
(¢'®x,Xy,r) € Bjet (p.Xg,r) € Bjy;.

O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer:

Lemme 2.4:Vpgr € Q, Vi€ [1,n], (p#q et q#r) = (p#r)

Preuve: Si p#q et gir, alors (p,X;,9) € Bet (q,X;r) € B.Si(p,Xjq) € By
ou (q,X;r) € By, alors, d'aprés le lemme 2.3, (p.Xir) € B. Sinon, d'aprés le lemme
22,35 € Q,3x € Xjtels que (s®x,X;,q) € By. Comme (p,X;,q) € By et (q,Xir) € B,
on déduit du lemme 2.3: 35 € Q, Ix € X; tels que (s®x,X;,p) € By, et (s®x,X;,r) € Bp,.
Comme de plus, V Xj € Fy, (sXj.s) € Bp, on obtient (p,X;,r) € Bp4;=Bpm=B.

O

Les relations #, #,..,# sont donc bien des relations d'équivalence.
Clairement, d'aprés la construction de I'ensemble B, ces relations vérifient les
propriétés P, et P;. Comme les relations =.z,..= sont les plus fines relations
d'équivalence vérifiant ces deux propriétés, on en déduit: Vp,g € Q,V i€ [1,n],
p=q = p#q . Réciproquement, on démontre trés facilement, par induction sur le
plus petit k tel que (p,X;,q) € Bxy: Vpg€ Q,Vi€ [l,n],pi;tq = p=q. On a donc bien
construit les relations 2, o5 eed En notant la classe d'équivalence d'un état p pour
la relation d'équivalence = par [P1i, les propriétés P; et P, s'écrivent:
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Propriété 2.5: Vg€ Q. Vi€ [1.n], Vx € X-X;, [pli=[p®x];.

Propriété 2.6: Vx € X, Vpg € Q,(VX; € Fyx, [pli=[q]i) = (V Xi € Fx, [p®x]i=[q®x];)

La proposition suivante donne une relation liant les états d'un automate
asynchrone M et les classes d'équivalence d'un automate fini “classique"
isomorphe &8 M.

Proposition 2.7: Soient M=(F,H,S,*,s9,],) un automate asynchrone sur une famille
d'alphabets F={X[X;,... X} vérifiant X= U X;, et M'=(X,0,8,90.E) un automate fini
déterministe vérifiant M'=M @, on ¢ est un isomorphisme d'automate. Alors: V s
€ S, Vi€ [1,n], ([s Q)i=[s’ §);) = (X s=X;s').

Preuve: La preuve de cette proposition s'appuie sur la construction de
l'ensemble B. Soient p=s Q,q=s'@® € Q,i € [I,n], tels que [p]i=[q];. Soit ¢ le plus petit
entier tel que (p,X;,q9) € By Sit=0,3 rp,ry,...,rk € Q tels que : p=r,;, g=rg, et
Vj€ [1,k-1], 3 x € X-X; vérifiant ¢j=¢j+;®x ou ¢j+;=qj®x. Comme M est
asynchrone, on déduit: V' j € [1.,k-1], Xi.(qj d"):X,- (qj+1 ¢-!), donc X;s=X;s"

Supposons, maintenant, la proposition vérifiée jusque >0 et soient
p=s @.q=5' ¢ € Q, vérifiant (p,X;.q) € B4 et (p.Xiq) € By Alors, il existe des états
p’ et g’ dans Q, et une lettre y de X; vérifiant: V X; € Fy, (p'Xj.q’) € By, (p'®y.Xip) €
B;, (¢®y,Xi,q) € B;. En appliquant I'hypothé¢se de récurrence, on déduit
Xi((p'@')*y)=XisetX;i((q' ¢-1)*y)=X;s’. De plus, comme M est asynchrone:
Xi((p" @ 1)xy)=Xi((q" ¢-1)*y) donc X; s=X;s". .

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section:

Proposition 2.8: Soient M=(X,0,8,90.E) un automate fini déterministe,
completement spécifié, et F={X;X3,...Xn} une famille d'alphabets vérifiant: X= Qx,-.
Alors M est virtuellement F-asynchrone si et seulement si: V p#q € Q,, 3i € [1,n] /
[pli#(4q]i.

En outre, quand les conditions de cette proposition sont remplies,
l'automate M'=(F,H,S,%,50,T)=M § ot ¢:0 — S est I'isomorphisme d'automate défini
par: V ¢ € Q,s=q.0 est délerminé par: V i € [1,n), X s=[q]i, est un automate
F -asynchrone isomorphe a M.
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Preuve: Nous allons montrer que la condition est suffisante en
vérifiant que l'automate M’ défini ci-dessus est bien F-asynchrone.

- Soient s € S,x € X,X; € Fy. Posons g=5 O !, alors, X;s=[q]; et
X (s*x)=[q®x];. D'aprés la propriété 2.5, on déduit donc: X; (s+x)=X; s.

- Soient 5,s"€ §,x € X, vérifiant V X; € Fx, X; s=X;.s’. Posons g=s ¢! et
q'=s'¢". Alors, V X; € Fy, [qli=[q’); et d'aprés la propriété 2.6 on déduit: V X; € F,,
X (s*x)=X; (s'*x). L'automate M’ est donc bien F-asynchrone.

Réciproquement, supposons qu'il existe un automate F-asynchrone
M"'=(F,D,V,®,v9,Z), vérifiant: M''=M ( est isomorphe 2 M et 3 g#qg' € Q tels que
Vi€ [1,n], [g)i=[q’];. Soient v=¢ @ et v'=¢’ . Comme v#v’, il existe j € [1,n] tel
que X v#X v’ D'aprés la proposition 2.7 ceci entraine [q]jat[q']j. Cette
contradiction avec les hypothéses termine donc la preuve de la proposition.

O

Nous allons appliquer ce résultat sur un exemple:

Exemple 2.9: Examinons si l'automate suivant, admettant comme
alphabet d'entrée X={a,b,c.d} est virtuellement asynchrone sur F={X;.X2.X3.X4¢X5.X5},
ou X;={a,b}, Xo={a,c}, Xs={a.d}, Xe={b.c}, Xs=(b,d} et X=(c,d).
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Calculons les différentes classes d'équivalence dans ce cas Pour plus de
lisibilité, nous effectuerons les fermetures transitives au fur et 2 mesure, alors que
dans l'algorithme réel ces fermetures sont "retardées”. Aussi présenterons-nous
les étapes successives de calcul sous formes de partitions de l'ensemble des états de
I'automate pour chacune des six composantes, ces partitions convergeant vers les
classes d'équivalences souhaitées. Nous obtenons ainsi dans un premier temps:

1 2 3 4 5 6

Comme les états 0,4,5,9 et 10 sont dans un méme élément de partition
pour les trois composantes concernant la lettre b, nous devons réunir dans un
méme élément de partition, pour chacune de ces trois composantes, les éléments de
partition contenant les états 1,3,6,11,12, ateints 2 partir des états 0,4,5,9,10 en lisant
la lettre b. Le méme cas se produit pour les états 3,8 avec la lettre a, cependant,
comme on boucle sur chacun de ces états en lisant a, ce cas n'apporte pas de
changement et on obtient:

Les états 1 et 2 sont maintenant réunis dans les trois composantes
concernant la lettre a. Le méme cas se produit pour les états 1,3,6,8,11,12 avec la
lettre b, et pour les états 1 et 2 d'une part, 6 et 7 d'autre part avec la lettre d. On
aboutit alors aux partitions suivantes:
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1,2,3,6,7,
8,11,12

On constate alors qu'un nouveau calcul ne change plus ces partitions.
Comme il n'existe pas deux états différents qui soient dans une méme partition
pour les six composantes, on en déduit que l'automate considéré est bien
virtuellement asynchrone sur la famille d'alphabets donnée. En renommant les
différentes classes d'equivalence comme indiqué sur le tableau suivant, on obtient
alors l'automate asynchrone correspondant.

1 0 KT
1,2,3,6,7,
8,11,12
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3. _Automates _2-asynchrones.

L'automate asynchrone constrnit dans la preuve du théoréme 1.4 ( voir
[34]) pour une relation ou une fonction de commutation particlle f donnée est un
automate asynchrone sur la famille des cliques maximales du graphe de non-
commutation de la fonction f. La famille des automates 2-asynchrones correspond
en quelque sorte 2 la famille des automates asynchrones ou I'information est la
plus répartie possible:

91



Définition 3.1: On appelle automate 2-asynchrone tout automate asynchrone sur
une famille d'alphabets qui ont une cardinalité inférieure ou égale a 2.

La famille des automates 2-asynchrones a en fait la méme puissance que
la famille des automates asynchrones quelconques comme le montre la proposition
suivante:

Proposition 3.2: [16] Pour tout automate M asynchrone sur une famille F, il
existe un automate M’ 2-asynchrone sur une famille F', reconnaissant le méme
langage, et tel que la fonction de commutation partielle induite par F' soit égale a
la fonction de commutation partielle induite par F.

La preuve de cette proposition s'appuie sur la construction d'un
automate 2-asynchrone qui, pour un alphabet X, reconnait la demniére lettre lue
pour tous les mots de X*. La construction de cet automate est elle méme basée sur
celle d'un automate 2-asynchrone reconnaissant la derniére lettre des mots
construits sur un alphabet de trois lettres. La proposition 3.2 et le théoréme 1.4
permettent alors de conclure:

Proposition 3.3: [16] Soient f une fonction de commutation partielle définie sur
un alphabet X et R C X* un rationnel fermé par f, alors il existe un automate 2-
asynchrone sur une famille F, reconnaissant R, tel que la fonction de commutation
induite par F soit égale a f.

Dans le cas ou la fonction f est la fonction ol rien ne commute, on
obtient alors le résultat suivant:

Corrollaire 3.4: [16] Tout rationnel R défini sur un alphabet X peut étre reconnu
par un automate asynchrone sur la famille {{x)y}, x,y € X, xzy)}.

La construction utilis€ée dans la preuve de la proposition 3.2 permet
d'obtenir un automate 2-asynchrone reconnaissant un rationnel quelconque, 2
partir d'un automate "classique” qui reconnait ce rationnel. Nous proposons ici
une preuve différente du corrollaire 3.4.
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Remarquons tout d'abord que, pour un rationnel défini sur un alphabet
de 2 lettres, tout automate fini reconnaissant ce rationnel convient. Nous
considérerons donc un alphabet A=(0,1,..,n-1} avec n23. Soit le langage rationnel
R C A* reconnu par un automate fini, déterministe, complétement spécifié
M=(A,0,%,90,5S). Posons F={Ajj={ij} / ij € A, i#j} et pour tout i de A, Fi={Aj/k=i}. Soit
m le plus petit entier supérieur ou égal & n tel que m ne soit pas divisible par
m-n+3. Posons M=/[0,....m-1] et P=MxQ xM. Notons I, et Il; les applications de P vers
M définies par: ¥V p=(x;,x2,x3) € P, pIl,=x;, et p Il;=x;, et Il,, I'application de P
vers Q définie par: V p=(x;,x7,x3) € P, pII,=x,. Considérons I'automate
2-asynchrone M'=(F,P,V,®,v,,T), et pour tout i de A, pour tout v de V, notons v;, la
restriction de v a F; et §;, l'application de v dans /N définie par: V v € V,
vSi= X ((Ajjv) I1,).

A eF;

Remarquons que si v’ € V avec vj=v;, alors v §;=v §;, donc v §; peut
étre calculé a partir de v;. Nous allons définir I'état initial vy et la fonction de
transition de M’ de manicére 3 ce que, pour tout état accessible v dans M’, toute
lettre i de A puisse retrouver l'état atteint dans M par l'intermédiaire de la
connaissance de la derniére lettre lue. Plus précisément, v, et la fonction de
transition de M’ vont nous permettre d'établir, par induction sur u € A*, que
v=vyo@u vérifie la propriété suivante notée (P):

(P): il existe un et un seul i de A, noté lertre(v) tel que pour tout k
différent de i, ((Ajx v) I1;)=v S; (modulo m).

(P,): pour tout k différent de lestre(v), lettre(v)=v S§ (modulo m).

(P3): il existe e dans Q, noté étar(v) tel que goxu=e et pour tout k différent
de i, (A v) IT;)=e.

Définissons vy par: V k=l € A, (Ag; vo)=(1,qo.,n-1) et V kxl € A,
V jzl € A, (Ajk vo)=(0,90,0). Clairement, v, vérific la propriété (P) avec
lettre(vp)=1 et état(vy)=q,. Soit v=voxu vérifiant (P) et v'=v@®i. L'application v;
permet alors de retrouver lertre(v) et étar(v). En effet, si pour tout & différent de i,
((Ajx vi) IT13)=v §; (modulo m), alors i=lettre(v) et pour tout tout k différent de i,
((Ajk vi) H2)=éta:(v). Sinon lettre(v)=v §; (modulo m) et érat(v)=((Aj; v) Hz) ou
j=lettre(v). Pour définir v{=v; §;, distinguons deux cas:

Supposons i=lettre(v). Définissons dans ce cas v par: pour tout &k
différent de i: ((Ajx v I ) =((Aix vi) IT ), ((Aig vi) I1;)=ét1at(v)«i, et
((Ajg v IT3)= ((Ajx vi) I13). T est clair qu'alors v* vérifie la propriété (P).

Supposons maintenant izlettre(v). Définissons dans ce cas v/ par V k=i,
Vik=j, ((Aig vi) IT )=i-letsre(v)+((Aig vi) IT ;j(modulo  m), ((A;j vi) I1,)=i-
((Aijvi) I15) + ((Aijvi) IT;) (modulo m), V k=i, ((Aix vi) I1;)=é1a1(v)si, et ¥ k=i,
((Ajg v}) IT;) =v'si (modulo m).
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Montrons maintenant que v'=vy,@u vérifie (P). D'aprés la construction de
v’, il suffit de prouver qu'il n'existe pas k=i tel que pour tout ! différent de k,
((Agy v') IT;)=v’ S§ (modulo m). Alors, pour [=i (différent de k), on obtient
((Aig v') II13)=v' S; (modulo m). D'autre part, par construction de v, ((Ajx v') I1;)
=v’ §; (modulo m) et i=v’' S} (modulo m). On déduit alors v’ S;=v’' Sg=i (modulo m).
Nous allons montrer maintenant que ((Ajj v;) Il;)=i. Distinguons deux cas:

Si k=j, ((Ajjvi) IT3)=((Agjv) IT3) car v vérifie (P) et j=lettre(v). Or
((Agjv) ITs)= ((Akj v') Il ;) car k et j sont différents de i. Par hypothése,
((Akjv') Il5)=v' Sg (modulo m), donc ((Ajjvi) I15)=v’ Sg=;i (modulo m).

Si k=j, comme A contient au moins trois lettres, il existe ! dans A avec [#{
et I#j. Comme v vérifie (P) avec j=lettre(v), ((Ajj v) IT;)=((Ajjv) IT;) et comme i=j
et i#l, Ajj v ne peut €tre modifié par la letre i, donc ((Ayjv) 113)=((Aljv’) IT;) qui
est égal a v’ S; modulo n soit i.

Nous avons donc établi dans les deux cas que ((Aj;vj) Il;)=i. D'autre
part, par construction de v’, pour tout ! différent de i et différent de j,
((Aigvi) I )=j-i+((Ag v{) I1;) (modulo n) et ((Ayj vi) I )=((Aijvi) IT13)-i+
((Aij v{) I1;) (modulo m)=((A;jv{) I1;) (modulo m). Comme ((A;jv;) II;) € M et
((Ajj vi) I1,) € M, on déduit ((Ajj vi) Il,)= =((Ajj v{) H,) Considérons maintenant
v §;. Comme v vérifie (P), v S;=j (modulo m). D'autre part, v §;= 2((A,1 vi)Il;) =
Z((Azl vi) IT1)+((Aijv) IT,).

D'aprés ce qui précéde, on déduit:
vsi=}22[(j-i+((Ai, vi) IT1,))]+((A;j vi) I1;) (modulo m).
%}

Donc, j=(n-2)(j-1)+12'((A,1 v{) I1;) (modulo m) et (n-3)(j-1)=0 (modulo
#1
m), car X ((Aj; v{) I1,)=v' Si=i (modulo m). On déduit alors (m-n+3)(j-i)=0 (modulo
1=i

m). Or m est tel que m-n+3 ne divise pas m (on remarquera qu'il suffit de prendre
m=n dans le cas ol n n'est pas divisible par 3). Donc j=i, ce qui contredit notre
hypothése ixlertre(v). Cette contradiction nous permet d'affirmer que v’ vérifie
(P). En posant T={vo®u/ u € A*, état(v) € S}, on déduit facilement du fait que la
propriété (P) est vérifiée par tout v=v,®u, légalité entre le langage reconnu par M
et le langage reconnu par M'.

O
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Exemple 3.5: Soit l'alphabet A={0,7,2,3) et R=0(20)*(31)* le langage
reconnu par l'automate déterministe non complétement spécifié suivant:

En appliquant la construction précédente, nous obtenons I'automate 2-
asynchrone sur la famille {{0,1},{0,2},{0,3}.,{1,2},{1,3},{2,3}}, non complétement
spécifié, reconnaissant R, donné ci-dessous. Chaque état v de cet automate, est
représenté par (Ag; v)(Aoz2 v)(Ao3 V) (A12 v)(A13 V)(Az3 V).

(1,0,3)
(0,0,0)
(0,0,0)
(1,0,3)
1,0,3)
(0,0,0)

(2,1,0)
(3,1,0)
(2,2,1)
(1,0,2)
0,2,1)
(3.2.1)

(2,1,0)
(1,0,2)
(3,1,0)
(3,0,2)
(1,0,3)
(2,0,2)

(0,2,1)
(1,3,3)
(0,3,3)
(1,2,1)
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Résumé:

Ce travail poursuit 1'étude des fonctions de commutation dans les mots.
De telles fonctions permettent de modéliser le comportement de processus
concurrents: les fonctions de commutation partielle représentent le fait que
certaines actions peuvent s'exécuter simultanément et les fonctions de semi-
commutation formalisent des transactions du type "producteur-consommateur”.

Dans le chapitre consacré aux compositions de fonctions de commutation
partitionnée, nous répondons négativement 2a une question formulée par
M. Clerbout concernant l'existence d'une forme normale pour ces compositions de
fonctions. Nous y introduisons également la notion de fonction de rangement et
nous montrons qu'il est décidable de déterminer si une composition de fonctions de
commutation partitionnée est une fonction de rangement (universelle).

Les fonctions de semi-commutation algébrico-rationnelles sont des
fonctions de semi-commutation qui transforment tout langage rationnel en
langage algébrique. Elles sont introduites dans le chapitre traitant de la fermeture
de langages par fonctions de semi-commutation. Nous donnons une caractérisation
simple des graphes de commutation associés a ces fonctions. Nous donnons
également une condition nécessaire et suffisante pour que l'image par une

fonction de semi-commutation de 1'étoile d'un mot soit algébrique.

Le dernier chapitre est consacré aux automates asynchrones introduits
par W. Zielonka. Nous y montrons en particulier que tout rationnel peut étre
reconnu par un automate 2-asynchrone. Nous donnons ¢galement une condition
nécessaire et suffisante, décidable, pour qu'un automate soit virtuellement
asynchrone sur une famille d'alphabets, c'est a dire qu'il peut é€tre rendu
asynchrone par un simple renommage de ses états.

Mots clés:

Commutation partielle,
semi-commutation,

fonction algébrico-rationnelle,
automate asynchrone.





