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Le présent travail tente d’articuler deux concepts et les conditions de fini-
tude qui leur sont intimement associés : modules de type borné et modules pan-
caténaires d’une part, familles étrangéres d’idéaux et condition Et d’autre part.
Cette étude permet d’esquisser dans un second temps la structure des modules

pan-caténaires sur un anneau noethérien de dimension un.
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CHAPITRE I

REMARQUE SUR LE THEOREME CHINOIS



0 - Introduction et définitions.

Soient A un anneau commutatif unifére, (p;)ier une famille finie d’idéaux de
A, X le module X = ®ierA/pi, (ei)ier les générateurs canoniques de X. Le

théoréme chinois se décompose en les assertions suivantes :

a) Le A-module X est monogene si et seulement si
pi+pj=A pourtous i,j i#j

et, lorsque ces conditions se vérifient :

b) L’élément x € X, z = Ziel a;e; engendre X si et seulement si

Aa; +pi=A pourtous 1€l

¢) L’annulateur de tout z € X générateur de X est
Annyz = ﬂpi = Hpi .
i€l iel
Nous proposons, dans cet article, une généralisation de ce théoréme. Nous note-

rons, dans ce qui suit, |I| le cardinal de ensemble I.

0.1 - Définition. Soient I un ensemble, (p;)icr une famille d’idéauz de A,
éventuellement nuls ou impropres et n un entier strictement positif. On dira que

les p; sont, soit en nombre insuffisant, soit n-étrangers si, pour toute partie H de

I telle que |H| = n,
S =i
hEH

Si, en outre, |I| > n, on dira que la famille des p; est n-étrangére.
Cette définition permet un énoncé plus général.

Théoréme. Soient I un ensemble fini, (pi)icr une famille d'idéouz de A et

d un entier positif. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) le A-module X est engendré par d générateurs ;
(1) les p; sont, soit en nombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers.

Dans la premiére partie, nous démontrons un critére de type déterminantiel

ui prolonge ’assertion b) et permet de caractériser les familles génératrices de X
qui p g p g



o

b

Nous 'appliquons aux cas les plus simples, sasentiellement le cas ol A contient un

corps infini et celul des familles 3-étrangero: d'idéaux.

La démonstration du théoréme proprement dit constitue la deuxieme partie.
On v construit de maniére plus ou moins effeciive un systéme de générateurs de

X. Le probléme des relations entre ces générateurs {(assertion c)) n’est pas abordé.

Enfin, en vue des applications de ce théoreme, auxquelles est consacré la fin

de e travail, nous utilisons la définition qui suit :

0.2 - Définition. Soient M un module sur un anneau A et d un entier
posilif. On dira que M est de type borné d, si tout sous-module de type fini de M
est contenu dans un sous-module de M engendré par d générateurs. On dira que

M est de type borné s’il existe un entier d tel que M soit de type borné d.

Cette définition permet d’étendre 1'énoncé du théoréme au cas d’un ensemble

indiciel I quelconque :

Théoréme. Soient I un ensemble, (p;)ier une famille d’idéauz de A et d un

entier positif. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) X est de type borné d ;

(i) les idéauz p; sont, soit en nombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers.

Certains auteurs (Heinzer et Lantz dans [4], Nicolas dans [6], Renault dans [7]

et [8]) étudient un affaiblissement des conditions noethériennes sur les modules :

0.3 - Définition. On dira qu’un module M sur un anneau A est d-caténaire
st tout sous-module N de type borné d est de type fini, auquel cas N est engendré
par d générateurs. On dira que le module M est pan-caténaire s’il est caténaire

pour tout entrer d.

La fin de ce travail est centré sur 'étude des idéaux premiers associés des mo-
dules pan-caténaires sur les anneaux noethériens. Pour ce faire, dans une troisiéme
partie, nous caractérisons la famille des annulateurs des éléments d’un module pan-
caténaire sur un anneau A ainsi que les sommes directes pan-caténaires de modules

pan-caténaires.

Dans la quatrieme partie, nous esquissons un lien entre la dimension d du

spectre maximal de A (dans le cas noethérien) et 'existence d’ensembles infinis
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d’idéaux de A (d+ 1)-étrangers, nous exhibons dans certains cas de telles familles

et démontrons le :

Théoréme. Soit M un module pan-caténaire sur un ennesu noethérien dont

le spectre mezimal est de dimension de Krull finie, elors Z{M) est contenv dans

une réunion finie didéaus premiers.

,

On reppelle que Z{M) désigne Vensomble des éléments o € A tels que Vho-

Atie de rapport a de

wits M ne soit pas injectlve.
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1 - Caractérisation des systémes de générateurs de X.

1.1 - Soit M une matrice de type (I, J) dont les ensembles d’indices I et J
sont finis et totalement ordonnés et dont les coefficients appartiennent & un anneau

commutatif unifére A.

La notation My  signifiera que H C I, K C J et que la matrice My
s’obtient en supprimant dans M les lignes (resp. les colonnes) dont les indices

appartiennent a [ — H (resp.J — K).

Lorsque H et K ont méme cardinalité, on notera det(Mpy i) le mineur cor-

respondant.

Soit H C I, on notera |H]| le cardinal de H, H' le complémentaire de H dans

On notera encore @y l'idéal > A det(Mp k) -
KCJ
IKi=IH|

Lemme.

1) On ne modifie pas 'idéal Qp si I'on ajoute & une colonne donnée de Ia

matrice M un multiple d’une autre colonne.
2)SIH1 CH, QHCQHl-

B La premiere assertion est triviale ; quant a l'autre, il suffit de remarquer que

det(MHyK) € Z A det(MH,,I\’l) ;

K,CK
IKyi=1H1]
ce qui résulte du développement de Laplace de det(Mp k) . ]
1.2 - Soient maintenant py,. .., p,, desidéaux de A, I ensemble {1,...,m], X
le module X = @®;c1A4/pi, €1,. .., € les générateurs canoniques de X ; z1,...,24
des éléments de X, J l'ensemble [1,...,d]. On peut écrire z; = };c; aijeq, pour

tout j € J. On désigne par M la matrice (a;;).

On ne se privera pas, dans ce qui suit, d’exiger que certains p; soient égaux
4 A, auquel cas Annge; = A. On remarquera que deux matrices M = (a;;) et
N = (b;;) représentent le méme systeme z,...,zq d’éléments de X si et seulement
si a;; = b;; (mod p;) pour tous 7, et que I'idéal @y + ),y pr ne dépend, par
conséquent, pas de la matrice M mais seulement du systéme d’éléments z1,..., 24
de X.
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Remarque : L’image de I'idéal Qu + ), ¢y Pr dans 'anneau A/ Yohen Ph
est l'idéal Qg de la matrice —MH, 7 dont les coefficients sont ceux de la matrice

My, y réduits modulo ), ¢y Pa-
1.3 - Lemme.

1) Soient pi,...,pm des idéaux de A (d+ 1)-étrangers. On suppose que, pour
tout H, tel que 0 < |H| < d, les relations :

Qu + Z pr=A
heH
sont satisfaites. Alors x1,...,z4 est un systéme de générateurs de X.

2) Soient p1,...,pm des idéaux de A. On suppose que m' < d et que, pour
tout H, 0 < |H| < m' les relations

Qu + Z pn=A
heH
sont satisfaites. Alors ',...,z!; est un systéme de générateurs de X.

B 1) Soit ig € I. On considére I'idéal :

To= 3 (> Qu [[ ow)+pi-

1<k<d H,|H|=k h'€H!
- = ig€EH
Montrons que T;, = A .

Sinon, soit m un idéal maximal contenant T;,. Il doit contenir p;,. S’il
contient les idéaux pi,,-..,pi,, k < d, io,...,1; tous distincts, soit H la partie
{t0,.-.,tx} de I ; il contient alors @y Hh'eH' pr. 1l ne peut contenir @ g en vertu
des hypotheses ; il existe done k41, tk41 & {t0,..., %k} tel que p;,,, C m. Pour
k = d, ceci signifie que p;,, ..., piy, Pigy, C ™, ce qui est impossible, les idéaux p;

étant (d + 1)-étrangers. Il en résulte une relation du type :
1 =bio+ZbH ou b,'o € Pi, -
H
H parcourt I'ensemble des parties H C I, igp € H, 1 < |H| < d et by €
QH Hh'EH’ Dh.

Or, Qut Myer pw = X2 ey, det(Mir) ey pas et bay s'éerit :

by = Z det(Mpy, 1 )bu, K

KCJ
IK|=]H|



ot btk € [pem Phr-

Il vient :

1=b;, + Z Z ( Z det(MH’K)bHI,K) .

1<k<d B {H|=k KCJ
— T ig€H  [|K|=|H]|

Considérons la matrice N a coefficients dans A[X},..., X4] telle que pour ¢ # iq,

nij = aij et pour ¢ = ig, ni,; = X, ainsi que le polynéme :

P(Xy,nXa)= 3, > ( Z det(Np,k)bar k) -

1<k<dH Hi=k
I lH IKI IHI

Alors P(Xy,...,X4) = 3 c;;X;. En vertu de la relation précédente :
P(a,-ol, ey a,-od) =1 (mod p,'o) .

Pour ¢ # iy, P(ai, - .,a:4) = 0 (mod p;).

En effet, les expressions :

Z det(NH’K)bHI,K
KCJ|K|={H|

sont nulles mod p; si i € H' (by'x € Hh'eH' pre) ; sinon ¢ € H et la matrice
Ny i contient les lignes 14 et i qui aprés substitution des a;; aux X; sont égales.
D= oY aijed)
jeJ jeJ el

=Y (O aijaje) = e -

iel jeJ

Il vient alors :

car 'annulateur de e; est p;.

2) En effet, on peut compléter l'ensemble pi,...,pm’ en un ensemble
Ply---sDPm, m =d+1, en posant py1 = ... = pm = A. Cet ensemble d’idéaux est
(d + 1)-étranger. On complete la matrice par m — m' lignes d’éléments arbitraires

de A. Les relations complémentaires :

QH+ZP},=A pour HN[m'+1,m]#0
he€H

sont triviales. En vertu de la premiere partie du lemme les éléments

L= .”IZI] + Em’+l§i§m a;je; engendrent le module X = éBiEIA/pi = @iSmIA/pi..
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1.4 - Proposition. Sotent py,...,p;n des idéauz de A ; x1,...,z4 des
éléments de X. Pour que z1,...,T4 so0it un systéme de générateurs de X, il
faut et il suffit que, pour toute mairice M représentant le systéme z1,...,24, les

relations :

QH+ZPh=A

heH
soient satisfaites pour tout H C I ,H # 0.

B Le fait que les conditions suffisent fait I’objet du lemme 1.3. En effet, si
m > d, pour tout H C I tel que |H| =d+ 1, Qg = {0} (Qg est alors engendré

par une famille vide de déterminants) et

Zl’h=A-

heH

Les p; sont donc, soit en nombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers et le lemme

s’applique.

Montrons la nécessité de ces conditions : Soient A? un A-module libre de rang
d; €1,...,6q une base de A% et ¢ : A? — X D'application qui associe les z; aux

€. Alors, pour tout j < d application :
Ap: ATA? — A X est surjective.

On identifie AX au produit tensoriel gauche des algebres AA/p; de sorte
que AV X s’écrit ®u,jH|=jA/ D nen pr muni du systéme de générateurs canonique
(em||H| = j) . Soit alors H C I, |H| < d. On considére application py o Alfly
surjective

AHIAY S ALY 5 473y
heH
ou py désigne la projection canonique sur le facteur A/ Zhe g Pr- La matrice
de cette application est la matrice ligne (det(My ), |K| = |H| et, exprimer la
surjectivité de py o Ally revient & écrive Q@ + Y,y Pr = A.

D’autre part, si |H| > d, Qu = {0}, et AI1lX = {0}, car X est engendré par

d générateurs, et donc A/ Y7, .y pr = {0} ce qui entraine encore :

QH+ZPIL=A- n

heH
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1.5 - Dans ce qui suit, on utilisera le critere qui préceéde sous la forme suivante :

Proposition. Sotent d un entier positif ; py,...,pm des tdéauz de A, soit
en nombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers ; z1,...,xq des éléments de X . Les

conditions sutvantes sont équivalentes :
(1) T1,...,24 est un systéme de générateurs de X ;
(i) pour tout H C I tel que 0 < [H| < d
Qu + Z pp=A.
heH
Ceci résulte d’une relecture de la démonstration de 1.4.

1.6 - Dans ’énoncé du corollaire qui suit, on considere en outre la structure

canonique de A-algébre de X.

Corollaire. Soient d un entier supérieur ¢ 2 ; p1,...,pm des tdéauz de A,
soit en mombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers ; ¢ € X, x = ), ;aie;. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 2%, z,...,29"! engendrent X ;

(ii) A(a; —~ ay) + p; + pi = A pour tous 1,4’ € I ;i £ 1 .
®m  Onremarquequez® =3 . e;etques’ =), ale;

(i) = (7). Il suffit de remarquer que pour
H={,i} i1#¢ Qun=A(a;-ay).

(i7) = (1). Les relations impliquent que :

A H (ah—ah')+ZPh=A-

K AhEH heH
hath!

Or, chaque Qy, pour |H| > 2, contient un déterminant de Vandermonde ; et, pour

]Hl:‘—l,QH=A. L]
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1.7 - Corollaire. Soient A un anneau contenant un corpsinfinik ; p1,...,Pm
des idéauz de A, soit en nombre insuffisant , soit (d + 1)-étrangers. Alors X est

engendré par d éléments.

En effet, si ki,...,kn, sont des éléments distincts de k, il suffit de considérer
dans X V'élément z, z = ), kie; et d’appliquer 1.6.
1.8 - On note e 'élément € = 3. €; ; €; A eyr, pour i < 7', les générateurs

de @icit A/pi + pi, identifié & A2X ; f Pélément f =3, . eiNes .

Corollaire. Soient (p;)ic; une famille d’idéauz de A, soit 3-étrangers, soit
en nombre insuffisant. Alors, il existe x € X tel que X soit engendré par e et x.

En outre, la suite de A-modules :
0— A/N;pi R ®:iA/p;i 5N Di<irA/pi+pyr — 0
ot p(1) = e et Y(y) = y A e est ezacte.

m Le cas insuffisant m = 2 est trivial : on prend z = e;, on remarque que

z Ae= f et I'on utilise la suite exacte classique :
0 A/pNp 5 A/p @ A/p2 —w+A/p1 +p—0.
Montrons, par récurrence sur |I}, qu’il existe dans X un élément z = 3 z;e; tel
que z Ae = f, c’est-a-dire tel que sii < i, z; — zy =1 (mod p; + pir).
On suppose vérifiée son existence pour |I| = m > 2.
Soit alors I = [1,m + 1], il existe par hypothése, dans A des éléments
T1,...,Z, tels que, pouri < i’ < m

z; —xy =1 (mod p; + pir) .

Les idéaux pm41 + pi, pour i < m sont 2-étrangers. Il existe donc z,41 € A tel
que z; — 1 = &y (mod pry1 + pi), pour tout 1 < m. Il en résulte que I'élément
T =Y icmTi€i + Tmi1€m1 satisfait Péquation = A e = f. Enfin, le fajt que X

soit engendré par e et z résulte de 1.7 car :
Alzi—za)+pi+pr = 4.

En ce qui concerne I'exactitude de la suite, 1 est surjective, car ¥(z) = f et f

engendre ®;<; A/p; + pir, les idéaux p; + py étant 2-étrangers.
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¢ est injective, car Annge = N;erp;.

Quant & 'exactitude en ®;erA/p;, il suffit de montrer par récurrence sur |I|
que la relation az A e = 0 implique qu’il existe b € A tel que az = be. Supposons
cette assertion vérifiée pour |I| = m > 2. Soit alors I = [1,m + 1]. Les idéaux

Pm+1 +Pi 1 < m sont 2-étrangers et donc :

Pm+1 t ﬂ pi C ﬂ (Pm+1+pi) C H(Pm+1 + i) C Prmta + H pi

i<m i<m i<m i<m
et pm+1+HpiCPm+l+ ﬂp.'.
i<m i<m

Ilvient: 0 = arAe =af,a € Annaf = ﬂi«,(p,'-i-pil), a€ ﬂigm(pm+1+Pi) =
Pm41+Nicm Pi ot a = a’' +a", avec a' € pmyr1 et a” €();,, pi;az =ad'z+a"z.

Or a".’L‘ = a"a:m+1 €mt+1 = a"xm+1 €.

Quitte & remplacer a’ par a, il suffit donc de voir que az A e = 0 implique
ar = be, lorsque a € ppmyy. Or, de az A e = 0 résulte, dans ce cas, que az' Ae' =0

oz =z~ Tpt1€myr et € =€ —e€my.

Par récurrence, az' = be' et, pour tout 1 < m, az; = b (mod p;), d’ott
be migm(l’mﬂ +pi),cara € pppyy et b=b +b", ou b’ € ppyy et b € ﬂigm D;-

On conclut par :

ar =ax' =be' =b'e' =be. =

1.9 - Soit I un idéal de A. On notera /T (resp. r(I)) Pintersection des idéaux

premiers (resp. maximaux) contenant I.

Corollaire. Soient p; des idéauz de A qui sont, 301t en nombre insuffisant,
so1t (d + 1)-étrangers ; q; des idéauz tels que p; C \/q; (resp. r(g;)). Alors les g;
sont, soit en nombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers et toute matrice M d’un

systéme de générateurs de @; A/p; est aussi matrice d’un systéme de générateurs

de ®;A/q;.

En effet, les relations Qg + ZheH pn = A impliquent Qp + EheH ViR =A
(resp. Qu + Yo pey7(gr) = A) qui, & leur tour, donnent Qu + ¥ 1cyan = 4,
car, pour tout idéal maximal m, les relations I C m, VI C m, r(I}) C m sont

équivalentes.

Pour les relations d’étrangeté, méme démonstration.
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2 - Le théoréme chinois.

2.1 - Lemme. Soient p;, i € I = [1,m], des idéauz de A, soit :n nombre
insuffisant, soit (d + 1)-étrangers ; (ai,...,a;4), 1 <1 < m, une metrice d’un
systéme de générateurs de ®icm A/ p:, telle que (ai1,...,ai 4—1) soit matrice d’un
systéme de générateurs de DicmA/Pm + pi ; soient am1,...,ama—1 des éléments
arbitraires de A. On peut alors trouver ama tel que (ai1, ..., aid) sost matrice d’un

systéme de générateurs de @i<mA/pi = X.
Ce choiz peut, de plus, s’effectuer de telle maniére que, pour tout H, H C I,
meH, |H|=d

det(MH,J) = det(MH_{m}’ _]_{d}) (modulo Z Dr) -
heH

m Sipn = A, on prend ang arbitraire dans A et la relation sur les déterminants
est évidemment vérifiée.

Si d =1, on prend ap,i = 1(mod p,,) (les idéaux p; sont alors 2-étrangers)
et {an) 1 € i € m est la matrice colonne d’un systéme de générateurs de X

(théoréme chinois).

Dans le cas général, par hypothése,

aig = Zaja;_,- {(mod pm, + pi), pouri <m
j<d

On pose alors ama = 1+ ¥,y @jam; et Pon utilise la proposition 1.5 :
Soit HC I, |H|<d:
sim@H Q43 ,cypr=A (c'est lhypothese) ;
siH={m} Qm)=1d{am,...,amq} =4;
sim € H, soit My, s la matrice :
(o v pt) iem—tm

Son Qg est le méme que celui de la matrice :

( Qi1 - Gid-1 @Gid— D icq "fa‘f) (Lemme 1.1) .

Q1 cee QO d—1 1
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L’image de I'idéal Qy + 3, ¢y pr dans Uanneau A/ 37,y pr est 'idéal Qp de la

matrice :
(an .ee @ig—,0

@i -o- Gmod—1, 1) (remarque 1.2)

et donc de la matrice :

(a.-l e Tida .0>
o ... 0 1
ou @;; désigne la classe de a;; modulo 37, ph. Clest aussi 'image de l'idéal
QH—{m} + Zhey_{m) pr modulo Zhey Ph-
Il vient :

Qu + th = QH-{m} + th

heH h€H

ce qui établit que M est matrice d'un systéme de générateurs de X, car :

Qu-tmy+ Y, m=A4.
h€H—{m}

Le méme raisonnement montre que :

det(MH’J) = det(—M_H,_]) = det(HH._{m}‘J_{d})

= det(Mpy—_(m},7-(4})
ce qui achéve la démonstration du lemme. n

2.2 - On utilisera dorénavant les conventions classiques suivantes : 'intersec-
tion et le produit de la famille vide d’idéaux de A est égale 4 A ; la somme de la
famille vide d’idéaux de A est I’idéal nul.

Pour 1 <m' <metl<d <d,onnotera :

Rwo= (] (Q_ps)

SS5C(m'+1,m] s€S
|S|=d~d!

de sorte que R,,s ¢ = {0}, et quesid—d' > m—-m', Ry ¢ = A (méme sim' = m).
Lemme.
DRy # CRuigr a
2) Ry ar41 C Ryt v

3) VRn o C \/Rm'+1 d'+1 + Pm+1
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4)si H C [1,m']), |H|=d et les p; sont (d + 1)-étrangers

Ru o+ 3 Pn C Ryt a1 + P + > pn-
heH heH

1) résulte de ce que
{sIs cm’' +2,m},|S| = d - d'}
c{S|Scm'+1,m),|S|=d~d'}.
2) Si d' + 1 = d, lassertion est triviale.
Sid <d—1, soit @ € Rprarg1. On peut supposer qu'il existe S C [m' + 1,m],
|S| = d — d', sinon Rpygr = A. Soit un tel S, |S| > 1. Soit alors t € S
a€ Y ,es_q1)Psr car |S—{t}| =d—d' ~1letdonca€),esps

3) Soit ¢ un idéal premier contenant Rpyy1 a'41 + Pmi41 - B4t @41 C ¢ I
existe donc S C [m' +2,m), |S| =d—d' —1 (Rm41 ar41 # A) tel que 3° 5 ps +
Pmi41 C q. SU{m'+1} C [m'+1,m] et |[SU{m'+1}|=d—d et donc Rp a Cq. .

4) On peut supposer Ry ¢ # A par 3) et donc que :
{SIScm' +1,m],|S|=d—-d'}#80.
Notons Sj, ..., S les éléments de cet ensemble, ry,..., 7y les idéaux ) s, Ps,

r I'idéal Zhe 5 Pn. Les idéaux r + ri sont 2-étrangers : en effet, ry est somme de
|H| + |Sk| idéaux p; (H NSk = 0 et |H| + |Sk| = d). 11 vient donc :

Nre+rc e+ =[Iee+r) c [Lre+r
k k k k

et R, 41+2ph= H (Zps)-l'zph

heH ssC{m'+1,m) SES heEH
|S|=d—a’
C H (pm’+l + Zps) + Z Pn
scm!+2,m] sES heH
|S|=d—d’ —1
c H (Z Ps) + Pt + Y Ph C Rt @41 + Prurs + Z Ph -
s sC[m’+2,m) S€ES heH heH
|S|1=d—d’~1

2.3 - Lemme. Soient p;, t € I = [1,m] des idéauz de A, soit en nombre

insuffisant, soit (d + 1)-étrangers ; soit (aj1,...,aiq) 1 < i < m', m' < m, unc
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matrice M' telle que, pour m" < m', d' < d, (a;1,...,aia) soit matrice d’un

systéme de générateurs de :
@iSm”A/Rm” & +pi.

Il existe alors pmryy 14+, Gyt g tels que, pour 1 <i<m", m" <m'+1,d <d
+ + que, p i

(@i1, ..., aiar) s0it matrice d’un systéme de générateurs de :
@iSm”A/Rm"d’ +p, .

De plus, si pour tout H C [1,m’], [H| < d, det(Mp; ) = 1 (mod Ry im| +
Y onem Pr), (ot my désigne le plus grand élément de H ), cette propriété subsiste
pour tout H C [1,m' 4 1], |H| < d, relativement ¢ la matrice M+ obienue en
bordant M' par la ligne (ami415), 1 < j<d.

m [l suffit de vérifier les assertions du lemme pour m' = m' + 1 ; on le fera
par récurrence sur lentier d'. Pour d = 1, les Rpprq1 1+ pi, 1 <1 < m' +1,
sont 2-étrangers. Il suffit donc de prendre am/41 1 = 1 (mod Rumr1 1 + Prmrt1),

éventuellement donc quelconque lorsque Ryrqq 1 = 4.

Supposons le lemme vérifié pour tout entier d” tel que 1 < d" < d'+1 c’est-a-

dire, supposons que ’on a trouvé ami41 1,- .-, Gm'+1 ¢ tels que, pour 1 < d" < d,
[+ 5] e a; g4
Am/+11  --+ Omi41 d

soit matrice d’un systéme de générateurs de :

Di<m'+14/Rmi41 av + pi -

11 suffit de trouver a;,r41 4141 tel que:

ain cee ;g Qi @'+1
Am’ 1 s Am! 4! Am! d'41
m/4+11 -+ Qm'+1d Qm'41 d'+1

soit un systeéme de générateurs de :
Bi<m'+1A/Rmig1 a1 + i

(I'assertion pour d” < d' + 1 est acquise par récurrence).
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Appliquons le lemme 2.1 aux idéaux :

Ry o +pi 1<m

R4t ar41 + Pmr

On le peut car les Ry gy w41 +pi 1 < i < m'+1 sont, soit en nombre insuffisant,
soit (d’ 4 2)-étrangers. D’autre part,

ai cee Gidripa )
Gmp! 1 ... Qm! d'+1
est matrice d’un systéme de générateurs de @i<m' A/ Rm @41 + pi, par hypothése.

Comme R, gr41 C Rinrg1 41 (Liemme 2.2), c’est aussi une matrice d’'un systéme

de générateurs de :

Bi<m' A/ Rpmry1 dr41 + Di -

ajy e a; 4
AQmt 1 . Qupr @t

est, par hypothése, matrice d’un systéme de générateurs de : Dicm'A/Rmr o +pi

D’autre part :

or,

VR & + i C /Rovig1 ar41 + Pmrg1 + i (Lemme 2.2)

a;y P PO 1
Am' 1 ... Qmt' g

est aussi matrice d’un systéeme de générateurs de

et donc :

Bi<m' A/ Rm'41 @41 + Pmit1 + pi - (Corollaire 1.9)

Il en résulte que Pon peut trouver @41 ¢'+1 (éventuellement arbitraire si

Ryt1 g4y = A) tel que:
a1 e a; &'+1
Am'41 1 .- AQm/41 d'+1
soit matrice d'un systéme de générateurs de :

@i<m+1A4/ Ry arg1 +pi

Reste a démontrer 'assertion qui concerne les déterminants. C’est clair pour
d =1.
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Soit H C [1,m' +1], |H| £ d. On peut supposer que m' +1 € H (sinon, c’est
vrai par hypothése).

Soit
( ai ‘e a; |H| )
Om'+11 .- CGm'41 |H|
la matrice concernée (i < m') .
L’élément a1 5| 2 é6é construit a l'aide du lemme 2.1 appliqué aux idéaux :
Ruyy1 g +pi i<m
Rypg1 jH) + Pt -
11 vient donc :
det(M;rf,p,mu) = det(My_ i1y, 1, 11-1)) (m0d RBonigy 11y + 2 Ph) -
h€H

Par hypothese,

det(Myr_ (mr41y1,41)—-1) = 1 (mod Rppe g + > )

heH—{m'+1}
ott m" désigne le plus grand élément de H — {m' +1}.
Or
Rur |H|—1 + Z Phr
heH—{m’'+1}
C R g1 + Z Dh (Lemme 2.2)
hEH—{m'+1}
C Rygy |H) + P + Z Ph
heH—{m'+1}

(H—-{m'+1}c[1,m'],|H—{m'+1}| =|H| -1, Lemme 2.2)

ce qui permet de conclure, si les p; sont (d 4+ 1)-étrangers. Si m < d, comme
|Hi<m'+1:

m—-—m'—1l<d-m'—-1<d—|H|
ce qui montre que Rpsyq (| = A et Passertion est triviale (st m'+1 = m,

|H| < d ).

Sim=det |H|<m'+1, R |H|:A-
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Si  |H|=m'+1LRugs g = Y, Pi

i>mi+2

Ry [H[+ ) pr= > b
heH iel

Rus H-1= ) Pi
2m/+1

et Ry |mj—1 + 2h€H—-{m’+1} P = D_;c1 Pi Ce qui achéve de démontrer le lemme.

2.4 - Définition. Soient p;, i € I = [1,m], des idéauz de A, soit en
nombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers, z;, j € J = [1,d], des éléments de
X = Dier4/pi.

On dira que les ©; forment un systéme agréable d’éléments de X s%il eziste
une matrice M représentant les «; dans la famille génératrice canonique e; de X

qui setisfait auz conditions suivantes :

1) Pour tous m',d' tels que 1 < m' <m, 1 < d' < d, la matrice My ;i) 1,0/

est matrice d’un systéme de générateurs de ®i<m' A/Rm @ + pi.
2) Pour tout m' tel que 1 <m'! < m et tout H C [1,m'] tel que |H| < d
det(Mp 1, ay) =1 mod (R (s + ) Ph)
heH
ot my désigne le plus grand élément de H.
Remarques :

1) Il est clair que, si M satisfait aux conditions de la définition, toute autre

matrice représentant les x; y satisfait aussi.

2) S5i M satisfait aux conditions de la définition, (z;) est un systéme de

générateurs de X. En effet, R,, 4 = {0}.

2.5 - Théoréme. Soient p;, it € I = [1,m] des idéauz de A, X le module
DierA/pi, d un entier tel que 1 < d < m.

Les conditions sutvantes sont équivalentes :
(i) les p; sont (d + 1)-étrangers ;
(i1) il existe un systéme agréable de d éléments de X ;

(111) X posséde un systéme de d générateurs.
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m (ii) = (it1). Clest la remarque 2.4.
(i4i) = (3). En effet A1 X est alors nul. Or A%*1X est isomorphe &

@l HCI A/th.

H|=d+1
heH

() = (#). On construit la matrice M par récurrence sur lentier m/,
1 < m' < m. Pour m' = 1, il suffit de prendre la ligne (1,0,...,0) qui satisfait
trivialement aux conditions du lemme 2.3. Ce méme lemme permet de poursuivre

la récurrence jusqu’a son terme. [ ]
Remarque : On aurait pu, en vertu du corollaire 1.9, remplacer les idéaux

swa= T (X

S SCIm'41,m] S€S
|S|=d—d

R, ¢ par les idéaux

et rendre ainsi évidents les lemmes 2.2.3 (Sp ¢ C Smig1 @41 + Pmitr) et 2.2.4.

Mais leur intérét est purement technique, alors que pour le lemme 2.2.2, on a seule-

ment \/ Sm' @41 C VSm' &#. Ce lemme n’est pas utilisé dans la démonstration,

mais le résultat R, @41 C Ry & n’est-il pas plus agréable ?
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3 - Modules pan-caténaires.

3.1 - Soit M un A-module de type fini. On notera g(M) le minimum des
cardinaux des systémes de générateurs de M. La formule g(M) < d signifiera

donc que M possede un systéme de d générateurs.
Nous nous excusons auprés du lecteur pour le sorite qui suit.
Exemples de modules de type borné :

1) Soient Ni, k¥ € N, une chalne croissante de sous-modules de M et
N =Ugien Ni- Si, pour tout k, g(Ni) < d, N est de type borné d.

2) Plus généralement, toute limite inductive filtrante de modules de type borné
d est de type borné d. Il s'en suit que, si M est un A-module, tout sous-module
de type borné d de M est contenu dans un sous-module de type borné d maximal

contenu dans M : cela résulte en effet du lemme de Zorn.

3) Soient M un A module de type fini tel que g(M) < d et S une partie
multiplicative de A. Alors le A-module S=*M est de type borné d. En effet, si
Pon note ¢ : M — S~'M Yapplication canonique, soit F' un sous-A-module de
type fini de S™1 M, il existe s € S tel que F C 1o(M).

Soient zi,...,Tm des éléments d'un module M sur un anneau A. Nous
noterons encore dans ce qui suit e(zy,...,Z.;,) le sous-module engendré par
TlyeeeyTm

3.1.1 - Proposition. Sotent My,...,M,, N des modules sur un anneau A
et soit ¢, ¢ : [[ie; Mi — N, une application multilinéaire. Siles M; sont de type
borné d;, le module N' engendré par Uimage de ¢ est de type borné ]I, di.

B Soit F de type fini contenu dans N', il existe y1,...,ym éléments de []7- | M;
tels que F C e(o(yn),...,p(ym)) C N'. Ecrivons : y; = (2ji,...,Tjn),
1<j<m;elzpl <j<m)C T avec g(Ti) < d; et done e(y;) C i, T
avec ¢(I;L, Ti) < H?:l di.

Soit T" le sous-module de N engendré par l'image par ¢ de [, T, il vient :
n
dm <]
i=1

et F Celo(y1),---ro(ym)) C T C N ]
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3.1.2 - Corollaire.

1) Tout module quotient d'un module de type borné d est de type borné d.

2) Soient My,..., M, des A-modules, alors, si les M; sont de type borné d;,
QL1 M; est de type borné []; d;.

3) Si M est de type borné d, pour i < d,»A"M est de type borné (f) et
A'M = {0}, pour: > d.

En effet, 1 et 2 résultent directement de la proposition (1.3). Pour 3), soient
i <det FC A'M de type fini. Il existe T C M, ¢(T) < d tel que F soit contenu

dans 'image canonique de A'T dans A*M.
Or g(A'T) < (‘3) Sii>d, A'T = {0}.
3.1.3 - Lemme. Soit

0-NAHMBA PO

une suite ezacte de A-modules. Si N (resp. P) est de type borné d (resp. d'),
M est de type borné d + d'.

W Soit T C M, T de type fini. Il existe alors FF C M tel que g(F) < d' et
e(T) C p(F)dou T C F +i(N). Il en résulte qu’il existe F' C i(N), g(F') < d
tel que T C F+ F'. »

3.1.4 - Lemme. Soit
0O-N->M-—-P—-0

une suite ezacte de A-modules telle que M soit de type borné et P de présentation

finte. Alors N est de type borné.

m  En effet il existe des entiers m et n tels que : A™ — A™ — P — 0 soit exacte.

On peut alors trouver des morphismes ¢ et 1 tels que le diagramme :

A" —— A" P » 0

Foob b

O — N — M r » 0
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soit commutatif. Par le lemme du serpent, coker ¢ ~ coker. Or, cokery est de

type borné (3.1). On obtient la suite exacte :
0 — Imp — N — cokerp — 0

et N est de type borné par 3.1.3. |

3.1.5 - Théoréme. Soient p;, i € I des idéauz de A et X le module

Dic1A/pi. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est de type borné d ;

(i) les idéauz p; sont, soit en nombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers.

m (i) = (i5). A%H1X = {0} par 3.1.2. Or A1 X s'identifie & :

D 4/ m

HHCI heH
|H|=d41

et 3 pepPr=A,pour HC I, [H|=d+1.

(é1) = (¢). Soit F de type fini, FF C X. Il existe une partie finie J de I telle
que F' C ®jcsA/pj et on conclut & P'aide du théoréme 2.5 (on peut supposer
[J| > d). =

3.2.1 - Proposition. Soit M un A-module.

Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

(i) M est d-caténaire.

(i) Toute chaine croissante de sous-modules Ny, k € N, tels que g(N;) < d

est stationnaire.

(iii) Tout ensemble £ de sous-modules de M tel que g(N) < d pour tout N € £
posséde un élément mazimal.

(1) = (#). Soit N = Jyen Ni- Alors N est de type borné d (Exemple 3.1)
et donc de type fini. 1l existe donc un entier k tel que N C Ny.

(i) = (#14). Sinon, on peut construire une chaine strictement croissante de

modules de £.

(¢iz) = (). Soit N un sous-module de type borné de M et £ 'ensemble des
sous-modules N’ de N tels que g(N') < d.
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Soit alors N” un élément maximal de £. Soit £ € N. Il vient :

N'CAz+N'CTCN ¢(T)<d e zeN".

3.2.2 - Proposition. Soit
0-NLHMEP0

une suite ezacte de A-modules. On suppose N pan-caténaire et P pseudo-cohérent

pan-caténaire. Alors M est pan-caténaire.

®  Soit T un sous-module de type borné de M. On écrit la suite exacte :
0—-iN)NT—-T - p(T)—0.

Il résulte des hypotheses sur P que ¢(T') est de présentation finie. #(N)N T est
alors de type borné par 3.1.4 et donc de type fini, car sous-module de i(N). T est
donc de type fini. [

3.2.3 - Corollaire. Soit (M;)icr une famille finie de modules M; pseudo-
cohérents et pan-caténaires sur un anneau A. DicrM; est alors pan-caténaire.
®  Par récurrence sur |I| et application de 3.2.2. [

3.3 - Notation : On notera dorénavant Et(d) la propriété suivante qui
concerne les familles {p;}i € I, p; idéal de A} :
“Toute sous-famille {p;|j € J ,J C I} (d + 1)-étrangere est finie”.

On notera Et la propriété suivante : “La famille {p;|¢ € I ,p; idéal de A}
possede, pour tout d, la propriété Et(d)”.

On peut compléter agréablement ces notations par Et(0) : “presque tous les
p; sont distincts de A”.

On remarquera que Et(d) implique Et(d’) pour d' < d.

3.3.1 - Théoréme. Soient M un A-module d-caténaire ; z;, i € I, une
famille d’éléments non nuls de M. Alors la famille {Annz;|i € I} satisfait Et(d).

M Supposons que la famille {Annz;|¢ € I} ne satisfait pas Et(d). Soit alors
d' le plus petit entier tel que Et(d’) ne soit pas satisfaite. d’ est non nul, car

Annz; # A, pour tout 1 € I.
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Soit J C I une partie infinie de I telle que {Annz;|j € J} soit (d' + 1)-

étrangére. Considérons 'application ¥ :
¥ . @jesA/Annz; - M

qui, au générateur canonique e;, associe ;.

Le module X = @jesA/Annz; est de type borné d' (Théoréme 3.1.5), donc
(X)) est de type borné d' (Corollaire 3.1.2). Or, M est aussi d’-caténaire. 1H(X) est
donc de type fini et il existe une partie finie H de J, telle que (X)) = e(zp|h € H).

Soit alors K = J — H, K est infinie.

Soient ki, ...,ks des éléments de K distincts, zg,,...,zk, € e(zr|h € H),
et donc : Annzg, D n Annz, 1<1<d.
heH

Soit m un idéal maximal de A contenant les Annry,, 1 < [ < ', il contient
alors NpegAnnry, et il existe h € H tel que Annzy, C m, d’olt m contient d' + 1
annulateurs ce qui est impossible. La famille {Annz|k € K} est donc d'-étrangere,
ce qui implique, contrairement & 'hypothése sur d', que la famille {Annz;|: € I}

ne satisfait pas Et(d' — 1). Quod erat demonstrandum. n
3.3.2 - Corollaire.

1) Soit A un anneau noethérien. M un A-module d-caténaire. Alors Ass,M
satisfait Et(d).

2) Soient A un anneau noethérien, M un A-module pan-caténaire, N un sous-
module de type fini de M. Alors AsssM /N satisfait Et.

B En effet, M/N est alors pan-caténaire. ]

3.4 - Lemme. Soient d un entier strictement positif, M;, i € I, une famille
de A-modules telle que, pour toute partie J finie de I, @jesM; soit d-caténaire ;
N le module réunton d’une chaine strictement croissante de modules Ny, k € N,

tels que :

g(Nk) < d, Ny C ®ierM; .

Alors il existe une injection @ : N — I, telle que, si 'on note M, le module M,

et p la projection canonique :

p: ®BiciM; = PnenM,
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P(N) = ®nenFn, Fu C My, F, # {0},
I ®m<aFm) < d.
En particulier, p(N) n’est pas de type fini.

®  On notera, si M C ®;erM;
(M) = {ili € I, pri(M) # {0}}
ol pr; désigne pr; : @yer My — M;, la projection canonique. On notera de méme :
Pn: ®OnreNMp — M,

les projections canoniques, de sorte que :

PnOpP = Pry(a) -

On remarquera que si M est de type fini, I(M) est fini ; que I(Ng) C I(Ng4q) 5
que Upen I(Nk) = I(N) et que I(N) est infini. (Sinon N C @;¢r(v)M;, module
qui est d-caténaire par hypothése. Il en résulterait que g(N) < d et la chaine Ny,

k € N, ne saurait étre strictement croissante).

On construit d’abord, par récurrence, des éléments ¢(n) appartenant a I(IV)

et des modules T,,, tels que :
T, C Th41 et Vinclusion est stricte,
N, CT. CN, ¢(T,) < d,
Pro)(Tn) = pro(m(N) # {0},
Pron+1)(Tn) = {0} et les p(n) tous distincts.

Soit ¢(0) un élément quelconque de I(N). Comme N est de type borné d,
Pro)(N) C My est de type borné d, donc g(pryg)(N)) < d et il existe dans N
un module de type fini T tel que pro)(N) = pro)(T).

Soit alors Ty un sous-module de N tel que: g(Ty) < d, Ny C Ty, T C Tp. 1l

vient :
Pro)(To) = prow)(N) # {0} .

Supposons que I'on ait construit ¢(0),...,¢(n) éléments distincts de I(N) et des
modules Ty C ... C T, C N tels que :
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9(Twm)<d (m<n)
Nm CTm, prq,(m)(Tm)=p1'¢(m)(N)# {0}’ m Sn
et pr(p(m+1)(Tm) = {0}’ (m < n’) .

Soient ¢(n+1) € I(N)—I(T,) (qui est non vide), T' un sous-module de type
fini de N tel que:

Prom+1)(T") = pro(n+1)(NV)

(prom+1)(N) est de type borné d, My(n41) est d-caténaire) et Tphyy C N qui
contient T', Ty, Npy1 et tel que g(Trn+1) < d (ce qui se peut faire, car N est de
type borné d). 1l vient :

Sim < n+1, o(m) € I(Tn), (pro(m)(Tm) = prom)(N) qui est non nul) ;
done ¢(m) € I(Ty), car T, C T ; il en résulte que p(m) # o(n + 1).

D’autre part, pro(n+1)(Tn) = {0} (p(n 4+ 1) € I(Ty)) ; Ta = Thyy impli-
querait pro(n+1)(Ta+1) = {0} 5 or, promi)(Tns1) = Prominy(N) # {0}, car
p(n+1) € I(N) et T,41 contient T'. On peut donc continuer la construction.

Notons alors :

qn : DweNMuy = Om<nMn
la projection canonique et définissons F, par :
Fo = p(Ta) N ker gn—,
Fy, = p(Ty)
et montrons que les conclusions du lemme sont vérifiées.

Remarquons d’abord que p(T,) C ®m<nMm. En effet, pour m > n,
pmp(Tn) = p"ga(m)(Tn) C pr«p(m)(Tm—l) = {0} .
D’autre part, kerg,—1 = @mr>n—1Mm et done F, C M,, ce qui implique que la
somme des F}, est directe.

Supposons maintenant que pour tout entier n', n’ < n, p(Tn') = Bmi<n' Frr

ct vérifions cette propriété a 'ordre n.
Soit z € p(Ty). Comme p(T) C @m<nMm, on peut écrire £ = Y 1 Tm.

Pour m < n, 2m = pm(z) € pup(Tn) = prowm)(Tn) C prom)(NV) ; or
Prom){N) = prom)(Tm) = pmP(Tm) et pmp(Tm) = Fin ¢ c’est Thypothese de
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n—1

récurrence. Mais alors, 2 — Y7 oz € P(Th), car Tm € Fpy C p(Tin) et, pour
I<n,plz— E:‘n_:lo Tm)=pz—x))=0et z— S Zm € kergn_y. Il en résulte

m=0

que £, € F, et que p(T,) C ®m<nFm C o(Ty). HUpen Tn) = OnenFr.
11 vient donc :
p(N) = OnenFn, car N =UT, (N C Ty CN)
9(Bm<nFm) = g(p(Tn)) < 9(Tn) < d.
Montrons encore que Fy, # {0} ce qui achevera de démontrer le lemme.

Si Fy = {0}, p(Taes) = p(T) et

{0} # proy (V) = pro(my(Tn) = prp(Tn) = pap(Tn-1)
= pro(n)(Tn-1) = {O}!

3.4.1 - Théoréme. Soit M;, i € I, une famille de A-modules.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) ®ierM; est d-caténaire ;
(4i) a) pour toute partie finie J de I, ®;e s M; est d-caténaire ;
b) pour toute famille {z;|z; € M;, z; # 0}, la famille {Annz;|i € I}
satisfait Et(d).
m (i) = (it). L'assertion a) est triviale.

Soit alors {Annzilk € K, K C I, z € My, zx # 0} une famille (d + 1)-

étrangere d’idéaux de A. L’application canonique :
®rex A/Annzy — Orex Mk

qui associe un générateur canonique e, I’élément z, de My, est injective. Or
@rerx My est d-caténaire, Brex A/Annz; est de type borné d (Théoréme 3.1.3)
donc de type fini, d’olt |K| est fini.

(#) = (¢). Sinon, en vertu de 3.2.1, il existe dans ®;crM;, un module N
réunion d’une chaine strictement croissante de sous-modules Ny, k € N, tels que
g(Nx) < d; reprenons les notations du lemme 3.4 (non (¢) et @ = non b) :
considérons le module p(N) = @penFyp. Il est de type borné d et n’est pas de type
fini.
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Soit m un idéal maximal de A. Le module p(N))®4 A/m est de type borné d
sur le corps k = A/m. C’est donc un espace vectoriel sur k de dimension inférieure
ad Or p(N)®as A/m =~ Bnen(Fr ®4 A/m). Il existe donc une partie K(m) de
N, |K(m)| < d telle que pour l € N— K(m), Fi®4 A/m = {0}, d’ott F} = mFy, et
il existe a; € m tel que (1 — a;)F; = {0} (g(F) £ d et Nakayama). Il en résulte,
que pour | € N - K(m) A =m + AnnFj.

Considérons alors la famille {AnnF,|n € N}. Pour tout choix de m idéal
maximal de A, il n’existe donc au plus que d idéaux de la famille contenus dans

m. La famille {AnnF,|n € N} est donc (d + 1)-étrangere.

Soit alors, pour tout n € N, £, un élément non nul de F,, C M, = M.
Il vient : Annz, D AnnF, et la famille {Annz,|n € N, z, € M,(,)} est une
famille (d + 1)-étrangere infinie d’annulateurs d’éléments de M (,) et la famille
{Annz;|¢ € I} définie par z; = 7, si 1 = ¢(n), z; quelconque si : € @(N) ne
satisfait pas Et(d). n

3.4.2 - Corollaire. Soit A un anneau semi-local (i.e. qui ne posséde gu’un

nombre fini d’idéauz mazimauz). Soit M; une famille de A-modules d-caténaires.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) @ierM; est d-caténaire ;
(i2) pour toute partie J finie de I, & ey M, est d-caténaire.

En effet, il n’existe pas dans ce cas de famille (d+ 1)-étrangere infinie d’idéaux
de A.

3.4.3 - Corollaire. Soit M; i € I une famille de A-module telle que les M;
sotent d-caténaires et sans torsion (i.e. les annulateurs des éléments non nuls des

M; sont nuls).
Les conditions sutvantes sont équivalentes :
(i) @ierM; est d-caténaire ;
(i1) pour toute partie J finie de I, ®;c s M; est d-caténaire.
3.4.4 - Corollaire. Soit M un module sur un anneau A.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M"™ est d-caténaire pour tout n € N ;
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(i) M) est d-caténaire pour tout I .
C’est la conjonction des théoremes 3.3.1 et 3.4.1.

3.4.5 - Théoréeme. Soit M un module pseudo-cohérent sur un anneau A.

Alors M) est d-caténaire pour tout I, si M Uest.
Cecl résulte de 3.2.3 et 3.4.4.

3.4.6 - Proposition. $oit A un anneau pan-caténaire (i.e. pan-canténaire

en tant gue module sur lui-méme).
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Tout A-module de présentation finie est pan-caténaire.

(ii) pour tout A-module M de présentation finie et tout € M, A/Annc est

pan-caténaire.

(ivi) A est pan-caténaire pour tout I.
® L’équivalence des conditions (i) et (iii) résulte de 3.4.4 et du fait que tout
quotient d’un pan-caténaire par un type fini est pan-caténaire.

(7) = (4t) est trivial.

(it) = (¢). Il suffit de montrer par récurrence sur 'entier n que A™ est pan-
caténaire. Supposons A™~! pan-caténaire et considérons la suite exacte canonique :

0= A= A" B A1 L0

ol p(en) = 0. Soit T un sous-module de type borné de A™. Il existe F C T, F' de
type fini tel que p(T") = p(F). Il vient : F C T C F + Ae,, d’ol une injection :

0—T/F — Aen/F N Aey, .

Or le A-module monogene Aen,/F N Ae, est isomorphe & Ae, + F/F, qui est
contenu dans A"/ F et celui-ci est de présentation finie. Par (ii), T/F est de type
fini et donc T est de type fini. =

3.5 - Application aux modules de dimension nulle. On notera, pour tout
module M sur un anneau A4, Ass 4 M Vensemble des idéaux premiers de A qui sont
minimaux au-dessus des annulateurs des éléments non nuls de M. On rappelle un
résultat de D. Lazard :
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Soient A un anneau, m un idéal maximal de A et I I'idéal engendré par les

idempotents de m. Alors A/I est dépourvu d’idempotents non triviaux.

3.5.1 - Lemme. Sotent A un anneau I-caténaire de dimension nulle et m

un idéal premier (nécessairement mazimal) de A. Il existe alors un idempotent e

de A tel que m =/ Ae.

m  Soit I 'idéal engendré par les idempotents de m. Tout idéal J C I de type
fini est alors engendré par un idempotent, de sorte que I est de type borné 1. En
vertu des hypothéses, I est monogene et I = Ae olt e est idempotent. A/Ae est
de dimension nulle, sans idempotents non triviaux et done local d’idéal maximal

m/Ae. Le lemme en résulte. . =

3.5.2 - Proposition. Soit M un module 1-caténaire et de dimension nulle
(i.e dimA/Ann oM = 0) sur un anneau A. Alors :

1) 8t p € Assga M, il exrste m € M tel que p=+/Anngm.
2) Assa M est fini.

B En effet, soit p € Ass, M. Il existe alors m € M tel que p soit idéal premier
minimal de Anngm. Mais A = A/Ann,m s’injecte dans M et donc est 1-caténaire
et de dimension nulle (Anngm D AnngM et dim A/AnnAZ = dimA/Anngm =
0). 1 existe donc dans A considéré comme anneau un idempotent € tel que
p= \/7%, ou p (resp. €) désigne 'image canonique de p (resp. de e € A) dans A.
D’ott p = v/Ae + Annam. Considérons alors Anng(1 — e)m. 1l vient

e(l—eym=e(l-€m=0

et Ae+ Anngm C Annu(l —e)m .

D’autre part, de a(1 — e)m = 0 résulte a(l — €) € Anngm et a € Ae + Anngm
d’ou p = y/Anny(1l — e)m.

Montrons encore que AssaM est fini : comme M est 1-caténaire, la famille
{Annz,z € M,z # 0} satisfait Et(1) par 3.3.1. Y satisfait aussi la famille
{VAnnz,z € M,z # 0} (Lemme 1.9) et donc, de méme, Asss(M). Mais les

idéaux de Ass4(M) sont maximaux. Il en résulte que Ass(M) est fini. [ ]
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3.5.3 - Proposition. Soit M un module de dimension nulle sur un anneau
A. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) M est d-caténaire ;
(i) a) Assa M est fini ;
b) pour tout p € AssaM, le A,-module M, est d-caténaire.
m (i) = (i7). Il suffit de vérifier b).

Soient py € AssaM, {p1,..-,Pn} = AssaM —py, S=A— U#O p; et Ny le

noyau de 'application canonique M — S~1M. Il vient :
Assg No ={po} AssaM/Nq={p1,...,pn}.

Tout idéal premier de Supp(M/Np) contient un élément de Ass4 M /Ny et donc lui
est égal (dimension nulle 1). D’oltt (M/Np)p, =0 et (Np)p, = M, .

Montrons encore que tout sous-module de Nj est un A, -module, ce qui mon-
trera que Ny est un A-module d-caténaire si et seulement si c’est un A, -module
d-caténaire. Pour ce faire, soit @ un sous-A-module de Ny. Il suffit de montrer
que, pour tout s € A—pg, 'homothétie s : @ — Q est bijective. Elle est clairement

injective car s € Z(Q) = po. De plus, comme py est maximal, il vient :
A=As+po .

Soit ¢ € Q. Comme AsssQ = {po}, po = \/m, d’ott A = As + Ann4(q) et
il existe a € A tel que ¢ = (as)q = s(ag). On identifiera Ny au localisé en pg de
M, de sorte que la suite No 5> M BA Ny, ol ¢ est application canonique de M
vers son localisé, vérifie pop =1 et M = Ny@kery ou Assa(kere) = {p1...pm}
Il vient par récurrence sur |AssaM|: M = ®;N;, AssaN; = {p:;}. Il en résulte
que si M est d-caténaire, les N; le sont en tant que A-modules et en tant que

Ap;-modules. Les M, sont donc des Ay -modules d-caténaires.
(i2) = (¢). Soient T un sous-module de M de type borné d et p € Spec A.
Sipe Assy M, T, est un A,-module de type fini ;
Si p & Ass 4 M, il ne peut contenir d’élément de Ass M et donc T, = {0}.

Comme Ass4M est fini, il existe donc dans 7" un module F' de type fini tel
que, pour tout p € Spec A, Fp ~ T}, et donc (T/F), = {0} dou T = F. ]
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3.6 - Note pour rendre a César. ..

La proposition 3.2.2 est connue de Nicolas dans le cas A integreet M = NP
({6], Théoreme 1.5). Il en va de méme pour 3.2.3 et 3.4.3 dans le cas d’un anneau
cohérent integre ([6], Théoréme 1.6). Renault ([7], Théoréme 3.2) démontre 3.4.5
dans le cas ou A est noethérien et M = A. Enfin, Heinzer et Lantz dans [4]

montrent 3.5.3 dans le cas M = A.
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4 - Idéaux premiers associés des modules pan-caténaires

sur un anneau noethérien.

4.1 - Le lemme qui suit est classique.

Lemme. Soit M un module sur un anneau noethérien A. Ezistent alors :
1) N C M tel que M soit estension essentielle de N.

2) Une fomille (p;)icr d’tdéauz premiers de A telle que N = ®ierA/pi.

B En effet, soit E enveloppe injective de M. Il vient : F = @;¢1E;, ou les
E; sont injectifs indécomposables, M N E; # {0}, car 'extension E de M est
essenticlle, § # Assa(M N E;) C AssaE; = {pi}, car E; est indécomposable.

Il existe donc des injections essentielles
Alpi—> MNE;.
Soit N = @;e1A/p;i. Les applications
N> ®iect(MNE;) e ®ier(MNE;)—E

sont essentielles donc aussi leur composée. Il s’en suit que M est extension essen-

tielle de N. ]

4.2 - Proposition. Soit M un module sur un anneau noethérien. Les propo-

sitions suivantes sont équivalentes :
1) Assa M satisfait Et(d) ;
i) M est extension essentielle d’un module d-caténaire.

® (i) = (i). Soit N le sous-module dont il est question dans le lemme 4.1.
Assa N satisfait alors Et(d) et pour tout z;, z; #0, z; € A/pi, Annaz; = p;. On
conclut a 'aide de 3.4.1.

(#¢) = (7). Soient N un sous-module de M d-caténaire dont M soit extension
essentielle et p € AssqaM. Il existe € M et s € A tels que p = Annux, sz € N,
st #£0,d’olt s € pet p= Anngsz. Il en résulte que Ass g N = Ass 4 M qui satisfait
donc Et(d) par 3.3.2. n

4.3 - On notera, pour tout idéal I de A, htm (1), la codimension dans Spm (A)

de V(I), ou V(I) est 'ensemble des idéaux maximaux de A contenant I.



34

On rappelle (voir par ex. [5]) que Spm(A) est un espace topologique noe-
thérien si et seulement si les composantes irréductibles de tout fermé de Spm(A)
sont en nombre fini ; que, lorsque ces conditions sont vérifiées, les composantes
irréductibles de V(I) sont les V(p;), ol les p; sont les idéaux premiers minimaux
de r(I) et p; = r(p;), (r(I) désigne Pintersection des idéaux maximaux contenant
I). 1l en résulte que, si I est un idéal de A et J n’est pas contenu dans la réunion

des idéaux premiers minimaux de 7(I), htm (I) < htm (I + J).

Lemme. Soient A un anncau & spectre mazimal noethérien et (p;)ier une
famaille d”idéauz de A telle que U;erp; me soit contenue dans aucune réunion finie
didéauz mazimauz de A. Il existe alors J C I, J infinie telle que, si J' C J,
1] < o0, btm(Y e py) 2 17

B Soit F l'ensemble, ordonné par inclusion des parties K de I, telles que, pour
tout K' C K, |K'| < oo, htm(} . cx Pr) 2 |[K'|. E est non vide (§ € E) et
clairement inductif. Soit J un élément maximal de E.

Montrons que J est infini. Sinon, soit @ l'ensemble des idéaux premiers
minimaux des T'(Ej,ejl pjr) ol J' C J. Q est fini et il existe 1 € I — J tel que p; ne
soit pas contenu dans la réunion des ¢ € . Soit alors J' C J U {¢} tel que i € J'.
Comme p; n’est pas contenu dans la réunion des idéaux premiers minimaux de
r(zj,ejl_{i} pjr), il vient :

7' = {i}| <htm( 3 py)<htm( ) py)

e —{i} JET
et donc |J'| < htm (3¢ ;v pjr)- 11 en résulte que J n’est pas maximal. n

4.4 - Théoréme. Soit M un module sur un anneau noethérien A dont le

spectre mazimal est de dimension d.
Les conditions suitvantes sont équivalentes :
(1) Asss M satisfait Et(d) ;

(ii) Z(M) = U{p|p € AssaM} est contenu dans une réunion finie d’idéaus

MATIMaAUT ;

(i11) M est extension essentielle d’un module pan-caténaire.

B (i) = (i). Sinon, il existerait, en vertu du lemme 4.3, une partie J infinie

de AssaM, telle que si J' C J, |J'| < oo, |J'| < htm (3], p). L’hypothese
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sur la dimension du spectre maximal de A implique que, pour tout J', J' C J,

[J'=d+1, ZpeJ' p= A et donc Asss M ne satisferait pas Et(d).

(i) = (i4i). Soit N le sous-module de M dont il est fait mention dans le
lemme 4.1. Il vient que AssAM = Assa N et il suffit de montrer que AssgN
satisfait Et, par 3.4.1 (pour tout =i, z; # 0, z; € A/p;, Anngz; = p;). Or, pour
tout entier é et pour tout idéal maximal m de A, m ne peut contenir que § idéaux
premiers d’une partie P (§+ 1)-étrangére de Ass4N. Supposons P infinie et soient
mi,..., My des idéaux maximaux de A tels que Z(M) C U;m;. Comme tout p € P
est contenu dans Um;, car Z(N) C Z(M), et donc est contenu dans 'un d’entre
eux, il existerait une infinité de p, p € P, contenus dans I'un d’entre eux, ce qui

est impossible.
(#i7) = (2) résulte de 4.2. n
4.5 - Soit I un idéal d’un anneau noethérien A tel que I # A. On appellera

profondeur de I et on notera prof I la longueur commune de toutes les suites

réguliéres maximales contenues dans I. On rappelle les faits suivants :

1) Si 21,...,2, est une suite réguliere, la suite obtenue par échange de z; et

T;41 est régulitre si et seulement si z;4; & Z(A4/ (:vl,. .. ,:c;_l)).

Soient H un ensemble et (x4 )nex une famille d’éléments de A, nous noterons,

dans ce qui suit, gy l'idéal engendré pour les zj, de sorte que :

2) Soit P une partie de A de cardinal n telle que gp # A. Les éléments de P
forment, pour tout ordre sur P, une suite réguliére si et seulement si, pour tout

HCPettoutze P—-H,z ¢ Z(A/qu). On dira, dans ce cas, que P est une

partie réguliere de A.
3) Si @ C P et P est réguliere, alors Q) est réguliere.

4) Tout idéal engendré par une suite réguliere de longueur n est aussi engendré

par un sous-ensemble régulier de cardinal n.

Proposition. Soit A un anneau noethérien qui satisfait auz conditions sui-

vantes : il eziste un entier d tel que :
1) Tout idéal mazimal est de profondeur d ;

2) Tout idéal de profondeur d — 1 est contenu dans une infinité d’idéauz ma-

ZImaus.
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(Par ezemple, un annecu noethérien équidimensionel de Cohen-Macaulay et

de Jacobson).

Il eziste alors une famille infinie {r;);er d’idéauz de A (d+ 1)-étrangers qui
satisfait Et(d") pour d' < d.

M Remarquons d’abord que, pour tout idéal I de profondeur d, A/ est semi-
local. En effet, Assq4A/I = {p1,...,pn} €t, comme tout idéal maximal m con-

tenant I est de profondeur d, m C Up,; et donc est égal a I'un d’entre eux.
Soit alors E Pensemble, ordonné par inclusion, des parties P de A telles que :

1) Pour tout P’ C P, |P'| = d, il existe m maximal dans A tel que gpr Cm
et P' est une partie réguliere de A.

2) Pour tout P' C P, |P'l=d+1 gqp = A.

Montrons qu’il existe P € E, |P| = d : Soit m un idéal maximal de A,
alors prof m = d et il existe une suite réguliere z,,...,z4 contenue dans m.
L’idéal (zy,...,z4) est aussi engendré par une partie réguliere P qui satisfait aux
conditions requises. L’ensemble E est clairement inductif. Soit @, @ D P un

élément maximal de E. Montrons que @ est infini.

Sinon, soient my,...,m; les idéaux maximaux de A qui contiennent 'un des
qH, pour |H| =d et H C @, et py,...,p les idéaux premiers associés des qp tels
que |H| < d, H C Q. Considérons alors H C @, |H| = d — 1, et associons lui un
idéal maximal m(H) de A tel que :

guCm(H)¢mU...UmgUp U...Upy.

I en existe, car prof gy = d — 1 (gy est engendré par une suite réguliere) et donc

g est contenu dans une infinité d’idéaux maximaux. Il vient :

ﬂ m(HYgmU...UmyUpU...Up.

HHCQ
{H|=d-1

Soit z € Nm(H) n’appartenant pas a m; U...Um; Up; U...Up;. Montrons que
QU{z}€E:
SSHcCQU{z}, |H =d+1,z € H, soit m D qg ; il vient : m D qy_¢4),

|H — {z}| = d et z € m, mais m est alors I'un des my,...,m;, d’ol gy = A.

SiHC QU {z}, |H|=d,z € H, alors gy = qg_(z) + Az C m(H — {z}).
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Montrons encore que les éléments de H, rangés dans n’importe quel ordre,

forment une suite réguliére,

La démonstration se fait par récurrence sur la position occupée par 1’élément
z dans la suite : dans le cas ol z vient en derniére position, on a : z1,...,%4_1,%
ol {z1,...,za—1} = H — {z} C Q. Comme v ¢ Z(A/qy_(;}) et H — {z} est un
ensemble régulier, la suite est réguliere. Supposons encore que, quel que soit 'ordre
sur H, si z arrive en (14 1)-1&me position, la suite des éléments de H est régulitre et
considérons zi,...,%i—1,%,&4,...,2d—1. Comme zy,...,Ti—1,Ti,Ly...,Tg—1 est
réguliere par hypothése et que = ¢ Z(A/(:cl,...,z,-_l)), la suite z1,...,T;-1,

T,Ti,...,Tq—1 est réguliere, ce qui achéve de démontrer que Q U {z} € E.

Il s’en suit que @ n’est pas maximal et donc que @ est infini. Il en résulte
que la famille (ry)4cq d'idéaux de A, ol 1y = Ag, satisfait aux exigences de la

proposition.
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0 - Introduction.

Pour les définitions et résultats nécessaires a la compréhension de ce travail,
nous nous permettrons de nous référer librement a notre article “Remarque sur le

théoréme chinois”.
Pontryagin démontre dans “Topological groups” le critére suivant :

Soit G un groupe dénombrable sans torsion. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
(i) G est libre ;
(ii) tout sous-groupe de G de rang fini est libre ;
(ili) G est pan-caténaire.
Nicolas, dans [4], généralise ainsi ce résultat :

Pour un module M sans torsion sur un anneau de Dedekind, les conditions

suivantes sont équivalentes :
(i) tout sous-module de M de rang dénombrable est projectif ;
(ii) tous sous-module de M de rang fini est de type fini ;
(iii) M est pan-caténaire.

L’équivalence des conditions (i} et (ii) appartient au yoga des anneaux de
Prifer. Par contre, 'équivalence de (ii) et (iil) est susceptible d’une généralisation

que nous exposons dans ce travail :

Soit M un module sur un anneau noethérien de dimension un. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :
(i) M est pan-caténaire ;
(1) pour tout sous-module N de type fini de M, M/N est l-caténaire ;
(iil) a) pour tout sous-module N de type fini de M, Assy M/N est fini ;

b) toute extension essentielle d’un sous-module de type fini contenue dans
M est de type fini.

Dans une premiere partie, nous donnons des exemples assez classiques de
modules de type borné ; en particulier, les modules injectifs indécomposables sur

un anneau noethérien de dimension un, qui s’averent utiles pour démontrer le
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théoreme de structure dans le cas semi-local. On y trouve aussi des exemples

neufs de modules pan-caténaires (Théoréme 1.2.1).

La deuxiéme partie expose une technique de réduction des questions de noe-
thérianité et de pan-caténarité des modules sur un anneau noethérien au cas des
modules sur un anneau intégre (Corollaire 2.3), technique sur laquelle repose la

démonstration du théoreme de structure, objet de la derniére partie.
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1 - Quelques exemples.

1.1.1 - Soit M un A-module de type fini. On notera, dans ce qui suit, g(M)

le minimum des cardinaux des systémes de générateurs de M.

Le lecteur peu familier des enveloppes injectives et des modules de Cohen-

Macaulay en trouvera les propriétés essentielles dans [2] et [3].

Lemme. Soient M et N des A-modules ; I C Anng M.
Alors I C Annyg(Homy(M,N)) et

Hom4(M, N) = Homa(M, Anny I) = Hom (M, Anny I)

ot AnnyI désigne le module {z|z € N, Iz = 0}.
B Résulte des équations I(p(z)) = (Ip)(z) = ¢(Iz) . n

1.1.2 - Lemme. Sotent A un anneau local artinien, m son idéal mazimal,
E = E(A/m) Uenveloppe injective du corps résiduel. Alors E est de type fini et
9(E) = dimy/m(Anny m).

m La suite E—>E/mE—0

donne 0 — Homs(E/mE,E) — Homu(E,E) .

Or, Hom4(E, E) = A par la dualité de Matlis, car A est complet pour la topologie

m-adique, d’ol la suite exacte :
0 — Homa(E/mE,E) 5 A.
Mais a se factorise & travers Ann g m, car m C Anna(Homu(E/mE, E)). 1l vient :
0 —» Homs(E/mE,E) > Annam

d’oui, comme (Lemme 1.1) :

Hom4(E/mE, E) = Hom4(E/mE, Anng m)
= Homy(E/mE,A/m) = Homy/m(E/mE, A/m) ,
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car Anng m est isomorphe & A/m (E est indécomposable), il résulte que :
dimg/m(E/mE) < dim g jm(Homy/m(E/mE, A/m)) < dim 4/m(Annam) .

Mais Anng m est un idéal de type fini et E/mE est donc un espace vectoriel de

dimension finie sur A/m. Il s’en suit que F est de type fini (Nakayama) et que :
g(E) = dimy/m(E/mE) < dimy;pn(Anng m) .
D’autre part, de la suite exacte :
0—-Anmmngm—o A
découle la suite exacte :
E % Homu(Anngm,E) - 0

car E = Homy(A, E) et E est injectif.

Comme m C Anny(Homy(Anny m, E)), ¢ se factorise & travers E/mE, d’olt

la suite exacte :

E/mE — Hom(Annsm,E) — 0.

Or, Hom4(Anny m, E) = Hom4/m(Anng m, Anng m) qui est isomorphe & :
Hom 4/m(Anng m, A/m)

car Anng m est isomorphe & A/m .

On obtient donc une suite exacte :
E/mE — Homy/p(Anngm, A/m) — 0

d’ou :

dim 4/ (Anng m)<dim g/ (Hom g m(Anng m, A/m) <dim4/m(E/mE)=g(E) .

Les deux inégalités permettent de conclure. n
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1.1.3 - Lemme. Sotent A un anneau de Cohen-Macaulay local, m son idéal
mazimal, E = E(A/m) Penveloppe injective du corps résiduel. Alors le A-module
E est de type borné 6, ot § = dim 4/, Ext4(A/m, A) etd =dim 4 .

B Soient zj,...,z4 un systéme de parametres de A, I, lidéal (zf,...,z%),
T C E un A-module de type fini. Comme Assg E = {m}, il existe un entier
n tel que m™ C Auny T et donc : T C Anng I, car I, C m™. Or, Anng I, est

aussi 'enveloppe injective de A/m considéré comme A/I,-module.

Comme A/I, est local artinien :
g(Anng I,) = dimg m(Anng g, m) = dimg/m(Homyyr, (A/m, A/ L)) .
Comme I,, est un idéal engendré par une suite réguliére maximale :
Homy,r, (A/m, A/I,) = Ext4(A/m, A)
et T' est contenu dans Anng I,, qui est engendré par § générateurs.

1.1.4 - Proposition. Soient A un anneau de Cohen-Macaulay et E un A-

module injectif indécomposable. Alors E est de type borné.

M Comme E est injectif indécomposable, il existe p idéal premier de A tel que
AssgE = {p} et E = E(A/p). Mais E est aussi un Ap-module et c’est aussi
Uenveloppe injective du Ap,-module A, /pA,. A, est un anneau de Cohen-Macaulay

local. Il en résulte que E est un Ap,-module de type borné é§ (Lemme 1.1.3).

Soit alors T un sous-A-module de type fini de E . T, est alors contenu dans
un sous-A,-module Ts de E engendré par les éléments yy,...,ys. Soit T’ le sous-
A-module de T5 engendré par yy,...,ys. 1l existe s € A — p tel que sT C T, car
T C Ts et T est de type fini. Comme '’homothétie de rapport s est inversible dans
E TC %T’ et g(lgT’) < &, ce qui achéve la démonstration. u

1.1.5 - Lemme. Sotent A un enneau local noethérien de dimension un, m
son idéal mazimal, E Uenveloppe injective du corps résiduel. Alors E est de type

borné.

M Sim¢ Ass A, A est de Cohen-Macaulay et cela résulte de 1.1.3.

Sinon soient py, ..., pn les idéaux premiers minimauxde A, § = A—U;pi et I

le noyau de Papplication canonique de A vers S~1A. Considérons la suite exacte :
ya PP q

0-I—-A—-A4/I-0.



45

Ass4,I = {m} et il existe donc un entier n tel que m"I = {0} ;
Assg A/I = {p1,...,pn}, et, par conséquent, m/I & Assy;; A/I . Il en résulte
que A/I est un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension un. Comme E est

injectif, la suite
0 — Homu(A/I,E) - E — Homus(I,E) ~ 0

est exacte.

Homu(A/I,E) = Anng I est 1'enveloppe injective du A/I-module A/m et
est, de ce fait, un A/I-module de type borné (Lemme 1.1.3) et donc un A-module
de type borné.

Montrons encore Hom4(I, E) est un A-module de type fini, ce qui permettra
de conclure par ([6], 3.1.3). Or, il existe n tel que m"I = {0} et

Hom 4(I, E) = Homu (I, Anng m™) C (Anng m™)?D |

Anng m™ est de type fini : cela résulte de 1.1.2 car A/m™ est artinien et Anngp m™

est Penveloppe injective du A/m™-module A/m.

1.1.6 - Proposition. Sotent A un anneau nocthérien de dimension un, E

un A-module injectif indécomposable. Alors E est de type borné.

® Il suffit de voir que, pour tout p € Spec A, E(A/p) est un 4,-module de type

borné et de relire la démonstration de la proposition 1.1.4.

Or, si p est minimal, A, est de Cohen-Macaulay et si p est maximal, E(4/p),
qui est aussi I’enveloppe injective du Ap-module A,/pA,, est de type borné sur
A, par 1.1.5. u

1.2.1 - On utilise le résultat suivant da & Nicolas ([4], Théoreme 1.1).
“Soit A un anneau intégre. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) pour tout n € N A"™ est d-caténaire ;

(ii) pour tout ensemble X, A¥ est d-caténaire.”

Théoréme. Soient M un module de type fini sur un anneau noethérien A et

X un ensemble. Alors MX est pan-caténaire.
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m 1l existe ([1}, chap. IV, § 1, n° 4, Théoréme 1) une suite finie (M;)o<i<n de
sous-modules de M telle que :
{}=MycMyC...CM, =M
et, pour ¢ < n, des suites exactes :

0— M, —» M, — A./p,- —0

ou p; est un idéal premier de A .
Les suites :

0— MY — MZ, — (4/p)* -0

sont alors exactes. Or le A-module (A/p;)X est aussi le 4/p;-module (A4/p;)* ot
A/p; est considéré comme A/p;-module. (A4/p;)X est donc un A/p; ct donc un

A-module pan-caténaire. Le théoréme résulte, par itération, de ([6], 3.2.2). n

1.2.2 - On note M* le A-module Hom4(M, A).

Corollaire. Soit A un anneau noethérien.

1) Si M est un A-module de type fini, Homs(N, M) est pan-caténaire pour
tout N ;

2) Si M se plonge dans M**, M est pan-caténaire.
B En effet, si AD) — M — 0 est exacte, alors
0 — Homa(M,N) - Hom(A), N) = N!

est exacte.

D’autre part, M** = Hom4(Hom,(M, A), 4) . ]

1.2.3 - Lemme. Soit M un medule sur un anneau noethérien A tel que,

pour tout ensemble X, MX soit 1-caténaire. Alors :
Nmem r(Anngm) =r(Anng M)

ou, pour tout tdéal I, r(I) désigne lintersection des idéauz mazimauz de A con-

tenant I.
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B Considérons d’abord un élément ¢ € A, tel que, pour tout m € M :

A = Aa + Anng m , et montrons que A = Aa+ Anng M .

Il existe, pour tout m € M, un élément a,, de A tel que m = gz am. On
construit alors dans MM une suite (f;)ien d’éléments définis comme suit : f;(m) =

ai,m. Notons que fo(m)=m .

Montrons que f; = afi+1 . En effet, pour m € M, il vient :

afiy1(m) = agit'm = aj,m = fi(m).

Comme MM est 1-caténaire, il existe j € N tel que fj41 = af; d’ol :
fi=aafj, (1-aa)fj=0et donc(l—aa)fo=0.
Il s’en suit que, pour tout m € M, (1 — aa)m =0 . Il en résulte que :
A=Aa+Anns M .

Il est clair que r(Anng M) C Npep r(Anny m) . Soient alors b € N r(Anngm)

et u un élément quelconque de A. On a, pour tout m € M,
A=A(1-ub)+Annam
d’oty, en vertu de ce qui précede :
A=AQ1—-ub)+Anngs M, pourtoutuec 4.

Considérons alors un idéal maximal ¢ de A tel que Anng M C g et b ¢ ¢. 1l existe,

dans ce cas, v € A tel que 1 — vb € ¢, ce qui contredit la formule précédente et

établit le lemme. =

1.2.4 - La proposition qui suit montre qu’il est peu fréquent qu’'un module
pan-caténaire M sur un anneau noethérien A posséde la propriété que, pour tout

ensemble X, MX soit 1-caténaire.

Proposition. Soit A un annean noethérien.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) pour toute famille (M;)icr de modules pan-caténaires [[;c; M; est I-

..
caténaire.
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(it) pour toute famille (M;)icr de modules I-caténaires, [];c; M; est 1-

caténaire.
(ii1) pour tout module M pan-caténaire et tout ensemble I, MT est 1-caténaire.
(iv) pour tout module M 1-caténaire et tout ensemble I, M1 est 1-caténaire.

(v) A est somme directe finie d’anneauz locauz.

m 1l suffit de montrer (iii) = (v) et (v) = (ii). Les autres implications s’en

déduisent trivialement.
(1) = (v).
Soient p un idéal minimal de A, m un idéal maximal de A contenant p, M le

A-module M = BpenA/p+ m™, (en)neN ses générateurs canoniques.

Comme, pour tout z € M, = # 0, il existe n € B tel que p+ m™ C Annyz,
VAnn,z = m et M est pan-caténaire en vertu de ({6}, 3.4.1 et 1.9).

Or r(NnenAnnges) = r(Annga M) = Nzem r(Anmngz) = m. Comme

= NpeNAnng e, = Npen(p + m") car A/p est noethérien integre, r(p) = m.

Comme l'idéal maximal m contenant p était arbitrairement choisi et que les idéaux

premiers minimaux de A sont en nombre fini, A est semi-local. Soient (m;)o<i<k

les idéaux maximaux de A et ¢; 'intersection (finie) des idéaux premiers minimaux

contenus dans m;. Il vient : r(g;) = m; et les ¢; sont 2-étrangers. On obtient la
suite exacte :

0—-NilA—> A Rt EBOSigkA/Qi -0
et les A/q; sont des anneaux locaux.

Soient alors eg,...,e; des idempotents de I'anneau B = ®A/q; tels que
1 = Ze;, eiej = 0, pour ¢ # j, et Af/q; = Be;. Ceux-ci se relevent en des
idempotents fi,..., fir de A qui possédent les mémes propriétés. La restriction
de v a Af; est un homomorphisme surjectif sur Ae; : siz € Af;, 2 = zf; et
p(z) = p(z)ei. Siu € Aei, y = ¢(2), y = yei = @(2)e(fi) = p(2fi). On obtient
donc la suite exacte :

0= AfinNilA— Af; —» Ae; = 0

ce qui montre que 'anneau Af; est local.
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(v) = (ii).

Supposons que A = @o<i<kAi, Ai local. Il vient : 1 = Te;, €; € 4, eie; =0
pour i # j, €2 =¢; et A; = Ae;.

Il en résulte que, pour tout A-module M, M = @o<i<iM;, on Me; = M;.
M; est alors un A-module dont I’annulateur contient 1 — e;. C’est donc aussi un

A/A(1 — e;)-module et A/A(1 — ¢;) est local.

Soit alors M = [],cx M;, ol les A-modules M, sont 1-caténaires. Il est clair

que Me; = [[,cx Mzei et la démonstration résulte des deux lemmes qui suivent :

Lemme 1. Soient A un anneau local et (M,).ex une famille de modules

1-caténaires. Alors [],cx M, est I-caténaire.

B En effet, soient T C HJ:GX M, de type borné 1, non de type fini, et ¢t € T.
NlexisteueT, ug At et v € T tel que At C At + Au C Av. Il vient : ¢ = av,
ot a € m (m est I'idéal maximal de A). Il en résulte que T = mT, et, pour tout

z € X, pro(T) =mpr,(T).

Or pr.(T) C M, est de type bomé 1, donc de type fini et pry(T) = {0} par
Nakayama, d’ou T = {0}. =

Lemme 2. Soient P et Q des modules 1-caténaires sur un anneau A. Alors
P& Q est 1-caténaire.

®  Soient p et g les projections canoniques, T C P®Q un module de type borné 1.
Alors p(T) et q(T') sont monogenes et il existe ¢ € T tel que p(T) = p(Az) et
9(T) = q(Az).

Soit alors t € T, il existe alors y € T tel que At + Az C Ay dou t = ay et
z = by. Mais p{Az) = p(Ay) et ¢(Az) = ¢(Ay). 1l existe donc c,d € A tels que :

y=cx+u, u€EM et y=der+v, vEN
d’ou : (1-bclyeM e (1-bdlyeN

et : A=Ab+ M.y A=Ab+N:y.

Il s’en suit que : A = Ab+ (M : y)N(N : y) = Abet, y = b7z, t = ab” 'z,
T = Ax. |
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2 - Réduction au cas d’un anneau intégre.

2.1 - Soit M un module sur un anneau A. On notera Ey(M) (resp. E,(M))
I’ensemble des idéaux de A qui possédent la propriété suivante : il existe N C M
de type borné non de type fini (resp. non de type fini) et T C N, T de type fini,
tels que I = Anny N/T.

Lemme. Soit M un module sur un anneau noethérien A. Alors tout idéal
p € Ey(M) mazimal pour la relation d’inclusion entre éléments de Ey(M) est

premier.

m  Soit, en effet, p un élément maximal. Il existe N C M, N de type borné non
de type fini et T C N, T de type fini tels que p = Anny N/T.

Soient z,y € A, = ¢ p, zy € p. Considérons les modules yN et yN N T.
yN N T est de type fini, yN est de type borné. 1l vient : pyN C pN Cc T
et zyN € pN ¢ T d’ou p+ Az C AnnayN/yNNT . Or, p+ Az contient
strictement p et p est maximal. II s’en suit que yN est de type fini. D’autre part,
(p+ Ay)N C T + yN qui est de type fini et p+ Ay C Anng N/T + yN. En vertu

du caractére maximal de p, y € p, ce qui acheéve la démonstration. n

Lemme. Soit M un module sur un anneau noethérien A. Alors tout idéal

p € E (M) mazimal parmi les éléments de E,(M) est premier.

®  Soit p un tel élément. Il est de la forme p = Anng N/T ou T C N est de type
fini et N ne l'est point. Soient z,y € A, = & p, xy € p. Montrons que yN est de

type fini. Il vient, comme dans le lemme qui précede :
p+ Az C AnnayN/yNNnT
d’oli, en vertu du caractére maximal de p, yN est de type fini, car z ¢ p. Du fait
que p+ Ay C Annyg N/T + yN résulte alors que y € p.
2.2 - Proposition. Seit M un module sur un anneau noethérien 4 .

1) Si M est de type borné et n’est pas de type fini, il existe un sous-module N
de M de type borné qui est annulé par un idéal premier p et qui n’est pas de type
fini.

2) 51 M n’est pas de type fini, il eziste N C M annulé par un idéal premier
p et non de type fini.
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m  Ey(M) (resp. E,(M)) est non vide : Anng M € Ey(M) (resp. E,(M)).
Comme A est noethérien, Ey(M) (resp. E.(M)) posséde un élément maximal p
qui est premier (2.1).

Il existe alors N C M, N de type borné non de type fini (resp. non de type
fini) et T C N de type fini tels que p = Anng N/T. Soient alors z;,...,Zy, les

générateurs de p. Il en résulte une suite exacte :
0—-»Anan—>N—f>T"‘

ot p(n) = (z1n,...,Tmn) .

Montrons que Anny p satisfait aux conditions exigées : ¢(IN) est de présen-
tation finie. Si N est de type borné, Anny p l'est aussi ([6], 3.1.4) et Anny p ne

saurait étre de type fini sans que N ne le soit. |

2.3 - Corollaire. Soient M un module sur un anneau noethérien A,

Diy---,Pn les idéauz premiers minimauz de Anng M. Alors :
1) M est noethérien si et seulement si Annyy p; ’est pour tout ¢.
2) M est pan-caténaire si et seulement st Annpy p; est pour tout :.

3) M est extension essentielle d’un sous-module de type fini st et seulement

31 Annyy p; Uest pour tout 1.

m  Pour les assertions 1) et 2), il suffit d’appliquer la proposition 2.2 au module
M sur Panneau noethérien A/Anns M = A’ ce qui ne change rien aux hypothéses
de 2.2 et de remarquer que, pour tout sous-module N de M et p' idéal premier
de A/Anny M, il existe ¢' idéal premier minimal de A/Anng M tel que ¢’ C p' et
donc Annpsp' C Annyyq'. ¢' se reléve alors en un idéal premier ¢ de A minimal

au-dessus de Anng M et Anny;q = Annyq'.

En ce qui concerne 'assertion 3), si M est extension essentielle du sous-module
de type fini N, Annyy p; est extension essentielle de NN Anny; p; = Anny p; qui est
de type fini. D’autre part, si Annys p; est extension essentielle d’un sous-module
N;, soit N le module somme des N;. Siz € M, il existe s € A tel que Anny sz =p
ou p est premier. Comme Anng sz D Anng M il existe p; idéal premier minimal
de Anng M tel que p D p;. 1l en résulte que st # 0 et sz € Annys p;. 1l existe
donc t € A tel que tsz # 0 et tsz € N; C N, ce qui montre que M est extension
essentielle du module de type fini V.
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2.4 - Ajoutons encore la curiosité suivante, peut-étre sans effet pratique.

Proposition. Soit M un module sur un anneau noethérien A, Alors M
est pan-caténaire si et seulement si, pour tous T C N C M tels que N est de
type borné, T de type fini et Anna N/T = p, ot p est un idéal premier de A,
p€ Assy N/T.

B Si M est pan-caténaire, N/T est de type fini et engendré par des éléments

Zly..,%n ; P = Nici<nAnng z; et il existe un indice ¢ tel que p = Anny z;.

D’autre part, s'il existe un sous-module de M qui soit de type borné mais non
de type fini, Ey(M) est non vide. Comme A est noethérien il existe dans Ey(M)
un élément maximal q. ¢ est premier et de la forme ¢ = Anng N/T, ou N est de

type borné et n'est pas de type fini et T C N est de type fini.

N/T est de type borné, N/T ®4/, K (ot K désigne le corps des fractions
de A/q) est de type borné et donc de type fini. 1l existe donc dans N un module de
type fini T contenant T tel que N/T'®4,,K = {0}. Or, Anng N/T C Anny N/T",
et lui est donc égal car ¢ est maximal. N/T' est alors un A/¢g-module de torsion

et ¢ # Assy N/T'.
2.5 - Application du principe de réduction au cas intégre.

Soient M un module sur un anneau A4, p un idéal premier de A. On appellera

p-torsion de M et on notera T,(M) le sous- A-module de torsion de Annps p.

Proposition. Soient M un module sur un anneau noethérien 4, p1,...,pn
les idéauz premiers minimauz de Anns M, S la partie multiplicative A — U;p;.
Supposons que le noyau N de Uapplication canonique de M wers S™1M soit de

type fini. Alors, pour tout ensemble X, M~ est pan-caténaire si M Dest.

W Soit z € Tp,(M). Anng z contient strictement p; et ne peut donc &tre contenu
dans la réunion des p;. Il en résulte que T, (M) est contenu dans N. T, (M) est

donc de type fini. On a la suite exacte de A/p;-modules :
0— Tp,(M)— Annpyp, > Q; — 0
d’ol la suite exacte :

0— T,,,.(M)x — (Annps pi)x — Q,X —0.
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Tp,(M)X est pan-caténaire (Théoréme 1.2.1) et Q¥ Vest aussi car Q; est un mo-
dule sans torsion sur anneau noethérien intégre A/p; ({4], Théoréme 1.1) donc
(Annps pi)* Dest aussi ([6], 3.2.2). Pour conclure, il suffit d’utiliser 2.3 en remar-
quant que Annpyx p; = (Annp p;)X et que les idéaux premiers minimaux de M

et MX sont les mémes car Anng M = Anng MX. [ |
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3 - Le théoréme de structure.

3.1 - Le cas semi-local.

3.1.1 - Proposition. Soit M un module sur un anneau semi-local noethérien
de dimension un. Alors M est extension essentielle d’un sous-module pan-caté-

naire.

®m En effet, le spectre maximal de A est de dimension nulle et
Z(M) = U{p|p € Assqg M} est contenu dans une réunion finie d’idéaux maximaux.

On applique alors ([6}, Théoréeme 4.4). |

3.1.2 - Soit M un module sur un anneau A. On potera ¥»(M) la borne
supérieure dans N U {co} des entiers g(T'), ou T parcourt ’ensemble des sous-
modules de type fini de M.

On posera: n+ oo =00+ n = 00 + 00 = 00.
Lemme. Soit 0 — N — M 5 P — 0 une suite ezacte de A-modules. Alors

v(N) < v(M), v(P) L v(M) et v(M) < v(N) + v(P), de sorte que v(M) < oo si
et seulement st ¥(N) < 0o et ¥(P) < oo.

B Le fait que »(N) < v(M) résulte de la définition de v. Montrons que
v(P) < v(M) : soit T un sous-module de type fini de P tel que ¢(T) = d. 11
existe alors un sous-module S de type fini de M tel que g(S) < d et o(S) = T.
Comme g(¢(5)) < ¢(S), 9(S) =d et d < v(M).

Montrons encore que ¥»(M) < v(N) + v(P) : soit S un sous-module de type
fini de M. Il existe S' C S tel que p(S') = ¢(5) et g(S") < g((S)) < v(P).

Ilvient : S= 85" +SNkerpet S=5"+5",S5" de type fini, S” C SNkeryp;
d’olt ¢(S) < ¥(N)+v(P). Comme S est arbitrairement choisi dans M, la propriété

en résulte. ]

3.1.3 - Proposition. Soient A un anneau semi-local noethérien de dimension

un et M un A-module.
1) v(A) < oo
2) Si M est de type fini et g(M) < d, alors v(M) < dv(A) :
3) Les propriétés suivantes sont égquivalentes :

(i) M est de type borné ;
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(ii) v(M) < oo.
® 1) Le lecteur désireux de trouver une démonstration de ce résultat consultera
utilement [5], Théoréme 1.1 et Corollaire 1.2.

2) 11 suffit de remarquer qu’il existe une suite exacte :
AP M 0.
En effet, par itération du lemme 3.1.2, v(A%) < dv(A) et v(M) < dv(A) par ce
méme lemme.
3) (i) = (ii). I existe un entier d tel que tout sous-module de type fini S de
M soit contenu dans un sous-module T de M tel que g(T) < d. 11 en résulte que

9(5) < S) < v(T) £ dv(4),

d’olt v(M) < dv(A).
(31) = (i), il est clair que M est de type borné v(M). ]

3.1.4 - Corollaire. Tout sous-module d’un module de type borné sur un

anneay semi-local noethérien de dimension un est de type borné.
m  (C’est la conjonction de 3.1.2 et 3.1.3. =
3.1.5 - Proposition. Soit M un module sur un anneau semi-local de dimen-
sion un. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) M est de type borné ;
(ii) M est extension essentielle d’un sous-module de type fini.
m (i) = (ii). Par 3.1.1, M est extension essentielle d’un sous-module T’ pan-
caténaire et T est de type borné (3.1.4) donc de type fini.

(i1) = (i). Soit E(M) I'enveloppe injective de M. L’hypothése sur M implique
que E(M) est somme directe d’'un nombre fini d'injectifs indécomposables qui sont

de type borné par 1.1.6 et M est de type borné comme sous-module du module
de type borné E(M). u

3.1.6 - Théoréme. Soit M un module sur un anneau A semi-local noethérien

de dimension un. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) M est pan-caténaire ;

(ii) tout sous-module de M extension essentielle d’un sous-module de type fini

est de type fint ;
(i1i) tout quotient de M par un module de type fini est 1-caténaire ;

(iv) pour tout sous-module N de M et tout t € Rad A équation N =tN+T,
ot T est de type fini, entraine N =T. '

B (i) & (ii). Clest I'objet de la proposition 3.1.5.

(i) = (ii1) car tout quotient d’un pan-caténaire par un module de type fini

est pan-caténaire.

(iii) = (iv) l’équation implique que :
N/T =tN/T.

Soit zg € N/T. On construit par récurrence une suite z, d’éléments de N/T
tels que z, = tTp41. Comme N/T est 1l-caténaire, il existe un indice m tel que
Az, = Azppyr, A0t 24y = @z, = otz iy, (L—at)z;mys =0 et (1 —at)zy =0.
Mais 1 — at est inversible et N/T = {0}.

(iv) = (i). Rappelons d’abord que tout-module B de type borné d sur un
anneau artinien A est de type fini. En effet, il existerait, dans le cas contraire, une
suite strictement croissante de sous-modules B,, de B tels que g(B,) < d. Mais
I(B,) < dl(A) et pour n > dl(A), I(By,) serait strictement supérieur & d{(A4), d’ot

le résultat.

Soit alors N un sous-module de type borné de M. Notons I le radical de
A. N/IN est de type borné sur 'anneau artinien A/I et donc de type fini. Il en
résulte que :

N =IN+T ouT estde type fini.

Les hypothéses sur A impliquent qu’il existe ¢t € I tel que I = VAt et donc
I™ C At. D’ol, comme par itération, N = I"N + T, il vient N = tN + T et
N=T. ]

3.1.7 - Corollaire. Soit M un module sur un annecau semi-local noethérien.
Sotent py, ..., pn les idéauz premiers minimauz de Anng M et S la partie multi-

plicative A — Up;.
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Supposons que S~ M = {0}. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est pan-caténaire ;

(it) M est 1-caténaire ;

(#%3) pour tout sous-module N de M et tout t € Rad A, N = tN implique
N = {0}.
m (i) = (iii). Soit £o € N. On construit par récurrence x, = tep41. L’hy-
pothése implique que la suite est stationnaire. Il existe donc un entier m tel que
T4l = AT, A0 (1 — at)zme1 =0, (1 — at)zo =0 et zg = 0, car t € Rad A.

(ii1) = (i). On applique 3.1.6 : Soient N C M et t € Rad A tels que
N = {N 4+ T ou T est de type fini. Comme S™!T = {0}, il existe s € S tel
que sT = {0}, d’ot SN = tsN, sN = {0} et N est module sur I’anneau artinien
A/Anny N + As, car Anng M C Anny N.

Notons A’ cet anneau. L’image u de ¢t dans A’ appartient & Rad A'. Il existe

donc un entier n tel que u® =0. Hvient : N=uN+T, N=u"N+T=T7. n
3.2 - Le cas global.

3.2.1 - Lemme. Soit M un module 1-caténaire sur un anneau noethérien A

de dimension un. Alors Assy M est fini.

® Il y aurait, dans le cas contraire, un ensemble infini d’idéaux maximaux as-
sociés & M et Assy M ne satisferait pas Et(1) ([6],3.3). On conclut par ([6],
3.3.2). =

3.3.2 - Lemme. Soit M un module sur un anneau noethérien A. Supposons
que Assa M = {my,...,mp} ot les m; sont des idéaus mazimauz de A. Soit S la
partie multiplicative S = A — Um;. Alors tout sous-module de M est module sur

Panneau semi-local S™1A.

B Soient N C M et s € S. Comme Assy N C Ass4 M, 'homothétie de rapport

s est injective dans N.
Montrons qu’elle est surjective : on a, en effet :
A=As+ H m; .
i

Notons I le produit des m;. Soit z € N. Il existe un entier n tel que "z = {0}.

Comme 4 = As+I", il existe a € A tel que z = s{az) ; ce qui permet de conclurc.m
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3.2.3 - Lemme. Soit M un module de torsion sur un enneau A noethérien
intégre de dimension un.

1} Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

(i) M est 1-caténaire et de type borné ;

(ii) M est 1-caténaire et extension essentielle d’un sous-module de type

fini ;

(i13) M est de type fini.

2) Si Assq M est fini, M est de type borné si et seulement si il est extension

essentielle d’un sous-module de type fini.

®  On remarque que, dans tous les cas, Assq M est fini (par 3.2.1, si M est
l-caténaire et, trivialement, si M est de type fini) et que ses éléments sont des
idéaux maximaux de A. Par 3.2.2, tous les sous-A-modules de M sont aussi des
A’-modules oti A’ est un anneau semi-local noethérien integre de dimension un de
la forme S~ A, de sorte que les propriétés (i), (ii) et (i) sont équivalentes pour

A si et seulement si elles le sont pour A'.

Vérifions a titre d’exemple la propriété d’extension essentielle : si M est
extension essentielle de T en tant que A-module, soit ¢ € M — T. Il existea € A

tel que az € T et az # 0. Mais a € A’ et T est aussi un A'-module.

Inversement, si M est extension essentielle du A'-module T, il existe a' € A’
tel que a'tr € T, a’z # 0. Mais @'z € A’z = Az, de sorte qu'il existe a € A tel que

a'z = ar # 0, et az appartient au A-module T
1) (i) = (i) par 3.1.5.
(1) = (iii) par 3.1.7, M est aussi pan-caténaire et donc de type fini.
(iii) = (1) trivialement.

2) résulte de 3.1.5. =

3.2.4 - Lemme. Soit T un module sans torsion sur un anneau A nocthérien
intégre de dimension un. Supposons que T soit extension essentielle d’un sous-

module N de type fini et que T/N soit 1-caténaire. Alors T est de type fini.

®m  Considérons la suite exacte :

0NLHT Q0.
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Comme # est essentiel, ) est de torsion et Ass4 @ = {m,...,m}, ol les m; sont
des idéaux maximaux de A. Soit S la partie multiplicative A — Um;. Q est alors

un S~!A-module 1-caténaire de torsion (3.2.2). La suite :
057N 58T 5 §71Q 0

est exacte et S~ est essentiel, car S™1T est sans torsion.

Il en résulte que S™!T est un S~!A-module de type borné (3.1.5) et donc
S571Q Vest aussi. S™!Q est donc un S™!A-module de type fini (3.2.3) et, par
conséquent, un A-module de type fini (3.2.2). T est donc de type fini. u

3.2.5 - Théoréme. Soit M un module sur un anneav A noethérien de di-

mension un. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) M est pan-caténaire ;
(i) pour tout sous-module N de type fini de M, M/N est 1-caténaire ;
(iii) a) pour tout sous-module N de type fini de M, Assp M/N est fini ;

b) toute eztension essentielle d’un sous-module de type fini contenue dans
M est de type fini.

m (i) = (ii) trivialement.

(ii) = (iii) L’assertion a) résulte de 3.2.1. Pour démontrer b), remarquons
d’abord que tout sous-module de M satisfait (ii). Y satisfont en particulier les
Annys p, ou p parcourt I’ensemble des idéaux premiers minimaux de Anng M. En
vertu de 2.3, on peut supposer que A est intégre. Soit alors S C M, S extension
essentielle d’un sous-module N de type fini. Le module de torsion T(S) de S est
1-caténaire et extension essentielle du module de type fini T(S)NN. T(S) est donc
de type fini par 3.2.3 et 'on peut, sans inconvénient, supposer que T(S) C N.

Considérons alors I'injection :
0 — N/T(S) - S/T(S) .

Montrons qu’elle est essentielle. Désignons par ¢ I'application canonique de S sur
S/T(S). Soient z € S/T(S)—~ N/T(S)ety € S tel que z = p(y). U vient : y ¢ N
et il existea € Atelqueay =n#0,0un € N. az = ¢(n) € N/T(S) et az =0

entrainerait a = 0 car S/T(S) est sans torsion, ce qui est impossible.



60

Par 3.2.4, S/T(S) est de type fini et S l'est aussi, car T(S) Vest.

(ii) = (i). On peut, par 2.3, supposer A intégre, car tout sous-module de
M satisfait aux assertions de (iii). Soit T un sous-module de type borné de M,
T ®4 K (ot K désigne le corps des fractions de A) est de type borné sur K et
donc de type fini sur K. Il existe N C T, N de type fini, tel que T/N ® 4 K = {0}.

On considére la suite exacte :
0+N->T->T/N—-D.

T/N est de type borné, de torsion et Ass4 T/N est fini. Il existe donc N' O N tel
que N'/N soit de type fini et tel que T/N soit extension essentielle de N'/N, par
3.2.3. Il en résulte que N’ est de type fini et que T est extension essentielle de N'.
T est donc de type fini par (iii), ce qui permet de conclure. [ |
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RESUME

- Nous présentons, dans ce travail, une généralisation du théoréme “chinois” qui =~
affirme que, sous une hypothése bien connue, une somme directe finie de moduiles
monogenes est monogéne. Le résultat porte sur la possibilité d’engendrer par
d éléments une somme directe finie de modules monogenes. L’outil que nous
utilisons & cette fin est la notion de famille (d 4 1)-étrangére d’idéaux d’un anneau

commutatif.

Les applications concernent les modules de type borné d, modules qui sont
limite inductive de modules engendrés par d générateurs, ainsi que les modules
pan-caténaires. Ceux-ci généralisent les modules noethériens en ce sens que tout
sous-module de type borné d est de type fini et ceci pour tout entier naturel d.
L’extension du théoreme chinois au cas de familles infinies de modules monogénes
fournit un bon exemple de module de type borné. Le résultat clef est le fait
que toute famille d’annulateurs d’éléments non nuls d’un module pan-caténaire
possede la propriété que toute sous-famille (d+ 1)-étrangére est finie. Cela permet
d’étudier la stabilité de la notion de pan-caténarité des modules par pagsage aux
sommes directes infinies et de caractériser 'assassin des modules pan-caténaires

sur un anneau noethérien dont le spectre maximal est de dimension finie.

Enfin, dans la deuxieme partie, nous donnons un théoréme de structure des
modules pan-caténaires sur un anneau noethérien de dimension un, théoréme qui
généralise des résultats similaires de Pontryagin sur 'anneau des entiers et de

Nicolas sur un anneau de Dedekind.

MOTS CLES : Théoréme chinois - Systéme de générateurs -
Module de type borné - Module pan-caténaire -

Idéaux premiers associés - Extension essentielle.



