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Ne proclame pas tes buts. Même et surtout si tu 

les vois, ou crois les voir. Aii départ déjà, te restrein- 

dre ! Si affaissé, brimé, si fini que tu sois, demande- 

toi régulièrement - et irrégulièrement -- "Qu'cst-ce 

qu'aujourd'hui encore je peux risquer ?" 

Poteaux d'angle 

Henri Micheaux 
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Le présent travail tente d'articuler deux concepts et les conditioris de fini- 

tude qui leur sont intimement associés : modules de type borné et modules pan- 

caténaires d'une part, familles étrangères d'idéaux et condition Et d'autre part. 

Cette étude permet d'esquisser dans un second temps la structure des modules 

pan-caténaires sur un anneau noethérien de dimension un. 
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CHAPITRE 1 

REMARQUE SUR LE THEOREME CHINOIS 



O - Introduction e t  définitions. 

Soient A un anneau commutatif unifère, (pi)iE j une famille finie d'idéaux de 

A, X le module X = $ i E I ~ / p ; ,  ( e ; ) ; E I  les générateurs canoniclues de X. Le 

théorème chinois se décompose en les assertions suivantes : 

a) Le A-module X est monogène si et seulement si 

p ;+p i  = A  pour tous i , j  i # j 

et, lorsque ces conditions se vérifient : 

b) L'élément x E X,  x = CiEl aie; engendre X si et seulement si 

A a i + p i = A  pourtous i E I  

c) L'annulateur de tout x E X générateur de X est 

Nous proposons, dans cet article, une généralisation de ce théorème. Nous note- 

rons, dans ce qui suit, 111 le cardinal de l'ensemble I .  

0.1 - Définition. Soient  I un ensemble, ( p i ) ; E I  une  famille d'idéaux de A, 

éventuel lement  nuls ou  impropres et n u n  ent ier  s tr ic tement  positif. O n  dira que 

les pi sont ,  soit  en nombre i n s u f i s a n t ,  soit  n-étran,gers si, pour toute  partie H d e  

I telle que IHI = n, 

C p l , = A .  
h E H  

Si ,  e n  outre, 111 > n, o n  dira que la famille des p, est n-étrangère. 

Cette définition permet un énoncé plus général. 

Tliéorèine. Soient  I un ensemble fini, (pi)iEr u n e  famille d'idéaux de A et 

d u n  entier positif. Les conditions suivantes sont  équivalentes : 

( i )  le A-module  X est engendré par d générateurs ; 

( i i )  les pi sont ,  soit e n  nombre i n s u f i s a n t ,  soit  ( d  + 1)-étrangers.  

Dans la première partie, nous démontrons un critère de type déterminantiel 

qui prolonge l'assertion b) et permet de caracttriser les fainilles génératrices de S. 



Nous l'appliquoxl~: aux cas les plu5 simplrs, rn.;~~ntidlement le cas où A contient un 

corps infini et celui des fimilles 3 étra,~-tlipxrr d'idéaux. 

La démonstration du  théorème propre:i7ent dit constitue la deuxième partie. 

0ii j- construit dr mariihre plu3 oii irioin.; efc~c~ive un sy5ti-rne de gén5rateürs cl? 

X. Le ~roblème des relations entre ces genératerirs (asseiriori c)) n'est ;>as abordé. 

E d n ,  en vue des applica.tions de ce thécjrèn~e, aiisqiieiles est comacré ia fiil 

de .;i. traxrail, nous ukilisons la d&finitio?i qui suit : 

0.2 - Définition. So ien t  A f  uz module  s u r  u n  anneau  il et  d un, ent ier  

positif. O n  dira que M est (le type  borné d ,  s i  t ou t  sous-module  de  type fini de M 

est  con tenu  dans  u n  sons-module de hf e ~ g e n d r é  par d gén.érateurs. On dira que 

M est  de type  borné s'il existe u 7 ~  ent ier  d te l  que M soit  de type  borné d. 

Cette définition permet d'étendre l'énoncé du théorème au cas d'un ensemble 

indiciel I quelconque : 

Théorème. So ien t  I u n  ensemble,  ( p i ) , G r  u n e  famille d' idéaux de A e t  d u n  

ent ier  positif. Les condi t ions  auivantes son t  équavalentes : 

(i) X es t  de type borné  d ; 

(ti) les i déaux  p, sont ,  soit  e n  nombre  i n s u f i s a n t ,  soit  ( d  + 1)-étrangers.  

Certains auteurs (Heinzer et Lantz dans [4], Nicolas dans [6], Renault dans [7] 

et [8]) étudient un affaiblissement des conditions noethériennes sur les modules : 

0.3 - Définition. O n  dira qu 'un module  AI s u r  u n  anneau  A est  d-caténaire 

s i  t o u t  sous-module  N de type  borné d est  de type  fini, auquel cas N est  engendré  

par d générateurs.  O n  dira que le module  M est  pan-caténaire s'il est  caténaire 

pour tou t  en t i e r  d .  

La fin de ce travail est centré sur l'étude des idéaux premiers associés des mo- 

dules pan-caténaires sur les anneaux noethériens. Pour ce faire, dans une troisième 

partie, nous caractériso~ls la famille des annulateurs des éléments d'un module pan- 

caténaire sur un anneau A ainsi que les sommes directes pan-caténaires de modules 

pan-cat énaires. 

Dans la quatrième partie, nous esquissons un lien entre la dimension d du 

spectre maximal de A (dans le cas noethérien) et l'existence d'ensembles infinis 



d'idéaux de A (d + 1)-étrangers, nous exhibons dans certains cas de telles familles 

et dkmontrons le : 

Tliéorème. S o i t  M u n  modale  pan-cate'n~ire SUT .u,n. anneau  noe thér i en  don t  

le spr:ctr:: maxiwrnl eut de d imcn~ion d a  i.;r:!.2T fin,,ie, cr.Lors Z ( M )  ..cf con tenu  dan.3 

Y,?: r i.C?~7rion JSz.ie d ' i dén~rz  p r e r n i e ~ ~ .  

Cl11 r?.;!pclle que %!.jrfj :Idsigne I'rns~ri:bic: des i!!éiili.xt,b O 11 tels i jue 1 ' 1 ~ -  
. . 

!i IO '  ii~5iic. :!,, >.apport a di~iis II<: soit pas iiQcctit r,, 



1 - Caractérisation des systèmes de générateurs de X. 

1.1 - Soit M une matrice de type (1, J) dont les ensembles d'indices I et J 

sont finis et totalement ordonnés et dont les coefficients appartiennent à un anneau 

commutatif unifère A. 

La notation M H , ~  signifiera que H c 1, K c J et que la matrice MH,K 

s'obtient en supprimant dans A4 les lignes (resp. les colonnes) dont les indices 

appartiennent à I - H (resp. J - K). 

Lorsque H et h' ont même cardinalité, on notera det(MH,K) le mineur cor- 

respondant. 

Soit H C 1, on notera /HI le cardinal de H ,  H' le complémentaire de H dans 

On notera encore Q l'idéal A det(MH,K) 
K C  J 

lKI=lHl 

Lemme. 

1) On ne modifie pas l'idéal Q H  si l'on ajoute à une colonne donnée de la 

matrice M un multiple d'une autre colonne. 

2) Si Hi  C H ,  QH C QH, 

i La première assertion est triviale ; quant à l'autre, il suffit de remarquer que 

ce qui résulte du développement de Laplace de det(MH,K) . ¤ 

1.2 - Soient maintenant pl, .  . . , p, des idéaux de A, I l'ensemble [l, . . . , ml, X 

le module X = $iEIA/pi, el ,  . . . , e, les générateurs canoniques de X ; X I ,  . . . , xd 

des éléments de X, J l'ensemble [1, . . . , cl]. On peut écrire x, = CiEl aijei, pour 

tout j E J. On désigne par M la matrice (aij). 

On ne se privera pas, dans ce qui suit, d'exiger que certains pi soient égaux 

à A, auquel cas AnnA ei = A. 0 x 1  remarquera que deux matrices M = (aij) et 

N = (bij) représentent le même système x i , .  . . , x d  d'éléments de X si et seulement 

si ai, - bii (mod pi) pour tous i, j et que l'idéal QH + ChEH ph ne dépend, par 

conséquent, pas de la matrice M mais seulement du système d'éléments xi,. . . , z d  

de X. 



Remarque : L'image de l'idéal QH + ChEH ph dans l'anneau A/ ChEH ph 

est l'idéal QH de la matrice MH, J dont les coefficients sont ceux de la matrice 

MH, J réduits modulo ChEH ph. 

1.3 - Lemme. 

1) Soient pl, .  . . , p, des idéaux de A (d + 1)-étrangers. On suppose que, pour 

tout H ,  tel que O < IHI < d, les relations : 

sont satisfaites. Alors X I ,  . . . , xd est un système de générateurs de X. 

2) Soient pl , .  . . , p,~ des idéaux de A. On suppose que m' 5 d et que, pour 

tout H ,  O < !HI <ml les relations 

sont satisfaites. Alors xi,. . . , xd est un système de générateurs de X. 

i 1) Soit io E I. On considère l'idéal : 

Montrons que Ti, = A . 

Sinon, soit m un idéal maximal contenant Ti,. Il doit contenir pi,. S'il 

contient les idéaux pio, . . .,pi,, k < d, io , .  . . , i n  tous distincts, soit H la partie 

{io, . . . , i k )  de I ; il contient alors QH nh ,EH,  ph,. Il ne peut contenir QH en vertu 

des hypothèses ; il existe donc ik+1, ik+1 $! {io,. . . , ik) tel que pi,+, C m. Pour 

k = d, ceci signifie que pi,, . . . ,pi,, pi,+, c m, ce qui est impossible, les idéaux pi 

étant (d + 1)-étrangers. Il en résulte une relation du type : 

H parcourt l'ensemble des parties H C 1, io E H ,  1 5 ]HI 5 d et b~ E 

QH n h r E H '  ph1' 

Or, QH nhtEH, PLI = C,a2Ll det (Mx,r>  nhiGH. ph. et b~ s'écrit : 

b~ = C det(M~~,~,-)bril , l i  
K C J  

IKI=IHI 



où ~ H ' , K  E nhtEHt ph1. 

Il vient : 

Considérons la matrice N à coefficients dans A[Xi,. . . , Xd] telle que pour i # io, 

ni, = aij et pour i = io, nio, = Xj, ainsi que le polynôme : 

Alors P(Xi,  . . . , Xd) = CjE ajXj.  En vertu de la relation précédente : 

P(aiol , . . . , aiod) r 1 (mod pi,) . 

Pour i # io , P(ai l ,  . . . , aid) - O (mod pi). 

En effet, les expressions : 

sont nulles mod pi si i E H f  ( b ~ l , ~  E n h t E H ,  ph/)  ; sinon i E H et la matrice 

NH,K contient les lignes io et i qui après substitution des a;j aux Xi sont égales. 

Il vient alors : x N j X j  = a j ( x  aije;) 

car l'annulateur de ei est pi. 

2) En effet, on peut compléter l'ensemble pi, .  . . , p , ~  en un ensemble 

pl , .  . . , p,, m = d+ 1, en posant pm,+i = . . . = p, = A. Cet ensemble d'idéaux est 

(d + 1)-étranger. On complète la matrice par m - m' lignes d'éléments arbitraires 

de A. Les relations complémentaires : 

Q H + C ~ ~ = A  pour H n [ m l + l , m ] # O  
h EH 

sont triviales. En vertu de la première partie du lemme les éléments 

~j = xi + ~ m , + i L i i m  aijei engendrent le module X = eiEIA/pi = E B ~ ~ ~ , A / P ~ . .  



1.4 - Proposition. Soient p i , .  . . ,p, des idéaux de A ; xi,.  . . ,xd des 

éléments de X .  Pour que 21,. . . ,xd soit un système de générateurs de X, il 

faut et il sufit que, pour toute matrice M représentant le système xi , .  . . , xd, les 

relations : 

soient satisfaites pour tout H C I , H # 0. 

i Le fait que les conditions suffient fait l'objet du lemme 1.3. En effet, si 

m > d, pour tout H c I tel que IHI = d + 1, Q H  = {O) ( Q H  est alors engendré 

par une famille vide de déterminants) et 

Les pi sont donc, soit en nombre insuffisant, soit (d + 1)-étrangers et le lemme 

s'applique. 

Montrons la nécessité de ces conditions : Soient Ad un A-module libre de rang 

d ; ~ 1 , .  . . , ~d une base de Ad et cp : Ad + X l'application qui associe les zj aux 

~ j .  Alors, pour tout j 5 d l'application : 

Ajp : AjAd -+ A ~ x  est surjective. 

On identifie AX au produit tensoriel gauche des algèbres AA/pi de sorte 

que A ~ X  s'écrit $H,IHI= jA/ xhEH ph muni du système de générateurs canonique 

( ~ H I I H I  = j) . Soit alors H C 1,  /HI 5 d. On considère l'application PH 0 1 1 ~ " ~ ~  

surjective 

où p~ désigne la projection canonique sur le facteur A/ xhEH ph. La matrice 

de cette application est la matrice ligne ( d e t ( ~ H , K ) ,  II<\ = IH( et, exprimer la 

surjectivité de p~ o hlHlcp revient à écrire QH + xhEH ph = A. 

D'autre part, si [HI > d, QH = {O}, et AIHlx = {O), car ,Y est engendré par 

d générateurs, et donc A/ xhEH ph = {O} ce qui entraîne encore : 
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1.5 - Dans ce qui suit, on utilisera le critère qui précède sous la forme suivante : 

Proposition. Soient d u n  entier positif ; p l , .  . . , p ,  des idéauz de A, soit 

e n  nombre i n s u f i a n t ,  soit ( d  + 1)-étrangers ; x i , .  . . , xd des éléments de X . Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) x i , .  . . , xd est u n  système de générateurs de X ; 

( i i )  pour tout H C I tel que O < IHI 5 d 

Ceci résulte d'une relecture de la démonstration de 1.4. 

1.6 - Dans l'énoncé du corollaire qui suit, on considère en outre la structure 

canonique de A-algèbre de X. 

Corollaire. Soient d u n  entier supérieur à 2 ; p i ,  . . . , p ,  des idéaux de A, 

soit e n  nombre insuf isant ,  soit ( d  + 1)-étrangers ; x E X ,  x  = xiEI ajej. Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

( i )  x O ,  x, . . . , x d - 1  engendrent X ; 

( i i )  A ( a j  - ai , )  + p; + p i ,  = A pour tous i ,  i' E I , i # i' 

i On remarque que xO = CiEI  ei et que x j  = CiEI .Sei 

( i )  + ( i i ) .  Il suffit de remarquer que pour 

( i i )  + ( i ) .  Les relations impliquent que : 

A n (ah  - ah') + 1 ph = A . 

Or, chaque QH, pour IHI > 2, contient un déterminant de Vandermonde ; et, pour 

/HI = 1 ,  QH = A. 



1.7 - Corollaire. Soient A un anneau contenant un corps infini k ; pl , .  . . , p, 
des idéaux de A, soit en nombre insufiant , soit (d + 1)-étrangers. Alors X est 

engendré par d éléments. 

En effet, si kl, . . . , km sont des éléments distincts de k, il suffit de considérer 

dans X l'élément x, x = xiEI liei et d'appliquer 1.6. 

1.8 - On note e l'élément e = CiEl ei ; ei A e;,, pour i < i f ,  les générateurs 

de @;<il A/pi + pi:, identifié à A2X ; f l'élément f = Ci<;, ei A cil . 

Corollaire. Soient (pi)iEI une famille d'idéaux de A, soit 3-étrangers, soit 

en nombre insufiani. Alors, il existe x E X tel que X soit engendré par e et x. 

En outre, la suite de A-modules : 

où cp(l) = e et $(y) = y A e est exacte. 

i Le cas insuffisant m = 2 est trivial : on prend x = el, on remarque que 

x A e = f et l'on utilise la suite exacte classique : 

Montrons, par récurrence sur (11, qu'il existe dans X un élément x = Xie, tel 

que x A e = f ,  c'est-à-dire tel que si i < i', xi - x;, 1 (mod p; + pif). 

On suppose vérifiée son existence pour III = m 2 2. 

Soit alors I = [1, m + 11, il existe par hypot,hèse, dans A des élémeiits 

21, ..., x, t e l s q u e , p o u r i < i l < m  

xi -xi, - 1 (mod pi + p ; f ) .  

Les idéaux p,,+l + pi, pour i 5 m sont 2-étrangers. Il existe donc x,+i E A tel 

que x, - 1 x,+l (niod p m + ~  + p,), pour tout i < 177.  Il en résulte que 1'éli.ineiit 

x = Cilm xiei + xm+lem+l satisfait l'équation z A e = f .  Enfin, le fait que ..Y 
soit engendré par e et x résulte de 1.7 car : 

En ce qui concerne l'exactitude de la suite, S, est surjective, car $(x) = f et f 

engendre $,<;tA/p; + p,,, les idéaux p, + p,, étant 2-étrangcrç. 



cp est injective, car AnnAe = niEIpi. 

Quant à l'exactitude en $iEIA/pi, il suffit de montrer par récurrence sur 111 

que la relation ax A e = O implique qu'il existe b E A tel que ax = be. Supposons 

cette assertion vérifiée pour III = m 2 2. Soit alors I = [ l ,m + 11. Les idéaux 

p,+l +pi i 5 m sont 2-étrangers et donc : 

Il vient : O = axAe = af ,  a E A n n ~  f = ni<it(pi+pi<), a E nism(~m+i+pi) = 

p,+l +niSm pi d'où a = a'+al', avec a' E pm+l et a" E ni<, pi ; ax = a'x+affx. - 
Or aux = a"xm+lem+l = a " ~ , + ~ e .  

Quitte à remplacer a' par a, il suffit donc de voir que ax A e = O implique 

ax = bel lorsque a E pm+l. Or, de ax A e = O résulte, dans ce cas, que ax' A e' = O 

o ù x l = x - x  m+lem+l et e' = e - em+l. 

Par récurrence, ax' = bel et, pour tout i 5 m, axi - b (mod pi), d'où 

b E nism(p,+l + pi), car a E pm+l et b = b' + b", où b' E p m + ~  et bf' E ni<mPi.  - 

On conclut par : 

ax = ax' = be' = b'e' = b'e . 

1.9 - Soit 1 un idéal de A. On notera f i  (resp. r (I))  l'intersection des idéaux 

premiers (resp. maximaux) contenant I. 

Corollaire. Soient pi des idéaux de A qui sont, soit en nombre insufiant, 

soit (d + 1)-étrangers ; q; des idéaux tels que p; c Jq; (resp. r(qi)). Alors les qi 

sont, soit en nombre insufiant, soit (d + 1)-étrangers et toute matrice M d'un 

système de générateurs de $,Alpi est aussi matrice d'un système de générateurs 

de tBiA/qi. 

En effet, les relations QH + ChEH ph = A impliquent QH + ChEH 6 = A 

(resp. QH + C h E H  ~ ( q h )  = A) qui, à leur tour, donnent QH + ChEH qh = A, 

car, pour tout idéal maximal m, les relations I c m, J? c rn, r(I)  c m sont 

équivalentes. 

Pour les relations d'étrangeté, même démonstration. 



2 - Le théorème chinois. 

2.1 - Lemme. Soient pi, i E I = [i,m], des idéaux de A, soit 2n nombre 

i n s u f i a n t ,  soit (d + 1)-étrangers ; (ail,. . . ,aid), 1 5 i < m, une matrice d'un 

système de générateurs de telle que (ail,. . . ,a ,  d-1) soit matrice d'un 

système de générateurs de $i<,A/p, + pi ; soient ami, .  . . ,am d-1 des éléments 

arbitraires de A. O n  peut alors trouver amd tel que (ail,. . . , aid) soit matrice d'un 

système de générateurs de $iImA/p; = X .  

Ce choix peut, de p l u ,  s'effectuer de telle manière que, pour tout H ,  H C 1, 

m E H ,  IHI = d 

d e t ( M ~ , ~ )  = det(M~-(,}, ~-{d}) (modulo C ph) . 
hEH 

i Si pm = A, on prend amd arbitraire dans A et la relation sur les déterminants 

est évidemment vérifiée. 

Si d = 1 ,  on prend ami =- l(mod p,) (les idéaux pi sont alors 2-étrangers) 

et (ail) 1 5 i < m est la matrice colonne d'un système de générateurs de X 

(théorème chinois). 

Dans le cas général, par hypothèse, 

aid = C <Yjaij (mod pm +pi), pour i < rn 
j<d 

On pose alors amd = 1 + Cj<d  "jarni et l'on utilise la proposition 1.5 : 

Soit H C 1, !HI 5 d :  

si m 6 H QH + ChEHph = A (c'est l'hypothèse) ; 

si H = {m) Qim) = idl{aml, . . . , amd) = A ; 

si m E H, soit MH, J la matrice : 

Son Q H  est le même que celui de la matrice : 

ail ... a;d-1 a;d-Cj<daja, j  
1 

(Lemme 1.1) 
am1 . . -  amd-1 



L'image de l'idéal QH + ChEH ph dans l'anneau A/ ChEH ph est l'idéal QH de la 

matrice : - . . . a; d-1'0 - (remarque 1.2) 
ami . . . am d- i7  1 

et donc de la matrice : 

où üij désigne la classe de aij modulo xhEH ph. C'est aussi l'image de l'idéal 

QH-{m) + ChEH-{m) ph modula ChEH ph- 

Il vient : 

QH + C Ph = QH-{ml + C ph 
h E H  h E H  

ce qui établit que M est matrice d'un système de générateurs de X ,  car : 

Le même raisonnement montre que : 

d e t ( M ~ , ~ )  = d e t ( U n , ~ )  = det(MH-{m},J-{d}) 

ce qui achève la démonstration du lemme. 

2.2 - On utilisera dorénavant les conventions classiques suivantes : l'intersec- 

tion et le produit de la famille vide d'idéaux de A est égale à A ; la somme de la 

famille vide d'idéaux de A est l'idéal nul. 

Pour 15 m' 5 m et 1 I: d' < d, on notera: 

de sorte que Rm, d = {O), et que si d-d' > m-m', Rm, = A (même si m' = m). 

Lemme. 



4) si H C [l, m'], 1 H 1 = d' et les p; sont (d + 1)-étrangers 

1) résulte de ce que 

{SIS c [m' + 2,m], (SI = d - d')  

c{SIS c [m' + 1,m], ISI = d - dl) . 

2) Si d' + 1 = d, l'assertion est triviale. 

Si d' < d - 1, soit a E On peut supposer qu'il existe S C [m' + l,rn], 

ISJ = d - d', sinon Rmtdt = A. Soit un tel S, JSI > 1. Soit alors t E S ; 

a E CsES-(t) ps, car IS - {t)l = d - d' - 1 et donc a E CsESps. 

3) Soit q un idéal premier contenant R,l+l dl+i  + pml+i . Rmj+i dl+i C q. 11 

existe donc S c [m' + 2, ml, ISI = d - d' - 1 (Rm~+i  di+i # A )  tel que xsES ps + 
pml+l c q. S ~ { m ' + l }  c [ml+l ,m] et ( S ~ { m ' + l ) ( =  d-d'et donc R,I dr c q. 

4) On peut supposer Rmt dt # A par 3) et donc que : 

Notons Si,. . . ,Sr les éléments de cet ensemble, r i , .  . . ,ri  les idéaux xsESr pS, 

r l'idéal ChEH ph. Les idéaux r + rk sont %étrangers : en effet, rk est somme de 

[HI + J S k l  idéaux p; ( H  n S k  = 0 et IHI + l S k l  = d). Il vient donc : 

2.3 - Lemme. Soient pi, i E I = [l,nz] des idéaux de A. soit en nombre 

in.qufisant, soit (d + 1)-étrangers ; soit (ail , .  . . , aid) 1 < i 5 n7', 171' < 772, .UILC 



matrice M' telle que, pour mu 5 m', d' < d,  (ail , .  . . , aid,) soit matrice d'un 

système de générateurs de : 

Il existe alors a,t+l l , .  . . ,aml+1 d tels que, pour 1 5 i 5 mu, m" 5 ml+l, d' < d,  

(ail , .  . . , aid,) soit matrice d'un système de générateurs de : 

De p l u ,  s i  pour tout  H c [l,ml],  IHI 5 d,  det(M~,[l, lHll) = 1 (mod RmHIHl + 
x h E H p h ) ,  (où m H  désigne le plus grand élément de H) ,  cette propriété subsiste 

pour tout H c [l,ml + 11, IHI < d, relativement à la matrice M+ obtenue e n  

bordant M' par la ligne j ) ,  1 5 j < d.  

i Il suffit de vérifier les assertions du lemme pour ml' = m' + 1 ; on le fera 

par récurrence sur l'entier d'. Pour dl = 1, les 1 + pi, 1 < i 5 m' + 1, 

sont 2-étrangers. 11 suffit donc de prendre am,+i 1 = 1 (mod Rm,+l + 
éventuellement donc quelconque lorsque R,J+~ = A. 

Supposons le lemme vérifié pour tout entier d" tel que 1 5 d" < d' + 1 c'est-à- 

dire, supposons que l'on a trouvé amj+l 1, .  . . , amt+l df tels que, pour 1 5 dl' 5 dl, 

soit matrice d'un système de générateurs de : 

Il suffit de trouver d,+l  tel que : 

soit un système de générateurs de : 

(l'assertion pour dl' < d' + 1 est acquise par réciirrence). 



Appliquons le lemme 2.1 aux idéaux : 

On le peut car les Rmj+i dl+i +pi 1 5 i < m l + l  sont, soit en nombre insuffisant, 

soit (dl + 2)-étrangers. D'autre part, 

est matrice d'un système de générateurs de $ilm~A/Rm~d,+l +pi,  par hypothèse. 

Comme Rm, dl+l C d1+1 (Lemme 2.2)' c'est aussi une matrice d'un système 

de générateurs de : 

$i<m~A/Rm~+i dl+i +pi . 

D'autre part : 
ail . . . ai df 

am# . . . am1 d1 

est, par hypothèse, matrice d'un système de générateurs de : AIRm' dl + pi 

or, 

d- c J ~ m l + i  dl+i + pmr+i + pi (Lemme 2.2) 

et donc : 
ail . . . ai d1 

a,! . . . am1 di 

est aussi matrice d'un système de générateurs de 

$ilm~A/Rm)+i dl+i + pmf+i + pi . (Corollaire 1.9) 

Il en résulte que l'on peut trouver aml+l dl+l  (éventuelleinent arbitraire si 

R,,+i dt+l  = A )  tel que:  

soit matrice d'un système de générateurs de : 

Reste à démontrer l'assertion qui concerne les déterminants. C'est clair pour 

d1 = 1. 



Soit H C [ l ,ml + 11, [HI 5 d. On peut supposer que m1 + 1 E H (sinon, c'est 

vrai par hypothèse). 

Soit 
a i l  . .. a i  IHI 

aml+i 1  . . . aml+l [ H I  

la matrice concernée (i 5 m') . 

L'élément 1 H I  a été construit à l'aide du lemme 2.1 appliqué aux idéaux : 

Il vient donc : 

Par hypothèse, 

où ml' désigne le plus grand élément de H - {ml + 1). 

C R m l  1111-1 + C p h  (Lemme 2 .2)  
h E H - { m l + l }  

c R m ~ + l  I H I  + p m r + i  + C p h  
h € H - { n z l + l }  

( H  - {ml + 1) c [l,ml], IH - {ml + 111 = IHI - 1, Lemme 2.2) 

ce qui permet de conclure, si les p i  sont ( d  + 1)-étrangers. Si m < d, comme 

/HI < m l + l  : 

m - m l - l < d - m l - 1 S d - ( H l  

ce qui montre que R m , + l  I H I  = A et l'assertion est triviale (si m' + 1 = ml 

/HI < d !). 



et Rm, I H I - 1  + ChEH- m, +l } ph = xiEI Pi ce qui achève de démontrer le lemme. 

2.4 - Définition. Soient pi, i E I = [l,m], des idéaux de A, soit e n  

nombre z n s u f i a n t ,  soit ( d  + 1)-étrangers, x i ,  j E J = [l,d,  des éléments de 

X = @ i ~ ~ A / p i .  

O n  dira que les x ,  forment u n  système agréable d'éléments de X s'il existe 

une matrice M représentant les x ,  dans la famille génératrice canonique ei de X 

qui satisfait aux conditions suivantes : 

1)  Pour tous m',df tels que 1 5 m' 5 m, 1 5 d' 5 d ,  la matrice M ~ l , m l ~ , [ l , p ~  

est matrice d'un système de générateurs de @ i 5 m , A / R m ~  d,  + p i .  

2) Pour tout m' tel que 1 5 m' 5 m et tout H c [ l , rn l ]  tel que IH( 5 d 

où rnH désigne le p lw grand élément de H .  

Remarques : 

1) Il est clair que, si M satisfait aux conditions de la définition, toute autre 

matrice représentant les x j  y satisfait aussi. 

2) Si M satisfait aux conditions de la définition, (xj) est un système de 

générateurs de X. En effet, Rm,d = (0). 

2.5 - Théorème. Soient pi, i E I = [l ,m] des idéaux de -4, S le modrile 

$ i E ~ A / p i ,  d u n  entier tel que 1 5 d < m. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) les pi sont ( d  + 1)-étrangers ; 

( i i )  i l  existe u n  système agréable de d ék!ments de X' ; 

( i i i )  X possède u n  système de d généra.teurs. 



i (ii) + (iii). C'est la remarque 2.4. 

(iii) =+ (i). En effet AdflX est alors nul. Or Ad+'x est isomorphe à 

(i) j (ii). On construit la matrice M par récurrence sur l'entier m', 

1 5 m' 5 m. Pour m' = 1, il suffit de prendre la ligne (1,0,. . . , O )  qui satisfait 

trivialement aux conditions du lemme 2.3. Ce même lemme permet de poursuivre 

la récurrence jusqu7à son terme. 

Remarque : On aurait pu, en vertu du corollaire 1.9, remplacer les idéaux 

R,I dt par les idéaux 

et rendre ainsi évidents les lemmes 2.2.3 (Sm! dl C Sml+l dl+l + p,t+l) et 2.2.4. 

Mais leur intérêt est purement technique, alors que pour le lemme 2.2.2, on a seule- 

ment d G  c JG. Ce lemme n'est pas utilisé dans la démonstration, 

mais le résultat R,) dl+l C Rmt d, n'est-il pas plus agréable ? 



3 - Modules pan-caténaires. 

3.1 - Soit M un A-module de type h i .  On notera g ( M )  le minimum des 

cardinaux des systèmes de générateurs de M. La formule g ( M )  5 d signifiera 

donc que M possède un système de d générateurs. 

Nous nous excusons auprès du lecteur pour le sorite qui suit. 

Exemples de  modules de  type borné : 

1) Soient Nk, k E N, une chaîne croissante de sous-modules de M et 

N = UkEN Nk.  Si, pour tout k, g (Nk )  5 d,  N est de type borné d. 

2) Plus généralement, toute limite inductive filtrante de modules de type borné 

d est de type borné d. 11 s'en suit que, si M est un A-module, tout sous-module 

de type borné d de M est contenu dans un sous-module de type borné d maximal 

contenu dans M : cela résulte en effet du lemme de Zorn. 

3) Soient M un A module de type fini tel que g (M)  < d et S une partie 

multiplicative de A. Alors le A-module S-'M est de type borné d. En effet, si 

l'on note cp : M + S-'M l'application canonique, soit F un sous-A-module de 

type fini de S-'M, il existe s E S tel que F C $cp(M). 

Soient xi , .  . . , xm des éléments d'un module M sur un anneau A. Nous 

noterons encore dans ce qui suit e(x l ,  . . . , x,) le sous-module engendré par 

XI, ..., xm . 

3.1.1 - Proposition. Soient Ml , .  . . ,Mn,  N des modules sur un anneau A 

et soit p, cp : ny=, Mi -+ N ,  une application multilinéaire. Si les Mi sont de type 

borné di, le module N' engendré par l'image de 9 est d e  type borné ny=l di. 

i Soit F de type fini contenu dans NI, il existe y1 , . . . , y, éléments de ny=l Mt 

tels que F c e ( y ( y i ) ,  . . . , p(ym)) c N'. Ecrivons : yj = ( x j l ,  . . . , x j n ) ,  

1 5 j 5 rn ; e(xj i l l  5 j 5 rn) c Ti avec g(Ti) 5 di et donc e ( y j )  c ny=l Ti 
avec g(ny=l Ti )  < ny=, di- 

Soit T' le sous-module de N engendré par l'image par cp de ny=l Ti,  il vient : 



3.1.2 - Corollaire. 

1) Tout module quotient d'un module de type borné d est de type borné d. 

2) Soient Ml,. . . , Mn des A-modules, alors, si les Mi sont de type borné di, 

@$,Mi est de type borné ni di. 

3) Si M est de type borné d, pour i < d, A'M est de type borné 

AiM = {O}, pour i > d. 
(>) et 

En effet, 1 et 2 résultent directement de la proposition (1.3). Pour 3), soient 

i 5 d et F c AiM de type fini. Il existe T c M,  g(T) < d tel que F soit contenu 

dans l'image canonique de AiT dans AiM. 

3.1.3 - Lemme. So i t  

u n e  su i t e  exacte de A-modu le s .  S i  N (resp. P )  es t  de  type  borné  d (resp. dl), 

M es t  de  type borné  d + dl. 

Soit T c M,  T de type fini. Il existe alors F C hl tel que g(F) 5 d' et 

p(T) C p(F)  d'où T C F + i ( N ) .  Il en résulte qu'il existe F' C i(N), g(F1) < d 

t e l q u e T c F + F 1 .  B 

3.1.4 - Lemme. So i t  

u n e  sui te  exacte de A-modules  telle que M soit  de type  borné e t  P de  présentat ion  

finie. Alors  N es t  de  type  borné. 

En effet il existe des entiers m et n tels que : Am -+ An -+ P -+ O soit exacte. 

On peut alors trouver des morphismes p et 11> tels que le diagramme : 



soit commutatif. Par le lemme du serpent, coker cp ci coker S,. Or, coker S, est de 

type borné (3.1). On obtient la suite exacte : 

O -+ Imcp -+ N -+ cokercp -+ O 

et N est de type borné par 3.1.3. 

3.1.5 - Théorème. Soient pi, i E I des idéaux de A et X le module 

$ i E I A / p i .  Les conditions suivantes sont équivalentes : 

( i )  X est de type borné d ; 

( i i )  les idéaux pi sont, soit e n  nombre i n s u f i a n t ,  soit (d + 1)-étrangers. 

(i) + (ii). Ad+'x  = {O) par 3.1.2. Or Ad+'X s'identifie à : 

et x h E H p h  = A, pour H C 1, lHI = d +  1. 

( i i )  J ( i ) .  Soit F de type fbi, F c X. Il existe une partie finie J de I telle 

que F c e j E J A / p j  et l'on conclut à l'aide du théorème 2.5 (on peut supposer 

I J I  > d l -  

3.2.1 - Proposition. Soit M u n  A-module. 

Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

( i )  M est d-caténaire. 

( i i )  Toute chaâne croissante de sous-modules N k ,  k E N ,  tels que g ( N k )  < d 

est stationnaire. 

( i i i )  Tout ensemble [ de sous-modules de M tel que g ( N )  5 d pour tout A' E J 

possède u n  élément maximal. 

( i )  + ( i i ) .  Soit N = UkEN Nk. Alors N est de type borné d (Esemple 3.1) 

et donc de type fini. Il existe donc un entier k tel que hT c N k .  

( i i )  + (iii). Sinon, on peut construire une cliaî~ie strictement croisqnntc (1,. 

modules de (. 

( i i i )  + ( i ) .  Soit N un sous-module de type boni6 de A f  et ( l'enscniblc tics 

sous-modules N t  de N tels que g ( N t )  < d. 



Soit alors N" un élément maximal de [. Soit x E N. Il vient : 

3.2.2 - Proposition. Soit 

une suite exacte de A-modules. On suppose N pan-caténaire et P pseudo-cohérent 

pan-caténaire. Alors M est pan-caténaire. 

i Soit T un sous-module de type borné de M. On écrit la suite exacte : 

11 résulte des hypothèses sur P que p(T) est de présentation finie. i(N) n T est 

alors de type borné par 3.1.4 et donc de type fini, car sous-module de i(N). T est 

donc de type h i .  

3.2.3 - Corollaire. Soit (Mi)iEr une famille finie de modules Mi pseudo- 

cohérents et pan-caténaires sur un anneau A. @jiEIMi est alors pan-caténaire. 

i Par récurrence sur II) et application de 3.2.2. 

3.3 - Notation : On notera dorénavant Et(d) la propriété suivante qui 

concerne les familles {pili E 1, pi idéal de A) : 

"Toute sous-famille {pilj E J , J c 1)  (d + 1)-étrangère est finie". 

On notera Et la propriété suivante : "La famille {pili E I ,pi idéal de A }  

possède, pour tout d, la propriété Et(d)l7. 

On peut compléter agréablement ces notations par Et(0) : "presque tous les 

pi sont distincts de A". 

On remarquera que Et(d) implique Et(d1) pour d' 5 d. 

3.3.1 - Théorème. Soient M un A-module d-caténaire ; xi, i E I ,  une 

famille d'éléments non nuls de M. Alors la famille {Annxili E 1) satisfait Et(d). 

i Supposons que la famille {Annxili E I )  ne satisfait pas Et(d). Soit alors 

d' lc plus petit entier tel que Et(dl) ne soit pas satisfaite. d' est non nul, car 

Arlnxi # A, pour tout i E I .  



Soit J c I une partie i dn ie  de I telle que {Annxjlj E J) soit (d' + 1)- 

étrangère. Considérons l'application S, : 

qui, au générateur canonique ej, associe xj. 

Le module X = $ jéJA/Annx j est de type borné d' (Théorème 3.1.5), donc 

$(X) est de type borné d' (Corollaire 3.1.2). Or, M est aussi d'-caténaire. $(X) est 

donc de type fini et il existe une partie h i e  H de J, telle que $(X) = e(xh 1 h E H ) .  

Soit alors K = J - H,  K est infinie. 

Soient LI, . . . , kd, des éléments de K distincts, xk, , . . . , zk,, E e(xg 1 h E H), 

et donc : Annxk, 3 n Annxh i i ~ i d ' .  
h € H  

Soit m un idéal maximal de A contenant les Annxk,, 1 5 1 5 d', il contient 

alors flhEffAnnxh et il existe h E H tel que Annxh c m, d'où m contient d' + 1 

annulateurs ce qui est impossible. La famille {Annxk lk E K )  est donc d'-étrangère, 

ce qui implique, contrairement à l'hypothèse sur d', que la famille {Annx;li E 1)  

ne satisfait pas Et(dl - 1). Quod erat demonstrandum. rn 

3.3.2 - Corollaire. 

1) Soit A un anneau noethérien. M un A-module d-caténaire. Alors AssAAf 

satisfait Et(d). 

2) Soient A un anneau noethérien, M un A-module pan-caténaire, N un sous- 

module de type fini de M. Alors AssAM/N satisfait Et. 

i En effet, n/l/N est alors pan-caténaire. 

3.4 - Lemme. Soient d un entier strictement positif, Mi, i E 1, une famille 

de A-modules telle que, pour toute partie J finie de 1, $jEJ.&fj soit d-caténaire ; 

N le module réunion d'une chaine strictement croissante de modules Nk, k E N, 

tels que : 

g(Nk) 5 d, Nk C $i~lMi . 

Alors il existe une injection cp  : N + 1, telle que, sa l'on note Mn le module MF(,,) 

et p la projection can,ons'que : 



En particulier, p(N) n'est pas de type fini. 

i On notera, si M C $i€lMi 

où pri désigne pr; : $;rEIMil -+ Mi, la projection canonique. On notera de même : 

les projections canoniques, de sorte que : 

On remarquera que si M est de type fini, I(M) est h i  ; que I(Nk) c I(Nk+1) ; 

que UkEN I(Nk) = I(N) et que I(N) est infini. (Sinon N C $iEI(N)Mi, module 

qui est d-caténaire par hypothèse. Il en résulterait que g(N) < d et la chaîne Nk, 

k E N, ne saurait être strictement croissante). 

On construit d'abord, par récurrence, des éléments p(n) appartenant à I (N)  

et des modules T,, tels que : 

Tn C Tn+l et l'inclusion est stricte, 

Nn C Tn C N, g(Tn) < d, 

~ p ( n ) ( T n )  = Prip(n)(N) # {O), 

pr,(n+l)(T,) = {O) et les p(n) tous distincts. 

Soit cp(0) un élément quelconque de I(N). Comme N est de type borné d, 

pr,(,)(N) c Mo est de type borné d, donc ~(P , (~) (N) )  _< d et il existe dans N 

un module de type fini T tel que pr,(o)(N) = pr,(,)(T). 

Soit alors To un sous-module de N tel que : g(T0) _< d, No c To, T c To. Il 

vient : 

pr,(O)(TO) = Pr,(O>(N) # (0) . 

Supposons que l'on ait construit cp(O), . . . ,p(n) éléments distincts de I (N)  et des 

modules To C . . . E Tn c N tels que : 



g(Tm) 5 d (m 5 n) 

Nm C Tm, pq(m)(Tm> = p<p(m)(N) # {O), m I n 

et ~q(m+l)(Tm) = {O), (in < n) . 

Soient p(n f 1) E I (N)  - I(Tn) (qui est non vide), T' un sous-module de type 

fini de N tel que : 

pv(n+l)(T1) = ~ q ( n + l ) ( N )  

(P,(,+~)(N) est de type borné d, M,(n+l) est d-caténaire) et Tn+1 c N qui 

contient T', Tn, Nn+1 et tel que g(Tn+l) 5 d (ce qui se peut faire, car N est de 

type borné d). Il vient : 

Si m < n + 1, p(m) E I(Tm), (p,(m)(Tm) = pP(m)(N) qui est non nul) ; 

donc p(m) E I(Tn), car Tm C Tn ; il en résulte que p(m) # p(n + 1). 

D'autre part, W,(n+l)(Tn) = {O) (p(n + 1) 6 I(Tn)) ; Tn = Tn+l impli- 

querait ~v(n+i) (Tn+l)  = (0) ; or, W,(n+l)(Tn+l) = p,(,+l)(N) # {O), car 
p(n + 1) E I (N)  et Tn+l contient T'. On peut donc continuer la construction. 

Notons alors : 

Qn : @ n l ~ ~ M n '  -t CBmlnMm 

la projection canonique et définissons Fn par : 

Fn = p(Tn) n ker qn-l 

F o  = P(T0) 

et montrons que les conclusions du lemme sont vérifiées. 

Remarquons d'abord que p(Tn) c $,<,Mm. - En effet, pour m > n ,  

pm~(Tn) = Pvcm)(Tn) C p~q(m)(Tm-l) = {O) . 

D'autre part, kerql,-l = $,,>,,-1hi1,, et donc Fn c hl,, ce qui iniplique que la 

somme des Fn est directe. 

Supposons maintenant que pour tout entier nl,  n' < n, p(Tnl) = @ m l a n t F m /  

ct vérifions cette propriété à l'ordre n. 

Soit x E p(Tn). Comme p(Tn) C $,<,Mm, - on peut écrire a: = xm. 

Pour m < n, xm = P ~ ( x )  E pmp(Tn) = prq(m)(Tn) C prq(,)(N) ; or 

Vq(m)(N) = P~(,~,)(T,~,)  = ptttp(Tm) et pmp(Tm) = FI,, : c'est Yliypotlièse de 



récurrence. Mais alors, x - x",:: xm E p(Tn), car xm E Fm C p(Tm) et, pour 

1 < n, pi(x - ~ ~ ~ ' , ,  xm) = pl(x - xi) = O et x - zn-' m=o xm E ker qn-1. Il en résulte 

que xn E F n  et que p(Tn) C @m<nFm C p(Tn). p(UnEN Tn) = @ n € ~ F n .  

Il vient donc : 

P(N) = @ n c ~ F n ,  Car N = UTn (Nk C Tk C N )  

Montrons encore que Fn # {O) ce qui achèvera de démontrer le lemme. 

Si Fn = {O), p(Tn-1) = p(Tn) et 

3.4.1 - Tliéorème. Soit  Mi, i E 1, u n e  famille de A-modules .  

Les propriétés suivantes son t  équivalentes : 

( 2 )  $iEIMi est d-caténaire ; 

( i i )  a )  pour toute  partie finie J de 1, $jEJMi est d-caténaire ; 

b )  pour toute  famille {xilx~.i E Mi, xi # O), la famille {Annxi(i E 1} 

satisfait  Et(d). 

i (i) + (ii). L'assertion a) est triviale. 

Soit alors {Annxklk E h', I< C I, xk E Mk, xk # 0) une famille (d + 1)- 

étrangère d'idéaux de A. L'application canonique : 

qui associe un générateur canonique ek l'élément xk de Mk, est injective. Or 

@kEIiil/ik est d-caténaire, $kE~A/Annxk est de type borné d (Théorème 3.1.5) 

donc de type fini, d'où Ih'l est h i .  

(ii) + ( i ) .  Sinon, en vertu de 3.2.1, il existe dans @,EIMt, un module AT 

réunion d'une chaîne strictement croissante de sous-modules lYk, k E N, tels qiic 

g(Nk) < d ; reprenons les notations du lemme 3.4 (non (i) et a =+ non b )  : 

considérons le modiile p(N) = enENFn. Il est de type borné d et n'est pas de type 

fini. 



Soit m un idéal maximal de A. Le module P ( N ) )  @ A  Alm est de type borné d 

sur le corps k = Alm. C'est donc uri espace vectoriel sur k de dimension inférieure 

à d. Or p ( N )  BA Alm = enEN(Fn @ A  Alm). Il existe donc une partie K(m) de 

N,  IK(m)l 5 d telle que pour 1 E N - K(m), Fi @ A  Alm = {O), d'où Fi = mF1, et 

il existe al E m tel que (1 - ai)Fi = {O) (g(Fl) 5 d et Naka~ama). Il en résulte, 

que pour 1 E N - K(m) A = m + AnnFi. 

Considérons alors la famille {AnnFnln E N). Pour tout choix de m idéal 

maximal de A, il n'existe donc au plus que d idéaux de la famille contenus dans 

m. La famille {AnnF,ln E N )  est donc ( d  + 1)-étrangère. 

Soit alors, pour tout n E N, x, un élément non nul de F, c Mn = M,(,). 

Il vient : Annx, > AnnF, et la farnille {Annx,ln E N,  x, E M,(,)) est une 

famille ( d  + 1)-étrangère infinie d'annulateurs d'éléments de M,(,) et la famille 

{Annxili E 1) définie par xi = x, si i = p(n), xi quelconque si i @ p(N) ne 

satisfait pas Et(d). rn 

3.4.2 - Corollaire. Soi t  A u n  anneau semi-local (i.e. qui n e  possède qu'un 

nombre fini d'idéaux maximaux) .  Soi t  Mi une  famille de A-modules d-caténaires. 

Les conditions suivantes sont  équivalentes : 

( i )  eiGIMi est d-caténaire ; 

( i i )  pour toute partie J finie de 1, $jGJMj est d-catcnaire.  

En effet, il n'existe pas da.ns ce cas de famille ( d +  1)-ét.rangère infinie d7id6aux 

de A. 

3.4.3 - Corollaire. Soit  Mi i E I une  famille de A-module  telle que les Mi 

soient d-caténaires et sans  tors ion (i .e.  les annulateurs des éléments n o n  nuls de.? 

&fi sont  nuls) .  

Les conditions suivantes sont  équivalentes : 

(i) eiE1Mi est d-caténaire ; 

(il) pour toute partie J finie de 1, $jtlJMj est d-caténaire.  

3.4.4 - Corollaire. Soi t  M u n  module sur un anneau A. 

Les conditions suivantes sont  équivalentes : 

(i) M n  est d-caténaire pour tout  n E N ; 



( i i )  M(') est d-caténaire pour tout I . 

C'est la conjonction des théorèmes 3.3.1 et 3.4.1. 

3.4.5 - Théorème. Soit M u n  module pseudo-cohérent sur u n  anneau A. 

Alors M(') est d-caténaire pour tout I ,  si M l'est. 

Ceci résulte de 3.2.3 et 3.4.4. 

3.4.6 - Proposition. Soit A u n  anneau pan-caténaire (i.e. pan-canténaire 

e n  tan t  que module sur lui-même). 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

( i )  Tout  A-module de présentation finie est pan-caténaire. 

( i i )  pour tout A-module M de présentation finie et tout x E M ,  A/Annx est 

pan- caténaire. 

( i i i )  A(') est pan-caténaire pour tout I. 

L'équivalence des conditions (i) et (iii) résulte de 3.4.4 et du fait que tout 

quotient d'un pan-caténaire par un type fini est pan-caténaire. 

(i) =+ (ii) est trivial. 

(ii) =+ (i). Il suffit de montrer par récurrence sur l'entier n que An est pan- 

caténaire. Supposons An-' pan-caténaire et considérons la suite exacte canonique : 

où p(e,) = O. Soit T un sous-module de type borné de An. Il existe F C T, F de 

type fini tel que p(T) = p(F). Il vient : F c T c F + Ae,, d'où une injection : 

O -+ T I F  -+ Ae,/F f l  Ae, . 

Or le A-module monogène Ae,/F n Ae, est isomorphe à Ae, + F / F ,  qui est 

contenu dans A n / F  et celui-ci est de présentation finie. Par (ii), T I F  est de type 

fini et donc T est de type fini. w 

3.5 - Application aux modules de dimension nulle. On notera, pour tout 

module M sur un anneau A, AssAM l'ensemble des idéaux premiers de A qui sont 

minimaux au-dessus des amdateurs des éléments non nuis de M .  On rappelle un 

résultat de D. Lazard : 



Soient A un anneau, m un idéal maximal de A et I l'idéal engendré par les 

idempotents de m. Alors A I I  est dépourvu d'idempotents non triviaux. 

3.5.1 - Lemme. Soient  A u n  anneau 1-caténaire de d imens ion  nulle et m 

u n  idéal premier (nécessairement max imal )  de A. Il  existe alors un idempotent  e 

de A te l  que rn = 6. 

w Soit I l'idéal engendré par les idempotents de m. Tout idéal J C I de type 

fini est alors engendré par un idempotent, de sorte que I est de type borné 1. En 

vertu des hypothèses, I est monogène et I = Ae où e est idempotent. A/Ae est 

de dimension nulle, sans idempotents non triviaux et donc local d'idéal maximal 

mlAe. Le lemme en résulte. 

3.5.2 - Proposition. So i t  M un module 1-caténaire e t  de d imens ion  nulle 

( i .  e dimA/AnnAM = O) sur  un anneau A. Alors : 

1 )  S i  p E ASSAM, il existe m E M tel  que p = J G .  

2) ASSAM est fini. 

En effet, soit p E ASSAM. Il existe alors m E M tel que p soit idéal premier 

minimal de AnnAm. Mais A = A/AnnAm s'injecte dans M et donc est 1-caténaire 

et de dimension nulle (AnnAm > AnnAM et d i m ~ / ~ n n ~ A  = dimA/AnnAm = 

O). Il existe donc dans A considéré comme anneau un idempotent ë tel que 

p = a, où p (resp. ë) désigne l'image canonique de p (resp. de e E A) dans A. 
D'où p = d ~ e  + AnnAm. Considérons alors AnnA(l - e)m. Il vient 

D'autre part, de a(1 - e)m = O résulte a(1 - e) E AnnAm et a E Ae + A n n ~ m  

d'où p = d ~ n n A ( 1  - e)m. 

Montrons encore que ASSAM est fini : comme M est 1-caténaire, la famille 

{Ann x, x E M, x # O)  satisfait Et(1) par 3.3.1. Y satisfait aussi la famille 

{ J G ,  x E M, z # O) (Lemme 1.9) et donc, de même, AssA(M). Mais les 

idéaux de AssA(M) sont maximaux. Il en résulte que AssA(M) est fini. 



3.5.3 - Proposition. Soit M un module de dimension nulle sur un anneau 

A. Les proposstions suivantes sont équivalentes : 

(i) M est d-caténaire ; 

(i) a) ASSAM est fini ; 

b )  pour tout p E ASSAM, le A,-module M, est d-caténaire. 

i (i) + (ii). Il suffit de vérifier b). 

Soient po E ASSAM, {pl,. . . , p,) = ASSAM - po, S = A - p; et No le 

noyau de l'application canonique M -t S-'M. Il vient : 

ASSA No = {PO) ASSAMINO = {pi,. . . , p , )  . 

Tout idéal premier de Supp(M/No) contient un élément de AssAM/No et donc lui 

est égal (dimension nulle !). D'où (M/No)po = O et (NO)po = Mpo . 

Montrons encore que tout sous-module de No est un Apo -module, ce qui mon- 

trera que No est un A-module d-caténaire si et seulement si c'est un Ap,-module 

d-caténaire. Pour ce faire, soit Q un sous-A-module de No. Il suffit de montrer 

que, pour tout s E A-po, l'homothétie s : Q 4 Q est bijective. Elle est clairement 

injective car s 4' Z(Q) = po. De plus, comme po est maximal, il vient : 

Soit q E Q. Comme AssAQ = {po), po = d m ,  dd'oÙ A = As + A n n ~ ( q )  et 

il existe a E A tel que q = (as)q = s(aq). On identifiera No au localisé en po de 
iCI M, de sorte que la suite No -% M -+ No, où S, est l'application canonique de M 

vers son localisé, vérifie S, O y = 1 et M = No $ ker p où Ass~(ker 9) = {pi . . . p,). 

Il vient par récurrence sur IASSA M 1 : M = Bi Ni, Ass~Ni  = {pi). Il en résulte 

que si M est d-caténaire, les Ni le sont en tant que A-modules et en tant que 

A,, -modules. Les Mpi sont donc des Ap, -modules d-caténaires. 

(ii) + (2). Soient T un sous-module de M de type borné d et p E Spec A. 

Si p E ASSAM, Tp est un A,-module de type fini ; 

Si p $ ASSAM, il ne peut contenir d'élément de A s ~ ~ h . 1  et donc T, = {O). 

Comme AssAM est h i ,  il existe donc dans T un module F de type fini tel 

que, pour tout p E Spec A, Fp e T, et donc ( T I F ) ,  = {O) d'où T = F. 



3.6 - Note pour rendre à César.. 

La proposition 3.2.2 est conniie de Nicolas dans le cas A intègre et M = N e  P 

([6], Théorème 1.5). Il en va de mê~ne pour 3.2.3 et 3.4.3 dans le cas d'un anneau 

cohérent intègre ([6], Théorème 1.6). Renault ([7], Théorème 3.2) démontre 3.4.5 

dans le cas où A est noethérien et M = A. Enfin, Heinzer et Lantz dans [4] 

montrent 3.5.3 dans le cas M = A. 



4 - Idéaux premiers associés des modules pan-caténaires 

sur un anneau noethérien. 

4.1 - Le lemme qui suit est classique. 

Lemme. Soit  M un module sur  un anneau noethérien A. Exis tent  alors : 

1) N c M tel  que M soit  extension essentielle de N. 

2) Une  famille (pi)ieI d'idéaux premiers de A telle que N = $iEIA/p,. 

i En effet, soit E l'enveloppe injective de M. Il vient : E = eiEIEi, où les 

E; sont injectifs indécomposables, M f l  Ei # {O), car l'extension E de M est 

essentielle, 0 # ASSA(M f l  Ei) C ASSAE~ = {pi), car Ei est indécomposable. 

Il existe donc des injections essentielles 

Soit N = $iGIA/pi. Les applications 

N -+ @iEI(M n Ei) et $ ~ E I  ( M  n Ei) -+ E 

sont essentielles donc aussi leur composée. Il s'en suit que M est extension essen- 

tielle de N. i 

4.2 - Proposition. So i t  M u n  module sur  u n  anneau noethérien. Les propo- 

sit ions sui,vantes sont  équivalentes : 

i )  ASSAM satisfait Et(d) ; 

ii) M est extension essentielle d 'un module d-caténaire.  

i ( i )  + (ii). Soit N le sous-module dont il est question dans le lemme 4.1. 

ASSAN satisfait alors Et(d) et pour tout xi, xi # O, xi E Alpi, AnnAxi = p;. 011 

conclut à l'aide de 3.4.1. 

( i i )  3 (i). Soient N un sous-module de Ail d-caténaire dont M soit extension 

essentielle et p E ASSAM. Il existe x E M et s E A tels que p = A n n ~ x ,  sx E AT, 

sx # O, d'où s $1, et p = An~i.,~sr.  Il en résulte que AssAN = XSS.~AI  qui satisfait 

donc Et(d) par 3.3.2. ¤ 

4.3 - On notera, pour tout idéal 1 de A, htm (1), la codimension dans Spm (A) 

de l r ( I ) ,  où V(I) est l'c~iseinble des id6niix iiiasiiiiniis de -4 contciiant 1. 



On rappelle (voir par ex. [ 5 ] )  que Spm(il) est un espace topologique noe- 

thérien si et seulenient si les composantes irréductibles de tout fermé de Spm (A) 

sont en nombre h i  ; que, lorsque ces conditions sont vérifiées, les composantes 

irréductibles de V(I) sont les V(pi), où les pi sont les idéaux premiers minimaux 

de r ( I )  et pi = r(pi), ( r ( I)  désigne l'intersection des idéaux maximaux contenant 

1). Il en résulte que, si I est un idéal de A et J n'est pas contenu dans la réunion 

des idéaux premiers minimaux de r(I) ,  htm (1) < htm (1 + J ) .  

Lemme. Soient A un anneau à spectre maximal noethérien et (pi)iEI une 

famille d'idéaux de A telle que UiE1pi ne soit contenue dans aucune réunion finie 

d'idéaux maximaux de A. Il existe alors J c I, J infinie telle que, si J' C J, 

lJrI < W, htm(Cj,,J, pjl) 2 IJ'I. 

i Soit E l'ensemble, ordonné par inclusion des parties K de 1, telles que, pour 

tout K r  c K ,  IK'( < CO, ht rn(CktEK,  P ~ I )  2 IK'( .  E est non vide (0 E E) et 

clairement inductif. Soit J un élément maximal de E. 

Montrons que J est infini. Sinon, soit Q l'ensemble des idéaux premiers 

minimaux des r (C j , €  J, pj,) où J' c J .  Q est h i  et il existe i E I- J tel que pi ne 

soit pas contenu dans la réunion des q E Q. Soit alors J' c J U {i) tel que i E JI. 

Comme pi n'est pas contenu dans la réunion des idéaux premiers minimaux de 

et donc 1 J r  1 5 htm ( C  j,E J, pY). Il en résulte que J n'est pas maximal. i 

4.4 - Théorème. Soit M un module sur un anneau noethérien A dont le 

spectre maximal est de dimension d. 

Les conditions suivantes sont équivalentes 

(i) ASSAM satisfait Et(d) ; 

(ii) Z(M) = ~ { p  Ip  E ASSAM) est contenu dans une réunion finie d'idéaux 

maximaux ; 

(iii) M est extension essentielle d'un module pan-caténaire. 

i (i) + (ii). Sinon, il existerait, en vertu du lemme 4.3, une partie J infinie 

de ASSAM. telle que si J' c J ,  IJrI < W, IJ'I < htm(CpEJ ,  p). L'hypothcse 



sur la dimension du spectre maximal de A implique que, pour tout J', J' C J, 

1 J'I = d + 1, xpEJ, p = A et donc ASSAM ne satisferait pas Et(d). 

(ii) + (iii). Soit N le sous-module de M dont il est fait mention dans le 

lemme 4.1. Il vient que ASSAM = AssAN et il suffit de montrer que AssAN 

satisfait Et, par 3.4.1 (pour tout xi, xi # 0, xi E Alpi, AnnAxi = pi). Or, pour 

tout entier 6 et pour tout idéal maximal m de A, m ne peut contenir que 6 idéaux 

premiers d'une partie P (S+ 1)-étrangère de AssAN. Supposons P infinie et soient 

m l , .  . . , m, des idéaux maximaux de A tels que Z ( M )  c Uimi. Comme tout p E P 

est contenu dans Umi, car Z(N) c Z(M), et donc est contenu dans l'un d'entre 

eux, il existerait une infinité de pl p E P, contenus dans l'un d'entre eux, ce qui 

est impossible. 

(iii) =+ (i) résulte de 4.2. 

4.5 - Soit I un idéal d'un anneau noethérien A tel que I # A. On appellera 

profondeur de I et on notera prof I la longueur commune de toutes les suites 

régulières maximales contenues dans I. On rappelle les faits suivants : 

1) Si a l , .  . . , x, est une suite régulière, la suite obtenue par échange de xi et 

xi+l est régulière si et seulement si xi+l $ Z(A/ (XI, . . . , xi-1)). 

Soient H un ensemble et (xh)hEH une famille d'éléments de A, nous noterons, 

dans ce qui suit, q~ l'idéal engendré pour les xh, de sorte que : 

2) Soit P une partie de A de cardinal n telle que q p  # A. Les éléments de P 

forment, pour tout ordre sur Pl une suite régulière si et seulement si, pour tout 

H C P et tout x E P - H l  x 6 Z(A/qH). On dira, dans ce cas, que P est une 

partie régulière de A. 

3) Si Q C P et P est régulière, alors Q est régulière. 

4) Tout idéal engendré par une suite régulière de longueur n est aussi engendré 

par un sous-ensemble régulier de cardinal n. 

Proposition. Soi t  A un anneau noethérien qui satisfait  aux conditions sui- 

vantes : il existe u n  entaer d tel que : 

1 )  Tou t  idéal maxzmal est de profondeur d ; 

2) Tout  idéal de profondeur d - 1 est contenu dans une  infinité d'idéaux ma-  

ximaux. 



('Par exempli  u n  anneau noethérien équidimensionel d e  Cohen-Maca'ulay et 

de Jacohson). 

Il eziste alors 71ne fim,ille injinie (Ir;);EI d'idéaux de A (cl+ 1)-étrangers qui 

satisfait  Et(rll) pour d' < d. 

Ilemarquons d'abord que, pour tout idéal I de profoiicleur d, A / I  est semi- 

local. En effet, AssAA/I = {pi, .  . . , p,) et, comme tout idéal maximal rn con- 

tenant I est de profondeiir cl, nz C lip, et donc est égal à l'un d'entre eux. 

Soit alors E l'ensemble, ordorini. par inclusion, des parties P de A telles que : 

1) Pour tout P' c P ,  IP'I = d, il existe m maximal dans A tel que qp, c m 

et P' est une partie régulière de A. 

Montrons qu'il existe P 6 E,  \PI = d : Soit m un idéal maximal de A, 

alors prof m = d et il existe une suite régulière xl, . . . , xd contenue dans m. 

L'idéal (xi, .  . . , xd) est aussi engendré par une partie régulière P qui satisfait aux 

conditions requises. L'ensemble E est clairement inductif. Soit Q, Q > P un 

élément maximal de E. Montrons que Q est infini, 

Sinon, soient ml , .  . . , mk les idéaux maximaux de A qui contiennent l'un des 

q ~ ,  pour IHI = d et H c Q, et pl , .  . . ,pl les idéaux premiers associés des q~ tels 

que IHJ < d, H C Q. Considérons alors H C Q, /HI = d - 1, et associons lui un 

idéal maximal m ( H )  de A tel que : 

Il en existe, car prof q~ = d - 1 (qH est engendré par une suite régulière) et donc 

q~ est contenu dans une infinité d'idéaux maximaux. Il vient : 

Soit x E n m ( H )  n'appartenant pas à ml U . . . U mk U pi U . . . U pl. Montrons que 

Q U { x ) E E :  

Si H C QU {x), [HI = d + 1, x E H ,  soit m > q~ ; il vient : m > q ~ - { , ) ,  

1 H - {x) 1 = d et x E m, mais m est alors l'un des ml,  . . . , m k ,  d'où q~ = A. 

Si H C QU {x),  \Hl = d, x E H, alors qrr = q ~ - { , )  + Ax c m(H - { r ) ) .  



Montrons encore que les éléments de H, rangés dans n'importe quel ordre, 

forment une suite régulière. 

La démonstration se fait par récurrerice sur la position occupée par l'élément 

x dans la suite : dans le cas où x vient en dernière position, on a : x i , .  . . , ~ d - ~ ,  x 

où {si,. . . ,xd-1) = H - {x) C Q. Comme x $ Z(A/qH-(,l) et H - {x) est un 

ensemble régulier, la suite est régulière. Supposons encore que, quel que soit l'ordre 

siir H, si x arrive en ( i t  1)-ième position, la suite des éléments de H est régulière et 

considérons X I , .  . . ,xl-1, x ,x2 , .  . . ,xd-1. Com~ne x i , .  . . , x,-1, x,, 2 , .  . . , xd-1 est 

régulière par hypothèse et que z fZ ~ ( A / ( x i ,  . . . , z,-l )) , la suite xi ,  . . . , x,-1, 

x, xi,. . . , xd-] est régulière, ce qui achève de démontrer que Q U {x) E E. 

Il s'en suit que Q n'est pas maximal et donc que Q est infini. Il en résulte 

que la famille ( T ~ ) ~ ~ ~  d'idéaux de A, où rq  = Aq, satisfait aux exigences de la 

proposition. 
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CHAPITRE II 

STRUCTURE DES MODULES PAN-CATENAIRES 

SUR UN ANNEAU NOETHERIEN DE DIMENSION UN 



O - Introduction. 

Pour les définitions et résultats nécessaires à la compréhension de ce travail, 

nous nous permettrons de nous référer librement à notre article "Remarque sur le 

théorème chinois". 

Pontryagin démontre dans "Topological groups" le critère suivant : 

Soit G un groupe dénombrable sans torsion. Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) G est libre ; 

(ii) tout sous-groupe de G de rang fini est libre ; 

(iii) G est pan-caténaire. 

Nicolas, dans [4], généralise ainsi ce résultat : 

Pour un module M  sans torsion sur un anneau de Dedekind, les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) tout sous-module de M  de rang dénombrable est projectif ; 

(ii) tous sous-module de M de rang fini est de type fini ; 

(iii) M est pan-caténaire. 

L'équivalence des conditions (i) et (ii) appartient au yoga des anneaux de 

Prüfer. Par contre, l'équivalence de (ii) et (iii) est susceptible d'une généralisation 

que nous exposons dans ce travail : 

Soit M  un module sur un anneau noethérien de dimension un. Les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

(i) M  est pan-caténaire ; 

(ii) pour tout sous-module N  de type fini de M, M I N  est 1-caténaire ; 

(iii) a) pour tout sous-module N  de type fini de M, ASS* M I N  est fini ; 

b) toute extension essentielle d'un sous-module de type fini contenue dans 

M  est de type fini. 

Dans une première partie, nous donnons des exemples assez classiques de 

modules de type borné ; en particulier, les modules injectifs indécomposables sur 

un anneau noethérien de dimension un, qui s'avèrent utiles pour démontrer le 



théorème de structure dans le cas semi-local. On y trouve aussi des exemples 

neufs de modules pan-caténaires (Théorème 1.2.1). 

La deuxième partie expose une technique de réduction des questions de noe- 

thérianité et de pan-caténarité des modules sur un anneau noethérien au cas des 

modules sur un anneau intègre (Corollaire 2.3), technique sur laquelle repose la 

démonstration du théorème de structure, objet de la dernière partie. 
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1 - Quelques exemples. 

1.1.1 - Soit M un A-module de type fini. On notera, dans ce qui suit, g(M) 

le minimum des cardinaux des systèmes de générateurs de M. 

Le lecteur peu familier des enveloppes injectives et des modules de Cohen- 

Macaulay en trouvera les propriétés essentielles dans [2] et [3]. 

Lemme. So ien t  M et N des A-modules ; I C A n n ~  M. 

Alors  I C ~ n n ~  ( H O ~ ~ ( M ,  N)) et  

o ù  AnnNI désigne le module { X ~ X  E N, Ix  = O). 

i Résulte des équations I(cp(x)) = (Icp)(x) = cp(Ix) . i 

1.1.2 - Lemme. Soient A un anneau local artinaen, m s o n  idéal maximal ,  

E = E(A/m) l'enveloppe injective d u  corps résiduel. Alors E est de type fini e t  

g(E) = dimAJm(AnnA m). 

i La suite E 4 E/mE -+ O 

donne O -+ HomA(E/mE, E )  -+ H O ~ A ( E ,  E )  . 

Or, HomA(E, E )  = A par la dualite de Matlis, car A est complet pour la topologie 

m-adique, d'où la suite exacte : 

Mais a se factorise à travers AnnA m, car m C AnnA(Hom~(E/mE,  E)) .  11 vient : 

d'où, comme (Lemme 1.1) : 
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car AnnE m est isomorphe à Alm ( E  est indécomposable), il résulte que : 

Mais AnnA m est un idéal de type fini et E /mE est donc un espace vectoriel de 

dimension finie sur Alm. Il s'en suit que E est de type fini (Nakayama) et que : 

D'autre part, de la suite exacte : 

découle la suite exacte : 

car E Z HomA(A, E )  et E est injectif. 

Comme m C AnnA(HomA(AnnA m, E)), cp se factorise à travers E/mE,  d'où 

la suite exacte : 

E/mE + HomA(AnnA m, E )  4 O . 

Or, HOmA(AnnA m, E )  = HomAIm(AnnA m, A n n ~  m) qui est isomorphe W : 

car A n n ~  in est isomorphe à Alm . 

On obtient donc une suite exacte : 

E / m E  + HomAJm(AnnA nz, Alin) --+ O 

d'où : 

dimAl,(AnnA m) 5 d i m ~ / ~ ( H o m ~ / , , ( A n n ~  ln, -Alin) < d i n l ~ / ~ ( E / m E ) = g ( E )  . 

Les deux inégalités permettent de conclure. 



1.1.3 - Lemme. Soient A zm anneau de Cohen-Macaulay local, m son idéal 

maximal, E = E(A/m) l'enveloppe injective du corps résiduel. Alors le A-module 

E est de type borné 6, où 6 = dimAlm ~ x t i ( ~ / m ,  A) et d = dim A . 

i Soient X I , .  . . ,xd un système de paramètres de A, In l'idéal (xy,. . . ,x;), 

T c E un A-module de type fini. Comme ASSA E = {m), il existe un entier 

n tel que mn C A n n ~  T et donc : T C AnnEI,, car In C mn. Or, A n n ~  In est 

aussi l'enveloppe injective de A/m considéré co~kne  AlIn-module. 

Comme A/In est local artinien : 

~ ( A M E  In) = ~ ~ ~ A / , ( A M A / I , ,  m) = d i m ~ ~ ~ ( H o m ~ ~ ~ , ( A / m ,  AlIn)) . 

Comme In est un idéal engendré par une suite régulière maximale 

et T est contenu dans AnnE In qui est engendré par 6 générateurs. 

1.1.4 - Proposition. Soient A u n  anneau de Cohen-Macaulay et E u n  A- 

module injectif indécomposable. Alors E est de type borné. 

i Comme E est injectif indécomposable, il existe p idéal premier de A tel que 

ASSAE = {p} et E = E(A/p). Mais E est aussi un Ap-module et c'est aussi 

l'enveloppe injective du Ap-module AP/pAP. Ap est un anneau de Cohen-Macaulay 

local. Il en résulte que E est un Ap-module de tJype borné 6 (Lemme 1.1.3). 

Soit alors T un sous-A-module de type h i  de E . T, est alors contenu clans 

un sous-Ap-module T6 de E engendré par les éléments yl, . . . , y&. Soit T' le sous- 

A-module de T6 engendré par yl, . . . , y6. Il existe s € A - p tel que sT C T', car 

T C Tg et T est de type fini. Comme l'homothétie de rapport s est inversible dans 

E, T C $TI et g($T1) 5 6, ce qui achève la démonstration. i 

1.1.5 - Lemme. Soient A u n  anneau local noethérien de dimension un,  m 

son idéal maximal, E l'enveloppe injective du corps résiduel. Alors E est de type 

borné. 

i Si m 6 Ass A, A est de Cohen-Macaulay et cela résulte de 1.1.3. 

Sinon soient pl,. . . ,pn les idéaux premiers minimaux de A, S = A - U i p i  et I 

le noyau de l'application canonique de A vers S-'A. Considérons la suite exacte : 



AssA I = {m) et il existe donc un entier n tel que m n I  = {O) ; 

ASSA A/I  = {pl,. . . , p,), et, par conséquent, m l 1  6 AssAII AI I  . 11 en résulte 

que A/ I  est un anneau local de Cohen-Macaulay de dimension un. Comme E est 

injectif, la suite 

est exacte. 

HomA(A/I, E )  = AnnE I est l'enveloppe injective du AII-module A/m et 

est, de ce fait, un A/I-module de type borné (Lemme 1.1.3) et donc un A-module 

de type borné. 

Montrons encore HomA(I, E )  est un A-module de type fini, ce qui permettra 

de conclure par (161, 3.1.3). Or, il existe n tel que m n I  = { O )  et 

h n n ~  mn est de type h i  : cela résulte de 1.1.2 car A/mn est artinien et AnnE rnn 

est l'enveloppe injective du A/mn-module Alm. 

1.1.6 - Proposition. Soient  A u n  anneau noethérien de d imens ion  un ,  E 

u n  A-module  injectif indécomposable. Alors E est de type borné. 

i 11 suffit de voir que, pour tout p E Spec A, E(A/p) est un rlp-module de type 

borné et de relire la démonstration de la proposition 1.1.4. 

Or, si p est minimal, A, est de Cohen-Maca.ulay et si p est maximal; E ( A / p ) ,  

qui est aussi l'enveloppe injective du AP-module Ap/pAp, est de type borné sur 

A, par 1.1.5. 

1.2.1 - On utilise le résultat suivant dû Nicolas ([4], Théorème 1.1). 

"Soit A un anneau intègre. Les conditions suimntes sont équivalentes : 

(i) pour tout n E N An est d-caténaire ; 

(ii) pour tout ensemble X, AX est d-caténaire." 

Tliéorème. Soient  hi1 u n  module de type fini sur  u n  anneau noethérien -4 et 

,Y u n  ensemble. Alors M X  est pan-caténaire. 



i Il existe ([l], chap. IV, 8 1, no 4, Théorème 1) une suite finie (Mi)oliln de 

sous-modules de M telle que : 

et, pour z < n, des suites exactes : 

où pi est un idéal premier de A . 

Les suites : 

O -+ M~~ -+ kfG1 -+ ( ~ 1 ~ ; ) ~  -+ O 

sont alors exactes. Or le A-module ( A l ~ i ) ~  est aussi le Alpi-module ( A / P ; ) ~  où 

Alpi est considéré comme Alpi-module. ( A l ~ i ) ~  est donc un Alpi ct donc un 

A-module pan-caténaire. Le théorème résulte, par itération, de ([6], 3.2.2). i 

1.2.2 - On note M* le A-module HomA(M, A). 

Corollaire. Soi t  A u n  anneau noethérien. 

1 )  S i  M est un A-module de type fini, HomA(N,M) est pan-caténaire pour 

tout  N ; 

2) S i  M se plonge dans M**, M est pan-caténaire. 

i En effet, si A(') -, M -+ O est exacte, alors 

est exacte. 

D'autre part, M** = Hom*(HomA(M, A), A) . 

1.2.3 - Lemme. Soit M un module sur  u n  anneau noethérien A tel que, 

pour tout ensemble X ,  M~ soit  1-caténaire. Alors : 

où, pour tout idéal 1, r ( I )  désigne l'intersection des idéaux max imaux  de A con- 

tenant 1. 



i Considérons d'abord un élément a E A, tel que, pour tout m E M : 

A = Aa + AnnA m , et montrons que A = Aa + A n n ~  M . 
Il existe, pour tout rn E M, un élément a, de A tel que m = amam. On 

construit alors dans M M  une suite (fi)iEN d'éléments définis comme suit : fi(m) = 

a i m .  Notons que fo(m) = m . 
Montrons que fi = a fi+1 . En effet, pour m E M, il vient : 

Comme M~ est 1-caténaire, il existe j E N tel que fj+1 = afj d'où : 

f j  = aaf,, (1 - aa)f j  = O et donc (1 - aa)fo = 0 .  

Il s'en suit que, pour tout m E M, (1 - aa)m = O . Il en résulte que : 

Il est clair que r(AnnA M )  c nmEM r ( A n n ~  m) . Soient alors b E n r ( A n n ~  m) 

et u un élément quelconque de A. On a, pour tout m E M,  

A = A(1- ub) + AnnA m 

d'où, en vertu de ce qui précède : 

A = A(1 - ub) + AnnA M, pour tout u E A . 

Considérons alors un idéal maximal q de A tel que AnnA M C q et b $ q. 11 existe, 

dans ce cas, v E A tel que 1 - vb E q, ce qui contredit la formule précédente et 

établit le lemme. rn 

1.2.4 - La proposition qui suit montre qu'il est peu fréquent qu'un module 

pan-caténaire M sur un anneau noethérien A possède la propriété que, pour tout 

ensemble X, MX soit 1-caténaire. 

Proposition. Soit A un anneau noethérien. 

Les propriété3 suivantes sont équivalentes 

(1) pour toute famille (Mi)iEI de modules pan-caténaires niEI Mi est 1- 

caténaire. 



(ii) pour toute famille (Mi)iE1 de modules 1-caténaires, niEI Mi est 1- 

caténaire. 

(iii) pour tout module M pan-caténaire et tout ensemble 1, M I  est 1-caténaire. 

(iv) pour tout module M 1-caténaire et tout endemble 1, M I  est 1-caténaire. 

(v) A est somme directe finie d'anneaux locaux. 

Il suffit de montrer (iii) + (v) et (v) + (ii). Les autres implications s'en 

déduisent trivialement. 

(iii) + (v). 

Soient p un idéal minimal de A, m un idéal maximal de A contenant p, M le 

A-module M = enENA/p + mn, (en)nEN ses générateurs canoniques. 

Comme, pour tout x E M ,  x # O, il existe n E B tel que p + mn C A n n ~ x ,  

t/= = m et M est pan-caténaire en vertu de ( [ 6 ] ,  3.4.1 et 1.9). 

Or r(nnENAnnA en) = r ( A n n ~ M )  = I l z E M  r ( A n n ~  x) = m. Comme 

p = nnENAnnA en = nnEN(p + mn) Car Alp est noethérien intègre, r ( ~ )  = m. 

Comme l'idéal maximal m contenant p était arbitrairement choisi et que les idéaux 

premiers minimaux de A sont en nombre fini, A est semi-local. Soient (mi)ogilk 

les idéaux maximaux de A et q; l'intersection (finie) des idéaux premiers minimaux 

contenus dans mi. Il vient : r(qi) = mi et les q, sont 2-étrangers. On obtient la 

suite exacte : 

O -+ Nil A -+ A 5 $o<;lkA/qi - -+ O 

et les A/qi sont des anneaux locaux. 

Soient alors eo, . . . , ek des idempotents de l'anneau B = @A/qi tels que 

1 = Cei, eiej = O, pour i # j, et A/qi = Bei. Ceux-ci se relèvent en des 

idempotents f i , .  . . , f k  de A qui possèdent les mêmes propriétés. La restriction 

de cp à A fi est un homomorphisme surjectif sur Ae; : si x E A fi, x = x fi et 

p(x) = cp(x)ei. Si u E Aei, y = cp(z), y = yei = cp(z)cp(f,) = cp(zfi). On obtient 

donc la suite exacte : 

O-, AfinNi1A-t Afi - + A e i - + O  

ce qui montre que l'anneau A fi est local. 



(v) + (ii). 
Supposons que A = $05ilkAi, A; local. Il vient : 1 = Ce;, e; E A;, eiej = O 

pour i # j, e: = ei et Ai = Ae;. 

Il en résulte que, pour tout A-module M, M = $olilkMi, OU Mei = Mi. 

Mi est alors un A-module dont l'annulateur contient 1 - e;. C'est donc aussi un 

AIA(1 - ei)-module et AIA(1 - ei) est local. 

Soit alors M = nZEx M,, où les A-modules M, sont 1-caténaires. Il est clair 

que Mei = nzEx Mzei et la démonstration résulte des deux lemmes qui suivent : 

Lemme 1. Soient A un anneau local et (M,),EX une famille de modules 

1-caténaires. Alors M, est 1-caténaire. 

i En effet, soient T C nZEx M. de type borné 1, non de type fini, et t E T. 

Il existe u E T, u $ At et v E T tel que At C At + Au C Au. 11 vient : t = au, 

où a m (m est l'idéal maximal de A). Il en résulte que T = mT, et, pour tout 

x E X ,  pr,(T) = mpr,(T). 

Or pr,(T) C M, est de type borné 1, donc de type fini et pr,(T) = {O) par 

Nakayama, d'où T = {O). 

Lemme 2. Soient P et Q des modules 1-caténaires sur un anneau A. Alors 

P @ Q est 1 -caténaire. 

i Soient pe t  q les projections canoniques, T c P$Q un module de type borné 1. 

Alors p(T) et q(T) sont monogènes et il existe x E T tel que p(T) = ~ ( A x )  et 

q(T) = q(Ax). 

Soit alors t E T, il existe alors y E T tel que At + .4x C Ay d'où t = ay  et 

x = by. Mais ~ ( A x )  = p(Ay) et ~ ( A x )  = q(Ay). Il existe donc c, d E A tels que : 

d'où : (1 -bc )yEM et ( 1 - b d ) y ~ ~  

11 s'en suit que : A = Ab + ( M  : Y) n ( N  : y) = Ab et, y = b-lx, t = ab-lx, 

T = As. i 



2 - Réduction au cas d'un anneau intègre. 

2.1 - Soit M un module sur un anneau A. On notera Ea(M) (resp. En(M))  

l'ensemble des idéaux de A qui possèdent la propriété suivante : il existe N C M 

de type borné non de type fini (resp. non de type fini) et T c N ,  T de type fini, 

tels que I = AnnA NIT.  

Lemme. Soit M un module sur un anneau noethérien A. Alors tout idéal 

p E Eb(M) maximal pour la relation d'inclusion entre éléments de  Eb(M) est 

premier. 

i Soit, en effet, p un élément maximal. Il existe N c M, N de type borné non 

de type fini et T C N, T de type fini tels que p = A n n ~  NIT.  

Soient x, y E A, x ft p, xy E p. Considérons les modules yN et yN n T .  

yN n T est de type fini, yN est de type borné. Il vient : pyN c pN c T 

et xyN C pN C T d'où p + Ax C AnnA yNlyN fl T . Or, p + Ax contient 

strictement p et p est maximal. Il s'en suit que yN est de type fini. D'autre part, 

(p + Ay)N C T + yN qui est de type fini et p + Ay C AnnA NIT + y N .  En vertu 

du caractère maximal de p, y E p, ce qui achève la démonstration. i 

Lemme. Soit M un module sur un anneau noethérien A. Alors tout idéal 

p E E,(M) maximal parmi les éléments de  En(M)  est premier. 

i Soit p un tel élément. Il est de la forme p = AnnA NIT où T C N est de type 

fini et N ne l'est point. Soient x, y E A, x $ p, xy E p. Montrons que yN est de 

type fini. Il vient, comme dans le lemme qui précède : 

d'où, en vertu du caractère maximal de p, yN est de type fini, car x $ p. Du fait 

que p + Ay C AnnA NIT + yN résulte alors que y E p. 

2.2 - Proposition. Soit M un module sur un anneau noethérien A . 

1 )  Si M est de  type borné et n7est pas d e  t ype  fini, il existe un sous-module N 

d e  M d e  type borné qui est annulé par un idéal premier p et qui n'est pas d e  type 

fini 

2) Si M n'est pas de  type fini, il existe N c M annulé par un idéal premier 

p e t  non de  type fini. 



i Eb(M) (resp. E,(M)) est non vide : AnnA M E Eb(M) (resp. E,(M)). 

Comme A est noethérien, Eb(M) (resp. E,(M)) possède un élément maximal p 

qui est premier (2.1). 

Il existe alors N c M, N de type borné non de type fini (resp. non de type 

fini) et T C N de type fini tels que p = AnnA NIT. Soient alors xi , .  . . ,x, les 

générateurs de p. Il en résulte une suite exacte : 

Montrons que AnnN p satisfait aux conditions exigées : p(N) est de présen- 

tation finie. Si N est de type borné, AnnNp l'est aussi ([6], 3.1.4) et A n n r ~ p  ne 

saurait être de type fini sans que N ne le soit. i 

2.3 - Corollaire. Soient  M un module sur  un anneau noethérien A, 

pl, . . . , p, les idéaux premiers m i n i m a u x  de AnnA M .  Alors : 

1) M est noethérien s i  et seulement  s i  AnnM p; l'est pour tou t  i. 

2) M est pan-caténaire s i  e t  seulement  s i  A n n ~  pi l'est pour tou t  i. 

3) M est extension essentielle d'un sow-module  de type fini s i  e t  seulement 

si AnnM pi l'est pour tout  i. 

i Pour les assertions 1) et 2)' il suffit d'appliquer la proposition 2.2 au module 

M sur l'anneau noethérien A/AnnA M = A', ce qui ne change rien aux hypothèses 

de 2.2 et de remarquer que, pour tout sous-module N de M et p' idéal premier 

de A/AnnA M,  il existe q' idéal premier minimal de A/AnnA M tel que q' C p' et 

donc AnnM p' C AnnM q'. q' se relève alors en un idéal premier q de A minimal 

au-dessus de AnnA M et AnnM q = AnnM q'. 

En ce qui concerne l'assertion 3), si M est extension essentielle du sous-module 

de type fini N ,  AnnM pi est extension essentielle de ibTflAnnM pi = AnnN pz qui est 

de type fini. D'autre part, si AnnM pi est extension essentielle d'un sous-module 

Ni, soit N le module somme des Ni. Si x E M,  il existe s E A tel que A n n ~  s x  = p 

où p est premier. Comme AnnA s x  > AnnA M il existe p, idéal premier ~iiiniinal 

de AnnA M tel que p 3 pi. 11 en résulte que s x  # O et s x  E AnnAl pi. 11 existe 

donc t E A tel que t s x  # O et t s x  E Ni c N, ce qui montre que M est extension 

essentielle du module de type fini N.  



2.4 - Ajoutons encore la curiosité suivante, peut-être sans effet pratique. 

Proposition. Soit  M u n  module sur u n  anneau noethérien A. Alors M 

est pan-caténaire s i  et seulement si, pour tous T C N C M tels que N est de 

type borné, T de type fini et AnnAN/T = p, où p est u n  idéal premier de A, 

p E ASSA NIT. 

i Si M est pan-caténaire, NIT est de type fini et engendré par des éléments 

31,. . . , xn ; p = nlli6nAnnA xi et il existe un indice i tel que p = A n n ~  x i .  

D'autre part, s'il existe un sous-module de M qui soit de type borné mais non 

de type fini, Eb(M) est non vide. Comme A est noethérien il existe dans Eb(M) 

un élément maximal q. q est premier et de la forme q = AnnA NIT, où N est de 

type borné et n'est pas de type fini et T c N est de type fini. 

NIT est de type borné, NIT BA,,, K (où K désigne le corps des fractions 

de A/q) est de type borné et donc de type fini. Il existe donc daris N un module de 

type fini T' contenant T tel que K = {O). Or, AnnA NIT C AnnA NIT',  

et lui est donc égal car q est maximal. NIT' est alors un Alq-module de torsion 

et q $ ASSA NIT'. 

2.5 - Application du principe de réduction au cas intègre. 

Soient M un module sur un anneau A :  p un idéal premier de A. On appellera 

ptorsion de M et on notera Tp(M) le sous-A-niodule de torsion de AnnM p. 

Proposition. Soient M u n  module sur u n  anneau noethérien A, pl,.  . . , p, 

les idéaux premiers min imaux  de AnnA M ,  S la partie multipiacative A - &pi. 

Supposons que le noyau N de l'application canonique de M vers S-'M soit de 

type fini. Alors, pour tout ensemble X ,  hlx est pan-caténaire s i  M l'est. 

Soit x E Tpi(M). AnnA x contient strictement pi et ne peut donc être contenu 

dans la réunion des pi. 11 en résulte que Tpi (M) est contenu dans N. TPi (M) est 

donc de type h i .  On a la suite exacte de Alpi-modules : 

d'où la suite exacte : 



T*, ( M ) ~  est pan-caténaire (Théorème 1.2.1) et Qx l'est aussi car Qi est un mo- 

dule sans torsion sur l'anneau noethérien intègre Alp; ([4], Théorème 1.1) donc 

(AmM pi)X l'est aussi ([6], 3.2.2). Pour conclure, il suffit d'utiliser 2.3 en remar- 

quant que AnnMx pi =   AM^'^,)^ et que ies idéaux premiers minimaux de M 

et M X  sont les mêmes car AnnA M = AnnA M ~ .  



3 - Le théorème de structure. 

3.1 - Le cas semi-local. 

3.1.1 - Proposition. Soi t  M  u n  module sur un anneau semi-local noethérien 

de  d imens ion  an .  Alors M  est  extension essentielle d'un sous-module pan-caté- 

naire. 

i En effet, le spectre maximal de A est de dimension nulle et 

Z ( M )  = ~ { p ( p  E AssA M )  est contenu dans une réunion h i e  d'idéaux maximaux. 

On applique alors ([6], Théorème 4.4). rn 

3.1.2 - Soit M  un module sur un anneau A. On notera v ( M )  la borne 

supérieure dans N U {m) des entiers g(T),  où T  parcourt l'ensemble des sous- 

modules de type fini de M .  

On posera: n + m = m + n = m + c o = o o .  

Lemme. Soit  O -, N  -+ M 3 P  4 O une  suite ezacte de A-modules .  Alors 

v ( N )  5 v ( M ) ,  v ( P )  5 v ( M )  et  v ( M )  5 v ( N )  + v (P) ,  de sorte que v ( M )  < m  s i  

e t  seulement  s i  v ( N )  < m  et v ( P )  < m. 

i Le fait que v ( N )  5 v ( M )  résulte de la définition de v. Montrons que 

v ( P )  5 v ( M )  : soit T  un sous-module de type fini de P  tel que g(T)  = d. Il 

existe alors un sous-module S  de type h i  de M  tel que g(S)  5 d  et cp(S) = T .  

Comme g(cp(S)) 5 g(S) ,  g(S)  = d  et d < v ( M ) .  

Montrons encore que v ( M )  5 v ( N )  + v ( P )  : soit S  un sous-module de type 

fini de M .  Il existe S' C S  tel que Y ( S ' )  = v(S) et g(S ' )  5 g ( y ( S ) )  5 v (P) .  

Il vient : S  = S' + S  n ker y  et S  = SI + SI', S" de type fini, S" c S  n kercp ; 

d'où g(S)  5 v (N)+v(P) .  Comme S  est arbitrairement choisi dans M ,  la propriété 

en résulte. rn 

3.1.3 - Proposition. Soient  A u n  anneau semi-local noethérien de d imens ion  

u n  e t  M  u n  A-module.  

2)  S i  M  est de type fini e t  g ( M )  5 d, alors v ( M )  5 d v ( A )  : 

3) Les propriétés suivantes sont  équivalentes : 

( i )  M  est  de type borné ; 



( i i )  v(M) < m. 

8 1) Le lecteur désireux de trouver une démonstration de ce résultat consultera 

utilement [5], Théorème 1.1 et Corollaire 1.2. 

2) Il suffit de remarquer qu'il existe une suite exacte : 

En effet, par itération du lemme 3.1.2, u ( A ~ )  < dv(A) et v(M) 5 dv(A) par ce 

même lemme. 

3) (i) (ii). Il existe un entier d tel que tout sous-module de type h i  S de 

M soit contenu dans un sous-module T de M tel que g(T) < d. Il en résulte que 

d'où v(M) < d v(A). 

(ii) + (i), il est clair que M est de type borné v(M). 

3.1.4 - Corollaire. Tout sous-module d'un module de type borné sur u n  

anneau semi-local noethérien de dimension u n  est de type borné. 

i C'est la conjonction de 3.1.2 et 3.1.3. 

3.1.5 - Proposition. Soit M u n  module sur u n  anneau semi-local de dim.en- 

sion un. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

( i )  M est de type borné ; 

( i i )  M est extension essentielle d'?ln sous-module de type fini. 

i (i) + (ii). Par 3.1.1, M est extension essentielle d'un sous-module T pan- 

caténaire et T est de type borné (3.1.4) donc de type h i .  

(ii) + (i). Soit E(M) l'enveloppe injective de M. L'hypothèse sur M implique 

que E(M)  est somme directe d'un nombre h i  d'injectifs indécomposables qui sont 

de type borné par 1.1.6 et M est de type borné comme sous-module du  nodule 

de type borné E(A4). 

3.1.6 - Tliéorème. Soit M u n  module sur u n  anneau A sema-local noethérien 

de dimension un. Les propriéth suivantes sont éq?~itralen,tes : 



( i )  M est pan-caténaire ; 

( i i )  tout sow-module de M extension essentielle d'un sow-module de type fini 

est de type fini ; 

(iai) tout quotient de M par u n  module de type fini est 1-caténaire ; 

( i v )  pour tout sous-module N  de M et tout t E Rad A l'équation N = tN  + T ,  

où T  est de type fini, entraîne N = T .  

i (i) (ii). C'est l'objet de la proposition 3.1.5. 

(i) =+ (iii) car tout quotient d'un pan-caténaire par un module de type h i  

est pan-caténaire. 

(iii) + (iv) l'équation implique que : 

Soit x0 E NIT .  On construit par récurrence une suite x n  d'éléments de NIT 

tels que x, = t xn+i. Comme NIT est 1-caténaire, il existe un indice m tel que 

Ax, = AX,+~, d'où x,+~ = as, = cut~,+~,  (1 - cut)~,+~ = O et (1 - at)xo = 0. 

Mais 1 - cut est inversible et NIT = {O). 

(iv) =+ (i). Rappelons d'abord que tout-module B de type borné d sur un 

anneau artinien A est de type fini. En effet, il existerait, dans le cas contraire, une 

suite strictement croissante de sous-modules Bn de B tels que g(Bn) 5 d. Mais 

l(Bn) 5 d l(A) et pour n > d 1(A), l(Bn) serait strictement supérieur à d l(A), d'où 

le résultat. 

Soit alors N un sous-module de type borné de M. Notons I le radical de 

A. NIIN  est de type borné sur l'anneau artinien A / I  et donc de type fini. Il en 

résulte que : 

N = I N  + T où T est de type fini. 

Les hypothèses sur A impliquent qu'il existe t E I tel que I  = fi et donc 

In C At. D'où, comme par itération, N = InN + T ,  il vient N = tN + T et 

N = T .  i 

3.1.7 - Corollaire. Soit M u n  module sur u n  anneau semi-local noethérien. 

Soient pl , .  . . , pn les idéaux premiers minimaux de Annn 11.1 et S la partie m ~ l t a -  

plicative A - Up,. 



Supposons que S-1 M = {O). Les propriétés suivantes sont  équivalentes : 

(i) M est pan-caténaire ; 

( i i )  M est 1-caténaire ; 

( i i i )  pour tout  sous-module N  de M et tout t E Rad A, N  = tN  implique 

N = {O). 

fl (ii) =+ (iii). Soit xo E N. On construit par récurrence x ,  = tx,+,. L'hy- 

pothèse implique que la suite est stationnaire. Il existe donc un entier m tel que 

xm+l = ax,, d'où (1 - (lit)xm+l = O, (1 - at)xO = O et xo = 0, car t E Rad A. 

(iii) 3 (i). On applique 3.1.6 : Soient N  c M et t E Rad A tels que 

N  = t N  + T où T est de type fini. Comme S-'T = {O), il existe s E S tel 

que s T  = {O), d'où S N  = tsN, SN = { O )  et N  est module sur l'anneau artinien 

A l A n n ~  N  + As, car AnnA M C AnnA N. 

Notons A' cet anneau. L'image u de t dans A' appartient à Rad A'. Il existe 

doncunent ie rn te lqueun=O.  Ilvient: N = u N + T , N = u n N + T = T .  . 
3.2 - Le cas global. 

3.2.1 - Lemme. Soi t  M u n  module 1-caténaire sur  u n  anneau noethérien A 

de dimension un.  Alors AssA M est fini. 

i Il y aurait, dans le cas contraire, un ensemble i d n i  d'idéaux maximaux as- 

sociés à M et ASSA M ne satisferait pas Et(1) ([6],3.3). On conclut par ( [ 6 ] ;  

3.3.2). ¤ 

3.3.2 - Lemme. Soi t  M u n  module sur  u n  anneau noethérien A. Supposons 

que ASSAM = {ml, .  . . ,ma) o ù  les m, sont  des i d é a ~ ~ x  max imaux  d e  ;1. Soit S la 

partie multiplicative S = A - Um,. Alors tout  sous-module de M est module sur 

l 'anneau semi-local S-l A. 

i Soient N  c M et s E S. Comme ASSA N  c ASSA M ,  l'homothétie de rapport 

s est injective dans N .  

Montrons qu'elle est surjective : on a, en effet : 

Notons I le produit des m;. Soit x E N .  Il existe un entier n tel que I n x  = {O). 

Comme A = As+In, il existe a E A tel que x = s ( a x )  ; ce qui pennet de coiic1iirc.i 



3.2.3 - Lemme. Soi t  M un module de tors ion sur  u n  anneau A noethérien 

intègre de d imens ion  un.  

1) Les propriétés suivantes sont  équivalentes : 

(i) M est  l-caténaire e t  de type borné ; 

( i i )  M est l-caténaire e t  extension essentielle d'un sous-module de type 

fini ; 

( i i i )  M est  de type fini. 

2) S i  AssA M est fini, M est de type borné s i  e t  seulement  s i  il est  extension 

essentielle d 'un sous-module de type fini. 

i On remarque que, dans tous les cas, AssA M est fini (par 3.2.1, si M est 

l-caténaire et, trivialement, si M est de type fini) et que ses éléments sont des 

idéaux maximaux de A. Par 3.2.2, tous les sous- A-modules de M sont aussi des 

A'-modules où A' est un anneau semi-local noethérien intègre de dimension un de 

la forme S-' A, de sorte que les propriétés (i), (ii) et (iii) sont équivalentes pour 

A si et seulement si elles le sont pour A'. 

Vérifions à titre d'exemple la propriété d'extension essentielle : si M est 

extension essentielle de T en tant que A-module, soit x E hl - T. Il existe a E A 

tel que ax E T et ax # O. Mais a E A' et T est aussi un A'-module. 

Inversement, si M est extension essentielle du A'-module T, il existe a' E A' 

tel que a'x E T, a'x # O. Mais a'x E A'x = Ax, de sorte qu'il existe a E A tel que 

a'x = ax # O, et ax appartient au A-module T. 

1) (ii) + (i) par 3.1.5. 

(i) j (iii) par 3.1.7, M est aussi pan-caténaire et donc de type fini. 

(iii) J (i) trivialement. 

2) résulte de 3.1.5. 

3.2.4 - Lemme. Soit  T u n  module sans  tors ion sur  u n  anneau A noethérien 

intègre de d imens ion  un.  Supposons que T soit ex tension essentielle d 'un sous- 

module N de type fini et que T/N soit 1-caténaire. Alors T est de  type fini. 

i Considérons la suite exacte 



Comme i est essentiel, Q est de torsion et AssA Q = {ml,. . . , mk), où les mi sont 

des idéaux maximaux de A. Soit S la partie multiplicative A - Umi. Q est alors 

un S-' A-module 1-caténaire de torsion (3.2.2). La suite : 

est exacte et S-'i est essentiel, car S-'T est sans torsion. 

Il en résulte que S-'T est un S-'A-module de type borné (3.1.5) et donc 

S-'Q l'est aussi. S-'Q est donc un S-'A-module de type h i  (3.2.3) et, par 

conséquent, un A-module de type h i  (3.2.2). T est donc de type h i .  i 

3.2.5 - Théorème. Soit M u n  module sur u n  anneau A noethérien de di- 

mension un. Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) M est pan-caténaire ; 

( i i )  pour tout sous-module N de type fini de M ,  MIN est 1-caténaire ; 

( i i i )  a )  pour tout sow-module N de type fini de M ,  ASSA MIN est fini ; 

b )  toute extension essentielle d'un sou-module  de type fini contenue dans 

M est de type fini. 

i (i) + (ii) trivialement. 

(ii) + (iii) L'assertion a) résulte de 3.2.1. Pour démontrer b), remarquons 

d'abord que tout sous-module de M satisfait (ii). 1' satisfont en particulier les 

AnnM p, où p parcourt l'ensemble des idéaux premiers minimaux de ,4nnA M. En 

vertu de 2.3, on peut supposer que A est intègre. Soit alors S C M, S extension 

essentielle d'un sous-module N de type fini. Le module de torsion T(S) de S est 

1-caténaire et extension essentielle du module de type fini T(S) n N. T(S) est donc 

de type fini par 3.2.3 et l'on peut, sans inconvénient, supposer que T(S) C N. 

Considérons alors l'injection : 

Montrons qu'elle est essentielle. Désignons par y l'application canonique de S sur 

S/T(S). Soient 1 E S/T(S) - N/T(S) et y E S tel que x = y(y). Il vient : y $ iV 

et il existe a E A tel que ay  = n # O, où n E N. ax = y(n) E N/T(S) et a z  = O 

entraînerait a = O car S/T(S) est sans torsion, ce qui est impossible. 



Par 3.2.4, S/T(S) est de type h i  et S l'est aussi, car T(S) l'est. 

(iii) + (i). On peut, par 2.3, supposer A intègre, car tout sous-module de 

M satisfait aux assertions de (iii). Soit T un sous-module de type borné de M, 

T @ A  K (où K désigne le corps des fractions de A) est de type borné sur K et 

donc de type fini sur K. Il existe N C T, N de type h i ,  t.el que TIN @A K = {O). 

On considère la suite exacte : 

TIN est de type borné, de torsion et ASSA TIN est h i .  Il existe donc N' > N tel 

que N'IN soit de type fini et tel que TIN soit extension essentielle de N'IN, par 

3.2.3. Il en résulte que N' est de type h i  et que T est extension essentielle de N'. 

T est donc de type fini par (iii), ce qui permet de conclure. 
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Nous présentons, dans ce travail, une généralisation du théorème Ucbinats" qui 

&me que, sous une hypothèse bien connue, une somme directe h i e  de modules 

monogènes est monogène. Le résultat porte sur la possibilité d'engendrer par 

d éléments une somme directe finie de modules monogènes. L'outil que nous 

utilisons à cette fin est la notion de familie (d f 1)-étrangère d'idéaux d'un anneau 

commutatif. 

Les applications concernent les modules de type bornC d, modules qui sont 

limite inductive de modules engendrés par d générateurs, ainsi que les modules 

pan-caténaires. Ceux-ci généralisent les modules noethérien7 en ce sens que tout 

sous-module de type borné d est de type fini et ceci pour tout entier naturel d. 

L'extension du théorème chinois au cas de familles infinies de modules mcmog&nes 

fournit un  bon exemple de modulé: de type borné. Le résultat clef est le fait 

que toute famille d'annulateurs d'éléilients non nuls d'un module pan-caténaire 

possède la propriété que toute sous-famille (d+ 1)-étrauggre est fait?. Cela permet 

d'étudier la stabilité de la notion de pm-cat6narité dm modules par passage a u  

sommes directes infinies et de caractériser l'assassin des modules pam-catcnaires 

sur un anneau noethérien dont le spectre rnaxinial est de dimension finie. 

Enfin, dans la deuxième partie, nous clonrions un théorème de structure des 

modules pan-caténaires sur un anneau noethérien de dimension un, th&ré?me qui 

généralise des résultats similaires de Pontryagin sur l'anneau h entiers et de 

Nicolas sur un anneau de Dedekirid. 

MOTS CLÉS : Théorérne chinois - Systéme de gén6rateum - 
Module de  type borne - Module pan-catbnaire - 
Idéaux premiers associes - Extension essentielle. 


