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Introduction générale. 

En 1949, A.O. Gel'fond élabora une méthode pour démontrer l'indépendance 

algébrique de deux nombres par exemple 2= et 2 .  Plus généralement, il 

démontra le cas d = 3 de la conjecture suivante. 

Conjecture de Gel'fond Schneider (cf. [G] ou [Sc])  : 

Soient a un nombre algébrique distinct de O, 1 et B un nombre algébrique de 

degré d > 2 sur Q. Alors, degtrq~(ru8, . . . , * P d - ' )  = d - 1 . 
Cet te méthode repose essentiellement sur un critère de transcendance appelé 

"critère de Gel'fond". La démonstration de ce critère utilise essentiellement le 

résultant de deux polynômes. Ce critère a été raffiné indépendamment en 1971 

par M. Waldschmidt et D. Brownawell (cf. [Brl ]  par exemple). 

En 1973, G.V. Chydnovsky (cf. [Cl) développa cette méthode grâce à un 

critère d'indépendance algébrique en plusieurs variables pour démontrer l'indé- 

pendance algébrique de plus de deux nombres. Il démontra, sous les hypothèses 

de la conjecture de Gel'fond Schneider, que degt rq ~ ( d ,  . . . , OBd-* ) 2 [ ] . 
En 1984, en utilisant les tecliniques de l'éliinination projective, introdiiite 

par Y.V. Nesterenko [Ni] dans la transcendance, P. Philippon démontre un critère 

d'indépendance algébrique multi-dimension4 qui génrkalise les critères précédents. 

Ce critère lui a permis de montrer que : degtrqQ(ap,. . . , a p d - ' )  2 [a] où o et 

d sont coirime ci-dessiis. Ce résultat a été raffiné réceniment pax G. Diaz [Dl qui 

obtient [F] a u  lieu de [SI. 
Parallèlement à l'étude qualitative en transcendance, on s'intéresse aux ré- 

sultats quantitatifs. 11 y a deux approches ; la première est la notion de mesure 

(l'iridcpr~iciai~e nlgéBri<liic> <-lirrirrisiox~ k > O. La sccoilde est la notion de mesure: 

d'approximation simultanée en dimension k > O. 
En ce qui concernc la première. citons les travaux de P. Philippon [P2], de 

?;CS trrenko slir la fonction exponrntielle [ I V 2 ] ,  dp D. Brownawell-R. Tuhbs ( [Brz ] ,  

[Br - Tu]) sur la fonction elliptique de 'IYeierstrass et le travail en cours de E.hlZ. 

Jahbouri ( ( J I )  dans le cadre général des groupes algébriques commutatifs. 

Dans ce travail, nous nous intéressons particulièrement à la seconde notion, 

1)olir - = ( a 1 ,  . . . . w , ~  ) E C n ,  l'ktucle d'une mesiire d7approxirnation sirnidtanée en 

dimension k ( O  5 k < degtrqq(g)) de a consiste en une minoration non triviale 



de la distance du point g = (<r i , .  . . , a.) à un point arbitraire @ = (a,. . . , Pn) 
dont les coordonnées sont dans une extension de degré de transcendance k sur Q, 

en fonction des tailles (relativement à cette extension) de pi, . . . , A. 

Citons dans ce sens les travaux de Shorey [Sh], de M. Mignotte et M. Wald- 

schmiàt [M - W] dans le cas où la dimension k est nulle. Dans ce cas, les deux 

notions quantitatives, mesure de transcendance et mesure d'approximation simul- 

tanée sont équivalentes. Dans le cas oii la dimension k > 0, l'équivalence entre ces 

notions a été étudiée par P. Philippon dans [Pz [, mais cette équivalence n'est pas 

assez fine puisqu'on perd dans la qualité de la mesure dans le passage de l'une à 

l'autre. 

Dans la première partie de ce travail, nous démontrons une version quantita- 

tive (cf. critère principal) du critère d'indépendance algébrique de P. Philippon (cf. 

[Pi]). Cette version permet d'obtenir directement des mesures d'approximation 

simultanées. Ces mesures sont meilleures en qualité que celles obtenues par P. 

Philippon à partir de mesures d'indépendance algébrique (cf. [Pz],  corollaire 6). 

Nous appliquons ensuite ce critére pour obtenir des mesures d'approximation si- 

mu1 t anées de taleurs de la fonction exponentielle (usuelle). 

Le but de la seconde partie de cette thèse est d'ktendre ces résultats quanti- 

tatifs à certaines valeurs liées à l'application exponentielle d'un groupe algébrique 

commutatif défini sur 4. En particulier quand le groupe est de la forme Ga x Gb,, 

où Ga est le groupe additif et G ,  le groupe n~ultiplicatif, nous retrouvons les 

résultats concernant la fonctio~l exponentielle usuelle démontrés dans la première 

partie. 

Quand G est de la forme Ga x E ~ ,  où E est une courbe elliptique de Weier- 

strass, nous obtenons des résultats quanti tatifs d'indépendance algébrique de w- 

leurs de la fonction elliptique associée à E et nous améliorons qualitativement les 

résultats connus jusqu7à présent. 

Plus généralement, le résultat qualitatif obtenu dans le cadre général des 

groupes algébriques améliore un résultat de M. Waldschmidt (cf. [W],  th. 14) du 

moins dans le cas d'un sous-groupe à un paramètre. 

La nléthode de t ra~~cenda~ice  que iious a.doptons est une méthode de type 

"Gel'fond Schneider" utilisé par G. Diaz ID] dans le cas exponentiel. Nous la 

développons, dans le cadre des groupes algébriques commuta.tifs. Cette méthode 



utilise une fonction (la fonction auxiliaire) à une variable et un lemme de zéros 

multi-homogène de P. Philippon (cf. [PSI). L'outil algébrique essentiel dans la 

démonstration est le critère quantitatif d'indépendance algébrique démontré da.ns 

la première partie. 
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MESURE D'APPROXIMATION SIMULTANEE 

POUR DES VALEURS DE LA FONCTION EXPONENTIELLE. 

Introduction 

Le résultat principal de ce texte consiste à établir une mesure d'approximation 

simultanée, de certaines familles de nombres en dimension positive ou nulle. 

Plus précisément, nous obtenons (cf. Corollaire 1) une mesure d'approxima- 

tion simultanée, en dimension positive ou nulle, des nombres ex' 'y1,. . . , exp.Yq où 

X I ,  . . . , xp (resp. yl, . . . ,y,) sont des nombres complexes Q-linéairement indépen- 

dant et vérifiant une hypothèse technique de mesure d'indépendance linéaire. 

Dans le cadre du problème de Gelfond Schneider, nous démontrons (cf. Corol- 

laire 3) une mesure d'approximation simultanée de +YB,. . . , ypd' l  où y est un nom- 

bre algébrique différent de O et 1 et un nombre algébrique de degré d 2 2. 

Dans le corollaire 4, nous obtenons une mesure d'approximation simultanée 

de (y, v) oh w est une période priniitive du réseau d'une fonction elliptique 

et q ( w )  la quasi-période associée. 

Notons que d'autres résultats quantitatifs, sur l'indépendance algébrique ont 

été démontrés par Yu. Nestereliko [ N z ] ,  P. Philippon [Pz], E.M. Jabbouri [JI et 

G. Philibert [Ph]. 

L'équivalence entre "mesure d'indépendaiice algébrique" et "mesure d'ap- 

proximation simult.anéen a été étudiée par P. Philippon dans [Pz] ; mais une 

équivalence fine entre ces deux notions, en plusieurs variables, n'est pas établie. 

P. Philippon obtient (cf. [Pz], Corollaire 6) une mesure d'approximation si- 

m~lta~née d'une famille de nombres à partir d'une Iilesure d'indépendance algé- 

brique de celle-ci. Dans ce travail, nous améliorons ce résultat en remplaçant 

l'exposant de la taille qui intervient dans cette mesure par un exposant plus na- 

t urel. 

L'outil essentiel, pour la démonstration de ces résultats, est l'algèbre cornmu- 

tntive et, eri particulier, les techniques de "l'élimination" introduite par Nesterenko 

(cf. [ N I ] )  dans I'étude des nombres transcendants et développés par P. Philippon 

(l i i~is [Pl j. 



Le plan de ce travail est le suivant : 

Dans la première partie, nous présentons les résultats auxiliaires et en parti- 

culier le lemme 8 qui pennet de réduire les hypothéses. 

Dans la seconde partie, nous énonçons le critère principal au paragraphe 1 

et démontrons des corollaires de ce critère au paragraphe 2. Le paragraphe 3 est 

consacré à la démonstration du critère principal. Elle se fait en deux étapes ; 

dans la première étape (lemme 9), on réduit les hypothèses. La deuxième étape 

(lemme 10) utilise essentiellement les techniques de l'élimination projective. 



1 - NOTATIONS ET RESULTATS AUXILIAIRES. 

1 - Définitions et  notations. 

1) Notions de hauteurs et tailles de polynôines à coefficients dans un corps de 

nombres. 

Soit K un corps de nombres. On désigne par AIK l'ensemble des valeurs 

absolues de K et SK l'ensemble des valeurs absolues archimédiennes. 

Soit v E M K ,  on note K, le complété de K pour la valeur absolue v, C u  le 

complhté d'une clôture algébrique de Ii',, v, le plongement de Ii dans C u  étendant 

le plongement canonique de K dans I<, et nu le degré de Ku sur Qu. 

Soit P E KIXI,. . . ,X,] (resp. P  E C v [ S 1 , .  . . ,LI) . Si v E SIC, on note 

ll.f,(P) la mesure de Mahler de a u ( P )  fresp. P )  ; la mesure de hlahler d'un 

polynôme Q de C [ X h  . . . , X,] est définie par : 

Si v @ Sri, on note a , ( P )  le maximum des valciirs absolues 17-adiqties des 

coefficients de u,(P) (resp. P). 

On définit les notions de hauteur, hauteur irivariante, taille et taille (7-adiqiic 

de P par : 
- 1 k ( P )  = - C n. . max(0, log A l ,  ( P ) )  

. 41 ,,EM~ 

t( P )  = niax(1 + deg P, E(P) )  
t ,(P) = max(1 + deg P, log H,(P))  

où H,. ( P )  ddsigne It: maxirniim dcs valvurs a bsoliics 11-adiqiies des cocfficirnt s dc 

a,(P) (resp. P ) ,  

Remarquoris que si v # S K ,  H,,(P) = h,fv(P). 



Remarques : 

Nous utiliserons souvent les inégalités suivantes (cf. [W], p. 26). Soit v E SK 

et P E C,[X1 ,..., X,], o n a :  

On déduit de ces inégalités : 

t v ( P )  5 ( [ K  : Q] + 1). f ( P )  . 

Remarquons que pour P E Z[Xi, . . . , Xm]\(0), on a : 

1 -- - C nv . iuax(0, log ili(P)) 
[Ic QI vEs,f 

puisque CuESK nu = [K : Q] . 

2) Notion de taille s u r  une exteluion de Q de t,ype fini. 

L'étude d'une mesure d'approximation d'iin point = (m , . . . , a,) de C z  en 

dimcrisiori k ,  consiste à minorer, pour tout point jj - = (p l , .  . . , Bn) de CE dont les 

saordonnées appartiennent à une extension de Q dans C , ,  de degré de transcen- 

diintc k sur Q. la quantité maxi - lai - , eri fonction des tailles (définies 

ri-dcssoi~s) de p l , .  . . , P, dails cette esteilrioii. 

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que cette extension est de lar 

forme L = Q ( B i  , . . . , Bk, Ok+l ) avec ( B i ,  . . . , B k )  E C :  algébriquenient indépeiida~its 

sur Q et ciltirr sur Z(B1, . . . , Bk]. Un tel système sera appelé un k-système. 

Le polynôine niininial de Bkii sur Q(8i, .  . . , B I . )  peut s'écrire sous la forme 

R(,Ol,. . . , @ k ,  AYk+l ) , 



Un élément B de I, s'écrit de manière unique (à des facteurs f 1 près) sous la 

forme p = où B. = (Bi,. . . ,Bk), Pi et Qi sont des polynômes de 

ZIXl, . . . , Xk] premiers entre eux, pour tout i l  ( i  = O, . . . , S - 1). 

On définit, en suivant ([Wl], définition 4.2.1, p. 103) la taille t (P )  de ,B 

"relativement" au système de générateurs (81 , . . . , 8k+1 ) par : 

Cette taille est indépendante, à une constante près, du système choisi ; les tailles 

d'un élément de L, relativement à deux systèmes de générateurs de L, 

{BI, . . . , Bk+1 } et { B i ,  . . . , 8;+1 ), sont égales, à une constante c = c(@, @') ~ r è s  

(cf. [W], Lemme 4.2.22, p. 114). Cela nous amène à la définition suivante : 

Soit 9 = (a1,. . . ,an) E Ct et p : R+ -t R+ une fonction. On dira que 

p est une mesure d'approximation simultanée en dimension Ic de si pour tout 

k-système B I ,  - .  . ,Ok+1 de Cv ,  il existe c = c(E) > O tel que pour tout point 

,O = (Pl,. . . ,Pn) appartenant à (Z[Bl,. . . ,@k+l])n dont les coordonnées sont de - 
tailles, relativement à 8, inférieures à T, on ait : 

Pour une raison de commodité, nous ferons l'étude par rapport à uli k-système 

{ @ I , + - - ,  O ~ + I }  avec maxi<i<k I@i lv  _< 1. 

On fixe ce système dans toute la suite ; R désignera le polynôme ~nininlal 

de 8k+i sur Z[&. . . . , Bk]. La taille d'un élénlent de Z[Oi, . . . , sera la taille 

"relativement au systènie (Ol, . . . , 8lrSI )". 

3) Hauteurs s u r  les variétés. 

Dans ce travail, nous utiliserons les notations, définitions et résultats de [Pl] .  

Ainsi pour un idéal. homogène 1 de I<[Xo,.  . . , dYk] de cndimension k + 1 - r 

et d E Nr, on définit (cf. [Pl], définition 1.14), la hauteur d'indice d de 1 (resp. lc 

degré d'indice de I )  par 

H t d ( I )  - =: h( f )  (resp. Degd(I) =: do f )  - 



où f est une forme U éliminante d'indice d de I. On note aussi : 

où & = (1, e l , .  . . , &), v E MK et thd désigne le morphisme défini dans ([Pi], 
définition 1.15). 

Enfin, pour un polynôme Q E K[Xi,. . . , Xk], on note ' Q  l'homogénéisé de 

Q dans K[Xo, .  . . , Xk].  

4) Notation. 

Soient f et g deux fonctions de R dans R, on écrira f < g s'il existe deux 

nombres réels positifs xo et C tels que pour tout x > xo , f (x) 5 C g ( x ) .  

2 - Résultats auxiliaires. 

Les constantes ci,  ch . . . qui interviennent dans ces résultats sont explicités 

afin de rendre les résultats effectifs, mais ce ne sont pas les meilleures constantes 

possibles. 

Rappelons que el, . . . , Ok+l  (resp. R) est le système (resp. le polynôme) 

introduit dans le paragraphe précédent. 

Lemnie 1. Soient P E Cv[-Yi.. . . ,-Yrn], ( - y i r . .  . , ym) E C r ,  Soit 

(21 ,..., z,) E CV tel que maxi<i<,lyo - - - z , l v  SE < 1. Alors, on a : 

Démonstration : 

lP(~i,...,~nz) -P(z,-i ,  - . -  ? z n x ) l v  I. IP(? i ,yz , . . .  . 7 , n !  - P ( = I . Y L . - . . .  r ~ , i z f l z r  + . .  . 

+ ) P ( z ~  . . . , zm-1 .i ~ m )  - Pf 21. . . )  Zm)lv . 
Eii iuajoraiit les coefficients dtl P par e t t t P )  ct nlaslc,<,, - - lz;l, par 

1 + inax'l ~ ~ s , , ,  [Y1I2,, on obticnt : 

Jp(71 , - - ~ r n )  - P ( ~ I  7 .  - .  9 ~ n i ) I v  

< (1 + <Irg P)"'-' . (1 + iii,ax l y i ( , , ) ( m - l ) n e g  
1 2 i 1 lii 

ni 



On en déduit que : 

Ip(n,. . , rm) - P(z1,. . . , z,)I, 
< E - exp[m h ( P )  + m .  log(1 + max IyiJ.). t v ( P )  + logm] 

< E + exp(ck - t , (P))  . 

Lemme 2. Soient (zl , .  . . , zk) E ~ , k  tel que max(i,, ,..., / z i  - Bi!, 5 E < 1. 

Alors, il ezéste zk+l  E C, vérifiant : 

Démonstration : Soient ul . . . . , us les racines de R ( z i ,  . . . ; z i .  -Y). on a : 

6 

R(zl , .  , . , ~ k ,  X )  = H(-Y - ui) 
a= 1 

d'où ( + 1 ( inf Iet+i - ~ i l u ) '  - 
1=1 ,..., 6 

Soit rt+, une racine de R ( r l ,  . . . , ~ k ,  -Y) vérifiant : 

On a. d'après le lem~ne 1, 

Comme R(Bl, . . . , ) = O, on eri dbc1uit le r4sultat 

Définition. (Le  semi-7&ultunt de C~L~ROZISEEJ) - 



deux polynômes de  C v [ X ) .  Le semi-résultant de P e t  Q,  noté r(P, Q )  est défini 

Lemme 3. L! existe un polynôme G de ZIXo, .  . . , X p ,  Yo, . . . , Yq] de  hauteur 

majorée  par 5Pq e t  d e  degré au pizw p e n  ( X o , .  . . , Xp) ei, a u  plus, p e n  (Yo,. . . , Yq) 

et vérif iant : 

r(P,  QI = G(ao,. - . ,a, ,  bol .. . , b*) - 

Démonstration : Voir ([BI, Lemme 2). 

Lemme 4. On suppo3e P non constant.  Soit 5 une racine d e  P d e  multi-  

plicité S. Si Q(<) # 0, alors,  on a : 

Démonstration : Voir ([RI, Lemme 3.8). m 

Leinine 5 ,  Soient m 2 2 e t  P E I<[Xi,.. . , &Ym]. Soient v E A ~ K ,  A unn 

nombre réel > 1 e t  (zl,. . . ,z,-1) E CG'-' tel  q u e  maxc;,~ ,...,,- 1, Izilu 5 A. 

Alors, on  a : 

A f v ( P ( z 1 7 . .  . , znt - ,  ,*Y)) 5 (1 + deg P )  , HI t (P (z~ ,  . . . . Z ~ I - I ,  

< (1 + degP)"' A d e g P  Hv(P)  - 
< (1 + deg P)m . lldef3 ?deg * l%ft,( P )  . 
4 

Comme log h f v ( P )  5 [IC : Q] E(P) ,  on en déduit le résultat. w 

Lemine 6. SoienPt Pl , .  . . ,Pi de.* polyn6rnes de C,,[,Y1,. . . ,&Y,]. On n : 

J ~ ~ E s ~ ,  h f v ( x Z  Z=I P ~ ) ' c : , ~ ( T T ~ + I ) ~ ~ ~ ~ ~ . A ~ ~ ( P ~ )  

~i r7 6 SI , & I , , ( ~ ~ = ~  Pi) 5 rnaxti=* ,..., 1 )  K ( P ; )  . 



Démonstration : Voir [Pl],  Lemme 1.13 pour le cas 1 = 2 ; on démontre de la 

même façon le résultat pour le cas 1 > 2 . ¤ 

Lemme 7. Soient m un ent ier  2 2, P et  & deux polynômes de I<[Xl,. . . , X,] 

n o n  nub. Soient (ri,. . . , z , -~)  E Cr-' et A u n  nombre réel > 1 tels que : 

max(à=l, ..., m - l ) I ~ i l v  5 A - 

On suppose pue P(zl, . . . , z,-i, X )  est n o n  constant ; soit C E C ,  une racine 

de  P(z l ,  . . . , t , - i ,  X) de multiplicité S. Si,  Q(zI, . . . , zm-1, 6 )  # 0, a l o ~ s ,  il existe 

F E KIX1, . . . , X,-I]\(0) vérifiant ; 

Démonstration : P et Q s'écrivent : 

Posons aj = Pi(z1, . , ~ ~ - 1 )  ( i  = O, .. . 

b3 = QJ(zl , . . . .  (j = 0 , . . . .  Q) 

D'après le lemme 3, il existe un polyilôme G de Z[&, . . . , X P !  Yo, . . . , Yq]\(0) tel 

que : ~ ( ~ ( 2 1 , .  . . , T m - l ,  X), Q(zI , .  . . , zlii-l ,  -Y)) = G'(flo,. . . . a p ,  b u . .  . . , h,). 

Soit F le polynôme de I< [.Yl. . . . , Sm - 1 ] défini par : 

On a bien l'égalité 11 du Icrnme. L7inégalit,é 11) décoiile du lemmc 4 et clu lcmrnca 5 .  

Estimons, maintenant, la taille de. F. 

On a degF < 2degP.degQ.  



Si v f SIC, on déduit du lemme 6, que : 

x ( . max M , ( P , ) ) ~ ~ ~  Q x ( rnar M,(Q j))de' 
( t = O ,  ...,p) ( j = O , . . . , q )  

Comme 

M,(Pi) 5 (1 + deg P)*-' - H v ( P )  

< (1 + deg P)~-' 2degP . M V ( P )  pour tout z, (i = O,. . . , p) . - 

de même, Mu(Qj) < (1 + deg Q)m-l - 2degQ . hi,(Q), pour tout j ,  ( j  = O,. . . , q )  . 
On en déduit que : 

- I 
h ( F )  = - + C nu rnax(0, log Mt. ( F ) )  + 

1" : QI ,,,,, 
1 C n , niax(0, log Ml, ( F ) )  . 

V ~ S K  

Coinme xCESK nV = [IC : QI, on en déduit que : 

- 
h ( F )  < 3 .CagP .degQ. logm + degP-degQlog20+ 

+ in . deg Q - log(l + deg P )  + tn . deg P log(l + deg Q)+ 

+ d c g ~ . E ( ~ ) + d e ~ ~ . E ( & ) .  

Leriiiiie 8. Soient (al,. . . , E C z .  P ii.n polgnôme de li[.Y,. . . . . S,,] 
virifinnt : JP(ul,---,a,)lv 5 z2 < 1 .  

Soie?~t  (pi , .  . . , /9,,) E (ZIBi, . . . . Hk+i ] ) ' '  ~ic'rih;a,i:nnt : 



On suppose que P n'a pas de zéros dam la boule de  centre g et de rayon ~3 de CY, 

avec 2~~ 5 es < 1 . 
Alors, il existe un polynôme P* (dépendant de P )  de KIYl,. . . , Yk] te l  que : 

IV) JP'(4, . . . ,4) 1. 5 (€2 + et) . exp(ea . t (P)  . T )  . 

VI t ( P * )  < CL t ( P ) .  T 

VI) P* n'a pas de zéro3 dans la boule de  C:  de  centre e e t  de rayon 

€3 . exp(-ciO T) 

Démonstration : Rappelons que pour tout i, (i = 1, . . . , n)  Bi s'écrit : 

tel que : rnax i c i< .  t(Pilj) 5 T. 
O < j l 6 - 1  

Posons, pour tout i, ( i  = 1,. . . , n),  SifZ) = c:;: PiYj(Yi,. . . , Yk) . . 

Soit P le polynôme de K[Y1, . . . , Yk+1 ] défini (en fonction de P) par 

Montrons que P(&) est "petit". Par défiiiition, P(&) = P(P) . En iit,ilisant le 

lemme 1, on obtient : 

où ci/3) = n . (2 + log0 + max(i,l,.. .,,) J/j;lv)) . 
Or, compte tenu de l'inégalité, max(i=ll...,k) IO i la  5 1, on a : 



Comme P,,j E Z[Y], 

si V $! SK, HV(pi,,) < 1 
si v E S K I  on a (cf. Introduction, remarques) 

Puisque maxi, j t(Pi,  j )  5 T ,  on en déduit que : 

Par conséquent, on obtient : 

avec C; = n .  ( 5  + k + log(1 +- (Bwilv))([K : Q] + 1) . 

Comme lP(g)l, L< € 2 ,  on en déduit : 

(4 IP(&) 1. 5 ~2 + E I  exp(c; t ( P )  T )  . 

Estimation de la taille de P . 

si P s'écrit P ( x )  = C jl pii ,.. ., j,, S:' . . . Xk ( p j l  ,.. , , jn E Il?), on a par 
d é h i  t ion : 

P(E)  = C pj,  j, S'{'(Y) . . . ~5 ( Y )  . 
31 ,.... j ik  

On a. évidemment : 

En utilisant lc lemme 6, 011 obtient : si 

v é s,, M , ( P )  A ~ , , ( P ) .  hf,,(s{l x . . .  x s?). 
31 i . . . s J i i  

Or, puisque pour tout i, (i = 1,. . . , r z ) ,  Si E Z[-j, oii a donc 



Si v E S K ,  ona: 

et If, (P) < zdeg - A& ( P ) ,  d'où 

+ C n, . niax(0, log h f v ( P ) )  + C n,  max(0, log Mu ( P ) )  
UESK ~ 4 s ~  

< ( 4 k + n + ? ) . t ( ~ ) . ~ + E ( ~ ) .  - 

On en déduit que : 

(b) t ( ~ )  5 c16 - t ( P )  - T où cl6 = (4k + n + 8) . 

Posons ~4 = . exp(-ci - T) avec c; = 2 ( k  + 1) (2 + log(2 + (8r+l l u ) )  . 

hIontrons que P n'a pas de zéros daris la boiilc de ceiitre @ ct dc rayon id dc. 

c;+' . En effet, supposons qu'il existe (O;, . . . , O;+I) E c$+' tel que : P@') = O 

et maxlsj'k+l 10: - ejl < €4 . 

Posons, pour tout i7 ( i  = 1, . . . . n), ,B: = S,(@) . On a, par définition, 

P ( g )  = P(@'). 

Pour tout i ,  ( 2  = 1 , .  . . ,n),  on a : 

En utilisant le lemme 1, on obtient : 



d'où 

,O' est donc un zéro de P et /?' appartient à la boule de centre p et de rayon ~ 3 ,  ce - 
qui contredit l'hypothèse. On a donc la propriété (d) suivante : 

(d) P n'a pas de zéros dans la boule de centre et de rayon ~4 de c:+'. 
Définissons, maintenant le polynôme P*. Posons : 

Soient (zi , . . . , zk) E C: vérifiant rnax<i,~ ,... ,k) Izi - Bi 1, < E S .  II existe, d'aprks le 

lcmme 2, ZE+I E CU tel que : R(zi, . . . , zk+l) = O et 

D'après (d), ~ ( 2 ~ ) .  . . , zr+i)  # O. Par suite) le lemine 7 assure l'existence d'un 

polynôme P* de I<[X1,. . . ,Sn] tel que : 

Puisque pour tout (21, . . . , z k )  dans la boule de centre (el . .  . . , B k )  et de rayon E S  

il esiste zk+l tel que 

011 cil déduit que P* n'a pas de zéro daris la boule de CI de centre (O1, . . . , Bk) et 

de rayon ES. Ceci entraîne l'inégalité vi) du lemine. 

L'inégalité iv) du lcmme découle de l'inégalité ii) clil lemnie 7 et des inégalités 

(a) et (b) vérifiées par P.  

L'inégalité v) du lemnie découle de l'inégalité iii) cl11 lemme 7 et de l'estiiiiat,ion 

(b) vérifiée par t ( P ) .  



II - LE CRITERE PRINCIPAL ET SES COROLLALRES. 

On rappelle, qu'on désigne, dans toute la sui te, par el, . . . , Bt+l (resp. R), le 

systéme (resp. le polynôme) introduit dans le paragraphe 1 du 1. 

1 - Enoncé du critère principal. 

Soit K un corps de nombres et u E M K .  Soient u : R+ -+ R+ une fonc- 

tion continue et strictement croissante et S> : R+ -+ R+ une fonction continue, 

croissante telle que pour tout z E R+, $(s) > 1. 

Soit g = (al,. . .,a,) E CE. Soient c l ,  cz et c3 des constantes > O ne 

dépendant que de g, k, n et [K : QI. 

Théorème. (Critère principal). {Hl j O n  suppose que pour tout réel  M > 
A l o ,  il existe un idéal .lAl = . . , PA{ ,,,, de I<[-YI,. . . . lin] vérif iant : 

r) l 'ensemble des zéros de Ihf dans  la boule d e  CV d e  centre e t  de rayon 

de  Cy est vide. 

Alors, il existe une constante c = c ( e ,  k ,  7? ,  Ili : QI, t(  R ) )  > O (c.flectivement 

calculabZe) telle que, pour tout poznt (il,. . . .$,,) de ( Z [ û l , .  . . , f i J k + l ] ) R  ~ ( Z ~ i f i n n t  : 

maxl<l<n t ( P i )  5 T, on ait  : 

o h  w est la fonct ion i n v e ~ s e  d e  u .  

Reinarque : P. Phililipon a diiiiiontrh dans [P2,  Corollaire G], un r&suIt;i.t, 

  no iris fort, avec l'exposant 72 a la place de X: + 1. Ce tliéorème anléliore donc le 

rbsultat de P. Philippon, puisque sous l'llypotlièse (Hi ) tlu tlii.orèmc, 011 a k < n 

(cf. [Pl 1, critkre priricipal). 
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2 - Corollaires. 

On déduit du critère principal, des résultats quantitatifs sur les grands degrés 

de transcendance liés la fonction exponentielle, on considère xi,. . . , x p  (resp. 

yl, . . . , y,) des nombres complexes vérifiant l'hypothèse technique suivante : (HT) 
Pour tout E > O, tout X >_ X ( E )  et tout puplet (Al,. - . , Xp) (resp. tout q- 

uplet (vl , .  . . , uq))  d'entiers rationnels, non tous nuls, tels que l X i l  < X (i = 

1,. . . , p )  ( resp. Ivjl 5 X ( j  = 1,. .. , q ) ) ,  on ait : 

P !l 

1 C Xizil $ exp(-XE) ( resp. 1 C v j y j !  -> exI?(-XC)) , 
i= l  j-1 

Posons K I  = *, Q = - 
P+Q 

Corollaire 1. Soét b un cniier > 0.  II existe une constante cl = c(p. q,  k, g, g) 

> O telle que : 

i )  yl(T) = exp(ci a T~+') soit une mesuTe d'opprosimation simulton,ée. e n  

dimension b, du point (exlYl , .  . . , e x p Y 4 )  de CPq, si ici = k + 1 e t  K I  > 1. 
x , I k + l )  k + l )  

i i )  p2(T) = CIT K:-k-1 . ( l o g T ) k  soit une mesure d'approzimation si-  

multanée e n  dimension, k. du point (eri3'1:. . . , f r p y q  ), si h-1 > k + 1. 

Déinonstration : Soit g = ( a l , .  . . , apq ) ,  où {a1,. . . ,app} = ( e r r y i ,  ( r  = 

1 . . p ) ,  ( s  = 1 , .  , q .  En utilisant une foiictioii auxiliaire à une variable et 

uti lcmme de z6ros géonlétrique, Diaz déinoiitre (cf. [Cl, p. l*.?S) la proposition 

suivante : 

Prapositiol~ 1. Si 61 > 1. Alors, p a w  tozlt réel Ii', S > -Yo. il ezidte m e  

f~xmille de polynômes P-y,l,. . . ,,,, (q) de 211.;. . . . , l iq] vérifianet : 

a )  poiir t o u t  j. ( I  = 1. . . . . >il(-Y)) P\-+, n'a l ias  d c  zCia8 dnn,s ln b o ~ k  d e  Cpq d r  

cen.tre - e t  d e  rn?/o~z. ~ x ~ ( - c ~ S " '  - log  -Y) . 

Si K 1 > 1 rt ti, = k + 1. 1;) proposi t ioii tliit riiiilr qiic n ri.sifi~ I r s  liypot hhscs du 
cri t , i . r t h  l>siiiripiil cinris Q avec = log S. L *  = 1. 011 en dédiiit. par coilséqiierit. 



Si > k + 1, la proposition 1 entraîne que g vérifie les hypothèses du critère 

principal avec u ( X )  = xK1-('+') log X et r/, = 1. La fonction inverse de u ,  notée 

w dans le critère, vérifie dans ce cas 

On a, par conséquent, la partie ii) du corollaire. H 

Remarque. Si on applique le corollaire 1 ii) avec p = 2, q = 3 et k = O, 

on obtient un résultat, similaire à celui de M. Waldschmidt et M. Mignotte (cf. 

[W - Ml, Corollaire 1) : 

Soient ,O1 ,l . . . ) ,û2 ,3 des nombres algébriques de tailles inférieurs à T ,  on a : 

Le résultat de M. Waldschmidt et M. hlignotte est pliis fin, puisqu'il sépa,re le 

degré et la hauteur dans la mesure d'approximation. 

Corollaire 2. Soi t  k un en t i e r  2 O. O n  suppose  p 2 2. Alors, il existe u n e  

cons tan t e  c2 = c(k, p, q, 2 y) tel le que : 

k 1 

iii) y3(T) = ~ x ~ ( c ~ T ~ + ~ ~  ' ') so i t  une m e s u r e  d ' approz imu t ion  s imu l tanée  

e n  d i m e n s i o n  k ,  du poin t  (xi,. . . , xp, e x ~ ~ l , .  . . , e x p Y q )  de  C P ( ' + ~ ) ,  s i  KZ = k + 1 . 
sd1.+1) - k f l  

iv) y 4 ( T )  = c2T s 2 - k - 1  . (log T )  ( P + Q ~ < ~ z ) ' ~ - ~ )  so i t  une mesure d'approzimatio.ri. 

s i m u l t a n é e  e n  dimension k, du poin t  (xi,. . . , x,, erl?v' ,  . . . , e x p u s )  de C P + P ~ ,  si 

K 2  > k + 1 .  

Démonstration : On utilise la proposition (cf. [Dl, p. V.21, V.22) suivante : 

Proposition 2. S i  p > 2, alors o n  a : P o u r  tout  X > -Yo, i l  ex i s te  u n e  

famille de  polynômes  QxPi,  . . . , Q s , m ( X )  de  Z[&, . . . , 5(,+11] vérifiant : 

a )  pour t ou t  j ,  ( j  = 1,. . . , m ( X ) ) ,  (2x,j n'a pus d e  zéros d a n s  tu boule de  c*('J+') 

2- 
d e  cen t r e  g e t  de  r a y o n  exp[-cioXX2 ( log -Y) p+q  ] ; 

C) maxl<j_<m(x) - ~ ( Q x , ~ )  5 cizX où C I O ,  e t  cl2 n e  dépenden t  qîce de p, q, 2 

e t  y. 



Si nz = k + 1, la proposition 2 implique que 2 vérifie les hypothèses du critère 
S, 

principal avec u ( X )  = (log X) r+r , t,b = 1 et K = Q. 

On en déduit iii). 

Si nz > k + 1, g vérifie les hypothèses du critère principal avec u ( X )  = 
x ~ 2 - k - f  ( l o g X ) p + q  L et $ = 1. 

Dans ce cas, w la fonction inverse de IL, vérifie : 

On obtient comme sous corollaire du corollaire 2, un résultat concernant le 

problème de Gel'fond Schneider : 

Corollaire 3. So ien t  y un nombre algébrique d i f l é ~ e n t  de O e t  1, P un nombre 

algébrique d e  degré d > 2. Soi t  k un en t i e r  $ O .  Alors, il existe zm réel ca = 

c3( k, d ,  7 ,  p )  > O tel  que : 

VI) y5 (T )  = ~ X ~ ( C ~ T ~ ( ~ + ' ) )  soit u n e  m a u r e  d ' a p p r o ~ m a t i o n  s imul tanée,  en 

dirnrnsion Ic ;  d e  (yp , .  . . , si d = 21; + 1. 
d l k l  - ( k + l )  

VIT) v 6 ( T )  = C ~ T '  Z-::--+I' a (10gT)d-2k-1 suit  une mesure  d'approximation 

~ i r n s l t a n é e ,  en d imens ion  k ,  d e  (y@;.  . . , y ~ d ' ' ) ,  a i  d > 2k + 1. 

Démonstration : On suppose ,8 entier algébrique ; le résultat se déduit de ce 

cas particulier. 

2 ( d -  1 )  
Posons : IC = Q(y,@), a= ( ? a , . .  . & =  (r,7'1,.. ), 

x t  = Pz-', ( i  = 1,. . . , d),  xi = Pi-' ( i  = 1,. . . , d)) 9, = 3J-' . l o g ~ ,  (j = 1,. . . , d). 

B étant algébrique, on déduit de 17inéga,lité de la taille (cf. [W] que xi, . . . , + d  

(resp. y1 . . . . , y d )  vérifie l'hypothèse (HT). 

En utilisalit le corolla.ix-e 3, on déduit qu'il esist,e cf = c( k ,  d, y, B) tel que : 

a) ipi (T) = CX~(CT~("'+ ' ) )  soit une mesure d'a yproxiination siiilultanée en di- 

~neiision k, du point &, si d = 3k + 1. 
d l k l  AktLL 

b) y2(T)  = C T I  :-?!-: ' (log T ) - d - z k - i  soit une mesure d'approximation simul- 

tanée en diinension k, du point &, si d > 3k + 1. 

Pour coriclure, il suffit de nlont,rer que si 9 est une mesure d'approximation 

de &, en dimension k, alors il existe c = c(E, d, y, p)  telle que c . cp soit une mesure 



d'approximation de en dimension k. Puisque la mesure d'approximation est 

indépendante à une constante près du k-système choisi ; on choisit un k-systkme 

81, .  . . , e k + ~  tel que Y E z ~ I , .  . . ,ek+~l  . 

Soient wl , . . . , wd-1 des nombres appartenant à ZIOl, . . . , @k+lJ tels que : 

étant entier algébrique de degré d ; pour tout j, d < j _< 2(d - 1) il existe 

X i ,  E Z (i = O  ,..., d -  1) tels que: ,Oj = C" X i v j  .pi. On a donc 

Posons : 
2 0 j = w j  s i l < j L d ! - l  

d - 1  

G j  = ~ ( w , ) ' ~ ~ J  si d < j < 2(d - 1 )  
2=0 

On en déduit aussi du théorème un résultat lit5 aiix foiictions cllipt iclurs : 

Corollaire 4. Soi t  p une fonct ion elléptique d ' invarianis g2  e t  qi, ( 2  le ré,sca,rr. 

d e s  pérfodes de  p. Soient  13 une pc'riode prémiti7ie de  fi e t  17 la quasi-piriode 

a s ~ o c i é e  e t  K = Q(g2,p(2)).  Alors, il existe une constante c = c(w,R.I<)  > O 

telle que : 

a )  p 7 ( T )  = CS?. . (log T )  f soit  une mesure  d 'ayyroxinsation e n  din,ensio» O d e  
2tn 2 (T, J. 

b )  p8(T) = cT6 (1og T)' soit  une r n e , ~ ~ ~ r e  d 'approximat ion en d imens ion  1 de 

Démonstration : On utilise la proposition (cf. [PH], liropositiori 2) suivante : 



Proposition 4 .  Pour tout réel M >_ Mo, il existe une famille de polynôme8 

PM,i,. - . , PM,m(M) dans K ( X ,  Y ]  vérifiant : 

iJ pour tout j ,  ( j  = 1,. . . , m ( M ) ) ,  PMYj n'a pas de zéros dan3 In boule de centre 

(W, 2) et  d e  rayon exp(-c ieM3)  ; 

ii) ~ X I ~ X  I P & ~ , ~ ( % ,  W)( 5 exp(-c17M3) ; 

iiz) max t (PM,j )  5 ci8 M . log Ad 

od cia) ci? et ci8 sont des constantes positives non nulles, ne dépendant que de w ,  

R et K .  

On pose S = MlogM ; on a : 

s - S 
« M < l o g ~ .  

log S 

Soit Ps, j le polynôme de K [ X ,  Y ]  défini par Ps, = PM, . D'après i) PS, n'a 
s3 pa,s de zéros daiis la boule de centre ( F, Y )  et de rayon exp (-fia (log . 

On déduit de ii) que maxj ( P ~ , ~ ( Y ,  W)I 5 esp (-czo&) et de iii) que 

maxg t(Ps, j )  5 cz iS .  

( y, y) vérifie donc les liypothèses du critère principal avec 

s 
(2) k = 1, u(s )  = - et S, = 1, d'autre part. 

(1% s)3 

Dans le cas (l), w (la fonction iiiverse de u)  ti-rifie : 

On déduit du critère principl la partie a) du corollaire. 

Dans le cas (2), u? (la fonction inverse de 21)  vérifie : 

Du critérc principa.1, on d6diiit la partie b) du corollaire. 



3 - Démonstration du critère principal. 

Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer le théorème pour T 2 To, avec 

To assez grand, puisqu'il n'y a qu'un nombre fini de nombres de Z[&, . . . , B t + l ]  de 

tailles inférieures à Ti. 

Pour démontrer le théorème, nous allons procéder par l'absurde. On considère 

la propriété (S) suivante. 

(S) Soit c une constante suffisamment grande en fonction de n, k, [Ii : QI, 

t (R) et g. Soit To un nombre réel vérifiant 

Soit T un nombre réel > To, P i , .  . . , P, des nombres appartenant à 

ZIO1, . . . , 6k+i tels que : 

max(i=î ,..., a) t (P i )  <_ 2' et max(i=i ,..., n) loi - B i l u  < e x p ( - v ( T ) ) ,  

où .y(T) = c ~ ~ + ~  . [$ o w(cTk+' . ( 1 ( 7 ( ~ ~ k + 1  )]'+l . 

Posons Mz = w(c 'T*+~) ,  avec d = - . Soit -%Tl le nombre r6el défini 

par : 

hll existe, puisque la fonction f : R+ t R+ définie par 

f (x) = 2(Sq + l)xM1 , U ( X ) ( + ( X ) ) " ~  , est continue strictement croissante donc 

inversible dans R* . 

La démonstration se fait en 2 ét,apes. 

Dans la première étape, nous allons montrer que, sous les hypothèçes ( H l )  

et (S) le point B = (O1,. . . , ek ) vérifie une propriété ( H z  ) analogue à. ( H l  ) ; dri~is 

I'intervalle [ M I ,  M2].  

Dans la deuxième étape, la proprikté (Hz) jointe aux techniques d'élimination 

nous permettront d'obtenir la coiltradiction qui établira le théorè~ne. 

Notons que l'égalité (**) assure que l'intervalle [All, Ad2 ] est suffisaminent 

grand afin de pouvoir appliquer "l'éli~nination" . 



lère étape. Réduction des hypothèses. 

Lemme 9. Si (Hl) et (S) sont uérifiés, alors on a la prop~iété (Hz) suivante : 

( H z )  Pour tout  M E [Mi, M2], il exis te  un idéal TM = ( Q M , i , .  . . , QM,m(M))  

de KEYl, . . . , Yk] vértfiant : 

v r ~ )  L'ensemble des zéros d e  Zni dans la boule de  C: de centre @ = (81,. . . , B k )  

et de myon exp ( - y ~ k + l  u(M) . e3t vide ; 

Démonstration : Soit iM E [Mi, fi&]. Les inégalités (*) et (**) de la pro- 

priété(S) impliquent qiie Ml > Mo. Par suite, l'hypotlièse (Hi) assure l'existence 

d'un idéal Inr = (Pnl,i,. . . , PM,m(M))  de K[.Yi,. . . ,Sn] vérifiant ï), II) et III) du 

théorème. 

Posons, pour j ,  ( j  = 1,. , . , m(A.l)), Qkf .  = Pl f* j  où désigne le polynôme 

de K[Y1, . . . , ltk] définie, en fonction de PM, j, par le lemme 8. 

En utilisa,nt les inégalités II) et III) de l'iiypothèse (Hl). les inégalités de (S) 

et les inégalités IV) et v)  du lemme 8, on obtient 

Or, pour tout M E [ M l ,  M 2 ] ,  c2kfk+' . u ( M )  . (y.(iil))'+' < p(T), d'apris la 

défiiiition cle hl2.  On eii déduit que : 

D'autre part, on a: d'après la définition de Ml 

Piiisque cf  est assez grand, on peut supposer que : 

Cl & Sc4 > -(CL C 2  - C3 + log 2) . 



D'autre part, 2 1, on en déduit que : 

d'où l'inégalité VIII) de ( H z ) .  

L'inégalité IX) de, (H2) résulte de l'inégalité III) de Hi et l'inégalité V) du 

lemme 8. 

Montrons que VII) est vérifiée. 

D'après ( H l )  1), pour tout M $ Mo et tout j ,  ( j  = 1,. . . , n (M) ) ,  PMYj  n'a 

pas de zéros dans la boule de Cz de centre a: et de rayon 

exp[-cl ML+' . ~ ( M ) . ( $ J ( M ) ) ~ + ~ ]  ; comme 2cl - M;+' -u(Al2). (7,b(M2))k+2 5 p(T), 

on en déduit, grâce au lemme 8 QI), que QMl ( = Phl j )  n'a pas de zéros dans 

la boule de C$ de centre @ et de rayon ex*[-b - ci - ML+' - u(M) . ( G ( M ) ) ~ + ~ ]  . 

exp(-c>,,T), pour tout hl E [ M I ,  M2]. Or, on M!+' - u ( ~ & ) .  ( $ ( M ~ ) )  > et*'' T 
L 

et comme on peut supposer que c' k+l > cio, puisque c' est suffisamment grand, 

on peut conclure que Q A f j j  n'a pas de zéros dans la boule de C: de centre @ et de 

rayon exp[-(6 cl + 1) - AIk+ '  . u ( M ) .  ( $ ( A . I ) ) ' + ~  pour tout E [fill, Mz], d'où 
la propriété VII) de ( H z  ) . 



2ème étape. Elimination. 

On utilise les notations, définitions et résultats de [Pl] .  Pour simplifier les 

notations, nous omettrons l'indice v, qui désigne la valeur absolue considérée, 

dans celles-ci. 

Soit r un entier tel que O 5 r _< k + 1. Considérons l'assertion (A,) suivante. 

(A, )  Il existe Pr un idéal premier homogène de I([Yl, . . . , Yk], de codimen- 

sion k + i - r ,  vérifiant, avec dr = ([ce - M2 - Tl + 1,. . . , [cg M2 Tl + 1) E Nr, 

les inégalités suivantes : 

X I )  H t6 (Pr )  5 C : ; ' + ~ ( M ~  T ) ~ "  et Degd -r (Pr) 5 c ~ ~ ( M z  T ) ~ -  

XII) IIPr119. < exp[-(*)* m(<l>(hfz))'- ( H t g ( p r )  + M2 . T . ~ e g & ( p r ) ) I  
où cs = (4k + n + 8) (3k  + 10) - t (R) c3, C22 = 8(k + 2) . log(k + 1) . c6 et (c6M2 ' 

désigne la partie entière de c6M2 T. 

Lemme 10. On a les implications suivantes : 

( a )  ( H z )  + ( p u r  tout  entier r tel pzae 1 5 r 5 k 4- 1 ; (ilr) =+ ( A ~ - 1 ) )  ; 

Dérïionstraiion : Supposons (Hz) et ( A r )  vérifies pour r ,  1 5 r 5 X. + 1. 

Montrons que (A,-i ) est vérifiée. 

Considérons l'idéal (Pr) qui vérifie ( A , )  ; noirs alloris montrer que, 

m i i ~ ~ ~ ~ ( ~ ~ )  { 11- - 811} est LLsuffisamment petit". - 
Posons (1, = [cRL!lzT] + 1. En utilisant le le~iiine 2.7 de (Pi] et l'inégalité XII) 

cle (.A,.) ,  on obticnt les inégalités suivailtes : 

Par suite, 



& ~ - J x  u(Mz)  = c'TL+', avec et "suffiamment grand", on peut donc supposer 

que c' > (44 ) '+' et par suite, on a : 

min Di~ td~(~ ,eB)  5 e x p ( - ~ ; ~ M ~  + T) . 
yEZ(Pr) - 

Soit E Z(P,) tel que : 

On a xo # 0 ; en effet, si 20 = O, puisque liall < 1) on tire du lemme 1.16 (i) de 

[ f i ]  l'inégalité : Dist(-, 8) 2 ( I r  + 1)2 . D'autre part, le lemme 2.9 de (Pl] entraîne 

que : 

Distdi (g, 8) Dist(g, @) . ( 2 ( k  + I ) ) - ' (~~+')  , 

On aurait, alors : 

Cette dernière inégalité est absurde, d'après (1)' on a donc xo # O. Par suite, en 

utilisant à nouveau le lenme 1.16 ii) et le lenime 2.9 de [Pl], on obtient : 

Ili - -11 < 3(k + 1)' . Dist(g, B) 

- < (x, 8) exp[S(k + i)c6 - h.izT] 

d'où 

Comme, u(Alz)  = ~'2'"' et on peut supposer qiie c' > j4c;,)"+'. on cii dÉdi~it 

que : 
1 L 

min {llg - 811) 5 expl- -hl2 - (u(i~i2)) - +(hf2 11 
Y€Z(P,) - 2 

< exp[-cdhlI "+' . u(df1) . ($(Mi ))kf 2 ]  

Considérons S l'ensemble des nombres réels M tels que Ml < < MZ et 

min {llg - @Il} < exp[-cl . M*" . u ( M )  . ( 1 1 > ( ~ ) ) ' + ~ ]  . 
y€Z(Pr)  - 

S est non vide, puisqu'il contient Mi. Soit ill sa borne supérieure, S étant fermé, 



La propriété ( H z )  assure l'existence d'un polynôme QAM de KIYl,. . . ,YI] 

n'ayant pas de zéros dans la boule de C: de centre @ et de rayon 

exp[-c4 . M'+' . u ( M )  . ( $ ( M I )  k+2]. On dédu t, grâce à l'inégalité précédente que 

h&j ,M 6 Fr, et par suite que, codim (Pr, = k - r + 2. 

Soit R-i l'idéal défini formellement par : 

où, 11, . . . , If sont les idéaux premiers minimaux, de codimension k + 2 - r, associés 

à (Pr ,  ' Q j Y M )  et el , .  . . , e t  les longueurs des idéaux primaires correspondants. 

Soit Y,  (i = O,. . . , k) tel que 5 # Pr et soit p le K[Y0,. . . ,Y&.][&-,] homo- 

morphisme défini par : 

Si f est une forme U-éliininante d'indice dr de Pr alors p ( f )  s'écrit (cf. Proposition 

où X E: I< et f, est une forme U-élirr-iinante d'indice d,-, de I,. 

p ( f )  est donc une forme U-éliininante d'indice &-l de 'Pr-i. En utilisant le 

lemine 2.1 de [Pl]  et l'inégalité XI) de ( -Ar ) ,  011 obt,ient : 

Pour majorer 11 P ~ > , - ~  lié-, nous allons dis t iiigiier deus a s ,  sui~ratit que Z(P,)  

a un poiiit "très proclie" de @ou tous les points de Z('P,) sont relativement Gloignés 

de @. 

le= Cas M = A&. 



En utilisant le corollaire 2.3 de [Pl 1, on obtient : 

où ciz = 3 2 . ( k  + 1) .log(k + 1). q. 

Les inégalités XII) de ( Az)  et l'inégalité VIII) de Hz jointes à l'inégaIité précé- 

dente, entraînent : 

Or, nous avons démontré (voir p. 26) : 

D'autre part, comme u(AI2)  = c'T"+' et cl est ''suffisamment grand" pour qu'on 
-L 

puisse supposer ci '+l > (ci:2 + ci2c;:' + log 2), on en déduit que : 

D'autre part, on a :  

Comme u ( M 2 )  = c'T~+' et C' est s~l&arnment grand pour qu'on puisse supposer : 

on en déduit : 

cs . '+' . u(I!.<l)($( M ) )  *+' 
u ( M 2 )  P - l  

2 (-) Tk+l , ( $ ( ~ l ~ ) ) ~ - ' [ ~ t , - ,  (prT1) + M, -2' - De& (Pr - ,  )]t 
-r-1 

+ ci2 ( ~ t ~  ( p r )  + -2' . Degd ( P r ) )  + 1 0 ~ 2  * 
v 



On en conclut : 

2ème cas: M < M 2 .  

u et $ étant continues en M ; il existe q > O tel que : pour tout N vérifiant : 

M < N L M + q < M 2 , 0 n a :  

Soit M t  tel que : M < M t  < M + 9. Cornme M est la borne supérieure de S, on 

a : 

exp[-c4M1'+' . u(M' )  . ( $ ( M ' ) ) ~ +  '1 < yEmt;r ]{ll- - &Il}  
- 

< P X ~ [ - C ~ M ' + '  . u(A.i) .  AI))"'^] . 

D'autm part, nous a,vons montré (voir les inégalités (1) et (2), p. 25) que : 

min Disidi (2, @) )< exp(-ci A I 2  . T) 
Y EZ(Pr)  - 

c t, min {lly-8/(] i min {Dis td , (y ,B) ) -exp($-m.S) .  
Y €  Z(?'r) ~ € z ( P r  > - 

iI - - 

On en déduit que : 

Par suite, on obtient : 

Eri utilisait ( H z )  \[III) et. l'i~iégalité précédelite. on obtieiit : 

IQ j , M ( & ) l  5 expi-cs hlk++' - u(N) . ($(3f))'+'] 
< csp[-c* . - ,W"" - I ~ ~ J I ' )  . ( ~ / 1 ( . 4 1 ' ) ) " ~  A] 

< min {1, &))*12} - 
Y €(PT) 

- - 



Remarquons qu'on peut supposer sans restriction que l'hypothèse (Hl )  est vérifiée 

avec y 5 4(bcl + 1) et par suite que cs 5 2c4. On a alors $ 5 1. 

D'autre part, le choix de M' implique 

En utilisant la proposition 2.5 de [Pi J et l'inégalité xri) de (A,), on obtient : 

IIpr-1 Il&-, 5 llprllP e x p [ c ; , ( n t & ( p r )  + ~2 * T . ~ e g ~  (P,))J - 
- ulM2) A < exp[-- (-1 '+' . ( $ ( M Î ) ) ~  . (HtG(Pr) + Mz - T Degd (Pr))+ 2 T"1 --r 

+ c;2(Ht9.(pr)  + A12 . T. Degd ( P r ) ) ]  . 
If. 

_t Or $ . (w) * 11>(M2) > a C' k+l  et c' est suffiamment grand pour qu'on 
-L 

puisse supposer que : cs . dk+l  2 16c4 . c i 2 .  On en dhduit que : 

et par suite : 

Dans les deux cas mentionnés plus haut, oii obtient la même ma.joration, vue In 

cléfiiiitioii de p.-,, il existe un idéal preiiiier honiogène I,, 1 _< s 5 k que nous 

noterons Pr-', de codimeilsioil k + r - 2 vérifiant : 



Ainsi, F,.-l vérifie l'assertion (A,-*) ,  ce qui entraîne le lemme 10 a). 

Montrons le lemme 10 b), l'assertion ) est vérifiée avec = (0). 
L'inégalité XII) est évidemment vérifiée et les inégalités xi) découlent de la propo- 

sition 2.8 de [Pl]. On déduit donc du a) que si ( H 2 )  est vérifiée alors (Ao) l'est 

aussi. 1 

FIN de démonstration du théoimèrne : si l'hypothèse (Hl ) et la propriété fS) 

sont vérifiées ; le lemme 9 entraîne que ( H z )  est vérifiée et, par suite, que ( A D )  

l'est aussi grâce au  lemrile 10. 

Comme l'assertioil (Ao)  est évidemment fausse, puisqu'elle est équivalente à, 

1 < //Pol] < 1. On a donc une contradiction. On en déduit donc que si ( H l  ) est 

1-érifibe alors la propriété (S) n'est jainais vérifiée) d'où le théorème. 
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DEUXIEME PARTIE 





RESULTATS QUANTITATIFS D'INDEPENDANCE 
ALGEBRIQUE POUR LES GROUPES ALGEBRIQUES. 

Introduction 

Nous démontrons dans ce texte un résultat général (cf. th. principal) sur 

l'indépendance algébrique de va1eu1-s liées à l'application exponentielle d'un groupe 

algébrique commutatif G d é h i  sur un corps de nombres. 

En particulier, si on prend G = Ga x E~ avec E une courbe elliptique de 

Weierstrass d'invariants algébriques et si on désigne par P la fonction elliptique 

associée à E et F son corps des multiplications nous obtenons le résultat qualitatif 

suivant : 

Corollaire 14 . Soient /3 un nombre algébrique d e  degré 6 > JUT F 
e t  u un nombre complexe tel que P(u), P(i3u), . . . , p(ps-l TL) soient définis. Alors, 

on a 

;) $ 2  F = Q, deg t rQ~(p(u ) ,  p(pU), . . . , p(p6-lu)) [y] ; 

Ce corollaire améliore un résultat de P. Philippon [Pd] qui obtenait comme 

minoration [t] au lieu de [y] dans le cas F = Q et [:] aulieu de [y] dans 

le cas F # Q. 

En fait, nous démontrons un résultat plus fort (cf. corollaire 13) concernant 

les mesures d'approximation simultanées du point ( ~ ( u ) ,   pu), . . . , p(p6-' u)) 

en dimension k (avec O < k < [y] si F = Q et O 5 k < [F] si F # Q). Cela 

consiste en une minoration non triviale de la distance du point 

( ~ ( u ) ,  P(pu), . . . , P(/?~-'U)) à un point arbitraire (ao , .  . . , as) dont les coordon- 

nées sont dans une extension de degré de transcendance k sur Q, en fonction des 

tailles (relativement à un système de générateurs de cette extension) de a*, . . . , aa. 

L'énoncé général étant très technique, nous allons énoncer des résultats dans 

les cas ~articuliers où les approximants sont algébriques ( k  = O) ou des éléments 

de Z [BI a.vec 8 transcendant (k  = 1). 

Soient p et u comme ci-dessus. Soient gz, g3 les invariants (algébriques) 

de P. 



Corollaire 15 . Si 6 > hj, il existe c = c(P,u,  g z , g r , b )  > O tel  que pour 

tout upplet ( ao , .  . . , as-1)  de nombres algébriques de tailles 5 T ,  on ait : 

log rnax IP(P'u) - ail 2 -c 
o<i5s-1 ( 1 0 ~ ~ ) h  ' 

Corollaire 16 . Soit B un nombre transcendant. Si 6 = l+ & (resp. 6 > 
1 + &) il existe c = c(P,  u ,  92, 9 3 ,  6,8) > O tel que pour tout uplet ( Q o , .  . . , 
de polynômes d e  Z[X] de tailles 5 T ,  on ait  : 

Une autre application intéressante concerne l'approximation simultanée en 

dimension k des nombres F ( e ) ,  P(e2) ,  . . . , p(ed' ). On prend G = E ~ '  avec E 

curnrne ci-dessus, on obtient en particulier en dimension t = O et en dimension 

h- = 1: les résultats sui~ants : 

Corollaire 10 . (Ai = 0) - Soit dl un entier? tel  que d > 1 + &J. il existe 

c = c ( d l ,  g , ,  g3) > O tel que pour tout upkt (bi, . . . , b 2 d - 1 )  de nombres algébrs'ques 

cie tailles < T .  on uit : 

Corollaire 11 . ( k  - 1) - Soit O un nombre transcendant.  Si dl = 2 + 
( redp .  dl > 2 + 9), il existe c = c(<i1,g2,g3,  9 )  tel pue pou+ tout uplet 

[F.Ql 

(Qo. . - . , Q2dn-i) de yolynô?ne.s d e  Z[X] d e  tai l les 5 T ,  on. ait : 

z ~ ' [ F . Q ]  
T ( d l - ~ J [ F . Q ] - 4  

(resp. log max Ip(ei) - Q ~ ( B ) ]  $ -C 
1<t<2d-1  

2 4 ) .  
(log T )  ( d 1 ! 2 ) z 1 6 I - 4  

Si on prend G = Ga x G& où Ga est le groupe additif et G, le groupe 

 nul t iplicat if, nous retroiivons l'analogue exponentiel du corollaire 14 démontré 



récemment par G. Diaz [Dl c'est le résultat suivant : Si 7 est un nombre complexe 

non nul de logarithme non nul et @ un nombre algébrique de degré 6 > 2, alors 

degtrqQ(y,7P,. . , 7f16-') > [y] 
Nous obtenons un résultat plus fort (cf. Corollaire 6) sur les mesures d'appro- 

ximation simultanées du point (y, . . . , en dimension k, O k < [y]. 
Là aussi, nous énonçons des résultats dans les cas où les approximants sont 

des nombres algébriques (k = O) ou des éléments de Z[B] avec 0 transcendant. 

Soient 7 et ,8 comme ci-dessus. 

Corollaire 7 . Il existe c = c(y, p, 6) > O tel que pour tout 6 uplet 

( a o , .  . . , aa-1) de nombres algébriqzbes de tailles < T ,  on ait : 

TB 
qax l7Pi - ai( 2 -e 

l0go<*<6-I (log T) * ' 
Corollaire 8 . Soit 0 un nombre transcendant. Si 6 = 3 (resp. 6 > 31, il 

existe c = c(y, p ,  6,  O )  > O tel que pour tout 6 uplet ( Q o ,  . - . , Qs- l )  de  polynômes 

d e  Z[X] de tailles 5 T,  on ait : 

log +ax lyai - Q i ( @ ) l  2 - exy(c~*)  
O<a<S-1 

Un autre exempie intéressant est 1'approxima.tion simultanée en dimension 
= 2 d 1 - 1  

k >_ O des nombres e n , e n 2 , . .  . ,C avec d1 > 2. 

On prend G = G;, on obtient, en particulier en dimension O et en dimension 

1, les corollaires suivants : 

Corollaire 3 . On suppose que d > 2.  Alors, il existe c = c (d t )  > O tel que 

pour tout uplet ( a l , .  . . , a z d : - l )  de nombres algébriques de  tailles _< T, on ait : 

L 
T d l - a  

log max le" -ail > c 
1<i1<2d-1 2 ' 

(log T) d' - 3 



Corollaire 4 . Soit B un nombre transcendant. Si d' = 4 (resp. d' > 41, 

il existe c = c(&, 6 )  > O tel que pour tout fiplet (Pi,. . . , P2df-l)  de  polynômes d e  

Z [ X ]  de  tailles 5 T ,  on ait : 

max 1 e" - Pi(@) 1 > - exp(c~') 
log l<i<îdl-1 

(resp. log pax  ler i  - pi(@)( > -c 
1<i<2d1-1 (log T) d' -4  

On peut remplacer dans les corollaires 3 et 4, n par e ou par un nombre 

transcendant w vérifiant l'hypothèse suivante : il existe Ho > O tel que pour tout 

H $ Ho et tout uplet (ho ,  . . . , hdt ) d'entiers non tous nuls vérifiant m g  thj 1 5 H ,  
0 < 3 5 d 1  

on a : 
d1 

1 C hjwjl  > exp(-CH log H) où c = C ( W ,  d ' )  . 

D'un point de vue qualitatif, le résultat (Corollaire 1) que nous obtenons 

dans le cadre général des groupes algébriques commutatifs améliore un résultat de 

hi. 1;itldschmidt (cf. [tVaz] th. 1.4) dans le cas d'un sous-groupe à un paramètre. 

11 est intéressant de comparer les deux méthodes ; la méthode de M. VITaldschrnidt 

utilise une fonction analytique à plusieurs xariables "les fausses variables" et un 

lemme de zéros de Masser-Wiktholz [hl - tV]. 

L'out il algébrique essentiel dans la dérnons t rat ion de M. Waldschmidt est le 

critère d'indi'pcricla~lc<i alg61jrique de 1'. Pliilippoii (cf. [Pi]). 

La méthode que nous adoptons pour la construction de la fonction auxiliaire 

a Cté utilisée par G .  Diaz [Dl dans le cas exponentiel. Nous la développons ici 

tlür-ih lc cadre des groupes algél~~ic~ues co~i~mritatifs. On utmilise une fonction ana- 

l ~ - t  ique à une variable et un lemme de zCros multi-homogène de P. Philippon [P3].  

L'outil algébrique essentiel dails cet te démons tratiori est un critère quantitatif 

(l'indépendance algilbrirlue qiie nous avons dCinontré dans [A]. 

Parallèlement à l'étude cles mesures d'approximatiori simultanées en dimen- 

sion k ,  il y a une autre approche quantitative pour l'indépendailce algébrique ; 

c'est la notion de mesure d'indépendance algébrique en dimension il- (cf. [Pz]). 

A ce propos, citons les tranmiix de P. Philippon ([Pz]), de Nesterenko ( (NI)  sur 

la fonction exponentielle, dc D. Brownawell-R. Tubbs ( [ B r 4  et [Br - Tu]) sur la 



fonction elliptique de Weierstrass et le travail en cours de E.M. Jabbouri ( [ J I )  sur 

les groupes algébriques commutatifs. 

P. Philippon démontre ([Pz]) qu'on peut déduire des mesures d'indépendance 

dgébrique en dimension k à partir de mesures d'approximation simultanées en 

dimension k et réciproquement. Mais ce passage fait perdre sur la qualité des 

mesures en dimension k > O (cf. [A]) .  

Enfin, voici le plan de ce travail : 

Dans la première partie, on introduit les notations ( 5  1) et on énonce le 

théorème principal et ses corollaires (f i  2). La deuxième partie est consacrée à 

la démonstration de la proposition principale ( 5  1) ; on distingue deux cas. Dans 

le premier cas (fi 4, lier cas) la démonsration est immédiate. Dans le second 

cas (5 4, 2ièmeeas) le schéma de démonstration est le schéma classique en tran- 

scendance ; on construit la fonction auxiliaire (3 4, lemme 1.4) puis on utilise une 

formule d'extrapolation (§ 4, lemme 2.4) et enfin un lemme de zéros sur les groupes 

algébriques produits pour conclure (8 4, lemme 3.4). 

Dans la troisième partie, nous démontrons le théorème principal et nous en 

déduisons les corollaires. 



1 - NOTATIONS ET ENONCES DES RESULTATS. 

5 1 - Notations et définitions. 

Soit Gz un groupe algébrique commutatif connexe de dimension dz,  défini sur 

un corps de nombres K c C .  

Le groupe G2(C)  des points complexes de G2 est un groupe de Lie complexe. 

On note %,(C) son algèbre de Lie, identifiée à son espace tangent à l'origine et 

expo, : Tc, ( C )  -+ G2(C) son application exponentielle. 

Soit cpz : C -+ G2 ( C )  un homomorphisme analytique tel que son application 

tangente à l'origine Lie(pn) : C -+ TG,(C) soit non nulle ( y z  est un sous-groupe 

à mi paramètre de Gz). 

Soit xz : G2 4 P N  un K-plongement de Gz dans un espace projectif tel que 

~2 O expc2 : TG, (C) i PN ( C )  soit défini par des fonctions analytiques d'ordre 

5 p, avec p = 1 si G2 est linéaire et p = 2 sinon. Des plongcments de ce type sont 

coilstruits pa.r J-P. Serre dans [Se]. 

L'application xz O expc2 oLie(p2) : C -+ PN(C) est définie, alors, par des 

fonctions analytiques d'ordre < p, qu'on notera 90,  . . . , p ~ .  

Soient do un entier égal à O ou 1, dl un entier > O. Pour avoir des résultats 

génkraux, on considère un groupe produit de la forme G = G ~ O  x G 2  x Ga Posons 

d = S o + d i + d 2 .  

Soit ;\. le IC-plongeincnt naturel, d4fi1ii à partir de .y?, de G dails 

Pd, x Pd, x PN. G est aiiisi une sous-variété c4uaçi-projccti~e de Pd, x Pd, x P N ,  

il existe donc des polyn61ncs miilti-homogèries f i ,  . . - , f,- . gi , . . . g ,  de K[X, E, 21 
tcl qii' un poiiit de coordonnées (x, 2,;) de Pdo x Pd* x P N  appartienne à G si 

et seulement si fi(g, 2-1) = O pour tout i, 1 5 i 5 r et g,(a g, 2) # O pour tout j ,  

l L j < s .  

Soient r i , .  . . , 2 6  des non~bres complexes linéairement indépendaiits sur Q et 

9 : C -+ G ( C )  l'tiomornorphisme analytique défini par : 

~ ( 2 )  = (z, exP(xl i ) ,  . . . , exp(ad, z), p2(2))  si do = 1 . 



Soient y1 , . . . , y, des nombres complexes linéairement indépendants sur Q. 

On pose : 

Y = z y l  +.. -+zy, ,  r = ~ p ( y )  

Y ( S ) =  {hi91 +...+h,ym, (hi, ..., h m ) €  Zm, 0 5  hi 5 S, 1 si S m }  

P(S) = (P(Y(S) )  

l = rangz ker cpn Y (on peut supposer sans restriction que 

Ym - i+l, . . . , gm appartiennent à ker cp) . 

Quitte à faire une transformation linéaire, on peut supposer que <po(y j )  # O 
pour tout j ,  1 _< j < rn - I et on pose 

Le but de ce texte est d'obtenir une mesure d'approximation simultaiiée de g. 

Rappelons la notion de "mesure d'approximation simultanée" ([A] . Pour 
cela, nous allons définir d'abord une notion de taille sur un anneau de type fini. 

Définition 1. Soient xi,. . . , xk des nombres  complexe^ algébriquement indé- 

pendants sur Q et [ entier sur Z[xl). . . , xk] de degré S. 

Soit /3 E Z(x1,. . . , xk, 61, s 'écrit d'une m.aniére unique sow la forme /3 = 
6 1 Pi(x1,. . . , x k ) C i  avec Pi(x1,. - . , xk) E ZIXl , . . . , Xk]. 

On définit, en  suivant [Wu3] 5 4.2, la taille t (P)  de  P relativement au sys tème 

{xl,xk, Par : 

t ( P )  = rnax (log H(Pi) + deg Pi) 
O<t_<6-1 

OU deg Pi désigne le degré totoal de Pi e t  H(Pi) le maximum de valeurs absolues 

des coeficients d e  Pi. 

Définition 2. Soient Q = (a],. . .,a,) E C" e t  $ : R+ -+ R+ une 

fonction. î$ est une mesure d7approzimation simultanée en dimension k de 

si pour toute extension L de  Q de degré de transcendance k ; L = Q ( x i ,  . . . , xk, C) 
a.cec XI, . . . , r k  Q-algébriquement indépendants et  [ entier sur Z [ x ,  . . . , sk] tel que 

[L  : Q(z1,. . . , XE)] < T ,  il existe c = c(xi,. . . , xk, C) > O vérifiant : pour tout 



uplet - @ = (pi, ... ,/3,) dont les coordonnées sont dons Z[xi,. . . , x t , C ]  de tailles 

(relativenaent 6 {xl,. . . , xk, Ç)) inférieurs à T, on a : 

On d é f i t  le coefficient, dépendant de ï et G, suivant 

où G' décrit les sous-groupes algébriques de G, distincts de G ,  et où ro est la 

dimension du plus grand facteur unipotent de G/GJ, 9-1 est la dimension du plus 

grand fact,eur multiplicatif de G/G1 et 7-2 = dim G/G1  - (ro + ri). 

* d +  do+ -1 dl On suppose que I < rn et on pose n = (l-~m){;*+j) . 
On considère l'hypothèse technique ( H )  suivante. 

(H) Il existe ci > O, il existe Si > O tel que pour tout S > Si et pour tout 

sous-groupe algébrique connexe G' c G c Pd, x Pd, x PN incomplètement défini 

par des équations multi-homogènes de mult i-degrés 5 (S, S, S) et tout y E Y (S), 

ou bien y(y) E G' 

oii bien Jti - yj > exp(-ciSlog S) pour tout u E C tel que ~ ( u )  E 6'. 

$ 2 - Enoncés des résultats. 

Tliéorèrne principal. On suppose l ' l~ppotkèse  ( H )  ve'rzfiée, q* >_ O e t  K > 1. 

Soit  k un entier 2 O te l  que r; > k + 1. Alors, $1 exzvte  un nombre réei c > O ,  ne 

dépendant que de G, y ,  q, Ir', x l ,  . . . , xd,, y l ,  . . . ,y,, rn, dl e t  k ayant la propriété 

puioantp : 

si r; = k + 1 ( r e ~ p .  tî > k + 11, la fonction Gi(T)  = exp(c~*) {resp. 
. ( k + l )  

d - = , ,  " - k - l  

? h z ( ~ )  = c[T/(logT) x d  '1 ) est  une 7nes.i~rc: d'approximation simultanée d e  
L J 

2 en dimension k .  

En particulier, on a le résultat qualitatif suivant : 

Corollaire 1. Sous les hypothèses du, théorhne principal, on a : 

&gtrQQ(y) > [n] . 



Ce codaire améliore un résultat de M. Waldschmidt ([WaP], th. 1.4) dans 

le cas d'un sous-groupe à un paramètre. 

On déduit du théorème les résultats démontrés dans [A] concernant la fonction 

exponentielle. 

Indépendance algébrique de valeurs de la fonction exponentielle. 

Soient xi,. . . , x, (resp. 91,. . . ,y,) des nombres complexes Q-linéairement 

indépendants et vérifiant l'hypothèse (Hl) suivante : 

(Hl) Il existe 4 > O, il existe Si > O tel que pour tout S 2 Si et pour tout 

A =: (Xi,. . . , X d i  ) non nul dans zdl vérifiant =: rnax lXi l  S (resp. pour 
i = l ,  ..., dl 

tout &=: ( h i , .  .. , h m )  non nul dans Z m  vérifiant )a =: max [h j l  5 S) on ait : 
j = l ,  ..., rn 

1 xzl X i ~ i l  2 exp(-c;SlogS) (resp. / h j y j l  > e x p ( - c ~ s ~ o ~ S ) )  . 

Corollaire 2 (cf. [A], Cor. 1). P o ~ o n s  K = " et < 1 ~  = ( e x ' g j ;  i = 1,. . . ,n ; 

j = 1,. . . ,m) , o n  suppose n > 1 . Soit k u n  entier $ O tel que n 2 k + 1. Alors 

il eziste un  nombre réel c > O, ne dépendant que de m, n, xi,. . . , xd,, yl, y, et k 

ayant la propriété suivante : 

si K = k + 1 (resp. tc > k + 1 )  la fonction Si(T) = exp(cTK) (resp. G2(T) = 
*(k+1)  
n - k - 1  

est une mesure d'approximation de g en dimension k .  

Si on prend xi = a', pour (1 5 i < d ) ,  yj = d - l  1 5 j 5 d, on déduit 

du corollaire 2, clans le cas où les approïimants sont algébriqiies ( k  = O) où des 

élémeiits de Z[B] avec B transcendant (k  = l), les résultats suivants : 

Corollaire (3).- On suppose que d' > 2. Alors, il existe c = c(dl )  > O tel que 

pour tout uplet ( a l , .  . . , a 2 d ~ - 1 )  de nombres algébriques de tailles 5 T ,  on ait : 

d' 
T d t - 2  

max le"' - a i l > c  log l < i < 2 d - 1  

Corollaire (4).- Soit 8 im nombre transcendant. Si d' = 4 (resp. d' > 4). 
il existe c = c(dt,  0) > O tel que pour tout uplet ( P l , .  . . , de polynômes de  

Z[X] de taille3 < T ,  on  ait : 

log rnax (en' - Pi(@) ( 2 - exp(cTZ) 
l < i s 2 d t - 1  



On peut remplacer dans les corollaires 3 et 4, rr par e ou par un nombre 

transcendant w vérifiant l'hypothèse suivante : il existe Ho > O tel que pour tout 

H 2 6 et tout uplet (ho ,  . . . , ha# ) d'entiers non tous nuls vérifiant npx lh j 1 5 H, 
O < J < ~ '  

Corollaire 5 (cf. [ A ] ,  Cor. 2). P o s o n ~  n = *) A = et  

Y- = (yj,exp(xiyj) ; i = l,.. . ,n ; j = 1 ,...,ri). O n  suppose rn > 2, soit  k 

u n  ent ier  2 O tel que K 2 k + 1. Alors, il ex ide  un nombre réel c > O, ne 

dépendant que de nz, n, x i ,  . . . , z d , ,  YI, y, e t  k ayant  la propriété suivante .. 

si K = k + 1 (resp. 6 > k + 11, la fonction GI(T)  = exp(c~")  

( ~ c s ~ . i . ~ ( ~ )  = c(~ / ( l ngT) ' / * )  .-'- ) rrt une mesure d'approximation simui- 

tanée de w' e n  dimension k. 

Corollaire 6 (cf. [=1], Cor. 3).  Soient  y u n  nombre complexe n o n  nul  de 

logarithme n o n  nul, ,û un nombre algebrique de degré S 2 2, e t  k un ent ier  2 0. 

Alors il existe c  = c(?,& 6, k )  > O ayan t  la proprieté suivante : 

si 6 = 2k + 1 (resp. 6 > 3k + l), la fonction ?+!J~ (7') = e x p ( c T 6 + ' )  . - 
( b + l  )(kf 1 A) *-"-' ) )  rri une mesure d 7 n p p r o r i m a t i ~ n  si- ( P ~ S ~ . ~ ~ ( T )  = c 

~ n ~ r l t a n é e  de (-y, yJ7.. . , ) e n  dimension k. 

En particulier, on setroiive le résultat qualit,atif démontré par G .  Diaz [Dl. 

Sous les liypcithèses du corollaire 6, on a : 

Dans les cas particuliers k = O et k = 1, on dkciiiit du corolla.irc û les rksultat,s 

silivants : 

Soient y ct /3 comme ci-dessis. 



Corollaire (?).- ll existe c = c(y, B, 6) > O tel que pour tout 6 uplet 

(ao, . . . , ab-1) de nombre8 algébriques de tailles 5 T ,  on ait : 

Corollaire (8).- Soit B un nombre transcendant. Si 6 = 3 (resp. 6 > 3), il 

existe c = c(y, p, 48) > O tel que pour tout 6 uplet (Q., . . . , Q6-i) de polynômes 

de  Z[X] de tailles 5 T ,  on as't : 

2(6+1) T 6-3 

(resp. log rpax lypi - Q,(B)I  2 -c 
O<t<6-1 3,' (log T) - 3 

Indépendance algébrique de valeurs de la fonction elliptique de 
Weierstrass. 

On déduit aussi du théorème l'analogue elliptique des corollaires précédents. 

Soient P une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants gz et g3 algébri- 

ques et F le corps des multiplications de P. 

011 considère l'hypothèse ( H i )  obtenue en remplaçant dans ( H l ) ,  Z par 

l'anneau des entiers de F. 

Soient XI,. . . , x n  (resp. 91,. . . ,y,) des nombres complexes F-linéairement 

indépendants et vérifiant l'hypothèse (Hi). On suppose que pour tout (2, j ) ,  X i y j  

n'est pas pôle de P. 

Corollaire 8. On suppose m 5 n et, on pose n = 2sr;$k9Q1 . On zuppose > 
1 ,  soit k un entier > O tel que tc > k + 1 . Alors, il existe c = c ( m ,  ?a, g7, g3, k )  > O 
tel que : 

si 6 = E + 1 (resp. K. > k + l), la fonction lJil(T) = exp(cTK), 

( r e s p . a 2 ( ~ )  = C ( T / ( ~ O ~ T ) ~ / " )  est une mesure d'approxs'mation simul- 

tanée de  ( P ( s i Y j )  ; i = 1,. . . , ~ i ,  . . ,m) en dimension k .  

Une application intéressante de ce corollaire concerne l'approximation simul- 

tanée en dimension O ou 1 des nombres P(e),  ?(e2), . . . , ~(8' ). 



Corollaire (10). (k = 0) - So i t  d' un ent ier ,  tel  que d' > 1 + &. R eziste 

c = c(dt, gz, g3) > O te l  que pour tou t  uplet ( b l ,  . . . , bZd- l )  de nombres  algébriques 

d e  tailles 5 T ,  o n  aHt : 

~'[F:Q] 
T (d'  - ~)[F:Q]-2 

I p ( e i ) - b i J > - ~  

Corollaire (11). (k = 1) - Soit 8 un nombre transcendant. Si d = 2 + 
4 - P:41 ( r e ~ p .  6 > 2 + A), i l  existe c = c(d', gz, g3,O) tel  que pour tou t  uplet  

( Q o , .  . . , Q2d~-1) de polynômes He Z[X] de  tailles < T ,  on ait  : 

Corollaire 12. On pose 

On suppose r; > 1, soit k un entier > O .  Alor3 i l  existe c = c(m,  n., gz, 9 3 ,  k) > 
O te l  que : 

si n: = k + 1 (resp. K > k + 11, la fonct ion .S,l(T) = exp(c7") 
~ ( k i - 1 )  

( r e s p , $ Z ( ~ )  = c (?/(log T ) ' / * )  -) est u n e  rnr iur i  d 'nypior inial ion sim?rl- 

tnnée en dimensaon k d e  d. 

Corollaire 13. Soient  B un nontbre algébrique d e  degré 6 2 2 sur F, e t  u 

un nombre complexe  tel pzle P(zL),  'P(lJu), . . . , p( l j6- lu)  soient définis. So i t  k un 

entier 2 O, on suppose q u e  6 > 2/[F : QI, aloric i l  ezzste c = c ( p ,  u ,  6, gz, g;l: k )  > O 

t e l  que : 

..i 6 = (1 + .&)k + & ( r e J p .  6 > (1 + &)k + &) la fonct ion 
6 1 F  6 1 k 1 )  F: 

T, ' '~ (T)  =exp(&" ' 2 gl) ( r e 3 p . l / ~ 2 ( T )  = c[~/(log T )  Fd'FET] i 6 + l ) ~ F ~ ; ' ( ~ ~ ) ( ~ ~ F ; ~ l )  

est une mesure  d 'approx~rnat ion sHm,ultanée e n  diniension k de 

[Ph), P ( ~ u ) ,  . . . , u ) )  

On a en particulier le résultat qualitatif suivant : 



Corollaire 14. 

Dans les cas particuliers k = O ,  k = 1, on obtient les résultats suivants : 

Corollaire (15)  .- Si 6 > &, il existe c = c(B, u, g~ ,gai 6 )  > O tel que pou+ 

tout uplet ( a 0 ) .  . . , a6-1) de nombres algébriques d e  tailles 5 T ,  on ait : 

Corollaire (16).- Soit 8 un nombre transcendant. Si  6 = If & (resp. 6 > 
1 + &) il existe c = c(P, U, 92,93,6,8) > O le2 que POUT tout  uplet ( Q O ) .  . . ) Qs-l) 
de polynômes de Z[-Y] d e  tailles 5 T ,  on  ait : 



II - PROPOSITION PRINCIPALE. 

L'out il principal de la démonstration du théorème est le critère d'indépendan- 

ce algébrique (cf. [A], Critère principal). 

Rappelons la définition de la taille (cf. [A] ) ,  considérée dans ce critère, d'un 

polynôme à coefficients dans le corps de nombres K. 

Soient v une place de K ,  Ii, le complété de IC pour v ,  C ,  le complété d'une 

clôture algébrique de K,, n, le degré de IC, sur Q. et o ,  le plongement de Ii dans 

C ,  étendant le plongement canonique de 1' dans IC,. 

Pour P un polynôme à coefficients dans IC, on désigne par lLl,(P) le maximum 

des valeurs absolues des coefficieiits de o,(P) si v est finie et la mesure de Mahler 

de a,(P) si v est infinie. 

On définit (cf. [P2])  la hauteur h ( P )  et la taille de t ( P )  de P par : 

et t ( P )  = max(1 + deg P, h ( ~ ) ) .  

On peut énoncer maintenant le critère c17ind&peiidance algébrique. 

Critère d'indépei~daiice algébrique. 

Soient g = (a1,. . . , w n )  E C", u : R+ -t R+ une fonction continue et 

strictement croiçsante et k E N. Soient c', , c i  et c i  des réels > O nc clépendaiit 

que de g, n,  k et [I< : $1. 

On suppose que pour. tout réel S' > SA, il existe un idéal 

Ik = (GL,, , . . . , Gk, ,,( s, )) de I<[Si , . . . ,1;] vérifiant : 

1 )  l'ensemble des zéros de Ik dans la hoiile de Cn de ccntre y? ot de raJpnri 

exp(-ci s"+' - u ( S f ) )  de C R  est vidr. 

2) max IGs~,j(w)l<esp(-c; .  sf"+' - u ( S t ) )  , 
l < j < m ( S r )  

max t (Gs f , J j  5 riSi . 
i < j < m ( S r )  

Lilors, il existe iin rdrl cl = c ( g ,  k ,  1 ) .  II< : Q I )  trllc que la fonrtioli rléfiriie 

Par $(T) = c'T~+' - (I?(C'T"+'))*+ l boit une rnrsure d7;ipproxirnation de g en 

dirncnsion k, oil v est la fonctiorl inverse de u,. 



Le but de la proposition suivante est de montrer que, 

= (yj,e~p(+iyj), ; i = I l . .  .,n ; j = 1,. . . ,m - 1  ; s = O,..  . , N )  ~énfk 

les hypothèses du critère précédent. 

5 1 - Proposition. 

Dans ce paragraphe, on désigne par C O , .  . . , c i , .  . . des réels ne dépendant que 

de G, K,  X, p, m, X I ,  . . . , x d ,  , y1 , . . . : y, et par c un autre réel suffisamment grand 

par rapport à co, . . . , ci,.. . 
Enfin soit So un nombre réel sufiamment grand en fonction de c, on pose 

pour S > so, 

1 X ~ V * + P )  
M(S)=?S  , R L ( S ) = C I S  (où c l =  max 

2c0 i < j < m  

Soient d l , .  . . , B1, Bt+i des nombres complexes tels qiie 91, . . . , BI soient algé- 

briquement indépendant sur Q, 8t+l entier sur ZIB1,. . . , Q t ]  et 

I ~ Q )  = Q(d1,. . , et,, > . 
Posons : 

La. dérnonstratioil du tliéorèine repose sur la proposition suivante. 

Enoncé de la propositiori. On suppose que l'hypothèse ( H )  est vérifiée ; 

on suppose que q* 2 O et 6 > 1 . Alors, pour tout S 2 So, il existe un idéal 

Js = (PKi,. . . , Ps,n,(s)) dans I<[4y1,. . . , StJ tel que : 

1 )  l'eriseiiible dcs zt:ins de JS dilils In boule de Ct . (le centre = (O1, . . . , Of) et 

de rayon exp (- cr (s)) est vide, 



rnax t(PS,;) 5 qA(S)  . 
3' i<i<rnfsf 

Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin des lemmes suivants 

fj 2 - Lemmes auxiliaires. 

Nous utiliserons souvent le lemme suivant : 

Lemme 2.1. Soit P E K [ X i ,  . . . , Xt+i ] ,  soit (21, . . . , rt+l) E Ct+' tel que 

max Jzi-Bil  5 E < 1 . Alors o n  a : 
lSi<t+l 

où Cq = c(@) t ) .  

B (cf. [A], lemme 1). I 

Le résultat suivant démoilt ré essentiellement par D. Bertrand porte sur les 

formules d'addition dans Gz en tant que sous-variété quasi-projective de P N . 

Lemme 2.2. Il existe une constante ( :c i .  n e  dCpenda71.t que  d e  G 2 :  ~2 ~t 912' 

vérzfiant la proposition suivante. 

Pour  t o u t  h = (hl , .  . . , h m , )  E z'"', 1-1 =: rnpx Jh,l 5 S, il ex i s t e  un re- 
l < i < n  

couvrement fini (Vp)8tBh de GZ" pur des ouverta de Zai,zski c f  une famille {le 

polynôrne~ (u!) PEB. cn 1e.q variables (..Y,,, ; r : O , .  . . , N ; s = 1,. . . , rn'). ho-  
O s i s N  

mogCnes par rapport ù chaque groupe d e  ( N  + 1)- variable.^ (IYo.s,.. .,dl-N,,), 

(s = 1, . . . , mt) à coeficients entiers sur  I<, de tu il le^ majorées par c5 SB, telle que 

pour tout  élément p = ( p l , .  . . , p , , )  d e  GF', avec p, d e  ~ y g t è n ~ e  de coordonnéec 

projectives X = (JYo,s,. - .  , X n , s )  (s  = 1,. . . ,n~')~ et tout /3 E B h ,  o n  a : 

( u . .  . , u$(x)) e ~ t  ou  bien un sysiirrze de cnnrdnnnlrr piojii i i i iei  d e  

h - p =: h lp l  + . . . $ 11; . p,,,, ilans P:v.  oc^ Iiicn. e s t  l e  système 7~111. 

De  pi^ 3i ( p i , . .  . ,p.,# 1 t VD dora  (u!(x), . , . , u{(x)) n'rat pas nul. 

i D'après le lemrne 7 de [Be] et la qiiasi-compacité de G2, il existe pour tout 

h E zm', Ihl < S un recouvrement fini (v9)sEa, de G.Y' par des ouverts dc - 

Zariski rt unr famille de polynômes (u!) ,CD, vbrifiant les conditiïins du leinme, 
O < i < N  



telle que pour tout p E G;'. si p E Vg, (U[(X), ..., U&X) rat wi système de 

coordonnées projectives de h . p. 

( x ) ,  . . . , u$(x) , . . . , UN(X)) sont des syslhmes de c w r  

données projectives dans PN du point h . p quand p E Vp n V,, . On a, par 

conséquent, pour i, j E {O,. . . , N }  u,B' - U; - U! . u)' = O sur Vp n Vp. et donc 

sur G~'. 

Si p E VB /B il existe io ,  O 5 io 5 N tel que u[(x) # O d'où 

ou bien u['(x) = O, alors on a u~'(x)  = O, Vi ,  O 5 i 5 N 

ou bien u['(x) # O, et alors, (u!' (x), . . . , @ (x)) est un système de coor- 

données projectives de h - p dans PN . 

Dans ce lemme, pour U et R deux polynômes de C[X], on désigne par r(ü, R) 

le se~iii-résuliant de Chudnovslcy (cf. [CI) de U e t  R. 

Leiiiiiie 2.3. Soient U e t  R deux polynômes d e  K[-YI,. . . , -Yt+l] non nuls. 

S0ien.t (zl,. . . , z , )  E C t  e t  A un  nom,bre réel tel que rnaxi<l-t IziI 5 ri. On suppose 

que R(zi, .  . . , z l ' S )  est non constant  ;  oit 5 E C une racine de  R(z1,. . . , zt ,  -Y) 

d e  multiplicité S. Si (U(zi , .  . . , zl ,  C) # O alors il existe P E Ii'[Xl,. . . , &] - {O} 
vérifiun t 

i (cf. [A] ,  Lemme 7). 

5 3 - Petites perturbatiolis de M. Waldscl~n~idt. 

Soit R(61, . . . , B i ,  .Y) le polynôme minimal de sur Z(B1, . . . , Bt j. 



Soit (&, . . . , f i t )  E C' tel que max IOi - ail < e x p ( - n ( S ) ) .  A l'aide du 
lsilt 

semi-résultant de Chudnovsky (cf. [Brl]), on exhibe une racine simple &+i de 

R(& , . . . , f i t ,  X) tel que l&+i - 1 5 exp[-(c - cs)r(S)] .  De cette façon, à 

chaque élément (Bi,. . . , &) de la boule de Ct de centre (Ol,. . . , B t )  et de rayon - - * 

exp(-cr(S)), on associe l'élément 8 = (81, . . . , et+,). 

Soit j ,  1 5 j < m - 1, le point yj = de G(L)  a pour système de 

coordonnées dans Pd, (L)  x Pd , (L )  x P N ( L ) ,  

Considérons le point qj de Pd,(C) x P d ,  (C) x PN(C) qiii a pour système de 

coordonnées, 

On vérifie (cf. [Wz], 5 5) puisque c est suffisainment grand par rapport à 

t ( f ~ ) , . . .  , t ( f r ) ,  t ( g ~ , . - .  , t ( g , )  que Y j  E G. 

Comme e x p ~  est un difféomorphisme local, on en déduit qu'il existe gi E C 

tel que ~ ( 6 ~ )  = Tj et (\yj - Q j ( l  < e x p ( - Z T ( S ~ )  . 

Soit h =: ( h i , .  . . , h.,) E S m ,  oii pose = ( h i , .  . . , h,,-1) et on désiglic par 

B h  l'ensemble Bhl donrié par le lemme 2.2. 

Pour p E Bh et O < i < N i  on pose: 

où u;f est le polynôme donrié prr le leilime 2.2. 

Soit 1 E Z m ,  Ihl 5 S. Soit ,û E Lih ,  d'après le lcnin~e 2.2, (ut(@), . . . , t d $ < @ ) )  

(resp. ( u t ( 8 ) ,  . . . ; u i 7 ( j ) ) )  est soit im systhme de coordonn6es projec tivrs de 

p z ( h . y )  (resp. p2(h .G)) ,  o ù h - 3  = l t l y l  + . . .+  12,,1/,,, (rcsp. l t . y =  hlGl + . . .+  
hm-i l /m-r)  soit le système nul. 

si ( ~ 2 ( ~ i ) ,  - - 9  W ! ( ? J ~ - - I ) )  E Vjr3 (resp. (p.t(yi), . . . , .2(y,-,)) E 11%) alors 
P 

(uU(R), . . . ,u$(B))  (re~p.  (~{(i), .  . . : u t ( # } )  pst un système de coordoniiées pro- 

jectives de cp2(h . y) (resp. v2(h . @)) . 



Ainsi pour tout (81, . . . , &) E C' tel que max IOi -8,] 5 exp(-m(S))  il existe 
l ~ l ~ k  

($I,...,~,-I) E cm-' avec max l y j - i j I  <exp(-Er(S)) telque: 
15 jsm-ï 

et pour tout 1 E Z m ,  161 -< S et tout ,6 E &, (ut(@, . . . , u t ( @ )  est ou bien 

un système de coordonnées projectives de yP(h  . @) OU bien le système nd. Si 

(rpz(il),. . . , ' ~ 1 ( S i r n - t ) )  E Vp, (uf(@), . . . , u t ( & )  n'est pas nui. 

5 4 - Démonstration de la proposition. 

Deux cas peuvent se produire. 

r ( S )  3h E Z m ,  1/11 < S tel que max lu!(@( < exp(---) . 
B E B h  

O < i _ < N  10 D2(S) 

Soient (81,. . . , 6 1 1  E Ct  tel que rn+x I B ~ - B , I  5 exp( -c r (S ) )  et (c l , .  . . , i jmVl)  
l < ~ l t  - 

uii (712 - 1 )  uplet de nombres complexes, défini en fonction de & dans le paragraphe 

3 ; il existe /3' E Bh tel que (pz(jjl), . . . ,y2(i jm-i))  E V g j .  On déduit du lemme 2.2 
P' " que (E), . . . , u c  (fi)) est un système de coordoiiiiées projectives de ipz (h  y) et 

par suite, 011 a l'in4galité (*) suivante : 

Posons 

( . . . , ) = [?*(1i"(81, . . . . O , ,  5) .  R(B,, . . . , O f ,  -Y ))] D 2 ( s ,  (où r désigne le 

senii-résulta~lt dc Cliudnovsky ) 

P; ,@,  O 5 i L1IT, B E  Bh 

L'inégalit,é (*) étaiit vérifiée, oii déduit du leiiiine 2.3 i) que Js n'a pas de 

zéros da.11~ la boule de C t  de centre (O1 ,  . . . ,8,) et de rayoii exp( - c r (S ) ) .  D'arit re 

part , cornnie par lijrpothèse oii a max )TL:(@) 1 < esp (- $ a), on déduit encore 
BE H h 

0 5 i / N  

c h i  lrmrne 2.3 ii) que max 1 P ; J ( @ ) ~  5 esp(-c;r(S)) .  Enfin, comme d'après le 
EîEBi, 

O s i S N  



lemme 2.2, on a max t (uS)  < c8SP, le lemme 2.3 iii) montre que 
O < i < N  

a~;h f(P*,a) < c9SPDz(s )  5 CIOA(S). 
O < i < N  

L'idéal zs vérifie alors les conditions de la proposition. 

2ème cas : 

Dans ce cas, le schéma de démonstration, en 3 pas, de la proposition est classique ; 

dans le le' pas, on construit une fonction analytique à une variable s'annulant sur 

Y(S). Dans le zème pasl on reprend une idée de G .  Diaz [Dl et, grâce à une formule 

d'extrapolation, on construit une suite d'idéaux (Js )s  qui prennent des valeurs 

"petites" en @. 

Dans le 3'me pas, oii utilise les petites perturbations de M. TValdçchinidt plus 

un lemme de zéro sur les groupes algébriques de P. Philippon, pour montrer que 

la variété des zéros de Js est "localement, vide". 



le' pas. Construction de la fonction auxiliaire. 

Lemme 4.1. Il existe un polyiôrne P (X ,  Yi,. . . , Ydl , ZO, . . . , ZN) non iden- 

tiquement nul sur G de degré < Do(S) en X, de degré _< Di(S) en 

Y = (Yi,. . . , Ydi), homogène de degré 4 ( S )  en = (20,. . . ,ZN), à coefficients - 
dans Z[ûl,. . . ,9d et d e  taille 5 qiA(S)  tel  que, en notant F = P O x O <p, on ait 

F(h  y )  = O pour tout 6 E Zm, la 5 M ( S ) .  

i Les paramètres Do(S) ,  Di (S), . . . etc seront notés pour simplifier Do, D l ,  . . . 

Soit E un système de monômes unitaires homogènes en Z de degré 4 linéai- 

rement indépendants sur I<(&) modulo l'idéal homogène de K(@)[Z] des polynômes 

qui s'annulent sur Gz dans PN ; on peut prendre E tel que card E > ~ 1 2 ~ : ~ .  

Posons : 

où Pa,ox est uii polynôme à coefficients dans Z . 

Soit h E Zn ; (hl 5 S. 011 a : 

Soit j h ,  O 5 jh 5 N tel que \ y jh  ( h  . y)/  = max Ivi(h - y)( et soit Ph E Bh tel 
O<r<N 

qiie (u? (a,. . . , t h $  te)) soit uii système de coordonnées projectives de p î ( h  y) . 
0 1 3  a : 

où Ha,P,Lh est un polynôme à coefficients entiers sur IC tel que : t(Ha,bbh) 5 - 
~ l l ( D 0  1% S + DIS + D2SP) 5 c15a . et degx,+, < - 



Posons : 

On cherche des polynômes A à coefficients entiers rationnels de degré par 

rapport à Xi  égal à ni tels qu'on ait : 

(*) H k ( L )  = O pour tout h~ Zm, Ihl 5 M. 

Le système (t) est équivalent à un système linéaire à coefficients entiers sur 

IC, le nombre d'équations de ce système est au plus 2t (nfZl n i )  degR - M ~ - '  ; 

le nombre d'inconnues est supérieur ou égal à cl2 (n:=l ni) D ~ O  of2. Le choix 

des paramètres assure que D ~ o D ~ ' D $ '  > E d e g ~  - [I< : Q] . iWrn-' : par suite, 

le lemme de Thue-Siegel montre qu'il existe une solution du système (t) telle que 

2"e pas. Dérivation des coefficieiits et extrapolation. 

Les polynômes Hh pouvant s'annuler dans un voisinage de e, nous allons les 

modifier afin d'obtenir les polynômes qui vérifient les conditions de la proposition 

principale. Pour cela, nous allons utiliser iine idée de Chudnovsky, développée par 

G.  Diaz [Dl. 

Soient (&, . . . ,8,) dans fa houle de C' <Ir crntrc (81, . . . , O t )  cr <le siiyoii 

exp( -cr (~ ) )  et &= ( f i i , .  . . ,o~,&,+~)  i'éi~meiit de cL+l associé (cf. 5 3). 

Pour i = (il,. . . , z t )  E Nt, on note : 

lil = i l  + . . . + i t  et D' l'opérateur de dérivation -(&-)11 . - - .  - (&)" . 

On considère l'erisemhlt: 

I (# )  = {i E Nt 1 3(0, - @,A), 1 0 1  < Da, ]PI - 5 Di; 1x1 < Dz tel (1.. ~ ' p w , d , ~ ( E )  - # 0) . 

Puisque les polynômes - ( ( a (  < Do, 5 Dl, /Al <_ Dz) ne sont pas tous 

niils et de degrés majorés par A, l'ensemble I ( @ )  est non vide, fini. La fonction 

? = ( i l , .  . . , i f )  -+ !il = .il +. . . f i t  atteint clnilc son mii~imunl sur I (8 )  ; clioisissons 

un rnulti-indice i(@) tel (i(@)l = miq (il . 
ifl(a) 



- * 

POSO~S I = {i(@), O& B = (Bi, . . . , &+l) avec e x  Jej - Jjl exp(-a(S))} et 
153St 

Po" E 1 9  Hh,i(&) = C I ~ I ' D O  D'Pa,E,A(d;)~a,E,Ak(~) . 
IBI 501 

Lemme 4-29 POUT tout h E Zm, Ihl 5 S et tout i E 1, on a : 

I H h , i ( E )  l 5 ex~(-~27r(s))  . 

Considérons d'abord le cas où Ih( j M. Soient i E I et 6 tel que i(@) = i ; 

fixons-les pour toute la suite de la démonstration. On a : 

Z*E - 
conime par constructioii Hh I O pour tout 1 E Zm ; /hJ _< ili, on en déduit 

D'autre part, cornnle t (Ha,g,hh) 5 bsA(S) et t (DzP. ,p ,~)  _< ciaA(S), le -- 
lemme 2.1 entraîne : 



On déduit des inégalités précédent es, 

Extrapolation. Nous allons extrapoler cette majoration à tout h E Zm, 

)II 5 S . Pour cela, on considère la fonction analytique (qui dépend de i et 8) 
suivante : 

On applique une formule d'extrapolation (cf. Lemme 4-5 de [RI et [Dl) à la 

fonction f , on obtient : 

n1 + e ~ p ( c ~ ~ . 4 i ~  log -) exy (-QI i ~ " - '  log 6 ( ~ ) )  C 1 f ( h  - Y)J . 
A!f 

IkIShf 

( M ,  RI, R1 désignent les paramètres M ( S ) ,  R i (S ) ,  R2(S )  définis au II. § 1) et 

6 ( M )  un minorant 5 1 de la distance de deiix points distincts de J ' ( A 1 ) ) .  

Or, on déduit de l'hypothèse ( H )  que log S ( A 1 )  > -ci A i  log AI ,  d'oii l'inégalité 

2.4 : 

Pour majorer 1 f ( h  . y)l pour IhJ 5 A4, nous allons d'abord 11xi.jorer 

Z X E E  - 
On déduit du lemme 2.1 que : 



Z ~ E  - 
0" a IHh,i(!f)( < e V ( - f r ( S ) )  pour tout h E zm, IN < M .  Par conséquent, on 

obtient : 

Majoration de 1 f (h.y) l  pour h E Z", fhl 5 hl . 

Soient h E ZnVel que Ihl 5 S, jh ,  O < j h  5 N tel que Ipjh(h . y))  = 

max lva(h - y))j, et Ph E 23h tel que max IEB, l ub (~) l  = max lu? (&)l alors 
O S S I N  O l i s N  O<_t<N 

 TI!^ (e), . . . , U N  (e)) est un système de coordoiinées projectives de y î ( h  y) d'après 

le lemme 2.2. Par suite, on a luf:(e)l = max (uF(OJ( . 
O<z_<N 

Or, de la menle façon qu'au prei~licr pas, ou a : 

c r ( S )  D r  plus, par liypotlii-;~, oii a : lu): (e)\ > cxp(- d'autre part Jvjh ( 1 1  . 
y) / < exp(czsS') puisque pj, est d'ordre 5 p et 

I Q ( ~ ) / ~ ~ ~ ( ~ ~ + ~ ~ ~ )  > - exp(-c2*A(S)) . 

Pa,r suite, de l'égalité (4.4), on déduit pour toiit k E Z m ,  111 5 Ai, 

hIajoratioii de (Hh, i (&) /  pour € Z'", ]hl 5 S 

0x1 a : [ f  1~~ < ~ S ~ ( C Z S  (DU log R, + DI R2 + D2 Rg )) et on tire de des inégalités 



R2 
If I R, 5 exp ( c 2 5 ( ~ i 1  log R 2  + Di R2 + DzR;) - ci9 Mm log -) RI + 

Comme rnaxo~ijhi 1 y , ( I I  . y) 1 > exp(-czaSP), d'après les popriétés de la fonc- 

tion thêta (cf. 1 7 ) ,  et coinme O ~ I < N  rnax luah((-)(  < exp(c2gSP) et 

( Q(@))c~.( D ~ + D I S )  < - exp(cZS A( S) ). les inégalités (6.4) et (4.4) entraînent : 

pour tout h E Zm. (hl < S .  

3ème pas - Le lemnie de zéros. 

Leniille 4.3. R existe S E Z m .  / I I ]  5 S te l  que les polynômes ( H h . i ) L E I  "n'ont 

pus d e  zéros communs'' dans la boule d e  C' de  centre @ e t  d e  rayon exp(-cr(S)). 

i H h .  ) l E ~  ..n'ont pas de zbrcis commur~s" daus iine hoiile vc-lit clirc que pour 

rc,;ir ( 8 , .  . . . . O , )  daris cet te  h<iul<>.il existe h E Zn' ct z t I t,el <lu(: 
- - 

( B I  . . . . ; Q t .  Bl+l  ) # O 011 HI+1 clésigiie IV ~ i c > r n l , r < k  cornplrx<* associi: A (a1 ,  . . . .81) 
(cf .  II. 7j 3) .  

Soit (.(il . . . . . , i ,) I'i,l;rii<:iit ( I f .  CU'-' <li'-fiili il ~>;i i - t , i i  ( 1 ~  H (rf. 11. 4 3 )  <*t, soit, 



Soit le polynôme défini (en fonction de i et 8) par : 

Soient h E Zml Ih/ 5 S, et jh ,  O < jh _< N tels que : 

maxg<i<N lipi(h i)I = J p j , ( h  i ) )  . Soit @fi E Bh tel que (utL(&), . . . uN(ë)) soit 

un système de coordonnées projectives de p2 (h Y). On a : 

donc P o x s'annule sur f ' ( ~ ) .  

Le lemme zéro de P. Philippon (cf. [P3])  montre qu'il existe un sous-groupe 

algébrique connexe G' distiiict de G défini par des équations de multidegrés 

5 (Do, Dl, D2) tel que 

card ( F(sj + G' a2 
G' ) C C ~ ~ D ; O D ; ~ D ; ~ ,  oùcal = 2 degx(G2) 

où ro est la dimension du plus grand facteur unipotent de G/Gf ,  rl est la dimension 

du plus grand facteur multiplicatif de G / G t  et rz = dim G / G L  - (ro + rl ). 

Compte tenu du choix des paramètres Do, DI et Dz (en fonction de S), on 

en dC,duit que : 

Os, ~ a r d ( " ~ G f ~ ' )  = c a r d ( 9 g )  cas 17a,ppliçatioil qui associe à la classe d'un 

éli.inent y(h  . y) (mocl G'), la classe y(h  .@) (~ilod G') est surjective par construction 

de P(S) et elle est injective grâce à l'hypothèse (H) ; en effet, supposons que 

v(h.?j) r iO(h'-Y) (mod G') avec lhJ 5 Set  5 S: onaalorsip((h-hl)-6) E Gt . 
Os, 011 a. : 

I(h - n t )  - y - ( h  - h ' )  - y1 5 2niS max Ioj - y,l 
l < j l m - i  

On déduit de l'l~ypotlièse (H) et de l'inégalité r ( S )  > S log S, que ip((h-h') .y) E (2' 

et par suite ~ ( h .  y)  ~ ( h '  - y) (rnod G t )  . 



Comme carcl(-) 2 SRn" r/rnG1 ; on en déduit que : SV' 5 c ~ ~ D ~  . Or 

Dz = &SV*, avec co > ~ 3 1 ,  d'où la contradiction qui entraîne le lemme 3.4. i 

Démonstration de la ~roposition (dans le 2'"' cas) . 
Pour h E Zm ; IhJ < S et i E I ,  on pose : 

En utilisant le lemme 2.3 et le lemme 4.2, on obtient 

On déduit des lemmes 2.3 et 4.3 que la famille { ( H i , ; ) ,  1 hl 5 S,  i E I )  n'a pas de 

zéro dans la boule de Ct de centre 8 et de rayon exp(-cr(S)), si on note 

{Ps ,~ ,  . . . , Ps,m(s) ) , la famille de polynômes constituée par 

( { H i j i ) ,  [hl -< S, 2 E 1) pour S > SO ct 3 5  = ( P s , ~ ) ~ < ~ < , ~ ( s ) ,  l'idéal L ~ s  

vérifie les conditions de la proposition principale. 



III - DEMONSTRATION DU THEOREME ET 
DEDUCTION DES COROLLAIRES. 

5 1 - Démonstration du théorème. 

On peut supposer sans restreindre la généralité que Bj  E X[d, pour tout j ,  

i s j s t .  

On a, évidemment, 

D'autre part, on déduit du lemme 2.1 que : 

IQ-gl < exp(-2cr(S)) =+.IF~(Q)-F~(&)!)J 5 exp(-n*(S)) pour tout j, l < j < l .  

Si on pose & = Fj(&) ,  on a 18 - 61 5 exp(-cr(S)) et la proposition principale 

montre max J ~ s , ~ ( B ) l ) # ~ ~ ~ e n c o r e m a x l < i < ~ ( s ) J ~ ~ , ~ ( ~ l # ~ -  
1 l i < i n ( S )  

On en déduit,, alors, que : 

1) La famille (Gs,i)i 5ic,,k(s) n'a pas de zéros dans la boule dc centre g et de 

rayon exp(-2cr(S)), pour tout S 2 So. 

On pose S' = A(S), on a : r ( S )  > g  ( ~ ' ) ~ ( l o ~  S')'-"Y. 

Si 6 = k+1,  g vérifie alors les liypothèses clu critère d'indépendance algébrique 

dii cli.11, avec u(S t )  = (log st)'-'%, la fonctioii iiiverse 1: de u est définie par 

v(T) = exp ((T) *) . On déduit dit critère d'indépendance algébrique qu'il existe 
itd 

c > O tel que $1 (7') = exp(cT d - x d o  ) soit une niesure d'approximation simultanée 

en dimension X: de g 

Si K > k + 1, vérifie les hypothèses du cri tèrc d'indépendance algébrique a w c  

u (Sr )  = (s')"-"'-'(~o~s')'-* ; dails ce ras, oii a : u(T) < ( T pz 
(log T ) Z - L  Of 



On déduit alors du critère qu'il existe c > O tel que : 

1,b~(2') = 2') d - ~ d h l  %) soit une mesure d'approximation sirnuitande en 
L J 

dimension k de o. 

Ainsi, le critère entraîne le théorème. 

§ 2 - Déduction des corollaires. 

Pour la déduction des corollaires, on utilisera la remarque suivante : 

Remarque : Soient w i  , . . . ,us des coordonnées de g tels que K(wj soit 

algébrique sur K(wl,. . . , w,). On peut supposer par conséquent que 

B j  E Kiwi ,..., w,] pour tout j ,  1 < j 5 t ,  et, par suite, on déduit de la 

démonstration précédente que g et (dl,  . . . , ont la même mesure d'a.pproxi- 

mation en dimension K. 

Cas exponentiel. 

Démonstration du corollaire 2.- On prend G = Grn(C), I< = Q, 

= (exp(x iy j ) ,  1 5 i 5 n, 1 < j 5 m) ,  Y = Zyl + . - .  + Zy,, 

y :C -+ Gm(C) 

z -. (exp(xl z ) ,  . , . , exp(xnz)) . 

- O n a . q * = ~ e t ~ = ~ -  n+l - m + n S  mn L'hypothèse (H) est bien vérifiée dans ce cas 

puisque l'hypothèse (Hi ) est vérifiée (cf. [Tt'a2]). 

Démonstration des corollaires 3 et  4.- On prend x; = x i ,  1 < i 5 d', 

y j = ~ ' - ' ,  1 <_ j < d l .  

On a r; = $. 
Si d' > 2, on a K > 1: on applique le corollaire 3 avec k = O, on obtient le 

corollaire 3. 

Si cE' = 4 (resp. d' > 4), on a 6 = 2 (resp. r;. > 21, on applique le corollaire 2, 

al-ec k = 1, on obtient le corolla.ire 4. 

Démonstration du corollaire 5.- On prend G = G,(C) x G&(C) ,  IC = Q, 

g =  (yj,exp(zivj), (1 5 i < n ) ,  (1 _< j 5 rn)),  Y = Zg1 + . . . + Zym 

._. z -, ( z ,  exp(xl z), . . . , exp(znz)) . 



On a, dans ce cas, q* = etK=+=*, 
*+l 

Démonstration du corollaire 6.- On déduit ce résultat du corollaire 5. 

( H i )  est vérifiée dans ce cas grâce à l'inégalité de Liouville. On prend 

xi = pi-'(i = 1,. . . ,6), y j  = ~ j - l  logy (j  = 1,. . . ,6), 

g = (y, yfl, . . . , -yfl'6-1'2 ) et g1 = (-f, . . . , l )  . Un obtient par le corollaire 

5 une mesure d'approximation simultanée i / ,  en dimension k de g ; d'aprks la 

remarque précédente, y et g' ont la même mesure d'approximation simultanée t) 

en dimension k. 

Démonstration des corollaires 7 et  8.- Ce sont les cas particuliers k = O 

et k = 1 du corollaire 6. 

Cas elliptique. 

Soit E ( C )  la courbe elliptique associée a P et le réseau des périodes. On 

prend G = En(C) ,  IC = Q ( g 2 , g 3 )  où g~ et 93 sont les invariants (algébriques) de 

P. 

L'application exponentielle de E est donnée pa.r 

Démoiistration du corollaire 9.- On prend ie sous-groupe à iui para.métre 

suivant : 
c p : C - G  



On a, dans ce cas : 7' = % et ic = = LIEL 
*+2 m+n 

. L'hypothèse (H) est bien 

vérifiée dans ce cas puisque l'hypothèse ( f i )  est vérifiée (cf. [Wu2]) .  

Sous les hypothèses du corollaire 9, on déduit du théorème une mesure d'ap- 

proximation simultanée psi en dimension k de g ; et, par suite, d'après la remarque 

précédente, >Ir est aussi une mesure d'approximation simultanée en dimension k de 

w,' . 

Démonstration des corollaires 10 et 11.- On déduit ces corollaires du 

corollaire9. Onprendxi = ei7 1 5  i 5 dl, y j  = ej-', 1 < j _< d. Onar l  = M. 
Si d' > 1 + &, on a rl > 1, on applique le c.orollaire 9 avec k = O, on obtient 

le corollaire 10. 

Si dl = 2 + +, (resp. dl > 2 + P, on K. = 2 (resp. i; > 2, on applique le 
[F QI [*.QI 

corollaire 9 avec L = 1, on obtient le corollaire 11. 

Dénionstration du  corollaire 12.- On preild G = G , ( C )  x En(C) ,  

Si F = Q, on prend 

T 7 = Z y 1  +. . .  +Zym, 

Si F # Q ; F = Q ( T )  . 

On prend Y = Zyl + . . . + Zy, + Z r y 1  + . . . + ZTIJ~ ,  

= (yj ,  1, P(xiYj), P1(xiyj)7 1) P ( r x t y j ) '  P t ( r x i y j ) )  

W = (yj, P ( x i y j ) )  - 

Démonstration du corollaire 13.- 011 le &duit du corollaire 12, eri prc- 

rrant : 

xi =bi - '  ( i  = 1 ,..., b ) ,  y, z ~ 3 - l  - u  ( j  = 1 ,..., 6 ) .  



On pose : 

On obtient une mesure d'approximation sinlultanée en dimension h de o, par 

suite, g'. 

s ~ F = Q , & = ~ = ? .  

S i F # Q , n = w = m  2 .  

Démonstration du corollaire 14.- C'est l'analogue qualitatif du corollaire 

13. 

Démonstration des corollaires 15 et 16.- Ce sont les cas particuliers 

k = O et k = 1 du corollaire 13. 
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Résumé 

Cette thèse se compose de deux parties; dans .la première partie, nous de- 

montrons une version quantitative du critère mult i-dimensionnel d'indépendance 

algébrique démontré par P. Philippon, à l'aide des techniques de l'élimination 

projective. Cela nous permet ensuite d'obtenir des résultats quantitatifs d'indépen- 

dance algébrique, plus précisément des mesures d'approximation simultanées en 

dimension 2 O de certains nombres tels &e des valeurs de la fonction exponentielle. 

Le but de la deuxième partie est d'étendre ces résultats quantitatifs à des 

valeurs liées à l'application exponentielle d'un groupe algébrique commutatif défini 

sur q. 
En particulier, quand le groupe est de la forme E~ OU 6. x E~ où Ga 

est le groupe additif et E est une courbe elliptique de Weierstrass d'invariants 

algébriques, noils obtenons des résultats quantitatifs d'indépendance algébiclue de 

valeurs de la fonction elliptique associée à E et nous améliorons les résultats qua- 

litatifs connus jusqu'à présent. 

Mots clés : Indépendance algebrique, Mesure d'approxima t iori siinul t a.iii.c, 

Groupe algébrique. 


