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CHAPITRE 1: PRESENTATION

1.1 INTRODUCTION

La négation en programmation logique pose de nombreux problémes et de
multiples tentatives ont été faites ces derni¢res années pour les résoudre.
Ces tentatives peuvent étre classées en fonction de la plus ou moins grande
fidélité a la négation réellement utilisée dans Prolog: la négation par
I'échec (Clark [7], Lloyd [22], Shepherdson [34], [35], Van Gelder [44]).
Malheureusement il ne semble pas possible de rester proche de Prolog
tout en ayant une sémantique axiomatique simple. Il n'est pas pas certain
de pouvoir réellement trouver une sémantique axiomatique correcte et
compléte qui rende compte de la négation par 1'échec. Une autre négation
que la négation par 1'échec, en apparence trés simple est aussi utilisée dans
les systémes experts fonctionnant en chainage avant et qui ne correspond
pas a la négation par 1'échec.

La théorie que nous proposons est assez générale pour s'appliquer a la fois
a la Programmation Logique et & cette négation utilisée dans les systémes
experts. Elle ne rend compte de la négation par I'échec que partiellement,
mais a l'avantage de proposer une théorie algébrique et logique assez
simple ayant un grand nombre de bonnes propriétés, semblables a celles
de la théorie de Prolog quand on se limite aux clauses de Horn.

Le 'secret’ de ce paraliele et des bonnes propriétés du modéle que nous
introduisons réside dans l'utilisation d'une certaine logique a trois valeurs
de vérité et l'introduction d'un connecteur d'implication approprié. Le
résultat obtenu est une méthode pour gérer la négation qui coincide dans
de nombreux cas avec celle de Prolog et qui est trés simple. Finalement a
condition d'accepter notre logique trivaluée, une lecture purement
axiomatique des programmes est possible. On satisfait ainsi le but initial
de la programmation logique: programmer en écrivant des axiomes.

Parmi les critiques qu'on peut faire & notre modele il y celle déja évoquée
que nous ne rendons pas entierement compte du "vrai Prolog", mais cela



nous parait inévitable si l'on veut conserver une sémantique axiomatique.
Plus grave serait la critique que la logique trivaluée n'est pas la logique
usuelle et que l'utiliser est donc contraire a l'intuition. Il est vrai que dans
certaines situations, les déductions faites en logique trivaluée sont trop
faibles (on obtient trop peu de conséquences logiques d'un programme)
mais bien souvent la logique trivaluée est naturelle dans les situations ol
I'information est incompléte — elle est d'ailleurs depuis longtemps utilisée
pour cela en Intelligence Artificielle (Tumer [39]).

Le but de ce travail n'a pas été seulement les applications directes de cette
logique trivaluée 3 la programmation logique. En effet, le domaine
d'application de cette logique trivaluée que nous avons été amenés a
introduire, semble plus large: en particulier des applications aux langages
de régles pour systémes experts sont en cours de développement
(Delahaye-Mathieu [8 bis]). Par un souci a la fois de généralisation et de
rigueur, notre étude s'est donc voulue plus étendue, et nous avons cherché
a développer le plus complétement possible tous les aspects de cette
logique trivaluée.

En particulier au chapitre 2, nous étudions les problémes sémantiques
(notion d'interprétation, mode¢les, conséquence, etc.) dans un cadre
général sans se limiter aux interprétations de Herbrand et en traitant les
formules générales du langage sans se limiter aux régles de programmes.

Au chapitre 3, toujours en vue d'autres applications, nous avons étudié le
probléme de l'expressivité des différents connecteurs en logique trivaluée.

L'étude de la complétude a ét€ menée au chapitre 4 afin d'étudier le plus
rigoureusement possible cette logique dont l'intérét est manifeste. Le fait
que ces théorémes de complétude puissent s'établir sans obstacles majeurs
justifie indirectement le choix du connecteur d'implication (choix justifié
par ailleurs par d'autres arguments).

Les chapitres 5 et 6 concernent 1'application directe de cette logique a la
programmation logique.

Le chapitre 5 concerne la sémantique des programmes avec négation. Il
évoque en particulier la propriété d'intersection des modeles et associe a
chaque programme un opérateur conséquence dont le plus petit point fixe
coincide avec le plus petit modele de ce programme.

Le chapitre 6 se justifie par le fait que 1'union de deux interprétations
trivaluées n'étant plus nécessairement une interprétation trivaluée, les
programmes considérés n'admettent plus de plus grand modéle mais une
série de modeéles maximaux dont l'intersection présente un intérét: c'est le
modele optimal qui contient plus d'informations que le plus petit modele.



1.2 POURQUOI AVOIR CHOISI LA LOGIQUE
TRIVALUEE ET INTRODUIT UN NOUVEAU
CONNECTEUR D'IMPLICATION?

Dés que l'on introduit la négation dans le corps d'une régle d'un
programme défini sans négation, on obtient en logique classique, avec le
connecteur d'implication habituel, une trop grande expressivité.

En effet, 1a formule:

A A19 ceed Aka '_‘B19 ceed _'Bq
est logiquement équivalente a la formule:

—=A1v..v=AVBV.. .VBgvA
que l'on peut écrire suivant la notation clausale:

A’ B1, coed Bq « A19 veed Ak
En fait, dés que l'on introduit la négation dans les programmes définis sans
négation, on n'obtient plus les clauses définies de programme, au sens de
Lloyd [22] ou encore des régles mais nimporte quelle clause:

Ay, ..., Ak < By, ..., B

On peut alors se demander pourquoi conserver I'écriture d'un programme
sous forme de régles et ne pas utiliser simplement I'écriture clausale.

On peut répondre de plusieurs maniéres a cette question, suivant que I'on
veut ou non étre fidele a la négation par I'échec.

Conserver un systéme & base de régles permet de généraliser la
résolution SLD basée sur la notion de régles, a la résolution SLDNF.

En effet, dés que I'on introduit la négation dans un programme, on perd la
justesse et la complétude de la résolution SLD (équivalence entre réponse
calculée et réponse correcte (Lloyd [22])), méme si celui-ci ne comporte
que des régles positives (i.e. dont la conclusion est un atome positif).

Par exemple, si A, B, C sont des atomes du langage L, et Pr est le
programme suivant:

B«D A



B(—-D,—nA
D«

La substitution Identité est une réponse correcte pour Pr U {B} car VB est
une conséquence logique de Pr. Or Pr U {B} n'a pas de réfutation SLD.

Cependant, cette généralisation est loin d'étre évidente.

Tout d'abord, elle fait appel a la notion de complété de Clark qui donne un
double sens aux régles et impose des contraintes d'intégrité sur I'égalité en
I'obligeant a étre interprétée par 1'égalité syntaxique dans tout modéle de
P.

Ensuite, le résultat de complétude de la résolution SLDNF ne s'obtient que
pour un certain type de programmes que sont les programmes
hiérarchiques (Lloyd [22]). Ceci revient plus ou moins a supposer qu'il n'y
a pas de récursion et est par conséquent trés restrictif.

L'autre réponse que nous avons choisie ici, est de donner une
expressivité différente aux formules A « Ay, ..., Ag, B4, ..., mBg, de
sorte que l'écriture A « Aqg, ..., Ak, 0 B4, ..., mBq ne soit plus
logiquement équivalente 8 —Aqv...v—AxvB1v...VBgqVA et qu'une régle de
programme ne soit plus logiquement équivalente a nimporte quelle clause.

Pour ce faire, on aurait pu conserver une logique a deux valeurs de vérité
et changer simplement la table du connecteur d'implication. Mais les choix
sont limités et vite éliminés si I'on veut conserver une logique cohérente et
en particulier compleéte.

Nous avons donc introduit une troisitme valeur de vérité et donné une
nouvelle interprétation du connecteur d'implication =, noté — afin que la
formule P — Q ne soit plus logiquement équivalente 2 —P v Q.

Plusieurs travaux ont €té menés dans cette voie et nous donnons dans le
paragraphe suivant, sans prétendre a l'exhaustivité, une idée des diverses
recherches dans ce domaine.

1.3 SITUATION DU TRAVAIL

- L'un des précurseurs de l'utilisation de cette logique a trois valeurs de
vérité pour la programmation logique, qui consiste en fait 3 ne pas
attribuer une valeur de vérité a2 chaque atome, fut Melvin Fitting [9],
(101, [11], [12], [13], [14], [15].



Dans son article, A Kripke Kleene semantics for logic programs [9],
Fitting introduit une troisi¢me valeur de vérité I (Indéterminé). Il
s'intéresse aux programmes ne comportant que des régles positives, de la
forme:

A «— B1, cosd Bn

ol A est un atome et les B; sont des formules contenant les symboles (A, v,

—-).
Il définit de la méme fagon que nous le ferons ici, les valeurs de vérité de:
-F,FAG,FvG,3xF VxG.

Par contre il ne définit pas la table d'un nouveau connecteur d'implication,
mais un connecteur d'équivalence = défini par:

X = Y est Vrai si et seulement si X et Y ont la méme valeur de vérité,
Faux sinon.

Son connecteur = correspondra a notre opérateur d'équivalence
forte, &.

Par modéle d'un programme, il entend modele de Herbrand de son
complété dans lequel I'égalité est interprétée par 1'égalité syntaxique.

Le complété d'un programme est obtenu en remplagant chaque regle:

P(th coey tﬂ) B1, seey Bm
par:

P(X1, «..s Xp) €= Ty1...3yk (X1 = AL AXn = taAB1ALABR)
ol Y1, ..., Yk sont les variables de tq, ..., t, et de By, ..., Bn.
Si D; désigne la formule Jyi...3yk (X1 = t1A...AXn = thaB1A...ABm), le
complété de P s'obtient en rassemblant toutes les régles comprenant le
méme symbole de prédicat p en téte de régle en la régle, de la fagon
suivante:

p(x1, eses Xn) = D1v...VDp.
Fitting s'intéresse ensuite a l'interprétation sémantique des programmes
logiques en tant que points fixes d'opérateurs. Son ordre sur l'ensemble

IHT(L) des interprétations de Herbrand trivaluées est l'inclusion, qui
correspond & l'ordre I < F, 1< V sur {V, F, I]. A chaque interprétation



de Hcrbrand trivaluée, on associe l'application vvj définie de l'ensemble
des atomes clos du langage dans I'ensemble {V, F, I}.

L'opérateur introduit Fp. est défini par son image sur une interprétation
de Herbrand trivaluée:

Fp, (i) = {ato/ il existe une instance close ato < By, ..., Bm de Pr telle que
vvi(B1, ..., Bm) = V]

U {—ato/ pour toute instance close ato « B4, ..., Bm de P on ait:
VVi(B1, ) Bm) = F}.

Cet opérateur est monotone et les points fixes de Fp, sont exactement les
modeles du complété de Pr.

Puisque une union de modéles partiels n'est pas nécessairement une
interprétation trivaluée, l'ensemble des interprétations trivaluées ne
constitue plus un treillis complet mais seulement un semi treillis complet:
I'intersection de deux interprétations trivaluées en est une et une union
d'interprétations trivaluées deux a deux consistantes est une interprétation
trivaluée.

L'opérateur Fp, posséde un plus petit point fixe qui est le plus petit
modele de comp(P) mais par contre, il n'admet pas de plus grand point
fixe, mais une série de points fixes maximaux.

Il y alors deux fagons de définir 1a sémantique d'un programme logique:

- Le pppf de Fp,.
- Le point fixe optimal de Fp, qui est le plus grand point fixe inférieur 2

I'intersection de tous les points fixes maximaux ou encore le plus grand
point fixe consistant.

L'idée étant que le point fixe optimal peut €tre plus intéressant que le plus
petit point fixe puisqu'il contient plus d'informations.

Notre théorie se rapproche de celle de Fitting mais nous donnons
une interprétation du connecteur — et nous définissons la notion de
modele de Herbrand de Pr sans passer par son complété. Nous retrouvons
d'ailleurs son connecteur = et son opérateur Fp . A partir de notre

connecteur — et notre opérateur Tp, en complétant notre programme.
Tout d'abord la formule:

X=Y



sera logiquement équivalente a la formule:

ou — est le nouveau connecteur d'implication introduit. Nous définirons
donc deux sortes de complétion et nous démontrerons que

Fpr = Tcomp(—, Pr)

ol Comp(—, Pr) désigne le —-complété de Pr. Les modeles de notre
programme seront exactement les post-points fixes de notre opérateur Tp,

alors que pour Fitting, les modéles du complété de Pr (au sens défini ci-
dessus) sont les points fixes de Fp,. Les modeles de Fitting seront donc en

particulier des modéles de notre programme. Le plus petit modéle du
complété d'un programme au sens de Fitting coincidera avec le plus petit
modeéle de Comp(—, Pr) et celui de Comp(—, Comp(—, Pr)) mais pas
nécessairement avec le plus petit modele de notre programme, ce dernier
étant le plus petit point fixe de notre opérateur Tp, et coincidant avec le

plus petit modele de Comp(—, Pr).

- J.L Lassez [21] introduit aussi la logique 2 trois valeurs de vérité. Les
programmes considérés ne comportent que des clauses de Homn: A < Ay,
weer An.

Son connecteur d'implication est celui de Lukasiewicz, et possede la table
de vérité suivante:

A — B n'est pas Vrai si A vaut Vet B vaut I (A — B vaut I), si A vaut V
et B vaut F (A — B vaut F), si A vaut] et B vaut F (A — B vaut I).
A — B est Vrai dans tous les autres cas.

La formule P — Q n'est pas logiquement équivalente a: —PvQ, par
exemple, si P et Q ont la valeur de vérité 1.

Son ordre sur {V, F, I} correspond a l'ordre d'inclusion sur l'ensemble
des interprétations de Herbrand trivaluées. I <F,I1< V)

L'opérateur 7T associé & un programme logique P est le suivant: (une
interprétation de Herbrand est considérée comme une application de
I'ensemble des atomes clos dans {V, F, I})

Si il existe une instance close d'une régle de P ayant A en téte de régle,
A « By, ..., By, telle que f(B1A...ABp) =V, 1(f)(A) = V.



Si pour toute instance close des régles de P ayant A en téte de régle, A «
B1, ..., Bn, f{(B1A...ABp) = F, 1(f)(A) = f(A).

Si pour toute instance close des régles de P ayant A en téte de regle, A «
B4, ..., Bn, f(B1A...AB) # V, et il existe une instance close d'une clause
de P ayant A en téte de régle, A « By, ..., By, telle que f(BiA...ABp) =1,
(f)(A) = inf(V,(A)).

Pour le cas ot A ne figure pas en téte d'une régle de P, T1(f)(A) = f(A).
Dans l'article [21] sont démontrées les propositions suivantes:
- I1 y a coincidence entre les points fixes de T et les modeles de P.

of) = f & f est un modéle de P.

- Pour cet opérateur la notion de point fixe optimal ne présente pas
d'intérét puisque le point fixe optimal de T et son plus petit point fixe
coincident.

Cela provient essentiellement du fait que l'interprétation ou tous les
atomes clos ont la valeur de vérité Vrai est un modele de nimporte quel
programme comportant des clauses de Horn. Il s'ensuit que ni le plus petit
modeéle ni le modéle optimal d'un programme (tous deux inclus dans
I'interprétation maximale constamment égale a Vrai), ne prennent la
valeur de vérité Faux. Les informations négatives résultant du programme
complété, ne sont pas représentées dans cette sémantique qui ne semble
donc pas convenir a la programmation logique avec négation.

- Mycroft {30] s'intéresse aussi a la logique trivaluée. Cependant les
clauses qu'il consideére sont des clauses définies de programme, son but
étant de montrer qu'une logique a plusieurs valeurs de vérité est mieux
adaptée a la résolution SLD.

Son opérateur est le méme que celui de Van Emden et Kowalski [43]. Les
tables de vérité des connecteurs A, et v sont les mémes que celles utilisées
ici. Il n'introduit pas de nouveau connecteur d'implication.

Sa partie sur la logique trivaluée est essentiellement contenue dans celle de
Fitting.

- Kunen [19] utilise la logique trivaluée uniquement pour des
programmes ayant des reégles positives. Son travail est proche de celui de
Fitting car il considére le complété d'un programme et son opérateur n'est
autre que celui de Fitting.

Selon lui, la sémantique d'un programme logique P n'est pas le plus petit
point fixe de l'opérateur T mais T, qui n'est pas toujours un modéle de
P.



D'aprés nous, une bonne sémantique doit s'exprimer en termes d'axiomes
et de modeles.

- Enfin, Przymusinski [31], a jeté une vision nouvelle sur la logique a
trois valeurs de vérité.

Dans son article, Non monotonic formalisms and logic programming, il
introduit trois valeurs de vérité et un ordre sur {V, F, I}, FSI<V quine
correspond pas a l'ordre d'inclusion sur l'ensemble des interprétations
trivaluées.

D'autre part une interprétation de Herbrand I est la donnée de deux

ensembles d'atomes clos: V et F, sans préciser que V N F = J, ce qui
permet & un atome clos d'avoir deux valeurs de vérité.

Dans ce contexte, la négation n'est pas monotone, au sens ou:
si f et g sont deux interprétations telles que: pour tout atome clos, f(A) <
g(A), on n'a pas: f(—A) < g(—A), par exemple si f(A) =F, et g(A) = V.

Son connecteur d'implication, bien qu'il ne prenne jamais la valeur I, n'est
pas le méme que celui introduit ici.

En effet, il est défini par: vvi(A — B) = V si vvi(B) 2 vvi(A), vi(A —
B) = F sinon.

On a donc si A prend la valeur I et B la valeur F, vvi(A — B) = F alors
que dans notre cas, pour I'opérateur — que nous définissons ici vvi(A —
B)=V.

Méme, si l'ordre sur {V, F, I} était I < F,I1 < V (celui que nous
choisissons ici), si vvi(A) = Fet vvi(B) =1, vvi(A — B) = F, alors que
dans notre cas, pour le connecteur — que nous définissons ici vvi(A — B)
=V.

Les programmes logiques considérés sont des programmes définis ayant
des régles positives (A ¢« Lq, ..., Ln, A est un atome et les L; sont des
littéraux).

L'opérateur associé a chaque programme se construit 2 deux niveaux:
Pour deux ensembles d'atomes clos V et F, on définit, étant donnée une
interprétation I, T{(V) = {A/ il existe une instance close A « Ly, ..., Ln de
P telle que Vi < n, L; soit Vrai dans I ou Lie V}

Fy(F) = {A/ pour toute instance close A <~ Ly, ...,Lnde Pilexistei<n
tel que L; soit Faux dans I ou L; € ¥}

Pour une interprétation donnée I = <V, ¥>, on définit T; et F; par:

T;{10 = @, TyTn+1 = Ty(T;Tn) et Ty = Un e NT;Tn, et



Fl0 = Bp la base de Herbrand de P,

Fplnt+l = F(Fdn) et F; =~ e NFiln.

On est alors en mesure de définir 'opérateur
L:1I=<V,F>->1U<T, Fp>

Cet opérateur est monotone et son plus petit point fixe est le plus petit
modele trivalué de P.

Cependant, les modéles obtenus avec son connecteur d'implication sont des
modeles dans notre théorie.

- D'autre part, Manna et Shamir [28], ont développé une théorie du
point fixe optimal pour une fonctionnelle monotone définie sur un
ensemble de fonctions partielles. Cette théorie nous intéressera puisque les
interprétations de Herbrand trivaluées que nous considérons peuvent étre
considérées comme des fonctions partielles de I'ensemble des atomes de
Herbrand dans l'ensemble {V, F} (non définies 1a ou elles prennent la
valeur Indéterminé).

A c6té de ces travaux, un autre développement de la logique trivaluée et
de son application a la programmation logique semblait possible.

1.4 COMMENT CONSERVER LES PROPRIETES
OBTENUES POUR LES PROGRAMMES SANS
NEGATION

En logique classique, pour étudier les programmes sans négation, on fait
appel a la notion de modele de Herbrand.

Une interprétation de Herbrand bivaluée est un sous ensemble de
I'ensemble des atomes de Herbrand et & l'ordre F < V sur {V, F}
correspond l'ordre d'inclusion sur les interprétations de Herbrand. Si l'on
note her(L) l'ensemble des atomes clos du langage, I'ensemble des
interprétations de Herbrand bivaluées est donc l'ensemble des parties de
her(L), 2her(L), L'ordre induit par F < V sur {V, F} rend la bijection ¢:
2her(L) — {Fonctions de her(L) dans {V, F}}, qui 4 chaque interprétation
i associe vvj - ou vvi(ato) désigne la valeur de vérité d'un atome clos ato
du langage relativement 2 i - monotone si I'ordre sur 2her(L) est 1'inclusion
et l'ordre sur {Fonctions de her(L) dans {V, F}} est l'ordre induit par F <
V.

Si 2her(L) est 'ensemble des interprétations bivaluées de Herbrand, la
premiére propriété importante obtenue est une propriété de monotonie:
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Si 'on désigne par F(L ) I'ensemble des formules du langage L ne
comportant que les symboles 3, V, A, v.

L'application ¢: 2her(L) — {applications de F(L) dans {V, F}},
i— vvifF(L ), est monotone.

Cela signifie que: si f est une formule du langage L comportant les
symboles 3, V, A, v, si i et j sont deux éléments de THB(L) tels que i ¢ j,
alors on a: vvi(f) < vv(f) (*). L'expression vvj(f) désigne la valeur de
vérité d'une formule f relativement a i. Si f n'est pas close,

vvi(f) = vvi(V1).
Une formule f vérifiant la propriété (*) est dite monotone.

Si on ne restreint pas l'application vvi aux formules ne comportant que les
symboles 3, V, A, v, on perd la propriété de monotonie:

Dés que 1'on introduit le symbole —:

si f est la formule: —p(x), la base de Herbrand By, est I'ensemble: {p(a)}, i
I'interprétation égale 2 I, et j l'interprétation égale a {p(a)}, on a: vvi(f)
= vvi(Vx(—=p(x)) = V alors que vvj(f) = F.

De méme, dés que I'on introduit le symbole =:

si I'on considére la formule p(x) = q(x), et i l'interprétation égale a
I'ensemble vide (dans laquelle tout atome clos a la valeur Faux) et j
I'interprétation {p(a)}, vvi(Vx(p(x) = q(x))) = V alors que vvi(f) = F.
Par ailleurs, le connecteur d'implication considéré comme application de
{V, F})2 dans {V, F} est non monotone: =(F, F) = Vet =(V,F) =F.

Le fait que I'application i — vvigr([ ), soit monotone, a de nombreuses

conséquences sur 'étude des programmes Pr comportant des régles de la
forme:

ato < for

ot for est un élément de F(L ), c'est-a-dire ne comporte que les symboles
3,V, A,V etol = désigne le connecteur d'implication habituel, c'est-a-
dire que la formule P = Q a la méme valeur de vérité que la formule
"‘lPVQ

- Tout d'abord elle entraine que l'intersection de modeéles de
Herbrand d'un tel programme est encore un modele de ce programme.
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- Elle entraine aussi la monotonie de I'opérateur conséquence Bp,
associé 3 un tel programme et introduit pour la premiére fois dans [43].

Si Bp, est l'opérateur:

Bp,: IHB(L) — IHB(L),
i — {ato/ il existe une instance ato < for de Pr, vvi(for) = V},

cet opérateur étant monotone, admet un plus petit point fixe qui
coincide avec le plus petit modéle de Herbrand de Pr (intersection des
modeles de Herbrand de Pr): en effet, les modeles de Pr sont les post-
points fixes de Bp, et Bp, étant monotone, on a: BPrTa c i, pour tout i

modeéle de Pr.

Dans le cas d'un programme défini, Bp, est continu et
pppf(Bp,) = Bp,To.

Comme Bp, est monotone, et que les interprétations de Herbrand
bivaluées forment un treillis complet, Bp, admet aussi un plus grand point

fixe.
Il n'y a donc pas ici de points fixes maximaux ni de point fixe optimal
comme nous l'obtiendrons dans le cas des programmes avec négation.

Si I'on introduit la négation dans les programmes logiques, c'est-a-dire si
I'on veut maintenant étudier les programmes comportant des régles de la
forme:

lit & for

ou lit est un littéral et for une formule comportant les symboles 3, V, A,
v, —, =, &, (P & Q a la méme valeur de vérité que (P = Q)A(Q = P))
on perd la propriété d'intersection des modéles méme pour les
programmes n'ayant que des régles positives. Par exemple:

Si p, g, r sont des symboles de prédicats, f un symbole de fonction, et Pr le
programme suivant:

qx) <= p(x), r(x)

q(f(x)) & p(x), —r(x)
p(x) <=
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Pour obtenir 1a base de Herbrand du programme, on rajoute une constante
arbitraire a, l'univers de Herbrand (I'ensemble de tous les termes clos), est
alors {fo(a), n 2 0}.

Tout modéle de Pr comprend, pour un n donné:

soit p(fa(a)), r(f(a)), q(fM(a));
soit p(fn(a)), q(fn+1(a));

Dans tout modele de Pr, on a q(fn(a)) ou q(fr+1(a));

Si I'on prend pour Mj, le modéle contenant pour k < n, p(fk(a)), r(fk(a)),
q(fk(a)); p(fn+l(a)), q(fn+2(a)); pour k 2 n+2, p(fk(a)), r(fk(a)), q(fk(a));
pour M, le modéle contenant pour k < n-1, p(fk(a)), r(fk(a)), q(fk(a));
p(fn(a)), q(fr+l(a)); p(fr+l(a)), q(fn+2(a)); pour k = n+2, p(fk(a)),
1(fk(a)), q(fk(a));

M1 N M2 ne contient ni q(fo(a)) ni q(fn+1(a)); ce n'est donc pas un modele
de Pr.

Cela provient du fait qu'une formule comprenant les symboles 3, V, A, v,
-, =, <, n'est plus monotone au sens ol: elle ne vérifie plus
nécessairement: i ¢ j implique vvij(for) < vvj(for).

Pour étudier les programmes avec négation, nous avons voulu conserver
des propriétés analogues a celles de la logique classique obtenues pour des
programmes sans négation et en particulier une propriété de monotonie
pour le corps des régles des programmes €tudiés.

Pour cela, nous introduisons une troisiéme valeur de vérité 1. Nous
définissons une interprétation de Herbrand trivaluée comme un sous
ensemble de Her(L) (I'ensemble des litteraux clos) vérifiant:

ato € i implique que —ato ¢ i
On ne s'autorise donc pas, comme Przymusinski a donner deux valeurs de
vérité a un atome.
Pour faciliter le parallele avec le cas bivalué, nous considérons une
interprétation de Herbrand bivaluée comme un cas particulier
d'interprétation trivaluée, en écrivant tous ses éléments au lieu de n'écrire
que les atomes positifs.
Une interprétation bivaluée est une interprétation trivaluée telle que:

atoe iou-atoe i
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Nous utiliserons l'application pos: IHB(L) — 2her(L)
i — pos(i) = {ato € her(L) N i}

her(L) désignant I'ensemble des atomes clos de L, et 2her(L) I'ensemble de
ses parties, pour nous ramener a 'écriture habituelle.

Les interprétations de Herbrand trivaluées sont des interprétations
partielles dans le sens ol tout atome clos ne posséde pas nécessairement
une valeur de vérité (V ou F).

Un atome clos ne posséde qu'une valeur de vérité contrairement a
Przymusinski.

Nous avons choisi sur I'ensemble {V, F, I} l'ordre I < F,I1< V qui
correspond & l'ordre naturel d'inclusion sur 'ensemble des interprétations
de Herbrand trivaluées et qui n'est pas 1'ordre choisi par Przymusinski sur
{V, F, I}. Cet ordre rend la bijection ¢: IHT(L) - {Fonctxons de her(L)
dans {V, F, I}}, qui & chaque interprétation i associe vvj, ou vvi(ato)
désigne la valeur de vérité d'un atome clos du langage relativement a i,
monotone

Cet ordre choisi sur {V, F, I} nous permettra d'étendre la propriété de
monotonie aux formules constituant le corps des programmes étudiés,
c'est-a-dire aux formules comportant les symboles 3, V, A, v, =, =, &
ot = est le connecteur d'implication de Kleene et <> le connecteur
d'équivalence qui lui est associé.

Si i et j sont deux interprétations de Herbrand trivaluées, et for une
formule comportant les symboles 3, V, A, v, =, =, < alors:

i ¢ j implique vvi(for) < vvj(for)

Si For(L) désigne les formules du langage L comportant les symboles 3,
V, A, v, —, =, &, c'est maintenant 1'application:

¢': IHT(L) — {applications de For(L) dans (V, F, I}},
i— WifFor(L)
qui est monotone.
L'idée étant, que si for est une formule dans laquelle on ne connait pas la
valeur de vérité de certains atomes, la valeur de vérité de cette formule est

soit inconnue, soit ne peut changer (passer de V & F ou inversement) si on
apporte des informations supplémentaires sur des atomes la composant.
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Si I'on conserve le connecteur < dans les régles lit & for de programmes,
on n'obtient toujours pas la propriété d'intersection des modeles. C'est
pourquoi l'on introduit un nouveau connecteur d'implication noté —, que
I'on appellera implication non monotone comme connecteur central des
réegles de programmes avec négation. On étudiera alors des programmes
dont les régles sont de type lit « for.

Ce connecteur d'implication n'est ni celui de Lukaziewicz, ni celui de
Kleene, ni celui de Przymusinski. Il est défini de la maniére suivante:

A — B est Faux si A est Vrai et B # Vrai, A - B est Vrai
sinon.

La formule P — Q n'est pas logiquement équivalente a la formule
—PvQ, par exemple si P et Q ont la valeur de vérité 1.

Restreint 2 l'ensemble {V, F}, ce connecteur coincide avec =3, le
connecteur d'implication usuel.

Ce connecteur d'implication n'est pas monotone, dans les deux sens
suivants:

- si P a la valeur I dans une interprétation i et la valeur V dans j
et Q la valeur I dansietj, P— Q a la valeur V dans i, et la valeur F
dans j alors que i C j.

- ou encore, on ne peut pas €tendre la propriété de monotonie
aux formules contenant ce connecteur d'implication —.

Puisque la formule P — Q n'est pas logiquement équivalente a la
formule —~Q — =P, nous aurons deux connecteurs d'équivalence associés
a ce connecteur d'implication —.

- le connecteur d'équivalence forte ¢ ,tel que la formule
A & B soit logiquement équivalente a la formule:

(A = B)A(B = A)A(=A = =B)A(=B —» =A)

- le connecteur d'équivalence faible « - ,tel que la formule
A « - B soit logiquement équivalente a la formule:

(A - B)A(B > A)
L'introduction de ce connecteur d'implication et 1'extension de la propriété
de monotonie aux formules comportant les symboles 3, V, A, v, -, =,

<, nous permettent d'obtenir la propriété d'intersection des modéles
pour les programmes consistants utilisant la négation: dans le cas d'un
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programme consistant, une intersection de modeles de Herbrand de ce
programme est encore un modeéle de ce programme.

Bien que I'on ne fasse pas de restrictions sur les programmes €étudiés, les
programmes ayant des régles positives jouent un rdle privilégié car ils
admettent toujours un modéle. Dés que 1'on autorise la négation en téte de
régle, on peut avoir des programmes inconsistants:

par exemple, le programme Pr suivant:

p(x) « r(x)
—p(x) « q(x)
q(a) «

r(x) «

Pour tenir compte aussi des programmes inconsistants, nous introduirons
un élément Contra (Contradiction) que nous ajouterons a l'ensemble
IHT(L) des interprétations de Herbrand trivaluées.

Avec ce connecteur d'implication, on retrouve le fait que les axiomes qui
sont des tautologies en logique classique sont des tautologies en logique
trivaluée.

Par exemple, A — A est une tautologie alors qu'elle ne I'est pas avec le
connecteur = habituel de Kleene au lieu de notre connecteur d'implication
non monotone —.

On obtiendra de bonnes propriétés de complétude pour cette logique
comme nous le verrons au chapitre 4. Cela permettra aussi d'affirmer que
I'ensemble des tautologies obtenues dans chaque cas est récursivement
énumérable.

Avec ce connecteur d'implication et les connecteurs — et A, on retrouve le
connecteur d'équivalence de Fitting =:

A = B est logiquement équivalent a:
(A = B)A(B = AA(—=A — —B)A(—=B — —A) (E)

Le connecteur de Fitting correspond ici & notre connecteur d'équivalence
forte ©. |

Nous généralisons ensuite l'opérateur “"conséquence” introduit par

Kowalski et Van Emden [43], en tenant compte des programmes
inconsistants:
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Si Contra est I'élément que l'on rajoute a l'ensemble IHT(L) des
interprétations de Herbrand trivaluées pour le cas des programmes
inconsistants, tel que Vi € IHT(L), i ¢ Contra, 'opérateur introduit ici est
le suivant:

Tp,: IHT(L) U {Contra} — IHT(L) U {Contra}

Tp,(i) = {lit/ il existe une instance close lit ¢« for de Pr telle que vvj(for)
= V)

si cet ensemble ne contient pas un atome et sa négation,

Tp(i) = Contra sinon.

L'extension de la propriété de monotonie aux formules constituant le corps
des régles des programmes étudiés, c'est-a-dire comportant les symboles
3,V,A,v,, =, <, nous permet d'obtenir la monotonie de cet
opérateur qui admet par conséquent un plus petit point fixe.

Dans le cas d'un programme défini, Tp, est continu et pppf(Tp;) =
TPrT(D.

De plus, on démontre 1'équivalence suivante:

Pr est consistant <> pppf(Tp,) # Contra

Dans le cas d'un programme consistant, ses modeles sont les post-points
fixes de Tp,, et son plus petit modele ou encore l'intersection de tous les

modeles de Herbrand coincide avec le plus petit point fixe de Tp,
(toujours en utilisant le fait que Tp, est monotone, on montre que TPrToc
¢ 1, pour tout i modele de Pr et pour tout ordinal a.).

A partir de cet opérateur, nous pouvons retrouver celui de Fitting [9] en
complétant notre programme.

Il y a deux sortes de complétion: la —~-complétion et la —-complétion.

La complétion d'un programme au sens de Fitting s'obtient en faisant tout

d'abord la —-complétion de Pr et ensuite la —-complétion du —-complété

de Pr A cause de 1'équivalence logique: A = B est logiquement équivalent a:
(A = B)A(B = A)A(=A = —B)A(=B — —A)

On obtient, si Comp(—, Pr) désigne le —~-complété de Pr,
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TComp(-—., Pr) = Fpr

D'autre part quand Pr est un programme sans négation (ayant des régles
ato « for ou ato est un atome et for est une formule comportant les
symboles 3, V, A, v), nous retrouvons l'opérateur de Kowalski et Van
Emden [43], avec I'application pos:

Bp, = pos -1oTpopos

L'ensemble des interprétations de Herbrand trivaluées est en bijection avec
I'ensemble des fonctions de her(L) (I'ensemble des atomes clos de L) dans
{V, F, I} ou encore des fonctions partielles de her(L) dans {V, F} prenant
la valeur I 12 ou elles ne sont pas définies. Par conséquent la théorie de
Manna et Shamir [28], pour une fonctionnelle monotone définie sur un
ensemble de fonctions partielles, s'adapte 4 notre opérateur Tp,. Les

interprétations de Herbrand trivaluées ne forment plus un treillis complet,
puisque l'union de deux interprétations de Herbrand n'est plus
nécessairement une interprétation de Herbrand. Il n'y a donc plus de plus
grand point fixe de Tp,, mais une série de points fixes maximaux. Le plus

grand point fixe de Tp,, inclus dans tous ces points fixes maximaux est le
point fixe optimal de Tp,, opt(Tp;) (Manna et Shamir, [27], [28]).

De méme il n'y a pas de plus grand modéle de Pr (de plus grand post-point
fixe de Tp,) mais plusieurs modéles maximaux. L'intersection de tous

ces modéles maximaux est encore un modeéle de Pr et constitue le modele
optimal opt(Pr).

Ce modeéle optimal définit une autre sémantique pour les
programmes logiques avec négation que celle du plus petit point
fixe. Il peut étre plus intéressant parce qu'il contient plus d'informations

puisque pppf(Tp,) < opt(Pr).

On introduit alors la notion d'interprétations consistantes (justifiée parce
que les interprétations de Herbrand trivaluées sont des interprétations
partielles).

L'ensemble des modéles consistants d'un programme Pr admet un plus
grand élément qui coincide avec le modele optimal de Pr.

1.5 PRESENTATION GENERALE
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Comme nous l'avons exposé dans l'introduction, nous ne nous limitons
toutefois pas aux applications directes de cette logique trivaluée 2 la
programmation logique.

- Le chapitre 2 introduit le formalisme utilisé sans se limiter aux
interprétations de Herbrand ni aux régles de programmes.

Nous nous plagons successivement dans le cadre du calcul propositionnel et
du calcul des prédicats afin de reprendre successivement ces deux
formalismes au chapitre 4 pour établir des théorémes de complétude sur
cette logique.

Dans le cadre du calcul des prédicats, on reprend le formalisme utilisé
dans Yasuhara [45], en particulier la notion d'interprétation.
Les deux définitions importantes de ce chapitre sont les suivantes:

La valeur de vérité d'une formule est définie par la valeur de
vérité de sa cloture universelle. Il ne suffit plus de dire qu'une
formule est vraie si et seulement si sa cldture universelle est vraie puisque
cette formule peut prendre la valeur de vérité Indéterminé.

Deux formules A et B sont logiquement équivalentes si et seulement si
la formule A < B est une tautologie; ce qui est plus fort que de dire que
leurs clotures universelles ont la méme valeur de vérité dans nimporte
quelle interprétation sauf si A et B sont des formules closes. Cest la méme
chose en logique classique avec le connecteur d'équivalence usuel <.

Dans ce chapitre, nous étudions les relations entre les modeles trivalués
forts, faibles et bivalués.

Dans une derniére partie, nous établissons un théoréme de Herbrand
trivalué:

Un ensemble de clauses a un modéle de Herbrand si et seulement si il
admet un modéle de Herbrand trivalué.

La démonstration de ce théoréme étant basée sur le fait qu'a une
interprétation trivaluée i correspond une interprétation de Herbrand H,
dans laquelle 1a valeur de vérité de tout atome clos p(ti, ..., tn) est donnée
par:

vvg(p(ts, ... ta)) = Wi(p(t, ..., t)).

- Le troisi¢éme chapitre est un chapitre essentiellement combinatoire, qui
étudie 1'expressivité des différents connecteurs.
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Nous démontrons tout d'abord un théoréme général pour exprimer
nimporte quelle fonction de {V, F, I} dans {V, F, I} a l'aide d'un
systéme minimal de connecteurs (—, =, I, A).

Puis un second théoréme caractérise les fonctions f de {V, F, I}? dans
{V, F, 1}, monotones, telles que f({V, FIn) ¢ {V,F} et f(d, ..., I) =1par
le fait qu'elles ne s'expriment qu'avec des — et des v.

La démonstration est constructive et donne un algorithme pour construire
la fonction ne s'exprimant qu'avec des — et des v a partir de celle de
départ vérifiant les trois propriétés énoncées.

L'idée de la démonstration est la suivante:

a partir de f, on construit une fonction f qui vérifie les trois propriétés
suivantes:

1) f ne s'exprime qu'avec des —, des A et des v.
2) f/{V, F}n = {/{V, F}n

3) f est monotone sur {V, F, I}2 (résulte de 1)) et
f est maximale sur {V, F, I}n

Le fait que f soit maximale permet ensuite d'obtenir f & partir de f en
envisageant quatre cas:

-Cas)f=f

- Cas 2) 3(a1, ..., an) € {V,F, 1}/ f(ay, ..., an) =1, et f(as,..,an) =V
V(by, ..., ba) € {V, F, I}7/ f(by, ..., by) = F implique f(by, ..., by) = F

- CaS 3) 3(&1, veed an) € {V, F’ I}n/ f(a19 YY) an) = I’ et f(a1! eved an) = F
V(b1! eeed bn) € {V’ F’ I}n/ f(b1, oo bn) = V implique f(b1’ eved bn) = V

- Cas 4) 3(ay, ..., ap) € {V,F, I}0/f(a4, ..., an) =1, et f(ay, ..., an) =F
3(by, ..., bp) € {V,F, I}n/ f(by, ....,ba) =Tet f(by, ..., bn) =V

Ce sont les seuls cas & envisager car f est maximale.

Pour les n-uplets (ai, ..., an) € {V, F, I}1/ f(ay, ..., an) = 1, et f(ay, ..., an)
= V, on construit des fonctions V(aj, ..., a;) avec les connecteurs — et v,

telles que:

(C1’ ) Cn) S (a1’ eesd an) implique V(a1, eory an)(c‘lv sesy Cn) = I
non((ct, ..., €n) < (a1, ..., ap)) implique V(a;, ..., a,)(C1s ..., €n) = V.

Pour les n-uplets (b1, ..., ba) € {V, F, I}1/ f(by, ..., by) =1, et f(bs, ...,

bn) = F, on construit des fonctions F(b,, ..., b,) avec les connecteurs — et
A, telles que:
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(1, ..., €n) < (b1, ..., by) implique F(by, ..., by)(C1s ... Cn) =1
non((C‘], cony Cn) S (b19 veed bn)) implique F(b1, coey bn)(c19 eee) Cn) = F'

On construit ensuite f & partir de f, V(ay, ..., a5)» F(by, ..., by) dans chacun
des cas.

- Dans le chapitre 4, on étudie la complétude de cette logique.

C'est-a-dire une équivalence entre une propriété syntaxique et une
propriété sémantique:

Ao ETA

L'expression }— A signifie que A est une formule obtenue par déduction
a partir d'un systeme formel comportant des axiomes et une ou plusieurs
régles d'inférence.

Nous obtenons deux théorémes de complétude en calcul propositionnel:

pour le cas ou A est une formule comprenant les connecteurs — et —, et
le cas ot A est une formule comprenant les connecteurs —, A €t —.

Nous obtenons un théoréme de complétude en calcul des prédicats:

pour le cas ol A est une formule comprenant les connecteurs — et —, et
le quantificateur 3.

En calcul propositionnel, on introduit dans le cas ol A comprend les
symboles — et — (resp. les symboles —, A et —) la formule:

Ind1(A) = —=((A = =A) = —(—A — A))
(resp. la formule:

Inda(A) = (A = A) A (A = —A)).
Ces deux formules ont la valeur Vrai si A a la valeur I, Faux sinon.
L'introduction de ces deux formules parait naturelle comme l'introduction
des formules Fx(A) (Fx(A) prend la valeur Vrai si et seulement si A a la
valeur Faux, Faux sinon) et Vr(A) (Vr(A) prend la valeur Vrai si et
seulement si A a la valeur Vrai, Faux sinon) en logique classique.

On introduit aussi une interprétation v telle que:
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AV = Asivvy(A) =V
AY = —-Asivvy(A)=F
AV = Ind1(A) (resp. Ind2(A)) si vvy,(A) = 1.

C'est l'introduction de ces deux formules Indj(A) et Ind2(A) qui différe
de 1a démonstration en logique classique.

Pour démontrer que:

—A= |=T A, on raisonne par induction sur la longueur de la preuve

dans |— A en vérifiant que chaque axiome est une tautologie et en
utilisant le fait que la regle d'inférence utilisée est le modus ponens.

Pour démontrer que:

|=T A= |— A, on commence par montrer que si A est une formule

comprenant les atomes Py, ..., Pn, 0N a: P1Y, ..., Pn¥ — AV, par induction
sur A.

On envisage les cas: A = p atome, A = -B, A=B — C et dans le
deuxiéme cas A = BAC.

On en déduit alors, comme A est une tautologie: piV, ..., pn¥ — A, ce
qui permet alors de démontrer par récurrence descendante sur k, que p;V,
... Y — A, pour 1 £k < n. Dans chaque cas l'axiome:

(p = A) > ((—p = A) > ((Ind;(p) (resp. Ind2(p)) > A) = A), permet
de conclure |— A.

En calcul des prédicats, la démonstration adapte la démonstration du
théoréme de Godel, dont on trouve une version dans Yasuhara [45].

La partie A= |=T A du théoréme ne pose pas de problémes et se

démontre par induction sur la longueur de la preuve dans |— A en
vérifiant que chaque axiome est une tautologie et en utilisant le fait que les
régles d'inférence utilisées sont le modus ponens et la généralisation
universelle.

Pour démontrer que |=T A = |— A, on introduit 1a formule:
Indi1(A) = =((A = =A) > —~(=A > A)), qui prend la valeur V si et
seulement si A a la valeur I, F sinon.

On montre que si A est une formule close, l= A = |— A, en montrant
la contraposée.
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On généralise ensuite cela & n'importe quelle formule A(xy, ..., Xn) ayant
X1, ..., Xn pour variables libres:

l=T A(x4, ..., Xn) implique |=T Vx1..VxnA(x1, ..., Xn) (par définition
d'une tautologie)

l=T Vx4...VXnA(X1, ..., Xn) implique l— Vx4...VXaA(X1, ..., Xn) (car
Vx1..VxpA(X1, ..., Xn) est une formule close)

|— Vx1...VXnA(x1, ..., Xn) implique |— A(y1, ..., Yn) par un axiome et le
théoréme de déduction

— A(y1, ..., Yn) implique — A(X1, ..., Xn) en renommant les variables
de la preuve.

Pour montrer que si A est une formule close non prouvable (on n'a pas:

— A) alors A n'est pas une tautologie, on définit les notions de théorie
(ensemble clos par déduction, contenant des axiomes donnés au départ)
compléte et consistante:

Une théorie T est compléte si pour toute formule close A,
AeT,-AeToulndj(A)e 7.

Une théorie T est consistante si pour toute formule A,
onnapasAe Tet—-AeT
oulndj(A)e Tet—-Ae T
oulndj(A)e TetAeT.

Ces deux définitions généralisent les définitions classiques en y ajoutant la
formule Ind1(A).

On montre que si A est une formule close non prouvable, (on n'a pas:
|— A), alors:

T U {=A} ou T U {Indi(A)]} est une théorie consistante.
Si on démontre qu'une théorie consistante a un modéle, cela entrainera
que A n'est pas une tautologie puisque —A ou Ind1(A) auront un modetle,

ce qui signifie que A aura la valeur F ou la valeur I dans ce modele.

La partie essentielle du théoréme consiste 2 démontrer qu'une théorie
consistante a un mod¢le.

Pour cela, on rajoute des constantes au langage {si, ..., Sp, ...}, puis on

énumére les formules closes de L commengant par un quantificateur
existentiel: 3x; Bj(x;) et I'on rajoute a la nouvelle théorie obtenue, les
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formules Bxij Bj(xij) - Bj(Sij) et en plus du cas classique les formules:
Ind1(3xij Bj(xij)) - Indl(Bj(Sij))-

On construit ensuite une extension compléte et consistante T* * de cette
nouvelle théorie et on montre qu'elle admet un modele de Herbrand défini
par:

VVH1, ...r tn)) = V si et ssi —g % = p(ty, ..., tn)
VHD(t1, ..., tn)) = Fsi et ssi — % % —p(ty, ..., tn)
vWHP(t1, ... tn)) = Isi et ssi —g = » Indi(p(ty, ..., tn))

Comme T c T**, T aun modéle.

Ces théorémes de complétude permettent d'ailleurs d'affirmer aussi que
I'ensemble des tautologies obtenues dans chacun des cas est récursivement
énumérable.

- Les chapitres 5 et 6 constituent 1'application de cette logique 2 la
programmation logique. Comme nous les avons introduits dans le
paragraphe précédent, nous les présentons rapidement dans ce paragraphe.

- Dans le chapitre 5, on démontre la propriété d'intersection des
modeles, on introduit 'opérateur "conséquence" associé aux programmes
et on fait le lien avec l'opérateur introduit par Fitting pour le cas des
programmes ayant des régles positives et I'opérateur de Van Emden et
Kowalski pour le cas des programmes sans négation.

- Dans le chapitre 6, on étudie spécifiquement les modeéles optimaux
dont l'existence provient de cette logique a trois valeurs de vérité.
Ces modeles sont intéressants parce qu'ils contiennent plus d'informations
que le pppf de l'opérateur mais le probléme résidera dans leur
calculabilité.
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CHAPITRE 2: FORMALISME

Dans un souci a la fois de rigueur et de généralisation, nous
donnons ici un cadre général d'étude pour la logique trivaluée sans se
limiter aux interprétations de Herbrand qui seront le cadre d'étude des
programmes avec négation ni aux formules qui sont des régles de
programmes.

Pour cela, il faut distinguer le calcul propositionnel du calcul
des prédicats.

Dans un premier paragraphe, nous exposons le formalisme du
calcul propositionnel sans variables et sans quantificateurs. Ensuite, dans
un second paragraphe on introduit le formalisme du calcul des prédicats,
en utilisant la notion d'interprétation définie dans Yasuhara [45]
généralisée 2 la notion d'interprétation trivaluée et en définissant la valeur
de vérité d'une formule par la valeur de vérité de sa cloture universelle.
Enfin dans l'avant-dernier paragraphe, on introduit un cas particulier
d'interprétation trivaluée: les interprétations de Herbrand trivaluées qui
joueront un rdle privilégié dans les programmes logiques avec négation.

Dans le dernier paragraphe, on établit 1'équivalence entre la
consistance au sens de Herbrand et la consistance, pour un ensemble de
clauses (en fait des formules universellement quantifiées).

2.1 CALCUL PROPOSITIONNEL

2.1.1 Syntaxe.

Définition 2.1.1

Soit P un ensemble fini ou infiniment dénombrable de
variables propositionnelles (atomes).

Soit A = {(, )}I'ensemble des symboles de ponctuation.
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SoitC = {—, A, Vv, &, &, =, « -, =] I'ensemble des
connecteurs.

L'ensemble F(P ), dont les atomes sont dans P,
est défini inductivement comme suit:

P cF(P).
A € F(P) implique —~A € F(P).

A,B e F(P) implique (AYB)e F(P) sive {A, v, &,
<, =, <2, o).

Remarques: F(P) peut se définir par un procédé constructif:

Fo:P
Fou=FnuU {—~A/Ae FaJU {(AYB) A,Be Fqet
Ye (A, V, O, S, 2, <>, o)),

F(fp) = UneN Fn.

N désigne l'ensemble des entiers naturels.

— désigne le connecteur d'implication non monotone
introduit ici et © le connecteur d'équivalence forte et
« - le connecteur d'équivalence faible qui lui sont
associés.

= désigne le connecteur d'implication de Kleene
habituel et <, le connecteur d'équivalence qui lui est
associé.

Définition 2.1.2 Le plus petit entier n tel que A € F, s'appelle la
complexité de A.

Ce n'est pas toujours le nombre de connecteurs de A. Sip, q, 1, s sont des
atomes, (p—q)A(—rvs) € F; alors qu'elle posséde 4 connecteurs.

Remarque: On définit maintenant I'opération de substitution d'une
formule 2 un atome dans une formule donnée:

Définition 2.1.3 SiA € F(P),pe Petse F(P), ApS, la formule

obtenue en substituant dans A les occurrences de p par s se définit
inductivement de la maniére suivante:

-SiA e Foet A =p,alors ApS =s; si A =q #p, alors
Aps=q.
-SiAe F,,n>0, et A=-B, alors ApS.—.....,BpS;
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si A =(ByC),alors ApS = (BpS ¥ Cp®.
On vérifie immédiatement que ApS est un élément de F(P).

Nous allons maintenant définir la valeur de vérité d'une formule en calcul
propositionnel en logique trivaluée.

Définitions 2.1.4 Une interprétation trivaluée i est un sous ensemble
de P U P tel que:

p € i implique —p € 1.
Une interprétation bivaluée i est une interprétation trivaluée telle que:
peiou—peEi.

La valeur de vérité d'une formule relativement a i se définit de la maniére
suivante:

C'est une application vvij de F(P) dans {V, F, I} définie par:
-Si A € Fg, et A =p, alors si p € i, vvi(A) = Vrai (V),
si —p € i, vvi(A) = Faux (F), vvi(A) = Indéterminé (I)
sinon.

N.B. On emploiera indifféremment V (resp. F, I) ou Vrai (resp. Faux,
Indéterminé)

-Si A € F,, n > 0, la valeur de vérité de A est donnée
par les tables de vérité suivantes:
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Remarque: On voit sur ces tables de vérité que:
A © B a la méme valeur de vérité que
(A = B)A(B » A)A(—A = —B)A(—B — —A)
A <-B a la méme valeur de vérité que
(A > B)A(B— A)
A & B a la méme valeur de vérité que

(A=B)AB=A)
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La valeur de vérité de A se définit en effet inductivement de la maniére
suivante:

Si A = =B, wj(A) = =vvi(B)

etsiA=By0),ve {A, V, &, &, =2, <>, 2],
vvi(A) = Y(vvi(B), vvi(C)). (y étant considéré comme
une application de {V, F, I}2 dans {V, F, I} dont la table
est donnée ci-dessus).

Ces tables de vérité serviront aussi en calcul des prédicats pour définir la
valeur de vérité d'une formule relativement & une application sur
I'ensemble des variables.

N.B. Par abus de langage, si vvi(A) = V (resp. F, resp. I), on dira que A
est vraie (resp. fausse, resp. indéterminée) dans i.

2.1.2 Modeles et conséquences.

Définitions 2.1.5 Une interprétation trivaluée (resp. bivaluée) i est un
modéle fort d'un sous-ensemble T de F(P) si VA e T, vwi(A)=V.
T est alors fortement consistant au sens trivalué (resp. au sens bivalué).

Une interprétation trivaluée i est un modele faible d'un sous-ensemble T
de F(P) si VA e T, vwi(A) #F.
T est alors faiblement consistant au sens trivalué.

Pour les interprétations bivaluées, les notions de modele faible et fort
coincident:

Proposition 2.1.1 Si i est une interprétation bivaluée, alors pour
chaque formule for du langage L,

vv(for) € {V, F}.

Démonstration Par induction sur la complexité de for, en utilisant le
fait que tous les connecteurs utilisés dans le langage laissent stable
I'ensemble {V, F}.

Si for = ato, puisque i est bivaluée, alors vvi(for) € {V, F}.¢

Définition 2.1.6 Si Ax et Bx sont deux sous-ensembles de F(P ), Bx
est conséquence trivaluée forte de Ax, si et seulement si tout modele
trivalué fort de Ax est un modéle trivalué fort de Bx.

On le note:
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Ax b1 Bx.

On définit de méme les notions de conséquences trivaluées faibles (Ax l=t
Bx) et de conséquence bivaluée (Ax |=B Bx).

Définition 2.1.7 Si Ax et Bx sont deux ensembles de formules de
F(P),

Ax =| T = Bx (resp. Ax =| t |= Bx) si et seulement si Ax et Bx ont les
mémes modéles trivalués forts (resp. faibles).

On définit Ax =| g = Bx de la méme manire.

Relations entre ces notions.

Un modele trivalué fort de Ax est un modele trivalué faible; par
conséquent, si Ax est fortement consistant au sens trivalué, alors il est
faiblement consistant au sens trivalué.

Un modele bivalué de Ax est un modele trivalué fort de Ax; par
conséquent, si Ax est consistant au sens bivalué, alors il est fortement
consistant au sens trivalué.

Remarques: - & n'est pas toujours un modele trivalué faible d'une
formule. Ce n'est pas, par exemple un modele trivalué faible de
(A —> B) » A, si A et B sont deux atomes.

- Un ensemble de formules ne posséde pas nécessairement de modele
trivalué faible: par exemple, si A et B sont deux atomes, la formule:
((AA—A) — B) = (BA—B) n'a pas de modele trivalué. Dans n'importe
quelle interprétation trivaluée, AA—A est soit Indéterminé, soit Faux, et
(AA—-A) — B est toujours Vrai tandis que BA—B n'est jamais Vrai.

- Aucune autre implication n'est vraie:

- Si A est un atome et Ax = {A, -A}, alors @ est un modele trivalué
faible de Ax sans en étre un modele trivalué fort. Ax est consistant au sens
trivalué faible sans 1'étre au sens trivalué fort.

- Méme un modele trivalué fort maximal (au sens de l'inclusion) de Ax

n'est pas nécessairement un modele bivalué (alors que les interprétations
trivaluées maximales sont les interprétations bivaluées).
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Par exemple, soit Ax l'ensemble {A—> B, A— —-B, -A — B,
—A — B } ol A et B sont deux atomes. Ax est fortement consistant au
sens trivalué sans 1'étre au sens bivalué. Les ensembles &, {B} et {—B}
sont des modeles trivalués forts de Ax, les deux derniers étant des modéles
maximaux sans étre des modeles bivalués.

Cependant, on a la proposition suivante:

Proposition 2.1.2 Si Ax est un ensemble de formules de ¥(P), une
interprétation trivaluée i est un modéle trivalué fort de Ax’ = Ax U

{atov—atol ato € P} si et seulement si i est une interprétation bivaluée et
i est un modéle bivalué de Ax.

Démonstration Si i est un modele trivalué fort de {atov—ato/ ato € P}

alors Vato € P, ato € i ou —ato € i, et i est une interprétation bivaluée.
Réciproquement, si i est bivaluée, alors vvi(atov—ato) = Vrai, pour tout

atode P. ¢

- Si Ax |=7 Bx, alors Ax =g Bx.

- 8i Ax |=, Bx, alors Ax kg Bx.
Aucune autre implication n'est vraie:

- Si Ax kg Bx, onn'a pas Ax k= Bx.

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble vide et pour Bx l'ensemble
{Av—A} ol A est un atome. Toute interprétation bivaluée est un modéle
de Ax et de Bx alors que & est un modéle trivalué fort de Ax et non de
Bx.

- Si Ax k=g Bx, onn'a pas Ax k,Bx.
Par exemple, prenons pour Ax I'ensemble {A, —A} et pour Bx I'ensemble

{B} ou A et B sont deux atomes. Ax ne posséde pas de modele bivalué
tandis que {—B } est un modele trivalué faible de Ax et non de Bx.

- Si Ax k1 Bx, onn'a pas Ax b, Bx.

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A, A — B} et pour Bx
I'ensemble {B}, ot A et B sont deux atomes. Le seul modele trivalué fort
de Ax est {A, B}; c'est un modele trivalué fort de Bx alors que {—B} est
un modele trivalué faible de Ax et non de Bx.

- Si Ax k, Bx, on n'a pas Ax =g Bx.
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Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A <> —A} et pour Bx
I'ensemble {A}, ol A est un atome. Le seul modéle trivalué faible de Ax
est & qui est un modele trivalué faible de Bx. Le seul modéle trivalué fort
de Ax est @ qui n'est pas un modele trivalué fort de Bx.

Dans la suite de ce paragraphe, on ne considérera que des
modeles trivalués forts et des modéles bivalués.

2.1.3 Tautologies et équivalences trivaluées.

Définitions 2.1.7 Une formule A de F(P) est une tautologie trivaluée
(resp. bivaluée) si A est vraie dans toute interprétation trivaluée (resp.
bivaluée) i. On le note |=T A (resp. |=B A).

Remarque: On n'a pas: =T (A = A).
Par contre, on a bien: l=T (A — A).
Cette propriété présente un des intéréts du nouveau symbole d'implication

Lemme 2.1.1 Si A et s sont des formules et p est une variable
propositionnelle, et si A est une tautologie alors ApS est une tautologie.

Démonstration Il faut montrer que vvi(ApS) = Vrai, pour toute
interprétation i. Or vvi(ApS) = vvi'(A), avec i' définie par vvi'(q) =
vvi(q) si q est une variable propositionnelle différente de p, vvi'(p) =
vvi(s) (par induction sur A). ¢

Lemme 2.1.1 On a l'équivalence suivante:

ETA & B équivaut a :

Pour toute interprétation trivaluée i, vi(A) = vvj(B).

Remarque: On a I'équivalent en bivalué:
EpA & Béquivauta :
Pour toute interprétation bivaluée i, vvi(A) = wi(B).

Définition 2.1.8 Deux formules A et B sont logiquement équivalentes
si elles vérifient l'une des conditions du lemme 2.1.1.

On le note: A ETB.
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On définit de méme: A = B.
Voici des exemples d'équivalences trivaluées:

Exemples 2.1.1

-A=B ET —-B = —A

-Ae B=(A=B)A(B= A)
-A= B=,-AvVB

- Av(BAC)=; (AVB)A(AVC)

- AA(BVC) =; (AAB)V(AAC)

- —A ET A

- Av(BVvC) = (AVvB)vC

- AA(BAC) = (AAB)AC

- "—I(AVB) = —-AA—-B

- ~(AAB) =, -Av-B

-(AvB) 5 C=;(A - OB - ()
-(AAB) > C=A—>B - ()

-A - (BAC) =, (A - B)a(A - C)
-A - (BvC) = (A - B)v(A - ()

- Par contre, on n'a pas: A — B =, =B — —A.
(par exemple, si I'on prend i telle que: vvi(B) =1 et vvi(A) = V).
- Alors que l'on a bien, dans le cas bivalué: A = B =; —B = —A.

- C'est l'une des raisons de l'introduction de deux symboles d'équivalence:
& et « -, L'unique connecteur d'équivalence ¢ se scinde en deux.

En effet:
-A © B = (A - B)AB — A)A(-A = —B)A(—-B — —A).
-A(--*BET(A-)B)A(B — A).
Les trois propositions suivantes établissent des liens entre les notions de
conséquences et de tautologies, celles de conséquence et de consistance, et
enfin d'équivalence et de tautologie.
Proposition 2.1.3 Soient Ay, Ap, ..., Ap, By, By, ...,Bpmdes formules
de F(P).
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Toutes les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) {Ay, Az, ..., Ap} |=T (B1, B, ..., Bm}

2) {A1AA2A...AAd} T (B1, Ba, ..., Bm)

3) {A1, Az, o, Ad} =7 {B1AB2A...AB )}

(4) {A1AA2A...AAp) /:T {B1AB2A...ABn}

) {A1, Az, ..., An-1} |=7 {An—> B1, An— Bo, ..., An = Bp}
6) {A1AA2A...AA .1} /=T {An— (BiAB2A...ABp))}

7) =T (A1AA2A...AAp) = (B1AB2A...ABm)

Démonstration (1)@ @)<@)car i est un modele de {Aq, A, ..., Ap}
si et seulement si i est un modele de AjAA2A...AAq. On a, de plus, si A est

un sous-ensemble de F(P), A v {A} |=T (B} & A |=T A — B. Donc,

3)=6) et @< Enfin, on a:
An - (B1/\B2A.../\Bm) ET An - Bj/\An - BZ/\.../\An e Bm, donc

6)=(5). ¢

Remarque: Cette proposition n'est plus vraie si l'on remplace le
connecteur — par le connecteur =. On n'a plus A U {A} |=T (Bl A

|=T (A = B). En effet, A = A n'est plus une tautologie, aussi n'a-t-on
T
plus |=7 (A = A).

Proposition 2.1.4 Soient At un élément de P et Ax un ensemble de
formules de ¥(P).

On a l'équivalence suivante:

(1) Ax U [{—At} n'est pas fortement consistant au sens trivalué si et
seulement si

(2) —At n‘appartient a aucun modéle trivalué fort de Ax.

Cependant, on n'a pas, comme dans le cas bivalué:

Ax U {-At} n'est pas fortement consistant au sens trivalué si et seulement
Si

At est une conséquence logique trivaluée de Ax.

Démonstration (1)) est clair.

At est une conséquence logique trivaluée de Ax implique que Ax U {—At}
n'est pas fortement consistant au sens trivalué.
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La réciproque est fausse comme le montre 1'exemple suivant:
Soit Ax I'ensemble:

{A—> B, A-» —-B,-A - B, -A — B }; ol A et B sont deux
atomes.

Ax U {—A]} n'est pas fortement consistant au sens trivalué alors que 1'on
n'a pas Ax !=T A, puisque & est un modele trivalué fort de Ax et non de

A e
Proposition 2.1.5 Soient for; et foradeux formules de ¥(P).

a) fory =,forz implique for, =/ T/= forz. La réciproque est fausse.
b) fory =rforz équivaut a /=T (for1 & forz).
c) fors =/ T/= forz équivaut a /=T (for1 « > forz).
d) for1 =gforz équivaur & /=B (fory ¢ forz) et équivaut a
for1 =I g E fora.

Démonstration a) L'implication est claire.
Pour montrer que la réciproque est fausse, considérons les deux formules:

(A & B)A(Av—=A) et
(A & B), ou A et B sont deux atomes.
On a bien:

(A © B)A(Av-A) = 1 E (A & B).

En effet un modele de (A <> B)A(Av—A) est tel que A et B sont soit tous

les deux Faux, soit tous les deux Vrai. De méme pour un modéle de
(A < B). Cependant, on n'a pas (A & B)A(Av—A) =.(A < B). 1l

suffit de prendre une interprétation i telle que vvi(A) =Iet vvi(B) = F.
b) Par définition (définition 2.1.8).

c) |=T (fory « - forp) équivaut a |=T (fory — forp) et
|=T (forp — fory),

ce qui équivaut a fory |=T for et forp = fory,

ce qui équivaut a fory =] T = for,.

d) Clair.¢
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Remarque: for; =| T I= for, implique for; =| B l= for> mais la réciproque
est fausse. Par exemple, si A et B sont deux atomes:

(A = B)A(A = —B)A(=A = B)A(=A - —=B)=lg E

puisque ces deux expressions n'ont aucun modele bivalué. Alors que {B}
est un modeéle trivalué fort du premier et non du second.

2.2 CALCUL DES PREDICATS

2.2.1 Syntaxe.
L(*) est un langage logique comprenant:

- Un ensemble fini ou infiniment dénombrable de variables:
Var.

- Pour tout n élément de N, un ensemble fini ou infiniment
dénombrable Fp de fonctions n-aires. Les fonctions O-aires
constituent I'ensemble des constantes Const.

- Un ensemble A de symboles de ponctuation: {(, ), ,}

- Pour tout n élément de N, un ensemble fini ou infiniment
dénombrable Pp de predicats n-aires.
P, contient éventuellement le prédicat d'égalité.

- Un connecteur unaire: —.

- Un ensemble de connecteurs binaires: A, v, -, =, =, &,
=, « .

- Deux quantificateurs: V, 3.
Remarque: Nous utilisons la notation L(*) employée dans le formalisme

de Yasuhara [45]. Dans la démonstration du demnier théoréme de
complétude, on étend L(*) 2 L(*') en lui adjoignant des constantes.
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Définitions 2.2.1 L'ensemble des termes TER(L(*)) se définit
inductivement de la maniére suivante:

Var ¢ TER(L(*));

Const ¢ TER(L(*));

Sl t19 t29 o n € TER(L(*))9 f € Fn,

alors f(t4, t2, ..., tn) € TER(L(*)).
L'ensemble ATO(L(*)) des formules atomiques se définit inductivement
de la maniére suivante:

Po € ATO(L(*)).

Si ty, to, ..., tahe TER(L(*)) et p € Py, alors
p(ts, t2, ..., ta) € ATO(L(¥)).

Les éléments de ATO(L(*)) s'appellent des atomes et les négations
d'atomes des littéraux.
L'ensemble FOR(L(*)) des formules se définit inductivement de la
maniére suivante:

ATO(L(*)) € FOR(L(*)).

Si f e FOR(L(*)), alors —f € FOR(L(*)).

Si f, g € FOR(L(*)), et y est un connecteur binaire,
alors (f v g) € FOR(L(¥)).

Si f € FOR(L), alors 3x f, Vx f e FOR(L(*)).

On définit de fagon usuelle les notions de variable libre, liée, et de
formule close et de terme clos,de clotures universelle et existentielle d'une
formule A.

Définitions 2.2.2 Sit et u sont deux termes, et si X est une variable, on
définit de maniére usuelle u(x «t), le terme obtenu en substituant a
chaque occurrence de x dans u, le terme t.

Si A est une formule et t un terme, on note A(x « t) la formule obtenue

en substituant & chaque occurrence libre de x dans A le terme t aprés
avoir renommé les variables liées de A de sorte qu'elles ne figurent pas
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dans t (t est alors libre pour x dans A, i.e.: si x4, X2, ..., Xn sont les
variables libres de t, il n'y a pas de x dans la portée d'un quantificateur de
x;j dans A).

Définitions 2.2.3 Si A est une formule de FOR(L(¥*)), on définit la
notion de sous formule de A inductivement de la maniére suivante:

- A est une sous formule de A.

-SiA=—BouA=ByC)avecye {v, A, =, &, 2, &, -],
B et C sont des sous formules immédiates de A.

- Si A=Vx B ou A = 3x B, B est une sous formule immédiate de A.

- Toute sous formule d'une sous formule immédiate de A est une
sous formule de A.

Si f et g sont deux formules de FOR(L(*)), on peut alors définir la notion
de substitution de la formule f & la formule g dans une formule A de
FOR(L(*)), notée A(f « g).

- Si f n'est pas une sous formule de A, A(f < g) = A.
-SiA=fAf«< g)=g.

-SiA=-B, A(f « g) =—B(f « 2).
-SiA=ByC)avecye {V,A, =,, 2, &, o},
A(f « g)= (B(f « ) YC(f < g)).
-SiA=VxB, Af « g) = Vx B(f « g).
-SiA=3xB, A(f « g)=3x B(f « g).

Définition 2.2.4 Une interprétation U pour L(*) est constituée d'un

domaine non vide D; de fonctions de D! dans D; de fonctions de D™ dans
{V, F, I}. :

Il y a une bijection f} fixe entre les symboles de fonctions n-aires et les
fonctions de D™ vers D et entre les symboles de prédicats n-aires et les
fonctions de D" dans {V, F, I}.

Il y a une correspondance fixe (pas necessairement une bijection) entre les
constantes de L(*) et les éléments de D.

Une assignation ¢ est une application de Var dans D.
A chaque assignation, ¢: Var — D, on associe l'application valeur de
vérité relativement a2 ¢, vvgp: FOR(L(*)) = {V, F, I} de la fagon

suivante:

On prolonge ¢ 2 TER(L(*)) inductivement par:
O(f(ts, t2, ..., ta)) = BD(O(t1), ¢(t2), ....0(tn)).

38



Si A est atomique, de la forme: p(ty, to, ..., tn),

vvp(A) = B(P)(9(t), ¢(t2), ..., d(tn)).
Si A = =B, vv¢(A) = =vvp(B) et siA=ByC),avecyYe {V,A, =, &,
=, &, « -}, W(A) = Y(vv(B), vvp(C)) en utilisant les tables de vérité
données en 2.1.4.

SiA=3xf, vv¢(A) = V s'il existe a € D, tel que VVO(x (_a)(A) =V,
vv¢(A) = F si pour tout a € D, vv¢(x(__a)(A) = F, vv$(A) = I sinon.

Si A=Vx{, vv¢(A) = Vsipourtouta € D, vv¢(x<__'a)(A) =V,
vvp(A)=F s'll existe a € D, tel que Wq)(x(_a)(A) =F, vv$(A) = I sinon.

L'expression ¢(x<a) désigne l'assignation ¢' telle que ¢'(y) = ¢(y) si y
est une variable différente de x et ¢'(x) = a.

Remarque: Si A chaque symbole de prédicat, on associe une fonction de
D™ dans {V, F}, on a une interprétation bivaluée habituelle.

Lemme 2.2.1 Soit U une interprétation sur L(*). Si t est un terme clos,
pour toutes assignations ¢ et Y, on a: ¢(t) = Y(t).

Démonstration Par induction surt. ¢

Lemme 2.2.2 Soit U une interprétation sur L(*). Si A est une formule
atomique close, pour toutes assignations ¢ et y, on a:

vwe(A) = vv.l,(A).

Démonstration Par induction sur A en utilisant le lemme ci-dessus. ¢

Lemme 2.2.3 Soit U une interprétation sur L(*). Soit A une formule a
n variables libres x1, X2, ..., Xn. Si ¢ et \y sont des assignations telles que:

Vi=12,.., n, ¢(xj) = y(x) alors:
vv¢(A(X1, ceey xn)) = WW(A(xb seey xn))-

Démonstration Par induction sur t terme et ensuite sur A. ¢

Lemme 2.2.4 Soit U une interprétation sur L(*).
Si A est une formule close, pour toutes assignations ¢ et y, on a:
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VWe(A) = vwwylA).
On note vy (A) la valeur de vérité de A relativement a U.

Démonstration Par induction sur A. Si A est atomique, lemme 2.2.2.
Le seul cas non trivial est A = Vx B, la seule variable libre éventuelle de B
étant x. Or W(p(x(_a)(B) = W\Il(x(—a)(B) d'aprés le lemme 2.2.3. ¢

On peut maintenant définir la valeur de vérité d'une formule
indépendamment d'une assignation, par la valeur de vérité de sa
cloture universelle.

Définitions 2.2.5 La valeur de vérité d'une formule A relativement a
U est la valeur de vérité de sa cloture universelle et se note vvy, (A).

On a donc: vy, (A) = vv, (VA).

Une formule close A est vraie (resp. fausse; resp. indéterminée) dans W si
vvy (A) = V (resp. F; resp. I). Par conséquent:

Une formule A est vraie dans U si sa cloture universelle est vraie dans U.
Une formule A est satisfiable dans U si sa cloture existentielle est vraie
dans U.

N.B. On emploiera indifféremment V (resp. F, I) ou Vrai (resp. Faux,
Indéterminé)

Lemme 2.2.5 Soit A une formule, YA sa cloture universelle, JA sa
cloture existentielle. On a les équivalences suivantes:

Wy (VA) =V & Ve, vwe(A) = V.
wy(VA) = F & 3¢, vwe(A) = F.
Dans les autres cas, vy(VA) = I.

Wy (JA) =V & 3¢, vwe(A) = V.
wy(JA) = F & Vo, vwe(A) = F.
Dans les autres cas, vwy(3A) = I.

Démonstration Par induction sur le nombre de variables libres de A.

Si VA = Vx A(x) (A n'a qu'une variable libre), on utilise le fait que
vvq)(x(__v(x))(A) = vv\l,(A) (lemme 2.2.3).
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vy (VA) =V & Vo, vwip(Vx AX) =V & Vo, Vd, vvq)(x(__d)(A(x)) =
V.
Or V¢, Vd, vv¢(x<_d)(A(x)) = V implique Vv, vv\y(A) =V en prenant d

= Y(x).
Réciproquement, Vy, vvy(A) =V implique V¢, Vd, vvi( e g)(A(X)) =V

en choisissant y telle que d = y(x).

Si A a n variables libres Xy, ..., Xn, VXn A(X1, ..., Xn) @ n-1 variables libres
et VA comme cl6ture universelle.

Par récurrence,

vwyu(VA) =V & Vo, vww(Vxa A(xy, ..., X)) = V.

On utilise ensuite:

Vo, vv¢(‘v’xn ARXy, .oX))=Ve
Vo, Vd, vv¢(Xn(_d)(A(x1, X)) =Ve

Yy, vWy(A(X1, ... Xn)) = V.

En effet dans un sens on utilise le fait que

VV\V(xn<—\|!(xn))(A(x1’ wes X)) = VWY (A (X1, ..., Xn)),
et dans l'autre sens, on consideére y telle que Y(x;) = 6(x;)) sii#net
Y(xp) =d. ¢

2.2.2 Modeles et conséquences.

Définition 2.2.6 Une interprétation U est un modéle fort d'un
ensemble T de formules du langage L(*) si chaque A de T est vraie dans
u.

C'est-a-dire si pour chaque A de T et chaque ¢: Var — D,
vv(A) = Vrai. (lemme 2.2.5).

T est alors fortement consistant au sens trivalué.

Une interprétation U est un modele faible d'un ensemble T de formules du
langage L(*) si chaque A de T n'est jamais fausse dans U.

C'est-a-dire si pour chaque A de T et chaque ¢: Var — D,

vvp(A) # Faux. (lemme 2.2.5)
T est alors faiblement consistant au sens trivalué.
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Pour les interprétations bivaluées, les notions de modele faible et fort
coincident:

Proposition 2.2.1 Si U est une interprétation bivaluée, alors pour
chaque formule for du langage L(*),

vwy(for) € {V, F}.

Démonstration Par induction sur la complexité de for, en utilisant le
fait que tous les connecteurs utilisés dans le langage laissent stable
I'ensemble {V, F}.

Si for € ATO(L(*)), puisque U est bivalué, alors vvy, (for) € {V, F}.¢

Définition 2.2.7 Si Ax et Bx sont deux sous-ensembles de FOR(L(*)),
Bx est conséquence trivaluée forte de Ax, si et seulement si tout modele
trivalué fort de Ax est un modele trivalué fort de Bx.

On le note:

Ax b= Bx.

On définit de méme les notions de conséquences trivaluées faibles (Ax l=t
Bx) et de conséquence bivaluée (Ax |=B Bx).

Définition 2.2.8 Si Ax et Bx sont deux ensembles de formules de
FOR(L(*)),

Ax = T = Bx (resp. Ax = t |= Bx) si et seulement si Ax et Bx ont les
mémes modeles trivalués forts (resp. faibles).

On définit Ax =| B l= Bx de 1a méme maniére.

Relations entre ces notions.

Un modele trivalué fort de Ax est un modele trivalué faible; par
conséquent, si Ax est fortement consistant au sens trivalué, alors il est
faiblement consistant au sens trivalué.

Un modele bivalué de Ax est un modele trivalué fort de Ax; par
conséquent, si Ax est consistant au sens bivalué, alors il est fortement
consistant au sens trivalué.

Aucune autre implication n'est vraie:
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On peut reprendre les contre exemples donnés en calcul propositionnel en
introduisant des formules atomiques avec variables.

Les symboles p et q sont deux symboles de prédicats.

Remarques: - Si I'on interpréte les prédicats par les fonctions constantes

I de D™ dans {V, F, I} dans U, on n'a pas toujours un modele trivalué
faible d'une formule. Par exemple si on considére la formule:

f(x1, ..., Xn) = (p(X1, ..., Xn) = q(X1, ..., Xn)) = P(X1, ..., Xn).

V9, w(f(x1, ..., xn)) = F, et par conséquent vy, (f(x1, ..., Xn)) = F.

- Un ensemble de formules ne posseéde pas nécessairement de modele
trivalué faible: par exemple, la formule:

f(x1’ eeed Xn) = ((p(x19 veed Xn)/\_'p(xh veed Xn)) - Q(x1, eoed Xn))
= (q(X1, ..., Xn)A—QG(X1, ..., Xn))-

Dans n'importe quelle interprétation U, vvy, (f(x4, ..., X)) = F.

En effet vvy, (f(x4, ..., xn)) = F & vv (V) = F & 3¢, vv¢(f) =F.

Oron a: VU, V¢, vv¢(f) =F.

Si ¢ est une valuation telle que ¢(x;) = t;, on a B(p)(t1, ....tn) =V, F, ou
I.

Donc ((B(p)(t1, ..., ta)A=B(p)(t4, ..., tn)) = B(q)(ty, ..., tn)) prend
toujours la valeur V, alors que B(q)(t1, ..., th)A—B(q)(t1, ..., tn) ne prend
jamais la valeur V.

- Aucune autre implication n'est vraie:
- Si on prend pour Ax l'ensemble:

{p(x1, ..., Xn); =P(X1, ..., Xn)},

il admet un modele trivalué faible dans lequel p est interprété par la
fonction B(p) constamment égale 4 I. Ax est consistant au sens trivalué
faible sans 1'étre au sens trivalué fort.

- L'ensemble Ax:

{p(x1, ..., Xn) = q(X1, ..., Xn); P(X1, ... Xn) = —q(X1, ..., Xn),
—P(X1y voes Xp) = GQ(X1, oous Xn)s mP(X1y ooy Xn) = G(X1, ..oy Xn) )

est fortement consistant au sens trivalué sans 1'étre au sens bivalué.
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Dans un modele trivalué de Ax, p est nécessairement interprété par B(p)
constamment égale a I et q est interprété par n'importe quelle fonction de
Dn dans {V, F, I}

Cependant, on a la proposition suivante:

Proposition 2.2.2 Si Ax est un ensemble de formules de FOR(L(*)),
une interprétation trivaluée U est un modéle trivalué fort de Ax' = Ax U

{atov—atol ato € ATO(L(*))} si et seulement si U est une interprétaion
bivaluée modéle de Ax.

Démonstration Si U est un modéle trivalué fort de {atov—ato/ ato €
ATO(L(*))} alors Vato € ATO(L(*)), ato = p(t4, ..., tn), Vvy (atov—ato)

= V implique V¢, VV¢(P(t1, voor tn)V=P(ty, ..., ta)) = V et par conséquent
B(p) est a valeurs dans {V, F}.

Réciproquement, si W est une interprétation bivaluée, alors
vvy, (atov—ato) = Vrai, pour tout ato de ATO(L(*)). ¢

- Si Ax |=p Bx, alors Ax k=g Bx.
- Si Ax |, Bx, alors Ax k=g Bx.

Aucune autre implication n'est vraie:

- Si Ax kg Bx, onn'a pas Ax kg Bx.
Par exemple, prenons pour Ax I'ensemble vide et pour Bx I'ensemble:

{p(x1, ..., Xn)v—p(x1, ..., Xn)}.

Toute interprétation bivaluée est un modele de Ax et de Bx alors qu'une
interprétation dans laquelle p est interprété par la fonction constante de
Dn dans {V, F, 1}, égale a I est un modele trivalué fort de Ax et non de
Bx.

- Si Ax l:B Bx, on n'a pas Ax |=t Bx.
Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble:

{P(Xh ores xn), ‘“P(Xb veed Xn)}

et pour Bx l'ensemble:

{q(x1, ..., Xn)}.



Ax ne posséde pas de modéle bivalué tandis que l'interprétation dans
Iaquelle q est interprété par la fonction constante égale a Faux et p par la
fonction constante égale a I est un modele trivalu€ faible de Ax et non de
Bx.

- Si Ax |=p Bx, onn'a pas Ax |, Bx.
Par exemple, prenons pour Ax I'ensemble:

{p(X15 ...s Xn), P(X1, ..., Xn) = q(X1, ..., Xn) }

et pour Bx l'ensemble:

{q(x1, ..., Xn)}.

Le seul modele trivalué fort de Ax est l'interprétation dans laquelle p et q
sont interprétés par la fonction constante égale & Vrai ; c'est un modéle
trivalué fort de Bx alors que l'interprétation dans laquelle q est interprété
par la fonction constante égale a Faux et p par la fonction constante égale
a I est un modele trivalué faible de Ax et non de Bx.

- Si Ax |k, Bx, on n'a pas Ax Fr Bx.
Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble:

{p(x1, ..., Xn) © —p(X1, ..., Xn)}

et pour Bx I'ensemble:

{p(X15 ... Xn)}.

Le seul modele trivalué faible de Ax est l'interprétation dans laquelle p est
interprété par la fonction constante égale a I.

En effet si B(p) # I, 3(ds, ..., dn) € Dn tel que B(p)(dy, ..., dn) # I, si on
prend ¢ telle que ¢(x) = di, Vy(p(X1, ..., Xn) © —P(X1, ..., X)) = F.
Donc ce n'est pas un modele trivalué faible de Ax puisque I'on doit avoir
Vo vp(p(x1, ..., Xn) € —=p(X1, ..., Xn)) # F.

C'est un modele trivalué faible de Bx.

Or le seul modele trivalué fort de Ax est l'interprétation dans laquelle p
est interprété par la fonction constante égale a I qui n'est pas un modele
trivalué fort de Bx.

2.2.3 Tautologies et équivalences trivaluées.

Définition 2.2.9 Une formule A est une tautologie si elle est vraie dans
toute interprétation du langage.
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Une formule A est satisfiable s'il existe une interprétation U dans laquelle
elle soit satisfiable.

On note V(*) I'ensemble des tautologies.
Si A est une tautologie, on le note:
l=T A.
Remarques: - On n'a plus 1'équivalence suivante:

=1 A & B équivaut a :
Pour toute interprétation U, vvy, (VA) = vvy, (VB).

En effet, l=7 A & B équivaut a:
Pour toute interprétation U, vvy (V(A & B)) =V &

Pour toute interprétation U, V¢, vo(A & B) = Ve
Pour toute interprétation U, Vo, vvg(A) = vv¢(B).

Ceci entraine bien que pour toute interprétation W, vvy (VA) = vv,,(VB),

mais la réciproque est fausse.
En effet, supposons que vvy, (VA) = vv,, (VB) = F. 3¢ telle que vv¢(A) =

F et 3¢' telle que vv$'(B) = F mais on peut trés bien avoir vvy(A) #
vv¢'(B)

La réciproque est vraie uniquement si A et B sont des formules closes.
De méme, on n'a plus 1'équivalence |=B A & B équivaut a :
Pour toute interprétation bivaluée U, vvy (VA) = vv,, (VB).

On définit donc la notion d'équivalence trivaluée (et bivaluée) de la
maniére suivante, en choisissant la définition la plus forte:

Définitions 2.2.10 Deux formules A et B de FOR(L(*)) sont
logiquement équivalentes si elles vérifient

|=TA(—)B

On le note: A .=.TB.
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On a de méme A =g B si et seulement si l=T A < B par définition.

Lemme 2.2.6 SiA =.B, alors on a:
- VA=_VB
- A et B ont les mémes modéles trivalués forts.
-VxA=VxB
-JdxA=;3xB
-—A =B
SiA] =;Bj et A2 =;B2, alors on a:
-SiYe (v, A =, , 2, S, ),
(A] YA2) =;(B] YB2)

En plus des exemples donnés en 2.1.1, nous avons les exemples suivants
d'équivalences trivaluées en calcul des prédicats.

Exemples 2.2.1

- Vx (PAQ) = (VX P)A(VX Q).

- 3x (PvQ) =; 3x P)v(3x Q).

-Vx (P - Q) =;(3x P) - Q si x n'est pas une variable libre de Q.
-3x (P — Q) =; (vVx P) —» Q si x n'est pas une variable libre de Q.
- —=(Vx P) = (3x —P).

- —(3x P) = (Vx =P).

- Par contre, on n'a pas: A = B =, -B - —A.

C'est une des raisons de l'introduction de deux symboles d'équivalence: <>

et « -,

En effet:
-A © B = (A > B)AB = A)A(-A = —B)A(-B — —A).
-A<->B=.(A- B)AB - A).

Lemme 2.2.7 Soit A(x) une formule dans laquelle x est une variable
libre.
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Soit t un terme ayant x4, X, ..., Xn pour variables libres, libre pour x dans
A (il n’y a pas de x dans la portée d'un quantificateur de x;dans A, i = 1,
2, ..., n).

Si ¢ et y sont des assignations telles que Vx;€ Var, xj # x, §(xj) = y(xj)
et §(t) = y(x) alors:

Wo(A(x « 1) = wilA(x)).
Démonstration Par induction sur A.
On commence par montrer que si u est un terme, Y(u) = ¢(u(x «t)).

Ce qui permet de montrer le résultat pour A atomique.

Si A =p(t1, ..o ta)y AX &~ 1) = P(t1(X = 1), ..., ta(X &« 1)).

Or vw(AX « 1) = BP9t (X & 1), ..., d(ta(x 1)) = B(P)(W(t1), ...,
Y(tn)) = vvy(A(x)).

Le cas non trivial de 1'induction est A(x) = Vy B(x); t est libre pour x
dans A donc y n'est pas une variable libre de t et y # x car x est une
variable libre de A.

AR 1) =VyBXx t)cary # x;

or O(y«a)(t) = 0(t) = Y(X) = Y(y«a)(x) car y n'est pas variable libre de t
etx#y.

On applique alors I'hypothése de récurrence a B et on a:
vvq)(y(__a)(B(x «t)= vv\y(y(__a)(B(x)).

Donc vvi(Ax 1)) = vwp(Vy B(x 1)) = vwy(Vy B(x)) = vwy(A(x)).
¢

Lemme 2.2.8 Si A(x) est une formule admettant x comme variable
libre, et si t est un terme libre pour x dans A, on a:

Si A(x) est une tautologie, alors A(x «t) est une tautologie.
Démonstration Soit ¢ une assignation. Soit y telle que: Vx;e Var, x;#
X, O(x)) = y(xp et ¢(t) = y(x) alors VW(A(Xx « 1)) = vvy(A(x)) d'apres
le lemme ci-dessus. On a donc vvq,(A(x «t)) = Vrai puisque A(x) est une
tautologie. ¢

Lemme 2.2.9 Sif et g sont deux formules de For(L(*)), on a:
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f=; g implique A =, A(f « g).

Démonstration Par induction sur la formule A, en utilisant le lemme
2.2.6.
Soit f n'est pas une sous formule de A et A(f « g) = A.
Si f est une sous formule de A, on procéde inductivement.
-f=A, A =; A(f « g) n'est rien d'autre que f =, g.
- Si f = Vx B par exemple, B =; B(f « g) par induction, donc:
VxB= VxB(f«g). ¢

- On n'a plus comme dans le cas propositionnel: Si A et B sont deux
formules de FOR(L(*)),

A kT B équivaut 3: =7 A — B,
sauf si A et B sont des formules closes.

En effet, =7 A — B implique A |=T B. Si U est un modele de A, V¢,

vv¢(A) =V, et comme vv¢(A - B)=V, vv¢(B) =V, donc U est un

modele de B.
La réciproque est fausse: si vv¢(A) =V, on n'a pas forcément vv¢(B) =

V sauf si Vo, vv¢(A) =V (c'est pour cela que la réciproque est vraie avec
des formules closes).

- On n'a plus comme dans le cas propositionnel: Si A et B sont deux
formules de FOR(L(*)),

A = T |= B équivaut 3: |=T A « - B, sauf si A et B sont des
formules closes.

En effet, k=T A « - B implique A =| 7= B. =T A « - B équivaut a VU,
Vo, [vv¢(A) =Ve& vv¢(B) = V]. Si U est un modele de A, V¢, vv¢(A)
=V, par conséquent V¢, vv4(B) =V, donc U est un modele de B.

La réciproque est fausse: si vv¢(A) =V, on n'a pas forcément vv¢(B) =
V sauf si V9, vv¢(A) = V (c'est pour cela que la réciproque est vraie avec
des formules closes).

Les propositions 2.1.3 et 2.1.5 deviennent vraies pour les formules
closes et on a l'analogue de la proposition 2.1.4.

Les propositions suivantes établissent des liens entre les notions de

conséquences et de tautologies, celles de conséquence et de consistance, et
enfin d'équivalence et de tautologie.
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Proposition 2.2.3 Soient Ay, Ap, ..., Ap, By, By, ..., Bndes formules
closes de FOR(L(*)).

Toutes les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) {A1, A, ..., An} |=T {B1, Bz, ..., Bm}

2) {A1AA2A...AAQ} =T {By, Bo, ..., Bm)

3) {Ay, Az, ..., An} =T (B1AB2A...AB )

@) {A1AA2A...AAp} |=T (B1AB2A...ABm}

) {A1, Az, ..., An-1} =1 {An— B1, Ap— Bo, ..., An— B}
©) {A1AA2A..AAn1} =T {An— (B1AB2A...AB )}

7 =T (A1AA2A...AAp) = (B1AB2A...ABm)

Démonstration (1)&@Q)&@)e>@)car i est un modéle de {Aq4, Ao, ..., An}
si et seulement si i est un modele de AjAA2A...AA. On a, de plus, si A est
un sous-ensemble de formules closes de FOR(L(¥)), AU {A} k=t (B} &

A T A — B. Donc, 3)¢>(6 et @)¢>(7) Enfin, on a:
An—> (BiAB2A..ABm) =1 An—> B1AAp— Boa...AAn = Bn, donc
(6)=(). ¢

Remarque: Cette proposition n'est plus vraie si I'on remplace le
connecteur — par le connecteur =. On n'a plus A U {A} |=T (Bl @ A

|=T (A = B). En effet, A = A n'est plus une tautologie, aussi n'a-t-on
plus =7 (A = A).

Proposition 2.2.4 Soient At = p(ty, ..., tn) un élément de ATO(L(*)) et
Ax un ensemble de formules de FOR(L(*)).

On a l'équivalence suivante:
(1) Ax U {—At} n’est pas fortement consistant au sens trivalué si et
seulement si

(2) —At n’est vrai dans aucun modéle trivalué fort de Ax.

Cependant, on n'a pas (méme si At est un atome clos, alors que c'est vrai
en bivalué dans le cas d'un atome clos):

Ax U {—At] n'est pas fortement consistant au sens trivalué si et seulement
Si
At est une conséquence logique trivaluée de Ax.

Démonstration (1)) est clair.
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At est une conséquence logique trivaluée de Ax implique que Ax U {—At}
n'est pas fortement consistant au sens trivalué.

En effet soit U un modele de Ax. V¢, vy (p(t1, ... tn)) = V et donc
VVu('_ip(t1, eeed tn)) = F

La réciproque est fausse comme le montre I'exemple suivant:

Soit Ax l'ensemble:

{P(xh eoey Xn) — Q(Xh eesd Xn), p(xh eoey Xn) - ﬁQ(Xh eeey Xn),
"‘P(xb eeed xn) - Q(Xh eoed Xn), ﬁp(xh eeed Xn) - ‘ﬁQ(X1, coed Xn) };

Ax U {—p(x1, ..., Xn)} n'est pas fortement consistant au sens trivalué alors
que l'on n'a pas Ax =1 p(t1, ..., tn), puisque l'interprétation dans laquelle

p et q sont interprétés par les fonctions constamment égales 4 I est un
modele trivalué fort de Ax et non de p(ty, ..., t,). ¢

Proposition 2.2.5 Soient for;et for,deux formules de FOR(L(*)).

a) for =,forz implique for; =/ T/= fora. La réciproque est fausse.
b) fori=,forz équivaut a /=T (for1 & fory).
c) /—7~ (for; « —forz) impligue for; =/ T‘E fors.
Si on suppose de plus fory et forz closes,
fory= T)L—' forz implique /=T (for; « > fory).
d) fory=gforzéquivaut a /=B (fory & fory).
/==B (fory & forz) implique fory =/ B E fora.
Si on suppose de plus for et foracloses,
for =/ B E forz implique /=B (fory & fory).

Démonstration a) L'implication est claire.
Pour montrer que la réciproque est fausse, considérons les deux formules:

(p(x1a RS Xn) < Q(xh ) xn))/\(P(Xh PEYS ) Xn)V'—‘P(xh ceed Xn)) et
(p(x1, ..., Xn) & q(Xx1, ..., Xn)).
On a bien:

(P(xh [X21) Xn) « Q(xh esey Xn))/\(p(xh eoey Xn)VﬂP(Xh ooy Xn)) =l T |=
(P(X1, ... Xn) & q(X1, ..., Xn)).

En effet un modéle trivalué fort de:
(p(X1, ..., Xn) € qQ(X1, ..., X))A(P(X1, ..., Xn)V=P(X1, ..., Xn))
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est tel que p et g soient interprétés par la méme fonction a valeurs dans
{V, F}, de méme pour un modele de (p(x1, ..., Xn) & q(X1, ..., Xn)).
Cependant, on n'a pas:

(P(X1, ..o Xn) © (X1, woos Xn))A(P(X15 s Xn)VP(X1, .05 Xn)) =
(p(X1, ..., Xn) & q(X1, ..., Xn)).

Il suffit de prendre une interprétation dans laquelle p est interprété la
fonction constante = I et q par la fonction constante = F.

b) Par définition de =..

c) l= (fory « - forz) équivaut & |=T (fory — forz) et
|=7 (foro — fory),
ce qui équivaut a fory |=T for, et forp |=T fory, si fory et forp sont des

formules closes (cf. la remarque ci-dessus), ce qui équivaut a:
for, =| T F fora.

d) Clair. ¢

Remarque: for; =| T l= forz implique for; =| B l= forz mais la réciproque
est fausse. Par exemple:

(P(X1, ooos Xn) = Q(X1, oy X)AP(X1, .o Xn) = —q(X1, ... Xn))A
(=p(X1y s Xn) = Q(X15 ooos XAIA(=P(X1,y ooy Xn) = —Q (X1, .oos Xn))

=g k=

(Q(Xh eoed Xn) - p(x1’ eoey Xn))’\(q(xh eoey Xn) - ""P(xh eoed Xn))/\
(—q(x1, ..., Xp) = p(X1, ..., X))A(—q(X4, ..., Xp) = —P(X1, ..o Xn)),

puisque ces deux expressions n'ont aucun modele bivalué.

Alors que l'interprétation dans laquelle p est interprété par la fonction
constante égale a I et q par la fonction constante égale a V est un modele
trivalué fort du premier et non du second.

Nous allons maintenant présenter un cas particulier important
d'interprétation auquel nous nous limiterons dans presque toute
la suite (sauf dans la démonstration du théoréme de complétude
en calcul des prédicats):
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2.3 LES INTERPRETATIONS DE HERBRAND
TRIVALUEES

Ce sont des interprétations, dans lesquelles le domaine D est I'ensemble de
tous les termes clos, les constantes et les symboles de fonctions sont
interprétés par eux-mémes, le prédicat égalité est interprété par 1'égalité
syntaxique et il ne reste qu'a donner une interprétation & chaque prédicat
n-aire (une fonction de I'ensemble: {termes clos}n dans I'ensemble: {V, F,

Ip.
2.3.1 Syntaxe.

Définition 2.3.1 La base de Herbrand d'un langage L, her(L) est
I'ensemble de tous les atomes clos de L sauf ceux de la forme: ty = ta.

On note par Her(L) l'ensemble: her(L) U —her(L).

L'univers de Herbrand Uni(L) est I'ensemble de tous les termes clos de L.

Définition 2.3.2 Une interprétation de Herbrand trivaluée est un sous-
ensemble i de Her(L) tel que:

ato € i implique —ato € 1.

Une interprétation de Herbrand bivaluée est une interprétation de
Herbrand trivaluée telle que:

Vato € her(L), ato € i ou —ato € i.
On note IHT(L) l'ensemble de toutes les interprétations de Herbrand
trivaluées sur L.
On note IHT*°(L) I'ensemble IHT(L) U {Contra}
On note IHB(L) I'ensemble de toutes les interprétations de Herbrand
bivaluées sur L.
Définition 2.3.3 On définit les ordres suivants sur IHTe(L) et IHB(L.):

Vi eIHT(L), i £ Contra.
Vi,je IHT(L),i<jeic]

Vi, j e IHB(L), i <j < pos(i) < pos(j),

ou pos est I'application définie par:

pos: IHB(L) — her(L),
i = pos(i) = {ato € her(L) N i}.
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L'application pos est un isomorphisme de IHB(L) sur her(L).

Habituellement une interprétation de Herbrand bivaluée n'est définie
qu'avec sa partie positive. Cette définition 12 nous permet de considérer
une interprétation de Herbrand bivaluée comme un cas particulier
d'interprétation trivaluée.

Nous pouvons rapidement donner la valeur de vérité d'une formule close
relativement 3 une interprétation de Herbrand trivaluée (ce qui donne
ensuite la valeur de vérité d'une formule quelconque relativement 2 une
assignation ¢ puisque toute assignation ¢ est a valeurs dans UNI(L)).

Définition 2.3.4 Soit ie IHT(L). On définit vv;: {Formules closes de
L} — {V, F, 1} inductivement de la fagon suivante:.

- Sif e her(L), f = p(ty, ta, .., tn) Ol p n'est pas le prédicat égalité, alors
vvi(f) = Vrai si et seulement si f € i, Faux si et seulement si —f € i,
Indéterminé sinon.

-Si f=(ty = t2), alors vvi(f) = Vrai si et seulement si ty et t sont

syntaxiquement identiques, Faux sinon.

- Sif = —g ol g est une formule close du langage L alors vvi(f) = —vvi(g)
ol
—: {V, F, I} = {V, F, I} ala table de vérité ci-dessus (2.1.4).

-Sif=(g+yh) ol g, h sont des formules closes et Y est un connecteur
binaire, alors vvi(f) = y(vvi(g), vvith)) oi y: {V, F, 12> (V,F,1}ala
table de vérité ci-dessus(2.1.4) pour chaque connecteur binaire Y.

- Si f = Vx g, alors vvi(f) = Vrai si et seulement si pour tout t élément de
UNI(L), vvi(g(t)) = Vrai, vvi(f) = Faux si et seulement si il existe t
appartenant a2 UNI(L) tel que vvi(g(t)) = Faux, vvi(f) = Indéterminé sinon.

- Sif =3x g, vvi(f) = Vrai si et seulement si 3t € UNI(L), vvi(g(t)) =
Vrai, vvi(f) = Faux si et seulement si Vt € UNI(L), vvi(g(t)) = Faux,
Indéterminé sinon.

- Dans ces deux derniers cas, on peut définir vvi(f) a I'aide des fonctions:
A: (V,F, )UNIL) 5 (v, F, I} et v: {V, F, }UNI(L) - (v, F,
I},

avec A(h) = V (resp. V(h) = V) si et seulement si Vt € UNI(L) (resp. 3t
e UNI(L) ), h(t) =V,
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A(h) = F (resp. V(h) = F) si et seulement si 3t € UNI(L) (resp. Vt e
UNI(L) ), h(t) = F,

A(h) =1 (resp. V(h) =1) sinon,

ot h est I'application définie par: h: UNI(L) — {V, F, I}, h(t) = vvi(g(t))
(f=3x gou Vx g).

On peut limiter les notions de modeles, de tautologies et d'équivalences
trivaluées aux interprétations de Herbrand.

On obtient alors les définitions suivantes:
2.3.2 Modeéles.

Définition 2.3.5 Soit Ax un ensemble de formules closes du langage
L. Une interprétation i € IHT(L) est un modele de Herbrand trivalué fort
(resp. faible) de Ax si et seulement si Vf e Ax, vvi(f) = Vrai (resp. #
Faux).

Si Ax a un modéle de Herbrand trivalué fort (resp. faible), alors Ax est
fortement (resp. faiblement) consistant au sens de Herbrand trivalué.

Siie IHB(L), alors les deux notions coincident et I'on définit:

Définition 2.3.6 Une interprétation i € IHB(L) est un modéle de
Herbrand bivalué de Ax si et seulement si Vf € Ax, vvi(f) = Vrai.

Si Ax a un modeéle de Herbrand bivalué, alors Ax est consistant au sens de
Herbrand bivalué.

Relations entre toutes ces notions.

On reprend les mémes contre-exemples que dans le cas propositionnel, A
et B désignant deux atomes clos de ATO(L).

Un modeéle de Herbrand trivalué fort de Ax est un modéle de Herbrand
trivalué faible; par conséquent, si Ax est fortement consistant au sens de
Herbrand trivalué, alors il est faiblement consistant au sens de Herbrand
trivalué.

Un modéle de Herbrand bivalué de Ax est un modéle de Herbrand trivalué

fort de Ax; par conséquent, si Ax est consistant au sens de Herbrand
bivalué, alors il est fortement consistant au sens de Herbrand trivalué.
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Remarques: - & n'est pas toujours un modéle de Herbrand trivalué
faible d'une formule. Ce n'est pas, par exemple un modele de Herbrand
trivalué faible de (A—- B) —» A

- Un ensemble de formules ne posséde pas nécessairement de modele de
Herbrand trivalué faible: par exemple, la formule:
((AA=A) = B) —» (BA—B). Dans n'importe quel modéle de Herbrand
trivalué faible, AA—A est soit Indéterminé, soit Faux, et (AA—A) - B
est toujours Vrai tandis que BA—B n'est jamais Vrai.

- Aucune autre implication n'est vraie:

- Si Ax = {A, =A}, alors @ est un modele de Herbrand trivalué faible de
Ax sans étre un modéle de Herbrand trivalué fort. Ax est consistant au
sens de Herbrand trivalué faible sans 1'étre au sens de Herbrand trivalué
fort.

- Méme un modéle de Herbrand trivalué fort maximal de Ax n'est pas
nécessairement un modéle de Herbrand bivalué (alors que les
interprétations de Herbrand trivaluées maximales sont les interprétations
de Herbrand bivaluées).

Par exemple, soit Ax l'ensemble {A— B, A— =B, -A —» =B,
—A — B }. Ax est fortement consistant au sens de Herbrand trivalué sans
1'étre au sens bivalué. Les ensembles &, {B} et {—~B} sont des modeles de
Herbrand trivalués forts de Ax, les deux derniers étant des modeles
maximaux sans étre des modeles bivalués.

Cependant, on a la proposition suivante:

Proposition 2.3.1 Une interprétation i € IHT(L) est un modéle
trivalué fort de Ax' = Ax U {atov—-ato/ atoe her(L)} si et seulement si
ie IHB(L) et i est un modéle bivalué de Ax.

Démonstration SiieIHT(L) est un modele trivalué fort de {atov—ato/
atoe her(L)} alors Vato € her(L), ato € i ou —ato € i, et i e IHB(L).
Réciproquement, si ie IHB(L), alors vvi(atov—ato) = Vrai, pour tout ato
de her(L).¢

Tautologies et conséquences:

Definition 2.3.7 Soit A une formule de L.
On note par:

= A
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le fait que A soit Vraie dans toute interprétation de Herbrand trivaluée
(i.e. sa cloture universelle est Vraie dans toute interprétation de Herbrand
trivaluée).

On dit que A est une tautologie de Herbrand trivaluée.

(On a de méme les notions de tautologie de Herbrand trivaluée faible: A
n'est jamais Faux dans une interprétation de Herbrand trivaluée, ce qtl se
note: l'“'tH A et de tautologie de Herbrand bivaluée, ce qui se note: =gy

A).
Lemme 2.3.1 On a, si A est une formule a n variables libres, x;, ..., Xn,

#TH A(x1: cee?d xn) =4
Vi € IHT(L), V¢, vv¢(A(x1, wwXn)=Ve&
Vi e IHT(L), V(t4, ..., tn) € UNI(L)", wi(A(ts, ..., tn)) = V.

Definition 2.3.8 - Soient Ax et Bx deux ensembles de formules closes.
Bx est conséquence de Herbrand de Ax, ce qui se note:

Ax L_'THBX

si et seulement si tout modele trivalué fort de Ax est un modele trivalué
fort de Bx.
(De la méme fagon, on définit Ax |=g; Bx et Ax =gy Bx).

Remarque: - Si Ax kg Bx, alors Ax k=gpy Bx.
- Si Ax =g Bx, alors Ax =gy Bx.

Aucune autre implication n'est vraie:
- Si Ax gy Bx, onn'a pas Ax kpy Bx.

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble vide et pour Bx l'ensemble
{Av—A}. Toute interprétation de Herbrand bivaluée est un modéle de Ax
et de Bx alors que & est un modele de Herbrand trivalué fort de Ax et
non de Bx.

- Si Ax k=g Bx, on n'a pas Ax =g Bx.

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A, —A} et pour Bx l'ensemble
{B}. Ax ne posséde pas de modele de Herbrand bivalué tandis que {—B }
est un modele de Herbrand trivalué faible de Ax et non de Bx.
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- Si Ax k=ry Bx, on n'a pas Ax =g Bx.

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A, A — B} et pour Bx
I'ensemble {B}. Le seul modéle de Herbrand trivalué fort de Ax est {A,
B}; c'est un modele de Herbrand trivalué fort de Bx alors que {—B} est
un modele de Herbrand trivalué faible de Ax et non de Bx.

- Si Ax kg Bx, on n'a pas Ax =y Bx.

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A <> —A} et pour Bx
I'ensemble {B}. Le seul modéle de Herbrand trivalué faible de Ax est &
qui est un modeéle de Herbrand trivalué faible de Bx. Le seul modele de
Herbrand trivalué fort de Ax est & qui n'est pas un modele trivalué fort
de Bx.

Définition 2.3.9 Soient A et B deux formules de L.
Si l=TH Ae B,ona:
A = B

Lemme 2.3.2 On a, si A et B sont deux formules ayant leurs variables
libres dans l'ensemble {x1, ..., Xp}:

A(X1, vees Xn) =1H B(x1, v Xp) &
Vie IHT(L), V¢, vv¢(A(x1, wes Xn) € B(x1, ..., xn)) =V &
Vi € IHT(L), V(t4, ..., tn) € UNI(L)r,

Wi(A(ty, ..., tn)) = Wi(B(ty, ..., tn)).

On va établir dans ce dernier paragraphe un théoréme de Herbrand
trivalué, c'est-a-dire une relation entre les ensembles consistants au sens
de Herbrand et les ensembles consistants.

2.4 UN THEOREME DE HERBRAND TRIVALUE

Définitions 2.4.1 Une régle trivaluée est de la forme:
lit « for

ol for est une formule ne contenant que les connecteurs =, &, =, V, A,
et les quantificateurs 3, V.

Une clause trivaluée est de 1a forme:
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liti1v...vlitip « litj A...Ality,
Une clause définie trivaluée est de la forme:

lit & litjA...Alit,,
On a le théoréme suivant:
Théoréme 2.4.1
Soit § un ensemble de clauses trivaluées:

Iit,'1v...vlitip « litjya...Alitj,

On a l'équivalence suivante:

S a un modéle trivalué < S a un modéle de Herbrand.

Démonstration La démonstration est basée sur le fait qu'a une
interprétation trivaluée i, on peut associer une interprétation de Herbrand
H, définie par:

Si p(ti, ..., tn) est un atome clos, vvyg(p(t1, ..., tn)) = vvi(p(ti, ..., tn))

Soit T un modéle trivalué de S. I est formé d'atomes et de négations
d'atomes (avec variables) et ne contient jamais un atome et sa négation.
Soit Us l'univers de Herbrand associé & S, formé des constantes de S et de
tous les termes clos fabriqués & partir des constantes et des symboles de
fonctions de S.

Soit Bs la base de Herbrand associée a S , formée de toutes les formules
atomiques closes de S.

Soit I' I'ensemble:

{p(t1, ..., ty) € Bs/ p(t4, ..., ty) soit Vrai relativement a I} U {—q(t'y, ...,
t'p) q(t'y, ..., tp) € Bs et —q(t'y, ..., t')p) soit Vrai relativement a I}.

Montrons que si I est un modele trivalué de S, alors I' est un modele de
Herbrand trivalué de S.

Soit F une formule de S, de la forme:
liti,v...vlitip « litj;A...Alit,,
ayant pour variables libres Xy, ..., Xs.

Soit ¢ une assignation de variables, c'est-a-dire une application de Var
dans Us.
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vvy(F) = Vrai & [V(dy, .., ds) € (Us)s, (Vk =1, ..., n,
VVO(x1¢=dy)...(xe ¢~ ds){(itix) = Vrai) implique 3k € {1, ..., p} tel que
vv¢(x1(—d1)...(xs<—-ds)(litik) = Vrai].

Si lit;, est de la forme: lit; (14, ...,t5)

Vk=1,..n, W¢(x1e—d1)...(xs(—ds)(litik) = Vrai implique Vk =1, ..., n,
vvr(ity(t'y, ....t'q)) =V, o t) = tj (X1¢=d1, ..., Xgé—ds).

Avec la définition de I', cela implique que Vk =1, ..., n,

vvi(lit(t'y, ...,t'q)) = V, et comme I est un modele, 3k € {1, ..., p}
tel que vvi(lit; (t', ...,t'q)) = V, d'oli en réutilisant la définition de T,
Jk e {1, ..., p} tel que vvy(lit(t'y, ...,t'g)) = V, ou encore

Jk € {1, ..., p} tel que VVo(y,dy)...(xee—as)(liti) = Vrai,

et I' est un modele de Herbrand de S. ¢

Remarque: De méme que dans le cas bivalué, si on enléve I'hypothése
clause, ce théoréme n'est plus vrai.

Prenons par exemple pour S I'ensemble {p(a), Ix —p(x)}.

Soit U l'interprétation ayant pour domaine {c, B}, dans laquelle on

interpréte la constante a par a et le prédicat p par l'application ®: o0 — V,
B—F

U est un modele de S qui n'admet pas de modele de Herbrand (parce que
dans un modéle de Herbrand, on ne peut pas ajouter de constantes
supplémentaires).

Dans le chapitre suivant, nous étudions l'expressivité des differents
connecteurs.
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CHAPITRE 3: EXPRESSIVITE DES
CONNECTEURS

3.1 INTRODUCTION

Nous étudions ici l'expressivité des différents connecteurs en logique
trivaluée.

Ceci peut étre utile dans la pratique, pour construire des systémes experts
a base de régles qui contiennent d'autres symboles que le —, A, v, =
prévus.

Le formalisme utilisé€ est celui introduit en 2.1, auquel nous rajoutons des
connecteurs supplémentaires pour des facilités d'écriture.

Nous nous limitons ici aux formules du calcul propositionnel utilisant les
connecteurs usuels de la logique bivaluée classique —, A, v, =, &,
auxquels nous ajoutons les constantes V, F, I, le connecteur —, et les
connecteurs <>, «-et Vr, Fx, Ind qui en découlent.

Nous noterons de la méme fagon les connecteurs n-aires et les opérateurs
de {V,F, I}" dans {V, F, I} qui leur sont associés.

Dans une premiere partie, nous étudierons l'expressivité des connecteurs
et nous en déduirons un systéme générateur de connecteurs pour exprimer
une formule générale du langage. A chaque formule du langage,
correspondra une formule construite avec les mémes atomes et des
connecteurs de ce systéme.

Dans une deuxiéme partie nous étudierons directement les fonctions de
{V, F, I}" dans {V, F, I} et nous donnerons des syst¢mes minimaux de
connecteurs permettant de les exprimer. Nous obtiendrons donc un
résultat plus général que précédemment.

Dans une demiére partie, nous caractérisons les fonctions monotones de
{V, F, I}" dans {V, F, I} telles que f({V, F}") c {V,F} etf(l, .., ) = L
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Nous montrons qu'une telle fonction peut ne s'écrire qu'avec des — et des
v et nous donnons l'algorithme permettant de trouver la fonction avec des
— et des v qui lui est associée.

3.2 FORMALISME

Le formalisme utilisé est le méme qu'en 2.1, sauf que l'on a rajouté les
connecteurs 0-aires V, F, I, et les connecteurs unaires Vr, Fx, Ind.

Définition 3.2.1
Soit P I'ensemble des variables propositionnelles
(atomes).

Soit A = {(, )}, 'ensemble des symboles de ponctuation
Soit Const = {V, F, I} I'ensemble des constantes.

Soit Cy = {—, Ind, Fx, Vr} 'ensemble des connecteurs
unaires.

SoitCs = {A, Vv, =, &, —, &, <~} I'ensemble des
connecteurs binaires.

L'ensemble F(P ) des formules dont les atomes sont dans
P, est défini inductivement comme suit:

Const c F(P).
P cF(P).

A € F(P) implique Ind(A), Vr(A), Fx(A), -A €
F(P).

A, B e F(P) implique (AyB) € F(P) sive (A, v, =,
@, 2, &, <

Sife F(P) et a pour atomes Ay, ..., Ay, on note f par f(Ay, ..., Ap).
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Remarque:
F(P) peut se définir par un procédé constructif:

Fo-P uConst.
Fn+1 =FaU {Ind(A), Vr(A), Fx(A), —A/ A € Fh} L
{AYB/A,B e FyetYe {A, Vv, =, &, 5, 6, <>} ).

?(:P) = UneN Fn.

Définition 3.2.2 La valeur de vérité d'une formule relativement 4 i se
définit de la maniére suivante:

C'est une application vvi de F(P) dans {V, F, 1} définie par:

-Si A e Fp,et A=p,alors sip € i, vvi(A) = Vrai (V), si
—p € i, vi(A) = Faux (F), vvi(A) = Indéterminé (I) sinon.

Si A € Const, la valeur de vérité de A est indépendante
de l'interprétation i:

-A=],wij(A) =1L

-A=F, wij(A)=F.

-A=V,wijlA)=V.

- Si A € F, n > 0, 1a valeur de vérité de A est donnée
par les tables de vérité données en 2.1 pour les connecteurs
A Y, D, S, D, O, e,

Si A =Ind(B), vwi(A) =V & wi(B) =1,
vvi(A) = F sinon.
Si A=VrB), wi(A)= Ve wiB) =YV,
vvi(A) = F sinon.
Si A =Fx(B), wi(A) =V & wi(B) =F,
vvi(A) = F sinon.

Remarque: Le centre d'un connecteur étant sa restriction a {V, F}", =
et — ont méme centre et <, &, « - ont méme centre.
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3.3. EXPRESSIVITE DES CONNECTEURS

Ty V, I, -

3.3.1 Avec les connecteurs —, Vv (resp. —, A; resp. —, =) on obtient —,
V, A, =>, <. On ne peut pas exprimer les connecteurs I, V, F, Ind, Vr,
Fx, —, ©, « -,
a) Avec —, v on obtient A, =, <. En effet:

AAB = ﬁ(—lAV—lB)

A=B =.-AVB

AB =, (A=B)A(B=A)
b) Avec —, A on obtient v, =, <. En effet on obtient v, et on utilise a).

AvVB =1 —1(—1AA—|B)

c) Avec =, — on obbtient A , v, <. En effet on obtient v, et on utilise
a).

AvB ET-—.A = B.

d) Avec —, v (resp. —, A; Tesp. —, =) on ne peut pas exprimer les
connecteurs I, V, F, Ind, Vr, Fx, =, &, «-.

En effet V, F, Ind, Vr, Fx, =, ©, « - ne prennent jamais la valeur I. Or
si f est une fonction de {V, F, I}" dans {V, F, I} n'utilisant que —, v, on a
f(, ..., I) = I (par réccurrence sur le nombre de connecteurs de f).
Si f est une fonction de {V, F, I}" dans {V, F, I} n'utilisant que —, v, on
a f(V, ..., V) = V (par réccurrence sur le nombre de connecteurs de f);
donc on ne peut obtenir la fonction constante I & partir de —, v.
3.3.2 Avec — et —, on peut obtenir Vr, Fx, Ind et « -,

Vi(X) =; =(X - —X)

Fx(X) =; =(=X - X)

Ind(X) =; (X = =X) 2 (=X - X))
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A« ->B = (A > B) = =(B = A))

3.3.3 Un seul des connecteurs Ind, Fx, Vr, permet de retrouver les deux
autres avec —, Vv (resp. =, A; resp. —, =).

Vi(X) =; XA-Ind(X)
Vi(X) =; Fx(=X)
Fx(X) =; Vr(=X)
Fx(X) =; ~XA-Ind(X)
Ind(X) =; = Vr(Xv-X) = ~(Vr(X)vVr(—X))
Ind(X) =; —Fx(XA—=X) =; ~(Fx(X)VvFx(-X))
3.3.4 Un seul des connecteurs Ind, Fx, Vr, —, <, « - permet de

retrouver les deux autres avec —, Vv (resp. =, A; Iesp. —, =).

a) En effet d'aprés 3.3.2, avec —, —, on peut obtenir Ind, Fx, Vr, « -,
Avec —, —, A on obtient ¢ car

A & B =; (A- B)A(B = A)A(—-A - =B)A(-B - —A)

b) Avec <> et — on peut obtenir Ind car Ind(X) =; X «» —~X. D'aprés
3.3.3 on peut donc obtenir Fx et Vr avec <, —, et v (puisque 1'on obtient

aussi A).
Avec >, — et v on peut obtenir —. En effet:
A — B =; Fx(A)vInd(A)v(Vr(A)AVr(B))

et Vr, Fx, Ind s'expriment avec &, —, et v d'aprés 3.3.2.
On peut donc obtenir « - avec <, — et v puisque

Ac->B= (A-> B)a(B—> A)
(ou bien A« - B = —~((A = B) = =(B = A)))

c) Avec « -, — et v on peut obtenir «». En effet:
A & B=; (A< ->B)A(—-A «->B)
par conséquent, on peut obtenir Ind, Fx, Vr, — d'aprés ci-dessus.
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d) Avec Ind, — et v on peut obtenir Vr et Fx (3.3.3), puis — car

A—- B=, Fx(A)vInd(A)v(Vr(A)AVr(B))

puis «> et « - (a).

e) De méme avec Fx, - et v.

f) De méme avec Vr, m et v.

3.3.5 Avec —, A, V, =, &, =, ), « -, Vr, Fx, Ind, V, F on ne peut
pas obtenir la constante I. La constante I fera donc partie du systeéme

minimal de connecteurs.

Si f est une fonction de {V, F, I}* dans {V, F, I} utilisant tous ces
connecteurs, on a:

f(V, ..., V) = V ou F (par récurrence sur le nombre de connecteurs de f);
donc on ne peut obtenir la fonction constante I a partir de —, v, =, &,
—,, <>, Vr, Fx,Ind, V, F.

On obtient alors la proposition suivante:

Proposition 3.3.1 Pour toute formule f(A1, ..., An) de F(P) ayant
pour atomes Aq, ..., An, il existe une formule g(Aq, ..., An) de F(P)

ayant pour atomes Ay, ..., Ap, et ayant ses connecteurs dans l'ensemble
{—, =, A, I} logiquement équivalente a f(Ay, ..., An).

Démonstration Par induction sur la formule f(A4, ..., Ap).

Si f est un atome c'est terminé.

Si f est une constante:

Soit f =1 et c'est terminé.
Soit f =V, alors f=;1—- L

Soit f=F, alors f=, I—>1)> L
Si f n'est ni une constante ni un atome, on proceéde par induction.
Si f = Vi(X), Fx(X), Ind(X), A « - B, on utilise:

Vr(X) =; (X = =X)
Fx(X) =; =(=X = X)
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Ind(X) =; ~((X = =X) = —(=X = X))
A« ->B=.=((A - B)— (B> A))

et on applique I'hypothése d'induction a X, A, B.
Sif=A& B, AvB, A= B, A & B, on utilise:

A & B =; (A— B)A(B = A)A(-A - —=B)A(-B - -A)
AvVB =; ~(—-AA-B)

A=B ET —-AvB

Ao B= (A= B)a(B= A)

et on applique I'hypothése d'induction a A et 2 B.

Si f = A — B, AAB, on applique I'hypothése d'induction 3 A et B. ¢
Remarques: 1) On peut remplacer dans ce systeme (=, A, =, I):
-aparv (33.1Db)

-Apar= (3.3.1 ¢)

- — successivement par Ind, Vr, Fx, &, « - (3.3.4).

2) La constante I fait forcément partie du syst¢tme minimal de
connecteurs.

3) On verra dans le paragraphe suivant que (-, A, =, I) est un systéme
minimal de connecteurs.

3.4 UN SYSTEME GENERATEUR DE
FONCTIONS DE

{V, F, I}N DANS {V, F, I}
Définition 3.4.1 Soient (a;y) les éléments de {V, F,I}",1<i<3,
1 <k <n, et f les fonctions de {V, F, I}" dans {V, F, I} définies par:
fi (a) = Vr(a) si ay = V, Fx(a) si ay = F, Ind(a)) si 3, = 1.
On a alors fi(aj) = V si a; = a, F sinon.

Proposition 3.4.2 Soit f une fonction de {V, F, I}" dans {V, F, 1}.
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a) Si V(ay, ..., an) € {V, F, }", flay, ..., ap) = F, alors:

flay, ..., an) = g(ay, ..., an) avec

g(ay, ..., an) = (((a1a—a)A..A(@pa—an)) = ap) = (apn—ap).
b) Sinon f(ay, ..., an) = g(ay, ..., an) avec

g(ay, ..., @n) =

Démonstration a) Vv (ay, .., an) € {V, F, I},
((aja—aq)A...A(apna—ap)) = ap prend la valeur V et (anA—apn) prend la
valeur F ou I, donc la fonction g du a) est constamment égale a F.

b) Soit (b4, ..., by) tel que f(by4, ..., by) =F.
Alors V(iy, ..., in) tel que f(aiq, ..., aj,) =1, 3j/ bj # aj et f;j(bj) =F.

De méme, V(iy, ..., in) tel que f(ai;, ..., ai,)) =V, 3j/ bj # aj; et f;j(b,-) =F.
Donc g(by, ..., bn) = F.

Soit (by, ..., bn) tel que f(by, ..., by) = V.

Alors 3(iy, ..., in) tel que f(ai;, ..., aj,) = V, avec (aiq, ..., ai,) = (b1, ...,
bn). La deuxiéme partie de la disjonction définissant g prend la valeur V
alors que la premi¢re prend la valeur F. Donc g(by, ..., by) =V = (b4,
«es Dn).

Soit (by, ..., bn) tel que f(by, ..., br) =L
Alors 3(y4, ..., in) tel que f(ai, ..., ai,) = I, avec (ajy, ..., aiy) = (b1, ...,
bn). La premiére partie de la disjonction définissant g prend la valeur I

alors que la deuxi¢me prend la valeur F.
Donc g(b1, eeey bn) =]= f(b1, . bn). ¢

Corollaire 3.4.1 (-, v, —, I) est un systéme générateur de l'ensemble
des fonctions de {V, F, I}" dans {V, F, I}.
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Démonstration Les fonctions Vr, Fx, Ind servant & exprimer les fj,
s'expriment avec —, —, d'aprés 3.3.2 et le connecteur A s'exprime avec —
etv. ¢

Remarques: - La proposition 3.4.2 permet de retrouver la proposition
3.3.1. En effet, soit f(Ay4, ..., Ap) une formule de ¥ (P ) ayant pour atomes
A4, ..., An. A f est associée une fonction ¢ de {V, F, I}" dans {V, F, I}.

Si ay, ..., a sont les valeurs de vérité de Aq, ..., Ap, O(ay, ..., an) = g(ay,

...s @p), OU g est une fonction ne comportant que les connecteurs —, v, =,
L On a alors f(Ay, ..., An) =; g(A1, ..., An).

- De méme que dans 3.3.1, on peut remplacer dans ce systeme (-, v, —,

D:

-vpara (3.3.1b)

-Apar = (3.3.1 ¢)

- — successivement par Ind, Vr, Fx, ©, « - (3.34).

On obtient alors d'autres systémes générateurs équivalents.

- La constante I fait forcément partie du systéme (3.3.5).

Proposition 3.4.3 (-, v, —, I) est un systéme minimal pour exprimer
les fonctions de {V, F, I}" dans {V, F, I}.

Démonstration - On supprime le —.

Soit f une formule utilisant uniquement les connecteurs v, —, I et
exprimant le —.

La fonction f a au moins un connecteur car la fonction de {V, F, I} dans
{V,F, 1}, qui a b, associe —b n'est pas constante.

Elle posséde forcément le connecteur v comme connecteur de plus haut
niveau car g — h ne peut prendre la valeur I alors que f peut.

On décompose f en une disjonction de formules g; ayant la propriété
suivante:
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Soit g; =1, soit gj possede — comme connecteur de plus haut niveau.

On a: f = gyv...vgn avec n 2 2, d'aprés ci-dessus.

Si b =1, f(b) = I et par conséquent I'un au moins des g; vaut I, puisque les
gi possédant — comme connecteur de plus haut niveau ne peuvent prendre
la valeur L.

Sib=V, f(b) = F, or g1Vv...vg, ne peut prendre la valeur F, puisque I'un
des gj vaut I.

- On supprime le v.

Soit f une formule utilisant uniquement les connecteurs —, —, I et
exprimant le v.

La fonction f a au moins un connecteur car la fonction de {V, F, I}2 dans
{V,F, 1}, qui a (a,b) associe avb n'est pas constante.

Elle posséde forcément le connecteur — comme connecteur de plus haut
niveau car g — h ne peut prendre la valeur I alors que f peut.

On décompose f de 1a maniere suivante:

f = —...—~(g — h), le — étant répété n fois avec n 2 1 d'apreés ci-dessus.
En effet la fonction f posséde forcément le connecteur — car f ne prend
pas constamment la valeur I.

Dans ce cas f ne prend jamais la valeur I.

- On supprime le L.

Sil=f(Ay, ..., Ap), ou f est une formule utilisant uniquement les
connecteurs —, —, Vv, alors en donnant a tous les A; la valeur V, on
n'obtiendra jamais la valeur I.

- On supprime le —.

Supposons que A — B = f(A,B) ou f est une formule ne comportant que
les connecteurs —, v, L.

En donnant & A et B la valeur I, on aboutit & une contradiction. ¢
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3.5. EXPRESSIVITE DES CONNECTEURS
- ETv

Dans ce paragraphe, nous allons caractériser les fonctions f ne
s'exprimant qu'avec des — et des v par le théoréme suivant:

3.5.1 Enoncé du théoréme.
Théoréme 3.5.1 Soit f une fonction de {V, F, I}" dans {V, F, I}.
f ne s’exprime qu'avec des — et des v si et seulement si:
f vérifie les trois propriétés suivantes:
1) f laisse stable {V, F}: f{{V, F}") c {V, F}.
2)f, .., 1)=L
3) f est monotone de {V, F, I}" dans {V, F, I}, l'ordre sur
{V, F, I}" étant l'ordre induit par l'ordre sur {V, F, I}:
ISV, ISF,ISILFLF, V<LV,
3.5.2 Démonstration
a) Une fonction ne s'exprimant qu'avec des — et des v vérifie les trois
propriétés ci-dessus: par récurrence sur le nombre k de connecteurs de la

fonction.

- Si k = 1, f(ay, ..., a3) = —a;, ou f(ay, ..., an) = ajvaj, vérifient les
propriétés 1, 2, 3.

- Si f(ay, ..., ap) = —h(ay, ..., ap), ot h ne s'exprime qu'avec des — et des
v, h vérifie les propriés 1, 2, 3 par induction et f les vérifie a cause du
connecteur —.

- De méme si f(ay, ..., an) = g(ai, ..., an)vh(as, ..., an), par induction et a
cause du connecteur V.

b) Nous allons montrer qu'une fonction vérifiant les propriétés 1, 2, 3 ne
s'exprime qu'avec des — et des v. Le résultat reste vrai si I'on fait
intervenir le connecteur A puisqu'il ne s'exprime qu'avec des — et des V.

Le cas n = 1 ne présente pas de difficultés:
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Si f est une fonction de {V, F, I} dans {V, F, I}, vérifiant les propriétés
1, 2, 3, il n'existe que 4 possibilités pour f puisque f({V, F}) = {V, F} et

f(I) =L
A=V
f(A)=V
2)A=V
f(A) = V
3)A=V
f(A) = F
4)A=V
f(A) = F

A=F A=1
f(A)=F f(A)=1

Dans ce cas f(A)= A

A=F A=1
A\ f(A)=1

=
>

N’
]

Dans ce cas f(A) = Av—A

A=F A=1
f(A)=F f(A)=1

Dans ce cas f(A) = =(Av—A)

A=F A=1
f(A)=V f(A) =1

Dans ce cas f(A) = —-A

Le cas n = 1 étant désormais €liminé, on suppose n 2 2.

Premiére étape: On construit une fonction f sur {V, F, I}" associée a f
vérifiant les propriétés suivantes:

1 f ne s'exprime qu'avec des A, —, V.
(On a alors f(1, ..., I) = I).

2 La restriction f/{V, F}"de f & {V, F}" est égale 2
la restriction f/{V, F}"de fa {V, F}".

3 f est monotone sur {V, F, I}" (résulte du 1) et f est
maximale sur {V, F, I}":

V(ay, .. (@), ..y an) € {V, F, I}™1-(D",
f(@ai, <.y V, ..., 39) = f(a1, ..., F, ..., 27) =
f(@si, ..., L ..., an) = f(as1, ..., V, ..., ap) = f(as, ..., F, ..., ap).
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Remarque: La maximalité de f permettra d'obtenir f a partir de f.
3.5.2.1 Construction de f.

Définition 3.5.2.1 Un mondme a; est inclus dans f, (notation: aj c f)
si:
V(C1y oes (€))s -es €n) € {V, F}™, f(cy, ..., V, oy ) = V.

Un mondme —a; est inclus dans f, (notation: —aj c f) si:
V(C1, wes (C))s «or Cn) € {V, F}™1, f(cy, ..., F, oy cn) = V.

On définit ensuite par induction l'inclusion d'un produit de monémes dans
f ol le produit désigne la conjonction des mondmes.

Un produit de mondmes ap,...ap, est inclus dans f (notation: ap,...ap, C f)

si:
aucun des sous produits de mondémes n'est inclus dans f et

V(C1y ooy (Cpp)s wos (Cpp)s ooy €n) € {V, F}T, f(Cq, ooy V, oty V, s Cn) =
V.

On peut remplacer ap, par —ap; & condition de remplacer V par F a
l'endroit correspondant (la pi-éme place) dans f(cy, ..., V, ..., V, ..., Cn).

La notation o désignera soit a; soit —a;.
Définition 3.5.2.2 On définit alors la fonction f par:

SiV(ay, ..., ap) € {V, F}", f(ay, ..., a3) = F, alors:
f(aq, ..., an) = (@1A—a1)A...A(apA—2p).

Si f n'est pas constamment égale & F sur {V, F}",

f(ag, ., @n) =V (/B < f) (o
Vv{(p.q)/ BeBq c f} (@p0tq)
V..o

...VV{BL"‘3n c f) (04...000).

Le produit Op,...0tp, désigne la conjonction 0ipy A...ACp, et Cip; = ap; si Py,
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Remarque: Sans faire appel a la définition 3.5.2.1, on peut définir f de
la fagon suivante:

fas, ..., an) =

VB1 = {bje {V,F)/ V(c1,...(c))s-.Cn)E (V,F}™1, f(cq,birsCn)=V}) (o)
VVBa = {(bp.ba)e (V.F)?/ bk By et V(cy pros(€p)sran(EQ)sCn)E (V,F} "2,
f(cy,....bp,...,bq,....cn)=V } } (Otpocq)

V...

vV

((11 ...an).

Le produit 0,p,...0p, désigne la conjonction Oy A...ACp, €t Olp; = ap; §i by,
=V et—apsiby =F.

3.5.2.2 Exemple.

Soit f 1a fonction a trois variables définie sur par:

f(v,v,v)=V
f(V,FV)=F
f(V,VF)=V
f(VEF) =V
fF,V,V)=V
f(F,FV)=F

fF,VF) =V
f(F,FF)=F

On peut alors calculer la valeur de la fonction g maximale et monotone
sur ayant méme centre que f:

f(v,v,V) 2 f{(VEV)= g(V,LV) =1
fV.v,V)=f(VVVF)=V= g(V,V) = V.
fV,V,V) = f(FV,V) = V= g(V,V) = V.
f(VEV) # f(VFF)= g(VFD =1
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f(V,F,V) = f(FF,V) = F= g(FV)=F.
fVVF)=f(VFF)=V= g(V,LF) =V,
f(VVF)=fFVF)=V= g0 VF)=V.
f(V.F,F) # f(F,FF)= g(FF) =1
f(F,V,V) # f{(FFV)= gFLV) =1L
fF,V,.V) =f(F,VF)=V= gFV])=V.
f(F,F,V) = f(FFF) = F= g(FFI) =F.
f(F,V,F) # f(FF,F) = gFLF) =1

gV,LV)=1I= g@LV)=g(V,LI) = g(ILI) = L(g est
monotone).

gLV,V)=g(VFH=V= gV,]) =V,

gI,V,V) # g(ILF,V) = g(LV) =1

g(VED) =1I= gIFI=g(V,L)=gdQLD) =1
g(LF,F) =1= gdLF) =g@FEI = gL =1.
gFLV)=1I= gQLV)=gFLD)=gdQLD) =1
gEV,D = gFFD)= gFILD) =1L

On a ainsi obtenu les 27 valeurs de vérité de g. On vérifiera par la suite
que f et g coincident.

Remarque: I existe plusieurs fonctions monotones sur {V, F, I}n ayant
méme centre que f et vérifiant f(1, ..., I) = L

On construit maintenant sur cet exemple f A partir de f.

f(V,V,V) = {(V,V,F) = f(F,V,V) = f(F,V,F) donc a5 c f.

D'autre part f(V,V,F) = f(V,F,F) = V donc a;—az c f.

Par conséquent f(ay, a2, as) = azv(ajA—as).

On vérifie sur cet exemple que:

1) f a méme centre que f.

2) FVILV)=1 f(V,V.hH=V fILV,V)=V f(VED =1
FOLEV)=F fVIF=V fOLVF=V fOLEF) =1
FELV)=I fEVD=V f(FFD)=F fFLF) =1

FALV)=I fV,ID =1 fO,VD=V fLFD =1
FJALLE) =1 fFLD =1 fALD) =1
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Donc f coincide avec la fonction maximale g.

3.5.2.3 Montrons que la fonction f ainsi construite vérifie les
propriétés voulues.

1) f vérifie la propriété 1 puisqu'elle ne s'exprime qu'avec des —, A et des
V.
On a donc bien aussi f(I, ..., I) = L

2) f a méme centre que f.

- Soit V(by, ..., by) € {V, F}n, f(by, ..., by) = F, et par construction de f,
Vv (b1, ..., by) € {V, F}", f(by, ..., by) =F.

- Si f n'est pas constamment égale a F, on vérifie que f a méme centre que
f.

- Soit (ai, ..., an) € {V, F}", f(ay, ..., an) = V, deux cas se présentent
alors:

a) 1l existe {ajj, ..., aip} c {ay, ..., an} tel que:

Y (C1y wors @ig)s e @ig), wees €0) € {V, FJVP, £(C1, vy Bigy ooy gy s Cn) =
V.

Soit r I'entier minimum vérifiant cette propriété.

Autrement dit:
(BH-"Bir) cC f(bh ..., bp) avec Bij = bij si a-Ij =V,= -—.bgj si aij =F.

Donc f(ay, ..., an) = V.

b) Si le cas a) ne se produit pas, dans f(by, ..., by) intervient le produit
B1...pn avec Bi=bisiaj=V,=-b;sia =F.

On a bien f(aq, ..., an) = V.

- Soit (at, ..., an) € {V, F}", f(ay, ..., an) = F, dans ce cas il n'existe pas de
{aigs - a;p} c {ay, ..., ap} tel que:

V(C19 veey (ai1)a eoey (aip)7 ssey Cn) € {V’ F}n-p9 f(C1, eeey ai1, veey aip’ seey Cn) =
V.

En effet cela entrainerait que f(ai, ..., an) = V.

De plus, V(by, ..., by) € {V, F}", f(by, ..., by) =V, on a:
(b1, ..., by) # (a1, ..., an).
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Donc, par construction de f, f(ai, ..., an) = F.
3) f est maximale.

V(ay, ..., (@), ..., a) € {V, F, [},
(f(ay, ..., V, ..., ap) = f(ay, ..., F, ..., ap) =
f(as, ..., I, ..., ap) = f(ay, ..., V, ..., an) = f(ai, ..., F, ..., an)).

Dans le cas ou f(ay, ..., an) = (a1A—aq)A...A(anA—ap),
V(ai, ..., (@), ..., an) € {V, F, I}™'-(D"1,
f(ai, ..., I, ..., a5) = F, donc on peut éliminer ce cas.

On démontre que:
V((a1), ..., an) € {V, F, I}™-(D™7,
fv, ..., ap) = f(F, ..., ap) = =
fd, ..,an) =a

(On suppose pour plus de simplicité que 1 = 1.)

On rappelle l'expression de f:

f(a19 vy @n) = V{]/ Bi f) (aj)

Vv{(p.q)/ BpBq C £} (Cp0tq)

v
"'VV{[31...Bn cf) (01...000).

Premier cas: oo = F.

A) Ni ay ni —ay n'apparaissent dans f.

Alors f(ay, ..., ap) = exp(ap, ..., an) auquel cas on a f(V, ..., a,) = f(F, ...,
an) = f(I, wawy an) = F.

B) Le mondme ay apparait dans la décomposition de f.
Vu l'expression de f on a:

f(ay, ..., an) =; a1v(—a1exp1(az, ..., an))v(expa(az, ..., an))
(en effet le ménome a; n'apparait plus dans un produit de ménomes)
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Cette équivalence trivaluée est obtenue en factorisant —a; dans
I'expression de f.

Alors f(V, ..., a5) = V donc c'est impossible.

C) De méme si le mondéme —ay apparait dans la décomposition de f, f(F,
..., @n) = V donc c'est impossible.

D) 1l reste donc le cas ou:

f(as, ..., an) =; (a1exp1(az, ..., an))v(—aiexpz(az, ..., an))v(expa(ayz, ...,

an))

Cette équivalence trivaluée est obtenue en factorisant dans l'expression de
f a; et —aj.

f(v, .., ay) = F = exp1(ay, ..., an) = F et exps(ay, ..., ap) = F.
f(F, ..., a;) = F = expo(ay, ..., a,) = F et expa(az, ..., a) = F.

Donc f(1, ..., a,) = Fet c'est terminé.

Deuxiéme cas: o= V.

A) Ni a; ni —a¢ n'apparaissent dans f.

Alors f(ay, ..., an) = exp(ay, ..., an) auquel cas on a f(V, ..., an) = f(F, ...,
an) = f(I, coey an) = V.

B) Le mondme a;y apparait dans la décomposition de f et le mondme —ajy
n'apparait pas dans la décomposition de f.

Vu I'expression de f on a:
f(a1v sesy an) ET a1 V(exp2(a25 soey an))-
Alors f(F, ..., ap) =V = expz(ay, ..., ap) = Vet f(1, ..., ap) = V.
C) De méme si le monéme —ay apparait dans la décomposition de f et le
mondme —a¢ n'apparait pas dans la décomposition de f.

Vu l'expression de f on a:
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f(a1, ceey an) '=_T —1a1v(exp2(a2, evey an)).
Alors f(V, ..., ap) = V = expz(ay, ..., an) = Vet f({, ..., a5) = V.

D) Le mon6me ay ainsi que le monéme —ay apparaissent dans la
décomposition de f.

f(ai, ..., an) =; a1v—asv(expz(ay, ..., an))
On a alors: Pouri# 1,

V(ay, ..., (@), ..., a3) € {V, F]™,
f@a1, ., V, oy an) = f(@1, ..., F, ooy an) = V.

Comme f et f ont méme centre,

V(ay, .., (@), ..., ap) € {V, F}™,
f(aq, ..., V, ..., ap) = f(ay, ..., F, ..., ap) = V.

La construction de f implique que ajv—a; apparait dans I'expression de f,
pouri # 1.

On a donc avec I'hypothése initiale:

f(a1, ..., &) = Vie {3, ..., n}(@iv—aj).

On a bien f(1, ..., a5) = V si les a; ne sont pas tous égaux a L.

E) Le monéme ay apparait dans la décomposition de f et —ay figure dans
un produit de mondmes de la décomposition de f.

f(ay, ..., an) = a1v0ipV...v V(V=a10g) v (Vo0 v (V-a Oplig) V...
On a:
a1 =; avai1Qiy...o,

D'autre part:

—a10j...0i;Vai0j;...0l;, a la méme valeur de vérité que
oi;...0l, lorsque a; n'a pas la valeur Indéterminé.

79



A chaque terme de f contenant —a; c'est-a-dire —a1j;...Q,, on rajoute le
terme a{Qlij...QL,, alors f(ay, ..., ap) a 1a méme valeur de vérité que:

g(at, ..., an) = a1VOpV...vAi V(V(Cis...00) )V (VOpOg) V...
si a1 ne prend pas la valeur de vérité Indéterminé.

On a donc:

V(C1, soey (bi1)’ ceoy (bir)s eeoy Cn) L= {V’ F}n-r’ f(c‘lv ceey bi1§ eoey bir’ seey Cn) =
V.

avec bij =V si Qj; = aj dans l'expression de g(ai, ..., ap) et bij = Fsi Qjj =
—ajj dans l'expression de g(ay, ..., an).

Comme f et f ont méme centre,

V(c1, vy Big)s vy i), ooy €n) € {V, FJ™, f(cy, ..y big, ooy Dipy ooy €n) =
V.

Ce qui signifie par construction de f que Qi...Qlj, ou un sous produit de
oj;...0, intervient dans l'expression de f, ce qui est impossible puisqu'au
départ on a supposé que —a10.i;...0;, intervenait dans l'expression de f.
Le cas E ne peut donc pas se produire.

F) Le monéme —a¢ apparait dans la décomposition de f et a; figure dans
un produit de mondmes de la décomposition de f.

Ce cas se traite exactement comme le cas E.

G) Le demier cas a traiter est celui ou ay et —ay figurent dans un produit
de monémes de la décomposition de f.

De la méme fagon que précédemment, on isole les expressions contenant
ai, celles contenant —as, et celles ne contenant ni ay ni —ay.

On a f(V, ..., an) = f(F, ..., ay) = V.

- Soit il existe dans la disjonction exprimant f un produit de mondmes ne
contenant ni a; ni —a vrai en (az, ..., ap);

la valeur de vérité de ce produit ne dépendant pas de ay, f(1, ..., ay) = V.

- Soit toutes les expressions ne contenant ni ni a; ni —ay sont fausses ou
indéterminées;
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Dans ce cas, f(V, ..., a,) = V implique qu'il existe une expression
contenant a; vraie et f(F, ..., a,) = V implique qu'il existe une expression
contenant —ay vraie.

Soit aj0p,...0p, UNe expression contenant a; ayant la valeur Vrai et
—a10q;...0q, UNe expression contenant —ay ayant la valeur Vrai.

1) Si {opy, ..., Op} # {0gq, ..., Oigg}, ON multiplie 0tp,...0Lp, par tous les
O.q; n'appartenant pas & {Cp;, ..., Otp,} €t Cqq...0q¢ par tous les oy,
n'appartenant pas a {Ogy, ..., Ogg}-

Soit P le produit commun obtenu.

Comme a10p;...0p, = 810py...0p vVa1P €t ma10q ...0q¢ =
—1a1aq1...aqsvﬁa1P,

on a:

f(a1, ..., an) = f(ay, ..., ap)vaiPv—aiP.
D'autre part, si a; n'a pas la valeur Indéterminé,
a{Pv—aP a la méme valeur de vérité que P.

Donc si a; n'a pas la valeur Indéterminé, f(ay, ..., ap) a la méme valeur de
vérité que f(ai, ..., an)VvP.

Si P = atjq...Ql,

V(C1s ey (Big)s wees (i) ws €n) € {V, F}™,, flct, ..oy Bigs ooy bigs oo €n) =
V.

avec bij =V si Ol = aj; dans l'expression de P et bij = F si Qljj = —aj; dans
I'expression de P.

Comme f et ont f méme centre,

V(Cty wres (ig)s vees i)y -oes Cn) € {V, F}™K, f(cy, ..., biy, ooy bigy ooy €n) =
V.

Ce qui signifie par construction de f que ai;...atj ou un sous produit de
;... intervient dans l'expression de f.
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- Si ce sous produit est un sous produit de 0p;...0p, Ou de Oqy...0lgg, C'ESt
impossible par construction de f.

- Sinon, ce sous produit ne contenant ni a; ni —ay conserve la valeur Vrai
si a; prend la valeur Indéterminé.

2) Si {opy, .., Op,} = {Cqy, ..., Ogg), 1 a1 N'a pas la valeur Indéterminé,
f(ai, ..., an) a la méme valeur de vérité que f(ay, ..., an)V0Qpy...0p,.

Par construction de f, 0p;...0p, Ou un sous produit de op,...0p, intervient
dans l'expression de f. Ceci est impossible puisqu'au départ ajQip,...0p,
apparait dans la décomposition de f.

Deuxieme étape: On construit f & partir de f.
3.5.2.4 Construction de f & partir de f.
4 cas se présentent:

-Cas 1: f = f et c'est terminé.

- Cas 2:

J(ay, ..., an) € {V, F I}n,
f(ay, ..., an) =1 et f(ay, ..., an) = V.

V(b1 ..., b) € {V, F, I},
f(b1, ..., by) = F implique f(by, ..., by) = F.

= Qas 33

J(ay, ..., an) € {V, F, I},
f(ay, ..., ap) =1et f(ay, ..., an) = F.

V(by, ..., by) € {V, F, I}",
f(by, ..., by) = V implique f(by, ..., by) = V.

-Cas 4:

3(3'19 seey an) € {V: F, I}n9
f(ay, ..., an) =1et f(ay, ..., an) = V.

3(by, ..., by) € {V, F, I},
f(by, ..., bn) =1 et f(by, ..., by) = F.
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- Ce sont les seuls cas & envisager car:
Si 3(cyq, ..., cn) € {V, F, I}", f(c4, ..., cn) # f(c1, ..., Cn), forcément:
1)3ie {1,..,n},c#lcarf{, ... D=f1 ..., D=L
2)3Jie {1, ..., n},ci=1carf et f ont méme centre (coincident
sur —
3) Enfin, f(cq, ..., cn) € {V, F}:

En effet, soit {ii, ..., i} l'ensemble des indices j; tels que Cj =T (cet
ensemble est non vide d'apres 1)).

f(C1, <evs Cigs «ors Cips o» Cn) = O € {V, F} implique
V(bis, ..., bip) € {V, F}', f(c, ..., bigs wes Bipy oy ) = @

par monotonie de f.

Comme f et f ont méme centre, V(bj,, ..., bj) € {V, F},
f(c1, woss bigy voes bips ooy €p) = 0L

puisque V(bi, ..., bi) € {V, F}', (c1, ..., bigs «y bips ..oy €n) € {V, F}".
Comme f est maximale, d'aprés 3.5.2.3, f(C1, ..., Cigs «ess Cips +e» Cn) = QL.

Donc f(c4, ..., Cn) = f(C1, ..., Cn) = CL.

Pour obtenir f a partir de f le cas 1) est trivial.
a) Pour les n-uplets (a1, ..., an) € {V, F, I}",

f(ay, ..., an) =1 et f(ay, ..., an) = V, on construit des
fonctions:

V(a1a esey an)
telles que:

V(cy, ... cn) € {V,F, I},
(C1, seey Cn) < (a1, «ees an) implique V(ah veey an)(C1, cees Cn) =1
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non ((c1, ..., €n) < (a1, ..., @) implique V(ay, ..., a5)(C1, «..s Cn) = V.

b) Pour les n-uplets (by, ..., by) € {V, F, I}",
f(by, ..., by) =1et f(by, ..., by) = F,
on construit des fonctions:

F(b1 9 ooy bn)
telles que:

V(ci, ... cn) € {V,F I}",
(c1, ..y €n) < (b4, ..., by) implique F(by, ..., by)(€1, ..y ) =1
non ((C1, ..., €n) < (bs, ..., bn)) implique F(b,, ..., by)(c1, ..., €n) =F.

a) V(a1, vory an)(c'h ooy Cn) =
V(irai = D(Cive)VvV (isa; = F)(C)VV (ija; = V)(—Ci).
L'ensemble des i € {1, ..., n}, aj= I est non vide d'aprés 1).

Montrons que:

Y(c1, ..,cn) € {V,F I},

(c1, ..., €a) < (ay, ..., 2p) implique V(aq, ..., a,)(C1, «on Cp) =L

non ((cy, ..., €n) < (a1, ..., an)) implique V(ay, ..., a,)(C1, ..., Cn) = V.

- (¢1, s Cn) S (a4, ..., ay) implique:
aj=I=c¢;=1
ag=F=cj=IouF
ag=V=3c¢j=IouV

Donc V(aq, ..., ag)(€1s .., o) =IV(Fou hHv(Fou I) = L.

- non ((c1, ..., €n) < (a1, ..., @y)) implique: 3j € {1, ..., n}, non (¢; < a)
Jje {1,..,n},c;=Veta=Fou
dje {1, ...,n},cij=Vetaj=Iou
Jdje {1, ..,n},cj=Fetaj=Vou
dje {l,...,n},c=Feta =1

Dans ce cas, V(aq, ..., a5)(€1, ...y €n) = V.

On a alors si (cq, ..., ¢n) < (@4, .., an),

(V(ay, ..., a)AF)(C1, ooy €n) = L.
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En effet, par monotonie de f, f(cy, ..., ¢n) < f(ai, ..., an); donc comme
f(at, .., an) =V, f(c1, ..., cn) =Iou Vet V(ay, .., a)C1, ..., Cn) = L

Si non((cy, ..., ¢n) £ (a1, ..., an)),
(V(a1, ceny an)Af)(ch ) cﬂ) = f(ch ooy Cn)'
Car V(a1, ooy an)(c‘l, ooy Cn) =V.

b) F(b1, eeey bn)(c19 coey Cn) =
A(i/b; = D(CACIAA (/b = F)(CDAA(/b; = V)(C).
L'ensemble des i € {1, ..., n}, bj=1 est non vide d'aprés 1).
Montrons que:
Y(ci, ...,cn) € {V,F,I}",
(c1, «.r €n) < (b4, ..., by) implique F(p,, ..., by)(C1, «.., Ca) = L.
non ((c1, ..., ¢a) < (b1, ..., bn)) implique F(b,, ..., b,)(c1, ..., ca) =F.
- (€1, «=es Cn) £ (b4, ..., by) implique:
bj=I=¢=1I
bj=F=c¢j=IouF
bj=V=>Cj=IOUV
Donc F(b,, ..., b)(C1s «x Ca) =IA(VouDA(Voul) = L
- non ((¢1, ..., €n) < (b4, ..., by)) implique: 3j € (1, ..., n}, non (¢; < b))
dje {1, ...,n},c;=Vetb=Fou
dje {1,..,n},¢cj=Vetb=1Iou
dje {1, ...,n},cij=Fetbj=V ou
Jje {1, ..,n},cj=Fetb =L
Dans ce cas, F(bq, ..., bp)(C1, ..., €n) = F.
On a alors si (cy, ..., ¢n) < (by, ..., bp),

(F(b1, ey bn)Vf)(C1, vy Cn) =1L

En effet, par monotonie de f, f(c1, ..., ca) < f(by, ..., bp); donc comme
f(b19 essy bn) = F' f(C1, seey cn) =IouFet F(b1, ceey bn)(ch eey Cn) =L
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Si non((cy, ..., ¢n) £ (a1, ..., an)),
(F(by, ..., by)V)(C1, ...y €n) = f(C1, ..., Cn).

Car F(by, ..., by)(C1, ..., Cn) = F.

On peut maintenant effectuer la construction de f & partir de f.

4 cas se présentent:
-Cas 1: f = f et c'est terminé.

- Cas 2:

3(ay, ..., an) € {V, F, I}",
f(aq, ..., an) = I et f(ay, ..., an) = V.

V(b19 sesy bn) € {V9 F9 I}n9
f(by, ..., by) = F implique f(b4, ..., by) = F.

Soit g(cq, ..., Cn) =

Al(at, o, an)l £@1, o an) = L et fa1, o, an) = V)V (@15 s an)AS)
(C1y wees Cn)

Soit G = {(a1, ..., an)/ f(a1, ..., an) =1 et f(ay, ..., an) = V}.
Montrons que:
V(ci, -.s €n) € {V, F, I}",
f(cq, ..., cn) = g(c1, ..., Cn).
Soit (cq, ..., cn) € {V, F, I}
1) Il existe (a{°, .... a.0) € G/ (cy. ... Cp) < (230, ... 270).
(V(ao, ..., a,9Af)(c1, ..., €n) = I, d'apres ci-dessus.
Pour les autres (a1, ..., an) € G,

(V(ay, ..., an)AS)(C15 «.s €n) = f(C1, ..., Cn) Ou I, d'apres ci-dessus.
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D'autre part,
(C1, ...r Cn) £ (219, ..., a70) et f(ao, ..., a% = V.
Puisque f est monotone, f(cq, ..., ¢n) = V ou I, donc g(cy, ..., ¢n) = L.

D'autre part, (a9, ..., a9).= I et f étant monotone,
(C1y «es Cn) £ (210, ..., as0) implique f(cy, ..., ¢n) =1 = g(cy, ..., Cn).

2) V(a;, ....ap) € G, non((cy, ... cp) < (a5, ..., a5)), dans ce cas:

(V(ay, .., an)Af)(c1, ..., €n) = f(cy, ..., cn) d'apres ci-dessus, et donc:
8(01, sony Cn) = f(c‘l’ sees Cn)- A

Mais f(c1, ..., ca) = f(c1, ..., Cn) puisque les seuls n-uplets ou f et f
different sont les éléments de G.

Donc f(cq, ..., Cn) = g(C1, «ees Cn)-

- Qas 3:

d(ay, ..., an) € {V, F, I}",
f(ay, ..., ap) =1 et f(ay, ..., an) = F.

V(b1, ooy bn) € {V’ Fs I}na
f(b1, ..., by) = V implique f(b1, ..., by) = V.

Soit h(cy, ..., Cn) =

V{1, ey bR)/EDBH, oy by) = L et f(b4, ..., b) = F}F (b1, ooy B)VS)
(C1, veey Cn)

Soit H = {(by, ..., ba)/f(b1, ..., ba) =T et f(by, ..., by) = F}.
Montrons que:
V(ci, .., Cn) € {V, F, I}",
f(cq, ..., cn) = h(cy, ..., Cn).
Soit (cq, ..., cn) € {V, F, I}".

1) 11 existe (b10, .... b®) € H/ (cq, ... cp) < (b0, ..., b0).

(F(b19, ..., baOVF)(C1, «.., €n) =1, d'aprés ci-dessus.
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Pour les autres (ai, ..., an) € G,

(F(ay, ..., ay)Vf)(c1, ..., €n) = f(c1, ..., Cn) Ou I, d'aprés ci-dessus.
D'autre part,

(C15 «es Cn) S (D10, ..., BAO) et f(BLO, ..., bO) = F.

Puisque f est monotone, f(c1, ..., ¢n) = F ou I, donc h(cy, ..., cn) = L

D'autre part, f(b9, ..., b.%).= I et f étant monotone, (c1, ..., ¢n) < (b9, ...,
b?) implique f(cy, ..., ¢y) =1 = h(cq, ..., Cn)-

2) V(bs....by) € H non((¢cy. ....cn) < (by, ... b)), dans ce cas:

(F,, ..., by)vi)(c, ..., €n) = f(c1, ..., Cn) d'apres ci-dessus, et donc:
h(C1, eony Cn) = f(ch escy Cn)‘

Mais f(cy, ..., ¢n) = f(cq, ..., cn) puisque les seuls n-uplets ol f et f
différent sont les éléments de H.

Donc f(cq, ..., ¢n) = h(cq, ..., Cn).

-Cas 4:

3(ai, ..., an) € {V, F, I},
f(ay, ..., an) =Iet f(ay, ..., ag) = V.

(b, ..., by) € {V, F, I}",
f(bs, ..., by) =1 et (b4, ..., by) = F.

Soit k(cy, ..., Cn) =

V{(b1, vy ba)/ (b1, ..., by) = L et f(br, ..., by) = F} (F(b1, «.., bn)VE)
(019 ovey Cn)

avec:
g(C1, seey Cn) =
A{(ah .., an)/f(as, ..., an) =I et f(a, ..., ap) = V}(V(ah ) an)Af)

(€15 wos Cn)
Soit G = {(a1, ..., ap)/ f(ay, ..., ay) =1 et f(as, ..., an) = V}.
Soit H = {(by4, ..., bn)/ f(b1, ..., bp) =1 et f(by, ..., by) = F}.
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Montrons que:
V(c1, ..., Cn) € {V, F, I}n,

f(cy, ..., cg) = k(c1, ..., Cn).
Soit (c1, ..., cn) € {V, F, I},

1) 11 existe (b,° 0 e H/(cyy....cn) S (B, ... D).
Alors:

a) f(c1, ..., ¢n) = I par monotonie de f, puisque f(b{o, ..., ba%) =1et

(C1, seey Cn) < (b1°9 sesy bn°)~

b) f(c1, ..., ¢n) = I ou F par monotonie de f, puisque f(b1o, ..., b®) = F et
(019 seey Cn) s (b1o’ evey bno)‘

-f(cyincn)=F

Y¥(as, ..., an) € G, on a non((cy, ..., ¢n) < (a1, ..., an)), car sinon on aurait:
f(c1, ..., ¢n) = I ou V par monotonie de f. On a donc:

g(C1, ceoy Cn) = f(C1, eeny Cn) = F.

Comme F(b,0, ..., b,9)(¢1, ..., €a) = I car (cy, ..., €n) < (b1Y, ..., brD),
k(cq, ..., cn) =1 =f(cq, ..., Cn).

- f(c1s enCn) =1

g(C1,s «s Cn) = (V(ay, ..., an)Af)(C1, ...y €a) =1 00 f(c1, ..., Cn);

comme f(c1, ..., ca)= 1, g(c1, ..., Cn) =L

Comme F(b,9, ..., by0)(C1, ..., €n) = I et pour les autres (by, ..., by) € H,
F(by, ..., by)(C1s ..., €n) = I ou F, on a donc: k(cy, ..., ¢p) =1 = f(cy, ...,

Cn)-

2) V(b ....by) € H. non((cy, ....cp) < (by, ..., by)), dans ce cas:

V (b, ..., bn) € H, F(b,, ..., by)(¢1, ..., €a) = F, et donc:
(F(b1, cvey bn)Vg)(Ch ey Cn) = g(c1a eoey Cn) = k(C1, sy Cn).

Calculons g(c1, ..., Cn)-

- Soit il existe (a0, .... a0 € G/ (¢cq, ....c) S (240 ... a0).

On a alors: a) f(cy, ..., ¢n) = I par monotonie de f, puisque (a9, ..., a,%) =
Iet (cq, ..., cn) € (b1O, ..., bp0).
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b) f(c1, ..., €n) = I ou V par monotonie de f, puisque f(ao, ..., a%) = V et
(C19 soey Cn) < (310, ) an°)°

Dans ce cas:

(V(a1°’ cery ano)/\f)(C1, coey Cn) = I, et g(C‘], esoy Cn) = I, puisque p0ur les
autres (a, ..., an) € G, V(ay, ..., a,)(C1, ..., ¢n) =T 0u V et donc
(V(ay, ..., a)A)(€1, ncn) =Voul

, dans ce cas:
g(c1, ..., €n) = f(c1, ..., n) = f(cy, ..., Cn) puisque les seuls n-uplets ot f et
f différent sont les éléments de H et les éléments de G. (on a aussi V(by,
..., bp) € H,: non((cy, ..., ¢n) < (b1, ..., bn))

Donc f(c;4, ..., ¢n) = k(c4, ..., Cn).

Conclusion: Comme les fonctions F(aq, ..., a,), V(ai, ..., an), f ne

s'expriment qu'avec des — et des v, une fonction f vérifiant les propriétés
1), 2), 3) du théoréme ne s'exprime elle aussi qu'avec des ~ et des v. ¢

3.5.2.5 Exemple final.

On reprend la construction de f & partir de f dans 'exemple 3.5.2.2.

La fonction f était la fonction a trois variables définie par:

fv,v,V) =V
f(V,F,V) =F
f(VVVE) =V
f(VEF)=V
fFV,V)=V
f(FFV)=F

fFV.F)=V
f(FFF) =F

On avait: f(ay, ap, ag) = agv(ajA—az).
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FOVILV) =1
HCAAVERY
favV) =V
fAVR =V
f(IFV)= F
fV,IF) =V
FVED =1

FAEF) =1

FELV) =1

FEVIH=V
fEED =F

F(F,LF)
FALV)
F(V,LI)
faAV.D
FAE]D
F(LLF)
F(EED
FALD =1

e B |

A%

g Pt et

f(VLV) =1

f(v,v,)) =V

fAavvV =1

fAVE =1

fAQFEV)=1
f(V,LF)=V
f(VED =1
fLFEF) =1
f(FLV) =1
fEV)=V
f[(FEV)=1
f(F,LF)
f(I,LV)
f(V,LI)
favh=1
fAGFD) =1
fOLLF) =1
fFEID =1
fALD) =1

nunu
poved ot g

On choisit pour f les mémes valeurs que pour f sauf que I'on a:

favvV=V
fAVE =V
favh=yV
fAEV)=F

f(EED) =F

favv)=1
fAVE) =1
fAVh=1
fAEV)=1

FEEV)=1

D'oll 1a construction de f a partir de f:

f(as, a2, a3) = (F(g g v)(a1, a2, a3) VF(E g 1)(a1, a2, a3))V

(V(1,v,v)(a1, a2, a3)AV (1 y 1y(a1, a2, ag)a
V1,v,F)(@1, a2, a3)af(as, az, a3))

Ce qui donne sachant que:

f(a1, a2, a3) = agv(ajAn—as).

f(aq, a2, a3) = ((ajA—a1A—azAaz)Vv(aza—azgaA—a1A—a2))Vv

((a1v—aiv—azv—as)a(a;v—asv—azvazv-as)
(ayv—ajv—agvaz)a(agv(aia—az))).
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