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CHAPITRE 1: PRESENTATION 

1.1 INTRODUCTION 

La négation en programmation logique pose de nombreux problèmes et de 
multiples tentatives ont été faites ces demières années pour les résoudre. 
Ces tentatives peuvent être classées en fonction de la plus ou moins grande 
fidélité à la négation réellement utilisée dans Prolog: la négation par 
l'échec (Clark [7], Lloyd [22], Shepherdson 1341, [35], Van Gelder [44]). 
Malheureusement il ne semble pas possible de rester proche de Prolog 
tout en ayant une sémantique axiomatique simple. Il n'est pas pas certain 
de pouvoir réellement trouver une sémantique axiomatique correcte et 
complète qui rende compte de la négation par l'échec. Une autre négation 
que la négation par l'échec, en apparence très simple est aussi utilisée dans 
les systèmes experts fonctionnant en chaînage avant et qui ne correspond 
pas à la négation par l'échec. 

La théorie que nous proposons est assez générale pour s'appliquer à la fois 
à la Programmation Logique et à cette négation utilisée dans les systèmes 
experts. Elle ne rend compte de la négation par l'échec que partiellement, 
mais a l'avantage de proposer une théorie algébrique et logique assez 
simple ayant un grand nombre de bonnes propriétés, semblables à celles 
de la théorie de Prolog quand on se limite aux clauses de Hom. 

Le 'secret' de ce parallèle et des bonnes propriétés du modèle que nous 
introduisons réside dans l'utilisation d'une certaine logique à trois valeurs 
de vérité et l'introduction d'un connecteur d'implication approprié. Le 
résultat obtenu est une méthode pour gérer la négation qui coïncide dans 
de nombreux cas avec celle de Prolog et qui est très simple. Finalement à 
condition d'accepter notre logique trivaluée, une lecture purement 
axiomatique des programmes est possible. On satisfait ainsi le but initial 
de la programmation logique: programmer en écrivant des axiomes. 

Parmi les critiques qu'on peut faire à notre modèle il y celle déjà évoquée 
que nous ne rendons pas entièrement compte du "vrai Prolog", mais cela 



nous paraît inévitable si l'on veut conserver une sémantique axiomatique. 
Plus grave serait la critique que la logique trivaluée n'est pas la logique 
usuelle et que l'utiliser est donc contraire à l'intuition. Il est vrai que dans 
certaines situations, les déductions faites en logique trivaluée sont trop 
faibles (on obtient trop peu de conséquences logiques d'un programme) 
mais bien souvent la logique trivaluée est naturelle dans les situations où 
l'information est incomplète - elle est d'ailleurs depuis longtemps utilisée 
pour cela en Intelligence Artificielle (Turner [39]). 

Le but de ce travail n'a pas été seulement les applications directes de cette 
logique trivaluée à la programmation logique. En effet, le domaine 
d'application de cette logique trivaluée que nous avons été amenés à 
introduire, semble plus large: en particulier des applications aux langages 
de règles pour systèmes experts sont en cours de développement 
(Delahaye-Mathieu [8 bis]). Par un souci à la fois de généralisation et de 
rigueur, notre étude s'est donc voulue plus étendue, et nous avons cherché 
à développer le plus complètement possible tous les aspects de cette 
logique triv aluée. 

En particulier au chapitre 2, nous étudions les problèmes sémantiques 
(notion d'interprétation, modèles, conséquence, etc.) dans un cadre 
général sans se limiter aux interprétations de Herbrand et en traitant les 
formules générales du langage sans se limiter aux règles de programmes. 

Au chapitre 3, toujours en vue d'autres applications, nous avons étudié le 
problème de l'expressivité des différents connecteurs en logique trivaluée. 

L'étude de la complétude a été menée au chapitre 4 afin d'étudier le plus 
rigoureusement possible cette logique dont l'intérêt est manifeste. Le fait 
que ces théorèmes de complétude puissent s'établir sans obstacles majeurs 
justifie indirectement le choix du connecteur d'implication (choix justifié 
par ailleurs par d'autres arguments). 

Les chapitres 5 et 6 concernent l'application directe de cette logique à la 
programmation logique. 
Le chapitre 5 concerne la sémantique des programmes avec négation. Il 
évoque en particulier la propriété d'intersection des modèles et associe à 
chaque programme un opérateur conséquence dont le plus petit point fixe 
coïncide avec le plus petit modèle de ce programme. 
Le chapitre 6 se justifie par le fait que l'union de deux interprétations 
îrivaluées n'étant plus nécessairement une interprétation trivaluée, les 
programmes considérés n'admettent plus de plus grand modèle mais une 
série de modèles maximaux dont l'intersection présente un intérêt: c'est le 
modèle optimal qui contient plus d'informations que le plus petit modèle. 



1.2 POURQUOI AVOIR CHOISI LA LOGIQUE 
TRIVALUEE ET INTRODUIT UN NOUVEAU 

CONNECTEUR D'IMPLICATION? 

Dès que l'on introduit la négation dans le corps d'une règle d'un 
programme défini sans négation, on obtient en logique classique, avec le 
connecteur d'implication habituel, une trop grande expressivité. 

En effet, la fonnule: 

est logiquement équivalente à la formule: 

que l'on peut écrire suivant la notation clausale: 

A, BI, ..., Bq + Al, ..., A,( 

En fait, dès que l'on introduit la négation dans les programmes définis sans 
négation, on n'obtient plus les clauses définies de programme, au sens de 
Lloyd [22] ou encore des règles mais nimporte quelle clause: 

On peut alors se demander pourquoi conserver l'écriture d'un programme 
sous forme de règles et ne pas utiliser simplement l'écriture clausale. 

On peut répondre de plusieurs manières à cette question, suivant que l'on 
veut ou non être fidèle à la négation par l'échec. 

Conserver un système B base de règles permet de généraliser la 
résolution SLD basée sur la notion de règles, à la résolution SLDNF. 

En effet, dès que l'on introduit la négation dans un programme, on perd la 
justesse et la complétude de la résolution SLD (équivalence entre réponse 
calculée et réponse correcte (Lloyd [22])), même si celui-ci ne comporte 
que des règles positives (i.e. dont la conclusion est un atome positif). 

Par exemple, si A, B, C sont des atomes du langage L, et Pr est le 
programme suivant: 



La substitution Identité est une réponse correcte pour Pr u {B) car 'dB est 
une conséquence logique de Pr. Or Pr u {B) n'a pas de réfutation SLD. 

Cependant, cette généralisation est loin d'être évidente. 
Tout d'abord, elle fait appel à la notion de complété de Clark qui donne un 
double sens aux règles et impose des contraintes d'intégrité sur l'égalité en 
l'obligeant à être interprétée par l'égalité syntaxique dans tout modèle de 
P. 
Ensuite, le résultat de complétude de la résolution SLDNF ne s'obtient que 
pour un certain type de programmes que sont les programmes 
hiérarchiques (Lloyd [22]). Ceci revient plus ou moins à supposer qu'il n'y 
a pas de récursion et est par conséquent très restrictif. 

L'autre réponse que nous avons choisie ici, est de donner une 
expressivité différente aux formules A c Al, ..., Ak, T B l ,  ..., 7 B q ,  de 
sorte que l'écriture A t Al, ..., Ak, -TB 1,  ..., 7 B ne soit plus 
logiquement équivalente à l A l v  ... vlAkvBlv ... vBqvA et qu'une règle de 
programme ne soit plus logiquement équivalente à nimporte quelle clause. 

Pour ce faire, on aurait pu conserver une logique à deux valeurs de vérité 
et changer simplement la table du connecteur d'implication. Mais les choix 
sont limités et vite éliminés si l'on veut conserver une logique cohérente et 
en particulier complète. 

Nous avons donc introduit une troisième valeur de vérité et donné une 
nouvelle interprétation du connecteur d'implication *, noté + afin que la 
formule P + Q ne soit plus logiquement équivalente à -ïP v Q. 

Plusieurs travaux ont été menés dans cette voie et nous donnons dans le 
paragraphe suivant, sans prétendre à l'exhaustivité, une idée des diverses 
recherches dans ce domaine. 

1.3 SITUATION DU TRAVAIL 

- L'un des précurseurs de l'utilisation de cette logique à trois valeurs de 
vérité pour la programmation logique, qui consiste en fait à ne pas 
attribuer une valeur de vérité à chaque atome, fut Melvin Fitting [9], 
[IO], [ l l l ,  [121, [131, [141, [151. 



Dans son article, A Kripke Kleene semantics for logic programs [9], 
Fitting introduit une troisième valeur de vérité 1 (Indéterminé). Il 
s'intéresse aux programmes ne comportant que des règles positives, de la 
fonne : 

où A est un atome et les Bi sont des formules contenant les symboles (A, v ,  
7). 

Il définit de la même façon que nous le ferons ici, les valeurs de vérité de: 

Par contre il ne définit pas la table d'un nouveau connecteur d'implication, 
mais un connecteur d'équivalence z défini par: 

X G Y est Vrai si et seulement si X et Y ont la même valeur de vérité, 
Faux sinon. 
Son connecteur E correspondra notre opérateur d'équivalence 
forte, t,. 

Par modèle d'un programme, il entend modèle de Herbrand de son 
complété dans lequel l'égalité est interprétée par l'égalité syntaxique. 

Le complété d'un programme est obtenu en remplaçant chaque règle: 

~ ( t î  ..., tn) + Bi, ..., Bm 
par: 

où yi, ..., yk sont les variables de ti, ..., tn et de BI, ..., Bm. 
Si Di désigne la formule 3yi ... 3yk (xi = tlA...Axn = tnAB1*  AB^), le 
complété de P s'obtient en rassemblant toutes les règles comprenant le 
même symbole de prédicat p en tête de règle en la règle, de la façon 
suivante: 

Fitting s'intéresse ensuite à l'interprétation sémantique des programmes 
logiques en tant que points fixes d'opérateurs. Son ordre sur l'ensemble 
IHT(L) des interprétations de Herbrand trivaluées est l'inclusion, qui 
correspond il l'ordre I I F, I < V sur {V, F, 1). A chaque interprétation 



de Herbrand trivaluée, on associe l'application vvi définie de l'ensemble 
des atomes clos du langage dans l'ensemble {V, F, 1). 

L'opérateur introduit Fpr est défini par son image sur une interprétation 
de Herbrand trivaluée: 

Fpr(i) = {ato/ il existe une instance close ato c Bi, ..., Bm de Pr telle que 
vvi(B1, ..., Bm) = V) 

v {+ito/ pour toute instance close ato t Bi, ..., Bm de P on ait: 
vvi(B1, ..., Bi.) = FI. 

Cet opérateur est monotone et les points fixes de Fpr sont exactement les 
modèles du complété de Pr. 

Puisque une union de modèles partiels n'est pas nécessairement une 
interprétation trivaluée, l'ensemble des interprétations trivaluées ne 
constitue plus un treillis complet mais seulement un semi treillis complet: 
l'intersection de deux interprétations trivaluées en est une et une union 
d'interprétations trivaluées deux à deux consistantes est une interprétation 
trivaluée. 

L'opérateur Fpr possède un plus petit point fixe qui est le plus petit 
modèle de comp(P) mais par contre, il n'admet pas de plus grand point 
fixe, mais une série de points fixes maximaux. 

Il y alors deux façons de définir la sémantique d'un programme logique: 

- Le pppf de Fpr. 
- Le point fixe optimal de Fpr qui est le plus grand point fixe inférieur 2 
l'intersection de tous les points fixes maximaux ou encore le plus grand 
point fixe consistant. 

L'idée étant que le point fixe optimal peut être plus intéressant que le plus 
petit point fixe puisqu'il contient plus d'informations. 

Notre théorie se rapproche de celle de Fitting mais nous donnons 
une interprétation du connecteur + et nous définissons la notion de 
modèle de Herbrand de Pr sans passer par son complété. Nous retrouvons 
d'ailleurs son connecteur z et son opérateur Fpr Zi partir de notre 
connecteur -+ et notre opérateur Tpr en complétant notre programme. 
Tout d'abord la formule: 



sera logiquement équivalente à la formule: 

où + est le nouveau connecteur d'implication introduit. Nous définirons 
donc deux sortes de complétion et nous démontrerons que 

F ~ r  = T~omp(l, Pr) 

où Comp(-r, Pr) désigne le 1-complété de Pr. Les modèles de notre 
programme seront exactement les post-points fixes de notre opérateur Tpr 
alors que pour Fitting, les modèles du complété de Pr (au sens défini ci- 
dessus) sont les points fixes de Fp, Les modèles de Fitting seront donc en 
particulier des modèles de notre programme. Le plus petit modèle du 
complété d'un programme au sens de Fitting coïncidera avec le plus petit 
modèle de Camp(-, Pr) et celui de Camp(+, Comp(7, Pr)) mais pas 
nécessairement avec le plus petit modèle de notre programme, ce dernier 
étant le plus petit point fixe de notre opérateur Tpr et coïncidant avec le 
plus petit modèle de Camp(+, Pr). 

- J.L Lassez [21] introduit aussi la logique à trois valeurs de vérité. Les 
programmes considérés ne comportent que des clauses de Hom: A c- Al, 
..., A". 

Son connecteur d'implication est celui de Lukasiewicz, et possède la table 
de vérité suivante: 

A + B n'est pas Vrai si A vaut V et B vaut 1 (A + B vaut 1), si A vaut V 
et B vaut F (A + B vaut F), si A vaut 1 et B vaut F (A + B vaut 1). 
A -+ B est Vrai dans tous les autres cas. 

La formule P + Q n'est pas logiquement équivalente à: I P v Q ,  par 
exemple, si P et Q ont la valeur de vérité 1. 

Son ordre sur {V, F, 1) correspond il l'ordre d'inclusion sur l'ensemble 
des interprétations de Herbrand trivaluées. (I 5 F, 1 5 V) 

L'opérateur 7 associé à un programme logique P est le suivant: (une 
interprétation de Herbrand est considérée comme une application de 
l'ensemble des atomes clos dans {V, F, 1)) 

Si il existe une instance close d'une règle de P ayant A en tête de règle, 
A t BI,  ..., B,, telle que f(Bl A...AB") = V, 7(f)(A) = V. 



Si pour toute instance close des règles de P ayant A en tête de règle, A t 
BI, ..., Bn, f(BIA...ABn) = F, 7(f)(A) = f(A). 

Si pour toute instance close des règles de P ayant A en tête de règle, A t 
BI,  ..., Bn, f(B1r\ ...ABn) # V, et il existe une instance close d'une clause 
de P ayant A en tête de règle, A t BI, ..., B,, telle que f(Blh ...ABn) = 1, 
z(f)(A) = im',f(A)). 

Pour le cas où A ne figure pas en tête d'une règle de P, ?(f)(A) = f(A). 

Dans l'article 1211 sont démontrées les propositions suivantes: 

- Il y a coïncidence entre les points fixes de T et les modèles de P. 

w) = f e f est un modèle de P. 

- Pour cet opérateur la notion de point fixe optimal ne présente pas 
d'intérêt puisque le point fixe optimal de T et son plus petit point fixe 
coïncident. 
Cela provient essentiellement du fait que l'interprétation où tous les 
atomes clos ont la valeur de vérité Vrai est un modèle de nirnporte quel 
programme comportant des clauses de Hom. Il s'ensuit que ni le plus petit 
modèle ni le modèle optimal d'un programme (tous deux inclus dans 
l'interprétation maximale constamment Cgale à Vrai), ne prennent la 
valeur de vérité Faux. Les informations négatives résultant du programme 
complété, ne sont pas représentées dans cette sémantique qui ne semble 
donc pas convenir à la programmation logique avec négation. 

- Mycroft [30] s'intéresse aussi à la logique trivaluée. Cependant les 
clauses qu'il considère sont des clauses définies de programme, son but 
étant de montrer qu'une logique à plusieurs valeurs de vérité est mieux 
adaptée à la résolution SLD. 
Son opérateur est le même que celui de Van Emden et Kowalski [43]. Les 
tables de vérité des connecteurs A, et v sont les mêmes que celles utilisées 
ici. Il n'introduit pas de nouveau connecteur d'implication. 
Sa partie sur la logique trivaluée est essentiellement contenue dans celle de 
Fitting. 

- Kunen [19] utilise la logique trivaluée uniquement pour des 
programmes ayant des règles positives. Son travail est proche de celui de 
Fitting car il considère le complété d'un programme et son opérateur n'est 
autre que celui de Fitting. 
Selon lui, la sémantique d'un programme logique P n'est pas le plus petit 
point fixe de l'opérateur T mais T?' o, qui n'est pas toujours un modèle de 
P. 



D'après nous, une bonne sémantique doit s'exprimer en termes d'axiomes 
et de modèles. 

- Enfin, Przymusinski [31], a jeté une vision nouvelle sur la logique à 
trois valeurs de vérité. 

Dans son article, Non monotonie formalisms and logie programming, il 
introduit trois valeurs de vérité et un ordre sur {V, F, 1), F I 1 5 V qui ne 
correspond pas à l'ordre d'inclusion sur l'ensemble des interprétations 
trivaluées. 

D'autre part une interprétation de Herbrand 1 est la donnée de deux 
ensembles d'atomes clos: V et f ,  sans préciser que V n F = 0, ce qui 
permet à un atome clos d'avoir deux valeurs de vérité. 

Dans ce contexte, la négation n'est pas monotone, au sens où: 
si f et g sont deux interprétations telles que: pour tout atome clos, f(A) 5 
g(A), on n'a pas: f(7A) 5 g(yA), par exemple si f(A) = F, et g(A) = V. 

Son connecteur d'implication, bien qu'il ne prenne jamais la valeur 1, n'est 
pas le même que celui introduit ici. 
En effet, il est défini par: wi(A + B) = V si VV~(B) 2 wi(A), VV~(A + 
B) = F sinon. 
On a donc si A prend la valeur 1 et B la valeur F, wi(A + B) = F alors 
que dans notre cas, pour l'opérateur + que nous définissons ici wi(A + 
B) = V. 
Même, si l'ordre sur {V, F, 1) était 1 5 F, 1 I V (celui que nous 
choisissons ici), si VV~(A) = F et VV~(B) = 1, wi(A + B) = F, alors que 
dans notre cas, pour le connecteur + que nous définissons ici wi(A + B) 
= v. 
Les programmes logiques considérés sont des programmes définis ayant 
des règles positives (A t LI, ..., Ln, A est un atome et les Li sont des 
littéraux). 

L'opérateur associé à chaque programme se construit à deux niveaux: 
Pour deux ensembles d'atomes clos V et F, on définit, étant donnée une 
interprétation 1, TI(V) = {A/ il existe une instance close A c LI, ..., L, de 

P telle que Vi 5 n, Li soit Vrai dans 1 ou Li E V } 
FI(f) = {Al pour toute instance close A t Li, ..., Ln de P il existe i 5 n 

tel que Li soit Faux dans 1 ou Li E P) 
Pour une interpdtation donnée 1 = eV, f >, on définit TI et FI par: 
T1f0 = 0, ~ ~ T n + l =  TI(TI7n) et TI = un E yq~~Tn ,  et 



F ~ L O  = Bp la base de Herbrand de P, 
~ ~ & n + 1  = F ~ ( F ~ ~ )  et FI = n, N ~ I & n .  
On est alors en mesure de définir l'opérateur 

2 : I = 4 î , P > + I u < T 1 , F 1 >  

Cet opérateur est monotone et son plus petit point fixe est le plus petit 
modèle trivalué de P. 
Cependant, les modèles obtenus avec son connecteur d'implication sont des 
modèles dans notre théorie. 

- D'autre part, Manna et Shamir [28], ont développé une théorie du 
point fixe optimal pour une fonctiomelle monotone définie sur un 
ensemble de fonctions partielles. Cette théorie nous intéressera puisque les 
interprétations de Herbrand trivaludes que nous considérons peuvent être 
considérées comme des fonctions partielles de l'ensemble des atomes de 
Herbrand dans l'ensemble {V, F) (non définies là où elles prennent la 
valeur Indéterminé). 

A côté de ces travaux, un autre développement de la logique trivaluée et 
de son application à la programmation logique semblait possible. 

1.4 COMMENT CONSERVER LES PROPRIETES 
OBTENUES POUR LES PROGRAMMES SANS 

NEGATION 

En logique classique, pour étudier les programmes sans négation, on fait 
appel à la notion de modèle de Herbrand. 

Une interprétation de Herbrand bivaluée est un sous ensemble de 
l'ensemble des atomes de Herbrand et à l'ordre F I V sur {V, F) 
correspond l'ordre d'inclusion sur les interprétations de Herbrand. Si l'on 
note her(L) l'ensemble des atomes clos du langage, l'ensemble des 
interprétations de Herbrand bivaluées est donc l'ensemble des parties de 
her(L), 2her(L). L'ordre induit par F I V sur {V, F) rend la bijection $: 
2her(L) + {Fonctions de her(L) dans {V, F) ), qui à chaque interprétation 
i associe vvi - où wi(ato) désigne la valeur de vérité d'un atome clos ato 
du langage relativement à i - monotone si l'ordre sur 2hern) est l'inclusion 
et l'ordre sur (Fonctions de her(L) dans {V, F) ) est l'ordre induit par F 5 
v. 
Si 2her(L) est l'ensemble des interprétations bivaluées de Herbrand, la 
première propriété importante obtenue est une propriétt5 de monotonie: 



Si l'on désigne par F(L)  l'ensemble des formules du langage L ne 
comportant que les symboles 3, V, A, v. 

L'application O: 2hera) -t {applications de P( L ) dans {V, F) ) , 
i + W i r (  L) , est monotone. 

Cela signifie que: si f est une formule du langage L comportant les 
symboles 3, V, A, v, si i et j sont deux éléments de MB(L) tels que i ç j, 
alors on a: vvi(f) S vvj(f) (*). L'expression vvi(f) désigne la valeur de 
vérité d'une formule f relativement à i. Si f n'est pas close, 
vvi(f) = wi(Vf). 

Une formule f vérifiant la propriété (*) est dite monotone. 

Si on ne restreint pas l'application w i  aux formules ne comportant que les 
symboles 3, V, A, v ,  on perd la propriété de monotonie: 

Dès que l'on introduit le symbole 7: 
si f est la formule: 7p(x), la base de Herbrand BL est l'ensemble: {p(a)), i 
l'interprétation égale à 0, et j l'interprétation égale à {p(a)}, on a: vvi(f) 
= wi(Vx(7p(x)) = V alors que wj(f) = F. 

De même, dès que l'on introduit le symbole *: 
si l'on considère la formule p(x) * q(x), et i l'interprétation égale à 
l'ensemble vide (dans laquelle tout atome clos a la valeur Faux) et j 
l'interprétation {p(a)}, VV~(VX(P(X) * q(x))) = V alors que w,(f) = F. 
Par ailleurs, le connecteur d'implication considéré comme application de 
{V, F)2 dans {V, F) est non monotone: *(F, F) = V et *(V, F) = F. 

Le fait que l'application i -t w i E ( ~ ) ,  soit monotone, a de nombreuses 
conséquences sur l'étude des programmes Pr comportant des règles de la 
forme: 

ato e for 

où for est un élément de F(L),  c'est-à-dire ne comporte que les symboles 
3, V, A, v et où désigne le connecteur d'implication habituel, c'est-à- 
dire que la formule P =, Q a la même valeur de vérité que la formule 
~ P v Q .  

- Tout d'abord elle entraîne que l'intersection de modèles de 
Herbrand d'un tel programme est encore un modèle de ce programme. 



- Elle entraîne aussi la monotonie de l'opérateur conséquence Bpr 
associé à un tel programme et introduit pour la première fois dans [43]. 

Si Bpr est l'opérateur: 

Bpr: m ( L )  -, MB(L), 
i + {atol il existe une instance ato e for & Pr, wi(for) = VI, 

cet opérateur étant monotone, admet un plus petit point fixe qui 
coïncide avec le plus petit modèle de Herbrand de Pr (intersection des 
modèles de Herbrand de Pr): en effet, les modèles de Pr sont les post- 
points f i e s  de Bpr et Bpr étant monotone, on a: B P , ? ~  ç; i, pour tout i 
modèle de Pr. 

Dans le cas d'un programme défini, Bpr est continu et 

pppf(Bp,) = ~ p , ? o .  

Comme Bpr est monotone, et que les interprétations de Herbrand 
bivaluées forment un treillis complet, Bpr admet aussi un plus grand point 
fixe. 
Il n'y a donc pas ici de points fixes maximaux ni de point fixe optimal 
comme nous l'obtiendrons dans le cas des programmes avec négation. 

Si l'on introduit la négation dans les programmes logiques, c'est-à-dire si 
l'on veut maintenant étudier les programmes comportant des règles de la 
forme: 

lit c- for 

où lit est un littéral et for une formule comportant les symboles 3, V, A, 
v, 7, *, m, (P m Q a la même valeur de vérité que (P * Q)A(Q * P)) 
on perd la propriété d'intersection des modèles même pour les 
programmes n'ayant que des règles positives. Par exemple: 

Si p, q, r sont des symboles de prédicats, fun  symbole de fonction, et Pr le 
programme suivant: 



Pour obtenir la base de Herbrand du programme, on rajoute une constante 
arbitraire a, l'univers de Herbrand (l'ensemble de tous les termes clos), est 
alors {fn(a), n 2 O). 

Tout modèle de Pr comprend, pour un n donné: 

Dans tout modèle de Pr, on a q(fn(a)) ou q(fn+l(a)); 

Si l'on prend pour Mi, le modèle contenant pour k 5 n, p(fk(a)), r(fk(a)), 
q(fk(a)); p(fn+l(a)), q(F+2(a)); pour k 2 n+2, p(fk(a)), r(fk(a)), q(fk(a)); 
pour M2, le modèle contenant pour k 5 n-1, p(fk(a)), r(fk(a)), q(fk(a)); 
p(fn(a)), q(F+ l (a)); p(fn+ l (a)), q(fn+2(a)); pour k 2 n+2, p(fn(a)), 
r(fi(a)), q(fk(a)); 

Mi n M2 ne contient ni q(fii(a)) ni q(fn+l(a)); ce n'est donc pas un modèle 
de Pr. 

Cela provient du fait qu'une formule comprenant les symboles 3, V, A, v, 
7, *, H ,  n'est plus monotone au sens où: elle ne vérifie plus 
nécessairement: i j implique wi(f0r) 5 wj(f0r). 

Pour étudier les programmes avec négation, nous avons voulu conserver 
des propriétés analogues à celles de la logique classique obtenues pour des 
programmes sans négation et en particulier une propriété de monotonie 
pour le corps des règles des programmes étudiés. 

Pour cela, nous introduisons une troisième valeur de vérité 1. Nous 
définissons une interprétation de Herbrand trivaluée comme un sous 
ensemble de Her(L) (l'ensemble des litteraux clos) vérifiant: 

ato E i implique que l a t o  P i 

On ne s'autorise donc pas, comme Pnymusinski à donner deux valeurs de 
vérité à un atome. 
Pour faciliter le parallèle avec le cas bivalué, nous considérons une 
interprétation de Herbrand bivaluée comme un cas particulier 
d'interprétation trivaluée, en écrivant tous ses éléments au lieu de n'écrire 
que les atomes positifs. 

Une interprétation bivaluée est une interprétation trivaluée telle que: 

ato E i OU ~ a t o  E i 



Nous utiliserons l'application pos: IHB(L) -t 2her(L) 
i + pos(i) = {ato E her(L) n i} 

her(L) désignant l'ensemble des atomes clos de L, et 2her(L) l'ensemble de 
ses parties, pour nous ramener à l'écriture habituelle. 

Les interprétations de Herbrand trivaluées sont des interprétations 
partielles dans le sens où tout atome clos ne possède pas nécessairement 
une valeur de vérité (V ou F). 

Un atome clos ne possède qu'une valeur de vérité contrairement à 
P n  yrnusinski. 

Nous avons choisi sur l'ensemble {V, F, 1) l'ordre 1 I F, 1 S V qui 
correspond à l'ordre naturel d'inclusion sur l'ensemble des interprétations 
de Herbrand trivaluées et qui n'est pas l'ordre choisi par Pnymusinski sur 
{V, F, 1). Cet ordre rend la bijection 0: MT(L) + {Fonctions de her(L) 
dans {V, F, 1) ), qui ii chaque interprétation i associe vvi, où vvi(ato) 
désigne la valeur de vérité d'un atome clos du langage relativement à i, 
monotone 

Cet ordre choisi sur {V, F, 1} nous permettra d'btendre la propriété de 
monotonie aux formules constituant le corps des programmes étudiés, 
c'est-à-dire aux formules comportant les symboles 3 ,  V, A, v, 1, *, = 
où * est le connecteur d'implication de Kleene et H le connecteur 
d'équivalence qui lui est associé. 

Si i et j sont deux interprétations de Herbrand trivaluées, et for une 
formule comportant les symboles 3, V, A, v, -,*, o alors: 

i r j implique wi(for) < wj(f0r) 

Si For  (L) désigne les formules du langage L comportant les symboles 3,  
V, A, v,  -, a, m, c'est maintenant l'application: 

+': MT&) + {applications de For (L) dans {V, F, 1) ), 
i + w i t F o r ( ~ ) *  

qui est monotone. 

L'idée étant, que si for est une formule dans laquelle on ne connait pas la 
valeur de vérité de certains atomes, la valeur de vérité de cette formule est 
soit inconnue, soit ne peut changer (passer de V à F ou inversement) si on 
apporte des informations supplémentaires sur des atomes la composant. 



Si l'on conserve le connecteur ¢= dans les règles lit ¢= for de programmes, 
on n'obtient toujours pas la propriété d'intersection des modèles. C'est 
pourquoi l'on introduit un nouveau connecteur d'implication noté +, que 
l'on appellera implication non monotone comme connecteur central des 
règles de programmes avec négation. On étudiera alors des programmes 
dont les règles sont de type lit t for. 

Ce connecteur d'implication n'est ni celui de Lukaziewicz, ni celui de 
Kleene, ni celui de Przymusinski. Il est défini de la manière suivante: 

A + B est Faux si A est Vrai et B # Vrai, A + B est Vrai 
sinon. 

La formule P + Q n'est pas logiquement equivalente à la formule 
TPvQ, par exemple si P et Q ont la valeur de vérité 1. 

Restreint à l'ensemble {V, F), ce connecteur coïncide avec a, le 
connecteur d'implication usuel. 

Ce connecteur d'implication n'est pas monotone, dans les deux sens 
suivants: 

- si P a la valeur 1 dans une interprétation i et la valeur V dans j 
et Q la valeur 1 dans i et j, P + Q a la valeur V dans i, et la valeur F 
dans j alors que i E j. 

- ou encore, on ne peut pas étendre la propriété de monotonie 
aux formules contenant ce connecteur d'implication +. 

Puisque la formule P + Q n'est pas logiquement équivalente à la 
formule 1 Q  + l P ,  nous aurons deux connecteurs d'équivalence associés 
à ce connecteur d'implication +. 

- le connecteur d'équivalence forte tt ,tel que la formule 
A tt B soit logiquement équivalente à la formule: 

- le connecteur d'équivalence faible + + ,tel que la formule 
A + + B soit logiquement équivalente à la formule: 

L'introduction de ce connecteur d'implication et l'extension de la propriété 
de monotonie aux formules comportant les symboles 3, V, A, v, 7, *, 
o, nous permettent d'obtenir la propriété d'intersection des modèles 
pour les programmes consistants utilisant la négation: dans le cas d'un 



programme consistant, une intersection de modèles de Herbrand de ce 
programme est encore un modèle de ce programme. 

Bien que l'on ne fasse pas de restrictions sur les programmes étudiés, les 
programmes ayant des règles positives jouent un rôle privilégié car ils 
admettent toujours un modèle. Dès que l'on autorise la négation en tête de 
règle, on peut avoir des programmes inconsistants: 

par exemple, le programme Pr suivant: 

Pour tenir compte aussi des programmes inconsistants, nous introduirons 
un élément Contra (Contradiction) que nous ajouterons à l'ensemble 
IHT(L) des interprétations de Herbrand trivaluées. 

Avec ce connecteur d'implication, on retrouve le fait que les axiomes qui 
sont des tautologies en logique classique sont des tautologies en logique 
trivaluée. 

Par exemple, A + A est une tautologie alors qu'elle ne l'est pas avec le 
connecteur * habituel de Kleene au lieu de notre connecteur d'implication 
non monotone +. 

On obtiendra de bonnes propriétés de complétude pour cette logique 
comme nous le verrons au chapitre 4. Cela permettra aussi d'affirmer que 
l'ensemble des tautologies obtenues dans chaque cas est récursivement 
énumérable. 

Avec ce connecteur d'implication et les connecteurs 7 et A, on retrouve le 
connecteur d'équivalence de Fitting z: 

A r B est logiquement équivalent à: 

Le connecteur de Fitting correspond ici à notre connecteur d'équivalence 
forte W. 

Nous généralisons ensuite l'opérateur "conséquence" introduit par 
Kowalski et Van Emden [43], en tenant compte des programmes 
inconsistants: 



Si Contra est l'élément que l'on rajoute à l'ensemble IHT(L) des 
interprétations de Herbrand trivaluées pour le cas des programmes 
inconsistants, tel que Vi E MT(L), i c Contra, l'opérateur introduit ici est 
le suivant: 

Tpr: MT(L) u {Contra) + MT(L) u {Contra) 

Tpr(i) = {lit/ il existe une instance close lit t for de Pr telle que wi(for) 
= V) 

si cet ensemble ne contient pas un atome et sa négation, 

Tpr(i) = Contra sinon. 

L'extension de la propriété de monotonie aux formules constituant le corps 
des règles des programmes étudiés, c'est-à-dire comportant les symboles 
3, V, A,  V,  1, a, c-s, nous permet d'obtenir la monotonie de cet 
opérateur qui admet par conséquent un plus petit point fixe. 

Dans le cas d'un programme défini, Tpr est continu et pppf(Tpr) = 

De plus, on démontre l'équivalence suivante: 

Pr est consistant o pppf(Tpr) # Contra 

Dans le cas d'un programme consistant, ses modèles sont les post-points 
fixes de Tp,, et son plus petit modèle ou encore l'intersection de tous les 
modèles de Herbrand coïncide avec le plus petit point fixe de Tpr 
(toujours en utilisant le fait que Tpr est monotone, on montre que T P , ? ~  
ç; i, pour tout i modèle de Pr et pour tout ordinal a). 

A partir de cet opérateur, nous pouvons retrouver celui de Fitting [9] en 
complétant notre programme. 

Il y a deux sortes de complétion: la 7-complbtion et la +-complbtion. 
La complétion d'un programme au sens de Fitting s'obtient en faisant tout 
d'abord la l-complétion de Pr et ensuite la +-complétion du --complété 
de Pr à cause de l'équivalence logique: A r B est logiquement équivalent à: 

On obâient, si Comp(7, Pr) désigne le 7-complété de Pr, 



D'autre part quand Pr est un programme sans négation (ayant des règles 
ato t for où ato est un atome et for est une formule comportant les 
symboles 3, V, A, v), nous retrouvons l'opérateur de Kowalski et Van 
Emden [43], avec l'application pos: 

L'ensemble des interprétations de Herbrand trivaluées est en bijection avec 
l'ensemble des fonctions de her(L) (l'ensemble des atomes clos de L) dans 
{V, F, 1) ou encore des fonctions partielles de her(L) dans {V, F) prenant 
la valeur 1 là où elles ne sont pas définies. Par conséquent la théorie de 
Manna et Shamir [28], pour une fonctionnelle monotone définie sur un 
ensemble de fonctions partielles, s'adapte à notre opérateur Tp,. Les 
interprétations de Herbrand trivaluées ne forment plus un treillis complet, 
puisque l'union de deux interprétations de Herbrand n'est plus 
nécessairement une interprétation de Herbrand. Il n'y a donc plus de plus 
grand point fixe de Tpr, mais une série de points fixes maximaux. Le plus 
grand point f i e  de Tp,, inclus dans tous ces points fixes maximaux est le 
point F ie  optimal de Tpr, opt(Tpr) (Manna et Shamir, [27], [28]). 

De même il n'y a pas de plus grand modèle de Pr (de plus grand post-point 
fixe de Tpr) mais plusieurs modèles maximaux. L'intersection de tous 
ces modèles maximaux est encore un modèle de Pr et constitue le modèle 
optimal opt(Pr). 

Ce modèle optimal définit une autre sémantique pour les 
programmes logiques avec négation que celle du plus petit point 
fixe. Il peut être plus intéressant parce qu'il contient plus d'informations 
puisque pppf(Tpr) c opt(Pr)* 

On introduit alors la notion d'interprétations consistantes (justifiée parce 
que les interprétations de Herbrand trivaluées sont des interprétations 
partielles). 
L'ensemble des modèles consistants d'un programme Pr admet un plus 
grand élément qui coïncide avec le modèle optimal de Pr. 

1.5 PRESENTATION GENERALE 



Comme nous l'avons exposé dans l'introduction, nous ne nous limitons 
toutefois pas aux applications directes de cette logique trivaluée à la 
programmation logique. 

- Le chapitre 2 introduit le formalisme utilisé sans se limiter aux 
interprétations de Herbrand ni aux règles de programmes. 

Nous nous plaçons successivement dans le cadre du calcul propositionnel et 
du calcul des prédicats afin de reprendre successivement ces deux 
formalismes au chapitre 4 pour établir des théorèmes de complétude sur 
cette logique. 

Dans le cadre du calcul des prédicats, on reprend le formalisme utilisé 
dans Yasuhara [45], en particulier la notion d'interprétation. 
Les deux définitions importantes de ce chapitre sont les suivantes: 

La valeur de vérité d'une formule est définie par la valeur de 
vérite de sa clôture universelle. Il ne suffit plus de dire qu'une 
formule est vraie si et seulement si sa clôture universelle est vraie puisque 
cette formule peut prendre la valeur de vérit6 Indéterminé. 

Deux formules A et B sont logiquement équivalentes si et seulement si 
la formule A t, B est une tautologie; ce qui est plus fort que de dire que 
leurs clôtures universelles ont la même valeur de vérité dans nimporte 
quelle interprétation sauf si A et B sont des formules closes. C'est la même 
chose en logique classique avec le connecteur d'équivalence usuel a. 

Dans ce chapitre, nous étudions les relations entre les modèles trivalués 
forts, faibles et bivalués. 

Dans une dernière partie, nous établissons un théorème de Herbrand 
trivalué : 

Un ensemble de clauses a un modèle de Herbrand si et seulement si il 
admet un modèle de Herbrand trivalué. 
La démonstration de ce théorème étant basée sur le fait qu'à une 
interprétation trivaluée i correspond une interprétation de Herbrand H, 
dans laquelle la valeur de vérité de tout atome clos p(ti, ..., t,,) est donnée 
par: 

- Le troisième chapitre est un chapitre essentiellement combinatoire, qui 
étudie l'expressivité des différents connecteurs. 



Nous démontrons tout d'abord un théorème général pour exprimer 
nimporte quelle fonction de {V, F, I}n  dans {V, F, 1) & l'aide d'un 
système minimal de connecteurs (7, +, 1, A). 

Puis un second théorème caractérise les fonctions f de {V, F, 1)" dans 
{V, F, 1}, monotones, telles que f({V, F]n) {V, FI et f(1, ..., 1) = 1 par 
le fait qu'elles ne s'expriment qu'avec des 7 et des v. 
La dtmonstration est constructive et donne un algorithme pour construire 
la fonction ne s'exprimant qu'avec des -, et des v à partir de celle de 
départ vérifiant les trois propriétés énoncées. 
L'idée de la démonstration est la suivante: 
à partir de f, on construit une fonction f qui vérifie les trois propriétés 
suivantes: 

1) f ne s'exprime qu'avec des 7, des A et des v. 
2) fl{V, FI" = f/{V, FI" 
3) f est monotone sur {V, F, 1)" (résulte de 1)) et 
f est maximale sur {V, F, I}n 

Le fait que f soit maximale permet ensuite d'obtenir f à partir de f en 
envisageant quatre cas: 

- Cas 2) 3(ai, ..., an) E {V, F, Iln/ f(a1, ..., an) = 1, et f(a1, ..., an) = V 
V(b1, ..., bn) E {V, F, Il*/ f@i, ..., bn) = F implique f(b1, ..., bn) = F 

- Cas 3) 3(ai, ..., an) E {V, F, Il"/ f(a1, ..., an) = 1, et f(al, ..., an) = F 
V(b1, ..., bn) E {V, F, I}n/ f(b1, ..., bn) = V implique f(bl, ..., bn) = V 

Ce sont les seuls cas à envisager car f est maximale. 

Pour les n-uplets (al, ..., an) E {V, F, Il"/ f(a1, ..., an) = 1, et f(a1, ..., an) 
= V, on construit des fonctions V(a,, ..., an) avec les connecteurs 7 et v, 
telles que: 

Pour les n-uplets (bi, ..., bn) E {V, F, Iln/ f(b1, ..., bn) = 1, et f e r ,  ..., 
bn) = F, on construit des fonctions F(bl, ..., bn) avec les connecteurs 7 et 
A, telles que: 



On construit ensuite f à partir de f, V(al, ..., a,,), F(b,, ..., bn) dans chacun 
des cas. 

- Dans le chapitre 4, on étudie la compl6tude de cette logique. 

C'est-à-dire une équivalence entre une propriété syntaxique et une 
propriété sémantique: 

L'expression A signifie que A est une formule obtenue par deduction 
à partir d'un système formel comportant des axiomes et une ou plusieurs 
règles d'inférence. 

Nous obtenons deux théorèmes de complétude en calcul propositionnel: 

pour le cas où A est une formule comprenant les connecteurs + et l, et 
le cas où A est une formule comprenant les connecteurs +, A et 7. 

Nous obtenons un théorème de complétude en calcul des prédicats: 

pour le cas où A est une formule comprenant les connecteurs + et 1, et 
le quantificateur 3. 

En calcul propositionnel, on introduit dans le cas où A comprend les 
symboles + et 1 (resp. les symboles +, A et 1 )  la formule: 

Indi(A) = -((A + TA) + -(-A -+ A)) 

(resp. la formule: 

Ces deux formules ont la valeur Vrai si A a la valeur 1, Faux sinon. 
L'introduction de ces deux formules paraît naturelle comme l'introduction 
des formules Fx(A) (Fx(A) prend la valeur Vrai si et seulement si A a la 
valeur Faux, Faux sinon) et Vr(A) (Vr(A) prend la valeur Vrai si et 
seulement si A a la valeur Vrai, Faux sinon) en logique classique. 

On introduit aussi une interprétation v telle que: 



AV = A  si wV(A) = V 
AV =TA si vvv(A) = F 
AV = Indl(A) (resp. Indz(A)) si wv(A) = 1. 

C'est l'introduction de ces deux formules Indl(A) et Ind2(A) qui diffère 
de la démonstration en logique classique. 

Pour démontrer que: 

C A + I=T A, on raisonne par induction sur la longueur de la preuve 
dans 1- A en vérifiant que chaque axiome est une tautologie et en 
utilisant le fait que la règle d'inférence utilisée est le modus ponens. 

Pour démontrer que: 

I=T A k A, on commence par montrer que si A est une formule 

comprenant les atomes pl, ..., p., on a: plV, ..., pnV AV, par induction 
sur A. 
On envisage les cas: A = p atome, A = YB, A = B -, C et dans le 
deuxième cas A = BAC. 

On en déduit alors, comme A est une tautologie: plV, ..., pnV C A, ce 
qui permet alors de démontrer par récurrence descendante sur k, que plV, 
... , pkV k A, pour 1 S k I n. Dans chaque cas l'axiome: 

(p + A) -, ( ( l p  -, A) + ((Indi(p) (resp. Ind2(p)) -, A) + A), permet 
de conclure C A. 

En calcul des prédicats, la démonstration adapte la démonstration du 
théorème de Godel, dont on trouve une version dans Yasuhara [45]. 

La partie C A IzT A du théorème ne pose pas de problèmes et se 
démontre par induction sur la longueur de la preuve dans C A en 
vérifiant que chaque axiome est une tautologie et en utilisant le fait que les 
règles d'inférence utilisées sont le modus ponens et la généralisation 
universelle. 

Pour démontrer que I=T A =, C A, on introduit la formule: 
Indi(A) = -((A + TA) + -(-A + A)), qui prend la valeur V si et 
seulement si A a la valeur 1, F sinon. 

On montre que si A est une fomule close, Ir A * C A, en montrant 
la contraposée. 



On généralise ensuite cela à n'importe quelle formule A(xl, ..., xn) ayant 
xi, ..., Xn pour variables libres: 

I=T A(xl, ..., x,) implique I=T Vxi ... Vx,A(xi, ..., xn) (par définition 
d'une tautologie) 
(=T Vxl...VxnA(xl, ..., x,) implique C Vxc ...Vx nA(xi, ..., xn) (car 

Vx1...VxnA(x1, ..., x,) est une formule close) 
n implique C A(y1, ..., y,) par un axiome et le C Vx1 ...Qx nA(x1, ..., x ) 

théorème de déduction 
A(yl, ..., y,) implique C A(x~ ,  ..., xn) en renomnant les variables 

de la preuve. 

Pour montrer que si A est une formule close non prouvable (on n'a pas: 
k A) alors A n'est pas une tautologie, on défmit les notions de théorie 
(ensemble clos par déduction, contenant des axiomes donnés au départ) 
complète et consistante: 

Une théorie 7 est complète si pour toute formule close A, 
A E 7 , l A  E TOU Indl(A) E 7. 

Une théorie 7 est consistante si pour toute formule A, 
onnlapasA E Tet -AE 7 
ou Indl(A) E 7 et -iA E 7 
ou Indi(A) E 7 et A E 7. 

Ces deux définitions généralisent les définitions classiques en y ajoutant la 
formule Ind 1 (A). 

On montre que si A est une formule close non prouvable, (on n'a pas: 
C A), alors: 

7 u {-A) ou 7 u {Indi(A)) est une théorie consistante. 

Si on démontre qu'une théone consistante a un modèle, cela entraînera 
que A n'est pas une tautologie puisque TA ou Indl(A) auront un modèle, 
ce qui signifie que A aura la valeur F ou la valeur 1 dans ce modèle. 

La partie essentielle du théorème consiste à démontrer qu'une théorie 
consistante a un modèle. 

Pour cela, on rajoute des constantes au langage {si, ..., Sn, ...), puis on 
énumère les formules closes de L commençant par un quantificateur 
existentiel: 3xij Bj(xi,) et l'on rajoute B la nouvelle theone obtenue, les 



formules 3xij Bj(xij) + Bj(sij) et en plus du cas classique les formules: 
Ind1(3xij Bj(xq)) -t Indl(Bj(sij))- 

On construit ensuite une extension complète et consistante 7* * de cette 
nouvelle théorie et on montre qu'elle admet un modèle de Herbrand défini 
par: 

Comme T ç T* * , 7 a un modèle. 

Ces théorèmes de complétude permettent d'ailleurs d'affirmer aussi que 
l'ensemble des tautologies obtenues dans chacun des cas est récursivement 
énumérable. 

- Les chapitres 5 et 6 constituent l'application de cette logique 2t la 
programmation logique. Comme nous les avons introduits dans le 
paragraphe précédent, nous les présentons rapidement dans ce paragraphe. 

- Dans le chapitre 5, on démontre la propriété d'intersection des 
modèles, on introduit l'opérateur "conséquence" associé aux programmes 
et on fait le lien avec l'opérateur introduit par Fitting pour le cas des 
programmes ayant des règles positives et l'opérateur de Van Emden et 
Kowalski pour le cas des programmes sans négation. 

- Dans le chapitre 6, on étudie spécifiquement les modèles optimaux 
dont l'existence provient de cette logique à trois valeurs de vérité. 
Ces modèles sont intéressants parce qu'ils contiennent plus d'informations 
que le pppf de l'opérateur mais le problème résidera dans leur 
calculabili té. 



CHAPITRE 2: FORMALISME 

Dans un souci b la fois de rigueur et de généralisation, nous 
donnons ici un cadre général d'étude pour la logique trivaluée sans se 
limiter aux interprétations de Herbrand qui seront le cadre d'étude des 
programmes avec négation ni aux formules qui sont des règles de 
programmes. 

Pour cela, il faut distinguer le calcul propositiomel du calcul 
des prédicats. 

Dans un premier paragraphe, nous exposons le formalisme du 
calcul propositionnel sans variables et sans quantificateurs. Ensuite, dans 
un second paragraphe on introduit le formalisme du calcul des prédicats, 
en utilisant la notion d'interprétation définie dans Yasuhara 1451 
généralisée à la notion d'interprétation trivaluée et en définissant la valeur 
de vérité d'une formule par la valeur de vérité de sa clôture universelle. 
Enfin dans l'avant-dernier paragraphe, on introduit un cas particulier 
d'interprétation trivaluée: les interprétations de Herbrand trivaluées qui 
joueront un rôle privilégié dans les programmes logiques avec négation. 

Dans le dernier paragraphe, on établit l'équivalence entre la 
consistance au sens de Herbrand et la consistance, pour un ensemble de 
clauses (en fait des formules universellement quantifiées). 

2.1 CALCUL PROPOSITIONNEL 

2.1.1 Syntaxe. 

Définition 2.1.1 
Soit P un ensemble fini ou infiniment dénombrable de 
variables propositionneIIes (atomes). 
Soit A = {(, ))l'ensemble des symboles de ponctuation. 



Soit C = A, V, H, m, =$, + +, +} l'ensemble des 
connecteurs. 
L'ensemble F( P ) , dont les atomes sont dans P , 
est défini inductivement comme suit: 
P cF(P).  
A E P ( P )  implique 4 E P(P). 
A , B E  P(P) impl ique(AyB)~ f (P)  s i y s  {A,v,w, 

H, a, ++, +}. 

Remarques: P(P) peut se définir par un procédé constructif: 
Fo =P 
F n + l = F n u  { ~ / A E  F n } u  {(AyB)/A,B E Fnet 
y €  {A,v,-,-,*,+-',+})* 
F(P ) = UnE 3~ Fn. 

N désigne l'ensemble des entiers naturels. 

+ désigne le connecteur d'implication non monotone 
introduit ici et t, le connecteur d'équivalence forte et 
+ -' le connecteur d'équivalence faible qui lui sont 
associés. 

+ désigne le connecteur d'implication de Kleene 
habituel et m, le connecteur d'équivalence qui lui est 
associé. 

Definition 2.1.2 Le plus petit entier n tel que A E F, s'appelle la 
complexité de A. 

Ce n'est pas toujours le nombre de connecteurs de A. Si p, q, r, s sont des 
atomes, @+~)A(-Jvs) E F3 alors qu'elle possède 4 connecteurs. 

Remarque:  On définit maintenant l'opération de substitution d'une 
formule à un atome dans une formule donnée: 

Definition 2.1.3 Si A E P( P ), p E P et s E F(P ), Aps, la formule 
obtenue en substituant dans A les occurrences de p par s se définit 
inductivement de la manière suivante: 

- Si A E Fo et A = p, alors Aps = s; si A = q # p, alors 
ApS = 9. 
- Si A E Fn, n > O, et A = TB, alors Aps = TB P s; 



si A = (B y C), alors A$ = (Bps y cps). 

On vérifie immédiatement que Aps est un élément de F( P ). 

Nous allons maintenant définir la valeur de vérité d'une formule en calcul 
proposi tionnel en logique tnvaluée. 

Définitions 2.1.4 Une interprétation trivaluée i est un sous ensemble 
de P u -3) tel que: 

p E i implique -.lp e i. 

Une interprétation bivaluée i est une interprétation trivaluée telle que: 

La valeur de vérité d'une formule relativement à i se définit de la manière 
suivante: 
C'est une application w i  de f (P ) dans {V, F, 1) défiie par: 

-Si A E Fo, et A = p, alors si p E i, vvi(A) = Vrai (V), 
si ~p E i, wi(A) = Faux (F), wi(A) = Indéterminé (1) 
sinon. 

N.B. On emploiera indifféremment V (resp. F, 1) ou Vrai (resp. Faux, 
Indéterminé) 

-Si A E F,,, n > O, la valeur de vérité de A est donnée 
par les tables de vérité suivantes: 



. 

W V F I  

V V F I  

F F V I  

v V F I  

F V F I  

A V F I  

V V F I  

I I I 1  

v v v v  

I V 1 1  

1  

* V F I  

V V F I  

F F F F  

I I F I  
-, 

t+ H V F I  

Remarque: On voit sur ces tables de vérité que: 

A o B a la même valeur de vérité que 

(A + B)A@ + A ) A ( ~  + 4 3 ) ~ ( l B  + 4) 
A + -1 B a la même valeur de vérité que 

(A + B)A(B -+ A) 

A w B a la même valeur de vérité que 

(A B)A(B A) 

F V V V  

I V 1 1  

V F I  

. 

V 

V V F F  V V F F  

F F V F  

F F  

V V F F  

F V V V  

I V V V  

V 

F  

F F V V  

I F V V  

1  



La valeur de vérité de A se définit en effet inductivement de la manière 
suivante: 

Si A = YB, wi(A) = YVV~(B) 
e t s i A = ( B y C ) , y e  {~,v,w,o,*,+-.,+), 
VV~(A) = y(vvi(B), vvi(C)). (y étant considéré comme 
une application de {V, F, 112 dans {V, F, 1} dont la table 
est donnée ci-dessus). 

Ces tables de vérité serviront aussi en calcul des prédicats pour définir la 
valeur de vérité d'une formule relativement à une application sur 
l'ensemble des variables. 

N.B. Par abus de langage, si VV~(A) = V (resp. F, resp. 1), on dira que A 
est vraie (resp. fausse, resp. indéterminée) dans i. 

2.1.2 Modèles et conséquences. 

Définitions 2.1.5 Une interprétation trivaluée (resp. bivaluée) i est un 
modèle fort d'un sous-ensemble 7 de F(P ) si VA E 7, VV~(A) = V. 
7 est alors fortement consistant au sens trivalué (resp. au sens bivalué). 

Une interprétation trivaluée i est un modèle faible d'un sous-ensemble 7 
de F(P) si VA E 7 ,  VV~(A) + F. 
7 est alors faiblement consistant au sens trivalué. 

Pour les interprétations bivaluées, les notions de modèle faible et fort 
coïncident: 

Proposition 2.1.1 Si i est une interprétation bivaluée, alors pour 
chaque formule for du langage L, 

vvuor) ')E w, F}. 

Démonstration Par induction sur la complexité de for, en utilisant le 
fait que tous les connecteurs utilisés dans le langage laissent stable 
l'ensemble {V, F} . 
Si for = ato, puisque i est bivaluée, alors wi(for) E {V, F} . + 
Définition 2.1.6 Si Ax et Bx sont deux sous-ensembles de F ( P ) ,  Bx 
est conséquence trivaluée forte de Ax, si et seulement si tout modèle 
trivalué fort de Ax est un modèle trivalué fort de Bx. 
On le note: 



Ax b~ Bx. 

On définit de même les notions de conséquences trivaluées faibles (Ax kt 
Bx) et de conséquence bivaluée (Ax b~ Bx). 

Définition 2.1.7 Si Ax et Bx sont deux ensembles de formules de 
iF(P), 

Ax =I b Bx (resp. Ax =I l= Bx) si et seulement si Ax et Bx ont les 
mêmes modèles trivalués forts (resp. faibles). 

On définit Ax =l b Bx de la même manière. 

Relations entre ces notions. 

Un modèle trivalué fort de Ax est un modèle trivalué faible; par 
conséquent, si Ax est fortement consistant au sens trivalué, alors il est 
faiblement consistant au sens trivalué. 

Un modèle bivalué de Ax est un modèle trivalué fort de Ax; par 
conséquent, si Ax est consistant au sens bivalué, alors il est fortement 
consistant au sens trivalué. 

Remarques: - 0 n'est pas toujours un modèle trivalué faible d'une 
formule. Ce n'est pas, par exemple un modèle trivalué faible de 
(A B) -+ A, si A et B sont deux atomes. 

- Un ensemble de formules ne possède pas nécessairement de modèle 
trivalué faible: par exemple, si A et B sont deux atomes, la formule: 
((AATA) + B) + (BATB) n'a pas de modèle trivalué. Dans n'importe 
quelle interprétation trivaluée, AATA est soit Indéterminé, soit Faux, et 
(AAYA) + B est toujours Vrai tandis que BATB n'est jamais Vrai. 

- Aucune autre implication n'est vraie: 

- Si A est un atome et Ax = (A, -A), alors 0 est un modèle trivalué 
faible de Ax sans en être un modèle trivalué fort. Ax est consistant au sens 
trivalué faible sans l'être au sens trivalué fort. 

- Même un modèle trivalué fort maximal (au sens de l'inclusion) de Ax 
n'est pas nécessairement un modèle bivalué (alors que les interpn5tations 
trivaluCes maximales sont les interprétations bivaluées). 



Par exemple, soit Ax l'ensemble {A + B, A + TB, TA + TB,  
TA + B ) où A et B sont deux atomes. Ax est fortement consistant au 
sens trivalué sans l'être au sens bivalué. Les ensembles 0, {B) et {YB) 
sont des modèles trivalués forts de Ax, les deux derniers étant des modèles 
maximaux sans être des modèles bivalués. 

Cependant, on a la proposition suivante: 

Proposition 2.1.2 Si Ax est un ensemble de formules de f (Pl, une 
interprétation trivaluée i est un modèle trivalué fort de Ax' = Ax u 
{atov-tol ato E P] si et seulement si i est une interprétation bivaluée et 
i est un modèle bivalué de Ax. 

Démonstration Si i est un modèle îrivalué fort de {atovlato/ ato E P ) 
dors Vato E P, ato E i OU l a t o  E i, et i est une interprétation bivaluée. 
Réciproquement, si i est bivaluée, alors vvi(atov--iato) = Vrai, pour tout 
ato de P. + 
- Si Ax I=T Bx, alors Ax bB Bx. 

- Si Ax I=, Bx, alors Ax bB Bx. 

Aucune autre implication n'est vraie: 

- Si Ax kg Bx, on n'a pas Ax Bx. 

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble vide et pour Bx l'ensemble 
{Av-A} où A est un atome. Toute interprétation bivaluée est un modèle 
de Ax et de Bx alors que 0 est un modèle trivalué fort de Ax et non de 
Bx. 

- Si Ax bB Bx, on n'a pas Ax kt Bx. 
Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A, 4) et pour Bx l'ensemble 
{BI où A et B sont deux atomes. Ax ne possède pas de modèle bivalué 
tandis que ( 4 3  } est un modèle trivalué faible de Ax et non de Bx. 

- Si Ax Bx, on n'a pas Ax kt Bx. 
Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A, A + B)  et pour Bx 
l'ensemble {B), où A et B sont deux atomes. Le seul modèle trivalué fort 
de Ax est {A, B); c'est un modèle trivalué fort de Bx alors que {YB) est 
un modèle trivalué faible de Ax et non de Bx. 

- Si Ax kt Bx, on n'a pas Ax Bx. 



Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A t, 7 A )  et pour Bx 
l'ensemble {A), où A est un atome. Le seul modèle trivalué faible de Ax 
est 0 qui est un modèle irivalué faible de Bx. Le seul modèle trivalué fort 
de Ax est 0 qui n'est pas un modèle trivalué fort de Bx. 

Dans la suite de ce paragraphe, on ne considèrera que des 
modèles trivalués forts et des modèles bivalués. 

2.1.3 Tautologies et équivalences trivaluées. 

Définitions 2.1.7 Une formule A de F(P ) est une tautologie trivaluée 
(resp. bivaluée) si A est vraie dans toute interprktation trivaluée (resp. 
bivaluée) i. On le note bT A (resp. bB A). 

Remarque: On n'a pas: I=T (A A). 
Par contre, on a bien: bT (A + A). 
Cette propriég présente un des intérêts du nouveau symbole d'implication 

Lemme 2.1.1 Si A et s sont des formules et p est une variable 
propositionnelle, et si A est une tautologie alors Aps est une tautologie. 

Démonstration Il faut montrer que vvi(ApS) = Vrai, pour toute 
interprétation i. Or vvi(ApS) = vvil(A), avec i' définie par vvil(q) = 
vvi(q) si q est une variable propositionnelle différente de p, VV~'(P) = 
VV~(S)  (par induction sur A). + 
Lemme 2.1.1 On a l'équivalence suivante: 

CT A w B équivaut à : 

Pour toute interprétation trivaluée i ,  VV~(A)  = vvi(B). 

Remarque: On a l'équivalent en bivalué: 

kB A o B équivaut d : 

Pour toute interprétation bivaluée i ,  vvi(A) = wi(B).  

Définition 2.1.8 Deux formules A et B sont logiquement équivalentes 
si elles vérifient l'une des conditions du lemme 2.1.1. 

On le note: A 9 B. 



On définit de même: A rBB.  

Voici des exemples d'équivalences trivaluées: 

Exemples 2.1.1 

- Par contre, on n'a pas: A -t B 9 TB + 4. 

(par exemple, si l'on prend i telle que: VV~(B) = 1 et wi(A) = V). 

- Alors que l'on a bien, dans le cas bivalué: A B sB + 4. 

- C'est l'une des raisons de l'introduction de deux symboles d'équivalence: 
w et + 4. L'unique connecteur d'équivalence o se scinde en deux. 

En effet: 

Les trois propositions suivantes établissent des liens entre les notions de 
conséquences et de tautologies, celles de conséquence et de consistance, et 
enfii d'équivalence et de tautologie. 

Proposition 2.13 Soient A 1 ,  Ag, ..., A,, B 1 ,  B2, .. ., B des formules 
de F(P). 



Toutes les assertions suivantes sont équivalentes: 

(1) {Ai, A2, ..., A d  /zT (Bi ,  B2, ..., Bm] 
(2) { A I A A ~ A  ... d d  b~ { B I ,  BP, ..., B d  
(3) {AI,  AB ..., AJ /ZT { B ~ A B ~ A  .../\BA 
(4) {Ai /u12~ ... AAJ IT {B I A B ~ A . . . A B ~ ]  
(5) {AI ,  AP, ..., An-,} kT {An + B 1, An + B2, ..., An + Bml 
(6) { A I A A ~ A  ... A A ~ . ~ }  /ZT {An + (B I A B ~ A . . . A B ~ ) }  
(7) /=T (A 1 / \ A 2 ~ . . . d n )  + @ I A B ~ A . . . A B ~ )  

Démonstration (1)¢~(2)@(3)-(4) car i est un modèle de {AI, A2, ..., A,) 
si et seulement si i est un modèle de Al hA2h ... A A ~ .  On a, de plus, si A est 
un sous-ensemble de P(P), A u {A) bT {BI o A bT A .-+ B. Donc, 
( 3 ) ~ ( 6 )  et ( 4 ) ~ ( 7 )  Enfin, on a: 
An + (BlhB2h ...  AB^) =T An -+ B ~ A A ~  + Bph...hAn + B m ,  donc 
(6)@(5). + 

Remarque: Cette proposition n'est plus vraie si l'on remplace le 
connecteur -+ par le connecteur *. On n'a plus A u {A) I=T {B ) o A 

I=T (A * B). En effet, A + A n'est plus une tautologie, aussi n'a-t-on 
plus I=T (A * A). 

Proposition 2.1.4 Soient At un élément de P et Ax un ensemble de 
formules de F(P). 

On a l'équivalence suivante: 

(11 Ax u { l A t }  n'est pas fortement consistant au sens trivalué si et 
seulement si 
(2) 4 t  n'appartient à aucun modèle trivalué fort de Ax. 

Cependant, on n'a pas, comme dans le cas bivalué: 

Ax u j-4t} n'est pas fortement consistant au sens trivalué si et seulement 
si 
At est une conséquence logique trivaluée de Ax. 

Démonstration (1)-(2) est clair. 

At est une conséquence logique trivaluée de Ax implique que Ax u (-At) 
n'est pas fortement consistant au sens trivalué. 



La réciproque est fausse comme le montre l'exemple suivant: 

Soit Ax l'ensemble: 

{ A  + B, A + TB, TA + B, TA + TB }; où A et B sont deux 
atomes. 

Ax u (TA} n'est pas fortement consistant au sens trivalué alors que l'on 
n'a pas Ax bT A, puisque 0 est un modèle trivalué fort de Ax et non de 
A. + 
Proposition 2.1.5 Soient for1 et for2deux formules de f ( P ) .  

a) for 1 ~ ~ f o r - 2  implique for 1 =/ b for2. LLI réciproque est fausse. 
b) forl =, for2 équivaut à 1 .  (for H for2). 
C )  for 1 = / k for2 équivaut à /=7- (for 1 + 4 for2). 
d )  for 1 =B for2 équivaut à /=B for 1 rn for2) et équivaut d 

for1 =le C for2. 

Démonstration a) L'implication est claire. 
Pour montrer que la réciproque est fausse, considérons les deux formules: 

(A H B), où A et B sont deux atomes. 

On a bien: 

(A t, B)A(AvTA) =l k (A o B). 

En effet un modèle de (A H B)A(AvIA) est tel que A et B sont soit tous 
les deux Faux, soit tous les deux Vrai. De même pour un modèle de 
(A o B). Cependant, on n'a pas (A t, B)A(AvYA) =, (A o B). Il 
suffit de prendre une interprétation i telle que VV~(A) = 1 et wi(B) = F. 

b) Par définition (définition 2.1.8). 

C) I=T (forl + + for2) équivaut à I=T (for1 + for2) e t  
I=T (for2 + for,), 

ce qui bquivaut à for1 I=T for2 et for2 bT forl, 
ce qui équivaut à for1 =l T b for2. 

d) Clair. + 



Remarque: forl =l != for2 implique fori =I k= for2 mais la réciproque 
est fausse. Par exemple, si A et B sont deux atomes: 

puisque ces deux expressions n'ont aucun modèle bivalué. Alors que {BI 
est un modèle trivalué fort du premier et non du second. 

2.2 CALCUL DES PREDICATS 

2.2.1 Syntaxe. 

L(*) est un langage logique comprenant: 

- Un ensemble fini ou infiniment dénombrable de variables: 
Var. 

- Pour tout n élément de N, un ensemble fini ou infuliment 
dénombrable Fn de fonctions n-aires. Les fonctions O-aires 
constituent l'ensemble des constantes Const. 

- Un ensemble A de symboles de ponctuation: {(, ), ,} 

- Pour tout n élément de N, un ensemble fini ou infiniment 
dénombrable Pn de predicats n-aires. 
PP contient éventuellement le prédicat d'égalité. 

- Un connecteur unaire: 7. 

- Un ensemble de connecteurs binaires: A, v, 7, -., 4, w, 
W,  t +. 

- Deux quantificateurs: V, 3. 

Remarque: Nous utilisons la notation L(*) employée dans le formalisme 
de Yasuhara [45]. Dans la démonstration du dernier théorème de 
complétude, on étend L(*) à L(*') en lui adjoignant des constantes. 



Définitions 2.2.1 L'ensemble des termes TER(L(*)) se définit 
inductivement de la manière suivante: 

Var c TER(L(*)); 

Const ç TER(L(*)); 

L'ensemble ATO(L(*)) des formules atomiques se définit inductivement 
de la manière suivante: 

Si tl, t2, ..., fn E TER(L(*)) et p E Pn, alors 
p(t1, t2, ... 9 tn) E ATO(L(*)). 

Les éléments de ATO(L(*)) s'appellent des atomes et les négations 
d'atomes des littéraux. 

L'ensemble FOR(L(*)) des formules se définit inductivement de la 
manière suivante: 

Si f E FOR(L(*)), alors ~f E FOR(L(*)). 

Si f, g E FOR(L(*)), et y est un connecteur binaire, 
alors (f y g) E FOR(L(*)). 

Si f E FOR(L), alors 3x f, Vx f E FOR(L(*)). 

On définit de façon usuelle les notions de variable libre, liée, et de 
formule close et de terme clos,de clôtures universelle et existentielle d'une 
formule A. 

Définitions 2.2.2 Si t et u sont deux termes, et si x est une variable, on 
définit de manière usuelle u(x + t), le terme obtenu en substituant à 
chaque occurrence de x dans u, le terme t. 

Si A est une formule et t un terme, on note A(x + t) la formule obtenue 
en substituant à, chaque occurrence libre de x dans A le terme t après 
avoir renommé les variables liées de A de sorte qu'elles ne figurent pas 



dans t (t est alors libre pour x dans A, Le.: si xi, x2, ..., xn sont les 
variables libres de t, il n'y a pas de x dans la portée d'un quantificateur de 
xi dans A). 

Définitions 2.2.3 Si A est une formule de FOR(L(*)), on définit la 
notion de sous formule de A inductivement de la manière suivante: 

- A est une sous formule de A. 
- s i A = ~ B o u A = @  y C ) a v e c y ~  { v , A , J , ~ , + , c ~ , + - ~ } ,  

B et C sont des sous formules immédiates de A. 
- Si A = Vx B ou A = 3x B, B est une sous formule immédiate de A. 
- Toute sous formule d'une sous formule immédiate de A est une 

sous formule de A. 

Si f et g sont deux formules de FOR(L(*)), on peut alors définir la notion 
de substitution de la formule f à la formule g dans une formule A de 
FOR&(*)), notée A(f t g). 

- Si f n'est pas une sous formule de A, A(f t g) = A. 
- Si A = f, A(f t g) = g. 
- Si A = TB, A(f t g) = 7B(f t g). 
- S i A = ( B y C ) a v e c y e  {v,A,J,o,+,H,++},  
A(f + g) = (B(f + g) y C(f + g)). 

- S i A = V x B , A ( f c g ) = V x B ( f t g ) .  
- S i A = 3 x B , A ( f t g ) = 3 x B ( f t  g). 

Définition 2.2.4 Une interprétation U pour L(*) est constituée d'un 
domaine non vide D; de fonctions de D" dans D; de fonctions de D" dans 
{V, F, 11- 

Il y a une bijection p fixe entre les symboles de fonctions n-aires et les 
fonctions de Dn vers D et entre les symboles de prédicats n-aires et les 
fonctions de D" dans {V, F, 1). 

Il y a une correspondance fixe @as necessairement une bijection) entre les 
constantes de L(*) et les éléments de D. 

Une assignation @ est une application de Var dans D. 

A chaque assignation, @: Var -+ D, on associe l'application valeur de 
vérit6 relativement à @, vv@: FOR(L(*)) + {V, F, I] de la façon 
suivante: 

On prolonge 4 à TER&(*)) inductivement par: 
@(f(t l~ t2, ..., tn)) = P(f)(@(f.i), 4(f2), ..., @(tn)). 



Si A est atomique, de la forme: p(tl, t2, ..., tn), 
vv$(A) = P(p)($(ti), $(t2), ..., $(tn))* 

Si A = YB, w$(A) = ~ v v @ ( B )  et si A = (B y C), avec y E {v, A, 3, m, 
+, tt, c +) , vv$(A) = Y<Vv$(B), vv$(C)) en utilisant les tables de vérité 
données en 2.1.4. 

Si A = 3x f, w$(A) = V s'il existe a E D, tel que w$(,,,)(A) = V, 
vvé(A) = F si pour tout a E D, w+(,,,)(A) = F, w$(A) = 1 sinon. 

Si A = Vx f, vv$(A) = V si pour tout a E D, w$(,+i)(A) = V, 
vv$(A) = F s'il existe a E D, tel que w$(,,,)(A) = F, vv$(A) = 1 sinon. 

L'expression désigne l'assignation $' telle que $'(y) = $(y) si y 
est une variable différente de x et $'(x) = a. 

Remarque: Si à chaque symbole de prédicat, on associe une fonction de 
D* dans {V, F), on a une interprétation bivaluée habituelle. 

Lemme 2.2.1 Soit U une interprétation sur L(*). Si t est un terme clos, 
pour toutes assignations @ et y, on a: Nt) = Mt). 

Démonstration Par induction sur t. + 
Lemme 2.2.2 Soit U une interprétation sur L(*). Si A est une formule 
atomique close, pour toutes assignations @ et y, on a: 

vv@(A) = vv yriA). 

Démonstration Par induction sur A en utilisant le lemme ci-dessus. + 

Lemme 2.2.3 Soit U une interprétation sur L(*). Soit A une formule à 
n variables libres X I ,  x2, ..., Xn. Si @ et sont des assignations telles que: 

= 1,2, ..., n, #(xj) = y(x,) alors: 

Démonstration Par induction sur t terme et ensuite sur A. + 
Lemme 2.2.4 Soit U une interprétation sur L(*). 
Si A est une formule close, pour toutes assignations @ et W, on a: 



On note vvU(A) la valeur de vérité de A relativement à U .  

Démonstration Par induction sur A. Si A est atomique, lemme 2.2.2. 
Le seul cas non trivial est A = Vx B, la seule variable libre éventuelle de B 
f5tant x- Or w@(,+,)(B) = wy(,+,)( B) d'après le lemme 2.2.3. + 
On peut maintenant définir la valeur de vérité d'une formule 
indépendamment d'une assignation, par la valeur de vérité de sa 
clôture universelle. 

Définitions 2.2.5 La valeur de vérité d'une formule A relativement à 
U est la valeur de vérité de sa clôture universelle et se note vvu(A). 
Dn a donc: w ~ A I  = wa4(VAL 

Une formule close A est vraie (resp. fausse; resp. indéterminée) dans U si 
vv,(A) = V (resp. F; resp. 1). Par conséquent: 

Une formule A est vraie dans U si sa clôture universelle est vraie dans U. 
Une formule A est satisfiable dans U si sa clôture existentielle est vraie 
dans U. 

N.B. On emploiera indifféremment V (resp. F, 1) ou Vrai (resp. Faux, 
Indéterminé) 

Lemme 2.2.5 Soit A une formule, VA sa clôture universelle, 3A sa 
clôture existentielle. On a les équivalences suivantes: 

vvU(VA) = V O V@, vv@(A) = V. 
vvu(VA) = F o 3@, vv+(A) = F. 
Dans les autres cas, vvu( VA) = I.  

vvU(3A) = V @3@, vv#(A) = V .  
v v U ( 3 )  = F o V@, vv@(A) = F. 
Dans les autres cas, wu(3 )  = I. 

Démonstration Par induction sur le nombre de variables libres de A. 

Si VA = Vx A(x) (A n'a qu'une variable libre), on utilise le fait que 
~ ~ @ ( x t r ( x ~ ) (  A) = wv(A) (lemme 2.2.3). 



vvu(vA) = V o Y+, VV+(VX A(x)) = V o V+, Vd, VV+(,,~)(A(X)) = 
v. 
Or V99 VV+(,+~)( A(x)) = V implique Vv, vvy(A) = V en prenant d 
= v(x). 
Réciproquement, Vv, vvv(A) = V implique V+, Vd, w+(,+~)(A(x)) = V 
en choisissant y~ telle que d = ~ ( x ) .  

Si A a n variables libres XI,  ..., xn, Vxn A(xl, ..., xn) a n-1 variables libres 
et VA comme clôture universelle. 

Par récurrence, 

On utilise ensuite: 

En effet dans un sens on utilise le fait que 
VVW(xn+~(xn>) (Mx1 ..., xn)) = VV~J(A(XI , ..., xn)), 

et dans l'autre sens, on considère y telle que v(xi) = +(xi) si i # n et 
v(xn) = d. + 
2.2.2 Modèles et conséquences. 

Définition 2.2.6 Une interprétation U est un modèle fort d'un 
ensemble T de formules du langage L(*) si chaque A de 7 est vraie dans 
U. 

C'est-à-dire si pour chaque A de 7 et chaque +: Var + D, 
vvg(A) = Vrai. (lemme 2.2.5). 

T est alors fortement consistant au sens trivalué. 

Une interprétation U est un modèle faible d'un ensemble T de formules du 
langage L(*) si chaque A de 7 n'est jamais fausse dans U. 

C'est-à-dire si pour chaque A de T et chaque +: Var + D, 
vv+(A) + Faux. (lemme 2.2.5) 

7 est alors faiblement consistant au sens trivalué. 



Pour les interprétations bivaluées, les notions de modèle faible et fort 
co'inciden t : 

Proposition 2.2.1 Si U est une interprétation bivaluée, alors pour 
chaque formule for du langage L(*), 

Démonstration Par induction sur la complexité de for, en utilisant le 
fait que tous les connecteurs utilisés dans le langage laissent stable 
l'ensemble {V, FI. 
Si for t- ATO(L(*)), puisque U est bivalué, alors vvu(for) E {V, F). 4 

Définition 2.2.7 Si Ax et Bx sont deux sous-ensembles de FOR(L(*)), 
Bx est conséquence trivaluée forte de Ax, si et seulement si tout modèle 
trivalué fort de Ax est un modèle trivalué fort de Bx. 
On le note: 

Ax Bx. 

On définit de même les notions de conséquences trivaluées faibles (Ax kt 
Bx) et de conséquence bivaluée (Ax b~ Bx). 

Définition 2.2.8 Si Ax et Bx sont deux ensembles de formules de 
FOR(L(*)), 

Ax =I k= Bx (resp. Ax =l l= Bx) si et seulement si Ax et Bx ont les 
mêmes modèles trivalués forts (resp. faibles). 

On définit Ax =I b Bx de la même manière. 

Relations entre ces notions. 

Un modèle trivalué fort de Ax est un modèle trivalué faible; par 
conséquent, si Ax est fortement consistant au sens trivalué, alors il est 
faiblement consistant au sens trivalué. 

Un modèle bivalué de Ax est un modèle trivalué fort de Ax; par 
conséquent, si Ax est consistant au sens bivalué, alors il est fortement 
consistant au sens trivalué. 

Aucune autre implication n'est vraie: 



On peut reprendre les contre exemples donnés en calcul propositionnel en 
introduisant des formules atomiques avec variables. 

Les symboles p et q sont deux symboles de prédicats. 

Remarques: - Si l'on interprète les prédicats par les fonctions constantes 
1 de Dn dans {V, F, 1} dans U, on n'a pas toujours un modèle trivalué 
faible d'une formule. Par exemple si on considère la formule: 

V+, we(f(x1, ..., xn)) = F, et par conséquent wu(f(xl, ..., xn)) = F. 

- Un ensemble de formules ne possède pas nécessairement de modèle 
trivalué faible: par exemple, la formule: 

Dans n'importe quelle interprétation U, vvu(f(xl, ..., xn)) = F. 
En effet vvu(f(xl, ..., x,)) = F O wU(Vf) = F @ 3$, w+(f) = F. 

Or on a: VU, V$, vvm(f) = F. 
Si $ est une valuatioR telle que +(xi) = ti, on a p(p)(tl, ..., tn) = V, F, ou 
1. 
Donc ((P(p>(ti, ..., t n ) ~ l P ( p ) ( t l ,  ..., t d )  + P(q)(ti, ..., tn)) prend 
toujours la valeur V, alors que P(q)(tl, ..., fn)h1P(q)(tl, ..., tn) ne prend 
jamais la valeur V. 

- Aucune autre implication n'est vraie: 

- Si on prend pour Ax l'ensemble: 

il admet un modèle trivalué faible dans lequel p est interprété par la 
fonction P(p) constamment égale à 1. Ax est consistant au sens trivalué 
faible sans l'être au sens trivalué fort. 

- L'ensemble Ax: 

est fortement consistant au sens trivalué sans l'être au sens bivalué. 



Dans un modèle trivalué de Ax, p est nécessairement interprété par P(p) 
constamment égale à 1 et q est interprété par n'importe quelle fonction de 
Dn dans (V, F, 1) 

Cependant, on a la proposition suivante: 

Proposition 2.2.2 Si Ax est un ensemble de formules de FOR(L(*)), 
une interprétation trivaluée U est un modèle trivalué fort de Ax' = Ax u 
{atov-tol ato E ATO(L(*))] si et seulement si U est une interprétaion 
bivaluée modèle de Ax. 

Démonstration Si U est un modèle trivalué fort de {atov~ato/  ato E 

ATO(L(*))} alors Vato E ATO(L(*)), ato = p(t1, ..., b), vvu(atov~ato) 
= V implique Y$, vv+(p(tl, ..., tn)v7p(tl, ..., tn)) = V et par conséquent 
P(p) est à valeurs dans {V, F). 
Réciproquement, si U est une interprétation bivaluée, a lors  
vv,(atov~ato) = Vrai, pour tout ato de ATO(L(*)). + 

- Si Ax 1- Bx, alors Ax bB Bx. 

- Si Ax I=, Bx, alors Ax kB Bx. 

Aucune autre implication n'est vraie: 

- Si Ax kB Bx, on n'a pas Ax bT Bx. 

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble vide et pour Bx l'ensemble: 

Toute interprétation bivaluée est un modèle de Ax et de Bx alors qu'une 
interprétation dans laquelle p est interprété par la fonction constante de 
Dn dans {V, F, 1}, égale à 1 est un modèle tivalué fort de Ax et non de 
Bx. 

- Si Ax bB Bx, on n'a pas Ax kt Bx. 
Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble: 

et pour Bx l'ensemble: 



Ax ne possède pas de modèle bivalué tandis que l'interprétation dans 
laquelle q est interprété par la fonction constante égale à Faux et p par la 
fonction constante égale à 1 est un modèle trivalué faible de Ax et non de 
Bx. 

- Si Ax Bx, on n'a pas Ax kt Bx. 
Par exemple, prenons pour Ax Sensemble: 

et pour Bx l'ensemble: 

Le seul modèle trivalué fort de Ax est l'interprétation dans laquelle p et q 
sont interprétés par la fonction constante égale à Vrai ; c'est un modèle 
trivalué fort de Bx alors que l'interprétation dans laquelle q est interprété 
par la fonction constante égale à Faux et p par la fonction constante égale 
à 1 est un modèle trivalué faible de Ax et non de Bx. 

- Si Ax kt Bx, on n'a pas Ax bT Bx. 
Par exemple, prenons pour Ax I'ensemble: 

et pour Bx I'ensemble: 

Le seul modèle trivalué faible de Ax est l'interprétation dans laquelle p est 
interprété par la fonction constante égale à 1. 
En effet si p(p) + 1, 3(di, ..., dn) E Dn tel que p(p)(di, ..., dn) # 1, si on 
prend O telle que $(xi) = di, vv~(p(x1, ..., xn) ct lp (x1 ,  ..., xn)) = F. 
Donc ce n'est pas un modèle tnvdué faible de Ax puisque Son doit avoir 
vO vv~(p(xi  ..., xn) lp(x1,  ..., xn)) # F- 
C'est un modèle trivalué faible de Bx. 
Or le seul modèle trivalué fort de Ax est l'interprétation dans laquelle p 
est interprété par la fonction constante égale à 1 qui n'est pas un modèle 
trivalué fort de Bx. 

2.2.3 Tautologies et équivalences trivaluées. 

Définition 2.2.9 Une formule A est une tautologie si elle est vraie dans 
toute interprétation du langage. 



Une formule A est satisfiable s'il existe une interprétation U dans laquelle 
elle soit satisfiable. 

On note V (*) l'ensemble des tautologies. 

Si A est une tautologie, on le note: 

Remarques: - On n'a plus l'équivalence suivante: 

bT A o B équivaut à : 

Pour toute interprétation U, vvu(VA) = wu(VB). 

En effet, A o B équivaut à: 

Pour toute interprétation U, w,(V(A o B)) = V @ 

Pour toute interprétation U,  Y@, vv@(A o B) = V o 
Pour toute interprétation U, V@, vv@(A) = vv@(B). 

Ceci entrahe bien que pour toute interprétation U, wu(VA) = wU(VB), 
mais la réciproque est fausse. 
En effet, supposons que vvu(VA) = vvu(VB) = F. 3@ telle que w$(A) = 
F et 30' telle que vvg1(B) = F mais on peut très bien avoir vv@(A) # 

vvg'(B) 

La réciproque est vraie uniquement si A et B sont des formules closes. 

De même, on n'a plus l'équivalence I=B A o B équivaut à : 

Pour toute interprétation bivaluée U, wU(VA) = wu(VB). 

On définit donc la notion d'équivalence trivaluée (et bivaluée) de la 
manière suivante, en choisissant la définition la plus forte: 

Définitions 2.2.10 Deux formules A et B de FOR(L(*)) sont 
logiquement équivalentes si elles vérifient 

On le note: A 5 B. 



On a de même A =, B si et seulement si I=T A o B par dkfinition. 

Lemme 2.2.6 Si A =TB, alors on a: 
- VA t/B 

- A et B ont les mêmes modèles trivalués forts. 
- V x A  5 Vx B 
- 3 x A ~ ~ 3 x  B 
- A s T *  

Si Al -BI et A2 4 B 2 ,  alors on a: 
- S i  y €  { V , A , * , W , + , H , + + } ,  
(AI yA2J sT (BI YB2) 

En plus des exemples donnés en 2.1.1, nous avons les exemples suivants 
d'équivalences trivaluées en calcul des prédicats. 

Exemples 2.2.1 

- Vx (PAQ) 7 (Vx P)A(VX Q). 
- 3x (PvQ) =, (3x P)v(3x Q). 
- Vx (P + Q) =, (3x P) -t Q si x n'est pas une variable libre de Q. 
- 3x (P -t Q) =, (VX P) + Q si x n'est pas une variable libre de Q. 
- 1(Vx P) 9 (3x 7P). 
- i ( 3 ~  P) 7 (VX i P ) .  

- Par contre, on n'a pas: A + B 9 TB -t 4. 

C'est une des raisons de l'introduction de deux symboles d'équivalence: t, 
et + +. 
En effet: 

Lemme 2.2.7 Soit A(x) une formule dans laquelle x est une variable 
libre. 



Soit t un terme ayant X I ,  x2, ..., xn pour variables libres, libre pour x dans 
A (il n'y a pas de x dans la portée d'un quantificateur de xi dans A, i = 1, 
2, ..., n). 

Si 4 et sont des assignations telles que Vx, s Var, xj # x, $(xj) = ~ ( x , )  
et @(t) = ~ ( x )  alors: 

Démonstration Par induction sur A. 

On commence par montrer que si u est un terme, w u )  = +(u(x + t)). 

Ce qui permet de montrer le résultat pour A atomique. 
s i  A = p(ti, ..., tn), A(x t t) = p(t1 (X t t), ..., t n ( ~  t t)). 
Or vv$(A(x + t)) = P(P)(@(~I(~  t t)), @(tn(x t t))) = B(p)(~(ti), 
~ ( t n ) )  = wv(A(x))* 

Le cas non trivial de l'induction est A(x) = Vy B(x); t est libre pour x 
dans A donc y n'est pas une variable libre de t et y # x car x est une 
variable libre de A. 

A(x + t)) = Vy B(x + t) car y # x; 

or $(yta)(t) = $(t) = iy(x) = v(yta)(x)  car y n'est pas variable libre de t 
et x ;É y. 

On applique alors l'hypothèse de récurrence à B et on a: 
VVQ(~+~)(B(X t t)) = w~(~+a)(B(x))*  

Donc vv$(A(x + t)) = w$(Vy B(x + t)) = wv(Vy B(x)) = vvv(A(x)). 
4 

Lemme 2.2.8 Si A(x) est une formule admettant x comme variable 
libre, et si t est un terme libre pour x dans A, on a: 

Si A(x) est une tautologie, alors A(x + t )  est une tautologie. 

Demonstration Soit + une assignation. Soit v telle que: Vxj E Var, Xj + 
x, Q>(xj) = y(xi) et +(t) = ~ ( x )  alors vv+(A(x + t)) = wy(A(x)) d'après 
le lemme ci-dessus. On a donc w$(A(x + t)) = Vrai puisque A(x) est une 
tautologie. 4 

Lemme 2.2.9 Si f et g sont deux formules de For(L(*)), on a: 



f =T g implique A sT A(f c g). 

Démonstration Par induction sur la formule A, en utilisant le lemme 
2.2.6. 
Soit f n'est pas une sous formule de A et A(f t- g) = A. 
Si f est une sous formule de A, on procède inductivement. 
- f = A, A =, A(f t g) n'est rien d'autre que f =, g. 
- Si f = Vx B par exemple, B 4 B(f t g) par induction, donc: 

VxB -VxB(f t g). + 

- On n'a plus comme dans le cas propositionnel: Si A et B sont deux 
formules de FOR(L(*)), 

A I=T B équivaut à: (=TA + B, 
sauf si A et B sont des formules closes. 

En effet, bT A -t B implique A bT B. Si U est un modèle de A, V@, 
vvg(A) = V, et comme v v ~ ( A  + B) = V, WQ(B) = V, donc U est un 
modèle de B. 
La réciproque est fausse: si WQ(A) = V, on n'a pas forcément v v ~ ( B )  = 
V sauf si VQ, WQ(A) = V (c'est pour cela que la réciproque est vraie avec 
des formules closes). 

- On n'a plus comme dans le cas propositionnel: Si A et B sont deux 
formules de FOR(L(*)), 

A =I T I= B équivaut à: I=T A + + B, sauf si A et B sont des 
formules closes. 

En effet, A + + B implique A =I T I= B. A + + B équivaut à VU, 

V@, [w@(A) = V o vvg(B) = VI. Si U est un modèle de A, VQ, w@(A) 
= V, par conséquent 'dé, WQ(B) = V, donc U est un modèle de B. 
La réciproque est fausse: si WQ(A) = V, on n'a pas forcément vv~(33) = 
V sauf si VQ, vv~(A)  = V (c'est pour cela que la réciproque est vraie avec 
des formules closes). 

Les propositions 2.1.3 et 2.1.5 deviennent vraies pour les formules 
closes et on a l'analogue de la proposition 2.1.4. 

Les propositions suivantes établissent des liens entre les notions de 
conséquences et de tautologies, celles de conséquence et de consistance, et 
enfin d'équivalence et de tautologie. 



Proposition 2.2.3 Soient A 1, A2, ..., An, B 1,  Bz, ..., Bm des formules 
closes de FOR(L(*)). 

Toutes les assertions suivantes sont équivalentes: 

(1) {AI ,  A2. ..., AJ IT {BI .  BzJ -*.. Bml 
(2) { A I A A ~ A  .../\Ad 1 .  {BI .  B2. .... Bml 
(3) {A1, A2. ..., An) /=T {BlnBzn ... AB,J 
(4) {A1A2n.../\A,J /=T {B I A B ~ A  ... ABJ 
(5) {AI ,  A29 .... An-1) IZT {An + B I ,  An -t BP. An -t BmI 
(6) { A l ~ 2 ~ . . . ~ n . 1 }  /sr {An+ ( B ~ A B ~ A  ... A B J }  
(7) /=T (A 1~A2~. . . / \An)  -t @ ~ A B ~ A    AB^) 

Démonstration (1)@(2)¢j(3)~4(4) car i est un modèle de {A1, A2, ..., An) 
si et seulement si i est un modèle de A1hA2r\ ... AA,. On a, de plus, si A est 
un sous-ensemble de formules closes de FOR&(*)), A u {A} k = ~  {B ) w 
A b~ A + B. Donc, ( 3 ) o ( a )  et (4)e(7)  Enfin, on a: 
An + (BlhB2h ... AB") E~ An + BlhAn -+ B2h ... hAn + Bm, donc 
(6)H(5). + 

Remarque: Cette proposition n'est plus vraie si l'on remplace le 
connecteur + par le connecteur *. On n'a plus A u {A) bT {B) o A 
IzT (A + B). En effet, A =, A n'est plus une tautologie, aussi n'a-t-on 

plus I=T (A 3 A). 

Proposition 2.2.4 Soient At = p(tlJ ..., tn) un élément de ATO(L(*)) et 
Ax un ensemble de formules de FOR(L(*)). 

On a l'équivalence suivante: 

(1) Ax u {-At} n'est pas fortement consistant au sens trivalué si et 
seulement si 
(2) 4 t  n'est vrai dans aucun modèle trivalué fort de Ax. 

Cependant, on n'a pas (même si At est un atome clos, alors que c'est vrai 
en bivalué dans le cas d'un atome clos): 

Ax u {At) n'est pas fortement consistant au sens trivalué si et seulement 
si 
At est une conséquence logique trivaluée de Ax. 

Démonstration (1)¢~(2) est clair. 



At est une conséquence logique trivaluée de Ax implique que Ax u {-iAt} 
n'est pas fortement consistant au sens trivalué. 
En effet soit U un modèle de Ax. V@, vvg(p(tl, ..., t,,)) = V et donc 
vvU(lp(t1 , ..., tn)) = F 

La réciproque est fausse comme le montre l'exemple suivant: 

Soit Ax l'ensemble: 

Ax u {-ip(xl, ..., xn)} n'est pas fortement consistant au sens ûivalué alors 
que l'on n'a pas Ax kq- p(t1, ..., tn), puisque l'interprétation dans laquelle 
p et q sont interprétés par les fonctions constamment égales à 1 est un 
modèle tivalué fort de Ax et non de p(tl, ..., h). 4 

Proposition 2.2.5 Soient for, et for2 deux formules de FOR(L(*)). 

a)  for =,-for2 implique for =/ b for2. La réciproque est fausse. 
b) fori ~ ~ f o r - 2  équivaut à (for ct for2). 
C )  I=T +for2) implique for =/ bfor2.  
Si  on suppose de plus for et for2 closes, 
for 1 =/ /=for2 implique /=T (forr + +for2). 
d )  for, =B for2 équivaut à /=B (fori o for2). 
kB (for r o for2) implique for =Ig k for2. 
Si on suppose de plus for et for2 closes, 
for, /=for2 implique /ZB (fort @for2). 

Démonstration a) L'implication est claire. 
Pour montrer que la réciproque est fausse, considérons les deux formules: 

On a bien: 

En effet un modèle trivalué fort de: 
( ~ ( ~ 1 9  ..., xn) q(x.1, xn))~(p(xi , ..., ~ n ) v - i p ( ~ i ,  ..., ~ n ) )  



est tel que p et q soient interprétés par la même fonction à valeurs dans 
{V, F), de même pour un modèle de (p(xl, ..., xn) e q(xl, ..., x,)). 
Cependant, on n'a pas: 

Il suffit de prendre une interprétation dans laquelle p est interprété la 
fonction constante = 1 et q par la fonction constante = F. 

b) Par définition de 

C) I=T (for1 +- + for2) équivaut à I=T (for1 -+ for2) e t  
I=T (for2 + for1), 

ce qui équivaut A forl /=* for2 et for2 I=T forl, si forl et for2 sont des 
formules closes (cf. la rema ue ci-dessus), ce qui équivaut à: 

forl =I 3 for2 

Remarque: for1 -1 b for2 implique forl =I /= for2 mais la réciproque 
est fausse. Par exemple: 

puisque ces deux expressions n'ont aucun modèle bivalué. 
Alors que l'interprétation dans laquelle p est interprété par la fonction 
constante égale à 1 et q par la fonction constante égale à V est un modèle 
trivalué fort du premier et non du second. 

Nous allons maintenant présenter un cas particulier important 
d'interprétation auquel nous nous limiterons dans presque toute 
la suite (sauf dans la démonstration du théorème de complétude 
en calcul des prédicats): 



2.3 LES INTERPRETATIONS DE HERBRAND 
TRIVALUEES 

Ce sont des interprétations, dans lesquelles le domaine D est l'ensemble de 
tous les termes clos, les constantes et les symboles de fonctions sont 
interprétés par eux-mêmes, le prédicat égalité est interprété par l'égalité 
syntaxique et il ne reste qu'à donner une interprétation à chaque prédicat 
n-aire (une fonction de l'ensemble: {termes c1os)n dans l'ensemble: {V, F, 
11). 

2.3.1 Syntaxe. 

Définition 2.3.1 La base de Herbrand d'un langage L, her(L) est 
l'ensemble de tous les atomes clos de L sauf ceux de la forme: t1 = t2. 
On note par Her(L) l'ensemble: her(L) u -Sier(L). 
L'univers de Herbrand Uni(L) est l'ensemble de tous les tennes clos de L. 

Définition 2.3.2 Une interprétation de Herbrand trivaluée est un sous- 
ensemble i de Her(L) tel que: 

ato E i implique l a t o  E i. 

Une interprétation de Herbrand bivaluée est une interprétation de 
Herbrand trivaluée telle que: 

Vato E her(L), ato E i ou l a t o  E i. 

On note IHT(L) l'ensemble de toutes les interprétations de Herbrand 
trivaluées sur L. 
On note MTm(L) l'ensemble IHT(L) u {Contra) 
On note IHB(L) l'ensemble de toutes les interprétations de Herbrand 
bivaluées sur L. 

Définition 2.3.3 On définit les ordres suivants sur IHT=(L) et IHB(L): 

Vi E MTDO(L), i 5 Contra. 
Vi,jtz I H T ( L ) , i S j e i c j  

où pos est l'application définie par: 

pos: IHB(L) + her(L), 

i + pos(i) = {ato E her(L) n i ) . 



L'application pos est un isomorphisme de MB(L) sur her(L). 

Habituellement une interprétation de Herbrand bivaluée n'est définie 
qu'avec sa partie positive. Cette définition lh nous permet de considérer 
une interprétation de Herbrand bivaluée comme un cas particulier 
d'interprétation trivaluée. 

Nous pouvons rapidement donner la valeur de venté d'une formule close 
relativement à une interprétation de Herbrand trivaluée (ce qui donne 
ensuite la valeur de vCrité d'une formule quelconque relativement h une 
assignation 9 puisque toute assignation 9 est à valeurs dans UNI(L)). 

Définition 2.3.4 Soit i~ IHT(L). On définit wi: {Fonnules closes de 

L) + (V, F, 1) inductivement de la façon suivante:. 

- Si f E her(L), f = p(tl, tn, ..., tn) où p n'est pas le prédicat tgalité, alors 
vvi(f) = Vrai si et seulement si f E i, Faux si et seulement si Tf E i, 
Indéterminé sinon. 

- Si f = (tl = t2), alors vvi(f) = Vrai si et seulement si tl et t2 sont 
svntaxiauement identiaues, Faux sinon. 

- Si f = --ig où g est une formule close du langage L alors vvi(f) = T V V ~ ( ~ )  
où 
T: {V, F, 1) + {V, F, 1) a la table de vérité ci-dessus (2.1.4). 

- Si f = (g y h) où g, h sont des formules closes et y est un connecteur 
binaire, alors vvi(f) = y(vvi(g), vvi(h)) où y: {V, F, 1)* -t {V, F, 1} a la 
table de vérité ci-dessus(2.1.4) pour chaque connecteur binaire y. 

- Si f = b'x g, alors vvi(f) = Vrai si et seulement si pour tout t élément de 
UNI(L), vvi(g(t)) = Vrai, vvi(f) = Faux si et seulement si il existe t 
appartenant à UNI&) tel que vvi(g(t)) = Faux, vvi(f) = Indéterminé sinon. 

- Si f = 3x g, vvi(f) = Vrai si et seulement si 3 t  E UNI(L), vvi(g(t)) = 
Vrai, vvi(f') = Faux si et seulement si Vt E UNI(L), vvi(g(t)) = Faux, 
Indéterminé sinon. 

- Dans ces deux derniers cas, on peut définir vvi(f) à l'aide des fonctions: 
A: IV, F, I}UNI(L) + {v, F, 11 et V: {v, F, I]UNI(L) + (v, F, 
1) 9 

avec A@) = V (resp. V@) = V) si et seulement si Vt e UNI(L) (resp. 3t 
E UNI(L) ), h(t) = V, 



~ ( h )  = F (resp. V(h) = F) si et seulement si 3t E UNI(L) (resp. Vt E 
UM(L) 1, = F, 
A(h) = 1 (resp. V(h) = 1) sinon, 

où h est l'application définie par: h: UNI(L) 4 {V, F, 1), h(t) = vvi(g(t)) 
(f = 3x g ou v x  g). 

On peut limiter les notions de modèles, de tautologies et d'équivalences 
trivaluées aux interprétations de Herbrand. 

On obtient dors les définitions suivantes: 

2.3.2 Modèles. 

Définition 2.3.5 Soit Ax un ensemble de formules closes du langage 
L. Une interprétation i E IHT(L) est un modèle de Herbrand trivalué fort 
(resp. faible) de Ax si et seulement si Vf E Ax, vvi(f) = Vrai (resp. + 
Faux). 

Si Ax a un modèle de Herbrand trivalué fort (resp. faible), alors Ax est 
fortement (resp. faiblement) consistant au sens de Herbrand trivalué. 

Si i E IHB(L), alors les deux notions coülcident et l'on définit: 

Définition 2.3.6 Une interprétation i E IHB(L) est un modèle de 
Herbrand bivalué de Ax si et seulement si Vf E Ax, wj(f) = Vrai. 

Si Ax a un modèle de Herbrand bivalué, alors Ax est consistant au sens de 
Herbrand bivalué. 

Relations entre toutes ces notions. 

On reprend les mêmes contre-exemples que dans le cas propositionnel, A 
et B désignant deux atomes clos de ATO(L). 

Un modèle de Herbrand trivalué fort de Ax est un modèle de Herbrand 
trivalué faible; par conséquent, si Ax est fortement consistant au sens de 
Herbrand trivalué, alors il est faiblement consistant au sens de Herbrand 
trivalué. 

Un modèle de Herbrand bivalué de Ax est un modèle de Herbrand trivalué 
fort de Ax; par conséquent, si Ax est consistant au sens de Herbrand 
bivalué, alors il est fortement consistant au sens de Herbrand ûivalué. 



Remarques: - 0 n'est pas toujours un modèle de Herbrand trivalué 
faible d'une formule. Ce n'est pas, par exemple un modèle de Herbrand 
trivalué faible de (A + B) + A 

- Un ensemble de formules ne possède pas nécessairement de modèle de 
Herbrand trivalué faible: par exemple, la formuIe: 
((AATA) + B) + (BATB). Dans n'importe quel modèle de Herbrand 
trivalué faible, AAYA est soit Indéterminé, soit Faux, et (AATA) + B 
est toujours Vrai tandis que BA* n'est jamais Vrai. 

- Aucune autre implication n'est vraie: 

- Si Ax = {A, TA}, alors 0 est un modèle de Herbrand trivalué faible de 
Ax sans être un modèle de Herbrand trivalué fort. Ax est consistant au 
sens de Herbrand trivalué faible sans l'être au sens de Herbrand trivahé 
fort. 

- Même un modèle de Herbrand trivalué fort maximal de Ax n'est pas 
nécessairement un modèle de Herbrand bivalué (alors que les 
interprétations de Herbrand trivaluées maximales sont les interprétations 
de Herbrand bivaluées). 

Par exemple, soit Ax l'ensemble {A + B, A + YB, TA + 1 B  , 
-A + B ). Ax est fortement consistant au sens de Herbrand trivalué sans 
l'être au sens bivalué. Les ensembles 0, {B) et {TB} sont des modèles de 
Herbrand trivalués forts de Ax, les deux derniers étant des modèles 
maximaux sans être des modèles bivalués. 

Cependant, on a la proposition suivante: 

Proposition 2.3.1 Une interprétation i E IHT(L) est un modèle 
trivalué fort de Ax' = Ax u {atov-ïatol ato6 her(L)} si et seulement si 
i~ IHB(L) et i est un modèle bivalué de Ax. 

Démonstration Si i E IHT(L) est un modèle trivalué fort de {a tov~ato l  
atoE her(L) ) alors Vato E her(L), ato E i ou yato E i, et i E IHB (L). 
Réciproquement, si ie IHB(L), alors vvi(atov~ato) = Vrai, pour tout ato 
de her(L). + 
Tautologies et conséquences: 

Definition 2.3.7 Soit A une fonnule de L. 
On note par: 



le fait que A soit Vraie dans toute interprétation de Herbrand trivaluée 
(i.e. sa clôture universelle est Vraie dans toute interprétation de Herbrand 
trivaluée) . 
On dit que A est une tautologie de Herbrand ûivaluée. 

(On a de même les notions de tautologie de Herbrand ûivaluée faible: A 
n'est jamais Faux dans une interprétation de Herbrand trivaluée, ce ui se 
note: ktH A et de tautologie de Herbrand bivaluée, ce qui se note:\BH 

A)- 

Lemme 2.3.1 On a, si A est une formule à n variables libres, X I ,  ..., Xn, 

Definition 2.3.8 - Soient Ax et Bx deux ensembles de formules closes. 
Bx est conséquence de Herbrand de Ax, ce qui se note: 

si et seulement si tout modèle trivalué fort de Ax est un modèle trivalué 
fort de Bx. 
(De la même façon, on définit Ax I=rn BX et Ax bBH Bx). 

Remarque: - Si Ax km Bx, alors Ax bBH Bx. 

Aucune autre implication n'est vraie: 

- Si Ax bBH Bx, on n'a pas Ax Bx. 

Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble vide et pour Bx l'ensemble 
{ A v ~ ) .  Toute interprétation de Herbrand bivaluée est un mod&le de Ax 
et de Bx alors que 0 est un modèle de Herbrand trivalué fort de Ax et 
non de Bx. 

- Si Ax bBH Bx, on n'a pas Ax btH Bx. 
Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A, 4) et pour Bx l'ensemble 
{B). Ax ne possède pas de modèle de Herbrand bivalué tandis que ( 4 3  ) 
est un modèle de Herbrand trivalué faible de Ax et non de Bx. 



- Si Ax Bx, on n'a pas Ax Bx. 
Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A, A B)  et pour Bx 
l'ensemble {B). Le seul modèle de Herbrand trivalué fort de Ax est {A, 
B}; c'est un modèle de Herbrand trivalué fort de Bx alors que {YB} est 
un modèle de Herbrand trivalué faible de Ax et non de Bx, 

- Si Ax btH Bx, on n'a pas Ax & Bx. 
Par exemple, prenons pour Ax l'ensemble {A t, -A) et pour Bx 
l'ensemble {B). Le seul modèle de Herbrand trivalué faible de Ax est 0 
qui est un modèle de Herbrand trivalué faible de Bx. Le seul modèle de 
Herbrand trivalué fort de Ax est 0 qui n'est pas un modèle trivalué fort 
de Bx. 

Définition 2.3.9 Soient A et B deux formules de L. 

Lemme 2.3.2 On a,  si A et B sont deux formules ayant leurs variables 
libres dans l'ensemble {xl,  ..., xn): 

On va établir dans ce dernier paragraphe un théorème de Herbrand 
tnvalué, c'est-à-dire une relation entre les ensembles consistants au sens 
de Herbrand et les ensembles consistants. 

2.4 UN THEOREME DE HERBRAND TRIVALUE 

Définitions 2.4.1 Une règle trivaluée est de la forme: 

lit t for 

où for est une formule ne contenant que les connecteurs *, e, v, A, 

et les quantificateurs 3, V. 

Une clause trivaluée est de la forme: 



liti,v ... vlitip t lit,, h...hlitjn 

Une clause définie tnvaluée est de la forme: 

lit + litjl h...hlitjn 

On a le théorème suivant: 

Théorème 2.4.1 

Soit S un ensemble de clauses trivaluées: 

litil v.. . vlitb + lit,, A.. .  lit^^. 

On a l'équivalence suivante: 

S a un modèle trivalué w S a un modèle de Herbrand. 

Démonstration La démonstration est basée sur le fait qu'à une 
interprétation trivaluée i, on peut associer une interprétation de Herbrand 
H, d é f d e  par: 
Si p(tl, ..., tn) est un atome CIOS, vv~(p(t , ,  ..., tn)) = vvi(p(t1, ..., h)) 
Soit 1 un modèle trivalué de S. 1 est formé d'atomes et de négations 
d'atomes (avec variables) et ne contient jamais un atome et sa négation. 
Soit US l'univers de Herbrand associé à S , formé des constantes de S et de 
tous les termes clos fabriqués à partir des constantes et des symboles de 
fonctions de S. 
Soit Bs la base de Herbrand associée à S , formée de toutes les formules 
atomiques closes de S. 
Soit 1' l'ensemble: 

{p(tl, ..., t,,) E Bs/ p(tl, ..., h) soit Vrai relativement à 1) u { ~ q ( t ' , ,  ..., 
t',)/ q(tgl, ..., t',) E BS et yq(t',, ..., t',) soit Vrai relativement à 1). 

Montrons que si 1 est un modèle trivalué de S, alors I' est un modèle de 
Herbrand trivalué de S. 

Soit F une formule de S, de la forme: 

ayant pour variables libres X I ,  ..., h. 
Soit une assignation de variables, c'est-à-dire une application de Var 
dans Us. 



v v + ( F )  = Vrai o [ V ( d l ,  ..., d,) E (US)', (Vk  = 1, ..., n, 

VV@(x~ +-dl)...(x~t dg) (litjk) = Vrai) implique 3k E { 1, ..., p} tel que 
vV$(x~ +dl) ... (xstdr) (litik) = Vrai]. 
Si lit,, est de la forme: litjk(tl, ...,tg) 
vk = l ,  *o., n, W @ ( ~ l t d l ) . . . ( ~ s t d s )  (litjk) = Vrai implique Vk = 1, ..., n, 
~ ~ ~ ' ( l i t j ~ ( t ' ~ ,  ..., ttq)) = V, où t'j = tj ( x l t d i ,  ..., xS+ds). 

Avec la définition de 1', cela implique que Vk = 1, ..., n, 
~ ~ ~ ( l i t j ~ ( t ' ~ ,  ..., tVq)) = V, et comme 1 est un modèle, 3k E {1, ..., p} 
tel que wl(litik(tVl, ..., tVq)) = V, d'où en réutilisant la définition de 1', 
3k E (1, ..., p} tel que ~ v ~ * ( l i t ~ ~ ( t ' ~ ,  ..., t$)) = V, OU encore 
3k {l ,  PI que W ~ ( x l + - ~ l ) . . . ( x s ~ ~ s )  (liti,) = Vrai, 
et I' est un modèle de Herbrand de S. + 
Remarque: De même que dans le cas bivalué, si on enlève l'hypothèse 
clause, ce théorème n'est plus vrai. 

Prenons par exemple pour S l'ensemble {p(a), 3x ~ p ( x ) } .  

Soit U l'interpretation ayant pour domaine {a, P }, dans laquelle on 
interprète la constante a par a et le prédicat p par l'application x: a + V, 
p + F. 

U est un modèle de S qui n'admet pas de modèle de Herbrand (parce que 
dans un modèle de Herbrand, on ne peut pas ajouter de constantes 
supplémentaires). 

Dans le chapitre suivant, nous étudions l'expressivité des differents 
connecteurs. 



CHAPITRE 3: EXPRESSIVITE DES 
CONNECTEURS 

3.1 INTRODUCTION 

Nous étudions ici l'expressivité des différents connecteurs en logique 
trivaluée. 
Ceci peut être utile dans la pratique, pour construire des systèmes experts 
à base de règles qui contiennent d'autres symboles que le 7, A, v, + 
prévus. 

Le formalisme utilisé est celui introduit en 2.1, auquel nous rajoutons des 
connecteurs supplémentaires pour des facilités d'écriture. 

Nous nous limitons ici aux foxmules du calcul propositionnel utilisant les 
connecteurs usuels de la logique bivaluée classique 7, A, v, *, e, 
auxquels nous ajoutons les constantes V, F, 1, le connecteur +, et les 
connecteurs H, + + et Vr, Fx, Ind qui en découlent. 

Nous noterons de la même façon les connecteurs n-aires et les opérateurs 
de {V, F, 1)" dans {V, F, 1) qui leur sont associ6s. 

Dans une première partie, nous étudierons l'expressivité des connecteurs 
et nous en déduirons un système générateur de connecteurs pour exprimer 
une formule générale du langage. A chaque formule du langage, 
correspondra une formule construite avec les mêmes atomes et des 
connecteurs de ce système. 

Dans une deuxième partie nous étudierons directement les fonctions de 
{V, F, 1)" dans {V, F, 1) et nous donnerons des systèmes minimaux de 
connecteurs permettant de les exprimer. Nous obtiendrons donc un 
résultat plus général que précédemment. 

Dans une dernière partie, nous caractérisons les fonctions monotones de 
{V, F, 1)" dans {V, F, 1} telles que f({V, FIn) c {V, F} et f(1, ..., 1) = 1. 



Nous montrons qu'une telle fonction peut ne s'écrire qu'avec des 7 et des 
v et nous donnons l'algorithme permettant de trouver la fonction avec des 
7 et des v qui lui est associée. 

3.2 FORMALISME 

Le formalisme utilisé est le même qu'en 2.1, sauf que l'on a rajouté les 
connecteurs O-aires V, F, 1, et les connecteurs unaires Vr, Fx, Ind. 

Définition 3.2.1 
Soit P l'ensemble des variables propositionnelles 
(atomes). 

Soit = {(, )], l'ensemble des symboles de ponctuation 

Soit Const = {V, F, 1) l'ensemble des constantes. 

Soit Cl = {y, Ind, Fx, Vr) l'ensemble des connecteurs 
maires. 

Soit C2 = {A, V, a ,  e, +, w, + -+) l'ensemble des 
connecteurs binaires. 

L'ensemble F(P ) des formules dont les atomes sont dans 
P, est défini inductivement comme suit: 

Const c F(P 1. 

A E P(P ) implique Ind(A), Vr(A), Fx(A), 4 E 

F(P ). 

A, B E T(P) implique (AyB) s P(P) si y s {A, v, a ,  
a,+, f-), +-)). 

Si f s P(P) et a pour atomes Al,  ..., A,, on note f par f(Ai, ..., A,). 



Remarque: 
F(P) peut se définir par un procédé constructif: 

Fo u Const .  
Fn+1= Fn u {Ind(A), Vr(A), Fx(A), -A/ A E Fn ) u 
{AyB/A,B E F n e t y s  { A , V , ~ ,  o, +,-,+-)). 

F(P) = u n E ~  Fn. 

Définition 3.2.2 La valeur de vérité d'une formule relativement à i se 
définit de la manière suivante: 

C'est une application vvi de F( P ) dans { V, F, 1) définie par: 

- Si A E Fo, et A = p, alors si p E i, wi(A) = Vrai (V), si 
-~p E i, wi(A) = Faux (F), wi(A) = Indéterminé (1) sinon. 

Si A E Const ,  la valeur de vérité de A est indépendante 
de l'interprétation i: 
- A = 1, VV~(A) = 1. 
- A = F, wi(A) = F. 
- A = V, wi(A) = V. 

- Si A E Fn, n > O, la valeur de vérité de A est donnée 
par les tables de vérité données en 2.1 pour les connecteurs 
l ,A,v ,* ,a ,+ ,w,+- ' .  

Si A = Ind(B), wi(A) = V wi(B) = 1, 
wi(A) = F sinon. 
Si A = Vr(B), VV~(A) = V wi(B) = V, 
wi(A) = F sinon. 
Si A = Fx(B), VV~(A) = V wi(B) = F, 
wi(A) = F sinon. 

Remarque: Le centre d'un connecteur étant sa restriction à {V, FIn, 3 
et + ont même centre et w, w, ++ ont même centre. 



3.3. EXPRESSIVITE DES CONNECTEURS 
1, " 9  1, + 

3.3.1 Avec les connecteurs 1, v (resp. 7, A; resp. -I,*) on obtient 1 ,  
v ,  A, *, F). On ne peut pas exprimer les connecteurs 1, V, F, Ind, Vr, 
Fx, 4, w, ++. 
a) Avec 1 ,  v on obtient A, 3, m. En effet: 

b) Avec 1 ,  A on obtient v, *, e. En effet on obtient v ,  et on utilise a). 

C) Avec a, -i on obbtient A , v, m. En effet on obtient v, et on utilise 
a) 

d) Avec -, v (resp. l, A; resp. 1 ,  J) on ne peut pas exprimer les 
connecteurs 1, V, F, Ind, Vr, Fx, +, w, + +. 
En effet V, F, Ind, Vr, Fx, +, H, + -+ ne prennent jamais la valeur 1. Or 
si f est une fonction de {V, F, 1)" dans {V, F, 1) n'utilisant que 7, v,  on a 
f(1, ..., 1) = 1 (par réccurrence sur le nombre de connecteurs de f ) .  

Si f est une fonction de {V, F, Iln dans {V, F, 1) n'utilisant que 7, v ,  on 
a f(V, ..., V) = V (par réccurrence sur le nombre de connecteurs de f); 
donc on ne peut obtenir la fonction constante 1 à partir de 1, v. 

3.3.2 Avec 4 et 7, on peut obtenir Vr, Fx, Ind et + +. 

Ind(X) sT l ( ( X  -+ l x )  + - ( l x  + X)) 



A + + B - , l ( ( A +  B ) + l ( B  + A)) 

3.3.3 Un seul des connecteurs Ind, Fx, Vr, permet de retrouver les deux 
autres avec 1 ,  v (resp. 1, A; resp. 1, *). 

3.3.4 Un seul des connecteurs Ind, Fx, Vr, + , H, + + permet de 
retrouver les deux autres avec 1 ,  v (resp. 1 ,  A; resp. 1, *). 

a) En effet d'après 3.3.2, avec -+, 1, on peut obtenir Ind, Fx, Vr, + -.. 
Avec +, 1, A on obtient tt car 

b) Avec tt et 1 on peut obtenir Ind car Ind(X) =T X w YX. D'après 
3.3.3 on peut donc obtenir Fx et Vr avec t t ,  1, et v (puisque l'on obtient 
aussi A). 
Avec w, 7 et v on peut obtenir +. En effet: 

et Vr, Fx, Ind s'expriment avec t t ,  1 ,  et v d'après 3.3.2. 
On peut donc obtenir + -) avec tt, 1 et v puisque 

A + + B  zT (A-+ B)A(B + A) 
(OU bien A * + B sT -((A + B) -+ -i(B -+ A))) 

c) Avec + +, et v on peut obtenir ++. En effet: 

par conséquent, on peut obtenir Ind, Fx, Vr, + d'après ci-dessus. 



d) Avec Ind, 1 et v on peut obtenir Vr et Fx (3.3.3), puis + car 

puis t, et + -t (a). 

e) De même avec Fx, 7 et v. 

f )  De même avec Vr, 1 et v. 

3.3.5 A v e c - i , ~ , v , - . , ~ , + , ~ , + - t ,  Vr, Fx, Ind, V, F o n n e p e u t  
pas obtenir la constante 1. La constante 1 fera donc partie du système 
minimal de connecteurs. 

Si f est une fonction de {V, F, 1)" dans {V, F, 1) utilisant tous ces 
connecteurs, on a: 

f(V, ..., V) = V ou F (par récurrence sur le nombre de connecteurs de f); 
donc on ne peut obtenir la fonction constante 1 à partir de 7, v, *, o, 
-+, H, + +, Vr, Fx, Ind, V, F. 

On obtient alors la proposition suivante: 

Proposition 3.3.1 Pour toute formule f(A 1,  ..., An) de F(P) ayant 
pour atomes A 1,  ..., An, il existe une formule g(A 1, ..., A,) de F ( P )  
ayant pour atomes AI,  ..., A,, et ayant ses connecteurs dans l'ensemble 
{+, 7, A, I) logiquement équivalente b f(A1, ..., A,). 

Démonstration Par induction sur la formule f(A1, ..., A,). 

Si f est un atome c'est terminé. 

Si f est une constante: 

Soit f = 1 et c'est termin6. 
Soit f = V, alors f aT 1 4 1. 
Soit f = F, alors f =, (1 + 1) + 1. 

Si f n'est ni une constante ni un atome, on procède par induction. 

Si f = Vr(X), Fx(X), Ind(X), A + + B, on utilise: 



Ind(X) ET 7 ( ( X  -t - l x )  -+ l ( 1 X  -t X)) 
A + + B s T y ( ( A - t B ) + ~ ( B +  A)) 

et on applique l'hypothèse d'induction à X, A, B. 

Si f = A t, B, AvB, A -4 B, A m B, on utilise: 

et on applique l'hypothèse d'induction à A et à B. 

Si f = A + B, AAB, on applique l'hypothèse d'induction h A et B. + 
Remarques: 1) On peut remplacer dans ce système (1,  A, -+, 1): 

- A  par v (3.3.1 b) 
- A par + (3.3.1 c) 
- + successivement par Ind, Vr, Fx, H, + + (3.3.4). 

2) La constante 1 fait forcément partie du système minimal de 
connecteurs. 

3) On verra dans le paragraphe suivant que (-1, A, +, 1) est un système 
minimal de connecteurs. 

3.4 UN SYSTEME GENERATEUR DE 
FONCTIONS DE 

{V, F, I)n DANS {V, F, 1) 

Definition 3.4.1 Soient (aik) les éléments de {V, F, Iln, 1 < i S 3, 
1 < k S n, et Q les fonctions de {V, F, IIn dans {V, F, 1} définies par: 

On a alors fik(aj) = V si a, = aik, F sinon. 

Proposition 3.4.2 Soit f une fonction de {V, F, Iln dans v, F, I} .  



a) Si V(a1, ..., an) E p, F, IIn, f(al, ..., an) = F, alors: 

f(a1, ..., an) = g(a 1 ,  ..., an) avec 

g(ai, ..., an) = ( ( ( a l ~ * ~ ) ~ . . . ~ ( a n ~ - n ) )  + an) 4 (an~*n) .  

b) Sinon f(al, ..., a,) = g(al, ..., an) avec 

D é m o n s t r a t i o n  a) V ( a ,  ..., an) E {V, F, I l n ,  
((alA-ial)A ... ~ ( a , ~ - i a , ) )  + an prend la valeur V et (anA7an) prend la 
valeur F ou 1, donc la fonction g du a) est constamment égale à F. 

b) Soit (bl, ..., bn) tel que f(bl, ..., bn) = F. 

Alors V(il, ..., in) tel que f(ail, ..., ai,) = 1, 3jl bj # a$ et fij(bj) = F. 

De même, V(il, ..., in) tel que f(ail, ..., ai,,) = V, 3jI bj + ai, et fij(bj) = F. 
Donc g(bl, ..., bn) = F. 

Soit (bl, ..., bn) tel que f(bl, ..., bn) = V. 

Alors 3(i1, ..., in) tel que f(ail, ..., ai,) = V, avec (ail, ..., ai,) = (bi, ..., 
bn). La deuxième partie de la disjonction définissant g prend la valeur V 
alors que la première prend la valeur F. Donc g e l ,  ..., b,) = V = f(b1, 
..., bn). 

Soit (bl, ..., bn) tel que f(b1, ..., bn) = 1. 

Alors 3(il, ..., in) tel que f(ail, ..., ai,,) = 1, avec (ail, ..., ai,,) = (b1, ..., 
b,). La première partie de la disjonction définissant g prend la valeur 1 
alors que la deuxième prend la valeur F. 
Donc g(bl, ..., bn) = 1 = f(h, ..., bn). 4 

Corollaire 3.4.1 (7, v, +, 1) est un système générateur de l'ensemble 
des fonctions de v, F, IIn dans IV, F, I}. 



Demonstration Les fonctions Vr, Fx, Ind servant B exprimer les fi, 
s'expriment avec 7, +, d'après 3.3.2 et le connecteur A s'exprime avec -, 
et v. + 

Remarques: - La proposition 3.4.2 permet de retrouver la proposition 
3.3.1. En effet, soit f(Al , ..., An) une formule de F(P ) ayant pour atomes 
Al, ..., An. A f est associée une fonction @ de {V, F, 1)" dans (V, F, 1). 

Si al, ..., an sont les valeurs de vérité de Al, ..., An, @(al, ..., an) = g(a1, 
..., an), où g est une fonction ne comportant que les connecteurs 1, v, +, 
1. On a alors f(A1, ..., An) =T g(A1, ..., An). 

- De même que dans 3.3.1, on peut remplacer dans ce système (1, v, +, 
1): 

- v par A (3.3.1 b) 

- A par (3.3.1 C) 

- + successivement par Ind, Vr, Fx, H, + + (3.3.4). 

On obtient alors d'autres systèmes générateurs équivalents. 

- La constante 1 fait forcément partie du système (3.3.5). 

Proposition 3.4.3 (7, v, +, 1) est un système minimal pour exprimer 
les fonctions de {V, F, IIn dans w, F,  I} .  

Démonstration - On supprime le 1. 

Soit f une formule utilisant uniquement les connecteurs v ,  +, 1 et 
exprimant le 7. 

La fonction f a au moins un connecteur car la fonction de (V, F, 1) dans 
{V, F, 1), qui à b, associe -ïb n'est pas constante. 

Elle possède forcément le connecteur v comme connecteur de plus haut 
niveau car g + h ne peut prendre la valeur 1 alors que f peut. 

On décompose f en une disjonction de formules gi ayant la propriété 
suivante: 



Soit gi = 1, soit gi possède -t comme connecteur de plus haut niveau. 

On a: f = g1v ... vgn avec n 2 2, d'après ci-dessus. 

Si b = 1, f(b) = 1 et par conséquent l'un au moins des gi vaut 1, puisque les 
gi possèdant + comme connecteur de plus haut niveau ne peuvent prendre 
la valeur 1. 
Si b = V, f(b) = F, or glv ... vg, ne peut prendre la valeur F, puisque l'un 
des gi vaut 1. 

- On supprime le v. 

Soit f une formule utilisant uniquement les connecteurs 1, +, 1 et 
exprimant le v. 

La fonction f a au moins un connecteur car la fonction de {V, F, II2 dans 
{V, F, 1}, qui à (a,b) associe avb n'est pas constante. 

Elle possède forcément le connecteur -I comme connecteur de plus haut 
niveau car g -t h ne peut prendre la valeur 1 alors que f peut. 

On décompose f de la manière suivante: 

f = 7...T(g + h), le 6tant répété n fois avec n 2 1 d'après ci-dessus. 
En effet la fonction f possède forcément le connecteur + car f ne prend 
pas constamment la valeur 1. 

Dans ce cas f ne prend jamais la valeur 1. 

- On supprime le 1. 

Si 1 = f(A1, ..., A,), où f est une formule utilisant uniquement les 
connecteurs 7 ,  +, v, alors en donnant à tous les Ai la valeur V, on 
n'obtiendra jamais la valeur 1. 

- On supprime le +. 

Supposons que A + B = f(A,B) où f est une formule ne comportant que 
les connecteurs -.l, v, 1. 

En donnant à A et B la valeur 1, on aboutit à une contradiction. + 



3.5. EXPRESSIVITE DES CONNECTEURS 
7 ET v 

Dans ce paragraphe, nous allons caractériser les fonctions f ne 
s'exprimant qu'avec des 7 et des v par le théorème suivant: 

3.5.1 Enoncé du théorème. 

Thkorème 3.5.1 Soit f une fonction de w, Fj I l n  dans iV, Fj I}. 

f ne s'exprime qu'avec des 7 et des v si et seulement si: 

f vérifie les trois propriétés suivantes: 

1 )  f laisse stable iV, FI : f(K FIn) c iV, FI. 

3 )  f est monotone de {V, F, IIn  dans iV, F ,  I}, l'ordre sur 
w, F, IIn étant l'ordre induit par l'ordre sur {V, F, 1}: 
I I V , I I F , I S I , F I F ,  V I V .  

3.5.2 Démonstration 
a) Une fonction ne s'exprimant qu'avec des 7 et des v vérifie les trois 
propriétés ci-dessus: par récurrence sur le nombre k de connecteurs de la 
fonction. 

- Si k = 1, f(al, ..., a,) = -ai, OU f(al, ..., an) = aivaj, vérifient les 
propriétés 1, 2, 3. 

- Si f(al, ..., an) = lh(al, ..., an), où h ne s'exprime qu'avec des -ï et des 
v, h vérifie les propriés 1, 2, 3 par induction et f les vérifie à cause du 
connecteur 1. 

- De même si f(al, ..., a,) = g(a1, ..., an)vh(al, ..., an), par induction et à 
cause du connecteur v. 

b) Nous allons montrer qu'une fonction vérifiant les propriétés 1, 2, 3 ne 
s'exprime qu'avec des 7 et des v .  Le résultat reste vrai si l'on fait 
intervenir le connecteur A puisqu'il ne s'exprime qu'avec des et des v. 

Le cas n = 1 ne présente pas de difficultés: 



Si f est une fonction de {V, F, 1) dans {V, F, 1}, vérifiant les propriétés 
1, 2, 3, il n'existe que 4 possibilités pour f puisque f({V, F)) = {V, F) et 
f(1) = 1. 

Dans ce cas f(A) = A 

Dans ce cas f(A) = A v 4  

Dans ce cas f(A) = 4 A v - A )  

Dans ce cas f(A) = 4 

Le cas n = 1 étant désonnais éliminé, on suppose n 2 2. 

Première dtape: On construit une fonction f sur {V, F, Iln associée à f 
vérifiant les propriétés suivantes: 

1 f ne s'exprime qu'avec des A, 1, v. 
(On a alors f(1, ..., 1) = 1). 

2 La restriction f/{V, FIn de f à (V, FIn est égale à 
la restriction f/{V, FIn de f à {V, FIn. 

3 f est monotone sur {V, F, 1)" (résulte du 1) et f est 
maximale sur {V, F, 1)": 

n 1 1)n-1 V(a1, ..., (ai), O-., an) E {V, F, 1) - -( , 
f(al, ..., V, ..., an) = f(a1, ..., F, ..., an) * 

f(al, ..., 1, ..., a,) = f(a1, ..., V, ..., an) = f(al, ..., F, ..., a,). 



Remarque: La maxirnalité de f permettra d'obtenir f à partir de f. 

3.5.2.1 Construction de f. 

Definition 3.5.2.1 Un monôme aj est inclus dans f, (notation: a, c f) 
si: 

( 1 ,  , ( c )  , C )  E {V, F)"', f(c1, ..., V, ..., cn) = V. 

Un monôme -ta, est inclus dans f, (notation: ~ a ,  ai f )  si: 
V(cl, ..., (ci), ..., c,) E {V, FIn-', f(cl, ..., F, ..., cn) = V. 

On définit ensuite par induction l'inclusion d'un produit de monômes dans 
f où le produit désigne la conjonction des monômes. 

Un produit de monômes apl ... apr est inclus dans f (notation: apl ... apr c f) 
si: 
aucun des sous produits de monômes n'est inclus dans f et 
V ( C ~ ,  ..., (cpl), ..., (cpr), ..., c,) E {V, FIn-', f(cl, m.., V, ..., V, ...Y cn) = 
v. 
On peut remplacer api par 7 a p i  à condition de remplacer V par F à 
l'endroit correspondant (la pi-ème place) dans f(cl, ..., V, ..., V, ..., c,). 

La notation aj désignera soit a, soit laj .  

Définition 3.5.2.2 On définit alors la fonction f par: 

Si V(al, ..., a,) E {V, FIn, f(at, ..., a,) = F, alors: 
f (al, ..., an) = (al A T ~ ~ ) A . . . A ( ~ ~ A - I ~ ~ ) .  

Si f n'est pas constamment égale F sur {V, FIn, 

vv 
{(p*q)/ BpBq c f @Paq) 

v... 

Le produit ap, ... a,, designe la conjonction UpiA ... /\apr et api = api si Bpi 
= bpi et -api si PPi = 7bpi. 



Remarque: Sans faire appel à la définition 3.5.2.1, on peut définir f de 
la façon suivante: 

v v  
B2 = {(bp,bq)~ ( v , F ) ~ /  bkb BI et b'(c1, ..., (c,), .... (cq) ,..., C ~ ) E  (v,F) n-2, 

f ( ~ 1 ,  ..., bp, ..., bq ,... ,cn)=V) ) 

v... 

Le produit a,, ... a,, désigne la conjonction apl A...Aa,, et api = a,, si bpi 
= V et 7api  si bpi = F. 

3.5.2.2 Exemple. 

Soit f la fonction à trois variables définie sur par: 

On peut alors calculer la valeur de la fonction g maximale et monotone 
sur ayant même centre que f: 



g(V,I,V) = 1 * g(I,I,V) = g(V,I,I) = g(I,I,I) = I.(g est 
monotone). 
g(I,V,V) = g(I,V,F) = V a g(I,V,I) = V. 
g(I,V,V) * g(I,F,V) * g(I,I,V) = 1. 
g(V,F,I) = 1 * gO,F,I) = g(V,I,I) = g(I,I,r) = 1. 
g(I,F,F) = 1 =, g(I,I,F) = g(I,F,I) = g(I,I,I) = 1. 
g(F,I,V) = 1 * g(I,I,V) = g(F,I,I) = g(I,I,I) = 1. 
g(F,V,I) + g(F,F,I) * g(F,I,I) = 1. 

On a ainsi obtenu les 27 valeurs de vérité de g. On vérifiera par la suite 
que f et g coïncident. 

Remarque: Il existe plusieurs fonctions monotones sur {V, F, I}n ayant 
même centre que f et vérifiant f(1, ..., 1) = I. 

On construit maintenant sur cet exemple f A partir de f. 

f(V,V,V) = f(V,V,F) = f(F,V,V) = f(F,V,F) donc a2 c f. 

D'autre part f(V,V,F) = f(V,F,F) = V donc a1783 c f. 

Par conséquent f (al, a2, a3) = azv(a1 h7a3). 

On vérifie sur cet exemple que: 

1) f a même centre que f. 
2) f (v,I,v) = 1 f (v,v,I) = v f (I,V,V) = V f (V,F,I) = 1 

f (I,F,V) = F f (V,I,F) = V f (I,V,F) = V f (I,F,F) = 1 
f(F,I,V) = 1 f(F,V,I) = V f(F,F,I) = F f(F,I,F) = 1 
f (I,I,v) = 1 f(v,I,I) = 1 f (I,v,I) = V f (I,F,I) = 1 
f(I,I,F) = 1 f(F,I,I) = 1 f(I,I,I) = 1 



Donc f coïncide avec la fonction maximale g. 

3.5.2.3 Montrons que la fonction f ainsi construite vérifie les 
propriétés voulues. 

1) f vérifie la proprieté 1 puisqu'elle ne s'exprime qu'avec des 7, A et des 
v. 
On a donc bien aussi f(1, ..., 1) = 1. 

2) f a même centre que f. 

- Soit V(bl, ..., bn) E {V, F}" f(bl, ..., bn) = F, et par construction de f ,  
1 n E IV, FIn, f@1, 0 - - ,  bn) = F* 

- Si f n'est pas constamment égale 21 F, on vérifie que f a même centre que 
f. 

- Soit (al, ..., an) E {V, FIn, f(al, ..., an) = V, deux cas se présentent 
alors: 

a) Il existe {ai1, ..., aip} c {al, ..., an] tel que: 
( c ,  . ( a 1 )  . ( a i p  . C )  E {V, F)"P, f(cl, ..., ai1, ..., aip, ..., c,) = 
v. 
Soit r l'entier minimum vérifiant cette propriété. 

Autrement dit: 
(Pi, ...Bir) c f (bl, ..., bn) avec Bij = bij si aij = V, = l b i j  si aij = F* 

Donc f (al, ..., an) = V. 

b) Si le cas a) ne se produit pas, dans f(bl, ..., bn) intervient le produit 
B1...Bn avec Pi = bi si ai = V, = Ybi si ai 2: F. 

On a bien f (al, ..., an) = V. 

- Soit (al, ..., an) E {V, F}", f(a1, ..., an) = F, dans ce cas il n'existe pas de 
{ai1, ..., aipl C {al, ..., an) tel que: 
V(c1, ..., (ai1), ..., (aip), ..., cn) E {V, FIn-p, f(clr ..., ai1, ..., aip, ..., cn) = 
v. 
En effet cela entraînerait que f(al, ..., an) = V. 

De plus, V(bl, ..., bn) E {V, F) ", f(b1, ..., bn) = V, on a: 
(bi, ..., bn) + (al, ..., an). 



Donc, par construction de f, f (a1, ..., an) = F. 

3) f est maximale. 

n 1 1)n-1 Q(a1, O-, (ai), -*, an) {V, F, 1) - -( 
(f(a1, ..., V, ..., an) = f(al, ..., F, ..., an) * 

f (al, ..., 1, ..., a,) = f (al, ..., V, ..., an) = f (a1, ..., F, ..., a,)). 

Dans le cas où f(al, ..., a,) = (a l~-a l )~ . . .~(an~-an) ,  
v(a1, ..., (ai), ..., an) E {V, F, I}n-l-(I)n-l, 

f (a1, ..., 1, ..., an) = F, donc on peut eliminer ce cas. 

On démontre que: 
Q((al), ..., an) E {V, F, I}n-l-(I)n-l, 

f(V, ..., a,)= f(F, ..., a n ) = a  
f (1, ..., a,) = a 

(On suppose pour plus de simplicité que i = 1.) 

On rappelle l'expression de f: 

f (a1 , an) = V {j/ Bj f} 
(a,) 

v v  
{ (p,q)/ BpBq c f 1 

v... 

... v v  
($1  ...$ n c f )  (a1 ... an).  

Premier cas: a = F. 

A) Ni al ni -.la1 n'apparaissent dans f. 

Alors f(a1, ..., a,) = exp(a2, ..., an) auquel cas on a f (V, ..., an) = f (E ..., 
an) = f(1, ..., a,) = F. 

B) Le monôme a1 apparaît dans la d6composition de f. 

Vu l'expression de f on a: 
f (al, ..., an) 9 a~v(lalexpt(an, ..., an))v(exp2(a2, ..., an)) 
(en effet le mônome a1 n'apparaît plus dans un produit de mônomes) 



Cette équivalence trivaluée est obtenue en factorisant -, al dans 
l'expression de f. 

Alors f (V, ..., an) = V donc c'est impossible. 

C) De même si le monôme l a 1  apparaît dans la décomposition de f ,  f (F, 
..., a,) = V donc c'est impossible. 

D) Il reste donc le cas où: 

Cette équivalence trivaluée est obtenue en factorisant dans l'expression de 
f al et lai. 

f(F, ..., an) = F + exp2(a2, ..., a,) = F et exp3(a2, ..., an) = F. 

Donc f (1, ..., a,) = F et c'est terminé. 

Deuxième cas: a = V. 

A) Ni al ni -al n'apparaissent dans f. 

Alors f (al, ..., an) = exp(a2, ..., a,) auquel cas on a f (V, ..., an) = f (F, ..., 
an) = f(1, ..., a,) = V. 

B) Le monôme al apparaît dans la décomposition de f et le monôme -al 
n'apparaît pas dans la décomposition de f. 

Vu l'expression de f on a: 

f (ai, ..., an) al v(exp2(a2, ..., an)). 

Alors f (F, ..., an) = V * exp2(a2, ..., an) = V et f (1, ..., an) = V. 

C) De même si le monôme -al apparaît dans la décomposition de f et le 
monôme -al n'apparaît pas dans la décomposition de f. 

Vu l'expression de f on a: 



Alors f(V, ..., a,) = V * exp2(a2, ..., an) = V et f(I, ..., an) = V. 

D) Le monôme al ainsi que le monôme l a 1  apparaissent dans la 
décomposition de f. 

On a alors: Pour i # 1, 

v(al ,  ..., (ai), ..., an) E {V, 
f (al, ..., V, ..., an) = f(al , ..., F, ..., an) = V. 

Comme f et f ont même centre, 

's'(a1, ..., (ai), ..., an) E {V, FIn-l, 
f(al, ..., V, ..., an) = f(al, ..., F, ..., an) = V. 

La construction de f implique que aiv-iai apparaît dans l'expression de f ,  
pour i # 1. 

On a donc avec l'hypothèse initiale: 

On a bien f (1, ..., an) = V si les ai ne sont pas tous égaux à 1. 

E) Le monôme al apparaît dans la décomposition de f et l a 1  figure dans 
un produit de monômes de la décomposition de f. 

f (al, ..., an) 9 alvai2v ...v ainv(vla1aq)v(vaPaq)v(vla1 apaq)v... 

al 9 a1 val ai1 ...ai, 

D'autre part: 

~ a 1  ai1 ... a i rva l  ai1 ...ai, a la même valeur de vérité que 
ail...air lorsque a1 n'a pas la valeur Indétexminé. 



A chaque terme de f contenant -a1 c'est-à-dire l a 1  ai1 ... ai,, on rajoute le 
terme alai ,...ai,, alors f(al, ..., a,) a la même valeur de vérité que: 

g(al , ..., a,) = a1 vai2v ...v ainv(v(ail -..air))v(vapaq)v*** 

si al ne prend pas la valeur de vérité Indéterminé. 

On a donc: 

avec bij = V si aij = ai, dans l'expression de g(al, ..., an) et bij = F si ai, = 
,ai. J dans l'expression de g(al, ..., a,). 

Comme f et f ont même centre, 

V(cl, ..., @il), ..., (bir), ..., cn) E {V, FIn-,, f(c1, ..., bil, ..., bir, ..., cn) = 
v. 
Ce qui signifie par construction de f que ai ,...ai, ou un sous produit de 
ai1 ... ai, intervient dans l'expression de f ,  ce qui est impossible puisqu'au 
départ on a supposé que l a 1  ai1 ... ai, intervenait dans l'expression de f. 
Le cas E ne peut donc pas se produire. 

F) Le monôme l a 1  apparaît dans la décomposition de f et al figure dans 
un produit de monômes de la décomposition de f. 

Ce cas se traite exactement comme le cas E. 

G) Le dernier cas à traiter est celui où al et -a1 figurent dans un produit 
de monômes de la décomposition de f. 

De la même façon que précédemment, on isole les expressions contenant 
al, celles contenant -al, et celles ne contenant ni a1 ni -al. 

On a f (V, ..., a,) = f(F, ..., an) = V. 

- Soit il existe dans la disjonction exprimant f un produit de monômes ne 
contenant ni al ni  al vrai en (a2, ... , a,); 
la valeur de vérité de ce produit ne dépendant pas de al, f(1, ..., a,) = V. 

- Soit toutes les expressions ne contenant ni ni a1 ni -a1 sont fausses ou 
indéterminées; 



Dans ce cas, f(V, ..., an) = V implique qu'il existe une expression 
contenant al vraie et f (F, ..., a,) = V implique qu'il existe une expression 
contenant -ia1 vraie. 

Soit a i a  ,,...a,, une expression contenant al ayant la valeur Vrai et 
-al%, ...a, une expression contenant  al ayant la valeur Vrai. 

1) Si {a,,, ..., a,,} + {a,,, ..., a,,}, on multiplie aPl...aPr par tous les 
aqi n'appartenant pas B {aP1, ..., a,,) et a,, ... a,, par tous les apj 
n'appartenant pas à {a,,, ..., aqs}. 

Soit P le produit commun obtenu. 

Comme a l a  pl...apr 7 a1a p l . . . a p r ~ a l P  et l a l a  ql...aqs 
 al aql ... aqsvlalP, 

f (al, ..., a,) 4 f (ai, ..., an)valPv~ai  P. 

D'autre part, si a1 n'a pas la valeur Indéterminé, 

alPv7alP a la même valeur de vérité que P. 

Donc si al n'a pas la valeur Indéterminé, f (a1, ..., an) a la même valeur de 
vérité que f (al, ..., a,)vP. 

( 1 ,  , i l )  . ( b )  , C )  € {V, F}"-~, f(c1, O-., bil, .*., bik, cn) = 
v. 
avec bij = V si aij = a9 dans l'expression de P et b$ = F si aij = -a) dans 
I'expression de P. 

Comme f et ont f même centre, 

Ce qui signifie par construction de f que ail...aik ou un sous produit de 
ail...aik intervient dans l'expression de f. 



- Si ce sous produit est un sous produit de aPl...aPr OU de aql...aqs, c'est 
impossible par construction de f. 

- Sinon, ce sous produit ne contenant ni al ni -al conserve la valeur Vrai 
si al prend la valeur Indéterminé. 

2) Si {a,,, ..., a,,} = {a,,, ..., a,,}, si a1 n'a pas la valeur Indéterminé. 
f (al, ..., an) a la même valeur de vérité que f (al, ..., an)vapl ... a,. 

Par construction de f,  apl ... a,, ou un sous produit de apl ... a,, intervient 
dans l'expression de f. Ceci est impossible puisqu'au départ a1a pl...apr 
apparaît dans la décomposition de f. 

Deuxième é ta~e :  On construit f à partir de f. 

3.5.2.4 Construction de f A partir de f. 

4 cas se présentent: 

- Ças: f = f et c'est terminé. 

- Cas 2: 

V(b1, --, bn) {V, F, 11 n, 
f (bi, ..., bn) = F implique f(b1, ..., bn) = F. 

- Cas 3: 

3(al, an) E {V, F, IIn, 
f(al, ..., a,) = 1 et f(al, ..., a,) = F. 

v(bl, bn) E {V, F, Iln, 
f (bl, ..., bn) = V implique f(bl, ..., bn) = V. 



- Ce sont les seuls cas à envisager car: 

Si 3(cl, ..., cn) E {V, F, Iln, f(cl, ..., c,) + f(c1, ..., ~ n ) ,  forcément: 

1) s i  E {1, ..., n}, C i #  1 car f(1, ..., 1) = f(1, ..., 1) = 1. 

2) 3i E (1, ..., n}, ci = 1 car f et f ont même centre (coincident 
sur 

{V, FI"). 

3) Enfin, f(c1, ..., ~ n )  4 {V, F): 

En effet, soit {il,  ..., i,} l'ensemble des indices ij tels que Ci, = 1 (cet 
ensemble est non vide d'après 1)). 

f(cl, ..., Ci1, ..., Ci,, ..., c,) = a E {V, F] implique 
V b  . b )  E {V, FIr, f(c1, ..., bil, ..., bi,, ..., cn) = a 

par monotonie de f. 

Comme f et f ont même centre, V(bil, ..., bir) E {V, F}', 
f(cl ,  ..., bil, ..., bir, ..., cn) = a 

puisque V(bil, ..., bir) E {V, F r ,  ( c ,  . b . b . C )  E {V, FIn. 

Comme f est maximale, d'après 3.5.2.3, f(c1, ..., ci1, ..., ci,, ..., ~ n )  = 01. 

Donc f(cl, ..., c,) = f(cl, ..., c,) = a. 

Pour obtenir f à partir de f le cas 1) est trivial. 

a) Pour les n-uplets (al, ..., an) E {V, F, 1) n, 
f(a1, ..., a,) = 1 et f(al, ..., a,) = V, on construit des 

fonctions: 

telles que: 



non ((cl, ..., cn) 5 (ai, ..., an)) implique V(al, ..., an)(ci9 cn) = V. 

b) Pour les n-uplets (b1, ..., bn) E IV, F, 1) n, 
f(bl, ..., bn) = 1 et f(b1, ..., bn) = F, 

on construit des fonctions: 

telles que: 

V(CI, ..., cn) E {V, F, IIn, 
(CI, ..., cn) < (bi , bn) implique F(bl, ..., bn)(ci 9 * * * 9  cn) = 1. 
non ((CI, ..., cn) 5 (bi , ..., bn)) implique F(bl, ..., bn)(ci , -.., cn) = F- 

L'ensemble des i E (1 ,  ..., n), ai = 1 est non vide d'après 1). 

Montrons que: 
 CI, ..-, cn) E {V, F, Iln, 
(ci, ..*, cn) 5 (ai, -.., an) implique V(al, ..., an)(ci, O-., cn) = 1. 
non ((ci, ..., cn) (ai, ..., an)) implique V(al, ..., an)(ci, ..., cn) = V. 

- (cl, ..., c,) l (al, ..., an) implique: 
a , = I +  Cj=I 
a j = F *  c ~ = I o u F  
a , = V * c , = I o u V  

Donc V(al, ..., a n ) ( ~ l ,  ..., cn) = Iv(F OU I)v(F OU 1) = 1. 

- non ((cl, ..., c,) S (al, ..., a,)) implique: 3j E (1, ..., n) ,  non (cj < aj) 

3j E (1, ..., n}, c, = V eta, = F o u  
3j E (1, ..., n}, cj = V  et aj = 1 ou 
33 E (1, ..., n}, cj = F et aj = V OU 

3j E (1, ..., n), Cj = F et a, = 1. 

Dans ce cas, V(al, ..., an)(ci, ..., cn) = V. 

On a alors si (cl, ..., cn) 5 (al, ..., an), 



En effet, par monotonie de f ,  f(cl, ..., cn) l f(al, ..., an); donc comme 
f (ai , ---, an) = V, f (ci , --*, cn) = 1 OU V et V(al, ..., an)(ci , cn) = 1. 

Si non((c1, ..., cn) l (al, ..., an)), 

L'ensemble des i E 11, ..., n), bi = 1 est non vide d'après 1). 

Montrons que: 
 CI, --, cn) E (V, F, 1) "9 

(CI, -*., cn) l (bl, bn) implique F(bl, ..., bn)(ci --*, cn) = 1- 
non ((ci, ..., cn) (bi, ..., bn)) implique F(bl, ..., bn)(ci , .-, cn) = F. 

- (cl, ..., cn) 5 (bl, ..., b,) implique: 

Donc F(bl, ..., bn)(cr, ..., cn) = IA(V OU I)A(V OU 1) = 1. 

- non ((cl, ..., cn) l (bl, ..., bn)) implique: 3j E (1, ..., n}, non (c, < b,) 

3j E (1, ..., n], cj= Vetb j  = F  ou 
3j E (1, ..., n}, Cj = V etb, = 1 ou 
3j E (1, ..., n}, c, = F et b, = V ou 
3j E (1, ..., n), c, = F et b, = 1. 

Dans ce cas, F(bl, ..., bn)(ci, ..., cn) = 

On a alors si (cl, ..., c,) I: (bl, ..., b,), 

En effet, par monotonie de f, f (cl, ..., cn) l f (b1, ..., bn); donc comme 
f @i 9 --*, bn) = F, f(ci , cn) = 1 ou F et F(bl, ..., bn)(ci 9 --., cn) = 1. 



On peut maintenant effectuer la construction de f B oartir de f. 

4 cas se présentent: 

- Cas 1: f = f et c'est terminé. 

- - Cas 2: 

Wbl, - - O ,  bn) E {V, F, Il", 
f (bl, ..., bn) = F implique f (b ,  ..., bn) = F. 

Soit g(c1, ..., cn) = 

- (V(al, ..., a n ) ~ f )  "{(ai, ..., an)/ f(a1, ..., an) = 1 et f(a1, ..., an) - 
(CI cn) 

Soit G = {(al, ..., an)/ f(ai, ..., an) = 1 et f(a1, ..., an) = V). 

Montrons que: 

 CI, cn) E {V, F, IIn, 

f(c1, cn) = g(cî , -.-, cn). 

Soit (cl, ..., cn) E {V, F, Ilno 

1) Il existe ( ~ 0 ,  .... %O) )F Cil (CI. .... ÇOl < ( ~ 0 ,  .... fi 
(V(alO, ..., ano)~f)(cl, ..., cn) = 1, d'après ci-dessus. 

Pour les autres (al, ..., an) E G ,  

(v(al, ..., a n ) ~ f ) ( ~ l ,  ..., cn) = f ( ~ 1 ,  ..., cn) OU 1, d'après ci-dessus. 



D'autre part, 
(cl, ..., cn) 5 (a+), ..., anO) et f(alo, ..., a#) = V. 
Puisque f est monotone, f(cl, ..., cn) = V OU 1, donc g(c1, ..., cn) = 1. 

D'autre part, f(alo, ..., ano).= 1 et f étant monotone, 
(cl, ..., cn) 5 (al0, ..., ano) implique f(cl, ..., cn) = 1 = g(cl, ..., cn). 

2) Vhl...., êr3 G. non((c1. .... c d  5 (a1. .... anu, dans ce cas: 

(V(al, ..., a,)hf)(cl, ..., cn) = f(cl, ..., cn) d'après ci-dessus, et donc: 
g(c1, cn) = f(c1, ..-, cd -  

Mais f(c1, ..., cn) = f(cl, ..., cn) puisque les seuls n-uplets où f et f 
different sont les éléments de G. 

Donc f(c1, ..., c,) = g(c1, ..., cn). 

- Cas 3: 

..., an) E {V, F, Iln, 
f(al, ..., an) = 1 et f (al, ..., an) = F. 

Wbl, O * * ,  bn) E {V, F, Iln, 
f (bl, ..., bn) = V implique f(b1, ..., bn) = V. 

Soit h(c1, ..., cn) = 

Soit H = {(bl, ..., bn)/f(bl, ..., bn) = 1 et f (bl, ..., b,) = F}. 

Montrons que: 

Soit (cl, ..., cn) E IV, F, IIn. 

-0, .... bnO) E H/ (cl. .... cn) 5 (bf. .... b& 

(F(b10, ..., bno)vf)(cl, ..., cn) = 1, d'après ci-dessus. 



Pour les autres (al, ..., an) E G, 

(F(al, ..., an)vf )(ci, ..., cn) = f(c1, ..., cn) OU 1, d'après ci-dessus. 

D'autre part, 
(cl, ..., cn) l (blO, ..., bnO) et $'@IO, ..., brio) = F. 
Puisque f est monotone, f (cl, ..., cn) = F ou 1, donc h(cl, ..., cn) = 1. 

D'autre part, f(b10, ..., bnO).= 1 et f étant monotone, (cl, ..., cn) 5 (b10, ..., 
bnO) implique f(cl , ..., cn) = 1 = h(cl, ..., cn). 

2) V(bh .... bo) E H. non((ct, .... cn) L bl, .... b&, dans ce cas: 

(F(bl, ..., bn)vf)(cl, ..., cn) = f(c1, ..., cn) d'après ci-dessus, et donc: 
h(ci , cn) = f (cl , cn). 

Mais f(c1, ..., ~ n )  = f(c1, ..., ~ n )  puisque les seuls n-uplets où f et f 
different sont les éIéments de H. 

Donc f(cl, ..., c,) = h(cl, ..., c,). 

- Cas 4: 

Soit k(cl, ..., cn) = 

avec: 

Soit G = {(a1, ..., an)/ f(al, ..., an) = 1 et f(al, ..., an) = V). 

Soit H = {(bt, ..., bn)/ f(b1, ..., bn) = 1 et f(bi, ..., bn) = F). 



Montrons que: 

Soit (cl, ..., cn) E {V, F, 1)". 

-0, ., .. b$) E H/ (ch . .., c d  5 (blo&Oz 
Alors: 

a) f(cl, ..., cn) = 1 par monotonie de f, puisque f(b10, ..., bnO) = 1 et 
(cl, ..., cn) 5 (b10, ..., brio). 
b) f(cl, ..., cn) = 1 ou F par monotonie de f, puisque f(b10, ..., bn') = F et 
(cl, ..., cn) 5 (b10, ..., bn*). 

V(a1, ..., an) E G, on a non((cl, ..., cn) 5 (al, ..., a,)), car sinon on aurait: 
f (cl, ..., cn) = 1 ou V par monotonie de f. On a donc: 
g(cl, ..., c,) = f(cl, ..., cn) = F. 

Comme F(blO, ..., bno)(ci, ..., cn) = 1 car (ci, ..., cn) (bio, ..., ho) ,  
k(cl, ..., cn) = I = f(cl, ..., cn). 

g(c1, --*, cn) = (V(al, ..., a n ) ~ f  )(ci, cn) = 1 OU  CI, ..., ~ n ) ;  
comme f(ct, ..., cn)= 1, g(c1, ..., cn) = 1. 
Comme F(bl O, ..., ~, ,O)(CI ,  ..., ~ n )  = 1 et pour les autres e l ,  ..., bn) E H, 
F(bl, ..., bn)(ci, ..., cn) = 1 ou F, on a donc: k(cl, ..., cn) = 1 = f(cl, ..., 
cnh 

2) Wb,. .... bn) E H. non((c7. .... c,,,Cb~. .... b&, dans ce cas: 

Calculons g(cl , ..., cn). 

On a alors: a) f(cl, ..., cn) = 1 par monotonie de f, puisque f(alo, ..., ana) = 
1 et (cl, ..., cn) S (bio, ..., bno). 



b) f(c1, ..., cn) = 1 ou V par monotonie de f ,  puisque f(alO, ..., anO) = V et 
(cl , ..., cn) 5 (ai(), ..., a#). 

Dans ce cas: 

(V(al~,  ..., a n o ) ~ f ) ( ~ l ,  ..., cn) = 1, et g(cl, ..., c,) = 1, puisque pour les 
autres (ai, ..., a,) E G, V(al, ..., an)(~i ,  ..., cn) = 1 OU V et donc 
(V(al, ..., )(ci - o o ,  cn) = V ou 1 

- Soit V(ai. .... a') E G. on a: non((c1. .... cn) < (al. .... a&, dans ce cas: 

g(cl, ..., cn) = f(cl, ..., cn) = f(cl, ..., cn) puisque les seuls n-uplets où f et 
f diffêrent sont les éléments de H et les éléments de G. (on a aussi V(bl, 
..., bn) E H,: non((c1, ..., cn) l (bi, ..., bn)) 

Donc f(cl, ..., c,) = k(ci, ..., cn). 

Conclusion: Comme les fonctions F(al, ..., an), V(al,  ..., a,), f ne 
s'expriment qu'avec des 7 et des v, une fonction f vérifiant les propriétés 
l), 2), 3) du th6orème ne s'exprime elle aussi qu'avec des -i et des v. 4 

3.5.2.5 Exemple final. 

On reprend la construction de f à partir de f dans l'exemple 3.5.2.2. 

La fonction f était la fonction à trois variables définie par: 

On avait: f(al, a2, Q) = a2v(a1h-rag). 



On choisit pour f les mêmes valeurs que pour f sauf que l'on a: 

D'où la construction de f à partir de f: 

Ce qui donne sachant que: 



On peut aisément vérifier que l'expression ainsi trouvée redonne les 
valeurs de vérité de f. 



CHAPITRE 4: TROIS THEOREMES 
DE COMPLETUDE EN LOGIQUE 

TRIVALUEE 

4.1 INTRODUCTION 

Comme nous l'avons dit dans l'introduction, par un souci à la fois de 
rigueur et de généralisation, nous avons voulu étudier les propriétés de 
cette logique trivaluée et en particulier, sa complétude. 
Cette logique se révèle posséder de bonnes propriétés théoriques et les 
trois théorèmes de complétude obtenus nous confortent dans le choix du 
connecteur d'implication. 
Nous étudions ici ces trois théorèmes de complétude dont deux sont 
obtenus en calcul propositiomel et l'un en calcul des prédicats. 

En calcul propositiomel, si A est une formule comportant uniquement les 
connecteurs -i et +, nous obtenons l'équivalence entre une propriété 
syntaxique et une propriété sémantique suivante: 

Le cas où A ne comporte que les connecteurs -I, +, et A est analogue. 

En calcul des prédicats, si A est une formule ne comportant que les 
connecteurs 1 et -, et le quantificateur 3, nous obtenons aussi 
l'équivalence: 

L'expression I=* A signifie que A est vraie dans toute interprétation 
trivaluée. L'expression C A signifie que A est obtenu par déduction à 
partir d'un système formel défini dans chacun des cas. 



Ou encore qu'il existe une suite Al, Ap, ..., An telle que An = A et Ai soit 
ou un axiome du système ou obtenu à partir de Ai et Ak, avec i, j < kpar 
une règle d'inférence du même système. 

L'ensemble des axiomes du système est défini dans chacun des cas. 

Dans les deux premiers cas la règle d'inférence utilisée est le modus 
ponens (m.p.) alors que dans le dernier cas on peut aussi utiliser la 
généralisation universelle (u.g .). 

La démonstration du dernier théorème de complétude fournit des résultats 
intermédiaires intéressants pour cette logique trivaluée. 

Ces théorèmes de complétude permettent aussi de montrer que l'ensemble 
des tautologies obtenues dans chaque cas est récursivement bnurnérable 
puisque l'ensemble des théorèmes obtenus partir d'un système formel est 
récursivement énumérable. 

Le cadre de travail est celui défini au chapitre 2, en 2.1 pour le calcul 
propositionnel et en 2.2 pour le calcul des prédicats. 

4.2 NOTATIONS EMPLOYEES 

On définit les notations employées dans les différents théorèmes: 

Définitions 4.2.1 En calcul propositionnel (resp. en calcul des 
prédicats), 1- A signifie qu'il existe une suite finie Al, A2, ..., An, telle 
que An = A et Ai soit ou bien un axiome ou obtenu à artir de Aj et de Ak 
avec j, k < i par le modus ponens (m.p.:B, B T, C L C) (resp. par le 
m.p. et la généralisation universelle (u.g.: A C V X ~  A)). 

Si A est un ensemble de formules du langage, A C A signifie qu'il existe 
une suite finie Al, A2, ..., An, telle que An = A et Ai soit ou bien un 
axiome, ou un élément de A ou obtenu à partir de Aj et de Ak avec j, k < i 
par le modus ponens et éventuellement la généralisation universelle en 
calcul des prédicats. 
On le note aussi CA A. 

Définition 4.2.2 On note Indi(B) la formule: 



7 ( ( B  + T B )  + l ( 1 B  + B)). 

La formule Indl(B) est logiquement équivalente à: 

(B o 1 B )  

(B '- + T B )  

Ind2(B) denote la formule: 

(utilisée dans le théorème 4.4.1). 

On a Indi(B) 5 Indz(B) =T Ind(B) où Ind(B) est la formule introduite 
dans le chapitre 3 (3.2). 

Remarque: Ces formules ont la valeur Vrai si B a la valeur Indeterminé, 
la valeur Faux sinon. 

4.3 PREMIER THEOREME DE COMPLETUDE 

Théorème 4.3.1 On considère le système formel dont les axiomes sont 
les axiomes Al ,  A2, ..., Ag suivants: 

A l :  A +  (B +A);  
A2:  (A -+ (B + C)) -+ ((A + B) -+ (A -+ C)); 
A3 : A +  (-A -+ B); 
A4 : B +  (1C + T(B + C)); 
A 5 :  A + - n A ;  
A6 : Indl(B) -+Indl(-4); 
A 7  : Indl(C) + (B + 7(B -+ C)); 
A8 : -(A + B) + A; 
Ag : (p + A )  -+ ((-p -+ A) -+ ((Ind~(p) + A )  + A)); 



et dont la règle d'inférence est le modus ponens: A + B, A /- B; 

Si A est une formule du langage L ayant pour seuls connecteurs -7, +, on 
a 

Démonstration C A implique bT A se démontre par induction sur la 
longueur de la preuve dans C A. 

On vérifie que les axiomes sont des tautologies; c'est-à-dire que pour toute 
interprétation i, vvi(Aj) = Vrai, pour tout j = 1, ..., 9. 

Ai: Si VV~(A) = V alors vvi(B + A) = V d'après la table de vérité de +. 

A*: Si vvi(A) = 1 OU F alors vvi(A + B) = V et wi(A + C) = V. 

Si  vvi(A) = V et vvi(B + C) = V alors soit vvi(B) = 1 OU F et 
vvi(A + B) = F, soit VV~(B) = V et wi(C) = V auquel cas wi(A + B) 
= V et VV~(A + C) = V. 

A3: Si VV~(A) = V alors wi(1A) = F et w i ( i A  * B) = V. 

As: Si vvi(B) = V et vvi(--iC) = V alors vvi(B + C) = F et 
vvi(i(B + C)) = V. 

Ag: Si wi(A) = V alors vvi(-ïlA) = V. 

As: Si vvi(Indl(B)) = V, alors VV~(B) = 1 et vvi(1B) = 1 donc 
wj(hdl(7B)) = V. 

Air: Si vvi(IndI(C)) = V, alors vvi(C) = 1 et  si vvi(B) = V alors 
vvi(B + C) = F et vvi(-(B + C)) = V. 

As: Si wi(-(A + B)) = V alors wi(A) = V et VV~(B) = F OU 1. Dans ce 
cas V V ~ ( ~ ( A  + B) + A) = V. 

As: Si VV~(P + A) = V, vvi(1p + A) = V et wi(Ind1 (p) + A) = V,  
alors comme p est soit V, soit F, soit 1, on a VV~(P) = V, ou V V ~ ( T ~ )  = V, 
ou vvi(Indl (p)) = V et donc wi(A) = V. 

Si n > 1 et s'il existe une suite finie Al, Ap, ..., A,,, telle que A, = A et Ai 
soit ou bien un axiome, ou obtenu ii partir de Ai et de Ak avec j, k < i par 
le modus ponens, le seul cas à envisager est celui où A a été obtenu par 



modus ponens partir de Ai, A,, on a vvi(Ai) = V et vvi(Ai + A) = V 
par induction, donc VV~(A) = V d'après h table de vérité de + . 
Pour montrer la réciproque, bT A implique C A: 
1) On démontre d'abord le théorème de déduction: 

Théorème 4.3.1.1 Si A u {p, q} est un ensemble de formules du 
langage L, 

est equivalent à: 

Demonstration A C (p + q) implique A u {p} C q par application 
du modus ponens. 

On démontre que: A u {p) C q implique A C (p + q) par induction 
sur la longueur n de la preuve dans A u {p} C q. 

Si n = 1, soit q = p, soit q est un axiome, ou enfin q E A. 

- Démontrons que l'on a C (p 3 p): 

Par le modus ponens, on en déduit (p + q) 3 (p + p). 
En remplaçant q par (p + p), on obtient (p + (p + p)) 3 (p + p). 
En utilisant Al : p + (p + p) et le modus ponens, on a le résultat. 

- Si q est un axiome Ai, démontrons que l'on a i- (p 3 Ai): 

Ai :  Ai -+ (p -+ Ai); avec Ai et le modus ponens on en déduit C 
(P -+ Ai); 

- Si q E A, dthnontrons que l'on a A C (p + q): 

A i :  q + (p + q); avec q et le modus ponens on en déduit A C 
(P + 9); 

Supposons maintenant n > 1. Il y a une suite ql,q2, ..., qn telle que q, = q 
et qi soit ou un axiome ou un blément de A ou p ou obtenu par m.p. à 
partir de et de qk, avec j,k c i. 



Le seul cas à envisager est le cas où qn est obtenu par m.p. à partir de qj et 
de qk, avec j,k < n, les autres cas ayant été traités pour n = 1. 

On a: A C (p + qj) et A (p + qk) par induction; de plus qk = 
qj + qn; par A2 et le m.p., on en déduit A C (p -t qj) -t (P -t qn); 
en appliquant une nouvelle fois le m.p. on obtient A C (p -t qn). + 

2) Démontrons maintenant que: b~ A implique C A. 

On considère pour toute interpr6tation v, la formule définie par: 

= A si vvv(A) = Vrai; = 4 si wv(A) = Faux; 
= Indl(A) = +(A -t TA) + -(++A)) si vvv(A) = Indéterminé; 

a) On démontre d'abord que plV, ..., pnV C par induction sur le 
nombre k de connecteurs de la formule A, si pl, pz, ..., Pn sont les 
variables propositiomelles de A (les atomes de A). 

- Si k = O, A = p (A est un atome); 
On a bien pV C pV. 

Soit vvv(A) = Vrai et alors wv(B) = Faux et BV = 1 B  = et plV, p2V, 

..., pnV C BV par induction, donc plV, ..., pnV I- A ~ .  

Soit vvv(A) = Faux et alors wv(B) = Vrai, B~ = B et = -B. D'après 

Ag, B + -i-iB. Par induction, plV. p2', ..., pn BV, donc plV, pzV, 
..., pnV C car B~ C (par Ag et le m.p.). 

Soit vvv(A) = Indétennin6, et alors vvv(B) = 1, B~ = Indl(B) et A' = 

Indl(lB). D'après As, Indl (B) + Indl(-.B). Par induction, plV, pzV, ..., 
pnV C B", donc piV, p2', B.., pn C car B~ I- (par As et le 
m.p.). 



On a toujours plV, p 2 ,  S.., pnV C B~ et plV, pzV, S.., pnv C cV par 
récurrence. 

Nous allons montrer que: B ~ ,  cV C (B + c ) ~ .  

9 cas sont à envisager. 

1) vvv(B) = Vrai et vvv(C) = Vrai, dans ce cas , B' = B, cV = C et 
vvv(B + C) = Vrai donc (B + c ) ~  = B + C. 

On a: B, C C (B + C); en effet d'aprks Al: C -f (B + C) et le m.p., 
on a: C C (B -t C). 

2) vvv(B) = Vrai et vvv(C) = Faux, dans ce cas , B~ = B, cV = TC et 
vvv(B + C) = Faux donc (B -t c ) ~  = T(B + C). 

On a: B, TC C -(B -, C) d'après A4: B + (TC + -i(B + C)), et 
d'après le m.p. 

3) vvv(B) = Vrai et vvv(C) = 1, dans ce cas , B' = B, cV = Indi (C), et 

vvv(B -t C) = Faux donc (B + c)' = y ( B  + C). 

On a: B, Indi (C) C T(B + C) d'après A,: 
Indl(C) + (B + T(B + C)), et d'après le m.p. 

4) vvv(B) = Faux et vvv(C) = Vrai, dans ce cas , B~ = 4 3 ,  cV = C, et 
vvv(B -t C) = Vrai donc (B + c ) ~  = (B + C). 

On a: TB, C 1- (B + C) puisque C 1- (B + C) d'après AI: 
C -t (B + C), et d'après le m.p. 

5) vvv(B) = Faux et vvv(C) = Faux, dans ce cas , B~ = 4 3 ,  cV = 4 ,  et 
vvv(B -t C) = Vrai donc (B -t c ) ~  = (B + C). 

On a: T B ,  TC C (B -t Cf; en effet d'après As: B + (-B -+ C), et 
d'après le m.p, YB, B k C, donc par le théorème de dkduction, TB k 
(B + C). 

6) vvv(B) = Faux et wv(C) = 1, dans ce cas , B' = 4 3 ,  cV = Indi(C), et 
vvv(B -+ C) = Vrai donc (B + c ) ~  = (B -f C). 



On a: TB, Indl (C) 1- (B + C); en effet d'apres AÎ: B + (YB + C), 
et d'après le m.p, YB, B C C, donc par le théorème de déduction, TB 
C (B + C). 

7) vvv(B) = 1 et vvv(C) = Vrai, dans ce cas , B~ = Indl (B), cV = C, et 
vvV(B + C) = Vrai donc (B + c ) ~  = (B + C). 

On a: Indl(B), C C (B -t C); en effet d'après Al: C + (B + C), et 
d'après le m.p, C C B + C. 

8) wV(B) = 1 et vvv(C) = Faux, dans ce cas , B~ = Indl(B), cV = 4, et 
vvv(B + C) = Vrai donc (B + c ) ~  = (B + C). 

On a: Indl(B), TC C (B + C); en effet d'après As: -(A + B) -t A, 
et d'après le m.p, 7 (A  -t B )  1- A; par conséquent, 
( ( B  + 1 )  + ( B B )  1- (B + YB) ou encore Indl(B) C 
(B + YB); 

or d'après A2: B -+ (TB + C), 

d'après As: (A + (B + C)) + ((A + B) + (A -t C)), 

et d'après le m.p., on a C (B -t 4 3 )  -t (B -t C) donc par le m.p., 
on a: Indl(B) C (B + C). 

9) vvv(B) = 1 et vvv(C) = 1, dans ce cas , B~ = Indl(B), cV = Indl(C), et 
vvV(B -+ C) = Vrai donc (B + c ) ~  = (B + C). 

On a: Indl(B), Indl(C) C (B + C); en effet: 

Indl (B) C (B -t C) de même que précédemment. 

On a donc montré que: pl ', p p ,  ..., pnV C A ~ ,  et par constquent que 
plV, p2", .S., pnv C A puisque A est une tautologie. 

v b) On montre ensuite par une induction d6croissante que: plV, ..., pk 
A, pour tout 1 sk sn. 

Pour k = n, le résultat est démontré ci-dessus. 

v Démontrons que p2V, S.., pk+i C A implique que piV, pzV, ..., pk v 
C A. 



v On a piV, p2', S.., pk , Pk+i C A, plV, p2', S.., pkV, iPk+l C A, et 
piV, p2", S.., pkV, ~ n d i  (pk+l) C A puisque piV, pzV, ..., pk+iV I- A est 
vrai pour n'importe quelle interprétation V. 

Par le théorème de déduction, on en déduit: 

Par As: @ + A) + ( ( ~ p  + A) + ((Indl(p) + A) + A)), 

C) On a donc pV C A, pour toute interprétation v. 

Donc p 1- A, ~p A, hdl(p) 1- A, en choisissant differentes 
interprétations. 

Avec le théorème de déduction, on en déduit: 

C (p + A), C ( l p  -t A) et C (Indi(p) + A); 

avec Ag et le m.p.,on obtient k A 

Corollaire 4.3.1 L'ensemble des tautologies du langage L, en calcul 
propositionnel, ayant pour seuls connecteurs 7, +, est récursivement 
énumérable. 

4.4 DEUXIEME THEOREME DE COMPLETUDE 

Théorème 4.4.1 On considère le système formel constitué des axiomes 
A 1, A2, ..., A suivants: 

A l :  A + ( B  +A);  
A2:  (A + (B + C)) + ((A + B )  4 (A + C)); 
A3 : A +  (TA 4 B); 
A4 : B + ( l C + - r ( B  3 C)); 
Ag : A  4 7 1 A ;  



A 6  : 74 +A; 
A 7 : A 4 ( ( 4 3  + B) -+ ((B 4 TB) 4 -(A + B))); 
Ag:  4 +-(Ad) ;  
Ag: 4 + -(A&); 
A 70 : A i, ((TB + B) + ((B + 1B)  + IndAAnB))); 
A 11 : (TA + A) +((A 3 4) i, (B + (IndAAnB))); 
A 12 : (-A 3 A) + ((A 3 TA) 3 

((7B + B) + ((B + TB) + IndZtAnB))); 
A13: ( A + B ) + ( ( B + C ) + ( A + C ) ) ;  

A 14 : (A + B) + ((TA 3 B) 3 ((IndZ(A) + B) -+ B)); 

A 1s : A 3 (B + (Ad) ) ;  
A16 : ( A d )  -9 A; 
A77: ( A d ) +  B 
et de la règle d'inférence: modus ponens. 

Si A est une formule ayant pour seuls connecteurs 7, A et +, on a 
l'équivalence suivante: 

Démonstration k A implique bT A se démontre par induction sur la 
longueur de la preuve dans k A. 

On vérifie que les axiomes sont des tautologies. Pour toute interprétation i, 
vvi(Aj) = Vrai, pour tout j = 1, ..., 17. 
Les 5 premiers axiomes sont ceux du théorème 4.3.1. 

As: Si wj(-A) = V alors wi(A) = V. 

A7: Si vvi(A) = V, vvi(7B + B)) = V et vvi(B + TB) = V alors vvi(B) 
= 1 et v v i ( ~ ( A  + B)) = V. 

As: Si wi(7A)  = V alors w~(AAB) = F et w i ( l A  + ~ ( A A B ) )  = V. 

Ag: De même que Ag. 

Ale: Si vvi(A) = V, vvi(1B + B)) = V et vvi(B + YB) = V alors 
VV~(B) = 1 et w~(AAB) = 1; par conséquent wi((Ind2(AhB)) = V. 

A l  1: Si vvi(B) = V, vvi(1A + A)) = V et vvi(A TA) = V alors 
VV~(A) = 1 et w~(AAB) = 1; par conséquent wi((Ind2(AhB)) = V. 



AI2: Si w i ( i A  + A)) = V et vvi(A + TA) = V, vvi(1B + B)) = V 
et vvi(B + - tB)  = V alors vvi(A) = 1, vvi(B) = 1 et VV~(AAB) = 1; par 
conséquent vvi((ùidz(A~B)) = V. 

AI3: Si wi(A + B) = V et wi(B + C) = V alors soit vvi(A) = 1 OU F et 
vvi(A + C) = V, soit vvi(A) = V et wi(B) = V auquel cas et wi(C) = V 
et vvi(A + C) = V. 

Ai4: Si VV~(A B) = V, vvi(-iA + B) = V et vvi(Ind2(A) + B) = V, 
alors comme vvi(A) = V, F OU 1, vvi(A) = V OU vvi( lA)  = V OU 

vvi(Ind2(A)) = V et vvi(B) = V. (Cet axiome est l'analogue de l'axiome 
Ag du théorème 4 3.1 avec Ind2 au lieu de Indl). 

A15: Si wi(A) = V et wi@) = V alors w~(AAB) = V 

Ais: Si w~(AAB) = V alors VV~(A) = V. 

Ai7: Si VV~(AAB) = V alors wi(B) = V. 

Si A a été obtenu par modus ponens à partir de Ai et Aj on a wi(A) = V 
de même que dans le théorème 4 3.1. 

Le théorème 4.3.1.1 reste valable puisque la règle d'inférence est toujours 
la même. On a donc: Si A u (p, q )  est un ensemble de formules du 
langage L, 

A u { p) C q est equivalent B A C (p -t q). 

On démontre que: bT A implique k A comme dans le théorème 4.3.1. 

On considère pour toute interprétation v, la formule définie par: 

= A si wv(A) = Vrai; = 4 si vvv(A) = Faux; 

= Ind2(A) = (TA + A)A(A TA) si wV(A) = Indéterminé; 

a) On démontre d'abord que plV, pzV, ..., pnV C par induction sur le 
nombre k de connecteurs de la formule A, si pl, pz, ..., p,, sont les 
variables propositionnelles de A (les atomes de A). 

-Si k = O, A = p (A est un atome); 

On a bien pV C pV. 



Soit vvV(A) = Vrai et alors vvv(B) = Faux et B~ = 4 3  = et par 
induction plV, pzv, ..., Pn l- B ~ .  

Soit vvv(A) = Faux et alors wV(B) = Vrai, B~ = B et A" = 4. D'après 

AS, B + 1-B. Par induction, plV, ..., pnv C B', donc plV, 
..., Pnv L A' car B' C A'. 

Soit vvv(A) = Indétermini5, et alors vvV(B) = 1, B~ = Ind2(B) et = 

I n d 2 ( l B ) .  Par induction, p l V ,  pzV ,..., pnV 1- B~ = 
+ B)A(B -t TB), avec Ale et le m.p., on en déduit plV, pzV, ..., 

pnV C (YB + B), avec A11 et le m.p., on en déduit plV, ..., pn v 
(B + Avec Al$ 

( 1 1 B  + B) + ((B + 1 B )  + ( 1 7 B  + TB)) ,  

et le m.p. on en déduit: 

TYB + B, B + TB C 1 1 B  + TB. Donc, 

avec As: 7-B + B, on en déduit plV, pzV, ..., pnV C 7-B + YB. (1) 

Avec A13: (TB -+ B) + ((B + T-B) + (TB + T ~ B ) ) ,  

et le m.p. on en déduit: 

Avec Ag: B + -i-iB, on en déduit plV, ..., pn" 1- -,B j 17B. 
(2) 

Avec Ais: A + (B + (AAB)) et le m.p on déduit de (1) et (2): 

Donc plV, pzV, S.., pnV C car B~ L A ~ .  



On a toujours plV, pzV, ..., p, C B~ et PI", ..., pnv C cV par 
induction. 

Nous allons montrer que: B', cV C (B 4 clV. 

9 cas sont à envisager. 

1) wV(B) = Vrai et vvv(C) = Vrai, dans ce cas , B' = B, cV = C, et 
vvv(B -t C) = Vrai donc (B -t c ) ~  = B -t C. 

On a: B, C C (B -t C) car d'après Al: C + (B + C) et le m.p.,C C 
(B + C). 

2) vvv(B) = Vrai et vvv(C) = Faux, dans ce cas B~ = B, cV = TC, et 
vvv(B + C) = Faux donc (B + c)' = l ( B  + Cf. 

On a: B, 1 C  C -i(B -t C) d'après &: B -t (TC -f -i(B + C)), et 
d'après le m.p. 

3) vvv(B) = Vrai et vvv(C) = 1, dans ce cas, B' = B, cV = Ind2(C), et 
vvv(B + C) = Faux donc (B -t c)' = T(B C). 

En effet Ind2(C) C TC + C, et Indn(C) C C + TC, 
d'après Al 6, Al 7 et le m.p. 

D'après A7: B + ((TC + C) + ((C TC) + -i(B + C))), et le 
m.p. on a le résultat 

4) vvv(B) = Faux et vvv(C) = Vrai, dans ce cas , B' = 4 3 ,  cV = C, et 

vvv(B C) = Vrai donc (B -t c)' = (B -t C). 

On a: YB, C 1- (B -t C) puisque C 1- (B -t C) d'après AI: 
C + (B + C), et le m.p. 

5) wV(B) = Faux et vvv(C) = Faux, dans ce cas , B~ = 4 3 ,  cV = 4, 

donc wv(B -+ C) = Vrai et (B + c ) ~  = (B + C). 



On a: YB, (B + C); en effet d'après A3: B 4 (YB + C), et 
d'après le m.p, B C C, donc par le théorème de déduction, YB 
(B + C). 

6) wV(B) = Faux et vvv(C) = 1, dans ce cas, B' = 4 3 ,  cV = Indz(C), et 
vvv(B -t C) = Vrai donc (B -+ c ) ~  = (B + C). 

On a: TB, Indz(C) C (B + C); puisque YB (B + C), d'après 5). 

7) vvV(B) = 1 et wv(C) = Vrai, dans ce cas , B~ = Ind2(B), cV = C, et 
vvv(B -t C) = Vrai donc (B -+ c ) ~  = (B + C). 

On a: Ind2(B), C C (B -+ C); en effet d'après Al: C + (B -+ C), et 
d'après le m.p, C C B + C. 

8) vvV(B) = I et vvv(C) = Faux, dans ce cas, B' = Indn(B), cV = 4 ,  et 
vvv(B + C) = Vrai donc (B + c ) ~  = (B -t C). 

On a: Ind2(B), YC C (B + C); en effet Ind2(B) C (B + C); 

D'après Ai7 et le m.p., Ind2(B) C B + TB. 

D'après A2: B + (TB + C), 

A3: (A + (B -+ C)) + ((A + B) -+ (A -+ C)) et le m.p., 

(B + - ,B)  + (B + C) donc Indz(B) k (B + C). 

9) vvV(B) = I et vvv(C) = 1, dans ce cas , B' = Ind2(B), cV = Ind2(C), et 
vvv(B + C) = Vrai donc (B + c ) ~  = (B + C). 

On a: Ind2(B), Indn(C) k (B -+ C); en effet Ind2(B) (B -+ C) de 
même que précédemment. 

On a toujours piV, pzV, S.., pnV C B' et piV, pzV, ..., pnV C cV par 
induction. 

Nous dons  montrer que: B ~ ,  cV C (B A c ) ~ .  



9 cas sont à envisager. 

1) vvv(B) = Vrai et vvv(C) = Vrai, dans ce cas , B~ = B, CV = C, et 
vvv(B A C) = Vrai donc (B A c ) ~  = B A C. 

On a: B, C C (B A C) d'après Ais: B + (C -t (B A C) et le m.p. 

2) vvV(B) = Vrai et vvV(C) = Faux, dans ce cas cV = 4, et wv(B A C) 
= Faux donc (B A c ) ~  = -r(B A C). 

On a: TC C l ( B  A C) d'après As: TC + -(B A C), et d'après le 
m.p. 

3) vvV(B) = Vrai et vvv(C) = 1, dans ce cas, B~ = B, cV = Inde(C), et 
vvv(B A C) = 1 donc (B A c)' = Ind2(B A C). 

On a: B, Ind2(C) C Indz(B A C). 

En effet Indn(C) C + C, C + TC, d'après A16, A17 et le m.p. 
Or B, TC -t C, C + TC C Indz(B A C) par Aio et le m.p. 

4) vvv(B) = Faux et vvv(C) = Vrai, dans ce cas , B' = 4 3 ,  cV = C, et 
vvv(B A C) = Faux donc (B A c ) ~  = -i(B A C). 

On a: TB, C C T(B A C) puisque TB C l ( B  A C) d'après As et le 
m.p. 

5) vvv(B) = Faux et vvv(C) = Faux, dans ce cas , B~ = 4 3 ,  cV = 4 ,  
donc vvv(B A C) = Faux et (B A c ) ~  = -i(B A C). 

On a: TB, TC k (B A C); en effet d'après Ae: TB -+ -(B A C), et 
d'après le m.p., on a: YB C -(B A C) le résultat 

6) vvv(B) = Faux et wv(C) = 1, dans ce cas, B' = 4, cV = Ind2(C), et 
vvv(B A C) = Faux donc (B A c)' = l ( B  A C). 

On a: TB, Ind2(C) b - I ( B  A C); puisque YB C -i(B A C), d'après 5). 

7) vvv(B) = 1 et wv(C) = Vrai, dans ce cas , B~ = Ind2(B), cV = C, et 

vvv(B A C) = 1 donc (B A c ) ~  = Ind2(B A C). 



Or Ind2(B) C (YB + B), par A16 et le mg, Ind2(B) C (B 4 YB), 
par A17 et le m.p. 

(TB + B), (B YB), C C Indz(B A C) par par Ail et le m.p. 

8) vvv(B) = 1 et vvv(C) = Faux, dans ce cas, B~ = Ind2(B), cV = 4, et 
vvv(B A C) = Faux donc (B A c ) ~  = l ( B  A C). 

On a: 1 C  T(B A C) par Ap et le m.p. 

9) vvV(B) = 1 et wv(C) = 1, dans ce cas , B' = Ind2(B), cV = Ind2(C), et 
vvv(B A C) = 1 donc (B A c ) ~  = Indz(B A C). 

On a: Ind2(B), Ind2(C) 1- Indz(B A C); en effet Ind2(B) 1- 
(TB + B), par Ais et le m.p, Ind2(B) C (B + TB), par A17 et le 
m.p, de même en remplaçant B par C, donc on a le résultat avec Al2 et le 
m.p. 

On a donc montré que: plV, p2V, ..., pnV C A ~ ,  et par conséquent que 
piV, pzv, ..., pnv C A puisque A est une tautologie. 

\r b) On montre ensuite par une induction décroissante que: piV, pzV, ..., pk 
C A, pour tout 1 s k s n. 

Pour k = n, le résultat est démontré ci-dessus. 

Démontrons que plV, ..., pk+lV A implique que piV, ..., pk v 
C A* 

v On a plV, pzV, ..., pk , pk+l C A, piV, pzV, ..., pkV, lpk+l C A, et 
piV, pzV, ..., pkv, I&(P~+I) I- A puisque plV, pzV, .S., pk+lV C A est 
vrai pour n'importe queue interprétation v. Par le théorème de déduction, 
on en déduit: 
plV, ~ 2 ' 9  ..., pkV C @k+l + A), plV, ~ 2 ' 9  S.., pkV C (lpk+( A), 
pl , p2 , ..., pkV C (hd2(pk+l) 4 A). 
Par A14:(p 4 A) + ( ( l p  + A) -, ((Ind2(p) + A) + A)); donc 
par le m.p., plV. pzV, ..., pkV C A. 

c) On a donc pV A, pour toute interprétation v. 



Donc p & A, ~p & A, Ind2(p) 1- A, en choisissant différentes 
interprétations. Avec le théorème de déduction, on en déduit: 
C (p + A), C ( l p  + A) et C (IndAp) -t A); 

avec A14 et le m.p.,on obtient C A + 
Corollaire 4.4.1 L'ensemble des tautologies du langage L, en calcul 
propositionnel, ayant pour seuls connecteurs 7, +, A est récursivement 
énumérable. 

4.5 TROISIEME THEOREME DE COMPLETUDE 

Le théorème de complétude en calcul des prédicats est plus difficile à 
obtenir. La démonstration qui suit adapte la démonstration du théorème de 
complétude de Gode1 à la logique trivaluée. 

Une version de ce théorème (théorème de complétude en logique bivaluée 
en calcul des prédicats) se trouve dans [45] et le formalisme utilisé est le 
même. 

Nous utiliserons le formalisme de 2.2 et la notion d'interprétation. 

Théoreme 4.5.1 On considère le système formel constitué des axiomes 
B 1, B2, Ba, Bq, A 1, AB ..., A22 suivants: 

B 1 : A + ( B + A ) ;  
B2 : (A i, (B + C)) + ((A + B) (A + C)); 
~3 : Vx (A + B) + (A + Vx B) si A ne contient pas d'occurrence libre de 
x; 
B4 : ( V X ~  A(x~)) i, A(?) (si t est libre pour xi dans A, i.e il n'y a pas de xi 
dans la portée d'un quuntzflcateur de xj dans A, y variable libre de t). 
A 1: (-A + C) + ((TA + TC) + ((Ind l(A) + D )  + 

((Indl(A) + 4) -, A))); 
Az: (TA + C) + ((-A + TC) + ((Ind l(A) + Ind l(D)) + 

((Indl(A) + D) + A))); 
AS: (TA + C) + ((-A + 1 C )  + ((Indl(A) + Indl(D)) + 

((Ind1(A) +-a + A))); 
A4: (TA i, C) + ((TA + Indl(C)) + ((Indl(A) + D) + 

((In&(A) + 1D) + A))); 
As: (TA + C) + ((TA + Indl(C)) + ((Indl(A) + TD) + 

((Indl(A) + Indl(D)) + A))); 



A6: (-A + C) + ((-A + Indl(C))  + ((Ind 1(A) + D) + 
((Indl(A) -, Indl(D)) -, A))); 

AT: (4 + TC) + ((-A + Ind l (C) )  + ((Indl(A) + D) + 
((Ind1(A) + A))); 

Ag: (-A + 1 C )  + ((-A + Ind l (C) )  + ((Indi(A) + D) 
((Indl(A) -, Indl(D)) + A))); 

Ag: (-A + 1C)  + ((-A + Indl(C))  4 ((Indl(A) + TD) + 
((Indl(A) -, Indl(D)) -, A))); 

A 10: Vy (&y) i, C) + (4 A(y) + C); y non variable libre de C; 
A 11: (C + 3y A(y)) + 3y (C + A(y)); y non variable libre de C;  
A 12: 3y (C + A(y)) + (C -, 3y A(y)); y non variable libre de C; 
A 13: 3 A(x) + 3, A(y); y n'apparaît pas dans A(x); 
A 14: Indl(3 A(x)) i, 3 Indl(A(y)); y n'apparaît pas dans A@); 
A 1 5 : A - i l - i A ;  
AD15: 14 + A; 
A 16: Indl(A) + I n d  l ( 4 ) ;  

AD76: I n d l ( 4 )  + Indl(A); 
A17: -(A i, C) + A; 
A i s :  A i ,  (1C + 1 ( A  + C)); 
A 19: Indl(C) i, (A+ -(A + C)); 
A2o: B(t) + 3 i  B(x~) si t est libre pour xi dans B: 
A21: I n d i @  + C) + A; 
A 22: 1 3 x  A (x) + Vx TA ( x )  ; 

et des deux régles d'inférence suivantes: 

A V X ~  A (généralisation universelle: u.g. ); 
Modus ponens (m.p.); 

On a alors, si A est une formule ayant pour seuls connecteurs 7, + et le 
quantificateur existentiel 3, l'équivalence suivante: 

A n'est pas nécessairement une formule close. 

N.B: Vx A est la fonnule: ~ ( 3 x  -A) et Indl (A) est définie en 4.2.2. 

Démonstration On définit quelques notions et on démontre des résultats 
intermédiaires. 



Définition 4.5.1 Une théorie logique 'J est un ensembles de formules 
du language L(*) clos par déduction: 

A E 7 implique Vx A E 7; 
A, A + B E 7 implique B E 7; 

Si r est un ensemble de formules de L(*), on note D(T) le plus petit 
ensemble clos par déduction contenant T. 

Définition 4.5.2 Une théorie du premier ordre est une théoie 
logique qui contient les formules universellement valides du langage(1es 
tautologies). 

Définition 4.5.3 Une théorie logique T est consistante s'il n'existe 
pas de formule A telle que: 

Définition 4.5.4 Une théorie logique 7 est complète si, pour toute 
formule close A du langage L(*), on a: 

soit A E 7 ou TA E 7 ou Indl(A) E 7. 

Définition 4.5.5 On note V(*) la théorie logique D ( a )  où A es t  
l'ensembles des axiomes du théorème 4.5.1. On a V(*) = {A E For(L(*))/ 

A). 

Une théorie V(*)-basée 7 est une théorie D(â u r) = Dm(*) u î ) ,  dont 
l'ensemble des axiomes contiens A. 

Si {A1, A2, ..., An} est un ensemble de formules de L(*), on note aussi: 
{Ai, A2, ..., An} u TI- B parAl, A2, ...,A n I-7 B. 

On a 7  = {A E For(L(*))/ C A}. 

Théorème 4.5.2 Soit U une interprétation sur L(*). Soit rl'ensemble 
de toutes les formules vraies dans U (pas nécessairement closes). Alors r 
est une théorie du premier ordre complète et consistante. 



Démonstration r contient les tautologies vraies à fortiori dans U. 

D'autre part est une théorie. Si A et A -t B E T, VQ, vv+(A) = V et 
Y+, vvg(A + B) = V donc VQ, vv+(B) = V d'après la table de vérité du 
connecteur d'implication, et B E T. Si A E T, V@, vv+(A) = V donc V@, 
vv+(Vx A) = V et Vx A E T. 

r est complète: la valeur de vérité d'une formule close ne dépend pas de 
l'assignation; si VV,(A) = V, A E T, si wU(A) = 1, IndlfA) E T et si 
VV,(A) = F, TA E r. 

est consistante: Si Indl(A) E T, alors VQ, w+(Indl (A)) = V.et donc VQ, 
vvg(A) = 1, par consdquent ni A, ni TA n'appartiennent a I'. 
De même si A E ï, V@, vvg(A) = V, par conséquent ni TA, ni Indl(A) 
n'appartiennent à T. 
Enfin si TA E T, V+, vv+(A) = F et par cons6quent ni A, ni Indl(A) 
n'appartiennent à T. 4 

Théorème 4.5.3 Si un ensemble F de formules clos par déduction a un 
modèle U,  alors F est une théorie consistante. 

Démonstration S'il existe U tel que VA E P ,  VQ, vvg(A) = V, alors TA 
a f ,  car sinon on aurait V+, vvg(A) = F, et Indl(A) a f, car sinon on 
aurait VQ, vv+(A) = 1. 
De même pour les autres cas. + 
Corollaire 4.5.1 Si une théorie du premier ordre a un modèle, elle est 
consistante. 

Thborème 4.5.4 V(*) est consistante. 

Démonstration Soit 0: F(L(*))+F(Po). 

F(L(*)) désigne les formules de For@(*)) ayant pour seuls connecteurs 7, 
-t et le quantificateur existentiel 3. 

F(Po) désigne les formules du calcul des prédicats sans quantificateurs, 
ayant pour seuls connecteurs 1, +. 

On définit 8 inductivement de la manière suivante: 

- Si A est atomique, A = p(t1, t2, ..., tn), 8(A) = p(ti, t2, ..., h). 



On montre par induction sur la longueur de la preuve dans C A que: 

C A implique 8(A) est une tautologie. 

On vérifie pour chaque axiome Ax du système formel défini dans le 
théorhe 4.5.1 que ~ ( A x )  est une tautologie. 

Si A a été obtenue par m.p. à partir de C et C -, A, 8(C) et 8(C + A) 
sont des tautologies par induction; or 8(C + A) = 8(C) + 8(A) et par 
conséquent 8(A) est une tautologie d'après la table du connecteur +. 
Si A a été obtenue par u.g. à partir de B, A = Vx B, 8 ( 4 x  YB) = -8(B) 
et comme 8(B) est une tautologie par induction, 8(A) est une tautologie. 

On a d'autre part &A) = -&(A) et B(Indl(A)) = Indl(B(A)); on ne peut 
donc avoir: 

Indl(A) ce qui impliquerait vv(B(A)) = V et w(8(A)) = 1, ni 
A et TA ce qui impliquerait vv(B(A)) = V et w(8(A)) = F, ni 
TA et C Indi(A) ce qui impliquerait w(B(A)) = F et w(B(A)) = 1. LAet 

Donc V(*) est consistante. 

Theorème 4.5.5 Si A alors A E V (*). 
(A est une tautologie: cf.  définition 2.2.6) 

Demonstration Par induction sur la longueur de la preuve dans C A, 
en montrant d'abord que tous les axiomes sont des tautologies. 

Les deux premiers axiomes ont été vus dans les théorèmes de complétude 
précédents. 

D'après le lemme 2.2.5, vv(VA) = V o V@, vv+(A) = V. 

VO, (Va, vv~(,,,)(A + B) = V implique vv4(A + Vx B) = V); 



ce qui est vrai ~u isque  vv+(A) = vv+(,,,)(A) parce que x n'est pas 
variable libre de A. 

Bq : (Vxi A(xi)) + A(t) (si t est libre pour xi dans A, i.e il n'y a pas de xi 
dans la portée d'un quantifiuiteur de xj dans A ,  x, variable libre de t). On 
vérifie que: 

VV+(VX~ A(x~)) = V implique que w+(A(t)) = V; 

Supposons que Va, w+(,,,,)(A(xi)) = V; soit a = $(t), alors par le lemme 
2.2.6 on a: vv+(A(t)) = VV+(,~,,~(A(X~)) = V car @(xiCa)(~i)  = $(t) et 

@(xi+a) et $ coïncident sur toutes les variables autres que xi. 

Donc w+(Vxi A(xi)) = V implique Va, ~ « ~ ~ + ~ ) ( A ( x i ) )  = V et w+(A(t)) 
= V en prenant a = $(t). 

A l  : (TA + C) + ((TA + TC) + ((Indl (A) + D) + 
((Ind1(A) + + A))); 

On a soit: 
-vv+(A) = V auquel cas vv+(A1) = V; 
-vvg(A) = 1 et soit: 

-vv+(D) = F ou 1 auquel cas w+(Indi(A) + D) = F et wg(A1) = V; 
-vv+(D) = V et wg(Indl(A) + YD) = F et vv+(A1) = V; 

-vvg(A) = F et soit: 
-vv+(C) = F ou 1 auquel cas vv+(lA + C) = F et vv+(A1) = V; 
-vv+(C) = V et vv+(-A + 7 C )  = F et vv+(A1) = V; 

On vérifie de la même façon que tous les autres Ai, pour i = 1, ..., 9, sont 
des tautologies. 

A1 0: V y (A(y) + C) -t (3y A(y) -t C); y non variable libre de C; 

Supposons que w+(Vy (A(y) -t C)) = V et montrons que: 
vvg(3y A(y) + C) = V. 

Va, vvg(,, ,)(A(y) + C) = V. Si vv+(3y A(y)) = V, alors 3 a ,  
vv+(,,,)(A(y)) = V et VV+(,,~(C) = V = vv+(C) car y n'est pas variable 
libre de C (lemme 2.2.3 car et $ coïncident sur les variables libres 
deC). Donc vv+(3y A(y) + C) = V. 



Ai 1 : (C + 3y A(y)) + 3y (C + A(y)); y non variable libre de C; 

Supposons que vv+(C -t 3yA(y))  = V et montrons que 
vve(3y (C -t A(y))) = V. 

Si vv$(C) = F ou 1, alors Va, VV$(~,,)(C -3 A(y)) = V car vv~(,,~)(C) 
= w d C )  (puisque y n'est pas variable libre de C). 

Si vv$(C) = V, alors vv$(3y A(y)) = V et 3a, vv+(,,,)(A(y)) = V et 
comme VV+(,,+~)(C) = V = VV$(C) car y n'est pas variable libre de C, 3a, 

vv$(yca)(C + A(y)) = V donc V V @ ( ~ Y  (C -t A(y))) = V. 

De même pour A12. 

Supposons que vv~(3x A(x)) = V et montrons que vv~(3y A(y)) = V. 
C'est-à-dire que si 3a, vv$(,,,)(A(x)) = V alors 3a', vv$(,,,.)(A(y)) = 
v. 

On a VV+(X+~)(~(X))  = VvO(xca)(yca)  (A(x)) d'après le lemme 2.2.3 car y 
n'apparaît pas dans A(x). 

Or @ ( x t  a)(y+ a)(x) = !(y +a)(y) et @ ( x t  a ) ( y t a )  et @(y+a)  
coïncident sur toutes les vanables autres que x et par le lemme 2.2.6, on 
a: 

Supposons que vv+(Indl(3x A(x))) = V; alors vvg(3x A(x)) = 1 et donc 
Va, VVQ(~+~)(A(X)) = F OU 1 et 3d, VVQ(~+~)(A(X)) = 1. 
Montrons qu'alors Va, v~$(~+~)(A(y))  = F ou 1 et 38, w+(,+,)(A(y)) = 
1. 

On a ~ v $ ( x c a ) ( ~ ( ~ ) )  = VV$(x+a)(y+-a) (A(x)) d'après le lemme 2.2.3 car y 
n'apparaît pas dans A(x). 
Or v a ,  @ ( x t a ) ( y t a ) ( x )  = @ ( y t a ) ( ~ )  et @ ( x t a ) ( y t a )  et @(y+a) 
coïncident sur toutes les variables autres que x donc par le lemme 2.2.6, 
on a: 



Le fait que: 

Al  6: Indl (A) Indi (-A); 

Atl6: Indl(-A) + Indi (A); 

Al7: -(A -) C) + A; 

Al9: hdl(C)  4 (A* -(A + C)); 

AP1: h d l ( B  + C) + A; 

soient des tautologies est facile à vérifier. 

AZ0: A(t) + 3x A(x) si t est libre pour x dans A; 

si vv$(A(t)) = V, soit a = Q(0; Q ( ~ t ~ ( t ) ) ( x )  = Q(t) et $(x++(t)) et $ 
coïncident sur toutes les variables autres que x et par le lemme 2.2.6, on 
a: 

Donc vv$(A(t)) = V implique 3a w+(,,,)(A(x)) = V, en prenant a = $(t). 

si $ est une valuation telle que w$(13x A(x)) = V, alors we(3x A(x)) = 
F et Vd, vv(,,,)( A(x)) = F et donc Vd, VV(~+,)  (-iA(x)) = V et donc 
VV@(VX 1A(x)) = v 

On suppose maintenant que A ait été obtenu par m.p. à partir de C 4 A 
et C; par induction vvg(C + A) = V et vvg(C) = V, donc vv@(A) = V. 



Si A a Cté obtenu par u.g., A = Vx  B, alors par induction B est une 
tautologie et V+, vv~(B) = V donc vv+(A) = V. + 

On a alors le théorème de déduction: 

Théorème 4.5.6 Si 7 est une théorie V(*)-basée, Al ,  A2, ..., An sont 
des formules c k s ,  et B une formule quelconque du langage AL(*), alors: 

est équivalent à: 

Démonstration Le seul sens non trivial est Al, A2, ..., An 7 B 
implique Al ,  A2, ..., An-1 1- 3. A + B, l'autre sens Ctant une 
application du modus ponens. 

On le démontre par induction sur la longueur de la preuve dans 
Ai, A2, ..., An C B. 

Si B est obtenu en une étape à partir de Al, A2, ..., An, soit B est un 
axiome, 
soit B = Ai, i # n, soit B = An. 

Si B est un axiome, par BI,  on a: B -t (A, + B) et avec B (axiome) et 
le m.p., on en déduit: An + B. 

Si B = Ai, i + n, on a Al ,  A*, ..., An-1 1- 7 B, par B i ,  on a: 
B + (An + B) et avec le m.p., comme B = Ai, i # n, on en déduit: Al, 
A2, ..., An-1 C An + B. 

Si B = An, on a: C An + An. En effet, par B2, on a: 

1- (A + (B + A)) + ((A -+ B) -t (A -t A)). 

Par BI et le m.p.,on en déduit C (A + B) -t (A -t A). En prenant B 
= A + A, et réappliquant B1 et le m.p., on en déduit C (A + A). 

Supposons que B ait été obtenu en k étapes à partir de Al, A2, ..., An. 

Soit par le m.p., Ai, A2, ..., An C C -+ B et Ai, A2, ..., An C 5- C. 
Alors par induction, on a: Al, A2, ..., An-1 C 7 An -t C et 



Ai , AP, An-i C 7 An +(C + B). 
En appliquant Be, on a: 

C (An + (C 4 B)) -t ((An + C) 4 (An -t B)). 

Par le m.p., on a Al, A2, ..., An-1 C T An + B. 

Soit par u.g., Al, A2, ..., An C 7 C et AI, A2, ..., An I- VX C avec 
B = V x C .  

On a Ai, A2, ..., An-1 C An + C par induction. Donc par u.g., 
AI , A29 -**, An-1 C 7 VX (A" 4 C). 

Comme An est close, elle ne contient pas d'occurrence de la variable x et 
on peut appliquer Ba, Vx (An 4 C) + (An + Vx C) et on en déduit le 
résultat: 

Aï, A2, An-1 C 7 An + VX C par *.p. + 

Théorème 4.5.7 Si T est une théorie V(*)-basée consistante (ce qui 
assure l'existence d'une formule close telle que non /- .J. A), alors: 

si A est une formule close telle que non C A, 

T u {A} ou 7 u {Ind ,(A)} est une théorie V(*)-basée consistante. 

Démonstration On suppose que T u {-A) et 7 u {Indl(A)) sont 
inconsistantes. Il y a 9 cas ii vérifier qui sont Climinés par les axiomes Al, 
A2, ..., Ag. 

Si 7 u {-A) et 7 u {Indl(A)) sont inconsistantes, il existe alors C telle 
que: 

C~ v {-A) et l- 7 u {TA) YC (1) ou: 

u (4) cet C T u { + I )  Indl(C) (2) ou: 

De plus, il existe D telle que: 



'3 u {Indi(A)} C T U { ~ A )  -.ID (1') ou: 

7 u {Indi (A)} Det LT u {-A) Indl (D) (2') ou: 

-Le cas (l), (1') est éliminé par: 
Al:  (TA + C) + ((TA + TC) + ((Indl(A) + D) 

+ ((Ind1(A) 1 D )  + A))); 

On aurait alors avec le théorème de déduction (qui s'applique car A est 
close): 

1- + C et C TA + TC et CT Indi(A) + D et 
7 Indl (A) + 1 D ;  on en déduirait donc: C A par le m.p. et par 

A1 

Le cas (l), (2') est éliminé par: 

On aurait alors avec le théorème de déduction: C 7 A. 

Le cas (l), (3') est éliminé par: 

A3: + C) + ((TA -+ TC) + ((Indl(A) + Indl(D)) + 
((Indl (A) + 7 D )  + A))); 

On aurait alors avec le théorème de déduction: C 7 A. 

Le cas (2), (1') est éliminé par: 

et le théorème de déduction. 

Le cas (2), (3') est éliminé par: 
As: (-.A + C) -+ ((-A + Indl(C)) +((Indl(A) + ID) 

+ ((Ind1(A) + Ind1(D)) + A))); 

et le théorème de déduction. 



Le cas (2), (2') est éliminé par: 

As: (TA + C) + ((-A -, Ind1 (C)) + ((Indl (A) + D) 
+ ((InddA) + Indl(D)) + A))); 

et le théorème de déduction. 

Le cas (3), (1') est Climiné par: 

et le théorème de déduction. 

Le cas (3), (2') est éliminé par: 

Ag: (-A + TC) + ((-A + Indl (C)) + ((Indl (A) + D) 
+ ((Indl(A) + Indl(D)) + A))); 

et le théorème de déduction. 

Le cas (3), (3') est éliminé par: 

A 9: (-A -, TC) + ((-A + Ind1 (C)) + ((Ind (A) + -.ID) 
+ ((Ind1(A) + Ind1(D)) + A))); 

et le théorème de déduction. + 
Nous avons montré que: V(*) ç V( * ) .  Nous allons maintenant prouver 
l'inclusion inverse: 

Cela entraînera que toute théorie V(*)-basée est une théorie logique du 
premier ordre au sens où c'est un ensemble clos par déduction qui contient 
les tautologies. 

On aura alors V(*) = V (*) et donc A o bT A. 

On commence par démontrer que si A est une formule close, alors A 
implique C A, en montrant la contraposée. 

C'est-à-dire que si A est une formule çlose non prouvable, A n'est pas une 
tautologie. 



Le théorème 4.5.4 assure que V(*) est consistante et le théorème 4.5.7 
s'applique: 

Si A est une formule close non prouvable: 

V(*) u {TA) ou V(*) u {Indl (A)) est une théorie V(*)-basée 
consistante. 

Si on montre que V(*) u {TA} ou V(*) u {Indi(A)) a un modèle, A ne 
sera pas une tautologie. 

En effet cela signifie que 3U tel que V@, vv~(7A)  = V ou 3U tel que Y$, 
vv+(Indl(A)) = V. Par conséquent, 3U tel que V@, vv~(A) = F ou 3U tel 
que V$, vv$(A) = 1. 

Nous allons donc montrer: 

V(*) u {B} est consistante implique V(*) u {B} a un modèle. où B est 
yne formule de L(*). 

Le théorème principal est le suivant: 

Théorème 4.5.8 Toute théorie V(*)-basée consistante a un modèle. 

Dans toute la suite 7 désigne une théorie V(*)-basée consistante, 7 = 
D(V(*) u r) où r est un ensemble de formules de L(*). 

On démontre deux résultats intermédiaires: les théorèmes 4.5.9 et 4.5.10. 

Théorème 4.5.9 Si T est une théorie V(*)-basée consistante (7 = 
D(V(*) u r) où r est un ensemble de formules de L(*)) alors T a une 
extension complète et consistante TE. 

Démonstration On énumère les formules closes du langage L(*) par Cl, 
CP, ..., Cn, ... et on définit inductivement Ti par: 

T o  = 7 ;  si non I-Ti-l C i, alors Ti = Ti.1 U { i C  i )  OU Ti = Ti.1 U 

{Indi(Ci)} en en choisissant une consistante par le théorème 4.5.7; 
autrement Ti = Ti-1. 

Soit TE = u i Ti. 

Montrons que chaque Ti est consistante. 



To = 7 l'est par hypothèse. Si Ti.1 est consistante, soit Ti= Ti-1 Sest, soit 
Ti l'est par constmction. 

-&pst consistante d'après le l e m e  suivant car les ( T i ) i s ~  forment une 
suite croissante d'extensions consistantes. 

Lemme 4.5.1 Si ? est une théorie V(*)-basée consistante, ( T r ) i é ~  une 
suite croissante d'extensions consistantes, ?* = u iTi est une extension 
consistante de T. 

Démonstration Si * A, TA, h d l  (A) alors il existe n tel que C 
TnA, TA, Indi (A)* 

-zE est corn~lète car pour chaque formule close, on a soit hE Ci, soit 
kE -Ci, hE Indl (Ci) par construction. + 

On ajoute maintenant des constantes si, s2, ..., Sn, ... au langage L(*), qui 
n'apparaissent pas dans L(*). 

Soit L(*') le langage L(*) v {si, ~ 2 ,  ..., Sn, ...). 

Soit V(*') la théorie dont les axiomes sont ceux de V(*) avec plus 
d'instanciations. 

Soit 7' la théorie D(V(*') v r )  déduite de V(*') v r et T la théorie 
D(V(*) u r) déduite de V(*) u r où r est un ensemble de formules de 
U*). 

T est consistante, puisque 7 l'est, selon le théoSme suivant: 

Thborème 4.5.10 Si A est une formule ayant xj,, ..., xi, pour variables 
libres on a: 

LD(v(*) Ur)A(xi l ,  - - , x ~ J  CD(V(**) u ~ ) A ( ~ j l ,  ..., s jJ ,  
pour tout {si1, Si2, ..., s ~ J  E { S I ,  S2 .  .... ~ n ,  ...}. 

Démonstration Soit 7 la théorie D(V(*) u r) et T' la théorie D(V(*') 
u n. 
-Cornme 'Y E T', k~ A(xil, ..., xi,) implique hl A(xil, ..., xin). 



Avec la règle ~ .g . ,  hm Vxi1Vxi2...V~i, A(xil, ..., xi,); 

par l'axiome Bq: Vxi A(xi) -t A(t) si t est libre pour xi dans A, et le 
théorème de déduction, on a: 

CVX~VX~...VX~ A(xl, ..., x,) + A(tl, ..., tn) si tj est libre pour xi dans 
A. 

Ceci se démontre par récurrence sur n. 
Si n = 1, c'est l'axiome Bq. 
Sinon, on a en considérant la formule à 1 variable libre xi, 
VX p...V~n A(xl, ..., xn), 
C VxlVx ,... VX, A(xl, ..., x,) + Vx2...Vxn A t1, ..., ~ n ) .  

Donc, par le m.p., VxiVx 2...Vxn A(xl, ..., x,) L VX 2...Vxn A(tl, ..., x,). 
Par induction, C VX 2...Vxn A(tl, ..., xn) + A(tl , ..., tn) si tj est libre 
pour Xi dans A (i 2 2). Par le m.p., VX 2...V~n A(tl, ..., xn) C A(tl, ..., 
tn). 
Donc, VX~VX~. . .VX~ A(xl, ..., x,) I- A(tl , ..., tn) et comme Vxl VX 2...Vxn 
A(xl, ..., x,) est une formule close, le théorème de déduction s'applique et 

Donc: 
C T ' ~ X i l ~ X i p . . . ~ X i n  A(xil, ..., xi,) + A(sjl, ..., si,) car sj, est libre pour 

xip dans A puisque c'est une constante. 

D'où: 

hl A(sj1, ..., sin) en utilisant le modus ponens. 

- Montrons que hl A(sjl, ..., sin) implique h A(xi1, ..., xi,)* 

A(sjl, ..., 9,) signifie qu'il existe une suite de formules constituant 

une preuve de A(sjl, ..., sin) dans 5'. 

Soit sjl, ..., Sj,, ..., sjt la liste des constantes de {sl, s2, ..., Sn, ...} qui 
apparaissent dans la preuve. 

Soit xm , ..., Xmn, ..., xm,, ..., 'mt+n un ensemble de variables 
n'apparaissant pas dans la preuve et distinctes de xi1, ..., xi,. 



Dans chaque formule de la preuve on remplace sii par xmi pour i = 1, ..., t. 
Au même moment si xij E {xil, Xi2, ..., xi,), on le remplace par xmy. 
Comme les axiomes de 7'  sont ceux de 7 avec plus d'instanciations, la 
suite de formules obtenue est une preuve dans 7. 

On a donc A(sjl, ..., sin) implique: 

Avec h g . ,  on en déduit V X ~ ~ V X ~ ~ . . . V X ~ ,  A(xml, ..., xmn); 

d'autre part on a: 
Q ~ r n ~ ~ ~ r n ~ ~ ~ . Q ~ r n ,  A(xml 9 xm,) + A(xil, xin) 

puisque xij est libre pour xmj dans A car xmj n'apparaît pas dans la portée 
d'un quantificateur de xij dans A puisque l'on a supprimC les xij de la 
preuve. 

Par m.p., on en déduit LT A(xil, ..., xi,.,). + 

Corollaire 4.5.1 D(V(*) u T) est consistante si et ssi D(V(*') u TJ est 
consistante. 

On est maitenant en mesure de prouver le théorème 4.5.8. 

On utilise les notations ci-dessus et on énumère les formules closes de 
F(L(*')) qui commencent par un quantificateur existentiel: 

Il n'y a qu'un nombre fini de Si qui apparaissent dans une formule Bi 

Soit: 

où sij est le premier ~k n'apparaissant ni dans Bj ni dans {Hi, ..., Hj-1) . 

(si, n'apparaît ni dans Bj ni dans { G ,  . j } car les constantes de Gj 
sont les mêmes que celles de Hj). 



On va utiliser ces H, et G, pour construire une suite infinie d'extensions de 
T' dont chaque élément est consistante. 

On construira une extension complète et consistante T** de 7' qui contient 
Hj et Gj. 

Pour cela on construit d'abord 7'" telle que: 

Puis T* telle que Ti = Tt*; Tn = Tnml u { Gn ) ; T* = u ,Tn. 

Si T* est une théorie V(*)-basée consistante, elle admet une extension 
complète et consistante T** par le thkorème 4.5.9. 

Montrons que T* est une théorie V(*)-baske consistante. 

Pour cela on commence par montrer que T'* est une théorieV(*)-basée 
consistante. 

Soit T'l = 7';  T', = T',., u {H,); TV* = u ,T',. 

Montrons que chaque Tn est consistante. 

TV1 I'est par hypothèse. 

Supposons que Ti est consistante pour i c k et montrons que Ti< I'est. 

Si Ttk n'est pas consistante, il existe une formule A telle que: 

Soit LTk A et LTfk TA (1) OU: 

CTtk A et CTvk Indl (A) (2) ou: 

Comme Hk est une formule close, on peut appliquer le théorème de 
déduction et on a: 

Soit CTlk-l ~k + A et i - ~ * ~ - ~  Hk + TA (1) ou: 



On va montrer que si B est une formule close telle que: 

alors on a: 

ce qui contredira le fait que Tlk-i est consistante. 

Comme Sik est le premier Sj n'apparaissant ni dans Bk ni dans {Hi, ..., Hk- 
1 } , on peut dans I-Tgk-l H k + B remplacer sik par une variable y 
n'apparaissant pas dans la preuve. 

On a alors: C T ' k - l  (3xikBk(xik) + MY)) -+ B. 

Par u.g., on a: 

Comme y n'est pas variable libre de B qui est une formule close, 

A ~ o :  Vy (A(y) + C) + ((3y A(y)) -+ C) s'applique et l'on en dkduit: 

Donc par le m.p., CT'k-l 3~ (3xik Bk(xik) + ~ k ( y ) )  -t B. 

D'après Al : (C -+ (3y A(y))) -+ (3y (C + A(y))) si y non variable 
libre de C, comme y n'est pas variable libre de 3xik Bk(xik), on a: 

Comme d'après Al3: 3x A(x) -+ 3y A(y) si y n'apparaît pas dans A(x), 
on a: 

C 3xik B k ( ~ i k )  -+ 3y B k(y) car y n'apparaît pas dans 3xik Bk(xik), p u  
deux applications de m.p., on en déduit: 



Chaque Tlk est donc consistante et T'* l'est par le lemme 4.5.1. 

Montrons maintenant que T* est consistante. 

Montrons que chaque Tn est consistante. 

Tl l'est d'après ci-dessus. 

Supposons que Ti est consistante pour i < k et montrons que Tk l'est. 
Si Tk n'est pas consistante, il existe une formule A telle que: 

soit LTk A et I-T~ TA (1) OU: 

CTk A et I-T~ h d i  (A) (2) ou: 

Comme Gk est une formule close, on peut appliquer le theorème de 
déduction et on a: 

Soit C T ~ - ~  ~k + A et CT~-i G~ + TA (1) ou: 

On va montrer que si B est une formule close telle que: 

I-Tk-( Gk -1 B 

alors on a: 
CTk-1 B 

ce qui contredira le fait que Tk-l est consistante. 

Comme Sik est le premier Sj n'apparaissant ni dans Bk ni dans { Gi , ..., Gk- 
1 ) , on peut dans l-T k-l G k -+ B remplacer Sik par une variable y 
n'apparaissant pas dans la preuve. 



On a alors: C T ~ - ~  (1nd1 @xik Bk(xik)) + Indl (B~(Y))) + B. 

Par u.g., on a: 

Comme y n'est pas variable libre de B qui est une formule close, Ale: 

Vy (A(y) + C) + ((3y A(y)) + C) s'applique et l'on en dtduit: 

Donc par le m.p., CTk.l 3~ (1ndl(3xikBk(xik)) + Indi(Bk(~)) * Ba 

D'après Al : (C + (3y A(y))) + (3y (C + A(y))) si y non variable 
fibre de C, comme y n'est pas variable libre de Indl(gxikBk(xik)), on a: 

Comme d'après Al4: Indl(3x A(x)) + 3y Indl(A(y)) si y n'apparaît pas 
dans A(x), on a: 1- Ind1(3xikBk(xik)) -t 3 y  Indl(Bk(y)) car y 
n'apparaît pas dans Bk(xik), par deux applications de m.p., on en déduit: 

Chaque Tk est donc consistante et T* l'est par le lemme 4.5.1. 

Si T*  est une théorie V(*)-basée consistante, elle admet une 
extension complète et consistante T** par le théorème 4.5.9. 

T** contient les formules -Hi = 3xij Bj(xi$ + Bj(sh) 
-Gj = Indl Bj(xij)) + Ind1 (Bj(sij)). 

On construit un modèle de T** qui sera un modèle de T puisque 'J ç 

T**. 

On prend une interprétation de Herbrand U dans laquelle le domaine 
D est l'univers de tous les tennes clos de L(*'). 



Si t est un terme clos, on note [t] son interprétation. Chaque constante est 
interprétée par elle-même; chaque symbole de fonction f d'arité n est 
interprété de manière canonique par: 
fi ([hl], Eh219 --, [ h l )  + [f(hl, h2, ..., hn>l* 

Il reste à donner une valeur de vérité aux symboles de prédicats de L(*'); 
on associe à chaque symbole de prédicat p une fonction de Dn dans {V, F, 
1) de la manière suivante: 

vvu(p(h1, h2, ..., hn)) = Vrai ssi C 'J.** p(hi, h2, ..., hn) 
vvU(p(hl, h2, ..., hn)) = Faux ssi C T** +hi, h2, ..., hn) 
vvu(p(hl, h2, ..., hn) ) = Indéterminé sinon; 

Ceci est parfaitement défini car ?** est consistante et définit bien une 
interprétation trivaluée. 

Nous allons montrer par induction pour toute formule close A de F(*') 
que : 

vvu(A) = Vrai ssi C T** A 
vvU(A) = Faux ssi k ?**TA 
vvU(A) = Indéterminé ssi C 7** Indl (A). 

-Si A est atomiaue; 

A = p(hl, h2, ..., hn); par définition: 

vvu(p@1, h2, ..., hn)) = Vrai ssi C ?** p(h1, h2, ..., hn) (1) 
vvU(p(hi, h2, ..., hn)) = Faux S S ~  C 7** ip (h i ,  hn, ..., hn) (2) 
vvu(p(hl, h2, ..., hn) ) = Indéterminé sinon; (3) 

- Les cas wU(A) = V et vv,(A) = F sont traités par (1) et (2). 

- Si w,(p(hl, h2, ..., hn) ) = 1 alors on a: 
non ?** p(h1, h2, ..., hn) et non C ?** lp(h1,  h2, ..., hn) d'après 

(1) et (2). 
Comme T** est complète, on a: C T** Indl(A) puisque A est close. 



- Réciproquement, si T** Indl (A) on a non C 7' * A et non I- 
T** -A car T** est consistante; donc w,(A) = I car la valeur de vérité 
d'une formule close est parfaitement déterminée. 

- Soit A = TB; 

- vvU(A) = V ssi wu(B) = F ssi C T** YB par induction ssi =** 
A. 

- vvu(A) = F ssi vv(B) = V ssi i- 7** B par induction. 
Avec les axiomes B + 1-B et TTB -, B (A1 et Afl 5), on a: 

C p* B ssi I- T*+ TB ssi C -A. 

- vvu(A) = 1 ssi w,(B) = 1 ssi T** Indl(B) par induction. Avec les 
axiomes Indl (B) + Indl (TB) et Indl(7B) + B (A16 et A'1 s), on a: 

C =** Indl (B) ssi C Indl (TB) ssi C T** Indl (A). 

- Soit A = B -, C; 

Montrons que C T** B -t C ssi vvu(B + C) = V; 

comme B + C ne prend pas la valeur 1, cela revient à montrer que: 

non C T * *  B + C ssi vv,(B + C) = F; 

Or non C T*+ B + C équivaut à 1- ~ t *  l ( B  + C )  ou b T** 
Indl ( B  -, C) car la théorie est complète et A est close. 

D'autre part la théorie est consistante et A21: Indl(B + C) + A prouve 
que l'on n'a jamais: 

C T** Indl (B -t C) (sinon on aurait C ?** A et C T** TA par le 
m.p.). 

On montre donc que C T** T(B + C) 6quivaut à + C) = F; 

-CT** T(B + C) implique C T * *  B p a r A l 7 : + ~  + C) + B et 
le m.p.. Donc wu@) = V par induction. 



Montrons que vvu(C) = F ou 1 et l'on aura: vvu(B + C) = F; 

vvu(C) = F équivaut à C YC et vvU(C) = 1 kquivaut à k T** 
Indl (C) par induction. Si non C T+* TC, alors C 7** C ou C 7* * 
Indl (C) car la théorie est complète et C est close. 

Mais d'après BI: C + (B + C) et le m.p., 

C T** C implique k ?** B + C ce qui est impossible car la théorie 
est consistante. 

Donc soit vv,(C) = F ou vvu(C) = 1. 

- Réciproquement, si vvu(B -t C) = F, alors wu(B) = V et vv,(C) = F 
ou 1; on a donc: 

C T * *  B et C p *  TC ou C p *  Indl(C) par induction. 

Si 1- 7** B et 1- 7* *  ' C  alors 1- 7**  l ( B  -t C) par Ais: 
B -t (-C + l ( B  + C)) et le m.p.; 

Si C 7 * *  B et 1- ?** Indi(C) alors 1- 7** l ( B  + C) par Ais: 
Indl(C) + (B + T(B + C)) et le m.p.; 

Donc si vvu(B -t C) = F, alors C ?** T(B + C). 

- Soit A = 3xik Bk(xik) (c'est ainsi qu'on a énuméré les formules closes 
commençant par un quantificateur existenciel). 

Montrons que: vvU(A) = Vrai ssi C 7** A 
vvu(A) = Faux ssi C *** 4 
vvu(A) = Indéterminé ssi C p* Indl (A). 

- Si C 7 * *  3xik Bk(xik), alors C 7** Bk(sik) par le m.p. et parce que 

?**contient toutes les formules Hk. Donc wU(Bk(sik)) = V par induction 
(Bk(sik) est une formule close) et vvU(3xik Bk(xik)) = V. 

En effet y@ 3dg vvg(xikcdP) (Bk(&k)) = V. n suffit de prendre dg = sik. 

On a bien V V ~ ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ )  (Bk(xik)) = VV$(B~(S~~)) = V car: 



d'une part @(xikcrik)(~ik) = sik = @(sik) car les termes clos de L(*') sont 

interprétés par eux-mêmes dans U. D'autre part et coïncident 
sur toutes les variables autres que xik donc par le lemme 2.2.6, on a: 

= w$(Bk(sik))* 

Réciproquement ,  s i  v v U ( 3 x i k B k ( x i k ) )  = V alors 

'0 3d$ V V $ ( x i k t  d4) (Bk(xik)) = V. Donc, '0 3d+ vv$(Bk(d$)) = V 
(lemme 2.2.6). En effet @(xikcd4)(xik) = d$ = @(d+) et @(xikcd4) et 0 
coïncident sur les autres variables que xik donc vvg(xikcd$ (Bk(xik)) = 

vv$(B k(d$)). 
Mais Bk(d+) est une formule close et l'on a w$(Bk(d$)) = vv$'(Bk(d$)) 
(lemme 2.2.2). 
Donc, 3d, V@ vv$(Bk(d)) = V et 3d, vvU(Bk(d)) = V. 

Donc p* Bk(d) par induction et comme par on a: 

C T** ~ ~ ( d )  + 3xik B k(xik), on en déduit C T** 3xik Bk(xik) par le 
m.p.. 

- Si C T** 7(3xik~k(xik) ) ,  montrons que vvU(3xik~k(xik)) = F par 
l'absurde. 

-Si vvU(3xikBk(xik)) = V alors 3d, vv$(Bk(d)) = V (cf. ci- 
dessus). 
Donc T** Bk(d) par induction et comme par on a: 

1- T** Bk(d) -+ 3xikBk(xik), car d est libre pour dans puisque c'est 
une constante. 
On en déduit alors: C g-++ 3xik B k(xik). 
Le cas vvu(3xikBk(xik)) = V est donc à éliminer. 

par le m.p. ce qui est impossible car T** est consistante. 

-Si vvu(3xikBk(xik)) = 1 alors v d  vv(Bk(d)) # V  et 3 d ,  
vv (B k(d)) = 1. 

Comme: 



C T** i (3xik  Bk(xik)), on a: L- T** Vxik 1Bk(xik) par A22 et par Bq 
on a pour tout terme clos d (alors libre pour xik dans Bk), 1- T+ * 
-iB k(d). 

Par induction, on a vvU(Bk(d)) = F, pour tout terme clos d et on ne peut 
donc avoir: vv(3xik B k(xik)) = 1. 

- Réciproquement, supposons que vvu(3xikBk(xik)) = F et montrons que 
C ?** 7(3xik Bk(xik))* 

Si non l- p* 7(3xik B k(xik)) alors soit C q-** (3xik Bk(xik)), soit C 
T** Indl (3xik Bk(xik)), car la théorie est complète et 3xik Bk(xik) est close. 

-Si 1- y-** (3xikBk(xik)), alors 1- g-** Bk(sik) car 

T**contient toutes les formules Hk. Donc wU(Bk(sik)) = V par induction 
(Bk(sik) est une formule close) et vvu(3xik Bk(xik)) = V car 3d = sik tel 

que:'vv$(~ik,d) (Bk(xik)) = vv$(Bk(sik)) = V* 

- Si 1- T**  Ind1(3xik Bk(xik)), alors 1- g-** Ind1(Bk(sik)) Car 

Tt*contient toutes les formules Gk. Donc vvU(Bk(sik)) = 1 par induction 
(Bk(sik) est une formule close) et vvU(3xik Bk(xik)) + F. 

- Lê troisième Cas: C T** h d l  (3xikBk(xik)) @ vvU(3xikBk(xik)) = 1 est 
résolu par les deux autres, la théorie étant complète, consistante et la 
valeur de vérité d'une formule parfaitement déterminée. 

L'interprétation U est alors un modèle de ?**: 

En effet si A(xl, x2, ..., xn) est une formule telle que g-**A(xi, XZ, 

..O, xn); 

alors par u.g., C T * * V ~ l V ~ ~ . . . ~ ~ n  A(xi, X2, ..., xn); 

Vx1Vx2...Vxn A(xl, XZ, ..., xn) est une formule close, et on a: 

vv(VxlVx 2...V~n A(xl, x2, ..., xn)) = Vrai; 



donc VQ vv@(A(xl, x2, ..., xn)) = Vrai, ce qui signifie que A(xl, x*, ..., 
x,) est Vraie dans U au sens où sa clôture universelle est Vraie dans U. 

On a ainsi prouvé que 7 qui est une théorie consistante V(*)-bas6e a un 
modèle, 
puisque U est un modèle de T * * et 7 E 7 * * . 
On a ainsi prouvé que bT A implique A pour toute formule close. 

-Si A n'est pas close, alors lT A implique VA et donc C VA 
où VA désigne la clôture universelle de A; 

k Vx1Vx2...Vxn A(xl , xp, ..., x") implique C A(yl, y2, ..., y,) avec 
l'axiome B4 (avec Yi n'apparaissant pas dans A) et le theoreme de 
déduction. 
C A(yl, y2, ..., yn) implique C A(xl, x2, ..., x,) en renommant les 

variables de la preuve. 

Par conséquent, si A n'est pas close, alors A implique C A .  + 

Corollaire 4.5.2 L'ensemble des tautologies du langage L, en calcul des 
prédicats, ayant pour seuls connecteurs -i, +, et pour quantiflcateur 3 est 
récursivement énumérable. 

Par contre, on peut montrer qu'il n'est pas récursif: 

Proposition 4.5.1 L'ensemble des tautologies trivaluées du langage L, 
en calcul des prédicats, ayant pour seuls connecteurs 7, +, et pour 
quantificateur 3 n'est pas récursif. 

Démonstration On considère l'ensemble F des formules bivaluées 
closes et on construit un bijection a de F sur a(F) de la façon suivante: 

Si f est une formule bivaluée close (ayant ses symboles parmi 1, A, v, a, 
m, 3, V), comportant les prédicats Pl, ..., P, avec les variables libres, xi, 
..., %, on pose: 

Cette formule devient une fonnule trivaluée puisqu'elle comporte le 
connecteur +. 
On a alors l'équivalence suivante: 



F est une tautologie bivaluée o a(F) est une tautologie tnvaluée. 

Montrons que F est une tautologie bivaluée implique que a(F) est une 
tautologie trivaluée. 

Soit i une interprétation trivaluée. 

Deux cas se présentent: 

- j E 11, ..., n),  Vd l...dq E D4, wi(Pj(dl, ..., dq)) = V OU F. 
Dans ce cas, on fabrique une interprétation bivaluée i' qui prend 
la même valeur que i sur F, puisque seules comptent les valeurs 
de i' sur les symboles de prédicats intervenant dans F. On a 
alors vvit(F) = V puisque F est une tautologie bivaluée; donc 
VV~(F) = V puisque VV~(F) = vvi1(F). Donc wi(a(F)) = V. 

- 3 j  E 11, ..., n) ,  V V ~ ( V X I  ... Vxq (Pj(xi, ..., xn) v lP j (x i ,  ..., 
x,))) = 1. Dans ce cas, wi(a(F)) = V. 

Montrons que a(F) est une tautologie trivaluée implique que F est une 
tautologie bivaluée. 

Si a(F) est une tautologie trivaluée, elle est vraie en particulier dans toute 
interprétation bivaluée (cas particulier d'une interprétation tnvaluée). 

Dans une interprétation bivaluée i, on a toujours V j  E {l, ..., n}, 
vvi(Vxi ... Vxq (Pj(xi, ..., x") v -Pj(xl, ..., xn))) = V car Vj E {1, ..., n}, 
Vdi ... dq E Dq, vvi(Pj(dl, ..., dq)) = V ou F puisque i est bivaluée. Par 
conséquent VV~(F) = V et F est une tautologie bivaluée. 

Ceci permet alors de conclure que l'ensemble T des tautologies trivaluées 
n'est pas récursif. En effet, s'il l'était, l'ensemble des tautologies 
trivaluées de la forme a(F) le serait comme intersection de l'ensemble des 
formules a(F) où F est une formule bivaluée qui est un ensemble récursif 
et de l'ensemble des tautologies trivaluées. L'ensemble des formules a(F) 
où F est une formule bivaluée est un ensemble récursif puisque la 
bijection a de l'ensemble F des formules bivaluées closes sur l'ensemble 
a ( F )  est récursive et bi-récursive. Par conséquent l'ensemble des 
tautologies bivaluées serait récursif, puisque F est une tautologie bivaluée 
e a(F) est une tautologie trivaluée; ce qui contredit le théorème de 
Church. 



CHAPITRE 5: PROGRAMMES 
TRIVALUES. 

SEMANTIQUE. 
OPERATEURS ASSOCIES AUX 

PROGRAMMES. 
INTERPRETEURS. 

Dans ce chapitre et dans le suivant, nous nous intéressons directement à la 
logique trivaluée pour étudier les programmes avec négation. 

Le plan du chapitre est le suivant: 

Dans une première partie (5.1), nous donnons les définitions des 
programmes étudiés. 

Puis dans la partie 5.2, nous généralisons la propriété de monotonie 
obtenue pour les programmes bivalués aux programmes étudiés. Nous 
donnons ensuite la conséquence directe de cette propriété pour 
l'intersection de modèles d'un programme trivalué. 

La partie 5.3 introduit l'opérateur conséquence associé à un 
programme trivalué et fournit ainsi une première sémantique 
dénotationnelle d'un programme avec négation. Le plus petit point fixe de 
cet opérateur est en effet le plus petit modèle d'un programme consistant. 
Ce plus petit point fixe se calcule facilement dans le cas d'un opérateur 
défini puisque l'opérateur conséquence associé au programme est alors 
continu. D'autres sémantiques peut-être mieux adaptées à la logique 
trivaluée seront fournies au chapitre 6. 

La partie 5.4 concerne les différentes transformations pouvant être 
faites sur un programme trivalué (mise sous forme définie pour un 
programme sans quantificateur, mise sous forme normale). Elle introduit 
les deux complétions d'un programme avec négation (la 7-complétion et 
la +-complétion). 



Dans la partie 5.5, nous étudierons les liens entre les différents 
opérateurs associés à un programme. Pour faire le lien avec l'opérateur 
de Fitting, nous utilisons la 1-complétion ainsi que la +-complétion 
définies au paragraphe précédent. 

Enfin dans la partie 5.6, nous donnons une sémantique opérationnelle 
des programmes avec négation, en étudiant les interpréteurs. Par des 
opérations purement syntaxiques sur les interprétations et les 
programmes, tout interpréteur bivalué pourra être transformé en un 
interpréteur trivalué. Ceci a déjà été fait pour des interpréteurs Prolog 
(Delahaye-Matthieu [8 bis]). 

5.1 DEFINITIONS 

Définition 5.1.1 Une règle trivaluée est une formule de la forme: 

lit ou lit t for 

où for est une formule du langage L contenant les symboles V, 3, l, A, v, 
*, o et lit un littéral (définition 2.2.1) ne contenant pas le prédicat 
égalité. 
Une règle est positive si elle comporte un atome (définition 2.2.1) en tête 
de règle. 

Remarque: V, 3, l, A, v, a, m sont monotones 
(cf. 5 5.2.1 ci-dessous. ). 

Définition 5.1.2 Un programme trivalué est un ensemble fini de règles 
trivaluées. 

Remarque: La notion de programme dans Lloyd [22] correspond à la 
notion à la notion de programme trivalué ne contenant que des règles 
positives. 

Exemple 5.1.1 Soit Pr le programme trivalué suivant, comportant les 
symboles de prédicats plus, mult, et = et les symboles de fonctions su 
(d'arité l), ze (constante). 

plus(ze,x,x) 
plus(su(x),y,su(z)) 4- plus(x, y, z) 
mult(ze, X, ze) 
mult(su(x),y,z) t mult(x, y, t) A plus(t, y, z) 
- I ~ ~ u s ( x ,  y, Z) t ~ ~ u s ( x ,  y, t) A T(Z = t) 



Définition 5.1.3 Une règle définie trivaluée est une formule de la 
forme: 

lit ou lit t litlr\1it2r\ ... Ait,  

où lit est un littéral ne contenant pas le prédicat égalité et les liti sont des 
littéraux. 

Définition 5.1.4 Un programme défini trivalué est un ensemble fini de 
règles définies trivaluées. 

Remarque: La notion de programme normal dans Lloyd [22] correspond 
à la notion à la notion de programme défini trivalué ne contenant que des 
règles positives. 

Définition 5.1.5 Une règle bivaluée est une formule de la forme: 

ato ou ato t for 

où for est une formule contenant les symboles V, 3, A, v et ato est un 
atome ne contenant pas le prédicat égalité. 

Remarque: V, 3, A, v sont monotones (cf. 5 5.2.1 ci-dessous. ) 

Définition 5.1.6 Un programme bivalué est un ensemble fini de règles 
bivaluées. 

Définition 5.1.7 Une règle définie bivaluée est une formule de la 
fonne: 

ato ou ato t a t o l ~ a t o 2 ~  ... ~ a t o ,  

où ato est un atome ne contenant pas le prédicat Cgalité et les atoi sont des 
atomes. 

Définition 5.1.8 Un programme défini bivalué est un ensemble fini de 
règles définies bivaluées. 

Remarque: La notion de programme défini dans Lloyd [22] correspond à 
la notion à la notion de programme défini bivalué. 



5.2 EXTENSION DE LA PROPRIETE DE 
MONOTONIE. 

INTERSECTION DE MODELES D'UN 
PROGRAMME TRIVALUE. 

5.2.1 Monotonie. 

Définition 5.2.1.1 On ordonne l'ensemble {V, F, 1} par l'ordre induit 
par: 

On ordonne l'ensemble {V, F] par l'ordre induit par: 

On ordonne l'ensemble IHTw(L) par la relation d'ordre suivante: 

V i, j E IHT(L), i < j e i E j; V i s  IHTm(L), i 5 Contra. 

On ordonne l'ensemble IHB(L) par la relation d'ordre suivante: 

Vi, j E IHB(L), i S j Q pos(i) E posu); 

Remarques: - L'élkment Contra est rajouté à IHT(L) pour étudier les cas 
de programmes inconsistants. 
- L'ordre sur {V, F, 1) est celui qui correspond à l'ordre d'inclusion sur 
MT(L): il rend la bijection $: IHT(L) + {Fonctions de her(L) dans {V, 
F, 1)),  i + vvi, monotone. 
- De même l'ordre sur {V, F) est celui qui correspond à l'ordre 
d'inclusion sur 2her(L): il rend la bijection $: 2her(L) + {Fonctions de 
her(L) dans {V, F) ) ,  i + w i ,  monotone. 

Proposition 5.2.1.1 7: {V, F,  11 + F,  11 
A, v, *, o.. IV, F, Il2 + IV, F, 11 
A: p, F,  I } U ~ * ( ~ )  + IV, F,  11 et 

V :  IV, F,  I} UNI(L) + IV, F, 1} 

avec ~ ( h )  = V (resp. V ( h )  = V )  si Vt E UNI(L) (resp. 3t  E UNI(L)), h(t) 

= V ,  ~ ( h )  = F (resp. V ( h )  = V )  si 3 t  E UNI(L) (resp. Vt E UNI(L)), h(t) 

= F, A(h) = I (resp. V(h) = 1) sinon, 



où h est définie par: h: UNI(L) ir w ,  F, Z}, h(t) = wlCf(t)), si ~ ( h )  = 

V V ~ ( V X  f),  (resp. V(h)  = w i ( 3 ~  f)), sont monotones. 

tt, + +, + ne sont pas monotones de {V, F, z}" vers P, F, Z}. C'est 
pourquoi le connecteur + s'appelle aussi implication non monotone. 

Démonstration + (1, F) = Vrai et + (V, F) = Faux; 
+-, (1, V) = Faux and + -, (V, V) = Vrai; 
t, (1,I) = Vrai and t, (1, F) = Faux; 

Montrons par exemple que A est monotone. 

Soient f et g deux éléments de (V, F, 1 ) uNI(L). 

f l g si et seulement si Vt E UNI(L), f(t) I g(t). 

A(f) = 1 implique A(f) 5 A(g). 

A(f) = V implique V ~ E  UNI(L), f(t) = V et donc A(g) = V. 

/\(O = F implique 3t  E UNI(L), f(t) = F et donc A(g) = F. + 

Si For(L) désigne les formules qui constituent les corps des règles des 
programmes étudiés, i.e les formules du langage comportant les symboles 
V, 3,7, v,  A, +, w, on peut étendre la propriété de monotonie obtenue 
en logique classique à ces formules. 

Proposition 5.2.1.2 L'application @: ZHT(L) + {Fonctions de For(L) 
vers p, F, 1}}, telle que @(i) = vvi est monotone pour l'ordre d'inclusion 
sur ZHT(L) et l'ordre induit par I I V ,  1 S F sur l'ensemble des fonctions 
de For(L) vers {V, F, I}. 
Ce qui signifie: si f une formule comportant les quantijkateurs b: 3 et les 
connecteurs 1, A, v, *, a, 

vi, j €IHT(L), i G j implique que V V ~ )  ~ t i  vv,(f). 

Démonstration Par induction sur la complexité de f. 
- Si f = ato, 

- soit vvi(f) = 1 et vvi(f) < vvj(f) OU vvi(f) # 1; 
- soit vvi(f) # 1, vvi(f) = vvj(f) car i E j. 

- Si f = y g ,  h ~ g ,  hvg, h g, h H g, on a le résultat par monotonie de 
7, A, v, *, w (proposition 5.2.1.1) et par induction. 



- De même si f = Vx g ou 3x g par monotonie de r\ et V, et par induction. 
+ 
Remarques: - En logique classique, on a aussi une propriété de 
monotonie: si F(L) désigne les formules qui constituent les corps des 
règles des programmes sans négation, i.e les formules du langage 
comportant les symboles V, 3,  v, A, l'application: 
O: 2her(L) + {Fonctions de F(L) vers {V, F}}, telle que O(i) = vvi est 

monotone pour l'ordre d'inclusion sur 2her(L) et l'ordre induit par F < V 
sur l'ensemble des fonctions de F(L) vers {V, FI. Ce qui signifie: 

Si f est une fonnule comportant les quantificateurs V, 3 et les connecteurs 
A, v, 

V i, j EIHB(L), pos(i) E posü) implique que wi(f) < vvj(f). 

- Le connecteur d'implication n'est pas monotone aussi dans le sens où si 
on inclut dans For(L), les formules utilisant -+ , l'application: 
4: IHT(L) + {Fonctions de For(L) vers {V, F, I l  1, telle que $(i) = vvi 

n'est plus monotone. 

- Cette propriété de monotonie signifie que si une formule for comportant 
les symboles A, v, 7, 3, w, V, 3,  possède des atomes dont la la valeur 
de vérité n'est pas encore connue (Indéterminé), la valeur de vérité de 
cette formule ne peut changer (passer de Vrai à Faux ou réciproquement) 
mais seulement devenir connue (passer de Indéterminé à Vrai ou Faux). 

Cette généralisation de la propriété de monotonie permet d'obtenir avec la 
table de vérité du connecteur d'implication, la propriété d'intersection des 
modèles. 

5.2.2 Intersections de modèles de Herbrand de programmes 
trivalués. 

Remarquons tout d'abord que pour un programme trivalué, les deux 
notions de modèle de Herbrand fort et de modèle de Herbrand faible 
coïncident. 

Proposition 5.2.2.1 Soit Pr un programme trivalué et i E IHT(L). 
L'interprétation i est un modèle fort de Pr w i est un modèle faible de Pr. 

Démonstration On montre par induction sur la complexité de g 
comportant les symboles: 



V, 3, 7, A, V, t), *, e, t +, t ,  +, que, si f = g(f1, f2, ..., fm) où 
f l ,  f2, ..., fm ont leur connecteur de plus haut niveau parmi (H, 6 +8 t ,  
+), alors: 

i est un modèle fort de f a i est un modèle faible de f. 

Alors comme: VPr sT V(litl t forl  h...Alitn t forn), On aura le 
résultat. 

Si g n'a pas de connecteur, alors f = f l ;  comme t), + +, t ,  + n e  
prennent jamais la valeur de vérité Indéterminé, on a le résultat. 

On utilise ensuite le fait que 7, A, v, j, m, f), + +. t, + restreints à 
{V, F} prennent leurs valeurs dans {V, F} et l'hypothèse d'induction. 

Si g = Vx F, alors vvi(g) = I si et seulement si Vt E UNI(L), vvi(F(t)) f F 
et 3t  E UNI(L), vvi(F(t)) = 1. De même pour g = 3x F. + 
A partir de maintenant, on ne considèrera que les modèles de Herbrand 
trivalués forts que l'on appellera simplement modèles de Herbrand 
trivalués. 

On a alors la propriété d'intersection des modèles: 

Proposition 5.2.2.2 Si Pr est un programme trivalué et ( i e ) e E ~  une 
famille de modèles de Herbrand trivalués de Pr, alors: 

n ,,E ie est un modèle de Herbrand trivalué de Pr. 

Démonstration Soit r une règle de Pr. Pour toute instance close 
lit t for de r, Ve E E, vvi,(lit t for) = Vrai car i, est un modèle de 
Vr. 
On montre que, si i = n ,, E i,, alors vvi(lit t for) = Vrai, pour toute 
instance close lit t for de r. 

Le seul cas à envisager est vvi(for) = Vrai à cause de la table de vérité de 
+. 
Puisque for ne contient que les symboles V, 3,7, A, V, e, j, Ve E E, 
vvi(for) < vvie(for) par monotonie. Si vvi(f~r) = Vrai, alors Vee E, 
vvi,(for) = Vrai et par conséquent Vee E, vvie(lit) = Vrai puisque Ve E E, 
vvie(lit t for) = Vrai. 
Comme lit est un littéral clos, Ve E E, lit E i,, par conséquent lit E i et 
vvi(lit t for) = Vrai, pour toute instance close lit t for de r. + 



Remarques: - En logique bivaluée, la propriété d'intersection des 
modèles dans le formalisme correspondant est: si Pr est un programme 
bivalué et (i,),, E une famille de modèles de Herbrand bivalués de Pr, 

alors pos-l(n ,, E pos(ie)) est un modèle de Herbrand bivalué de Pr. 

- n ,, E ie est l'inf (borne inférieure) du sous-ensemble {k, e E E} de 
IHT(L) ordonné par I, défini dans la definition 5.2.1 .l. 

- pos-l(n ,, E pos(4)) est l'id (borne inférieure) du sous-ensemble 
{i,, e E E} de IHB(L) ordonné par 5, défini dans la definition 5.2.1 .l. 

Proposition 5.2.2.3 Soit Pr un programme trivalué. 
Soit Pr est inconsistant au sens de Herbrand, soit Pr possède un plus petit 
modèle de Herbrand trivalué, qui est l'intersection de tous ses modèles de 
Herbrand trivalués: c'est aussi l'ensemble de tous les littéraux clos, 
conséquences logiques de Pr. On le note ppmt(Pr). 

Démonstration Si Pr est consistant, alors Pr possède un modèle 
trivalué. 
L'intersection de tous les modèles de Herbrand trivalués de Pr est un 
modèle de Herbrand trivalué de Pr par la proposition 5.2.2.2. C'est le plus 
petit modèle de Herbrand trivalué au sens de l'inclusion. 
lit E n ie, ie modèle de Pr 
e Tout modèle de Herbrand de Pr est un modèle de Herbrand de lit (lit 
est un littéral clos) 
a lit est une conséquence logique de Pr. + 
Remarque: Si Pr est un programme bivalué, Pr possède un plus petit 
modèle de Herbrand bivalué, dont la partie positive est l'ensemble de tous 
les atomes clos, conséquences logiques de Pr. On le note ppmb(Pr). 

5.3 OPERATEUR CONSEQUENCE ASSOCIE A 
UN PROGRAMME AVEC NEGATION. 

UNE SEMANTIQUE DENOTATIONNELLE POUR 
LES PROGRAMMES AVEC NEGATION. 

Puisque l'on admet des programmes ayant en tête de règle un littéral 
négatif, un programme trivalué peut être inconsistant. C'est pourquoi on a 
rajouté à IHT(L) l'élément Contra qui sert pour le cas des programmes 
inconsistants. On définit alors l'opérateur sur MT(L) u {Contra). Dans le 



cas d'un programme inconsistant, l'ensemble des post-points fixes de cet 
opérateur sera réduit au singleton (Contra]. 

Définition 5.3.1 Soit Pr un programme trivalué. 
Tpr est l'application suivante: 

Tpr: MT(L) u {Contra) -+ MT&) u (Contra). 

Si i E MT(L), alors: 

Tpr(i) = {lit E Her(L)/ il existe une instance close lit c for 
d'une règle de Pr telle que wi(for) = Vrai) 

si cet ensemble ne contient pas un atome et sa négation, 

Tpr(i) = Contra sinon, 

Tpr(Contra) = Contra. 

De la propriété de monotonie obtenue pour les programmes avec négation, 
résulte la monotonie de cet opérateur. Cet opérateur admet alors un plus 
petit point fixe d'après le théorème de Birkhoff-Tarski: 

Théorème: Si E est un ensemble partiellement ordonné ayant un plus 
petit élément 1 et tel que tout sous ensemble totalement ordonné admette 
une borne sup, alors toute application monotone T: E+E admet un plus 
petit point fixe, noté pppf(T). 

Cet opérateur fournit donc une sémantique dénotationnelle d'un 
programme Pr d'après le théorème suivant. 

Théorème 5.3.1 1) Tp, est monotone et admet un plus petit point fixe 

noté pppf(Tpr). 

2) Pr est consistant o pppf(Tpr) # Contra. 
Dans ce cas: 
a )  une interprétation i E IHT(L) est un modèle de Pr o Tpr(i) E i. 
b) pppf(Tpr) = ppmt(Pr) = flmodèles de Pr). 

Démonstration 1)  Si i E IHTm(L), i E Contra et Tpr(i) E; Contra = 
Tp,(Contra). 
Soient i et j deux éléments de MT&). 



i E j implique que wi(f0r) vvj(for) si la formule for ne comprend que 
les symboles 3, V , A, v, *, H , ce qui est le cas de toute formule 
constituant le corps d'une règle de Pr. 
Tpr est alors monotone. Tpr a un plus petit point fixe car IHTm(L) 
satisfait les conditions du théorème de Birkhoff-Tarski, puisque 
l'ensemble vide 0 est son plus petit élément et tout sous ensemble 
totalement ordonné {Ia, a E A) de I H P ( L )  possède une borne sup qui 
est Contra s'il existe a E A tel que Ia = Contra et Ua  AI^, sinon. 

2) Pour montrer que Pr est consistant si et seulement si pppf(Tpr) # 

Contra, on montre d'abord que: 

a) si i E IHT(L) est tel que Tpr(i) E i, alors i est un modèle de Pr. 

Soit lit t for une instance close d'une règle de Pr. Montrons que wi(1it 
t for) = Vrai, si i E IHT(L) est telle que Tpr(i) E i. Le seul cas à 
examiner est celui où vvi(f0r) = Vrai. 
Comme i E IHT(L) et Tpr(i) E i, Tpr(i) # Contra et lit E Tpr(i) par 
définition de Tpr. Donc lit E i, et vvi(1it) = Vrai. 

On montre ensuite que: 

b) Si i E IHT(L) est un modèle de Pr, alors Tpr(i) E i. 
On a vvi(1it t for) = Vrai, pour toute instance close d'une règle de Pr. Si 
lit E Tp,(i), alors il existe une instance close lit t for d'une règle de Pr 
telle que vvi(f0r) = Vrai. Alors vvi(1it) = Vrai et lit E i. 

c) On peut ensuite montrer par induction transfinie que: 

Si i E MT(L) est un modèle de Pr, alors TprTa E i, pour tout ordinal a. 
a = O, ~ ~ ~ 7 0  = 0. 
Si a est un ordinal successeur,  fa-1) Tpr(i), par monotonie 
de Tpr et induction, et Tpr(i) r i d'après b) ci-dessus puisque i E IHT(L) 
est un modèle de Pr. 
Si a est un ordinal limite, T ~ ~ T ~  = S U ~ { T ~ , T  B, B c a) i, par 
induction. 
Comme pppf(Tpr) = Tpr7a, pour un certain ordinal a, pppf(Tpr) E i, 
pour tout modèle i de Pr. 

Si Pr est consistant, il existe i s  MT(L) modèle de Pr, et pppf(Tpr) i 
donc pppf(Tpr) # Contra. 



Réciproquement, si pppf(Tpr) # Contra, pppf(Tpr) E IHT(L) et 
Tpr(pppf(Tpr)) E pppf(Tpr) donc pppf(Tpr) est un modèle de Pr qui est 
consistant. 
On a montré que pppf(Tpr) est un modèle de Pr s'il est différent de 
Contra. 
Comme pppf(Tpr) c i,pour tout i modèle de Pr, si Pr est consistant, 
pppf(Tpr) = ppmt(Pr) = n(modè1es de Pr), d'après la proposition 5.2.2.3. 

Dans la proposition suivante, on connaît exactement l'ordinal a tel que 
TP~?'~ = pppf(Tpr) dans le cas où Pr est un programme défini (ayant des 
règles de la fome lit t litl, ..., litn, où lit est un littéral ne contenant pas 
le prédicat d'égalité et les lifi sont des littéraux) 

Proposition 5.3.1 a )  Si Pr est un programme défini trivalué, alors Tpr 
est continu. Tpr n'est pas continu en général. 

b) Si Pr est un programme défini trivalué, alors 

~ ~ m t ( P r )  = pppf(Tpr) = Tpr =  urne^ Tprm(0)* 

Démonstration a) Soit X un sous-ensemble dirigé de IHT(L), où L est 
le langage sous-jacent à Pr. (Vx, y E X, 32 E X tel que x < z et y < z). 

On vérifie que sup(Tpr(X)) = Tpr(sup(X)) où (sup(X) est la borne 
supérieure de X). 

lit E Tpr(sup(X)) o lit c litl ~ l i t 2 ~  ... Aitn est une instance 
close d'une règle de Pr telle que: 
~v, ,~~, , ( l i t~  hlit2h..hlitn) = Vrai. 

H lit c litl dit2r\ ... hlitn est une instance 
close d'une règle de Pr telle que: 
Vi = 1, 2, ..., n, Iiti E sup(X) 

m lit t lit1r\lit2r\...~lit, est une instance 
close d'une règle de Pr telle que: 
3 1 E X tel que Vi = 1, 2, ..., n, Iiti E 1 
puisque X est un sous-ensemble dirigé de IHT(L) 

e 31 E X tel que lit t lit1~lit2r\ ... di t ,  soit 
une instance close d'une règle de Pr telle que: 
vvI(litl r\lit2r\ ... Aitn) = Vrai. 



o 31 E X tel que lit E Tpr(I) 

o lit E sup(Tpr(X)). 

- Tpr(sup(X)) = Contra 
o ato t litl r\lit2r\ ... d i t n  et 

~ a t o  t l i t ' i~l i t '2~. . .~li t 'p sont des 
instances closes de Pr telles que: 
Vi = 1, 2, ..., n,  lit^) = Vrai et 

lit'.) = Vrai. vj = l ,2,  ..., n, V V ~ , ~ ( ~ ~ (  

o 31 E X tel que ato E Tpr(I) et yato E Tpr(I) 
puisque X est dirigé. 

o 31 E X tel que Tp,O = Contra 

o sup(Tpr(X)) = Contra. + 

Lorsque Pr comporte des quantificateurs et des symboles de fonctions, 
Tpr n'est pas continu en général. Par exemple, si on prend pour Pr le 
programme: 

On obtient ainsi une suite croissante d'interprétations trivaluées. 

Remarques: - Si Pr est un programme sans quantificateur, alors 3Pr' 
défini tel que: VPr -T VPr'. (prop. 5.4.1). Tpr sera continu car on 
montrera que Tpr = Tpr.. 

- Si Pr est un programme ne comportant pas de symbole de fonction, alors 
toute croissante d'interprétations est stationnaire et le problème de 
continuité ne se pose pas. 



5.4 TRANSFORMATIONS DE PROGRAMMES 

Nous allons montrer que les méthodes de transformations utilisées en 
calcul bivalué sont encore valables en calcul trivalué. 

5.4.1 Transformation d'un programme trivalué sans 
quantificateur en un un programme défini trivalué. 

Lemme 5.4.1 Une formule sans quantificateur, n'utilisant que les 
symboles 7, A, v, a, c4 est logiquement équivalente à une formule en 
forme normale disjonctive. 

Démonstration On adapte ici les méthodes bivaluées classiques. 
On remplace chaque occurrence de: F a  G par ~ F v G ,  F e  G par 
( -~FvG)A(~GvF),  ~ ( F v G )  par YFA-~G, ~ ( F A G )  par l F v l G ,  -TF par 
F et enfin chaque occurrence de (FvG)AH par (FAH)v(GAH) et de 
FA(GvH) par (FAG)v(FAH). + 
Définition 5.4.1 Soit Ax un ensemble de formules de L. On note VAx, 
la formule obtenue en prenant la conjonction des clôtures universelles des 
formules de Ax. 

Proposition 5.4.1 Soit Pr un progamme trivalué sans quantificateur. 
Alors il existe un programme défini trivalué Pr' tel que: VPr sT VPr'. 
De même pour le cas bivalué. 

Démonstration Pr est un ensemble de règles r de la forme: 

1 ,  . z }  est l'ensemble des variables libres de for et {y,, ..., ykJ est 
l'ensemble des variables libres de tl , ..., tp. 

D'après le lemme 5.4.1, for(xl, ..., x,) =, 
(litl l ~ . . . ~ l i t l  n l ) ~  

... v(litml h...h1itmn,). 

en mettant for en forme nonnale disjonctive. 



Par le lemme de substitution 2.2.9, 

r fT lit + [(litl l h . . . ~ l i t l n l ) ~  
... v(litm1 h...A1itmnm)]. 

On utilise ensuite le fait que: A1vA2v ... VA, -1 B 5 
(A1 + B)A ... A(An -1 B). (exemples 2.1.1) 

On a donc: 

r =T (lit t (litl 1 h...hlitl n1))h 
...  lit C (litmih ... hlitmn,)) 

On a alors (lemme 2.2.6): 

Vr 
Vxlvx2 ... Vxn (lit t (litl 1 h...hlitl nl))h...~(lit t (litml h...hlitmn,)) 

On utilise enfin le fait que: Vx (FAG) t (Vx F)A(VX G). + 
Par exemple, si Pr est le progamme: 

VPr aT VPr' avec Pr': 

Remarque: On en déduit alors que Tpr est continu si Pr est un 
programme sans quantificateur. En effet: Tpr(i) = {lit E Her(L)/ il existe 
une instance close lit t for d'une règle de Pr telle que: vvi(for) = Vrai} 
et si Pr' est le programme défini tel que VPr sT VPr', Pr' s'obtient en 
mettant for sous forme normale disjonctive. 

D'après le lemme 5.4.1, for(xl, ..., xn) rT 

(litl 1 ~ . h l i t l  nl)v 
... v(litml  lit^^^). 



Si lit E Tpr(i), il existe une instance close lit c for d'une règle de Pr 
telle que: vvi(for) = Vrai, et l'une des disjonctions va être vraie donc lit E 

Réciproquement, si lit E Tp,l(i), l'une des disjonctions est vraie et on aura 
vvi(for) = Vrai, par conséquent lit E Tpr(i). 

5.4.2 Mise sous forme normale. 

Définition 5.4.2 Soient m règles positives rl, r2, ..., r, ayant en tête de 
règle des littéraux bâtis sur le même symbole de prédicat p; 
ri est de la forme: 

p(ti1, ..., tin) t f0ri; pour i = 1, ..., m. 

La forme normale du paquet (rl, r2, ..., r,) est la règle: 

où est la formule close: 

où y,, ..., y, sont les variables libres de fori, cl, tin, ..., tin et où les xi 
sont des variables différentes des Yi. 
On définit de même la forme normale d'un paquet de règles ayant en tête 
de règles des littéraux négatifs bâtis sur un même symbole de prédicat p. 

Proposition 5.4.2 Si r est la règle obtenue par mise sous forme 
normale du paquet: 

Vr =TH V r l ~  ... A VI-,,,. 

Démonstration Soit ri la règle: 

p(t i1,  ..., t in) 4- fori 

où yl, ..., y, sont les variables libres de fori, til, tin, ..., tin. 

Puisque est une formule sans variable libre, on a: 



Par le fait que: 

A ~ v A ~ v . . . v A ~  -1 B (Al + B)A ... h(An + B), 

et que Vx (A(x)hB(x)) 9 (Vx A(x)hVx B(x)) 

En utilisant le fait que: 

si x n'est pas variable libre de B, on a: 

car y1, ..., yp ne sont pas des variables libres de p(xl, ..., xn) puisque xi # 

Yi. 

Or: 
Vx1 ...VxnVyi ... v y p  @(Xi, ..., ~ n )  C (XI = tilh...h~n = tinhfori)) 

= v y 1  ... Vyp (p(ti1, ..., tin) t fori). -TH 

En effet dans toute interprétation U où l'égalité est interprétée par l'égalité 
syntaxique, on a: 

En effet, on démontre que si $ est une assignation, et U une interprétation 
où l'égalité est interprétée par l'égalite syntaxique, 

Comme les formules: 



ne prennent jamais la valeur 1, il suffit de montrer que: 

si et seulement si 

équivaut à (1): 

V ( C ~ ,  ..., ~ n )  E D", V(d1, ..., dp) E DP, 

implique: 

V V @ ( ~ l  + cl)...(xn + cn)(yl c dl )  ...(yp t dp)(p('1, ...* ~ n ) )  = VI 

De même, vv$(Vyi ...Vyp (p(ti1, ..., tin) c fori) = V 

équivaut à (2): 

Q(dl, -*, dp) E DP, [vv@(yl t dl)  ...(yp t dp)( foii) = V implique: 

Supposons que (1) soit vérifié et que l'on ait (3): 

On choisit les Cj tels que cj = + &)...(yp + d,) (tij(y1, ..., yP)), 
($(YI + di)...(yP + dp) est le prolongement de t dl).. .(y, + dp) 
défini en 2.2.4) alors: 



VV@(xi + ci)--(xn + cn)(y 1 + di)--.(yp + dp) 
(xl = f i 1 h  ... AXn = finhf0ii)) = V, 

puisque l'égalité est interprétée par l'égalité syntaxique et que l'on a (3). 

Donc par (l), on a: 

On a donc (2). 

Supposons que (2) est vérifié et que l'on ait (4): 

Nécessairement, on a cj = + &)...(yp t dp) (tij(y i ..., yp)) Car 
l'égalité est interprétée par l'égalité syntaxique. 

Donc, comme (2) est vérifié, 

VV@(yl + dl)...(yp + dP)(p(ti1, .... tin)) = V car les xi ne sont pas des 
variables libres de fori puisqu'elles sont différentes des yj. 

Donc on a (1). + 



Proposition 5.4.3 Si Pr  est un programme trivalué et Pr' sa forme 
normale, on a: 

Démonstration On utilise la proposition 5.4.2. + 

5.4.3 Complétion de règles et de programmes. 

Définition 5.4.3 Soit (ri, r2, ..., r,) un paquet de règles ayant en tête 
de règle des litteraux bâtis sur le même symbole de prédicat p; 

La règle de 1-completion du paquet de règles (ri ,  r2, ..., r,) est la 
règle: 

où lit t for est la forme normale du paquet (ri, ra, ..., r,). 
La règle de +-completion du paquet (ri, r2, ..., r,) est la règle: 

lit + for  

où lit t for est la forme normale du paquet (ri, r2, ..., r,). 
Ce n'est pas une règle trivaluée en général. 

On fait la même chose pour les paquets de règles négatives en utilisant le 
fait que: 

~ ~ a t o  ET ato. 

Définition 5.4.4 Le 7-complété d'un programme trivalué Pr ne 
comportant que des règles positives est le programme obtenu à partir de 
Pr en remplaçant tous les paquets de règles par leurs formes normales et 
en ajoutant la 1-complétion de ces paquets. On introduit dans le 1- 

complété d'un programme trivalué Pr, le littéral l p ( x l ,  ..., x,,) si p est un 
symbole de prédicat apparaissant dans Pr sans être en tête de règle. 

Le programme obtenu se note: 

Comp(7, Pr). 

De même pour le +-complété de Pr que l'on note: 



Camp(+, Pr). 

Remarques: - La complétion d'un programme Pr n'ayant que des règles 
positives au sens de Fitting est le +-complété du l-complété de notre 
programme. En effet la formule A z B est logiquement équivalente à: 
(A + B)A(B + A)A(TA + ~ B ) A ( - I B  + TA), et Fitting complète un 
programme en mettant en forme normale le paquet de règles ayant dans 
leurs têtes le même symbole de prédicat p. 

La forme normale du paquet de règles (rl, rn, ..., ïm) construites sur le 
prédicat p est la règle: 

p(xl , ..., x,) z for'l v.. .vforqm 

où forti est la formule close: 

et ri la règle: p(ti,1, ..., ti,,) t fori; for i = 1, ..., m, yl,  ..., yp é tan t  
les variables libres de fori, titi, ..., ti,, et x i ,  ..., xn  des variables 
différentes des yj. 

Fitting rajoute aux règles p(xl, ..., x,) e for ' lv ... vfor',, les littéraux 
l q ( x l ,  ..., x,) où q est un symbole de prédicat n'apparaissant pas en tête 
de règle. 

- On pourrait ne pas introduire dans le l-complété d'un programme 
trivalué Pr, le littéral l p ( x l ,  ..., x,) si p est un symbole de prédicat 
apparaissant dans Pr sans être en tête de règle. Mais la notion de 7- 

complétion nous sen à faire le lien avec la théorie de Fitting et nous en 
aurons donc besoin. 

- En logique bivaluée, on a une seule complétion d'après la proposition 
suivante: 

Proposition 5.4.4 Soit Pr un progamme bivalué comportant des règles 
de la forme ato c for,où for est une formule n'utilisant que les symboles 
V, 3, A, v, alors on a: 

V ' ç ~ m p ( ~  Pr) =B VComp(+, Pr) 

Démonstration TA t TB =,A + B. + 

Par exemple, si Pr est le programme suivant: 

rl : pair(ze) 
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La forme normale de rl et de r2 est: 

Le 1-complété de Pr est le programme obtenu en ajoutant à r 

-tpair(y) t Vx (T(y = ze) r \ ( ~ ( y  = s(s(x)))vlpair(x))). 

On aurait pu définir le prédicat -pair sans passer par le 1-complété de 
Pr: 

Dans le paragraphe suivant, on fait le lien entre notre opérateur 
"consequence" , celui de Van Emden et Kowalski pour les programmes 
sans négation, et celui de Fitting pour les programmes n'ayant que des 
règles positives. 

5.5. LES RELATIONS ENTRE L'OPERATEUR 
Tpr 9 CELUI DE VAN EMDEN ET KOWALSKI, 

ET CELUI DE FITTING 

On rappelle la définition de l'opérateur de Van Emden et Kowalski [43] 
dans notre formalisme. 

Definition 5.5.1 Si Pr est un programme sans négation, ayant des 
règles de la forme ato t for, où ato est un atome et for une formule 
utilisant les symboles V, 3, A, v ,  alors on associe l'opérateur de Van 
Emden et Kowalski [43] suivant à Pr: 

Bpr: IHB(L) + IHB(L), est défini par: 

Si i E IHB(L), Bpr(i) = pos-*{ato E her(L)l il existe une instance close 
ato t for d'une règle de Pr telle que vvi(f0r) = Vrai) 

Proposition 5.5.1 Soit Pr un programme bivalué (ne comportant que 
des règles de la forme: ato t for, for utilisant les symboles V, 3, A, v), 
et i E IHB(L). 



a )  Bpr est monotone sur IHB(L) et admet un plus petit point fixe noté 
pppf(Bpr). Si Pr est un programme défini bivalué, ayant des règles de la 
forme ato t a t o i ~ a t o 2 ~  ... ~ a t o , .  alors Bpr est continu et pppf(Bpr) = 
B~~ ru. 
b) Bpr(i) S i  o i est un modèle de Herbrand bivalué de Pr. 

C)  ppmb(Pr) = pppf(Bp,). 
(ppmb est le plus petit modèle de Herbrand bivalué). 

Démonstration a) Bpr est monotone sur IHB(L) pour l'ordre i < j o 
pos(i) E posü). Comme IHB(L) satisfait les conditions du théorème de 
Birkhoff-Tarski, il admet un plus petit point fixe, noté pppf(Bpr). On 
démontre que si Pr est un programme défini bivalué et X est une partie 
dirigée de IHB(L), où L est le langage sous-jacent à Pr, on a Bpr(sup(X)) 
= sup(Bpr(X)). On a dans ce cas pppf(Bpr) = ~ ~ , ? ' o  = 

Si on a démontré b), on a immédiatement c). 

C) Le plus petit point fixe de Bpr est aussi le plus petit modèle de 
Herbrand bivalué de Pr, puisque les modèles de Pr sont exactement les 
post-points fixes de Bpr (Bpr(i) 5 i) et le plus petit point fixe d'un 
opérateur monotone est son plus petit post-point fixe (par induction 
transfinie, B ~ ~ T ~  < i, pour tout modèle i de Pr (post-point fixe de Bpr) 
et tout ordinal a). 

b) Soit i telle que Bpr(i) < i et 

ato + for 

une instance close d'une règle de Pr. 

Montrons que vvi(for) = Vrai implique que vvi(ato) = Vrai. 

vvi(for) = Vrai implique que ato E Bpr(i) par définition de B p ,  
donc ato E pos(Bpr(i)) et atos pos(i) puisque Bpr(i) S i. 

Par conséquent vvi(ato) = Vrai. 

- Réciproquement, soit i un modèle de Herbrand bivalué de Pr. 



Soit ato E pos(Bpr(i)) Montrons que ato E pos(i). 

ato E pos(Bpr(i)) o Il existe une instance close d'une règle de Pr: 

ato t for 

telle que wi(for) = Vrai. 

Puisque i est un modèle bivalué de Pr, on a: wi(ato t for) = Vrai; 
par conséquent, vvi(ato) = Vrai et ato E pos(i). + 
La proposition suivante fait le lien entre notre opérateur et celui de Van 
Emden et Kowalski quand Pr est un programnie comportant des règles de 
la forme ato t for, for comportant les symboles V, 3, A, v. 

Proposition 5.5.2 a )  Bpr = p o s 1 0 T ~ ~ p o s  

bl pppf(BPr) = p o s - l ( ~ p p f ( T ~ ~ ) )  = ppmb(Pr) = pos-'(ppmt(Pr)) 

C) Si Pr est un programme défini bivalué. pppf(Bpr) = pos'l (TP, Tm ) 

= ( u m , ~  p o s - l ( ~ p r m ( 0 ) ) .  

Démonstration a) On utilise le fait que si for comprend les symboles 
V, 3 ,  A, V, alors vvi(for) = Vrai o vvpos(i)(for) = Vrai, par induction 
sur la formule for. 
Pr est un programme bivalué dont les règles sont de la forme: 

ato t for, avec for ne contenant que les symboles (V, 3, A, v). 

Tpr(pos(i)) = {ato E Her(L)/ il existe une instance close ato t for 
d'une règle de Pr telle que vvpooci~(for) = Vrai). 

Si V V ~ ~ ( ~ ) ( ~ O ~ )  = Vrai, alors vvi(for) = Vrai par monotonie puisque pos(i) 
E i. 
Si vvi(for) = Vrai, alors vvp0,(i)(for) = Vrai par induction sur for: 

- si for = ato, alors vvi(at0) = Vrai o ato E i a ato E pos(i); 
- de même si for = f ~ h ,  fvh, 3x f, Vx f, par induction. 

b) On montre que: B ~ , T ~  = p o s - l ( ~ p r T a )  pour tout ordinal a, par 
induction transfinie avec a). 



- Si a est un ordinal successeur, alors BprTa = ~ ~ ~ ( ~ o s - ' ( ~ ~ ~ ' ? a - l ) )  
par induction. 

Donc = p~s- l ({ato  E her(L)/ il existe une instance close 
ato t for d'une règle de Pr telle que vvpos-1 cTprta.l )(for) = Vrai}) 

BprTa = pos-l({ato E her(L)/ il existe une instance close ato t for 
d'une règle de Pr telle que w ( ~ ~ ~ ~  a-l )(for) = Vrai}), 

car vvpos-1 ( ~ ~ ~ t ~ - ~  )(for) = Vrai e V V ( ~ ~ ~ ~ ~ - ~  )(for) = Vrai puisque for 
comprend les symboles V, 3, A, v. 

Par conséquent BprTa = pos- l (~prTa)  puisque Pr est un programme 
bivalué. 

- Si a est un ordinal limite, a = sup{P, p<a }, alors: 

BprTa = supIHB ( L ) { p o s - l ( ~ p r ~ ) ,  P<a) par induction. 

Comme Pr est un programme bivalué, Tpr?p ne contient que des atomes 
positifs, et l'on a supIHB (L) { p o s - l  (TP,TB), P<a} = pas- 
' (SUPIHT(L) {TprTP, P<a} 

Donc pppf(Bpr) = pos-l(pppf(~pr)) puisqu'il existe a tel que Bp,?a = 

pppf(Bpr) et p tel que TprTp = pppf(Tpr)* + 

C) Si Pr est défini bivalué, il est défini trivalué et Tpr est continu donc 

TprT@ = pppf(Tpr) et pppf(Bpr) = pos-l(~prTa) = 

pas-' (y,, N (Tprm(0))* 

Mais pppf(Bpr) = Um, N Bprm(i), avec i E IHB(L) telle que pos(i) = 
0. 
Comme Bpr = p ~ s - ' o T p p p ~ ~ ,  Bprm(i) = p ~ ~ - l  (Tprm(0)) et pppf(Bpr) = 

U m s ~  ~ o s - ~ ( T ~ ~ ~ ( ~ ) ) -  

On étudie maintenant les relations entre notre opérateur et celui de 
Fitting . 



Pour cela, on donne la définition de l'opérateur introduit par Fitting [9] 
dans notre formalisme: 

Définition 5.5.2 Soit Pr un programme trivalué n'ayant que des règles 
positives de la forme ato t for, où for comprend les symboles (Y, 3, 7, 
A, v, =, a). 
Fpr est l'application suivante: 

Si i E MT(L), alors: 

Fpr(i) = {ato E her(L)/ il existe une instance close ato t for d'une 
règle de Pr telle que vvi(for) = Vrai) u 

{-tata E -.lher(L)/ pour toute instance close ato t for de Pr, 
vvi(for) = Faux). 

Remarque: Dans Fp,(i) figure toutes les instances closes des littéraux 
7p(x1, ..., x,), où p est un symbole de prédicat figurant dans Pr sans être 
en tête de règle. C'est pourquoi dans le 7-complété de Pr, doit figurer 
aussi ce littéral 7p(xl ,  ..., x,), où p est un symbole de prédicat figurant 
dans Pr sans être en tête de règle pour obtenir les points fixes de Fpr 
comme modèles du complété. 

Proposition 5.5.3 Fpr  est monotone sur IHT(L) pour l'ordre i E j. 
Comme IHT(L) satisfait les conditions du théorème de Birkhofl-Tarski, 
Fpr admet un plus petit point fixe noté pppf(Fpr). 

Démonstration résulte de la propriété de monotonie (proposition 
5.2.1.1) 

La proposition suivante fait le lien entre notre opérateur et celui de 
Fitting: 

Proposition 5.5.4 1) TComp(,, pr) = Fpr. 

2 )  a )  Une interprétation de Herbrand trivaluée i est un modèle de 
Comp(7, Pr) si et seulement si Fpr(i) G i . 
b) Une interprétation de Herbrand trivaluée i est un modèle de 
Camp(+, Comp(7, Pr)) si et seulement si Fpr(i) = i. 



3) pppf(Fpr) = ~pmf(Comp(+. Comp(1, Pr))) = pprnt(Comp(-, ~ r ) ) .  

Démonstration 1) On obtient, si C ~ m p ( ~ ,  Pr) désigne le -i-complété de 
Pr, 

T ~ o m p ( l ,  Pr) = F ~ r  
En effet: 

*comp(7, ~ r )  (i) = {lit E Her(L)/ il existe une instance close lit t for 
d'une règle de Comp(1, Pr) telle que wi(foi) = Vrai). 

si cet ensemble ne contient pas un atome et sa négation, 

T~omp(T,  ~ r )  (i) = Contra sinon. 

Fpr(i) = {ato E her(L)/ il existe une instance close ato t for 
d'une règle de Pr telle que wi(for) = Vrai} 

u {-iato E -her(L)/ pour toute instance close ato t for de Pr, 
vvi(for) = Faux) 

Tpr(i) u {-ato E Aer(L)/ pour toute instance close ato t for de Pr, 
vvi(for) = Faux) 

car Pr n'a que des règles positives. 

- On commence par démontrer le lemme 5.5.1 suivant: 

Lemme 5.5.1 Si Pr' est la forme normale d'un programme trivalué Pr, 
alors on a Tp, = Tp,#. 

Démonstration a) Soit Pr un progamme trivalué. 

Si Pr' est la forme normale de Pr, alors VPr t,,VPr' (Proposition 5.4.3). 
Soit (a1, ..., a,) E UNI(L)" tel que lit(ar, ..., a,) E Tpr(i). 

Alors il existe (tr , ..., tp) e UNI(L)P tel que: 

lit(a1, ..., a , )  t fori(t1, ..., tp) 

soit une instance close de Pr avec wi(fori(tl, ..., tp)) = Vrai. 



Cette instance close provient d'une règle de Pr de la forme: 

Par conséquent: 

lit(x1, ..., xn) t ~ ~ ( 3 ~ 1  ... 3yp  (xi = t i i ( ~ 1 ~  YP)A 
... A X ~  = tin(y1, ..., yp)hfori(Yl 9 YP))) 

est une règle de Pr', forme normale de Pr et il existe une instance close de 
cette règle: 

telle que: 

puisqu'il existe (tl, ..., tp) E UNI(L)P tel que aj = tij(tl, ..., tp) et 
vvi(foii(tl, ..., tp)) = Vrai. 

Par conséquent lit(al, ..., a n )  E Tprl(i). 

De même, li t(al , ..., a n )  E Tpr'(i) implique que lit(al , ..., a n )  E 

Tpr(i). 

Par conséquent, lit(al, ..., a n )  E Tpr(i) l i t(al,  ..., a n )  E Tprl(i). (*) 

Donc Tpr(i) = Tpr'(i), puisque le cas Tpr(i) = Contra se résout avec (*). 

Par conséquent: 

Tpr = Tpr' 

Remarque: On a de même: Bp, = Bpr', si Pr est un programme bivalué 
et Pr' sa forme normale. 4 

- On démontre ensuite le lemme 5.5.2 suivant: 



Imnme 55.2  TC^^^(^, p,)( i )  # Contra si i E IHT(L). 

Demonstration Comp(7, Pr) s'obtient en ajoutant aux règles de la 
forme normale de Pr telles que: 

les règles: 

S'il existe ( a l ,  ..., a,) E UNI(L)" tel que ato(al , ..., a n )  E 
T ~ o m p ( l ,  pr)(i) et 7a to(a i ,  ..., a,) E TComp(l pr)(i), alors si 

for' = Vi(3yi ... 3yp ( a l  = tii A...Aa, = tinAfOri)), 

on aurait à la fois: vvi(for') = Vrai et Faux ce qui est impossible. 4 

Pour les symboles 7ato(x1, ..., x,) dans Comp(7, Pr) où ato(xl, ..., x,) 
ne figure pas en tête de règle, les instances closes de lato(xl, ..., x,) 
appartiennent à {lit E Her(L)/ il existe une instance close lit t for d'une 
règle de Comp(7, Pr) telle que vvi(for) = Vrai}, mais il ne peut y avoir 
dans cet ensemble une instance close de ato(xl, ..., x,) et sa négation 
puisque ato ne figure pas en tête de règle. 

On est maintenant en mesure de prouver que TC ornp(1, Pr) = F ~ r *  

Soit lit E TComph, Pr$)- 

- Ou bien lit = ato et lit E Tpr'(i) = Tpr(i) d'après le lemme 5.5.1, ce qui 
entraîne que lit E Fpr(i). 

- Ou bien lit = lato(al, ..., an) E TComp(l? pr)(i) pour un ( a l ,  ..., a,) 

E UNI(L)". 

- Soit il existe une instance close de Comp(7, Pr): 

~ a t o ( a 1 ,  ..., a,)  c l f o r '  

telle que vvi(forl) = Faux, avec for' = 



Par conséquent V i = 1, ..., m et V(ul, ..., up) E UNI(L)P, 
si aj = tij(ui , ..., u,), pour tout j = 1, ..., n, alors vvi(foïi(ul, ..., up)) = 
Faux. 

Soit ato(al , ..., a,) la tête d'une instance close d'une règle de Pr; 
elle provient de: 

Soit ( ~ 1 ,  ..., up) E UNI(L)P tel que: 
tij(ul, ..., up) = aj, pour tout j = 1,  ..., Il. 

Alors vvi(fori(ul, ..., up)) = Faux, puisque vvi(foïl) = Faux; par 
conséquent: 

-ato(a1, ..., a,) E Fp,(i). 

- Soit -iato(xl, ..., x,) E Comp(1, Pr) car ato est un symbole intervenant 
dans le programme sans figurer en tête de règle. 

Dans ce cas, lato(al, ..., a n )  E Fpr(i) = {ato E her(L)/ il existe une 
instance close ato t for d'une règle de Pr telle que vvi(foï) = Vrai} u 
{ ~ a t o  E -her(L)/ pour toute instance close ato t for de Pr, vvi(foï) = 
Faux) car l a to (a l ,  ..., a,) E { l a t ~  E -iher(L)/ pour toute instance close 
ato t for de Pr, vvi(foï) = Faux}. 

Réciproquement, soit lit E Fp,(i). Alors: 

- soit lit = -iato(ai, ..., a,) pour un (a1,  ..., a n )  E UNI(L)"; 

alors pour toute instance close: 

telle que: tij(ul, ..., up) = aj, pour tout j = 1, ..., n, 

on a V V ~ ( ~ O ~ ~ ( U ~ ,  ..., up)) = Faux; 

par conséquent: 



et: 

2) a) Une interprétation de Herbrand trivaluée i est un modèle de 
C ~ m p ( ~ ,  Pr) o Fpr(i) E i est une conséquence immédiate de 1) et du 
théorème 5.3.1 (2a). 
En effet: 
F ~ r ( i )  c * T~omp(ly ~ r ) (  i) E i (1) ci-dessus) 

i est un modèle de Comp(1, Pr) (Théorème 5.3.1 (2a)). 

b) Une interprétation de Herbrand trivaluée i est un modèle de Camp(+, 
Cornph, Pr)) o Fpr(i) = i peut se démontrer de deux manières. 

La première utilise l'argument de Fitting: 
i est un modèle de Pr (ce qui signifie un modèle de son complété) si et 
seulement si i est un point fixe de Fpr 
et le fait que le complété au sens de Fitting d'un programme s'obtient en 
prenant le -1 -complété du 7-complété du programme (Remarque 
définition 5.4.4). 

On obtient alors que: 
i E IHT(L) est un modèle de Camp(+, Comp(7, Pr)) o Fpr(i) = i. 

La deuxième manière résultera de la proposition 5.5.5. 

3) pppf(Fpr) = ppmt(Comp(-+, Comp(1, Pr))) est une conséquence de 2) 
b) de la proposition 5.5.4. 
pppf(Fpr) = ppmt(Comp(7, Pr)) est une conséquences de 2) a) et du fait 
que ~p,'T'a E i pour tout modèle i de Comp(7, Pr) pour tout ordinal a 
(post-point fixe de Fpr), par induction transfinie. + 

La proposition suivante permet de démontrer d'une autre manière le 2)b). 

Proposition 5.5.5 Si Pr est consistant, alors Camp(+, Pr) est 
consistant et l'on a: 
1) Une interprétation i E IHT(L) est un modèle trivalué de Camp(+, Pr) 
o Tpr(i) = i. 

2) ppmt(Pr) = ppmt(Comp(+, Pr)) = pppf(Tpr) 



Démonstration On remarque d'abord que le 2) de la proposition est en 
partie une conséquence du 1): ppmt(Comp(+, Pr)) = pppf(Tpr) et ensuite 
une conséquence du théorème 5.3.1 2) b): pppf(Tpr) = ppmt(Pr). 

On remarque aussi que le 2) b) de la proposition 5.5.4 peut être prouvé 
avec le 1) de cette proposition 5.5.5: 

Fpr(i) = i o TComp(7, Pr)(i) = i (proposition 5.5 4)) 
a i est un modèle de Camp(+, Comp(7, Pr)) (par le 1) de la 
proposition 5.5.5). 

Il reste à montrer le 1) de la proposition: 

i + Contra et Tpr(i) = i o i est un modèle de Camp(+, Pr). 

Ceci prouvera aussi que si Pr est consistant, alors Camp(+, Pr) l'est aussi 
puisque si Pr est consistant alors pppf(Tpr) # Contra selon le théorème 
5.3.1 2), et pppf(Tpr) sera aussi un modèle de Camp(+, Pr). 

Montrons que i # Contra et Tpr(i) = i implique que i est un modèle de 
Camp(+, Pr). 

Soit r une règle de Camp(+, Pr). 

- Ou bien r est de la forme: 

lit t for 

et r est une règle de Pr'. 

Comme Tpr(i) = Tpr'(i), Tpr'(i) E; i, donc i est un modèle de Pr' et enfin 
vvi(lit t for) = Vrai. 

- Ou bien r est de la forme: 

lit + for. 

On montre que: vvi(lit 4 for) = Vrai pour toute instance close de r; 
r est de la forme: 



Si (tl, ..., tn) E UNI(L)", alors: 

est une instance close de r. 

Le seul cas à envisager est vvi(lit(tl, ..., tn)) = Vrai, puisque i E Tpr(i) = 
Tpr'(i), on a: 

Par conséquent, il existe une instance close: 

d'une règle de Pr' telle que vvi(for') = Vrai avec: 

for' = Vi(3y1 ... 3yp (tl = til(yi , y p ) ~  
... ~ t n  = tin(y19 ..., yp)~f0ri(y1 9 *-* ,  YP))). 

Par conséquent, vvi(lit(tl, ..., tn) + for') = Vrai. 

Si vvi(lit(tl, ..., tn)) # Vrai, alors vvi(lit(tl, ..., tn) + for') = Vrai. 

Réciproquement, si i est un modèle de Herbrand de Camp(+, Pr), alors i 
est un modèle de Herbrand de Pr' si Pr' est la forme normale de Pr et un 
modèle de Pr puisque VPr VPr'. 

Par conséquent Tpr(i) E i et i # Contra. 

Par ailleurs, vvi(lit + for') = Vrai pour toute instance close lit + for' 
d'une règle de Camp(+, Pr). 

Donc, si lit E i, vvi(fort) = Vrai et lit E Tprt(i) = Tpr(i) puisqu'il existe 
une instance close: 

lit + for' 



de Pr' telle que vvi(forl) = Vrai et Tprf(i) # Contra puisque Tpr~(i) = 
Tpr(i) E i + Contra. 

Donc i ç: Tpr(i). 

Si Pr est consistant au sens de Herbrand, pppf(Tpr) # Contra est un 
modèle de Camp(+, Pr) qui est donc aussi consistant. 

pppf(Tp,) c i, Vi modèle de Pr, donc pppf(Tpr) E i, Vi modèle de 
Camp(+, Pr) et: 

On termine ce paragraphe par deux propositions concernant les 
programmes bivalués. 

Proposition 5.5.6 Soit Pr un programme bivalué (ne comportant que 
des règles de la forme ato t for, for utilisant les symboles b: 3, A, v, i 
E IHB(L). 

a)  Bpr(i) = i o i est un modèle bivalué de Comp(7, Pr). 

Bpr(i) = i i est un modèle bivalué de Camp(+, Pr). 

b )  ppmb(Pr) = ppmb(Comp(7, Pr)) = ppmb(Comp(+, Pr)) = 

pppf(Bpr) = p o f l  (PPP~(T~ , ) )  = pas-l ( ppmw- ) ) .  
(ppmb est le plus petit modèle de Herbrand bivalué). 

Remarque: Pour cette proposition, on doit supprimer du 1-complété 
Comp(7, Pr), lato(x1, ..., x,) où ato est un symbole de prédicat de Pr 
n'apparaissant pas en tête de règle de Pr. 

Demonstration a) Comme VComp(-, Pr) =B VComp(+, Pr) puisque 
ato + for =, ~ a t o  c  for, 

montrons que: i est un modèle bivalué de Comp(7, Pr) o Bpr(i) = i. 

- Bpr(i) = i implique que Bpr(i) S i, ce qui implique que i est un modèle 
bivalué de Pr' si Pr' est la forme nonnale de Pr, puisque Bpr = Bpr~. 

Montrons que i est un modèle bivalué des instances closes: 



des règles de Comp(1, Pr) n'étant pas dans Pr'. 

Le seul cas à envisager est vvi(ifor) = Vrai. On doit alors montrer que 
vvi(7ato) = Vrai. Si vvi(iato) = Faux, alors vvi(ato) = Vrai et comme 
Bpr(i) = i, ato E Bpr(i). Les règles de C ~ r n p ( ~ ,  Pr) p rov ie~en t  de: 

Donc: 

est l'instance close considérée, avec for = 

on aurait à la fois vvi(for(al, ..., a n ) )  = Vrai et vvi(for(al, ..., a,)) = 
Faux ce qui est impossible. 

Donc Bpr(i) = i implique que i est un modèle bivalué de Comp(1, Pr). 

- Réciproquement, si i est un modèle de Herbrand bivalué de Comp(1, 
Pr), alors i est un modèle bivalué de Pr', donc de Pr puisque VPr sgH 

VPr', donc Bpr(i) < i et i est un modèle bivalué de chaque instance close: 

d'une règle de Comp(1, Pr) qui n'est pas dans Pr'. 

On veut montrer que pos(i) G pos(Bpr(i)), pour avoir i I Bpr(i). 

Soit ato é pos(Bpr(i)); alors pour toute instance close: 

ato t for 

ayant ato en tête de règle, wi(for) = Faux; 



puisque vvi(1ato c  for) = Vrai, wi(1ato) = Vrai et ato e pos(i); 

b) pppf(Bpr) E i, pour tout modèle bivalué i de Pr parce qu'on peut 
montrer par induction transfinie que B P , ? ~  r i, pour tout modèle bivalué 
i de Pr. Donc en particulier, pppf(Bpr) i, pour tout modèle bivalué i de 
Comp(7, Pr). 

Donc pppf(Bpr) = ppmb(Pr) = ppmb(Comp(1, Pr)) 

= ppmb(Comp(+, Pr)) = po~-l(pppf(~pr)) (proposition 5.5.2 b)) 

= pos-l (ppmt(~r)) (théorème 5.3.1 b)). + 
Proposition 5.5.7 Soit Pr un programme défini bivalué;. 

~ ~ m t ( C o m p ( 7 ,  Pr)) = pos(ppmb(Pr)) u -neg (pg m b(Comp(7, Pr))). 

(pgmb est le plus grand modèle bivalué). 

Remarque: Pour cette proposition, on doit avoir dans le l-complété 
C ~ m p ( ~ ,  Pr), Tato(xi, ..., x,) où ato est un symbole de prédicat de Pr 
n'apparaissant pas en tête de règle de Pr. 

Démonstration Il revient au même de montrer que: 

P P P ~ ( T c ~ ~ ~ ( ~ ,  pr)) = pos@ppf(Bpr)) u lneg(pgpf(Bpr)) (l), 

où: *eg: IHT(L) + IHT(L), i -+ lneg(i) = I1ato E i ) ,  
pos: IHT(L) + MT(L), i + pos(i) = {ato E i}. 
pgpf est le plus grand point fixe. 

car pgpf(Bpr) = pgmb(Comp(1, Pr)) selon la proposition 5.5.6 (a), 

P P P ~ ( T c ~ , ~ ( ~ ,  = ppmt(Comp(1, Pr)), (théorème 5.3.1 (2 b))) et 
pppf(Bpr) = ppmb(Pr), (proposition 5.5.1 (c)). 

On définit pos(IHT(L)) + IHB(L), 

pos(i) + pos(i) V { ~ a t o ,  ato e pos(i)}, et: 

-eg-' : lneg(IHT(L)) + MB(L), 
~ n e g ( i )  + -neg(i) V {ato/ ~ a t o  P -neg(i)} . 

Pour montrer (l), on montre que pour tout ordinal a ,  



Puisqu'il existe un ordinal a tel que: 
pppf(T~omp(l, ~ r ) )  = T ~ o m p ( y ,  Pr) Ta,  un ordinal P tel que: 
pppf(Bpr) = B ~ ~ T ~  et un ordinal y tel que: 
pgpf(Bpr) = BP,J~,  on aura le résultat en prenant le plus grand des trois 
ordinaux. 

Pour prouver (2), on commence par établir les trois lemmes suivants: 

Lemme 5.5.3 Soient i E IHT(L) et Pr un programme défini bivalué. On 
a alors: 

Démonstration a) Si Pr' est la forme normale de Pr, alors 
pos(TCOmp(,, pr)(i)) = {atol il existe une instance close de Pr1, 

ato t for telle que vvi(for) = Vrai} 
= Tprl(i) (puisque Pr est défini bivalué) 
= Tpr(i) (puisque Tprl(i) = Tpr(i)) 
= {atol il existe une instance close de Pr, 

ato t for telle que vvi(for) = Vrai}. 

Comme Pr est défini bivalué, vvi(foi) = Vrai o ~ v ~ ~ ~ ( i ) ( f o r )  = Vrai, (par 
induction sur for). 

-aeg(TComp(7 = {-ato/ il existe une instance close d'une règle 
de Comp(1, Pr), l a t o  t l f o r l  avec vvi(7for') = Vrai). 

On a: vvi(for') = Faux V V , ~ ~ ~ ( ~ ) ( ~ O ~ ' )  = Faux, en effet forV(xl, .... xn) 
est de la forme: 

3 ( a l ,  ..., an) E UNI(L), tel que vvi(for'(a1, ..., a,)) = Faux H 

3 ( a r ,  ..., an) E UNI(L), tel que Vi E {1, ..., m}, V(u l ,  ..., up) E 

UNI(L)P, 

vvi(a1 = t i l (ul ,  ..., u ~ ) )  = Fauxv ... vvvi(a,  = tin(u1, ..., u ~ ) )  = Faux 



V V V ~ ( ~ O ~ ~ ( U ~ ,  ..., u ~ ) )  = Faux. 

vvi(uj= tij(ul, ..., ~ p ) )  = Faux o 
V V , ~ ~ ~ ( ~ ) ( ~ ~  = tij(u1, ..., ~ p ) )  = Faux 

puisque la valeur de vérité de cette formule ne dépend pas de 
l'interprétation choisie. 

De plus, wi(for) = Faux o V V , ~ ~ ~ ( ~ ) ( ~ O ~ )  = Faux car: 

for = a t o l ~ a t o 2 ~  ... ~ a t o ,  (par induction sur for). 

Lemme 5.5.4 Soit i E IHT(L) et Pr un programme défini bivalué. On a 
alors: 

1 Démonstration B ~ , ( ~ O S - '  @os(i))) = Bpr'(pos- (pos(i))) = 

pos-l({ato/ il existe une instance close de Pr', ato t for' telle que: 
-1 (for') = Vrai)). VVpos pos(i) 

V V ~ ~ ~ ~ ' ~ ~ ~ ~ ~ ) ( ~ O ~ ' )  = Vrai o V V ~ ~ ~ ( ~ ) ( ~ O ~ ' )  = Vrai car for' = 

Donc pos(13pr(pos~1 @os(i)))) = {atol il existe une instance close de 
Pr', ato c for' telle que vvpos(i)(for') = Vrai} 
= P O S ( T C ~ ~ ~ ( ~ ,  pr)(p0s(i)))* 

~neg(~p,(ineg-~(*eg(i)))) = *eg(Bpr'(*eg"(*eg(i)))) 

= {lato/ ato e pos(~prfi(~neg-l(*eg(i))))} 
= {la to l  pour toute instance close ato t for' de Pr', 



VV,,,~-~ (,n.g(i))(f~r') f Vrai (= Faux puisque Tneg-l  (Tneg(i)) est une 
interpretation bivaluée)) 

u {-ato/ ato ne soit pas en tête d'une règle de Pr']. 

~ n e g ( T ~ ~ ~ p ( ~ ,  pr)(lneg(i))) = {lato E  TC^^^(^, pr)(lneg(i)) } 
= {latol  il existe une instance close ~ a t o  t l f o r  de Comp(7, Pr) telle 
que v ~ , ~ ~ ~ ( i > ( l f o r )  = Vrai} 

u { ~ a t o /  ato ne soit pas en tête d'une règle de Pr}. 

Or, pour toute instance close ato t for' de Pr', on a l'équivalence: 

~ ~ , ~ ~ ~ - ' ( - ~ e ~ ( i ) ) ( f ~ r ' )  = Faux o vv,neg(i,(for1) = Faux. 

On a de plus l'équivalence suivante: 

Pour toute instance close ato t for' de Pr', ~ v , ~ ~ ~ ( i ) ( f o r ' )  = Faux o 
Il existe une instance close ato c for' de Pr', v ~ , ~ ~ ~ ( ~ ~ ( f o r ' )  = Faux. 

1 Par conséquent, lneg(Bpr(aeg- (Tneg(i)))) = 

* e g ( T ~ ~ ~ p ( ~ ,  pr)(*eg(i))). 

Lemme 5.5.5 Soient i E IHT(L) et Pr un programme d é ' i  bivalué. On 
a alors: 

Démonstration Par induction transfinie. 

a) - pos(T~ornp(~ ,  pr) 70) = p o s ( ~ ) =  p ~ ~ ( ~ p r 7 0 ) .  

- Si a est un ordinal successeur, alors: 

p ~ ~ ( ~ ~ o r n p ( ~ ,  ~ r ) ( ~ c o r n p ( T ,  pr)?a-l)) 
- - P ~ ) @ o s ( T c ~ ~ ~ ( ~ ,  pr)Ta-l 1)) (Lemme 505.3) 
= pos(Tcomp(7, p r ) ( ~ ~ s  ( ~ ~ ~ T a - 1 ) ) )  (induction) 

= pos(~pr(pos-l(pos(~pr~a-l)))) (LRmme 5.5.4) 
= pos(~pr?a), puisque ~ P ~ 7 a - l  est une interprétation bivaluée. 

- Si a est un ordinal limite, alors a = sup { P, B<or } et: 



b, - 7neg(T~omp(-+ pr) ?'O) = -eg(0)= -eg(BprJO).= 0. 
En effet, ~ ~ ~ $ 0  = max IHB(L) = l'ensemble de tous les atomes positifs 
clos. 

- Si a est un ordinal successeur, alors: 

7neg(T~omp(-5 ~ r ) ( ~ ~ o m ~ ( ~ ,  pr) Ta-1)) - - *eg(Tcomp(, pr)(*eg(TcOmp(, pr)Ta-l))) (lemme 5 05.3) 
= *eg(TcOmp(,, pr)(ineg(~prS.a- 1))) (par induction) 
= lneg(Bpr(ineg-' (1neg(BprLa-1))) (lemme 5.5.4) 
= l n e g ( ~ p r J a ) .  

- Si a est un ordinal limite, alors: 

-neg(su~  TC^^^(^, Pr)fB, P<a} ) 
= S ~ P  { l n e g ( T ~ ~ ~ ~ b ,  Pr)tP), P<al 
= sup {1neg(BprJP), P<a] (par induction) 
= *eg(inf {BprL~,  B<a] 
= -eg(BprJa), 

où sup est la borne sup dans IHT(L) muni de l'ordre i I j a i E j et inf 
est la borne inf dans IHB(L) muni de l'ordre i -< j a pos(i) posu). + 
On a alors le résultat en écrivant que: 
T~omp(l, = posu~omp(l,  pr)?a) U l n e g ( T ~ ~ ~ ~ ( ~ ,  pr)?a). 
4 

Dans le paragraphe suivant, nous donnons une sémantique opérationnelle 
pour les programmes trivalués, ou encore un moyen siple d'obtenir le 
plus petit modèle trivalué d'un programme trivalué à partir de ceux déjà 
utilisés. 

5.6. INTERPRETEURS 



Le sens d'un programme est donné par son plus petit modèle modèle. On 
cherche maintenant des algorithmes qui calculent ce plus petit modèle ou 
donnent des informations sur lui. 
On définit ainsi trois sortes d'interpréteurs: 

- Les interpréteurs réponse fermés: 
qui répondent si un atome clos (resp. littéral) appartient ou non à 
ppmb(Pr) (resp. ppmt(Pr )). 

- Les interpréteurs réponse ouverts: 
qui donnent, pour un atome donné (resp. littéral) avec variables, 
ato(xl, xp, ..., xn), (resp. lit(xl, x2, ..., x ~ ) ) ,  une suite de substitutions 
81, Q2, ..., telles que toutes les instances closes de 8i(ato(xl, x2, ..., x,)) 
(resp. Bi(lit(xl, x2, ..., x,))) soient exactement les instances closes de 
ato(xl, x2, ..., xn) (resp. lit(xl, x2, ..., xn)) qui sont dans ppmb(Pr) 
(resp. ppmt(Pr)). 

- Les interpréteurs saturateurs: 
qui donnent une représentation fimie de ppmb(Pr) (resp. ppmt(Pr)). 

5.6.1 Il est facile de transformer un interpréteur trivalué pour un 
programme bivalué en un interpréteur bivalué pour ce programme: 
puisque ppmb(Pr) = pos-l(ppmt(~r)). (proposition 5.5.2 (b)) 

5.6.2 Il est intéressant de voir comment obtenir un interpréteur tnvalué à 
partir d'un bivalué. On commence par transformer un programme 
trivalué en un bivalué avec les transformations suivantes: 
Soit Pr un programme trivalué sur un langage logique du premier ordre 
L. 

o(L) est le langage logique du premier ordre obtenu à partir de L en lui 
ajoutant les symboles de prédicats, non-p, pour chaque symbole de 
prédicat p de L. 

Soit a(Pr) le programme bivalué sur a(L) obtenu à partir de Pr par les 
transformations suivantes: 

1) On supprime et * en utilisant: 
A + B I~ (-iAvB ) 
A o B rT (AAB)V(~AA->B).  

2) On ramène le connecteur 1 juste devant les atomes en utilisant: 
~ ( A V B )  sT (TAATB). 
~ ( A A B )  =, (~Av-B).  



3) On remplace tous les ~ a t o  par non-ato. 

Définition 5.6.2.1 Si i E IHT(L), alors a(i) = pos(i) u { n o n -  
p(tl. t2, ..., tn)/ -ip(tl, tp, ..., tn) E i ) .  L'interprétation a( i )  appartient à 
IHT(o(L)). 
o est une bijection entre IHT(L) et pos(IHB(a(L)). 

On obtient un interpréteur trivalué à partir d'un bivalué par la proposition 
suivante: 

Proposition 5.6.2.1 Si Pr est un programme trivalué consistant, 
m p m t ( P r ) )  = pos(ppmb(a(Pr))); 

donc ppmt(Pr) = 6' @os(ppmb(o(Pr)))). 

Démonstration On montre par induction transfinie que: 
o ( ~ p ~ T a )  = pos(~o(pr)fa)  pour tout ordinal a. 

Comme ppmt(VPr) = ~ ~ ~ ? a  et ppmb(o(Pr)) = B ~ ( ~ , ) ? B ,  on a le résultat 
en prenant le plus grand des deux ordinaux. 

On montre que, Vi E IHT(L), o(Tpr(i)) = (POS O Bo(pr) O pos-l)(o(i)) (*). 

On utilise le fait que Bo(pr) = p o s - l ~ ~ o ( p r )  opos puisque o(Pr) est un 
programme bivalué, d'après la proposition 5.5.2 (a). 

On doit donc montrer que: o(Tpr(i)) = Ta(pr)(o(i)). 

o(Tpr(i)) = pos(Tpr(i)) u {non-p(ti, tn, ..., tn) tel que l p ( t l ,  t2, ..., t,,) 
E Tpr(i)1 

To(pr)(a(i)) = {ato E a(L) / il existe une instance close ato c for de 
<r(Pr) telle que vv,,(for) = Vrai). 

Si lit E o(Tpr(i)), soit lit = ato avec ato E Tpr(i) ou lit = non-ato avec 
~ a t o  E Tpr(i) et on a le résultat car ~v,(~,(o(for)) = Vrai a vvi(for) = 
Vrai. 



On a alors o(TprTa) = p o s ( ~ ~ ( ~ , ) f  a) pour tout ordinal a ,  par induction 
transfinie: 

- Si a est un ordinal successeur, alors: 

~ ( T ~ ~ ( T ~ ~ T ~  -1)) 

= ( ~ 0 s  0 Bopr) O pos-l)(a(~prTa -1)) (selon (*)) 

= @OS O Bo(pr) O pos-l)(pos(~,(pr)?a -1)) par induction, 
= p o s ~ ~ ~ ( ~ ~ ) T a ) .  

- Si a est un ordinal limite, alors: 

on a s u p 1 ~ ~ ( ~ )  {pos(i), i E 1 G IHB(L)} = p o s ( s u p ~ ~ ~ ( ~ )  (i, i E 1 G 
IHB(L))); donc: 

Donc: 

Exemple 5.6.2.1 Soit Pr le programme (A, B, C, D, E sont des atomes 
clos): 

A,TB t 
C t A  
ID t YB, C 
E t C , l D  

o(Pr) est le programme: 

A, non-B t 
C t A  
non-D t non-B, C 
E t C, non-D 



ppmb(o(Pr)) = {A, non-B, C, non-D, E, -non-A, -non-C,  non-E, -B, 
1D 1 
pos(ppmb(o(Pr))) = {A, non-B, C, non-D, E). 
o-l(pos(ppmb(o(~r)))) = {A, YB, C, lD, E } = ppmt(Pr). 





CHAPITRE 6: MODELES 
OPTIMAUX 

6.1 INTRODUCTION 

L'ensemble des interprétations de Herbrand trivaluées est en bijection 
avec l'ensemble des fonctions partielles de her(L) dans (V, F), par 
l'application qui à une interprétation i associe la fonction vvi, non 
définie sur les atomes où elle prend la valeur Indéterminé. La théorie de 
Manna et Shamir [28] concernant les fonctionnelles monotones sur un 
ensemble de fonctions partielles peut donc être adaptée à notre opérateur 
conséquence Tpr Cependant plutôt que de choisir le point fixe optimal de 
Tpr, comme autre modèle désigné d'un programme trivalué que le plus 
petit point fixe de Tpr, on préferera la notion de modèle optimal de Pr. 

En effet, les modèles d'un programme trivalué ne sont plus les points 
fixes de Tp, mais ses post-points fixes; on va donc substituer la notion de 
modèle optimal à celle de point fixe optimal. L'ensemble des 
interprétations de Herbrand trivaluées n'a plus une stucture de treillis 
complet puisqu'une union de deux interprétations de Herbrand trivaluées 
n'est pas nécessairement une interprétation de Herbrand trivaluée. Il 
possède seulement une structure de semi-treillis complet: l'intersection de 
deux interprétations de Herbrand en est une ainsi qu'une union consistante 
d'interprétations de Herbrand. Il n'y a donc plus de plus grand modèle 
mais une série de modèles maximaux dont l'intersection, qui est encore un 
modèle du programme coïncide avec le plus grand des modèles consistants 
avec tous les modèles. 

Le modèle optimal de Pr ne coïncide pas forcément avec son plus petit 
modèle trivalué et contient donc plus d'informations. Il va permettre de 
pallier un peu la faiblesse de la logique tnvaluée. En effet, il fournit une 
autre sémantique dénotationnelle que le plus petit point fixe de l'opérateur 
conséquence pour un programme trivalué. Le plus petit point fixe de 
l'opérateur Tp,, coïncide avec l'ensemble de tous les littéraux clos, 



conséquences logiques du programme. Or il semble que la logique 
trivaluée calcule trop peu de conséquences logiques: 

Si Pr est le programme suivant: 

le littéral ~ p ( a )  n'est pas conséquence logique de Pr, il n'est donc pas dans 
le modèle désigné de Pr (plus petit modèle ppmt(Pr)). Cela provient 
essentiellement du fait que la formule q(x) c p(x) n'est pas logiquement 
équivalente à la formule Tp(x) c lq (x)  en logique trivaluée. En effet, 
l'ensemble PF(Tp,) se réduit au singleton {-q(a)}, alors que l'ensemble 
MOD(Pr) des modèles de Pr comprend les ensembles {yq(a)), et {lp(a), 
lq(a)}. Le modèle optimal de Pr sera { ~ p ( a ) ,  ~ q ( a ) )  et comprendra 
donc le littéral -p(a). 

La théorie du modèle optimal est plus simple que celle du point fixe 
optimal puisque une intersection de modèles du programme est encore un 
modèle alors qu'une intersection de points fixes de l'opérateur 
conséquence n'est plus nécessairement un point fixe de Tp, 

Le plan du chapitre est le suivant: 

Dans une première partie, on rappelle les différentes notions 
définies dans Manna et Shamir [28]; dans une deuxième partie, on 
applique ces différentes notions à l'opérateur de Lassez et Maher [21]; 
enfin dans une troisième partie on introduit notre terminologie de 
modèles consistants, maximaux, optimaux et on démontre des propriétés 
structurelles de l'ensemble des post-points fixes de Tpr, c'est-à-dire des 
modèles de Pr. 

On démontre l'existence d'un unique modèle optimal et on 
étudie certaines de ses propriétés. Le modèle optimal co'incide avec le plus 
grand modèle consistant et l'intersection de tous les modèles maximaux. 

Dans une quatrième partie, on compare toutes les notions 
étudiées sur des exemples de programmes trivalués. On étudie les 
correspondances entre le plus petit point fixe de Tpr, son plus petit post- 
point fixe, son point fixe optimal et son post-point fixe optimal. 

On verra sur des exemples, que contrairement à l'opérateur T 
introduit dans [21], le plus petit point fixe de Tpr et son point fixe optimal 
ne coïncident pas. 



De même, les notions de plus petit modèle de Pr (en fait égal au 
plus petit point fixe de Tpr) et de modèle optimal ne coïncident pas pour 
l'opérateur Tpr des programmes trivalués. 

Ces notions théoriquement bien définies présentent donc un intérêt 
intrinsèque, et peuvent fournir plus d'informations que celle de plus petit 
point fixe. Le problème est plutôt d'ordre pratique et réside dans leur 
calculabilité. 

6.2. RAPPEL DES NOTIONS DEFINIES DANS 
1281 

6.2.1 Notations. 

On désigne par D+ = D u { a ) ,  l'ensemble D auquel on a adjoint un 
élément o. 
FP(A,D) désigne l'ensemble des fonctions partielles de A dans D, c'est-à- 
dire qui prennent la valeur o aux points où elles ne sont pas définies: 

C'est l'ensemble des fonctions de A dans D+. 

On munit D+ de l'ordre partiel suivant: 

L'ordre partiel I sur FP(A,D) associé à I (l'ordre produit associé) est le 
suivant: 

Définitions 6.2.1 Deux éléments f et g de FP(A,D) sont consistants si: 

Un sous ensemble de FP(A,D) est consistant si ses éléments sont 
consistants deux à deux. 

Remarque:  En particulier un sous ensemble totalement ordonné de 
FP(A,D) est consistant. 

Lemme 6.2.1 a )  FP(A,D) admet un plus petit élément 1, la fonction 
valant partout m. 



b)  Tout sous ensemble non vide de FP(A,D) admet une borne sup si et ssi 
il est consistant. 

Donc tout sous ensemble non vide totalement ordonné de FP(A,D) admet 
une borne sup. 

C )  Tout sous ensemble non vide de FP(A,D) admet une borne inf. 

Démonstration Vx E A, o 5 x. 

Soit S un sous ensemble non vide et consistant de FP(A,D). 

On définit la borne sup a de S de la façon suivante: 
Si Vs E S, S(X) = O, a(x) = O; si 3s E S, S(X) # o,VS' E S, s'(x) z 0, 
sl(x) = s(x) car S est consistant et a(x) = s(x). 
On voit immédiatement que a est un majorant: Vs E S, S(X) I a(x), et 
c'est le plus petit. 

Tout sous ensemble totalement ordonné est consistant. 

Soit S un sous ensemble non vide de FP(A,D); 

On définit la borne inf B de S de la façon suivante: 
Soit x E A, si 3(s,s1) E s2, S(X) f ~'(x), B(x) = O; si V(s,sl) E S2, S(X) = 
sl(x), B(x) = s(x). 4 

Nous utiliserons le théorème du point fixe suivant: 

Théorème 6.2.1 Soit (S, ,<) un ensemble partiellement ordonné ayant 
un plus petit élément 1, tel que tout sous ensemble ordonné non vide de S 
admette une borne sup, 7 une fonctionnelle monotone de S dans S, alors 
3a ordinal tel que 7 admette un plus petit point fixe, da. 

Définition 6.2.2 Si T est une fonctionnelle de FP(A,D) dans lui-même, 
on définit l'ensemble de ses points fixes, de ses points fixes consistants, de 
ses points f i e s  maximaux, de ses pré-points fixes et de ses post-points 
fixes de la manière suivante: 

L'ensemble des points fixes de T est: 
PF(2) = {f E FP(A,D), f = ~ ( f ) } .  

L'ensemble des points fixes de z consistants avec tous les autres points 
fixes de T est: 

PFC(T) = {f E PF(T), f est consistant avec tout point fixe de 7 ) .  



L'ensemble des points fixes maximaux de z est: 
MAX@) = {f E PF(z), Vg E PF(z), f 5 g - f  = g).  

L'ensemble des pré-points fixes de z est: 
PRE(z) = {f E FP(A,D), f 5 ~ ( f ) ) .  

L'ensemble des post-points fixes de z est: 
POST(7) = {f E FP(A,D), z(f) 5 f) .  

Dans toute la suite z désigne une fonctionnelle monotone de 
PP(A,D) dans lui-même. 

Lemme 6.2.2 a) 7 admet un plus petit élément noté pppf(7) dans 
FP(A,D). 

b) Si f E PRE(r), l'ensemble If E PF(?), f lf] admet un 
plus petit élément. 

c) Si f E POST(7), l'ensemble If E PF(7),f IJ3 admet un 
plus grand élément. 

Démonstration 

a) FP(A,D) vérifie les conditions du théorème du point fixe (Lemme 2.1). 

b) Soit S = {f E FP(A,D), f 5 f);  

S est stable par 7: f  5 z(f) I z(f), par monotonie de z et parce que f E 

PRE(7); S admet un plus petit élément f; S vérifie donc les conditions du 
théorème du point fixe; 3 un plus petit point fixe de z dans S; 

c) On choisit S' = {f E FP(A,D), f 5 f); on le munit de l'ordre Il: 
g Il h e h 5 g et on réapplique le raisonnement précédent. + 
Théorème 6.2.2 PFC(7) admet un plus grand élément appelé le point 
fixe optimal de r et noté opt(7). 

Démonstration PFC(7) ;t 0, pppf(z) E PFC(z) puisque Vf E PF(T), 
pppf (7) 5 f. 

Donc il admet une bome sup puisque c'est un ensemble consistant. 
Soit a cette bome sup; on va montrer que a E PFC(7). 



a vérifie: Vf E PFC(T), f 5 a et f = ~ ( f )  5 ~ ( a ) ,  donc a < z(a), par 
définition de la borne sup. Donc a E PRE(7) et {f E PF(i), a < f }  
admet un plus petit élément f2. 

On montre que f2 E PFC(r), ce qui entraînera f2 i a f2 donc a = f2, et 
a E PFC(7). 

Soit g E PF(T), on montre que f2 et g sont consistants en montrant que 3f3 
E PF(7), que f2 I f3 et g I f3. 

S = PFC(7) u {g} est consistant, + 0, donc il admet une borne sup $ dans 
FP(A,D). 4 vérifie: Vf E PFC(T), f L $, f = r(f) < .r($), et g = ~ ( g )  < 
T($), donc 4 S T($), par définition de la borne sup. Donc @ E PRE(7) et 
{f E PF(T), 4 < f} admet un plus petit élément f3. On a sup(PFC(7)) < 
f3, g < $ < f3. Comme f2 est le plus petit élément de PF(7) tel que a = 
sup(PFC(7)) < f2, on a f2 5 f3 et par conséquent, f2 E PFC(7). + 
On considère maintenant les points fixes maximaux et le lien entre les 
deux notions. 

Lemme 6.2.3 Vf E PRE(7), 3g  E MAX(r), f l g .  

Démonstration Sf = {f E PF(z), f 5 f ), comme f E PRE(7), Sf admet 
un plus petit élément et est donc non vide. 

Tout sous-ensemble S de Sf totalement ordonné admet un majorant dans 
sf: 
Soit S E Sf totalement ordonné, S est consistant, donc admet une borne 
sup a dans FP(A,D); a E PRE(z), car Vf E S, f = ~ ( f )  I ~ ( a ) ,  donc a 5 
z(a), par définition de la borne sup. 

Donc (f E PF(T), a I f )  admet un plus petit élément fl. Vf E S, 
f 5 f L a < fi. Comme f1 E PF(T), fi E Sf et est un majorant de S dans 
Sf. 

Donc Sf vérifie les conditions du lemme de Zorn et admet un élément 
maximal qui est alors un point f i e  maximal de 7, supérieur ou égal à f. + 
Corollaire 6.2.1 Pour toute fonctionnelle monotone 7 de FP(A,D) 
dans lui-même, MAX(?) # 0. 

Demonstration PRE(7) # 0 puisque pppf(7) E PRE(7). + 
Lemme 6.2.4 Si g E PRE(2)  et f E MAX(7),  soit g If, soit f et g ne 
sont pas consistants. 



Démonstration Supposons que non(g 5 f )  et que f et g soient 
consistants. Alors sup(f,g) = a existe dans FP(A,D) et est distinct de f 
puisque g 5 sup(f,g) et non(g 5 f ) ;  a E PRE(r) car ~ ( 0  = f C s(a)  et 
g < ~ ( g )  C ~ ( a ) ,  donc a 5 ~ ( a ) ;  par conséquent, l'ensemble {f E PF(.r), 
a I f ] admet un plus petit élément fi. Comme f 5 sup(f,g) C f i ,  f étant 
distinct de a, est distinct de f l ,  et cela contredit le fait que f est un point 
fixe maximal. 4 

Corollaire 6.2.2 Deux points fixes maximaux distincts ne sont pas 
consistants. 

Définition 6.2.3 Comme MAX@) # 0, il admet une borne inf notée 
Imax (7). 

Théorème 6.2.2 a) lmax(7) E POST(7)  et Cf E PF(z) ,  f S lmax(z)} 
admet un plus grand élément. 

b) Ce plus grand élément coïncide avec rnax(PFC(7)) = opt(7). 

Démonstration a) lmax(7) = inf(MAX(7)); donc Vg E MAX(7), 
Imax(7) S g, .r(lmax(z)) 5 z(g) = g, donc .r(lmax(.r)) 5 lmax(7) par 
définition de la bome inf. 

Par conséquent, {f E PF(z), f I lmax(z)) admet un plus grand élément f2. 

b) opt(z) est consistant avec tout point fixe de 7 donc Vg E MAX(.r), 
opt(2) 5 g, d'après le corollaire 6.2.2. Donc opt(7) C lmax(7) par 
définition de la bome inf. 

Donc opt(z) 5 f2. 

Montrons que f2 5 opt(z) en montrant que f2 est un point fixe consistant 
de 2. 

Soit f u n  point fixe de 7. D'après le lemme 6.2.3,3g E MAX(T), f < g. 
Or f2 est le plus grand élément de l'ensemble {f E PF(T), f 5 Imax(7)). 
Donc f2 I hnax(7) I g; 

f 5 g et f2 C g f et f2 sont consistants. + 
Remarques: - On a donc deux façons d'obtenir opt(z), l'une en 
"descendant" des points fixes maximaux, l'autre en "montant" des points 
fxes consistants. 



- Si pppf(~) est une fonction totale, i.e. # o partout, alors pppf(~)  = 
opt(z), puisque pppf(s) < opt(7). 

- Si opt(7) est maximal, comme Vg E MAX(T), opt(7) 5 Imax(7) < g, on a 
opt(7) = g et il n'y a qu'un seul point fixe maximal, opt(r). 

- Comme pppf(z) 5 opt(z), le point fixe optimal peut être plus intéressant 
au sens où il contient plus d'information, étant plus défini que le plus petit 
point fixe de T. 
Cependant, le point fixe optimal et le plus petit point fixe peuvent 
coïncider comme dans l'exemple de Lassez et Maher [21] que nous 
étudierons dans le paragraphe suivant. 

Nous prendrons D = {V,F), o = 1 et A = her(L), c'est-h-dire, 
nous prendrons pour FP(A,D) l'ensemble des interprétations de 
Herbrand trivaluées qui est en bijection avec l'ensemble des 
fonctions de her(L) dans {V,F,I), Le. l'ensemble des fonctions 
partielles de her(L) dans {V,F} (prenant la valeur 1, là où elles 
ne sont pas définies). 
L'ordre sur  IHT(L) est l'ordre associé à 1 ,< V, 1 I F. C'est 
l'ordre qui rend la bijection 4 de IHT(L) vers l'ensemble des 
fonctions de her(L) dans {V,F,I}, qui  à une interprétation i 
associe Vvi, monotone. 

Si nous reprenons l'exemple de programme présenté au début du chapitre: 

le plus petit point fixe et le point fixe optimal de Tpr coïncident; ce 
dernier ne contient toujours pas ~ p ( a ) ,  qui appartiendra par contre au 
modèle optimal de Pr. 

6.3 UN CAS OU pppf(z) ET opt(z) COINCIDENT: 
z EST L'OPERATEUR DE LASSEZ ET MAHER 
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Les programmes considérés sont des programmes définis sans négation: 
c'est-à-dire des ensembles de clauses A t BI,  ..., B, 



On choisit comme ensemble FP(A,D) l'ensemble des fonctions de 
l'ensemble des atomes de Herbrand vers {V,F,I). 

Le connecteur -+ a la table de vérité suivante: 

A -+ B n'est pas Vrai si A vaut V et B vaut 1 (A + B vaut 1), si A vaut V 
et B vaut F (A + B vaut F), si A vaut 1 et B vaut F (A + B vaut 1). 

(c'est le connecteur de Lukasiewicz). 

L'opérateur T est défini de la manière suivante: 

Si il existe une instance close d'une règle de P ayant A en tête de règle, 
A t BI, ..., Bn, telle que f(B A...ABn) = V, z(f)(A) = V. 

Si pour toute instance close des règles de P ayant A en tête de règle, 
A c BI, ..., B,, f ( B l ~  ... AB,) = F, 7(f)(A) = f(A). 

Si pour toute instance close des règles de P ayant A en tête de règle, 
A t BI,  ..., B,, f(Brr\ ... AB,) # V, et il existe une instance close d'une 
règle de P ayant A en tête de règle, A t B I ,  ..., B,, telle que 
f ( B l ~  ... AB,) = 1, z(f)(A) = inf(V,f(A)). 

Pour le cas où A ne figure pas en tête d'une règle de P, 7(f)(A) = f(A). 

Dans l'article sont démontrées les propositions suivantes: 

Proposition 6.3.1 TU) = f rn f est un modèle de P. 

Démonstration f est un modèle * z(f) = f. 

1) Pour toute instance close des règles de P ayant A en tête de règle, A t 
BI,  ..., B,, 3 i  f(Bi) = F; alors f(A t Bi, ..., B,) = V et z(f)(A) = f(A). 

2) Il existe instance close des règles de P ayant A en tête de règle, A t 
BI ,  ..., B,,, Vi f(Bi) # F; 

a) 3 instance close des règles de P ayant A en tête de règle, A t BI,  ..., 
B,, b'i f(Bi) = V; Alors f(A) = V, donc f(A) = z(f)(A); 

b) 3 instance close des règles de P ayant A en tête de règle, A t BI, ..., 
B,, Vi f(Bi) # F; V instance close des règles de P ayant A en tête de règle, 
A t BI,  ..., B,, 3 i  f(Bi) # V; alors f ( B 1 ~  . . .AB,)  = 1 et z(f)(A) = 
inf(V,f(A)). 
Comme f est un modèle de P, f(A) = V ou 1 et donc f(A) = z(f)(A). 



- Réciproquement f = z(f) f est un modèle de P. 

Soit A t BI,  ..., B,, une instance d'une règle de P. 

Si Vi f(Bi) = V, alors f(A) = 7(f)(A) = V et f(A t BI,  ..., B,) = V. 

Si Vi f(Bi) + F et 3i f(Bi) + V, alors 3 i  f(Bi) = 1 et z(f)(A) = inf(f(A),V) 
= f(A) donc f(A) = V ou 1 et f(A t BI, ..., B,) = V. 

Si 3 i  f(Bi) = F, alors f(A + Bi, ..., B,) = V. + 

La fonctionnelle z ainsi définie est monotone et non continue en général; 
on montre cependant la proposition suivante (toujours vrai lorsque z est 
continue): 

Proposition 6.3.2 pppf(7) = 7 h  = UnGN ~ ( 0 ) .  

On peut dans ce cas construire effectivement pppf(z) et opt(~). 

Soit 

Soit 

c(A) = V si A est V dans tout modèle de P.(1) 
c(A) = F si A est F dans tout modèle de P.(2) 
c(A) = 1 sinon (3) 

c'(A) = V si A est V dans un modèle de P et F dans aucun 
autre. (1) 
c'(A) = F si A est F dans un modèle de P et V dans aucun 
autre. (2) 
c'(A) = 1 sinon. (3) 

En fait, les cas (2) de 6 et 6' ne se produisent jamais: 

En effet l'interprétation f constamment égale A V est un modèle de P, 
puisque f = z(f). 

Proposition 6.3.3 [ = pppf(7) et = opt(7). 

Démonstration On a c(A) = inf{f(A), f modèle de Pl;  on a donc: 
c(A) = (inf{f, f modèle de P])(A) = pppf(z)(A); 

On montre que c'(A) = max{f(A), f E PFC(7)); on aura alors: 
c(A) = (max{f, f PFC(.r)])(A) = opt(~)(A); 



Pour cela, on montre que s'il existe un modèle M de P dans lequel A est V 
et A n'est F dans aucun autre, alors il existe un modèle consistant M' de P 
dans lequel A est V. 

Soit M' défini de la façon suivante: 

M1(B) = V si B est V dans Met B n'est F dans aucun autre 
modèle. 
M'(B) = pppf(z)(B) sinon. 

M1(B) E {I,V} car pppf(z)(B) E {I,V) puisque pppf(7) 5 f où f est 
l'interprétation constamment égale à V, qui est un modèle de P. 

On montre que T(M') = Mt. 

7(M1)(B) = V si 3 B t BI,  ..., Bn avec Vi M'(Bi) = V. (1) 
7(M1)@) = inf(Mt(B),V) si le premier cas ne se produit pas 
et si 3 B t BI,  ..., B, avec Vi M'(Bi) # F. (2) 
7(Mf)(B) = Mt@) si V B t BI, ..., Bn, 3i M'(Bi) = F. (3) 

1) Vi M'(Bi) = V Bi est V dans M et F dans aucun autre modèle. 
Dans ce cas B est V dans M car M(B t B1, ..., B,) = V. 
Dans un autre modèle M" de P, on a M''(Bi) = V ou 1; si M"@~A ... AB,) = 
V, MW(B) = V; si MW(Blr\ ... AB,) = 1, MW@) = V ou 1; 
donc M1(B) = V = z(M1)(B). 

2) z(M1)(B) = inf(Mt(B),V) si le premier cas ne se produit pas et si il 
existe: 
B t BI, ..., Bn avec Vi M'(Bi) # F. 
si M1(B) = V, T(M')(B) = V = M'(B); 
si M'(B) = 1, 7(M1)(B) = 1 = M'(B); 
il n'y a pas d'autre cas à envisager car M'(B) # F; 

Donc M' est un modèle de P. 

Montrons que M' est consistant. 

Soit M" un modèle de P; si MW(B) # 1 et M'@) # 1, alors B est V dans M 
et F dans aucun autre modèle, donc Mn(B) # F, et M"(B) = Mt@). 

Le cas 2) ne se produit jamais pour c'; 
Le cas 3): 



Soit B est indéterminé dans tous les modèles: auquel cas il est indéterminé 
dans tous les modèles consistants; 
Soit B est V dans un modèle, F dans un autre, auquel cas il est indéterminé 
dans tous les modèles consistants; 

On démontre enfin: 

Proposition 6.3.4 pppf(7) = opt(7). 

Démonstration Soit v l'interprétation constamment égale à V. 

Soit f l'interprétation pppf(z), f ne prend jamais la valeur F puisque v est 
un point fixe de z et f I v. 

Dans la définition de z(f)(A), 

z(f)(A) = V si 3 A e Al, ..., An avec Vi f(Ai) = V. (1) 
z(f)(A) = inf(f(A),V) si le premier cas ne se produit pas 
et si 3 A t Al, ..., An telle que: Vi f(Ai) # F. (2) 
z(f)(A) = f(A) si V A t Al, ..., An, 3i f(Ai) = F. (3) 

le troisième cas ne se produit donc jamais. 

Soit f tel que: f(A) = V si f(A) = V, f(A) = F si f(A) = 1. 

Si le cas 1) de la définition de z(f)(A) se produit pour f, il se produit pour 
f ,  et z(f)(A) = V = z(f)(A) = f(A) = f (A). 

Si le cas 2) se produit pour f, V A t Al, ..., An, 3i f(Ai) # V, dans ce cas 
V A t Al ,  ..., A,, 3i f (Ai) = F, et le cas 3) se produit pour f et 
z(f)(A) = f(A). 

Donc ~ ( f )  = f et f est un modèle de P. 

Puisque f et v ne prennent jamais la valeur 1, ce sont des points fixes 
maximaux de 2, et d'autre part f = inf(v,f). 

Donc pppf(7) = opt(z). + 



6.4 LES MODELES OPTIMAUX 

Dans tout ce paragraphe, on se place dans le cas d'un 
programme trivalue consistant. 

On rappelle la fonctionnelle utilisée pour les programmes trivalués avec 
négation: 

Tpr: II-IT(L) u {Contra) + IHT(L) u {Contra ) . 

Si i E IHT(L), alors: 

Tpr(i) = {lit E Her(L)/ il existe une instance fermée lit c for d'une 
règle de Pr telle que: vvi(for) = Vrai), 

si cet ensemble ne contient pas un atome et sa négation, 

Tpr(i) = Contra sinon; 

Tpr(Contra) = Contra. 

L'ensemble considéré est l'ensemble: IHT(L) u {Contra); IHT(L) étant 
l'ensemble des fonctions de her(L) dans {V,F,I), i.e. des fonctions 
partielles de her(L) dans {V,F) (prenant la valeur 1, là où elles ne sont 
pas définies), pouvant aussi être étendues B des fonctions partielles de 
For(L) dans {V,F) (la valeur de vérité d'une formule étant définie à 
partir de l'interprétation trivaluée). 
L'ordre sur IHT(L) étant l'ordre associé à 1 :' V, 1 < F, l'ordre sur 
IHT(L) u {Contra) est celui sur IHT(L) avec d'autre part, Yi E IHT(L), i 
I Contra. 

Lemme 6.4.1 a )  Deux interprétations i et j de IHT(L) sont consistantes 
si Mit E Her(L), i(1it) # I et j(lit) # I * i(1it) = j(1it). 

b)Tout sous ensemble I non vide et consistant de IHT(L) admet une borne 

sup: UiElr'. 

c)Tout sous ensemble I non vide de IHT(L) admet une borne infi nj,j. 

Démonstration a) Par définition. 



b) Si 1 est consistant, UiEIi est une interprétation car cet ensemble ne 
contient pas un atome et sa négation. 
c) Clair. + 
On redéfinit les notions du paragraphe 6.2, en se restreignant à l'ensemble 
IHT(L) puisque l'on est dans le cas d'un programme consistant et on 
introduit les notions analogues liées aux modèles d'un programme 
trivalué. 

Définitions 6.4.1 
L'ensemble des points fixes de Tpr est: 

L'ensemble des points fixes de Tpr consistants avec tous les points fixes de 
Tpr est: 

PFC(Tpr) = {f E PF(Tpr)l f est consistant avec tout point fixe de 

L'ensemble des points fixes maximaux de Tpr est: 

MAX(Tpr) = {f E PF(Tpr)/ Vg E PF(Tpr), f 5 g * f = g). 

L'ensemble des pré-points fixes de Tpr est: 

PRE(Tpr) = {f E IHT(L)/ f 5 Tpr(f)}. 

L'ensemble des post-points fixes de Tpr est: 

Lemme 6.4.2 Pr étant consistant, tous ces ensembles sont non vides. 

Démonstration Pr est consistant o pppf(Tpr) # Contra, donc 

PF(Tpr), PFC(Tpr), PRE(Tpr), POST(Tpr) sont non vides, car 
pppf(Tpr) est élément de tous ces ensembles. 

Comme PRE(Tpr) + 0, MAX(Tpr) # 0, d'après le lemme 6.2.3. + 

On a vu précédemment que: 



f est un modèle de Pr o f E IHT(L) et Tpr(f) < f 

Ce qui nous amène à définir de manière analogue, les notions de modèles 
maximaux, consistants et optimal. 

Définitions 6.4.2 
L'ensemble des modèles de Pr est: 

L'ensemble des modèles de Pr consistants avec tous les modèles de Pr est: 

MODC(Pr) = {f E POST(Tpr)/ f est consistant avec 
tout post-point fixe de Tpr}. 

L'ensemble des modèles maximaux de Pr est: 

Lemme 6.4.2 MOD(Pr) et MODC(Pr) admettent un plus petit élément 
égal à pppf(Tp,), et sont par conséquent non vides. 

Démonstration Il suffit de démontrer que le plus petit post-point fixe 
de Tpr est égal à son pppf et ce sera terminé car alors Vg E POST(Tpr), 
pppf(Tpr) < g et donc pppf(Tp,) sera consistant avec tout post-point fixe. 

Or on a le lemme suivant: 

Lemme 6.4.3 Si S est un ensemble vérifiant les conditions du théorème 
du point f i e ,  et 7 une fonctionnelle monotone de S dans S. alors 7 admet 
un plus petit post-point fixe égal à son pppf 

Démonstration pppf(~) = T f a  pour un certain ordinal a. 
770 = 1 le plus petit dément de S. 

Or Vi post-point fixe de T , on a V a  ordinal, T f a  i, par induction 
transfinie. 

a = 0, c'est vrai. 

Si a est un ordinal successeur, . r i a  = T(T?~-1)  c ~ ( i )  E i, par monotonie 
de T, induction et parce que i est un post-point fixe. 



Si a est un ordinal limite, ~ ? a  = sup{7?y, y<  a) ç i, par induction. 

Comme pppf(.r) = d a  pour un certain ordinal a, d a  est un point fixe, 
c'est un post-point fixe, et c'est donc le plus petit. 4 

Pour montrer que MODMAX(Pr) + 0 ,  on utilisera la proposition 
suivante: 

Proposition 6.4.1 VM E MOD(Pr), 3M' E MODMAX(Pr), M M'. 

Démonstration Soit M E MOD(Pr). 
Soit AM = {M' E MOD(Pr), M c  M'}, AM # 0, car M E AM. 

Tout sous ensemble S totalement ordonné de AM admet un majorant dans 

AM, uMaE SM'. 

En effet U,., SM' E IHT(L) car S est consistant, c'est un modèle de Pr 
car 
Tpr(VM*E SM') = UMl, sTpr(Mt) E UM., SM'. De plus M UN, SM'. 

Donc AM admet un élément maximal par le lemme de Zorn. Cet élément 
maximal est un modèle maximal de Pr qui contient M. + 
Corollaire 6.4.1 MODMAX(Pr) # 0 et admet une borne inf lmax(Pr) 
qui est un modèle de Pr. 

Démonstration Pr étant consistant, MOD(Pr) # 0 et d'après la 
proposition ci-dessus, MODMAX(Pr) # 0. 

Comme MODMAX(Pr) # 0, MODMAX(Pr) admet une borne inf 

 ME MODMAX(R)M, l m ~ m e  4.1 c)). 

On peut voir de deux manières que Imax(Pr) E MOD(Pr): 

- Soit en utilisant la définition de la borne inf: 
Vg E MODMAX(Pr), Imax(Pr) 5 g. 
Donc Vg E MODMAX(Pr), Tpr(lrnax(Pr)) I Tp,(g).S g, par monotonie 
de Tpr et parce que g est un post-point fixe de Tpr. 
Donc Tpr(lrnax(Pr)) i lmaxpr), par définition de la borne inf. 



- Soit en utilisant directement le fait qu'une intersection quelconque de 
modèles d'un programme trivalué est encore un modèle de ce 
programme. + 
Lemme 6.4.4 MODC(Pr) admet un plus grand élément égal à 

M ~ ~ ~ ( P r p  et appelé o ~ t ( P r ) .  

Démonstration En effet UME MODC(P~) M E MT(L) car MODC(Pr) est 
consistant, c'est un modèle de Pr car: 

T p r ( u ~ ~  M O D C ( P ~ ) ~ )  = u~~ M O D C ( R ) ~ P ~ ( ~ )  ç "ME MODC(R)~*  
Il est consistant. 
En effet, soit f un modèle de Pr, si UME MODC(R) M(lit) # 1 et f(lit) # 1, 

3Mo E MODC(Pr) tel que Mo(lit) # 1 et Mo(lit) = UME M O D C ( ~ ~ )  M (li t) 
par déf"inition de la borne sup. 
Comme Mo est consistant, Mo(lit) = f(lit) = UME MODC(R) M(1it). + 

Lemme 6.4.5 Si g E MODMAX(Pr) et f E MOD(Pr), soit f _c g ,  soit f 
et g ne sont pas consistants. 

Démonstration Si f et g sont consistants, sup(f,g) existe et vaut f u g; 
c'est un modèle comme union de deux modèles consistants. Si non(f ç g), 
f u g # g et g ne serait pas maximal. + 
Proposition 6.4.2 opt(Pr) = max(MODC(Pr)) = inf(MODMAX(Pr)) = 
lmax(Pr). 

Démonstration On démontre d'abord que opt(Pr) ç lmax(Pr); 

opt(Pr) est un modèle de Pr consistant avec n'importe quel modèle de Pr 
et d'après le lemme 6.4.5, on a: Vg E MODMAX(Pr), opt(Pr) ç; g, donc 
opt(Pr) lmax(Pr) par définition de inf(MODMAX(Pr)). 

Pour montrer que imax(Pr) E opt(Pr), on montre que lmax(Pr) est 
consistant, ce qui termine la dCmonstration puisque lmax(Pr) est un 
modèle de Pr et opt(Pr) est le plus grand modèle consistant. 
Soit f un modèle de Pr, alors 3 g  E MODMAX(Pr), f g, d'après la 
proposition 6.4.1. Comme Imax(Pr) E g, f et hax(Pr) sont consistants. + 

6.5 LIENS ENTRE TOUTES CES NOTIONS 
POUR LES PROGRAMMES TRIVALUES 



On se pose les questions suivantes que l'on résout par des contre- 
exemples. 

1) A-t-on opt(Pr) = ppmt(Pr) (= pppf(Tpr) = pppostpf(Tpr) (plus petit 
post point f i e  de Tpr))? 

Remarque: Ces deux questions ne sont pas semblables car: 
inf(MAX(Tpr)) # max(PFC(Tpr)) puisque inf(MAX(Tpr)) n'est pas 
toujours un point fixe de Tpr et l'on a: max(PFC(Tpr)) = 
max{f E PF(Tpr), f c inf(MAX(Tpr)) alors que inf(MODMAX(Pr)) = 
max(MODC(Pr)). 

5) Les modèles maximaux sont ils des modèles bivalués? 

- On n'a pas opt(Pr) = ppmt(Pr). 

Dans toute la suite, p, q, et r désignent des symboles de prédicats, x, y, ..., 
des variables et a une constante. 

Soit Pr, le programme trivalué suivant: 

L'ensemble des modèles trivalués de Pr, ou l'ensemble des post-points 
fixes de Tpr, est le suivant: 



L'ensemble des points fixes de Tprl se réduit au singleton ensemble vide. 

PF(Tprl) = ( 0 ) .  

En effet, les points fixes de Tprl sont en particulier des post-points fixes 

et: Tprl ( 0 )  = 0 9 Tprl ({p(a) 1) = 0 ,  Tprl ({p(a),q(a) 1 ) = {p(a) 1 9 

Tpr,({p(a),lq(a)) 1) = {p(a)l* 

L'ensemble des modèles maximaux de Pr, est: 
MODMAX(Pr,) = { {p(a), q(a) 1, {p(a),-q(a) 1 1 

opt(Pr,) = {p(a)] alors que ppmt(Pr,) = pppf(Tprl) = 0. 

De plus inf(MODMAX(Pr,)) = {p(a)] alors que inf(MAX(Tpr, )) = 0. 
On a donc répondu à 3). 

MAX(Tprl) = (0) n'est pas inclus dans MODMAX(Pr,). On a donc 
répondu à 2) et à 8). 

De plus on a max(PFC(Tpr,)) = 0 alors que max(MODC(Pr,)) = {p(a)}; 
on a donc répondu à 4). 

Le treillis des modèles de Pr, est le suivant: 

- Pour répondre h la question S), il suffit de considérer le programme Pr, 
suivant: 

Pr, possède un seul modèle trivalué 0 qui est donc maximal, alors qu'il 
n'est pas bivalué. 

- Pour répondre à la question 6), il suffit de considérer le programme Pr, 
suivant: 



Le treillis des modèles de Pr, est le suivant: 

On a: MOD(Pr3) = { 0 ,  {p(a)}, {p(a), q(a)} 9 {p(a), J 1. 
PFCTp,) = {p(a) 1 1 
opt(Pr3) = {p(a) 1 
MODC(Pr,) = { 0, 1 1. 
PFC(Tp,,) = { 0, {p(a)I 1 
MODMAX(Pr,) = { {p(a), q(a) 1 9 {p(a), -q(a) 1 1 
opt(Tpr3) = {p(a) 1 + pppf(Tpr3) = 0- 
Cet exemple répond aussi à la question 8). 

Par contre, on a toujours l'inclusion: 

En effet, si f E MODMAX(Pr) n PF(Tpr), f est un point fixe de Tpr et si 
g E PF(Tpr), est tel que f S g, comme g E POST(Tpr), f = g. 

La réponse à la question 7) est non. 

On a bien l'inclusion MODC(Pr) n PF(Tpr) E PFC(Tpr) car si f est 
consistant avec n'importe quel post-point fixe, il l'est avec n'importe quel 
point fixe. 
On n'a pas l'inclusion réciproque. En effet, si f E PFC(Tpr), f E PF(Tpr) 
et si g E POST(Tpr), l'ensemble (a E PF(Tpr), a S g } admet un plus 



grand élément h, avec lequel f est consistant. Mais g(1it) # 1 et f(1it) ;t 1 
n'implique pas h(lit) z I donc on ne peut pas conclure. 

Sur l'exemple suivant, on voit que cette inclusion est fausse. 

Soit Pr, le programme suivant: 

Le treillis des modèles de Pr, est le suivant: 



Donc PFC(Tpr4) = (0,  {r(a)) J n'est pas inclus dans MODC(Pr4) n 

PF(Tpr4) = I 0 1 

Sur cet exemple, on a aussi: opt(Tpr4) = {r(a)} + pppf(Tpr4) = 0. 
Sur cet exemple, on voit aussi que opt(Tpr4) = { r(a) ] n'est pas inclus dans 

opt(Pr,) = {p(a))* 
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