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NOTATIONS 

Seules tes notations qui se répètent dans différentes sections sont 

reportées ci-après. 

a : demi grand axe d'un tube cornpliant de section rectangulaire, 

-(A:) : matrice colonne reliant le coefficient d'ordre n du développement 

en série de Fourier de la pression aux valeurs nodales (SPlD), 

(Aim) : matrice colonne reliant le coefficient d'ordre (n.m) du 

développement en série de Fourier de la pression aux valeurs 

nodales (SP2D), 

[ A ' ]  : matrice contenant les colonnes (A;) (SPlD) ou les colonnes 

(SP2D) , 

b : demi petit axe d'un tube compliant de section rectangulaire, 

[Be] : matrice formée par les dérivées des fonctions d'interpolation par 

rapport aux coordonnées d'espace, 

BP : dérivées des polynômes d'interpolation par rapport aux coordoGnées 
d'espace, associées a l'élément fluide, 

c : vitesse de propagation du son dans le fluide, 

C 1 : vitesse de propagation des ondes longitudinales dans le solide, 

'n : coefficient d'ordre n dans le développement en série de Fourier 
(SPlD) , 

'n rn : coefficient d'ordre (n,m) dans le développement en série de 
Fourier (SP2D), 

Ct : vitesse de propagation des ondes transversales dans le solide, 

[cl ou cij , , :  tenseur des constantes de rigidité, condensé ou non, 



Cl, C2,  C3, C4 : coins délimitant la maille élémentaire tridimensionnelle 

entre deux secteurs jointifs (SP2D). 

: vecteur contenant les termes c,(SPlD) ou les termes cnm(SP2D), 

: demi-pas du réseau (SPlD), 

dl , d2 : demi-pas du réseau, respectivement dans la direction x et dans la 
direction y (SP2D), 

: matrice reliant contraintes et déformations, 

CD+], [D-1: matrices diagonales exprimant les conditions de raccordement 

du champ de pression aux interfaces entre les zones modélisées par 

éléments finis et par ondes planes, 

: module d'Young ou d'élasticité, 

E' , E" : parties réelle et imaginaire du module d'Young, 

: fréquence d'excitation, 

: densité superficielle de force, 

: vecteur des forces nodales appliquées, 

FC : vecteur des forces nodales appliquées sur le secteur 4? (SPlD), 

: vecteur des forces nodales appliquées sur le secteur (4,m) (SP2D), 

FY1, FY2: force appliquée sur le degré de liberté numéro i des lignes VI ou 
V2 du premier secteur (SPlD), 

: épaisseur des parois des tubes compliants, 

[Hl : matrice de compressibilité du domaine fluide dans la formulation 

éléments finis, 

In : domaine intérieur d'une cellule élémentaire élastique, par 

opposition aux frontidres avec les secteurs jointifs, 



k : module du vecteur d'onde k, 

'n : nombre d'onde d 'ordre n (SPlD), 

kn, : nombre d '  onde d '  ordre (n ,m) ( S P ~ D )  , 

k : vecteur d'onde, 

K : compressibil i té du f lu ide ,  

[ K I  : matrice de r i g i d i t é  mécanique dans l a  formulation éléments f i n i s ,  

[Kt ]  : matrice de r i g i d i t é  mécanique du secteur  numéro t (SPlD), 

[ K L n m ] :  matrice de r i g i d i t é  mécanique du secteur  numéro (&,m) (SP2D), 

L : quant i té  var ia t ionnel le ,  

Le,, L,,, L,,: quant i tés  var ia t ionnel les  associées aux pa r t i e s  é las t ique,  

f l u ide  e t  de couplage de l a  quant i té  L, 

[LI  : matrice de couplage à l ' i n t e r f ace  fluide-solide dans l a  formulation 

éléments f i n i s ,  

M : paramètre déterminant le  nombre de termes à considérer dans l e  

développement en s é r i e  de Fourier (SPlD), 

Mx, My: paramètres déterminant l e  nombre de termes à considérer dans l e  

développement en s é r i e  de Fourier,  dans l e s  d i rec t ions  x et  y 

(SP2D) , 

[ M l  : matrice de masse cohérente du domaine so l ide  dans l a  formulation 

éléments f i n i s  , 

[ML] : matrice de masse cohérente du domaine so l ide  associée au secteur & 

, 

[ML, , , ] :  matrice de masse cohérente du domaine so l ide  associée au secteur 

( t ,m) (SPZD), 



[Ml] : matrice de masse du domaine fluide dans la formulation éléments 

finis , 

f! : vecteur unitaire normal à la frontière du domaine considéré, 

nl : nombre de degrés de liberté associés aux lignes (VI) et (V2) 

(SPIDI, 

n2 : nombre de degrés de liberté associés au domaine intérieur (In) 

(=ID), 

N : nombre de secteurs élémentaires (SPlD), 

Nx, Ny: nombre de secteurs élémentaires dans les directions x et y 

(SP2D) , 

[Ne] : matrice ligne formée par les fonctions d'interpolation de 

l'élément, 

NP : polynsme d'interpolation associé it l'élément fluide, 

[NI] : matrice ligne formée par les fonctions d'interpolation de 

l16lément fluide situ6 sur la surface S,, 

P : pression, 

P' : pression connue, 

pi : pression incidente, 

p', p-: champs de pression dans les régions 1 et Ili, 

Pi : amplitude de la pression incidente, 

Pr e : amplitude de la pression réfléchie, 

Pt r : amplitude de la pression transmise, 

P - : vecteur des valeurs nodales de la pression, 

Pi : vecteur des valeurs nodales de la pression incidente, 



P + ,  P - :  vecteurs des valeurs nodales de l a  pression s u r  l e s  surfaces S+ e t  

q ( x , y ) ,  q ( x , y , z ) :  fonctions périodiques intervenant dans l 'expression de l a  

~ r e s s i o n  (SPlD et  SP2D), 

qn : coef f ic ien t  d 'ordre n intervenant dans l e  développement en s é r i e  de 

Fourier de l a  pression (SPlD), 

9, m : coef f ic ien t  d'ordre (n,m) intervenant dans l e  développement en 
s é r i e  de Fourier de l a  pression (SP2D). 

[QI : notat ion condensée de l a  matrice [[KI-& [MI] , 

R : coef f ic ien t  de réf lexion,  

RE, R:: coef f ic ien ts  de réflexion d 'ordre n intervenant dans l e  

développement en s é r i e  de Fourier de l a  pression e t  de s a  dérivée 

normale (SPlD), 

R:, , R:~ : coef f ic ien ts  de rkflexion d ' ordre (n , m )  intervenant dans l e  

développement en s é r i e  de Fourier de l a  pression e t  de s a  dérivée 

normale (SP2D), 

[RD1,D2]: bloc matr ic ie l  correspondant aux sous-domaines D l  e t  D 2  de l a  
mai l le  élémentaire tridimensionnelle après l a  condensation des 

degrés de l i b e r t é  (SP2D), 

si j : composantes du tenseur d ' é l a s t i c i t é ,  

S; , s : p a r t i e s  r é e l l e  e t  imaginaire de si , 

[SI : tenseur des constantes é las t iques ,  condensé ou non, 

SPlD : s t ruc tu re  périodique B une dimension, 

SP2D : s t ruc tu re  periodique à deux dimensions, 

5 : tenseur condensé ou vecteur des déformations, 

Si : surface f ron t iè re  en t r e  l e  domaine sol ide  e t  l e  domaine f luide,  



Sr * : surface du domaine f l u ide  su r  laquel le  l a  pression est connue, 

S~ : surface sur  l aque l le  l a  contrainte est connue en tout  point ,  

su : surface sur  l aque l le  l e  déplacement est connu en tout point ,  

s@ : surface du domaine f l u ide  sur  l aque l le  l a  dérivée normale de l a  
pression e s t  connue, 

Sm : surface f ron t i&re  l imi tan t  l e  domaine f l u ide ,  

SI ,  S2, S3, S4: surfaces délimitant l a  maille élémentaire tridimensionnelle 

en t r e  deux secteurs  j o i n t i f s  (SP2D), 

S- ,  S+:  surfaces délimitant le maillage éléments f i n i s  et dkf inissant  les 
f ron t iè res  en t r e  l e s  régions 1 e t  II d'une p a r t ,  II et III d 'autre  

p a r t ,  

[SI ou Ski: tenseur des déformations, 

: temps, 

: coeff ic ient  de transmission. 

q, f : coeff ic ients  de transmission d 'ordre n intervenant dans l e  
développement en série de Fourier de l a  pression e t  de s a  dérivée 

normale (SPlD), 

Tzn,  In,,, : coeff ic ients  de transmission d 'ordre (n,m) intervenant dans le  
développement en série de Fourier de l a  pression e t  de s a  dérivée 

normale (SP2D), 

: tenseur condense ou vecteur des contra intes ,  

[Tl ou Tij :  tenseur des contra intes ,  

: champ de déplacement, 

4 : déplacement imposé dans l a  di rect ion i, 

: vecteur des valeurs nodales du champ de déplacement, 
- . . T I  T .  ? Z  * - 



Et : vecteur des valeurs nodales du champ de déplacement su r  l e  secteur 

t (SPlD), 

, : vecteur des valeurs nodales du champ de déplacement su r  l e  secteur 

( t ,m> (SP2D1, 

uY1, uY2: déplacement au degré de l i b e r t é  numéro i des l ignes  V I  ou V2 du 

premier sec teur  (SPID), 

u:" : déplacement au degré de l i b e r t é  numéro i du domaine i n t é r i eu r  In  du 
premier secteur  (SPlD), 

VI, V2: l ignes  délimitant l a  maille élémentaire bidimensionnelle en t r e  deux 

secteurs  j o i n t i f s  (SPlD), 

w : espacement en t r e  deux réseaux de tubes compliants, 

x ,  y ,  z  : coordonnées spa t i a l e s ,  

y', y- :  posit ions des surfaces S* e t  S- (SPID), 

z ' ,  z - :  posi t ions  des surfaces S+ e t  S- (SP2D), 

an : nombre d'onde d'ordre n,  

P : angle d ' incl inaison du p e t i t  axe du tube compliant par  rapport à l a  

normale au plan du réseau, 

0, : nombre d'onde d'ordre m (SP2D), 

S : angle de per tes  mécaniques, 

A : symbole du Laplacien, 

[A+], [A-]: matrices prenant en compte l e  raccordement au modèle d'ondes 

planes,  

<P : angle d'incidence repéré dans le plan xOy (SP2D), 

4' : dérivée normale de l a  pression, 



: dérivée normale de l a  pression incidente,  

W ,  4)': champs de l a  dérivée normale de l a  pression dans l e s  régions 1 

et m, 

s! : vecteur des valeurs nodales de l a  dérivée normale de l a  pression 
s u r  S, 

3, CD-: vecteurs des valeurs nodales de l a  dériv6e normale de l a  pression 

s u r  les surfaces S, et  S- ,  

2i : vecteur des valeurs nodales de l a  dérivée normale de l a  pression 
incidente,  

21 : vecteur des valeurs nodales de l a  dérivke normale de l a  pression 
dans l e  domaine in té r ieur ,  

31 3 2  : vecteurs des valeurs nodales de l a  dérivée normale de l a  pression 
s u r  les faces (VI) et  (V2) (SPID), 

E, q, 5 : coordonnées réduites,  

: longueur d'onde, 

: période de l a  fonction pression dans l a  direct ion y (SPlD), 

: longueur d'onde acoustique associée au premier mode de résonance 

d'un tube compliant, 

: coeff ic ient  de Poisson, 

v' v": pa r t i e s  réelle et imaginaire du coeff ic ient  de Poisson, 

: déphasage en t r e  deux points d i s t an t s  d'une période (SPlD), 

JI,, J i :  déphasages en t r e  deux points d i s t an t s  d'une période, respectivement 

dans l a  d i rec t ion  x e t  dans l a  d i rec t ion  y (SP2D). 

P : masse volumique du domaine so l ide ,  

p f : masse volumique du domaine f lu ide ,  



0 : angle d ' incidence repéré  par rapport  a l a  normale au plan du 

réseau,  

Rf : domaine f l u i d e ,  

R,, : domaine f l u i d e  i n t e r n e ,  

O,+ , f2,- : domaines f l u i d e s  externes respectivement au-delà e t  en deçà des 
surfaces  S+ e t  S- , 

0 s  : domaine s o l i d e ,  

O : pulsa t ion,  

a : symbole de dé r iva t ion  p a r t i e l l e ,  

( - )  , ( + )  : t r a c e s  des surfaces  S* e t  S- dans l e  plan xOy (SPlD) , 

1, lii : domaines f l u i d e s  semi-infinis  respectivement en deçh e t  au-delh des 

s t r u c t u r e s  d i f f r a c t a n t e s ,  

II : domaine comportant les s t r u c t u r e s  d i f f r a c t a n t e s  e t  une p a r t i e  du 

f l u i d e  environnant. 



INTRODUCTION 

La diffraction d'une onde acoustique par des rkseaux pkriodiques 

est l'objet de nombreuses applications dans le domaine de l'acoustique 

sous-marine, de tels réseaux pouvant se comporter comme des écrans [l] 

réflecteurs ou absorbeurs dans de larges bandes de fréquence, même en basse 

fréquence (quelques centaines de hertz B quelques kilohertz). Ces écrans 

sont eux-mêmes utilisés, par exemple, pour accrortre la directivité ou le 

niveau d'une antenne d'émission 12-43, pour isoler une antenne de réception 

d'une source de bruit ou pour conférer B une paroi ou à une structure des 

propriétés d'anéchofcité [SI. Les réseaux périodiques utilisés peuvent être 
classés en deux catégories. La première contient les réseaux à une 

dimension, en particulier les réseaux de tubes compliants (figure 1). Dans 

ces réseaux, des tubes, très longs, creux, de section elliptique ou 

rectangulaire, sont disposés parallèlement de façon à former un panneau 

(figure 2). Une onde acoustique plane incidente tombant sur ce panneau 

excite, à certaines fréquences, les modes de résonance des tubes et le 

panneau peut se comporter alors, sous certaines conditions, comme une 

barrière acoustique, l'onde transmise étant supprim6e. La seconde catégorie 

contient les rkseaux périodiques à deux dimensions, tels que les panneaux 

de type Alberich ou certains revêtements anéchoTques. La figure 3 présente 
un panneau de type Alberich, formé d'une plaque de matériau viscoélastique 

contenant des inclusions cylindriques, reparties de façon périodique. Un 

tel panneau, excité par une onde acoustique plane, se comporte comme un 

baffle absorbeur lorsque la fréquence de l'onde incidente permet qu'un mode 

de la cavité cylindrique soit excité. Enfin, la figure 4 décrit 

schématiquement un panneau anéchoîque à adaptation graduelle, formé, 

suivant les cas, d'un ensemble de structures absorbantes triangulaires ou 

pyramidales. 



Afin d'expliquer le comportement physique de ces réseaux 

périodiques et d'aider leur conception, de nombreux auteurs ont établi des 

modèles mathématiques conduisant à des résultats en accord raisonnable avec 

les mesures. Ainsi, E. BURKE [6], G.A. BRIGHAM [ 7 ] ,  G. DUMERY 181 et 
C. AUDOLY [3, 9, 101 ont analysé des réseaux de cylindres circulaires ou de 
tubes compliants de section elliptique, à l'aide d'une approche de 

diffusion multiple, méthode consistant à déterminer le champ diffracté par 

un obstacle élémentaire du réseau puis A réaliser la sommation des 

contributions de chaque obstacle. De même, la méthode des domaines 

partiels, consistant à découper le milieu acoustique en régions dans 

lesquelles le champ de pression est exprimé sous forme d'une série d'ondes, 

a été retenue par V. VOVK [Il], R.P. RADLINSKI [12-141 et C. AUDOLY 

[IO, 151, ces travaux étant généralement bien adaptés pour des tubes de 

section rectangulaire. L'étude de milieux perforés a été réalisée 

principalement par G.C. GAUNAURD [16, 171 pour différents types 

d'inclusions sphériques, à l'aide d'une méthode de champ moyen permettant 

l'homogénéisation des propribtés élastiques. Enfin, la diffraction d'une 

onde plane en incidence quelconque par un réseau de tubes a été étudibe par 

J.D. ACHENBACH 1181 B l'aide d'une formulation tridimensionnelle, alors que 

la diffraction des ondes élastiques par un réseau périodique de cylindres a 

été analysée avec l'aide de la méthode de la matrice T par A. LAKHTAKIA 

[lg, 201. Toutefois, si de nombreux modèles analytiques ou semi-analytiques 

ont permis de décrire le comportement de reseaux simples, l'analyse de 

réseaux plus complexes du fait de leur géométrie, des matériaux qui les 

constituent, de la direction de l'onde incidente ou des modes de vibration 

concernés, nécessite une approche numérique. Une telle approche, déjA 

retenue par A.J. KALINOWSKI [21], peut produire des informations beaucoup 

plus riches. Suivant une démarche voisine, l'objet de cette thèse est 

d'établir une méthode générale permettant de décrire toute structure 

présentant une périodicite à une ou deux dimensions et exploitant la 

méthode des éléments finis afin de lever toutes les restrictions 

précédentes. Cette démarche s'appuie sur l'utilisation du code ATILA 

[22-281, qui a été développé au Laboratoire d' Acoustique de 1 ' Institut 
Supérieur dlElectronique du Nord pour le Groupe dlEtude et de Recherche en 

Détection Sous-Marine (DCAN-Toulon). 

Une structure périodique à une dimension, comme un réseau de tubes 

compliants, est supposée infinie dans une direction. En conséquence, 

l'hypothése de déformation plane permet de réduire le domaine étudié à un 



domaine bidimensionnel, contenant, dans l'exemple cité, la section des 

tubes. Dans ce cas, le motif de base se répète parallèlement à lui-même et 

périodiquement dans une direction de l'espace. En revanche, dans le cas des 

structures périodiques B deux dimensions, le domaine étudié reste 

tridimensionnel et le motif de base se répète parallèlement à lui-même et 

périodiquement dans deux directions de l'espace. Le domaine entier, 

bidimensionnel ou tridimensionnel, est alors découpé en trois régions 

(figure 5) .  par deux plans fictifs parallèles a la structure diffractante 

et qui délimitent le maillage éléments finis. La première et la troisième 

régions sont deux domaines fluides semi-infinis dans lesquels le champ 

acoustique est développé sur une base d'ondes planes, homogènes ou 

évanescentes. Le champ est ainsi décrit analytiquement dans ces régions. La 

seconde région comporte les structures diffractantes et une petite partie 

du domaine fluide environnant. Le champ de pression et le champ de 

déplacement de la structure y sont décrits numériquement, à l'aide de la 

méthode des éléments finis. Le théorème de Bloch-Floquet permet de réduire 

la modélisation de cette région B une cellule élémentaire, qui fait seule 

l'objet d'un maillage par éléments finis [ îg] .  Dans la cellule élémentaire 

maillée, la périodicité est prise en compte à l'aide de conditions 

cycliques, c'est à dire d'une relation de phase spécifique entre des points 

distants d'un nombre entier de fois le pas du réseau. Ces conditions sont 

appliquées sur les points des surfaces délimitant la maille élémentaire. 

Les équations de continuité du champ de pression et de sa dérivée normale 

sont alors écrites sur les frontières entre la première et la deuxième 

région d'une part, entre la deuxième et la troisi&me région d'autre part. 

Elles permettent ainsi de raccorder les expressions des champs de pression, 

écrites soit sur une base d'ondes planes dans les premiere et troisieme 

régions, soit en fonction des valeurs nodales du domaine éléments finis 

dans la deuxième région. Hormis la facilité de prise en compte de 

géométries complexes ou de matériaux divers, cette approche présente 

l'avantage de ne requérir aucune condition restrictive sur le champ de 

déplacement et de ne pas demander de développements théoriques 

supplémentaires à chaque changement de structure. 

Ce rapport est divisé en cinq chapitres. Le premier résume les 

diverses méthodes analytiques ou semi-analytiques utilisées pour décrire le 

comportement de réseaux périodiques et pour aider leur conception. Pour 

chacune d'elles, il présente les modèles simplifiés et dresse la liste de 

leurs limitations essentielles. Puis, après la description du modèle 

mathématique et un rappel succinct de la méthode des éléments finis, le 



second chapitre précise les développements théoriques spécifiques aux 

structures périodiques B une dimension, le maillage étant alors 

bidimensionnel. Les r6sultats obtenus par éléments finis dans le cas de la 

périodicité B une dimension et relatifs aux variations du coefficient de 

transmission en fonction de la fréquence, sont présentés dans le 

chapitre 3: ils sont comparés tout d'abord B des résultats de modèles 

analytiques simples, permettant une premidre validation de la méthode, puis 

B des résultats de modeles andytiques plus complexes ou B des mesures, 

permettant d'envisager l'optimisation de &seaux en vue d'applications en 

acoustique sous-marine. Suivant la méme démarche que dans le chapitre 2, la 

formulation théorique de la méthode des éléments finis pour des structures 

dont la périodicité est à deux dimensions est présentee au chapitre 4, le 
maillage étant alors tridimensionnel. Les résultats correspondants obtenus 

par éléments finis, sont tout d'abord comparés, dans le chapitre 5, à des 

tests développés pour des structures périodiques à une dimension, 

permettant ainsi la validation du modéle. Ils sont ensuite comparés à des 

mesures, menant à une discussion sur les probl6mes de comparaison entre 

résultats théoriques et expérimentaux liés B l'identification des 

propri6tés des matériaux viscoélastiques. En conclusion, plusieurs 

extensions de la méthode propos8e, notamment dans le cas de réseaux 

comportant des matériaux actifs ou de réseaux périodiques à trois 

dimensions, sont envisagées. 



X 

Figure 1: St ruc ture  périodique à une dimension: réseau de tubes compliants. 

- - - 

Figure 2: Panneau de tubes compliants. 



Figure 3: Structure périodique à deux dimensions: panneau de type Alberich 

Figure 4: Panneau anéchofque à adaptation graduelle. 
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Figure 5: Domaines d 'étude.  



CHAPITRE 1 

DESCRIPTION DES METHODES D'ANALYSE DE LA DIFFUSION 

ACOUSTIQUE PAR DES RESEAUX PERIODIQUES PLANS. 

Après une présentation succincte des méthodes de catcuts adaptées 

au probtéme de ta diffusion acoustique par un obstacte isoté, ce chapitre 

décrit tes approches permettant t'anatgse de ta diffusion par des réseaux 

plans infinis périodiques: méthode des domaines partiets, méthode de ta 

diffusion muttipte, utitisation des formutations intégrates ... A partir 
d'une étude bibtiographique, it cherche notamment à dégager tes timitations 

essentiettes de chacune de ces méthodes. Ces timitations conduisent ators 

naturettement à proposer t'utitisation de ta technique des étéments finis, 

et parttcutiérement du code ATILA, pour décrire te comportement de réseaux 

périodiques à simpte ou double pSriodicitS. 



Une synthèse des d i f fé ren tes  méthodes permettant l ' ana lyse  de l a  

di f fusion acoustique par  un obstacle ,  i s o l é  ou non, est d é t a i l l é e  dans l a  

thèse de C. AUDOLY [3]. Seules ses grandes l ignes  sont  résumées dans ce 

chapi t re ,  lorsque l a  matière correspondante e s t  indispensable à l a  

compréhension ou l ' i l l u s t r a t i o n  des chapi t res  suivants. 

1 .1 PRESENTATION GENERALE . 

La diffusion d'une onde acoustique par un obstacle i s o l é ,  en champ 

l i b r e ,  est un problème classique,  résolu de façon sa t i s f a i s an t e ,  notamment 

en basse fréquence, quand l e s  dimensions caractér is t iques  de l a  s t ructure  

sont  du m ê m e  ordre de grandeur que l a  longueur d'onde. Des solutions 

analytiques ou semi-analytiques ont  é t é  apportées pour des géométries 

simples, qu i  fournissent les bases fondamentales d'une bonne compréhension 

physique. Néanmoins, l a  résolution précise  de problèmes concrets,  lorsque, 

par exemple, l a  s t ruc tu re  d i f f r ac t an t e  est de forme géométrique complexe, 

n ' a  pu être en t repr i se  qu'apres l'avènement de méthodes numériques 

performantes. Parmi ce l les -c i ,  on peut citer l a  méthode des équations 

in tégra les  [30], l a  méthode du champ nul ou de l a  matrice de t rans i t ion  

[31], l a  méthode des éléments f i n i s  [22, 321. 

L e  cas d'un réseau d 'obstacles est, en revanche, p lus  d i f f i c i l e  à 

t r a i t e r ,  à cause des in te rac t ions  acoustiques en t r e  l e s  d i f fé ren ts  

éléments. D e  f a i t ,  l 'hypothese de dif fusion simple, due à J.W. RAYLEIGH 

1333, qui consis te  à négliger ces  in te rac t ions  conduit souvent B des 

r é su l t a t s  incorrects .  D e  nombreux auteurs ont  donc abordé les problèmes de 

l a  di f fusion multiple, avec des méthodes plus ou moins élaborées permettant 

de prendre en compte ces in teract ions .  Ainsi, W. VON IGNATOWSKI [34] a 

montré que l e s  champs ré f léch is  e t  transmis par un réseau périodique 

peuvent être représentés sous forme de séries de Fourier. D'autre par t ,  

ou t re  l e  ca s  de l a  di f fusion par des d i s t r ibu t ions  a l éa to i r e s  d 'obstacles,  

l i é  au problème de l a  propagation des ondes acoustiques dans les milieux 

inhomogènes [35] e t  l e  cas de réseaux f i n i s  dans lesquels  les obstacles 

sont  placés de façon a r b i t r a i r e  [3], des auteurs ont é tud ié  l a  diffusion 

par  des réseaux plans,  i n f i n i s ,  périodiques. Dans ce dernier  cas,  l e s  

méthodes u t i l i s é e s  peuvent s e  décomposer en d i f fé ren tes  catégories:  

- l a  mkthode des domaines p a r t i e l s  [3, 11, 123, applicable 



principalement h des réseaux périodiques dont l'obstacle élémentaire a une 

section de forme rectangulaire, 

- la méthode de diffusion multiple [36, 371, qui consiste à 

déterminer le champ diffracté par un obstacle élémentaire du réseau puis à 

réaliser la sommation des contributions de chaque obstacle, 

- la méthode des équations intégrales, qui constitue une approche 

classique h de nombreux problèmes de rayonnement et de diffraction 

[30, 381. Les équations intégrales sont alors écrites dans un domaine 

borné, représentant un pas du réseau périodique, ou peuvent être 

périodisées sur le pourtour de l'obstacle [18, 393. Cette méthode a 

notamment été retenue par J.D. ACHENBACH [18], dans une formulation 

tridimensionnelle, en vue d'étudier la diffraction d'une onde plane par un 

réseau de tubes. 

- la méthode des éléments finis, dans laquelle une cellule 

élémentaire seulement est maillée, sur la surface externe de laquelle des 

conditions aux limites spécifiques sont imposées [21]. La diffraction par 

un réseau périodique immergé B simple ou double périodicité est étudiée ici 

Zi 1' aide de cette approche originale [40], et la présentation des méthodes 

et résultats correspondants constituent le présent mémoire. Il faut 

signaler en outre que l'analyse de la propagation dans des matériaux 

hétérogènes périodiques a déjh été réalisée par cette même approche [îg]. 

Dans de nombreux cas, les problémes de propagation rencontrés dans 

ce contexte sont traités B l'aide d'une formulation bidimensionnelle: les 

structures diffractantes sont de grande longueur, leur section est de forme 

géométrique simple et elles sont excitées par une onde plane, dans un plan 

perpendiculaire A leur longueur. Néanmoins, l'étude théorique des 

propriétés acoustiques de matériaux perforés, tels que les panneaux de type 

Alberich , ou divers panneaux h inclusions périodiques s'est 

particulièrement développée [16, 17, 411 et, dans ce cas, la formulation 

doit être tridimensionnelle. 

L'objet des paragraphes suivants est de préciser succinctement le 

principe des méthodes préalablement décrites. 



1 .2  LA EiIETHODE DES DOMAINES PARTIELS. 

Cette méthode e s t  applicable uniquement dans l e  cas de réseaux 

périodiques plans i n f i n i s ,  formés d 'obstacles rectangulaires.  Son 

appl icat ion aux réseaux de tubes compliants a é t é  in i t ia lement  t r a i t é e  par 

V.  VOVK [ I l ] ,  puis repr i se  par  R.P. RADLINSKI [12]. Dans ce cas ,  le  tube 

compliant qui  est un tube A parois  minces, dont l a  sect ion est fortement 

allongée, est assimilé en première approximation à deux plaques planes 

mécaniquement couplées. Alors que V. VOVK a supposé les plaques appuyées 

aux extrémités,  R.P. RADLINSKI les a supposées encastrées.  Ultérieurement, 

C. AUDOLY [3, 151 a développé l a  méthode de R.P. RADLINSKI e t  généralisé l e  

formalisme B une onde plane en incidence quelconque. 

Dans l a  méthode des domaines p a r t i e l s ,  l e  milieu acoustique e s t  

découpé en t r o i s  régions notées 1, Z et  IU ( f igure  I . 1 ) ,  dans lesquelles l e  

champ de pression est exprimé sous l a  forme d'ondes planes: 

avec : 
nv 

an = - 
d , k: = k2- (%+ksinû)*, 

où d est le  demi pas du réseau, 0 est l ' ang le  d'incidence, calculé par 

rapport à l a  normale au plan du réseau, k est l e  nombre d'onde (k = w/c) ,  

c est l a  v i t e s s e  du son dans l ' e a u ,  w est l a  pulsation.  L e s  coeff ic ients  de 

réf lexion Rn et  de transmission T, sont B déterminer. 

D a n s  l a  région II, une combinaison d'ondes s a t i s f a i s a n t  l e s  

conditions de parois r ig ides  en x = ka est cherchée. L e s  ondes peuvent s e  

propager dans l e s  deux sens (y<O et y>O). On obtient:  



avec : 

q ( x )  = e +ikdsine cos 

où Am et  B, sont les coef f ic ien ts  des ondes se propageant respectivement 
dans l e  sens y pos i t i f  e t  y négat i f .  
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Figure 1.1: Méthode des domaines p a r t i e l s .  

S i  l ' obs tac le  élémentaire e s t  &last ique,  le mouvement des parois  

est d é c r i t  comme une combinaison l i n é a i r e  de modes de r&sonance. L e  

matériau consti tuant les tubes é tan t  supposé é l a s t i que  e t  isotrope,  les 

modes de résonance prédominants sont les modes de flexion de plaque. L e s  

champs de déplacement associés  B quelques modes sont  prbsentés su r  l a  

f igure  1.2. 

Pour résoudre l e  probleme de d i f f r ac t i on ,  les re la t ions  de 

cont inu i té  de l a  pression e t  du déplacement normal aux f ron t ie res  des 

d i f f é r e n t s  domaines sont  posées. Ceci conduit A un systeme l i n é a i r e  dont l a  

réso lu t ion  fournit  les valeurs des coef f ic ien ts  Rn, T,, Am et  Bm a i n s i  que 
des composantes du champ de déplacement des tubes su r  l a  base modale 

retenue. L e  système l i n é a i r e  est résolu numériquement, les s é r i e s  é t an t  

tronquées e t  seuls  les premiers modes de résonance é t an t  p r i s  en compte. 

Cette méthode permet de t r a i t e r  le  problème de l a  d i f f rac t ion  d'une onde 



plane par un réseau de tubes compliants mais, du fait du découpage du 

domaine en trois régions, elle reste limitée à des géométries d'obstacles 

rectangulaires. De plus, la sévérité des conditions de continuité entre les 

domaines 1 et II d'une part, II et III d'autre part, peut entraîner des 

difficultés. 

Modes propres  symétriques par  rapport  au grand axe du tube 
-4-- -- ./-\ 

1 -  1 [ :--:, -4 - 
lm---- ' 

Modes propres  antisymétriques par  rappor t  au grand axe du tube 

r-------, 

----- mj 
-/ i d  

r o t a t i o n  

F y  -- 

Figure 1.2: Premiers modes de résonance du tube 133. 

1.3 LA METHODE DE DIFFUSION MULTIPLE. 

Dans ce cas, la méthode consiste à exprimer les coefficients de 

diffraction des obstacles placés dans le réseau à partir des coefficients 

de diffraction en champ libre. Ainsi, V. TWERSKY [42] a introduit la 

diffusion multiple en considérant des ordres d'interaction croissants. Le 

problème est traité intégralement si toutes les interactions sont prises en 

compte. Le cas particulier de réseaux d'obstacles cylindriques a été 

également exposé par V. TWERSKY [36, 371. E. BURKE [6] et G. A. BRIGHAM [7] 
ont développé une variante de la méthode en vue d'applications à des 

obstacles de section elliptique, alors que G. DUMERY [8] a proposé une 
méthode plus générale, applicable à des obstacles dont les dimensions sont 

de l'ordre de grandeur de la longueur d'onde. 



Figure 1.3: Méthode de diffusion multiple, réseau quelconque. 

Considérant un ensemble d'obstacles centres aux points 01, 0, ... 0, 
(figure I.3), le champ de pression total s'exprime alors comme la somme de 

l'onde incidente pi et des ondes diffractées par chacun des obstacles: 

P = P i  + P., 
E 

avec : 

- p : champ de pression acoustique total, 

- pi : champ de pression incident, 

- p. : champ diffracté par l'obstacle numéro E .  

E peut être fini ou peut varier de -00 à +a , dans le cas de réseaux 

périodiques plans. Si, à titre d'exemple, on s'intéresse au cas d'obstacles 

cylindriques, l'onde incidente et l'onde diffractée pour l'obstacle E sont 

composées d'ondes cylindriques et peuvent s'exprimer, en omettant la 



dépendance temporelle en exp(-jot). sous la forme: 

avec : 

- n : entier variant de -cm à +cm, 

- k  : W/C, 

- c : célérité du son dans l'eau, 

- r 0 : distance et angle définissant la position du point 

d'observation par rapport à l'origine de l'obstacle 

numéro E, comme explicité à la figure 1.3, 
- A;, CE : coefficients des ondes incidentes et diffractées à 

l'ordre n pour l'obstacle numéro E, 

- Jn : fonction de Bessel d'ordre n et de première espèce, 

- .Hn : fonction de Hankel d'ordre n et de première espèce. 

L'hypothèse de diffusion simple consiste à supposer que les Ci sont les 
mêmes qu'en champ libre, alors que la méthode de diffusion multiple permet 

de calculer les coefficients Ci en tenant compte de toutes les 

interactions, via la résolution d'un systdme linéaire, déduit de l'écriture 

des équations de continuité. Dans le cas de réseaux plans infinis 

(figure 1.4). les obstacles sont identiques, placés de façon périodique 

avec la même orientation. Une relation linéaire existe alors entre les 

coefficients Cz d'un obstacle et ceux du suivant. Un grand nombre de 

coefficients inconnus sont ainsi éliminés. Les coefficients de réflexion et 

de transmission sont déduits des coefficients Cn, coefficients de 

diffraction de l'obstacle centré en O. 

La méthode de la diffusion multiple permet de faire varier la 

configuration plus facilement que la méthode des domaines partiels. Outre 

la prise en compte de réseaux de cylindres ii section circulaire ou 

section elliptique, elle a &té développée pour la modélisation d'un réseau 

de tubes compliants [3]. Le champ acoustique autour des tubes peut être 

alors, soit représenté A l'aide de fonctions de Mathieu dont le maniement 

est délicat, soit basé sur une représentation intégrale de l'équation de 

Helmholtz. Toutefois, la convergence peut être difficile à atteindre dans 

certains cas particuliers, lorsque des obstacles de forme allongée sont 

disposés côte à côte, à faible distance. 
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Figure 1.4: Méthode de diffusion multiple, réseau périodique plan. 

1.4 LA lvIETHODE DES EQUATIONS INTEGRALES. 

Dans le cas de réseaux périodiques plans infinis, le problème en 

milieu non borné est ramené à un problème en milieu borné, constitué d'un 
pas du réseau limité par les surfaces Si, S; , S; et S; (figure 1.5). 
L'équation intégrale de Helmholtz est alors écrite sur la surface S et sur 

l'ensemble des surfaces délimitant le milieu borné. 

11 est possible d'éliminer les contributions des surfaces Si, Si, 

S; et S; en utilisant une fonction de Green périodique: les coefficients de 
réflexion et de transmission sont, dans ce cas, dkfinis comme des 

intégrales sur le pourtour de l'obstacle, intégrales évaluées 

numériquement. C'est la méthode développée par J.D. ACHENBACH [18], dans un 

formalisme tridimensionnel lui permettant de considérer une direction 

d'incidence quelconque par rapport l'obstacle diffractant. Le problème 



est alors moins lourd B résoudre du point de vue numérique, mais le calcul 

de la fonction de Green périodique peut s'avérer difficile. 

1.5 CONCLUSION. 
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Dans le cas de réseaux périodiques B une dimension formés de 

cylindres circulaires ou de tubes cornpliants de grande longueur, les 

méthodes analytiques ou semi-analytiques classiques, telles que la méthode 

des domaines partiels ou la méthode de diffusion multiple, permettent de 

déterminer aisément le comportement acoustique. En revanche, l'analyse de 

réseaux plus complexes, du fait de la géométrie, des matériaux des tubes, 

d'une double périodicité du réseau ou de la nature du champ de déplacement 

est beaucoup plus difficile B réaliser et le recours & des approches 

numériques devient essentiel. 

De tels développements font l'objet de ce présent mémoire. Ils ont 

été effectués dans le code ATILA, qui utilise la méthode des éléments finis 

pour décrire le comportement de réseaux périodiques à une ou deux 
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dimensions. Cette approche presente les avantages essentiels de n'imposer 

aucune condition restrictive sur le champ de deplacement et de ne pas 

demander de d6veloppements théoriques supplémentaires A chaque changement 

de structure. Elle reste évidemment limitée au cas des basses frkquences, 

lorsque les dimensions caract6ristiques de la structure ne sont pas trop 

grandes par rapport à la longueur d'onde. Néanmoins, elle permet de couvrir 

l'ensemble du spectre utile pour les applications concernées. 



CHAPITRE 2 

FORMULATION THEORIQUE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

APPLIQUEE A LA MODELISATION DE STRUCTURES PERIODIQUES A UNE DIMENSION. 

Dans ce chapitre, les structures périodiques concernées sont 

essentiellement des réseaux de tubes compliants. Elles peuvent 8tre aussi 

certains revetements anéchofques ou des plaques raidies par des renforts 

linéaires. Dans tous les cas, le motij de base est supposé infini dans une 

direction donnée et se rèpéte paraltètement à Zut-m&me et périodiquement 

dans une direction orthogonale à ta direction précédente. 

Après avoir décrit un modèle mathématique général adapté à de tels 

réseaux périodiques à une dimension et explicité notamment les expressions 

du champ de pression et de sa dérivée normale, ce chapitre expose 

succinctement la méthode des éléments finis et décrit brièvement le code 

ATILA. Les développements théoriques liés à la méthode des éléments finis 

et spécifiques aux structures périodiques sont ensuite détaillés, à savoir, 

d'une part, la prise en compte de la périodicité, à l'aide d'une relation 

de phase entre des points distants d'un nombre entier de fois le pas du 

réseau {et, d'autre part, l'écriture des conditions de continuité du champ 

de pression et de sa dérivée normale sur les j'rontières du domaine fluide. 

La liste exhaustive des infozlmations susceptibles d'être extraites des 

résultats pour permettre la meilleure connaissance possible du comportement 

du système est alors dressée. 



ZT.1 INTRODUCTION AU MODELE MATHEMATIQUE GENERAL D'UN RESEAU 

PERIODIQUE A UNE DIMENSION. 

I I . l . l  Description du modéle. 

Comme indiqué en préambule au chapi t re ,  l a  s t ruc tu re  consti tuant l e  

motif périodique est considérée comme i n f i n i e  dans une direct ion.  Les 

s t ruc tu re s  successives sont disposées cote B côte ,  para l lè les  en t r e  e l l e s ,  

de façon A former un réseau de pas 2d. Dans l e  modéle u t i l i s é ,  l ' axe  Oz e s t  

supposé pa ra l l é l e  aux s t ruc tures  ( f igure  II.1) e t  l e  réseau s 'é tend 

théoriquement de -w A +-dans l a  di rect ion Ox. Ainsi ,  l e  probleme s e  rédui t  

A un problème bidimensionnel e t  l e s  champs considérés ne dépendent que des 

coordonnées x e t  y. Le comportement é las t ique de l a  s t ruc ture  peut en ou t re  

être d é c r i t  dans l 'hypothèse classique de déformation plane. 

L e  réseau a i n s i  formé é t an t  supposé immergé e t  soumis a une onde 

incidente  acoustique plane dans les applications retenues, l e  domaine 

e n t i e r  e s t  d iv i sé  en t r o i s  régions successives par  deux plans para l le les  au 

plan xOz, qui est l e  plan du réseau ( f igure  II.2). La première e t  la  

troisième régions sont  des domaines f luides  semi-infinis,  dans lesquel les  

le champ de pression peut etre déc r i t  analytiquement. La seconde région 

comporte les s t ruc tures  d i f f rac tan tes  e t  une p e t i t e  p a r t i e  du domaine 

f l u i d e  environnant. E l l e  va être décr i te  numériquement, B l ' a i d e  des 

éléments f i n i s .  Sur l a  f igure  II.2, les l ignes  f i c t i v e s  ( - )  et ( + ) ,  

pa ra l l è l e s  à l ' axe  Ox, l imi ten t  l e  maillage éléments f i n i s  e t  représentent 

les f ron t i è r e s  en t re  les régions 1 e t  II d'une p a r t ,  en t r e  les régions II e t  

III d ' au t r e  par t .  De plus,  du f a i t  de l a  pér iod ic i té  du réseau, les l ignes  

(VI) et (V2), para l lè les  B l ' a x e  Oy, l imi ten t  l a  c e l l u l e  élémentaire, de 

largeur  2d. 

II.1.2 Expressions du champ de pression dans les milieux 1 e t  m. 

Une onde acoustique incidente plane, monochromatique, dont l e  

vecteur d'onde k e s t  pa ra l l è l e  au plan xOy, exc i t e  l e  réseau sous un angle 

d'incidence 0 déf in i  par rapport A l ' axe  Oy ( f igure  II.2). Cette onde 
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Figure Ii.1: Descript ion schématique du réseau.  

@O = e-jet e j k ( ~ s i n e + y c o s e )  

Figure II.2: Vue en coupe du réseau dans l e  plan xOy. 



s'exprime sous la forme: 

pi (t,x,y) = pi e j kxsine* j kycose- j w t  = - j W t  Pi (x,Y) 9 

où k est le module de k et o est la pulsation. 

Puisque le réseau est considéré comme infini et périodique dans la 

direction x, toute fonction d'espace F(x,y) (pression, déplacement ...) doit 

nécessairement vérifier la relation de Bloch-Floquet [43]: 

En particulier, du fait de cette relation de phase entre deux points 

séparés du pas du réseau, le champ de pression total dans les régions 1 et 

II peut s'écrire: 

La fonction q(x,y), construite ti partir du champ de pression suivant la 

relation: 

est alors périodique par rapport à la variable x, de période 2d, et peut 

donc se développer en série de Fourier: 

En conséquence, on peut écrire, de façon générale: 

Lors de la propagation d'une onde acoustique plane monochromatique 

dans un milieu fluide, le champ de pression p doit vérifier l'équation de 

Helmholtz : 



avec k = w/c, c étant la vitesse de propagation libre dans le fluide. Il en 

découle une relation simple entre les coefficients de Fourier q,, 

coefficients définis par la relation (II.5): 

Cette équation différentielle se résout facilement et conduit à: 

avec : 

Dès lors: 

(II. 10) 

+00 nn 
'J k , ~  

j (d + ksin0 ) x 
p(x,y) = Z (A, e-jknY + B, e ) e (II. 11) 

Etant donné le sens de propagation des ondes, compte tenu de la 

condition de rayonnement, l'expression du champ de pression acoustique dans 

la région 1 peut s'écrire, en isolant le terme représentant la pression 

incidente: 

~ k ( x s i n ~ + ~ c o s ~ ) +  Rz e - j k,y j (orn+ ks in%) x 
P- (x,Y) = pi e e , (II.12) 

n=-m 
avec : 

Le premier terme, introduit dans la relation (II.12). correspond à l'onde 

incidente. Le second terme représente une série infinie d'ondes réfléchies 

par le réseau, les coefficients Rn étant des coefficients déterminer. 

Lorsque ki < 0, 1' onde correspondante se propage parallèlement à l'axe des 

x et s'atténue exponentiellement dans la direction y négatif. Une telle 

onde ne contribue qu'au champ de pression proche et est souvent appelée 

onde évanescente. Lorsque kn > 0, l'onde est homogène et se propage à 

partir du réseau dans la direction y négatif. Dans ce cas, sa direction de 

propagation est déterminée par le vecteur d'onde (an+ ksinû, -k,), elle 

contribue au champ de pression lointain. Ainsi, lorsque la fréquence et - 

l'angle d'incidence 8 sont tels que plusieurs ondes homoghes existent, un 



phénomène d1interf6rences va apparaître dans le champ de pression réfl6chi. 

De la même façon, l'expression du champ de pression transmis dans la région 

IN est donnée par: 

(II. 14)  

où les coefficients de transmission sont déterminer. 

L'intérêt des relations (12.12) et (II.14) est d'autoriser le calcul 

des coefficients de transmission et de réflexion loin du réseau. Si la 

condition suivante est vérifiée: 

k; est seul positif et une seule onde homogène existe, qui se propage dans 

la même direction que l'onde incidente. Cette situation correspond 

généralement au cas physique concret. Les pressions transmise et réfléchie 

dans les milieux lii et 1 loin du réseau sont alors déterminées 

respectivement par et Rg. Toutes les autres ondes sont évanescentes et 
ne contribuent pas au champ lointain. Néanmoins, la convergence des séries 

(II. 12) et (II. 14) est directement liée à la position des lignes (+ )  et ( - )  , 
l'amplitude des contributions évanescentes décroissant exponentiellement 

avec la distance. Ainsi, à des lignes éloignées correspondent un maillage 

éléments finis important et des séries rapidement convergentes, et 

vice-versa. La position de ces lignes peut donc être considérée comme un 

paramètre d'optimisation. 

lI.1.3 Expressions de la deride nonnale du champ de pression dans 

les milieux 1 et IN. 

L'écriture de certaines conditions aux limites du domaine fluide le 

long des frontières (+ )  et (-)  exige la connaissance de la d6riv6e normale 

du champ de pression définie par: 

(II. 16) 

où g est le vecteur normal à la frontière considérée. En tenant compte de 



l ' express ion du champ de pression déduite de l 'équat ion de Helmholtz, @ 

peut donc ê t r e  é c r i t  dans les deux régions extér ieures  1 e t  sous l a  

forme : 

(Ii. 18) 

où qi e s t  l a  dérivée normale de l a  pression incidente ,  R: e t  f sont ,  

respectivement, des coef f ic ien ts  de réf lexion e t  de transmission a 

déterminer. 

II.2 RAPPELS RELATIFS A LA METHODE DES ELEMENTS FINIS. 

Les rappels d é c r i t s  dans c e t t e  p a r t i e  ont été présentés en d é t a i l  

dans l a  thèse de J . N .  DECARPIGNY [ 2 2 ] .  Ils sont volontairement reproduits  

de manière condensée et r e s t r e i n t s  au cas d'un domaine é las t ique  pass i f  

immergé, qui e s t  le  seu l  cas u t i l e  dans l a  su i t e .  L e s  mêmes r e s t r i c t i ons  

son t  appliquées à l a  présentation du code ATILA. Sont également t r a i t é e s  

deux extensions spécifiques,  préalablement déc r i t e s  dans l a  thése de 

B. DUBUS [44]. 

Ii.2.1 Les équations du probl6me. 

La description du comportement d'une s t ruc tu re  é las t ique  rayonnant 

dans un f lu ide  suppose l a  résolution simultan6e de problémes mécanique e t  

acoustique. Le problème mécanique est coup16 au probléme acoustique au 

niveau d'une surface S,, in te r face  en t re  le milieu so l ide  Q, et  le milieu 

f l u i d e  SI, ( f igure  II.3).  Le domaine f l u ide  est l im i t é  par une surface 

f r o n t i è r e  extérieure notée S,sur laquel le  une condition de rayonnement 

p a r t i c u l i è r e  est imposée. Dans c e t t e  analyse, les modèles u t i l i s é s  excluent 

les non-linéari tés de grands déplacements ou de comportement. L e s  e f f e t s  

d i s s i p a t i f s ,  ignorés dans une première phase, sont d i scu tés  dans l a  sect ion 

(II.2.6). Enfin, chaque phénomène physique est supposé avoir  une dépendance 

temporelle en exp(-jwt),  où w désigne l a  pulsation.  



. 

Figure II.3: Domaine d'étude. 

Dans le domaine Rs, les bquations constitutives [45, 461 
s'expriment par: 

où [Tl est le tenseur des contraintes, [SI le tenseur des déformations, [cl 

le tenseur des constantes elastiques, la notation d'Einstein étant 

désormais implicitement utilisée. Le tenseur des déformations peut être 

relié au champ de déplacement 2 par: 

(II. 20) 

Dans tout le domaine C $ ,  doit être également vérifiée l'équation générale 

du mouvement: 

a2ui aT,, 
- -  P - -  (II. 21 ) 

a t 2  axj * 

où P désigne la masse volumique. A partir des équations (II.19). (II.20) et 



(12.21), on obtient: 

(II. 22) 

Cette équation est assortie d'un ensemble de conditions aux limites 

mécaniques diverses. Celles-ci peuvent s'appliquer au champ de déplacement 

(condition du type Dirichlet) en tout point d'une surface appelée SU et 
s ' écrire : 

* 
ui = ui * (JI. 23 

où u; est un déplacement connu. Elles peuvent aussi s'appliquer au champ de 
contrainte (condition du type Neumann) en tout point d'une surface notée S, 
et s'écrire: 

(II. 24) 

où g est un vecteur unitaire normal à la surface, orienté vers l'intérieur, 

et E est une densité superficielle de force connue. 

De la même façon, le fluide étant supposé homogène, compressible et 

non dissipatif, l'équation de Helmholtz est vérifiée en tout point du 

domaine fluide R, par le champ de pression p: 

(II. 26) 

c désigne la vitesse du son dans le fluide, K et pf sont respectivement la 

compressibilité et la masse volumique du fluide. Pour le fluide seul, les 

conditions aux limites peuvent s'appliquer au champ de pression sous la 

forme : 

où p' est une pression connue. Les surfaces correspondantes sont notées 

S,, . Les conditions aux limites peuvent aussi s'appliquer & la dérivée 



normale du champ de pression, sous la forme: 

(II. 28) 

où @ est une quantité connue. Les surfaces correspondantes sont notées Sa. 

Dans le cas particulier des structures périodiques, les conditions aux 

limites sur la surface S,se réduisent également t3 1'6quation (II.28) mais 
sont détaillées ultérieurement. Enfin, en tout point de l'interface entre 

le solide et le fluide, Si, sont appliquées des conditions de continuité 
dynamique : 

et cinématique: 

II.2.2 La formulation variationnelle. 

Les équations (lI.22) et (II.25) d'une part, (II.23). (lI.24). (11.27) A 

(II.30) d'autre part, sont respectivement les équations d'Euler et les 

conditions aux limites associées A la quantité stationnaire L définie par 

122, 471: 



Les trois premières intégrales concernent le solide élastique, le premier 

terme étant associé au potentiel de déformation et B l'énergie cinétique, 

le second aux déplacements imposés et le troisième au travail des forces 

extérieures. Les trois intégrales suivantes s'appliquent, quant B elles, au 

domaine fluide seul. Elles sont associées, dans l'ordre, B l'équation de 

Helmholtz, aux conditions aux limites du type Dirichlet puis du type 

Neumann. Enfin, le dernier terme décrit le couplage entre le domaine solide 

et le domaine fluide. L'intégrale concernant la surface S, n'apparaît pas 
directement mais est, en fait, contenue dans l'avant-dernier terme de 

l'équation (II.31). L'annulation de la variation de L au premier ordre est 

équivalente à la vérification simultanée des équations (lI.22) et (II.25) et 

des conditions aux limites (II.23). (II.24). (II.27) B (II.30). 

II.2.3 Discrétisation : utilisation de la méthode des éléments 

finis . 

Lors de la résolution d'un problème à l'aide de la méthode des 

éléments finis [22, 32, 48, 491, les domaines solide Rs et fluide Rf , dans 
lesquels le champ de déplacement et le champ de pression p sont 

recherchés, sont découpés fictivement par des lignes ou des surfaces en 

éléments qui sont interconnectés en un nombre fini de points situés a leurs 

frontières, les noeuds (figure 11.4). L'ensemble des éléments constitue le 

maittage, A l'intérieur de chaque élément, le champ de déplacement ou le 

champ de pression est défini de manière unique par les seules valeurs qu'il 

prend aux noeuds de l'élément, cette définition étant assurée B l'aide de 

fonctions d'interpolation ou de pondération. Ainsi, on dispose sur R et 
sur R, d'une fonction d'essai, dépendant des seules valeurs nodales de g et 
p, qui est définie par morceaux dans des domaines élémentaires jointifs. 



Eléments 

Noeuds 

Figure II.4: Discrétisation du domaine d'étude. 

Cas d'une structure élastique. 

La relation entre le déplacement d'un point quelconque situ6 B 

l'intérieur de l'élément e et les valeurs nodales du même déplacement, 
groupées dans le vecteur Ee , h l'aide des fonctions d'interpolation 
décrites à l'annexe 1, s'exprime formellement par: 

[Ne] est alors une matrice ligne regroupant les fonctions d'interpolation 

de e (annexe 1). L'état de déformation S de ce même point s'exprime alors 
en fonction des dérivées des fonctions d'interpolation, regroupées dans la 

matrice [Be], sous la forme: 

A partir de la loi de Hooke, l'état de contrainte T s'écrit: 

où [Dl s'obtient par condensation du tenseur cijki [45]. La partie 



élastique de la fonctio~elle de la relation (II.31) est alors décomposée en 
une somme d'intégrales sur tous les éléments e du maillage pour introduire 

les expressions développées en ( 2  (II. 33) et (II. 34) . Notant Re le 
volume de l'élément e et STe les parties des surfaces ST appartenant e, 

si elles existent, la partie élastique Lel de la quantité stationnaire L 
devient ainsi : 

Dans cette quantité, l'intégrale relative à la surface Su a été éliminée. 
En effet, le déplacement d'un point d'une face d1é16ment est uniquement 

fonction des déplacements des noeuds de cette face, compte tenu des 

propriétés des fonctions d'interpolation choisies (annexe 1). L'expression 

de cette intégrale sur un élément: 

ne dépend donc que des valeurs prises par 2 sur les noeuds de Sue, B 

l'exclusion des autres noeuds de l'élément. Par conskquent, si, dans 

l'équation (II.35), on impose aux déplacements des noeuds de Su les valeurs 
fixées par les conditions aux limites (II. 23) , toutes les intégrales (II. 36) 
s'annulent. Les conditions aux limites de type Dirichlet sur le champ de 

déplacement sont donc bien prises en compte dans l'expression (II.35). 

En définissant la matrice élémentaire de rigidité m6canique [ K ~ ]  : 

la matrice élémentaire de masse cohérente [Me]: 



et le vecteur élémentaire des forces nodales appliquées Fe: 

A l )  

la partie élastique de la quantité stationnaire Lel peut finalement 
s'exprimer sous la forme: 

Cas d'une structure immergée. 

Comme le domaine solide S ,  le domaine fluide Rf est découpé en 

éléments simples constituant le maillage. A l'intérieur de chaque élément 

e, la pression p est donnée par: 

où pe est le vecteur des valeurs nodales de p et Ni un polynôme 
d'interpolation semblable & ceux décrits en annexe 1. Ainsi, la dérivée 

normale du champ de pression, qui apparait dans la fonctionnelle (II.31), 

s ' exprime par : 

Q = [B:] Ee, (II. 42) 

les dérivées des polynômes d'interpolation étant regroupées dans la matrice 

[B: ] . Reportant alors les expressions ( 2  , ( 3 3  , (II. 41) et (II.42) dans 
la fonctionnelle de l'équation (II.31) et adoptant les conventions de 

notation de (II.35). on obtient: 

où Lel, Lfl et L,, représentent respectivement les contributions A la 

quantité stationnaire L dues au domaine élastique, au domaine fluide et au 

couplage. 



L'expression de Lf, est: 

1 
L,, = - f [h zeT FilT F;] pe me 

P,& e 

1 - - 2 k2 Jh peT [';IT [a] pe me 

(II. 44) 

Cette fonctionnelle comporte une somme sur les éléments e fluides, y 

compris leurs frontières Sa,. Dans cette quantité, l'intégrale relative à 

la surface S a disparu, pour les raisons identiques à celles exposées 
P ' 

dans le cas de la structure élastique seule, pour la surface SU. 

L'expression de Lc, est: 

Cette quantité comporte une somme sur les éléments interfaces Sie  communs 
aux éléments solides et fluides. 

En définissant la matrice é16mentaire de compressibilité fluide 

[H'] : 

la matrice élémentaire de masse cohérente fluide M : [ ;l 

(II. 46) 

(JI. 47 1 

le vecteur élémentaire des valeurs nodales de la dérivée normale de la 
pression ?/ : 



l a  p a r t i e  Lfl de L associée au f l u ide  peut finalement s'exprimer sous l a  
forme : 

En déf inissant  l a  matrice de couplage de l 'élément in te r face  [ L ~ ]  : 

l a  p a r t i e  L,, de L associée au couplage peut s'exprimer sous l a  forme: 

Dès l o r s ,  l ' app l ica t ion  du principe var ia t ionnel  conduit A 

minimiser L ,  dé f in i  par les équations (II.40) , (II.43) , (II.49) e t  (II. 51) , par 

rapport aux valeurs nodales de 2 e t  p. Le système d'équations l inéa i res  
obtenu est: 

où [KI et  [Ml sont les matrices de r i g i d i t é  e t  de masse cohérente pour l a  

s t ruc ture ,  [HI e t  [Ml] sont les matrices de compressibil i té e t  de masse 
cohérente pour l e  f l u ide ,  [LI est l a  matrice de couplage e n t r e  l e  f lu ide  et  

l a  s t ruc ture .  Ces matrices sont  r é e l l e s  e t  proviennent de l a  sommation su r  

l'ensemble des éléments des matrices 61émentaires def in ies  aux équations 

( 3 7 ,  ( 8 ,  ( 4 6 )  (II.47) e t  ( O ) .  Cette opération est appelée 

assembtage. g est l e  vecteur des valeurs nodales du champ de déplacement, F 
l e  vecteur des valeurs nodales des forces  appliquées, P le  vecteur des 
valeurs nodales de l a  pression e t  Jo l e  vecteur des valeurs nodales de l a  
dérivée normale de l a  pression. 



II.2.4 Description du code éléments f i n i s  ATILA. 

Le code éléments f i n i s  ATILA a é t é  développé pour permettre l a  

modélisation de transducteurs piézoélectriques rayonnant dans un f lu ide  

[22-28, 44, 50-531. Il peut ê t r e  u t i l i s é  pour e f fec tuer  l 'analyse  s ta t ique ,  

modale ou harmonique de s t ruc tures  é las t iques ,  piézoélectriques ou 

magnétostrictives, immergées ou non. Dans c e t t e  sect ion,  seules  l e s  

analyses l i é e s  Zi un probl&me Blastique s eu l  ou B un problème de couplage 

domaine élastique-domaine f luide sont présentées e t  sont dé t a i l l é e s .  Ces 

analyses résu l ten t  de l 'équat ion (II.52), en annulant les termes appropriés. 

Analyse s t a t i que  d'une s t ruc ture  é las t ique .  

Une s t ruc ture  é las t ique e s t  soumise B une force  mécanique su r  s a  

f ron t iè re .  L e  déplacement e s t  obtenu pour tous  l e s  noeuds en résolvant l e  

système d'équations: 

La connaissance de permet de déterminer, Zi l ' a i d e  des matrices 

d ' in te rpo la t ion  [Ne]  e t  [Be], l e  déplacement, les déformations e t  l e s  

contra intes  en tout point .  

Analyse s t a t i que  d'une s t ruc ture  é l a s t i que  contenant du f lu ide .  

Un système comportant une s t ruc tu re  é las t ique  e t  du f l u ide  e s t  

soumis B une force mécanique. L e  domaine f l u i d e  est fermé. La s t ruc tu re  e t  

le  f lu ide  in te rag issen t  le long de l eu r  in terface.  La pression et  l e  

déplacement sont obtenus pour tous les noeuds en résolvant le systeme 

d'équations symétrisé: 

Analyse modale d'une s t ruc ture  é las t ique .  

L e s  modes propres d'une s t ruc ture  purement é las t ique  sont  l e s  



solutions non nulles de l'équation: 

les pulsations propres, appelées pulsations de résonance, étant les racines 

de : I [ K ] - & [ M ] I  = o. (Ir. 56) 

Analyse modale d'un systCme fluide-structure. 

La structure et le fluide sont présents simultanément et 

interagissent le long de leur interface, le domaine fluide étant fermé. Les 

modes propres du système sont fournis par les solutions non nulles de: 

les pulsations propres étant obtenues en annulant le déterminant 

correspondant. 

Analyse harmonique d'une structure Clastique. 

Une structure purement élastique est soumise sur sa frontière i3 une 

force dépendant sinusoidalement du temps, i3 la pulsation o. Le système 

d'équations est donné par: 

Sa résolution fournit le champ de déplacement de la structure. En l'absence 

de pertes, il est singulier pour les pulsations propres de la structure 

élastique. 

Analyse harmonique d'un systCme fluide-structure. 

Pour une fréquence d'excitation et une force mécanique appliquée 

données, le système i3 résoudre est celui de l'équation (IC.52), dans lequel 

le vecteur des valeurs nodales de la dérivée normale de la pression sur les 

frontières du domaine fluide est déterminé selon le problhme trait6 [50]. 

Sa résolution fournit le champ de déplacement de la structure et le champ 

de pression. 



lI.2.5 Description de la biblioth&que ATILA. 

Les éléments de forme simple (triangles, rectangles) ne pouvant 

modéliser une frontière courbe que par une succession de segments de droite 

ou de facettes planes, ils imposent un nombre d'éléments prohibitif pour 

décrire des domaines complexes. En revanche, la technique des éléments 

isoparamétriques à interpolation quadratique [32, 481, utilisée dans le 
code ATILA, permet de générer des bléments aux contours plus arbitraires à 

l'aide d'une correspondance point par point entre un élément simple et un 

élément curviligne. Pour traiter ces élements, il est nécessaire de 

distinguer un repère global, un repère local et un repère &duit. Les 

coordonnées des noeuds du maillage sont exprimées dans le repere global. Le 

repère local est un repère intermédiaire attaché à l'élément considéré, le 

passage du repère local au repère global s'effectuant par rotation. La 

transformation des coordonnées des noeuds du repère réduit au repère local 

(figure II.5) est, quant à elle, réalisée à l'aide d'une transformation 

ponctuelle utilisant les fonctions d'interpolation (annexe 1). Le calcul 

des différentes matrices et vecteurs définis dans les intégrales des 

équations (II.37) à ( 3 9  (II.46) à ( 4 8 ,  (lI.50) est conduit en 

coordonnées réduites, la transformation de coordonnées étant prise en 

compte à l'aide du jacobien correspondant et l'évaluation des intégrales 

étant faite par une technique numérique dite de quadrature de Gauss 

132, 481. 

Les éléments disponibles dans le code et utiles dans l'étude de 

structures périodiques à une ou deux dimensions sont mécaniques ou fluides, 

a deux ou trois dimensions, ou interfaces fluide-structure. Les éléments 

mécaniques peuvent décrire le comportement de structures élastiques 

isotropes ou composites 1543. Ils peuvent etre bidimensionnels (triangle B 

6 noeuds ou quadrilatere à 8 noeuds) ou tridimensionnels (tétraèdre à 10 

noeuds, prisme à 15 noeuds ou hexaèdre à 20 noeuds) [22]. Les éléments 

fluides servent à modéliser un fluide homogène. Ils peuvent être soit à 

deux dimensions (triangle à 6 noeuds ou quadrilatere B 8 noeuds), soit à 

trois dimensions (tétraèdre à 10 noeuds, prisme à 15 noeuds ou hexaèdre à 

20 noeuds). Les éléments interfaces imposent les relations de continuité 

cinematique et dynamique à l'interface des maillages solide et fluide. Ils 

peuvent être bidimensionnels (élément à 6 noeuds) ou tridimensionnels 
(triangle à 12 noeuds ou quadrilatère à 16 noeuds). 
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II.2.6 La prise  en compte des pertes.  

- 1 

L'utilisation de constantes élastiques complexes pour décrire les 

dissipations d'énergie d'origine mécanique dans un probleme linéaire est 

une technique classique, exploitée depuis longtemps [44, 553. Dans ce cas, 
sachant que la dépendance temporelle des champs s'exprime dans cette étude 

en exp(-jwt), les composantes du tenseur des compliances s'écrivent: 

T 

+ 1 
t 

5 

- 1 

Les parties imaginaires introduites doivent, pour assurer au matériau un 

caractère passif, vérifier certaines inégalités qui ont été notamment 

Figure II.5: Transformation des coordonnées. 



discutées par  R. HOLLAND 1553. Dans le cas d'un matériau é las t ique 

isotrope,  ces rela t ions  s e  réduisent à: 

sil 9 si4 , 0 ,  (II. 60) 

si, 2 I si, I e t  sil (s;, + s;,) 2 2  (si,)2. (II.61) 

U t i l i s an t  a l o r s ,  de façon plus  habi tuel le ,  l e  module d'Young E e t  l e  

coef f ic ien t  de Poisson v t e l s  que: 

avec E' , E " et  v '  constantes pos i t ives ,  on a les r e l a t i ons  : 

qui  en t ra înen t  l e s  deux inégal i tés :  

(II. 62) 

(II. 64) 

La p r i s e  en compte des pertes s ' e f fec tue  dès l'assemblage des éléments, 

après l a  l e c tu re  des caractér is t iques  des matériaux e t  les élbments 

mécaniques bidimensionnels ( t r i ang le  à 6 noeuds ou quadr i la tè re  A 8 noeuds) 

ou tridimensionnels ( t é t raèdre  à 10 noeuds, prisme à 15 noeuds ou hexaèdre 

à 20 noeuds) ont é t é  développés pour répondre à c e t  ob jec t i f  [44]. Les 

propr ié tés  des matériaux é tan t  complexes, l a  matrice de  r i g i d i t é  pour le  

domaine é las t ique ,  dé f in i e  à l ' équat ion (II.37), e t  l e  champ de déplacement 

deviennent donc complexes. La quant i te  var ia t ionne l le  Le, associée au 
système é l a s t i que  (II.40) s ' é c r i t  a lo r s :  

où l ' a s t é r i sque  désigne l e  conjugué de toute quant i té  complexe. 



II.2.7 Le stockage par colonnes ac t ives  par  blocs.  

Pour résoudre les systèmes d'equations l i néa i r e s  symétriques, il 

n ' e s t  pas u t i l e  de mémoriser l a  t o t a l i t é  des coef f ic ien ts  de l eu r  matrice 

représentat ive  e t  il s u f f i t  de sauvegarder ceux placés au-dessus (ou en 

dessous) de l a  diagonale principale,  e t  ceux placés sur  l a  diagonale. 

L'économie de mémoire peut être encore plus  importante si on ne conserve 

que l e s  coef f ic ien ts  non nuls  l ' i n t é r i e u r  d'une bande de largeur 

constante [32] qui est souvent, pour les problemes éléments f i n i s ,  de 

largeur  f a i b l e  comparativement au nombre d'inconnues (10 B 20% par 

exemple). Toutefois, pour les matrices symétriques ou non symétriques t r è s  

creuses,  il est possible de réduire encore davantage l e  nombre de 

coef f ic ien ts  à mémoriser e t  l e  temps de résolut ion en ne sauvegardant que 

les termes u t i l e s ,  colonne par  colonne. L e s  seu ls  coeff ic ients  conservés 

sont  a lo r s  ceux qui se trouvent à l ' i n t é r i e u r  du p r o f i l  non nul du système 

d'équations. Cette procédure de mémorisation, appelée stockage par cotonnes 

actives par blocs [44, 48, 56, 571, peut bénéf ic ier  d'un avantage 

indéniable par rapport Si l a  mémorisation par  bande, comme par exemple dans 

le cas de l a  f igure  II.6. L'application de c e t t e  méthode à de très gros 

systèmes rend nécessaire le  stockage des coef f ic ien ts  par blocs su r  des 

f i ch i e r s  à accès d i r e c t .  La résolution d'un système l i néa i r e  par c e t t e  

technique s e  décompose en deux par t ies :  l a  fac tor i sa t ion  puis l a  résolution 

proprement d i t e ,  exp l ic i t6es  en annexe 2 dans l e  cas de matrices non 

symétriques. 

F 

X X O O O O O O O O O O O O O X  

X X 0 X 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 X  

X X X 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

X X X O O O O X O O O O O  

X X X 0 0 0 X 0 0 0 0 0  

X X 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

X X 0 0 0 0 0 0 0 0  

X X 0 0 0 0 0 0 0  

X X O O O O O O  

X X O O X O O  

X X O O O O  

X X O O O  

X X O O  

X  X  O  

X  X  

X  - 

Figure II.6: Principe de stockage par  colonnes act ives  

a: matrice or iginale  ( O :  terme nu l ,  x: terme non nul)  

b: stockage de l a  matrice précédente par colonnes act ives  



II.3 APPLICATION DES CONDITIONS DE PERIODICITE AU MODELE ELEMENTS 

FINIS. 

Chaque secteur élémentaire limité par les lignes (VI), (V2), ( + )  et 

( - ) ,  décrit schématiquement a la figure II.2, peut être modélisé a l'aide de 

la méthode des éléments finis. Les notations sont alors définies à la 

figure II.7, sur laquelle le domaine solide R est en contact avec le milieu 
fluide infini Of, par l'intermédiaire de la surface Si. Rf est décomposé en 
trois parties, R,, , R,+ et O,-, par les surfaces S+ et S- qui vont jouer le 
rôle de la surface S,. Seuls RS et Rfi sont, de fait, divisés en éléments 
finis, connectés par des noeuds. Le traitement général de ce problème 

conduit au système d'équations: 

[KI-& [MI -[LI 
(II. 66) 

-p;c2& [L]~ [HI-& [Ml ] 

où [KI et [Ml sont respectivement les matrices de rigidité et de masse pour 

la structure R ,  [Hl et [Ml] sont les matrices de compressibilité et de 

masse pour le domaine fluide O,,. [LI est une matrice d'interface, qui 

représente le couplage entre le fluide et la structure sur la surface Si. 
P, et c sont respectivement la masse volumique et la vitesse du son dans le 
fluide. o est la pulsation. F contient les valeurs nodales des forces 

appliquées. o> contient les valeurs nodales de la dérivée normale de la 
pression sur les frontières du domaine fluide. [KI, [MI, [HI, [Ml], [LI, F 
et résultent respectivement de l'assemblage des matrices et vecteurs 

élémentaires [Ke 1, [Me 1, [He 1, [MY], [Le], F. et y .  Le maillage 4tant 
réduit à une cellule blémentaire, F et 9 incorporent les conditions aux 
limites imposées par la périodicité et le théorème de Bloch-Floquet. A 

l'évidence, <P incorpore également les conditions de raccordement aux 

domaines fluides semi-infinis O,+ et Of-. 

L'intégration des conditions de périodicité du système d'équations 

(II.66) peut se faire en considérant qu'initialement le domaine complet 

comporte N secteurs identiques (figure II. 8) , modélisés par éléments finis 
[58]. Les relations suivantes sont établies, pour des raisons de 

simplicité, dans le cas d'une maille élémentaire limitée au seul domaine 

élastique, mais peuvent s'appliquer à toutes les variables caractérisant un 

problème coup16 (pression et déplacement). Les secteurs étant supposés être 

tous strictement identiques, les matrices de rigidité et de masse sont donc 



les memes pour chaque cellule élémentaire: 

v2 

si 

Figure II.7: Description schématique des différents domaines 
à modéliser par la méthode des éléments finis 

pour une cellule élémentaire d'un réseau périodique. 

Considérant alors qu'un secteur donn4, noté (E), n'a de frontieres communes 
qu'avec les deux secteurs contigus (E-1) et (E+l), on distingue le domaine 

intérieur (In), la face commune (VI) entre le secteur (E-1) et le secteur 

(E), la face commune (V2) entre le secteur (E) et le secteur (&+l), comme 
indiqué sur la figure II.8. Entre deux secteurs jointifs, les déplacements 
LJ, et LJJ,, vérifient: 



où \Lr désigne le déphasage entre les deux faces (VI) et (V2), égal à 

2dksinû. Par ailleurs, de proche en proche, le vecteur des valeurs nodales 

du déplacement sur un secteur ( t )  peut aussi être écrit en fonction du 

vecteur des valeurs nodales du déplacement sur le premier secteur 

élémentaire: 

De même, la force appliquée F vérifie, du fait de l'équilibre des forces 
entre deux secteurs jointifs: 

et, comme pour le déplacement: 

Ainsi, la quantité variationnelle Le, de l'équation (II.65). en notation 
complexe, décomposée en une somme d'intégrales sur tous les secteurs ( 8 )  du 

maillage devient: 

(VI (V2 

t f 

où l'astérisque désigne le conjugué de toute quantité complexe. Elle se 

(t-1) 

1 I 
I JI I 
1 IL 

Figure II.8: Représentation schématique des secteurs répétitifs 

( In) 

(2) 

1 

(t+l) 
I 

X 



rédui t  immédiatement, considérant l e s  r e l a t i ons  (II.69) e t  (II.Tl), à: 

s o i t ,  puisque l e s  matrices de r i g i d i t é  e t  de masse ne dépendent pas de 

l ' i n d i c e  (8): 

Dès l o r s ,  l ' app l i ca t i on  du principe var ia t ionnel  conduit à minimiser Le l  

par  rapport aux valeurs nodales du champ de déplacement IJJ. Afin de 

conserver dans l 'express ion f i na l e  l e  vecteur Li1 e t  non son complexe 

conjugué, l a  quant i té  2Le,/N est dérivée par  rapport aux composantes de IJ;. 
Par a i l l e u r s ,  l e s  vecteurs des valeurs nodales du déplacement e t  de l a  

force appliquée son t  décomposés de façon à f a i r e  apparaltre dans l eu r  

dénomination l e  découpage selon l e s  domaines (VI) ,  ( In )  e t  (V2). Les 

re la t ions  de phase (II.68) e t  (II.70) en t r e  les noeuds des l ignes  ( V I )  e t  

(V2) permettent d ' é c r i r e :  

Les vecteurs IJV1 et  ZV1 sont de t a i l l e  n l ,  n l  désignant l e  nombre de degrés 

de l i b e r t é  associés aux l ignes  ( V I )  e t  (V2). Le vecteur !In est de t a i l l e  
n2, n2 désignant l e  nombre de degrés de l i b e r t é  associés au domaine 

i n t é r i eu r  ( I n ) .  D a n s  l e  domaine i n t é r i eu r ,  l e s  forces appliquées su r  les 

noeuds sont  nulles.  D e  l a  même façon, les matrices de r i g i d i t é  e t  de masse 

sont décomposées sous l a  forme: 



Le système & minimiser est alors: 

où la paire d'indices i,j désigne classiquement la place de l'élément dans 

la matrice, c'est-à-dire à la ligne i et la colonne j. Il est clair que 

la dernière ligne de cette équation, relative aux forces appliquées, a une 

contribution nulle. La quantité variationnelle est enfin dérivée par 

rapport à ( uyl)* et ( Utn)*. Cette opération fait intervenir des 

dérivations d'un nombre complexe par rapport a son conjugué. L'étude de ce 

terme peut être aisément réalisée en décomposant tout nombre complexe z 

sous la forme z = x + jy, avec x et y réels, et en considérant une fonction 

d'une variable complexe f ( 2 ,  z* ) . On a alors : 

d'où, en posant f(z,z0) = z: 

a z 
-t O, 
a Z *  

puisque les variables x et y sont supposées indépendantes. 



Ainsi, on a: 

(II. 80) 
nl 

et: 

Minimisant la quantité variationnelle et regroupant sous forme matricielle 

les deux équations, on obtient: 

Sous cette forme, le système d'équations à résoudre pour le 

sous-domaine élastique est modifié par combinaisons linéaires de lignes et 

de colonnes afin de tenir compte de la relation de phase entre les noeuds 

des lignes (VI) et (V2). En termes d'éléments finis, cette condition se 

traduit par une condensation des degrés de liberté associés aux noeuds de 

la ligne (V2). Après ces modifications, la matrice obtenue est hermitique. 

D'autres approches [59-611, utilisant directement l'expression matricielle 

du système à résoudre et non pas la formulation variationnelle, permettent 

d'aboutir à une matrice identique A celle explicitée à l'équation (ZI.82). 

Une relation équivalente à (ZI.82) est établie dans le cas d'une 

maille élémentaire limitée au seul domaine fluide. Dans ce cas, les 

matrices de compressibilité [Hl et de masse cohérente [Ml] pour le domaine 

fluide Rfi , le vecteur des valeurs nodales de la pression et de sa 

dérivée normale 2 jouent le rôle, respectivement, des matrices de rigidité 
[KI et de masse cohérente [Ml pour le solide, des vecteurs des valeurs 

nodales du déplacement et de la force appliquée F. Mais, alors que, pour 



l a  mai l le  e las t ique,  seule l a  force appliquée en t r e  deux secteurs  j o i n t i f s  

e s t  non nul le  (II.75)* pour l a  maille f lu ide  9 cont ient  l e s  valeurs nodales 

de l a  dérivée normale de l a  pression su r  les f ron t i è r e s  du domaine f lu ide ,  

c 'es t -&-dire  q u ' i l  incorpore les conditions de raccordement aux domaines 

f lu ides  semi-infinis L?,+ e t  0 .  Ces termes sont  non nuls et  sont 

e x p l i c i t é s  dans l a  sect ion suivante.  

II.4 APPLICATION DES CONDITIONS DE CONTINUITE POUR LA PRESSION ET 

SA DERIVEE NORMALE AU MODELE ELEMENTS FINIS. 

Ecrire  l a  r e l a t i on  de phase en t r e  deux noeuds séparés du pas du 

réseau permet de réduire  le  maillage à un seul  sec teur  r é p é t i t i f .  D e  p lus ,  

c e t t e  r e l a t i on  a permis de donner l e s  conditions aux limites pour deux 

secteurs  jo in t i f s .  Pour prendre en compte l ' e f f e t  des deux domaines f luides  

externes ,  l e  champ de pression dans l e  domaine éléments f i n i s  do i t  ê t r e  

raccordé au champ de pression donné sous forme d'une s é r i e  d'ondes planes 

par les re la t ions  (II.12) e t  (II.14). Pour ce la ,  le vecteur 9 est décomposé 
sous l a  forme: 

où les noeuds d'une c e l l u l e  Blementaire sont  regroupes en t r o i s  par t i es :  l a  

l igne  f ron t i é r e  ( - ) ,  le  domaine i n t é r i eu r  (1) e t  l a  l igne  f ron t i è r e  (+ ) .  

Dans l a  s u i t e  de c e t t e  sect ion,  puisque l e  formalisme est l e  même pour l e s  

deux l i gnes  f ron t ie res  ( + )  e t  ( - ) ,  l e s  re la t ions  d e t a i l l e e s  correspondent B 

l a  l i gne  f ron t iè re  ( + )  uniquement. EI+ r é su l t e  de l'assemblage des vecteurs 
Blémentaires: 

(II. 84) 

où @+ est l a  dérivée normale de l a  pression su r  l a  f ron t i è r e  (+ )  . { ~f )T 
est le vecteur des fonctions de forme associées B l 'élément f i n i  Sr, 
élément s i t u é  sur l a  surface f ron t ié re  S+ dont l a  l i gne  ( + )  est l a  t race  

dans l e  plan xOy. Pour r e l i e r  + e t  p* ,  l e s  développements en série des 

équations (II. 12) e t  (II. 14) sont d'abord rédui t s  à 2M+1 termes, n var iant  de 



-M B +M où M est un paramètre qui dépend du maillage et de la position de 

la fronti&re par rapport B la structure diffractante. La valeur de M joue 

le rôle de paramètre d'optimisation et est discutée ultérieurement. Ainsi, 

en notation contractée: 

où chaque vecteur est construit avec les 2M+1 valeurs des quantités écrites 

entre parenthèses. Ensuite, la relation (11.28) entre p+ et @+ est 

développée, menant à l'équation: 

qui devient, sous forme matricielle: 

(II. 86) 

[ D+] est une matrice diagonale d'ordre 2M+1 dont le terme génerique est: 

Dit = jkt-l-M* (II. 88) 

pour la ligne, ou la colonne, t .  inclure les relations (II.85) et (II.87) 
dans l'expression de 9 donne: 

Comme indiqué précédemment, le vecteur 2 est calculé sur l'élément Sf dont 

la ligne (+ )  est la trace dans le plan xOy. C'est pourquoi, faisant 

intervenir une unité de longueur d'élément dans la direction Oz, 

l'intégration sur la surface S: se réduit Zi l'intégration par rapport & la 

variable x ,  correspondant B la trace de la surface ST dans le plan xOy. 



Afin d'exploiter la relation (11.89) dans les équations de la 

méthode des éléments finis, il faut revenir aux valeurs nodales de la 

pression et non considérer l'expression de la pression de l'équation 

(II.85). Pour ce faire, utilisant le développement en série de Fourier de la 
pression donné à l'équation (II.6), p+ peut à nouveau être mis sous la forme 

d'un produit de deux vecteurs de taille 2M+1: 

où le vecteur C contient les termes c, définis par: 

La fonction pression p+(x), sur chaque élément de la ligne frontière (+)  

peut être exprimée en fonction des valeurs nodales de la pression, par 

l'intermédiaire des fonctions de forme (annexe 1). Sur l'élément de la 

ligne S+ : 

(II. 92) 

p' etant le vecteur des valeurs nodales de pi. Regroupant alors les 
vecteurs é18mentaires des valeurs nodales de la pression, l'expression 

générale des termes c, , explicitee en annexe 3, devient: 

où ( A,? est une matrice ligne. Finalement, le vecteur C s'écrit de la 
façon suivante: 

= [ A*] 

La matrice [ A*] contient 2M+l lignes { A:? et son nombre de colonnes est 

le nombre de noeuds sur la ligne frontière (+ ) .  Ainsi, par la décomposition 

en série de Fourier de la pression, les coefficients Tn sont déterminés 



sans d i f f i c u l t k  à l ' a i d e  des re la t ions  (Ii.85). (lI.90) e t  (II.94) : 

D'autre p a r t ,  l e  vecteur de l 'équat ion (II.89) devient: 

Par assemblage des vecteurs élémentaires z ,  l e  vecteur des valeurs nodales 

de l a  dérivée normale sur l a  f ron t i è r e  f lu ide  S+ s'exprime finalement par: 

A l ' a i d e  de l 'équat ion (II.93)' il e s t  a i s é  de reconnaître dans ce t t e  

dernière r e l a t i on  l e s  l ignes conjuguées e t  transposées de l a  matrice [ A + ] .  

D'où: 

La l igne  f ron t iè re  ( - )  est t r a i t é e  de l a  m ê m e  façon e t  conduit à 

d é f i n i r  l a  matrice [ A ] .  Pour c e t t e  f ron t iè re ,  les vecteurs des valeurs 

nodales de l a  pression e t  de s a  dérivée normale sont  é c r i t s  de l a  façon 

suivante : 

P- = pi -- + Pf , (a. 99) 

2-= 2i+ [ A-] Pf = 250, + [ A-] P- ,  (II. 100) 

où les l e t t r e s  i et r s ign i f i en t  respectivement incident  e t  réf léchi .  

Par a i l l e u r s ,  il est B noter que l a  dérivée normale de l a  pression 

in te rne  9I s e  rédui t  à l a  dkrivke normale de l a  pression sur  l e s  deux 
faces ( V I )  e t  (V2). O r ,  notant 'PvC l a  dérivée normale de l a  pression 

so r t an t  de l a  face Vt, l a  r e l a t i on  suivante e s t  toujours vkr i f iée :  

9v 2 = - ej' Ivi où JI = 2dksinû. (II. 101) 

D e  p lus ,  sommer l e  terme correspondant à l a  dérivée normale sur  l a  face 

(V2) après l 'opérat ion de condensation e t  l e  terme correspondant & l a  



dérivée normale sur  l a  face ( V I )  donne un r é s u l t a t  nul. En conséquence, 5O, 
est un vecteur nul,  r é s u l t a t  B rapprocher du ca lcu l  de l a  force appliquée 

su r  les l ignes  ( V I )  e t  (V2) B p a r t i r  de l ' ana log ie  en t r e  l e s  re la t ions  

(II. 70) e t  (II. 101) . 

Compte tenu des re la t ions  (II.98) e t  (II.100), exprimant en termes 

mat r ic ie l s  les conditions de raccordement aux ondes planes, l e  système 

(II.66) prend en dé f in i t i ve  l a  forme suivante: 

L'apostrophe s ign i f i e  que l a  condensation des degrés de l i b e r t é  a é t é  

effectuée entre  l e s  noeuds des l ignes  ( V I )  e t  (V2). L'apostrophe e s t  

appliquée sur  chaque matrice puisque, l o r s  du maillage d'une ce l l u l e  

élémentaire, l e  f l u ide  e t  l a  s t ruc ture  peuvent couper les l ignes  (VI) e t  

(V2) 

II.5 RESOLUTION DU SYSTEME. 

La résolution du système (II.102) fourn i t  les vecteurs déplacement 

e t  pression de l a  mail le élémentaire. Ensuite, l e s  coef f ic ien ts  de 

réf lexion e t  de transmission peuvent ê t r e  déterminés B p a r t i r  des valeurs 

des pressions sur  les l ignes  ( + )  e t  ( - ) .  

II.5.1 Calcul des  coef f ic ien ts  de rbflexion e t  de transmission. 

Puisque l a  dependance temporelle n 'apparai t  p lus ,  e t  en conservant 

l e s  notations prbcédentes de l a  sect ion II.1, l a  pression incidente s lAc r i t :  

La dér ivée normale de l a  pression incidente est: 

(II. 104) 



L'amplitude de l'onde incidente étant arbitraire, pour des raisons 

pratiques, elle est notée: 

d'où : 
- j pi (x,y) = - e j k < ~ ~ i n e + , ~ ~ ~ e )  
k 

(II. 106) 

Si la fréquence d'étude est telle qu'une seule onde homogène se propage 

au-del$ de la frontière ( + ) ,  dans la même direction que l'onde incidente, 

alors, dans le champ lointain, les ondes évanescentes n'ont plus 

d'influence et la dérivée normale de la pression, exprimée sous forme d'une 

série dans les équations (II.17) et (II.18), se réduit 8:  

j (ksinex + koy) 
@' (x,~) jkoT8 e - - jkcose a ejk(sinex+~ose~> 

(a. 107 
- ( y )  Qi ( y )  + jkcosû R; e-jk(sinex + C O ~ ~ Y ) .  

Pour calculer les coefficients de réflexion Rg et de transmission 

Tg, il faut utiliser les matrices [ A-] et [ A+], compte tenu de la 

relation (II.95). Seuls les termes correspondant à n=O doivent être retenus. 

Etant donné le rangement utilisé pour ces termes, ils correspondent à la 

ligne centrale des matrices. Ces matrices-lignes sont notees { A;? et 

{ A;? et correspondent aux deux frontieres y = y- et y = y' 

respectivement. La dérivée normale de la pression sur la frontière (+ )  

s'écrit ainsi: 

@+ (x,y) ; jkcosû { Aip P ej*(sine~+~ose(~-~+)) 
-+ (II. 108) 

d'où, en divisant cette expression par la dérivée normale de la pression 

'incidente et en prenant le module: 

ITI = k 1 {A;? E+ 1 .  (Ir. 109) 

Pour le coefficient de réflexion, dans un premier temps, la dérivée normale 

de la pression réfléchie est calculée sur la frontière ( - )  par: 

où le vecteur Pi contient les valeurs nodales de la pression incidente. 



Puis, en divisant cette expression par la dérivée normale de la pression 

incidente et en prenant le module, le coefficient de réflexion s'exprime 

par : 
IR1 = 1 jk{~~)T P--1 1 .  (II. 111) 

II.5.2 Critéres de convergence et influence des ondes bvanescentes. 

Il est possible de connaître les amplitudes des ondes de tous 

ordres sur la frontière ( + ) ,  en utilisant les équations (0[.14), (II.93) et 
9 5  afin d'observer l'évolution des contributions des ondes 

évanescentes ou homogènes en fonction de la position de cette frontière 

fictive. Cette connaissance est souvent essentielle, car la position de la 

frontière (+)  vis-à-vis de la structure diffractante conditionne la 

convergence des séries. C'est pourquoi, il est particulièrement intéressant 

de déterminer la rapidité de décroissance de la première onde non prise en 

compte, d'ordre M+l ou -M-1, et d'évaluer la longueur caractéristique y, 

définie par: 
4 

(II. 112) 

La comparaison de cette longueur à la distance entre la structure et la 

surface (+ )  renseigne alors sur l'influence de la première onde évanescente 

non prise en compte dans le développement en série de la pression et de sa 

dérivée normale. Elle peut conduire à une modification du maillage et ainsi 

une meilleure convergence des séries. 

De plus, repérant l'élément-ligne le plus grand sur la frontière 

( 1 ,  de longueur xmax , le nombre total d'ondes à considérer dans le 

développement en série de la pression et de sa dérivée normale, 2M+1, est 

déterminé à partir de: 

où la .fonction Ent désigne la partie enti8re. En effet, le champ de 

pression dans le domaine éléments finis doit être raccordé au champ de 

pression externe exprimé sous forme d'une combinaison d'ondes planes. 

L'opération réalisée est alors la projection de fonctions trigonométriques 

sur une base de fonctions d'interpolation, pour laquelle le théor&me 

d'échantillonnage de Shannon s'applique. A la limite du crit&re de Shannon, 



il est possible de décrire une sinusoïde sur un élément-ligne de la 

frontière ( +  les eléments linéaires utilisés ayant trois noeuds. Il 

s'avère donc raisonnable de ne pas décrire d'ondes dont la demi-longueur 

d'onde est inférieure au plus grand élément, ce qui conduit à la relation 

(II.113). De ce fait, si plusieurs ondes homogènes existent, il faut 

impérativement que le maillage soit suffisamment dense pour qu'elles 

puissent toutes être prises en compte. 

II.5.3 Analyse des phénomènes d'interfkrence dans les champs de 

pression transmis et réfléchi. 

Si la fréquence d'étude est telle que plusieurs ondes homogènes, 

d'ordre 0, 1 et -1 par exemple (figure II.9), se propagent de part et 

d'autre du réseau, très loin des frontières ( + )  et ( - ) ,  ces ondes vont 

A 
Y 

I 3 
n n - n - - + ksinû - + ksinû X 

d < d > d 

ksinû - 
Figure II.9: Construction g6omktrique simple des directions de 
propagation des ondes d'ordre 1 et -1 lorsque la fréquence 

est supérieure à la première fréquence de coupure. 



interférer et donner naissance à une répartition de pression complexe. Les 

phénomènes de réflexion et de transmission ne sont plus spéculaires. 

Lorsque l'incidence est normale, l'étude mathématique du module du champ de 

pression à l'infini conduite en n'utilisant, à titre d'exemple, que les 

termes d'ordre 0, 1 et -1, suggère plusieurs remarques: 

- la période de la fonction pression dans la direction x coincide 

avec la période du réseau, 

- un calcul mathématique simple montre que la fonction pression 

admet de même une période 5 dans la direction y, donnes par: 

(II. 114) 

- la fonction peut donc être étudiée dans le domaine réduit défini 

par : 

Outre la compréhension de la structure du champ de pression, 

l'étude de cette situation à laquelle plusieurs ordres contribuent doit 

aussi fournir un test de conservation de l'énergie acoustique, évident 

lorsque l'ordre O est seul présent. Avec les notations de la figure II.10, 

on peut de fait démontrer la relation : 

(II. 116) 
où : 

- Pi désigne l'amplitude de la pression incidente, 

- p t , i  est l'amplitude de la contribution d'ordre i de la pression 

dans le milieu III, obtenue ii partir du développement en séries de 

Fourier, 

- P h i  est l'amplitude de la contribution d'ordre i de la pression 
dans le milieu 1, obtenue à partir du développement en séries de 

Fourier, 

- E, est la section droite traversée par l'onde d'ordre i, 



et : 
E i - - i nrr - - , kn = k2 - (d + ksin8) (JI. 117) 

kj 

Cette relation de conservation est un test simple, qui doit toujours être 

vérifié dans le cas de structures diffractantes sans pertes internes. 

/ 
/ 
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Figure II.10: Construction géométrique simple des 

directions de propagation en vue d'un test de 

conservation de l'énergie acoustique. 

II.5.4 Cas particulier: une seule surface de la structure 

diffractante est en contact avec le fluide. 

Les revêtements anéchoiques ou les plaques raidies par des renforts 

lineaires, ainsi que 1es.problèmes mettant en évidence des quasi-ondes de 

Rayleigh, peuvent être traités par cette approche. Dans ce cas, une seule 

surface de la structure diffractante est en contact avec le fluide. Dans le 

formalisme, la ligne frontière (+)  n'intervient pas et seule la matrice 
[A-] est calculée par l'équation (lI.lOO). La resolution du systhe, 

analogue à celui de l'équation (lI.102). fournit les vecteurs déplacement et 



pression de la maille élémentaire. Ensuite, seul le coefficient de 

réflexion peut être déterminé à partir des valeurs des pressions sur la 

face ( -  comme dans le cas d'une structure entièrement immergée, en 

utilisant l'équation (IT.111). 

Ir.6 CONCLUSION 

Le formalisme de la méthode des éléments finis appliqué à la 

modélisation de structures périodiques & une dimension a été établi. A 

cette fin, la prise en compte de conditions cycliques dans le code éléments 

finis ATILA a été réalisée. De même, des relations de raccordement entre 

les expressions des champs de pressions, écrites soit sur une base d'ondes 

planes, soit en fonction des valeurs nodales du domaine éléments finis ont 

été développées pour servir de conditions d'interface sur les frontières de 

la maille élémentaire. Pour décrire le comportement de réseaux périodiques 

à une dimension, l'approche éléments finis n'impose pas, contrairement B 

certaines méthodes développées dans le chapitre 1, de conditions 

restrictives sur la géométrie, les matériaux ou le champ de déplacement. 

Elle présente en outre l'avantage indéniable de ne nécessiter que la 

modification du maillage kléments finis tl tout changement de structure 

diffractante, le développement théorique restant toujours le même. Cette 

approche permet donc d'envisager l'analyse de réseaux complexes. 

L'étape suivante est le test de la méthode développée pour 

différents réseaux périodiques, en vue de comparer les résultats obtenus 

par l'approche éléments finis à des résultats de modèles analytiques 

antérieurs ou à des mesures. Les comparaisons sont élaborées à propos des 

variations du coefficient de transmission en fonction de la fréquence 

d'excitation ou de l'angle d'incidence. 



CHAPITRE 3 

MODELISATION A L'AIDE DE LA METHODE DES ELEMENTS 

FINIS DE STRUCTURES PERIODIQUES A UNE DIMENSION: 

VALIDATION ET RESULTATS. 

Ce chapitre a pour obdet de présenter quelques résuttats obtenus, à 

partir du modèle dévetoppé précédemment, pour divers réseaux périodiques d 

une dimension. Dans ta premiére partte, retattve à ta vatidation du modéte, 

des résuttats obtenus par étéments ftnis et à t'aide d'un modéte anatytique 

simpte pour décrire ta diffuston acoustique par une ptaque étastique 

infinie sont comparés. Ensuite, un cas munérique est anatysé permettant de 

définir t'inftuence du choix de ta maitte étémentaire. Enfin, te cas d'une 

ptaque infinie de grande épaisseur est envisagé, permettant d'étudier ta 

diffusion par un ptan. Dans ta seconde partte, ptusteurs exemptes sont 

traités, pour tesquets tes résuttats du modéte étéments finis sont comparés 

soit à des moddtes anatytiques comptexes, soit à des mesures. Ces exemptes 

concernent successivement ta diffractfon d'une onde plane par des réseaux 

de cytindres circutaires, des réseaux de tubes ettiptiques et des réseaux 

de tubes comptiants, monocouches ou mutttcouches, enrobés ou non d'un 

matériau viscoétastique. Le dernier cas, analysé en détait, permet 

d'envisager l'optimisation de réseaux en vue d'apptications en acoustique 

sous-marine. L'ensemble démontre ta précision et t'efficacité de cette 

approche numérique, qui ne souffre plus de restrictions liées à la 

géométrie des structures diffractantes, à ta nature des matériaux qui les 

constituent ou à ta comptexité de leur champ de déplacement. 



Utilisant la méthode des éléments finis décrite au chapitre 

précédent, les variations en fonction de la fréquence ou en fonction de 

l'angle d'incidence du coefficient de transmission peuvent être calculées 

pour différents types de réseaux. Les coefficients de transmission T et de 

réflexion R, utilisés dans ce chapitre, exprimés en décibels, sont définis 

par : 

T = 20 log - ; R = 20 log - 1::. 1 l :ye  1 , 
où P t p  est la pression transmise, calculée à partir du terme Tg, Pr= est la 

pression réfléchie, calculée à partir du terme R:, comme indiqué dans la 

section II.5.1, et Pi est la pression incidente. Généralement, pour les 
configurations considérées ici, une seule onde homogéne existe et se 

propage dans la même direction que l'onde incidente, les autres ondes étant 

évanescentes. Dans tous les cas, même si d'autres ondes homog&nes existent 

dans les deux demi-espaces fluides infinis, les coefficients de 

transmission et de .réflexion sont calculés en utilisant uniquement les 

termes Tg et R respectivement. Sur les courbes du coefficient de 

transmission obtenues, on parle de pertes d'insertion élevées lorsque le 

niveau transmis est faible. Dans chaque exemple, la tangente de l'angle de 

pertes, ou pourcentage de pertes, est définie comme la valeur absolue du 

rapport entre la partie imaginaire et la partie réelle du module d'Young. 

Dans ce chapitre et les suivants, les représentations graphiques 

des champs de déplacement obtenus à l'aide du code ATILA sont toujours 

construites suivant les mêmes principes: 

- les traits pointillés correspondent à la position de repos de la 

structure, les traits pleins au champ de déplacement de la structure, à la 

fréquence considérée, 

- les parties réelle et imaginaire du champ de déplacement 

correspondent à deux instants différents, séparés d'un quart de période, et 

les amplitudes sont normalisées indépendamment. 



lU.l.1 Diffusion acoustique par une plaque élastique. 

Il s'agit d'étudier la diffusion d'ondes acoustiques par une plaque 

plane, infinie, dont le matériau, élastique, homogene et isotrope, présente 

des pertes. Pour ce problème existe un modéle analytique simple, rappelé 

brièvement dans une première section [62, 631. Ensuite, deux cas de plaques 
infinies sont étudiés, le premier mettant en évidence l'influence des 

pertes dans le matériau, le second permettant une bonne description des 

ondes de Lamb. 

II.1.2.a Modéte anatutique [62, 631. 

Soit une onde acoustique plane, monochromatique, de fréquence 

f = o/c, se propageant dans un liquide parfait, de masse volumique p,, dans 
lequel la vitesse du son est c. Cette onde arrive sur une plaque élastique 

infinie immergée, sous un angle d'incidence 8. L'épaisseur de la plaque est 

notée e. Le matériau constituant la plaque est caractérisé par sa masse 

volumique pp, la vitesse des ondes longitudinales cl et la vitesse des 

ondes transversales c,. L'onde plane acoustique crée dans la plaque des 

ondes longitudinales et transversales, se réfractant respectivement sous 

les angles a et f3 ( f i e  1 )  De l'autre c6té de la plaque existe une 

onde transmise d'angle 8. Les relations suivantes sont nécessairement 

vérifiées: 

C - -  Cl Ct - - = -  
sine sine sir@ ' 

Les expressions des coefficients de transmission et de reflexion de l'onde 

acoustique dependent de l'angle d'incidence. Trois domaines différents sont 

A considérer: 
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Figure lü.1: Plaque élastique immergée dans un fluide: 
définition des ondes acoustiques incidente, réfléchie et 

transmise dans le fluide ainsi que des ondes longitudinales 
et transversales dans la plaque. Les angles sont 
mesurés par rapport à la normale à la plaque. 

Dans le domaine (a), tous les angles sont réels et les ondes dans le milieu 

solide sont homogenes et planes. Les coefficients de transmission et de 

&flexion, notés respectivement T et R, s16crivent: 

C, = cos2a cot - cosal + $ 1  sin2or sin- cot r - COS@) , 
c, = cos22f3 tan - c o s  + [$] sin2or sin2~ tan r - coso). 

Dans le domaine (b), l'angle or est complexe. Les ondes longitudinales sont 

évanescentes mais les ondes transversales restent homogènes et planes. T et 

R sont calculés comme précédemment, moyennant quelques modifications dans 



l a  déf in i t ion  formelle de  a ,  données par: 

7r 
a = - -jIal'I avec cc" = -1cosh-l(sincc) 1, 

2 

C O S ~  = j sinh la" 1 .  

Dans l e  domaine ( c ) ,  l ' ang le  f3 devient l u i  auss i  complexe. L e s  ondes 

longi tudinales  e t  transversales dans l a  plaque sont évanescentes. T e t  R 

sont  déterminés comme dans l e  domaine ( a ) ,  mais ces  équations res tent  

valables si on a f fec te  à f3 les modifications déjà appliquées a cc dans l e  

domaine ( b ) .  S i  l e s  pe r t e s  in te rnes  dans l e  matériau const i tuant  l a  plaque 

sont  p r i ses  en compte, le  module d'Young u t i l i s é  devient complexe, avec une 

p a r t i e  imaginaire négative. L e s  v i tesses  des ondes longitudinales e t  

t ransversales  a insi  que l e s  angles a e t  P sont  a lo r s  toujours complexes, 

mais l e s  r e l a t i ons  précédentes r e s t e n t  valables. 

Les ondes planes élémentaires qui s e  propagent dans une plaque 

i n f i n i e  e t  é las t ique,  mais placée dans l e  vide, se classent  en deux 

catégories : 

- des ondes transversales,  

- des ondes de LAMB, telles que les composantes u, e t  u,, 
du champ de déplacement so ien t  non nu l les .  Deux cas  sont 

possibles,  en terme de symétrie de ces ondes par rapport au 

plan médian de l a  plaque, appel6es les ondes de LAMB 

SYMETRIQUES e t  ondes de LAMB ANTISYMETRIQUES. 

L'équation donnant les fréquences des modes propres symétriques correspond 

à c, = O. D e  même, l 'équat ion donnant l e s  frhquences des modes propres 
antisymétriques correspond à c,= O. S i  a lo rs  l a  plaque est immergée dans un 

l iqu ide ,  les ondes qu i  peuvent se propager réémettent au cours de leur  

propagation une par t ie  de leur  énergie  dans l e  l iquide.  Ces ondes peuvent 

être appelées quasi-ondes de LAMB et correspondent aux pôles  du coeff ic ient  

de réflexion.  S i  enfin T * 1, ce q u i  est le cas par exemple pour une plaque 

d'aluminium dans l 'eau,  on peut montrer que les fréquences des quasi-ondes 

de LAMB sont  égales aux fréquences des modes propres. A ces fréquences, le  

coef f ic ien t  de  transmission T vaut 1. 



m.l.1.b Applicatfon à la dfj'fusion par une plaque élastique en PVC. 

L'exemple t e s t  est une plaque i n f in i e ,  de 12 cm d'épaisseur,  en 

PVC. Les constantes suivantes ont é t é  u t i l i s é e s  pour l e  matériau: 
E = 4.1 lo9 Pa, v = 0.4, p = 1400 kg.m-3. L'onde acoustique plane est 

incidente  sous un angle 8 = 10'. L e s  valeurs du coef f ic ien t  de transmission 

obtenues pour d i f fé ren tes  fréquences à l ' a i d e  du modèle analytique e t  de l a  

méthode des éléments f i n i s  sont comparées à l a  f igure  m.2. La bande de 

fréquence analysée s 'é tend de 600 Hz à 10 kHz. Différents pourcentages de 

per tes  in ternes  ont par a i l l e u r s  été u t i l i s é s  comme paramètres: O%, I O % ,  

40% et  80%. Dans tous les cas ,  un t r è s  bon accord est obtenu entre  l e s  deux 

approches, fournissant une première validation du modèle. Toutefois, les 

deux modèles ne s e  juxtaposent pas exactement à t r è s  basses fréquences. En 

e f f e t ,  à ces fréquences, l a  matrice de r i g i d i t é  du so l ide  [ K I  prédomine 

face B l a  matrice de masse [Ml, puisque l e  fac teur  02 devient t r è s  f a ib l e .  

Ceci i ndu i t  des problèmes numériques, l i é s  B l a  s ingu la r i t é  de [ K I ,  du f a i t  

de l ' ex i s tence  d'un mode de t ransla t ion r ig ide  de l a  s t ruc ture .  Une étude 

prél iminaire ,  effectuée pour connaître 1 ' influence du maillage s u r  l e  

r é s u l t a t  en très basses fréquences, a néanmoins montré un accord p a r f a i t  

pour une fréquence de 100 Hz. L'analyse f i n e  du diagramme obtenu 

permet t ra i t  l a  détermination des quasi-ondes de Lamb de l a  plaque. La 

discussion de ce point p a r t i c u l i e r  f e r a  l ' o b j e t  de  l a  sect ion suivante. 

m.l.1.c Mise en évidence des ondes de LAMB. 

Dans ce t e s t ,  une plaque i n f i n i e  en aluminium, dt6paisseur 10 c m ,  

est plongée dans l ' eau .  C e t t e  lame e s t  exc i t ée  par une onde plane de 

fréquence 20 kHz mais dont 1 ' angle d' incidence var ie  en t r e  O' e t  45' . 
Puisque l a  plaque est i n f i n i e ,  une seule  onde homog6ne se propage dans l a  

d i rec t ion  y,  e t  l 'amplitude des au t res  composantes a é t é  obtenue nul le .  Le 

pas du réseau peut donc etre choisi  assez grand pour au tor i se r  

l 'observat ion des ondes de Lamb. La figure m.3 montre l a  var ia t ion avec 

l ' a n g l e  du coeff ic ient  de rkflexion de l a  plaque, ca lcu le  B l ' a i d e  du 

modèle analytique puis de l a  méthode des éléments f i n i s .  Un t r è s  bon accord 

en t r e  ces modèles est de nouveau à souligner. 
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Figure D.2: Variation en fonction de l a  fréquence du 
coeff ic ient  de transmission d'une plaque é l a s t i que  

8 = IO0, éche l le  l i néa i r e .  

( a )  : tg6 = O%, (b)  : tg6 = 10%. ( c )  : tg6 = 40%, (d )  : tg6 = 80%. 
Points ( F m ) ,  t r a i t  p le in  (Analytique). 
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Figure D.3: Variation en fonction de l ' ang l e  d ' incidence 

du coeff ic ient  de réf lexion d'une plaque en aluminium. 

1 Points (FEM), t rai t  ple in  (Analytique). 1 



(a): e l=  9 . 8 ' ,  R = 0.064; onde de Lamb antisymétrique. 

(b ) :  8,= 18.5", R = 0.020; onde de Lamb symétrique. 

( c )  : e3= 33.75",  R = 0.0068; onde de Lamb antisymétrique. 

Figure m.4: Par t ies  r é e l l e  e t  imaginaire du déplacement de l a  structure.  



Le calcul analytique des modes propres de la plaque tl la fréquence 

étudiée, explicité précédemment, donne deux ondes de Lamb antisymétriques à 

8, = 9.8' et 83 = 34.0' et une onde de Lamb symétrique tl = 18.5'. La 

figure m.3 rend bien compte de ce phénomène, le coefficient de transmission 
valant 1 pour ces angles. Par ailleurs, à la figure III.4, le champ de 
déplacement obtenu pour les trois angles précédents est présenté. 

L'identification des ondes de Lamb symétriques et antisymétriques est 

bvidente . 

III.1.2 Influence du choix de la maille &l&mentaire. 

Dans cette section, des tubes, pleins infinis, élastiques, de 

section rectangulaire (largeur 6 cm, épaisseur 1 cm) sont disposés côte à 

côte de façon à former un réseau de pas 2d = 10 cm, le grand axe des tubes 

étant parallèle au plan du réseau. Les caractéristiques du matériau qui le 

compose sont: E = 1.11 109 Pa, v = 0.3, p = 2000 kg.m-3. Le choix de la 

maille 6lémentaire devant etre indifférent, le coefficient de transmission 

a été calculé pour plusieurs secteurs répétitifs différents (figures llI.5.a 

à m.5.e). 

Les variations du coefficient de transmission en fonction de la 

fréquence sont représentées pour les angles d'incidence 0" et 30" aux 

figures m.6.a et m.6.b entre 5 et 7 kHz, l'accord étant parfait en dehors 

de cette bande. Dans le cas des maillages (lU.5.c) et (III.5.d), l'erreur 

relative est de l'ordre de 1%. du fait de la dissymétrie du maillage de 

part et d'autre des faces (VI) et (V2). Les éléments bordant les faces (VI) 

et (V2) étant de même taille pour le maillage (N.5.c), le résultat est 

meilleur. Les trois autres maillages donnent des résultats identiques entre 

eux. 

Pour les trois premiers maillages, la longueur d'onde dans l'eau 

étant supérieure au pas du réseau, une seule onde homoghe se propage dans 

la direction normale au plan des tubes. En revanche, dans le cas du secteur 

répétitif modélisé & la figure III.5.e, pour lequel la période est double, 

cette condition n'est pas vérifiée et une onde homogène supplémentaire, qui 

n'a pas lieu physiquement d'exister, pourrait être trouvée numériquement. 

Un bref calcul, décrit en annexe 3, montre que l'amplitude de cette onde 
homogène est nulle, quel que soit l'angle d'incidence. 



lii.5.e 

Figure m.5: Modélisation de p l u s i e u r s  sec teur s  r é p é t i t i f s .  
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Figure lü.6.a: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'un réseau de lamelles de 

matériau mou plongées dans du fluide, 8 = O*, 
plusieurs maillages générés. 
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Figure lü.6.b: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'un réseau de lamelles de 

matériau mou plongées dans du fluide, 8 = 30°, 
plusieurs maillages générés. 
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Enfin, pour achever la validation du modèle, les valeurs de la 

pression et des déplacements de la structure en différents noeuds, pour les 

quatre premiers secteurs répétitifs ont été relevées. Dans le cas de 

l'incidence normale, la comparaison peut se faire directement sur les 

parties réelles et imaginaires des pressions et déplacements. En revanche, 

dans le cas de l'incidence oblique, la comparaison ne peut être effectuée 

que sur les modules, la référence de phase étant située sur la face (VI). 

Des tableaux de comparaison pour les pressions et pour les déplacements de 

la structure ont &té dressés et l'erreur relative a été évaluée. Elle est 

toujours inférieure à 1 %. L'accord est notamment parfait pour les secteurs 
répétitifs (m.5.a), (IU.5.b) et (m.5.e). 

lU.1.3 Diffusion acoustique par un plan élastique. 

Il s'agit dans cette section d'étudier la réflexion d'une onde 

plane monochromatique, se propageant dans un liquide parfait, sur la 

surface plane d'un solide élastique, homogène, isotrope, semi-infini. La 

géométrie du problème est donnée la figure m.7. Un modèle analytique 

simple permet de calculer directement le coefficient de réflexion d'un tel 

plan 164, 653. Le modèle éléments finis développé permet, lui, de 

considérer le cas d'un milieu solide d'épaisseur finie dont la face arrière 

est libre (section II.5.4). En incluant des pertes dans le matériau, ce cas 
doit, à la limite des grandes épaisseurs, être identique au cas idéal 

traité analytiquement. 

lü.1.3.a Modèle ana2ytique. 

Les notations sont les mêmes que pour le modèle analytique 

introduit au paragraphe 1 1 . a  mais la plaque est ici d'épaisseur 

infinie. Une onde acoustique plane de fréquence f = o/2n excitant cette 

plaque sous un angle d'incidence 8,  crée des ondes longitudinales et 

transversales, qui se réfractent respectivement sous les angles a et P 

(figure IU.7). la relation IU.2 étant vérifiée. L'expression du coefficient 

de réflexion de l'onde acoustique dépend de l'angle d'incidence et les 
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Figure m.7: Plan é las t ique  semi-infini  immergé dans un 
f luide:  dé f in i t i on  des ondes acoustiques incidente e t  

ré f léch ie  dans le f lu ide  a i n s i  que des ondes 
longitudinales e t  transversales dans l e  plan. Les angles 

sont mesurés par rapport à l a  normale au plan. 

t r o i s  domaines à considérer sont  l e s  memes que précédemment. L'expression 

analytique du coef f ic ien t  de réf lexion est: 

C - T  R =  -, 
C  + T 

P, coscc 
T = --- e t  C = C O S * ~ ~  + s i n  2cc s i n  îf3 

P, c, cos0 
(m. 7) 

Lorsque les angles ar e t  p sont  complexes, R est calculé  selon l a  même 

formule, moyennant quelques modifications de l a  déf in i t ion  formelle des 

angles, dé j à  donn6es en E.5. Dans l e  cas où l e s  per tes  in ternes  dans l e  

matériau de l a  plaque sont p r i s e s  en compte, l e  module d'Young est 

complexe, avec une p a r t i e  imaginaire négative. Les v i tesses  des ondes 

longitudinales e t  t ransversales  a i n s i  que les angles O! et  P sont  a lo rs  

toujours complexes mais l a  re la t ion  (m. 6) reste valable. 



Lorsque le plan infini est placé dans le vide, une onde de surface 

peut se propager, appelée onde de RAYLEIGH, dont la vitesse de phase cR ne 
dépend pas de la fréquence et dont le vecteur d'onde associé kR doit 

vérifier : 

avec : 

La vitesse de phase de l'onde de Rayleigh c, correspond à C = O. Il s'agit 
d'une résonance du plan. Ainsi, la solution de l'équation C = O peut être 

appelée mode propre du plan. En présence de fluide, si l'angle d'incidence 

0 est égal à l'angle de Rayleigh 0, défini par: 

C 
sin 8, = - 

C~ * 
(III. 10) 

une quasi-onde de Rayleigh peut se propager A l'interface. Pour des angles 

supérieurs ou égaux B OR, le module du coefficient de réflexion du plan 
immergé sans pertes est kgal B 1. 

III.1.3.b Cas d'un dioptre eau-atuminiwn. 

L'exemple test est une plaque en aluminium, dont le pourcentage de 

pertes a été arbitrairement fixé à 10%. Une onde acoustique plane, de 

fréquence 20 kHz, excite la plaque immergée sous un angle 8 variable entre 

O' et 89". Plusieurs plaques, d'épaisseurs différentes (20, 30 et 90 cm) 

ont été modélisées par éléments finis en considérant la face arrière de ces 

plaques comme libre. La figure m.8 présente les variations du coefficient 
de réflexion de ces plaques en fonction de l'angle d'incidence, calculées 

par éléments finis, et les compare aux résultats du modèle analytique de 

diffusion par un plan. L'accord est bon, sauf aux petits angles, mais la 

convergence des résultats en fonction de l'épaisseur de la plaque est 

nette. 
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Sans tenir compte des pertes, la vitesse de phase des ondes de 

Rayleigh, solution de l'équation (lii.8), est 2887 m/s. L'angle 8, 

correspondant, calculé par 1 ' équation (m. O , est donc de 31.04' . Le 
coefficient de réflexion du plan présente bien un creux très important 

(figure lü.8), lorsque l'angle d'incidence de l'onde dans le matériau avec 

pertes cofncide avec eR. Par ailleurs, considérant la plaque de 90 cm 
d'épaisseur, le coefficient de réflexion a été calculé pour un angle très 

proche de l'angle de Rayleigh et les amplitudes maximales des ondes sur la 

face avant et sur la face arrière ont ét6 relevées en fonction de l'angle 

d'incidence (figure lii.9). Près de 31'. l'amplitude des composantes selon x 

et y de l'onde est maximale sur la face avant, minimale sur la face 

arrière. A l'angle de Rayleigh, l'onde incidente crée, en plus de l'onde 

réfléchie, une quasi-onde de Rayleigh qui se propage à l'interface 

solide-liquide. L'onde de surface emprunte de l'énergie au faisceau 

incident pour pouvoir se propager, ce qui explique la chute du coefficient 

de réflexion observée. 

O 1 O 1 0  10 4 0  5 0  60  7 0  8 O 9 0  

Angle  ( d e g r b s )  

Figure m.8: Variation en fonction de l'angle d' incidence du 

coefficient de réflexion de dioptres eau-aluminium 

d'épaisseurs différentes: 20, 30 et 90 cm. 
f = 20 kHz, tg6 = 10%. 



lU.2 ETUDE DE RESEAUX DE CYLINDRES CIRCULAIRES. 
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Dans c e t t e  sect ion,  les r é su l t a t s  du modèle éléments f i n i s  sont  

comparés aux r é su l t a t s  d'un modèle analytique de dif fusion multiple, 

u t i l i s a n t  les fonctions de Hankel pour déc r i r e  l e  champ acoustique 

d i f f r a c t é  par  des cylindres c i rcu la i res  [3,  8, 101. D e  p lus ,  l e  champ de 

déplacement obtenu par l a  méthode des éléments f i n i s  pour les fréquences 

associées à de grandes per tes  d ' inser t ion  est comparé au champ de 

déplacement des modes propres de l a  s t ruc tu re ,  permettant une 

i n t e rp ré t a t i on  physique simple. Un schéma de principe du réseau e s t  donné & 

l a  f igure  lU. 10. 

1 I t 

1  8  3 O 3 1 3 4 18  3 0  3 1  3 4 
Téta T6ta 

Dbplacement  x 

D 6 p l i c e m e n t  7 - - - - - - - - - - - -  

Figure m.9: Variation en fonction de l ' ang l e  d'incidence de 
l 'amplitude maximale des ondes sur  l a  face  avant e t  su r  l a  

face  a r r i e r e  du dioptre  eau-aluminium, de 90 cm d'épaisseur. 
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Figure lII.lO: Description schématique 
du réseau de cylindres c i rcu la i res .  

E.2.1 Cylindres c i r cu l a i r e s  r ig ides  ou m6talliques. 

L a  f igure lII.11 compare les r é su l t a t s  du modèle analytique élaboré 

par  C. AUDOLY [IO] aux r é s u l t a t s  du modèle éléments f i n i s ,  pour une onde 

plane en incidence normale, dans l e  cas d'un réseau de cylindres 

parfaitement r igides (condition de Neumann), d'un &seau de cylindres 

p le ins  en ac i e r  e t  d'un réseau de cylindres creux Agalement en ac ie r ,  pour 

lesquels  l 'épaisseur  des parois  est 2.5 mm. L e  rayon externe de ces 

cyl indres ,  dans l e s  t r o i s  cas,  est de 2.5 cm et  les tubes sont  disposés de 

façon à former un réseau de pas 6 cm. Un bon accord en t r e  ces deux 

approches est observé s u r  c e t t e  f igure .  On constate que l ' e f f e t  d'écran est 

assez f a i b l e  pour les cylindres r ig ides  e t  l e s  cyl indres  p le ins  en ac ie r ,  

e t  très f a i b l e  pour l e s  tubes en ac ie r .  L 'e f fe t  d 'écran est dans ces 

d i f f é r en t s  cas  principalement diî à l a  masse des éléments. L e s  premiers 

modes de f lexion d'un tube c i r c u l a i r e  ont un e f f e t  acoustique très fa ib l e  

c a r  l a  var ia t ion  de volume in te rne  correspondante est nu l le .  

m.2.2 Cylindres c i r cu l a i r e s  en plastique (PVC). 

Pour ce type d 'appl icat ion,  les tubes métalliques sont  ineff icaces  

c a r  l e s  modes de résonance in té ressan ts  du point  de vue acoustique sont 

r e j e t é s  à t rop  haute fréquence. Pour baisser  les fréquences de résonance, 

il fau t  u t i l i s e r  des matériaux moins ra ides ,  comme les plas t iques .  



Dans c e t t e  sec t ion ,  un réseau de tubes plas t iques  en PVC est donc 

considéré. Les constantes physiques de ce matBriau ont déjB é t é  données 

dans l a  sect ion D.l.1. Le rayon externe du tube est 2.5 cm, et l ' épa i sseur  

des parois 3 mm. L e  pas du réseau est 6 cm. L e s  per tes  in ternes  dans le PVC 

sont  choisies égales B 6%, s u i t e  B des mesures effectuées B l ' a i d e  d'un 

viscoélasticimètre [66]. Les r é su l t a t s  obtenus par  C. AUDOLY B l ' a i d e  du 

modèle analytique [ l O ]  e t  par l a  méthode des éléments f i n i s ,  incluant e t  

excluant les per tes  in ternes ,  sont comparés B des mesures s u r  l a  

f i gu re  lE.12. Un bon accord est à nouveau observé en t r e  ces courbes. Entre 

4 e t  9 kHz, l e  coef f ic ien t  de transmission est s t ab l e ,  de -7 dB environ. 

Ensuite, apr&s une f a i b l e  remontée, il chute très rapidement. La fréquence 

du mode r ad i a l  du cylindre dans l ' a i r  é t an t  de 12.7 kHz, l e  comportement du 

réseau immergé au voisinage de 13.5 kHz est donc probablement sous 

l ' in f luence  de l ' e x c i t a t i o n  de ce mode. C'est ce que démontrent les 

représentations graphiques des pa r t i e s  r é e l l e  e t  imaginaire du champ de 

déplacement de l a  s t ruc tu re  $ 13.5 kHz ( f i gu re  m.13), t racées  en excluant 

les per tes  dans l e  PVC, compte tenu des remarques formulées dans 

1' annexe 4. Ainsi, à c e t t e  fréquence, l e  mode r ad i a l  n ' e s t  pas pur,  il 

n ' e s t  pas compensé par  l a  t rans la t ion  d'ensemble e t  l e  coef f ic ien t  de 
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Figure D.11: Variation en fonction de l a  fréquence du 
coeff ic ient  de transmission de réseaux de cylindres c i r cu l a i r e s  

( a ) :  parfaitement r ig ides ;  (b ) :  p le ins  en ac i e r ;  ( c )  creux en acier .  
Points ( F m ) ,  t r a i t  p le in  (Analytique). 



transmission est élevé. Plus bas en fréquence. la translation d'ensemble a 

davantage d'influence et la transmission est donc plus faible. On peut 

aussi noter que. en incluant les pertes internes dans le PVC. plusieurs 

pics étroits. dus à l'excitation de modes de résonance plus faibles. 

disparaissent. 

Figure IU.12: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'un réseau de 

cylindres circulaires en plastique. 



Afin d'améliorer fortement les performances de tels réseaux de 

tubes, en terme de niveau transmis ou de largeur  de bande de ré jec t ion ,  il 

est envisagé de les enrober dans un élastomère de f a i b l e  r i g i d i t é .  L 'e f fe t  

p o s i t i f  de l 'enrobage a été démontré expérimentalement [14, 67, 681 e t  de 

nombreuses études le prouvent. Les cylindres déc r i t s  précédemment sont  
enrobés dlUREFLEX TZE 535, dont l a  masse volumique e s t  de 1170 kg.m-3 e t  

dans lequel l a  v i t e s se  des ondes longitudinales est de l ' o rd re  de 1770 m / s .  

L'épaisseur t o t a l e  de l a  couche e s t  8 cm. Afin de t e n i r  compte de 

l'amortissement, l e  module d'Young d o i t  être p r i s  complexe e t  déterminé en 

fonction de l a  fréquence d 'exci ta t ion e t  de l a  température à p a r t i r  de 

courbes maîtresses,  présentées en annexe 5. 

L 'u t i l i s a t i on  de l a  méthode des éléments f i n i s  pour résoudre ce 

problème implique un maillage dense, puisque l a  v i t e s se  des ondes 

longitudinales e t  transversales e s t  f a ib l e .  En e f f e t ,  le  maillage do i t  

respecter l e  c r i t è r e  en A / 4  [22], c'est-à-dire que l a  plus grande longueur 

d'un élément d o i t  être infér ieure  au quar t  de longueur d'onde dans l e  

milieu considéré pour assurer une bonne description des ondes. Trois 

maillages ont été testés pour é tudier  l a  convergence des solut ions  ( f igures  

lii. 14 . a  à lii. 14 .c)  . seu l  l e  troisième maillage v é r i f i e  t r è s  str ictement l e  

c r i t è r e  en A / 4  pour les ondes t ransversales ,  plus l en tes ,  dans toute l a  

bande de fréquence. 

PVC polyuréthane 

Figure llI.14: Maillages éléments f i n i s  du tube en PVC 

enrobé de polyuréthane. 



Les résultats du modele éléments finis sont comparés aux mesures, à 

la figure m.15, pour les trois maillages décrits. Le modèle éléments finis 

produit un résultat conforme aux mesures et la convergence des solutions 

est nette, même si le critère en X/4 n'est pas parfaitement vérifié. 

Toutefois, un écart à 13.5 kHz reste apparent quel que soit le maillage. Il 

est probablement dQ aux difficultés rencontrées pour connaitre avec 

précision les constantes physiques de l'élastomère. 

m.3 ETUDE DE RESEAUX DE TUBES ELLIPTIQUES. 
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Cet exemple permet la vérification directe des r6sultats obtenus A 

l'aide des éléments finis, par une onde en incidence normale par 

comparaison aux résultats expérimentaux et analytiques, obtenus par 

G.A. BRIGHAM [7] . Dans un premier temps, l'analyse modale du tube de 

section elliptique dans l'air a été conduite. Puis, les tubes étant 

disposés côte A côte et immergés, les diagrammes d'insertion ont été 

relevés pour différents espacements entre les tubes. 
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EXPERIMENTAL 
FEM Maillage 1 

A FEM Maillage 2 

FEM Maillage 3 I 
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O 5 1 0  15 2 O 

Fréquence (kHz) 

Fi~ure III.15: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'un réseau de cylindres 
circulaires, creux, en PVC, enrobé de polyuréthane. 
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lU.3.1 Analyse modale d'un tube. 

Le demi grand axe du tube BtudiB est de 39.6 cm, le demi petit axe 
de 17.8 cm. L'épaisseur des parois est supposée constante sur tout le 

périmètre et égale à 11.9 cm. Les propriétés physiques du matériau 

constituant le tube sont: E = 2.37 109 Pa , v = 0.375, p = 1180 kg.m-3. Un 

quart du tube de section elliptique a été modélisé à l'aide de 10 éléments 

isoparamétriques (figure III.16). Appliquant sur les limites A et B du 

maillage des conditions de symétrie ou d'antisymétrie du champ de 

déplacement, les premiers modes propres sont calculés et leurs fréquences 

sont reportées dans le tableau lU.1. Les lettres S et A désignent 

respectivement les conditions de symétrie et d'antisymétrie. Les figures 

III.17.a à IU.17.c présentent les champs de déplacement du quart de l'ellipse 

obtenus pour ces trois modes propres. 

L @- 
Figure III.16: Modélisation du quart de l'ellipse. 



1 Face A 1 Face B 1 Fréquence 1 

Tableau m. 1 

_______________-------- 
Y 

SS L 

Figure m.17: Champ de déplacement du quar t  de l ' e l l i p s e  aux 
t r o i s  premiers modes propres. 

fss = 216 Hz, f s A  = 556 Hz, fAs  = 509 HZ. 



lü.3.2 Calcul du coefficient de transmission du rCseau lorsque la 

direction de l'onde incidente est parallèle au grand axe des 

tubes. 

Le grand axe des tubes étant parallèle à la direction de l'onde 

incidente (figure 11.18). trois diagrammes d'insertion correspondants a 

" 
X 

Fipre m.18: Description schématique du &seau de tubes 
elliptiques, dont le grand axe est parallele & 

la direction de l'onde incidente. 

trois pas différents du réseau : 63.5 cm, 1.27 m et 2.54 m ont été calculés 
et comparés à des diagrammes mesurés ou calculés a l'aide d'un modèle 

analytique aux figures m.19, m.20 et D.21. Globalement, l'accord est bon, 

même si les pics obtenus par éléments finis sont plus étroits et plus 

profonds puisque les pertes dans le matériau, de l'ordre de 4%. ne sont pas 
prises en compte. La première résonance, dont la fréquence est située 

respectivement à 110, 1.48 et 142 Hz, est due à l'excitation simultanée du 

mode rigide de translation et du premier mode symétrique de l'ellipse, 

comme le montre la figure lü.22, qui présente schématiquement le champ de 

déplacement de la structure immergée à 110 Hz, lorsque 2d = 63.5 cm. Le 

deuxième pic, dont la fréquence se situe respectivement à 345, 390 et 
395 Hz, est provoqu6 principalement par l'excitation du mode rigide de 

translation et du deuxième mode propre symétrique par rapport a la 
direction de l'onde incidente. La figure m.23 présente schématiquement le 

champ de déplacement de la structure immergée, à 345 Hz, lorsque 

2d = 63.5 cm. Grâce aux figures m.22 et Ji.23, il est aisé d'identifier les 

modes, par une comparaison aux champs de déplacement de la figure m.17. Les 

fréquences de résonance du réseau immergé sont fonction des modes propres 

du tube dans l'air, de la masse ajoutée due au fluide extérieur et des 
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Figure lU.19: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'un réseau de tubes de 
section elliptique, dont le grand axe est parallèle 

1; direction incidente. 2d = 63.5 cm. 

Fréquence (Hz) 

Figure lU.20: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'un réseau de tubes de 

section elliptique, dont le grand axe est parallèle 
à la direction incidente. 2d = 1.27 m. 



effets d'interaction entre les tubes. Dans cet exemple, la combinaison du 

mode de translation et des modes symétriques provoque une chute du 

coefficient de transmission. Par ailleurs, les tubes étant disposés de 

façon il avoir leur grand axe parallèle il la direction de l'onde incidente, 

les interactions sont d'autant plus fortes que l'espacement entre les tubes 

est faible, entraînant une chute de la fréquence de résonance du réseau. 
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Le tableau lü.2 compare la valeur fl de la fréquence du premier pic 
calculée par la méthode des élements finis et la valeur expérimentale. Il 

compare de même les valeurs BI des bandes de réjection à -10 dB calculées 

par éléments finis et mesurées autour du premier pic. Les écarts observés 

sont probablement dus à la modélisation de l'ellipse, dont la géométrie 

n'est pas connue avec précision, en particulier pour ce qui concerne 

l'épaisseur [7]. 
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Tableau D.2 

2 0  1 0 0  
Fréquence (Hz) 

Figure D.21: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'un r6seau de tubes de 
section elliptique, dont le grand axe est paralléle 

à la direction incidente. 2d = 2.54 m. 



t t t  t t t  
Figvre m.22: P a r t i e s  r é e l l e  e t  imaginaire du déplacement 

de l ' e l l i p s e ,  2d = 63.5 cm, f, = 110 Hz, T = -45.2 dB. 

t t t  t t t  
Figure III.23: P a r t i e s  réelle e t  imaginaire du déplacement 

de l ' e l l i p s e ,  2d = 63.5 cm, fz = 345 Hz, T = -29.8 dB. 



llI.3.3 Calcul du coefficient de transmission du rbseau lorsque la 

direction de l'onde incidente est parallèle au petit axe des 

tubes. 

Le petit axe des tubes étant parallèle à la direction de l'onde 

incidente (figure lU.24), les diagrammes d'insertion ont été calculés pour 

"t X 

0 ce1 
Fimre llI.24: Description schématique du réseau de tubes 

elliptiques, dont le petit axe est parallèle B 
la direction de l'onde incidente. 

2d = 1.27 m et 2d = 2.54 m et sont comparés B des diagrammes mesurés ou 

calcul6s B l'aide d'un modéle analytique aux figures llI.25 et lü.26. Du fait 

de la masse ajoutée par le fluide, la fréquence de la première resonance, A 

172 ou 145 Hz, est très inférieure B 216 Hz, valeur correspondante dans 

l'air, mais les effets d'interaction entre tubes étant moins importants que 

lorsque le grand axe des ellipses est orienté dans la direction de l'onde 

incidente, elle est plus élevée que dans le premier cas. Le second pic, a 

374 et 375.5 Hz est provoqué par l'excitation du mode rigide de translation 
et du second mode symétrique par rapport B la direction de l'onde 

incidente, se trouvant B 509 Hz dans l'air. La figure llI.27 présente le 
champ de déplacement de l'ellipse dans ce cas, lorsque le pas du réseau est 

de 1.27 m. En introduisant des pertes, ce second pic disparaît du diagramme 

d'insertion. Par ailleurs, il est évident que seuls les modes symétriques 

par rapport au plan médian de la maille sont excités. 



Figure IiI.25: Variation en fonction de l a  fréquence du 
coeff ic ient  de transmission d'un réseau de tubes de 
section e l l i p t i q u e ,  dont l e  p e t i t  axe est pa ra l l è l e  

à 1; direct ion incidente. 2d = 1.27 m. 

- - - - - - - - - - -  
Expérimental 
FEM 

-40 ' 
20 100 
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Figure lii.26: Variation en fonction de l a  fréquence du 
coeff ic ient  de transmission d'un réseau de tubes de 
section e l l i p t i q u e ,  dont l e  p e t i t  axe est pa ra l l è l e  

à l a  d i rec t ion  incidente. 2d = 2.54 m. 
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Figure lU.27: Parties réelle et imaginaire du déplacement 

de l'ellipse, 2d = 1.27 m, f = 374 Hz, T = -6.05 dB. 

Le tableau m.3 est dressé pour comparer les valeurs expérimentales 
et calculées de la fréquence du premier pic f, et de la bande de réjection 

à -10 dB BI .  Là aussi, l'accord est satisfaisant. 

Tableau II. 3 

Dans les deux configurations, les tubes ayant leur grand axe 

paralléle ou perpendiculaire B la direction de l'onde incidente, 

l'augmentation du pas entraîne une réduction de la profondeur du pic 

principal et de la bande de réjection à -10 dB. Pour 2d = 2.54 m, que les 
tubes aient leur grand axe parallele ou perpendiculaire B la direction de 

l'onde incidente donne pratiquement la meme fréquence de r6sonance du 

réseau: la masse ajoutée est alors la même pour les deux configurations, 

puisque les tubes sont identiques, et les effets d'interaction sont 

négligeables dans les deux cas puisque l'espacement entre les tubes est 

grand. 



Pour obtenir  des pertes d ' inser t ion  plus  in téressantes  du point de 

vue des applications,  l ' épa i sseur  de l a  paroi  des tubes peut ê t r e  diminuée, 

a f i n  d'augmenter l a  compliance du tube [7]: il en r é su l t e  une fréquence de 

résonance plus  basse e t  une bande de ré jec t ion  à -10 dB plus  large.  

Néanmoins, il faut  t e n i r  compte des contra intes  de conception l i é e s  à 

l ' e f f e t  de l a  pression hydrostatique externe,  qui exigent une épaisseur 

minimale. 

Les tubes compliants sont  des tubes à parois  minces dont l a  

sect ion,  de forme ovale ,  a une f o r t e  excent r ic i t é ,  le  rapport du p e t i t  axe 

au grand axe é tant  p e t i t  devant 1. En première approximation, un tel tube 

peut ê t r e  assimilé a deux plaques planes, encastrées aux extrémités,  l a  

l i a i s o n  en t r e  l e s  deux plaques é t an t  supposée r ig ide  ( f igure  n.28). Les 

conditions aux limites imposées au tube son t  t e l l e s  q u ' i l  y a i t  i den t i t é  

des déplacements en t re  les noeuds A et  A '  d'une par t ,  B e t  B' d 'au t re  par t ,  

ce  qui exclut  l e  mouvement de ro ta t ion .  L ' in té r ieur  des tubes est vide e t  

l e  milieu extér ieur  aux tubes est l 'eau.  Plusieurs  exemples de réseaux de 

tubes compliants son t  t r a i t é s :  les réseaux monocouches, les réseaux 

multicouches et  en f in  l e  cas de tubes enrobés dans un matériau 

viscoélastique.  

8 
A ' .  'BI 

A ' B  

Figure III.28: Description schématique d'un tube compliant. 
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iU.4.1 Etude de rbseaux de tubes compliants monocouches. 

Outre la comparaison des résultats du modèle éléments finis B des 

mesures et aux résultats d'un modèle analytique utilisant la méthode des 

domaines partiels, élaboré par C. AUDOLY [15], pour différentes 

configurations de réseaux (direction de l'onde incidente variable, tubes 

inclinés les uns par rapport aux autres), cette section propose une étude 

complète du champ de pression dans un voisinage proche des tubes et a 

l'infini. L'angle P est défini comme angle d'inclinaison du petit axe des 

tubes par rapport à la normale au plan du réseau (figure m.29). La 

. . . 
1 3 . . X 4 p. y 

Fiare IIi.29: Description schématique du réseau 
de tubes compliants: définition de l'angle P. 

configuration classique est obtenue avec un angle P nul. Les tubes sont en 
acier, matériau dont les propriétés physiques sont: E = 1.93 10" Pa, 

v = 0.3, P = 7900 kg.m-3. Le pas du réseau est 11.1 cm, le grand axe des 

tubes 9.1 cm, le petit axe 1.1 cm, l'épaisseur des parois 2.77 mm. Une 
étude préliminaire de l'influence de l'épaisseur de la couche d'air entre 

les deux plaques a montré de très faibles variations du coefficient de 

transmission pour un rapport petit axe/grand axe évoluant de 0.1 B 0.2. 

iU.4.1. a Premier cas: 6 = O' et 2 'angle d'incidence vaut O' ou 30'. 

Les figures iU.30 et iU.31 présentent les variations avec la 

fréquence du coefficient de transmission lorsque le réseau est excité par 

une onde plane, respectivement en incidence O" et 30°, dans la bande de 
fréquence 1-20 kHz. Le niveau transmis est calculé en utilisant le terme 



Tg, c'est-&-dire en ne considbrant & l'infini que l'onde d'ordre 0, bien 

que les premiéres fréquences de coupure du réseau soient 13.3 kHz et 

8.9 kHz pour 8 = O' et 8 = 30'. 

FEM 
Analytique - - - - - - - - - - -  
Expérimental ...................... 

- 5 0  1 I 

O 
1 

5 1 O 15 2 0  

Fréquence (kHz) 

Figure Iii.30: Variation en fonction de la fréquence du coefficient 

de transmission d'un rkseau de tubes compliants, P = O', 8 = 0'. 

Figure Iii.31: Variation en fonction de la fréquence du coefficient 
de transmission d'un réseau de tubes compliants, l3 = 0°, 8 = 30'. 



L'accord est bon en t r e  les r é s u l t a t s  du modèle analytique,  l e s  

r é s u l t a t s  du modèle éléments f i n i s  e t  les mesures. Le décalage des p ics ,  

observé à haute fréquence, est certainement dû aux conditions mécaniques 

u t i l i s é e s ,  qui ne sont  pas str ictement bquivalentes dans les d i f fé ren ts  

cas.  L e  champ de déplacement de l a  s t ruc tu re  est présenté aux f igures  E.32 

e t  m.33, pour les deux premières résonances du réseau, f l =  l9OO Hz e t  

f Z  = 2575 Hz et  pour une exci ta t ion par  une onde plane en incidence 

normale. Il montre des modes symétriques par rapport à l a  d i rec t ion  de 

l 'onde incidente.  La première résonance, due à l ' exc i t a t i on  du mode r ig ide  

de t rans la t ion  e t  du premier mode symétrique par rapport au grand axe du 

tube, dont l a  fréquence e s t  s i t uée  à 1980 Hz dans l ' a i r ,  est beaucoup plus 

prononcée que l a  seconde résonance, due B l a  combinaison du mode r ig ide  de 

t rans la t ion  e t  du premier mode antisymétrique par rapport au grand axe du 

tube, dont l a  fréquence e s t  s i t uée  à 3300 Hz dans l ' a i r .  En . e f f e t ,  selon 

une in te rpré ta t ion  développée par R.P. RADLINSKI [12], l e  premier mode 

symétrique par rapport à l ' axe  Ox a une var ia t ion de volume interne plus 

importante que l e  premier mode antisymétrique par rapport à l ' axe  x e t  

l ' e f f e t  d'&cran acoustique est donc plus marqué. 

t t t  'C X 

I - - - - - - - - - - - - - - -  

t t t  
F i w r e  m.32: Par t ies  r é e l l e  e t  imaginaire du déplacement 
du tube compliant, 0 = 0'. f l  = 1900 Hz, T = -45.25 dB. 



, - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

t t t  t X 
, _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - - - -  

t t t  
F i w r e  m.33: Part ies  r é e l l e  e t  imaginaire du déplacement 
du tube cornpliant, 8 = 0', f2 = 2575 Hz, T = -27.43 dB. 

E.4.l .b Second cas: 6 = O ' ,  90° ,  e t  45' e t  t'incidence est normale. 

L e s  tubes précédents sont  i nc l i né s  les uns par rapport aux autres 

e t  le  réseau a i n s i  formé est exc i té  par  une onde plane en incidence 

normale. Les f igures  E.30, IU.34 et IU.35 representent l e  niveau transmis 

obtenu pour l e s  configurations P = 0 ' .  P = 90" e t  f3 = 4 5 ' ,  respectivement. 

Les f igures  E.36 et  m.37 montrent l e  champ de déplacement de l a  s t ruc ture  

pour les deux premigres résonances du réseau lorsque P = 90' .  La symétrie 

de ce champ par  rapport h l 'onde incidente est c l a i r e .  Avec l a  

configuration f3 = 4 5 ' ,  l'ensemble des modes est exci t6 .  Le  diagramme e s t  

donc nettement plus perturbé. 
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Figure m.34: Variation en fonction de l a  fréquence du coef f ic ien t  
de transmission d'un réseau de tubes compliants, P = go",  0 = 0'. 

T r a i t  p le in  (FEM), t r a i t  p o i n t i l l é  (Analytique). 
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F i m r e  m.35: Variation en fonction de l a  fréquence du coef f ic ien t  
de transmission d'un réseau de tubes compliants, P = 45', 0 = 0'. 

T r a i t  p le in  (FEM), t r a i t  p o i n t i l l é  (Analytique). 
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Figure lü.36: Par t i es  r é e l l e  e t  imaginaire du déplacement 
du tube compliant, P = 90'. f l  = 1800 Hz, T = -45.74 dB. 
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Figure m.37: Parties réelle et imaginaire du déplacement 
du tube compliant, P = 90".  fz = 3450 Hz, T = -49.80 dB. 



iiI.4.1. c Etude du champ proche. 

Expérimentalement, l'hydrophone de réception est placé der r iè re  l e  

rkseau, pour é v i t e r  tout  problème de d i f f r ac t i on  dQ & l a  t a i l l e  f i n i e  du 

panneau de tubes. La posit ion de l'hydrophone vis-à-vis des tubes 

compliants peut a l o r s  influencer l e s  r é s u l t a t s ,  puisque ce t  hydrophone e s t  

placé dans l e  champ proche. Ut i l i san t  l e  modèle éléments f i n i s ,  l e  module 

de l a  pression peut être déterminé en fonction de l ' absc i sse ,  var ian t  de O 

à 2d, à di f fé ren tes  distances des tubes, comme indiqué dans le  paragraphe 

II,5.2. L'étude permet a lo r s  de sélect ionner  l a  distance minimale. Un 

exemple est présenté à l a  f igure  IU.38, pour une onde en incidence normale, 

lorsque f3 = O " ,  à 10 kHz. Bien qu'une seule  onde se propage dans l a  

région III, l a  pression var ie  l e  long de l ' a x e  x lorsque l'hydrophone de 

réception tombe sous l ' inf luence des ondes évanescentes, aux distances de 

2 e t  7 cm. En revanche, l o in  du réseau, par exemple à 22 cm, l e s  ondes 

évanescentes sont  négligeables e t  l 'onde est parfaitement plane. 

0.010 r 

E: 
O ." 
rn 
rn 
0) 
h 0.006 - 
P 
Q - 
a 
P 

0.004 - 
7 
'0 
O 
B 

0.002 

0 .000 

- - - - -_  
- 

2 c m  

7 cm - - - - - - -  
22 c m  ............ 

1 1 1 1 I 

0.00 0.02 0.04 0 .06  0 .08  0.10 

Abscisse x(m) 

Figure iiI.38: Variation du module de 1a.press ion dans l a  
région le long de l ' axe  Ox, & di f fé ren tes  distances du réseau. 



m.4 .1 .d  Description des phénoménes d'interférence dans Ze champ de 

pression transmis. 

Si plus d'une onde se propage dans les deux domaines fluides 

semi-infinis, en deçA de la ligne frontiere ( - )  et au-del8 de la ligne 

frontière ( +  i.. si la fréquence est supérieure ii 13.3 M z  et 8.9 kiiz 

pour les angles d'incidence 0' et 30" respectivement, les coefficients de 

rbflexion et de transmission n'ont alors de Sena qu'en valeur moyenne, 

puisque le champ de pression présente des maxima et des minima dans le plan 

xOy. Ainsi, à titre d'exemple, le module du champ de pression est 

représenté à la figure III.39, pour une onde en incidence normale et à 15 

kHz, en utilisant la double périodicité de la fonction par rapport à la 

variable x et par rapport à la variable y afin de réduire le domaine 

d'étude (section 1I.5.3). Cette figure montre clairement un phénomène 

d'interférence dans le champ transmis. 

W 

Figure III.39: Variation du module de la pression dans la 
région IU, loin du réseau, 8 = 0', f = 15 kHz. 



lU.4.2 Etude de raseaux de tubes compliants multicouches. 

La f a ib l e  valeur de l a  largeur de l a  bande de ré ject ion des réseaux 

monocouches à cer ta ines  fréquences de résonance suggère de combiner 

plusieurs  panneaux a f i n  de former des réseaux multicouches, dont l a  bande 

de ré jec t ion ,  par combinaison des bandes de ré jec t ion  des réseaux 

élémentaires, pourrai t  ê t r e  plus large [7, 12, 131. Dans c e t t e  pa r t i e ,  l e s  

deux panneaux élémentaires considérés sont cons t ru i t s  à p a r t i r  de tubes, 

dont les propriétés du matériau cons t i t u t i f  sont:  E = 2. 10' ' Pa, 

v =  0.3, P = 7800 kg.m-3. Les tubes compliants des deux panneaux sont creux, 

de sect ion allongée, e t  sont  assimilés,  d'un point  de vue mécanique, à deux 

plaques planes encastrées aux extrémités. Pour les tubes du premier 

panneau, l e  demi grand axe est 2.7 cm, le demi p e t i t  axe 1.2 cm, 

l ' épa i sseur  des parois 2 mm. Ces tubes forment un réseau périodique de pas 

6 cm, l e  grand axe du tube é t an t  pa ra l l è l e  au plan du réseau. Le second 

panneau comporte, l u i ,  des tubes deux f o i s  plus  p e t i t s  e t  deux f o i s  plus  

rapprochés. Le coef f ic ien t  de transmission de chaque panneau, supposé 

exc i t é  séparément par  une onde plane en incidence normale, a é t é  calculé  
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Figure lU.40: Variation en fonction de l a  fréquence du coeff ic ient  

de transmission de deux réseaux de tubes compliants. 
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par  l e  modèle éléments f i n i s  et s a  var ia t ion avec l a  fréquence est 

représentée à l a  f igure  III.40. 

L e s  - posit ions dans le  spec t re  des bandes de r é j ec t i on  à -10 dB des 
/ 3 .  

deux p v e a u x  suggèrent de les disposer côte  à côte ,  sous l a  forme d'un 
) *  

réseau à deux couches, en vue d ' é l a r g i r  l a  bande. Ainsi ,  une onde plane 

normale au plan des tubes rencontre tou t  d'abord l e  réseau de grands tubes, 

puis  l e  réseau de p e t i t s  tubes,  placé parallèlement au premier, à une 

dis tance notée w ( f igure  III.41). L e s  f igures  III.42 e t  IiI.43 montrent l e s  

r é s u l t a t s  obtenus par C. AUDOLY à l ' a i d e  d'un modèle analytique [15] et par 

l a  méthode des éléments f i n i s ,  pour deux espacements d i f f é r en t s  en t re  l e s  

réseaux: 0.5 cm e t  3.5 cm respectivement. L'accord est bon en t r e  ces deux 

approches. Par a i l l e u r s ,  ces r é s u l t a t s  montrent que, lorsque deux réseaux 

de tubes compliants sont immergés, l e  diagramme du coeff ic ient  de 

transmission résu l tan t  n ' e s t  pas str ictement l a  superposition des 

diagrammes de chacun des deux réseaux p r i s  séparément. En effet,  lorsque l a  

distance de séparation en t r e  les deux réseaux décro l t ,  l e  champ de pression 

dans l e  voisinage immédiat des tubes devient moins uniforme, comme l ' a  

montré l a  f igure  lii.38, e t  ces in te rac t ions  dans l e  champ proche tendent à 

modifier les performances, notamment en terme de largeur  de  bande [69]. A 

ce s tade,  grace à l a  méthode élaborée,  une optimisation e t  une analyse f ine  

des m6canismes d ' in teract ion peuvent ê t r e  conduites. 
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double couche de tubes compliants, P = 0'. 
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m. 4 . 3  Etude de réseaux de  tubes compliants enrobés d'un matériau 

viscoélas tique. 

Dans ce t  exemple, l e  coef f ic ien t  de transmission est calculé pour 

les réseaux de tubes compliants monocouches, enrobés ou non d'un matériau 

viscoélas t ique,  étudiés par R. P. RADLINSKI [12, 14,  673. L e  cas des réseaux 

multicouches 1131 n ' e s t  pas t r a i t é ,  l e s  r é s u l t a t s  de l a  sect ion lJI.4.2 é tan t  

s a t i s f a i s a n t s .  

Deux réseaux de tubes compliants, modélisés par  deux plaques planes 

mécaniquement couplées, dont les proprié tés  du matériau cons t i t u t i f  sont: 

E = 19 .fj lol  O P ~ ,  v = 0.28, p = 7700 kg.m-3, sont considérés. Notant a l e  

demi grand axe, b l e  demi p e t i t  axe, h l ' épa i sseur  des parois ,  et  d le  

demi-pas du réseau, les dimensions des éléments compliants sont données en 

fonction de l a  longueur d'onde acoustique du premier mode de résonance 

symétrique du grand tube,  correspondant à f l  = 553 Hz dans l e  tableau m.4. 

Tableau m.4 

Tube 1 

Tube 2 

L'analyse modale du grand tube est effectuée en ne modélisant que 

l a  moitié du tube, a f i n  de déterminer uniquement l e s  modes symétriques par 

rapport  à l a  di rect ion de l 'onde incidente. La f igure  E.44 présente l e  

champ de déplacement de l a  moitié du tube pour les t r o i s  premières 

fréquences de résonance: 553 Hz, 972 Hz et  2959 Hz. L e  premier et  l e  

troisième modes sont symétriques par  rapport au grand axe du tube e t  sont 

notés MlSS et  M2SS, respectivement. Le  second mode est antisymétrique par 

rapport  à cet axe e t  est noté MISA. L'analyse modale de l ' a u t r e  tube n ' e s t  

pas effectuée.  En e f f e t ,  le  rapport  des dimensions étant égal à 0.57, l e  

premier mode propre de ce  tube est donc f 2  = 1.8 f . 

a 
0.043 Al 

0.57 al 

d 
0.05 A, 

0.05 Al 

a / b 
7-35 

7.35 

h 
0.002 Al 

0.57 hl 
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F i w r e  m.44: Champ de déplacement du demi tube compliant aux 
t r o i s  premiers modes propres symétriques 

fMiss = 553 Hz, f M l s A  = 972 Hz, f M Z S S  2959 Hz* 

m.4.3.a Réseaux non enrobés d'un matériau viscoéZastique. 

L e s  tubes, dont l e  grand axe est pa ra l l è l e  au plan du réseau, sont  

exc i t é s  par  une onde plane en incidence normale ( f igure  m.45). L e s  

coef f ic ien ts  de transmission mesurés ou obtenus par  l e  modèle analytique 

élaboré par  R.P. RADLINSKI [12, 14, 673 et  par l a  méthode des éléments 

f i n i s  pour l e s  deux réseaux simples, sont présentés aux f igures  m.46 e t  
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Réseau de grands tubes faiblement espacés 

I-= 

Réseau de p e t i t s  tubes fortement espacés 
t X 

- - - 
Figure m.45: Description schématique des deux réseaux monocouches. 

n.47 e t  montrent un tres bon accord en t r e  les d i f fé ren tes  approches. La 

bande de ré jec t ion  à -10 dB est plus l a rge  dans l e  cas  des grands tubes, 

puisque ces  tubes forment un réseau plus dense. Dans l a  bande de fréquence 

étudiée un minimum apparaft  à 590 Hz, pour l e  réseau de grands tubes, e t  à 

725 Hz, pour l e  réseau de p e t i t s  tubes, correspondant à l ' exc i t a t i on  du 

premier mode symétrique du tube dans 1 MISS, compensé par l a  

t r ans l a t i on  d'ensemble. Le  deuxième minimum à 2850 Hz, pour l e  réseau de 

grands tubes,  e t  à 4250 Hz, pour l e  réseau de p e t i t s  tubes, est dû à l a  

contr ibut ion du mode r i g ide  de t rans la t ion  e t  du mode M2SS. L 'e f fe t  du mode 

MISA, symétrique par rapport à l ' a x e  y e t  antisymétrique par rapport à 

l ' a x e  x ,  est, l u i ,  très léger  mais peut être néanmoins noté su r  l a  f igure 

m.46 à 770 Hz et  sur  l a  f igure  m.47 a 1300 Hz. C e t  e f f e t  peu important est 

dû à l a  f a i b l e  var ia t ion de volume interne.  11 a dé jà  été m i s  en évidence 

dans l e  paragraphe lU.4.1 t r a i t a n t  les réseaux de tubes compliants 

monocouches. Le champ de déplacement du grand tube aux deux pics  principaux 

du diagramme, présenté aux f igures  m.48 e t  m.49, permet une iden t i f i ca t ion  

aisée des modes. 
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Figure lU.47: Variation en fonction de l a  fréquence du 

coeff ic ient  de transmission d'un réseau de p e t i t s  tubes 
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0  - 

E 
O .- , - 2 0  - 
v) .- 
E 
V) c - 3 0  - 
m 
c2 
ri 
C -40 - 
aJ ." 
O ." 
<r 
C 

- 5 0  
O 
U 

.... " ../.;........... - Experimental - - - - - - - 
- 

. . . .  - 6 0  
0.1 1 

Fréquence (kHz) 

Figure m.46: Variation en fonction de l a  fréquence du 
coeff ic ient  de transmission d'un réseau de grands tubes 

cornpliants faiblement espacés. 0 = 0'. 



1 
. 

l 

C X 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  I - - - - - - - - -  
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Figure lU.49: Pa r t i e s  r é e l l e  e t  imaginaire du déplacement du 

grand tube compliant. f, = 2850 Hz, T = -38.36 dB. 



D.4.3.b Réseaux enrobds d'un matériau viscoé2astique. 

Deux matériaux viscoélastiques différents ont été utilisés pa. 

R.P.RADLINSK1 pour enrober les tubes sur une épaisseur de 0.00375 Al 

au-delà des tubes, de 0.00125 A, en deçà des tubes, dont le maillage est 
présenté à la figure m.50. Les propriétés physiques de ces matériaux: le 

module d'Young E, le pourcentage de pertes sur le module d'Young tg 6 ,  le 

coefficient de Poisson v, la densité P, la vitesse des ondes longitudinales 

c, et des ondes transversales ct sont donnés dans le tableau m.5: 

Tableau m.5 

Y 
matériau viscoélastique r 

- - - - - - 

tubes cornpliants 

F i ~ r e  m.50: Maillages éléments finis des deux réseaux de tubes 
cornpliants enrobés d'un matériau viscoélastique. 

L 

C 1 

(m/s) 

1558.6 

1641.6 

Matériau 1 

Matériau 2 

Ct 

(m/s) 

36.6 

366.0 

v 

0.4997 
0.4738 

P 

(kg.m-3 

1030 

1030 

E 

(Pa) 

4.139 106 

4 .O68 108 

tg 6 

(%)  

O. 20 

0.50 



La figure N.51 présente la variation du coefficient de transmiss--ln 

en fonction de la fréquence pour le reseau de grands tubes enrobé dans le 

matériau 1. Le diagramme obtenu pour le réseau de petits tubes est présente 

à la figure lU.52. Puisque la vitesse des ondes transversales est très 

faible dans le matériau 1, le maillage éléments finis ne vérifie pas tout à 

fait le critère en ~ / 4  pour c, . Néanmoins, l'accord est satisfaisant. Par 
comparaison aux figures m.46 et III.47, enrober le réseau fait monter la 

fréquence du premier pic. En outre, les pertes diminuent la profondeur des 

deux pics, dus à l'excitation des modes symétriques MlSS et M2SS mais 

élargissent notablement les bandes de réjection. Enfin, le pic résultant du 

mode MISA, antisymétrique par rapport au grand axe du tube, disparaît. 

Toutefois, le matériau d'enrobage ayant des caractéristiques acoustiques 

proches de celles de l'eau, l'effet de l'enrobage reste assez faible sur 

les deux diagrammes présentés. Néanmoins, le pic résultant du mode MISA, 

antisymétrique par rapport au grand axe du tube, disparaît. 
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Figure IU.51: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'un réseau de tubes compliants 
faiblement espacés, enrobé du matériau viscoélastique 1. 



Enrobant maintenant les tubes dans l e  matériau 2,  dont l a  r i g i d i t é  

e t  les per tes  sont supérieures & ce l l e s  du matériau 1, les diagrammes 

présentant les var ia t ions  du coeff ic ient  de transmission avec l a  fréquence 

changent fortement ( f igures  lU.53 et  III.54). L'accord est meilleur en t re  l e s  

d i f f é r en t e s  approches puisque le  maillage éléments f i n i s  respecte l e  

c r i t è r e  en A l 4  pour l a  v i t e s se  des ondes longitudinales et transversales 

dans l e  matériau d'enrobage, c, é t a n t  multipliée par  un facteur  10. Les 
fréquences de résonance du réseau augmentent notablement du f a i t  de l a  

r i g i d i t é  apportée par le  matériau 2. 
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Finalement, c e t t e  sect ion montre que les tubes compliants enrobés 

d'un matériau viscoélastique présentent des carac té r i s t iques  intéressantes  

en vue d 'applications en acoustique sous-marine. La méthode des éléments 

f i n i s  permet de modéliser ces  réseaux et  les r é s u l t a t s  sont  en bon accord 

avec les r é s u l t a t s  d'un modèle analytique e t  avec les mesures, moyennant l e  

respect  du c r i  tere en A/4. Ces exemples permet t e n t  d ' é t a b l i r  quelques 

règ les  r e l a t i ve s  B l 'opt imisat ion de réseaux de tubes compliants: enrober 

des tubes compliants d'un matériau viscoélastique modifie l a  fréquence de 

résonance du réseau, du f a i t  de l a  r i g i d i t é  supplémentaire apportée par l e  

matériau d'enrobage. L 'e f fe t  d'un matériau r ig ide ,  avec des per tes  élevées, 
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F i m r e  lU.52: Variation en fonction de l a  fréquence du 
coeff ic ient  de transmission d'un réseau de tubes compliants 

fortement espacés, enrobé du matériau viscoélas t ique 1. 
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Figure Iii.53: Variation en fonction de l a  fréquence du 
coeff ic ient  de transmission d'un réseau de tubes compliants 

faiblement espacés, enrobé du matériau viscoélastique 2.  
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Figure m.54: Variation en fonction de l a  fréquence du 
coeff ic ient  de transmission d'un réseau de tubes compliants 

fortement espacés, enrobé du matériau viscoélastique 2.  



est important en terme de niveau maximal de réjection et de largeui ? 

bande. Il peut être alors envisagé de disposer côte à côte plusieur 

réseaux de tubes compliants enrobés d'un matériau viscoélastique, en vut 

d'obtenir des diagrammes d'insertion présentant des caractéristiques 

optimales et répondant a un cahier des charges donné. 

III.5 CONCLUSION 

Dans ce chapitre, les tests réalisés pour des structures 

périodiques à une dimension montrent qu'un très bon accord est toujours 

obtenu lors de la comparaison des résultats produits par le modèle éléments 

finis et par un modèle analytique, lorsque ce dernier existe. De plus, la 

souplesse et la fiabilité de cette approche originale ont été démontrées. 

Toutefois, quelques écarts ont parfois été observés lorsque les résultats 

du modèle éléments finis sont comparés à des mesures, comme dans le cas de 

cylindres enrobés de polyuréthane, ce matériau étant faiblement rigide et 

ayant des pertes importantes. La mauvaise connaissance des propriétés du 

matériau, variant de façon conséquente en fonction de la fréquence 

d'excitation et de la température d'expérimentation, peut expliquer 

facilement les écarts observés. 

Une premiere extension de la technique d6veloppée peut maintenant 

être envisagée, pour analyser les structures périodiques deux dimensions, 

dans le but de déterminer le comportement de panneaux de type Alberich ou 

de panneaux anéchoiques B adaptation graduelle, décrits dans 

l'introduction. 



CHAPITRE 4 

FORMULATION THEORIQUE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

APPLIQUEE A LA MODELISATION DE STRUCTURES PERIODIQUES A DEUX DIMENSIONS. 

Dans ce chapitre, tes structures périodiques concernées sont 

essentiettement des panneaux de type Atberich. Ettes peuvent aussi être des 

panneaux absorbants, utilisés pour le revêtement d'une cuve acoustique et 

constitués, par exempte, de pyramides, de prismes ou de coins. Dans tous 

tes cas, te motif de base se répète parattétement à lui-même et 

périodiquement dans deux directions. 

La premiére section décrit tout d'abord te modéte mathématique 

général adapté à de tels réseaux, en suivant ta démarche proposée dans te 

chapitre 2. Puis, tes sections 2 et 3 décrivent respectivement, la prise en 

compte de la périodicité, à t'aide d'une retation de phase entre des points 

distants d'un nombre entier de fois te pas du réseau, et t'écriture des 

conditions de continuité du champ de pression et de sa dérivée normale sur 

tes Qrontiéres du domaine fluide. Enj'in, ta section 4 discute la méthode de 

réso tut ion. 



IIZ.1 INTRODUCTION AU MODELE MATHEMATIQUE GENERAL D'UN RESEAU 

PERIODIQUE A DEUX DIMENSIONS. 

122.1.1 Description du mod8le. 

Un modèle simple peut être élaboré en considérant, à titre 

d'exemple, un panneau de type Alberich, dont la vue en coupe et la vue de 

dessus sont présentées a la figure 122.1. C'est une structure multicouche, 

formée à partir d'une plaque de matériau viscoélastique contenant des 

inclusions cylindriques d'air réparties de façon périodique. Dans ce 

modèle, le panneau est placé perpendiculairement à l'axe Oz et le réseau 

s'étend théoriquement de -- à +- dans les directions Ox et Oy. Le problème 

est tridimensionnel, dépendant des trois coordonnées x, y et z. Le réseau 

étant supposé immergé et soumis à une onde incidente acoustique plane dans 

les applications retenues, le domaine entier est alors divisé en trois 

/--, /--, /--, /--, 

: ; 1 '--' '--' 1 
\- -' ; 1 

\--' 

,--, /--, ,--\ ,--\ 

: 1 : ; \ ' 1 \ 
I I  
1 1  '--' '.-' '- -' \.-' 

X 

Figure lQ.1: Description schématique du réseau. 



régions successives, par  deux plans para l lè les  au plan xOy, qui e s t  l e  plan 

du réseau ( f igure  152.2). Ces t r o i s  régions ont  les m ê m e s  caractér is t iques  

que c e l l e s  u t i l i s é e s  pour l e s  s t ruc tures  périodiques à une dimension. Les 

régions 1 et  Ji sont a in s i  des domaines f luides  semi-infinis,  dans 

lesquel les  l e  champ de pression peut ê t r e  d é c r i t  analytiquement, l a  région 

II contenant les s t ruc tures  d i f f rac tan tes  e t  une p e t i t e  p a r t i e  du domaine 

f l u ide  environnant. La figure IZL.2 d é t a i l l e  c e t t e  seconde région, sur  

l aque l le  les surfaces f i c t i v e s  S- e t  S + ,  para l lè les  au plan xOy, l imitent  

l e  maillage éléments f i n i s  e t  représentent l e s  f ron t iè res  en t r e  les régions 

1 et  II d'une par t ,  en t r e  l e s  régions II e t  lü d 'au t re  pa r t .  Du f a i t  de l a  

pér iod ic i té  du réseau dans l a  d i rec t ion  x ,  les plans S I  e t  S3, para l lè les  

au plan yOz, l imitent une ce l l u l e  élémentaire de largeur  2dl. D e  même, l a  
pér iod ic i té  du réseau dans l a  d i rec t ion  y permet de limiter une ce l lu le  

élémentaire de largeur 2d2, par les plans S2 e t  S4, pa ra l l è l e s  au plan xOz. 

région  III 

r eg ion  II + 

rég ion  1 

Figure E.2: Découpage du réseau. 1 

E.1.2 Expressions du champ de pression dans l e s  milieux 1 e t  N. 

Une onde acoustique incidente ,  plane, monochromatique, dont le  

vecteur d'onde k e s t  repéré par l e s  deux angles 8 et  cp, d é f i n i s  à l a  f igure  

152.3, exc i te  l e  réseau. Cette onde s'exprime sous l a  forme: 

où k est l e  module de k dans l e  f l u i d e  e t  w l a  pulsation.  



Figure 112.3: Définition des angles d'incidence. 

Le réseau étant considéré comme infini et périodique, de période 

2d1 dans la direction x et de période 2d2 dans la direction y, les 
fonctions d'espace F(x,y,z) telles que la pression ou le déplacement 

doivent nécessairement vérifier les relations [43]: 

Le champ de pression n'est donc pas périodique: 

mais il est aisé de construire une fonction q(x,y,z) suivant la relation: 

qui est elle-même périodique par rapport à la variable x, de période 2d1, 

et par rapport à la variable y, de période 2d2. Cette fonction peut donc se 

développer en série de Fourier: 



En conséquence, on peut écrire, de façon générale: 

L'équation de Helmholtz (II.7), nécessairement vérifiée lors de la 

propagation d'une onde acoustique plane monochromatique dans un milieu 

fluide, donne une relation liant les coefficients qnm: 

La résolution de cette équation différentielle donne: 

avec : 

Dès lors: 

avec : 

Dans la région 1, compte tenu de la condition de rayonnement, les 

ondes se propagent nécessairement dans la direction z décroissant. 

L'expression du champ de pression acoustique peut s'écrire, en isolant le 

terme représentant la pression incidente: 

L'onde incidente est représentée par le premier terme, explicité à 

l'équation ( 1 )  Le second terme représente une série double infinie 

d'ondes réfléchies par le réseau, les coefficients Rgm &tant à déterminer. 



Lorsque knm < 0, 1' onde correspondante se propage parallèlement au plan xOy 
et s'atténue exponentiellement dans la direction z négatif. Une telle onde 

est une onde évanescente. En revanche, si k:,> 0, 1' onde est homogène et se 
propage & partir du réseau dans la direction z négatif, sa direction de 

propagation étant repérée par le vecteur (ccn, Pm, -knm) .  Elle contribue au 

champ de pression lointain. Ainsi, selon la valeur de la fréquence 

d'excitation et des angles d'incidence 8 et c ~ ,  si plusieurs ondes homogènes 

existent, il peut se produire un phénomène d'interférences dans le champ de 

pression réfléchi. De meme, la pression transmise dans la région III est: 

où les coefficients de transmission Tgm sont à déterminer. 

Dans le cas où une seule onde transmise homogène existe, dans la 

même direction que l'onde incidente, c'est-&-dire si la condition de 

l'équation ( 112.14) est vérifiée, les coefficients de transmission et de 

réflexion loin du réseau sont calculés en considérant uniquement les termes 
Tgo et Rgo dans le développement en série. Toutes les autres ondes sont 

alors évanescentes et ne contribuent pas au champ lointain. 

cn cn 
o < Min 

dl (l+ lsinôcoscpl) ' d2 (1+ lsin0sinc~l) 1 ( E. 14) 

II2.1.3 Expressions de la dérivée normale du champ de pression dans 

les milieux 1 et III. 

L'écriture de certaines conditions aux limites du domaine fluide 

sur les surfaces S+ et S- nécessite la connaissance de la dérivée normale 
du champ de pression, définie par l'expression (II.16). Utilisant les 

expressions (I12.12) et (E.13), (3 est écrit dans les deux domaines fluides 

semi-infinis sous la forme: 



@ é t an t  l a  dérivée normale de l a  pression incidente. R:~ e t  cm sont ,  

respectivement, des coef f ic ien ts  de réf lexion e t  de transmission à 

déterminer. 

111.2 APPLICATION DES CONDITIONS DE PERIODICITE AU MODELE ELEMENTS 

FINIS. 

Les rappels r e l a t i f s  à l a  méthode des  éléments f i n i s  ne sont  pas 

r e p r i s  dans ce chapi t re  puisqu ' i l s  sont d é c r i t s  dans l a  sect ion Ii.2 e t  

r e s t e n t  v ra i s  pour des domaines tridimensionnels. 

Le secteur élémentaire tridimensionnel qui d o i t  être modélisé par 

éléments f i n i s  e s t  l i m i t é  ce t t e  f o i s  par les s i x  surfaces S+ ,  S- ,  S I ,  S2, 

S3, S4 e t  d é c r i t  schématiquement à l a  f igure  m.2. Par comparaison au cas 

de l a  f igure  Ii.7, pour lequel l e s  domaines so l ide  e t  f l u ide  sont 

représentés par  l eur  t r a c e  dans l e  plan xOy, il faut  simplement no te r  que, 

dans le  cas des s t ruc tu re s  périodiques à deux dimensions, les domaines 

s o l i d e  R e t  f l u ide  nfi sont  t r a i t é s  comme tridimensionnels e t  les surfaces 

S+ , S- e t  Si comme bidimensionnelles. Par a i l l e u r s ,  les notations sont  l e s  
m ê m e s  que dans l e  paragraphe 11.3 e t  l a  résolut ion du probléme conduit à un 

système d'équations identique à (Ii.66). 

Les conditions de pér iodici té  peuvent ê t r e  in tegrées  au systéme 

d'équations (II.66) en considérant, dans un premier temps, que l e  systeme 

périodique comporte N, secteurs identiques dans l a  di rect ion x et NY 
sec teurs  identiques dans l a  d i rec t ion  y ( f igure  IIZ.4). modélisés par 

éléments f i n i s .  Une nouvelle f o i s ,  pour des  raisons de s impl ic i té ,  l e s  

équations sont  développées pour un secteur  é las t ique  mais peuvent ê t r e  

généralisées A toutes les var iables  ca rac te r i san t  un probleme couplé 

(pression e t  déplacement). Repérant chaque secteur  élémentaire par  deux 

ind ices ,  r e l a t i f s  à sa posit ion dans l e  réseau dans les d i rec t ions  x e t  y ,  

les matrices de  r i g i d i t é  e t  de masse vé r i f i en t :  



Un secteur donné, noté (l,m), n'a de frontières communes qu'avec les quatre 

secteurs contigus (8-l,m), (&+l,m), (l,m+l) et (&,m-1). On distingue le 

domaine intérieur In, la surface commune S1 entre le secteur (8-1,m) et le 

secteur (L,m), la surface commune S3 entre le secteur (L,m) et le secteur 

(l+l,m), la surface commune S2 entre le secteur (t,m-1) et le secteur 

(L,m), la surface commune S4 entre le secteur (&,m) et le secteur (l,m+l). 
Enfin, on distingue les lignes frontières aux coins du maillage: Cl, C2, C3 

et ~ 4 ,  comme indiqué B la figure IZL.4. Entre deux secteurs jointifs, le 
déplacement vérifie notamment: 

(t-1 ,m) 

L 
X 

où iIr, et iL, désignent respectivement le déphasage entre les surfaces S1 et 
S3, égal B 2dlksinOcoscp, et le déphasage entre les surfaces S2 et 
S4 , égal B 2d2ksin0sin<p. Réitérant cette opération, le vecteur des valeurs 
nodales du déplacement sur un secteur (8,m) peut être écrit en fonction du 

vecteur des valeurs nodales du déplacement sur le premier secteur 

2dI 

Figure m. 4 : Représentation schématique des secteurs répétitifs. 

c3 
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C 1 

(t , Ifl.l.1) 
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élémentaire: 

De même, le vecteur des valeurs nodales de la force appliquée sur un 

secteur (L,m) vérifie: 

Ainsi, la quantite variationnelle Le, de l'équation (IT.40), 
décomposée en une somme d'intégrales sur tous les secteurs du maillage: 

( Izz.21) 

devient : 

( Izz.22) 

les matrices de rigidité et de masse ne dépendant pas des indices 8 et m. 

Remplaçant de façon condensée le couple d'indices (1.1) par l'indice (l), 

la quantité variationnelle s'écrit: 

Appliquer le principe variationnel conduit alors à minimiser Lel par 

rapport aux valeurs nodales du champ de déplacement. Dans cette 

perspective, les vecteurs des valeurs nodales du déplacement et de la force 

appliquée ainsi que les matrices de rigidité et de masse, sont décomposés 

de façon à faire apparaître dans leur dénomination le découpage selon les 

domaines (Si), (S2), (S3), ( ~ 4 ) ,  (Cl), ( C 2 ) ,  (C3), ((24) et (In). Puis, 

la quqtité Lel est enfin dérivée par rapport à chaque composante de yS1, 
E~~ , gC1 , !In , les autres composantes pouvant se ramener & ces dernières 

par l'intermédiaire des relations de phase. Le calcul de cette dérivée 



conduit à un système d'équations qui ,  sous forme mat r ic ie l le ,  s ' é c r i t :  

-Rsi, SI Rsi , s2 Rsi , ci 'Si, In 

RlT. ~2 R s ~ ,  ~2 RSZ, CI '$2, ~n 

RiT.ci R62. ci RCI, CI 'CI, ~n 

_%T, In '6:. In RCT. In 'In. ~n 

l a  matrice obtenue é tan t  hermitique. Dans ce l l e - c i ,  s i  on note [ Q ] l a  
matrice [KI - &[Ml e t  s i  on conserve l a  décomposition précédente selon 

l e s  d i f f é r en t s  sous-domaines, l e s  expressions des sous-matrices [Ri , ] 
sont : 

Rsl,sll = [ QS1,Sl + Qs3,s3], 

j +Y - j +, 
[ Rsi.s21 = [ Q s I , ~ ~  + Q S ~ , ~ L  e + Q ~ ~ , ~ ~  e + Qs334 + - +, ) l*  

j '"Y 
[ s c i  = [ Q I  ci + Q 2 + Q , + Q ~ ~ ,  CL e " ~ ] ,  

[ Rcl ,cil = [ Qci ,ci + Qc2 ,c2 + Qc3,c3 + ~c4,c4] * 

Par combinaisons l i néa i r e s  de l ignes  e t  de colonnes, l e  système 

(II.66) e s t  modifié pour t e n i r  compte des re la t ions  de phase en t re  l e s  

d i f f é r en t s  plans délimitant l a  mai l le  élémentaire. Ce t te  opération de 

condensation a f f ec t e  l e s  degrés de l i b e r t é  associés aux noeuds des surfaces 

(S3) ,  ( ~ 4 ) ~  e t  des l ignes  (C2), ( C 3 )  e t  ( ~ 4 ) .  

Deux re la t ions  équivalentes à ( E.24) e t  ( 122.25) sont  é t ab l i e s  dans 

l e  cas d'une maille élémentaire f l u ide .  Les échanges de r ô l e  en t re  l e s  



di f fé ren ts  termes son t  exp l ic i tés  à l a  f i n  de l a  sect ion II.3 e t ,  dans ce 

ca s ,  l e  vecteur de l a  dérivée normale de l a  pression 2 n ' e s t  pas nul  ca r  il 

incorpore les conditions de raccordement aux domaines f lu ides  semi-infinis 

Rf+ e t  Rf-• 

a.3 APPLICATION DES CONDITIONS DE CONTINUITE POUR LA PRESSION ET 

SA DERIVEE NORMALE AU MODELE ELEMENTS FINIS. 

l a . 3 . l  Formalisme général. 

La démarche est l a  même que pour les s t ruc tures  périodiques a une 

dimension. Le vecteur 9 e s t  décomposé en t r o i s  vecteurs correspondants aux 

domaines suivants: l a  surface f ron t i è r e  S + ,  l e  domaine i n t é r i eu r  (1) e t  l a  

surface f ron t iè re  S- . Le formalisme e s t  a l o r s  é t a b l i  pour l a  surface S+.  

-+, l e  vecteur des valeurs  nodales de l a  dérivée normale de l a  pression sur 
l a  surface S + ,  r é su l t e  de l'assemblage des vecteurs élémentaires: 

où @+ est l a  dérivée normale de l a  pression s u r  l a  surface Si . { N:)T e s t  

le vecteur des fonctions de forme associées A l 'élément f i n i  bidimensionnel 
S:. s i t u é  su r  l a  sur face  f ron t iè re  S+.  Ne conservant que (2Mx+1).(2My+1) 

termes dans les développements des équations ( 122.13) et  ( El. 16). où Mx e t  

My sont des paramètres dépendant du maillage cons t ru i t  dans l e s  di rect ions  

x e t  y e t  exp l i c i t e s  dans l a  sect ion Ii.5.2, l e s  vecteurs @+ e t  p+ 

s ' éc r iven t  sous l a  forme d'un produit de deux vecteurs: 

Développer ensui te  l a  r e l a t i on  (11.27) ent re  p' et @+ conduit à: 



qui devient, sous forme matricielle: 

La matrice [ D+] est d'ordre (2Mx+1).(2My+l) et comporte sur sa diagonale 
les termes génériques jknm. Ces termes sont rangés sous forme de 2Mx+1 

blocs contenant chacun 2My+l termes. En tenant compte de l'équation 

(IZL.29). le vecteur lP+ de l'équation (E.26) s'exprime par: 

Il faut alors relier la pression, sous la forme de l'équation (E.27), aux 

valeurs nodales, pour pouvoir exploiter la méthode des éléments finis. 

Cette opération est conduite en utilisant le développement en série de 
Fourier de la pression, exprimé par l'équation (122.6). p+ s'écrit, de ce 
fait, comme produit de deux vecteurs de taille (2Mx+1).(2My+l): 

où le vecteur G, contient les termes c,, définis par: 

1 1  - j c n x  + PmY) 
dxdy. (122.32) 

2dl 2d2 

La fonction pression p+(x,y), sur chaque élément de la surface frontière 

S+, peut être exprimée à partir des valeurs nodales de la pression, par 

l'intermédiaire des fonctions de forme. Ainsi, sur l'élément de la surface 

sy : 

où I?: est le vecteur des valeurs nodales de la pression relatif a cet 
élément. Dans le cas des réseaux présentant une périodicité B une 

dimension, les fonctions de forme sont simples puisqu'elles sont écrites 

sur des éléments linéaires (annexe 3). L'intégration se fait alors par 

rapport à une seule variable (section II.4) . Ici, les fonctions de forme 

sont plus compliquées car elles dépendent de deux variables x et y. Elles 



sont  expl ic i tées  dans l a  sect ion lQ.3.2, de m ê m e  que l a  procédure 

d ' in tégrat ion.  

Regroupant les vecteurs élémentaires des valeurs nodales de l a  

press ion,  l 'expression des cnm de l 'équation ( lQ.32) devient: 

où { A ~ ~ ) T  e s t  une matrice l igne.  Finalement, l e  vecteur C e s t  é c r i t  de l a  

façon suivante : 

La matrice [ A + ]  comporte (2Mx+1).(2My+l) l ignes  e t  son nombre de colonnes 

e s t  l e  nombre de noeuds s u r  l a  surface S+ . Il est a lo r s  a i s é ,  par l e s  

équations (lQ.î7),  (122.31) e t  ( lQ.35) de déterminer les coeff ic ients  TErn: 

Ainsi l e  vecteur Q: de 1'Bquation (H.30)  est: 

En assemblant l e s  vecteurs élémentaires o i + ,  9+ s u r  l a  f ron t iè re  f lu ide  S+ 

devient : 

A  1 ' a ide  de 1 'équation ( lQ. 34) , les l ignes  conjuguées e t  transposées de l a  

matrice [A'] peuvent être iden t i f i ée s  dans (IIL.38). En conséquence: 

Cette opération e s t  l a  meme pour l a  surface S- ,  conduisant à une 

matrice notée [ A-]. Décomposer l e  vecteur des valeurs nodales de l a  

pression et  de s a  dérivée normale sous l a  forme d'une p a r t i e  incidente e t  

d'une p a r t i e  réf léchie  conduit à 1' équation ( E. 40) ,  dans laquel le  4'i est 



le vecteur des valeurs nodales de la dérivée normale de la pression 

incidente sur la surface S-: 

Comme dans le cas des réseaux périodiques à une dimension, la dérivée 

normale de la pression interne se réduit à la dérivée normale de la 

pression sur les surfaces S1 à S4 du maillage. La prise en compte des 

relations de phase entre les surfaces (SI) et (S3) d'une part, entre les 

surfaces (S2) et (S4) d'autre part, conduit à un vecteur des dérivées 

normales nul dans tout le domaine intérieur (1). 

Utilisant les équations ( Kl. 39) et ( IZI.40) , 1' expression 

matricielle des conditions de raccordement aux ondes planes donne le 

système de l'équation ( 1 0 2 )  mais dans lequel le vecteur -i et les 

matrices [A'] et [A-] sont calculés sur des éléments bidimensionnels et non 

plus sur des éléments linéaires. 

Kl.3.2 Fonctions d'interpolation et intbgration. 

Cette section présente les fonctions d'interpolation utilisées sur 

les surfaces S, et S- ainsi que la procédure d'intégration, pour le calcul 
des termes c,, définis B l'équation (IIL.32). 

La relation entre les coordonnées réelles (x,y) d'un point de 

l'élément réel et les coordonnées réduites (€,TI) du même point dans 

l'élément de référence est assurée à l'aide des fonctions de pondération. 

Ainsi, pour un élément B p noeuds, dont les coordonnées dans le repére 

global sont (x, ,yl ) , . . . , (x, ,y,), on a: 

Les fonctions de pondération sont développées ci-après pour un élément 

triangulaire B six noeuds et pour un élément quadrilatère à huit noeuds 

(X,Y> = [NI (E,q), N2(E,q), 9 N,(E,q)I 

- 
Y1 

X2 y2 

- X~ YP - 

( la. 41) 



( f igure  IZZ.5). Choisissant, pour l 'élément t r i angula i re  à s i x  noeuds l e s  

coordonnées réduites suivantes: 

A 
Y 

Tableau m. 1 

on peut k t a b l i r  l e s  expressions des s i x  fonctions de forme ~ O M ~ S  par: 

N, (E,q) = (2E-1) E, 

N2 (€,TI = (31-1) q ,  

N3 (E,q) = (1-2E-2rl) (1-E-q), 

Nh (€99) = 4Eq, 

N5 (€,VI = 4q(l-E-q), 

N6 (E,q) = 4E(1-E-q). 

O '  

Noeud 
E 
rl 

O X 

Figure E.5: Géométrie des éléments t r i angula i res  à 

6 noeuds e t  quadrilatGres à 8 noeuds. 
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En procédant de même pour 1161ément quadrilatère h huit noeuds, avec le 

choix des coordonnées réduites suivant: 

Tableau 122.2 

Noeud 
E 
rl 

les huit fonctions de forme obtenues sont: 

L'intégrale de l'équation (122.32) est alors décomposée sur l'ensemble des 

éléments de la surface S,. Ensuite, utilisant la relation (IIL.41) entre les 
coordonnées réelles et réduites et définissant de façon condensée la 

matrice ligne {G(x, y) IT, on peut écrire les équations ( 122.32) et ( IIL. 33) 
sous la forme: 

1 

1 
1 

Pour un 616ment triangulaire h six noeuds de surface sTr, ( 112.44) devient: 

1s: 
{~(x,y)}~ gYr dxdy = 1 t-E{~(~,q))T Idet[J,,]I dCdii ET'. (m.45) 
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Pour un élément quadrilatère B huit noeuds de surface sou, elle devient: 

où Idet[JTr]l et Idet[JQ,]l représentent les jacobiens du changement de 

coordonnées. Cette intégration est alors menée par méthode numérique, à 

l'aide des points de Gauss, étant donnée la complexité des fonctions à 

intégrer. 

122.4 RESOLUTION DU SYSTEME. 

Les équations du système fournissent le champ de déplacement et le 

champ de pression sur la maille Blémentaire. La connaissance des valeurs 

des pressions sur les surfaces S+ et S- permet le calcul des coefficients 
de transmission et de réflexion, ainsi que des contributions des ondes 

de tous ordres. 

En gardant les mêmes notations que dans la section 122.1 et omettant 

la dépendance temporelle, la pression incidente s'exprime par: 

et sa dérivée normale par: 

Notant l'amplitude de l'onde incidente: 

la pression s'écrit alors: 

Lorsqu'une seule onde homogène se propage de part et d'autre du réseau, 

dans la même direction que l'onde incidente, alors, dans le champ lointain, 

l'effet des ondes évanescentes est négligeable. Loin du réseau, seul le 

terme d'ordre (0,O) intervient dans le développement en série de la dérivée 



normale de l a  pression e x p l i c i t é  aux équations ( ISL. 15) e t  ( El. 16) : 

Pour calculer les coef f ic ien ts  de réf lexion REo e t  de transmission 

Tgo , il f a u t  rechercher les matrices [ A - ]  e t  [ A+], compte tenu de l a  

r e l a t i o n  ( IZ2.36). Toutefois, seu ls  l e s  termes correspondant à n = m = O 

doivent ê t r e  connus e t ,  en conséquence, seule  l a  l igne  centra le  e s t  

e x t r a i t e ,  considérant le rangement retenu pour les d i f f é r en t s  termes. C e s  

matrices-lignes sont notées { A i o ) T  e t  { A; ,)T et  correspondent 

respectivement aux deux f ron t iè res  en z = z- e t  z = z+. L'équation (122.51) 

devient : 

Diviser c e t t e  dernière équation par l a  dérivée normale de l a  pression 

incidente  et prendre le module de l 'expression a i n s i  obtenue conduit au 

coef f ic ien t  de  transmission: 

Pour l e  coeff ic ient  de réflexion,  l a  dérivée normale de l a  pression 

ré f léch ie  e s t  calculée par:  

~ ; ( X , Y , Z )  = jkcosû j k ( x s i n ~ c o s Q + y s i n ~ s i n Q + c o s ~ ( z - z - ) )  

( E.54) 

L e  vecteur pi contient  les valeurs nodales de l a  pression incidente. 

Diviser l 'équat ion (n1.54) par  l a  dérivée normale de l a  pression incidente 

e t  prendre l e  module de l 'expression obtenue donne l e  coeff ic ient  de 

réf lexion : 

Comme dans l e  cas  des s t ruc tures  présentant une pér iod ic i té  dans 

une d i rec t ion ,  l e s  contributions des ondes évanescentes ou homogènes de 

tous ordres sont  calculées s u r  l a  surface S+ du maillage. C'est un c r i t è r e  

de convergence e t  l e u r  connaissance permet de savoir  s i  l e s  surfaces 



f ron t i8 res  S+ e t  S_ sont suffisamment éloignées de l a  s t ruc ture  
d i f f r ac t an t e .  S i  tel n ' e s t  pas l e  cas ,  l 'amplitude des premieres ondes 

évanescentes non p r i s e s  en compte dans l e  développement en s é r i e  de Fourier 

n ' e s t  pas négligeable. De plus ,  s i  l e  maillage su r  les surfaces S+ e t  S- 

n ' e s t  pas suffisamment se r ré ,  cer ta ines  ondes homogènes peuvent ne pas 

apparai t re  dans le  développement en s é r i e .  11 f a u t  a l o r s  modifier l e  

maillage, pour obtenir  un meilleur r é su l t a t .  

D e  même, l e  cas p a r t i c u l i e r  où une seule  face  de l a  s t ruc ture  

d i f f r ac t an t e  e s t  en contact avec l e  f lu ide  est t r a i t é  par c e t t e  approche. 

La matrice de raccordement au modèle ondes planes est calculée uniquement 

su r  l a  surface S-. L e  champ de déplacement e t  l e  champ de pression sont 

déterminés sur  toute l a  mail le élémentaire par l a  résolut ion d'un système 

analogue à celui  de l 'équat ion (11.102). Le coef f ic ien t  de réflexion peut 

ê t r e  ca lcu lé  à p a r t i r  des valeurs des pressions sur  l a  surface S-, à l ' a i d e  

de l ' équa t ion  (122.55). 

IL!. 5 CONCLUSION. 

C e  chapitre a présenté les développements théoriques spécifiques 

aux s t ruc tu re s  périodiques ii deux dimensions. L e  maillage é tan t  

tridimensionnel, l a  pér iod ic i té  est pr i se  en compte ii l ' a i d e  d'une re la t ion  

de phase spécifique e n t r e  des po in t s  d i s t an t s  d'un nombre e n t i e r  de f o i s  l e  

pas du réseau,  c 'est-à-dire les points appartenant aux surfaces délimitant 

l a  mai l le  élémentaire. De plus ,  les équations de cont inu i té  du champ de 

pression e t  de s a  dérivée normale sont é c r i t e s  s u r  les f ron t ie res  du 

domaine f l u ide ,  a f i n  de raccorder les expressions des champs de pression 

é c r i t e s  d'une part  s u r  une base d'ondes planes, d ' au t re  pa r t  en fonction 

des valeurs  nodales du domaine éléments f i n i s .  Comme pour l e  formalisme de 

l a  méthode des éléments f i n i s  appliquée aux s t ruc tu re s  périodiques ii une 

dimension, l e  modèle mathématique développé dans ce  chapi t re  présente de 

nombreux avantages e t  notamment de ne pas demander de développements 

théoriques supplémentaires à chaque changement de s t ruc ture .  

L e  formalisme é tan t  é t a b l i ,  d i f f é r en t s  réseaux périodiques sont 

analysés dans l e  chapi t re  5 ,  en vue de comparer les r é s u l t a t s  obtenus par 

l 'approche éléments f i n i s  à des r é su l t a t s  de modèles analytiques e t  

numériques antérieurs ou a des mesures. 



CHAPITRE 5 

MODELISATION A L'AIDE DE LA METHODE DES ELEMENTS 

FINIS DE STRUCTURES PERIODIQUES A DEUX DIMENSIONS: 

VALIDATION ET RESULTATS. 

Ce chapitre décrit tes résuttats obtenus, à t'aide du modéte 

dévetoppé dans te chapitre 4, pour divers réseaux plans iqfinis présentant 

une périodicité dans deux directions de t'espace. La premiére partie 

présente la vaZidation du modéte. Ette discute ta détermination du nombre 

de points de Gauss nécessaires à une bonne convergence du catcut numérique 

des intégrales utitisées, puis propose un exempte test déjà traité à t'aide 

du module existant pour tes structures périodiques à une dimension. Dans la 

seconde partie, ptusieurs panneaux de t w e  Atberich sont ators considérés, 

pour tesquets tes résuttats du modéte étéments finis sont comparés à des 

mesures. Ces divers exemptes démontrent ta fiabitité et ta souptesse de 

t'approche retenue, qui permettent d'envisager t'optimisation de panneaux. 



Dans ce chapitre, les variations du coefficient de transmission ou 

de reflexion en fonction de l'angle d'incidence ou de la fréquence 

d'excitation sont determinées & l'aide de l'approche élements finis 

d6veloppée au chapitre precédent. Les coefficients de transmission et de 

réflexion sont, en général, exprimés en décibels selon les formules: 

r PR e 
T = 20 log et R = 20 log 

dans lesquelles PTr est la pression transmise, calculée à partir du terme 

Tgo, PRe est la pression réfléchie, calculée à partir du terme Rtoet Pi est 

la pression incidente. Dans les configurations considérées, une seule onde 

homogène existe, les autres ondes étant évanescentes. De même la tangente 

de l'angle de pertes, ou pourcentage de pertes, est définie comme valeur 

absolue du rapport entre la partie imaginaire et la partie réelle du module 

d' Young. 

Q.1 VALIDATION DU MODELE. 

IZ.l.1 Influence du nombre de points de Gauss. 

L'effet des deux domaines fluides externes est pris en compte en 

raccordant, aux frontières du maillage fluide, les champs de pression 

exprimés, d'une part, sous forme d'ondes planes et, d'autre part, en 

fonction des valeurs nodales. Toutefois, alors que dans le cas des réseaux 

périodiques à une dimension les fonctions de forme sont simples et faciles 

B intégrer, dans le cas de réseaux périodiques présentant une pkriodicité B 

deux dimensions les fonctions de forme sont plus complexes et dependent de 

deux variables. Aussi, le calcul des coefficients c,, de 1'Aquation 

(lQ.32) ne peut être conduit que par intkgration numérique, B l'aide des 

points de Gauss. 

Dans ce cas, la fonction intégrer est seulement calculée en un 

nombre de points donné et si on émet l'hypothèse d'un développement 

polynômial de cette fonction, on peut montrer qu'un échantillon de n points 

permet de former et d'intégrer exactement un polynôme de degré 2n-1 [32]. 



Dans cette expression, les fonctions d'interpolation, le jacobien du 

changement de variables et les exponentielles peuvent être exprimés sous 

des formes polynômiales approximatives. Supposant alors que le nombre de 

points d'intégration est le même dans chaque direction, on en déduit que 36 

points d'échantillonnage sont nécessaires pour l'intégration sur un élément 

quadrilatère, 25 points pour l'intégration sur un élément triangulaire. Les 

points pour lesquels la fonction à intégrer doit être calculée sont définis 

par des tables donnant, pour chaque type de domaine d'intégration 

(quadrilatère, triangle), la position des points d'intégration et les 

coefficients de pondération utilisés [32]. 

Pour tester la convergence de cette technique numérique, on calcule 

simplement les coefficients de transmission et de réflexion d'une couche 

fluide. On considère alors une maille tridimensionnelle fluide ayant les 

caractéristiques physiques de l'eau et décomposée en prismes à base 

triangulaire (figure P.1). Le coefficient de transmission doit évidemment 

être égal à 1 et le coefficient de réflexion à O. La couche de fluide est 

supposée excitée par une onde acoustique plane et les coefficients de 

transmission et de réflexion sont calculés en considérant 4, 9, 16 ou 25 
points de Gauss pour chacun des éléments triangulaires appartenant aux 

faces S+ et S-. Les valeurs obtenues sont présentées dans le cas d'une onde 
en incidence normale, dans le tableau E.1, puis dans le cas d'une onde en 

incidence oblique, dans le tableau E.2. Dans ce dernier cas, l'incidence 

est repérée par le couple de valeurs (30°,30'), correspondant 

Tableau P.1: Maille fluide, (O',OO). 

Nombre de points de Gauss 
4 
9 
16 

25 - 

Tableau P.2: Maille fluide, (30°,30'). 

Transmission 
O. 298 
o. 987 
0 999 
0 999 

Nombre de points de Gauss 
4 
9 
16 

25 

Réflexion 

0 954 
o.  161 
5 7E-O3 
1. l~-04 

Transmission 
O. 246 

0 979 
1.000 
1.000 

Réflexion 

0 969 
O. 207 

7.4E-O3 
2.63-04 



respectivement aux angles 0 et <P de la figure lQ.3. La convergence des 
résultats est nette et le choix de 25 points a été retenu pour la suite. 

2 cm 
.- ri 

0 

Un autre test doit aussi Atre effectue concernant le nombre d'ondes 

planes B prendre en compte dans le developpement en serie de Fourier de la 

pression et de sa dérivée normale. L'exemple traité est alors le même que 

précédemment, mais avec le maillage de la figure P.2. Selon le critère 

d'échantillonnage de Shannon (section II.5.2). 5 ondes, d'ordre -2 a +2, 

doivent être prises en compte. Le tableau P.3 présente les coefficients de 
transmission et de réflexion pour la maille décrite, excitée par une onde 

---- - 
1 cm - 

---- 
8 
8 \ 1 cm 

X 

Figure P.1: Maille fluide tridimensionnelle décomposée en 
prismes à base triangulaire pour le test de convergence 

en fonction du nombre de points de Gauss. 

2 cm 
C h , 

---- - 
1 cm - 

---- 

0 .  

, 

s + 

, \ 1 cm 
X 

Fiwre P.2: Maille fluide tridimensionnelle décomposée 
en hexaèdres pour le test de convergence en 
fonction du nombre de points de Gauss. 



plane en incidence normale, si 5 ou 11 ondes sont considérées dans le  

développement en s é r i e  de Fourier. Le  nombre de po in t s  de Gauss pour 

l ' i n t ég ra t i on  est, de meme, traité comme un paramétre du tableau. La 

convergence des r é s u l t a t s  e s t  c l a i r e  e t  démontre, si nécessaire,  que l a  

vé r i f i ca t i on  du c r i t é r e  de Shannon a i n s i  qu'une bonne sé lec t ion  du nombre 

de points  de Gauss sont deux paramétres e s sen t i e l s  pour garan t i r  l a  

précision du r é su l t a t .  

Nombre de points de Gauss 
Ondes -2 à +2 Ondes -5 & +5 

Tableau n.3: Maille f lu ide  (Oe,O'). 

P.1.2 Diffusion acoustique par  une plaque e las t ique.  

L e  cas  d'une plaque plane, i n f in i e ,  Alastique, homoghe e t  

i sotrope,  dont l e  mathriau pr6sente des per tes ,  peut d t r e  t r a i t 6  par l e  

modele éléments f i n i s  déc r i t  dans le chapi t re  précédent, l a  maille 

Blémentaire é t a n t  a lo r s  tridimensionnelle, ou analytiquement [62, 631.Dans 

ce dern ie r  cas ,  l e  modéle est exp l i c i t é  briévement dans l a  sect ion lU.l.1.a. 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  l a  s t ruc ture  test est une plaque i n f i n i e  en PVC, de 4 cm 

d'épaisseur,  les caractér is t iques  physiques du PVC é t a n t  c e l l e s  proposées 

dans l a  sect ion E.l.1.b. L'onde acoustique plane incidente  s u r  l a  plaque 

est repérée par  l e  couple d 'angles (lO',OO). Dans l a  bande de fréquence 

600 HZ-18 kHz, les valeurs du coef f ic ien t  de transmission sont  calculées 

par l e  modèle analytique e t  par éléments f i n i s  et sont  comparées en t re  

elles à l a  f igure  Q.3. Le pourcentage de per tes  in ternes  est l e  paramètre 

des d i f fé ren tes  courbes: O%, 10% e t  40%. Dans ces  t r o i s  cas ,  l 'accord est 

très bon en t r e  l e s  deux approches, fournissant une première val idat ion du 

modèle. 



P. 1.3 Cylindres circulaires en plastique (PVC) . 
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La phase de test suivante est la modélisation d'une structure 

périodique à une dimension B l'aide d'une cellule élémentaire 

tridimensionnelle. Cette structure pouvant être modélisée B l'aide du 

module développé au chapitre 2, la comparaison des résultats est alors 

facile . 

- 

- (a) 

( b )  

- (cl 

- 

1 I 1 1 

O 5 10 1 5  2 O 

Le cas envisagé est le réseau de cylindres circulaires en PVC 

étudié il la section m.2.2, pour lequel la comparaison des résultats obtenus 

par les modèles analytique élaboré par C. AUDOLY [IO] et éléments finis a 

montré un très bon accord (figure lU.12). Dans le contexte considéré ici, la 

maille tridimensionnelle est construite B partir de la maille 

bidimensionnelle précédente en découpant un segment du tube le long de la 

génératrice. Toutefois, pour conserver la validité de l'hypothèse de 

déformation plane et pouvoir comparer les résultats des deux approches, la 

longueur du segment du tube, notée h, doit être tr&s petite devant la 

Fréquence (kHz) 

Figure P.3: Variation en fonction de la fréquence du 
coefficient de transmission d'une plaque élastique 

0 = IO0, échelle linéaire. 
(a) : tg6 = O%, (b) : tg6 = IO%, (c) : tg6 = 40% 

Points (FEM), trait plein (Analytique). 



longueur d'onde X des ondes transversales suscept ibles  de s e  développer l e  

long de ce  tube. Dans l a  configuration retenue, le rapport h/X r e s t e  

i n f é r i eu r  à 0.4 dans tou te  l a  gamme de fréquence ( f i gu re  22.4) . 

X 

Figure Q.4: Maillage él6ments f i n i s  du tube 
cylindrique c i rcu la i re  immergé. 

Pour une exc i ta t ion  p a r  une onde acoustique plane en incidence 

normale, l a  variat ion du coef f ic ien t  de transmission a été calculée dans l a  

bande 1 kHz-20 kHz. Les r é s u l t a t s  obtenus cofncident exactement avec l e s  

précédents (figure iü.12) e t  n 'on t  donc pas Bt6 reproduits  de nouveau. Par 

a i l l e u r s ,  l a  va l id i tb  de 11hypoth8se de déformation plane a été t e s t ée  B 

13.5 kHz, fréquence pour l aque l le  l 'amplitude de v ibra t ion  est élevée, en 

t raçan t  les par t ies  r ée l l e  e t  imaginaire du champ de déplacement. Les 

représentations données aux f igures  Q.5 (dans le  plan xOz) et Q.6 (en 

perspective) ont é t é  obtenues dans l e  cas où les pe r t e s  du PVC ne sont pas 

p r i s e s  en compte. Ces figures démontrent que les génératr ices  du cylindre 

se déplacent bien en res tan t  rigoureusement pa ra l l&les  tl elles-mêmes, ce 

qui  va l ide  l'hypothGse, e t  que l a  déformation de l a  sec t ion  d r o i t e  est t r è s  

vois ine  de  ce l l e  déjà  obtenue ( f i gu re  m.13). 



Figure Q.5: Parties réelle et imaginaire du déplacement de la structure 

sans perte. f = 13.5 kHz. maille tridimensionnelle, vue dans le plan xOz. 

Fiare Q.6: Parties réelle et imaginaire du déplacement de la structure 

sans perte. f = 13.5 kHz. maille tridimensionnelle, vue en perspective. 



Q.2 ETUDE DE PANNEAUX DE TYPE ALBERICH. 

Cet exemple permet la vérification directe des résultats obtenus à 

l'aide des éléments finis par comparaison à des mesures [66]. Deux réseaux 

sont analysés en détail: le premier en polyuréthane, le second en résine 

silicone. Dans les deux cas, l'analyse modale d'une portion de réseau dans 

l'air est tout d'abord décrite, puis les coefficients de transmission des 

panneaux immergés sont calculés. Les deux panneaux étudiés ont la même 

structure géométrique multicouche contenant des inclusions cylindriques 

remplies d'air. La photographie d'un fragment du panneau en polyuréthane 

est présentée à la figure 3 de l'introduction et un schéma de principe est 
dom6 il la figure Q.7. 

/--, /--, /--\ 8--\ 

I I  
1  : 1 1  : j 1 1  

'--' \.-' '--' '--' 

Figure Q.7: Description schématique du panneau 

de type Alberich. 



Dans les deux cas, l'analyse modale dans l'air est conduite pour 

fournir les fréquences et les champs de déplacement associés aux modes 

propres, afin de permettre, si possible, une interprétation simple des 

résonances mises en évidence sur les courbes de transmission ou de 

réflexion des panneaux immergés. Compte tenu du fait qu'une onde acoustique 

en incidence normale peut uniquement exciter des modes symétriques, seuls 

ces modes sont recherches. Par ailleurs, la distance entre deux inclusions 

voisines étant grande devant le rayon de l'inclusion, la maille élémentaire 

retenue est un cylindre et non un parallélépipède, ce qui autorise le 

recours à un modèle .il symétrie axiale (figure E.8). Ainsi, les axes 
centraux des figures 12.9 et E.15 décrites ultérieurement sont des axes de 
symétrie. 

X 

Figure Q.8: Maillage éléments finis du panneau de type 
Alberich, en vue de l'analyse modale. 

P.2.1 Analyse modale du réseau en polyuréthane. 

Le matériau constituant le panneau en polyuréthane a une masse 
volumique P égale B 1100 kg.m-3. La vitesse des ondes longitudinales cl est 
égale B 1500 m/s. Les autres propriétés caracteristiques sont lues sur des 

courbes maitresses, presentées en annexe 6, permettant de connaftre, en 

fonction de la température et de la fréquence d'excitation, le module 

d'Young et les pertes associées [ 6 6 ] .  Les variations observées sur ces 

courbes sont importantes. Le coefficient de Poisson est aisément calculé et 



va r i e  de 0.494 B 0.471 dans l a  bande de fréquence étudiée e t  à 5 'C .  La 

v i t e s s e  des ondes t ransversales  est de 290 m / s  environ à 15 kHz. 

Appliquant s u r  l a  face A du maillage de l a  f i gu re  P.8 une condition 

de symétrie du champ de déplacement, les premiers modes propres sont 

calculés  e t  leurs fréquences son t  reportées dans l e  tableau P.4, pour des 

p ropr ié tés  du matériau lues à 15 kHz. Dans l a  bande de fréquence u t i l i s é e ,  

l e s  modes sont nombreux. La f i gu re  P.9 présente s i x  champs de déplacement, 

correspondant aux s i x  premières fréquences propres, qui contiennent 

d'importantes composantes de cisail lement.  

Tableau P. 4 : Fréquences propres du panneau en polyuréthane. 

Mode 
1 

2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

1 O 

12.2.2 Calcul du coef f ic ien t  de  transmission du panneau en 

polyuréthane. 

Fréquence (Hz) 
6724.1 

6732 3 
9654.5 
9686.4 
11876. 
12005. 
12603. 
14402. 
15908. 
16724. 

Deux maillages ont été construi ts  pour ce  problème. L e  premier 

( f igure  Q.lO.a), p lus  économique sur  le  plan numérique, ne v é r i f i e  pas l e  

c r i t è r e  en ~ / 4  pour l a  v i t e s s e  des ondes t ransversales .  Le second 

( f i gu re  P.lO.b), en revanche, v é r i f i e  ce c r i t è r e  dans les pa r t i e s  jouxtant 

l a  cav i t é  cylindrique, lorsque l a  fréquence d ' exc i ta t ion  est in fé r ieure  à 

15 kHz. La figure Q.11 compare l e s  var ia t ions  avec l a  fréquence du 

coe f f i c i en t  de transmission du panneau, mesurées puis  calculées par le  

modèle éléments f i n i s  pour les deux maillages générés, lorsque l a  

température d'expérimentation est de 5'C.  Le premier maillage donne un 

r é s u l t a t  en désaccord net avec l e  second, démontrant l a  nécess i té  de 

v é r i f i e r  correctement l e  c r i t è r e  de maillage. D a n s  ce premier cas ,  l e s  



Figure P.9: Champ de déplacement de la structure en- 
polyuréthane correspondant aux six premiers modes propres. 



p a r t i e s  réelle et imaginaire du champ de deplacement de l a  s t ruc ture  

calculées  B 17 kHz, lorsque les per tes  d ' inser t ion  sont  maximales, sont 

présentées B l a  f igure  IZ.12. L' ident i f icat ion du mode exc i té  est très 

d i f f i c i l e  mais l a  f igure  permet de constater A l 'évidence que les e f f e t s  de 

c isai l lement  sont t r 8 s  importants e t  que l e  maillage u t i l i s é  n ' e s t  pas 

assez dense par rapport Èi l a  longueur d'onde des ondes transversales.  Ceci 

implique une r i g i d i t é  calculée t rop grande e t  augmente a i n s i  l a  fréquence 

e t  l e  niveau du minimum du diagramme. En revanche, l e  second maillage donne 

une courbe t r è s  semblable B l a  courbe expérimentale, décalée toutefois  de 2 

kHz vers  les hautes fréquences. Les pa r t i e s  réelle e t  imaginaire du champ 

de déplacement à 16 kHz sont  présentées B l a  f i gu re  P.13. El les  permettent 

de montrer que l ' i d e n t i f i c a t i o n  d'un mode unique est impossible e t  que 

p lus ieurs  modes doivent nécessairement i n t e r ag i r .  Par a i l l e u r s ,  l e  

c isai l lement  e s t ,  c e t t e  f o i s ,  bien déc r i t .  

L'écart  en fréquence en t r e  l e  minimum théorique e t  l e  minimum 

mesuré de l a  courbe de transmission peut, au moins partiellement, 

s 'expl iquer  par l e  f a i t  que les propriétés du materiau var ient  extrêmement 

dans l a  gamme étudiée en fonction de l a  fréquence e t  de l a  température. 

Leur connaissance exacte est donc assez d i f f i c i l e .  D e  p lus ,  l a  v i t e s se  des 

ondes longitudinales a été supposée constante s u r  toute  l a  bande de 

fréquence, ce qui n ' e s t  certainement pas l e  cas  physiquement. C ' e s t  

pourquoi, pour évaluer l ' in f luence  du choix des valeurs des constantes 

physiques su r  l a  courbe calculée,  une simulation a &té  conduite en 

considérant une valeur du module d'Young in fé r ieure  de 25% B l a  valeur 

u t i l i s e e  precédemment. En fonction de l a  fréquence d 'exci ta t ion,  les 

valeurs  trouvées pour le coef f ic ien t  de transmission ( f igure  P. 14) se 

rapprochent fortement des valeurs expérimentales dans l a  bande de fréquence 

d ' u t i l i s a t i o n .  Ainsi, l e  p i c  est bien décalé et les largeurs de bande 

expérimentale e t  obtenue par l a  méthode des éléments f i n i s  sont semblables. 

Ce dern ie r  r é su l t a t  permet de conclure que l ' o r i g i n e  des éca r t s  observés 

peut raisonnablement ê t r e  recherchée dans l a  descr ipt ion des propriétés du 

matériau et  qu'une connaissance plus précise de ce l les -c i  est indispensable 

pour produire un accord quan t i t a t i f  meilleur et plus  f i ab l e .  

Par a i l l e u r s ,  il s e r a i t  maintenant in té ressan t  d ' e c r i r e  le champ de 

déplacement de l a  s t ruc tu re  immergée sous forme d'une combinaison l i néa i r e  

des déplacements propres de l a  s t ruc ture  dans l ' a i r ,  permettant a i n s i  de 

déterminer l a  contribution de chacun des modes propres. 
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Figure Q.10: Maillages éléments f i n i s  d'une c e l l u l e  
élémentaire du panneau de type Alberich. 
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Figure P.11: Variations en fonction de l a  fréquence du 
coef f ic ien t  de transmission d 'un panneau de type Alberich 

en polyuréthane, selon l e  maillage généré. 



Figure P.12: Pa r t i e s  r é e l l e  e t  imaginaire du champ de déplacement de l a  

s t r uc tu r e  en polyuréthane, dans l e  plan xOz, B 17 kHz, maillage P.1O.a. 

Figure Q.13: Pa r t i e s  r é e l l e  e t  imaginaire du champ de déplacement de l a  

s t r uc tu r e  en polyuréthane, dans l e  plan xOz, B 1 6  kHz, maillage Q.1O.b. 



Si.2.3 Analyse modale du reseau en résine silicone. 
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Ce réseau possède exactement l a  même géométrie que l e  panneau en 

polyuréthane ( f igure  Q.7). Le matériau const i tuant  l e  panneau e s t  de l a  

rés ine  s i l i cone  pour l aque l le  p = 1000 kg.m-3 e t  cl= 1140 m / s .  Les au t res  

propr ié tés  sont relevées B p a r t i r  de courbes maîtresses, présentées en 

- 

- 

FEM m a i l l a g e  V.1O.b 
- 

i FEM p r o p r i b t a s  i j u s t b e s  
E x p é r i m e n t a l  

1 I I I 

annexe 7,  mais les var ia t ions  en fonction de l a  température e t  de l a  

fréquence d 'exci ta t ion son t ,  c e t t e  f o i s ,  négligeables. En conséquence, les 

proprié tés  caractér is t iques  du matériau ont é t é  l ue s  uniquement B 5 kHz. L e  

coef f ic ien t  de Poisson e s t  aisément calculé  e t  vaut 0.49976, ce qui i ndu i t  

O  5 1 0  1 s  1 0  

Fréquence (kHz) 

Figure Q.14: Variations en fonction de l a  fréquence du 

coeff ic ient  de transmission d'un panneau de type 
Alberich selon le  module d'Young. 

une v i t e s se  des ondes transversales trés f a i b l e  , de 1 ' ordre  de 24 m / s  . 
L'analyse modale est B nouveau conduite en f a i s an t  l 'hypothèse de symétrie 

ax i a l e  ( f igure  Q.8) . Les premiers modes propres symétriques par rapport à 

l a  face  A sont calculés e t  l eu r s  fréquences sont reportées dans l e  tableau 

Q.5, lorsque les proprié tés  du matériau du panneau sont relevées a 5 kHz. 
La f igure  P.15 présente s i x  champs de déplacement correspondant aux s i x  

premières fréquences propres. 



Figure P.15: Champ de déplacement de  l a  s t r u c t u r e  en 

&s ine  s i l i c o n e  correspondant aux s i x  premiers modes propres. 



Tableau Q.5: Fréquences propres du panneau en rés ine  s i l i cone .  

Mode 
1 
2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1 O 

P. 2.4 Calcul du coef f ic ien t  de transmission du panneau en &sine 

s i l i cone .  

Fréquence (Hz) 

571 95 
573 91 
819.36 
879.16 
1022.6 
1026.5 
1072. O 

1227.6 
1362.4 
1439. O 

L e  maillage construi t  est présenté & l a  f igure  Q.1O.b. Il respecte 

l e  c r i t è r e  en ~ / 4  pour une fréquence d 'exci ta t ion in fé r ieure  à 1.5 kHz, 
c'est-&-dire qu'a 3 kHz il faudra i t  un maillage deux f o i s  plus  f i n  pour 

respecter encore l e  c r i t è r e .  

L e  coef f ic ien t  de transmission est calculé puis  comparé & des 

mesures ( f i gu re  P.16). L'accord est tres bon en t r e  les deux courbes. Ainsi, 

l e  premier p i c ,  correspondant des per tes  d ' inser t ion  élevées est bien 

placé en fréquence. L e  f a ib l e  éca r t  observé est probablement dû aux 

d i f f i c u l t é s  pour connaltre avec précision l e s  propr ié tés  du matériau. A 

1800 Hz, les pa r t i e s  réelle et imaginaire du champ de déplacement sont 

t racées  e t  permettent de montrer que l e  p i c  est provoqué par  l ' exc i t a t i on  

simultanée de plusieurs  modes ex i s t an t  dans l ' a i r  dans l a  même gamme de 

fréquence. C e t  exemple montre qu'une nouvelle f o i s  l a  méthode des 

éléments f i n i s  permet de décr i re  de façon sa t i s f a i s an t e  l e  comportement de 

panneaux de type Alberich. 



a.3 CONCLUSION 
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Ce chapitre a présenté les tests effectués  en vue de va l ider  l a  

méthode des 6léments f i n i s  appliquée B des s t ruc tures  périodiques à deux 

dimensions. L'accord est t r è s  bon lorsque les r é s u l t a t s  du modèle éléments 

f i n i s  sont comparés à des r é s u l t a t s  an té r ieurs  ou obtenus par  un modèle 

analytique. En revanche, lorsque l e s  propr ié tés  du matériau ne sont pas 

connues avec une précision suf f i san te ,  l 'approche éléments f i n i s  peut 

évidemment donner des r é su l t a t s  qui ne corncident pas exactement avec les 

mesures. C'est également le  cas lorsque l e  maillage éléments f i n i s  ne 

respecte  pas l e  c r i t è r e  en ~ / 4  pour l a  v i t e s se  des ondes transversales su r  

t ou t e  l a  bande de fréquence. Néanmoins, l a  méthode développée a permis de 

déterminer de façon très sa t i s f a i s an t e  l e  comportement des panneaux de type 

Alberich étudiés.  E l l e  pourra donc être appliquée B l ' é tude  de tou t  réseau 

présentant une pér iod ic i té  dans deux d i rec t ions  de l 'espace,  e t  notamment 

de panneaux anéchoïques à adaptation graduelle. 
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F i m r e  P.16: Variations en fonction de l a  fréquence du 

coeff ic ient  de transmission d'un panneau de 
type Alberich en rés ine  s i l i cone .  
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CONCLUSION 

Dans cette thèse, la modélisation B l'aide de la méthode des 

éléments finis de la diffraction d'une onde acoustique par des structures 

périodiques, a été proposée. Elle a permis de déterminer le comportement de 

nombreux réseaux périodiques B une ou deux dimensions, les géométries 

pouvant être complexes et les matériaux divers. 

Dans une première partie, la liste des modèles analytiques ou 

semi-analytiques utilisés antérieurement pour décrire le comportement de 

réseaux périodiques plans infinis a été dressée. Les limitations 

essentielles de chacun des modeles ayant été mises en évidence, 

l'utilisation d'un logiciel de simulation performant pour analyser ces 

réseaux est alors apparue comme essentielle et a été entreprise B l'aide du 

code ATILA. Dans une seconde partie, une méthode générale a été développée 

qui peut s'appliquer indifféremment aux réseaux présentant une périodicité 

dans une ou deux directions de l'espace. Les résultats obtenus 

numériquement ont démontré que cette méthode permet de décrire précisément 

et aisément le comportement de tels réseaux. Ainsi, elle a été utilisée 

avec succés pour déterminer les variations avec la fréquence des 

coefficients de transmission de réseaux de tubes cornpliants ou de cylindres 

de section circulaire ou elliptique de même que de panneaux de type 

Alberich. De plus, la fiabilité et la souplesse de cette approche ont été 

soulignées, et notamment le fait qu'il n'y a pas d'hypothèses restrictives 

sur le champ de déplacement et que la modification de la structure 

diffractante ne nécessite que la modification du maillage, sans 

développement théorique supplémentaire. Enfin, différents matériaux, 

incluant ou excluant des pertes internes, ont été considérés. Il faut 

toutefois noter que des écarts non négligeables ont parfois été observés 



lorsque les résultats du modèle éléments finis ont été comparés à des 

valeurs mesurées, dans le cas des tubes circulaires enrobés de polyuréthane 

ou des panneaux de type Alberich. De fait, la connaissance précise des 

propriétés de ces matériaux est difficile, puisque les variations de leurs 

constantes physiques en fonction de la température et de la fréquence 

d'excitation sont importantes. De plus, dans ces matériaux, la vitesse des 

ondes transversales étant trés petite, le maillage doit être extrêmement 

fin pour répondre au critère en X/4. 

Au-delà de la modélisation de structures à simple ou double 

périodicité, l'un de nos objectifs est maintenant d'utiliser la méthode des 

éléments finis, dans le cadre de cette approche, pour la modélisation de 

structures ou de matériaux composites à périodicité tridimensionnelle. Dans 

ce cas, seule une cellule élémentaire tridimensionnelle sera maillée et la 

périodicité sera prise en compte dans les trois directions à l'aide du 

théorème de Bloch-Floquet. L'étude de la propagation des ondes élastiques 

dans ces matériaux permettra de connaître les courbes de dispersion et 

d'analyser le comportement dynamique: identification des modes de 

propagation, des fréquences de coupure, des bandes passantes (pass-bands) 

et des bandes d'arrêt (stop-bands) [70-731. 11 sera de même possible de 

déterminer les propriétés homogénéisées de ces matériaux dans la limite des 

grandes longueurs d'onde ainsi que les limites, pour un matériau donné, des 

techniques d'homogénéisation. Par ailleurs, la bibliothéque du code 

éléments finis ATILA possédant des éléments piézoélectriques, la prise en 

compte d'éléments actifs dans les réseaux périodiques pourra être envisagée 

en vue de l'utilisation du code pour l'optimisation d'une structure 

d'absorption active. 
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FORMULATION UTILISEE POUR CONSTRUIRE LES ELEMENTS DU CODE ATILA. 

La technique des éléments isoparamétriques à in terpolat ion 

quadratique permet de générer des éléments de formes complexes: par 

déformation, des éléments simples sont transformés en éléments aux contours 

a r b i t r a i r e s .  Ces éléments sont  susceptibles de déc r i r e  des l ignes ,  des 

surfaces ou des volumes dont l e s  f ron t iè res  sont courbes. Leur construction 

est r éa l i s ée  à 1 ' aide des coordonnées rédui tes  E, q , Z, ( f igure  A .  1.1) . Le 

passage de ces coordonnées rédui tes  aux coordonnées r é e l l e s  x ,  y e t  z du 

rep6re l o c a l  e s t  effectué à l ' a i d e  des fonctions de forme. Le maillage de 

l a  s t ruc tu re  est construi t  dans un repère f i x e  e t  unique, OXYZ, appelé 

rep6re global.  Le passage du repère loca l ,  l i é  à chaque élément, au repère 

global s e  f a i t  par rota t ion.  Par l e  b i a i s  de transformations matr ic ie l les ,  

tous les calculs  sont menés en coordonnées réduites.  

O yq---- X ;:.@q 
n 

- 1 

+ 1 

+ 1 
- 
5 

- 1 

Figure A . l . l :  Transformation des coordonnées. 



A l'intérieur de chaque élément fini, les variables du champ (champ 

de déplacement ou champ de pression, par exemple) sont définies de manière 

unique par les valeurs qu'elles prennent aux noeuds de l'élément, la 

définition étant assurée à l'aide de fonctions d'interpolation. Cette 

annexe présente les fonctions d'interpolation utilisées dans les éléments 

du code ATILA, ainsi que la formulation des différents tenseurs qui en 

découle. 

Si on considère, dans un premier temps, un élément triangulaire 

dont les trois sommets sont les trois noeuds et si on note gJ, LJ: et lJ3 les 

valeurs nodales du champ de déplacement sur ces trois noeuds, il est 

possible d'exprimer la valeur du champ 2 par une interpolation linéaire: 

où la matrice [N; ] correspond aux fonctions d ' intorpo Zat ion ou de 

pondération, représentées à la figure A.1 .2 .  Ces fonctions sont des 

Y )L~@~; )~]p,) X (3)  

(2) (2) 

)̂ : 1) 

X (2)  

Figure A.1.2: Fonctions d'interpolation dans un triangle à 3 noeuds. 



polynômes en x et y dont les neuf coefficients constants (3x3) sont définis 
par les relations: 

où les indices i et j varient de 1 à 3. 

Si on considère alors un élément quadrilatère dont les quatre coins sont 

les noeuds, les relations précédentes restent valables, à condition de 

faire varier les indices i et j de 1 à 4. Les fonctions d'interpolation 
restent linéaires sur les côtés de l'élément mais deviennent quadratiques à 

l'intérieur (figure A.1.3). Pour un élément quadrilatère dont les quatre 

coins et les milieux des quatre côtés sont les huit noeuds, les relations 

précédentes restent valables en faisant varier les indices i et j de 1 à 8. 
Cette fois, les fonctions d'interpolation deviennent quadratiques sur les 

côtés (figure A.1.4).  Cette procédure de construction est évidemment 

généralisable à des interpolations d'ordre plus élevé ou à des éléments 

tridimensionnels, et se trouve présentée en détail dans le livre de 

O.C. ZIENKIEWICZ [32]. 

Figure A.1.3: Exemple de fonction d'interpolation 
dans un quadrilatère à 4 noeuds. 

Noeud 

i 



O O O O O O 

Figure A.  1.4 : Exemples de fonctions d' interpolation 
dans un quadrilatère A 8 noeuds. 

Notant p le nombre de noeuds de l'élément e, on peut alors écrire, 

sous forme matricielle: 

et: 

Les pxp coefficients des polynômes d'interpolation sont définis comme dans 

le cas d'un Blément A trois noeuds, cité ci-dessus. Le champ de deformation 

s'obtient directement en dérivant les composantes de LJ sous la forme: 

avec : 



et: 

Dès l o r s ,  l e  tenseur des contraintes est donné par: 

où [ c l  est l e  tenseur de r i g i d i t é  condensé. 

Pour e f fec tuer  un calcul  par éléments f i n i s ,  il fau t  construire  les 

matrices ou les vecteurs déf inissant  les proprié tés  des éléments, t e l s  que 

l a  matrice de r i g i d i t é  ou le  vecteur des valeurs nodales de l a  force 

appliquée, dont les composantes sont  é c r i t e s  sous forme d ' in tégra les .  Ces 

in tégra les  sont  toujours calculées dans l e  repère global. Pour t r a v a i l l e r  

en coordonnées rédui tes ,  les var iables  et l e  domaine s u r  lequel 

l ' i n t ég ra t i on  est effectuée,  sont transformés par changement de variable. 

La procédure classique f a i t  in te rven i r  l e  jacobien du changement de 

variable.  Le probleme de l a  détermination des propriétés des éléments e s t  

maintenant ramené au calcul  d ' in tégra les  su r  des éléments simples e t  non 

pas su r  des éléments courbes. S i ,  les bornes d ' in tégrat ion sont  devenues 

simples, il n'en e s t  pas de même pour l 'expression à in tégrer :  il fau t  

avoir  recours à l ' i n t ég ra t i on  numérique. La méthode retenue e s t  l a  

quadrature de Gauss, dans laquel le  les points pour lesquels l a  fonction à 

i n t ég re r  d o i t  être calculée sont de f in i s  par  des t ab les ,  donnant, pour 

chaque type de domaine d ' in tégrat ion ( rectangulaire,  prismatique, 

t r i angu la i r e . . . ) ,  l a  posi t ion des points  d ' in tégrat ion,  déterminée de 

manière à obten i r  l a  précision maximale, a i n s i  que les coef f ic ien ts  de 

pondération u t i l i s é s .  



ALGORITHME DE RESOLUTION ADAPTE AU STOCKAGE PAR COLONNES ACTIVES. 

Pour résoudre les systèmes d'équations l i néa i r e s  dans l e  cas de 

matrices non p le ines ,  il est nécessaire de réduire l e  nombre de 

coef f ic ien ts  d mémoriser e t  l e  t r ava i l  de programmation en ne sauvegardant 

que les termes u t i l e s ,  colonne par colonne. L e  stockage minimum requis pour 

l a  phase de résolut ion e s t  consti tué d'une s é r i e  de colonnes contenant 

chacune tous l e s  termes A p a r t i r  du terme de l a  diagonale jusqu'au premier 

terme non nul. 

So i t  un syst8me d'équations l i néa i r e s  non symétrique de l a  forme: 

l a  résolut ion consis te ,  dans un premier temps, à fac tor i se r  l a  matrice [KI 

sous l a  forme : 

où [Dl est une matrice diagonale, [LI est une matrice t r i angula i re  

in fé r ieure  e t  [W] est une matrice t r i angula i re  supérieure. La fac tor i sa t ion  

s ' e f f ec tue  à l ' a i d e  de l 'algorithme suivant : 



où mj  est l e  numéro de l a  l igne  du premier coef f ic ien t  non nul  de l a  

colonne j e t  m, = max(mi,mj). Après fac tor i sa t ion ,  l a  solut ion peut ê t r e  

obtenue à p a r t i r  du chargement Y de l a  manière suivante : 



DETERMINATION DES COEFFICIENTS c, EN 

FONCTION DES VALEURS NODALES DES PRESSIONS. 

Cette annexe présente de façon détaillée l'expression des 

coefficients c, utilisés dans le développement en série de Fourier pour les 

structures périodiques présentant une simple périodicité. Leur connaissance 

renseigne sur les contributions de chaque onde, progressive ou évanescente. 

Ces coefficients sont mis en évidence dans les équations (II.91) et (II.gî), 

dans le cas de la ligne frontière ( + ) :  

où E: est le vecteur des valeurs nodales de la pression sur l'élément S:. 

{ N:)T est le vecteur des fonctions de forme, associées B la trace de 

l'élément fini S i  dans le plan xOy. L'intégration s'effectue par rapport B 
la seule variable %. 

Notant i le numéro de l'élément dont les coordonnées sont comprises 
entre xi et xi +, , et P', , P; et ~f les pressions nodales respectivement à 

gauche, au centre et a droite de l'élément i situé sur la ligne frontière 
( + )  , le produit ~f peut s'écrire: 

où E varie de -1 à +1 pour couvrir l'élément de surface S: . E est la 
coordonnée réduite correspondant à la coordonnée globale X .  L'intégration, 

decomposée selon tous les éléments de la ligne ( + )  et moyennant le 



changement de variable pour passer de % B E, est aiske et on obtient: 

Nelts 

i 

avec : 

sinq 2cosq 2sinq) 

sinq 4cosq 

s i  + c o s  s i  [';q sinq 
1 +j--- 

q2 q3 q2 1 * 

La relation P: = P' ; est nécessairement vérifiée. 

Cas d'une période double. 

Dans le cas de mailles élémentaires présentant une double période, 

traité 'dans la section lU.1.2, une onde progressive supplementaire, qui n'a 

pas lieu physiquement d'exister, pourrait Atre trouvée num8riquement. 

Déterminons la contribution de cette onde. 

Pour une maille présentant une double période (figure lU.5.e), la 

ligne frontiere (+ )  est décomposée en 2N éléments et les c, sont calculés 
en décomposant la relation ( A . 3 . 4 )  sous la forme d'une somme de deux 

termes: pour i variant tout d'abord de 1 B N, puis pour i variant de N+l B 

2N. Le maillage étant tel que les éléments i et i+N soient identiques, on a 

les relations suivantes: 

* q pour l'élément i est égal q pour l'élément i+N, 

* orh = 4+N pour h = -1, O OU +1 et pour i I N, 

* ph = pour h = -1, O ou +1 et pour i 5 N, 



Pour n = 1, correspondant à la première onde progressive, le 

déphasage, introduit par l'exponentielle, vaut -1. En regroupant chacun des 

termes des éléments i et i+N, c'est à dire séparés de d, on obtient ql= O. 
Cette onde progressive a donc une amplitude nulle. Ainsi, une seule onde, 

correspondant à co, se propage dans la même direction que l'onde incidente. 



ANALYSE SIlvIPLE DE L'EFFET DE LA PRISE EN COMPTE 

DES PERTES SUR LE CHAMP DE DEPLACEMFNï. 

Comparés aux champs de déplacement des modes propres de la 

structure diffractante dans l'air, les champs de déplacement de la 

structure dans le réseau immergé, obtenus par la méthode des éléments finis 

pour les fréquences associées à de grandes pertes d'insertion, permettent 

une interprétation physique simple. Cependant, lorsque les pertes dans le 

matériau sont prises en compte, dans l'étude des ondes de Lamb ou de 

réseaux de cylindres circulaires par exemple, l'identification des modes 

semble plus difficile. Afin de noter l'influence des pertes sur le champ de 

déplacement, un exemple simple est présenté. 

Cette annexe présente l'analyse dans l'air d'un barreau de section 

carrée, dans lequel sont incorporées des pertes. Le barreau, de longueur t, 
d'épaisseur e, de densité p, de module d'Young E et de coefficient de 

Poisson v ,  est sollicité à une extrémité par une force harmonique F, 

uniformement répartie. L'autre extrémité est libre. L'équation du 

mouvement, relatif au déplacement dans la direction x, est: 

Otant la dépendance temporelle et notant que la contrainte est nulle à 

l'extrémité libre du barreau, le déplacement u, s'écrit alors: 

- A 
Ux - cos kt cos{k(x-8)) avec k = 

Faire intervenir la force appliquée conduit à: 

Connaissant le coefficient de Poisson, le déplacement dans la direction y 



se déduit de: 

d'où: 

La technique classique est de prendre en compte les pe r t e s  dans l e s  

matériaux en considérant un module d'Young complexe. Ainsi, les équations 

précédentes permettent encore de déterminer l e  champ de déplacement du 

barreau. L e  f a i t  d ' in t roduire  des per tes  conduit non plus  à des fonctions 

s inus  e t  cosinus simples pour u, e t  pour uy mais à une combinaison de 
fonctions s inus ,  cosinus, s inus  e t  cosinus hyperboliques. Les composantes 

du déplacement comportent aussi  une p a r t i e  imaginaire non nu l le .  La figure 

A . 4 . 1  présente l e s  p a r t i e s  r é e l l e  e t  imaginaire du champ de déplacement du 

barreau, en PVC, pour O%, 40% e t  80% de per tes  dans l e  matériau. Avec l e s  

per tes  dans le  matériau, le  module du déplacement en tous les points 

diminue e t  l a  phase devient non nul le .  C e t  exemple montre q u ' i l  devient 

d i f f i c i l e  d ' i d e n t i f i e r  pr6cisément l e  mode de vibrat ion du barreau avec 

per tes ,  d i f f i c u l t é  qui s e  retrouve il l 'évidence pour les réseaux 

périodiques. 

Figure A . 4 . 1 :  Par t ies  réelle et imaginaire du champ de 

déplacement du barreau avec pertes.  

T r a i t  plein:  O%, t r a i t  tiré: 40%. trait po in t i l l é :  80%. 



CARACTERISTIQUES DU MATERIAU D'ENROBAGE 

DES CYLINDRES CIRCULAIRES: UREFLEX TZE 535. 
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CARACTERISTIQUES DU MATERIAU DU PANNEAU 

DE TYPE ALBERICH: POLYURETHANE UR 267. 
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ANNEXE 7 

CARACTERISTIQUES DU MATERIAU DU PANNEAU 

DE TYPE ALBERICH: RESINE SILICONE RTV 261. 
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La d i f f rac t ion  d'une onde acoustique plane par un r&s 
d'obstacles périodiques est suscept ible  de nombr'euses appl icat ion 
notamment en acoustique sous-marine. D e  tels &seaux peuvent en e f f e t  
comporter comme des  écrans r é f l ec t eu r s  ou absorbeurs e f f i c w e s  dans 
larges  bandes de fréquence. Ils sont  a l o r s  u t i l i s é s ,  par exemple, po 
accro i t re  l a  d i r ec t i v i t k  ou- le niveau d' une antenne d'émission, pour i s o l  
une antenne de réception d 'une source de b r u i t  ou pour conf4rer 
s t ruc ture  des proprié tés  d'anéchoïcité. 

C e t t e  these concerne l a  modélisation de  s t ruc tures  périodiques B 
une ou dkux: dimensions par la m6thode des éléments f i n i s ,  B l ' a i d e  du code 
ATILA. ~e"s développements théoriques spécifiques nbcessaires B l a  
deScription de ces  réseaux son t  tou t  d'abord prhsentés pour l e  cas de l a  
p4r iad ic i té  a une dimension, le domaine d'gtude é t a n t  a lo rs  bidimensionnel. 
Plusieurs exemples sont  t r a i t é s  et les r é s u l t a t s  obtenus par cléments f i n i s  
sont compartSs p e c  succes b des  r é s u l t a t s  de modeles analytiques antér ieurs  
ou à. des mesures. Puis, suivant  l a  m&me démarche, l a  technique développée 
est appliqucée aux s t ruc tu re s  p&riodiques B deux dimensions, le dotaaine 
d'étude d t a n t  alors ,tridimensioqnel. Plusieurs exemples spécifiques 
montrent a l o r s  l a  souplesse et l$f i a b i l i t h  de  1 ' approche élérents f i n i s  
pour d é c r i r e  le  compoi.&ment de tèf les structures .  Enfin, 1 'ensemble des 
r é su l f a t s  conduit B proposer une extension d e  l a  méthode B lT&tude  de 
rbseaux comportant des matériaux a c t i f s  ou 6% des ~ h s e a u x  dont la 
pergodicitÉ! est .A t r o i s  dimensions. 

Acoustique sous-marine 
Undemater Acous t Z CS 

Méthode d e s  éléments f i n i s  
Finite eZement method 

R6seaux de  tubes compliants 
Cornliant tube grattng~ 

Stsuc  tures périodiques 
Pertodtc stmctures 

Diffract ion acoustique 
Acoustic scattering 

Revêtements anéchoïques 
Anechn f r Zayers 




