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CHAPITRE 1

INTRODUCTION GENERALE

Le but de ce mémoire est de développer et étudier certains outils
informatiques (séries formelles génératrices) et de les mettre en oeuvre pour
obtenir puis implanter & ’aide du calcul formel (MACSYMA) des résultats
fins en automatique non linéaire (calcul symbolique, équations différentielles
non linéaires en régime forcé, découplage).

CADRE SCIENTIFIQUE

Pour mieux tracer le cadre scientifique dans lequel est effectué le présent
travail, nous présentons d’abord les grandes lignes des techniques et résultats
sur les séries formelles et la théorie des langages, le calcul formel et les systémes
dynamiques.

Séries formelles non commutatives

Les séries formelles en variables non commutatives ont été intro-
duites pour la premiére fois par M.P. Schitzenberger ([S2]) pour étudier
les problémes liés a l'informatique théorique, tels que la théorie des lan-
gages et la théorie des automates. Il généralise le théoreme de S.C. Kleene
([K2]), qui établit I’équivalence des langages reconnaissables et rationnels, en
démontrant ’équivalence de la reconnaissabilité et de la rationnalité des séries
formelles ([S3]). Il montre ainsi le role fondamental joué, pour I'étude des séries
formelles, par les repésentations matricielles du monoide libre, notamment les
décompositions en représentations irréductibles, obtenant ainsi des résultats
fins sur la croissance des coefficients ([S4]).

Apres M.P. Schiitzenberger, il faut citer les travaux de M. Fliess
([F3]), G. Jacob ([J1]) et C. Reutenauer ([R2]). Ceux-ci ont développé un
ensemble d’outils fondamentaux, en lien avec la théorie des automates, et avec
P’étude combinatoire du monoide libre. En effet, M. Fliess, grace aux matrices
de Hankel, caractérise les séries rationnelles (une série est rationnelle si et
seulement si le rang de sa matrice de Hankel est fini) et les séries a coefficients
positifs. Avec les représentations matricielles, G. Jacob généralise la notion de
boucle dans les automates finis (lemme de ’étoile), ce qui permet de résoudre
des problémes de décidabilité de la finitude de ’ensemble des coefficients des
séries rationnelles. Tandis que C. Reutenauer caractérise les séries rationnelles
par leur algeébre syntaxique (une série est rationnelle si et seulement si son
algebre syntaxique est de dimension finie) et il définit la notion de variété de
séries formelles non commutatives au sens de S. Eilenberg ([E]). Ces travaux

)
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sont largement repris dans les livres de J. Berstel et C. Reutenauer ([BR2]),
de W. Kuich et A. Salomaa ([KS]) et de A. Salomaa et M. Soittola ([SS]).

Comme l'ont montré Chomsky et M.P. Schiitzenberger ([CS]) les lan-
gages algébriques sont les supports des séries algébriques solutions d’un
systeme d’équations algébriques propres a coefficients entiers positifs ou nuls.
M. Nivat ([N2]), puis M. Fliess ([F3]), a montré que ’étude des séries
algébriques dépend de fagon fondamentale de ’étude des transductions ra-
tionnelles des séries formelles. En introduisant la notion de transduction
régulée (pour établir la réciproque du théoréme de Shamir) G. Jacob montre
que image par transduction rationnelle régulée (resp. algébrique régulée)
d’une série rationnelle (resp. algébrique) est une série rationnelle (resp.
algébrique), ouvrant ainsi la voie & ’étude des “familles agréables de séries
formelles”. W. Kuich ([K7]) a approfondi cette méthode dans une approche
par des automates a pile “cycle-free” pour étudier les séries algébriques.

Ainsi, les séries formelles en variables non commutatives bénéficient des
acquis de la théorie des langages et de la théorie des automates. En retour, les
techniques qu’elles développent et les résultats qu’elles obtiennent ont permis
de nouvelles visions dans ces domaines.

Ces développements font de ’algebre des séries formelles un outil
privilégié pour ’étude syntaxique des algebres d’opérateurs. En outre, ’alge-
bre des séries formelles se revéle étre un outil particulierement bien adapté
pour Vimplantation de calculs effectifs dans les systémes de calcul formel
modernes. Elle conduit a des méthodes élégantes d’implantation (M.P. De-
lest [D1], C. Hespel & G. Jacob [HJ2], G. Jacob & N.E. Oussous [JO2],
P.V. Koseleff [K5]) qui utilisent des représentations non numeériques et des
manipulations algébriques de base. C’est d’ailleurs le développement de tels
outils et de telles implantations qui constitue ’axe principal de recherche de

Iéquipe SN.C.F. du L.I.F.L.

Le calcul formel

Le calcul formel est apparu dans les années 60, en méme temps que le
langage LISP (le premier langage de I'Intelligence Artificielle) qui se propose
comme un langage évolué pouvant étre utilisé comme un langage machine.
Ainsi les machines LISP construites consistent a manipuler des structures plus
complexes que les variables numériques : les “expressions”. A la méme époque
D. Knuth publie des livres traitant des algorithmes semi-numériques qui sont
efficaces et rapides ([K3], [K4]). Ces possibilités de manipuler efficacement et
rapidement des objets non numériques ouvrent la voie a un traitement plus
systématique que le “calcul littéral” cher aux physiciens. En effet, les lettres
d’un alphabet de codage désignent non plus essentiellement des nombres mais
aussi des objets du type polynéme, fonction, expression logique. On est amené
également a utiliser des lettres non commutatives voire partiellement commu-
tatives pour symboliser les opérateurs qui ne commutent pas forcément entre
eux notamment les matrices, les dérivations, les intégrations, les intructions
d’un programme.
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Une étude systématique sur les structures libres (magmoides, monoides,
groupes, algebres de Lie, [V1]) associées & un alphabet de codage conduit a
une programmation basée sur l’analyse syntaxique des expressions, style de
programmation parfaitement adapté aux systémes de calcul formel.

Ainsi grace aux techniques du calcul exact (sur les entiers et rationnels)
et au développement du calcul sur les expressions algébriques (J.D. Lipson
[L3]), le calcul formel permet d’assigner aux ordinateurs, dans le domaine du
calcul scientifique, d’autres taches que celle du calcul numérique, notamment
intégration et dérivation formelles, intégration des équations différentielles
linéaires, calcul matriciel (A.G. Akritas [A2], Buchberger et al. [BCL), Daven-
port, Y. Siret et E. Tournier [DST]). De nombreux systémes de calcul formel
sont apparus (REDUCE, MACSYMA, SCRATCHPAD, MATHEMATICA,
MAPLE ..) qui peuvent étre considérés comme des outils permettant de
traiter des problemes non triviaux, de tester et valider des conjectures. De
nombreux algorithmes ont été implantés sur ces systémes de calcul formel
notamment sur les polynomes et séries formelles en variables commutatives
a coefficients entiers ou rationnels (factorisation, division exacte, simplifica-
tion, bases standard ...). Cependant, bien qu’actuellement peu développée,
I'implantation d’algorithmes concernant les polynémes et séries formelles non
commutatives peut se faire trés naturellement dans ces systémes de calcul
formel. Une telle implantation peut contribuer d’une part, a la combinatoire
énumérative qui utilise les séries formelles pour coder des graphes ou des arbres
(R. Cori [C3]), pour dénombrer différentes structures combinatoires (M.P. De-
lest [D1], Ph. Flajolet [F1], D. Foata [F8]) et pour étudier la complexité de
certains algorithmes (voir le logiciel Ay de Ph. Flajolet, B. Salvy & P. Zim-
mermann [FSZ)), et d’autre part aux systémes dynamiques non linéaires par
Pintermédiaire des bases de I’algébre de Lie libre (base de Hall, base Poincarré-
Birkhoff-Witt, base Chen-Fox-Lyndon, [JO2], [K5] ) en tant que sous-algébre
de algébre des séries formelles non commutatives.

Les systémes dynamiques

Les systémes dynamiques ont permis de modéliser de nombreux proble-
mes physiques, économiques ou biomédicaux. Ils sont définis par une relation
causale des entrées {a*},cz et une sortie y liées entre elles par un systéme
d’équations différentielles faisant intervenir un vecteur d’état g évoluant avec
le temps. Ces systémes sont de la forme :

§(t) = _ a*()A(q)
(NL) 2€2Z

y(t) = h(q(t)),

- Z est un alphabet fini de lettres Z = {2¢,2;,...,2m},
- ¢ est un élément d’une variété analytique réelle J de dimension finie

N,
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- pour toute lettre z € Z, A, est un champ de vecteurs analytique sur
Q, c’est-a-dire un opérateur différentiel linéaire de la forme :

N 8
_ § k i
AZ - k=1 Az(q)aqk’

ot les {AF} kef1..N] sont des applications analytiques de la variété analytique
réelle @) dans IR,

- pour toute lettre 2 € Z, a* est une application réelle continue sur
R, en particulier, a*® est ’application constante et égale a 1,

- V'observation h est une application analytique de la variété analytique
réelle ) dans IRP.

Pour une introduction aux concepts des systémes dynamiques on poura
consulter par exemple [B1], {B4], [K1], [L5].

Parmi les systémes dynamiques, on a beaucoup étudié (en utilisant
I’algebre matricielle) la classe des systémes linéaires c’est-a-dire du type (L) :

#(1) = Fa(t) + Gu(t)
() { y(t) = Ha(t),

- le vecteur z appartient & un espace d’état réel de dimension n,

- le vecteur u est tel que chaque composante est une application continue
par morceaux de IR dans IR,

- F et G sont des matrices de dimensions respectives n x n et n X m et
a coefficients dans IR,

- 'observation H est une matrice p x n a coeflicients dans IR.

En paralléle avec les méthodes basées sur l'algebre matricielle, les systémes
linéaires ont été systématiquement étudiés par des techniques géométriques
données par W.M. Wonham et al. ([W], [MW] ...). Notons que dans le cadre
linéaire, les champs de vecteurs sont calculés par :

n

= 0
Azo = Z (; -F','kxk) _B_z?

o1 pour tous entiers i, k € [1..n], F¥ est le coefficient d’indice i, k de la matrice
F,

Vi€ l.m], A, = ZG’?—a—
) z; J aitk )

k=1

ol pour tous entiers j € [1..m] et k € [1..n], Gf est le coeficient d’indice k
du vecteur G;.
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Quand aux systémes non linéaires, le langage adéquat passe par la
géométrie différentielle dont les initiateurs sont R. Hermann ([H1]) et C. Lo-
bry ([L4]). Depuis de nombreux auteurs (J.P. Gauthier [G1], A. Isidori [I],
B. Jakubczyk [J3], A.J. Krener (K6}, H.J. Sussmann [S5]) ont développé et
approfondi cette méthade. Pour une lecture synthétique de ces travaux, on
peut consulter le livre de J.P. Gauthier ([G1]) ou de A. Isidori ([I}).

On sait que l’algébre des séries commutatives joue un role déterminant
en géométrie (voir par ex. M.P. Malliavin [M1]). De méme, 'algebre des
séries formelles non commutatives trouve aussi sa place naturelle en géométrie
différentielle. Elle permet une étude plus “syntaxique” de la structure des
systémes. En effet, & ’observation k d’un systéme dynamique du type (NL)
M. Fliess ([F5]) associe une série génératrice, qui est une série formelle en
variables non commutatives, sur un alphabet fini Z, de la forme :

7 g0)h = Z (Aw 0 R)jg0yw,
weZ*

ou |¢(0) indique ’évaluation en ’état initial ¢(0) du systéme, et pour tout
mot w du monoide libre Z*, A,, représente 'opérateur différentiel suivant :

{l'identité si w=c¢
Aw =

A.0A4, si w=2zv.

La formule fondamentale de M. Fliess permet d’obtenir la sortie y(t) relative

aux entrées {a*},ez pendant l'intervalle de temps [0,t], t > 0, de la maniére
suivante ([F5]):

y®) = Y (Aw o h)jy0) /0 Saw,

weZ*
, t
ou / §,w est l'intégrale itérée associée au mot w définie par récurrence sur

la longueur de w comme suit (nous utilisons une notation symétrique de celle

de M. Fliess, ces deux notations correspondent aussi a celle introduite par
K.T. Chen [C1]) :

. 1 s1i w=eg,
/ 6aw — t T
0 / </ 6av) a*(t)dr si w=vz.
o \Jo

Cette formule n’est autre que la “formule de Peano-Baker” ([F5]) pour les
systémes bilinéaires (systémes dont la série génératrice est rationnelle).

Ainsi Vintroduction des séries formelles en variables non commutatives
en théorie du controle depuis 1976 a renouvelé la résolution des problémes
posés en automatique des systémes dynamiques non linéaires et a déja permis
4 M. Fliess et & son école d’obtenir des résultats algébriques fondamentaux,
parmi lesquels nous citons :
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. Calcul symbolique : le codage de M. Fliess conduit naturellement
M. Lamnabhi ([L2]) et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([L1]) & développer un calcul
symbolique non commutatif généralisant au domaine non linéaire le calcul
de Heaviside (M. Fliess, M. Lamnabhi & F. Lamnabhi-Lagarrigue [FLL]).
Ainsi, les notions de fonctions de transfert (séries génératrices a une variable)
et de réponse impulsionelle, codant les signaux produits par les systémes
linéaires (ou multilinéaires), se généralisent aux séries génératrices a m + 1
variables et aux séries de Volterra, codant les signaux produits par les systemes
(analytiques) non linéaires. Dans cette approche, ces auteurs donnent une
justification théorique aux méthodes heuristiques en Physique qui utilisent
le calcul de Heaviside dans le cadre non linéaire. Ils donnent aussi une
nouvelle méthode ([FLL]) pour calculer itérativement une solution approchée
des équations différentielles non linéaires en régime forcé. Pour cette méthode,
les auteurs fournissent les approximants du type de Volterra qui sont les
combinaisons linéaires de fractions rationnelles non commutatives de la forme

(co20)™2i,(c120)" P 2i,(c220)"P2 .. . 24y, (Ch—120)"P* "2 25, (cr20) *P*,

ou pg,-..,pr sont des entiers positifs, cp,...,cr sont des nombres complexes,
Zigy--->2i, sont des lettres d’un alphabet fini Z. Pour calculer le signal
associé a ces approximants, ils ont utilisé la tranformation de Laplace-Borel
inverse. Trés récemment, G.Viennot et P. Leroux ont donné une interprétation

purement combinatoire en utilisant des “arbres croissants”, des “chemins de
Motzkin” et des “histoires” ([VL]).

. Découplage des systémes dynamiques : dans ’étude du rejet de per-
turbations pour les systémes non linéaires D. Claude ([C3]) a utilisé conjoin-
tement les séries génératrices et I’algebre des champs de vecteurs. Ainsi les
algebres engendrées par les modules, remplagant les distributions invariantes
de 'approche géométrique, conduisent & une classe de lois de bouclage plus
large que celle obtenue par les distributions invariantes. L’existence de la plus
grande algébre de découplage a été mise en évidence. Il montre aussi que
Pobtention d’une caractérisation algébrique du découplage nécessite I'étude
des systémes non initialisés, et conduit a coder les systémes dynamiques par
leurs séries génératrices non commutatives a coefficients dans C*(Q), anneau
des fonctions analytiques sur une variété analytique réelle ). En introduisant
le concept d'immersion ([CFI}), qui préserve le comportement d’entrée-sortie,
et un choix judicieux de lois de bouclage régulier assurant le découplage,
D. Claude donne des conditions nécessaires et suffisantes pour quun systéme
non linéaire puisse, par bouclage, étre immergé dans un systéme linéaire dont
la dimension dépend des nombres caractéristiques.

. Approximation des systémes dynamiques non linéaires : partant du
théoreme de M. Fliess :

Toute fonctionnelle causale analytique peut étre uniformément ap-
prochée par les fonctionnelles réguliéres,
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C. Hespel G. Jacob approximent un systéme dynamique analytique de série

génératrice S par un systéme régulier (systéme dont la série génératrice G
est rationnelle) de rang minimal pour un ordre donné k (i.e. les sorties
de ces systémes ont le méme développement de Taylor jusqu’a 'ordre k).
L’algorithme est basé sur un calcul la série G ayant les mémes coefficients
que la série S, pour tous les mots de longueur inférieure ou égale a k. Ces
mots sont codés digitalement, pour rendre plus aisé le calcul des matrices
de Hankel de S et de G. Ils associent alors a G la solution du probléme.
Ce probléme non trivial a conduit les auteurs ([HJ1], [HJ2], [HJ3]) a une
meilleur approximation que celle de la linéarisation tangente. Dans ce travail
les auteurs ont aussi développé des outils informatiques adéquats (les “IR-
automates de champs de vecteurs”) pour implanter a ’aide du calcul formel
(MACSYMA) un algorithme calculant 'automate tronqué qui fournit un
approximant bilinéaire (non nécessairement minimal) de S.

. Réalisation locale minimale : aprés avoir implanté un paquetage des
outils informatiques et algébriques (bases de Lie, mots de Lyndon, produit de
mélange, calcul résiduel ...) pour traiter des séries formelles non commutatives
en MACSYMA, G. Jacob et N.E. Oussous ont traité un probléme technique de
Pautomatique ([JO2]) : le probléme du calcul de la réalisation locale minimale
des séries génératrices finies (M. Fliess [F6], C. Reutenauer [R3]). Ils ont
répondu a la conjecture de G. Jacob :

Pour tout polynéme non commutatif, on peut trouver une réalisation
locale minimale complétement polynémiale.

Leur démonstration consiste en une implantation en utilisant des mots de
Lyndon (G. Mélancon & C. Reutenauer [MR2]) pour la construction des
coordonnées locales sur laquelle ils calculent I’observation et les champs de
vecteurs.

Ces travaux ont été prolongés derniérement par les techniques d’algebre
différentielle dues essentiellement a J.F. Ritt ([R4]). Ces techniques ont
été introduites par M. Fliess ([F7]) pour étudier une classe de systémes
dynamiques définie par des équations implicites différentielles algébriques.
Ces travaux permettent une nouvelle compréhension de notions telles que la
commandabilité, inversibilité, la réalisation ... (S. Diop [D2], C. Moog [M2)).
On pourra aussi consulter les deux livres [P1] et [P2] de J.F. Pommaret pour
une étude récente approfondie des techniques algébrico-différentielles et leur
applications notamment en automatique.

PRESENTATION DU CONTOUR DU MEMOIRE

Les techniques de calcul et d’implantation développées dans ce mémoire
présentent une méthode nouvelle et différente pour la programmation par
rapport au logiciel déja présenté par divers auteurs. Les différences avec les
techniques de ces auteurs sont abordées & l'introduction de chaque chapitre.
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Nos résultats sont déja présentés succintement dans ([H2], [HJ4], [HJ5],
[HI6], [HIT], [HI8], (HJO]). Nous allons présenter notre contribution en six
chapitres :

. Dans le premier chapitre, nous rappelons des résulats concernant
Palgebre des séries formelles en variables commutatives et non commutatives.
Nous abordons aussi des questions de convergence de ces séries. Nous rap-
pelons également des éléments de I’algébre de Lie libre en tant que sous algebre
des séries formelles, et nous montrons certains résultats généraux pour étudier
les champs de vecteurs sur les variétés analytiques.

. Dans le deuxiéme chapitre, nous développons les bases d’un calcul
symbolique pour les systémes dynamiques non linéaires. Nous en déduisons un
théoréme de correspondance entre certains produits de convolution de signaux
et le produit de Cauchy des séries génératrices (codant les signaux produits
par les systémes dynamiques non linéaires). Si les séries génératrices sont
considérées comme un codage symbolique du comportement entrée/sortie des
systémes dynamiques non linéaires, la transformation d’Evaluation, que nous
introduisons pour ce calcul symbolique, permet en retour de déduire simple-
ment le comportement temporel de ces systémes a partir de leur description
symbolique. Notre résultat le plus général est le calcul de I’Evaluation des
combinaisons des séries de la forme :

G’ozi1 Glz,-ng [ z,‘k_le_lz,-k Gk,

ou les séries Gy,..., G} sont échangeables et z;,,...,z;, sont des lettres. La
transformation d’Evaluation peut étre considérée comme une généralisation
de la transformation de Laplace inverse pour les systémes dynamiques non
linéaires. Elle est aussi une extension en plusieurs variables non commutatives
du passage de la série génératrice ordinaire a la série génératrice exponentielle,
bien connu en combinatoire énumeérative étudié notamment par D. Foata et
Ph. Flajolet.

. Dans le troisitme chapitre, nous étudions une dualité entre les séries
de Chen et les séries de Fliess. Nous donnons une condition suffisante pour
qu’une série de Fliess soit “évaluable” au sens du deuxiéme chapitre. Nous
redémontrons un résultat concernant la concaténation des séries de Chen en
utilisant un lemme de translation temporelle. Nous donnons une graduation
des séries de Chen basée sur I'égalité (2o + 2)* = z5(zz3)* (comme 'avait
fait M. Fliess pour les séries génératrices en “réarrangeant les termes”). Cette
graduation nous permet d’obtenir simplement les développements de Taylor
des noyaux de Volterra.

. Dans le quatriéme chapitre, nous montrons que la transformation
d’Evaluation permet aussi d’étudier les équations différentielles non linéaires
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en régime forcé du type :

d
y(")(t) + aly("_l)(t) +...+ ozT,y(t) + Z,@iyi(t) = u(t),

ou u est 'entrée, y est la sortie, les a;,...,a, et les B,,...,B; sont des
constantes, et les conditions initiales sont nulles. Notre méthode consiste a
transformer (via les séries génératrices et la transformation d’Evaluation) ces
équations différentielles en des équations intégrales du type :

d t
W)= 10+ 38 [ V(- ryar,
i=2
Nous proposons une méthode itérative simple et efficace pour calculer une
solution approchée de ces équations intégrales. Nous donnons des exemples

de calcul en utilisant MACSYMA.

. Dans le cinquiéme chapitre, en utilisant les séries de M. Fliess, et en
utilisant des calculs dans 1’algebre de Lie libre, nous étudions le découplage des
systémes dynamigues non linéaires (linéaires en la commande) par bouclage
analytique par retour d’état. Nous adaptons, en vue d’une implantation en
MACSYMA, la technique développée par D. Claude, qui utilise les séries
génératrices non commutatives a coefficients fonctions analytiques, dans le
cas plus général du découplage d’un sous ensemble de sorties par rapport a
un sous ensemble d’entrées. Nous retrouvons en cas particulier des résultats
concernant les problemes suivant :

- Rejet de Perturbations.

- Découplage k-bloc Diagonal.

- Découplage k-bloc Triangulaire.

- Systémes Non Interactifs.
Cette technique se distingue des approches du type géométrie différentielle ou
algebre différentielle par le fait qu’elle s’oriente vers le calcul effectif des lois
de bouclage analytique.

. Enfin, dans le sixiéme chapitre, nous indiquons nos choix de structures
de données pour implanter nos algorithmes en MACSYMA, en particulier nos
choix de représentation des séries formelles en variables non commutatives
par les “arbres binaires”. Nous donnons ensuite des programmes écrits en
MACSYMA permettant de calculer les dérivations successives d’une fonction
analytique de C*“(Q), les nombres caractéristiques et la matrice de commande
de chaque systéme. Nous terminons par une description de nos algorithmes
récursifs, en particulier I'algorithme d’Evaluation utilisant les “A—notations”
de MACSYMA pour calculer le comportement temporel des systémes dy-
namiques a partir des fractions rationnelles non commutatives de la forme :

(cozjy ) P02iy (€125, ) P 2iy (225, )P .. L 2y (Ch—120)"P* 2 24, (ci 25, ) *P%,

ou po,...,pk sont des entiers positifs, co,. .., cx sont des nombres complexes,
Zjoy- -2, €t Zig,...,2;, sont des lettres d’un alphabet de codage.
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Les travaux et techniques que nous présentons ci apres conduisent a
penser que les outils de 'informatique théorique d’une part et ’utilisation
adroite du calcul formel de I’autre peuvent jouer un role croissant en automa-
tique non linéaire, aussi bien pour les travaux fondamentaux que pour les
applications. Nous espérons que nos travaux ultérieurs pourront y contribuer.



CHAPITRE 1

CADRE GENERAL

1.0. Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons des résultats concernant 1’algébre des
séries formelles en variables commutatives ([A1], [G2]) et non commutatives
([BR2]). Nous abordons aussi des questions de convergence de ces séries. Nous
rappelons également des éléments de 1’algébre de Lie libre ([V1]) en tant que
sous algebre des séries formelles, et nous montrons certains résultats généraux
pour étudier les champs de vecteurs sur les variétés analytiques ([G1], (I}).

1.1. Mots et langages sur un alphabet

Soit Z un ensemble fini non vide que I’on appelle alphabet. Un élément
de Z est appelé lettre. Un mot w (sur Z) est une suite de lettres de Z :

w = 2j12j2 ...ij.
La longueur d’un mot w est notée |w| (ici |w| = k). La suite vide, que 'on
» q

appelle aussi mot vide, sera noté ¢, (] = 0). On note |w|, le nombre
d’occurrences de la lettre z dans le mot w. On a clairement :

o] =Y fwl..

:€Z

On note Z* ’ensemble des mots sur Z. On note aussi Z* ’ensemble des mots
de longueur k, k > 0, on a clairement :

zr= |z~

k>0

On définit le produit des deux mots u et v de Z* par la “juxtaposition”
des deux suites u et v. Ainsi, si :

U=25,25,...25,, V= 24,24, -0 24y

alors le produit de deux mots u et v est le mot w de Z* :



16 Cadre général 81.2.

Ce produit est associatif et non commutatif, et admet ¢ comme élément neutre.
Z* muni de ce produit n’est autre que le monoide libre engendré par
Palphabet Z ([V1]).

Une partie L C Z* est appelée langage sur 'alphabet Z. Soient L,, L,
deux langages sur Z. Le produit, noté “.”, de deux langages L; et L, est le
langage L,.L, défini (par extension de celui des mots) comme suit :

L,.L, = {w EZ*, w=wwy, w; € L1, wp € L2}-

Ce produit est associatif, et admet {€¢} comme élément neutre. Lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguité, on omettra le symbole “.”.

L’ensemble P(Z*) des parties de Z*, muni de ce produit, est un
monoide. Soit L € P(Z*). On note L*, k > 1, le langage sur Z défini par :

LY = {w=wwy...wx € Z*|] w;,wy,...,wx € L}.

Et on pose LY = {e}. On définit également sur P(Z*) I'opération étoile d’une

partie L de P(Z*) par L* = U L". Les trois opérations de produit, d’union et
k>0

d’étoile sur P(Z*) sont désignées sous le terme d’opérations rationnelles.

Soit Z; une partie de Z . On pose Zy = Z \ Z;, d’aprés ([SS]) on a:

2= (2J2) =22 2 = |J (2120) 7.

k>0

En particulier, si Z; = {2}, alors :

z*= ({2}U %) =520 2 = | (5520)" 2.

k>0

1.2. Séries formelles sur un alphabet fini ([BR2})

Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle série formelle a
coefficients dans A en les indéterminées associatives z € Z (non
commutatives si card Z > 2), toute application :

§$:2*— A
w +—< Slw >,

et on note A € Z > P'ensemble des séries formelles sur Z. Une série formelle
S sera notée comme une somme infinie :

S= Z < Sl > w.
w€eZ*
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Une série S € A <€ Z > est dite propre si et seulement si son terme
constant, < S|e >, est nul.

Soit L un langage sur Z, on appelle série caractéristique de L, la
série car(L) de A <« Z >> définie par :

1 si wel

v zZ*, < L =
w € car(L)|w > {O s wgl

c’est-a-dire :

car(L) = Z w.

wel

Soit S une série de A < Z >>. Le support de S est le langage sur Z défini
par:
supp(S) = {w € Z*| < S|w > # 0}.

~ Soit L un langage sur Z,on a :
supp(car(L)) = L.
Soit S une série formellede A € Z >, on a:
car(supp(S)) =S5 <= Vwe€ Z*, < Slw>€{0,1}.

Toute série formelle a coefficients dans {0, 1} peut étre identifiée & son support.
Ainsi, pour tout langage L sur Z, on note encore L sa série caractéristique.

Soit S une série formelle de A < Z >». On définit ’ordre de S, que
Pon note w(S), par :

400 si §=0,
‘“(S)“{inf{|w|, w € supp(S)} si S #0.

Une série formelle P de support fini est appelée polynome. Le degré
de P est défini par :

—o0 st P=0,

deg(P) = {max{lwl, w € supp(P)} si P#0.

On note A < Z > ’ensemble des polynémes & coefficients dans A en les
indéterminées associatives z € Z (non commutatives si card Z > 2). Chaque
série formelle S de A € Z > peut étre considérée comme une forme linéaire
surA<Z >:

VPEA<Z> <S5P>= ) <Plw><Sw>.
weZ*

Ainsi A € Z > est identifiée au dualde A < Z >.
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1.3. Calcul de résiduels sur A< Z >

Définition 1.3.1. : Soit S une série formelle de A € Z >. Soit u un
mot de Z*. Nous appelons résiduel 4 gauche (resp. droite) de S par u, la
série formelle u< S (resp. S u) de A < Z > définie par :

Yw e Z*, <uaSlw>=<Swu> (resp. <Svulw>= < Sjuw>).

Remarque : Pour toutes lettres =, y de Z, pour tout mot w de Z*,
nous avons :
z < (wy) = 6w,

ou 6¥ est le symbole de Kronecker usuel.

Nous pouvons vérifier aisément que pour toute série formelle S de
ALK Z >

€edS5=85pe=S5,
Yue Z*, supp(u<dS)={w € Z*| wu € supp(S)}
supp(S > u) = {w € Z*| uw € supp(S)},

et :
Vu, vE€ Z*, v<a(udS)=vuas
(Svu)pv=Spuv
(uaS)pv=ua(Sp)

Nous avons ainsi défini deux actions de Z* sur A <« Z >>. La premiére,

[139%3)

notée par “<”, agit a gauche. Et la seconde, notée par “>”, agit & droite.
Chacune des deux actions est associative et commute avec ’autre.
Nous étendons ces deux actions & 4 < Z > de la maniére suivante :

Définition 1.3.2. : Soit S une série formelle de A € Z >>. Soit P un
polynéme de A < Z >. Nous appelons résiduel a gauche (resp. droite) de
S par P, la série formelle P 4 S (resp. S P) de A « Z >> définie par :

VweZ*, <PaSw>=<SwP>= E < Slwv >< Plv >
vEZ"

(resp. < SpPlw> =< S|Pw>= Z < Slvw >< Plv >).
veZ*

Et nous avons encore, pour toute série formelle Sde A K Z > :
VP, QeA<Z>, Qa(PaS)=PQ<S
(SeP)p@Q@=Sv PR
(PaS)pQ@=Pa(SrQ).



§1.4. Somme et produit des séries formelles 19

1.4. Somme et produit des séries formelles

1.4.1. Somme des séries formelles

La somme, notée “4”, de deux séries S et T de A € Z > est la série
S+ T de A < Z > définie par :

Vwe Z*, <S+Tlw>=<Slw>+<Tlw>.

La somme est une opération associative et commutative.
On vérifie aisément que :

VS, TEAKZ>, w(S+T)2inf{w(S),w(T)},
VP, Qe A< Z>, deg(P+ Q)< max{deg(P),deg(Q)}.

1.4.2. Produit de Cauchy

Le produit de Cauchy, noté “.”, de deux séries T et Sde AK Z >
est la série T.S de A « Z >> définie par :

VweZ*, <TSw>= >  <Tu><Sp>.
u,vEZ* uv=w
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on omettra le symbole “.”.

A < Z >, muni de la somme et le produit de Cauchy, est un anneau
(non commutatif) :

. Passociativité est héritée de ’associativité dans Z*,

. la distributivité se montre par simple vérification.

On identifie tout a € A a la la série ae. A s’identifie alors a un sous-
anneau unitaire de A < Z >. Donc A € Z > est une A_algebre, et donc
aussi un A-module (& gauche et a droite).

De méme, pour le produit de Cauchy, A < Z > est une sous-algébre de
AKZ>.

Pour toute série formelle propre en variables non commutatives S, la
série formelle S* est I'inverse & gauche et a droite de la série formelle (1 — 5)
pour le produit de Cauchy ([BR2]). En variables commutatives, $* coincide
avec la série formelle (1~ S5)"!,eton a:

S =(1-8)".

Soit zg une lettre de Z. On pose Zg = Z \ {20}. On note z§ (resp.
Z*, 7%, Z*, ZE, k > 0) la série caractéristique du langage z§ (resp.
Z*, 2y, Z%, Z§, k > 0), les séries 2§, Z*, Z§ s'écrivent alors :

=Y 2, z7=) 2% z;=) 2z

k>0 k>0 k>0
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Et d’apres 1.1. on a:

Z° =) (2320) 5.

k>0

Par conséquent, soit S une série formelle de A € Z >, S peut s’écrire :

S= Y <Sw>w=Y Vi),

wez* k>0

ou l'on a posé pour tout entier positif k :

Vi(S) = Z < Slw > w.

w€(zg Zo)k 25

1.4.3. Produit de mélange ([F3))

Le produit de mélange de deux mots de Z* est le polynome
homogeéne de degré |u| + |v], défini récursivement comme suit :

pour tout mot u: Uwe=€ewu=1u
pour tous mots u,v et toutes lettres z,y : uzwovy = [(uz)wvly + [uw (vy))z

ou encore : zuwyv = y|(zu)wv] + zfuw(yv)]
Plus généralement, nous avons pour tous mots vy,...,v, de Z*, et pour toutes
lettres z;,...,7, de Z :
n
101w ... wTply = E xi(:r.lvlw e WL VWU T4 Vi .. LIJIL'n'Un)
=1

n
MT1w ... wVRT, = E ('Ul.‘z:]m e WV T 1w VW V1 T4 . .mv,,zn):c,'.
=1

Le polynéme uw v est & coefficients entiers positifs et il est clair que ce produit
est associatif et commutatif. Il s’en suit immeédiatement les deux résultats
suivants :

Lemme 1.4.3.1. : Soit P un polynéme de A < Z >. On note som(P)
la somme des coefficients de P : :

som(P) = Z < Plw>.
wesupp(P)

Soient u, v deux mots de Z*. La somme des coefficients du polynéme

Uw?v est
OM{ Uw D } = Iul+lvl =(|u|+‘v|)‘
som(uws) = (¥ ) et
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En particulier, pour toute lettre z de Z, on a :

VA, £>0, zlwzt= (/\ t u)z”’“.
p

Preuve :

. Le résultat est immédiat pour u = eou v = e¢.

. Supposons que le résultat soit vérifié pour tous mots u, v tels que
luv] < n.

. Soient u, v deux mots de Z* tels que |uv| = n + 1. On peut écrire
u=1u;r et v = vy alors :

uwy = yyzwuy = ((yz)wvy )y + (vw(v1y))z,
d’ou :
som(uwv) = som(((u;z)wvy)y) + som((uyw (v1y))z).

Or d’apres ’hypothése de récurrence on a :
|+ lv] -1
som(((u;7)wvy)y) = som((u; 2 )wv;) = (lul IJZI >,
uj+ |vj—1
som((ujw(v1y))z) = som(ujw(v1y)) = (l IMI—II >,

par conséquent : _
som(uwv) = ('“‘ +|Lz;l - 1) N (lul!:llztl— 1) _ (Iullzl Ivl)

Lemme 1.4.3.2. : Pour tout mot w de Z*, pour toute lettre z de Z
et pour tout entier positifn on a :

(uz)*™ = nf(uz)*" " wulz,

ot (uz)*™ désigne le polynéme uzw (uz)* "1 et (uz)+? est le mot vide.

Preuve :
1l suffit appliquer la définition et la propriété commutative du produit
de mélange e

Le produit de Hurwitz (ou produit de mélange) de deux séries
formelles S et T' de A € Z >, noté encore “w”, est la série formelle SwT de
A < Z > définie par :

SwT = Z <Tlu>< S|v > uwv.
u,v€Z*

Ce produit est associatif, commutatif, et distributif par rapport a la somme.
Muni de la somme et du produit de mélange, A < Z > est une A_algébre
commutative.

Pour toute série formelle S et pour tout entier positif n, la série formelle
Swn désigne la série SwS@™! et SO0 est la série 1.
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Lemme 1.4.3.3. : Les résiduels & gauche et a droite par une lettre de
Z sont des dérivations pour le produit de mélange.

Preuve : 11 suffit de montrer que 'on a pour tous mots u, v de Z* et
pour toute lettre 2z de Z :

z4(uwv) = uw(z<av) + (z Qu)wo.

. Le résultat est évident pour u = eou v =e.

. Nous supposons que le résultat soit vrai pour tous mots u, v de Z*
vérifiant 0 < |uv| < n. '

. Si Juv] = n + 1 alors nous pouvons €écrire u = u;T et v = vy avec
z, Yy € Z, uy, v1 € 2% et luyv| = juvy| = n.

En utilisant la définition récursive du produit de mélange, nous avons
pour toute lettre z :

z<4(uwv) = zq[(uwv)y + (yywo)z]
= 2 a[(uwv)y] + 7 a[(uswo)a]
= 6% (uwvy) + 8 (uywv)
= uw(6¥v) + (65 u;)wv
=uw(z4v)+ (z qu)wo.

La preuve pour le résiduel a droite est similaire en utilisant la définition
récursive symétrique e

Définition 1.4.3.1. : ([F3]) Soit S une série formelle de A < Z >.
La série S est échangeable si et seulement si deux mots ne différant que par
Pordre des lettres, ont méme coefficient. On peut aussi écrire pour tous mots
u, vdeZ*:

Vze€Z, lu,=h|,) = <Slu>=<Sp>.

Il s’en suit que S est échangeable si et seulement si S peut s’écrire sous la
forme :

—_ § Qo am
S - 800,‘“,0’11;20 w -..u-'zm .

ag,...,0m 20
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On peut montrer facilement que pour toutes séries sur une seule lettre

Z < Pylz > 200, Z < PplzlF > 27,

n; >0 nE >0

la série Piw ...w Py est échangeable car :

Piuw...wP. = Z (< Pllzrll > ... <Pk|z{:" >)z,-"1‘m.. wzk,

. ik
ny ,...,ﬂkzo

*
On vérifie facilement que la série (Z azz) est échangeable car :
2€2

(Za z) (03020) w ... w(@s, 2m)"

z2€Z

1.4.4. Crochets de Lie

On définit le crochet de Lie de deux polynémes P, Q par :

[P,Q] = PQ - QP.

Il est anticommutatif et vérifie 'identité de Jacoba.

On note Lie < Z > le plus petit sous A.-module de A € Z > qui
contient des lettres de Z et qui est stable par crochet de Lie. On sait que
Lie < Z > est I’algébre de Lie libre sur Z ([V1]). Un élément de Lie < Z >
est appelé polyndéme de Lie sur Z. Tout polynome de Lie est propre.

Une série S de A < Z >, est appelée série de Lie si elle s’écrit (de

maniére unique) :
=2

ou pour tout k > 1, Pk est un polynéme de Lie homogéne de degré k ([JO1)).

On définit le crochet de Lie de deux séries S = ZP,;, T= ZQI

k>1 1>1
par:

5, 7] =Y [P, Q.

k, 21

ou pour tout k, [ > 1, Pi,Q; sont des polyndmes de Lie homogénes de degré
k et l respectivement.

Pour ce crochet, I’ensemble Lie € Z > des séries de Lie sur Z &
coefficients dans A est une algébre de Lie. Toute série de Lie est propre.
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1.5. Topologie discréte sur AL Z > et sur Lie< Z >

L’anneau A est supposé muni d’une topologie discréte. On définit une

distance ultramétrique sur A < Z > en posant, pour toutes séries formelles
SetTde A Z >
d(S,T) =2"+(5-T),

On obtient un le systéme fondamental de voisinages de zéro {Ox} k>0
dans A € Z > en posant :
VE20, Or={S€eAKZ>]| w(S)=>k}.
On a alors :
VE>0, Ovr={SecA<Z>| supp(S)c z*z*},

par conséquent :
) O« = {0}.
k>0
La topologie discrete de Lie « Z >> est la topologie induite par la
topologie discréte de A € Z >. On a donc dans Lie € Z > le systeme
fondamental de voisinages de zéro :

Vi >0, Of=0i()Lie<Z>.

A K Z > (resp. Lie € Z >>) est le complété séparé de A < Z >
(resp. Lie < Z >) pour ce systéme de voisinages {O}x>0 (resp. {OF }i>0)-

Soit (Sk)k>0 une suite de séries formelles de A < Z >>. La limite dans
A € Z > de cette suite peut étre calculée coefficient par coefficient. Plus
précisement :

S = lim Sy = Ywe Z*, < Slhw>= lim < Sijw>.
k—o0 k—o0

Donc la suite (Sk)ix>0 converge si et seulement si, pour tout mot w de Z*, la
suite (< Sklw >)r>0 est stationnaire.

Soit S une série formelle propre de A < Z >. L’exponentielle de S

est la série
Sk
exp(S) = Z R
k>0

Cette somme a un sens puisque S est propre, et que ’on a w(S*) > k.

On appelle exponentielle de Lie toute série qui est l'exponentielle
d’une série de Lie.

Soit S une série formelle de A € Z > (S = 1+ T avec T une série
formelle propre de A « Z >). Le logarithme de S est la série formelle

(=1 k(DM
log(S) = Z-—;—(s— 1)k = 2—-——k——T .
k>1 k>1
En fait, chacune des fonctions “exp” et “log” est l'inverse de I’autre. On
peut vérifier aisément que les fonctions “exp” et “log” ainsi définies sont
continues.
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1.6. Séries majorantes
Nous supposons ici que A est une algébre sur IR et A est un espace

vectoriel normé complet. Nous notons la norme sur A par ||.||.

Définition 1.6.1.1. : Soit ¢ une fonction positive réelle définie sur Z*.
Soit S une série formelle de A <« Z >. S est dite ¢—exponentiellement
majorée si elle vérifie la condition suivante :

IKeR,, 3neN, Ywe2"2*, |<Sw>|< g4

lwit
Nous notons par A®~*™<« Z >> I’ensemble de toutes les séries formelles

de A < Z > qui sont ¢—exponentiellement majorée.

Lemme 1.6.1.1. : Soit ¢ un morphisme de monoide, de Z* dans IR .
Soit S une série formelle ¢—exponentiellement majorée. Pour tout mot u de
Z*, la série S b u est aussi ¢—exponentiellement majorée.

Preuve : En effet, puisque S est ¢—exponentiellement majorée, alors :

IKeR,, InelN, Ywe Z"Z*, |<Shw>| < x8w)

lw|!
Et d’autre part, nous avons :
Ywe Z"Z*, < Spujw>=< Sjuw>.
Par conséquent :
Ywe Z"Z*, ||I< Spulw>| < KQISS;?])!) < I\"¢(u)ii1%ll%)-,

et on pose dans ces conditions K; = ¢(u)K o

Nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 1.6.1.1. : Soit ¢ un morphisme de monoide, de Z* dans
IR,. Soit S une série formelle ¢—exponentiellement majorée. Pour tout

polynéme P de A < Z >, la série Sv P est ¢—exponentiellement majorée.

Preuve : Comme précédemment, nous prenons :

Ky = max u)li e
! u€supp(P)¢()
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Définition 1.6.1.2. : Soit x une fonction positive réelle définie sur
Z*. Soit S une série formelle de A <« Z >. S vérifie la condition de
x—croissance si elle vérifie :

3KeRy, IneN, VweZ"Z*, |<Sw>||< Kx(w)w|.

Nous notons par AX~°°« Z >> I’ensemble de toutes les séries formelles
de A € Z > qui vérifient la condition de x—croissance.

Définition 1.6.1.3. : Soit Cl une classe de séries formelle. Soit S une
série formelle de A « Z >>. S est dite continue sur Cl si pour toute série
formelle H deCl, la série de terme générale < H|w >< S|w > est normalement
convergente. Dans ce cas, nous notons

<S|H>= ) <Hw><Sw>.
weZ*

En particulier, soit ¢ une fonction positive réelle définie sur Z*, S est dite
¢—exponentiellement continue si elle est continue sur A®~ "< Z >

Nous notons par A®~¢°< Z > l'ensemble de toutes les séries formelles
qu! sont ¢—exponentiellement continue.

Notons que nous avons, pour toute fonction positive réelle ¢ définie sur
Z*, I'inclusion suivante :

A< Z>CA < Z>.

D’autre part, nous avons A < Z > = A"« Z > (pour ¢ = 0). Par
conséquent, tout polynéme de A < Z > est 0—exponentiellement continu.

Lemme 1.6.1.2. : Etant donné une série formelle S, s1 S est continue
sur une classe Cl de séries formelles, alors :

Vu€Z*, VHEC, <u<S|H>=<S|Hu>.

Preuve : Puisque S est continue sur Cl alors pour toute série formelle
H de Cl, nous avons :

<S|Hu> = ) < Sjw><Hulw>
wez*

= Z < Slvu >< Hulvu >
veZ®

=Y <udSp><Hlp>
vEZ*
=<u<aS||H> o
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Lemme 1.6.1.3. : Nous supposons ici que ¢ et x sont deux morphismes
de monoide, de Z* dans IR, vérifiant les conditions suivantes :

> x(2)¢(2) < 1.

z2€Z

Alors dans ce cas, pour toute série formelle F de AX~ ‘& Z >, F est continue
sur A% Z >,

Preuve : Si ¢ et x vérifient la condition Z x(2)¢(z) < 1 alors la série
z€Z

(Z x(2)¢(2)) = 3 x(w)g(w)
z€Z weEZ*

est normalement convergente. Etant donné une série formelle F vérifiant la
condition de y—croissance, nous avons :

3K, € Ry, ImeN, Ywe Z™Z*, | < Flw>| < Kx(w)w|.

Etant donné une série formelle C de A®~¢™<« Z >>, nous avons :

3K, € Ry, 3o e IN, VYwe Z™Z*, ||<Clw>||<K; ¢(w).

|wl!

Nous posons n = max{n;,n,}, pour tout mot w de Z"Z*, nous avons les
inégalitées suivantes :

< Clw >< Flw >|| £ K1 Kox(w)¢(w).

La série de terme général < Clw >< F|w > est donc normalement conver-
gente. Par conséquent, F' est continue sur AP 7> e

1.7. Séries formelles en variables commutatives ([A1], [G2])

Soit I un corps (IR ou{') muni d’une norme notée |.|. Soient 6;,...,6n,
des indéterminées commutatives sur JX. Nous notons © = {6i,...,0n}.
L’algebre des séries formelles (resp. polynémes) sur © a coefficients dans I\ est
notée par IK[O] (resp. IN[O]). Un élément de JK[O] est une somme infinie :

f= Z fil,...,iNGil ...0}'{,’, Fivoin € K.

11,...,dN 20

On appelle dérivée partielle premiére de la série formelle f par
rapport a la k**™¢ composante, k € [1..N], la série formelle de IK'[O] :

af o |
. =3 .
Dyf= 6. = Z Z tkfiy, . inb - 0T 0N
k henteayy 121
"k+1"""‘N2°
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De la méme maniére, pour tout entier positif jir, on appelle jx-dérivée
partielle de la série formelle f par rapport & la k**™¢ composante, k € [1..N},
la série formelle de IN[O] :

' ; z i ix—j i
Di* f = ji! }: E (ik _kjk)fix,--.,inell BT

Stk k20
lk+1,...,CN20

Plus généralement, pour tous entiers positifs j;,...,JjnN, Nous avons :

. . . N i iN
DI ..DIFf=j...jn! Z (il-i]})”.(il\’_jh’)

il ZJI 7"-)iN_>.jN
. . phTh iN—~JN
f,h_”,,NGI . e eN .

Nous notons D l’ensemble des symboles de dérivation partielle
{Di}1<k<n. Le monoide commutatif libre engendré par l’alphabet fini D est

D¥ = U D", ou D" est I’ensemble de tous les mots ordonnés de longueur
n2>0

exactement égale & n. Pour tout mot ordonné a € DY, il existe N entiers

positifs j1,...,jn tels que a@ = DJ' ... D¥. Dans ce cas, le degré de la lettre

D} dans le mot ordonné « est ji.

Définition 1.7.1. : Soit f une série formelle de IX[O]. Nous posons :

E(fy={pe€ IRf :3Cy € R, tel que pour tous iy,...,iny 20,
|fi1,-.-,iN I pil cee pj{’v < Cf}
E(f): lintérieur de E(f) dans R".
Conv(f) = domaine de convergence de f

= {ge KV : (lail,. ... law]) €E(f)).

On dit que f est convergente si et seulement si Conv(f) # @. Soit U un
ouvert de IK" et soit g un point de IK™N. On dit que f est convergente en ¢
(resp. sur U) si et seulement si ¢ € Conv(f) (resp. U C Conv(f)). On pose :

EK*™[0] = {f € K[O] : Conu(f)# D).

Soit ¢ un point de Conv(f). On peut alors trouver deux vecteurs p, p de
IRY et une constante Cj tels que l'on ait |g1| < ;, < p1,-slanl < Py < PN
et pour tous entiers positifs i1 ...,in, |fi,, in| 0y - PR < Cy.
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Définition 1.7.2. : Le triplet (p, P, Cy) est appelé module de con-
vergence pour f en gq.

Si fi,..., fr sont des séries de I{°°"*[O], et si ¢ est un point de
k

ﬂ Conv(f;), alors on vérifie qu’il existe deux vecteurs p, p de RY tels que
=1

Pon ait |¢1] < ;)1 < P1y---5laN] < Z’N < pN, et pour chaque f;, une constante
particuliere Cy, telle que le triplet (p, B, Cy,) soit un module de convergence
pour f; en q.

Supposons que Conv(f) est non vide et soit (p, p, Cy) un module de
convergence pour f en g € Conv(f). Nous avons la majoration suivante :

i ; Cy oi1 oIN
lfily---,iNQ;l q}\zlvl < T amP1 PN
Py ---PN

Par conséquent, pour tout point ¢ de Conv la série est majorée terme
) ) lg
a terme par la “série majorante”

N 5.\ !
Cy H (1 - l) .
Re=1 Pk
D’ou f| est uniformément absolument convergente dans le polycylindre :
[+] °
{ee KV : || < pys---slan] < pnls

qui est un ouvert de IKN, par conséquent Conv(f) est un ouvert de K.
Soient r et 7 deux réels définis comme suit :

(]

Pk

T= min p; et r= max —.
1<k<N 1<k<N pp

Soient G(r) et F(r) les séries :
Gr)=1-r)"1 et F@r)=Q0-r)""N=G"().
Notons aussi A 'opérateur différentiel suivant :
d

Nous avons les résultats suivants :
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Proposition 1.7.1. :
: Y At
(@)  Vi20,  £5G(r)=71G""(r).

O Wizo,  5Fe) = SR Ene)
d

@ ¥pg20, —F)G) = (N +QF()GTH(),

(d) Vp >0, APF(r)=N(2N +1)...(pN + (p = 1))FP*(r)G?(r).
(N +1)

()  Vp>0, APF(r)< H____;)—N(l — ) PNy

Preuve :

(a) La preuve est immédiate.

(b) Le résultat est immédiat pour j = 0. Supposons que le résultat soit
vral pour tout 0 <: < j. Pour 2 = j + 1, nous avons :

di+! Fr) = d[(V4+j=-1)!
drit1 dr{ (N -1)!
(d'aprés 1'hypothése de récurrence)
N +j—1) - : ;
- LW FO6e)™ + RG]
(d'apres I'hypothése de récurrence et d’'aprés (a))
(V45
(N =1

F(r)G(r)

F(r)G(r)' 1.

(¢) Dérivons le produit FP(r)Gi(r) :
d

dr

P06 0] =0 | £ R0 600+ aFr e (0| 6]

= pNF?(r)G?(r) + ¢FP(r)GI*1(r) (d'apres (a) et (b))
= (pN + Q)F?(r)G** ().

(d) Le résultat est immédiat pour p = 0. Supposons que le résultat soit
vrai jusqu’au rang p — 1. Au rang p, puisque APF(r) = F(r)éi;[AP"lF(r)],
d’aprés ’hypothése de récurrence, nous avons :

NPF(r) = F(r) - [N@N +1).... (= DN + (p — 2)FP(r) G (r)]

=NCN+1)...(p—-1)N+(p—- 2))F(r);—r[F”(r)G”‘1(r)]
= NN +1)...(p~ DN +(p~ 2))(pN + (p = )P (r)G?(r).

La derniére égalité s’obtient en appliquant (c).
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(e) D’aprés (d), nous pouvons écrire :
APF(r)=((N+1)=1D2N+1)=1)...(p(N + 1) = 1))FP (r)GP(r)

= [J (kN + 1) = YFPH()GP(r).
k=1

Pour tout entier £ > 1, on peut majorer k(N + 1) — 1 par k(N + 1). Il s’en
déduit immédiatement :

APF(r) < (N + 1)pp!Fp+1(7‘)Gp(r).

Puique G(r) = (1 —r)~! et F(r) = (1 —r)™", nous avons alors :
APF(r) < ((N+1)3v (1—r) PN+l o
Remarque 1.7.1. : Soient j un entier positif et | € [1..N], nous avons :
. N o -1 . 6\ —j—1 N ° -1
o’ ! J .
5205 L)
0 py k=1 Pk Pi Pl k=1,k#1 Pk

Plus généralement nous avons :

o \ -1 N ! ; —je—1
= JE{y_Fk
ol oJN H( - ——) - Jk (1 Pk) )
dp; ...0pN k=1 k=1 Pk

Proposition 1.7.2. : Soit f une série de IK°"*[O]. Soit ¢ un point

de Conv(f) et soit (p, P, Cy) est un module de convergence pour f en q. Pour
tous entiers positifs ji,...,JN, nous avons :

. ) on . -1
(Din DJNNf)lq S Cfa o1 oJN H( )

3ka1

Preuve : En effet, soit ¢ un point de Conv(f) et soit (p, p,Cy) est un
module de convergence pour f en ¢. Dans ce cas, pour tous entiers positifs
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1,---4JN, en tout point ¢ de Conv(f), la série (D ... D?\}"f)lq est majorée
en valeur absolue terme & terme par ’expression suivante :

oil“jl oiN_jN

. 'LN P1 e PN
!
Cy jit...gn! E E ( "]1) : (iN _ ]N) pil i

12hn IN2IN PN

. . . . o { o {
_ o, Bt int > h+o IN+IiNY [P\ Pa)
— i n in L In 41 ' PN
Pi - -PN 1,>0,. 120
° —Jk—1
]L Pr
=C 1=
fH ( Pk)

k=1 pk

. . N ) —l
o ... o
=Ci—; e H< - -p—k> (d'aprés la remarque 1.7.1.) o

Opn--.0p k=1

Proposition 1.7.3. : Pour tous entiers positifs j1,...,JjN, nous avons :

N . N o __1
o, .. 9N H( pk) 1 dr
1-= < F(r)avecp=ji1+...+Jn.
o 0 N+p-1
a5 o i\ P Ty dr?

Preuve : En effet, d’apres la remarque 1.7.1., nous avons :

-1 s - 1 N o —Jk—1
oJ2 oJN BN 3 IN Pk )
0p; - apNL1 P1" PN k=1

Nous déduisons alors :

2 T (-2) < Zroen

15} P - ..0 P k=1

1 dr
= (N+:—1)T,, drp F(r)

(d'aprés la proposition 1.7.1.(b)) e

Les propositions 1.7.2. et 1.7.3. expriment qu’en tout point ¢ de
Conv(f), les dérivées successives de la série f évaluées en ¢ sont majorées en
valeur absolue terme & terme par les dérivées successives (de méme ordre) de
la “série majorante”. Ces derniéres dérivées successives sont aussi majorées (&
coefficient prés) par les dérivées successives (de méme ordre) de la série F(r).
Nous pouvons ainsi conclure que si la série f évaluée en ¢ est convergente
alors ses dérivées successives évaluées en ¢ sont aussi convergentes :
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Théoréme 1.7.1. : Soit f une série de IK°°"*[O]. Pour tous entiers
positifs j3,...,JN, nous avons :

(@) |0 D | <

N+P 1) Pdrf’

(b) Conv(f) C Conv(D}*...D¥ f).

F(r) avec p=J1+...4+Jn.

Soient fo, f1, f2 trois séries de IK°"*[@], soit ¢ est un point de

ﬂ Conv(f1), et soient (p, p, Cys), (I = 0,1,2), les modules de convergence
=0

pour f; en ¢. Soient D;, et D;, deux opérateurs différentiels linéaires de D.
Nous avons :

f2Di, f1D;, fo = f2l(Di, i)( Dy, fo) + f1Di, Dy, fo).

D’apres le théoreme 1.7.1., nous avons :

l(f2Dizlei1f0)lq| < szcflcfoF(T)

K?\% %F@))z + F(r)wl-l—);;%ﬂr)] -

Puisque pour tous enttersn > lon a:

1
(n;— ) <n?,

alors :
((F2DesiDs £o)1o| < 9(%3%9&%“( (5 <r)) +F S F(r)]
_ %,ﬁ_{ac_ﬁn < [F(r) F(r)}
Cf2Cfl Cfo A2F(7‘).

(")

Plus généralement, nous avons le théoréme suivant :
Théoréme 1.7.2. : Soient fo, fi,..., fp les séries de IK*°™*[0], soit ¢
P

un point de ﬂ Conv(fi), et soient (p, P, Cs), 1=0,1,...,p), des modules de
=0

convergence pour f; en q. Soient D;,,...,D; des opérateurs différentiels de

D. Nous avons :

C; ...CqC
I(fPDiP"‘fIDix.f0)|q|S ?}V+p-1f)l f°ApF()
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1.8. Polysystéeme

Définition 1.8.1. : Soit Z = {zg,21,...,2m} un alphabet fini. On
appelle polysystéme ([L4]) sur © relatif & I’alphabet fini Z, la donnée d’un
opérateur différentiel linéaire associé (ou encore une dérivation de Lie) 4 la

lettre z € Z :
A=) APD,

avec les AP, D € D,z € Z, sont des séries de IK°"*[O] telles que pour tout

point g € ﬂ Conv(AP), pour tout module de convergence (p, p,C:) en g de
DeD :
AD (DeD, z€2Z), onait :

Vze€Z, VDeD, [(AP),|<C.F(r),

©

ot r = max 2 et F(ry=(1-r)"".
1<kLN P

1.8.1. Action & gauche de 4 < Z > sur I*°**[O] ([HI5])

Soit “*” ’action a gauche de Z sur I{°°"*[O], qui & chaque lettre
z de Z, et a toute série formelle f de IN°"*[0O], fait correspondre la dérivée
de Lie de f par rapport a A, :

2 f=A;0f.

1% 33

On peut étendre ’action a Z* comme suit :

Ywe Z*, VfeIW“™[0], wxf=A,of

Lemme 1.8.1.1. : Soient f et g deux séries de IK°°"*[©]. Nous avons
pour tout mot w de Z* :

wx(fg)= }: <uwvjw > (u* f)(v=*g).

u,vEZ*

Preuve :

. Le résultat est immédiat pour w = e.

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot w, 0 < |w| < n.

. Pour w, |jw| =n+1, w peut s’écrire w = wy2, w; € Z*. Alors nous
avons :

wx(fg)=wix[z*(fg)l =wr*[(z%flg+ f(z+g))
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D’apres I’hypothése de récurrence, nous avons :

we(fo)= Y <wwvhn > (wzxf)(v*g)

u;,veZ*

+ Z < uwvgfwy > (u* f)(viz * g)

u,v1€Z*

= Z < (zauw)wolw; > (u* f)(v*g)

u,vEZ"

+ Z <uw(zav)|w; > (u*f)(v*g)

URT-SA

Z [< (zqu)wv|w; >+ < uw(z av)w; >)(u* f)(v*g),
u,veEZ*

puisque le résiduel a gauche est une dérivation pour le produit de mélange
(lemme 1.4.3.3.) alors nous avons :

we(fg)= Y, <za(uwv)lwy>(usf)vrg)
u,veZ*
= Z <uw'0|w12>(u*f)(v*g)
u,v€EZ*
= Z <uwv|w > (uxfllvrg) o
u,v€Z"

Le lemme 1.8.1.1. peut étre interprété en termes de dérivation de Lie
comme suit :

Vi, g € KmO], Vu € Z°, Auo(fg)= Y <uwvlw > (4uof)(Ayog).
u,veZ*

Wk

On étend laction a A< Z > comme suit :

VPEA<Z> Pxf= Y <Plu>uwsf
w€supp(P)

cette somme étant finie puisque le support de P est fini.

Une implantation de l'action & gauche de A < Z > sur I{¢°"'[O] en
MACSYMA est donnée au chapitre VI.
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Soit S une série formelle de A <« Z >>. Soit f une série formelle
de IK°°"*[@]. Soit ¢ un point de Conv(f). On considére la somme infinie

suivante :
Z < Slw > (w* f),.
weZ*

Si cette somme converge normalement, alors on définit 'action de la série S
sur f par:

(S* g =D <Sho>(w*fly,

wezZ*

et on note A° € Z > 'ensemble des séries formelles S de 4 € Z > telles
que pour toute série f de IK°"*[0Q], la somme précédente soit normalement
convergente.

1.8.2. Annulateurs ([HJ5))

Soit f une série de IX°°"*{O]. On appelle annulateur de f, ensemble
des polynémes de A < Z > dont P’action sur f est nulle :

Annzf={P€eA<Z>| Px*f=0},

On définit aussi :
Annéf = AnnzfﬂLie <Z>.

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur I’alphabet Z, on note Annf (resp. Annl f)
au lieu de Annz f (resp. Annkf).
Soit F une partie de Iy °**[O]. On note :

AnnF = ﬂ Annf,
fEF

AnnlF = ﬂ Annlf,
fEF

on a alors :

AnnlF = AnnFﬂLie <Z>.

Soit Y un sous alphabet de Z, et soit F une partie de J'¢°""[O], nous
avons les résultats généraux suivants :

Lemme 1.8.2.1. :

[Y,AnnF] C AnnF <= AnnF C Ann(Y x F)

Preuve : Car :

[Y,AnnF|« F = AnnF+« (Y « F) e
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Corollaire 1.8.2.1. : Pour tout entier positif n, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) [Y,Ann(Y" * F)] C Ann(Y" x F).
(8) Ann(Y™ x F) C Ann(Y"1 & F).

Lemme 1.8.2.2. : 5i :
AnnF C Ann(Y x F)

alors pour tout entier positif n, on a :

Ann(Y"™ + F) C Ann(Y" ! % F).

Preuve : Montrons par récurrence sur n :

. Le résultat est immédiat pour n = 0.

. Supposons que Vv € [0,n], Ann(Y" x F) C Ann(YV 1! x F).
. Pour v =n+1, soit :

P € Ann(Y™1 % F),
< PY € Ann(Y" % F),

d’apres ’hypothése de récurrence on déduit que :

PY € Ann(Y™*! x F),
< P € Ann(Y"*? x F),

par conséquent Ann(Y "1 x F) C Ann(Y"*? x F), on a donc le résultat o

Corollaire 1.8.2.2. : Si
[Y, AnnF] C AnnkF,
on a alors :

[] Ann(Y™ % F) = Ann(Y* + F) = AnnF.
n>0

Preuve : Si AnnF est stable par crochet de Lie avec ¥ alors d’apres le

lemme 1.8.2.1.,0n a:
AnnF C Ann(Y * F),

et d’apreés le lemme 1.8.2.2. on a la suite emboitée :
AnnF CAnn(Y x F)C...C Anmn(Y"x F) C...

d’ou le résultat e
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Lemme 1.8.2.3. : Soit la suite emboitée :

AmnF CAnn(Y * F)C...C Ann(Y"* F) C ...

S’i] existe un entier positif ly, tel que :

Ann(Y'o « F) = Ann(YP+! x F)
alors la suite (Ann(Y " x F')),>o est stationnaire & partir du rang lo.

Preuve : 11 suffit de montrer, pour un entier positif ly I'implication :

=  Ann(Y't s F) = Ann(Yt2 « F).

Ann(Y'" « F) = Ann(YP*! « F)

En effet,on a :
P € Ann(Y'¥2 4 F),
< PY € Ann(Y"* x F),
< PY € Ann(Y' x F),
< P cAnn(Y"1«F) o

Lemme 1.8.2.4. : Soit J une partie de Lie < Z >. 51 J C AnnF et J

est stable par crochet de Lie avec Y alors :

JY* C AnnF.

Preuve : 11 suffit de montrer (par récurrence) que :

Vn>0, JY" C AnnF.

. Le résultat est immédiat pour n = 0.
. Supposons que pour tout entier v, v € [0..n[, JY” C AnnF.

.Pourv=mn,ona:

JY"=JYY "l =YJynTl - [y, )y,

On a d’aprés ’hypothese :
¥, JicJ,

d’ou d’aprés ’hypothese de récurrence :

YJY" ! C AnnF

et :
[¥,J]Y"! C AnnF.

Par conséquent :
JY* C AnnF e



§1.9. Rappels sur les variétés analytiques 39

1.9. Rappels sur les variétés analytiques

1.9.1. Variétés analytiques ([G1], [I])

Une variété topologique de dimension N est un espace topologique
séparé dont chaque point admet un voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert
de IRN. On appelle carte locale sur une variété Q de dimension N la donnée
(U, ¢) d’un ouvert U de Q et d’un homéomorphisme ¢ de U dans R". Un
atlas analytique sur @ (variété de dimension N) est la donnée d’une famille
de cartes locales sur @, (U;, ¢;)ier, vérifiant :

(a) Q est la réunion des ouverts U;.

(b) si deux cartes locales (U, ¢) et (V, 1)) vérifient W =UNV # { alors
l’application de ¢(W) dans (W) induite par ’homéomorphisme composé
1 0 ¢! analytique sur W, ainsi que son inverse.

Enfin, on appelle variété analytique (abstraite) de dimension N la donnée
d’une variété topologique ) définie par une famille de cartes locales qui est
un atlas analytique.

Soit p un point d’une variété analytique () de dimension N. On
note C“(p) V'ensemble des fonctions f définies sur I'ouvert U d’une carte
locale (U, ¢) en p qui sont analytiques, c’est a dire telles que I'application
composée f o ¢~ : ¢(U) — IR soit une application analytique (en effet,
#(U) c R"). On montre alors que pour toute fonction analytique f € C*(p),
pour tout point ¢ de U, il existe une série formelle s de IN°°"[0], telle que
f(q) = 814(q)-a(p)- On vérifie aisément que C“(p) est un espace vectoriel.

Soit @ une variété analytique de dimension N. On appelle vecteur
tangent 3 Q au point p € Q toute application linéaire Y de C¥(p) vérifiant la
“régle de Leibnitz” :

Y(f9) = f(p)Yg+g¢(p)Y /.
L’ensemble des vecteurs tangents en p & @ est U’espace tangent d la variété Q

au point p. Il est clair que c’est un espace vectoriel. On le note T,Q). L’espace
vectoriel T,Q est de dimension N et admet une “base naturelle” formée des

N vecteurs {(%) } définis comme suit :
k) p)1<k<nN

weert, () 0= (2280)

Un champ de vecteur Y sur une variété Q) de dimension N est une
application Y qui associe & tout point p de @ un vecteur tangent Y(p) & Q au
point p. Le champ de vecteur Y est dit analytique si tout point ¢ appartenant
3 la carte locale (U, ¢) en p, il existe N fonctions Y1,...,¥" analytiques telles
que la restriction de Y a U soit donnée par :

N
Vg e, Y(q)=ZY*(q)(6%) :

k=1
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Remarque : Si la variété analytique () de dimension N est donnée
comme une sous-variété de IR", avec N < n, on dit alors que @ est plongée
dans IR". En tout point de IR", l'espace tangent & IR" en p € Q est IR"
tout entier, et I'on pourra donc aussi exprimer les vecteurs tangents a Q dans

la base {(;—)} de T,IR". Mais alors T,Q C TpIR" (les dimensions
9%/ ) 1<kgn

respectives étant d’une part N, dimension de Q, et d’autre part n, dimension

de R™).

1.9.2. Etude dans Lie < Z > des champs de vecteurs ([{HJ5])

L’étude des champs de vecteurs sur @) peut étre faite dans I’algébre
de Lie libre engendrée par Z. En effet, puisque le crochet de Lie de deux
champs de vecteurs est encore un champ de vecteurs ([G1], [I}), alors toute
application :

R:Z2 — T,Q

z+— A,

peut étre prolongée naturellement en un homomorphisme d’algebre de Lie :

R:Lie< Z>— T,Q

P Z < Plw > Ay
wezZ*

En effet, si P est un polynoéme de Lie, 'opérateur différentiel Z< Plw > A,

wezZ*
est encore un champ de vecteurs.

Soit P un polynoéme de Lie < Z >.0On a :

R(P)=0 <= VfeC(Q), > <Plw>A,o0f=0
wezZ*

<= VfeC(Q), ) <Plu>wsf=0
wez*
< Vf€C“Q), Pxf=0

<= P € AnntC¥(Q),
soit encore KerR = AnntC*(Q). On a alors la suite exacte :
0 — AnnkC¥(Q) — Lie < Z > = Im(R) C T,Q,
d’otr Lie < Z > [AnntC%(Q) est isomorphe & Im(R) qui est un sous-espace

vectoriel de T,Q, c’est donc un espace vectoriel de dimension au plus égale a
la dimension de la variété @, c’est-a-dire N.



CHAPITRE 2

TRANSFORMATION D’EVALUATION

2.0. Introduction

Tout systéme dynamique peut étre considéré comme une “boite noire” :

a* (t) = ——v1(t)
O~ frn®
a®r (t) - _’_yp(t)

Nous choisissons de représenter chaque sortie ys(t), s € [1..p], d'un tel systéme
par un signal paramétré, dépendant du temps ¢ et des primitives des entrées
a*,z € Z = {z9,21,...,2m} :

yo(t) = gs(t, /0 YAV /0 g (r)dr).

Si on note a*® ’application constante, et égale & 1, les signaux {gs}.e[1..;) sont
t

alors les fonctionnelles qui dépendent les fonctions &,(t) = [ a*(7)dr, z € Z.

0
M. Fliess, en commengant ’introduction de son article [F5], a fait la
remarque suivante :

Les fonctionnelles, c’est-a-dire les fonctions de fonctions, ont, dés leur
origine, été considérées comme des fonctions d’une infinité de “variables
ordinaires”. Ce point de vue, certes indispensable, ne facilite pas toujours
des choses : comment calculer avec une infinité de variables ?

Fortement influencé par les techniques de M.P. Schiitzenberger qui consistent
a coder un grand nombre d’informations par un petit nombre de symboles (ou
lettres) d’un alphabet fini, il introduit m+ 1 indéterminées non commutatives
{z0,21,...,2m} pour coder des fonctionnelles causales analytiques (fonctions
de m 4 1 fonctions dépendant du temps) par leurs séries génératrices (ou
encore séries de Fliess). Ce sont des séries formelles en les indéterminées non
commutatives z € Z. De la méme maniére, les signaux {g,},¢[1.p Peuvent
étre symboliquement décrits par leurs séries génératrices

S, = Z < Sylw > w.
wezZ*
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Maintenant, étant donné une série formelle S en indéterminées non
commutatives, a quelle condition et comment peut-on calculer (par ordinateur
de surcroit) entiérement son comportement temporel ? Lorsque la série S
est finie (c’est-a-dire que S est un polyndme), il suffit de remplager chaque

t
mot w dans S par son intégrale itérée / bow. Si la série S est infinie, on
0

peut toujours la tronquer et se ramener aussi au cas polynémial. Cependant

*
pourquoi tronquer la série (Z az;:) (les a, sont des nombres complexes),
z€Z

par exemple, sachant que le signal associé est la fonction exp (Z afz(t)> ?

2€Z
D’autre part, il est montré par M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-

Lagarrigue ([FLL], [L1], [L2]) que la série génératrice de nombreux systémes
dynamiques (provenant de la modélisation des circuits électroniques non
linéaires par exemple) peut étre approximée par une combinaison linéaire de
fractions rationnelles non commutatives de la forme :

'(cozo)*mz,-l (C]A’fio)*p1 Z,‘2 (0220)*1’2 . Zik—-l (Ck_l Zo)*pk—IZik(CkZO)*pk s

ou les pg,...,pr sont des entiers positifs , les ¢g,...,cr sont des nombres
complexes, les zi,,...,z;, sont des lettres de Z (c’est une approximation du
type Volterra). Ces approximations peuvent étre obtenues par les méthodes
proposées dans ([FLL], [L1], [L2]) pour calculer itérativement une solution
approchée des équations différentielles non linéaires en régime forcé du type :

d
y (&) + oy @) + .+ any(t) + Y pay(t) = u(?).
1=2

On peut aussi les obtenir par les méthodes proposées par G. Viennot et
P. Leroux en utilisant des “arbres croissants”, des “chemins de Motzkin” et
des “histoires” ([VL)]), et par C. Hespel et G. Jacob en utilisant les automates
structurels ([J2], [HJ1], [HJ2], [HI3)).

Le calcul de la sortie peut étre mené en restant dans le cadre
des transformées de Laplace-Borel : on code chaque entrée par sa trans-
formée de Laplace-Borel, et on calcule la transformée de Laplace-Borel de
la sortie. Comme l'ont montré M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-
Lagarrigue ([FLL], [L1], [L2]) la sortie de tels systémes peut étre calculée par
le procédé suivant : calculer la transformée de Laplace-Borel g,- de ’entrée a*,
puis, en “lisant” la série de gauche a droite, remplacer chaque lettre z # 2o par
Popérateur [.wgg:]zg. Ainsi, ils obtiennent la transformée de Laplace-Borel du
signal de sortie qui est une série sur une seule lettre z¢. En utilisant la transfor-
mation de Laplace-Borel inverse ils trouvent le comportement temporel associé
a cette série. Ce procédé a été effectivement implanté par ses auteurs en LISP
dans ([FLL], [L1], {L2]). Cette technique appelle les remarques suivantes : elle
est coiiteuse en temps machine puisqu’elle utilise le produit de mélange (igno-
1é en général par les machines symboliques actuellement sur le marché), en
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outre, elle fait perdre tout le caractére du paramétrage par les entrées, que les
n

' ’ I . N t
auteurs supposent développables en séries entieres de la forme E Cn=3 (dont
n>0
la transformée de Laplace-Borel sera une série en zg : 5 Cnzg )-
n>0

Nous proposons dans ce chapitre, un procédé plus systématique pour
calculer entiérement le comportement temporel associé a une série génératrice
en évitant le calcul terme & terme quand cela est possible. Notre résultat le
plus général est le calcul de I’Evaluation des séries de la forme :

G()Z,‘1 G12i2 Gg N zi,‘_le_lz,-k Gk,

ou les séries Gy, ...,G\ sont échangeables et z;,...,z2;, sont des lettres de
Z. En particulier, pour calculer le comportement temporel par programmes
écrits en MACSYMA (chapitre VI), nous considérons la classe des séries qui
sont des combinaisons linéaires de fractions rationnelles non commutatives de
la forme

(cozjo ) P0zi (125, ) P 23y (225, )" P2 o 24y (ko125 ) P* 2 25, (er2j, )*P%,

ou les pg,...,px sont des entiers positifs, les zj,,...,2j, et zi,...,2i, sont
des lettres de Z. Dans le cas ou les lettres z;j,,...,z;, sont égales a zg, nous

retrouvons des approximants du type Volterra traités par la technique de
M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue dans ([FLL], [L1], [L2]).

Nous développons, dans le premier temps, les bases pour notre “trans-
formation d’Evaluation” avec noyau. Ce noyau peut étre considéré comme la
“mémoire temporelle” aussi bien au sens de Volterra qu’au sens de la program-
mation (chapitre VI). La transformation d’Evaluation est alors une fonction-
nelle dépendant du noyau et des entrées. Nous démontrons une correspondance
entre certains produits de convolution de signaux et des produits de Cauchy
des séries de Fliess. Nous donnons ensuite des applications de ce théoreme.

Ainsi, si les séries génératrices de M. Fliess sont considérées comme un
codage symbolique du comportement entrée-sortie des systémes dynamiques
non linéaires, et si la transformation de Laplace-Borel inverse permet de
retrouver le comportement temporel & partir des fonctions de transfert (séries
formelles sur une seule lettre) dans le cadre des systémes linéaires, de la méme
maniére, la transformation d’Evaluation que nous allons définir permet, en
retour, de déduire trés simplement le comportement temporel de ces systemes
a partir de cette description symbolique. En outre, elle se traduit d’une
maniére naturelle et concise en écriture de programmation (voir chapitre VI).
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2.1. Entrées relatives a un alphabet

Soit Z = {zg,21,...,2m} un alphabet fini.

Soit [, f] un intervalle fini. Nous considérons les fonctions d’entrée
{a*}.ez qui sont dans L*(a, ). Alors, pour toute fonction f dans L!(«, 8),
nous avons 'inégalité de Holder suivante :

1fa*lizs (a8 < M llzs o) Il oo ooy -

Définition 2.1.1. : Nous appelerons entrée relative a I’alphabet
fini Z la donnée du vecteur a = (a*® a"* ... a®") de fonctions de
L>°(0,t) avec a®® désignant I’application constante, et égale a 1.

Suivant K.T. Chen ([C1]), nous appelons chemin associé a ’entrée
a=(a* a* ... a*m),levecteurf = (& & ... &, ) défini comme
suit :

viez, &= [ deo)= [ aap

0

.
Ainsi nous avons €,,(7) = / dp = 7, et pour toute lettre z € Z, £,(0) = 0.
0

Définition 2.1.2. : Nous appelons morphisme majorant de I’entrée
a = (a™® a* ... a°m) au temps t tout morphisme M, : Z* — IR,
vérifiant :
M) =1 et [[a*|| e,y < Mi(2).

Dans la suite, nous supposons que f est une fonction de L'(0,t) et
que f s’annule en zéro. La fonction unité (s’annulant en zéro) est notée par

((un” .

Vr €]0,t], un(r)=1, un(0)=0.

Plus précisément, la fonction d’Evaluation est définie comme suit :

2.2. Evaluation des mots

Définition 2.2.1. : L’Evaluation d’un mot w de Z* par rap-
port au noyau f, pour l'entrée a = (a** a** ... a*m), est définie par
récurrence sur la longueur de w comme suit :

f(t) si w=e¢

Ea(fiw)t) =4
/0 E(f30)(7) dE(T) st w=vz.
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En particulier, lorsque f est la fonction unité un, nous retrouvons
t

Pintégrale itérée / §,w associée au mot w que nous notons aussi &, (w)(t).

Lemme 2.2.1. : Soit a = (a*® a** ... a®m) une entrée et M,
un morphisme majorant de cette entrée (définition 2.1.2.). Nous avons la
majoration suivante :

tlwl
1€a(f5w)ll 10,09 < ”f“Ll(Ot)Mi(w)‘ ik

Preuyve :

. Le résultat est évident pour w = € (|w| = 0).

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot w de longueur
inférieure ou égale a n.

. Soit w un mot de Z™t!, w = w;z. Nous avons :

1a(F50) 1oy = / Ea(f3)(7)] dr

=/0’

< t [ et un) o ool ar

/0 " £ (fywn)(p)a (p)dp| dr

t
- / e (fsw1)a" 12 o.ry A7

1
< / 1€a(f5 0011 0,09 0% | oo 0. 47
(inégalité de Holder)

t lell .
< 1 T T T
< [ Wllss o Mrtion) T M (21

(d'aprés 'hypothése de récurrence)

lwll
< Wlo Milwr2) [ T
w]
=fllz1 (0,0 Mt(w)l_w_l—!'
Ainsi, étant donnée une entrée a = (a*® a*' ... a*m) et étant

donné un noyau f de L'(0,t), 'Evaluation du mot w est aussi un élément
de L(0,t). Par conséquent, on peut utiliser £,(f;w) de nouveau comme un
noyau comme l’exprime le lemme suivant :
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Lemme 2.2.2. : Soient u, v deux mots de Z*. Alors :

E(fiuv) = E(Ea(fru);v).

Preuve : Montrons ce lemme par récurrence sur la longueur du mot v :

. Le résultat est évident pour |v] = 0.

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot v de longueur
inférieure ou égale a n.

. Pour v € Z**1Z*, v = wz, nous avons :

Eu(Ealfiu)v)(t) = / EalEal f ) w)(r) dEx(7)

t
Z/o Ea(fyuw)(7) d€,(7)
(d'apres 'hypothése de récurrence)

= ga(f; uv)(t) .

Nous étendons par linéarité, la définition 2.2.1. a I < Z > de la
manieére suivante :

2.3. Evaluation des polynémes

Dans la suite de ce chapitre I désigne R ou (.

Soit a une entrée relative a ’alphabet fini Z = {zg,21,...,2m}.

Définition 2.3.1. : Nous appelerons Evaluation du polyndéme
P de K < Z > par rapport au noyau f, pour lentrée a =
(a** a** ... a*m), lafonction :

EfiP)= Y < Plw>&(fiw).

wesupp(P)

En particulier, pour f =-un, I’Evaluation du polyndéme P de K < Z >,
pour lentréea = (a*® a** ... a°m), estlafonction ([H2],[HJ3],[HJ4]):

E.(P) = E,(un; P).
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Théoreme 2.3.1. : Soient P et Q deux polynbémes de IK < Z >.
Alors :

ga(f; PQ) = ga(ga(f; P)a Q)

Preuve : En effet, d’aprés la définition 2.3.1., nous avons :

E(&(f;P);Q) = Z Z < Plu>< Qv > Eu(Ea(f;u);v)

u€supp(P) vEsupp(Q)

= Z Z < Plu>< Qv > &(f;uv) (lemme 2.2.2.)

u€supp(P) v€supp(Q)

=& (f; > D <Plu><Qp> uv>

uEsupp(P) vEsupp(Q)

= ga(faPQ) A

Théoréeme 2.3.2. : Soient P et @ deux polynémes de IX < Z >. Soit
r un scalaire. Alors :

E(fi P+7Q) = &(f; P)+r&a(f;Q).

Preuve : La preuve est immédiate d’apres la linéarité des intégrales
ordinaires e

Lemme 2.3.1. : Soient u et v deux mots de Z*. Alors I’Evaluation du
polynéme uwv, pour 'entrée a = (a*® a*! a®*™ ), est donnée par :

Ea(uwv) = & (u)&e(v).

Preuve :

. Le résultat est immédiat pour |u] = 0ou |[v| = 0 car uwe = u, ewv = v
et E.(e) = 1.

. Supposons que le résultat soit vral pour tous mots u, v tels que la
longueur de |uv| soit inférieure ou égale a n.

. Si |uv] = n + 1, alors nous pouvons écrire u = u;r et v = V1Y
avec z, y € Z, u;, v1 € Z* et |yyv| = |uvy| = n. En utilisant le fait que
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uwv = (uwv; )y + (ujwv)z, nous avons :
Ea(uwr)(t) = Ea((wwvr)y)(t) + Eal(wrww)z)(t)
=] E(uwuvy)(r) dby(7) + / Ea(urwv)(1) dé.(7)
0 0

-/ [ga@)(r)e,,(m)(r)] dty(r)+ [ t [Extun)(rIEao)n) | dtetr)

(d'apres I'hypothese de récurrence)

- / £a(w)(T)d[Ea(v19)(1)] + / £ (0)(r)dlEa(t12)(7))

= [Sa(ulx)(f)ga(vly)('r)] . (intégration par parties)

= Ea(u)(t)Ea(v)(t) o

Nous verrons dans le corollaire suivant, que cette transformation
d’Evaluation est aussi une “extension en variables non commutatives” de la
transformation exponentielle de la “série génératrice ordinaire” S = E cpz"

n>0
n

en la “série génératrice exponentielle” associée £,(S) = E cngi'- bien connue
=™
en “combinatoire” ([F2], [F§]).

Corollaire 2.3.1. : Soit z une lettre de Z. Alors pour tout entier positif
n, nous avons :
3 "(t)

&a(2")(t) =

En particulier, si z = zy alors pour tout entier positif n, nous avons :

L) =5

Preuve :

. Le résultat est évident pour n = 0.

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout v, 0 <v < n.

. Pour v = n + 1, puisque z"wz = (n + 1)2"*! (lemme 1.4.3.1.), et
d’aprés le lemme 2.3.1., nous avons :

1 €n+1

n+1
Ea(a") = n+1n‘£z— (n+ 1)V

1 n
(") = S Ea(e)Eu(e) =

En particulier, pour z = z,, puisque £,,(t) = t, alors nous avons le résultat
annoncé e
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Remarque : Si f # un alors & (f;uwv) # E,(f;u)€a(f;v) en général
car il suffit de remarquer que w(uwv) # (wu)w(wv) en général.

Lemme 2.3.2. : Soient = et y deux lettres de Z. Soient i et j deux
entiers positifs. L’Evaluation du polynéme z'wy? par rapport au noyau f est

ga(f;:z:imyj) — '/(; (fz(t) _7,'615(7-))1 (éy(t) - éy(T))] df (7_)

J!

Preuve :
. Le résultat est immédiat pour : =0 ou j = 0.
. Supposons que le résultat soit vrai pour tous entiers positifs ¢; et j;
tel que 23 +j; <t + 7.
. S12; =1 et j; = j, alors nous pouvons utiliser le fait que
gtwy’ = (e wy?) +y(ztwy ),
dans ce cas, nous avons :
Ea(fiz'wy’) = Ea(fi2(2  wy?)) + Eu(fy(a wy™™))
(d'aprés le théoréme 2.3.2.)
= &(&a(fra) o T wy?) + Sa(Ealfry)atwy™™)
(d'apres le théoréme 2.3.1.)

_ [ (E(t) = E(m)) T (G(8) - §y(7')) 2\
- / — =2 e, (£52)(r)

" (1) - «Sx( D' (E() = &y(r)) 7t L o
G2 d&a(f;y)(7)

(d'apres ¥ hypothese de récurrence)

_ t(ga:(t) fz(’r))t -1 (fy(t) §y(7')) r 7_
- [ Bt Bt (ot (r)

(600) = &) (6= 6P
+f (e ()

- [1o) d[“z(f) -G (60 =6

7!

(dérivée d'un produit)
_ [fm“z(” ~&0) (60 —j!ey(f))f] 0

¢ xt—ézTiﬁyt—yTj
+/(€()“ (m))* ( ()j!E())

df (1)
(intégration par parties)

/(éz(t) £(1)) (&) - fy(T))
0 7!

df(r)  (f(0)=0) e

3!
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Plus généralement, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. : (Evaluation des polynémes échangeables) Pour
toutes lettres xy,...,z) de Z et pour tous entiers aa,...,ax, ’Evaluation du
polynéme z3'w ... wz* est :

Ea(f;af?lw ... mxz‘k) — /(; (ﬁll(t) _af!:tl(’r))m - (fzk (t) ;f;’ik (T))ak df (7')

Preyve : D’apres 1.4.3., nous avons :

k
o ar _ -2 iy ai—1 Q41 ak
Ty w...wmZ,” = E x,(zl w...wZ,  wl,; m$i+1 WL Ty ),

t
i=1

d’aprés le théoréme 2.3.2. et avec la méme démonstration que précédemment,
nous avons le résultat anoncé e

Nous étendons la définition 2.3.1. & IK <« Z > (sous certaines
conditions de convergence) de la maniére suivante :

2.4. Evaluation des séries formelles

Dans la suite de ce chapitre K désigne IR ou(.
Soit a une entrée relative & ’alphabet fini Z = {29, 21,...,2m}-

Définition 2.4.1. : Nous appellerons Evaluation de la série for-
melle S de I « Z > par rapport au noyau f, pour l'entrée a =
(a* a** ... a*m), quand elle est définie, la fonction

E(f;S)= Y <Slw> &(fiw).

weZ*

En particulier, pour f = un, 'Evaluation de la série formelle S de
K <« Z >, pour lentrée a = (a*® a** ... a*m), est la fonction

([H2],[HJ3],[HJ4)) :
Ea(S) = Eu(un; S).
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Théoréme 2.4.1. : Soita = (a*® a** ... a* )uneentréeet M, un
morphisme majorant de cette entrée (définition 2.1.2.). Soit x un morphisme
de monoide, de Z* dans IR, vérifiant le condition suivante :

Sox@Mla) < 7

2€Z

Dans ces conditions, pour toute série formelle S de IKX™°“« Z > (définition

1.6.1.2.), la série Z < Slw > &(f;w)(t) est normalement convergente et

wEZ"
en plus, nous avons :

£d(35) € LV(0,1).

Preuve : Cela est immédiat d’apres le lemme 2.2.1., nous prendrons
K1 =||fll11(0,4) €t ¢¢ le morphisme de monoide, de Z* dans JR4 défini comme
suit :

Vz €2, ¢:(z)=1tM(z).

Dans ces conditions, nous avons :
Yw € Z*, ”ga(f;w)”u(o,t) < K ¢i(w).

Soit x le morphisme de monoide, de Z* dans IR, vérifiant :

S x@M) <

z2€Z

En d’autres termes, nous avons :
?

S x(2)é(z) < 1.

2€Z

D’aprés le lemme 1.6.1.3., la série Z < Slw > &(f;w)(t) est donc

wezZ*
normalement convergente e

D’aprés la formule fondamentale de M. Fliess, nous constatons que
I’Evaluation d’une série formelle S peut étre considérée comme une transfor-
mation qui associe & S (sous condition de convergence du théoréme 2.4.1.)
un signal dépendant des primitives {£,};ez des entrées {a*}.ez, et la trans-
formation d’Evaluation n’est rien d’autre qu’une généralisation adéquate de
Vinverse des transformations de Laplace et de Fourier ([H2], [HJ3], [HJ4]).
Dans le cadre du calcul symbolique pour les systémes linéaire, I'opérateur
d’intégration est noté par wln Ici, il coincide avec la lettre zo. Et chaque
lettre z de I’alphabet de codage Z de M. Fliess joue un réle analogue : il code
“Popérateur d’intégration de Stieltjes” par rapport a £,.
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Théoréeme 2.4.2. : Soient S et T deux séries formelles de IK € Z >
vérifiant les hypothéses du théoréme 2.4.1. Alors :

Ea(f; S.T) = Ea(&alf; ), T)-

Preuve : En effet, d’apres la définition 2.4.1., nous avons :

EE(£iS)T)= Y Y < Slu>< T > &(Ea(fiu)iv)

u€Z* vez*
= Z Z < Slu>< Tlv > E(f;uv) (lemme 2.2.2.)
u€Z* vez*
= Ea(f; Z z < Slu><Tv> uv)
u€Z* vez
=E(f;S.T) o

L’introduction du noyau f pour la fonction d’Evaluation & ([H2],
[HI3], [HJ4]) permet de donner une notion de mémoire pour les systemes.
Ce noyau peut étre considéré comme la mémoire temporelle des systemes au
sens de Volterra aussi bien qu’au sens de la programmation (voir chapitre
VI) justifiant ainsi notre approche. La transformation d’Evaluation devient
alors une fonctionnelle dépendant du noyau f et des entrées {a’},cz. Pour
implanter ces fonctionnelles nous utilisons (chapitre VI) la “)_notation” de

MACSYMA ([M3]).

Théoréme 2.4.3. : Soient S et T deux séries formelles de IK <« Z >
vérifiant les hypothéses du théoréme 2.4.1. Soit r un scalaire. Alors :

Ef;S+rT) = Eaf; S) + Tga(f;T)‘

Preuve : La preuve est immédiate d’aprés la linéarité des intégrales
ordinaires e

Théoréeme 2.4.4. : Soient S et T deux séries formelles vérifiant les
conditions du théoréme 2.4.1. Alors I’Evaluation du produit de mélange SwT
est le produit des Evaluations de S et T :

Eu(SwT) = Ea(S)Ea(T).

Preuve : D’aprés la définition de SwT et le lemme 2.3.1., nous avons :

E(SwT)= D < Slu>< T > E(vwo)
u,v€EZ*

= Z Z < Slu>< Tl > E(u)a(v)

wEZ* vEZ"®
= (ug < Slu> Ea(u)> (g; <Tv> Ea(v)>

= £,(S)E(T) o
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Théoréme 2.4.5. : (théoréeme de Convolution) Soit H une série
échangeable :

_ § @g am
'H - hQ’O)al o0y Qm ZO w.. .LlJZm ?

QQyeeeyOyn 20

vérifiant les hypothéses du théoréme 2.4.1. L’Evaluation de la série H par
rapport au noyau f, pour l'entrée a = (a*® a* ... a*m), est:

£ H)(t) = ]o B(E(L) — E(r))df (7).

ou h(£(t)) est ’Evaluation de la série H, pour 'entréea=(a** a* ... a*™).
h(&(t)) une fonction analytique des {€,};ez :

t0068 (1) . €87 (1)

O(o!O']!...O/m!

R(E) = At € ()s- 1 6an )= D hagiarmom

Qp,...,Om 20

Preuve : D’apres la proposition 2.3.1., on a :

E(fiH) )= D haeromEalfiztw . wzpm)

Qpy...,0m 20

- : : hQOaalr":am

0Q,...s0m 20

/t (t = 7)™ (&, () =&, ()N (€ () — & (7))o

aglay!. .. am!

0
t
= E : hQ’Oyal""’am
0

@0,y 20

(= 1) (a(t) = € (T - (Eam () = Ean (1) s

aplay!. .. ap!

= /0 h(&(t) — E(T))df () o

df(r)

Les opérateurs d’intégration de Stieltjes coincident donc avec ceux de
la transformation de Laplace multidimensionnelle lorsqu’ils commutent entre
eux, c’est-a-dire lorsque le noyau f est la fonction unité et la série formelle S
est échangeable (théoreme 2.4.5.).

Nous en déduisons une correspondance entre une certaine convolution
de signaux et un produit de Cauchy de séries génératrices :
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Corollaire 2.4.1. : Soit G une série formelle de IK <« Z > et soit H
une série échangeable vérifiant les hypothéses du théoréme 2.4.1. L’Evaluation
de la série formelle GH, pour l'entrée a = (a*® a** ... a’m ), est:

EGH)(t) = < Gle > h(E(t)) + / BE() — E())dE(G)(r),

ot h(£(t)) est ’Evaluation de la série H, pour ’entréea=(a*® a*' ... a*™).

Preuve : En effet, puisque GH = < Gle > H + G1H, ou G; est une
série formelle propre de Il <« Z >, et d’apres le théoreme 2.4.3., VEvaluation
de la série formelle GH, pour 'entrée a = (a*® a*' ... a®™ ), est:

ELGH)(t) = < Gle > E,(H)(£) + Eo(GLH)(1).

Comme H est une série échangeable, alors en utilisant le théoreme de
Convolution dans le cas particulier ou le noyau f est ’Evaluation de la série
formelle propre G, nous obtenons le résultat annoncé e

On peut observer qu’il existe une certaine dissymétrie dans cette
convolution, cela est une conséquence immédiate de la non commutativité du
produit de Cauchy des séries formelles G et H. Cette correspondance semble
évidente mais elle est trés pratique pour effectuer les calculs (voir 2.5.). En
outre, elle nous conduit & une programmation trés naturelle en MACSYMA
(voir chapitre VI) pour ’Evaluation des combinaisons linéaires des fractions
rationnelles non commutatives décrites par

(cozjo)*pozix (C] 5 )*P12i2 (62212 )*Pz e Zig (Ck—lzjk-l )*pk—lzik (ckzjk ),pk ’

ou les py,...,pr sont des entiers positifs , les z;,...,2; et zi,...,z;, sont
des lettres de Z. Dans le cas ou les lettres zj ,...,z,, sont égales a zg, nous
retrouvons des approximants du type Volterra traités par la technique de
M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue dans ([FLL], [L1], [L2]).

2.5. Exemple de calcul

Lemme 2.5.1. : Pour tout entier n > 1, nous avons :

Ea(2"")(t) = exp(€.(t))gn(€:(1)),

ot les g, sont des polynémes en I'indéterminée £,(t), et vérifient I’équation
récurrente suivante :

1 si n=1

HED T aae @+ [ a6 - 606 s n>1
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Preuve :

. Puisque &,(2*)(t) = exp(€:(t)), on peut écrire g;(£.(¢)) = 1.

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout v, 0 <v <n —1.

. Pour v = n, nous avons z*" = z*2*""!. D’aprés ’hypothése de
récurrence et d’apres le corollaire 2.4.1., nous obtenons le résultat annoncé :

Za(z‘“)(t) = exp(ﬁ:(t))gn—l(ﬁz(t))
+ / exp(E:() — Ex(7))gnos(Es() — £:(r))dexp(£s(r))

= exp(&,(1)) [gn_l(az(t)) + [ gttt - ez(r))dsz(r)] .

n-1 _ j
Lemme 2.5.2. : La famille gn(£.(1)) = Z (n . 1) %;t—), pourn > 1,

=0 N 7

est I'unique solution de I’équation récurrente :

1 si n=1

EODZ e+ [ o0 -£NiE) 5 n>1

Preyve : Etant donné G; =1 € I € Z 3>, nous avons clairement :
91(£:(2)) = L (G1)(2) = 1.
Supposons que pour tout entier n > 1, nous ayons :
gn(€:(1)) = E(GR)(2),

avec G, € IKX € Z > . Alors nous avons pour tout entier n > 1 (voir le
corollaire 2.4.1.) :

Ea(Grn) = E(Gror) + Ea(2Gny)-
Cette équation reste vraie si nous avons (théoréme 2.4.3.) :
Grn=0142)Gpn-;.
En d’autres termes :

Gn=(1+2)""" .__"il (n;‘l>zj'

=0

: J
Puisque &,(27)(t) = %-ﬁ,ﬁ, J 2 0 (corollaire 2.3.1.), alors nous avons pour
tout entiern > 1 :

&) =G =3 (") &L .

=0
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D’apres le lemme 2.5.1. et le lemme 2.5.2., nous avons la proposition
suivante :

Propositon 2.5.1. : Pour tout entier positif n, nous avons :

1 st n=0
Ea(2"")(t) = = (n - 1) O
exp(€,(t )2 st o n>0.
(€:(t) Za i)
J—
En particulier, pour z = zy, nous avons :
1 si n=0
Ea(z3")(t) = et 3
(7)) exp(t)Z(n,1>tf‘ si n>0.

De la méme maniére, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.5.2. : Pour tout entier positif n, pour tout nombre
complexe a, nous avons :

1 si n=0
El(a2)™"](t) = = /n-— )
lfaz)™)(2) exp[a{;(t)]z (n : 1)[—0—6—.(9—]- si n>0.
j=0 J J:
En particulier, pour z = z¢, nous avons :
1 si n=0
El(aze)* (1) = — /n- 1))
laz0)™](2) exp(at)z (n ) 1) (ai) si n>0.
' J J:
J=0

D’apres le théoreme de convolution et la proposition 2.5.2., nous en
déduisons le théoréme suivant :

Théoréeme 2.5.1. : Pour tout entier positif n, pour tout nombre
complexe a, nous avons :

( ft) si n=0

= /n-1\ [*
cussterio=] 5 (15 ) [ ovlete =6
o(6x(8) ~ £s(r )P
!

[

=0

LN

df (r) si n>0.

\ J



§2.5. Ezemple de calcul 57

En particulier, pour z = zp, nous avons :

f@)sin=0
ElfleaO=1 5 (721 [explat- L g sin >0

7=0

Théoreme 2.5.2. : Pour tout entier positif k, supposons que G est
une série formelle échangeable et nous notons gx(£(t)) son Evaluation :

Ea(Gi)(t) = gk (E(1)) = gu(t,&a(D), - -, Em(2))-

Pour tout entier positif k, nous posons :
Sk = G0251G1 . .Z,’ka.

ou zi,, 2i,,..., 2i, sont des lettres de Z. Avec ces notations, nous avons, pour
tout entier k > 0 :

Ea(SK)(t) = / / c / * g€ ) (€(ra) — E(m)) . gr(E(t) — E(ma))
d., (n1)... dEa, (72)-

Preuve :
. Pour k =1, d’apres le lemme 2.2.1., nous avons :

£a(Gozr, (1) = / golE())a™s (7)dr,

et d’apres le corollaire 2.4.1., nous avons :

£a(Gozi, Ga)(t) = / go(£(7))a™ (1)1 (€(2) — E(r))dr

= [ aoemne® - e, 0.
. Le résultat est supposé vrai pourtout v, 1<v <k-—1:
es)0= [ [ [Catermaten) - o).
gu(gzj., (t) e 62,'., (7'11))d§z.'1 (11)... dﬁli, (TV)-

. Pour v = k, d’apres le lemme 2.2.1., nous avons :

Eu(Skorz,)(t) = /0 /0 . /0 ” qo(&(r))as (E(m2) = E(r))....
gk-l(&,'k_l (%) — 623,‘_1 (Tk-l))d£2.'1 (11)-- dézg,, (7).

Finalement, d’apres le corollaire 2.4.1., nous avons :

E(Su)(t) = / / Y / * g€ (r )1 (E(m2) ~ (). . g (€(t) — E(71))
dé:; (n1)...dE;, (x) o
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Nous en déduisons le résultat suivant :

Corollaire 2.5.1. : Soient k+ 1 entiers positifs py, p1, -.., pr. Soient
Ziys Zige-es z,k, les lettres de Zy = Z \ {z0}. Alors I’Evaluation du mot

2002, 28" ... 2;, 20* est (voir le corollaire 2.2.1.) :

A (= m)P .. (= )P
1 2 1 k
oee dz. --.d . .
/o /0 /o /o po'pi!...pi! 6.,(71) f.k(Tk)

Ce résultat est utilisé dans [HJ4] pour donner le développement de Tay-
lor des noyaux de Volterra. Il exprime que pour tout mot zg°2;, 25" ... 2i, 25 *,
nous pouvons associer une intégrale itérée

/ot /ofk -.-/On 7O (ry — 1) L (t = ) o (1) s ()

aplag!. .. ax!

dont on remarquera la diminution du nombre d’intégrations a effectuer.
Cela généralise la correspondance classique entre le mot z2§ et l'intégrale

t o
-6
/ (9)( ) df. Cette derniére intégrale est la o**™¢ primitive de a?, qui
0

s’annule en 0 aussi bien que ses premiéres dérivées ([F5]).

D’aprés le théoreme 2.5.1. et le théoréme 2.5.2., nous en déduisons le
résultat suivant :

Corollaire 2.5.2. : Soit ¢y, ¢;1, ..., ¢ k + 1 nombres complexes.
Soient k + 1 entiers positifs py, p1, ..., pk. Soient z;,, z;, ..., z,, les lettres
de Zo = Z\{20}. Alors PEvaluation de la fraction rationnelle non commutative
(coz0)*P0z4, (€120)*P ... 2, (Crzo)*P* est :

/: /ofk /OT*“ --./:2 fo(r)fi(rz = 7). fut = 7a)dEz (1) - - dEs, (7x),

avec (voir la proposition 2.5.2.) :

1 si pp,=0
_ a1
Vn € [0k, fa(t) = exp(cnt) ”Z ( ) (c"t)J si pp, > 0.

7!
=0

Ce résultat est aussi présenté dans ([FLL], [L1], [L2]) pour calculer
itérativement les noyaux de Volterra de la solution des équations différentielles
en régime forcé. Dans le chapitre VI, nous présenterons une implantation
concise et efficace en MACSYMA du calcul de I’Evaluation de ces séries Si.
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2.6. Evaluation de quelque séries formelles usuelles

Soit z une lettre de Z. Nous avons les Evaluations de quelque séries
formelles usuelles suivantes :

alors, en particulier

z¥ = E z"
E nz"

n>0

Z(_l)nZQn

n2>0

Z(_l)nz2n+1

n>0

/0 exp(€.(1) — £:(7))df (7)

S E(f;5)
n /(gz(t) 62(7))"df(7’)
. NN X B Xe)
nn 21 z__;( 1) [omtet - e ERZE D gy
Zann /(fz(t) EZ(T)) df(r)
n2>0 n>0

/0 (€:(1) = £:(7)) exp(£=(t) — Ex(7))df ()

/0 cos(é.(t) — £.(7))df (1)

/0 sin(€.(t) — &.(7))df(7)

En particulier, pour f = un, nous avons les Evaluations suivantes ([H2}, [HJ3],

[HJ4]) :
S E.(S)
€ 1
on £7(t
n!
j
2*"n>1 lexp(€:(t)) Z ( ) (§z§f))
j=
- £
alors, en particulier
r=) 2" exp(€:(t))
n>0
Z nz" €:(t) exp(€:(t))
n2>0
> (=nmen cos(&(t))
n>0

n>0

> (=D

2n+1

sin(¢:(t))
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Evidemment, pour z = zp, nous avons :

n>0

(e

df( )

(
s 5

| exte = nyaste)

[ ==
/ cos(t — 7)df (1)

0

/0 sin(t — 7)df (1)

S Eq(f; )
€ 1)
2 / -7 T) ~———df (1)
gt n2>1 Z:l (n-l) /texp(t—r)( i df(7)

Et finalement, nous obtenons la transformation Laplace-Borel inverse :

S £a(S)
€ 1
n "
n—1 y
* n—1 (t)J
zg",n2>1 exp(t)zzz ( i >—]—'
tn
D cnd D ey
n>0 n>0
alors, en particulier
2 = Z zg exp(t)
n2>0
Z nzg texp(t)
n>0
PGk cos(t)
n>0
Z( 1)n 2n+1 sin(t)
n>0




CHAPITRE 3

SERIES DE CHEN, SERIES DE FLIESS,SERIES DE VOLTERRA

3.0. Introduction

Les séries de Chen ont été introduites par M. Fliess et H.J. Sussmann
en théorie de la commande pour coder la contribution des entrées des systemes
dynamiques non linéaires. Elles sont des outils adéquats pour décrire les
“entrées généralisées” ([F3]). Elles interviennent aussi dans la démonstration
par H.J. Sussmann de la conjecture de H. Hermes sur la commandabilité
locale ([S4]). Elles sont, & homomorphisme prés, les “opérateurs de transport”
qu’étudient simultanément T. Huillet, A. Monin et G. Salut ([HMS1]}, [HMS2],
[HMS3)) et H.J. Sussmann ([S6]) pour donner une factorisation en produit
infini des sorties des systémes dynamiques non linéaires en utilisant la base
de Hall de Valgebre de Lie des champs de vecteurs. En fait, on peut obtenir
un tel produit infini en utilisant n’importe quelle base de 1’algebre de Lie libre
engendrée par l'alphabet de codage de M. Fliess, mais la base de Lyndon est
probablement mieux adaptée a un calcul par la tranformation d’Evaluation
(voir I'annexe E).

Dans ce chapitre, nous redémontrerons un résultat concernant la con-
caténation des séries de Chen en utilisant un lemme de translation temporelle.
Nous donnerons une graduation des séries de Chen basée sur 1’égalité suivante
entre expressions rationnelles :

(20+2)" = 25(223)".

Ensuite nous étudierons le lien entre les séries de Chen et les séries de Fliess
par intermédiaire de la dualité suivante :

. si ¢ et x sont les morphismes de monoide, de Z* dans IR, vérifiant
la condition Z x(2)¢(2) < 1,

z€Z

. si la série de Chen C est ¢—exponentiellement majorée (voir définition
1.6.1.1.),

. si la série génératrice o, f, associée & une observation f relative & un
polysystéme, vérifie la condition de x—croissance (voir définition 1.6.1.2.),

. alors la série Z < Clw >< 04 f|w > est normalement convergente.

z€Z*
Nous obtenons ainsi une condition suffisante pour que la série de o, f soit

“Evaluable” au sens du chapitre II. Et dans ce cas, ’Evaluation de la série
de o4f peut s’interpréter comme l’action de la série C' sur ’observation
f (voir 1.8.1.). Avec les mémes conditions, nous déduisons simplement les
développements de Taylor des noyaux de Volterra.
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Avant de commencer ’étude du lien entre les séries de Chen, les séries
de Fliess et les séries de Volterra, nous rappelons trés briévement les propriétés
des séries de Volterra et les techniques qui s’y rattachent (transformation de
Laplace multidimensionnelle et technique d’association de variables) :

Pour généraliser le développement de Taylor ordinaire, V. Volterra a
proposé ([V2]), pour une fonctionnelle de a : [0,1) — IK, le développement
suivant :

1 1 41
ko +/ ky(71)a(m1)dn +/ / ka(72,71)a(m2)a(ry)dredn + ...,
0 0o Jo

ou ky € K,k : [0,1] — K,k : [0,1]> — IK,... sont des noyaux, qui
sont choisis, ainsi que a, de maniére a assurer l’existence des intégrales et
la convergence de la formule précédente. Les bornes d’intégration de cette
formule étant fixes, il n’y a pas d’évolution temporelle. Elles ont été modifiées
par J.F. Barrett (|B2]) et M. Schetzen ([S1]) pour devenir dynamiques et on
obtient ainsi “les séries de Volterra” :

t 1t
ho(t) + / hy(t,71)a(m)dn +/ / ha(t, 72, 71)a(r2)a(n )dr2dm + ...
0 o Jo

dont les noyaux sont les fonctions hg(t), h1(2,71), h2(t,72,71),... Ces noyaux
sont dits triangulaires, si lorsqu’il existe un entier positif : tel que 7; > ¢, alors
les noyaux {hn},>: sont nuls. Dans ce cas la série de Volterra s’écrit encore
sous la forme dite “triangulaire” :

t 1 ™
ho(t) + / hy(t, 71 )a(m )dm + / / ho(t, 9, 71)a(T2)a(m )dredry + ...
0 0o Jo

Sous ces formes dynamiques les séries de Volterra sont introduites en théorie
de la commande par C. Lesiak et A.J. Krener ([LK]) pour approximer les
sorties des systémes dynamiques non linéaires a un nombre finis de noyaux non
nuls. La structure géométrique de ces noyaux est étudiée par R.W. Brockett
([B6)) et par E.G. Gilbert ([G4]). Ces études montrent que I’approximation
par un nombre fini de noyaux non nuls revient a approximer un systéme
analytique par un systéme bilinéaire (ou régulier) dont la série génératrice est
rationnelle. Les propriétés des noyaux de Volterra des systémes bilinéaires ont
été étudiées par C. Bruni, G. Di Pillo et G. Koch ([BDK]). Ces propriétés
sont aussi étudiées par W.J. Rugh en utilisant les tranformations de Laplace
multidimensionnelles ([R5)) :

Etant donné une entrée q, la réponse y du systéme est exprimée par la
somme infinie suivante :

y(t) =yo(t) +w(t)+... +yn(t) +...



£3.0. Introduction 63

ou pour tout entier positif n :

t gt 1
yn(t) =/ / / ha(t, 715 sm)a(Ts) ... a(11)dTn ... dT;
o Jo 0

avec les noyaux {hn}n>; triangulaires (systéme causal). Ainsi pour t fixé, on
peut écrire :

yn(t)=/owjow.../owh,,(t,n,...,Tn)a(f,,)...a(n)dr,,...drl.

Le systéme est dit stationnaire s’il existe, pour tout entier positif n, une
fonction g, telle que g,(t — 71,...,t = 74) = hn(t,71,...,Tn).

Pour mieux exposer, nous nous plagons dans le cadre des systémes
stationnaires :

y(t) = Zyn(t) = ,,ZU/O’“:/O’ gn(t—11,..., t = 1p)a(rs)...a(m1)d7y ... dT1.

n>0

Une méthode pour calculer cette réponse y du systéme consiste a évaluer
dans le domaine temporel les intégrales y,. L’intérét d’une telle méthode
est relativement limité car elle peut introduire pour des temps “grands” une
erreur importante qui s’ajoute a ’erreur de troncature de la série. Une autre
technique consiste & introduire un calcul symbolique généralisant le calcul
de Heaviside et effectuer le calcul dans le cadre des transformées de Laplace
multidimensionnelles. En effet, en introduisant n variables ¢;,...,t, et une
nouvelle g, fonction tels que :

o0 o0
Un(t1,. ..y tq) = / .. / gn(t1 = 715y tn — mn)a(ryn) ... a(m)dT, ... dTy,
0 0
et yn(t) = gﬂ(tl’ LR tn)|tl=...=tn=t)

on obtient d’aprés le théoréme de convolution (voir [R5)) :
Yo(s1y-.-,80) = Gon(51,82,-..,80)A(51) ... A(sn),

ot Yoo (51,-++80),Gn(51,82,..-,5n) et A(s) sont des transformées de Laplace
de §n(t1y---5stn), gn(ts — T1,...,tn — Tn) €t a(t) respectivement :

. {o o} oo oo
Yo(s1,...,80) = / / / Yn(try... tn)e 1 lFFontndgs  dt,
o Jo 0
[ o} o0 oo
Gn(517327~--a5n)= / / / gn(tl,...,tn)e-(altl+"'+s"t”)dt1 ...dtn,
o Jo 0

A(s) = /0 ~ a(t)e*tdt.
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On peut ainsi déterminer la fonction §, par la transformation de Laplace
multidimensionnelle inverse :

_ 1 n  ro+ico o+ico
g,,,(tl,...,t,,)=L-lyn(sl,...,sn)=(§;) / /
g—3100 o —100

¥ 81t14...+spt
Ya(s1,...,80)e"" nindsy...dsy,

et on obtient alors y, (rappelons que yn(t) = §n(t1,-. ., tn)jy=..=t,=1) :

1 n o4100 o+100 _
yn(t) = (—-) / ces / Ya(sy,... ,sn)e("‘+"'+’")'dsl ...dsp.
o-1 o

2 —-100 ~100

En posant s = s; + ...+ s,, on peut écrire :

1 o+ico 1 n-1 o+ico o+ioc0
ya(t) = o [(—— ) / /
2T Jojoo |\ 2T o—ico o—ico

Yo(s1y. ooy 8n—1,8— 81 — ...~ 8p—1)dsy ... dsp_1|e%"ds.

Or si Y, (s) désigne la transformée de Laplace monodimensionnelle de y,, :
1 0+IOO
yn(t) = 5—

2im 0~—100

Ya(s)e*'ds

alors on en déduit que :

v ) ( 1 )11-—1 /a+iw /a+iw
nlS) = - oo
( 2w o—100 o—100

f’n(sl, ey Sp—1,8 — 81 — ... — Sp—1)dSy...dSp
= Assp[Yu(s1,...,80))(s).

Finalement la réponse y du systéme est donnée par de simples transformées
de Laplace monodimensionnelle inverses comme dans le cas linéaire :

oc+ioo

y(t) = Z/ Assp[Yrlsi,. .. ,8n))(s)e® ds.

—-100

Une telle technique est die & D. George ([G3]), elle est appelée technique
d’association de variables, dont les principales propriétés sont ([R5)) :

(P1) SiF(s1,...,80)=H(s1,...,5k)G(Sk41,---,5n) alors :
1 0+i00 ‘
Assp[F(s1,--.,80)](8) = 5 Asse[H(sy,...,80))(s — u)

o—1i00
Assn_k[G(Sk41y- -y 8p)](u)du.
(P2) SiF(s3,...,8n)=H(s1+...+30)G(51,...,85) alors :
Assp[F(s1,...,50))(s) = Assn[H(s1 4+ ...+ 30)](8)A48s,[G(s1,. . .,8)](s)
La technique d’association de variables semble puissante mais elle pose

de redoutables probléemes d’algorithmique quand & Yimplantation effective.
C’est une raison pour laquelle cette technique est trés peu utilisée.
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3.1. Séries de Chen ([C1}], [C2], [R1])

3.1.1. Définitions et exemple fondamental

Définition 3.1.1.1. : ([F5], [S4]) On appelle série de Chen de
Pentrée a = (a* a** ... a*m) la série définie somme suit :
Ca= Y Eu(w)(t)w.
wezZ*
Théoréme 3.1.1.1. : Toute série de Chen C, de l'entrée a est

¢,—exponentiellement majorée (définition 1.6.1.1.), ou ¢, le morphisme de
monoide, de Z* dans IR, défini par :

Vz € Z, ¢(z)= M2},

et M, est un morphisme majorant de I'entrée a au temps t (définition 2.1.2.).
Par conséquent, nous avons :

C. € R "< Z > .

Preuve : C’est une conséquence directe du lemme 2.2.1. e

Définition 3.1.1.2. : Nous notons par “CHEN®” I’ensemble de tous
les séries de Chen des entrées relatives a l'alphabet fini Z.

Les propriétés de lintégration par parties permettent de montrer
(lemme 2.3.1.) que toute série de Chen C, vérifie le “critére de Friedrich” :

Yu, v € Z*, < Chluwv > = <Cslu><Colv >.

Par conséquent ([R1]), C, est ’exponentielle d'une série de Lie ({JO1]) :

o= en( 1),

k>1

ou Li(C,), k > 1, est un polynome de Lie homogene degré k. Ce résultat
est une généralisation de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. On peut
aussi obtenir C, comme produit infini d’exponentielles d’éléments d'une base
de Hall de 1’algebre de Lie libre ([HMS1], [HMS2], [HMS3], [S6]). En fait, on
peut obtenir un tel produit infini en utilisant n’importe quelle base de I’algébre
de Lie libre engendrée par I’alphabet de codage de M. Fliess, mais la base de
Lyndon est probablement mieux adaptée a un calcul par la tranformation
d’Evaluation (voir ’annexe E).
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Exemple 3.1.1.1.

La série de Chen de ’entrée constante c est :

Cc= exp(t Zc’z).

z2€Z

En particulier, si t = 0 alors la série de Chen de ’entrée o définie en zéro est :

Co-:E.

La série de Chen de Dentrée e,, = (1 0 0) définie sur [0,#?%)]
est :
C’:zo = exp(t*zo).

Pour toute lettre z € Zg, soit e, ’entrée définie par :
vre(0,t?], e()=(1 0 ... 1 0).
La série de Chen de ’entrée e, est :
sz, = exp(t®zo + t2).

On peut vérifier aisément (par d’éveloppement de Taylor) que :

.1,
lim (G, — 1 =2,

et pour toute lettre z € Zy, on a :

N o t
}E»% ;[ce, _Ce,o] =z

3.1.2. Concaténation des séries de Chen

Définition 3.1.2.1. : ([F5], [S4]) Nous appelons concaténation de
deux entrées a = (a*® a* a*m) et b = (b b ... b™)
définies sur [0,1,] et [0,%s), la nouvelle entrée afb définie comme suit :

afb(t) = a(t) pour 0L<t<t,
ab(ts +t) = b(t) pour 0Lt <t
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Proposition 3.1.2.1. : ([C2], [S4]) Avec les notations précédentes, la
série de Chen de I’entrée afb est égale produit de Cauchy de la série de Chen
C, de lentrée a avec la série de Chen Cy de I'entrée b :

Cagp = CoCs.

Ezemple : La série de Chen de ’entrée constante a (resp. b) définie sur
[0,14] (resp. [0,13]) est :

Cq = exp (ta Z a’z) (resp. Cy = exp (tb Z b’z)),

z€Z z€Z

et la série de Chen de ’entrée affb définie sur [0,t, + t;)] est :

Cagp = €Xp (ta Z azz> exp (tb Z b’z).

2€Z z2€2

La preuve de la proposition 3.1.2.1. donnée par H.J. Sussman dans [S4]
utilise une équation différentielle structurelle vérifiée par Coyp. On peut aussi
donner une preuve élémentaire directement comme suit :

Définition 3.1.2.2. : ([HJ4], [HJI5]) Soit 6 un réel fixé. Soit e une fonc-
tion de L>=(6,60+1), t > 0. Nous définissons I'intégrale itérée §—translatée

par:
1 s1 w=e,

6+1
/ 5ew - 1 6+7
6 / (/ 6ev)d§z(9 +7) si w=vz
0o \Js

Remarque :
i

(1) L’intégrale itérée / bew n’est pas une intégrale ordinaire. En

0
particulier, 'additivité est en défaut. En effet on a :

6+1 6 641t
/ 5ew#/ 6ew+/ bew.
0 0 )

(Déja pour w = ¢, cela entrainerait 1=1+1!)
1o+t t
(11) Les intégrales itérées / bappv et v = &(v)(ty) sont
ta 0
égales, ayant la méme définition récurrente (alib étant la concaténée des entrées
a=(a* a* ... a™)etb= (b b ... b*) définies sur [0,t,] et

[0, tb]).
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La proposition 3.1.2.1. équivaut alors au lemme suivant :

Lemme 3.1.2.1. : (lemme de translation temporelle, [HJ4], [HI5]) Soit
@ un réel fixé. Soit e une fonction de L*(0,6 + ), t > 0. Nous avons ]’égalité
suivante :

6+1 é 6+1
E@+t)= Y Se(u)(e)/; =3 /06‘“/9 6.0.

u,uEZ* u,v€Z*
su=w uv=w

Preuve :
6+1
. Puisque §.€ = 1, alors le résultat est immédiat pour w = e.
. Supposons que le résultat soit satisfait pour tout mot w, 0 < |[w| < n.
. Si |[w| = n+1 alors w peut s’écrire en w = w;z, wy € Z*, z € Z. Par
conséquent, nous avons :

6+1
Eo(w)(B +1) = /0 E(w2)(p) dt:(p)

0+t

8
_ / Ec(wn)(P)da(p) + | Eclwr)(p) des(p)

(additivité des intégrales ordinaires)

= &, (wr2)(6) + /0 Eo(wy)(0 +7) d:(8+7)

(nous avons posé p =6+ 7)

4 g+
@O+ [ X &) [ b deo+n)

u;,v; EZ‘

Uy =un

(d'aprés 'hypotheése de récurrence)

t pb+r
= £e(wlz)(0).1 - Z ge(ul)(e)/o A 6evl déz(e + T)

uy,01€Z°
uny=un

o+1 6+t
—e@® [ bt T @O [ dlna)

u;,n; EZ‘
UV =wy

(d'aprés la définition 3.1.2.1.)
6+1

641t
=ewa)®) [ et T @O [ b

u,v€EZ" vF#e
vv=w; 2

(distributivité des intégrales ordinaires)
6+t

= Y E(u)6) /0 bev @

u,veZ"®

Hr=w
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Preuve de la proposition 3.1.2.1. : D’aprés la définition de affb et le
lemme de translation temporelle, nous avons :

o+
Capp = Z Eapp(W)(te + th)w = Z [ Z ganb(u)(ta)[ 5aﬁbv]w~

weZ* wEZ* “u,veZ*

uv=w

D’aprés la remarque (iz), on a :

Cam=D_ D, Ea(u)(t)Ea(v)(ts)uv

wEZ® u,veZ*

uv=w

= [Z fa(u)(ta)u] [Z £b(v)(tb)v] —C,C, ®

u€Z* vEZ*

3.1.3. Indiscernabilité

Définition 3.1.3.1. : ([HJ4], [HJ5)) Soit S une série formelle continue
sur une classe Cl. Alors S est dite indiscernable sur une classe Cl si :

VCell, <S||C>=0.

Lemme 3.1.3.1. : ((HJ4], [HJ5]) Si une série formelle S continue sur
CHEN® est indiscernable sur CHEN®t alors pour toute lettre z de Z, la série
24§ est indiscernable sur CHEN®

Preuve :

. 81z # zg alors :

1
<z48|C, > =< S|Ca ilin% ?[C:, - C:zo] > (exemple 3.1.1.1.)
= }11%% < S|ic.ct, - Cizo] > (convergence uniforme)
= %in%% < S||Cage, = Cape., > (proposition 3.1.2.1.)

1
= %l_f}% ?[< S||Cae, > — < SliCage., >]
=0 (S est indiscernable sur CHEN'®").

. Si z =z alors :

.1
< 254 5||C. > = < S]|C. }uré }7[(’,::0 —1]> (exemple 3.1.1.1.)
1
= }in(l) 72 < S IIC’a[C:z0 —1] > (convergence uniforme)
.1 "
= }1_{1% 7 < S||Cae,, —Ca >  (proposition 3.1.2.1.)

.1
= }1_13) §[< 5||Cage,, > — < S|ICa >]

=0 (S est indiscernable sur CHEN ) o
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Corollaire 3.1.3.1. : ([HJ4], [HJ5}) Si une série formelle S continue
sur CHEN® est indiscernable sur CHEN® alors pour tout mot w de Z*, waS
est indiscernable sur CHEN #:.

Preuve :

. Puisque S est indiscernable sur CHEN®, le résultat est immédiat
pour w = €.

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot w, 0 < |w| < n.

. Pour w, |w|=n+1, on peut écrire w =zw;. On a:

waS=za(w;a8) (voir 1.3.).

D’aprés ’hypothése de récurrence, w; 4 S est indiscernable sur CHEN G
Par conséquent, w 4§ = z a (w; < §) est indiscernable sur CHEN? (lemme
3.1.31.) e

Théoréme 3.1.3.1. : ([HJ4), [HI5]) Une série formelle S continue sur
CHEN?® est indiscernable sur CHEN ®* si et seulement si S = 0.

Preuve : 1l est immédiat que si S = 0 alors S est indiscernable sur
CHEN?® . Si S est indiscernable sur CHEN® alors d’apreés le corollaire 4.1.3.1.,
w < S est indiscernable sur CHEN®* pour tout mot w de Z*, nous avons :

<Sw>=<waSle>=<waS||C, >=0 (voir I'exemple 3.1.1.1.).
Par conséquent :

S=0 o

3.1.4. Une graduation des séries de Chen

Soit a une entrée relative a 'alphabet fini Z = {29,21,...,2m}
D’aprés 1.4.1., la série de Chen C, de entrée a définie sur [0, ¢] peut étre

s’écrire en :
Ca=d VilC)=)_ > E&(w)t)w.
k20 k20 we(s3 Zo)t
Proposition 3.1.4.1. : ([HJ4], [(HJ5]) Soit a une entrée relative a

Dalphabet fini Z = {zg,21,..-,2m}. SiC, est la série de Chen de cette entrée,
alors pour tout entier positif k, la série Vi(C,) peut s’exprimer par :

t pTi T2
> f / / ez, TR gy TR e, (1)L dEs,, (k).
0Jo 0 ! *

ZiqeZiy EZ(’)‘
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Preuve : Pour tout entier positif k, chaque mot w € (23Zo)*2¢ peut
s'exprimer en w = z3°z;, 25" ... 2i, 25 *,OU @y, ..., ak sont des entiers positifs,
et z;,,..., 2, sont des lettres de Z,. D’apres le corollaire 2.5.1., nous avons :

Ea(w)(t) / / /" ”‘“!)_al =TT e, (m).dEa, ().

..ak!

Nous pouvons alors déduire que pour tout entier positif k :

Vi(Co) = Z z Ealz8%2i, 280 .. 20,25 )(2) 25020, 28" - - 2i 20

z.kEZ aoQ,.. ,O’kzo

oy [ [t
0 o 0 O’O!a]!...!ak!

2iy .20, €ZF @0y 0k 20

d{Z:l (Tl ) déz‘k (TL) ZO 2'1 20 e zik zgk

- T E,

2iq z.kezk
(1120)%°2i, [(m2 — )= ] 1...zik[(t—7,)z Jok
= 2 00'1011'0 Cdag! = d{z;l(Tl)..dfz‘.k(Tk)
) 2y Z::EZ"‘/ﬂ/ /

eTl zOzil 6(1-2—1'1)20. .. zzk e(t—‘l’k)z()dfzi1 (Tl)' .. déz"k (Tk) o

Puisque C, = E Vi(C,), nous avons le théoréme de graduation des
k>0
séries de Chen suivant :

Théoreme 3.1.4.1. : ([HJ4], [HI5]) Soit a une entrée relative a
Dalphabet fini Z = {29,21,...,2m}. La série de Chen C, est décrite par :

T2
Co = Z Z / / /0 e %0z el 5 e(t )%

k20z; ..2; €Z¢
de.,. (m). .. dEx, (72)

k T2
=2 X // / (e¥0r170z;,). .. (%m0 2y, )et™o
0

k>0 iy Ziy ezk
de., (7). dEs;, (72).
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La seconde égalité est obtenue en utilisant la formule suivante ([B5}) :

1
e"fe”® = Z _U_'ad:ﬂ - e“d"ﬂ,

v2>0
ot ad’B, v > 1, est le crochet de Lie v—itéré [a,[...,[a,f].. ]] et ad2f = B.

Ezemple : Silalphabet fini Z est réduit a {2z}, alors :

Co=VolCa) =Y Eal(ef)V)2F = (t20)" _ s,

n!
n>0 n>0

3.2. Séries de Fliess

Soit {A:};ez un polysystéme sur © = {6,,...,6N} relatif a I'alphabet
fini Z = {z,21,...,2m} (voir 1.8.). Rappelons que pour toute lettre z € Z,
la dérivation de Lie A, est de la forme :

A=Y APD,
DeD

avec les AP D € D,z € Z, sont des séries de IK°"?[O] telles que pour tout
z p

point g € ﬂ Conv(AD), pour tout module de convergence (p, p,C.) en g de
DeD
AP (DeD, z€ Z), onait :

V:eZ, VDeD, |(AP),|<C.F(r),

©

o r = max 2 et F(r)y=(Q1-r)"N.
1<kSN pi

Définition 3.2.1. : Soit f une série formelle de IK*°**[©]. On appelle
série génératrice associée 2 la série f relative au polysystéme {A.}.cz, la
série formelle o, f & coefficients dans JK°"*[©] définie comme suit :

of =Y (wrflwe K™[O] < Z>.
wezZ*

On appelle série génératrice en un état g € Com}( f) associée a la série f
relative au polysystéme {A,}.cz, la série formelle o, f a coeficients dans IX
définie comme suit :

o f = Z(w*f)|un€ﬂ{<<Z>>.
weZ
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On sait (c’est la formule fondamentale de M. Fliess [F5]) que la série
04f caractérise complétement le comportement local (au voisinage de ¢) du
polysystéme {A,}.ez, pour l'observation f € IK®"*[©], et I’état initial q.
Nous verrons que deux séries formelles S, T définissent la méme sortie y(¢) si
et seulement si S = T (théoréme 3.2.5.).

Notation : Pour tout mot w € Z*, on note :

1 si w=e,

C.Cw, si w=zw;.

Proposition 3.2.1. : Supposons que f et AP, (D € D, z € Z) soient

des séries de IK°**[O]. Soit ¢ € Conv(f) ﬂ Conv(AP), soit (p, p, Cy)
DeD,zeZ

un module de convergence en g de f, et soient (p, ;), C.), (z € Z), des modules

de convergence en ¢ de AP, (D € D, z ¢ Z). En posant 7 = lgllci?N Pk et

r = maXx ﬂ, nous avomns !
1<k<N pi

C'f 1 [ N(N+1)

[wl
- r)N (N+|[w|]—]) T(l _ r)(N'H)} Cw I’LUI'

Ywe ', |wxfhl <5

Preuve : Soit w = 2;,...2; un mot de Z*. Nous avons :

N N N N
D; D; D; D;
wxf=Y APD; ... Y A D;f=> ... AZ’D; .. APD,f.
=1 jr=1 P
D’aprés le théoreme 1.7.2., nous avons :
D; D; C Cf
I(Az‘;” DJP . .Az‘_’ll ‘DJlf)]q, < MWAPF(T)
P

Par conséquent : .
CwCyN?
|(w * £ < WA”F(T).

Et finalement, d’aprés la proposition 1.7.1.(e), nous avons :

CwCyN? (N + 1)
(N+;:-—1)7_p (1 — 7»)N

(0 £iql < (1= r) PN+

Cy 1 [ N(N+1)

Jul
— |
A= (M) (- T)(N“)} Cuwlwlt
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Théoréme 3.2.1. : ([F3]) Supposons que f et AP, (D € D, z € 2)

soient des séries de IK°°"*[@]. Soit ¢ € Conv(f) ﬂ Conv(AD), soit
DeD,zeZ

(p,Z,Cf) un module de convergence en ¢ de f, et soient (p, P, C.), (z € Z),
des modules de convergence en q de AP, (D € D, z € Z).

La série génératrice en g associée a la série f en q relative au
polysystéme {A;},ez vérifie la condition de x—croissance (définition 1.6.1.2.),
avec :

Cy

{ = —

F=a=om
et x est le morphisme défini par :

N(N +1)C,
VZ € Z, X(Z) = m,

ouT = min pr et r = max Bﬁ.
1<k<N 1<k<N pg

Preuve : En effet, puisque (N+:“1) > 1, alors d’aprés la proposition
3.2.1., on a le résultat o

Théoréme 3.2.2. : Supposons que f et AP, (D € D, z € Z) soient

des séries de IK°"*[O]. Soit ¢ € Conv(f) ﬂ Conv(AP), soit (p, p,Cy)
DeD,zeZ
un module de convergence en g de f, et soient (p, p,C,), (z € Z), des modules
de convergence en ¢ de AP, (D € D, z € Z). Soit of la série génératrice
associée a la série f relative au polysystéme {A;}.cz.
Soit a = (a*® a** ... a*™) une entrée relative a l'alphabet fini Z
et soit M, un morphisme majorant de a au temps t (définition 2.1.2.). Soit C,

la série de Chen de lentrée a.
0

Onpose*: mm pr €t T = max Pk i
1<k<N py

(1 - r)(N'H)

ZEZ;Cth(z) < m

alors la série Z < 0gflw >< Cy|w > est normalement convergente.
wezZ*

Preuve : Cest une conséquence immédiate du théoréme 3.2.1., du
théoreme 3.1.1.1. et du théoréme 2.4.1. o

Par conséquent, I’Evaluation de la série génératrice associée a la série
f en g peut s’exprimer par 'action de la série de Chen de l'entrée a sur f :

o) = X Eutwlwn )y = [( 3 &) *f]lq,

weZ* wEZ*
en d’autres termes :
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Théoréme 3.2.3. : ([HJ4], [HJ5]) Sous les hypothéses du théoréme
3.2.2., nous avons :

ga(aqf)(t) =< 0.f|ICa>=(Ca* f)|q7

ou C, est la série de Chen de I’entrée a définie sur [0,1).

Corollaire 3.2.1. : ([HJ4], [HJ5]) Soient f et g deux séries formelles
de IK°"*[O] vérifiant les hypothéses du théoréme 3.2.2. et {A.}.ez un
polysystéme. Nous avons ’égalité suivante :

[Co * (fg)]lq = (Ca * f)lq(ca * g)lqa

ot C, est la série de Chen de ’entrée a définie sur [0,1].

Preuve : D’apres le lemme 1.9.1., nous avons :

[Ca* (f)llg = D Ea(w)lw * (f9)]}y

weZ*

= Y &w) Y <uwoho> (ux (v *g)
weEZ* uw,veEZ"

— z [ Z < uwolw > Ea(w)] (u* f)g(v*g)|
u,v€Z* "wez"*

= Z Z Ea(uwv)(u* fig(v*g)q
uE€Z* veEZ*

=Y D EwE)ux fly(vxg)y (lemme1811)
u€Z* veZ*

= [ > Ea(u)(ux f)lq] [ PIEAQICE g)lq]

ue€zZ* vez*

= (Ca * f)lq(ca *g)lg ®

Théoréme 3.2.4. : ([HJ4], [HI5]) Soit f (resp. g) une série formelle
de IK°"*[0O] vérifiant les hypothéses du théoréme 3.2.2. La série génératrice
associée a la série f (resp. g) relative au polysystéme {A,},ez est o4f (resp.
049). Nous avons les égalités suivantes :

Ea(og(fg)) = Ea(0gf)a(og9) = Ea((0gf)u(0y9)),
ou équivalemment :
< 0g(fo)liCa > = < 0 f|ICa >< 0gg||Ca > = < (04f)(0g9)|Ca >,

ot C, est la série de Chen de l’entrée a définie sur [0,t].
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Preuve :

Ea(ag(f9)) = [Ca * (f9)liq (théoréme 3.2.3.)
= (Ca* f)j4(Ca*g))q (corollaire 3.2.1.)
= &E(04f)E(049) (théoréme 3.2.3.)
= E((0gf)w(oq9)) (théoréme 2.4.4.).

Et d’aprés le théoreme 3.2.3., nous avons :

<0y(fo)llCa > = < 0gf||Ca >< 049llCa > = < (04f):(049)||Ca > @

Définition 3.2.2. : ([HJ4], [HI5]) Soient S,T deux séries formelles
de IX € Z > continues sur CHEN® (définition 1.6.1.3.). S et T sont
indiscernables sur CHEN® si et seulement si :

VC, € CHEN®, < S||C. > = < T||Ca >,
ou si équivalemment :

pour toute entrée a relative a Z, &,(5) = &.(T).

Théoréme 3.2.5. : (théoréme de l'unicité des Evaluations, [F3]) Etant
données deux séries formelles S, T de JK < Z > continues sur CHEN®, §
et T sont indiscernables sur CHEN®* si et seulement si S =T.

Preuve : Si pour toute série C, de CHEN®t, < S||C. > = < T||Ca >,
alors nous avons < § — T||C, > = 0. Par conséquent, § — T est indiscernable
sur CHEN® (définition 3.1.3.1.). D’aprés le théoréme 3.1.3.1., nous avons la
conclusion e

Théoréme 3.2.6. : ([F3], [F6], [R3]) L’application ¢ est un mor-
phisme de Valgébre des séries formelles en variables commutatives 6,,...,6n,
IKc°"*[O], dans l'algébre des séries formelles en variables non commutatives
Zg,21,- - -, 2m munie le produit de mélange, IK*°"'[0] < Z >.

Preuve : On montre aisément que :

Vf, g € K™[O], VA, p€RR, o(Af+pg)=rof+ pog.

D’aprés le théoréme 3.2.4. et le théoreme de l'unicité des Evaluations, nous
avons :

Vf, g € K<™[0]), o(fg)=(0f)w(og) e
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3.3. Séries de Volterra ({B6], [LK])

Soit a une entrée relative a I’alphabet fini Z = {z0,21,...,2m}-

Soit f une série formelle de Ji<°"*[O].

La série génératrice associée & la série f relative au polysystéme
{A.}:ez est notée par o f.

Sous les hypotheses du théoréme 3.2.2., d’aprés le théoréme 3.1.4.1.,
PEvaluation de o, f pour 'entrée a peut s’exprimer par :

a@no=y ¥ [[7. [

k>0 Zip e Ziy Ezg

[enr2oz; elmemm)70 | 5 (tmTe)z0 g€z, (11). - - A, (T2)
Z Z /i /Tk /T2
k>0 u:z.-l...z.-kGZ{,‘ ¢ Jo ¢

Ke(t,T1ye e ey Tk)lngz‘.l (). .d{z'.k (%),

qu’on Vappelle la série Volterra associée a f ([B6], [LK]), avec les noyaux
de Volterra triangulaires «}, pour k > 0 et u € ZY, définis comme suit :

. —_ k
VE>0, Vu=z...2;, € Z5, 0< ... <7 < L
u Tiz To—T1)Z t—Te)z
Kk(t,Tl,...,Tk)lq = [e™ ozile( 2—71) o__.zike( £)Zo *th,
— [e‘rl Zozi1 e—T;ZoeTQZO . zike—‘rkZOetzo * f]lq,

= [(e*n70z;,) ... (e rr0 2y, )™ x f]g.

Ainsi en termes de dérivations de Lie, on retrouve les notations de M. Fliess,

M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([FLL]) :

VE>0, Vu=z; ...2;, € 2§, 0< ... <1 <t
Kt 1,5 Th)|g = [e"A‘OAz,.Ie""Azo e A0 .Az,.ke"“"*oe“‘o o fliq

= [(e**14:0 A4, ). (24rAn0 4, Je o o f])q.

Remarque : Dans la seconde écriture les noyaux de Volterra k}, pour
k> 0etu€ Z§, ne dépendent plus que des 71, T2,..., Tx et de t, et non
plus de 72 — 71,..., t — 7 comme dans la premiére écriture. Cela a permis
a F. Lamnabhi-Lagarrique d’obtenir facilement les expressions hamitoniennes
des noyaux de Volterra dans I’étude de la commande optimale singuliére ([L1]).
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Exemple : Dans cet exemple, nous calculons I'approximation de
Volterra de la sortie associée a la série formelle (zo + z)*.
D’aprés [SS], nous avons I’égalité entre suivante :

(20 + 2)" = z(22)",
ou équivalemment :

K

(0+2)" = z5(zz)k + Y 25(22)"

k=0 k> K+1

Par conséquent, 'approximation de Volterra a 'ordre K de la sortie associée a
(20+2)* est PEvaluation des K +1 premiers termes de I’expression précédente :

K
Eal(z0+2)7) = ) Eal23(225)") +
k=0
Nous notons yy, (K 2 0), ces approximants :
K
yc = a3 (22)P).
k=0

D’une part, d’aprés le corollaire 2.5.2., nous avons :

t)-eszf B R XCARIEACN

= e Zga(zk)(t)

=0

K 5,
£:(1
G’Z kl)

k=0

et les noyaux de Volterra valent tous e'.
D’autre part, sachant que la série formelle (zg + 2)* est échangeable et
(20 + 2)* = z{wz*, alors d’apreés le théoréme 2.4.4., nous avons :

Eal(2z0 +2)") = efel: (V)

Par conséquent, I’approximation de Volterra de la sortie associée a la série
formelle (29 + z)* revient donc 4 approximer la sortie y(t) = eteé:() par les

4
polynémes exponentiels e Z 6" ( ) , (K 2 0). Ce qui revient & approximer la
k=0
K
série formelle (29 + z)* par les séries formelles zgw Z 2F, (K 2 0).
k=0



CHAPITRE 4

TRANSFORMATION D’EVALUATION ET
EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES
EN REGIME FORCE

4.0. Introduction

Certains systémes dynamiques non linéaires sont décrits par les équa-
tions différentielles non linéaires en régime forcé de la forme :

d
y ™) + ay ™I + -+ any(t) + D By (E) = u(?),
=2

ou u est 'entrée, y est la sortie, les ay,...,a, et les Ba,...,84 sont des
constantes et les conditions initiales sont supposées nulles pour simplifier
Pécriture :

y™(0) =y V(0) =... = y(0) = 0.

Les méthodes proposées pour calculer et analyser les signaux produits par
les systémes dynamiques non linéaires de ce type sont souvent basées sur
les développements de Volterra ([BR1], [CN1], [CN2], [G2]). Les algorithmes
correspondant & ces méthodes sont, en général, lourds et cotiteux en temps
de calcul, ils nécessitent des outils sophistiqués comme les fonctions transfert
multidimensionnelles et ’association des variables.

Depuis leur introduction en théorie de la commande par M. Fliess,
les séries formelles en variables non commutatives apparaissent comme un
outil fécond pour résoudre des problémes relatifs & des développements
fonctionnels de la sortie des systémes dynamiques non linéaires. Cela donne
une justification théorique pour les méthodes heuristiques en Physique en
utilisant le calcul de Heaviside dans le cadre non linéaire. Cette approche
donne aussi une nouvelle méthode pour calculer itérativement une solution
approchée de ces équations différentielles. La méthode proposée par M. Fliess
([F5]) consiste en une transformation ces équations différentielles en des
équations intégrales de la forme :

t t 1 Tn
y(t) + a3 / y(r)dr + ...+ an / / .. / Y(Tn)dTn-1...dn1 =
0 0o Jo 0

t T ™n d k4 kst Tn .
/ / - / u(Tn)dTp—1...d1 — Zﬂ,/ / ... / Y (Tn)dTn-1...d1y.
0o Jo 0 =2 o Jo 0
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Ces équations intégrales sont codées par 1’équation suivante (aux notations
pres) :

d
S+ai;Szg+ ...+ 0,5z = [G— Zﬂ,‘S“”}z{)‘

=2
d -
= S= [G—-zﬂism’]z(’)’(l—i—alzo+...+anzo)_l.
=2
Notons que si f; == Ba = 0 on retrouve, & un changement variable pres

(20 = Il’ =s= / . dt), la fonction transfert classique (14 a3s+...+ans)™

Pour résoudre ces équations, M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-
Lagarrigue ont proposé le schéma suivant ([FLL]) :

T1 = GZ(?(]. + ay1zg +...+ Cl/nZO)_l

d
Ty = [——Zﬂi Z TpywooowTh {28(1+arzg+ ...+ anzo) ™t
=2

et la série approximante & ’ordre k£ de 1’équation précédente est la somme

v +...+ Tk

Exemple 4.0. : Soit S une série formelle vérifiant I’équation polyné-
miale suivante :

S =2z + (SwS)z.
Alors le schéma précédent donne :
T =z,
T, =(TwTy)ze = 2222,
Ts = 2(TywTy)ze = 122322 + 422292 2,
Ty =2(TwT3)+ TowTz)z = 24(2%20)2z0 + 1442323 + 24232221 20

+ 2423 202y 23 + 4822 (2120)% 20 + 823 (2021)* 20,

Par conséquent, les approximants correspondants sont :
=T ==z,
F=T+T =23z + 7,
F=T4+T+T1 = 12z:1’zg + 42%2021 20 + 22?z0 + 23,
Fi=T+T:+Th+T1 = 24(21220)220 + 1442{123 + 242132321 20
+ 2423202123 4 482%(2120)% 20 + 822 (2921 )20

+ 122322 + 422202120 + 22220 + 21,
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Depuis 1980, M. Lamnabhi ([L2]) et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([L1])
ont développé et approfondi cette méthode. Ils 'ont appliquée a ’analyse
du comportement d’entrée/sortie des circuits électroniques non linéaires. Ces
circuits peuvent comporter, en plus des éléments linéaires usuels, d’autres non
linéaires tels que des résistances, des capacités, des inductances ou encore des
sources de tension liées. Ils ont montré sur les exemples pratiques comment
peut s’effectuer systématiquement ’analyse transitoire ou permanente lorsque
les entrées typiques (harmoniques, Dirac, échelons,...) sont introduites ou
encore comment déduire des propriétés statistiques en présence d’une entrée
aléatoire. Dans le cas de 'analyse transitoire, la méthode proposée est une -
alternative aux techniques d’association de variables de D. George ([G2]).
Ces études sont la base du projet FANEC - Functional Analysis of Nonlinear
Electronic Circuits.

Il est & noter que le schéma itératif proposé par M. Fliess, M. Lamnabhi
et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([FLL]), nécessite, dans le cas d’une implantation
pour un traitement automatique (voir projet FANEC), de garder en mémoire
les résultats intermédiaires ({Tk}x>1), d’ou consommation supplémentaire de
mémoire. Ce schéma est relativement cotiteux en temps machine car il utilise
le produit de mélange dont on remarquera la complexité pour calculer les T
a chaque itération. Ainsi les calculs effectués ont montré qu’on se heurte tres
vite a des difficulté de programmation avec un temps de calcul et une place
de mémoire importants pour obtenir les ordres élevés dés que la structure
des équations devient compliquée. Cela est di a la complexité croissante
exponentiellement du produit de mélange. Le calcul de ce produit est encore
mal maltrisé jusqu’a cette date. Il est ignoré en général par les machines
symboliques actuellement sur le marché.

Trés récemment, G.Viennot et P. Leroux ont donné une interprétation
purement combinatoire de la structure des équations en utilisant des “arbres
croissants”, des “chemins de Motzkin” et des “histoires” ([VL]).

Il est & noter aussi que cette méthode conduit ([FLL], [L1], [L2]) &
des combinaisons linéaires de fractions rationnelles non commutatives de la
forme :

(coz0)*P°zi,(c120) P i (c220)*P? . . . Ziy _ (Ck—120)*PE=1 2;, (ci 29)*P*,

ou les pyg,...,pr sont des entiers positifs, les ¢g,...,c; sont des nombres
complexes et les z;,,...,2;, sont des lettres de 'alphabet de codage Z. Ces
fractions rationnelles sont complétement intégrables (voir chapitre II). Nous
donnerons au chapitre VI une représentation arborescente et une implantation
récursive en MACSYMA de la transformation d’Evaluation.

En fait, la transformation d’Evaluation peut contribuer aussi a I’étude
de ces équations différentielles en donnant une méthode directe et efficace de
programmation, que nous allons montrer dans ce chapitre.
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Reprenons donc P’équation symbolique :
d .
S = [G - ZB,-S‘“'] 22(14+ 0120+ ...+ anzo) L.
=2
En prenant 'Evaluation les deux membres on a:

Ea(S)(t) = Ea(G2y(1+ 120 + ... + anzo) " )(2)

d .
~ & (Z BiS¥lzg(1+arzp+...+ anzo)'l)(t)
= /0 E(G)(T)h(t — 7)dT ~ /0 ¢(£a(5')(7')) h(t — 1)dr,

ot ¢(f) est le polyndme Brf% + ...+ faf? et h(t) est 'Evaluation de la série
277 (14 o320 + ... + anzo) ™. On se raméne donc & une équation intégrale
du type :

t
()= 1)+ [ $s(rDhtt = )
0
dont une méthode de résolution itérative serait :
s1(t) = f(1)
t
se(t) = s1(t) + / #(sk—1(7))h(t — T)dT.
0
A ce schéma itératif correspond un schéma itératif sur les séries génératrices

codant cette équation (on peut remarquer la ressemblance avec celui proposé
par M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue) :

S] = GZ(’;(]. + Q3129 +...4+ (1',-,2())-1

d
Sy =84 [Z ﬂ,S;“_'l] 23(1 +ajzp+...+ a,,zo)'l.

1=2

On prouvera sa convergence (relativement a la topologie discréte sur les
séries formelles), on précisera le nombre de “termes exacts” obtenus a chaque
itération et on terminera par I’examination des exemples suivants :

y(t) —y*(t) = a*(t) avec P(0)=y(0)=0
y(t) + y(t) + v*(t) = a*(t) avec H(0)=y(0)=0
§(t) +9(t) + y(8) + 4 (1) = a*(t) avec §(0)=y(0) = y(0) = 0.



84.1. Une méthode formelle 83

1. Une méthode formelle

Soit ®(.S) un polynéme commutatif de degré d > 2 en la série formelle
S défini comme suit :

B(S) = foS™2 + ...+ BaS™9,

ou les f,,..., B4 sont des nombres complexes.

Remarque :

(i) Si S est une série formelle propre 'ordre s, puisque l'ordre du
polynéme ®(S) est 2, alors I'ordre ®(S) est supérieure ou égale a 2s.

(it) Soient S et T deux séries formelles, nous avons :

&(S) - ®(T) = 251 S'l.ut th)_(s T)Zﬂ ZSmJTu“_'_J

=2
Par conséquent :

w(®(S) — ®(T)) > w(S = T) + inf(w(S),w(T)).

4.1.1. Une équation algébrique (EQ)

Etant donné une lettre z de Z, on note R une série formelle en une
seule lettre z et d’ordre p > 1. Soit G une série formelle d’ordre v > 0. Les
séries R et G sont supposées vérifier les conditions du théoréeme 2.4.1.

Soit S une série formelle vérifiant ’équation polynoémiale suivante :

(EQ) S+ o182+ a352% +...4 a,52" = G + ®(S)R,
ou encore SK = G + ®(S)R, o K est la série formelle définie par :

K= E arz¥ avec ag=1.

Puisque le terme constant < K|e > = ag = 1 ne s’annule pas, alors
la série formelle K~} existe, K~ est une série formelle en une variable
commutative 2. La série formelle S peut alors s’écrire :

§=GK™ + &(5)RK ™,

c’est une équation algébrique en S.

Supposons que K admette r racines complexes distinctes pi,..., 4
r

d’ordre de multiplicité m;,...,m, respectivement (Z m = n). On peut
=1
décomposer d’une maniére unique K ™! en éléments simples :

-1 - AIk
Kle =
H(z- )™ ;kz’( 2

=1
ou pour tout ! € [1..r] et pour tout k € [1.my], Ax € G' et chaque Hj est de

=k my sk
.. ALk z
la forme (i) . Ainsi GK 1 gécrit sous la forme ( ) .
7)" aims S5

=1 k=1
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4.1.2. Un schéma de résolution itératif (15)

Considérons le schéma itératif suivant pour calculer la solution § de

l’équation (EQ) :
S] = GK-I
(IS) 1 .
Sk =GK™" + ®(S:—1)RK™".

Lemme 4.1.2.1. : Nous avons pour tout entier k > 1 :

w(Sk) 2 7

Preuve :

. Puisque S; = GK™1, le résultat est immédiat pour k = 1.

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout k, 1 <k < k.

. Pour k = k + 1, puisque Si4; = GK~! 4+ ®(S;)RK ™, alors il est
clair que :

w(Sk+1) 2 inf(7,w(®(Sk)) + ).

D’apres la remarque (it), on a w(®(Sk)) > 2w(Sk). Par conséquent, d’apres
I’hypothése de récurrence, on a w(Sk4+1) 27y

Lemme 4.1.2.2. : Nous avons pour tout entier k > 2 :

w(5k+] - S},) > W(Sk - Sk—l) +v+p.

Preuve : En effet, puisque Si+1 — Sk = [®(Sk) — ®(Sk-1)]RK ™!, alors
d’apres la remarque (i?) et le lemme 4.1.2.1.,0n a:

W(Sk+1 — Sk) 2 w(Sk— Sp—1) + w(Sx1) +p 2 w(Sk = Sk1) +v+p @

Ce lemme exprime qu’a chaque étape, on ajoute au moins 7 + p termes
exacts a ’étape précédente.

Lemme 4.1.2.3. : Nous avons pour tout entier k > 1 :

w(Sk41 = Sk) 2 (k+ 1)y + kp.

L Teuve :

. Nous montrons aisément que pour k = 1, puisque w(S;) 2> =, alors
d’aprés la remarque (z), nous avons w(®(S5;1)) 2 2v. Par conséquent :

w(S; — 51) = w(®(5)RK™Y) 2 27+ p.

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout k, 1 <k < k.
. Pour k = k+ 1, d’aprés le lemme 4.1.2.2. et d’aprés ’hypothese de
récurrence, on a :

w(Ski2 — Sk41) 2 [(k+ 1)y +kp]+y+p=(k+2)y+(k+1)p o
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Théoréme 4.1.2.1. : La suite {Si}r>1 converge vers la solution S de
Péquation (EQ). ‘
Preuve : Pour tous entiers k,l > 1, nous avons :
W(Sk41— Sk) = w(Sk41 — Sk+1-1 + Sk4i1-1 — - — Sk41 + Sk41 — Si)
2 inflw(Sk+1 — Sk+1-1)s -+, w(Sk41 — Si)]
> w(Sk+1 — Sk) (lemme 4.1.2.2.)
>(k+1)y+kp  (lemme 4.1.2.3.).

Or p > 1, donc la suite {Si}r>1 est une suite de Cauchy. Puisque A < Z >
est complet, alors la suite {Sk}x>; converge vers la solution $§ de I’équation
(EQ) o '
Corollaire 4.1.2.1. : Pour tout entier k¥ > 1, la série formelle S
coincide avec la solution S de I’équation (EQ) jusqu’a I'ordre (k+1)y+kp—1:
Vwe Z*, |wl<(k+1)yv+kp-1 = <Sijw>=<8w>,

Preuve : Si S la solution de l’équation (EQ) alors :
§$=GK'+®S)RK™.

Par conséquent : ) .
w(S—Sk) 2 w(S—Sk-1)+v+0p.
D’ou par récurrence :
w(S’—Sk)Z (k+1)y+kp o

Remarque 4.1.1. : Comme pour le schéma itératif proposé par
“ M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue, ce schéma conduit a
mélanger des combinaisons linéaires des fractions rationnelles non commuta-
tives de la forme :
(Cozjo )tpo 24 (Cl 25 )*pl Ziy (czzjz )*pz SRR T (ck—lzjk-l )wm_1 Ziy (ck Zjk )*pk )

ou les py,...,px sont des entiers positifs, les cg, . .., ¢k sont des nombres com-
plexes et les zj,, ..., 2;, et zi,,...,z, sont des lettres de 'alphabet de codage
Z. Mais il est aussi intéressant de remarqer que ce schéma fait intervenir des
puissances de mélange de séries formelles. Ainsi pour calculer (uz)*" on aura
besoin d’effectuer une seule fois [(uz)* " 'wu]z, puis multiplier par n car
(uz)*" = nf(uz)* " !wujz (voir lemme 1.4.3.1., cette technique est en cours
d’implantation par N.E. Qussous).

Pour le schéma (1S), on connait exactement le début de la solution de
Péquation (EQ). On peut dés lors utiliser la technique développée par G. Ja-
cob et C. Hespel qui consiste & prolonger un polynéme par une série rationnelle
admettant ce polynéme comme début. Dans cette technique, les auteurs don-
nent I’automate minimal reconnaissant cette série, et la représentation d’état
minimale. A partir de 'automate minimal on peut obtenir une expression ra-
tionnelle de la série reconnue, grace a une résolution du systéme d’équations
linéaires, bien connue en informatique théorique.
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Exemple 4.1.1. : Reprenons I’équation différentielle de '’exemple 4.0.
Alors le schéma suivant

S =2
{ Sk =21+ (Sk-1wSk-1)z0
donne une suite d’approximants de la solution S:
S1 = 21,
Sy = 22229 + 2,
Sy = 8(2%20)%20 + 482423 + 2422(2120) 20

+122322 + 422252120 + 22220 + 23,

Pour cet exemple, nous avons ¥ = p = 1. D’aprés le corollaire 4.1.2.1.,
nous savons que les termes jusqu’au degré 6 (= (3+1)+3—1) de S3 sont les
termes de la série S, c’est & dire le polynéme 122322 + 423 2qz120 + 22320 + 23
figure dans S. Ce polynéme figure dans Fy et dans Fy de l'exemple 4.0. Le
support du polynéme 8(22z)22q + 482423 + 2422(2120)*2¢ figurant dans S;
est inclus dans le support de Fy.

Ainsi pour une équation différentielle

y(t) = u(t) +y2(t) avec y(0)=y(0)=0,

1
les approximants (paramétrés par £,,(t) = / u(7)dr) correspondants sont
0
(voir chapitre II) :
y1(t) = €=, (),

wit) = [ 2 (r)dr + 6, (1),

w®)=4 [ t [ [ - rimde, (mpan
+ /0 Ct (r)(t = 7)2dr +4 /0 t /0 ; /0 " 8 (ro)drydts, (r2)dm,
s2 [ me-nars [ [7 76 minde e
+ [ i+,

On peut observer que S; est de degré 7, mais on n’aura besoin en
fait que des intégrales triples. Cette diminution du nombre des intégrales a
effectuer est diie au théoréme de convolution (voir chapitre II, ce théoreme

est largement exploité au chapitre VI pour implanter la transformation
d’Evaluation).
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4.1.3. Evaluation du schéma itératif (IS5)

Puisque le produit de mélange est coiiteux en mémoire et en temps
machine, nous allons donner une méthode directe pour calculer des approxi-
mants de la solution des équations différentielles non linéaires en régime forcé
en termes d’Evaluation du schéma itératif (IS). Cette méthode exploite les

capacités d’intégration, de sommation et de dérivation formelle du systéme de
calcul formel MACSYMA (voir chapitre VI) :

Soit ¢(f) un polynéme (en 'indéterminée f) :
$(f)=Baf*+... + Baf?.
Alors d’apres les théorémes 2.4.3. et 2.4.4., nous avons :
£a(2(5)) = ¢(&4(S5)).

D’apres les théoremes 2.4.2., 2.4.3. et 2.4.4., le schéma itératif (IS) peut

s’écrire :
£.(S1) = E,(GK™!

(EIS) (81) = & _1) .

Ea(Sk) = E(GK ™) + E£,(Ea(R(Sk—1)); RK™1).

Pour tout entier £ > 1, on note y; I’Evaluation de la série Sy, pour Pentrée
a=(a*® a®t ... a*m) relative a 'alphabet fini Z :
yr = &a(Sk).
Nous obtenons ainsi :
= E,(GK™}
(KIS) { n ( )

Yk = Y1 + Ea((yr-1); RK™Y).

4.1.3.1. Calcul de y;
Rappelons que :

-y ()

=1 k=1

xk
Notons hy (€:(t)) ’Evaluation de (—-—) :

Hi
sz(t)) ( 1) 1 (sz(t))" »
h A1) = ex == proposition 2.5.2.).
wem=en(52) 5 (F7)5(52) )
D’apres le théoréme 2.4.3. et le théoréme 2.4.5., nous obtenons :

nH=y"3 2 o [< Gle> hr(ExO)+ [ huae:(0) -6 E(G)()].

I=1 k=1



88 Equations différentielles non linéaires 84.1.

Signalons que dans le cas particulier z = 2o, le calcul précédent
correspond mutatis mutandis & la transformation de Laplace inverse dans
I’étude des systemes dynamiques décrits par une équation différentielle linéaire
de degré n.

4.1.3.2. Calcul de y;

Puisque w(R) = p > 1, nous remarquons que R = zR; (w(R;) > 0).
Nous notons 6(¢,(t)) 'Evaluation de la série formelle Ry K~*, pour l'entrée
a = (a* a7 a’m ) relative a ’alphabet fini Z. Avec le méme calcul
que précédemment, on a :

Tr my

8(6:(1) = Ea(RIETN() =D Y ALk

_ k
=1 k=1 ( “I)

/0 R i(€:(2) — &:(7))dE (Ra)(7).

Avec ces notations, d’aprés le théoréme 2.4.2., &,(¢(yr-1); RK™!) peut
s’écrire :
Ea(@(yr-1); RETY) = E(Ealb(yr-1); 2); RAK ).

Par conséquent, d’apres le théoréme de convolution, (KIS) devient :

yi(t) = E(GKET)(1)

(KIS) t |
y(t) =yl(t)+/O $(yr—1(7))0(E:(t) — £:(7))dE. ().

Remarque 4.1.2. :

(¢) Les noyaux {¢(yr—1)}r>0 jouent ici un réle analogue a celui des
noyaux de Volterra.

(17) On peut appliquer les mémes techniques pour prouver la conver-
gence relativement & la topologie discréte sur les séries formelles du schéma
itératif proposé par M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue. En
prenant I’Evaluation de ce schéma, on obtient le schéma suivant :

r f1(®) =/0 E(GY(T)A(t — T)dT

R

d t
A =-S8 Y /0fkl(r)...fk.mh(t—r)dr,

i=2 kl ..... k.’
\ kyt...+ki=k

et 'approximant d’ordre k de la sortie est :

H@®)+ ...+ fr(®)

correspondante (h(t) est ’Evaluation de la série z; ™ (1 +a12z0+. . .+anz0) ).
(112) Le schéma précédent et le schéma (KIS) correspondent aussi a
des méthodes de résolution des équations intégrales du type :

o(t) = f(&) + / B(s(7))8(E(E) — £(r))dE(r).



£4.2. Applications 89

4.2. Applications

Les exemples suivants sont obtenus a ’aide du systéme de calcul formel
MACSYMA version 309.6 sur SUN-3, Release 309.6 (il est possible qu’il y ait
des erreurs dues a la transcription en format de TpX).

Exemple 4.2.1.

Reprenons 'équation différentielle de ’exemple 4.1.1. :
J() = a*(8) +4%(2) avec §(0)=y(0) =0,
ou équivalemment :
t t
y(t) = / a*(r)dr + / y*(7)dr.
0 0
Si S est une série telle que £,(S)(t) = y(t), alors nous avons :
S=2z+4+(5wS)z.

D’apreés ce qui précéde, la suite {yx }x>o suivante converge vers la solution de
cette équation différentielle :

n(t)= /Ot a*(r)dr

m@=w®+£vﬁﬁ%r

Pour a? = un, nous obtenons les résultats suivants :
b

175 (t) =1,

13 4 3t
ya(t) = 3

57 4+ 4215 4 1053 + 315¢
y3(t) =

315 ’
ya(t) = (715¢'° + 13860¢'% + 1097461 + 570570¢° + 2297295¢"

+ 5675670t° + 14189175¢% + 42567525t)/42567525).

Pour a*(t) = t, nous obtenons les résultats suivants :

t2
i (t) = 3)
t° + 102
)= ————
y2( ) 20 9
(1) = 2t 4 55t° 4 440t° 4 44004
Yalt) = 8800 ’

ya(t) = (476t%% + 30107¢*® 4 770385¢"" + 12903000 + 168599200¢"?
+ 1324708000t® + 10597664000t° + 105976640000t /211953280000).
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Pour a*(t) = €', nous obtenons les résultats suivants :

yl(t) = et -1,

et — 2! 4+ 2t 41

y3(t) = (3e*' — 16e3 + (24t + 24)e?" + (96t — 96)e’
+ 16t% 4+ 2412 4+ 12t — 107) /48,
ya(t) = (42525€®' — 518400e™* 4 (907200t + 2368800)e®
+ (580608 — 10160640t )e>* + (907200t + 6123600t + 37535400t
— 39037950)e?! + (—6451200t> — 61286400¢> + 36019200t
+ 89196800)e! + (14515200t* + 7257600t> + 195955200t
— 630504000 + 392364000)e*" + (—116121600t* + 406425600t
— 1132185600t + 3128025600t — 3817497600)e’ + 1382400t"
+ 4838400t + 7257600t° — 26913600t* — 62899200¢° — 48535200t
+ 432772200t + 3372501217)/87091200).

Pour a*(t) = cos(t), nous obtenons les résultats suivants :

Y (t) = Sin(t)a

sin(2t) — 4 sin(t) — 2t
sty = S = din(t) =2

y3(t) = —(3sin(4t) — 32sin(3t) + 120sin(2t) — 48t cos(2t) — 672 sin(t)
+ 384t cos(t) — 32t3 — 204¢)/384,
ya(t) = —(42525sin(8t) — 1036800 sin(7t) + 11289600 sin(6t)
— 1814400t cos(6t) — 96671232 sin(5t) + 40642560¢ cos(5t)
+ (635947200 — 19051200t ) sin(4t)
+ (—3628800t® — 373766400t) cos(4t)
+ (412876800¢> — 2850444800 sin(3t)
+ (51609600t + 2607360000t) cos(3t)
+ (—116121600t* — 2743372800¢> + 15117580800) sin(2t)
+ (—522547200¢° — 14818204800t) cos(2t)
+ (1857945600t — 18811699200* + 10980748800) sin(t)
+ (10683187200¢® — 157344 76800¢) cos(t) — 11059200¢™ — 197406720t
— 2935699200t% — 17653242600t)/11147673600.

D’autre part, I’exemple 4.0. nous donne :
F; = 122?2’3 + 423202120 + 2zfzo + z1,
Fy = 24(2220)%20 + 1442823 + 242322 2120 + 24232021 22 + 4823 (2120)% 20

+ 82?(2021)220 + 122?23 + 42;"2021 20 + 2zfz0 + 2.
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Et les Evaluations des séries F3 et F; pour a* = un donne :

t(2t* + 5t2 +15)
15 ’
t(17t% + 42t* 4 105¢2 + 315)
315 '

E(F3)(t) =

Ea(Fy)(t) =

Et les Evaluations des séries F3 et Fy pour a*(t) =t donne :

12(15 + 8% + 80)
160
t2(74° + 55¢t° + 440¢° + 4400)
8800 ‘

Eu(F3)(2) =

Ea(Fy)(t) =

Et les Evaluations des séries F3 et Fy pour a*(t) = €' donne :

e —6e? + 6te! +12et — 32 —6t— 7T

E(F3)(t) = (33e*! — 320e3! + 360te?’ + 1008 — 288t%e! — 1152te
— 1104e' + 14413 + 504t2 + 852t + 383)/144).

Et les Evaluations des séries F3 et Fy pour a*(t) = cos(t) donne :

E.(F3)(1) = (sin(3t) — 2t cos(3t) — 3sin(2t) + 21 sin(t) + 8t cos®(t)
— 18t cos(t) + 6t)/12)

E.(Fy)(t) = —(11sin(4t) — 32sin(3t) + 64t cos(3t) + 344 sin(2t)
— 240t cos(2t) — 672sin(t) — 256t cos 3(t) + 576t cos(t)
— 32t% — 492t)/384.

Le tableau suivant donne une idée sur la complexité de deux schémas :

un t et cos(t)
Y2 1.5s [3s | Ts 8s

Y3 6s 6s |21s 3ls
Ys 12s |13s | T7s 167 s

E(F3) | 17Ts [185 | 85 s 97 s
EFy) | T4s |T1s [670s | 672s

(Nous n’avons pas comptabiliser le temps pour obtenir les séries F3 et Fy qui
est de l'ordre 1 et 7 secondes en utilisant les programmes du mélange fournis
par N.E. Oussous).
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Exemple 4.2.2.

Considérons I’équation différentielle non linéaire en régime forcé suiv-
ante :

y(t) +y(t) + y2(t) = a*(t) avec ¢(0)=y(0)=0,

ou équivalemment :

y(t) + / y(r)dr = / " et (r)dr — / ")
0 0 0
Si § est une série telle que £4(S)(t) = y(2), alors nous avons :
S+ 20) = 2 — (SwS)zo.
Dans ce cas, nous avons :
S = 2(=2)" = (Sw S)z0(—20)".

D’aprés ce qui précede, la suite {yi }x>0 suivante converge vers la solution de
cette équation différentielle :

y1(t) = /0 a*(7)exp(r —t)dr

yi(t) = () + ‘/(; [—yi_;(7)]exp(T — t)dr.

Pour a® = un, nous obtenons les résultats suivants :
9

yl(t) =1~ e—t’
yo(t) = e 21((2t — 1)e' +1),

e 4 (3et — 19e3! + (1212 + 12t + 15)e?* + 6te’ + 1)
y3(t) = 3 ’

ya(t) = e ®4((1436400t — 4354267)e’" + (907200¢> + 2721600t + 8404200)e®’
+ (—2872800t% — 5518800t — 6350400)e"*
+ (604800¢* + 2016000¢* + 4132800t + 3309600t + 2073400)e*’
+ (453600t + 793800t% + 963900t + 121275)e*
+ (1512002 + 120960t + 99792)e”* + (25200t + 4200)e’ + 1800)
/113400).
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Pour a*(t) = t, nous obtenons les résultats suivants :

yi(t)=e"+t-1,
yao(t) = —e 2Y((#* — 5t + 6)e?* + (12 — 2t — 5)e' — 1)),
y3(t) = —e™*1((30t* — 420t + 2370t> — 6570t + 7650)e*
+ (12¢° — 105¢* + 220¢> + 390t> — 1800t — 6665)e**
+ (—30t* + 240t% — 420t — 810)e®* + (30t> — 30t — 165)e’ — 10)/30),
ya(t) = —e~84((4898880000t® — 176359680000t + 2968721280000£°
— 30794359680000t° + 217084069440000t* — 1072825326720000¢>
+ 3650807039040000t2 — 7848774884160000¢ + §167324556160000)e®’
+ (391910400t° — 9906624000¢° + 107693712000¢® — 635128128000¢’
+ 1969077600000t° — 1672804224000t> — 6384873600000¢*
— 3579992640000t + 163399692960000t> — 555067598400000¢
— 7529750204031367)e"! + (—783820800¢'° + 5878656000¢°
— 26045712000t® — 145006848000t" + 98086464000¢°
— 2443561344000t> — 21702854880000t* — 38907993600000¢°
— 135191125440000¢% — 423942543360000¢ — 598284020880000)e®*
+ (1959552000t° — 8328096000t® — 13063680000t” + 1776660480001°
— 161989632000t° — 2391469920000t* + 512749440000t
+ 6887008800000¢% — 20937813120000t — 32984159040000 )¢
+ (—1632960000t% — 5660928000t" + 25655616000t® — 22607424000¢°
— 310655520000t* + 306472320000t° + 1540990080000t2
— 2248935360000t — 5653151840000)e** + (24494400001°
+ 1551312000t> — 33985980000t* + 25889220000t + 169649235000t
— 218905942500t — 599862965625)e®! + (—1632960000t* + 653184000t

+ 15415142400t% — 13756055040t ~ 50025403008 )e?* + (5443200001
— 362880000t — 3054240000)e* — 77760000)
/4898880000).

Pour a*(t) = €', nous obtenons les résultats suivants :

el—et

"1 (t) = 9 ’

e~ 2t(eft — Gedt — Ge?t + 14e* — 3

y3(t) = —e ™4 (e%" — 15" + 40e®' — 110e®" — 690e*!
+ (1739 — 660t)e®* — 1160e?* + 210e* — 15)/720),
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ya(t) = —e~81(28e’" — 945¢’°! + 10980e™*! — 59640e'3! + 177408¢'?!

+ (989604 — 83160t )e’!* + (1663200t — 8751960)e’"*

+ (—6652800¢ — 20898360)e®* + (36590400t — 38004120)e®

+ (114760800t2 — 536097240t + 551586977)e"" + (—109771200¢
+ 358918560t — 794616732)e®" + (447977880 — 192931200t )e®*
+ (23284800t — 168359520)e** + (33668460 — 1247400¢)e’"

— 3976560e*" + 264600e' — 8100)/130636800).

Et pour a*(t) = cos(t), nous obtenons les résultats suivants :

y1(t) = (sin(t) + cos(t) — e™")/2,
y2(t) = —e~?*(e*! sin(2t) - 2e?! cos(2t) + (—10e** — 10e') sin(t)

+ (10e' — 10e**) cos(t) + 5e?* + 2¢' — 5)/20),

y3(t) = —e~*!(24e*! sin(4t) + 57e! cos(4t)

+ (1020e** — 340e*') sin(3t) — 1020e®* cos(3t)

+ (1428e*" — 10608¢®" 4 3060e”*) sin(2t)

+ (—4896e*" — 204€®" + 4080e?!) cos(2t)

+ (—31620e*! + 3060e®" + 4080e?* — 6120¢")sin(t)

+ (—18360e*! + 15300€3* — 10200e2! + 2040e") cos(t)

+ 13005¢** + (2040t + 5536)e®" — 5508¢%* + 1020e! — 850)/40800),

ya(t) = —e~8(181165320e® sin(8t) — 144323865¢%! cos(8t)

+ (—2211028092¢% — 6971710200e"") sin(7t)

+ (6118031400e™* — 8425809756 cos(7t)

+ (—132936247080e®! + 95977210420e"! + 82072372200e%!) sin(6t)

+ (—16279885440e% + 99197476560e™* — 114436540400¢%!) cos(6t)

+ (—599298934500e%* + 3339050802360 ™

— 1916607407400e°* — 157361458800e") sin(5t)

+ (1293405466500e®* — 105770803320e"*

— 2553561238200e®* + 1001934351600€°*) cos(5t)

+ (8828575413840e% + (56769640200t + 5286829460640)e™

— 21469680348480e®! + 13867727546400e> —~ 2204653956960¢*?) sin(4t)
+ (8332886818620e% + (—23903006400t — 13257084823710)e™*

+ 11710082835360e°%" + 3433069294200 — 2738686958280e**) cos(4t)
+ (54309124478700€%' — 141632948602600¢"

+ (62989667245960 — 1083602956800t )e®! — 6490125910800

— 13691774860400e*" + 6208141940000€**) sin(3t)
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+ 338625924000e™ cos?(3t) + (—32829285352500¢"*

+ (—1354503696000t — 68585361044200)e"

+ (812702217600t + 108226638035880)e’! — 62647481408400e"*

+ 25859733062800e*" — 2370381468000¢%*) cos(3t)

+ (—74923375985640e%! + (—9752426611200¢ — 101753405115180)e™
+ (8127022176000t + 174509674783080)e®"

+ (1015877772000t — 144856999385280)e”! + 52153601925600e**

— 17303784716400e®" + 1389533964000e*') sin(2t)

— 25214086301040e™* cos?(2t) + (—329784998699520¢%*

+ (126896678759760 — 2844457761600t)e"

+ (17066746569600t — 194640985964880)e®

+ (27006015014160 — 7111144404000t )e>" 4 16347817684800e*!

— 11784182155200e%" + 5161126152000¢%") cos(2t)

+ (—1515655275252300e% 4 (320185750521000 — 73143199584000t )e’
+ (24381066528000¢ — 182624944647600)e®

+ (—14628639916800t — 22292740535520 )¢

+ (8127022176000t + 61328341903920)e** — 27954565984800¢>*

+ 4454233308000e*" — 1738889880000¢" ) sin(t)

+ 527240563668000e™* cos?(t) + (—530908181212500¢®!

+ (125968843728000¢ — 31688414776200)e™

+ (—36571599792000¢ — 181903870621200)e°*

+ (13003235481600¢ + 121907722940640)e* — 55311158426160¢**
+ 12465417837600e3! — 3308114796000 + 274561560000¢") cos(t)
+ 831053377279125¢®! + (25904883186000t* — 242320711214400¢
— 150867818096054)e”* + (—4063511088000¢% — 30181529414400¢
— 136252151424480)e®" + (10971479937600¢ + 32465660867640)e>*
+ (—1354503696000t — 34742422227240)e*!

+ (846564810000t + 16426511182900)e® — 6095266632000

+ 282188270000e' — 100781525000)/1625404435200000).

Le tableau suivant donne une idée sur la complexité du schéma :

un t e cos(t)

y2 | 9s |15s [ 13s 2ls
ys | 27s [49s | 32s 124 s
ys | 76s [215s{84s | 1060 s
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Exemple 4.2.3.

Considérons ’équation différentielle non linéaire en régime forcé suiv-
ante :

§(t) +9(t) +y() +y° () = a*(t) avec §(0) =§(0) =y(0) =0,

ou équivalemment :

y(t) + /O t-y(f)df+ /0 t /0 ' y(p)dpdr = /0 t /0 Ta’(p)dpdf— /0 t /0 ' y*(p)dpdr.

Si S est une série telle que £,(S)(t) = y(2), alors nous avons :
S(1+ 2o+ 22) = 220 — (SwSw S)z¢.
L’équation 1+ zp + 22 = 0 admet deux racines complexes distinctes :

iV3+1 iv3-1

ky=— 2 et ky, = 5

1 o3/ 11
1+20+28— 3 Zo—kl Zo-kz
_a (=Y 2\’
-ai(3) +4a()-
ou A1=—%3§’ et Azz%g. Dans ce cas, nous avons :
S-——ZZO[A](%) +A2<-;%) }-—(SmSwS)ZO[A1< ) +A2( )]
=z Al +A2 Eﬂ o'-—(SuJSuJ 2 Al 20 +A2 20-
kl k,

Notons h(t) I’Evaluation de la série [A;( ]) + Az( ) ]

Par conséquent :

D’aprés ce qui précéde, la suite {yx}x>o suivante converge vers la solution de
cette équation différentielle :

nt)= /; a*(t)h(t — 7)dr
ve(t) = (1) + / [~y (T)h(t — 7)dr
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Pour a* = un, nous obtenons les résultats suivants :

n(t)=1-e,
y2(t) = e 7 (((5v/3 — 20)e? + 64)e™ + (—5v/3 — 60)e ¥ + 20e¥ — ge?)
/(5V3)),
ys(t) = e~ % ((39207168001/3 — 9311702400)te’®!
+€(57432375e " + (28920414784 — 10025174720v/3)e!™!
+ (18442684260/3 — 65806781040)e 2"
+ (—3697113420v/3 — 61416395040)e “=*
+ (5944786848 — 3102879780+/3)e %
+ (13652496001/3 + 3510791856 )e 3
+ (—353953600V/3 — 2416414000)e “**
+ (49008960v/3 + 665333760)e '+
+ (—3769920v/3 — 120637440)e %" + 13069056 "
— 7687683 ) — 57432375 %
+ (70873490688 — 78414336001/3)e!!
+ (7841433600+/3 + 28180152000 )e**!
+ (—1568286720V/3 — 14637342720)e'**
+ (196035840/3 + 4312788480)e!?! — 627314688¢!1?
+ (2552550000 — 1301800500v/3)e "
+ 52276224 )e 2" ) /57432375).

Pour a*(t) = t, nous obtenons les résultats suivants :

y(t)=et+t-1,

yao(t) = —e~ F (((60t> — 540% + (2340 — 15v/3¢ + 15v/3 — 4740)e? + 5632)e™
+ (—180t% — 360t — 15v/3 — 900)e ¥ + (20 — 60t)e ¥ — 12¢¥)/(15V/3)),

y3(t) = e~ ((169801924144363999488000000¢7

— 3565840407031643989248000000¢°
+ (37797908314535426286028800000

— 118861346901054799641600000/3t°
+ (14857668362631 84995520000000v/3

— 255551895837267819229440000000)t*
+ (1166104101441160743733872000000

— 9508907752084383971328000000v/3t3
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'+ (35064097335811165894272000000/3
— 3662340963046937854707024000000)t>
+ (7418359525120269523381584000000

— 46950232025916645858432000000v/3t )e' !
+ €'((296784036007827258515625¢

- 296784036007827258515625)e§'?u
+ (7764729342250343708731542883238912

- 17403830260726573566444998776320\/§)e15'

+ (75976713218003778180000000t°
+ (9725019291904483607040000000

— 31656963840834907575000000+/3¢°

+ (68682948749075415474720000000 — 189941783045009445450000000v/3¢°
+ (840155243309261904350576250000

— 2146342148408606733585000000+/3¢*
+ (6150525109097785573381824600000

— 19880573292044321957100000000/3°
+ (39566835591312892677032918700000

— 103801997297953630629390937500+/3 )¢
+ (148173295482134507801150134200000

— 382027843500896989845724275000/3

— 795331270605637282236307087500/3

+ 316345012376359940889952286250000)ezgi

+ (~67534856193781136160000000¢" — 90046474925041514880000000¢°

+ (21 104642560556605050000001/3 — 258883615409494355280000000)¢°

+ (196273175813176426965000000\@ — 6367036164491477114640000000)t*
+ (167430164313749066730000000\/5 + 4596864728389087646992500000)t
+ (1596917953748783115450000000\/5

+ 213919131708555331090932900000)¢*

+ (1256590936458029694709687500\/§
+ 847470759890340490119715500000)¢

+ 24070625907502905696102637500v/3

+ 1813261513492973703280621500000)e2%

+ (16208365486507472678400000¢° + 517046859019588378440960000t°

+ (15955109775780793417800000\/3_’ + 1564917687722296487099520000)t*
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+ (104881631668942104456480000v/3 + 6393876017117467822175232000)t3
+ (174989565883706301904176000v/3

+ 15222583840869360163987178400)2

+ (615099366030215334408940800v/3 + 69784123173912088920881622720 )¢
+ 436989276139362157104713820+/3

+ 21071648903319519945741389088)e 22"

+ (24601983327734556744000000¢° + 219901761341179189272000000¢*

+ (7054980513100350831000000+/3 + 387672389276410510272000000)¢t>

+ (17926024966742161269000000+/3 + 1414777885800100934112000000)¢
+ (236097164598242277330000001/3 + 1039495117975522737779250000)t
+ 20755096002528782895000000V/3 + 8147312397049089687470190000)e *2*
+ (12381390302193208296000000t* + 53027368566968892096000000t°

+ (1829069021914905771000000v/3 + 90880238581754862240000000)¢

+ (1657105267717777878000000v/3 + 218983392415445609952000000)¢

+ 4761137881356843987000000+/3 + 150445977241316740233250000)e *

+ (3438138133501585113600000¢ + 6541392682571197651200000¢>

+ (253255710726679260600000v/3 + 11014963797836689891200000)¢

— 53720908335962267400000v/3 + 4644993515336424432000000)e '3*

+ (623398672557979718400000¢2 + 399614533691012640000000¢

+ 194812085174368662000001/3 + 1273643244558791568000000)e 3

+ (67534856193781136160000¢ — 13506971238756227232000)e ‘2"

+ 3972638599634184480000e " ) + 206784036007827258515625¢ 1"

+ (7131680814063287978496000000¢°

— 14263361628126575956992000000t*
+ (128370254653139183612928000000

— 1188613469010547996416000000v/3t*

+ (57053446512506303827968000000

— 10697521221094931967744000000+/3¢*
+ (377533353094475307361632000000

— 3565840407031643989248000000/3t

— 41601471415369179874560000000v/3

— 5929973226896351189633556480000 )e!®!
+ (—4160147141536917987456000000¢*
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© — 40809062436028814543616000000¢°
+ (—1188613469010547996416000000+/3
— 86174376503264729740160000000)t>
+ (—2575329182856187325568000000v/3
— 302502127863184465087872000000)¢
— 5844016222635194315712000000/3
— 253781357024054190443112000000)e’ 4!
+ (—2218745142153022926643200000¢>
— 7607126201667507177062400000¢>
+ (—2377226938021095992832000001/3
— 9191944160348237838950400000)¢
+ 26413632644678844364800000V/3
— 11621998363658691520512000000)e*%*
+ (—653737407955801398028800000¢> — 841934540549138164128000000¢
— 29715336725263699910400000v/3
— 2026420879458955091112000000)e’ !
+ (12678543669445845295104000 — 95089077520843839713280000¢ )e**
+ ((8441857024222642020000000t° — 379883566090018890900000000¢*
+ (9117205586160453381600000000 — 6331392768166981515000000v/3¢”
+ (208935961349510389995000000+/3
— 153574262984658303627840000000)¢°
+ (1997432539045895453588336250000
— 36278880561596804080950000001/3t°
+ (42730569792358958244735000000v/3
— 20639173865106824972555861250000)¢*
+ (167176991262872416316103112500000
— 3659232407482587070957696875001/3¢>
+ (2253187962779856640577727187500v/3
— 1007528343131735524752124972500000)¢*
+ (4036278526663739896215096671250000
— 9091281302759145665350487812500/3¢
+ 18222077223496469472772435312500v/3
— 8076719593207867013522746886250000)e 2
— 7924089793403653309440000)e’%")/296784036007827258515625).
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Pour a*(t) = €', nous obtenons les résultats suivants :

wi(t) = (e' —e™")/2,
yo(1) = —e~ ¥ (5™ + (—35v3 — 35)e% + 128¢™ + (35v/3 — 105)e¥
+ 7e4)/(70V/3)),
+ (—24249225+/3 — 24249225)e ¥ + (496006875V/3 + 826678125)e *+*
+ (—3637383750v/3 — 8476836225)e " + 6810845184¢ %"
+ (—17313946650+/3 — 25801175400)e ¥,
y3(t) = e (e'(911625¢*¥ + (1396740859603 + 367754007040)e™"
+ (987913426503 — 118142224200)e *#*
+ (238379581440 — 79459860480/3¢ %"
+ (64143080001 — 38498069610v/3)e %" — 6810845184
+ (2455638185v/3 — 4673633965)e+"
+ (164521665 — 54840555v/3) %" — 2795793 ")
+ 110853600e?%" + (—2327925600v/3 — 2327925600 )e"*
+ (37246809600v/3 + 51214363200)e ¥ + 53469541125¢ %"
+ (130363833600/3 + 1862340480)te!®! — 53469541125¢ *+*
— 145298030592¢5 + (104291066880v/3 ~ 189027558720)e*!
+ (9777287520 — 32590958401/3¢12!

+ ((—238379581440v/3 — 238379581440)e
— 217273056)e*")/106939082250).
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v2(t) = —e~ ¥ ((70093170V/3 — 280372680)e** cos(————

Et pour a*(t) = cos(t), nous obtenons les résultats suivants :

= sin(t) — (2/V3)e~} sin(ﬁ),

(f+4)t)

+ (106464540v/3 — 150302880)e ¥ sin((V3 + 1)t)

+ (338181480 — 87676680v/3e % cos((v3 + 1)t)
3\/' 3t 3f t

— 26127920e* sin(—=— ) — 39191880+/3¢" cos(

+ e'(3037370t0\/§e + 347128080) sm(ﬁ

sqrt3t

+ €'(607474140v/3e* + 173564040+/3 cos( )

+ (—106464540v/3 — 150302880)e ¥ sm((\/_ - 1))
+ (—87676680V/3 — 338181480)e ¥ cos((V3 — 1)t)
(\/5 - 4)t )

2

— 4104555v/3¢ ¥ sin(3t) + 24627330v/3e ¥ cos(3t)

+ ((91121121V/3 — 455605605)e ¥ — 242989656+/3¢ ¥ ) sin(t)
+ (—182242242v/3e ¥ — 485979312v3e ¥ ) cos(t)

— 630850561/3¢%')/455605605).

+ (70093170v/3 + 280372680 )e?! cos(

Le tableau suivant donne une idée sur la complexité du schéma :

un t e cos(t)

y2 | 20s |38s | 17s 169 s
ys {110s [745s|115 s -
V4 2932 s - - -




CHAPITRE 5

DECOUPLAGE DES
SYSTEMES DYNAMIQUES NON LINEAIRES

5.0. Introduction

Les systéemes dynamiques ont permis de modéliser de nombreux
probleémes techniques ou biomédicaux. Une grande question soulevée durant
I’étude de ces systémes est : comment peut-on rendre ’observation de ces
systémes insensibles aux actions perturbantes ?

Ainsi on peut se poser la question dans le domaine du pilotage automa-
tique :

Que faire pour maintenir la trajectoire d’un engin en dépit des pertur-
bations telles que le vent, le courant, etc ....? (|GM])

et en biomédecine :

Quelles doses de tranquilisants et d’anti-dépresseur afin de supprimer
1’état dépressif sans augmenter l’angoisse chez un patient ? ([B3])

En termes de systémes dynamiques, ces questions reviennent a résoudre
de maniére effective I’'un des problémes suivants :

- Le rejet de perturbations : toutes les sorties du systéme {ys}1<s<p
sont indépendantes des entrées {a*};ex, -

- Le découplage k-bloc triangulaire : chaque bloc de sorties
{ys}sem, 1 <1< k ne dépend que des blocs d’entrées {a*}sex;, 1<j <1

- Le découplage k-bloc diagonal : chaque bloc de sorties {y,}sem
ne dépend que d’un seul bloc d’entrées {a*};ex,, 1 <1< k.

- La commande non interactive : chaque sortie ne dépend que d’une
seule entrée (c’est une application du cas précédent avec k = m = p).

La théorie de la commande non interactive des systémes linéaires a été
largement développée par P.L. Falb et W.A. Wolowich ([FW]). Leur réponse
consiste & trouver les matrices F et G de dimensions respectivement m x n et
m X m pour que la matrice de tranfert T(s) soit diagonale, avec

T(s) = C|sI — (A+ BF)]"' BG.

En paralléle avec ces méthodes basées sur 'algébre matricielle, les
caractérisations du découplage par blocs des systemes linéaires & partir
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104 Découplage pour les sysiémes dynamigques non linéaires £5.0.

des critéres géométriques sont données par G. Basile et G. Marro ([BM]),
A.S. Morse et W.M. Wonham ([MW]). Soit une partition arbitraire de Y =~ IR?
en somme directe :

k k
Y=@Y,- ou Y;~JRF et Zp,-:p.

=] i=1

La sortie s'écrit alors y = *(y1,v2,...,¥&), ot pour tout ¢ € [1..k], y; € Y;. Le
découplage relatif & cette k-partition par bouclage statique par retour d'état
revient donc & trouver des applications linéaires :

F:R"—-R™, e Vie[lk], Gi:R"~ R"
telles que pour tout ¢ € [1..k] :
Y; = C[(ImB + (A + BF)Im(BG;) + ...+ (A + BF)""'Im(BG)).

L’extension de la théorie du découplage aux systémes non linéaires instation-
naires a été faite par Freund ([F9], [F10]) suivant une idée originellement due
a W.A. Porter.

Quand aux systémes non linéaires plus généraux, une approche pour
traiter ce probleme passe par la géométrie différentielle ([H1)], [L5]). Dans
cette approche la notion de sous-espace vectoriel Y; est remplacée par celle de
distribution invariante. Comme I’ont montré par C. Gori-Giorgi, A. Isidori,
A.J. Krener et S. Monaco ([GIKM]), le rejet des perturbations peut étre assuré
par Dexistence d’une carte locale dans laquelle la dynamique du systéme
se décompose en deux parties dont une est inobservable. Cette méthode
a permis aussi & H. Nijmeijer et J.M. Schumacher ([NS]) de donner une
condition locale nécessaire et suffisante de découplage par blocs par bouclage
régulier. L’existence des singularités liées & la nature physique des systémes
a limité la portée de cette méthode car elle conduit a ne considérer que les
distributions de rang constant, ce qui est difficile & réaliser dans la pratique.
Pour une lecture approfondie de cette approche, on peut consulter le récent
livre d’A. Isidon ([1}).

On sait que V'algébre des séries commutatives joue un role déterminant
en géométrie (voir par ex. [A1], [M1]). De méme, 'algébre des séries formelles
non commutatives trouve aussi sa place naturelle en géométrie différentielle.
Ainsi en utilisant conjointement les séries de Fliess et I’algébre des
champs de vecteurs, D. Claude ([C3]) étudie le rejet de perturbations
pour les systémes non linéaires. Dans cette approche plus algébrique, les
algebres engendrées par les modules remplagant les distributions invariantes
conduisent & une classe des lois de bouclage génériques, donc plus large
que celle obtenue par les distributions invariantes. L’existence de la plus
grande algébre de découplage a été mise en évidence. En introduisant le
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concept d’immersion ([CFI]), qui préserve le comportement d’entrée-sortie,
et un choix judicieux de lois de bouclage régulier assurant le découplage, D.
Claude donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéeme non
linéaire puisse, par bouclage, étre immergé dans un systéme linéaire dont
la dimension dépend des nombres caractéristiques, il généralise ainsi les
techniques de W.A. Porter ([P3]).

Ces travaux ont été prolongés derniérement par C.H. Moog ([M2]) pour
résoudre le probléme de découplage par bouclage dynamique en utilisant
les techniques d’algébre différentielle ([R4]) introduites par M. Fliess ([F6]),
ce probléme restait non résolu par les techniques de géométrie différentielle et
par les séries génératrices.

Comme le soulignait déja D. Claude ([C4]), la résolution de plusieurs
problemes distincts, mais voisins (le rejet de perturbations [C3], [C4], le
découplage k-bloc triangulaire [N1], le découplage k-bloc diagonal ([NS]), la
commande non interactive [GH] ...), conduit & dégager une notion commune
de ces études. C’est ce que nous proposons en définissant le découplage
d’un sous-ensemble {y,}s;cr de ’ensemble des sorties par rapport a
un sous-ensemble {a®},cx, de I’ensemble des entrées.

L’étude de cette nouvelle notion de découplage nous permet ici de
proposer un seul traitement pour ces différents problémes. Ceci nous conduit
a réécrire les constructions de D. Claude ([C3]) dans un cadre unifié. Ce
cadre d'une part, nous conduira a une approche par sous programme pour
implanter les quatre problémes cités par simple instanciation, évitant ainsi
un “bricolage” informatique. Et d’autre part, il nous permettra d’étendre le
théoréme de caractérisation du découplage de D. Claude ([C3], [C4]) sans
trop nous “torturer” au point de vue mathématique pour adapter son étude
a d’autres problémes.

Comme I’a montré par D. Claude ([C3], [C4]), 'obtention d’une carac-
térisation algébrique du découplage nécessite ’étude des systémes non
initialisés, et conduit & coder les systémes dynamiques par leurs séries
génératrices non commutatives a coeflicients dans C¥(Q), anneau des fonc-
tions analytiques sur une variété analytique réelle (). Ainsi, en utilisant donc
systématiquement ces séries & coefficients analytiques, nous allons caractériser
le découplage d’un sous-ensemble {ys}ser de I’ensemble des sorties par rap-
port & un sous-ensemble {a”};ex, de P’ensemble des entrées. Nous retrouvons
trés simplement comme cas particulier les résultats classiques concernant les
différents problémes précités (rejet de perturbations, découplage k-bloc diago-
nal, découplage k-bloc triangulaire, systémes non interactifs). Enfin, nous con-
struisons les lois de bouclage génériques permettant de découpler chaque fois
que c’est possible. Nous montrons ainsi I’avantage de la méthode de D. Claude
par rapport aux autres techniques par le fait qu’elle donne effectivement des
lois de bouclage. Pour cette construction, nous utilisons les modules (et les

algébres) de découplage, et des calculs d’annulateurs dans I’algébres de
Lie libres.
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5.1. Les nombres caractéristiques

Définition 5.1.1. : Soit s € [1..p], le nombre caractéristique ¥,
du systeme (S) est le plus petit entier v, lorsqu’il est défini, tel qu’il existe
z € Xo, zzf§ * hy £ 0. Si pour tout entier v, et pour toute lettre z € Xy, on
azzy *hs =0, alors ¥, vaut +o0 :

7. - inf{v € IN| 3z € Xy, zzg*h, %0}
7] 40 si V>0, VzeX, zzy * hs = 0.

Définition 5.1.2. : Soit s € [1..p], tel que ¥, so0it défini. Soit z € X, z
est une lettre significative pour h, si zzy* * h, # 0. Nous notons sgn(h,)
I’ensemble de toutes les lettres significatives pour h,

sgn(he) = {c € Xo| cale *h, £0}.

Soit s € [l..p], par convention, sgn(h,) est vide si et seulement si
¥, = +oo.

Les nombres caractéristiques, lorsqu’ils sont définis, généralisent la
notion des “ordres différentiels” (P.L. Falb et W.A. Wolovich [FW}]) dans
le cadre des systémes linéaires. Soit s € [1..p], ¥, exprime le plus haut degré
de “non dépendance” entre la sortie y, et les entrées {a*};ecx. Et ¥, +1 est
le plus petit nombre de “dérivations” nécessaires pour que la sortie y, soit

affectée par les entrées {a”},ex pour lesquelles sgn(h,) est non vide. En effet,
soit dh, la différentielle de hy :

I
M=
(5]
>

k=1
il 9
Puisque d’une part dg = ;{a’(t)Az(q)dt, et d’autre part A, =§A’;(q)5&:,
on obtient dg; = Z a*(t)A¥(q)dt, par conséquent :
zeX
dhy = a*(t) [ZA‘( )aq ] = a*(t)A oh, dt =) a*(t) zxh, dt.

z€X ze€X z€X

On peut alors écrire les dérivées successives de y, jusqu’a ’ordre ¥, + 1 de y,
en tenant compte de la définition de ¥,

V@) =2y (et + Y a*(t)say”  ha(a():
z€sgn(h,)
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On obtient ainsi une équation différentielle liant y, et les entrées {a®} zesgn(n,)-
On a alors :

yUD ¥t g (g(1) = Z a®(t)zzg® * hi(g(?))
z€sgn(hy)

y ) — gl by (g()) = Y a®(t)eay® x ha(g(t))
(I) < z€sgn(hz)

v z v
gt — 2 T a by (g(t) = Y a®(t)zzy” * hy(g(t)).
L z€sgn(hp)

Définition 5.1.3. : Les nombres caractéristiques {¥,},ep1., sont
supposés définis. La matrice de commande de (5) est

Ty * A
T * A
Im*A
Nous appelons aussi matrice de commande étendue de (S) la matrice

définie comme suit :
T = Ty * A
= Q ,

— v ) ¥
A_(xol*hl zoz*hz .~ xop*hp),

et pour toute lettre z € X, = x A repésente la matrice

v
-’B*A=(xx§’1*h1 zzgi*xhy ... :m:o"*hp)-

Ainsi, en notation matricielle, le systéme d’équations (I) s’écrit :

v v v
(y1D YDy tY) =T,
c’est-a-dire :
I N L

Lorsque 2 admet un inverse a droite, alors le systéme d’équations (I) permet
de reconstituer les entrées {a*},¢x, & partir des dérivées {yﬁ‘y'“)}se[]‘_,,].

Nous donnons, au chapitre VI, les fonctions écrites en MACSYMA
permettant de calculer les nombres caractéristiques et de construire I’ensemble
des letters significatives, les matrices §2 et T'.



108 Découplage pour les systémes dynamiques non linéaires 85.1.

Lemme 5.1.1. : Pour toutes lettres x et z de ’alphabet fini X et pour
tout entier positif 2, nous avons :

1 .
. . 7 . . .
adiz = E (-1) ( ) Ay 22
=0 J

Preuve :

. Pour ¢ =0, la formule est immédiate.

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout entier j, 0 < 7 <.

. Pour j = {41, puisque adit'z = [z,ad!z], alors d’aprés ’hypothése
de récurrence, nous avons :

ad¥lz = Z(—l)j (z) [z, 2"z 2%)
j=0 J
= Z(—l)j (;,)(zi“_j:rzj - zi"'szj+1)
Jj=0
= [zH'l.T + Z(—l)j C)zi+]_szj]
=1
i-1 N
_ [Z(_l)] (]> zz—]$21+1 + (_l)izzi+l:|
i=0
=2z + [Z(—l)j (;)zi+l—szj
Jj=1
. Z(_l)j-—l (] ) 1) z"_j"'lxzﬂ + (_1)i+1xzi+1
J=1 -

=tz 4 Z(_l)j [(;) + (j i 1) P R P (_1)i+1xzi+1.
j=1 -

En utilisant la formule de la somme des coefficients binémiaux, nous avons le
résultat e

Lemme 5.1.2. : Soit s € [1..p] tel que ¥, soit défini. Soit x une lettre
significative pour h,. Alors pour tous entiers positifs i, k, nous avons :

(adiox)xg =0 si t+k<V¥,
(adi z)z§ 20 si i+k=1",.

Preuve : D’aprés le lemme 5.1.1., pour tout entier positif k, nous avons

(adioz)x(’)‘ *x hg = Z(_l)j (z.)mé_jzx‘(’;+k % By,
J

3=0
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Sit+k < ¥, alors j+k < ¥,, et d’apres la définition de ¥,, le membre
de droite est nul.

Sii+ k =V, alors d’apres la définition of ¥,, pour tout couple (j,k)
telque yj+ k< ¥, zzg"'k xh, =0.

' Par concéquent, le membre de droite est réduit donc a un seul terme

(=1)zzY* * h, qui n’est pas nul e

Lemme 5.1.3. : Soit s € [1..p] tel que ¥, soit défini. Soit z une

lettre significative pour h,, alors les polynémes de Lie {ad} z}oci<v, sont
linéairement indépendants dans Lie < X > [AnnlC¥(Q) sur C*(Q).

Preuve : Si ce n'était pas le cas, supposons alors qu’il existe ¥, + 1
fonctions analytiques réelles non toutes nulles yo,...,py, telles que :

v,
Y nj(ad z)* C¥(Q) = {0}.

5=0

Soit my < ¥, le plus grand indice tel que pm, # 0, alors

Y niladi z) » C=(Q) = {0}.

=0

Par conséquent :

mo mo
Z F‘j(adioz) x(zd ™0 h,) = Z uj(ad‘ioz)zo +=™mo 4 b, = 0.

D’apres le lemme 5.1.2., nous avons pmozzg" * h, = 0. D’apres I’hypothese,
z:cg' * % hy # 0, alors nous avons um, = 0, ce qui contredit I’hypothése faite
surmgp e

Proposition 5.1.1. : Lorsque les nombres caractéristiques sont définis,
ils sont strictement inférieurs & la dimension de la variété Q.

Preuve : On sait que, pour tout état ¢ de la variété Q, ’'espace vectoriel
Lie < X > [AnnlC¥(Q) est isomorphe & un sous-espace vectoriel de T,Q
(voir 1.9.2.), et d’aprés le lemme 5.1.3., on a une famille de ¥, + 1 éléments
linéairement indépendants. D’ou :

U, <N o

Corollaire 5.1.1. : Soit s € [1..p] tel que :
Vv €[1.N|, VzeX,, zzpxh,=0,

alors ¥, = +00, ou équivalemment sgn(h,) = 0. Dans ce cas, on dit que les
entrées {a®}.ex n’affectent pas I'observation h, (voir 5.2.).
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5.2. Formulation du probleme
On suppose que les nombres caractéristiques {¥,},¢p1..p) de (S) sont
tous deéfinis, et X; C Xg est supposé fixé.

Nous posons :

H = {h},...,h’,},

G = {zp *h;,...,zg” *hy}

) 4
F=|J{z3*h,0<n<¥,}.

s=1

Etant donné une partie de 7 de [1..p], on pose :

Hl = {h:}ae'm
G, = {m:' * ha}oem

F=|J{z5*h,0<n <0},

134

alors nous avons G; C Fy et H; C Fy C (X \ X))* = H;.

Définition 5.2.1. : Pour tout état initial ¢(0) € Q, les sorties {y,}sen
de (S) sont découplée par rapport & des entrées {a*},¢ex, si et seulement
si pour tout s € =, la sortie y, n'est pas affectée par les entrées {a®}.¢x,.

Pour tout état initial g(0) € Q de (S), pour s € , si la sortie y, n’est pas
affectée par les entrées {a®} ;¢ x, , alors toute variation de a?, z € X,, n'affecte
pas l'observation h,. Rappelons que I'Evaluation de la série génératrice en
g(0) associée & h, n’est rien d’autre que la sortie y,. Nous allons voir dans la
proposition suivante que si les entrées a*, z € X, n’affectent pas I’'observation
h,, s € =, alors les lettres de X; n’apparaissent pas dans le support de la
série génératrice ch,, s € 7. Désormais on dira tout simplement que H,
est découplé par rapport & X; pour signifier que les sorties {y,},er sont
découplées par rapport & {a*}:ex,-

Lemme 5.2.1. : Etant donné s € [1..p), nous avons :

X; C Ann(zg" +h,) <= sga(h,) C(X,\ X))

Preuve : En effet, étant donné z € X;, alors nous avons :
z € Ann(z)* « h,) < ::z:,l" «h,=0.

D’aprés la définition de sgn(h,) (définition 5.1.2.), cela revient & dire que
sgn(h,)() X1 = 0, ou équivalemment sgn(h,) C (Xo \ X;) o
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Proposition 5.2.1. : Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a)Vf e Hy, supp(of)C(X\X))".
(b) X](X \ X])' C AnnHl.
(c)Vz e Xy, z(X\{z})* C AnnH,.
(d) {ys)}sen est découplé par rapport & {a*}.ex,-
(e)VfeH), of= Z (w* flw.
we(X\X,)*

Ereuve :

a = b: Si pour tout f € H;, le support de la série génératrice associée
a f est inclus dans (X \ X, )", alors pour tout f € H;,ona:
X*\(X\X;)" C Annf.
Puisque X3 (X \ X;)* est inclus dans X* \ (X \ X,)*, alors pour tout f € H;,
on a l'inclusion suivante :
XX\ X)) C Annf.
Par conséquent :
X](X \X])‘ C ATlTlH].

b = c: Si tous les mots de X;(X \ X;)* annulent les éléments de H,,
alors soit z une lettre de X; et soit w un mot de z(X \ {z})*. On peut écrire
w = wyTw); ou w; est un mot de (X \ X,)*, z; est une lettre de X, et w;
est un mot de X*. D’aprés I’hypothése, on a :

Tiw; € X](X \A.]). C AnnH;,

le mot w = wyz;w; annule les éléments de H;, alors pour tout ¢ € X;,on a
I'inclusion suivante :

(X \ {z})* C AnnH,.
¢ = d: Clest immédiat.
d=e:Siy,, s € 7, est découplé par rapport & a*, z € X;, alors
prenons a® la fonction nulle. Dans ce cas, pour tout mot w ¢ (X \ X;)*, nous
avons £, (w)(t) = 0. Par conséquent, si g(0) € Q est I’état initial de (S5) alors

nous avons :
ys(t) = § : (we h,)w(o)&,(w)(t).
we(X\X1)*

Puisque y, est I’Evaluation de de la série génératrice og(o)h,, alors pour
tout entrée @ = (a®™ a*' ... a*™), et d’aprés le théoréme d’unicité des
Evaluations, nous avons :

cha= Y, (wrh)ow.
we(X\X,)*
Par conséquent, pour tout f € H),on a:
of = z (w* flw.
we(X\X,)*

e = a: Cest immédiat e
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5.3. Exemple

Dans cette exemple, les calculs ont été vérifiés avec les fonctions écrites

en MACSYMA données au chapitre VI.

[ G1(t) = bt)ax(2)

g2(t) = [a(t) — b(t)lg2(t)

(8) 4 ds(t) = [e(t) — a(t))gs(t)
y1(t) = q1(t)g2(2)

| 92(2) = g2(2)gs(2)-

Soit X = {zp,z;,25,23} un alphabet fini tel que:
. Zo code la partie autonome :A4;, = 0,

. T3 code l'entrée a(t) :A;, = qua; - qsadg,

. 2 code 'entrée b(t) :4:, = qlaé; - 92%,

8

. 3 code lentrée c(t) :As, = B3
L’action de X* sur by = ¢1¢; :

Ywez;, wrhi=h e Vwgz], w+h =0.
Seule la lettre z; est significative pour h; :
sgn(hy) = {z,}, et v, =0.
L’action de:X *sur hy = gaq3 ¢

Vw € {z3,23)", |wl:, =2k, k€N, wrhy= hy,
Vw € {z2,73}", |wlz, =2k +1, k€ IN, wshy = —h,,
ng{l‘z,z:;}‘, w*h2= 0.

Les lettres z5, z3 sont significatives pour h; :
sgn(hy) = {22,723}, et ¥ =0.

La matrice de commande de (S) est :

I * A :t]*h] zl*hz 9192 0
Q= z2xA | = z2%h; z2%hy | = 0 -—ggql.
I3 * A I3 * h1 T3 * h2 0 g2q3 /.

La série génératrice associée a h, est

oh; = Z(w*hﬂw:h; Z w.

wez wEz]
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Si g(0) est I'état initial de (S), alors la sortie y; ne dépend que de I'entrée a :

1
n(t) = a(O)gOexp( | a(r)dn).
0
La série génératrice associée a h, est

ochy = Z (w * hg)‘w =h, Z (-—].)lwl‘2 w.
w€({z3,23}" weE{z2,23)"
Si g(0) est Pétat initial de (S), alors la sortie y, ne dépend que des entrées
b, c:

t
v2(t) = 02(0)as(0) exp( | [e(r) = br)le).
5.4. Modules et algébres de découplage

Définition 5.4.1. : Soit Dy un sous module (resp. une sous algébre de
Lie) de Lie < X > . D, est un module (resp. une algébre) de découplage
de H; par rapport & X, (ou plus briévement un module (resp. une algébre)
de découplage), si et seulement si D, vérifie les propriétés suivantes :

(a) X] C D].

(b) D, C AnnH;.

(C) [A. \Xl,D1] c D,.

Soit D; un module de découplage, alors D, vérifie (b) et (c). D’aprés
le lemme 1.8.2.4., les éléments de D, annulent les éléments de (X \ X, )* * H;.
En particulier, puisque X; C D; (a), alors les éléments de X, annulent les
éléments de (X \ X,)* = H;.

Le plus petit sous module de Lie < X > qui vérifie les conditions
(a) et (c) que I’on note I, est engendré par les éléments

(ady;, ©ads;, 0...0ad;,;, )(),

pour tout z;,z;, ...z, € (X \ X1)* et pour tout z € X;.

I; est inclus dans tout module de découplage. C’est un module de
découplage si et seulement si I) C AnnHj.

D’aprés le théoreme de ’élimination de M. Lazard ([V1]), la plus
petite sous algébre de Lie de Lie < X > qui vérifie (@) et (c) est P’algebre
de Lie §,; engendrée par I.

3, est inclus dans toute algébre de découplage. C’est une algébre de
découplage si et seulement si §; C AnnH,;.

On peut vérifier aisément que AnnH; est une sous algtbre de Lie de
Lie< X >:

VP, Q € AnnH,, [P,Q]+H =(PQ)xH:-(QP)+H,
=Pe(Q+H)-Q+(P+H)
= {0}.

Toute algebre de découplage est incluse dans AnnH,.
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Proposition 5.4.1. : S§i [X \ X;,AnnH;) C AnnH,, alors
Ann(( X\ X))" « Hy) = AnnF) = AnnH,.

Preuve : D’une part nous avons d’apres le lemme 2.4.1. :
AnnH; C Ann((X \ X1) = H,).
D’autre part nous avons d’apres le corollaire 2.4.2. :
Ann((X \ X;)" = H,) = AnnH,.

Alors nous avons successivement :

(X\X))'+«H,> F DH,
Ann((X \ X;)" = H,) C AnnF; C AnnH,
Ann((X \ X;)" » H;) = AnnF} = AnnH, e

Si AnnH, vérifie (a) et (c), alors AnnH, sera la plus grande
algébre de découplage, par conséquent c’est le plus grand module de
découplage. Par conséquent, d’aprés le résultat précédent, AnnF; sera le
plus grand module de découplage.

5.5. Théoréme de caractérisation du découplage : (D. Claude,
[C2], [C3]) Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) H; est découplé par rapport a X,.

() X; C Ann((X \ X)h)* = H;).

(C) 81 C AnnHl.

(d) I1 C ArmHl.

(e) I existe un module de découplage.

() L(X \ X)) C AnnH;.

Ereuve :

a = b: D’apres la proposition 5.2.1., nous avons :
.Xl(X \X]). C AnnHl.

Par conséquent :

X) C Ann((X'\ X,1)* = H,).

b=>c¢:Si P€S,, alors nous avons :
supp(P) C X* X (X \ Xh)".
Si X, est inchus dans Ann((X \ X;)* * H,) alors nous avons :
X1 (X \ X)) C AnnH,,
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par conséquent :

X*Xl(X \X])* C AnnHl,
*d’ou AnnH, contient le support de P, et finalement on a :
$1 C AnnH,.

¢ = d: I; est un cas particulier de 3.
d = e : I est le plus petit de découplage.
e = f: Si Dy est un module de découplage, alors d’apres la définition

de I;, nous avons :
I1 C .D1 C AnnHl,

et d’apres le lemme 1.8.2.4., nous avons :
Il(X \.Xl)* C AnnH1
f = a: Puisque X; C I; alors X (X \ X;)* C AnnH,, et d’apreés la
proposition 5.2.1., H; est découplée par rapport a X; e

5.6. Le plus grand module de découplage

Lemme 5.6.1. :
X\ X1,AnnF1] C AnnF) <= AnnF) C Ann((X \ X1) * G).

Preuve : Puisque pour tout h, de H; et pour tout entier n € [1..¥,],
nous avons :
(X \ X1) * (zq * H1) = {0},
par conséquent :
Ann((X\ X))« F) = Ann(((X \ X3) *G1) U{O}) = Ann((X \ X1) * G1),
et il suffit d’appliquer le lemme 1.8.2.1. o »

Lemme 5.6.2. : Si D; est un module de découplage alors D; est inclus
dans AnnkFj.

Preuve : Etant donné s € 7 et ¢ € D;, montrons par récurrence sur n
que czg * hy est nulle :

. Pour n = 0, le résultat est immédiat car ¢ € D; C AnnH; (D; est un
module de découplage).

. Nous supposons que pour tout v, 0 < v <n < ¥,, czf * h, est nulle.

. Pour v = n, nous avons :

cxd * hy = czo * (257 * hy) = zocx (2§71 * hy) = [z0, ] * (2571 * hy).

Puisque D; est stable par les crochets de Lie par rapport & X \ X; (D; est
un module de découplage), alors nous avons [zg,¢] € D;. D’aprés ’hypothése
de récurence, nous avons

zo * (C % (:c},"’1 * hg)) = [z, ] (:cg—l *xhs) = 0.

Par conséquent, D; est inclus dans AnnF; e
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Le résultat du lemme 5.6.2. exprime que si AnnF} est un module de
découplage, il sera le plus grand module de découplage. Nous donnons dans
ce qui suit une condition nécessaire et suffisante pour qu’il le soit :

Proposition 5.6.1. : AnnF) est un module de découplage si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

. Vh, € H], sgn(hs) C (Xo \Xl)
. AnnFy C Ann((X \ X1) *G1).

Preuve :

Condition nécessaire : Si AnnFj est un module de découplage alors
d’une part X; annule les éléments de F}, et d’aprés le lemme 5.2.1., nous
avons pour tout hs de Hi, sgn(h,) C (Xo \ X1). D’autre part AnnkFi est
stable par les crochets de Lie par rapport & X \ X, et lemme 5.6.1. permet
de conclure.

Condition suffisante : Nous avons :

(a) X; C AnnFy (d’aprés le lemme 5.2.1.).

(b) AnnFy C AnnH, (puisque H; C F).

(¢) [X \ X1, AnnFy) C AnnFy

(puisque AnnFy C Ann((X \ X1) *G1))) o

5.7. Etudes particuliéres

Nous examinons dans ce paragraphe les problémes classiques tels que
le rejet de perturbations ([C3], [C4]), le découplage k-bloc triangulaire ([N1}),
le découplage k-bloc diagonal ([NS]), la commande non interactive ([GH]) :

5.7.1. Rejet de Perturbation

Etant donné P C Xp, on pose A = X \ P. Les éléments de P
représentent des perturbations et ceux de A représentent les commandes

admissibles de H.

Définition 5.7.1.1. : Le systéme (S) est découplé par rapport aux
perturbations si et seulement si H est découplé par rapport a P :

PA* C AnnH.

C’est-a-dire, pour toute observation hy € H, le support de oh, est un
sous langage de A* :

Vhy € H, oh,= ) (wxh,)w.
wEA*
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Par conséquent, pour tout h, € H, sgn(h,) C A\ {z0}. La matrice de
commande ) de tel systeme est de la forme :

. s€(1..p]
( [.‘z.zg' * h’]zeA\,{,:o] ) = (Q,;,)
0 0

et la sous matrice §, est est appelée la matrice de commande admissible.
AnnF est le plus grand module de découplage de H si et seulement si :

Vs € [1.m], sgn(h,) C A\{zo]} et AnnF C Ann(A*G).

5.7.2. Découplage par k-bloc trianguléire

Etant donné k < inf(m, p), nous avons une k-partition de Xp :
Xo=X10X20...06 X,
et nous avons une k-partition de {1..p] :
lpl=m&mnd.. &n.

Nous posons :

P] = 0,
Pj = Pj—l U4Yj—1’ J € [2k]

Pour tout j e [1..k], on pose aussi :

A;=X\P;,

Hj = {ha}ae-rr,w

G;= {zg" * hs}sen;

Fj= {25 *h,| 0<n < ¥, }sen;-

Les éléments de A; représentent les commandes admissibles et les éléments
de P; sont des perturbations de H;.

Définition 5.7.2.1. : Le systéme (S) est découplé k-block trian-
gulaire si et seulement si pour tout entier j de [2..k], H; est découplé par
rapport a P; :

P;A5 C AnnH;.

C’est-a-dire, pour {oute partition =;, pour toute observation k, de Hj,
le support de oh, est un sous langage de Aj :

Vh, € Hj, ohy= Y (w=h,)w.
weA;.
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Par conséquent, pour tout h, € H;, sgn(h,) C A; \ {z0}. La matrice de
commande § de tel systéme est de la forme :

v, 13
[:c:cg’ *h‘]ngl:\{zo} (1] . 1]
. sy W‘ (13,0
225 *h‘]zeA:\{zo} [z20 *h‘]zeAg\(zo} 0
v, :aEx v, 1 - v, :oen
[:c:co *h']zEA‘:h\{zo} [zx‘) *h‘]zEAzt\(:o} T [:zxo *h‘] €A \{z0}

Pour tout entier j € [2..k], AnnF; est le plus grand module de découplage de
H; si et seulement si :

Vs € n;, sgn(h,)C Aj\{z0} et AnnF; C Ann(A;= G;).

5.7.3. Découplage par k-bloc diagonal

Etant donné k < inf(m, p), nous avons une k-partition de Xo :
Xo=X190X28...0 X,

et nous avons une k-partition de [1..p] :

lLpl=m&me...0n.

Pour tout j € [1..k], on pose :

PJ' =Xo \XJ‘,

A;=X\Py,

Hj = {hc}se’r,-,

G;= {zg" *h,}een; s
Fj={zg*h]|0<n < ¥,}ien;-

Les éléments de A; représentent les commandes admissibles et ceux de P;
sont des perturbations de Hj.

Définition 5.7.3.1. : Le systéme (S) est k-block diagonal découplé
si et seulement si pour tout entier j de [1..k}, H; est découplé par rapport &
P;:

P;Aj C AnnH;.

C'est-a-dire, pour toute partition =;, pour toute observation k, de H;,
le support de oh, est un sous langage de A} :

Vh, € Hj, oh,= > (wxh)w.
wE€A\{z0}
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Par conséquent, pour tout hy, € Hj, sgn(hs) C A; \ {zo}. La matrice de
commande 2 de tel systéme est k-block diagonal :

‘I’, sEm
[:z:a:o *hS]xeAl\{fo} 0 € o ’
v, s€Emy
0 ['73370 *hs]zéAz\{'ﬂo}
0 0 N EE TN
. 231:0 s xGAk\{zO}

Pour tout entier j de [l.k], AnnF; est le plus grand module de
découplage de Hj si et seulement si :

Vs € mj, sgn(hs) CAj\{zo} et AnnF; C Ann(A;*Gj).

5.7.4. Systeme non interactif
C’est une application du cas précédent avec k =p=m:

Définition 5.7.4.1. : Le systéme (S) est non systéme non interactif
si et seulement si pour tout s € [1..p], hs est découplé par rapport & Xo\ {z,} :

(Xo \ {zs}){zo,7:}" C Annh,.

C’est-a-dire, pour toute observation h, € H, le support de oh, est un
sous langage de {z9,7s}* (et non pas seulement de z} !) :

Vhy € H, oh,= Z (w * hy)w.
w€{zo,z,}*

Dans ce cas, d’aprés la définition des nombres caractéristiques (supposé
définis), nous avons :

Vs € [1..p], rcs:z:g" xhs Z0.

Par conséquent, pour tout s € [l..p], sgn(hs) = {z,}. Et la matrice de
commande {2 de tel systéme est diagonal :

1‘11,'2,1’1 * hl 0 0
0 zozg % hy ... 0
0 0 xm:z:g'"‘ * by,

Les termes diagonaux de la matrice de commande ) ne s’annulent pas, par
conséquent, ) est de rang maximal : rankQ = m.

Pour tout s € [1..p], Ann{z] *h,|0 < n < T,} est le plus grand module
de découplage de h, si et seulement si :

sgn(hs) = {z,}
et Ann{zj+h,] 0<n<¥,}C Ann{zozy® * he,z g’ * hy}.
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Remarque :

Lorsque H; est découplé par rapport a & X, d’aprés le théoréme
de caractérisation du découplage, nous avons X1(X \ X1)* € AnnH,. En
particulier, pour tout s € w et pour tout x € X;, x:ng" *x hy = 0, la matrice

extraite [Q;]:Z\l est nulle (la réciproque est fausse en général).
Inversement, si [Q;] 221;(1 est identiquement nulle, alors pour tout

s € m, sgn(hs) C X\ X1. En outre, si nous avons I'inclusion
AnnFy C Ann((X \ X1)*Gy)

alors d’aprés la proposition 5.6.1., AnnFy sera le plus grand module de
découplage. Par conséquent, d’apreés le théoréme de caractérisation du décou-
plage, Hy est découplé par rapport a X;.

Proposition 5.7.1. : Si la matrice de commande Q d’un systeme
dynamique non linéaire est une matrice constante (2 € M, ,(IR)) alors

les sorties {ys}sex sont découplées par rapport aux entrées {a®}.ex, si et
sET

2€X, est nulle.

seulement si la matrice extraite [Q;]

5.8. Découplage par bouclage statique par retour d’état

Soit X = {z0,%1,.--,Zm} (resp. :):’ = {Z0,21,-..,%m}) un alphabet
fini. Nous posons Xo = X \ {zo} (resp. Xo = X \ {Z0})-

5.8.1. Bouclage statique par retour d’état

Lorsque (S) ne présente pas les propriétés qu’on souhaite (dans notre
étude c'est le découplage de H; par rapport & X;), on lui applique une
transformation du type bouclage statique par retour d’état :

(*) VzeX, a*=) d*®f,
zeX

ou :

. Pour tout z € X et pour tout £ € X, ®% est une application
analytique de C“(Q).

. Pour tout z € X, ®7 est une application constante, et égale a 0 et
30 est égale a 1.

. Pour tout £ € X , a® est une application continue par morceau sur
IR, . En particulier, a®® est une application constante et égale & 1. On note &
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le vecteur (a*® a®* ... a**). Nous avons :

§(t) =Y a*(t)A(9)

z€X

= 3 (T w0210 4:t0

Z€X “zeX

=3 a*(t)(z @2(9)Az(9))

ZeX s€X

=Y a*(t)A:(g),

£€X
o pour tout lettre # de X,

Az =) ®iA..
zeX

Le systéme bouclé obtenu (§) est encore un systéme de (NL) :

8 §(t) = a(t)A(q)
(5) {y(t)= h(g(t))

ou A et ® sont les matrices suivantes :

Ai,
. Az,
A= . ,
A;
et
2 @;; @;;" 1 ot ... a®m
<I>§f @;; @;;" 0 ﬂ;; ;;" 1 a
¢ = : : . : =1 T : =(O g’
Q;:‘ Q;:h Q;: 0 Bt ... ;;"

et en notation matricielle, nous avons a = a et A=d4.

Définition 5.8.1.1. : On appelle & la matrice de bouclage.

Le bouclage par retour d’état sera dit régulier si et seulement si la
matrice de bouclage ® est de rang maximal, ou équivalemment f§ est de rang
maximal.
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Lorsque le bouclage par retour d’état est régulier (m = r2) alors !
existe et vaut .
- 1 —aff~
) R
)

Nous notons {\il » h<s<p les nombres caractéristiques du systéme bouclé
(5). Lorsqu'’ils sont tous définis, on note §} la matrice de bouclage de

521*4
A EZR A 2 . .‘f:o*A - .
(S), . ,etI‘lamatnce( 9 , ou A est la matrice
i,’n*A
(5?‘*’&1 i’g”*hg cee i‘g”*hp)1

et pour tout £ € X, £ * A représentents la matrice

¥, LoV, L.V,
(zzo xhy EZj2xhy ... IT,"%h,)-

Lemme 5.8.1.1. : Soit f une application analytique de C*(Q). Pour
tout lettrez € X, £* f = Z@;::*f.
z€X

Preuve : 1l suffit de remarquer que

:Earf:Aiof:(Z(I);Az)of=ZQ§A,of=zd>;z*f .

r€X z€X zeX

5.8.2. Les nombres caractéristiques et le bouclage statique par
retour d’état

Nous allons prouver que les nombres caractéristiques sont inva-

riants par bouclage statique par retour d’état :

Lemme 5.8.2.1. : Si les nombres caractéristiques {¥,}1<.<p de (S)
sont tous définis alors :

(i) Vs € [1..p), Vn€[0..¥,], Zg%h, =20 *h,.
() Vs € [1.p), Vn€l0.¥,[, VieX, 2iJ#h,=0.

Preuve :
({) Le résultat est immédiat pour n = 0. Etant donné n < ¥,,

supposons que le résultat soit vrai pour tout v de [1..n{. Pour v = n, d’apres
Yhypothése de récurrence, nous avons :

Flah,=2o* (0 uh)=d0x (257 + h,).
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piage p que p

d’apres le lemme 5.8.1.1., on obtient :

&g * hs = Z & zzg ' *hy =z§ * hy + Z oFzzy ! * hy.
z€X z€Xo

Et d’apres la définition de ¥, nous avons le résultat.
(7¢) Soit Z une lettre de Xo. D’apres (7), nous avons

23 * hs = I * (z * hy).

N

d’apres lemme 5.8.1.1., on obtient :

Ex(apxhy)= > @izafrh,= ) PBizaf xh,.
zeX z€Xo

Et d’apres la définition de ¥, nous avons le résultat e
Corollaire 5.8.2.1. : Si pour s € [1..p], ¥, n’est pas défini, alors :

(i) Vn 2 0, Ty * hs = zg * h,.
#)Vn>0, VieX, =2i0*h,=0.
0

Corollaire 5.8.2.2. : Les nombres caractéristiques ne peuvent pas
décroitre par bouclage statique par retour d’état :

Vse[l.p], ¥,< ¥,

Ils ne changent pas dans le cas d’un bouclage statique par retour d’état
régulier.

Théoréme 5.8.2.1. : Si les nombres caractéristiques {¥,}1<s<p de
(S) sont définis, et si le bouclage par retour d’état est régulier alors ' = @T.

Preuve : Si le bouclage est régulier, d’aprés le corollaire 5.8.2.2., nous
avons :

A=A,

et dans ce cas, nous avons aussi pour tout £ € X :

ixA=2xA=) (ix)xA=) ®izx*A,
zeX z€X

Cest-a-dire I' = T o
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5.8.3. Découplage par bouclage statique par retour d’état

Si les nombres caractéristiques {¥,};<,<, de (5) sont définis, et si le
bouclage par retour d’état est régulier alors d’aprés le théoreme 5.8.2.1., nous

avons : .
Zox A\ _ (1 a)fzo*xA
Q —\0 & Q '

Par conséquent, lorsque le bouclage est régulier nous avons le systeme
d’équations suivant :

\:EO*A—xO*A=aQ
(%) .
Q= B0

Définition 5.8.3.1. : Un systéme (S) de (N L) est découplable par
bouclage statique par retour d’état si et seulement si il existe un bouclage
régulier par retour d’état tel que le systéme (5’) bouclé admette ’ensemble
{ys}sex de sorties découplé par rapport & I'ensemble {ai}ie)’(l d’entrées.

D’aprés le résultat précédent, nous déduisons le théoreme suivant :

Théoréme 5.8.3.1. : Un systéme (S) de (NL) est découplable
par bouclage statique par retour d’état si et seulement si le systeme
d’équations (**) admet une solution en a et § tel que le systéme bouclé
(5) admet ’ensemble {y,}ses+ de sorties découplé par rapport & I’ensemble
{a®};cx, d'entrées.

Une telle solution existe si et seulement si {2 admet un inverse a droite
noté par Q¢. Dans cette condition, nous avons :

CY=(.’20*A"-1'0*A)Qd
g = Q0



CHAPITRE 6

VERS UNE IMPLANTATION EN MACSYMA

6.0. Introduction

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes forcés de dégager
des outils et des concepts utiles (I’action d'une lettre sur une fonction
analytique, annulateurs, transformation d’Evaluation) pour formuler de fagon
cohérente des questions posées en théorie des systémes (le calcul symbolique
pour les systémes dynamiques non linéaires, les équations différentielles non
linéaires en régime forcé, le découplage). Nous avons montré comment les
objets du monoide libre facilitent grandement des écritures mathématiques.
Ils permettent de mettre en évidence la correspondance entre le produit de
Cauchy des séries génératrices et certaines convolutions de signaux, et ils
raccourcissent de nombreuses démonstrations. Nous avons vu aux chapitres
II et IV que les lettres de ’alphabet de codage de M. Fliess jouent le réle
d’opérateurs d’intégrations et qu’elles jouent, aux chapitres I et V, le role
d’opérateurs différentiels. Chacun de ces roles est spécifé chaque fois que nous
faisons appel a la transformation d’Evaluation de chaque lettre ou & l’action
de chaque lettre sur une fonction analytique. Ces deux roles ont été utilisés
conjointement, au chapitre III, pour obtenir le comportement temporel (sous
certaine condition de convergence) des systémes dynamiques non linéaires,
par intermédiaire de la formule fondamentale de M. Fliess, puis en déduire
les développements de Taylor des noyaux de Volterra grace & un théoréme de
graduation des séries de Chen. Ainsi en utilisant le monoide libre engendré
par cet alphabet de codage, nous avons bénéficié des études systématiques
de lalgébre de Lie libre ([F2], [J1], [R2], [V1]). L'utilisation des objets du
monoide libre est aussi nécessaire pour une implantation concise grace au
systéme de calcul formel, puisque ces écritures se traduisent de facon naturelle
en écritures algorithmiques. Elles conduisent aussi & des méthodes élégantes
d’implantation (basées alors sur 'analyse syntaxique des expressions) qui
utilisent des représentations non numériques et des manipulations algébriques
de base (voir les travaux récents de M.P. Delest [D1], de C. Hespel &
G. Jacob [HJ2), P.V. Koseleff [K5] et de G. Jacob & N.E. Oussous [JO2)).
C’est d'ailleurs le développement de tels outils et de telles implantations qui
constitue I’axe principal de recherche de ’équipe SN.C.F. du L.I.F.L.

Nous allons présenter brievement le systéme de calcul formel MAC-
SYMA. Nous indiquerons nos choix de structures de données en MACSYMA,
en particulier nos choix de représentation des séries formelles en variables non
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commutatives par les “arbres binaires”. Nous terminons par une description de
nos algorithmes récursifs, en particulier Palgorithme d’Evaluation utilisant les
“A\—notations” de MACSYMA. Nos programmes (écrits en MACSYMA SUN-
3TM Release 309.6) exploitent les capacités du calcul matriciel, d’intégration,
de sommation et de dérivation formelle de ce systéme de calcul formel, ils peu-
vent étre aussi bien implantés sur d’autres systémes. Notre choix de MAC-
SYMA est di a Ja disponibilité de MACSYMA au L.I.F.L. lorsque nous

commengons ce travail.

6.1. Bréve présentation de MACSYMA

MACSYMA est actuellement le plus complet des systémes de cal-
cul formel, il peut effectuer notamment des intégrations, sommations et
dérivations formelles, intégration des équations différentielles linéaires, cal-
cul matriciel. 11 a été créé au Massachusetts Institue of Technology (MIT) par
C. Engelman, R.J. Fateman, W. Martin, J. Moses ... La premiére version est
apparue en 1971. Depuis il s’est amélioré et enrichi continuellement. Il com-
prend plus de cinq cents opérateurs ([M3]), cela représente environ 3.000 sub-
routines de LISP (Mac-LISP) ou encore 300.000 lignes de codes LISP compilés
(équivalent & 100 homme-années de développement et de tests). MACSYMA
est diffusé sur les gros ordinateurs comme DPS 8 avec le systéeme Multics,
VAX avec les systemes VMS et Unix, ..., et les stations de travail comme
SUN. L’apparition de Common-LISP et la création d’une norme ISO (pour
regler le probléeme des implantations trés disparates de LISP avec de nom-
breux dialectes comme Mac-LISP, Le-LISP, Franz LISP, ... qui imitent donc
la diffusion de MACSYMA) va peut étre rendre MACSYMA plus disponible
sur d’autres machine (version Maxima).

Puisquee MACSYMA est écrit en LISP, langage bien adapté a la
manipulation d’expressions symboliques, I'utilisation de MACSYMA revient
donc a faire tourner un gros programmme LISP muni d’une interface plus
conviviale pour V'utilisateur. Lorsque MACSYMA (en mode interactif) attend
une commande de l'utilisateur, il se trouve dans une boucle

DISPLAY(MEVAL(PARSE(READ(.))))
dont on notera une ressemblance avec la fameuse boucle

PRINT(EVAL(READ(.})))

de LISP. En effet, la fonction READ est la méme dans les deux cas, la fonction
PARSE affectue ’analyse syntaxique d’une expression puis la traduit en LISP,
la fonction MEVAL évalue une expression LISP par ’évaluateur MACSYMA,
et la fonction DISPLAY affiche le résultat, en deux dimensions §’il y a lieu.
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Ainsi, il est conseillé de programmer en MACSYMA comme en LISP,
c’est-a-dire de considérer MACSYMA comme un langage fonctionnel en
utilisant, quand c’est possible, les définitions récursives de fonction. Mais
MACSYMA posséde aussi des structures de controle du type ALGOL; c’est
pour cette raison, pour éviter I’“utilisation anarchique des parenthéses”, nous
adoptons la maniére de programmer suivante :

Penser en LISP, écrire en ALGOL.

De cette maniére, nous gagnons notablement sur la lisibilité, le nombre de
lignes de codes en MACSYMA et le temps d’exécution. Notons que V'on peut
aussi générer du FORTRAN & partir de MACSYMA. Ainsi on peut passer
du calcul algébrique au calcul numérique en considérant MACSYMA comme
un préprocesseur pour Je calcul numérique. Cest le cas lorsqu’il faut effectuer
un grand nombre de manipulations symboliques (intégrations, sommations et
dérivations, ...) d’avant d’écrire le code en FORTRAN.

Les principales possibilités de MACSYMA sont les mémes que celles
des autres systémes de calcul formel (quelque fois il est plus performant,
[F1]). Au lieu de citer les qualités de ce systéme (car il existe déja d’exellents
ouvrages pour mieux comprendre Je fonctionnement et les principaux algo-
rithmes de MACSYMA : [DST], [F1], [PW]), nous allons montrer quelques
points d’insatisfaction (peut étre minimes devant les qualités) relevant de nos
expériences:avec MACSYMA.

Tout d’abord, MACSYMA sur SUN 3 est trés gourmand en mémoire,
nous arrivons trés vite & saturer notre machine (voir exemple 4.2.3.). II
semble trés lent, vu la capacité intrinséque de cette machine. Ceci est justifié
par la faible place disponible dans la configuration utilisée pour la pile
LISP ([MR1]). Aussi MACSYMA passe beaucoup de temps pour effectuer
le “garbage collector”.

Nous sommes souvent génés par le manque de possibilités pour définir
des types en MACSYMA, car MACSYMA n’est pas un langage typé con-
trairement & des langages plus récents comme SCRATCHPAD (écrit en LISP
et installé sous VM-CMS d'IBM et AIX du IBM PC/RT, [S7]) par exem-
ple. Ainsi, le manque d’objet du type “fonction” nous conduit & utiliser la
A—notation de MACSYMA pour représenter les fonctions et pour forcer nos
fonctions & retourner un résultat de type “fonction” puis passer ce résultat en
parametre pour d’autres fonctions (des fonctionnelles). Il n’est pas possible
non plus de fixer un domaine de définition pour une variable ou une fonction.

La connaissance de la représentation interne des fonctions et des
expressions (les A—notations, les listes, les arbres n-aires, ...) est nécessaire
pour obtenir des algorithmes performants. L'utilisation abusive de cette
possibilité peut pousser trés vite aux bricolages (c’est ce que nous allons faire
mais pour la bonne cause !).
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On peut espérer que le systéme SCRATCHPAD en cours de réalisation
chez IBM a Yorktown permettra de pallier ces inconvénients. Car dans ce
systéme, les auteurs ont voulu éviter le “mélange” entre les “structures
mathématiques” et les “ représentations informatiques” en introduisant les
“types abstraits” (un type abstrait est un ensemble de valeurs et de fonctions
pouvant étre effectuées sur ces valeurs) et des “fonctions génériques” (une
fonction est appelée de fagon générique si un méme nom peut opérer sur des
objets de types différents, 'opération & effectuer est alors déterminée par les
types des arguments et des résultats).

6.2. Choix de la structure de données

Comme LISP, les structures principales de données de MACSYMA sont
les “atomes” (qui correspondent aux nombres et aux “identificateurs” des
langages du type ALGOL) et des “listes” que 'ont peut considérer comme
des “tableaux dynamiques” dont la taille resterait indéterminée et varierait
au cours de l'exécution (le gestionnaire de la mémoire dynamique se chargera
de lattribution et de la récupération des places de la mémoire). Une liste
peut étre vide, représentée par “[]”, elle peut contenir des atomes et aussi
bien d’autres listes. De cette fagon, on peut obtenir des structures de plus en
plus compliquées comme celle des arbres n-aires :

s LN
Oop) ...0p; ... Opn.

Ces arbres n-aires sont utilisés pour représenter les fonctions (I’'opérateur
pricipal) & plusieur arguments (les opérandes), soit :

$(0p1y--+10Piy .-« ,0Pn).

Chaque argument op; peut étre aussi une autre fonction & plusieurs arguments.
On peut accéder & 'opérateur pricipal (ou la racine d’un arbre) et 1'un des
opérandes (ou des sous arbres) par la fonction “inpart” de MACSYMA. De
cette structure d’arbres n-aires, nous allons déduire une structure d’arbres
binaires pour représenter des séries formelles en variables non commutatives.

Pour représenter une lettre d’un alphabet Z, nous pouvons utiliser la
fonction “concate” de MACSYMA : si i est un entier alors concate(‘z, ) est
latome zi représentant la lettre 2;.

On peut utiliser les lettres 2; de ’alphabet Z pour indicer les tableaux.
Les exemples traités au paragraphe 6.3. et au paragraphe 6.8. montrent
comment nous indigons les champs de vecteurs et les entrées (en ALGOL,

-cela revient & considérer ’alphabet Z comme un interval de type énuméré).
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Pour une représentation interne, une série formelle non commutative
S peut étre un élément d’un anneau unitaire commutatif A (par exemple
A = R), ou bien une lettre d’un alphabet Z, ou bien un élément de la forme

S] ¢ S2a
ou ¢ est 'un des “opérateurs binaires”
{*, +, . AA, A*}.
. Pour ¢ = “*” alors S; est un élément de A et S, est une série formelle
(cas d’une multiplication par un scalaire).

. Pour ¢ = “+ " alors 5, et S; sont des séries formelles (cas d’une
addition de deux séries formelles).

. Pour ¢ = “” alors S5; et S; sont des séries formelles (cas d’une
multiplication non commutative de deux séries formelles).

. Pour ¢ = “AA” alors S; est un entier et S; est une série formelle (cas
d’une puissance non commutative).

. Pour ¢ = “A 7 alors S, est un entier et S; est une série formelle
propre (cas d’une d’une fraction rationnelle en variables non commutatives).

Remarque : Pour que MACSYMA puisse reconnaitre “A *” comme
un opérateur binaire il est nécessaire de déclarer

nary(“ax").

Une telle expression peut étre représentée par un arbre binaire :

L’analyse (récursive) de ces arbres, comme de leurs sous arbres, peut étre
décrite par les fonctions Root (pour la “racine”), Left et Right (pour les
deux “opérandes” gauche et droit).

Examinons ’exemple suivant :

(24 20)* + (720 + 2122)"?

dont V’arbre binaire corespondant est :
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6.3. Application a I’étude du découplage

Nous avons utilisé la représentation arborescente des séries formelles
non commutatives pour écrire la fonction “Action(P,f)” calculant l'action
(voir 1.8.1.) d’un polynéme P sur la fonction analytique f. Ensuite, grace a
cette fonction, nous avons écrit la procédure “Control.matrix()” contruisant
la matrice de commande 2 et la matrice I’ d’un systéme dynamique (voir
définition 5.1.3.). Cette procédure utilise la liste Psi contenant les nombres
caractéristiques {1,}1<s<p d’un systéme dynamique (voir définition 5.1.2.),
et aussi p listes sgn de lettres significatives des fonctions d’observation
{hs}1<s<p, €t enfin la liste Gamma représentant la grerniére ligne de la
matrice T, cest-d-dire (Y1 why 237 why ... zy?t xh,), tout cela
étant fourni par la procédure “Characteristic.numbers()”. Cette dernjére
procédure calcule (comme son nom l'indique) les nombres caractéristiques
d’un systéme dynamique (voir définition 5.1.1.). Elle utilise la condition
d’arrét liée a la proposition 5.1.1.

Ezemple : Soit S le systeme dynamique suivant :

[ G1(t) = ga(t) + 2g2(t)ga(t) + 2g2(t)a(t) + 2¢2(1)b(1)

d2(t) = gs(t) + a(t) + b()

G3(t) = ga(t) — G3(t) = g5 (1) + a(?)

(5) 1 dat) = gs(t) + 293(t)(ga(t) — G3(t) — g5 (1)) + 2g3(t)a(t) + 2¢5(1)b(2)
gs(t) = b(2)

vi1(t) = hi(g) = qa(t) — g3(2)

L y2(t) = ha(g) = ¢s(2).

Soit Z = {zy,2;, 22} Palphabet de codage :
- zp code la partie autonome :

Y, = (Q2+2qzqs)-£—]+%5%+(q4—q§—q§)£~;+(qs+293(%—qi—qg))g%,
- z; code lentrée a(t):
= 2¢; 0 + 0 + 0 +2q3-§—
' dq1  Og2  Ogs 0q4

- z3 code Dentrée b(1):

Y;

5} 0 0 0
Y, =207+ 5—+2¢s 57—+ .
=T g T bg; " B " g
On souhaite de rendre ce systéme non interactif par bouclage par retour d’état
(voir 5.8.3.). Et on souhaite aussi que le systéme non interactif obtenu (voir

0 ke
et k, sont des constantes arbitraires). Pour cela, nous allons calculer les lois
de bouclage & correspondantes (voir définition 5.8.1.1. et théoreme 5.8.3.1.)
2 P’aide de MACSYMA et des fonctions données au paragraphe 6.4.

0 0
5.7.4.) ait la matrice de commande étendue I sous la forme | k; 0 ) (ks
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6.4. Premiére liste de fonctions

Root(P):=inpart(P,0)$

Left(P).=inpart(P,1)$

nght(P)=lf inpan(P’O)=n_n or inpa.rt(P.O)="+" or inpart(P,O)="*"
then inpart(P,allbut(1))
else inpart(P,2)$

Action(P,f):=if atom(P) then ev(A[P](f).diff)
else Root(P)="." then Action(Left(P),Action(Right(P),f))
else if Root(P)="+" then Action(Left(P).f)+Action(Right(P),f)
else if Root(P)="*" then Action(Right(P),f)*Left(P)
else if Root(P)="""" then
Action(Left(P),Action(Left(P)"(Right(P)-1),f))
else print("Error in polynomial :",P)$

Characteristic_numbers():=block([z,i,j,s,hs,nu],
Gamma:[),
for s:1 thru p do
(hs:h[s],sgn{s]:[J,pu:-1,
while (nu<N-2) and (sgn[s]=[]) do
(nu:nu+1,1:0,G[s):hs,
while (i<m) and (sgn{s]=[]) do
(i:i+1,z:concat(‘z,i),
if Action(z,hs)#0 then (sgn[s):[z].Psi[s]):nu)),
hs:Action(z0,hs)),
if sgn[s]=[] then Psi[s).INF
else for j:i+1 thru m do
(z:concat(‘z,j),if Action(z,G[s]}#0 then sgn[s]:endcons(z,sgn[s])),
Gamma:endcons(hs,Gamma)))$

Control_matrix():=block([z],
Gamma:matrix(Gamma),
fori:1 thrum do
(z:concat(‘z,i),
Gamma:addrow(Gamma,makelist(if member(z,sgn[s]) then Action(z,G[s])
else 0,s,1,p))),
Omega:submatrix(1,Gamma))$
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6.5. Utilisation des A—notations en MACSYMA

La A—notation est souvent présentée comme un moyen adéquat permet-
tant de définir et de programmer les fonctionnelles, c’est-a-dire des fonctions
dont les arguments sont des fonctions. Elle consiste a représenter une fonction
t — f(t) par la “Curryfication” de cette fonction, notée :

Al £ ().

La A—notation indique la correspondance entre la liste des parameétres de la
fonction (ici la liste en question est [t]) et le corps de la fonction (ici le corps
en question est f(t)). Ainsi & partir des fonctions Aft]. sin(t) et A[t]. cos(t), on
peut fabriquer, par exemple, la fonction qui au réel t, fait correspondre le réel
sin(t) 4+ cos(t) dont la A—notation est :

Alt].(sin(t) + cos(t)).

La A—notation permet aussi de représenter les fonctionnelles. Elle
permet donc de traiter naturellement les fonctions, les fonctionnelles et les
fonctionnelles itérées comme des objets de programmation. Ce mécanisme sera
utilisé récursivement dans I'implantation de la transformation d’Evaluation.
11 est utile et élégant pour passer des fonctions en parametre.

Les A—expressions sont & la base de la programmation en LISP. En
MACSYMA aussi on a accés & la description d’un objet fonctionnel par une
A—notation ([M3]). Par exemple on peut définir la fonction f en MACSYMA
de ]a maniére suivante :

f : lambda(]t],sin())$

f est alors un élément de la liste “values” de MACSYMA. Par contre, en
utilisant P'instruction suivante :

f(t) :==sin(t)$

on définit une fonction f appartenant & la liste “functions” de MACSYMA
(qui ne peut pas étre employée seule comme expression, & l'intérieur d'une
autre expression par exemple).

Toutefois la manipulation du calcul algébrique en termes de A—notation
n’est pas directement donnée en MACSYMA, et demande une programmation
spécifique. Ainsi & partir des A—notations s : A.[t]sin(t) et ¢ : A.[t]cos(t),
Pappel de s + ¢ renvoie :

lambda([t), sin(t)) + lambda([t], cos(t))
et non pas
lambda([t],sin(t) + cos(t)).

On peut construire des A—expressions en utilisant des tableaux de

fonctions. Par exemple, si on défini f[5](t) := sin(t), I'appel de f[5] renvoie

la A—notation A[t].sin(t). Mais cette fagon de définir ne peut pas coder les
fonctionnelles itérées. Ceci nous amene & écrire les fonctions :
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. “Lamb-exp(expression)” prend en argument une expression ex-
plicite d'une fonction de t (c’est-a-dire expression), et rend comme résultat
la A—notation de la fonction qui & ¢ associe expression.

. “Somme(f1,f2)” prend en argument deux A—notations fl et f2, et
rend comme résultat la A—notation de la fonction qui & ¢ associe la somme

“f1(t)+£2(1)".

. “Produit(r,f)” prend en argument un réel r et une A—notation f, et
rend comme résultat la A—notation de la fonction qui & t associe le produit
“r*f(t)”.

. “Prodfonc(f1,f2)” prend en argument deux A—notations fl et £2, et
rend comme résultat la A—notation de la fonction qui & t associe le produit

CE1(L)*F2(t)".

. “Composition(f1,2)” prend en argument deux A—notations f1 et
f2, et rend comme résultat la A—notation de la fonction qui a t associe la
composition “flof2(t)”.

. “Stieltjes(f,z)” prend en argument une A—notation f et une lettre z,
et rend comme résultat la A—notation de la fonction qui a t associe l'intégrale

1
de Stieltjes. / £(7)déx(7)".
0

. “Conv(f,z,n)” prend en argument une A—notation fet une lettre z, et
rend comme résultat la A—notation de la fonction qui a ¢ associe I’Evaluation
du mot z® : “£,(f;2”)(1)”. Son implantation est liée au théoréme 2.4.5.

. “Star-Jacob(f,S,n)” prend en argument une A-notation f et une
série de la forme (cz)"?) (p est un entier, c est un nombre complexe et 2 est
une lettre), et rend comme résultat la A—notation de la fonction qui a ¢ associe
I’Evaluation de la fraction rationnelle $*® :“£,(f;S*2)(t)". Son implantation
est liée aux propositions 2.5.1., 1.5.2. et au théoréme 2.5.1.

. “Jacob(f,S)” prend en argument une A—notation f et une série S de
la forme

(cozjo).po Zi, (cl 25 ).m 2y (ng” )-p: cee iy (ck-lzjk-x )'Px- ! 2 (ckzjk ).pk )

(les po,...,px sont des entiers, les ¢g,...,cx sont des nombres complexes,
les zj,,...,2;, et les z;,,...,2;, sont des lettres), et rend comme résultat
la A—notation de la fonction qui & ¢ associe ’Evaluation de la série S :
“E.(f;8)(t)".
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6.6. Présentation de P’algorithme d’Evaluation

Nous avons établi, au chapitre 1I, les propriétés fondamentales de la
tranformation d’Evaluation (théorémes 2.4.2., 2.4.3., 2.4.4., 2.4.5. et 2.5.1.).
Nous allons appliquer ces propriétés pour calculer récursivement I’Evaluation
des combinaisons linéaires de fractions rationnelles non commutatives de la
forme (cozjo)*P°2i,(€12),)"P 2i, (€225, )72 . 2iy s (Ch—12jacy )P 2in (Ch 250 )P,
ou les po,...,px sont des entiers positifs, les zj,,...,2;, et 2zj,,...,2;, sont
des lettres. L’algorithme est décrit comme suit :

si S est un réel alors il s’agit d’une multiplication par un scalaire
de I’Evaluation du mot vide, on applique
la définition 2.2.1. et le théoréme 2.3.1,
sinon si S est une lettre alors c’est I’intégrale de Stieltjes de f
par rapport & la primitive indexée par S
sinon si Root(S)="*" alors il s’agit d'une multiplication par un scalaire,
on applique le théoréme 2.4.1.
sinon si Root(S)="+" alors il s’agit d’une somme,
on applique le théoréme 2.4.1.
sinon si Root(S)="." alors il s’agit d’une multiplication non
commutative, on applique le
théoréme 2.4.2.
sinon si Root(S)="~" alors il s’agit d’une puissance
non comutative,
si Left(S) est une lettre
alors ils’agit d’une répétition
d’une méme lettre,
on applique le
théoréme 2.4.5.
sinon ils’agit d’une répétition
d’une méme série,
‘on applique le
théoréme 2.4.2.
sinon si Root(S)=""*"
alors ils’agit d’une fraction
non commutative,
on applique
le théoréme 2.5.1.
sinon on ne peut actuellement
traiter d’autre cas.

Plus généralement, on peut modifier cet algorithme pour les séries ra-
tionnelles de la forme Gozi, G i, . . . Zi,_, Gi-12i, Gi, ol les séries Go,...,Gk
sont échangeables et z;, ..., z;, sont des lettres (voir 2.5.), sous la seule condi-
tion que 'Evaluation de chacune des séries échangeables G; puisse étre calculée
par la transformation de Laplace-Borel multidimensionelle inverse. Il serait
donc possible d’inclure (dans notre futur développement) dans 'algorithme
d’Evaluation toute librairie de transformation de Laplace.
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6.7. Deuxiéme liste de fonctions
Lamb_exp(f):=block(i:i+1,l[i}(t):=factor(ratsimp(f)),1[i])$
Somme:lambda([f1,f2],Lamb_exp(f1(t)+{2(1)))$
Produit:lambda([r,f],Lamb_exp(r*{(t)))$
Prodfonc:lambda([f1,f2],Lamb_exp(f1(t)*f2(1)))$
Composition:lambda([r.f],Lamb_exp(f1(f2())))$
Stieltjes:lambda([f,z],Lamb_exp(integrate(f(tau)*a[z](tau),tau,0,t) N$

Conv:lambda([f,z,n],.Lamb_exp(
if (f=un) then Xi[z]}(1)*n/n!
else integrate(f(tau)*((Xi[z)(1)-Xi[z](tau))*(n-1)/(n-1)!)*a[z](tau),tan,0,t)))$

Star_Jacob:lambda([f,S,n],g:acob(un,S)(t),Lamb_exp(

if (f=un) then %e”(g(t))*sum(binomial(n-1,j)*(g(1))*¥j',j,0,n-1)

else sum(binomial(n-1,j)
*integrate(diff(f(tau),tau)* %e (g(t)-g(tau))* (g(t)-g(tau))"y;j! tau,0,1),
3:0,n-1))%

Jacob:lambda([f,S],
if numberp(S) then Produit(S,f)
else if atom(S) then Stieltjes(£,S)
else if Root(S)="*" then Produit(Left(S),Jacob(f,Right(S)))
else if Root(S)="+" then Somme(Jacob(f,Left(S),t),Jacob(f,Right(S)))
else if Root(S)="." then Jacob(Jacob(f,Left(S)),Right(S))
else if Root(S)="""" then if atom(Left(S)) then
Conv(f,Left(S),Right(S))
else Jacob(Jacob(f,Left(S)),
Left(S)*(Right(S)-1))
else if Root(S)="**" then Star_Jacob(f,Left(S),Right(S))
else print("Error in S ", §))$
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6.8. Exemples d’exécution

(c40) un:lambda([t],1);

Time= 0 msec.

(d40)

lambda((t], 1)

(c4l) a[z0]:lambda([t],1):;

Time=
(d41)
(cd2)
Time=
(d42)
(cd3)

Time=

(d43)€
(c44)
Time=
(d44)
(c45)

Time=

(d45)

0 msec.
lambda([t], 1)

afzl):lambda([t],t);

0 msec.

lambda(([t], t)
afz2):lambda([t], teArt):
0 msec.

t
lambda([t], %e )

a[z3]:lambda([t]),sin(t));
0 msec.

lambda({t], sin(t))
alz4):lambda([t]),1/(1+t));

0 msec.

lambda([t}), ----- )
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(c46)
Time=
(d46)
(cd7)

Time=

(d47)

(c4dB)

Time=

(d48)
Time=
(d49)
(c50)
Time=
(850)
(c51)
Time=
(d51)
(c52)
Times=

(852)

Jacob(un,z0);

650 msec.

Jacob(un,zl);

1433 msec.

Jacob(un,z2);

4500 msec.

7016 msec.

Jacob(un,zd);

4983 msec.

Jacob(un,z3+z4);

11233 msec.

lambda([t]), t)

2
t

lambga([t]), --)
2

t
lambda([t], %e - 1)

lambda{[t], - (cos(t) - 1))

lambda([t], log(t + 1))

lambda([t], log(t + 1) - cos(t) + 1)

Jacob(un,3*z3+4%24);

13183 msec.

lambda([t], 4 log(t + 1) - 3 cos(t) + 3)
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(c53)

Time=

(d53)

(c54)

Time=

(d54)

{c55)

Time=

(d@55)

(c56)

Time=

(456)

(c57)

Time=

(d57)

Jacob(un,z0AAS);

83 msec.
5
t
lambda([t]}, ---)
120
Jacob(un,z1AAS5);
1900 msec.
10
t
lambda((t], ----)
3840
Jacob(un,z2AA5);
366 msec.
t 5
(¢e - 1)
lambda([t), -----~=--- )
120

Jacob(un,z3AA5);

316 msec.

lambda([t]), -

Jacob(un,z4AAS5);

116 msec.

lambda({t],

(cos(t) - 1)

5
log (t + 1)
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(c58) Jacob(un,z0A*3);

Time= 366 msec.

2 t
(t + 4t + 2) %e
(d458) lambda([t], ------=---=-<----- )
2
(c59) Jacob(un,z1A*3);
Time= 2216 msec.
2
t
4 2 2
(t + 8t + 8) %e
(d59) lambda([t]), ------------c-cc---- )
8
(c60) Jacob(un,z2A*3);
Time= 533 msec.
t
2t t 8e -1
(%e + 2 8¢ - 1) %e
(d60) lambda([t], =---=---=ccccccrccccncncnacnann )
2
(c6l) Jacob(un,z3A*3);
Time= 616 msec.
1 - cos(t) 2
ge (cos (t) - 6 cos(t) + 7)
(d61)lambda([t), =----=--cc-crecccecrencccncccenna- )
2
(c62) Jacob(un,z4Ar*3);
Time= 400 msec.
2
(t + 1) (log (t + 1) + 4 log(t + 1) + 2)
(d62)lambda{[t], =-=------cecec-eemccmc e
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6.9. Exemple d'’utilisation

La série suivante est tirée d’'un exemple de l'article de M. Fliess,
M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([FLL]) :

S = (=ki120)" 21 — 2ka(~ky20)* z0(~2k120)* 21 (—k120)" 21

+ 4k (—k120)* 20(~2k120)" 23 (— k120)* 20(—2k120)" 23 (=K1 20)" 21

+ 12k2(—k320)" zo(~2k; 20)* 2o(—3k; 20 )* 21 (—2k1 20)* 21 (—k120)" 21

— 8k3(—ky20)" 20(—2k1 20)" 21 (— k1 20)" 20 (—2k1 20)* 21 (— k1 20)" 20
(=2ky20)*21(=k120)" 23

— 24k3(=ky120)* 20(~2ky 20)* 20(—~3k120)* 21 (—2k120) " 21 (k1 20)" 20
(—2k120)*21(~ky120)° 23

— T2k3(—ky20)* 20(—2k;1 20)" 20(—3k1 20 )* 21 (—2ky 20)* 20(—3k120)" 21
((=2k120)* 21(=k120)" 2y

— 24k3(=k120)*z0(—2k120)* 23 (~k120)* z0(—2k120)* 20(~3k120)" 21
(=2ky20)* 21(—k120)* 23

— 144k3(—ky 20) " 20(—2k120)" 20(—3k1 20) " 20(—4k1 20)* 21 (=3k120)"* 2y
(—2ky29)* zy3(—ky20)* 2y

(i] est possible qu'il y ait des erreurs dues a la transcription).

Pour a*!(t) = ¢, nous obtenons I’Evaluation de S :

— e~ *F11((6630k3 — 360k3 k2 + 30k Ky — 6k et

+ (—k] k3T = 11KS k346 + (3kEk2 — 60RTKS )

+ (19k7 k2 ~ 268K3 k3 )t 4+ (—1078K3 k3 + 58kS k2 — 6kT K, )t°
+ (—3234Kk2K3 4 174k} k2 — 18k8 K, )t?

+ (—5784k; k3 + 306ki k2 — 24k] k; + 6k1°)t — 5784k} -
+306k3k2 — 24kSk; + 6k ekt

+ (—12kS k3t~ 680k; k3t° + (12k] k2 — 256K1 k3 )4

+ (48KSk2 — 656K3 k3 )t® + (—1260k3 k3 + 84k3 k2 — 6%k, )t2
+ (—1536k, k3 + 96k k2 — 12k] k)t — 768k + 48k} k2

— 6kSky)e? 1! 4 (—18k5k3tS — 90Kk k34

+ (6kS k2 — 198k3 k3 )t> + (18kT k2 — 270k2 k3 )t?

+ (18k3 k2 — 216k, k3)t — T2k + 6k} k2)eF ! — 6k k31

— 24k3 k313 — 36k k3t? ~ 24k k3t — 6k3)/(6K]1)).
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Pour a*1(t) = €', nous obtenons I’Evaluation de S :

— e 4B (((15K8 + 12k% — 69k — 66k3 K3

+ (—6k% + 24%] + 30k% — 1204° — 24k% 4+ 9643 )2

+ (3k1° — 24%3 + 42k} + 84K7 — 273k + 84kD + 228k] — 144k3 )k,

— 3k]2 4 33k]" — 120%1° + 90k + 441k% — 1071k + 570k}

+ 660k — 888k} + 288k3)eths!

+ ((—4k3 + 26%5 — 26k] — 148k$ + 304%5 + 386k — 1834k3

+ 2328k? ~ 1320k, + 288)k3e*! + (1243 — 90k 8138k] + 3667

— 1158K3 + 420k} + 151243 — 1776k2 + 576k, )k3

+ (6k1° — 51k + 114k% + 114k] — 762k + 789k + 546k}

— 1644k% 4+ 1176k2 — 288k, k3 )e*

+ (12K + 102k — 204 k] — 32448 + 1284%3 — 498k — 1068k + 72047 ) &3
+ (=12k3% 4+ 108k% — 264K8 — 168k7 + 1428k

— 1428k} ~ 576k] + 1488k3 — 576k7)k3

+ (—6k}! + 60KI0 — 186%% + 48k + T98K] — 1428k% + 426k}

+ 103241 — 103213 + 288k? )k, )e?

+ ((4k9 — 38KS + 92Kk + 118kS — 616k + 136k + 736k3)k3

+ (6k30 — 57k + 147kS + 105k] — 861k + 672k} + TO8k} — 720k3 )k3
+ (6K} — 60K} + 180KS — 882k7 + 1260k + 120k}

— 1200k% + 576k3 )k, + 3k1% — 33k]? + 120k]° — 90KT — 441k}

+ 1071k} — 570KS — 660k> + 888kY — 288k3)e" )e3h

+ ((—24k% + 186k] — 318k — 630k3 + 2226k% — 1140k} — 2100k7

+ 2664k, — 864)k3et! + ((48k% — 408k 7888k + 792k; — 4488k}

+ 3648k% + 672k% — 1152k, )k3 + (12k5 — 108k% + 264k] + 168kS

— 1428k% + 1428k% + 576k — 1488k2 + 576k, )k2)e®

+ ((—24k% + 222k] — 582kS — 102k + 2082k} — 1524k — 720k2)k3

+ (—12k% + 114k — 312k] — 66k + 1452k} — 1704k} — 48k3 + 576k% )k}
+ (—8Kk1°+30k? —90KE + 441k — 630k} — 60Kk} +600k; —288k2 )k, )e?* Je?*1!
+ ((—18Kk7 +144k8 —252k3 — 504k} +1638k3 —504k% — 1368k, +864)k3et!
+ ((18%7 — 156kS + 342k + 348k} — 1800k + 1104k3 + 576k, k3

+ (3k% — 27k + 63kS + 63K} — 378Kk% + 252k + 3122 — 288k, )k3)e*! )b
+ (—3kS + 24k} — 39k} — 102k} + 276k2 + 24k, — 288)k3et!

J(3k}% — 36k}2 4 153k} — 210k}° — 351k + 1512k} — 1641]

— QOKS + 1548k3 — 1176k} + 288k3)).



148 Vers une smplaniation en MACSYMA £6.9.

Pour a*' = un, nous obtenons I'Evaluation de S :

— €™M ((15k3 — 6k2K] + 3kiky — 3KS)e"1*

+ (—4k3k3t3 + (6k4k2 — 12k2K3 )12

+ (=6ky k3 + 6k3 k3 — 6k3ky )t + 12k3 — 3k2k3 4 3kS )3

+ (=24K2 K342 + (12k3k2 — 36k, k3 )t — 12k, 3F6kP k2 — 3k1k;y)e?™ !
+ (—18k k3t — 12k + 3k3k2)ehrt — 33)/(3k])).

Le tableau suivant donne une idée sur la complexité de I'algorithme :

un t et

£.(S) | 1762 s {2800 s {10477 5

Note : Pour cette série S, I’exploration de ’arbre et les appels récursifs
nécessitent seulement 12 s.
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EVALUATION TRANSFORM

V. Boang Ngoc Minh
LIF.L.- U.A. 369 C.N.RS.
Université Lille I
59650 Villeneuve d’Ascq Cedex

Abstract

Given a nonlinear control system, one can view its output func-
tion as a signal, parametrized by the primitives of the input func-
tions. This signal can be formally described by its M. Fliess’ power
series, that is a formal power series on noncommuting variables. The
temporal behaviour of the system can be derived from this symbolic
description by a transform, that we call “Evaluation transform” and
that generalizes inverse Laplace transform to the nonlinear area. We
develop here the basic tools of that symbolic calculus. We prove a
correspondence theorem between certain convolutions of signals and
Cauchy products of generating power series.

1. Introduction

Let Z = {20,21,...,2m )} be a finite alphabet. Let w be a word of Z° :
.if w=¢, then A, is the identity,
.if w= w,z, then A, is the differential operator A,,A;.

Let (S) be a nonlinear control system described in the following form

i) =2 ' (1A (g
(S) 2€2 .
y(t) = h(q(2))
where :
- ¢ is an element of the real analytic manifold @ of dimension N,
-Vz € Z, A, is an analytic vector field over Q. We note A the vector
(A Az oo A
-Vz € Z, a* is a continuous piecewise mapping from R, to R. In
particular a*° is a constant mapping and equal to 1. We note a the vector
(a* a** ... a'=),
- the observation h = *(h; hz ... A;)is an analytic mapping from
the real analytic manifold Q to IRP.

We can associate to the observation A its generating series :

och= Z < ohlw> w,
weZ*
that is a formal power series in noncommuting variables belonging to the
finite alphabet Z. By the fundamental formula of M. Fliess (also called
“Peano-Baker formula”, [3]), the output y(t) defined by the observation A is
obtained by the replacement in oh of each word w by the associated “iterated

1
integral” / S.w relative to the input @ = (a*® a** ... a®=) defined
0
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over [0,t], t > 0 (the input a*°(t) = 1 encodes the autonomous part of the

system). Here we will call “Evaluation” of the word w, this associated iterated
t

integral, £,(w) = / 6cw, and we will call “Evaluation” of the power series S

0

(submitted to some convergence conditions) “the output” £,(S), obtained by
replacing each word w in S by its Evaluation £,(w). Then the Evaluation of S
can be viewed as a sigr‘lal, depending on the time ¢, and on the m independent

parameters £, (t) =/ a*(r)dr, z € 2.
0

This point of view leads naturally to develop a noncommuting “symbolic
calculus” in the nonlinear area, that generalizes the Heaviside calculus ([4]).
So, the notions of “transfer function” (generating series on one variable)
and “impulsive response”, coding signals produced by linear or multilinear
systems, can be generalized to generating series on m+-1 variables and Volterra
series, coding signals produced by nonlinear control systems. The Evaluation
function &, corresponds to the “inverse Laplace transform”.

Our goal is to develop here the basic tools of this symbolic calculus on
noncommuting variables. We prove a correspondence theorem between certain
convolutions of signals and Cauchy products of generating power series. Ve
give also some applications of this theorem. This Evaluation transform allows
to obtain a simple calculation of the Taylor expansion of Volterra kernels ([6]).
This systematic treatment has been used in [7] (via some kernel function) to
give a concise implementation in the computer algebraic system MACSYMA,
allowing a particularly quick computation.

Recall that Z = {20,21,...,2m} is 2 finite alphabet. An element of Z is
called letter. A word is a finite sequence w of letters w = z;,2;,...2;,. The
length of w, noted w|, is its length as sequence of letters. The empty word ¢
is the empty sequence of letters (Je¢| = 0). We note Z* the set of all words over
Z. The concatenation product of u = z;,2;....2;, and v= 2,2, ...2;, s
the “juxtaposition” of u and v. Thus we have uv = z;,2;,...2j, %, 2i, ... Z;;.
This product is associative, and admits € as the identity element. It is easy
to verify that Z* is the free monoid generated by the aphabet Z. Any
subset of Z° is called language.

A formal power series on the associative variables z € Z (non-
commuting if card Z > 2) with coefficients in A ([1]), is any mapping

§:2°~— A
wr—< Slw >,

and the set of all formal power series over Z is denoted by A € Z .
A formal power series S will be written as a formal sum :

S= Z <S|w>u;,
weZ*



Calculus of the formal power series Evaluation 3

where < S|w > is the coefficient of the word w in S. A formal power
series S € A € Z » will be said quasiregular if and only if its constant
term vanishes. For any quasiregular formal power series on noncommutative
variables S in A € Z », S* represents classically the formal power series
ES". In commutative variables, it coincides with the rational fraction
n20
1/(1- S), and in this case we have §*" = (1/(1 - S))".

Let S be a formal power series in A &« Z . The support of S is the
language over Z defined by : '

supp(S) = {w € 2°| < Sjw > # 0}

A formal power series P with finite support is called polynomial.
The sum of two formal power series S, T in A € Z 3 is the formal
power series S + T defined by :

YweZ, <S+Tjw>=<Slw>+<Tlw>.

The Cauchy product, noted by “”, of two formal power series S, T in
A € Z > is the formal power series S.T defined by :

VweZ, <STlw>= Y, <Su><T>.
u,v€Z’ uvsw

The symbol “” will be omitted when there is no ambiguity.
The shuffle product, noted by “w”, of two formal power series S, T in
A & Z > is the formal power series SwT defined by :

SuT= ) <Slu><T>uuwy,
uvezZe

where uwv is the polynomial defined as follows :
foranywordu: uwe=ecwu=uy
for any words u, v, for any letters z,y : uzwyy = [(uz)wvly + [uw(vy))z.

The coefficients of the polynomial uwv are positive integers.
We note som(P) the sum of the coefficients of the polynomial P :

som(P) = E < Plw>.
wesupp(P)

Let u, v be two words in Z*. The sum of the coefficients of the polynomial

uav i o+ o1\ _ (o] + Jo])?
u v u Vi)
st = (") = Sl

In particular, given a letter z in Z, one has :

VA, 420, Puzr= (A:-p)z”“.
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2. Calculus of the formal power series Evaluation

2.1. Evaluation of formal power series

Let Z = {20,2;,...,2} be an finite alphabet.

Definition 2.1.1. : We call input related to Z the given of a vector
a=(a* a** ... @&*~)ofpiecewise continous real valued functions defined
over [0,2],(¢ > 0). Conventionally the O.component of any input is a*® = 1.

Following K.T. Chen ([2)), we call path associated to the input a =
(a*0 a** ... a*~), the time dependent vector§ =* (&, &y ... &)
defined by

Vzez, &(r)= -/07 dé.(p) = ‘/o, a*(p)dp.

’ r
Thus we have §;,(7) =/ dp = 7, and for any letter z € Z, £,(0) = 0.
0

Any formal (resp. analytical) control system can be viewed as a functional
defined on the inputs, whose value is generally called the output function
of the system. More specifically, following M. Fliess ([3]), we will call causal
analytical any functional of the entry that can be expressed as a convergent

£
Peano-Baker series Z < Slw> / 8.w, where occur the iterated integrals
0

weZ*
of the path £, defined as follows :

/0'6“=1 and /c:&(vz):‘/:(/o?&,v)df,(r)

(we use the symetric order of Fliess notations for some practical programing
opportunity [7)).

In other words, any analytical functional can be encoded by some non-
commutative power series, and its output can be obtained by the Evaluation
procedure described below.

Here we shall call Evaluation of S for the input a at time ¢, the value
of the functional encoded by S for the input a and the time ¢, also called
output function of S. Hence the Evaluation of any formal power series
in noncommuting variables can be interpreted as a signal depending of the
independent parameters §;, z € Z2°. In fact, Evaluation functions can be
viewed as a generalization of the inverse Laplace transform, as already
pointed out by M. Fliess and al. ([3], [4]). Namely, the Evaluation function
is defined as follows :
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Definition 2.1.2. : We will call Evaluation of the word w in 2°,
for the input a = (a0 @*' ... a*~) related to the finite alphabet Z, the

iterated integral, noted / §.w, where this notation is defined by induction
on the length of w :

1 if w=e,
E(w)(t bow =
()(t) = / /s.,(v) () de() if w= vz,

This definition is extended to A € Z » in the following way :

Definition 2.1.3. : We will call Evaluation of the formal power
series S in' A € Z », for the input ¢ = (a** a** ... a’™) related to
the finite alphabet Z, when it is defined, the function :

E(S)(t)= ) < Shw> Ea(w)(2).

wezZ*

Theorem 2.1.1. : (uniqueness of Evaluation, M. Fliess [3]) Given
two formal power series S and T in A €« Z ». For any input @ =
(a* a®* ... a*~) related to the finite alphabet Z such that the series
Z < Slw > &,(w) and Z < Tlw > €,(w) are normaly convergent, then

weZ* weZ*
we have :

E.(S) = E,(T) = S=T.

2.2. Shuffle product and product of Evaluations
Let g be an input related to the finite alphabet Z = {29, 2;,...,2m}-

Lemma 2.2.1. : Let u and v be two words in 2°. Then the Evaluation
of the polynomial uwv, for the inputa = (a** a@** ... a*=) related to the
finite alphabet Z, is given by E;(uwv) = E(u)E,(v).

Proof :
- The result is immediate for [u] = 0 or |v] = 0 because uwe =y, ewv =v
and £,(¢) = 1.
. Now, suppose the result is true for any words u, vin Z° that satisfy
fuv| < n.
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. If luv] = n 41, then we can write ¥ = u;z and v = vy with
2, y € Z, uy, v; € Z* and |uyv] = |uvy| = n. Using the fact that
ywv = (uwvy)y + (v wv)z, we have :

Eo(uwv)(t) = Eo((uwvy)y)(t) + Ea((u1wv)2)(2)
=/° Ea(uwvy)(7) dé,(7) + A Ea(uywv)(7) d€e(7)

=[ [fe@mam]i @ + [ faeimemm]ee

(by induction hypothesis)

=-/o Ea(u)(r)d[Ea(nay)(7)) + Dtga(v)(f)d[«f-(ﬂxz)(f)]

[fa(ulx)(r)é'.(v; y)(r)]‘ (integration by parts)
s(u)()Ea(v)(t) o

Corollary 2.2.1. : Let z be a letter in Z. For any positive integer n, we
n
have £,(2") = ﬁﬁ- In particular case, £,(z3) = %r

Proof : The result is immediate for n = 0. We suppose that the result is
true for all v, 0 < v < n. For v = n+ 1, since 2"wz = (n+ 1)z"*! (see 1.),
and by the lemma 2.2.1., we have :

w1y . " R PR Yoy
£, (") = —ry 18.,(: wz) = ooy 154(2 )Ea(2) = T n|fi T+

The expression corresponding to the particular case of z = zp is obtained
using the fact that £, (t) =t e

Theorem 2.2.1. : (M. Fliess, [3]) Let S and T be two formal power series
in A € Z . Then the Evaluation of the shuffle product SwT, for the input
a=(a* g® ... a*~) related to the finite alphabet Z, is the product of
the Evaluations of S and T :

£a(SwT) = £4(S)Ea(T).

Proof : By the definition of SwT and the lemma 2.2.1., we have :

E(SuT) = E < Slu >< Tlv > £ (uwv)
u,v€Z°

=) Y <Slu><Tlv> E(u)€a(v)

uE€Z°veZ°

= (E < Slu> £.(u)) (?_: <Tlv> 8.(v))

veZ* €z
= E,(S)Ea(T) o
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2.3. Cauchy product and convolution

Let a be an input related to the finite alphabet Z = {z0,21,...,2m}.

Lemma 2.3.1. : Let £,(S) be the Evaluation of the formal power series
S, for the input @ = (a*® a** ... a*~) related to the finite alphabet

Z, and let z be a letter. For any integer n greater than or equal to 1, the
Evaluation of the formal power series Sz" is

n-1
s = [ ey @I g ),

In particu]ar, for z = 2y, we have :

t )ﬂ-l

£siR)(0) = ] ea(sxf)‘( i

Proof :Forn= 1, we have :

Ea(Sz)(t)= Y < Slw> Ea(wz)(t)

wezZ*

= T <slw> [ £ )

weZ*

= [(Z <sto>a@in) o)

weZ*
= /n £.(S)(r) de.(7).

We suppose that the result is true for any v, 1 < v < n.Forv=n+1, by
induction hypothesis, we have :

£ (50 = [ Ea(se)(r) EL=EN e )
A -1

= /o £,(S5)() d[-— &=L (’))"]
= - [futsrn GO L]

0

: (& (Q = &:(7)"
+ [ e e s 4y

the first term is vanishing (after one integration by parts), then we have :

£(Sm)(1) = /o £u(s)(n =60 4 ()

The particular form obtained for z = z; follows, since we have {o(t) =1 o
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Theorem 2.3.1. : Given G € A € Z » a quasiregular formal power
series, HEAKLz> a forma] power series, we set

v(E) = 5 (G)®) A1) = Ea(H)(D).

With these notations, the Eva]uat:on of the formal power series GH, for the
ipputa=(a*® a** ... a®~) related to the finite alphabet Z, is :

eGH0= [ e () - ().

In particular, if H is a formal power series in A < 2o %, then :
t
£(GH)0) = [ wetrnte—ryar.

Proof :

(i) First case : H=2", n>0:
. For n = 0, the result is immediate.
JIf n> 0 then we have :

£.(G2")(t) = /018‘3(0)(1')(6'(1)( f'g‘))“ds,(f) (by the lemma 2.3.1.)

= /o‘s,(o)(f)d[_ (€ nf,(,))n]
= - [E=EE ).

+ / () = f’(r))n d[£.(G)(7)] (integration by parts)
0 n!

= / t Y(E(7)) (&) ;f‘ (D) dr (the first term vanishes)
0 !

= [ WEIhE) - € (rer
(i%) General case : H = 2 Hpz" and h(§, (1)) = ZH., f. (t) :

n>0 n20

E(GH)(t) =D Haku(G2")(t)

n>0

=) H, / vl»(f(r))(f‘(’) f'(’» dr  (see (i)

n20

/ "p(f(?))zH (es(t) fl (r))ﬂ dr

n20

= jo YEE ) - &(r))dr.

In particular, if z = zp then £o(t) = t, hence we have the expected result o
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2.4. Evaluations of some usual formal power series

Let z be a letter in Z. If the support of the formal power series S is a
subset of z*, then we have, for the input ¢ = (a** @** ... a*~) related
to the finite alphabet Z, the following Evaluations :

S £.(S5)

€ 1 |

i a ‘ (@)Y
{ en 5 (-1 EOY
#mn21 ”‘P“"‘”?;o( b

n (4
Zcﬂz" ch——n(!)
n>0 n20

then, in particular
r=y " exp(£:(t))

n20
gnz“ =z"zz* |£(t)exp(£.(t)
S eos(&(t)
n20
do(=1)rat sin(6 (D)
n20

So the Evaluation of the generating series S = z ¢nz" is the associated
n20

n
“exponential generating series” £,(S) = Ecn%—', and thus the Evaluation
n>0 )
function is reduced to the usual exponential tranform as studied by D. Foata
in [5]. In particular, if z = 2o then we have §;,(t) = ¢, in this case we obtain
the inverse Laplace-Borel transform. :

Let G be a quasiregular formal power series. Its Evaluation, for the input
a=(a* a* ... a'=)related to the finite alphabet Z, can be described
by :

£0)0 = [ wetrar.

Let z be a letter in Z. We have, for the input a = (a* a*» ... a*~)
related to the finite alphabet Z, the following Evaluation (see the convolution
theorem) :

t n
& (G > c,,zn) (t) = /o WY cn[& (1) -n!f:(‘r)] dr,

n>0 n20 -

consequently :
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S £.(S)
6o [ e &=l
Gz‘:GZz" /d)({(r))exp(f,(t)-f,(r))dr
n20 ot
crm | [ wee®-6).
n>0 0
| el - &)
G (-1ren | [ wler) con(eu(®) - &l
n20 °'
G Y (~1)snt / $(E(r)) sin(6s (1) — £ (7))dr
. n20 0

3. Computing examples

In the following examples a = (a*® @** ... a®=)is an input related
to the given finite alphabet Z.

Example 3.1.

This example gives the computation of the Evaluation of the formal power .
series z°", for any letter and for any z positive integer n.

Lemma 3.1.1. : For any integer n > 1, we have :

€a(2"")(2) = exp(£: (1))9a (€: (1)),

where the g, are polynomials in §,(t), and verifies the following inductive
equations :

1 if n=1

#EO = dsen+ [ mesteréen) 1 a>1

Proof :

. Since £,(z°)(t) = exp(£; (1)), we can write g,(£,(t)) = 1.
. We suppose that the result is true forany v, 1 < v < n.
. For v = n, recall the following identities : .

Vn 1, 2°" = PRl iad 0 R z'n—l(l +:z-) = """~} +z"‘“‘zz‘.
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Recall also that for any formal power series S = Z < Slw > win

weZ*
R &€ Z», we have :

£ = Y <lw> [ uulr)de(r)

wezZ*

= [ T <st> et

weZ*

t
= [ as) e
= [ esnetryar

Thus for S = 2**~1, by induction hypothesis, we have :

£ () = [} expe(mgas(Eutre’ (rhar.

Using the convolution theorem, we obtain :
E. (2" 122" (t) = /o exp(€:(7))gn-1(€:(7))a” () exp(&: (t) = £:(7))dr
= exp(Ee(t) [ gnms(6:(().

Now we have, for any integer n > 1, the following equalities :
Ea(2"")(t) = £a(2"71)(8) + Ea (2" 7T 22°)(2)

= (6, [pa-s &) + [ naaEs (r))dz,(r»]-

Hence the family (g»)n>1 is the unique solution of the inductive equations
1 if n=1

gn(&(i)) - {gn-l(fx(i)) +‘/°‘ gn-l(fz(f))dfz(f) if n>1 e

. = n-1\€0)
Lemma 3.1.2. : The family g,(£:(2) = 2( p )-LJ'—, for any
j=0 :
integer n > 1, is the unique solution of the inductive equations

1 if n=1

s {a..-l(e,(t» + [ dneslNd) it n> 1
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' Proof : Let Gy = 1€ R« Z . We have clearly :

91(&:(t)) = £a(G1)(2).

Suppose that for any integer n > 1, gn(£:(t)) = £a(Ga)(t) where Gy is a
formal power series in IR € 2 33 . Thus we have :

£a(Gn)(i) = gg(Gn_x)(t) + £¢(Gn-12)(t).

This equation is true if G, satisfies G, = Gn-1(1 + 2). In other terms :

Gn = (14 2)"? ='§ (n;l)zi.

i=0

o :
Since £(27)(t) = §-3.£!Q, j 2 0 (corollary 2.2.1.), we have :

n-1 :
Va2 1, ga(&(1) = Ea(Ga)t)= 3 (" - l)ﬁﬂ

j=0 J J‘

Finally we obtain, as corollaries, the two following propositions :

Proposition 3.1.1. : For any positive integer n, we have :

1 if n=0
on — n-1 - :
(=) = exp(£:(t)) Z (n ; 1)-&7(:—) if n>0.

J=0

In the same manner, we have the following proposition :

_ Proposition 3.1.2. : For any positive integer n, for any complex number
a, we have :

1 if n=0
8“((02)"')(0 = exp(af, (t))ﬂil (n : 1) (ae}(!t))j if n>0.

J=0
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Example 3.2.

Let G be a quasiregular formal power series in IR & Z > such that its
evaluation is :

£.(G)(t) = /0 (E()dr.

Let z be a Jetter in Z. Let S be a formal power series in IR € Z 3 that
verifies the following polynomial equation :

S+ p,Sz4 p,S2*+...8,5:" =G,
that is SK = G, where K is the formal power series in R € Z 3> defined by

n
K=Y pz* with fo=1.
k=0

Since tl;e constant term < Kle >= By = 1 does not vanish, then the
formal power series K~ exists and it is a formal power series in the single
commutative variable z. Suppose that K admits r complex distinguished roots

.
#1,..., 4y of respective multiplicity order m,,...,m, (Z m= n) . One can
' 1=1

express unically K~ = T——-l———- under partial fraction decomposition
TIz= )™
=1

RN
K-1l= =— H &,
gg_l (—u)*
where for any | € [1..r]) and for any k € [1.m)), Ai,x €T and each H); is of

the following form : \
H,= (_z_) .
n

So S = GK~! can be expressed as :

form :

r m

ALk
§=3.0 towCH
I=1k=1

and by the convolution theorem, we obtain the Evaluation of S :

£ =33 ks [ WM - tren

i=1k=1
where hy i (&;(t)) is the Evaluation of Hj; :

his(€:(t)) = exp (g-'-gt—)-) § (k " l) 1 (i'—(tl)’ (proposition 3.1.2.).

!
Bt /=N d /N H
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Let us indicate that if z = zg then the above calculation corresponds
mutadis mutandis to the “inverse Laplace transform” in the study of the
systems discribed by one linear differential equation in the inputs and outputs.

Example 3.3.

Theorem 3.3.1. : For any posmve integer k, G} is supposed a formal
power series on only one letter z;, in Z and we note gi(£,,, (t)) its Eval-
uation. We set for any positive integer k, Sy = Goz,G ...2;, G, where
Zi,, Ziy.-.y 2i, are k letters in Z. With these notations, for any integer k > 0,
we have :

S0 = / [ [ o€ tmosen ) = 1, ()
h(&,k(i) e:,.(fk))dfz.l(fl) d{z.h(rh)

Proof :
LFork=1,by the lemma 2.3.1., we have :

£a(Goz,)(t) = ]0 gol€sy, (£))a* (r)dr,

and by the convolution theorem, we have :

£a(Gozi, Gh)(t) = /o ‘ 90(:5 (1))a”1 (1)1 (€5, (t) = &5, (7))d 7
= ‘/Ot Jo (5:,., (T))91 (Etj, (t) - 62," (T))d&i, (T)

. The result is supposed true forany v, 1<v<k-1.
. For v = k, by the lemma 2.3.1., we have :

iSO = | ' Ji . [ ™ 90 (a3, (r))01(Ess, (72) = £y, () -
yi-l(flj,-l (f&) - e’;‘.-‘ (Ti-l))d&.', (Tl) cee dfz.'. (Tg).

Finally, by the convolution theorem, we have :

£,(51)(1) = ]o ' /o . /o " g0l ()92(6ss, (72) = &y, (7)) ..
. gk (58,',, (t)- 68,'. (Tk))dfls, (n)... df:.‘,, (Te) o

We deduce the two following results :
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Corollary 3.3.1. : Let po, p1, ..., pr be k + 1 positive integers. Let
Ziyy Zig-oor Zig be letters in Zg = Z \ {2}. Then the Evaluation of the word
28°z; 28' ... 2;, 28" is (see the corollary 2.2.1.) :

Ta-a B (=) .. (t— TP
/ ./ / - PO!IPI!--'PE! Kooy (1) - dlsy (7).

Corollary 3.3.2. : Let ¢, ¢, ..., c& be k 4+ 1 complex numbers.
Let po, p1, -.-» pi be k + 1 positive integers. Let z;,, 2z,..%, %, be
letters in Zo = Z \ {20}. Then the Evaluation of the rational fraction
(cozo)'”zﬁ(clzo)'“ 75 (Ckzo)"“ is

/o‘ /on /o""‘ - ./0" So(m)fi(rz = m)... fa(t = m)d6s, () ... dEs, (7)),

with (see the proposition 3.1.2.) :

1 if po=0
_ Pa-1
vn € (0., f"l(t) " ] exp(cat) Z (an )___(c,;f)-’ if p,>0.

The first result is used in [6] to give the Taylor expansion of Volterra
kernels. The second result is also presented in ([4]), it allows to compute
iteratively the Volterra kernels of the solution of certain nonlinear differential
equations with forcing terms. In 7], we give a concise MACSYMA program,
allowing a particularly quick computation of the Evaluation of these series S;.
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0. INTRODUCTION

Let (S) be a ponlinear dynamic system described by :

Q1) = 3_o'(t)4i(a)
($) .‘:‘%
¥(1) = h(g(1))
We can associate to the observation A its generating series
oh = 2 < ehlw > w, that is & formal power series

wEZ*
in noncommuting variables belonging to a finite alphabet

Z = {20,...,2m}. By the fundamental formula of M. Fliess
({4)), (also called “Peanc-Baker formula”), the output y(t)
defined by the observation A is obtained by the replace-
ment in oh of each word w by the associated “iterated

]
integral” [ &,w related to the input a = (a® ... a™)

0 :
defined over [0,f], 2 0 (the input 6°(f) = 1 encodes
the autonomous part of the system). Here we will call
“Evaluation” of ’tbe word w, this associated iterated inte-

gral, &(uw) = | S,w, and we will call “Evaluation” of the

power series S (osubmiu.ed to some convergence condition)
“the output”, £,(S), obtained by replacing each word w in
S by its Evaluation £,(w). Then the Evaluation of S can
be viewed as & signal, depending on t!')e time ¢, and on the

m independent parameters £(1) = / &‘(7)dr, i € [1..m).
°

This point of view leads naturally to develop & noncom-
muting “symbolic calculus” in the nonlinear area, that
generalizes the Heaviside calculus ([5]). So, the potions of
“transfer functions” (generating series in one variable) and
“impulsive responses”, coding signals produced by linear
systemns, can be generalized to generating series in m + 1
varisbles and Volterra series, coding signals produced by
ponlinear analytical systems. The Evaluation function £,
corresponds to the “inverse Laplace transform”.

Our goal is to develop here the basic tools of this symbolic
calculus on noncommuting variables. We prove a corres-
pondence theorem between certain convolutions of signals
and Cauchy products of generating power series. Finally
the Taylor expansion of Volterra kernels is simply deduced.
These kernels have been well studied elsewhere in [2], {4]
and [10). These results are written in a natural manner in
the noncomniutative formal power scries area.

1. WORDS, LANGUAGES AND FORNAL POWER SERIES ([1])

By an alphabet, Z, we mean a finite non-empty set. The
elements of Z are called letters. A word over Z is a finite
sequence wof letters in Z : w = &5, 25, ...2;,. The length
of the word w, denoted by |w|, is its length as sequence
of letters. The empty word ¢ is the empty sequence of
letters (J¢| = 0). We note Z° the set of all words over 2.

We have 2° = U 2ZY where 2%, & 2 0, is the set of all
420
words over Z of length exactly &.

The eoncatenation product of two words u, v in Z°
is obtained by “juxtaposition” of u and v. Thus if we
have u = 2;,2;,...2;, snd v = 2;,2,,...2;, thep vv is
the word z;,2j,...25,2,,2;,...%;, in Z°. This product is
associative, its identity element is ¢. One can verify easily
that Z° is the free monoid generated by the aphabet
Z ([16]), with respect to the concatenation product.

Anpy subset L C 2° is called » language. Given two lan-
guages Ly, L, their product, noted by “.”, is the language
L;.L, defined by extension of the product of words :
LiLi={w€Z, w=swuw, v €L;, ws €Ly}
This product is associative, its identity element is {¢}. The
symbol “.” will be omitted when there is no ambiguity.

We call formal power saries on the associative vari-
ables 2 € Z (noncommuting if eard Z 2> 2) with coeffi-
cients ip an unitary eommutative ring A any mapping :
S:2° =m A
we—< Slw>.

We denote by A € Z 3 the set of all formal power series
A formal power series S will be written as the formal sum

: < Slw > w, where < S|w > is the coefficient of w.
wEZe
A forma! power series S € A € Z » will be said quasi-

regular if and only if we bave < S|¢ >=0.

The characteristic series of any langusge L is the formal

power series car(L) defined by :

1 if wel

0 if vwgl

The support of S € A € Z » is the language defined by :
supp(S) = {w € 2°| < Sjw ># 0}.

VweZ®, <car(l)jwd>=



Let L be o language over Z. Then supplcar(L)] = L. Let
S be a formal power serisin A € 2 ». Then:

earfsupp(S))=§ e Yuwe 2°, < Sjw>e {0,1).
Any formal power series with coefBcients in {0,1) can be
identified with its support. So, if L is a language over 2,
we depote again its characteristic series by L.

A formal powet series P with finite support is called poly-.
momial. The degree of P is defined by :

deg(P) = -0 if P=0,

€ max{|w|, we€supp(P)} f P¥0.
We denote by A < Z > the set of all polynomials in asso-
cistive variables 3 € Z with coefBicients in A. A polynomial
is homogenous of degree k € IV if supp(Q) C 2Z%.

The sum of two formal power series STEAC Z D s
the formal power series S+ T defined by :

YVweZ', <S+T|ju>=E<Slud>+<Tju>.
This operation is associstive and commutative.

The Cauchy product, noted by *.”, of two formal power
series 5,7 i A € Z » is the formal power series S.T in
A €2 defined by :

VweZ', <STju>= 3

avEZ’ svew

The symbo! *." will be omitted when there is no ambiguity.

<Slu><Tiv>.

The set A € Z > is & (non commutative) ring, with res-
pect to the sum and to the Cauchy product. Ay s € A is
identified with the series ac. Then A is identified with an
unitary subringof A Z>. Inthisway A€ Z > is s
A. algebra. In the same manner, for the Cauchy product,
A<CZ>isssubalgebraof A€ Z Y.

Let 2o be a distinguished letter. We set 2o = 2\ {z0}. By
((13]), we obtain 2° = (5§2:)°25 = 3 _(3320)"23, with

320
=) spand (552) =

E w. Hence :

a0 -h n.is“&zi
ISeACZy, S=E[ <Slw>w] =2%(S).
o 20 wE(s32e)0 2 azo

The shufBe product of two formal power series S,T in
A € Z >, poted again by *w”, is the formal power series
SuT in A € Z > defined by :
SuTe= E < Tju >< Slv > uwy,
[ X134

where uwv is the bomogenous polynomial of degree julHv],
defined recursively in the following way :

Vu€Z': swimcuusu
Yu,v€2Z2° V2,9 € Z :uzwry = ((u:)w v)y + (vw(vy))z.
This product is associstive, commutative, and distributive
with respect to the sum. With respect (o the sum and to
tbe shuffie product, 4 € Z » is s commutative A.algebra.

The Lie bracket of two polynomials P, Q is defined by
{P.Q) = PQ - QP. 1t is anticommutative and wverifies the
Jacobi identity. Lie € 2 > is referred to be the smallest
sub Aunodule of A € 2 >, which contains the Jetters of
Z, and which is stable by Lie bracket. It is well known that
Lie € Z > is the free Lie algebra over Z ([16]). An
tlement of Lie < Z > is called s Lie polynomial. Any
Lie polynomial is quasiregular.

A forma! power series § is called a Lin series if it can be

written as ZP;, where P, is 8 homogenous Lie polyno-

2
mia! of degree k > 1 ([8]). This writing is unique. The Lie
bracket of two Lie saries S = EP.. T= ZQ, is
a2 121
{8, 7= Z [Ps, Q). For this product, the set Lie € Z > of
821
Lie series is a Lie algebra. Any Lie series is quasiregular.

2. CALCULUS OF THE FORMAL POWENR SERIES EVALUATION

2.1. Evaluation of formal powaer series
Let 2 = {20,2,,...,8m} be o finite alphabet.

Definition 2.1.1. 1

We callinput related to Z the given for esch letter 2, in
2, of avector g = (a® &' ... 6™) of piccewnse con-
tinows veal! salued functions defined over [0,1), (1 > 0).
Conventionally the O.component of eny input is a® & 1.
Following X.T. Chex ({4}, [15]) we wall eall path asso-

ciated to the input e = (a® &' ... &™), the tim(
dependent vector £ =* (& (;' eee &m) eeﬁued by ¢
viel.m, &)= [ )= [ e

Thas we have fo(r) = A dp=rv, £&(0)=0, (i € [0.m)).

Any apalytical dynamic system can be viewed as defining a
functional on the inputs , of which value is generally called
the output function of the system. More generally, fol-
lowing M. Fliess, we call causal analytica! functional
any functional of the entry that can be e.xpreued as » con-

wergeot Peano-Baker series 2 < Slw> / ésw, where

occur the iterated integrals of tbe path £, defined as fol-
loms (usmg the lymetm order of Fliess notations) :

/ be=1 and / bu(vz) = /o ( ]'c.v) dti(r).

In other words, any apalytical functional can be encoded
by some noncommutative power series, and its output can
be obtained by the Evaluation procedure described be-
Jow. Here we ghall call Evaluation of S for the input o
st time ¢, the value of the functional encoded by S for
the input ¢ and the time {, also called output function
of S. Eence the Evaluation of any formal power series
in poncommuting variables can be interpreted as & signal
depending of the independent parameters §i, § € [0..m).
In fact, Evaluation function can be viewed as a gene-
ralization of the inverse Laplace transform, as already
pointed out by M. Fliess and al. ([¢], [5]). Namely, the
Evaluation function is defined as follows :

Definition 2.1.2. @

The Evaluation of the word w in 2°, for the snput
e = (o & ... &™) defined over [0,1), (1 2 0), ©s
defined by induction on the length of w a2 follows :

b | if ws= €,
L(w)(t) = /° E(v)(r) di(r) H w=va

Daefinition 2.1.8.

We will call Evaluation of the formal power series

SimACZ >, forthe inpute = (a° o' ... a")

defined over [0,1), (1 2 0), when #t is defined, the f\mchon
E.(S)t) = 2 < Sjw > EL(w)(1).

wEZe



2.2. Shuffie and product of Evaluations
Let @ be an input related to the finite alpbabet Z and
defined over the compact interval [0,1] € Ry.

Lemma 2.2.1. @

Let u and v be two words in Z°. Then the Evaluation of
the polynomial wwv, for the inputa = (a® @'... a™),
& given by Eq(uwv) = £ (u)la(v).

The proof can be done easily by induction on the length of
wv and results of the integration by parts. We deduce the
following result ([7]) :

Theorem 2.2.1. ¢

Let S, T be two formal power sericsain A€ Z . Then
the Eveluation of the shuffie product SwT, for the input
a=(a® o' ... e™), is the product of the Evaluastions
of S end T is £,(SwT) = £,(S)E.(T).

2.8. Cauchy product and convolution
Let @ be ap input related to the finite alphabet Z and
defined over the compact interval [0,¢] € R,.

Lemma 2.3.1. : ([7])

If£4(S) s the Eulutwn of the forma!l power series S, for
the input @ = (a® @' ... a™), then let 3; be & letter
in Z. Let n be en tnicger ’futer than or equcl to 1. The
Evahuation of the formal power series Szl @ :

sy = [ SO0 5y

Jn perticuler, for 2, = 20, Ut Aove :
aisx = [ 1‘(—“—2—

Eu(S)(r)dr.

Proof :

The series S2? can be written as E <Slw> wi.
€2

.Forn=1, we bave: *

E(S2)(1) = 2 < Slw > & (wz)(1)

wEZ®

= 2 <$[w>j Eu(w)(r) di(T)

w€Z*

- /o ('w <S> 5.(w)(f))d€.'(‘r)

]
A £4(S)(7) d&i(r).
. We suppose the result is true forany », 1< v < n.
- For v = n 4 1, by induction !:ypot.hsu we bave :

£((S5):0)(t) = / &t "(1')‘, o(S2:)(n) dEi(n)
- [ utsaac o] - C0= 8]
_[(z.(t) = &) &(S,‘)(,)]
/ & =GO g, (5

the first term is vumhxn;, then
£(5:7(0) = j O =LOW £, (5)(r) deitr).

The particular case 2, = 3p is unmedlue °

Theorem 2.8.1. : (Convolution Theorem, {7})
Let z; be a letter in 2. Let H be 6 Jormel power series in
A€ 3P, 30 that we hove E,(H)(1) = h{&i(1)). Let G be

8 quasiregular formal power series in A Z>. We set
| VEW) = ££.(6)0)

With these notations, the Evaluation, for the tnput
e=(a® o ... O™ )', of the formal power series GH 1
EGRN) = [ WErNhE®D - Eim)e.

In perticuler, if H is 6 jon:ul power in A & 20 P, then :

£(GH)1) = jo V(E(T)A(L = 7)dr.

Proof :
() Firstease : He= 2P, n20:

. For n = 0, the result is immediate.
. If n > 0 then by induction bypothesis, we bave :

a@nw = [ &G )MK’-« (r)

-1)!

= [ eGrne] - &0)_;”,5_(_))_]

[(e.-(t)-e;(v»' '
n!

:.(a)(r)]
‘ &t -t~(v e
0= S e, (6)(r),
the first term is vumhm; (bm < Gle> = 0), then :
LG = j $E(rAE(E) - () dr.
(&) General case : H = zﬂ.x

w20
In this case we have h(e‘(t))gga,.%ﬂf‘l. and :
S(GR)t) = Y Bals(G2P)(2)
a0
=}; H, j wiernEL=EO 4, (oee (1)
w(e(r) 3 A AL =EO)
- jo (r»%

?
= [ et - et
The particular case 3; = 2¢ is immediate o

2.4. Evaluations of some usual series (7))

Let 3; be a letter in 2. If the support of the formal power
series S is a subset of 2, then we bave, for the input
6= (a® a' ... a™) defined over [0,1), (t > 0), the

following Evaluations ;
S &.(S)
4 1
$n21 SN W
§=0
T eus? . L0
n2o "20 n!
then, in particular
X DI exp(£i(t))
a20
Z:%m." &i(t) exp(&i(1))
SEN eas(e)
n20
f(-’)”“n’"“ sin(&(1))

n20




" So the Evaluation of the generating series S = chz," is
a0

the “exponential generating series” £,(S) = 2:,.5%9

Let G bes qunire;ulu formal power misz.DOne can
write £,(G)(1) = /o ¥(¢(7))dr. Let 3; be a letter in 2.
Thep we bave ; . .

e (6T st )= [ wietr) T e l=40L,

a0 a0
sonsequently ¢

S &.(S)
637 [ e &L=,
=G | [ werespie) - etriyar
a0 °‘
CY ns [ #erne -6t
a0 °
exp(§i(t) = &i(r))dr
s | [ wlecrd) eonteit) = &t ser
a0 °'
6 -0+ | [ wle(rsinftitt) - Ex(r))ae
220 :

8. cuensenes ([4), [15))

The following formal power series will be called Chen se-
ries of the input ¢ defined over [0,1] :
Co= ) E(w)t)w.
wtZe
The properties of integration by parts show (lemma 2.2.1.)
that C, verifies the “Friedrich eriterion”, pamely :
VYu, v€2°, <Cifuwvd> = <Cfud><Celv>.
Hence £, is an exponential of some Lie series ([8)) :

C.= mp("zl 1(e.)),

where 1,(C,), ¢ 2 1 is s homogenous Lie polynomial of
degree k. This result is a generalization of the Baker-
Campbell-Hausdorfl formula. The power series C, can also
be expressed as an infinite exponential product of elements
of a Eall basis of the free Lie algebra Lie € Z > ([15)).

Definition 8.1. :
We call concatenation of two inputs a, § defined over
[0,1.), [0,1,), the mew énput ald defined over [0,¢0 + 4 :
ajd(t)=oft) for 0<t<,
afd(t,+t)= ¥t) for 0<t< ).

Proposition 8.1. : ([14))
Witk the above notation, we Asve Copy = CoCs.

The proof given in [14] uses the structural differential equs-
tion satisfied by C,ys. Here we give an direct proof :

Definition 3.2. 3
Let 6 be & fized real. Lete be an snput defined over the com-
pect interval [§,6+1], 2 0. We defined the #.translated
jterated integral s :

041 1 f w=g

¢ “w={[(/‘“6',v déi(6+ 1) f w=v

Ramark : .
Tbhe iterated integral / f.v is Dot ap ordinary integral
In particulas, the additivity propriety is not at all satisfied
+t T T+t
[ RT'K - 6.w+/ fv (If v e ¢ it would imply
0 T °
1=1411Y).

The proposition 3.1. is equivalent to the following lemma

Lemma 8.1. 3 (temporal translation lemma)
Let 6 be o fized veal. Let e be an input defined over the
eompact interval {0,6 4 1), 82 0. Then we Aave :

+

J ¢ $41
C,(w)(O-H) :‘:g.z’fc(")(a)/“ &, :‘Ee‘/o 5.14/‘ bv.
Proof :

*t
Since [ &,¢ = 1, then the result is immediate for w = ¢.

We aup;ose the result is satisfied for all words w, ju| < n.
i jw| = n+ 1, wean be writtes M w = w3, u; € 2°,
and 2, € Z, then :

et
£ 6+0= [£.(01)p) &)
(additivity of ordinary integral)
= j: E(wr )p)di(p)+ ‘5:("0: Xp) d&i(p)
(p=f+7)

= £, ()04 [ £ )04) (64
(induction bypotbesis)

=& (w;2)(0)+ E E(uy)(6) [ bevy dEi(E+T
l -‘:'n'nu. 1 ) 1

(distributivity of ordinary integral)
¢ pl4T
:t.(w;z.-)(&).l-kzz.(u,)(ﬂ)/o /‘6,111 de(8+7)

., €2l

(definition 3.2.) o
H 04t
=8, (w;2,)(6) .Jtt.-::%z&:'.(u,)(a) j‘ [ACTED)
<+ [ £34
:&(w;:.-)(&)j:&.e.-;" g;.‘(u)(e)j. bev
L 24
- &(u)(0)] &,

Proof of the proposition 8.1.:
y the definition 3.1. and the 2 8.1, we have :

Cap= D Eapp(u)(te+ti)w

wEZe
- 5[ S [h]-

=) [ Zz.(u)(z.)e.(v)(:.)]w £ C.0.

®EZ° *uve2*
owEw
tedty

Indeed, integrated integrals $appv and 5 (v)(1)) are

equals, baving the same induc:i.ve definition e



Ezample :
If o, bare th:‘ constant inputs over [0,1,]), [0,1)] then
m

€ = exp(ta) a'e) and €, = exp(ty Y d'z;). In this
=0 =0

case Copp = cxp(i.f:c‘za)etp(tsib‘z.-).
i=0 i=0

From 1., the Chen series C, of input ¢ defined over [0,1] can
be written as z: Va(Ca), where for any positive integers k,

420
we bave Vi(C,) = E &s(w)(t)w. Asy word w in
wE(s320) 23
(232;) 23 can be expressed as :

w2022 ...5,35",
(for 5 € [0..k), Q2 0, 5, € Zo).

By the lemma 2.3.1. and the theorem 2.3.1., we obtain
easily ([7)) : " o
L(v)(t)= /o /o . /o (e n)tei(t - nes

aglo;!...ap-1le;!
e (n;)...a"(n)dr,...dn.ydn.

Theorem 3.1. :
Leta= (a® o' ... &™) be an input defined over [0,1).
If Co is the Chen serics of this input, then :

VE2O0, Vi(C)= Y . /;/;- jo ﬁﬁ"(fx)----"(n)
royan €23

[e’s ..‘i: e(fa=n1)ae 2h =" )"]dﬂ. ..dn.

Proof :
y the above result, we bave forany £ > 0 :

>z X /:/o‘: ./o,,“‘(ﬂ) ...a"*(n)

2, ...a..gz; @000 20
v;o(r,-f,)?x, (t=n)"
aple;!l.. lay!

g..-,“az.-.cz :ﬁ ' /o - jo ".‘-(n)...n(n) o.§-z°

[riz0)o02i [(ra=11)20)%! . 33, [(1=7a) 20)°" ] dn...dn
agla;!. . los!

= E /:/;t._/o"a‘*(f,)..a“(n)

s, .-J..Gz:

Vi(Ca) =

dn...dn23%, 35}, . 5, 50"

ferroez,, e(omndn g, e(t=Te)o]dr, . .dn, @

Since £, = Y Va(C,), we bave the following result :
20

S.1.:
Leta=(a® & ... a™) be an input defined over [0,1).
The Chen series C, is described by :

ey T [[ [ et

3204, 0, €2}
[ev;u“,. e('l"l)“. N C('-,. )..]dfj- .e ‘T} .

Ezample :
TT the alpbabet Z is reduced to {25}, then :

Com VolC) = T &R =3 Sf-‘f'l- = s,
a0 a0

4. REALTZATION

4.1. Geperating series

Let Q be a analytical manifold of dimension N. C~(Q) is
an algebra of analytical functions over Q. Let Z be a finite
alpbabet, we call realization of Z over Q, or polysystem
over Q ([12)), tbe given for'each letter 2 in Z, of an analy-
tical vector field A, over Q. Let f be a analytical function
in C¥(Q). We note (A, o f);, the evaluation at ¢ of the
analytical fupetion 4, 0 f.

Notation

letwbeawordin 2°:

. fwee, A, is the identity,

. fweu's, A, is the differential operator 4,4, .

In all the sequel, {A,),cz % oupposed 1o be some fizeo
polysystem.

Daefinition ¢.1.1. s ([4))
Let [ be o analytical function in C¥(Q). The generating
series of f related to the {A4,),¢z with coefficients
in C¥(Q) % the forma! power serics defined by

of= ) (AeofJuEC*(Q€Z>.

€z
The twmtin.x series of f at the state ¢ € Q s the
Jormal power series defined by :
o) = 2(4.0!)..wen<z> .
ez

Jt is well known that the series g/ caracterizes com-
pletly the local bebaviour (on a peighbourbood of the state
¢(0) € Q) of the polysystem defined by the analytical vec-
tor fields {A,).¢z, the observation £ € C~(Q), and the
initial state ¢(0) € Q ([4)).

Theorem 4.1.1. : (M. Fliess [4))

The epplication ¢ is 8 morphiam of the algebra C¥(Q) to
the slgebre of formal power senes C¥(Q) € Z 3 for the
shuffle product.

4.2. Left action of A < Z » over C*(Q) ([6))
Let **" be the left action of A < Z > over C+(Q), that
associates to any 2 € Z, and to any f € C~(Q), the Lie
derivative of f with respect to the vector field 4, :
2efz=A,0f.
The action of & word w € 2° is defined as follows :
V1 €CY(Q), wef=Auc].

The action of & polypomial P € A < Z > is defined by

VIECY(Q), Peof= 2 < Pludwsf,

wtnpp(P) Lo

(this sum is finite since the support of P is finite).
Let S be a formal power serimin A € 2. We considet
an infisitesum Y < S{w > we f, if this sum is normally

eopvergent ([4],.[311)., then we put :
Sef= 2 < Slu>ws/f.
ey

Let £ be a analytical function in C¥(Q). The generating
series associated to f related to the analytical vector fields
{A.}s¢z can be written as :

of= : (we fuw.

wt2*

Let @ be an input related to the alpbabet Z defined over
the compact interval [0,4] C R, (see 2.1.). By analyticity



of the vector fields {A,)}.¢z and the function f, the sum
z (w ¢ f)£.(w) is normally convergent. So we can ex-
€2

;reu tbe Evaluation of the generating series of as the

action of the Chen series C, on f:

L(eN)= T (we NEsfw)= (2 8.(w)w) o feCaof.

weZ® €2

Theorem 4.2.1. 3
et § (resp. g) be o analytical function in C(Q). Then :
Coe(f9)=(CarS)(Carnyg)

Proo
rthetbeorems(ll and 2.2.1., we bave :
Coo(f9)= 80(’(”)) = 5-(’!“09)

= £, (0f)u(0g) = (Cas f)Cavg) @

4.8. Volterra series ([2), [10])

‘Let f be ap analytical function in C¥(Q). The gesers-
ting series associated (o f related to the analytical vector
Selds {A,)scz is poted by ¢f. By the corollary 4.1., the
Evaluation of ¢f, for the input e, can be expressed as :

Eef)=Cas =) _Vilt)ef=), 3

820 320ums,, .5, €2

/,"‘(,1) “.(n)‘k(t L TR 'ﬂ)dﬁ'”d"x

that is the Volterra series associated to J ([21 {10)), with
triangular Volterrs keroels, x3, k > 0, u € Zg, defined by

t o7

L) m Tty (T
0£...€n <.

&3(t,m,.. P 3

Using the formuls e® e~ = Z—ed" B = ¢*% 8, where

for any integer ¥ 2 1, ad% g, i B%be ». iterated Lie bracket
[e.l....[c.8).. ]] and cd°ﬁ = f, then for oy positive
integer k, for any word u = 2, ...2, in 2} the kernels
(710 17), (0K ... S 1 1), can be written ma ([5))

&} (tn,...,n)= enitey oINS g e 0 0 0 f
= (g“'a»;. ).. (g“'--og,-.)g‘” s f.

Eence, generating series, considered as a symbolic encoding
of input/output behaviour, allow a fast computation of
Volterra kernels. In fact, the Evaluation procedure allows
to easy derive the tempora! bebaviour from the symbolic
description. Thus, we get a genenhutwn of the potiop
of “transfer functions” (generu.m; series ob one variable)
and “impulse response”, encoding signals produced by L-
pear or multilinear systems, and the Beaviside calculus
(Fourier and Laplace transforms) as already pointed out
by M. Fliess and al. ({4], [5]).

Remarks @

. The second writing of the triangular Volterra kerpels de-
peedson t, n, 73,..., n, and do not depends on T —
,..., t =7 as in the first writing. That allowed F.
Lamnabbi-Lagarrigue to obtain easily the bamitopian ex-
pressions of Volterra kernels in the study of singular opti-
mal coptrol ({11)).

. These kernels are obtained for non initializsed systems.
The importance of these pon initialized systems is already
pointed out by D. Claude in the study of decoupling by
state feedback ([3]), see also ([6)).
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Evaluation Transform and Symbolic Calculus for Nonlinear Control Systems

V. Hoang Ngoc Minh & G. Jacob, L.1LF.L. - U.A. 369 C.N.R.S.
Université Lille I, 59655 Villeneuve d’Ascq, France.

Abstract : Given a nonlinear control system, one can view its output function as a signal,
parametrized by the primitives of the input functions. This signal can be formally described by
jts Fliess’ power series, that js a formal power series on soncommuting variables. The temporal
behaviour of the system can be derived from this symbolic description by a transform, that we
call “Evaluation transform™ and that generalizes the inverse Laplace transform to the nonlinear
area. We developpe here the basic tools of that symbolic calculus by introducing a “kernel” for
our Evaluation transform. This kernel can be viewed as some “temporal memory” of the system
in the Volterra’s meaning as well as in the programmation meaning.

1. Introduction and notations

Following M. Fliess ([2]) the output y(t) of any nonlinear control system can be
symbolically described by its generating series S = }: < S|w > w (also called Fliess’

weze
power series) that is a formal power series on noncommuting variables belonging to an
alphabet Z = {20,2;,...,2m}. This series is nothing else as the adequate generaliza-
tion of the Heaviside calculus ([2], {3], [8], [9]) in the nonlinear area : the notions of
transfer function and of impulsive response, coding signals produced by linear or mul-
tilinear control systems, are generalized to generating series and Volterra series, coding
signals produced by nonlinear control systems. The inverse Laplace transform allows
to recover the signal symbolically described by some transfer function. In the same
way, the Evaluation transform ([5], [6]) allows in return to easy derive the temporal
behaviour of the system from its symbolic description by computing the Evaluation
E.(w) of e?ch word w, for the input a = (a** a** ... a®*=), as being the iterated

integral / éow. 1t follows from the Fliess’ fundamental formula (also called Peano-

0
Baker formula) which presents the output y(t) as the Evaluation of the generating

series S : y(t) = E < Slw > & (w)(t). So the output y(t) can be viewed as a signal

weZ*
t

depending on the parameters £,(t) = / a’*(r)dr, z € Z ([5), {6]).

We develop here, in continuation og' [5] and [6], the basic elements of this symbolic
calculus using the notations of Evaluation via kernel functions which plays the rule of
temporal memory of systems in the Volterra’s meaning as well as in the programmation
meaning. So the Evaluation transform becomes a functional depending on the kernel
and on the inputs. This systematic treatement has been used in [7] to write MACSYMA
programs by use of its recursive definition and of the recursive internal representation by
the binary tree of the linear combinations of the noncommutative rational fractions des-
cribed by (cozj, )*P°2i, (€125, )P 2iy (€225, ) P2 . . 2, _ (Cr-12j,_, )*P*- 1 2;, (€a2j, )°P* , Where
Po,-..,Pk are integers, co,...,c; are complex numbers, z;,,...,2;, and zj,,...,2i, are
lettersin Z.



Recall that a formal power series on the associative variables z € Z (non-
commuting if card Z > 2) with coefficients in JX ([1]), is any mapping :
$:2" — K
w—< Slw >,
and the set of all formal power series over Z is denoted by IK € Z .
A formal power series S will be written as a formal sum Z < S|w > w, where

wEZ*

< S|w > is the coefficient of the word w in S. A formal power series SEK € Z2 >
will be said quasiregular if and only if its constant term < S|e > is equal to 0.

The sum of two formal power series S and T is the formal power series S + T in
JK € Z > defined by :

VweZ®, <S5+4Tjw>=<Sw>+<Tlw>.

The Cauchy product, noted by “.”, of two formal power series S and T is the
formal power series S.T in JK € Z » defined by :

Vwe 2z, <STw>= Y,  <Su><Thp>.
%,vEZ° uv=w
The symbol “.” will be omitted when there is no ambiguity.
For any quasiregular formal power series S in JK « Z », S* represents classically

the formal power series 2 S™. In commutative variables, it coincides with the rational
n>0
fraction 1/(1 — S), and in this case we have §** = (1/(1~5))".

2. Symbolic calculus

2.1. Evaluation of formal power series
Let Z = {29, 2;,...,2m} be a finite alphabet.

Definition 2.1.1. : We will call input relative to Z the given of a vector
a=(a*® a" ... @) of piecewise continous real valued functions defined on a
compact interval [0,t] C IR, . Conventionally the O.component of any input is a*® = 1.

Following K.T. Chen ([2]), we will call path associated to the input a =
(a*® a* ... a*=), the time dependent vector £ = *(&;, &, ... &i..) defined
as follows :

veez, &= [ de= [ o
Thus we bave §;,(17) = / dp=17,and forany z € Z, £,(0) = 0.
0

In all the sequel, we suppose that the function f is Stieltjes integrable with respect
to {£:):cz defined over [0,t], (¢ 2 0), and f vanishes at zero. The unit step (vanishing
at zero) is noted “un” :

Vr €10,t], un(r)=1, un(0)=0.



Definition 2.1.2. : The Evaluation of the word w in Z* with respect to

the kernel f, for the mput a=(a* a* ... @*™)related to the finite alphabet Z,
is defined by induction on the length of w as follows :
fit) if w=g

E(fiw)(t) = !
w)(®) _/oia(f;v)(f) dé,(7) if w=vz.

This definition is extended to JK € Z % in the following way :

Definition 2.1.3. : We will call Evaluation of the formal power series S in
K &« Z » with respect to the kernel f, for the input a = (a*™ a* ... a*™)
related to the finite alphabet Z, when it is defined, the functional :

EfiS)= ) < Slw> Eulf;w).

we2*
In particular, for f = un, the Evaluation of the formal power series S in
K <« Z >, for theinput a = (a** a® ... a*m ) related to the finite alphabet Z, is

the function ([5],[6]) :
E.(S) = Ea(un; S).

According to the Fliess’ fundamental formula, we see the Evaluation of a formal
power series S can be viewed as 2 transform that associates to S the signal depending on
the primitives {{; },ez of the inputs functions, and the Evaluation transform is nothing
else as a generalization of inverse Laplace and Fourier transforms (5], (6]).

The two following lemmas can be obtained easily by induction :

Lemma 2.1.1. : Let u, v be two words in Z*. Then :
Ea(f3uv) = Eo(Ea(fiu)iv).

Lemma 2.1.2. : Let z be a letter in Z. For any n 2 1, we have :

T))"?
£ = [ 1S e ),

In particular, for z = 2y, we have :
e = [ &L

,r)n-l

(n—1)!

From the lemma 2.1.2., we can see that the Evaluation transform is an “extension
on noncommutative variables” of the exponential transform of the “ordinary generating
series” S = E cnz", which associates to S the “exponential generating series” &,(5) =

a0

dr.

Z fz well known in “combinatorics” ([4])
n>0 n!



Corollary 2.1.1. : Let z be & letter in Z. Then for anyn 2 0, £,(z")(t) = ﬁ-(,ﬁ

n!
- In particular, for z = zq, then for any n > 0, £,(20)(t) = 3—2-,

Theorem 2.1.1. : Let S and T be two formal power series in IK € Z >>. Let r
be a scalar. Then :

E(f;S+r.T)=E(f;S)4+rE(f;T).

Proof : The proof is immediate since the linearity of the ordinary integrals e
Theorem 2.1.2. : Let S and T be two formal power series in K & Z . Then :

E(f; S'T) = £¢(£¢(f§ S); T)'

Proof : Actually, by the definition 2.1.3., we have :

EE(fiS)T)= D 3 < Slu><Tlv> E(Eu(fiu);v)

wEZ* ve2Z"

= z 2 < Slu><Tjv > &(fiuv) (lemma 2.1.1.)
wE€Z" vEZ"

=£,(Z Y < Slu ><Tlv>uv)

“«€Z* vEZ"
=&E(f;S.T) o

The introduction of the kernel f for the Evaluation function £, ([5), [6]) allows to
give a notion of memory for the system. This kerne] can be viewed as the temporal mem-
ory of the system in the Volterra’s meaning as well as in the programmation meaning
(7)), that justifies our approach. So the Evaluation transform becomes a functional de-
pending on the kernel f and on the inputs {e*},¢z. For implement these functionals, we
used the A-notation of MACSYMA and the recursive internal representation by binary
trees of the linear combinations of the noncommutative rational fractions described by
(cozjo )2, (ex zj, )P 2iy (€225, )72 . Zi, (ck-12j,_, )Pz, (crz;,)*?*, where po, ..., px
are integers, co,...,Ci are complex pumbers, zj,...,2;, and z;,,...,2;, are letters.

Theorem 2.1.3. : (Convolution theorem) Let z be a Jetter in Z. Let H be the
formal power series on the only letter in z. The Evaluation with respect to the kernel f,
for the input a = (a* a*' ... a*™ ) related to the finite alphabet Z, of the formal
power series H is :

L E0 = [ e - 6H)



where h(£.(t)) the Evaluation of the formal power series H. In particular, if H is a
formal power series in IK < 2q >, then :

E(FE)) = [ -1

Proof : (i) First case : H = 2", n 2 0: For n = 0, the result is immediate. If
n > 0 then we have : :

E(fi2")(2) = / f(f)("(‘) f’g‘))ﬂ—ldf,(r) (lemma 2.1.2.)

_ / f(r)d[_(e,u) c,(-r))"]
_ [(e,m F1C) )] /(e,(t) 0 gy

(integration by parts)
- / BE:(t) = E(r)dF(r) (F(0) =0)).

(i) General case : H = anz", we have :
n20

8 (f’H)(t) - EHngc(fa n)(t)

n2>0

_ZH / ¢.(t) - &(T))ﬂdf(‘r) (case (1))

n>0
= /o h(E:(t) — E:(7))df (7).

In particular, for z = 2, since §,,(t) = ¢, then we have result o

Corollary 2.1.2. : Let G € K € Z > be a formal power series, and let H be a
formal power series on the only letter in z. The Evaluation with respect to the kernel f,
for the input a = (a*® @® ... a@*™) related to the finite alphabet Z, of the formal
power series GH is :

E(GH)(t) = < Gle > h({:(1)) + /; ‘ h(€:(t) = £:(7))dEa(G)(r),

where h(§,(t)) the Evaluation of the formal power series H. In particular, if H is a
formal power series in JK € zo >, then :

" EJ(GH)(t)= < Gle > h(t)+ /o ' h(t = 7)dEL(G)().



Proof : Actually, since GH = < Gle > H + G1H, where G, is the quasiregular
formal power series JKX < Z . Hence by the theorem 2.1.1, the Evaluation of the
formal power series GH, for the input @ = (a*® a®* ... a*~) related to the finite
alphabet Z, is < Gle > h(£:(t)) + £,(G1 H)(t). Using the Convolution theorem in the
particular case where the kernel f is the Evaluation of the quasiregular formal power
series G, we have the expected result o

3. Calculus examples

Example 3.1.

In this example, we compute the Evaluation of the series z° for any letter z and
for any integer n 2 0.

Lemma 3.1.1. : For any integer n 2 1, we have
Ea((az)"")(t) = exp(at:(t))gn(af:(2)),
where the g, are polynomials and verifie the following inductive equations :
1 if n=1

gn(afs(t)) = s (a1 + 0/; gama(a(6:(1) = E:())EE(T) i n>1.

Proof : Since E.((a2)*)(t) = exp(aé, (1)), we can write g, (af;(t)) = 1. We suppose
that the result is true for any v, 0 € v £ n—1. For v = n, we have (az)"" =
(az)*{az)*™1. By the induction hypothesis and by the corollary 2.1.2., we obtain :

80((02)‘n)(t) = exP(c’E:(t))gn-l(aE:(t))
+ /o exp(a(£s(t) = Ex()))gnos(@(Es(t) = &(r)))dexp(at.(7))

= exp(at.(t) [sn-s(ate(0) +o [ g..-1<a(e,(t)-e,(f)))de,(r)],

hence we have the expected result e

= (n- 1) (&) ()
Lemma 3.1.2. : The family go(af.(t)) = z ( i )—-’J'——-, forn 2 1, is the

. j=0
unique solution of the inductive equations :

1 if n=1

o8 O=1 g s(att) e [ mna(e@@ -GN # n>1



Proof : Given Gy =1 € K € Z », we have clearly g;(af,(2)) = £&(G;)(1) = 1.
Suppose that for any n > 1, we have gn(afs(t)) = E(G,)(1), with Go e K < Z > .
Thus we have (see the corollary 2.1.2.) £,(Gpn) = Ei(Gn-1)+Ea(@2Gn-)). This equation
is true if G, = (1 + @z)Gy,-;. In other words :

Gn=(+az)" = 2 (" J‘ 1)(az)f.
=

. )
Since &,((az)’)() = gg_{?;@L’ j > 0, then we have for any integern > 1:

n-1
gn(ab: (1)) = £.(G,)() = E(n l)(af;z’(t)

=0

By the lemma 3.1.1. and the lemma 3.1.2., we have the following proposition :

Propositon 3.1.1. : For any positive integer n, for any complex number a, we

have :
1 if n=0

Eal(az)™)(t) = = (n-1\[a&@) .
explal,(t)) ,E.o ( p >__J‘ if n>0.
In particular, for z = 24, we have :

1 if n=0

Eal(azo)™)(1) = = [n-1)(et)
exp(a t)z ( )———- if n>0.
5!

Pl

By the theorem 2.1.2. and the proposition 3.1.1., we deduce the following theorem

Theorem 3.1.1. : For any positive integer n, for any complex number a, we have

' ft) i n=0
n=1 n— 1 t
84”3 (02)."](t) = 1 ,Z% ( J ) /0 exp[a({,(t) - E,(T))]
L [“(f‘(t);.'! LN 4 (1) i n>0.

In particular, for z = 2, we have :
f@) ¥ n=0

Lalfiem)™)) = | 3 ("; 1) /o 'explat - r)]-[a—(t-i—t)—]idf(r) i n>0.

3=0



Example 3.2.

In this example, we compute the Evaluation of the formal power series S that
verifies the following polynomial equation :

S+ 5 Sz4+852%4...5.5:" =G,

where z is a letter of Z, and G a formal power series of X' € Z ». We have SK = G,
fn

where K is the formal power series of JK € Z 3 defined by Zﬂ;,z" with §o = 1.
k=0
Since the constant term < Kle > = f; = 1 does not vanish, then the formal power
series K ~1 exists and is a formal power series in the single commutative variable 2. Sup-
pose that K admits r complex distinguished roots yi,. .., of respective multiplicity
order my,...,m,. One can express unically X~ under partial fraction decomposition

r my
A
form ;;(_':‘)kﬂu,wherefm’ any ! € [1..r] and for any k € [1. my, A €C, and

ek
each H); is (#1) . Let hy;(£:(t)) be the Evaluation of Hy s :

hi(€:(1)) = exP(Ez(t)) § ( i 1)% (-E-i(—t-)')’ (proposition 3.1.1.).

TV R~ K

SoS= GK"’ca.nbeexpr&sseda.sZZ Ak GH, . By the theorem 2.1.1. and by

= o )t
the corollary 2.1.2., we obtain the Evaluation of S :

£.(5)(t) = EZ [< Gle> huale)+ [ m.k(e,m—&(r»as.(c)(f)]-

=1 k-l

Let us indicate that in the particular case z = zp, the above calculation corresponds
mutadis mutandis to the inverse Laplace transform in the study of linear control systems.

As conclusion, we can say that if the Fliess’ series is considered as a symbolic en-
coding of input /output behaviour of the nonlinear control systems, then the Evaluation
transform allows in return to easy derive the temporal behaviour from this symbolic
description, (see [6] for a simple obtaintion of the Taylor expansion of the Volterra ker-
nel). Thus, we get a generalization of the notion of transfer function (generating series
on one variable) and impulse response, encoding signals produced by linear or multi-
linear systems, and the Heaviside calculus (Fourier and Laplace transforms) as already
pointed out by M. Fliess and al. ([2], {3], [8], [9]). In the symbolic calculus for linear

control systems area, the integration operator is noted by uln Here, it coincides with
the letter 2o. And the letters z of the Fliess’ encoding alphabet Z plays an analogous



part : they encode the “Stieltjes integration operators”. And we have the following
Evaluations of some usual formal power series :

S £.(f:5)
2" /(Ez(t) E'(T))"df(‘r)
- o PPN (KO X)) e
"2l ,z...:o( . )/ecp((ezg:) () = gr(r)
zn (E!(t) 637 "d T
?;o‘" z: / f(r)
then, in particular
reyr | [ emeo-eowo
n20 ot
3 e [ (€ = et exples) - €xNH)
n20 01
S| [ st - et)
n>0 ot
S| [ s - )
n>0 0

In particular, for f = un, we have the following Evaluations ([5), {6}, [7]) :

S £.(5)
€ 1
A m
n! aet ;
z'",n > 1 exp(f,(t))}: (n 1) (fzﬁf))
n(¢
3 cas” e En(‘ )
n>0 n20

=) 2" exp(£.(t))

n20
Z nz" €:(t) exp(€:(2))
n2>0
> o(-nen cos(£:(1))
n20

(et ein(é ()

n>0




(1)
[2)
[3)

[4]
(8]

(6]
[7]
(€]
(]
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Evaluation Transform and its impementation in MACSYMA

V. Hoang Ngoc Minh & G. Jacob, LIF.L. - U.A. 369 C.N.R.S.
Université Lille 1, 59655 Villeneuve d’Ascq, France.

Abstract : Given & nonlinear control system, one can view its output function as a signal,
parametrised by the primitives of the input functions. This signal can be formally described by
its M. Fliess’ power series, that is a formal power series on noncommautative variables. Then the
semporal bebaviour of the system can be derived from this generating series via the “Evaluation
transform™. We emphasise notion of Evaluation transform, as gennliziig inverse Laplace trans-
form to the nonlinear area. Here, we present the main properties of this Evaluation transform, and
we conclude by presenting s consise implementation ia the algebraic system MACSYMA, allowing
» particularly quick computation.

1. Introduction and notations

The output y(t) of any control system can be symbolically described by its gene-

rating series § = Z < Slw > w ([4)), that is a formal power series on non-
weZ*
commutative variables belonging to a finite alphabet Z = {20,2;,...,2m}. By the

fundamental formula of M. Fliess ([4]), (also called “Peano-Baker formula”), the output

y(t) is 2 < Slw > / 6,w, where / b,w is the “iterated integral” associated to
weZ® 0

the word w. This formula presents the output y(t) as the “Evaluation” for the input

a = (a* @® ... a*™) of the generating series S, namely : y(t) = £.(S)(t) ([6),

[7]). This Evaluation function £, associates to any formal power series S (submitted to

some convergence conditions) the “output” £,(S)(t), obtained by replacing each word

w in S by its Evaluation & (w)(t). Then the Evaluation of S can be viewed as 2 signal

depending on the m + 1 parameters §,(t) = / a*(r)dr, z € Z ([6],{7]). This point

of view leads naturally to develop & noncommugative “symbolic calculus”, that genera-
lizes the Heaviside calculus ([4],[5]) in the nonlinear area. So, the notions of “transfer
function” (generating series on one varisble) and “impulsive response”, coding signals
produced by linear or multilinear systems, can be generalized to generating series on
m+1 variables and Volterra series, coding signals produced by nonlinear control systems
([4],15),19), [10]). And The Evaluation function £, corresponds to the “inverse Laplace
transform” ([6}, [7)).

In continuation of [6], [7], we have introduced a “kernel” for the Evaluation func-
tion ([8]). This kernel can be viewed as the “temporal memory” of the system in
the Volterra’s meaning as well as in the programmation meaning. So the Evaluation
transform becomes a functional depending on the kernel and on the inputs {a*}:¢z.
Here, this functional is implemented in the algebraic system MACSYMA by use of its
recursive definition and of the recursive internal representation by the “binary trees”
of the linear combinations of the “noncommutative rational fractions” described by
(c0zjo) P 2i, (c125, ) P 2i (€225, )72 . 2iy_y (C-12j,_, )P =2 20y (cu 25, )°P* , where po, . .-, Pk
are integers, cy,...,C; are complex pumbers, z;,,...,2;, and 2;,,...,z;, are letters.



Recall that a formal power series on the associative variables z € Z (non-
commutative if card Z > 2) with coefficients in A4 ([1]), is any mapping :

S:2" — A, w—< Slw >,

and the set of all formal power series over Z is denoted by A € Z 3. A formal power
series S will be written as a formal sum z < Slw > w, where < Sjw > is the

coefficient of the word w in S. A formal ;ower series S will be said quasiregular if
and only if its constant term < Sje > vanishes. The sum of two formal power series
S, T is the formal power series S + T defined by :

VweZ*, <S+Tjwu>=<Sjwu>+<Tjw>.
The Cauchy product, noted by “.”, of two formal power series S, T is the series formal
power S.T defined by :

VweZ®, <STjw>= Y, <Su><Tp>
8,9€2° svy=my
(“.” will be omitted when there is no ambiguity). For any quasiregular formal power
series S, S* represents classically the formal power series Z S™. In commutative varia-
20
bles, it coincides with the rational fraction 1/(1 - S) and §** = (1/(1~- §))".

2. Symbolic calculus

Definition 2.1. : We will call input related to a finite alphabet Z the given of
avectora=(a® a® ... a*m) of piecewise continous real valued functions defined
on [0,t] C JR,. Conventionally the 0-component of any input is a¢* = 1.

We will call path associated to the input a = (a* a® ... a*=), the time
dependent vector § =*(§;, £, ... &s, ) (K.T. Chen, [2]), defined as follows :

veez, &= [ )= [ )
Thus we bave §,,(7) = / " dp = 7, and for any i € [0..m), £,(0) =0.
0

In all the sequel, we suppose that the function f is Stieltjes integrable with respect
to {£;)}sez defined over [0,1],(t 2> 0) and f vanishes at zero. The unit step (vanishing
at zero) is poted “un” : Vr € ]0,t], un(r)=1, un(0)=0.

Definition 2.2. : The Evaluation of the word w with respect to the kernel
f, for the input a = (a* a* ... a*=)related to s finite alphabet Z, is defined by
induction on the length of w as follows :

J(t) if w=e,

E(f; = ]
(fi0)(®) /o E(fio)(7)de(r) H w=wvs.



Definition 2.3. : We will call Evaluation of the formal power series S with
respect to the kernel f, for the input a = (a*® a** ... a®™ ) related to a finite
alphabet Z, when it is defined, the functional :

E(fiS)= Y < Slw>Eu(fiw).

wEZ*

In particular, for f = un, the Evaluation of the formal power series S, for the
inputa = (a*® a@® ... a*™)related to a finite alphabet Z, is the function ([6),[7)) :

E.(S) = E(un; S).
We have the following fundamental results (the proofs can be found in [8]) :
(P1) Let S,T be two formal power series. Then £,(f;S.T) = E.(Ea(f;S); T).
(P2) Let S,T be two formal power series. Let r be a scalar. Then :
E(f;S+r.T)=E&(f;S)+r.8.(f;T).
(P3) Letz bealetterin Z. Let H be the formal power series on the only letter z

and h(£,(t)) its Evaluation. The Evaluation with respect to the kernel f, for
the input a = (a*® a®' ... a*™) related to a finite alphabet Z, of H is :

(B0 = [ BEa(t) - €l (T).

(P4) For any positive integer n, for any complex number a, we have :

! i) f n=0
fanrrrn<d S (-1 e mylal&® = &
£lfs(as)"™(1)= ,go( 2 ) feplatentn - O EOE 4y
if n>0.

According to the M. Fliess’ fundamental formula, the Evaluation of a formal power
series S can be viewed as a transform that associates to S the signal depending on the
primitives {£,};ez of the inputs functions, and the Evaluation transform is nothing
else as a generalization of inverse Laplace and Fourier transforms ({6], {7]). Hence,
the M. Fliess’ series, considered as a symbolic encoding of input/output bebaviour
of the nonlinear control systems, the Evaluation transform allows in return to easily
derive the temporal behaviour from this symbolic description (see the Annex A for
the Evaluation of some usual formal power series and see [7) for a simple computation
of the Taylor expansion of the Volterra kernel). Thus, we get a generalization of the
notion of “transfer function” (generating series on one variable) and “impulse response”,
encoding signals produced by linear or multilinear systems, and the Heaviside calculus
(Fourier and Laplace transforms) as already pointed out by M. Fliess and al. ({4}, [5), [9],



{10]). In the symbolic calculus for linear control system area, the integration operator
is noted by “%”. Here, it coincides with the Jetter 2,. And the letters z of M. Fliess’
encoding alphabet Z plays an analogous part : they encode the “Stieltjes integration
operators”. By (P3), we deduce a correspondence between certain convolutions of

signals and Cauchy products of a formal power series G € A € Z » and a formal
power series H on the only one letter z :

E.(GE)t)= < Gle> We:() + | h(t) - E(rEG)()

Note that there is some dissymetry this convolution formula and not at all in the linear
area, it is a consequence of the noncommutative nature of the Cauchy product of G and
H. The introduction of the kernel f for the Evaluation function £, ([6), [7]) allows to
give a notion of “memory” for the system. This kernel can be viewed as the “temporal
memory” of the system in the Volterra’s meaning as well as in the programmation
meaning, that justifies our approach. So the Evaluation transform becomes a functional
depending on the kernel f and on the inputs {a*},ez. In 3., we give an implementation
of these functionals in MACSYMA, by using the “A-notations”. The A-notation is
used for unnamed functions to indicate the correspondence between the variables of the
functions and the arguments that are to be substituted for them. This is elegant and
useful for passing functional arguments to the other functions.

3. One implementation in MACSYMA

3.1. A Choice of the internal representation

" In all the sequence, we will consider the formal power series which is linear combi-
nations of the “noncommutative rational fractions” described by :
(cozjo)°P°ziy(€12,) "7 2i; (€225, )72, . 2y (er-12j, ) P2 20, (a2, )P
where py,...,p; areintegers, cg,. .., Ci are complex numbers, z,,,...,2;, and z;;,...,2;,
are letters in Z.

For the internal representation, such a linear combination of noncommutative ra-
tional fractions can be an element of A, or a letter of Z, or an element of the form
S; ¢ S, where ¢ is one of the “binary operators” in {*, +, ., AA, a*}:

. For ¢ = “»” then S, is an element in A, S, is a formal power series (multiplication
by a scalar case).

. For ¢ = “4 " then S5;,5; are the formal power series (addition of two formal
power series case).

. For ¢ = “.” then §,, S, are formal power series (Cauchy product case).

. For ¢ = “AA” then S, is an integer, S, is a formal power series (noncommutative
exponentiation case).

. For ¢ = “A+” then S; is an integer, S} is a formal power series of the form az,
where a is an element in A and z is a letter (noncommutative rational fractions case).

Such a linear combination of noncommutative rational fractions can be represented
by & “binary tree”. The analysis of this tree, as of its sub-trees, can be described by
the functions Root (For the “root”), Left and Right (For the two “operants”). The
implementation in MACSYMA of these functions is given in the Annex B.



3.2. Presentation of the Evaluation algorithm

The implementation of the Evaluation fonctional £(f;.) is given as a recursive
definition, following the recursive structure of our non commutative rational fractions,
and the recursive properties of the Evaluations obtained by (P1) to (P4) :

if S is a real then multiplication the Evaluation of the empty word by a scalar,
see the definition 2.1.2. and P2.
else if S is a letter then Stieltjes integral of f with respect to the primitive
indexed by S, see the definition 2.1.2.
else if Root(S)="*"then multiplication by a scalar case, see P2
else if Root(S)="+"then addition case, see P2.
else if Root(S)="."then Cauchy product case, see P1
else if Root(S)="*"then noncommutative exponential case,
if Left(S) is a letter then letter repetition
case, see P3
else series repetition case, see P1
else if Root(S)="~*"then rational fraction case, see P4
else no more case able to treat.

In the Annex B, we give an implementation of the following MACSYMA functions

. “Lamb-exp(expr)” takes as argument an explicit expression expr of some
function on ¢, and returns as value the A—notation of the function defined by expr.

. “Somme(f1,f2)” takes as arguments two A—notations fl and £2, and returns as
value the A—notation of the function that associates to ¢ the sum “f1(t)+£2(t)".

. “Produit(r,f)” takes as arguments an real r and a A~notation f, and returns as
value the A—notation of the function that associates to ¢ the product “r«f{t)".

. ‘"“Stieltjes(f,z)” takes as arguments a A—notation f and a letter 2, and re-
turns as value the A—notation of the function that associates to ¢t the Stieltjes integral

/o £(r)dea(7).

. “Conv(f,z,n)” takes as arguments a A—-notation f, a letter £ and an integer n,
and returns as value the A—notation of the function that associates to ¢ the Evaluation
E.(f;22)(t) of the word 2®. Its implementation follows (P3)

. “Star-Jacob(f,S,n)” takes as arguments a A—notation {, the formal power series
S (on a single letter) and an integer n, and returns as value the A—notation of the
function associates to ¢ the Evaluation £,(f; S*®)(t) of the noncommutative rational
fraction S*2. Its implementation follows (P4).

. “Jacob(f,S)" takes as arguments a A~notation f and a linear combination of
the noncommutative rational fractions S, and returns as value the A—notation of the
function that associates to ¢ the Evaluation £,(f;S)(t).

3.3. Example

We will compute the Volterra approximation of the “output function” associated
to the formal power series S = (2o + z)°. One can express S as § = z3(2.27)" =
K

Zz;.(z.z(‘,)" + 2 23.(2.23)t ([7]). Hence the Volterra approximation, up to the
k=0 E>K+1



order K, of the “output” associated to S is the Evaluation of the K + 1 first terms of
K
the aboved expression : & ((z0 + 2)*) = 25‘(15,(z,z3)" )+ ...

(35
Let 25, 23, z3 encode the following “in::ut functions” ¢, exp(t), sin(t) respectively.
Using the function “Volterra(K,z)" given in the Annex B, we bave for K =5 :
(c40) Volterra(5,21); .
10 8 6 4 2 t
(t + 20t 4+ 80t + 480 t + 1920 t <+ 3840) Se

(c45) Volterra(5,22);

t 5¢t 3t 2t t
Se (8e + 10 Se + 20 %e + 45 8e + 44)

(445)  =-ccccccccccccccrrccrecctcnacccccecttcctrccncna-
120
(c50) Volterra(5,23);
t
(as0) - 8¢ (cos(5 t) - 20 cos(4 t) + 205 cos(3 t)

= 1360 cos(2 t) + 5810 cos(t) - 6556)/1920

4. References

{1] J. Berstel and C. Reutenauer, Rational Series and their languages, Springer-
Verlag, 1988.

[2] K.T. Chen, Iterated path integrals, Bull. Amer. Math. Soc., vol 83, 1977, pp.
831-879. '

[3] J. Davenport, Y. Siret and E. Tournier, Calcul Formel. Systémes et algo-
rithmes de manipulations algébriques, Masson, Collection E.R.], 1987.

[4] M. Fliess, Fonctionnelles causales non linéaires et indéterminées noncommuta-
tives, Bull. Soc. Math France, 109, 1981, pp. 8-40.

[5] M. Fliess, M. Lamnabhi and F. Lamnabhi-Lagarrigue, An algebraic ap-.
proach to nonlinear functiopal expansions, IEEE Trans. Circ. Syst., CAS-30,
1983, pp. 554-570.

[6) V. Hoang Ngoc Minh, Eléments d’un calcu symbolique pour les systémes
dynamiques non linéaires, Journées-Séminaire “Traitements Algébriques et Infor-
matiques des Séries Formelles Non Commutatives”, Lille, December 1988.

[71 V. Hoang Ngoc Minh and G. Jacob, Symbolic calculus and Volterra series,
IFAC Symposium “Non Linear Control Systems Design”, Capri, Juin 1989.

[8] V. Hoang Ngoc Minh and G. Jacob, Transformation d’Evaluation et Calcul
Symbolique pour les Systémes Non Linéaires, LIFL technical report, IT 168, 1989.

{8) M. Lamnabhi, A new symbolic calculus for the response of nonlinear systems,
Systems & Control Letters, 1982, pp. 154-162.

{10] M. Lamnabhi, Functional analysis of ponlinear circuits : a generating power
series approach, IEE proceeding, Vol. 133, Pt H, N° 5, 1986, pp. 375-384.



: Annex A
We have the following Evaluations of some usual formal power series :
5 Ea(f; S)

3 f (t

" / (§:(t) - 51(7)) df(r)
n-l

#"n21 > ("7 )/ explult) - € =D 5
j=0 n

Zcuzu E c"‘/ (68(0 fx("'» df(-r)

n20 n20

then, in particular

z' = § z'l
E nz"

n20

Z(—l)"z"‘

n20

E(_l)nzzn+l

n20

/; exp(£:(t) = €x(7))df(7)
[ €0 - e Derpie - 1)
/o‘ cos(£:(t) = &:(r))df(7)
/: sin(€:(t) = £:(7))df(7)

In particular, for f = un, we have the following Evaluations ([6], [7]) :

n20

n20

n20

n20

5 £.(5)
€ ln
-~ &
=l . §
21 i IO)> ( FHer

T
then, in particular
= Z 2" exp({;(t))

=20
}: nz" |
> (-1 cos(£4(1))
Y (=t (sin(6()

(¢
e En(‘)

n20

€:(t) exp(€:(t))




Annex B

Root(S):=inpart(S,0)$
Left(S):=inpart(S,1)$

Right(S):=if inpart(S,0)="." or inpart(S,0)="+" or inpart(S,0)="*"
then inpart(S,allbut(1)) else inpart(S,2)$

Lamb_exp(f):=block(i:i+1,1[i)(t):~factor(ratsimp(f)) Mi])$
Somme:lambda([f1,£2],Lamb_exp(f1(t+2(1)))$
Produit:lambda([r,f],Lamb_exp(r*£(t)))$
Stieltjes:lambda([f,z],Lamb_exp(integrate(f(tau)*a{z}(tau),tau,0,1)))$

Conv:lambda([f,z,n],Lamb_;exp(
if (f(t)=1) then Xi[z]}(t)"n/n!
else integrate(f(tau)*((Xi[z)(t)-Xi[z])(tan)Y\(n-1)/(n-1)!)*a[z)(tau),tau,0,t)))$

Star_Jacob:lambda([f,S,n],Lamb_exp(

if (f(t)y=1) then %e~(Jacob(un,S)(t))*sum(binomial(n-1,j)
*(Jacob(un,S)())"¥j'J,.0.0-1)

else sum(binomial(n-1,j)*integrate(diff(f(tau),tau)

*%e (Jacob(un,S)(t)-Jacob{un,S)(tau))

*(Jacob(un,S)(t)-Jacob(un,S)(tau))*j/j! tan,0,1),5,0,n-1)))$

Jacob:lambda([f,S],
if numberp(S) then Produit(S.f)
else if atom(S) then Stieltjes(f,S)
else if Root(S)="*" then Produit(Left(S),Jacob(f,Right(S)))
else if Root(S)="+" then Somme(Jacob(f.Left(S).t)Jacob(f,Right(S)))
else if Root(S)="." then Jacob(Jacob(f Left(S)),Right(S))
else if Root(S)=""" then if atom(Left(S)) then
Conv(f,Left(S),Right(S))
else Jacob(Jacob(f,Left(S)),
Left(SyM(Right(S)-1))
else if Root(S)="**" then Star_Jacob(f,Lefi(S),Right(S))
else print("Error in S ", S))$

Volterra(K,z):=block(

V[K 2):=Jacob(v[K-1,z],2.20"*1),
v[0,z]:1ambda([t], %e’t),
y(K,2]):=Somme(y[K-1,2],vIK,z]),
y[0,2]:v{0,2],

ylK.2)()$
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Comportement Entrée/Sortie des systémes analytiques
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Résumé : Nous présentons deux techniques de calcul du comportement Entrée/Sortie
d’un systéme dynamique non linéaire. La premiére exploite les expressions rationnelles
non commutatives, la seconde repose sur un théoréme de factorisation relatif a I’algebre
de Lie libre et au produit de mélange. On donne les grandes lignes d’une implantation
en Macsyma.

Abstract : We present here two computing methods of the Input/Output behaviour
of analytxcal nonlinear systems. The first uses noncommutative rational expressions,
the second is based on the factorization theorem related to free Lie algebra and shuflle
product. We give the sketch of an implementation in Macsyma. :

1 Introduction

Les séries formelles non commutatives sur un alphabet fini X = {z¢,21,...,2m} ont été in-
troduites par M.Fliess [3] pour coder le comportement entrée/sortie des systémes analytiques
non linéaires affines en la commande, de la forme :

§(t) = 3 Ye(g)a* (1),
(2) zeX

y(t) = h(g(2))-

. Ce codage s’est révélé un outil fécond pour aborder des problémes aussi divers que la
réalisation analytique locale minimale ({4}, [16,21), [22]), le découplage et la commande in-
teractive ([1], [10]), 'immersion dans un systéme linéaire ([1]).

Nous proposons ici de présenter deux techniques de calcul, exact ou approché, du com-
portement entrée/sortie d’un tel systéme (X). La premiére est basée sur le calcul des ezpres-
sions rationnelles non commutatives sur le monoide libre, la seconde repose sur un théoréme
de factorisation, relatif & 'algébre de Lie libre et an produit de mélange. Cette deuxiéme
technique a d’ailleurs déja été proposée par Huillet, Monin et Salut dans [23,24,25). Nous la
développons ici, pour l'implémentation, en utilisant la factorisation de Lyndon, (une version
plus générale concernant d’autres factorisations est en préparation).

Nos techniques sont & rapprocher, pour les distinguer, des algorithmes de calcul symbo-
ligue présentés par Fliess, Lamnabhi et Lamnabhi-Lagarrigue [5]. Ceux-ci en effet présentent

1
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comme données de leurs algorithmes les développements en série entiére des entrées {a®}:¢x,
ou mieux leurs transformées de Laplace-Borel, et donnent en résultat la transformée de
Laplace-Borel de la sortie. Elles demandent une premiére phase de calcul algébrique non
commutatif (en LISP), un transfert de fichier de données, et une seconde phase, pour le calcul
des transformées Laplace-Borel inverse. '
Dans ce travail, en continuité avec nos travaux sur la transformation d ’Evaluatzon ([9,11,
12,13]), nous cherchons & préserver le plus longtemps possible le paramétrage par les entrées.
Notre algorithme permet alors tout aussi bien de fournir I’ezpression paramétrée de la sortie,
que de calculer explicitement la sortie pour une entrée donnée, en utilisant toute la capacité
d’intégration formelle du systéme de calcul algébrique utilisé (actuellement MACSYMA).

2 Transformation d’Evaluation

Soit donc X = {zo,21,..-,Zm} un alphabet “de codage” en bijection avec les entrées {a }eex
(I’entrée a* est constante et égale 1).

Toute série formelle § (vérifiant une certaine “condition de convergence”, voir [3], (29]) est
le codage d’une fonctionnelle entrée/sortie, appelée aussi “opérateur de Fliess”( [29]). L'image
d’une entrée a par cette fonctionnelle n’est autre que l'image de § par la transformation
d’Evaluation ([9,11)]) :

t
£SO =T <S> Lwt)= T <S> / faw 1
wex® weX® °
On l’obttient donc en remplagant, dans ’expression de S, chaque mot w par son intégrale
itérée [ 8w,
0
Ainsi la sortie y du systéme (L), donnée par la formule fondamentale de Fliess :
y(t) = Z Y(w)o hl«o)&(w), 2)
weX®

ol pour tout mot w de X*, Y(w) représente ’opérateur différentiel :

Videntité si w=g,
H(w) = {Y,o,‘y(v) si w=1Iv ®)

est donc exactement I’Evaluation de la série génératrice z Y(w)oh «0) W du systeme ().
weX®
L’Evaluation d’une série S doit étre considérée comme un signal paramétré par les prim-
t .
itives des entrées, £-(t) = j a*(r)dr, oi z € X. En outre, nous définissons 1’Evaluation
0

d’une série S par rapport & un noyau f (qui est une fonction Stieltjes intégrable par rap-
port aux {£;}:ex et s’annulant en 0). Ces fonctions noyaux jouent le rile d’une “mémoire
temporelle” au cours de I’exécution récursive du programme ([13]), et correspondent aussi &
une Evaluation d’une série génératrice avec un “passé”. Plus précisément, la transformation
d’Evaluation avec noyau est définie comme suit :

Definition 2.1 Nous appellons Evaluation de la série formelle S par rapport au noyau f,
pour lentrée a, quand elle est définie, la fonction (de t et des £:(t)) :

E(f;iS)= Y <S> &L(fiw), 4)

weX*
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ot &(f;w) est ’Evaluation du mot w par rapport au noyau f, pour l'entrée a, définie par
récurrence sur la longueur de w comme suit :

f€Q@) si w=g,
‘ ; (8)
/o E(f;v)(r)dez(T) st w=vz.

L’Evaluation de la série formelle § (sans noyau) pour ’entrée a est donc aussi I'Evaluation
de § par rapport au noyau échelon unité :

&:(S) = & (un; S). (6)

On démontre alors les propriétés fondamentales suivantes ([12}) :

(P1) Soient S,T deuz séries formelles. Alors £,(f;S.T) = E(E(f:S);T).
(P2) Soient S,T deuz séries formelles. Soit r un scalaire. Alors :

Ea(f; 5+ 1T) = &(f;5) + r&a(fiT)-

L(fiw)(t) = {

(P3) Soient §,T deuz séries formelles. Alors E,(SwT) = £,(5)E(T).
(P4) Soit z une lettre de X. Soit H une série formelle en une seule lettre z et h(£.(t))

son Evaluation. L’Evaluation de H par rapport au noyau f, pour lentrée a relative a
Valphabet fini X, est :

EFE)D) = [ hEalt) = E(r)AF(ET)).
0

(P5) Pour tout entier n > 0 et pour tout nombre compleze @, on a :

n-l

oo =3 ("57) [ oot - ezl g,

§=0

ot l'on a posé (az)*" = (1 - az)™".

3 Approximations et expressions rationnelles
Soit G;, pour i = 0,..,k, une série sur une seule lettre z;,, et soit g;[¢;; ()] son Evaluation,

pour lentrée a relative & ’alphabet fini X. D’aprés les propriétés (P1) a (P5) I'Evaluation
de la série § = Gozi,G1...2i, Gk est ([9)) :

L oo (r)lontee, (7)€ () 90 ()= (7N, () i () )

Cette formule peut se généraliser & des séries G; échangeables sur plusieurs lettres. En effet,
si G; est échangeable, g; est une fonction analytique des {£:}.¢ex, dont G; est la transformée
de Laplace-Borel multidimensionnelle ([5]), ce qui s’écrit encore :

gt(f) = g‘(t)£!:)1~-° ’&m) = ga(G;). (8)
L’Evaluation de § = Goz;,G) ...z, G} est alors donnée par :

/Ot /: ... /: gol€(m))q1[€(r2) = €(n)). .. g6 — E(T)ldEz, (1) ... dEs,, ()
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Ceci s’applique en particulier aux séries échangeables de la forme G; = (Z a,z) (les oy
z€X
sont des nombres complexes), dont I’Evaluation est exp(z a,{,(t)). Tout ceci s’intégre

T€X
trés simplement au logiciel d’Evaluation déja présenté en [13)].

Cependant, nous ne savons pas Evaluer, en gardant le paramétrage des entrées, des ex-
pressions rationnelles aussi simples que (z0z;)", ni en général les appraximants de Padé
non commutatifs introduits en ({6,7,8), [28]). Il semble qu'il y ait Ja une limitation in-
trinséque : les “factorisations rationnelles” (basée sur le produit de Cauchy) sont mal adaptées
a I'Evaluation. Il convient donc de chercher un autre type de factorisation, basée sur 'algebre
de Lie et le produit de mélange.

4 Approximations structurelles nilpotentes

La formule fondamentale de M.Fliess (2), met en évidence V’opérateur différentiel :

H= Z E(w)Y(w), 9)

weX®

appelé aussi opérateur de transport dans [23,24,25] (voir également [26]), qui représente en
un certain sens la structure du systéme. On peut aussi décrire cet opérateur comme l'image
par la transformation & ® ) de la série formelle “double” :

Z w R w. (10)

weXe

Rappelons que ) est un morphisme de monoide pour le produit de Cauchy (ou de “con-
caténation”), et que £, est un morphisme pour le produit de mélange.
Or on peut obtenir une factorisation de cette série double grice au théoreme de PBW :

4.1 Base de Poincaré-Birkhoff-Witt

Théoréme 4.1 PBW.-Soit L une algébre de Lie et soit B = (P:)i>1 une base totalement
ordonnée de L. Alors {P P2 .- Pi» | t1,42,...,in 20, n 20et Py > P, >---> F;, }
est une base de l'algébre enveloppante de L appelée base de Poincaré-Birkhoff- Witt, et notée
PBW.B.

Notons Lie< X > Dalgtbre de Lie libre sur X. Son algébre enveloppante est 1’algébre
K< X > des polyndmes non commutatifs sur X. Soit donc B une base de Lie<X >, et
PBW.B la base de K< X > qui lui est associée par le théoréme précédent.

4.2 Base duale de la base pewWSB

L’espace vectoriel des séries formelles est naturellement isomorphe au dual de l’espace vecto-
riel des polyndmes non commutatifs. Cette dualité s’exprime par le produit scalaire suivant :

KgX» xK<X> — K
(S,R) — <S§|R>= Y <Slu><Rjw>
weX®



Approximatiops rationnelles et approximations structurelles nilpotentes 5

A la base PBW.B de K< X >, on peut associer la “base duale” {Sg}oepaw.s. Les séries Sg
sont définies par < §p|Q’'> = 68', pour @,Q’ € pew.s Elles vérifient :

pourtout R€E K<X>, R= Y  <S5IR>Q. (11)
QePBW.B
En particularisant aux mots w € X*, on peut alors écrire :

Ew@w = Zw@(qz <Sqlw>Q)

wex* weX® €PBW.B

) Z<Sqlw>w)®Q= Y 5%eQ (12)

QEPBW.B ‘weX* QePBW.B

4.3 Factorisation

On définit un produit sur K€ X » ® K< X >, en posant ( [15,18]) :
(51® A)(S52® ) = S1w5: @ Py P;.

La factorisation annoncée repose sur le lemme suivant ([18]) :

Lemme 4.1 Soit Q = P;; P;g .. P;: un polynéme de la base PBW.B. On a alors :

_ -1 wiy  owiz wik
50 = ST ik WSk, W wp, (13)
On en déduit alors le théoréme suivant ([18]) :

Théoréme 4.2 (de factorisation)

Z wvw= H exp(Sp ® P) (produit ordonné décroissant). (14)
weX* PeB
On a en effet,
Swew = Y 500Q
weX" QePBW.B

1 wity 2 Wik i i :
= P - 1pt2,, . ptk
= 2 Sp 'w Py, w w P, ® PP Pu

iy 1g 1P Il )
7Y 71 RRRE TR
Py >Py>>Pj,

£1,12 00008521
) Y :
= I (E;s: ®P’) = T[ exp(SF & P). (15)
Pes \izo ¥ PeB

Nous verrons que le calcul de cette factorisation est grandement simplifié si B est ]a base de
Lyndon, munie de l’ordre lexicographique.

5 Factorisation de Lyndon

5.1 Mots de Lyndon et bases associées
 6.1.1 Ordre lexicographique et classes de conjugaison.

Soit (X = {z¢,21,...,Zm }, <) un alphabet totalement ordonné. Un mot de longueur n est
une suite w = z;, Zi,...Z;, de n lettres de X. On notera |w| la longueur du mot w. On appelle
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ordre lexicographique l’ordre total sur X* défini comme suit : V u,v € X*, u < v siet
seulement si '

ou (1) Jw#etelque vw=v,
(#) 3z,y,z€ X" et a,b€ X tels que u = zay,v=zbz eta < b.

Pour cet ordre, on a ([17)) les deux propriétés suivantes :

(1) Vwe X®, u<y <> wu<uw
(2) SivguX*'Vw,ze X*, u<v = wuw<vz

On dit qu’un mot u est un facteur du mot v s'il existe z,y € X* tels que v = zuy. Si
z = ¢ (resp. y = €), on dira que u est le facteur gauche (resp. droit) de v, propresi y # ¢
(resp. z # €). Deux mots u et v de X* sont dits conjugués si il existe z,y € X* tels que
u=zyetv=yz.

5.1.2 Mots de Lyndon.

Pour plus de détails sur les mots de Lyndon, on peut consulter les références [2], [17] ou [18].

Definition 5.1 Un mot w € X* est un mot de Lyndon si et seulement si, il vérifie l'une
des deur propriétés, équivalentes, suivantes :

(i) il est strictement plus petit que tous ses conjugués,

(i1) il est strictement plus petit que ses facteurs droits propres.
On notera L l’ensemble des mots de Lyndon sur X.

Propriétés.
1. Soit b € L\X et soit m son plus long facteur droit propredans L. Si b = Im,le
couple o(b) = (I,m) est appelé la factorisation standard de b. Elle vérifie: | € L
etl<im<m.

2. b€ L est un mot de Lyndon si et seulement si

ObeX,
ub: Ilmavec Il,meL e l<m.

Ceci donne un moyen algorithmigque pour la construction des mots de Lyndon.

Lemme 8.1 [17),{19).- Soient b € L\X eto(d) = (I,m) sa factorisation standard, et
soit ¢ un mot de Lyndon vérifiant b < c. Alors le couple (b,c) est la factorisation standard
de bc si, et seulement si, ¢ < m.

Théoréme 5.1 Lyndon [17),(18).- Tout mot w € X" peut étre écrit de maniére unigue
comme susl:

w = 2.l (16)

ouchaque ;€L et I, >12> > 1.
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5.1.3 Base de Lyndon de Lie< X >.

Associons & tout mot de Lyndon b le polyndéme de Lie Py, défini récursivement comme suit :
P: = z pour z€X, an
P, = [P, P,), pour b€ L\X, tel que o(b) = (I,m).

Les polyndmes P, forment une base de Lie< X > appelée base de Lyndon ({17}, [27]). On
peut donc construire les mots de Lyndon, et les polyndmes de Lie associés, en les énumérant
par longueur, comme l'indique I’exemple 5.1.

Exemple 5.1 X = {z¢,2,},

Longueur | Mots de Lyndon | Base de Lyndon
1 Zo Zo
I k31
2 ZoZ3 {zo,21]
3 z3zy (20, [20, 21])
zoz} [[z0,21),21]

Mots et base de Lyndon : énumération lezicographique par longueur.
Soit alors w € X* un mot quelconque. Par la formule (16), on peut I’écrire :
w = [2... 0
On peut alors lui associer le polynéme :
Py=P}P?..-Pir
La famille { P, | w € X* } est exactement la base PBW.L de K< X > associée a la base de

Lyndon de Lie< X > par le théoréme PBW.
La construction de la base duale { S, | w € X* } découle du théoréme suivant ([18]) :

Théoréme 5.2 Le polynéme S,, défini par (11) peut étre défini récursivement comme suit :

€ s w=g¢,
S, = z;5, si w=z;v€L, (18)

- Wity wiz wiix . _ iz, .. [ .y
Tt WSy wewS, T s w=h I*, ot l; € L.

Cette définition récursive des S,, donne un algorithme simple pour les calculer.

6 Algorithmes et mise en oeuvre

6.1 Listes standard

Definition 6.1 Soit Ist = [uj,u2,...,un] une liste d’éléments de L. On dira que lst est
standard si et seulement si elle vérifie la propriété suivanite :

(5) ou W est une lettre,
s u; = zy tel que o(u;) = (z,y) alorsy > u;, j 2 i.
1. Si tous les facteurs u; sont des lettres, alors Ist vérifie (5),
2. Si Ist est décroissante (ie uy 2 u3... 2 u, ), alors Ist vérifie encore (5).

Une inversion est un couple (u;,u;41) extrait de Ist tel que u; < u;41.
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Factoriser(w)

Ist «— [21,232,*,Zn), Isty «— lst,

k «— inversion(lst),

TIant Que k # 0 Faire Debut
Isty «— [21,22,...,Zk.Zk41y- .-, Zn),
sty — [21732, ceey [zln zk+1]a vee azn]’
k «~— inversion(lst),

FinTQ

long «—— longueur(lst,),

long

w— Hlstl[t] P, — Hlstg[z],

Si 10"9 = 1 Alors lleb_u&
Isty[1] est un mot de Lyndon,
Ist;[1) est 1e polynome de Lie correspondant,

FinSI
Algorithme.1: Factorisation de Mots

6.2 Algorithme de factorisation

Les algorithmes présentés ici sont une extension de ceux présentés dans {19]. L’algorithme 1
utilise la notion de liste standard. Il permet simultanément une enumération des mots de
Lyndon, de la base de Lyndon de Lie< X > et de la base PBW.L jusqu’a un ordre donné.

Dans cet algorithme, inversion(lst) est une fonction qui renvoie la position, dans la liste
Ist, de la premiére inversion depuis la droite. Le "crochet” : [z, Zk+1] représente le crochet
de Lie et le point "." dans z4.744; représente le produit non commutatif (concaténation).

L’algorithme 2 permet de construire la base duale de pBW.L. 11 utilise V’algorithme
précédent pour factoriser un mot w € X*.

La fonction Gauche(w) extrait la premiére lettre du mot w. La fonction Transformer(lst;)
prend en argument la liste /st; construite par la fonction Factoriser et ]Ja transforme en une
liste de listes & deux éléments [mot de Lyndon,sa puissance].

La fonction Shufflen(lst;) prend en argument une liste de la forme :

Isty = [[l;,, 1), (U0 $2)s - - o [ s 8] -

Elle utilise la fonction Duale, la fonction Shufflep(P,n) qui calcule la puissance shuffle d’un
polyndme et la fonction Shuffle pour calculer

1

o ovatelt ¥ wDuale(l;, )* 2w ... wDuale(l;, )@,
1! g....

6.3 Calcul de ’approximation structurelle nilpotente d’ordre k

Soit £ = (l3,l3,...) une énumération des mots de Lyndon (on utilise par exemple 'ordre
lexicographique par longueur). Pour tout k € IV, on peut calculer I’approximation :

II exp(S, ® P;)  (ordre lexicographique).
i<k lez
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Duale(w)
Siw=1Alors1
Sinon Si w € L Alors
Gauche(w).Duale(reste(w)) .
Sinon Debut
Factoriser(w),
Isty «— Transformer(lst;),
Shufflen(lst;)
EinS]

Algorithme.2: Construction de la base duale

En Evaluant, on obtient un approximant de I’“opérateur de transport” H du systéme :

AH)= T exp(£.(5,)Y(P,)) (ordre lexicographique) (19)
iSklez

On appelle Ay(H) ’approzimant structurel nilpotent d’ordre k de H. On aura Ax(H) =
pour k assez grand si et seulement si I’algébre de Lie Y(Lie< X >) (algébre de commande de
(X)) est nilpotente.

Le calcul de Ax(H) nécessite le calcul des Evaluations £,(S51, ), qui découle immédiatement
du théoréme 5.2 et de la propriété (P3), et dont la programmation s’intégre naturellement &
I’Algorithme 2.
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Abstract

We develop some computing tools in order to obtain some technical results in
control theory, and their implementation via algebraic computation :

In the first chapter, we recall some results concerning formal power series on
commutative and noncommutative variables. We recall also some elements of free Lie
algebra.

. In the second chapter, we develop the basic tools of a symbolic calculus for non-
linear control systems by introducing the Evaluation transform. This transform genera-
lizes the inverse Laplace transform in the nonlinear area. It i1s also an extension on
noncommutative variables of the exponential transform of the ordinary generating series
to the associated exponential generating series.

. In the third chapter, we study a duality between Chen series and Fliess series. We
give a sum ezpansion for Chen sertes. This sum expansion allows us to obtain smlpl\
the Taylor expansion of Volterra kernels.

. In the fourth chapter, we study the nonlinear differential equations with forcing
terms. We propose a concise and efficient recursive method to compute the approxi-
mate solution (in MACSYMA) by transforming these equations (via Fliess series and
Evaluation transform) in convolution equations.

. In the fifth chapter, we use Fliess series and free Lie algebra to study the decoupling
problems for nonlinear control systems (disturbance decoupling problem, diagonal or
triangular decoupling problem and noninteracting control systems).

In the sixth chapter, we point out our choice of the internal representation,
in particular the binary trees for representing formal power series. We present our
recursive algorithms, in particular the use of A—notations in MACSYMA to compute
the Evaluation of the noncommutative rational fractions.

Key words
Algebraic computation, decoupling, formal power series, generating series, Lie al-
gebra, nonlinear control systems, nonlinear differential equations, symbolic calculus.
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Résumé

Nous développons certains outils informatiques, et les mettons en ceuvre pour obte-

nir puis implanter grace au calcul formel des résultats fins en théorie de la commande :

Dans le premier chapitre, nous rappelons des résultats concernant les séries
formelles en variables commutatives et non commutatives. Nous rappelons également
des éléments de 1’algebre de Lie libre.

. Dans le deuxieme chapitre, nous développons les bases d’un calcul symbolique pour
les systéemes dynamiques non linéaires en introduisant la transformation d’Evaluation.
Cette transformation généralise la transformation de Laplace inverse pour les systémes
dynamiques non linéaires. Elle est aussi une extension en plusieurs variables non com-
mutatives du passage de la série génératrice ordinaire a la série génératrice exponentielle.

. Dans le troisieme chapitre, nous étudions une dualité entre les séries de Chen et
les séries de Fliess. Nous donnons une graduation des séries de Chen. Cette graduation
nous permet d’obtenir simplement les développements de Taylor des noyauz de Volterra.

. Dans le quatrieme chapitre, nous étudions les équations différentielles non liné-
aires en régime forcé. Nous proposons une méthode itérative simple et efficace pour
calculer une solution approchée (en MACSYMA) en transformant ces équations (via les
séries de Fliess et la transformation d’Evaluation) en équations de convolution.

. Dans le cinquieme chapitre, nous utilisons les séries de Fliess et ’algebre de Lie
libre pour étudier les problémes de découplage des systémes dynamiques non linéaires
(rejet de perturbations, découplage diagonal ou triangulaire, systémes non interactifs).

. Dans le sixieme chapitre, nous indiquons nos choix de structures de données, en
particulier les arbres binaires pour représenter les séries formelles non commutatives.
Nous présentons nos algorithmes récursifs, en particulier 1'utilisation les A—notations
de MACSYMA pour calculer I’Evaluation des fractions rationnelles non commutatives.

Mots clés
Algebre de Lie libre, calcul formel, calcul symbolique, découplage, équations diffé-
rentielles non linéaires, séries formelles, séries génératrices, systémes dynamiques non
linéaires. ]






