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CHAPITRE 1 

INTRODUCTION GENERALE 

Le but de ce mémoire est de développer et étudier certains outils 
informatiques (séries formelles génératrices) et de les mettre en oeuvre pour 
obtenir puis implanter à l'aide du calcul formel (MACSYMA) des résultats 
fins en automatique non linéaire (calcul symbolique, équations différentielles 
non linéaires en régime forcé, découplage). 

CADRE SCIENTIFIQUE 

Pour mieux tracer le cadre scientifique dans lequel est effectué le présent 
travail, nous présentons d'abord les grandes lignes des techniques et résultats 
sur les séries formelles et la théorie des langages, le calcul formel et les systèmes 
dynamiques. 

Séries formelles non commutatives 

Les séries formelles en variables non commutatives ont été intro- 
duites pour la première fois par M.P. Schützenberger ([S2]) pour étudier 
les problèmes liés à l'informatique théorique, tels que la théorie des lan- 
gages et la théorie des automates. Il généralise le théorème de S.C. Icleene 
([K2]), qui établit l'équivalence des langages reconnaissables et rationnels, eil 
démontrant l'équivalence de la reconnaissabilité et de la rationnalité des séries 
formelles ((S31). IT montre ainsi le rôle fondamental joué, pour l'étude des séries 
formelles, par les repésent ations matricielles du monoïde libre, notamment les 
décompositions en représentations irréductibles, obtenant ainsi des résultats 
fins sur la croissance des coefficients ([S4]). 

Après M.P. Schützenberger, il faut citer les travaux de M. Fliess 
([F3]), G. Jacob ([JI]) et C. Reutenauer ([R2]). Ceux-ci ont développé uil 
ensemble d'outils fondamentaux, en lien avec la théorie des automates, et avec 
l'étude combinatoire du monoïde libre. En effet, M. Fliess, grâce aux matrices 
de Hankel, caractérise les séries rationnelles (une série est rationnelle si et 
seulement si le rang de sa matrice de Hankel est fini) et les séries à coefficients 
positifs. Avec les représentations matricielles, G. Jacob généralise la notion de 
boucle dans les automates finis (lemme de l'étoile), ce qui permet de résoudre 
des problèmes de décidabilité de la finitude de l'ensemble des coefficients des 
séries rationnelles. Tandis que C. Reutenauer caractérise les séries rationnelles 
par leur algèbre syntaxique (une série est rationnelle si et seulement si son 
algèbre syntaxique est de dimension finie) et il définit la notion de variété de 
séries formelles non commutatives au sens de S. Eilenberg ([El). Ces travaux 
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sont largement repris dans les livres de J. Berstel et C. Reutenauer ([BR2]), 
de W. Kuich et A. Salomaa ([KSI) et de A. Salomaa et M. Soittola ([SS]). 

Comme l'ont montré Chomsky et M.P. Schützenberger ([CS]) les lan- 
gages algébriques sont les supports des séries algébriques solutions d'un 
système d'équations algébriques propres à coefficients entiers positifs ou nuls. 
M. Nivat ([N2]), puis M. Fliess ([F3]), a montré que l'étude des séries 
algébriques dépend de façon fondament ale de l'étude des transductions ra- 
tionnelles des séries formelles. En introduisant la notion de transduction 
régulée (pour établir la réciproque du théorème de Shamir) G. Jacob montre 
que l'image par transduction rationnelle régulée (resp. algébrique régulée) 
d'une série rationnelle (resp. algébrique) est une série rationnelle (resp. 
algébrique), ouvrant ainsi la voie à l'étude des "familles agréables de séries 
formelles". W. Kuich ([K7]) a approfondi cette méthode dans une approche 
par des automates à pile "cycle-free" pour étudier les séries algébriques. 

Ainsi, les séries formelles en variables non commutatives bénéficient des 
acquis de la théorie des langages et de la théorie des automates. En retour, les 
techniques qu'elles développent et les résultats qu'elles obtiennent ont permis 
de nouvelles visions dans ces domaines. 

Ces développements font de l'algèbre des séries formelles un outil 
privilégié pour l'étude syntaxique des a.lgèbres d'opérateurs. En outre, l'algè- 
bre des séries formelles se revèle être un outil particulièrement bien adapté 
pour l'implantation de calculs effectifs dans les systèmes de calcul formel 
modernes. Elle conduit A des méthodes élégantes d'implantation (M.P. De- 
lest [Dl], C. Hespel & G. Jacob [HJ2], G. Jac,ob & N.E. Oussous [J02], 
P.V. Koseleff [K5]) qui utilisent des représentations non numériques et des 
manipulations algébriques de base. C'est d'ailleurs le développement de tels 
outils et de telles implantations qui constitue 1'a.xe principal de recherche de 
l'équipe S.hr.C..F. du L.Z.F.L. 

Le calcul forniel 

Le calcul formel est apparu da.ns les années 60, en même temps que le 
langage LISP (le premier langage de l'Intelligence Artificielle) qui se propose 
comme un langage évolué pouvant être utilisé comme un langage machine. 
Ainsi les machines LISP construites consistent à. manipuler des structures plus 
complexes que les variables numériques : les "expressions". A la même époque 
D. Knut h publie des livres traitant des algori thmes semi-numériques qui sont 
efficaces et rapides ([K3], [Ii4]). Ces possibilités de manipuler efficacement et 
rapidement des objets non numériques ouvrent la voie à. un traitement plus 
systématique que le "calcul littéral" cher aux physiciens. En effet, les lettres 
d'un alphabet de codage désignent non plus essentiellement des nombres mais 
a.ussi des objets du type polynôme, fonction, expression logique. On est amené 
également à utiliser des lettres non commuta.tives voire partiellement commu- 
tatives pour symboliser les opérateurs qui ne commutent pas forcément entre 
eux notamment les matrices, les dériva,t,ions, les intégmtions, les intructions 
d'un progra.mme. 
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Une étude systématique sur les structures libres (magmoïdes, monoïdes, 
groupes, algèbres de Lie, [VI]) associées à un alphabet de codage conduit à 
une programmation basée sur l'analyse syntaxique des expressions, style de 
prograrnma.tion parfa.itement adapté aux systèmes de calcul formel. 

Ainsi grâce aux techniques du calcul exact (sur les entiers et rationnels) 
et au développement du calcul sur les expressions algébriques (J.D. Lipson 
[L3]), le calcul formel permet d'assigner aux ordinateurs, dans le domaine du 
calcul scientifique, d'autres tâches que celle du calcul numérique, notamment 
intégration et dérivation fornlelles, intégration des équations différentielles 
linéaires, calcul matriciel (A.G. Akritas [A2], Buchberger et al. [BCL], Daven- 
port, Y. Siret et E. Tournier [DST]). De nombreux systèmes de calcul formel 
sont apparus (REDUCE, MACSYMA, SCRATCHPAD, MATHEM,4TICA, 
MAPLE ...) qui peuvent être considérés comme des outils permettant de 
traiter des problèmes non triviaux, de tester et valider des conjectures. De 
nombreux algorithmes ont été implantés sur ces systèmes de calcul formel 
notamment sur les polynômes et séries formelles en variables commutatives 
à coefficients entiers ou rationnels (factorisation, division exacte, simplifica- 
tion, bases standard ...). Cependant, bien qu'actuellement peu développée, 
l'implantation d'algorithmes concernant les polynômes et séries formelles non 
commutatives peut se faire très nahrellement dans ces systèmes de calcul 
formel. Une telle implantation peut contribuer d'une part, à la combinatoire 
énunlérative qui utilise les séries formelles pour coder des graphes ou des arbres 
(R. Con [C3]), pour dénombrer différentes structures combinatoires @.P. De- 
lest [Dl], Ph. Flajolet [FI], D. Foata [Fs]) et pour étudier la complexité de 
certains algorithmes (voir le logiciel ATfl de Ph. Flajolet, B. Salvy & P. Zim- 
mermann [FSZ]), et d'autre part aux systèmes dynamiques non linéaires par 
l'intern~édiaire des bases de l'algèbre de Lie libre (base de Hall, base Poincarré- 
Birkhoff-Witt, base Chen-Fox-Lyndon, [J02], [1<5] ) en tant que sous-algèbre 
de l'algèbre des séries formelles non commutatives. 

Les systèilies dyiiainiques 

Les systèmes dynamiques ont permis de modéliser de nombreux problè- 
mes physiques, économiques ou biomédicaux. Ils sont définis par une relation 
causale des entrées {az) ,Ez et une sortie y liées entre elles par un système 
d'équations différentielles faisant intervenir un vecteur d'état q évoluant avec 
le temps. Ces systèmes sont de la forme : 

où : 
- Z est un alphabet fini de lettres Z = {zO, z,, . . . , z,), 
- q est un élément d'une variété analytique réelle Q de dimension finie 

N ,  
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- pour toute lettre z E 2 ,  A, est un champ de vecteurs analytique sur 
Q, c'est-à-dire un opérateur différentiel linéaire de la forme : 

où les { A ~ } ~ ~ [ ~ . N I  sont des applications analytiques de la variété analytique 
réelle Q dans R, 

- pour toute lettre z E 2, a' est une application réelle continue sur 
R+, en particulier, azO est l'application constante et égale à 1, 

- l'observation h est une application analytique de la variété analytique 
réelle Q dans W. 

Pour une introduction aux concepts des systèmes dynamiques on poura 
consulter par exemple [B 11, [B4], [KI], [L5]. 

Parmi les systèmes dynamiques, on a beaucoup étudié (en utilisant 
l'algèbre matricielle) la. classe des sys t.èmes linéaires c'est-à-dire du type (L) : 

où : 
- le vecteur z appartient à un espa.ce d'état réel de dimension n, 
- le vecteur u est tel que cha.que composante est une application continue 

par morceaux de R+ dans R, 
- F et G sont des matrices de dimensions respectives n x n et n x rn et 

à coefficients dans IR, 
- 1'observa.tion H est une matrice p x n à coefficients dans R. 

En parallèle avec les méthodes basées sur l'algèbre matricielle, les systèmes 
linéaires ont été systématiquement étudiés par des techniques géométriques 
données par I47.M. MTonham et al. ([Ir], [hilIV] ...). Notons que dans le cadre 
linéaire, les champs de vecteurs sont calculés par : 

où pour tous entiers i, k E [l ..?XI, F,k est le coefficient d'indice i, k de la matrice 
F, 

où pour tous entiers j E [I..ni] et k E [l..n], G$ est le coefficient d'indice k 
du vecteur Gj . 
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Quand aux systèmes non linéaires, le langage adéquat passe par la 
géométrie différentielle dont les initiateurs sont R. Hermann ([Hl]) et C. Lo- 
bry ([L4]). Depuis de nombreux auteurs (J.P. Gauthier [Gl], A. Isidori [Il, 
B. Jakubczyk [J3], A. J. Krener [I<6], H.J. Sussmann [S5]) ont développé et 
approfondi cette méthode. Pour une lecture synthétique de ces travaux, on 
peut consulter le livre de J.P. Gauthier ([Gl]) ou de A. Isidori ([II). 

On sait que l'algèbre des séries cominutatives joue un rôle déterminant 
en géométrie (voir par ex. M.P. Malliavin [Ml]). De même, l'algèbre des 
séries formelles non commutatives trouve aussi sa place naturelle en géométrie 
différentielle. Elle permet une étude plus L'syntaxique" de la structure des 
systèmes. En effet, à l'observation h d'un système dynamique du type (NL) 
M. Fliess ([F5]) associe une série génératrice, qui est une série formelle en 
variables non commutatives, sur un alphabet fini 2, de la forme : 

où Iq(0) indique l'évaluation en 1'éta.t initial q(0) du système, et pour tout 
mot w du monoïde libre Z*,  A, représente l'opérateur différentiel suivant : 

La formule fondamentale de M. Fliess permet d'obtenir la sortie y(t) relative 
aux entrées {az),Ez pendant l'intervalle de temps [O, t], t 2 O, de la manière 
suivante ([F5]): 

où It 6.w est l'intégrale itérée associée au mot w définie par récurrence sur 
J O  

la longueur de w comme suit (nous utilisons une notation symétrique de celle 
de M. Fliess, ces deux notations correspondent aussi à celle introduite par 
KT. Chen [Cl]) : 

Cette formule n'est autre que la "formule de Peano-Baker" ([F5]) pour les 
systèmes bilinéaires (systèmes dont la série génératrice est rationnelle). 

Ainsi l'introduction des séries formelles en variables non commutatives 
en théorie du contrôle depuis 1976 a renouvelé la résolution des problèmes 
posés en automatique des systèmes dynamiques non linéaires et a déjà permis 
à M. Fliess et à son école d'obtenir des résultats algébriques fondamentaux, 
parmi lesquels nous citons : 
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. Calcul symbolique : le codage de M. Fliess conduit naturellement 
M. Lamnabhi ([L2]) et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([LI]) à développer un calcul 
symbolique non commutatif généralisant au domaine non linéaire le calcul 
de Heaviside (M. Fliess, M. Lamnabhi & F. Lamnabhi-Lagarrigue [FLL]). 
Ainsi, les notions de fonctions de transfert (séries génératrices à une variable) 
et de réponse impulsionelle, codant les signaux produits par les systèmes 
linéaires (ou multilinéaires), se généralisent aux séries génératrices à m + 1 
variables et aux séries de Volterra, codant les signaux produits par les systèmes 
(analytiques) non linéaires. Dans cette approche, ces auteurs donnent une 
justification théorique aux méthodes heuristiques en Physique qui utilisent 
le calcul de Heaviside dans le cadre non linéaire. Ils donnent aussi une 
nouvelle méthode ([FLL]) pour calculer itérativement une solution approchée 
des équations différentielles non linéaires en régime forcé. Pour cette méthode, 
les auteurs fournissent les approximants du type de Volterra qui sont les 
combinaisons linéaires de fractions rationnelles non commutatives de la forme 

où PO,. . . , p k  sont des entiers positifs, CO, .  . . , ck sont des nombres complexes, 
z ; ~ ,  . . . , zik sont des lettres d'un alphabet fini 2. Pour calculer le signal 
associé à ces approxin~ants, ils ont utilisé la tranforma.tion de Laplace-Borel 
inverse. Très récemment, G.Viennot et P. Leroux ont donné une interprétation 
purement combinatoire en utilisant des "arbres croissants", des "chemins de 
Motzkin" et des "histoires" ([VL]). 

, Découplage des systèmes dynamiques : dans l'étude du rejet de per- 
turbations pour les systèmes non linéaires D. Claude ([C3]) a utilisé conjoin- 
tement les séries génératrices et l'algèbre des champs de vecteurs. Ainsi les 
algèbres engendrées par les modules, remplaçant les distributions invariantes 
de l'approche géométrique, conduisent à une classe de lois de bouclage plus 
large que celle obtenue par les distributions invariantes. L'existence de la plus 
grande algèbre de découplage a été mise en évidence. Il montre aussi que 
l'obtention d'une caractérisation algébrique du découplage nécessite l'étude 
des systèmes non initialisés, et conduit à coder les systèmes dynamiques par 
leurs séries génératrices non commutatives à coefficients dans CW (Q), anneau 
des fonctions analytiques sur une variété analytique réelle Q. En introduisant 
le concept d'immersion ([CFI]), qui préserve le comportement d'entrée-sortie, 
et un choix judicieux de lois de bouclage régulier assurant le découplage, 
D. Claude donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un système 
non linéaire puisse, par bouclage, être immergé dans un système linéaire dont 
la dimension dépend des nombres caractéristiques. 

. Approximation des systèmes dynamiques non linéaires : partant du 
théorème de M. Fliess : 

Toute fonctionnelle causale analytique peut être uniformément ap- 
prochée par les fonctionnelles régulières, 
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C. Hespel G. Jacob approximent un système dynamique analytique de série 
génératrice S par un système régulier (système dont la série génératrice G 
est rationnelle) de rang minimal pour un ordre donné k (i.e. les sorties 
de ces systèmes ont le même développement de Taylor jusqu'à l'ordre k). 
L'algorithme est basé sur un calcul la série G ayant les mêmes coefficients 
que la série S, pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à k. Ces 
mots sont codés digitalement, pour rendre plus aisé le calcul des matrices 
de Hankel de S et de G. Ils associent alors à G la solution du problème. 
Ce problème non trivial a conduit les auteurs ([HJl], [HJ2], [HJ3]) à une 
meilleur approximation que celle de la linéarisation tangente. Dans ce travail 
les auteurs ont aussi développé des outils informatiques adéquats (les "IR- 
automates de champs de vecteurs") pour implanter à l'aide du calcul formel 
(MACSYMA) un algorithme calculant l'automate tronqué qui fournit un 
approximant bilinéaire (non nécessairement minimal) de S. 

. Réalisation locale minimale : après avoir implanté un paquetage des 
outils informatiques et algébriques (bases de Lie, mots de Lyndon, produit de 
mélange, calcul résiduel ...) pour traiter des séries formelles non commutatives 
en MACSYMA, G. Jacob et N.E. Oussous ont traité un problème technique de 
l'automatique ([J02]) : le problème du calcul de la réalisation locale minimale 
des séries génératrices finies (M. Fliess [F6], C. Reutenauer [R3]). Ils ont 
répondu à la conjecture de G. Jacob : 

Pour tout polynôme non commutatif, on peut trouver une réalisation 
locale minimale complètement polynômiale. 

Leur démonstration consiste en une implantation en utilisant des mots de 
Lyndon (G. Mélançon & C. Reutenauer [MR2]) pour la construction des 
coordonnées locales sur laquelle ils calculent l'observation et les champs de 
vecteurs. 

Ces travaux ont été prolongés dernièrement par les techniques d'algèbre 
différentielle dues essentiellement à J.F. Ritt ([R4]). Ces techniques ont 
été introduites par M. Fliess ([F7]) pour étudier une classe de systèmes 
dynamiques définie par des équations implicites différentielles algébriques. 
Ces travaux permettent une nouvelle compréhension de notions telles que la 
commandabilité, l'inversibilité, la réalisation ... (S. Diop [D2], C. Moog [M2]). 
On pourra aussi consulter les deux livres [Pl] et [P2] de J.F. Pornrnaret pour 
une étude récente approfondie des techniques algébrico-différentielles et leur 
applications notamment en automatique. 

PRESENTATION DU CONTOUR DU MEMOIRE 

Les techniques de calcul et d'implantation développées dans ce mémoire 
présentent une méthode nouvelle et différente pour la programmation par 
rapport au logiciel déjà présenté par divers auteurs. Les différences avec les 
techniques de ces auteurs sont abordées à l'introduction de chaque chapitre. 
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Nos résultats sont déjà présentés succintement dans ([H2], [HJ4], [HJ5], 
[HJ6], [HJ7], [HJ8], [HJO]). Nous allons présenter notre contribution en six 
chapitres : 

. Dans le premier chapitre, nous rappelons des résulats concernant 
l'algèbre des séries formelles en variables commutatives et non commutatives. 
Nous abordons aussi des questions de convergence de ces séries. Nous rap- 
pelons également des éléments de l'algèbre de Lie libre en tant que sous algèbre 
des séries formelles, et nous montrons certains résultats généraux pour étudier 
les champs de vecteurs sur les variétés analytiques. 

. Dans le deuxième chapitre, nous développons les bases d 'un calcul 
symbolique pour les systèmes dynamiques non linéaires. Nous en déduisons un 
théorème de correspondance entre certains produits de convolution de signaux 
et le produit de Cauchy des séries génératrices (codant les signaux produits 
par les systèmes dynamiques non linéaires). Si les séries génératrices sont 
considérées comme un codage symbolique du comportement entrée/sortie des 
systèmes dynamiques non linéaires, la transformation d'Evaluation, que nous 
introduisons pour ce calcul symbolique, permet en retour de déduire simple- 
ment le comportement temporel de ces systèmes à partir de leur description 
synlbolique. Notre résultat le plus général est le calcul de 1'Evaluation des 
combinaisons des séries de la forme : 

où les séries Go,.  . . , Gk sont échangeables et zi,, . . . , z;, sont des lettres. La 
transformation d'Evaluation peut être considérée comme une généralisation 
de la transformation de Laplace inverse pour les systèmes dynamiques non 
linéaires. Elle est aussi une extension en plusieurs variables non commutatives 
du passage de la série génératrice ordinaire à la série généra.trice exponentielle, 
bien connu en combinatoire énumérative étudié notamment par D. Foata et 
Ph. Flajolet. 

. Dans le troisième chapitre, nous étudions une dualité entre les séries 
de Chen  et les séries de Fliess. Nous donnons une condition suffisante pour 
qu'une série de Fliess soit "évaluable" au sens du deuxième chapitre. Nous 
redémontrons un résultat concernant la concaténation des séries de Chen en 
utilisant un lemme de translation temporelle. Nous donnons une graduation 
des séries de Chen basée sur l'égalité (zo + z)* = z,"(zz,")* (comme l'avait 
fait M. Fliess pour les séries génératrices en "réarrangeant les termes"). Cette 
graduation nous permet d'obtenir simplement les développements de Taylor 
des noyaux de Volterra. 

. Dans le quatrième chapitre, nous montrons que la transformation 
d'Evaluation permet aussi d'étudier les équations di$érentielles n o n  linéaires 
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e n  rég ime  forcé du type : 

où u est l'entrée, y est la sortie, les c u l , .  . . ,a, et les PZ,. . . ,Pd sont des 
constantes, et les conditions initiales sont nulles. Notre méthode consiste à 
transformer (via les séries génératrices et la transformation d'Evaluation) ces 
équations différentielles en des équations intégrales du type : 

Nous proposons une méthode itérative simple et efficace pour calculer une 
solution approchée de ces équations intégrales. Nous donnons des exemples 
de calcul en utilisant MACSYMA. 

. Dans le cinquième chapitre, en utilisant les séries de M. Fliess, et en 
utilisant des calculs dans l'algèbre de Lie libre, nous étudions le découplage des 
s y s t èmes  dynamiques  n o n  linéaires (linéaires en la commande) par bouclage 
analytique par retour d'état. Nous adaptons, en vue d'une implantation en 
MACSYMA, la technique développée par D. Claude, qui utilise les séries 
génératrices non commutatives à coefficients fonctions analytiques, dans le 
cas plus général du découplage d'un sous ensemble de sorties par rapport à 
un sous ensemble d'entrées. Nous retrouvons en cas particulier des résultats 
concernant les problèmes suivant : 

- Rejet de Perturbations. 
- Découplage k-bloc Diagonal. 
- Découplage k-bloc Triangulaire. 
- Systèmes Non Interactifs. 

Cet te technique se distingue des approches du type géométrie différentielle ou 
algèbre différentielle par le fait qu'elle s'oriente vers le calcul effectif des lois 
de bouclage analytique. 

. Enfin, dans le sixième chapitre, nous indiquons nos choix de structures 
de données pour implanter nos algorithmes en MACSYMA, en particulier nos 
choix de représentat ion des séries formelles  en variables non commutatives 
par les "arbres binaires". Nous donnons ensuite des programmes écri ts  e n  
MACSYMA permettant de calculer les dérivations successives d'une fonction 
analytique de Cw(Q), les nombres caractéristiques et la matrice de commande 
de chaque système. Nous terminons par une description de nos algorithmes 
récursifs, en particulier l'algorithme d'Evaluation utilisant les "A-notations" 
de MACSYMA pour calculer le comportement temporel des systèmes dy- 
namiques à partir des fractions rationnelles non commutatives de la forme : 

où po, . . . ,pk sont des entiers positifs, C O , .  . . , ck sont des nombres complexes, 
Zj,, . . . , zjk et zi,,. . . , z;, sont des lettres d'un alphabet de codage. 
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Les travaux et techniques que nous présentons ci après conduisent à 
penser que les outils de l'informatique théorique d'une pa.rt et l'utilisation 
adroite du calcul formel de l'autre peuvent jouer un rôle croissant en automa- 
tique non linéaire, aussi bien pour les trava.ux f0ndarnenta.u~ que pour les 
applications. Nous espérons que nos trava.ux ultérieurs pourront y contribuer. 



CHAPITRE 1 

CADRE GENERAL 

1.0. Iiitroduction 

Dans ce chapitre, nous rappelons des résultats concernant l'algèbre des 
séries formelles en variables commutatives ([Al], [G2]) et non commutatives 
([BR2]). Nous abordons aussi des questions de convergence de ces séries. Nous 
rappelons également des éléments de l'algèbre de Lie libre ([VI]) en tant que 
sous algèbre des séries formelles, et nous montrons certains résultats généraux 
pour étudier les champs de vecteurs sur les variétés analytiques ([Gl], [II). 

1.1. Mots  e t  laiigages s u r  uii alphabet 

Soit Z un ensemble fini non vide que l'on appelle alphabet.  Un élément 
de Z est appelé lettre. Un mot  u~ (sur 2)  est une suite de lettres de Z : 

La longueur d'un mot w est notée Iw 1 (ici 1w 1 = k). La suite vide, que l'on 
appelle aussi mot  vide, sera. noté e, (le1 = O). On note lwlz le nombre 
d'occurrences de la lettre z dans le mot W. On a clairement : 

On note Z* l'ensemble des mots sur Z.  On note a.ussi  ensemble des mots 
de longueur k, k > O, on a clairement : 

On définit le produit des deux mots u et v de Z* par la "juxtaposition" 
des deux suites u et v .  Ainsi, si : 

dors  le produit de deus mots IL et v est le mot w de Z* : 

W = Zj,  Z j2  . . . Z j k  Zi, Zi2 . . . %il. 

15 
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Ce produit est associatif et non commutatif, et admet E comme élément neutre. 
Z* muni de ce produit n'est autre que le iilonoïde libre engelidré pa r  
l'alphabet Z ([VI]). 

Une partie L C Z* est appelée langage sur l'alphabet Z. Soient LI ,  L2 
deux langages sur Z. Le produit, noté de deux langages LI et L2 est le 
langage LI. L2 défini (par extension de celui des mots) comme suit : 

L1.L2 = {w E Z*, W = WlW*'  W1 E LI'  w2 E ,521. 

Ce produit est associatif, et a.dmet {E) comme élément neutre. Lorsqu'il n'y 
a pas d'ambiguïté, on omettra le symbole ".". 

L'ensemble F(Z*) des parties de Z*, muni de ce produit, est un 
monoïde. Soit L E F(Z*). On note Lk, k 2 1, le langage sur Z défini par : 

Et on pose L0 = {E). On définit également sur F(Z*) l'opération étoile d'une 
partie L de P(Z*) par L* = U Ln. Les trois opérations de produit, d'union et 

k/O 

d'étoile sur F(Z*) sont désignées sous le terme d'opératioiis ratioiiiielles. 

Soit Zl une partie de Z . On pose Zo = Z \ Z1, d'après ([SS]) on a : 

En particulier, si Z1 = {zO), alors : 

1.2. Séries foriiielles s u r  uii alphabet fini ([BRZ]) 

Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle série forillelle à 
coefficieiits dans  A e n  les indéteriiiiiiées associatives z E Z (noil 
comiîlutatives si cardZ 2 2), toute applica.tion : 

et on note A < Z » l'ensemble des séries fonnelles sur Z. Une série formelle 
S sera notée comme une somme infinie : 
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Une série S E A < Z > est dite propre si et seulement si son terme 
constant, < Sir >, est nul. 

Soit L un langage sur Z,  on appelle série caractéristique de L, la 
série car(L) de A « 2 > définie par : 

c'est-à-dire : 

Soit S une série de A « Z >. Le support de S est le langage sur Z d é h i  

Soit L un 1anga.ge sur Z ,  on a : 

Soit S une série formelle de A « Z », on a : 

car(supp(S)) = S Vw E Z*, < SIu? >E  {O, 1). 

Toute série formelle à coefficients dans {O, 1) p.eut être identifiée à son support. 
Ainsi, pour tlout langage L sur Z, on note encore L sa série caractéristique. 

Soit S une série formelle de A « Z >. On définit l'ordre de S, que 
l'on note w(S), par : 

$00 si S = O, 
u(S) = { 

inf {lu] 1,  u~ E supp(S)) si S # O. 

Une série formelle P de support fini est appelée polyiiôiiie. Le degré 
de P est d é h i  par : 

On note A < Z > l'ensemble des polynômes à coefficients dans A en les 
indéterminées associatives z f Z (non commutatives si card Z > 2). Chaque 
série formelle S de A « Z » peut être considérée comme une forme linéaire 
s u r A < Z > :  

Ainsi A < Z > est identifiée au dual de A < Z >. 
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1.3. Calcul de  résiduels sur  A « Z » 

Définition 1.3.1. : Soit S une série formelle de A « Z >. Soit u un 
mot de Z*. Nous appelons résiduel à gauche (resp. droite) d e  S pa r  u, la 
série formelle u a S (resp. S D u )  de A « Z » définie par : 

Vw E Z*, < u a S(u! > = < Slwu > (resp. < SD ulw > = < S1ub >). 

Remarque : Pour toutes lettres x, y de Z, pour tout mot w de Z*, 
nous avons : 

x a (wy) = SEw, 

où 62 est le symbole de Kronecker usuel. 

Nous pouvons vérifier aisément que pour toute série formelle S de 
A « Z » :  

c a S = S ~ c =  S, 
Vu E Z*, supp(uaS) = {UT E Z*( wu E supp(S)) 

supp(S D u) = {w E Z*I uw E supp(S)), 

Vu, V E  Z*, v a ( u a S ) = v u a S  

( S D U ) D V = S D U V  
( U  ~ S ) D V  = ~ ~ ( S D V ) .  

Nous avons ainsi défini deux actions de Z* sur A < Z B. La première, 
notée par "a", agit à. gauche. Et la. seconde, notée par "D", agit à droite. 
Chacune des deux a.ctions est associa.tive et commu te avec l'autre. 

Nous étendons ces deus actions à A < Z > de la. manière suivante : 

Défiiiition 1.3.2. : Soit S une série formelle de A « Z ». Soit P un 
polynôme de A < Z >. hTous appelons résiduel à gauche (resp. droite) d e  
S par P, la série formelle P a S (resp. S D P) de A  < Z » définie par : 

(resp. < S D  Plw > = < SIPtu > = < S[vw >< P ( v  >). 
vEZ' 

Et nous a.vons encore, pour toute série formelle S de A « 2 > : 
VP, Q E A < Z > ,  Q a ( P a S ) = P Q a S  

( S D P ) D Q = S D P Q  

( P Q S ) D Q = P ~ ( S P Q ) .  
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1.4. Soiiiiiie e t  produit  des  séries fornielles 

1.4.1. Soiiime des séries forilielles 

La. sonime, notée "+", de deux séries S et T de A « Z > est la série 
S + T de A « Z > définie par : 

La somme est une opération associative et commutative. 
On vérifie aisément que : 

VS, T E A « Z », w(S + T) 2 inf{w(S),w(T)), 

Vp, Q E A < Z >, deg(P + Q) 5 m={deg(P),deg(Q)). 

1.4.2. Produit de Cauchy 

Le produit  de Cauchy, noté ".", de deus séries T et S de A « Z » 
est la série T.S de -4 « Z » définie par : 

Vw L.E Z*, < T.Slw > = x < Tlu >< Slv > . 
u,uEZ*,uv=uJ 

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, on omettra le symbole ".". 
A « Z >, muni de la somme et le produit de Cauchy, est un anneau 

(non commutatif) : 
. 1'associati~-ité est héritée de l'associativité dans Z*, 
. la djstributivité se montre par simple vérification. 
011 identifie tout a E A à la la série ar. A s'identifie dors à un sous- 

anneau unitaire de A « Z ». Donc A « Z » est une A-algèbre, et donc 
aussi un Amodule (à gauche et à droite). 

De même, pour le produit de Cauchy, A < Z > est une sous-algèbre de 
A « Z » .  

Pour toute série formelle propre en variables non commutatives S, la 
série formelle S* est l'inverse à gauche et à droite de la. série formelle (1 - S )  
pour le produit de Cauchy ((BR21). En vasiables commutatives, S* c6ïncide 
avec la. série formelle (1 - S)-', et on a : 

Soit zo une lettre de 2. On pose Zo = Z \ {zo). On note z,' (resp. 
Z*, Z;, Z k ,  Z$, k 2 0) la série caractéristique du langage z i  (resp. 
Z*, Z$, 2" ZZ,", k > O), les séries z;, Z*, 2," s'écrivent alors : 
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Et d'après 1 .l. on a : 

Par conséquent, soit S une série formelle de A < Z >, S peut s'écrire : 

où l'on a posé pour tout entier positif k : 

1 A.3. Produ i t  de  niélange ( [F3])  

Le produi t  d e  iiiélange d e  deux  mots d e  Z* est le polynôme 
homogène de degré lu1 + I U  1, défini récursivement comme suit : 

pour tout mot u :  U U E =  ewu= u 

pour tous mots u , v  et toutes lettres x ,  y : u x u ~ v y  = [ ( U X ) U V ] Y  + [ u ~ ~ I ( v y ) ] x  

ou e~zcore : xuu~yv  = ~ [ ( X U ) L U V ]  + x[uw(yz~)]  

Plus généralement, nous avons pour tous mots vl ,  . . . ,un de Z*, et pour toutes 
lettres X I , .  . . '2, de Z : 

Le polynôme uulv est à coefficients entiers positifs et il est clair que ce produit 
est associa.tif et  commutatif. Il s'en suit immédiatement les deux résultats 
suivants : 

Leniille 1.4.3.1. : Soit P un polynôme de A < Z >. On note som(P) 
la. somme des coefficients de P : 

Soient u, v deux mots de Z*.  La somme des coefficients du pol.ynôme 
U U Z )  est 
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En particulier, pour toute lettre z de Z,  on a : 

x A +  p ,*+p VA, p > O ,  z m i p =  ( ) 
Preuve : 
. Le résultat est immédiat pour u = E OU v = e.  
. Supposons que le résultat soit vérifié pour tous mots u, v tels que 

IuvJ 5 n. 
. Soient u, v deux mots de Z* tels que luvl = n + 1. On peut écrire 

u = u1x et v = vly alors: 

d'où : 
som(uul v) = som(((u1x)u~ V I )  y) + som((ulu (VI Y))x). 

Or d'après l'hypothèse de récurrence on a : 

par conséquent : 

Lemme 1.4.3.2. : Pour tout mot w de Z*, pour toute lettre z de Z 
et pour tout entier positif n on a : 

( U Z ) ~ ~  = ~ [ ( u z ) ~ ~ - ~ u u ] z ,  

où ( U Z ) ~ "  désigne le polynôme U Z L U ( U Z ) ~ ~ - ~  et (UZ)UO est le mot vide. 

Preuve : 
Il suffit appliquer la définition et la propriété commutative du produit 

de mélange 

Le produi t  d e  Hurwitz  (ou produi t  d e  mélange) de deux séries 
formelles S e t  T de A « Z >, noté encore "u", est la série formelle SUT de 
A < Z > définie par : 

SUT = C < Tlu >< Slv > uuv. 
u,vEZ' 

Ce produit est associatif, commutatif, et distributif par rapport à la somme. 
Muni de la somme et du produit de mélange, A « 2 > est une A-algèbre 
commutative. 

Pour toute série formelle S et pour tout entier positif n, la série formelle 
Sun désigne la série SusLLin-I et Sul0 est la série 1. 
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Lenlnle 1.4.3.3. : Les résiduels à gauche et à droite par une lettre de 
Z sont des dérit,-ations pour le produit de mélange. 

Preuve : 11 suffit de montrer que l'on a pour tous mots u, v de Z * et 
pour toute lettre z de Z : 

. Le résultat est évident pour u = r ou v = é. 

. Nous supposons que le résultat soit vrai pour tous mots u, v de Z* 
vérifiant O 5 luvl 5 n. 

. Si Iuv) = n + 1 dors nous pouvons écrire u = ulx et v = vly avec 
x ,  y E Z, ul, VI E Z* et lulvl = luvi\ = n. 

En utilisant la. définition récursive du produit de mélange, nous a.vons 
pour toute lettre z : 

La preuve pour le résiduel à droite est similaire en utilisant la. définition 
récursive symétrique 

Définition 1.4.3.1. : ([F3]) Soit S une série formelle de A « Z B. 
La série S est échangeable si et seulement si deux mots ne différant que par 
l'ordre des lettres, ont même coefficient. On peut aussi écrire pour tous mots 
u, v de Z* : 

71 s'en suit que S est échangeable si et seulement si S peut s'écrire sous la 
forme : 
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On peut montrer facilement que pour toutes séries sur une seule lettre 

la. série Pl ru . . . ~u Pk est échangeable car : 

On vérifie facilement que la série (2 a..) est échangeable c a  : 

1.4.4. Crocliets d e  Lie 

On définit le crochet d e  Lie de deus polynôn~es P, Q par : 

Il est anticommuta.tif et vérifie l'identité de Jacobi. 
On note Lie < Z > le plus petit sous Amodule de A < Z > qui 

contient des lettres de Z et qui est stable par crochet de Lie. On sait que 
Lie < 2 > est l'algèbre d e  Lie libre s u r  Z ([VI]). Un élément de Lie < Z > 
est appelé polynônie d e  Lie sur 2. Tout polynôme de Lie est propre. 

Une série S de A « 2 », est appelée série d e  Lie si elle s'écrit (de 
manière unique) : 

où pour tout k 2 1, Pk est un polynôme de Lie homogène de degré Ic ([JOl]). 

On définit le crocliet d e  Lie de deux séries S = Pk, T = Qi 
n-11 121 

par : 

où pour tout k, 1 3 1, Pk, QI sont des polynômes de Lie homogènes de degré 
k et 1 respectivement. 

Pour ce crochet, l'ensemble Lie < Z » des séries de Lie sur Z à 
coefficients dans A est une algèbre d e  Lie. Toute série de Lie est propre. 
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1.5. Topologie discrète sur A « Z » et sur Lie « 2 > 
L'anneau A est supposé muni d'une topologie discrète. On définit une 

distance ultramétrique sur A « Z > en posant, pour toutes séries formelles 
S e t T d e A « Z » :  

d(S, T )  = 2 - ~ ( ' - ~ ) .  

On obtient un le système fondamental de voisinages de zéro {Ok) k > O  - 
dans A « Z » en posant : 

On a alors : 

par conséquent : n 01 = {O}. 
'20 

La topologie discrète de Lie « Z » est la. topologie induite par la. 
topologie discrète de A « Z ». On a. donc dans Lie Z » le système 
fondamenta1 de voisinages de zéro : 

A « Z » (resp. Lie « Z ») est le coiilplété séparé de A < Z > 
(resp. Lie < Z >) pour ce système de voisinages {Ot)r>o (resp. 

Soit ( S x ) k > 0  une suite de séries formelles de A « 2 ». La liiiiite dans 
A a Z > de cette suite peut être calculée coefficient par coefficient. Plus 
précisement : 

S = lim Sk w Vw E Z*, < Slul > = lim < Sklw > .  
k-00 k-00 

Donc la suite ( S k ) k > 0  - converge si et seulement si, pour tout, mot ui de Z*, la. 
suite (< Sklw > ) k > o  - est stationnaire. 

Soit S une série formelle propre de A « 2 ». L'expoiientielle de S 
est la série 

Cette somme a un sens puisque S est propre, et que l'on a w(S9  ) k. 
On appelle exponentielle de Lie toute série qui est l'exponentielle 

d'une série de Lie. 
Soit S une série formelle de A « Z B (S = 1 + T avec T une série 

formelle propre de A < Z »). Le logarithiiie de S est la série formelle 

En fait, chacune des fonctions "exp" et "log" est l'inverse de 1'a.utre. On 
peut vérifier aisément que les fonctions " exp" et "log" ainsi définies sont 
continues. 
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Nous supposons ici que A est une algèbre sur R et A est un espa.ce 
vectoriel normé complet. Nous notons la norme sur A par I I  . I I .  

Définition 1.6.1.1. : Soit 4 une fonction positive réelle définie sur Z*. 
Soit S une série formelle de A « Z ». S est dite 4-exponentielleinent 
majorée si elle vérifie la. condition suivante : 

Nous notons pa.r Adeern« Z » l'ensemble de toutes les séries formelles 
de A < Z » qui sont 4-exponentiellement majorée. 

Lemme 1.6.1.1. : Soit 4 un morphisme de monoïde, de Z* dans R + .  
Soit S une séne formelle 4-exponentiellement majorée. Pour tout mot u de 
Z*, la série S D u est aussi 4-exponentiellement majorée. 

Preuve : En effet: puisque S est 4-exponentiellement majorée, alors : 

4(w) 31{ f IR,, 3n. € .?Ir, vw E ZnZ*, I I <  Slw > I I  5 K- I W I !  . 

Et d'autre part, nous avons : 

Vw E ZnZ*, < S D  ulw > = < SIUZO > . 

Par conséquent : 

et on pose dans ces conditions K1 = d(u)I< a 

Nous déduisons le corollaire suivant : 

Corollaire 1.6.1.1. : Soit 4 un morphisme de monoïde, de Z* dans 
R+. Soit S une série formelle 4-exponentiellement majorée. Pour tout 
polynôme P de A < Z >, la séne S D P est 4-exponentiellement majorée. 

Preuve : Comme précédemment, nous prenons : 
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Définition 1.6.1.2. : Soit x une fonction positive réelle définie sur 
Z*. Soit S une série formelle de A « Z ». S vérifie la condition d e  
X-croissaiice si elle vérifie : 

Nous notons par AX-CC« Z » l'ensemble de tout es les séries formelles 
de A < Z » qui vérifient la condition de X-croissance. 

Définition 1.6.1.3. : Soit Cl une classe de séries formelle. Soit S une 
série formelle de A « Z B. S est dite coiitinue sur Cl si pour toute série 
formelle H de CI, la série de terme générale < H lw > < SI w > est normalement 
convergente. Dans ce cas, nous notons 

En particulier, soit 4 une fonction positive réelle définie sur Z*,  S est dite 
4-exponeiltiellemei~t continue si elle est continue sur Adeern< Z ». 

Nous notons par ~ d - ~ ~ «  Z » l'ensemble de toutes les séries formelles 
qui sont qî-exponentiellement continue. 

Notons que nous a.~~ons, pour toute fonction posit.ive réelle 4 définie sur 
Z*, l'inclusion suivante : 

D'autre part, nous avons A < Z > = « Z » (pour 4 = O). Par 
conséquent, tout polynôme de A < Z > est O-exponentiellement continu. 

Lenime 1.6.1.2. : Etant donné une série formelle S ,  si S est continue 
sur une classe Cl de séries formelles, alors : 

Vu E Z*, VH E Cl, < u a SlJH > = < SllHu > . 

Preuve : Puisque S est continue sur Cl alors pour toute série formelle 
H de Cl, nous avons : 



31.7. Sér ies  formelles en variables commuta t i ve s  27 

Leniiîle 1.6.1.3. : Nous supposons ici que 4 et x sont deux morphismes 
de monoïde, de Z* dans IR+, vérifiant les conditions suivantes : 

Alors dans ce cas, pour toute série formelle F de AX-CC« Z », F est continue 
sur A4-em« Z B. 

Preuzle : Si $ et x vérifient la condition x ~ ( z ) $ ( z )  < 1 alors la série 
z E Z  

est normalement convergente. Etant donné une série formelle F \lérifiant la 
condition de X-croissance, nous avons : 

Etant donné une série formelle C de ~ 4 - ~ ~ <  Z », nous avons : 

NOUS posons n = max{nl, 12z), pour tout mot w de ZnZ*,  nous axons les 
inégalitées suivantes : 

La série de terme général < Clw >< Flw > est donc normalement conver- 
gente. Par conséquent, F est continue sur ~ 4 - ~ ~ «  2 » 

1.7. Séries forinelles e n  variables conln~uta t ives  ([Al], [G2]) 

Soit IL un corps (R ou C) muni d'une norme notée 1.1. Soient O l t .  . . , ON, 
des indéterminées comrnuta.tives sur Iq. Nous notons O = {Ol, .  . . , ON). 
L7a.lgèbre des séries formelles (resp. polynômes) sur O à coefficients dans IC est 
notée par K[O] (resp. I<[O]). Un élément de I<I[OJ est une somme infinie : 

f =  C fil ,..., i N e f l - . . e N ,  fi, ,..., i N € l I C i  
il ,..., iN >O 

On appelle dérivée partielle preiilière de la série formelle f par 
rapport à la kième composante, k E [l..N], la série formelle de I i IO]  : 
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De la même manière, pour tout entier positif jk, on appelle jk-dérivée 
partielle de la série formelle f par rapport à la k'"e composante, k E [l..N], 
la série formelle de IC[@] : 

Plus généralement, pour tous entiers positifs jl, . . . , jN, nous avons : 

0i1-11 
fil, ..., i~ 1 . ..O$-'". 

Nous notons V l'ensemble des symboles de dérivatioii partielle 
{ D k )  1 < k < ~ .  Le monoïde conxllutatif libre engendré par l'alphabet fini V est 
V" =-Ü Dn, où Dn est l'ensemble de tous les mots ordonnés de longueur 

n20 

exa.ctement égale à n. Pour t,out mot ordonné a E v', il existe AT entiers 
positifs jl, . . . , jN tels que o = D{' . . . D$ . Dans ce cas, le degré de la lettre 
Dk dans le mot ordonné a. est jk .  

Défiiiitioii 1.7.1. : Soit f une série formelle de K[@].  Nous posons : 

E ( f )  = {p E R+ : 3Cj E W+ tel que pour tous i l , .  . . , i N  > 0, 

I f i l ,  ..., i ,  I P;' - - - PN L C r )  

E (f) : l'intérieur de E ( f )  dans IRN. 

Conv(f)  = domaine de convergence de f 

On dit que f est coiivergente si et seulement si Conv(f)  # 0. Soit U un 
ouvert de fiFN et soit q un point de ;niN. On dit que f est convergente e n  q 
(resp. su r  U) si et seulement si q E Conv(f)  (resp. U C Conv(f)).  On pose : 

Soit y un point de Cot~.v(f ). On peut alors trouver deux vecteurs p, de 

WT et une constante Cf tels que l'on ait Iql 1 < ;l < pl, .  . . , lpNI < ;N < p~ 
;N et pour tous entiers positifs il . . . , iN, ~f il,..., i, 1 p;l . . . pN < cf. 
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Défiiiition 1.7.2. : Le triplet (p , i ,Cf)  est appelé module d e  con- 
vergence pour  f eii q. 

Si f l , .  . . , f k  sont des séries de I ~ C O n " [ [ O ] ,  et si q est un point de 
k 

Conv(fl), alors on vérifie qu'il existe deux vecteurs p,; de ~f tels que 
I =  1 

l'on ait jqll < ;1 < pl, .  . . , IqNI < PN < p ~ ,  et pour chaque fl ,  une constante 
particulière Cf, telle que le triplet (p, i, Cf, ) soit un module de convergence 
pour fi en q. 

Supposons que Conv( f )  est non vide et soit (p, ;, Cf) un module de 
convergence pour f en q E Conv(f). Nous avons la majoration suivante : 

Par conséquent, pour tout point q de Conv( f ) ,  la série f l q  est majorée terme 
à terme par la "série majorante" 

D'où f l q  est uniformément absolument convergente dans le polycylindre : 

qui est un ouvert de KN, par conséquent Conv(f) est un ouvert de KN. 

Soient r et T deux réels définis comme suit : 

Pk 
T =  min pk et r =  max -. 

l < k < N  l < k i N  Pk 

Soient G(r) et F( r )  les séries : 

G r )  = (1 - r )  et F ( r )  = (1 - = ~ ~ ( r ) .  

Notons aussi A l'opérateur différentiel suivant : 

Nous avons les résultats suivants : 
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d j 
( b )  & > O ,  -F(r) = (AT + j - ')!p(r)Gj(r) 

dr3 (N - l)! 

Preuve : 
(a) La preuve est immédiate. 
(b)  Le résultat est immédiat pour j = O. Supposons que le résultat soit 

vrai pour tout O 5 i 5 j. Pour i = j + 1, nous avons : 

(d'après l'hypothèse de récurrence) 

- - (N + j - 1)l 
(AT - l)! [ATF(r)G(r)j+' + j F(r)G( r)j+l] 

(d'après l'hypothèse de récurrence et d'après (a)) 

- - ( N  + j ) !  ~ ( ~ ) ~ ( ~ ) j + l  
(N - l)! 

(c) Dérivons le produit FP(r)GQ(r) : 

= pNFp(r)Gq+l (r) + qFP(r)Gq+l (r)  (d'après (a) et (b)) 

= (pN + q)FP(r)Gq+' (r). 

(d) Le résultat est immédiat pour p = O. Supposons que le résultat soit 
d vrai jusqu'au rang p - 1. Au rang p, puisque ApF(r) = F(r)& [AP-'F(r)], 

d'a.près l'hypothèse de récurrence, nous avons : 

d 
APF(r) = F ( r )  d; [N(2N + 1) . . . ((p - 1) N + (p - 2)) F ~ ( ~ ) G ~ - '  (r)] 

d 
= N(2N + 1) . . . ((p - l ) N  + (p - 2))F(r) - [FP(T)G~-'(T)] 

dr  
= N(2N + 1) . . . ((p - l ) N  + (p - 2))(pN + (p - l))FPS1(r)GP(r). 

La dernière égalité s'obtient en appliquant (c). 
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( e )  D'après ( d ) ,  nous pouvons écrire : 

A P F ( r )  = ( ( N  + 1) - 1)(2(N + 1)  - 1 ) .  . . (p(N + 1 )  - l ) ) ~ ~ + l ( r ) G ~ ( ~ - )  

Pour tout entier k > 1, on peut majorer k (N  + 1)  - 1 par k (N  + 1). Il s'en 
déduit immédiatement : 

Puique G ( r )  = (1  - r)-' et F ( r )  = (1  - T ) - ~ ,  nous avons dors : 

Remarque 1.7.1. : Soient j un entier positif et 1 E [l.. NI, nous avons : 

Plus généralement nous avons : 

Proposition 1.7.2. : Soit f une série de I<'"""[O]. Soit q un point 
de C o n v ( f )  et soit (p ,  ;, C f )  est un module de convergence pour f en q. Pour 
tous entiers positifs j l , .  . . , j N )  nous avons : 

Preuve : En effet, soit q un point de C o n v ( f )  et soit ( p , ; , C f )  est un 
module de convergence pour f en q. Dans ce cas, pour tous entiers positifs 
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j l , .  . . , jN, en tout point q de Conv(f), la série (D:' . . . DN f), ,  est ma,jorée 
en valeur absolue terme à terme par l'expression suiva,nte : 

a j 1  . . . djl" 
= cf .j1 

O ~ N  fi (1 - !)-l (d1a.près la remarque 1.7.1.) 
a PN . . . a pl k=l 

Proposition 1.7.3. : Pour tous entiers positifs jl, . . . , jN,  nous a.vons : 

$1 . .. @N $1- k)-l 1 dP 
-F(r)  avec p = j l + .  . . + j ~ .  

O j i  O ~ N  < (N+;-1) yP drp 
pl . . .a PN k = l  

Preuve : En effet, d'après la remarque 1.7.1., nous avons : 

Nous déduisons alors : 

Les propositions 1.7.2. et 1.7.3. expriment qu'en tout point q de 
Conv(f), les dérivées successives de la série f évaluées en q sont majorées en 
valeur absolue terme à terme par les dérivées successives (de même ordre) de 
la "série majorante". Ces dernières dérivées successives sont aussi majorées (à 
coefficient près) par les dérivées successives (de même ordre) de la série F(r). 
Nous pouvons ainsi conclure que si la série f évaluée en q est convergente 
alors ses dérivées successives évaluées en q sont aussi convergentes : 
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Théorème 1.7.1. : Soit f une série de I<COnv[Ol). Pour tous entiers 
positifs jl, . . . , jN, nous avons : 

d" Cf -F(r) avec p = j l +  . . . + j  ri. I ( ~ : ' " . ~ ~ f ) l t l <  (N+p-i),pdrp 
P 

( b )  Conv( f )  c CO~V(D:' . . . D$" f ). 

Soient fo,  f i ,  f 2  trois séries de I{COn"[O], soit q est un point de 
2 n Conv(fi), et soient (p, ;, Cjl), ( 1  = 0,1,2), les modules de convergence 

l = O  
pour fi en q. Soient Dil et Di2 deux opérateurs différentiels linéaires de V. 
Nous avons : 

fiDi2fïDilf0 = f2[(Di2fi)(D. 11 f o )  + fiD. 12 D. 11 fol ' 

D'après le théorème 1.7.1., nous avons : 

I(fiDi2fl~il f o ) , q  1 cj2cfl Cjof(r) 

Puisque pour tous ent.iers n > 1 on a : 

dors : 

- - C C C  f2 f l  f o  2 A F(r). ("11) r 2  

Plus généralement, nous avons le théorème suivant : 

Théorème 1.7.2. : Soient fo,  f i , .  . . , f p  les séries de fi'COnVIOl), soit q 
P 

un point de n Co12v(fl), et soient (p, ;, CjI), (1 = O, 1,. . . , p), des modules de 
. . 

l = O  
convergence pour fi en q. Soient Di,, . . . ,Di, des opérateurs différentiels de 
D. Nous avons : 
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1.8. Polysystème 

Défiiiition 1.8.1. : Soit Z  = { z O , z l , .  . . ,zm) un dphabet fini. On 
appelle polysystème ([Ldl) sur O relatif à. 17a.lphabet fini Z ,  la donnée d'un 
opérateur différentiel linéaire.associé (ou encore une dérivatioii d e  Lie) à la 
lettre z E Z : 

avec les A?, D f D, z E 2, sont des séries de KCon" [O] telles que pour tout 
point g E n C O ~ V ( A ? ) ,  pour tout module de convergence (p ,  i , C,) en p de 

DED 
A:, (D E D, z  E Z) ,  on ait : 

où r = mas - et F ( r )  = (1 - r ) - N .  
l < k _ < N  pk 

1.8.1. Action à gauche d e  A < Z > sur I--'"""(O] ([KJ5]) 

Soit "*" l'action à gauche de Z s u r  KConVIO] ,  qui à chaque lettre 
z  de Z, et à toute série formelle f de fl~cOnv[Ol]? fait correspondre la. dérivée 
de Lie de f par rapport à. A, : 

On peut étendre l'action "*" à Z* comme suit : 

Lemme 1.8.1.1. : Soient f et g deux séries de KConv[Ol]. hious avons 
pour tout mot w de Z* : 

w * ( f g )  = C < uwvlw > (U * f ) ( v  * 9). 
u,vEZ* 

Preuve : 
. Le résultat est immédiat pour w = e. 
. Supposons que le résu1ta.t soit vrai pour tout mot w,  O 5 (w ( _< n. 
. Pour w ,  lwl = n + 1, w peut s'écrire w = w l z ,  w, f Z*. Alors nous 

avons : 
w * ( f s ) = w 1  * [ z * ( f s ) l = w 1  * [ ( z * f ) 9 + . f ( z * y ) l .  
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D'après l'hypothèse de récurrence, nous avons : 

U l  , vEZ8  

+ C <uuvllul, > ( u *  f)(v1z*g) 
u,v1EZ* 

= C < ( z a u ) ~ v ~ w 1  > ( u *  f ) (v*g)  
u,vEZ* 

+ C < uuJ(zav)Iw1 > ( u *  f ) (v*g)  
u,vEZ0 

= [< ( Z Q U ) W V I W ~  > + < U ~ ( Z Q V ) I W I  >](II * f ) ( v  *g), 
u,vEZ'  

puisque le résiduel à gauche est une dérivation pour le produit de mélange 
(lemme 1.4.3.3.) alors nous a.vons : 

w * (fg) = C < 2 Q (uLIJv)Iwl > (II * f)(v * g) 
u ,vEZ* 

= 1 < U W ~ ~ I Z I ? ~ ~  > (II* f ) (v*g)  

Le lemme 1.8.1.1. peut être interprété en termes de dériva.tion de Lie 
comme suit : 

Vf, g E X~COnv[O], Vw iW Z*, AAyo(fg) = x < U U V I W  > (A,, O f)(AVog). 
u,vEZ* 

On étend l'action "*" à A < Z > comme suit : 

cette somme étant finie puisque le support de P est fini. 
Une implantation de l'action à gauche de A < Z > sur ~ ~ c O n " [ [ O ]  en 

MACSYMA est donnée au chapitre VI. 
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Soit S une série formelle de A « Z ». Soit f une série formelle 
de X<COnv[O]. Soit q un point de Conv(f). On considère la somme infinie 
suivante : 

Si cette somme converge normalement, alors on définit l'action de la série S 
sur f par : 

et on note AC < 2 » l'ensemble des séries formelles S de A < Z > telles 
que pour toute série f de .E<cOn"[O], la somme précédente soit normalement 
convergente. 

1.8.2. Aiinulateurs ([HJ5]) 

Soit f une série de i7i-C0n"[O]. On appelle aiiilulateur de f ,  l'ensemble 
des polynômes de A < Z > dont l'action sur f est nulle : 

On définit a.ussi : 
~ n , n i  f = Aniizf n ~ i e  < Z > . 

Lorsqu7il n'y a pas d'ambiguïté sur l'alphabet 2, on note Anrz f (resp. A n n L f )  
au lieu de Annz f (resp. ~n7ai . f ) .  

Soit F une partie de D<Conrrl[OJ. On note : 

AnnF = n Annf, 
f EF 

A ~ I ~ ~ F  = n .nnL f ,  
fEF 

on a alors : 
~ n n ~ F  = AnnFnLie  < Z > .  

Soit Y un sous alphabet de 2, et soit F une partie de .E~COn"[O], nous 
avons les résultats généraux suivants : 

Lemme 1.8.2.1. : 

[Y, AnnF] C AnnF An.nF c Ann(l' * F )  

Preuve : Car : 
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Corollaire 1.8.2.1. : Pour tout entier positifn, les propriétés suivailtes 
sont équi~zi.lent,es : 

( a )  [Y, Ann(Yn * F)] c Ann(Y * F). 

(b) Ann(Yn * F) c ~ i z n ( Y ~ + '  * F ) .  

AnnF c Ann(Y * F )  

dors  pour tout entier positif n, on a : 

Ann(Yn * F )  C A~?z(Y"+' * F). 

PreUz)e : Montrons par récurrence sur n : 
. Le résult.at est inmédiat pour n = 0. 
. Supposons que Vu E [O, n], Ann(YU * F )  C Ann.(YU+' * F ) .  
. Pour u = n + 1, soit : 

P E ~ n n ( Y + '  * F), 
* Pl7 E Ann(Yn * F), 

d'a.près l'hypot,hèse de récurrence on déduit que : 

P Y  E Aniz(Yn+' * F), 

P' P E ~ n n ( k - ~ + ~  * F),  

par conséquent A ~ ~ i z ( 1 ' " ~ ~  * F) C A ~ I x ( Y " + ~  * F), on a donc le résultat 

Corollaire 1.8.2.2. : Si 

[Y, AnnF] c ,4nnF, 

on a alors : n Ann(Yn * F )  = Ann(Y* * F) = AnnF. 
n20 

Preuve : Si AnnF est stable par crochet de Lie avec 2' alors d'a.près le 
lemme 1.8.2.1., on a : 

AnnF C Ann(Y * F), 

et d'après le lemme 1.8.2.2. on a la suite emboîtée : 

d'où le résu1ta.t 
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Lemme 1.8.2.3. : Soit la suite emboîtée : 

S'il existe un entier positif l o ,  tel que : 

A ~ I ~ ( Y ' ~  * F)  = AIZ~(E"~+'  * F )  

alors la suite (Ann(Irn * F ) ) , x  - est. stationnaire à partir du rang 1 0 .  

Preuve : Il suffit de montrer, pour un entier positif Io l'implication : 

~nn(1"0  * F )  = ~niz (Y '~+ '  * F )  j ~ n n ( ~ l ~ + '  t F) = ~ni i ( l "~+* * F). 

En effet, on a : 

P E ~ n 1 2 ( l " ~ + ~  * F),  

c-. PY E A I I I ~ ( ~ ~ ~ O + ~  * F ) ,  

* Pl' E ~ n n ( Y ' ~  * F),  

* P E .412n(~1~~+~ + F )  . 
Leiiime 1.8.2.4. : Soit J une partie de Lie < Z >. Si J C AnnF et J 

est stable par crochet de Lie a.vec Y dors : 

Preuve : 11 suffit de montrer (par récurrence) que : 

VII. > O, JYn C AnnF. 

. Le résultat est imn1édia.t pour n  = 0. 

. Supposons que pour tout entier v, v E [O..n[, JE"' C ,4nlzF. 

. Pour v = n, on a :  

On a d'après l'hypothèse : 

[Y, J] c J, 

d'où d'après l'hypothèse de récurrence : 

Y JY"-' c AnnF 

Par conséquent : 
JY* C AnnF 



31.9. Rappels s u r  les variétés analytiques 39 

1.9. Rappels  sur  les variétés analytiques 

1.9.1. Variétés ailalytiques ([Gl], [Il) 

Une variété topologique de dimension N est un espace topologique 
séparé dont chaque point admet. un voisinage ouvert homéomorphe à un ouvert 
de IRA7. On appelle carte locale sur une variété Q de dimension N la. donnée 
(U, 4) d h n  ouvert U de Q et d'un homéomorphisme 4 de U dans I R N .  Un 
atlas analytique sur Q (variété de dimension N) est la. donnée d'une famille 
de cartes locales sur Q, (U,, 4i)iEr, vérifiant : 

(a.) Q est la. réunion des ouverts Ui. 
( b )  si deux cartes locales (U, 4) et (V, $) vérifient W = U n 1' # 0 alors 

l'application de 4(W) dans +(W) induite pa,r l'homéomorphisme composé 
+ O 4-' analytique sur TV, ainsi que son inverse. 

Enfin, on appelle variété analytique (abstraite) de dimension AT la donnée 
d'une variété topologique Q définie pas une famille de cartes locales qui est 
un atlas malytique. 

Soit p un point d'une variété analytique Q de dimension N. On 
note CW(p) l'ensemble des fonctions f définies sur l'ouvert U d'une carte 
locale (U, 4) en p qui sont analytiques, c'est à dire telles que l'application 
composée f O 4-' : 4(U) --+ IR soit une application analytique (en effet, 
$(li) C IR*). On montre alors que pour toute fonction analytique f E CW(p), 
pour tout point q de U, il esiste une série formelle s de Z~COn"IIO], telle que 
f ( q )  = S I O ( ~ ) - ~ ( ~ ) .  On vérifie aisément que CW(p) est un espace vectoriel. 

Soit Q une variété analytique de dimension N. On appelle vecteur 
tangent  à Q au point p E Q toute application linéaire Y de CW(p) vérifiant la 
"règle de Leibnitz" : 

L'ensemble des vecteurs tangents en p à Q est l'espace tangent  à la variété Q 
a u  point p. Il est clair que c'est un espa.ce vectoriel. On le n0t.e TpQ. L7espa,ce 
vectoriel T,Q est de dimension N et admet une "base naturelle" formée des 

AT vecteurs { (a) p} définis comme suit : 
l < k < N  

Un champ de vecteur Y SUT une  v a n é t é  Q de dimension N est une 
applica.tion Y qui associe à tout point p de Q un vecteur tangent Y(p) à. Q au 
point p. Le champ de vecteur Y est dit analytique si tout point q appartenant 
à la carte locale (U, 4) en p, il existe AT fonctions Y', . . . , Y N  analytiques telles 
que la restriction de Y à U soit donnée par : 
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Reinarque : Si la. variété analytique Q de dimension N est donnée 
comme une sous-variété de Rn, a.vec N < n., on dit alors que Q est plongée 
dans Rn. En tout point. de Rn, l'espace tangent à Rn en p E Q est Rn 
tout entier, et l'on pourra donc aussi exprimer les vecteurs tangents à Q dans 

la, base { (&) ) i<k,<n de TplRn . Mais alors Tp Q c TpRn (les dimensions 

respectives étant d'une part N ,  dimension de Q, et d'autre part n, dimension 
de En). 

1.9.2. Etude dans Lie < Z > des champs de vecteurs ((HJ51) 

L'étude des champs de vecteurs sur Q peut être faite dans l'algèbre 
de Lie libre engendrée par 2. En effet, puisque le crochet de Lie de deux 
champs de vecteurs est encore un champ de vecteurs ([Gl], [II), alors toute 
applica.tion : 

R : Z --t T,Q 

peut être prolongée naturellement en un homon~orphisme d'algèbre de Lie : 

R :  Lie < Z > --+ TqQ 

Eneffet, si Pes t  un polynôme deLie,170pérateurdifférentiel x< Plw > Aw 
w €2' 

est encore un champ de vecteurs. 
Soit P un polynôme de Lie < 2 >. On a : 

soit encore KerR = A ~ ~ ~ c ~ ( Q ) .  On a dors la suite exacte : 

O - A n n L C W ( ~ )  + Lie < Z > 3 Im(R) C T,Q, 

d'où Lie < Z > / ~ 7 2 7 2  LC"(Q) est isomorphe à Im(R) qui est un sous-espace 
vectoriel de T,Q, c'est donc un espa.ce vectoriel de dimension a.u plus égale à 
la dimension de la tariété Q, c'est-à.-dire AT. 



CHAPITRE 2 

TRANSFORMATION D'EVALUATION 

2.0. Iiitroductioii 

Tout système dynamique peut être considéré comme une "boîte noire" : 

azl (t) 

az2 (t) 

azm (t ) 
+ YP (t ) 

Nous choisissons de représenter chaque sortie y,(t), s E [l..p], d'un tel système 
par un signal paramétré, dépendant du temps t et des primitives des entrées 
az,  z E Z = {zo,zl ,..., z,) : 

Si on note azO l'application constante, et égale à 1, les signaux {gs)sE[l ..pl sont 

alors les fonctionnelles qui dépendent les fonctions tz( t )  = aZ(r)dr,  z E 2. 1' 
M. Fliess, en commençant l'introduction de son article [F5], a fait la 

remarque suivante : 

Les fonctionnelles, c'est-à-dire les fonctions de fonctions, ont, dès leur 
origine, été considérées comme des fonctions d 'une infinité de "variables 
ordinaires". Ce point de vue, certes indispensable, ne facilite pas toujours 
des choses : comment calculer avec une infinité de variables ? 

Fortement influencé par les techniques de M.P. Schützenberger qui consistent 
à coder un grand nombre d'informations par un petit nombre de symboles (ou 
lettres) d'un alphabet fini, il introduit m+ 1 indéterminées non commutatives 
{z0, 21,. . . , z,) pour coder des fonctionnelles causales analytiques (fonctions 
de m + 1 fonctions dépendant du temps) par leurs séries génératrices (ou 
encore séries de Fliess). Ce sont des séries formelles en les indéterminées non 
commutatives z E 2. De la même manière, les signaux {gs)JE[l..pl peuvent 
être symboliquement décrits par leurs séries génératrices 



42 Transformation d'Evaluation 82.0. 

Maintenant, étant donné une série formelle S en indét,erminées non 
commutati\7es, à quelle condition et comment peut-on calculer (par ordinateur 
de surcroît) entièrement son comportement temporel ? Lorsque la série S 
est finie (c'est-à-dire que S est un polynôme), il suffit de remplaçer chaque 

t 

mot w dans S par son intégrale itérée 6.w. Si la série S est infinie, on 
J O  

peut toujours la tronquer et se ra.mener aussi au cas polynômial. Cependant 
/ \ * 

pourquoi tronquer la série (C a,z) (les a, sont des nombres complexes), 
z € Z  - 

par exemple, sachant que le signal associé est la fonction exp 

D'autre part, il est montré par M. Fliess,M. Lamnabhi et F. Lamnabhi- 
La,garrigue ([FLL], [LI], [LZ]) que la série génératrice de nombreux systèmes 
dynamiques (provenant de la m~délisa~tion des circuits électroniques non 
linéaires par exemple) peut être approximée par une combinaison linéaire de 
fractions rationnelles non commutatives de la forme : 

où les PO,. . . ,pk sont des entiers positifs , les CO,.  . . ,cl, sont des nombres 
complexes, les zi,, . . . , zik sont des lettres de Z (c'est une approximation du 
type Volterra). Ces approximations peuvent être obtenues par les méthodes 
proposées dans ( [FLL], [LI], [L2]) pour calculer it érat ivement une solution 
approchée des équations différentielles non linéaires en régime forcé du type : 

On peut aussi les obtenir par les méthodes proposées par G. Viennot et 
P. Leroux en utilisant des "arbres croissants", des "chemins de Motzkin" et 
des "histoires" ([VL]), et par C. Hespel et G. Jacob en utilisant les automates 
structurels ([JZ], [HJl], [HJ2], [HJ3]). 

Le calcul de la sortie peut être mené en restant dans le cadre 
des transformées de Laplace-Borel : on code chaque entrée par sa trans- 
formée de Laplace-Borel, et on calcule la transformée de Laplace-Borel de 
la sortie. Comme l'ont montré M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi- 
Lagarrigue ([FLL], [LI], [L2]) la sortie de tels systèmes peut être calculée par 
le procédé suivant : calculer la transformée de Laplace-Borel gaz de l'entrée a', 
puis, en "lisant" la série de gauche à droite, remplacer chaque lettre z # zo par 
l'opérateur [.u~g,z]z~. Ainsi, ils obtiennent la transformée de Laplace-Borel du 
signal de sortie qui est une série sur une seule lettre zo. En utilisant la transfor- 
mation de Laplace-Borel inverse ils trouvent le comportement temporel associé 
à cette série. Ce procédé a été effectivement implanté par ses auteurs en LISP 
dans ([FLL], [LI], [L2]). Cette technique appelle les remarques suivantes : elle 
est coûteuse en temps machine puisqu'elle utilise le produit de mélange (igno- 
ré en général par les machines symboliques actuellement sur le marché), en 
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outre, elle fait perdre tout le caractère du paramétrage par les entrées, que les 
t 

auteurs supposent développables en séries entières de la forme c,- (dont 
n ! n20 - 

la transformée de Laphce-Borel sera une série en zo : cnzt). 
n20 

Nous proposons dans ce chapitre, un procédé plus systématique pour 
calculer entièrement le comportement temporel associé à une série génératrice 
en évitant le calcul terme à terme quand cela est possible. Notre résultat le 
plus général est le calcul de liEvaluation des séries de la forme : 

où les séries Go,.  . . , Gk sont échangeables et zi,, . . . ,zik sont des lettres de 
2. En particulier, pour calculer le comportement temporel par programmes 
écrits en MACSYMA (chapitre VI), nous considérons la classe des séries qui 
sont des con~binaisons linéaires de fractions rationnelles non commutatives de 
la forme 

où les po , . . . , pk sont des entiers positifs, les zj, , . . . , zj, et zi, , . . . , zik sont 
des lettres de 2. Dans le cas où les lettres zj,, . . . , zjk sont égales à zo, nous 
retrouvons des approximants du type Volterra traités par la technique de 
M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue dans ([FLL], [LI], [L2]). 

Nous développons, dans le premier temps, les bases pour notre "trans- 
formation d'Evaluation2 avec noyau. Ce noyau peut être considéré comme la 
"mémoire temporelle" aussi bien au sens de Volterra qu'au sens de la program- 
mation (chapitre VI). La transformation d'Evaluation est alors une fonction- 
nelle dépendant du noyau et des entrées. Nous démontrons une correspondance 
entre certains produits de convolution de signaux et des produits de Cauchy 
des séries de Fliess. Nous donnons ensuite des applications de ce théorème. 

Ainsi, si les séries génératrices de M. Fliess sont considérées comme un 
codage symbolique du comportement entrée-sortie des systèmes dynamiques 
non linéaires, et si la transformation de Laplace-Borel inverse permet de 
retrouver le comportement temporel à partir des fonctions de transfert (séries 
formelles sur une seule lettre) dans le cadre des systèmes linéaires, de la même 
manière, la transformation d'Evaluation que nous allons définir permet, en 
retour, de déduire très simplement le comportement temporel de ces systèmes 
à partir de cette description symbolique. En outre, elle se traduit d'une 
manière naturelle et concise en écriture de programmation (voir chapitre VI). 
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2.1. Entrées relatives à uii alpliabet 

Soit Z = {zo,zl,.  . . , z,) un alphabet fini. 
Soit [a,P] un intervalle fini. Nous considérons les fonctions d'entrée 

qui sont dans Lm(a,  B ) .  Alors, pour toute fonction f dans L1 ( a ,  P) ,  
nous avons l'inégalité de Holder suivante : 

llfazl/Ll(,,p) 5 Ilf llL1 IIazII L - ( ~ , P )  . 

Défiiiitioii 2.1.1. : Nous appelerons entrée relative à l'alpliabet 
fini Z la donnée du vecteur a = ( aZO aZ1 . . . azm ) de fonctions de 
LD"(O,t) avec azo désignant l'application constante, et égale à 1. 

Suivant K.T. Chen ([Cl]), nous appelons clieillin associé à l'entrée 
a = ( a r0  azl . . . aZm ), le vecteur J = ( tz ,  tZl . . . t,, ) défini comme 
suit : 

E 2, t Z ( r )  = J T  ~ L ( P )  = lT aZ(p)dp. 
O 

Ainsi nous avons tz0(7) = dp = T ,  et pour toute lettre z E Z, tZ(0) = O. 
J O  

Défiiiitioii 2.1.2. : Nous appelons illorpliisme iliajorant de l'entrée 
a = ( arO azl . . . azm ) au teiilps t tout morphisme A l t  : Z* -+ EL+ 
vérifiant : 

Mt(€) = 1 et I lazIILmco,t)  5 A&t(z). 

Dans la suite, nous supposons que f est une foiiction de L1(O,t) et 
que f s'ailiiule en zéro. La fonction unité (s'annulant en zéro) est notée par 
LCun)9 : 

VT E ]O,t], un(r)  = 1, un(0) = O. 

Plus précisément, la fonction d7Evaluation est définie comme suit : 

2.2. Evaluatioil des mots 

Définition 2.2.1. : L'Evaluation d'un illot w de Z* par rap- 
port au noyau f ,  pour l'entrée a = (aZ0 aZ1 . . . azm ), est définie par 
récurrence sur la longueur de w comme suit : 

ga(f; w)(t) = 1 ~t 
&a (fi v)(T) dJz (T) si w = vz. 
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En particulier, lorsque f est la fonction unité un, nous retrouvons 

l'intégrale itérée Saw associée a.u mot w que nous notons aussi E,(w)(t). 

Leillille 2.2.1. : Soit a = ( aZO azl . . . azm ) une entrée et Adt 
un morphisme majorant de cette entrée (définition 2.1.2.). Nous avons la 
majora.tion suivante : 

t lwl  
IIZ(f; w)ll~l<o,t> 5 I l f  I I ~ l ( o , t >  M t ( w ) m .  

Preuve : 
. Le résultat est évident pour w = E (Iw 1 = 0). 
. Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot w de longueur 

inférieure ou égale à n. 
. Soit w un mot de ZnS1, w = wlz. Nous avons : 

(inégalité de Holder) 

(d'après l'hypothèse de récurrence) 

tlwl 
= I l f  llLl(0,t) M t ( w ) j q .  

Ainsi, étant donnée une entrée a = (azO azl . . . azm ) et étant 
donné un noyau f de L1 (O, t), 1'Evaluation du mot w est aussi un élément 
de L1(O, t). Par conséquent, on peut utiliser Ea( f ;  w) de nouveau comme un 
noyau comme l'exprime le lemme suivant : 
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Leinine 2.2.2. : Soient u, v deux mots de Z*. Alors : 

f a ( f ; ~ v )  = fo(Ea(f;u);v). 

Preuve : Montrons ce lemme par récurrence sur la longueur du mot v : 
. Le résultat est évident pour Ivl = O. 
. Supposons que le résu1ta.t soit vrai pour tout mot v de longueur 

inférieure ou égale à n. 

. Pour v E  ZnSIZ*, v =  wz, nous avons: 

t 

= 1 £a(/; U W ) ( ~ )  d ~ z ( ~ )  

(d'après l'llypothèse de récurrence) 

Nous étendons par linéarité, la définition 2.2.1. à Ic < Z > de la 
manière suivante : 

2.3. Evaluatioii des polynôilles 

Dans la suite de ce chapitre I( désigne lR ou @. 
Soit a une entrée rela.tive à l'alphabet fini Z = {zo, zl, . . . , 2,). 

Défiiiitioii 2.3.1. : Nous appelerons Evaluat ion d u  polyiiôiile 
P d e  < Z > par  rappor t  a u  noyau f ,  pour l'entrée a = 
( azO aZl . . . aZm ), la fonction : 

En particulier, pour f =.un., IEvaluation d u  polynôine P d e  Ic < Z >, 
pour l'entrée a = ( azO azl . . . azm ), est la fonction ([H2], [HJ3], [HJ4]) : 

Ea(P) = fa(un; P).  
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Théorèilie 2.3.1. : Soient P et Q deux polynômes de lK < Z > 
Alors : 

Ea(f; P.&) = ~a(Ea(f; P); Q). 

Preuve : En effet, d'après la définition 2.3.1., nous avons : 

Ea(Ea(f; P); Q) = < Plu >< Qlv > Ea(Ea(f;u);v) 

= < Plu >c Qlv > Ea(j; UV) (lemme 2.2.2.) 
uEsupp(P) vEsupp(Q) 

Tliéorèille 2.3.2. : Soient P et Q deux polynômes de lZ< < Z >. Soit 
r un scalaire. Alors : 

P r e u v e  : La preuve est immédiate d'après la linéarité des intégrales 
ordinaires 

Leilliile 2.3.1. : Soient u et v deux mots de Z*. Alors 1'Evdua.tion du 
polynôme ULUV, pour- l'entrée a = ( a z 0  aZ1 . . . aZm ), est donnée par : 

Preuve : 
. Le résultat est immédiat pour lu1 = O ou Ivl = O car UI.~ É = u, CLUV = v 

et Ea(e) = 1. 
. Supposons que le résultat soit vrai pour tous mots u,  v tels que la 

longueur de luvl soit inférieure ou égale à n. 
. Si luvl = n + 1, alors nous pouvons écrire u = ul x et v = vly 

avec x, y E Z, u1, V I  6 Z* et lulvl = luvll = n. En utilisant le fait que 



48 Transformation d %valuation 52.3. 

U L U V  = ( U L U V ~ ) ~  + ( u l ~ v ) x ,  nous avons : 

(d'après l'hypothèse de récurrence) 
t t =l E. ( ~ ) ( ~ ) d [ & a ( v l ~ ) ( g  +i &a(v) (~ )d [~ . (u lx ) ( r )~  

t 

= [ta(ul  ~ ) ( r ) t .  (v1 y ) ( r  )] (intégration par parties) 
O 

= fa(u)(t)fa(v)(t) 

Nous verrons dans le corollaire suivant, que cette transformation 
d'Evaluation est. aussi une "extension en variables ilon commutatives" de la 
transformation exponentielle de la ''série génératrice ordinaire" S = cnzn 

- 

tI en la "série génératrice exponent,ielle7' associée Ea(S) = C cn- bien connue 
n ! n20 

en "combinatoire" ([F2], [Fs]). 

Corollaire 2.3.1. : Soit r une lettre de 2. Alors pour tout entier positif 
n, nous avons : 

En particulier, si t = zo alors pour tout entier positif n, nous a.vons : 

L 
&a($)(t) = - n!' 

Preuve : 
. Le résultat est évident pour n = 0. 
. Supposons que le résultat soit vrai pour tout v, O 5 v 5 n. 
. Pour v = n + 1, puisque znwz = (n + 1)znS1 (lemme 1.4.3.1.), et 

d'après le lemme 2.3. l., nous avons : 

En particulier, pour z = 20, puisque tz,(t) = t ,  alors nous avons le résultat 
annoncé 
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Reillargue : Si f # un alors Ea(f;  uuv) # Ea(f; u)E,(f;v) en général 
car il suffit de remarquer que w(uwv) #   WU)^ (WV)  en général. 

Leinine 2.3.2. : Soient x et y deux lettres de 2. Soient i et j deux 
entiers positifs. L7.Evaluation du polynôme xiuJ yj par rapport au noyau f est 

Preuve : 
. Le résultat est immédiat pour i = O ou j = 0. 
. Supposons que le résultat soit vrai pour tous entiers positifs il et jl 

tel que il + jl < i + j. 
. Si i l  = i et jl = j, alors nous pouvons utiliser le fait que 

dans ce cas, nous avons : 

&(f; xiLu yj) = Ea(f; x(xi-lLu yj)) + Ea(f; y(xiui yi-1)) 

(d'après le théorème 2.3.2.) 

= Ea(Ea(f; 2); xi-lm y') + Ea(Ea(f; Y); X'LU 

(d'après le théorème 2.3.1 .) 
t 

(tz(t> - t z ( ~ > ) ~ - '  (t,(t) - ty(7))j 
(i - I)! j ! d&a (f i  x)(T) 

t 
(tz(t) - MT))' (ty(t)  - Ey(~))j- '  dra(f; y)(7) +4 i! ( j  - l)! 

(d'après l'hypothèse de récurrence) 
t: 

=J i  X t  - (tY(t) - (r)dEz(r) 
(i - l)! j ! 

(tx(t) - t x ( ~ ) ) ~  tY('))'-l 
f(T)d[y(T) ( j  - l)! 

(dérivée d'un produit) 

(intégration par parties) 
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Plus généralement, nous avons la proposition suivante : 

Proposition 2.3.1. : (Evaluation des polynômes échangeables) Pour 
toutes lettres x i , .  . . , xr, de Z et pour tous entiers a l , .  . . ,ak, l%valuation du 
polynôme x;' Y . . . u zrk est : 

Preuve  : D'après 1.4.3., nous avons : 

d'après le théorème 2.3.2. et avec la même démonstration que précédemment, 
nous avons le résultat anoncé 

Nous étendons la définition 2.3.1. à I{ < Z » (sous certaines 
conditions de convergence) de la manière suivante : 

2.4. Evaluatioii des séries forillelles 

Dans la suite de ce cha.pitre Ii' désigne IR ou CT. 
Soit a une entrée relative à l'alphabet fini Z = {zo, 21,. . . ,z,). 

Défillition 2.4.1. : Nous appellerons Evaluation de la série for- 
melle S de Ili' « Z » par rapport a u  noyau f ,  pour l'entrée a = 
( azo azl . . . arm ), quand elle est définie, la fonction 

En particulier, pour f = un, 1'Evaluation de la série forimelle S de 
Ii' < Z », pour l'entrée a = ( a z "  azl . . . aZm ), est la fonction 
( [H21, [H J31, [H J41) : 

E, (S) = E, (un; S). 
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Théorèi~le 2.4.1. : Soit a = (aZO aZ1 . . . aZm ) une entrée et Mt un 
morphisme majorant de cet te entrée (définition 2.1 .Z.I. Soit x un morphisme 
de monoide, de Z* dans IR+, vérifiaat le condition suivante : 

Dans ces conditions, pour toute série formelle S de I < X - C c <  Z > (définition 
1.6.1.2.1, la série x < Slw > E a ( f ;  w ) ( t )  est normalement convergente et 

tLlEZ' 
en plus, nous avons : 

f a ( f ;  S) E L1(O, t ) .  

Prezive : Cela. est immédiat d'après le lemme 2.2.1.' nous prendrons 
I i l  = I l  f I I  L,(O, t )  et 4,  le morphisme de monoïde, de Z* dans R+ défini comme 
suit : 

V Z E Z ,  & ( z ) = t M t ( z ) .  

Dans ces conditions, nous avons : 

Soit x le morphisme de monoïde, de Z* dans lR+ vérifiant : 

En d'autres termes, nous avons : 

D'après le lemme 1.6.1.3.' la série < S(w > E a ( f ; w ) ( t )  est donc 
wEZ' 

normalement convergente 

D'après la formule fondamentale de M. Fliess, nous constatons que 
I'Evaluation d'une série formelle S peut être considérée comme une transfor- 
mation qui associe à S (sous condition de convergence du théorème 2.4.1.) 
un signal dépendant des primitives {tz)zEz des entrées {aZ),Ez, et la trans- 
formation d'Evaluation n'est rien d'autre qu'une généralisation adéquate de 
l'inverse des transformations de Laplace et de Fourier ([HZ], [HJ3], (HJ41). 
Dans le cadre du calcul symbolique pour les systèmes linéaire, l'opérateur 
d'intégration est noté par "l". Ici, il coïncide avec la lettre zo. Et chaque P 
lettre z de l'alphabet de codage Z de M. Fliess joue un rôle analogue : il code 
"l'opérateur d'intégration de Stieltjes" par rapport à t z .  
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Théorème 2.4.2. : Soient S et T deux séries formelles de ni' < Z » 
vérifiant les hypothèses du théorème 2.4.1. Alors : 

Preuve : En effet, d'après la  définition 2.4.1.' nous avons : 

= < Slu >< Tlv > &,(f;uv) (lemme 2.2.2.) 

= E. (f; < S ~ U  >< T ~ v  > UV) 

L'introduction du noyau f pour la fonction d'Evaluation E, ([H2], 
[HJ3], [HJ4]) permet de donner une notion de mémoire pour les systèmes. 
Ce noyau peut être considéré comme la mémoire temporelle des systèmes au 
sens de Volterra aussi bien qu'au sens de la programmation (voir chapit.re 
VI) justifiant ainsi notre approche. La transformation d9Evaluation devient 
alors une fonctionnelle dépendant du noyau f et des entrées {aZ),Ez. Pour 
implanter ces fonctionnelles nous utilisons (cha.pitre VI) la "Xnotation" de 
MACSVMA ([M3]). 

Théorème 2.4.3. : Soient S et T deux séries formelles de K < Z > 
vérifiant les hypothèses du théorème 2.4.1. Soit r un scalaire. Alors : 

£,(f; S + TT) = E,(f; S )  + r l , ( f ;  T). 

Preuve : La preuve est immédiate d'après la linéarité des intégrales 
ordinaires 

Théorème 2.4.4. : Soient S et T deux séries formelles vérifiant les 
conditions du théorème 2.4.7. Alors 1 'Evaiuation du produit de mélange SUI T 
est le produit des Evaluations de S et T : 

£,(SUI T )  = £,(S)E,(T). 

Preuve : D'après la définition de SUT et le lemme 2.3.1.' nous avons : 

= (x < S ~ U  > £,(Y)) (x < Tlv > hW) 
u EZ' v EZ' 
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Théorème 2.4.5. : (théorème de Convolution) Soit H une série 
échangeable : 

vérifiant les hypothèses du théorème 2.4.1. L'Evaluation de la série H par 
rapport au noj7a.u f , pour 1 'entrée a  = ( aZ0 azl . . . azm ), est : 

où h,( t ( t ) )  est 1'Evaluation de la série H ,  pour l'entrée a = ( aZO a  . . . azm ). 
h( t ( t ) )  une fonction anaJytique des { tz )zEZ : 

ta";; ( t )  . . . t;; ( t )  
h(t(t ) )  = tz l  ( i ) , .  . . , Lm (0) = x hOo,Ql ,...,am 1 ' ûo!a1  ! . . . am. 

Q O ,  ..., am>O 

Preuve : D'après la proposition 2.3.1., on a. : 

ir' (t - 7 Y 0  ( t = 1  ( t )  - ( 2 1  ( 7 ) ) 01  - ( t z m  ( t )  - tzm (7)) -  df 
a0!a1! .  . . am! 

Les opérateurs d'intégration de Stieltjes coïncident donc avec ceux de 
la transformation de Laplace multidimensionnelle lorsqu'ils cornmutent entre 
eux, c'est-à-dire lorsque le noyau f est la fonction unité et la série formelle S 
est échangeable (théorème 2.4.5.). 

Nous en déduisons une correspondance entre une certaine convolution 
de signaux et un produit de Cauchy de séries génératrices : 
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Corollaire 2.4.1. : Soit G une série formelle de Ii' « Z » et soit H 
une série échangeable vérifiant les hypothèses du théorème 2.4.1. L 'Evaluation 
de la série formelle GH, pour l'entrée a = ( azO a'' . . . azm ), est : 

où h(((t)) est 17Evaluation delasérie H, pourl'entrée a =  (az0  azl . . . azm ). 

Preuve : En effet, puisque GH = < GIc > H + GIH, où Gl est une 
série formelle propre de 1' « Z », et d'après le théorème 2.4.3., 1'Evaluation 
de la série formelle GH, pour l'entrée a = ( azO aZ1 . . . azm ), est : 

Comme H est une série échangea.ble, alors en utilisant le théorème de 
Convolution dans le cas particulier où le n0ya.u f est 17Evaluation de la série 
formelle propre G1, nous obtenons le résultat annoncé 

On peut observer qu'il existe une certaine dissymétrie dans cette 
convolution, cela est une conséquence immédiate de la non commutativité du 
produit de Caucl~y des séries formelles G et H. Cette correspondance semble 
évidente mais elle est très pratique pour effectuer les calculs (voir 2.5.). En 
outre, elle nous conduit à une programmation très naturelle en MACSYMA 
(voir chapitre VI) pour 1'Evaluation des combinaisons linéaires des fractions 
rationnelles non cornrnut atives décri tes par 

où les p o , .  . . ,pk sont des entiers positifs , les zj,, . . . ,zjk et z,,, . . . , z,, sont, 
des lettres de 2. Dans le cas où les lett,res zjo, . . . , zjk, sont égales à 20, nous 
retrouvons des approximants du type Volterra traites par la technique de 
M. Fliess, M. Lamnabhi et  F. Lamnabhi-Lagarrigue dans ([FLL], [LI], [L2]). 

2.5. Exemple de calcul 

Lemme 2.5.1. : Pour tout entier n 2 1, nous avons : 

où les gn sont des polynômes en l'indéterminée fz(t) ,  et vérifient l'équation 
récurrente suivante : 
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Preuve : 
. Puisque £a(~*)( t )  = exp([,(t)), on peut écrire gl(tz(t))  = 1. 
. Supposons que le résultat soit vrai pour tout v, O 5 v < n - 1. 
. Pour v = n, nous avons z*" = z*z*"-] . D'après l'lvpothèse de 

récurrence et d'après le corollaire 2.4.1., nous obt,enons le résultat annoncé : 

n- 1 n -  1 t i ( t )  
Leninie 2.5.2. : La famille p.((, (t)) = ( . ) -, pour n 2 1, 

3 j ! l = O  

est. l'unique solution de l'équa.tion récurrente : 

g n z t  = n - z ) )  + n -  - : T  s i  > 1. 1' 
Preuve : Etant donné Gl = 1 f ll' « Z >, nous avons clairement : 

si (Sr (t )) = &a (Gi )(t) = 1. 

Supposons que pour tout entier n 2 1, nous ayons : 

avec Gn E K « Z » . Alors nous avons pour tout entier n 2 1 (voir le 
corollaire 2.4.1.) : 

Cette équation reste vraie si nous a ~ ~ o n s  (théorème 2.4.3.) : 

En d'autres termes : 

e 2 O (corollaire 2.3.1.), alors nous avons pour Puisque £.(zj)(t) = 
j !  , 3 

tout entier n 2 1 : 
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D'après le lemme 2.5.1. et le lemme 2.5.2., nous avons la. propositioil 
suivante : 

Propositoi~ 2.5.1. : Pour tout entier positif n ,  nous avons : 

En particulier, pour z = Z O ,  ROUS avons : 

1 si n=O 

fa (s,"')(t) 1 t' 

j=o  3 

De la même manière, nous avons la proposition suiva.nt,e : 

Propositioil 2.5.2. : Pour tout. entier positif n, pour tout non~bl-e 
complexe a, nous a.vons : 

En particulier, pour 2 = 2 0 ,  nous avons : 

1 si n = O 

~ 4 [ ( a . o ) * " ] ( ~ )  
n-l - 1 (0t)j  

e x p ( a t ) x  (li );I si n > o .  
j = O  

D'après le théorème de convolution et la proposition 2.5.2.' nous en 
déduisons le théorème suivant : 

Tliéorènie 2.5.1. : Pour tout entier positif n, pour tout nombre 
complexe cr, nous avons : 
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En particulier, pour z = ZO, nous avons : 

Théorème 2.5.2. : Pour tout entier positif k, supposons que Gk est 
une série formelle échangeable et nous notons gk (t(t)) son Evaluation : 

Ca(Gk)(t) = gk(t(t)) = gk(t, tl (t), . . 7 tm(t)). 
Pour tout entier positif k, nous posons : 

Sk = Gozil Gi . , . zik Gk. 

où zil, zi2, . . . , z;, sont des lettres de 2. Avec ces notations, nous avons, pour 
tout entier k > 0 : 

Preuve : 
. Pour k = 1, d'après le lemme 2.2.1.' nous asFons : 

et d'après le corollaire 2.4.1., nous avons : 

. Le résultat est supposé vrai pour tout v, 1 5 v 5 k - 1 : 

. Pour v = k, d'après le lemme 2.2.1., nous avons : 

Finalement, d'après le corollaire 2.4.1., nous avons : 
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Nous en déduisons le résultat suivant : 

Corollaire 2.5.1. : Soient k+ 1 entiers positifs po7 pl ,  . . . , pk. Soient 
t i 1 7  Zi2 . . . , Z i k ,  les lettres de Zo = Z \ {zo). Alors 1'Evaluation du mot 
z p  zil zO1 . . . zik zO".st (voir le corollaire 2.2.1 .) : 

Ce résultat est utilisé dans [HJ4] pour donner le développement de Tay- 
lor des noyaux de Volterra. Il exprime que pour tout mot z ~ ~ z ~ ~  2:' . . . Zik zgOk, 
nous pouvons associer une intégrale itérée 

dont on remarquera. la diminut,ion du nombre d'intégrations à effectuer. 
Cela généralise la correspondance classique entre le mot zt," et l'intégrale 1' a;(S)  ( t  - O)o do. Cette dernière intégrale est la crième primitive de a', qui 

a ! 
s'annule en O aussi bien que ses premières dérivées ([F5]). 

D7a.près le théorème 2.5.1. et le théorème 2.5.2.) nous en déduisons le 
résultat suivant : 

Corollaire 2.5.2. : Soit Q, cl, . . . , ck k + 1 nombres complexes. 
Soient 1; + 1 entiers positifs po, pl ,  . . . , pk. Soient zil , z,, . . . , zi,, les lettres 
de Zo = Z\{zo ) . Alors 1 'Evalua.tion de la fraction rationnelle non commutative 
( C ~ Z ~ ) * "  zi, (cl ZC))*~' . . . Zik est : 

avec (voir la proposition 2.5.2.) : 

Ce résultat est aussi présenté dans ([FLL], [LI], [LI]) pour calculer 
itérativement les noyaux de Volterra de la solution des équations différentielles 
en régime forcé. Dans le chapitre VI, nous présenterons une implantation 
concise et efficace en MACSYMA du calcul de 17Evaluation de ces séries Sk. 
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2.6. Evaluation de quelque séries formelles usuelles 

Soit z une lett,re de 2. Nous avons les Evaluations de quelque séries 
formelles usuelles suivantes : 

En particulier, pour f = un, nous avons les Eduat ions  suivantes ([H2], [H J3], 
[HJ4]) : 

S 

E 

z 

~ * ~ , n  2 1 

1 c*zn 
n 1 0  
alors, en particulier 

z* = C Zn 

n20 c nzn 
n20 

C(-1)"z2" 
n2O 

C(-1)"Z2"+' 
n 20 

U f ;  S) 

p z ( t )  -y)n df(T) 

n-1 

(n ; l)LexP(tz(t)  - t z ( ~ ) )  (tz(t) - j ! t z ( ~ ) ) j  df(T) 

t (6(t) - tz(7)In 4f(T) 
n20 L.1 n! 

exP(tz(t) - tZ(4)df (7) 

l t ( t z ( t )  - tz(7-1) ex~( tz( t )  - t z (~ ) )d f  

Li COS(tZ(t) - t Z ( ~ ) ) d f ( ~ )  

S 

€ 

z * 

~ * ~ , n  2 1 

C cnzn 
n20 
alors, en particulier 
z* = C z n  

n20 
C 7x2" 

n20 
C ( - i ) " r 2 "  
n>O 

C(-1)"Z2"+' 
n 20 

&Q(S) 
1 

t l ( t )  C 
n20 

exp(tz(t)) 

tz(t) exp(tz(t)) 

cos(& (t>) 

sin(tz(t)) 



Evidemment, pour z = zo, nous avons 

Et finalement, nous obtenons la transforma.tion Laplace-Borel inverse : 

S 

E 

20" 

zZn,n > 1 

C cnz: 
n 1 0  
alors, en particulier 

z; = C 2; 
n10 

c nzé 
n>O 

C(-l)nz:n 
n>O 

~ ( - 1 ) "  rin+' 
n>O 

G ( f ;  S)  

f (t) 1' - n ! 7)n df (7) 
n-1 5 ;l) l e x P ( t  - 7) 

(t - 7)' 
j ! df (7) 

i 

cn 1 (t - n ! 7)n df (TI 
n 1 0  

II' exp(t - 7)df (T) 

l t ( t  - T) exp(t - 7 ) d f ( ~ )  

1' cos(t - 7)df (7) 

Li sin(t - ~ ) d f  (7) 

s 
€ 

20" 

zOn,n 2 1 

C cn.0 
n10  
alors, en part.jculier 

z ; = C s  
n10 

C nzs 
n10  

C ( - I ) ~ Z ; ~  
n>O 

x(-l)"z,?"+' 
n1O 

Ea(S) 

1 
tn 
nf 

1 (t)' 
e x p ( t ) E  r~ )T 

j = O  3 
t C cn- n ! 

n>O 

exp(t) 

t exp(t) 

cos(t ) 

sin(t ) 



CHAPITRE 3 

SERIES DE CHEN, SERIES DE FLIESS, SERIES DE VOLTERRA 

3.0. Introduct ion 

Les séries de Chen ont été introduites par M. Fliess et H.J. Sussmann 
en théorie de la commande pour coder la contribution des entrées des systèmes 
dynamiques non linéaires. Elles sont des outils adéquats pour décrire les 
"entrées généralisées" ([F3]). Elles interviennent aussi dans la démonstration 
par H.J. Sussmann de la conjecture de H. Hermes sur la commandabilité 
locale ([S4]). Elles sont, à homomorphisme près, les "opérateurs de transport" 
qu'étudient simultanément T. Huillet, A. Monin et G. Salut ([HMSl], [HMS2], 
[HMS3]) et H.J. Sussmann ([S6]) pour donner une factorisation en produit 
infini des sorties des systèmes dynamiques non linéaires en utilisant la base 
de Hall de l'algèbre de Lie des champs de vecteurs. En fait, on peut obtenir 
un tel produit infini en utilisant n'importe quelle base de l'algèbre de Lie libre 
engendrée par l'alphabet de codage de M. Fliess, mais la base de Lyndon est 
probablement mieux adaptée à un calcul par la tranformation d'Evaluation 
(voir l'annexe E). 

Dans ce chapitre, nous redémontrerons un résultat concernant la con- 
caténation des séries de Chen en utilisant un lemme de translation temporelle. 
Nous donnerons une graduation des séries de Chen basée sur l'égalité suivante 
entre expressions rationnelles : 

Ensuite nous étudierons le lien entre les séries de Chen et les séries de Fliess 
par intermédiaire de la dualité suivante : 

. si + et x sont les morphismes de monoïde, de Z* dans IR+ vérifiant 
la condition X ( Z ) ~ ( Z )  < 1, 

zEZ 
. si la série de Chen C est +-exponentiellement majorée (voir définition 

1.6.1.1.), 
. si la série génératrice aq f ,  associée à une observation f relative à un 

polysystème, vérifie la condition de X-croissance (voir définition 1.6.1.2.), 
. alors la série < Clw >< oq f 1.1 > est normalement convergente. 

ZEZ* 
Nous obtenons ainsi une condition suffisante pour que la série de aqf soit 
"Evaluable" au sens du chapitre II. Et  dans ce cas, 1'Evaluation de la série 
de oq f peut s'interpréter comme l'action de la série C sur l'observation 
f (voir 1.8.1.). Avec les mêmes conditions, nous déduisons simplement les 
développements de Taylor des noyaux de Volterra. 
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Avant de commencer l'étude du lien entre les séries de Chen, les séries 
de Fliess et les séries de Volterra, nous rappelons très brièvement les propriétés 
des séries de Volterra. et les techniques qui s'y rattachent (transforma.tion de 
Laphce multidimensionnelle et technique d'association de variables) : 

Pour généraliser le développement de Taylor ordinaire, V. Volterra a 
proposé ([V2]), pour une fonctionnelle de a : [O, 11 -t K ,  le développement 
suivant : 

où ko E K ,  kl : [O, 11 -t I C ,  k2 : [O, 112 -t II{, . . . sont des noyaux, qui 
sont choisis, ainsi que a, de manière à assurer l'existence des intégrales et 
la convergence de la formule précédente. Les bornes d'intégration de cette 
formule étant fixes, il n'y a pas d'évolution temporelle. Elles ont été modifiées 
par J.F. Barrett ((B21) et M. Schetzen ([SI]) pour devenir dynamiques et on 
obtient ainsi "les séries de Volterra" : 

dont les noyaux sont les fonctions ho (t), hl (t, 71)' h2(t, 72, TI), . . . Ces noyaux 
sont dits triangulaires, si lorsqu'il existe un entier positif i tel que ri 2 t, alors 
les noyaux {hn),2i sont nuls. Dans ce cas la série de Volterra s'écrit encore 
sous la forme dite "triangulaire" : 

Sous ces formes dynamiques les séries de Volterra sont introduites en théorie 
de la commande par C. Lesiak et A.J. Krener ([LI<]) pour approximer les 
sorties des systèmes dynamiques non linéaires à un nombre finis de noyaux non 
nuls. La structure géométrique de ces noyaux est étudiée par R.W. Brockett 
([B6]) et par E.G. Gilbert ([G4]). Ces études montrent que l'approximation 
par un nombre fini de noyaux non nuls revient à approximer un système 
analytique par un système bilinéaire (ou régulier) dont la série génératrice est 
rationnelle. Les propriétés des noyaux de Volterra des systèmes bilinéaires ont 
été étudiées par C. Bruni, G. Di Pillo et G. Koch ([BDK]). Ces propriétés 
sont aussi étudiées par W.J. Rugh en utilisant les tranformations de Laplace 
multidimensionnelles ([R5]) : 

Etant donné une entrée a, la réponse y du système est exprimée pa.r la, 
somme infinie suivante : 
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où pour tout entier positif n : 

avec les noyaux {h,) ,Li triangulaires (système causal). Ainsi pour t fixé, on 
peut écrire : 

Le système est dit stationnaire s'il existe, pour tout entier positif n, une 
fonction g, telle que g,(t - 71, . . . , t - 7,) = h,(t, 71, . . . ,T,). 

Pour mieux exposer, nous nous plaçons dans le cadre des systèmes 
stationnaires : 

Une méthode pour calculer cette réponse y du système consiste à évaluer 
dans le domaine temporel les intégrales y,. L'intérêt d'une telle méthode 
est relativement limité car elle peut introduire pour des temps "grands" une 
erreur importante qui s'ajoute à l'erreur de troncature de la série. Une autre 
technique consiste à introduire un calcul symbolique généralisant le calcul 
de Heaviside et effectuer le calcul dans le cadre des transformées de La.place 
multidimensionnelles. En effet, en introduisant n variables t l , .  . . , t n  et une 
nouvelle c, fonction tels que : 

on obtient d'après le théorème de convolution (voir IR5J) : 

... 
où Yn(sl,. . . , sn)) Gn(si, sz, . . . , s,) et A(s) sont des transformées de Laplace 
de yn(tl,. . . , t , ) ,  gn(tl - 71,. . . , tn  - rn)  et a(t) respectivement : 

Yn(s1,. . . ) = . . yn(tl, - i , i n ) ~ - ( ~ ~ ~ ~ ~ . . . ~ ~ ~ ' ~ ) d t  1 . . . dtn) 

t )e-(siti+-..+sn i n ) d t  Gn(si,s2,- - - , ~ n ) =  J I m ~ m - - s J I m ~ n ( t 1 7 - - * 7  n 1 ... dt,, 

A(.) = lm t~(t)~-"dt. 
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On peut ainsi déterminer la fonction y, par la transformation de Lap1a.c.e 
multidimensionnelle inverse : 

et on obtient alors y, (rappelons que y,(t) = Yn(tl, . . . , tn)lil=...=rn=t) : 

En posant s = sl + . . . + s,, on peut écrire : 

%(si,. . . , s,-], s - s i  - . . . - s,-l)dsi . . . dsn-] es'ds. 1 
Or si Y,(s) désigne la. transformée de Laplace monodimensionnelle de y, : 

alors on en déduit que : 

Finalement la réponse y du système est donnée par de simples transformées 
de Laplace monodimensionnelle inverses comme dans le cas linéaire : 

Une telle technique est dûe à D. George ([G3]), elle est appelée technique 
d'association de variables, dont les principales propriétés sont ([R5]) : 

(Pl) Si F(s~ ,  . . . , s n )  = H(s1,. . . , ~ k ) G ( ~ k + l , .  . . ,Sn)  alors : 
1 a+iw 

Assn(F(si,. . ,sn)l(s) = - / 2 2 ~  u-im 
Assk[H(sl 7 .  - .  , sk ) ] (~  - 21) 

Assn-k[G(sk+l,.. . , ~ n ) ] ( u ) d ~ .  

(P2) Si F(s1,. . . , s,) = H(sl + . . . + sn)G(sl,.  . . , s,) alors : 

Assn[F(si, . . . , sn)](s) = Assn[H(si + . . . + sn)](s)A~s,[G(s~,. . . , s,)](s). 

La technique d'association de variables semble puissante mais elle pose 
de redoutables problèmes d'algorithmique quand à l'implantation effective. 
C'est une raison pour laquelle cette technique est très peu utilisée. 
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3.1. Séries d e  Chen ([Cl], [C2], [RI]) 

3.1.1. Définitions e t  exenlple fondamental 

Définition 3.1.1.1. : ([F5], [S4]) On appelle série d e  Chen  de 
l'entrée a = ( aZO a'' . . . azm ) la série définie somme suit : 

Théorème 3.1.1.1. : Toute série de Chen Ca de l'entrée a est 
4t -exponentiellement majorée (définition 1.6.1.1 .), où g5t le morphisme de 
monoïde, de Z* dans R+, défini par : 

et Mt est un morphisme majorant de l'entrée a au temps t (définition 2.1.2.). 
Par conséquent, nous avons : 

Preuve : C'est une conséquence directe du lemme 2.2.1. 

Définition 3.1.1.2. : Alous notons par " c ' H E ~ ~ ~ " '  l'ensemble de tous 
les séries de Chen des entrées relatives à l'alphabet fini 2. 

Les propriétés de l'intégration par parties permettent de montrer 
(lemme 2.3.1.) que toute série de Chen Ca vérifie le ';critère de Friedrich" : 

VU' u E z*, <Ca(uuv > = <Ca(u ><Calv > .  

Par conséquent ([RI]), Ca est l'exponentielle d'une série de Lie ([JOl]) : 

où Lk(Ca), k 2 1, est un polynôme de Lie homogène degré k. Ce résultat 
est une généralisation de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. On peut 
aussi obtenir Ca comme produit infini d'exponentielles d'éléments d'une base 
de Hall de l'algèbre de Lie libre ([HMSl], [HMS2], [HMS3], [S6]). En fait, on 
peut obtenir un tel produit infmi en utilisant n'importe quelle base de l'algèbre 
de Lie libre engendrée par l'alphabet de codage de M. Fliess, mais la base de 
Lyndon est probablement mieux a.daptée à un calcul par la tranformation 
d'Evaluation (voir l'annexe E). 
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Exemple 3.1.1.1. 

La série de Chen de l'entrée constante c est : 

Cc = exp t C cZz  . ( Z E Z  

En particulier, si t = O alors la série de Chen de l'entrée O définie en zéro est : 

La série de Chen de l'entrée e,, = ( 1 O . . . 0 ) définie sur [O, t2] 
est : 

2 Ctz0 = exp(t 20). 

Pour toute lettre z E 2 0 ,  soit e, l'entrée définie par : 

La. série de Chen de l'entrée e, est : 

Ciz = exp(t2zo + t z ) .  

On peut vérifier aisément (par d'éveloppement de Taylor) que : 

1 
lim [Ci,, - 11 = 10, 
r-O t 

et pour toute lettre z f Zo, on a : 

1 
lim -[Ciz -Ctz0] = z. 
t-O t 

3.1.2. Concaténation des  séries d e  Clien 

Définition 3.1.2.1. : ([F5], [S4]) Nous appelons concaténation d e  
deux  entrées a = (az0 azl ... a z m )  et b = (bzO bZ1 ... b z m )  

définies sur [O, ta] et [O, tb], la nouvelle entrée a#b définie comme suit : 

a#b(t) = a(t) pour O 5 t < ta 

a#b(t ,+t)= b(t) pour O L t  <tb.  
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Propositioil 3.1.2.1. : ([C2]. [S4]) Avec les notations précédentes, la 
série de Chen de l'entrée atf b est égale produit de Cauchy de la série de Chen 
Ca de l'entrée a avec la série de Chen Cb de l'entrée b : 

Exenzple : La série de Chen de l'entrée constante a (resp. b) définie sur 
[O,ta] (resp. [O,tb]) est : 

et la série de Chen de l'entrée atfb définie sur [O, ta  + tb] est : 

C u r e  = exp t. C azz exp ts C bzz . ( z,, ) ( zc, ) 
La preuve de la proposition 3.1.2.1. donnée par H.J. Sussman dans [S4] 

utilise une équation différentielle structurelle vérifiée par Caflb. On peut aussi 
donner une preuve élémentaire directement comme suit : 

Défiilitioil 3.1.2.2. : ([HJ4], [HJ5]) Soit 8 un réel fixé. Soit e une fonc- 
tion de Lm(8,8+t), t 2 O. hTous définissons l'iiltégrale i térée 8-traiislatée 
par .- 

r B + i  f 1 si W = E ,  

Reinarque : 

(i) L'intégrale itérée Sew n'est pas une intégrale ordinaire. En ii' 
particulier, 1 'additivité est en défaut. En effet on a : 

(Déjà pour w = e,  cela. entrainerait I =1+1!) 
î a + î b  i b  

(ii) Les intégrales itérées la a et ~ b v  = ~a(v)( t i )  sont 

égales, ayant la même définition récurrente (atfb étant la concaténée des entrées 
a = (az0  aZ1 ... azn1 ) et b = ( bzO bzl . . . bzm ) définies sur [O, ta] et 
10, tbl). 
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La proposition 3.1.2.1. équivaut alors au lemme suivant : 

Lemlne 3.1 -2.1. : (lemme de transla.tion temporelle, [HJ4], [H J51) Soit 
8 un réel h é .  Soit e une fonction de LW(O, 6' + t), t 2 0. Nous a.vons J 'égalité 
suivante : 

Preuve : 

. Puisque 6,~ = 1, alors le résultat est immédiat pour w = E .  
J O  

. Supposons que le résultat soit sat.isfait pour tout mot w, O 5 Iw 1 5 n. 

. Si lwl = n + l  alors w peut s'écrireen u~ =wlz ,  wl E Z*, z E 2. Par 
conséquent, nous avons : 

(additivité des intégrales ordinaires) 

(nous avons posé p = 6' + 7 )  

(dta.près l'hypothèse de récurrence) 

(d'après la définition 3.1.2.1 .) 

(distnbutivité des intégrales ordinaires) 
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Preuve de la proposition 3.1 .S. 1. : D'après la définition de atb et le 
lemme de translation temporelle, nous avons : 

D'après la remarque (ii), on a : 

3.1.3. Iiidisceriiabilité 

Définitioii 3.1.3.1. : ([HJ4], [HJ5]) Soit S une série formelle continue 
sur une classe Cl. Alors S est dite indiscerliable sur une classe Cl si : 

VC € Cl, < SllC > = o. 

Lenlilie 3.1.3.1. : ([HJ4], [HJ5]) Si une série formelle S continue sur 
C3-l£Af4' est indiscernable sur ~3-lfAf" dors pour toute lettre z de 2, la série 
z a S est indiscernable sur C7i&Af4' 

Preuve : 
. Si z # zo alors : 

1 
= lirn - < SIICa [Ci, - C:zo] > (convergence uniforme) 

î - O  t 
1 

= lim - < SIICan,, - > (proposition 3.1.2.1.) 
t - O  t 

1 
= lim -[< SIICane, > - < SIICaje,, >] 

t+o t 
= O ( S  est indiscernable sur CHENO'). 

. Si z = zo alors : 
1 

< zo a SIICa > = < SIIC. l i i  S1[C:zo - 11 > (exemple 3.1.1.1.) 

1 
= lim 2 < SIICa[C:zo - 11 > (convergence uniforme) 

t -O t 
1 

= lim 7 < SIICan,,, - Ca > (proposition 3.1.2.1.) 
t - O  t 

1 
= lim -[< SIICarez0 > - < SIIC. >] 

t -O  t 2  

= O (S  est indiscernable sur C3-l&NQ1) 
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Corollaire 3.1.3.1. : ([HJ4], [HJS]) Si une série formelle S continue 
sur CB&N" est indiscernable s u r ~ % £ N ~ '  alors pour tout mot w de Z*, w a S  
est indiscernable sur C3-lfN4' . 

Preuve : 
. Puisque S est indiscernable sur C'H&N4', le résultat est immédiat 

pour w = 6.  

. Supposons que le résu1ta.t soit vrai pour tout mot w, O 5 Iwl 5 n. 

. Pour w, Iwl = n +  1, on peut écrire w = zwl .  On a :  

w a S = z a (wl a S) (voir 1.3.). 

D'après l'hypothèse de récurrence, wl a S est indiscernable sur c7dfN4'. 
Par conséquent, UT a S = z a (iul a S )  est indiscernable sur c 'H£N~'  (lemme 
3.1.3.1.) 

Tliéorèil~e 3.1.3.1. : ([HJ4], [HJ5]) Une série formelle S continue sur 
~ % £ h f ~ '  est indiscernable sur C3-I£N4' si et seulement si S O. 

Prevve  : Il est immédiat que si S O alors S est indiscernable sur 
C'H£Af4' . Si S est indiscerna.ble sur C'HCA~" alors d'après le corollaire 4.1.3. l., 
'UT a S est indiscernable sur C'Hfhr4' pour tout mot w de Z*, nous avons : 

< Slw  > = < w a SIE > = < w a SIIC, > = O (voir l'exemple 3.1.1.1.). 

Pas conséquent : 
SGO 

3.1.4. Une graduation des séries de  Clleil 

Soit a une entrée relative à. l'alphabet fini Z = {zO, 21, . . . , 2,). 

D'après 1.4.1., la série de Chen Ca de entrée a définie sur [O, t] peut être 
s'écrire en : 

Proposition 3.1.4.1. : ([HJ4], [HJ5]) Soit a une entrée relative à 
1'alpha.bet fini Z = (20, zl , . . . , 2,).  Si Ca est la. série de Chen de cet te entrée, 
alors pour tout entier positif k, la série Vk(C,) peut s'exprimer par : 
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Preuve : Pour tout entier positif k, chaque mot w E (z:20)%: peut 
s'exprimer en w = zoQ0zi1 zO1 . . . zik zOQk , où @ O ,  . . . , c tk  sont des entiers positifs, 
et z,, , . . . , zik sont. des lettres de Zo. D'après le corollaire 2.5.1., nous avons : 

Nous pouvons alors déduire que pour tout entier positif k : 

Puisque Ca = Vk(Ca), nous avons le théorème de graduation des 
k 20 

séries de Chen suivant : 

Théorènle 3.1.4.1. : ([HJ4], [HJ5]) Soit a une entrée relative à 
1 'alpha bet fini Z = {zo  , z l  , . . . , z, ) . La série de Chen Ca est décrite par : 
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La seconde égalité est obtenue en utilisant la formule suivante ([B5]) : 

où ad:@, Y > 1, est le crochet de Lie v-itéré [a, [. . . , [cr , /3 ] .  . .]] et a e p  = p. 

Exemple : Si l'alphabet fini Z est réduit à {zo), alors : 

3.2. Séries de Fliess 

Soit {Az) ,EZ un polysystème sur O = {di ,  . . . , BN ) relatif à 17alpha.bet 
fini Z = {zo, 21,. . . , z , )  (voir 1.8.). Rappelons que pour toute lettre z E Z, 
la dérivation de Lie A, est de la. forme : 

avec les A?, D E 27, z E 2, sont des séries de 1iConVI[O] telles que pour tout 
D point q E n Conv(A, ), pour tout module de convergence (p, i ,  C,) en q de 

DED 
A:, (D E D, z f Z), on ait : 

Défiiiitioii 3.2.1. : Soit f une série formelle de fi'C0nv [O]. On appelle 
série géiiératrice associée à la série f relative au polysystème la 
série formelle a, f à coefficients dans I<COnVIO] définie comme suit : 

On appelle série génératrice en un état q E Conv(f) associée à la série f 
relative au polysystème {Ar) zEZ,  la série formelle uq f à. coefficients dans 1~7 
définie comme suit : 

*,f = C ( w *  f ) , q  uiEI{< Z B .  
w E Z *  
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On sait (c'est la formule fondamentale de M. Fliess [F5]) que la série 
a, f caractérise complètement le comportement local (au voisinage de q) du 
polysystème {Az) zEZ,  pour l'observation f E KConV [ O ] ,  et l'état initial q. 
Nous verrons que deux séries formelles S, T définissent la même sortie y ( t )  si 
et seulement si S = T (théorème 3.2.5.). 

Notatioii : Pour tout mot w E Z*, on note : 

Propositioii 3.2.1. : Supposons que f et A:, (D  E D, z E Z) soient 

des séries de I<cOnv[O].  Soit q E Conv( f )  n ~ o n v ( A f > ) ,  soit (p, ;, Cf)  
D€D,z€Z 

un module de convergence en q de f ,  et soient (p, ;, C,), (r E Z), des modules 
de convergence en q de A:, (D E D, z E 2). En posant r = min pk et 

i < k < N  

max - nous avons : 
l<k<N pk' 

Preuve : Soit w = zip . . . zil un mot de Z*. Nous avons : 

D'après le théorème 1.7.2., nous avons : 

Par conséquent : 
CwCfNp 

I(w f .  f ) I ~ I  5 ( N + ~ - I ) ~ ~  AP F(r) .  
P 

Et finalement, d'après la proposition 1.7.l.(e), nous avons : 
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Tliéorème 3.2.1. : ([F3]) Supposons que f et A:, ( D  E D, z E 2 )  
soient des séries de lKConV[O]. Soit q E Conv ( f )  n Conv (A f  ), soit 

DEV,zEZ 
(p, i, C f )  un module de convergence en q de f ,  et soient (p, P, C,), ( z  E Z) ,  
des modules de convergence en q de A:, (D E D, z E 2 ) .  

La série génératrice en q associée à la série f en q relative au 
polysystème { A z ) z E Z  vérifie la condition de 2-croissance (définition 1 .G. 1.2.), 
avec : - 

et x est le morphisme défini par : 

Pk où T = min pk et r = max -. 
l l k < N  l < k < I "  Pk 

N+p-l) > 1 Preuve : En effet, puisque ( , alors d'après la proposition 
3.2.1., onalerésultat 

Théorhine 3.2.2. : Supposons que f et A:, (D  E D, z E 2)  soient 
des séries de KConV [O].  Soit q E Conv( f )  n ~ o n v ( A f ) ,  soit (p, i) C f )  

DED,zEZ 
un module de convergence en q de f ,  et soient (p, P, C z ) ,  (z E Z ) ,  des modules 
de convergence en q de A:, (D E D, z E 2 ) .  Soit o f  la série généra.trice 
associée à la série f relative au polysystème { A z )  z E Z .  

Soit a = ( azO azl . . . azm ) une entrée relative à l'alphabet fini Z 
et soit Mt un morphisme majorant de a a.u temps t (définition 2.1 .Z.I. Soit Ca 
la série de Chen de l'entrée a. 

O 

P k On pose 7 = min pk et r = max -. Si : 
l<k<N lSkSN Pk 

alors la série < o, f 1 w > < Ca 1 w > est normalement convergente. 
wEZC 

Preuve : C'est une conséquence immédiate du théorème 3.2.1., du 
théorème 3.1.1.1. et du théorème 2.4.1. 

Par conséquent, 1'Evaluation de la série génératrice associée à la série 
f en q peut s'exprimer par 1'a.ction de la série de Chen de l'entrée a sur f : 

en d'autres termes : 
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Théorèiiie 3.2.3. : ([HJ4], [HJ5]) Sous les hypothèses du théorème 
3.2.2., nous avons : 

où Ca est la série de Chen de l'entrée a définie sur [O, t] 

Corollaire 3.2.1. : ([HJ4], [HJ5]) Soient f et g deux séries formelles 
de KConVIIO] vérifiant les hypothèses du théorème 3.2.2. et un 
polysystème. Nous avons l'égalité sui~ante : 

où Ca est la série de Chen de l'entrée a définie sur [O, t] . 

Preuve : D'après le lemme 1.9.1., nous avons : 

w EZ* u,uEZ' - . 

= C C Ea(u)Ea(v)(u* f ) l q ( ~ * g ) l q  (lemme 1.8.1.1.) 

Théorème 3.2.4. : ([HJ4], [HJ5]) Soit f (resp. g) une série formelle 
de vérifiant les hypothèses du théorème 3.2.2. La série généra.trice 
associée à la série f (resp. g )  relative au polysystème {A, ) zE est a, f (resp. 
a,g). Nous avons les égalités suivantes : 

où Ca est la série de Chen de 1 'entrée a définie sur [O, t ]  . 
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Preuve : 

Ea(oq(f9)) = [Ca * (f9)Ilq (théorème 3.2.3.) 

= (Ca * f)lq(Ca * 9119 (corollaire 3.2.1 .) 

= fa(0q.f >fa(aqg) (théorème 3.2.3.) 

= fa((0qf )4099)>  (théorème 2.4.4.). 

Et d'après le théorème 3.2.3., nous avons : 

Définitioii 3.2.2. : ([HJ4], [HJ5]) Soient S,T deux séries formelles 
de .ü< < Z » continues sur C7i&h14' (définition 1.6.1.3.). S et T sont; 
indiscernables sur C7i&h14' si et seulement si : 

ou si équivalemment : 

pour toute entrée a relative à 2, Ea(S) = fa (T) .  

Théorèiiie 3.2.5. : (théorème de l'unicité des Evaluations, [F3]) Etant 
données deux séries formelles S, T de K « 2 ) continues sur C ? I E A ~ ~ ' ,  S 
et T sont indiscernables sur c'HIN~' si et seulement si S = T.  

Preuve : Si pour toute série Ca de c7i&N4', < SIIC, > = < TIIC. >, 
alors nous avons < S - TIIC, > = O. Par conséquent, S - T est indiscernable 
sur c'HEN~' (définition 3.1.3.1 .). D'après le théorème 3.1.3.1., nous avons la 
conclusion 

Théorème 3.2.6. : ([F3], [F6], [FU]) L'application a est un mor- 
phisme de l'algèbre des séries formelles en variables commutatives el ,  . . . , eN,  
BfConv[O], dans l'algèbre des séries formelles en variables non commutatives 
zo, zl,. . . , z, munie le produit de mélange, &'COnVIO] « Z ». 

Preuve : On montre aisément que : 

Vf, g E KConVIO], VA, p E R, O( A f + pg) = Au f + pug. 

D'après le théorème 3.2.4. et le théorème de l'unicité des Evalua.tions, nous 
avons : 

Vf, g E B<=OnV[[O], a(f g) = (a f )m (ag) 6 
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3.3. Séries de Volterra ([B6], [LK]) 

Soit a une entrée relative à l'alphabet fini 2 = {zo, 21,. . . ,z,). 
Soit f une série formelle de XCConVIO]. 
La série génératrice associée à la série f relative au polysystème 

est notée par a f .  
Sous les hypothèses du théorème 3.2.2., d'après le théorème 3.1.4.1 ., 

1'Evaluation de a, f pour l'entrée a peut s'exprimer par : 

[ e + l z ~ z i l  e ( + ~ - + ~ ) z ~  . . . z ,  t h  e(f-+k)zo * fIiq'tzil (TI). . . dC:ik (a) 

qu'on l'appelle la série Volterra associée à f ([B6], [LK]), avec les noyaux 
de Volterra triangulaires K;, pour k 2 O et u E z:, définis comme suit : 

Ainsi en termes de dériva.tions de Lie, on retrouve les notations de M. Fliess, 
M. Lamnabhi et F. La.mnabhi-Lagarrigue ([FLL]) : 

k VkLO, VU =z;, . . .zit E Zo)  O <  . a -  5 ~k L t ,  

~ ; ( t ,  71,. . . , T*)~, = [erlA2o A, ,~  e-qAzo evAzo . . . Azik e-QAzo etA*o O f l i ,  
= [(ead"*zo A zil ) . . . (ead'k*zo A zik ).'"'O 0 f l lq .  

Remarque : Dans la. seconde écriture les noyaux de Volterra K.;, pour 
k 2 O et u E z:, ne dépendent plus que des TI, 9,. . . , sr, et de t, et non 
plus de 72 - 71,. . . , t - comme dans la première écriture. Cela a pe-s 
à F. Lamnabhi-Lagarrique d'obtenir facilement les expressions hamitoniemes 
des noyaux de Volterra dans l'kt ude de la commande optimale singulière ([LI]). 
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Exeinple : Dans cet exemple, nous calculons l'approximation de 
Voltmerra de la. sortie associée à la série formelle ( zo  + 2 ) " .  

D'après [SS], nous a.vons l'égalité entre suivante : 

Par conséquent, 1'approxima.tion de Volterra à l'ordre K de la sortie associée à 
(zo+z)*  est I'Evaluation des K+l premiers termes de l'expression précédente : 

hTous notons YI,., (Iir > O), ces approximants : 

D'une part, d'après le corollaire 2.5.2.' nous avons : 

et les noyaux- de Volterra. valent tous et. 
D'autre part, sachant que la série formelle (zo  + z)* est échangea.ble et 

( z o  + z)* = Z ; L U Z * ,  dors d'après le théorème 2.4.4., nous avons : 

Par conséquent, 1 'approximation de Volterra de la sortie associée à la série 
formelle ( ro  + z)* revient donc à approximer la sortie y ( t )  = etet.(') par les 

polynômes exponentiels et -, (K  2 O). Ce qui revient à approximer la 
k=O 

k ! 
K 

série formelle (zO + z)* par les séries formelles z;w z k ,  (IC > 0) .  
k=O 



CHAPITRE 4 

TRANSFORMATION D'EVALUATION ET 
EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES 

EN REGIME FORCE 

4.0. Introduction 

Certains systèmes dynamiques non linéaires sont décrits par les équa- 
tions différentielles non 1inéa.ires en régime forcé de la forme : 

où u est l'entrée, y est la sortie, les al,. . . ,an et les PZ,. . . ,Pd sont des 
constantes et les conditions initiales sont supposées nulles pour simplifier 
l'écriture : 

y(n)(0) = y("-'] (O) = .. . = y(0) = o. 

Les méthodes proposées pour calculer et analyser les signaux produits par 
les systèmes dynamiques non linéaires de ce type sont souvent basées sur 
les développements de Volterra ([BRl], [CNl], [CN2], [G2]). Les algorithmes 
correspondant à ces méthodes sont, en général, lourds et coûteux en temps 
de calcul, ils nécessitent des outils sophistiqués comme les fonctions transfert 
multidimensionnelles et l'association des variables. 

Depuis leur introduction en théorie de la commande par M. Fliess, 
les séries formelles en variables non commutatives apparaissent comme un 
outil fécond pour résoudre des problèmes relatifs à des développements 
fonctionnels de la sortie des systèmes dynamiques non linéaires. Cela donne 
une justification théorique pour les méthodes heuristiques en Physique en 
utilisant le calcul de Heaviside dans le cadre non linéaire. Cette approche 
donne aussi une nouvelle méthode pour calculer itérativement une solution 
approchée de ces équations différentielles. La méthode proposée par M. Fliess 
([F5]) consiste en une transformation ces équations différentielles en des 
équations intégrales de la forme : 
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Ces équations intégrales sont codées par l'équation suivante (aux notations 
près) : 

d 

S + Q ~ S Q + - + . ~ S Z ~ =  G - c ~ ~ s ~ ~ ] ~ :  
i=2  

Notons que si P 2  = . . . = ,Od = O on retrouve, à un changement variable près 
r t  

(zo = $ = s = . dt), la fonction transfert classique (1 +ais + . . . + ans)-'. 

Pour résoudre ces équations, M. Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi- 
Lagarrigue ont proposé le schéma suivant ([FLL]) : 

et la série approximante à l'ordre k de l'équation précédente est la somme 

Tl+ ...+ Tk. 

Exenlple 4.0. : Soit S une série formelle vérifiant l'équation polynô- 
mide suivante : 

S = Z l  + (Sm S)zo. 

Alors le schéma précédent donne : 

Par conséquent, les approximants correspondants sont : 
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Depuis 1980, M. Larnnabhi ([L2]) et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([LI]) 
ont développé et approfondi cette méthode. Ils l'ont appliquée à l'analyse 
du conlportement d'entréelsortie des circuits électroniques non linéaires. Ces 
circuits peuvent comporter, en plus des éléments linéaires usuels, d'autres non 
linéaires tels que des résistances, des capacités, des inductances ou encore des 
sources de tension liées. Ils ont montré sur les exemples pratiques comment 
peut s'effectuer systématiquement l'analyse transitoire ou permanente lorsque 
les entrées typiques (harmoniques, Dirac, échelons, ...) sont introduites ou 
encore comment déduire des propriétés statistiques en présence d'une entrée 
aléatoire. Dans le cas de l'analyse transitoire, la méthode proposée est une 
alternative aux techniques d'association de variables de D. George ([G2]). 
Ces études sont la base du projet FANEC - Fùnctional Analysis of Nonlinear 
Electronic Circuit S. 

Il est à noter que le schéma itératif proposé par M. Fliess, M. Lamnabhi 
et F. La.mnabhi-La.ga.rrigue ([FLL]), nécessite, dans le cas d'une in1planta.tion 
pour un traitement automatique (voir projet FANEC), de garder en mémoire 
les résult ab s intermédia.ires ( {Tk ) k - > 1 ), d'où consommation supplémentaire de 
mémoire. Ce schéma. est relativement coûteux en temps machine cas il utilise 
le produit de mélange dont on remarquera la complexité pour calculer les Tk 
à chaque itération. Ainsi les calculs effectués ont montré qu'on se heurte très 
vit,e à des difficulté de programmation avec un temps de calcul et une pla.ce 
de mémoire importants pour obtenir les ordres élevés dès que la structure 
des équations devient compliquée. Cela est dû à la complexité croissante 
esponentiellement du produit de mélange. Le calcul de ce produit est encore 
mal maîtrisé jusqu'à. cette date. Il est ignoré en général par les ma.chines 
syn~boliques a.ct.uellen1ent sur le marché. 

Très récemment, G.Viennot et P. Leroux ont donné une interprétation 
purement combina.toire de la structure des équations en utilisant des "arbres 
croissants", des "chemins de Motzkin" et des <'histoires7' ([VL]). 

Il est à noter aussi que cette méthode conduit ([FLL], [LI], [L2]) à 
des combinaisons linéaires de fractions rationnelles non commutatives de la 
forme : 

où les po,. . . ,pk sont des entiers positifs, les CO, .  . . ,CI: sont des nombres 
complexes et les zio , . . . , ri, sont des lettres de l'alphabet de codage 2. Ces 
fractions rationnelles sont complètement intégrables (voir chapitre II). Nous 
donnerons au chapitre VI une représentation arborescente et une implantation 
récursive en MACSYMA de la transformation d'Evaluation. 

En fait, la. transformation d7Evaluation peut contribuer aussi à l'étude 
de ces équations différentielles en donnant une méthode directe et efficace de 
programmation, que nous allons montrer dans ce chapitre. 
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Reprenons donc 1'équa.tion symbolique : 

En prenant 1'Evaluation les deux membres on a : 

où d(f) est le polynôme P2.f2 + . . . + pdfd et h ( t )  est I'Evaluation de la série 
z,"-'(l + alzo + . . . + a,ro)-'. On se ramène donc à une équation intégrale 
du type : 

dont une méthode de résolution itéra.tive serait : 

A ce schéma itératif correspond un schéma itératif sur les séries génératrices 
codant cette équa.tion (on peut remarquer la ressemblance avec celui proposé 
par M. Fliess, M. Lmnabhi et F. Lanmabhi-La,garrigue) : 

On prouvera sa convergence (relativement à la topologie discrète sur les 
séries formelles), on précisera le nombre de "termes exacts" obtenus à chaque 
itération et on terminera par l'examination des exemples suivants : 

jr(t) - y2( t )  = az ( t )  avec ~ ( 0 )  = y(0) = O 

jr(t) + y( t )  + y2(t)  = a z ( t )  avec ~(0) = ~ ( 0 )  = 0  

~ ( t )  + ~ ( t )  + ~ ( t )  + y3(t) = a z ( t )  avec Y @ )  = ~ ( 0 )  = ~ ( 0 )  = 0- 
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4.1. Une méthode formelle 

Soit O(S) un polynôme commutatif de degré d 2 2 en la série formelle 
S défini comme suit : 

où les pz,. . . ,Pd sont des nombres complexes. 

Remarque : 
(i) Si S est une série formelle propre l'ordre s, puisque l'ordre du 

polynôme O(S) est 2, alors l'ordre @(S) est supérieure ou égale à 2s. 
(ii) Soient S et T deux séries formelles, nous avons : 

d d 1-1 

Pax conséquent : 

u(@(S) - @(T)) 2 w ( S  - T) + inf(w(S),w(T)). 

4.1.1. Une équation algébrique (EQ) 
Etant donné une lettre z de 2, on note R une série formelle en une 

seule lettre z et d'ordre p 2 1. Soit G une série formelle d'ordre 7 2 O. Les 
séries R et G sont supposées vérifier les conditions du théorème 2.4.1. 

Soit S une série formelle vérifiant l'équation polynômiale suivante : 

(EQ) S +  a lSz  + a 2 s z 2  + ... + a,Szn = G +  @(S)R, 

ou encore SK = G + @(S)R, où II' est la série formelle définie par : 
n 

Puisque le terme constant < K(e > = a. = 1 ne s'annule pas, alors 
la série formelle IC-' existe, K-l est une série formelle en une variable 
commuta.tive z. La série formelle S peut dors s'écrire : 

s = GK-I + O(S)RK-I, 
c'est une équation algébrique en S. 

Supposons que K admette r racines complexes distinctes pl, .  . . ,p r  
/ f \ 

d'ordre de multiplicité ml ,  . . . , m, respectivement 1 = n )  On peut 

décomposer d'une manière unique K-' en éléments simples : 

- - 

1=1 

où pour tout 1 E [ l . . r ]  et pour tout k E [l..mr], f 67, et chaque H1,k est de 
*k f mi 

la, forme (6) . Ainsi GIC-' s'écrit sous la forme 
1=1 k = l  
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4.1.2. U n  scliéma de résolution itératif (IS) 

Considérons le schéma itératif suivant pour calculer la solution 3 de 
l'équation (EQ) : 

Lenlnle 4.1.2.1. : Nous avons pour tout entier k > 1 : 

4 S k )  1 7 .  

Preuve : 
. Puisque SI = GK-l, le résultat est immédiat pour k = 1. 
. Supposons que le résultat soit vrai pour tout K., 1 5 K. 5 k. 
. Pour K = A- + 1, puisque Sk+, = GI{" + @(Sk)RIC-l, alors il est 

clair que : 
u(sk+l) 1 inf(?',w(@(sk)) + P). 

D'après la remarque (ii), on a w(@(Sk)) 2 2w(Sk). Par conséquent, d'après 
l'hypothèse de récurrence, on a w(Sk+1) 2 7 

Leiilme 4.1.2.2. : Nous avons pour tout entier k > 2 : 

w(Sk+l - S k )  2 ~ ( s k  - Sk-1) + Y +  P. 

Preuz~e : En effet, puisque SkSi - Sk = [@(Sk) - @(Sk-l)]RI<-l, alors 
d'après la. remarque (ii) et le lemme 4.1.2.1., on a : 

Ce lemme exprime qu'à chaque étape, on ajoute au moins 7 + p termes 
exacts à l'étape précédente. 

Lemme 4.1.2.3. : Nous avons pour tout entier k > 1 : 

Preuve : 
. Nous montrons aisément que pour k = 1, puisque w(Sl) 5 7, alors 

d'après la remarque (i), nous avons w(@(Sl)) 2 27. Par conséquent : 

. Supposons que le résultat soit vrai pour tout K ,  1 5 K. < k. 

. Pour K. = k + 1, d'après le lemme 4.1.2.2. et d'après l'hypothèse de 
récurrence, on a : 

~(Sk+2  - Sk+1) 2 [(k + 1)7 + k ~ ]  + 7 + P = (k + 2)7 + (k + l )p  
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Théorème 4.1.2.1. : La suite { S k ) k > l  - converge vers la solution s de 
l'équation (EQ). 

Preuve : Pour tous entiers k, 1 > 1, nous asons : 

w(Sk+l - Sk) = w(Sk+l - Sk+l-1 + Sk+l-1 - - - .  - Sk+1 + Sk+1 - Sk) 

> inf [w(Sk+l - Sk+r-I), . . . , w ( S ~ + I  - Sk)] - 
1 w(Sk+]  - S k )  (lemme 4.1.2.2.) 

2 ( k  + l ) y  + kp (lemme 4.1.2.3.). 

Or p 2 1 ,  donc la suite { S k ) k > l  - est une suite de Cauchy. Puisque A < Z B 
est complet, alors la suite { S k ) k > ]  - converge vers la solution s de l'équation 

(BQ) 

Corollaire 4.1.2.1. : Pour tout entier k 2 1, la série formelle Sk 
coïncide avec la solution 3 de 1 'équaiion (EQ) jusqu'à l'ordre ( k + l ) y +  kp- 1  : 

Vw E Z*, Iwl < ( k  + l ) y  + kp - 1 J < Sklw > = < S(w >, 

Preuve : Si la solution de 17équa,tion (EQ) alors : 

S = cri-' + $ ( S ) R X - ~ .  
Par conséquent : 

~ ( 3 -  sk) > W ( 3 -  S k - ] )  + p. 
D'où par récurrence : 

w ( 3  - A) > (k  + l ) y  + kp . 
Remarque 4.1.1. : Comme pour le schéma itératif proposé pas 

A l .  Fliess, M. Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue, ce schéma conduit à 
mélanger des corn binaisons linéaires des fractions rationnelles non commu ta- 
tives de la forme : 

( c ~ z ~ ~ ) * ~ ~ z ~ ~ ( c ~ z ~ ~ ) * ~ ~ z ~ ~ ( c ~ z ~ ~ ) * ~ ~  . . *,,-, ( C ~ Z ~ , ) * ~ ~  

où les po , . . . , pk sont, des entiers positifs, les co , . . . , ck sont des nombres corn- 
plexes et les z j 0 , .  . . , zj,  et z io , .  . . , zik sont des lettres de l'alphabet de codage 
2. Mais il est aussi intéressant de remarqer que ce schéma fait intervenir des 
puissances de mélange de séries formelles. Ainsi pour calculer ( ~ z ) ~ "  on aura 
besoin d'effectuer une seule fois [ ( ~ z ) " ~ - ' u u ] z ,  puis multiplier par n car 
( u z ) " ~  = n [ ( ~ z ) ~ ~ ~ - l ~ ,  U ] Z  (voir lemme 1.4.3.1 ., cette technique est en cours 
d'implantation par N.E. Oussous). 

Pour le schéma ( I S ) ,  on connaît exactement le début de la solution de 
1 'équation (EQ). On peut dès lors utiliser la technique développée pas G. Ja- 
cob et C. Hespel qui consiste à prolonger un polynôme par une série rationnelle 
admet tant ce polynôme comme début. Dans cet te technique, les auteurs don- 
nent l'automate minimal reconnaissant cette série, et la représentation d'état 
minimale. A partir de l'automate minimal on peut obtenir une expression ra- 
tionnelle de la série reconnue, grâce à une résolution du système d'équations 
linéaires, bien connue en informatique théorique. 
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Exemple 4.1.1. : Reprenons 1'équa.tion différentielle de l'exemple 4.0. 
Alors le schéma. suivant 

S1 = Z1 

S k  = Z l  + (Sk-lwSk-l)z0 

donne une suite d'approximants de la solution s : 
Sl = 21, 

S2 = 2z;z0 + 21, 

S3 = 8(z:zo)2zo + 48z:zg + 24~~(ZlZo)~Zo 

+ 12z;z,2 + 4r~z0z lz0  + 2z:zo + 21, 

Pour cet exemple, nous avons 7 = p = 1. D'après le corollaire 4.1.2.1 ., 
nous savons que les termes jusqu 'au degré 6 (= (3 + 1) + 3 - 1) de S3 sont les 
termes de la série S ,  c'est à dire le polynôme 12zizi + 4 z ~ z o i l z o  + 2z:z0 + zl 
figure dans S .  Ce polynôme figure dans fi  et dans F4 de l'exemple 4.0. Le 
support du poljtnôme 8(z~zo)2zo $ 4 8 ~ : ~ :  + S4Z;(Z1 z0)2z0 figurant dans SB 
est inclus dans le support de Fq. 

Ainsi pour une équation différentielle 

$(t) = u(t) + y2(t) avec $(O) = ~ ( 0 )  = O, 
rt 

(voir chapitre II) : 

On peut observer que S3 est de degré 7, mais on n 'aura besoin en 
fait que des intégrales triples. Cette diminution du nombre des intégrales à 
effectuer est dûe a u  théorème de convolution (voir chapitre II, ce théorème 
est largement exploité au chapitre VI pour implanter la transforma.tion 
d 'Evaluation). 
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4.1.3. Evaluation du scliéina itératif (IS) 

Puisque le produit de mélange est coûteux en mémoire et en temps 
machine, nous allons donner une méthode directe pour calculer des approxi- 
mants de la solution des équations différentielles non linéaires en régime forcé 
en termes d'Evaluation du schéma itéra,tif (IS). Cette méthode exploite les 
ca.pacités d'intégration, de sommation et de dérivation formelle du système de 
calcul formel MACSYMA (voir chapitre VI) : 

Soit $(f) un polynôme (en l'indéterminée f )  : 

4 ( f ) = P z f 2 + . . . + P d f d .  

Alors d'après les théorèmes 2.4.3. et 2.4.4.' nous avons : 

D'après les théorèmes 2.4.2., 2.4.3. et 2.4.4., le schéma itéra.tif (IS) peut 
s'écrire : 

Pour tout entier k 2 1, on note yk 1'Evaluation de la série Sk ,  pour l'entrée 
a = (azO aZl . . . aZm ) relative à l'alphabet fini Z : 

Nous obtenons ainsi : 

4.1.3.1. Calcul de yl 

Rappelons que : 

t 2 (t) 
k - 1  

k - 1  1 t,(t) 
h~ ,k( (~( t ) )  = (T) ( ) ( )  (proposition 2.5.2.). 

j = O  

D'après le théorème 2.4.3. et le théorème 2.4.5., nous obtenons : 
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Signalons que dans le cas particulier z = zo, le calcul précédent 
correspond mutatis mutandis à la transformation de Laplace inverse dans 
l'étude des systèmes dynamiques décrits par une équation différentielle linéaire 
de degré n. 

4.1.3.2. Calcul de  yk 

Puisque w ( R )  = p > 1, nous remarquons que R = zR1 ( w ( R 1 )  2 0).  
Nous notons 6 ( t z ( t ) )  1'Evaluation de la série formelle RIIÇ-l,  pour l'entrée 
a = ( a z 0  azl . . . azm ) relative à l'alphabet fini 2. Avec le même calcul 
que précédemment, on a : 

Avec ces notations, d'après le théorème 2.4.2.' Ea(4 (yk -1 ) ;  RI{-') peut 
s'écrire : 

Ea(d(~k-1);  RI{-') = Ea(£a($(yk-l); 2 ) ;  RlIÇ-l). 
Par conséquent, d'après le théorème de convolution, ( ICIS)  devient : 

( K I S )  t 1 = Y 1  + 1 $ ( Y ~ - I  (~ ) )@(t*( t )  - t Z ( r ) ) d t z ( r ) .  

Reinarque 4.1.2. : 

( i )  Les noyaux {4(yk- l ) )k>0 - jouent ici un rôle analogue à celui des 
nojraux de Volt erra. 

( i i )  On peut appliquer les mêmes techniques pour prouver la conver- 
gence relativement à la topologie discrète sur les séries formelles du schéma 
itéra.tif proposé par AL Fliess, A l .  Lamnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue. En 
prenant I'Evaluation de ce schéma, on obtient le schéma suivant : 

et l'approximant d'ordre k de la sortie est : 

correspondânte (h ( t )  est 1'Evaluation de la série z;-l(l +aI zO+. . .+anzo)-l). 
( i i i )  Le schéma précédent et le schéma ( IÇIS)  correspondent aussi à 

des méthodes de résolution des équations intégrales du type : 
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4.2. Applications 

Les exemples suivants sont obtenus à l'aide du système de calcul formel 
MACSYMA version 309.6 sur SUN-3, Release 309.6 (il est possible qu'il y ait 
des erreurs dues à la. transcription en format de T E X ) .  

Exemple 4.2.1. 

Reprenons l'équat,ion différentielle de l'exemple 4.1.1. : 

$(t) = az(t) + y2(t) avec y(0) = y(0) = O, 

ou équivalemment : 

Si S est. une série telle que &,(S)(t) = y(t), alors nous avons : 

D'après ce qui précède, la suite {yk)k>O - suivant,e converge vers la solution de 
cette équat,ion différentielle : 

Pour a' = un, nous obtenons les résu1ta.t~ suivants : 

Pour aZ(t) = t ,  nous obtenons les résultats suivants : 
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Pour af(t) = et, nous obtenons les résultats suivants : 

Pour aZ(t) = cos(t), nous obtenons les résultats suivants : 

D'autre part, l'exemple 4.0. nous donne : 
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Et les Evaluations des séries F3 et F4 pour a' = un donne : 

Et les Evaluations des séries F3 et F4 pour az(t) = t donne : 

Et les Evaluations des séries F3 et F4 pour az(t) = et donne : 

Et les Ex-aluations des séries F3 et Fq pour ar( t)  = cos(t) donne : 

Ea(F3)(t) = (sin(3t) - 2t cos(3t) - 3 sin(2t) + 21 sin(t) + 8t cos3(t) 

- 1st cos(t) + 6t)/12) 

Ea(F4)(t) = -(Il sin(4t) - 32 sin(3t) + 64t cos(3t) + 344 sin(2t) 

- 2401 cos(2t) - 672 sin(t) - 2561 cos 3(t) + 5'762 cos(t) 

- 32t3 - 492t)/384. 

Le tableau suivant donne une idée sur la complexité de deux schémas : 

(Nous n'avons pas comptabiliser le temps pour obtenir les séries F3 et F4 qui 
est de l'ordre 1 et 7 secondes en utilisant les programmes du mélange fournis 
par N.E. Oussous). 
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Exemple 4.2.2. 

Considérons l'équation différentielle non linéaire en régime forcé suiv- 
ante : 

e ( t )  + y(t)  + y 2 ( t )  = az ( t )  avec y(0) = y(0) = O ,  

Si S est une série telle que Ea(S)( t )  = y( t ) ,  alors nous avons : 

S(1  + Zr,) = 2 - ( S u  S)zo. 

Dans ce cas, nous avons : 

D'après ce qui précède, la suite ( y k ) k > O  - suivante converge vers la solution de 
cette équation différentielle : 

Pour a' = un, nous obtenons les résultats suivants : 
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Pour az( t )  = t,  nous obtenons les résultats suivants : 

Pour a Z ( t )  = et, nous obtenons les résultats suivants : 
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Et pour a z ( t )  = cos(t), nous obtenons les résultats suivants : 

yi ( t )  = (sin(t) + cos(t) - e-')/2, 
-21 2' 

y2( t )  = -e ( e  sin(2t) - 2e2' cos(2t) + (-10e2' - 10et) sin(t) 

+ (lOei - 10e2') cos(t) + 5e2' + 2e' - 5)/20), 

y3(t)  = -e-4'(24e4t sin(4t) + 57e4t cos(&) 

+ (1020e4' - 340e3') sin(3t) - 1020e3' cos(3t) 

+ (1428e4' - 10608e3' + 3060ezt) sin(2t) 

+ (-4s96e4' - 204e3' + 4080e2') cos(2t) 

+ (-31620e4' + 3060e3' + 4080e2' - 6120et) sin(t) 

+ (-18360e4' + 15300e3' - 10200e2' + 2040et) cos(t) 

+ 13005e4' + (2040t + 5536)e3t - 5508e2' + 1020et - 850)/40800), 

y4 ( t )  = -e-8' (181 165320e8' sin(8t) - 144323865e8' cos(8t) 

+ (-221 1 028092ePt - 6971710200e7') sin(7t) 

+ (6118031400e7' - 8425809756e8') cos(7t) 

+ (-132936247080e8' + 95977210420e7' + 82072372200e6') sin(6t) 

+ (-16279885440e8' + 99197476560e7' - 1 14436540400e6') cos(6t) 

+ (-599298934500e8' + 3339050802360e7' 

- 1916607407400e6' - 157361458800e5') sin(5t) 

+ (1293405466500e8' - 105770803320e7' 

- 2553561238200e6' + 1001934351600e5') cos(5t) 

+ (8828575413840e8' + (56769640200t + 5286829460640)e7' 

- 21469680348480e6' + 13867727546400e5' - 2204653956960e4') sin(4t) 

+ (8332886818620e8' + (-23903006400t - 13257084823710)e7' 

+ 11710082835360e6' + 3433069294200e5' - 2738686958280e4') cos(4t) 

+ (543091 24478700e8' - 141632948602600e7' 

+ (62989667245960 - 1083602956800t)e6' - 6490125910800e5' 

- 13691774860400e4' + 6208141940000e3') sin(3t) 
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Le tableau suivant donne une idée sur la complexité du schéma : 
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Exemple 4.2.3. 

Considérons l'équation différentielle non linéaire en régime forcé suiv- 
ante : 

ÿ ( t )  + y ( t )  + y ( t )  + y 3 ( t )  = a z ( t )  avec y ( 0 )  = ~ ( 0 )  = ~ ( 0 )  = 0 ,  

ou équivalemrnent : 

y ( t )  + I I ( Y ( T ) ~ T  + [ 1' y ( p ) d p d ~  = I(< 1' a z ( p ) d p d r  - 1' 1' y 3 ( f  ) d f d ~ -  

Si S est une série telle que &,(S)( t )  = y ( t ) ,  alors nous avons : 

L'équation 1 + zo + z i  = O admet deux racines complexes distinctes : 

Par conséquent : 

où Al = -$f et A2 = @. Dans ce cas) nous avons : 

s = ,%[AI (;)* + A 2 ( ; ) * ]  - ( s u s U s ) z y  [ A ,  (;)* + A,(?)*]  

Notons h ( t )  1'Evaluation de la série [ Al ( ~ ) * + ~ 2 ( f $ * ] z ~ :  

D'après ce qui précède, la suite { y k )  k>O - suivante converge vers la solution de 
cette équation différentielle : 
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Pour a' = un, nous obtenons les résultats suivants : 

yi(t) = 1 - e - t ,  
71 

y*(t) = e - ~ ( ( ( 5 &  - 20)ei + 64)e3' + (-5& - 60)et  + 20eQ - 4ef)  

/(5J3))? 

y3 (t) = e - y  ((3920716800& - 931 1702400)te'~' 

+ ei(57432375ey + (28920414784 - 10025174720&)e~~' 

+ (18442684260A - 65806781040)ef 

Pour af( t )  = t ,  nous obtenons les résultats suivants : 

yl(t) = e- '+t - 1, 
y2(t) = -e-2(((60t3 - 540t2 + (2340 - 1 5 4 t  + 15& - 4740)e: + 5632)e3' 

+ (-180t2 - 3601 - 15& - 900)ef + (20 - 60t)e) - 12e:)/(15&)), 

D (t) = e-~((169801924144363999488000000t7 

- 3565840407031643989248000000t6 

+ (37797908314535426286028800000 

- 118861346901054799641600000&t5 

+ (14857668362631 84995520000000& 

- 255551895837267819229440000000)t4 

+ (1166104101441160743733872000000 

- 9508907752084383971328000000&t3 
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+ (3506409733581 1165894272000000& 

- 366~340963046937854707024000000)t2 

+ (741835952512026952338l584000000 

- 4695023202591 6645858432000000ht)e'~' 

+ et((296784036007827258515625t 

- 296784036007827258515625)et 

+ (7764729342250343708731542883238912 

- 1740383026072657356644499877632O&)e~ 

+ (75976713218003778180000000t8 

+ (9725019291904483607040000000 

- 31656963840834907575000000~t6 

+ (66682946749075415474720000000 - 189941783045009445450000000~t5 

+ (8401552433092619043505ï6250000 

- 2146342148408606733585000000~t4 

+ (6150525109097 78557338l824600000 

- 19~8057329204432195'7100000000fit~ 

+ (39566835591312892677032918700000 

- 103~01991297953630629390937500fi)t 

+ (1481732954821345078Oll50134200000 

- 3820278435008969698457242ï5000fit 

- 79533127060563728223630ï087500& 

+ 316345012376359940~89952286250000)e~ 

+ (-67534856193781136160000000t7 - 90046474925041514880000000t6 

+ (2110464256055660505000000~ - 258863615409494355280000000)t5 

+ (1962731758131 76426965000000& - 63670361 644914771 14640000000)t4 

+ (167430164313749066730000000& + 4596864728389087646992500000)t3 

+ (1596917953748783115450000000& 

+ 213919131708555331090932900000)t2 

+ (1256590936458029694709687500h 

+ 847470759890340490119715500000)t 

+ 24070625907502905696102637500~ 

+ 1813261513492973703280621500000)e~ 

+ (1620836548650'i472678400000t6 + 517046859019588378440960000t5 

+ (15955109775780793417800000& + 1564917687722296487099520000)t4 
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99 @ 
+ (104881631668942104456480000\/3 + 6393876017117467822175232000)f3 

( '11 p 

+ (1 i49895658~3706301904 1 7 6 0 0 0 h  

+ 15222583840S693601639~71i8400)t~ 

+ (615099366030215334408940800& + 69784123173912088920881622720)t 

+ 4369~9276139362157104513s20& 

+ 210716489033195199457413~9088)e~ 

+ (2460198332iï34556544000000t5 + 219901761341179189272000000t4 

+ (7054980513100350831000000& + 387672389276410510272000000)t3 

+ (17926024966742161269000000& + 14147778858001 00934112000000)t2 

+ (23609716459824227733000000& + 1039495117975522737779250000)t 

+ 20755096002528782895000000h + 8147312397049089687470190000)e~ 

+ (123~1390302193208296000000t~ + 53027368566968892096000000t3 

+ (1819069021914905771000000& + 90880238581754862240000000)t2 

+ (165710526i i l i i77878000000\/3 + 218983392415445609952000000)t 

+ 4761 13i~~135684398i000000\/3 + 150445977241316ï40233250000)e~ 

+ (34381381335015851 13600000t3 + 6541392682571197651200000t2 

+ (253255710726679260600000~ + 11014963797836689891200000)t 

- 53720908335962267400000& + 4644993515336424432000000)e~ 

+ (62339867255'i9i9718400000t2 + 399614533691012640000000t 

+ 1948120851ï436866200000& + 12736432445587915~8000000)e~ 

+ (67534856193781136160000t - 13506971238756227232000)ef 

+ 39726385996341844~0000e~) + 296784036007827258515625e~ 

+ (7131680814063287978496000000t5 

- 14263361628126575956992000000t4 

+ (128370254653139183612928000000 

- 1188613469010547996416000000&t3 

+ (5705344651250630382796s000000 

- 10697521221094931967744000000&t2 

+ (377533353094475307361632000000 

- 3565840407031643989248000000&t 

- 41601471415369179874560000000& 

- 5929973226896351189633556480000)e~~~ 

+ (-4160147141536917987456000000t4 
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- 40809062436028814543616000000t3 

+ (-1188613469010547996416000000~ 

- 86174~76503264729740160000000)t2 

+ (-2575329182856187325568000000~ 

- 302502127863184465087872000000)t 

- 58440162226351 94315712000000& 

- 253781357024054190443112000000)e14f 

+ (-2218745142153022926643200000t3 

- 7607126201667507177062400000t2 

+ (-2377226938021095992~3200000~ 

- 91 91944160348237838950400000)t 

+ 26413632644678844364~00000fi 

- 11621998363658691520512000000)e~~~ 

+ (-653737407955~0139802~800000t~ - S41934540549138164128000000t 

- 29715336725263699910400000fi 

- 2026420879458955091 112000000)em 

+ (126'78543669445845295104000 - 95089077520~43839'i33280000t)e~ 

+ ((8441857024222642020000000t9 - 379~83566090018890900000000t~ 

+ (91 17205586160453381600000000 - 63313927681669~1515000000&t~ 

+ (208935961349510389995000000& 

- 153574262984658303627840000000)f 

+ (19974325390458954535ôô336250000 

- 3627888056159680408095000000~t5 

+ (42730569792358958244735000000~ 

- 206391738651 06824972555861250000)t4 
+ (167176991262872416316103112500000 

- 365923240748258707095769687500&t3 

+ (2253187962779856640577727187500h 

- 1007528343131 7355247521249'72500000)t2 
+ (4036278526663739896215096671250000 

- 9091281302759145665350487812500&t 

+ 1~222077223496469472772435312500& 

- ~076719593207867013522746~86250000)e~ 

- 7924089793403653309440000)e~~~)/296784O36OO78272585l5625). 
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Pour aZ(t) = et, nous obtenons les résultats suivants : 

yl (t) = (et - e")/2, 
-13t 

y2 (f) = -e- f (5e 2 + (-35fi - 35)et  + 1?6e3' + (35& - 105)eF 

+ îe$)/(îo&)), 

+ (-242492254 - 24249225)ey + (496006875& + 826676125)ey 

+ (-36373837506 - 8476636225)ev + 6810645184e~ 

+ (-17313946650fi - 25801175400)e9, 

~ ( t )  = eY(et(911625ef + (139674086960&+ 367754007040)e'~' 

+ (98591342650& - 116142224200)e~ 

+ (2383'19581440 - 794598604~0&eY 

+ (64143080001 - 3~498069610&)ey - 6810645184e~ 

+ (2455638185A - 4673633965)ey 

+ (164521665 - 54840555&)eY - 2795793eq) 

+ 110~53600e~~ '  + (-2327925600\/3 - 2327925600)e~~' 

+ (37246809600& + 51214363200)e* + 53469541125ey 

+ (130363633600& + 1662340480)te~~' - 53469541125ey 

- 14529~030592e'~' + (104291066860& - 1S9027556i20)e14' 

+ (9777287520 - 3359095640&e'~~ 

+ ((-238379581440& - 238379581440)ey 

- 217273056)e1 0f)/106939082250). 
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Et pour az( t )  = cos(t), nous obtenons les résultats suivants : 

&t y, (t) = sin(t) - (2/&)e-i sin(-), 
2 

Le tableau suivant donne une idée sur la complexité du schéma : 



CHAPITRE 5 

DECOUPLAGE DES 
SYSTEMES DYNAMIQUES NON LINEAIRES 

5.0. Introduction 

Les systèmes dynamiques ont permis de modéliser de nombreux 
problèmes techniques ou biomédicaux. Une grande question soulevée durant 
l'étude de ces systèmes est : comment peut-on rendre l'observation de ces 
systèmes insensibles aux actions perturbantes ? 

Ainsi on peut se poser la question dans le domaine du pilotage automa- 
tique : 

Que faire pour maintenir la trajectoire d'un engin en dépit des pertur- 
bations telles que le vent, le courant, etc .... ? ([GM]) 

et en biomédecine : 

Quelles doses de tranq uilisants et d 'anti-dépresseur afin de supprimer 
l'état déprebsif sans augmenter l'angoisse chez un patient ? ([B3]) 

En termes de systèmes dynamiques, ces questions reviennent à résoudre 
de manière effective l'un des problèmes suivants : 

- Le rejet de  perturbations : toutes les sorties du système { Y ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  
sont indépendantes des entrées {az) ,Ex, .  

- Le découplage k-bloc triangulaire : chaque bloc de sorties 
1 5 15 k ne dépend que des blocs d'entrées 1 5 j 5 1. 

- Le découplage k-bloc diagonal : cha.que bloc de sorties {y8)rEr l  

ne  dépend que d'un seul bloc d'entrées {az 1 5 1 5 k. 
- La commande non interactive : chaque sortie ne dépend que d'une 

seule entrée (c'est une application du cas précédent avec k = m = p). 

La théorie de la commande non interactive des systèmes linéaires a été 
largement développée par P.L. Falb et W. A. Wolowich ([FW]). Leur réponse 
consiste à trouver les matrices F et G de dimensions respectivement m x n et 
m x m pour que la matrice de tranfert T(s )  soit diagonale, avec 

En parallèle avec ces méthodes basées sur l'algèbre matricielle, les 
caractérisations du découplage par blocs des systèmes linéaires à partir 

103 
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des critères géométriques sont données par G. Basile et G. M m o  ([BM]), 
A.S. Morse et \I7.M. V\'onham ( [h lW]) .  Soit une partition arbitraire de Y z RP 
en sonIrne directe : 

La sortie s'écrit alors y = '(y,, y2,. . . ,gt ) ,  où pour tout i f [l..k], pi f Y,. Le 
déwuplage relatif à cette k-partition par bouclage statique par retour d'état 
revient donc à trouver des applications linéaires : 

telles que pour tout i f [l..k] : 

L'extension de la théorie du découplage aux systèmes non linéaires instation- 
naires a été faite par Freund ([Fg], [FlO]) suivant une idée originellement due 
à W.A. Porter. 

Quand aux systèmes non linéaires plus généraux, une approche pour 
traiter ce problème passe par la géométrie différentielle ([Hl], ILS]). Dans 
cette approche la notion de sous-espace vectoriel Yi est remplacée par celle de 
distribution invariante. Comme l'ont montré par C. Gori-Giorgi, A. Isidori, 
A.J. Krener et S. Monaco ([GIKM]), le rejet des perturbations peut être assuré 
par l'existence d'une carte locale dans laquelle la dynamique du système 
se décompose en deux parties dont une est inobservable. Cette méthode 
a permis aussi à H. Nijmeijer et 3.M. Schumacher ([NS]) de donner une 
condition locale nécessaire et suffisante de découplage par blocs par bouclage 
régulier. L'existence des singularités liées à la nature physique des systèmes 
a limité la portée de cette méthode car elle conduit à ne considérer que les 
distributions de rang constant, ce qui est difficile à réaliser dans la pratique. 
Pour une lecture approfondie de cette approche, on peut consulter le récent 
livre d'A. Isjdori ([Il). 

On sait que l'algèbre des séries commutatives joue un rôle déterminant 
ea géométrie (voir par ex. [Al], [Ml]). De même, l'algèbre des séries formelles 
non commutatives trouve aussi sa place naturelle en géométrie différentielle. 
Ainsi en utilisant conjointement les séries de Fliess et I'algébre des 
champs de vecteurs, D. Claude ([C3]) étudie le rejet de perturbations 
pour les systèmes non linéaires. Dans cette approche plus algébrique, les 
algèbres engendrées par les modules remplaçant les distributions invariantes 
conduisent à une dasse des lois de bouclage génériques, donc plus large 
que celle obtenue par les distributions invariantes. L'existence d e  la plus 
grande algèbre de découplage a été mise en évidence. En introduisant le 



95.0. Les nombres  caractéristiques 105 

concept d'iilii?iersioii ([CFI]), qui préserve le comportement d'entrée-sortie, 
et un choix judicieux de lois de bouclage régulier assurant le découplage, D. 
Claude donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un système non 
linéaire puisse, par bouclage, être inmergé dans un système linéaire dont 
la dimension dépend des nombres caractéristiques, il généralise ainsi les 
techniques de 1V.A. Porter ([P3]). 

Ces travaux ont été prolongés dernièrement par C.H. Moog ([h/12]) pour 
résoudre le problème de découplage p a r  bouclage dyiiaillique en utilisant 
les techniques d'algèbre différentielle ([R4]) introduites par M. Fliess ([F6]), 
ce problème restait non résolu par les techniques de géométrie différentielle et 
par les séries génératrices. 

Comme le soulignait déjà D. Claude ([C4]), la résolution de plusieurs 
problèmes distincts, mais voisins (le rejet de perturbations [C3], [C4], le 
découplage k-bloc triangulaire [NI], le découplage k-bloc diagonal ([NS]), la 
commande non interactive [GH] ...), conduit à dégager une notion commune 
de ces études. C'est ce que nous proposons en définissant le découplage 
d'un sous-ensenlble { y s ) s E n  d e  l'ensenlble des  sorties par  rappor t  à 
u n  sous-eiisemble { a Z ) , E X ,  d e  l'ensemble des entrées.  

L'étude de cette nouvelle notion de découplage nous permet ici de 
proposer un seul traitement pour ces différents problèmes. Ceci nous conduit 
à réécrire les constructions de D. Claude ([C3]) dans un cadre unifié. Ce 
cadre d'une part, nous conduira à une approche par sous programme pour 
implanter les quatre problèmes cités par simple inst anciation, évitant ainsi 
un "bricolage" informatique. Et d'autre part, il nous permettra d'étendre le 
théorème de caractérisation du découpla.ge de D. Claude ([C3], [C4]) sans 
trop nous "torturer" au point de vue mathématique pour adapter son étude 
à d'autres problèmes. 

Comme l'a montré par D. Claude ([C3], [C4]), l'obtention d'une carac- 
térisation algébrique du découplage nécessite l'étude des systèmes ilon 
initialisés, et conduit à coder les systèmes dynamiques par leurs séries 
génératrices non commutatives à coefficients dans Cw(Q), anneau des fonc- 
tions analytiques sur une variété analytique réelle Q. Ainsi, en utilisant donc 
systématiquement ces séries à coefficients analytiques, nous allons caractériser 
le découplage d'un sous-ensemble { y s ) s E n  de l'ensemble des sorties par rap- 
port à un sous-ensemble {a2 ) ,Ex ,  de l'ensemble des entrées. Nous retrouvons 
très simplement comme cas particulier les résultats classiques concernant les 
différents problèmes précités (rejet de perturbations, découplage k-bloc diago- 
nal, découplage k- bloc triangulaire, systèmes non interactifs). Enfin, nous con- 
struisons les lois de bouclage génériques permettant de découpler chaque fois 
que c'est possible. Nous montrons ainsi l'avantage de la méthode de D. Claude 
par rapport aux autres techniques par le fait qu'elle donne effectivement des 
lois de bouclage. Pour cette construction, nous utilisons les modules (et les 
algèbres) d e  découplage, et des calculs d'annulateurs dans l'algèbres d e  
Lie libres. 
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5.1. Les noilibres caractéristiques 

Défiiiitioil 5.1.1. : Soit s E [l. .~], le ilonlbre caractéristique Q, 
du système (S) est le plus petit entier v, lorsqu7il est défini, tel qu'il existe 
x E Xo, xxi * h, $ O. Si pour tout entier v, et pour toute lettre x E X o ,  on 
a xxi * h, - O, alors Q, vaut +m : 

Définition 5.1.2. : Soit s E [l..p], tel que Q, soit défini. Soit x E Xo, x 
est une le t t re  significative pour  h, si xx08 * hs $ O. Nous notons sgn(h,) 
l'ensemble d e  toutes les lettres sigilificatives pour  h, : 

sgn(h,) = {x E Xol xxOd * h, $ O}. 

Soit s E [l..p], pas convention, sgn(h,) est  vide si et seulellielit si 
9, = +m. 

Les nombres caractéristiques, lorsqu'ils sont définis, la 
notion des "ordres différentiels" (P.L. Falb et W.A. TVolovich [FW]) dans 
le cadre des systèmes linéaires. Soit s E [l..p], 9, exprime le plus haut degré 
de "non dépendance" entre la sortie y, et les entrées {aZ)zEX. Et 9, + 1 est 
le plus petit nombre de "dérivations" nécessaires pour que la sortie y, soit 
affectée par les entrées pour lesquelles sgn(h,) est non vide. En effet, 
soit dh, la différentielle de h, : 

N d 
Puisque d'une part dq = a ' ( t )~ . (~)d t ,  et d'autre part A. =  CA:(^)- 

zEX k = i  
a q k  ' 

on obtient dqk = a ' ( t )~:(~)dt ,  par conséquent : 
z EX 

On peut alors écrire les dérivées successives de y, jusqu'à l'ordre 9, + 1 de y, 
en tenant compte de la définition de 9, : 
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On obtient ainsi une équation différentielle liant y ,  et les entrées {az ) zEsgn(  
On a alors : 

Définition 5.1.3. : Les nombres cara.ctéristiques { ~ s ) s E [ l . . p l  sont 
supposés définis. La matrice de coiilillailde de (S) est 

Nous appelons aussi matrice de coiilillalide étendue de (S) la matrice 
définie comme suit : 

r = ('0; A )  ' 

et pour toute lettre x E X ,  x * A repésente la matrice 

Ainsi, en notation matricielle, le système d'équations (1) s'écrit : 

c'est-à-dire : 

Lorsque S1 admet un inverse à droite, alors le système d'équations (1) permet 
de reconstituer les entrées { a z } z E X o  àpartir des dérivées { y ~ " ~ l ) } s E ~ l ~ ~ p l .  

Nous donnons, au chapitre VI, les fonctions écrites en MACSYMA 
permettant de calculer les nombres caractéristiques et de construire l'ensemble 
des letters significatives, les matrices S1 et r. 
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Lemilie 5.1.1. : Pour toutes lettres x et z de 1'a.lpha.bet fini X et pour 
tout entier positif i ,  nous avons : 

Preuve : 
. Pour i = O, la formule est immédiate. 
. Supposons que le résultat soit vrai pour tout entier j, O 5 j 5 i. 
. Pour j = i + 1, puisque a d l l x  = [z, adix] ,  alors d'après l'hypothèse 

de récurrence, nous avons : 

En utilisant la formule de la somme des coefficients binômiaux, nous avons le 
résultat 

Leilime 5.1.2. : Soit s E [ l . .p ]  tel que !Ps soit défini. Soit x une lettre 
significative pour h,. Alors pour tous entiers positifs i,  k, nous avons : 

(adi,x)x,* = O si i + k < V s  
( a d i , x ) x ~  $ O si i + k = !P.. 

Preuve : D'après le lemme 5.1.1., pour tout entier positif k, nous avons 
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Si i + k < Q, alors j + k < \i ,, et d'après la définition de SI ,, le membre 
de droite est nul. 

Si i + k = 9, alors d'après la définition of Q,, pour tout couple (j, k )  
tel que j + k < SI., xx{+" h, E O. 

Par concéquent, le membre de droite est réduit donc à un seul terme 
(-î)izzt '  * h, qui n'est pas nul 

Lemine 5.1.3. : Soit s f [l..p] tel que 9, soit défini. Soit x une 
lettre significative pour h,, dors  les polynômes de Lie {ad$o~)o<i<w, sont 
linéairement indépendants dans Lie < X > / A n n L c W ( ~ )  sur CU(Q). 

Preuve : Si ce n'était pas le cas, supposons alors qu'il existe SI, + 1 
fonctions analytiques réelles non toutes nulles PO,. . . , p ~ i ,  telles que : 

Soit nzo 5 Q,  le plus grand indice tel que pmo $ O, alors 

C j(adio x) * CW(Q) = { O } .  
j= O 

Par conséquent : 

D'après le lemme 5.1.2.' nous avons pmOxx:' * h, E O. D'après l'hypothèse, 
zz:' * h, f O, dors nous avons pmo I 0, ce qui contredit l'hypothèse faite 
sur mo 

Proposition 5.1.1. : Lorsque Ies nombres caractéristiques sont definis, 
ils sont strictement inférieurs à la dimension de Ia variété Q. 

Preuve : On sait que, pour tout état q de la variété Q, l'espace vectoriel 
Lie < X > /AnnLCW(Q) est isomorphe à un sous-espace vectoriel de T,Q 
(voir 1.9.2.), et d'après le lemme 5.1.3.' on a une famille de Q3/, + 1 éléments 
iinéairement indépendants. D'où : 

Corollaire 5.1.1. : Soit s E [l..p] tel que : 

alors Q, = +oo, ou équivalemment sgn(h,) = 8. Dans ce cas, on dit que les 
entrées {af),Ex n'dectent pas l'observation h, (voir 5.2.). 
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5.2. Formulation du  problénie 

On suppose que les nombres cara.ct$érist.iques {@r)8El~..p) de (S) sont 
tous déhis, et XI C Xo est apposé fixé. 

Nous posons : 

H = {hl,. ..,hp), 

*' * h,,) G = (IO' * hl,. . . ,xp 
P 

F =  U { r é * h , , ~ < n l Q . } .  
.=1 

Etant donné une partie de 1i de [l..p], on pose : 

alors nous avons G1 C FI et Hl C FI C (X \ SI) '  * Hl. 

Définitioii 5.2.1. : Pour tout état initial g(0) E Q, les sorties {y,),E, 
de (S) sont découplée par rapport à des entrées si et seulement 
si pour tout s E n, la sortie y8 n'est pas affectée par les entrées {a'}zEXI. 

Pour tout état initial q(0) E Q de (S), pour s E r, si la sortie y, n'est pas 
affectée par les entrées (a'),EX,, alors toute vaxiation de az, z E XI, n'affecte 
pas l'observation ha. Rappelons que 1'Eduation de la série génératrice en 
q(0) associée à h, n'est rien d'autre que la sortie y$. Nous allons voir dans la 
proposition suivante que si les entrées az, x E X; , n'affectent pas l'observation 
h,, s E r ,  alors les lettres de XI n'apparaissent pas dans le support de la 
série génératrice oh,, s E r. Désormais on dira tout simplement que Hl 
est découplé par rapport à XI pour si@es que les sorties sont 
découplées par rapport à {az ) ,Exl. 

Lemme 5.2.1. : Etant donné s f [l..p], nous avons : 

Preuve  : En &et, étant donné z E XI, alors nous avons : 

D'après la définition de sgn(h8) (définition 5.1.2.), celà revient à dire que 
sgn(h,) n Xl = 0, ou équidemment sgn(h,) C ( X o  \ X; ) 
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Propositioii 5.2.1. : Les propriétés suivantes sont équjvdentes : 
(a) V f  E Hi, supp(0f) C (X \XI)*. 
(b) XI (X \ XI )* C Ann Hl. 
(c) Vx E Xi, x ( X  \ {x))' C AnnHl. 
( d )  {ys) est. découplé par rapport à {az)  

Preuve : 
a * b : Si pour tout f E Hl, le support de la série génératrice associée 

à f est inclus dans (X \ XI)*, alors pour tout j f Hi, on a : 

x* \ (X \ XI)* C Annf. 

Puisque Xi (X \ Xi)* est inclus dans X' \ (X \ .XI)*, alors pour tout j f Hl, 
on a l'inclusion suivante : 

x - 3  (X' \ XI )* c Ann f. 

Par conséquent : 
.XI (X \ X1 )' C AnnH1. 

b =+ c : Si tous les mots de X1 (X' \ .XI)* annulent les éléments de Hl, 
alors soit x une lettre de Xi et soit w un mot de x(-rr' \ {x))'. On peut écrire 
u) = wzxlwl où ujl est un mot de (X' \XI)', xl est une lettre de X1 et wz 
est un mot de D'après l'hypothèse, on a : 

le mot w = ~ 2 x 1  w1 annule les éléments de Hl,  alors pour tout x f Xl,on a 
l'inclusion suixante : 

x ( X  \ (2))" c AnnHl. 

c =+ d : C'est immédiat. 
d + e : Si y,, s E n, est découplé pas rapport à a', z f Xl, alors 

prenons aZ la fonction nulle. Dans ce cas, pour tout mot w 4 (X \XI)*, nous 
avons &,(w)(t) = O. Par conséquent, si q(0) f Q est l'état initial de (S) alors 
nous avons : 

va(t) = C (w  * ha),,(o)&a(w)(t). 
w€(X\X1)*  

Puisque y, est I'Evaluation de de la série génératrice ~ ~ ( ~ ~ h , ,  alors pour 
tout entrée a = (azO aZl . . . aZm ), et d'après le théorème d'unicité des 
Evduations, nous avons : 

Par conséquent, pour tout f f Hi, on a : 

e 3 a : C'est immédiat 
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5.3. Exemple 

Dans cette exemple, les calculs ont ét.é vérifiés avec les fonctions écrites 
en MACSYMA données a i  chapitre VI. 

Soit A' = {xo, X I ,  x2,23) un alphabet fui tel que : 
. xo code la partie autonôme 
. X I  code l'entrée a( t )  :A,, = 

. x2 code l'entrée b(t) :Ar2 = 

. t g  code l'entrée c( t )  :Az3 = 
L'action de X" sur hl = qlq2 : 

Seule la lettre 21 est significative pour hi : 

sgn(h1) = { s l ) ,  et q1 = 0. 

L'action de X" sur h2 = 9249 : 

Les lettres 2 2 ,  23 sont significatives pour h2 : 

La matrice de wmmande de (S) est : 

La série génératrice associée à hl est 

w Er; wEs; 
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Si q(0) est l'état initial de (S), alors la sortie y1 ne dépend que de l'entrée a : 

La série génératrice associée à h2 est 

Si q(0) est l'état initial de (S), alors la sortie y2 ne dépend que des entrées 
I ,  c :  

r 1 

5.4. Modules e t  algèbres de  découplage 

Défillition 5.4.1. : Soit Dl un sous module (resp. une sous algèbre de 
Lie) de Lie < X > . Dl est un module (resp. une algèbre) d e  découplage 
de  Hl par rapport à SI (ou plus brièvement un module (resp. une algèbre) 
de découplage), si et seulement si Di vérifie Jes propriétés suivantes : 

( ~ 1 x 1  CD]. 
(b) Dl C AnnH1. 
( c )  [X \Xi ,Di ]  c Dl. 

Soit Dl un module de découplage, alors Dl vérifie (b) et (c). D'après 
le lemme 1.8.2.4.' les éléments de Dl annulent les éléments de (X \ Xi )* * Hl. 
En particulier, puisque XI c Di (a), alors les éléments de Xi annulent les 
éléments de (X \ Xi)* * Hl. 

Le plus petit  sous module de  Lie < X > qui vérifie les conditions 
(a) et (c) que l'on note Il, est engendré par les éléments 

(ad,,, O ad,,, O . . . O ad,,, ) ( x ) ,  

pour tout X i l X i 2 . .  . Xi, f (X \ XI)* et pour tout x E XI. 
Il est inclus dans tout module de découplage. C'est un module de 

découplage si et seulement si Il C AnnH1. 
D'après le théorème de l'élimination de M. Lazard ([VI]), la plus 

peti te  sous algèbre de Lie d e  Lie < X > qui vérifie (a) et (c )  est l'algèbre 
de Lie SI engendrée par Il. 

3) est indus dans toute algèbre de découplage. C'est une algèbre de 
découplage si et seulement si 8) C AnnH1. 

On peut vérifier aisément que AnnHl est une sous algèbre de Lie de 
Lie < X > : 

VP, Q E AnnH1, [P, Q] * HI = (PQ) * Hi - (QP) * HI 
= P * ( Q * H i ) - Q * ( P * H l )  
= {O). 

Toute algèbre de découplage est incluse dans AnnH1. 
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Proposition 5.4.1. : Si [A' \ XI, AnnH]] C AnnH] , alors 

Preuve  : D'une part nous avons d'après le lemme 2.4.1. : 

D'autre part nous avons d'après le corollaire 2.4.2. : 

Alors nous avons successivement : 

Si AnnHl vérifie ( a )  et (c), alors AnnHl sera la plus grande 
algèbre de découplage, par conséquent c'est le plus grand niodule de  
découplage. Par conséquent, d'après le résultat précédent, AnnF] sera le 
plus grand module de découplage. 

5.5. Théorème de caractérisation d u  découplage : (D. Claude, 
[C2], [C3]) Les propriétés suitantes sont équivalentes : 

(a )  Hl est découplé par rapport d XI. 
( b )  XI C Ann((X \ XI)' * HI). 
(c) 31 C AnnH]. 
(d) Il C AnnH1. 
( e )  Il existe un module de découplage. 
(f) I I ( X  \XI)* c AnnHl. 

Preuve : 
a * b : D'après la proposition 5.2.1., nous avons : 

Par conséquent : 
Xl c Ann((X \ XI)' * HI). 

b a, c : Si P E 91, alors nous avons : 

Si X1 est inchus dans Ann((X \ XI)' * Hl) alors nous avons : 

XI (X \ X I  )* c Ann Hl, 
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par conséquent : 
X*Xl(X \XI)* C AnnH1, 

d'où AnnHl contient le support de P, et finalement on a : 

c + d : Il est un cas particulier de 31. 
d + e : Il est le plus petit de découplage. 
e + f : Si Dl est un module de découpla.ge, alors d'après la définition 

de I l ,  nous avons : 
Il C Dl  CAnnH1, 

et d'après le lemme 1.8.2.4., nous avons 

Il(X \ XI)* C AnnH1. 

f +- a : Puisque X1 C Il alors Xl(X \ XI)* c AnnH1, et d'après la 
proposition 5.2.1.' Hl est découplée par rapport à X1 

5.6. Le plus grand inodule d e  découplage 

Preuve : Puisque pour tout h, de Hl et pour tout entier n E [l..ik,[, 
nous avons : 

( X  \ XI)  * (x," * Hl)  = {O), 
par conséquent : 

et il suffit d'appliquer le lemme 1.8.2.1. 

Leillille 5.6.2. : Si Dl est un module de découplage alors Dl est inclus 
dans AnnFl. 

Preuve : Etant donné s E 7r et c E Dl,  montrons par récurrence sur n 
que cxô * h, est nulle : 

. Pour n = O, le résultat est imniédiat car c E Dl c AnnHl (Dl est un 
module de découplage). 

. Nous supposons que pour tout v, O 5 v < n 5 ik,, cxi * hs est nulle. 

. Pour v = n, nous avons : 
n-1 

n-l * hs). ex," * h, = cxo * (xi-' * h,) = xoc * (xO * h,) - [xo, cl * (so 

Puisque Dl est stable par les crochets de Lie par rapport à X \ X1 (Dl est 
un module de découplage), alors nous avons [xo, cl E Dl. D'après l'hypothèse 
de récurence, nous avons 

n-l * h,) = O. x0 * (C * (x0-1 * h,)) = [xO, C] * (xO 

Par conséquent, Dl est inclus dans AnnFl 
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Le résultat du lemme 5.6.2. exprime que si Ai2nFl est un module de 
découpla.ge, il sera le plus gra.nd module de découpla.ge. Nous donnons dans 
ce qui suit une condition nécessaire et suffisante pour qu'il le soit : 

Propositioii 5.6.1. : AianFl est un module de découplage si et 
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

. Vh, E Hl,  sgn(h,) C (Xo \XI ) .  

. Ai2nFl c Ann((X \ XI)  * Gl). 

P r e u v e  : 
Condition nécessaire : Si AnnFl est un module de découplage alors 

d'une pa.rt X1 annule les éléments de FI, et d'après le lemme 5.2.1., nous 
avons pour tout h, de Hl,  sgn(h,) C (Xo \ XI). D'autre pa.rt AnnFl est 
stable par les crocl-iets de Lie par rapport à X \ XI,  et  lemme 5.6.1. permet 
de conclure. 

Condition suffisante : Nous avons : 
(a) X1 C AnnFl (d'après le lemme 5.2.1.). 
(b) AnnFl c AnnHl (puisque Hl c Fi). 
(c) [X \ XI, Ai2nF1] c AnnFl 

(puisque AnnFl c Ann((X \Xi)  * Gl))) 

5.7. Etudes particulières 

Nous examinons dans ce paragraphe les problèmes classiques tels que 
le rejet de perturbations ([C3], [C4]), le découplage k-bloc triangulaire ([NI]), 
le découplage k-bloc diagonal ([NS]), la commande non interactive ([GH]) : 

5.7.1. Rejet de Perturbatioii 

Etant donné P c Xo, on pose A = X \ P. Les éléments de P 
représentent des pert urbatioiis et ceux de A représentent les coiîli~laiides 
admissibles de H. 

Défiiiition 5.7.1.1. : Le système (S) est découplé par rapport aux 
perturbatioiis si et seulement si H est découplé par  rapport à P : 

PA* C AnnH. 

C'est-à-dire, pour toute observation h, E H, le support de ah, est un 
sous langage de A* : 



55.7. Etu.dea particulières 115 

Par conséquent, pour tout h, E H, sgn(h,) C A \ {zo}. La matrice de 
commande 52 de tel syst.ème est de la forme : 

et la sous matrice 0, est est appelée la  matrice d e  commande admissible. , 

AnnF est le plus grand module de découplage de H si et seulement si : 

Vs E [l..m], sgn(h,) c A \ {xo} et AnnF c Ann(A * G). 

5.7.2. Découplage par k-bloc triangulaire 

Etant donné k 5 inf(m,p), nous avons une k-partition de Xo : 

et nous avons une A.-partition de [ l . . p ]  : 

Nous posons : 
Pl = 0, 

Pour tout j, E [ l . .k] ,  on pose aussi : 

Les éléments de A, représentent les commandes admissibles et les éiéments 
de P j sont des perturbations de H j. 

Définition 5.7.2.1. : Le système ( S )  est découplé k-block trian- 
gulaire si et seulement si pour tout entier j de [2..k], Hj est découplé par 
rapport à Pj : 

PjA; C AnnHj. 

C'est-à-dire, pour toute partition Tj, pour toute observation h, de Hj ,  
le support de oh, est un sous langage de Ai : 

Vh. E H,, oh. = C (w * h.)w. 
wEA; 
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Par conséquent, pour tout h, f Hi, sgn(h,) C Aj \ {xo). La matrice de 
commande St de tel système est de la forme : 

Pour tout entier j E [2..k], AnnFj est le plus grand module de découplage de 
H j  , et seulement si : 

5.7.3. Découplage par k-bloc diagonal 

Etant donné k 5 inf (m, p), nous avons une k-partition de Xo : 

et nous avons une k-partition de [l..p] : 

Pour tout j E [l..k], on pose : 

Les Cléments de A j  représentent les commandes admissibles et ceux de Pj 
sont des perturbations de Hj. 

Définition 5.7.3.1. : Le système ( S )  est k-block diagonal découplé 
d et seulement si pour tout entier j de [l.. k], Hi est découplé par rapport à 
Pj : 

PjA; C AnnHj. 

C'est-à-dire, pour toute partition Tj, pour toute observation h, de Hjl  
le support de ah, est un sous langage de A: : 
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Par conséquent, pour tout h, E Hj, sgn(hs) c Aj \ {xo). La matrice de 
commande Q de tel système est k-block diagonal : 

Pour tout entier j de [l..k], AnnFj est le plus grand module de 
découplage de H j  si et seulement si : 

5.7.4. Système iioii interactif 

C'est une application du cas précédent avec k = p = m : 

Défiiiitioii 5.7.4.1. : Le système ( S )  est non système iioii interactif 
si et seulement si pour tout s E [l . .p],  h, est découplé par rapport à Xo \ {x,) : 

C'est-à-dire, pour toute observation h, E H, le support de ah, est un 
sous langage de {xo, x, )* (et non pas seulement de xf !) : 

Vh, E H, oh, = (w * h,)w. 
w E { ~ o , z . ) *  

Dans ce cas, d'après la définition des nombres caractéristiques (supposé 
définis), nous avons : 

Par conséquent, pour tout s E [l..p], sgn(h,) = {x,). Et la matrice de 
commande Q de tel système est diagonal : 

Les termes diagonaux de la matrice de commande R ne s'annulent pas, par 
conséquent, S1 est de rang maximal : rankR = m. 

Pour tout s E [l. .pl, Ann{xt * h, 10 5 n < Qs ) est le plus grand module 
de découplage de h, si et seulement si : 

sgn(h5) = {xs) 

et Ann{xg * h,l O < n < 8.) c ~nn{x~x: '  * h,, zsx:* * h,). 
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Remarque : 
Lorsque Hl est découplé par rapport à à X i ,  d'après le théorème 

de caractérisation du découplage, nous avons Xi ( X  \ Xi)* E AnnHl. En 
particulier, pour tout s E x et pour tout x E Xi, x x r a  * hS O, la matrice 

SET extraite [il:] xcx, est nulle (la réciproque est fausse en général). 

est identiquement nulle, alors pour tout Inversement, si [a:] EX, 

s E .sr, sgn(lz,) c Xo \ X I .  En outre, si nous avons 17inclusion 

alors d'après la proposition 5.6.1.) AnnF1 sera le plus grand module de 
découplage. Par conséquent, d'après le théorème de caractérisation du décou- 
plage, Hl est découplé par rapport à XI.  

Proposi t ioi~ 5.7.1. : Si la ma.trice de commande S1 d'un système 
dynamique non linéaire est une matrice constante (Q E Mm,,(IR)) alors 
les sorties {ys}sET sont découplées par rapport a.ux entrées {ax)xEX, si et 
seulement Y la matrice extraite [il:]:',X, est nulle. 

5.8. Découplage par bouclage statique par retour  d'état 

Soit X = {xo,xl,.  . . ,xm} (resp. 3 = . . , t m } )  un alphabet 
fini. Nous posons Xo = X \ {xo} (resp. Ro = x \ Ilo}). 

5.8.1. Bouclage s tat ique par  retour  d 'état  

Lorsque (S) ne présente pas les propriétés qu'on souhaite (dans notre 
étude c'est le découplage de Hl par rapport à XI) ,  on lui applique une 
transformation du type bouclage s tat ique par r e t o u r  d'état : 

où : 
. Pour tout x E X et pour tout i E 2, Bf est une application 

analytique de Cw(Q). 
. Pour tout x E X, Bio est une application constante, et égale à O et 

@ f :  est égale à 1. 

. Pour tout 2 E X ,  ai est une application continue par morceau sur 
IR+. En particulier, aio est une application constante et égale à 1. On note â 
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le vecteur ( aio ail . . . ai* ) . Nous avons : 

où pour tout lettre i de 2, 

Le s~stèine bouclé obtenu (3) est encore un système de (A7L) : 

où Â et O sont les matrices suitantes : 

Â -  

Ai, 

O;: @f i  ... a$, 1 afl ... atm 

0 Bi:  *.(@:: ';: ;:: '!:)=(: : ::: y)=(; ;), 
Of; ... a;; O p;: ... pi," 

et en notation matricielle, nous avons a = âO et Â = @A.  

Définition 5.8.1.1. : On appelle @ la matrice d e  bouclage. 
Le boudage par retour d'état sera dit régulier si et seulement si la 

matrice de bouclage O est de rang maximal, ou Cquivalemment /j' est de rang 
maximal. 
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Lorsque le bouclage par retour d'état est régulier (m = h) alors O - ]  
existe et vaut 

Nous notons {&,)ls,sp les nombres caractéristiques du système bouclé 
(3). Lorsqu'ils sont tous définis, on note fi la matrice de bouclage de 

, et P la matrice ('O; ') ,OC Â est I. matrice 

zm * A  

et pour tout i E 2, i t Â représentents la matrice 

Lemme 5.8.1.1. : Soit f une application analytique de Cw(Q). Pour 
tout lettre i E 2, t r +f= Qfx * f. 

r E X  

Preuve : Il suffit de remarquer que 

5.8.2. Les nombres caractéristiques et le bouclage statique par 
retour d'état 

Nous allons prouver que les nombres caractéristiques sont inva- 
riants par bouclage statique par retour d'état : 

Lemme 5.8.2.1. : Si les nombres caractéristiques {9,)15,sp de (S) 
sont tous définis alors : 

( i ) V s  E [l..p], Vrac [O..*,], 5: 4 h, = zi * h,. 

( i i )  V p ,  V n  O . . , ,  V5 € 2 0 ,  Si; * h, = O. 

Preuve : 
( i )  Le résultat est immédiat pour n = O. Etant donné n < JI,, 

supposons que le résultat soit vrai pour tout v de [Ln[. Pour v = n, d'après 
l'hypothèse de récurrence, nous avons : 

*n-1 * h,)  = Po r (xa-' * h,) .  2; * h, = 20 * (30 
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d'a'près le lemme 5.8.1.1., on obtient : 

Et d'après la définition de ik,, nous avons le résultat. 
( i i )  Soit I une lettre de 2 0 .  D'après ( i ) ,  nous avons 

2s;  * h ,  = i * (x," * h,). 

d'a.près lemme 5.8.1.1., on obtient : 

I * (r," * h,) = O:xx; * h, = C ,f3zxx," * h,. 
xEX xEXo 

Et d'a.près la définition de ik,, nous avons le résultat 

Corollaire 5.8.2.1. : Si pour s E [l..p], ik, n'est pas défini, alors : 

( i )  V n  2 O, 5; * h, = x; * h,. 

( i i )  V n  2 O ,  V2 î. ERo, 22; * h ,  = 0. 

Corollaire 5.8.2.2. : Les nombres caractéristiques ne  peuvent pas 
décroître par bouclage statique par retour d'état : 

Ils ne changent pas dans le cas d%n bouclage statique par retour d'état 
régulier. 

Tliéorèille 5.8.2.1. : Si les nombres caractéristiques {iks)15s<p de 
( S )  sont définis, et si le bouclage par retour d'état est régulier alors f = OF. 

Preuve  : Si le bouclage est régulier, d'après le corollaire 5.8.2.2., nous 
avons : 

A = Â ,  

et dans ce cas, nous avons aussi pour tout 2 E x : 

A 

c'est-à-dire r = Or 
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5.8.3. Découplage par bouclage statique par retour d'état 

Si les nombres caractéristiques { \ k s ) l l s < p  de (S) sont définis, et si le 
boucla.ge par retour d'éta.t est régulier alors d'après le théorème 5.8.2.1 ., nous 
avons : 

Par conséquent, lorsque le bouclage est régulier nous avons le système 
d'équations suivant : 

Défiilitioii 5.8.3.1. : Un système (S) de (ATL) est découplable par 
bouclage statique par retour d'état si et seulement si il existe un bouclage 
régulier pas retour d'état tel que le système (3) bouclé admette l'ensemble 
{ y i I ) s E i l  de sorties découplé par rapport à l'ensemble {a"}i2i d'entrées. 

D'a.près le résultat précédent, nous déduisons le théorème suivant : 

Tliéorènle 5.8.3.1. : Un système (S) de (ATL) est découplable 
par bouclage statique par retour d'état si et seulement si le système 
d'équations (**) admet une solution en cr et p tel que le système bouclé 
(3) admet l'ensemble de sorties découplé par rapport à l'ensemble 
{ a x ) , E x ,  d'entrées. 

Une telle solution existe si et seulement si admet un inverse à droite 
noté par i ld.  Dans cette condition, nous avons : 



CHAPITRE 6 

VERS UNE IMPLANTATION EN MACSYMA 

6.0. Iiitroduction 

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes forcés de dégager 
des outils et des concepts utiles (l'action d'une lettre sur une fonction 
analytique, annulateurs, transformation d7Evaluation) pour formuler de façon 
cohérente des questions posées en théorie des systèmes (le calcul symbolique 
pour les systèmes dynamiques non linéaires, les équations différentielles non 
linéaires en régime forcé, le découplage). Nous avons montré comment les 
objets du monoïde libre facilitent grandement des écritures mathématiques. 
Ils permettent de mettre en évidence la correspondance entre le produit de 
Cauchy des séries génératrices et certaines convolutions de signaux, et  ils 
raccourcissent de nombreuses démonstrations. Nous avons vu aux chapitres 
II et IV que les lettres de l'alphabet de codage de M. Fliess jouent le rôle 
d'opérateurs d'intégrations et qu'elles jouent, aux chapitres 1 et V, le rôle 
d'opérateurs différentiels. Chacun de ces rôles est spécifé chaque fois que nous 
faisons appel à la transformation d'Evaluation de chaque lettre ou à l'action 
de chaque lettre sur une fonction analytique. Ces deux rôles ont été utilisés 
conjointement, au chapitre III, pour obtenir le comportement temporel (sous 
certaine condition de convergence) des systèmes dynamiques non linéaires, 
par intermédiaire de la formule fondamentale de M. Fliess, puis en déduire 
les développements de Taylor des noyaus de Volterra grâce à un théorème de 
graduation des séries de Chen. Ainsi en utilisant le monoïde libre engendré 
par cet alphabet de codage, nous avons bénéficié des études systématiques 
de l'algèbre de Lie libre ([RI, [JI], [FU], [VI]). L'utilisation des objets du 
monoïde libre est aussi nécessaire pour une implantation concise grâce au 
système de calcul formel, puisque ces écritures se traduisent de façon naturelle 
en écritures dgonthmiques. Elles conduisent aussi à des méthodes élégantes 
d'implantation (basées dors sur l'analyse syntaxique des expressions) qui 
utilisent des représentations non numériques et des manipulations algébriques 
de base (voir les travaux récents de M.P. Delest [Dl], de C. Hespel & 
G. Jacob [HJ2], P.V. Koseleff [K5] et de G. Jacob & N.E. Oussous 15021). 
C'est d'ailleurs le développement de tels outils et de telles implantations qui 
constitue l'axe principal de recherche de l'équipe S.N.C.F. du L.1.F.L. 

Nous dlons présenter brièvement le système de calcul formel MAC- 
SYMA. Nous indiquerons nos choix de structures de données en MACSYMA, 
en particulier nos cboix de représentation des séries formelles en variables non 
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commutatives par les "arbres binaires". Nous terminons par une description de 
nos algorithmes récursifs, en particulier l'algorithme d'Evaluation utilisant les 
"A-notations" de MACSYMA. Nos programmes (écrits en MACSYMA SUN- 
3TM, Release 309.6) exploitent les capacités du calcul matriciel, d'intégration, 
de sommation et de dérivation formelle de ce système de calcul formel, ils peu- 
vent être aussi bien implantés sur d'autres systèmes. Notre choix de MAC- 
SYMA est dû à l a  disponibilité de MACSYMA au L.3.3.L. lorsque nous 
commençons ce travail. 

6.1. Brève présentation d e  MACSYMA 

MACSYMA est actuellement le plus complet des systèmes de cd- 
cul formel, il peut effectuer notamment des intégrations, sommations et  
dérivations formelles, intégration des équations différentielles linéaires, cd- 
cul matriciel. ll a été créé au Massachusetts Institue of Technology (MIT) par 
C. Engelman, RJ. Fateman, W. Martin, J. Moses ... La première version est 
apparue en 1971. Depuis il s'est amélioré et enrichi continuellement. Il com- 
prend plus de cinq cents opérat'eurs ([M3]), cela représente environ 3.000 sub- 
routines de LlSP (Mac-LISP) ou encore 300.000 lignes de codes LISP compilés 
(équivalent à 100 homme-années de développement e t  de tests). MACSYMA 
est diffusé sur les gros ordinateurs comme DPS 8 avec le système Multics, 
VAX avec les systèmes VMS et Unix, ..., e t  les stations de travail comme 
SUN. L'apparition de Cornmon-LISP et la création d'une norme ISO (pour 
régler le problème des implantations très disparates de LISP avec de nom- 
breux dialectes comme Mac-LISP, Le-LISP, F'ranz LISP, ... qui limitent donc 
la diffusion de MACSYMA) va peut être rendre MACSYMA plus disponible 
sur d'autres machine (version Maxima). 

Puisque MACSYMA est écrit en LISP, langage bien adapté à la 
manipulation d'expressions symboliques, l'utilisation de MACSYMA revient 
donc à faire tourner un gros programmme LISP muni d'une interface plus 
conviviale pour l'utilisateur. Lorsque MACSYMA (en mode interactif) attend 
une commande de l'utilisateur, il se trouve dans une boucle 

DISPLAY (MEVAL(PARSE(READ(.)))) 

dont on notera une ressemblance avec la fameuse boucle 

de LISP. En effet, la fonction READ est la même dans les deux cas, la fonction 
PARSE affectue l'analyse syntaxique d'une expression puis la traduit en LISP, 
la fonction MEVAL évaiue une expression LISP par I'évaluateur MACSYMA, 
et la fonction DISPLAY affiche le résultat, en deux dimensions s'il y a lieu. 
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Ainsi, il est conseillé de programmer en MACSYMA comme en LISP, 
c'est-à-dire de considérer MACSYMA comme un langage fonctionnel en 
utilisant, quand c'est possible, les définitions récursives de fonction. Mais 
MACSYMA possède aussi des structures de contrôle du type ALGOL; c'est 
pour cette raison, pour éviter I"Lutilisation anarchique des parenthèses", nous 
adoptons la manière de programmer suivante : 

Penser en LISP, écrire en ALGOL. 

De cette manière, nous gagnons notablement sur la lisibilité, le nombre de 
lignes de codes en MACSYMA et le temps d'exécution. Notons que l'on peut 
aussi générer du FORTRAN à partir de MACSYMA. Ainsi on peut passer 
du calcul algébrique au calcul numérique en considérant MACSYMA comme 
un préprocesseur pour le calcul numérique. C'est le cas lorsqu'il faut effectuer 
un grand nombre de manipulations symboliques (intégrations, sommations et 
dérivations, ...) d'avant d'écrire le code en FORTRAN. 

Les principales possibilités de MACSYMA sont les mêmes que celles 
des autres systèmes de calcul formel (quelque fois il est plus performant, 
[Fl]). Au lieu de citer les qualités de ce système (car il existe déjà d'exellents 
ouvrages pour mieux comprendre le fonctionnement et les principaux algo- 
rithmes de MACSYMA : [DST], [FI], [PIV]), nous allons montrer quelques 
points d'insatisfaction (peut être minimes devant les qualités) relevant de nos 
expériences avec MACSYMA. 

Tout d'abord, MACSYhIIA sur SUN 3 est très gourmand en mémoire, 
nous amivons très vite à saturer notre machine (voir exemple 4.2.3.). Il 
semble très lent, vu la capacité intrinsèque de cette machine. Ceci est justifié 
par la faible place disponible dans la configuration utilisée pour la pile 
LlSP ([MRI]). Aussi MACSYMA passe beaucoup de temps pour effectuer 
le "garbage collecter". 

Nous sommes souvent génés par le manque de possibilités pour définir 
des types en MACSYMA, car MACSYMA n'est pas un langage typé con- 
trairement à des langages plus récents comme SCRATCHPAD (écrit en LISP 
et installé sous VM-CMS d'IBM et AIX du IBM PC/RT, [S7]) par exem- 
ple. Ainsi, le manque d'objet du type "fonctionn nous conduit à utiliser la 
A-notation de MACSYMA pour représenter les fonctions et  pour forcer nos 
fonctions à retourner un résultat de type "fonctionn puis passer ce résultat en 
paramètre pour d'autres fonctions (des fonctionnelles). Il n'est pas possible 
non plus de fixer un domaine de définition pour une variable ou une fonction. 

La connaissmce de la représentation interne des fonctions et  des 
expressions (les A-notations, les listes, les arbres n-aires, ...) est nécessaire 
pour obtenir des algon thmes performants. L'utilisation abusive de cette 
possibilité peut pousser très vite aux bricolages (c'est ce que nous allons faire 
mais pour la bonne cause !). 
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On peut espérer que le système SCRATCHPAD en cours de réalisation 
chez IBM à Yorktown permettra de pallier ces inconvénients. Car dans ce 
système, les auteurs ont voulu éviter le "mélange" entre les "structures 
mathématiquesn et les représentations informatiques" en introduisant les 
"types abstraits" (un type abstrait est un ensemble de valeurs et de fonctions 
poumat être effectuées sur ces valeurs) et des "fonctions génériquesn (une 
fonction est appelée de fapn générique si un même nom peut opérer sur des 
objets de types différents, l'opération B effectuer est alors déterminée par les 
types des arguments et des résultats). 

6.2. Choix d e  la structure de  données 

Comme LISP, les structures principales de données de MACSYMA sont 
les "atomesn (qui correspondent aux nombres et aux "identificateurs" des 
langages du type ALGOL) et des "listes" que l'ont peut considérer comme 
des "tableaux dynamiques" dont la taille resterait indéterminée et vanerait 
au cours de l'exécution (le gestionnaire de la mémoire dynamique se chargera 
de l'attribution et de la récupération des places de la mémoire). Une liste 
peut être vide, représentée par "EJ", elle peut mntenir des atomes et aussi 
bien d'autres listes. De cette façon, on peut obtenir des structures de plus en 
plus compliquées comme celle des arbres n-aires : 

9 
J 11 

op1 . . . op, . . . opn. 

Ces arbres n-aires sont utilisés pour représenter le .  fonctions (l'opérateur 
pncipal) à plusieur arguments (les opérandes), soit : 

Chaque argument opi peut être aussi une autre fonction à plusieurs arguments. 
On peut accéder à l'opérateur pncipd (ou la racine d'un arbre) et l'un des 
opérasdes (ou des sous arbres) par la fonction Ynpartn de MACSYMA. De 
cette stnicture d'arbres n-aires, nous allons déduire une stnicture d'arbres 
binaires pour représenter des séries formelles en variables non commutatives. 

Pour représenter une lettre d'un alphabet 2, nous pouvons utiliser la 
fonction "concate" de MACSYMA : si i est un entier alors concate('t, i )  est 
l'atome ri représentant la lettre zi. 

On peut utiliser les lettres zi de l'alphabet Z pour indicer les tableaux. 
Les exemple. traités au paragraphe 6.3. et au paragraphe 6.8. montrent 
commmt nous indiçons les champs de vecteurs et les entrées (en ALGOL, 
cela revient à considérer l'alphabet Z comme un interval de type énuméré). 
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Pour une représentation interne, une série formelle non commutative 
S peut être un élément d'un anneau unitaire commutatif A (par exemple 
A = R), ou bien une lettre d'un alphabet 2, ou bien un élément de la forme 

SI 4 s2, 

où 4 est l'un des "opérateurs binaires" 

{*, +, -, AA, A* ) .  

. Pour 4 = " *" alors Sl est un élément de A et S2 est une série formelle 
(cas d'une multiplica.tion par un scalaire). 

. Pour 9 = " + " alors S1 et S2 sont des séries formelles (cas d'une 
addition de deux séries formelles). 

. Pour t$ = "." alors SI et S2 sont des séries formelles (cas d'une 
mult,iplication non commutative de deux séries formelles). 

. Pour 4 = "AA" dors S2 est. un entier et Sr est une série formelle (cas 
d'une puissance non commu t,ative). 

. Pour 4 = "A * " alors S2 est un entier et S1 est une série formelle 
propre (cas d'une d'une fraction rationnelle en variables non comnlutatives). 

Remarque : Pour que MA CSl'A4.4 puisse reconnaitre "A * " comme 
un opérateur binaire il est nécessaire de déclarer 

Une telle expression peut être représentée par un arbre binaire : 

L'analyse (récursive) de ces arbres, comme de leurs sous arbres, peut être 
décrite par les fonctions R o o t  (pour la "racine"), Left et Right  ( p u r  les 
deux "opérandes" gauche et droit). 

Examinons l'exemple suivant : 

dont l'arbre binaire corespondant est : 
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6.3. Applicatioii à l'étude d u  découplage 

Nous avons utilisé la représentation arborescente des séries fom-ielles 
non commutatives pour écrire la fonction "Actioi~(P,f)" calculant l'action 
(voir 1.8.1.) d'un polynôme P sur la fonction analytique f. Ensuite, grâce à 
cette fonction, nous avons écrit la procédure "Control,lilatrix()" contruisant 
la matrice de commande G? et la matrice r d'un système dynamique (voir 
définition 5.1.3.). Cette procédure utilise la liste Psi contenant les nombres 
caractéristiques {q8) ls8sp d'un système dynamique (voir définition 5.1.2.)' 
et aussi p listes sgn de lettres significatives des fonctions d'observation 
(h8)ls.sp, et enfin la liste G a m m a  représentant la remière ligne de la 

'p+l* hp 1, tout cela matrice r, c'est-à-dire (z;l+l * hi z r 2 + i  * h2 . . . zo 
étant fourni par la procédure "Characteristic~unlbers()". Cette dernière 
procédure calcule (comme son nom l'indique) les nombres caractéristiques 
d'un système dynamique (voir définition 5.1.1.). Elle utilise la condition 
d'arrêt liée à la proposition 5.1.1. 

, zl code l'entrée a(t): 

Exemple : Soit. S le système dynamique suivant : 

' 91 (t)  = q2(f) + 292(t)q3(t) + 292(t)a(t) + %2(t)b(t) 

- 2 2  code l'entrée b(t): 

(s) { 

On souhaite de rendre ce système non interactif par bouclage par retour d'état 
(voir 5.8.3.). Et on souhaite aussi que le système non interactif obtenu (voir 

92(t) = ~ 3 ( t )  + a(t) + b(t) 

93P) = q4(t) - 952(t) - 93 t )  + a(t) 

i4(t)  = qs(t) + 2q3(t)(q4(t) - qa(t) - g:(t)) + 293(oa(t) + 2qs(t)b(t) 

9s(t) = b(t) 

YI (t) = = 91 (t) - q%t) 

t ~ 2 ( t )  = h2(q) = 43(t). 

5.7.4.) ait la matrice de commande étendue f sous la forme ki O (ki (1 :) 

Soit Z = { zo ,  tl, z2) l'alphabet de codage : 
- ro code la paxtie autonome : 

et k2 sont des constantes arbitraires). Pour cela, nous d o n s  c k c u l e ~ l ~ s  lois 
de bouclage O correspondantes (voir définition 5.8.1.1. et  théorème 5.8.3.1.) 
à l'aide de MACSYMA et des fonctions données au paragraphe 6.4. 
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6.4. Première liste de fonctions 

Root (P): =inpart(P,O)$ 

Characteristic,numbers():=block([z,ij,s,hs,nu), 
Gamma:[], 
for s:l t h  p do 

(hs:h[s],sgn[s]:[l,nu:-1, 
while (nu<N-2) and (sgn[s]=n) do 

(nu:nu+l ,i:O,G[s]: hs, 
while (i<m) and (sgn[s]=[]) do 

(i:i+1 ,z:concat('z,i), 
if Action(z,hs)#O then (sgnjs]:[z],Psi[s]:nu)), 

hs: Action(zO,hs)), 
if sgn[s]=[] then Psi[s]:INF 
else for j:i+l thni m do 

(z:concat('z,j),if Action(z,G[s])#O then sgn[s]:endcons(z,sgn[s])), 
Gamma:endcons(hs,Gamma)))$ 

Controi~natrix():=block([z], 
Gamma: maûix (Gamma), 
for i: 1 thni m do 

(z:concat('z,i), 
Gamma:addrow(Gamma,makelist(if member(z,spn[sJ) then Action(z,G[sJ) 

else O,s,l ,p))), 
Omega: submatrix(1 ,Gamma))$ 
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6.5. Utilisation des A-notations en MACSYMA 

La A-not ation est souvent présent.& comme un moyen adéquat permet- 
tant de définir et de programmer les fonctionnelles, c'est-à-dire des fonctions 
dont les arguments sont des fonctions. Elle consiste à représenter une fonction 
t c-, j (t) par la "Curryfica.tion" de cette fonction, notée : 

La A-notation indique la correspondance entre la liste des paramètres de la 
fonction (ici la liste en question est [t]) et le corps de la fonction (ici le corps 
en question est f(t)). Ainsi à partir des fonctions A[t]. sin(t) et A[t]. cos(t), on 
peut fabriquer, par exemple, la fonction qui au réel t, fait correspondre le réel 
sin(t) + cos(t) dont la A-notation est : 

La A-notation pennet aussi de représenter les fonctionnelles. Elle 
permet donc de traiter naturellement les fonctions, les fonctionnelles et les 
fonctionnelles itérées comme des objets de programmation. Ce mécanisme sera 
utilisé récursivement dans 1'implanta.tion de la transforma.tion d'ôvaluation. 
Il est utile et élégant pour passer des fonctions en paramètre. 

Les A-expressions sont à la base de la programmation en LISP. En 
hdACSYM.4 aussi on a accès à la description d'un objet fonctionnel par une 
A-notation ([h83]). Par exemple on peut définir la fonction j en MACSYMA 
de la manière suivante : 

f est alors un élément de la liste uvalues" de MACSYMA. Par contre, en 
utilisant l'instruction suivante : 

on définit une fonction f appartenant à la liste Ufunctions" de MACSYMA 
(qui ne peut pas être employée seule comme expression, à l'intérieur d'une 
autre expression par exemple). 

Toutefois la manipulation du calcul algébrique m termes de A-notation 
n'est pas directement donnée en MACSY MA, et demande une programmat ion 
spécifique. Ainsi à partir des A-notations s : X.[t] sin(t)' e t  c : A.[t]cos(t), 
l'appel de s + c renvoie : 

et non pas 
tambda([t], sin(t) + cos(t)). 

On peut construire des A-expressions en utilisant des tableaux de 
fonctions. Par exemple, si on défini f [5](t) := sin(t), l'appel de f[5] renvoie 
la A-notation X[t].sin(t). Mais cette façon de défùiir ne peut pas coder les 
fonctionneIles itérées. Ceci nous amène à écrire les fonctions : 
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LI . Lamb-exp(expressio1i)" prend en argument une expression ex- 
plicite d'une fonction de t (c'est-à-dire expressioii), et rend comme résultat 
la A-notation de la fonction qui à t associe expressioii. 

. "Sonime(fi,fZ)" prend en argument deux  notations fl et f2, et 
rend comme résultat la A-notation de la fonction qui à t associe la somme 
u n ( t ) + n ( t y .  

. "Produit(r,f)" prend en argument un réel r et une A-notation f, et 
rend comme résultat la A-notation de la fonction qui à t associe le produit 
LLr*f(t)r>. 

. "Prodfoiic(fi,f2)" prend en argument deux A-notations fl et f2, et 
rend comme résultat la A-notation de la fonction qui à t associe le produit 
"fl(t)*rz(t)". 

. "Coiiiposition(fl,n)" prend en argument d e w  A-notations f i  et 
f2, et rend comme résultat la A-notation de la fonction qui à t associe la 
composition "floQ(t)". 

. "Stieltjes(f,z)" prend en argument une A-not.ation f et une lettre z, 
et rend comme résultat la A-notation de la fonction qui à t associe l'intégrale 

1 

de Stieltjes- "1 f(r)d&(r)". 

. "Conv(f,z,n)" prend en argument une A-notation f et une lettre z, et 
rend comme résultat la A-notation de la fonction qui à t associe l'Evaluatioi~ 
du mot zn : "Za(f;zn)(t)". Son implantation est liée au théorème 2.4.5. 

. "Star-Jacob(f,S,ri)" prend en argument une A-notation f et une 
série de la forme (cz)'~) (p est un entier, c est un nombre complexe et t est 
une lettre), et rend comme résultat la A-notation de la fonction qui à t associe 
1'Evaluation de la fraction rationnelle Sen :"fa (f; Sen )(t )". Son implantation 
est liée aux propositions 2.5.1., 1.5.2. et au théorème 2.5.1. 

. "Jacob(f,S)" prend en argument une A-notation f et une série S de 
la forme 

(les po, . . . ,pk sont des entiers, les CQ,. . . , c k  sont des nombres complexes, 
les rj,, . . . ,zj, et les rio, .  . . ,z;, sont des lettres), et rend comme résultat 
la A-notation de la fonction qui à t associe l'Evaluation de la série S : 
''Ea(f; S)(t)". 
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6.6. Présentation d e  l'algorithme d9Evaluation 

Nous avons établi, au chapitre II, les propriétés fondamentales de la 
tranformation d'Evaluation (théorèmes 2.4.2., 2.4.3., 2.4.4., 2.4.5. et 2.5.1.). 
Nous allons appliquer ces propriétés pour calculer récursivement 1'Evaluation 
des combinaisons linéaires de fractions rationnelles non commutatives de la 
forme ( Q Z ~ ~ ) * ~ O  Zil  (cl Zjl)*P1 . tir;,, (~k-~z j~- , )**~- ' f .  (~kzjk)*~'  , 
OU les PO,. . . ,pk sont des entiers positifs, les zj,,. . . , zj, et Pio, . . . , Zik sont 
des lettres. L'algorithme est décrit comme suit : 

si S est un del alors il s'agit d'une mu1 tiplication par un scalaire 
de I'Evaluation du mot vide, on applique 
la définition 2.2.1. et le théorème 2.3.1. 

sinon si S est une lettre alors c'est l'intégrale de Stieltjes de f 
par rapport à la primitive indexée par S 

sinon si Root(S)="*" alors il s'agit d'une multiplication par un scalaire, 
on applique le théorème 2.4.1. 

sinon si Root(S)="+" alors il s'agit d'une somme, 
on applique le théorème 2.4.1. 

sinon si Root(S)="." alors il s'agit d'une multiplication non 
commutative, on applique le 
théorème 2.4.2. 

sinon si R ~ o t ( s ) = " ~ "  alors il s'agit d'une puissance 
non comutative, 
si Left(S) est une lettre 
alors ils'agit d'une répétition 

d'une même lettre, 
on applique le 
théorème 2.4.5. 

sinon iis'agit d'une répétition 
d'une même série, 
.on applique le 
théorème 2.4.2. 

sinon si Roo~(S)="~*" 
dors ils'agit d'une fraction 

non commutative, 
on applique 
le théorème 25.1. 

sinon on ne peut actuellement 
traiter d'autre cas. . 

Plus généralement, on peut modifier cet algorithme pour les séries ra- 
tionnelles de la  forme Gazi, Gl si2 . . . t i ,- ,Gk-~~~,Gk, où les séries Go,. . . , Gk 
sont échangeables et zio, . . . , zik sont des lettres (voir 2.5.), sous la seule condi- 
tion que 1'Evaluation de chacune des séries échangeables Gi puisse être calculée 
par la t r d o m a t i o n  de Laplace-Borel multidimensionelle inverse. Il serait 
donc possible d'inclure (dans notre futur développement) dans l'algorithme 
d'Evaluation toute librairie de transformation de Laplace. 
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6.7. Deuxième liste de fonctiolis 
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6.8. Exemples d'exécution 

Times O m s e c .  

0340) 

T h e =  O m s e c .  

(a411 

Tirne= O m s e c .  

(d42 

Tirne- O m s e c .  

(d43) 

T i m e s  O m s e c .  

(a44 

Tirne= O m s e c .  

(d45) 
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(c46) Jacob(un,zO); 

Tirne= 650 msec. 

(d46) 

(c47) Jacob(un,zl); 

Time- 1433 msec. 

Tirne= 4500 msec. 

(d48) 

Tirne= 7016 msec. 

( a 4 9  lambda([t], - (cos(t) - 1)) 

Time- 4983 msec. 

(a50 lambda([t], log(t + 1)) 

Tirne- 11233 msec. 

(a511 lambda([t], log(t + 1 )  - cos(t) + 1) 

Tirne= 13183 msec. 

(d52) lambda([t], 4 log(t + 1) - 3 cos(t) + 3) 
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(c53) Jacob(untzOAA5); 

Tirne= 83 msec. 

(c54) Jacob(untzlAA5); 

Tirne= 1900 msec. 

(c55) Jacob(untz2AA5); 

Tirne= 366 msec. 

(d55) 

(c56) Jacob(untz3AA5); 

Tirne= 316 msec. 

(c57) Jacob(un,z4AA5); 

Tirne= 116 msec. 

5 
log (t + 1) 

lambda([t], - - - - - - - - - - -  1 
120 
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Tirne- 366 m s e c .  

Tirne= 2216 m s e c .  

Tirne= 5 3 3  m s e c .  

Tirne= 616 m s e c .  
1 - cos( t )  2 

%e (COS ( t )  - 6 c o s ( t )  + 7 )  

Tirne= 4 0 0  m s e c .  
2 

( t  + 1 )  ( l o g  ( t  + 1 )  + 4 l o g ( t  + 1 )  + 2 )  
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6.9. Exemple d'utilisation 

La série suivant.e est tirée d'un exemple de l'article de M. Fliess, 
M. Larnnabhi et F. Lamnabhi-Lagarrigue ([FLL]) : 

(il est possible qu'il y ait des erreurs dues à la transcription). 

Pour a Z l ( t )  = t ,  nous obtenons 1'Evaluation de S : 
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Pour afl  ( t )  = et ,  nous obtenons I'E~aluation de S : 
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Pour azl = un, nous obtenons 1'Evaluation de S : 

Le tableau suivant donne une idée sur la complexité de l'algorithme : 

Note : Pour cette skie S, 1'aylora.tion de l'arbre et les appels récursifs 
nécessit,ent. seulement 12 S. 
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EVALUATION TRANSFORM 

V. Hoang Ngoc Minh 
L.I.F.L. - U.A. 369 C.N.R.S. 

Université Lille 1 
59650 Villeneuve d'Ascq Cedex 

Abstract 
Given a nonünear control system, one can view its output func- 

tion tu a signaf,.pararnetrized by the primitives of the input func- 
tions. This signal c m  be formaily described by its M. Fliess ' power 
series, t bat is a forma! power series on noncommuting variables. The 
temporal bebaviour of the system can be derived from tbis symbolic 
description by a transform, ttiat we c d  "Evaluation tra.nsformn and 
that generalizes inverse Laplace transform to the nonlinear srea. We 
develop 'bere the basic toois of that symbolic cdculus. We prove a 
correspon den ce theorem bet ween certain con\~ofutions of signals and 
cauchy prod ucts of generating power series. 

1. Introduct ion 

Let Z = {zo, 21,. . . , r,) be a finite alphabet. Let w be a word of 2' : 
. if w = r ,  then A, is the identity, 
. if w = wlz, then A, is the differential operator A,,Az. 

Let (S) be a nonlinear control system described in the foilowing form 

where : 
- q is an element of the real analytic manifold Q of dimension N, 
- Vz E 2, A, is an analytic vector field over Q. We note A the vector 

(Azo AZ* * -  AZ-1, - Vz E 2, a' is a continuous piecewise mapping from R+ to R. In 
particular azO is a constant mapping and equal to 1. We note a the vector 
(az* az* ... azm),  - the observation h = ' (hi  h2 . . . l$, ) is an analytic rnapping from 
the real analytic manifold Q to W .  

We can associate to the observation h its generating series : 

that  is a formd power series in noncommuting variables belonging to  the 
. finite alphabet 2. By the fundamental formula of M. Fliess (also called 

"PeaneBaker formulan, [3]), the output y( t )  defined by the observation h is 
obtained by the replacement in oh of each word w by the associated "ierated 

r t  

integrai" 4 6.w relative to  the input o = (a" a'' . . . oz-)  defined 
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over [Olt], t  2 O (the input aZo(t) z 1 encodes the autonomous part of the 
system). Here we will cal1 "Evaiuationn of the word w, this associated iterated 

integr al, &,(tu) = baw, and we wilI cal1 "EvaIuationn of the power series S I' 
(submitted to some convergence conditions) "the output" E,(S), obtained by 
replacing each word w in S by its Evaluation &,(w). Then the Evaluation of S 
can be viewed as a signal, depending on the time t ,  and on the m independent 

r l 

This point of view leads naturally to develop a noncornmuting "symbolic 
calculus" in the nonlinear area, that generalizes the Heaviside calculus ([4]). 
So, the notions of "transfer functionn (generating series on one variable) 
and "impulsive rtsponse", coding signas produced by linear or multilinear 
systerns, can be generalized to  generating series on m+l  variables and Volterra 
series, coding signals produced by nonlinear control systems. The Evaluation 
function &, corresponds to the 'inverse Laplace transform". 

Our goal is to  develop here the basic tools of this symbolic calculus on 
noncornmuting variables. \Ve prove a correspondence theorem between certain 
convolutions of signals and Cauchy products of generating power series. Ive 
give also some applications of this theorem. This Evaluation transform a1lo~c.s 
t o  obtain a simple calculation of the 'hylor expansion of Volterra kernels ([6]). 
This systematic treatment has been used in [7] (via some kernel function) t o  
give a concise implementation in the mmputer algebraic system MACSYMA, 
allowing a particuIar1y quick computation. 

Recall that 2 = {zo, 21,. . . ,z,) is a finite alphabet. An element of Z is 
cailed let ter .  A word is a finite sequence w of letters w = zj,Zj2 . . . zj,. The 
lengtli of w, noted lwll is its length as sequence of letters. The e m p t y  word c 
is the empty sequence of letters (Ir1 = O). We note Z' the set of al1 words over 
2. The concatenation p roduc t  of u = zj, Zj, . . .ri, and v = Ji, Zia . . . is 
the ujuxtapositionn of u and V .  Thus we have UV = tj,tj, . . . Zj, zi,Zi, . . .si,. 
This product is associative, and sdmits c as the identity element. I t  is easy 
to  verify that Z' is t h e  fiee monoid generated by the aphabet Z. Any 
subset of 2' is called language. 

A formal power series on the associative variables z E Z (non- 
commuting if card Z 2 2) with coefficients in A ([l)), is any mapping 

and the set & al1 formal power stries over Z is denoted by A < Z W .  
A formal power series S wili be written as a formal sum : 
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where < Slw > is the coefficient of the word w in S. A formal power 
series S E A < Z =B will be said quasiregular if and only if its constant 
term vanishes. For any quasiregular formai power series on noncommutative 
variableç S in A < Z >, Se represents classically the formal power series 
CS*. In commutative variables, it coincides with the rational fiaction 
nzû 

1/(1- S) ,  and in this case we have Sen = (1/(1- s))". 
Let S be a forma1 power series in A Z W .  The support of S is the 

language over 2 defined by : 

supp(S) = {w € 2'1 < Slw > # O). 

A formal power series P with finite support is called polynomial. 
The sum of two forma1 power series S, T in A < Z > is the formal 

power series S + T defined by : 

The c&chY product ,  noted by ".", of two formal power series S, T in 
A < Z > is the forma1 power series S.T defined by : 

Vw E Z', . < S.Tlw > = < Slu >< Tlv > . 
U,V€ Z* ,uv=w 

The symbol "." wiil be omitted when there is no ambiguity. 
The shuffle product,  noted by "tu", of two forma1 power series S, T in 

A a Z > is the forma1 power series SUT defined by : 

where uwv is the polynomial defined as follows : 

f a r a n y  w o r d u :  U U C = C ~ U = U  

for  any words u,u, for any lettcrs z, y : U Z L U U ~  = [(UZ)LUV]Y+ [u~(vy)]z .  

The coefficients of the polynomial utuv are positive integers. 
We note som(P) the sum of the coefficients of the polynomial P : 

Let u, v be two words in 2'. The sum of the coefficients of the polynomial 
uwv is 

In particular, given a letter z in 2, one has : 

VA, p 2 O, t A u r p  = (Ay)z~+~. 
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2. Calculus of the formal power series Evaluation 

2.1. Evaiuation of formai power series 

Let Z = {zo,  21,. . . , r,) be an finite alphabet. 

Defition 2.1.1. : We cd1 i n p u t  re la ted to Z tbe given of a vector 
a = (az0 0'; . . . oz- ) ofpiecewise continous r e d  d u e d  functions defined 
over [O,t], (t 2 O). Conventiondy tbe U~component of any input is aX0 E 1. 

FoUowiDg K.T. Chen ([2]), ne cd1 p a t h  associated to the inpu t  a = 
( aso a': . . . azm ), the time dependent vector E = ' (Es.  . . . ) 
defined by 

~2 E 2, ~ ( 7 )  = 1' gi(r) = l7 0 az(p)dp. 

Thus we have &, (7) = dp = T, and for any let ter z E Z, (O) = 0. 1 
Any forma1 (resp. analytical) control system can be viemed as a functional 

defined on the inputs, whose value is generally called the o u t p u t  function 
of the system. More specifically, following M. Fliess ([3]), m7e will call causal 
analytical  any functional of the entry that can be expressed as a convergent 

r f  

Peano-Baker series < Slw > 6,w, where occur the iterated integrals 
w i z *  Io- 

of the path €, defined& follows : 

8' 1 and 1 6 a ( u ~ )  = j(< ( l76 ,u)  d(,(r) 

(ne use the symetric order of Füess notations for some practicd prograrning 
opportunity [7]). 

In other words, any analytical functional can be encoded by some non- 
commutative power eries, and its output can be obtaintd by the Evaluation 
procedure described below. 

Here we shall call Evaluation of S for the input a at time t,  the value 
of the functional tncoded by S for the input a and the time t, also called 
o u t p u t  fiinction of S. Hence the Evaluation of any formal power series 
in noncornmuting variables can be interpreted as a signal depending of the 
independent parameters &, z E Z*.  In fact, Evaluation functions can be 
viewed as a generalization of the inverse Laplace transform, as already 
pointed out by hl. Fliess and al. ([3], [4]). Namely, the Evaluation fuiiction 
is defined as follows : 
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Definition 2.1.2. : \Ve will cail Evaluation of the word w in Z* ,  
foi the input a = (0'0 0'1 . . . a'- ) related to  the finite alphabet 2, the 

iterated integral, noted baw, where this notation is defined by induction 

on the lengt h o f  w : 

This definition is extended to A a Z > in tbe following way : 

Definition 2.1.3. : We will c d  Evaluation of the formal power 
series S in:A < Z >, for the input a = (4'0 0.1 . . . aZm ) related to  
the finite alphabet 2, when it is defined, the function : 

Theorem 2.1.1. : (uniqueness of Evaluation, hl.  Fliess [3]) Given 
two formai power series S and T in A < Z W. For m y  input a = 
(0'0 azl . . . a'- ) related to the finite dphabet Z such that the series 
C < S(w > &.(tu) and C < Tlw > Ea(w) are normal! convergent, then 

wEZ' w E Z' 
we bave : 

&a (S)  = &a (T) e S = T. 

2.2. Skuffle product and product of Evaluations 

Let a be an input related to the finite alphabet Z = {zo, 21,. . . ,zm). 
b m m a  2.2.1. : Let u a d  v be ~ W O  words id 2'. Then the ~vdu'stion 

of tbe polynomial U W V ,  for the input a = (az0 a" . . . az- ) related to the 
finite alphabet 2, is given by E,(UU V) = E,(u)E,(ü). 

Proof : - . The result is irnmediate for lu1 = O or lut= O because uuc = U, w u  = v 
and fa(€) = 1. 

. Now, suppose the result is trut for sny iords u, v in Zw that ratisfy 
IUUI r n. 
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. If luvl = n + 1, then we can write u = ulz and v = uly with 
Z, y E 2,  ul, ul E Z* and lulvl = luull = n. Using the fact that 
UUJV = (uuvl)y + (u1u V)Z, we have : 

. (by induction hypothesis) 

Corollary 2.2.1. : Let z be a letter in 2. For any positive integer n, we 
n n 

bave Ea(zn) = ff n. . ID particular case, Eo(rlf) = 5. n. 

Proof : The re~ult is immediate for n = O. \Ve suppose that the result is 
true for al1 v, O 5 v < n. For v = n + 1, since znwz = (n + l)zn+' ( s e  l.), 
and by the lemrna 2.2.1., we have : 

The expression corresponding to the particular esse of z = zo is obtained 
using the fact that Cro(t) = f 

Theorem 2.2.1. : (M. Fliess, [3]) Let S and !?' be two formal power series 
in A < 2 W .  Tben the Evaluation of  the shuf3e product SUJT, for the input 
a = (aZo azl . . . a z l  ) related to the finite alphabet 2 ,  b the product of 
the Evaluations of S and T : 

Ea (Sw T) = Ea (S)& (T) . 
Proof : By the definition of SUT and the lenuna 2.2.1., n e  have : 

Ca(SwT)= C < S ~ U > <  T ~ v >  ~ ~ ( u w v )  
u,v€Z' 

= < Slu >< Tlv > Ea(u)Ea(v) 
uEZ' ~ € 2 '  
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2.3. Cauchy product and convolut ion 

Let a be an input related to the finite alphabet Z = {zo,zr,. . . ,zm). 
Lemma 2.3.1. : Let Ea(S) be the Evaluation o f  the formai power series 

S, for the input a = (a20 oz>. . . . oz= ) related to tbe finite alphabet 
2, aod let z be a letter. For any integer n greater tban or equal to  1, the 
Eduat ion o f  the formal power series Szn is : 

In particular, for z = zo, we bave : 
t (t - 7)n- l  

Z ( S Z Ô ) ( ~ )  = 1 E . ( s ) ( ~ )  (n  - dr. 

Proof i For n = 1 ,  we have: - 

IVe suppose that the result is true for any v, 1 v n. For v = n + 1, by 
induction hypothesis, we have : 

t 

&a((sz)zn)(t) = 1 &a(sz)(r) 
(€z (t ) - €z (?)y- l 

(n - l)! . 4 2  (7). 

t 

= 1 &a(sz)(r) d [- (€2 ( t )  O n €2 ! ~ ) ~ l  

the first term is vanishing (after one integration by parts), then we have : 

( C L  ( f  ) - €8 ( T ) ) ~  

. n! 4 8  (7) .  

The particular form obtained for z = zo follows, since we have fo( t )  = t . 
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Theorem 2.3.1. : Given G E A < Z > a quasiregular formai power 
series, H E A b: z W a formai power series, we set 

UL 

With t b a e  notations, tbe Evaluation of the formai power serieria GH,  for the 
input a = (az0 azl . . . azm ) related to tbe dnite alphabet 2, L : 

- 
B particular, if H is a formal power serim in A O: y W ,  tben : 

t 
& ~ ( G H ) ( o  = J 0 ~>( t ( r ) )h ( t  

Proof : - 
(a) First case : H = zn, n>_ O : 

. 'For n = 0,  the result is imrnediate. 
:If n > O then we have : 

( e z ( t )  - ('))" d[Ea (G)(r)]  (integration by parts) 

( )  - z r *  d (the first teim vanisbes) 
n ! 

f i  ( 2 )  ( i i )  General case : H = HnE and h(&(t)) = H,- : 
nZ0 n20 

n ! 

= l $(€(r))h(€z ( t )  - € 2  (r))dr- 

In particular, if r = zo then (o(t) = t ,  hence ne  have the upected rsult @ 



Calculus of the forma1 power series Evduatjon 9 

2.4. Evaluations of some usual formal power series 

Let z be a letter in 2. If the support of the forma1 power series S is a 
subset of to, then we have, for the input o E ( d o  0.1 . . . azm ) related 
t o  the finite alphabet 2, the following Evaluations : 

So the Evaluation of the generating reries S = h z "  i s  the arsociated 

s 
€ 

2" 

zDn,n 2 1 

C nz" 
n>O 
then, in particular 
z* = C zn 

n20 

ntn = zr 
n 1 0  . 
C(- 1)"z2" 
n z 0  

~ ( - l ) " ~ ~ ~ ' + '  
nZ0 

"eïponentid generating series" Ea(S) = Cens, and thus the Evduation 
n> O 

n ! 

fa  (SI 
1 

9 
exp( tz( t ) )F  y > l) j ! 

j=o 

6; ( 0  C C ~ T  
nZ0 

exp(€z (t)) 

CZ (t) exp(& (t )) 

cos(€z (4) 

sin(& (t)) 

function is reduced to the urual exponentiztranforrn as rtudied by D. Foata 
in Pl. In particular, if z r zo then we have tz0(t) = t, in this case we obtain 
the inverse Laplace-Borel transform. 

Let G be a quariregular formai power series. Its Eduation,  for the input 
a = (azo oz' . . . axm ) related to the finite alphabet 2, can be described 

Let z be a letter in 2. We have, for the input a = ( oa0 aal . . . oz- ) 
related to the finite alphabet 2, the following Evduation (see the convolution 
theorem) : 

eonsequently : 
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3. Computing examples 

In the folloring examples a = (azo azl . . . d m  ) is an input related 
to the given finite alphabet 2. 

s 

GZ" 

Gz' = c C z n  
n20 

G z n z "  
n20 

G C ( - 1 ) " ~ "  
n20 

G ~ ( - i ) ~ z ~ ~ + l  
. nZ0 

Example 3.1. 

This example gives the comput ation of the Evaluation of the formal power . 
series zen, for any letter and fer any z positive integer n. 

&a (S) 
1 it +(t(r)) (Ez (t  ) - CZ (7))" dr 

n ! 

W r ) )  exp(€z(t) - €2 (7))dr 

1 lb(€(r))(€z (t) - €2 ( 4 )  . 
=p(Ez (t) - €8  (r))dr 

W T ) )  C-(€z(t) O €z(r))dr 

+(l(r)) (t) - tz (711d7 

Lemma 3.1.1. : For any integer n 2 1 ,  we have : 

wbere tbe gn are po1)aomiais i. &(i), and verifies tbe following inductive 
equations : 

Proof : 
. Since Ea(ze)(t) = exp({,(t)), we can write gi(<z(t)) = 1. 
. We suppose that the result is true for any v, 1 < v < n. 
. For v = n, recaIl the following identities : . 



Recall rbo that for any forma1 power series S = x < Slw > w in 
~ € 2 '  

IR < Z >, we have : 

= 1 86 (s)  (riaz (r)  dr.  

Thus for S = z""", by induction hypothesis, we have : 

Using the convolution theorem, we obtain : 

Now we have, for any integer n 2 1, the following equalities : 

Hence the family (gn),>' - is the unique solution of the inductive equations 

integer n 2 1,  is the unique soJution of the inductjve equatioos 
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Proo j : Let Gl = 1 E O: Z W .  We have clearly : 

9l(ZZ(t)) = &a(Gl)(t). 

Suppose that for any hteger n 2 1, gn(Zi(t)) = Ea(Gn)(t) where Gn is a 
formal power series in R < Z > . Thus we have : 

This equatipn is true if G, ratisfies Gn = Gn-1(l + z) .  In other terms : 

Since &,(zj)(t) = q, I -  j 2 O (;orollary 2.2.1.), we have : 

Finally we obtain, as corollaries, the two following propositions : 

Proposition 3.1.1. : For ioy positive integer n, we bave : 

In the rame manner, ne have the following proposition : 

Proposition 3.1.2. : For iny positive integer n, for uiy complu number 
O ,  we bave : 



Let G be a quasiregular forma1 power series in IR < Z > such that its 
evaluation is : 

r * 
&.(G)(t) = j $(F(r))dr. 

O 

Let z be a letter in Z.  Let S be a formai power series in IR < Z > that 
verifies the following polynornial equation : 

that is SK = G, where K is the forma1 power series in R < Z defined by 

K = C ~ ~ Z ~  with Po=1. 

Since the constant term < KI€ >= Bo = 1 does not vanish, then the 
formal powe'r series K-1 exists and it is a forma1 power series in the single 
commutative variable z. Suppose that K admits T cornplex distinguished roots 

pl , .  . . ,p, of respective multiplicity order ml, .  . . ,m, ( $ m j = n ) . o n e m  

express 

form : 

unically under partial r fraction decomposi tion 

where for any i E [l..r] and for any k E [l..mil, Ailk E C and each HlIk is of 
the following form : 

So S = GI' '~  can be expressed as : 

S = (t;:)) GHl,r, 
J t l  k = l  

and by the convolution theorem, we obtain the Evaluation of S : 

where hilk (& (t)) is the Evaluation of fili : 

hl l: ((z (t )) = exP ) ) ( )  (proposition 3.1.2.). 



Let us indicate that if z = zo then the above calculation corresponds 
mutadis mutandis to the 'inverse Laplace transform" in the study of the 
systems discribed by one linear differential equation in the inputs and outputs. 

Theorem 3.3.1. : For my positive integer k, Gk is supposed a formal 
power series on only one ktter yb in Z a d  ne note gt((,,(t)) its Evd- 
uation. We set for a y  positive integer k, SI = GoyiG1 ... zirGk> where 
ti,, 6,. . . , Jib are k letfers in 2. With t b w  notations, for my integer k > 0, 
we have : 

Proof : - . For k = 1, by the lemma 2.3.1., we have : 

and by the 'convolution theorem, we have : 

. The result is supposed true for any Y ,  1 v k - 1. 
F o r  Y = k, by thelemma 2.3.1.,we have : 

Finally, by the convolution theorem, we have : 

We deduce the two following results : 



Corollary 3.3.1. : Let po, p l ,  ..., pt be k + 1 positive integers. Let 
ri,, ri, . . . , rik, be letters in Zo e Z \ (q}. Then the Evaluation of the word 
zboY, 4' . . . yk 2;' ir (sec the corollary 2.2.1 .) : 

Corollary 3.3.2. : Let CO, cl, . . . , g be k + 1 complex numbers. 
Let PO, pl, . . , pr be k + I positive integers. Let r;, ,  Zia ..:, zik, be 
jettes in Zo = Z \ {zo}. Then the Evduation of the rationd fiaction 
( c ~ z ~ ) * ' ~ z ~ ~  (C~ZO)'" . . . tih (c~z~)*P'  i~ : 

with (see the proposition 3.1.2.) : 

The first result is used in [6] to give the Taylor expansion of Volterra 
kernels. The second result is also presented in ([4]), it allows to compute 
iteratively the Volterra kernels of the solution of certain nonlinear differential 
equations with forcing terms. In [f], we give a concise MACSYhlA program, 
allowing a particularly quick computation of the Evaluation of these series Si:. 
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&sirna : Givcn r noniincar rnaiyiicd dynamic m i c m  (@fine m'fh nrpccf 10 tbt irpri), da owiprl/rnciion cdn bc vtewcd os 
r rignal parametnid )Y LAC pnmiftou of the n p r f  /rnciiow. mpol u n  k fowndiy luMM by h #cncroitng renes. 
Bence WC obfain r rlmiblic lransform îàat generPlitu &place tmnafonn o j  ripain depend ody on îàe lime. We devclop 
b e n  ilic )cric ioob offbat ~ b o k c  dcuhrs. We p v c  l çomrpondencc LIwnm k i w n  d r t n  oorwoiuironr ojrtgnab and 
car ch^ producii of#eaeroiing rener. Ftnally iAe Taylor upawion o j  înQnplat  Vohrrri kerreb u rimplg deduced. 

Keyu,mds i Aigebraic w f e m  iAeory #encraiin# r n i y  &place fnnajoniy  r o n h u r r l r i e m q  -aicm r n r b r k  Crinajet funcirons 

0. m o D v m o N  1. r o m s ,  wovrscu AND POMAL POWER SERIES ([l]) 

k t  (S) be r nonlineu dynunic system dercribed by : 
m 

t vtt)  = h(q(t)) 
We uo associate to the o b r e r ~ t i o n  h itn gener.tbg aerim 
4 h  t < ~ h l w  > w, that t r formai power ~ r i m  

w=* 
in noncommuting w i a b l u  belonging to r finite dphabet 
2 = {to, . . . , z m ) .  By the fundamental formula of M. Flius 
([4]), (dso d l e d  'Perno-Baker formulan), the output y(t) 
defined by the obserntion h is obtained by the replace- 
ment in oh  of uch word w by the rttociated Yikrrted 

integral" [' 6.w iei.ted to the input a = (40 . . . am ) 
J O  

defined over [O,i], i 2 O (the input ao(t) r 1 encodes 
the rutonomous p u t  d the system). Here WC will d l  
'Edurtionn of the word w, thir u~ocia ted  ikrated intc- 

grai, &.(w) = 1' 6.w. and n ri!! cal1 'Eduation" d the 
J O  

powtr series S (submitted to rame convergene condition) 
"ihe output", &.(S), obtained by replacing ucb word w in 
S by its Evdudion &.(w). Then the E d u d i o n  of S u n  
be viewed u r nignal, depending on the time f ,  and on tbe 

a l  

m independent p u u n e t e n  C(t) + ai(r)dr, i E [l..m]. 1 
This point of view ludr nrturally to develop a noneont 
mutbg Syrnbolic crlculusn in the n o n l i w  uu, that  
pnerduer  tbe Hervicide caiculus ([SI). So, tbe notions of 
"irrnsfer functionsn (gentrathg setier in one vu ih l e )  rnd 
Tmpulsive raponsen ,  eoding signal produced by heu 
ryctemr, un be pnerrtized to generating u r i a  in m + 1 
vuiables and Volterra uriec, coding signal p r o d u ~ d  by 
oonlineu analytical systtms. Tbe Evaluation funetion &. 
corresponds to the 'inverse Lrplue trrnsform". 

Our goal ic to  develop here the basic -1s of thb  tyrnbolic 
d c u l u s  on noncommuting wiables. We provc r cotres- 
pondence theorem between certain convolutions of s ignal  
and Cauchy products of generating power =ries. f ind ly  
the Taylor upuision of Volterra kernek ic simply deduced. 
These Lernels have been wcll studied elsewhere in (21, 141 
a n d  [IO]. These rtsultr rre written in r naturel rrunner in 
tlte noncomniulrlive formal power scriu area. 

By ur alphabet, Z, n mean 8finite n o m p t y  set. Tht  
e iewotr  of 2 u e  d e d  letters. A r o r d  w a  2 is  a finitc 
requence w of l e t k n  in Z : w = t j s + j ,  . . . t j ,  . The length 
of the w r d  w, denokd by lwl, n if, kngth as sequencc 
of k t k n .  The e m p t y  word r n the anpty sequence of 
ktkn ((cl = O). We note 2' the u t  of d l  wordr over 2 .  
We have 2' = U 2'. where 2'. k 2 O1 ic the set d JI 

The conut-tion product  of two mrd r  u, v in 2' 
t obtriDed by *jwrkporitionn of u and v.  Thus if 4e  
bave u = +j,+j, . .  . t j ,  and v r +r,+i, . . . z,, , then UV is 
the wotd +j,+j, . . . t j ,+i ,+i,  . ..y iD 2.. This product is 
woeirtive, ita identity element t c. One un verify easily 
that 2' i c  the kw monoid ganarated by tbe i p k a b e t  
2 ([16]), with respect to the tonutenation product. 

Any rubset L C 2' i s  d l e d  h p g e .  Given two lan- 
guages LI ,  tbeir product, noted by '.", t the lmguage 

defined by utcorion of the product of words : 
L 1 . h  = {wE 2-, w =  w,w, cul E LI, w2 € LZ). 

T h u  product Y urocirtive, itr identity dement ir {o. The 
rymbol '." will be omittcd wben tbere Y no unbiguity. 

We d formai pwer nuim on the associative vari- 
rblr z E Z (noncommuting î î  c u d  Z 2 2) with c~ern-  
Ucntr in ur uniiuy commutative ring A my mapping : 

S : Z m - A  
w-<Slw>.  

We deook by A ( Z ) the ~t of d l  forma1 power series 
A forrd power m i e s  S ri11 be rritten u tbe forma! sum 

< Slw > w, r b m e  < Slw > L. tbe eoefiicient of W .  

w e z *  
A f o n d  powa wia S E A Z will be said quasi- 
amgulu i f m d  only if we bave < S i c  >= 0. 

Tbe dmrackrirtic mari- of-y laripage L is the forma1 
pomr m i r a  cu(L) definecl by : 

The support of S E A 2 ) U tb;lmguage defined by : 

~ ~ P P ( S )  = {w E 2-1 < Slw ># O). 



t c t  L be l Iuiguage o v t r  2. Tben rupp[cu(L)] r L. Let 
S be a forma1 power u r i a  in A Z W .  Tben : 

culsupp(S)] r S Vw E 2', < SJw >E {O, 1). 
Any f o r d  power u r i a  r i th  tocffiuentr in {O,l) un bc 
identified with ifr rupport. So, if L L r hnguye  wer Z :  
M denote again ib chuukru t i c  u r i a  by L. 

A forml power rer ia  P rith finite rupport L d l e d  poly. 
rromid. Tbe degree of P L defined by : 

We denok by À < Z > the ~t of di polynomhh in ut* 
dative whblu r E Z ~ i t b  d c i e n f r  iP A. A polyaomid 
i honrogemur of dogme k E N if rupp(Q) C 2'. 

~ e . p m d t r o M p o i r r r w r i m S , T E A < Z ) b  
L b e ~ p o r r r t œ r i a S + T d e i i n e d  by: 

V w g Z ' ,  < S + T I w > = < S l w > + < T ) w > .  
operation h d a t i v e  uid comrnuktive. 

Tbe Cmucby product ,  mot4 by *.', of trro b t d  v e r  
œ r i a S , T i n  A < 2 > u tbe f o r 4  porruaericrS.Tin 
A ( Z ) defined by : 

Vw f de. < S.Tlw > = < Slu >< Tlv > . 
.,bC Z*,UW~W 

Ibc symbol '? will be omitkd wben tbete b no mbiiwty.  

The ut A < Z W t a (non commutative) ring, r i t h  w- 
pect to the rum rnd b the Cauchy product. Any a E A u 
identifid with ihe meries oc. Tben A t ide~tified witb rn 
u n i k y n i b r i n g o f A a Z > .  In thir r r y A a 2 )  t ui 
A. dgebra. In the urne annner, for the Cwcby product, 
A < 2 > L a rubdgtbra of A a Z W .  

Let 80  be 8 dhtinguished letkr. We set 2 0  = 2 \ {ro). By 
[Ii3]), n obrYn 2' = (t;Zo)'s; r ~ ( ~ ~ Z O ) ~ Z ~ ,  with 

T h e  t h a e  produet  al two hnnd p m t  meria S,T in 
A a 2 W ,  nokd s r i n  by *mm, u tbe f o r a d  power reritr 
SUT in A a 2 w d e b t d  by : 

S w T =  < T i u > < S l v > u w v ,  
r a t Z *  

*hue wv b tbe bomogenou polyaomirl d d e p  fuHvl, 
W e d  rocursinly ia ihe ioiiowing way : 

VUEZ-:  W C = C W ~ ~ = U  

VU,V B z-,v+,v E z : uwvv = ( (UZ)UV)~ + (UW(VY))~. 
Thii product n uroci.tive, oommiktive, m d  diatributive 
6 t h  mpect  b Lhe rum. With rcrpect b the 8um and b 
&be rbunk product, A ( E ) ir a tommubtivt Adgebrr .  

T h e  Lie b m t k o t  d t r o  polyaorn'ds P, Q ir dcfined by 
[P,Q] r P Q  - QP. It n mtiaommuWive r ad  rrriiitr ihe 
t u a b i  identity. Lie < Z > ir nferred b be tbe s d e r t  
nib &nodule  of A Z >, which t o ~ t r i m  the k t k m  of 
2, m d  which ir r u l e  by Lie b r d e t .  b u r31 k a m n  th& 
Lie < 2 > is t h e  h e  Lie dgebra over 2 ([16]). An 
dernent of t i c  < 2 > m d l e d  Lie pofyoomid. ADY 
Lw po1yaomi.l t quuiregulrr. 

A fotmirl paver u r i a  S u cdled a Li@ reriar if it un be 

uri tkn u CS, rbere fi b a homogenou Lie p o l y n ~  

6 d  d d e p e  k 2 1 ((91). Thic rniting i, unique. Tbe Lie 
brade1 o f k o ~ b m m r i r ~ = ~ f i ,  T = ~ Q ,  in  

A21 12 1 (S,n=x [P&,Q1]. For thii product, i h e  KI Lic<Z> 01 

&Tz 1 
Lie nria U r Lie dgeb ra .  Auy Lie =ria is quasiregular 

2.1. E n l u t i o n  of forrrrd paru d w  
k t  Z + ( r o l t l ,  . . . , h l  be r finik d p h ~ b e t .  

Ddnit&n 2.1.1. a 
WC dl input  nktd to 2 tk li.cr fot wch letter t, tn 
t ,  016 w t o + a  t (O' a' ... O"') O/ picce-e con. 
t i . 6 ~  d whrl fia- & f i d  m e r  [O, i], (t 2 0). 
b r . c r i i o r J l y  Lle Roompacrt o j  ery hpuf u a0 P 1. 
Folloun'i~ K.T. Ocr ((41, [15]), n dl dl p a t b  uro. 
c k k d  to tào  hput  a 6 (O' a1 .. . om ), fAt ftmt 

&p.deif d o t  ( = ' (40 . . . (m ).+jhcd by : 

&y wr ly t iu l  d p d c  yrttm ean k vkwed ui defining r 
bioctiond on tbe inputr , drhicb d u e  Y generdly d l e d  
tbe ou tput  fianetion d the mpiem. More gtaerdly, fol- 
M i n g  M. Fliar, r e  d uurrl rorlytiul functional 
.ny fundonal of tbe d r y  tbat UP be urpraued u a con- 

oceut the ikrated integr& d tbe Wh t ,  defined rr fol- 
brrr (wiog the rymetrL ordu of ~ia t  nitrtionr) : 

I i d  1 6 (d 4.v) ii(?)- 

& o tbu  rotdr,  my u r d y t i d  functmnd un be encoded 
by romc moncommÜtrtivë pmu œricr, uid i t s  output CUI 

bc obtriDed by the E n l u t i o n  proodute dactibed bc- 
&W. Here n rbrtl 4 1  E n l u t i o n  of S for the input a 
J Lime 1, tbe d u e  of tbe fubctiomd mcoded by S for 
the input 0 u i d  the th î, .Lo d e d  output  function 
of S. Benoc the Eduat ion  aI u i y  h r m d  paver reries 
io ooncwrmutiry vuidles  un be iaterpteted u a signal 
dependbig d the independent p u ~ e ~ u r  f i ,  i E iO..m]. 
b k t ,  E v J u a t i o n  fuoction eui be &wed rr l gene- 
rdbbtion d the bwrre L.pl.cm t r d o r m ,  u drebdy 
pointcd w t  by M. Fliess rad  ai. ((41, (51). Nunely, the 
Eniuatiaa funetion m d&ed m ioiiows : 

Ddhition 2.1.2. 1 
n e  Enluatiom of the rotd w in t', for the tnpuf 
a 6 (O' a' ... am) de$ad mer [Olt], (1 2 O). u 
1Ji.d b# ialrdior ma L1e k a f i  oj  w u jollow : 

I 1 if w = c ,  

D a t i o n  2.1.3. t 
We oill d l  Enl~ . t im  of the fimnd power reries 
S i n A < Z  >, fo t tAcinprtr  = (a0 a' ... am)  
defiad ootr (Olt], (t 2 O), U I A C ~  ii ù Icfiaed, tht finciton 

S ( S ) ( î )  = < Slw > C.(w)(ff. 
rf Z* 



2.2. ShuBe and produet of Evrluationr 
k t  a be rri input related Co tbt finite dphrbet Z u i d  
ddined over the compact i n t e r d  [ O , i ]  E R+. 

h m m a  2.2.1. : 
t+i u end v & itpo DO* in 2'. men IAc Evahlaiion oj 
6 c  polynomiol uwv, jor Llie hpg i  a = (ao O' . . . om ), 
ir *ocn by &.(uwv) r: &.(u)E.(v). 

The proof un bt dont w i l y  by bductioo on tbe itngtb of 
UV and raults of the inte6rbtion by parts. We deduce the 
following rad t (m) : 
Tbeorcm 2.2.1. r 
&f S, T k iwo jonnaI pouet r e n u  i n  A a Z S. n e n  
ae Eorlvaiion o j  tbe d+fPc  p à u c i  SwT, jo t  the hpuf 
a t (a0  O' ... am) ,  u I h c  H u e t  of t h e  Ewluaiion, 
cj S end T Y &(SwT) = C.(S)&.(T). 

3.3. Cauchy produet and convolution 
k t  o bt an input telattd to the..hite dphrbet 2 a n d  
d&ed ovu rbe a m p u t  iotuvd [ O l t ]  E ILÇ. 

Lemma 2.3.1. : (17)) 
If&.(S) u the Euahraiion of the jonnal powr r e n u  S, for 
îàe inpuf a r (ao  o1 ... am ), iljen lef zi k r leilet 
i n  2. k i  n k an in iqer  p f e r  than ar cqvd io  1. The 
Emhaiion of t h e  jomaol powr  r e n o  Szr u : 

g.(sz7)(i) = J' ( f i ( i )  - ti(7))n-1&.(s)(7) g i ( ~ ) .  
(n - l)! 

- -. - 

The mir Si; uo be r i i t ten u < S b  > w z l .  
r C Z '  . For n = 1, we have : 

L.(Szi)(i) = C < Slw > L ( w r ) ( i )  
rf 2' 

a* 

= 1 c.(s)o) 4 i  (7)- 

. We mppooe the w u l t  b truc for u i y  v, 1 s v s n. - For u t  n + 1, by induction bypotbcrii, re bave : - )Y-' &(s*)(.~) &(q) 

1 

=-  [ ( t i ( i )  O n! <i(?)ln &(sr )(r)] 
O 

the firtt ttrm n vrnishing, then : 

O 
' O - & . ( ~ ) ( 7 )  a(<(.). r c s z ; + l  ) e )  = / n! 

The puticuiu urt zi r 4 n immedirte 

Theoram 2.3.1. r (Convolution Theorern, m) 
L c f  t, bc r k l l c r  i n  2. kt H k r jonnd power rcher in 
A a z, >, ru thai WC have f.(H)(l) = h(<,(l)). Le1 C bt 

r (um'ngtrlar jonnal potvcr r c n u  in A (: Z W .  Wc i c i  

Wiih fàue 
a t (ao o1 ... am),  of ihc j m d  power rcncsCH as 

&.(GH)(~) = j1*(<(7))h(t i ( f)  0 t i ( ~ ) ) d r -  

l a  puriiemlar, U R  Y jonnd p w r  n A < zo w ,  ihcn : 
.I 

. For n t O, the rcrult i n  immedirte. . if n > O tbco b~ bductioo bypotbais, we bave : 

tbe fint tum P vaai&& (becwuut < G(c > = O), then : 
*I 

= Jr *( t ( r ) )h(&( f )  - L(7))dr. 

The p u t i c d u  u r e  t 4 it immedirte 

2.4. Edrutiona oî mm0 ~ r u û  d a  (14) 
k t  r bt a k t k r  in 2. if tbe support of tbe formal powei 
meries S t a rubset of r f ,  tben we have, for the input 
O = (oO o1 ... a m )  d&ed wer [ O , i ] ,  (1 1 O) ,  the 
followirig Eduat ionr  : 



50 the Evduation of tbe ge~erUhg meri- S 5 6 x 7  u 
" 2 0  

tbe 'uponmtid geaerating =riaœ &(S) r CI. . 
" 2 0  

n ! 
h t  C be a qwrkegdu t o r d  pwu m i a .  One un 

The foilowing f o r d  pmer =ria ni11 bt d e d  Cben ne- 
ria of the input o ddned wu [O,(] : 

L = Cl(w)(f)w. 
r € 2 *  

Tbt propettia of inkgration by puts  rbow (lemm 2.2.1.) 
that C. verifies tbe "Friedrich criterion", numly : 

Vu, v € Z', < C.luwv > = < C.(u >< C.lv > . 
Bence C. ir rn uponentid of BO= Lit œria (191) : 

'Al 1 f l  

rbere L&(C.), L 2 1 i a  r bomogenour Lie polynomi~l of 
degrce t. T&k rault it r renerdizrtion of tbe B.ker- 
& p b c ~ ~ w d o r f f f o r m u l a . - ~ b t  power strier C. uri . ko  
be upreued as UJ infinite upoaentid product of elements 
d r Hdl brrk of tbe fiet Lie dgebrr Lie 2 > ([15]). 

Ddinition 3.1. : 
Wc d l  oomukP.tion of hro inputs a, b defincd omet 
[Olt.], [O,t,], fAe new npri agb lefinel mer [O,:. + f,] : 

.Jb(i)=a(i) fot O ~ t < f b  
m!b(i.+t)r b(f) for O S i  < f,. 

Proposition 3.1. 1 ((141) 
Wiih îAe .)Ove wfofion, w ~ O D C  C.1) C.6. 

The ptodgiven in [Id] urer tbe ttructurd dÿtercntid qua- 
Lioo UUfied by C.ir. Here n cive an direct proof : 

Tbe itaated i ~ k g r r l  / &w mot ui ordiauy integrai 
J O  

b uticulu, tbe dditivity propriety h aot et dl aatisfied fiew + l T 6 . w + ~ ~ . w  ( ~ f w  = t, it wou~d irnpjy 

l=l+l !). 

Tbe proparition 3.1. ir cquident to the following lemma 

&mm. 3.1. a (tempord truubtion h a )  
Lei 8 k ficd rial. k f  e k an input lefinrd over ihc 

JO 
Wc ruppae Lbe radt Sr utirFied h r  i11 mrds w, Jwl n. 
if lwl r n +  1, w CUI bt writkn u w = wlz,, w1 E Z*, 
m d t i ~ Z , t h u i :  - .  

d+i - 

(dditivity of ordbuy inkgtd) 

=JL(o> 0 HP)* (P)+jZiW& 8 )(PI 4i (PI 

(p=O+r)  
et 

(induction hypotbcrir) 

(dimtributivity of œ d i u y  integrai) 

(ddinition 3.2.) 

Proof of the poporifion 3.1. : 
by lbt ddinition 3.1. rod  tbe k a  3.1.. wt bave : 

Jt 
tqurk, havhg the rune inducrive definition 



Ezomplc : 
If a, b tomtant inputa ovet [O,f.), [Oltb) ;ben m m 

Rom l., the Cben reria C. ofinput a d&td o v e  [Olt] cu, 
bc written u V&(C.), whue for m y  paiitive in.<ytra t ,  

hl'' 
n bave Vk(C.) = &(w)(f)w. h y  -rd w in 

=€(r;ZrYr; 
(z;&)&~ cm be uprsrred u : 

w = t;o&at;l ...*bzgl', 
(for j E [O..&), aij 2 O, ri j  6 20). 

By tbe kmma 2.3.1. urd tbt tbcorern 2.3.1., rc obt.io 
-~IY ([fi) : 

T h r s m  3.1. t 
k? a = (a0 ai . . orn ) k 8 R  h ~ ~ f  dcfild WCT [O,t). 
UC. u fhc C'Ac8 #Mu of fhU npuf, Ucn : 

Vk 1 O, V&(C.) = C fi' ;l''O{& (,) . . .o. (,) 
&,4 ibCf ;  

j e ~ a ~ r a l e ( 3 - r c ) r a  .i.e(t-*~)l*)dT,. . . dQ 

= c j<l?./.*ao~~(TA)..a~b(n)L o o 
,,..., 0 ~ 2 0  4eI -aU €2. 

Sinet C. v&(c.), we have tbe b l l s i n g  m u l t  : 
r2o 

4.1. k c n t b g  rv iw  
h t  Q be a uidytiui manifold d dimension hl. P ( Q )  is 
UI dgtbra o tu idy t iu i  funetiooi over Q. k t  Z be r finite 
dphabet, rt ull r a d b a t i o n  of2  over Q, or polysyatem 
ovtr Q ([12]), Lbe g i v e ~  for'ucb letter z i~ 2, of an u i a i y -  
t id  vector field A, ovu Q. Ltt f be a adytical  function 
in CV(Q). WC note (A, 0 f)/, the tnluation 8t q of the 
rndyticû function A, o f .  

N o h t i o n  1 

L e t w b c a r o r d i n 2 ' :  
. if w t cl A, ir tk t  identity, 
. if w = w't, A, i n  tbe dafuentiri operator A,,A,. 

h JI the -et, { A , ) , r ~  U n p p r d  10 k romc firco 
tobwftm. 

D d i d t i o n  41.1. r (M) 
kf J k a anaEglicolfrndioa ia C.'(Q). Z l c  gtnerat ing 
-fa of J rrl.td to the {A,),ez 4 t h  wcfficients 
in P ( Q )  u ilu fonnd pwt wnU kfind by 

81s C ( A . O ~ . E C ( Q ) ~ Z W .  
rtt* 

n e  ga.t.tkig d f a t  the skte  Q E Q N the  

It ir 4 b m n  art the œrk u,(0)f euuterizec corn- 
pktly the 1 0 4  behrviour (on 8 ntighbourbood of the rtrte 
q(0) 6 Q) of the polpystem d&ed by tbt rna1ytic.l vtc- 
Cor field, {A.),qz, t b t  observation f € P ( Q ) ,  and the 
initiri @tate q(0) f Q (141). 

Tbeorezn 4.1.1. t (M. Fiim M) 
Tl ic  rpplierfion s u r marphinn o j  i b c  algcbtc P(Q) fo 
fhe dgcbrs  of j o n n d  )owt b u  CT(Q) < Z > for the 
dufpc p d u c f .  

4.2. Ldt mctioa of A < Z > over P ( Q )  (161) 
Let *" bt tbe lefi metion of A < 2 > mer C (Q), thal 
d a t e s  to uiy z f 2, uid b u i y  f € CY(Q), the Lie 
d ~ i ~ t i v t  off  r i t b  tapecl  to the wctor deld A, : 

a o J r A , o J .  
Tbe a c t b ~  of r o t d  w E Z' i, defîned u follows : 

v?€P(Q), o * J = A , o J .  
The utioa of a polyaornimi P 6 A < 2 > ir dtfined by 

v j r c ( Q ) ,  P O  C < P ~ w > w * I .  
rt-Pp(P) 

(Lhi mm L Bnitc Un= Lbe rupport of P i s  finite). 
kt S k 8 t o r d  p- #ici kr A ( Z >. We concider 
am -k mm '< S ~ W  > -of ,  YthL aum i c  i o r d l j  

*e 2- 
--wJ~ (14, [SI), tbm M put : 

S .  J =  < S I w > w * f .  
=€ 2. 

k t  j be 8 r a d y t i d  funetion in C;Y(Q). Tbe gentratin? 
wtim d a t e d  ta J b rridytical vector fields 
( A b ) D e ~  un bc rrittco u : 

ef=  Z ( w . f ) w .  
rt 2' 

k t  O bt UI input r t i ~ e d  to tbe dphabet Z defined over 
Lbe tomput  bternl [O,t] c R+ ( ~ t  2.1.). By m d y t i c i t ~  



of the vector fields { A a ) a p z  and the function f ,  tbe rum 
C (W. j)t.(w) i8 nornully coovugent. 50 we un u- 

rcz* 
preu tbe Eduat ion  of the p ~ u r t i n g  meria af u tbe 
ut ion of the Chur w i a  C. on / : 

'&E bmems 4.1.1. and 2.2.1., we have : 
c.. (fol = t.(a(fo)) = &.(ofua8) - &.(al V.(eo) = (C. f)(C. o) 

4.s. V o l k r n  Mrisr (121, [IO]) 
k t  j bt ur urdyt iu l  function in ?(O). The p n u ,  
t b g  wtia urociakd b f d a k d  to the aadyt iul  vcctor 
Cid& {A,),cz b noted by of. By the oomby 4.1., the . - - - - -  
Edur t i on  of of, for the Lput a,-- bt exprÜaed u : 

r ( ~ » - c . . j = C v , ( c . ) . r = x  x 
JdO JO 

é a t  i a  tbe Volterra meria uiod.Led t. j ([2) [lo]), r i t h  
trirogulu Volkrra kt tnei~,  r f ,  k 2 O, u E ZO, d&ed by 

1 
~ r b g  the ïormuia C ~ P C - ~  i Czoc@ L eaC@, -ber< 

. *>O 
for rny inkger u 2 1, acB, !n tbe v, iterahd Lie brrclet 
[a,[ ..., [o,B]. ..J and adO,/9 = 8, then for roy  pœitiw 
bttger k, for uiy r o r d  u r r i , .  . .qb in 2; the &neL 
a t ( i , ~ ~ ,  . . . ,-), (O . . . q f), uzi be writkn u ([SI) 

Bence, gentrathg seria,  conridved rn a symbolic eacodine 
of inputfoutpu1 bchaviour, d o w  a fast tompuWion ol 
Volterra kuneis. in k t ,  tbe Enfurtion procedute Jlwc 
b u r y  derivt the tanpotai bthaviour from the sptbolic 
bruipt ion.  Thur, r e  pt r pner.lirrtwn d the notion 
d * d u  functionrm (Iewrting meria OB one vuhble)  
m d  .impube mpoolc', mcoding dgnlL p t~duc td  by li. 
atu or ml t i l i n tu  r)ntcmi, urd tbe Buviridt u l c u l ~ ~  
(Fourier and L . p k  t t d o r )  u . k r d y  pobted out 
by M. Fik l  urd 8l. ((41, [a). 
I b m u k r  t . The ~ a o n d  rtitiry of the trirnylu Volterra ker~eL d a  
p& oc i, q, n ,..., n, urd do not deptndi on r~ - 
q ,... , t - ri, u in the f i t  rriting. Thrt  rlluwed F. 
b b b h i - h u r i g u e  to obkiP ur i ly  &ht buniteni- ex- 
premionr of Volkrra Lunct  in the rtudy d sin plu optC 
d t o ~ t t 0 l  ([Il]). 
. Theae ktrnek ut obkined for n o n  initirtired ryltem 
The imporknet of t h a e  non iaitidùed syokmr n d r d )  
p o b k d  out by D. C h d e  in the iitudy d dtcouplbg by 
.ktc kedbuk ([3)), met . I r0 (161). 
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Evaluation Transform and Symbolic Calculus for Nonlinear Control Systems 

V. Homg Ngoc Minh & G. Jacob, L.I.F.L. - U.A. 369 C.N.R.S. 
Université Lille 1, 59655 Villeneuve d'Ascq, France. 

Abstract : Given a noniinear contro~ syrtem, ont c u i  view i t s  output fnnction u a signal, 
puunttrired by the primitives of the input functions. This Ugnd CUI be formdly described by 

i t s  Fijas' power rries, that b a formai power reticr on noncommuting variables. The temporal 

behavioor of tbe ryrttm CUI be derived from thir symbolic description by b truirform, that we 

ull YEdoation trrnsform" u id  thri generrl i~a the iaverat h p l u e  truaform to the noniincar 

u e r .  We devdoppe here the basic tooia of that rymbolic d c d u r  by tntmdocing l Iernel" for 

onr Evduation truisform. Thia Lunel crn ôe viewed u morne "tempord rnemory" of the syrtem 

in the Volterra's m e d n g  rr wcll u in the progrunmation msrning. 

1. Introduction and notations 

Following M. Fliess ([2]) the output y(t) of m y  nonlineai. control system can be 
symbolically described by its generating series S = < Slw > w (also called Fliess' 

w €2' 
power series) that is a formal power series on noncommuting variables belonging to an 
alphabet Z = (zo ,zl,. . . , 2,). This series is nothing else as the adequate generaliza- 
tion of the Heaviside calculus ([2], [3], (81, [9]) in the nonlinear area : the notions of 
transfer function and of impulsive response, wding signals produced by lineair or mul- 
tilinear control systems, are generalized to generating series and Volterra senes, coding 
signals produced by nonlinear control systerns. The inverse Laplace transform allou~s 
fo recover the signal symbolically described by mme transfer function. .In the same 
way, the Evaluation transform ([SI, 161) ailows in return to easy derive the temporal 
behaviour of the system from its symbolic description by computing the Evaluation 
E4(w) of each word w ,  for the input a = (azO azl . . . as= ), as being the iterated 

t 

integral / 6.w. It follows from the Fliess' fundamental formula (&O d e d  Peano- 
J O  

Baker formula) which presents the output y(t) as the Evaluation of the generating 
*enes S : y(t) = < Slu, > E,,(ur)(t). So the output y(t) ca.n be viewed as a signal 

w €2' 
t 

depending on the parameters (.(t) = oz(r)dr, r E Z ((51, 161). 
J O  

We develop here, in continuation of (51 and (61, the basic dements of this symbolic 
calculus using the notations of Eduation via kernel functions whjch plays the d e  of 
temporal memory of systems in the Volterra's meaning as well as in the programmation 
=dg. So the Evsluation t d o n n  &cornes a functimal on the keme] 
and on the inputs. This systematic treatemmt has been used in [y] to -te MACSYMA 
programs by use of its recursive dehition and of the mu*ve intana tepresentation by 
the binary tree of the hear combinations of the n o n w x ~ ~ u t  ative rat iond fractions des- 
aibed by (412. )'OZ~, (cl zj,)" Z ~ ~ ( C ~ ~ ~ ~ ) * ' ? .  . ~ i , - , ( ~ - ~ ~ j , - , ) . p & - l ~ ~  (ckzjk)*Pk, where 

?O 
po, . . . ,PL are rntegers, 41,. . . , ck are cornplex numbers, sio,. . . ,ri, and rio,. . . , t i ,  are 
letters in 2. 



Recall that a forma1 power series on the associative variables x E 2 (non- 
commuting if card Z 2 2) with coefficients in fi' ([l]), is any mapping : 

and the set of di formal power &es over Z is denoted by a( < Z W .  
A formal power series S will be written as a formal sum < Slw > w ,  where 

WEZ* 
< Slw > is the coefficient of the word w in S. A formal powa series S E K < Z > 
will be ssjd quasiregular if and only if its constant tenn < Slt > is equal to O. 

The 6um of two formal power series S and T is the forrnal pawu series S + T in 
X < Z > defined by : 

The Cauchy product, noted by ".", of two formal power series S and T is the 
formal power series S.T in K < Z > d&ed by : 

The symbol '." will be omit ted when there is no ambiguity. 
For asy quasiregular formal power series S in K < Z >, S* represents dassically 

the formal powu series P. In commutative varisbles, it coincides with the rational 
nZ0 

fraction 1/(1- S), and in this case we have S*" = (1/(1- s))'. 

2. Symbolic calculus 

2.1. Evaluation of formal power series 

Let Z = (zO ,z1, . . . , t, ) be a finite alphabet. 

Definition 2.1.1. : We will c d  input relative t o  Z the given of a vector 
a = ( azQ azl . . . azm ) of piecewise mntinous r d  d u e d  functions dezîned on a 
compact interval [O, t] C &. Conventiondy the O-component of any input is azO r 1. 

FoUowhg K.T. Cben ([2]), we wii? c d  path associated t o  the input a = 
(azQ aLl . .. azm ), the time dependent vector ( r ' ((,, e,, ... CZm ) defined 

Tbm we have (,,(r) = dp = 7,  and for =y z E Z, (,(O) = O. 
I o  

In al1 the aequel, we suppose that the function j is Stieltjes integrable 6 t h  respect 
to {(i}zEZ d&ed over [O, t), (t > O), and f b s h e s  at tao. The unit  tep (Mnishing 
at zero) is noted %nn : 

Vs f ]O,$ un(s)=l ,  un(O)=O. 



Definition 2.1.2. : The Evaluation of the  word w in Z* with respect t o  
the  kernel f ,  for the input a = (aZo ozl . . . azm ) related to tbe h i t e  alphabet 2, 
is defined by induction on the fength of w as follows : 

I f(t)  if w = c ,  

This definition is extended to lK < Z > in the following way : 

Definition 2.1.3. : We wiIl c d  Evaluation of t he  fo rmd  power series S in 
P( < Z > with respect t o  t he  kernel f ,  for tbe input a = (az0 azl . . . azm ) 
related to tbe finite alphabet 2, when it  is defined, tbe functiond : 

&(fis) = C < Slw > Ea(f;w)* 
WEZ' 

LI particular, for f = un, the Evaluation of t he  formal power series S in 
K < Z >, for the input a = (azO a . . . azm ) related to t&e fulite alphabet Z ,  is 
the function ( [5] ,  [6]) : 

E, (S)  = &,(un; S). 

According to the Fliess' fundamental fonnula, we see the Evaluation of a forma1 
power series S can be viewed as a t r d o r m  that associates to S the signal depending on 
the primitives { ( z ) z E Z  of the inputs functions, and the Evaluation traasform is nothing 
else as a generalization of inverse Laplace and Fourier transfonns ( [ 5 ] ,  [6]). 

The two following lemmas can be obtained easily by induction : 

Lemma 2.1.1. : Let u, u be two words in 2.. Then : 
a Ea(f;uv) = Ea(fa(f;u);v). 

Lemma 2.1.2. : Let z be a let ter in 2. For ariy n 2 1, we have : 

LI particdu, for z = 20, we have : 

dr. 

Rom the lrmma 2.1.2., we cas see that the Evaluation transform is an "extension 
on noncommutative variables" of the ocponential transfona of the "ordinary generating 
.aiesw S = C c,,zn, wbich associates to S the "expanmüd generating eeries" &a($) = 

n10 

" weii known in "combinatoricsn ([4]) : C q  nzo 



n 
Corollary 2.1.1. : Let z be a letter in 2. Then for any n > O, Ea(zn)(t) = q. 

n n. 
h pyticular, for r = ro , tben for ory n > O, Ea (z,D)(t) = 5. 

Theorem 2.1.1. : Let S and T be twoiormalpower series in K « Z W .  Let r 
be a scaiar. Then : 

&(fi S + TOT) = Ea(f; S) + t.Ea(f; T ) .  
G 

Proof : The proof is immediate lince the iinearity of the ordinary integrals 

Theorem 2.1.2. : Let S and T be two formal power d e s  in K < Z p. Then : 

Proof : Actudy, by the d a t i o n  2.1.3., we have : 

The introduction of the kernel f for the Evaluation b c t i o n  E,, ([SI, [6]) allows to 
give a notion of memory for the system. This kernel cm be viewed as the temporal mem- 
ory of the system in the Volterra's measing as well as in the programmation meaning 
([7]), that justifies our approach. So the Evaluation transfonn becornes a functional de- 
pending on the kernel f and on the inputs (a')zEZ. For implement these functionals, we 
used the A-notation of MACSYMA asd the recutsive interna1 reptesentation by binary 
trees of the linear combinations of the noncommutative rational fractions described by 
( ~ g z ~ ~ ) . ~ ~ ~ i ~  (Q *j1)*P1~i2 ( c~z~~)*P? -  Zik-, ( C C - ~ Z ~ ~ - ~ ) * P ' - ~ Z ~ ~  (ckzj&)*", where PO, . . ,PI:  
are integers, CO,. . . , ck are complex numbers, zjo,. . . , zj, and zi,, . . . ,rik are letters. 

Theorem 2.1.3. : (Convolution thcoran) Let z be a letter in Z. Let H be the 
formai power des on the only k t  ter in z. The M u a t i o n  Kitb respect to the kernel f , 
for the input a = (az0 agl . . . axm ) d a t e d  to the f i t e  alphabet 2, of the formd 
power series H is : 

rt 



wbere h(f,  ( t ) )  the Evaluation of the formal power senes H. In particular, if H is a 
formal power s&es in K < zo W ,  tberi : 

Prooj : ( i )  First case : H t zn, n 2 O : For n = 0, the result is immeàiate. If - 
n > O then we have : 

(integration by parts) 
r i  

= I o  h(tZ(t) - €z(.))df(r) (f ( O )  = 0)). 

(ii) General case : H = Hnzn, n e  have : 
n l  O 

In pasticular, for z = 20, since fz0( t )  = t, then we have resuit 

Corollary 2.1.2. : Let G E IK 6: Z > be a formai power series, and let H be a 
fonnal power series on the only Jet ter in 2. Tbe Evaluation with respect to the kemel f , 
for tbe input a = ( azo azl . . . azm ) felated to the finite alphabet 2, of the fonnal 
power seRes GH is : 

where h(f,(t)) the Evaluation of the formai power n o e s  H. In prt jcdar,  it H is a 
foxmai pmer  s k e s  in IK < zo W ,  tben : 



Proof : Actually, since GH = < G(c > H + G I H ,  where G1 is the quasiregular - 
formal power series .K < Z >. Hence by the theorem 2.1.1, the Evaluation of the 
formal power senes GH,  for the input a = (aZo azl . . . azm ) related to the h i t e  
alphabet Z ,  is < Gle > h(( , ( t ) )  + Ea(G1H)(t). Using the Convolution theorem in the 
particular case where the kernel f is the Evaluation of the quasiregular fonnal power 
series G 1 ,  we have the expected result a 

3. Calculus examples 

Example 3.1. 

In this example, we compute the Evaluation of the series ton for any letter z and 
for any integer n 2 0. 

Lemma 3.1.1. : Fbr any integer n 2 1, w bave 

where the g ,  are polyaomids and v d e  the following inductive equatjons : 

gn(a€z(t)) = t 

- 1  t )  + n - z  - z if n > 1. 

Proof : Since Ea((at)*)( t )  = exp(aCr(t)), we can write gl(a tz ( t ) )  = 1. We suppose - 
that the result is true for any V,  O 5 v < n - 1. For v = n, we have (az)'" = 
( a z ) * ( a ~ ) ' ~ ' l .  By the induction hypothesis and by the corollary 2.1.2., we obtain : 

hence we have the expected result 

&que solution of tbe inductive quations': 



Proof : Given Gl = 1 E K < Z >, we have dearly gl(aEz(t)) = Ea(G1)(t) = 1. - 
Suppose that for MY n > 1, we have gn(~Cz(t)) = &a(Gn)(t), ~ i t h  Gn E X O: Z > . 
Thus we have ( ~ e  the corollary 2.1.2.) Ea(G.) = &a(Gn-i)+&a(a~Gn-l). This equation 
is true if Gn = (1 + az)Gn,]. In other words : 

Since &.((az)j)(t) = ,W., 3 j 2 O, then we have for any integer n 2 1 : 

By the lemma 3.1.1. and the lemma 3.1.2., ne  have the following proposition : 

Propositon 3.1.1. : For any positive integer n, for uiy compIex number a, we 
bave : 

f 1 if n=O 

In partidar, for z = +O, we have : 

( 

By the theorem 2.1.2. and the proposition 3.1.1., ne  deduce the following theorem 

Theorem 3.1.1. : For any positive integer n, for any compIex numba a, we bave 

I f(t) if n = O 

Itr partidar, for z = zo, n e  have : 

f 



Example 3.2. 

In this example, we compute the Evaluation of the formal power series S that 
v d e s  the foiiowing polynomial equation : 

where z is a Ietter of Z, and G a formal power suies of K Z S. We have SK = G, 
n 

k where K is the forma power sexies of K < Z > dehed by Bir with Bo = 1. 
&=O 

Since the constant term < KIÉ > = Bo = 1 does not d s h ,  then the formal power 
sexies K-l exists and is a formai power &aies in the single commutative variable rl Sup- 
pose that K admits r complex distinguished mots pl,. . . , p, of respective mdtiplicity 
order ml,. . .,m,. One can express unically K" under partial fraction dewmposition 

t mr 

fOmcE- &,k, where for any 1 E [l..r] and for any k E [l..ml], Xi,& EC, and 
1 3 1  k=1 - - 

r k 

each Hl,, is (6) . Let hl,k(fi(t)) be the Enlutition of : 

€2 ( t )  - k - 1 1 &(t) j 
h ~ , k ( ~ t ) )  = (,) ( ) 73 (1) (proposition ~. l . l . ) .  

- ~. 
So S= GK-1 am beexpressed  as^^ ' GHl,k. By the theorem 2.1.1. and by 

111 k=1 (-p1Ik 
the corollasy 2.1.2., we obtain the Evaluation of S : 

Let us indicate that in the particular case z = 20, the above dculation conesponds 
mutadis mutandis to the inverse Laplace transform in the study of linear control systems. 

As conclusion, we can Say that if the Fliess' eeries is conddered as a symbolic en- 
cuding of input /output behaviour of the nonlinear control systrms, then the Evaluation 
transform dows in return to easy derive the temporal behaviour from this symbolic 
descxiption, (see 161 for a simple obtaintion of the Tùylor expansion of the Volterra ker- 
nel). Thus, we get a generalization of the notion of t r d e r  function (generating series 
on one variable) and impulse nsponse, encoding signals produceà by linear or multi- 
linear systerns, and the Heaviside calculus (Fourier snd Laplace transforms) ss dready 
pointed out by M. Fliess and al. ((21, [3], (81, [9]). In the symbolic calculus for linear 
control systems area, the integration operator is noted by Y$". Here, it  coincides with 
the letter 20. And the letters z of the Fliess' encoding alphabet Z plays an analogous 



part : they encode the "Stieltjes integration operatora". And we have the following 
Evaluations of some usual formal power series : 

In particular, for f = un, we have the following Evaluations ( [5] ,  161, 171) : 

J 

S 
e 

zn 

t*-,n 2 1 

C %Zn 
nzo 
then, in particular 

z" = C Zn 

nZ0 

c nzn 
nzO 

C(-1)"z2" 
n20 

C(-l)"r2"+' 
nZ0 

&a(f; S )  

f (t) 1' (€z(t) ;(.")In df(?) 

n-1 (Ez(t) - 6(r))'dj(r) 5 (" 3 l) l(<+tz(t) O ~ ~ ( 7 ) )  j! 
i 

(Ez(t) - t (7))" dj(?) ~~1 n! 

b< cJm(€.(t) - t(?))df (7) 

4<(tz(t) - &(TI) ~ ( € z ( t )  O tz(?))dj(~) 

4< lOs(€.(t) - €z(?))df(?) 

1 

S 
€ 

zn 

en z , n l l  

C cnzn 
nzo 
then, in particular 
z* = C Zn 

nZ0 

C nzn 
nz0 

C ( - ~ ) " Z * ~  
nZ0 

C(-1)"Z2"+' 
n10 

fa(S) 
1 

9 
1 (€z(t))j 

, ( ~ ~ ( t ) ) c  (" Y > ) j ! 
C:(tj=o 

CGT nz0 

ocp(€z(t)) 

€z(t) ex~(€z(t)) 

cos(€z(t)) 

Qn(€z(t>) 
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Evduation nansform and its impementation in MACSYMA 

V. Hoang Ngoc Minh & G. Jacob, L.I.F.L. - U.A. 369 C.N.R.S. 
Univusité L i e  1,59655 Villeneuve d'Ascq, fiance. 

Abstract : Given a nonüneu control syitem, one cm d e r  itr output functioo u a signal, 
purmetriseâ by the primitiva of the input functionr. T b  d g d  un be b r o l d l y  ducribed by 
itr M. Fiiea' poire aeriœ, chat b a formai porer meria on aoncommotbtivc maiables. Tbeo tbe 
wmpotd behavionr al tbe syrtem un be deriveâ h m  thir &corratin6 d e a  via the 'Znloation 
trdornig .  We amphuise notion of Eniortion trmsform, u paerrliting 1.- L a p l u  tr.ns- 
Lm (O the moirlineu uu. Hwe, me prwnt the =un propulia d thb Evdortion trrnsfom, .nd  
wm cooclode by pmenting a tondre implement~ion ii tke JIebrJt mptem MACSYMA, rllowing 

puticduly qui& compot.tion. 

1. Introduction and notations 

The output y(t) of any control system can be qmbolically described by its gene- 
rating series S = i Slw > w ([4]), that L a formal power &es on non- 

wEZ' 
commutative &ables belonging to a fiajte alphabet Z = (zo, 21,. . . ,z,). By the 
fundamental formula of M. Fliess ([4]), (also called "Pean*Bakcr formulan), the output 

t 

y(t) is < SJw > d t & w ,  where 1( 6.w Y the ï tua ted  integrai" usoriated to 
~ € 2 .  

the word-tu. This formula presents the output y(t) as the "Eduation" for the input 
a = (aro azl . . . azm ) of the generating series S, m e l y  : y(t) = &,,(S)(t) ([6], 
171). This Eduation function &,, associates to any formal power b e s  S (submit ted to 
some convergence conditions) the "output" E,(S)(t), obtained by replacing each word 
w in S by its Eduation h(w)(t). Then the Eduation of S &n be dewed as a signal 

rt 
depmding on the na + 1 panmeters (,(t) = / ar(+)dr, z E Z ([6], [7]). This point 

JO 
of view leads naturally to develop a noncommutative "spbolic calculus", that genera- 
lizes the Heaviside calculus ((41, (5)) in the noniincar area. So, the notions of "transfer 
function" (generating senes on one &able) and "impulsive responsew, coding signais 
produced by linear or multilinear systems, can be generaiized to generating series on 
m+ 1 variables snd Volterra d e s ,  coding mgne& produced by noniinetsr control systems 
([dl, [5], [g], [IO]). And The Evaluation fianction &. amesponds to the "inverse Laplace 
MO=" ((61, (71). 

In continuation of 161, (71, we have introduced a "kaneln tor the Eduation func- 
tion ([8]). This kcmel can be v i e 4  as the "temporai memoryn of the rystem in 
the Voltara's meaning as well as in the ptogrammsation meaniag. So the Evaluation 
transform becornes a functional depending on the kerncl and an the inputs 
Here, this functiod is implemmted in the algebraic syskm MACSYMA by use of its 
recursive definition and of the recursive intanal nprwentation by the ' K i  treesn 
of the linear cornbitions of the "noncommutative rationai fradionç" desaibed by 
( ~ g z j ~ ) ' ~ ~ f i ~ ( ~ ~ ~ j ~ ) * ~ ~ ~ i ~ ( ~ ~ ~ j ~ ) * ~ ~ .  ~ib-l(~~-~zjb-l) .pb-l~ib(f~~j,)oPb, where Po,. . ,Pk 
tire integerç, Q, . . . , cr are complex numbers, tj,, . . . , zj, and sio,. . . ,ri, are letters. 



Rccsll that a formai power reries on the associative variables z E 2 (non- 
commutative if card 2 > 2) with caScients in A ([l]), is any mapping : 

S : Zo - A, w -< Slw >, 
and the set of all formal powa =ries over Z is denoted by A < Z W. A formai power - 
series S WU be m t t m  rr a fomd lum < Slw > w, where < Sb > is the 

os' 
coemcitnt af the word w in S. A formal powa &es S dl be said quasiregular if 
and ody if its constant knn < Sic > vanishes. The sum of two formal powa senes 
S,T is the f d  power eeries S+T dchned by : 

The Cauchy product, noted by '.", of two formai power k e s  S, T U the #ries formai 
power S.T dehed by : 

("." wiii be omit ted when the= U no ambigujty). For rny quasirt- f b d  power 
M e s  S, So represents ciassicaiiy the formal powa Knes S. In cornmut ative varia- 

m l 0  

bla, it mincides with the rationd fraction 1/(1- S) and Son = (1/(1- s))". 

2. Symbolic caiculus 

Deftnition 2.1. : We wiii caii input related to a lnite alphabet Z the given of 
a vector a = ((1'0 as' . . . ' as'* ) of piece* continow rrd vaiued bctions deâned 
on [O, t] C e. Cooventianatly the O-componc~t of any input is aSO E 1. 

We oPill caii path associatecl to  the input a = (asO azl . . . asm ), the time 
dependent vector ( = ' ( t,, . . . Ism ) (K.T. Chen, [2]), d&ed as foiiows : 

vz E 2, €.(7) = iT d(.(P) = IV .'(P)dP. 
O 

T'usnehave(,,(r)= dp=s,andfotanyi~[O..rn],&(O)=O. 

fa dl the sequel, we auppoee that the funetion f ir Stieltjes integrable with respect 
{b).rz [O, t], (t L 0) and f vaaiahcd at m. The unit rkp (vanishing 

at m) b mted "unn : Vr E ]O, t], un(?) = 1, un(0) = O. 

Definition 2.2. : The Evaluation of the word w 4 t h  respect to  the kernel 
f , fm the input a = ( ara arl . . . azm ) d a t t d  to a S t e  dphabct 2, is defined by 
induction an the lengtb o f w  as follm : 

I f(t) if to = t, 



Definition 2.3. : We d d Evaluation of the formai power series S with 
respect to  the kernel f, for the input a = (axO azl . .. azm ) reiated to a fiaite 
alphabet 2, whcn it is d a e d ,  the functional : 

h particular, for f = un, the Evaiuation of the formal power series S,  for the 
input a = (az0  a'' . . . azm ) télsted to  a Euite dphabet 2, is the b c t i o n  ([6], 171) : 

&, (S) = &,(un; S). 

We have the following fundamental results (the prooh can be found in [8]) : 
(P 1) Let S, T be two f o m d  pwer  raies. Then E, ( f  ; S.T) = E. (Eb ( f; S); T). 
(P2) Let S, T be two f o n d  power ~ n ' e s .  Let r be a scdar. Then : 

(P3) Let z beaJettcrinZ.  Let H betheformalpo~s&sonthedyletterz 
and h((,(t)) i f s  Evaluation. The Eduation with respect to the kernel j ,  for 
the input a = (az0  a . . . or" ) relcrted to a ibi te  alphabet Z ,  of H is : 

(Pd) For any positive intega n, for any wmplex number a, we have : 

According to the M. Fliess' fundamental formula, the Evaluation of a formal power 
&es S can be viewed as a transiorm that wociates to S the mgnd depending on the 
primitives { ( Z ) ~ ~ Z  of the inputs functions, and the Evaluatian transform b nothing 
else as a gmeraiization of inverse Laplace md Fourier t d o r m s  ([6], [?]). Hence, 
the M. Fliess' &es, considereà ss a symboiic encoding of input/output behaviour 
of the nonlinear control systcms, the Eduation t radorm ~ O W E  in return to easily 
daive the temporai behaviour h m  this qmbolic desaiption (me the Anriex A for 
the Eduation of somt ogud tnrmd power neries and #e [?] for a h p l e  computation 
of the !&or expansion of the Voltara kanel). Thus, ne p t  a generalization of the 
notion of % d e r  function" (generating series on one vaziable) md %puise response", 
encoding mgnals produced by 1inea.r or multilinear systaile, and the Heaviside calculus 
(Fouria and Laphce trandorms) as already pointed out by M. Fliess and al. ([4], 151, (91, 



[IO]). In the mbo l i c  caldus for linear control rystem ans, the integration operator 
b noted by Yin. Here, it coincida with the letter y. b d  the letters r of M. Fliess' 
encoding alphabet Z plays an analogous part : they encode the "Stieltjes integration 
operators". By (P3), we deduce a correspondence between certain ~nvolutions of 
signds and Cauchy products of a forma p a m  &es G E A a Z > and s forma1 
powcr benes IjI on the ody one letter z : 

t 

L(GH)(t) = < qe > h(€z(t)) + j h(€z(t) - t(r))d&*(G)(r). 
O 

Note that then is some dissymetry this convolution formula and not at d in the linew 
arcs, it is a casequene of the noncommutative nature of the Cauchy product of G and 
H. The introduction of the kcrnel f for the Evaluation fundion &. (161, 171) allows to 
4ve a notion of YmLmoryn for the system. This kanel can be vie& as the "temporal 
memoryn of the -stem in the Volterra's meaning aa weii as in the pmpmmation 
mea,ning, that justifies our approaeh. So the Evaluation t d o r m  bewmes a functional 
depending on the kemel f and on the inputs In 3., WC give an implmimtation 
of these functionals in MACSYMA, by using the UX-notations". The A-notation is 
used for unnamed functions to indicate the correspondenct between the variables of the 
functions aad the arguments that are to be substituted for them. This is elegant and 
d u l  for passing functionai asguments to the otha functions. 

S. One implementation in MACSYMA 

3.1. A Choice of t be intemal representation 

In dl the sepeace, we will d d a  the formd powa rries which is iinear combi- 
nations .of the "noncommutative ratioad fractionsn describeci by : 

(hZjl).'?. . Zih-,(~r-l~jb-l)"b-'~ib(~k~ji)"'~ 
~hmpo , . . . , p t  areintegers,~~ ,..., ck arecomplexnumbers,~,~ ,..., rib a d %  ,..., rib 
an letters in 2. 

For the internai npresmtation, such a iincar oombition of noncommutative ra- 
tional fractions cas be aa dement of A, or a lettu of 2, or sa elernent of the form 
Si 4 Si, where # t me of the Ybinary operators" in {r, +, ., AA, A*} : 

. For # = " r " thm Sl is an tlement in A, SI is a f o d  powu serieries (multiplication 
byadsrcsst).  

. Fbr 4 = Y +'@ t h  Si,S2 arc th kamai p w u  muim (addition d t w o  formal 
power series case). 

. For 4 = '." then SI, & ue f o d  par +na (Cauchy proâuct case). . For 4 = n ~ ~ n  then S2 t ui integer, SI b a Sczrn.l pom d e s  (noncommutative 
arpnilmtistion csse). 

. For 6 s Y~ * then S2 L .n intega, Si M a f o d  power ouies of the form or, 
where a i. an dement in A and z L a idta (nonmmnnitative n t i d  -ions case). 

Such a linau d i n a t i o n  of aoacommutative rationai fractioxu caa be npresented 
by a " b i i  trren. The andysb of this tree, u of itu ~btreo, cr. be descxibcd by 
tbe fundicm Root (Fa the "motn), Left and Right (For the tm YopaantE). The 
implmientation in MACSYMA of these functionn i~ Bven in the Anna B. 



3.2. Presentation of the h.aluation algorit hm 

The implementation of the Evaluation fonctional &,(f; .) is given as a recursive 
definition, following the renvsive etructure of our non commutative rational fractions, 
aad the recursive propesties of the Evaluations obtained by (Pl) to (P4) : 

if S is a mil then mulriplication the Evaluation of the empty word by a scalar, 
the dtfïnition 21.2. rnd P2. 

dse if S is a letter then Sticltjes intcgtal off with respect to drc primitive 
indexed by S, sec tbe &finition 2.12. 

dse if Root(S)="*'tben multiplication by a scalar case, sec P2 
tise ifRoot(S)="+"îhen addition case, se P2. 

dse if Root(S)-"."&en Cauchy product case, sec Pl 
dse ifRoot(S)-'"When noncommutative otponential case, 

iIL&(S) is r letter then ktttf rtpetition 
case, sec P3 

dse senes npetition case, sa Pl 
eise if Roat(S)I'~"tben rationai fraction case, se P4 

else no more case able to trcat 
In the Amex B, we give an implementation of the followhg MACSYMA functions . u~arnb-exp(eup~)n takes-as argument an expiidt expression expr of some 

function on t, aad returns as value the A-notation of the fuaction defined by expr. 
. YSomme(fl,f2)n takes m zuguments two A-notations fi and f2, and retunis as 

value the A-notation of the function that associates to t the sum "fl(t)+f2(t)". . "Prod@t(r,f)" takes as atguments an rcal r and a A-nqtation f, and returns as 
d u e  the A-notation of the function that associates to t the product 'r*flt)". 

. *LLStieltjes(f,z)" t h  as arguments a A-aotstion f and a letter c, and re- 
turns as d u e  the A-notation of the function that associates to t the Stieitjes integral 

J O  . "Conv(f,z,n)" ta;kes ss arguments a A-notation t, a letter t and an integer n, 
and nturns as value the A-notation of the function that associates ta t the Evaluation 
&,(f; t n ) ( t )  of the word sn. Its implementation follows (Pa) 

. "Star-Jacob(f,S,n)* takes as arguments a A-notation t, the f d  power series 
S (on a single letta) and an integer n, and retums as value the A-notation of the 
function associates to t the Evaluation &,(fi Smn)(t) of the noscommutative rationai 
fraction Sen. Its Pnplernentation foUws (P4). . "Jacob(f,S)* takes as arguments a A-notation f and a Jin- comb'rnation of 
the nancornmutative rational hietions S, md retumn M d u e  the A-notation of the 
function that amoaates to  t the Evaluation E,(f; S)(t). 

We niIl compute the Volterra approximation ob the Youtput function" associated 
to the f o m d  pawa stries S = (20 + t)*. Ont arpnss S ae S r r ~ ( t . s ~ ) *  = 
K C zi .(r .~;)~ + C z: .(t.zo)' ([q). Hmce the Volt- app-tion, up to the 

&=O k> K+l 



order K, of the '"out put" assoaated to S i~ the Evaiuation of the K + 1 first terms of 
K 

the aboved exprusion : E. ((20 + r)*) = . ( z . z ~ )  ') + . . . 
- 

&=O 
Let zl , a, s, tncode the following "input functions" t ,  exp(t), sin(t ) respectively. 

Using the fuoction Volterra(K,z)" givcn in the Annex B, we bave for K = 5 : 

3840 
(c45) Volterra(5,zS); 

t 5 t 3 t 2 t t 
@e (Oe + 1 0  Oe + 20 8e + 45 Oe + 4 4 )  
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Annex A 
We have the following Evaluations of some usud formal power series : 

in p d i d a r ,  for f = un, n e  have the following Evduations (161, 171) : 
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Annex B 

Volterra(ICz):-block( 
v[K,z]:=Jacob(vW- 1 r ] W *  l), 
vIOsl:lambda([tl,%e"t), 
ytK,z]:=SommeO.IK-1 ;tl,vlK~l), 
Y [o~]:v[o~], 
~lrGzl(t))$ 
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Rksumé : Nous présentons deux techniques de calcul du comportement Entréelsortie 
d'un système dynamique non linéaire. La première exploite les expressions rationnelles 
non commutatives, la seconde repose sur un théorème de factorisation relatif à l'algèbre 
de Lie libre et au produit de mélange. On donne les grandes lignes d'une implantation 
en Macsyma. 

Abstract : We present here two computing methods of the Input/Output behaviour 
of anaiytical nonlinear syst.ems. The first uses noncommutative rational expressions, 
the second is bssed on the factorization theorem related to fiee Lie algebra and shuffle 
product. M7e give the sketch of an implementation in Macsyma. 

1 Introduction 

Les séries formelles non commutatives sur un aiphabet fini X = {zO,zl, ... ,zm) ont été in- 
troduites par M.Fliess [3] pour coder le comportement entrée/sortie des systèmes analytiques 
non linéaires affines en la commande, de la  forme : 

.Ce codage s'est révélé un outil fécond pour aborder des problèmes aussi divers que la 
réalisation analytique locale minimale ([4], (16,211, [a]), le découplage et la commande in- 
teractive ([l], [IO]), l'immersion dans un système linéaire ([l]). 

Nous proposons ici de présenter deux techniques de calcul, exact ou approché, du com- 
portement entréelsortie d'un tel système (C). La première est basée sur le calcul des expres- 
sions mtwnnelles non commutatives sur le monorde libre, la seconde repose sur an théorème 
de factorisation, relatif à l'algèbre de Lie libre et au produit de mélange. Cette deuxième 
technique a d'ailleurs déjà été proposée par Huillet, Monin et Salut dans [23,!24,25]. Nous la 
développons ici, pour l'implémentation, en utilisant la factorisation de Lyndon, (une version 
plus générale concernant d'autres factorisations est en préparation). 

Nos techniques sont à rapprocher, pour les distinguer, des algorithmes de calcul symbo- 
lique présentés par Fliess, Larnnabhi et Lamnabhi-Lagarrigue 151. Ceux-ci en effet présentent 
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comme données de leurs algorithmes les développements en série entière des entrées (ar)zEx, 
ou mieux leurs transformées de Laplace-Borel, et donnent en résultat la transformée de 
Laplace-Borel de la sortie. Elles demandent une première phase de calcul algébrique non 
commutatif (en LISP), un transfert de fichier de données, et une seconde phase, pour le .calcul 
des transformées Laplace-Borel inverse. . . 

Dans ce travail, en continuité avec nos travaux sur la transformation d9Eva1uation ((9'11, 
12,13]), nous cherchons à préserver le plus longtemps possible le paramétrage par les entrées. 
Notre algorithme permet alors tout aussi bien de fournir l'ezpression pammétrée de ka sortie, 
que de dculer  explicitement la sortie pour une entrée donnée, en utilisant toute la capacité 
d'intégration formelle du système de calcul algébrique utilisé (actuellement MACSYHA). 

2 Transformation d'Evaluation 

Soit donc X = {zo, 21,. . . ,z,) un alphabet ude codagew en bijection avec les entrées {ar)fox 
(l'entrée afO est constante et égale 1). 

Toute série formelle S (vérifiani une a m i n e  "condition de wnuergence", voir [3], $291) est 
le codage d'une fonctionnelle entrée/sortie, appelée aussi #opémteur de Ftiessn( (291). L'image 
d'une entrée a par cette fonctionnelle n'est autre que l'image de S pa.r la transformation 
d'Evaluation ([9,11]) : 

On l'obtient donc en remplyant, dans l'expression de S, chaque mot w par son intégrale 
t 

itérée 1 6.v. 

Ainsi la sortie y du système (C), donnée par la formule fondamentale de Fliess : 

où pour tout mot w de X * ,  Y(w) rtprCsente l'opérateur différentiel : 

l'identité si w = E ,  
Y, oY(v) si w = zv 

est donc exactement 17Evaluation de la série génératrice Y(w) O hldoiw du système (Z). 
wEX' 

L'Evaluation d'une série S doit être considérée comme un signal pummétré par les prim- 

itives des entrées, &(t) = Itaz(r)dr, où z E 'x. En outre, nous définissons 17Evduation 
J O  

d'une série S par rapport à un noyau f (qui est une fonction Stieltjes intégrable par rap- 
port aux {&)+EX et s'annulant en O). Ces fonctions noyaux jouent le rôle d'une "mémoire 
temporellew au cours de l'exécution récursive du programme ([13]), et correspondent aussi A 
une Evaluation d'une série génératrice avec un UpassCw. Plus précisément, la transformation 
d'Evaluation avec noyau est définie wmme suit : 

Definition 2.1 Now oppellons Ewluation de La série formelle S par mpport au noyau f ,  
pour l'entrée a, quand elle est définie, la fonction (de t et des &(t)) : 
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où Ca(!; w )  est 19Eualuation du mot w par mpport au noyau f ,  pour l'entrée a, définie par 
récurrence sur la longueur de w wmme suit : 

L'Evaluation de la série formelle S (sans noyau) pour l'entrée a est donc aussi 1'Evduation 
de S par rapport au noyau échelon mité : 

Co(S) = Co(un; S). (6) 

On démontre dors les propriétés fondamentdes suivantes ([12]) : 

( P l )  Soient S,  T deuz séries formelles. Ators Ea( f ;  S.T) = t a ( C a ( f ;  S);  T ) .  
( P 2 )  Soient S,T deuz séries formelles. Soit r un s a h i e .  Alors : 

( P 3 )  Soient S,T deuz séries formelles. Alors Ca(SruT) = Ca(S)Ca(T). 
(P4) Soit z une lettre de X .  Soit H une série formelle en une seule lettre z et h(f,(t)) 

son Evaluation. L'Evaluation de H par mpport au noyau f ,  pour l'entrée a relative a 
l'alphabet fini X ,  est : 

(PS)  Pour tout entier n > O et pour tout nombre mmpleze a ,  on a : 

où l'on a posé (az)." = ( 1  - az)-". 

3 Approximations et expressions rationnelles 

Soit G,, pour i = O,.., k, une série sur une seule lettre zj,, et soit gi[€,,,(t)] son Evaluation, 
pour l'entrée a relative à l'alphabet fini X. D'après les propriétés ( P l )  à (PS)  I'Evaluation 
de la série S = Gozi,Gl . . . ZikGk est ( [ g ] )  : 

Cette formule peut se généraliser à des séries Gi échangeables sur plusieurs lettres. En effet, 
si Gi est échangeable, gi est une fonction andytique des {&)rEX7 dont Gi est la transformée 
de Laplace-Borel multidimensionnelle ([5]),  ce qui s'écrit encore : 

si(€) = gi(tv trx 96,) = &(ci) .  (8) 

L'Eduation de S = Gazi, Gl  . . . zikGk est dors donnée par : 
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Ceci s'applique en particulier aux séries échangeables de la forme Gi = (C a,+)' (1- <iz 

r€X  - 
sont d a  nombres complexes), dont 1'Evaiuation est exp (C <izc,(i)). Tout ceci s'intègre 

'=EX / 

très simplement au logiciel d'Evaluation déjà présenté en [13]. - - - - - 
Cependant, nous ne savons pas Evaluer, en goniant le pummétmge des entrées, des ex- 

pressions rationnelles aussi simples que (zozl)', ni en général les approximants de Padé 
non commutatifs introduits en ([6,7,8], [28]). Il semble qu'il y ait là une limitation in- 
trinsèque : les 'ïactorisations rationnellesn (basée sur le produit de Cauchy) sont mal adaptées 
à 1'Evaiuation. 11 convient donc de chercher an autre type de factorisation, basée sur l'algèbre 
de Lie et le produit de mélange. 

4 Approximations structurelles nilpot entes 

La formule fondamentde de M.Fliess (2), met en évidence I'opémteur diféwntiel : 

appelé aussi opérnleur de tmnsport dans [23,24,25] (voir également [26]), qui représente en 
un certain sens la structure du système. On peut aussi décrire cet opérateur comme l'image 
par la transformation Ca 8 y de la série formelle Udoublen : 

Rappelons que y est un morphisme de monoïde pour le produit de Cauchy (ou de "con- 
ca.ténationn), et que &a est nn morphisme pour le produit de mélange. 

Or on peut obtenir ane factorisation de cette série double grâce au théorème de PBW : 

4.1 Base de Poincaré-Birkhoff-Witt 

Théorème 4.1 PBW.-Soit !: une algèbre de Lie et soit B = (fi)irl une &se totalement 
onionnée de L. Alors {P;: P: . . P;; 1 il, it, . . . ,in > 0, ri 2 O et Pi, > Ph > . > P,,, ) 
est une base de l'algèbre enveloppante de f appelée buse de Poincaré-Birkhof- Witt, et notée 
PBW-B. 

Notons Lie< X > l'dgèbre de Lie libre sur X. Son algèbre enveloppante est l'algèbre 
K< X > des polynômes non commutatifs sur X.  Soit donc B une base de Cie<X>,  et 
PBU~B la base de h'< X > qui lui est associée pas le théorème précédent. 

4.2 Base duale de la base PBW.B 

L'espace vectoriel des séries formelles est naturellement isomorphe au duai de l'espace vecto- 
riel des polynômes non commutatifs. Cette dualité s'exprime par le produit scalaire suivant : 
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A la base PBW.B de h'< X >, on peut associer la 'base dualen {SQ)QEPBWJI. Les séries SQ 
sont définies par < SQIQ'> = 6:', pour Q,Qt E PBW.B Elles vérifient : 

pour tout R E K< X >, R = < SQIR> Q. 
QEPB W.8 

En particularisant aux mots w E X*, on peut dors écrire : 

4.3 Factorisation 

On définit un produit sur K < X >  @K<X >, en posant ( [15,18]) : 

(Si @ Pl)(S2 8 Pz) = S1uS2 @ SP2. 

La factorisation annoncée repose sur le lemme suivant ([18]) : 

Lemme 4.1 Soit Q = P>: PZ . P;: un polynôme de h base ~ ~ w . 8 .  On o alors : 

1 S"il u i i k  Lutau . Lusp. 
'Q = il!i2!. ..it! PI, t h  

On en déduit alors le théorème suivant ((181) : 

Théorème 4.2 (de lactorisation) 

w @ w = n exp(Sp @ P )  (pmiuit onionné décroissant). 
puex* 

t 14) 
P E B  

On a en e s t ,  

Nous verrons que le calcul de cette factorisation est grandement simplifié si B est la. base de 
Lyndon, munie de l'ordre lexicographique. 

5 Factorisation de Lyndon 

5.1 Mots de Lyndon et bases associées 

5.1.1 Ordre  lexicographique et classes de conjugaison. 

Soit (X = {z0,21, ..., zm), <) a n  alphabet totalement ordonné. Un mot de longueur n est 
une suite w = z;,z;, ... z;, de n lettres de X. On notera Iwl la longueur du mot W. 011 a.ppelle 
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ordre lexicographique l'ordre total sur X* défini comme suit : V u, v E X*, u < v si et 
seulement si 

Iou (i) 3w#é te lque  u w = v ,  
(ii) 32, y,z E X* et a,b E X tels que u = zay,v = zbz et a < b. 

Pour cet ordre, on a ([17]) les deux propriétés suivantes : 

(1) Vw f X', u < v  W U < U M .  

(2) S iv#uX*,Vw, t€X*,  u < v  -r uw<oz.  

On dit qu'un mot u est un facteur du mot w s'il existe z,y E X' tels que v = zuy. Si 
z = E (resp. y = E ) ,  on dira que u est le facteur gauche (resp. dmit) de v, propn si y # e 
(resp. z # E ) .  Deux mots u et v de X' sont dits conjugués si il existe z, y E X' tels que 
u = zy et v = yz. 

5.1.2 Mots de Lyndon. 

Pour plus de détails sur les mots de Lyndon, on peut consulter les références [2],[17] ou [18]. 

Definition 5.1 Un mot w E X* est un mot de Lyndon si et seulement si, il vérifie l'une 
des deuz propriétés, équivalentes, suivantes : 

(i) il est strictement plus petit que tous ses conjugués, 
(ii) il est strictement plus petit que ses facteurs droits propres. 

On notera L l'ensemble des mots de Lyndon sur X. 

Propriétés. 

1. Soit b E L\X et soit m son plus long facteur droit propre dans L . Si b = lm, le 
couple u(b) = (1, m) est appelé la factorisation standad de b. Elle vérifie : 1 E L 
et 1 c lm < m. 

2. b E L est un mot de Lyndon si et seulement si 

{ou x* 
b = lm avec 1,m f L et 1 <m. 

Ceci donne an moyen algorithmique pour la construction des mots de Lyndon. 

h m m e  5.1 [17],[19].- Soient b E L\X et u(b) = (1,m) sa factorisoiion standard, et 
soit c un mot de Lyndon vérifiant b < c. Alors le couple (b,c) est kr factorisation standard 
de bc si, et seulement si, c < m. 

Théorème 5.1 Lyndon [17],[18].- Tout mot w E X* peut d i e  dm't de manién unique 
wmme suit: 

où chaque 1; E L et II > l2 > . - > ln. 
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5.1.3 Base d e  Lyndon d e  l i e  < X >. 
Associons à tout mot de Lyndon b le polynôme de Lie f i ,  défini récursivement comme suit : 

{ Pt = 2 ,pour 2 EX,  

Pb = [ f i ,  Pm], p u r  b E L\X, tel que a(b) = (1,m). (17) 

Les polynômes &, forment une base de l i e <  X > appelée base de Lyndon ([lï], [27]). On 
peut donc construire les mots de Lyndon, et les polynômes de Lie associés, en les énumérant 
par longueur, comme l'indique l'exemple 5.1. 

Exemple 5.1 X = {zo,zl), 

Mots et base de Lyndon : énumémtion lezicagmphique par longueur, 

Soit alors w f X' un mot quelconque. Par la formule (16), on peut l'écrire : 

= 1 ~ 1 2  ...ln. 

Base de Lyndon - 
20 

21 

120, 211 

[20, ko, 2111 
I[~0,211,~11 . . . 

Longueur 
1 

e 
3 

. . . 

On peut dors lui associer le polynôme : 

p, = pl  pi2 . . . * 

1 l2 P;nn 
La famille { Pw 1 w E X' ) est exactement la base PBW.L de K <  X > associée à la base de 
Lyndon de l i e  < X > par le théorème PBW. 

La construction de la  base duale { Sw 1 w E X' ) découle du théorème suivant ([18]) : 

Mo& de Lyndon 
20 

1 

2021 

zizi 
202: ... 

Théorème 5.2 Le polynôme Sw défini par (11) peut é t n  défini récursivement comme suit : 

Cette définition récursive des Sw donne un algorithme simple pour les calculer. 

6 Algorithmes et mise en oeuvre 

6.1 Listes standard 

Definition 6.1 Soit 1st = tul, u2,. . . , u,,] une liste d'éléments de L. On dim que 1st est 
standard si et seulement si elle &n'fie la pmpn'éfé suivante : 

u; est une lettre, 
si Ui = Zy tel que u ( u ~ )  = ( 2 , ~ )  alors y 2 Uj,  j 2 i. 

1. Si tous les facteurs u; sont des lettres, dors 1st vkrifie (S), 

2. Si 1st est décroissante (ie ul 2 u2 .. .l un ), dors 1st vérifie encore (S). 

Une inversion est un couple (u;, u;+l) extrait de 1st tel que u; < u;+i. 
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n l s t l n ,  P. - nlst2[ t l ,  
kl kl 

long = 1 Debd 
Jstl [1] e s t  un mot de Lyndon, 
Jst2[l] e s t  l e  polpome de Lie correspondant, 

FinSl 

Algorithme.1: Factorisation de Mots 

6.2 Algorithme de factorisation 

Les aigorithmes présentés ici sont une extension de ceux présentés dans [19]. L'algorithme 1 
utilise la notion de liste standard. Il permet sirnultanement une enumération des mots de 
Lyndon, de la base de Lyndon de l i e  < X > et de la  base PBW.L jusqu'à un ordre donné. 

Dans cet algorithme, inversion(1st) est une fonction qui renvoie la position, dans la liste 
1st' de la première inversion depuis la droite. Le "crochet" : [ z ~ , z ~ + ~ ]  représente le crochet 
de Lie et le point "." dans zk.zk+l représente le produit non commutatif (concaténation). 

L'algorithme 2 permet de construire la base duale de PBW.L. Il utilise l'algorithme 
précédent pour factoriser un mot w E X*. 

La fonction Cauche(w) ex-trait la première lettre du mot W .  La fonction Transf ormer(lstl) 
prend en argument la liste lstl construite par la fonction Factoriser et la transforme en une 
liste de listes à deux éléments [mot de Lyndon,sa puissance]. 

La fonction Shuff len(lstl) prend en argument une liste de la forme : 

Elle utilise la fonction Duale, la fonction Shuf f lep(P, n) qui calcule 1a puissance shufle d'un 
polynôme et la fonction Shuf f l e  pour calculer 

6.3 Calcul de l'approximation structurelle nilpotente d'ordre k 

Soit & = (11, 12,. . .) une énumération des mots de Lyndon (on utilise par exemple l'ordre 
lexicographique par longueur). Pour tout k E JN, on peut calculer l'approximation : 
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D ( w )  
S w = l A l o r s l  
Sinon Si w E L ,Alor& 

Gauche(w).Duale (reste(w)) 
SinonDebut 

Factoriser(w) , 
Istl - Transf onaer(lstl), 
Shuff len(lstl) 

FinSI 

Algorithme.2: Construction de la base duale 

En Evaluant, on obtient un approximant de l'"opérateur de transport" H du système : 

On appelle Ak(H) l'appmzimant structurél nilpotent d'ordre k de H. On aura Ak(H) = H 
pour k assez grand si et seulement si l'algèbre de Lie Y(&ie < X >) (algèbre de commande de 
(C)) est nilpotente. 

Le calcul de Ak(H) nécessite le calcul des Evaluatjons &,(S[,), qui découle immédiatement 
du théorème 5.2 et de la propriété (P3), et dont la programmation s'intègre naturellement à 
l'Algorithme 2. 
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Abstract 
We develop some computing tools in order to obtain sonle technical results in 

control theory, and their implementation via algebraic computa tion : 
. In the first chapter, we recall some results concerning formd power series on 

comnlutative and noncommutative variables. Ive recall also some elements of free Lie 
algebra. 

. In the second chapter, we develop the basic t o o b  of a symbolic calculus for non- 
linear control systems by introducing t he  Evaluation transform. This transform genera- 
lizes tlie inverse Laplace transform in the nonlinear area. It is dso an extension on 
noncommutative variables of the exponential transform of the ordinary generating series 
to the associated exponential generating series. 

. In the third chapter, we study a duality between Chen  series and Fliess series. M7e 
give a s u m  expansion for C h e n  serées. This suin expansion allows us to obtain simply 
t he  Taylor expansion of Volterra kernels. 

. In the fourth chapter, we study the nonls'near differential equations with forcing 
t e rms .  l i e  propose a concise and efficient recursive method to compute the approxi- 
mate solution (in MACSYMA) by transforming these equations (via Fliess series and 
Evaluation transform) in convol t~t ion  equations. 

. In the fifth chapter, we use Fliess series and free Lie algebra to study the  decoupling 
problems for nonlinear control sys tems (disturbance decoupling problem, diagonal or 
triangular decoupling problem and noninteracting control systems). %,..Y -,7; p-7 

k-L, : - ;%%<.,: . In the sixth chapter, we point out our choice of the interna1 representation, 
in particular the binary trees for representing forma1 power series. We present Our 
recursive dgorithms, in particular the use of A-notations in MACSYMA to compute 
the Evaluation of the noncommutat ive  rational fractions. 

Key words 
Algebraic computation, decoupling, forma1 power series, generating series, Lie al- 
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gebra, nonlinear control systems, nonlinear differential equati~ns.~symbolic calculus. ,, 
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Résuiné 
Nous développons certains outils informatiques, et les mettons en œuvre pour obte- 

nir puis implanter grâce au calcul formel des résultats fins en théorie de la commande : 
. Dans le premier chapitre, nous rappelons des résultats concernant les séries 

formelles en varia.bles ~oinmuta~tives et non commutatives. Nous rappelons également 
des éléments de l'algèbre de Lie libre. 

. Dans le deuxième chapitre, nous développons les bases d'un calcul symbolique pour 
les systèmes dynamiques non linéaires en introduisant la transformation d7Eva1uation. 
Cette transformation généralise la transformation de Laplace inverse pour les systèmes 
dynamiques non linéaires. Elle est aussi une extension en plusieurs variables non com- 
mutatives du passage de la série génératrice ordinaire à la série génératrice exponentielle. 

. Dans le troisième chapitre, nous étudions une dualité entre les séries de C h e n  et 
les séries de Fliess. Nous donnons une graduation des séries de Chen. Cette graduation 
nous permet d'obtenir simplement les développements de Taylor des noyaux de Volterra. 

. Dans le quatrième chapitre, nous étudions les équations diflérentielles n o n  liné- 
aires en  régime forcé. Nous proposons une méthode itérative simple et efficace pour 
calculer une solution approchée (en MACSYMA) en transformant ces équations (via. les 
séries de Fliess et la transformation d7Evaluation) en équations de convohtion.  

. Dans le cinquième chapitre, nous utilisons les séries de Fliess et l'algèbre de Lie 
libre pour étudier les problèmes de découplage des systèmes dynamiques n o n  linéaires 
(rejet de perturbations, découplage diagonal ou triangulaire, systèmes non interactifs). 

. Dans le sixième chapitre, nous indiquons nos choix de structures de données, en 
particulier les arbres binaires pour représenter les séries formelles n o n  commutatives. 
Nous présentons nos algorithmes récursifs, en particulier l'utilisation les A-notations 
de MACSYMA pour calculer 17Evaluation des fractions rationnelles n o n  commutatives. 

Mots clés 
Algèbre de Lie libre, calcul formel, calcul symbolique, découplage, équations diffé- 

rentielles non linéaires, séries formelles, séries génératrices, systèmes dynamiques non 
linéaires. 




