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INTRODUCTION GENERALE

Le langage bond-graph est un formalisme réseau pour la représenta-
tion des systémes physiques. Il présente non seulement une structure topo-
logique concréte, comme le réseau électrique, mais aussi, simultanément, un
réseau de flux de puissance : ceci est exprimé par le postulat de conti-
nuité de puissance Paynter (1961), Breedveld (1984), chapitre 2.

La structure spécifique du modéle bond-graph permet de rattacher
directement les éléments du modéle aux éléments constituants du systéme
dynamique. La modification du modéle se fait en général par simple ajout ou
retrait d'éléments sur la représentation initiale contrairement & d'autres
méthodes oi le processus de modélisation doit étre complétement repris.

La notion de causalité Rosenberg (1987) est en général plus liée &
l1'aspect mathématique du modéle. Elle est utilisée pour la mise en équation
du systéme dynamique et trouve une application particuliére en automatique

linéaire.

Elle permet ainsi de définir certains rangs du réseau Rosenberg et
Moultrie (1980), Perelson et Oster (1976) et de mettre en évidence des pro-
priétés structurelles du systéme dynamique Suda et Hatanaka (1986), Sueur
et Dauphin Tanguy (1989), (1990).

La premiére partie du rapport est consacrée & la présentation de
nouveaux outils définis 4 1l'aide de la représentation bond-graph et appli-
qués en automatique 1linéaire. Ceux-ci sont essentiellement basés sur les
concepts de structure et de causalité. Leur application se traduit graphi-
quement par des manipulations causales et par la dualisation de certains

éléments du modéle.

Dans un premier temps, la notion de causalité va permettre de dé-
terminer le rang de certaines matrices 4 l'aide d'une méthode graphique sim-
ple, directement appliquée sur le modéle bond-graph. Ce rang est appelé
rang "structurel" car il est indépendant de la valeur numérique des paramé-
tres. Il tient néanmoins compte des possibles relations entre ces paramé-
tres. Nous calculons ainsi le rang structurel de la matrice d'état du sys-

téme dynamique et définissons 1l1la notion de commandabilité/observabilité
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structurelle de 1l'état par le calcul du rang "structurel" des matrices de
commandabilité et d'observabilité. Nous montrons que la notion de rang
structurel est plus précise pour la représentation par bond-graph que pour
d'autres méthodes de représentation graphiques, telles que les graphes de
structure Lin (1974). La propriété de commandabilité structurelle en sortie
est étudiée & 1'aide d'une méthode analogue. La décomposition canonique de
Kalman s'applique directement sur le modéle bond-graph. Nous montrons qu'‘a
ce niveau, les méthodes proposées sont utilisées en tant qu'outil d'analyse

mais aussi de conception.

Dans un second temps, nous utilisons les notions de boucle causale
et de gain causal pour la mise en évidence des dynamiques des systémes
linéaires. Nous proposons des méthodes graphiques de découplage pour
certaines catégories de systémes linéaires a deux échelles de temps. Les
modéles découplés sont en général des modéles bond-graph et leur représen-
tation mathématique est la méme que celle des modéles découplés directement
obtenus par application des perturbations singuliéres Kokotovic et al.
(1986), sur le modéle mathématique initial. Nous utilisons le bond-graph
réciproque, G. Dauphin Tanguy et al. (1985), qui est un outil graphique
d'inversion des dynamiques du systéme. Nous proposons une méthode d'amélio-
ration de la précision des modéles découplés, qui conserve la structure des
modéles découplés initiaux et garde le sens physique des nouvelles varia-

bles dynamiques.

La seconde partie du rapport est consacrée a la modélisation des

segments flexibles par Bond-Graph.

L'utilisation de matériaux légers dans les structures mécaniques a
introduit des problémes nouveaux tels que l'apparition de la flexibilité de
ces structures. La modélisation fait appel aux méthodes de discrétisation
spatiale de la mécanique des structures, telles que l'analyse modale ou les
éléments finis. Le choix d'un modéle est un probléme ouvert, aussi bien
pour la commande, Cetinkunt et Book (1989), que pour la précision et la
simplicité du modéle obtenu Maschke (1990). Certains auteurs font appel a
la méthode de double décomposition modale Margolis et Tabrizi (1984) qui
permet d'éliminer les modes élevés d'un modéle tout en ayant la méme préci-
sion sur les modes conservés. Néanmoins, les variables dynamiques ne sont

plus directement attachées aux constituants du systéme dynamique.
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La modélisation des bras flexibles des robots manipulateurs a fait
1'objet de nombreux travaux, Karnopp (1968), Yazman (1989) et Maschke
(1990). Ils montrent que la formulation "force-libre"” par la méthode d'ana-
lyse modale est trés générale et qu'elle s'adapte trés bien aux conditions
aux limites réelles des bras flexibles. La flexibilité des modes négligés a
une influence trés importante sur le comportement statique du systéme. Un
multiport, dit de capacité résiduelle, est introduit pour en tenir compte.

Nous proposons des méthodes de réduction des modéles qui prennent
en compte les effets des termes négligés, tout en conservant la structure
initiale du modéle simplifiée.

Dans un premier temps, nous rappelons les modéles mathématiques et
bond-graph d'une poutre de Bernouilli-Euler pour différentes méthodes de
discrétisation spatiale Yazman (1989). Une alternative & la méthode de dou-
ble réduction modale est proposée pour les modéles linéaires des systémes
dynamiques comportant des segments flexibles a:1'aide de la méthode des
perturbations singuliéres. Cette nouvelle formulation conserve la structure
du modéle réduit ainsi que certaines variables dynamiques du modéle ini-

tial. Le nouveau modéle est appelé modéle réduit corrigeé.

Dans un second temps, nous rappelons les modéles bond-graph ciné-
matiques et dynamiques pour un segment flexible en mouvement plan. Les mé-
thodes de réduction et de correction sont appliquées sur le modéle du seg-
ment flexible, qui est linéaire grace & certaines approximations faites sur
les matrices des champs de déplacement. Nous proposons une méthode de prise
en compte des flexibilités des modes négligés pour les différents champs de

déplacement.
Ce mémoire est scindé en quatre chapitres.

Le premier chapitre est un rappel de certains concepts de 1'auto-
matique 1linéaire, tels que la représentation d'état et la représentation
par systéme graphe des systémes dynamiques linéaires, ainsi que certaines
propriétés fondamentales associées. Des méthodes d'étude des systémes dyna-
miques & deux échelles de temps sont présentées avec un intérét tout parti-

culier pour la méthode des perturbations singuliéres.

Le second chapitre traite, dans un premier temps, de la représen-
tation par bond-graph des systémes dynamiques linéaires. Nous présentons

ensuite le bond-graph réciproque et proposons des méthodes graphiques pour
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l'analyse des propriétés structurelles des systémes linéaires. La décompo-
sition canonique de Kalman est ensuite introduite a l'aide de la représen-

tation bond-graph.

Dans 1le troisiéme chapitre, des méthodes de découplage, a partir
de 1la représentation bond-graph, sont proposées pour les systémes dyna-=
miques 1linéaires, purement amortis (réseaux RC) ou purement oscillants
(systéme 1IC). Une correspondance est faite avec la méthode des perturba-
tions singuliéres. Des méthodes d'amélioration de la précision des modéles

découplés sont proposées.

Enfin le dernier chapitre traite du probléme de modélisation des
systémes polyarticulés plans, comportant des segments flexibles, considérés
comme des poutres de Bernouilli-Euler. Différents champs de déplacement
sont wutilisés, l'analyse modale et les éléments finis. Nous proposons des
méthodes de réduction conservant le sens phyhsique des variables dynamiques
ainsi que des méthodes de prise en compte des effets négligés. Une généra-
lisation de l'apparition du multiport dit de "flexibilité" résiduel est
faite quels que soient le champ de déplacement et les conditions aux extré-
mités du segment flexible. Une application sur un robot expérimental LED
est développée. Enfin, le découplage d'un modéle de robot deux axes compor-

tant des segments flexibles est proposé.
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INTRODUCTION

Un systéme dynamique est en général caractérisé par un modele. Ce
modéle peut étre représenté de diverses maniéres, a 1'aide de concepts éla-
borés en vue d'une utilisation spécifique. C'est ainsi que nous introdui-
sons le concept de représentation qui joue un réle fondamental dans 1'ana-
lyse des systémes dynamiques puisqu'il conditionne fortement 1la mise en

place de méthodes en vue de cette analyse.

Dans une premiére partie, nous rappelons les représentations d'état
Kalman (1963) et celle sous forme de matrice de transfert, Rosenbrock

(1974). Nous introduisons les notions de commandabilité et d'observabilité.

Une seconde partie rappelle la notion de propriété structurelle,
Lin (1974). A l'aide des représentations de graphe de structure et de
matrice de structure, Shields et Pearson (1976), des méthodes d'étude de la
commandabilité et de l'observabilité structurelles des systémes dynamiques

linéaires sont présentées.

Le modéle obtenu par les diverses méthodes de représentation peut
s'avérer parfois trés complexe et complétement inutilisable lors de 1'ana-
lyse ou de 1la commande du systéme dynamique, par exemple. C'est pourquoi
des méthodes, dites de simplification de modéle ont été élaborées. Divers
critéres de simplification peuvent étre employés. La troisiéme partie de ce
chapitre rappelle quelques-unes de ces méthodes et plus particﬁliérement la
méthode des perturbations singuliéres, Kokotovie et al. (1986), qui con-
siste & séparer les dynamiques "lentes" et "rapides" du modéle. Cette
méthode s'appuie en général sur la représentation d'état du systéme

dynamique.



I - REPRESENTATION DES SYSTEMES

Introduction

La notion de systéme est associée a la définition de deux sous-
ensembles de variables, les variables de sortie et les variables d'entrée.
A celles-ci nous devons associer une représentation, appelée dans notre cas
représentation d'état, caractérisant le comportement du processus étudié.
Cette représentation mathématique, aussi appelée modéle, est souvent trés
complexe car elle doit s'approcher 1le plus possible du processus réel.
Néanmoins, dans de nombreux cas, le modéle peut étre simplifié, ce qui per-
met de mettre en évidence certaines propriétés. Nous nous limiterons aux
cas des systémes linéaires multivariables (& plusieurs entrées et plusieurs

sorties).

De nombreux auteurs ont participé & l'élaboration de méthodes
d'étude de ces systémes. Kalman (1963) a présenté une description mathéma-
tique de ces systémes, en faisant apparaitre la structure canonique mettant
en évidence différents sous-espaces en fonction de leur propriété de
commandabilité/observabilité. Rosenbrock (1974) a élaboré une théorie trés
intéressante a l'aide de la représentation sous forme de matrice de trans-
fert et de matrice systéme. Ces méthodes sont trés générales et s'appli-
quent en particulier pour les systémes interconnectés. Moore (1981) a étu-

dié la réalisation minimale de Kalman d'un point de vue signal.

D'autres se sont intéressés & la commande ou a la commande
découplée ; entre autres : Siljak (1977), Desoer & Lin (1985), Descusse,
Lafay & Malabre (1988), Hayakawa & Siljak (1988), Willems (1989), Pichai et
al.(1983).

Gilbert (1963) a mis en évidence des propriétés de commandabilité
et d'observabilité pour les systémes interconnectés. Il introduit la notion
de systémes équivalents & l'aide de la matrice systéme. Taylor et Pugh

(1986) ajoutent quelques nouveautés a ce sujet.

Nous n'avons rappelé ici que quelques références bibliographiques
en rapport avec notre approche des systémes multivariables. Le type de
modéle mathématique utilisé dans notre étude est 1'équation d'état qui peut
étre déduite directement du modéle graphique bond graph que nous considé-

rons également.
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Dans un premier temps, nous développerons les méthodes de repré-
sentation en introduisant la matrice de transfert et 1la matrice systéme.
Dans un deuxiéme temps, les propriétés de commandabilité et d'observabilité
seront présentées et seront associées & la décomposition canonique de

. Kalman.

I.1 - Les systémes dynamiques

La notion de systéme physique est généralement associée & la défi-

nition de deux sous-ensembles de variables.

* les variables de sortie supposées accessibles a la mesure,
* les variables d'entrée (commandes permettant d'agir sur le

processus ou perturbations, mesurables ou non mesurables.

A ces deux ensembles, nous ajoutons la notation d4'état qui carac-
térise 1l'ensemble des informations dont il suffit de disposer & l'instant
t, pour prédire & partir d'un modéle connu, le comportement du processus

sur 1'intervalle de définition [t,, + o [.

Nous noterons x le vecteur état de dimension n, défini sur R*. Si

X, représente l'état initial du processus & l'instant t,, la relation de

0
dépendance entre le vecteur état, les commandes et 1'état initial x, se dé-
finit & tout instant de 1'intervalle d'observation ]t,,t,] par :

(I.1.1) =x(t) = x(x,; ult,,t];t,,t)

ou u[to,t] est le vecteur définissant 1'évolution des commandes sur 1l'in-

tervalle [t ,t].

De fagon analogue, les variables de sortie y(t) sont définies par

la relation :
(I.1.2) y(t) = y(xsulty,tlity,t)

Nous noterons de facon simplifiée :

X
(I.1.3) {
y

"
w

—
ot

e

"
(>3
—

ct
e
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Une classe importante de systémes peut se représenter 4 l'aide

d'une équation différentielle non linéaire,
(I.1.4) x = f(x,u)

. dx .
ou f est contintment dérivable en x et u avec x = EE' et d'une équation non

linéaire de mesure :
(I.1.5) y = g(x,u)
ou g est continGment dérivable en x et u.

Plus généralement, & condition d'effectuer des hypothéses justi-
fiées sur l'amplitude de variation des signaux, de nombreux systémes non
linéaires peuvent étre linéarisés, autour d'un point d'équilibre.

Nous noterons :

(I.1.6a) x = A x + Bu AER XR BER X

]

(I.1.6b) y = C x + Du CER XR DER X RP
ol X, y et u correspondent aux variations respectives de x, y et u autour

d'un point d'équilibre défini par Xys ¥, €t u,.

L'équation I.1.6a) est appelée équation d'état du systéme, et x,
A, B et u sont respectivement le vecteur état, la matrice d'état, la

matrice de commande et le vecteur d'entrée du systéme.
L'équation I.1.6b) est appelée équation de sortie, y, C et D sont
respectivement le vecteur de sortie, la matrice de sortie et la matrice de

transmission directe du systéme.

Pour les systémes linéaires, 1'équation I.1.6) est vraie pour

toute variation de x, y et u.

I.2 - Les systémes linéaires

Dans toute la suite, nous ferons l'étude des systémes détermi-

nistes, c'est-a-dire des systémes dont le comportement est parfaitement
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prévisible, connaissant le signal d'entrée u(t). Nous étudierons les sys-
témes multivariables, c'est-a~dire ceux comportant plusieurs entrées et
plusieurs sorties. Les propriétés développées ci-aprés utilisent une des-
cription rassemblant le modéle d'état et la fonction de transfert tel que
Rosenbrock le suggére. Nous ne donnerons que quelques définitions et nous
placerons dans le cas particulier ou le systéme peut se mettre sous forme
d'équations d'état.

I.2.1 - Représentation

a) Modéle d'état

Les modéles d'état des systémes continus linéaires staticonnaires

se présentent sous la forme des équations I.1.6) que nous rappelons :

Si 1'on connait la valeur de x en un instant t, (x(t,)), l'équation
1.1.7) a une solution unique x(t) qui ne dépend que de x(t,) et de 1la fonc-
tion u(t), T € [¢t,,t].

b) Fonction de transfert

Si 1la condition initiale pour x dans I.1.7) est x(0) = 0, en pre-
nant la transformée de Laplace de 1l'équation I.1.7), nous obtenons, si s

représente 1l'opérateur symbolique de Laplace :

s X(s) = A X(s) + B U(s)
(1.1.8) {
Y(s) = C X(s) + D(s) U(s)

La résolution de I.1.8) donne :

(I.1.9) Y(s) = G(s) U(s)
avec G(s) = C(sI -A)"! B + D.

G(s) est appelée matrice de transfert du systéme linéaire. Lorsque
le systéme ne comporte qu'une entrée et une sortie, G(s) est appelée fonc-

tion de transfert.
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L'équation I.1.9) ne définit qu'une partie des relations entrée/
sortie du systéme, celle qui est complétement commandable et complétement
observable. Elle représente la forme irréductible du systéme dynamique.

Nous développerons ces propriétés dans la suite de notre rapport.

Nous allons donner quelques définitions relatives aux systémes

linéaires multivariables.

L'équation I.1.8) peut s'écrire :

(s) 0 ’
(1.1.10) P(s).[x ] = [ ]
-U(s) ~Y(s)

I-A B

]
avec P(s) = [ ], P(s) E Rr*? X R**P.

-C D

P(s) est une matrice polynomiale contenant toutes les informations

mathématiques du systéme pour définir son comportement.

Définition I.1.1)

P(s) est appelée matrice systéme. A cause de sa forme spéciale,

P(s) est dite sous forme espace d'état.

Définition I.1.2) (Rosenbrock (1970))

a

Les matrices polynomiales (sI -A, B) sont premiéres entre elles (&

gauche) si la condition suivante est vérifiée :

e la matrice (B, AB, ... A!-!B) est de rang n, oi i est un entier quel-
conque plus grand que le degré du polyndme minimal de A. En particu-

lier, nous pouvons choisir i = n.

Définition I.1.3) (Rosenbrook (1970))

Les matrices polynomiales (sI -A,C) sont premiéres entre elles (&

droite) si la condition suivante est vérifiée :

e la matrice (C*,(CA)*,..(CAl1)t) est de rang n, o0 i est défini comme

précédemment.
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Propriété I.1.1) (Rosenbrook (1970))

Le systéme Z est dit d'ordre minimal si la condition suivante est
vérifiée :
e Les matrices A,B sont premiéres entre elles (& gauche) et A,C sont pre-
miéres entre elles (& droite).
I1.2.2 - Propriétés (Rosenbrook (1970))

a) Stabilité :

Nous présentons quelques propriétés pour les systémes autonomes,

c'est-a-dire pour les systémes définis par :

(I.1.11) = : x(t) = A x(t).

Définition I.1.4)

Soit x = 0 un point d'équilibre.

Le systéme Z est un systéme stable si
Ve > 0, 3m tq lIx(t,)l < m=lx(t)ll <€Vt 2>¢
lIxll est 1a norme du vecteur x.

Définition I1.1.5)

Le systéme £ est un systéme asymptotiquement stable si x(t) tend

vers 0 (point d'équilibre) quand t tend vers oo,

Définition I.1.6)

Le systéme £ est asymptotiquement stable si toutes les valeurs

propres de A sont & partie réelle négative.

Définition I1.1.7)

Si le systéme X est tel qu'une des valeurs propres de A est nulle,
alors il est dit stable, non asymptotiquement, les autres étant & partie

réelle négative.
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b) Commandabilité

Définition 1.1.8) Commandabilité d'un état & 1l'origine.

Py

2 est dit commandable d'un état 4 l'origine (CEO) si, étant donné

1'état x(0) = C, il existe un temps t, > O et une commande u définie sur

[0, t;] telle que x(t,) = 0.

Théoréme I1.1.1)

Z est commandable (CEO) ssi sI -A et B sont premiéres entre elles

(4 gauche).

Ce que nous appelons ici commandabilité (CEO) est en général sim-
plement appelé commandabilité, ou compléte commandabilité. Cette différence
de terminologie permet parfois de séparer les cas ou tous les états ou seu-

lement certains états peuvent &tre amenés & l'origine.

Définition I.1.9) Commandabilité de l'origine & un état.

Z est dit commandable de l'origine & un état (COE) si, étant don-

né un état quelconque C, il existe un temps t, > O et une commande définie

sur [0,t; ] telle que si x(0) = 0, alors x(t,;) = C.

Théoréme I1.1.2)

Z est commandable (COE) ssi sI -A, B sont premiéres entre elles

(4 droite).

Définition I.1.10) : Commandabilité d'état

Z est dit commandable en état (CE) ssi étant donné deux états C,
et C,, il existe un temps t;, > O et u défini sur [0, t, ], tels que x passe
de 1'état C, a t =04a 1'état C, a t = t,.

Théoréme I.1.3)

Z est commandable (CE), si sI -A, B sont premiéres entre elles (a

droite).
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Ces trois théorémes sont équivalents si A est inversible.
Dans 1la plupart des situations, le but de la commande est que la
sortie y suive une certaine trajectoire. Nous parlons dans ce cas de com-

mandabilité en sortie ou commandabilité fonctionnelle.’

Définition I.1.11) : Commandabilité fonctionnelle

Soit G(s) la matrice de transfert, k le degré du plus petit déno-

minateur commun dans G(s).

Etant donné y, avec y = O pour t < 0 et D, y la dérivée ki¢me de y,
t, D, (y(t))ll < M elt pour M et d donnés et pour tout t, alors le systéme
sera fonctionnellement commandable s'il existe u t, pour x(0) = 0, u permet

d'obtenir la trajectoire désirée pour y.

Théoréme I.1.4)

Z est fonctionnellement commandable ssi det(G(s)) = O,
ssi rang(CB, CAB,..CA""!B,D) =

Remarque : Nous devons remarquer que la commandabilité d'état n'entraine
pas la commandabilité de 1l'état considéré comme une sortie. Réciproquement,

un systéme peut étre commandable en sortie sans étre commandable en état.

Si G n'est pas une matrice carrée, det(G(s)) n'existe pas. Si G(s)
comporte plus de 1lignes que de colonnes, c'est-a-dire plus de sorties que
d'entrées, le systéme ne peut pas étre fonctionnellemment commandable. Par
contre, si le systéme a plus d'entrées que de sorties, il y redondance

d'entrée pour les sorties (pas nécessairement pour 1l'état).

c) Observabilité

Définition I1.1.12)

Z est dit observable si il existe t,> 0 tel que la mesure de y sur

l'intervalle [0, t, ] permet de déduire x(0).
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Théoréme 1.1.5)

Z est observable ssi sI -A, C sont premiéres entre elles (&

droite).

d) Indices de commandabilité/observabilité

Définition I.1.13)

L'indice de commandabilité K, resp. d'observabilité v, est le plus
petit entier inférieur 4 n, tel que det[B,AB,...AY"'B] # 0, respectivement
det[C*, (CA)*,...(CAY"1}*] = 0.

Ces indices sont utilisés par exemple pour déterminer des comman-
des découplantes pour des systémes multivariables, Descusse (1988), en tant
que mesure de l'influence de l'entrée, resp. la sortie par rapport a 1'état
du systéme. p sera par exemple le nombre minimal d'opérations & faire sur

les états pour calculer u connaissant 1'état du systéme.

I.2.3) Réalisation minimale-décomposition de Kalman

Nous avons donné plusieurs définitions concernant la commandabi-
1ité d'un systéme dynamique. Généralement, seule la commandabilité en sor-
tie est nécessaire pour un processus industriel. Celle-ci n'entraine ni la

commandabilité, ni 1'observabilité de 1'état tout entier.

Par contre, la matrice de transfert G(s), directement liée a la
notion de commandabilité en sortie, rassemble toutes les informations du

sous-espace d'état 4 la fois commandable et observable.

La notion de réalisation minimale, ou irréductibilité, est asso-
ciée & ce sous-espace d'état. Ce dernier nous donne la méme matrice de

transfert G(s) que le systéme global.

Nous pouvons ainsi introduire la décomposition de Kalman, obtenue

simplement par une permutation du vecteur d'état.

Le nouveau vecteur état m, défini par la matrice de permutation M,

s'obtient par :
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I.1.12) x = M avec m={n, 1= 1...4}.
Le nouveau systéme d'équations est :
n=An+Bx\n
y=Cy+ Dun we TN AT
A= MtAM C= CM
avec
B = MtB D=p
Nous avons en plus
A, 0 A, 0 §1
~ A A A A ~ -~ ~ ~ ~ ~
I.1.14) A = 21 T2z 23 Tad B=|B8, ¢=[6 0 Cgol D=0D
0 A33 0 :
-~ ~ 0
| O 0 Ay Ay |

L'espace d'état a été décomposé en } sous-espaces d'état dont les

propriétés et le systéme de définition sont :

Si
SC

: systéme commandable et observable caractérisé par Z&

: systéme commandable et non observable caractérisé par ié

A ~

S° : systéme non commandable et observable caractérisé par f% : (333,0,63.D3)
Sf : systéme non commandable et non observable caractérisé par f% : th,0,0,Du)
Remarque :
(S’I'Zs‘n)-1 0 My, M,
4 oy oA 2 : s )
(sI-A)-1= +s(sI-A,,)" ' A, (sI-A; )"' (sI-A,,)"" M,, M,,
-A )-1
0 0 (sI-Ay5)
Mij sont des matrices dépendant des Aij et I est la matrice d'identité de

dimension appropriée.
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I1 vient immédiatement que la matrice de transfert G(s),
(I.1.15) G(s) = C(sI,-A)"' B + D

est aussi égale a :
(I.1.16) G(s) = G, (sI-A,,)"* B, + D.

Remarque :

Pour que le systéme soit commandable en sortie, il faut bien en-
tendu que les sorties et commandes soient associées au sous-espace comman-

dable et observable.

Une condition de bon comportement du systéme sera que les systémes

non commandables et/ou non observables soient stables:.

La Figure I.1.1) représente la décomposition du systéme complet S.

u¢ 5¢
* . +
8 > s X >y
+
s° y
Sf

Figure I.1.1 : Décomposition canonique de Kalman

I1 est immédiat d'aprés la Figure I.1.1), que ni la commandabilité
compléte de l'état, ni l'observabilité compléte de 1l'état sont nécessaires

pour une commandabilité compléte des variables de sortie.
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II - PROPRIETES STRUCTURELLES DES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES

Introduction

Les considérations structurelles d'un systéme Z doivent étre
faites avant les calculs mathématiques et les propriétés structurelles doi-
vent étre exploitées dans le but de la conception, car elles apportent de
nombreux renseignements sur le systéme. C'est pourquoi 1l'étude structurelle
des systémes multivariables a fait l'objet de nombreuses études aussi bien
du point de vue graphique que mathématique. Lin (1974) a formulé la notion
de commandabilité structurelle pour les systémes monovariables, ceci a
l'aide de la théorie des graphes. Shields & Pearson (1976) ont étendu les
résultats de Lin au cas multivariable, & 1'aide de méthodes algébriques, en
introduisant la notion de term-rank. Mayeda (1981) et Schizas & Evans
(1981) ont utilisé la théorie des graphes pour 1l'étude des systémes multi-
variables. ‘

Glover et Stilverman (1976) ont simplifié la méthode algébrique de

Shields et Pearson en introduisant des opérations booléennes.

Franksen, Falster & Evans (1979) ont montré que la commandabilité
et l'observabilité structurelles peuvent étre étudiées par deux tests indé-

pendants, le test d'atteignabilité et celui de term-rank.

Wonham (1979) a utilisé une méthode géométrique pour la commande

multivariable des systeémes linéaires.

D'autres auteurs ont utilisé des méthodes de mise en évidence des
propriétés structurelles, dans différents cas avec des méthodes plus ou
moins équivalentes : Davison (1977) pour 1les systémes composites, Lin
(1977) pour 1l'étude de la structure minimale de commandabilité, Sinha
(1977) pour le découplage des systémes multivariables, Evans et Schizas
(1981) pour les aspects structurels d'assignements de pdle. Anderson et
Hong (1982) ont pris en compte certaines relations algébriques entre les
différents éléments pour le calcul du rang de matrices. Johnston, Barton &
Brisk (1984), Pillou et Rech (1989), Burrows et Sahinkaya (1981) ont déve-
loppé des algorithmes de calcul du rang générique des matrices de struc-
ture, Johnston & Barton(1985) parlent d'équivalence structurelle pour la
réduction de modéle, Mortazavian (1982) introduit le concept de k-commanda-

bilité/k-observabilité o0 k correspond au chemin le plus long entre un
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noeud d'entrée, ou de sortie, et un noeud de variable d'état dans la théo-
rie des graphes, k s'apparente 4 1'indice de commandabilité/observabilité,
il en est une borne supérieure. Tao & Hsia (1982) appliquent les graphes de
structure a4 la théorie des systémes. Enfin, Georgiou et Flaudas (1990) étu-
dient les propriétés structurelles des systémes de grande échelle en vue de

la synthése de commandes.

Nous nous apercevons que de nombreux progrés ont été faits dans le
domaine de 1'étude structurelle des systémes linéaires multivariables. Mal-
gré tout, nous sommes encore trés loin d'une théorie rigoureuse dans ce
domaine, car de nombreuses informations sont parfois perdues lors du pas-
sage au graphe de structure ou a4 la matrice de structure. C'est pourquoi,
Willems (1986) cherche & savoir si la commandabilité/observabilité structu-
relle est générique par rapport aux paramétres ou seulement pour des va-
leurs exceptionnelles des paramétres. Il expose une méthode ou les paramé-
tres non nuls peuvent varier. Sa méthode est trés générale contrairement

aux autres méthodes présentées en référence.

Nous nous attacherons a rappeler quelques définitions et propriétés
obtenues par différents auteurs cités en référence. Nous ferons une analyse
des différentes démarches possibles en insistant sur les avantages et

défauts des méthodes proposées.

II.1 - Structure d'un systéme linéaire

Considérons le systéme linéaire continu Z défini par :

. AER XR

(1.2.1) z ® = dx * Bu avec BER XR
v % Ox + Du CER X R

€ER X Re

Le systéme Z associé au quadruplet (A,B,C,D) est noté :
(I.2.2) = = (A,B,C,D).
Certains paramétres dans A,B,C,D ont une valeur fixe déterminée

alors que d'autres ne sont pas exactement connus & cause de la variation de

certaines valeurs due & l'adge des composants, par exemple. Néanmoins, la
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petite variation de la valeur des paramétres ne va pas changer le principe

de fonctionnement du systéme.

Nous pouvons ainsi introduire la notion de structure qui fera uni-
quement la distinction entre les paramétres nuls (0) et les paramétres non-

nuls, pouvant varier, du systéme dynamique.

Définition 1.2.1)

Deux systémes : X, : = (4,,B,,C,,D,), Z, : = (A, B;, C,., D,) sont

structurellement équivalents ou ont la méme structure si :

(i) Les matrices correspondantes des deux systémes ont la méme dimension.
(ii) Il existe une matrice de permutation P, avec A, = PAIP‘, B, =P B,,
C,

correspondent aux paramétres nuls de A, B,, C;, D, et vice versa.

= C,P* et;D2 = D, telle que les paramétres nuls de A,, B,, C,, D,

La structure de £ est définie par la classe d'équivalence [Z] des
systémes structurellement équivalents. Les propriétés structurelles sont

évidemment valables pour la classe de systémes ayant la méme structure.

I1.2 -~ Graphe et matrice de structure

L'étude structurelle d'un systéme dynamique peut se faire soit
graphiquement, 4 l'aide du graphe de structure, soit mathématiquement &
l'aide de la matrice de structure. Nous pouvons utiliser indifféremment

l'une ou l'autre méthode suivant les outils dont nous disposons.

Définition I.2.2)

G(A,B,C,D) est appelé graphe de structure du systéme (A,B,C,D)

si @

a) & chaque variable d'état x,, il correspond un noeud v, (i =1...n) et a

chaque terme non nul a, | de la matrice A, une aréte orientée de v; av, ;

b) & chaque entrée u,, il correspond un noeud d'entrée e, (r = 1, ...p) et &

r
chaque terme non nul b, de B, une aréte orientée de e, & v, ;

[ 1

c) & chaque sortie y,, il correspond un noeud de sortie s, (k = 1,...q9) et

chaque terme non nul c de C, une aréte orientée de v, a s,

-e

ki
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d) &4 chaque terme non nul d . de D, il correspond une aréte orientée de

e, a S, .

A 1'aide de ce graphe de structure, des propriétés peuvent étre

mises en évidence par la théorie des graphes.

Définition I.2.3)

Un graphe de structure peut étre complétement décrit & l'aide de
sa matrice adjacente M, dont 1les éléments sont m;, = 1 s'il existe une

aréte du noeud t; au noeud t,, sinon m, = 0 (t € {v,e,s}).

A cause des éléments "O" ou "1", la matrice adjacente est souvent

appelée matrice booléenne.

La matrice adjacente pour le graphe de structure G(A,B,C,D) est :

(r.2.3) ™

ou A,, By, Cn' DB résultent de A, B, C, D en remplagant les termes non nuls

par "1" (indice "B", Boolean).

A 1'aide de 1l'arithmétique Booléenne, facilement utilisable sur
calculateur, nous pouvons extraire de M de nombreuses propriétés structu-
relles. Nous ne développerons pas les méthodes de la théorie des graphes,
par contre, nous développerons certaines procédures d'analyse a 1l'aide de

la matrice M.

II.3 - Commandabilité/Observabilité structurelle

Nous explicitons d'abord quelques définitions (nous utiliserons la
terminologie anglo-saxonne de "term-rank" car nous ne connaissons pas

1'équivalence francaise).

Définition I.2.4)

Le "term-rank" d'une matrice booléenne M, est donné par le nombre
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d'éléments, non nuls, dans la matrice de permutation maximale contenue dans
M

B *

1 1
Supposons que M, =
1 1

Nous pouvons définir deux matrices de permutation :

1 0 0 1
Ml = et M2 =
01 1 0

avec rang (M,) = rang (M,) = 2.
D'ol term-rank (M;) = 2.

Nous montrerons dans le chapitre 2 que le term-rank est peu satis-
faisant car il est parfois différent du rang réel de la matrice M, quels

que soient les paramétres de M.

Cette remarque est valable pour la matrice M définie par :

]
t"l'.ﬁ
L“|=U

L“l‘.‘n
'
t“lw

ou term-rank (M;) = 2 et rang (M) = 1.

La notion de "rang générique" est parfois utilisée. Elle est sem~
blable & celle de "term rank" mais en plus tient compte de certaines rela-
tions algébriques supplémentaires entre les différents paramétres de la

matrice.

Nous définirons le "rang structurel" qui lui est pratiquement dans

tous les cas, égal au rang réel de M.
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Propriété I1.2.1) (Shields et Pearson (1976))

Le systéme (A,B) est structurellement commandable ssi :
a) tous les états (noeuds) sont atteignables par l'entrée,
b) term-rank [A,, B;] = n.

Propriété I1.2.2) (Shields et Pearson (1976))

Le systéme (A,C) est structurellement observable ssi :

a) tous les états (noeuds) sont atteignables par la sortie,

AB
b) term-rank = n.
CB

II.4 - Indices de commandabilité/Observavilité structurelle

Définition I.2.5)

Un état (noeud) est atteignable en entrée, resp. en sortie, s'il
existe un chemin sur le graphe de structure entre l'entrée et 1l'état, resp.

1'état et la sortie.

Nous définissons ainsi les indices ﬁ et v de commandabilité/obser-

vabilité structurelle par :

Définition I1.2.6)

ﬁ est la longueur du chemin le plus long entre l'entrée et les états.
v est la longueur du chemin le plus long entre les états et la sortie.

Kk est 1le nombre de dérivations a faire sur l'état x, associé au chemin le
plus long pour qu'apparaisse l'entrée u dans 1'équation différentielle

correspondante.

Propriété I1.2.3) (Mortazavian (1982))

(T2

<l EI

v 2
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Conclusion

Nous avons énoncé quelques méthodes pour 1l'étude des propriétés
structurelles d'un systéme dynamique 1linéaire multivariable. Quelques
remarques peuvent &tre faites. Tout d'abord, il est nécessaire de disposer
des équations d'état du systéme pour construire le graphe de structure ou
la matrice de structure. Si le modéle change, ajout d'un élément par exem-
ple, il faut calculer les nouvelles équations d'état, ce qui peut étre fas-
tidieux et redéfinir un nouveau graphe (ou matrice) de structure. Il serait
donc intéressant de disposer d'un outil mettant en évidence a la fois les
dynamiques (équations) et la structure du systéme. La deuxiéme remarque est
que le graphe (ou matrice) de structure ne tient pas compte des relations
algébriques éventuelles entre les différents paramétres, ce qui se traduit
par exemple par un "term-rank" toujours différent du rang réel dfune

matrice donnée.

Nous montrerons, dans le chapitre suivant, comment 1'outil bond-
graph réunit toutes ces conditions. Nous en déduirons que les méthodes de
mise en évidence des propriétés structurelles précédemment citées ne sont

pas toujours valables.

III -~ METHODES DE SIMPLIFICATION DE MODELE

Introduction

Un probléme fondamental dans la théorie des systémes et de la com-
mande est de trouver un modéle mathématique du systéme physique. Une repré-
sentation réaliste d'un systéme peut se traduire par des équations dynami-
ques d'un ordre élevé. La prise en compte de phénoménes "parasites" tels
que des petites constantes de temps, masses, inerties, résistances, induc-
tances, capacités, augmente l'ordre de ces systémes. Ceci pose des pro-
blémes d'analyse et de commande. Le probléme est de trouver le meilleur

degré de complexité du modéle mathématique suivant la tédche requise.

Une méthode de simplification de modéle est de négliger les termes
"parasites” qui augmentent 1'ordre du systéme dynamique. Ceci revient &
étudier 1le phénoméne dominant caractérisant le systéme. Mais, une concep-
tion basée sur un modéle trop simplifié peut se traduire par un résultat,
loin des performances désirées. Ceci oblige, soit & modifier le modéle en

gardant un ordre de complexité plus élevé, soit & étudier séparément les
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phénoménes jusqu'alors éliminés. Les méthodes & échelles de temps multiples
et les méthodes de perturbations singuliéres qui sont une représentation

particuliére des premiéres, apportent des solutions & ces questions.
Dans une premiére partie, une analyse succincte des problémes
posés sera réalisée. Un développement plus approfondi de certaines méthodes

fera 1l'objet de la seconde partie.

III.1 - Classification des problémes. Applications

La théorie des perturbations singuliéres et 1les méthodes a
échelles de temps multiples ont regu ces trente derniéres années une atten-

tion toute particuliére.

Les premiéres méthodologies développées concernaient les problémes
de valeurs initiales, valeurs finales et couches limites, Vasileva (1963),
O'Malley (1974), Kokotovic et al. (1976), dans le but de simplifier les
problémes de calcul de trajectoires optimales. Hoppensteadt (1971), Vasi-
leva (1976) développérent des théories sur les solutions et les propriétés
des équations différentielles ordinaires comportant des petits paramétres
en facteur des termes dérivés de plus haut degré. Une formulation des per-
turbations singuliéres indépendantes des coordonnées est proposée par
Fenichel (1979).

Une premiére étape pour un systéme a plusieurs échelles de temps
est de faire la séparation des dynamiques. Deux problémes se posent. La
mise en évidence des échelles_de temps n'est pas simple. La séparation des
états en états 1lents et rapides requiert parfois de la clairvoyance, ou
ingéniosité, de la part de l'analyste, Kokotovic (1981), Kokotovic et al.
(1982). Une permutation, ou conditionnement des états, assure parfois la
séparation des variables d'état en deux sous-ensembles de dynamiques

différentes.

La stabilité, Kokotovic et al. (1976), Saberi et Khalil (1984),
Saberi et Khalil (1985),la commandabilité/observabilité, ou 1l'analyse dans
le domaine fréquentiel, sont une deuxiéme étape dans 1l'analyse des systémes

a4 plusieurs échelles de temps.

L'assimilation des perturbations singuliéres & 1la théorie de la
commande est récente. Plusieurs approches sont possibles : la commande opti-

male en boucle ouverte, en boucle fermée, Sannuti et Kokotovic (1969), Chow
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et Kokotovic (1981), la commande composite par retour d'état, Kokotovie,
0'Malley et Sammuti (1976), Porter (1977), Fossard et Magni (1980), Suzuki
(1981), Khabil et Hu (1989), la commande adaptative, Iamnou et Kokotovic
(1982) ou la commande non-linéaire stochastique Bensoussan (1981).

Les problémes de filtrage, de retour & grand gain, de systémes
interconnectés, des chaines de Markov, de la modélisation multi-modéles, de
la théorie des jeux, ne sont qu'une partie des systémes traités par les

méthodes a échelles de temps.

I1 est & remarquer que les systémes discrets, délaissés dans les
années 60, font désormais l'objet d'une attention toute particuliére Naidu
(1988), Phillips (1980). La mécanique des fluides, les réseaux électriques
Chow (1982), Sastry et Desoer (1981), les systémes de puissance Peponides,
Chow et Kokotovic (1982), 1les systémes aéronautiques concernant 1'optimi-
sation de trajectoires, les réactions chimiques, la diffusion, la biologie
et autres, sont autant de domaines conduisant & des modéles pouvant se tra-
duire par des systémes d'équations différentielles mettant en évidence un
phénoméne lent et un, ou plusieurs phénoménes rapides. Pour une introduc-
tion aux méthodes de perturbation singuliéres, les références conseillées
sont Kokotovie, Khalil et O'Reilly (1986), Saksena, 0'Reilly et Kokotovie
(1984), Naidu (1988). ‘

Nous nous proposons, dans la partie suivante de donner quelques

éléments de base sur les différentes méthodes de réduction.

I1I.2 - Systémes & deux échelles de temps

Le concept d'échelles de temps est une notion relativement ré-
cente. Elle est associée & une classe de systémes ou n'apparait pas obliga-
toirement un paramétre £, comme dans la méthode des perturbations singu-
liéres. Par contre, il apparait deux ensembles de valeurs propres bien sé-
parés donnant naissance & un phénoméne lent a4 un phénoméne rapide et a des

couches limites.

Un systéme & deux échelles de temps peut étre modélisé par les

équations :

kl = f(x,,x,,u,t) x, (t,)

"
»

10 x, €R

(I.3.1)
x, ER

20 2

(VIR
]

)
]

2 G(xl oxz vuvt) xz(to) =
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ou x, est le vecteur des variables dites lentes et X, le vecteur des varia-

bles superposées a un état dit quasi-permanent, dites rapides Hizﬂ > HQIH.
Une facgon de mettre en évidence ce fait est d'introduire g = € G. Ainsi, g

est du méme ordre de grandeur en amplitude que f. Le systéme devient :

]
el

X, = £(x, ,x,,u,t) x, (t,)

1 10

{1.3.2)

1
]

En 1'absence d'estimations empiriques de *1 et iz, les paramétres
physiques tels que les constantes de temps, les boucles de gain sont exami-

nés de facon a4 déterminer les états lents et rapides.

III.2.1 - Mise en évidence des dynamiques

a) Bloc-diagpnalisatioh des systémes continus linéaires.

Pour 1les systémes linéaires, il existe une méthode géométrique de
séparation des dynamiques. Elle consiste & localiser les modes du systéme

dans le plan complexe.

Considérons le systéme général

{I.3.3a) x, = 4,.,x+ 4. x+B u x€R x,€R"

(I.3:3b) %, = A, x+ A . x+B, u u€R

Aij et B, ayant les dimensions appropriées.

Supposons que les modes propres du systéme I.3.3) peuvent se re-
grouper en n valeurs propres de petit module (prés de l'origine) et en m
valeurs propres de grand module (loin de l'origine), donnant respectivement
les réponses lentes et rapides. En d'autres termes, le systéme comporte n

modes dominants et m modes non dominants. Nous supposons que les modes sont

stables, sinon un placement de pdéle doit étre envisagé. Soient
&y 5 Ayyeeer . les valeurs propres du systéme I1.3.3) rangées par module
croissant, c'est-a-dire |A | < [A | .. <A < Lio AL A L

. aux modes non dominants.

n+1 n+m

correspondent aux modes dominants, A
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Ce systéme posséde deux échelles de temps si [Xx_| << I . 1

[, |

n

Soit € = T~———T . Le petit paramétre £ est une mesure de la sépa-
n+1

ration des échelles de temps.

L'objectif est d'obtenir 2 modéles d'ordre réduit découplant les
modes lents et rapides. Ceci est possible par une transformation linéaire

Chang (1974) se faisant en deux étapes.

La premiére étape consiste a utiliser le changement de variable

X = x, + Lx;, ou la matrice L de dimension m x n vérifie 1'équation :

(1.3.4) 1A, + A, +LA,L-A,L-=0.

Le systéme I1.3.3) est triangularisé :

(I.3.5) 9
A, = A11 - A12L
avec Ar = A22 + LA12
B, =B, + LB1

La seconde étape consiste & utiliser le changement de variable

X, ¢ = X, - Mx, ou la matrice M de dimension nxm vérifie 1'équation :

(I.3.6) AM+ MA + A, = 0.

Le systéme I1.3.5) est bloc-diagonalisé.

| -
pe 0 A, X, B

(1.3.7) 2r r r

avec B, = B, - MLB, - MB

1 2

Le systéme I.3.7) a la forme désirée. Le comportement des vecteurs

X, et x, . s'étudie de maniére séparée.

2r

La transformation relatant les anciens vecteurs x,, X, aux nou-

' 2 .
veaux vecteurs X g» X, S écrit
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X e Ix— ML - M X,
(1.3.8) =
X, . L I2 X,
La transformation inverse s'écrit
Xl I.1 M xl‘e
(I.3.9) =
X, ~L I?_-LM X,

I, et I, sont des matrices unité de dimension appropriée. Il est a

noter qu'aucune inversion de matrice n'est a faire.

L'existence et le calcul des solutions L et M des équations I.3.4)

et I.3.6) ont été étudiés par de nombreux auteurs Kokotovic et al. (1980),

Winkelman et al. (1980), Chow et Kokotovic (1976).

Une premiére approche proposée par Kokotovic (1975) consiste a
calculer L et M a l'aide de suites. Des conditions sur les normes de cer-

taines matrices sont introduites.

Une autre approche Avramovic (1979) consiste & utiliser les va-

leurs propres de A et les vecteurs propres associés.

Une solution due a Magni (1981) fait appel aux polyndmes annula-

teurs de A et ne requiert que le calcul des vecteurs propres.

b) Permutation et conditionnement

En pratique, les variables d'état d'un modele physique a deux
échelles de temps sont rangées dans un ordre arbitraire et sont parfois mal
adaptées pour le découplage. C'est pourquoi, la matrice d'état correspon-
dante peut ne pas vérifier les conditions nécessaires permettant de trouver

L et M, Kokotovic et al. (1980), & cause d'un mauvais conditionnement.

Deux transformations sont alors nécessaires.

Une permutation permet de rassembler les n premiéres variables
dans un vecteur état correspondant aux variables lentes et les m autres

variables dans un vecteur état correspondant aux variables rapides.
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Un conditionnement permet de réajuster certains termes de la

matrice d'état et de réduire la norme de certaines matrices.

I11.2.2 - Classification des méthodes de simplification

La notion de simplification est trés large puisqu'elle englobe a
la fois les simplifications d'ordre structurel, les décompositions du sys-
téme initial en sous-systémes et les diminutions d'ordre d'un modéle donné
sans modification de structure. Nous présentons succinctement quelques unes

des méthodes employées dans la littérature.

a) Présentation succincte de quelques méthodes

- Méthodes du modéle

Les méthodes du modéle consistent & choisir a priori un modéle
d'ordre inférieur & celui du systéme initial, dont les paramétres sont dé-
terminés de fagon 4 minimiser 1l'écart entre le comportement des deux mo-
déles pour différents types d'entrées.

Deux approches, 1l'une temporelle, l'autre fréquentielle, sont gé-
néralement employées. L'inconvénient de celles-ci réside dans le fait que
la signification physique du modéle simplifié n'existe généralement plus et

1'utilisation du modéle pour construire des commandes s'avére délicate.

- Approche fréquentielle

L'approche fréquentielle se fait en général a4 l'aide de 1'opéra-
teur de transfert. Luse et Khalil (1985), Luse (1986), donnent deux raisons
importantes pour l'utilisation de cette approche. La premiére est que les
méthodes d'analyse des systémes dynamiques dans le domaine fréquentiel sont
trés employées. La seconde est que, puisque seul le comportement entrée-
sortie est considéré, 1la description du systéme sous forme singuliérement
perturbée n'est pas nécessaire. Ils obtiennent des modéles approximés et

donnent quelques résultats garantissant leur stabilité.

Une premiére approche consiste & trouver un opérateur de transfert
pour chaque domaine fréquentiel. Elle est bien sOr limitée aux systémes
linéaires. Porter et Shenton (1975) et Fernando et Nicholson (1982) mon-
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trent que les opérateurs de transfert obtenus 4 partir de 1'opérateur de
transfert du systéme global sont ceux des sous-systémes découplés a 1l'aide

de la méthode des perturbations singuliéres sur le modéle d'état.

Une extension pour 1l'étude des systémes en boucle fermée et la
caractérisation des zéros peut étre envisagée, semblable & celle employée
dans 1l'espace d'état Porter (1974), (1977a), (1977b), (1978).

Fossard et Magni (1980) font une analyse fréquentielle & l'aide de
la représentation d'état pour les systémes singuliérement perturbés avec

une commande en état ou en sortie.

Les approximations de type "Padé" consistent & tronquer le déve-
loppement en fractions continues de 1'opérateur de transfert. La méthode de
Routh Hutton et Friendland (1975) conserve les premiers éléments du tableau
de Routh, ce qui garantit la stabilité du systéme réduit si le systéme ini-
tial est stable. Elle fournit une bonne approximation pour les hautes fré-
quences. D'autres développements, tel que celui de Cauer, peuvent étre
appliqués. Ces méthodes ne sont pas générales et ne donnent pas toujours de

bonnes approximations.

-~ Approche modale

Certaines techniques, telle 1la méthode des perturbations singu-
liéres que nous explicitons dans le paragraphe suivant, sont basées sur une
décomposition du modéle global en deux sous-modéles, ou plus, en vue de la
réduction d'ordre. L'approximation des dynamiques par le modéle d'ordre
réduit dépend uniquement de ce partitionnement. Litz et Roth (1981), par
une approche modale, mesurent le degré de dépendance entre les variables
d'état et les valeurs propres dominantes. Les valeurs propres dominantes
sont obtenues en considérant leur valeur absolue mais aussi la commandabi-
1lité et 1'observabilité, Lttz (1980a), (1980b).

- Symétrisation interne

Une méthode dite de réalisation uniformément équilibrée pour les
systémes linéaires a été introduite par Moore (1981). Cette représentation
est caractérisée par le fait que les grammians de commandabilité et d'ob-
servabilité sont égaux et diagonaux. Cette méthode permet de mesurer le
"degré" de commandabilité et d'observabilité des différents composants du

vecteur état. La réduction consiste 4 ne garder que les variables fortement
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commandables/observables, c¢'est-&-dire celles associées aux fortes valeurs

propres du grammian.

Shokoohi et al. (1983) précisent quelques propriétés de cette
méthode. Fernando et Nicholson (1982) montrent que si le systéme d'état est
équilibré, alors le systéme approximé & l'aide de la méthode des perturba-
tions singuliéres, Kokotovic et al. (1986), est aussi équilibré.

Pernebo et Silverman (1982) appliquent cette méthode aux systémes
continus et discrets et donnent quelques propriétés sur la stabilité. Une
différence essentielle entre 1la méthode de symétrisation interne et d'au-
tres méthodes est, qu'elle ne s'appuie aucunement sur les propriétés fré-
quentielles en vue de la réduction mais simplement sur une mesure de la

commandabilité/observabilité.

- Méthode de Schur

Une nouvelle méthode pour 1la modélisation des systémes a deux
échelles de temps sous forme singuliérement perturbée est présentée par
Aldhaheri et Khalil (1989). Celle-ci utilise une décomposition de Schur.
Ils montrent que 1la forme singuliérement perturbée est obtenue par une
transformation & l'aide d'une forme de Schur "ordonnée" suivie d'un condi-
.tionnement. Sous certaines conditions, le modéle final est formé, en ce qui
concerne le systéme rapide, uniquement de variables contenues dans le
modéle initial. Enfin, des conditions nécessaires et suffisantes sont don-

nées pour obtenir un modéle par simple permutation des variables initiales.

Safonov et Chiang (1989) proposent un algorithme générant les réa-
lisations du modéle réduit de Moore (1981) sans nécessairement appliquer
une réalisation équilibrée.L'algorithme utilise une décomposition de Schur.
Celui-ci est stable et ne dépend pas de la faible commandabilité ou faible
observabilité des variables dynamiques Chow (1977) contrairement 4 la mé-
thode de Moore qui, & cause des erreurs de calcul numériques, peut étre

instable.

b) Méthodes de perturbation

La formulation mathématique de la plupart des phénoménes physiques
conduit & la résolution d'équations pour lesquelles, on ne connait pas en

général, de solution analytique exacte. Lorsque l'on évalue les ordres de
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grandeur des différents termes qui interviennent dans ces équations, on
constate que certains sont négligeables devant d'autres. Ceci conduit par-

fois aprés simplification & une solution analytique du probléme posé.

Le but des perturbations est de mettre en évidence ces termes,
appelés paramétres de perturbations, conduisant & simplifier les modéles.
Il est & noter qu'un paramétre petit n'a pas nécessairement des effets

petits.

- Perturbations réguliéres

Dans un systéme dynamique, nous pouvons parfois extraire deux
sous-modéles faiblement couplés. Une application des perturbations régu-
lieéres découple ces modéles en annulant certains petits coefficients. L'or-

dre du modéle est conservé.

Les équations de couplage sont de type :

R
f

. = F(x,, €x,, u) x, ER
(I.3.10)

% -
]

, = 8(€x;, x,, u) x, €ER

ce qui donne quand € = 0 :

}.{1‘8 f(xll, u)
(I.3.11)

}'(21 g(xz,ev u)

Le systéme reste de dimension n + m mais il se découple en deux

sous-systémes indépendants.

Si f et g possédent des propriétés de dérivabilité, un développe-

ment au voisinage de € = O, permet d'obtenir des solutions plus fines.

- Perturbations singuliéres

Les méthodes de perturbations singuliéres ont regu une attention
particuliére par les mathématiciens. Un premier objectif est la simulation,
un autre trés important étant la commande des systémes, Kokotovic et al.
(1986).
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Le systéme est dit sous forme singuliérement perturbée s'il peut

s'écrire :
(I.3.12a) x, = f(x,, x,, &, u, t)  x(t) =x, xER
(I.3.12b) ¢€x, = g{x,, x,, €, u, t) x,(t,) = x,, x,€ R*

ol le point désigne la dérivée par rapport au temps, f et g sont des fonc-
tions supposées suffisamment différentiables compte tenu de leurs arguments
X, X, €, t, u, Le scalaire £ représente tous les petits paramétres.

€ en général utilisé comme outil de modélisation n'est pas tou-
jours facile & mettre en évidence. Les petits paramétres sont trouvés par

des considérations physiques (rapport de 2 masses, 2 concentrations...).

Les paragraphes suivants feront l'objet d'une étude assez générale

des méthodes de perturbations singuliéres.

ITI.2.3 - Etude des systémes singuliérement perturbés

La méthode des perturbations singuliéres s'utilise pour 1'étude de
nombreux systémes dynamiques. Suivant le cas dans lequel on se place (sys-
téme explicite, implicite, linéaire, non linéaire), une démarche rigoureuse
existe pour faciliter la tache d'analyse. Nous nous proposons d'expliciter

quelques unes de ces démarches.

A - Systémes non linéaires

a) Systémes explicites

- Méthode analytique

Reprenons 1'équation I.3.12).
Lorsque 1l'on introduit € = 0, la dimension de 1l'espace d'état

passe den +m & n car l'équation différentielle I1.3.12b) se dégénére en

une équation algébrique, ou trancendentale.

(I'3°13) 0= g(xl.(o xz(’ 09 u,e’ t)
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ol 1l'indice £ indique que les variables sont étudiées dans le cas oi &€ = 0
(¢, lent).

Le systéme est dit sous forme standard ou sous forme explicite si

1'hypothése suivante est vérifiée :

Hypothése 1.3.1 :

Dans le domaine d‘'étude, I.3.13) a k 2 1 racines réelles

distinctes :
(1.3.14) xze = ¢il(x14, Uy, t), i=1,...k.

Cette hypothése assure 1l'existence d'un modéle réduit bien défini

correspondant 4 chaque racine de I1.3.13).

Pour obtenir le i%™¢ modéle réduit, il suffit de substituer
I.3.14) dans I.3.12) :

(1.3.15) x,, = £(x, 5, 0, ,(x,5,us.t), O,up,t) 5 x,,(t,) = x,,.

Ce modéle est parfois appelé modéle & état quasi-statique, car la
variable x, converge rapidement vers une racine de I.3.13) qui est la forme
a4 état quasi-statique de I.3.12b).

Contrairement & la variable d'origine x,, ayant comme condition

initiale x a t,, la variable d'état quasi-statique x,, ne peut avoir une

20
condition initiale x,,, et il peut y avoir une grande différence entre sa

valeur initiale
(1.3.16) Xzz(to) = ¢i,(x1l(to), ul(to),to) .

et la condition initiale x,,. X, ¢ ne peut donc pas étre une approximation

uniforme de Xy

Au mieux, 1'approximation

(I.3.17) x, = x,,(t) + O(¢)
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sera vraie dans un intervalle qui exclut ty, c'est-d-dire pour t € [

t,,T] od t, > t,. Par contre, la valeur initiale de x,, sera x,, et
(1.3.18) x, = x,,(t) + O(¢)

est une approximation uniforme de X, sur un intervalle [t o’T] ol X, .

existe.

L'approximation I.3.17), établit que pendant 1l'intervalle initial
[to't1]’ la variable x, approche x,, et que durant [tl,T] elle reste proche
de x,,. En fait, ayant posé € = O dans I.3.12b), nous avons rendu la pé-

riode transitoire nulle.

Posons

dx2 dx2 t-t,
I.3.1 £ — = — = —
(1.3.19) & o=—= — avec (X .

La nouvelle variable de temps est dilatée, c'est-a-dire, si € tend
vers 0, T tend vers 1l'infini pour des valeurs de t différentes de t, -

Pendant que x, et T changent presque instantanément, x, reste & la

2

valeur initiale x et u a y,. Pour décrire 1'évolution de x, en fonction

10
de T, nous utilisons 1l'équation dite de couche limite.

dx,
(I.3.20) e g(x,,, %, (1), ult,), 0, t,).
x, (v =0) =x,,
Nous ajoutons alors la correction due & la couche limite.

(I.3.21) x,(t,€) = x,0(t) + x,(7) - #2l(t°) + 0(g).

La validité des équations I1.3.17), I1.3.18) et I.3.21) dépend des
propriétés de stabilité de I.3.20).

Hypothése 1.3.2 :

Le point d'équilibre x,(T) de I.3.20) est asymptotiquement stable,
x,(T) part de x,,, et x,, appartient au domaine d'attraction du point d'é-

quilibre x,,(t,).
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Si cette hypothése est satisfaite, c'est-a-dire si

(I.3.22) lim x,(7) = x,,(t,)

T - C0

alors & partir d'un instant t, > t,» %, sera proche de x,,. L'intervalle
[tovt1] peut étre rendu arbitrairement petit en choisissant € suffisamment

petit.

Hypothése I.3.3 :

og

évaluées le long de
8x2

Les valeurs propres de

x, (), x,,(t), up(t) pour tout t € [t,,T], ont des parties réelles négati-

ves plus petites qu'un nombre réel négatif fixé, c'est-a-dire :

(I.3.23) Re A { oK } € ~c £ 0.

ax2

Ces deux hypothéses définissent une propriété de forte stabilité
du systéme de couche limite I.3.20). Un théoréme da & Tikhonov (1952) peut
ainsi étre déduit (Hoppensteadt, 1971)).

Théoréme I1.3.1)

Si les hypothéses I.3.2) et I1.3.3) sont satisfaites, alors 1l'appro-
ximation I.3.18), I.3.21) est valide pour tout t € [t,,T] et il existe
t, > t, tq I.3.17) est valide pour t € [t,,T].

- Interprétation géométrique

Un intérét particulier apparait pour l'analyse des systémes singu-
liérement perturbés 4 1'aide des méthodes géométriques, Sobolev (1984),
Marino et Kokotovic (1988), Khorasani (1988), Khorasani (1989), Kokotovic
et al. (1986).

Ces méthodes permettent de donner une interprétation géométrique

du comportement®a deux échelles de temps x, (t,e), x,(t,€) en tant que tra-

jectoires de R**™.
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Un systéme d'équations plus simple est étudié :

¢ .
L]

fx,, x,, u, €) x, ER

(1.3.24)

€x, = g(x,, x,, u, €) x, ER

ou f et g ne dépendent plus de la variable t. L'élimination du temps t nous

permet d'utiliser le concept d'espaces invariants.

= Mise en évidence des dynamiques

Les propriétés de conservation et d'équilibre deviennent évidentes
lorsque le modéle est exprimé & l'aide de 1l'échelle de temps rapide pour &
= 0.

=0
dr
{(I.3.25)
2
et g(x, ,x,,0,u)
Indépendamment de u, les n états x,,, x,,, ... X, sont constants.

Ceci exprime la propriété de conservation. En d'autres termes, donnant une
valeur x au vecteur x, le systéme évolue dans un espace de dimension m,
appelé espace de conservation C(x) de R**™. A chaque valeur x de x, un tel

espace C(§) est associé pour lequel x est constant et égal a x. Alors que C

est indépendant de u, 1l'évolution de g sur C est commandée par u.
: dx
2
Une autre propriété de 1l'équation est que a;— = 0 définit pour

chaque u un espace d'équilibre continu E*, de dimension n, transversal a

chacun des espaces de la famille C. (Figure I.3.1).

A C

y /

X 5

7
Figure I.3.1 : Représentation des espaces d'équilibre E* et de

conservation C.
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Un intérét particulier de ces considérations géométriques existe
lorsque le systéme n'est pas sous forme standard. Une application sera pré-

sentée ultérieurement pour 1l'étude d'un bras manipulateur.

Espaces invariants

Nous nous proposons d'exposer une méthode réduisant 1'étude a un

systéme d'ordre n, associé a l'espace d'équilibre ou espace invariant.

Dans 1l'espace d'état de dimension (n+m), un espace M; de dimension
n, dépendant du paramétre €, peut étre défini comme 1'expression de >
fonction de X,, uete.
€ER.

(I.3.26) M, : x, =f{x , u, €) § x, ER , x

1 2

¢ est supposée suffisamment continument différentiable en tant que

fonction de X, uetée.

Mg sera un espace invariant de I.3.24), si 1'expression I.3.26)

est vraie pour tout t > t* lorsqu'elle est vraie 4 t = t°, c'est-a-dire :

(I.3.27) =x,(t",e) = &(x, (t",€),u,&) = x,(t,6) = &(x, (t,€),u,€) Vt > t".

Cet espace invariant existe si la matrice Jacobienne ( 55— )e
X
2

= 0

est non singuliére pour tout x et u étudiés.

®(x,, u, €) est déterminée en différentiant I1.3.26) et en utili-

sant I.3.24) :

poli v .
I.3.28) ¢ 5;: Pix, 0(x, J0.8),u,E) * € sa-u = g(x,,¢(x, ,u,€)u,€).

Cette équation est appelée condition d'espace ("manifold

condition").

¢(x,u,€) doit satisfaire cette équation différentielle pour tout x

»

étudié et pour tout € € [0, €], €" > 0. Les dynamiques du systéme I.3.24)

se réduisent au sous-systéme réduit lent et exact :
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(I.3.29) x, = f(x,, ®(x,,u,&),u,&) x, ER
Pour € = 0, un espace lent "non corrigé" M, est défini par

X, = @ (x,,u,), de maniére que g(x, ,9,(x,,u,),u,,0) = 0. M, est 1'espace

d'équilibre. Le sous-systéme lent non corrigé est défini par 1'équation :

(I.3.30) x, = £(x,, ® (% ,uy(x,))), yy(x,),0).

I1 est & remarquer que contrairement & 1'équation I1.3.30), M,

défini par I.3.29) représente le modéle exact.

De nombreuses applications concernant la commande et 1'étude de la

stabilité ont été faites a partir du concept d'espaces invariants.

- Construction de modéles approximés

Un développement en série de f, g, u et ¢ autour de € = O dans
l'équation I.3.28) permet de trouver ®(x,u,f) en égalisant les termes en
facteur de méme puissance de €.

(I.3.31) u(x,) = uy(x,;) + € u (x;) + 0(€?).

(I.3.32) O(x,,u,&) = @ (x,,u,) + €& @ (x,,u) + 0(2).

En substituant I.3.31) et I.3.32) dans I.3.28), des solutions ex-

plicites pour ¢,, ¢, ,... peuvent étre obtenues.

og Y-1 o9, 09, Ou, og og
I1.3. ’ s . ’ » W) “1ae
(1.3.33) @ (x,,u) (axz] [ax1 v LR R R i [ae] ,

X277V

L'espace 1lent corrigé M, est défini par x, = @ , + €@ . C'est un

espace plus proche de My que M, & 1'erreur prés O(€).
Le modéle lent corrigé au premier ordre est donc défini par :
(I.3.34) il = £(x,, O,(x,, uy(x,)) + € @ (x, uy +€u), uy +€u, €).

De la méme maniére, il est possible d'obtenir des modéles plus pré-

cis &4 l'aide d'un développement & un ordre supérieur en €.
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b) Systémes non explicites

- Définition I.3.1)

On appelle systémes non standards ou non explicites les systémes

pour lesquels l'hypothése I1.3.1) n'est pas vérifiée, c'est-a-dire quand la

d
Jacobienne 55— 4 € =0 est singuliére pour x, € D, D étant la région
2

d'intérét.

Dans ce cas, les échelles de temps ne sont pas explicites, c'est-
a-dire qu'elles ne coincident pas avec la décomposition du vecteur état
x, (t) et x,(t), Peponides et al. (1982). Des méthodes analytiques et numé-
riques ont été développées par 0’'Malley et Flaherty (1977),(1980) pour ces
systémes appelés systémes singuliers singuliérement perturbés.

o
I1 apparait que la singularité de 35-est souvent due a un mauvais
- L
2

choix des vecteurs état x, et x,. Le probléme de modélisation consiste &
trouver un choix "physique" des variables lentes et rapides qui élimine la
singularité, Marino et Kokotovic (1988).

Nous proposons par 1la suite une interprétation géométrique de la
singularité. Les systémes de puissance ainsi que le modéle d'un robot mani-

pulateur a joint flexible caractériseront 1l'approche géométrique.

- Elimination de la singularité

Supposons le systéme non linéaire :

dx dx
(I.3.35) ¢ prrailiendy h(x,&,u) x ER

qui & 1'échelle T pour € = 0 donne :
dx

I.3. -_—= .

(1.3.36) — = h(x,0,u)

Pour ce systéme, on définit des propriétés d'équilibre et de

conservation.
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Espace S d'équilibre

L'ensemble S = {x|h(x,0,u) = O,x € D} définit un espace différen-

tiable de dimension v, v 2 1. C'est-a-dire qu'il existe une fonction conti-

: d
nuement différentiable ¢ : R* + R, telle que rang [-a%] =p, Vx €ED tq

(I.3.37) @{(x) = 0 ®h(x,0,u) =0 V¥V x €D,

Espace Dynamique F

Il existe une fonction continuement différentiable o : R* +» RV tq

(I.3.38) rang [ gz:] =V, Vx€D

avec la propriété de conservation que le long de toutes les traﬁectoires de
I.3.36) dans D

(I.3.39) o(x(7)) = o(x(0)), V-~

c'est-a-dire que pour chaque o(x(0)), I.3.39) définit un espace invariant F
de I.3.36).

ox
De plus, rang =n + o, Vx €D,
oo

ox

Lemme 1.3.1)

Si 1les propriétés de conservation sont vérifiées alors le change-

ment de variable :

%, = o(x)

(I.3.40)

»
]

, = P(x)

og
transforme I1.3.35) en I.3.24) avec P le non singuliére, c'est-a-dire en
x2 =0

un modéle explicite.
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Si de plus, 1'hypothése 1.3.3) est satisfaite pour le systéme

transformé, alors :

(I.3.41) x,(t) = x,,(t) + 0(e) et x,(t) =x, (t/€) + x,,(t) + O(¢).

- Application

Le manipulateur :

Supposons un manipulateur simple consistant d'un moteur & courant
continu, dont l'inertie du rotor est J , connecté & un bras rigide, de lon-

gueur unité, d'inertie J, et de masse M, 4 1'aide d'une boite de vitesse.

" o

Figure I.3.2 : Manipulateur.

La flexibilité de 1l'arbre est modélisée par un ressort de torsion

de rigidité k.

Les équations dynamiques sont :

%0,
J; + Mg sin ©, + k(6, -6_) =0
dt?
(I.3.42) -
d?e,
J, — - k(®8, -8,) =u
dt?

ou 91 est l'angle du bras, em l'angle de l'arbre moteur et u le couple appli-

qué a l'arbre moteur.

Deux échelles de temps peuvent étre mises en dévidence lorsque la

rigidité de 1l'arbre est élevée, c'est-a-dire si €2 = 1/k est petit.
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Avec 1l'échelle de temps rapide T = t/€, le systéme I.3.42)
s'écrit :
( a%e
1
~ = -62 Zgin0 -=— (8, -0)
dr? o 1 Iy
(I.3.43) <
d2e 2
—= .l e -0)+u
\d‘rz Jm Jm

I1 n'existe a priori ni de variable rapide, ni de variable lente.
Les propriétés géométriques de ces équations vont pourtant nous permettre

de mettre en évidence deux échelles de temps.

En posant € = 0 dans 1l'équation I.3.42), nous trouvons un espace
d'équilibre défini par 0, = 8, . Nous en déduisons que la variable définie

par :

(I.3.44) x, =8, -8

est une variable rapide.

En posant € = O dans 1l'équation I.3.43), une propriété de conserva-

tion est définie. Elle se traduit par le fait que la quantité de mouvement

do, ds,
Ji o + J) E;— est constante. .
La variable définie par :
1
(1.3.45) X, = T3 (Jle1 +J, 8. )

est wune variable lente. Le coefficient multiplicateur 3 est ajouté de

+
1
facon a garder des variables ayant le méme sens physique. Pour cet exemple,

les variables sont des angles.

Les mémes conclusions seraient obtenues en utilisant les équations
de dao
1 m

v} ) s .
dt noodt

d'état du systéme, avec les variables d'état O,
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Remarques

Peponides et al. (1982), Kokotovic (1981), Peponides et Kokotovic
(1983), Chow et Kokotoviec (1983), Avramovic et al. (1980), Kokotovic et al.
(1982) montrent que les réseaux dynamiques (électriques) sont en général
formés de sous-ensembles qui évoluent lentement mais dont les oscillations
entre chacun de ces sous-systémes sont rapides. Les modéles sont sous forme
non explicites. Ils observent que pour ces systémes dynamiques non li-
néaires, les espaces d'équilibre et dynamique sont 1linéaires. En consé-
quence, la transformation rendant les échelles de temps explicites est 1li-

néaire, c'est-a-dire que les changements de variables sont linéaires.

Une autre application de la notion d'espaces d'équilibre et dyna-

mique est envisagée pour les chaines de Markov, Kokotovie (1981).

B - Systémes linéaires

Les systémes linéaires ne sont qu'un cas particulier des systémes
non linéaires. Toutes les méthodes vues précédemment sont donc applicables.
Réciproquement, 1les systémes non linéaires peuvent étre linéarisés autour
d'un point de fonctionnement et se réduisent donc & un systéme localement
linéaire. Ainsi, la plupart des propriétés locales d'un systéme non li-
néaire se déduisent & l'aide de l'étude d'un systéme linéaire. Il parait
donc intéressant de développer la méthode des perturbations singuliéres

pour les systémes linéaires.

a) Equations d'état

- Forme standard

Soit le systéme décrit par ses équations d'état et de sortie :

}}1=A11x1+A12x2+B1u x, €ER u€R
(I.3.46a)

€x, = A, x, +A,, x, +B,u x, €ER
(I.3.46b) y =c, x, +C, x, y € Ra,

Hypothése I.3.4 : A _ est inversible.

22
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Hypothése I.3.5 : Les valeurs propres de A,, sont strictement négatives.

Si les deux hypothéses précédentes sont vérifiées, alors le sys-
téme est dit sous forme standard ou explicite. I1 comporte n petites

valeurs propres et m grandes valeurs propres (en norme).

Une méthode d'étude sans approximation est celle de la bloc diago-
nalisation. L'inconvénient de cette méthode est que les variables d'état
finales n'ont plus aucune signification physique. De plus, le calcul des
matrices L et M peut s'avérer &tre compliqué.

La méthode des perturbations singuliéres se déroule en deux

phases :
En appliquant € = O dans I.3.46), il vient :

X2 = Ay X0 % A, X v By

(I.3.47a)

0 =48, X¢0 + A, X0 + By,
(I.3.47b) Ye = Cl X2 + C2 th .

L'indice £ indique que les variables sont considérées dans leur

évolution lente.

I1 vient :
(I.3.48) x,, = -A;} A, x,, - A3} B, u,
(103.493) kle = AO xll + BO U, avec Xlg(to) = x10

(I.3.49b) Ve = CO X, ¢ ¥ DO U,

A

- -1 - - -1
0 A11 A12 Azz A21 B, = B1 A12 Azz Bz

avec

C, =C, -C, A} A, D

-1
0 1 - C, A}z B

La seule dynamique est celle des variables x, ,. La composante Xx,,
des variables rapides x, correspond & un régime quasi-permanent d'entraine-

ment des variables rapides, aprés extinction des transitoires.
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Le systéme d'ordre (n + m) se réduit & un systéme d'ordre n. Pour
1'étude du transitoire rapide, on considére que les variables lentes sont

constantes, c'est-a-dire x, = x,, = x,(0).

En effet, si on dilate 1l'échelle des temps lente t pour obtenir
une échelle des temps rapide T, telle que T = t/¢ (exemple t en minutes, T

en secondes, € = 1/60), alors le systéme I.3.46a) devient :

dx,
ar €(A, x, + A, X, + B u)
(I.3.50)
dx,
T Ayy X + Ay, X, +Bu
dx,

Dans cette échelle, E;T'eSt trés faible, d'ol l1l'approximation.

La variable rapide apparait donc comme la superposition de deux

composantes, que nous noterons x,, et x,, , avec x, définie par :

2r

(I.3.51a) x, =X, - X,,

De méme, on définit

u

r u = u,

(I.3.51b)

Y. =Y -V,

Le systéme rapide d'ordre m non corrigé écrit dans 1'échelle de

temps lente est :

(I.3.52a) €x, = A

2r +B

- -1
22 %or 2 U, avec x, (t,) = x,, + A5 Ay X,

(I.3.52b) y, = C, x,,

Une approximation du modéle défini par 1'équation I.3.43) est jus-

tifiée par le théoréme suivant.

Théoréme I.3.2 (Kokotovic et al. (1986))

Si Re A(A,,) < 0, il existe € > 0 tq, pour tout € € JO, €°], les

états du systéme original I.3.46), dont les conditions initiales sont quel-
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conques x,, et x,,, lx M <C,, lIx,, €C,, o C;, et C, sont des constantes

indépendantes de &, sont approximés pour tout temps fini t = t, par :

x, (t) = x,,(t) + O(¢)

(I.3.53)
x,(t) = 'Aéé Ay % () + x,,.(T) + 0(¢)

ou x,(t) et x,(T) sont les états respectifs du modéle lent I.3.49) et du
modéle rapide I.3.52). Si, de plus, Re X(A,) < O alors I.3.53) est vrai
pour t € [t,,q.

De plus, la correction de couche limite x, (T) est significative
seulement pendant un court instant initial [t,,t;], t,-t, = O(¢én &), aprés

lequel x,(t) = - A;é Ay, x, ,(t) + 0O(€).

Remarque :

Une autre approximation du systéme rapide peut &tre faite en

considérant que x, (t,) = x,, et
I.3.54) X, # %,,(t) + x, (T) = x,,(t,).

En général, le modéle approximé peut ne pas étre suffisamment pré-
cis. Ainsi, le paramétre £ peut ne pas é&tre petit et l1l'approximation € = 0
non justifiée. De méme, des valeurs propres proches de 1l'axe imaginaire
impliquent 1le besoin de plus d'informations au niveau de la stabilité du
systéme. Enfin, une analyse plus précise du comportement quasi-permanent du

systéme requiert un modéle plus précis.
Plusieurs fagons d'obtenir un modéle corrigé existent.

Une premiére méthode employée par Kokotovic (1975) consiste a
bloc-diagonaliser 1la matrice d'état. Cette bloc-diagonalisation se déroule
en deux étapes (cf. § III.2.1). Elle requiert soit la résolution de deux
équations algébriques entre matrices, soit la résolution de deux suites qui

approximent la solution des deux équations algébriques.
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La premiére suite est définie par :

Loy = AE; A, + & AE% L. (A, = A, L)
{I.3.55)
L = AE% Ayy

Aprés k itérations, L,,, converge vers L si £ est suffisamment petit et les

matrices Aij sont désormais définies par :

Af, = Ay - A, L

(1.3.56) A7, = Ay - Ay, L+ LAY,
A, = Ay, + €L Ay,
A, = A,

La seconde suite est définie par :

H§+1 = Ay, (A3, )" + &6(Af, - H? A%y) H? (a5,)"*

(I.3.57)

K - -1
H1 - A12(A§2

L'indice k correspond & l'indice d'arrét du calcul de la suite

définie par l'équation I.3.56). Aprés j itérations, nous obtenons :

k - Ak _ pk ak
A1i - A11 Hj A21
ki _ k ak k
A12 ® Ry = Hj Az, + A1i H
k - k
Azi - A21

k - k k k
Bl =&, + Ay, Hj

— X

(I.3.58)

Les matrices A¥J et A%XJ sont bien entendu respectivement d'ordre
0(ed) et 0(¢*) et peuvent donc étre considérées comme étant nulles.
Anderson (1978) a fait quelques remarques sur ces algorithmes de calcul des

i kj kj
matrices A11 et A22 -

Kokotovic et al. (1980) présentent un autre algorithme de sépara-
tion des dynamiques en procédant & des changements de variables de fagon
récursive dans un premier temps sur les variables rapides et dans un

deuxiéme temps sur les variables lentes. Un probléme est que les nouvelles
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variables gardent un sens physique mais ne sont plus directement rattachées

4 un élément constituant du systéme dynamique.
Dauphin-Tanguy et Rotella (1988) proposent une autre technique de
découplage en vue de 1'amélioration du critére de performance pour le pro-~

bléme de commande composite quasi-optimale.

En posant € = 0, dans 1'équation I.3.46), ils obtiennent le sys-
téme lent défini par :

x1£=A4 x14+Blu

(I.3.59)
x,2(0) = x;,
Ap = Ay - A, AE; Ayy
avec
B, =B, - A, A;% B,

La technique de découplage proposée suppose que X, , est une appro-
ximation de x, durant toute 1'évolution du systéme dynamique, avec la méme

entrée u que dans le systéme initial.

Le systéme initial est approximé par :

xll A‘ 0] ’XIJ B_e
(1.3.60a) = + u
s A - B
€x2 21 Azz | X, 2
-~ XI‘J . ~
(I.3.600) y = [C, C,] | _ x,4(0) = x4 %, (0) = x,,
X
2 g

ot le "~" indique que x est remplacé par x,, dans 1l'équation I.3.46). Le
découplage final consiste & bloc-diagonaliser la matrice d'état dans
1'équation I.3.60a). La commande composite consiste & décomposer la com-
mande en une partie lente et une partie rapide et a faire certaines hypo-

théses de leur influence respective sur les modéles lent et rapide.
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- Forme non stardard

En non linéaire, une caractérisation géométrique nous permet de
mettre en évidence deux espaces invariants, correspondant & 1l'évolution des
variables 1lentes et des variables rapides. Ces différentes variables ne
sont en général pas directement déduites du vecteur état. Nous nous propo-
sons d'appliquer la méthode géométrique pour les systémes linéaires.
Celle-ci a été appliquée par Chow (1982), Peponides et al. (1982) et
Peponides et Kokotovic (1983).

Soit 1l'équation d'état, dans les deux échelles de temps,

(I.3.61) € x = F(€)x , = F(e)x . X € Rotnm

ar

Si det F(O) = 0, alors l'hypothése I.3.4) est vérifiée et toutes
les composantes de x sont rapides. Donc, l'existence de deux échelles de
temps est liée &4 la nullité du déterminant de F(0).

Notons F(€) = F, + €F, (¢€) et supposons que la dimension de

0
l'espace nul de F, est n. Une hypothése importante est que l'espace image

et 1l'espace nul de F, forment une somme directe dans Ro*™ ) c'est-a-dire :
(I.3.62) Im(Fo) ® Ker(Fo) = R,

Ceci implique que F, a n valeurs propres nulles dans Ker(F,) et m valeurs
propres non nulles dans Im(F,). Par conséquent, Ker(F,) est 1l'espace d'équi-
libre M, . '

Pour sélectionner une variable rapide X, , nous choisissons m vec-
teurs indépendants dans R"*" orthogonaux & Ker(F,) en les positionnant dans

la matrice Q de dimension m x (n + m), de telle fagon que :

(I.3.63) Qv =0®F,v=0®vE Ker(F, ).

En particulier, Q peut étre formée de m lignes indépendantes de

F . La condition que x

o soit nulle sur M, est satisfaite par le vecteur

2

Q, € R" donc Q, est candidate en tant que variable rapide x,.
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Pour sélectionner une variable lente x,, nous recherchons une

quantité constante dans I1.3.61). Celle-ci est trouvée a l'aide d'une
matrice P de dimension n x (n+m) vérifiant PF, = 0. Donc pour € = O, nous

avons :
dx
(1.3.64) P 3o = FFox = 0 Vx€R*™ .

Par conséquent, le vecteur Px € R®, qui reste constant pour tout

T 2 0, est candidat en tant que variable lente.

Proposition I1.3.1) (Kokotovic (1986))

Si F(0) = F, satisfait I.3.62), alors le changement de variable :

x, = Px

1.3.6 = [P

(I.3.65) ol
x, = Q&

transforme le systéme I1.3.61) en
*1 = A, ()% + AL (E)x,

(I.3.66)
Ex, = €A, (€)x, + A,,(&)x,

qui est sous forme explicite puisque A22(O) est non singuliére.

Une approche alternative est employée par Coderch et al. (1983) ou
le systéme n'est pas transformé en une forme singuliérement perturbée ex-
plicite. Une étude directe de exp(A(€)t) pour € = 0 est faite et une appro-
ximation asymptotique uniforme de exp(A(€)t) est obtenue sous certaines

conditions de stabilité.

Khalil (1984) propose un algorithme pour la décomposition du sys-
téme initial en un ensemble de sous-systémes indépendants & des échelles de
temps différentes en assurant une approximation asymptotique uniforme de
exp(A(E)t).
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Exemple (Peponides, Kokotovie, Chow (1982))

Soit le systéme électrique suivant, comportant 3 sources de cou-

rant, 3 éléments capacitifs 01,02,03 et 3 éléments résistifs Rl.Rz,R3.

R R,

A AN

LY== C LY =— C, LY — Cs% R;

Figure I1.3.3 : Réseau électrique.

Les équations d'état du systéme peuvent s'écrire avec 1'échelle de

temps rapide 7,

( dv,
R, C ar TNtV +R I
dv, R, R,
(1.3.67) (PG g =vi - Brgmve v gmvy ¢RI

R, C,k, —— = «—
173 g7 R,

dv3 R, [ R, R
v, =

ol v,, v,, v, sont les tensions aux bornes respectives de CI.CZ,C3.

Supppsons que les amplitudes des éléments capacitifs sont du méme
ordre de grandeur et que R, et R, sont petites alors qué R3 est grande,

c'est-a-dire :

=< e
[S+

] n

e ]

~

N

=
"
o e

(I.3.68)

e Al
"
™
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L'équation I.3.67) peut s'écrire :

1 1 ] [1
", w©, . °°
1 1 1 I, v,
(I.3.69) =— = 1 =3 2 x+ |0 L 0] |I,] avec x = |v
ar |, ¢, rC, c, i S
0 .ji_ :ingl. 0O O 3;. 3
rC; rCy | g Cs )

I1 n'existe a priori qu'une échelle de temps.

Si A(0) était réguliére, alors toutes les variables dynamiques se-
raient rapides. Or A(0O) est singuliére. Il existe donc un phénoméne lent.

C'est la décharge lente des capacités & travers la résistance R3.

Pour 1'étude des phénoménes lent et rapide, nous écrivons 1'équa-
tion I.3.69) pour € = 0 et recherchons une caractérisation des espaces

image et nul de A(O). Nous faisons 1l'hypothése que I, + I, + I, = 0.

gi = A(0)x + b(0) u.
dr

(I.3.70)

La propriété de conservation exhibe la matrice P = [01,02,03],

dx
telle que P — = 0.
ar
La charge totale du systéme est conservée, c'est-a-dire :

(1.3.71) C, v,(7) + C, v, (T) + C3 V3(T) = C,

v, (0) + C, v,(0) + c, v3(0).

La propriété d'espace d'équilibre exhibe les deux é&quations

suivantes :

(I.3.72a) v, - v

n
o)
-

2 171

(I.3.72b) vy -V

L]
jos]
[

2 273

Notons C, = C, + C, + C3 la capacité dite agrégée. Cette grandeur
est introduite pour conserver le méme sens physique des nouvelles variables

dynamiques.

La variable lente du systéme est x, et les variables rapides sont
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x,, et x,,, définies par :

C, c, C,
(I.3.73a) x, = o v, + E—-vz f E—-v

a a a
X,y =V, -V, - R I,
(I.3.73b)
Xyp = V3 =V, - R213

Le systéme d'équations obtenu & partir de ces nouvelles variables

sera explicite. Il contient deux échelles de temps.

b) Systémes & fréquences élevées

Les systémes oscillants sont en général représentés par des équa-
tions différentielles du second ordre. Dans cette catégorie entrent les
systémes mécaniques et électromécaniques. I1 comportent, en général, des
oscillations & haute fréquence. Une représentation d'état exhibe une ma-
trice d'état dont 1les valeurs propres ont une partie réelle faible et une
partie imaginaire grande. En général, l'amplitude des oscillations a haute
fréquence est faible, et leur effet est négligeable. Cela conduit & des pro-
blémes appelés raides. Il est montré que les techniques des perturbations
singuliéres peuvent é&tre appliquées pour ce genre de probléme Chow,
Allemong et Kokotovic (1972).

L'approche consiste & décomposer un systéme comportant des oscil-
lations & hautes fréquences en deux sous-systémes séparés, 1l'un comportant
les dynamiques lentes, et l'autre comportant les modes oscillatoires éle-
vés. La décomposition proposée conserve le sens physique des variables

dynamiques.

Supposons le systéme d'équations différentielles du second ordre :
(I.3.74) s +Ps=Qs =0 s(t,) = s, s(t,) = s,
caractérisé par les relations suivantes :

Sy P, P, Q Q2/82
(I.3.75) s = P = Q =
82 P3 Pl; Q3 Qh/82



55

ol € est un petit paramétre positif dQ & la présence de ressorts rigides ou
de petites masses, et est responsable des oscillations a hautes fréquences
dans I.3.74).

- Séparations par l'équation d'état équivalente

Le systéme I.3.75) peut étre écrit sous la forme d'un systéme sin-

guliérement perturbé d'équations différentielles du premier ordre :

X, = A, x +A, X x (ty) = x4
(I.3.76) .
€x, = Ay X * Ay, X, X, (ty) = %,
: X1 54 X1 s, /€2
avec X1 = = . x2= , = .
X
‘12 S, 22 52/8
0 I, | 0 0
A, = A ,=
-Q, -P, -Q, -¢P,
[0 O [ 0 1,
A = A _=
22 22
-Q; Py -Q, -¢P,

I, est une matrice d'identité de dimension appropriée.
Les matrices Aij n'ont pas obligatoirement la forme restrictive
présentée dans l'équation I.3.76) mais 1la seule contrainte est qu'elles

vérifient les hypothéses suivantes :

Hypothése I1.3.6 :

La norme des matrices A A A A est majorée autour de

11 ""12° "21°* "22

€ = 0 et 1'état x, est de dimension paire, c'est-a-dire x, € R?".

Hypothése I.3.7 :

La matrice A22 est de la forme :

(I.3.77) A,, =
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ou D,, D3 sont des matrices de dimension m x m, non singuliéres et la ma-

trice DZD3 a des valeurs propres simples négatives —uﬁ, i=1,...,m.
L'hypothése 1.3.7) garantit 1l'existence de grandes oscillations.

Une bloc diagonalisation exacte peut étre faite. Un modéle plus

simple est obtenu en négligeant les termes en facteur de €.

Le sous-systéme lent s'écrit :

X0 = Rop Xy x,2{ty) = x4
(I.3.78)
X,2 = 222 Aoy %ie
i 0 D
avec Boe = A= A, Azél Byi A2ze = [D é]
3

Le sous-systéme oscillatoire s'écrit :

(I.3.79) € x,, = A, %, x,,(ty) = %0+ A;ét Ay %,
ED D
_ _ 1 2
avec A22r = A22 = [D3 eDa]

Les n valeurs propres du systéme I1.3.78) sont lentes. Elles con-
tribuent & la dynamique lente du systéme. Les grandes parties imaginaires
des 2m valeurs propres sont responsables des hautes fréquences alors que

leur partie réelle constitue 1l'enveloppe de ces fréquences oscillatoires.

Théoréme I.3.3) (Chow et al. (1978))

Si le systéme initial I.3.76) vérifie les hypothéses I.3.6) et
I.3.7), alors il existe un temps fini T(€) tel que les états de 1.3.67)
sont approximés a O(¢) par les sous-systémes I.3.78) et I1.3.79) pour

t,b St €T, c'est-a-dire :

x, (t) = x,,(t) + O(¢)

(I.3.80)
xg(t) = xz((t) + xzr(t) + 0(6)
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- Systémes purement oscillants

Le modéle simplifié consiste en un systéme oscillatoire pur, la

matiére P dans 1'équation I.3.74) étant nulle.

Les techniques des perturbations singuliéres sont directement

applicables sur les équations différentielles du second ordre.

Le sous-systéme lent, c'est-d-dire celui & fréquences faibles, est

+

S;2 + (Q - Q QF Qs =0 s12(ty) =5, (%)

(I°3¢81) Sll(to) = Sl(tO)

- €2 0O-1
S, 4 Qa Q3 S, ¢

Le sous-systéme & fréquences rapides est :

(1.3.82) €2 s, =-0Q s,, S,. () = s, (t,) + €2 Q31 Q s, (t,)

2r
S, () = 8,(t) + €2 @t Q s, (t,)

Remarques :

Si Q, n'est pas inversible, le systéme est sous forme non expli-

cite. Des changements de variables sont nécessaires.

Les mémes résultats sont obtenus en utilisant 1'équation d'état
déduite de I.3.74) avec P = 0. Il suffit pour cela de transformer I.3.81)

en équation d'état et de comparer les résultats.

C - Propriétés
a) Stabilité

De nombreux auteurs ont étudié 1le probléme de la stabilité des
systémes singuliérement perturbés Saberi et Khalil (1984) ; Locatelll
(1976) ; Kokotovic et Marino (1987) ; Khalil (1987) ; Kokotovic et
al.(1986).

Les propriétés de stabilité asymptotique et exponentielle sont

étudiées 4 l1l'aide des techniques de Lyapunov. Des fonctions dites "fonc-
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tions de Lyapunov de type "quadratique™ sont utilisées. Il est montré que
la fonction de Lyapunov globale est la somme de deux fonctions obtenues sur

2 sous-systémes découplés correspondant aux systémes lent et rapide.

b) Commandabilité/observabilité des systémes linéairesg

Soit 1'équation dynamique I.3.46).

Théoréme I.3.4) (Kokotovic et Haddad (1975))

Si A;] existe et si
(I.3.83a) rang [B,, A,B,,..,A}"'B,] = n
(I.3.83b) rang [B,, A,,B,,..,A3;'B,] = m

alors il existe € > 0 tel que le systéme I.3.46) est commandable pour tout

e € Jo, €°].

I1 est & remarquer que si A,, est singuliere, il existe K telle
que A,, + B,K soit non singuliere. La commandabilité du systéme n'est pas
influencée par u = Kx + v, donc le théoréme I.3.4) reste vrai méme si A;é

n'existe pas en remplagant A,, par A,, + B,K dans A, et B,.

Théoréme I.3.5) (Kokotoviec et Haddad (1975))

Si A1 existe et si
(I.3.84a) rang [CY,A4CS,..,A5 1 Cy] = n
t
(I1.3.84b) rang [C{,Af,CE,..,AR;1 Ci] =m

alors il existe € > 0 tel que le systéme I.3.46) est observable pour tout

e €]0, €'].

I1 est & remarquer qu'un systéme peut étre commandable/observable
pour € > O sans 1l'étre pour € = 0. Les théorémes précédents ne sont donc
pas assez généraux. Chow (1977) a introduit les propriétés de faible et

forte commandabilité.



59

- Définition I.3.2 (Chow (1977))

Le systéme singuliérement perturbé I.3.46) est dit faiblement com-
mandé s'il perd sa propriété de commandabilité quand les faibles connec-

tions ou éléments parasites sont é€liminés (c'est-a-dire pour &€ = 0).

Réciproquement ce systéme est dit fortement commandable s'il garde

sa propriété de commandabilité pour € = O.

Un 1lien peut étre fait avec les propriétés de commandabilité
structurelle ol un systéme est dit structurellement commandable s'il re-
trouve, ou garde, sa propriété de commandabilité lorsque 1l'on modifie la
valeur numérique de certains éléments, c'est-a-dire lorsque l'on crée une

perturbation.
Tout ceci reste vrai pour la propriété d'observabilité.

D - Application & la commande

Une application importante de la méthode des perturbations singu-
liéres est la commande des systémes dynamiques. La commande dite optimale
consiste 4 minimiser un critére quadratique qui fait en général intervenir

la commande et la sortie du systéme.

Une autre méthode est la commande modale qui a pour objet de faire

un placement de péles.

L'application de ces méthodes sur des modéles complexes est diffi-
cile. C'est pourquoi, 1lorsque le systéme est écrit sous forme de modéles
singuliérement perturbés, le probléme de commande est en général séparé en
deux sous-problémes, l'un relatif au sous-systéme lent, 1'autre au sous-

systéme rapide.

Nous énongons succinctement les méthodes d'application de ces

commandes.

Théoréme.I1.3.6) (Chow (1977))

Le systéme singuliérement perturbé I.3.46) est fortement commanda-
ble (observable) si les sous-systémes I.3.49) (I.3.52)) sont commandables

{observables).
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I1 est & noter que l'existence de valeurs propres faiblement com-
mandables dans le systéme I.3.46) impose une commande a gain élevé d'ordre
supérieur ou égal a 1/¢. En pratique, ce genre de systéme est & proscrire.

Des instabilités numériques peuvent apparaitre.

Des études sur la commandabilité des systémes & multi-paramétres
ont été faites Abed et Silva-Madriz (1987). Sannuti (1977) généralise les
propriétés de Chow (1977) pour les systémes linéaires dont les paramétres

dépendent du temps, et & une certaine classe de systémes non linéaires.

a) Commande par minimisation d'un critére de performance

Chow et Kokotoviec (1976), Kokotovic et al. (1986) ont fait une
analyse des performances de commande pour les systémes linéaires sous forme
singuliérement perturbée. Ils montrent qu'il est possible de calculer une
commande optimale pour chaque sous-systéme décbuplé et de considérer la
somme des deux pour le systéme complet en gardant un critére de performance
relativement bon. La commande est appelée commande composite quasi-opti-
male. Lorsque le systéme rapide est stable (ou devenu stable par retour
d'état), la commande peut se faire uniquement sur la partie lente. C'est

une commande réduite.

Dauphin-Tanguy et Rotella (1988) utilisent la méme méthodologie et
montrent qu'en modifiant légérement la méthode de découplage, il est possi-

ble d'améliorer le critére de performance.

Magni et Fossard (1982) emploient une commande réduite avec des
conditions d'application moins restrictives qui ont 1l'avantage d'étre phy-
siquement plus significatives que celles généralement mentionnées utilisant

les concepts mathématiques des fonctions 0(€).

Ardema (1983), Wilde et Kokotovic (1973), Chow et Kokotovic
(1978),(1981), Saberi et Sannuti (1987) proposent pour certaines classes de
systémes dynamiques sous forme singuliérement perturbée des méthodes sim-

plifiées de commande optimale.

Nous rappelons succinctement la méthode de minimisation de critére
de performance employée par Chow et Kokotovic (1976). Elle sera appliquée
sur des exemples dans la troisiéme partie du rapport pour des systémes li-

néaires modélisés par bond-graph.
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- Commande optimale

Considérons le systéme :

f .
X Ay ALl = B, X,
= + u X =
85{2 Ayy Ayl (% B, X
(I.3.85) < x(0)
Xy
y =1[C, ]
X,

\

La commande optimale consiste & trouver une commande qui minimise
1'indice de performance

(I1.3.86) J = %- 0 [y* Qy + u* R u]dt Q=>0, R>O0.
La commande exacte est :

(I.3.87) u=-R1!B*Kx

ou K est la solution de 1l'équation de Riccati :

(I.3.88) KA + A*K - KB R"! B*K + C'C = 0.

La valeur optimale de l'indice de performance est définie par :

(r.3.89) J_ _ =

op

N

x(0)* K x(0).

- Commande composite quasi-optimale

Une premiére approche consiste & extraire deux indices de perfor-
mance quadratique, un pour les variables lentes, l'autre pour les variables
rapides. A l'aide des commandes optimales u, et u, des sous-systémes lent
et rapide, nous formons une commande composite u, implémentée sur le sys-

téme original.

(I.3.90) u_ = u, + u,

<
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Nous séparons 1'étude en deux parties appelées probléme £ et pro-
bléme r.

Probléme £

I1 faut trouver u, de fagon & minimiser :

\Y%

1
(I.3.91) J, = Efg (v Q y, + ub R u,)dt, Q>0 R > 0.

J, peut s'exprimer 4 l'aide de x,, et u,, soit :

i
(r.3.92) J, E-Jt: [x7, C; QCp x,p + 2 uy Dy Q Cp x,, + Uy Ry u,ldt

R + D} Q D,.

avec : R,

Si le triplet (A,,B,,C,) est stabilisable détectable, alors 1l'é-
quation I.3.93) a une unique solution K, positive semi-définie et la com-

mande optimale du systéme lent est u, définie par 1l'équation I.3.94)
(I.3.93) K, Age + Abg Ky - K; By Rp' By Ky + Cpp Cpp = 0
Agy = Ay - By Rp' D} QC,
avec
(1.3.94) U, = = R}I (D‘% Cl ¥ B_tl Kl)xle o

Probléme r

I1 faut trouver u, de fagon & minimiser :

(I.3.95) J, = %f; (yf Qy, + ut Ru )dt.

Si 1le triplet (A B,, Cz) est stabilisable détectable, alors la

227
commande optimale pour le systéme rapide vérifiant 1.3.52) est :

(I.3.96) u, = -R"! B} K_ x,,

) 1
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oi K  est une matrice semi-définie positive obtenue par 1'équation de

Riccati
(1.3.97) 0 = -Kr A22 - Agz Kr + KrBzR‘1 Bg Kr - C; Q C2 .

La commande composite est obtenue & 1l'aide de 1l'équation I.3.90)

et en tenant compte de :

(1.3.98) x,, =x, - x,,
et

(1.3.99) u, = - GX = =[G, G,] [:1]
2

avec

G, = (I, - R'BY K A3l B,)Rp! (D§C, + BjK,) + R Bf K A} Ay,

= R"! B K

r
L'indice de performance J  est dans ce cas :
- 1 t
(I.3.100) J. = E-x(o) P, x(0)
ou P, est une matrice définie positive, solution de 1'équation de Lyapunov
(I.3.101) Pc(A-BG) + (A-BG)*® P, = - Gt R Gg-ctQCcC.

- Commande réduite

Elle consiste & calculer une commande optimale sur le systéme lent

uniquement. La matrice G appelée G, est obtenue en prenant K, = 0.

L'indice de Performance est JcR.

On admet en général que la partie rapide est bien amortie et de
dynamique nettement supérieure & celle de la partie lente. Plus générale-
ment, on admet qu'un retour d'état partiel est effectué sur la partie ra-
pide et qu'une commande avec un critére quadratique J , est effectuée sur
la partie lente. Il est important de noter que JcR est assez proche de Jop
(critére optimal) si les conditions initiales sur les variables rapides ne

sont pas trop grandes par rapport & celles de variables lentes.
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b) Commande par placement de pdles

Magni et Fossard (1982) proposent une méthode de placement de
pdles pour les systémes linéaires sous forme singuliérement perturbée &
1'aide du modéle mis sous forme bloc-triangulaire. Ils montrent qu'a l1l'aide
de certaines hypothéses, le probléme peut se ramener au placement des pdles
des sous-gsystémes lent et rapide. La premiére hypothése est que le sous-
systéme lent "étouffe" les signaux rapides et la deuxiéme est que le sous-
systéme rapide peut étre considéré comme une transmission directe vis-a-vis

des signaux lents.

D'autres auteurs proposent des méthodes de commande composite pour
la stabilisation ou le placement de pdles de certaines classes de systémes
dynamiques en utilisant leur propriété de forme singuliérement perturbée
Suzuki (1981), Khalil (1987), O'Reilly (1980).

III.2.4 - Méthodes de Perturbation appliquées a la robotique

La conception des bras manipulateurs se fait de nos jours de telle
facon que la masse de la charge est nettement supérieure a4 celle du bras
lui-méme. Ceci permet de diminuer les colGts lors de la commande ou d'amé-
liorer 1la mobilité. Mais les bras légers ont des dynamiques beaucoup plus
complexes, car ils introduisent une flexibilité distribuée le long de la
structure mécanique. Le systéme obtenu est de dimension infinie. Le but est
donc de conserver un nombre fini de modes du systéme dynamique en utilisant
un critére d'erreur. Krishnan et Vidyasagar (1988) utilisent un critére de
minimisation de la norme de Hankel pour mettre en évidence le nombre de
modes nécessaires & 1la commande. Hastings et al. (1987) utilisent le cri-

tére de réalisation équilibrée.

Khorrami et Ozgiiner (1988a),(1988b) , Siciliano et Book (1988)
utilisent la méthode des perturbations singuliéres. Ils peuvent ainsi sépa-
rer 1l'étude de la commande en deux parties. De plus, ils montrent que le
systéme lent obtenu, est celui du systéme rigide, c'est-a-dire celui ou la

flexibilité des bras est négligée.

Une autre approche consiste & définir les espaces invariants
Khorrami et Ozgiiner (1988), Siciliano et al. (1986).

Un autre probléme trés étudié est celui de la commande de bras

manipulateurs rigides (non flexibles) dont les articulations sont flexibles.
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I1 a été montré que, dans ce cas, cette classe de systémes non linéaires ne
satisfait plus les conditions d'obtention d'un retour d'état statique non
linéaire linéarisant et non interactif, De Luca (1988).

Différentes méthodes, visant & mettre en évidence une dynamique
rapide au niveau de l'articulation, ont permis de simplifier le probléme de
commande. Ficola et al. (1983), Marino et Spong(1986), Spong et al.( 1987),
Khorasani et Spong (1985), Marino et Kokotoviec (1988).

Enfin, 1l'étude des bras manipulateurs flexibles, considérés comme
des systémes & paramétres distributés, a é&té effectuée par Siciliano et
Book (1988) a l'aide des méthodes de perturbations singuliéres.

Balas (1978), (1982a), (1982b) utilise 1la méthode des perturba-
tions singuliéres pour les systémes & paramétres distribués de 1la méme
maniére que pour les systémes de dimension finie. Lions (1978) utilise
quant & lui des méthodes asymptotiques plus générales. Leurs méthodes sont
appliquées entre autres aux systémes & diffusion de chaleur et les modéles

de structures mécaniques flexibles (satellites).

A - Les manipulateurs a articulations flexibles

De récents travaux ont montré que 1'applicabilité des algorithmes
de commande qui supposent un modéle rigide pour le manipulateur est limitée
pour les robots réels, ces derniers n'étant jamais parfaitement rigides.
Par exemple, la plupart des robots sont commandés par des moteurs & courant
continu ou non en série avec un réducteur de vitesse. En général, il en
résulte une basse fréquence peu amortie dans la réponse en boucle ouverte
du robot. Ceci impose des limitations au niveau de la bande passante de
1'algorithme de commande supposant un modéle rigide, ainsi que des pro-
blémes de stabilité.

Les concepts de 1linéarisation par retour, perturbations singu-
liéres, espaces invariants et commande composite, sont les mieux adaptés

pour ce genre de probléme, Marino et Spong (1986).

Nous prenons l'exemple d'un bras manipulateur sur lequel le con-
cept d'espaces invariants est utilisé (méme manipulateur que dans 1l'exemple
1) Khorasani et Spong (1985).
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Exemple :

Cet exemple tient compte des frottements et du rapport de réduc-

tion au niveau du moteur.
En notant z = k(8,-6) = k(6, + 1/n8 ),
B1 le frottement au niveau de la barre,

B, le frottement au niveau de 1'arbre moteur,

(I.3.102a) J1§1 + Blé1 + Mg sin 8, + z =0,

. . 1
(I.3.102b) J 8, + BB, + —2z = u.
n
Sachant que les variables rapides sont les forces élastiques aux

joints, ainsi que leur dérivée par rapport au temps, les variables retenues

X, =6

pour la mise sous forme équation d'état seront X, = 3] 12 w?

X,y = 2 et X,, = €z avec € =

il

A partir de I1.3.102), il vient :

12

(I.3.103a) <

X1 T T 81X, = 8%, +bu

€xX,, = X5,
(I.3.103b) =<
fxzz = - aX, - X, - £a,X,,- a,sin(€?x,, - a7x11)+ b,u
avec a 2 L 2 a
H = — = a8, = =——— -
177, =TT 3703, o
. 1,1 . B, Mg
s = — = — a6=—
n?J_ Iy A Jy
1 1 1
b = — = = e
13 b, nJ & %3
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Le modéle rigide, ou modéle non corrigé, est obtenu en faisant

€ = 0. L'espace lent non corrigé obtenu est défini par :

( 1
- z: [a3x12+ a,sin (a7x11) + b,u]

»
"

(I.3.104a) <

(K22 = 0
r’.‘u = X2

(1.3.1000) 9. 2,8, 83 ab,
X, = -(a, + —;:— )x, ,- + sin (a7x11) + (b~ o u

a

Les variables rapides x,, et x,, ne sont pas directement liées &

21 22

1l'espace lent. Les variables rapides exactes se déplacent par rapport a cet
espace. Cette déviation est représentée par deux nouvelles variables ra-

pides M et m,.

- 1 3
N, =Xy, - ;: [a3x12+ agsin (a7x11) + b,u]

(I.3.105)

M = X5

La correction au premier ordre de ce systéme consiste & calculer
eﬁl, eﬁz, 4 annuler les termes en €? et calculer m, et m, en fonction de

X,, X, pour €m, = 0 et &€n, = 0.

I1 vient.:

( a,a.a a
m, = -€2(-1 + €? 225 )'1;5—F-0
aj 4
(1.3.106) <
a,a,a
m, = €(-1 + €2 3'5)'11‘
k 2

I" est une fonction non linéaire de X,; X, €t u.

Or 1'équation I.3.103a) ne dépend que de X,,, et m; = 0. La correc-
tion au premier ordre du sous-systéme lent est identique & celui du modéle
rigide. Pour cette raison, il est nécessaire d'effectuer une correction au

second ordre.
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Remarque : I1 peut étre facilement montré que toutes les corrections d'or-

dre impair sont nulles.

La déviation des nouvelles variables rapides w, et m, par rapport

4 l'espace lent corrigé se traduit par :

( a,a.a a
nlc = -nl + 82(—1 + 82 —i—zL )‘1 -ir
2 a
aj 4
(I.3.107) ﬁ
a,a.a
L =ﬂl12-~‘='(-1+«$"‘—83—5--)'1 r
2
ay

L'espace corrigé du second ordre est obtenu en éliminant les ter-
mes €3, et donc en faisant €n,_ = O et €m,_ = O et en calculant m,_, M, en

fonction de X, X, et €.

Les calculs étant assez complexes sont omis. Cette méthode utili-
sée par Khorasani et Spong (1985) semble donner de trés bons résultats pour
le calcul de 1la commande et au niveau de la précision de la dynamique du
modéle. Il semble néanmoins que pour des modéles plus complexes, les cal-

culs apparaitront vite trés compliqués.

Spong et al. (1987) ont utilisé le concept d'espace invariant pour
le méme modéle mais directement sur les équations différentielles du second
ordre, donc & partir de 1la formulation Lagrangienne. Ils montrent que la
stratégie de commande est la somme de la commande calculée pour le modéle

rigide et d'une commande de correction tenant compte de la flexibilité.

En fait, ces deux stratégies sont identiques. Un calcul rapide
montre que dans 1l'espace d'état, la correction au premier ordre sera tou-
jours nulle et que la correction au second ordre sera équivalente & la cor-
rection au premier ordre pour 1le systéme écrit sous forme d'équation de
Lagrange (équation différentielle du second ordre). Il parait donc judi-
cieux, pour ces systémes dynamiques, d'utiliser directement 1la forme de

Lagrange.

B -~ Les manipulateurs & flexibilité distribuée

Les équations dynamiques du manipulateur flexible sont déduites de

la méthode des modes supposés de Lagrange. Le modéle réduit est basé sur la
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méthode des perturbations singuliéres, ol les variables rapides sont les
forces élastiques et leur dérivée Siciliano et Book, (1982). Une commande

composite est utilisée pour ce systéme.

Les équations de mouvement non linéaires, pour le manipulateur a n
degrés de liberté comportant n bras flexibles utilisant 1'approche de Book
(1984) sont :

a fl(qfé) gl(qoé'sog) 0 u
(1.3.108) M(q,g) + + + =
8] |£,(q.9) g,(2,9,8,8) k& 10
avec M matrice d'inertie ;
q = (q qz...qn)t est le vecteur des variables articulaires ;
§ = (811812...81m1 821...82m2...8nmn)f est le vecteur des varia-

bles de déformation ;-

f, et f, sont les vecteurs contenant les termes de gravitation
(seulement f1)v de Coriolis et centrifuges. f, apparait dans
le modéle rigide ;

g, et g, sont les vecteurs tenant compte des interactions entre
les variables articulaires (et leur dérivée) et les varia-

bles de déformation (et leur dérivée) ;

K = diag (kll"'klm1’k21""k2m2"'knmn) est une matrice diagonale
contenant les coefficients de raideur constants des ressorts
de flexion ;

u = (-rl,...'rn)t est le vecteur de commande des forces générali-

sées appliquées aux n articulations.

Etant donné que M est définie positive, elle peut é&tre inversée :

(1.3.109) M- H11[nxn] H12[nxm']

I
-
"

Hyila'xn] He2fn'xn’]

L'équation I.3.108) s'écrit :
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- H,f -H,f, -H,8 -H,8 -H, K +H, u

ey
"

1272

(I.3.110)

§ =H, f, -H

215, £, - Hy,g - Hy,g - H,,K8 +Hy  u

22

.Ce systéme dynamique contient n+m' coordonnées généralisées mais
seulement n commandes d‘entrée. La synthése d'une commande par retour
d'état non linéaire n'est donc pas aussi simple que dans le cas d'un modéle
rigide. Une méthode est d'ajouter des actionneurs le long de la structure
Balas (1978). Nous développons la méthode des perturbations singuliéres
Siciliano et Book(1988) conduisant & une commande composite de ce genre de

modéles dynamiques.

I1 est possible d'utiliser la méthode de perturbations singuliéres
directement sur l'équation I.3.90) en mettant en évidence un petit facteur
€, mais étant donné que la plupart des théorémes sont connus pour les sys-
témes mis sous forme d'équations d'état, nous adopterons la deuxiéme solu-

tion, ce qui n'est évidemment pas indispensable.

. Supposons que 1les ordres de grandeur des k, sont comparables,

c'est-a-dire :
(I.3.111) k, = k k, i=1,...n".

Les nouvelles variables (forces élastiques) peuvent étre définies

par :
(I.3.112) g : =k K §
avec K = diag(ﬁl,...ﬁm.).

= = - = £F 2 _
En notant x,, =4, x,, =q, X,, =&, X,, =€, et €° =1/k et en

utilisant I.3.110), 1l'équation d'état du systéme dynamique devient :
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X1 ® %42
X0 F -H11(x11,82x21)f1(x11,x12) - Hyp(x,,82%,, ), (%, 4,%,)
(I.3.113a) -Hy, (%5, ezle)gl(xll,x12,£2x21,8x22)

- 2 2
Hyo (%), .8%%,,)8, (%1 ,%, 5,8 Xyy 06X,5,)

-H, (%), .€%%,, )z, + H11(x11'82":.>1)u

' o
E€xX X

21 22

Sizz = 'H21(x11'82x21)f1(x11’x12) = sz(x11'azxzi)fz(x11'x12)
(1.3.113b) < -H,, (%, €2%,,)8, (X, %, ,,8%%,, ,€X,,)

- 2 2
Hy, (%, 1.8%%,, )8, (X, 4%, 5 ,8%%,, ,EX,,)

- 2 2
Hy, (%), .€%%,, )%, + Hy, (x,,€°%,,)u

Les variables lentes sont x,,(i = 1,2) et les variables rapides
sont xzi(i = 1,2). Le sous-systéme lent, correspondant au modéle rigide,

est obtenu en faisant € = 0 dans I.3.113).

X522

(I.3.114a) s

5 -
it

122 = MiT (xp10) [F (% 50.% ) + ugl

'Héé(xlll'o)[ﬂz1(x11£’0)f1(x11l’x1zl)+H22(x11l'0)f2(x11£'x121)
+ H (x ,ero)g (x ‘e,x .eoooo)
(1.3.114D) - : Hz1( 11 ) 1( 11£°%12 00) + H( oyal
22 \X1 1 89 VIB Ky 20Xy 540Ys 21 %1, ¢,V

\X,,¢ = 0

f1 est donc exactement la fonction de q et é apparaissant dans le

modéle du bras rigide.

Pour obtenir 1le sous-systéme rapide, il suffit d'introduire
1'échelle de temps rapide T = t/€ et de faire € = 0 dans les équations.
Bien entendu, x,, et x,, n'ont pas de composantes rapides, c'est-a-dire

=0, x = 0.

x 12r

11r
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. En notant x = X = Xy,8y €C X, =X, = X, = X,,, €t sachant

21r 21
que g, (x,,, x,,, 0) et g,(x,,,x,,,0,0) sont nuls car par définition ces
termes représentent des produits de x,, et/ou X, , avec des termes 82x22

et/ou €x,,, il vient :

dler _
ar | Yaer
(I.3.115)
dx22r
ar “H,, (%,,2,0)%,,, + Hy (%, £,0) (u-up)

Ce systéme est un systéme linéaire paramétrisé par les variables
lentes x,,,. Une stratégie de commande peut étre effectuée sur ces deux
sous-modéles. Si le terme € n'est pas suffisamment petit, la méthode d'es-
paces invariants peut étre utilisée, Siciliano, Book et De Maria (1986). Le
désavantage de cette méthode est qu'elle nécessite de nombreux calculs for-
mels et des dérivations sur des équations différentielles trés non

linéaires.

C - Quelques remarques

Des travaux trés intéressants ont été proposés pour résoudre les
problémes des flexibilités des bras manipulateurs, aussi bien en ce qui
concerne la flexibilité 1localisée que la flexibilité distribuée. La pre-
miére méthode, celle des perturbations singuliéres, semble performante
lorsque deux ensembles de dynamiques bien distinctes sont mises en évi-
dence. Une commande composite classique, Kokotovic et al. (1986) peut faci-

lement étre implantée.

Lé méthode des espaces invariants permet de garder un modéle de
méme dimension que celui du systéme rigide. L'avantage est que l'erreur
peut étre rendue aussi petite que l'on désire. L'inconvénient, trés impor-
tant, est qu'elle nécessite des calculs fastidieux tels que dériver des
équations fortement non linéaires. Un 1logiciel de calculs formels semble

nécessaire dans ce cas.

De plus, la formulation des équations dynamiques (Lagrange,
Hamilton, ete...) introduit a priori des approximations sur les modes wvi-
bratoires des bras flexibles. I1 semble donc important de prendre en compte

les effets des modes élevés sur les modes lents dans les modéles retenus.
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Dans cette partie, nous avons rappelé quelques méthodes de simpli-
fications de modéles, ceci pour plusieurs domaines d'applications. Il nous
a semblé préférable de ne s'intéresser qu'aux méthodes ayant un intérét

dans les parties suivantes du rapport.

Pour conclure, nous dirons que 1le terme € introduit dans la mé-
thode des perturbations singuliéres n'a pas forcément un sens physique. I1
peut étre introduif artificiellement et é&tre proche de 1. Ceci est fréquent
dans les modéles dynamiques d'avions par exemple Calise, (1976). Les résul-
tats obtenus sont relativement bons et ont surtout 1'intérét de simplifier
les modéles en vue de calculs temps réels qui seraient, dans certains cas,

impossibles avec les modéles complets.

CONCLUSION

Un rappel succinct de certaines méthodes d'analyse et de mise en
évidence de certaines propriétés des systémes dynamiques a été fait a
l'aide de la représentation d'état et de fonction de transfert, Rosenbrock
(1974).

Etant donné que la propriété de structure d'un systéme dynamique
est fondamentale, nous avons rappelé quelques méthodes d'étude des proprié-
tés structurelles, telles que la commandabilité et 1l'observabilité. Celles-
ci sont en général basées sur les concepts de graphe de structure, Lin
(1974), ou de matrice de structure, Shields et Pearson (1976).

Quelques méthodes d'étude des systémes dynamiques & deux échelles
de temps ont été présentées. Une attention particuliére est apportée & la
méthode des perturbations singuliéres qui consiste & réduire 1l'ordre du
systéme tout en conservant une bonne approximation du systéme global. Deux
points importants sont abordés. Le premier se traduit par 1la mise sous
forme singuliérement perturbée du modéle et le second par l'utilisation de

ce modéle en vue de la commande.

Ces notions seront reprises et adaptées aux modéles représentés par

bond-graph.
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INTRODUCTION

Dans 1la premiére partie du rapport, nous avons rappelé quelques
notions fondamentales sur la représentation des systémes. La représentation
d'état semble étre en général un bon outil pour 1'analyse des systémes
dynamiques. Une autre formulation, appelée modéle bond-graph, Karnopp et
Rosenberg (1975), est une étape intermédiaire entre la description physique
d'un systéme dynamique et la phase de construction d'un modéle mathématique
par représentation graphique des échanges de puissance entre les différents

constituants du systéme.

Cependant, le modéle bond-graph d'un systéme peut é&tre utilisé
directement comme outil graphique pour l'analyse des propriétés du systéme
dynamique. Pour cela, nous disposons de la causalité, qui exprime la rela-
tion de cause & effet entre les différents éléments et de la structure de
jonction qui nous donne des renseignements primordiaux sur la structure du

systéme.

Dans une premiére partie, nous rappelons succinctement quelques
notions de la méthodologie bond-graph. Ensuite, nous définissons un nouvel
outil appelé bond-graph réciproque qui se déduit graphiquement du modéle
bond-graph. Il sera wutilisé pour 1les découplages des dynamiques des sys-
témes multi-échelles de temps.

L'analyse des propriétés structurelles d'un systéme dynamique est
particuliérement aisée a l'aide d'un modéle bond-graph, car ce dernier con-
tient toutes les informations nécessaires pour une telle étude. L'objet de

la troisiéme partie est de formuler les différentes méthodologies.
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I - LE BOND-GRAPH

Introduction

La notion de bond-graph a été introduite par Paynter (1961) pour
représenter les échanges de puissance entre les différents éléments d'un_
systéme. Cette méthode de représentation connait actuellement un développe-
ment rapide car elle peut étre utilisée dans de nombreux domaines physiques

pour des buts divers.

Karnopp et Rosenberg (1975),(1983) ont introduit les éléments
essentiels pour 1l'appréhension de cette méthode.ll serait trop long de pré-
senter tous les travaux faits dans ce domaine. Une liste bibliographique
trés intéressante peut étre trouvée dans Bos et Breedveld (1985).

Nous pouvons remarquer qu'une nouvelle définition du bond-graph en

tant que bond-graph généralisé est proposée par Breedveld (1984).

Une présentation des différents éléments constituant un modéle
bond-graph ainsi que 1la méthode de mise en équation fera l'objet de cette
partie. La méme formulation a été adoptée dans Sueur et Dauphin (1989),
(1990) .

I.1 - Modélisation par bond-graph

Un bond-graph est composé d'éléments de bases, associés aux portes
I et C (stockage), R (dissipation), S, et S, (sources). Les éléments 0,1,TF
(transformateur) et GY (gyrateur) composent la structure de jonction, qui
échange 1la puissance entre les différentes parties du systéme dynamique et

qui doit satisfaire la conservation d'énergie.

La Figure II.1.1) représente la forme bloc-diagramme avec les dif-

férents vecteurs composant les variables bond-graph.
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Sources

L

X
C1 é Structure de Jonction
2 O 1 TF GY
'Jéy
Detecteﬁrs

Figure II.1.1) Bloc-diagramme de la structure de jonction d'un modéle
Bond-Graph.

I.2 - Mise en équation

a) Equation d'état

Le bloc-diagramme de la Figure II.1.1) est représenté par
1'équation

kl S;: Si2 Sy5 Sy il
(IL.1.a) fg [=[S;; 0 S5 S,y o
v S;y 0 Sy Sy |out
: u
(II.1.1b) 2z, = -S;, z, + G, u.

Les O dans la matrice de structure indiquent que les éléments ré-
sistifs ne sont pas directement causalement liés aux éléments en causalité
dérivée, ce qui est toujours possible et que le vecteur de sortie ne s'ex-
prime pas explicitement en fonction des variables associées aux éléments
en causalité dérivée, ce qui est une hypothése simplificatrice en général

vérifiée.

Le vecteur x contient les variables d'énergie p (pour les éléments
I) et q (pour les éléments C). Les indices I et D correspondent respective-

ment aux éléments en causalité Intégrale et en causalité Dérivée.



=

77

x, ER u €R y ER

x, € R d, €EF

Nous avons les propriétés suivantes :

S,5 = -S%, o
(I1.1.2) 4S,, = -St,
S,5 = -S%,

Les lois élémentaires associées aux composants sont :

out =L din
(II.1.3) 92, = F; x;
z, = F, x

L, F, et F, sont des matrices carrées, diagonales lorsque les mul-

tiports sont décomposés en ports simples.

z, et z, sont les vecteurs associés aux variables de co-énergie.

1
dout, respectivement din, sont les vecteurs comportant les varia-

bles sortant, respectivement entrant, dans le champ résistif R.

Pour simplifier les calculs, nous supposerons que G, = 0. Cette
hypothése signifie que les entrées ne sont pas directement causalement
liées aux é&léments en causalité dérivée. Dans le cas contraire, un systéme
d'équations différentielles du premier ordre est obtenu, od la dérivée du
vecteur entrée u apparait. L'élimination de cette dérivée se fait par sim-

ple changement de variable.

Les équations d'état et de sortie déduites de II.l.la) et II.1.1b)

sont :
’-
X, = A X, + Bu
(II.1.4a) < A= [Id+s12F518§2Fx]_1 [Sll+SI3L(Id-SZ3L)-IS21]FI
avec
B = [1,+5,,F; SE,F; |7 [S1448,5L(1,78,5L) 1S,
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y =Cx, +Du

Q
i

(I1.1.4b) < [S3l+S33L(Id-Sz3L)°1821]FI

avec

o
[

\ [s3a+s33L(Id-sz3L)-132A]

Le systéme d'état obtenu est modélisé dans la base Qﬂo D'autres

formulations permettent de ne garder qu'une variété de variables.
Le vecteur d'état est décomposé en :

- [

ol p est le vecteur des variables p, et g le vecteur des variables q.

pER!
aER?

avec m + m2 = n.

u
Le vecteur d'entrée est décomposé en u = [ °], ou l'indice e est
uf
associé aux efforts et l'indice f aux flux.

L'équation d'état peut s'écrire :

é App qu P Bpe Bpf v,
(I1.1.5) |7| = +
a qu Aqq 9 qu qu Ue

Les nouvelles matrices sont, bien entendu, obtenues a partir des

matrices A et B.

D'autres formulations, déduites de cette équation, peuvent étre
développées, pour obtenir par exemple le modéle d'état dans 1l'espace de

phase, comme il sera indiqué par la suite.
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b) Equation différentielle du second ordre

A 1l'aide de 1l'équation II.1.5), nous pouvons obtenir deux équa-
"tions différentielles du second ordre suivant le changement de variables
effectué Margolis et Young (1977).

Le premier consiste & introduire un vecteur de déplacement x

défini par :

(II.1.6) x = M 1p,

ol M est la matrice de masse du systéme. M sera généralement égale & :
(I1.1.7) M = (F;! + 5, F;' S},

PP

ou les matrices définissant M sont réduites au vecteur p.

(IT.1.8) Mx + Rx + Cx = B j u dt

_f u, dﬂ

C=[a A Ata -4 & ]M

| P2 99 P9 PP Pq qp

avec

=e ]
]

i 1L
| BraBaaPsa App]M

B=[B_.P,,B, (B -A A'B  ).A (B ,-A A:lB )]

| pe’ pf’ palqe “gqa pgpe’’pg 99" pq PT

Une condition est que qu soit inversible. Si qu n'est pas car-

rée, alors A;; sera la pseudo-inverse de qu. Celle-ci n'existe pas

nécessairement.

La deuxiéme méthode consiste & introduire un vecteur 4'impulsion y
défini par :

(II.1.9) y =K g

K sera la matrice de raideur du systéme. K sera généralement égale

o
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(II.1.10) K = (F;1+312F515§2)'1

qq

oi les matrices définissant K sont réduites au vecteur q.

Nous obtenons une équation différentielle semblable a 1la

précédente.

c) Equation de phase

A partir des équations différentielles du second ordre, nous pou-
vons aisément déduire une représentation dans l'espace de phase, en choi-
sissant comme vecteurs état x et x. Nous obtenons un systéme de dimension

2m1.

Une formulation analogue avec les vecteurs état y et & donnera un

systéme de dimension 2m,.

Nous avons présenté différentes formulations mathématiques de mise
en équation a partir d'un modéle bond-graph linéaire. Celles-ci seront uti-
lisées dans la suite du rapport. Nous supposons que le lecteur sait cons-

truire un modéle bond-graph et qu'il connait les principes de la causalité.

II - LE BOND-GRAPH RECIPROQUE

Introduction
i
La notion de bond-graph réciproque a été introduite par Dauphin
Tanguy (1983), Dauphin Tanguy, Borne et Lebrun (1985). Celle-ci, associée
aux méthodes de perturbations singuliéres, permet d'obtenir une meilleure

précision sur le systéme rapide.

Sueur et Dauphin (1989) ont proposé une définition plus générale.
Celle-ci s'avére étre un outil performant pour le découplage des systémes

dynamiques amortis.

Nous proposons dans cette partie de présenter les méthodes d'ob-
tention du bond-graph réciproque ainsi que certaines de ses propriétés. Une

généralisation aux systémes non linéaires sera envisagée.
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II1.1 - Bond-graph réciproque d'un systéme linéaire

a) Définition des nouvelles variables

La transformation réciproque est un outil mathématique qui inverse
les dynamiques non nulles d'un systéme. Elle a été présentée pour les
modéles fréquentiels par Hutton et Friedland, (1975).

Définition 1I.2.1)

Le signal réciproque de g(t) noté g(t) est caractérisé par sa

transformée de Laplace G(s) obtenue de G(s) par la relation :
- 1 1
(II.2.1) G(s) = =G (=)
s s
ou G(s) est la transformafion de Laplace de g(t).

A l'aide de cette définition, les variables réciproques des varia-

bles généralisées du bond-graph et leurs lois constitutives sont obtenues

per (p = f edt P(s) = 1 E(s) ~
e s g P(s) = E(1/s) = s E(s)
q = J. £dt Q(s) = = F(s) Q(s) = F(1/s) = s F(s)
(11.2.2) 4. . 1 f .9 1F
e == % fdt = ¢ E(s) = - és) = Qés) _ . - -
f=Ce ¢ F(s) = sC E(s) } R E(s) = E Fls) = E Q(s)
> — —
17 P 1E P ~ -~ -~
Fac] eat=2 F(s) =-S-—%f)-= is) F(s) =%E(s) =%P(s)
e=1F¢ ) E(s) = s I F(s)

\
ou 2 et R représentent respectivement la transformation de Laplace et la

transformation Réciproque.

La table II.2.1 rassemble les relations fondamentales du bond-
graph et leur forme équivalente dans le bond-graph réciproque en introdui-

sant les nouvelles variables réciproques comme :

F=p P=Ff ©©t=1/r ¢C=1/c R-=1/R
(11.2.3)
E=gq Q=e g=1/g I=1/1 G =1/G
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Ces relations nous permettent de donner la définition suivante du

bond-graph réciproque :

Variables Nouvelles variables
réciproques réciproques
e,=e, =...= e 51 = .. = En F, =F, = ... = F
Jonction O
fo+f,+...4f = al+ . +an= E +E +...+E =0
f,=f, =...= f q = ... =gq E, =E, = ... = E,
Jonction 1
e, +e,+...4e = D,*+ ... *+ D= F, +F, +...+F_ =0
| | e = 1/C.q | q=Ce | |
|Elément C | | | E =1/C.Q l
| I f=Ce f=ce
I I f=1/I.p | p=1IF I I
|Elément I | 1 | F=1/1I.P |
e=1If e=IF
e=Rf p=Raq E=RF
Elément R
f=Ge q=Gp F=GE
e, =re, 51 =r 52 E =r E,
Elément TF
t“.‘,=~rf‘1 qQ, =raq, F, =r F,
e, =gf i;z =8 51 E = g F,
Elément GY
e, =gf, S1 =g a2 E, = g Fy
Source
| d'effort | S, =e | fi;dt | det=sF |
Source
| de flux | s, = £ 1 [ Ga | fEdt=SE ;
| | | | |

Table II.2.1 : Eléments bond-graph et bond-graph réciproque et relations

Jondamentales.
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Définition 1I1.2.2)

Supposons un modéle bond-graph acausal. Le bond-graph réciproque
est caractérisé par :
- une structure de jonction duale du modéle initial,
- des éléments de module inversé,

- des sources et des détecteurs duaux.

b) Propriétés

Nous allons donner quelques propriétés concernant la structure de

jonction du bond réciproque ainsi que des propriétés causales.

Soit 1le bond-graph du modéle initial sur lequel nous imposons la

causalité intégrale.
Nous notons:

x, le vecteur comportant les éléments ayant une causalité dériveée.

X
I
X, = [x 1] le vecteur comportant les éléments ayant une causalité
I
2

intégrale.

1, est le vecteur état associé aux éléments restant en causalité intégrale

lorsque la causalité dérivée est imposée sur le bond-graph.

X

Propriété I1I.2.1)

Un modéle bond-graph en causalité dérivée et son bond-graph réci-
proque en causalité intégrale ont la méme matrice de structure de jonction,

avec des vecteurs entrée et sortie duaux.

Cette propriété est directement déduite de la définition du bond-

graph réciproque.

La Table II.2.2 donnent quelques propriétés causales du bond-graph

réciproque.
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Bond-graph initial | Bond-graph réciproque

|

Causalité des éléments de stockage

Vecteur état

D

x € Rt Intégrale | Dérivée
I
x, €ER-* Intégrale | Intégrale
2
|
x, €R? Dérivée | Intégrale
I

Table II.2.2 : Propriétés causales du Bond-Graph réciproque.

I1.2 - Mise en équation

Nous allons caractériser les équations dynamiques du systéme réci-
proque en fonction de celles du systéme initial. Certaines propriétés sont

démontrées dans Sueur et Dauphin (1990).

Théoréme I11.2.1)

Soit un modéle bond-graph n'ayant pas d'éléments en causalité dé-

rivée caractérisé par les équations :

il = A x, +Bu
4) N . ,
(II.2. ou A est supposé inversible
y =Cx; +Du
Les équations d'état et de sortie du bond-graph réciproque sont :
x =A% +Ba
(11.2.5)

«t
i
(@1}
t R
+
ot
(=R}
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ol u et y sont respectivement les vecteurs d'entrée et de sortie récipro-
xI

le vecteur d'état réciproque, avec :

a1
|

(e}
|

= FIA-lFII =C A-1F§1
(I1.2.6)

D - CA™!'B

ot
b

o

"

- -1
= -F,A"'B

Démonstration Annexe 1.

-

Les valeurs propres de la matrice d'état réciproque A ont un

module inverse des valeurs propres de la matrice d'état A.

Propriété 11.2.2)

Soit un modéle bond-graph quelconque. Quelques propriétés des
valeurs propres de 1la matrice d'état réciproque sont rassemblées dans la
Table II.2.3.

| Bond-graph Initial I Bond-graph Réciproque
I I
IXI1 € Rt | n=t+(n-t)| t valeurs propres | t équations | pas de
| | équations | nulles | algébriques | dynamique
| [différent. | : I |

|x12€ R°-t|du premier|(n-t) v.p.non nulles|(n-t)+d équat.|(n-t) v.p.non nulles

| | ordre | AL sdy e, A

| différent.
du

-t I/ oo 1/

| | algébrigq. |

I I I

I
I I
IxD €ER* | d équat. | pas de dynamique. | 1°F ordre | d v.p. nulles
I I
I I

Table II.2.3 : Propriétés dynamiques du bond-graph réciproque.
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Remarque :

La transformation réciproque peut é&tre un moyen de calculer 1'in-

verse d'une matrice.

Nous calculons la matrice de transfert du bond-graph réciproque

pour A inversible et pour un modéle ne contenant pas de causalité dérivée.

(11.2.7) W_(s)

[}
Q
“u
—

i
=

o
oo
+
o

(c atF7?) (s 1.-FatF?) (—FIA-ls) + D-C A"1B.
Aprés quelques calculs, nous avons :

(11.2.8) W_(s) = € E - A]'1 B + D.

I1 apparait que Wr(s) # W(s). En fait, Wr(s) = s W(s). Le coeffi-
cient s se justifie par le fait que le bond-graph réciproque contient des

sources d'entrée en tant qu'intégrale de flux et d'efforts Table II.2.1.

Exemple :

Soit le bond-graph d'un réseau électrique, représenté sur la
Figure 1I.2.1) :

C :C; R + Ry C :Cy R 'R, C :C3
\

\
[ | [
Sk :Stb—= 0 —=11} /0\ > /(2 ~R:R;
55;1:552 SS;;iSFB

Figure II.2.1) : modéle bond-graph.

Le bond-graph réciproque est représenté sur la Figure II.2.2).



£
Sm:Se =] =1 /=4 /=O /{’l {R:R;
Y ~
86:51:2 SC:SB

Figure II.2.2) : bond-graph réciproque.

G, =1/¢
avec : R, =1/R,
‘s'l,i“=J‘ S, dt

I11.3 - Généralisation aux systémes non linéaires

La transformation réciproque n'existe pas a priori pour les systé-
mes non linéaires étant donné que la fonction de transfert qui sert de

point de départ pour la définition n'est pas définie.

Par contre, nous avons montré que cette transformation pouvait se
généraliser & un systéme linéaire quelconque, ceci & 1l'aide d'un modéle
bond~graph. Celle-ci peut se faire de maniére graphique. Nous pouvons donc
faire complétement abstraction de la définition initiale du systéme

réciproque.

Nous dirons que le systéme réciproque est défini par son bond-
graph réciproque. I1 est donc possible d'étendre la définition aux systémes
non linéaires. Celui-ci n'étant qu'un intermédiaire dans le processeur
d'étude du systéme dynamique (pour 1le découplage par exemple), le modéle
mathématique n'a pas & étre considéré. Les problémes numériques associés a

ce modéle n'existent donc pas.

Nous ne ferons 1l'étude de quelques systémes non linéaires

particuliers.

a) Non linéarité de la structure de jonction

Le cas le plus simple de non 1linéarité se traduit par 1la non
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linéarité des éléments de la structure de jonction. Seuls les modules des
transformateurs et gyrateurs sont non linéaires.De nombreux modéles de sys-
témes dynamiques entrent dans cette catégorie, par exemple les modéles de

robots avec actionneurs électriques.
Pour ces systémes, 1le bond-graph réciproque s'obtient de la méme
facon que pour les systémes 1linéaires. Une attention particuliére est a

apporter lorsque les modules des transformateurs et gyrateurs s'annulent.

b) Non linéarité des relations constitutives

Ces non-linéarités concernent les éléments de stockage d'énergie
(I,C) et éléments dissipatifs R.

Nous avons par exemple les relations :

£ = h, (p)
(11.2.9) e = h,(q)
f = R(e)

Une autre fagon d'écrire ces relations est :

( (p)
ek
p I
(I1.2.10) qe = P, (a) q=2
q C
R
£ a (e) o= &
\ e R
Nous avons donc :
/
I=—2
h, (p)
q
(II.2.11) <C =
h, (q)
_ e
(| R(e)
Bien entendu, ces relations ne sont pas définies pour
h,(p) = h,(q) = R(e) = 0. Dans ce cas, certains flux f et efforts e sont

nuls. Comme nous 1'avons remarqué précédemment, nous ne nous intéressons

pas aux problémes numériques qui existent dans certains cas particuliers.
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Le bond-graph réciproque sera défini a 1l'aide des nouveaux

éléments :
(. b, (p)
I=—
P
s
(11.2.12) {5 . 2{¥
°
~ R
§ - o)
| e

Nous ne développons pas plus cette partie. Il apparait clairement
que les relations entre les équations différentielles du systéme initial et
du systéme réciproque ne sont pas immédiates.Néanmoins, lorsque seule la
structure de jonction est non linéaire, il est possible de trouver une
caractérisation semblable aux systémes linéaires, si toutefois nous n'avons

pas de causalités dérivées.

III - PROPRIETES STRUCTURELLES DES SYSTEMES LINEAIRES MULTIVARIABLES
MODELISES PAR BOND-GRAPH

Introduction

Comme nous l'avons indiqué dans le précédent chapitre, il est sou-’
vent nécessaire de connaitre certaines propriétés structurelles d'un sys-
téme dynamique avant tout calcul numérique. Cette analyse fait partie inté-

grante de la conception de systéme.

Une remarque concernant les méthodes existantes tend & prouver que
celles~-ci ne sont pas forcément simples d'utilisation et surtout qu'elles
perdent parfois certaines informations importantes. Ces informations sont
perdues lors de l'écriture du graphe de structure (ou matrice de structure)
représentant la structure du systéme. Ceci est dG au fait que la construc-
tion se fait en général a partir de 1'équation d'état, qui n'explicite pas

totalement toutes les relations constitutives du systéme étudié.

Les propriétés de 1la structure d'un modéle bond-graph ont fait
l'objet de nombreuses études. Nous rappellerons les principales propriétés

mises en évidence par différents auteurs.
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Nous nous proposons d'utiliser le bond-graph en tant qu'outil pour
1'étude des propriétés structurelles. Celui-ci s'adapte tout particuliére-
ment bien & ce genre d'étude, car sa structure de jonction posséde toutes

les informations nécessaires a une analyse rigoureuse.

Les méthodes développées ont été présentées dans Sueur et Dauphin
Tanguy, (1989),(1990).

Nous faisons d'abord 1'analyse du rang de la matrice d'état et de
la matrice de structure de jonction. Nous définissons pour cela la notion
de rang structurel d‘'une matrice. Nous en déduisons des conditions néces-
saires et suffisantes de commandabilité/observabilité structurelles. Nous
montrerons que cette notion de propriété structurelle est plus précise que
dans 1la littérature. Le rang structurel est pratiquement toujours égal au

rang réel.
Dans un deuxiéme temps, nous montrerons que l'étude structurelle
peut se faire directement sur le bond-graph, simplement & 1l'aide de manipu-

lations causales.

Enfin, nous mettrons en évidence certains sous-espaces correspon-

dant a4 la décomposition canonique de Kalman.

III.1 - Quelques remarques

Deux approches intéressantes permettent d'étudier les systémes
linéaires. L'une est basée sur les techniques des graphes linéaires,
l'autre sur les techniques bond-graph. Bien que ces deux approches soient
conceptuellement indépendantes, celles sont trés proches du point de vue
méthodologie. Bell et Martens (1974) et Perelson et Oster (1976) ont fait

une comparaison de ces deux méthodes.

Les techniques des graphes linéaires furent d'abord développées
pour 1l'analyse des réseaux électriques. Un graphe linéaire orienté est
extrait du modéle physique pour ne définir que la structure du systéme. Une
différence substantielle entre la construction du bond-graph et celle du
graphe linéaire réside dans le fait que le bond-graph représente le flux de

puissance et non pas simplement la topologie du systéme.

Les bond-graphs sont toujours connectés alors que les graphes

linéaires peuvent étre composés de plusieurs parties. Il est possible de
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convertir un graphe linéaire en un bond-graph. La transformation inverse
est possible, néanmoins plus délicate, car le bond-graph contient les in-
formations d'une maniére plus condensée Ort et Martens (1974). De plus,
lorsqu'un systéme dynamique fait appel & deux domaines énergétiques diffé-
rents, les graphes linéaires n'indiquent plus explicitement la structure du
modéle.

Karnopp (1988) montre que 1la plupart des outils utilisés pour la
représentation mathématique d'un systéme n'exhibe pas nécessairement les
aspects structurels et que le bond-graph est particuliérement bien adapté
pour cette finalité. Néanmoins, des modéles corrects peuvent avoir une
structure obscure, par exemple l'oscillateur modélisé par deux capacités
attachées a un multiport résistif A caractére gyroscopique, ou des structu-
res semblant correctes qui sont fausses. La modélisation reste dans ce cas
le travail le plus délicat.

L'étude des propriétés de la matrice de structure de jonction d'un
modéle bond-graph s'est traduite par quelques articles.

Ort et Martens (1973) ont développé une méthade pour mettre en
évidence 1la relation entre la topologie du bond-graph et les équations

d'efforts et de flux décrivant les contraintes du systéme.

Rosenberg et Moultrie (1980) et Moultrie (1979) calculent le nom-
bre de variables d'effort et de flux indépendantes devant étre spécifiées
pour une topologie donnée avant l'affectation de la causalité. Pour un sys-
téme donné, il est possible de connaitre le nombre de variables d'effort et

de flux intervenant dans les relations entrée-sortie.

Rosenberg et Andry (1979) donnent des conditions de solvabilité,
de la structure de jonction d'un bond-graph contenant des boucles. Ils uti-
lisent pour cela 1la causalité et le concept de gain de boucle causale, a

1'aide des régles de Mason Brown (1972).

Rosenberg (1979) et Breedveld (1984) utilisent la structure de
jonction d'un systéme et le concept de gyrateur essentiel pour savoir si un
systéme dynamique est réciproque, c'est-a-dire s'il peut é&tre décrit par

une fonction de potentiel.

Hogan et Fasse (1988) associent les principes de conservation a la

structure de jonction d'un bond-graph et montrent que, si le principe de
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conservation est garanti pour l'énergie, il ne 1l'est pas nécessairement

pour la charge, la quantité de mouvement, etc...

Suda et Enoki (1981),(1986) établissent les bases théoriques de la
structure de jonction d'un bond-graph et introduisent les propriétés d'ir-
réductibilité, de commandabilité/observabilité structurelles. Néanmoins,
ces études sont faites pour des systémes particuliers, monovariables. De
plus, ils se Dbasent sur des concepts graphiques peu simples &

l'utilisation.

Rosenberg (1987) fait le bilan des méthodes de mise en évidence de
propriétés d'un systéme gréce & la causalité du modéle bond-graph et montre
qu'un pas important reste 4 franchir pour une exploitation plus Jjudicieuse
de celle-ci. Nous espérons que le travail présenté dans la suite du rapport

apporte une contribution dans ce domaine de recherche.

III.2 - Rang structurel de la matrice d'état

a) Définition du rang structurel

Jusqu'a maintenant, nous avons défini le rang, le rang générique
et le term-rank d'une matrice. I1 a été montré que le rang générique et le
term-rank sont toujours supérieurs ou égaux au rang réel. Ceci tend a prou-

ver que ces définitions ne sont pas suffisamment précises.

La structure de jonction d'un modéle bond-graph contient les
informations sur le type des éléments constituant le systéme et sur la
fagon dont ils sont interconnectés, quelle que soit la valeur numérique des
paramétres. C'est pourquoi nous pouvons l'utiliser pour caractériser les

propriétés structurellgs.

Nous proposons une nouvelle appellation : le rang "structurel”.
Celui-ci ne peut é&tre obtenu que pour certaines matrices & l'aide d'un
modéle bond-graph, gréace & des manipulations causales. Le terme structurel

est associé au mot structure de jonction du bond-graph.

Nous montrons que 1le rang structurel est pratiquement toujours

égal au rang réel.

Dans la suite, nous notons :
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- t : le nombre d'éléments dynamiques restant en causalité intégrale lors-
que la causalité dérivée est imposée sur le modéle bond-graph.
- ts(resp.td) : le nombre d'éléments dynamiques restant en causalité inté-
grale lorsque :
(a) la causalité dérivée est imposée sur le modéle bond-graph,
(b) une dualisation du nombre maximal de source d'entrée (resp. de
détecteurs de sortie) est appliquée pour éliminer ces causalités

intégrales.

Nous faisons deux hypothéses. La premiére n'est pas restrictive

mais permet uniquement de simplifier les notations.

Hypothése IT.3.1)

Aucun élément en causalité dérivée n'est directement causalement
1ié avec les entrées (G, = 0) et les sorties (S32 = 0) dans le modéle

initial.

Hypothése I1I.3.2)

3

La structure de jonction linéaire est solvable, c'est-a-dire que
les boucles disjointes et non disjointes sont solvables Rosenberg et Andry
(1979).

Définition II.3.1)

Le rang structurel d'une matrice M est défini comme le rang maxi-
mal de cette matrice en fonction des paramétres libres, en tenant compte
des relations entre ces paramétres.

Nous notons struct-rang (M).

b) Rang structurel de A

Propriété 1I.3.1)

Le rang structurel de la matrice d'état A définie dans II.1.4) est
égal & :

- le rang de la matrice (S,,,S défini dans II.1.1),

11 13)

- n-t.
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Démonstration Annexe 2.
Rem ue

Si 1'hypothése II.3.2) n'est pas vérifiée, il faut garder plus

d'éléments en causalité intégrale, comme le montre 1l'exemple suivant.

La Figure II.3.l1a) représentenle modéle bond-graph.
I:1,

Ci:C<~——0 OF—=C: ¢,

Nl
L

1.5
Figure II.3.1a) : modéle bond-graph.
I:5

[

e
¢, :.C—0 —AC:,
N,

I
Figure II.3.1.b) : modéle bond-graph avec boucle algébrique non solvable.
I:L |

y‘j‘\%o—vl C:c
Nyl
l

1.1,

C1:C~—0

Figure II.3.1c) : modéle bond-graph pour le calcul du rang de A.
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La figure II.3.1.b) représente le méme modéle pour lequel les élé-
ments I et C ont une causalité dérivée. Une boucle algébrique (liens
1-2-3-4) est introduite, ayant un gain égal 4 1, ce qui est une condition
de non-solvabilité. Pour éliminer cette boucle, nous devons laisser la cau-
salité intégrale sur les éléments C, et I,, figure I1.3.1.¢). Le rang
structurel du systéme est donc égal a 2.

Dans la suite, nous supposons que les manipulations causales géné-

rent des modéles solvables.

III.3 - Stabilité asymptotique

Propriété II.3.2)

Une condition suffisante de non-existence de stabilité asympto-
tique d'un systéme modélisé par bond-graph est que l'une des deux condi-

tions équivalentes suivantes soit vérifiée.

- I1 existe au moins une combinaison linéaire entre les lignes de
(S11S13)'
- Un élément dynamique, au moins, reste en causalité intégrale lorsque

la causalité dérivée est imposée sur le modéle.

Remarque :
Ces deux conditions indiquent simplement une dégénérescence du

rang structurel de la matrice d'état A, c'est-a-dire que A a au moins une

valeur propre nulle.

III.4 - Commandabilité/observabilité structurelle

Comme nous l'avons déja remarqué, il existe plusieurs définitions

concernant la commandabilité.

Nous développerons dans un premier temps des méthodes mathématique
et graphique pour 1l'étude de la commandabilité en état, puis pour la com-

mandabilité en sortie.

Le terme structurel n'est pas équivalent a celui employé avec la
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méthode du graphe (ou matrice) de structure, car les définitions respec-

tives du rang des matrices sont différentes.

Les notions d'atteignabilité en entrée et atteignabilité en sortie
s'expriment sur le modéle bond-graph comme 1l'existence d'un chemin causal
entre les éléments dynamiques (I et C en causalité intégrale) et les sour-

ces et détecteurs.

a) Propriétés dans 1l'espace d'état

Théoréme 11.3.1)

Le systéme [A B] est structurellement & état commandable ssi :

a) tous les éléments dynamiques en causalité intégrale sont causalement
connectés avec. une source,
b) struct-rang [A B] = n. = ‘Qc; =0

Ce théoréme est simplement une reprise de la propriété I.2.1) don-
nant 1les conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité structu-
relle pour les systémes représentés par les systémes graphes adaptée ici

pour les systémes modélisés par bond-graph.

Théoréme 1I.3.2)

Le systéme [A C] est structurellement & état observable ssi :

a) tous les éléments dynamiques en causalité intégrale sont causalement
liés & un détecteur,
b) struct-rang [‘é] = n. D ‘i)\:O

Nous pouvons faire la méme remarque que précédemment pour la pro-

priété d'observabilité structurelle.

Remarque :

- Les conditions (a) des théorémes précédents peuvent étre simplifiées
par : pour chaque sous-systéme indépendant, au moins un élément
dynamique en causalité intégrale est causalement connecté & une source

(un détecteur).
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- Si deux chemins s'annulent entre eux, le test du rang structurel le

détecte.

- Les variables dynamiques en causalité dérivée ne sont pas commandables
Rosenberg et Andry (1979) et n'ont donc aucun intérét dans cette étude.

Nous proposons une manipulation causale sur le modéle bond-graph

de maniére & déterminer directement le rang structurel des matrices [A B]
A
t ©
€ [c]

Propriété 1I.3.3)

Le rang structurel de [A B] est égal :

- au rang de la matrice (S,, 813 S;4)s
- a (n-t,).

Démonstration Annexe 3.

Propriété II.3.4)

Le rang structurel de [é] est égal :

- au rang de la matrice (S}, S, S§1)'
- a (n-t,).

Démonstration similaire a celle de 1'Annexe 3.

Nous pouvons faire quelques remarques :

si le rang structurel de A est égal a n, alors une seule source (détec-
teur) est suffisante pour commander (observer) 1l'état du systéme (si elle

est judicieusement positionnée).

- si le rang structurel de A est égal a4 n-t, (t > 0), il vient immédia-
tement que t sources au moins (détecteurs) sont nécessaires pour commander
(observer) 1'état du systéme dynamique (t est suffisant si les éléments

sont judicieusement placés).
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b) Exemple

Considérons le modéle bond-graph de la Figure III.3.2a) ou la cau-

salité intégrale a été imposée :

k—
N
—]O

I:Iz C:CI

[>f:l)p2

Figure II.3.2a) : modéle bond-graph en causalité intégrale.

I: Ip) C: C

Figure II.3.2b) : modéle bond-graph en causalité dérivée.

ATF —A1 —AL:5L
7 [>f: Dp
A 41 :1,

- /fF 71 /I:h
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11 y a six variables d'état p, sur I, et q, sur Cj (1 =1,...

j = 1,2). La dimension du systéme est n = 6.

Toutes les variables sont causalement connectées & au moins une

source et un détecteur.
La Figure II.3.2b) représente le systéme ou la causalité dérivée

est imposée. Il reste deux éléments dynamiques en causalité intégrale

(1, (p,), Ih(pb)).Nous pouvons en conclure que :

struct-rang [A] = n-2 = 4

Remarque :
Si a= 1, il y a une boucle causale non solvable. Dans ce cas,
struct-rang [A] = 2. Le systéme n'est plus ni commandable, ni observable.

Cette situation ne sera pas prise en compte dans la suite de 1l'étude.

Une dualisation des sources est faite sur le modéle bond-graph de
la Figure II.3.2b), ce qui donne la Figure II.3.2¢c).

C:c

0+

SEI:Sf} > 1+ 7TF= 7

I;[2 C:c Df:Dpz

Figure II.3.2¢c) : modéle bond-graph en causalité dérivée avec dualisation

des sources d'entrée.

Nous voyons que tous les éléments I et C ont maintenant une causa-

lité dérivée. Nous en concluons que :
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struct-rang [A B] = n.

Ce systéme est donc structurellement commandable en état par les 2
sources.

Le méme principe est utilisé, mais cette fois-ci avec les détec-

teurs, Figure II.3.2d).
C:c
a ]w
A0

SElZSe )lll /iTF

4
OF_—7I:h dql > | /I'h

b C
Se2:Se — ATF —10 — TF —1 +——1:1
| ]

1) ol

I:0n C:¢1 De:Dp

Figure II.3.2d) : modéle bond-graph en causalité dérivée avec dualisation
des détecteurs de sortie.

Tous les éléments I et C ont une causalité dérivée. Nous en con-
cluons que : '

struct-rang [é] = n.

Ce systéme est structurellement observable en état avec les deux
détecteurs.

c) Décomposition de 1'espace d'état

Nous allons mettre en évidence différents sous-espaces d'état
ayant des propriétés intéressantes. Bien entendu, il est nécessaire que la

matrice d'état soit de rang dégénéré.
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- Mise en évidence de relations algébriques

Lorsque nous imposons une causalité dérivée aux différents élé-
ments dynamiques, un choix apparait lorsque au moins un élément conserve

une causalité intégrale.

Les connections causales entre les éléments ayant une cauysalité
intégrale et ceux ayant une causalité dérivée sont directement liées aux
relations algébriques entre les différentes lignes de (S11 S13)°

Si dans (S11 813), plusieurs relations algébriques existent et
sont indépendantes, alors le choix des éléments devant conserver une causa-
1ité intégrale est total. Il n'aura aucune conséquence sur les études ulté-
rieures. Par contre, si les relations algébriques sont liées, nous devons

adopter certaines régles. Nous justifions ces remarques sur un exemple.

Reprenons le bond-graph de la Figure II.3.2b), ol nous imposons la

causalité dérivée pour les éléments dynamiques.
I, est directement causalement connecté a I, et I3 que nous notons :
I~ {12,13} =G,.

I, est directement causalement connecté a I, et I3 que nous notons :
I, ~» {12,13} = G,.

Nous notons :

(o)
.
]

1 = {Il ,Iz ’13}

9]
*
n

2 {Isz3th}

Nous en déduisons que, structurellement, les variables d'état
(pl.pz,p3)et (p2.p3,p4) sont algébriquement liées. Il existe deux relations

algébriques entre les 1lignes de (S 813), celles-ci étant liées car les

11
variables p, et Py apparaissent dans les deux relations.

Nous écrivons 1l'équation de structure de jonction ol apparaissent

bien les relations algébriques entre les variables dynamiques :



. foo0 0o o] 0 -a |0 1] qp;
p, 00 o of-b o |1 of]s
. 1 (a-1) 1 2
o o]= 0—=

?2 I‘c c | c £y
ol o 1 Joolle

(11.3.2) |P3] = 0 | | 4
Py 1 €
a 0b -= ol o o |0 0] le
a c, .

4, | a0 1 0 0 Joo W |

Cette forme n'est pas trés élégante puisque les deux variables p,

et p, apparaissent dans les deux relations algébriques.

Nous proposons une autre maniére d'imposer la causalité dérivée

sur le bond-graph de la Figure II.3.2e).

C:c,

Se1:Se — 11— F — OF——1+—Dt: Dy

| |

0—ATI:y, Ob—1+——1I:],

- —AL: L

Jd
<>
A
—]e
-y

I:n C:c; Drt: by

Figure II.3.2e) : modéle bond-graph en causalité dérivée.

Nous obtenons :

1, - {Ia} = G1 G; = {IloIa}
(II.3.3)

[
«Q

I, - {I,.1,} =

. G = {I,,1;,5,}
Cette fois-ci, seule la variable p, apparait dans les deux rela-
tions algébriques. Nous avons minimisé le nombre d'éléments appartenant en

méme temps & G] et Gj.
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Remarque :

D'autres choix équivalents existent pour le bond-graph en causa-
lité dérivée. Nous pouvons par exemple inverser les causalités de I, et I3,

ou celles entre I, et I,.

- Mise en évidence de sous-espaces non commandables et non

observables

Nous n'étudions que la commandabilité, 1l'observabilité se faisant

de maniére duale.

Lorsque le rang de la matrice d'état A est non dégénéré, nous
savons que le systéme sera commandable en état & l'aide d'une seule source
d'entrée. Par contre, si A est de rang n-t, une condition nécessaire de

commandabilité en état est d'avoir t entrées non redondantes.

Dans un premier temps, nous allons associer un sous-espace non

commandable & chaque entrée.

Soient GI =1i=1,...,t les ensembles associés aux variables qui
introduisent des relations algébriques dans la matrice d'état. Les G; sont
choisis de fagon que G; et G; (Vk # j) aient le minimum d'éléments en com-

mun. Ceci se fait assez simplement lorsque les relations algébriques font

apparaitre peu de variables en commun.

Soient Bj, J 1,...,p les colonnes respectives de B associées a

1l'entrée u, et Cj, j=1,...,q les lignes respectives de C associées & la

J
sortie vy

Hypothése II.3.3)

a) Les entrées et les sorties redondantes sont éliminées, c'est-a-dire que
nous gardons un nombre d'entrées et de sorties de fagon que les rangs de B

et C soient maximaux.

A
b) Si le rang de [A BJ], respectivement le rang de [C.]' est égal au rang
J

de A, alors 1la source d'entrée e respectivement le détecteur de sortie

J,
Yo est éliminé.
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Une méthode d'analyse directe sur le bond-graph sera proposée pour
satisfaire 1l'hypothése 11.3.3).

L'hypothése 1II.3.3) étant vérifiée, il est clair que le sous-
espace non commandable associé a4 l'entrée u, est de rang t-1 car le rang de
[A BJ] est n-(t-1). Ayant t-1 relations algébriques, t-1 variables dynami-
ques ne peuvent adopter 1°‘état désiré.

Pour chaque entrée u;, nous pouvons associer un sous-espace non
commandable de rang t-1. Nous montrons comment obtenir ces sous-espaces a
l'aide du bond-graph. Un choix judicieux et obligatoire fait que 1l'inter-
section de ces sous-espaces nous donne le sous-espace d'état non

commandable.
Prenons d'abord un exemple.

Considérons le bond-graph de la Figure II.3.2e) et dualisons la

source d'entrée S Figure II.3.2f) :

E2°*

c::(jz

I::]é C:; Cq [>f D

Figure II.3.2f : modéle bond-graph en causalité dérivée avec dualisation

de la source d'entrée Sg,.
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Seul 1'élément I3 peut adopter la causalité dérivée. Nous en con-
cluons que S, élimine la relation algébrique dans [A B,] entre les lignes

associées aux variables d'état p,, Py, Py-

La relation algébrique associée & p,, p, existe dans [A B,]. Nous
en concluons que le sous-espace d'état structurellement non commandable par
SEZ

de relations algébriques resfggpes, c'est-a-dire 1.

est soit {pl} soit {ph} car le rang du sous-espace est égal au. nombre

Lorsque SEz est dualisé, nous avons :
I, » {L} =H, H, = {L,,1,}

Nous choisissons H,,-H = {I le sous-espace non commandable
127 712 1

associé a ng.

Les matrices HiJ sont associées aux relations algébriques exis-

tantes lorsque l'entrée u, est dualisée. L'indice i est associé a la jéme

3

relation algébrique. H est construit de la méme maniére que GI (mémes

*
ij
contraintes sur les relations algébriques).

En général, Hij et H;j sont respectivement égaux & un des ensem-

bles G, et G;, ceci, lorsque les relations algébriques sont indépendantes.

Reprenons le bond-graph de la Figure II.3.2c) et dualisons la
source S;,. Nous avons le choix entre un changement de causalité pour I, et
I3°

Cela signifie que dans la matrice [A B, ], pour l'entrée S, uni-
quement, nous éliminons 1les dépendances algébriques entre les lignes 1 et
4, puis entre 1les lignes 2, 3 et 4. Par contre, nous introduisons une dé-
pendance entre les lignes 1, 2, 3 et 4, car 1'élément restant en causalité
intégrale est directement causalement 1ié aux trois autres éléments en cau-

salité dérivée.

Nous choisissons I3 en causalité intégrale car pour S,,, nous
avions choisi I, . L'élément gardant la causalité dérivée est bien entendu

un de ceux ayant une causalité intégrale avant la dualisation.
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Nous avons :

I, - {1,,I,,I,} = H, Hy, = {I,,I,,I,,I,}.

Le sous-espace d'état structurellement non commandable est donc

»

H,-H,6 = {13} = {p3}.(Un autre choix pour la causalité nous donnerait p,).

Pour obtenir 1l'espace d‘'état structurellement non commandable,
nous pouvons au choix faire l'intersection des sous-espaces structurelle-
ment non commandables associés & chacune des entrées, soit prendre les
variables associées aux éléments dynamiques restant en causalité intégrale

lorsque les sources d'entrée sont dualisées.

I1 faut néanmoins choisir les Hij de maniére judicieuse, c'est-a-
dire que pour chaque entrée dualisée, il faut mettre en causalité dérivée
un élément dynamique non déja choisi par les autres entrées, ceci & chaque

fois que possible.

Dans 1l'exemple, pour S;,, nous n'avons pas le choix alors que pour
Sy, ,» nous avons le choix entre I et I3 mais commé I3 a été "pris" par S,

nous devons choisir I, pour SEI'

Le sous-espace d'état non structurellement commandable est
(H;1'H11)0(H22'H12) = ¢‘

I1 est clair que par cette méthode, nous pouvons procéder a la

décomposition canonique de Kalman.

Quelques propriétés peuvent étre mises en évidence & 1l'aide de

manipulations causales sur le bond-graph.

Propriété 1I.3.5)

Le rang structurel de la matrice de commande B est égal au nombre
maximal de sources pouvant étre dualisées sur le bond-graph (1'inversion

des causalités ne peut se faire que sur des éléments I, R et C).

Démonstration Annexe 4.
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Propriété 1I1.3.6)

Le rang structurel de la matrice de sortie C est égal au nombre
maximal de détecteurs pouvant étre dualisés sur le modéle bond-graph (1l'in-
version des causalités ne peut se faire que sur des éléments I, R et C).

Démonstration : formulation duale de la précédente.

Remarque :

Les sources, respectivement les détecteurs, redondants pour
1'étude de la commandabilité, resp. l'observabilité, structurelles en état

sont ceux qui ne peuvent &tre dualisés sur le modéle bond-graph.

Propriété 11.3.7)

Lorsqu'un modéle bond-graph aont la causalité dérivée est imposée
sur les éléments dynamiques comporte des éléments en causalité intégrale,
les sources d'entrée, respectivement les détecteurs de sorties, nécessaires
pour que le systéme soit structurellement commandable, resp. observable, en
état, sont ceux dont la dualisation permet d'éliminer les causalités inté-

grales sur le modele bond-graph.

Démonstration : Les entrées dualisées éliminant les causalités intégrales

rendent le rang de [A B, ] égal a n, B, étant la matrice B réduite a ces
entrées. Elles suffisent donc & rendre le systéme structurellement comman-

dable en état.

Remarque : Les propriétés I1I.3.5), 1I.3.6) et II1.3.7) permettent de trouver
les entrées et sorties nécessaires pour le bon fonctionnement d'un systéme
donné. Ceci est particuliérement important pour l'analyse des pannes, par

exemple.

Les sources d'entrées supplémentaires sont en général nécessaires

pour 1l'étude de la commandabilité fonctionnelle.

A 1'aide des propriétés 1I1.3.5), II.3.6) et II.3.7), nous élimi-
nons toutes les sources et détecteurs du modéle bond-graph de maniére a
satisfaire 1'hypothése II.3.3). Les rangs de B et de C seront en général

supérieurs a t.
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Par 1la suite, nous considérons que l'hypothése II.3.3) est véri-
fiée. Deux procédures sont désormais écrites. La premiére définit un sous-
espace d'état structurellement non commandable associé & chaque source
d'entrée, 1la seconde, le sous-espace d'éta; structurellement non comman-

dable pour 1'ensemble des entrées.

Une formulation duale peut étre adoptée pour 1les détecteurs de

sortie.

Propriété I1I1.3.8)

Si 1'hypothése 11.3.3a) est vérifiée, le sous-espace d'état non
structurellement commandable associé & chacune des sources d'entrée u,,

tel que rang [A B;] = rang A, est U (G - G,).
is1,...,¢

Démonstration :

Si rang [A Bj] = n-t, le sous-espace d'état non structurellement
commandablé est de rang t. G{ - G, est associée & la i®"® relation algébri-
que de 1la matrice [A Bj]. Avec le choix des G;, la propriété est
immédiate.

Pour chaque source d'entrée u, vérifiant 1'hypothése I11.3.3), nous

J
associons des ensembles Hij et H:j. Les Hij sont choisis de la méme maniére

que les Gi avec les 2 conditions suivantes :

- u; est dualisée,

- 1'élément dynamique adoptant une causalité dérivée est, si possible,
choisi de maniére & é&tre différent de celui choisi pour l'entrée
ui(izj).On commencera & chaque fois par les entrées ou le choix n'est pas

possible.

Propriété 11.3.9)

Si 1'hypothése II.3.3) est vérifiée, 1le sous-espace d'état non

structurellement commandable associée a4 la source d'entrée u; est

1=1..9.,t-1(HiJ-H13)°
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Démonstration :

Le rang de [A Bj] est n-(t-1). Chaque ensemble H;J-Hij correspond
a4 1la variable d'état définie dans la i®®¢ relation algébrique. Sachant que
i=lynst't-1

n (H;j-Hij) = ﬂﬂ nous obtenons t-1 variables d'état non structurel-

lement commandables. CQFD.

Remarque :

I1 est possible de trouver différents sous-espaces d'état non
structurellement commandables pour 1'entrée u; . Le choix adopté permet de

rendre l'intersection des U (H

H.,) la plus faible possible.
i=1,...,t-1 1]

137

Propriété I1I1.3.10)

L'hypothése II.3.3) étant vérifiée, le sous-espace d'état non
structurellement commandable est :

i=1,...,p

B n (1:1,.9.,t-1(H;j-Hij))

- L'ensemble des variables dynamiques associées aux éléments en
causalité intégrale lorsque l'on impose la causalité dérivée et qu'un nom-

bre maximal de source d'entrée a été dualisé.

Démonstration :

1) Un sous-espace non structurellement commandable est associé & chaque

entrée u,

les plus disjoints possibles. Les variables dynamiques apparaissant dans

(propriété 11.3.9). Le choix des Hij et H;j rend ces sous-espaces
chaque sous-espace ne sont commandables par aucune des entrées. CQFD.

2) Cette propriété est directement liée & la propriété de commandabilité

structurelle d'un systéme modélisé par bond-graph.

Remarque :

- I1 est en général inutile de chercher les H1j et H}, . Néanmoins, cela

i]
peut étre utile pour simplifier les commandes.
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- La décomposition canonique de Kalman peut aisément étre obtenue. Il sera
intéressant de rendre les sous-espaces d'état non structurellement comman-

dables et observables les plus disjoints possibles.

- Ces propriétés sont trés intéressantes lors de 1l'étude de la commandabi-

lité fonctionnelle ou en sortie qui fait l'objet de la partie suivante.

d) Commandabilité structurelle en sortie

La commandabilité en sortie ne nécessite pas la commandabilité en
état. Elle nécessite simplement un comportement entrée-sortie bien défini.
I1 faut étre capable de calculer 1l'entrée pour que la sortie ait le compor-
tement désiré. La commandabilité en sortie s'apparente & la commandabilité
fonctionnelle. Rosembrock (1970) a introduit les terminologies en insistant
sur les distinctions entre celles-ci. Par exemple, l'état considéré comme
une sortie n'est en général pas commandable. Georgiou et Floudas (1990)
utilisent 1le concept de connectabilité et de commandabilité structurelle
fonctionnelle pour connaitre 1la possibilité de considérer une variable

d'état comme sortie lors d'un objectif de commande.

Un état non commandable peut étre commandable s'il est considéré

comme une sortie.

Exemple

234 —Df: Dg

Figure II.3.3a) : modéle bond-graph.

Une des deux variables d'état p, ou p, n'est pas commandable,

P
alors que la sortie y = f— est commandable.
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Reprenons le méme exemple avec 2 entrées et 2 sorties :

H
O

Figure I1.3.3b) : modéle bond-graph avec 2 entrées-sorties

Ce systéme n'est pas commandable en sortie car le déterminant de

la fonction de transfert est nul.

Par contre, le systéme de 1la Figure II.3.3c) est commandable en

I C I
1?51 _[?1‘ ]jbz
11— 0 —11 |

| \/' X’ '\S;Df:Dﬂ

E;f [)e :l)El

Figure II.S.S.c) : modeéle bond-graph avec 2 nouvelles entrées-sorties.

A 1'aide de cet exemple, nous voyons que le fait d'avoir B et C de

rang maximal n'est pas suffisant pour assurer la commandabilité en sortie.

Propriété I1I1.3.11)

Une condition suffisante de non commandabilité structurelle en

sortie est qu'il existe une combinaison 1linéaire entre les lignes de
(S31 S33 S34) *
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Démonstration :

S'il existe une combinaison linéaire entre les 1lignes de
(S31 S35 S3h), alors la méme combinaison linéaire existe entre les lignes
de Cet D, ce qui est une condition suffisante de non-commmandabilité en

sortie.

La méme propriété peut cette fois étre formulée a l'aide de mani-

pulations causales.

Propriété II.3.12)

Une condition suffisante de non-commandabilité en sortie est qu'il
existe au moins un détecteur ne pouvant pas étre dualisé. L'inversion des
causalités peut se faire sur les éléments I, R, C mais aussi sur certaines

sources.

Démonstration :

Le changement des causalités des détecteurs équivaut a inverser la
plus grande sous-matrice inversible de (S31 S33 834). Si 1le rang de
(S31 S33 S3a) n'est pas maximal, nous ne pouvons pas écrire le vecteur de
sortie y dans 1le vecteur d'entrée de 1'équation de structure de jonction,
ce qui équivaut 4a dire que la causalité de toutes les sorties ne peut étre

inversée.

Propriété II.3.13)

Une condition suffisante de non commandabilité structurelle en
sortie est que le rang de (S!, S, S; 4)¢ soit inférieur au nombre de détec-

teurs de sortie.

Démonstration :

Le rang structurel de la matrice de commande B est égal au rang de
(S5, S5, S; 4)¢. Une condition suffisante de non-commandabilité en sortie

est que rang B < rang C, CQFD.
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Propriété II.3.14)

Une condition suffisante de non-commandabilité structurelle en
sortie est que le nombre d'entrées pouvant étre dualisées est inférieur au
nombre de détecteurs (seuls les éléments I, R, C peuvent adopter une causa-

1lité inverse).

Démonstration : La dualisation des sources d'entrée donne une information

sur le rang structurel de la matrice de commande B. Si le nombre de sources
dualisées est inférieur au nombre de détecteurs, nous en concluons que le

rang structurel de B est inférieur au nombre de détecteurs. CQFD.

Des conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité/obser-
vabilité structurelles sont mises en évidence & 1l'aide du modéle bond-
graph, ceci par de simples manipulations causales. Une premiére constata-
tion est que le terme structurel est plus précis pour un modéle bond-graph.
La seconde est que l'analyse est nettement plus simple que pour les autres
méthodes graphiques ou mathématiques. Une étude plus fine serait a faire

pour la commandabilité en sortie.

CONCLUSION

La modélisation par bond-graph nécessite une grande rigueur dans
la compréhension des phénoménes intervenant dans 1l'évolution d'un systéme
dynamique. Cette rigueur permet de constituer un modéle le plus proche pos-
sible de la réalité ol tous les phénoménes mis en évidence sont directement
accessibles sur le bond-graph. Cette modélisation est plus explicite qu'un
modéle mathématique mais aussi qu'un modéle graphique habituel (systéme
graphe, graphe de structure, etc...) car elle contient & la fois les infor-

mations des modéles mathématiques et graphiques.

Cette constatation nous a permis de mettre en évidence des pro-
priétés structurelles d'un systéme dynamique linéaire modélisé par bond-

graph, ceci & l'aide de simples manipulations causales.

Une décomposition canonique de Kalman a été envisagée a 1'aide du

modéle bond-graph.
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ANNEXE II.1

Calcul des équations d'état et de sortie du bond-graph réciproque.

Hypothéses :

- Pas de causalité dérivée

- A est inversible.

Soit un modéle bond-graph. Nous imposons la causalité dérivée.

L'équation de structure de jonction est A.2.1), il n'y a plus d'élément en

causalité intégrale car A est inversible.

Z; Jia
(a.2.1) |4, | = |3,
y I31

gvec doutd

=Ld

Jiz Ji; X
J22 J23 doutd
J32 J33 u
din

d

A l'aide de A.2.1), nous avons :

z, = A" x, +B" u
(A.2.2a) 1 A" = [Ju+ Jialg (To= Jp5L4) 1T,
avec
B = [J13+ Tl (L= J22Ld)-1J23
\
(. _ »
¥4 =C x, +D u
(A.2.2b) < ¢ = [J31+ Iyalg (I= JppL,) 71T,
avec
D* = [Iy5+ Ip,L, (1,- To5Le) 71355 |
\
A 1l'aide du bond-graph en causalité

d'état et de sortie

sont :

intégrale, les équations
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kl = A X, +Bu
(A.2.3)

y =Cx;, +Du

En comparant A.2.2) et A.2.3), et en utilisant 1la relation
z, = F;x, ,nous déduisons : '

A® = FI A-1 c" =C A-!
(A.2.4)

B=-F A!B D" = (D - C A"'B)

L'équation de structure de jonction réciproque, directement obte-

nue de A.2.1) est :

X; Ji1 Ji2 Ji5 z;
A.2 3 = |J J J 3
( 5) 4, , J21 Jzz J23 dout
y 31 Y32 Y33 q
avec din = dout ! out = din et dout =L din

Pour le bond-graph initial en causalité intégrale, nous avons

d = L d;, qui devient d, . = L, d;, lorsque la causalité dérivée est
d

out td

imposée. Apreés dualisation, nous avons d et 4, satisfaisant

out
aout = L;l ain. La transformation réciproque inverse le module de R, ce qui
donne fd.
Les équations d'état et de sortie réciproques sont :
[~ ~ ~ o
x, = Ax, +Bu
(A.2.62a) < A = [311+ Jy,L(I, - JzzL)-lle]FI F = F;'
avec
L g - Tyv-1 T
B = [3,,+ 3,,001,- 3,0 33| =1,
\
o -~ ~ o~
y=Cx +Bu
(A.2.6b) < C = [J31+ J32L(Ir' JzzL)-1J21] F,
avec
D = L 7y-1
D [J33+ J32L(I,- J,,L) 1T,
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Nous en déduisons :

A = A® -1 = -1 p-
A=A F;! = F A! F;!
(A.2.7a)

B=B" =-F A! B

oo

||

Q
L

F;! = CA?' F;!
(A.2.7b)

=D =D-CA!B
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ANNEXE II.2 |

Calcul du rang structurel de la matrice d'état

Nous séparons 1'égalité de la propriété II.3.1) en trois parties :

n-t

(3)

struct-rang [A]
(1)

rang [811813]
(2)

Premiére étape : (2) = (3)

Nous ne développons que les étapes principales de la démonstra-

tion.
Soit l'équation de structure de jonction définie par :
( z
. 1
X, S;1 Si2 Sis3 Sis .
= xD
(A.2.8) <1q,, S;; 0 S,3 Sy [Gour
u
= - at
\ 24 = - Si52
xIl xIl e R-"
avec X, =
X
I, x12 € R

rang (S, 813) = m.

Lt'affectation de la causalité dérivée sur les éléments de stockage
C et I équivaut & inverser certains termes de A.2.8). Le nombre de modifi-

cations se limite au rang de (S,, 513).

Un nouveau vecteur de sortie de 1l'équation de structure de jonc-
tion [x§ zf  d]f|' est construit, ol une partie des éléments dynamiques
1 2
associés au vecteur x; conservent la causalité intégrale.
1

Cette manipulation suppose de ne pas créer de boucle algébrique
non solvable.
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I1 vient :
/ 2
1, 0 M1 0 M2 .
X
z, | = | My My M, M 1,
2 »
(8.2.9) 9| 0 M, Mg M| |d,.
in u ]
z, = M, z

Les 0 sont obtenus en considérant une propriété bien connue des

matrices : si une matrice

est telle que rang(F) = rang(F,,) et F,, inversible alors F , -F, ,F;l F, =0.
I1 n'est plus possible d'affecter la causalité dérivée sur les
éléments associés au vecteur x, car ces éléments sont uniquement directe-
1
ment causalement connectés aux sources et aux éléments en causalité dérivée
(équation A.2.9).

Nous en déduisons que rang[S,, S = n-t.

13]

Deuxiéme étape (1) = (2)

Struct-rang [A] < rang [S,, S13]' car s'il existe une combinaison
linéaire entre les 1lignes de (S,, 813), alors il existe une combinaison

linéaire entre les lignes de A.

Soit 1l'équation d'état :
(A.2.10) x =Ax + B u

Elle peut étre décomposée comme

X Ay ALl [x B,
(A.2.11) - . "
22 Ay Ay % B,

avec

struct-rang [A] = struct-rang [A,,] et A,, inversible.
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Nous pouvons écrire différemment 1l'équation A.2.11), c'est-a-dire,

X, = A3 x, = Aj1A, x - AjjBu
(A.2.12)
X, = A,A7] x,+ (B~ ALA;3B,) u

Reprenons 1'équation A.2.9).

Si A.2.9) est solvable, c'est-a-dire si (I - M8L') est inversible,

od I est une matrice identité et L* est telle que 4] , = L'd; , il vient :

X, T M, X, ¥ M, u
(A.2.13)
X =M X + M X + M u
1, 13 71, 14 I, 15
avec x. R, Xx. ER-m,

De maniére évidente, deux méthodes différentes ont &té employées
pour l'inversion de 1la relation A.2.8), soit directement a 1l'aide de

1'équation d'état, soit 4 l'aide d'une manipulation causale.

Les équations finales sont bien entendu égale. Ceci se traduit par

les égalités x, = x

2 1

et x, = xlz’ c'est-a-dire (1) = (2).

2
Remarque :

La condition d'inversibilité de (I-MsL’) n'est pas une contrainte
structurelle. De plus, elle est pratiquement toujours vraie. La définition

du rang structurel de A est donc trés proche de la définition du rang de A.
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ANNEXE II.3 |

Calcul du rang structurel de [A B]

[}
=]
[}
(22

struct-rang [A B]
(1)

rang [S, S5 8,4 s
(2)

]
—
W
St

Premiére étape : (2) = (3)

Une décomposition en deux étapes est proposée. La premiére corres-
pond a l'affection de la causalité dérivée sur les éléments dynamiques et

la seconde a la dualisation des sources d'entrée.

‘Pas 1 :

—

En supposant que rang (S, 813) = m, nous reprenons 1l'équation

A.2.19) correspond &4 l'affection de la causalité dérivée.

( 2z
. 11
XI1 0 M, 0 M2 .
X
2, = | M M M M 2
(A.2.14) yla* 0 M7 M 8 M9 dout
in
u
z, = M, z11 avec z12 € R
\

Nous supposons que rang{M,] = p* < p. Nous notons :

st

(A02.15) u = l ] avec ul € Rp_p*’ u2 c Rp.
u
2

Un nouveau vecteur de sortie de 1l'équation de structure de jonc-

tion [k; zt df u§]t est construit. A.2.14) devient :
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onwN

;(1
N N N, N x
(A.2.16) | 2 30 8 s .
a; Ng N N d
u, N

L'équation A.2.16) s'obtient en fait aprés diverses manipulations
causales qui consistent & mettre le plus d'éléments possible en causaliteé

dérivée avec dualisation du plus grand nombre possible de sources d'entrée.

En notant M.J(i,j=1,2) les termes de la matrice M,, nous pouvons

séparer la premiére ligne de 1'équation A.2.14) en deux parties, c'est-a-

dire :
: - Ml < 11 12
e P My X, + M0y + MY ou,
(A.2.17)
= M2 21 22
x112 = M1 x12 + M2 u, + M2 u,

ou rang(M,] = rang[M2?] et M3? inversible.

L'écriture de la seconde équation de A.2.17) peut étre inversée et

u, peut s'exprimer en fonction de X, » X _etu.
12 2

L'équation A.2.16) est déduite de A.2.17) et A.2.14) en écrivant :

X = X
1 Ill
(A.2.18) x, . € po-art)
X = 12 avec !
X, x € Roee*

et en tenant compte de :
11 12 - =
(8.2.19) Mj* -MiZ (Z2)"% M2 = 0.

D'aprés A.2.16), nous déduisons que les variables dynamiques asso-

ciées a kl gardent la causalité intégrale et qu'elles sont uniquement cau-

salement liées aux éléments dynamiques en causalité dérivée. Nous ne pou-

vons donc plus faire de modification de la causalité.

Le nombre d'entrées dualisé est donc égal au rang de u,.
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L'équation A.2.16) peut s'obtenir en considérant la plus grande
matrice inversible de (S11 S13 Sla)c Nous en concluons que

rang(S, , S5 S;4] = m + p*.
D'od m + p* = t, et donc (2) = (3).

Nous savons que rang[A B] < rang[S,, S,, S,,] et en considérant la

13
méme approche que dans 1'annexe 2, nous avons (1) = (2).
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ANNEXE II.4 |

Calcul du rang structurel de la matrice de commande B.

L'équation de structure de jonction s'écrit :

z
X, Si1 542 S13 Sy t
(A.2.20) = X
din Sz1 0 S23 Sza dout
u
z, = -S;z z; .

Dualiser le vecteur u équivaut & inverser les causalités des
entrées et donc de mettre u dans 1le vecteur de sortie de 1l'équation de

structure de jonction.

La matrice f51a] .est décomposée en deux matrices dont l'une a le
24

a Si
méme rang que

u
. u est de la méme maniére décomposé en | '|.
S, u

2

La nouvelle équation de structure de jonction est:

x M, M, M, O M
» t
(A.2.21) |4}, | = |M, M, M, O &
u, M, Mg My M, out
1
X, = - Mg x+ M,y .

Le vecteur x contient une partie du vecteur x,.
Le vecteur x, contient x, et l'autre partie du vecteur x,.
d;, et 4, ., sont composés d'éléments de d, et de d_ .-
Seul u, est fonction de u,, c'est-a-dire qu'il est impossible de

dualiser d'autres entrées.

Ecrivons maintenant 1'équation d'état obtenue & partir de 1'équa-
tion A.2.20).
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(A.2.22) x, = A x, + Bu.

Nous pouvons décomposer cette équation et l'écrire sous la forme :

u, = B3} [krz' A21x11- A22x12'321u1]
(A.2.23)
x, = + B, B! x

I1 12722 12

-1 -1
+ (A, - B12B22A21)x11+ (A11=B12B22A22)x12
ou B,, est la plus grande sous-matrice de B inversible.

Bien entendu, la résolution de A.2.9) donnera 1l'équation A.2.23),

c'est-a-dire

u, = u
u, =ul
(A.2.24)
X = x
1
X, =X
t 12

I1 existe néanmoins une impossibilité quand (Id-M6L'), ol

d;ut= L'd;n, n'est pas inversible. C'est pourquoi nous parlons de rang
structurel.

Nous en concluons que le rang structurel de B est égal au rang de

S
lea] et donc au nombre maximal de sources pouvant é&tre dualisées.
24
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INTRODUCTION

I1 existe trés peu d'articles ou d'ouvrages traitant du probléme
de découplage ou de réduction des systémes dynamiques modélisés par bond-
graph. Le traitement se situe en général au niveau des équations dynamiques
du systéme et perd donc tout l'avantage que peut offrir le bond-graph, par

exemple du point de vue structurel.

Dauphin Tanguy et al. (1985) ont introduit un nouveau concept, le
bond-graph réciproque et l'ont associé a4 la méthode des perturbations sin-
guliéres pour, dans un premier temps, faire le découplage, entre le systéme
rapide et le systéme lent et dans un deuxiéme temps, améliorer la précision
du systéme rapide. Cet article a servi de base pour la recherche des métho-

des présentées dans ce chapitre.

Suda (1988) a traité de l'effet "parasite" de certaines variables
"~ dynamiques en donnant des conditions d'élimination de ces variables, cor-
respondant donc & une réduction d'ordre du modéle.

Dans ce chapitre, plusieurs catégories de systémes dynamiques vont

étre traitées.

La premiére partie concerne le découplage des systémes dynamiques
linéaires, appelés réseaux ou systémes RC. Ces systémes ne sont pas oscil-
lants et peuvent é&tre modélisés uniquement par des éléments résistifs et
capacitifs sans éléments inertiels. La méthode proposée se base sur les
propriétés causales et structurelles du modéle bond-graph. Une correspon-
dance est faite avec la méthode des perturbations singuliéres Sueur et
Dauphin Tanguy (1990). Une méthode analogue serait employée pour 1'étude
des sytémes RI.

Nous rappelons les définitions de systéme explicite et systéme
implicite et montrons comment le modéle bond-graph fait la distinction
entre ces deux possibilités. Pour les systémes explicites, une méthode de
découplage est proposée directement a4 partir du modéle bond-graph. Une
méthode d'amélioration de 1la précision des systémes lent et rapide, dite
méthode de correction, est proposée en gardant la structure des modéles
initiaux. Pour les systémes implicites, nous utilisons le bond-graph en
tant qu'outil de mise en évidence des changements de variables nécessaires

pour rendre le systéme explicite.
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La deuxiéme partie concerne 1l'étude des systémes purement oscilla-
toires. Une méthode de séparation en deux sous-systémes est présentée a
l'aide d'équations différentielles du second ordre, de l'équation d'état et
du bond-graph. Une nouvelle définition de systéme standard, ou explicite,
est donnée. Nous montrons que la séparation en deux sous-modéles "lent et
rapide" peut étre directement faite sur le bond-graph si le systéme est
explicite mais que l'exploitation des résultats doit généralement se faire
sur les équations différentielles du second ordre, avec soit les variables

de déplacement, soit les variables de moment.

Pour 1les systémes purement oscillants, 1le systéme rapide a peu
d'intérét. Nous ne gardons que le systéme lent, qui est parfois éloigné de
la réalité a cause des approximations lors de la réduction. Une méthode
dite de correction est présentée. Elle permet de mieux tenir compte de
l'effet des hautes fréquences dans le systéme lent.

I - SYSTEMES AMORTIS (Sueur et Dauphin Tanguy (1990)).

Les systémes dits "amortis™ sont 1les systémes pour lesquels les
oscillations sont quasi-nulles ou alors n'existent que sur un temps trés
court. Elles ont a priori trés peu d'influence sur le comportement dynami-

que du systéme étudié.

Un systéme peut étre considéré comme amorti si la partie réelle de
chacune des valeurs propres de la matrice d'état est négative et si celle-
ci est au moins de 1l'ordre de grandeur de la partie imaginaire.De nombreux
systémes physiques, hydrauliques et électriques entrent dans cette

catégorie.
La méthode des perturbations singuliéres a été largement utilisée
pour 1l'étude de ces systémes dynamiques (chapitre I, § III). Nous nous pro-

posons dans ce chapitre de montrer 1l'avantage de la formulation bond-graph.

I.1 - Mise en évidence des dynamiques

I1 est en général difficile de‘mettre en évidence les dynamiques
d'un systéme linéaire sans faire le calcul, exact ou approché, des valeurs
propres de la matrice d'état. D'autres méthodes, tel que le calcul des vec-
teurs propres, peuvent étre utilisées, ce qui peut poser des problémes

lorsque le systéme est de grande dimension.
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Cependant, un travail d'analyse est nécessaire pour mettre en évi-
dence les éléments qui induisent le phénoméne lent et ceux qui induisent le
phénoméne rapide (ou les deux & la fois !), généralement & partir de consi-

dérations physiques.

Sur le modéle bond-graph, on dira qu'il existe des dynamiques
d'ordres de grandeur différents si les gains de boucles causales sont d'or-
dres de grandeur différents. Par la suite, nous supposons que les systémes
étudiés ne comportent pas de gyrateurs et qu'il n'y a pas de causalités

dérivées.

I.2 - Partitionnement du vecteur état

Lorsqu'un systéme dynamique comporte deux échelles de temps, il
convient, pour pouvoir utiliser la méthode des perturbations singuliéres,
de séparer le vecteur état en deux sous-vecteurs, de fagon a obtenir deux
sous-systémes découplés.

Les équations d'état et de sortie du systéme dynamique considéré

sont :

+ Bu x, € Rp+m

(IT1.1.1)
+ Du y ER u€ElRe

Une premiére étape consiste 4 mettre en évidence les gains de bou-

cle sur le modéle bond-graph, correspondant aux termes de la matrice A.

Les modes lents, respectivement rapides, sont associés aux peti-

tes, respectivement grandes, amplitudes de gains de boucle.

I.2.1 - C d'ordres de grandeur différents

Les éléments R sont d'ordres de grandeur équivalents. Nous faisons
1'hypothése dans ce paragraphe que tous les autres éléments, c'est-a-dire
les éléments résistifs et les transformateurs, n'introduisent pas de gains

de boucles d'ordres de grandeur différents.
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Le vecteur état est décomposé en x; = El] ougq, € R* est le vec-
2

teur associé a la partie lente et g, € R®* est le vecteur associé a la par-

tie rapide.

Considérons l'équatibn de structure de jonction simplifiée, asso-
ciée & un modéle bond-graph sans élément en causalité dérivée. Une décompo-
sition est faite. d

out. €t din contiennent les variables efforts et flux,
2 2

suivant 1la causalité, des éléments R directement causalement connectés, ou
indirectement par l'intermédiaire d'autres éléments R, aux éléments C de

petit module.

La nouvelle équation de structure de jonction est :

[ g, | st stz | s, |[[&
4, 0 o Jo s22 | s, 2
(II1.1.2) =
dn, -stit o |sii o | si *4%
din,| | -sizresiztlo sz oS, || N7
ol : S,. sont des sous-matrices de S

ij
S?f sont des sous-matrices de S,

S* est la transposée de la matrice S.

d =L

out1 1 d € Rr

1n1 inl

(I11.1.3)

d d € Re

2 in,

A
(=

out2 2 in

F 0
e t a
(III.1.4) ZI = = 0 FIZ = FI XI
Ll I T
&

€ est introduit de fagon & normaliser l'ordre de grandeur des ter-
mes dans la matrice F,. F,, et F,, sont des matrices carrées diagonales,

composées de termes en 1/C; , i = 1,...,(n + m).

L'équation d'état est :
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. T P T2 Fip
q, 11 T11 € q, B,
(I1I1.1.5) = + u
éz T2 Fro 9 B,
T1 Fio P
avec T, = - :Sié L, (I - 833 L))"t 813% + 82 L, (I - 822 L)t Sigt]
= - | - -1 q22t]
T12 - _Sig Lz(I Sgg Lz) S12t_
Ty = - _ng L, (I - 833 L) Sigt_
Ty = - _ng L, (I - 833 L,)! ngt_
B, =+ [Sty* SH1L(T -3} L) Shyv SHE L, (I-832 L) 52, ]
= [ -1
B, =+ _S§3+ ng L, (T - Sgg L,) S§3]

Si 1'équation d'état est exprimée en fonction du vecteur z , com-
portant les variables de co-énergie, une nouvelle équation d'état est obte-

nue :
. 2 Fi.Tyy FraToo 2 Fi, B
(III.1.6) =z, = = + u
822 FioToy FroTo, Z, Fi2 B

Si F,,T,, est inversible, le systéme est dit sous forme singulié-

rement perturbée. Cette condition est équivalente & la condition d'inversi-

bilité de la matrice A,, = T,, F,, définie dans III.1.5).

I.2.2 - R d'ordres de grandeur différents

Les éléments capacitifs C ont des ordres de grandeur équivalents.
Lorsque 1les éléments R ont des ordres de grandeur différents, il est plus
difficile de faire un partitionnement du vecteur état. En général, les phé-
noménes lents et rapides ne sont pas directement mis en évidence. La décom-
position du vecteur état n'est donc pas simple. Le bond-graph donne néan-

moins quelques indications.
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Une difficulté apparait lorsque plusieurs éléments R sont causale-
ment liés entre eux, c'est-a-dire lorsqu'il apparait une boucle algébrique.
Dans ce cas, il suffit de calculer 1la résistance équivalente, ceci pour
chaque élément R en causalité conductance. Une autre maniére consiste &
calculer le multiport R associé.

L'exemple de 1la figure III.1.1) est une illustration de ce

regroupement.

C:c, R:R R:Ry C=\C/z >§z
\/4 'r > 0 <l

Figure III.1.1 : Bond-graph avec boucles algébriques entre éléments
résistifs

Dans cet exemple, RI,R3 et Rz,R3 forment deux boucles algébriques.
L'application de quelques régles simples, non développées dans ce rapport,

permet de calculer directement la matrice d'état.

La matrice d'état est :

\ . R, +R, R, 1/¢, 0
Ry(R,*R.)*RiR, | R, R, +R| |0 1/c,

Nous faisons 1l'étude des valeurs propres de A pour différentes
configurations possibles de l'ordre de grandeur des éléments R.

Si R

1 R,= R3= R, les deux valeurs propres sont de l'ordre de 1/R.
Si R, =R, = £R3 = ER, le systéme devient implicite.
Un systéme est dit implicite si :

a) aprés 1la décomposition du vecteur état et de la matrice d'état, la ma-

trice A,, n'est pas inversible.

b) quand une seule échelle de temps existe a priori, 1la matrice d4'état

e¥A(e) devient non inversible pour € = 0. k est un entier qui permet de



131

faire le calcul de A(€) pour € = 0.

Dans 1les deux cas, les phénoménes lents et rapides ne peuvent pas

étre obtenus directement, mais seulement aprés un changement de base.

Nous écrivons la matrice d'état en tenant compte de la relation

précédente entre les éléments résistifs.

L (s 1 7 [e o
A= ——
ER(2+€) K 1 (1+€)] 0 1/02

Nous calculons A; = €A(€) pour € = 0 et pour C,=C, = C.
1 1
1 1

A, a une valeur propre nulle. Le systéme est sous forme implicite.

1

A, = - —

0 2RC

Le calcul des valeurs propres de A, A, et A,, confirme notre pro-

pos :
A = 1
1 (2+€)RC
1
A, = - =
2 ERC

JI1 apparait que si les éléments R en causalité résistance ont un
grand module, le systéme peut devenir implicite, par contre si ces éléments
sont petits, les modes seront pratiquement de l'ordre des éléments en cau-

salité conductance.

I1 est donc possible de faire le partitionnement du vecteur état

méme lorsque des boucles algébriques entre les éléments R apparaissent.

L'équation de structure de jonction est :
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(g, ] [ o o | st ols,] [
3, o o |sy s3ls||®
(I111.1.7) = d
G| |SHY St IS oSy |
dn,| | 0 st | 0 s2| s °:‘2

din1 est le vecteur correspondant aux éléments R de valeur élevée

et ceux intervenant dans une boucle algébrique dont les éléments R équiva-

lents ont aussi une valeur élevée.

d, est 1le vecteur état correspondant aux éléments C, causalement

connectés avec les éléments R dans dinl uniquement.

q, et d; contiennent les variables restantes.
2

Remarque :

Pour les systémes amortis RC, 1la plupart des éléments résistifs
ont une causalité conductance. Ceux ayant une causalité résistance forment
des boucles algébriques avec les premiers et introduisent des termes non

nuls dans la matrice Szz.

. - Q22 -1 - aqlt -1 aqqid -

Le calcul des matrices L,(I - S35 L,)"" et L, (I - S;; L,) équi
vaut a trouver les multiports résistifs équivalents & causalité conductance
donc de termes caractéristiques 1/R.Les termes résistifs de faible valeur

introduiront donc les modes élevés.

Lorsque nous écrivons 1l'équation d'état sous la forme III.1.5),
les termes L,(I - S22 L,)"! ont une valeur élevée par rapport aux termes

- gl -
L, (I -8} L)t

L'introduction d'un paramétre de normalisation €, 0 < &€ << 1 con-

duit & une forme singuliérement perturbée pour 1l'équation d'état :

9, Ay A 9y B,
(II1.1.8) = + u
£ q,
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avec : A, = - [s}; L, (I - 8! L)1 sg;t]FI1
Ay = - [Si;AL1(I - 83; L)t Sfét]sz
Ay = 'é [ngle(I - 53 L)! Si;t]F11
Ay = - [GSfé L (1 - S;; I"1).1 S;ét + 872 L, (I-832 Lz)-1 Sigt]sz

w
L]

1 [813+ 81z Ly (I - 833 L)t Sé3]

o
I

[es2,+ €522 L, (T - si1 L,)t Siy+ 832 L, (T - 32 L) S35 |

Si A2, = -.[ng L, (I -s22 L,)! ngt]F12 est inversible (pas de
valeurs propres nulles), alors la valeur absolue de chacune de ses valeurs
propres est plus grande que celles des valeurs propres de

-G[Sf; L, (I -8}lL)? Sf;t]FIZ qQui correspond a une connection causale

entre les éléments dynamiques rapides C et les éléments R de valeur élevée.

La non-inversibilité de Agz signifie que les variables g, ne sont

pas purement rapides, mais qu'un phénoméne lent existe.

Définition IIT.1.1 (Sueur et Dauphin Tanguy (1990))

L'équation d'état III.1.8) est dite explicite, si la matrice

A%, = '[ng L,(I - 822 L,) 1! ng‘]Flz est inversible.

I.2.3 - Cas général

Il n'existe a priori pas de méthode générale. Simplement, la dé-
composition du vecteur état peut se faire en combinant les deux fagons pré-
cédentes, en essayant de privilégier les gains de boucles élevés dans la

partie rapide du systéme.
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Si tous les gains sont du méme ordre de grandeur, il peut néan-
moins exister des phénoménes lents cachés. Ceci apparait par exemple pour
les systémes interconnectés. En général, ces systémes sont implicites. Il

suffira de montrer que la matrice d'état comporte des modes nuls.

1.3 - Partitionnement du bond-graph

I.3.1 - Procédures d'obtention directe des Bond-graphs rapide et

quasi-rapide

Le systéme dynamique sera découplable en une partie lente et une
partie rapide si la condition d'inversibilité des matrices A22 (cas I1.2.1)
et Agz (cas I1.2.2) associées respectivement & la partie rapide, quasi-
rapide du systéme, est vérifiée. La notion de bond-graph quasi-rapide est

introduite dans le cas I1.2.1 car 1'étude se fait sur A§2 et non A22.

Nous proposons deux procédures pour 1la construction directe des
bond-graphs rapide et quasi-rapide. Ces procédures sont directement liées
aux procédures de décomposition de 1l'équation de structure de jonction glo-
bale. L'existence d'un chemin causal entre deux é&léments se traduit par
1'apparition d'un terme non nul dans la matrice de structure de jonctions.
L'élimination de certaines parties de S équivaut donc & enlever certains
chemins causaux et certains éléments du bond-graph global. Les procédures

s'en déduisent simplement.

Procédure II1I.1.1 (cas I.2.1)

Si dans un bond-graph, les éléments C ont des ordres de grandeur
différents et les R des valeurs semblables, alors le bond-graph rapide

réduit est obtenu & partir du bond-graph global en supprimant :

- tous les éléments C de module élevé,

- tous les éléments R uniquement causalement connectés a ces éléments
C, directement ou indirectement & travers d'autres éléments R,

- toutes les sources et détecteurs n'ayant plus de connection causale

avec les éléments C et R restants.

Procédure III.1.2 (cas I.2.2)

Si dans un bond-graph, les éléments R ont des ordres de grandeur

différents et les C des valeurs semblables, alors le bond-graph rapide est
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obtenu a partir du bond-graph global en supprimant :
vaiquemen b

- tous les éléments CYcausalement connectés aux éléments R de valeur
élevée ou aux R équivalents de valeur élevée (boucles algébriques),

- tous les éléments R n'ayant plus de connection causale avec les élé-
ments C restants (directement ou indirectement a4 travers des éléments
R),

- toutes les sources, détecteurs, n'ayant plus de connection causale
avec les éléments C restants (directement ou indirectement & travers
des éléments R).

Le bond-graph quasi-rapide s'obtient en enlevant tous les éléments
R d'amplitude élevée (ou le R équivalent) dans la procédure III.1.2).

Remarque : Ces procédures n'introduisent aucun changement de causalité.

I.3.2 - Systémes explicites

Théoréme II1.1.1)

Le systéme est structurellement sous forme explicite si le bond-
graph rapide (ou quasi-rapide) n'a pas d'éléments C en causalité intégrale

quand une procédure de mise sous forme causalités dérivées est implémentée.

Démonstration : Si dans le bond-graph rapide (quasi-rapide), tous les élé-

ments C peuvent étre mis en causalité dérivée, la matrice d'état du systéme
rapide (quasi-rapide) est inversible, donc par définition, le systéme est

sous forme explicite.

a) Bond-graph rapide et équation d'état rapide

Si le systéme est sous forme explicite, alors le bond-graph rapide
s'obtient en utilisant la procédure III.1.1) ou III.1.2).

L'équation d'état du sous-systéme rapide (ou du bond-graph rapide

est :

(I11.1.9) €q9,,= A,, Q,, + B, u, .

A,, est obtenue dans III.1.5) ou III.1.8).
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u, est le comportement rapide du vecteur d'entrée.

Remarque: Pour les systémes lent, respectivement rapide, nous introduirons
les vecteurs u,, respectivement u , correspondant au comportement lent,

respectivement rapide de l'entrée.

Cette hypothése permet de conserver une cohérence avec la méthode
des perturbations singuliéres.

b) Bond-graph lent et équation d'état lente

A 1'aide des propriétés du bond-graph réciproque et des procédures
définies précédemment, nous proposons une définition du bond-graph lent.

Procédure I11.1.3 : Obtention du bond-graph lent

- construire le bond-graph réciproque global,

- dessiner le bond-graph rapide réciproque a 1'aide des procédures
II1.1.1) et III.1.2),

- construire 1le bond-graph lent réduit 4 l'aide d'une nouvelle trans-

formation réciproque sur le bond-graph réciproque rapide.
Ce bond-graph lent réduit a les propriétés suivantes :

Propriété III.1.1)

L'équation d'état du bond-graph lent est la méme que celle obtenue
4 1'aide de la méthode des perturbations singuliéres :

(III.1.10) g,, = (A, - A, A3} A,,) a,, + (B, - A, A3} B,)u, .
Démonstration Annexe III.1.

Propriété I11I1.1.2)

Si chaque capacité enlevée du bond-graph global est remplacée par
un détecteur d'effort, alors l'équation de sortie lente sera :

(III.1.11) y, = -F,, A;1 A,, 9, " Fi, A;3 B, uy .
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Qe = F;; Yy, est 1'équation algébrique, correspondant au comportement lent

de g,, obtenu par la méthode des perturbations singuliéres.

Démonstration : I1 suffit d'utiliser 1la procédure de 1l'annexe III.1 avec

1'équation de sortie :

9
y=¢C avec C = [0 F,,].
9

Il apparait ainsi que notre méthode de découplage & partir des
modéles bond-graph donne exactement les mémes résultats que ceux des per-

turbations singuliéres dans le cas des systémes explicites.

c) Exemple

o

Reprenons 1'exemple de la Figure I.3.3).

Les éléments R sont supposés avoir la méme amplitude et les élé-

ments C, et C3 sont parasites, c'est-ad-dire C, = C, =€ C,, 0 < & <L 1.

3

q
Le vecteur état est [q,| ot g, = [q,] est la variable d'état lente
EX]

et g, = [:2] est le vecteur état comportant les variables rapides.
3

Le bond-graph du systéme est représenté par la Figure III.1.2.

C:c;, R:rR C:¢; R:R C:G
\ \

= = —L
SFl:SfF = () /lll} /O\ /le /Q /{R:R:;
L ' 4
Sf:sz Sf:SFg,

Figure III.1.2 : Bond-graph du réseau électrique.

Le bond-graph rapide peut facilement étre dessiné Figure III.1.3
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(procédure III.1.1) :

Figure III.1.3 : Bond-graph rapide.

Les Figures III.1.4, III.1.5, III.1.6, représentent respectivement
le bond-graph réciproque, le bond-graph réciproque rapide et le bond-graph
lent du bond-graph de la Figure III.1.2.

C .(fl R :I?l c:\:(fz R :Iéz C (?3

7 oo

1 1
1 —=0——=1 —=AR: A
-? T

Se:$p Se:Sm

Figure III.1.4 : Bond-graph réciproque.

C :Cl BFRI BF:RZ
Sk :Se |1 =0 /{T = /{jr —| R :R;
Se: S Se:8p

Figure III.1.5 : Bond-graph réciproque rapide.
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N
—_
\
/O
\
—
\

01l — R :R;
N\

Sf:Sn, Sf:SBt
Figure III.1.6 : Bond-graph lent.

Les équations dynamiques lentes et rapides s'ensuivent simplement.

V)

I.3.3 - Systémes implicites

Le systéme étudié est dit implicite lorsqu'un phénoméne lent
existe dans le sous-systéme a priori rapide. Cela se traduit par l'exis-
tence de valeurs propres nulles dans la matrice d'état du bond-graph rapide

(cas I.2.1) ou quasi-rapide (cas I.2.2).

I1 est nécessaire, pour ces systémes, de faire un ou plusieurs
changements de variables mettant en évidence ces phénoménes lents. Des mé-
thodes analytiques et géométriques existent a4 l'aide de la matrice d'état
(voir chapitre I, § III).

Nous proposons une méthode en utilisant les propriétés causales du
bond-graph. Ce changement de variables est fait sans aucun calcul. Un avan-
tage est que l'analyse ne se fait pas globalement, mais localement sur les
variables mises en Jjeu.ll n'existe malheureusement pas dans ce cas ni de

bond-graph lent, ni de bond-graph rapide.
Nous nous proposons de faire 1l'étude d'un exemple. Ensuite, nous

développerons une méthode générale de changement de variables dit

structurel.

a) Exemple

Reprenons 1l'exemple de la Figure I.3.3.
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Les éléments C sont supposés avoir une amplitude du méme ordre de
grandeur et R3 est supposé d'amplitude beaucoup plus grande que R, et R,.

Le bond-graph causal de la Figure III.1.2 nous dit que les trois
éléments dynamiques C,» 02 et C3 sont causalement 1liés a4 R, et R,. Le
bond-graph quasi-rapide s'obtient donc en enlevant seulement R3. Ce bond-

graph quasi-rapide est mis sous forme causalités dérivées. (Figure III1.7).

C:c;, R:R C:c2 R:r C:G

S
Tl

Sf:SFZ, Sf:Smr

Figure III.1.7 : Bond-graph quasi-rapide du réseau électrique, en causalité
dérivée.

I1 apparait que C, reste en causalité intégrale. Le systéme est
donc implicite. L'utilisation des chemins causaux va nous permettre de

définir quelques propriétés.

Soient eci, respectivement ﬁc , la tension, respectivement le
i

flux, aux bornes de Ci.

L'équation d'état du bond-graph quasi-rapide est :

1 1 0
4 R, C, R,C, o 1 00
(III.1.12) |q ! [1+1]1 ! 1+01o
oL, S — o f— —_—l q u
: R, C, R, R,)C, R,C, q2
a5 1 1 3 0 0 1
0 + -
R,C, R,C,
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En régime permanent (di = 0), nous obtenons les relations :

1]
j=o]

e
(II1.1.13)

Cy

o
"
1

o

Ces équations peuvent étre directement obtenues & partir du bond-
graph quasi-rapide de la Figure III.1.7 & l'aide des chemins causaux. Nous
recherchons pour cela 1les efforts dans C1 et C, sachant que le flux dans

C1 et 02 est nul.

Ces relations sont les relations de conservation dans la méthode

des perturbations singuliéres (voir chapitre I, § III).

La matrice d'état étant dégénérée, d'ordre 1, nous obtenons une

autre relation :
(III.1.14) fC2 = =-f - f + 8

avec, par hypothése, S,6 + SF2+ S, =0.

l’1 F3

Cette relation peut, encore une fois, étre obtenue a 1l'aide du
bond-graph quasi-rapide de 1la Figure III.1.7. Il suffit de rechercher le

flux de Cz, & 1l'aide des chemins causaux, en fonction des autres flux.

A 1'aide des équations III.1.13), respectivement III.1.14), nous

obtenons les nouvelles variables rapides x et x,,, respectivement la nou-

21

velle variable lente x du systéme dynamique. Il suffit de calculer la

11°
nouvelle équation d'état avec les nouvelles variables pour s'en assurer.
Nous proposons une démonstration pour le cas général dans le paragraphe

suivant.

1
(III.1.158) x;; = c—e—g— (3;*a,*qy)
1 2 3
/
U 9
= — - — - R,S
%21 c, ¢, 197,
(III.1.15b) <
Qi  q
X,, = = - — + RS
k“ c, C, 27F3
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1
Le terme ——— est appelé capacité agrégée. Il permet de
C1+02+C3

n'avoir que des variables efforts. Il apparait comme terme multiplicateur
de la variable lente. Ce changement de variable est exactement le méme que
celui obtenu par 1la méthode des perturbations singuliéres (chapitre I.,
§ III). De plus, il peut étre directement mis en évidence a4 l'aide des pro-
priétés causales du bond-graph.

b) Changement structurel de variables

L'équation de structure de jonction du bond-graph rapide (cas
I.2.1) et du bond-graph quasi-rapide (cas I1.2.2) est :

S.12 Y ng 833 e,
(111.1.16) = d°ut2
Go| | sosEosh |l
Si 1le bond-graph est mis sous forme causalités dérivées, certains

éléments restent en causalité intégrale.

Notons g,, le vecteur état correspondant & ces éléments, g,, le

vecteur état comprenant les éléments restant en causalité dérivée.
A partir de ce bond-graph, nous obtenons les relations suivantes :

(I1I.1.17a) g,, =T, g,, + T, u

2

(II1.1.17b) F ,, Q, =Ty Fi,y @, + T, u+ T, g,

avec F =

122

T, sont des matrices obtenues par la résolution de 1l'équation de

structure de junction (cas bond-graph en causalité dérivée).

Nous définissons deux nouveaux vecteurs :

(III.1.18) m, = %%, =T, 9, - T, f u dt
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(II11.1.19) n, = F122 94, - T3 F121 921

Nous montrons facilement que ce changement de variable appliqué au
systéme rapide (ou quasi-rapide) est tel que m, est associé aux valeurs

propres nulles et m, aux valeurs propres non nulles.
Démonstration Annexe III.2.

Les nouvelles variables introduites dans le systéme global seront

influencées par les dynamiques lentes.

Le vecteur lent total sera donc [ﬁll, le vecteur rapide m,. Le
1

vecteur lent est composé de variables de déplacement et le vecteur rapide
de variables effort. Il parait logique de tout transformer en variables ef-
fort étant donné qu'il n'est pas possible de tout transformer en variables

déplacement. Le changement de variable final sera :

X Fli & F,, 0 0, q, 0
(III.1.20) = Fea n|=|0 R, FT| |a.]* -Fequf u dt
X, M, 0 =T, .Frpy  Frao L PP 0

X, contient les variables lentes, x, les variables rapides. F

1
sera par exemple (pour l'exemple précédent) la capacité agrégée du systéme.

eq

Un calcul bossible de Feq s'effectue a4 1'aide de 1l'équation
III.1.18). Pour M, = 0 et en différenciant, nous obtenons une équation dif-

férentielle faisant intervenir les vecteurs g,, et g,,, c'est-a~dire :
(II1.1.21) g,, = + T, q@,, + T, u.

Une telle relation apparait lorsque dans un bond-graph les élé-
ments capacitifs associés au vecteur état g,, sont en causalité dérivee.
Dans ce cas, une relation algébrique entre g,, et g,, est :

(I11.1.22) g,, = F;3, T} F,,, 9, -

Le multiport de raideur équivalent du modéle bond-graph est Keq.
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= - -1
(II1.1.23) K, = Fppy [T, + T, i, T Fra | -

Nous choisissons donc Feq = Keq soit :

(III.1.24) F, = [F;;1 + T, Fizo Ti]'l ¥

Feq est une matrice symétrique, définie positive.

Dans 1la méthode des perturbations singuliéres, nous définissons
les changements de variables A4 l'aide de propriétés géométriques. La pre-
miére étape consiste & définir un sous-espace vectoriel associé au vecteur
état g, et & la matrice d'état A,,. Ce sous-espace vectoriel est ensuite
décomposé comme somme directe entre 1l'espace nul associé a Azz' appelé
Ker(A

faite entre les relations algébriques intervenant dans A,,, les sous-espa-

) et l'espace image de A,,, appelé Im(A,,). Une correspondance est
22 22 22

ces Ker(A,,) et Im(A et les nouvelles variables d'état rapides et

22)
lentes.

Le changement structurel de variables & l'aide du bond-graph se
fait dans le méme esprit. Un interprétation géométrique, a l'aide d'espaces
vectoriels ou de matroides Birkett et Roe (1989) serait intéressante.

Le changement de variables proposé fait intervenir le vecteur
d'entrée u. Il n'est néanmoins pas indispensable car les propriétés dynami-

ques sont conservées lorsqu'il est omis.

Nous pouvons qualifier ce changement de variables, de structurel,
car il s'obtient & partir de la structure du bond-graph et de ses proprié-

tés causales (voir exemple a).

I.3.4 - Cas général

Le modéle bond-graph, tout comme le modéle d'état, n'est pas tou-

jours adapté pour le découplage des dynamiques du systéme étudié.

Supposons un modéle bond-graph ayant des éléments dynamiques en

causalité dérivée et des dynamiques d'ordres de grandeur différents.
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Nous procédons d'abord & un partitionnement du vecteur état sans
tenir compte des éléments en causalité dérivée. Deux conditions de décou-
plage sur le bond-graph sont alors nécessaires. Un élément en causalité
dérivée ne doit pas étre causalement 1ié simultanément & un élément dont la
variable d'état fait partie du vecteur lent et & un élément dont la varia-
ble d'état fait partie du vecteur rapide. Cetfe condition étant vérifiée,
le module de 1'élément ne doit pas faire varier trop fortement le gain des
boucles causales, en tout cas ne pas rendre rapide une variable lente et

réciproquement.
Si ces conditions ne sont pas vérifiées, le découplage ne sera pas
directement possible sur 1le bond-graph. Il faudra ainsi faire 1'étude &

partir du systéme d'état.

I.3.5 -~ Amélioration de la précision des systémes lent et rapide

La méthode classique des perturbations singuliéres fait apparaitre
un terme € qui permet de découpler le modéle en un modéle lent, obtenu pour
€ = 0, et un modéle rapide.

Néanmoins, lorsque € n'est pas trés proche de 0, cette méthode
peut entrainer une erreur importante sur les modéles obtenus. Il existe une
méthode de bloc-diagonalisation Kokotovic et al. (1986) qui découple les
variables lentes et les variables rapides. Le nouveau modéle est appelé
modéle corrigé. Ce modéle découplé donne des modes propres plus précis,
néanmoins les nouvelles variables, qui gardent une signification physique,

ne sont plus directement rattachées a des éléments précis du systéme.

Nous proposons une méthode, appelée de la méme maniére méthode de
correction, qui consiste & améliorer la précision des systémes lent et ra-
pide, tout en conservant une structure semblable aux systémes lent et ra-

pide non corrigés.

Cette méthode n'est bien entendu valable que pour les systémes

explicites.

a) Amélioration de la précision du systéme lent

Reprenons 1'équation d'état d'un systéme RC avec les variables

dynamiques de co-énergie des vecteurs z, et z, :



146

Zy Fi Ty Fi.Tio| [# F., B
(I11.1.23) = + u.
£ éz F.,T Fi.Too| |22 F., B,

12721

Nous nous plagons dans le cas partiéuliér ou seuls les éléments C
ont des ordres de grandeur différents. Une étude semblable peut étre faite
dans 1le cas ol F12T22 a des valeurs propres de module élevé devant celles

de F11T11'

F,, a été normalisée pour faire apparaitre le terme €.

T,, est une matrice inversible. Le systéme est sous forme singu-

liérement perturbée. Il est de plus explicite.

Le terme F,,T,, représente un couplage entre les variables rapides

de z, et les variables lentes de z, .

Pour rendre ce couplage plus faible, nous introduisons le nouveau

vecteur m défini par :
(III.1.24) m =z, + T;1 T,, 2z, .

La nouvelle équation d'état avec les vecteurs z, et m est :

{éi F11(T11'T12T§§T21) Fi T z,
(I11.1.25) =
em 8T52151F11(T11'T12T;;TE1) (F12T52+8T5; T21F11T12) n
F.,B,
+ Ww
-1
[F1,B, +€T;5T,, F, B,

Dans 1l'échelle des temps lente, m n'a pas de dynamique.

Remarque :

Le nouveau systéme d'état est encore sous forme singuliérement
perturbée. La matrice (F, ,T,, + eT;é T,,F;;T,,) étant inversible. Pour s'en

convaincre, il suffit de factoriser & droite par T,,. Le premier facteur
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est 1la somme de deux matrices dont l'une est définie positive et 1l'autre

semi-définie positive. Le deuxiéme facteur est T,,.

Le nouveau vecteur état m contient les variables rapides. Pour

€ = 0, nous obtenons le systéme lent habituel.

Or, en général, € n'est pas trés proche de 0, et donc écrire € = 0
peut entrainer des erreurs importantes sur le modéle lent obtenu. De plus,
il est parfois difficile de faire apparaitre &€ dans les équations. Seules

des considérations physiques permettent de trouver €.
Dans la suite, nous ne ferons plus apparaitre le terme €.

En régime autonome et en posant € = 0 dans III.1.23), nous obte-

nons une relation algébrique entre z,, et z,, soit :
(III.1.26) z,, = - T;1 T,, 2,4 -

Les relations III.1.24) et III.1.26) montrent que m correspond &

1'évolution rapide de z,. Il vient :

2"

(I11.1.27) m = zZ,, .
Pour obtenir le systéme lent corrigé, nous posons simplement m=0

dans III.1.25) en considérant que ﬁ est d'ordre € aprés le régime transi-

toire. Le modéle lent corrigé est défini par 1'équation III.1.28) :

(II1.1.28) 2§, = F{, (T, -T,, T;} T,,) zi, + F{, (B,-T,,T;; B,)u,

= -1 p-1 m-1 -1
avec Ff, = [I, + F,T,, T;1 i T3 T, | Fy, .

I1712

L'indice c¢ indique que la variable lente n'est pas obtenue par la
méthode habituelle.

u, est la partie lente du vecteur entrée.
Etant donné que F;, est une matrice symétrique définie positive,

1l'équation d'état III.1.28) peut étre associée au bond-graph lent du sys-

téme initial ol la matrice F,, est remplacée par F§1 .
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Nous avons obtenu un nouveau bond-graph lent, appelé bond-graph

lent corrigé, pour lequel le vecteur état lent est Q1£v avec :
(III.1.29) Q, = (F§, )"t =5, .

Le vecteur état lent qui nous intéresse est gi,n I1 s'exprime en

fonction de zj, par la relation habituelle, c'est-é-dire :
(III.1.30) g5, = F;] 2§, .

Nous pouvons encore écrire :
(III.1.31) g§, = F;1 (FS,) Q. -

Le systéme lent corrigé conserve les mémes. variables lentes de
co-énergie. La structure du systéme lent est conservée. Uniquement quelques
coefficients d'ordre 0(€) sont ajoutés, correspondant a la nouvelle matrice
Fi,.
ment obtenues sur 1le bond-graph 1lent corrigé, mais la relation initiale

I11.1.30) est conservée.

En ce qui concerne les variables d'énergie, elles ne sont plus directe-

Nous pouvons calculer 1l'évolution lente du vecteur état comportant

les variables rapides.

D'aprés 1l'équation III.1.24), nous pouvons écrire :

= -1

(II11.1.33) 250 =M = T3, T, 27,
ol M, est obtenu en écrivant M = O dans III.1.25).

Cette expression tient compte de 1l'évolution lente de m donc de
Z,,. C'est pourquoi 1l'indice c apparait sur les variables z,p et z,,. Pour
n, = 0, cet indice disparait.

Il vient :

(II1.1.34) 2z, = - (T5,) % (TS,) 28, - (TS,)" BS u,
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= -1 -
T5, = Ty + Fi3 T35 T F Tho
avec T3, = Ty #+ FI% T;; T, F Ty
B; =B, +F;; T;; T,,F,B
Sachant que :
27 = F; gf
(III.1.35)
z; =F, g
Nous obtenons :
(II1.1.36) g5, = = F;i (TS,)? [<T§1)FI1 9ie¢ * By Ue]

g5, est calculé & partir de 1'équation III.1.30).

b) Amélioration de la précision du systéme rapide

La premiére méthode consiste & extraire le systéme rapide du sys-

téme global III.1.25), en éliminant le terme de couplage avec z, .
Nous obtenons :

(II1.1.37) m, = (F;,T,, + T;3To1FryTyp) M + [F,B, + T33T, F B Ju,.

En tenant compte de :

N, =M = M,
(I11.1.38)
Z;r = Zg - z;(

Nous en déduisons immédiatement :

(III.1.39) 25, = m

r

A 1l'aide de la relation :

(III.1.40) 2z = F,, g
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il vient :
(III.1.41) g5, = (T5,) F,, a5, + BS u, .

Ce systéme n'est pas trés intéressant car cette équation dynamique
n'est plus associée & un bond-graph de la méme structure que le bond-graph
rapide. En effet, la matrice de commande B; peut par exemple, dans certains
cas, faire apparaitre des nouveaux termes n'existant pas dans 1'équation
d'état rapide non corrigé, d'ou une modification de la structure du bond-
graph rapide.

Nous nous proposons d'utiliser le bond-graph réciproque pour amé-
liorer la précision du modéle rapide.

Une premiére étape consiste & chercher le bond-graph réciproque du
systéme globalﬁ Le systéme réciproque lent peut étre extrait. Sur ce sys-
téme, nous utilisons la méthode de correction présentée précédemment qui
consiste & modifier 1a matrice de raideur du systéme. Une nouvelle trans-
formation réciproque est accomplie. Nous obtenons ainsi le systéme rapide

corrigé appelé bond-graph rapide corrigé.

Cette transformation est représentée sur la Figure III.1.8.

Z original réciproque > Z

découplage

1y s Ez € e 52 5 coublé
z ;a:r’:leé réciproque | ent correction fent découple
g corngé

Figure III.1.8 : Représentation de la méthode d'obtention du modéle rapide

corrigé.
Pour obtenir le systéme rapide corrigé, il suffit d'extraire le
systéme rapide du bond-graph (présenté précédemment) et de modifier la ma-

trice caractéristique de raideur du systéme.

Soit F, , la matrice de raideur du systéme rapide.
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La matrice de raideur du systéme rapide corrigé est définie par :

+ T;1T, F T, ,T;1

(III.]..”’Z) F;Z = FIZ 22°21%11°12"22

Démonstration Annexe III.3.

Les équations du bond-graph rapide corrigé & 1'aide des variables

de co-énergie et d'énergie sont définies par :

z;, = Fi, Ty, 23, + Fi,Bu,
(III.1.43a)
yr = C2 z;t +D ur

(III.1.43b) Q,_ = (FS,)"! z¢_

Le vecteur état rapide g,, corrigé est définie par la méme rela-

tion avec zgr, soit :
(IIT.1.44) q, = (FIZ)‘1 z3,

Tout comme pour les systémes découplés non corrigés, ¢, aura un

comportement lent uniquement et g, sera la somme des comportements lent et

rapide.
9 = 49je
(I11.1.45) @, = g * G,
u = ul + ur

Les conditions initiales de chaque systéme dynamique tiennent
compte des équations III.1.34) et III.1.45).

c) Etude de 1l'équation de sortie corrigée

L'équation de sortie du systéme est définie par :
(III.1.46) y = ¢C, F,, g, + C, F,, g, + Du.
Nous pouvons décomposer le vecteur de sortie :

(III.1.47) y = y, + ¥,



152

Ye¢» respectivement y_ , tient compte de 1'évolution lente, respec-

tivement rapide, des variables d'état et de l'entrée.

(c

Ye

1 = Co(T5,)"" T5,) Fiy a5 + (D = C,(T5,)"" Bj)u,

(1I11.1.48)

¥, =C F, g3, +Du

r

Sachant que :

F;Z QZr

Fi2 Q.
(III.1.49)

Fii @42 = F1; Q.

Ye¢ et y, peuvent directement étre déduits des bond-graphs corri-

gés. .

d) Remarques sur les systémes corrigés

L'équation d'état du systéme non corrigé est de la forme :
(II1.1.50) x = Ax + Bu

L'équation d'état du systéme corrigé est de la forme :
(II1.1.51) [I + €M] x = Ax + Bu
ol M est une matrice symétrique.

Les propriétés structurelles sont donc conservées.

Le systéme corrigé garde des variables d'état de méme nature. Il

garde un sens physique que nous ne retrouvons pas avec d'autres méthodes.

En général, le bond-graph obtenu ne contient plus uniquement des
ports simples. Des relations supplémentaires entre les variables d'état
sont introduites. Elles sont néanmoins d'ordre €. L'étude d'un systéme
graphe associé au systéme corrigé devra tenir compte du poids d'ordre ¢ des
chemins ajoutés par rapport au systéme graphe associé au systéme non cor-
rigé. Ceci est important pour 1'étude du découplage-linéarisation par

exemple.
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e) Exemple

Reprenons le modéle bond-graph du réseau électrique :

L :
F’ g () ,'iq I a”(z ./4F2:}?3

— —

St:55 St:Sk
Figure III.1.9 : modéle bond-graph d’un réseau électrique.

Les matrices d'état et de commande du systéme dynamique sont :

1 1
i e 0
R,C, R,C,
1 1 1 .1 1
(I11.1.52) A = —_— ()
R1C1 R, Rz Cz ' ch3
1 1 1.1
0 -(——- + —)__
R,C, R, R3 C3 |
1 0 O
B=1J]0 1 O
0 0 1
q,
Le vecteur état est |q,| ou q, est la variable lente et q,,9; sont
93

les variables rapides.
Les équations lente et rapide du modéle non corrigé sont :

'-
Qe = Ap Q¢ * By uy

(II1.1.53) 4|, C
. = Ar + Br ur
\q3r q3r
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A - . By = |1 22 s
¢ (R, +R,+R, ) ¢ R, +R,+R, R, +R,+R,
avec 4 ] ( 1 )1 1
V - — ——
R, +R, C, R203 0 1 O
A = - B_=
: 1 [1 L1 ] 1 " lo o1
R.C, R, R)Cj

Les équations lente et rapide du modéle corrigé sont :

/e _
aj¢ = F7; Fi, [Ay a0 + By u,]

G,
-1
FIZ F;Z Ar + Br ur

(II11.1.54) <[§;r]
\

~C c
d3, .,

( [ , + R3 2 R3 2 -1
F¢, = Cc, + |——m——o C, + |——| C
1 1
1 L R, +R, +R, 2 R, +R, R, 3
avec 9
[1/C, O 1 (Rz+R3)2 R3(R2+R3)
F¢, = +
12 o 1/c C. (R, +R, +R, )2 2
i 3 1\ TR TS -R3(R2+R3) R3

Nous allons comparer les valeurs propres des matrices d'état pour

les différents cas en prenant € = 0.1 puis € = 1,

| systéme total | systéme découplé | systéme découplé corrigé |

| | - 0.0315 | - 0.0333 | - 0.0316 |
| e |==mmmmme e = |
| c,=10 | -3.0173 | -3 I - 3.0171

| | - 1.0512 | -1 | - 1.0496

| I I I I
| | - 0.1981 l - 0.333 | - 0.2143 |
I |-==mmmmmmm e |-====mmmmmmmmmmee [====mmmmmmm oo |
| c,=1| -3.2470 | -3 | - 3.2153 |
I | - 1.555 I -1 I - 1.4514 |
I I | I I

Table III.1.1 : Valeurs propres de la matrice d’'état pour différentes

valeurs de C1'
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I1 apparait clairement que les systémes corrigés sont nettement
mieux approximés du point de vue fréquentiel. Pour € = 1, 1l'approximation
reste trés correcte. Pour € = 1, le choix des vecteurs lent et rapide peut

étre quelconque, l'approximation sera dans tous les cas trés bonhe.

I.3.6 - Application a la commande

Les modéles lent et rapide corrigés peuvent étre utilisés en vue
de 1la commande, soit pour la commande modale, soit pour la commande compo-

site quasi-optimale parmi d'autres possibilités.

I1 apparait que 1le critére de performance obtenu & l'aide d'une
commande composite sur les systémes lent et rapide corrigés n'est pas né-
cessairement meilleur que celui obtenu pour les systémes non corrigés. En
fait, pour le cas extréme oi l'on procéde & un changement de variables de
maniére a bloc-diagonaliser la matrice d'état, ce critére peut devenir trés

mauvais suivant par exemple les conditions initiales des variables d'état.

En effet, supposons le modéle représenté par les équations :

: ’.‘1 A, 0] Ix B,
(III.1.55a) = + u.
€ 1;:2 0 A, ] *2 B,
X, ]
(III.1.55b) y = [C, C,] .
X2

La commande composite quaSi-optimale est la somme des commandes
calculées pour le systéme lent et pour le systéme rapide. La méme commande
est donc appliquée pour 1les deux sous-systémes indépendants, ce qui

apparemment ne donne pas un bon critére d'optimalité.

Néanmoins, ce critére n'est pas obligatoirement indispensable. Si
le systéme rapide est stabilisable-détectable, il est possible de lui ap-
pliquer un retour d4'état et de calculer une commande optimale uniquement

sur la partie lente corrigée.

Reprenons 1l'exemple du réseau électrique modélisé par 1le bond-
graph de la Figure III.1.9. Nous comparons les critéres obtenus pour le
modéle d'état directement obtenu & 1'aide du medéle bond-graph (variables
de co-énergie) et le modéle d'état déduit du précédent par un changement de
base du type de 1l'équation III.1.24).
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Les résultats sont présentés dans la Table III.1.2.

Nous avons choisi C; =10, R, = 1 en faisant varier € de 0.1 & 1.
Les variables dynamiques ont la valeur 1 pour condition initiale et la ma-
1 0 Ol

trice de sortie est C =
0 0 1

€ = 0.1l = 0.25(¢ = 0.5|¢ = 0.75{ 0.1
J 3.8022 | 4.7616 |6.1665 | 7.4294 |8.6079

3.8052 | 4.7781 |6.2169 | 7.5253 [8.7588
3.8222 | 4.8072 |6.2610 | 7.5896 |8.8504

[+
©

"

3.8081 | 4.7918 |6.2672 | 7.6334 |8.9445

o

L g

&y ‘-l‘ I

3.8202 | 4.7975 |6.2358 | 7.5527 |2.8088

-

Table III.1.2 : Comparaison des critéres quadratiques.

J Jc et Jr sont respectivement les critéres associés aux com-

op’
mandes, optimale, composite et réduite du systéme initial et J. et J, sont
respectivement les critéres associés aux commandes composite et réduite du

systéme obtenu par changement de base.

Nous remarquons que J, < J:, il parait donc souhaitable de garder
le modéle initial 1lors du calcul de la commande composite. Par contre, si
nous voulons introduire une commande réduite, il est préférable de la cal-

culer & partir du systéme obtenu par changement de base.

Aprés 1l'étude de quelques exemples, nous nous sommes apergus qu'il
n'existait pas de régle générale et que chaque cas offrait un choix préfé-

rable par rapport aux autres.
Conclusion

Dans cette premiére partie, nous avons donné quelques guides en
vue de la séparation du vecteur état en variables lentes et variables rapi-
des. Nous avons montré que le bond-graph permet surtout de résoudre deux
problémes importants :

= il indique si 1le partitionnement est adéquat, dans ce cas deux sous
bond-graphs correspondant au modéle 1lent et modéle rapide sont
obtenus.

- Un changement de variables est proposé lorsque le systéme est sous

forme implicite.
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L'avantage par rapport & d'autres méthodes est qu'aucun calcul
n'est a4 faire. L'analyse se fait de maniére structurelle. Lorsque le décou-
plage est possible, nous obtenons deux sous modéles bond-graph. Nous gar-
dons ainsi toutes les possibilités d'analyse qu'offre le modéle bond-graph.
Un modéle d'état formel peut étre directement obtenu alors que ce méme
modéle, obtenu par la méthode des perturbations singuliéres, requiérerait
des calculs formels fastidieux tels que 1l'inversion et le produit de

matrices.

L'étude 4 l'aide du bond-graph peut se faire de maniére manuelle,
méme avec un modéle de grande dimension. Elle peut néanmoins se faire in-
formatiquement & l'aide de l'intelligence artificielle qui est trés adaptée

pour ce genre d'analyse.

Une méthode dite de correction a été proposée. Elle permet de con-
server un modéle physique tout en améliorant la précision des fréquences
des sous-systémes lent et rapide. De plus, ces nouveaux modéles peu;ent
étre modélisés par des bond-graphs semblables aux bond-graphs des modéles

non corrigés. Les propriétés structurelles initiales sont conservées.

II - ETUDE DES SYSTEMES PUREMENT OSCILLANTS

Il n'existe en général pas de systémes purement oscillants. Par
contre, les systémes dynamiques ont souvent un comportement lent associé a
des oscillations rapides. Néanmoins, certaines structures vibratoires,
telles 1les segments souples, retirées de leur environnement sont purement
oscillantes & l'amortissement structural prés qui est trés faible. Mais
1l'environnement se comportant généralement comme un filtre passe bas, les
phénoménes oscillatoires rapides sont en soi peu intéressants. Nous parle-
rons donc souvent de réduction plutdt que de séparation de modes, les modes
étant une mesure des périodes d'oscillation. Un bond-graph, associé a un

systéme physique oscillant, ne comporte pas d'éléments R.

Une premiére partie consistera & donner des critéres et méthodes
de séparations des systémes lent (modes a faible valeur) et rapide (modes a

valeur élevée).

Une deuxiéme partie fera l1l'objet d'une analyse particuliére du
systéme lent en vue d'une réduction de modéle. Nous introduirons une mé-
thode ayant pour but d'augmenter la précision du systéme lent (précision

des modes).
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II.1 - Découplage des modes lents et des modes rapides

Tout comme pour les systémes RC, deux catégories de systémes peu-
vent apparaitre : les systémes implicite et explicite. Nous ne développe-
rons pas la partie concernant les systémes implicites. Une étude analogue &
celle faite par les systémes amortis implicites pourrait étre développée.
Nous supposerons par la suite que les oscillations rapides sont dues & des
éléments capacitifs de faible valeur et que tous les éléments I ont le méme
ordre de grandeur, cette restriction ne modifie en rien la généralité de
1'étude. Nous supposerons, enfin, qu'il n'y a pas d'éléments en causalité
dérivée.

Une démarche analogue peut étre adoptée lorsque les éléments I ont
des ordres de grandeur différents et les éléments C le méme ordre de gran-
deur. Il faudrait simplement utiliser la formulation mathématique duale de

celle que nous proposons par la suite.

II.1.1 - Description du probléme

)

Soit un bond-graph dont l'équation d'état a la forme suivante :

é 0 A, B B,
(I11.2.1) = + u
q A, O B

q q

p € isd u€ERe
g€ R

p et g sont respectivement les vecteurs des variables d'état asso-

ciées aux éléments inertiels et capacitifs.

Le bond-graph étudié ne comporte a priori que des ports simples.
Les éléments capacitifs de raideur élevée sont rassemblés dans la matrice

de raideur K,, avec K, € R"*", les autres dans K;, K, € R'*".

Le systéme peut néanmoins étre étudié & l1l'aide d'une représenta-
tion multiports. Dans ce cas, K, comportera des valeurs propres de valeur

élevée en comparaison de celles de K, .

Le systéme étudié aura a priori m modes propres élevés et n modes

propres faibles s'il est explicite.
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Les modes propres du systéme sont les valeurs propres de la ma-
trice -K ququK'1 ot K est 1la matrice de raideur du systéme. Le rang de
cette matrice est au plus £, donc le nombre de modes propres non nuls est

au plus £. Si £ < m, le systéme sera sous forme implicite.

Nous nous plagons dans le cas ol £ > m.

La décomposition du vecteur état est immédiate en ce qui concerne
les variables g. Notons g, le vecteur état associé aux éléments capacitifs

contenus dans K, .

L'équation II1.2.1) peut étre réécrite :

{91 0 0 A Ky A K, P; B,

" 0 0 A.K AK B
(111.2.2) |%2] = L L 2 (B2 {R2|

g, A5M1 A M 0 0 q, B3

. - - B

g, A MY AgM? 0 0 9. 4
avec A, = -A;, Ag = -A;, A, = -Al, A; = -A}. Ces matrices sont indépen-
dantes des éléments C;yi=1,...n+m et I, 1= 1,...,£. Elles ne dépendent

que des coefficients de la structure de jonction du bond-graph. M, et M,

sont les matrices de masse comportant les termes M,1i-= 1,...,48.

p, est choisie de fagon & ce que la matrice A, soit carrée et

inversible.

Propriété I1I1.2.1)

Ag est structurellement inversible ssi il est possible de mettre
tous 1les éléments capacitifs correspondant & la matrice K, en causalité
dérivée en méme temps que tous les éléments inertiels de M, (sans intro-

duire de boucle algébrique non solvable).

Démonstration :

I1 suffit d'utiliser 1l'équation de structure de jonction du modéle
qui est pratiquement 1la méme que III.2.2) et de positionner éz et éz dans
le vecteur d'entrée. Ceci équivaut & inverser les causalités des éléments
de matrices caractéristiques M, et K,, mais aussi & inverser les matrices

Ah et As'
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Nous montrerons par la suite que si A; n'‘est jamais inversible,
alors le systéme est sous forme implicite. C'est-a-dire qu'il existe des
oscillatoires lents dans la partie supposée rapide. Des changements de va-

riables doivent étre faits dans ce cas.

Nous appliquons directement les perturbations singuliéres sur les
équations différentielles du second ordre et montrons gqu‘une méthode de
découplage directe sur le bond-graph ou sur l'équation d'état donnent des
résultats identiques.

II.1.2 - Application des perturbations singuliéres sur les

équations différentielles du second ordre

Nous introduisons les nouvelles variables définies par :

s"1 =K, q
(I11.2.3)

v» = K, g,

Le systéme d'équations différentielles du second ordre, obtenu a
partir du systéme d'équations III.2.2), est :

3& + K H,y, +KH,y, =K B] f u dt + K, Byu
(II1.2.4) <
v, * KyHy vy + Ky, = K, B I u dt + K,B,u
\
H,, = -(A,M;A, + AM'A,)
H, = -(AM]'A, + AGM;TA,)
avec @ <H21 = -(A7MI1A1 + A8M51A3)
Hy, = -(AM;’A, + AgM;'A,)
B = (AJM{'B, + A(M;'B,)
| B; = (A, M{'B, + AM;'B,)

La matrice K, comportant les éléments de valeur élevée peut étre

normalisée par rapport a K, en posant €K, = ﬁzo

Propriété III.2.2)

Si A; est choisie de fagon & ce que son rang soit maximal, alors

H,, est inversible ssi Ag est inversible.’
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Démonstration :

= Si Ag n'est pas inversible, alors il existe une combinaison linéaire

entre les lignes de [A7 Ag]. Le rang de H,, est dans ce cas dégénéré.

& Si A; est inversible, H,, est la somme d'une matrice définie positive
-A8M;1Ab et d'une matrice semi-définie positive -A7M;1A2 , elle est donc

inversible.

Propriété II1I.2.3)

Le systéme d'équations différentielles du second ordre III.2.4)
est sous forme explicite ssi les éléments capacitifs associés a K, peuvent

adopter la causalité dérivée.

Nous supposons'dans la suite que le systéme étudié est sous forme

explicite. Le systéme 1lent par application des perturbations singuliéres

est obtenu en posant €y, = 0, soit :

Yot < 'HE; Hy, Y0+ HE% B; I u,dt + Héé B,u,
(III.2.5)

3}14*’K1(1'111'1'112}15;1'121)5’14 = K1[(BI'H12H5;B;)I uldt+(B3°H12H§;Bu)u£]°
Le systéme rapide obtenu par application des perturbations singu-

liéres est :

ylr =0
(III.2.6)
Yo *+ KHy ¥, = KB I u.dt + K,B,u,

Le calcul de y, et y, se fait 4 1'aide de 1'équation suivante :

Y, = Y2
(II1.2.7)
Yo = Yoo * Vi

La prise en compte des conditions initiales donne :

yll(o) =

[l
e«
-
S

(I11.2.8a)

Ll
& .
A
)

yl.e(o) =
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¥,,.(0) = y,(0) + HylH,,y, (0)
(III.2.8b)
¥,.(0) = y,(0) + H;1H,, ¥y, (0)

Nous proposons maintenant une méthode directe de découplage &

1'aide de 1l'équation d'état.

1I.1.3 - Décomposition de 1l'équation d'état

- Systéme lent

L'équation d'état III.2.2) ne se présente pas sous une forme sin~

guliérement perturbée.

Nous écrivons cette équation & l'aide des variables de co-énergie

définies par :

£, =M' p
(111.2.9a)

£, =M;' p,

e, =K, g
(I11.2.9b)

e =K, g,

La nouvelle équation d'état s'écrit :

. : » i : o
£, 0 M;lA, 0 M; 1A, £, M}t B,
: K,A 0 K,A 0 K, B
(1r1.2.10) |3 | = | .° Lt o N R
.2, ) 1 . _ .
.f:z 0 M2 A3 0 Mz Ah 22 Mz Bz
ce, Kz A, 0 K,Aq o | 2 K, B,

La forme de 1la matrice d'état ne permet pas d'appliquer directe-
ment les perturbations singuliéres, néanmoins puisque la matrice
[ 0 Mla,

K,Ay O

pres élevés sont liés aux vecteurs f, et e

] est inversible, nous pouvons déja présager que les modes pro-
2
Posons € = 0 dans III.2.10). I1 vient :

(1I11.2.11) KA, £,, + KA, £,, + K,B, u, = 0.
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L'indice £ indique que les calculs tiennent compte de € = O.

En dérivant III.2.11) et en utilisant III.2.10), il vient aprés

quelques développements mathématiques :

(III.2.12a) e,, = H3} [-H,, e,4 + B} uy + B, u,]

H, et B] sont définis dans III.2.4).
£4 =Mt [1d+A2A;1M2A51A7M;1]-1.

III.2.12b) [(8,-8,8;2 A )e, ¢+ (B, -5, ;"B Jug-A Ay 1M, A5 By |
€2 = K (A -AgA; A )E, , + K, (B,-AgA;B,)u,

Nous développons ici 1le calcul du coefficient de e ¢ appelé T
dans 1'équation III.2.12b).

Aucune hypothése n'est faite sur les matrices.

-3
"
=
]
-

Tt [AAs (A2 AN 1A, ) (A M A, +AgM; A, ) |

il
=
'
-

; [(Id-Az(A7M;1A2+A8M51Ah)-1A7M;1)A1 - Ay (A M 1A +AGN; 1A, )" AM; A, |

En regroupant les matrices dans les parenthéses, nous avons :

=3
"
=
]
-

T [ (oM A A A A )T A, - M (T, A A AT A M)A, A A

"
=
]

-

-1 -1 -1]-1 -1
LW W e e (R N E
Le calcul des autres coefficients se fait de la méme maniére.

Le systéme III,2.12) transformé en équations différentielles du

second ordre a4 1l'aide du vecteur défini par :

Vi €

(IT1.2.13)

Yoe = €2

est le systéme lent du systéme d'équations différentielles du second ordre

calculé pour le systéme global.
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Démonstration Annexe III.4.

Nous dirons donc que 1les vecteurs définis par les équations
III1.2.12) sont les vecteurs lents du systéme dynamique. A l'aide des équa-
tions I11I.2.9), il est possible de calculer les équations dynamiques lentes

associées aux variables d'état du modéle bond-graph.

- Systéme rapide

Nous décomposons l'équation d'état 111.2.10) de maniére & garder

les sous-matrices directement associées au vecteur état e,.

Soit : ‘
B [ o o mm |, l
(III.2.14) | £, | = 0 0 M3, ggr] M;! B, | u,.
Ee,. KA, Kas O €r

L'indice r indique que les vecteurs état sont définis a 1l'aide d'une équa-
tion réduite par rapport 4 l'équation d'état initiale III.2.10).

La transformation de cette équation d'état en équation différen-

tielle du second ordre avec la nouvelle variable You définie par :

(II1.2.15) y,, = e,,
nous donne exactement le systéme rapide directement obtenu par application
des perturbations singuliéres sur les équations différentielles du second
ordre du systéme global (Annexe III.4).

La méthode de découplage sur les équations d'état est donc légi-
time. Néanmoins, lorsque la matrice A7 n'est pas nulle, le vecteur état f,
a & la fois une dynamique propre lente et une dynamique propre rapide. Le
découplage peut dans ce cas se faire directement sur 1'équation d'état mais
1'analyse des résultats devra obligatoirement é&tre faite sur les équations

différentielles du second ordre.

Une interprétation sur le bond-graph est faite ultérieurement.
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Nous présentons un exemple et donnerons ensuite quelques défini-

tions et propriétés.

Exemple :
Soit le modéle mécanique représenté sur la Figure III.2.1 :

Cb C&

C,
V> R0 1, OO 7, RO

A i\

Figure III.2.1 : Modéle mécanique.

Le modéle bond-graph du systéme dynamique est représenté sur la
Figure II1I.2.2).

-[i(j3 ]: :12
0

Figure III.2.2 : Modéle bond-graph du systéme mécanique.

/4 4 /'iq : P C: :Cb

/

.Spj :SSf?} 7

Le ressort C3 est un élément parasite du systéme. La variable dy- °

namique associée est considérée comme rapide.

Nous écrivons l'équation d'état du systéme.

[ 1 -1 ] pl 0]
P, 0 0 — 0—
1 C3
-1 +1 0
P, 0 0 0 —~— [
c, C,
: -1
(II1.2.17) |g, | = |7 O 0 0 0| |a| + Hou
1
+1
a, 0 — 0 00 0
I2 q2
: 1 -1
Lq3 L-il_ fz- O 0 0 0
95
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Pour dessiner le bond-graph rapide, nous devons garder tous les
éléments capacitifs de petit module et tous les éléments inertiels directe-
ment causalement liés aux premiers, et toutes les sources causalement liées

a4 ces éléments dynamiques.

IIl CC3 IIZ

L

Figure III.2.3 : Bond-graph rapide.

Le bond-graph lent s'obtient simplement en tenant compte du fait
que é3 = 0. Ceci équivaut dans 1le cas présent 4 enlever 1l'élément C, de

module C3, et a changer certaines causalités.

C:q¢ TII D:pr, I:5
SFl E;f'r* ~ () /4 1 : 7 4 : II'C: :(jz

Figure I11.2.4 : Bond-graph lent.

I1 est clair que la variable p, a & la fois une dynamique propre
lente et une dynamique propre rapide puisque I, apparait dans le bond-graph

lent et dans le bond-graph rapide.

L'étude dynamique ne peut donc pas se faire a4 l'aide des équations
d'état. Néanmoins, les bond-graphs lent et rapide peuvent étre utilisés
pour obtenir les équations différentielles du second ordre des systémes

lent et rapide.

L'équation d'état lente issue du bond-graph lent est :

. i 1 -1 p 4' 0"
0 ——— —— 1

pli Ml Mz

: -1

(I111.2.18a) |q, .| = T 0 O q el * [1] ue

1

. 1

Qe — 0 O 0

72 .Il . ] 9]
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HlH
N

pZ‘l:I—pl'e aVecA=1+

1 I 9 I e
——— — [
3¢ 7151, |2, ot

[
[

(II1.2.18b) <

La variable d'état q,, est calculée & 1'aide du détecteur d'effort

ajouté a la place de C3°

L'équation d'état rapide issue du bond-graph rapide est :

o 17 Tp. ]
pir 0 0 -C-— tr
3
. 1
(II1.2.19) |p,, | =10 O o P,,
3
. 1 -1
q -_— 0
727 ] I, I, 95, |

A 1'aide des nouvelles variables définies par le changement de
variable de 1'équation III.2.20), nous obtenons les équations différen-

tielles du second ordre des systémes lent et rapide (équations III.2.21).

/

. q,
y1 = C—
1
. 9,
(I11.2.20) Y2 = o
2
. Qs
Yy =5
c
\ 3
E . . 1 1
- eess—— =u
1 yl‘e Il+12 yll 11+Iz y2l £
(III.2.21a) 4C, y 1 R 0
e 2 Yoo = T Ve *t T Va2 T
I,+I, I,+I, 72
R e @ + I
y3.e (I1+I2)C3 ( 2y1.£ 1y2,e)

. 1 1
(III.Z.Zlb) C3 y3r + [f + i—;] y3r = 0.

Le découplage & partir des équations différentielles du second

ordre du systéme global donne bien entendu les mémes résultats.
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Cet exemple illustre la possibilité d'utiliser le bond-graph comme
outil graphique pour 1le découplage des dynamiques d'un systéme. Pour
l'exemple, nous dirons que le systéme est sous forme explicite. Une nou-
velle définition est proposée pour différencier le cas des systémes expli-
cites ou les variables d'état ont un comportement & la fois lent et rapide
et celui ol ces derniéres ont un comportement uniquement lent ou uniquement

rapide.

Nous donnons une définition pour les bond-graphs associés aux sys-

témes purement oscillants.

Définition III.2.1)

Un modéle bond-graph d'un systéme purement oscillant est dit tota-
lement explicite si Ag est inversible et les matrices A, et A7 sont nulles.

L'adverbe totalement indique que 1l'on peut directement faire
l'analyse des deux systémes découplés & partir des équations d'état. Les
équations III.2.12) et III.2.1l4) contiennent respectivement les variables

lentes et les variables rapides.
Nous résumons les différents cas possibles.
- Ag inversible et les matrices Aé et A7 sont nulles.

. Le systéme est totalement explicite (par définition). Le décou-
plage par la méthode des perturbations singuliéres peut se faire sur 1'é-

quation d'état ou sur les équations différentielles du second ordre.
- Ag inversible et A, et A7 ne sont pas nulles.

Le systéme est explicite. Néanmoins, les équations d'état sont mal
adaptées pour l'analyse des résultats puisque certaines variables ont des
dynamiques propres a la fois lentes et rapides (équations III.2.12 et
II1.2.14)). Le découplage se fera & 1l'aide des équations d'état. Elles

seront ensuite transformées en équations différentielles du second ordre.
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- Ag non inversible.

Le systéme est sous forme implicite, la matrice du systéme rapide
des équations différentielles du second ordre n'étant pas inversible (pro-
priété III.2.2). Des changements de variables, obtenus & l'aide du bond-

graph (similitude avec la partie 1 de ce chapitre) doivent é&tre faits.

II.1.4 - Interprétation sur le bond-graph

Si le systéme est totalement explicite, ou explicite, il est pos-=
sible de trouver un bond-graph lent et un bond-graph rapide. Néanmoins,
dans le deuxiéme cas, les variables d'état ne sont pas toujours directement
exploitables puiqu'il faut utiliser des nouvelles variables représentées

par des équations différentielles du second ordre.

a) Bond-graph rapide

Pour les systémes oscillants, les matrices d'état et de commande
d'un modéle dynamique se déduisent facilement de la matrice de structure de

jonction.

Nous avons, dans le cas ou il n'y a pas de causalités dérivées :

(II1.2.22)

w
"
0

L'équation d'état du systéme rapide s'obtient en ne gardant qu'une
partie de 1'équation d'état totale. Il en est de méme pour la matrice de

structure de jonction et donc du bond-graph.

La matrice de structure de jonction du systéme est S = [S,, 513]°
Aprés décomposition, nous voyons immédiatement que S peut s'exprimer en

fonction des éléments des matrices d'état et de commande.

0 0 A A, |B
A, A
(II1.2.23) S = 0 0 A A B
A, 4 0 0 | B
A, 44 0 0 |B,

La matrice de structure de jonction du systéme rapide est S,
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0 0 A, |B
(I11.2.24) s8_= 0 0 4, |B,
A, Ay O | B,

Si A7 = 0, alors il faut enlever les premiéres ligne et colonne

de S_.

r

Procédure I11I1.2.1

Procédure d'obtention du Bond-graph rapide :
- garder tous les éléments C associés au vecteur état g,
- garder tous les éléments inertiels directement causalement
liés aux éléments C précédemment retenus,
- garder toutes les sources directement causalement liées aux élé-

ments I et C précédemment retenus.

Nous pouvons désormais déduire deux propriétés mises en évidence

par le bond-graph rapide.

Propriété III.2.4)

Un systéme est totalement explicite ssi tous les éléments dynami-

ques du bond-graph rapide peuvent étre mis en causalité dérivée.

Démonstration :

D'aprés la définition III.2.1), la condition A, = 0 exprime 1'éga-
lité en nombre d'éléments capacitifs C et inertiels I dans le systéme ra-
pide. A, inversible exprime la possibilité d'inverser toutes les causalités
(i1 suffit d'écrire la matrice de structure de jonction du systéme rapide).

D'ol la propriété.

Propriété III.2.5)

Un systéme est explicite ssi tous les éléments capacitifs C du

bond-graph rapide peuvent étre mis en causalité dérivée.

Autant d'éléments inertiels 1 adopteront une causalité dérivée.
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Démonstration

Nous utilisons la méme méthode que précédemment. Cette fois-ci les
éléments dynamiques I associés au vecteur p, gardent leur causalité

intégrale.

Lors des manipulations causales, nous devons bien entendu ne pas

introduire de boucle algébrique non solvable.

b) Bond-graph lent

Si le systéme est totalement explicite, le systéme lent est obtenu

par la procédure suivante :

Procédure I111.2.2 (Bond-graph lent)

- dessiner le Bond-graph réciproque,
- extraire le Bond-graph réciproque rapide, ,
- procéder & la transformation réciproque du bond-graph réciproque

rapide.

Démonstration :

En utilisant la méme méthode que pour les systémes RC, nous obte-
nons le résultat. Une méthode directe peut néanmoins é&tre utilisée. Nous la
développons maintenant. Elle sera aussi utilisée lorsque le systéme n'est

pas totalement explicite.

Faisons d'abord une remarque. L'équation d'état lente est obtenue
en écrivant &2 = 0. Ceci équivaut a enlever les éléments capacitifs asso-
ciés a g, et & introduire des relations algébriques. Celles-ci se tradui-

sent par l'apparition de causalités dérivées et/ou le retrait de certaines

jonctions.

Exemple

Reprenons le bond-graph du systéme mécanique de la Figure III.2.1.

Nous représentons le bond-graph réciproque.
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Figure I1I1.2.5 : Bond-graph réciproque du systéme mécanique.

Sil :E;e /'i

Les éléments capacitifs 61 et 62 ont des valeurs élevées par rap-
port a 53. Néanmoins, il est difficile d'obtenir le bond-graph réciproque

rapide car un des éléments capacitifs est en causalité dérivée. Ceci est da

au fait que le systéme est explicite, mais non totalement explicite.

Dans ce cas, le bond-graph lent est obtenu en posant d3 = 0 sur le
bond-graph et donc 4 introduire une relation algébrique entre les variables
de co-énergie des éléments inertiels. Ceci revient & enlever: 1'élément
capacitif C3 et & introduire une causalité dérivée (Figure III.2.4).

Les deux schémas des Figures III.2.6 illustrent le cas général.

|
g

4 |
=11 -
Figure III.2.6a : Elément C sur Figure II1.2.6b : Elément C sur
une jonction 0. une jonction 1.

Dans le premier cas, 1'élément rapide C est sur une jonction 0. Le
systéme lent est obtenu en enlevant 1'élément C et en procédant & un chan-
gement de causalité. Nous représentons une des possibilités.

Dans le deuxiéme cas, 1l'élément C est sur une jonction 1. Le sys-
téme 1lent est obtenu en enlevant 1'élément C, la jonction 1 (car q =0,
donc le flux est nul sur la jonction) et en modifiant la causalité sur les

jonctions ol des conflits causaux apparaissent.
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T—A0—A1—  —=I0 O—

Figure III.2.7a : Elimination de Figuie III.2.7b :; Elimination de
l'élément rapide. l’élément rapide.

Dans le deuxiéme cas, plusieurs sous-systémes indépendants appa-

raissent.En général, nous devons utiliser une combinaison de ces deux cas.

Une justification peut &tre apportée en écrivant 1'équation de

structure de jonction du modéle bond-graph. Nous voyons qu'écrire é =0
pour chacun des éléments rapides introduit des équations algébriques ‘direc-
tement associées a des manipulations causales.

D'od la procédure d'obtention du bond-graph lent.

Procédure III.2.3

- enlever les éléments C qui introduisent des modes élevés,

- résoudre directement sur le bond-graph, l'équation é = 0.

e

Remarque

Cette procédure est appliquée complétement pour chacun des élé-

ments C considéré comme rapide de maniére séquentielle.

Remarques :

La présence d'éléments inertiels en causalité dérivée dans le sys-
téme global modifie légérement les méthodes présentées pour l'obtention des

modéles lent et rapide.

Pour 1le systéme rapide, il faudra par exemple garder en plus tous
les éléments en causalité dérivée directement causalement connectés aux
éléments inertiels retenus dans la procédure I1I1.2.1, et les éléments iner-
tiels en causalité intégrale, directement causalement connectés aux pre-

miers. Ces systémes seront en général non totalement explicites.
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En présence d'éléments C en causalité dérivée, les méthodes sont
inchangées uniquement si ces derniers n'ont pas a la fois une connection
causale directe avec les C associés au vecteur rapide et les C associés au
vecteur lent. Sinon le découplage n'est pas possible a partir du

bond-graph.

Exemple :

:[ 11 C: (:1 :15 ][ Ij C: (:2

AV S Y4

Figure III.2.8 : Modéle bond-graph.

Supposons le modéle de la Figure III.2.8, ol C2 est associé a la

variable rapide.

Nous représentons les bond-graphs lent et rapide.

I:.n C:c I:I3 L:n :I3 T I, C:q

AN S N R W

1——=0 1——= 0 —+1

Figure III.2.9a : Bond-graph lent. Figure III.2.9b : Bond-graph rapide.
Ce systéme est explicite, mais non totalement explicite.

Nous avons introduit 1le concept de systéme totalement explicite.
Cette appellation permet de différencier 2 cas possibles qui peuvent s'étu-
dier de la méme maniére. Un systéme totalement explicite met en évidence
des variables d'état lentes et rapides. Un systéme explicite ne permet pas
de différencier les variables d'état lentes et rapides mais permet d'obte-
nir deux modéles d'état (ou bond-graph) dits abusivement lent et rapide
dont 1la mise sous forme d'équations différentielles du second ordre donne

deux systémes, un lent et un rapide. L'avantage de la formulation explicite
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est que celle-ci permet de faire le découplage sur le bond-graph avant le
calcul des équations différentielles du second ordre.

Nous n'insisterons pas plus sur cette partie car, en général, le
systéme rapide a trés peu d'intérét. I1 permet simplement de savoir si le
systéme est explicite ou non. Si le systéme est sous forme implicite, des
changements de variables peuvent étre faits de la méme maniére que dans la

premiére partie de ce chapitre.

Nous parlerons par la suite de réduction en ne nous intéressant

qu'a la partie lente.

II.2 - Amélioration de la précision de modes lents

Seule 1l'étude des systémes explicites est faite dans cette partie.
Comme nous l'avons déja fait remarquer, en général seule 1'évolution lente
d'un systéme oscillatoire .est significative. Une troncature modale est
ainsi généralement effectuée. Malheureusement, les effets lents des phéno-
ménes oscillatoires rapides sont parfois non négligeables. Nous proposons
une méthode qui améliore la précision des phénoménes lents. Nous suppose-
rons le systéme non amorti. Une étude semblable pourrait étre faite dans le

cas contraire.

Une premiére étape introduit 1le concept de correction sur les
équations différentielles du second ordre. Ensuite, une interprétation sur
le bond-graph est proposée. Ces corrections sont faites pour des régimes
non autonomes, en supposant que les entrées interviennent peu dans la dyna-
mique du systéme. Nous ne tenons pas compte des dérivées successives des

entrées avec les méthodes de correction employées.

1I1.2.1 - Etude des équations différentielles du second ordre

L'équation d'état du systéme dynamique étudié est :

o
By 0 0 AKX AK P, B,
: 0 0 AK, AK

(111.2.25) |®2| = | | PR B Y O S I
a, AM;L AM; 0 0] |g B,
o, |  IAMT AgMT 0 o] 1% B,

avec A, = -Ag matrices carrées inversibles.
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p, est choisie de fagon que A, soit inversible, s'il y a impossi-

bilité, le systéme est sous forme implicite.

Introduisons les nouvelles variables définies par :

&1 K, g
(I11.2.26)

Y, =K, g

Le systéme d'équations différentielles du second ordre obtenu &
partir du systéme d'équation III.2.26) est :

(3}1 +K H, vy +K H,y, =K B f udt + K, B;u
(III1.2.27) o

s72 +K, Hy; v, +K, B, ¥, =K, B} f udt + K,B,u

\

H,, = -(AM;A, + AM;A))

H, = -(AM'A, + AM;1A,)
avec : <H21 -(AVMIIAI * A8M51A3)

Hy, = -(AM]*A, + AM;TA,)

B, = (AM]'B, + A(M;'B,)
[ B; = (AM;"B, + AgM;'B,)
K, est la matrice comportant les é&léments de valeur élevée par

rapport a K, , et peut étre normalisée en posant €K, = ﬁz.
Le systéme lent non corrigé est obtenu en posant & §2 = 0. I1

vient :

Yoo = =~ H3oH, ¥, 0 + HE;BQI updt + Hj;B,u,
(III.2.28)

. ) " ) . . ) .
Yyg* Ky (Hy -H  Hy0H, )y, = K1[031 H12H2§B2)I ugdt + 083 H12H22Bu)u€]°

Les corrections se font en utilisant le concept d'espaces inva-
riants. Si y, ne suit pas exactement la trajectoire définie par 1'équation
111.2.28),

définie.

une nouvelle variable tenant compte de cette variation est
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Le changement de variable ne tient pas compte de l'entrée u pour
éviter tout probléme de dérivation.

(I11.2.29) &' =y, + H;lH,,y, .

En fait, &! correspond & 1'évolution rapide de y, en régime auto-
2

nome, c'est-d-dire :

(III.2.30) &' = y,, = ¥, = Y,¢-
Nous montrons que pendant 1l'évolution lente, gt o= 0.
Démonstration Annexe III.S.

En combinant les relations III.2.27) et III1.2.29) et en posant

t! = 0, nous obtenons :

{
sge = )7 [Hsuvte ¢ B30 [ et + B u|

(III.2.31) <

§§l+ K{ (Hy, -H ,H;2H, ) )ys .= K;[GB;'H12H5;B;)I uedt+(B3'H12H5§Ba)u¢].
\

(ke = -1 -1 -1 -1
Ki = Kl[Id + H, H; K;° Hyj H21K1]

H}, = Hy, + K'H;3H, K H,

avee <H§1 = H,, + K'H H, K H,,
B¢ = By+ K 'H;3H, KB
By = B+ K51H52H21K1B3

Nous obtenons donc exactement la méme forme que pour le systéme
lent non corrigé pour lequel la matrice de raideur K, a éte modifiée en K7.
L'indice c¢ indique que 1l'approximation des variables Vie €t Yoo n'est plus

obtenue de maniére habituelle mais avec le systéme d'équations corrigées
111.2.31). '

Le systéme d'équations différentielles du second ordre pour le

systéme corrigé & l'ordre n est :
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vz = () [ms e v mef wiae v B,
(I11.2.32)
e (1, B, vty Ko | (B, 108 ) [ wedes (B, 28, Yo .

Kj© = Kl[Id + H, H; K? (Hég-l)c)Hég-l)cK1]g1

(n-1)e¢
H33 = H
avec : qu(n-1)c

H21

-1 -2)cy-1 -2
22 * K5 (Hég Ye) ! H{}T?)°KH,
-1 -2)cy-1y(n-2
Hy, + K3!'(H{3"2)¢)"'H{}"2)°K H,,
e - B ¢ KGOSO K

= -1 -1)cy-1g(n-1
B} = B+ K3 (H{3"P)¢)"H{3-1)¢ K B,

L'indice nc sur une matrice correspond 4 la correction de celle-ci

4 l'ordre n. L'initialisation étant pour n = 1 avec :

HS = H

22
(II1.2.33)

H

ch
1

21

L'étude du systéme corrigé est trés simple, puisqu'elle consiste &
calculer une nouvelle matrice de raideur a4 l'aide du calcul d'une suite.
Cette nouvelle matrice de raideur n'est en général plus symétrique sauf

pour la correction & l'ordre 1.

Reprenons 1'exemple de la Figure III.2.1.

Le ressort C3 est en général considéré comme un élément "para-

site". Le systéme rapide n'est pas pris en compte.

Si nous désirons prendre en compte l'effet du ressort C3 dans le

modéle du systéme lent, nous appliquons les méthodes de correction.

Le systéme d'équations différentielles du second ordre s'obtient &

l'aide de 1l'équation d'état du systéme et des nouvelles variables

Yis Yao V3 ¢
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. 4 " o o
—_ — 1
1 yl I1 I1
. 1 -1
(III.2.34) |C, ¥,| + | O I V2| = |Of u.
2
.- -1 -1 1 1
c, ¥ - = =+ 0
|73 V3] I, I, I, 1] Y5 ]

Le systéme lent corrigé au premier ordre aura la méme structure

que le systéme lent avec la nouvelle matrice de flexibilité C°.

C1 0 C3 Ig I112
(I1I1.2.35) C° = + -——————;
0 C, (I;+1,) LI, 12

La nouvelle matrice de flexibilité n'est plus diagonale. Les élé-
ments capacitifs ne sont plus de simples ports mais forment un multiport de

dimension 2x2.

Nous obtenons :

. 1 1
[yiz] I,+I, I,+I,| [Yi¢ !
(II1.2.36) C° + = | | u.
. 1 1
Vael |'I+I, Ten| Daed |0

Nous pouvons de méme obtenir ygt.

Le concept d'espaces invariants, utilisé dans la méthode des per-
turbations singuliéres a été adopté en vue de 1l'amélioration de la préci-
sion des modes 1lents lors d'une réduction de modéle, c'est-a-dire lorsque
l'on veut éliminer le systéme "rapide". Ce concept permet de tenir compte
de la variation des variables rapides par rapport aux espaces dits d'équi-
libre associés aux variables lentes. Cette méthode peut étre directement
appliquée sur 1l'équation d'état du modéle. Le terme de correction a un
ordre donné a été édopté pour donner un ordre de grandeur de l'amélioration

de la précision des modes lents.



180

I1 est bien entendu nécessaire que le systéme soit sous forme ex-
plicite. Enfin une représentation de la correction peut étre directement
faite sur le bond-graph & l'aide de la modification d'une matrice de rai-
deur. Cette représentation "non physique", sauf pour la correction au pre-
mier ordre, permet simplement de se rendre compte de 1l'effet de la

correction.

Cette méthode de correction sera utilisée lors de 1l'étude des sys-

témes & paramétres distribués.

CONCLUSION

Ce chapitre a fait l'objet d'une présentation de méthodes de dé-
couplage des dynamiques de systémes modélisés par bond-graph. Nous nous
sommes placés dans des cas particuliers pour bien mettre en évidence les

concepts utilisés, sachant qu'il n'existe pas de méthode générale.

La partie la plus délicate de 1l'étude est le partitionnement du
vecteur état. Le bond-graph ne conduit pas nécessairement a4 une solution

mais peut néanmoins apporter quelques renseignements.

La contribution fondamentale du bond-graph se situe au niveau de
toute 1l'étude qui se situe aprés le choix du partitionnement du vecteur
état. Les informations nécessaires, telles 1l'explicité du systéme ou les
changements structurels de variables, sont directement mises en évidence
sur le bond-graph par des manipulations causales. Lorsque le systéme étudié
est sous forme explicite, le découplage est fait sur le bond-graph, méme
dans le cas des systémes purement oscillants dont certaines variables

d'état ont & la fois des dynamiques propres lente et rapide.

Une méthode dite de correction a été présentée pour améliorer la
précision des fréquences propres des systémes découplés, pour les systémes
amortis, et la précision des modes propres du modéle lent des systémes
purement oscillatoires. Une justification physique est présenté pour la

correction & l'ordre 1.

Toutes 1les possibilités n'ont pas été envisagées. Pour les systé-
mes & la fois amortis et oscillants, il faut combiner les deux méthodes

précédentes en reconnaissant 1'importance respective des deux phénoménes.
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ANNEXE III.1 |

Calcul de 1l'équation d'état du bond-graph lent

Nous faisons 1'hypothése que la matrice d'état est inversible.

Nous écrivons

systéme :
A= T11 FII
T,, F
(A°3°1) 21 11
c=[C, Fy,

Nous écrivons

systéme réciproque :

les matrices d'état,

T12 FIZ] B = [
T22 FI2
C, F.,] D

les matrices d'état,

de commande et de sortie du

de commande et de sortie du

(A.3.2) A=F, A! F;!

_ T2'Fil ~Te' Ty, T32F12
ou A=

-T;;T21T21F;} T;;(Id + T21T21T12T;;)F;;
= - -1

avec Ty =T, -T,, T35 T,,.

Nous notons :
(A.3.3) A=TF,
avec F, = F;!
(A3.4) B=-F A'B

. TZI(B1' T12T5§Bz)
ou B=-

TgéBz' TE;T21T21 (B1' T12T5§B2)

(a.3.5) €=caA?tF!

= [(C1' C2T;§T21 )Ty

D=D-CA'!B

12722

'Fpyi[-C, Te Ty To) + T3

2722

T—l

-1
[I + T, T Ty, o3

[F::]
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ou D=D- (C1'CzTE;T21)TZIB1'['C1T21T12132 + CzTEé[I * TE1T21T12T;%]]Bz'
Etant donné que nous sommes dans le systéme réciproque, le systéme
lent est désormais associé a 1'indice 2 dans les matrices et le systéme

rapide est associé & l'indice 1.

Nous écrivons les matrices d'état de commande et de sortie du

systéme rapide réciproque.

A =13 Fl
(A.3.7) <§r = '[TZI(B1'T12T5éB2)]
Er = [(01'02TE; TE1)T21F;i]
\ﬁr =D - (c1'czT;;Tz1)T2131'('C1T21T12T;é‘czT5;(Id+TE1T21T12T;;))B2

Une nouvelle transformation réciproque donne, en tenant compte du

fait que dans le systéme réciprogque rapide, nous avons F;},

(A.3.8) A, = (F;}).(Tp'F;i)"'F,,
=T, Fpy
= A~ A12A5;A21
(A.3.9) B, = =(F;1)(Fg'F;])"* (-T3* (B,-T,,T;; B,))
=B, - A12A5§Bz
' (A.3.10) C, = (C,=C, T3 2T, )T  Fi I (T F; 1) (F;1) !
= (C1'C2TE;T21)F11
= (C1F11)'(02F12)A5§A21

(A.3.11) D,

- - -1 -1 -1 -iln . -1 - -
D (C1 czT22T21)T£ B1 + C1Tl T12T2282 Cszz(Id+ T21T11T12T22)B2

-(Cl -CZTE;TZI )TEIFH (TZIF;i )-1 (_T}l (Bl —T12T;éB2 ))

- -1
D - C,T,; B,

D - (CzFlz)AEé B,

Nous retrouvons bien 1les matrices "lentes" obtenues par applica-
tion directe des perturbations singuliéres.
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| ANNEXE III.2 |

Etude du changement de variable dans le cas des systémes implicites

L'équation du systéme rapide ou quasi-rapide, s'écrit :
- 11 12
P Ay Froy B35 Frool {22 By,
(A.3.12) = + u.
. 21 22 B
92 A33 Frpy A32 Frpo| [9e2 22
A22 est la plus grande sous-matrice inversible de A,,.
Sachant que A,, n'est pas inversible, nous voulons obtenir un pre-
mier vecteur état associé aux valeurs propres nulles du systéme rapide (ou

quasi-rapide), soit 7, .

L'équation d'état peut s'écrire d'une maniére différente, c'est-

a-dire :

i1 1
= A F + Ang

e}
N
—

]
w
LM
=
[
]

12191 12292

(A.3.13)

c
]

21 22
= ASoF1519 % ASSF209,,

En multipliant la deuxiéme équation par -A ,A;}, en faisant la
somme des deux nouvelles équations et en tenant compte du fait que
Aé%-Aég(Agg ‘1A§§ = 0, nous obtenons :

- o 1 ~
(A.3.14) (g,,-B,,u) - A}3(A23)"'(qg,,-B,,u) = O.
Ceci nous permet de définir m, comme

(8.3.15) m, = g,,-(M2) (A22) g~ [B,,~(432) (a32)-B,, ] | u at.

Le deuxiéme vecteur est calculé & l'aide de la relation obtenue

en régime autonome permanent (§21 = sz =0, u=0)

(A.3.16) le = Flzzgzz + (Agg)-l(Agé) FI21921°

Matriciellement, nous pouvons écrire:
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n, Iy -0 @) fa] [~ [p,,-(a12) (a32) 18, war
(A.3.17) = + .
M2 (A32)°" (A31)F,,, 0
La matrice d'état dans la nouvelle base est :
0 | 0
(A.3.18) A"=

_ . o r 1 aD 22
F122A§;F121[Id+(Aég)(A )" 1F122(A§§) I(Agé)F121] to(A3D) {(Agé)sz1A;§ +F15,452

La matrice définie par :
(A:3:19) 1 = [(A33)"* (AZ3)Fyo A2 (A33) " o, |33
est bien entendu inversible car :

Les matrices F, ,, et A22 sont inversibles et 1la matrice

(A22)-1(A3})F,,,Al2(A22)"! est symétrique donc semi-définie positive.

De plus, F ,, contient des valeurs propres de module élevé donc la

matrice M contient des dynamiques rapides.

La matrice de commande dans la nouvelle base est :

0

(A.3.20) B*

(Agg)-l(A )FI21 21 FI22B22

Remarque :

Dans le systéme rapide (quasi-rapide), la nouvelle variable d'état

m, n'évolue pas. Elle est donc lente pour le systéme global.

M, a un comportement rapide auquel on ajoute un effet lent 44 au

couplage avec les variables dynamiques lentes des vecteurs q, et n.

Une autre possibilité est d'éliminer le terme f u dt dans le

changement de variable.
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| ANNEXE III.3 |

Calcul de la matrice de raideur et des équations dynamiques du systéme

rapide corrigé

Nous reprenons les matrices A, B, C, D du systéme réciproque étu-

dié dans l'annexe III.1.

Nous faisons le calcul des matrices d'état, de commande et de sor-

tie du systéme lent réciproque.

[~ -~ ¢

Ap = Ay, - A21A1iA12
(A.3.21) <

ﬁz=TgFm

(= _ = <.

By = B, A21A1iB1
(A.3.22) <

Pt = 'T;;Bz

'~ -

Ce = C, - CiATIA,
(A.3.23) <

0 = -1

\Cz = CszzFlz

5, = B - 6,15,
(A.3.24) <

D, =D - C,T;!B,

\

Nous voyons évidemment que le systéme réciproque lent est le sys-
téme rapide réciproque. Le calcul du systéme réciproque complet est fait
pour le calcul de la correction. Le systéme réciproque lent est associé aux

équations suivantes :

d,e = By g, + By Uy
(A.3.25)
Ve =Cp 9y + Dp u,

Le systéme réciproque lent corrigé s'obtient en modifiant la ma-
trice de raideur et a 1'aide d'un nouveau vecteur état, ceci pour obtenir

un modéle bond-graph.
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La nouvelle matrice de raideur (réciproque) est :

(a.3.26) Fe, = F, 1, + T, |1 F1 T,F, [ .

Aprés calcui, nous obtenons :

o =B -1 - -1 B -
(A.3.27) F?z - sz [Id + T52T21F11T12T22 F12 .

La nouvelle équation d'état est obtenue avec le nouveau vecteur

d'etat Q,.

Qe = A7 G + By u,
(A.3.28)

v =C3 @, + Dy u,
avec Ry = T;L B,

By = -T;1 B,
C; = C, T35 F,

Dy =D -C, T;1 B,

&
1l

Pour obtenir le systéme rapide corrigé, il faut désormais appli-

quer une nouvelle transformation réciproque.

AL = ﬁia (Ki)-l(ﬁgz)-l
(A.3.29)
AL =T,, Fi,
avec F7, =Fm+T$TMFuTmT§
B; = - Fs, (K5)! By
(A.3.30) <
P: =B,
fcc = 62 (Ki)-l(g‘iz)-l
(A.3.31) <
Cct¢ = C2 F;z
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D¢ = Dy - G (A3)~! Bj

(A.3.32)
D¢ =D

Le systéme rapide corrigé est donc associé aux équations

suivantes :

d2r= T,.F, .+ Byu,
(A.3.33)
yr = C2}"?;2 Q2r+ D ut

C - - 1 -1
avec Fi,= Fi,+ T;; T, F T3, 5

Nous devons désormais calculer le vecteur g, . Sachant que le vec-
teur de co-énergie corrigé s'exprime toujours de la méme maniére en fonc-

tion de g3, c'est-a-dire :

(A.3.34) qg,

(FI2).1 zgr

et que

(A.3.35) Q,,

-1
(F‘I:Z) Z;r

Le calcul de g5, s'effectue simplement & 1'aide du bond-graph

rapide corrigé.
L'équation de sortie du systéme rapide corrigé est :
(A.3.36) y, = T,, 25, + D u,

soit de fagon indifférente :

yr T22 F;Z Q2r+ Dur

yr = T22F1292r +D ur

(A.3.37) { ou

Y, s'obtient donc directement sur le bond-graph rapide corrigé.
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| ANNEXE III.4 |

Transformation des équations différentielles du premier ordre découplées

en équations différentielles du second ordre

Nous définissons d'abord les variables y, ety,

5"14 =&
(A.3.38) .
Yoo = ¢

L'équation III.2.12a) donne :
(A.3.39) &21 = H} ['H21 Yie + B I u, dt + B, u,
L'équation III.2.12b) donne :

(Ae3.40) &14 + K1T1 yl‘e = Kszj uldt + K1T3u4

avec :

-
"

-(A; - AAZ A M [I, A ATMATA M| (A, - A,A7%A;)

= - -1 - - - -1]- - -
T, = +(Ay = AAT'A M} [T, A A TMLATTA M1 (B, - A,A;'B,)
= - -1 - - - - - - -1]- -1 -1
T3 = (B3 A A;'B,) (A5 A6A81A7)M11[Id + A2Aa1M2A81A7M11] 1A2A4 M,A;"B,
Nous montrons simplement que T, = H,-H, H;; H,,.
- -1 = - - -
(A.3.41) H,-H HZH,, = (A5M11A1 + A6M21A3)
+ (AMITA, + AMZTA) (A M]TA, + AGMZTA, ) "1 (A M{TA, + ASMI1A).
Nous cherchons & factoriser de maniére & faire apparaitre 4
termes :
(A.3.42) Hy, - H H1H,, = - AM;Y[I, - A, (A M14, + AgM; A, )" A M A,

- A1, - mta, (aMta, Mg 1A, )" Ag Uz A,
+ AMITA, (A MITA, + AgM31A, ) TAMITA,

+ AMTA (A MITA, + AMI1A,)TTA MI1A
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En tenant compte du fait que I, - (I, +M)"'= [Id+M‘1]’1, nous

obtenons :

(A.3.43) H,,- H ,H;} H,, = - AsM;llld + A2A31M2A§1A7M;1]'1A1
- AGATIAMI (I, + A ATIMAGTA M)A A TA,
+ AMIE (I, + A A TM AGTA M)A AGTA,
+ AAZTA M (I, + A ATMAZTA M)A,

En regroupant les termes, nous obtenons bien T, .

A 1'aide des équations III.2.14) et III.2.15), nous avons directe-

ment

(A.3.44) y,, + KH,,y,,.= K?B;I u. dt + K,B,u,
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| ANNEXE III.5 |

Calcul des équations différentielles du second ordre avec les variables

y, et &t

Le changement de variable est défini par :

Vi =¥,
(A.3.45)

gt =y, + B3} H,y,

Nous obtenons :

§1 + K, (H,-H ,H H, )y, + K H g = K, B] f udt + K, Bju

(A.3.46)

K;! &, + K'HJH, K (H,, - H,H1H, )y, + H5,&" = B f udt + Bj u
avec :

Hj, = Hy,+ K3' H; H, K H,

B¢ = ; + K3! K7 Hy K B

B =B, +K'H] H, KB,

Nous nous apercevons que le couplage entre le systéme lent et le

nouveau systéme rapide est plus faible étant donné que le coefficient de y,

et d'ordre ¢ (da au terme K;').

Nous changeons de variable de temps en posant :

t
(A°3°47) = —,
T E

oi € est le terme de normalisation de 1l1la matrice K;’. c'est-a-dire

K;l = € ﬁ;l de maniére & ce que ﬁz et K, aient des valeurs propres du méme

ordre de grandeur.

Nous obtenons :
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@y,
o + €K, (H,- H ,H;JH, )y, + €K H 4! = €K B I udt + €K Bju
(A.3.48) <
K1 e K;'H;'H K, (H,,~- H H;lH + He _gl= BS° dt + BS
2 e + €K TH o H, K (H), - H,H5H,, )y, + H3,4°= B, u 3 U
\

Ce systéme montre que y, n'a pas de dynamique rapide propre car
2
d°y,

pour € = 0 nous avons = 0, alors que 4' a une dynamique rapide propre.

dr?

L'obtention du systéme 1lent a4 l'aide de la méthode des perturba-

tions singuliéres est possible, pour cela il suffit d'écrire ﬁl = 0 dans
1'équation A.3.48).

(A.3.49) g} = (H;;)'l[-K;1H55H21K1(H11- H,,H33H,, )y, 4+ B° f Updt + BZ“{]
Nous trouvons avec les variables y, et y, :

Yoe = (ng)-l['H§1y1l + By© I u,dt + BﬁUz]
(A.3.50)

+

. ) ) ; . ) »
Yie + K§(H -H H2H, )y, = K:[(B1'H12H2;Bz) I uldt+(B3 H ,H;3B,)u,

avec :

-1 y-1
H, = H,, + K" H; HyKH,

Ki =K, [Id + H12H55K51H52H21K1]-1

Nous savons que la matrice H;, est inversible étant donné que H,,
I3 0 . _1 _1 _1 2 - . °
est inversible et que la matrice [I + H;K"H G H, K H, .| est définie posi

tive (car H,, = Hj,).
A chaque nouvelle correction, le couplage entre le systéme rapide
et le systéme lent va diminuer. La variable rapide sera uniquement définie

par une relation algébrique, en fonction de la variable lente.

Le systéme lent sera ainsi défini de maniére plus précise.
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Une deuxiéme correction se fait a 1l'aide du nouveau changement de

variable.

g2 = ¢!+ (H5,) 'K;'H;3H, K (H, - H,,H;3H,, )y,

(A.3.51)
y1 =y1

Nous n'écrivons pas le systéme d'équation différentielle du second

ordre exprimé & l'aide des nouvelles variables y, et %2. Néanmoins avec le

méme principe que précédemment, nous pouvons écrire 22 = 0.

A 1'aide des équations A.3.45) et A.3.51), nous obtenons :
(A.3.52) y3% + (H3,) ' (HS,) y2% = O.

Soit & 1'aide de 1'équation ITI.2.27) :

733 = 0297t [ w33+ nef wpor v s ngef u el
£

(A.3.53)
§%c* Kfc(H11'H12H§;H21)y%c= Kf°[(BI-H12HE;BZ)I uldt*(B3-H12H§éBa)u£
avec :
’ - - - -
Kic= Kl[Id + H H K3 ' (HS,) 1H§1K1] !
Hi; = Hy,+ K31 (H3,) "HS, K H,,
< _ - -
Hgi = Hé1* Kzl(ng) 1H§1K1H11
.2 - * _1 _1 »
Bz ¢ = Bz+ Kz (ng) H§1K1B1
\ Bi° = B,+ KEI(ng)—1H§1K1B3

Nous obtenons de maniére récurrente la forme générale du systéme
d'équations pour une correction & l'ordre n. Nous ne faisons pas la démons-

tration. Une fagon simple serait de montrer que l'on a :
(A.3.54) yag + (H;g-ﬂc)-l(ngg-“c)s};g = 0.

La suite de la démonstration est immédiate en utilisant 1'équation
I111.2.27).



CHAPITRE IV

MODELISATION DES SYSTEMES DYNAMIQUES
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INTRODUCTION

Dans le chapitre III, nous avons établi une méthode d'amélioration
de la précision des modes lents d'un systéme dynamique. Cette méthode est
tout & fait adaptée pour les systémes & paramétres distribués ou l'effet de
la flexibilité des modes rapides est non négligeable. Une réduction de mo-

déle simple conduit parfois a des modéles trés erronés.

L'étude portera sur l'analyse des fréquences propres et des formes

modales d'un segment flexible & l'aide du modéle de Bernouilli-Euler.

Quelques auteurs Karnopp (1968),(1975),(1980), Margolis (1985),
Lebrun (1985), Samanta et Mukherjee (1985), (1986), et Yazman (1988) utili-
sent la modélisation par bond-graphs pour 1'étude des systémes & paramétres
distribués. Cette méthode de modélisation permet de rattacher facilement le

modéle 4 un environnement extérieur.

En vue de 1la réduction de 1l'ordre des modéles obtenus Lebrun
(1985), Margolis (1984), et Yazman (1988) utilisent le concept de double
réduction modale. L'inconvénient est que cette méthode ne conserve pas le

sens physique des variables dynamiques.

Dans un premier temps, nous employons les méthodes d'analyse
modale et des éléments finis pour la modélisation d'un segment flexible en
petits mouvements. Différentes approches sont adoptées pour tenir compte

des conditions aux limites et du nombre de modes propres & retenir.

Nous proposons une méthode de réduction et de correction qui garde
le sens physique des variables dynamiques en s'appuyant sur la méthode des
perturbations singuliéres. Nous comparons cette méthode a4 celle faisant
apparaitre une matrice dite de "capacités résiduelles". Nous proposons

quelques exemples d'application.

La deuxiéme partie fait l'objet de 1'étude du modéle dynamique
d'un segment flexible pour lequel nous prenons en compte le couplage avec
les grands mouvements Yazman, Servettaz et Lariviére (1989). Nous nous
restreignons au mouvement plan du segment flexible. Une premiére étape con-
siste a donner‘ une expression générale sous forme bond-graph du systéme
étudié, avec les méthodes d'analyse modale et éléments finis pour diffé-

rentes bases de décomposition.,
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Dans un second temps, nous proposons une méthode de réduction des
modéles de segments déformables, quel gque soit 1le champ de déplacement
choisi. Nous montrons que le modéle se rapproche de celui obtenu par la
méthode d'analyse modale pour des conditions aux limites "force-libre".
Nous introduisons 1le multiport de flexibilité résiduel pour chacun des
modéles réduits et généralisons ainsi la méthode de prise en compte de
l'effet des modes statiques quelle que soit 1la méthode de modélisation

employée.

Enfin, nous proposons sur un exemple de robot 2-axes & segments
déformables, une méthode simple qui permet de mettre le modéle mathéma-
tique, obtenu & partir du modéle bond-graph, sous forme singuliérement

perturbée.

I - ETUDE VIBRATOIRE D'UN SEGMENT FLEXIBLE

I.1 - Méthode d'analyse modale

I.1.1 - Modéles de dimension finie

Un rappel succinct des équations aux dérivées partielles et du
modéle bond-graph traduisant 1le comportement d'une poutre en flexion de
Bernouilli- Euler est présenté Yazman (1988). Nous adoptons la formulation
flux avec, dans un premier temps, des conditions aux limites types "Libre-
Libre". Margolis (1980) a montré que les modéles de poutres en torsion
développés avec les conditions aux limites de type "force-libre" (ou libre-
libre) ont un caractére trés général et les modes associés a ces modéles
sont capables de se combiner pour s'adapter & tout type de contrainte géo-
métrique ou dynamique pouvant étre imposée aux frontiéres du systéme. Ces
modéles sont donc trés facilement utilisables. Dans un second temps, nous
- développerons les modéles pour des conditions aux limites homogénes du type
encastré-libre et appuyé-appuyé. Pour les conditions aux limites non homo-

génes, nous adopterons la formulation libre-libre.

I.1.1.1 - Modéle mathématique

La figure IV.1.1) représente un segment flexible, avec les diffé-

rentes variables associées.
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__.f___)T pR(x,t)
qrix.t)

"eRr1 J er2
r1 fr2
A e ' erz 4
fr fn

Figure IV.1.1 : Notations relatives au segment flexible.

e, : moment fléchissant
e, : effort tranchant

pp : impulsion angulaire
q, : fléche

f. : vitesse de translation
: vitesse de rotation

longueur du segment flexible

e

module 4d'Young
inertie de la section

: masse volumique

N vV H @3

: section.

Nous indicerons par T les grandeurs relatives aux translations et

R celles concernant les rotations.

On note :

.l.1la) q; = I £, dt

.1.1b) p; = I e, dt
3eR
.l.1c) e, = P
8fT
.1.14d) fo = 5——
X
. équation de continuité :
82qT
.1.2a) e, = - EI

ax?
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. équation de quantité de mouvement :

de, 9%q,
(Iv.1.2b) — =pS .
ox

ot?

La procédure d'analyse consiste & supposer que les solutions sont

de la forme :
o0

(IV.1.3) g (x,t) = & g, (x)n, (t)

L'espace et le temps sont donc séparés & l'aide des fonctions g,

fonctions de 1l'espace et m,, fonctions du temps.
Nous obtenons les systémes d'équations :
(IV.1.4a) m, (t) + & m, (t) =0

og, (x)
EI 9°8;
(IV.1.4b) (.t)';’g1 (x) - p—s——a;:-— =0 .

g; (x) sont aussi appelées formes modales du segment flexible.

Les solutions sont de la forme :

(IV.1.5a) m,(t) = A, cos wt + B, sin w, (t)

(IvV.1.5b) g, (x) C, cos B;x + D, sin B,;x + E,Ch B;x + F;Sh B,;x,

avec B, = uf —

L'introduction des conditions aux limites permet de déterminer

complétement les solutions.

a) Conditions aux limites libre-libre

d?g, (x)
(Iv.1.6a) ———— = enx =0 et x =1L : Moment nul.
dx2
d3g, (x)
(IV.1.6b) ——— = 0 enx =0 et x =1L : Force nulle.

dx3
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En introduisant les équations IV.1.6) dans IV.1.4b), il vient :

(IV.1.7) Ch B,L cos B,L = %4

C

n
=3
"

N ; = C.(Sh B,L - sin B,L)

(Iv.1.8)
D

"
7]
"

s f -C.(Ch B,L - cos B,L)

Cr est un coefficient de normalisation.

B,L = 4.73004
B,L = 7.8532
B,L = 10.9956
8,L = Séiéllﬁ > 6 '

L'expression des formes modales aprés normalisation est donnée par
1'équation IV.1.9).

(Iv.1.9) g, (x) = (Ch B;x + cos B;x) - Y, (Sh B, x + sin B, x)
Ch g,L - cos B, L
Sh B,L - sin B,L °

i=1...0 avec v, =

Nous obtenons en plus deux modes statiques. Ils correspondent aux
vitesses de rotation et de translation du centre de gravité du segment

assimilé & une poutre flexible.

En utilisant 1les propriétés d'orthogonalité des formes modales
gi(x) et en mettant les termes correspondant aux conditions aux limites non

homogénes dans le second membre, nous aboutissons a un systéme infini

d'équations différentielles du second ordre en "1(t)

'pS L ﬁl(t) =e, *te

T2
pS L3 .. L L
12 m, (t) = - Pl SRR PR PR T
(IV.1.10) < . (8,L)" (8,L) o1
PSL ni(t)+———;———EI ni(t)=2eT1+2(-1)i*1eT2+2(-1)i*1——E——tg"1)
L

(BiL) i+l iL
k—Z 7 tg(-1) EEE—J.eRz
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b) Conditions aux limites encastré-libre

Les conditions sont :

(g, (0) =0 déplacement nul
(IV.l.ll) 9 dgi (x)l I
.o =0 rotation nulle
{ dx x=0
(42
dg, (x)
— =0 moment nul
2
. dx |x=L
(Iv.1.12) <
d3g, (x)
—_— =0 force nulle
dx3 lx:L

L'équation caractéristique est :

(Iv.1.13) cos B;LCh B,L = -1

dont les solutipns sont : B,L = 1.8751
g,L = 4.6941
B,L = 7.8548
B,L = 10.996
B,L = (2i-1)w/2 pour i 2> 5.

L'expression des formes modales est :

(Iv.1.14) g (x) = D;[(cos B,;x - Ch B,;x)+§, (sin B, x - Sh B,;x)]

sin BiL - Sh BiL
cos BiL + Ch BiL

avec Si

D, est un coefficient de normalisation permettant de vérifier les

équations suivantes :
(IV.1.15) Ig PS g, (x) g (x)dx = PSL = I

En notant :

1
(Iv.1.16a) K, = j; EI(g§2>(x))2dx et C, = E:'
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(8,L)"
L3

(IV.1.16b) K, = EI

Nous obtenons les équations différentielles suivantes :

og, (x)

ve 1
(Iv.1.17) I m,(t) + E:'ni(t) = g, (L) e;, + ——3;——| ) €q, -
xXs=

i=1-0

ou e,, et e;, sont les conditions aux limites non homogénes introduites

dans le second membre.

¢) Conditions aux limites appuyé-appuyé

Les conditions sont :

(g;(0) =0

(Iv.1.18) 162 g(x)

9x?

=0 moment nul

\ |x=0

(g, (L) =0

(Iv.1.19) ﬁazgi (x)

=0 moment nul
ox

et

\

L'équation caractéristique est :
(IvV.1.20) Sh B,L sin B,L = O.

Sachant que Sh ;L =0 seulement si B,L = 0, les solutions non

triviales de 1l'équation sont obtenues pour :
(Iv.1.21) sin B,L = O,
soit :
(Iv.1.22) B;L = im i=1,...0,
L'expression des formes modales est :

(Iv.1.23) g;(x) =C, sin B, x

Ci est obtenu en normant les formes modales. C;, = ¢§; d'ol :
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(Iv.1.24) g (x) = N2 sin B,x
(Iv.1.25) I, = J’“ P S g (x)dx

0]
= pSL
(8,L)*
(Iv.1.26) K, = Jt EI [giz) (x)J%dx = EI ——3—
L

Les équations différentielles IV.1.27) représentent le systéme :

. ag, (x) g, (x)
(Iv.1.27) 1I Tli(t) + l—ﬂi(t) = ; €p, * —;— €q,
Ci X lx-o X lx:L

i=1-eo
ol e, et e, sont les termes correspondantaux conditions aux limites non
homogénes introduites dans le second membre.

Comme nous l'avons déja remarqué, le modéle "libre-libre" en for-
mulation flux a un caractére trés général. C'est pourquoi les modéles de
types conditions aux limites géométriques peuvent étre obtenus directement
4 partir du modéle en formulation flux type libre-libre, sur lequel les
contraintes géométriques sont ajoutées. I1 en est de méme pour les systémes
ayant des contraintes de type dynamique.

Nous nous intéressons dans un premier temps au modéle bond-graph

du systéme dit libre-libre.

I.1.1.2 - Modéle Bond-Graph
Le bond-graph correspondant au systéme IV.1.10) est représenté sur
la Figure IV.1.2) :

I:, C:c

L N

0—TF (1 — TF—0

-t Y
Ve

\ “h 2
Ob——iTF< > TF—10
N I:pn N

0 TF~—11 — TF—— 0

er1 : Se {0 < ':Ff:/\ /I\“_ﬁ:; —S Ok Se:en

Py

=l ~1y

er1 : Se A0 < {TF\ 11 | /TFI >0k Se:er

Figure IV.1.2 : Modéle d’'un segment flexible en formulation "libre-libre”.
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Chaque mode retenu est une combinaison d'éléments I et C associés
4 une vitesse commune décrite par une jonction 1. Les actions extérieures
sont appliquées au moyen de jonctions O associées aux efforts

e et €pso

T1? eT2’ eRl
Les transformateurs convertissent les efforts appliqués aux extré-
mités de la poutre en efforts modaux. Ils sont calculés a partir des formes

modales g, (x).

Les paramétres du modéle bond-graph de la Figure IV.I.2 sont ras-
semblés dans le Tableau IV.1.1.

i Ii Ci tli t2i t3i tlli
1| pSL 0 1 1 0 0
SL3 '
2 5"17‘ o |-L/2| L2 1 1
1 L3 (B,L) (B, L) (8,L) .1 (B,L)
| pSL|—— == 2 |2(-1)i*t|2(-1)irt g o - It
(ij)4 EI L 2 L 2

Tableau IV.1.1 : Paramétres du modéle bond-graph du segment souple en
Jormulation force-libre.

Les tij sont obtenus &4 l'aide des équations suivantes :

9g, (x)
t

{t1i =g (0) =2 31 9% |x=0

ty = g (L) dg, (x)
t, _—

I )

Pour j > 2, des éléments Rj sont ajoutés pour tenir compte des
dissipations structurelles. Les modéles avec contraintes de type géométri-
que ou dynamique sont directement obtenus & partir du bond-graph de la
Figure IV.1.2). Le systéme appuyé-appuyé est obtenu en faisant €py = €, = 0
et en mettant des sources de flux nulles & la place de e,;, et e,,. Les dif-

férents cas sont assemblés dans le Tableau IV.1.2.

Les modéles développés dans cette partie sont exacts pour une
infinité de modes. Or les sous-systémes auxquels sont raccordés ces modéles
se comportent comme des filtres "passe-bas". Ils ne sollicitent qu'un do-

maine de pulsations fini.

I1 s'agit donc de faire une réduction de modéle, appelée tronca-

ture modale.
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Conditions aux limites Modéle Bond-Graph

| l |
| I |
I | |
| | 0:St—— |
| o | encastré-libre | ot E-L |
o | L 0:Si—— ,
| o | | |
| & | | |
| & | | |
| n | appuyé-appuyé | 0: Sf — A-A — Sf :0 |
| e | | |
| s | | |
1 | |
|non| | |
| | |
| h | encastré-charge | 0 :Sf'_'_'—7 F— |
| o] inertiel | 0 :Sf|———, E-1 — ]]: |
| m | | |
| o | | |
| & | | |
e ] 05— —
| n | encastré-charge | * E-C d: |
| e | capacitif | 0 :Sfl-_ﬂ F— |
| s | | |
|1 I |

Tableau IV.1.2

Modéles en mots bond-graph avec les conditions aux limites associées

I.2.1 - Analyse vibratoire pour les modéles & dimension finie

L'obtention d'un modéle & dimension finie d'un segment flexible
peut se faire de plusieurs maniéres. La premiére consiste & prendre le mo-
déle défini précédemment et de 1lui appliquer une troncature modale. Mais
les résultats sont parfois trés mauvais, les conditions aux limites adop-
tées étant parfois loin de la réalité et la flexibilité du segment est ré-
partie sur tous les modes. Un multiport de capacités résiduelles est in-
troduit pour tenir compte de cette flexibilité. Nous utilisons la méthode
des perturbations singuliéres sur différents modéles et comparons les ré-

sultats obtenus.
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I.2.1.1 - Modéle bond-graph par troncature modale

Nous reprenons le modéle de la Figure IV.1.2) en faisant varier i
de 3 a n. Une représentation multibond-graph est proposée sur la Figure
Iv.1.3) :

ZSIEo TF—= 1= TP 0fF—%E :¢

Figure IV.1.3 : Représentation vectorielle d’'un modéle de segment flexible

(Iv.1.28) M = diag(I,, I,,...I ), matrice des masses.
(IV.1.29) R = diag(O,O.R3,...Rn), matrice des dissipations modales.
(IVv.1.30) K = diag(O,O,k3,...kn), matrice des raideurs modales.
t11 t12 o t1n
t21 t22 N t2 .
(Iv.1.31) H = - "1, matrice des transformateurs modaux.
tyy typ eee tyy

ty, typ eee ty
(Iv.1.32) = = [y, 6, n3,...nn]‘, vecteur des déplacements modaux.

(Iv.1.33) e, = [e;;, €ny €y eRz]‘. vecteur d'efforts relatifs aux

conditions aux limites en O et L.

Nous pouvons introduire de la méme fagon des efforts e, et e, en £
points du segment flexible. Ces efforts agissent sur les modes par 1l'inter-

médiaire de la matrice de transformation [¢*] définie par la relation
IV.1.34)

[ ok ... K o k. ]
¢11 ¢1j ¢1£

(IV.1.34) [¢*] = - o

.¢,k ..................... ¢:£

-
L )
4
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ol ¢§j est le transformateur associé au j®™° point considéré sur la poutre
sollicitée par l'effort k (k = T si e, et k =R si eR) et agissant sur le

ié®¢ mode du systéme.

(1Iv.1.35) e* = [ef,ef]*, vecteur d'efforts d'entrée.

Les transformateurs ¢§j ont pour expression :

- pour i € 2 :

¢L =1 ¢& =x; - L/2
(Iv.1.36)
®3, =0 ®3,=1

< pour 1 > 2 :
(1V.1.37) ¢§j(xj) = ch(ﬁixj)+COS(Bixj)-7i[sh(pixj)+sin(ﬁixj)]
Oy (x;) = B, [sh(B,x;)-sin(B, x,) -, [ch(B, x, ) +cos(8,x;) 1]

Les équations relatives au modéle flux du segment flexible peuvent

se mettre sous forme matricielle par la relation IV.1.38)
(Iv.1.38) MM +Rm +Kmn = - [H1]t§e - [¢J]ter - [¢3]tek .

Une autre formulation sous forme d'équation d'état peut étre obte-

nue. Nous notons :

(Iv.1.39) p = [p,,pP,,...p,1* le vecteur des impulsions modales

(inerties I,).

(Iv.1.40) gq = [ql,qz,...,qn]t le vecteur des déplacements modaux
(compliances C,).
I1 vient :
o -1 - - -
p=-RM!p-Kg-[H] e - [¢] e
(Iv.1.41)

a=M!p
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Les modéles finis ayant des conditions aux limites de type géomé-
trique ou dynamique s'obtiennent directement & partir du modéle fini libre-
libre avec la procédure définie précédemment pour le modéle infini

libre-libre.

I.1.2.2 -~ Prise en compte des capacités résiduelles

Lors de la réduction modale, les modes élevés sont enlevés. ﬁien
que ces derniers, se situant au-delda du spectre d'excitation du segment
flexible, ne soient pas excités, ils contribuent néanmoins au comportement
vibratoire car la flexibilité du segment est répartie sur tous les modes

dans cette formulation.

Les éléments capacitifs des modes négligés sont gardés et appelés
capacités résiduelles Yazman (1988), Karnopp (1968).

Le multibond-graph d'un segment flexible & 1'ordre n muni du multi-

port C est représenté sur la Figure IV.1.4) :

(I::Ceq C:c,

Figure IV.1.4 : Multtbond-graph d’'un seghent flexible a l’ordre n muni du
multiport C,,.

Le multiport des capacités résiduelles peut se calculer de deux
maniéres ; soit & l'aide du calcul de séries infinies qui tiennent compte
des flexibilités de l'ordre n+l & 1'infini ; soit en retranchant au multi-
port capacitif de la flexibilité totale du segment, les termes de flexibi-
lité jusqu'a 1l'ordre n. Par la suite, nous utiliserons les indices eq
(équivalent) et res (résiduel) pour exprimer le multiport des capacités

résiduelles, c'est-a-dire C, = C_ __ ouK _ =K

eq’
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Le multiport capacitif total est C il vaut :

TOT®

. 412 -222 3L2 13&
_ -22L 156 -13L -5

(Iv.1.42) ¢4, 420 EI | 312 131 412 2oL

13 -54 22L 156

La prise en compte de ces capacités résiduelles améliore la préci-
sion des modes du systéme en basse fréquence. Par contre, des modes élevés
sont introduits. Des problémes de calcul peuvent donc apparaitre. Nous ver-

rons par la suite comment éliminer ces modes élevés.

Le tableau IV.1.3 représente les modéles en mots bond-graph et les
conditions aux limites associées, avec 1la prise en compte des capacités

résiduelles.

Conditions aux limites Modéle Bond-Graph

fl >() —=
¢ T

encastré-libre

| | |
| I |
|| | |
| | |
I | l
| @ | l |
| & | I |
|8 | | Ceq |
| = | | |
| | 0:Se—0—A a_a k—0+—15f:0 |
| |  eppuyé-eppuyé | l | |
I | |
|| l ([eq |
|§| l(hSﬁ 70— k—0— |
|8 | l = E_1 v ][ |
| g | encastré-charge | 0 :Sfl"_70'——7| k O A |
| =1 | |
| & | | L_/ (Eeq :_T |
|1 I |

Tableau IV.1.3 : Modéle en mots bond-graph avec le multiport des capacités

résiduelles.

I.1.2.3 - Application des perturbations singuliéres sur les

modéles de dimension infinie

Dans un premier temps, nous reprenons le bond-graph de la Figure
IV.1.2) avec une nouvelle notation multiport. Celle-ci permettra de faire

une décomposition en vue de l'utilisation des perturbations singuliéres.
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I:M, C. l:il

a2 NG mw

— TF~— 1 = TF |

I:M C.K;

4 NG m

H

fla
| TF~— 1,

Au

= TF =0
M3

= TF |

—JQZL 8_62 Se2

Figure IV.1.5 : Modéle décomposé d’'un segment flexible en formulation
"force-libre”.

I1 apparait que plus n est grand, plus C, est petit, ceci met en

évidence des variables d'état correspondant aux dynamiques rapides.

Nous avons:

3
(IV.1.43a) 1M,

diag(I,,I,)
diag(I

goeeeI)

M, = diag(I_,,,...Io)

, = diag(k3....kn)

(IV.1.43b)
K

, = diag(k_,,,...ke)

Suivant les conditions aux limites imposées au systéme, nous obte-

nons SEl et SEZ'

Par exemple, pour le systéme appuyé-appuyé, nous prendrons :

e
Sg1= [eTll
T2

e
S = R1
B2 [eR2]

(IV.1.44)

Ceci nous permet de garder les mémes notations pour différents cas

de figure.
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By et g sont les vecteur états correspondant respectivement aux matrices

M1 et K1°

g, est associé aux éléments C de plus grand module, il sera un vecteur

lent.

p, et 9,, de dimension infinie, sont les vecteurs état correspondant res-

pectivement aux matrices M, et K,.
p; est le vecteur état 1lié aux éléments I, et I,.

Les matrices (A, ,A,,A,) et (A,,.,A,,,4A,,) se déduisent de la ma-

trice H,, (équation IV.1.31) suivant le choix de S;;, et S.,.

Nous notons :

>
"
"
1
>
“r
>
[+ -]
"

_AZ

5 - Al A

= - A, A

>
)
n
n

- AL Alg = - Ay

15 17

I1 est possible d'appliquer la méthode des perturbations singu-
liéres sur le modéle d'un segment flexible ol un nombre infini de modes
existe. Si nous prenons le modéle "force-libre" il apparait que les pertur-
bations singuliéres nous donnent le modéle réduit de la Figure IV.1.2), qui
correspond & 1l'équation IV.1.10). Cette méthode équivaut & faire une tron-

cature modale a l'ordre n.

La formulation flux sans contraintes extérieures est mal adaptée
pour l'utilisation des perturbations singuliéres. Nous allons nous placer
dans deux cas. Dans un premier temps, nous faisons 1l'étude de systémes avec
des conditions aux limites homogénes puis dans un second temps avec des

conditions aux limites non homogénes.

Nous traiterons de maniére particuliére les systémes corrigés a
l'ordre 1 ayant des conditions aux limites homogénes. Pour ces systémes,
nous trouvons un bond-graph équivalent sur lequel la matrice de flexibilité

est modifiée.
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a) Conditions aux limites homogénes

Nous n'étudions que deux cas particuliers. Les conditions de type
encastré-libre et appuyé-appuyé. Pour une condtion de type appuyé-libre et
encastré-appuyé, il faut modifier les matrices M,, M3 et K, . La méthode est

néanmoins exactement la méme.

La représentation du bond-graph s'obtient directement & partir de
celle de la Figure IV.1.5).

-

04— TF— 1L, = TF =0
;

f%f J]: B3
05— 0 F— TF =1, = TF Q= Se,u

Figure IV.1.6 : Modéle bond-graph d'un segment flexible avec contraintes

homogénes.

La matrice A, étant carrée et inversible, la mise de la causalité
ne pose aucun probléme et peut directement s'effectuer sur le bond-graph

avec une représentation multiports.

Nous avons ajouté une source d'effort correspondant & une entrée

extérieure éventuelle avec les transformateurs modaux associés.

L'équation d'état associée et 1l'équation algébrique se déduisent
facilement de ce bond-graph.

P, K 0] [a -B + A, A;' B}
(IV.1.45a) = A1 + A1 u.
B, 0 -K g, -B; + A, Ay' Bj
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éi Myt 0 By
(IV.1.45b) =
: -1
9, 0 M P,
(IV.1.45¢) p; = - M Aal(A M1 p, + A M2 p,).
I, + A5A§1M3A;1A1M;1 A5A§1M3A51A2M;1
avec : A=
A AG M A TA MY I+ ALAFTM A A MY
Remarque :

La présence de causalités dérivées ne modifie pas 1l'étude dans le
cas présent car celles-ci sont sur des éléments inertiels et seuls les élé-

ments capacitifs introduisent des modes élevés.

- Perturbations singuliéres

L'utilisation directe des perturbations singuliéres, en utilisant
les procédures du chapitre II1I, nous indique qu'il suffit d'enlever les
éléments capacitifs de valeur faible. Il suffit donc d'enlever la matrice
K;l. Etant donné que celle-ci est sur une jonction 1, il faut enlever cette
jonction 1. Nous montrons facilement que la source d'effort n'agit plus par
l'intermédiaire de B,. Le modéle lent correspond ainsi au modéle réduit

obtenu par réduction modale (Figure IV.1.7)

4 Qé‘ B,

v TFv—H 1 = TF =0

0
I :M;
Ay -lI {3.3
0= TFi—= 1, TF E=0F— Se_u

Figure IV.1.7 : Modéle bond-graph réduit par application des perturbatzons

0:St—>

singuliéres.

L'équation d'état du modéle lent ou réduit s'obtient & partir de
l'équation IV.1.45) avec éz = 0 ou directement & partir du bond-graph ré-
duit de la Figure IV.1.7.
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R, = (I, + AJA;'M A;1A M)t [-K g, +(-Bi+A A3 1B )u,]
(Iv.1.46a)
9, = M'p

(IV.1.46b) p, = -M;A; A M]'p, .

_ Deux relations supplémentaires sont obtenues & 1l'aide des équa-
tions IV.1.45).

p, =0

(IV.1.46c¢)

K51A7A51M3A;1A1M;1(1d+ A5A51M3A31A1M;1)'1 K, g,
L'utilisation simple des perturbations singuliéres n'a donc rien
apporté de nouveau. Nous nous proposons donc d'appliquer les méthodes de

correction sur le modéle lent.

- Correction sur le modéle réduit

La correction sur 1le modéle réduit peut se faire a l'aide des
équations d'état du systéme.

Néanmoins, il est plus judicieux d'utiliser les équations diffé-
rentielles du second ordre du systéme de fagon & trouver une interprétation

simple de la correction.

L'expression de ces équations différentielles est obtenue & partir

de 1'équation IV.1.45) a 1'aide des nouvelles variables.

v, =Kgq
(Iv.1.47) <
\yz = K9,
5 +K. H +K H = K, [H,, (-Bt+A_A;1Bt)+H, _ (-Bt+A_A;1B!)] dt
vy +K H v K H Ly, = K [H, (-BI+A Az *B3)+H, , (-Bj+A, A3 "B3) u

(IV.1.48) <

¥, +K,H,, v, +K,H,,y, = Kz[Hzl(-B;+A5A513§)+H22(—B;+A7A513§)]f udt
\

-1 -1 -1 -1 -1
H,, H, M, +A Az IM AGTA, A AZIMAGIA, M, M,]-1

avec

By Hyp AA;'MATIA, M +A ATTMOAGYA, Mo My
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* Correction premier ordre

Le systéme corrigé au premier ordre s'obtient & 1l'aide du change-

ment de variable :

(Iv.1.49) =! =y, + H;lH,,y,

avec w = 0.

Nous obtenons :

(IV.l.SO) §ll+[K1 (Id + leHé.}!K;lH;%Hlel)-l(Hll- H12H£;H21)]

[yll-(-B; + ASAQIB:';) I uldt] = 0.

En remplacant les matrices Hij en fonction des matrices Mij, nous

obtenons :

(IV.1.51) y,, *+ KiM;ly,, = KiM;1(-B! + A A;'BY) I udt.

Le systéme corrigé au premier ordre peut étre interprété directe-
ment sur le bond-graph du systéme réduit sur lequel la matrice de raideur

K,devient une matrice symétrique non diagonale K] explicitée par :

(Iv.1.52) K§ = + K [I, + M{1M K3'M, M{IK ]°1.

* Correction a un ordre quelconque-

La correction & l'ordre deux nous donne les équations différen-

tielles suivantes :

(IV.1.53) vy, + KI°M;1y,, = KI°M1(-B} + A_A3'B}) f ugdt ,

Kie = Kl[Id + H12H5éK51(H§2)-1H§1K1]-1

avec - -1y-1
ng - sz+ Kz H22H21K1H12

- -1y-1
Hy, = Hy,+ K"H;H) K H

Nous pouvons encore une fois interpréter la correction sur le
bond-graph réduit en remplagant K, par Kf°. Cette fois-ci, Kfc n'est plus

symétrique.
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(IvV.1.54) K§° = + K1[1d+ leﬂgé(ng)‘1H§1K1]‘1.
Les corrections & des ordres supérieurs s'obtiennent & 1'aide des

méthodes présentées dans le chapitre 3.

Remarque :

Le calcul des nouvelles matrices de raideur semble fastidieux car
certaines matrices ont une dimension infinie. Nous montrerons par la suite

comment éviter ces calculs & l'aide d'une méthode équivalente a celle pré-

sentée ci-dessus.

Le bond-graph du systéme corrigé est présenté ci-dessous (Figure
1V.1.8).

Nous pouvons ajouter d'éventuelles entrées sachant que les trans-
formateurs associés & ces entrées sont enlevés pour les modes éliminés, et,
le systéme corrigé étant le systéme réduit pour lequel la matrice de rai-
deur est modifiée.

I:M C:(K!

4 NG
k

F— 1. = TF =4

0+—
IL:M;
‘lT As I Bs
0:5t—~ QF— TFk— 1, TF ==~ 0F—=e v

Figure IV.1.8 : Bond-graph réduit corrigé d'un segment souple.

b) Conditions aux limites non homogénes

Nous prenons 1'exemple du systéme encastré-charge. Le bond-graph

est représenté sur la Figure IV.1.9).
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I:M :K;l
Az

I:M C:Ki ﬁ
A &’f An
— 0

Jﬁ

TF 1, = TF =
L:M;
Ay -[I :4.14
TF— L, = TF 0= z:m

Figure IV.1.9 : Modéle bond-graph d’'un segment souple pour des conditions
aur limites "encastré-charge”.

I

—lo —A

|
)

N -

Mc'est la matrice représentant le multiport de la charge.

- Perturbations singuliéres

L'utilisation des perturbations singuliéres se fait de 1la méme
maniére que pour les systémes & contraintes géométriques. Néanmoins, nous
devons considérer le multiport constitué des matrices M3 et M, et non plus

M3 seul pour le calcul de la matrice de masse équivalente.

Nous obtenons un modéle réduit non corrigé (Figure IV.1.10), cor-

respondant a une réduction modale.

I:M cC:K!
A &é An

TF~— 1 = TF =0

0+— 0
]T IL:M;

As -|1 An
Q = TFF— 1, = TF i—/QZL_4 I:M,

Figure IV.1.10 : Bond-graph réduit d'un segment souple avec des conditions
aux limites "encastré-charge”.

I1 est & remarquer que si la charge est telle que IIM Il << HM3H

alors celle-ci introduit des modes élevés. Une étude particuliére doit étre

faite pour ce cas. Nous supposerons désormais que la charge n'introduit pas

de modes élevés.
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- Correction sur le modéle réduit

En considérant le multiport constitué par M3 et M , nous pouvons

appliquer exactement la méme méthode que précédemment.

I.1.2.4 - Application des perturbations singuliéres sur les

modéles de dimension finie comportant des corrections

statiques

Dans cette partie, nous allons appliquer la méthode des perturba-
tions singuliéres sur des modéles de poutres comportant un nombre fini
de modes et pour lesquelles une correction statique, & l'aide des capacités

résiduelles a été introduite.

Dans un deuxiéme temps, nous appliquons les méthodes de correc-

tion sur le systéme réduit.

a) Conditions aux limites homogénes

Avec les notations précédentes, nous obtenons le bond-graph du
systéme avec des conditions aux limites de type géométrique, avec le multi-
port des capacités résiduelles. Une source d'effort est éventuellement

ajoutée.

I:M C:K!

kiC=— 0 == TF<— L,= TF l':_/QF__ Se:u

Figure IV.1.11 : Modéle bond-graph muni du multiport des capacités
résiduelles.

Le vecteur g est associé au multiport des capacités résiduelles.

L'équation d'état associée est :
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B, 0 0 K, AK ., B, -Bt
b 0 0 0 AK.eol lp
(Iv.1.55) (3| = | .-, 3 -Bt u.
a, M 0 0 0 d,
a | AMY O AMY 0 0 q

Le multiport des capacités résiduelles introduit des modes élevés
dans le systéme. Néanmoins, il améliore la précision des modes faibles.

En général, les valeurs propres de Kre ne sont pas toutes faibles

devant celles de K; . Ce qui prouve que le multiport des capacités rési-
duelles n'a pas seulement un comportement rapide. Le vecteur état associé a
donc une partie lente et une partie rapide. Il peut étre facilement montré

qu'en enlevant une partie du multiport K:! la précision des modes est

res’
peu modifiée et que les modes les plus élevés sont enlevés. Nous nous aper-
cevons que‘seuls les termes de Kris associés a la translation introduisent
des modes élevés. En premiére approximation, nous pouvons donc enlever ces
termes, sachant qu'ils améliorent trés peu la précision des modes lents.
Ces différentes considérations s'expliquent simplement en remarquant que

les termes de la matrice C, . ont des ordres de grandeur trés différents.

Néanmoins, dans 1la suite, nous considérerons que 1le multiport
Cres est associé au vecteur introduisant les modes rapides, méme si cela

n'est pas tout a4 fait exact. Une justification sera donnée ultérieurement.

Ceci permet de simplifier considérablement 1'analyse du systéme.

Le systéme réduit obtenu & 1l'aide des perturbations singuliéres
(Figure 1IV.1.12) consiste a4 enlever le multiport des capacités rési-
duelles.
I.M; C :Kil

&f B,
0:21 Tﬂ’c:l 1 = TF =

— 0,
IL:M;
s I % ]T
0fF—TFF—= %, = TF = 0§

Figure IV.1.12 : Bond-graph réduit du segment souple.

§e2:U

Les équations d'état du systéme réduit s'obtiennent facilement

soit 4 partir du bond-graph réduit, soit en posant é = Q0 dans 1'équation
IV.1.55).
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Nous utilisons désormais 1les équations différentielles du second
ordre du modéle 1IV.1.55) de facon & donner une interprétation simple des

corrections.

Le changement de variable est donné par :

91 = K g,
(IV.1.56)
y2 = Kzg

Nous obtenons :

31 + KGy,y, + K G,y, = - KM B] I u dt
(Iv.1.57) < ,
Voot KieaGoy¥y + K ((Gopy, = - K (AM'B] + AthlBg)f udt
\
Gy, Gi, Myt - MilAs
avec : =
& Gzz] lAIM;I -(AM;1A, + AM;1A;)

Nous n'entrerons pas dans le détail des calculs, ceux-ci ayant
déja été faits pour d'autres systémes. De plus, nous écrivons les équations
du systéme en régime autonome, sachant que l'entrée gardera le coefficient

du systéme réduit quelle que soit la correction.

* Correction premier ordre

(IV.1.58) y, .+ K, [Id+G12G5§K;isG;;G21K1 -1 (M1+A5A51M3A51Ai)-1y1£ = 0.

* Correction & un ordre quelconque

(IV.1.59) ¥, 0+ K, [L,+G,,G34K:1, (G5, ) 2G5, K, |71 (My+A A5 My A A, )1y, = 0.

= -1 A1
ng = G22+ KrestzG21K1G12
avec
- -1 -1
G, = Gyy+ K[ . G;;G,,K Gy,

Pour 1les ordres supérieurs, il faut utiliser les méthodes du cha-

pitre 3.
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Nous interprétons donc 1les corrections sur le modéle réduit a
1'aide d'une nouvelle matrice de raideur, symétrique pour la correction a

l'ordre 1, et non symétrique pour une correction a un ordre supérieur.
A l'ordre 1,

(1v.1.60) K5 = K, [I, + G,G;3K; 1, GG, K, |

Nous comparons les systémes corrigés obtenus a partir du systéme
de dimension infinie et celui contenant le multiport des capacités rési-

duelles. Il apparait que les matrices de raideur corrigées sont les mémes :

Démonstration en Annexe 1.

Nous avons donc les propriétés suivantes :
- les modéles réduits (lents) sont les mémes,
- les modéles corrigés sont les mémes,

- les matrices de raideur corrigées peuvent se calculer & partir du systéme
de dimension finie.

De plus, nous justifions notre choix pour p (associé a C ) en

res
tant que vecteur état rapide et justifions l'emploi des capacités résiduel-

les en tant qu'améliorations des modes lents d'un systéme.

b) Conditions aux limites non homogénes

Nous reprenons l'exemple du systéme encastré-charge.

Le bond-graph obtenu en tenant compte des capacités résiduelles

est représenté sur la Figure IV.1.13.
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Figure IV.1.13 : Modéle bond-graph muni du multiport des capacités
résiduelles.
L'équation d'état avec q, N et p. les vecteurs état associés res-

pectivement & C M3 et M, est :

res’

5, ] 0 0 0 K, [A A, ]
: 0 0 0 0 [A, A LIk | [Bs
B3 0 0 0 o [o1, K, | [®

IV.1.61 -

( Yofee M1 0 0 0 0 §°
q A 1
.1 [A1 ]MII [ 4 ]MSI [_g ]M;l 0 0 g |
EN _ Ay Ay 4

R, = -I,
(IV.1.628) 9 A. A
= = 8 “"18
N
\ d
/.
R, = -R! R,= -R}
(IV.1.62b) <
Ry = -R}

Les dimensions des matrices R, sont telles que 1'équation IV.1.61)

peut désormais s'écrire :

é1 0 0 RlKl RZKres El

- 0] 0] 0 R,K
(IV.1.63) ?2 = . 4% res B,

a | [RM 0 0 o | |g

. -1 -

a | R, M1 RgM;? 0 0 q
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p M, O
= |¥3 = |3
avec P, = et M, =
? [P] : [0 Mc]

Nous obtenons une équation d'état avec une forme générale ou les
variables rapides sont dans le vecteur état g. Le systéme est sous forme

explicite car R, est inversible.

Remarque

Le multiport des capacités résiduelles contient des valeurs pro-
pres de faible valeur (2) et des valeurs propres de valeur plus élevée (2).

Le modéle réduit contiendrait a priori un multiport résiduel de
dimension 2. Néanmoins, nous considérons que le vecteur g complet est

rapide, ceci pour simplifier les méthodes de correction.

Nous pouvons appliquer la méthode générale des perturbations sin-
guliéres et celle des corrections sur le modéle d'équation d'état IV.1.63)
transformé en équations différentielles du second ordre avec le changement

de variables :

y; = K é1
(IV.1.64)
y2 = Kresg

Le systéme réduit lent s'obtient en enlevant le multiport des

capacités résiduelles (Figure IV.1.14).

I M C:KII

8 NN An

0T+ 1, = TF =0,
I :M;
-IT 4 I N ﬁ
92I: TFfFM— 1,= TF /Qz M,

Figure IV.1.14 : Modéle réduit du segment souple pour les conditions aux

limites "encastré-charge”.
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L'équation d'état est donnée en écrivant g = O dans 1'équation
Iv.1.63) :
{ ° - - - -
R, = [I * RzRaleR81R7M11] 'R,k g
(Iv.1.65a) <
\ 9, = R;Mj'p,
( - -
R, = = M;R3'R M;'p,
(IV.1.65b) <
= - g-1 -1 - -1p m-1
(92 Kres[R7M1 R2+R8M21Rh] R, M "R, K, q,

Le systéme corrigé s'obtient simplement en modifiant la matrice de
raideur K, a l'aide des méthodes précédemment utilisées. Nous ne revenons

pas sur ces calculs.

c¢) Remarques sur les fréquences propres obtenues

Nous allons donner quelques propriétés des modes propres- du sys-
téme étudié, pour différentes approximations. Nous rangeons les valeurs
propres des modéles par ordre croissant. Soit Al la i®™® valeur propre de
la matrice M !K oi M et K sont les matrices de masse et de raideur du sys-

téme. Le mode propre est la racine carré de Al.
Chacun des systémes a un nombre de valeurs propres différent. Nous
ne comparons donc que les valeurs propres qui sont comparables, c'est-a-

dire les plus faibles en module.

- Propriété IV.1.1)

Al < AéR< A§c< Aéc
ou : Al est la valeur propre réelle du systéme.
AéR est 1la valeur propre pour le modéle contenant des capacités
résiduelles.
Aic est 1la valeur propre pour le systéme avec correction et sans
capacité résiduelle.
Aéc est 1la valeur propre pour le systéme sans correction et sans

capacité résiduelle.
Démonstration en Annexe 2.

Dans tous les cas, nous avons une borne supérieure de la valeur

propre réelle. En général, AéR est trés proche de Aic. sinon égale.
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. Bond-graph équivalent aprés correction

Nous avons donné une interprétation de la correction apportée &
l'aide d'une nouvelie matrice de raideur non symétrique, n'ayant pas de
signification physique. Il serait plus judicieux par exemple 4'interpréter
ces corrections comme 1la modification de la longueur de la poutre ou bien

de la modification des transformateurs modaux.

Ceci n'est en général pas possible. Néanmoins, 1lorsque nous ne
gardons qu'un seul mode souple, il suffit soit de changer les
transformateurs modaux 1liés au mode souple, soit de changer la raideur K,

qui, cette fois-ci, est un réel.

Remarque :

L'étude d'un segment souple décomposé en plusieurs éléments se
fera & l'aide des multiports de capacités résiduelles.. La correction fera
apparaitre des multiports capacitifs, associés aux modes souples, couplés

entre tous les éléments du segment.

I.1.3 - Remarques sur les formes modales

Dans une premiére partie, nous avons fait une analyse vibratoire
d'un segment flexible avec plusieurs conditions aux limites possibles. Nous
avons montré qu'il est possible de rendre aussi précis que 1l'on désire le

calcul des modes propres d'un systéme donné.

Mais 1'étude d'un segment flexible se situe aussi au niveau du
calcul des formes modales ainsi qu'a 1'établissement des matrices de
transformation au niveau des sources (d'effort ou de flux) extérieures.

Quelques remarques seront faites & ce sujet.

- Systéme non corrigé

Le bond-graph du systéme non corrigé est représenté sur la Figure
IV.1.15) :
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IL:M, C:Kj

s N s

v TF 1, = TF =

= 0,
. M;
i 3
Ek: TFke— 1 1, = '||1'3|F ﬁ/.IQTZ

Figure IV.1.15 : Bond-graph réduit d’'un segment souple avec des conditions

. S_eZ:U

aux limites homogénes.

B, et B3 sont calculées & partir des formes modales du systéme
libre-libre et en fonction des conditions aux limites. Ces matrices
dépendent du point choisi sur le segment souple. Ceci permet de retrouver

les nouvelles formes modales en faisant varier ce point.

La matrice de masse équivalente Meq du systéme est :

(Iv.1.66) M__ =M

-1 -1
eq , t A5A8 M3Ah A .

Le systéme d'équations différentielles du second degré est, en

posant *1 = M]'p,,

(IV.1.67) M, x, *+ K, x, = (A,A;'B} - B})u.

Une diagonalisation et une normalisation du systéme permet de

diagonaliser les matrices de masse et de raideur.

Le nouveau systéme est :

(IV.1.68) M,x, + Kix, = P*(A,A;'BS - B)u.

=
|

= PtM, P
avec

K

t
P*K,P
Les nouvelles formes modales sont définies par :

(1V.1.69) &, (x;) = [P*(A;A;*BS - BE)](x,).
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- Systéme corrigé au premier ordre

La prise en compte de la flexibilité des modes supérieurs se

traduit par la modification de la matrice de raideur du systéme K, .
Les transformateurs modaux associés & l'entrée restent identiques.
Si 1la correction est faite au premier ordre, (Kﬁ) est symétrique.

I1 est alors possible de faire une diagonalisation sans changer les

transformateurs modaux liés aux grands mouvements.

IL:M,

As J]: Bs
0Si— Q~— TFi~— 1, = TF = 0)— Se U

Figure IV.1.16 : Modification du multiport de raideur.

Nous obtenons :

M, = WM, W

K$* = WtKS W . .
(Iv.1.70) ! ! avec Al = -A;t

A, = WA,

Bi" = W'B!

I1 est ainsi possible de définir un nouveau vecteur de formes

modales en utilisant la méme méthode que pour le systéme non corrigé.
Les nouvelles formes modales sont donc formées d'une combinaison
linéaire des formes modales vérifiant les conditions aux limites

libre-libre.

- Correction 4 un ordre supérieur

La matrice de raideur n'est plus diagonale. Nous n'obtenons pas un

modéle physique.
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Conclusion

Nous avons adopté, dans cette partie, une formulation force-libre
pour 1la modélisation d'un segment flexible, étant donné le caractére géné-
ral de cette méthode. Différentes approches pour 1la réduction du modéle
obtenu ainsi que pour la prise en compte des effets des modes négligés ont
été présentées. I1 apparait que du point de vue fréquentiel, la nouvelle
méthode dite méthode de correction permet d'obtenir la méme précision que
celle prenfint en compte le multiport des capacités résiduelles. L'avantage
de celle-ci est qu'elle n'introduit pas de modes élevés et que son applica-

tion est trés simple.

I.2 - Méthode des éléments finis

I.2.1 - Modéle sans conditions aux limites

La méthode des éléments finis consiste & considérer le segment
comme l'assemblage d'un nombre fini d'éléments de poutre & section
constante.

‘

Le concept de noeuds relatif a cette méthode permet de développer
des procédures systématiques d'assemblage d'éléments de poutres, & section
constante ou non, pour construire le modéle global approché du segment
flexible.

La méthode des éléments finis est une méthode de discrétisation du

Lagrangien L, du segment flexible défini par la relation IV.1.71).

(IV.1.71) L, = J’a {pS(x)[ u(x,t)]?- EI(x)[u"(x,t)]?}dx

L ¢ longueur du segment

(o] : masse volumique du segment

E : module d'Young du segment

S(x) : section du segment

I(x) : inertie de section du segment
u(x,t) : variable de déformation élastique

a) Modéle mathématique

La méthode des éléments finis consiste & discrétiser le Lagrangien

de 1la relation 1IV.1.71) en deux étapes. L,  est d'abord exprimé comme la
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somme des lagrangiens d'un nombre fini d'éléments de poutre uniforme dont

1'assemblage constitue le segment flexible.

(IV.1.72) L, =

N
c*

Le Lagrangien L, de 1'élément i est ensuite calculé gréace a 1l'ap-
proximation de la variable de déformation u'(x,t) par l'intermédiggre des
fonctions d'interpolation g}(x) relatives aux coordonnées généralisées
uj(x). j € {1,2,3,4}. Ces derniéres traduisent la fléche et la rotation de
1'élément de poutre a ses deux extrémités x = 0 et x = ei et sont appelées

"noeuds" de 1'élément.

‘M=

(1V.1.73) u'(x,t) = & gl (x) ul(t).

1

J

Dans le cas ou les fonctions d'interpolation gﬁ(x) correspondent
aux fonctions d'interpolation cubique d'Hermite, Meirovitch (1980), 1'ex-

pression discréte du Lagrangien L, est donnée par la relation IV.1.74).

(Iv.1.74) L

]
N

i (U§MiU1' U§K1U1)

avec 1 [ui(t), u; (t), uj(t), ui(t)].

L'expression des fonctions d'interpolation cubique d'Hermite est :

/ 1 .
gy (x) = — £3-38,x%+ 2x3]
i
: 1 i
g (x) = E;— £3x-20, X2+ x3]
Iv.1. < i
( 75) . 1 . ) ;
83(X) = ;;— 38, x°- 2x ]
i
. 1
g; (x) = z;—- -, %%+ x3]
\ i

Les matrices M, et K, sont définies par 1les expressions

suivantes :

(IV.1.76a) M,

ei
pS |, G,Gidx

(IV.1.76b) K,

3
Eilijgl (G]) (G} ) tdx
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avec G

= [et(x), g (x). g (x), gi(x)]".

[

Nous trouvons :

156 22¢, 54 -13¢,]
P St |22 u4e2 136, -3¢
420 | 54 13¢, 156 -22¢,
-13¢, -382 -22¢, Le?

(IV.1.77a) M,

12 6¢ -12 68 ]

EI |e6e, 42 -6¢ 2¢
3 | -12 -6e, 12 -6e,
6¢, 262 -6¢ 42 |

(IV.1.77b) K,

Les équations du mouvement relatives & l'élément i peuvent étre
obtenues 4 1l'aide des équations de Lagrange et sont données par la

relation :
(Iv.1.78) M, U, + K, U, =F,.

F, est le vecteur des forces extérieures agissant sur les noeuds

de 1'élément 1i.

I1 est possible de partitionner le vecteur U, des noeuds en deux

vecteurs Ug et Ufi comprenant respectivement les noeuds de 1l'élément i.

Avec ce partitionnement et en écrivant les équations IV.1.78) pour

chaque élément i, nous obtenons :
(1v.1.79) MU + XK, U = F

ol U est composé de toutes les coordonnées généralisées définies

précédemment.

MT et K, sont respectivement les matrices de masses et de flexibi-

1lité du segment complet.
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M, =
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F est 1l'ensemble des forces extérieures agissant sur les noeuds du

segment flexible.

b) Modéle bond-graph :

Le modéle en bond-graph de 1'élément i relatif a la méthode des

éléments finisveét reprégenté par la Figure IVQI.I?) :

i
[

M;
7] N |
oz
i f=se, S

Kt

Figure IV.1.17 : Modéle pour bond-graph d'un élément i obtenu par la
méthode des éléments finis.

L'indice O, resp. 21, indique que l'on se trouve a l'extrémité du
segment i en x = 0, resp. x = ¢,.

Le modéle bond-graph du segment flexible constitué de n éléments
de poutre, est obtenu en assemblant les modéles bond-graph de ces éléments,

Figure IV.1.18).
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Figure IV.1.18 : Modéle bond-graph d'un segment flexible obtenu par la
méthode des éléments finis.

Les matrices M, et K, sont données précédemment.

L'équation d'état associée au bond-graph de la Figure IV.1.18)

est :

-
"

-Krgq.F
(Iv.1.81)

M!p

-
n

ol p et g sont les vecteurs des impulsions généralisées (inertie I) et des

déplacements généralisés (compliance C).

Cette méthode permet de trouver un modéle fini & un ordre

quelconque.

Remarque :
I1 est possible de faire la méme étude par la méthode modale. Nous
nous contenterons dans un premier temps des méthodes présentées

précédemment.

I.2.2 - Modéles avec conditions aux limites

- Conditions aux limites homogénes

Une condition aux limites de type géométrique, telle qu'un encas-
trement, se traduit simplement par des vitesses nulles aux noeuds considé-
rés. Les variables généralisées U, ont donc une valeur nulle. Ceci se tra-
duit simplement par 1le retrait des 1lignes et colonnes des matrices

K, et M, correspondant aux noeuds considérés.
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- Conditions aux limites non homogénes

Dans ce cas, il suffit d'ajouter les multiports, par exemple iner-

tiels, aux noeuds ol les contraintes sont effectives.

La méthode sera précisée sur des exemples.

I.2.3 - Réduction du modéle

La méthode des éléments finis est trés simple d'utilisation. Mais
le nombre de modes augmente trés vite avec le nombre d'éléments retenus. De
plus, seuls les premiers modes sont trés bien approximés. Ceux, ayant les
valeurs les plus élevées, sont en général beaucoup plus grands, en module,

que les modes réels.

©

Nous proposons différentes méthodes pour éliminer ce probléme,

ceci pour différentes conditions aux limites.

I.2.3.1 - Conditions aux limites homogénes

a) Condensation de masse (Meirovitch, 1980)

En éléments finis, il existe une méthode appelée condensation de
masse qui permet de réduire considérablement la dimension du systéme
étudié.

Cette méthode utilise 1le fait que certaines forces inertielles
associées 4 certains déplacements sont beaucoup plus petites que d'autres.
En d'autres termes, l'influence de ces derniéres dans le systéme global est
faible.

Dans notre cas, il apparait que la matrice de masse comporte des
éléments d'ordre de grandeur trés différents. Ceux associés aux rotations

sont beaucoup plus faibles et donnent donc des modes propres élevés.

La condensation de masse consiste dans ce cas a séparer les varia-
bles généralisées en deux catégories : celles liées aux translations et

celles liées aux rotations.
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Nous noterons g, et g, 1les vecteurs contenant respectivement les

variables de translation et de rotation.

Le systéme en régime non autonome s'écrit :
M, M, a K, K 9, B,
(1v.1.82) B = u.
M, Mo le: K,, K =P B
ol M= (Mij) et K = (Kij) s'obtiennent & partir de M, et K, et B, et B,
traduisent les relations sur les jonctions 1, associées aux noeuds de

vitesses ol agissent des efforts extérieurs.

La méthode de condensation de masse ou réduction de Guyan, con-
siste & introduire le changement de variable :

(1v.1.83) [i:] =Tm avec T = [Id 'K12K5§]’

M ayant la dimension du vecteur g, .

Ce changement de variable équivaut & imposer une contrainte stati-

que sur le systéme.

Les matrices de masse, de rigidité et de commande sont définies

par :
M, M,] [T
(Iv.1.84a) M_ = Pa'&ZEQ] 11 Y12 .
My Mpo ] _'K22K21 ]
K, K.,] [T
(IV.1.84b) K, = [Id -K12K5§] 11 M2 .
LOVRER PY _'K22K2 1
(Iv.1.84¢c) B, = |I, =K, K;! By
+1.8%c) C_[d-1222] B
B2

Le nouveau systéme est :

(Iv.1.85) Mn + Km =B_u

[+
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= - -1 - -1 -1 -1
M, = M, - K KoM, - M KoKy + K Koo M0 K50K,

- -1
K11 K12K22K21

= - -1
B, = B1 K12K2282

avec

Une meilleure approximation peut é&tre obtenue en imposant une con-

trainte statique plus précise.

Le bond-graph obtenu a partir du systéme d'état condensé IV.1.85)
est représenté sur la Figure IV.1.19).

M,

1 |
7 N
m- n T2 f

Figure IV.1.19 : Bond-graph d’'un segment flexible aprés condensation de

masse.

Des transformations tiennent compte du changement de la matrice

d'entrée B vérifiant désormais :

t

(Iv.1.86) B, =B, - K,,K;} B, = |T}

t

Cette notation est peu souhaitable car nous devons transformer le
bond-graph. Une autre approche va nous donner les mémes résultats numéri-

ques tout en conservant le sens physique du systéme initial.

b) Perturbations singuliéres

La méthode des perturbations singuliéres est proche de la méthode
de condensation de masse car elle consiste & séparer les variables donnant

les modes lents et celles donnant les modes rapides.
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Nous pourrions l'utiliser directement sur 1l'équation Iv.1.82) mais

il parait plus souhaitable de donner une interprétation sur le bond-graph.

Pour ceci, nous allons décomposer les matrices M; et K, de la méme

facon que dans 1'équation IV.1.82) et ensuite trouver une formulation bloc-
diagonale de ces matrices.

Une nouvelle représentation multiport est proposée.

C: x5 C:x3

Figure IV.1.20 : Bond-graph d'un segment flexible avec séparation des

vitesses de rotation et de translation.

u, et u  sont respectivement les vecteurs vitesse de translation et de
rotation.

Les matrices M et K sont bloc-diagonalisées de 1la maniére
suivante :

(Iv.1.87a) M°?

T DTt

(Iv.1.87b) K

R* KR
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avec : R = Is O]
.Rl 2 Id J

ro [T O]

Ty I4

Nous trouvons ainsi les matrices D1' D K,, et K, en fonction de

2’
M et K.
[ - - -1
D1 = M11 M12M22M21
IV.1.88a) < - _m-1
( ) %2‘ MnMu
D, =M,,

( - - -1
KM 'Ku &2&2&1

(IvV.1.88b) <K, = K,,

-1
312 = K22K21

Nous associons les vecteurs état p,, p,, 9, et g, respectivement

aux multiports de caractéristique D,. D,, K, et K,,.
L'équation d'état du systéme est :

By 0 0 Kji =(T,+R,)°K,, B [1, 8,

é 0 0 0 -KD 2 P S
(1v.1.89) [|®2]= 9 2|,| 01, [ 51]

g, D} 0 0 0 9, 0 0 |[Se2

. - - 0 0

0, ] |(Ti2*Ri2)D; D3? 0 0 | 192

Le systéme lent sans correction (Figure IV.1.21) est obtenu pour
é2= 0, c'est-a-dire en enlevant la jonction O liée a D, sur le modéle bond-

graph de la Figure IV.1.20). En régime autonome, la jonction 0 liée a K, .,

est enlevée.

L'équation d'état s'obtient simplement soit & l'aide du bond-

graph, soit & 1'aide de l'équation d'état IV.1.89) en posant éz = 0.
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= =—A~— I.:

£
§
N
|(D
(¢}
n
N

(n+1) = (n+1)
Rz Jl
I——=TF—0
J i
q: : Kpy ﬂ: :IKBE‘

Figure IV.1.21 : Modéle bond-graph lent du segment flexible par la méthode
des éléments finis.

é1£ = -K,,q¢ + [I, 'Riz][SE1l Sszl]t
(IV.1.90a) '
q,, = Di'p,,

(IV.1.90b) p,, = -D;1(T,,+R,,)D;'p, ,.

c) Systéme corrigé

A 1'aide des méthodes de correction appliquées dans le cas présent
pour des éléments inertiels d'ordres de grandeur différents, nous obtenons

une matrice de masse corrigée DI,

(IVv.1.91) D¢ =D

1 , + (R

12*Ty2)" D (R ,+T ;)

I1 apparait que 1le modéle corrigé peut étre représenté soit a
l'aide du bond-graph réduit pour lequel D, devient D soit & 1l'aide du
bond-graph de la Figure IV.1.22).

L'équation d'état du systéme lent corrigé est :
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Rie = "[Id+(R12+T12)t Dz(R12+T12)DII]=1 K,,97¢ +[Id 'Riz]

(Iv.1.92)

aie = DI1914

]I::l)1

I
1

!\:w.

Se1, :S e — 1

(n+1) -T

j === ﬁ;
J

C:x3

1o)== o) —

[
.1

SBI£
SB2£

Figure IV.1.22 : Modéle bond-graph réduit corrigé du segment flexible

La matrice de flexibilité équivalente est K, , soit :

= - -1
(IV.1.93) K, = K,, =K, K;1K,, .

La matrice de masse équivalente est :
(IV.]..94a)Meq =D, + (R ,+T,,)" D,(R,+T,,),
soit aprés calculs :

(IV.1.94p) M. = M,, + K _KIM _K;!K . - K _K;IM .6 - M _K;IlK

eq 11 1272272222721 12722721 12722721 °

Nous retrouvons un résultat équivalent & la méthode de condensa-

tion de masse, avec cette fois-ci une interprétation directe sur le bond-

graph du systéme global.
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La correction a4 un ordre supérieur ne donne plus le méme résultat
que la méthode de condensation de masse. La matrice de masse équivalente
obtenue n'est plus symétrique. Nous pouvons néanmoins obtenir un bond-graph

équivalent en modifiant D, du bond-graph réduit de la Figure Iv.1.21) a

l'aide de la nouvelle matrice DI°.

Cette nouvelle matrice s'obtient a4 1l'aide des méthodes présentées

dans le chapitre III.

Remarque : Ces trois méthodes permettent d'éliminer prés de la moitié du
nombre de modes du systéme. Seule la troisiéme permet d'avoir la méme pré-
cision sur les modes lents pour le systéme réduit et le systéme initial en
utilisant une correction précise.Les deux autres méthodes donnent néanmoins
de trés bons résultats car les modes obtenus sont nettement plus précis que
ceux d'un systéme non réduit comportant le méme nombre de modes.La ﬁéthode
des perturbations singuliéres peut s'appliquer sur le bond-graph ol la
décomposition des multiports M et K est différente. Nous n'obtenons plus

les mémes corrections (Annexe IV.3).

I.2.3.2 - Conditions aux limites non homogénes

Nous nous placons dans le cas d'une charge inertielle sur une des

deux extrémités.

Le bond-graph est représenté sur la Figure IV.1.23). Les contrain-

tes homogénes sur l'extrémité x = 0 n'ont pas été prises en compte.

Figure IV.1.23 : Modéle bond-graph d'un segment flexible avec une masse

sur une extremité.
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Le multiport I:M, est en causalité dérivée. Le calcul du multi-
port inertiel total M, se fait simplement en ajoutant I =M ala matrice

M, de la maniére suivante :

N

(IV.1.95) M} =

[Marw, 1]
les Mj étant les matrices de masse pour chaque élément du segment souple.

- Condensation de masse :

La méthode est exactement la méme que pour le systéme avec des
conditions aux limites homogénes. Les variables généralisées a 1l'extrémité

seront gardées suivant les valeurs numériques de M.

- Perturbations singuliéres :

)

Les mémes remarques peuvent étre faites.

Si M, a de faibles valeurs numériques par rapport & M , seules les

variables généralisées de translation seront gardées.

Si M, a de grandes valeurs numériques par rapport & M , nous gar-
derons en plus la variable généralisée de rotation a 1l'extrémité du

segment.

- Systéme corrigé :

Des méthodes identiques & celles concernant les systémes avec des

contraintes aux limites homogénes sont appliquées, en tenant compte bien

sr du nouveau multiport M.

I.2.4 - Analyse des nouvelles fonctions d'interpolation

Pour un élément souple, nous avons utilisé les fonctions d'inter-

polation cubiques d'Hermite :

(Iv.1.96) G' = [gi1}., . 4
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Les matrices de masse et de raideur sont définies par les

relations :

gi
s =PS jo G, (m)G, (m)*dn

=
"

(Iv.1.97)

=
"

ti " "
, =EI, Io G; (m)[G] (n)]* dm

Sachant que les fonctions d'interpolations sont définies sur le
iéme  giément du segment souple, nous pouvons définir une fonction d'inter-~

polation pour le segment souple en fonction de G, .
(IV.1.98) G = [g],8),.85+8; .8, +85,..-.8; ' +8] .8, " +&5,...85.8,1".

Chacune des fonctions d'interpolation gj est bien entendu nulle

partout sauf sur l'élément i.

Nous faisons un regroupement dans G des termes g, d'indice j im-

pair correspondant aux noeuds de translation.

(Iv.1.99a) G

[gl.&) + &2,....8)7 "+ &1 .85.8;.8, *+ &....&;" " + &....g0]".

(Iv.1.99b) G

[Gapaser Casr ]

impair?

La nouvelle fonction d'interpolation du systéme corrigé avec la

masse condensée sera :

(IV.1.100) G, = G, .i, - KioK32 Gyt

Nous pouvons facilement vérifier que :

=
)

o = oG mie (Tt

(Iv.1.101)

e
|

o = L [0 al(m) 1G] (m)]tam

ou Meq et Keq sont respectivement les matrices de masse et de raideur

condensées.
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Une caractéristique de 1la méthode des éléments finis est qu'elle
introduit en général de nombreuses variables dynamiques lors de la modéli-
sation d'un systéme 4 paramétres distribués, ceci de fagon & obtenir une
bonne approximation des modes lents du systéme. Contrairement a& la méthode
d'analyse modale, il n'existe pas de méthode permettant de prendre en
compte l'effet des modes élevés. Nous sommes donc obligés de choisir un
modéle de dimension relativement grande. L'application des méthodes de ré-
duction gardant la signification physique des variables, permet de dimi-
nuer d'au plus de moitié la dimension du systéme tout en gardant une préci-
sion semblable sur les modes lents du systéme. Une autre méthode de réduc-
tion modale consiste & calculer les modes du systéme et & redéfinir un mo-
déle de petite dimension possédant les modes lents du systéme initial. Le
désavantage de cette méthode est qu'elle nécessite des calculs numériques
fastidieux et qu'elle ne conserve pas la signification physique des varia-

bles dynamiques.

1.3 - Exemples

Nous étudions le comportement fréquentiel et temporel d'une poutre

de Bernouilli-Euler pour différentes configurations.

Le premier exemple a pour objectif de montrer la précision des
fréquences propres obtenues pour un modéle corrigé de poutre simple étudiée

en flexion avec différentes conditions aux limites.

Le deuxiéme exemple montre comment trouver le modéle corrigé d'un

systéme plus complexe.

1.3.1 - Exemple 1

Nous faisons l'étude d'un systéme dynamique composé d'un segment

flexible, d'une piéce intermédiaire et d'une charge, Figure IV.1.24).

llz

J i

Figure IV.1.24 : Schéma du systéme dynamique.

Les caractéristiques sont rassemblées dans le Tableau IV.1.4) :
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Segment |flexible Piéce intermédiaire Charge
Forme rectangulaire
Epaisseur e=2.8 1073 m
Hauteur h = 60.4 1003 m
Longueur Ly, = 3.10 1073 m £ =15 103 m L=245103m
EI 23.2 N o3
Masse M, = 0.41 kg m = 0.45 kg M=3ke
3, J, = 180 1073 kg.m?

Tableau IV.1.4 : Caractéristiques rnumériques du systéme dynamique.

Le multiport de charge comprenant la piéce intermédiaire et la

charge ramenées a l'extrémité du segment souple est :

M+m ML + mé
(Iv.1.102) M =

[

ML+m#& J, +ML? +mg?

Nous faisons les calculs pour 1 & 3 modes souples a l'aide de la
méthode d'analyse modale dans la base de décomposition libre-libre. Quant a

la méthode des éléments finis, elle est utilisée avec au plus 6 modes.

a) Calcul des différentes fréquences propres

Les différents résultats pour les configurations, encastré-libre,
appuyé-appuyé et encastré-charge sont assemblés dans les Tableaux IV.1.5,
IV.1.6 et IV.1.7.

( Les wvaleurs dans les tableaux sont normalisées par rapport au
-1 |LE

terme F = — .
27 pSLl\l

Nous pouvons faire deux constatations.

Les résultats obtenus par la méthode d'analyse modale pour les-
quels 1les modéles tiennent compte d'une correction & l'ordre 1 sont trés
satisfaisants (l'avantage est que le multiport capacitif corrigé est symé-
trique). Les corrections & des ordres supérieurs donnent bien entendu le
méme résultat que le modéle avec le multiport des capacités résiduelles en
ce qui concerne les modes lents. Nous ne les avons pas notés car le modéle
associé n'est plus un modéle physique. L'avantage est que les modes d'ordre

élevé, qui sont bien entendu trés erronés, sont éliminés.
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La méthode de condensation, dans la méthode des éléments finis,
qui correspond & une correction d'ordre 1, donne aussi de trés bons

résultats.

I1 est a4 remarquer que pour des conditions aux limites encastré-
charge, la méthode de condensation de masse, en éléments finis, sera diffé-
rente suivant l'ordre de grandeur de la charge par rapport 3 celui du seg-

ment souple.

Mode 1 | Mode 2 | Mode 3 | Mode 4 | Mode 5
Nb. de Modes réels
modes - 3,52 22,03 61,7 121 199,9
retenus
Ss. cap. résid.| 5,61
Avec cap. rés. 3,52 22,39 108,29
. Avec correction| 3,52
Ss. cap. résid.| 4,69 32,16
"Avec cap. rés. 3,52 22,32 61,25 | 214,57
s Avec correction| 3,52 24,05
Ss. cap. résid.| 4,32 28,65 81,87
Avec cap. rés. 3,52 | 22,30 61,15 | 118,96 | 344,39
3 Avec correction| 3,52 22,77 68,19
Sans correction| 3,53 34,81
2 Condensation 3,57
E.F Sans correction| 3,52 22,22 75,16 | 218,14
4 Condensation 3,52 22,28
Sans correction| 3,52 22,11 62,47 | 140,67 | 264,74
6 Condensation 3,52 22,24 62,67

Tableau IV.1.5 : Modes propres du segment souple pour des conditions aux
limites encastré-libre.
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b) Analyse des formes d'ondes

Les méthodes présentées précédemment améliorent considérablement la
précision des modes propres d'un systéme & paramétres distribués, ceci pour
l'ensemble des modes (méme les plus élevés), quelles que soient les condi-

tions aux limites imposées.

Une analyse succincte des formes d'onde, pour la méthode d'analyse

modale est ppésentée.

Mode 1 | Mode 2 | Mode 3 | Mode 4 | Mode 5
Nb. de Modes réels
modes - 9,87 39,48 88,87 | 158,17 | 247,71
retenus :
Ss. cap. résid.| 10,0
Avec cap. rés. 9,87 50,20 122,51
' Avec correction| 9,87
Ss. cap. résid.| 10,01 40,37
Avec cap. rés. 9,87 39,50 122,51 | 229,49
M 2 Avec correction| 9,87 39,53
Ss. cap. résid.| 9,90 40,37 91,11
Avec cap. rés. 9,87 39,50 88,98 | 229,49 | 371,62
3 Avec,correction 9,87 39,53 89,10
Sans correction| 10,95 50,20
2 Condensation 10,95 50,20
kT Sans correction| 9,91 43,82 110,14 | 200,79
4 Condensation 9,94
Sans correction| 9,88 39,95 98,59 | 183,32 | 328,01
6 Condensation 9,88 4o,74

Tableau IV.1.6 : Modes propres du segment souple pour des conditions aux

limites appuyé-appuyé
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Mode 1 | Mode 2 | Mode 3 | Mode 4 | Mode 5
Nb. de Modes réels
modes - 0,464 7,72 26,83 64,44 | 115,04
retenus
Ss. cap. résid. 0,597
Avec cap. rés. 0,464 7.75 27,07 97,35 | 165,88
' Avec correction| 0,464
Ss. cap. résid.| 0,567 | 10,70
A.M Avec cap. rés. 0,464 7,72 27,00 68,85 | 164,38
2 Avec correction| 0,464 7,77
Ss. cap. résid.| 0,524 | 10,70 41,11
Avec cap. rés. 0,464 7,72 26,85 64,80 | 115,33
3 Avec correction| 0,464 7,73 27,83
Sans correction| 0,464 7,86
2 Condensation 0,467 7.86
E.H Sans correction| 0,464 7.73 26,68 85,02
L Condensation 0,464 7,73 *| 26,71
Sans correction| 0,464 7.72 26,42 65,63 | 148,56
6 Condensation 0,464 7,72 26,50 65,97

Tableau IV.1.7 : Modes propres du segment éouple pour des conditions aux
limites encastré-charge.

Nous comparons les formes d'ondes réelles FEL et FAA des modéles
obtenus 4 l'aide des décompositions dans respectivement les bases encas-
tré-libre et appuyé-appuyé, les formes d‘ondes FELL et FAAL des modéles ob-
tenus par manipulations causales sur les modéles déduits d'une décomposi-
tion dans la base libre-libre, les formes d'ondes FLLCR FAALCR des modéles
déduits des précédents par ajout des multiports des capacités résiduelles
et enfin les formes d'ondes FELLC et FAALC des modéles déduits de FELL et
FAAL en modifiant simplement la raideur du systéme par les méthodes de cor-

rection présentées ﬁrécédemment.
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Le mode de représentation de chacune des courbes est précisé dans
le Tableau IV.1.8) :

Courbes Représentation
FEL | FAA
FELL | FAAL *
FELLCR | FAALCR )
FELLC | FAALC |  .....

Tableau IV.1.8 - Mode de représentation des différentes formes d’'onde.

Les Figures IV.1.25a) et IV.1.25b) représentent respectivement les
2¢me ot 3¢me formes d'ondes du segment flexible de la Figure IV.1.24) ayant
les conditions aux limites encastré-libre et les Figures IV.1.26a) et

IV.1.26b) les 2%™¢ et 3%™¢ formes d'ondes du systéme ayant les conditions
aux limites appuyé-appuyé.

.......

Figure IV.1.25a) : 2°™® forme modale du segment flexible avec les

conditions aux limites encastré-libre.
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Figure IV.1.25b) : 38me Jorme modale du segment flexible avec les
conditions aux limites encastré-libre.
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Figure IV.1.26a) : 2°™® forme modale du segment flexzible avec les
conditions aux limites appuyé-appuyé.
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Figure IV.1.26b) : 3éme forme modale du segment flexible avec les
conditions aux limites appuyé-appuyé.

La premiére remarque est que les formes d'ondes FELLCR et FAALCR
sont trés proches respectivement des formes d'ondes FEL et FAA. Ceci est da
au multiport des capacités résiduelles qui améliore non seulement la préci-
sion des modes propres mais aussi celle des formes d'onde. Néanmoins, un

inconvénient important est que les conditions aux limites ne sont plus
respectées.

Les autres modéles donnent des formes d'onde assez proches des

formes d'ondes réelles et ont 1l'avantage de conserver les conditions aux

limites réelles. Il n'y a pas de différence notable entre les formes

d'ondes FELL et FAAL et les formes d'onde FELLC et FAALC. La correction de
la flexibilité du modéle réduit n'a donc pas une influence concluante sur
l'amélioration de la précision des formes d'ondes.

I.3.2 - Exemple 2

Lg systéme dynamique étudié comprend un segment de type Ber-
nouilli-Euler ayant des conditions aux limites de type encastré-libre et un
oscillateur composé d'une masse,
source d'effort (échelon)
Iv.1.27).

d'un ressort et d'un amortisseur. Une

est appliquée sur 1le segment souple (Figure
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Figure IV.1.27 : Schéma du systéme mécanique avec segment flexible et

oscillateur.

Les caractéristiques mathématiques du modéle sont rassemblées dans
le Tableau IV.1.8). ‘

l Segment flexible | Oscillateur I
l l I
| Forme | rectangulaire | masse | m = 0,5 kg |
| Epaisseur | 0,01 m | raideur | k = 1.10°N m ! |
| Hauteur | 0,01l m | amortissement l 0,5 N2 km I
| Longueur | 1 m | | |
I Masse I | I
| | | |

0,785 kg |
|

Tableau IV.1.8 : Caractéristiques numériques du systéme mécanique.

Le segment flexible peut étre modélisé de différentes maniéres.
Nous choisissons le modéle obtenu par analyse modale avec une décomposition

dans la base encastrée libre.

Le modéle complet contient une infinité de modes. Nous supposons
que le modéle de poutre avec 4 modes fournit une bonne approximation pour
le systéme complet. Ceci est vrai tant que le mode propre de l'oscillateur

est voisin ou plus faible que les premiers modes propres du segment souple.

Le modéle bond-graph est représente sur la Figure IV.1.28).



249

Figure IV.1.28 : Modéle bond-graph du systéme mécanique.

Les différents paramétres du modéle bond-graph sont calculés &

l'aide des méthodes présentées dans le début du chapitre.

Une premiére méthdde de réduction consiste & utiliser celle dite de
double réduction modale Margolis et Tabrizi (1984). Nous n'utilisons pas
cette méthode car 1le bond-graph obtenu contient des variables dynamiques
n'ayant plus une interprétation directe sur le systéme, méme si elles gar-

dent une signification physique.

Une autre méthode de réduction consiste a4 ne garder qu'un seul mode
propre associé au segment flexible. Elle ne convient pas car les modes du
systéme obtenu sont trés mal approximés. Néanmoins, & l'aide d'une correc-
tion apportée sur le modéle réduit, nous approximons trés bien les modes

réels du systéme.

Le bond-graph du systéme réduit corrigé est représenté sur la
Figure IV.1.29) :
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Figure IV.1.29 : Modéle bond-graph réduit corrigé du systéme mécanique.

Le modéle lent corrigé est obtenu & 1l'aide du modéle lent pour
lequel la matrice de raideur est modifiée et tient compte de la raideur des

modes supérieurs. Nous ne développons pas les calculs.

Nous comparons les valeurs propres des matrices d'état obtenues
pour différents modéles et différentes valeurs du coefficient d'amortisse-

ment au niveau de l'oscillateur (tableau IV.1.9).

Un modéle dont la réponse est formée d'une partie oscillatoire avec
des fréquences élevées ajoutée a un comportement dynamique lent est en gé-
néral réduit au systéme lent (Chow, Allemeng, Kokotovic). Si 1la partie
oscillatoire est peu amortie, la réduction se fait sans tenir compte de
1'amortissement car les valeurs propres ont des parties réelles trés fai-

bles par rapport aux parties imaginaires.

Etant donné le faible amortissement du systéme étudié, en ce qui
concerne la partie oscillatoire rapide, nous appliquons 1les méthodes de
correction sans tenir compte de cet amortissement, c'est-a-dire uniquement
sur les matrices de raideur. C'est pourquoi, pour b # O, nous obtenons,
pour les modéles corrigés, des modes propres pouvant étre inférieurs aux

modes réels.
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Modéle |Mode 1|Mode 2|Mode 3|Mode 4| Mode5
EL | 45,39 143,3] 373,9( 921,2}1812,5

EL réduit - 45,56(162,95
b=0| EL réduit cor. | 45,40|146,4
o LL + cap. rés. | 45,64|144 4 | 376,6|1617,2
“|LL sans cap.rés.| 78,68(150,5
LL réduit cor. | 46,36(145,1
EL 45,43 152,9| 352,0( 921,2|1803,0

| EL réduit 45,59 162,8
b=50[ EL réduit cor. | 45,46| 146,2
| LL + cap. rés. | 45,67(153,7 | 353,7[1616,7
LL sans cap.rés.| 79,00|149,9
LL réduit cor. | 47,28|142,3

Tableau IV.1.9 : Comparaison des modes propres du systéme dynamique pour
différents modéles.

Les vitesses de la masse de l'oscillateur et du segment souple au

niveau de l'action de la force d'entrée sont représentées respectivement -

sur les Figures IV.1.30) et IV.1.31).

o od

o0l
(o]

Figure IV.1.30 : Vitesse de la masse de l'oscillateur pour différents

modeéles.
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Le modéle pour lequel le segment souple comporte 4 modes souples
est noté ELY, celui avec un mode souple EL1 et celui pour lequel la flexi-
bilité est modifiée est noté EL1C.

QoY

-oolt © - Ol

Figure IV.1.31 : Vitesse du segment flexible au niveau de l'application de

la force.

Il apparait clairement que le modéle EL1 approxime trés mal EL4
alors que EL1C approxime trés bien EL4 en lissant les courbes, c'est-a-dire

en enlevant les effets des modes rapides.

Les méthodes de corrections appliquées aux deux exemples donnent de
bonnes approximations aussi bien du point de vue fréquentiel que temporel.
Elles ne sont pas générales car elles ne sont valables que pour des sys-

témes linéaires trés peu amortis.
CONCLUSION

Une application des méthodes dites de correction a été faite sur
des modéles de systémes dynamiques & paramétres distribués, plus particu-
liérement sur des modéles de segments souples. Cette méthode est assez res-

treinte car elle suppose que le systéme étudié soit linéaire et trés peu
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amorti. Néanmoins, elle a 1l'avantage de conserver dans le modéle final un
certain nombre de variables dynamiques du systéme initial contrairement a
la méthode de double réduction modale. De plus, elle n'introduit pas de
fréquences élevées et ne modifie pas les propriétés du systéme, telles que
la structure du systéme ou les conditions aux limites, contrairement a la
méthode qui consiste & ajouter un multiport capacitif dit de "capacités

résiduelles”.

La méthode de correction conserve donc les propriétés essentielles

du systéme global tout en 1l'approximant de maniére satisfaisante.

II - MODELES DE SYSTEMES POLYARTICULES FLEXIBLES EN MOUVEMENT PLAN

»

Une procédure systématique de modélisation en bond-graph des
systémes mécaniques polyarticulés 4 segments flexibles a été largement
développée par Yazman (1988), Servettaz (1989) et Maschke (1990). C'est une
extension de celle proposée par Bos (1986) et Tiernego (1982) pour les sys-

- témes & segments rigides.

Nous nous proposons de rappeler succintement cette procédure pour
les systémes plans en énongant les hypothéses relatives aux petits
déplacements.

Les différents choix des champs de déplacement et des conditions
aux limites donnent tous un modéle de 1la méme structure mais avec un
ensemble de paramétres différents. Nous proposons une étude comparative
entre les différents modéles. Nous appliquons la méthode des perturbations
singuliéres et la méthode de correction présentées précédemment sur les
modéles de segments flexibles sans contraintes externes pour les différents
choix des champs de déplacement. L'exemple d'un robot expérimental validera

nos résultats.

Le modéle bond-graph d'un robot plan a deux segments souples
servira d'exemple pour 1l'application de 1la méthode des perturbations

singuliéres en vue d'un découplage.
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II.1 - Présentation des modéles cinématique et dynamique d'un segment
‘flexible

Une étude cinématique succinte est présentée dans 1'annexe 4,

ainsi que les hypothéses faites sur les déformations.

Avec l'approche des modes non contraints, les multiports sont cal-
culés A l'aide de la méthode des modes supposés (analyse modale) avec des
conditions aux limites 1libre-libre. I1 n'y a pas de termes de couplage

entre les mouvements rigides de 1l'élément et les déformations élastiques.

Nous observerons Yazman et al. (1989) que la méthode des éléments
finis ainsi que celles  des modes SUpposés avec l'approche des modes
contraints ou non contraints donnent des modéles en bond-graph de la méme
classe, c'est-a-dire des modéles ayant la méme structure, mais des

ensembles de paramétreé différents.

Le bond-graph est représenté sur la Figure IV.2.1).

1 03 1 £
\ T SKo
0 < TFs
\ e
TF=—=0 —TF
~X(x, I %\
/I wlo v 1 x{’o f._ 77,’
xxiy i
TF—=0 ~—=TF% |
/ 1] S;'C(Ok)
O o [ X )
" J¢ o(Ox)

0 i,
Wik X

Figure IV.2.1 - Modéle bond-graph cinématique d'un segment flexible
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L'association des petits et grands déplacements d'un segment
flexible n'est pas une taAche simple & réaliser. Comme énoncé dans 1'annexe
4, quelques hypothéses simplificatrices doivent étre faites pour 6btenir un
modéle relativement simple. Figure IV.2.1).

Ce modéle garde la méme structure avec les méthodes des modes
supposés et des éléments finis pour 1'approche modes contraints ou modes

non contraints.

I1 est en général difficile de connaitre les contraintes aux
extrémités d'un segment flexible, par exemple que peut-on dire pour un
moteur exercant un couple & 1l'extrémité du segment ? C'est pourquoi,
différentes hypothéses de conditions aux limites doivent é&tre faites et

nous devons essayer de trouver celles correspondant le plus & la réalité.

Nous explicitons la structure de jonction ainsi que les multi-
ports de puissance pour un segment flexible en mouvement plan. Les trans-
formateurs, de matrice caractéristique non linéaire, qui correspondent aux
transformations de repéres liés aux grands mouvements ne sont pas

spécifiés.

Dans un premier temps, nous utilisons 1la méthode des modes
supposés et dans un deuxiéme temps, la méthode des éléments finis.
Différentes conditions aux limites seront prises. Une discussion sur

1l'ajout du multiport des capacités résiduelles sera faite.

I1.2 - Calcul des différents multiports pour différents champs de
déplacement

I1I.2.1 - Expression formelle des champs de déplacement

Le vecteur des petits déplacements est défini par :

n

(Iv.2.1) u,(8,t) = 2 g; (8) a(t)

Nous choisissons "la variable & de fagon & ne pas confondre avec

les variables de déplacement en grands mouvements x et y.

e

S

i
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(v.2.2)  x(g:1) = [o £ - lz“-]t
[0 0 ... O©
(Iv.2.3) 8 = ]
g8, (B) g,(8) ... g, (%)

(v.2.4)  sh = [g(8) ... g (8)]
o d g, (8)
avec g (§) = _ETEY_—

g est le vecteur des formes modales correspondant au choix du

champ de déplacement.

II.2.2 - Analyse modale

- Conditions aux limites "force-libre"

Pour ce cas particulier, les différents multiports sont bloc-
diagonaux. Il n'y a pas de couplage entre les grands et petits mouvements.
Nous obtenons le modéle bond-graph de la figure IV.2.2). Les différentes
matrices de masse (Mgg,M,,,Mq,), de raideur K., et de transformateurs
modaux s'obtiennent en ne considérant que les petits mouvements. Ces

calculs sont présentés dans la premiére partie de ce chapitre.

- Conditions aux limites encastré-libre et appuyé-appuyé

Nous appelons M', respectivement K*, les matrices de masse et de

raideur du systéme complet.

Le calcul des différentes matrices est présenté dans 1l'annexe 5.
Lorsque les matrices M", K", TF1 (transformateurs modaux en & = 0) et TF2
(transformateurs modaux en & = L) sont calculées, il reste & normaliser la
matrice de masse pour obtenir un modéle mathématique pouvant se représenter
par le modéle bond-graph de la figure IV.2.2). Mais avant cette procédure,
il est bien entendu nécessaire de procéder a une troncature modale, &

1'ordre n.

Nous présentons succintement la procédure.
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Procédure de normalisation

- Calcul des valeurs propres et vecteurs propres de M ~1K" . V est la
matrice des vecteurs propres

- Diagonalisation de 1la matrice M qui devient VM'V (matrice
diagonale) ‘

- Permutation et normalisation de M" qui devient W'M'W = M,

M, est la matrice de masse obtenue lorsque l'on utilise la base de

décomposition force-libre.

1

Trz SSZ(.OI) e

TF <

G I 55(.01)

TF =0 TF
-X(xj,)

%1\‘$;;4 I: M,

TIFMEY:ers, ;" =7 Cikpy!

-X(x,) J,
TF—=0 TF
l ¥(Ok)
< l TF < ~

£(Ok)

7O~
/

.
]

s

MggZIv 4 w?

/
0
L
1 1

-2

Figure IV.2.2 : Modéle bond-graph dynamique d'une poutre de

Bernouilli-Euler avec pour conditions aux limites "force-libre”

La matrice diagonale M, = W!M'W est telle que

d(ivi)=M i=1, ...neti¢3
(IV.2.5) 1y (3,3) = =

12
M;(i,§) =0 si i#]
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Les nouvelles matrices seront ainsi définies par :

Matrice de masse : M, = W'M'W

Matrice de rigidité : K, = W'K'W

TF1.W
TF2.W

Transformateurs modaux en & = 0 : TFLL1

Transformateurs modaux en & = L : TFLL2

En utilisant les notations du bond-graph de la figure IV.2.2),

nous avons 3

M, O O
(IV.2.68.) Md = 0 Mee O
0 0 My
. [0 ©
(IV.4.6b) Kd = | 0 K'rm.

2(0) 1 [Sk(0,)
(Iv.2.6c) TFLL1 = =

&' (0) | Sé(Ok)

g(L) 1 [Sk(00)]
(IV.2.6d) TFLL2 = -

.g' (L) Sé (Ol)

Les matrices O étant des matrices nulles de dimension appropriée.

Cette procédure de normalisation nous a permis de trouver un
modéle mathématique et un modéle bond-graph de la méme structure que ceux
obtenus pour un choix de champ de déplacement force-libre. Nous avons
choisi des matrices de masse identiques. Quant aux paramétres des autres
matrices caractéristiques, ils seront d'autant plus proche du modéle

"force~libre" que le nombre de modes retenus est grand.

Cette procédure de normalisation requiert des calculs pouvant étre
fastidieux lorsque le nombre de modes est grand. Une troncature modale
aprés normalisation est donc peu souhaitable. Or, si celle-ci est appliquée
avant la normalisation, la précision est moins bonne. Nous proposons par la

suite une solution a ce probléme.
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I1.2.3 - Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis exige des calculs semblables a ceux
de la méthode d'analyse modale. Nous calculons d'abord les matrices M, K,
TF1 et TF2 pour des conditions aux limites 1libre-libre et ensuite
introduisons les conditions aux limites choisies en éliminant les lignes et

colonnes appropriées.
Les différents calculs sont présentés dans 1'annexe 6.

En ce qui concerne la procédure de normalissation des matrices,

elle est exactement la méme que celle présentée précédemment.

J1 est & noter que plus 1le nombre d'éléments retenus dans un

segment est grand, meilleure est la précision des premiers modes, mais plus

le nombre de modes est é&levé.

II.3 - Réduction d'ordre du modéle d'un segment flexible en mouvement
‘ plan

Que ce soit par la méthode d'analyse modale, ou celle des éléments
finis, plus le nombre de modes gardés est important, plus les modes (sauf
les plus élevés) obtenus se rapprochent des modes réels du segment dans la

base de décomposition force-libre.

Une application des méthodes de réduction et de correction sur un
modéle comportant un nombre important de modes donnera un modéle approximé
du modéle obtenu pour une base de décomposition libre-libre.Plusieurs choix
sont possibles. Nous pouvons par exemple appliquer les méthodes de réduc-
tion et de correction avant, ou aprés la normalisation des matrices du

systéme.

Nous proposons plusieurs méthodes et comparons leur complexité et

leur précision.

II.3.1 - Réduction modale avant normalisation des matrices

La procédure de normalisation des matrices est trés simple lorsque
nous ne gardons que trés peu de modes. Il est donc souhaitable d'appliquer
les méthodes de réduction et de correction sur 1le modéle avant

normalisation.

g

Ll

:
L
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a) Réduction du systéme obtenu par analyse modale
Par la méthode d'analyse modale, nous savons que K' est diagonale
et que les modes rapides correspondent directement aux valeurs numériques

élevées de K".

Nous notons :

. M; M . K, O
(Iv.2.7) M = [fl f“‘l K' = [1 .
M21 M22 O K2
. , , 0 o] . .«
K, n'est pas inversible. Elle est de la forme 0 X ou K/ est
ir

inversible. Dans la suite nous écrivons (K‘l')'1 qui correspondra a
0 0

* '1 °
0 (K“_)

*
M12’

IV.2.3) représente un modéle bond-graph simplifié du segment flexible.

Ml

M 22

;1, et K; ont a priori une dimension infinie. La figure

& et 6 sont respectivement les vitesses de translation et de rota-
tion (en grands mouvements) aux extrémités du segment flexible. Une direc-
tion de 1l'espace (x) a été enlevée car les transformations effectuées
ultérieurement ne modifient pas les parties des matrices caractéristiques

associées a cette direction.

o 7 e
) LTF &
T3 vy Ty
—v|;lv—-+0‘_.4=1 TF ——1} 7 TFE=7 =2 0 11—
(] OL

C:xpt  IL:o-MoMiMy)
Figure IV.2.3 : Représentation simplifiée d'un segment flexible en

mouvement plan. Conditions aux limites autres que force-libre
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Nous avons séparé les jonctions 1 correspondant aux noéuds de
vibration en deux parties. L'une concerne ceux associés aux modes faibles
(64), l1'autre ceux associés aux modes rapides (Qr).La matrice de masse M" a
été décomposée.Les transformateurs modaux s'obtiennent directement & 1l'aide
de TF1 et TF2. ’

L'application de la méthode des perturbations singuliéres consiste
4 enlever la jonction 1 liée a Gr. Le modéle réduit est représenté sur la
figure IV.2.4).

L'application des perturbations singuliéres sur le modéle complet
associée 4 la méthode de correction donne le modéle réduit pour lequel la
matrice de raideur K] devient K{° avec LLuALE

{
:

17711 12772 i

(IV.2.8) K;°= [Id + KM -1IM"° K’-J.M;lMIIl]-lK;

Les autres matrices caractéristiques du modéle réduit corrigé sont

C:xnt  I:miy
T1 T2
—t 0 ~ A= TF —=1F = TF =[x 7 O 1k—
yo YL
—1~—0 O 1k—
6, 6L

Figure IV.2.4 : Modéle bond-graph dynamique réduit

Le calcul de K;° se fait &4 1l'aide du calcul de plusieurs séries
qui convergent trés rapidement.Nous montrerons que ce modéle peut é&tre amé-
lioré car le modéle réduit corrigé a été fait en faisant quelques

approximations.



262

b) Réduction du systéme obtenu par la méthode des éléments finis

Contrairement & la méthode d'analyse modale, partant d'un modéle
de dimension trés grande, nous ne pouvons pas obtenir un modéle de petite

dimension. Au plus, nous pouvons diviser la dimension par 2.

Nous utilisons la méthode de condensation de masse, précédemment
présentée en ne gardant que les noeuds des modes flexibles liés a la

translation.

I1 est donc nécessaire de faire des permutations dans M* et K, de
subdiviser ces matrices en 4 sous-matrices et d'appliquer la méthode de
condensation de masse de Guyan. Les mémes conditions sont faites pour les

transformateurs modaux.

Si P est la matrice de permutation séparant les noeuds de rotation

et de translation, M", K, $§;]t deviennent

PtM'P

PtK"P
(Iv.2.9) TF11e

Pt
TF2

La relation algébrique, correspondant & la condensation de Guyan
se traduit par l'apparition de la matrice T avec

I,

(Iv.2.10) T = | __,
K32 Ky

Le systéme condensé s'obtient & l'aide des matrices définies dans
1'équation IV.2.11).

eq = Tt Pt M*P T
K =Tt Pt K*P T
(Iv.2.11) eq
TF1i]t
TF¢, = T¢ Pt
TF2

Le modéle réduit condensé peut se transformer en un systéme ayant
la structure d'un systéme obtenu par la méthode d'analyse modale avec des
conditions aux limites libre-libre. Il suffit pour cela d'utiliser la

procédure de normalisation présentée précédemment.
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Nous présentons le modéle bond-graph d'un segment flexible en
mouvement plan, avant normalisation, obtenu par la méthode des éléments
finis avant la condensation, figure IV.2.5) et aprés la condensation de
masse [figure IV.2.6). Nous avons volontairement simplifié le modéle bond-
graph en ne gardant que les parties nécessaires & la compréhension de la
méthode. 4

Les matrices D, D,, K,, et K;, sont celles obtenues par la

méthode des éléments finis (cf. chap. U4, partie 1).

& et © sont les vitesses de translation et de rotation (en grands

mouvements) aux extrémités 0 et L du segment.

LG
I_:D; I:D; prs
-T: BT LS
_‘Fi—/'l'l"i—/Q
¥ > ra
Z1 Z2
—1+—i0 == TF =——H 1! 7TF =<7 0F—= 11—
Yo Ui L
Z3 U, Z
6, T oL

U
C:Kp, C:Kp)

Figure IV.2.5 - Représentation simplifiée d'un segment flexible

en mouvement plan. Méthode des éléments finis

Le vecteur ﬁp contient les vitesses de translation et de rotation
associées aux noeuds choisis pour le maillage du segment par la méthode des
éléments finis. Le vecteur ﬁr contient les vitesses de rotations associées

aux petits mouvements.

Les modules des transformateurs varient suivant les conditions aux
limites imposées.
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.

I:D;

Z>
M —i0 A= TF —=1F 414 == Or-v;'v—
YO u L
.Z.3 U, Zs
—f—0 L | TF v—=i1 == 01—
6, 6L

0 v—TFv—1

I

C :K_Dlz C :K—Dll

Figure IV.2.6 - Représentation simplifié d'un segment flexible

en mouvement plan aprés condensation de la masse
DI est la matrice caractéristique de la masse condensée.

Le multiport de raideur de matrice caractéristique K;, est en
causalité dérivée. I1 traduit les relations algébriques imposées au systéme
lors de la condensation. Nous 1l'avons gardé sur le schéma pour lui donner
une interprétation dans un paragraphe ultérieur.

K., n'est pas inversible. Elle a une forme semblable a K;. Nous

D1

faisons les mémes remarques sur la notation K;i.

c) Application sur un segment souple

Nous reprenons le segment souple étudié dans la premiére partie de

ce chapitre.
Les fréquences propres non nulles du modéle comportant les grands
mouvements sont représentées dans les tableaux IV.2.1) pour différents cas

de figures.

Nous conservons 2 fréquences propres par la méthode d'analyse
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modale. Les modéles corrigés donnent de trés bonnes approximations des fré-
quences propres du modéle libre-libre, Tableau IV.2.la). Le choix du nombre

de modes conservé est arbitraire pour cette méthode.

| Analyse | Nombre de | Systéme | Systéme | Fréquences |
| modale | modes | initial | réduit | réelles |
| | | 2 modes | corrigé | |
| | | I I |
| encastré-| | 1012,8 | 1008,2 | |
| | 2 | | | |
|  1libre | | 5288 | 3014 | 1008,1 |
I I I I | 2778.8 |
| appuye- | | 1021,7 | 1008,5 | |
| | 2 | | I |
| appuye | | 2840,8 | 2783,3 | |

| I | l

Tableau IV.2.1a : Fréquences propres d'un segment souple libre ; analyse

modale.

| Nombre de |Systéme| Systéme | Systéme | Fréquences
| modes du |initia1|condensé 1|condensé 2| réelles

| systéme obtenu| | | |

I

I

|

I I |

| I 1 | | 1376,5 | 1376,5 | |
I | I I I I I
| | | 1209 | 1011,4 | 1045,6 | |
|Eléments | 2 | | | | I
| | | 4129,5| 4980 | 3923,1 | |
| | l | I |  1008,1 |
| finis | | | 1018 | 1011 |  2778,8 |
I I 3 | | 2796 | 3117,4 | 5447,8 |
| | | | 11225 | 7262,3 | 9006,5 |
|encastré| | | | | |
| | | 1010 | 1011 | 1009 | |
| | | 3162 | 2836 | 2842 I |
| libre | 4 | 7907 | 5514 | 6366 | I
I | |12632 | 19997 | 11541 | I

I

| I I I I |

Tableau IV.2.1b : Fréquences propres d’'un segment souple libre : Eléments
Jinis.
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| Nombre de |[Systéme| Systéme | Fréquences |

| modes |initial| condensé | réelles |

I I I | I

I I 1 | | 1012,3 | I
I I I I | . |
) I | 1209 | 1021,7 | |
|Eléments| 2 | | | |
| I | 4129,5| 2796,2 | |
I | I I | 1008,1 |
| finis | | | 1012,1 | 2778,8 |
I | 3 I | 2844,1 | 5447,8 |
| I I | s5514,7 | 9006,5 |
| appuye- | I I I |
| | | 1010 | 1019,6 | |
I | | 3162 | 2807,8 | I
|appuyé | 4 | 7907 | 5622 | |
I | |12632 | 9172,5 | I
I I I |

Tableau IV.2.1lc : Fréquences propres d'un segment souple libre : Eléments
Jinis.

Les modéles non condensés obtenus par la méthode des éléments
finis donnent les mémes fréquences propres pour les deux types de condi-

tions aux limites (encastré-libre et appuyé-appuyé).

La méthode de condensation, en éléments finis, pour les conditions
aux limites "encastré-libre" est peu satisfaisante car 1le mode 1le plus
élevé est trés mal approximé. Il est supérieur au mode le plus élevé du
systéme non condensé comportant le méme nombre de modes. Tableau IV.2.1b).
Les autres modes sont bien approximés et ont une valeur proche de la valeur
réelle du mode correspondant. Contrairement & ce qu'on peut atteindre, la
précision d'un mode donné n'est pas nécessairement meilleure lorsque l'on

augmente le nombre d'éléments.

Pour améliorer la précision du mode le plus élevé, nous proposons
une autre méthode de condensation. Elle est semblable & la méthode de
Guyan. Nous introduisons une relation algébrique supplémentaire au niveau
de la vitesse de translation du noeud le plus proche de l'encastrement. Les

résultats numériques sont présentés dans le tableau IV.2.1b) dans la co-
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lonne correspondant au systéme dit ™"condensé 2". Cette fois-ci, tous les
modes sont inférieurs 4 ceux obtenus pour un modéle non condensé ayant le
méme nombre de modes.Le systéme condensé pour les conditions aux limites
appuyé-appuyé approxime trés bien les fréquences propres du systéme libre-
libre. Tableau IV.2.1c¢c). L'observation des transformateurs modaux obtenus
aprés normalisation montre que ces derniers sont trés proches de ceux asso-

ciés a la base de décomposition libre-libre.

II.3.2 - Introduction du multiport de raideur résiduel

Les modéles réduits corrigés supposent quelques approximations,
notamment sur l'effet du multiport des raideurs négligées. Nous développons
une méthode graphique qui permet de trouver et de calculer ce multiport que
nous appellerons multiport de raideur résiduel.

a) Approche modale

Le modéle réduit corrigé s'obtient dans un premier temps en modi-
fiant le multiport de raideur K®.En tenant compte de l'effet de la flexibi-
lité totale du segment souple, nous obtenons un modéle semblable. Ce der-
nier se déduit du modéle global en enlevant simplement le multiport d'iner-
tie sur la jonction 1 associée a Gr. Nous le représentons sur la figure
Iv.2.7).

];iﬂlh
C: )
Q
Ty / T Tz
—+—10 === TF —— 1} —TF =57, 01—
. L Y
Yo TF: MM -
T3 T4
—I—0 =S|~ TF % 11k 7 TF=7|=— O 1v—
6, 6L
C: &)t

Figure IV.2.7 - Modéle bond-graph du systéme avec conservation du

multiport de raideur des modes supérieurs
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Ce modéle bond-graph semble complexe et mal adapté pour la
normalisation. Néanmoins, aprés quelques manipulations qui permettent de
"transporter" K; 4 travers les transformateurs, nous obtenons une autre

représentation du systéme, figure IV.2.8).

C:xt I:mi,

—t—10 TAIFA TF =4 TF =757 O 1k—
YO '

—f1+—10 A Cl< =01

‘k
90 ( ) Ceq OL

Figure IV.2.8 : Modéle bond-graph avec apparition du multiport
de flexibilité résiduel

Le passage entre les deux représentations est simple. KIC

représente la raideur équivalente vue au niveau de la jonction 1(64).

C,, est obtenu par le "transport" de (K;)"! a travers T, et Ty.

T3
wvas e [ @)
4

T .
Ceq est au plus un élément 2-port car la matrice [T3] comporte au
4

plus deux lignes non nulles. Il dépend de la base de décomposition choisie.

L'équation 1IV.2.12) requiert le calcul de séries. Une autre mé-
thode de calcul consiste & faire la différence entre le multiport de flexi-
bilité totale et le multiport de flexibilité du modéle réduit en ne gardant

que la partie utile.

T,

(Iv.2.13) C,. = |Croras - (&) [ =]

T,

utile
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I1 reste & appliquer la normalisation pour obtenir un modéle de la

forme libre-libre avec un multiport de flexibilité résiduel.

b) Approche éléments finis

Reprenons le modéle bond-graph réduit corrigé de la figure
IV.2.6). Le multiport de matrice caractéristique K;é apparait en causalité
dérivée. Si nous le transportons A travers les transformateurs modaux Z3 et
Z,, nous obtenons un multiport qui correspond a la flexibilité résiduelle.
, Nous proposons une représentation plus simple du modéle, figure
1v.2.9).

*

Z] et Z; sont les matrices caractéristiques des transformateuréf

- _soms

modaux obtenus aprés la condensation.

Ceq est au plus un élément 2-port étant donné les caractéristiques

de Z3 et Z,. (2-port pour appuyé-appuyé et l-port pour encastré-libre).

I :p] C:x}
—M—10 ~HIv—= TF v—= 1} 7TF =757 O——=1k—
Yo Vi yL

———1ﬁ1<—-—4() A C k Ot /”15
0, é;q oL

Figure 1IV.2.9 - Modéle bond-graph tenant compte du multiport
de flexibilité résiduel

z

3
(Iv.2.14) ¢, = , K3 (2 %]
4

La normalisation permet de trouver un modéle de 1la forme

libre-libre avec un multiport de flexibilité résiduel.
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Remarque : Les bases de décomposition encastré-libre et appuyé-appuyé, pour
les méthodes d'analyse modale et éléments finis, donnent aprés quelques
manipulations, des modéles ayant la structure d'un modéle force-libre avec
un multiport de flexibilité résiduel plus simple que dans le cas ou nous
décomposons directement dans la base de décomposition force-libre (analyse

modale).

Un intérét immédiat concerne l'étude d'un segment souple dont la
section n'est pas constante oG la méthode d'analyse modale est
difficilement applicable. Avec les développemments présentés nous pouvons
nous rapprocher d‘un modéle force-libre sans aucun probléme avec un minimum

de calcul et avec une précision tout & fait acceptable.

II.3.3 - Réduction modale aprés normalisation des matrices

Une fagon tout & fait différente de résoudre le probléme de
réducéion consiste & transformer dans un premier temps le modéle complet en
un modéle ayant la structure du modéle force-libre. La procédure de
normalisation doit dans ce cas é&tre appliquée sur un modéle de grande

dimension. Ceci peut poser des problémes numériques importants.

Lorsque cette transformation est accomplie, il est possible de
réduire le systéme avec 1l'introduction du multiport des flexibilités
résiduelles. La méthode de calcul a été introduite dans la premiére partie

de ce chapitre.

Un autre inconvénient est que le multiport résiduel est un 4-port.

De plus nous ne pouvons pas lui donner une expression formelle.

II.4 - Application & un robot expérimental

II.4.1 - Présentation du modéle

Le modéle d'un robot expérimental L.E.D. a été largement étudié
dans Maschke (1990). Nous ne reprenons pas la phase de modélisation. La

figure IV.2.10) représente le modéle bond-graph développé de ce robot.

Une analyse des trois premiers modes propres a été faite pour
différents choix de méthodes de discrétisation spatiale avec un certain
nombre de modes Maschke (1990).



isse du robot expérimental L.E.D. v RY $300,
Eg\?:lﬁ;;é;;? IIOCEm (eMondragon) 0~ © 3) ” TF — y (O2n)
L JL 5320
1 1,
N ©Lw [l
TF==0,
I 71"/0‘ 'Eté‘lz”-'” 0
J e 2
B "/Q EQMGY EJS 3 *
TF =9,
- /o La) L
C:1fkre iz!- 4 R Y
'F <4
SEAl AT S0 11— =0 NITE 4o
le ()MZ 1/N3 -F wg I E
R:Rz 1 1_’
N L) R- i 100
TF—=9,
YA
1%, 0 !

. ) Iimm
Cl 1/ks R *Rs "'\ ﬁ’gﬂﬂ EJS o

C: 1/"731 }\ I I.,n

y
SE—=A1—=TF — 0 ——= 0 —11—=11 —i1
Uy By, YN T o
R:Rl

(0 LL )

Figure IV.2.10 - Modéle développé du robot expérimental L.E.D.
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I1.4.2 - Calcul des fréquences propres du systéme

Les modéles présentés ne comportent que deux modes associés a la

partie flexible.

Le tableau IV.2.2) représente l'ensemble des modéles étudiés. Les
modéles AMEL10 et AMAAIO sont obtenus en prenant 10 modes souples, en

| I I | | Mogele | |
| Méthode de | Conditions | Modéle | Modéle | réduit | Nom |
| discrétisation| aux limites | complet | réduit | corrigé | du I
| | | | corrigé | + C,,, | modéle |
| I I I | I I
| I | I I | EFEL |
| | Encastrée- | |*(cond.1) | | EFELR1 |
| " libre | | *(cond.2) | | EFELR2 |
| | | | |*(cond.1)| EFELRC1 |
| Eléments | | | |*(cond.2)| EFELRC2 |
I finis | | I | I I
I I | I I | EFAA |
I |  Appuye- | I | EFAAR |
| |  appuye | I | * | EFAARC |
I I | I I I I
I I | I I | AMEL |
| |  Encastre- | o | AMELR |
| | libre | | | * | AMELRC |
I I I I I | I
I I | I I |  Aaaa |
| Analyse modale| Appuyé- | | * | AMAAR |
I |  appuye | I | * | Awasrc |
| | I I | I I
| I | I | | aan |
| | Libre-libre | | | | |
I I I | | * | aare |
I I | | | | I
| |Encastré-libre|*(10modes) | | | AMEL10 |
|  Analyse | I | | I I
| modale | Appuyé-Appuyé |*(10modes) | | |  AMAAlO |
| I | I | 1 |

Tableau IV.2.2 - Méthodes de discrétisations et approximations
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effectuant une normalisation et en réduisant le modéle de structure libre-
libre & 2 modes. Nous pouvons ainsi vérifier d'aprés les tableaux IV.2.3)
que les modes obtenus sont bien trés proches de ceux du modéle "libre-
libre" AMLL. |

Une premiére constatation peut étre faite. Les modéles réduits et
corrigés donnent des résultats tout 4 fait différents suivant les condi-

tions aux limites choisies.

Ainsi, pour les conditions aux limites appuyé-appuyé, les résul- ;
tats se rapprochent de ceux obtenus pour la configuration libre-libre en \
analyse modale et pour les conditions aux limites encastré-libre, les pre-

i
NN |

miers modes sont bien approximés.

e

Les résultats sont, 4 premiére vue, surprenants puisque les modes
propres du segment seul (Tableau IV.2.1) ne sont pas trés différents. Néan-

moins, les transformateurs modaux modifient le résultat escompté.

Ainsi, pour les conditions aux limites appuyé-appuyé, nous obte-
nons un modéle symétrique proche du modéle libre-libre alors que pour les
conditions aux limites encastré-libre, le modéle n'est plus symétrique et

ne s'apparente donc pas au modéle force-libre.

En ce qui concerne la méthode des éléments finis, les modéles con-
densés pour les conditions aux limites encastré-libre donnent des résultats
proches du modéle non condensé alors que pour les conditions aux limites
appuyé-appuyé, les résultats sont proches de ceux obtenus par la méthode
d'analyse modale avec des conditions aux limites libre-libre. L'ajout des
multiports de flexibilité résiduels améliore considérablement la précision
des résultats. Il apparait que le modéle EFFLRC2 est le plus proche de la
réalité. Ce modéle ne comporte que 3 modes (2 modes souples + 1 mode da a

K et i1 donne des résultats pratiquement équivalents au modéle AMLLRC

res)

qui lui comporte 6 modes (2 modes souples + 4 modes dus a K, ).
En ce qui concerne la méthode d'analyse modale pour les modes con-
traints, appuyé-appuyé, les modes sont mal approximés. L'introduction des

multiports de flexibilité résiduels améliore néanmoins les résultats.
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Nombre Mesures Premier mode Second mode Troisiéme mode

total de |expérimentales 2.93 Hz 7.81 Hz 53.7 Hz

modes du

modéle du Modéles Premier| Erreur Second Erreur |Troisiéme Erreur

segment mode mode mode
2 EFEL 2.93 Hz o] % 7.95 Hz 1.8 % 57.1 Hz 6.3
2 EFLLR1 2.94 Hz 0.3% | 7.96 Hz 1.9 2 | 69.4 Hz 29.2
2 EFELR2 2.94 Hz 0.3% | 7.96 Hz 1.9 % | 63.1 Hz 17.5
3 EFELRC1 2.93 Hz o % | 7.95 Hz 1.8 £ | 58.1 Hz 8.2
3 EFELRC2 2.93 Hz 0 % | 7.95 Hz 1.8 ¥ | 56.4 Hz 5.0
2 | EFaa 2.93 Hz o %21 7.95 Hz 1.8 % | 57.5 Hz 7.1
2 EFAAR 3.23 Hz| 10.2 % | 8.30 Hz 6.3 % | 76.3 Hz 42.1
4 EFAARC 2.93 Hz 0 % | 7.95 Hz 1.8 % | 56.6 Hz 5.4
2 AMEL 2.95 Hz 0.7 % | 7.98 Hz 2.2 % | 71.9 Hz 33.9
2 AMELC 2.40 Hz| -18 % | 7.55 Hz| -3.3 % | 52.3 Hz | - 2.6
4 AMELCR 2.28 Hz| -22.2 % | 7.48 Hz| -4.2 % | 49.5 Hz | - 7.8
2 AMAA 3.19 Hz 8.9 % | 8.24 Hz 5.5 % | 67.3 Hz 25.3
2 AMAAR 3.16 Hz 7.8 % | 8.20 Hz 5.0 £ | 66.1 Hz 23.1
4 AMAARC 3.06 Hz 4.4 % | 8.09 Hz 3.6 ¥ | 60.4 Hz 12.5
2 AMLL 3.34 Hz| 14.0 % | 8.46 Hz 8.3 % | 76.9 Hz 43.2
6 AMLLRC 2.93 Hz 0 % | 7.95 Hz 1.8 % | 56.1 Hz 4.5
2 AMEL10 3.37 Hz| 15.0 ¥ | 8.51 Hz 9.0 % | 76.6 Hz 42.6
2 AMAA10 3.37 Hz| 15.0 ¥ | 8.52 Hz 9.1 % | 76.8 Hz 43.0

Tableau IV.2.3a)

: Comparaison entre les fréquences calculées et mesurées

(bras en position d'extension) 0, = 0°.
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Nombre Mesures Premier mode Second mode Troisiéme mode

total de |expérimentales 3.17 Hz 6.35 Hz 52.7 Hz

modes du

modéle du Modéles Premier| Erreur Second Erreur [Troisiéme Erreur

segment mode mode mode
2 EFEL 3.31 Hz 4.4 % | 6.48 Hz 2.0 ¥ | 56.7 Hz 7.6 %
2 EFLLR1 3.32 Hz 4.7 % | 6.48 Hz 2.0 ¥ | 68.6 Hz 30.2 %
2 EFELR2 3.32 Hz 4.7 % | 6.48 Hz 2.0 % | 62.4 Hz 18.4 %
3 EFELRC1 3.31 Hz 4.4 % | 6.48 Hz 2.0 3 | 57.5 Hz 7.1 %
3 EFELRC2 3.31 Hz 4.4 % | 6.48 Hz 2.0 ¥ | 55.8 Hz 5.9 %
2 EFAA 3.31 Hz 44 % | 6.48 Hz 2.0 % | 56.9 Hz 8.0 %
2 EFPAAR 3.79 Hz|{ 19.6 % | 6.54 Hz 3.0 ¥ | 75.5 Hz 43.2 %
4 EFAARC 3.30 Hz 4.1 % | 6.48 Hz 2.0 ¥ | 56.0 Hz 6.3 %
2 AMEL 3.35 Hz 5.7 % | 6.48 Hz 2.0 % | 71.2 Hz 35.1 %
2 AMELC 2.58 Hz| -18.6 £ | 6.42 Hz 1.1 % | 53.9 Hz 2.3
4 AMELCR 2.44 Hz| -23.0 % | 6.42 Hz 1.1 % | 49.2 Hz | - 6.6 %
2 AMAA 3.71 Hz| 17.0 % | 6.53 Hz 2.8 % | 66.6 Hz 26.4 %
2 AMAAR 3.67 Hz| 15.8 ¥ | 6.52 Hz 2.7 % | 65.4 Hz 24,1 %
4 AMAARC 3.51 Hz| 10.7 £ | 6.50 Hz 2.4 % | 59.7 Hz 13.3 %
2 AMLL 3.98 Hz| 25.6 ¥ | 6.57 Hz 3.5 % | 76.0 Hz hh.2 %
6 AMLLRC 3.31 Hz 4.4 5 | 6.48 Hz 2.0 ¥ | 55.6 Hz 5.5 %
2 AMEL10 4.03 Hz| 27.1 % | 6.58 Hz 3.6 4| 75.9 Hz 4.0 %
2 AMAA10 a.q3 Hz| 27.1 % | 6.58 Hz 3.6 % | 75.7 Hz 43.6 %
Tableau IV.2.3b) : Comparaison entre les fréquences calculées et mesurées

(bras en position repliée) 6, = 90°.
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Les modéles AMEL donnent de trés bonnes approximations des modes
réels. Il apparait que les modifications apportées conduisent a des modes
inférieurs aux modes réels. C'est 1le seul cas ou nous n'obtenons pas les
résultats prévus. Une raison éventuelle est la non-symétrie du modéle ou

alors la trés grande sensibilité par rapport aux paramétres.

Enfin, nous voyons que, parmi les méthodes par modes contraints,
ce sont les modéles en éléments finis qui sont les plus précis. Le modéle
le plus précis est AMLLRC. Néanmoins a cause de la taille de ce modéle, il
sera nettement plus judicieux d'employer le modéle EFELRC2 qui lui est plus
simple et est pratiquement aussi précis. Un fait intéressant est que ces
remarques sont valables pour deux configurations différentes du bras flexi-
ble du robot.

J1 est a noter que les méthodes présentées dans cette partie sont
valables pour les cas ol 1les segments flexibles n'ont que des petits

mouvements.

II.5 - Application de la méthode des perturbations singuliéres pour le
découplage d'un modéle de robot 2 axes

Nous avons présenté des méthodes permettant de simplifier un
modéle de segment flexible s'intégrant dans un modéle plus complexe.
Néanmoins, pour des cas extrémes, cette simplification n'est pas suffisante
dans le sens ou le modéle du systéme dynamique conserve une taille trop
importante. Nous sommes dans ce cas obligés de procéder & un découplage
pour séparer le modéle en un modéle "lent" et un modéle "rapide". Nous
présentons dans cette partie l'exemple d'un robot 2-axes figure IV.2.11
pour lequel les segments sont flexibles. Une méthode semblable s'applique
lorsque 1l'on prend également en compte la flexibilité au niveau des

joints.

Dans 1le premier chapitre du rapport (partie 3), nous avons énoncé
une méthode de mise sous forme singuliérement perturbée des modéles de
manipulateurs & segments flexibles obtenus par la méthode des modes
supposés de Lagrange. Nous proposons une méthode semblable explicitée sur

un exemple de manipulateur modélisé par bond-graph pour lequel nous
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utilisons la méthode des modes supposés avec en plus la prise en compte de
la flexibilité des modes supérieurs, c'est-a~-dire le multiport des capa-

cités résiduelles.

Nous écrivons l'équation d'état du modéle bond-graph & 1l'aide des
variables de vitesse ‘et d'effort associées respectivement aux éléments

dynamiques inertiels et capacitifs en causalité intégrale.

(Iv.2.15)

e 1 0 -1pR | X ,
Uy 0 0 0 0o o 0 MRl |y 1 futs,
-1 -1
v, 0 M'H 0 o o0 0 MIPI, ||y, M1B,
P1 0 0 0 0 -M;1 0 MI1P23 P, M;1B3

5 |= _M-1 -1 P, |+ u

B o 0 0 0 0 U S O 5T M
o'l o 0 K, 0 0 0 0 A
A 0 0 K, O 0 0 <, 0
92 fx prt prt - t t Q- 0
Q .—KeqP13 -KeqP13 -KeqP23 _KeqP33 0 0 0

L'indice R est associé aux vitesses de rotation et T aux vitesses

de translation.

\

4 [ J
pel/ 10 ) p81
v, = s = M
_Pez 20 Pg,
(IV.2.16) < P, /my Py,
y - |Pxa!(M20*m22) - Py,
T
Py, /M50 Py,
_p,/mzz Py

La masse m associée a 1'élément inertiel en causalité dérivée

22
est ramenée au niveau de 1l'élément inertiel associé & la variable p_ .
2

(Iv.2.17) <P1 ) :(M}l%)-l. En1 = Mil E’f'll
\Pz = (2%)-1. Eﬂz] = le E’q2
@ = [ (k)7 0] =K,
(Iv.2.18) <
Q= [ (&) - m] =Kt
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] 1 . .
1 —_— 2 il
qeq1 " Ato
eq, ) ]
1
2 1 qeq1
q .
€9y cio Q2
e
(Iv.2.19) Q = ALl IR I
ql . qiq
¢d2 G20 2
eq, qzq
2 1 2
q °
¢, c20
L €dy
1 u]_ !\
(IV.2.20) u = . o

| Y2 RS

Le calcul des matrices H, P{,, P{,, P,,, P.,, B,, B,, B; et B, g{eifih

fait a4 l'aide des régles de calcul d'équation d'état sur un modéle%’,i
. 3 H 3’2'

bond-graph.  Seules les matrices H, P{3 et B, sont non linéaires. De p;qs,Q*f‘
RN X

wad

la matrice P§3 est inversible.

Etant donné que certaines matrices sont non linéaires, il est. e
difficile d'obtenir un systéme d'équations différentielles du second ordre

explicite directement &4 1'aide de 1'équation d'état IV.2.15.

Nous proposons un changement de variable qui peut étre directement
obtenu & l1l'aide du modéle bond-graph. Remarquons d'abord que 1le modéle
rigide ne fait apparaitre aucune compliance. Ce dernier s'obtient

simplement en écrivant :
Q
(Iv.2.21) Qz =0
Q
dans le modéle qui tient compte de la flexibilité distribuée.

L'équation IV.2.21) donne les relations algébriques suivantes :

1Py =0

(Iv.2.22) <K;P, = 0

Rt Tt -
Keq(P13 v, + P13VT + P;3P1 + P§3P2) = 0
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Ces relations sont les relations algébriques obtenues lorsque 1l'on
ne considére que le modéle lent du systéme global IV.2.15).

Nous proposons le changement de variables suivant :

E1 VR
g Vv
(Iv.2.23) 2 1l=pP T
E3 P,
g, P,
I, 0 0 0
- R t - T t «pt -t
avec- ' P = (Pl 3 ) (P1 3 ) P23 P33
: 0 0 I, 0
3 0 0 0 I

Les vecteurs Q,, Q, et Q sont conservés. Nous avons bien un

changement de base puisque P est inversible.

En notant

{

Hs (L)) () ()

(1v.2.24) P° = - [(PT,)*M;'PE, + (PT,)*M;'PT, + PL M;?

t -1
L + Pt.M P33]

P23 33772

* .o -1 - -1 - - - -1
B* = (p§3)tmk B, (P§3)tMT B, - P{,M'B, - P{.M;!B,
\

nous obtenons une nouvelle(équation d'état.

(IV.2.25)
£ ][ o 0 0 0 0 0 MipR | .
'1 t T ai M;181
E » Y » » - - » )
2| |H'P}, H H'P;, H'P{, Pi,M;' PLM;' P & | 5
% 0 0 0 Mt 0 M 2Py (53] fuim,
17| o 0 0 0 0 wr o owtp, | [ ¢
4 s 2 “33||q M;lBh
Q, 0 0 K, 0 0 0 0 Q1 0
Q, 0 0 0 K, 0 0 0 Q2 8
N 0 K, O 0 0 0 o | :
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I1 est désormais possible d'obtenir un systéme d'équations diffé-
rentielles du second ordre explicite 4 l'aide du changement de variable

f1 g,
g
(Iv.2.26) | ™2 | = | >
X E3
3
. g,
L Xy
Soit
(1Iv.2.27)
[oo 1 F o - . -1 -
xl 0 4] 0 0 xl 0 -MR P§3Keq 0 Y X1
s 1 » » - * y - * - -1 - -1
X | [-me8) Bt -wrRy, -HTRE|[%2],|0 PR PaMUKy PiM Ko | K| s
X, 8 8 g 8 xy| [0 -M;'P,,K, . MK, 0 23
Xy | | Xy | 0 —M;1P33Keq 0 M;1K2 N
M-1B, ]
R 1
B. RN RITe o] '..:: :
= _ u
M11B3
LMélBa-

Le modéle est désormais sous forme d'équations différentielles du
second ordre. La question est de savoir s'il est ou non sous forme

singuliérement perturbée.

Un premier choix consiste & séparer la variable x,. Etant donné
que P est inversible et en considérant que Keq 4 des valeurs propres
supérieures & celles de K, et K, nous pouvons choisir x,, X, X, en tant
que vecteur rapide. Le modéle lent serait celui obtenu en enlevant les
multiports des capacités résiduelles du modéle complet. Une correspondance
est 4 faire avec les modéles lents obtenus pour les systémes linéaires.
Néanmoins, nous ne faisons pas ce choix de découplage car nous désirons
avoir pour modéle lent, le modéle du robot rigide.

Le vecteur lent choisi est x,. Les vecteurs rapides sont X,, X, et

1° 3
X, . Avec ce choix, le modéle est bien sous forme singuliérement perturbée.
De plus, il est explicite car la matrice T définie par la relation IV.2.28)

est inversible.
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-p*  -P{.M;! -PIM;?

2371 3372

(Iv.2.28) T = [-M;'P,,  M;! 0
-M- -1

M;lP,, 0 M;

Démonstration

T est une matrice symétrique. Nous recherchons une relation entre
ses colonnes en multipliant la deuxiéme par P23 et la troisiéme par P33 (a
droite).

v

Nous faisons la somme des trois colonnes et obtenons

-P* -P! M;lP . - P:_M;'P
. 2371 23 3372 ©33
(Iv.2.29) T = 3
DRI 0

iy
[P

Soitvén. remplacant P* par sa valeur

(P$3)tM§1P¥3 + (P{3)tM;1P'{3
0
0

(1v.2.30) T =

I1 est donc impossible de trouver une combinaison linéaire entre

les colonnes de T. Elle est donc inversible.

Nous ne développerons pas les calculs des modéles lents et

rapides. Nous faisons simplement quelques remarques.

L'application des perturbations singuliéres se fait en général sur
1'équation de phase. Le découplage montre que le systéme lent correspond au
modéle du robot rigide sur lequel des détecteurs d'efforts sont ajoutés aux
positions respectives des éléments capacitifs pour tenir compte de leur

évolution lente & l'aide de relations algébriques (cf. modéles linéaires).

L'équation de phase du systéme rapide est linéaire dans le sens ou
les matrices non 1linéaires ne dépendent que des variables du systéme lent
qui sont considérées comme constantes pendant 1l'évolution des variables

rapides (cf. partie 1, chap. III).
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CONCLUSION

Nous avons rappelé succintement les modéles bond-graph de segments
déformables considérés comme des poutres d'Euler-Bernouilli obtenus par
discrétisation des fonctionnelles d'énergie des domaines cinétiques, poten-

tiels élastiques et gravitationnels, Yazman (1988).

Dans une premiére partie, nous avons proposé des méthodes dites de
réduction et de correction pour des modéles linéaires de systémes dynami-
ques comportant des segments déformables. Ces méthodes conservent le sens
physique des nouvelles variables dynamiques qui sont directement attachées
4 un élément constituant du systéme dynamique. Le modéle final est un
modéle bond-graph.

P

L'étude de la modélisation des systémes polyarticulés & segments
flexibles en mouvement plan a fait l'objet de la deuxiéme partie. Nous
avons montré que, quels que soient le champ de déplacement et la méthode :de: ;%
discrétisation spatiale choisis, pour la modélisation des segments déforma-
bles, il est possible de trouver graphiquement sur le modéle bond-graph, un
multiport, dit de flexibilité résiduel qui tient compte de l'effet statiqﬁé:Vi;
des modes négligés lors de la réduction du modéle.
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ANNEXE 1 - CHAPITRE 1V

Démonstration de 1'égalité des matrices de raideur corrigées pour les
systémes de dimensions infinie et finie avec capacités résiduelles

= Correction ordre 1

Systéme de dimension finie

(A°’+'1) Ktl: = Ki [Id+GIZG;;K;isG£;G21K1

Nous ne faisons que le calcul du terme :

(A.‘?JZ) T, = G12GE;K;isG£;G21

En remplacant les matrices Gij par leur valeur, il vient :

(A.8.3) T, = -M{'A (A M]'A; + AMTA)" Ko1 (A M{1A, + A MITA;)" 1A MY

Systéme de dimension infinie

De la méme maniére que pour le systéme de dimension finie, nous

introduisons Ti avec :

- -1p-11-1
i ‘HuHusznHu

(A.b.4) T
En remplacant les matrices Hij par leur valeur, il vient :

-1 -1 -1
i - M11M12K2 M21M11

-1 -1 - - - - - - - -1 -1
(M +A AZ M A 1A ) 1A AZIM AL ALK TA AZTM AT A, (M, +AAZTM A TA, )

(A.4.5)

]
b

En tenant compte du fait que :

(A.5.6) AK'A, = - K;!

res

I1 est immédiat que T, = T, .

Nous ne présentons pas les corrections aux ordres supérieurs, les

calculs étant trés fastidieux.
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ANNEXE 2 - CHAPITRE IV |

Comparaison des modes propres pour les différents systémes

i i
(AB.7) At <AL <AL <AL

Nous calculons les matrices K M"! pour les différentes approxima-
tions. Suivant les conditions aux limites, nous utiliserons les matrices
A, ou R, . Nous écrirons les équations a4 1l'aide des matrices A, .

En ce qui concerne le systéme avec capacités résiduelles, nous

avons :

K Mt -K, M; *A, K, 0] [G,,
(A-L}.8) [K M-l]CR = + &

- - - 0 K,| [G,; G
KA MY =K, (A M]PA +A, M 1Ag) 2] [M21 Y22

Systéme sans correction

(A.4.9) [RM 1], =+ K (M+ AAMA;IA )Y

Systéme avec correction premier ordre

(A.4.10) [K M_I]AC = Kl[Id+G12G;;K;1sG;;G21K1 -10M1+A5A51M3A51A1)_1

Il est immédiat que Al, < A

sc car le systéme corrigé a une matrice

de masse équivalente dont les valeurs propres sont inférieures une & une
aux valeurs propres de la matrice raideur du systéme non corrigé. Cette
propriété se déduit du fait que la matrice G ,G;3K ! G;1G,, est

semi-définie positive, puisque symétrique.

La méthode de correction utilisée nous permet de dire que
AéR < Aic car le systéme non corrigé initial est celui contenant le multi-

port des capacités résiduelles.

De plus, le systéme réel comporte des modes plus faibles que ceux
approximés avec le multiport des capacités résiduelles, c'est-a-dire
1 i
At <Ay

Nous avons donc 1'inéquation A.4.7).

>3

<
-

e

L
cra R
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ANNEXE 3 - CHAPITRE IV

Perturbations singuliéres sur le modéle obtenu par les éléments finis

Une nouvelle représentation multiport est proposée :

I:D1~ I:p,

T o 0

C:k3 C :k3

Figure A.4.1 } Modéle bond-graph décomposé d’'un segment flexible.
Méthode des éléments fints.

ﬁt et ﬁr sont respectivement les vitesses de translation et de

rotation aux noeuds choisis sur le segment souple.
Les matrices M et K peuvent étre diagonalisées de la maniére sui-

Id + T12
T DTt 0 I

(A.4.11) avec
I, Rz
0 1

t t
= R*K R R
d
Nous trouvons ainsi les matrices D, D
Met K :

vante :

=
[
-
n
|
]

=~
|

., K,; et K, en fonction de
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1 =My
(A.4.12a) 4D, = M,,-T{ M, T, = M, -M: M;1M,,
Ty, = -MjiM,,
Koy = Kpy
(A.4.12b) <K, = K,,-R{,K ,R,, = K,,-K,,K; 1K,
R, = K{iK;,

Nous associons les vecteurs états p,, pP,, 9;, 9, respectivement aux

nmultiports de matrice caractéristique D, , D,, K,;» K,

L'équation 4'état est :

B,
(a.4.13) |22[<| _,

a | [P

E I

0
(T, ,+R ,)D;1

-1
D;

“Kp4

'(T12+R12

B, [T« O S.

DE1
Bl iTie Ta|f- "
9, 0 0]l8;,
q, 0O O

Le systéme lent sans correction est obtenu pour igz = 0, c'est-a-

dire en enlevant D, sur le bond-graph (Figure A.4.2)

I:p,

C: k3

C:k5

Figure A.4.2 : Modéle bond-graph réduit
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L'équation d'état s'obtient simplement, soit & partir du bond-
graph, soit & partir de 1'équation A.4.13) avec é2,= 0 :

R, = Kp,9

(A.4.14a) §
9 = [Id+(T12+R12)K;;(T12+R12)tKn1 "1 [Ditp, (T, ,+R, K3 [T I,]

SEI
o - Y
(A.Ll.l’-lb) 92 = 'KD;(T12+R12)tKD1gl + KD; [T;2 Id][s ].
EZJ

Le systéme corrigé s'obtient a l'aide des méthodes présentées dans
le chapitre III.

Pour la correction au premier ordre, nous changeons D, par une nou-

veiiévﬁhtfice symétrique D°.

z
¥

(5-4.155 D¢ = D1 + L12L5;D2L5;L21

oA

avéc [Lil L12] - Koy 0 [I (T12+R12)]
« o tK . K 1 )
L21 L22 (T12+R12) D1 D2 d
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ANNEXE 4 - CHAPITRE IV | T R e

Cinématique d'un segment flexible

La configuration de chaque segment flexible dans 1la chaine
cinématique ouverte est identifiée en utilisant un ensemble de variables
aux joints et de coordonnées élastiques en accord avec les hypothéses de

Book. Nous prenons les notations de Maschke (1990).

La figure A4.3) représente les repéres dans lesquels les variables

sont exprimées.

imgddn vl

gmr

P A R I
25

%

L

Figure A4.3 : Systémes de coordonnées et repérage d'un point courant P; de

la poutre.

-

Le repére (0°, e°*,e®Y) est le repére inertiel fixe. Au segment
N -, ind
indicé par i, on lie un repére noté (0!, e'*,e!Y) par rapport auquel on

décrit les déformations de la poutre.
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RANER A

, Pour pouvoir décrire les attaches du segment aux articulations,
TELEE

e

certains repéres intermédiaires sont introduits. Ils sont liés & un noeud
0tk (c'est-a-dire un point matériel de la poutre) indexé par k, du segment
i. On suppose que ces repéres notés (0lk, elkx giky) ge déduisent par une

rotation infinitésimale du repére (0!, e'*,e!¥) attaché au solide i.

Le modéle bond-graph représentant les relations cinématiques
planes d‘'une poutre déformable est représenté sur la figure 44.4¢)

/ I (Ok)
0< u TF &——

';(.Ok)

0 - _i0
Wik X I

Figure A4.4 : modéle bond-graph cinématique d’'un segment flexible

m, est le vecteur des coordonnées élastiques associées au segment i,

S; est la matrice de champ de déplacements supposés (fonctions de base

de la variable d'espace).

Sé(Pi) est la matrice du champ de rotation supposée dépendante du champ

de déplacement S; (si pas d'hypothéses simplificatrices).

Les autres vecteurs et matrices correspondent aux éléments obtenus

dans les relations décrivant le mouvement d'un segment rigide Bos (1986).
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Des hypothéses simplificatrices conduisent & une structure de
r;/»—
jonction similaire a celle de la figure 44. 3) ol tous les éléments transfor-
‘g‘ e ‘-.:-"1 "‘2’
mateurs sont linéaires, & part ceux ESSOCIGS aux grands déplacements

Le modéle dynamique s'obtient en considérant les fonctionnelles

d'énergie.

Nous rappelons simplement les relations constitutives des éléments

multiports définis pour chaque choix de champs de déplacement.

Le multiport inertiel est :

. Myx Mys My
(A4016) M = Mge Men
Sym. Man

ol les sous matrices sont :

as = Jo v x(at ;1) x(s) e

tor = Jo v x(et}1)" sk ax
(A4.17) e "g “x(s)) o

Mo = .‘é n(Sy) sy ax

My = gu(S;‘()‘ dx

M = .'ﬁ w I, dx

ol p est la masse linéique de la poutre.

Le multiport des forces gyroscopiques est

EJS,, EJS.g EJS,n

(A4.18) EJS = 0 EJSgyq
Ansisym. 0
avec :
’EJS - [¢. ux(xi'i)t X(8, e*) St dx
8n Jo =Py Py b4
A .
EJS = - z )t i, i
1778 7 o " X(Opie) X(}-(Pi ) ax
(v
/A . -
EJS,, = Jo v X(Opie‘) dx
VA . -
kEJSx.q =)o ¥ X(epiez)t(s;) dx




Le multiport capacitif a pour matrice de raideur :

(Ab.19)

ou C!
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e w "
K'rm = fo (S;( )t ¢t S;( dx

EI,

avec E, module d'élasticité de Young et I inertie de section de la poutre.

Ces trois multiports sont connectés aux jonctions 1 portant les

vitesses

de translations g§'°

, de rotation

coordonnées de déformation ﬁi.

ég et les vitesses de

Pour 1le cas ol le champ de déplacement est de type "force-libre",

les multiports sont bloc-diagonaux. La pfigure A4.5) représente le modéle

bond-graph pour ce cas particulier. Par la suite, nous montrerons qu'il est .

toujours possible de se ramener a4 ce modéle mais avec des paramétres

différents.

1

-2

7 O—>
/

M()()Iv—/l w?

1rﬂ: —_— gzz‘\

5O
I 7

SO

TF

X( X ll.l‘)

”% I M,,
X(x.u) l

.H-E: “"'—17'£22\\

‘2§IMGY EJS,,

TF

S(Ox)

~N

:][:M,,,,
"‘11_:::;7 ﬂ: :I(ﬁ”'J

2T O

£(Ok)

| TF -
l e

1

-2

Figure A4.5 - Modéle bond-graph dynamique d'une poutre de Bernouilli-Euler

avec des conditions aux limites "force-libre”
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| ANNEXE 5 - CHAPITRE IV el

" Calcul des matrices de masse et de raideur - Analyse modale

La matrice de masse est

xx Mo My
(A4.20) M = Mgg Mgnq
Sym. Man ‘
Nous avons B0 T 1 {a 155

(Ab.21.a) M, = j; wI, d& =plLlI,

"
=

=
A —

LY
. . >, e
Vb T O0ey

'L L ML2 T S
(ALL.Zl.b) Mee p.[ - —]2 dg = =— ‘ ‘:'-il.,‘\}i:‘&a-:‘,

~ A 3 e‘-” L OO
IR AR G

(A4,21.c) Mex =

1
OP
=
LAl
'
njc
N’
Qu
m
n
fr——
o o
S———
-
\

L est 1la longueur du segment flexible

M est la masse du segment flexible.

Nous calculons les autres sous-matrices pour différents choix de
champ de déplacement.

- Conditions aux limites appuyé-appuyé

Nous utilisons les formes modales obtenues & 1l'aide de la base de

décomposition appuyé-appuyé, c'est-a-dire
(ab.22) g, (&) = \2 sin B,%
Nous définissons les dimensions des différentes matrices

Mg ERx R, My €R x R, My € RO
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L
(W.23)  Men(1,1) = [L wiED) 5, (8)

(ML N2) \N2)

i
“ oy L e

Le premier indice indique le numéro de la ligne et le deuxiéme, le

numéro de la colonne.

L]
o

(Af.24a)  Mn(1,i)

(W.280)  Meq(2,0) = O wg (8) a8

Bz
= [C-nt - 1]
(8,L)
n(i,i) = M

(A4.25)

Mwn(i,j) = 0 pour i # j (orthogonalité des formes modales)

Men et Mxn représentent le couplage entre les petits et grands
déplacements.

Les transformateurs modaux sont calculés a partir de l'expression

des formes modales.

Nous avons :

ng(O) = 0 (pas de translation car appui)

(Ah.26a) 19g, (%) B
3% = (51L) E- j=1,...n
L E=0
@a(L) = 0 (pas de translation car appui)
(A4.26b) 198, (&) 3
= - J —m— i =
OF la ( 1) (BJL) L J 1,.,..n
=L

En notant TFl le multiport des transformateurs modaux en & = 0 et

TF2 celui en & = L, nous avons
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o 0
0 _.,I: ¥ . b
(Al4.27a) TF1 = 2
N2 N2
L0 0 1 (BIL)L— (gnL) -I:—
0 O
0 L
(Al4.27D) TF2 = 2
2 N2
o 0 1 DUELE - (DrEL 2

Matrice de rigidité

AN, KA
K' € Rr*3 x Rr+3

(. 3g, (E)]?
K* (i+3,i+3) = EI JL —| & .

0 aaz

(A4.28) <

(B, L)* (5 1B
K" (i+3,1i+3) = EI i=1, ... n
\ L3

Ailleurs, K° a des valeurs nulles.

- Conditions aux limites encastré-libre

Les formes modales sont

(A4.29) g, (§) =D, [cos B,& - Ch B,& + 7, [sin B,& - Sh B,&E]]

sin B,L - Sh B,L
avec Y, =
: cos B, L + Ch BiL

D, est un coefficient de normalisation. Dans ce cas précis, il est
difficilement calculable (il wvaut pratiquement 1), nous le prendrons donc

égal 4 1 dans la suite de 1l'étude).

Nous faisons les mémes hypothéses que pour le cas précédent.

2M

(A4.30)  Mgn(1,i) = ¥,
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(1,i) = 0
(Al4.31)
M. ..(2,i) = - + Y
xa(2:1) (8,L) [(aiL) i]
Les transformateurs modaux se calculent de la méme maniére que
précédemment.
og,
(Al.32) g, (0) =0, . = 0 car nous avons un encastrement
E=0
vy 1 0 0 0 ¢ 0
(A4.33a) TF1 = |01 -L/2 00
S 00 1 00
%3 Pt
y 1 0 0 0 0
ngvf. oot
(Ab.33b) TF2 = |0 L/2  t t21
0 1 t22 ™ tho

avec . t D, [(cos B;L - Ch B,L) + ¥, (sin ;L - Sh B,L)]
tj, = D;8,[-sin B;L - Sh B;L + ¥, (cos B,L - Ch §,L)]

i=1, ... n

K" € Rr*3 x R+3

3%g, (B) (8,L)"
(Al4.34) K* (i+3,i+3) = J‘L [ 8;2 ] =EI - i=1, ... n

Ailleurs, K" a des valeurs nulles.
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ANNEXE 6 - CHAPITRE IV L EY

Calcul des matrices de masse et raideur équivalentes par la méthode
des éléments finis

La matrice de masse équivalente est

Mxx Myo Myn
(Ak.35) M = Mgg  Mgn
Sym. Mnn

Chacune de ces matrices doit étre calculée pour un élément. Ngﬁﬁﬁﬁﬁi
utilisons pour cela les fonctions d'interpolations cubiques d'Hermite. Pour
le segment complet, il suffit d'assembler les matrices correspondant a
chaque élément d'une maniére semblable & celle du calcul de M, et K;
{chapitre IV, partie I). ’ LREL A,

Les matrices Mxx' Mxe et Mgg sont les mémes qu'avec la méthode

d'analyse modale car elles sont indépendantes du choix des formes modales. R

Nous supposerons que 1la densité du segment est uniforme. Par contre, la
longueur et la section de chaque élément i peuvent étre différentes. Nous

notons p! = p Si o4 S! est la section de 1'élément i.

G = [81, g B3 gh]t est le vecteur comportant les fonctions

d'interpolation cubiques d'Hermite.
Le segment souple est décomposé en n éléments.

Calcul de Mxn
M € R x Ren+2

La premiére ligne de M est nulle, nous ne faisons donc que le

calcul de la deuxiéme ligne.

Pour 1l'élément i

L'indice i sur 1les différentes matrices correspond & celles

calculées pour l'élément i
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/4

(A4.36) M, =p j;i st 1G*(n) dn

‘{Aprés calcul, nous obtenons

- 1 4L 1 1y
Al M=M=, —, =, = =

Le regroupement entre 'M,, et '*!M, s'obtient en sommant les
troisiéme et quatriéme colonnes de iMx1r1 avec respectivement les premiére et

deuxiéme colonnes de !*!M,, (noeuds communs entre les deux éléments).

Pour le segment complet

g, L@ matrice M, s'obtient 4 l'aide de la procédure précédente pour

1l'enggmble des éléments.
Mxﬂ(i,j) désigne l1l'élément de la ligne i et de la colonne j de Mn

+.« . Nous obtenons :

(A4.38a) Mm(1,i) =0 pour i =1, ..., 2n+2
( 1
M
Mx.,-l(z,l) = ?
1M
M 2,2) = =—
xn(2:2) 12
iM i+1M .
M, q(2,2i41) = — + pour i = 1, , n=1
(A4.38b) < 2 2
1L1M 1+1Li+1M
M,n(2,2i+1) = - E + 3 pour i = 1, , n-1
n
M
Mn(2,2n+1) = >
nLhM
\Mxﬂ(2’2n+2) = - ETH

Calcul de M.rm

La matrice M;, est la matrice de masse M, du segment flexible

définie dans le chapitre 3.

M"’\'fl (] IR2n+2 X R2n¢2
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Pour un élément nous avons :

| (3E S
. 156 22 iL 54 -13iL ‘
(A4.39) Mg = e [ 22'L MM 130 - 342
420 | 5y 13 1L 156 -22 1L, ’
-13 i, -3 112 =22 1L y ig2
iR ig
En notant ‘Mg, = , nous obtenons :
ist iT
Moq(1:2,1:4) = ['R 18] G eigaiph
(A4.40) Mon(2i+1 ¢ 2i+2 , 2i-1 : 2i+h4) = [1St iT#i*iR 1+1g]

[t

Mqq(2n+1:2n+2, 2n-1:2n+2) = [°S* "T] 4 =1,..., n-1 3z &! 1o

e

t

La notation My,(i:j,k:£) indique que nous prenons dans My, les

lignes i a4 j et les colonnes k & £. Nous avons bien entendu j > i et £ S9g# & {

Calcul de Mg,

Le calcul de ng est plus complexe car il fait intervenir deux

variables.

Y I |2

WV

|

Elément i

Pour 1'élément i, nous avons

ei L .
(A4.41) 1M9.rl = 0 p St (x- 50 1G(8) d&&

i-1

ol @ = EE iL + &
j=1

n
L = EE L
j=



Nous obtenons

- (Ah.42) <

300

ks
0

?)
p 1SIG(E) dE + J;‘ piS EIG(E) &

1M ii
2

1

i

-171, q
o | 4 M
2 12

Nous séparons ng.rl en une somme de deux termes en notant

(A4.43) Mg,

Segment souple

iTe‘f'l + 1591]

Pour le segment complet, nous obtenons

(Al. k)

avec

/

Te'rl(lvl)

Ton(1,2)

Tan(1,21+1)
(AL.45) <Tgn(1.21+2)=

Tgn(1,2n+1)

Tgn (1,2n+2)

\

N

3iL iL2 7iL _iL2
20 30 20 20
iflM
- - i=1, ,h=1
2
i+1Li¢lM
[———IE———]i=1,a..,n-1
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Eléments i

3L
. = 1M | —
1L2
1,2) = 1M . —
SB"I( ) 30
. 7 3 i+1Li¢1M .
Sen(1’21+1) = % 1LIM + T i
9 i+l
iinM (iolL)Z M
1,2i+2) = = + i
Sen(1,2i+2) 20 30
7 "L"M
S 1,2n+l) =
on(1,20+1) 20
(nL)Z nM
1, 2) = = ——
\Sgn( 2n+2) 20
La matrice de raideur est
: 0 0 0
(Ali.47)  K® = |0 Kqq O
0 00
12 6L -12 6iL
Ky = 'E'T 6'L B2 - 6iL 2112
113 -12 -6iL 12 -6L
6'L iz - 6L B2
En notant
1 - | ta iB
o [13t 1c]
Nous obtenons
Kon(1:2,1:4) = [*A 'B]
Kqn(2i+1:21+2,21-1:2i+4) = [iBt 1A + i*lC
Kqn(2n+1:2n+2,2n-1:2n+2) = [*Bt "C]

AR et o
1, ... n=-1
i, n-1
(&R, 58)
SR
Sdr pet
‘g’"«" pe
i+1g] i=1,...,n-1
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Calculs des transformateurs modaux

TF1 € R3 x R®"*5 TF2 € R3 x Ren*5

10 0 00~000
(A4.50a) TF1=]01-L/210-000
00 1 01+~000
10 0 0000
(A4.50b) TF2 = [01L/20~010
00 1 0~001

-5y 2Les réels 1 sur les colonnes 4, 5, 2n+d et 2n+5 de TF1 et TF2
tienngnt.compte des translations et rotations aux extrémités du segment.

T T

LIS P S

Introdyetion des conditions aux limites homogénes

&dar e
-+.& 11 suffit d'enlever les lignes et colonnes dans M*, K TFl et TF2
corrgspondant aux conditions aux limites.

Par exemple pour un encastrement en &=0, il faut enlever les
quatriéme et cinquiéme lignes et colonnes de M" et K", et les quatriéme et
cinquiéme colonnes de TF1 et TF2.

Wi
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CONCLUSION GENERALE

L'analyse des systémes dynamiques & 1l'aide des méthodes habi-
tuelles s'avére parfois difficile car les outils mathématiques ou graphi-
ques ne sont pas nécessairement bien adaptés ou assez riches en informa-
tions. Le langage bond-graph s'avére étre un langage graphique de modélisa-
tion et de représentation de type réseau au méme titre que d'autres mé-
thodes avec 1l'avantage de renfermer plus d'informations, facilement aceeguunld
sibles. Il est aussi un outil d'analyse, essentiellement basé sur les con-
cepts de structure et de causalité, et un outil de conception dans lel3uss:l
ol il est possible de séparer et de localiser les propriétés des objets
physiques et donc de décrire ces objets comme un systéme de propriétés élé-
mentaires reliées entre elles. Une modification d'une partie d'un modéRe~neTro:
remet pas en cause la représentation de 1'autre part du modéle.

:

C'est 4 ce titre que ce mémoire propose une démarche pour 1“amaw3sp
lyse des propriétés structurelles, telles que la commandabilité et 1'obser=gu:iz
vabilité, des systémes dynamiques linéaires, Sueur et Dauphin Tanguy
(1988), (1989), (1990). L'accent est mis sur la simplicité des méthodes qui
sont purement graphiques et facilement utilisables & 1'aide des méthodes de
1'informatique telles que 1l'intelligence Artificielle. Une généralisation

peut étre envisagée pour les systémes non linéaires.

De nos jours, 1la complexité des modéles proposés s'est traduite
par 1l'apparition de nouveaux concepts, tels la méthode des perturbations
singuliéres qui permet de simplifier les modéles, par l'analyse et la sépa-
ration des dynamiques, tout en gardant une bonne approximation du systéme
initial. Ce mémoire propose des solutions pour le découplage de certaines
catégories de systémes dynamiques Sueur et Dauphin Tanguy (1990). Diffé-
rentes procédures causales proposent, soit un découplage direct & partir du
modéle bond-graph, soit un découplage associé & un changement de variables
lorsque 1le systéme n'est pas exprimé de maniére explicite. Une interpréta-
tion physique des résultats est plus aisée qu'a l'aide d'autres méthodes.
Une extension & une plus grande catégorie de systémes dynamiques semble

possible.
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Enfin, le langage bond-graph a permis une approche unifiée de la
modélisation des robots & segments flexibles. Par diverses méthodes de dis-
crétisation de la mécanique des structures, nous avons rappelé les modéles
structurés des poutres de Bernouilli-Euler. L'application de la méthode des
perturbations singuliéres conduit & des modéles simplifiés, & 1l'aide d'une'
interprétation graphique directe sur le modéle bond-graph. La derniére
étape nous a permis de mettre en évidence graphiquement, pour chaque hypo-
thése de modélisation et procédure de discrétisation, un élément bond-graph
appelé multiport de flexibilité résiduel, qui tient compte de la flexibi-
lité de la partie du modéle négligé lors de la simplification de modéle.
Nous avons ainsi généralisé le concept de multiport de flexibilité résiduel
jusqu'alors défini uniquement pour les modéles obtenus dans la base force-

libre par la méthode d'analyse modale.

L'étude de quelques méthodes de modélisation et d'analyse des sys-
témes dynamiques & 1'aide de la représentation par bond-graph est proposée
dans ce mémoire. Il apparait que les résultats sont équivalents & ceux ob-
tenus par d'autres méthodes pour d'autres modes de représentation. La sim-
plicité et le sens physique des démarches proposées ont été largement dé-

montrés. Le champ d'investigation semble encore trés vaste.
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TITRE : CONTRIBUTION A LA MODELISATION ET A L'ANALYSE DES SYSTEMES
DYNAMIQUES PAR UNE APPROCHE BOND-GRAPH. APPLICATION AUX SYSTEMES
" POLYARTICULES PLANS A SEGMENTS FLEXIBLES.

RESUME :

Ce mémoire propose l'utilisation systématique du langage bond-
graph pour l'analyse des systémes dynamiques linéaires et la modélisation
des robots plans considérés comme des systémes polyarticulés flexibles.

Aprés un rappel succinct de quelques méthodes de représentation
des systémes dynamiques, la notion de propriété structurelle est rappelée &
l'aide de 1l'étude des matrices de structure associées aux systémes liné-
aires multivariables. Cette notion est élargie aux systémes modélisés par
bond-graph. Une méthode graphique simple, consistant uniquement de manipu-
lations causales exhibe les propriétés de commandabilité et d'observabilité
structurelles et aboutit & la décomposition canonique de Kalman.

Une interprétation graphique de la méthode des perturbations sin-
guliéres appliquée aux modéles linéaires & deux échelles de temps, modéli-
sés par bond-graph, est proposée. Aprés un choix des vecteurs états décou-
plés, 1l'explicité du modéle est étudiée a l'aide de simples manipulations
causales. Lorsque le systéme est exprimé de maniére explicite, deux modéles
bond-graph découplés sont déduits & 1l'aide d'une transformation réciproque,
appliquée au modéle bond-graph initial. Dans le cas contraire, un change-
ment de variables est proposé.

Le dernier point abordé concerne la modélisation des robots plans
considérés comme des systémes polyarticulés flexibles. En particulier, une
interprétation simple de 1l'application des perturbations singuliéres sur
les modéles de segments flexibles obtenus par les méthodes d'analyse modale
et éléments finis est donnée. Une méthode de calcul et de représentation
sur le modéle bond-graph de l'effet statique des modes négligés lors de la
réduction de modéle est proposée pour les différents champs de déplacements
supposés choisis.

MOTS CLES :

Bond-graph

Propriétés structurelles

Réduction, perturbations singuliéres
Dynamique des structures

Robots a segments flexibles






