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INTRODUCTION GENERALE 

Le langage bond-graph est un formalisme réseau pour l a  représenta- 

t ion  des systèmes physiques. Il présente non seulement une s t ruc ture  topo- 

logique concrète, comme le réseau é lectr ique,  mais auss i ,  simultanément, un 

réseau de f l ux  de puissance : cec i  est exprimé par l e  postula t  de conti-  

nu i té  de puissance Pagnter (1961), BreedveM (1984), chapi t re  2. 

L a  s t ruc ture  spécifique du modèle bond-graph permet de ra t tacher  

directement les éléments du modele aux éléments const i tuants  du système 

dynamique. L a  modification du modèle se f a i t  en gênéral par simple a jout  ou 

retrait d'él6ments s u r  l a  représentation i n i t i a l e  contrairement à d'autres  

méthodes où le  processus de modélisation d o i t  être complètement repr is .  

L a  notion de causa l i t é  Rosenberg (1987) est en général plus l i é e  à 

l ' a spec t  mathématique du modele. E l l e  est u t i l i s é e  pour l a  mise en équation 

du système dynamique e t  trouve une application pa r t i cu l i è r e  en automatique 

l i néa i r e .  

E l l e  permet a i n s i  de d é f i n i r  cer ta ins  rangs du réseau Rosenberg e t  

Mouttrie (1980), Peretson e t  Oster (1976) e t  de mettre en évidence des pro- 

p r i é t é s  s t ruc tu re l l e s  du système dynamique Suda e t  Hatanaka (1986), Sueur 

e t  Dauphin Tanguy (1989), (1990). 

La première p a r t i e  du rapport est consacrée à l a  présentation de 

nouveaux o u t i l s  déf in i s  à l ' a i d e  de l a  représentation bond-graph et appli-  

qués en automatique l inéa i re .  Ceux-ci sont essentiellement basés su r  les 

concepts de s t ruc ture  e t  de causal i té .  Leur application se t r adu i t  graphi- 

quement par  des manipulations causales e t  par l a  dual isa t ion de cer ta ins  

éléments du modèle. 

Dans un premier temps, l a  notion de causa l i t é  va permettre de dé- 

terminer l e  rang de cer ta ines  matrices à l ' a i d e  d'une méthode graphique s i m -  

p le ,  directement appliquée su r  le modèle bond-graph. C e  rang e s t  appelé 

rang "s t ructurel"  ca r  il e s t  indépendant de l a  valeur numérique des paramè- 

tres. Il t i e n t  néanmoins compte des possibles re la t ions  en t r e  ces paramè- 

tres. Nous calculons a i n s i  le  rang s t ruc tu re l  de l a  matrice d ' é t a t  du sys- 

tème dynamique et définissons l a  notion de commandabilité/observabilité 



structurelle de l'état par le calcul du rang wstructurelw des matrices de 

commandabilité et d'observabilité. Nous montrons que la notion de rang 

structurel est plus précise pour la représentation par bond-graph que pour 

d'autres méthodes de représentation graphiques, telles que les graphes de 

structure Lfn (1974). La propriété de commandabilité structurelle en sortie 

est étudiée h l'aide d'une méthode analogue. La décomposition canonique de 

Kalman s'applique directement sur le modèle bond-graph. Nous montrons qu'A 

ce niveau, les méthodes proposées sont utilisées en tant qu'outil d'analyse 

mais aussi de conception. 

Dans un second temps, nous utilisons les notions de boucle causale 

et de gain causal pour la mise en évidence des dynamiques des systèmes 

linéaires. Nous proposons des méthodes graphiques de découplage pour 

certaines catégories de systèmes linéaires h deux échelles de temps. Les 

modèles découplés sont en général des modèles bond-graph et leur représen- 

tation mathématique est la méme que celle des modeles découplés directement 

obtenus par application des perturbations singulières Kokotovfc et al. 

(1986), sur le modèle mathématique initial. Nous utilisons le bond-graph 

réciproque, G. Dauphin Tangug et at. (1985), qui est un outil graphique 

d'inversion des dynamiques du systême. Nous proposons une méthode d'amélio- 

ration de la précision des modèles découplés, qui conserve la structure des 

modéles découplés initiaux et garde le sens physique des nouvelles varia- 

bles dynamiques. 

La seconde partie du rapport est consacrée B la modélisation des 

segments flexibles par Bond-Graph. 

L'utilisation de matériaux légers dans les structures mécaniques a 

introduit des problèmes nouveaux tels que l'apparition de la flexibilité de 

ces structures. La modélisation fait appel aux méthodes de discrétisation 

spatiale de la mécanique des structures, telles que l'analyse modale ou les 

éléments finis. Le choix d'un modèle est un probl&me ouvert, aussi bien 

pour la commande, Cetfnkunt et Book (1989), que pour la précision et la 

simplicité du modéle obtenu Maschke (1990). Certains auteurs font appel B 

la méthode de double décomposition modale Margo 2 f s et Tabrf zZ (1984) qui 

permet d'éliminer les modes élevés d'un modéle tout en ayant la méme préci- 

sion sur les modes conservés. Néanmoins, les variables dynamiques ne sont 

plus directement attachées aux constituants du système dynamique. 



La modélisation des bras flexibles des robots manipulateurs a fait 

l'objet de nombreux travaux, Kamopp  (1968), Yazman (1989) e t  Maschke 

(1990). Ils montrent que la formulation "force-libren par la méthode d'ana- 

lyse modale est très g6nérale et qu'elle s'adapte très bien aux conditions 

aux limites réelles des bras flexibles. La flexibilité des modes négligés a 

une influence très importante sur le comportement statique du système. Un 

multiport, dit de capacité résiduelle, est introduit pour en tenir compte. 

Nous proposons des méthodes de réduction des modèles qui prennent 

en compte les effets des termes négligés, tout en conservant la structure 

initiale du modèle simplifiée. 

Dans un premier temps, nous rappelons les modèles mathématiques et 

bond-graph d'une poutre de Bernouilli-Euler pour différentes méthodes de 

discrétisation spatiale Yazman (1989). Une alternative B la méthode de dou- 

ble réduction modale est proposée pour les modèles linéaires des systèmes 

dynamiques comportant des segments flexibles &.l'aide de la méthode des 

perturbations singulières. Cette nouvelle formulation conserve la structure 

du modèle réduit ainsi que certaines variables dynamiques du modèle ini- 

tial. Le nouveau modèle est appelé modèle &duit corrigé. 

Dans un second temps, nous rappelons les modeles bond-graph ciné- 

matiques et dynamiques pour un segment flexible en mouvement plan. Les mé- 

thodes de réduction et de correction sont appliquées sur le modèle du seg- 

ment flexible, qui est linéaire grfice B certaines approximations faites sur 

les matrices des champs de déplacement. Nous proposons une méthode de prise 

en compte des flexibilités des modes négligés pour les différents champs de 

déplacement. 

Ce mémoire est scindé en quatre chapitres. 

Le premier chapitre est un rappel de certains concepts de l'auto- 

matique linéaire, tels que la représentation d'état et la représentation 

par système graphe des systèmes dynamiques linéaires, ainsi que certaines 

propriétés fondamentales associées. Des méthodes d'étude des systèmes dyna- 

miques & deux échelles de temps sont présentées avec un intérêt tout parti- 

culier pour la méthode des perturbations singulières. 

Le second chapitre traite, dans un premier temps, de la représen- 

tation par bond-graph des systèmes dynamiques linéaires. Nous présentons 

ensuite le bond-graph réciproque et proposons des méthodes graphiques pour 



l'analyse des propriétés structurelles des systèmes linéaires. La décompo- 

sition canonique de Kaiman est ensuite introduite B l'aide de la représen- 

tation bond-graph. 

Dans le troisième chapitre, des méthodes de découplage, B partir 

de la représentation bond-graph, sont proposées pour les systèmes dyna- 

miques linéaires, purement amortis (&seaux RC) ou purement oscillants 

(système IC). Une correspondance est faite avec la méthode des perturba- 

tions singulières. Des méthodes d'amélioration de la précision des modèles 

d6couplés sont proposees. 

Enfin le dernier chapitre traite du probldme de modélisation des 

systèmes polyarticulés plans, comportant des segments flexibles, considérés 

comme des poutres de Bernouilli-Euler. Diff6rents champs de déplacement 

sont utilisés, l'analyse modale et les éléments finis. Nous proposons des 

méthodes de réduction conservant le sens 'phyhsique des variables dynamiques 

ainsi que des méthodes de prise en compte des effets négligés. Une généra- 

lisation de l'apparition du multiport dit de wflexibilitéw résiduel est 

faite quels que soient le champ de déplacement et les conditions aux extre- 

mités du segment flexible. Une application sur un robot expérimental LED 

est développée. Enfin, le découplage d'un moddle de robot deux axes compor- 

tant des segments flexibles est proposé. 
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INTRODUCTION 

Un syst6me dynamique est en général caractérisé par un modèle. Ce 

modèle peut être reprksenté de diverses manières, A l'aide de concepts éla- 

borés en vue d'une utilisation specifique. C'est ainsi que nous introdui- 

sons le concept de représentation qui joue un r61e fondamental dans l'ana- 

lyse des systèmes dynamiques puisqu'il conditionne fortement la mise en 

place de méthodes en vue de cette analyse. 

Dans une première partie, nous rappelons les représentations d'état 

Kalmcm (1963) et celle sous forme de matrice de transfert, Rosenbrock 

(1974). Nous introduisons les notions de commandabilité et d'observabilité. 

Une seconde partie rappelle la notion de propriété structurelle, 

Lin (1974). A l'aide des représentations de graphe de structure et de 

matrice de structure, Shields et Pearson (1976). des méthodes d'étude de la 

commandabilité et de l'observabilité structurelles des systèmes dynamiques 

linéaires sont présentées. 

Le modèle obtenu par les diverses méthodes de représentation peut 

s'avérer parfois très complexe et complètement inutilisable lors de l'ana- 

lyse ou de la commande du système dynamique, par exemple. C'est pourquoi 

des méthodes, dites de simplification de modèle ont été élaborées. Divers 

critères de simplification peuvent être employés. La troisième partie de ce 

chapitre rappelle quelques-unes de ces méthodes et plus particulièrement la 

méthode des perturbations singulières, Kokotovic et al. (1986). qui con- 

siste à séparer les dynamiques "lentes" et "rapides" du modèle. Cette 

méthode s'appuie en général sur la représentation d'état du système 

dynamique. 



1 - REPRESENTATION DES SYSTEMES 

Introduction 

La notion de système est associee il la definition de deux sous- 

ensembles de variables, les variables de sortie et les variables d'entrée. 

A celles-ci nous devons associer une representation, appelée dans notre cas 

représentation dtBtat, caracterisant le comportement du processus étudié. 

Cette représentation math&matique, aussi appel4e modèle, est souvent très 

complexe car elle doit s'approcher le plus possible du processus réel. 

N6anmoins, dans de nombreux cas, le modèle peut Rtre simplifi4, ce qui per- 

met de mettre en 4vidence certaines propriétés. Nous nous limiterons aux 

cas des systèmes linéaires multivariables ( B  plusieurs entrées et plusieurs 

sorties). 

De nombreux auteurs ont participé & l'élaboration de méthodes 

d'étude de ces syst6mes. Kalmm (1963) a présenté une description mathéma- 

tique de ces systèmes, en faisant apparaftre la structure canonique mettant 

en Bvidence différents sous-espaces en fonction de leur propriéte de 

commandabilité/observabilité . Rosenbrock (1 974) a élaboré une thborie très 

intéressante & l'aide de la representation sous forme de matrice de trans- 

fert et de matrice systeme. Ces méthodes sont très générales et stappli- 

quent en particulier pour les syst&mes interconnectés. Pïoore (1981) a étu- 

dié la réalisation minimale de Kalman d'un point de vue signal. 

D'autres se sont intéressés ii la commande ou B la commande 

découplée ; entre autres -: St Zjak (1 977), Desoer & Ltn (1985), Descusse, 

Lafay & MaZabre (1988), Hayakawa & Stljak (1988), WtZZems (1989), Ptchai et 

aZ. (1983). 

Gilbert (1963) a mis en évidence des propriét4s de commandabilité 

et d'observabilité pour les systèmes interconnectés. 11 introduit la notion 

de systèmes équivalents il l'aide de la matrice système. Taglor et h g h  

(1986) ajoutent quelques nouveautés B ce sujet. 

Nous n'avons rappelé ici que quelques reférences bibliographiques 

en rapport avec notre approche des systèmes multivariables. Le type de 

modèle mathématique utilise dans notre étude est l'équation d'état qui peut 

être déduite directement du mod&le graphique bond graph que nous considé- 

rons également. 



Dans un premier temps, nous développerons les méthodes de repré- 

sentation en introduisant la matrice de transfert et la matrice système. 

Dans un deuxième temps, les propriétés de commandabilité et d'observabilité 

seront présent6es et seront associées B la d6composition canonique de 

. KaPman. 

1.1 - Les s y s t h e s  dynamiques 

La notion de systdme physique est généralement associée B la défi- 

nition de deux sous-ensembles de variables. 

* les variables de sortie supposées accessibles B la mesure, 

* les variables d'entrée (commandes permettant d'agir sur le 

processus ou perturbations, mesurables ou non mesurables. 

A ces deux ensembles, nous ajoutons la notation d'état qui carac- 

térise l'ensemble des informations dont il suffit de disposer A l'instant 

t, pour prédire B partir d'un modele connu, le comportement du processus 

sur l'intervalle de définition [t,, + [. 
I 

Nous noterons x le vecteur état de dimension n, défini sur W. Si 
x, représente l'état initial du processus & l'instant t,, la relation de 

dependance entre le vecteur état, les commandes et l'état initial x, se dé- 

finit & tout instant de l'intervalle d'observation ]t,,t,] par : 

( I l  x(t) = x(xo; u[t, ,t];t, ,t) 

où u[t,,t] est le vecteur définissant l'évolution des commandes sur l'in- 

tervalle [t, , t] . 

De façon analogue, les variables de sortie y(t) sont définies par 

la relation : 

Nous noterons de façon simplifiée : 



Une classe importante de systèmes peut se représenter l'aide 

d'une équation différentielle non linéaire, 

dx 
où f est continûment dérivable en x et u avec x = - 

dt' 
et d'une équation non 

linéaire de mesure : 

5 Y = g(x,u) 

où g est continûment dhrivable en x et u. 

Plus généralement, & condition d'effectuer des hypothèses justi- 

fiees sur l'amplitude de variation des signaux, de nombreux systèmes non 

linéaires peuvent 6tre linéarisés, autour d'un point dt6quilibre. 

Nous noterons : 

A E P X P  B E P  XBP 

où x, y et u correspondent aux variations respectives de x, y et u autour 

d'un point d ' équilibre d6f ini par x, , y, et u, . 

L' équation I.1.6a) est appelée équation dt état du système, et x, 

A, B et u sont respectivement le vecteur état, la matrice d'état, la 

matrice de commande et le vecteur d'entrée du système. 

L'équation 1.1.6b) est appelée équation de sortie, y, C et D sont 

respectivement le vecteur de sortie, la matrice de sortie et la matrice de 

transmission directe du système. 

Pour les systèmes linéaires, l'équation 1.1.6) est vraie pour 

toute variation de x, y et u. 

1.2 - Les syst6mes lin6aires 

Dans toute la suite, nous ferons l'étude des systèmes détermi- 

nistes, c'est-A-dire des systémes dont le comportement est parfaitement 



prévisible, connaissant le signal d'entrée u(t). Nous étudierons les sys- 

t&mes multivariables, c'est-à-dire ceux comportant plusieurs entrées et 

plusieurs sorties. Les propriétés développées ci-après utilisent une des- 

cription rassemblant le modèle d'état et la fonction de transfert tel que 

Rosenbrock le suggère. Nous ne donnerons que quelques définitions et nous 

placerons dans le cas particulier oa le système peut se mettre sous forme 

d'équations d'état. 

1.2.1 - Représentation 

a) Modèle dt 4tat 

Les mod&les d'état des systèmes continus linéaires stationnaires 

se présentent sous la forme des équations 1.1.6) que nous rappelons : 

Si l'on connaît la valeur de x en un instant t, (~(t,)), l'équation 

1.1.7) a une solution unique x(t) qui n& dépend que de x(t, ) et de la fonc- 

tion u(T), T E [tO ,t]. 

b) Fonction de transfert 

Si la condition initiale pour x dans 1.1.7) est x(0) = O, en pre- 

nant la transformée de Laplace de l'équation 1.1.7). nous obtenons, si s 

représente l'opérateur symbolique de Laplace : 

La résolution de 1.1.8) donne : 

(1.1) Y(s) = G(s) U(S) 

avec G(s) = c(sI,,-A)-' B + D. 

G(s) est appelée matrice de transfert du systeme linéaire. Lorsque 

le systeme ne comporte qu'une entrée et une sortie, G(s) est appelée fonc- 

tion de transfert. 



L'équation I l . )  ne d é f i n i t  qu'une p a r t i e  des re la t ions  entrée/' 

s o r t i e  du système, celle qui est complètement commandable e t  complètement 

observable. El le  représente l a  forme i r réduc t ib le  du système dynamique. 

Nous développerons ces  propr ié tés  dans l a  s u i t e  de notre  rapport. 

Nous a l lons  donner quelques déf in i t ions  r e l a t i ve s  aux systèmes 

l i néa i r e s  multivariables. 

L'  équation 1.1.8) peut s ' é c r i r e  : 

( I l l )  P i s ) .  p'" ] = [ O ] 
-u (s -Y (s 

avec P ( s )  E R ' + q  X R'**. 

P ( s )  e s t  une matrice polynomiale contenant toutes  les informations 

mathématiques du système pour d é f i n i r  son comportement. 

Définition 1.1.11 

P ( s )  e s t  appelée matrice systeme. A cause de s a  forme spéciale ,  

P ( s )  e s t  d i t e  sous forme espace d ' é t a t .  

Définition 1.1.2) (Rosenbrock (1970)) 

Les matrices polynomiales (SI,-A, B) sont premières en t r e  e l l e s  (à  

gauche) çi l a  condition suivante est vér i f ibe  : 

l a  matrice (B,  AB, . . . A I - I B )  e s t  de rang n,  où i e s t  un e n t i e r  quel- 

conque plus grand que le  degré du polynôme minimal de A .  En part icu- 

l i e r ,  nous pouvons chois i r  i = n. 

Définition 1.1.3) (Rosenbrook (1 9 70 ) )  

Les matrices polynomiales (sin-A,C) sont premières en t r e  e l l e s  (à 

dro i t e )  si l a  condition suivante est vé r i f i ée  : 

l a  matrice (Ct  , (CA)  , . .   CA^ ) ) est de rang n ,  où i e s t  dé f in i  comme 

précédemment. 



Propriété 1.1.1) (Rosenbrook (1990)) 

Le système Z est d i t  d 'ordre  minimal s i  l a  condition suivante e s t  

vé r i f i ée  : 

L e s  matrices A,B sont  premières en t re  elles (à gauche) e t  A,C sont pre- 

mières en t r e  e l l e s  (à  dro i te ) .  

1.2.2 - Proprié t é s  (Rosenbrook (1 970)) 

a) S t a b i l i t é  : 

Nous présentons quelques propr ié tés  pour l e s  systèmes autonomes, 

c 'est-à-dire pour l e s  systc3mes dé f in i s  par : 

Définition 1.1.4) 

So i t  x = O un point  d 'équi l ibre .  

Le système 2 est un système s t ab l e  si 

llxll est l a  norme du vecteur x. 

Définition 1.1.5) 

Le système 2 e s t  un système asymptotiquement s t ab l e  si x ( t )  tend 

vers O (point  d 'équi l ibre)  quand t tend vers  m. 

Définition 1.1.6) 

L e  système Z e s t  asymptotiquement s tab le  si toutes l e s  valeurs 

propres de A son t  à p a r t i e  r é e l l e  négative. 

Définition 1.1.7) 

S i  le système 2 est tel qutune des valeurs propres de A est nul le ,  

a lo r s  il e s t  d i t  s t ab l e ,  non asymptotiquement, l e s  autres  é t a n t  à p a r t i e  

r é e l l e  négative. 



b) Commandabilité 

Définition 1.1.8) Commandabilité d ' un état B 1 ' origine. 

Z est dit commandable d'un état t3 l'origine (CEO) si, étant donné 

l'état x(0) = C, il existe un temps t, > O et une commande u définie sur 
[O, t,] telle que x(t,) = 0. 

Théorème 1.1.1) 

2 est commandable (CEO) s1;A et B sont premieres entre elles 

(a gauche). 

Ce que nous appelons ici commandabilité (CEO) est en général sim- 

plement appelé commandabilité, ou complete commandabilité. Cette différence 

de terminologie permet parfois de séparer les cas où tous les états ou seu- 

lement certains états peuvent 4tre amenés B l'origine. 

Définition 1.1.9) Commandabilité de l'origine B un état. 

Z est dit commandable de l'origine B un état (COE) si, étant don- 
né un 6tat quelconque C, il existe un temps t, > O et une commande définie 
sur [O,t,] telle que si x(0) = O, alors x(t,) = C. 

Théorème 1.1.2) 

2 est commandable (COE) SI,-A, B sont premières entre elles 

(à droite) . 

Définition 1.1.10) : Commandabilité d'état 

2 est dit commandable en état (CE) & étant donné deux états Co 
et Cl, il existe un temps t, > O et u défini sur [O, t,], tels que x passe 

de l'état Co'& t = O à l'état Cl à t = t,. 

Z est commandable (CE), SI,-A, B sont premieres entre elles (il 

droite) . 



Ces trois théorèmes sont équivalents si A est inversible. 

Dans la plupart des situations, le but de la commande est que la 

sortie y suive une certaine trajectoire. Nous parlons dans ce cas de com- 

mandabilité en sortie ou commandabilité fonctionnelle.' 

Définition 1.1.111 : Commandabilité fonctionnelle 

Soit G(s) la matrice de transfert, k le degré du plus petit déno- 

minateur commun dans G(s). 

Etant donné y, avec y = O pour t < O et D k y  la dérivée kième de y, 

t, IID, (y(t))ll < M edt pour M et d donnés et pour tout t, alors le système 

sera fonctionnellement commandable s'il existe u t, pour x(0) = O, u permet 

d'obtenir la trajectoire désirée pour y. 

2 est fonctionnellement commandable & det(G(s)) Z 0, 

ssi rang(CB, CAB, ..CA"-'B,D) = n. - 

Remarque : Nous devons remarquer que la commandabilité d'état n'entraîne 

pas la commandabilité de l'état considéré comme une sortie. Réciproquement, 

un système peut être commandable en sortie sans être commandable en état. 

Si G n'est pas une matrice carrée, det(G(s)) n'existe pas. Si G(s) 

comporte plus de lignes que de colonnes, c'est-&-dire plus de sorties que 

d'entrées, le système ne peut pas être fonctionnellemment commandable. Par 

contre, si le système a plus d'entrées que de sorties, il y redondance 

d'entrée pour les sorties (pas nécessairement pour l'état). 

c) Observabilité 

Définition 1.1.121 

Z est dit observable - si il existe tl> O tel que la mesure de y sur 

l'intervalle [O, tl] permet de déduire x(0). 



Théorème 1.1.5) 

Z est observable & SI,-A, C sont premières entre elles (B 

droite) . 

d) Indices de commandabilit6/observabilit6 

L' indice de commandabilité p, resp. d' observabilite v , est le plus 
petit entier inferieur n, tel que det[B,AB, . . .Av- IB] # O, respectivement 

det[Ct ,(CA)t ,...(CAv'l)t] # 0. 

Ces indices sont utilises par exemple pour determiner des comman- 

des d6couplantes pour des systémes multivariables, Descusse (1988), en tant 

que mesure de l'influence de l'entrée, resp. la sortie par rapport B l'état 

du systéme. p sera par exemple le nombre minimal d'opérations B faire sur 

les états pour calculer u connaissant l'état du syst&me. 

1.2.3) Réalisation minimale-d6composition de Kalman 

Nous avons donné plusieurs definitions concernant la commandabi- 

lit6 d'un système dynamique. Généralement, seule la commandabilité en sor- 

tie est nE3cessaire pour un processus industriel. Celle-ci n'entraîne ni la 

commandabilitk, ni l'observabilité de 1'Atat tout entier. 

Par contre, la matrice de transfert G(s), directement liée B la 

notion de commandabilité en sortie, rassemble toutes les informations du 

sous-espace d'état B la fois commandable et observable. 

La notion de realisation minimale, ou irréductibilité, est asso- 

ciée B ce sous-espace d'état. Ce dernier nous donne la même matrice de 

transfert G(s) que le système global. 

Nous pouvons ainsi introduire la décomposition de Kalman, obtenue 

simplement par une permutation du vecteur d'etat. 

Le nouveau vecteur état q, défini par la matrice de permutation M, 

s'obtient par : 





11 vient  immédiatement que l a  matrice de t r ans fe r t  G ( s ) ,  

(1.1.15) G ( s )  = C(SI,-A)" B + D 

est aussi  égale B : 

Remarque : 

Pour que l e  système s o i t  commandable en s o r t i e ,  il fau t  bien en- 

tendu que les s o r t i e s  e t  commandes soient  associées au sous-espace comman- 

dable et  observable. 

Une condition de bon comportement du système se ra  que les systèmes 

non commandables et/ou non observables goient stables". 

La Figure 1.1.1) représente la décomposition du système complet S. 

Figure 1.1.1 : Décomposition canonique de Katman 

Il est immédiat d'après l a  Figure I.1.1), que n i  l a  commandabilité 

complète de l ' é t a t ,  n i  l ' observabi l i t é  complète de l ' é t a t  sont nécessaires 

pour une commandabilité complète des variables de so r t i e .  



II - PROPRIETES STRUCTURELLES DES SYSTPiES DYNAMIQUES LINEAIRES 

Introduction 

Les considérations structurelles d'un système Z doivent être 

faites avant les calculs mathématiques et les propriétés structurelles doi- 

vent être exploitées dans le but de la conception, car elles apportent de 

nombreux renseignements sur le système. C'est pourquoi l'étude structurelle 

des systèmes multivariables a fait l'objet de nombreuses études aussi bien 

du point de vue graphique que mathématique. Lin (1974) a formulé la notion 

de commandabilité structurelle pour les systèmes monovariables, ceci B 

l'aide de la théorie des graphes. Shields & Pearson (1976) ont étendu les 

résultats de Lin au cas multivariable, il l'aide de méthodes algébriques, en 

introduisant la notion de term-rank. Hayeda (1981) et Schizas & Evans 

(1981) ont utilisé la théorie des graphes pour l'étude des systèmes multi- 

variables. 

Glover et Silvernan (1976) ont simplifié la méthode algébrique de 

Shields et Pearson en introduisant des opérations booléennes. 

Franksen, Falster & Evans (1979) ont montré que la commandabilité 

et l'observabilité structurelles peuvent être étudiées par deux tests indé- 

pendants, le test d'atteignabilité et celui de term-rank. 

Wonham (1979) a utilisé une méthode géométrique pour la commande 

multivariable des systèmes linéaires. 

D'autres auteurs ont utilisé des méthodes de mise en évidence des 

propriétés structurelles, dans différents cas avec des méthodes plus ou 

moins équivalentes : Davison (1977) pour les systèmes composites, Lin 

(1977) pour l'étude de la structure minimale de commandabilité, Sinha 

(1977) pour le découplage des systèmes multivariables, Evans et Schizas 

(1 981) pour les aspects structurels d ' assignements de pôle. Anderson et 
Hong (1982) ont pris en compte certaines relations algébriques entre les 

différents éléments pour le calcul du rang de matrices. Johnston, Barton & 

Brisk (1984), Pittou et Rech (1989), Burrows et Sahinkaya (1981) ont déve- 

loppé des algorithmes de calcul du rang générique des matrices de struc- 

ture, Johnston & Barton(l985) parlent d'équivalence structurelle pour la 

réduction de modèle, Hortazavian (1982) introduit le concept de k-commanda- 

bilitélk-observabilité où k correspond au chemin le plus long entre un 



noeud d'entrke,  ou de s o r t i e ,  et un noeud de variable d ' é t a t  dans l a  théo- 

rie des graphes, k s 'apparente A l ' i nd i ce  de commandabilité/observabilité, 

il en e s t  une borne supérieure. Tao & Hsia (1982) appliquent les graphes de 

s t ruc ture  A l a  théorie des systdmes. Enfin, Georgiou e t  Ftaudas (1990) étu- 

d ien t  l e s  proprietés s t ruc tu re l l e s  des systèmes de grande échel le  en vue de 

l a  synth4se de commandes. 

Nous nous apercevons que de nombreux progrès ont  6té f a i t s  dans l e  

domaine de l ' é tude  s t ruc tu re l l e  des systdmes l i néa i r e s  multivariables. M a l -  

g r é  tout, nous sommes encore très lo in  d'une théorie rigoureuse dans ce 

domaine, c a r  de nombreuses informations sont  parfois perdues l o r s  du pas- 

sage au graphe de s t ruc ture  ou & l a  matrice de s t ructure .  C'est pourquoi, 

W i  2 lems (1986) cherche A savoir  si l a  commandabilité/observabilite structu- 

relle e s t  genérique par rapport aux paramètres ou seulement pour des va- 

l eu r s  exceptionnelles des paramdtres. Il expose une méthode où les paramè- 

tres non n u l s  peuvent vakier. Sa m6thode est très genérale contrairement 

aux autres m6thodes présentées en référence. 

Nous nous attacherons A rappeler quelques déf in i t ions  et propriétés 

obtenues par  dif férents  auteurs c i t e s  en référence. Nous ferons une analyse 

des dif férentes  demarches possibles en in s i s t an t  s u r  les avantages e t  

défauts des méthodes proposées. 

11.1 - Structure d'un systéme lineaire 

Considérons le système l i néa i r e  continu Z dé f in i  par : 

avec 

L e  système 2 associé au quadruplet (A,B,C,D) est noté : 

* 

Certains paramètres dans A,B,C,D ont une valeur f i x e  déterminée 

a l o r s  que d 'autres  ne sont pas exactement connus A cause de l a  var ia t ion de 

cer ta ines  valeurs due il l ' e e  des composants, par exemple. Néanmoins, l a  



petite variation de la valeur des paramètres ne va pas changer le principe 

de fonctionnement du système. 

Nous pouvons ainsi introduire la notion de structure qui fera uni- 

quement la distinction entre les paramètres nuls (O) et les paramètres non- 

nuls, pouvant varier, du système dynamique. 

Définition 1.2.1) 

Deux systèmes : : = (Ao,Bo,C,,Do), 7 : = (A,, BI, Cl, Dl) sont 

structurellement équivalents ou ont la même structure si : 

(i) Les matrices correspondantes des deux systèmes ont la même dimension. 

(ii) Il existe une matrice de permutation P, avec A, = PAIPt , B, = P B,, 

C, = C,Pt et D, = D, telle que les paramètres nuls de A, , B, , C, , D, 
correspondent aux paramètres nuls de A,, B,, Cl, Dl et vice versa. 

La structure de 2 est definie par la classe d'équivalence [Z] des 

systèmes structurellement équivalents. Les propriétés structurelles sont 

évidemment valables pour la classe de systèmes ayant la même structure. 

11.2 - Graphe et matrice de structure 
L16tude structurelle d'un système dynamique peut se faire soit 

graphiquement, à l'aide du graphe de structure, soit mathématiquement à 

l'aide de la matrice de structure. Nous pouvons utiliser indifféremment 

l'une ou l'autre méthode suivant les outils dont nous disposons. 

Définition 1.2.2) 

G(A, B , C , D) est appelé graphe de structure du système (A, B , C , D) 

a) à chaque variable d'état xi, il correspond un noeud v, (i = l...n) et à 

chaque terme non nul aij de la matrice A, une arête orientée de vj à v, ; 

b) à chaque entrée ur , il correspond un noeud d'entrée e, (r = 1, . . .p)  et à 

chaque terme non nul b,, de B, une arête orientée de er à vi ; 

c) à chaque sortie y,, il correspond un noeud de sortie s,(k = 1, ...q) et à 

chaque terme non nul c,, de C, une arête orientée de v, à s, ; 



d) chaque terme non nul %, de D, il correspond une arête orientée de 

e, s, . 

A l'aide de ce graphe de structure, des propriétés peuvent Btre 

mises en évidence par la théorie des graphes. 

Définition 1.2.3) 

Un graphe de structure peut être complètement dhcrit B l'aide de 

sa matrice adjacente M, dont les éléments sont mij = 1 s'il existe une 

arête du noeud tj au noeud t,, sinon mij = O (t E {v,e,s)). 

A cause des éléments "O" ou "ln, la matrice adjacente est souvent 

appelée matrice bool6enne. 

La matrice adjacente pour le graphe 'de structure G (A ,B , C , D) est : 

où A,, B,, C,, D, résultent de A,  B, C, D en remplaçant les termes non nuls 

par "1" (indice "B", Boolean). 

A l'aide de l'arithmétique Booléenne, facilement utilisable sur 

calculateur, nous pouvons extraire de M de nombreuses propriétés structu- 

relles. Nous ne développerons pas les méthodes de la thborie des graphes, 

par contre, nous développerons certaines proc6dures d'analyse B l'aide de 

la matrice M. 

11.3 - Conmiandabilit6/Obsenïabilité structurelle 

Nous explicitons d'abord quelques définitions (nous utiliserons la 

terminologie anglo-saxonne de "term-rank" car nous ne connaissons pas 

ltBquivalence française). 

Définition 1.2.4) 

Le "term-rank" d'une matrice booléenne M, est dom6 par le nombre 



d'éléments, non nuls ,  dans Pa matrice de permutation maximale contenue dans 

MB " 

Supposons que M, - 
- 1 1  11  

Nous pouvons d é f i n i r  deux matrices de permutation : 

avec rang ( M l )  = rang (M2) = 2. 

D'où term-rank (M,) = 2. 

Nous montrerons dans le  chapi t re  2 que l e  tem-rank est peu s a t i s -  

f a i s an t  ca r  il e s t  parfois  d i f f é r en t  du rang r é e l  de l a  matrice M ,  quels 

que soient  les paramètres de M. 

Cette remarque est valable pour l a  matrice M dé f in i e  par : 

où term-rank (M,)  = 2 e t  rang ( M )  = 1. 

L a  notion de %ang générique" e s t  parfois  u t i l i s é e .  E l l e  est sem- 

blable  A c e l l e  de "term rank" mais en plus t i e n t  compte de cer ta ines  rela-  

t ions  algébriques supplémentaires en t re  les d i f fé ren ts  paramètres de l a  

matrice. 

Nous définirons l e  "rang s t ruc ture l"  qui l u i  e s t  pratiquement dans 

tous les cas,  égal  au rang r ée l  de M. 
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Propriété 1.2.1) (Shields et Pearson (1976)) 

Le syst&me (A,B) est structurellement commandable ssi : 

a) tous les états (noeuds) sont atteignables par l'entrée, 

b) term-rank [A, , B, 1 = n. 

Propriété 1.2.2) (Shields et Pearson (1976)) 

Le syst&me (A,C) est structurellement observable & : 

a) tous les Btats (noeuds) sont atteignables par la sortie, 

1 AB 1 
b) term-rank [ ] = n. 

11.4 - Indices de commandabilit~/Observavilit~ structurelle 
Définition 1.2.5) 

Un état (noeud) est atteignable en entrée, resp. en sortie, s'il 

existe un chemin sur le graphe de structure entre l'entrée et l'état, resp. 

l'état et la sortie. 

Nous definissons ainsi les indices G et Ü de commandabilité/obser- 

vabilité structurelle par : 

Définition 1.2.6) 

CL est la longueur du chemin le plus long entre l'entrée et les états. 
Ü est la longueur du chemin le plus long entre les états et la sortie. 

est le nombre de dérivations à faire .sur 1 'état x, associé au chemin le 

plus long pour qu'apparaisse l'entrée u dans l'équation différentielle 

correspondante. 

Propriété 1.2.31 (Mortazavf an (1982)) 



Nous avons énoncé quelques méthodes pour l ' é t ude  des propriétés 

s t ruc tu re l l e s  d'un système dynamique l i néa i r e  multivariable. Quelques 

remarques peuvent être f a i t e s .  Tout d'abord, il e s t  nécessaire de disposer 

des équations d ' é t a t  du système pour construire l e  graphe de s t ruc ture  ou 

l a  matrice de s t ructure .  S i  l e  modèle change, a jout  d'un élément par  exem- 

ple ,  il fau t  ca lcu le r  l e s  nouvelles kquations d ' b t a t ,  ce qui peut ê t r e  fas- 

t id ieux et redéf in i r  un nouveau graphe (ou matrice) de s t ruc ture .  Il s e r a i t  

donc in té ressan t  de disposer d'un o u t i l  mettant en évidence à l a  f o i s  les 

dynamiques (équations) e t  l a  s t ruc ture  du système. La deuxième remarque est 

que l e  graphe (ou matrice) de s t ruc ture  ne t i e n t  pas compte des re la t ions  

algébriques éventuelles en t re  l e s  d i f fé ren ts  paramètres, ce  qui se t r adu i t  

par exemple par  un "term-rank" toujours d i f fé ren t  du rang r é e l  d'une 

matrice donnée. 

Nous montrerons, dans l e  chapitre suivant,  comment l ' o u t i l  bond- 

graph réuni t  toutes  ces conditions. Nous en déduirons que l e s  méthodes de 

mise en évidence des propriétés s t ruc tu re l l e s  précédemment c i t é e s  ne sont 

pas toujours valables. 

III - MJ3THODES DE SIMPLIFICATION DE MODELE 

Un problème fondamental dans l a  théor ie  des systèmes e t  de l a  com- 

mande est de trouver un modèle mathématique du système physique. Une repré- 

sentat ion r é a l i s t e  d'un système peut s e  t raduire  par des équations dynami- 

ques d'un ordre élevé. La p r i s e  en compte de phénomènes "parasites" t e l s  

que des p e t i t e s  constantes de temps, masses, i n e r t i e s ,  rés is tances ,  induc- 

tances, capaci tés ,  augmente l ' o r d r e  de ces systèmes. Ceci pose des pro- 

blèmes d'analyse e t  de commande. L e  problème e s t  de trouver l e  meilleur 

degré de complexité du modèle mathématique suivant l a  tâche requise. 

Une méthode de s impl i f icat ion de modèle est de négliger les termes 

"parasites' ' qui  augmentent l ' o rd re  du système dynamique. Ceci revient 8 

é tud ie r  l e  phénomène dominant caractér isant  l e  système. Mais, une concep- 

t ion  basée su r  un modèle trop s impl i f ié  peut se t radui re  par un r é s u l t a t ,  

l o in  des performances désirées.  Ceci oblige, s o i t  8 modifier l e  modèle en 

gardant un ordre de complexité plus  élevé, s o i t  à é tud ie r  séparément l e s  



phénomènes jusqu'alors Bliminés. Les méthodes B échelles de temps multiples 

et les méthodes de perturbations singulières qui sont une représentation 

particulière des premieres, apportent des solutions B ces questions. 

Dans une première partie, une analyse succincte des problèmes 

posés sera réalisée. Un développement plus approfondi de certaines methodes 

fera l'objet de la seconde partie. 

111.1 - Classification des probl6mes. Applications 

La théorie des perturbations singulières et les méthodes B 

Bchelles de temps multiples ont reçu ces trente dernières années une atten- 

tion toute particulière. 

Les premières méthodologies développAes concernaient les problèmes 

de valeurs initiales, valeurs finales et couches limites, VasiZeva (2963), 

O'flattey (1974), Kokotovic et ait. (1976). dans le but de simplifier les 

problèmes de calcul de trajectoires optimales. Hoppensteadt (1971), Vasi- 

Z m a  (1976) développdrent des théories sur les solutions et les propriAt6s 

des équations différentielles ordinaires comportant des petits paramètres 

en facteur des termes dérivBs de plus haut degré. Une formulation des per- 

turbations singulières indépendantes des coordo~ées est proposbe par 

Fenichet (1979). 

Une première étape pour un système B plusieurs échelles de temps 

est de faire la séparation des dynamiques. Deux problèmes se posent. La 

mise en évidence des kchelles . de temps n'est pas simple. La séparation des 

états en Atats lents et rapides requiert parfois de la clairvoyance, ou 

ingéniosite, de la part de 1' analyste, Kokotovic (1981), Kokotovic et al. 

(1982). Une permutation, ou conditionnement des états, assure parfois la 

séparation des variables d'état en deux sous-ensembles de dynamiques 

différentes. 

La stabilité, Kokotovic et al. (1976), Sabe~i et KhaZiZ (1984), 

Sabert et KhaZit (1985),la commandabilit6/observabilité, ou l'analyse dans 

le domaine frequentiel, sont une deuxième étape dans l'analyse des systèmes 

B plusieurs échelles de temps. 

L'assimilation des perturbations singulières B la théorie de la 

commande est récente. Plusieurs approches sont possibles : la commande opti- 

male en boucle ouverte, en boucle fermée, Sannuti et Kokotovic (1969), Chow 



et Kokotovf c (1 981). la commande composite par retour d'état, Kokotovic, 

Of?laZtey et Sannutf (1976), Porter (1977), Fossard et Hagnt (1980), Sumki 

(1981), Khabi 2 et Hu (1989). la commande adaptative, Iannou et Kokotovf c 

(1 982) ou la commande non-linéaire stochastique Bensoussan (1981) . 

Les problèmes de filtrage, de retour A grand gain, de systèmes 

interconnectés, des chaînes de Markov, de la modélisation multi-modèles, de 

la théorie des jeux, ne sont qu'une partie des systèmes traités par les 

méthodes A échelles de temps. 

Il est A remarquer que les systèmes discrets, délaissés dans les 

années 60, font désormais 1 ' objet d ' une attention toute particulière Naidu 

(1988), PhiZZips (1980). La mécanique des fluides, les réseaux électriques 

Chow (1 982), Sastry et Desoer (1 981). les systèmes de puissance Peponf des, 

Chow et Kokotovic (1 982) , les systèmes aéronautiques concernant 1 ' op timi- 
sation de trajectoires, les réactions chimiques, la diffusion, la biologie 

et autres, sont autant de domaines conduisant A des modèles pouvant se tra- 
duire par des systèmes d'équations différentielles mettant en évidence un 

phénomene lent et un, ou plusieurs phénomènes rapides. Pour une introduc- 

tion aux méthodes de perturbation singulières, les reférences conseillées 
1 

sont Kokotovic, KhaZiZ et OtReLZZy (1986), Saksena, O'RefZZy et Kokotovic 

(1 984), Naidu (1 988) . 

Nous nous proposons, dans la partie suivante de donner quelques 

éléments de base sur les différentes méthodes de réduction. 

111.2 - Syst&mes A deux bchelles de temps 

Le concept d'échelles de temps est une notion relativement ré- 

cente. Elle est associée & une classe de systèmes où n'apparaît pas obliga- 

toirement un paramètre E ,  comme dans la méthode des perturbations singu- 

lières. Par contre, il apparaît deux ensembles de valeurs propres bien sé- 

parés donnant naissance ii un phénomène lent B un phénomène rapide et à des 

couches limites. 

Un système à deux échelles de temps peut être modélisé par les 

équations : 



où x, est l e  vecteur des var iables  d i t e s  l en tes  e t  x, l e  vecteur des varia-  

bles  superpos6es & un é t a t  d i t  quasi-permanent, d i t e s  rapides llx2 II >> IIX, I I .  

Une façon de mettre en évidence ce f a i t  est d ' in t roduire  g = E G. Ainsi, g 

est du m&me ordre de grandeur en amplitude que f .  L e  système devient : 

En 1' absence d' estimations empiriques de X, e t  4 , les paramètres 

physiques tels que les constantes de temps, les boucles de gain sont exami- 

nés de façon B determiner les états l e n t s  e t  rapides. 

111.2.1 - Mise en évidence des dynamiques 

a )  ~ loc-d iagona l i sa t ion  des systèmes continus l i néa i r e s .  

Pour les systèmes l i néa i r e s ,  il ex i s t e  une méthode géométrique de 

séparation des dynamiques. Elle consis te  B l oca l i s e r  les modes du système 

dans le plan complexe. 

Considerons le  système général .  : 

Aij  e t  Bi ayant les dimensions appropriées. 

Supposons que les modes propres du système 1.3.3) peuvent se re- 

grouper en n valeurs propres de p e t i t  module.(près de l ' o r i g ine )  e t  en m 

valeurs propres de  grand module ( lo in  de l ' o r i g ine ) ,  donnant respectivement 

l e s  réponses l en t e s  et  rapides. En d 'autres  termes, le système comporte n 

modes dominants et m modes non dominants. Nous supposons que les modes sont 

s tab les ,  sinon un placement de p61e do i t  ê t r e  envisagé. Soient 

A l *  A 2 , - m A n + m  les valeurs propres du système 1.3.3) rangées par module 

croissant ,  c '  est-&-dire I x ,  1 < ]Az 1 . . . <An < An + 

< . . . < An + . Al , . . .An 

correspondent aux modes dominants, A n + ,  ... A n + m  aux modes non dominants. 



C e  système possède deux échelles  de temps s i  / Xn 1 < < 1 Xn + , 1 . 

lx, l 
S o i t  & = 

I . L e  p e t i t  paramètre E est une mesure de  l a  sépa- 
J'n+ 1 

r a t i o n  des échel les  de temps. 

L 'objec t i f  est d ' o b t e n i r  2 modèles d 'ordre  r é d u i t  découplant l e s  

modes l e n t s  e t  rapides .  Ceci est possible par une transformation l i n é a i r e  

Chang (1974) se f a i s a n t  en deux étapes.  

La première é t ape  cons i s t e  à u t i l i s e r  l e  changement de variable 

xZr = x, + Lx, où l a  matr ice L de dimension m x n v é r i f i e  l ' équa t ion  : 

Le système 1.3.3) est t r i angu la r i sé  : 

(1.3.5) 
At = A,, - A,,L 

A r  = A,, + LA1 

Br = B, + LB1 

La seconde é tape  cons i s t e  à u t i l i s e r  l e  changement de variable 

Xie  = x, - -Mxzr où l a  matrice M de dimension nxm v é r i f i e  l ' équa t ion  : 

L e  système 1.3.5) est bloc-diagonalisé. 

(avec Be = B, - MLB, - MB, 

L e  système 1.3.7) a l a  forme dés i rée .  L e  comportement des  'vecteurs 

x, e t  xZr s ' é t u d i e  de manière séparée. 

La transformation r e l a t a n t  l e s  anciens vecteurs  x , ,  x, aux nou- 

veaux vecteurs xi e ,  x2, s ' é c r i t  : 



La t ransformation inve r se  s ' éc r i t  : 

1, e t  1, sont  des mat r ices  u n i t é  de  dimension appropriée.  Il est à 

n o t e r  qu'aucune inversion de matr ice  n ' e s t  à f a i r e .  

L ' ex i s t ence  e t  l e  c a l c u l  des s o l u t i o n s  L e t  M des équa t ions  1.3.4) 
e t  1.3.6)  on t  été étudiés  p a r  de nombreux au t eu r s  Kokotovic et al. (1980), 

Winketman et al. (1980), Chow et Kokotovic (1976). 

Une première approche proposée p a r  Kokotovic (1 975) c o n s i s  te à 

c a l c u l e r  L e t  M à l ' a i d e  de s u i t e s .  Des cond i t i ons  s u r  l e s  normes de cer- 

t a i n e s  mat r ices  s o n t  i n t rodu i t e s .  

Une a u t r e  approche Avramovic (1979) c o n s i s t e  à u t i l i s e r  les va-  

l e u r s  propres  de A e t  les vec teurs  propres  a s soc i é s .  

Une so lu t ion  due à Magni (1981) f a i t  appe l  aux polynômes annula-  

t e u r s  d e  A e t  ne r equ ie r t  que l e  c a l c u l  d e s  vec t eu r s  propres.  

b )  Permutation e t  conditionnement 

En p ra t i que ,  l e s  va r i ab l e s  d ' é t a t  d ' un  modèle physique à deux 

é c h e l l e s  de  temps sont  rangées dans un o r d r e  a r b i t r a i r e  et s o n t  p a r f o i s  m a l  
. . 

adap tées  pour le  découplage. C'est pourquoi ,  l a  mat r ice  d ' é t a t  cor respon-  

dan te  p e u t  ne pas  v é r i f i e r  les condi t ions  néces sa i r e s  permettant d e  t r o u v e r  

L e t  M ,  Kokotovic et al. (1980), A cause d ' u n  mauvais conditionnement. 

Deux transformations son t  a l o r s  néces sa i r e s .  

Une permutation permet de rassembler  les n premières v a r i a b l e s  

dans un vec teur  é t a t  correspondant aux v a r i a b l e s  l e n t e s  e t  les m a u t r e s  

v a r i a b l e s  dans un vecteur é t a t  correspondant  aux v a r i a b l e s  r a p i d e s .  



Un conditionnement permet de réajuster certains termes de la 

matrice d'état et de réduire la norme de certaines matrices. 

111.2.2 - Classification des méthodes de simplification 

La notion de simplification est très large puisqu'elle englobe à 

la fois les simplifications d'ordre structurel, les décompositions du sys- 

tème initial en sous-systèmes et les diminutions d'ordre d'un modèle donné 

sans modification de structure. Nous présentons succinctement quelques unes 

des méthodes employées dans la littérature. 

a) Présentation succincte de quelques méthodes 

- Méthodes du modèle 

Les méthodes du modèle consistent B choisir a priori un modèle 

d'ordre inférieur B celui du système initial, dont les paramètres sont dé- 

terminés de façon B minimiser l'écart entre le comportement des deux mo- 

dèles pour différents types d'entrées. 
I 

Deux approches, l'une temporelle, l'autre fréquentielle, sont gé- 

néralement employées. L'inconvénient de celles-ci réside dans le fait que 

la signification physique du modèle simplifié n'existe généralement plus et 

l'utilisation du modèle pour construire des commandes s'avère délicate. 

- Approche fréquentielle 

L'approche fréquentielle se fait en général à l'aide de l'opéra- 

teur de transfert. Luse e t  KhatiZ (1985), Luse (1986), donnent deux raisons 

importantes pour l'utilisation de cette approche. La première est que les 

méthodes d'analyse des systèmes dynamiques dans le domaine fréquentiel sont 

très employées. La seconde est que, puisque seul le comportement entrée- 

sortie est considéré, la description du système sous forme singulièrement 

perturbée n'est pas nécessaire. Ils obtiennent des modèles approximés et 

donnent quelques résultats garantissant leur stabilité. 

Une première approche consiste à trouver un opérateur de transfert 

pour chaque domaine fréquentiel. Elle est bien sûr limitée aux systèmes 

linéaires. Porter e t  Shenton (1975) e t  Fernando e t  Nichotson (1982) mon- 



tsent que les opérateurs de transfert obtenus ii partir de l'opérateur de 

transfert du système global sont ceux des sous-systèmes découplés B l'aide 

de la méthode des perturbations singulières sur le modèle d'état. 

Une extension pour l'étude des systèmes en boucle fermée et la 

caractérisation des zéros peut être envisagée, semblable ii celle employée 

dans l'espace d' état Porter (1974), (1977a), (1977b), (1978). 

Fossard et Magnt (2980) font une analyse fréquentielle ii l'aide de 

la représentation d'état pour les systèmes singulièrement perturbés avec 

une commande en état ou en sortie. 

Les approximations de type 'PadéW consistent B tronquer le déve- 

loppement en fractions continues de l'opérateur de transfert. La méthode de 

Routh Hutton et Friendtand (1975) conserve les premiers éléments du tableau 

de Routh, ce qui garantit la stabilité du système réduit si le système ini- 

tial est stable. Elle fournit une bonne approximation pour les hautes fré- 

quences. D'autres développements, tel que celui de Cauer, peuvent être 

appliqués. Ces méthodes ne sont pas générales et ne donnent pas toujours de 

bonnes approximations. 

- Approche modale 

Certaines techniques, telle la méthode des perturbations singu- 

lières que nous explicitons dans le paragraphe suivant, sont basées sur une 

décomposition du modèle global en deux sous-modèles, ou plus, en vue de la 

réduction d'ordre. L'approximation des dynamiques par le modèle d'ordre 

réduit dépend uniquement de ce partitionnement. Litz et Roth (1981), par 

une approche modale, mesurent le degré de dépendance entre les variables 

d'état et les valeurs propres dominantes. Les valeurs propres dominantes 

sont obtenues en considérant leur valeur absolue mais aussi la commandabi- 

lité et 1 'observabilité, Litz (1980a), (1980b). 

- Symétrisation interne 

Une méthode dite de réalisation uniformément équilibrée pour les 

systèmes linéaires a été introduite par Moore (1981). Cette représentation 

est caractérisée par le fait que les grammians de commandabilité et d'ob- 

servabilité sont égaux et diagonaux. Cette méthode permet de mesurer le 

"degré" de commandabilité et d'observabilit8 des différents composants du 

vecteur état. La réduction consiste B ne garder que les variables fortement 



commandables/observables, c'est-&-dire celles associées aux fortes valeurs 

propres du grammian. 

Shokoohi et al. (1983) précisent quelques propriétés de cette 

méthode. Fernando et Nicho Zson (1982) montrent que si le système d'état est 

équilibré, alors le systéme approximé A l'aide de la méthode des perturba- 

tions singulières, Kokotovic et al. (1986). est aussi équilibrb. 

Pernebo et Sitvemnan (1982) appliquent cette méthode aux systèmes 

continus et discrets et donnent quelques propribtés sur la stabilité. Une 

différence essentielle entre la méthode de symétrisation interne et d'au- 

tres méthodes est, qu'elle ne s'appuie aucunement sur les propriétés fré- 

quentielles en vue de la réduction mais simplement sur une mesure de la 

commandabilité/observabiPite. 

- Méthode de Schur 

Une nouvelle méthode pour la modélisation des systémes B deux 

échelles de temps sous forme singulièrement perturbée est présentée par 

AZdhaheri et KhaZiZ (1989). Celle-ci utilise une décomposition de Schur. 

Ils montrent que la forme singuliérement perturbée est obtenue par une 

transformation B l'aide d'une forme de Schur "ordonnée" suivie d'un condi- 

.tionnement. Sous certaines conditions, le modèle final est formé, en ce qui 

concerne le système rapide, uniquement de variables contenues dans le 

modèle initial. Enfin. des conditions nécessaires et suffisantes sont don- 

nées pour obtenir un modèle par simple permutation des variables initiales. 

Sqfonov et Chiang (1989) proposent un algorithme générant les réa- 

lisations du modèle réduit de Moore (1981) sans nécessairement appliquer 

une réalisation équilibrée.Ltalgorithme utilise une décomposition de Schur. 

Celui-ci est stable et ne dépend pas de la faible commandabilité ou faible 

observabilité des variables dynamiques Chow (1977) contrairement à la mé- 

thode de Moore qui, à cause des erreurs de calcul numériques, peut être 

instable. 

b) Méthodes de perturbation 

La formulation math6matique de la plupart des phénomènes physiques 

conduit B la résolution d'équations pour lesquelles, on ne connaît pas en 

général, de solution analytique exacte. Lorsque l'on évalue les ordres de 



grandeur des différents termes qui interviennent daras ces équations, on 

constate que certains sont négligeables devant d'autres. Ceci conduit par- 

fois après simplification B une solution analytique du problème posé. 

Le but des perturbations est de mettre en évidence ces termes, 

appeles paramètres de perturbations, conduisant B simplifier les modèles. 

11 est A noter qu'un parametre petit n'a pas nécessairement des effets 

petits. 

- Perturbations régulières 

Dans un système dynamique, nous pouvons parfois extraire deux 

sous-modèles faiblement couplés. Une application des perturbations régu- 

lières découple ces modèles en annulant certains petits coefficients. L'or- 

dre du modèle est conservé. 

Les équations de couplage sont de type : 

ce qui donne quand E -P O : 

Le système reste de dimension n + m mais il se découple en deux 

sous-systèmes indépendants. 

Si f et g possèdent des propriétés de dérivabilité, un développe- 

ment au voisinage de E = O, permet d'obtenir des solutions plus fines. 

- Perturbations singulières 

Les méthodes de perturbations singulières ont reçu une attention 

particulière par les mathématiciens. Un premier objectif est la simulation, 

un autre très important étant la commande des systèmes, Kokotovic et al. 

(1 986) . 
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Le système est dit sous forme singulièrement perturbée s'il peut 

s'écrire : 

où le point désigne la dérivée par rapport au temps, f et g sont des fonc- 

tions supposees suffisamment différentiables compte tenu de leurs arguments 

x,, x,, E, t, u. Le scalaire E représente tous les petits paramètres. 

E en général utilisé comme outil de modélisation n'est pas tou- 

jours facile mettre en évidence. Les petits paramètres sont trouvés par 

des considérations physiques (rapport de 2 masses, 2 concentrations...). 

Les paragraphes suivants feront l'objet d'une étude assez générale 

des méthodes de perturbations singulières. 

111.2.3 - Etude des systèmes singulièrement perturbés 

La méthode des perturbations singulières s'utilise pour l'étude de 

nombreux systèmes dynamiques. Suivant le cas dans lequel on se place (sys- 

tème explicite, implicite, linéaire, non linéaire), une démarche rigoureuse 

existe pour faciliter la tâche d'analyse. Nous nous proposons d'expliciter 

quelques unes de ces démarches. 

A - SystBmes non linbaires 

a) Systèmes explicites 

- Méthode analytique 

Reprenons l'équation 1.3.12). 

Lorsque l'on introduit € = O, la dimension de l'espace d'état 

passe de n + m à n car l'équation différentielle 1.3.12b) se dégénère en 

une équation algébrique, ou trancendentale. 



ou l ' i n d i c e  e indique que les variables sont  étudiées dans l e  cas où E = O 

( e ,  l e n t ) .  

L e  syst6me est d i t  sous forme standard ou sous forme exp l i c i t e  s i  

l 'hypothèse suivante est vé r i f i ée  : 

Hypothèse 1.3.1 : 

Dans l e  domaine dvé tude ,  1.3.13) a k 3 1 racines r é e l l e s  

d i s t i nc t e s  : 

3 5 4  a @i4(xlc ,  ud9 t ) ,  i = 1, ... k. 

Cette hypothèse assure l 'exis tence d'un modèle rédui t  bien dé f in i  

correspondant B chaque racine de 1.3.13). 

Pour obtenir  l e  ième modèle rédui t ,  il s u f f i t  de subs t i tuer  

1.3.14) dans 1.3.12) : 

C e  modèle est parfois  appelé modèle B é t a t  quasi-stat ique,  car  l a  

var iable  x, converge rapidement vers  une racine de 1.3.13) qui est l a  forme 

B é t a t  quasi-stat ique de 1.3.12b). 

Contrairement B l a  var iable  d 'or igine x,, ayant comme condition 

i n i t i a l e  x,, B t, , l a  variable d V 6 t a t  quasi-statique xZ4 ne peut avoir une 

condition i n i t i a l e  x,,, e t  il peut y avoir  une grande différence en t re  s a  

valeur i n i t i a l e  

e t  l a  condition i n i t i a l e  x,,. xZe ne peut donc pas être une approximation 

unif orme de x, . 

Au mieux, l 'approximation 



se ra  v ra ie  dans un in t e rva l l e  qui exclut  t,, c9est-&-dire pour t E [ 

t, ,T] où t, > t, . Par contre, l a  valeur i n i t i  ale de x, s e r a  x, , et  

e s t  une approximation uniforme de x, sur  un i n t e rva l l e  [t , ,Tl où xll 

exis te .  

L'approximation I ,3 .17) ,  é t a b l i t  que pendant l ' i n t e r v a l l e  i n i t i a l  

[t,,t,], la  var iable  x, approche x , ~  e t  que durant Ct,,T] e l l e  reste proche 

de X 2 e .  En f a i t ,  ayant posé & = O dans 1.3.12b). nous avons rendu l a  pé- 

riode t r a n s i t o i r e  nul le .  

Posons 

avec 

La nouvelle var iable  de temps est d i la t6e .  c 'est-&-dire,  si E tend 

vers 0 ,  T tend vers  l ' i n f i n i  pour des valeurs de t dif férentes  de t,. 

Pendant que x, et T changent presque instantanément, x, r e s t e  à l a  

valeur i n i t i a l e  x,, et u B u,. Pour decr i re  l 'évolut ion de x, en fonction 

de T, nous u t i l i s o n s  l 'équation d i t e  de couche l imi te .  

Nous ajoutons a lo r s  l a  correction due à l a  couche l i m i t e .  

La v a l i d i t é  des équations 1.3.17) , 1.3.18) et 1.3.21) dépend des 

propriétés de s t a b i l i t é  de 1.3.20). 

Hypothèse 1.3.2 : 

L e  point d 'équi l ibre  x,(T) de 1.3.20) est asymptotiquement s t ab l e ,  

x, ( 7 )  pa r t  de x,, , et  x,, appartient  au domaine d ' a t t r ac t i on  du point d'é- 

qu i l ib re  x, ( t, ) . 



S i  c e t t e  hypoth4se est s a t i s f a i t e ,  c 'est-&-dire si 

a l o r s  B p a r t i r  d'  un i n s t an t  t, > t, , 5 sera proche de 5 L' i n t e rva l l e  

[t,,t,] peut être rendu arbitrairement p e t i t  en choisissant f suffisamment 

p e t i t .  

Hypothèse 1.3.3 : 

évaluées le long de Les valeurs propres de - 
8% 

x, 4 ( t )  , x2& (t) , u t  ( t )  pour tout t E [t, ,Tl,  on t  des pa r t i e s  réelles négati,- 

ves plus p e t i t e s  qu'un nombre r é e l  négatif  f i x é ,  c'est-&-dire : 

Ces deux hypothéses déf inissent  une propr ié té  de f o r t e  s t a b i l i t é  

du système de couche limite 1.3.20). Un théorème dQ & Tikhonov (1952) peut 

a i n s i  étre déduit  (Roppensteadt, 1971)). 

Théorème 1.3.1) 

S i  les hypothèses 1.3.2) e t  1.3.3) son t  s a t i s f a i t e s ,  a lo r s  l 'appro- 

ximation 1.3.18). 1.3.21) est val ide  pour t o u t  t E [t, ,T] e t  il e x i s t e  

t, 2 t, tq  1.3.17) est va l ide  pour t E [t, ,Tl. 

- Interpréta t ion &ornétrique 

Un i n t é r ê t  pa r t i cu l i e r  apparait  pour l 'analyse  des systémes singu- 

lièrement perturbés B 1 ' aide des méthodes géométriques, Sobo leu (1 984), 

Hart no et Kokotovic (1 988), Khorasani (1 988), Khorasani (1 989), Kokotovic 

et a 2 .  (1986) . 

Ces méthodes permettent de donner une in te rpré ta t ion  géométrique 

du comportement'& deux Bchelles de temps x, ( t ,& ) , x2 ( t ,E ) en t an t  que t ra -  

j ec to i res  de if?"". 



Un système d'bquations plus simple est étudié : 

013 f et g ne dépendent plus de la variable t. L'élimination du temps t nous 

permet d'utiliser le concept d'espaces invariants. 

- Mise en évidence des dynamiques 

Les propriétés de conservation et d'équilibre deviennent évidentes 

lorsque le modèle est exprimé Zï l'aide de l'échelle de temps rapide pour E 

Indépendamment de u, les n états x,,, x,,, ... xln sont constants. 
Ceci exprime la propriété de conservation. En d'autres termes, donnant une 

valeur 2 au vecteur x, le syst&me évolue dans un espace de dimension m. 

appelé espace de conservation c (x) de IR" + , A chaque valeur X de x, un tel 
espace c(;) est associé pour lequel x est constant et égal B x. Alors que C 
est indépendant de u, l'bvolution de g sur C est commandée par u. 

d x 2  - O définit pour Une autre propriété de l'équation est que - - 
d~ 

chaque u un espace d'équilibre continu EU, de dimension n, transversal à 

chacun des espaces de la famille C. (Figure I . 3 . 1 ) .  

Figure I . 3 . 1  : Repr6sentation des espaces d'équilibre E~ et de 

conservation C. 



Un intérét particulier de ces considérations géométriques existe 

lorsque le systéme n'est pas sous forme standard. Une application sera pré- 

sentée ultérieurement pour l'etude d'un bras manipulateur. 

Espaces invariants 

Nous nous proposons d'exposer une méthode réduisant l'étude ii un 

système d'ordre n, associe B l'espace d'équilibre ou espace invariant. 

Dans l'espace d'état de dimension (n+m), un espace M, de dimension 

n, dépendant du paramètre 8, peut étre défini comme l'expression de x,, 

fonction de x, , u et 8. 

@ est supposée suffisamment continument différentiable en'tant que 

fonction de x,, u et 8. 

M, sera un espace invariant de 1.3.24) , si 1 ' expression 1.3.26) 
* 

est vraie pour tout t > t' lorsqu ' elle est vraie B t = t* , c ' es t-&-dire : 

ag Cet espace invariant existe si la matrice Jacobienne ( - ), = , 
8x2 

est non singulidre pour tout x et u étudiés. 

@(xi, u, 8) est déterminée en différentiant 1.3.26) et en utili- 

sant 1.3.24) : 

Cette équation 

condi tionn ) . 
est appelée condition d'espace ("manifold 

O(x,u,E) doit satisfaire cette équation différentielle pour tout x 

étudié et pour tout & E [O, 8'1, E* > O. Les dynamiques du système 1.3.24) 
se réduisent au sous-systéme réduit lent et exact : 



Pour e = O, un espace lent "non corrigé'' Mo est défini par 

x, = <Po(xl,u0), de manière que g(xl,cp,(xl,uo),uo,O) = O. Mo est l'espace 

d'équilibre. Le sous-système lent non corrigé est défini par l'équation : 

Il est à remarquer que contrairement à l'équation 1.3.30), M, 

défini par 1.3.29) représente le mod6le exact. 

De nombreuses applications concernant la commande et l'étude de la 

stabilité ont kt6 faites B partir du concept d'espaces invariants. 

- construction . de modèles approximés 

Un développement en série de f, g, u et @ autour de & = O dans 

l'équation 1.3.28) permet de trouver @(x,u,&) en égalisant les termes en 

facteur de même puissance de E .  

En substituant 1.3.31) et 1.3.32) dans 1.3.28), des solutions ex- 

plicites pour <p,, %,... peuvent être obtenues. 

L'espace lent corrigé Ml est défini par x, = <P , + &<p, . C'est un 
espace plus proche de Mc que Mo ii l'erreur près O(&). 

Le modèle lent corrigé au premier ordre est donc défini par : 

De la même manière, il est possible d'obtenir des modèles plus pré- 

cis à l'aide d'un développement à un ordre supérieur en & .  



b) Systèmes non explicites 

- Définition 1.3.11 

On appelle systèmes non standards ou non explicites les systèmes 

pour lesquels l'hypothese 1.3.1) n'est pas vérifiée, c'est-&-dire quand la 

ag Jacobienne - & E = O est singulière pour x, E D, D étant la région 
3x2 

d'intérêt. 

Dans ce cas, les échelles de temps ne sont pas explicites, c'est- 

&-dire qu'elles ne coincident pas avec la décomposition du vecteur état 

x, ( t ) et x, ( t ) , Peponides et a 2. (1 982) . Des méthodes analytiques et numé- 
riques ont été développées par OtNaZZey et Ftaherty (1977),(1980) pour ces 

systèmes appelés systèmes singuliers singulièrement perturbés. 

Il apparaît que la singularité de - " est souvent due & un mauvais 
3x2 

choix des vecteurs état x, et x,. Le problème de modelisation consiste & 

trouver un choix "physiquen des variables lentes et rapides qui élimine la 

singularite, Narino et Kokotovic (1988). 

Nous proposons par la suite une interprétation géométrique de la 

singularité. Les systèmes de puissance ainsi que le modèle d'un robot mani- 

pulateur à joint flexible caractériseront l'approche géométrique. 

- Elimination de la singularité 

Supposons le système non linéaire : 

qui B l'échelle T pour E = O donne : 

Pour ce système, on définit des propriktés d'équilibre et de 

conservation. 



Espace S d'6quilibz-e 

L'ensemble S = (xlh(x,~,u) = 0,x E D) définit un espace différen- 

tiable de dimension v, v > 1. C'est-&-dire qu'il existe une fonction conti- 

nuement différentiable <Q : IR 4 R', telle que rang ( $ 1  = p9 Wx E D tq 

Espace Dynamique P 

Il existe une fonction continuement dif férentiable u : IR 4 IRv tq 

avec la propriété de conservation que le long de toutes les traectoires de 

1.3.36) dans D 

c'est-à-dire que pour chaque a(x(O)), 1.3.39) definit un espace invariant F 

de 1.3.36). 

De plus, rang = n + m, W x E D .  

Lemme 1.3.1) 

Si les propriétés de conservation sont vérifiées alors le change- 

ment de variable : 

ag transforme 1.3.35) en 1.3.24) avec - non singulière, c'est-à-dire en ax 2 I E S O  

un modèle explicite. 



S i  de plus ,  lvhypoth&se 1.3.3) est satisfaite pour le système 

transformé, a lors  : 

3 x , ( t )  = x14(t)  + O ( & )  et ~ ( t )  = x Z F ( t / & )  + x p 4 ( t )  + O(&). 

- Application 

Le manipulateur : 

Supposons un manipulateur simple consistant d'un moteur B courant 

continu, dont l ' i n e r t i e  du ro tor  est J,, connecté B un bras r igide,  de lon- 

gueur unité,  d ' i n e r t i e  J, e t  de masse M, B l ' a i d e  d'une bo i te  de v i tesse .  

Figure I.3.2 : Maniputatar. 

La f l e x i b i l i t é  de l ' a rb re  est modélisée par un ressor t  de tors ion 

de r i g i d i t é  k. 

L e s  6quations dynamiques sont  : 

+ Mg s i n  8, + k(8, - e m )  = O 

(1.3.42) 

où 8, est 1' angle du bras,  8. 1' angle de 1 ' arbre  moteur e t  u l e  couple appli- 

qué ii l ' a rb re  moteur. 

Deux 6chelles de temps peuvent étre mises en dévidence lorsque l a  

r i g i d i t é  de l ' a r b r e  est blevbe, c'est-&-dire si e2 = l / k  est p e t i t .  



Avec l ' é c h e l l e  de temps rapide T = t/& , l e  système 1.3.42) 

s ' é c r i t  : 

Il n ' ex i s t e  a p r i o r i  n i  de var iable  rapide, n i  de var iable  l en te .  

Les propriétés géométriques de ces équations vont pourtant nous permettre 

de mettre en évidence deux échelles de temps. 

En posant & = O dans l 'équation 1.3.42). nous trouvons un espace 

d 'équi l ibre  dé f in i  par 8, = em. Nous en déduisons que l a  var iable  déf in ie  

par : 

e s t  une variable rapide. 

En posant & = O dans l 'équation 1.3.43). une proprié té  de conserva- 

t ion  est déf inie .  E l l e  se t radui t  par l e  f a i t  que l a  quant i té  de mouvement 
del dom 

Jl dT + Jm a;- est constante. 

La var iable  déf in ie  par : 

1 
e s t  une variable l en te .  L e  coeff ic ient  multiplicateur - e s t  a jouté  de 

Jl + Jm 

façon à garder des var iables  ayant le  m ê m e  sens physique. Pour ce t  exemple, 

les variables sont  des angles. 

Les mêmes conclusions seraient  obtenues en u t i l i s a n t  l e s  équations 
del 

d ' é t a t  du système, avec l e s  variables d ' é t a t  0,.  - de, 
9 9,". -. d t d t 



Remarques 

Peponides et al. (1982), Kokotovic (1981), Peponides et Kokotovic 

(1983), Chcm et Kokotovic (1983), Avramovic et al. (1980), Kokotovic et al. 

(1982) montrent que les réseaux dynamiques (Blectriques) sont en général 

formés de sous-ensembles qui évoluent lentement mais dont les oscillations 

entre chacun de ces sous-systèmes sont rapides. Les modèles sont sous forme 

non explicites. Ils observent que pour ces systèmes dynamiques non Pi- 

néaires, les espaces d'équilibre et dynamique sont lin8aires. En consé- 

quence, la transformation rendant les échelles de temps explicites est li- 

néaire, c'est-à-dire que les changements de variables sont linéaires. 

Une autre application de la notion d'espaces d'équilibre et dyna- 

mique est envisagée pour les chaines de Markov, Kokotovic (1981). 

Les systèmes linéaires ne sont qu'un cas particulier des systèmes 

non linéaires. Toutes les méthodes vues précédemment sont donc applicables. 

Réciproquement, les systèmes non linéaires peuvent être linéaris6s autour 

d'un point de fonctionnement et se reduisent donc à un systgme localement 

linéaire. Ainsi, la plupart des propriét6s locales d'un système non li- 

néaire se déduisent A l'aide de l'étude d'un système linéaire. Il parait 

donc intéressant de développer la méthode des perturbations singulières 

pour les systèmes linéaires. 

a) Equations d'6tat 

- Forme standard 

Soit le système décrit par ses équations d'état et de sortie : 

( e x ,  = A,, xl + A x, + B, u 

Hypothèse 1.3.4 : A,, est inversible. 



Hypothèse 1.3.5 : Les valeurs propres de A,, sont strictement négatives. 

Si les deux hypothèses précédentes sont vérifiées, alors le sys- 

teme est dit sous forme standard ou explicite. Il comporte n petites 

valeurs propres et m grandes valeurs propres (en norme). 

Une méthode d'étude sans approximation est celle de la bloc diago- 

nalisation. L'inconvénient de cette methode est que les variables d'état 

finales n'ont plus aucune signification physique. De plus, le calcul des 

matrices L et M peut s1av6rer être compliqué. 

La méthode des perturbations singulières se déroule en deux 

phases : 

En appliquant 6 = O dans 1.3.46) , il vient : 

L'indice i? indique que les variables sont considérées dans leur 

Bvolution lente. 

Il vient : 

(Ie3.49a) xll = A, xI1 + Bo u4 avec xll(to) = x,, 

A0 = Al1 - A12 A;: A21 Bo = Bl - A,, A;; B, 
avec { 

Co = Cl - C2 A;: AZ1 Do = - C, A;: B2 

La seule dynamique est celle des variables xlto La composante x,t 

des variables rapides x, correspond à un régime quasi-permanent d'entraîne- 

ment des variables rapides, apres extinction des transitoires. 



L e  système d'ordre (n  9 m )  se rédui t  il un. système d'ordre n. Pour 

l ' é tude  du t r ans i t o i r e  rapide, on considère que les variables l en tes  sont 

constantes, c '  est-$-dire xl = xl = X1 (0) 

En e f f e t ,  si on d i l a t e  l ' é che l l e  des temps l en t e  t pour obtenir  

une éche l le  des temps rapide Y ,  telle que Y = t/& (exemple t en minutes, T 

en secondes, & = 1/60) , a lors  le système 1.3.46a) devient : 

kl 
Dans c e t t e  bchelle, - est tr&s fa ib l e ,  d'où l'approximation. 

d7 

La var iable  rapide apparaPt donc comme l a  superposition de deux 

composantes, que nous noterons x2& et  x2 , avec x,, dé f in i e  par : 

D e  m ê m e ,  on dé f in i t  : 

L e  système rapide d 'ordre  m non corrigé é c r i t  dans l ' é che l l e  de 

temps l e n t e  e s t  : 

(1.3.52a) Ex2. = A22 x~~ + B2 U, avec x2, (t,) = x2, + A;: AZ1 xi, 

Une approximation du modèle déf in i  par  l' équation 1.3.43) e s t  jus- 

t i f i é e  par  l e  théorème suivant. 

Théorème I .3.2 (Kokotovtc et a l .  (1986)) 

S i  I R e X ( A , , )  < O ,  il e x i s t e & *  > O t q ,  pour tou t  E E ]O, E * ] ,  l e s  

é t a t s  du système or ig ina l  1.3.46) , dont les conditions i n i t i a l e s  sont quel- 



conques xlo et x,, , Ilx,,ll 4 Cl, Ilx,,ll < C,, OU Cl et C, sont des constantes 

indépendantes de ê ,  sont approximés pour tout temps fini t > t, par : 

où xl(t) et x,(T) sont les ktats respectifs du modèle lent 1.3-49) et du 

modèle rapide 1.3.52). Si, de plus, Re X(A,) < O alors 1.3.53) est vrai 
pour t E [t, ,4. 

De plus, la correction de couche limite x , ~ ( T )  est significative 

seulement pendant un court instant initiai. [t, ,tl], tl-t, = O(&tn & ) ,  après 

lequel x,(t) = - A;: A,, x14(t) + O(&). 

Remarque : 

Une autre approximation du syst&me rapide peut être faite en 

considérant que x, , ( t, ) = x, , et 

En général, le modèle approximé peut ne pas être suffisamment pré- 

cis. Ainsi, le paramètre & peut ne pas être petit et l'approximation E = O 

non justifiée. De même, des valeurs propres proches de l'axe imaginaire 

impliquent le besoin de plus d'informations au niveau de la stabilité du 

système. Enfin, une analyse plus précise du comportement quasi-permanent du 

système requiert un modèle plus précis. 

Plusieurs façons d'obtenir un mod&le corrigé existent. 

Une première méthode employée par Kokotovic (1975) consiste à 

bloc-diagonaliser la matrice d'état. Cette bloc-diagonalisation se déroule 

en deux étapes (cf. 111.2.1). Elle requiert soit la résolution de deux 

équations algébriques entre matrices, soit la résolution de deux suites qui 

approximent la solution des deux équations algébriques. 



La premiere s u i t e  est déf inie  par : 

{ 
Lk+,  = A;: Az1 + & A;: L,(All - Al, L k )  

(1.3.55) 
=1 = A;: A21 

Après k i tb ra t ions ,  Lk+,  converge vers L si & est suffisamment p e t i t  e t  les 

matrices A i j  sont désormais déf in ies  par : 

La seconde s u i t e  est déf in ie  par : 

L'indice k correspond l ' i nd i ce  d ' a r r é t  du calcul  de l a  s u i t e  

déf in ie  par 1 'équation 1.3.56) . Aprhs j i t é r a t i ons ,  nous obtenons : 

Les matrices A:; e t  sont bien entendu respectivement d 'ordre 

O(eJ ) et ) e t  peuvent donc être considérbes comme é tan t  nul les .  

Anderson (1978) a f a i t  quelques remarques su r  ces algorithmes de calcul  des 

matrices A:! e t  A:; . 

Kokotovic et ai?. (1980) présentent un au t re  algorithme de sépara- 

t ion  des dynamiques en procédant $ des changements de var iables  de façon 

récursive dans un premier temps su r  les var iables  rapides e t  dans un 

deuxième temps su r  les var iables  lentes .  Un problème e s t  que les nouvelles 



variables gardent un sens physique mais ne sont plus directement rattachées 

B un élément constituant du système dynamique. 

Dauphfn-Tanguu et Rotetta (1988) proposent une autre technique de 

découplage en vue de l'amélioration du critdre de performance pour le pro- 

blème de commande composite quasi-optimale. 

En posant E = O, dans l'équation 1.3.46), ils obtiennent le sys- 
tème lent défini par : 

A4 = A , ,  - A,, A;: A,, 
avec { 

Bc = B, - A,, A;; B2 

La technique de découplage proposée suppose que xll est une appro- 

ximation de x, durant toute l'évolution du système dynamique, avec la même 

entrée u que dans le système initial. 

Le système initial est approximé par : 

OÙ le "N" indique que x est remplacé par xll dans l'équation 1.3.46). Le 

découplage final consiste à bloc-diagonaliser la matrice d'état dans 

1 ' équation 1.3.60a) . La commande composite consiste à décomposer la com- 

mande en une partie lente et une partie rapide et à faire certaines hypo- 

thèses de leur influence respective sur les modèles lent et rapide. 



- Forme non stardard 

En non linéaire, une caractérisation géométrique nous permet de 

mettre en évidence deux espaces invariants, correspondant B 1'6volution des 

variables lentes et des variables rapides. Ces différentes variables ne 

sont en général pas directement déduites du vecteur état. Nous nous propo- 

sons d'appliquer la mbthode géométrique pour les systèmes linéaires. 

Celle-ci a Bté appliqu6e par Chou (1982), Pepontdes et al. (1 982) et 

Pepontdes et Kokotovtc (1983). 

Soit l'équation d'état, dans les deux échelles de temps, 

Si det F(0) # O, alors l'hypothèse 1.3.4) est vérifiée et toutes 

les composantes de x sont rapides. Donc, l'existence de deux Bchelles de 

temps est liée B la nullité du déterminant de F(0). 

Notons F(E ) = Fo + &FI (E ) et supposons que la dimension de 

l'espace nul de Fo est n. Une hypothese importante est que l'espace image 

et l'espace nul de Fo forment une somme directe dans P + " ,  c'est-&-dire : 

Ceci implique que Fo a n valeurs propres nulles dans Ker(Fo) et m valeurs 

propres non nulles dans Im(Fo). Par conséquent, Ker(Fo) est l'espace d'équi- 

libre Mo. 

Pour sélectionner une variable rapide x,, nous choisissons m vec- 

teurs indépendants dans il?" orthogonaux B Ker(Fo) en les positionnant dans 

la matrice Q de dimension m x (n + m), de telle façon que : 

En particulier, Q peut etre formée de m lignes indépendantes de 

F,. La condition que x, soit nulle sur Mo est satisfaite par le vecteur 

Q, IffP donc Q, est candidate en tant que variable rapide x,. 



Pour sélectionner une var iable  l e n t e  xi, nous recherchons une 

quant i té  constante dans 1.3.61). Celle-ci est trouvée A l ' a i d e  d'une 

matrice P de dimension n x (n+m) vé r i f i an t  PF, = O. Donc pour ê = O ,  nous 

avons : 

Par conséquent, le vecteur Px E IR, qui reste constant pour tout 

T 2 0 ,  e s t  candidat en t an t  que var iable  lente .  

Proposition 1 3.1) (Kokotovic (1986)) 

S i  F(0) = F, s a t i s f a i t  1.3.62) , a l o r s  l e  changement de var iable  : 

transforme l e  système 1.3.61) en 

qui est sous forme exp l i c i t e  puisque A Z 2 ( O )  est non s ingul ière .  

Une approche a l te rna t ive  est employée par Coderch et al. (1983) 06 

le  système n ' e s t  pas transformé en une forme singulièrement perturbée ex- 

p l i c i t e .  Une 6tude d i rec te  de exp(A(ê) t )  pour E + O est f a i t e  e t  une appro- 

ximation asymptotique uniforme de exp(A(E)t) e s t  obtenue sous certaines 

conditions de s t a b i l i t é .  

KhaZiZ (1984) propose un algorithme pour l a  décomposition du sys- 

tème i n i t i a l  en un ensemble de sous-systèmes indépendants B des échel les  de 

temps d i f fé ren tes  en assurant une approximation asymptotique uniforme de 

exp(A(E ) t ) .  



hemple (Pepont des, Kokotsvt e, Chm (1 982)) 

Soit Pe systeme Blectrique suivant, comportant 3 sources de cou- 
rant. 3 Bléments capacitifs Cl .C2 .C3 et 3 Blements résistifs R, .R2 .R3 . 

Figure 1.3.3 : Rdseau &teetrique. 

Les gquations dfBtat du système peuvent sPBcrire avec l'échelle de 

temps rapide T ,  

où v, . v2 . vl sont les tensions aux bornes respectives de Cl . C2 . C3 . 
Supposons que les amplitudes des é1Bments capacitifs sont du même 

ordre de grandeur et que R, et R, sont petites alors que R3 est grande. 

c'est-à-dire : 



L'équation 1.3.67) peut s'écrire : 

Il n'existe a priori qu'une échelle de temps. 

Si A(0) était régulière, alors toutes les variables dynamiques se- 

raient rapides. Or A(0) est singulière. Il existe donc un phénomène lent. 

C'est Pa décharge lente des capacités B travers la résistance R3. 

[i:] avec x = [:] 

Pour l'étude des phénomènes lent et rapide, nous écrivons l'équa- 

tion 1.3.69) pour € = O et recherchons une caractérisation des espaces 

image et nul de A(0). Nous faisons l'hypothèse que Il + 1, + I3 = 0. 

- -l O 0- 
Cl 

1 
O - 

c2 0 
1 

O 0 -  
I C3 - 

La propriété de conservation exhibe la matrice P = [Cl,C2,C3], 

x +  
dx 

(1.3.69) - - 
dr 

dx 
tellle que P - = 0. 

dr 

1 1  - -  - O 
='cl rC1 
1 -3 2 - - - -  
rc2 d 2  d 2  

2 - ( 2 + e )  
O - 

i &3 &3 

La charge totale du système est conservée, c'est-&-dire : 

( I l )  Cl v1 (T) + C2 V, (T) + CS v3 (T) = Cl v1 (0) + C2 v2 (0) + C3 v3 (0) 

La propriété d'espace d'équilibre exhibe les deux équations 

suivantes : 

Notons Ca = Cl + C2 + Cg la capacité dite agrégée. Cette grandeur 

est introduite pour conserver le même sens physique des nouvelles variables 

dynamiques. 

La variable lente du système est xl et les variables rapides sont 



x2, et 5,  , définies par : 

Le système d'équations obtenu B partir de ces nouvelles variables 

sera explicite. Il contient deux échelles de temps. 

Les systèmes oscillants sont en général représentés par des équa- 

tions différentielles du second ordre. Dans cette catégorie entrent les 

systèmes mécaniques et électromécaniques. 11 comportent, en général, des 

oscillations B haute fdquence. Une représentation d'état exhibe une ma- 

trice d'état dont les valeurs propres ont une partie réelle faible et une 

partie imaginaire grande. En ghéral, l'amplitude des oscillations B haute 

fréquence est faible, et leur effet est n6gligeable. Cela conduit à des pro- 

blèmes appelés raides. Il est montre que les techniques des perturbations 

singulieres peuvent étre appliqukes pour ce genre de problhme Chm, 

Attemong et Kokotovfc (1972). 

L'approche consiste & décomposer un système comportant des oscil- 

lations B hautes frkquences en deux sous-systgmes séparés, l'un comportant 

les dynamiques lentes, et l'autre comportant les modes oscillatoires éle- 

vés. La decomposition propos6e conserve le sens physique des variables 

dynamiques. 

Supposons le systéme d'équations différentielles du second ordre : 

S(t0) = so 

caractérisé par les relations suivantes : 



où & est un petit paramètre positif dQ B la présence de ressorts rigides ou 

de petites masses, et est responsable des oscillations A hautes fréquences 

dans 1.3.74). 

- Séparations par l'équation d'etat équivalente 

Le système 1.3.75) peut être écrit sous la forme d'un système sin- 

gulièrement perturbé d'équations différentielles du premier ordre : 

avec 

xl = [ = [i:] 

1, est une matrice d'identité de dimension appropriée. 

Les matrices Aij n'ont pas obligatoirement la forme restrictive 

présentée dans l'équation 1.3.76) mais la seule contrainte est qu'elles 

vérifient les hypothèses suivantes : 

Hypothèse 1.3.6 : 

La norme des matrices Al, , A,, , A,, , A,, est majorée autour de 

& = O et l'état x, est de dimension paire, c'est-à-dire x, E Pm. 
Hypothèse 1.3.7 : 

La matrice A,, est de la forme : 



oa D,. D3 sont des matrices de dimension m x m. non singulieres et la ma- 

trice D, D3 a des valeurs propres simples négatives * . i = l. . . . .m. 

L'hypothèse 1.3.7) garantit l'existence de grandes oscillations. 

Une bloc diagonalisation exacte peut être faite. Un modèle plus 

simple est obtenu en negligeant les termes en facteur de E. 

Le sous-système lent s'écrit : 

avec A 0 1  = Al , -  A,, A;:& A2, 
0 .D2 

= [D, O] 

Le sous-systgme oscillatoire s'&rit : 

Les n valeurs propres du systeme 1.3.78) sont lentes. Elles con- 

tribuent & la dynamique lente du système. Les grandes parties imaginaires 

des 2m valeurs propres sont responsables des hautes fréquences alors que 

leur partie réelle constitue l'enveloppe de ces fréquences oscillatoires. 

Théoreme 1.3.3) (Chow et a l .  (1978))  

Si le système initial 1.3.76) vkrifie les hypothèses 1.3.6) et 

1.3.7). alors il existe un temps fini T(E) tel que les états de 1.3.67) 

sont approximés O(E ) par les sous-systèmes 1.3.78) et 1.3.79) pour 

t, 4 t 4 T, c'est-&-dire : 
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- Systèmes purement oscillants 

Le modèle simplifié consiste en un système oscillatoire pur, la 

matière P dans l'équation 1.3.74) étant nulle. 

Les techniques des perturbations singulières sont directement 

applicables sur les équations différentielles du second ordre. 

Le sous-système lent, c'est-&-dire celui & fréquences faibles, est 

Le sous-système à fréquences rapides est : 

Remarques : 

Si Q,, n'est pas inversible, le système est sous forme non expli- 

cite. Des changements de variables sont nécessaires. 

Les mêmes résultats sont obtenus en utilisant l'équation d'état 

déduite de 1.3.74) avec P = O. Il suffit pour cela de transformer 1.3.81) 

en équation d'état et de comparer les résultats. 

C - Propriétés 

a) Stabilité 

De nombreux auteurs ont étudié le problème de la stabilité des 

systèmes singulièrement perturbés Saberi et KhaZiZ (1984) ; LocateZZi 

(1976) ; Kokotovic et Marino (1987) ; KhaZiZ (1987) ; Kokotovic et 

al. (1986). 

Les propriétés de stabilité asymptotique et exponentielle sont 

étudiées l'aide des techniques de Lyapunov. Des fonctions dites "fonc- 



tions de Lyapunov de type "quadratiquew sont utilisées, 11 est montré que 

la fonction de Lyapunov globale est la somme de deux fonctions obtenues sur 

2 sous-systèmes d6couplés correspondant aux systèmes lent et rapide. 

b) Cornmandabilité/observabilité des systèmes linéaires 

Soit 1 ' Aquation dynamique 1.3.46) . 

Théorème 1.3.4) (Kokotoutc et Haddad (1975))  

Si A;: existe et si 

(1.3.83a) rang [B4, A4B4, . . ,A'~"B~] = n 

(1.3.83b) rang [B, , A,, B2 , . . , A~;'B, 1 = m 

alors il existe e* > O tel que le système 1.3.46) est commandable pour tout 
E E IO, e*]. 

Il est B remarquer que si A,, est singulière, il existe K telle 

que A,, + B,K soit non singulière. La commandabilité du système n'est pas 

influencée par u = Kx + v, donc le théorème 1.3.4) reste vrai même si A;: 

n'existe pas en remplaçant A,, par A,, + B, K dans Al et B4. 

Théoréme 1.3.5) (Kokotovic et Haddad (1975) ) 

Si A;: existe et si 

t 
(1.3.84a) rang [ce ,A$$, . . ,A;'' c$] = n 

(1.3.84b) rang [Ci ,A:,c:, . . ,A;;'~c:] = m 

alors il existe E* > O tel que le système 1.3.46) est observable pour tout 
E E IO, E*]. 

Il est B remarquer qu'un système peut être commandable/observable 

pour 6 > O sans l'être pour E = O. Les théorèmes précédents ne sont donc 

pas assez généraux. Chou (1977) a introduit les propriétés de faible et 

forte commandabili té. 



- Définition 1.3.2 (Chm (1977)) 

Le système singulièrement perturbé 1.3.46) est dit faiblement com- 
mandé s'il perd sa propriété de commandabilité quand les faibles connec- 

tions ou éléments parasites sont éliminés (c'est-&-dire pour & = 0). 

Réciproquement ce systeme est dit fortement commandable s'il garde 

sa propriété de commandabilité pour & = 0. 

Un lien peut être fait avec les propriktés de commandabilité 

structurelle où un système est dit structurellement commandable s'il re- 

trouve, ou garde, sa propriété de commandabilité lorsque l'on modifie la 

valeur numérique de certains éléments, c'est-&-dire lorsque l'on crée une 

perturbation. 

Tout ceci reste vrai pour la propriété d'observabilité. 

D - Application B la conmande 

Une application importante de la méthode des perturbations singu- 

lières est la commande des systèmes dynamiques. La commande dite optimale 

consiste & minimiser un critère quadratique qui fait en général intervenir 

la commande et la sortie du système. 

Une autre méthode est la commande modale qui a pour objet de faire 

un placement de pales. 

L'application de ces méthodes sur des modèles complexes est diffi- 

cile. C'est pourquoi, lorsque le système est écrit sous forme de modèles 

singulièrement perturbés, le problème de commande est en général séparé en 

deux sous-problèmes, l'un relatif au sous-système lent, l'autre au sous- 

système rapide. 

Nous 6nonçons succinctement les méthodes d'application de ces 

commandes. 

Théorème.I.3.6) (Chow (1977)) 

Le système singulièrement perturbé 1.3.46) est fortement commanda- 

ble (observable) si les sous-systèmes 1.3.49) (1.3.52) ) sont commandables 

(observables). 



11 e s t  B noter que l 'existence de valeurs propres faiblement com- 

mandables dans le système 1.3.46) impose une commande il gain élevé d' ordre 

supérieur ou égal B 1/&. En pratique, ce genre de système e s t  B proscrire.  

Des ins t ab i l i t é s  numériques peuvent apparaître. 

Des études su r  la  commandabilité des systèmes B multi-paramètres 

ont é t é  f a i t e s  Abed et Situa-Pladriz (1987). Sannuti (1977) généralise l e s  

propriétés de Chaw (1977) pour l e s  systèmes l inéa i res  dont l e s  paramètres 

dépendent du temps, et B une cer taine classe de systémes non l i n k i r e s .  

a )  Commande par minimisation d'un c r i t è r e  de performance 

C h  et Kokotovic (1976), Kokotovic et at. (1986) ont f a i t  une 

analyse des performances de commande pour les systèmes l inkaires  sous forme 

singulièrement perturbée, Ils montrent q u ' i l  e s t  possible de calculer une 

commande optimale pour chaque sous-système découplé et de considérer l a  

somme des deux pour le système complet en gardant un c r i t è r e  de performance 

relativement bon. La  commande est appelée commande composite quasi-opti- 

male. Lorsque l e  système rapide e s t  s tab le  (ou devenu s table  par retour 

d ' k t a t ) ,  la commande peut se f a i r e  uniquement sur  l a  pa r t i e  lente .  C'est 

une commande réduite. 

Dauphin-Tanguy et Rotetta (1988) u t i l i s e n t  l a  même méthodologie e t  

montrent qu'en modifiant légèrement l a  méthode de découplage, il est possi- 

b l e  d'améliorer l e  c r i t è r e  de performance. 

Plagni et Fossard (1982) emploient une commande réduite avec des 

conditions d'application moins res t r ic t ives  qui ont l 'avantage d ' ê t r e  phy- 

siquement plus s ignif icat ives  que ce l les  généralement mentionnées u t i l i s a n t  

les concepts mathématiques des fonctions O(& ) . 

Ardema (1983), Wi tde et Kokotovic (1973), Chm et Kokotovic 

(1 978), (1 981), Saberi et Sannut i (1 987) proposent pour certaines classes de 

systémes dynamiques sous forme singuliérement perturbée des méthodes s i m -  

p l i f i ées  de commande optimale. 

Nous rappelons succinctement l a  methode de minimisation de c r i t é r e  

de performance employée par Chow et Kokotovic (1976). El le  sera  appliquée 

sur  des exemples dans la  troisième par t ie  du rapport pour des systèmes li- 

néaires modélisés par bond-graph. 



- Commande optimale 

Considérons l e  système : 

La commande optimale consis te  trouver une commande qui  minimise 

l ' i nd i ce  de performance 

L a  commande exacte e s t  : 

où K est l a  solut ion de l 'équation de Riccati  : 

L a  valeur optimale de l ' i n d i c e  de performance est déf in ie  par : 

- Commande composite quasi-optimale 

Une première approche consis te  B ex t r a i r e  deux indices de perfor- 

mance quadratique, un pour l e s  var iables  l en tes ,  l ' a u t r e  pour l e s  variables 

rapides. A l ' a i d e  des commandes optimales ut e t  u, des sous-systèmes l en t  

e t  rapide, nous formons une commande composite U, implémentée s u r  l e  sys- 

tème or ig ina l .  



Nous sbparons 1'6tude en deux parties appelges problème 4 et pro- 

bl&me r. 

Probl&me 4 

Il faut trouver ut de façon B minimiser : 

1 
(1.3.91) JI = - (y$ Q y, + ui R u4)dt. 

2 O 

JC peut s'exprimer B l'aide de x14 et ut, soit : 

1 
(1.3.92) JI = 2c[~:' Ci Q CI xll + 2 uj Di Q C, xl, + ui R4 u4]dt 

avec: R1=R+D)QDI. 

0 

Si le triplet (AL,BL,CL) est stabilisable dbtectable, alors l'é- 

quation 1.3.93) a une unique solution Kt positive semi-definie et la com- 

mande optimale du systdme lent est ul définie par l'equation 1.3.94) 

avec 

Problème r 

Il faut trouver u, de façon a minimiser : 

1 
(1-3.95) J, = So) (Y: Q y, + u: R ur)dt. 

Si le triplet (A,, , B,, C,) est stabilisable detectable, alors la 

commande optimale pour le système rapide verifiant 1.3.52) est : 

(1.3.96) u, = -R-l B: Kr x,, 



où Kr e s t  une matrice semi-définie pos i t ive  obtenue par l 'équat ion de 

Riccati  

L a  commande composite est obtenue B l ' a i d e  de l 'équat ion 1.3.90) 

et en tenant compte de : 

avec 

P = (1, - R-'B: K, A;: B,)R>' (D$CL + B$KI) + R Bi  Kr A;: A,, 

L'indice de performance Jc est dans ce cas : 

OU Pc e s t  une matrice déf in ie  posi t ive ,  solut ion de l 'équat ion de Lyapunov 

(1.3.101) Pc (A-BG) + (A-BG)t Pc = - Gt R-' G - Ct Q C. 

- Commande rédui te  

E l l e  consis te  à calculer  une commande optimale su r  l e  système l e n t  

uniquement. La matrice G appelée GR est obtenue en prenant Kr = 0. 

L' indice de Performance est JcR.  

On admet en général que l a  p a r t i e  rapide est bien amortie et  de 

dynamique nettement supérieure à c e l l e  de l a  pa r t i e  l en te .  Plus générale- 

ment, on admet qu'un re tour  d ' é t a t  p a r t i e l  e s t  effectué sur  l a  p a r t i e  ra- 

pide et  qu'une commande avec un c r i t è r e  quadratique JcR e s t  effectuée sur  

l a  pa r t i e  l en te .  Il est important de noter que JcR e s t  assez proche de Jop 

( c r i t è r e  optimal) si l e s  conditions i n i t i a l e s  sur  les variables rapides ne 

sont pas t rop  grandes par rapport à ce l l e s  de variables lentes .  



b) Commande par placement de pôles 

Hagni et Fossard (1982) proposent une méthode de placement de 

pales pour les systèmes linéaires sous forme singulièrement perturbée à 

l'aide du modèle mis sous forme bloc-triangulaire. Ils montrent qu'a l'aide 

de certaines hypothèses, le problème peut se ramener au placement des pôles 

des sous-systèmes lent et rapide. La première hypothèse est que le sous- 

système lent "étouffen les signaux rapides et la deuxième est que Pe sous- 

système rapide peut être consideré comme une transmission directe vis-&-vis 

des signaux lents. 

D'autres auteurs proposent des méthodes de commande composite pour 

Pa stabilisation ou le placement de pales de certaines classes de systèmes 

dynamiques en utilisant leur propriéte de forme singulièrement perturbée 

Suzuki (1981), KhaZZZ (1987), O'ReiZZy (1980). 

111.2.4 - Mhthodes de Perturbation a ~ p l i q u é e s  A l a  robotique 

La conception des bras manipulateurs se fait de nos jours de telle 

façon que la masse de la charge est nettement supérieure A celle du bras 

lui-même. Ceci permet de diminuer les coûts lors de la commande ou d'amé- 

liorer la mobilite. Mais les bras légers ont des dynamiques beaucoup plus 

complexes, car ils introduisent une flexibilité distribuée le long de la 

structure mécanique. Le système obtenu est de dimension infinie. Le but est 

donc de conserver un nombre fini de modes du système dynamique en utilisant 

un critère d'erreur. Krishnan et Vidyasagar (1988) utilisent un critère de 

minimisation de la norme de Hankel pour mettre en évidence le nombre de 

modes nécessaires A la commande. Hastings et al. (1987) utilisent le cri- 

tère de réalisation équilibree. 

Khorrami et Ozgiiner (1988a), (1 988b) , Si ci Z iano et Book (1 988) 

utilisent la méthode des perturbations singulières. Ils peuvent ainsi sépa- 

rer l'étude de la commande en deux parties. De plus, ils montrent que le 

système lent obtenu, est celui du système rigide, c'est-à-dire celui où la 

flexibilité des bras est négligée. 

Une autre approche consiste à définir les espaces invariants 

Khorrami et Ozgiiner (1 988), Sici Z iano et a 2. (1 986). 

Un autre problème très étudié est celui de la commande de bras 

manipulateurs rigides (non flexibles) dont les articulations sont flexibles. 



Pl a été montré que, dans ce cas, cette classe de systèmes non laneaires ne 

satisfait plus les conditions d'obtention d'un retour d'état statique non 

linéaire linearisant et non interactif, De Luca (1988). 

Différentes methodes, visant à mettre en évidence une dynamique 

rapide au niveau de l'articulation, ont permis de simplifier le probléme de 

commande. Ficota et ut. (1983), Narino et Spong(1986), Spong et ut.( 1987), 

Khorasani et Spong (1985), Marino et Kokotovic (1988). 

Enfin, l'étude des bras manipulateurs flexibles, considérés comme 

des systèmes B paramètres distributes, a été effectuée par Stcitiano et 

Book (1988) à l'aide des methodes de perturbations singulières. 

Ba tas (1 978), (1982a), (1 982b) utilise la méthode des perturba- 

tions singuliéres pour les systèmes & paramètres distribués de la même 

manière que pour les systèmes de dimension finie. Lions (1978) utilise 

quant ii lui des mbthodes asymptotiques plus generales. Leurs méthodes sont 

appliquées entre autres aux systèmes à diffusion de chaleur et les modèles 

de structures mécaniques flexibles (satellites). 

A - Les manipulateurs & articulations flexibles 

De récents travaux ont montré que l'applicabilité des algorithmes 

de commande qui supposent un modele rigide pour le manipulateur est limitée 

pour les robots reels, ces derniers n'étant jamais parfaitement rigides. 

Par exemple, la plupart des robots sont commandés par des moteurs B courant 

continu ou non en série avec un réducteur de vitesse. En général, il en 

résulte une basse fréquence peu amortie dans la réponse en boucle ouverte 

du robot. Ceci impose des limitations au niveau de la bande passante de 

l'algorithme de commande supposant un modèle rigide, ainsi que des pro- 

blèmes de stabilité. 

Les concepts de linéarisation par retour, perturbations singu- 

lières, espaces invariants et commande composite, sont les mieux adaptés 

pour ce genre de problème, Marino et Spong (1986). 

Nous prenons l'exemple d'un bras manipulateur sur lequel le con- 

cept d'espaces invariants est utilisé (même manipulateur que dans l'exemple 

1) Khorasani et Spong (1985). 



Exemple : 

Cet exemple t i e n t  compte des frottements e t  du rapport de réduc- 

t ion  au niveau du moteur. 

En notant z  = k(8,-8) = k(8, + l / nûm) ,  

Bl l e  frottement au niveau de l a  barre ,  

Bm l e  frottement au niveau de l ' a r b r e  moteur, 

(1.3.102a) J,@, + ~ ~ 0 ,  + Mg s i n  8, + z  = 0. 

Sachant que les var iables  rapides sont les forces é las t iques  aux 

jo in t s ,  a in s i  que l e u r  derivée par rapport au temps, les variables retenues 

pour l a  mise sous forme équation d t  é t a t  seront  xl = Clm, xl , = ém 
1 

X21 = z et  x,, = & z  avec & = - 
G e  

A p a r t i r  de 1.3.102). il vient  : 

avec : 
B. 

al = - 1 Bl Bm 

Jm = n J n  " =nJ;-.J, 



L e  modele r ig ide ,  ou modèle non corr igé ,  est obtenu en fa i san t  

& = O. L'espace l e n t  non corrigé obtenu est dé f in i  par : 

(1.3.104b) 
a3 b2 = -(al  + - L! a2 b2 

lxl2- - + s i n  (a7x11) + ( bl- - ) u 
a4 a4 

L e s  var iables  rapides x,, e t  x,, ne sont pas directement l i é e s  à 

l ' espace l en t .  Les var iables  rapides exactes se déplacent par  rapport à ce t  

espace. Cette déviation est représentée par  deux nouvelles var iables  ra- 

pides ql e t  q,. 

La correction au premier ordre de ce  système consis te  il calculer  

q 1  , q 2  annuler l e s  termes en r 2  e t  calculer  q1 e t  q2 en fonction de 

x,, x2 pour Eql = O e t  Eq, = 0. 

Il v ien t  : 

r est une fonction non l i n é a i r e  de x l l ,  x12 e t  u. 

O r  l ' équat ion 1.3.103a) ne dépend que de x,,, e t  TI, = O. La correc- 

t ion  au premier ordre du sous-système l e n t  e s t  identique à ce lu i  du modèle 

r igide.  Pour c e t t e  raison,  il e s t  nécessaire d 'effectuer  une correction au 

second ordre. 



Remarque : Il peut être facilement montré que toutes les corrections d'or- 

dre impair sont nulles. 

La déviation des nouvelles variables rapides ql et q2 par rapport 

B l'espace lent corrigé se traduit par : 

L'espace corrigé du second ordre est obtenu en éliminant les ter- 

mes E3. et donc en faisant ailc = O et ri,, = O et en calculant q,, , ?,, en 
fonction de x,, x, et E. 

Les calculs étant assez complexes sont omis. Cette méthode utili- 

sée par Khorasani et Spong (1985) semble donner de très bons résultats pour 

le calcul de la commande et au niveau de la précision de la dynamique du 

modèle. Il semble néanmoins que pour des modèles plus complexes, les cal- 

culs apparaîtront vite très compliqués. 

Spong et al. (1987) ont utilisé le concept d'espace invariant pour 

le même modèle mais directement sur les équations différentielles du second 

ordre, donc à partir de la formulation Lagrangienne. Ils montrent que la 

stratégie de commande est la somme de la commande calculée pour le modèle 

rigide et d'une commande de correction tenant compte de la flexibilité. 

En fait, ces deux stratégies sont identiques. Un calcul rapide 

montre que dans l'espace d'état, la correction au premier ordre sera tou- 

jours nulle et que la correction au second ordre sera équivalente à la cor- 

rection au premier ordre pour le système écrit sous forme d'équation de 

Lagrange (équation différentielle du second ordre). Il paraît donc judi- 

cieux, pour ces systèmes dynamiques, d'utiliser directement la forme de 

Lagrange. 

B - Les manipulateurs iî flexibilite distribude 

Les équations dynamiques du manipulateur flexible sont déduites de 

la méthode des modes supposés de Lagrange. Le modèle réduit est basé sur la 



méthode des perturbations singuli&res, où les variables rapides sont les 

forces élastiques et leur dérivée Sicitiano et Book, (1982). Une commande 

composite est utilisée pour ce système. 

Les équations de mouvement non linéaires, pour le manipulateur à n 

degrés de liberté comportant n bras flexibles utilisant l'approche de Book 

(1984) sont : 

avec M matrice d'inertie ; 

q = (q, q2...qn)t est le vecteur des variables articulaires ; 

6 = (611612...61m 6,,...6,, ... S )t est le vecteur des varia- 
1 2 ""'n . 

bles de déformation ;' 

fl et f, sont les vecteurs contenant les termes de gravitation 

(seulement f,), de Coriolis et centrifuges. f, apparaît dans 

le modele rigide ; 

g, et g2 sont les vecteurs tenant compte des interactions entre 

les variables articulaires (et leur dérivée) et les varia- 

bles de déformation (et leur dérivée) ; 

K = diag k  . . k k  , . . k m  . . . k m  ) est une matrice diagonale 

contenant les coefficients de raideur constants des ressorts 

de flexion ; 

u = (T, , . . .T~ ) est le vecteur de commande des forces générali- 

sées appliquées aux n articulations. 

Etant donné que M est définie positive, elle peut être inversée : 

L'équation 1.3.108) s'écrit : 



.Ce systéme dynamique contient n+mf coordonnées généralisées mais 

seulement n commandes d'entree. La synthiise d'une commande par retour 

d'état non linéaire n'est donc pas aussi simple que dafis le cas d'un modèle 

rigide. Une méthode est d'ajouter des actionneurs le long de la structure 

Batas (1978). Nous développons la mkthode des perturbations singulieres 

Sici t iano et Book(1988) conduisant & une commande composite de ce genre de 

modéles dynamiques. 

Il est possible d'utiliser la méthode de perturbations singulières 

directement sur l'équation 1.3.90) en mettant en évidence un petit facteur 

E, mais étant donné que la plupart des théorémes sont connus pour les sys- 

témes mis sous forme d'équations d'état, nous adopterons la deuxième solu- 

tion, ce qui n'est évidemment pas indispensable. 

Supposons que les ordres de grandeur des ki sont comparables, 

c'est-&-dire : 

Les nouvelles variables (forces élastiques) peuvent &tre définies 

par : 

- 
avec R = diag(il , . . .km, ) . 

En notant xll = q, x12 = Q, x,, = C ,  x,, = B i  et E2 = l/k et en 

utilisant 1.3.110), l'équation d'état du système dynamique devient : 



L e s  var iables  l en tes  sont x l , ( i  = 1.2) e t  les var iables  rapides 

sont ~ , ~ ( i  = 1 , 2 ) .  .Le sous-système l e n t ,  correspondant au modèle r igide,  

est obtenu en f a i s an t  & = O dans 1.3.113). 

f l  est donc exactement l a  fonction de q e t  q apparaissant dans l e  

modèle du bras r ig ide.  

Pour obtenir  le  sous-système rapide, il s u f f i t  d ' in t roduire  

l ' é che l l e  de temps rapide T = t/& e t  de f a i r e  & = O dans les équations. 

Bien entendu, xll  e t  x12 n'ont pas de composantes rapides, c 'es t -à-dire  

I r = 0, x~~~ = 0. 



. En notant x,,~= x,, - xl14, et x~~~ = xa2 - x2,& = x2,* et sachant 

que g, (x, , , x, , , O) et g, (x, , , x, , ,O, 0) sont nuls car par définition ces 

termes représentent des produits de x, , et/ou x,, avec des termes E 2 ~ ,  , 
et/ou Ex,, , il vient : 

Ce systeme est un système linéaire paramétrisé par les variables 

lentes xllL. Une stratégie de commande peut être effectuée sur ces deux 

sous-modèles. Si le terme & n'est pas suffisamment petit, la méthode d'es- 

paces invariants peut être utilisée, Sici t iano, Book et De Haria (1986). Le 

désavantage de cette méthode est qu'elle nécessite de nombreux calculs for- 

mels et des dérivations sur des équations différentielles très non 

linéaires. 

C - Quelques remarques 

Des travaux très intéressants ont été proposés pour résoudre les 

problèmes des flexibilités des bras manipulateurs, aussi bien en ce qui 

concerne la flexibilité localisée que la flexibilité distribuée. La pre- 

mière méthode, celle des perturbations singulieres, semble performante 

lorsque deux ensembles de dynamiques bien distinctes sont mises en évi- 

dence. Une commande composite classique, Kokotovic et al. (1986) peut faci- 

lement être implantée. 

La méthode des espaces invariants permet de garder un modèle de 

même dimension que celui du système rigide. L'avantage est que l'erreur 

peut être rendue aussi petite que l'on désire. L'inconvénient, très impor- 

tant, est qu'elle nécessite des calculs fastidieux tels que dériver des 

équations fortement non linéaires. Un logiciel de calculs formels semble 

nécessaire dans ce cas. 

De plus, la formulation des équations dynamiques (Lagrange, 

Hamilton, etc ...) introduit a priori des approximations sur les modes vi- 

bratoires des bras flexibles. Il semble donc important de prendre en compte 

les effets des modes élevés sur les modes lents dans les modèles retenus. 



Dans cette partie, nous avons rappelé quelques méthodes de simpli- 

fications de mod&les, ceci pour plusieurs domaines d'applications. Il nous 

a semblé préférable de ne s'intéresser qu'aux méthodes ayant un intérêt 

dans les parties suivantes du rapport. 

Pour conclure, nous dirons que le terme E introduit dans la mé- 

thode des perturbations singulières n'a pas forcément un sens physique. Il 

peut être introduit artificiellement et être proche de 1. Ceci est fréquent 

dans les modèles dynamiques d'avions par exemple Catise, (1976). Les résul- 

tats obtenus sont relativement bons et ont surtout l'intérêt de simplifier 

les modèles en vue de calculs temps réels qui seraient, dans certains cas, 

impossibles avec les mod6les complets. 

CONCLUSION 

Un rappel succinct de certaines méthodes d'analyse et de mise en 

évidence de certaines propriét&s des systèmes dynamiques a été fait à 

l'aide de la représentation d'état et de fonction de transfert, Rosenbrock 

(1974) . 

Etant donné que la propriété de structure d'un système dynamique 

est fondamentale, nous avons rappelé quelques méthodes d'étude des proprié- 

tés structurelles, telles que la commandabilit6 et l'observabilité. Celles- 

ci sont en général basées sur les concepts de graphe de structure, Lin 

(1974). ou de matrice de structure, Shields et Pearson (1976). 

Quelques méthodes d'étude des systèmes dynamiques à deux échelles 

de temps ont été présentées. Une attention particulière est apportée à la 

méthode des perturbations singulières qui consiste à réduire l'ordre du 

système tout en conservant une bonne approximation du système global. Deux 

points importants sont abordés. Le premier se traduit par la mise sous 

forme singuli&rement perturbée du modèle et le second par l'utilisation de 

ce modèle en vue de la commande. 

Ces notions seront reprises et adaptées aux modèles représent6s par 

bond-graph. 
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INTRODUCTION 

Dans la première partie du rapport, nous avons rappelé quelques 

notions fondamentales sur Pa représentation des systèmes. La représentation 

d'état semble être en général un bon outil pour l'analyse des systèmes 

dynamiques. Une autre formulation, appelee modèle bond-graph, Kamopp et 

Rosenberg (1975) ,  est une Atape intermédiaire entre la description physique 

d'un syst&me dynamique et la phase de construction d'un modèle mathématique 

par représentation graphique des échanges de puissance entre les différents 

constituants du système. 

Cependant, le modèle bond-graph d'un système peut être utilisé 

directement comme outil graphique pour l'analyse des propriétés du système 

dynamique. Pour cela, nous disposons de la causalité, qui exprime la rela- 

tion de cause & effet entre les différents éléments et de la structure de 

jonction qui nous donne des renseignements primordiaux sur la structure du 

système . 

Dans une première partie, nous rappelons succinctement quelques 

notions de la méthodologie bond-graph. Ensuite, nous définissons un nouvel 

outil appelé bond-graph réciproque qui se déduit graphiquement du modèle 

bond-graph. Il sera utilisé pour les découplages des dynamiques des sys- 

tèmes multi-échelles de temps. 

L'analyse des propriétés structurelles d'un système aynamique est 

particulièrement aisée B l'aide d'un modèle bond-graph, car ce dernier con- 

tient toutes les informations nécessaires pour une telle étude. L'objet de 

la troisième partie est de formuler les différentes méthodologies. 



1 - LE BOND-GRAPH 

Introduction 

La notion de bond-graph a été introduite par Paynter (1961) pour 

représenter les gchanges de puissance entre les différents éléments deun 

systeme. Cette méthode de représentation connait actuellement un développe- 

ment rapide car elle peut être utilisée dans de nombreux domaines physiques 

pour des buts divers. 

Karnopp et Rosenberg (1975),(1983) ont introduit les éléments 

essentiels pour l'appréhension de cette méthode.11 serait trop long de pré- 

senter tous les travaux faits dans ce domaine. Une liste bibliographique 

tres intéressante peut être trouvée dans Bos et Breedvetd (1985). 

Nous pouvons remarquer qu'une nouvelle définition du bond-graph en 

tant que bond-graph généralisé est proposée par BreedveM (1984). 

Une présentation des différents éléments constituant un modèle 

bond-graph ainsi que la méthode de mise en équation fera l'objet de cette 

partie. La même formulation a été adoptée dans Sueur et Dauphin (1989), 

(1990) . 

1.1 - Modblisation par bond-graph 

Un bond-graph est composé d'éléments de bases, associés aux portes 

I et C (stockage), R (dissipation), Se et S, (sources). Les éléments O,l,TF 

(transformateur) et GY (gyrateur) composent la structure de jonction, qui 

échange la puissance entre les différentes parties du système dynamique et 

qui doit satigfaire la conservation d'énergie. 

La Figure II.l.l) représente la forme bloc-diagramme avec les dif- 

férents vecteurs composant les variables bond-graph. 



Structure de Jonction 

Figure II.l.1) Btoc-diagramme de ta structure de jonction d'un modéte 

Bond-Graph. 

1.2 - Mise en équation 

a) Equation d'état 

Le bloc-diagramme de la Figure II.I.l) est représenté par 

l'équation 

Les O dans la matrice de structure indiquent que les éléments ré- 

sistifs ne sont pas directement causalement liés aux éléments en causalité 

dérivée, ce qui est toujours possible et que le vecteur de sortie ne s'ex- 

prime pas explicitement en fonction des variables associées aux éléments 

en causalité dérivée, ce qui est une hypothèse simplificatrice en général 

vérif iée . 

Le vecteur x contient les variables d'énergie p (pour les éléments 

1) et q (pour les éléments C). Les indices 1 et D correspondent respective- 

ment aux éléments en causalité Intégrale et en causalité Dérivée. 



E IR" u E IIIP 

X~ E (Rd di E IRr 

Nous avons les propriétés suivantes : 

Les lois él6mentaires associ6es aux composants sont : 

L, F, et FI sont des matrices carrées, diagonales lorsque les mul- 

tiports sont décomposés en ports simples. 

zI et z, sont les vecteurs associés aux variables de CO-énergie. 

dout, respectivement di,, sont les vecteurs comportant les varia- 

bles sortant, respectivement entrant, dans le champ résistif R. 

i 

Pour simplifier les calculs, nous supposerons que G, = O. Cette 

hypothèse signifie que les entrées ne sont pas directement causalement 

liées aux éléments en causalité dérivée. Dans le cas contraire, un système 

d'équations différentielles du premier ordre est obtenu, où la dériv6e du 

vecteur entrée u apparait. L'élimination de cette dérivée se fait par sim- 

ple changement de variable. 

Les équations d'état et de sortie déduites de 1I.l.la) et II.l.lb) 

sont : 

(II.1.4a) A = [I,+S,,F~~S~~F~]-' [S~,+S~~L(I,-S,~L)-~S,, 
avec 

1 
B = [I,+S,,F;~S:,F~]-~ [ S ~ , , + S , ~ L ( I , - S , ~ L ) - ~ S ~ ~ ]  



(11.1.4b) C = [S~~+S~~L(I,-S,~L)-~S,~]F, 
avec 

D = [s~&+s~~L(I,-s,~L)-~s,~] 

Le système d'état obtenu est modélisé dans la base fa. D'autres 
formulations permettent de ne garder qu'une variéte de variables. 

Le vecteur d'état est décomposé en : 

où p est le vecteur des variables p, et q le vecteur des variables q. 

avec ml + m, = n. 

Le vecteur d'entrée est décomposé en u = [u:] , oiî 1 ' indice e est 
associé aux efforts et l'indice f aux flux. 

L'équation d'état peut s'écrire : 

Les nouvelles matrices sont, bien entendu, obtenues à partir des 

matrices A et B. 

D'autres formulations, déduites de cette équation, peuvent être 

développées, pour obtenir par exemple le modéle d'état dans l'espace de 

phase, comme il sera indiqué par la suite. 
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b)  Equation d i f f é r en t i e l l e  du second ordre 

A l ' a i d e  de l 'équation I1.1.5), nous pouvons obtenir  deux équa- 

' t i ons  d i f f é r en t i e l l e s  du second ordre suivant l e  changement de variables 

effectué HargoZZs e t  Young (1977). 

L e  premier consiste à in t roduire  ura vecteur de déplacement x 

déf in i  par : 

où M e s t  P a  matrice de masse du système. M s e r a  généralement égale à : 

où les matrices définissant M sont réduites au vecteur p. 

uf 

(11.1.8) M # + R 9 c x = B 
- 

u, d t  

avec : 

A A A - % A  

Une condition e s t  que Apq s o i t  inversible.  S i  Apq n ' e s t  pas car- 

rée. a lo r s  A;: se ra  l a  pseudo-inverse de A . Celle-ci n' ex is te  pas 

nécessairement. 

La deuxième méthode consiste B introduire un vecteur d'impulsion y 

déf in i  par : 

K s e ra  l a  matrice de raideur du système. K s e r a  généralement égale 

à :  



oùi les matrices déf inissant  K sont  réduites au vecteur q. 

Nous obtenons une équation d i f f é r e n t i e l l e  semblable il l a  

précédente. 

c )  Equation de phase 

A p a r t i r  des équations d i f f é r en t i e l l e s  du second ordre, nous pou- 

vons aisément déduire une représentation dans l 'espace de phase, en choi- 

s i s s a n t  comme vecteurs é t a t  x et  i .  Nous obtenons un systeme de dimension 

2m1 . 

Une formulation analogue avec les vecteurs état y et y donnera un 

système de dimension 2m2. 

Nous avons présente d i f fé ren tes  formulations mathématiques de mise 

en équation B p a r t i r  d'un modèle bond-graph l inéa i re .  Celles-ci  seront u t i -  

lisées dans l a  s u i t e  du rapport. Nous supposons que l e  lec teur  s a i t  cons- 

t r u i r e  un modele bond-graph e t  q u ' i l  connaît l e s  principes de l a  causal i té .  

II - LE BOND-GRAPH RECIPROQUE 

Introduction 

I 

La notion de bond-graph réciproque a é t é  in t rodui te  par  Dauphin 

Tanguy (1983), Dauphin Tanguy, Borne et Lebmn (1985). Celle-ci ,  associée 

aux méthodes de perturbations s ingul ières ,  permet d 'obtenir  une meilleure 

précision sur  l e  système rapide. 

S u e  et Dacghin (1989) ont proposé une déf in i t ion  plus générale. 

Celle-ci  s 'avère être un o u t i l  performant pour l e  découplage des systémes 

dynamiques amortis. 

Nous proposons dans c e t t e  pa r t i e  de présenter l e s  méthodes d'ob- 

tent ion du bond-graph réciproque a i n s i  que cer ta ines  de ses propriétés.  Une 

généralisation aux systèmes non l inéa i res  s e r a  envisagée. 



11.1 - Bond-maph réciproque deun syst&me l inéa ire  

a) Définition des nouvelles variables 

La transformation réciproque est un outil mathématique qui inverse 

les dynamiques non nulles d'un systeme. Elle a été présentée pour les 

modèles fréquentiels par Hutton et Friedland, (1 975). 

Définition 11.2.1) 

Le signal réciproque de g(t) noté g(t) est caractérisé par sa 

transformée de Laplace G(s) obtenue de G(s) par la relation : 

où G(s) est la transformation de Laplace de g(t). 

A l'aide de cette définition, les variables réciproques des varia- 

bles généralisées du bond-graph et leurs lois constitutives sont obtenues 

P = / edt 
1 

P(s) = - E(s) 
F(s) = E(ï/s) = s E(s) 

+ 

q = / fit G(s) = F(l/s) = s F(s) 

où 2 et 91 représentent respectivement la transformation de Laplace et la 

transformation Réciproque. 

La table II.2.1 rassemble les relations fondamentales du bond- 

graph et leur forme équivalente dans le bond-graph réciproque en introdui- 

sant les nouvelles variables réciproques comme : 



Ces relations nous permettent de donner la définition suivante du 

bond-graph réciproque : 

Vasiables 
ficiprsques 

I 1 f = l/I.p I ; = I F  I 
1 Elément 1 ( 1 1 

Nouvelles variables 
réciproques 

I 
- - 

( el= e, =.. .= en 1 pl = ... = p, 1 F~ = F, = ... = F~ ( 
1 Jonction 0 1 - - I 
1 1 fl+f2+ ...+ fn = O  1 ql+ ... + R =  O 1 El + E2 +...+En - 0  1 
I I 1 I - - I 
1 1 fl=f2 =...=fn 1 ql =. . .  = q n  1 El =E2 = ... = E n  1 1 Jonction 11 1 - - I 
1 1 el*e2+.. .+en = O 1 pl+ ... + pn= O ( Fl + F, +...+ Fn = O 1 
I - I 
I I e = I/c.~ I q = c é  I I 
1 Elément C 1 

f = c e  

I I I 
- - I - 

el = re, Pl = r PZ El = r E, 
1 Elément TF 1 I 

I I 

1 E = IIC~Q 
" 

I 
? = c e  I 

I e = R f  

I I I - - 
el = g f2 Pl = l3 q2 1 E, = g Fl 

1 
I 

Source 1 
1 d'effort 1 Se = e i / L i t  i S F d t - S .  

I 
I 

I I I 
Source 1 

1 de flux 1 S, = f 
I 
I 

I I I I I 

- 
p = R q  

Table II. 2.1 : Etéments bond-graph et bond-graph réciproque et relut f ons 
fondamentales. 

I E = R F  1 Elémen t R 1 



Définit ion 11.2.2) 

Supposons un modèle bond-graph acausal. Le  bond-graph réciproque 

e s t  ca rac té r i sé  par : 

- une s t ruc ture  de jonction duale du modèle i n i t i a l ,  

- des éléments de  module inversé,  

- des sources e t  des détecteurs duaux. 

b)  Propriétés 

Nous a l lons  donner quelques propriétés concernant l a  s t ruc ture  de 

jonction du bond réciproque a i n s i  que des propriétés causales. 

S o i t  l e  bond-graph du modèle i n i t i a l  su r  lequel nous imposons l a  

causa l i t é  in tégrale .  

Nous notons: 

x, l e  vecteur comportant les éléments ayant une causa l i t é  dérivée. 

x~ = [II:] l e  vecteur comportant les élements ayant une causa l i t é  

in tégrale .  

X ~ l  
est l e  vecteur é t a t  associé aux éléments res tan t  en causa l i t é  in tégrale  

lorsque l a  causa l i t é  dérivée est imposée su r  l e  bond-graph. 

Propriété 11.2.1) 

Un modèle bond-graph en causa l i t é  dérivée e t  son bond-graph réci-  

proque en causa l i t é  in tégrale  ont l a  même matrice de s t ruc ture  de jonction, 

avec des vecteurs entrée  e t  s o r t i e  duaux. 

Cette propriété e s t  directement déduite de l a  déf in i t ion  du bond- 

graph réciproque. 

La Table II.2.2 donnent quelques propriétés causales du bond-graph 

réciproque. 



1 Bond-graph i n i t i a l  1 Bond-graph réciproque 1 
I I I 

1 Vecteur é t a t  1 Causalité des éléments de stockage 1 

A 

I I I I 
1 1 Intégrale  1 Intégrale  1 
I I I I 
1 x, E Wd 1 Dérivée 1 Intégrale  1 

Table II.2.2 : Proprié tés  causates du Bond-Graph réciproque. 

11.2 - Mise en equation 

Y 
Nous al lons  carac té r i se r  les équations dynamiques du systéme réc i -  

proque en fonction de ce l l e s  du système i n i t i a l .  Certaines propriétés sont  

démontrées dans Sueur e t  Dauphin (1990). 

Théorème II. 2.1) 

So i t  un modèle bond-graph n'ayant pas d'éléments en causa l i t é  dé- 

r i d e  caractér isé  par les équations : 

= A x l  + B U  

où A e s t  supposé invers ib le  
= C X I  + D U  

L e s  équations d ' é t a t  e t  de s o r t i e  du bond-graph réciproque sont : 



où e et 5 sont respectivement les vecteurs d'entrée et de sortie récipro- 

ques, et %, le vecteur d'état réciproque, avec : 

Démonstration Annexe 1. 

Les valeurs propres de la matrice dv6tat réciproque A ont un 
module inverse des valeurs propres de la matrice d'état A. 

Propriété 11.2.2) 

Soit un modèle bond-graph quelconque. Quelques propriétés des 

valeurs propres de la matrice d'état réciproque sont rassemblées dans Pa 

TabZe II.2.3. 

1 Bond-graph Initial 1 Bond-graph RBciproque 1 

1x1 ' E IRt ( n=t+ (n-t) 1 t valeurs propres 1 t 6quations ( pas de 1 
1 1 équations 1 nulles 1 algébriques 1 dynamique 1 
1 1 différent. ( I I I  
lxI2€ wfl-t !du premier! (n-t) ".p.non nullesl (n-t)+d équat. 1 (n-t) v.p.non nullesl 
1 1 ordre 1 A1,A2,..*,An-t 1 différent. 1 l / A l  , * . . ,  l/An-t 1 
1 1 1 1 du 1 1 
1 xD E IRd 1 d équat. 1 pas de dynamique. 1 le' ordre 1 d v.p. nulles 1 
1 1 algébriq. 1 1 1 1 

TabZe II.2.3 : Propriétés dynamiques du bond-graph réciproque. 



Remarque : 

La transformation réciproque peut étre un moyen de calculer l'in- 

verse d'une matrice. 

Nous calculons la matrice de transfert du bond-graph réciproque 

pour A inversible et pour un modèle ne contenant pas de causalité dérivée. 

Après quelques calculs, nous avons : 

11 apparait que W, (s) # W(s). En fait. Wr (s) = s k(s). Le coeffi- 

cient s se justifie par le fait que le bond-graph réciproque contient des 

sources d'entrée en tant qu'intégrale de flux et d'efforts Table II.2.1. 

Exemple : 

Soit le bond-graph d'un réseau électrique, représenté sur la 

Figure II.2.1) : 

Figure II.2.1) : modêZe bond-graph. 

Le bond-graph réciproque est représenté sur la Figure II. 2.2). 



Figure II. 2.2) : bond-graph r9ciproque. 

avec : 1 :::: 
11.3 - Génbralisation aux systémes non lineaires 

La transformation réciproque n'existe pas a priori pour les systè- 

mes non linéaires étant donné que la fonction de transfert qui sert de 

point de départ pour la définition n'est pas définie. 

Par contre, nous avons montré que cette transformation pouvait se 

généraliser à un système linéaire quelconque, ceci à l'aide d'un modèle 

bond-graph. Celle-ci peut se faire de manière graphique. Nous pouvons donc 

faire complètement abstraction de la définition initiale du système 

réciproque. 

Nous dirons que le syst&me réciproque est défini par son bond- 

graph réciproque. Il est donc possible d'étendre la définition aux systèmes 

non linéaires. Celui-ci n'étant qu'un intermédiaire dans le processeur 

d'étude du système dynamique (pour le découplage par exemple), le modèle 

mathématique n'a pas B être considéré. Les problèmes numériques associés à 

ce modèle n'existent donc pas. 

Nous ne ferons l'étude de quelques systèmes non linéaires 

particuliers. 

a) Non linéarité de la structure de jonction 

Le cas le plus simple de non linéarité se traduit par la non 



linéarité des éléments de la structure de jonction. Seuls les modules des 

transformateurs et gyrateurs sont non linéaires.De nombreux modèles de sys- 

tèmes dynamiques entrent dans cette catégorie, par exemple les modèles de 

robots avec actionneurs électriques. 

Pour ces systèmes, le bond-graph réciproque s'obtient de la même 

façon que pour les systèmes lfn6aires. Une attention particulière est a 

apporter lorsque les modules des transformateurs et gyrateurs sPamulen%. 

b) Non linéarité des relations constitutives 

Ces non-linéarités concernent les éléments de stockage d'énergie 

(1.C) et éléments dissipatifs R. 

Nous avons par exemple les relations : 

Une autre façon d'écrire ces relations est : 

Nous avons donc : 

Bien entendu, ces relations ne sont pas définies pour 

h, (p) = h, (q) = R(e) = O. Dans ce cas, certains flux f et efforts e sont 

nuls. Comme nous l'avons remarqué précédemment, nous ne nous intéressons 

pas aux problèmes numériques qui existent dans certains cas particuliers. 



Le bond-graph réciproque sera défini A l'aide des nouveaux 

éléments : 

Nous ne développons pas plus cette partie. 11 apparaît clairement 

que les relations entre les équations différentielles du système initial et 

du système réciproque ne sont pas immédiates.Néanmoins, lorsque seule la 

structure de jonction est non linéaire, il est possible de trouver une 

caractérisation semblable aux syst6mes linhaires, si toutefois nous n'avons 

pas de causalités dérivées. 

III - PROPRIETES STRUCTURELLES DES SYSTElvIES LINEAIRES MULTIVARIABLES 
MODELISES PAR BOND-GRAPH 

Introduction 

Comme nous l'avons indiqué dans le précédent chapitre, il est sou- 

vent nécessaire de connaître certaines propriétés structurelles d'un sys- 

tème dynamique avant tout calcul numérique. Cette analyse fait partie inté- 

grante de la conception de système. 

Une remarque concernant les méthodes existantes tend à prouver que 

celles-ci ne sont pas forcément simples d'utilisation et surtout qu'elles 

perdent parfois certaines informations importantes. Ces informations sont 

perdues lors de l'écriture du graphe de structure (ou matrice de structure) 

représentant la structure du système. Ceci est dû au fait que la construc- 

tion se fait en général à partir de l'équation d'état, qui n'explicite pas 

totaiement toutes les relations constitutives du système étudié. 

Les propriétés de la structure d'un modèle bond-graph ont fait 

l'objet de nombreuses études. Nous rappellerons les principales propriétjs 

mises en évidence par différents auteurs. 



Nous nous proposons d'utiliser le bond-graph en tant qu'outil pour 

l'étude des propriétés structurelles. Celui-ci s'adapte tout particulière- 

ment bien B ce genre d'étude, car sa structure de jonction possède toutes 

les informations nécessaires B une analyse rigoureuse. 

Les méthodes développées ont été présentées dans Sueur et Dauphin 

Tanguy, (1989), (1990) . 

Nous faisons d'abord l'analyse du rang de la matrice d'état et de 

la matrice de structure de jonction. Nous définissons pour cela la notion 

de rang structurel d'une matrice. Nous en déduisons des conditions néces- 

saires et suffisantes de commandabilité/observabilité structurelles. Nous 

montrerons que cette notion de propriété structurelle est plus précise que 

dans la littérature. Le rang structurel est pratiquement toujours égal au 

rang réel. 

Dans un deuxième temps, nous montrerons que l'étude structurelle 

peut se faire directement sur le bond-graph, simplement B l'aide de manipu- 

lations causales. 

Enfin, nous mettrons en évidence certains sous-espaces correspon- 

dant B la décomposition canonique de Kalman. 

111.1 - Quelques remarques 
Deux approches intéressantes permettent d'étudier les systèmes 

linéaires. L'une est basée sur les techniques des graphes linéaires, 

l'autre sur les techniques bond-graph. Bien que ces deux approches soient 

conceptuellement indépendantes, celles sont tres proches du point de vue 

méthodologie. BeZt et Martens (1974) et PereZson et Oster (1976) ont fait 

une comparaison de ces deux m6thodes. 

Les techniques des graphes linéaires furent d'abord développées 

pour l'analyse des réseaux électriques. Un graphe linéaire orienté est 

extrait du mod&le physique pour ne définir que la structure du système. Une 

différence substantielle entre la construction du bond-graph et celle du 

graphe linéaire réside dans le fait que le bond-graph représente le flux de 

puissance et non pas simplement la topologie du système. 

Les bond-graphs sont toujours connectés alors que les graphes 

linéaires peuvent être composés de plusieurs parties. Il est possible de 



convertir un graphe linéaire en un bond-graph. La transformation inverse 

est possible, n6anmoins plus délicate, car le bond-graph contient les in- 

formations d'une manière plus condensée Ort et Martens (1974). De plus, 

lorsqu'un système dynamique fait appel B deux domaines énergétiques diffé- 

rents, les graphes linéaires n'indiquent plus explicitement la structure du 

modèle. 

Karnopp (1988) montre que la plupart des outils utilisés pour la 

représentation mathématique d'un système n'exhibe pas nécessairement les 

aspects structurels et que le bond-graph est particulièrement bien adapté 

pour cette finalité. Néanmoins, des modèles corrects peuvent avoir une 

structure obscure, par exemple l'oscillateur modélisé par deux capacités 

attachées B un multiport résistif A caractère gyroscopique, ou des structu- 

res semblant correctes qui sont fausses. La modélisation reste dans ce cas 

le travail le plus délicat. 

L'Atude des propriétés de la matrice de structure de jonction d'un 

modèle bond-graph s'est traduite par quelques articles. 

Ort et Hartens (1973) ont développé une méthode pour mettre en 

évidence la relation entre la topologie du bond-graph et les équations 

d'efforts et de flux décrivant les contraintes du syst8me. 

Rosenberg et Plouttrie (1980) et Moultrie (1979) calculent le nom- 

bre de variables d'effort et de flux indépendantes devant être spécifiées 

pour une topologie donnée avant l'affectation de la causalité. Pour un sys- 

tème donné, il est possible de connaître le nombre de variables d'effort et 

de flux intervenant dans les relations entrée-sortie. 

Rosenberg et Andry (1979) donnent des conditions de solvabilité, 

de la structure de jonction d'un bond-graph contenant des boucles. Ils uti- 

lisent pour cela la causalit6 et le concept de gain de boucle causale, a 

l'aide des règles de Mason B r m  (1972). 

Rosenberg (1979) et Breedveld (1984) utilisent la structure de 

jonction d'un système et le concept de gyrateur essentiel pour savoir si un 

systeme dynamique est réciproque, c'est-&-dire s'il peut être décrit par 

une fonction de potentiel. 

Hogan et Fasse (1988) associent les principes de conservation A la 

structure de jonction d'un bond-graph et montrent que, si le principe de 



conservation est garanti pour l'énergie, il ne l'est pas nécessairement 

pour la charge, la quantité de mouvement, etc... 

Suda e t  Enoki (1981),(1986) établissent les bases théoriques de la 

structure de jonction d'un bond-graph et introduisent les propriétés d'ir- 

réductibilité, de commandabilité/observabilité structurelles. Néanmoins, 

ces etudes sont faites pour des systèmes particuliers, monovariables. De 

plus, ils se basent sur des concepts graphiques peu simples à 

l'utilisation. 

Rosenberg (1987) fait le bilan des méthodes de mise en évidence de 

propriétés d'un système grilce ii la causalité du modèle bond-graph et montre 

qu'un pas important reste franchir pour une exploitation plus judicieuse 

de celle-ci. Nous espérons que le travail présenté dans la suite du rapport 

apporte une contribution dans ce domaine de recherche. 

111.2 - Rang structurel de la matrice d'6tat 

a) Définition du rang structurel 

Jusqu'ii maintenant, nous avons défini le rang, le rang générique 

et le term-rank d'une matrice. Il a été montré que le rang générique et le 

term-rank sont toujours supérieurs ou égaux au rang réel. Ceci tend à prou- 

ver que ces définitions ne sont pas suffisamment précises. 

La structure de jonction d'un modèle bond-graph contient les 

informations sur le type des éléments constituant le systéme et sur la 

façon dont ils sont interconnectés, quelle que soit la valeur numérique des 

paramètres. C'est pourquoi nous pouvons l'utiliser pour caractériser les 

propriét6s structurelles. 

Nous proposons une nouvelle appellation : le rang ttstructurelw. 

Celui-ci ne peut être obtenu que pour certaines matrices à l'aide d'un 

mod&le bond-graph, grace à des manipulations causales. Le terme structurel 

est associé au mot structure de jonction du bond-graph. 

Nous montrons que le rang structurel est pratiquement toujours 

égal au rang réel. 

Dans la suite, nous notons : 



- t : l e  nombre d'éléments dynamiques res tan t  en causa l i té  in tégra le  lors-  

que l a  causa l i té  dérivée est imposée s u r  le modele bond-graph. 

- t , ( resp. t , )  : le nombre d'éléments dynamiques res tant  en causa l i té  inté-  

grale lorsque : 

( a )  l a  causa l i té  d6rivée est imposée su r  l e  modéle bond-graph, 

(b) une dual isat ion du nombre maximal de source d 'entrée  (resp.  de 

d4tecteurs de s o r t i e )  est appliquée pour éliminer ces causal i tés  

intégrales .  

Nous faisons deux hypothèses. La premiere n ' e s t  pas r e s t r i c t i v e  

mais permet uniquement de s impli f ier  l e s  notations. 

Hypothèse 11.3.1) 

Aucun élément en causal i t6  dérivée n ' e s t  directement causalement 

l i é  avec les entrées (G,  = O )  e t  les s o r t i e s  (S3* = O )  dans le modèle 

i n i t i a l .  

Hypothèse 11.3.2) 
I 

La s t ruc ture  de jonction l i néa i r e  est solvable, c 'est-à-dire que 

les boucles d i s jo in tes  e t  non d is jo in tes  sont solvables Rosenberg e t  Andry 

(1979) . 

Définition 11.3.1) 

Le  rang s t ruc ture l  d'une matrice M e s t  déf in i  comme l e  rang maxi- 

mal de c e t t e  matrice en fonction des paramétres l i b r e s ,  en tenant compte 

des re la t ions  en t r e  ces paramétres. 

Nous notons struct-rang (M), 

b) Rang s t ruc ture l  de A 

Propriété 11.3.1) 

L e  rang s t ruc ture l  de l a  matrice d ' é t a t  A déf inie  dans 11.1.4) e s t  

égal à : 

- le  rang de l a  matrice (S11 ,S13)  déf in i  dans I I . 1 .1 ) ,  

- n-t. 



Démonstration Annexe 2. 

Remarque : 

S i  l'hypothèse 11.3.2) n'es t  pas vér i f i é e ,  il faut garder plus 

de&lements en causalit6 integrale,  comme le  montre l'exemple suivant. 

+.- 

La Figure I6.3.2~) représente le  mddle bond-graph. 

Figure II.3.la) : moddte bond-graph. 

Figure II. 3.2. b) : modèle bond-graph avec boucle algébrique non so lvable. 

Figure II.3.2c) : modèle bond-graph pour le calcul du rang de A. 



La figure II.3.1.b) représente le même modèle pour lequel les blé- 

ments 1 et C ont une causalité dérivée. Une boucle algébrique (liens 

1-2-3-4) est introduite, ayant un gain égal & 1, ce qui est une condition 

de non-solvabilité. Pour éliminer cette boucle, nous devons laisser la cau- 

salité intégrale sur les éléments Cl et Il, figure II.3.l.c). Le rang 

structurel du système est donc égal & 2. 

Dans la suite, nous supposons que les manipulations causales génè- 

rent des modèles solvables. 

111.3 - Stabilité asymptotique 

Propriété 11.3.2) 

Une condition suffisante de non-existence de stabilité asympto- 

tique d'un système modélisé par bond-graph est que l'une des deux condi- 

tions équivalentes suivantes soit vérifiée. 

- Il existe au moins une combinaison linéaire entre les lignes de 

(SllS13)' 

- Un élément dynamique, au moins, reste en causalité intégrale lorsque 

la causalité dérivée est imposée sur le modèle. . 
Remarque : 

Ces deux conditions indiquent simplement une dégénérescence du 

rang structurel de la matrice d'état A, c'est-&-dire que A a au moins une 

valeur propre nulle. 

III. 4 - thmmandabili té/observabili té structurelle 

Comme nous l'avons déjà remarqué, il existe plusieurs définitions 

concernant la commandabilité. 

Nous développerons dans un premier temps des méthodes mathématique 

et graphique pour l'étude de la commandabilité en état, puis pour la com- 

mandabilité en sortie. 

Le terme structurel n'est pas équivalent A celui employé avec la 



méthode du graphe (ou matrice) de structure, car les définitions respec- 

tives du rang des matrices sont différentes. 

Les notions d'atteignabilité en entrée et atteignabilité en sortie 

s'expriment sur le modèle bond-graph comme l'existence d'un chemin causal 

entre les éléments dynamiques (1 et C en causalité intégrale) et les sour- 

ces et détecteurs. 

a) Propriétés dans l'espace d'état 

Théorème 11.3.1) 

Le système [A  BI est structurellement ii état commandable : 

a) tous les aléments dynamiques en causalité intégrale sont causalement 

connectés avec. une source, 

b) struct-rang [A B] = n. => Li = O 

Ce théorème est simplement une reprise de la propriété 1.2.1) don- 

nant les conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité structu- 

relle pour les systèmes représentés par les systèmes graphes adaptée ici 

pour les systèmes modélisés par bond-graph. 

Théorème 11.3.2) 

Le système [A Cl est structurellement état observable a : 

a) tous les éléments dynamiques en causalité intégrale sont causalement 

liés ii un détecteur, 

b) struct-rang [:] = n. cg> La,=o 

Nous pouvons faire la même remarque que précédemment pour la pro- 

priété d'observabilité structurelle. 

Remarque : 

- Les conditions (a) des théorèmes précédents peuvent être simplifiées 

par : pour chaque sous-système indépendant, au moins un élément 

dynamique en causalité intégrale est causalement connecté une source 

(un détecteur) . 



- S i  deux chemins s'annulent en t r e  eux, P e  test du rang s t ruc tu re l  l e  

détecte.  

- L e s  var iables  dynamiques en causa l i t é  dérivée ne sont  pas commandables 

Rosenberg et Andru (1979) et  n 'ont donc aucun i n t h r ê t  dans c e t t e  étude. 

Nous proposons une manipulation causale sur  le modèle bond-graph 

de manière ii déterminer directement l e  rang s t r u c t u r e l  des matrices [A B] 

Propriété 11.3.3) 

L e  rang s t ruc tu re l  de [A BI est égal : 

- au rang de l a  matrice (SI, SI3 SIq ) , 
- ii (n-t ,) .  

Démonstratton Annexe 3. 

Propriété II. 3.4)  

L e  rang s t r u c t u r e l  de [Cl est égal : 

- au rang de l a  matrice (Si, SEl Si l  ) , 
- à (n-t ,) .  

Démonstration s imi la i re  c e l l e  de l'Annexe 3. 

Nous pouvons f a i r e  quelques remarques : 

si le rang s t ruc tu re l  de A e s t  égal  n, a l o r s  une seule  source (détec- 

t eur )  est suf f i san te  pour commander (observer) l ' é t a t  du système (si e l l e  

est judicieusement posit ionnée).  

- si le  rang s t ruc tu re l  de A est égal B n-t ,  ( t  > O ) ,  il vient  immédia- 

tement que t sources au moins (détecteurs)  sont  nécessaires pour commander 

(observer) l ' é t a t  du système dynamique ( t  est su f f i s an t  s i  les éléments 

sont  judicieusement placés) .  



b) Exemple 

Considérons l e  modèle bond-graph de l a  Figure III.3.2a) où l a  cau- 

salité intégrale a B t é  imposhe : 

Figure II. 3.2~) : moddle bond-g-raph en causal ité intégra te. 

Figure II.3.2b) : modBle bond-graph en causalité dérivée. 



Il y a s i x  var iables  d ' é t a t  p, su r  1, e t  ql s u r  CI (i = 1 ,  4 ; 

j = % , 2 ) .  L a  dimension du systéme est n = 6. 

Toutes les var iables  sont causalement connectées B au moins une 

source et un détecteur.  

La Figue II.3.2b) represente l e  système oii l a  causa l i t é  dérivée 

est imposee. Il reste deux 6léments dynamiques en causa l i t é  in tégrale  

(1, (pl ) , I4 (p4 ) ) .NOUS pouvons en conclure que : 

struct-rang [A]  = n-2 = 4 

Remarque : 

S i  a = 1, il y a une boucle causale non solvable. Dans ce cas ,  

s t ruct- rang [A]  = 2. L e  systéme n ' e s t  plus n i  commandable, n i  observable. 

Cette s i t ua t i on  ne s e r a  pas p r i s e  en compte dans l a  s u i t e  de l 'é tude.  
- 

- - 

Une dual isa t ion des sources e s t  f a i t e  s u r  l e  modèle bond-graph de 

l a  Figure I1.3.2b), ce qui donne l a  Figure II.3.2c). 

Figure 1I.3.2~) : moddte bond-graph en cacsatité dérivée avec duatisation 

des sources d'entrée. 

Nous voyons que tous les éléments 1 et  C ont maintenant une causa- 

l i t é  dérivée. Nous en concluons que : 



struct-rang [A BI = n. 

Ce systdme est donc structurellement commandable en état par les 2 

sources. 

Le méme principe est utilisé, mais cette fois-ci avec %es détec- 

teurs, F tgure II. 3.2d). 

a 
S E :  1 -+TF - 1 -A D e :  fi, 

Figure II.3.2d) : modale bond-graph en causalité dérivée avec duatisation 

i des détecteurs de sortie. 

Tous les éléments 1 et C ont une causalité dérivée. Nous en con- 

cluons que : 

struct-rang [t] = no 

Ce systéme est structurellement observable en état avec les deux 

detecteurs. 

c) Décomposition de l'espace d'état 

Nous allons mettre en évidence différents sous-espaces d'état 

ayant des propriétés intéressantes. Bien entendu, il est nécessaire que la 

matrice d'état soit de rang dégénéré. 



- Mise en évidence de re la t ions  algébriques 

Lorsque nous imposons une causa l i t é  dérivée aux d i f f é r en t s  61é- 

ments dynamiques, un choix apparait  lorsque au moins un élément conserve 

une causa l i t6  in tégrale .  

L e s  connections causales en t re  les éléments ayant une caupal i té  

in tégra le  e t  ceux ayant une causa l i t é  derivée sont  directement l i é e s  aux 

re la t ions  algébriques en t r e  l e s  di f férentes  l ignes  de (SI, S13). 

S i  dans (SI, S13)* plusieurs re la t ions  algébriques ex is ten t  e t  

sont  indépendantes, a lo r s  l e  choix des Bléments devant conserver une causa- 

P i t é  in tggrale  e s t  t o t a l .  Il n'aura aucune conséquence su r  les études u l t é -  

r ieures .  Par contre, si les re la t ions  algébriques son t  l i é e s ,  nous devons 

adopter cer ta ines  règles.  Nous jus t i f ions  ces remarques sur  un exemple. 

Reprenons le bond-graph de l a  Figure 11.3.2b), où nous imposons l a  

causa l i t é  dérivee pour les éléments dynamiques. 

Il est directement causalement connecté il 1, et  I3 que nous notons : 

I4 est directement causalement connecté à 1, e t  I3 que nous notons : 

I/+ + {12*131 = G 2 *  

Nous notons : 

Nous en déduisons que, structurellement,  l e s  var iables  d ' é t a t  

(pl .pz .p3 )et  (p, p3 .p4 ) sont algébriquement liées. Il ex i s t e  deux re la t ions  

algebriques en t re  les l ignes  de (SI, S13)* ce l les -c i  é tan t  liées car  les 

var iables  p, e t  p3 apparaissent dans les deux re la t ions .  

Nous écrivons l 'équat ion de s t ruc ture  de jonction où apparaissent 

bien l e s  re la t ions  algébriques en t r e  l e s  variables dynamiques : 



Cette forme n ' e s t  pas t r g s  élégante puisque les deux var iables  p, 

e t  p3 apparaissent dans les deux re la t ions  algébriques. 

Nous proposons une au t re  manigre d'imposer l a  causa l i t é  dérivée 

s u r  l e  bond-graph de l a  Figure II.3.2e). 

- 
f i  - 
f 2  

f 3  

f, 

el 
e, 
u1 

- 

Figure II.3.2e) : modéte bond-graph en causalité dérivée. 
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(11 .32 )  

Nous obtenons : 

Cette fo i s -c i ,  seule  l a  var iable  p4 apparait  dans les deux re la-  

t ions  algébriques. Nous avons minimisé l e  nombre d'éléments appartenant en 

même temps à G; et  G; . 

Pl 

p2  

p3 
p4 

q1 

-42 - 

= 



Remarque : 

D'autres choix équivalents existent pour le bond-graph en causa- 

lité dérivée. Nous pouvons par exemple inverser les causalites de 1, et 13, 

ou celles entre 1, et Iq. 

- Mise en évidence de sous-espaces non commandables et non 
observables 

Nous n'étudions que la commandabilité, l'observabilité se faisant 

de manière duale. 

Lorsque le rang de la matrice d'état A est non dégénéré, nous 

savons que 1e'systGme sera commandable en état A l'aide d'une seule source 

d'entrée. Par contre, si A est de rang n-t, une condition nécessaire de 

commandabilité en état est d'avoir t entrées non redondantes. 

Dans un premier temps, nous allons associer un sous-espace non 

commandable B chaque entrée. 

Soient G; = i = 1,. . . , t les ensembles associhs aux variables qui 

introduisent des relations algébriques dans la matrice d'état. Les G; sont 

choisis de façon que G; et G; (W k # j) aient le minimum d'éléments en com- 

mun. Ceci se fait assez simplement lorsque les relations algébriques font 

apparaître peu de variables en commun. 

Soient Bj, j = 1, ...,p les colonnes respectives de B associées à 

l'entrée uJ et Cj , j = l,.. .,q les lignes respectives de C associées à la 

sortie yg . 

Hypothèse 11.3.3) 

a) Les entrées et les sorties redondantes sont éliminées, c'est-à-dire que 

nous gardons un nombre d'entrées et de sorties de façon que les rangs de B 

et C soient maximaux. 

b) Si le rang de [ A  Bj], respectivement le rang de c , est égal au rang 1 
de A,  alors la source d'entrée ej, respectivement le détecteur de sortie 

yj est éliminé. 



Une méthode d'analyse directe sur Pe bond-graph sera proposée pour 

satisfaire lghypoth&se 11.3.3). 

L1hypoth&se 11.3.3) étant vérifiée, il est clair que le sous- 

espace non commandable associé & ltentr6e uj est de rang t-1 car le rang de 

[A B j ]  est n-(t-1). Ayant t-1 relations algébriques, t-1 variables dynami- 

ques ne peuvent adopter lPétat diisiré. 

Pour chaque entrée uj, nous pouvons associer un sous-espace non 

commandable de rang t-1. Nous montrons comment obtenir ces sous-espaces à 

l'aide du bond-graph. Un choix judicieux et obligatoire fait que l'inter- 

section de ces sous-espaces nous donne le sous-espace d'état non 

commandable . 

Prenons d'abord un exemple. 

Considérons le bond-graph de la Figure II.3.28) et dualisons la 

source d'entrée SE,, Figure II.3.2j) : 

Figure II.3.2f : modète bond-paph en causalité dérivée avec dualisation 

de ta source d'entrée SE*. 



Seul l'élément Ig peut adopter la causalité dérivée. Nous en con- 

cluons que SE, élimine la relation algébrique dans [A B,] entre les lignes 

associées aux variables d' état p, , p3 , p4 . 

/ La relation algébrique associée à pl, p4 existe dans [A B,]. Nous 

en concluons que le sous-espace d'état structurellement non commandable par 

SE, est soit {pl) soit {p4) car le rang du sous-espace est égal aitnombre 

de relations algébriques restantes, c'est-à-dire 1. 
- - -  - -- 

Lorsque SE, est dualisé, nous avons : 

Nous choisissons H , -Hl = 1 } le sous-espace non commandable 

associé à SE, . 

Les matrices Hi, sont associées aux relations algébriques exis- 

tantes lorsque l'entrée ul est dualisée. L'indice i est associé B la ikme 

relation algébrique. H; , est construit de la méme maniére que G; (mêmes 

contaiintes sur les relations algébriques). 
i 

En général, Hi , et H; , sont respectivement égaux B un des ensem- 

bles G, et G; , ceci, lorsque les relations algébriques sont indépendantes. 

Reprenons le bond-graph de la Figure II.3.2c) et dualisons la 

source SE,. Nous avons le choix entre un changement de causalité pour Il et 

Cela signifie que dans la matrice [A BI], pour l'entrée SE, uni- 

quement, nous éliminons les dépendances algebriques entre les lignes 1 et 

4, puis entre les lignes 2, 3 et 4. Par contre, nous introduisons une dé- 
pendance entre les lignes 1, 2, 3 et 4, car l'élément restant en causalité 
intégrale est directement causalement lié aux trois autres éléments en cau- 

salité dérivée. 

Nous choisissons I3 en causalité intégrale car pour SE,, nous 

avions choisi Il. L'élément gardant la causalité dérivée est bien entendu 

un de ceux ayant une causalité intégrale avant la dualisation. 



Nous avons : 

Le sous-espace d'état structurellement non commandable est donc 

H; , -Hl, = {13 } = {p3 } . (Un autre choix pour la causalité nous donnerait p2 ) 

Pour obtenir l'espace d'état structurellement non commandable, 

nous pouvons au choix faire l'intersection des sous-espaces structurelle- 

ment non commandables associés & chacune des entrées, soit prendre les 

variables associées aux éléments dynamiques restant en causalité intégrale 

lorsque les sources d'entrée sont dualisées. 

Il faut néanmoins choisir les Hij de manière judicieuse, c'est-à- 

dire que pour chaque entrée dualisée, il faut mettre en causalité dérivée 

un élément dynamique non déjB choisi par les autres entrées, ceci B chaque 

fois que possible. 

Dans l'exemple, pour SE,, nous n'avons pas le choix alors que pour 

SE,, nous avons le choix entre Il et I3 mais comme I3 a été "prisn par SE,, 

nous devons choisir Il pour SE, . 

Le sous-espace d'état non structurellement commandable est 

(H;1-Hll)n(~;2-~12) = $ 0  

Il est clair que par cette méthode, nous pouvons procéder à la 

décomposition canonique de Kalman. 

Quelques propriétés peuvent être mises en évidence à l'aide de 

manipulations causales sur le bond-graph. 

Propriété 11.3.5) 

Le rang structurel de la matrice de commande B est égal au nombre 

maximal de sources pouvant être dualisées sur le bond-graph (l'inversion 

des causalités ne peut se faire que sur des élements 1, R et C ) .  

Démonstratfon Annexe 4. 



Propriété II. 3.6) 

Le rang structurel de la matrice de sortie C est égal au nombre 

maximal de détecteurs pouvant être dualisés sur le modèle bond-graph (l'in- 

version des causalités ne peut se faire que sur des éléments 1, R et C). 

Démonstration : formulation duale de la précédente. 

Remarque : 

Les sources, respectivement les détecteurs, redondants pour 

l'étude de la commandabilité, resp. l'observabilité, structurelles en état 

sont ceux qui ne peuvent être dualisés sur le modèle bond-graph. 

Propriété 11.3.71 

Lorsqu'un modèle bond-graph dont la causalité dérivée est imposée 

sur les éléments dynamiques comporte des éléments en causalité int6grale, 

les sources d'entrée, respectivement les détecteurs de sorties, nécessaires 

pour que le système soit structurellement commandable, resp. observable, en 

état, sont ceux dont la dualisation permet d'éliminer les causalités inté- 

grales sur le modèle bond-graph. 

Démonstration : Les entrées dualisées éliminant les causalités intégrales 

rendent le rang de [A Br] égal B n, Br étant la matrice B réduite A ces 

entrbes. Elles suffisent donc B rendre le système structurellement comman- 

dable en état. 

Remarque : Les propriétés II.3.5), 11.3.6) et 11.3.7) permettent de trouver 

les entrées et sorties nécessaires pour le bon fonctionnement d'un système 

donné. Ceci est particulièrement important pour l'analyse des pannes, par 

exemple. 

Les sources d'entrées supplémentaires sont en général nécessaires 

pour l'étude de la commandabilité fonctionnelle. 

A l'aide des propriétés 11.3.5). 11.3.6) et 11.3.7). nous élimi- 

nons toutes les sources et détecteurs du modèle bond-graph de manière à 

satisfaire l'hypothèse 11.3.3). Les rangs de B et de C seront en général 

supérieurs A t. 



Par la suite, nous considérons que l'hypothdse 11.3.3) est véri- 

fiée. Deux procédures sont désormais écrites. La premidre definit un sous- 

espace d'état structurellement non commandable associe & chaque source 

d'entree, la seconde, le sous-espace dt&tat structurellement non comman- 

dable pour 1' ensemble des entrées. 

Une formulation duale peut être adoptée pour les détecteurs de 

sortie. 

Propriéte II. 3.8) 

Si l'hypothbe II.3.3a) est vérifiée, le sous-espace d'état non 

structurellement commandable associB & chacune des sources d'entrée uj, 

tel que rang [A Bj] = rang A, est U (GY - Gi ) - 
i = l o e . .  , t  

Démonstration : 

Si rang [A Bj] = n-t, le sous-espace d'etat non structurellement 
\ 

commandable est de rang t. G; - Gi est associée B la ième relation algébri- 

que de la matrice [A Bj 1. Avec le choix des O;, la propriété est 

immédiate. 

Pour chaque source d'entrée uj vérifiant l'hypothèse 11.3.3), nous 

associons des ensembles Hi et H; j. Les Hii sont choisis de la même manière 

que les G, avec les 2 conditions suivantes : 

- uj est dualisée, 
- l'élément dynamique adoptant une causalité dérivée est, si possible, 

choisi de manidre à être différent de celui choisi pour l'entrée 

u,(i*j).On commencera B chaque fois par les entrées où le choix n'est pas 

possible. 

Propriété 11.3.9) 

Si l'hypothèse 11.3.3) est vérilfiée, le sous-espace d'état non 

structurellement commandable associée B la source d'entrée uj est 



Démonstration : 

Le rang de [A Bj 1 est n- ( t-1 ) . Chaque ensemble HI -Hi correspond 

Zi la variable d'6tat d6finie dans la ihe relation algébrique. Sachant que 
i = l , e a . , t - l  

n (Hi -Hi ) = 8. nous obtenons t-1 variables d' état non structurel- 
lement commandables. CQFD. 

Remarque : 

Il est possible de trouver différents sous-espaces dqétat non 

structurellement commandables pour l'entrée uj. Le choix adopté permet de 

rendre l'intersection des U ( -Hi ) la plus faible possible. 
i = 1 ,  . . . ,  t-1 

Propriété 11.3.10) 

L'hypothbse 11.3.3) étant vérifiée, le sous-espace d'état non 

structurellement commandable est : 

- L'ensemble des variables dynamiques associées aux éléments en 

causalit6 intégrale lorsque l'on impose la causalit$ dérivée et qu'un nom- 

bre maximal de source d'entr6e a été dualisé. 

Démonstration : 

1) Un sous-espace non structurellement commandable est associé A chaque 

entrée uj (propriété II. 3.9) . Le choix des Hi et H; rend ces sous-espaces 

les plus disjoints possibles. Les variables dynamiques apparaissant dans 

chaque sous-espace ne sont commandables par aucune des entrées. CQFD. 

2) Cette propriété est directement liée ii la propriété de commandabilité 

structurelle d'un systéme modélisé par bond-graph. 

Remarque : 

- Il est en général inutile de chercher les Hi et H; j. Néanmoins, cela 

peut être utile pour simplifier les commandes. 



- La décomposition canonique de Kalman peut aisement être ~btenue. Il sera 

intéressant de rendre les sous-espaces d'état non structurellement comman- 

dables et observables les plus disjoints possibles. 

- Ces propriétés sont tr&s intéressantes lors de l'étude de la commandabi- 

lité fonctionnelle ou en sortie qui fait l'objet de la partie suivante. 

d) CommmdabiPité structurelle en sortie 

La commandabilité en sortie ne nécessite pas la commandabilité en 

6tat. Elle nécessite simplement un comportement entrée-sortie bien défini. 

Il faut être capable de calculer l'entrée pour que la sortie ait le compor- 

tement désiré. La commandabilité en sortie s'apparente A la commandabilité 

fonctionnelle. Rosenbrock (1970) a introduit les terminologies en insistant 

sur les distinctions entre celles-ci. Par exemple, l'état considéré comme 

une sortie n'est en géneral pas commandable. Georgtou et Ftoerdas (1990) 

utilisent le concept de connectabilité et de commandabilité structurelle 

fonctionnelle pour connaître la possibilité de considérer une variable 

d'état comme sortie lors d'un objectif de commande. 

Un état non commandable peut être commandable s'il est considéré 

comme une sortie. 

Exemple 

Figure II. 3.3a) : modé te  bond-graph. 

Une des deux variables d'état p, ou p, n'est pas commandable, 

p2 
alors que la sortie y = -est commandable. 

1 



Reprenons le meme exemple avec 2 entrées et 2 sorties : 

Figure II.3.3b) : modéte bond-graph avec 2 entrdes-sorties 

Ce système n'est pas commandable en sortie car le déterminant de 

%a fonction de transfert est nul. 

Par contre, le système de la Figure 1I.3.3~) est commandable en 

sortie c 

Figure II.3.3.c) : modéte bond-graph avec 2 nouvetZes entrées-sorties. 

A l'aide de cet exemple, nous voyons que le fait d'avoir B et C de 

rang maximal n'est pas suffisant pour assurer la commandabilité en sortie. 

Propriété 11.3.11) 

Une condition suffisante de non commandabilité structurelle en 

sortie est qu'il existe une combinaison linéaire entre les lignes de 

('31 '33 '34)* 



Démonstration : 

S'il existe une combinaison linéaire entre les lignes de 

(S3i S33 S34), alors la méme combinaison linéaire existe entre les lignes 

de C et D, ce qui est une condition suffisante de non-commmandabilité en 

sortie. 

La même propriété peut cette fois être formulée B l'aide de mani- 

pulations causales. 

Propriété 11.3.12) 

Une condition suffisante de non-commandabilité en sortie est qu'il 

existe au moins un detecteur ne pouvant pas être dualisé. L'inversion des 

causalités peut se faire sur les éléments 1, R, C mais aussi sur certaines 

sources. 

Démonstration : 

Le changement des causalités des détecteurs équivaut I3 inverser la 

plus grande sous-matrice inversible de (S3 S3 S3 ) Si le rang de 

(S3i S33 S34) n'est pas maximal, nous ne pouvons pas écrire le vecteur de 

sortie y dans le vecteur d'entrée de l'équation de structure de jonction, 

ce qui équivaut I3 dire que la causalité de toutes les sorties ne peut être 

inversée. 

Propriété 11.3.13) 

Une condition suffisante de non commandabilité structurelle en 

sortie est que le rang de (Si4 S:4 S54)t soit inférieur au nombre de détec- 

teurs de sortie. 

Démonstration : 

Le rang structurel de la matrice de commande B est égal au rang de 

(Si, si4 Sk ) . Une condition suffisante de non-commandabilité en sortie 

est que rang B < rang C, CQFD. 



Propriété II. 3.14) 

Une condition suffisante de non-commandabilité structurelle en 

sortie est que le nombre d'entrées pouvant être dualisées est inférieur au 

nombre de détecteurs (seuls les éléments 1, R, C peuvent adopter une causa- 

lité inverse). 

Démonstration : La dualisation des sources d'entrée donne une information 

sur le rang structurel de la matrice de commande B. Si le nombre de sources 

dualisées est inférieur au nombre de détecteurs, nous en concluons que le 

rang structurel de B est inférieur au nombre de détecteurs. CQFD. 

Des conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité/obser- 

vabilité structurelles sont mises en évidence à l'aide du modèle bond- 

graph, ceci par de simples manipulations causales. Une première constata- 

tion est que le terme structurel est plus précis pour un modèle bond-graph. 

La seconde est que l'analyse est nettement plus simple que pour les autres 

mkthodes graphiques ou mathématiques. Une étude plus fine serait A faire 

pour la commandabilité en sortie. 

CONCLUSION 

La modélisation par bond-graph nécessite une grande rigueur dans 

la compréhension des phénomènes intervenant dans l'évolution d'un système 

dynamique. Cette rigueur permet de constituer un modèle le plus proche pos- 

sible de la réalité où tous les phénomènes mis en évidence sont directement 

accessibles sur le bond-graph. Cette modélisation est plus explicite qu'un 

modèle mathématique mais aussi qu'un modèle graphique habituel (système 

graphe, graphe de structure, etc ...) car elle contient A la fois les infor- 

mations des modèles mathematiques et graphiques. 

Cette constatation nous a permis de mettre en évidence des pro- 

priétés structurelles d'un système dynamique linéaire modélisé par bond- 

graph, ceci B l'aide de simples manipulations causales. 

Une décomposition canonique de Kalman a été envisagée à l'aide du 

modèle bond-graph. 



1 ANNEXE 11.11 

Calcul des bquations d'btat et de sortie du bond-graph rbciproque. 

Hypothèses : 

- Pas de causalité dérivée 
- A  est inversible. 

Soit un modèle bond-graph. Nous imposons la causalité dérivée. 

L'équation de structure de jonction est A . 2 . 1 ) .  il n'y a plus d'élément en 

causalité intégrale car A  est inversible. 

avec dou 
d = Ld 'ind * 

A  l'aide de A . 2 . 1 ) .  nous avons : 

A l'aide du bond-graph en causalité intégrale, les équations 

d'état et de sortie sont : 



En comparant A.2.2) e t  A.2.3). e t  en u t i l i s a n t  l a  re la t ion 

z,  = FI xI ,nous déduisons : 

L'équation de s t ruc ture  de jonction réciproque, directement obte- 

nue de A.2.1) est : 

Pour l e  bond-graph i n i t i a l  en causa l i t é  in tégra le ,  nous avons 

dout  = L di qui devient dou = Ld dind lorsque l a  causa l i t é  dérivée e s t  
d - 

imposée. Après dual isa t ion,  nous avons dout et  din s a t i s f a i s an t  , - - 
do = L i  l di, . La transformation réciproque inverse le  module de R ,  ce qui 

donne Ed. 

L e s  équations d ' é t a t  e t  de s o r t i e  réciproques sont  : 

( ~ . 2 . 6 a )  A* = [JI,+ J,,E(I,- J,,L)-'J,,]F, FI= Fi1 
avec 

1 
- 

B* = [ J , ~ +  J , , L ( I ~ -  ~ ~ ~ c 1 - l ~ ~ ~  L= L, 

(A.2.6b) ç = [J,,+ J ~ , E ( I , -  J,,E)-'J,,] FI 
avec - 

D = [ J ~ ~ +  J3,E(1,- J,,E)"J,~ 1 



P 

Nous en dbduisons : 



1 ANNEXE 11.2 1 

Calcul du rang s t ruc tu re l  de l a  matrice d 'Btat  

Nous séparons l ' é g a l i t é  de l a  propr ié té  11.3.1) en t r o i s  p a r t i e s  : 

s t ruct- rang [A] = rang [S11S13] = n-t 

(19 - - (2)  = (39 

Premi&re étape : (2)  = (3) 

Nous ne développons que les étapes pr incipales  de l a  démonstra- 

t ion.  

So i t  l ' équat ion de s t ruc ture  de jonction déf inie  par : 

L'affectation de l a  causa l i t é  dérivée su r  l e s  éléments de stockage 

C e t  1 équivaut B inverser  cer ta ins  termes de A.2.8). L e  nombre de modifi- 

cations se limite au rang de (SI, S13).  

Un nouveau vecteur de s o r t i e  de l 'équation de s t ruc ture  de  jonc- 

t i on  z i 2  d;:]' e s t  construi t ,  où une p a r t i e  des éléments dynamiques 

associés au vecteur x, conservent l a  causa l i t é  in tégrale .  
1 

Cette manipulation suppose de ne pas créer  de boucle algébrique 

non solvable. 



Il vient : 

Les O sont obtenus en considérant une propriété bien connue des 

matrices : si une matrice 

est telle que rang(F) = rang(F2, ) et E2, inversible alors Fl -Fi F; F2 =O 

Il n'est plus possible d'affecter la causalité dérivée sur les 

éléments associés au vecteur x, car ces kléments sont uniquement directe- 
1 

ment causalement connectés aux sources et aux éléments en causalité dérivée 

(équation A.2.9) . 

Nous en déduisons que rang[Sl , Si 1 = n-t. 

Deuxième étape (1) = (2) 

Struct-rang [A] 4 rang [SI, S13]* car s'il existe une combinaison 

linéaire entre les lignes de (SI, S13). alors il existe une combinaison 

linéaire entre les lignes de A. 

Soit l'équation d'état : 

Elle peut être décomposée comme 

Al1 A12 
(A.2.11) 

avec 

stmct-rang [A] = struct-rang [A22 ] et A,, inversible. 



Nous pouvons écrire différemment l'équation A.2.11), c'est-à-dire, 

Reprenons l'équation A.2.9). 

Si A-2.9) est solvable, c' est-&-dire si (1 - M~ L* ) est inversible, 

oii I est une matrice identite et L* est telle que d:,, = L'd;, , il vient : 

avec 
2 

E R .  xI1 E IR-m, 

De maniere évidente, deux méthodes différentes ont été employées 

pour l'inversion de la relation A.2.8). soit directement à l'aide de 

lf&quation d'état, soit & l'aide d'une manipulation causale. 

Les équations finales sont bien entendu égale. Ceci se traduit par 

les égalités x2 = x, 
et = 

, c'est-&-dire (1) = (2). 

Remarque : 

La condition d ' inversibili té de (1-hf8 L* ) n 'est pas une contrainte 

structurelle. De plus, elle est pratiquement toujours vraie. La définition 

du rang structurel de A est donc très proche de la définition du rang de A. 
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1 ANNEXE 11.3 1 

Calcul du rang structurel de [A B] 

struct-rang [A BI = rang ESll Slg SI,, 1 = n - P ; ~  

(1 - - (2) = (3 )  

Première étape : (2) = (3 )  

Une décomposition en deux étapes est proposée. La première corres- 

pond à l'affection de la causalité dérivée sur les éléments dynamiques et 

la seconde A la dualisation des sources d'entrée. 

'Pas 1 : - 

En supposant que rang (Si, Si ) = m. nous reprenons 1' équation 

A.2.19) correspond à l'affection de la causalité dérivée. 

Pas 2 : 

Nous supposons que  rang[^,] = p* < p. Nous notons : 

Un nouveau vecteur de sortie de l'équation de structure de jonc- 

zt d;: u;]' est construit. A.2.14) devient : 



L'équation A.2.16) s'obtient en fait après diverses manipulations 

causales qui consistent $i mettre le plus d'éléments possible en causalité 

derivée avec dualisation du plus grand nombre possible de sources d'entrée. 

En notant M i j  (i, j=1,2) les termes de la matrice M,, nous pouvons 

séparer la premidre ligne de l'équation A.2.14) en deux parties, c'est-à- 

dire : 

dù rang[M2 ] = rang[M; 1 et M: inversible. 

L'écriture de la seconde équation de A.2.17) peut être inversée et 

u, peut s'exprimer en fonction de XI , xl et u,. 
12 

L'équation A.2.16) est déduite de A.2.17) et ~.2.14) en écrivant : 

(A.2.18) E p - ( m + p * )  

x 2 1  avec X E p + p *  

et en tenant compte de : 

D'après A.2.16), nous déduisons que les variables dynamiques asso- 

ciées $i xl gardent la causalité intégrale et qu'elles sont uniquement cau- 

salement liées aux éléments dynamiques en causalité dérivée. Nous ne pou- 

vons donc plus faire de modification de la causalité. 

Le nombre d'entrées dualisé est donc égal au rang de u,. 



Lt6quation A.2.16) peut s'obtenir en c~nsidérant la plus grande 

matrice inversible de (SI, Sl Si ) NOUS en eoncPuons que 

rmgCSl 1 S1 j I ' m + P** 

D'où m + p* = t, et donc (2) = (3). 

Nous savons que rang[A BI < rmg[S,, S13 SI4]  et en considérant la 

même approche que dans f'annexe 2, nous avons ( 1 )  = (2). 



1 ANNEXE 11.4 1 

Calcul du rang structurel de la matrice de commande B. 

L'équation de structure de jonction s'écrit e 

Dualiser le vecteur u équivaut inverser les causalités des 

entrées et donc de mettre u dans le vecteur de sortie de l'équation de 

structure de jonction. 

La matrice .est décomposée en deux matrices dont l'une a le 

même rang que u est de la même manihre décomposé en 

La nouvelle équation de structure de jonction est: 

Le vecteur x contient une partie du vecteur x,. 

Le vecteur xt contient x, et l'autre partie du vecteur x,. 

di, et dout sont composés d' éléments de di, et de do . 

Seul u, est fonction de u,, c'est-&-dire qu'il est impossible de 

dualiser d'autres entrées. 

Ecrivons maintenant l'équation d'état obtenue a partir de l'équa- 

tion A.2.20). 



(A.2.22) x, = A x, + Bu. 

Nous pouvons décomposer cette équation et l'ecrire sous Pa forme : 

oia B2, est la plus grande sous-matrice de B inversible. 

Bien entendu, la résolution de A.2.9) donnera l'équation A.2.23), 

c'est-&-dire : 

Il existe néanmoins une impossibilité quand (1,-M~L*), où 

do = L* d; , , n'est pas inversible . C ' est pourquoi nous parlons de rang 

structurel. 

Nous en concluons que le rang structurel de B est égal au rang de 

(S::) et donc au nombre maximal de sources pouvant être dualisées. 



I CHAPITRE III 

APPLICATXON DES METHODES DE 

DECOUPLAGE ET DE REDUCTION 

AUX SYSTEMES EPNEAXRES MODELISES 

PAR BOND-GRAPH 

1 - SYSTEMES AMORTIS 

II - ETUDE DES SYSTEMES PUREMENT OSCILLANTS 



INTRODUCTION 

Il existe très peu d'articles ou d'ouvrages traitant du problème 

de découplage ou de réduction des systèmes dynamiques modélisés par bond- 

graph. Le traitement se situe en général au niveau des équations dynamiques 

du système et perd donc tout l'avantage que peut offrir le bond-graph, par 

exemple du point de vue structurel. 

Darphin Tanguy et al. (1985) ont introduit un nouveau concept, le 

bond-graph réciproque et l'ont associé 8 la méthode des perturbations sin- 

gulieres pour, dans un premier temps, faire le découplage, entre le système 

rapide et le système lent et dans un deuxième temps, améliorer la précision 

du système rapide. Cet article a servi de base pour la recherche des métho- 

des présentées dans ce chapitre. 

Suda (1988) a traité de l'effet "parasite" de certaines variables 

dynamiques en donnant des conditions d'élimination de ces variables, cor- 

respondant donc 8 une réduction d'ordre du modèle. 

r 

Dans ce chapitre, plusieurs catégories de systèmes dynamiques vont 

être traitées. 

La première partie concerne le découplage des systèmes dynamiques 

linéaires, appelés réseaux ou systèmes RC. Ces syst8mes ne sont pas oscil- 

lants et peuvent être modélisés uniquement par des éléments résistifs et 

capacitifs sans éléments inertiels. La méthode proposée se base sur les 

propriétés causales et structurelles du modèle bond-graph. Une correspon- 

dance est faite avec la méthode des perturbations singulières Sueur e t  

Dauphin Tanguy ( 1 9 9 0 ) .  Une méthode analogue serait employée pour l'étude 

des sytèmes RI. 

Nous rappelons les définitions de système explicite et système 

implicite et montrons comment le modèle bond-graph fait la distinction 

entre ces deux possibilités. Pour les systèmes explicites, une méthode de 

découplage est proposée directement 8 partir du modèle bond-graph. Une 

méthode d'amélioration de la précision des systèmes lent et rapide, dite 

méthode de correction, est proposée en gardant la structure des modèles 

initiaux. Pour les systèmes implicites, nous utilisons le bond-graph en 

tant qu'outil de mise en évidence des changements de variables nécessaires 

pour rendre le système explicite. 



La deuxième partie concerne l'étude des systèmes purement oscilla- 

toires. Une méthode de s&paration en deux sous-systèmes est présentée & 

l'aide d'équations différentielles du second ordre, de l'équation d'état et 

du bond-graph. Une nouvelle définition de systéme standard, ou explicite, 

est donnée. Nous montrons que la s6paration en deux sous-modèles "lent et 

rapidet' peut btre directement faite sur le bond-graph si le système est 

explicite mais que l'exploitation des résultats doit généralement se faire 

sur les équations différentielles du second ordre, avec soit les variables 

de déplacement, soit les variables de moment. 

Pour les systèmes purement oscillants, le systéme rapide a peu 

d'intérêt. Nous ne gardons que le systéme lent, qui est parfois éloigné de 

la reallté B cause des approximations lors de la réduction. Une methode 

dite de correction est pr6sentée. Elle permet de mieux tenir compte de 

l'effet des hautes fréquences dans le système lent. 

P - SYSTEMES AMORTIS (Sueur et Dauphin Tangug (1990 ) ) .  

Les systèmes dits "amortisn sont les systèmes pour lesquels les 

oscillations sont quasi-nulles ou alors n'existent que sur un temps très 

court. Elles ont a priori très peu d'influence sur le comportement dynami- 

que du systéme étudié. 

Un système peut être considért2 comme amorti si la partie réelle de 

chacune des valeurs propres de la matrice dt6tat est négative et si celle- 

ci est au moins de l'ordre de grandeur de la partie imaginaire.De nombreux 

systémes physiques, hydrauliques et électriques entrent dans cette 

catégorie. 

La méthode des perturbations singulières a été largement utilisée 

pour l'étude de ces systemes dynamiques (chapitre 1, 5 III) . Nous nous pro- 
posons dans ce chapitre de montrer l'avantage de la formulation bond-graph. 

1.1 - Mise en évidence des dynamiques 

Il est en général difficile de mettre en évidence les dynamiques 

d'un système lin6aire sans faire le calcul, exact ou approché, des valeurs 

propres de la matrice d'état. D'autres mkthodes, tel que le calcul des vec- 

teurs propres, peuvent être utilisées, ce qui peut poser des problèmes 

lorsque le système est de grande dimension. 



Cependant, un travail d'analyse est nécessaire pour mettre en évi- 

dence les éléments qui induisent le phénomène lent et ceux qui induisent le 

phénomène rapide (ou les deux B la fois ! ) ,  généralement B partir de consi- 

dérations physiques. 

Sur le modèle bond-graph, on dira qu'il existe des dynamiques 

d'ordres de grandeur différents si les gains de boucles causales sont d'or- 

dres de grandeur différents. Par la suite, nous supposons que les systèmes 

etudiés ne comportent pas de gyrateurs et qu'il n'y a pas de causalités 

dérivées. 

1.2 - Partitionnement du vecteur Btat 

Lorsqu'un système dynamique comporte deux échelles de temps, il 

convient, pour pouvoir utiliser la méthode des perturbations singulières, 

de séparer le vecteur état en deux sous-vecteurs, de façon à obtenir deux 

sous-systèmes découplés. 

I 

Les équations d'etat et de sortie du système dynamique considéré 

sont : 

Une première étape consiste B mettre en évidence les gains de bou- 

cle sur le modèle bond-graph, correspondant aux termes de la matrice A. 

Les modes lents, respectivement rapides, sont associés aux peti- 

tes, respectivement grandes, amplitudes de gains de boucle. 

1.2.1 - C d'ordres de grandeur différents 

Les éléments R sont d'ordres de grandeur équivalents. Nous faisons 

l'hypothèse dans ce paragraphe que tous les autres éléments, c'est-à-dire 

les éléments résistifs et les transformateurs, n'introduisent pas de gains 

de boucles d'ordres de grandeur différents. 



Le vecteur état est décomposé en xI où gl E IF est le vec- 

teur associé à la partie lente et g2 E P est le vecteur associé ii la par- 

tie rapide. 

Considérons l'équation de structure de jonction simplifiée, asso- 

ciée à un mod&le bond-graph sans élément en causalit6 dérivée. Une décompo- 

sition est faite. do,, et din2 contiennent les variables efforts et flux, 
2 

suivant la causalité, des éléments R directement causalement connectés, ou 

indirectement par l'intermédiaire d'autres éléments R, aux éléments C de 

petit module. 

La nouvelle équation de structure de jonction est : 

où : Sij sont des sous-matrices de S 

s!: sont des sous-matrices de Si 

St est la transposée de la matrice S. 

& est introduit de façon à normaliser l'ordre de grandeur des ter- 

mes dans la matrice FI. FI, et FI, sont des matrices carrées diagonales, 

composées de termes en 1/C, , i = 1,. . . , (n + m). 

L'équation d'état est : 



avec Tl, = - [si: L~(I - s:: L )  s + si: L~ (1 - s:; ~ ~ 1 - l  1 

22 L )-1 s22t 
T2, = - [s:: L2(I - s2, 2 l2 1 

Si l'équation d'ktat est exprimee en fonction du vecteur z , ,  com- 

portant les variables de CO-energie, une nouvelle equation d'état est obte- 

nue : 

Si F12T2, est inversible, le système est dit sous forme singuliè- 

rement perturbée. Cette condition est équivalente B la condition d'inversi- 

bilité de la matrice A,, = T2, FI, définie dans III. 1.5) . 

1.2.2 - R d'ordres de grandeur différents 

Les éléments capacitifs C ont des ordres de grandeur équivalents. 

Lorsque les éléments R ont des ordres de grandeur différents, il est plus 

difficile de faire un partitionnement du vecteur état. En général, les phé- 

nomènes lents et rapides ne sont pas directement mis en évidence. La décom- 

position du vecteur état n'est donc pas simple. Le bond-graph donne néan- 

moins quelques indications. 



Une difficulté apparaît lorsque plusieurs éléments R sont causale- 

ment liés entre eux, c'est-&-dire lorsqu'il apparaît une boucle algébrique. 

Dans ce cas, il suffit de calculer la résistance équivalente, ceci pour 

chaque élément R en causalité conductance. Une autre manière consiste à 

calculer le multiport R associé. 

L'exemple de la ffgure III.I.2) est une illustration de ce 

regroupement. 

Figure III.l.1 : Bond-graph avec bouctes algébriques entre éléments 

résistifs 

Dans cet exemple, R, , R3 et R, , R3 forment deux boucles algébriques. 
L'application de quelques règles simples, non développées dans ce rapport, 

permet de calculer directement la matrice d'état. 

La matrice d'état est : 

Nous faisons l'étude des valeurs propres de A pour différentes 

configurations possibles de l'ordre de grandeur des éléments R. 

Si R, = R,= R3= R, les deux valeurs propres sont de l'ordre de 1/R. 

Si RI = R, = ER3 = ER, le système devient implicite. 

Un système est dit implicite si : 

a) après la décomposition du vecteur état et de la matrice d'état, la ma- 

trice A,, n'est pas inversible. 

b) quand une seule échelle de temps existe a priori, la matrice d'état 

E k A ( ~  ) devient non inversible pour E = O. k est un entier qui permet de 
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faire le calcul de A(E ) pour & = O 

Dans les deux cas, les phénom4nes lents et rapides ne peuvent pas 

être obtenus directement, mais seulement après un changement de base. 

Nous écrivons la matrice d'état en tenant compte de la relation 

précédente entre les éléments résistifs. 

Nous calculons A, = E A (é ) pour E = O et pour C, =C, = C . 

A, a une valeur propre nulle. Le système est sous forme implicite. 

Le calcul des valeurs propres de A, A, et A,, confirme notre pro- 

pos : 

11 apparaît que si les éléments R en causalité résistance ont un 

grand module, le système peut devenir implicite, par contre si ces éléments 

sont petits, les modes seront pratiquement de l'ordre des éléments en cau- 

salité conductance. 

Il est donc possible de faire le partitionnement du vecteur état 

même lorsque des boucles algébriques entre les éléments R apparaissent. 

L'équation de structure de jonction est : 



dinl est le vecteur correspondant aux éléments R de valeur élevee 

et ceux intervenant dans une boucle alghbrique dont les hléments R équiva- 

lents ont aussi une valeur élevée. 

(1, est le vecteur état correspondant aux éléments C, causalement 

connectés avec les aléments R dans di, uniquement. 
1 

g2 et di n2 contiennent les variables restantes. 

Remarque : 

Pour les systèmes amortis RC, la plupart des éléments résistifs 

ont une causalité conductance. Ceux ayant une causalité résistance forment 

des boucles algébriques avec les premiers et introduisent des termes non 

nuls dans la matrice S,,. 

Le calcul des matrices L2 (1 - Si 2 L, ) - et Ll (1 - s:: Ll ) - ' équi- 
vaut Èi trouver les multiports résistifs équivalents Èi causalité conductance 

donc de termes caracthristiques l/R.Les termes résistifs de faible valeur 

introduiront donc les modes élevés. 

Lorsque nous écrivons l'équation d'état sous la forme III. 1.5) , 
les termes L2 (1 - S: L2 ) -  ' ont une valeur élevée par rapport aux termes 

Ll(I - si; ~ ~ ) - l .  

L'introduction d'un param&tre de normalisation E ,  O < E << 1 con- 
duit Èi une forme singulièrement perturbée pour l'équation d'état : 



avec : A,, = - [si: L, (I - s L sllt 12 ] F 11 

Si %2 = - [s: L2 (1 - Si; L2 ) -  ' S:; ' 1 FI, est inversible (pas de 
valeurs propres nulles), alors la valeur absolue de chacune de ses valeurs 

propres est plus grande que celles des valeurs propres de 

S: : LI (1 - S:: Ll ) ' S:: ' FI, qui correspond B une comection causale 1 
entre les éléments dynamiques rapides C et les éléments R de valeur élevée. 

La non-inversibilité de A:, signifie que les variables q2 ne sont 

pas purement rapides, mais qu'un phénomène lent existe. 

Définition III. 1.1 (Sueur et Dacphf n Tanguy (1990) ) 

L'équation d'état 111.1.8) est dite explicite, si la matrice 

A:, = -[S:: L2(I - S:; L SZ2' F12 est inversible. 
l2 1 

1.2.3 - Cas général 

Il n'existe a priori pas de méthode générale. Simplement, la dé- 

composition du vecteur état peut se faire en combinant les deux façons pré- 

cédentes, en essayant de privilégier les gains de boucles élevés dans la 

partie rapide du système. 



Si tous les gains sont du même ordre de grandeur, il peut néan- 

moins exister des phénomènes lents cachés. Ceci apparaît par exemple pour 

les systémes interconnectés. En général, ces systémes sont implicites. Il 

suffira de montrer que la matrice d'état comporte des modes nuls. 

1.3 - Partitionnement du bond-graph 
1.3.1 - Procédures d'obtention directe des Bond-graphs rapide et 

quasi-rapide 

Le système dynamique sera découplable en une partie lente et une 

partie rapide si la condition d'inversibilité des matrices %, (cas 1.2.1) 

et Ai ,  (cas 1.2.2) associées respectivement à la partie rapide, quasi- 

rapide du syst&me, est vérifiée. La notion de bond-graph quasi-rapide est 

introduite dans le cas 1.2.1 car 1 ' étude se fait sur A:, et non A,, . 

Nous proposons deux procédures pour la construction directe des 

bond-graphs rapide et quasi-rapide. Ces procédures sont directement liées 

aux procédures de décomposition de l'équation de structure de jonction glo- 

bale. L'existence d'un chemin causal entre deux éléments se traduit par 

l'apparition d'un terme non nul dans la matrice de structure de jonctions. 

L'élimination de certaines parties de S équivaut donc A enlever certains 

chemins causaux et certains éléments du bond-graph global. Les procédures 

s'en déduisent simplement. 

Procédure 111.1.1 (cas 1.2.1) 

Si dans un bond-graph, les éléments C ont des ordres de grandeur 

différents et les R des valeurs semblables, alors le bond-graph rapide 

réduit est obtenu à partir du bond-graph global en supprimant : 

- tous les élements C de module élevé, 
- tous les Rlements R uniquement causalement connectés ii ces éléments 

6, directement ou indirectement à travers d'autres éléments R, 

- toutes les sources et détecteurs n'ayant plus de connection causale 
avec les éléments C et R restants. 

Procédure 111.1.2 (cas 1.2.2) 

Si dans un bond-graph, les éléments R ont des ordres de grandeur 

différents et les C des valeurs semblables, alors le bond-graph rapide est 



obtenu partir du bond-graph global en supprimant : 

uniqoamcn k 
- tous les éléments ~ycausalement connectés aux éléments R de valeur 

élevée ou aux R équivalents de valeur élevée (boucles algébriques), 

- tous les éléments R n'ayant plus de connection causale avec les 616- 

ments C restants (directement ou indirectement B travers des éléments 

RI * 

- toutes les sources, détecteurs, n'ayant plus de connection causale 

avec les éléments C restants (directement ou indirectement B travers 

des éléments R). 

Le bond-graph quasi-rapide s'obtient en enlevant tous les éléments 

R d'amplitude élevée (ou le R équivalent) dans la procédure 111.1.2). 

Remarque : Ces procédures n'introduisent aucun changement de causalité. 

1.3.2 - Systemes explicites 

Théorème 111.1.1) 

Le systeme est structurellement sous forme explicite si le bond- 

graph rapide (ou quasi-rapide) n'a pas d'éléments C en causalité intégrale 

quand une procédure de mise sous forme causalités dérivées est implémentée. 

Démonstration : Si dans le bond-graph rapide (quasi-rapide), tous les &lé- 

ments C peuvent être mis en causalité dérivée, la matrice d'état du système 

rapide (quasi-rapide) est inversible, donc par définition, le système est 

sous forme explicite. 

a) Bond-graph rapide et équation d'état rapide 

Si le système est sous forme explicite, alors le bond-graph rapide 

s'obtient en utilisant la procédure 111.1.1) ou 111.1.2). 

L'équation d'état du sous-système rapide (ou du bond-graph rapide 

est : 

I I I . .  a i z r =  A,, q2r + B, ur 

A,, est obtenue dans 111.1.5) ou 111.1.8). 



u, est le comportement rapide du vecteur d'entrée, 

Remarque: Pour les systèmes lent, respectivement sapide, nous introduirons 

les vecteurs u4, respectivement u,, correspondant au comportement lent, 

respectivement rapide de l'entrée. 

Cette hypoth6se permet de conserver une cohérence avec la méthode 

des perturbations singulières, 

b) Bond-graph lent et équation d'état lente 

A l'aide des propriétés du bond-graph reciproque et des procédures 

definies précédemment, nous proposons une definition du bond-graph lent. 

Procédure 111.1.3 : Obtention du bond-graph lent 

- construire le bond-graph réciproque global, 
- dessiner le bond-graph rapide réciproque B l'aide des procédures 

111.1.1) et 111.1.2). 

- construire le bond-graph lent réduit il l'aide d'une nouvelle trans- 

formation réciproque sur le bond-graph réciproque rapide. 

Ce bond-graph lent réduit a les propriétés suivantes : 

Propriété 111.1.1) 

L'équation d'état du bond-graph lent est Pa même que celle obtenue 

& l'aide de la méthode des perturbations singulières : 

Démonstration Annexe III.1. 

Propriété 111.1.2) 

Si chaque capacité enlevée du bond-graph global est remplacée par 

un détecteur d'effort, alors l'équation de sortie lente sera : 



q, = F; yd est l'équation algébrique, correspondant au comportement lent 

de q,, obtenu par la méthode des perturbations singulières. 

Démonstration : -11 suffit d'utiliser la procédure de l'annexe 111.1 avec 

l'équation de sortie : 

Il apparaît ainsi que notre méthode de découplage & partir des 

modèles bond-graph donne exactement les mêmes résultats que ceux des per- 

turbations singulières dans le cas des systèmes explicites. 

c) Exemple 

i> 

Reprenons l'exemple de la Ftgure I.3.3). 

Les éléments R sont supposés avoir la même amplitude et les élé- 

ments C2 et C3 sont parasites, c'est-&-dire C, = C3 = E Cl, O < € << 1. 

Le vecteur état est q, oii q, = [q,] est la variable d'état lente 1:: 1 
et g, = [q:] est le vecteur 6tat comportant les variables rapides. 

Le bond-graph.du système est représenté par la Figure III.l.2. 

Figure III.1.2 : Bond-graph du réseau électrique. 

Le bond-graph rapide peut facilement être dessiné Figure III.1.3 



(procédure 111.1.1) O 

R : R ~  C:c2 R : R ~  

T I T I  

Ffgure III.I.3 : Bond-graph rapide. 

Les Figures III.1.4, III.I.5, III.1.6, représentent respectivement 

le bond-graph r6ciproque. le bond-graph reciproque rapide et le bond-graph 

lent du bond-graph de la Ftgure II4.1,2. 

S e S n  Se : ~n 

Ffgure III.1.4 : Bond-graph rdcfproque. 

Se: sn 
Ffgure III.I.5 : Bond-graph rdctproque raptde. 



Figure III.1.6 : Bond-graph lent. 

Les équations dynamiques lentes et rapides s'ensuivent simplement. 

"-3.3 - Systèmes implicites 

Le système étudié est dit implicite lorsqu'un phénomène lent 

existe dans le sous-système a priori rapide. Cela se traduit par l'exis- 

tence de valeurs propres nulles dans la matrice dt6tat du bond-graph rapide 

(cas 1.2.1) ou quasi-rapide (cas 1.2.2). 

Il est nécessaire, pour ces systèmes, de faire un ou plusieurs 

changements de variables mettant en évidence ces phénomènes lents. Des mé- 

thodes analytiques et géométriques existent à l'aide de la matrice d'état 

(voir chapitre 1, 5 III) . 

Nous proposons une méthode en utilisant les propriétés causales du 

bond-graph. Ce changement de variables est fait sans aucun calcul. Un avan- 

tage est que l'analyse ne se fait pas globalement, mais localement sur les 

variables mises en jeu.11 n'existe malheureusement pas dans ce cas ni de 

bond-graph lent, ni de bond-graph rapide. 

Nous nous proposons de faire l'étude d'un exemple. Ensuite, nous 

développerons une méthode générale de changement de variables dit 

structurel. 

a) Exemple 

Reprenons l'exemple de la Figure I.3.3. 



Les éléments C sont supposés avoir une amplitude du même ordre de 

grandeur et R3 est supposé d'amplitude beaucoup plus grande que RI et R2. 

Le bond-graph causal de la Figure III.l.2 nous dit que les trois 

éléments dynamiques Cl, C, et Cg sont causalement liés il RI et R, . Le 
bond-graph quasi-rapide s'obtient donc en enlevant seulement R3. Ce bond- 

graph quasi-rapide est mis sous forme causalités dérivées. (Ftgure 44If.7). 

Figure III.l.7 : Bond-graph quasi-rapide du réseau étectrique, en causatité 

dérivée. 

Il apparaît que C, reste en causalit6 intégrale. Le système est 

donc implicite. L'utilisation des chemins causaux va nous permettre de 

définir quelques propri&t&s. 

Soient e, , respectivement f, , la tension, respectivement le 
i i 

flux, aux bornes de Ci . 

L'équation d'état du bond-graph quasi-rapide est : 



En régime permanent (qi = O), nous obtenons les relations : 

Ces équations peuvent être directement obtenues B partir du bond- 

graph quasi-rapide de la Figure III.1.7 à l'aide des chemins causaux. Nous 

recherchons pour cela les efforts dans Cl et C, sachant que le flux dans 

Cl et C2 est nul. 

Ces relations sont les relations de conservation dans la méthode 

des perturbations singulières (voir chapitre 1, § III). 

La matrice d'état Btant dégénérée, d'ordre 1, nous obtenons une 

autre relation : 

avec, par hypothèse, S, + S, , + S,, = 0. 
1 

Cette relation peut, encore une fois, être obtenue à l'aide du 

bond-graph quasi-rapide de la Figure 111.1.7. Il suffit de rechercher le 

flux de C,, B l'aide des chemins causaux, en fonction des autres flux. 

A 1' aide des équations III. 1.13) , respectivement III. 1.14) , nous 
obtenons les nouvelles variables rapides x2, et x,,, respectivement la nou- 

velle variable lente xll, du système dynamique. Il suffit de calculer la 

nouvelle équation d'état avec les nouvelles variables pour s'en assurer. 

Nous proposons une démonstration pour le cas général dans le paragraphe 

suivant. 

(III. 1.15b) { 



I 
L e  terme est appelé capacité agrégée. Il permet de 

Cl +C2 +C3 

n 'avoir  que des var iables  e f fo r t s .  Il apparaît  comme terme mult ipl icateur  

de l a  variable l en te .  C e  changement de var iable  est exactement l e  m ê m e  que 

ce lu i  obtenu par l a  méthode des perturbations s ingul ières  (chapi t re  1.. 

§ III). De plus,  il peut ê t r e  directement m i s  en évidence l ' a i d e  des pro- 

p r i é t é s  causales du bond-graph. 

b) Changement s t ruc tu re l  de var iables  

L'équation de s t ruc tu re  de jonction du bond-graph rapide (cas  

1.2.1) e t  du bond-graph quasi-rapide (cas 1.2.2) est : 

S i  le  bond-graph est m i s  sous forme causa l i t és  dérivées, ce r ta ins  

éléments res tent  en causa l i t é  in tégrale .  

Notons q2, l e  vecteur é t a t  correspondant & ces éléments, q,, l e  

vecteur é t a t  comprenant les éléments r e s t an t  en causa l i t é  dérivée. 

A p a r t i r  de ce bond-graph, nous obtenons les re la t ions  suivantes : 

avec 

Ti sont des matrices obtenues par  l a  résolut ion de l 'équat ion de 

s t ruc tu re  de junction (cas bond-graph en causa l i t é  dkrivée).  

Nous définissons deux nouveaux vecteurs : 



Nous montrons facilement que ce changement de var iable  appliqué au 

système rapide (ou quasi-rapide) est tel que ql est associé aux valeurs 

propres nu l les  e t  q2 aux valeurs propres non nul les .  

Ddmonstration Annexe I I I . 2 .  

Les nouvelles var iables  in t rodui tes  dans l e  systéme global seront 

influencées par  les dynamiques lentes .  

L e  vecteur l e n t  t o t a l  s e r a  donc RI , le vecteur rapide q,. L e  

vecteur l e n t  est composé de variables de déplacement e t  le  vecteur rapide 

de var iables  e f for t .  Il p a r a î t  logique de tout  transformer en var iables  ef-  

f o r t  é t an t  donné q u ' i l  n ' e s t  pas possible de tout  transformer en variables 

déplacement. L e  changement de var iable  f i n a l  s e r a  : 

x, cont ient  les var iables  l en tes ,  x2 les var iables  rapides. Feq 

s e r a  par  exemple (pour l'exemple précédent) l a  capacité agrégée du système. 

Un calcul  possible de Feq s ' e f fec tue  à l ' a i d e  de l 'équat ion 

111.1.18). Pour q, = O e t  en dif férenciant ,  nous obtenons une équation d i f -  

f é r e n t i e l l e  f a i s an t  in te rven i r  les vecteurs q,, e t  g2,, c 'est-à-dire : 

Une t e l l e  r e l a t i on  apparaît  lorsque dans un bond-graph les élé- 

ments capac i t i f s  associés au vecteur é t a t  q2, sont  en causa l i t é  dérivée. 

D a n s  ce cas,  une re la t ion  algébrique en t re  q,, e t  q,, est : 

L e  multiport de raideur équivalent du modèle bond-graph est K e q .  



(111.1.23) Keq = [ I ~  + Tl Fi:, T: FT21]-1 . 

Nous choisissons donc Feq = Keq  s o i t  : 

(111.1.24) Fe, = [Fi:, + T, F i 2  T:]-' . 

Fe, est une matrice symétrique, déf in ie  posi t ive .  

Dans l a  methode des perturbations s ingul ières ,  nous définissons 

les changements de variables B l ' a i d e  de propr ié tés  géométriques. La pre- 

mière é tape consiste B déf in i r  un sous-espace vec tor ie l  associé au vecteur 

état g, e t  B l a  matrice d ' é t a t  %,. C e  sous-espace vec tor ie l  est ensui te  

décomposé comme somme d i rec te  en t r e  l 'espace nul associé B A,, appelé 

Ker (A,, ) et  1 'espace image de A,, , appel6 Im(A,  , ) . Une correspondance e s t  

f a i t e  en t r e  l e s  re la t ions  algebriques intervenant dans A,,, les sous-espa- 

ces Ker(A,,) e t  Im(A, , )  e t  les nouvelles variables d ' é t a t  rapides e t  

lentes .  

L e  changement s t ruc tu re l  de variables B l ' a i d e  du bond-graph s e  

f a i t  dans le  même e s p r i t .  Un in te rpré ta t ion  g&ométrique, A l ' a i d e  d'espaces 

vec tor ie l s  ou de matroides B i r k e t t  e t  Roe (1989) s e r a i t  in téressante .  

L e  changement de var iables  propose f a i t  in te rven i r  l e  vecteur 

d 'entrée  u. Il n 'es t  néanmoins pas indispensable car  les proprié tés  dynami- 

ques sont conservées l o r squ ' i l  est omis. 

Nous pouvons qua l i f i e r  ce  changement de var iables ,  de s t ruc tu re l ,  

c a r  il s 'ob t ien t  B p a r t i r  de la  s t ruc ture  du bond-graph e t  de ses proprié- 

tés causales (voir  exemple a ) .  

1.3.4 - C a s  général 

L e  modèle bond-graph, t ou t  comme le  modèle d ' é t a t ,  n ' e s t  pas tou- 

jours adapté pour l e  découplage des dynamiques du système étudié.  

Supposons un modèle bond-graph ayant des éléments dynamiques en 

causa l i t é  dérivée e t  des dynamiques d 'ordres de grandeur d i f fé ren ts .  



Nous procédons d'abord B un partitionnement du vecteur état sans 

tenir compte des éléments en causalité dérivée. Deux conditions de décou- 

plage sur le bond-graph sont alors nécessaires. Un élément en causalité 

dérivée ne doit pas être causalement lié simultanément B un élément dont la 

variable d'état fait partie du vecteur lent et B un élément dont la varia- 

ble d'état fait partie du vecteur rapide. Cette condition étant vérifiée, 

le module de l'élément ne doit pas faire varier trop fortement le gain des 

boucles causales, en tout cas ne pas rendre rapide une variable lente et 

réciproquement. 

Si ces conditions ne sont pas vérifiees, le découplage ne sera pas 

directement possible sur le bond-graph. Il faudra ainsi faire l'étude i3 

partir du système dt6tat. 

1.3.5 - Amélioration de la précision des systémes lent et rapide 

La méthode classique des perturbations singulières fait apparaître 

un terme E qui permet de découpler le modèle en un modèle lent, obtenu pour 

E = O, et un modèle rapide. 

I 

Néanmoins, lorsque 6 n'est pas tr6s proche de O, cette méthode 

peut entraîner une erreur importante sur les modèles obtenus. Il existe une 

méthode de bloc-diagonalisation Kokotovfc et a l .  (1986) qui découple les 

variables lentes et les variables rapides. Le nouveau modéle est appelé 

modéle corrigé. Ce modèle découplé donne des modes propres plus précis, 

néanmoins les nouvelles variables, qui gardent une signification physique, 

ne sont plus directement rattachées B des éléments précis du système. 

Nous proposons une méthode, appelée de la même manière méthode de 

correction, qui consiste B améliorer la précision des systèmes lent et ra- 

pide, tout en conservant une structure semblable aux systèmes lent et ra- 

pide non corrigés. 

Cette méthode n'est bien entendu valable que pour les systèmes 

explicites. 

a) Amélioration de la précision du système lent 

Reprenons l'équation d'état d'un système RC avec les variables 

dynamiques de CO-énergie des vecteurs z, et z, : 



Nous nous plaçons dans l e  cas pa r t i cu l i e r  où seu ls  les éléments C 

ont des ordres de grandeur di f férents .  Une étude semblable peut être f a i t e  

dans le cas  où F12T2, a des valeurs propres de module élevé devant ce l l e s  

de F I l T l l  

FI, a é t6  normalisée pour f a i r e  apparai t re  l e  terme E .  

T2, est une matrice inversible.  L e  systeme est sous forme singu- 

lièrement perturbée. Il est de plus  expl ic i te .  

L e  terme F1,T2, represente un couplage en t r e  les variables rapides 

de z, et les variables lentes  de  2,. 

Pour rendre ce  couplage plus f a ib l e ,  nous introduisons l e  nouveau 

vecteur q déf in i  par : 

La nouvelle équation d ' é t a t  avec les vecteurs zl  e t  q est : 

Dans l ' é che l l e  des temps len te ,  q n ' a  pas de dynamique. 

Remarque : 

Le nouveau système d ' é t a t  est encore sous forme singulièrement 

perturbée. La matrice (FI ,T,, + ET;: T2, FI,  Tl, ) é t an t  invers ible .  Pour s ' en  

convaincre, il s u f f i t  de f ac to r i s e r  ii d r o i t e  par T,,. Le premier facteur  



est l a  somme de deux matrices dont l ' une  est déf in ie  posi t ive  e t  l ' a u t r e  

semi-définie posi t ive .  L e  deuxiéme facteur  est T,,. 

L e  nouveau vecteur é t a t  q contient  les var iables  rapides. Pour 

E = O ,  nous obtenons le systéme l e n t  habituel .  

O r ,  en général, & n ' e s t  pas trés proche de O ,  e t  donc écrire E = O 

peut entrafner  des e r reurs  importantes sur  l e  modéle l e n t  obtenu. D e  p lus ,  

il est parfois  d i f f i c i l e  de f a i r e  apparaftre & dans l e s  équations. Seules 

des considérations physiques permettent de trouver E .  

Dans l a  s u i t e ,  nous ne ferons plus apparai t re  l e  terme E .  

En régime autonome et en posant E = O dans 111.1.23). nous obte- 

nons une r e l a t i on  algébrique en t re  z l t  e t  z , ~  s o i t  : 

Les re la t ions  III. 1.24) et  III. 1.26) montrent que II correspond à 

l ' évolut ion rapide de z,. Il vient  : 

Pour obtenir  le  systéme l e n t  corrigé,  nous posons simplement = O 

dans III. 1.25) en considérant que q est d'ordre E aprés l e  régime t rans i -  

t o i r e .  L e  mod6le l e n t  corr igé  est déf in i  par l 'équat ion 111.1.28) : 

avec Fi, = [1 + FIlT12 T;: F;: T;; T,,]-' FI, . 

L'indice c indique que l a  variable l en t e  n ' e s t  pas obtenue par l a  

méthode habi tuel le .  

ut e s t  l a  p a r t i e  l en t e  du vecteur entrée.  

Etant donné que Ff,  est une matrice symétrique déf in ie  posi t ive ,  

l ' équat ion d ' é t a t  111.1.28) peut ê t r e  associée au bond-graph l e n t  du sys- 

tème i n i t i a l  où l a  matrice FI, est remplacée par F;, . 



Nous avons obtenu un nouveau bond-graph lent, appelé bond-graph 

lent corrigé, pour lequel le vecteur état lent est Qlep avec o 

Le vecteur état lent qui nous intéresse est C J ; ~ .  Il s'exprime en 

fonction de z l l  par la relation habituelle, c'est-&-dire : 

Nous pouvons encore écrire : 

Le systéme lent corrigé conserve les mêmes. variables lentes de 

CO-énergie. La structure du systeme lent est conservée. Uniquement quelques 

coefficients d'ordre O(€) sont ajoutés, correspondant a la nouvelle matrice 
F;,. En ce qui concerne les variables d'énergie, elles ne sont plus directe- 

ment obtenues sur le bond-graph lent corrigé, mais la relation initiale 

111.1.30) est conservée. 

Nous pouvons calculer l'évolution lente du vecteur état comportant 

les variables rapides. 

D ' aprés 1 ' équation III. 1.24) , nous pouvons écrire : 

où est obtenu en écrivant r( = O dans III. 1.25). 

Cette expression tient compte de l'évolution lente de q donc de 

z , ~ .  C'est pourquoi l'indice c apparait sur les variables z2& et z l t .  Pour 

q t  = 0, cet indice disparaît. 

Il vient : 



Sachant que : 

Nous obtenons : 

(111.1.361 $1 = - : ( ~ : ~ ) - l  [ T : ~ F ~ ~  SI;t + B; u t ]  

9:4 est calculé  B p a r t i r  de l f6qua t ion  111.1.30). 

b) Amélioration de l a  précision du système rapide 

L a  première méthode consiste B ex t r a i r e  l e  système rapide du sys- 

tème global 111.1.25). en éliminant le  terme de couplage avec 2,. 

Nous obtenons : 

En tenant compte de : 

Nous en déduisons immediatement : 

A l ' a i d e  de l a  re la t ion  : 



11 vient : 

C e  système n ' e s t  pas très intéressant  car  c e t t e  équation dynamique 

n ' e s t  plus associée B un bond-graph de l a  m ê m e  s t ruc ture  que l e  bond-graph 

rapide. Eh e f f e t ,  l a  matrice de commande B2 peut par exemple, dans cer ta ins  

cas, f a i r e  appara%tre des nouveaux termes n 'exis tant  pas dans l 'équation 

d ' é t a t  rapide non corrigé,  d'ad une modification de l a  s t ruc ture  du bond- 

graph rapide. 

Nous nous proposons d ' u t i l i s e r  l e  bond-graph réciproque pour amé- 

l i o r e r  l a  précision du modèle rapide. 

Une première étape consiste B chercher le  bond-graph réciproque du 

système L e  système réciproque l e n t  peut ê t r e  ex t r a i t .  Sur ce sys- 

t & m e ,  nous u t i l i sons  l a  méthode de correction présentée précédemment qui 

consiste modifier l a  matrice de raideur du système. Une nouvelle trans- 

formation réciproque est accomplie. Nous obtenons a i n s i  l e  système rapide 

corrigé appelé bond-graph rapide corrigé. 

Cette transformation e s t  représentée su r  l a  Figure III.1.8. 

z onginai réciproque > 2  

1 découplage 

1 rapide - 2 - lent découplé reciproque ,eqt correction c ~ r n g é  comgé 

Figure III.I.8 : Représentation de ta mdthode d'obtention du modOZe rapide 

COTT igé. 

Pour obtenir  l e  système rapide corr igé,  il s u f f i t  d ' ex t r a i r e  l e  

système rapide du bond-graph (présenté précédemment) e t  de modifier l a  ma- 

t r i c e  caractér is t ique de raideur du système. 

So i t  FI, l a  matrice de raideur du système rapide. 



La matrice de raideur du syst&me rapide corr igé  e s t  déf in ie  par : 

Démonstration Annexe I I I . 3 .  

L e s  équations du bond-graph rapide corr igé  & l ' a i d e  des variables 

de CO-énergie e t  d'énergie sont déf in ies  par : 

= FE,, T2* z;, + F;,B2ur 
(111 a 1.43a) 

+ D Ur 

Le  vecteur é t a t  rapide q,, corrigé est déf in ie  par l a  m ê m e  rela-  

t ion  avec 22, , s o i t  : 

Tout comme pour les syst&mes découplés non corr igés ,  ql aura un 

comportement l e n t  uniquement e t  9, se ra  l a  somme des comportements l e n t  e t  

rapide. 

L e s  conditions i n i t i a l e s  de chaque systéme dynamique tiennent 

compte des équations III. 1.34) e t  III. 1.45) . 

c )  Etude de l 'équat ion de s o r t i e  corrigée 

L'équation de s o r t i e  du systéme e s t  déf in ie  par  : 

(111.1.46) y = Cl FI, ql + C, FI, q, + Du. 

Nous pouvons décomposer le  vecteur de s o r t i e  : 



y&, respectivement y,, tient compte de l'évolution lente, respec- 

tivement rapide, des variables d'état et de l'entrée. 

Sachant que : 

yc et y, peuvent directement être déduits des bond-graphs corri- 

gés. > 

d) Remarques sur les systèmes corri~és 

L'équation d'état du système non corrigé est de la forme : 

L'équation d'état du système corrigé est de la forme o 

où M est une matrice symktrique. 

Les propriétés structurelles sont donc conservées. 

Le systeme corrigé garde des variables d'état de même nature. Il 

garde un sens physique que nous ne retrouvons pas avec d'autres méthodes. 

En général, le bond-graph obtenu ne contient plus uniquement des 

ports simples. Des relations supplémentaires entre les variables d'état 

sont introduites. Elles sont néanmoins d'ordre € .  L'étude d'un système 

graphe associé au système corrigé devra tenir compte du poids d'ordre E des 

chemins ajoutés par rapport au système graphe associé au système non cor- 

rigé. Ceci est important pour l'étude du découplage-linéarisation par 

exemple. 



e) Exemple 

Reprenons le  mod&le bond-graph du réseau é lec t r ique  : 

C :Cl R : R ~  C:C2 R : R ~  C:c3 

I T T I  
*sf~-/~~-1t--/O -1-0 +R:R3 Sn 

1 
Sf:sn 

E 
Sf:s, 

Figure III.1.9 : moddle bond-g-raph d'un réseau électrique. 

L e s  matrices d ' 6 t a t  e t  de commande du système dynamique sont  : 

Le vecteur 6 t a t  est q, où q, e s t  l a  variable len te  e t  q, ,q3 sont 

l e s  variables rapides. 
I* 1 

L e s  6quations l en t e  e t  rapide du mod&le non corr igé sont : 



L e s  équations lente et rapide du modèle corrigé sont : 

avec 

Nous allons comparer les valeurs propres des matrices d'état pour 

l e s  différents cas en prenant 6 = 0.1 puis 6 = 1. 

) système tota l  1 système découpl6 1 système découpl6 corrigé 1 

Tabte III.l.l : Vateurs propres de ta matrice d'état pour différentes 

va Zeu~s de Cl . 



Il apparaît clairement que les systèmes corrigés sont nettement 

mieux approximés du point de vue fréquentiel. Pour E = 1, l'approximation 

reste très correcte. Pour E = 1, le choix des vecteurs lent et rapide peut 

être quelconque, l'approximation sera dans tous les cas très bonne. 

1.3.6 - Application B la commande 

Les modèles lent et rapide corrigés peuvent être utilisés en vue 

de la commande, soit pour la commande modale, soit pour la commande compo- 

site quasi-optimale parmi d'autres possibilités. 

Il apparaît que le critère de performance obtenu à l'aide d'une 

commande composite sur les systèmes lent et rapide corrigés n'est pas né- 

cessairement meilleur que celui obtenu pour les systèmes non corrigés. En 

fait, pour le cas extrême où l'on procède B un changement de variables de 

manière B bloc-diagonaliser la matrice d'état, ce critère peut devenir très 

mauvais suivant par exemple les conditions initiales des variables d'état. 

En effet, supposons le modèle représenté par les équations o 

La commande composite quasi-optimale est la somme des commandes 

calculées pour le système lent et pour le système rapide. La même commande 

est donc appliquée pour les deux sous-systèmes indépendants, ce qui 

apparemment ne donne pas un bon critère d'optimalité. 

Néanmoins, ce critère n'est pas obligatoirement indispensable. Si 

le système rapide est stabilisable-détectable, il est possible de lui ap- 

pliquer un retour d'état et de calculer une commande optimale uniquement 

sur la partie lente corrigée. 

Reprenons l'exemple du réseau électrique modélisé par le bond- 

graph de la Figure III.1.9. Nous comparons les critères obtenus pour le 

modèle d'état directement obtenu à l'aide du modèle bond-graph (variables 

de CO-énergie) et le modèle d'état déduit du précédent par un changement de 

base du type de l'équation 111.1.24). 



L e s  r e s u l t a t s  sont présentés dans l a  Tabte II1,I.B. 

Nous avons chois i  Ci = 10, Ri = 1 en fa i san t  va r i e r  8 de 0. 1 A 1, 

Les var iables  dynamiques ont l a  valeur 1 pour condition i n i t i a l e  e t  l a  ma- 

t r i c e  de s o r t i e  est C = 

Tabte III.I,2 : Conrparaison des critéres quadratiques. 

JO,, J, et J, sont respectivement l e s  c r i t è r e s  associés aux com- 

mandes, optimale, composite e t  rédui te  du système i n i t i a l  e t  J: et J: sont 

respectivement les c r i t è r e s  associés aux commandes composite et rédui te  du 

système obtenu par changement de base. 

Nous remarquons que Jc < J:, il p a r a î t  donc souhaitable de garder 

l e  modèle i n i t i a l  l o r s  du calcul  de l a  commande composite. Par contre,  s i  

nous voulons int roduire  une commande rédui te ,  il est préférable de l a  cal-  

culer  & p a r t i r  du système obtenu par changement de base. 

Après l ' é t ude  de quelques exemples, nous nous sommes aperçus q u ' i l  

n ' e x i s t a i t  pas de règ le  générale e t  que chaque cas o f f r a i t  un choix préfé- 

rable par  rapport aux autres.  

Conclusion 

Dans c e t t e  première pa r t i e ,  nous avons donné quelques guides en 

vue de l a  s6paration du vecteur é t a t  en var iables  l en tes  e t  var iables  rapi- 

des. Nous avons montré que l e  bond-graph permet sur tou t  de résoudre deux 

problèmes importants : 

- il indique s i  l e  partitionnement est adéquat, dans ce cas  deux sous 

bond-graphs correspondant au modèle l e n t  e t  modèle rapide sont 

obtenus. 

- Un changement de variables e s t  proposé lorsque l e  système est sous 

forme implic i te .  



L'avantage par rapport & d'autres méthodes est qu'aucun calcul 

n'est & faire. L'analyse se fait de manière structurelle. Lorsque le décou- 

plage est possible, nous obtenons deux sous modèles bond-graph. Nous gar- 

dons ainsi toutes les possibilit6s d'analyse qu'offre le modèle bond-graph. 

Un modèle d'état formel peut être directement obtenu alors que ce même 

modele, obtenu par la méthode des perturbations singulières, requièrerait 

des calculs formels fastidieux tels que l'inversion et le produit de 

matrices. 

L'étude A l'aide du bond-graph peut se faire de manière manuelle, 

même avec un modèle de grande dimension. Elle peut néanmoins se faire in- 

formatiquement & l'aide de l'intelligence artificielle qui est très adaptée 

pour ce genre d'analyse. 

Une méthode dite de correction a été proposée. Elle permet de con- 

server un modèle physique tout en améliorant la précision des fréquences 

des sous-systèmes lent et rapide. De plus, ces nouveaux modèles peuvent 

être modélisés par des bond-graphs semblables aux bond-graphs des modèles 

non corriges. Les propriétés structurelles initiales sont conservées. 

II - ETüDE DES SYSTEMES PüREMENT OSCILLANTS 

IP n'existe en général pas de systèmes purement oscillants. Par 

contre, les systèmes dynamiques ont souvent un comportement lent associé B 

des oscillations rapides. Néanmoins, certaines structures vibratoires, 

telles les segments souples, retirées de leur environnement sont purement 

oscillantes A l'amortissement structural près qui est très faible. Mais 

l'environnement se comportant généralement comme un filtre passe bas, les 

phénomènes oscillatoires rapides sont en soi peu intéressants. Nous parle- 

rons donc souvent de réduction plutôt que de séparation de modes, les modes 

étant une mesure des périodes d'oscillation. Un bond-graph, associé à un 

système physique oscillant, ne comporte pas d'éléments R. 

Une première partie consistera & donner des critères et méthodes 

de séparations des systèmes lent (modes & faible valeur) et rapide (modes à 

valeur élevée). 

Une deuxième partie fera l'objet d'une analyse particulière du 

système lent en vue d'une réduction de modèle. Nous introduirons une mé- 

thode ayant pour but d'augmenter la précision du système lent (précision 

des modes). 



11.1 - Ddcouplage des modes l e n t s  e t  des d e s  rapides 

Tout comme pour les systèmes RC, deux catégories de systèmes peu- 

vent apparaî t re  : les systèmes impl ic i te  et expl ic i te .  Nous ne développe- 

rons pas l a  p a r t i e  concernant les systemes implicites.  Une étude analogue a 

c e l l e  f a i t e  par les systèmes amortis impl ic i tes  pourrai t  être développée. 

Nous supposerons par l a  s u i t e  que les osc i l l a t i ons  rapides sont  dues a des 

éléments capac i t i f s  de f a i b l e  valeur e t  que tous les éléments 1 ont l e  m ê m e  

ordre  de grandeur, c e t t e  r e s t r i c t i o n  ne modifie en r i e n  l a  général i té  de 

lPé tude .  Nous supposerons, enfin,  q u ' i l  n 'y a pas d'éléments en causa l i t é  

dérivée. 

Une démarche analogue peut être adoptée lorsque les éléments 1 ont 

des ordres de grandeur d i f fé ren ts  e t  les éléments C le  m ê m e  ordre de gran- 

deur. Il faudra i t  simplement u t i l i s e r  l a  formulation mathématique duale de 

c e l l e  que nous proposons par l a  su i t e .  

11.1.1 - Description du problème 

\ 

So i t  un bond-graph dont l 'équat ion d ' é t a t  a l a  forme suivante : 

et  g sont respectivement les vecteurs des var iables  d ' é t a t  asso- 

c iées  aux éléments i n e r t i e l s  e t  capac i t i f s .  

L e  bond-graph Btudié ne comporte a p r i o r i  que des por t s  simples. 

Les éléments capac i t i f s  de raideur élevée sont rassemblés dans l a  matrice 

de raideur K, , avec K, E iR'" , l e s  autres  dans KI , K, E IR" "" . 

L e  système peut néanmoins être étudié  à l ' a i d e  d'une représenta- 

t i on  multiports. Dans ce cas,  K, comportera des valeurs propres de valeur 

élevée en comparaison de ce l l e s  de KI. 

L e  système étudié  aura a p r i o r i  m modes propres élevés e t  n modes 

propres f a ib l e s  s ' i l  e s t  exp l ic i te .  



Les modes propres du syst&me sont les valeurs propres de la ma- 

trice -K Aq ,APqK- l où K est la matrice de raideur du système. Le rang de 

cette matrice est au plus E, donc le nombre de modes propres non nuls est 

au plus E. Si & < m, le système sera sous forme implicite. 

Nous nous plaçons dans le cas où & 3 m. 

La décomposition du vecteur état est immédiate en ce qui concerne 

les variables q. Notons q, le vecteur état associé aux éléments capacitifs 

contenus dans % 

L'équation 111.2.1) peut être réécrite : 

avec A5 = -A:, A6 = - A i  , % = -A:, Ag = -A$.  Ces matrices sont indépen- 

dantes des éléments Ci, i = l,...n+m et 1,. i = 1, ..., 4. Elles ne dépendent 
que des coefficients de la structure de jonction du bond-graph. Ml et M, 

sont les matrices de masse comportant les termes Mi, i = 1,. . . ,&. 

E, est choisie de façon A ce que la matrice A4 soit carrée et 

inversible. 

Propriété 111.2.1) 

A8 est structurellement inversible & il est possible de mettre 
tous les éléments capacitifs correspondant à la matrice K, en causalité 

dérivée en même temps que tous les éléments inertiels de M, (sans intro- 

duire de boucle algébrique non solvable). 

Démonstration : 

11 suffit d'utiliser l'équation de structure de jonction du modèle 

qui est pratiquement la même que 111.2.2) et de positionner é2 et q2 dans 
le vecteur d'entrée. Ceci équivaut B inverser les causalités des éléments 

de matrices caractéristiques M, et K,, mais aussi à inverser les matrices 

A, et A g .  



Nous montrerons par la suite que si A, nsest jamais inversible, 

alors le système est sous forme implicite. C'est-&-dire qu'il existe des 

oscillatoires lents dans la partie supposée rapide. Des changements de va- 

riables doivent être faits dans ce cas. 

Nous appliquons directement les perturbations singulières sur les 

équations différentielles du second ordre et montrons qu'une méthode de 

découplage directe sur le bond-graph ou sur l'équation d'état donnent des 

résultats identiques. 

11.1.2 - Application des perturbations singulières sur les 
kquations différentielles du second ordre 

Nous introduisons les nouvelles variables définies par : 

t 

Le systéme d'équations différentielles du second ordre, obtenu B 

partir du système d'équations 1 1 1 . 2 . 2 ) .  est : 

= -($M;'A, + A,M;'A~) 
avec : 

= - ( A  M - ~ A ,  + A,M;'A~) 7 1 

= (A~M;'B, + A~MG'B, )  

= (A~M;'B, + A ~ M ; ~ B , )  

La matrice K, comportant les éléments de valeur élevée peut être - 
normalisée par rapport A K, en posant EK, = K,. 

Propriété III. 2 . 2 )  

Si A, est choisie de façon A ce que son rang soit maximal, alors 

H,, est inversible çsi A, est inversible: 



Démonstration : 

* Si A8 n'est pas inversible, alors il existe une combinaison linéaire 

entre les lignes de [A7 A8]. Le rang de %, est dans ce cas dégénéré. 

c- Si A8 est inversible, H,, est la somme d'une matrice définie positive 

-A8M; ' A, et d'une matrice semi-définie positive -%Mi A, , elle est donc 
inversible. 

Propriété 111.2.3) 

Le système d'équations différentielles du second ordre 111. 2.4) 

est sous forme explicite &. les élements capacitifs associés à K, peuvent 
adopter la causalité derivée. 

Nous supposons dans la suite que le système 6tudié est'sous forme 

explicite. Le système lent par application des perturbations singulières 

est obtenu en posant b ÿ ,  = O, soit : 

Le syst&me rapide obtenu par application des perturbations singu- 

lières est : 

Le calcul de y, et y, se fait à l'aide de l'équation suivante : 

La prise en compte des conditions initiales donne : 



Nous proposons maintenant une méthode directe de découplage à 

lsaide de l'équation d'état. 

11.1.3 - Décomposition de l'équation d'état 

- Système lent 

L'équation d'état 111.2.2) ne se présente pas sous une forme sin- 

gulièrement perturbhe. 

Nous écrivons cette équation Èi l'aide des variables de CO-énergie 

définies par : 

La nouvelle équation d'état s'écrit : 

La forme de la matrice d'état ne permet pas d'appliquer directe- 

ment les perturbations singulières, néanmoins puisque la matrice 

[ii:., "?] est inversible, nous pouvons déja présager que les modes pso- 

pres élevés sont liés aux vecteurs f 2  et 2,. 

(III. 2.10) 

Posons E = O dans III. 2.310) . Il vient : 

f l  

f -2 

.E s2 _ 

= 

O M; ' A, O M; l A, 
Ki A5 O Kl A, O 

O M; A, O M; A4 

-pl A, 0 ~ i 3  0 

M i 1  Bl 

KI B, 
Mi1 B2 

i7, B4 - 

u. 

-f - -1 

e -1 

-2 f 
e --2 A 

+ 
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L'indice .4? indique que les calculs tiennent compte de E = 0. 

En dérivant 111.2.11) et en utilisant III.2.10), il vient après 

quelques développements mathematiques : 

Hij et B; sont definis dans 111.2.4). 

Nous développons ici le calcul du coefficient de g,,, appelé T 

dans l'équation III.2.12b)'. 

Aucune hypothgse n'est faite sur les matrices. 

En regroupant les matrices dans les parenthèses, nous avons : 

Le calcul des autres coefficients se fait de la même manière. 

Le systgme 111.2.12) transformé en équations différentielles du 

second ordre & l'aide du vecteur défini par : 

est le système lent du système d'équations différentielles du second ordre 

calculé pour le système global. 



Démonstration Annexe 111.4. 

Nous dirons donc que les vecteurs définis par les 6qucitions 

111.2.12) sont les vecteurs lents du système dynamique. A l'aide des équa- 

tions II1.2.9), il est possible de calculer les équations dynamiques lentes 

associées aux variables d'état du modèle bond-graph. 

- Systéme rapide 

Nous décomposons l'équation d'état 111.2.10) de manière à garder 

les sous-matrices directement associées au vecteur état g2.  

Soit : 

L'indice r indique que les vecteurs état sont définis à l'aide d'une équa- 

tion réduite par rapport B l'équation d'état initiale 111.2.18). 

(111.21) 

La transformation de cette équation df6tat en équation différen- 

tielle du second ordre avec la nouvelle variable définie par : 

nous donne exactement le systgme rapide directement obtenu par application 

des perturbations singulières sur les équations différentielles du second 

ordre du systéme global (Annexe 111.4). 

f l r  

tr 
'c2 r  

La méthode de découplage sur les équations d'état est donc légi- 

time. Néanmoins, lorsque la matrice A7 n'est pas nulle, le vecteur état f, 
a Èi la fois une dynamique propre lente et une dynamique propre rapide. Le 

découplage peut dans ce cas se faire directement sur l'équation d'état mais 

l'analyse des résultats devra obligatoirement être faite sur les équations 

différentielles du second ordre. 

O 
- - O 

Une interprétation sur le bond-graph est faite ultérieurement. 



Nous prhsentons un exemple e t  donnerons ensui te  quelques défini-  

t ions  e t  proprihtés.  

Exemple : 

Soi t  le modèle mécanique représenté s u r  l a  Figure III.2.1 : 

Figure III.2.1 : Hodéte mécanique. 

L e  modèle bond-graph du système dynamique est représenté sur  l a  

Figure III.2.2). 

Figure PII.2.2 : HodBte bond-graph du systéme m6canique. 

L e  r e s so r t  Cg est un élément pa ra s i t e  du système. La var iable  dy- ' 

namique associée est considérée comme rapide. 

Nous écrivons l 'équat ion d ' é t a t  du système. 

'O' 

O 

O 

O 

u. 



Pour dessiner l e  bond-graph rapide,  nous devons garder tous l e s  

éléments capac i t i f s  de  p e t i t  module e t  tous les éléments i n e r t i e l s  d i recte-  

ment causalement liés aux premiers, et tou tes  les sources causalement liées 

à ces éléments dynamiques. 

11-0 ,+1 
Figure III.2.3 : Bond-graph rapide. 

L e  bond-graph l e n t  s ' ob t i en t  simplement en tenant compte du f a i t  

que q3 = O. Ceci équivaut dans le cas présent à enlever l 'élément C ,  de 

module C 3 ,  e t  à changer certaines causal i tés .  

Figure III.2.4 : Bond-graph tent. 

Il est c l a i r  que l a  var iable  pl a ii l a  f o i s  une dynamique propre 

l en t e  e t  une dynamique propre rapide puisque Il apparaît  dans l e  bond-graph 

l e n t  e t  dans l e  bond-graph rapide. 

L'étude dynamique ne peut donc pas se f a i r e  à l ' a i d e  des équations 

d ' é t a t .  Néanmoins, les bond-graphs l e n t  et rapide peuvent être u t i l i s é s  

pour obtenir  l e s  équations d i f f é r en t i e l l e s  du second ordre des systèmes 

l e n t  e t  rapide. 

L'équation d ' é t a t  l en te  i s sue  du bond-graph l e n t  e s t  s 



12 12 
[pz& = I; pl4 avec A = 1 + - 

1, 

La variable d'état q3& est calculée B l'aide du détecteur d'effort 

ajouté B la place de C3 

L'équation d'btat rapide issue du bond-graph rapide est : 

A l'aide des nouvelles variables définies par le changement de 

variable de l'équation 111.2.20). nous obtenons les équations différen- 

tielles du second ordre des systèmes lent et rapide (équations 111.2.21). 

Le découplage B partir des équations différentielles du second 

ordre du système global donne bien entendu les mêmes résultats. 



Cet exemple illustre la possibilité d'utiliser le bond-graph comme 

outil graphique pour le découplage des dynamiques d'un système. Pour 

l'exemple, nous dirons que le système est sous forme explicite. Une nou- 

velle définition est proposée pour différencier le cas des systèmes expli- 

cites où les variables d'état ont un comportement B la fois lent et rapide 

et celui où ces dernières ont un comportement uniquement lent ou uniquement 

rapide. 

Nous donnons une définition pour les bond-graphs associes aux sys- 

tèmes purement oscillants. 

Définition 111.2.1) 

Un modèle bond-graph d'un système purement oscillant est dit tota- 

lement explicite Ag est inversible et les matrices A, et A, sont nulles. 

L'adverbe totalement indique que l'on peut directement faire 

l'analyse des deux systèmes découplés B partir des équations d'état. Les 

équations 111.2.12) et 111.2.14) contiennent respectivement les variables 

lentes et les variables rapides. 

Nous résumons les différents cas possibles. 

- Ag inversible et les matrices A; et A, Sont nulles. 

Le systéme est totalement explicite (par définition). Le décou- 

plage par la méthode des perturbations singulières peut se faire sur l'é- 

quation d'état ou sur les équations différentielles du second ordre. 

- Ag inversible et A, et A, ne sont pas nulles. 

Le système est explicite. Néanmoins, les équations d'état sont mal 

adaptées pour l'analyse des résultats puisque certaines variables ont des 

dynamiques propres à la fois lentes et rapides (équations 111.2.12 et 

111.2.14)). Le découplage se fera à l'aide des équations d'état. Elles 

seront ensuite transformées en équations différentielles du second ordre. 



- A8 non inversible. 

Le système est sous forme implicite, la matrice du système rapide 

des équations différentielles du second ordre n'étant pas inversible (pro- 

priété 111.2.2). Des changements de variables, obtenus l'aide du bond- 

graph (similitude avec la partie 1 de ce chapitre) doivent être faits. 

II. 1.4 - Interprétation sur le bond-graph 

Si le système est totalement explicite, ou explicite, il est pos- 

sible de trouver un bond-graph lent et un bond-graph rapide. Néanmoins, 

dans le deuxième cas, les variables d'état ne sont pas toujours directement 

exploitables puiqu'il faut utiliser des nouvelles variables représentées 

par des équations différentielles du second ordre. 

a) Bond-maph rapide 

Pour les systèmes oscillants, les matrices d'état et de commande 

d'un modèle dynamique se déduisent facilement de la matrice de structure de 

jonction. 

Nous avons, dans le cas où il n'y a pas de causalités dérivées : 

L'équation d'état du système rapide s'obtient en ne gardant qu'une 

partie de l'équation d'état totale. Il en est de même pour la matrice de 

structure de jonction et donc du bond-graph. 

La matrice de structure de jonction du système est S = [SI, Si ] a 

Après décomposition, nous voyons immédiatement que S peut s'exprimer en 

fonction des éléments des matrices d'état et de commande. 

La matrice de structure de jonction du système rapide est Sr : 



0 0 A, I B, 
(III. 2.24) Sr = O O Al+ 1 Bz 

A, A8 0 I Bk 1 
Si A7 = Os alors il faut enlever les premieres ligne et colonne 

de Sr. 

Procédure 111.2.1 

Procédure d'obtention du Bond-graph rapide : 

- garder tous les éléments C associés au vecteur état q,, 
- garder tous les éléments inertiels directement causalement 

liés aux éléments C précédemment retenus, 

- garder toutes les sources directement causalement liées aux élé- 
ments 1 et C précédemment retenus. 

Nous pouvons désormais déduire deux propriétés mises en évidence 

par le bond-graph rapide. 

Propri6té III .2.4) 

Un systeme est totalement explicite & tous les éléments dynami- 
ques du bond-graph rapide peuvent être mis en causalité dérivée. 

Démonstration : 

D'aprBs la définition III.2.1), la condition A, = O exprime l'éga- 

lité en nombre d'éléments capacitifs C et inertiels 1 dans le système ra- 

pide. A4 inversible exprime la possibilité d'inverser toutes les causalités 

(il suffit d'écrire la matrice de structure de jonction du systéme rapide). 

D'où la propriété. 

Propriété 111.2.5) 

Un système est explicite çsi tous les éléments capacitifs C du 

bond-graph rapide peuvent être mis en causalité dérivée. 

Autant d'éléments inertiels 1 adopteront une causalité dérivée. 



Démonstration 

Nous u t i l i s o n s  l a  m ê m e  méthode que précédemment. Cette fo i s -c i  les 

éléments dynamiques 1 associés au vecteur 2, gardent l e u r  causa l i t é  

in tégrale .  

Lors des manipulations causales, nous devons bien entendu ne pas 

int roduire  de boucle algebrique non solvable. 

b) Bond-graph l e n t  

S i  l e  système est totalement expl ic i te ,  P e  système l e n t  est obtenu 

par P a  procédure suivante : 

Procédure 111.2.2 (Bond-graph l en t )  

- dessiner  l e  Bond-graph réciproque, 

- e x t r a i r e  le  Bond-graph réciproque rapide, 

- procéder ii l a  transformation réciproque du bond-graph réciproque 

rapide. 

Démonstration : 

En u t i l i s a n t  l a  m ê m e  méthode que pour les systèmes RC, nous obte- 

nons l e  r é su l t a t .  Une methode d i rec te  peut néanmoins être u t i l i s é e .  Nous l a  

développons maintenant. E l l e  se ra  auss i  u t i l i s é e  lorsque le système n ' e s t  

pas totalement expl ic i te .  

Faisons d'abord une remarque. L'équation d ' é t a t  l en t e  est obtenue 
.. 

en écr ivant  y, = O. Ceci équivaut ii enlever les éléments capac i t i f s  asso- 

c iés  ii q, et  ii in t roduire  des re la t ions  algébriques. Celles-ci  se tradui-  

sent  par l ' appar i t ion  de causal i tés  dérivées et /ou l e  r e t r a i t  de cer ta ines  

jonctions. 

Exemple 

Reprenons l e  bond-graph du système mécanique de l a  Figure III.2.1. 

Nous représentons l e  bond-graph réciproque. 



Ffgure III,2,5 : Bond-graph réciproque dec systéme mécanfque. 

Les éléments capacitifs C, et E, ont des valeurs élevées par rap- 

port B e3.  Néamoins. il est difficile d'obtenir le bond-graph réciproque 
rapide car un des t5léments capacitifs est en causalité dérivée. Ceci est dû 

au fait que le systhme est explicite, mais non totalement explicite. 

Dans ce cas. le bond-graph lent est obtenu en posant i3 = O sur le 

bond-graph et donc ii introduire une relation algébrique entre les variables 

de CO-énergie des éléments inertiels. Ceci revient B enlever* l'élément 

capacitif C3 et B introduire une causalité dérivée (Ffgure III.2.4). 

Les deux schémas des Figures III.2.6 illustrent le cas général. 

Figure dII.2.6~ : Etément C sur Ffgure III.2.6b : EZément C sur 

une jonction O. une jonctfon 1. 

Dans le premier cas, l'élément rapide C est sur une jonction O. Le 

système lent est obtenu en enlevant l'élément C et en procédant B un chan- 

gement de causalité. Nous représentons une des possibilités. 

Dans le deuxième cas, l'élément C est sur une jonction 1. Le sys- 

tème lent est obtenu en enlevant 1' élément C, la jonction 1 (car q = O, 

donc le flux est nul sur la jonction) et en modifiant la causalité sur les 

jonctions où des conflits causaux apparaissent. 



Ptgure III.2.7a : Etimtnatton de 

t'étément rapide. 

Figure III.2.7b : Ettmfnatton de 

t 'étément rapide. 

Dans le deuxième cas, plusieurs sous-systèmes indépendants appa- 

raissent.En général, nous devons utiliser une combinaison de ces deux cas. 

Une justification peut Atre apportée en écrivant l'équation de 

structure de jonction du modèle bond-graph. Nous voyons qu'écrire q = O 

pour chacun des éléments rapides introduit des équations algébriques'direc- 

tement associées des manipulations causales. 

D'où la procédure d'obtention du bond-graph lent. 

Procédure 111.2.3 

- enlever les éléments C qui introduisent des modes élevés, 
- résoudre directement sur le bond-graph, l'équation q = 0. 

Remarque : 

Cette procédure est appliquée complètement pour chacun des élé- 

ments C considéré comme rapide de manière séquentielle. 

Remarques : 

La présence d'éléments inertiels en causalité dérivée dans le sys- 

tème global modifie légèrement les méthodes présentées pour l'obtention des 

modèles lent et rapide. 

Pour le système rapide, il faudra par exemple garder en plus tous 

les éléments en causalité dérivée directement causalement connectés aux 

éléments inertiels retenus dans la procédure 111.2.1, et les éléments iner- 

tiels en causalité intégrale, directement causalement connectés aux pre- 

miers. Ces systèmes seront en g6néral non totalement explicites. 



En présence d'éléments C en causalité dérivée, les méthodes sont 

inchangées uniquement si ces derniers n'ont pas A la fois une connection 

causale directe avec les C associés au vecteur rapide et les C associés au 

vecteur lent. Sinon le découplage n'est pas possible A partis du 

bond-graph. 

Exemple : 

Figure III.2.8 : Nodéte bond-graph. 

Supposons le moddle de la ~f gure III. 2.8, oii C, est associe A la 

variable rapide. 

Nous représentons les bond-graphs lent et rapide. 

Figure III.2.9a : ~ond-graph lent. Figure III.2.9b : Bond-graph rapide. 

Ce système est explicite, mais non totalement explicite. 

Nous avons introduit le concept de système totalement explicite. 

Cette appellation permet de différencier 2 cas possibles qui peuvent s'étu- 

dier de la même manière. Un système totalement explicite met en évidence 

des variables d'état lentes et rapides. Un système explicite ne permet pas 

de différencier les variables d'état lentes et rapides mais permet d'obte- 

nir deux modèles d'état (ou bond-graph) dits abusivement lent et rapide 

dont la mise sous forme d'équations différentielles du second ordre donne 

deux systGmes, un lent et un rapide. L'avantage de la formulation explicite 



est que celle-ci permet de faire le découplage sur le bond-graph avant le 

calcul des équations différentielles du second ordre. 

Nous n'insisterons pas plus sur cette partie car, en général, le 

système rapide a très peu d'intérêt. 11 permet simplement de savoir si le 

système est explicite ou non. Si le système est sous forme implicite, des 

changements de variables peuvent être faits de la même manière que dans la 

première partie de ce chapitre. 

Nous parlerons par la suite de réduction en ne nous intéressant 

qu'à la partie lente. 

11.2 - Amblioration de la prbcision de modes lents 

Seule l'étude des systemes explicites est faite dans cette partie. 

Comme nous 1' avons déjà fait remarquer, en général seule 1 'évolution lente 

d'un système oscillatoire est significative. Une troncature modale est 

ainsi généralement effectuée. Malheureusement, les effets lents des phéno- 

mdnes oscillatoires rapides sont parfois non négligeables. Nous proposons 

une méthode qui améliore la précision des phénomènes lents. Nous suppose- 

rons le système non amorti. Une étude semblable pourrait être faite dans le 

cas contraire. 

Une premiere étape introduit le concept de correction sur les 

équations différentielles du second ordre. Ensuite, une interprétation sur 

le bond-graph est proposée. Ces corrections sont faites pour des régimes 

non autonomes, en supposant que les entrées interviennent peu dans la dyna- 

mique du système. Nous ne tenons pas compte des dérivées successives des 

entrées avec les méthodes de correction employées. 

11.2.1 - Etude des équations différentielles du second ordre 

L'équation d'état du système dynamique étudié est : 

avec Ah = -A$ matrices carrées inversibles. 



2, e s t  chois ie  de façon que A4 s o i t  invers ible ,  s ' i l  y a impossi- 

b i l i t é ,  l e  système est sous forme implicite.  

Introduisons les nouvelles variables déf in ies  par : 

Le systeme d'équations d i f f é r en t i e l l e s  du second ordre obtenu à 

p a r t i r  du système d'équation 111.2.26) est : 

avec : 

K, est l a  matrice comportant les éléments de valeur élevée par 
" 

rapport à K I ,  e t  peut ê t r e  normalisée en posant EK, = K, . 

Le système l e n t  non corrigé e s t  obtenu en posant E = O. 11 

vien t  : 

= - H;:H2,y14 + H;:B;[ ~ ~ d t  + H;:B4u4 

(III. 2.28) 

K , ( H , , - H , ~ H ; ~ H ~ ~ ) Y , , ;  Kl [(B;-H~~H;:B;)[ u4dt + (83-~12~; :~4)u<] .  

Les corrections se font en u t i l i s a n t  l e  concept d'espaces inva- 

r i an t s .  S i  y, ne s u i t  pas exactement l a  t r a j e c t o i r e  déf in ie  par l 'équat ion 

III. 2.28) , une nouvelle var iable  tenant compte de c e t t e  var ia t ion e s t  

dé f in i e  . 



Le changement de variable ne tient pas compte de l'entrée u pour 

éviter tout probl&me de dérivation, 

En, fait, 1;' correspond à l'évolution rapide de y, en régime auto- 

nome, c'est-à-dire : 

Nous montrons que pendant l'évolution lente, i1 = 0. 

DBmonstratZon Annexe III.5. 

0 

Eh combinant les relations 111.2.27) et 111.2.29) et en posant 

C1 = O nous obtenons : 

= K1 [1, + H l  H;: K;' H;: H21K1]-1 

= H,, + K;~H;;H,~K~H~, 
avec = H,, + K;~H;:H,~K~H~~ 

= B;+ K;~H;:H,~K~B; 

= Bq+ K;~H;:H~~K~B, 

Nous obtenons donc exactement la même forme que pour le système 

lent non corrigé pour lequel la matrice de raideur KI a été modifiée en Ki. 

L'indice c indique que l'approximation des variables y,& et y,& n'est plus 

obtenue de manière habituelle mais avec le système d'équations corrigées 

111.2.31). 

Le système d'équations différentielles du second ordre pour le 

système corrigé à l'ordre n est : 



n-l)c = H2, + K;P (%2-2)~)-1 ~ ( n - 2 1 ~ ~  H 
2 1 1 12 

avec : 
= H21 

+ K;l(~62-2) c ) - l ~ ( n - 2 )  C K  H 
2 1 1 11 

+ K;1 (~:2-l)c)-l~(n-l)~ K B' 
2 1 1 1  

~ ; 1  (~$;-l)c)-l~(n-l)c K B 
2 1 1 3  

L'indice nc sur une matrice correspond A la correction de celle-ci 

ii l'ordre n. L'initiaiisation étant pour n = 1 avec : 

L'étude du système corrigé est très simple, puisqu'elle consiste A 

calculer une nouvelle matrice de raideur B l'aide du calcul d'une suite. 

Cette nouvelle matrice de raideur n'est en général plus symétrique sauf 

pour la correction ii l'ordre 1. 

Reprenons l'exemple de la Figure III.2.1. 

Le ressort C3 est en général considéré comme un élément "para- 

site", Le système rapide n'est pas pris en compte. 

Si nous désirons prendre en compte l'effet du ressort Cg dans le 

modele du système lent, nous appliquons les méthodes de correction. 

Le système d'équations différentielles du second ordre s'obtient à 

l'aide de l'équation d'état du système et des nouvelles variables 

YI c Y2 * Y3 : 



L e  système l e n t  corrigé au premier ordre aura l a  m ê m e  s t ruc ture  

que l e  système l e n t  avec l a  nouvelle matrice de  f l e x i b i l i t é  C C .  

La nouvelle matrice de f l e x i b i l i t e  n ' e s t  plus diagonale. L e s  élé-  

ments capac i t i f s  ne sont plus de simples por t s  m a i s  forment un multiport de 

dimension 2x2. 

Nous obtenons : 

Nous pouvons de m ê m e  obtenir  y;&. 

L e  concept d'espaces invar iants ,  u t i l i s é  dans l a  méthode des per- 

turbations s ingul iè res  a é t é  adopté en vue de l 'amélioration de l a  préci- 

s ion  des modes l e n t s  l o r s  d'une réduction de modèle, c 'es t -à-dire  lorsque 

l ' o n  veut él iminer l e  système "rapiden. Ce concept permet de t e n i r  compte 

de l a  var ia t ion des variables rapides par rapport aux espaces d i t s  d'équi- 

l i b r e  associés aux variables lentes .  Cette méthode peut ê t r e  directement 

appliquée su r  l 'équat ion d ' é t a t  du modèle. L e  terme de correction à un 

ordre donné a été adopté pour donner un ordre de grandeur de l 'amélioration 

de l a  précision des modes len t s .  



Il est bien entendu necessaire que Pe système soit sous forme ex- 

plicite. Enfin une représentation de la correction peut être directement 

faite sur le bond-graph B l'aide de la modification d'une matrice de rai- 

deur. Cette representation "non physiquew, sauf pour la correction au pre- 

mier ordre, permet simplemeqt de se rendre compte de l'effet de la 

correction. 

Cette methode de correction sera utilisée lors de l'Atude des sys- 

tèmes B paramètres distribués. 

CONCLUSION 

Ce chapitre a fait l'objet d'une présentation de méthodes de dé- 

couplage des dynamiques de systèmes modAlisés par bond-graph. Nous nous 

sommes placés dans des cas particuliers pour bien mettre en évidence les 

concepts utilisés, sachant qu'il n'existe pas de méthode générale. 

La partie la plus délicate de l'étude est le partitionnement du 

vecteur Atat. Le bond-graph ne conduit pas nécessairement B une solution 

mais peut néanmoins apporter quelques renseignements. 

La contribution fondamentale du bond-graph se situe au niveau de 

toute l'étude qui se situe après le choix du partitionnement du vecteur 

état. Les informations nécessaires, telles l'explicité du système ou les 

changements structurels de variables, sont directement mises en évidence 

sur le bond-graph par des manipulations causales. Lorsque le système étudié 

est sous forme explicite, le découplage est fait sur le bond-graph, même 

dans le cas des systèmes purement oscillants dont certaines variables 

d'état ont B la fois des dynamiques propres lente et rapide. 

Une méthode dite de correction a été présentée pour améliorer la 

précision des frAquences propres des systèmes découplés, pour les systèmes 

amortis, et la précision des modes propres du modèle lent des systèmes 

purement oscillaéoires. Une justification physique est présenté pour la 

correction B l'ordre 1. 

Toutes les possibilités n'ont pas été envisagées. Pour les systè- 

mes à la fois amortis et oscillants, il faut combiner les deux méthodes 

précédentes en reconnaissant l'importance respective des deux phénomènes. 



1 ANNEXE III,l 1 

Calcul de l'équation d'ktat du bond-maph lent 

Nous faisons l'hypothèse que la matrice d'état est inversible. 

Nous écrivons les matrices d'état, de commande et de sortie du 

systeme : 

Nous écrivons les matrices d'état, de commande et de sortie du 

systeme réciproque o 

avec Tt = Tll  - T12 T;: T21 .  

Nous notons : 

( A . 3 . 3 )  A = T FI - 
avec F, = F i 1  . 



Etant dom6 que nous sommes dans le système réciproque, le systhme 

lent est désormais associe ii l'indice 2 dans les matrices et le système 

rapide est associé B l'indice 1. 

Nous Acrivons les matrices dvAtat de commande et de sortie du 

systhme rapide réciproque. 

Une nouvelle transformation rbciproque donne, en tenant compte du 

fait que dans le système réciproque rapide, nous avons Fi : ,  

( A . 3 . 9 )  Br = - (F i : )  (F;lF;:)-' (-Tc1 (B1-Tl2T;: B , ) )  

= B,- A,,A;:B, 

Nous retrouvons bien les matrices "lentes" obtenues par applica- 

tion directe des perturbations singulières. 



I ANNEXE 111.2 I 

Etude du changement de variable dans le cas des systèmes implicites 

L'equation du système rapide ou quasi-rapide, stécFit : 

A;: est la plus grande sous-matrice inversible de A,, . 

Sachant que A,, n'est pas inversible, nous voulons obtenir un pre- 

mier vecteur état associe aux valeurs propres nulles du système rapide (ou 

quasi-rapide), soit ql. 

L'Aquation dtBtat peut s'écrire d'une manière différente, c'est- 

a-dire : 
I 

En multipliant la deuxième équation par -A,,A;:, en faisant la 

somme des deux nouvelles équations et en tenant compte du fait que 

A::-A::(A::)'~%: = 0, nous obtenons : 

Ceci nous permet de définir ql comme 

(A.3.15) ii, = g2,-(A:;) (A~:)-'~~,-[B~,-(A::) (A::)"B~~] f u dt. 

Le deuxième vecteur est calculé à l'aide de la relation obtenue 

en régime autonome permanent (q,, = q,, = O, u = 0) : 

Matriciellement, nous pouvons écrire: 



L a  matrice d ' é t a t  dans l a  nouvelle base est : 

L a  matrice dé f in i e  par  : 

est bien entendu invers ib le  c a r  : 

Les matrices FI,, et sont  invers ib les  e t  l a  matrice 

(A; 2 ) - ' (A; ) FI,, A: : (A; 2 ) - e s t  symétrique donc semi-déf i n i e  posi t ive  . 

D e  plus, FI,, cont ient  des valeurs propres de module élevé donc %a 

matrice M contient des dynamiques rapides. 

-- 

La matrice de  commande dans l a  nouvelle base est : 

Remarque : 

Dans l e  système rapide (quasi-rapide), l a  nouvelle var iable  d ' é t a t  

9, n'évolue pas. E l l e  est donc l e n t e  pour l e  système global.  

9, a un comportement rapide auquel on a joute  un e f f e t  l e n t  dû au 

couplage avec l e s  var iables  dynamiques len tes  des vecteurs q, e t  TI,. 

Une autre p o s s i b i l i t é  est d 'él iminer le terme / u d t  dans l e  

changement de variable. 



ANNEXE 111.3 

Calcul de l a  matrice de raideur et des Bquations dynamiques du système 

rapide corrigB 

Nous reprenons les matrices A,  6, S. 5 du système réciproque étu- 

d i é  dans l'annexe III.l. 

Nous faisons le calcul  des matrices d t 6 t a t ,  de  commande et de sor-  

t ie  du système l e n t  réciproque. 

Nous voyons 6videmment que l e  système réciproque l e n t  est l e  sys- 

tème rapide réciproque. L e  calcul  du système réciproque complet e s t  f a i t  

pour l e  calcul  de l a  correction.  Le système réciproque l e n t  e s t  associé aux 

équations suivantes : 

L e  système réciproque l e n t  corrigé s ' ob t i en t  en modifiant l a  ma- 

t r i c e  de raideur e t  à l ' a i d e  d'un nouveau vecteur é t a t ,  ceci  pour obtenir  

un modèle bond-graph. 



La nouvelle matrice de raideur (réciproque) est : 

Après calcul, nous obtenons : 

La nouvelle équation dlAtat est obtenue avec le nouveau vecteur 

aqetat 9. 

- 
avec ii; = T;: F ; ~  

Pour obtenir le système rapide corrigé, il faut désormais appli- 

quer une nouvelle transformation réciproque. 

avec Fi ,  = FI ,+  T;:T~~F~~T~,T;: . 



Le système rapide corrigé est donc associé aux équations 

suivantes : 

avec FI,= FI,+ T;: T,,F,,T,,'T;~ . 

Nous devons désormais calculer le vecteur q,,. Sachant que le vec- 

teur de CO-énergie corrigé s'exprime toujours de la même manière en fonc- 

tion de q:, c'est-&-dire : 

et que 

Le calcul de q;, s'effectue simplement & l'aide du bond-graph 

rapide corrigé. 

L'équation de sortie du système rapide corrigé est : 

soit de façon indifférente : 

y, s'obtient donc directement sur le bond-graph rapide corrigé. 



Transformation des bquations d i f fb ren t i e l l e s  du premier ordre d6couplées 

en Qquations d i f f é r en t i e l l e s  du second ordre 

Nous définissons d'abord les var iables  yl e t  y, : 

L ' bquation III. 2.12a) donne : 

L'équation IPI.2.12b) donne : 

(A.3.40) ÿlr + KITl yl4 = K,T,J ~ ~ d t  + K1T3uL 

avec : 

- A 6 A 1 ) M 1  1 + A ~ A ~ ~ M ~ A ~ ' A , M ; ~ ] - ~  (A1 - A2Ai1A3)  

- A6Ai1A,)M;' [I, + A ~ A ~ ~ M ~ A ~ ~ A , M ; ~ ] - ~ ( B ~  - A2Aj1B2) 

= (BI A A ~ B ~ )  - (A5 - A6Ai1A,)M;' [ I ~  + A ~ A $ ~ M ~ A ~ ' ~ M ~ ~ ] - ' A , A ~ ' M ~ A ~ ~ B ~  

Nous montrons simplement que Tl = Hl, - Hl, H;; H, , . 

Nous cherchons A fac tor i se r  de maniere B f a i r e  apparai t re  4 
ternes : 



En tenant compte du fait que Pd - ( l g , = + M ) - l =  11, +M‘ ' ] - ' . nous 

obtenons : 

En regroupant les termes, nous obtenons bien Tl. 

A l ' a ide  des 6quations 111.2.14) et III.2.15). nous avons directe- 

ment : 



Calcul des équations dif fhrentie l les  du second ordre avec les variables 

YI et t;l 

L e  changement de var iable  e s t  d e f i n i  par : 

Nous obtenons : 

+ ~ ~ ( H 1 1 - ~ ~ ~ % : H 2 1 ) ~ 1  + K, ~ ~ , t ; l  = K ~ B ;  1 udt + K , B ~ U  
( A . 3 . 4 6 )  

l il + K;~H;:H~,K,  mil- H ~ , H ; : H ~ , ) Y ,  + H ; , z ~  = B;( 1 udt + 8; u 

avec : 
= H z , +  K i 1  H;: H2,K1Hl2 

= B; + K ; ~  4; H ~ ~ K ~ B ;  

= Bi + K i 1  H;: Hz1KlB3  

Nous nous apercevons que le  couplage en t re  l e  systéme l e n t  e t  l e  

nouveau systéme rapide est plus f a ib l e  é t a n t  donné que le coef f ic ien t  de y, 

et  d 'ordre & (dQ au terme K i 1 ) .  

Nous changeons de var iable  de temps en posant : 

où & est l e  terme de normalisation de l a  matrice K i 1 ,  c'est-8-dire - 
K;' = K;' de maniére B ce que E2 et  KI a i en t  des valeurs propres du meme 

ordre de grandeur. 

Nous obtenons : 



+ EK, (H,,- H,,H;:H,, )Y, 4 E K ~ H ~ ~ ~ ~  = &KIB; [ udt + &K1B3u 

( ~ ~ 3 . 4 8 )  

C e  systéme montre que y, n ' a  pas de dynamique rapide propre car  

d2 Y, - O ,  a l o r s  que f' a une dynamique rapide propre. pour E = O nous avons - - 
d~~ 

L'obtention du système l e n t  B l ' a i d e  de la  méthode des perturba- 

t ions  s ingul iéres  est possible,  pour ce l a  il s u f f i t  d ' éc r i re  i1 = O dans 

1 ' équation A. 3.48) . 

Nous trouvons avec les variables y, e t  y, : 

avec : 

Nous savons que l a  matrice Hg, est invers ible  é tan t  donné que H,, 

I K - ~ H - ~ H  K H e s t  dé f in i e  posi- e s t  invers ible  e t  que l a  matrice [1 + H i 2  2 2  , 
2 ]  

t i v e  (car  Hl, = Hz ) . 

A chaque nouvelle correction,  le  couplage en t r e  l e  système rapide 

e t  l e  système l e n t  va diminuer. La var iable  rapide s e r a  uniquement déf inie  

par une r e l a t i on  algébrique, en fonction de l a  var iable  lente .  

L e  système l e n t  s e r a  a i n s i  déf in i  de  manière plus précise.  



Une deuxi&me correction se f a i t  & l ' a i d e  dlin nouveau changement de 

variable. 

Nous n'ecrivons pas le systeme d'équation d i f f e r e n t i e l l e  du second 

ordre exprimé A l ' a i d e  des nouvelles var iables  yl et  c2 . Néanmoins avec l e  

même principe que précédemment, nous pouvons & r i r e  c2 = 0. 

A l ' a i d e  des  équations A.3.45) e t  A.3.51). nous obtenons : 

S o i t  A l ' a i d e  de l 'équation 111.2.27) : 

avec : 

Nous obtenons de maniere récurrente l a  forme générale du système 

d'équations pour une correction ii l ' o rd re  n. Nous ne fa isons  pas l a  démons- 

t ra t ion.  Une façon simple s e r a i t  de montrer que l 'on a : 

L a  s u i t e  de l a  démonstration est immédiate en u t i l i s a n t  l ' équat ion 
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INTRODUCTION 

Dans le chapitre III, nous avons établi une méthode d'amélioration 

de la précision des modes lents d'un système dynamique. Cette méthode est 

tout ti fait adaptée pour les systèmes à paramètres distribués où l'effet de 

la flexibilité des modes rapides est non négligeable. Une réduction de mo- 

dèle simple conduit parfois ti des modales tras erronés. 

L'étude portera sur l'analyse des fréquences propres et des formes 

modales d'un segment flexible ti l'aide du modale de Bernouilli-Euler. 

Quelques auteurs Karnopp (1 968), (1 975), (1 980), Margot is (1 985), 

Lebrun (1985), Samanta et Mukherjee (1985), (1986), et Yazman (1988) utili- 

sent la modélisation par bond-graphs pour l'étude des systèmes à paramètres 

distribués. Cette méthode de modélisation permet de rattacher facilement le 

modèle ti un environnement extérieur. 

En vue de la réduction de l'ordre des modèles obtenus Lebrun 

(1 985), Margotts (1984), et Yazman (1988) utilisent le concept de double 

réduction modale. L'inconvénient est que cette méthode ne conserve pas le 

sens physique des variables dynamiques. 

Dans un premier temps, nous employons les méthodes d'analyse 

modale et des éléments finis pour la modélisation d'un segment flexible en 

petits mouvements. Différentes approches sont adoptées pour tenir compte 

des conditions aux limites et du nombre de modes propres à retenir. 

Nous proposons une méthode de réduction et de correction qui garde 

le sens physique des variables dynamiques en s'appuyant sur la méthode des 

perturbations singuliéres. Nous comparons cette méthode a celle faisant 

apparaître une matrice dite de "capacités résiduelles". Nous proposons 

quelques exemples d'application. 

La deuxième partie fait l'objet de l'étude du modèle dynamique 

d'un segment flexible pour lequel nous prenons en compte le couplage avec 

les grands mouvements Yazman, Servettaz et Larivière (1989) . Nous nous 
restreignons au mouvement plan du segment flexible. Une première étape con- 

siste à donner une expression générale sous forme bond-graph du système 

étudié, avec les méthodes d'analyse modale et éléments finis pour diffé- 

rentes bases de décomposition. 



Dans un second temps, nous proposons une méthode de réduction des 

modèles de segments déformables, quel que soit le champ de déplacement 

choisi. Nous montrons que le modèle se rapproche de celui obtenu par la 

méthode d'analyse modale pour des conditions aux limites "force-libre". 

Nous introduisons le multiport de flexibilité résiduel pour chacun des 

modèles réduits et généralisons ainsi la méthode de prise en compte de 

l'effet des modes statiques quelle que soit la méthode de modélisation 

employ6e. 

Enfin, nous proposons sur un exemple de robot 2-axes à segments 

déformables, une méthode simple qui permet de mettre le modèle mathéma- 

tique, obtenu à partir du modèle bond-graph, sous forme singulièrement 

perturbée. 

1 - ETUDE VIBRATOIRE D'UN SE- FLEXIBLE 

1.1 - MBthode d'analyse modale 

1.1.1 - Modèles de dimension finie 

Un rappel succinct des équations aux dérivées partielles et du 

modèle bond-graph traduisant le comportement d'une poutre en flexion de 

Bernouilli- Euler est présenté Yazman (1988). Nous adoptons la formulation 

flux avec, dans un premier temps, des conditions aux limites types "Libre- 

Libre". Margotis (1980) a montré que les modèles de poutres en torsion 

développés avec les conditions aux limites de type "force-libre1' (ou libre- 

libre) ont un caractere très général et les modes associés à ces modèles 

sont capables de se combiner pour s'adapter à tout type de contrainte géo- 

métrique ou dynamique pouvant être imposée aux frontières du système. Ces 

modèles sont donc très facilement utilisables. Dans un second temps, nous 

développerons les modèles pour des conditions aux limites homogènes du type 

encastré-libre et appuyé-appuyé. Pour les conditions aux limites non homo- 

genes, nous adopterons la formulation libre-libre. 

1.1.1.1 - Modèle mathématique 

La Pigure IV.l.l) représente un segment flexible, avec les diffé- 

rentes variables associées. 



Ffgure IV.l.l : Notatfons reEatives au segment Jtexibte. 

e, : moment flbchissant 

eT : effort tranchant 

p, : impulsion angulaire 

qT : flèche 

f, : vitesse de translation 

f, : vitesse de rotation 

L : longueur du segment flexible 

E : module d'Young 

1 : inertie de la section 

p : masse volumique 

S : section. 

Nous indicerons par T les grandeurs relatives aux translations et 

par R celles concernant les rotations. 

On note : 

bquation de continuitb : 



équation de quantité de mouvement : 

La procédure d'analyse consiste A supposer que les solutions sont 

de la forme : 

L'espace et le temps sont donc séparés tl l'aide des fonctions g,, 

fonctions de l'espace et q,, fonctions du temps. 

Nous obtenons les systèmes d'équations : 

EI a4gi (x) 
(IV.1.4b) $g, (x) - - = O 

PS ax4 

g,(x) sont aussi appelées formes modales du segment flexible. 

Les solutions sont de la forme : 

(IV. 1.5a) qi (t) = A, cos w, t + Bi sin w, (t) 

(IV.l.5b) g,(x) = Ci cos P,x + Di sin Pix + EiCh P,x + F,Sh Pix, 

avec Pi - EI 

L'introduction des conditions aux limites permet de déterminer 

complètement les solutions. 

a) Conditions aux limites libre-libre 

d3g, (x) 
(IV.1.6b) = O  e n x = O  et x = L :  Forcenulle. 

C1x3 



En introduisant les aquations IV. 1,6) dans IV. 1.4b), il vient : 

= Ei = Cr (Sh Pi L - sin Pi E) 
( 1 ~ ~ 1 ~ 8 )  

= Fi = -Cr (Ch Pi L - cos Pi L) 

Cr est un coefficient de normalisation. 

L'expression des formes modales après normalisation est donnée par 

l'équation IV.1.9). 

(IV. 1.9) gi (x) = (Ch Pi x + cos Pix) - Yi (Sh Pi x + sin Pi x) 
Ch PiL - cos PiL 

i = l...= avec Yi = 
Sh Pi L - sin PiL * 

Nous obtenons en plus deux modes statiques. Ils correspondent aux 

vitesses de rotation et de translatipn du centre de gravité du segment 

assimilé à une poutre flexible. 

En utilisant les propriétés d'orthogonalité des formes modales 

gi(x) et en mettant les termes correspondant aux conditions aux limites non 

homog&nes dans le second membre, nous aboutissons à un système infini 

d'équations différentielles du second ordre en qi(t) : 



b) Conditions aux limites encastré-libre 

Les conditions sont : 

( gi (0) = O déplacement nul 

dg, (x) 
dx I x = O  = O rotation nulle 

I 

d2g, (x) 
= O moment nul 

dx2 1X.L 

d3gi (x) 
= O force nulle 

& dx3 l x - L  

L'équation caractéristique est : 

(IV.1.13) cos P,L Ch PiL = - 1 

dont les solutions sont : P,L = 1.8751 

@,L = 4.6941 

P3L = 7.8548 

P,+L = 10.996 

PiL = (21-1)1r/2 pour i 2 5. 

L'expression des formes modales est : 

sin PiL - Sh PiL 
avec bi = 

cos PiL + Ch PiL 

Di est un coefficient de normalisation permettant de vérifier les 

équations suivantes : 

En notant : 



Nous obtenons les équations différentielles suivantes o 

où e,, et e,, sont les conditions aux limites non homogènes introduites 

dans le second membre. 

c) Conditions aux limites appuyé-appuyé 

Les conditions sont : 

= O moment nul 

= O moment nul 

L'équation caractéristique est : 

(IV.1.20) Sh PiL sin P,L = 0. 

Sachant que Sh @,L = O seulement si = O, les solutions non 

triviales de l'équation sont obtenues pour : 

(IV.1.21) sin piL = 0, 

soit : 

(IV.1.22) piL = in i = 1, ...a. 

L'expression des formes modales est : 

Ci est obtenu en normant les formes modales. Ci = , d'où : 



(1V.1.24) gi (x)  = fi s i n  Pix 

(IV.f.25) 1, = P S g: (x)dx 

= PSL 

L e s  équations d i f f é r en t i e l l e s  IV.f.27) représentent l e  système : 

où eR1 et eR2 sont les termes correspondantaux conditions aux limites non 

homogènes int rodui tes  dans le second membre. 

Comme nous l'avons dé j à  remarqué, l e  mod&le " l ibre- l ibre"  en for-  

mulation f lux a un caractére très gknéral. C'est pourquoi les modèles de 

types conditions aux l imites  géométriques peuvent être obtenus directement 

B p a r t i r  du modèle en formulation f lux type l i b r e - l i b r e ,  s u r  lequel les 

contra intes  géométriques sont ajoutées. 11 en est de m ê m e  pour les systèmes 

ayant des contraintes de type dynamique. 

Nous nous intéressons dans un premier temps au modèle bond-graph 

du systeme d i t  l ib re - l ib re .  

1.1.1.2 - Modèle Bond-Graph 

L e  bond-graph correspondant au système I V . l . l O )  est représenté s u r  

l a  Figure IV.1.2) : 

Figure IV.1.2 : HodBle d'un segment jlexible en jormutation "libre-libre". 



Chaque mode retenu e s t  une combinaison d'éléments 1 e t  C associés 

à une v i t e s se  commune décr i te  par  une jonction 1. L e s  actions extér ieures  

sont  appliquées au moyen de jonctions O associées aux e f f o r t s  

e ~ l '  e ~ 2 '  e ~ l  et e ~ 2 *  

L e s  transformateurs convertissent les e f f o r t s  appliqués aux extré- 

mites de l a  poutre en e f f o r t s  modaux. Ils sont  calculés à p a r t i r  des formes 

modales gi (x)  . 

Les parametres du modele bond-graph de l a  Figure IV.1.2 sont  ras- 

semblés dans l e  Tableau IV. 2.1. 

Tableau IV.l.l : ParamPtres du modéte bond-graph du segment souple en 

formulation force- 2 ibre .  

Les t i j  sont obtenus à l ' a i d e  des équations suivantes : 

t 4  i 

O 

1 

( P ~ L )  -2 t g ( - l ) j + l ~ -  
(Pg L) 

L 2 

1 

j 

Pour j > 2, des éléments R j  sont ajoutés pour t e n i r  compte des 

diss ipat ions  s t ruc ture l les .  Les modèles avec contra intes  de type géométri- 

que ou dynamique sont directement obtenus à p a r t i r  du bond-graph de l a  

Figure IV.1.2). Le système appuyé-appuyé e s t  obtenu en fa i san t  eR1= e,, = O 

e t  en mettant des sources de f lux nul les  à l a  place de e,, e t  e,,. L e s  d i f -  

férents  cas sont  assemblés dans l e  Tableau IV.1.2. 

Les modèles développés dans c e t t e  p a r t i e  sont exacts pour une 

i n f i n i t é  de modes. O r  les sous-systèmes auxquels sont raccordés ces modèles 

se comportent comme des f i l t r e s  "passe-bas". Ils ne s o l l i c i t e n t  qu'un do- 

maine de pulsations f i n i .  

PSL 

PSL~ 
2 -  

12 

PSL 

Il s ' a g i t  donc de f a i r e  une réduction de modèle, appelée tronca- 

t u r e  modale. 

ci 
O 

O 

- L3 

( P , L ) ~  E1 

t 2  i 

1 

L/2 

2 ( -11 j+12( -1 ) j+ l  

tl i 

1 

-LI2 

2 

4 t3 i 

O 

1 

(P, LI  j + l  (@,LI 
tg ( - l )  .--- 

L 2 



1 Conditions aux l imi tes  1 Modele Bond-Graph I 

l h l I 
1 O 1 encastré-l ibre 1 O :Sf 
I m l I 0:Sf 

I I I 
1 h 1 encastré-charge 1 0 :Sf 
I O  I i n e r t i e l  I O:Sf 
I m l  I 

l e  l 0:Sf- 1 n 1 encastré-charge 1 
I e I capaci t i f  I o:Sf- 

Tableau IV.1.2 

ModéZes en mots bond-graph avec tes conditions aux limites associées 

1.2.1 - Analyse v ibra to i re  pour les modèles à dimension f i n i e  

L'obtention d'un modèle à dimension f i n i e  d'un segment f l ex ib l e  

peut se f a i r e  de plusieurs manières. La première consis te  à prendre l e  mo- 

dèle  dé f in i  précédemment e t  de l u i  appliquer une troncature modale. Mais 

l e s  r é s u l t a t s  sont parfois  très mauvais, les conditions aux l imi tes  adop- 

tées é t an t  parfois  l o i n  de l a  r é a l i t é  e t  l a  f l e x i b i l i t é  du segment est ré- 

p a r t i e  su r  tous les modes. Un multiport de capacités rés idue l les  e s t  in- 

t rodui t  pour t e n i r  compte de c e t t e  f l e x i b i l i t é .  Nous u t i l i s o n s  l a  méthode 

des perturbations s ingul ières  s u r  d i f fé ren ts  modèles e t  comparons l e s  ré- 

s u l t a t s  obtenus. 



1.2.1.1 - Modèle bond-graph par troncature modale 

Nous reprenons l e  modèle de l a  Figure IV.1.2) en f a i s an t  var ie r  i 

de 3 ii n. Une reprtssentation multibond-graph est proposée s u r  l a  Figure 

IV.1.3) : 

Figure IV.1.3 : Reprdsentation vectoriette d'un modéte de segment flexible 

(1v.1.28) M = diag( I , ,  1,. ... In) ,  matrice des masses. 

( I V .  1.29) R = diag(0,  0,R3,. . .Rn ) , matrice des diss ipat ions  modales. 

(IV.1.30) K = diag(0,0,k3,  ... k n ) ,  matrice des raideurs modales. 

I tll t l 2  * * *  t 1 n  

v ,  Hl . - t 2 1  '22 O * *  '2n I , matrice des transformateurs modaux. 
t31 t32 "' t ~ n  

(IV.1.32) q = [y, 8. q3,  . . .qnI t ,  vecteur des déplacements modaux. 

(IV.1.33) e, = Ce,,, e,, , eRl ,  e R 2 I t ,  vecteur d ' e f fo r t s  r e l a t i f s  aux 

conditions aux l imi tes  en O e t  L. 

Nous pouvons int roduire  de l a  même façon des e f fo r t s  e, e t  e, en 8 

points  du segment f l ex ib le .  Ces e f f o r t s  agissent  sur  les modes par  l ' i n t e r -  

médiaire de l a  matrice de transformation [@]  déf in ie  par l a  re la t ion 

IV.1.34) : 



où est le transformateur associé au jdme point considéré sur la poutre 

sollicitée par l'effort k (k = T si e, et k = W si e,) et agissant sur le 
i è m e  mode du système. 

(IV.1.35) = [e:,eRlt, vecteur d'efforts d'entrée. 

Les transformateurs O! , ont pour expression : 
- pour i 4 2 : 

a;, = x, - L/2 
(IV. 1.36) 

a;,= 1 

- pour i > 2 : 

Les équations relatives au modèle flux du segment flexible peuvent 

se mettre sous forme matricielle par la relation IV.l. 38) : 

Une autre formulation sous forme d'équation d'état peut être obte- 

nue. Nous notons : 

(IV. 1.39) p = [pl , p, , . . . pn ] le vecteur des impulsions modales 

(inerties 1, ) . 

(1v.1.40) q = [q, , q, , . . . ,q,, I t  le vecteur des déplacements modaux 
(compliances Ci ) . 

Il vient : 



Les modeles finis ayant des conditions aux limites de type géomé- 

trique ou dynamique s'obtiennent directement à partir du modèle fini libre- 

libre avec la procédure définie précédemment pour le modele infini 

libre-libre. 

1.1.2.2 - Prise en compte des capacités résiduelles 

Lors de la réduction modale, les modes élevés sont enlevés. Bien 

que ces derniers, se situant au-delà du spectre d'excitation du segment 

flexible, ne soient pas excités, ils contribuent néanmoins au comportement 

vibratoire car la flexibilité du segment est répartie sur tous les modes 

dans cette formulation. 

Les éléments capacitifs des modes négligés sont gardés et appelés 

capacités résiduelles Yazman (1988), Karnopp (1968). 

Le multibond-graph d'un segment flexible il l'ordre n muni du multi- 

port C e q  est représenté sur la Figure IV.1.4) : 

Figure IV.1.4 : Muttibond-graph d'un segment ftexibte d t'ordre n muni du 

muttfport Ceq. 

Le multiport des capacités résiduelles peut se calculer de deux 

manières ; soit B l'aide du calcul de séries infinies qui tiennent compte 

des flexibilités de l'ordre n+l A l'infini ; soit en retranchant au multi- 

port capacitif de la flexibilité totale du segment, les termes de flexibi- 

lité jusqu'à l'ordre n. Par la suite, nous utiliserons les indices eq 

(équivalent) et res (résiduel) pour exprimer le multiport des capacités 

résiduelles, c'est-$-dire C e q  = C r e s  OU K r e s  = K e a .  



Le multiport capacitif total est C,,,, il vaut : 

La prise en compte de ces capacités résiduelles améliore la préci- 

sion des modes du syst&me en basse fr6quence. Par contre, des modes 6Pevés 

sont introduits. Des probl&mes de calcul peuvent donc apparaitre. Nous ver- 

rons par la suite comment éliminer ces modes 6lev6s. 

Le tableau IV.1.3 représente les modtiles en mots bond-graph et les 

conditions aux limites associées, avec la prise en compte des capacités 

r6siduelles. 

1 Conditions aux limites 1 Modele Bond-Graph 1 

I I ' 0:Sf-O* I 
I I I o:Sr-0+/1 
1 1 encastré-libre 1 - I 

encastré-charge 

Tableau IV.1.3 : HodSle en mots bond-graph avec te multiport des capacftés 

~ésiduelles. 

1.1.2.3 - Application des perturbations singulières sur les 
modéles de dimension infinie 

Dans un premier temps, nous reprenons le bond-graph de la Figure 

IV.1.2) avec une nouvelle notation multiport. Celle-ci permettra de faire 

une décomposition en vue de l'utilisation des perturbations singulières. 



Figure IV.1 .5  : Rotidte décomposé d'un segment ftexibte en jormutation 

"force- 2 ibre " . 

Il apparaît  que plus n est grand, plus  C, est p e t i t ,  cec i  met en 

évidence des variables d ' & t a t  correspondant aux dynamiques rapides. 

Nous avons: 

Suivant les conditions aux l imites  imposées au système, nous obte- 

nons SE, e t  SE,. 

Par exemple, pour l e  système appuyé-appuyé, nous prendrons : 

Ceci nous permet de  garder l e s  mêmes notations pour d i f fé ren ts  cas 

de f igure .  



pl et q, sont les vecteur états correspondant respectivement aux matrices 

Ml et K,. 

q, est associé aux éléments C de plus grand module, il sera un vecteur 

lent. 

E, et q,t de dimension infinie, sont les vecteurs état correspondant res- 

pectivement aux matrices M2 et K,. 

p3 est le vecteur Btat li6 aux éléments Il et 1,. 

Les matrices (A, ,A2 , A4 ) et (A,, ,Al2 ,A, ,+ ) se déduisent de la ma- 

trice Hl, (Bquation IV.1.31) suivant le choix de SE, et SE,. 

Nous notons : 

Il est possible d'appliquer la méthode des perturbations singu- 

lières sur le modgle d'un segment flexible où un nombre infini de modes 

existe. Si nous prenons le modele "force-libre" il apparaît que les pertur- 

bations singuligres nous donnent le modèle réduit de la Figure IV.1.2). qui 

correspond à l'équation IV.1.10). Cette méthode équivaut à faire une tron- 

cature modale à l'ordre n. 

La formulation flux sans contraintes extérieures est mal adaptée 

pour l'utilisation des perturbations singulières. Nous allons nous placer 

dans deux cas. Dans un premier temps, nous faisons l'étude de systèmes avec 

des conditions aux limites homogènes puis dans un second temps avec des 

conditions aux limites non homogènes. 

Nous traiterons de manière particulière les systèmes corrigés à 

lbrdre 1 ayant des conditions aux limites homogènes. Pour ces systèmes, 

nous trouvons un bond-graph équivalent sur lequel la matrice de flexibilité 

est modifiée. 



a) Conditions aux limites homogènes 

Nous n'étudions que deux cas particuliers. Les conditions de type 

encastré-libre et appuyé-appuyé. Pour une condtion de type appuyé-libre et 

encastré-appuyé, il faut modifier les matrices Ml, M3 et KI. La méthode est 

néanmoins exactement la même. 

La représentation du bond-graph s'obtient directement partir de 

celle de la Figure IV.1.5). 

TIF 

Fipre IV.1.6 : Modéte bond-graph d'un segment jtexibte avec contraintes 

homogdnes. 

La matrice A,, étant carrée et inversible, la mise de la causalité 

ne pose aucun problème et peut directement s'effectuer sur le bond-graph 

avec une représentation multiports. 

Nous avons ajouté une source d'effort correspondant à une entrée 

extérieure éventuelle avec les transformateurs modaux associés. 

L'équation d'état associée et l'équation algébrique se déduisent 

facilement de ce bond-graph. 



Remarque : 

avec : 8 = 

La présence de causalités dérivées ne modifie pas l'étude dans le 

cas présent car celles-ci sont sur des éléments inertiels et seuls les élé- 

ments capacitifs introduisent des modes élevés. 

kd + A ~ A ~ ' M ~ A ~ ' A ~ M ; '  A ~ A ~ ' M ~ A $ ' A , M ; ~  

A , A ~ ~ M ~ A ~ ' A , M ; '  I,+ A , A ~ ~ M , A ~ ~ $ M ; ~  

- Perturbations singulières 

L'utilisation directe des perturbations singulières, en utilisant 

les procédures du chapitre III, nous indique qu'il suffit d'enlever les 

éléments capacitifs de valeur faible. Il suffit donc d'enlever la matrice 

K; ' . Etant donné que celle-ci est sur une jonction 1, il faut enlever cette 
jonction 1. Nous montrons facilement que la source d'effort n'agit plus par 

l'intermédiaire de B,. Le modèle lent correspond ainsi au modèle réduit 

obtenu par réduction modaïe (Figure IV.1.7) : 

Figure IV.1.7 : Flodète bond-graph réduit par appZication des perturbations 

singut iéres. 

L'équation d'état du modèle lent ou réduit. s'obtient $ partir de 

l'équation IV. 1.45) avec q, = O ou directement $ partir du bond-graph ré- 

duit de la Figure IV.1.7. 



Deux relations supplémentaires sont obtenues l'aide des équa- 

tions IV. 1.45) . 

L'utilisation simple des perturbations singulières n'a donc rien 

apporté de nouveau. Nous nous proposons donc d'appliquer les méthodes de 

correction sur le modèle lent. 

- Correction sur le modèle réduit 

La correction sur le modèle réduit peut se faire à l'aide des 

équations d'état du système. 

Néanmoins, il est plus judicieux d'utiliser les équations diffé- 

rentielles du second ordre du système de façon B trouver une interprétation 

simple de la correction. 

L'expression de ces équations différentielles est obtenue à partir 

de l'équation IV.1.45) A l'aide des nouvelles variables. 

+KI Hl, y, +KI Hl, y, = KI [Hl, (-8: +A5 Ag ' B; ) + H ~  ( -Bi +A7 Ai ' B; ) 11 udt 
(1v.i.48) 

= K 2 ~ H 2 1 ( - ~ : + ~ 5 ~ ; 1 ~ ; ) + ~ 2 2 ( - B ; + ~ 7 ~ g l ~ ; ) ~ f  ~ d t  

avec : 



* Correction premier ordre 

L e  système corrigé au premier ordre s ' ob t i en t  B l ' a i d e  du change- 

ment de var iable  : 

avec 41 = o .  

Nous obtenons : 

En remplaçant les matrices H i J  en fonction des matrices Mij, nous 

obtenons : 

L e  syst&me corrigé au premier ordre peut être in t e rp ré t é  di recte-  

ment s u r  le bond-graph du système rédui t  sur  lequel l a  matrice de raideur 

K,devient une matrice symétrique non diagonale K i  exp l i c i t ée  par  : 

* Correction B un ordre  quelconque 

La correction il l ' o rd re  deux nous donne les équations différen- 

tielles suivantes : 

= K, [I, + H,,H;:K;' ( H ~ , ) - ' H ~ , K ~ ] "  

avec = H,,+ K;~H;:H,,K,H,,  

= H, ,+  K;~H;:H,,K,H,, 

Nous pouvons encore une f o i s  i n t e rp ré t e r  l a  correction su r  l e  

bond-graph rédui t  en remplaçant K, par K : ~  . Cette fo i s -c i ,  K i C  n ' e s t  plus 

symétrique. 



Les corrections B des ordres supérieurs s'obtiennent à l'aide des 

méthodes presentées dans le chapitre 3. 

Remarque : 

Le calcul des nouvelles matrices de raideur semble fastidieux car 

certaines matrices ont une dimension infinie. Nous montrerons par la suite 

comment éviter ces calculs B l'aide d'une méthode équivalente à celle pré- 

sentée ci-dessus. 

Le bond-graph du système corrigé est présenté ci-dessous (Figure 

IV.1.8). 

Nous pouvons ajouter d'éventuelles entrées sachant que les trans- 

formateurs associés B ces entrées sont enlevés pour les modes éliminés, et, 

le système corrigé étant le système réduit pour lequel la matrice de rai- 

deur est modifiée. 

Figure IV.1.8 : Bond-graph rdduit corrigé d'un segment souple. 

b) Conditions aux limites non homogènes 

Nous prenons l'exemple du système encastré-charge. Le bond-graph 

est représenté sur la Figure IV.1.9). 



TIF 

TIF 
Figure IV.1.9 : Modéte bond-graph d'un segment soupte pour des conditions 

aux Zfmites "encastré-charge". 

Mc est l a  matrice représentant l e  multiport de l a  charge. . 

- Perturbations s ingul ières  

L 'u t i l i s a t i on  des perturbations s ingul ières  se f a i t  de l a  m ê m e  

manière que pour les systèmes à contra intes  géométriques. Néanmoins, nous 

devons considérer l e  multiport consti tu4 des matrices M3 e t  Mc e t  non plus 

M3 seul  pour l e  ca lcu l  de l a  matrice de masse équivalente. 

Nous obtenons un modèle rédui t  non corrigé (Figure IV.l.10), cor- 

respondant à une réduction modale. 
= : M l  @:KT'  

Al %@ Al1 

O \  l f k d  I n k i k  -4 r A4 

H : M 3  

11 A  14 

- 
2 - 

2 

lr 
O:S~I- O IF iFh= 1, I=, iff I-Q ~ - I : M ~  

2 
Figure IV.l.10 : Bond-graph réduit d'un segment souple avec des conditions 

aux limites "encastré-charge". 

11 e s t  à remarquer que si l a  charge est t e l l e  que l lMc Il << llM311 

a lors  ce l le -c i  in t rodui t  des modes élevés. Une étude pa r t i cu l i è r e  do i t  ê t r e  

f a i t e  pour ce cas. Nous supposerons désormais que l a  charge n ' in t rodui t  pas 

de modes élevés. 



- Correction sur le modèle réduit 

En considérant le multiport constitué par MJ et Mc, nous pouvons 

appliquer exactement la même méthode que précédemment. 

1.1.2.4 - Application des perturbations singulières sur les 

modèles de dimension finie comportant des corrections 

statiques 

Dans cette partie, nous allons appliquer la méthode des perturba- 

tions singuli8res sur des modèles de poutres comportant un nombre fini 

de modes et pour lesquelles une correction statique, tî l'aide des capacités 

résiduelles a été introduite. 

Dans un deuxième temps, nous appliquons les méthodes de correc- 

tion sur le système réduit. 

a) Conditions aux limites homogènes 

Avec les notations précédentes* nous obtenons le bond-graph du 

système avec des conditions aux limites de type géométrique, avec le multi- 

port des capacités résiduelles. Une source d'effort est éventuellement 

ajoutée. 

Figure IV.1.11 : Hodéte bond-graph muni du muttiport des capacités 

résiduettes. 

Le vecteur CJ est associé au multiport des capacités résiduelles. 

L'équation d'état associée est : 



Le multiport des capacités résiduelles antroduit des modes élevés 

dans le système, Néanmoins, il améliore la précision des modes faibles. 

En général, les valeurs propres de ne sont pas toutes faibles 

devant celles de Ki1. Ce qui prouve que le multiport des capacités rési- 

duelles n'a pas seulement un comportement rapide. Le vecteur état associé a 

donc une partie lente et une partie rapide. 11 peut être facilement montré 

qu'en enlevant une partie du multiport K;:~, la précision des modes est 

peu modifiée et que les modes les plus élevés sont enlevés. Nous nous aper- 

cevons que'seuls les termes de K; é associés A la translation introduisent 

des modes élevés. Eh premiere approximation, nous pouvons donc enlever ces 

termes, sachant qu'ils ameliorent tr6s peu la précision des modes lents. 

Ces différentes considérations s'expliquent simplement en remarquant que 

les termes de la matrice Cres ont des ordres de grandeur tres différents. 

Néanmoins, dans la suite, nous considererons que le multiport 

'res est associé au vecteur introduisant les modes rapides, même si cela 
n'est pas tout à fait exact. Une justification sera donnée ultérieurement. 

Ceci permet de simplifier considérablement lqanalyse du système. 

Le système réduit obtenu B l'aide des perturbations singulières 

(Figure IV.1.12) consiste B enlever le multiport- des capacités rési- 

duelles. 

I * M 1  -. c : K ~ '  

B3 

TIF 
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Figure IV.1.12 : Bond-graph réduit du segment souple. 

Les équations d'état du système réduit s'obtiennent facilement 

soit à partir du bond-graph réduit, soit en posant 4 = O dans l'équation 

IV.1.55). 



Nous u t i l i sons  désormais les équations d i f f é r en t i e l l e s  du second 

ordre du modèle IV.1.55) de façon donner une interpréta t ion simple des 

corrections. 

L e  changement de variable est donné par  : 

Nous obtenons : 

- M ; ~ A ~  
avec : 

A1Mi1 -(A,M;'A~ + A 4 ~ i 1 A , )  

Nous n 'entrerons pas dans l e  d é t a i l  des ca lcu ls ,  ceux-ci ayant 

dé ja  é t é  f a i t s  pour d ' au t res  systémes. D e  p lus ,  nous écrivons l e s  équations 

du systéme en régime autonome, sachant que l ' e n t r é e  gardera l e  coeff ic ient  

du systéme rédui t  quel le  que s o i t  l a  correction.  

* Correction premier ordre 

(IV.1.58) il&+ Ki [I,+G 12 G- 22 1 ~ - 1  r e s  G- 22 IG 21 K 1 1-1 ( M ~ + A ~ A ~ ~ M ~ A ~ ~ A ~ ) - ~ ~ ~ ~  = O. 

* Correction A un ordre quelconque 

G-IG K G = G22+ KFes 22 21 1 12 

avec 
- - G21+ KF:~G;:~~I~IGII 

Pour les ordres supérieurs,  il fau t  u t i l i s e r  les méthodes du cha- 

p i t r e  3.  



Nous interprétons  donc l e s  corrections s u r  l e  modèle rédui t  à 

l ' a i d e  d'une nouvelle matrice de raideur,  symétrique pour l a  correction à 

l ' o rd re  1, et non symétrique pour une correct ion 6 un ordre supkrieur. 

A l ' o rd re  1, 

Nous comparons l e s  systèmes corr igés  obtenus à p a r t i r  du système 

de dimension i n f i n i e  e t  c e lu i  contenant l e  multiport des capacités rési- 

duelles. Il apparaît  que les matrices de raideur corrigées sont  les m ê m e s  : 

Démonstration en Annexe 1. 

Nous avons donc l e s  propr ié tés  suivantes : 

- l e s  modèles r édu i t s  ( l en t s )  sont  les m ê m e s ,  

- l e s  modèles corr igés  sont les mêmes, 

- l e s  matrices de ra ideur  corrigées peuvent se calculer  à p a r t i r  du système 

de dimension f i n i e .  

D e  plus, nous jus t i f ions  notre  choix pour p (associé A Cpes) en 

tan t  que vecteur état rapide e t  jus t i f ions  l'emploi des capacités résiduel- 

les en tant qu'améliorations des modes l e n t s  d'un système. 

b) Conditions aux limites non homogènes 

Nous reprenons l'exemple du système encastré-charge. 

L e  bond-graph obtenu en tenant compte des capacités rés idue l les  

est représenté sur  l a  Figure IV.1.13. 



Figure IV.1.13 : Uoddte bond-graph munt du muttfport des capacités 

L'équation d'état avec q, p3 et les vecteurs état associés res- 

pectivement B Cr,, , Mg et Mc, est : 

Nous définissons les nouvelles matrices Ri : 

Les dimensions des matrices Ri sont telles que l'équation 1v.1.61) 

peut désormais s'écrire : 



avec 
~2 = [i:] et M~ = [? ;] 

Nous obtenons une équation d'état avec une forme générale où les 

variables rapides sont dans le vecteur état g. Le système est sous forme 

explicite car R4 est inversible. 

Remarque 

Le multiport des capacités résiduelles contient des valeurs pro- 

pres de faible valeur (2) et des vaieurs propres de valeur plus élevée (2). 

Le modèle réduit contiendrait a priori un multiport résiduel de 

dimension 2. Néanmoins, nous considérons que le vecteur 9 complet est 

rapide, ceci pour simplifier les méthodes de correction. 

Nous pouvons appliquer la méthode gknérale des perturbations sin- 

gulières et celle des corrections sur le modèle d'équation d'état IV. 1.63) 
transformé en équations différentielles du second ordre avec le changement 

de variables : 

Le système réduit lent s'obtient en enlevant le multiport des 

capacités résiduelles (Figure IV.1.14). 

Figure IV.1.14 : RodOle réduit du segment souple pour tes conditions aux 

limites "encastré-charge". 



L'équation d ' é t a t  est donnée en écr ivant  4 = O dans l 'équat ion 

1v.1.63) : 

L e  système cor r igé  s 'ob t ien t  simplement en modifiant l a  matrice de 

ra ideur  Kl B l ' a i d e  des méthodes précédemment u t i l i s é e s .  Nous ne revenons 

pas sur  ces calculs.  

O 

c )  Remarques s u r  les fréquences propres obtenues 

Nous a l lons  donner quelques propr ié tés  des modes propres du sys- 

t è m e  é tudié ,  pour d i f fé ren tes  approximations. Nous rangeons les valeurs 

propres des modèles par  ordre croissant.  S o i t  Xi l a  ième valeur propre de 

l a  matrice M - l K  où M  et  K  sont les matrices de m a s s e  e t  de raideur du sys- 

tème. Le mode propre est l a  racine car ré  de Xi. 

Chacun des systèmes a un nombre de valeurs propres d i f fé ren t .  Nous 

ne comparons donc que les valeurs propres qui  sont comparables, c 'es t -à-  

d i r e  l e s  plus fa ib les  en module. 

- Propriété I V . l . l )  

Xi < A;,< X i c <  X t C  

où : Xi est l a  valeur propre réelle du système. 

A;, est l a  valeur propre pour l e  modèle contenant des capacités 

rés iduel les .  

X i c  e s t  l a  valeur propre pour le  système avec correction e t  sans 

capacité rés iduel le .  

X i c  est l a  valeur propre pour l e  système sans correction e t  sans 

capacité rés iduel le .  

Démonstration en Annexe 2. 

Dans tous les cas,  nous avons une borne supérieure de l a  valeur 

propre réelle. En général, A;, est t r è s  proche de Xi,  , sinon égale. 



Bond-maph équivalent après correction 

Nous avons donné une interprétation de la correction apportée à 

l'aide d'une nouvelle matrice de raideur non sym&trique, n'ayant pas de 

signification physique. 11 serait plus judicieux par exemple d'interpréter 

ces corrections comme la modification de la longueur de la poutre ou bien 

de la modification des transformateurs modaux. 

Ceci n'est en général pas possible. Néanmoins, lorsque nous ne 

gardons qu'un seul mode souple, il suffit soit de changer les 

transformateurs modaux liés au mode souple, soit de changer la raideur KI 

qui, cette fois-ci, est un réel. 

Remarque : 

L'étude d'un segment souple décomposé en plusieurs éléments se 

fera A l'aide des multiports de capacités résiduelles. La correction fera 

apparaitre des multiports capacitifs, associés aux modes souples, couplés 

entre tous les éléments du segment. 

1.1.3 - Remarques sur les formes modales 

Dans une premidre partie, nous avons fait une analyse vibratoire 

d ' un segment flexible 'avec plugieurs conditions aux limites possibles. Nous 
avons montré qu'il est possible de rendre aussi précis que l'on désire le 

calcul des modes propres d'un systdme donné. 

Mais l'étude d'un segment flexible se situe aussi au niveau du 

calcul des formes modales ainsi qu'A l'établissement des matrices de 

transformation au niveau des sources (d'effort ou de flux) extérieures. 

Quelques remarques seront faites A ce sujet. 

- Systdme non corrigé 

Le bond-graph du système non corrigé est représenté sur la Ffgure 

IV.l*lS) : 



l'Y R . A I -  - 

Figure IV.1.15 : Bond-graph réduit d'un segment souple avec des conditions 

aux 2 im i tes homogénes . 

Bl et B3 sont calculées A partir des formes modales du système 

libre-libre et en fonction des conditions aux limites. Ces matrices 

dépendent du point choisi sur le segment souple. Ceci permet de retrouver 

les nouvelles formes modales en faisant varier ce point. 

La matrice de masse équivalente M e q  du système est : 

Le système d'équations différentielles du second degré est, en 

posant il = M; 'el . 

Une diagonalisation et une normalisation du système permet de 

diagonaliser les matrices de masse et de raideur. 

Le nouveau système est : 

M, = P ~ M ~ ~ P  
avec 

{K: = PtKIP 

Les nouvelles formes modales sont définies par : 



- Système corrigé au premier ordre 

La prise en compte de la flexibilité des modes supérieurs se 

traduit par la modification de la matrice de raideur du syst6me KI. 

Les transformateurs modaux associes B l'entrée restent identiques. 

Si la correction est faite au premier ordre, (K:) est symétrique. 

Il est alors possible de faire une diagonalisation sans changer les 

transformateurs modaux lies aux grands mouvements. 

Figure IV.1.16 : Modification du muttiport de raideur. 

Nous obtenons : 

K:* = W ~ K :  W 
(IV. 1 .?O) avec A; = - ~ ; t  

A; = WtA5 

Il est ainsi possible de définir un nouveau vecteur de formes 

modales en utilisant la même méthode que pour le système non corrigé. 

Les nouvelles formes modales sont donc formées d'une combinaison 

linéaire des formes modales verlfiant les conditions a u  limites 

libre-libre. 

- Correction & un ordre supérieur 

La matrice de raideur n'est plus diagonale. Nous n'obtenons pas un 

modèle physique. 



Conclusion 

Nous avons adopté, dans c e t t e  pa r t i e ,  une formulation force- l ibre  

pour l a  modélisation d'un segment f l ex ib le ,  é t a n t  donné l e  caractère  géné- 

r a l  de c e t t e  méthode. Différentes approches pour l a  réduction du modèle 

obtenu a i n s i  que pour l a  p r i s e  en compte des e f f e t s  des modes négligés ont 

é t é  présentées. Il apparaît  que du point  de vue f réquent ie l ,  l a  nouvelle 

méthode d i t e  méthode de correction permet d 'obtenir  l a  m ê m e  précision que 

c e l l e  p r e n h t  en compte le multiport des capacités résiduelles.  L'avantage 

de ce l le -c i  est qu 'e l le  n ' in t rodui t  pas de modes élevés e t  que son applica- 

t ion  est t r è s  simple. 

1.2 - MbUiode des blêments f i n i s  

1.2.1 - Modele sans conditions aux limites 

La méthode des éléments f i n i s  consis te  à considérer l e  segment 

comme l'assemblage d'un nombre f i n i  d1616ments de poutre à sect ion 

constante. 

Le concept de noeuds r e l a t i f  à c e t t e  méthode permet de développer 

des procédures systématiques d'assemblage d'éléments de poutres, à sect ion 

constante ou non, pour construire l e  modèle global approché du segment 

f l ex ib l e  . 

La méthode des éléments f i n i s  est une méthode de d i s c r é t i s a t i on  du 

Lagrangien L, du segment f l ex ib le  dé f in i  par l a  re la t ion  IV.l.71). 

L : longueur du segment 

P : masse volumique du segment 

E : module d'Young du segment 

S(x)  : sect ion du segment 

I ( x )  : i n e r t i e d e s e c t i o n d u s e g m e n t  

u ( x , t )  : variable  de déformation é las t ique  

a )  Modèle mathématique 

La méthode des éléments f i n i s  consiste à d i sc ré t i s e r  l e  Lagrangien 

de l a  re la t ion  IV.l.71) en deux étapes.  L, e s t  d'abord exprimé comme l a  



somme des lagrangiens d'un nombre fini d'éléments de poutre uniforme dont 

l'assemblage constitue le segment flexible. 

Le Lagrangien Li de l'élément i est ensuite calculé grdce B l'ap- 

proximation de la variable de déformation ui (x, t) par 1' internédiare des 

fonctions d'interpolation 6 (x) relatives aux coordonnées généralisées 

u: (x) . j E {l .2.3.4}. Ces derniAres traduisent la flAche et la rotation de 

l'él6ment de poutre B ses deux extrémités x = O et x = ei et sont appelées 
"noeudsn de l'alément. 

Dans le cas où les fonctions d'interpolation 4 (x) correspondent 
aux fonctions d'interpolation cubique d'Hermite, Hetrovttch (1980) .  l'ex- 

pression discrète du Lagrangien Li est donnée par la relation IV. 1.74) . 

avec 

L'expression des fonctions d'interpolation cubique d'Hermite est : 

Les matrices Mi et Ki 

suivantes : 

(1v.i.76a) Mi = PS ci G, G: dx 

sont définies par les expressions 



avec 0, = [&(XI . e', (XI. s', (XI . pb(xIIt. 
Nous trouvons : 

Les équations du mouvement relatives i3 l'élément i peuvent être 

obtenues i3 l'aide des équations de Lagrange et sont données par la 

relation : 

Fi est le vecteur des forces extérieures agissant sur les noeuds 

de l'élément i. 

Il est possible de partitionner le vecteur U, des noeuds en deux 

vecteurs U: et u:' comprenant respectivement les noeuds de 1' clément i. 

Avec ce partitionnement et en écrivant les équations IV.1.78) pour 

chaque élément i, nous obtenons : 

où U est composé de toutes les coordonnées généralisées définies 

précédemment. 

MT et KT sont respectivement les matrices de masses et de flexibi- 

lité du segment complet. 



P est l'ensemble des forces extérieures agissant sur %es noeuds du 

segment flexible. 

b) Modèle bond-graph : 

Le modèle en bond-graph de lt616ment i relatif la méthode des 

bléments finis est représenté par la Figure IV.1.17) : 
1 

1 1 

Figure IV.1.17 : fioddte pour bond-graph d'un étément i obtenu par ta  

méthode des éléments f i n i s .  

L'indice 0, resp. $,, indique que l'on se trouve à l'extrémité du 

segment i en x = 0, resp. x = ei. 

Le modèle bond-graph du segment flexible constitué de n éléments 

de poutre, est obtenu en assemblant les modèles bond-graph de ces éléments, 

Figure IV.1.18). 



Figure IV.1.18 : HodOZe bond-graph d'un segment ftexibte obtenu par Za 

mdthode des dtdments finis. 

Les matrices M, et K, sont données pr6cédemment. 

L'kquation d'état associée au bond-graph de la Figure IV. 1.18) 

est : 

où E et q sont les vecteurs des impulsions généralisées (inertie 1) et des 

déplacements g6néralisés (compliance C). 

Cette méthode permet de trouver un modèle fini B un ordre 

quelconque. 

Remarque : 

Il est possible de faire la même étude par la méthode modale. Nous 

nous contenterons dans un premier temps des méthodes présentées 

précédemment. 

1.2.2 - Modèles avec conditions aux limites 

- Conditions aux limites homogènes 

Une condition aux limites de type géométrique, telle qu'un encas- 

trement, se traduit simplement par des vitesses nulles aux noeuds considé- 

rés. Les variables généralisées Ui ont donc une valeur nulle. Ceci se tra- 

duit simplement par le retrait des lignes et colonnes des matrices 

KT et MT correspondant aux noeuds considérés. 



- Conditions aux limites non homogènes 

Dans ce cas, il suffit d'ajouter les multiports, par exemple iner- 

tiels, aux noeuds où les contraintes sont effectives. 

La méthode sera précisée sus des exemples. 

1.2.3 - Réduction du modèle 

La méthode des éléments finis est tr&s simple d'utilisation. Mais 

le nombre de modes augmente très vite avec le nombre d'éléments retenus. De 

plus, seuls les premiers modes sont très bien approximes. Ceux, ayant les 

valeurs les plus élevées, sont en gbnéral beaucoup plus grands, en module, 

que les modes réels. 
O 

Nous proposons différentes méthodes pour éliminer ce problème, 

ceci pour différentes conditions aux limites. 

1.2.3.1 - Conditions aux limites homoghes 

a) Condensation de masse (fleirovitch, 1980) 

En éléments finis, il existe une méthode appelée condensation de 

masse qui permet de réduire considérablement la dimension du système 

6 tudié . 

Cette méthode utilise le fait que certaines forces inertielles 

associées A certains déplacements sont beaucoup plus petites que d'autres. 

En d'autres termes, l'influence de ces dernières dans le système global est 

faible. 

Dans notre cas, il apparait que la matrice de masse comporte des 

éléments d'ordre de grandeur très différents. Ceux associés aux rotations 

sont beaucoup plus faibles et donnent donc des modes propres élevés. 

La condensation de masse consiste dans ce cas ii séparer les varia- 

bles généralisées en deux catégories : celles liées aux translations et 

celles liées aux rotations. 



Nous noterons q, et q, les vecteurs contenant respectivement les 

variables de translation et de rotation. 

Le système en régime non autonome s'écrit : 

où M = (Mi ) et K = (Ki ) s'obtiennent A partir de MT et q, et Bl et B, 
traduisent les relations sur les jonctions 1, associées aux noeuds de 

vitesses où agissent des efforts exterieurs. 

La mkthode de condensation de masse ou réduction de Guyan, con- 

siste & introduire le changement de variable : 

(1v.1.83) [g:] = T s avec Tt = [Id -K,,K;:]. 

s ayant la dimension du vecteur q, .  

Ce changement de variable équivaut à imposer une contrainte stati- 

que sur le système. 

Les matrices de masse, de rigidité et de commande sont définies 

par : 

Le nouveau système est : 



K-lh! K-'K = M 1 1 -  K12K,:M2,- M12K;:K21+ K I 2  2 2  2 2  2 2  2 ,  

avec = K 1 1 -  K 1 2 K i : K 2 1  

= B l - K l 2 ~ ; ; ~ ,  

Une meilleure approximation peut être obtenue en imposant une con- 

t r a i n t e  s ta t ique  plus  précise. 

L e  bond-graph obtenu B p a r t i r  du système d ' é t a t  condensé I V .  1.85) 
e s t  représente su r  l a  Figure IV.1.19). 

Figure IV.1.19 : Bond-graph d'un segaient Jtezibte crprés condensation de 

masse. 

Des transformations tiennent compte du changement de l a  matrice 

d 'entrée  B vé r i f i an t  désormais : 

Cette notat ion est peu souhaitable car  nous devons transformer l e  

bond-graph. Une au t r e  approche va nous donner les mêmes r é s u l t a t s  numéri- 

ques tout en conservant le  sens physique du systdme i n i t i a l .  

b) Perturbations s ingul ières  

La méthode des perturbations s ingul ières  est proche de l a  méthode 

de condensation de masse car  elle consis te  B séparer les var iables  donnant 

les modes l e n t s  e t  c e l l e s  donnant l e s  modes rapides. 



Nous pourrions l'utiliser directement sur l'équation IV.1.82) mais 

if paraît plus souhaitable de donner une interprétation sur le bond-graph. 

Pour ceci, nous allons d6composer les matrices M, et KT de la même 

façon que dans l'équation 1v.1.82) et ensuite trouver une formulation bloc- 

diagonale de ces matrices. 

Une nouvelle représentation multiport est proposée. 

II: : D2 

- Tl2 

Figure IV.1.20 : Bond-graph d'un segment jlexible avec séparation des 

vitesses de rotation et de translation. 

ut et u, sont respectivement les vecteurs vitesse de translation et de 

rotation. 

Les matrices M et K sont bloc-diagonalisées de la manière 

suivante : 



1 O  
avec : R  = [R:2 Id] 

Nous trouvons ainsi les matrices D l ,  D , ,  K,, et KD2 en fonction de 

M et K. 

Nous associons les vecteurs état p l ,  p2 , g, et q2 respectivement 

aux multiports de caractéristique Dl , D, , K, , et K,, . 

L'équation d'état du système est : 

Le système lent sans correction (Figure IV.1.21) est obtenu pour 

e2= 0,  c'est-à-dire en enlevant la jonction O liée à D2 sur le modèle bond- 

graph de la Figure IV.1.20). En régime autonome, la jonction O liée à KD2 

est enlevée. 

L'équation d'état s'obtient simplement soit B l'aide du bond- 

graph, soit B l'aide de l'équation d'état IV. 1.89) en posant i, = 0.  



Figure IV.1.21 : Hodéte bond-graph tent du segment f texibte par ta  méthode 

des Rtéments f in i s .  

c )  Système cor r igé  

A l ' a i d e  des méthodes de correction appliquées dans l e  cas présent 

pour des éléments i n e r t i e l s  d'ordres de grandeur d i f fé ren ts ,  nous obtenons 

une matrice de masse corrigée Di, 

Il apparaî t  que l e  modèle corrigé peut ê t r e  représenté s o i t  B 

l ' a i d e  du bond-graph rédui t  pour lequel Dl devient Di s o i t  à l ' a i d e  du 

bond-graph de l a  Figure I V .  1.22). 

L'équation d ' é t a t  du système l e n t  corr igé  e s t  : 



Figure IV.1.22 : Modèle bond-graph réduit corrigé du segment flexible 

La matrice de f l e x i b i l i t é  équivalente est K,,, s o i t  : 

La matrice de masse équivalente est : 

s o i t  après calculs  : 

Nous retrouvons un r é su l t a t  équivalent B l a  méthode de condensa- 

t i on  de masse, avec c e t t e  fois-c i  une in te rpré ta t ion  d i rec te  su r  le  bond- 

graph du système global.  



La correction B un ordre supérieur ne donne plus le même résultat 

que la méthode de condensation de masse. La matrice de masse équivalente 

obtenue n'est plus symétrique. Nous pouvons néanmoins obtenir un bond-graph 

équivalent en modifiant D, du bond-graph réduit de la Figu~e IV.1.21) à 

lQaide de la nouvelle matrice D:'. 

Cette nouvelle matrice s'obtient B l'aide des méthodes pr6sentées 

dans le chapitre III. 

Remarque : Ces trois méthodes permettent d'éliminer près de la moitié du 

nombre de modes du systéme. Seule la troisième permet d'avoir la même pré- 

cision sur les modes lents pour le système &duit et le systéme initial en 

utilisant une correction précise.Les deux autres méthodes donnent néanmoins 

de très bons résultats car les modes obtenus sont nettement plus précis que 

ceux d'un système non réduit comportant le même nombre de modes.La méthode 

des perturbations singulières pqut s'appliquer sur le bond-graph où la 

décomposition des multiports M et K est différente. Nous n'obtenons plus 

les mêmes corrections (Annexe IV.3). 

1.2.3.2 - Conditions aux limites non homogènes 

Nous nous plaçons dans le cas d'une charge inertielle sur une des 

deux extrémités. 

Le bond-graph est représenté sur la Figure IV.1.23). Les contrain- 

tes homogènes sur l'extrémité x = O n'ont pas été prises en compte. 

Figure IV.1.23 : Hodéte bond-graph d'un segment ftexibte avec une masse 

sur une extrémité. 



Le multiport 1 est en causalité dérivée. Le calcul du multi- 

port inertiel total M, se fait simplement en ajoutant I = Mc la matrice 

M, de la manière suivante : 

les Mj étant les matrices de masse pour chaque élément du segment souple. 

- Condensation de masse : 

La mgthode est exactement la même que pour le système avec des 

conditions aux limites homogènes. Les variables généralisées A l'extrémité 

seront gardées suivant les valeurs numériques de MT. 

- Perturbations singulières : 
s 

Les mêmes remarques peuvent être faites. 

Si Mc a de faibles valeurs numériques par rapport A Mn, seules les 

variables généralisées de translation seront gardées. 

Si Mc a de pandes valeurs numériques par rapport A b$, nous gar- 

derons en plus la variable généralisée de rotation A l'extrémité du 

segment. 

- Système corrigé : 

Des méthodes identiques A celles concernant les systèmes avec des 

contraintes aux limites homogènes sont appliquées, en tenant compte bien 

sûr du nouveau mu1 tiport MT . 

1.2.4 - Analyse des nouvelles fonctions d'interpolation 

Pour un élément souple, nous avons utilisé les fonctions d'inter- 

polation cubiques d'Hermite : 



Les matrices de masse et de raideur sont définies par les 

relations : 

Sachant que les fonctions d'interpolations sont définies sur le 
j e m e  élkment du segment souple, nous pouvons définir une fonction d'inter- 

polation pour le segment souple en fonction de G,. 

.Chacune des fonctions d'interpolation g: est bien entendu nulle 

partout sauf sur l'élément i. 

Nous faisons un regroupement dans G des termes gj d'indice j im- 

pair correspondant aux noeuds de translation. 

La nouvelle fonction d'interpolation du système corrigé avec la 

masse condensée sera : 

Nous pouvons facilement vérifier que : 

où M e ,  et K e q  sont respectivement les matrices de masse et de raideur 

condensées. 



Une caractéristique de la méthode des éléments finis est qu'elle 

introduit en général de nombreuses variables dynamiques lors de la modéli- 

sation d'un systéme à paramètres distribués, ceci de façon à obtenir une 

bonne approximation des modes lents du système. Contrairement B la méthode 

d'analyse modale, il n'existe pas de méthode permettant de prendre en 

compte l'effet des modes élevés. Nous sommes donc obligés de choisir un 

modele de dimension relativement grande. L'application des méthodes de ré- 

duction gardant Pa signification physique des variables, permet de dimi- 

nuer d'au plus de moitié la dimension du système tout en gardant une préci- 

sion semblable sur les modes lents du systeme. Une autre méthode de réduc- 

tion modale consiste ii calculer les modes du système et à redéfinir un mo- 

d&le de petite dimension possèdant les modes lents du systeme initial. Le 

désavantage de cette méthode est qu'elle nécessite des calculs numériques 

fastidieux et qu'elle ne conserve pas la signification physique des varia- 

bles dynamiques. 

1.3 - Exemples 

Nous étudions le comportement fréquentiel et temporel d'une poutre 

de Bernouilli-Euler pour diffkrentes configurations. 

Le premier exemple a pour objectif de montrer la précision des 

fréquences propres obtenues pour un modèle corrigé de poutre simple étudiée 

en flexion avec différentes conditions aux limites. 

Le deuxième exemple montre comment trouver le modèle corrigé d'un 

système plus complexe. 

1.3.1 - Exemple 1 

Nous faisons l'étude d'un système dynamique composé d'un segment 

flexible, d' une pièce intermédiaire et d' une charge, Figure IV. 1.24). 

Figure IV.1.24 : Schéma du système dynamique. 

Les caractéristiques sont rassemblées dans le Tableau IV. 1.4) : 



Tableau IV.1.4 : Caractéristiques numériques du systéme d2/namique. 

Le multiport de charge comprenant la pièce intermédiaire et la 

charge ramenées ii l'extrémité du segment souple est : 

Segment 
Forme 

Epaisseur 

Hauteur 

Longueur 

EP 
Masse 

Jz 

Nous faisons les calculs pour 1 ii 3 modes souples ii l'aide de la 
méthode d'analyse modale dans la base de décomposition libre-libre. Quant à 

la méthode des éléments finis, elle est utilisée avec au plus 6 modes. 

Piece intermédiaire 

& = 15 10-3 m 

m = 0.45 kg 

flexible 
rectangulaire 

ez2.8 1 0 ~ ~  m 

h = 60.4 10-3 m 

L3, = 3.10 10-3 m 

23.2 N m3 
M,, = 0.41 kg 

a) Calcul des différentes fréquences propres 

Charge 

L = 45 10-3 m 

M = 3 k g  

JZ = 180 10'3 kg.m2 

Les différents résultats pour les configurations, encastré-libre, 

appuyé-appuyé et encastré-charge sont assemblés dans les Tableau IV.1.5, 

IV.1.6 et IV.1.7. . 

Les valeurs dans les tableaux sont normalisées par rapport au 

I 
terme Fr = - 

27r \ 

Nous pouvons faire deux constatations. 

Les résultats obtenus par la méthode d'analyse modale pour les- 

quels les modèles tiennent compte d'une correction à l'ordre 1 sont très 

satisfaisants (l'avantage est que le multiport capacitif corrigé est symé- 

trique). Les corrections A des ordres supérieurs donnent bien entendu le 

même résultat que le modèle avec le multiport des capacités résiduelles en 

ce qui concerne les modes lents. Nous ne les avons pas notés car le modèle 

associé n'est plus un modèle physique. L'avantage est que les modes d'ordre 

élevé, qui sont bien entendu très erronés, sont éliminés. 



La méthode de condensation, dans l a  méthode des éléments f i n i s ,  

qui correspond B une correction d'ordre 1, donne aussi  de t r è s  bons 

résu l ta t s .  

Il e s t  B remarquer que pour des conditions aux limites encastré- 

charge, l a  méthode de condensation de masse, en éléments f i n i s ,  s e ra  diffé- 

rente suivant l 'o rdre  de grandeur de la  charge par rapport i3 cefui  du seg- 

ment souple. 

Tableau IV.1.5 : Modes propres du segment souple pour des conditions a n  
Zfmftes encastré-libre. 



b) Analyse des formes d'ondes 

Les méthodes présentées précédemment améliorent considérablement la 

prkcision des modes propres d'un système B parametres distribués, ceci pour 

l'ensemble des modes (même les plus klevés). quelles que soient les condi- 

tions aux limites imposées. 

Une analyse succincte des formes d'onde, pour la méthode d'analyse 

modale est présentée. 

Tableau IV.1.6 : Modes propres du segment souple pour des conditions aux 
limites appuyé-appuyé 

Mode 5 

247.71 

371.62 

328.01 

4 . M  

5 .F 

Mode 4 

158.17 

229.49 

229.49 

200.79 

183.32 

Nb. de 
modes 
retenus 

1 

2 

3 

2 

4 

6 

Mode 3 

88.87 

122.51 

122.51 

91.11 

88.98 

89,10. 

110.14 

98.59 

Mode 1 

9.87 

10.0 

9.87 

9.87 

10.01 

9.87 

9.87 

9.90 

9.87 

9.87 

10.95 

10.95 

9 9 

9.94 

9.88 

9.88 

Modes réels 
+ 

Ss. cap. résid. 

Avec cap. rés. 

Avec correction 

Ss. cap. résid. 

Avec cap. rés. 

Avec correction 

Ss. cap. résid. 

Avec cap. rés. 

Avec correction 

Sans correction 

Condensation 

Sans correction 

Condensation 

Sans correction 

Condensation 

Mode 2 

39.48 

50,20 

40,37 

39.50 

39.53 

40.37 

39.50 

39.53 

50.20 

50.20 

43.82 

39.95 

40.74 



Tableau IV.1.7 : Plodes propres du segment souple pour des conditions aux 
limites encastrd-charge. 

Nous comparons les formes d'ondes réelles FEL et FAA des modèles 

obtenus B l'aide des décompositions dans respectivement les bases encas- 

tré-libre et appuyé-appuyé, les formes d'ondes FELL et F M L  des modèles ob- 

tenus par manipulations causales sur les modèles déduits d'une décomposi- 

tion dans la base libre-libre, les formes d'ondes FLECR FAALCR des modèles 

déduits des précédents par ajout des multiports des capacités résiduelles 

et enfin les formes d'ondes FELLC et FAALC des modèles déduits de FELL et 

FAAL en modifiant simplement la raideur du système par les méthodes de cor- 

rection presentées précédemment. 



Le mode de reprksentation de chacune des courbes est precisé dans 

le Tableau IV.1.8) : 

Tableau IV.1.8 - Hode de représentation des différentes formes d'onde. 

Les Figures IV.1.25a) et IV.1.25b) reprbsentent respectivement les 

2 è  q e et 3ame formes d'ondes du segment flexible de la Figure IV.1.24) ayant 

les conditions a limites encastré-libre et les Figures IV. 1.26a) et 

IV.1.26b) les 2ème et 3ème formes d'ondes du systdme ayant les conditions 
aux limites appuyé-appuyé. 

, 
. ' /  / I I . .. ---2 --L i . . 

! 
.. ... -- --- .. 

r ! , I I,;.., f : r  1.5 .. ,.., ,: ;, ,',', i:.; 
. ..' . ,  c . : .  1 . . 1.. :l . ;:. . L... ... i . j  ..:; /.!  . I . .  

Figure IV. 1.25a) : 2Bme $orme modale du segment Plexible avec Les 

conditions aux limites encastré-libre. 



Figure IV. 1.25b) : 3"* forme modale du segment flexible avec les 

conditions aux limites encastré-libre. 

Figure IV.1.26a) : 2'- forme modale du segment flexible avec tes 

conditions aux limites appuyé-appuyé. 



Figure IV.1.26b) : 3'"" $orme modale du segment flexible avec les 

conditions aux limites appuy0-appuyé. 

La première remarque est que les formes d'ondes FELLCR et FAALCR 

sont très proches respectivement des formes d'ondes FEL et FAA. Ceci est dû 

au multiport des capacités résiduelles qui améliore non seulement la préci- 

sion des modes propres mais aussi celle des formes d'onde. Néanmoins, un 

inconvénient important est que les conditions aux limites ne sont plus 

respectées. 

Les autres modèles donnent des formes d'onde assez proches des 

formes d'ondes réelles et ont l'avantage de conserver les conditions aux 

limites réelles. Il n'y a pas de différence notable entre les formes 

d'ondes FELL et FAAL et les formes d'onde FELLC et FAALC. La correction de 

la flexibilité du modèle réduit n'a donc pas une influence concluante sur 

l'amélioration de la précision des formes d'ondes. 

1.3.2 - Exemple 2 

Le système dynamique étudié comprend un segment de type Ber- 

nouilli-Euler ayant des conditions aux limites de type encastré-libre et un 

oscillateur composé d'une masse, d'un ressort et d'un amortisseur. Une 

source d'effort (échelon) est appliquée sur le segment souple (Figure 

IV. I. 27). 



Figure IV.1.27 : Schéma du sustéme mécanique avec segment ~'lezible et 

osci l tatar. 

Les caracter is t iques  mathématiques du mod&le sont rassemblées dans 

l e  Tableau IV.f.8). 

1 Segment f l ex ib l e  1 Osci l la teur  1 
I I I 
1 Forme 1 rectangulaire 1 masse 1 m = 0.5 kg 1 
1 Epaisseur 1 0,01 m 1 raideur 1 k = 1 . 1 0 ~ ~  m - l  1 
1 Hauteur 1 0,01 m 1 amortissement 1 0,5  1 
1 Longueur 1 1 m I  I I 
1 Masse 1 0.785 kg 1 1 1 

Tableau IV.1.8 : Caractéristiques numériques du systéme mdcanique. 

Le segment f l ex ib l e  peut ê t r e  modélisé de d i f fé ren tes  manières. 

Nous choisissons le modéle obtenu par analyse modale avec une décomposition 

dans l a  base encastrée l i b r e .  

L e  modèle complet contient  une i n f i n i t é  de modes. Nous supposons 

que l e  modèle de poutre avec 4 modes fourn i t  une bonne approximation pour 

le  systdme complet. Ceci est v ra i  t an t  que l e  mode propre de l ' o s c i l l a t e u r  

e s t  vois in  ou plus f a i b l e  que les premiers modes propres du segment souple. 

L e  modèle bond-graph est représente sur  l a  Figure IV.1.28). 



Figure IV.1.28 : Hodéte bond-graph du systéme m6canique. 

Les différents paramdtres du modèle bond-graph sont calculés à 

l'aide des méthodes présentées dans le début du chapitre. 

Une premidre méthode de réduction consiste utiliser celle dite de 

double réduction modale Nargotis et Tabrizi (1984). Nous n'utilisons pas 

cette méthode car le bond-graph obtenu contient des variables dynamiques 

n'ayant plus une interprétation directe sur le système, même si elles gar- 

dent une signification physique. 

Une autre méthode de réduction consiste ne garder qu'un seul mode 

propre associé au segment flexible. Elle ne convient pas car les modes du 

système obtenu sont très mal approximés. Néanmoins, à l'aide d'une correc- 

tion apportée sur le modèle réduit, nous approximons très bien les modes 

réels du système. 

Le bond-graph du système réduit corrigé est représenté sur la 

Figure IV.1.29) : 



Figure IV.1.29 : Hodète bond-graph réduit corrigé du systéme mécanique. 

L e  modèle l e n t  corr igé  est obtenu B l ' a i d e  du modèle l e n t  pour 

lequel l a  matrice de raideur est modifiée et  t i e n t  compte de l a  raideur des 

modes supérieurs. Nous ne développons pas l e s  calculs .  

Nous comparons l e s  valeurs propres des matrices d ' é t a t  obtenues 

pour d i f f é r en t s  modèles e t  d i f fé ren tes  valeurs du coef f ic ien t  d'amortisse- 

ment au niveau de l ' o s c i l l a t e u r  (tabteuu IV.1,9). 

Un modèle dont l a  réponse est formée d'une p a r t i e  o s c i l l a t o i r e  avec 

des fréquences élevées ajoutée & un comportement dynamique l e n t  e s t  en gé- 

néral  rédui t  au système l e n t  (Chou, Attemeng, Kokotovic). S i  l a  p a r t i e  

o s c i l l a t o i r e  e s t  peu amortie, l a  réduction se f a i t  sans t e n i r  compte de 

l'amortissement c a r  les valeurs propres ont des pa r t i e s  r é e l l e s  très f a i -  

b les  par rapport aux pa r t i e s  imaginaires. 

Etant donné le  f a ib l e  amortissement du système étudié ,  en ce qui 

concerne l a  pa r t i e  o s c i l l a t o i r e  rapide, nous appliquons l e s  méthodes de 

correction sans t e n i r  compte de c e t  amortissement, c 'est-&-dire uniquement 

su r  les matrices de raideur. C'est pourquoi, pour b # O ,  nous obtenons, 

pour les modèles corrigés,  des modes propres pouvant être in fé r ieurs  aux 

modes rée l s .  



Tableau IV.1.9 : Comparaison des modes propres du sgstème dynamique pou2 

différents modè tes. 

Les vitesses de la masse de l'oscillateur et du segment souple au 

niveau de l'action de la force d'entrée sont représentees respectivement -, 

sur les Figures IV.2.30) et IV.1.31). 

O o. 4 

Figure IV.1.30 : Vitesse de ta masse de Z'oscittateur pour di.fférents 

modè tes. 



L e  modèle pour lequel le  segment souple comporte 4 modes souples 

est noté EL4, ce lu i  avec w mode souple EL1 e t  c e l u i  pour lequel  Pa f l ex i -  

b i l i t é  e s t  modifiée est noté ELlC. 

Figuzpe IV.1.31 : Vitesse du segment ftexibte au niveau de ttappZication de 

ta force. 

Il apparalt  clairement que l e  modèle EL1 approsime t r è s  mal  EL^ 
a l o r s  que ELlC approxime trés bien EL4 en l i s s a n t  les courbes, c'est-A-dire 

. , 

en enlevant les e f f e t s  des modes rapides. 

Les méthodes de corrections appliquées aux deux exemples donnent de 

bonnes approximations aussi  bien du point de vue f réquent ie l  que temporel. 

E l l e s  ne sont pas générales ca r  e l l e s  ne sont valables que pour des sys- 

tèmes l i néa i r e s  très peu amortis. 

CONCLUS ION 

Une application des méthodes d i t e s  de correction a été f a i t e  s u r  

des modèles de systèmes dynamiques & paramètres d i s t r ibués ,  p lus  part icu- 

lièrement su r  des modéles de segments souples. Cette méthode e s t  assez res- 

t r e i n t e  c a r  e l l e  suppose que le  système étudié  s o i t  l i néa i r e  e t  t r è s  peu 



amorti. Néanmoins, elle a l'avantage de conserver dans le modèle final un 

certain nombre de variables dynamiques du système initial contrairement à 

la méthode de double réduction modale. De plus, elle n'introduit pas de 

fréquences élevées et ne modifie pas les propriétés du système, telles que 

la structure du système ou les conditions aux limites, contrairement A la 

méthode qui consiste A ajouter un multiport capacitif dit de "capacités 

résiduelles'' . 

La methode de correction conserve donc les propriétés essentielles 

du système global tout en l'approximant de manière satisfaisante. 

II - MODELES DE SYSTEMES POLYARTICULES FLEXIBLES EN MOUVEMENT PLAN 

Une procédure systématique de modélisation en bond-graph des 

systèmes mécaniques polyarticulés i3 segments flexibles a été largement 

développée par Yazman (1 988), Servettaz (1 989) et Naschke (1990) . C ' est une 
extension de celle proposée par Bos (1986) et Tiemego (1982) pour les sys- 

. tèmes à segments rigides. 

Nous nous proposons de rappeler succintement cette procédure pour 

les systèmes plans en énonçant les hypothèses relatives aux petits 

déplacements. 

Les différents choix des champs de déplacement et des conditions 

aux limites donnent tous un modèle de la même structure mais avec un 

ensemble de paramètres différents. Nous proposons une étude comparative 

entre les différents modèles. Nous appliquons la méthode des perturbations 

singulières et la méthode de correction présentées précédemment sur les 

modèles de segments flexibles sans contraintes externes pour les différents 

choix des champs de déplacement. L'exemple d'un robot expérimental validera 

nos résultats. 

Le modèle bond-graph d'un robot plan à deux segments souples 

servira d'exemple pour l'application de la méthode des perturbations 

singulières en vue d'un découplage. 



11.1 - Présentation des mod&les cinématique et dynamique d'un segment 

f f exible 

Une Atude cinématique succinte est présentée dans l'annexe 4, 
ainsi que les hypotheses faites sur les d&formations. 

Avec l'approche des modes non contraints, les multiposts sont cal- 

culés & l'aide de Pa methode des modes suppos6s (analyse modale) avec des 

conditions aux limites libre-libre. Il n'y a pas de termes de couplage 

entre les mouvements rigides de l'clément et les d6formations élastiques. 

Nous observerons Yazman e t  a l .  (1989) que la methode des éléments 

finis ainsi que celles- des modes supposes avec l'approche des modes 

contraints ou non contraints donnent des modéles en bond-graph de la même 

classe, c'est-&-dire des mod&les ayant la même structure, mais des 

ensembles de parametres differents. 

Le bond-graph est représente sur la Figure IV.2.1).  

Figure IV.2.1 - flod2Ze bond-graph cinématique d'un segment f t e x i b t e  



L'association des petits et grands déplacements d'un segment 

flexible n'est pas une tkhe simple à réaliser. Comme énonce dans l'annexe 

4, quelques hypothèses simplificatrices doivent être faites pour obtenir un 
modèle relativement simple. Figure IV.2.1). 

Ce modèle garde la même structure avec les méthodes des modes 

supposés et des Bléments finis pour l'approche modes contraints ou modes 

non contraints. 

Il est en général difficile de connaître les contraintes aux 

extremit6s d'un segment flexible, par exemple que peut-on dire pour un 

moteur exerçant un couple B l'extrémité du segment ? C'est pourquoi, 

différentes hypothèses de conditions aux limites doivent être faites et I ;  

nous devons essayer de trouver celles correspondant le plus à la réalité. .:?- 

- j. 

Nous explicitons la structure de jonction ainsi que les multi- ..? 

ports de puissance pour un segment flexible en mouvement plan. Les trans- 

formateurs, de matrice caractéristique non linéaire, qui correspondent aux 

transformations de repères liés aux grands mouvements ne sont pas 

spécifiés. 

Dans un premier temps, nous utilisons la méthode des modes 

supposés et dans un deuxième temps, la méthode des éléments finis. 

Différentes conditions aux limites seront prises. Une discussion sur 

l'ajout du multiport des capacites residuelles sera faite. 

11.2 - Calcul des diffbrents multiports pour diffkrents champs de 

deplacement 

11.2.1 - Expression formelle des champs de déplacement 

Le vecteur des petits déplacements est défini par : 

Nous choisissons-la variable E de façon à ne pas confondre avec 

les variables de déplacement en grands mouvements x et y. 



g est le vecteur des formes modales correspondant au choix du 

champ de déplacement. 

11.2.2 - Analyse modale 

- Conditions aux limites wforce-libren 

Pour ce cas particulier, les différents multiports sont bloc- 

diagonaux. Il n'y a pas de couplage entre les grands et petits mouvements. 

Nous obtenons le modele bond-graph de la figure IV.2,2). Les différentes 

matrices de masse (Mee,Mxx,M,,,,), de raideur K,,,, et de transformateurs 

modaux s'obtiennent en ne considérant que les petits mouvements. Ces 

calculs sont présentés dans la premier@ partie de ce chapitre. 

- Conditions aux limites encastré-libre et appuyé-appuyé 

Nous appelons M*, respectivement K* , les matrices de masse et de 
raideur du systéme complet. 

Le calcul des différentes matrices est présenté dans l'annexe 5. 
Lorsque les matrices M*, K*, TF1 (transformateurs modaux en E = O) et TF2 

(transformateurs modaux en E = L) sont calculées, il reste a normaliser la 

matrice de masse gour obtenir un mod6le mathématique pouvant se représenter 

par le modele bond-graph de la figure IV.2.2). Mais avant cette procédure, 

il est bien entendu nécessaire de procéder i3 une troncature modale, à 

l'ordre n. 

Nous présentons succintement la procédure. 



Proc6dure de normalisation 

- Calcul des valeurs propres et vecteurs propres de M*-'K* . V est la 
matrice des vecteurs propres 

- Diagonalisation de la matrice M* qui devient v t M * v  (matrice 

diagonale) 

- Permutation et normalisation de M* qui devient W t M * W  = Md 

Md est la matrice de masse obtenue lorsque l'on utilise la base de 

d6composition force-libre. 

Figure IV.2.2 : Nodéle bond-graph dgnarnique d'une poutre de 

Bernouilti-Euler avec pour conditions aux limites "$orce-libre" 

La matrice diagonale Md = W ~ M * W  est telle que 



L e s  nouvelles matrices seront a i n s i  def in ies  par : 

Matrice de masse : Md = Wt M'W 

Matrice de r i g i d i t é  : Kd = wt K'W 

Transformateurs modaux en E = O : %El = TF1.W 

Transformateurs modaux en E = L : TFLL2 = TF2.W 

En u t i l i s a n t  l e s  notations du bond-graph de l a  figure I V .  2.29, 

nous avons : 

L e s  matrices O é t an t  des matrices nu l les  de dimension appropriée. 

Cette procédure de normalisation nous a permis de trouver un 

modèle mathématique et un modele bond-graph de l a  m ê m e  s t ruc ture  que ceux 

obtenus pour un choix de champ de deplacement force-l ibre.  Nous avons 

chois i  des matrices de masse identiques. Quant aux paramètres des autres  

matrices caractér is t iques ,  ils seront d 'autant plus  proche du modèle 

"force-libre" que le  nombre de modes retenus est grand. 

Cette procédure de normalisation requier t  des ca lcu ls  pouvant être 

fas t id ieux  lorsque le nombre de modes est grand. Une troncature modale 

après normalisation est donc peu souhaitable. O r ,  si ce l le -c i  e s t  appliquke 

avant l a  normalisation, l a  précision est moins bonne. Nous proposons par l a  

s u i t e  une solution t3 ce problème. 



11.2.3 - Méthode des éléments finis 

La méthode des éléments finis exige des calculs semblables i3 ceux 

de la méthode d'analyse modale. Nous calculons d'abord les matrices M* , K* , 
TF1 et TF2 pour des conditions aux limites libre-libre et ensuite 

introduisons les conditions aux limites choisies en éliminant les lignes et 

coPonnes appropriées. 

Les différents calculs sont présentés dans 1' annexe 6. 

En ce qui concerne la procédure de normalissation des matrices, 

elle est exactement la même que celle présentée précédemment. . I  

Il est A noter que plus le nombre d'éléments retenus dans un 

segment est grand, meilleure est la précision des premiers modes, mais plus ,?, - ? 

le nombre de modes est élevé. 

11.3 - Réduction d'ordre du modèle d'un sement flexible en mouvement . -  
a * 

plan 

Que ce soit par la méthode d'analyse modale, ou celle des éléments 

finis, plus le nombre de modes gardés est important, plus les modes (sauf 

les plus élevés) obtenus se rapprochent des modes réels du segment dans la 

base de décomposition force-libre. 

Une application des méthodes de réduction et de correction sur un 

modèle comportant un nombre important de modes donnera un modèle approximé 

du modèle obtenu pour une base de décomposition libre-1ibre.Plusieurs choix 

sont possibles. Nous pouvons par exemple appliquer les méthodes de réduc- 

tion et de correction avant, ou après la normalisation des matrices du 

système . 

Nous proposons plusieurs méthodes et comparons leur complexité et 

leur précision. 

11.3.1 - Réduction modale avant normalisation des matrices 

La procédure de normalisation des matrices est très simple lorsque 

nous ne gardons que très peu de modes. Il est donc souhaitable d'appliquer 

les méthodes de réduction et de correction sur le modèle avant 

normalisation. 



a) R6duction du systdme obtenu par analyse modale 

Par la methode d ' analyse modale, nous savons que K* est diagonale 
et que les modes rapides correspondent directement aux valeurs num6riques 

élevées de K* . 

Nous notons : 

K; n'est pas inversible. Elle est de la forme [i K;:] où Kir est 

inversible. Dans la suite nous acrivons ( K  ) qui correspondra à 

M;, , M;, , M;, et K; ont a priori une dimension infinie. La figure 

IV.2 .3 )  repr6sente un modèle bond-graph simplifié du segment flexible. 

y et 0 sont respectivement les vitesses de translation et de rota- 

tion (en grands mouvements) aux extrémités du segment flexible. Une direc- 

tion de l'espace (x) a 6t6 enlevée car les transformations effectuées 

ultérieurement ne modifient pas les parties des matrices caractéristiques 

associbes il cette direction. 

Figure IV.2.3 : Représentation simplifiée d'un segment flexibte en 

mouvement plan. Conditions aux limites autres que force-libre 



Nous avons skpark les jonctions 1 correspondant aux noeuds de 

vibration en deux parties. L'me concerne ceux associés aux modes faibles 

(<) , 1' autre ceux associks aux modes rapides (Gr ) .La matrice de masse M' a 

été dkcomposée.Les transformateurs modaux s'obtiennent directement B l'aide 

de TF1 et TF2. 

L'application de la méthode des perturbations singulières consiste 

8 enlever la jonction 1 li6e 8 Gr . Le modèle réduit est reprksenté sur la 
figure IV. 2.4), 

L'application des perturbations singulières sur le modèle complet 

associée 8 la méthode de correction donne le modèle réduit pour lequel la 

matrice de raideur K; devient K;' avec :> ~i1. i  

L ' - 

Les autres matrices caractéristiques du modèle réduit corrigé sont 

conservées. civ 
I 

Figure IV.2.4 : ModéZe bond-graph dynamique réduit 

Le calcul de K; se fait à l'aide du calcul de plusieurs séries 

qui convergent très rapidement.Nous montrerons que ce modèle peut être amé- 

lioré car le modèle réduit corrigé a été fait en faisant quelques 

approximations. 



b) Réduction du système obtenu par fa méthode des éléments finis 

Contrairement A la méthode d'analyse modale, partant d'un modèle 

de dimension très grande, nous ne pouvons pas obtenir un modèle de petite 

dimension. Au plus, nous pouvons diviser la dimension par 2. 

Nous utilisons la méthode de condensation de masse, précédemment 

présentee en ne gardant que les noeuds des modes flexibles lies à la 

translation. 

Il est donc nécessaire de faire des permutations dans M* et K*, de 

subdiviser ces matrices en 4 sous-matrices et d'appliquer la méthode de 

condensation de masse de Guyan. Les mêmes conditions sont faites pour les 

transformateurs modaux. 

Si P est la matrice de permutation séparant les noeuds de rotation 

et de translation, M* , K*, deviennent 
[TF2 1 

La relation algébrique, correspondant à la condensation de Guyan 

se traduit par l'apparition de la matrice T avec 

Le système condensé s'obtient à l'aide des matrices définies dans 

l'équation IV.2.11). 

Le modele réduit condensé peut se transformer en un système ayant 

la structure d'un système obtenu par la méthode d'analyse modale avec des 

conditions aux limites libre-libre. Il suffit pour cela d'utiliser la 

procédure de normalisation présentée précédemment. 



Nous présentons le modele bond-graph deun segment f lex ib le  en 

mouvement plan, avant normalisation, obtenu par l a  méthode des éléments 

f i n i s  avant l a  condensation, figure IV.2.5) et après l a  condensation de 

masse figure IV.2 .6) .  Nous avons volontairement s impl i f ié  l e  modèle bond- 

graph en ne gardant que les pa r t i e s  nécessaires B l a  compréhension de l a  

méthode. 

L e s  matrices D l ,  D,, KDl  et  K,, sont c e l l e s  obtenues par l a  

méthode des éléments f i n i s  (c f .  chap. 4, pa r t i e  1), 

y et 0 sont les v i tesses  de t ransla t ion e t  de rotat ion (en grands 

mouvements) aux extr6mités O e t  L du segment. 
C' $5 

Figure IV.2.5 - Représentation simptifiée d'un segment ftextbte 
en mouvement plan. Héthode des éléments finis 

Le vecteur up contient les vi tesses  de t ransla t ion e t  de rotation 

associées aux noeuds chois is  pour l e  maillage du segment par l a  méthode des 

éléments f i n i s .  L e  vecteur ur contient les vi tesses  de rotat ions  associées 

aux p e t i t s  mouvements. 

Les modules des transformateurs varient suivant les conditions aux 

limites imposées. 



X'" - I d  

Figure IV.2.6 - Reprdsentation simptifid d'un segment flexible 
en mouvement plan aprés  condensation de la masse 

D; est l a  matrice caractér is t ique de l a  masse condensée. 

L e  multiport de ra ideur  de matrice carac té r i s t ique  K,, e s t  en 

causa l i t é  dérivée. Il t radui t  les re la t ions  algébriques imposées au système 

l o r s  de l a  condensation. Nous l 'avons gardé sur  l e  schéma pour l u i  donner 

une interpréta t ion dans un paragraphe u l té r ieur .  

K,, n ' e s t  pas invers ible .  E l l e  a une forme semblable A KT. Nous 

faisons les mêmes remarques s u r  l a  notation Kit. 

c )  Application sur  un segment souple 

Nous reprenons le  segment souple é tudié  dans l a  première p a r t i e  de 

ce  chapitre.  

L e s  fréquences propres non nul les  du modèle comportant les grands 

mouvements sont représentkes dans l e s  tableaux IV.2.1) pour d i f f é r en t s  cas 

de figures.  

Nous conservons 2 fréquences propres par l a  méthode d'analyse 



modale. Les mod6les corrigés donnent de très bonnes approximations des fré- 

quences propres du modèle l ibre- l ibre ,  Tableau I v . 2 . 1 ~ ) .  L e  choix du nombre 

de modes conservé est a rb i t r a i r e  pour ce t t e  méthode. 

1 Analyse 1 Nombre de 1 Système 1 Système 1 Fréquences 

1 modale 1 modes 1 i n i t i a l  1 réduit  1 r ée l l e s  1 
1 1 1 2 modes 1 corrigé 1 1 

1 encastré- 1 1 1012,8 1 1008,2 1 1 
I I 2 I I I I 
1 l i b r e  1 1 5288 1 3014 1 1008.1 1 
1 1 1 1 1 2778,8 1 
I appuyé- 1 1 1021*7 1 1008*5 1 I 
I I 2 I l I I 
I appuyé I 1 2840.8 1 278393 1 I 
I I I I I 1 

Tableau IV.2.la : Fréquences propres d'un segment souple l ibre  ; analyse 

moda 2 e . 

- - - - - -- - 

1 Nombre de 1 Système 1 Système Système 1 Fréquences 1 
1 modes du 1 i n i t i a l  1 condensé 11 condensé 2 1 rée l les  1 
1 système obtenu 1 1 1 1 1 

I I I I I I I 
1 1 1209 1 1011,4 1 1045,6 1 1 
1 Elémen ts 1 2 I 1 1 1 1 
1 I 1 4129,51 4980 1 3923,l 1 1 
1 1 1 1 1 1 1008.1 1 
1 f i n i s  1 1 ( 1018 1 1011 1 2778,8 1 
1 1 3 1 1 2796 1 3117.4 1 5447,8 1 
1 1 1 1 11225 1 7262,3 1 9006.5 1 
1 encastré 1 I I I I I 
I I 1 1010 1 1011 1 1009 1 I 
1 1 1 3162 1 2836 1 2842 1 1 
1 l i b r e  1 4 1 7907 1 5514 1 6366 1 1 
1 1 112632 1 19997 1 11541 1 1 
I I I I I I 

Tableau IV.2.lb : Fréquences propres d'un segment souple l ibre  : Eléments 

f in i s .  



1 Nombre de 1 Système 1 Système 1 Fréquences 1 
1 modes linitiall condensé 1 réelles 1 

( Eléments / 2 1 1 1 

I I l l  
1 finis 1 I 1 1012.1 1 
1 1 3 1 1 2844,l 1 
l I I 1 5514.7 1 
Sappuyé-I l I 1 
I 1 1 1010 1 1019,6 1 
1 1 1 3162 1 2807,8 1 
I ~ P P U Y ~  I 4 1 7907 1 5622 1 
1 1 112632 1 9172.5 1 

Tableau IV.2.lc : Fréquences propres d'un segment souple l ibre  : Eléments 

fini S. 

Les modéles non condensés obtenus par la méthode des éléments 

finis donnent les mêmes frequences propres pour les deux types de condi- 

tions aux limites (encastré-libre et appuyé-appuyé). 

La methode de condensation, en éléments finis, pour les conditions 

aux limites "encastré-libre" est peu satisfaisante car le mode le plus 

élevé est très mal approximé. Il est supérieur au mode le plus élevé du 

système non condensé comportant le même nombre de modes. Tableau IV. 2 .  Ib) . 
Les autres modes sont bien approximés et ont une valeur proche de la valeur 

réelle du mode correspondant. Contrairement B ce qu'on peut atteindre, la 

précision d'un mode donné n'est pas nécessairement meilleure lorsque l'on 

augmente le nombre d'éléments. 

Pour améliorer la précision du mode le plus élevé, nous proposons 

une autre methode de condensation. Elle est semblable B la méthode de 

Guyan. Nous introduisons une relation algébrique supplémentaire au niveau 

de la vitesse de translation du noeud le plus proche de l'encastrement. Les 

résultats numériques sont présentés dans le tableau IV. 2. l b )  dans la co- 



lonne correspondant au systéme dit wcondens6 Cette fois-ci, tous les 

modes sont inférieurs à ceux obtenus pour un modéle non condensé ayant le 

meme nombre de modes.Le systéme condensé pour les conditions aux limites 

appuyé-appuye approxime très bien les fréquences propres du système libre- 

libre. Tableau Iv.2.1~). L'observation des transformateurs modaux obtenus 

après normalisation montre que ces derniers sont très proches de ceux asso- 

cies à la base de décomposition libre-libre. 

11.3.2 - Introduction du multiport de raideur résiduel 

Les modéles réduits corrig6s supposent quelques approximations, 

notamment sur l'effet du multiport des raideurs négligées. Nous développons 

une methode graphique qui permet de trouver et de calculer ce multiport que 

nous appellerons multiport de raideur résiduel. 

a) Approche modale 

Le modèle réduit corrigé s'obtient dans un premier temps en modi- 

fiant le multiport de raideur K* .En tenant compte de l'effet de la flexibi- 

Pite totale du segment souple, nous obtenons un modèle semblable. Ce der- 

nier se déduit du modéle global en enlevant simplement le multiport d'iner- 

tie sur la jonction 1 associée B %. Nous le représentons sur la tigure 
IV. 2.7). 

Figure IV.2.7 - Hodéle bond-graph du systéme m e c  conservation du 
muttiport de raideur des modes supérieurs 



Ce modele bond-graph semble complexe et mal adapté pour la 

normalisation. Néanmoins, apres quelques manipulations qui permettent de 

" transporterw B travers les transformateurs, nous obtenons une autre 

représentation du systGme, figure IV. 2.8). 

Figure IV.2.8 : Modète bond-graph avec apparition du mutttport 

de jtextbtttté réstduet 

Le passage entre les deux représentations est simple. K;' 

représente la raideur équivalente vue au niveau de la jonction l(vl). 

Ce, est obtenu par le "transportw de (K; ) - '  à travers Tg et Tk . 

Ce, est au plus un élément 2-port car la matrice [;] comporte au 

plus deux lignes non nulles. Il dépend de la base de décomposition choisie. 

L'équation IV.2.12) requiert le calcul de séries. Une autre mé- 

thode de calcul consiste à faire la différence entre le multiport de flexi- 

bilité totale et le multiport de flexibilité du modéle réduit en ne gardant 

que la partie utile. 



Il reste B appliquer la normalisation pour obtenir un modèle de la 

forme libre-libre avec un multiport de flexibilité residuel. 

b) Approche éléments finis 

Reprenons Pe modèle bond-graph réduit corrigé de la figure 

IV. 2 .6 ) .  Le multiport de matrice caractéristique K; apparait en causalit6 

dérivée. Si nous le transportons travers les transformateurs modaux Z3 et 

Z4( nous obtenons un multiport qui correspond 9. la flexibilité résiduelle. 
..%* 

Nous proposons une représentation plus simple du modèle, figure 

IV. 2 . 9 ) .  

- 
Z; et Z; sont les matrices caractéristiques des transformateurs- 

modaux obtenus apr&s la condensation. 

Ce, est au plus un élément 2-port étant donné les caractéristiques 

de Z3 et Z4. (2-port pour appuyé-appuyé et 1-port pour encastré-libre). 

Figure IV.2.9 - Modèle bond-graph tenant compte du muttiport 
de ftexibitité résiduet 

La normalisation permet de trouver un modèle de la forme 

libre-libre avec un multiport de flexibilité résiduel. 



Remar- : Les bases de décomposition encastré-libre et appuyé-appuyé, pour 

les méthodes d'analyse modale et éléments finis, donnent après quelques 

manipulations, des modèles ayant la structure d'un modèle force-fibre avec 

un multiport de flexibilité résiduel plus simple que dans le cas où nous 

décomposons directement dans la base de décomposition force-libre (analyse 

modale) . 

Un intérêt immédiat concerne l'étude d'un segment souple dont la 

section n'est pas constante où la méthode d'analyse modale est 

difficilement applicable. Avec les développemments présentés nous pouvons 

nous rapprocher d'un mod&le force-libre sans aucun probleme avec un minimum 

de calcul et avec une précision tout B fait acceptable. 

11.3.3 - Réduction modale après normalisation des matrices 

Une façon tout B fait différente de résoudre le problème de 
r .  * 

dduckion consiste B transformer dans un premier temps le modèle complet en 
i d modèle ayant la structure du modèle force-libre. La procédure de 

normalisation doit dans ce cas être appliquée sur un modèle de grande 

dimension. Ceci peut poser des problèmes numériques importants. 

Lorsque cette transformation est accomplie, il est possible de 

réduire le système avec l'introduction du multiport des flexibilités 

résiduelles. La méthode de calcul a été introduite dans la première partie 

de ce chapitre. 

Un autre inconvénient est que le multiport résiduel est un 4-port. 

De plus nous ne pouvons pas lui donner une expression formelle. 

II .4 - Application A un robot exphimental 

11.4.1 - Présentation du modéle 

Le modèle dPun robot expérimental L.E.D. a été largement étudié 

dans Naschke (1990). Nous ne reprenons pas la phase de modélisation. La 

j'tgure IV.2.10) représente le modèle bond-graph développé de ce robot. 

Une analyse des trois premiers modes propres a été faite pour 

différents choix de méthodes de discrétisation spatiale avec un certain 

nombre de modes Maschke (1990). 
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Figure IV.2.10 - Modèle développé du robot expérimental L.E.D. 



11.4.2 - Calcul des frequences propres du système 

Les modèles présentes ne comportent que deux modes associés i3 la 

partie flexible. 

Le tabteau IV.2,2) représente l'ensemble des modeles étudiés, Les 

modeles AMEL10 et AMAAfO sont obtenus en prenant 10 modes souples, en 

I 1 I 1 / Modèle 1 1 
( Méthode de 1 Conditions 1 Modèle 1 Modèle 1 réduit 1 Nom 1 
1 discr4tisationI aux limites 1 complet 1 reduit 1 corrige 1 du 1 
I I I 1 corrigé 1 + c,,, 1 modele 1 
I I I I I I 
1 I I * I I I I 
1 1 ~ncastré- 1 I*(cond.l) 1 1 EFELRl 1 
I . * " I libre 1 I*(cond.2) 1 1 m R 2  

1 1 1 1 I*(cond.l)l EFELRCl 1 

1 finis 1 I I I I I 
I I I * I I I EFAA I 
I I APPUYB- I I * I  I EFAAR I 
1 I ~ P P U Y ~  I 1 1 * 1 EFAARc 1 

I I I * I I I AMEL I 
I ( Encastd- 1 I * I  I i@,Jll3LR I 
1 1 libre / 1 1 * 1 AMELRC 1 
1 I I I I I I 
I I I * I I IMI 
1 Analyse modale 1 Appuyé- 1 I * I  I A M A A R I  

I I I I I I I 
I I I * I I I AMLL I 
1 1 Libre-libre 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 * 1 AMLLRC 1 

1 Analyse 1 1 1 1 1 1 
1 modale 1 Appuyé-Appuyé 1 * ( l0modes ) 1 1 1 -10 1 

Tableau IV.2.2 - Méthodes de discrétisations et approximations 



effectuant une normalisation et en réduisant le modèle de structure libre- 

libre & 2 modes. Nous pouvons ainsi vérifier d'après les tableaux IV.2.3) 

que les modes obtenus sont bien très proches de ceux du modèle "libre- 

libre" AMLL. 

Une première constatation peut être faite. Les modèles réduits et 

corrigés donnent des résultats tout & fait diffbrents suivant les condi- 

tions aux limites choisies. 

Ainsi, pour les conditions aux limites appuyé-appuyé, les résul- , 
" i  

tats se rapprochent de ceux obtenus pour la configuration libre-libre en 
$ 

analyse modale et pour les conditions aux limites encastré-libre, les pre- 
1--...- 

miers modes sont bien approximés. 
E 

t 
f 

Les résultats sont, & première vue, surprenants puisque les modes , 

propres du segment seul (Tableau IV.2.1) ne sont pas très différents. Néan- 

moins, les transformateurs modaux modifient le résultat escompté. 

Ainsi, pour les conditions aux limites appuyé-appuyé, nous obte- 
I 

1 
nons un modèle symétrique proche du modèle libre-libre alors que pour les 

conditions aux limites encastré-libre, le modèle n'est plus symétrique et 

ne s'apparente donc pas au modèle force-libre. 

En ce qui concerne la méthode des éléments finis, les modèles con- 

densés pour les conditions aux limites encastré-libre donnent des résultats 

proches du modèle non condensé alors que pour les conditions aux limites 

appuyé-appuyé, les résultats sont proches de ceux obtenus par la méthode 

d'analyse modale avec des conditions aux limites libre-libre. L'ajout des 

multiports de flexibilité résiduels améliore considérablement la précision 

des résultats. Il apparaît que le modèle EFFLRC2 est le plus proche de la 

réalité. Ce modèle ne comporte que 3 modes (2 modes souples + 1 mode dû à 

K F e s )  et il donne des résultats pratiquement équivalents au modèle AMLLRC 

qui lui comporte 6 modes (2 modes souples + 4 modes dus à K r e ,  ) . 

En ce qui concerne la méthode d'analyse modale pour les modes con- 

traints, appuyé-appuyé, les modes sont mal approximés. L'introduction des 

multiports de flexibilité résiduels améliore néanmoins les résultats. 



Tableau IV.2.3a) : Comparaison entre les fréquences calculées et mesurées 

(bras en position d'extension) O2 = 0'. 



Tableau IV.2.3b) : Comparaison entre les fréquences calculées et mesurées 
(bras en position repliée) O2 = 90.. 

Troisième mode Nombre 
total de 

modes du 
modèle du 
segment 

2 

2 
2 

3 
3 

2 
2 
4 

2 
2 
4 

2 
2 
4 

2 
6 

2 
2 

52.7 

Troisième 
mode 

56.7 Hz 

68.6 Hz 
62.4 Hz 

57.5 Hz 
55.8 Hz 

56.9 HZ 

75.5 HZ 
56.0 Hz 

71.2 Hz 

53.9 Hz 
49.2 HZ 

66.6 HZ 
65.4 Hz 

59.7 Hz 

76.0 Hz 
55.6 Hz 

75.9 HZ 
75.7 Hz 

Second mode Mesures 
expérimentales 

Modèles 

EPEL 

EPLLRl 
EPELR2 

EPELRCl 
EPELRC2 

EPAA 
EPAAR 
EPAARC 

AMEL 
AMELC 
AMELCR 

AMAA 

AMAAR 
AMAARC 

AMLL 
AMLLRC 

AMEL~O 

AMAAlO 

Hz 

Erreur 

7.6 % 

30.2 X 
18.4 X 

7.1 X 
5.9 X 

8.0 X 

43.2 X 
6.3 % 

35.1 % 
2.3 X 

- 6.6 X 

26.4 X 
24.1 X 

13.3 X 

44.2 X 

5.5 X 

44.0 X 

43.6 X 

6,35 

Second 
mode 

6.48 HZ 

6.48 Hz 
6.48 HZ 

6.48 Hz 
6.48 HZ 

6.48 HZ 
6.54 Hz 
6.48 HZ 

6.48 Hz 
6.42 Hz 
6.42 HZ 

6.53 HZ 
6.52 Hz 
6.50 Hz 

6.57 Hz 
6.48 HZ 

6.58 HZ 
6.58 Hz 

Premier mode 
Hz 

Erreur 

2.0 X 

2.0 X 
2.0 X 

2.0 X 
2.0 X 

2.0 x 
3.0 X 
2.0 X 

2.0 % 

1.1 X 
1.1 X 

2.8 x 
2.7 X 
2.4 X 

3.5 % 
2.0 X 

3.6 % 

3.6 % 

3.17 

Premier 
mode 

3-31 HZ 

3.32 Hz 
3.32 HZ 

3.31 Hz 
3.31 HZ 

3.31 HZ 

3.79 Hz 
3.30 HZ 

3.35 Hz 
2.58 Hz 
2.44 HZ 

3.71 HZ 
3.67 Hz 
3.51 Hz 

3.98 HZ 
3.31 HZ 

4.03 HZ 
4.03 Hz 

Hz 

Erreur 

4.4 % 

4.7 % 
4.7 % 

4.4 X 
4.4 X 

4.4 x 
19.6 X 
4.1 X 

5.7 % 
-18.6 X 
-23.0 % 

17.0 x 
15.8 X 
10.7 % 

25.6 % 
4.4 X 

27.1 x 
27.1 % 



Les modèles AMEL donnent de très bonnes approximations des modes 

réels. Il apparaît que les modifications apportées conduisent ti des modes 

inférieurs aux modes réels. C'est le seul cas oii nous n'obtenons pas les 

résultats prévus. Une raison éventuelle est la non-symétrie du modèle ou 

alors la très grande sensibilité par rapport aux paramètres. ' 

Enfin, nous voyons que, parmi les méthodes par modes contraints, 

ce sont les modèles en éléments finis qui sont les plus précis. Le modèle 

le plus précis est AMLLRC. Néanmoins ti cause de la taille de ce modèle, il 

sera nettement plus judicieux d'employer le modèle EFELRC2 qui lui est plus 

simple et est pratiquement aussi précis. Un fait intéressant est que ces 

remarques sont valables pour deux configurations différentes du bras flexi- 

ble du robot. 

11 est ti noter que les méthodes présentées dans cette partie sont 

valables pour les cas oii les segments flexibles n'ont que des petits 

mouvements. 

I 

11.5 - Application de la m6thode des perturbations singulieres pour le 
dQcouplage d'un d e l e  de robot 2 axes 

Nous avons présenté des méthodes permettant de simplifier un 

modèle de segment flexible s'intégrant dans un modèle plus complexe. 

Néanmoins, pour des cas extrèmes, cette simplification n'est pas suffisante 

dans le sens où le modèle du système dynamique conserve une taille trop 

importante. Nous sommes dans ce cas obliges de procéder ti un découplage 

pour séparer le modèle en un modèle "lent" et un modèle "rapidew. Nous 

présentons dans cette partie l'exemple d'un robot 2-axes figure IV.2.11 

pour lequel les segments sont flexibles. Une méthode semblable s'applique 

lorsque l'on prend également en compte la flexibilité au niveau des 

joints. 

Dans le premier chapitre du rapport (partie 3 ) .  nous avons énoncé 
une methode de mise sous forme singulièrement perturbée des modèles de 

manipulateurs ti segments flexibles obtenus par la méthode des modes 

supposés de Lagrange. Nous proposons une méthode semblable explicitée sur 

un exemple de manipulateur modélisé par bond-graph pour lequel nous 
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Figure IV.2.11 : Hodéte augmenté par ta causatité, obtenu 

par ta méthode des modes supposés, avec modes statiques 

de correction d'un robot 2-axes. 



utilisons la méthode des modes supposés avec en plus la prise en compte de 

fa flexibilité des modes supérieurs, c'est-&-dire le multipost des Capa- 

cités résiduelles. 

Nous écrivons l'équation d'état du modèle bond-graph B l'aide des 

variables de vitesse 'et d'effort associées respectivement aux éléments 

dynamiques inertiels et capaeitifs en causalité intégrale. 

L'indice R est associé aux vitesses de rotation et T aux vitesses 

de translation. 
I 

La masse m2, associée à l'élément inertiel en causalité dérivée 

est ramenée au niveau de l'élément inertiel associé B la variable p, . 
2 



+. i 
Le calcul des matrices H, Pi,. pT3, P2,. P3,. BI, B2. B3 et Bp l e i  '$1 

1 :p'$ 
fait ii l'aide des règles de calcul d'équation d'état sur un modèle 1 ij 
bond-graph. ' Seules les matrices H, PT, et B2 sont non linéaires. De plug, -. , ' i 

i d- 
la matrice PT3 est inversible. 

Etant donné que certaines matrices sont non linéaires, il est,  9S 

difficile d'obtenir un système d'équations différentielles du second ordre 

explicite directement ii l'aide de l'équation d'état IV.2.15. 

Nous proposons un changement de variable qui peut être directement 

obtenu ii l'aide du modele bond-graph. Remarquons d'abord que le modèle 

rigide ne fait apparaitre aucune compliance. Ce denier s'obtient 

simplement en écrivant : 

dans le modèle qui tient compte de la flexibilité distribuée. 

L'équation IV.2.21) donne les relations algébriques suivantes : 



Ces relations sont les relations algébriques obtenues lorsque l'on 

ne considdre que le modt2le lent du systdme global IV.2.15). 

Nous proposons le changement de variables suivant : 

r 
avec " : P = 3 )  - p : 3 ) t  -p:3 -pi 3 1 

Les vecteurs QI, Q2 et Q sont conservés. Nous avons bien un 

changement de base puisque P est inversible. 

En notant 

nous obtenons une nouvelle Rquation d'Rtat. 



Il est desormais possible d'obtenir un système d'équations diffé- 

rentielles du second ordre explicite A l'aide du changement de variable 

Soit 

Le modèle est désormais sous forme d'équations différentielles du 

second ordre. La question est de savoir s'il est ou non sous forme 

singulièrement perturbée. 

Un premier choix consiste A séparer la variable x,. Etant donné 

que P* est inversible et en considérant que K,, B des valeurs propres 

supérieures B celles de Ki et K, nous pouvons choisir xi , x3 , X, en tant 
que vecteur rapide. Le modèle lent serait celui obtenu en enlevant les 

multiports des capacités résiduelles du modèle complet. Une correspondance 

est B faire avec les modèles lents obtenus pour les systèmes linéaires. 

Néanmoins, nous ne faisons pas ce choix de découplage car nous désirons 

avoir pour modèle lent, le modèle du robot rigide. 

Le vecteur lent choisi est xi. Les vecteurs rapides sont x2, x3 et 

x4. Avec ce choix, le modèle est bien sous forme singulièrement perturbée. 

De plus, il est explicite car la matrice T définie par la relation IV. 2.28) 

est inversible. 



Démonstration 

T est une matrice symétrique. Nous recherchons une relation entre 

ses colonnes en multipliant la deuxième par PZ3 et la troisième par P33 (à 

droite) . 

Nous faisons la somme des trois colonnes et obtenons 
r -. - 

Soitsbn. remplaçant P* par sa valeur 

Il est donc impossible de trouver une combinaison linéaire entre 

les colonnes de T. Elle est donc inversible. 

Nous ne développerons pas les calculs des modèles lents et 

rapides. Nous faisons simplement quelques remarques. 

L'application des perturbations singuliéres se fait en général sur 

l'équation de phase. Le découplage montre que le systéme lent correspond au 

modéle du robot rigide sur lequel des détecteurs d'efforts sont ajoutés aux 

positions respectives des éléments capacitifs pour tenir compte de leur 

évolution lente A l'aide de relations algébriques (cf. modèles linéaires). 

L'équation de phase du système rapide est linéaire dans le sens où 

les matrices non linéaires ne dépendent que des variables du système lent 

qui sont considérées comme constantes pendant l'évolution des variables 

rapides (cf. partie 1, chap. III). 



CONCLUSION 

Nous avons rappelé succintement les modeles bond-graph de segments 

d6formables consid6res comme des poutres d'Euler-Bernouilli obtenus par 

discrétisation des fonctionnelles d'énergie des domaines cinétiques, poten- 

tiels élastiques et gravitationnels, Yazman (1988). 

Dans une premiere partie, nous avons proposé des methodes dites de 

reduction et de correction pour des modèles linéaires de systèmes dynami- 
I ' 

ques comportant des segments déformables. Ces méthodes conservent le sens 

physique des nouvelles variables dynamiques qui sont directement attachées 

B un élément constituant du système dynamique. Le modèle final est un 

modèle bond-graph. 
- - _  

4..&*kg., 

L'étude de la modélisation des systèmes polyarticulés $ segments 

flexibles en mouvement plan a fait l'objet de la deuxième partie. Nous 

avons montre que, quels que soient le champ de déplacement et la méthode:de:,..i:= 

discrétisation spatiale choisis, pour la mod4lisation des segments déforma- 

bles, il est possible de trouver graphiquement sur le modèle bond-graph, un 
1: VI; 

multiport, dit de flexibilité résiduel qui tient compte de l'effet statique 

des modes négligés lors de la réduction du modèle. 



Dbonstration de 1'6galit6 des matrices de raideur corrigkes pour l e s  

systèmes de dimensions inf in ie  e t  f i n i e  avec capacités rbsiduelles 

- Correction ordre 1 

Système de dimension f i n i e  

Nous ne faisons que le ca lcu l  du terme : 

. . 
En remplaçant les matrices Gij par  l e u r  valeur ,  il vien t  : 

Systsme de dimension i n f i n i e  

De l a  m ê m e  manière que pour l e  système de dimension f i n i e ,  nous 

introduisons Ti avec : 

En remplaçant les matrices HiJ par l e u r  valeur,  il v ien t  : 

En tenant compte du f a i t  que : 

Il est immédiat que T, = Ti . 

Nous ne présentons pas les corrections aux ordres supérieurs,  l e s  

calculs  é t an t  très fastidieux.  



1 ANNEXE 2 - CHAPITRE IV / 

Comparaison des modes propres pour les diffhrents systèmes 

Nous calculons les matrices K M-' pour l e s  d i f fé ren tes  approxima- 

t ions.  Suivant les conditions aux limites, nous u t i l i s e rons  les matrices 

A, ou Ri. Nous écr i rons  les équations B l ' a i d e  des matrices A,. 
2 .i \ 

E h  ce qui  concerne le  système avec capacités rés idue l les ,  nous 

avons : 

Système sans correction 

(~.4.9) [K M-'],, = + K1 (Ml+ n5Ag'M3A$'Al 1- '  

Système avec correction premier ordre 

Il est immédiat que Ai, < A;, car  le système corr igé  a une matrice 

de masse équivalente dont les valeurs propres sont in fé r ieures  une B une 

aux valeurs propres de l a  matrice raideur du système non corrigé.  Cette 

propr ié té  se déduit du f a i t  que l a  matrice G,,G;:K;~~G;:G,, e s t  

semi-définie posi t ive ,  puisque symétrique. 

L a  méthode de correction u t i l i s é e  nous permet de d i r e  que 

AhR < Ai, c a r  l e  système non corr igé  i n i t i a l  est ce lu i  contenant l e  multi- 

por t  des capacites rés iduel les .  

D e  plus,  l e  système réel comporte des modes plus f a ib l e s  que ceux 

approximés avec l e  multiport des capacités rés idue l les ,  c 'est-à-dire 

xi < AhR. 

Nous avons donc l ' inéquation A. 4.7 ) . 



Perturbations singulihes sur le modèle obtenu par les éléments finis 

Une nouvelle représentation multiport est proposée : 

SEI :Se'=A - 1 ~ t  U~ 1 A= Çe: sn 

(n+i) u ü (n+ 1) 

R12 

< - Q\=lbF~==rll u TI 
Figure A.4.1 : Hodéte bond-graph d6composé d'un segment PlezibZe. 

Héthode des éléments jinfs. 

ut et u, sont respectivement les vitesses de translation et de 

rotation aux noeuds choisis sur le segment souple. 

Les matrices M et K peuvent être diagonalisées de la manière sui- 

vante : 

( A 0 4 * 1 1 )  

Nous trouvons ainsi les matrices Dl, D2, K,, et K,, en fonction de 

M e t K :  



Nous associons les vecteurs 6tats E, , 2, , ql , q2 respectivement aux 

multiports de matrice caractéristique Dl , D2 , KDl , K,, . 

LV6quation dq6tat est : 

Le système lent sans correction est obtenu pour 6, = 0, cf est-a- 

dire en enlevant D2 sur le bond-graph (Figure A.4.2)  : 

Figure A.4.2 : Nodète bond-graph réduit 



L'équation d'état s'obtient simplement, soit B partir du bond- 

graph. soit & partir de l'équation A.4.13) avec b2 = O : 

Le système corrigé s'obtient & l'aide des méthodes présentées dans 

le chapitre III. 

Pour la correction au premier ordre, nous changeons Dl par une nou- 
m . : . , .  . 

velle matrice symbtrique DC. 



1 ANNEXE 4 - CHAPITRE IV 1 

Cinématique d'un segment flexible 

La configuration de chaque segment f l ex ib l e  dans l a  chaîne 

cinématique ouverte est i den t i f i ée  en u t i l i s a n t  un ensemble de var iables  

aux jo in t s  e t  de C O O ~ ~ O M ~ ~ S  élas t iques  en accord avec les hypotheses de 

Book. Nous prenons les notations de Maschke (1990). 

La f igure  A4.3) représente les repères dans lesquels  les var iables  

sont exprlm6es. 

Figure A4.3 : Systèmes de coordonnées et repérage d'un point courant Pi de 

ta poutre. 

L e  repère ( O 0 ,  Gx , > y )  est le  repère i n e r t i e l  f ixe ,  Au segment 
+ + 

indice  par i , on l i e  un repère noté (oi , ei , ei Y ) par rapport auquel on 

d é c r i t  l e s  déformations de l a  poutre. 



.-' - -  ;, ,\ , x  

_,. - Pour pouvoir dbcrise les attaches du segment aux articulations, 
* . .  3: 

certains repères intermédiaires sont introduits. Ils sont liés & un noeud 

Oik (c'est-&-dire un point matériel de la poutre) indexé par k, du segment 
+ 

i. On suppose que ces reperes notes (oi , ei kx ,ei k y  ) se dbduisent par une 
rotation infinitésimale du repère (ois eix ,&y) attaché au solide i. 

Le modele bond-graph reprbsentmt les relations cinématiques 

planes d'une poutre dbformable est repdsentb sur la figure A4.4) 

Figure A4.4 : moddte bond-graph cinématique d'un segment jtextbte 

est le vecteur des coordonnées élastiques associées au segment i, 

S i  est la matrice de champ de déplacements supposés (fonctions de base 

de la variable d'espace). 

Sb (Pi ) est la matrice du champ de rotation supposée dépendante du champ 

de déplacement S: (si pas d'hypothèses simplificatrices). 

Les autres vecteurs et matrices correspondent aux kléments obtenus 

dans les relations décrivant le mouvement d'un segment rigide Bos (1986). 



Des hypothèses simplificatrices conduisent & une structure de 
-$[ <: 

jonction similaire & celle de la figure A4.3) où tous les élBments transfor- 
i . 4 ;  a? ,,.-!.r- 

mateurs sont linéaires, & part ceux associés aux grands deplacements. 

Le modèle dynamique s'obtient en considérant les fonctionnelles 

d ' énergie. 

Nous rappelons simplement les relations constitutives des éléments 

multiports définis pour chaque choix de champs de déplacement. 

Le multiport inertiel est : 

où les sous matrices sont : 

où CL est la masse linéique de la poutre. 

Le multiport des forces gyroscopiques est 

US,, EJSxe U S m  
(A4.18) EJS = 

Ansisym . O 
avec : 



Le multiport capacitif a pour matrice de raideur : 

où C-' = EI, 

avec E, module d'élasticité de Young et 1 inertie de section de la poutre. 

Ces trois multiports sont connectés aux jonctions 1 portant les 

vitesses de translations & * O ,  de rotation 0; et les vitesses de 

coordonn6es de déformation q, . 

Pour le cas où le champ de déplacement est de type "force-libre", 

les multiports sont bloc-diagonaux. La figure A4.5) reprbsente le modèle 

bond-graph pour ce cas particulier. Par la suite, nous montrerons qu'il est 

toujours possible de se ramener ii ce modele mais avec des paramètres 

diffhrents. 

Figure A4.5 - Modéle bond-graph dpamique d'une poutre de Bernouilli-Euler 
avec des conditions aux limites "$orce-libre" 



ANNEXE 5 - CHAPITRE IV l4 < fii 5 L: 

. . 
Calcul des matrices de masse et de raideur - Analyse modale :: 

L a  matrice de masse est 

Nous avons 

E est l a  longueur du segment f l ex ib l e  

M e s t  l a  masse du segment f l ex ib le .  

Nous calculons les autres  sous-matrices pour d i f f é r en t s  choix de 

champ de déplacement. 

- Conditions aux limites appuy6-appuyb 

Nous u t i l i sons  les formes modales obtenues & l ' a i d e  de l a  base de 

décomposition appuyé-appuyé, c'est-&-dire 

(~4.22) g, (E) = fi s i n  Pi€ 

Nous définissons l e s  dimensions des d i f fé ren tes  matrices 



1 - (ML E) 
2(P, 

[(-IIi + 11 

L e  premier indice indique le  numéro de l a  l igne  e t  l e  deuxième, l e  

numéro de l a  colonne. 

(A4.25) 
pour i # j (orthogonalité des formes modales) 

Me,, e t  Mm représentent l e  couplage en t r e  les p e t i t s  e t  grands 

déplacements. 

L e s  transformateurs modaux sont calculés à p a r t i r  de l 'expression 

des formes modales. 

. Nous avons : 
. , 

= O (pas de t ransla t ion car  appui) 

(9, = O 
(pas de t ransla t ion car  appui) 

En notant TF1 l e  multiport des transformateurs modaux en E = O et 

TF2 ce lu i  en E = L,  nous avons 



Matrice de r i g i d i t é  

(A4.27b) TF2 = 

Ail leurs ,  K* a des valeurs nulles.  

-1 O O O  0 . -  O 
E 

0 1 -  O  -.a O  
2 

4.z \C2- 
O  O  1 (-1)' (0,L)- L (-1)"(PnL) 

- Conditions aux limites encastré-libre 

Les formes modales sont 

(A4 -29) gi ( 5 )  = Di [cos Pi E - Ch Pi E + Yi [ s i n  Pi€ - Sh P i E l ]  

s i n  6, L - Sh PiL 
avec - Yi - 

cos PiL + Ch PiL 

Di est un coeff ic ient  de normalisation. Dans ce cas précis ,  il e s t  

d i f f ic i lement  calculable (il vaut pratiquement l), nous l e  prendrons donc 

égal  A 1 dans l a  s u i t e  de 116tude).  

Nous faisons les mêmes hypothèses que pour le  cas  précédent. 



Les transformateurs modaux se calculent de Pa même manière que 

précédemment. 

(A4.32) t, (O) = 0, ae = O car nous avons un encastrement 
E. O 

3' . . - -  
avec , ,, t!, = Dj [(cos PjL - ChPjL) 4 Yj(sinP,L - ShP,L)J 

5 : .-f  

Ailleurs, K* a des valeurs nulles. 

, :A ' 
(A4.33b) TF2 = 

-1 O O 0 ... O' 
O 1 L/2 t:, .S. tg, 

O O 1 t;;.. tg2 



1 ANNEXE 6 - CHAPITRE I V  1 - : - ,gj 

' e  . , 
!3 

C a l c u l  des matrices de masse et raideur Bquivalentes par l a  abthde 

des 6léments finis 

La matrice de masse équivalente est 

Chacune de ces matrices doit etre calculée pour un élément.  NO^^^,,-^) 
utilisons pour cela les fonctions d'interpolations cubiques d'Hermite. pour' 

le segment complet, il suffit d'assembler les matrices correspondant B 

chaque élément d'une maniere semblable B celle du calcul de MT et K, 
O ! 5C.f 'A , 

(chapitre IV, partie 1). 

Les matrices Mx,, %e et Mec sont les mêmes qu'avec la méthode 
JPI JP 

d'analyse modale car elles sont indépendantes du choix des formes modales. 

Nous supposerons que la densite du segment est uniforme. Par contre, la 

longueur et la section de chaque Alement i peuvent être différentes. Nous 

notons pi = p si où si est la section de l'élément i. 

G = [ g , ,  g,, g3, g4It est le vecteur comportant les fonctions 

d'interpolation cubiques d'Hermite. 

Le segment souple est décomposé en n éléments. 

Calcul de Mm 

La première ligne de Mx? est nulle, nous ne faisons donc que le 

calcul de la deuxième ligne. 

Pour l'élément i 

L'indice i sur les différentes matrices correspond à celles 

calculées pour l'élément i 



4'- Y 

,k5 Apres calcul, nous obtenons 
4 -.i 

Le regroupement entre iMm et + 1b s'obtient en sommant les 

troisieme et quatrième colonnes de i ~ m  avec respectivement les première et 

deuxieme colonnes de 1b (noeuds communs entre les deux éléments). 

Pour le segment complet 

@,; 
La matrice Mm s'obtient & l'aide de la procédure précédente gour 

1 ' enqpble des éléments. 

G(i,j) désigne l'élément de la ligne i et de la colonne j de Mx,, 

., :< , NOUS obtenons : 

(A4.38a) ( 1 , )  = 0 pour i = 1, . . . , 2n+2 

pour i = 1, ..., n-1 

pour i = 1, ..., n-1 

Calcul de h,, 

La matrice M.,,,, est la matrice de masse MT du segment flexible 

définie dans le chapitre 3.  



Pour un él6ment nous avons : 

- 

notant 'M,,,, = 1::. ] . nous &tenons : 

O La notation hq(i:j,k:t) indique que nous prenons dans M,îq les 

lignes i ii j et les colonnes k ii 8. Nous avons bien entendu j > i et .e 3%?":" .' 

Calcul de Mo,-, 

Le calcul de est plus complexe car il fait intervenir deux 

variables. 

T 

Elément i 

Pour l'élément i, nous avons 

i-1 

oiî a = X i l , + %  
j=l 



Nous obtenons 

Nous séparons i ~ e q  en une somme de deux termes en notant 

Segaient souple 

Pour le segment complet, nous obtenons 

avec 



La matrice de raideur est 
[ z 4 * p22, r,) . 

0 0 0  
(~4 .47 )  K* = [oq ,a ]  

O 0 0  . : i@4r~i*.? -- -- *+,...- 

En notant 

Nous obtenons 



Calculs àes transformateurs modaux 

[ 
I O  O O . . m o o o  

(A4.50b) TF2 = 0 1 L/2 O O 1 O 
O 0  1 0 ~ ~ ~ 0 0 1  

.* * . - 
1 

-,;,, .Les rbels 1 sur les colonnes 4, 5, 2n+4 et 2n+5 de lT1 et TF2 

tie~$.,compte des translations et rotations aux extrémités du segment. 

w I -  
i ,i -A 

Int*tion des conditions aux limites homogènes 

d.2 26 ,Y 

- % 4 11 suffit d ' enlever les lignes et colonnes daras M* , K* TF1 et TF2 
corr$sgqqrjas,t aux conditions aux limites. 

Par exemple pour un encastrement en €=O, il faut enlever les 

quatrdème et cinquieme lignes et colonnes de M* et K* , et les quatrième et 
cinquidaa colonnes de TF1 et TF2. 

b' t , 



CONCLUSION GENERALE 

L'analyse des systèmes dynamiques t l  l'aide des méthodes habi- 

tuelles s'avère parfois difficile car les outils mathématiques ou graphi- 

ques ne sont pas nrkessairement bien adaptés ou assez riches en informa- 

tions. Le langage bond-graph s'avère être un langage graphique de modélisa- 

tion et de représentation de type réseau au même titre que d'autres mé- 

thodes avec 1' avantage de renfermer plus d' informations, facilement aceeF9kt 

sibles. Il est aussi un outil d'analyse, essentiellement basé sur les con- 
t -c* 

cepts de structure et de causalité, et un outil de conception dans le.~~tb~&='2L 

où il est possible de séparer et de localiser les propriétés des objets 

physiques et donc de décrire ces objets comme un système de propriéth$ 416- 

mentaires reliées entre elles. Une modification d'une partie d'un mdd@WLeP"~~J 

remet pas en cause la représentation de l'gutre part du modèle. 
t 

C'est à ce titre que ce mémoire propose une démarche pour lL.ELna*-ft"-lt.' 

lyse des propriétés structurelles, telles que la commandabilité et l'obsérdpj:i= 

vabilité, des systèmes dynamiques linéaires, Sueur et Dauphin Tanguy 

(1988), (1989), (1 990).  L ' accent est mis sur la simplicité des méthodes qui 
sont purement graphiques et facilement utilisables B l'aide des méthodes de 

l'informatique telles que l'intelligence Artificielle. Une généralisation 

peut être envisagée pour les systèmes non linéaires. 

De nos jours, la complexité des modèles proposés s'est traduite 

par l'apparition de nouveaux concepts, tels la méthode des perturbations 

singulières qui permet de simplifier les modèles, par l'analyse et la sépa- 

ration des dynamiques, tout en gardant une bonne approximation du système 

initial. Ce mémoire propose des solutions pour le découplage de certaines 

catégories de systèmes dynamiques Sueur et Dauphin Tangug (1990).  Diffé- 

rentes procédures causales proposent, soit un découplage direct à partir du 

modèle bond-graph, soit un découplage associé à un changement de variables 

lorsque le système n'est pas exprimé de manière explicite. Une interpréta- 

tion physique des résultats est plus aisée qu'à l'aide d'autres méthodes. 

Une extension Zi une plus grande catégorie de systémes dynamiques semble 

possible. 



Enfin, le langage bond-graph a permis une approche unifiée de la 

modélisation des robots B segments flexibles. Par diverses méthodes de dis- 

crétisation de la mécanique des structures, nous avons rappelé les modèles 

structurés des poutres de Bernouilli-Euler. L'application de la méthode des 

perturbations singulieres conduit B des modèles simplifiés, B l'aide d'une 

interprétation graphique directe sur le modèle bond-graph. La dernière 

étape nous a permis de mettre en évidence graphiquement, pour chaque hypo- 

these de modélisation et procédure de discrétisation, un élément bond-graph 

appelé multiport de flexibilité résiduel, qui tient compte de la flexibi- 

lité de la partie du modèle négligé lors de la simplification de modèle. 

Nous avons ainsi généralisé le concept de multiport de flexibilité résiduel 

jusqu'alors défini uniquement pour les modèles obtenus dans la base force- 

libre par la méthode d'analyse modale. 

L'étude de quelques methodes de modélisation et d'analyse des sys- 

t b e s  dynamiques B l'aide de la représentation par bond-graph est proposée 

dane ce m6moire. Il apparait que les résultats sont équivalents iî ceux ob- 

tenus par d'autres méthodes pour d'autres modes de représentation. La sim- 

plicite et le sens physique des démarches proposées ont été largement dé- 

montrés. Le champ d'investigation semble encore très vaste. 
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' TITRE : CONTRIBUTION A LA MûDELISATION ET A L'ANALYSE DES SYSESEs 
1 DYNAMIQUES PAR UNE APPROCHE BOND-GRAPH. APPLICATION AUX SY- 

1 
. 
WLYARTICULES PLANS A SEGMENTS FLEXIBLES. 

Ce mémoire propose l'utilisation systématique du langage bond- 
graph pour l'analyse des systèmes dynamiques linéaires et la modélisation 
des robots plans considérés comme des systèmes polyarticulés flexibles. 

Après un rappel succinct de quelques méthodes de représentation 
des systèmes dynamiques, la notion de propriété structurelle est rappelée ii 
l'aide de l'étude des matrices de structure associées aux systèmes lin& 
aires multivariables. Cette notion est élargie aux systèmes modélis6s par 
bond-graph. Une méthode graphique simple, consistant uniquement de manipu- 
lations causales exhibe les propriétés de commandabilité et d'observabilité 
structurelles et aboutit ii la décomposition canonique de Kalman. 

Une interprétation graphique de Pa méthode des perturbations sin- 
gulières appliquée aux modèles linéaires à deux échelles de temps, modAli- 
sés par bond-graph, est proposée. Après un choix des vecteurs états d6cou- 
plés, l'explicité du modèle est étudiée à l'aide de simples manipulations 
causales. Lorsque le système est exprimé de manière explicite, deux modales 
bond-graph découplés sont déduits B l'aide d'une transformation réciproque, 
appliquée au modèle bond-graph initial. Dans le cas contraire, un change- 
ment de variables est proposé. 

Le dernier point abordé concerne la modélisation des robots plans 
considérés comme des systèmes polyarticulés flexibles. En particulier, une 
interprétation simple de l'application des perturbations singulières sur 
les iuodèles de segments flexibles obtenus par les méthodes d'analyse modde 
et éléments finis est donnke. Une méthode de calcul et de représentation 
sur le modèle bond-graph de l'effet statique des modes négligés lors de la 
réduction de modèle est proposée pour les différents champs de déplacements 
supposés choisis. 

MOTS CLES : 

Bond-graph 
Propriétés structurelles 
Réduction, perturbations singulières 
Dynamique des structures 
Robots à segments flexibles 




