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L'étude de la stabilité d'un système, qu'il s'agisse d'un 
processus physique, biologique, économique ou autre est nécessaire 
et constitue une étape importante dans la synthèse d'une loi de 
commande ou l'analyse du comportement ultérieur de ce système. 
Cela explique l'abondance des publications et travaux qui ont été 
consacrés à cette question depuis 1892 date de l'apparition des 
principaux résultats de LYAPUNOV, fondateur de la théorie moderne 
de la stabilité [8]. 

La plupart des résultats proposés concernent la détermination 
de conditions plus au moins complexes de stabilite locale ou globale 
[9], ou de stabilité absolue [12]. La recherche ou I'estimation du 
domaine de stabilité asymptotique d'une position d'équilibre a connu 
beaucoup moins de développement et les méthodes présentées 
restent trés souvent générales et de mise en oeuvre délicate [IO]. 

Nous envisageons dans ce mémoire d'apporter une contribution 
a ce problème. Les résultats proposés ont pour but de simplifier la 
determination du domaine de stabilité asymptotique d'un équilibre 
et I'estimation de I'attracteur ainsi que le domaine d'attraction 
correspondant à I'attracteur [34], [50]. 

Le travail présent6 dans cette thèse s'attache à proposer des 
conditions suffisantes de stabilite, robustes, c'est à dire peu 
,sensibles aux variations des paramètres du système, et applicables 
même lorsque le modèle du processus est mal défini [53], bruité ou 
défini par des inégalités. Les conditions sont basées sur la 
définition et la construction systématique d'un modèle dit de 
comparaison, associé au modèle initial et dont la stabilité d'un type 
donné implique la stabilité de même type pour le processus décrit 
par le modèle initial, et ce quelque soit l'évolution des paramètres 
de ce système dans les limites de variations prédéfinies et prises 
en compte dans la définition du système de comparaison. 

Le chapitre 1 est consacré à des rappels de méthodes de 
modélisation et de définitions et théorèmes relatifs au concept de 
stabilite utilisées dans la suite. 

L'estimation des domaines de stabilité asymptotique d'un 



équilibre, d'attracteur et le domaine d'attraction de l'attracteur est 
menée dans les deuxième et troisième chapitres. 

Le quatrième chapitre est consacré à l'analyse de trois types 
particuliers de processus : 

- Systèmes décrits par des inégalités différentielles. 

- Systèmes décrits par des matrices intervalles. 

- Systèmes imparfaitement identifiés ou bruités. 

Les techniques proposées sont illustrées par la mise en œuvre 
d'exemples présentés tout le long du mémoire. 



Chapitre I : 

MODELUSATUON ET!'' ANAUSE DES SYSTEMES CONTINUS. 





1 O GENERALITES. 

Un processus ou systdme dynamique [Il est un ensemble 
(physique, économique, biologique, ...) susceptible d'évoluer en 
fonction d'une variable indépendante appelée temps. II est 
généralement caractérise par la nature des signaux qui 
interviennent dans sa description. 

Lorsque les signaux sont définis par rapport à une variable 
temps continue, le processus est dit continu. Si la variable temps 
est discrète, le système est dit discret. 

En ce qui concerne la modélisation des systèmes continus, elle 
se fait généralement au moyen d'équations de fonctionnement de 
type différentielles, aux dérivées partielles, etc .... Elle mène 
parfois a~ différents modèles mathématiques caractérisant le même 
processus. 

La représentation dans l'espace d'état est souvent choisie ; 
pour un même système, il existe une infinité de représentations 
possibles obtenues par changement de base. Ceci est parfois 
intéressant pour une analyse plus performante des propriétés du 
systbme (exemple : le cas de la stabilité). 

2 O STRUCTURE ET REPRESENTATION DES SYSTEMES 
CONTINUS DANS L'ESPACE D'ETAT. 

L'évolution d'un systeme déterministe, considéré à partir d'un 
instant initial to, est décrite par trois ensembles de variables 
(figures 1 et 2) : 

. 
Un ensemble de grandeurs d'entrées agissant sur le systeme et 

regroupées en un vecteur U(t) élément de RI. 

Un ensemble de grandeurs de sorties accessibles à la mesure et 
regroupées en un vecteur S(t) élément de Rm. 

Un ensemble' de n informations regroupées sous forme d'un 



vecteur caractérisant l'état du système dont la connaissance à 
l'instant initial associée à la connaissance de l'évolution des 
entrées permet à partir du modèle de déterminer le comportement 
futur du processus. 

PERTURBATIONS POSSIBLES 

( FIGURE 1 ) 

Les équations représentatives du processus dans l'espace d'état 
sont de la forme suivante (les perturbations n'étant prises en 
compte ici qu'à travers la méconnaissance de f et g) : 

- =  dx(t) f(t,x(t) ,u (t)) 
d t  

x(t) : Vecteur d'état élément de Rn. 

u(t) : Vecteur de commande élément de RI. 

s(t) : Vecteur des sorties élément de Rm. 

Lorsque c'est possible, une représentation communément 
adoptée pour les processus correspond à une description de la forme 
suivante : 



A[t,x] : matrice d'évolution , élément de Rnxn. 

B[t,x] : matrice de commande, element de Rnxi. 

C [t,x] : matrice d'observation, élément de Rmxn. 

D[t,x] matrice de transmission directe, element de R ~ X ' .  

t : caractérise le temps, élément de R .  

Dans le souci d'une écriture simple, nous noterons 
lorsqu'aucune ambiguïté ne sera possible : 

(FIGURE 2) 

Le système défini par (2) est dit : 

- Linéaire stationnaire, si les quatres matrices sont constantes. 

- Linéaire non stationnaire, si les quatres matrices sont fonctions 



du temps. 

- Non linéaire stationnaire, si les quatres matrices sont fonctions 
de x(t) et u(t). 

- Non linGiaire non stationnaire, si les quatres matrices sont 
fonctions de t, x(t) et u(t). 

La représentation (2) n'est pas unique car le choix d'un autre 
vecteur d'état w(t) = P.x(t) peut conduire à une représentation 
d'état équivalente avec P une matrice de passage constante et 
regulière. 

Pour permettre une analyse plus performante des propriétés du 
système initial régi par (2), il est preférable de bien conditionner 
les matrices utilisées dans la description. 

3 O REPRESENTATION CANONIQUE DES MATRICES 
D'EVOLUTION. 

Parmi les diverses représentations possibles de la matrice du 
régime libre du système bouclé, les formes suivantes sont très 
utilisées : 

3.1 Formes Compagnes. 

II existe deux formes de représentation possibles : 



Ces formes apparaissent par exemple lorsque le régime libre du 
processus est décrit par une équation différentielle de la forme 
ci-dessous : 

3.2 Formes de JORDAN. 

Dans le cas linéaire stationnaire, l'équation (1) peut être 
représentée par une fonction de transfert de la forme suivante avec 
m s n :  

p représentant l'opérateur de dérivation (variable de Laplace). 

La méthode des modes fait apparaître les pôles de la fonction 
de transfert. Cette représentation à l'avantage de conduire à une 
matrice A[.] diagonale ou plus généralement ayant la forme 
canonique de JORDAN. Elle présente l'inconvénient d'exiger la 
décomposition de H(p). 

Si on peut décomposer la fonction de transfert en éléments 
simples de la forme : 

dont les coefficients ci dénotent les résidus de la fonction H(p) 
relatifs aux pôles di . 

en posant : 



Soit : 

Bans le cas ou la fonction de transfert possède des pdles 
multiples, par exemple H(p) possède un pôle multiple d'ordre k, on la 
décompose en éléments simples de la forme : 

Si on pose : 

On aura respectivement : 

La matrice A[.] de (6) ci-dessous est appelée matrice 
de JORDAN. Dans le elle est constituée d'une diagonale 

s3 réelle ou complexe supérieure d'éléments nuls ou 



k-1 => 

= k s 

k t t  => 

La matrice A[.] de (6) est appelée matrice de JORDAN. Dans le 
cas général, elle est constituée d'une diagonale réelle ou complexe 
avec une diagonale supérieure d'éléments nuls ou unités. 

3.3 Systèmes B non-linéarités de rang (k). 

La notion de non-linéarité de rang (k) a été introduite en vue de 
réduire le nombre de termes constants ou de regrouper les éléments 
non-linéaires dans une matrice [2], [3]. 

Définition : 

La matrice A[t,x] de (2), notée A[.] d'ordre n est à non-linéarités 
de rang (k) si les termes non-constants peuvent être (par 
changement de base) regroupés dans k rangées de même nature 
(lignes ou colonnes). 

Dans le cas où le regroupement des éléments non-linéaires est 
en colonnes, la matrice A[.] est de type C(k) : 



Soit : 

Les k dernieres colonnes de la matrice A[.] sont les seules à 
contenir les BlBments non-linéaires: V[. ] .H~ correspond au 
regroupement de tous les termes non-constants de la matrice A[.]. 

A chaque instant, le rang de V[.].HT 5 k. D'où l'appellation 
non-linéarités de rang k. 

Si les éléments non-linéaires sont rangés en lignes, la matrice 
correspondante est de type L(k). Elle s'écrit : 

K E R~x'! 

L'écriture (8) s'obtient par transposition de (7). 

3.4 Systémes de type Lur'e & Postnikov. 

La famille des systèmes de Lur'e & Postnikov est très utilisée 



en modélisation. Elle se décompose en quatre sous-ensembles [4] 
selon le paramètre k (nombre de colonnes non-linéaires) et I 
(nombre maximum de coefficients non-linéaires différents par 
colonne) : 

3.4.1 Type MLP. 

Les systèmes M L P (Multivariables Lur'e & Postnikov) sont 
décrits par les équations suivantes : 

x E Rn, A E Rnxn, B E Rnxk, E et e E Rk. On supposera que C est de rang 
maximum : rang (C) = k, et la fonction f ( t ,~)  vérifie les conditions 
suivantes : 

f ( t , ~ )  = [ Q j  ( t . ~ )  I i = 1, ..., , ; Q (t, O) = O, V t E R9. 

F* [ t , ~ ]  = Diag ( Qi ( t ,~ ) /  ei ). 

F* [ t ,~ ]  = Diag ( Qi' (f,&) ). 

V (t, E) E R+ x Rk, 3 Fmin E Rkxk, 3 Fm,, E Rkxk : 

Les termes (Q i*(t ,E)) sont appelés gains équivalents du 
systeme. En régime libre, le systeme (9) se transforme en : 

dxldt = [A + B.F* [t, C.x].C].x (1 0 )  

Ce qui donne la matrice d'évolution suivante : 

A[t,x] = A + B.F* [t, C.x].C 



Si e est constitué des k dernieres composantes de x, la forme 
de A[t,x] est : 

n-k  k 
-14 

Les non-linéarités sont regroupées dans un bloc constitué de n 
lignes et k colonnes dont chaque colonne contient seulement une 
non-linéarité : (1 - 1). La structure d'un tel systeme est donnée par 
la figure suivante : 

( FIGURE 3 ) 



3.4.2 Type mLP. 

Dans ce cas, on a une seule colonne non-linéaire (k = 1).  Le 
système correspondant est appelé monovariable Lur'e & Postnikov. 
II est décrit par les équations suivantes : 

La matrice d'évolution a la forme suivante : 

La structure du système correspondant a la forme suivante: 

( FIGURE 4 ) 

27 



3.4.3 Type MLPg. 

Cette classe de système est une généralisation des systernes 
MLP. La différence entre MLP et MLPg est qu',il y'a plusieurs 
non-linearites différentes dans chaque colonne de la matrice 
d%volution du systerne MLPg (Multivariables Lur'e & Postnikov 
géneralisés). Ce type de systemes est décrit par les équations 
suivantes : 

Dans ce cas, la fonction f ( t , ~ )  change de forme : 

= 1 $i,j (CE) 1 i = 1, ..., k; j-l,..., 1 ; $(t,O) = O ,  V t~ R+. 

F* [t,e] = Bloc Diag ( ci* ) i = 1, ..., k E Rmxk; (m=k.l). 

G i* = 1 $i,j (t,e)lej I = 1 $* iVj ( ts~)  I jil 1 

V ( t ,~)  E R+ x Rn, 3 Fmin E Rmxk, 3 Fm,, E Rmxk : 

Fmin f [ t , ~ ]  < Fmpx 

La matrice d'évolution est donnée par : 

A[t,x] = A + B.F* [t, C.x].C 

Cependant : 

B E Rnxm. 

F* [t, C.x] E FImxk- 

C E R ~ x " .  



La figure suivante donne la structure correspondante : 

; * B, 

. . . . . . . . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . . - .  . . . . . . . . 
. . . . . . . . . - . . 
- .  . . . . . . 
a .  

. . . . . . . . . . . . 
Pol 

BI I '  X~ 3 

- 
A l  

( FiGURE 5 ) 

CI d - 



3.4.4 Type mLPg. 

II existe pour ce type de systèmes mLPg (monovariables Lur'e 
8 Postnikov genéralisés) une seule colonne non-linéaire qui peut 
contenir plusieurs non-linearités ( 1  > 1) 

La structure correspondante à ce type de système est donnée 
par la figure suivante : 



La fonction f ( t , ~ )  s'écrit comme suit : 

fT ( t , ~ )  = [ Ol ( t ,~) ,  o......... , Ol ( t ,~ )  ] ; O (t,O) = Oi t E R+- 

3.5 Formes en flèche. 

L'utilisation de la représentation dite en flèche apparait très 
intéressante et bien adaptée a l'analyse des systèmes dynamiques. 

Les deux formes en flèche ci-dessus (dites minces) conviennent 
pour les systèmes monovariables linéaires ou non-linéaires [5]. . [7 ] .  

Pour les processus du type de Lur'e & Postnikov : 

Les termes fi(.) représentent les non-linéarités avec i = 1, ..., n. 
Les bj sont des coefficients réels constants avec j = 1, ..., n-1 . 



Les p, (k = 1, ..., n-1) sont choisis arbitrairement [4]. 

Les deux représentations ci-dessus peuvent être déterminées à 
partir des deux formes Compagnes et à l'aide d'un changement de 
base P, respectivement [ PT 1-' de la forme : 

La forme en flèche se gén6ralise aisément aux processus 
multivariables sous forme de flèche eDa I .  

isse, chaque élément 
scalaire intervenant- dans les matrices en flèche ci-dessus étant 
remplacé par une matrice [4]. 



4" NOTION DE STABlLlTE : RAPPELS & DEFINITIONS. 

La stabilité est une condition nécessaire pour le bon 
fonctionnement des systemes. C'est la qualité minimale que doit 
avoir un processus pour nous garantir qu'une perturbation ne 
conduira pas ce dernier à une catastrophe. 

Tous les Automaticiens connaissent l'abondance des travaux 
consacrés à ce sujet. La plus part des méthodes d'étude proposées 
sont basées sur les travaux de LYAPUNOV [8]. 

Pour rappeler quelques définitions relatives à cette question, 
nous allons considérer I'équation d'état (18) correspondante aux 
systèmes autonomes. 

x = [x,, ..., x,IT : vecteur d'état. 

Les proprietés d'existence et d'unicité de la solution de 
l'équation (1 8) sont supposées vérifiées. La fonction f d o i t  
satisfaire les conditions de Lipschitz < annexe 1 >. 

Définition 1 : Stabilité au sens de LYAPUNOV [9] et [1 O]. 

L'équilibre x = x, du système (18) est stable au sens de 
LYAPUNOV si : 

Autrement dit, un équilibre est L-stable (c'est à dire stable au 
sens de LYAPUNOV si une faible perturbation dans les conditions 
initiales entraine une faible perturbation de la trajectoire 
ultérieure (figure 7). 



(FIGURE 7)  

Définition 2 : Attractivité [9] et [1 O]. 

L'équilibre x, est attractif si l'état x converge au bout d'un 
temps infini vers x, lorsque les conditions initiales se situent dans 
une boule ouverte de centre x,: 

v t o é  R ,3q ( to )  > O ,  t e l  que: iîx(to) -x.li<rl(to) 

* L m + + -  x ( t  ; t o p  x0) =X-. 

Une illustration dans R2  est donnée par la figure ci-dessous. 

(FIGURE 8) 



Définition 3 : Stabilité asymptotique. 

Un équilibre est asymptotiquement stable (figure 9) s'il est à 
la fois stable et attractif . 

t x 1  
Stabilitb asymptotique 

Définition 4 : Stabilité uniforme [1 11. 

La position d'équilibre x, est uniformément stable si : 

v&>O,37\(&)>O,vf0€ R, 

La quantité q(&) est indépendante de 1,. 

Définition 5 : Attractivité uniforme [ I l  1. 

L'équilibre x, est uniformément attractif si : 

3 q > 0, V t, E R ,  V X, : II x(to) - x,ll c q, x(t ; t, , x,) est définie 

pour tout t 2 t, et tend vers le point d'équilibre x,, quand t tend vers 
l ' inf in i .  



Définition 6 : Stabilité asymptotique uniforme . 

Lorsque x, est uniformément stable et uniformément attractif, 
on dit qu'il est uniformément asymptotiquement stable. 

Parmi d'autres définitions relatives à la stabilité, on trouve : 

La stabilité absolue [LUR'E & POSTNIKOV 19441 et 
I'hyperstabilité [12] correspondantes à l'analyse d'une famille de 
systèmes. 

La stabilité pratique [13] qui consiste à voir si le vecteur état 
converge vers un voisinage prédéfini de l'équilibre après un temps 
fini a (figure 10). > 

( FIGURE 10 ) 

La stabilité globale lorsque le système est stable pour toutes 
les valeurs que peuvent prendre les variables dans le problème qu'on 
étudie. 

La stabilité en régime non autonome [14] et [15]. 

etc .... 



Déf initlon 7 : Equilibre instable [ I l  1. 

Un équilibre est instable s'il n'est pas stable (figure 11). On 
peut formuler explicitement cette définition par : 

Remarque . On n'oubliera pas, dans I'opération de négation, 
que la nouvelle quantité q n e  dépend pas de e et de t,. 

( FIGURE 11 ) 

5" METHODES DE LYAPUNOV. 

5.1 La première méthode. 

On l'appelle également la  méthode de la première 
approximation. Elle propose une linéarisation autour d'un point de 
fonctionnement qui, lorsqu'elle est possible permet d'étudier la 
stabilité locale d'un système non-linéaire [16]. 



Soit le système décrit par l'équation (19) suivante : 

A est une matrice constante élément de R n X n  et g(t,x) une 
fonction dépendante de l'état et du temps telle que 

jw tend uniformément vers zéro avec X I I .  

llxll désigne ici la norme euclidienne du vecteur état. 

Le systhme décrit par l'équation (20). est le système 
l inéarisé,  autour du point x, = 0, associé à (19) : 

Théoréme 1 Si l'équilibre x, = O du système (20) est 
asymptotiquement stable, il en est de même (localement) pour 
le système (1 9). 

Théoréme 2 Si l'équilibre x, = O du système linéarisé est 
instable, alors le systeme initial est instable (localement). 

Théorème Q Lorsque l'équilibre x, = O du système 
linéarisé est stable sans l'être asymptotiquement, on ne peut 
conclure ni à la stabilité locale ni à l'instabilité : c'est le cas 
critique. II a été étudié en détail par N. BAUTIN [17]. 

Remarques. 

La méthode est applicable pour les positions d'équilibre autres 
que l'origine en s'y ramenant par simple changement d'origine du 
vecteur état. Elle ne permet d'étudier que la stabilité locale au 
voisinage de I'équilibre , et de plus ne nous donne aucune indication 
sur le domaine dans lequel la stabilité est garantie. 



5.2 La deuxième méthode. 

Elle permet de conclure à la stabilité ou à l'instabilité d'un 
système sans construire la solution de l'équation différentielle 
correspondante. 

Elle donne des conditions de stabilité suffisantes mais non 
nécessaires, mais elle peut permettre la détermination d'un 
domaine dans lequel la stabilité est garantie. 

Pour énoncer les théorèmes correspondants à cette deuxième 
méthode, il est nécessaire de rappeler quelques définitions de 
certaines fonctions . 

Nous considérons par la suite que l'équilibre est x, = O et que 
pour les autres positions d'équilibre, on peut se ramener à l'origine 
par un simple changement de repère du vecteur état. On notera 
également (pour r > 0) : 

Soit v(t,x) une fonction scalaire définie en chaque point de 
l'espace d'état, continue, différentiable et à dérivées partielles 
continues également. 

Définition 1 : Fonction de classe K 61 81. 

Nous appelons fonction de classe K, toute fonction 

f : [O,r] + R+ ; r élément de R+. 

f(y) continue, strictement croissante et f(0) = 0. 



Définition 2 : Fonction définie positive. 

Une fonction v(t,x) continue de Dr,to dans R est définie positive 

si et seulement si il existe une fonction f de classe K telle que r 

a) v(t,O) = O pour tout t élément de [t,, + -[. 

b) v(t,x) 2 f(llxll) pour tout (t,x) élément de Dr,to . 

llxll désigne ici norme euclidienne du vecteur état. 

Définition 3 : Fonction définie négative. 

Une fonction v(t,x) continue de D dans R est définie 

négative si et seulement si il existe une fonction f de classe K telle 
que : 

a) v(t,O) = O pour tout t élément de [t,, + -[. 

b) v(t,x) 5 - f(llxll) pour tout (t,x) élément de Dr,to . 

Définition 4 : Fonction décroissante. 

La fonction v(t,x) est décroissante si elle converge 
uniformément par rapport à t vers x, = O quand llxll tend vers 0. 

Définition 5 : Fonction non bornée en rayon. 

La fonction v(t,x) est non bornée en rayon si et seulement si 
elle tend vers l'infini quand llxll tend vers I'infini. 

A partir de ces définitions, nous pouvons énoncer les théorèmes 
fondamentaux de LYAPUNOV, ainsi que le théorème dû à BARBASIN & 
KRASOVSKI. Les fonctions v(t,x) calculées dans la suite seront par 
conséquent telles que les courbes v(t,x) = constante limiteront un 



domaine connexe avec la proprieté suivante : 

Si Dcl (t) = { x 1 v(t,x) 5 cl } et D,, (t) = { x / v(t,x) 5 c2 }, 

cl < c, + Dcl (t) est inclus dans DC2 (t) pour tout t donné. 

Théoréme 1 : Stabi l i té 

l'équilibre x, = O du système régi par l'équation différentielle 
(1 9) est stable s'il existe une fonction v(t,x) définie positive dont 
la dérivée D+v(t,x) ne soit jamais positive le long des trajectoires 
de l'équation (19). 

Théorème 2 : Stabilité asymptotique. 

L'équi l ibre x, = O du système décrit par (19) est 
asymptotiquement stable s'il existe une fonction v(t,x) définie 
positive et décroissante dont la dérivée D+v(t,x) soit définie 
négative. 

Théoréme 3 : Stabilité asymptotique globale [19]. 

L'équilibre x, = O est globalement asymptotiquement stable s'il 
existe une fonction v(t,x) qui soit définie positive, non bornée en 
rayon, décroissante et dont la dérivée . D+v(t,x) soit définie négative 
le long des trajectoires de (19) dans tout l'espace d'état. 

v(t.x) = constante 

( FIGURE 12) 



Sur la figure (12) ci-dessus, la plus grande équipotentielle 
v(t,x) = constante comprise dans D+v(t,x) 2 O définit une estimation 
par défaut du domaine d'attraction de l'équilibre x, (chaitre I I) .  

Toute fonction satisfaisant les conditions des trois théorèmes 
ci-dessus est appelée fonction de LYAPUNOV. Le problème 
essentiel pour l'application de cette méthode réside dans la 
recherche des fonctions v(t,x) dites : fonctions candidates à 
LYAPUNOV. 

En pratique, il n'existe aucun procédé général qui nous permette 
de choisir une fonction plutôt qu'une autre, mais la nature des 
systèmes a étudier nous aide dans beaucoup de cas à choisir des 
fonctions adéquates. On peut admettre une infinité de fonctions 
v(P,x) - 

Cependant le fait qu'une fonction ne nous permette pas de 
conclure à la stabilité n'exclue pas l'existence d'une autre fonction 
permettant d'affirmer la stabilité ou \'instabilité. 

6" NOTION DE NORME VECTORIELLE. 

Le concept de norme vectorielle introduit par F. RQBERT [20], 
en vue d'étudier la convergence des récurrences linéaires en analyse 
numérique, a été developpé par P. BORNE, J. C. GENTINA et F. 
LAURENT pour analyser les systèmes complexes de grandes 
dimensions linéaires ou non-linéaires continus ou discrets et ceci a 
conduit à de nombreux travaux [21] .... [26]. 

L'application des normes vectorielles permet la définition 
systématique d'une classe de systèmes majorants associés à un 
processus et dont la stabilité entraine celle du système initial. 

Rappels : 

Soit E, = Rn un espace vectoriel de dimension n et E,,, E,,, ...., E,, 
des sous espaces vectoriels de E, avec : 



Notons : 

aO) x un vecteur de dimension n élément de Rn. 
bO) xi une projection de x dans Evi avec : 

xi = Pi(x), V x E Ev, V xi E Evi, (V i = 1 , 2, ..., k 2 n). 

Pi(.) est l'opérateur de projection. 

Si pi(xi) est une norme scalaire du vecteur xi de Evi, alors le 
vecteur p(x) de dimension k et de composantes pi(xi) (i = 1, 2, ..*, k) 
est ,une norme vectorielle du vecteur x : 

La norme vectorielle possède les propriétés suivantes : 

aO) pi(xi) r O, V xi E Evil (V i = 1, 2, ..., k). 

bO) pi(xi) = O m xi = 0, (V i = 1, 2, ..., k). 

do) pi(a.xi) = lalpi(xi), a E R, V xi E Evi, (V i = '1, 2, ..., k 2 n). 

La norme vectorielle p est dite régu l i è re  si tous les sous 
espaces vectoriels Ev i  forment un recouvrement de E, et sont 
disjoints deux à deux : 

Evi n Evj = 0, (V i z j = 1, 2, ..., k). 

Evl U Ev2 U ... U Evk = E,. 



La norme vectorielle p est dite surjective si (k-1) des sous 
espaces (E,,, i = 1 2, . k) ne suffisent pas a redéfinir E,. 

Exemples. 

Soit : x = [xi ,x2, x,, x,, x5ITe Ev. 

1 O) Si on choisit : 

Les sous espaces vectorielles E,,, E,, et E,, ne sont pas "tous" 
disjoints 2 à 2. Donc, la norme p(x) = [p, (y,), p2(y2), p3(y3)lT n'est 
pas régulière. D'autre part, on constate que E,,U E,, reconstitue 
tout l'espace vectoriel E,. Par conséquent, la norme vectorielle p(x) 
n'est pas surjective. 

Si on prend pour pl la norme " somme des modules ", pour p2 la 
norme euclidienne et pour p3 la norme du max, il vient : 

Soit finalement : pT(x) = [(lx1 1 + lx2\ + lx3/), ( x ~ ~  + x ~ ~  + x ~ ~ ) ~ ~ ~ ~  Ix51)]- 

2") Si on choisit : 



y, = [O, X,, X,, X4> OIT E EV2. 

La norme vectorielle p(x) = [p,(y,), p,(y2), p3(y3)lT n'est pas 
régulidre mais surjective. 

Si on prend pour pl la norme du Max, p2 la norme " somme des 
modules ", et pour p, la norme euclidienne , il vient : 

P~(Y,) = Max I 1x119 1x21 1- 

~ 2 ( ~ 2 )  = 1x21 + 1x31 + 1x41- 

P,(Y,) = (x25I1l2 = 1x51 

Soit finalement : 

pT()0 [ Max I 1x1 I. 1x21 1, ( 1x21 + 1x31 + 1x41 ), Ix5I 1- 

3") Si on choisit : 

Y, = [O, 0, 0, 0, x51T E Ev3. 

La norme vectorielle p(x) = [pl (y,), p2(y2), p3(y3)IT est régulière 
et surjective. 



7" PRINCIPE ET METHODE DE COMPARAISON. 

L'analyse directe des processus dynamiques s'avére parfois 
embarrassante et difficile. L'introduction de la méthode de 
comparaison a réduit considérablement ces difficultés. Elle permet 
d'étudier la stabilit6 d'une façon indirecte en associant à un 
processus complexe de grande dimension un systhme plus simple et 
d'ordre inférieur ou égal de telle façon que la stabilité du nouveau 
systhme, dit de C O  rn paraison implique celle du système initial. 
Une très riche bibliographie correspondante à la question est donnée 
dans les réf6rences [l O] et [27]. 

7.1 Rappel de la methode. 

Soit g : T, x D + Rn ; D : un domaine de Rn ; 0 E D ; D # { O ). 

(t,z) + g(t,z) : une fonction localement Lipschitzienne 

une équation différentielle avec 2, E D. z(t) : une solution de (21) 

définie sur un intervalle ]tl, t2[ contenant t,, avec 2, = z(to).- 

y(t) : Une fonction de classe K défmie sur ]tl ,t2[ avec y, = y(to) 

et y, E D. 

Théorème [ I l ]  : 

Si y, 5 2, et V t E [f0,t2[ : 

alors 

La démonstration de ce théorème est rappelée en < annexe 2 >. 



7-2 Systéme majorant et matrice pseudo-majorante. 

La nature des systèmes que nous nous proposons d'étudier dans 
ce qui suit est régie par une équation différentielle de la forme 
suivante : 

x = f(t,x) = A[t,x].x (22) 

x E Rn = Ev : vecteur d'état. 

x, = x(tO ; tO, x,) : vecteur d'état à l'instant initial. 

Bs : voisinage de x = O inclus dans Rne 

1, : caractérise l'instant initial. 

f est une fonction localement Lipschitzienne et f(t,O) = O 

x(t ; b, x,) : la solution supposée unique de l'équation (22). 

A[t,x] : une matrice d'évolution d'ordre nxn. 

b'application de la notion de norme vectorielle au vecteur d'état 
x nous permet de définir un système pseudo-majorant de la façon 
suivante [24] et [26] : 

Définition 1 : 

La matrice M[t,x] : T, x R n  + R~~~ définit un système majorant 
de (22) sur Ds sur relativement à la norme vectorielle p(x) de taille 

k si et seulement si l'inégalité (23) est vérifiée composante à 
composante V x E DS et V t 2 t,. 



D+ p(x) = [ D+ p, (x,), ..., D+ pk(xk) IT est la dérivée à droite de 
p(x) au sens de ROSENBROCK [28] et SANDBERG [29]. Elle permet de 
lever les difficultés qui peuvent être dûes aux discontinuités 
éventuelles d'une ou plusieurs composantes [ D+ pi(xi) 1. 

La matrice M[t,x] est appelée pseudo-majorante correspondante 
à la matrice d'évolution A[t,x]. 

Notons : 

(V i , j = 1 , 2 ,  ..-, k). 

pj(yj) 

"Grad" désigne le gradient de. 

. Définition 2 : 

La matrice M[t,x] est une matrice pseudo-majorante canonique 
relativement à la norme vectorielle p(x) si : 

(V i = 1 , 2 ,  ..., k ) ;  (V x E E v ) ;  (V t E To) 



Remarque. Dans le cas ou les normes pi(xi)  ne sont 
différentiables que par morçeaux, on doit remplacer le gradient par 
un sous-gradient généralisé [30] (dans le sens de la différentiation 
à droite seulement). 

Définition 3 : 

La matrice M[t] = [mij(t)] telle que : 

mii ( t )  a sup (Pii(t, Y, Y)) 
Y E Ev 

(V i = 1 , 2 ,  ..., k ) ;  (V t E To) 

est une pseudo-majorante canonique ne dependant que du temps. 

Définition 4 : 

La matrice M = [miJ telle que : 

(V i = 1 , 2, ..., k). 

(V i # j = 1 , 2, ..., k). 

est une pseudo-majorante canonique constante. 



Remarques. 

2") Les relations de la définition (22) correspondent à des normes 
vectorielles pi(xi) quelconques. Pour chaque type de norme adoptée, 
on obtient une pseudo-majorante particulière et telle que les 
elernents hors diagonaux de cette matrice sont non négatifs. 

Considérons le système décrit par (22) ci-dessus, on a : 

li et l, representent respectivement l'ensemble des indices des 
lignes et des colonnes correspondant au bloc matriciel Aij[t,x] 

(annexe 3). 

1 O) Si pi(xi) = norme du Max V i l  alors : 



Exemple. Soit le système suivant : 

Si  on choisit la division de l'espace E, comme suit : 

y1 = [x,, O, 0lTet Y, = [O, x 2 9  x,IT ; 
et si pi(yi) = norme du Max 1 pl (y1) = IxlI et p2(y2) = Max { Ix211 1x31 } 9  

a lo rs ,  Les éléments mij(t,x) de la pseudo-majorante M[t,x] sont : 

2") Si pi(yi) = norme somme des modules, alors : 

('d x E Ev) ; (V i = 1, 2, ..., k) ; (V ~ E T o ) .  



Pour le même système ci-dessus, si on garde la même division 
de l'espace, les éléments mij(t,x) de la pseudo-majorante M[t,x] 

sont : 

7.3 Propriétés d e s  matrices pseudo-majorantes.  

Les matrices pseudo-majorantes M[t,x] associées aux matrices 
A[t,x] et relatives aux normes vectorielles p(x) possèdent les 
propriétés suivantes (énoncées pour un couple (t,x) donné) : 

aO) Les éléments hors diagonaux sont non négatifs : 

bO) La partie réelle de la valeur propre principale hm de M[t,x] est 

supérieure à la partie réelle de toutes les valeurs propres hi de 

A[t,x] : 

Re (hm) 2 Re (hi), (V i = 1, 2, ..., n). 

cO) Si la partie réelle de la valeur propre principale hm de M[t,x] est 
négative, alors M[t,x] est I'opposée d'une M-matrice : 

L'inverse M-l[t,x] existe et M-l [t,x] 2 0. 

do) Dans le cas ou M[t,x] est l'opposée d'une M-matrice, alors M[t,x] 
admet un vecteur propre principal U(t,x) associé à hm dont toutes 



les composantes Ui(t,x) sont non négatives. 

eO) Lorsque M[t,x] admet une inverse irréductible [31], les 
composantes Ui(t,x) du vecteur propre principal sont strictement 
positives. 

fO) Lorsque M[t,x] est l'opposée d'une M-matrice, les conditions de 
KOTELYANSKI sont vérifiées : tous les mineurs principaux de M[t,x] 
sont de signes alternés, le premier étant négatif. Et si les 
conditions de KOTELYANSKl sont satisfaites M[t,x] étant a éléments 
hors diagonaux positifs alors M[t,x] est l'opposée d'une M-matrice. 

7.4 Mise en œuvre, lemme de comparaison. 

L'utilisation du concept de norme vectorielle débouche sur la 
définition d'un système majorant correspondant à un processus 
complexe dont on veut analyser la propriété de stabilité. 

Le lemme ci-dessous permet une mise en œuvre directe du 
lemme de comparaison de WAZEWSKI [32]. 11 nous permet la 
détermination d'un système de comparaison du système initial. 

Enoncé du lemme. 

Soit une norme vectorielle p régulière, surjective et de taille k 
et soit M[t,x] une pseudo-majorante associée au système (22) telle 
que d'une part les éléments non diagonaux soient non négatifs et que 
d'autre part l'inégalité (32) soit vérifiée le long des solutions de 
(22). 

Le système (33) tel que : z(to) 2 p(x(to)) 



est un système de comparaison de (22) sur Rn et l'inégalité suivante 
est vérifiée [24] : 

Dans ce cas la stabilité du système de comparaison implique 
bien celle du systeme initiai. 

7.5 Critère pratique de stabilit6. 

Basé sur la notion de norme vectorielle et la définition d'une 
pseudo-majorante M[t,x], le critère pratique de BORNE et GENTlNA 
6241 et [25] s'énonce comme suit : 

Si la pseudo-majorante M[t,x], correspondante à la matrice 
d'évolution A[t,x] d'un systeme d'ordre n, relativement à une norme 
p, ,est telle que ses éléments non constants soient regroupés dans 
une seule ligne ou colonne, alors une condition suffisante de 
stabilité asymptotique du système initial est que les mineurs 
principaux de M[t,x] vérifient les conditions suivantes : 

Remarques. 

m11<0 ; 

aO) Les conditions du critère ci-dessus sont les conditions de 
stabilité asymptotique du linéaire - critère de KOTELYANSKI [IO] et 
[33] appliqués au système de comparaison non linéaire. Lorsque le 
critère est applicable directement sans majoration, on dit que le 
système vérifie la conjecture du linéaire. 

bO) Le critère s'applique aisément aux formes en flèches minces ou 
épaisses [7]. 

m21 m22 

n 
O . ( -1 )  x det M[.] > O  . 



8" CONCLUSION. 

Au cours de ce premier chapitre, nous avons rappelé quelques 
méthodes de représentations des systèmes continus de grande 
dimension ainsi que des définitions et résultats principaux 
conçernant la stabilité. L'utilisation du concept de norme 
vectorielle et l'application des techniques de majoration 
simplifient considérablement l'analyse des systèmes et par suite, 
limitent a priori le volume des calculs. 





Chapitre ID : 

ESTUMATBON EB ANALYSE DES AmMCTEMRS. 





1" INTRODUCTION. 

II est des cas où il est impossible de prouver que l'état du 
système converge vers le point d'équilibre indépendamment de sa 
valeur initiale x(t,) = x,. II s'agit alors de rechercher un domaine 
d'attraction défini comme étant un ensemble de valeurs x(t,) 
garantissant la convergence du vecteur état vers l'équilibre [34]. 

La connaissance de ce domaine d'attraction ainsi que des points 
finaux ou trajectoires limites a une grande importance pour le 
contrôle et la commande des systèmes. Or, leur détermination 
exacte s'avère parfois difficile. On cherche alors par l'introduction 
du systhme de comparaison une estimation qui soit suffisamment 
proche du domaine effectif [35]..[40]. 

Nous allons rappeler dans un premier temps une méthode 
d'estimation basée sur l'application des normes vectorielles et dans 
un second temps nous énoncerons des définitions relatives aux 
systèmes majorants non autonomes et une généralisation du lemme 
de comparaison ainsi qu'une méthode originale d'estimation des 
attracteurs. 

# 

2" ESTIMATION DU DOMAINE D'ATTRACTION D'UN EQUILIBRE. 

Le domaine d'attraction d'un point d'équilibre est l'ensemble 
. des points d'où partent les trajectoires aboutissant à cet équilibre. 

Une estimation de ce domaine peut être donnée par le théorème 
ci-dessous. 

Soit un système non-linéaire de grande dimension décrit, en 
régime autonome, par l'équation différentielle suivante : 

x E R V  vecteur d'état. 

x, = x(to ; t,, x,) : vecteur d'état à I'instant initial. 

T, = [t,, +-[ ; t, caractérise l'instant initial. 



x, = O : est un point d'équilibre. 

A[t,x] : Une matrice d'évolution d'ordre nxn 

Théoréme : 

Si le système (35) admet un systhme de comparaison 
défini à partir de la norme vectorielle p satisfaisant 
l'expression suivante : 

Avec M matrice cbnstante, opposée d'une M-matrice, et 
d'inverse irréductible dans un domaine DM entourant le point 
d'équilibre x, , alors la plus grande équipotentielle définie par 

UT.p(x(t)) 5 k, avec U vecteur principal de MT et k > O, et incluse 
dans DM est une estimation du domaine de stabilité 
asymptotique de l'origine noté DsL. 

Démonstration, 

Si l'inégalité suivante est vérifiée, 

le système de comparaison défini par (36) implique z(t) > p(x(t)) 
V t s To s i  la condition z(to) > p(x(to)) est satisfaite. Dans DM, la 

dérivée de la fonction de LYAPUNOV v(x(t)) = UT.p(x(t)) est non 
positive car M est l'opposée d'une M-matrice. 

Si U est le vecteur propre principal de M~ et v(x(t)) = uT.p(x(t)), 
alors : 

Car U est un vecteur constant. 



Or D+p(x)IM.p(x). 

Donc D+ v(x) I UT.M.p(x). 

D+ v(x) 5 h,.uT.p(x) ; h, est la valeur propre principale de M ~ .  

D+ V(X) I h,.v(x). 

Par conséquent, D+ v(x) est négative puisque h, e 0. 

Exemple. Soit le système suivant : 

- ~ + I X ~ I  sin(t)+2][::] 
cos ( t )  - 2 

Pour pT (x) = [ lx1 1 lx2[ 1, la pseudo-majorante correspondante est : 

Si lx, 1 S 5, on déduit une pseudo-majorante constante et 
opposée d'une M-matrice. 

II vient alors : 

Soit finalement : 

aO) DM = { x E R2 : lx1 1 < 5 }. 

bO) DsL = { X E R2 : 1x1 1 + 3 .1~~1  1 5 }. 



La figure ci-dessous nous donne l'estimation du domaine 
d'attraction relatif au point x, = 0. 

( FIGURE 13 ) 

Sur la figure suivante, on voit bien que pour toute condition 
initiale x, élément de DsL, on a convergence asymptotique du 
vecteur état vers l'origine. 



Remarque. 

Dans la référence [34] est donnée une généralisation du 
théorème ci-dessus pour traiter le cas ou la pseudo-majorante est 
non constante. 

3" DEFINITION ET ANALYSE DES ATTRACTEURS. 

En pratique, un attracteur est un domaine (ou point) vers lequel 
converge le vecteur d'état. Nous allons rappeler quelques notations 
et définitions nécessaires a l'analyse des attracteurs. 

Soit : 

T, = [t,, +-[ avec to E R. 

(t,x) + f(t,x) fonction localement Lipschitzienne. 

l'équation différentielle, modélisant un processus dynamique 
quelconque. Nous notons x(t ; t,, x,) la solution exprimée en fonction 
des conditions initiales t; et x,. 

3.1 Orbite ou trajectoire issue d'un point [Il]. 

L'ensemble y(x,) = {x(t ; t,, x,) : t E R)  est appelé orbite ou 
trajectoire d'un système issue du point x,. 

L'ensemble y+(x,) = {x(t ; t,. x,) : t E T, = [t,, +-[} est appelé 
semi-orbite ou semi-trajectoire positive d'un système issue du 
point x,. 

L'ensemble y-(x,) = {x(t ; t,, x,) : t E 1--, t,]) est appelé 



semi-orbite ou semi-trajectoire négative d'un système issue du 
point x,. 

3.2 Ensemble invariant. 

On appelle ensemble invariant 1 une réunion d'orbites telle que, 
si x, lui appartient, la solution x(t ; t,, x,) lui appartient aussi 

quelque soit t E R : 

x ( t ;  t,, x,) E 1 V X, E 1 et V t~ R. 

II est positivement invariant si : 

x(t ; t,, x,) E lb V xo E 1 et V t r t,. 

II est négativement invariant si : 

x ( t ;  t,, x,) E 1 V X, E,I et V t~ 1-00, t,]. 

3.3 Points et Ensembles limites. 

La notion de point limite et ensemble limite remonte à G. D. 
BIRKHOFF [41]. Leurs propriétés ont été étudiées surtout dans le 
cadre des systèmes dynamiques abstraits : voir par exemple N. P. 
BHATIA & G. P. SZEGO (1 970) [42]. 

D'après [43], un point y est appelé point limite au sens positif 
de la solution x(t ; t,, x,), s'il existe une suite {ti} de valeurs t, 

telle que l'on ait : 

où b désigne l'extrémité supérieure de l'intervalle de définition de 
la solution- x(t ; t,, x,) de sorte que b est positif ou infini. 

On appelle ensemble limite positif d'une orbite y, l'ensemble 
des points limites positifs associés à y(x,) noté A+(y(x,)). Nous 



admettons l'abus de langage consistant à écrire A+(xo) ou lieu de 

A+(y(x,)). 

A+(x,) = { y E Rn, il existe une séquence {ti} de T,, 

avec ti + +- et x(ti ; to, xo) -+ Y }. (37) 

Propositions. [ I l ]  

a) Si A+(x,) est non vide et borné, alors x(t ; t,, x,) -+ A9(x0)  

quand t + +-. 

b) Si y(x,) est borné, A+(x,) est non vide et compact. 

Exemple. 

Soit le système défini par l'équation différentielle suivante : 

Au voisinage de I'origine, le système est instable localement. 
Sur la figure ci-dessous, on voit bien que pour tout x, E R 2  (sauf le 
point x, = O), les trajectoires tendent vers un cercle de rayon unité 
et centré à l'origine. 

Les orbites intérieures au cercle s'y approchent sous forme de 
spirales quand t + +oo . De même toutes les orbites extérieures au 
cercle tendent également en spirale vers lui quand t + += . Par 
conséquent, l'ensemble limite A+(x,) est le cercle unité pour tout 
point x, # O et A+(O) = {O). 



3.4 Prolongement. 

La notion de prolongement a été utilisée, dans un cas très 
spécial, par H. POINCARE [44] et, par la suite par BENDIXSON [45] 
dans ses études du comportement asymptotique des trajectoires 
d'un systéme. 

La définition formelle de la prolongation et la notion de 
prolongation relative sont dues à T. URA [43] et 1461. Le concept de 
l'ensemble limite de prologation a été introduit par J. AUSLANDER, 
N. P. BHATIA et P. SEIBERT [47]. 

3.4.1 La première prolongation positive. 

Soit x E R \  et soit V(x) le voisinage de x. Selon T. URA [43] et 
[48], on définit la première prolongation de xj, noté J+(x,), par : 

J+(x,) = { y E R \  il existe une séquence {xi} E R b t  une 
séquence {ti} de T, = [t,, +-[ tel que : 

X i  + X, , ti + +- et ~ ( t i  ; to, xi) + Y } .  ( 3 8 )  



La premiere prolongation peut être supposée comme une 
extension de la limite de l'orbite y(xj) .  En effet, parmi les 
propriétés correspondantes, on note : 

a) La fermeture de y+(x,) est incluse dans Jf (xi). 

b) A+(x,) est inclus dans J+(x,). 

c) J+(xj) est fermé et invariant. 

Exemple. 

Soit le systeme suivant : 

( FIGURE 16 

Le systeme possède un seul point d'équilibre (x, = 0) instable 
appelé dans ce cas col (voir la figure ci-dessus). 



Pour tout point P de I'espace d'état tel que x, est quelconque et 
x2 = 0, on a :  

J+(P) = { x E R2 : X, = O}. 

Pour tout point P de I'espace d'état tel que x, # O et x, t O, 

J+(x,) = 0. 

Ensemble limite de prolongation relatif h un 
domaine D. 

Cet ensemble est donné par : 

Jf(xj, D) = { y E Rn, il existe une sequence {xi} de D et une 

séquence {ti} de T, = [t,, +-[ telles que : 

X i  + Xi , ti + +- et x(ti ; to, xi) + Y }. 

On peut définir également l'ensemble limite de prolongation 
d'un ensemble F relativement à un ensemble D [42] comme suit : 

J+(F, D) = U { y E Rn, il existe une sequence {xi} E D et une 
X E  séquence {ti} de T, = [t,, +-[ telles que : 

X i  + X , ti + +" et ~ ( t i  ; 6, xi) + Y }. 

3.5 Définition d'un attracteur. 

Soit DA un fermé de Rn. D'après N. ROUCHE et J. MAWHIN [ I l ] ,  

l'ensemble DA sera dit semi-attracteur s'il existe un voisinage D, 

de DA tel que pour toute condition initiale x, E D, - DA, la solution 

issue de x, tende vers DA quand t + +- . 
S'il existe un E > O tel que la boule B(DA, E) soit incluse dans D,, 



D A  est appelé attracteur. Si D, = Rn l  DA est appelé attracteur 
illimité (ou global si D, est l'ensemble de définition de l'état x). 

En s'appuyant sur les définitions rappelées ci-dessus, on peut 
définir I'attracteur de la façon suivante : 

Définition 1 : 

Un ensemble compact DA est un attracteur relatif au 

domaine D, inclus dans Rn si et seulement si : 

V x, E Dy, A+(xO) + 0, A+(xO) est inclus dans DAO (41 ) 

Et on peut définir I'attracteur uniforme comme suit : 

Définition 2 : 

Un ensemble compact est un attracteur uniforme relatif au 
domaine D, inclus dans Rn si et seulement si : 

V X, E DVl J+(xO1 Dy) + 0, J+(xO, Dy) est inclus dans DA. (42) 

3.6 Stabilité asymptotique d'un attracteur. 

Un ensemble compact DA inclus dans Rn est asymptotiquement 
stable relativement à D, si et seulement. si DA est un attracteur 
uniforme relatif à D, et est positivement invariant : 

A l'instant final tf, x(tf ; t,, x,) E DA, V x E Dy et V t E To 

3.7 Définition du  domaine d'attraction d'un attracteur. 

Le domaine d'attraction peut être défini comme-suit [42] : 

DIr = { X, E Rn : d ( x(t ; t,, x,), DA ) + O quand t+ +- }. 

d : désigne la distance métrique dans Rn. 



4" ETUDE DES SYSTEMES INSTABLES LOCALEMENT. 

Certains processus physiques sont instables au sens de 
LYAPUNOV au voisinage de l'équilibre : problème de régulation de 
niveau, de température, les réseaux Neuroniques [49] ... 

Dans le cas le plus général, l'origine x = O peut être un équilibre 
stable ou instable, ou bien même ne pas être un point d'équilibre. Ce 
type de systèmes est r6gi par une équation différentielle de la 
forme (43) avec f(t,O) non nécessairement nulle. 

Nous supposons que le système présente cependant un 
attracteur [34] et [50]. La figure suivante fait l'analogie de la 
question en illustrant diverses notations utilisées. 

(FIGURE 17) 



D,r : est I'attracteur réel. 

DA : est I'attracteur estimé par excès. 

D,r : est le domaine d'attraction réel. 

D, : est le domaine d'attraction estimé par défaut. 

4.1 Système majorant non autonome (SMNA). 

Si le système (43) est instable au voisinage de l'origine, il sera 
réécrit comme suit : 

Méthode, Soit : 

x E Rn : vecteur d'état de dimension n. 

p(x) : norme vectorielle de dimension k (k I n). 

c : vecteur constant non négatif de dimension k. 

D, : un ensemble compact de Rn. 

v = {X  E DSl P(X) I C}. 

6(x) = 1 s ix  E V. 
6(x) = O si x e V. 

L'équation (43) peut être transformée en (46) ou (47): 

f(t,x) = A, [t,x].x + b, [ t , ~ ]  si x E V. (46) 

Par conséquent : 



avec : 

A[t,x], A, [t,x], A2[t,x] : matrices carrées d'ordre n. 

b[t,x], b,[t,x], b2[t,x] : vecteurs de dimension n. 

La stabilité des attracteurs peut être étudiée par application 
du concept de norme vectorielle. 

Soit Pi l'opérateur de projection : xi = Pi x. 

On peut écrire : Pi b[t,x] = bi[t,x]. 

Définition 1 : 

La matrice M[t,x] et le vecteur N[t,x] tels que : 

M[t,x] : T, x Rn + R~~~ 

définissent un Système Majorant Non Autonome (SMNA) de (43) 
relativement à la norme vectorielle p(x) de taille k sur D, si et 
seulement si l'inégalité suivante est vérifiée composante à 
composante. 



Reprenons les relations (24) données précédemment. 

Définition 2 : 

La matrice peudo-majorante canonique M[tlx] d'éléments 
m ij(t,x) et le vecteur N[tlx] d'éléments ni(tlx) relatifs a la norme 
vectorielle p(x) tels que : 

définissent un système de comparaison non autonome de .(44) 
relativement à p(x), non-linéaire et non stationnaire de la forme : 



Définition 3 : Cas ou M[.] et N[.] ne dépendent que du temps. 

La matrice peudo-majorante canonique M[t] d'éléments mij(t) et 
le vecteur N[t] d'éléments ni(t) relatifs à la norme vectorielle p(x) 
tels que 1 

ni(t)= Sup ni(t,y). 

y~ Rn 

définissent un systérne dé comparaison non autonome de (44) 
relativement à p(x), linéaire non stationnaire de la forme : 

Définition 4 : Cas ou M et N sont constants. 

La matrice peudo-majorante canonique M d'éléments mij et le 
vecteur N d'éléments ni relatifs à la norme p(x) tels que : 



définissent un système de comparaison non autonome du (44) 
relativement à p(x), linéaire et stationnaire de la forme : 

4.2 Généralisation du lemme de comparaison. 

Dans ce mémoire, l'introduction de la notion de système 
majorant non autonome a pour but d'étudier les systèmes présentant 
un equilibre instable, inclus dans un attracteur. Le lemme de 
comparaison du chapitre 1 7.4 peut être généralisé afin de 
déterminer un système de comparaison non autonome correspondant. 

Enoncé du lemme . 
Soit M[t,x] une matrice pseudo-majorante non constante et 

relative à une norme vectorielle p de taille k associée au système 
(44) ; et soit N[t,x] un vecteur non négatif : 

N[t,x] : To x Rn Rk i = 1, 2, ..., k (k < n). 

Si l'inégalité (48) est vérifiée le long des solutions, alors le 
système (C) suivant est un SMNA de (44) sur R n  avec la condition 
zoo) 1 p(x(t0)) 

dz (C) : di. = M[~,z].z + N[t,z] 

Par conséquent, z(t) 1 p(x(t)) V t E To . 



D é m o ~ s ~ ~  

Soient : 

t, E R : caractérise I'instant initial. 

To = [fol +-[. 

xT( t )  = [x,(t), x2(t) ..., xn(t)] : vecteur d'état E Rn. 

zT(t) = [z,(t), ..., zk(t)] : vecteur de comparaison avec k i n. 

pr(x(t)) = [p, (x(t)), p2(x(t)) ..., pk(x(t))] : vecteur norme avec k < n. 

wT(t) = [wl(t), w2(t) w ~ ( ~ ) ] = z ~ ( ~ ) - P ~ ( x ( ~ ) )  ; V t  E TOs 

A l'instant initial t,, z(t,) 2 p(x(t,)) . 

Donc : wT(t0) = zT(tO) - pT(x(tO)) 2 O. 

V t  E Tg,ona :  

D+ w(t) = D+ z(t) - D+ p(x(t)). 

D+ w(t) = M[t,x].z(t) + N[t,x] - D+ p(x(t)). 

Or D+ p(x(t)) 2 M[t,x].p(x) + N[t,x]. 

II vient donc : 

D+ w(t) 2 M[t,x].[z(t) - p(x)]. 

D+ w(t) 2 M[t,x].w(t). (53) 

A t = t,, w(t) est positive ou nulle, croissante 

Soit .r E ]tg, +-[ : le premier instant s'il existe pour lequel une 

des composantes wi(t) du vecteur w(t) devient nulle, et soit M[t,x] 



une matrice carrée d'ordre kxk et d'éléments mij(t,x). Compte-tenu 
du (53), on peut écrire : 

Puisque les éléments hors diagonaux de M[t,x] sont tous non 
négatifs, alors la composante wi(t) devient à l'instant z une fonction 
non décroissante. Par conséquent, le vecteur w(t) ne peut pas 
devenir négatif V t E T,. Finalement : 

4.3 Estimation des attracteurs. 

La méthode d'estimation que nous proposons se base sur le 
concept de norme vectorielle et le lemme de comparaison précédent. 
Nous supposons que le système est régi par des équations de type 
(43). Les deux théorèmes ci-dessous nous permettent de calculer 
une estimation (par excès) des attracteurs. 

Théorème 1 ': 

Si le système décrit par (43) admet un système de comparaison 
non autonome, linéaire et relatif à la norme vectorielle p de la 
forme suivante : 

Avec M matrice constante opposée d'une M-matice et N vecteur 
positif constant, alors le domaine défini par : 

DA = { x E RVel  que p(x) 5 -M-1 .N ) (57)  

est une estimation de l'attracteur relatif a l'équilibre x, = 0. 



Le système défini par (56) satisfait z(t) 2 p(x(t)) '# t E To s i  
la condition z(t,) 2 p(x(t,)) est vérifiée. 

Comme ce système est lineaire et tel que la matrice M est 
stable, il vient : 

Lim t,, ~ ( t )  = -Me'. N z(tO) (58) 

Par conséquent, 

Lim t , , p(x(t)) 2 -M-'. N 

Exemple d'application no 1. 

Soit le système suivant instable à l'origine a 

Considérons la norme vectorielle ' p(x) = [lx, 1 Ix21=jT. Le système 
peut être décomposé, comme en (46) et (47), de la façon suivante : 



II vient : 

Par conséquent, le système de comparaison non autonome 
correspondant est donné par l'équation (60) ci-dessous : 

dz - 1 , s  ].= + [:] pour x s R 2 - = [ 
d t  +O ,5 - 2 (60) 

L'application du théorème donne : 

La figure suivante donne l'estimation du domaine DA contenant 
les trois points d'équilibre 0, P et Q. 



correspond à Xe,. 

correspond à xes. 

correspond à Xes. 

La figure ci-dessous represente diverses trajectoires de 
simulation. Pour des conditions initiales x(t,) appartenant au 
domaine DA, les trajectoires restent à l'intérieur de I'attracteur 
(figure 19). Elles convergent en fait vers l'un des points P ou Q. 

( FIGURE 1 9 ) 

Sur la figure (20) ci-dessous, on voit bien que si on part d'un 
point quelconque de l'espace d'état, le système converge vers le 
domaine DA : c'est à dire quelques soient les conditions initiales, 
les trajectoires du système convergeront vers I'attracteur DA. 



( FIGURE 20 ) 

Exemple d'application no 2. 

Le système suivant est instable à l'origine. Les trajectoires de 
simulation convergent vers des cycles limites (figure 21 et 22). 

Le système peut être décomposé de la façon suivante : 



0,9.ms't + .,o-71x2r ]. + 1 1 pour x E v 
- 1 (2- xdx2 

avec V - {x E R2 : x22 51 2 }. 

Soit p(x) - [lx, 1 Ix21IT et Ds = {x E R2 : lx2] S 50 }. Le système de 
comparaison non autonome correspondant est donné par l'équation 
suivante : 

L'6valuation de l'attracteur est donnée par la relation 
ci-dessous : 

Le système ne converge plus vers un point d'équilibre mais vers 
deux ensembles de points (formant des 8) appelés cycles limites qui 
sont asymptotiquement stables. Les deux figures suivantes donnent 
différentes trajectoires de simulation. 

(FIGURE 2 1 )  



( FIGURE 

Le théorème ci-dessous correspond au cas où le système de 
comparaison non autonome est non-linéaire. 

Théoréme 2 : 

Si le système décrit par (43) admet un système de comparaison 
non autonome, non-linéaire et relatif à la norme vectorielle p de la 
forme suivante : 

Avec M[.] matrice non constante opposée d'une M-matrice dans un 
domaine Ds, d'inverse irréductible, à éléments non constants isolés 
dans une colonne et NE.] vecteur non négatif, alors le domaine défini 
par : 

DA = { x E R? uT-p(x) < -hm-'. Max { u~.N[.] ) (63) 
X E  DS 



est une estimation de l'attracteur de l'équilibre x, = O avec hm et U 
respectivement la valeur maximale de la valeur propre principale et 
le vecteur propre principal associé de la matrice ~ ~ e . 1 .  

De plus ce vecteur est de direction fixe V x E D, ; V t E T, : 

h m  MBX hm(t,x). 
x e D ç ; V t  E T ,  

Prenons v(x) = UT.p(x), (6 4) 

D+ V(X) = D+ [ uT.p(x) 1. 

D+ V(X) = uT.[ D+ p(x) 1. Car U est un vecteur constant. 

Donc D+v(x)rUT.[M[.].p(x)+N[.]]. 

Du fait de la forme spéciale de M[.], nous avons : 

Soit : D+ v(x) 5 hm.uT.p(x) + uT.N[.]. (65) 

Le système défini par l'équation suivante est un système de 
comparaison de (65). 

Avec : a = Max { UT.N[.] ) 
X E  DS 

(6 7 )  

Comme h, est non positif, il vient : 

8 4  



Lim t , , z(t) = - 1,-1. a (68) 

' Par conséquent, 

Lim t , , UT.p(x) 5 - hm-'. a (69) 

Exemple d'application. 

Soit le système d'équilibre x = O instable : 

Le système peut être décomposé comme suit : 

2 - 1x11 +1+11- 1x211 . 1 2 
b1 [t,x]=[:] pour x E R - V - 1 - 1  -11- Ix211 ' 

Considérons la norme vectorielle p(x)  = [lx, 1 Ix,llT, il vient : 



- 2 
N~[.]=[:] pour x E Y . 

- 1- 11 - 1x211 

Et le système de comparaison non autonome correspondant est 
donne! par : 

La matrice M[.] est asymptotiquement stable V x E R2. La valeur 
principale h,(t,x) peut être estimée à partir du polynôme 
symbolique [2] associée à M[.] : 

Ps = h2 + (2 + g).h + g avec g = 1 + II - Ix211 2 O V x E R2 

hm (t,x) = 
(2 + g) 

;soit Max hm(t,x) =hm# - 3  +& 
2 2 

Le vecteur principal UT(a ; p) associé à hm peut être calculé à 
partir du théorème de Frobenius c annexe 4 >. 

Soit 

Avec les notations de l'annexe 4, il vient : 



La matrice MT[.] est d'ordre 2 avec les éléments non-linéaires 
ranges dans la dernière ligne (2eme ligne). Le vecteur principal U est 
nécessairement de direction fixe puisque la première ligne de la 
matrice MT[.] est à éléments tous constants. Par conséquent cette 
relation suffit à le déterminer. II vient : 

Pour v(x) = UT.p(x), 

La figure suivante donne l'estimation de l'attracteur DA : 

( FIGURE 23) 



Sur la figure 24, diverses trajectoires de simulation 
convergent vers I'attracteur estimé DA. 

( FIGURE 24 ) 

5" CONCLUSION. 

L'estimation de I'attracteur DA s'avère très importante car la 
position finale du vecteur état sera ainsi localisée et ceci pour des 
conditions initiales appartenant à un domaine DI, appelé domaine 
d'attraction de I'attracteur, qu'on peut calculer également par 
estimation (chapitre suivant). 



Chapitre m : 
ESTIMATUON DM DOMINE D'AnMGTION. 





1" INTRODUCTION. 

Comme nous l'avons vu au chapitre II (3.5, 3.6, 3.7 et figure 
17), les évaluations DA et Dl d'un attracteur DA' et de son domaine 
d'attraction Dl' sont d'une grande importance car on peut affirmer 
que le vecteur état, partant d'un point quelconque de Dl, convergera 
vers DA comme l'illustre la figure suivante. 

I ( FIGURE 25 > 

t ~ , . t f  : caractérisent respectivement l'instant initial et 
I'instant final. 

x, x' : caractérisent le vecteur état. 

"A : définit l'estimation de l'attracteur. 

Di : définit l'estimation du domaine d'attraction. 



L'évaluations de DA' a été étudié au chapitre II. Nous proposons 
dans ce chapitre d'énoncer deux théorèmes originaux qui donnent une 
évaluation par defaut du domaine DI' dans les cas ou le SMNA est 
soit linéaire, soit non-linéaire. 

2" SYSTEMES MAJORANTS NOM AUTONOMES LINEAIRES. 

Théoréme : 

Si le système décrit par (43) admet un SMNA sur Ds 
associé à la norme vectorielle p de la forme suivante: 

avec M opposée d'une M-matrice, N vecteur positif et U vecteur 
principal de MT, alors en notant DA le domaine défini par : 

DA = { x E Rn tel que p(x) 5 -M-' .N ). 

et D, le domaine limité par la plus grande équipotentielle 

(UT.p(x) = Cte) qui soit comprise dans Ds et tel que : 

UT.(M.p(x) + N) < O sauf peut être dans un domaine fermé 
entourant l'origine et strictement inclus dans Dl, 

alors le domaine DA est une estimation de l'attracteur 
et Dl une évaluation de son domaine d'attraction (figure 26) 

avec : 

Démonstration, 

Soit x E DA, alors UT.p(x) 5 - UT.M-'.N, donc x E Ds , et il est à 
l'intérieur d'un ensemble de type : 

Dl = { x E DS , UT.p(x) 2 a). 



D, est la plus grande équipotentielle incluse dans Ds, donc DA 
est inclus dans D,. 

Soi t :  x, E DI -DA.  

Alors, à l'instant t,, partant de x, E DI inclus dans Ds : 

D* (~(x,)~.U) S ~(x, )~ .M~.U + NT.U. 

Partant initialement de x, P DA , pT (x,) > - NT.M-T ; soit : 

D+ (~(x,)~.u) O. 

D'ou, x(t ; t,, x,) reste à.  l'intérieur du domaine DI . 

I ( FIGURE 26 ) 

DA : définit l'estimation de l'attracteur. 

DI : II 1' de son domaine d'attraction. 



DrA : est l'attracteur (réel). 

DrI : est le domaine d'attraction (réel). 

Exemple no 1. 

Soit le système décrit par : 

On peut le décomposer de la façon suivante : 

- 7  3 
O ~ s f s ~ l O  ,x,, I S X +  O  1 

pour X € v . 
- 1 (2 - x;).x, 

avec : 

Considérons la norme vectorielle suivante : 

p(x) = [lx, I Ix21IT. 

2 
So i t :  O s =  { X E  R : I X ~ ~ S ~ O  1. 



II vient pour x E Ds le système de comparaison non autonome 
suivant : 

avec uT = [ 0,5 1 1. Soit finalement : 

aO) DA = { x E R2 : lx, 1 5 1,089 et Ix21 5 1,634 }. 

bO) DI = { x E R2 : 0,5.1x1 1 + Ix21 5 50 }. 

La figure 27 ci-dessous donne à la fois : 

- L'estimation de l'attracteur DA . 

- L'estimation de son domaine d'attraction DI . 

- Le domaine Ds ou la dérivée de la fonction de Lyapunov est 

négative. 

( FIGURE 27 ) 



La figure suivante illustre la convergence du vecteur état 
vers le domaine DA pour des conditions initiales appartenant à D, . 

( FIGURE 28 ) 

3 "  SYSTEMES MAJORANTS NON AUTONOMES ET NON 
LINEAIRES. 

Théoréme : 

Si le système décrit par (43) admet un SMNA sur Ds de la 
forme (74), non-linéaire, relatif à la norme vectorielle p et. 
possédant les propriétés suivantes : 

a) M[.] opposée d'une M-matice, d'inverse irréductible dans un 
domaine Ds, dont les éléments non constants sont isolés 



dans une seule colonne. 

b) N[.] vecteur non négatif et borné. 

c) hm valeur maximale dans Ds de la va!eur propre principale 
de M[.IT et U vecteur propre associé (constant et 
strictement positif). 

d) Dl le domaine limité par la plus grande équipotentielle : 

v(x) = uT.p(x) = k ; (k > O) comprise dans Ds . 

e) D A  le domaine, s'il existe, limité par la plus grande 

équipotentielle : 

UT.p(x) 2 -hm-'. Max { uT.N[.] } 
X E  DS 

f ) DA est inclus dans DI . 

Alors, DA est une estimation de l'attracteur de (43) et Dl est une 
estimation de son domaine d'attraction. 

Démonstration. 
\ 

Prenons v(x) = uT.p(x). D'après (b) et (c) il vient : 

So i t  D+v(x) S c <  0. 

pour uT.p(x)' > .-hm-'. Max { u~.N[.] } car A, c 0. 
X E  D, 

Si DA est inclus dans DI , nous avons donc v(x) décroissante 
dans D, - DA . d'ou la propriété. 



Remarque. 

Un théorème semblable peut être établi si hn[.lT possède un 
vecteur principal de direction fixe quelque soit x. 

l a  condition (c) étant alors remplacke par : 

cl) M[.IT possède un vecteur principal de direction constante 
avec hm la plus grande valeur principale associée. 

Exemple no 2. 

Reprenons le système décrit par l'équation suivante : 

Pour v(x) = UT.p(x) et p(x) = [lx, 1 1x21lT, 

Le domaine d'attraction s'étend à tout I'éspace d'état. 

Par conséquent : 

4" CONCLUSION. 

Le domaine d'attraction nous permet donc de savoir quelles 
sont les conditions initiales qui assurent la convergence de l'état 
vers I'attracteur : si elle est illimitée (cas de I'exemple 2), le 
vecteur d'état convergera vers I'attracteur quelle que soit la 
condition initiale choisie. Cependant, dans le cas où elle ne s'étend 
pas à tout l'espace d'état (domaine d'attraction borné), les 
conditions initiales peuvent appartenir au domaine DI (cas de 
l'exemple 1 ). 







Dans cette partie du mémoire, nous nous proposons d'exploiter 
les résultats donnés dans les paragraphes ci-dessus afin d'analyser 
trois types particuliers de processus : 

- Systèmes décrits par des inégalités différentielles. 

- Systèmes décrits par des matrices intervalles. 

- Systèmes bruités. 

1 " PROCESSUS DECRITS PAR DES INEGALITES 
DIFFERENTIELLES. 

1.1 Inégalité différentielle minorée par une équation 
di f férent ie l le .  

Considérons l'inégalité vectorielle ci-dessous : 

A est une matrice d'éléments a, constants (i,j = 1, 2, ....., n), x 
est le vecteur d'état élément de Rn tel que x(0) = xo. D'après [51], 
une condition nécessaire et suffisante pour que les solutions de 
l'inégalité (75) soient minorées par celles de l'équation (76) est que 
les éléments hors diagonaux de la matrice A soient non négatifs : 

Supposons qu'il existe une équation différentielle déduite de 
(75) telle que : 

La solution de l'équation ci-dessus s'éxprime comme suit [51] : 



e A t  est la matrice exponentielle. Soit k un scalaire réel 
positif, il vient 

A t  (A+k l ) t  - k i t  
e = e  . e ; I est l a  matrice identité (nxn). 

Si le scalaire k est choisi suffisamment rand pour que la 
matrice A + kl soit non négative, alors e(  A + k t - t  est une matrice 
non negative. 

Puisque e-kit t O, la matrice e A t  est non négative. Par 
conséquent, si les hypothèses ci-dessus sont réunies, il vient r 

Soit finalement : 

v t 2 t o :  x(t ; t,, x,) 2 y(t ; t,, x,) (7 9 

1.2 Inégalité différentielle majorée par une équation 
d i f f é r e n t i e l l e .  

La classe de systèmes que nous allons analyser est régie par 
une inégalité de la forme suivante [52] : 

x(t,) = x,, et f(.) est localement Lipschitzienne. 

Si l'inégalité. (80) peut s'écrire sous la forme suivante : 



avec : A[t,x] une matrice carrée d'ordre n , non-linéaire et x vecteur 
d'état, alors en choisissant une norme vectorielle appropriée p(x), 
le système de comparaison correspondant est donné par I'equation 
ci-dessous : 

p(x) < z et M[t,x] est une pseudo-majorante de A[t,x] à éléments hors 
diagonaux non négatifs. 

Proposition = 

+ Toutes les définitions, proprietés et résultats donnés 
au chapitre 1.7 sont valables et applicables pour étudier la 
stabilité des systèmes décrits par des inégalités 
différentiel les.  

Exemple d'application . 
Soit le systeme caractérisé par les inégalités suivantes: 

dx2 - s - 0 . 2 ~ ~  -1 .5x2 - 0 . 4 ~ ~  + 0.6( sa t  x, )x4 
d t  

Si p ( ~ ) ~  = [ Max { Ixll ; Ix,l ) ; Max { lx3[ ; lx4/ ) 1, ce système 
admet un systeme de comparaison donné par : 



Ce dernier système est asymptotiquement stable. Par 
consequent, le système initial l'est également. 

Si dans certains cas, I'inegalité différentielle (80) s'écrit sous 
la forme suivante : 

x(t,) = x',, B[t,x] est un vecteur de même dimension que x. Le choix 
d'une norme vectorielle adéquate q(x) nous permet de définir un 
système de comparaison de type (84) majorant le système initial. 

Les Bléments d e  la pseudo-m~orante M[t,x] et du vecteur N[t,x] 
sont déterminés à partir des définitions 1, 2, 3 et 4 du chapitre 11.4. 

Proposition. 

+ Le lemme de comparaison généralisé et les méthodes 
d'analyse données chapitre 11.4 sont valables ici pour 
étudier la stabilité de ce type de processus. 

Exemple d'application. 

Soit le système caractérisé par : 

r 1 



L'inégalité ci-dessus peut être réécrite de la façon suivante : 

avec : 

Le choix de la norme vectorielle q(x) = [ lx, 1 Ixnl IT nous permet 
de determiner le système de comparaison suivant : 

Les solutions de ce dernier système dit système majorant 
non-autonome (SMNA) majorent celles du système de départ, et la 
convergence du SMNA implique celle du système initial. II vient une 
estimation de l'attracteur DA telle que : 



2 O Systèmes décrits par des matrices intervalles [53]. 

2.1 Introduction. 

Certains processus dynamiques sont décrits, dans l'espace 
dV6tat, par des matrices dites interval les.  Les variations des 
éléments de ces matrices peuvent avoir plusieurs causes possibles : 

- Tolérances sur la conception. 

- Erreurs ou imprécisions sur les mesures. 

- Modifications induites par la maintenance. 

- Changement des conditions opératoires. 

- vieillissement. 

- Variables mal identifiées. 

- Coefficients physiques incertains. 
e 

- Influence du temps, ...... 

L'analyse de ce type de processus a été envisagée dans le cas 
linéaire par de nombreux chercheurs 6541 - [63], .... BlALAS dans la 
référence [54] a donne une condition nécessaire et suffisante 
pour conclure a la stabilité. 

Cependant, elle a eté contestée par KARL. [55] et BARMISCH. 
[56] et ont démontré, par ailleurs, que cette méthode est lourde, 
trompeuse et généralement incorrecte. 

2.2 Etude de  la stabilité. 

Les matrices intervalles sont définies, dans le cas linéaire, de 
la faqon suivante [64]: 

A = { aij E R : aij min < a.. ij < a.. i j r n a x S  i,j = 1, 2, ....., n ). (85) 



avec A min et A max des matrices carrées supposées connues, de 
même ordre que A et d'éléments respectivement aij ,in et aij max. Ce 
cas suppose que A est mal connue, mais qu'elle reste constante. 

Dans le cas général où la matrice A varie entre deux bornes 
variables, les systèmes correspondants sont décrits par une 
équation différentielle de la forme suivante : 

avec A min [t,x,w] < A[t,x,wl 5 A [t,x,w]. ($7)  

Dans le souci d'une écriture simple, nous noterons 
lorsqu'aucune ambiguïté ne sera possible : 

t désigne le temps E T, inclus dans R ,  x l'état E Rn,  w E W 
caractérise les perturbations. L'ensemble des matrices intervalles 
telles que : 

est "stable" si et seulement si tout système décrit par une équation 
de type (86) est "stables". Généralement, on ne peut pas analyser ce 
nombre important de systémes. D'où la nécessité de méthodes 
pratiques permettant de lever cette difficulté. 

L'approche proposée dans ce qui suit consiste à tester la 
stabilite d'une seule matrice notée M[.] pour conclure à la stabilite 
ou à l'instabilité de Al [.] dans le cas général. 

. 

Dans le cas des systèmes décrits par des équations 
différentielles ordinaires, le système de comparaison permettant 
de conclure à la stabilité du processus dépend directement des mi,(.) 
définis dans le chapitre I .(25), (26) et (27). 



Cependant, si des systèmes sont décrits par des matrices 
intervalles perturbées en w, on doit effectuer une étape 
interrnédaire en définissant une matrice C[.] = {cij(.)} qui peut être 
suivant les cas : 

a") Non-linéaire et non stationnaire : 

bO) Linéaire et non stationnaire : 

cO) Non-linéaire et stationnaire : 



do) Linéaire et stationnaire : 

Le système de comparaison se déduit à partir de la matrice CE.] 
à l'aide des relations suivantes tout à fait semblables à (24) : 

Si le système décrit par MI.] est stable, il en est de même du 
système initial, en particulier il vient : 

Théorème : Si la matrice M[.], constante ou ayant des éléments non 
constants isolés dans une seule rangée et d'inverse irréductible, est 

. l'opposée d'une M-matrice relativement à une norme vectorielle 
régulière et surjective, alors A,[.] est "asymptotiquement stable". 

Exemple d'application no 1. 

Soit le système suivant [54] : 



avec : 

Avant de conclure à la stabilité de A,, BIALAS a analysé 16 

matrices différentes et 16 polynômes caractéristiques. D'autres 
auteurs ont résolus l'équation de Lyapunov ..... 

Avec la méthode proposée, il vient : 

La peudo-majorante correspondante, relativement à la norme 
vectorielle p(x) = [lx, 1 IX,~]~, est opposée d'une M-matrice. Par 
conséquent, l'ensemble Al est "asymptotiquement stable". 

Exemple d'application no 2. 

Soi t  l e  système dymamique x = A.x t e  I que : 

Pour analyser ce système, certaines méthodes nécessitent de 
gros calculs et d'autres méthodes ne nous permettent pas de 
conclure à la stabilité : exemple le choix de normes scalaires 
comme fonctions condidates. Avec la méthode proposee ci-dessus, 
on obtient : 



Si on choisi la norme suivante : 

comparaison correspondant est donné par : 

[i:] = [O-: 1: 1 [::] 
dont la matrice d'évolution est l'opposée d'une M-matrice. Par 
conséquent, l'ensemble A, est "asymptotiquement stable". 

Exemple d'application no 3. 

La matrice A[.] est ici variable entre deux bornes variables : 

- 44,5.sin x, cos t - 1 
O - 5 0.3.sin x3 

-0,l - 0,5 - 3 



I -3+O13.sin x l  1 1 

C[.] = -1 +e - 3 10,s + sin x31 . 

0.1 0.5 - 2 1 
Si p(x) = [ Max { lx, 1 ; 1 x, 1 } ; 1 x,l ITl il vient : 

D'après le théorème ci-dessus,. l'ensemble des matrice3 
intervalles est "asymptotiquement stable". 

3" ANALYSE DES SYSTEMES BRUITES. 

Cette dernière partie est consacrée à l'étude des systèmes 
bruites complexes non-lineaires. L'approche présentée par la suite 
est basée sur la definition de systèmes de comparaison déduits du 
modèle initial par les techniques de majorations. Elle nous permet 
d'estimer les attracteurs et les régions d'attraction pour des 
systèmes stables ou instables localement soumis à des 
perturbations diverses. Cette classe de systèmes est régie par une 
équation différentielle de la forme suivante : 

Avec : 

x E Rn i vecteur d'état de dimension n. 

t E  To = [to, +"[ ; t 0 €  R .  



w E W inclus dans Rn est le vecteur perturbation. 

Nous supposons que l'équation (94) peut être réécrite comme suit : 

expression dans laquelle A[t,O,w] est à éléments bornés pour tout 
(t,w) E Po x W . 

3.1 Détermination d'un SMNA pour les systèmes 
bruités. 

O 

Soit Ds un ensemble compact inclus dans R\  {O) E Ds , Ds + {O) 
et p la norme vectorielle de x dans Rn. 

p : Rn -+ Rk+ ; (voir les rappels au chapitre 1) 

s o i t :  P ( x ) = [ ~ , ( x ) , P ~ ( x )  ,.................. 8 Pk ()O l T m  

Si $i (.) (i = 1, 2, ..., k) désigne une norme scalaire définie sur le 
sous espace vectoriel E i ,  il lui correspond la norme régulière [24] 
de taille k et de iiBme composante ci-dessous : 

Pi l'opérateur de projection de l'espace vectoriel E, dans le 
sous espace vectoriel Ei : xi = Pi x . 

Soit : 

Aij[t.x.w1 = Pi.A[t,x,w].Pj (V i, j = 1 , 2, ..., k). 



Définition. 1 : 

Le couple (M ; N), M : To x Ds + Rkxk, N : TO x DS + R ~ +  définit un 
SMNA du système (95) sur Ds relativement à la norme vectorielle p 
si et seulement si l'inégalité suivante est satisfaite : 

Définition 2 : 

Le couple (M ; N) avec : 

définit un SMNA sur Dsl non-linéaire et non-stationnaire du système 

(95). 



Définit ion 3 : 

Le couple (M ; N) avec : 

définit un SMNA sur Ds, non-lineaire et stationnaire du système 

(95). 

Définit ion 4 : 

Le couple (M ; N) avec : 

définit un SMNA sur Ds, linéaire et non stationnaire du système 

(95). 



Définition 5 : 

Le couple (M ; N) avec : 

définit un SMNA sur Ds, linéaire et stationnaire du système (95). 

3.2 Détermination du systéme de comparaison. 

A partir du lemme de comparaison généralisé énoncé au 
chapitre 11.4.2, on peut définir le systeme de comparaison 
correspondant à l'équation (95) et relativement à la norme 
vectorielle p(x) comme suit : 

avec la condition suivante : z(t) 2 p(x(t)) si 'd (t,, x,) E To x R n l  

z(t,) 2 p(x(t0)). 

3.3 Estimation des attracteurs. 

Nous supposons que les perturbations agissant sur le systeme 
sont bornées. Les techniques nous permettant d'estimer l'attracteur 
et sa zone d'influence pour un systeme stable ou instable 
localement sont identiques à celles données ci-dessus (chapitre II 
et I I I ) .  



Io) cas : SMNA linéaire stationnaire. 

Si le système de comparaison associé au modèle (95) est de la 
forme suivante 

avec M constante et opposée d'une M-matrice et N vecteur constant, 
l'estimation de l'attracteur est donnée par : 

- 1 
DA = ( X  : P ( x ) ~  -M  N ) .  

L'estimation de l a  région d'attraction es t  donnée par : 

T 
DI = ( x :  U .p(x) s k  e t  X E  DS ). 

k est  l e  plus grand nombre réel pos i t i f  t e l  que : Dl c Ds. 

\ 

Exemple d'application. 

Soit le système suivant : 

-2 - 7  3 
0 . 5 ~ 0 ~  (1) t 8.1 O . Ix21 t w 12 

2 
- 0.lsin ( t )  t w 2 ~  0.5 - x2 t w 2 ~  

La matrice W est définie comme suit : 

Soit V = { x : x22 1 2  }. 

Si (t, x, w) E To x V x W Rn, on choisi d'écrire le système comme 



suit : 

w 

- 2 -7 3 
-39 I Q  . J x 2 J + w 1 1  OS COS(^) ta.10 n ~ ~ p j = +  w 1 2  w13 

2 - 0.1 sin (t) t w2, - 1.5t w 2 ~  (2 - x d 0 x p  9w 23 

Si (t,w) E To x W et si x ct V ,  le système on Iécrit comme suit : 

- 2 - 7  3 
0.5~0s (1 )  t 8.1 O . Ix21 + w 12 

2 
-0.lsin (t)  t w2, 0.5 - x 2 +  w 2 ~  

Dans le cas où p(x) = [ lx1 1 Ix21 lT et Ds = { x E Rn : lx2! 5 50 }, 
le système de comparaison correspondant est donné par I'équatio n 
suivante : 

Pour tout x E D S ,  il vient : 

La figure suivante donne la forme des domaines Ds, DA et D, 
obtenus par estimation : 



' ( FIGURE 29) 

2") cas : SMNA non-linéaire et non stationnaire. 

Si le système de comparaison associé au modèle (95) est de la 
forme suivante : 

% 

dans laquelle M[.] est non constante et les éléments non-linéaires 
sont isolés dans la dernière rangée (colonne ou ligne). Si M[.] est 
l'opposé d'une M-matrice, alors l'estimation de l'attracteur est 
donnée par : 

k r O et k est le plus grand nombre réel tel que D, est inclus dans Ds. 

Remarque. 

n n 
Si Ds= R ,  alors DI= R .  



Exemple d'application. 

Soit le système décrit par : 

1 - 1x11 + W ~ I  Ossin (t) t 1 1  - b211 + w 1 2  
-0.5 - I l  - lx211 +w22  

La matrice caractérisant le bruit est donnée par : 

Soit V = { x E Rn : lxl 1 i 4 ). 

Si (t, x, w) E To x V x W + R n 8  le système s'écrit de la façon 
suivante : 

O.SCOS (t) t W 21 23 

Si (t,w) E To x W et si x 4; V ,  le système s'écrit comme suit : 

Dans le cas où p(x) = [ lx, 1 Ix21 lT, le système de comparaison 
correspondant est donné par l'équation suivante : 



Les élements non-constants de la matrice M[.] sont rangés dans 
la dernière colonne. Avec les notations de l'annexe 4, il vient : 

D, = Rn ( voir figure ci-dessous ). 

' ( FIGURE 30) 

4" CONCLUSION. 

Dans cette dernière partie du mémoire, nous avons exploité les 
résultats des chapitres 3 et 4 pour permettre l'analyse des 
systèmes décrits par des inégalités différentielles ou matrices 
intervalles et des systèmes bruités. Les méthodes proposées sont 
d'une application pratique et elles sont peu sensibles aux variations 
des paramètres du système. De plus, elles permettent une étude de 
cas restés sans solution (matrices intervalles bruitées à bornes 
variables par exemple). 









La méthode de comparaison utilisée ici et fondée sur des 
propriétés d'inégalités différentielles, permet d'associer un 
système de comparaison de structure plus simple à un processus 
non-linéaire éventuellement complexe. L'utilisation de la notion de 
normes vectorielles permet la définition systématique d'une classe 
de systèmes majorants associés à un processus et dont les 
propriétés de stabilité permettent de conclure sur celles du 
système initial. Notre approche s'avère particulièrement 
intéressante dans l'étude de certains problèmes restés jusqu'ici 
sans réponse, ou demandant un effort de programmation non 
négligeable. 

Les techniques de majoration et d'agrégation par normes 
vectorielles permettent d'étudier un processus indépendamment de 
la nature des variations de ses paramètres (aucune hypothèse de 
différentiabillté, ou autre, n'est requise). 

La notion de Système Majorant Non Autonome (SMNA) permet 
d'aborder les processus à trajectoires complexes : c'est le cas des 
systèmes à plusieurs équilibres instables et stables, ou présentant 
des attracteurs localement asymptotiquement stables. II est ainsi 
possible d'en estimer les caractéristiques initiales (domaine 
d'attraction) et finales (attracteurs) sans passer par la simulation 
numérique. 

Le cas des matrices intervalles, bruités ou non, à bornes fixes 
ou variables, se prête également très bien à ce type d'investigation. 
Les nombreux exemples traités tout au long de ce mémoire ont 
montré la validité de notre méthode. La simplicité de mise en œuvre 
n'est limitée que par le choix, encore intuitif jusqu'ici, de la norme 
vectorielle et de la décomposition conduisant le système majorant 
non autonome (M,N) à être mieux adapté. 

Nous nous sommes attachés ici à l'analyse des processus, mais 
cette approche trouve son application dans I'étude de la synthèse 
des systèmes non-linéaires continus ou discrets et c'est dans cette 
direction que nous envisageons de poursuivre nos travaux. 









ANNEXE no 1 : CONDIT~ON DE UPSCHITZ. 

Soit : 

t, : caractérise l'instant initial élément de R .  

La fonction f telle que : 

est Lipschitzienne par rapport à x s'il existe un nombre réel positif 
k tel que : 

On dit que la fonction f est localement Lipschitzienne par 
rapport à x si tout (t,x) possède un voisinage appartenant à T, x R et 

dans lequel f Lipschitzienne par rapport à x : 

II.II désigne le module. 



ANNEXE no 2 : DEMONSTRATION DU THEOREME DE COMPARAISON. 

Soit : 

Une équation différentielle modélisant un processus dynamique 

g : T o x D  + R  ; D est inclus dans R. 

z(t) est une solution de (1) définie sur un intervalle ]t,, t2[ 
contenant t,, avec z, = z(t,). Soit y(t) une fonction réelle de classe 

K, définie sur ]t,, t2[ avec y, = y(to) et y, E D. e 

Théorème : 

alors V t E eto, oo[ : y( t )  s z(t) (4) 

Supposons que la proposition (4) soit inexacte. Il existe alors 
un z élément de ]t,, b[ tel que y(z) > z(z), et un z' élément de [t,, z[ 

tel que y(%') = z(zl) et que : 

Posons w(t) = y(t) - z(t). On a donc : 

II existe un voisinage de (zl,z(z')) sur lequel on a une constante 
de Lipschitz k. Choisissons z" élément de ]z', z], assez proche de z' 

pour que, quelque soit t appartenant à [z', z"], les deux points (t,z(t)) 



et (t,y((t)) appartiennent à ce voisinage. Alors, grâce à (1) et (3), 
on a : 

Bans le même intervalle de temps, on a donc : 

- k t  
e (W ( t )  - kw(t) )  5 0 .  

Ou encore : 

La fonction e-ktw(t) est donc décroissante sur [T', z"]. Puisque 
w(T') = O, on a z(t) < O sur [T', z"]. Ce qui contredit (5). 



ANNEXE no 3 : DEFINITION ET DETERMlNATlON D'UNE MATRICE 
PSEUDOMAJORANTE : APPLICATION AUX NORMES DE HOLDER. 

Le systhme étudié est régi par une équation différentielle de la 
forme suivante : 

E, = Rn : un espace vectoriel de dimension n et E,, , E,,, .., E,, . 

des sous espaces vectoriels de E, avec E,, U E,, U ... U E,, = E, ; 

(k I n). 

A[t,x] : matrice nxn dont les coefficients sont fonctions de t et x. 
# 

x un vecteur de dimension n élement de Rn. 

x i  une projection de x dans Evi avec : 

xi = Pi(x), V x E E,, V xi E Evi, (V i = 1, 2, ..., k I n). 

Pi(.) est l'opérateur de projection. 

Si pi (xi) est une norme scalaire du vecteur xi de Evi, alors le 
vecteur p(x) de dimension k et de composantes pi (xi) (i = 1, 2, .*., k) 
est une norme vectorielle du vecteur x : 

p.: Rn + Rk+. 
x + P~(x> = ~i (x i ) .  

Nous avons : 



II vient donc : 

par majoration, on obtient : 

Soit en passant à la forme vectorielle: 

D+ P (XI < M [.].p (XI 

II en résulte une définition de la pseudo-majorante MI.] 



d'éléments mij(.) décrits par la relation suivante : 

1 O APPLICATION AUX NORMES DE HOLDER [65]. 

Nous allons déterminer respectivement les pseudo-majorantes 
pour les normes : du Max et Somme des modules. 

Notons : 

Soit Evi une partition de l'espace vectoriel E, correspondant à 
un découpage par blocs de la matrice A[t,x], 1 i et Ij représentent 
l'ensemble des indices des lignes et colonnes correspondant au bloc 
A ij[t,xI. 

Nous allons déterminer les pseudo-majorantes respectivement 
pour les normes du Max et de sa duale (somme des modules) . 

1.1 Norme du Max : 

Si l'on prend pour pi(x) le module de l'élément de plus grand 



module de xi E Evi , il vient en notant mij(t,x) les éléments de la 
pseudo-majorante M[mij(.)] : 

m i j ( )=  Max [ Z l a k h ( . ) l ] ;  v i + j n  

k ~  i i  h  E:Ij 

m i .  Max [akk(.) + C l akh(-) 1 1 i m  

ké 1i h ~  Ij et h # k  

Démonstration. Recherche de la pseudo-majorante minimale : 

Pour i, et j, E [ 1, ....., k 1, déterminons mi, jo (.). 

Soit j, tel que : 

p j (x ) -  Max I x j I .  

i. I j o  

sg(v) désigne signe de la variable v : 

sg(v) = O si v = 0. 

sg(v) = -1 si v c 0. 

Et soit i, tel que : 

pi (x) = Max 1 xi 1. 
i E I i O  



[ Grad pi (x) ] = [ O ............. O, sg(x,,), O ......... .. .. .. O lT. 

I [ Grad Pie (xio)] =Ai0 jo [t9 x]-xjo 

Pjo (x,o) 

1") Si i,= j,, Iio = Ijo et j, = j,, alors : 

L'équation (2) s'écrit : 

Soit : 

en notant m l'indice élément de Ij pour lequel Max [.] est atteint. 



Or pour x tel que : --- 

xi,=~, et x, = s g  (x,,). x, V k m .  

I [ Qad Pi0 (xi.)] -Ai0 j o  [t ,X]X 
= m m  + C lad (-11 mie la (4 

P jo (X jo) 
( 4 ) .  

I E I i o e t  i* m 

(3) et (4) entrainent : 

2") Si i # , l'intersection de X i o  et I j o  est egale à l'ensemble 
vide, alors par majoration de (2), on obtient : 

mb s Max C lail (JI = C laml (-) 1 
I E I jo 1 110 1 E Ijo 

.Or pour x E E,, tel que : 

i, (indice du lxil maximum) = m. 



(5) et (6) entrainent a 

m ( = 1 a ,  ( - 1  = Max 1  ail (.)l - 
I E I j O  i 6 1 b  ! E I ~ ~  

1.2 Norme somme des modules : 

Soit : pl (x) = 1  x, 1 , déterminons l e  terme ml, . 
k€ II 

On a : 

[ Grad pi( yi) ] = [ O ... O, sg (yik), O ... O lT : k €I i  et 

Soit bij 5 Max [ 2 laki(.)I) 

i E Ij k ~ ~ i  



Si on prend y tel que : 

sg (yk) = sg (ak, (.)) V k et y > 0 V 1, donc : 

Et en devéloppant N, il vient si I~ = (1, ...... n). 

N = sgy, [a,,y, + ........ + a, n ynl 

.......... N = a,, 1 y, 1 + a,,y2sg y, + + aln Ynsg y, 

+ a2, Y, sg Y, + a22 I Y2 I + .....a.. + a2, Yn SS Y2 



+ a,, y, sg y, + a,, y, sg y, + ............ +ann I Y, I 

En factorisant en colonne, il vient puisque (sg12 = 1. 

N =  [y ,  [ [a, ,  +a,,sg (y,y,)+ .......... + a,, !XI (Y, Y,)] 

+ I y, I [ a12 SB (Y, Y,) + a22 + + a,, sg ( y, y,) 1 

+ ............................................ a s  ..o........... 0 0  ......a. v a... e . m . .  -a.. 

+ I y, l [ a,, sg ( Y, Y,) + sg ( Y, Y,) + ' . ' -- ' . ' - . . '  +an, 1 

D'OU Max bij = mi, 5 Max [ aii(.) + C laji(-)l 1 1 
Y E Ev I E  ~i j + i  

Montrons qu'il existe bien un vecteur y pour lequel on a 
l'égalité. 

Prenons O s i i i 0  i~ I ~ .  

sg Yi0 Yi = Sg (ajio(m))- 

Nous avons alors : 



On a ainsi : 

mij = Max { aii(.) C aji(-> I 1 
i~ Ii k~ I i ; j # i  



ANNEXE no 4 : THEOREME DE FROBENIUS. 

Soit une matrice A[t,x] d'ordre n possédant n-1 lignes 
d'éléments constants. Le vecteur propre relatif à une valeur propre 
donnée h = ho est nécessairement de direction fixe puisque n-1 
relations suffisent a le determiner. 

Notons : 

Dans cette présentation les éléments non constants de la 
matrice sont rangés dans la dernière ligne. 

Si v, présente le vecteur propre de composantes ai (i = 1, ..., n) 

relatif à la valeur propre h de la matrice A[t,x], il vient : 



Lorsque la matrice A[t,x] est à éléments non diagonaux non 
négatifs et admet une valeur propre de plus grande partie réelle 
négative, la matrice A, [hl : 

est l'opposée d'une M-matrice, il en résulte que l'inverse de - A[h] 
existe et est à éléments non négatifs. II vient alors : 

Dans ces conditions le vecteur propre v, admet des 

composantes toutes de même signe et correspond à la valeur propre 
de plus grande partie réelle. Si lors d'une évolution particulière des 
coeifficients a*,,, la valeur propre maximale h reste constante et 

négative. Alors le vecteur propre v, reste de direction fixe. 
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Le travail présenté constitue une contribution a 1'analyse1éag 
processus dynamiques complexes. Il a pour but  de s i m p l i f i ~  
détermination du domaine d'attraction pour u n  équilibre localeme 
stable, ou bien de l'attracteur ainsi que de son domaine d'attractio 
pour u n  système localement instable par exemple. 

Les résultats donnés dans cette thèse s'attachent à proposer des 
conditions suffisantes de stabilité, robustes, c'est à dire peu sensibles 

aux variations des paramètres du système, e t  applicables même 
lorsque le modèle du processus est mal défini, bruité, décrit par des 
inégalités différentielles ou par des matrices intervalles. 

Les outils mis en oeuvre sont d'une part les normes vectorielles, 
tre part la notion de système de comparaison. Nous définissons 

ainsi les Systèmes Majorants Non Autoïiolnes (SMNA) qui sont une 
généralisation des Systèmes Majorants (SM) existant dans la 

Attracteur . 
, Domaine d'attraction. 

Inégalités différentielles. 
Matrices intervalles. 
Stabilité. 
Système bruité. 
Système de comparaison. 
Systèmes non-linéaires. 




