
FLANDRES ARTOIS  

LABORATOIRE D'INFORMATIQUE FONDAMENTALE DE LILLE 

No d'ordre : 653. 50 376 
4 990 

Nouveau Régime 

présentée à 

L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE FLANDRES ARTOIS 

pour obtenir le titre de 

DOCTEUR en INFORMATIQUE 

w 

François DENIS 

CONTRIBUTION A L'ETUDE DES SEMANTIQUES 

AXIOMATIQUES DE PROLOG 

Soutenue le 18 Décembre 1990 devant la Commission d'Examen composée de : 

M. NIVAT ............... Président 
G.  FERRAND ............... Rapporteur 
J.-P. JOUANNAUD ............... Rapporteur 
B. COURCELLE ............... Examinateur 
M. DAUCHET ............... Examinateur 
J.-P. DELAHAYE ............... Examinateur 
P. DEVIENNE ............... Examinateur 



UNIVERSITE DES SCIENCES 
n TECHNIQUES DE UUE 

FiANDRES ARTOIS 

M.H. LEFEBVRE, M. PARREAU. 

MM. ARNOULT, BONTE, BROCHARD, CHAPPELON, CHAUDRON, CORDONNIER, DECUYPER, 
DEHEUVELS, DEHORS, DION, FAUVEL, FLEURY, GERMAIN, GIACET, GONTIER, KOURGANOFF, 
LAMOTTE, LASSERRE, LELONG, LHOMME, LIEBAERT, MARTINOT-LAGARDE, MAZET, MICHEL, 
PEREZ, ROIG, ROSEAU, ROUELLE, SCHILTZ, SAVARD, ZAMANSKI, Mes BEAUJEU, LELONG. 

M. A. LEBRUN 

ClFNS PRFSI DENTS DE L'UNIVFR- TFCHNIQUES DE LILLE 

MM. M. PAREAU, J. LOMBARD, M. MIGEON, J. CORTOIS. 

M. A. DUBRULLE. 

M. CONSTANT Eugkne 
M. FOURET RenR 
M. GABILLARD Robert 
M. MONTREUIL Jean 
M. PARREAU Michel 
M. TRIDOT Gabriel 

Electronique 
Physique du solide 
Electronique 
Biochimie 
Analyse 
Chimie Appliquee 

M. BACCHUS Pierre 
M. BlAYS Pierre 
M. BILLARD Jean 
M. BOILLY BRnoni 
M. BONNELLE Jean-Pierre 
M. BOSCQ Denis 
M. BOUGHON Pierre 
M. BOURIQUET Robert 
M. BREZlNSKl Claude 

Astronomie 
Géographie 
Physique du Solide 
Biologie 
Chimie-Physique 
ProbabilitRss 
Algébre 
Biologie V6getale 
Analyse Numbrique 



M. BRIDOUX Michel 
M. CELET Paul 
M. CHAMLEY Hervb 
M. COEURE Gérard 
M. CORDONNIER Vincent 
M. DAUCHET Max 
M. DEBOURSE Jean-Pierre 
M. DHAINAUT André 
M. DOUKHAN Jean-Claude 
M. DYMENT Arthur 
M. ESCAIG Bertrand 
M. FAURE Robert 
M. FOCT Jacques 
M. FRONTIER Serge 
M. GRANELLE Jean-Jaques 
M. GRUSON Laurent 
M. GUILLAUME Jean 
M. HECTOR Joseph 
M. LABLACHE-COMBIER Alain 
M. LACOSTE Louis 
M. LAVEINE Jean-Pierre 
M. LEHMANN Daniel 
Mme LENOBLE Jacqueline 
M. LEROY Jean-Marie 
M. LHOMME Jean 
M. LOMBARD Jacques 
M. LOUCHEUX Claude 
M. LUCQUIN Michel 
M. MACKE Bruno 
M. MIGEON Michel 
M. PAQUET Jaques 
M. PETIT Francis 
M. POUZET Pierre 
M. PROUVOST Jean 
M. RACZY Ladislas 
M. SALMER Georges 
M. SCHAMPS Joel 
M. SEGUIER G y  
M. SIMON Michel 
Melle SPlK Genevibve 
M. STANKlEWlCZ François 
M. TlLLlEU Jacques 
M. TOULOlTE Jean-Marc 
M. VIDAL Pierre 
M. ZEYTOUNIAN Radyadour 

M. ALLAMANDO Etienne 
M. ANDRIES Jean-Claude 
M. ANTOINE Philippe 
M. BART Andrh 
M. BASSERY Louis 

Chimie-Physique 
Géologie Générale 
Géotechnique 
Analyse 
Informatique 
lnformatique 
Gestion des Entreprises 
Biologie Animale 
Physique du Solide 
Mécanique 
Physique du Solide 
Mbcanique 
Métallurgie 
Ecologie Numérique 
Sciences Economiques 
Algbbre 
Microbiologie 
Gbométrie 
Chimie Organique 
Biologie Végétale 
Paléontologie 
Gbométrie 
Physique Atomique et Moléculaire 
Spectrochimie 
Chimie Organique Biologique 
Sociologie 
Chimie Physique 
Chimie Physique 
Physique Moléculaire et Rayonnements Atmosph. 
E.U.D.I.L. 
Gklogie Générale 
Chimie Organique 
Modélisation - calcul Scientifique 
Minéralogie 
Electronique 
Electronique 
Spectroscopie Moléculaire 
Electrotechnique 
Sociologie 
Biochimie 
Sciences Economiques 
Physique Thborique 
Automatique 
Automatique 
Mécanique 

Composants Electroniques 
Biologie des organismes 
Analyse 
Biologie animale 
Génie des P r d d B s  et Réactions Chimiques 



Mme BAlTlAU Yvonne 
M. BEGUIN Paul 
M. BELLET Jean 
M. BERTRAND Hugues 
M. BERZIN Robert 
M.BKOUCHE Rudolphe 
M. BODARD Marcel 
M. BOIS Pierre 
M. BOlSSlER Daniel 
M. BOlVlN Jean-Claude 
M. BOUQUELET Stéphane 
M. BOUQUIN Henri 
M. BRASSELET Jean-Paul 
M. BRUYELLE Pierre 
M. CAPURON Alfred 
M. CATTEAU Jean-Pierre 
M. CAYAITE Jean-Louis 
M. CH4POTON Alain 
M. CHARET Pierre 
M. CHlVE Maurice 
M. COMYN Gbrard 
M. COQUERY Jean-Marie 
M. CORIAT Benjamin 
Mme CORSIN Paule 
M. CORTOIS Jean 
M. COUTURIER Daniel 
M. CRAMPON Norbert 
M. CROSNIER Yves 
M. CURGY JeanJacques 
Melle DACHARRY Monique 
M. DEBRABANT Pierre 
M. DEGAUQUE Pierre 
M. DEJAEGER Roger 
M. DELAHAYE Jean-Paul 
M. DELORME Pierre 
M. DELORME Robert 
M. DEMUNTER Paul 
M. DENEL Jacques 
M. DE PARIS Jean Claude 
M. DEPREZ Gilbert 
M. DERIEUX Jean-Claude 
Melle DESSAUX Odile 
M. DEVRAINNE Pierre 
Mme DHAINAUT Nicole 
M. OHAMELINCOURT Paul 
M. DORMARD Serge 
M. DUBOIS Henri 
M. DUBRULLE Alain 
M. DUBUS Jean-Paul 
M. DUPONT Christophe 
Mme EVRARD Micheline 
M. FAKIR Sabah 
M. FAUOUAMBERGUE Renaud 

Géographie 
Mécanique 
Physique Atomique et Mol6culaire 
Sciences Economiques et Sociales 
Analyse 
Algbbre 
Biologie VRgbtale 
Mécanique 
GRnie Civil 
Spectroscopie 
Biologie Appliquee aux enzymes 
Gestion 
Gbometrie et Topologie 
Géographie 
Biologie Animale 
Chimie Organique 
Sciences Economiques 
Electronique 
Biochimie Structurale 
Composants Electroniques Optiques 
Informatique Thborique 
Psychophysiologie 
Sciences Economiques et Sociales 
Palkontologie 
Physique NuclRaire et Corpusculaire 
Chimie Organique 
Tectolique Géodynamique 
Electronique 
Biologie 
Géographie 
Geologie Appliqube 
Electronique 
Electrochimie et Cinetique 
Informatique 
Physioliogie Animale 
Sciences Economiques 
Sociologie 
Informatique 
Analyse 
Physique du Solide - Cristallographie 
Microbiologie 
Spectroscopie de la r6activite Chimique 
Chimie Minerale 
Biologie Animale 
Chimie Physique 
Sciences Economques 
Spectroscopie Hertzienne 
Spectroscopie Hertzienne 
Spectrometrie des Solides 
Vie de la firme (I.A.E.) 
GRnie des procédbs et rdactions chimiques 
Algebre 
Composants 6lectroniques 



M. FONTAINE Huberl 
M. FOUQUART Yves 
M. FOURNET Bernard 
M. GAMBUN Andrb 
M. GLORIEUX Pierre 
M. -LOT R6mi 
M. WSSELIN Gabriel 
M. GOUDMAND Pierre 
M. GOURIEROUX Christian 
M. GREGORY Pine  
M. GREMY Jean-Paul 
M. GREVET Patrice 
M. GRIMBLOT Jean 
M. GUILBAULT Pierre 
M. HENRY Jean-Pierre 
M. HERMAN Maurice 
M. HOUDART Ren6 
M. JACOB Gérard 
M. JACOB Pierre 
M. Jean Raymond 
M. JOFFRE Patrick 
M. JOURNEL Gérard 
M. KREMBEL Jean 
M. MNGRAND Cbude 
M. LAlTEUX Michel 
Mme LECLERCQ Ginette 
M. LEFEBVRE Jacques 
M. LEFEBVRE Christian 
Melle LEGRAND Denise 
MeUe LEGRAND Solange 
M. LEGRAND Pierre 
Mme LEHMANN hsiane 
M. LEMAIRE Jean 
M. LE MAROIS Henri 
M. LEROY Yves 
M. LESENNE Jacques 
M. LHENAFF René 
M. LDCOUENEUX Robert 
M. LOSFELD Joseph 
M. LOUAGE Francis 
M. MAHIEU Jean-Marie 
M. MAUIERES Christian 
M. MAURISSON Patrick 
M. MESMACQUE Gérard 
M. MESSELYN Jean 
M. MONTEL Marc 
M. MORCELLET Michel 
M. MORTREUX Andr4 
Mme MOUNIER Yvonne 
Mme MOUYART-TASSIN Annie Frangoiçe 
M. NICOLE J q u e s  
M. NOTELET Françis 
M. PARSY Femand 

Dynamique des cristaux 
Optique atrnosph6rique 
Biochimie Sturcturale 
Gbgraphie urbaine, industrielle et démog. 
Physique mol6culaire et reyonnements Atmos. 
AlgAbre 
Socioiogie 
Chimie Physique 
Ptobabilitbs et Statistiques 
1A.E. 
Sociologie 
&$ences Eammiques 
Chimie manique 
Physiologie animale 
Génie Mécanique 
Physique spatiale 
Physique atomique 
Informatique 
Probabilitbs et Statistiques 
Biologie des populations végbtales 
Vie de La firme (I.A.E.) 
Spectroscopie hertzienne 
Biochimie 
Probabilites et statistiques 
Informatique 
Catalyse 
Physique 
POtrologie 
Algbbre 
Algbbre 
Chimie 
Anatyse 
Spectroscopie hertzienne 
Vie de la firme (I.A.E.) 
Composants 6lectroniques 
Systbmes 4lectroniques 
Geooraphie 
Physique théorique 
lnformatique 
Eiectronique 
Optique-Physique rtomique 
Automatique 
Sciences Economiques et Sociales 
&nie Mécanique 
Physique atomique et mdeculaire 
Physique du solide 
Chimie manique 
Chimie manique 
Physiologie des structures oontractiles 
lnformatique 
Spectrochimie 
Systbmes Blectroniques 
Mécanique 



M. PECQUE Marcel 
M. PERROT Pierre 
M. STEEN Jean-Pierre 

Chimie organique 
Chimie appliquee 
Informatique 



Je suis très reconnaissant à Maurice Nivat qui me fait 
l'honneur de présider le jury 

Je tiens à remercier 

- Gérard Ferrand et Jean-Pierre Jouannaud qui ont 
accepté d'être rapporteur de ma thèse, pour leurs nombreuses 
remarques et suggestions 

- Bruno Courcelle d'avoir accepté de participer au jury 

- Max Dauchet pour l'intérêt porté à mon travail mais 
aussi, pour m'avoir appris des choses importantes (et non 
formalisables) sur ce qu'est la recherche 

- Philippe Devienne pour la relecture très minutieuse de 
cette thèse, assortie de nombreux conseils et suggestions 

- Jean-Paul Delahaye, tout particulièrement, à qui je 
dois d'avoir mené à bien ce travail et qui a su me communiquer 
son enthousiasme pour la recherche. Les très nombreuses 
discussions qui ont rythmé l'élaboration de cette thèse (débordant 
souvent largement la programmation logique) ont constitué pour 
moi un apprentissage d'une valeur inestimable 

- Henri Glanc qui a assuré la reprographie de cette thèse 

- et bien sûr, l'équipe du LIFL qui, par la qualité de ses 
enseignements et la chaleur de son accueil a permis ma 
reconversion. 



Table des matières 

Introduction 

1 Préliminaires logiques 
1.1 Généralités 
1.2 Treillis et opérateurs 
1.3 Modèles de Herbrand 
1.4 Théorie Equationnelle de Clark 
1.5 Programmes généraux 

II Préliminaires à propos du langage Prolog 
II. 1 Programmes Prolog et langages du premier ordre 
II. 2 Unification 
11.3 Résolution SLD 
11.4 Sémantiques opérationnelles d'un programme Prolog 

11.4.1 La sémantique opérationnelle d'un interpréteur Prolog idéal 
11.4.2 La sémantique opérationnelle d'un interpréteur Prolog standard 
11.4.3 La sémantique opérationnelle standard finie 
II. 4 . 4  La sémantique opérationnelle invariante finie 
11.4.5 Remarques 

11.5 Sémantiques axiomatiques d'un programme Prolog 
11.5.1 La traduction clausale 
II. 5 . 2  Le programme complété de Clark 
11.5.3 La traduction SSI dédoublée 
11.5.4 La traduction Pe 
II. 5 .5  Les sémantiques axiomatiques de Prolog en logique trivaluée 
11.5.6 Les sémantiques axiomatiques de Prolog en logique linéaire, en 

logique modale et en logique intuitionniste 

III La sémantique standard 
III. 1 Programmes décrits par T~TOI  

III. 1 . 1  Conditions nécessaires pour que SSst u FF;, = Te?o 
III. 1.2 Une classe de programmes pour laquelle SSst u FF;, = ~ e ? o  

111.2 La traduction axiomatique standard mple 
111.2.1 Définition de la traduction standard triple 
111.2.2 TSt?o-correction et P%- correction 

111.2.3 TS,?o-complétude et PT- complétude 
111.3 Indécidabilité des hypothèses Hl, H2 et Hg 



IV Les sémantiques finies 
IV. 1 La sémantique standard finie 

IV. 1.1 Définition de la traduction axiomatique standard finie 
IV. 1.2 TfSttwcorrection et PI:- correction 

IV. 1.3 ~ ~ ~ ~ ~ w c o m ~ l é t u d e  et P ~ Z -  complétude 
IV.2 La sémantique invariante finie 

IV.2.1 Définition de la traduction axiomatique invariante finie 
IV.2.2 ~~twcorrect ion et ~~y-correction. 

IV.2.3 ~flco-complétude et @;-complétude. 
IV.3. Continuité des opérateurs Te, Tst, Tfst et Tf pour les programmes 
sans variable locale. 

V Un théorème de complétude 101  
V. 1 Introduction 101 
V.2 Le théorème de complétude 103 

V.2.1 Quelques éléments de la théorie des modèles 103 
V. 2.2 Dépliage d'une formule 105 
V.2.3 Construction d'un modèle saturé d'un programme général positif 108 

VI Application aux sémantiques des programmes Prolog dans le cadre 
de la CET 116 

VI. 1 Complétude dans le cadre de la CET(L) 116 
VI. 1.1 La sémantique standard 117 
VI. 1.2 La sémantique standard finie 118 
VI. 1.3 La sémantique invariante finie 119 

VI.2 Correction et complétude dans le cadre de la CET(Lk) 
VI.2.1 La sémantique standard 
VI.2.2 La sémantique standard finie 
V1.2.3 La sémantique invariante finie 

VI.3 Correction (et complétude) dans le cadre de la CET&) 
VI.3.1 Introduction 
VI.3.2 La sémantique standard finie 
VI.3.3 La sémantique invariante finie 

Tableau récapitulatif 

VI1 Logique trivaluée et dédoublement des symboles de prédicat 139  
VII. 1 Traduction dédoublée-trivaluée 140 
VII.2 Programmes trivalués 145 
VII.3 Théorèmes de complétude en logique trivaluée 153 
VII.4 Complétude de la résolution SLDNF 158 

Perspectives 16 1 

Bibliographie 163  

Index 169 



Introduction 

Les recherches sur la démonstration automatique de théorèmes ont débutées dès 
les années 30 avec les travaux de Herbrand [Her 301. Elles se sont poursuivies à 
l'intérieur de la logique mathématique jusqu'au moment où, à la fin des années 60, les 
progrès de l'informatique (et plus particulièrement, l'augmentation de la vitesse de calcul 
et de la capacité mémoire des ordinateurs) ont permis d'implémenter efficacement les idées 
dégagées lors de ces recherches ([Dav 60, Gilm 60, Pra 60, Rob 651). 

Le problème initial de la programmation logique peut être posé en ces termes : 
concevoir un système informatique calculant automatiquement (et efficacement) les 
conséquences (où les conséquences ayant une forme donnée) d'un système d'axiomes; ce 
système doit également permettre de décider si une formule est ou non conséquence de ce 
système d'axiomes (au moins pour certains types de systèmes d'axiomes puisque l'on sait 
que le problème de la décision du calcul des prédicats est indécidable). 

Un tel système informatique constituerait un outil de programmation purement 
déclarative. Kowalski [Kow 711 a remarqué qu'un algorithme est la réunion de deux 
composantes disjointes : 

- la partie logique qui énonce en quoi consiste le problème à résoudre 
- la partie contrôle qui indique comment le résoudre. 
Un langage de programmation purement déclarative doit alors "permettre au 

programmeur de ne spécifier que le sens logique d'un algorithme, les aspects procéduraux 
étant pris en charge automatiquement par le système de programmation logique" b l o  871. 

Prenant appui sur les travaux de Robinson sur la résolution, Colmerauer a créé 
le langage Prolog ([Col 731) dont le premier interpréteur a été implémenté en 1972 par 
Roussel ([Col 73, Rou 751). 

L'idée à la base de Prolog est que la logique' a une interprétation procédurale et 
peut être utilisée comme langage de programmation. Plus précisément : 

- un programme Prolog est une conjonction de clauses définies (c'est-à-dire de 
formules de la forme A ¢= BI A . . .A B, (n 2 0)) qui peuvent être interprétées comme des 
définitions de procédures 

- un atome A peut être considéré comme une procédure qui indique en sortie si 
A ou 4 est conséquence logique du programme. 

Depuis, de nombreux systèmes n'utilisant qu'une partie des fonctionnalités de 
Prolog (il est fréquent de ne considérer pour le traitement des Bases de Données que des 
langages logiques sans symbole de fonction) ou au contraire, visant à étendre et à 
généraliser les formules à la base des programmes Prolog (en incorporant un module de 
calcul algébrique, en admettant des littéraux négatifs dans les corps des clauses, en 
permettant l'utilisation de "prédicats de contrôle", ...) ont été développés. Mais la plupart 
ont un noyau commun appelé Prolog pur. 

La création de Prolog a été le point de départ d'un nombre important de travaux 
que l'on peut regrouper sous le thème : Etude de la sémantique du langage Prolog 
ou plus généralement, Etude de la sémantique des langages à base de règles. 

l0u du moins une partie : la logique des clauses de Hom. 



La sémantique de Prolog traite des problèmes suivants : 
- caractériser ce que calcule effectivement un interpréteur Prolog donné. 
- caractériser ce que l'on souhaite qu'un interpréteur Prolog calcule à 

partir d'un programme donné (c'est-à-dire, caractériser le sens "intentionnel" 
(intended meaning) d'un programme) 

- définir des classes de programmes les plus générales possibles pour 
lesquelles un interpréteur donné calcule effectivement ce que l'on en attend. 

Cette définition est encore très générale et regroupe des travaux très divers suivant ce que 
l'on entend par "caractériser". 

Citons en particulier, les travaux sur les sémantiques opérationnelles et 
dénotationnelies de Prolog [Arb 87, Bi1 88, Deb 87, Jon 84, Ric 891 dans lesquels 
sont élaborées des structures mathématiques qui décrivent souvent de manière très précise 
ce que calcule un interpréteur Prolog. Ces travaux peuvent s'appliquer aux problèmes 
d'implémentation, de définition de normes, aux liens avec d'autres langages de 
programmation mais ces descriptions sont souvent très éloignées de ce qui a motivé 
initialement la création de Prolog : le lien conséquence logique - calcul effectif. 

Nous avons choisi de placer notre travail dans le cadre plus restreint de la 
sémantique logique et plus précisément, de la sémantique axiomatique de Prolog. 
Nous pouvons alors préciser la définition ci-dessus. 

La sémantique axiomatique de Prolog traite des problèmes suivants : déterminer des 
systèmes d'axiomes dont les conséquences logiques (d'une certaine forme) 
représentent : 

- ce que calcule effectivement un interpréteur Prolog donné 
- ce que l'on souhaite qu'un interpréteur Prolog calcule. 

On peut noter un renversement par rapport au problème initial posé par la programmation 
logique : on cherchait à élaborer un système informatique devant calculer des 
conséquences logiques et l'on cherche maintenant à caractériser de manière logique ce que 
calcule un système informatique existant. Mais il s'agit toujours d'approfondir les 
rapports entre la logique et le calcul et ces études doivent permettre d'améliorer les 
techniques de calcul existantes mais aussi de prendre en compte, d'un point de vue 
logique, les difficultés réelles (capacité mémoire et vitesse de traitement limitées) liées à 
l'implémentation. 

Un assez grand nombre de travaux ont Cté consacrés à la sémantique axiomatique 
des programmes définis (parmi les plus classiques, citons [Apt 82, Cla 78, Hi1 74, Las 
84, Llo 871). Nous rappelons les principaux résultats déjà obtenus et présentons un 
exemple qui nous permettra d'exposer le sujet de notre travail'. 

Soit P un programme Prolog (défini) ( Déf. II. 1). 

Si PSSf2 est le complété de Clark de P ( 5  II.4) et si A est un atome clos. Alors : 

lLes notations que nous utilisons ici sont définies avec précision dans le  chapiue II. 
CET pour Clark's Equational Theory. 



-6E CA ssi un arbre SLD de racine :- A ( 5  II.3) contient la 
clause vide (et alors, tous la contiennent) [Apt 821 

-6s: b* ssi un arbre SLD équitable de racine :- A ( 5  11.3) est 
un arbre d'échecs fini (et alors, tous les arbres SLD 
équitables sont aussi des arbres d'échecs fini) ([Cla 
78, Jaf 831) 

On conclut généralement de ces résultats que le complété de Clark d'un programme défini 
est une caractérisation axiomatique exacte (correcte et complète) de ce que calcule 
un interpréteur Prolog. 
Pourtant, considérons le programme propositiomel P suivant : 

Le complété de Clark P;E de ce programme est le système d'axiomes : 

Les littéraux A et TB sont des conséquences logiques de PSSf et pourtant un interpréteur 
standard ne retournera jamais un succès pour le but :- A (car il bouclera sur la première 
règle de P). Il ne retournera pas non plus d'échec fini pour le but :- B pour la même 
raison. 

En fait, les résultats énoncés plus haut ne s'appliquent qu'à des interpréteurs idéaux, 
c'est-à-dire : 

- qui explorent tous les noeuds des arbres SLD qu'ils engendrent. C'est le cas par 
exemple s'ils sont dotés d'une stratégie d'exploration "en largeur d'abord" 

- qui n'engendrent que des arbres SLD équitables. 

Les interpréteurs standard sont dotés eux d'une stratégie d'exploration "en profondeur 
d'abord" et ils engendrent des arbres SLD construits à l'aide de la règle qui consiste à 
sélectionner systématiquement le premier atome d'un but. L'exemple précédent montre 
que ces arbres ne sont pas toujours équitables. 

Il peut paraître un peu curieux que l'on se soit contenté de résultats théoriques ne 
concernant que les interpréteurs idéaux. La quantité de mémoire nécessaire varie pourtant 
de manière exponentielle suivant qu'un arbre est exploré en "profondeur d'abord" ou en 
"largeur d'abord", et il n'est pas envisageable pratiquement d'utiliser des interpréteurs 
idéaux. Il y a là une difficulté réelle, liée au calcul, et qui doit être prise en compte par la 
programmation logique. 
La non-équité des arbres SLD engendrés est par contre un inconvénient qui semble plus 
lié à l'implémentation actuelle de Prolog que correspondre à un problème insurmontable. 
Les travaux de [Bek 86, Del 86, Jan 901 montrent qu'il est possible de concevoir des 
"interpréteurs équitables" moyennant une perte d'efficacité de l'ordre de 20%, ce qui est 



assez raisonnable. Mais quoi qu'il en soit, ces interpréteurs ne sont pas couramment 
répandus et il semble naturel d'essayer de décrire d'un point de vue logique les stratégies 
de sélection d'un atome dans un but. Il est à noter d'ailleurs que ces stratégies de sélection 
sont prises en compte dans bon nombre d'études sur les programmes normaux (c.-à-d. 
avec des littéraux négatifs dans les corps des clauses); il est vrai que pour ce type de 
programmes, la question est encore plus cruciale puisque la résolution SLDNF n'est 
même pas correcte (en général) lorsqu'un littéral négatif non clos est sélectionné. 

Ce sont ces constatations qui nous ont amené à nous poser la question : 

" les interpréteurs standards admettent-ils une sémantique axiomatique ? " 

Une grande partie de notre travail peut être commentée à partir du schéma suivant 

Schéma 1 : 

Programme Prolog : P (i) 

Sémantique opérationnelle : POP (" Traduction axiomatique : Ph (k) 

(i  ) Les définitions permettant de décrire le fonctionnement des interpréteurs Prolog 
sont données au chapitre II. Précisons que nous nous intéressons, au moins dans les six 
premiers chapitres qu'à des programmes Prolog purs, c'est-à-dire dont les corps des 
clauses ne contiennent que des atomes (de prédicat différent de '=') du langage du premier 
ordre sous-jacent. En particulier, nous n'autorisons pas l'utilisation de la négation ni de 
"prédicats" non logiques tels que : CUT, VAR, ASSERT, etc ... 



( i i )  La notion de sémantique opérationnelle correspond à la notion de propriétés 
observables [Fal 89b], c'est-à-dire à la sélection de certaines propriétés du comportement 
opérationnels des programmes lorsqu'ils sont soumis à certains types d'interpréteurs. 
Nous montrons dans le chapitre II que l'on peut définir au moins quatre sémantiques 
opérationnelles pour un programme Prolog si l'on tient compte du mode d'implémentation 
des interpréteurs. Toutes les sémantiques que nous envisageons dans ce travail peuvent 
être représentées par des ensembles d'atomes clos. D'autres sémantiques, 
représentées par des classes d'équivalence d'ensembles d'atomes pouvant contenir des 
variables, ont été étudiées par [Der 87, Fa1 89a, 89b, Fer 86, Lev 901 dans le cas 
d'interpréteurs idéaux. Nous prévoyons d'étendre nos travaux à ce type de sémantique 
ultérieurement. 

Les quatre sémantiques que nous considérons sont les suivantes : 

a) La sémantique opérationnelle d'un interpréteur idéal est représentée par 
les ensembles SS (Set of Success) et FF (Finite Failure set). Ce sont respectivement 
les ensembles d'atomes clos pour lesquels un interpréteur idéal retourne un succès 
(resp. un échec). L'exemple de programme donné ci-dessus montre qu'un atome de 
SS (resp. de FF) peut ne pas retourner un succès (resp. un échec fini) pour un 
interpréteur standard. Les résultats classiques ne portent que sur cette sémantique. 

b) La sémantique opérationnelle d'un interpréteur standard est 
représentée par les ensembles SS,, (succès standards) et FFsL (échecs standards). Ce 
sont respectivement les ensembles d'atomes clos pour lesquels un interpréteur 
standard retourne un succès (resp. un échec). 
Cette sémantique n'est pas entièrement satisfaisante d'un point de vue pratique dans 
la mesure où elle retient comme succès un atome pour lequel un interpréteur standard 
retourne un succès puis boucle indéfiniment. Un tel atome n'est pas réutilisable 
(sans précaution) pour définir d'autres prédicats, comme le montre l'exemple 
suivant : 

Un interpréteur standard boucle 
A :- A sur le but :-A 
B :- A, C et sur le but :-B 

Ceci nous conduit à définir la notion de succès standard fini. 

c)  La sémantique opérationnelle standard finie est représentée par les 
ensembles SSfst (succès standards finis) et FFst. Un succès standard fini est un 
atome clos pour lequel un interpréteur standard retourne un succès puis s'arrête (au 
bout d'un certain temps). Nous pensons que cette sémantique est la mieux adaptée, 
d'un point de vue pratique, aux interpréteurs standards'. 

d) La semantique opérationnelle invariante finie est représentée par les 
ensembles SSf (succès invariants finis) et FFf (échecs invariants finis). Ce sont 
respectivement les ensembles d'atomes clos pour lesquels tout interpréteur retourne 
un succès fini (resp. un échec fini). Cette sémantique est invariante par rapport à 
l'ordre des règles dans le programme et par rapport à I'ordre des atomes dans 
chaque clause. Elle paraît bien adaptée aux calculs dans les bases de données dans la 

]sauf peut-être, pour le mitement des processus infinis comme les systèmes d'exploitations ... 



mesure où la réponse à une requête ne doit pas dépendre de la manière dont sont 
gérés les faits et les règles dans ces bases. 

Les résultats classiques de [Apt 82, Cla 78, Hi1 74, Las 84, Jaf 831 montrent que la 
sémantique opérationnelle idéale a une représentation axiomatique exacte. Nous nous 
proposons de trouver des résultats analogues pour les trois autres sémantiques 
opérationnelles. 

Comme nous l'avons déjà mentionné, de nombreux travaux ont été publiés sur la 
sémantique standard mais selon une approche dénotationnelle [Arb 87, Bi1 88, Deb 
87, Jon 84, Ric 891. Cette sémantique a également été étudiée du point de vue de la 
logique linéaire [Cer 89, 90, Reg 881 mais, à notre connaissance, uniquement pour 
des programmes Prolog propositionnelsl. La logique modale a aussi été utilisée 
pour décrire cette sémantique [Bal 901. 

Le point de départ de notre travail est [Del 88al. Dans cet article, J.-P. Delahaye utilise 
une technique de dédoublement des symboles de prédicats (déjà utilisée dans des travaux 
sur les paradoxes mathématiques et sémantiques [Fef 82, Gilm 741) qui lui permet de 
définir une traduction axiomatique des programmes Prolog qui constitue une 
approximation de la sémantique opérationnelle standard. Nous donnons au chapitre III 
une caractérisation d'une classe de programmes pou. lesquels cette traduction axiomatique 
représente exactement leur sémantique standard. 

Le problème qui consiste à déterminer une sémantique axiomatique équivalente à une 
sémantique opérationnelle donnée peut être décomposé en quatre étapes (voir schéma 1) : 

(iii) La première étape consiste à définir des traductions axiomatiques PAX pour 
chacune des trois sémantiques envisagées (au chapitre III pour la sémantique standard et 
au chapitre TV pour les sémantiques standard finie et invariante finie) . Ces traductions se 
présentent sous la forme de programmes généraux positifs (définis au chapitre 1). 
Leurs axiomes sont de la forme : 

V(A e F) 

où A est un atome et F une formule positive d'un langage du premier ordre avec égalité 
(c'est-à-dire dans laquelle le connecteur 7 ne peut s'appliquer qu'au prédicat '='). 
A chacun de ces systèmes d'axiomes, il est possible d'associer un opérateur de  
conséquence immédiate monotone TA, défini sur le treillis des interprétations de 
Herbrand du langage associé au programme (c.-à-d. les ensembles d'atomes clos). 

( i  v) La seconde étape consiste à établir, pour chaque sémantique P,, l'égalité : 

où TAxTm est l'ensemble obtenu par itération successive de l'opérateur TAx à partir de 
l'ensemble vide. Ceci est fait au chapitre III pour la sémantique standard (pour une 
certaine classe de programmes) et au chapitre IV pour les deux sémantiques finies (pour 
tout programme). Cette égalité prouve d'une certaine manière que la traduction PAX est 
"correcte et complète", mais pas encore au sens logique du terme. Nous désignerons 

*Mais pouvant contenir des littéraux négatifs dans les corps des clauses. 



l'inclusion Po, c SOUS le terme de ~a.fw-correct ion et l'inclusion inverse 
c Pop SOUS celui de ~~ , tw-complé tude .  

( v )  La troisième étape consiste à essayer de donner un sens logique à cette égalité 
dans le cadre des modèles de Herbrand. Si le programme P utilise les symboles 
fonctionnels et de prédicats d'un langage du premier ordre L, il semble très naturel, au 
moins du point de vue de la programmation logique, de chercher à limiter les 
interprétations de Ph à. celles dont le domaine est constitué par les atomes clos de L. Cette 
restriction peut être axiomatisée et nous notons pz la réunion des axiomes de PAX et de 

ceux restreignant les interprétations de PAX aux interprétations de Herbrand de L (voir 
chapitre 1). 
Nous n'obtenons malheureusement dans ce cadre logique que des résultats assez 
décevants (voir chapitre III et IV). Plus précisément, PZ n'est une caractérisation 
axiomatique correcte et complète de la sémantique opérationnelle correspondante que 
lorsque T A ~ ~ O  est un plus petit point fixe de TAx (ce qui se produit quand TAx est 
continu). C'est le cas pour les programmes propositionnels, pour l e s  
programmes sans variable locale, pour les programmes sans occurrence 
d'un symbole fonctionnel mais c'est faux dans le cas général (voir fin du chapitre 
IV). 

Nous retrouvons là en fait une situation comparable à celle que l'on rencontre dans le cas 
idéal. Si Tp est l'opérateur de conséquence immédiate usuel associé à un programme 
défini P, l'ensemble T ~ S W  n'est en général pas un point fixe de Tp (voir par exemple b l o  
871). Le théorème de complétude de la règle de négation par l'échec pour les programmes 
définis [Jaf 831 n'a pas été obtenu dans le cadre des modèles de Herbrand, mais dans 
celui de la Théorie Equationnelle de Clark. 

Pour axiomatiser la restriction des interprétations de Ax aux modèles de la CET, il suffit 
d'ajouter à PAX les axiomes restreignant les interprétations aux modèles de Herbrand de L 
sauf un : l'axiome de clôture qui assure que les domaines des interprétations ne 
contiennent pas d'autres éléments que les termes clos du langage L. Nous notons PT: la 
réunion de ces axiomes. Les modèles de la CET sont nettement plus complexes que les 
modèles de Herbrand. En particulier, leur domaine peut contenir des éléments qui ne sont 
la dénotation d'aucun terme du langage L (voir chapitre 1). 

(vi) La quatrième étape consiste donc à essayer de donner un sens logique à l'égalité 
Pop = TAXfw dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark. 

Avant de poursuivre dans cette voie, il nous faut faire un détour par la logique trivaluée, et 
en particulier mentionner un théorème établi par Kunen dans [Kun 871. Dans ce résultat 
(qu'il nous est impossible de détailler complètement ici : c'est fait au chapitre VII), Kunen 
montre que pour certains types de programmes P (les programmes normaux), il est 
possible de donner un sens logique fort à l'itéré ~ p i 6 . 1  où F est un opérateur de 
conséquence immédiate trivalué (l'opérateur de Fitting) si l'on se place à la fois dans le 
cadre de la Théorie Equationnelle de Clark et dans le cadre de la logique 
trivaluée. 



Ce résultat nous a donné l'idée d'essayer de démontrer un résultat analogue mais 
s'appliquant dans le cadre de la logique classique (bivaluée). Le théorème que nous avons 
obtenu est exposé au chapitre V. il Cnonce que : 

Si P est un programme général positif alors, pour toute formule positive close F, 

si PCET C F alors il aiste un entier n tel que T~TI-I I== F 

avec pour corollaire, 

si A est un atome cbs  et si F m  C A alors A E T~TCO 

De plus, si le langage L contient "suffisamment " de symboles de fonctions', un résultat 
de F u n  871 permet d'obtenir les équivalences : 

b F ssi il existe un entier n tel que ~ p T n  b F 
et 

pCFT C A ssi A E T~TCO. 

Ce théorème peut alors être appliqué à toutes les traductions axiomatiques que 
nous avons définies (chapitre VI). Nous montrons que les traductions axiomatiques 
standard, standard finie et invariante finie sont, dans le cadre de la CET, 
des caractérisations correctes et complètes des sémantiques 
opérationnelles correspondantes (avec une resmction irnportan te en ce qui concerne 
la sémantique standard). 

Enonçons, par exemple, un corollaire de ces résultats pour les sémantiques f i e s .  

Soit P un programme Prolog et A un atome clos du langage sous-jacent. 

a) e b A v Al2 ssi l'arbre SLD standard de P u {:- A )  estfini. 

b) FfF b A' ssi A E F F ~ ~ .  
c ) e C  A S S ~ A  E ssfS1. 

Soit P un programme Prolog et A un atome clos du langage sous-jacent. 

a) A v A' ssi tom les arbres SLD de P u {:- A )  sontfinis. 

b) C A ssi A E FF~. 

C) C A S S ~ A  E S S ~ .  

l ~ l u s  précisément : si pour tout entier n, L contient une infinité de symboles de fonctions d'arité n. Nous 
appelons langage de Kunen et nous notons Lk un tel langage 
2 ~ o u s  rappelons que nous avons utilisé une technique de dédoublement des symboles de prédicats pour 
laquelle A' a pour sens intentionnel - V A .  



Ces résultats sont des corollaires immédiats du théorème démontré au chapitre V si 
le langage sous-jacent est un langage de Kunen. Mentionnons au passage qu'il est très 
naturel de considérer de tels langages en programmation logique dans la mesure où 
l'utilisateur d'un programme Prolog ou d'une base de données déductives doit pouvoir 
utiliser tous les symboles fonctionnels qu'il désire pour formuler ses requêtes. 

Nous avons néanmoins également prouvés ces résultats sans aucune hypothèse 
supplémentaire sur le langage sous-jacent. Ces démonstrations, assez techniques, 
occupent la majeure partie du chapitre VI. 

Nous pouvons donc répondre positivement à la question posée plus haut : 

"La sémantique opérationnelle standard finie d'un programme Prolog P est équivalente à 
CET'' la sémantique axiomatique P fst 

"La sémantique opérationnelle invariante finie d'un programme Prolog P est équivalente à 
CET'' la sémantique axiomatique P 

Le schéma 1 décrit la méthode que nous avons suivi au cours de ce travail. 11 peut être 
redessiné différemment en tenant compte des résultats obtenus : 

Schéma 2 : 

P (Programme Prolog) 

chaînage arrière pour certains 
types d'interpréteurs 

(Sémantique 
'Op opérationnelie) 

Traduction 
axiomatique I II Traduction 

sens logique Axiomatique 
) PZ ciamlecadre 

de la Théorie 
F k ~ s s i ~  E T ~ ~ O  Equatiomeile 

de Clark 

(Programme 
générai 
positif) 



- Les sémantiques opérationnelles POp considérées sont définies en prenant en compte un 
interpréteur (ou une classe d'interpréteurs Prolog) fonctionnant en chaînage arrière. 

- La recherche d'une traduction axiomatique peut être vue comme la recherche d'un 
programme (général positif) PA, qui calcule par "chaînage avant" un ensemble T ~ ? C O  
égal à POp. 

- LE théorème du chapitre V venant alors donner (de manière un peu miraculeuse) un sens 
logique à T ~ ~ ? ' w .  C'est un thkorème de complétude en ce sens qu'il établit la 
complétude d'un "chaînage avant" pour une classe générale de programmes et de formules 
conséquences par rapport à l'axiomatique pC2. 

Deux constatations peuvent être tirées des résultats précédents : 

- Le théorème de complétude confirme que le cadre de la Théorie Equatio~elle de 
Clark, qui peut sembler a priori moins naturel que celui des modèles de Herbrand, est le 
mieux adapté à ces problèmes de sémantiques axiomatiques. 

- La technique de dédoublement des symboles de prédicats s'est révélée très 
performante. Tout en restant une technique exprimable dans la logique classique (ce qui 
est un avantage important), elle est évidemment très liée à la logique trivaluée puisqu'elle 
permet de dissocier la valeur de vérité d'un atome de celle de sa négation. 

Le chapitre VI1 ne se situe pas dans la lignée de la question posée plus haut. C'est 
plutôt une annexe consacrée à l'étude des rapports entre la technique de dédoublement des 
symboles de prédicats et la logique trivaluée. Nous établissons un "lexique" qui permet de 
traduire des notions et résultats exprimés selon une des deux formes dans l'autre. Cela 
nous permet, en particulier, d'énoncer un théorème de complétude en logique 
trivalué. 

Un programme trivalué est un ensemble d'axiomes de la forme V(L t F) où L est un 
littéral (positif ou négatif) et F une formule quelconque bivaluée (c.-à-d. ne contenant que 
des connecteurs bivalués de la logique classique) et où le connecteur trivalué 't' a été 
défini dans [Del 87c] par : 

Faux si B est Vrai et A n'est pas Vrai 
vv(A c B) = 6 rai sinon 



Si P est un programme trivalué consistant et si F est une formule close bivaluée alors : 

F m  kt F ssi il existe un entier n tel que ~ ~ f n  kt F 

où b, signifie : "a pour conséquence au sens de la logique irivaluée". 

Ce théorème de complétude est très général puisque la formule F est une formule 
quelconque de la logique bivaluée classique. Il confirme donc que la logique trivaluée 
constitue un cadre logique bien adapté à la programmation logique (comme l'avaient déjà 
montré les travaux de [Del 87c, Fit 85, Kun 87 et 89, Thi 901 entre autres). 

Nous concluons le chapitre VI1 sur une traduction dédoublée du théorème de complétude 
de la résolution SLDNF pour les programmes (et les requêtes) autorisées de [Kun 891. 
Un théorème équivalent a par ailleurs été démontré dans [Cer 901 en logique linéaire. 
Cette traduction prolonge les résultats de [Ble 90, Gil891 sur ce sujet. 

Dépendance des chapitres 

Remarques concernant la lecture de cette thèse : 

- Nous avons défini un nombre important de notations. Nous donnons en fin de mémoire 
un index qui permet de retrouver leurs définitions. 

- Les démonstrations concernant les trois sémantiques (standard, standard finie, 
invariante finie) ont été rédigées de façon à pouvoir être lues indépendamment les unes 
des autres. D'où certaines redondances lorsqu'on lit les trois à la suite. 

- Le chapitre III décrit le lien entre notre travail et l'article [Del 88a] ainsi que l'étude de la 
sémantique standard (pour laquelle les résultats sont assez incomplets). Sa lecture n'est 
pas indispensable à la compréhension de la suite. 

- Les chapitres 1, V et VII forment un ensemble indépendant. 

- Un tableau récapitulatif (p 137) donne une vue d'ensemble sur les principales propriétés 
des différentes sémantiques considérées ici. 



Chapitre 1 : 

Préliminaires logiques 

Ce premier chapitre est destiné à définir les notions de logique dont nous nous 
servirons par la suite et à en fixer les notations. Nous énonçons également des résultats 
classiques (sans démonstration) et d'autres plus spécifiques à notre travail (que nous 
démontrons). On suppose connues les notions usuelles de logique du premier ordre (Cf 
par exemple [Cha 73, Del 86, Pab 76, Yas 711). 

1.1 Généralités 

Nous rappelons qu'un langage du premier ordre est défini par la donnée d'un 
ensemble dénombrable Var de symboles de variables, d'un ensemble fini ou 
dénombrable de symboles de fonctions (les constantes pourront être considérées comme 
des fonctions d'arité 0) et d'un ensemble fini de symboles de prédicats. Un langage 
du premier ordre avec égalité possède '=' comme symbole de prédicat. 

On suppose par la suite que les langages considérés contiennent au moins une 
constante. Si L est un langage du premier ordre avec égalité contenant au moins une 
constante a, on désigne par Vrai (resp. Faux) la formule a = a (resp. a # a). 

On utilise le mot modèle d'un langage comme synonyme d'interprétation 
(dans le sens usuel) de ce langage, le mot interprétation étant redéfmi par la suite. Ceci 
peut se justifier par le fait qu'une interprétation d'un langage est un modèle d'un ensemble 
(vide) d'axiome de ce langage. 

Notations : 
Les langages du premier ordre seront dénotés par la lettre L éventuellement indicée. 
Soit L un langage du premier ordre. On note & le langage possédant les mêmes symboles 
de fonctions (et donc de constantes) que L et qui, pour tout symbole de prédicat p de L, 
possède deux symboles de prédicats : p et p'. Ld est donc un sur-langage de L. 

Si F est une formule de L dont les variables libres sont p a .  (xl, ..., x,) (ce que l'on 
représente par la notation F(xi, ..., x,)), et si U est un modèle de L ,  la notation 
U k F[al/xi, ..., an/xn] (ou U k F[al, ..., an] s'il n'y a pas d'ambiguïté) signifie 



que la substitution (al/xi, ..., an/xn) des variables xi, ..., x,par des éléments al, ..., an 
du domaine de U satisfait F dans U. 

Soit C un ensemble de formules de L dont les variables libres sont parmi (xi ,  ..., x,) (ce 
que l'on pourra représenter par C(xi, ..., x,)). La notation U b Z[ai, ..., a.] signifie 
que pour tout F E Z , U  b F[a i ,  ..., an]. 
Si C u (FI est un ensemble de formules closes de L,  la notation Z k F signifie que F 
est conséquence logique de C, c'est-à-dire que tout modèle de C est un modèle de F. 
Si F est une formule de L ,  la clôture universelle (resp. existentielle) est notée VF 
(resp. 3F). 

Définition 1.1: Soit C un ensemble de formules de L dont les variables libres sont 
parmi {xi ,  ..., x,) et soit U un modèle de L ,  on dit que U réalise C (ou que C est 
satisfiable dans U ) ssi il existe a 1, .. ., a, dans le domaine de U tq 

u C Z [ a l ,  ..., a.]. 

1.2 Treillis et opérateur 

La structure algébrique de treillis a été fréquemment utilisée en programmation 
logique ([Apt 821, [Fit 861, [Gue 883, [Llo 871). Nous rappelons quelques définitions et 
résultats classiques. 

Définition 1.2 : Un treillis complet est un ensemble ordonné (E, 5) dont route partie 
X admet une borne inférieure (notée Inf(X)) et une borne supérieure (notée Sup(X)). On 
note I (resp. T) la borne inférieure (resp. supérieure) de E. 

Exemple : Soit A un ensemble et E = 2* l'ensemble des parties de A. Alors, (E, c) est 

un treillis complet. Si X est une partie de E, alors Sup(X) = U x et Inf(X) = n x. On a 
XE x XE X 

d o n c I = @ e t T = A .  

Définition 1.3 : Soit (E, I )  un treillis complet et T : E ---> E,  une application. On dit 
que T est monotone si pour tous x, y E E, x 5 y implique T(x) I T(y). On peut définir 
alors les puissances ordinales de T par : 

-TTo=.L 
- TT(a+l) = T(T?a) pour tout ordinal a 
- TTa = Sup (T?P ; P < a) pour tout ordinal limite a .  
-TJ.o=T 
- TL(a+l) = T ( T J ~ )  pour tout ordinal a 
- TLa  = 1nf1TJ.p ; P < a)  pour tout ordinal limite a .  

Définition 1.4 : Soit E un treillis complet. Une partie X de E est dirigée (directed) si 
pour tom éléments a et b de X, leur borne supérieure sup({a,b)) appartient à X. 



Définition 1.5 : Soit (E,  2) un treillis complet et T : E ---> El une application. On dit 
que T est continue si pour toute partie dirigée X de E, on a : T(sup(X)) = sup(T(X)). 

Remarque : Toute application continue est monotone. La réciproque est fausse. 

Définition 1.6 : Soit ( E ,  5 )  un treillis complet et T : E ---> E, une application. On 
appelle point fixe de T tout élément x de E tq T(x) = x. On note pppf(T) et pgpf(T) 
respectivement les plus petit point fixe et plus grand point fixe (s'ils existent) de 
T. 

On utilisera fréquemment les deux résultats suivants dus à Knaster [Kna 281 et Tarski 
[Tar 551. On peut également trouver leur démonstration dans ([Fit 861, [Gue 881, [Llo 
871). 

Proposition 1.1 : Soit (E ,  5 )  un treillis complet et T : E ---> El une application 
monotone. Alors T a un plus petit point f i e  et un plus grand point f i e .  De plus, il existe 
un plus petit ordinal a et un plus petit ordinal f.3 tels que : 

pppf(T) = ~ l ' a  et pgpfv) = TLP. 

Proposition 1.2 : Soit (E, 2) un treillis complet et T : E ---> E, une application 
continue. Alors : 

pppf (~)  = TTU. 

1.3 Modèles de Herbrand 

Ii est souvent implicitement admis en programmation logique que l'on restreint les 
modèles du langage à une classe particulière de modèles : les modèles de Herbrand. 

Définitions 1.7 : Soit L un langage du premier ordre. 
L'univers de Herbrand UL (OU U s'il n'y a pas d'ambiguïté) de L est l'ensemble de 
tous les termes clos que l'on peut former avec les constantes (on rappelle que L est 
supposé contenir au moins une constante) et les symboles de fonctions de L. 
La base de Herbrand HL (ou H s'il n'y a pas d'ambiguïté) de L est l'ensemble de tous 
les atomes clos qui peuvent être formés avec les symboles de prédicats (sauf '=') de L. 

Définition 1.8 : On appelle interprétation de Herbrand de L toute partie de H.  Ce 
sont les interprétations de L au sens classique du terme auxquelles on impose que : 

- le domaine de l'interprétation soit U. 
- les constantes de L soient interprétées par elles mêmes 
- les symboles de fonctions n-aire f soient interprétés par les fonctions de Un d 

valeurs dans U W n i e s  par : 
(tl, . . ., tn) ---> f(tl, .. ., tn). 

- les symboles de prédicats n-aire p soient interprétés par les relations définies sur 
Un par : 

p(tl, . . ., h) est vrai dans l'interprétation si p(tl, . . ., tJ lui appartient. 



Si 1 est une interprétation & Herbrand & L, il est donc équivalent d'écrire : 
~ ( t i ,  ..., tn)E l e t 1  C p(ti, ..., tn). 

Définition 1.9 : Soit S un ensemble de formules de L. Un modèle de Herbrand de S 
est une interprétation de Herbrand de L qui est un modèle (au sens usuel) & S. 

La restriction aux modèles de Herbrand peut être axiomatisée de la manière suivante : soit 
L' le sur-langage de L obtenu en lui adjoignant le symbole de prédicat '=' (s'il 
n'appartenait pas déjà à L). Les restrictions à L des modèles de L' des 9 axiomes suivants 
sont les modèles de Herbrand de L (voir par exemple [She 871). 

Axiomes de la théorie de l'égalité : 

1 - x = x  
2 - x = y - y = x  
3 - X = Y A Y = Z J X = Z  
4- pour tout symbole de fonction f d'arité n, 

X I =  y1 A ..a A xn= yn a f(x1, . - -9  xn) = f(yi, .S., y,) 
5- pour tout symbole de prédicat p d'arité n, 

X I =  Y1 A ... A xn= Yn a [ ~ ( x i ,  xn) * ~ ( y i ,  ..., yn)]. 

Interprétation libre des symboles de fonctions : 

6- pour tous symboles de fonctions f et g distincts, 
f(xi 3 -.., xn) + g(y1 ..-, yrn) 

7- pour tout symbole de fonction f, 
f(xl,  ..., x,) = f(yl, ..., y,) 3 X I =  y1 A ... A X,= y, 

8- pour tout terme t comprenant la variable x et distinct de x, 
t f x. (Axiome du test d'occurrence) 

Axiome de clôture : 

9- Vx(x = tl  v . . . v x = t, . . . ) où les ti parcourent l'univers de Herbrand U. 
Si le langage L contient des symboles fonctionnels d'arité 2 1 ou une infinité de 
constantes, c'est une disjonction infinie. Ce n'est donc pas vraiment un axiome, au sens 
strict du terme. 

Remarques sur la théorie de l'égalité : Soit FZ un modèle de la théorie de l'égalité 
de domaine M et soit 3 l'interprétation dans ?% du prédicat '='. La relation % est une 
relation d'équivalence sur M (par les axiomes 1, 2 et 3). Soit M' l'ensemble quotient 

Les interprétations des symboles fonctionnels et des prédicats "passent au 
quotient" (grâce aux axiomes 4 et 5). C'est-à-dire qu'à tout symbole fonctionnel f d'arité 
n, on peut associer une fonction ffi+ de M'n à valeurs dans M' définie par : 

ffil(al/%, ...,  an/=^) = fn(a1, ..., a,)l=M 
(où fri est l'interprétation de f dans 7%). 



De même, à tout symbole de prédicat p d'arité n, on peut associer une relation mn définie 
sur Mn par : 

Le modèle quotient 7%' ainsi défini est équivalent à FZ, c'est-à-dire qu'une formule close F 
de L est satisfaite dans 7% ssi elle l'est dans YL'. 
On peut donc construire, pour tout modèle de la théorie de l'égalité, un modèle équivalent 
dans lequel le prédicat d'égalité est interprété comme l'identité. On se limitera 
par la suite à des modèles ayant cette propriété. On les appelle parfois modèles 
égalitaires ou normaux. 

Notations : On note Her(L) l'ensemble constitué par ces 9 axiomes (ou schémas 
d'axiomes). Les modèles de Her(L) sont exactement les modèles de Herbrand de L. Si Ax 
est un ensemble de formules de L, on note AxHer = Ax u Her(L). Les modèles de AxHer 
sont exactement les modèles de Herbrand de Ax. 

Remarque : Si le langage L ne possède aucune constante, il n'a aucun modèle de 
Herbrand. C'est la raison pour laquelle on suppose par la suite que les langages 
considérés en contiennent au moins une. 

L'importance des modèles de Herbrand apparaît lorsque l'on s'intéresse à la satisfiabilité 
d'ensembles de clauses : 

Définition 1.10 : Un littéral est un atome ou la négation d'un atome. 

Définitions 1-11 : Une clause est une formule de la forme : 
Vx1.. .vx, (LI v.. . v Lm) 

où chuque L, est un littéral et où les xi sont les variables apparaissant dans les littéraux L. 
Une clause définie est une clause qui ne contient qu'un seul littéral positif. 
Une clause unité est une clause définie qui ne contient aucun littéral négatif. 
Une clause de Horn est une clause qui contient au plus un littéral positif. 
Un but défini est une clause qui ne contient aucun littéral positif. 
Un programme défini est un ensemble de clauses définies. 

Théorème 1.1 : Soit S un ensemble de clauses. 
S a un modèle ssi S a un modèle & Herbrand. 
S est insatiflable ssi S n'a pas de modèle de Herbrand. 

Démonstration : voir [Llo 871 par exemple. 

Mais si l'on ne suppose plus que S est un ensemble de clauses, ce résultat est faux en 
général comme le montre l'exemple suivant L lo  871. 

Soit S = (p(a), 3x 7 p(x)). S n'a pas de modèle de Herbrand si L ne contient que la 
constante a. Et pourtant, S est satisfiable. 
Les notions de "formule vraie dans tous les modèles de Herbrand de S" et de "formule 
vraie dans tous les modèles de Su ne coïncident donc plus. 



En fait, la plupart des systèmes d'axiomes que nous aurons à considérer sont constitués 
de foxmules non clausales et nous ne pourrons pas nous limiter aux modèles de Herbrand. 
Un autre cadre tout aussi naturel en programmation logique et moins restrictif est constitué 
par la Théorie Equationnelle de Clark [Cla 781. 

1.4 Théorie équationnelle de Clark 

On obtient la Théorie Equationnelle de Clark à partir des axiomes définissant les 
modèles de Herbrand en supprimant l'axiome de clôture. 

Définition 1.12 [Cla 781 : On appelle Théorie Equationnelle de Clark du langage 
L la théorie notée CET&)*, obtenue en ajoutant éventuellement à L le symbole de 
prédicat '=' et constituée par l'ensemble des axiomes (ou schémas d'axiomes) de la 
théorie de l'égalité et de l'interprétation libre des symboles de fonctions (Axiomes 
numérotés de I à 8, $1.3). 

Notation : Si Ax est un ensemble de formules de L, on note : 
AxC" = Ax u CET&). 

Remarque : Les modèles de Herbrand de L (resp. de Ax) sont donc des modèles de la 
CET(L) (resp. de AxCET). Mais les domaines des modèles de la CET(L) peuvent contenir 
des éléments qui ne sont pas des dénotations de termes du langage L, ce qui est proscrit 
pour les modèles de Herbrand par l'axiome de clôture. 

Définitions 1.13 : Soit L un langage du premier ordre avec égalité, comprenant au 
moins une constante et soit L' le sous-langage de L possédant les mêmes constantes et 
symboles fonctionnels que L mais dont le seul symbole de prédicat est '='. 

On appelle pré-modèle de la CET&) tout modèle de la CET(L0). 
On appelle formule équationnelle de L toute fonnule de L'. 

Remarque : On utilise la notion de pré-modèle lorsque l'on souhaite ne fixer que 
l'interprétation des termes du langage et de l'égalité à l'exception des autres prédicats. 
Tout modèle de la CET(L) définit de manière canonique un pré-modèle unique de la 
CET(L). 

Définition 1.14 : On appelle pré-modèle standard de la CET&), le pré-modèle 
construit sur l'univers de Herbrand de L dans lequel, les fonctions et le prédicat '=' ont 
leur interprétation canonique. 

Notation : On notera UL (ou U s'il n'y a pas d'ambiguïté) le pré-modèle standard de la 
CET(L). 

lpour Clark's Equational Theory. 



Définition 1.15 : Si Ft est un pré-modèle de la CET&), on note UM. le domaine de N 
et HN l'ensemble ((p; a l ,  ..., a,) ; où p est un symbole de prédicat n-aire de L et où 
a l ,  ..., a, sont des éléments de U N ) .  
L'exposant 7% sera omis dans le cas du pré-mo&le standard et l'ensemble H sera identifié 
d la base de Herbrand de L c.-d-d. H = (p(tl, ..., tn) où p est un symbole de prédicat n- 
aire de L et où t l ,  ..., t, E U ). 

On peut montrer [Llo 87, ex 10, p 1071 que tout pré-modèle de la CET&) contient une 
copie isomorphe de U. On peut donc ne considérer que les pré-modèles de la CET&) qui 
sont des extensions de U. 

Exemples : 
1. Une situation classique en programmation logique [She 871 conduit à considérer 
l'axiome Ax suivant : 

Vx(p(x> 3y(x = s(y) A P(Y))) 
où le langage sous-jacent L ne contient qu'une seule constante 'a' et 's' pour seul symbole 
fonctionnel. 

Le système Ax u (3xp(x)) n'a pas de modèle de Herbrand. 
En effet, soit ?"L un modèle de Herbrand et n le plus petit entier tel que : 

C p(sn(a)) 
L'axiome Ax montre alors que l'on devrait alors avoir : 

l= 3y(sn(a) = s(y) A P(Y)) 
et comme sn(a) = s(y) implique que y = sn-l(a) (et n 2 1) : 

TZ C p(sn-l(a)) 
ce qui est contradictoire. 

Soit L1 le sur-langage de L obtenu en lui adjoignant une nouvelle constante 'c' et un 
nouveau symbole fonctionnel 1-aire 'g'. Soit UTZ l'ensemble quotient Ul/=l où Ui  est 
l'univers de Herbrand associé à Li et où =1 est la relation d'équivalence engendrée par les 
égalités t = s(g(t)) pour tout terme t possédant une occurrence de 'c'. 
L'interprétation standard des termes de L dans son univers de Herbrand se prolonge 
naturellement à L P  et définit un pré-modèle de la CET&). 
L' axiome du "test d'occurrence" : t # x est bien respecté puisqu'il ne s'applique qu'à des 
termes de L, c'est-à-dire, ne contenant pas d'occurrence de 'c' ni de 'g'. 

Si maintenant, on interprète dans Y"L le prédicat p par la relation : 

p(t) est vrai ssi t contient une occurrence de 'c', 

on obtient un modèle de Ax u (3xp(x)). 
On peut d'ailleurs remarquer que Ax u (3xp(x)) n'a pas de modèle de Herbrand, 
quelque soit le langage sous-jacent envisagé. 
On voit bien sur cet exemple que le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark est très 
nettement moins restrictif que celui des modèles de Herbrand. 



2. On peut également remarquer que chaque fois que le langage initial L est plongé dans 
un sur-langage Li, le plongement canonique de l'interprétation de Herbrand des symboles 
fonctionnels de L à l'univers de Herbrand de LI  fournit un pré-modèle de la CET&). 

Remarque : Si le langage L est quelconque, la CET(L) n'est en général pas complète. Il 
existe des formules équationnelles F de L indécidables (vraies dans un pré-modèle de la 
CET(L) et fausses dans un autre). 

Exemple : Soit F la formule : Vxy(x = y). 
F est vraie dans le pré-modèle standard de la CET&) si L ne contient qu'une constante et 
fausse dans tout pré-modèle contenant au moins deux éléments. 

Par contre, la CET&) est complète si le langage L contient suffisamment de symboles de 
fonctions. Le résultat suivant est dû à Kunen [Kun 87a]. 

Théorème 1.2 : Si le langage L contient une infinité de symboles de fonctions d'arité n 
pour tout entier n, alors la CET(L) est complète. En particulier, une formule F est 
conséquence & la CET(L) ssi elle est vraie dans son pré-modèle standard. 

Définition 1.16 : On appelle par la suite langage de Kunen tout langage du premier 
ordre vérifiant les hypothèses du théorème précédent. 

Notation : On notera généralement les langages de Kunen : Lk 

Définition 1.17 : Soit ?% un pré-modèle de la CET(L). On appelle interprétation de 
L sur FZ toute partie de P. 

Proposition 1.3 : L'ensemble des interprétations de L sur 7% muni de la relation 
d'inclusion forme un treillis complet. 

Démonstration : Immédiat puisque l'ensemble des interprétations est égal à l'ensemble 
des parties de Hn. 

cl 

Nous montrons dans la proposition suivante qu'une interprétation (suivant la définition 
1.17) définit un modèle de la CET(L) et réciproquement. Nous avons choisi de représenter 
les interprétations de la CET(L) comme des parties de I - P  de façon à prolonger le 
formalisme utilisé habituellement pour les modèles de Herbrand. Cela permettra en 
particulier de définir la notion d'opérateur de conséquence immédiate sur l'ensemble des 
interprétations de la CET(L) de manière analogue à la définition classique souvent 
restreinte aux interprétations de Herbrand. 



Proposition 1.4 : Soit L un langage du premier ordre, rZ un pré-modèle de la CET&), 
soit M d N  l'ensemble des modèles de la CET(L) de pré-modèle M. et soit IN l'ensemble 
des interprétations de L sur M.. 
L'application : 

M d r t  ---> 17% 
N ---> ((p; al, .-., G ) ; N  C p[al, .... a,]) 

est une bijection. 

Notation : On notera FtI (ou plus simplement 1, s'il n'y a pas d'ambiguïté) le modèle de 
la CET&) associé à l'interprétation 1. 

Remarque : Soit Ax un ensemble de formules du langage L. Les univers de Herbrand de 
AxCET et de la CET(L) sont les mêmes. Comme on se limite aux modèles de la CET(L) 
qui sont des extensions du pré-modèle standard U,  on peut ne considérer que les 
interprétations de AxCET qui sont des extensions de U. 

1.5 Programmes généraux 

La notion de programme logique se réfère certains types d'axiomes dont les plus généraux 
(du moins si l'on reste dans le cadre de la logique classique bivaluée) ont été désignés 
dans [Llo 871 sous le terme de programmes généraux. 

Définition 1.1.18 : On appelle programme général tout système fini d'axiomes P 
de la forme V(A * F) où A est un atome (dont le prédicat est distinct de '=') et F est une 

formule d'un langage du premier ordre L. L'atome A est appelé ia tête et la formule F le 
corps de l'axiome V(A e-= F). 

Lorsque l'on donnera des exemples de programmes généraux, le quantificateur V sera 
souvent sous-entendu. 

Les programmes définis (Cf définition 1.1 1) et les programmes normaux (dont les corps 
sont des conjonctions de littéraux positifs ou négatifs) sont des cas particuliers de 
programmes généraux. 

Nous montrons dans les propositions suivantes que l'on peut supposer sans perte de 
généralité qu'un programme général est normalisé, c'est-à-dire que : 

- toute tête d'axiome de P est de la forme p(xl, ..., x,) où p est un symbole de 
prédicat (distinct de '=') et où XI, ..., x, sont des variables de L 

- tout symbole de prédicat (distinct de '=') apparaît en tête d'une règle et d'une 
seule. 

Remarque : L'hypothèse faite au paragraphe 1.1 selon laquelle un langage du premier 
ordre ne contient qu'un nombre fini de symboles de prédicats garantit qu'un programme 
général normalisé ne contient qu'un nombre fini d'axiomes. 



Définition 1.19 : Si P est un programme général normalisé et p un symbole de prédicat 
de L, on appelle axiome définissant p le seul axiome de P dont le prédicat de tête est 

P. 

Définition 1.20 : Etant données m formules Hl,  . . ., Hm où chaque Hi est de la forme 
p(tl,i, . .., tn,i) ¢= Fi et p est un symbole de prédicat n-aire, on appelle forme normale 
des fonnules Hl, . . . , Hm la formule suivante : 

p(xI, .. .,xn) ¢= G1 v . . .v Gm 
où Gi est la formule : 

où les y; sont les variables libres figurant dans les termes tj,i et dans la formule Fi et où les 
xi sont de nouvelles variables. 

Proposition 1.5 : Si HNorm est la forme normale des formules Hl,  ..., Hm alors les 
clbtures universelles de H N ~ ~  et de Hl A ... A Hm sont équivalentes pour la CET&), 
c'est-d -dire que : 

Démonstration : Soit 1M. un modèle de la CET&). 
- Supposons que ?% b VHNOrm. 
Soit i E { 1, . . ., m )  et supposons que : 

M. b Fi[Pl, ... >PPJ 
où pl, ..., ki est une assignation des variables yl, ..., ypi dans N. 
On a alors : 

Tt C Gi[ai, . . .,an] 
où a, = tj,i[Piy . . .,PPi] et comme YL est un modèle de VHN.,, 

n C pia l ,  ...,a ,I 
soit : 

1M. k p(ti,i, ..-, tn,i)[Pi. ...,ppiI. 

J"L est donc un modèle de VHi et ceci étant vrai pour tout entier i E ( 1, . . ., m) ,  M. est un 
modèle de VH1 A . . .A VH,. 

- Supposons que N b V H ~  A ... A VH,. 
Soit i E (1, . .., m)et a l ,  ...,a,, une assignation des variables xi, .. .,x, telle que : 

~t b ~ i [ u l ,  ..., an]. 
On a alors : 

Pt b 3 y l  ... 3 y p i a l  = t l , i A  ... ACL,=tn,iAFi. 

Soit pl,  . ..,Ppi une assignation des variables yl, . . ., ypi dans YL pour laquelle : 

b al = ti,i[Pi, ... ¶PPiI A . . .A a n  = tn,i[Pi, .-.ypPi] A Fi[Pl, ..-.PPiI. 



Ona :  
n C ~( t i . i ,  tn.i)[Pi, -.-,PPiI 

puisque M. est un modèle de VH, et donc : 

l= p b 1 ,  -.*, an]. 
N est donc un modèle de VHNom. 

Définition 1.21 : Soit P un programme général. On appelle programme général 
normalisé associé à P, le programme PNom formé à partir de P en remplaçant tous les 
sous-ensembles d'axiomes de P de même prédicat de tête par leur forme normale et en 
introduisant pour chaque prédicat p de L ne figurant pas en tête d'un axiome de P 
l'axiome V(p(xl, ..., x,)) c= Faux. 

Exemple : Soit P le programme : 

et supposons que le langage L contienne un autre prédicat 1-aire q. 
Le programme général normalisé associé à P est alors le programme : 

p ~ o m  { P ( X >  (- x = a v 3y(x = s(y) A p(y))  
q(x) ¢= Faux 

Proposition 1.6 : Soit P  un programme général et PNorm le programme général 
normalisé associé à P. Alors P et P N ~ ~  sont équivalents pour la CET(L), c'est-à-dire que 
tout modèle de la CET(L) qui est un modèle de P est également un modèle de P N ~ ~  et 
réciproquement. 

Démonstration : Les axiomes de la forme V(p(xl, . . .,x,)) e= Faux sont des tautologies. 
Cette proposition est donc un corollaire de la proposition précédente. 

O 

Il est naturel en programmation logique d'associer à un programme général P un 
opérateur Tp défini sur le treillis des interprétations de Herbrand du langage sous-jacent au 
programme ([Apt 82, 88, Del 87b, 88, Emd 76, Fer 86, Fit 85, Jaf 83, Las 84, Llo 87, 
Mah 86, Myc 84, She 871). Informellement, si 1 est une interprétation de Herbrand, Tp(I) 
est l'ensemble des atomes clos que l'on peut déduire du programme P en utilisant un et un 
seul axiome de P à partir de 1. Cet opérateur est habituellement appelé "opérareur de 
conséquence immédiate associé à PM. La notion de chaînage avant peut alors être 
exprimée en itérant l'opérateur Tp à partir de I'interprétation vide : 

Un atome clos A est déduit de P par chaînage avant si et seulement si il existe un 
entier n tel que A appartienne à (Tp)" (0). 

Ou bien, en utilisant les notations définies au paragraphe 1.2 : 
A est déduit de P par chaînage avant ssi A E ~ ~ l ' w .  



On voit donc que l'ensemble TpTw a une signification opérationnelle naturelie. 

Cette notion d'opérateur de conséquence immédiate a également été étendue au treillis des 
interprétations de L sur un pré-modèle de la CET(L) (voir par exemple L l o  871). Nous en 
donnons la définition ci-dessous. 

Définition 1.22 : Si M. est un pré-modele de la CET&), on note T? (ou seulement Tn 
s'il n'y a pas d'ambiguïté) l'opérateur de conséquence immédiate associé au 
programme général normalisé P défini sur le treillis des interprétations de L sur fZ 
(l'exposant est omis lorsqu'il s'agit du pré-modèle standard U ) .  Cet opérateur est 
@ni par : 

(p;al, ..., a,) E m(I) ssi p(xI, ..., x,) e F(xl, ..., x,) est un axiome de P et 

fZ1 C Ra17 ..., a m 1  

La notion de modèle peut être caractérisée à l'aide de l'opérateur de conséquence 
immédiate : 

Proposition 1.7 : Soit P un programme général normalisé et soit 1 une interprétation de 
L sur le pré-modèle 7% de la CET&). Alors, 

1 est un modèle de P ssi F ( I )  c 1. 

Démonstration : Soit p(xl, ..., x,) ¢= F(xl, ..., x,) un axiome de P. 
1 est un modèle de cet axiome ssi pour tous a l ,  ..., or, E P, 
SiN1 k F[al,  ..., alors NI b p[al ,  ..., a,] c.-à-d. (p; a i ,  ..., a,) E 1. 
Et commefZi k F[al ,  ..., a,] ssi (p; a l ,  ..., a,) E Tn(I), on en déduit que 1 est un 
modèle de cet axiome ssi P ( I )  c 1. 
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Notation : Soit P un programme général normalisé, 7% un pré-modèle de la CET&) et n 
un entier. On notera N, le modèle de la CET(L) associé à l'interprétation P T n  (voir 
proposition 1.4). 

Exemple : Soit P le programme : 

i p(x> ¢= x = a v 3y(x = s(y) A p(y)) 
q(x) - Faux 

et considérons l'opérateur de conséquence immédiate Tp défini sur le treillis des 
interprétations standard. 
~ p t l  = {p(a)) et donc Ui k p(a). 

Les programmes généraux que nous étudierons par la suite ont une particularité 
importante : le corps de leurs axiomes sont des formules positives, suivant la définition 
que nous en donnons ci-dessous. 



Définitions 1.23 : 
i) On appelle formule positive de L, toute formule construite inductivement d partir des 
règles suivantes : 

a) F est une formule kquationnelle de L 
b) F est un atome 
C )  F = G v H ou F = G A H où G et H sont des formules positives. 
d) F = VxG ou F = 3xG où G est une formule positive. 

ii) On appelle formule négative de L, toute formule F tq -Z soit positive. 

Exemple : x # a A vy(x + s(y) v p(y)) est une formule positive. 

Remarque : Une formule positive est donc une formule telle que le connecteur 1 ne 
puisse s'appliquer (après simplifications éventuelles) qu'au prédicat '='. 

Définition 1.24 : Si les prémisses des axiomes d'un programme général P sont des 
formules positives, on dit que P est un programme général positif. 

La propriété des programmes généraux positifs qui nous servira le plus est que les 
opérateurs de conséquences immédiates qui leur sont associés sont monotones, ainsi que 
le montre la proposition ci-dessous. 

Proposition 1.8 : Soit YL un pré-modèle de la CET(L) 
a) Si F est une formule positive et si 1 et J sont deux interprétations de L sur N telles que : 
1 c J, alors : 

ni CF implique YLJ l= F. 
b) Si P est un programme général positif normalisé alors, l'opérateur de conséquence 
im~ddiate TM est monotone. En particulier, la suite Pl 'n ) , ,  , est croissante. 

Démonstration : 
a) La démonstration est immédiate par récurrence sur la complexité de la formule F. 
b) Soient 1 et J deux interprétations de L sur YL telles que 1 c J. Il faut démontrer que 
TN(I) c TN(J). Soit (p; a l ,  ..., a,) E P ( 1 )  et soit p(xi, ..., Xm) c F(x1, ..., x,) 
l'axiome de P correspondant. 
On a YLI b F[a i ,  ..., an ]  et comme F est positive, nr k F[a  ] ,  ..., a,] d'où l'on 
déduit que (p; al, ..., G) E P ( J ) .  
Comme P T 0  = 0 c FI-1, on en déduit par récurrence sur n que la suite (FTn), ,  
est croissante. 

La monotonie de l'opérateur TM a pour conséquence une propriété de "monotonie 
logique" : une formule positive déduite à une certaine étape du calcul est déduite 
définitivement. 



Proposition 1.9 : Soit P un programme général normalisé. Si l'opérateur Tn est 
monotone alors, pour tous les entiers m et n tels que m<n : 
a) Si F est une fonnule positive alors : 

Pi,,, F implique % k F. 
b) Si F est une fonnule négative alors : 

Y+&, k F implique N,,, k F. 

Démonstration : 
a) En effet, si TM est monotone, TMTm c TMTn. On peut donc appliquer la proposition 
précédente. 
b)  [Pt, k F implique que PL, FI équivaut à [Pt, k TF implique que Pt. k TF] 
et TF est une formule positive. On peut donc appliquer le a). 



Chapitre II : 

Préliminaires à propos du langage 
Prolog 

Nous commençons par donner dans ce chapitre (5 1, 2 et 3) les définitions 
permettant de décrire le fonctionnement des interpréteurs Prolog. Elles concernent 
essentiellement les notions d'unification et de résolution SLD. Nous montrons 
ensuite (5 4) qu'il est non seulement possible mais aussi très naturel, si l'on prend en 
compte les implémentations réelles des interpréteurs Prolog, de définir d'autres 
sémantiques opérationnelles pour un programme Prolog que celle envisagée 
habituellement. Le but de ce travail étant de caractériser de manière axiomatique ces 
nouvelles sémantiques, nous concluons ce chapitre en rappelant les résultats (très 
classiques pour certains, moins pour d'autres) déjà obtenus à ce sujet. 

11.1 Programmes Prolog et langages du premier ordre 

Les programmes logiques (et Prolog en particulier) sont souvent définis comme 
des systèmes d'axiomes d'un calcul des prédicats du premier ordre. La sémantique 
procédurale qui leur est associée est pourtant souvent très différente de leur sémantique 
logique. Nous préférons, pour marquer cette différence, introduire les définitions 
suivantes : 

Définitions II.1 : Soit L un langage du premier ordre. 
Un programme Prolog est une suitefinie de règles Prolog. 
Une règle Prolog est une suitefinie de la forme : 

où ':-' est un symbole n'appartenant pas au langage L et A, Bi, ..., B, sont des fonnules 
atomiques (ou atomes) de L dont le prédicat est différent de '='. 
Si n = O, la règle est simplement notée A et est appelée règle unité. 



Un but est une suiteJinie de la forme : 

où les Bi sont des atomes dont le prédicat est digérent de '='. 

La définition que nous donnons correspond à ce qui est généralement appelé 
"programme Prolog défini pur". En particulier, nous n'autorisons pas l'utilisation 
du CUT, de la négation ni de prédicats "non logiques" tels VAR, ASSERT, ... 

Définition 11.2 : On appelle variable locale d'une règle Prolog A :- Bi, ..., B, route 
variable figurant dans un des atomes Bi, ..., B, et ne figurant pas dans A. 
Un programme Prolog sans variable locale est alors un programme Prolog dont 
aucune règle ne possède de variable locale. 

11.2 Unification 

Nous rappelons quelques définitions et résultats sur la notion d'unification [Rob 
651 qui est le mécanisme uniforme utilisé en programmation logique pour effectuer les 
passages de paramètres b l o  871. 

Soit L un langage du premier ordre. Notons VL (resp. TL) l'ensemble des variables (resp. 
des termes) de L. 

Définitions 11.3 : Une substitution est une application 8 : VL ---> TL dont le 
domaine Dom(8) = {x / 8(x) # x)estfini. 
On utilisera la notation 8 = (xl\rl, ..., xn\r,) où Dom(8) = (x l ,  ..., x,) et ri = 8(xi) pour 
i E (1, ..., n) .  
On note Im(8) = 8@om(8)). 
La substitution 8 est close si pour tour x E Dom(€)), 8(x) est un terme clos. 

La composition des substitutions est définie de manière standard et induit un pré-ordre sur 
l'ensemble des substitutions : 

a 5 p  ssi 3 y / p = a y  

Si a 5 B on dit que a est plus générale que p. 

Exemple : (xk(y)) 5 (xk2(a)). 

Notation : Si E est une expression (c'est-à-dire un terme, une formule sans 
quantificateur, une règle Prolog ou un n-uplet d'expressions) et si 8 est une substitution, 
on note E8 l'expression obtenue en remplaçant simultanément les variables figurant dans 
E par leur image par 8. 



Exemple : Si E = (p(s(x)), p(s2(y))) et si 8 = (xk(a), yh), alors E8 = {p(s2(a))). 

Définition 11.4 : Soit E une expression. Une substitution 8 est une substitution de 
renommage pour E si : 
- 8 est h valeurs dans Vt 
- 8 est injective 
- (Var@) \ Dom(8)) n Im(8) = 0 où Var(E) désigne l'ensemble des variables figurant 
dans E. 

Définition 11.5 : Deux expressions E et F sont des variantes s'il existe des 
substinstions a et telles que : Ea = F et FB = E. 

Dans ce cas, a (resp. p) est une substitution de renomrnage pour E (resp. pour F). On dit 
également que les expressions E et F sont égales au renomrnage des variables près. Ceci 
définit une relation d'équivalence sur l'ensemble des expressions. 

Exemples : 
- p(x) et p(y) sont des variantes 
- p(x,x) et p(x,y) n'en sont pas 

La notion d'unification a été définie par Herbrand [Her 301 et redécouverte par 
Robinson [Rob 651. 

Définition 11.6 : Deux expressions E et F sont unifiables s'il existe une substitution 8 
telle que E8 = Fe. On dit alors que 8 est un unificateur de E et F. D'une manière plus 
générale, si S est un ensemble d'expressions, on appelle unificateur de S, toute 
substitution 8 telle que S8 soit un singleton. S i  de plus, 8 est minimum (parmi les 
unificateurs), on dit que 8 est un unificateur le plus général (upg 'en abrégé) de S. 

Exemple : p(f(x), g(y)) et p(y, g(f(a)) sont unifiables et 8 = (x\a,yV(a)) est un upg. 

Les upg sont uniques modulo une substitution de renommage. Si 8 est un upg de S et si 
a est un unificateur de S alors il existe une substitution B telle que a = 8P ([Llo 871 par 
exemple). 

L'algorithme d'unification défini dans [Rob 65, Llo 871 prend en entrée un ensemble fini 
d'expressions simples (c'est-à-dire de termes ou d'atomes) et rend en sortie un upg si 
I'ensemble est unifiable. Sinon, il mentionne que I'ensemble n'est pas unifiable. De plus, 
si 8 est I'upg de l'ensemble d'expressions (El ,  ..., G) fourni par l'algorithme 
d'unification, l'ensemble Var(Im(B)) est contenu dans I'ensemble des variables des 
expressions El, ..., K. C'est-à-dire que l'algorithme d'unification n'introduit pas de 
nouvelles variables par rapport à celles figurant déjà dans les expressions à unifier. Sauf 
mention contraire, nous supposerons que tous les upg considérés vérifient cette propriété. 

Clark a démontré [Cla 781 que la CET(L) est complète pour l'unification. 

leu mgu en anglais, pour "most general unifier" 



Proposition 11.1 : Soient E et F deux expressions simples d'un langage L. 
a) Si E et F sont unifables, alors CET(L) b 3(E = F). 
b) Si E et F ne sont par unifinbles, alors CET(L) V(E t F). 

Dans le cas où E et F sont unifiables, on a même le résultat plus précis suivant. 

Proposition 11.2 : Soit 0 = (xl\rl, ..., x,\r,) I'upg de E et F calculé par I'algorithme 
d'unification. Alors : 

Si l'on rapproche ce résultat du théorème 1.2, on obtient : 

Théorème 11.1 [Kun 87a] : Si Lk est un langage de Kunen, alors la CET(Lk) est 
complète et décidable. 

C'est-à-dire qu'une formule équationnelle de Lk est conséquence logique de la CET(Lk) 
ssi elle est vraie dans le pré-modèle standard U de la CET(Lk) et qu'il existe un algorithme 
permettant de décider si une formule équationnelle est vraie dans U. 

Notations : Nous utiliserons fréquemment les notations suivantes afin de rendre 
certaines démonstrations plus lisibles : si s (resp. t, resp. x, resp. a )  désignent le n-uplet 
de termes (si, ..., s,-,) (resp. de termes (tl, . . ., t,), resp. de variables (xi, ..., x,), resp. 
d'éléments (al, . . ., a d  du domaine d'un modèle N de L), on note : 

S = t la formule si = ti A.. .A s, = ln, 

s # t la formule SI  # t l  v.. .v s, # t, 
et 

[xh]  l'assignation dans N [xl\al, ..., xn\an]. 

Nous utiliserons plusieurs fois les deux lemmes suivants : 

Lemme 11.1 : Soient s et t deux n-uplets de termes et F une formule sans quantifïcateur. 
Alors : 

a)  Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors, 
CET&) b V(s # t v F) 
CET&) b -d(s  = t A F) 

b) Si les n-uplets t et s sont uniJiables avec I'upg 0 (calculé par l'algorithme d'unification) 
alors, 

CET(L) b V(s # t v F) O VF0. 
CET(L) b 3(s = t A F) o 3F0. 

Démonstration : 
a) Puisque la CET&) est complète pour l'unification (Prop. II. l), 

CET(L) b V(s # t) 
et en particulier, 

CET&) k= V(s t t v F). 



On remarque que 4 ( s  = t A F) est équivalent à V(s # t v 4) et l'on peut appliquer la 
première partie. 

b) Soit 8 = (xl \ri,  . . ., xp \ rp) où les variables xi et celles des termes ri figurent dans les 
termes ti et si. La proposition 11.2 montre que : 

CET(L) l== V(S = t o x = r) 
On a également : 

CET(L) k V(s# t v F) o V(s = t * F) 
soit : 

CET(L) C V(S+ t v F) o V(X= r F) 
et comme V(x = r a F) VF8 est universellement valide, on en déduit que : 

CET&) V(s t t v F) o VF8. 
La deuxième partie se montre de manière analogue. 

Lemme 11.2 : Soient s et t deux n-uplets de termes unifiables et soit 8 = (xl\rl, ..., 
xp\Tp) leur upg (calculé par l'algorithme d'unification). Soit V = (xi, ..., xq) un ensemble 
de variables contenant les variables des termes si et ti et soit [xh] une assignation des 
variables de V dans un pré-mod2le N de la CET(L) telle que : 

7% != (s = t)[xh]. 
Alors : 
a )  Pour toute variable xj de V ,  on a : xjû[xh] = aj. 
b )  Plus généralement, pour toute expression simple (n-uplet de termes ou formule sans 
quann3cateur) E ne comportant que des variables de V ,  on a : 

EB[xh] = E[x\a] si E est un terme ou un n-uplet de termes. 
M. b Eû[xb] o E[xh] si E est une formule. 

Démonstration : 
a) Si xj e Dom(@), on a xjû = xj et donc xjû[xh] = aj. 
Sinon, comme CET(L) V(s = t o xi = ri A . .  .A xp = rp) et d'après l'hypothèse sur 
l'assignation des variables de V, on a en particulier : M. b (xj = rj)[xh], soit : 

M. b ( ~ j  = xj8)[xhI 
et comme l'égalité est interprétée dans FZ comme l'identité, on a bien : 

xj8[xh] = aj. 
b) Immédiat d'après le a) et la définition de E8. 



11.3 Résolution SLD 

La notion de résolution SLDl [Apt 82, Hi1 74, Kow 711 est fondée sur le principe 
de résolution de Robinson [Rob 651 appliqué aux clauses définies (c.-à-d. aux règles de la 
forme de celles d'un programme Prolog). 

Définition 11.7 : Soit P un programme Prolog, soit G = :- Al,  A2, ..., Aq un but et 
C = B :- Bi,  B2, ..., Bn une variante d'une règle de P telle que C et G n'aient pas de 
variable commune. Supposons que B et A, soient uniJiables et soit 8 leur upg. 
On dit que le but G' = :- (Al, A2, ..., A,-1, Bi ,..., B,, A,+l, ..., Aq)8 est dérivable à 
partir de G en dérivant le m-ième atome par la règle C, ce que l'on note par : 

On obtient, par application répétée de cette étape, une dérivation SLD : 

que l'on peut encore noter plus brièvement 

e 6 : G----- Gn avec 8 = e1...8,. c, ... Zn 

Si G, est vide, on dit que la dérivation 6 réussit. On appelle une telle dérivation une 
réfutation pour P u {Go). LA restriction de 8 aux variables de Go s'appelle alors une 
réponse calculée pour P u { G o ) .  
Si l'atome sélectionné dans G, ne s'unifie avec aucune tête de régle de P,  on dit que la 
dérivation 6 échoue. 

Exemple : Soit P le programme Prolog 

Dans les dérivations suivantes, l'atome sélectionné est souligné. 

est une dérivation réussie dont la réponse calculée est (xh). 

- 

lpour résolution Linéaire avec fonction de Sélection appliquée aux clauses Définies. 



est une dérivation qui échoue. 

Définition 11.8 : On appelle arbre de dérivation SLD de racine G o  pour le 
programme P tout arbre dont les noeuds sont des couples (G,m) où G est un but et m un 
entier vérifiant : 

1. la racine est (G0,r) 
2. si (Gf,m') est unfils de (G,m) alors G' est dérivable h partir de G en dérivant le 

m-ièrne atome & G par une règle de P. 
3. pour toute règle permettant de dériver le m-ième atome de G, le noeud (G,m) a 

un fils correspondant; les drfférents fils étant ordonnés comme les règles utilisées pour les 
obtenir. 

Lorsque G est la liste vide, le couple (G,O) est noté 0 et appelé clause vide. 

Nous supposerons dans la suite qu'un interpréteur Prolog (fonctionnant en 
chaînage arrière) peut être déterminé par : 

- une stratégie de choix des coefficients m (choix d'un atome dans chaque liste) 
qui engendre certains arbres SLD. 

- une stratégie de choix, à chaque noeud de l'arbre, de l'ordre des règles du 
programme avec les têtes desquelles s'unifie l'atome sélectionné. 

- une stratégie d'exploration des arbres SLD déterminés précédemment. 

Toute branche d'un arbre SLD de racine G pour le programme P dont la feuille terminale 
est la clause vide détermine une réfutation pour P u (G).  

Définitions 11.9 : 
Une dérivation SLD est équitable si elle échoue ou si, pour chacun de ses atomes A, une 
version instanciée de A est choisie en un nombrefini d'étapes [Las 841. 
Un arbre SLD est équitable si toute branche de l'arbre détermine une dérivation 
équitable [Las 841. 
On appelle arbre d'échecs finis tout arbre SLDfini ne contenant pas la clause vide. 
Un interpréteur Prolog est équitable s'il n'engendre que des arbres SLD équitables. 
Un interpréteur Prolog "en largeur d'abord" parcourt les arbres SLD qu'il engendre 
"en largeur d'abord ". 
Un interpréteur Prolog idéal est un interpréteur équitable et "en largeur d'abord" [Del 
88a3. 
On appelle arbre SLD standard tout arbre SLD engendré par la stratégie de choix : m= 1 
(c.-h-d. dérivation du premier atome dans chaque liste), les fils de chaque noeud étant 
ordonnés comme les règles du programme [Del @a]. 
Un interpréteur Prolog standard n'engendre que des arbres SLD standards et les 
explore en "profondeur d'abord". 



Exemple : Considérons à nouveau le programme ci-dessus. A chaque noeud des arbres 
SLD ci-dessous, l'atome sélectionné a été souligné. 

est (le début d') un arbre SLD standard non équitable (si le deuxième atome de chaque 
noeud de la branche de gauche n'est jamais sélectionné). 

est un arbre SLD (non standard) d'échecs finis. 

11.4 Sémantiques opérationnelles d'un programme Prolog 

On définit une sémantique opérationnelle d'un programme Prolog en 
sélectionnant certaines propriétés de son comportement opérationnel lorsqu'il est soumis à 
certains interpréteurs. On peut distinguer les sémantiques opérationnelles pouvant être 
représentées par des sous-ensembles de la base de Herbrand du langage sous-jacent au 
programme (celles que nous définissons ci-après appartiennent toutes à cette catégorie) 
d'autres sémantiques plus riches représentées par des ensembles plus complexes. Par 
exemple : l'ensemble des couples (A, 8) où A est un atome @as nécessairement clos) et 8 
une réponse calculée pour le but :- A [Lev 88,90, Fal 89a, 89b]. 



Nous définissons ci-dessous quatre sémantiques opérationnelles d'un programme Prolog. 

11.4.1 La sémantique opérationnelle d'un interpréteur Prolog idéal 

C'est la sémantique considérée habituellement. Soit P un programme Prolog. 

- SS (Set of Success) est l'ensemble des atome clos A tels que P u (:- A )  admette 
une réfutation. 

Un résultat important d'Apt et Van Emden [Apt 821 indique que : 

Si l'un des arbres SLD de racine :-A contient la clause vide, alors tous la 
contiennent. 

SS est l'ensemble des atomes clos pour lesquels un interpréteur Prolog "en largeur 
d'abord" retourne un succès (c'est-d-dire, explore un noeud égal à la clause vide). Ceci 
est vrai, plus généralement, & tout interpréteur explorant tous les noeuds des arbres SLD 
qu'il engendre. 

Remarque : Le résultat de [Apt 821 cité précédemment peut être généralisé. 
Soit L une liste d'atomes et o une substitution des variables de L telle que pour toute 
instanciation close Loz de Lo, P u (:-LOT) admette une réfutation. Alors si le langage 
sous-jacent L contient suffisamment de constantes n'apparaissant pas dans P pour 
instancier les variables libres de Lo (une constante différente par variable), P u (:-L} a 
une réfutation de réponse calculée 8 moins générale que o, quelle que soit la règle de 
sélection utilisée. 
Ce résultat est un corollaire du Théorème d'indépendance de la règle de sélection [Llo 871. 

- FF (Finite Failure set) est l'ensemble des atomes clos A tels que toute dérivation 
équitable & racine :- A échoue. 

Les résultats de [Emd 76, Las 841 montrent que : 

FF est l'ensemble des atomes clos A pour lesquels un arbre SLD équitable de 
racine :- A est un arbre dëchecfinis. Et dans ce cas, tous les arbres SLD équitables de 
racine :-A sont des arbres d'échecsfinis. 

FF l'ensemble des atomes clos pour lesquels un interpréteur Prolog équitable 
retourne un échec (en un tempsflni). 

Les ensembles SS et FF décrivent la sémantique opérationnelle d'un interpréteur 
Prolog idéal. Cette sémantique a été très fréquemment étudiée [Apt 82, Cla 78, Emd 
76, Jaf 83, Las 84, Llo 871. C'est à elle que l'on fait référence lorsque l'on parle de 
sémantique "classique". 

11.4.2 La sémantique opérationnelle d'un interpréteur Prolog standard 

Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction, il n'est pas réaliste 
d'envisager l'utilisation d'interpréteurs idéaux. L'exploration des arbres "en largeur 



d'abord" est très coûteuse en occupation mémoire et paraît donc particulièrement inadaptée 
à un langage comme Prolog dont le mode de calcul consiste justement à engendrer des 
arbres. 

De fait, les interpréteurs Prolog standards utilisent une stratégie d'exploration en 
"profondeur d'abord". De plus, le fait que ce soit toujours le premier atome du but 
courant qui soit sélectionné a pour conséquence que les arbres SLD engendrés ne sont pas 
toujours équitables. 

Reprenons l'exemple donné dans l'introduction : 

Un interpréteur Prolog Standard ne retourne ni un succès pour le but :- A, ni un échec fini 
pour le but :- B. Il faut donc donner une autre définition de la sémantique opérationnelle 
d'un interpréteur standard. 

- SSst est I'ensemble des atomes clos A tels que I'arbre SLD standard de racine :- 
A possède une branche de succès, à gauche de laquelle toute branche estpnie. 

C'est l'ensemble des atomes clos pour lesquels un interpréteur Prolog standard 
retourne un succès. On appelle SSst l'ensemble des succès standards de P. 

- FFst est I'ensemble des atomes clos A tels que I'arbre SLD standard de racine :- 
A soit un arbre d'échecsfinis. 

C'est l'ensemble des atomes clos pour lesquels un interpréteur Prolog standard 
retourne un échec. On appelle FFst l'ensemble des échecs standards finis de P. 

Les ensembles S S st et FFst décrivent la sémantique opérationnelle d'un 
interpréteur Prolog standard. On a donné de cette sémantique des caractérisations 
dénotationnelles [Arb 87, Bi1 88, Deb 87, Jon 84, Ric 891, par point fixe [Fit 851 mais, à 
notre connaissance, elle n'a été étudiée d'un point de vue axiomatique que dans [Bal 90, 
Cer 89,90, Del 88a, Reg 8>: j (voir 511.5). 

11.4.3 La sémantique opérationnelle standard finie 

La notion de succès standard n'est pas très satisfaisante d'un point de vue 
pratique. Considérons par exemple, le programme suivant : 

Pour un interpréteur standard, le but :-A donne un succès (et même une infinité !) 
et le programme boucle indéfiniment. Il est rarement souhaitable qu'un système 
informatique boucle après avoir donné une réponse (les processus infinis tels les systèmes 
d'exploitation étant une exception). 



De plus, ce prédicat n'est pas réutilisable : le programme boucle également sur le 
but :- B et ne retourne pas un échec fini. Les seuls succès "fiables" sont donc les succès 
standards finis que nous définissons maintenant. 

- SSfsl est l'ensemble des atomes clos A tels que l'arbre SLD standard de racine :- 
A soitfini et possède une branche de succès. 

On appelle SSfst l'ensemble des succès standards finis de P. 

Les ensembles SSfst et FFst décrivent la sémantique opérationnelle finie d'un 
interpréteur Prolog standard [Den 891. On peut remarquer que deux programmes 
Prolog qui ne se distinguent que par l'ordre de leurs règles ont la même sémantique 
standard finie. 

11.4.4 L a  sémantique opérationnelle invariante finie 

Un des attraits de la sémantique opérationnelle idéale réside dans ses propriétés de 
syméme (ou d'invariance) : 

- par rapport à l'ordre des règles dans le programme 
- par rapport à l'ordre des atomes dans chaque clause 

La sémantique que nous définissons maintenant possède également ces bonnes 
propriétés de syméme ainsi qu'une propriété "d'universalité" par rapport aux interpréteurs 
considérés. 

- SSf est I'ensemble des atomes clos A tels que tous les arbres SLD de racine :- A 
soientfinis et possèdent une branche de succès. 

On appelle SSf I'ensemble des succès invariants finis de P. 

- FFf est l'ensemble des atomes clos A tels que tous les arbres SLD de racine :- A 
soient des arbres d'échecs finis. 

On appelle FFf l'ensemble des échecs invariants finis de P. 

Les ensembles SSf et FFf décrivent la sémantique opérationnelle invariante finie 
d'un programme Prolog (indépendamment du choix d'un interpréteur) [Den 90a]. 

Cette sémantique représente en fait une intersection : SSf (resp. FFf) est I'ensemble des 
atomes clos pour lesquels tout interpréteur retournera un succès (resp. un échec) fini. 
Elle paraît bien adaptée aux traitements dans les bases de données pour lesquelles on 
s'attend à ce que la réponse à une requête ne dépendent pas de la manière dont sont gérés 
les règles et les faits qui les composent. 

Nous regrouperons souvent dans la suite sous le terme de s é m a n t i q u e s  
opérationnelles finies les sémantiques standard finie et invariante finie. 



11.4.5 Remarques 

a) Mycroft a proposé dans [Myc 841 de classer les atomes clos A relativement à un 
programme h l o g  P suivant cinq familles : 
1. Un arbre SLD pour P u {:-A) contient la clause vide (et par conséquent tous la 
contiennent) 

1.a - et tous les arbres SLD pour P u (:-A) sont finis. 
1.b - et au moins un arbre SLD pour P u {:-A) est infini. 

2. Aucun arbre SLD pour P u {:-A) ne contient la clause vide 
2.a - et tous les arbres SLD pour P u {:-A) sont finis. 
2.b - et tous les arbres SLD pour P u (:-A) sont infinis. 
2.c - et certains arbres SLD pour P u {:-A) sont infinis, tandis que d'autres sont 

finis. 
Ces familles peuvent être représentées au moyen de nos notations : 

1 .a <---> SSf 1 .b c---> SS \ SSf 
2.a <---> FFf 2.b <---> H \ (FF u SS) 2.c <---> FF \ FFf. 

b) L'exemple suivant montre que tous les ensembles définis précédemment 
peuvent être différents. 

Exemple : 

Soit H l'ensemble des atomes clos du langage L sous-jacent à un programme Prolog P. 
On obtient immédiatement à partir des définitions précédentes la chaîne d'inclusion 
suivante : 

SS,, est en général distinct de SS car, en raison de la stratégie d'exploration en 
"profondeur d'abord", une branche de succès d'un arbre SLD standard peut ne pas être 
trouvée. 

SSf,, est distinct de SS,, si SS,, contient un atome dont l'arbre SLD standard est 
infini. 

SSf est distinct de SSf,, si SSf,, contient un atome dont un arbre SLD est infini. 



FF,, est en général distinct de FF car un arbre SLD standard peut ne pas être 
équitable. 

FFI est distinct de FF,, si FF,, contient un atome dont un arbre SLD n'est pas 
équitable. 

c) On peut supposer que l'ordre dans lequel sont utilisées les règles du programme 
ne dépend que de l'ordre que l'on donne aux règles dans le programme. Dans ce cas, la 
sémantique standard finie ne dépend pas de cet ordre, mais la réciproque est fausse. En 
effet, il existe un programme Prolog P et un atome clos A tel que A E SS,, quelque soit 
l'ordre des règles dans le programme P et tel que A 4 SSfs,. L'exemple le plus simple 
illustrant cette situation que nous ayons trouvé est : 

Exemple : 

Si (Cl) est avant (C2), la réfutation suivante pour :- A(a,a) est calculée par un interpréteur 
standard : 

Si (C2) est avant (Cl), la réfutation suivante pour :- A(a,a) est calculée par un interpréteur 
standard : 

et l'arbre SLD standard de :- A(a,a) contient la dérivation infinie suivante : 

Par conséquent, A(a,a) e SSfSt. 

La sémantique standard finie possède une propriété "d'universalité" bien plus faible que la 
sémantique invariante finie : SSfSt est l'ensemble des atomes clos pour lesquels tout 
interpréteur sélectionnant le premier atome du but courant mais pouvant d chaque étape du 
calcul utiliser les règles du programme dans un ordre quelconque retourne un succès fini. 

d) Ces sémantiques finies peuvent paraître très restrictives. Ce n'est pourtant pas 
le cas d'un point de vue pratique. En effet, étant donné la spécification d'un problème, un 
programmeur Prolog (il est vrai, n'écrivant que des programmes purs!) écrira u n  
programme pour lequel les ensembles SS et FF correspondent à la spécification et qui en 
plus ne boucle pour aucune des requêtes qui lui sont soumises (et c'est en cela que Prolog 
ne peut pas être considéré comme un langage entièrement logique). 



C'est-à-dire que l'on cherche à écrire des programmes pour lesquels : 

SS = SSfs, et FF = FFf (et, encore mieux SS = SSf). 

Ces égalités assurent que le sens "intentionnel" classique du programme correspond à ce 
qui est réellement calculé par les implémentations standard de Prolog. Les programmes 
hiérarchiques (c.-à-d. sans définition récursive), mais d'une manière plus générale, tous 
les programmes pour lesquels il a été prouvé d'une manière ou d'une autre que tous les 
calculs sont finis vérifient ces égalités. 

11.5 Sémantiques axiomatiques d'un programme Prolog 

D'une manière générale, les études sur la sémantique des langages à base de règles 
(et donc Prolog en particulier) traitent des problèmes suivants : 

- caractériser de manière logique des sémantiques opérationnelles. 
- caractériser de manière logique ce que l'on attend d'un système de 

programmation logique, c'est-à-dire le sens souhaité ou intentionnel ("intended meaning") 
d'un programme. 

- trouver des classes de programmes les plus générales possibles pour lesquelles 
un système de programmation calcule effectivement ce que l'on en attend. 

Le sens le plus fort que l'on puisse donner à : "caractériser un ensemble de 
manière logique" est celui envisagé dans les études sur les sémantiques axiomatiques des 
langages à base de règles : "associer un système d'axiomes à un programme dont 
l'ensemble des formules conséquences (ou du moins, certaines classes de formules 
conséquences) soit égal à l'ensemble étudié d'un point de vue opérationnel". 

Le problème de l'adéquation d'une sémantique axiomatique à une sémantique 
opérationnelle est classiquement décomposé en deux sous-problèmes : 

- la correction de la sémantique opérationnelle par rapport à la sémantique 
axiomatique. C'est-à-dire, ce qui est calculé est-il conséquence du système d'axiomes 
envisagé ? 

- la complétude de la sémantique opérationnelle par rapport à la sémantique 
axiomatique. Tout ce qui est conséquence peut-il être calculé ? 
On peut remarquer la dualité de ces notions : à une permutation des deux sémantiques 
correspond une permutation des termes de correction et complétude. Mais la définition 
que nous en avons donné correspond à l'usage. 

Nous avons mentionné au chapitre 1 le fait qu'en programmation logique deux 
"cadres logiques généraux" sont privilégiés : la restriction de la notion de modèle du 
langage sous jacent L : 

- aux seuls modèles de Herbrand de L. 
- aux modèles de la théorie équationnelle de Clark de L. 



A chacun de ces cadres logiques correspond bien entendu des notions de 
correction et de complétude différentes. 

Nous aurons également besoin d'une notion plus faible : celle de correction et de 
complétude par rapport à "l'itéré T?W" où T est l'opérateur de conséquence immédiate 
associé à un système d'axiomes. 

Définition 11.10 : Soit L un langage du premier ordre, Po, un sous-ensemble de la 
base de Herbrand de L représentant une "sémantique opérationnelle", Ph un programme 
général positif et Th l'opérateur de conséquence immédiate associé h PA, défini sur les 
interprétations de Herbrand de Ph. Nous dirons que : 

Pop est Thico-correcte ssi Po, c T ~ T C O  
et que : 

Pop est Th?co-complète ssi Thf o c PQ,. 

Remarque : 
La notion de Thlu-correction implique en fait la correction par rapport à pz puisque 

est contenu dans tous les modèles de Herbrand de PAX. 

Par contre, la notion de ~ ~ ~ ? o - c o r n ~ l é t u d e  n'est équivalente à la notion de complétude 

par rapport à PE que si ~~~f O est un point fixe de Th ce qui n'est pas vrai en général. 

L'égalité = Po, a la signification suivante : l'ensemble Pop peut être calculé par un 
algorithme de "chaînage avant" à partir du programme général positif Ph. 
Elle prouve l'adéquation du système d'axiomes PAX et de la sémantique opérationnelle 
étudiée mais elle ne constitue pas encore une caractérisation logique de cette adéquation. 

Le schéma ci-dessous décrit la méthode que nous avons suivie dans cette thèse pour 
caractériser axiomatiquement une sémantique opérationnelle PQ, : définir une traduction 
Ph puis déterminer les propriétés éventuelles de ~h?co-correction et ~ ~ ? w - c o m ~ l é t u d e ,  
de 92-correction et pH:-complétude et de P::-correction et PZ-complétude. 



Nous présentons maintenant les pnncipaux systèmes d'axiomes qui ont déjà été associés à 
un programme Prolog en rappelant pour chacun d'eux, les pnncipaux résultats obtenus. 
Nous utiliserons, à titre d'exemple, le programme Prolog P suivant : 

II.5.1 La traduction clausale [Emd 76, Apt 821 

C'est,la traduction la plus simple. Elle revient à remplacer dans le programme Prolog P le 
symbole non logique ':-' par le symbole d'implication 'et, le symbole ',' par A puis à 
supposer que chaque axiome ainsi obtenu est quantifié universellement. On notera PSI 
cette traduction (elle est notée Axa dans Del 88al). 

Exemple : 

Soit Tsl l'opérateur de conséquence immédiate associé à PSI. TSI est monotone, continu. 
Son plus petit point fixe (qui est égal à T ~ I ? ~ )  est aussi le plus petit modèle de Herbrand 
de Ps1 ainsi que l'ensemble SS. Pour tout atome clos A, on a : 

A E  SS ssi A E SSI pS1 A. 

Le théorème II. 1 permet de montrer les équivalences suivantes : 

A E  ss ssi PSI CA ssi FFI= A ssi P" k A. 

Ces résultats peuvent être précisés afin de tenu compte des réponses calculées : 

Théorème II.2 : [Cla 781 Soit P un programme Prolog et :- L = :- Al, ..., A, un but. 
a)  Si 8 est une réponse calculée pour P u {:-L), alors V((Al A ... A An)8) est  
conséquence logique de Psi (et aussi de p C F  et e). 
b) S'il existe une substitution 8 des variables de L telle que V((Ai A ... A A,)8) soit 
consdquence logique de Psi (ou de pCE; ou PS;') alors il existe une réponse calculée o 
pour P u (:-LI moins générale que 8. 

Cette traduction fournit donc une caractérisation axiomatique de l'ensemble des 
succès d'un interpréteur "en largeur d'abord". 



11.5.2 Le programme complété de Clark [Cla 781 

Cette traduction axiomatique a été définie afin de rendre compte de la règle de négation par 
l'échec. Selon cette règle, on peut déduire 4 (où A est un atome clos) d'un programme 
Prolog P si l'interpréteur Prolog a retourné un échec pour P u {:-A). 

On construit cette traduction : 

- en normalisant la traduction clausale de P 
- en remplaçant chaque symbole d'implication 'e=' par le symbole d'équivalence 

lu l .  

On obtient alors le système PssI 

Notations : Pssi est noté Axy dans [Del 88a], P:;; est noté comp(P) dans [Llo 871 et 
CDB dans [She 871). 

Exemple : 

(si l'on suppose que le langage L ne contient que les trois symboles de prédicats A, B et 

C). 
Le plus petit modèle de Herbrand de Pssl est SS. Le plus grand modèle de Herbrand de 

PssI est le plus grand point fixe de TsI. FF est contenu dans son complémentaire; plus 
précisément FF = H \ T ~ ~ $ ~ .  [Apt 82, Cla 78, Llo 871. On a en fait le résultat plus fort 

suivant [Jaf 83, Llo 871: 

AE SS ssi % F ~ A  
AE FF ssi b -A 

qui est lui même corollaire du : 

Théorème 11.3 [Cla 78, Jaf 831 : Soit P un programme Prolog et :- L = :- Ai, ..., A, un 
but. 
a) Si 8 est une réponse calculée pour P u {:-LI, alors V((Al A ... A An)8) est 
conséquence logique de Pssi (et aussi de PE et e ~ ) .  
b) S'il existe une substitution 8 des variables de L telle que V((A1 A ... A An)8) soit 
conséquence logique de Pssl (ou de P::; ou P!:;) alors il existe une réponse calculée o 
pour P u {:-L) moins générale que 8. 
c) La formule 4 ( A l  A ... A An) est conséquence logique & P:;: ssi tour arbre équitable 

pour P u {:-LI est un arbre dëchecfinis. 



Le programme complété de Clark fournit donc une caractérisation axiomatique de 
la sémantique opérationnelle d'un interpréteur Prolog idéal. 

11.5.3 La traduction SSI dédoublée 

Cette traduction, définie dans Pel88a1, utilise une technique de dédoublement des 
symboles de prédicats qui a été reprise en programmation logique dans [Ble 90, Den 89, 
Den 90a, Gil 891 mais qui avait également été utilisée dans l'étude des paradoxes 
sémantiques et logiques [Fef 82, Gilm 741. Elle permet, comme les techniques reposant 
sur la logique trivaluée, d'exprimer la négation par l'échec de manière souvent plus 
précise que ne le permet la logique classique (voir chapitre VII). 

Notation : Soit L un langage dci premier ordre. Rappelons que l'on note Ld le langage 
possédant les mêmes symboles de fonctions (et donc de constantes) que L et qui, pour 
tout symbole de prédicat p de L, possède deux symboles de prédicats : p et p'. On note Hd 
la base de Herbrand associée à Ld. 
Si E est un ensemble d'atomes clos de L, on note E' l'ensemble (A' / A E E) .  

La traduction SSI dédoublée d'un programme Prolog P se construit de la manière 
suivante : 

- normaliser la traduction PSI 
- ajouter à chaque axiome de PSI de la forme : p(xi, ..., x,) e F l'axiome 

réciproque p'(xi, . . ., x,) F' où F' est obtenue à partir de la formule F en remplaçant : 

- chaque symbole de prédicat p par p' 
- chaque symbole = par # 

- chaque symbole # par = 

- chaque symbole A par v 

- chaque symbole v par A 

- chaque symbole V par 3 
- chaque symbole 3 par V. 

Notation : PssId 

Exemple : 

? A  e Vrai 
A' ¢= Faux 
B(x)  ¢= x = a 
B'(x) ¢= x # a 

C(x) ¢= 3y  (A A B(s(y))) 
bC'(x) c= Vy (A' v B1(s(y))) 



soit après simplification : 

Remarque : si l'on substitue dans cette traduction -ï p à p' pour tout symbole de prédicat 
p, on obtient un système d'axiomes équivalent à PssI. 

Soit TssId l'opérateur de conséquence immédiate associé à PSSId. TSSId est monotone 
(puisque Pssld est un programme général positif) mais non continu en général. Le plus 
petit point fute de TssId peut donc êae différent de ~ ~ ~ ~ ~ ? o  Il a été m o n d  dans [Del 88a] 
que : 

a) ~ ~ ~ ~ ~ ' h  = SS u FF' 
b) ppm(PssId) = SS u (H \ pgm(PssI))' où ppm (resp. pgm) désigne le plus petit 

(resp. le plus grand) modèle de Herbrand. 

Ces résultats ont été précisés dans [Ble 90, Gil 891 : 

Théorème 11.4 : Soit P un programme Prolog, A un atome clos et L = Al, ..., A, une 
liste d'atomes. 
a) 

AE SS ssi PEK k A. 

AE FF' ssi P E C A '  

b) Si 8 est une réponse calculée pour P u {:-LI, alors : 

Q((Al A ... A An)8) est conséquence logique de Pssid (et aussi de P;:; et p;yd). 

c) Si tout arbre équitable pour P u {:-LI est un arbre dëchecsfinis, alors : 

V(A; v ... v A,) est conséquence logique de P;E 

CET où Pssrd désigne la théorie obtenue en ajoutant h PssId l'ensemble des axiomes de la 

CET(Ld). 

La traduction SSI dédoublée fournit donc, d'une autre manière que le complété de Clark, 
une caractérisation axiomatique de la sémantique opérationnelle d'un 
interpréteur Prolog idéal. 



II.5.4 La traduction Po : 

J.-P. Delahaye a proposé dans [Del 88a] une traduction axiomatique des 
programmes Prolog qui approche leur sémantique opérationnelle standard. Cette 
traduction utilise également la technique de dédoublement des prédicats. Elle s'effectue, à 
partir d'un programme Prolog P, de la manière suivante : 

Notations : 

Soit L = Al, A2, ..., An une liste d'atomes. On note : 

- [LI: = Al A A2 A... A An et []; = Vrai. 

- [ L ] ~ = A ;  v (Ai A [Az, ..., A~]?) et ny = Faux. 

Si les Aj sont des atomes clos, la sémantique souhaitée pour : 

[LI: est : un interpréteur Prolog standard retourne un succès pour P u (:- L}. 

[LI: est : un interpréteur Prolog standard retourne un échec pour P u (:- L). 

Exemple : [Ai, A2lEeF = A ;  v (Ai A A;) 

A chaque règle C E p( t )  :- L de P, où t = ( t l ,  ... , t,), on associe les formules 
suivantes : 

dans lesquelles les Yi sont les variables apparaissant dans les termes ti et les atomes de la 
liste L. 

- Si Cl,  ..., C, sont les règles de P dont le prédicat de tête est p, on considère les 
axiomes suivants (que l'on suppose quantifiés universellement) : 

- Si aucune règle de P n'admet le symbole p comme prédicat de tête, on considère 
l'axiome : 

Notation : P6 (noté Axe dans [Del S a ] )  est la réunion de ces axiomes pour tout symbole 
de prédicat p du programme. 



Le sens opérationnel souhaité pour q ( t )  (resp. cIF(t)) est que la i-ème règle de P 
conduise à un succès (resp. à un échec) pour l'atome p(t) où t = ( t l ,  ... , t,). Le 
système Pe signifie alors que : 

- p(t) donne un succès si 
- la première règle donne un succès ou 
- la première règle donne un échec et la deuxième un succès ou 
- . . . . . . . . . . . . . 
- les p-1 premières règles donnent un échec et la p-ième donne un succès. 

- p(t) donne un échec si toutes les règles donnent un échec. 

Exemple : 

A * Vrai v (Faux A A)  
A' c= Faux A A'  
B(x)  e= x = a 
B'(x) F=. x + a 

C(x> ¢= 3y  (A A B(s(y))) 
C 1 ( x )  F=. Y Y  (A' v (A A B'(s(y)))) 

soit après simplification 

Soit Te l'opérateur de conséquence immédiate associé à Po. Te est monotone (puisque Po 
est un programme général positif) mais non continu en général. Le plus petit point fixe de 
Te peut donc être différent de ~~7f -o .  11 a été montré dans [Del 88a] que : 

SS,, u FF;, c T ~ T ~  c SS u FF' et que les inclusions sont strictes en général. 

La traduction Pe fournit donc une approximation axiomatique de  la sémantique 
opérationnelle d'un interpréteur Prolog standard. 



11.5.5 Les sémantiques axiomatiques de Prolog en logique trivaluée 

L'introductisn de la négation en programmation logique pose de nombreux 
problèmes. Le mécanisme du fonctionnement de Prolog (basé sur la résolution SLD) peut 
être généralisé de manière à prendre en compte les programmes normaux (au sens de 
Lloyd [Llo 87]), c'est-à-dire composés de règles dont le corps contient des littéraux 
positifs ou négatifs. Il est alors basé sur la résolution SLDNF [Cla 78, Llo 871. On 
montre que la résolution SLDNF est correcte pour le complété de ClarK d'un 
programme normal [Cla 781 mais la complétude par contre n'est vérifiée que par une 
classe très restreinte de programmes (contenant les programmes hiérarchiques, c.-à-d. 
sans règle récursive). 

L'exemple suivant suggère une des principales raisons de cette inadéquation : 

Un interpréteur Prolog ne retournera pas un succès pour le but :-A alors que toute 
traduction axiomatique "raisonnable" en logique classique doit permettre de déduire A. Le 
recours à la logique trivaluée ou partielle (pour laquelle B v TB n'est pas un 
théorème logique) semble donc assez naturelle. 

Inaugurée par Fitting [Fit 851, l'application de la logique trivaluée (ou partielle) à 
la programmation logique a permis depuis d'obtenir des résultats de complétude de la 
résolution SLDNF pour une classe assez générale de programmes normaux [Kun 87a, 
891. La traduction axiomatique la plus étudiée est le complété de Fitting d'un 
programme normal obtenu en considérant le complété de Clark de ce programme puis en 
substituant le connecteur d'équivalence trivalué faible de Kleene 'H' au connecteur 
d'équivalence bivalué 'a' (A t, B est vrai dans une interprétation mvaluée ssi A et B ont 
la même valeur de vérité : Vrai, Faux ou Indéterminé). Nous mentionnons ces résultats à 
la fin du chapitre VII. Notons également les nombreuses sémantiques basées sur la 
logique trivaluée appliquées au traitement de la négation dans les bases de données 
déductives p i d  891. 

Nous détaillons un peu plus l'approche trivaluée au chapitre VII. 

En ce qui concerne les programmes Prolog que nous étudions ici (les programmes 
définis [Llo 87]), les programmes complétés de Clark et de Fitting sont équivalents [Del 
87b]. L'approche trivaluée n'apporte donc rien de plus à l'approche classique si l'on se 
limite h l'étude de la sémantique opérationnelle "idéale" des programmes Prolog. A notre 
connaissance, la logique trivaluée n'a jamais été utilisée pour rendre compte des autres 
sémantiques opérationnelles que nous avons définies. Nous montrons au chapitre VII que 
l'approche utilisant la technique de dédoublement des symboles de prédicats peut être 
représentée de manière naturelle en logique trivaluée et que par conséquent, les traductions 
axiomatiques "dédoublées" que nous donnons ont une traduction "Ûivaluée" immédiate. 



11.5.6 Les sémantiques axiomatiques de Prolog en logique linéaire, en 
logique modale et en logique intuitionniste 

La sémantique de Prolog a été étudiée du point de vue de la logique linéaire dans 
[Reg 881, [Cer 891 et [Cer 901. S. Cemto a pris en compte la stratégie des interpréteurs 
standard dans [Cer 891 et a obtenu une caractérisation correcte et complète de la 
sémantique opérationnelle standard pour des programmes Prolog normaux 
proposirionnels (c'est-à-dire sans variable). Dans [Cer 901, un résultat de complétude de 
la SLDNF analogue à celui de [Kun 891 a été obtenu dans le cadre de la logique linéaire. 
L'apport majeur de la logique linéaire réside dans le fait qu'elle possède un système de 
déduction qui fait encore défaut (en toute généralité) à la logique trivaluée (voir [Thi 901). 

Citons également les travaux de Ph. Balbiani [Bal 901 en logique modale dans 
lesquels la stratégie standard des interpréteurs Prolog est prise en compte. 

Enfin, la logique intuitionniste paraît être également une approche possible 
[She 85, 871 des sémantiques de Prolog mais nous n'avons connaissance d'aucune 
publication se rapportant aux sémantiques opérationnelles définies ici'. 

~ J . - P  JOUANNAUD a attiré mon attention sur le fail qu'en logique intuitionniste, la négation n'est pas 
involutive (-A n'est pas équivalent à A). Elle ne semble donc pas pouvoir rendre compte de la règle de 
la négation par I'échec (-A réussit ssi TA échoue ssi A réussit). 



Chapitre III : 

La sémantique standard 

Nous étudions dans ce chapitre la sémantique opérationnelle standard d'un 
programme Prolog, définie au paragraphe 11.4.1. Nous commençons par analyser en quoi 
la traduction axiomatique Pe proposée par J.-P. Delahaye [Del 88a] est insuffisante à 
rendre compte de cette sémantique dans le cas général et nous en déduisons les 
caractéristiques d'une classe de programmes pour lesquels cette traduction est satisfaisante 
( 5  111.1). 

Cette analyse nous a conduit à définir la notion de succès fini d'un interpréteur 
standard et, grâce à elle, à élaborer une nouvelle et meilleure approximation axiomatique 
Pst de la sémantique opérationnelle standard (111.2). Nous montrons que T,,?c~I (où Tst est 
l'opérateur de conséquence immédiate associé à Pst défini sur les interprétations de 
Herbrand du langage sous-jacent à P) représente "au plus près" cette sémantique puis 
nous en tirons les conséquences en termes de correction et complétude dans le cadre des 
modèles de Herbrand. En fait, des trois sémantiques que nous étudions, la sémantique 
standard est celle pour laquelle les résultats sont les moins satisfaisants et il est possible de 
lire directement le chapitre IV. 

On suppose dans tout ce paragraphe que la notion de succès ou d'échec fini se 
réfère à un interpréteur Prolog Standard. On dira donc, étant donné un programme 
P, qu'un but G échoue ssi l'arbre SLD standard pour P u ( G ]  est un arbre d'échecs 
finis, que G  réussit ssi l'arbre SLD standard pour P u ( G )  a une branche de succès à la 
gauche de laquelle ne se trouve aucune branche infinie et que G  réussit finiment si G 
réussit et si l'arbre SLD standard pour P u ( G )  est fini. 

111.1 Programmes décrits par T~?'OJ 

C'est la traduction Pe qui a constitué le point de départ du présent travail. Nous 
commençons par donner une liste d'hypothèses suffisantes définissant une classe de 
programmes pour lesquels l'égalité SS,, u = T ~ T U  est vraie. 

Ce paragraphe sert donc à faire le lien entre les résultats contenus dans [Del 8 8a] et 
les notions développées dans cette thèse. Il en explique la genèse mais il n'apporte que 
peu de résultats théoriques importants. 



111.1.1 Conditions nécessaires pour que SSSt v FF& = T~'I 'u 

Le programme suivant (voir [Del 88al) donne un exemple pour lequel : 

SS,, u FF;, = T ~ T U  c SS u FF' = T ~ ~ ~ ~ ' I ' c o ,  

l'inclusion étant stricte. 

~ s , , d l * o  = S S  u FF' = (A(a) ,  B(a), C(a), C(b),  At(c),  C'(c))  
I-----------------------------I lm-------------- 1 

S S F F '  

et T ~ T O I  = SS,, u FF;, = W a ) ,  C(b>, C'(c) 
I-----------I I-----I 

ssst FFSt 

Mais dans de nombreux cas, l'inclusion de SS,, u FF;, dans T ~ T U  est smcte. 

Exemple 111.1 : 

A ¢= Vrai v (Faux A A)  
A' e Faux A A '  

Ce système se simplifie en : 



~ e ? l  = (A, B(b), B'(a)) 
TeT2 = T ~ T  1 u {C' ) = T ~ T ~  pour tout ordinal a 2 2. 

Mais comme l'arbre SLD-standard de :-A n'est pas fini, le but :-C n'échoue pas finiment 
pour un in terpréteur Prolog Standard. 

B(a) branche infinie 
échec 

SS,, u FF;, = { A, B(b), B1(a)) est strictement inclus dans T ~ T C O  = (A, B(b), B1(a), Cl) 

Remarque : On peut écrire un programme propositionnel pur qui a la même propriété : 

Définition 111.1 : On dit qu'un programme P vérijie l'hypothèse H i  si tout succès de P 
pour un interpréteur Prolog Standard est un succèsflni, c.-à-d. si 

SS,, = SSfst. 

Remarque : Il est en général impossible de décider si un programme P vérifie ou non 
cette hypothèse (voir 5 IIl.3). 

Exemple 111.2 : 

On suppose que le langage L ne contient que les symboles fonctionnels 'a', 'b' et 's'. 



SS,, = { A(t), B(b,t), B(a,t), C(a,sn(a)), D(b) I n E a, t terme clos) 
FF,, = (B(sn(t),t1), C(b,t), C(sn(t),t1), D(a), D(sn(t)) I n 2 1, t et t' termes clos) 

Nous n'écrivons qu'une partie de la traduction Pe de ce programme. 

Pour tout terme clos t, B(b,t) E ~ ~ 7 1  donc, pour tout terme clos t, A(t) E TeT2. 
Comme D'(a) E T ~ T I ,  on en déduit que E' E TeT3. Et pourtant E e FFst. 

D(a> branche infinie 
échec 

L'inadauation entre SS,, u FFit et Tetw provient ici du fait que pour tout terme 
clos t, A(t) E SSSt n TeT2 alors que la profondeur des arbres SLD standard des buts :- 
A(t) n'est pas bornée. 

sup (prof (arbre SLD (A(t)))) = +-. 
t terme clos 

Pour toute substitution close o du but :-A(x), D(a), le but :- (A(x),D(a))o échoue 
pour un interpréteur standard, et pourtant, le but :- A(x), D(a) boucle indéfiniment. 



Exemple : 

échec 

Définition 111.2 : On dit qu'un programme Prolog P vérifie l'hypothèse H2 s'il vérifie 
la propriété suivante : 

Pour toute règle de P & corps L et pour toute substitution close o qui instancie les 

variables non locales de cette règle, si pour toute substitution close r des variables de Lo  
le but :- L m  échoue pour un interpréteur standard alors le but :- Lo échoue également. 

Autrement dit : 

V(A :- L) E P, Vo substitution close tq Dom(o) = Var(A), 
[Vr substitution rq LOT soit clos :- Lor échoue] * [:- Lo  échoue] 

Cette hypothèse revient à exiger d'un programme P qu'il vérifie la propriété suivante pour 
certains buts G : si toute les instances closes de G échouent finiment alors G échoue 
finiment. Ce qui est raisonnable d'un point de vue logique, mais beaucoup moins d'un 
point de vue opérationnel. 

Remarque : Tout programme sans variable locale vérifie cette hypothèse. 

Exemple 111.3 : 

Le système Pe associé est : 



Soit, après simplification : 

T ~ T ~  = (B(b)], ~ e T 2  = (B(b), A)  = TeTa pour a 2 2 et A e SS,,. 

B (a) 
branche 
infinie 

Le but :- B(b) réussit alors que :- B(x) boucle. 

Définition 111.3 : On dit qu'un programme P vérifie l'hypothèse Hf s'il vérifie la 
propriété suivante : 

Pour toute règle de P de corps L et pour toute substitution o qui instancie les 
variables non locales de cette règle, si pour une substitution close le but :- Loz réussit, 
alors le but :- L o  réussit également. 

Autrement dit : 

V(A :- L) E P, 'do substitution close tq Dom(o) = Var(A), 

[ 3 ~  substitution tq Loz soit clos et :- Loz réussisse] a [:- L o  réussit] 

Remarques : 
1. Un programme sans variable locale vénfie l'hypothèse H3. 
2. L'hypothèse H3 est très naturelle puisqu'elle revient à exiger d'un programme 

qu'il vérifie l'axiome logique : 
F(a) implique 3 x  F(x) 

(si toutefois, l'on interprète la requête F(x) par 3x F(x)). 



3. Il est en général impossible de décider si un programme vérifie cette hypothèse 
(voir 5 III.3). 

111.1.2 Une classe de programmes pour lesquels T ~ ? U  = SS,, u FF;, 

Nous montrons dans ce paragraphe que les conditions Hl ,  H2 et H3 sont suffisantes à 
assurer l'adéquation de Te?o et de la sémantique opérationnelle standard d'un programme 
Prolog. 

Lemme II1.1 : Soit C = p(t) :- L une règle d'un programme Prolog P,  soit s un n-uplet 
& termes et soit X une interprétation & Herbrand de Ld. 

a)  Si les n-uplets t et s ne sont par un8ables alors, 
X l= VCEF(s) et X l= 73CS(s) 

b)  Si les n-uplets t et s sont unifiables avec l'upg 0  alors, 
x b VCEF(S) O ~ [ ~ e l y ,  

x b ~ C S ( S )  O ~ [ L B I ; .  

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme 11.1 en prenant pour formule F 
successivement : [L]:~ et [LI: qui sont des formules sans quantificateur. 11 montre que les 

différentes formules citées dans le lemme sont des conséquences logiques de la CET(Ld) 
et sont donc en particulier vraies dans le modèle de la CET(Ld) associé à X (prop. 1.4). 

Théorème III.l : Si un programme P vérifie les conditions Hl ,  H2 et H3, alors 

Démonstration : 

On sait que SS,, u FFS, c TeTw p e l  Ma]. 11 reste à montrer l'inclusion inverse. 
Montrons par récurrence sur n que TeTn c SS,, u FF;, pour tout entier naturel n. 

- Pour n = 0, c'est evident puisque Te?O = 0. 
- Supposons l'inclusion établie pour un entier n. 

Soit p un symbole de prédicat et soient Ci, ..., Cp les règles de P de prédicat de tête p. 
1) Soit p(s) E Te?(n+l) où s est un n-uplet de termes clos. 
Alors : 

Te?n k [c: v (CY A c;) v ... v (c? A c:~ A ... A CS A c~)](s)  
(voir définition de Po 5 II.5.4). 



Soit j E (1,  ...,p) tel que : 
~ e T n  b [c:~ A CY A ... A C? A C;I(S). 

a) La formule est vraie dans TeTn pour i E ( 1 ,. . .,j-1 ] 
Cette formule peut s'écrire : 

Dire que q ( s )  est vraie dans TeTn signifie que : 

- p(s) n'est pas unifiable avec la tête de la règle Ci 
ou que 

- l'unification est possible (soit o l'upg associé) et que : 

TeTn b V[ Ai v (Al A A;) v ... v (Al A A2 ... A Aq-l A %)]O. 
d'après le lemme III. 1. 
Autrement dit, pour toute substitution close T dont le domaine contient les variables de 
l'expression précédente, 

TeTn C [ A; v (Al A Ai) v ... v (Ai A A2 ... A Aq-1 A A~)]oT. 

Soit k E (1 ,..., q] tel que (Al A Az ... A Ar.1 A A;)IT soit vraie dans TeTn. 

Par hypothèse de récurrence, les buts :- Al oz, ... , :- Ak-1 oz réussissent finiment 

(puisque P vérifie l'hypothèse Hl), et le but :- Akoz échoue finiment. 

Donc le but :- (Al, A2, ... , Aq)07 échoue finiment. 
L'hypothèse H2 montre alors que le but :- (Al, A2, ... , Aq)o échoue. 

La résolution de l'atome p(s) avec la règle Ci échoue. 

b) La formule C;(S) est vraie dans TeTn. 
Elle peut s'écrire sous la forme : 

3(s = t A (Al A ... A Aq)) 

L'unification de p(s) avec la tête de la j-ème règle de P est possible. Soit o l'upg associé. 

TeTn k 3(Ai A ... A A,)o 

c.-à-d. qu'il existe une substitution close z dont le domaine contient les variables de 
l'expression précédente telle que 

TeTn k (Al A ... A Aq)oz. 

L'hypothèse H3 assure alors que le but :- (Al, A2, ... , Aq)o réussit; la règle Cj de P 
donne un succès standard pour p(s) qui appartient donc à SS,,. 

2) Soit p'(s) E TeT(n+l) où s est un n-uplet de termes clos. 
Alors [ c :~  A CF A ... A cEpF](s) est vraie dans TeTn donc, sous les hypothèses H i ,  H2 
et H3 et d'après ce qui précède, les p règles de P donnent un échec Prolog pour p'(s) qui 
appartient donc à FFst. 



Corollaire 111.1 : 
1. Si un programme P sans variable locale, vérifîe la condition Hi,  alors : 

T ~ T O I  = SS,, u FF;,. 
2. Si un programme P propositionnel pur vérifie la condition Hl, alors : 

pppf(T0) = Tg?w = SS,, u FF;,. 
3. Si un programme P sans symbole de fonction vérifie les conditions Hl, H2 et H 3  
alors : 

p p p f ( ~ ~ )  = T ~ T O I  = SS,, u FF;,. 

Démonstration : 
1. En effet, les hypothèses Hz et H3 sont vérifiées par tout programme sans variable 
locale. 
2. et 3. Pour tout atome A contenant une occurrence d'un symbole fonctionnel ne figurant 
pas dans P, A' E TeTl puisque A n'est unifiable avec aucune tête de règles de P. Et 
comme les autres atomes sont en nombre fini, T ~ T ~  est le plus petit point fixe de Te. 

Remarque : Nous sommes donc parvenu à caractériser une classe de programmes 
Prolog pour lesquels T ~ ? U  constitue une représentation de leur sémantique opérationnelle 
standard. Ce résultat n'est pas très satisfaisant pour au moins deux raisons : 

1- Les conditions Hi, H2 et H3 sont des conditions très fortes et en général indécidables 
(nous le montrons au paragraphe 111.3 pour Hl et H3). 

2- Même sous ces hypothèses, on n'obtient pas une caractérisation axiomatique (au moins 
si l'on se limite aux modèles de Herbrand) puisque l'opérateur Te n'est pas toujours 
continu et que par conséquent Te'I'~ n'est ni un point fixe de Te ni un modèle de Pe au 
sens des modèles de Herbrand. 

L'exemple 111.1 montre bien en quoi la traduction Pe est insuffisamment précise et 
suggère une idée permettant de l'améliorer : essayer de caractériser axiomatiquement la 
notion de succès standard fini. 

Plus précisément, considérons la règle : C :- A, B. 
Alors que le système Pe tente d'exprimer : 

" C échoue si [A échoue ou si [A réussit et B échoue]]", 
il faut plutôt aniver à exprimer : 

" C échoue si [A échoue ou si [A réussitfiniment et B échoue]]" 

C'est cette idée que nous exploitons dans le paragraphe suivant. 



111.2 La traduction axiomatique standard triple 

111.2.1 Définition de ia traduction standard triple 

De même que la technique de dédoublement des symboles de prédicats a été 
introduite afin d'exprimer "directement" la notion de négation par l'échec, nous utilisons 
dans ce paragraphe une technique de "triplement" des symboles de prédicats afin 
d'exprimer en plus la notion de finitude. 

Plus précisément, soit L un langage du premier ordre. On note L, le langage 
possédant les mêmes symboles de fonctions (et donc de constantes) que L et qui, pour 
tout symbole de prédicat p de L, possède trois symboles de prédicats : p, p' et p". LL est 
donc un sur-langage de L (et de Ld). On note HL la base de Herbrand associée à L,. 
Si E est un ensemble d'atomes clos de L, on note E" l'ensemble [A" / A E E). 
Si A est un atome clos, la sémantique souhaitée est : 

pour A : un interpréteur Prolog standard retourne un succès pour P u [:- A) 
pour A' : un interpréteur Prolog standard retourne un échec pour P u { :- A) 
pour A" : l'arbre SLD standard de P u {:- A) est fini. 

Notations : 
Soit L = Al, A2, ... , An une liste d'atomes. On note : 

- [LI: = Al A A2 A... A An et []: = Vrai. 

EF - [L]f: =A; v (Ai A Ai' A [A2, ... , An] ,,) et []y = Faux. 

F - [LI: = A; v (Ai A Ai' A [A2, ... , A.],,) et []6; = Vrai. 

Si les Aj sont des atomes clos, la sémantique souhaitée pour : 

[LI: est : un interpréteur Rolog standard retourne un succès pour P u [:- L )  

[LI: est : un interpréteur Prolog standard retourne un échec pour P u (:- L)  

[LI: est : l'arbre SLD standard de P u (:- L) est fini. 

Exemple 111.4 : 

[Ai, ~ ~ 1 . r  = A; v (A1 A Ai' A A;) 

[Al, A~]: = A; v (Al A Aï A (A; v (A2 A As))) 



Lemme In.2 : Si X est une partie de Hl et L une liste d'atomes clos, 

a) [LI: vrai dans X implique que IL]: est vrai dans X 
b) [LI: vrai dans X implique que (LI: v [LI::) est vrai dans X .  

Démonstration : Immédiat par récurrence sur la longueur de L. 

La traduction axiomatique standard triple d'un programme Prolog P s'effectue de 
la manière suivante : 

A chaque règle C = p(t) :- L de P, on associe les formules suivantes : 

dans lesquelles les y; sont les variables apparaissant dans les termes ti et les atomes de la 
liste L. 

Remarque : Nous utilisons les mêmes notations CS et CEF que pour la traduction Pe afin 
de ne pas les surcharger par un indice supplémentaire. Nous ferons de même pour les 
deux sémantiques suivantes. Le contexte permet toujours de savoir de quelle formule il 
s'agit. 

- Si Cl, . . . , C, sont les règles de P dont le prédicat de tête est p, on considère les axiomes 
suivants (que l'on suppose quantifiés universellement) : 

- Si aucune règle de P n'admet le symbole p comme prédicat de tête, on considère les 
axiomes : 

Notation : Pst est la réunion de ces axiomes pour tout symbole de prédicat p du langage. 
Tst est l'opérateur de conséquence immédiate associé à Pst défini sur les interprétations de 
Herbrand de L. 

Proposition 111.1 : 
1. Tst est monotone. 
2. Pour toute partie X de HL, Tst(X) n & c Te(X n &). 

En particulier, pour tour ordinal a, ~,,?'a n & c T0Ta. 



3. A est un atome clos et a un ordinal. 

a) Si A' E TStTa, alors A" E TStTa. 
b) Si A" E TSt?a, alors AE TStTa ou A'E TstTa. 
c) A et A' ne peuvent appartenir simultanément d TStTa. 

Démonstration : 
1. En effet, Pst est un programme général positif. On peut donc appliquer la proposition 
1.8. 

2. En effet, Ts,(X) c Tst(X u H") et 
Tst(X) n Hd C Tst(X u H") n Hd = n Hd) 
puisque si l'on remplace tout atome A" par vrai dans la définition de p', on retrouve la 
définition associée à Tg. 

3. Soit A = p(s) un atome clos et soient Cl, ..., Cp les règles de P de prédicat de tête p. 
Nous montrons les propositions a) et b) par induction sur a. 
a) Soit A' E TStl'a. 
Supposons que pour tout ordinal P c a et tout atome clos B, si B' appartient à T,,?P 
alors B" appartient aussi à T,,TB. 
- Si a est un ordinal limite, il existe P c a tq A' E T,TP, donc A" E TStTP et comme Tst 
est monotone, A" E  a. 
- Si a est un ordinal successeur, a = P + 1 et : 

EF TStf p b [ c l  A ... A C p  ](s). 
Comme pour pour toute liste close L et toute partie X de Ht : 

si X b IL]:: alors X b[L]Z (lemme 111.1) 

on en déduit que pour tout entier i E { 1 ,. . .,p) , 
si X b cEF(s) alors X C;(S). 

Donc TStTP b [c: A ... A c;] (s) et A" E T , , T ~ .  

b) Soit A" E TStTa. 
Supposons que pour tout ordinal P < a et tout atome clos B, si B" appartient à T,,TP 
alors B ou B' appartiennent à TStTP. 
- Si a est un ordinal limite, il existe P < a tq A" E TSt?P, donc A E T,,TP ou A' E 
TStTP et comme Tst est monotone, la même propriété est vérifiée par TStTa. 
- Si a est un ordinal successeur, a = P + 1 et : 

T,,T p b [c: A ... A CF] (SI. 

Si TStTP k [clF A ... A cE;](s), alors A' E TStfa.  
Sinon, soit i le premier entier tel que m s )  soit faux dans T,,TP. 
Soit C, la règle p(t) :- L. La formule C?~(S) est donc de la forme : 

[ Q Y ( ~  # t v [LI::)] 
On a donc : T,TP b [i~y(s = t A -[LI: :)l. 



Soit o une substitution close des variables YI.. .y, telle que : 
T,,TP k= (S = t o  A -1~01::). 

T,,f p b &O]: puisque A" E T,,Ta. 
Comme pour pour toute liste close M et toute partie X de H,, si [MI: vrai dans X alors 

[MI: ou est vrai dans X (lemme III. 1 ), on en déduit que : 

TStTP != [LCJI,L 
et donc que 

T,,?P b [ C ~ A  ... A CE A C](S)  

soit A E T,,Ta. 

C) Supposons cette propriété fausse. Soit a le premier ordinal tel qu'il existe un atome 
clos A = p(s) tq A et A' appartiennent à T,,T~. 
- a ne peut pas être un ordinal limite (sinon, il ne serait pas le plus petit à vérifier cette 
propriété). 
- a est un ordinal successeur : a = fl +l .  On a alors : 

EF T , , ~ P  C [ c l  A ... A c ](SI 
et 

Ts,TP C [c:~ A ... A CF: A CS](s) pour un entier i E { l , . . . , ~} .  
D'après les définitions de CS et cE:, si L est le corps de la règle Ci, il existe une 

substitution close CJ telle que [LCJ]~: et [LOI: soient vrais dans T,,?P. Comme par 

définition de a ,  pour tout entier j E ( 1 ,. . . ,q), Ajo et A,'o n'appartiennent pas 
simultanément à T,,?P, on obtient donc une contradiction. 

Exemple 111.5 : 

La traduction Pst de ce programme est : 

A = Vrai v (Faux A A) 
A' ¢= Faux A A' 
A" e= Vrai A ( A ' v  (A A A")) 
B ¢= Faux 
B '  
B" 

C ' e  A ' v  (A A A" A B') 
CC" ¢= A' v (A A A" A (B' v (B A B")) )  



soit après simplification : 

A" c= A' v (A A A") 
B '  
B" 
C ~ A A B  
C ' e  A ' v  (A A A'' A B') 

CC" e A' v (A A A" A (B' v (B A B"))) 

~, , t l  = (A, B', B") = T , ~ U  pour tout ordinal a 2 1. 
~ ~ 7 - 1  = {A, B') ~ e t 2  = (A, B', C') = T ~ ~ U  pour tout ordinal a 2 2. 
SSst u FF& = (A, B'). 

On voit que sur cet exemple de programme qui ne vérifie pas l'hypothèse Hl 
(A est un succès non fini), l'opérateur T,, donne une meilleure description de 
S S ,, u FFL, que Te. Nous montrons dans les deux paragraphes suivants que ce résultat 
est vrai dans le cas général. 

Nous aurons besoin plusieurs fois du lemme suivant. 

Lemme 111.3 : Soit C = p(t) :- L une règle d'un programme Prolog P,  soit s un n-uplet 
ak termes et soit X une interprétation de Herbrand de L,. 
a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors, 

x C VCEF(S), x I== VCF(S) et x C -,3cS(s) 
b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec l'upg 8 alors, 

X l= VCEF(s) o V [ L ~ I ~  ;, 
x k VCF(S) o V [ L O I ~  et 

X b 3CS(s) O ~[LO];. 

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme 11.1 en prenant pour formule F 
successivement : IL]::, [LI: et [LI: qui sont des formules sans quantificateur. Il montre 
que les différentes formules citées dans le lemme sont des conséquences logiques de la 
CET(Ld) et sont donc en particulier vraies dans le modèle de la CET(Ld) associé à X 
(prop. 1.4). 

111.2.2 ~ ~ ~ î w - c o r r e c t i o n  et P:Y correction 

Définitions 111.4 : Etant donné un programme Prolog P, la profondeur standard 
d'un but G est : 

- la profondeur de l'arbre SLD standard de G (c'est-d-dire la longueur de la plus 
longue branche, un arbre réduit d sa racine étant de profondeur O) si G échoue finiment. 



- la profondeur du sous-arbre situé à gauche de la première branche de succès 
(branche comprise) si G réussit. 

Remarque : La profondeur standard d'un but G n'est donc définie que si G échoue 
finiment ou réussit. 

Notation : On note SS: (resp. SS;,, resp. &) les atomes de SS,, (resp. SSn,, resp. 
FF,J de profondeur standard au plus égale à n. 

Lemme TII.4 : Si un but de profondeur standard n échoue, alors pour toute substitution 
o, le but G o  a une profondeur standard au plus égale à n et échoue. 

Démonstration : En effet, l'arbre SLD standard de G o  est isomorphe à un sous-arbre 
de celui de G. 

Lemme 111.5 : Si un but G de profondeur standard n réussit, alors il existe une 
substitution o close telle que G o  ait une profondeur standard au plus égale à n et 
réussisse. 

Démonstration : Si 8 est l'upg correspondant à la première branche de succès de G, il 
suffit de prendre o égale à 87 où i est une substitution close de GO. 

Lemme nI.6 : Soit P un programme Prolog er n un entier. 
On suppose que SS: v (FF:)' u (ss&)" u (FF:)" c T,,Tn. 
Pour tout but :- L de profondeur standard au plus égale à n : 

a)  si :- L réussit, alors 3~1: est vrai dans ~ , , î n .  

b) si :- L échoue, alors v&]:: est vrai dans T,,Tn. 

c) si l'arbre SLD standard de P u (:- L )  estfini, alors VIL]: est vrai dans ~ , , ?n .  

Démonstration : Soit L = [Al, A2, ... , Aq] 
La démonstration se fait par récurrence sur q. 

- si q = 0, c'est évident. 
- Supposons le résultat démontré à l'ordre q-1 (q 21). 

a) Il existe une substitution close o telle que :- Lo réussisse et ait une profondeur standard 
au plus dgale à n (lemme I11.4). A i o  E T,,?n puisque A i o s  SS: et par hypothèse de 
récurrence, [A2, ... , ~ ~ 1 2 0  est vrai dans T,,?'n puisque :- (A2, ... , Aq)o réussit. Par 

définition, ~ ] : o  et par conséquent 3 ~ 1 2  est vrai dans ~ , , f  n. 

b) Pour toute substitution close o ,  le but :- L o  échoue, et a une profondeur standard 
inférieure ou égale à n (lemme IiI.4). 



- Si Ale échoue, alors A i o  E Tufn et par définition de IL]:,  no est vrai dans T,,f n. 

- Si Alo réussit, alors Al<r E SS~S,  et donc Alo E TS,?n et Ai'o E T,,?n. 
Le but :- (A2, ... , Aq)o échoue donc et A io  A Ai' o A [Al, ... , A~]::o et par conséquent 
[L]?CJ est vrai dans TSt?n. 

Ceci démontre que VL]~; est vrai dans TS,tn. 

C) Si le but :-L échoue alors, ~ ~ 1 5 :  est vrai dans ~,,f n et d'après le lemme III.3, v [ L ] ~  

est vrai dans T,,?n. 
Si :- L réussit finiment, alors pour toute substitution close o, le but :- L o  réussit finiment 
ou échoue. S'il échoue, on est ramené au cas précédent. S'il réussit finiment, il en est 
alors de même de :- A l o  et de :- (A2, ... , Aq)o. Comme A l o  et Aï0 appartiennent à 
T,,fn et d'après l'hypothèse de récurrence, [A2, ... , A ~ ] ~ C J  est vrai dans T,,?n. Par 

conséquent, V[L]; est vrai dans T,,Tn. 

cl 

Le résultat suivant prouve que les calculs d'un interpréteur standard appliqués à un 
programme Prolog P sont T,,fo-corrects, c'est-à-dire qu'ils peuvent être calculés par 
"chaînage avant" à partir de la traduction axiomatique standard de P. 

Théorème 111.2 : 

Démonstration : On démontre par récurrence sur n, et en utilisant les résultats du lemme 
In.6 que 

s S: u (FF:)' u (FF:)" u (ss~S,)" c T,,fn. (1) 

Si n a ,  c'est évident puisque tous les ensembles ci-dessus sont vides. 
Montrons par exemple que SS~:; c TS,f(n+l) si l'on suppose l'inclusion (1) vérifiée 
pour n. 
Soit A = p(s) E SS~~: .  11 existe un entier j tel que la résolution de A avec les j-1 
premières règles Cl, ..., Cj-1 de prédicat de tête p échouent et avec la j-ème règle Cj 
réussisse. 
Soit i E ( 1,. . ., j-1 ] et soit Li le corps de la règle Ci. 

- si A n'est pas unifiable avec la tête de Ci, alors : T,,?n cE?(s) d'après le 
lemme 111.3. 

- si A lui est unifiable, avec la substitution o ,  alors :- Li échoue et donc par le 
lemme précédent, VILio]:: est vrai dans T,,fn. Par conséquent : T,,fn k CE?(s) 
d'après le lemme Ii1.3. 



A est unifiable avec la tête de la règle Cj de corps Lj, avec la substitution o.  Le but :- Ljo 
réussit et donc 3~01: est vrai dans T,,Tn et : T,,fn k C?(S) d'après le lemme 111.3. 

En conclusion, [ C F  A ... A CFT A c~](s) est vraie dans  in et donc A E T,,'?(n+l). 

O 

Corollaire IH.2 : Soir P un programme Prolog et n un entier. 
Pour tout but :- L & profondeur standard au plus égale d n. 

a) si :- L réussit, alors 3[L]z est vrai dans  in in. 
b) si :- L échoue, alors VIL]:: est vrai dnns T,,Tn. 

c) si l'arbre SLD standard de P u {:- L) estfini, alors VIL]: est vrai dans T,,fn. 

Démonstration : C'est l'énoncé du lemme 111.6 sans l'hypothèse : 
SS: u (FF,",)' u (FF:)" u (SS;,)" c T,,T~. (1) 

qui a été démontrée dans le théorème 111.2. 

On déduit du Théorème 111.2 un résultat de correction de la sémantique opérationnelle 
standard pour l'axiomatique PI:. 
Théorème 111.3 : Soit G = :- L un but. 
a) Si G réussit avec la réponse calculée o, alors b v[Lo]:, 
b)  Si G échouefiniment alors, PI: b v[L]::. 

c) Si l'arbre SLD standard de G eslfini, alors P!: b v [ L ] ~ .  

Démonstration : 
a) Si G réussit avec la réponse calculée o, alors pour toute substitution close r, le but :- 
LOT réussit. Le corollaire III.2 montre alors que [LOT]~ est vrai dans ~ , , l a  donc dans le 
plus petit point fixe de Tst (qui est égal au plus petit modèle de Herbrand de Ps3 puisque 
c'est une formule positive et que TsL est monotone et par conséquent, que [LOT]: est 

conséquence logique de P:;. Ceci étant vrai pour toute substitution close r, on a bien : 

PU b vrLo1:,. 
b) Si G échoue finiment alors, le corollaire III.2 montre que VIL]:: est vrai dans T,,Tw, 

donc aussi dans le plus petit modèle de Herbrand de P, donc v[L]~: est conséquence 
logique de PZ. 
Démonstration analogue pour le c). 



Corollaire III.3 : Soit A un atome clos. 
a)  Si A E SSrl alors P:: k A. 

b) Si A' E FF:, alors k A'. 

c) Si A" E FF;; u S S &  alors PH: b A". 

Démonstration : Il suffit d'appliquer le théorème 111.3, 

Lemme 111.7 : Soit le but :- L. S'il existe un entier N tel que pour toute substitution o 
telle que la liste Lo soit close, le but :- Lo  ait un arbre fini de profondeur standard 
inférieure ou égale à N, alors :- L a également un arbre fini de profondeur standard 
i@rieure ou égale à N .  

Démonstration : Supposons la conclusion fausse. Il suffit d'instancier une branche de 
longueur supérieure à N pour obtenir une contradiction. 

O 

Définition 111.4 : Pour un programme Prolog P, on note Mp le nombre maximum 
d'atomes figurant dans un corps d'une régle. 

Soit d, 

d, vérifie la relation de récurrence d, +l = Mpdn +l. 

Lemme III.8 : Supposons que pour tout atome A, si A" E T,,?n alors le but :- A a un 
arbre de profondeur standard inférieure ou égale à d,. 
Soit L une liste d'atomes telle que v[L]~ soit vrai dons ~,,?n.  
Alors le but :- L a un arbre &profondeur standard inférieure ou égale à qd, . 

Démonstration : Soit L = Al, A2, ... , Aq. On montre ce lemme par récurrence sur q. 
Si q = 0, c'est évident. 
Sinon, pour toute substitution o telle que Lo soit close, [LOI: est vrai dans ~ , ,?n .  

- si A i o  E TSt?n, alors Aj'o E ~ , , ? n  et par hypothèse, le but :- A l o  a un arbre 
SLD standard de profondeur standard inférieure ou égale à d,. Le but :- Ale ne peut pas 
réussir puisque sinon on aurait : A io et A io  E T,,?n d'après le théorème 111.2. 
Donc le but :- Lo échoue et a un arbre de profondeur standard inférieure ou égale à d, . 



- si A i o  r T,,?n, alors A l o  et A ïo  E T,,? n. Le but :- A l o  a un arbre de 
profondeur standard inférieure ou égale à dn . [A2, ... , ~ ~ ] z o  est vrai dans T,,? n. 

L'hypothèse de récurrence montre que :- (A2, ... , Aq)o a un arbre de profondeur 
standard inférieure ou égale à (q-l)d, . 
Le but :- L o  a donc bien un arbre de profondeur standard inférieure ou égale à qd, . 

Le lemme III.7 montre alors que :- L a un arbre de profondeur standard inférieure 
ou égale à qd,. 

O 

Remarque : Une des raisons de l'échec de Te à rendre compte exactement des succès et 
des échecs pour un interpréteur standard provenait du fait que l'on pouvait avoir : 
A(t) E TeT2 pour tout terme clos t alors que la profondeur standard de l'arbre SLD 
standard de A(t) était non bornée (voir exemple III.2). La proposition suivante montre que 
ce cas ne peut pas se produire avec l'opérateur T,,. L'appartenance d'un atome à ~ , , ? n  
irnplique que son arbre SLD standard a une profondeur standard bornée en fonction de n. 

Proposition 111.2 : Si A" E T,,?n alors, le but :- A a un arbre fini de profondeur 
standard inférieure ou égale à d, . 

Démonstration : On démontre cette proposition par récurrence sur n. 
Si n = 1, les seules règles qui peuvent s'appliquer à A ont un corps vide. Le résultat est 
donc vrai dans ce cas. 
Supposons la proposition vraie pour l'entier n. 
Soit A" E T,,?(n+l). 
Supposons que A soit unifiable avec la tête de la i-ème règle de corps Li, avec la 
substitution o .  Alors v [ L ~ o ] ~  est vrai dans T,,?n. L'hypothèse de récurrence permet 
d'appliquer le lemme 111.8. 
Le but :- LiO a un arbre de profondeur standard ou égale à qd, I Mpdn et A a donc un 
arbre de profondeur standard ou égale à Mpdn + 1 = dn+i. 

O 

Corollaire 111.4 : Pour tout programme, 

Démonstration : On a déjà montré que SSi, u FF;; c T,,?o n Hu. 
L'inclusion inverse est une application immédiate de la proposition 111.2 puisque tout 
atome dont l'arbre SLD standard est fini est soit un échec, soit un succès fini. 

Remarque : Ce résultat montre que T,,?o caractérise exactement l'ensemble des échecs 
et des succès finis d'un programme P soumis à un interpréteur Prolog Standard. 



En effet, 

Exemple lTI.6 : Soit P le programme : 

T,,'T'~ = {A, B', Bu)  = T,,?a pour tout ordinal a 2 1. 

B est un échec fini. 
A n'est pas un succès fini puisque A" e  o. 
Corollaire 111.5 : Soit n un entier. 

a) si v [ L ] ~  est vraie dans TSttn, alors le but :- L a un arbrefini de profondeur 
standard inférieure ou égale à qdn où q est le nombre d'atomes de la liste L. 

b) si v [ L ] ~  est vraie dans ~ , , ? n ,  alors le but :- L échouefiniment et a un arbre 
fini & profondeur standard inférieure ou égale d qd, . 

Démonstration : Evident d'après le lemme II1.7 et la proposition précédente. 

Théorème 111.4 : Si un programme Prolog P vérifie l'hypothèse HJ, alors 

T,,?o = SS,, u FF5, u FFS; u SSi;,. 

Démonstration : 
Montrons par récurrence sur n que T,,?n c SS,, u FFS, u FFS; u SS&. 

Pour n = 0, c'est évident. 
Supposons l'inclusion établie pour un entier n. 

1) Soit p(s) E ~,,'T'(n+l) oh s est un n-uplet de termes clos et soient Ci, ...,% les règles 
de P de prédicat de tête p. 
Alors :  in [Cs v ( ~ 5 ~  A e) v ... v (CE: A ... A CF A c;)](s). 

Soit j E (1  ,...,p) tel que : TStfn b [c:~ A ... A CF A q ] ( s ) .  

a) e ( s )  est vrai dans TSt'T'n pour i E { 1 ,. . . j- 1 ) . Cette formule peut s'écrire : 

où les Yi sont les variables apparaissant dans la tête de la règle Ci. 



Le lemme Ii1.3 montre que si C?(S) est vraie dans T,,?n alors : 

- p(s) n'est pas unifiable avec la tête de la i-ème règle de P 
OU : 

- l'unification est possible (soit o l'upg associé) et que V L ~ O I ~ P  est vraie dans 

T,,?n. Le Corollaire III.5 montre alors que le but :- Lo échoue. 

La règle Ci de P donne donc un échec standard pour l'atome p(s). 

b) q(s) est vrai dans T,,?n. 
q ( s )  peut s'écrire sous la forme : 

3y(s = t A 3 [L,]:) où les Yi sont les variables apparaissant dans la tête de 
Cj. 
L'atome p(s) et la tête de la règle Cj sont unifiables. Soit o la substitution associée. 

Tst'rn b 3r~,ol:~ 
c.-à-d. qu'il existe une substitution z telle que Ljoz soit close et : 

TS,?~  k [L,~TI;,. 
D'après l'hypothèse de récurrence, le but :-Ljo7 réussit et l'hypothèse H3 assure alors 
que le but :- Ljo réussit; la règle Cj donne un succès standard pour p(s) qui appartient 
donc à SS,,. 

2) Soit p'(s) E T,,?(n+l). Alors : 
EF T,,Tn b [CE: A ... A C p  ](s) 

donc, sous l'hypothèse Hf et d'après ce qui précède, les règles de P de prédicat de tête p 
donnent un échec Prolog pour p(s) et p'(s) appartient donc à FFS,. 

3) Soit p"(s) E T,,?(n+l). Alors : 
F T,,?n k [c: A ... A Cp] 

c~(s )  est vrai dans ~ , , ? n  pour i E { 1 ,. . . ,p). 
La formule C:(S) peut s'écrire : 

V Y ( ~  + t v  il il:) 
où les Yi sont les variables apparaissant dans la tête de Ci. 
Le lemme III.3 montre que si C:(S) est vrai dans ~ , , ?n  alors : 

- p(s) n'est pas unifiable avec la tête de Ci 
ou : 

- l'unification est possible (soit o l'upg associé) et que V[L~~] :  est vraie dans 

~ , , f n .  Le corollaire 111.5 montre alors que le but :- Lia a un arbre fini de profondeur 
standard inférieure ou égale à Mpd,. 

La règle Ci donne donc soit un échec, soit un succès fini pour l'atome p(s). Comme ceci 
est vrai pour toutes les règles de P, p"(s) appartient donc à SSiit u FFi;. 

O 



Corollaire III.6 : 
1 .  Si P est un programme sans variable locale, 

T,,TCO = SS,, u FF;, u FF;; u ssn,. 
2. Si P est un programme propositionnel pur, 

pppf(TsJ = T,,TCO = SS,, u FF;, u FF;; u SS&. 
3. Si P est un programme sans variable locale et sans symbole & fonction, 

pppf(~ ,~)  = T,,TCO = SS,, u FF;, u FF;; u ssr,. 

Démonstration : 
1. En effet, les programmes sans variables locales vérifient l'hypothèse H3. 
2. et 3. Pour tout atome A contenant une occurrence d'un symbole fonctionnel ne figurant 
pas dans P, A' E T,,T 1 puisque A n'est unifiable avec aucune tête de règles de P. Et 
comme les autres atomes sont en nombre fini, T,,TCO est le plus petit point fixe de T,,. 

La condition H3 est donc suffisante pour qu'un programme soit décrit par T,,Tu. Ce 
résultat est à rapprocher du théorème 111.1. Nous voyons que la traduction Pst constitue 
donc une meilleure approximation axiomatique de l'ensemble des succès et des échecs 
finis d'un interpréteur Prolog Standard que PB. Il n'en demeure pas moins que H3 est 
indécidable et qu'en général, T,,Tu n'est pas le plus petit modèle de Herbrand de P,,. 

On peut néanmoins énoncer le résultat de complétude suivant : 

Théorème III.5 : Si P est un programme qui vérifie l'hypothèse H3 (par exemple sans 
variable locale) et pour lequel T,,TCO est le plus petit point fixe de Tst (par exemple sans 
symbole de fonction), alors pour tout atome clos A, on a : 
a) A E S S , ,  ssi P Z ~ A .  
b) A' E FFit ssi PI: k A'. 

C) A*' E FF;; u SS$, ssi pHer s t  C A-. 

Démonstration : 
a) Si P: b A, dors A E T,~~'CO donc A E SSst. 

b) Si PI: k A', dors A' E T,,~u donc A' E FEt.  

c) Si PH: k A", alors A" E T,,~CO donc A" E FF;; u SS&. 

On montre au paragraphe IV.3 qu'un programme sans variable locale est tel que TStTo est 
le plus petit point fixe de Tst. Pour ces programmes, P? est donc une caractérisation 
axiomatique correcte et complète de leur sémantique opérationnelle standard. 
Il n'est pas possible d'avoir de résultats de complétude plus généraux. Par exemple, il est 
faux que si PI: k VAO, alors le but :- A a une réponse calculée r telle que o 2 r. 



Contre-exemple : k l o  871 
Soit P le programme { p(a) 1. Si l'on suppose que le langage L ne contient que la constante 
a alors PU Vxp(x)o où o est la substitution identité et la seule réponse calculée est z 

= (da). On n'a évidemment pas o 2 2. 

On pourrait penser qu'il suffit que le langage sous-jacent L contienne suffisamment de 
constantes pour que l'on puisse obtenir un résultat de complétude plus général, comme 
c'est le cas pour la sémantique d'un interpréteur idéal. L'exemple suivant montre que ce 
n'est pas le cas : 

B(a) :- B(a) 
{B(b) et L un langage quelconque contenant les constantes a et b. 

P vérifie l'hypothèse H3 et Tst est continu puisque P ne contient pas de variables locales. 
Soit o = (xb). On a ~ , , f  1 b V(B(x)o) et pourtant, le bat :- B(x) n'a pas de réponse 
calculée standard'. Ceci provient du fait que l'hypothèse l i , n'est pas encore assez forte. 
Il faudrait la remplacer par H J  : pour tout but :- L et toLite substitution close .r: des 
variables de L, si le but :- Lz réussit alors le but :- L réussit avec une réponse calculée 
(standard) 8 telle que 8 5 z. Sous cette hypothèse, on peut démontrer le résultat suivant : 

Proposition 111.3 : Soir P un programme Prolog vérifiant l'hypothèse H 5 et pour 
lequel T,,?U est un point fixe de Tst, L une liste d'atomes et o une substitution des 
variables de L. Alors, si L contient assez de constantes n'apparaissant ni dans P ni dans 
b p o w  instancier les variables libres & LO et si PI: v[L~]: alors le but :- L a une 

réponse calculée standard 8 telle que 8 I o. 

Démonstration : 
Comme PI: b V[L~];  et comme ~ , , i o  est un point fixe de Tst (et donc aussi un plus 

petit modèle de Herbrand de Pst), on a : ~ ~ ~ l 6 . 1  b V[L~];. Soient les réponses 

calculées standards pour P u {:- L). Supposons que pour tout i E 1, €Ii ne soit pas plus 
générale que o .  Soit z une substitution close des variables de Lo  par des constantes ne 
figurant pas dans P. Le but :- Loz réussit d'après le théorème 111.4 et aucune des réponses 
ei n'est plus générale que oz ce qui contredit l'hypothèse H5. 

O 

Par conne, même si P vérifie les hypothèses de la proposition précédente, 
b 'V'[L]:: (resp. PH:: b v[L]@ n'implique pas que le but :- L échoue finiment 

(resp. ait un arbre SLD standard fini). Il suffit pour s'en assurer de considérer le 
programme suivant : 

lc'est-àdire calculée par un interpréteur standard. 



Quelque soit le langage L, on a pH: I= Vxpt(x) puisque pour tout terme clos t. 

p(t) E FF,, et i'arbre SLD standard de P u (:-p(x)) n'est pas un arbre d'échecs finis. 

Rappelons néanmoins l'énoncé du Corollaire 111.5 . 

Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes. 
a) S'il existe un entier n pour lequel pro ln v [ L ] ~  alors, l'arbre SLD standard de 

P u (:- L) est fini. 
b) S'il existe un entier n pour lequel ~ . , t n  VIL]:: alors, l'arbre SLD standard de 

P u (:- L) est un arbre d'échec fini. 

Pour résumer : La traduction axiomatique réalise une meiUeure approximation de la 
sémantique opérationnelle standard que la traduction Pt. Cette traduction est correcte et 
complète pour les programmes sans variable locale et sans symbole de fonction mais dans 
le cas général, trois "points noirs" subsistent : 

1- Le fait que l'on ait obtenu un résultat de complétude limité (le théorème lII.4) pour une 
classe partielle (et indécidable) de programmes : les sémantiques finies que nous étudions 
par la suite ne présentent pas le même inconvénient. 

2- Même si le programme considéré P vérifie l'hypothèse HJ (OU Hi),  la complétude 
n'est obtenue qu'à certaines conditions sur le langage sous-jacent et surtout, sur la 
continuité de l'opérateur de conséquence immédiate associé. 

3- Même si l'opérateur Tst est continu, nous n'obtenons des résultats de complétude 
entièrement satisfaisants que pour des buts constitués d'atomes clos. Ces résultats se 
généralisent assez mal à des buts contenant des variables. 

Nous retrouverons ces deux derniers problèmes lors de l'étude des sémantiques finies et 
nous montrerons au chapitre VI qu'il est dû au cadre choisi : la restriction de la notion de 
modèle aux seuls modèles de Herbrand. La solution à ce problème consiste à se placer 
dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark. 

111.3 Indécidabilité des hypothèses Hl ,  H2et H3. 

Ii est démontré dans [Llo 841 que pour toute fonction n-aire récursive partielle f, il 
existe un programme Prolog Pf et un prédicat (n+l)-aire pf tel que le but :- pr(ki, ... , k,,, 
x) ait pour réponse calculée x = k si et seulement si f(kl, ... , k,) = k. 

Il est facile de vérifier dans cette démonstration que pour tous les programmes Pf 
ci-dessus, les réponses calculées par un interpréteur standard sont les mêmes que celles 
calculées par un interpréteur "en largeur d'abord et équitable". 

D'autre part, si L est un langage de programmation dans lequel il est possible de 
calculer toutes les fonctions récursives partielles, il n'existe pas d'algorithme permettant 



de décider si un programme quelconque donné P de L boucle ou non pour une donnée d 
(voir par exemple [Del 87dl). 

Nous utiliserons ce résultat ici sous la forme suivante : il n'existe pas d'algorithme 
permettant de décider si un but quelconque :- A (où A est un atome clos) boucle ou non 
pour un programme Prolog P soumis à un interpréteur Standard. 

Proposition III.4 : Il n'existe pas d'algorithme permettant de décider si un succès A 
d'un programme Prolog P quelconque est un succès fini. 

Démonstration : Soit P un programme Prolog quelconque et A un atome clos. On 
forme le programme P' défini à partir de P par : 

P' {B : - A où B est un symbole de prédicat ne figurant pas dans P. 
P 

B est un succès de P'. 
B est un succès fini de P' si et seulement si :- A ne boucle pas pour P. 
Un algorithme permettant de décider si B est un succès fini de P' permettrait alors de 
décider si A boucle ou non pour P. Un tel algorithme n'existe donc pas. 

O 

Proposition 111.5 : Il n'existe pas d'algorithme permettant de décider si, pour un 
programme Prolog P et un corps de règle :- L de P, l'échecfini de toute instance close de 
:- L implique l'échecfini de :- L (pour un interpréteur standard). 

Démonstration : Soit P un programme Prolog défini par la suite de règles (RI, ..., Rp). 
Pour chaque règle R, on définit la règle R+ par : 

R = A(t) :- Bl(tl), . . .y B,(tn) 
ssi 

R+ = A(t,s(z)) :- Bl(tl,z), ..., B,(tn,z) 

où z (resp. s) est une variable (resp. un symbole de fonction) n'apparaissant pas dans P. 

Soit G le but :- Bl(tl), ..., Bn(tn). On définit le but G+par :- Bi(tl,z), ..., Bn(tn,z). 

Soit P+ le programme (RI+, ..., Rp+, X :- G+, fail) où X et fail sont deux nouveaux 
symboles de prédicats O-aires. 

Pour toute instance close i des variables de G+, l'arbre SLD standard de Pt u {:- G+) 
est fini. En effet, z instancie en particulier la nouvelle variable z et chaque application 
d'une règle R+ diminue d'une unité la hauteur de ce paramètre. 
On peut montrer que si = sn(a) où a n'est pas une image de s et si M est la longueur 
maximale des corps des règles de P alors, la profondeur de l'arbre SLD standard de P+ u 
{:- A(t,sn(a))) est inférieure ou égale à dn (cf définition III.4). 



Pour toute instance close z des variables de G+, Pt u (:- G+z, fail) échoue finiment 
(pour un interpréteur standard). 

Pt u {:- G+, fail) échoue finiment ssi P+ u {:- G+) ne boucle pas. 

P+ u (:- G+) ne boucle pas ssi P u ( :- G) ne boucle pas. En effet, la nouvelle variable z 
n'impose aucune contrainte. 

Un algorithme permettant de décider si Pt u {:- G+, fail) échoue fmiment permettrait du 
même coup de décider si P u {:- G )  boucle. 

Proposition 111.6 : Il n'existe pas d'algorithme permettant de décider si pour un 
programme Prolog P et un corps de règle :- Ai, ... , A, de P, le succès d'une instance 
close de :- Al, ... , A, implique le succès de :- Al, ... , A,. 

Démonstration : Soit P un programme, A un prédicat de P. Soient B et C deux 
nouveaux symboles de prédicat, a et b deux nouvelles constantes et P' le programme 
obtenu en adjoignant à P les règles : 

Le but :- B(b) réussit. 
Le but :- B(x) réussit si et seulement si le programme P s'arrête pour :- A. 
Un algorithme permettant de décider si le but :- B(x) réussit permettrait alors de décider si 
le but :- A boucle ou non pour P. 



Chapitre IV : 

Les sémantiques finies 

IV.1. La sémantique standard finie 

Des considérations opérationnelles (les seuls programmes pratiquement 
admissibles sont ceux qui ne bouclent pas) et théoriques (le corollaire 111.3 montre que 
l'axiomatique standard restreinte aux échecs et succès tous deuxfinis est satisfaisante) 
nous ont conduits à définir la sémantique opérationnelle standard finie ( 5  11.4.3) d'un 
programme Prolog P et à tenter d'en donner une caractérisation axiomatique Pfs, en 
utilisant une méthode analogue à celle développée au chapitre précédent. Nous montrons 
que T~,Tu (où Th, est l'opérateur de conséquence immédiate associé à Pfs, défini sur les 
interprétations de Herbrand du langage sous-jacent) représente exactement la sémantique 
opérationnelle standard finie de P puis nous en tirons les conséquences en termes de 
correction et de complétude dans le cadre des modèles de Herbrand. Nous montrerons au 
chapitre VI que c'est dans le cadre de la Théorie EquationneUe de Clark que ce résultat a la 
signification logique la plus forte. Cette traduction s'exprime dans le langage dédoublé Ld 
(§ 1-11. 

IV. l . l  Définition de la traduction axiomatique standard finie 

On suppose dans tout ce paragraphe que la notion de succès fini ou d'échec fini se 
réfère à un interpréteur Prolog Standard. On dira donc, étant donné un programme 
P, qu'un but G échoue ssi l'arbre SLD standard pour P u ( G )  est un arbre d'échecs 

finis et que G réussit finiment ssi l'arbre SLD standard pour P u {G) est fini et 
contient la clause vide. 

Considérons un programme Prolog propositionnel dont les règles ayant pour symbole de 
prédicat de tête A sont (dans cet ordre) : 



[:- A réussit finiment] ssi [(:- B, C réussit finiment et :- D est fini) ou (:- B, C échoue 
finiment et :- D réussit fmiment)] 

ou, d'une manière équivalente : 

[:- A réussit finiment] ssi [(:- B, C et :- D sont finis) et (:- B, C réussit finiment ou :- D 
réussit fmiment)]. 

1:- A échoue finiment] ssi [:- B, C échoue finiment et :- D échoue finiment]. 

[:- B, C réussit finiment] ssi [:- B et :- C réussissent fmiment]. 

[:- B, C échoue finiment] ssi [:- B échoue finirnent ou (:- B réussit finiment et :- C échoue 
finiment)]. 

La notion de but fini peut être caractérisée par : 
[:- A est fini] ssi [(:- B échoue finiment ou ( :- B réussit finiment et :- C est fini)) et (:- D 
est fini)]. 

Cet exemple conduit à introduire les définitions suivantes. 

Soit L = Al,  A2, ... , A, une liste d'atomes. On définit : 

- &]Fi = Ai A A2 A... A A, et []g = Vrai. 

- &]E  = A; v (Al A [A2, ... , ~ ~ ~ : ~ 7  et (1:; = Faux. 

F F - LIL = Ai v (AI A [A2, ... , et Ilfat = Vrai. 

Si les Aj sont des atomes clos, le sens souhaité de : 

est : le but :- L réussit finiment (c.-à-d. l'arbre SLD standard pour P u ( :- 
L )  est fini et contient la clause vide 0) 

[~]:rest : le but :- L échoue finiment (c.-à-d. l'arbre SLD standard pour P u {:- 
L )  est un arbre d'échecs finis) 

~ 1 : ~  est : l'arbre SLD standard pour P u {:- L )  est fini. 

Exemple IV.l  : 

[Ai, ~zl;;= Ai v (Ai r. Ai) 

[AI, A ~ I L = A ;  v (Ai r. ( A i  v A2)) 



Lemme N.l : Soit X c Hd (base de Herbrand associée d Ld) et soit L une liste d'atomes 
clos. 

IL]:, est vrai dans X ssi ([L]::V   LI:^ est vrai dans X .  

Démonstration : Soit L = Al, A2, ... , A¶. 
Ce lemme se démontre par récurrence sur q. 
Si q = 0, c'est évident puisque []lL et []; sont vrais (dans X). 

Soit q 2 1 et supposons le résultat démontré pour toute liste de longueur q - 1. 
- Supposons que [LI;, soit vrai dans X. 

Si A i  E X, alors [~]kTest vrai dans X. 
- 

Sinon, Ai E X et [A2, ... ,  est vrai dans X. 
Si [A2, ... , ~~]F:est vrai dans X alors b]:yest vrai dans X. 
Si [A2, ... , ~ ~ ] g e s t  vrai dans X alors ~ ] E e s t  vrai dans X. 

La réciproque se montre de manière analogue. 

On associe à toute règle C = p(t) :- L du programme les formules suivantes de Ld : 

où les Yi sont les variables apparaissant dans les termes ti et les atomes de Let où les xi 
sont de nouvelles variables. 

Remarque : Nous utilisons à nouveau les mêmes notations que pour les traductions Pe et 
P,, afin de ne pas les alourdir par des indices supplémentaires. 

- Si Cl,  C2, ... ,Cp sont les règles de P dont le symbole de prédicat de tête est p, on 
considère les axiomes suivants (que l'on suppose quantifiés universellement) : 

p(x) e ((Cr A ... A CF) A (Cf v ... v C~)) (X)  
P 

P'(X) c (CFF A ... A C ~ ) ( X )  

- Si aucune règle de P n'admet le symbole p comme prédicat de tête, on considère 
l'axiome : 

Notation : Pfst est la réunion de ces axiomes pour tout symbole de prédicat du langage. 



Exemple IV.2 : Soit P le programme Prolog : 

La traduction standard finie de P est alors le système Pfst : 

A(x) e (x z a v A(a) v AS(a)) A Vrai A ((x = a A A(a)) v Vrai) 
A'(x) ¢= (x f a v Af(a))  A Faux 
B * Vx(C1(x) v (C(x) A At(x)) v (C(x) A A(x))) A 3x(C(x) A A(x)) 
B' e= 'dx(Ct(x) v (C(x) A At(x))) 

qui se simplifie en : 

Notation : On note Tfsl l'opérateur de conséquence immédiate associé à Pfs, défini sur les 
interprétations de Herbrand de Ld. On omet la référence à P dans cette notation, le 
contexte permettant de savoir de quel programme il s'agit. 

Exemple IV.2 (suite) : 

~fStT1 = (A(b), C(b), C'(a), E'l 
T ~ ~ T ~  = T ~ ~ ~ T ~  u (B, D'} = plus petit point fixe de Tfst = SSfS u FF;, 

Proposition IV.l : Soit P un programme Prolog. 
a) Pfst est un programme gknkral positif 
b) Tfst est monotone 
c) Pour tout ordinal a et tout atome clos A, les atomes A et A' ne peuvent pas appartenir 
simultanément h T ~ , , T ~ .  



Démonstration : 
a) Immédiat d'après la définition 1.24. 
b) En effet, Pf,,est un programme général positif. On peut appliquer la proposition 1.8. 
c) Supposons cette propriété fausse. Soit a le premier ordinal tel qu'il existe un atome 
clos A = p(s) tq A et A' appartiennent à ~ r , , T a .  Soient Ci, ..., Cg les règles de P de 
prédicat de tête p. 
- a n'est pas un ordinal limite sinon, il existerait un ordinal P tel que A et A' 
appartiennent à T~,,TP. 
- a est un ordinal successeur : a = P + 1. 

Les formules (CE: A ... A CE;)(s) et (Cf v ... v $)(s) sont vraies dans TfS,fP. 

Soit i E (1,. . .,q) tel que C:(S) soit vraie dans Tfs,iP. 
D'après les définitions de C: et CE[, si Li est le corps de la règle Ci, il existe une 

substitution close <r telle que &o]kFet [L~CY];: soient vrais dans TfS,TP. 
On en déduit qu'il existe un atome B de Li tel que B et B' appartiennent simultanément à 
T~,,TP, ce qui est contradictoire. 

O 

Lemme IV.2 : Soit C = p(t) :- L une règle d'un programme Prolog Pl soit s un n-uplet 
de termes et soit X une interprétation de Herbrand de Ld. 

a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors, 
x b vcEF(s), x b VCF(S) et x b 7 3 ~ S ( s )  

b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec I'upg 8 alors, 

X C VCEF(s) O v[L~];:, 

x I= VCF(S) O v [ L ~ I ~ J L  et 

X b 3CS(s) O 3[Lû]Z. 

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme 11.1 en prenant pour formule F 
EF successivement : [LIfs,. [LI: et [L]fLqui sont des formules sans quantificateur. Il montre 

que les différentes formules citées dans le lemme sont des conséquences logiques de la 
CET(Ld) et sont donc en particulier vraies dans le modèle de la CET(Ld) associé à X 
(prop. 1.4). 

O 

IV.l .2  ~~~~f w-correction et ~ 7 ~ 2  correction 

Nous commençons par montrer que la sémantique opérationnelle standard finie est 
TntTo-comecte, c.-à-d. : SSfst u FFL, c T~,,TCO. 

Cela signifie que pour tout programme Prolog P et tout atome clos A, si P u {:-A) 
donne lieu a un calcul fini pour un interpréteur standard alors A ou A' est calculé par 
"chaînage avant" à partir de Pr,,. 



Définition IV.1 : Soit P un programme Prolog. La profondeur standard finie d'un 
but G pour le programme P est la profondeur & l'arbre SLD standard de P u (G ) (c'est- 
d-dire la longueur & sa branche la plus longue) si celui-ci est fini. 

Notation : Soit P un programme Prolog. On note S S ~ S ~  et FF; respectivement les succès 
finis et les échecs finis standards de profondeur standard finie au plus égale à n. 

Remarque : Nous commettons un abus de notation en notant de la même manière les 
succès et échecs finis de profondeur standard et standardfinie. Ces notions sont pourtant 
différentes, mais le contexte permet chaque fois de savoir desquelles il s'agit. 

Lemme IV.3 : Soit P un programme Prolog et n un entier. 
Supposons que : S s ~ S ,  u (FF~) '  c TfSt?n. 
Pour tout but :- L de profondeur standard finie pour P i@érieure ou kgale à n : 

a) Si :- L réussirfiniment, alors 3[L]f;esr vrai dans TfStTn. 

b) Si :- L échouefiniment, alors v[L]: est vrai dans TfS,?n. 

C) V[L];, est vrai dom ~f , , f  n 

Démonstration : Soit L = Al, A2, ... , Aq. La démonstration se fait par récurrence sur 
9. 

- C'est évident si q = 0. 
- Supposons que le résultat soit vrai pour q-1 (q 21), et soit G le but :- L. 

a) Il existe une instance close Go  de G telle que G o  réussisse finiment. La profondeur 
standard finie de Go  pour P est inférieure ou égale à n. Comme A l a  E SS~:, ,  par 
hypothèse A l o  E ~ ~ , , f n  et puisque :- (AI, ... , Aq)o réussit et a une profondeur standard 
finie pour P inférieure ou égale à n, on peut déduire de l'hypothèse de récurrence que 
[A20, ... , ~~o]! :  est vrai dans TfS,fn. Par définition, &o]yi et aussi par conséquent 

3[L]% sont vrais dans TfS,Tn. 

b) Toute instance close G o  de G échoue et a une profondeur standard finie pour I- 
inférieure ou égale à n. 
- Si A l o  échoue, alors A;o E TfStTn et par définition, [~o]:Fest vrai dans TfS,Tn. 

- Si A l o  réussit, alors A l o  E ~f , ,Tn.  
Le but :- (A*, ... , Aq)o échoue et [A20, ... , ~~o];:est vrai dans ~ f , , f n  d'après 

l'hypothèse de récurrence. Al o A [Azo, . .. , A ~ O ] ~  et par conséquent [~o];: sont vrais 

dans TfStfn. 
Ceci montre que VIL]:: est vrai dans TfStfn. 

c) Toute instance close G o  de G échoue ou réussit et a une profondeur standard finie pour 
P inférieure ou égale à n. 
- Si G o  échoue, [~o]::et donc [~o]:, sont vrais dans TfStTn (voir le lemme IV.1). 





Démonstration : 
C'est l'énoncé du lemme IV.3 sans l'hypothèse : SS;, u (FF:)' E ~ f , , ? n  qui a été 
démontrée au lemme IV.4. 

0 

On déduit du Théorème IV.l un résultat de correction de la sémantique opérationnelle 
standard fmie pour l'axiomatique qz. 
Théorème IV.2 : Soit P un programme Prolog et G = :- L un but dont l'arbre SLD 
standard est fini. 
a) Si G rbussit avec la rbponse calcul&e O, alors Gz k v[LG]E. 

b) Si G bchouefiniment alors, Pfz b VM;:. 
c) Dans tous les cas, P:: k v[L]:,. 

Démonstration : 
a) Si G réussit avec la réponse calculée o alors, pour toute substitution close T, le but :- 
Lor réussit. Le corollaire IV.1 montre dors que ~or]L:est vrai dans T~,?CO donc dans le 
plus petit point fixe de Tfst (qui est égal au plus petit modèle de Herbrand de Pf,,) puisque 

S F c'est une formule positive et que Tfs, est monotone. Par conséquent, [Lor]fs, est 
conséquence logique de P ~ Z  . 
Ceci étant vrai pour toute substitution close r, on a bien : Pfz k v[L~]:. 

b) Si G échoue finiment alors, le corollaire IV. 1 montre que V[L]:~ est vrai dans T~,,?co, 
donc aussi dans le plus petit modèle de Herbrand de Pr,, donc V[L];; est conséquence 
logique de PH:. 

Démonstration analogue pour le c). 

Corollaire IV.2 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos. 

a) Si A E SSfU alors P?: b A. 

b)  Si A' E FFfsi alors P:: b A'. 

Démonstration : En effet, v[A]:~= A et v[A]E = A'. 



IV.1.3 ~ ~ , ~ ? w - c o m ~ l é t u d e  et P complétude 

Nous commençons par montrer que la sémantique opérationnelle standard finie est 
~~, ,7 'o-com~lète ,  c.-à-d. : TfSt?o c SSf,, u FF,', . 

Cela signifie que pour tout programme Prolog P et tout atome clos A, si A ou A' 
est calculé par "chaînage avant" à partir de Pf,, alors P u {:-A) donne lieu a un calcul fini 
pour un interpréteur standard. 

Lemme IV.5 : Soit P un programme Prolog. Supposons que pour tout entier n, il existe 
un entier d, tel que pour tout atome clos A : [A E TfSt?n ou A' E TfSt?n] implique que la 
profondeur standardfinie de :- A pour P est inférieure ou égale à d,. 

a )  Pour toute suitefinie d'atome clos L de longueur q, si [LI:, est vrai dans Te,? n alors 
la profondeur standardfinie du but :- L pour P est inférieure ou égale à qd,. 

b )  Supposons qu'il existe un entier N tel que les profondeurs standards finies de toute 
instance close du but :- L soient inférieures ou égales à N .  
Alors, la profondeur standard finie du but :- L pour P est inférieure ou égale à N .  

c)  Soit A un atome clos. Si pour toute règle B :- L de P telle que A et B soient unfiables 
avec o comme upg, v[~o]fJ; est vrai dans TfS,?n, alors la profondeur standardfinie du 
but :- A pour P est inférieure ou égale d Mpdn + 1 où Mp est le nombre maximal d'atomes 
figurant dans le corps dune règle de P. 

Démonstration : Soit L = Al, A2, ... , Aq. 
a) Démontrons ce résultat par récurrence sur q. 
Le résultat est évident si q = 1. Soit q 2 2. 
Si [Al, A2, ... , A~):, est vrai dans Tfst?n alors Al E Tf,,?n ou A i  E TfS,?n et donc, la 
profondeur standard finie du but :- Al est inférieure ou égale d,. 
Si :- Al échoue, alors la profondeur standard finie de :- Al est égale à la profondeur 
standard finie de :-Al, A2, ... , Aq qui est inférieure ou égale d,. 
Si :- Ai réussit, alors Al E TfSt?n (d'après le lemme IV.4), A; e Tf,,?n (d'après le 
lemme IV.1) et donc [A2, ... , hl& est vrai dans Trst?n (d'après la définition de [LI:,), 
et la profondeur standard finie de :- A2, ... , Aq est inférieure ou égale à (q-l)d, d'après 
l'hypothèse de récurrence. 
En conclusion, la profondeur standard finie de :- Al, A2, ... , Aq est inférieure ou égale 
qdn. 

b) Supposons que la conclusion soit fausse. 11 suffit d'instancier une branche de longueur 
strictement supérieure à N pour obtenu une contradiction. 

c) Soit A un atome clos tel que pour toute règle B :- L de P telle que A et B soient 
unifiables avec o comme upg, V[LO]& soit vrai dans Tfs,?n. Les lemmes précédents 

montrent que la profondeur standard finie de :- L o  est inférieure ou égale à qd, où q est le 



nombre d'atomes de la liste L. Comme q I Mp, la profondeur standard finie de :- A est 
inférieure ou égale Md,+ 1. 

Théorème IV.3 : Pour tout programme Prolog P, la sémantique opérationnelle standard 
finie est ~ ~ ~ ~ ~ ~ c o r n p l ~ t e  la traduction axiomatique associée : 

Démonstration : Soit (d,,),,, la suite définie' par la relation d,+l = Mpd, + 1 où Mp est 
le nombre maximum d'atomes figurant dans le corps des règles de P et dl = 1. 
Nous montrons que si [A E TfS,Tn ou A' E Tfst'Tn] alors la profondeur standard finie 
de :- A pour P est inférieure ou égale à dn. 
Cela démontrera que Tf,,?o est contenu dans SSf,, u FF,',. 

Soit n = 1. 
Les seules règles dont les têtes peuvent s'unifier avec A ont un corps vide. Le résultat est 
donc vrai dans ce cas. 
Supposons que la proposition soit vraie pour un entier n 2 1. 
Soit A un atome clos tel que A E ~~ , ,T (n+ i )  ou A' E ~~,, 'T(n+l).  Pour toute règle B :- L 
de P telle que A et B soient unifiables avec cr comme upg, v[L~][,ou ~ [ ~ c r ] F z e s t  vrai 

dans Tr,,fn. Le lemme IV. 1 montre alors que ~ [ ~ c r l l f ;  est vrai dans ~f , , ?n  et le lemme 
IV.5 montre que la profondeur standard finie de :- A est inférieure ou égale à Mpd, + 1 = 
dn+l d'après le lemme précédent. 

Le Théorème IV.3 montre donc qu'en un certain sens, la traduction axiomatique Pfs, est 
une caractérisation exacte de la sémantique standardfinie d'un programme Prolog. Mais 
cette caractérisation n'est pas encore complète du point de vue de la logique (dans le cadre 
des modèles de Herbrand) puisqu'en général, Tf,,?o n'est pas le plus petit modèle de 
Herbrand de Ph,. 

On peut néanmoins énoncer le résultat de complétude suivant : 

Théorème IV.4 : Si P est un programme pour lequel ~f,,To est le plus petit point fixe 
de Tfs,, alors pour tout atome A clos, on a : 

ssi P;: C A. 

ssi P:: C A'. 

l voir aussi la définition 111.4 



Démonstration : 
a) Si P;: b A, alors A E T ~ ~ ~ T o  puisque Tfs1?'o est le plus petit modèle de Herbrand de 

Pfst et donc A E SSfst. 
b) De même, si b A', alors A' E T ~ ~ ~ T w  et donc A' E FFAl. 

Corollaire IV.3 : Si P est un programme sans variable locale (et en particulier, 
propositionml pur) ou sans symbole de fonction, 
a) A E ssfSi ssi P;: b A. 

b)  A' E FFil ssi P:: b A'. 

Démonstration : 
On montre au paragraphe IV.3 que l'opérateur Tf,, associé à un programme sans variable 
locale est continu et donc, tel que TfSt?o est le plus petit point fixe de Tfs,. 
La base de Herbrand d'un programme sans symbole de fonction est finie donc, comme 
Tk, est monotone, TfSiTw est le plus petit point fixe de Tfst. 
Pour ces programmes, ~f:: est donc une caractérisation axiomatique correcte et 
complète de leur sémantique opérationnelle standard finie. 

Remarque : 
Comme au chapitre précédent, l'exemple : 

montre que $: b V[~]kY(res~. Pf,l b V[L];~) n'implique pas que le but :- L ait un 
arbre SLD standard d'échecs finis (resp. fini). En effet, pour tout terme clos t, le but :-p(t) 
échoue finiment et par contre, le but :- p(x) a un arbre SLD standard infini. 

On peut énoncer toutefois la proposition suivante qui servira par la suite : 

Proposition IV.2 : Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes. 
a)  S'il existe un entier n pour lequel TfSlTn b v[L]:, alors, l'arbre SLD standard pour 

P u (:- L ]  estfini de profondeur inférieure ou égale à qd, où q est le nombre d'atomes 
de la liste L. 
b)  S'il existe un entier n pour lequel TfStTn b V[L]:~ alors, l'arbre SLD standard pour 

P u (:- L)  est un arbre d'échecsfinis de profondeur inférieure ou égale à qd,. 
c) Soit o une substitution des variables de L. Alors, si L contient assez de constantes 
n'apparaissant pas ni dans P ni dans Lo  pour instancier les variables libres de L o  (une 
constante dinérente par variable) et si P:: b v [ L ~ ] E  A V[L]:, alors le but :- L a un 

arbre SLD standardfini et une réponse calculée 8 telle que 8 I o. 

Démonstration : 
a) Pour toute substitution close r des variables de L, on a : Tfs1?n b [LT]:~. Le théorème 
IV.3 et le lemme IV.5 permettent alors de conclure. 



b) Le a) montre que l'arbre SLD standard de :- L est fini. Si ce n'était pas un arbre 
d'échecs finis, il existerait une substitution close z des variables de L telle que le but :- L i  
réussisse. On aurait alors d'après le théorème IV.2 : TfS,Tn k [LT]: ce qui contredit 

TrstTn k VN:~ d'après le lemme IV. 1. 
c) Le a) montre que l'arbre SLD standard de P u  (:- L)  est fini. Le théorème 1V.4 
montre que pour toute instanciation close Loi  de L, le but :-LOT réussit. La remarque du 
5 II.4.1 permet alors de conclure. 

cl 

Remarques : 
- Le programme (p(a) et un langage L ne possédant que la constante 'a' montre comme 
dans le chapitre III que l'hypothèse sur le langage est indispensable. En effet, si o est la 
substitution identique, Pf:: k V[~(X)O]% A ~[~(x)]:, et le but :-p(x) n'admet pas de 

réponse calculée plus générale que o. 

- ~e programme P {A(b) A(a) :- A(a) montre que dans le c), l'hypothèse ~7:: :,:' ~[~(x) ] : , ,  

c'est-à-dire le fait que l'arbre SLD standard de :- L soit fini, est indispensable. 

En résumé, la traduction axiomatique standard finie Pf,, est plus satisfaisante que la 
traduction standard en ce sens que TfS , fo  représente exactement la sémantique 
opérationnelle standard finie de tout programme Prolog P : c'est ce que nous avons 
appelé la  correction et la ~ ~ ~ ~ ~ m - c o m ~ l é t u d e .  
Pour les programmes sans variable locale ou sans symbole de fonction', le système 
d'axiomes P;:: constitue une caractérisation axiomatique exacte de cette sémantique 
opérationnelle. 
Mais dans le cas général, les deux derniers problèmes, mentionnés au paragraphe 111.2, 
subsistent : 
- L'opérateur TfsL n'est en général pas continu et par conséquent T~,,Tco n'est pas un point 
fixe de Tfst : il peut exister des conséquences atomiques de Pfs, qui ne sont pas prises en 
compte dans la sémantique opérationnelle standard finie. 
- La proposition IV.2 énonce des conditions encore plus resmctives dès lors que l'on veut 
un résultat de complétude prenant en compte un but quelconque (c.-à-d. pouvant contenir 
des variables). 
Nous verrons au chapitre VI que ces difficultés disparaissent lorsque l'on se place dans le 
cadre logique de la Théorie E ~ u a t i o ~ e l l e  de Clark. 

lc'est-à-dire pour les programmes utilisés généralement dans les bases de données 



IV.2. La sémantique invariante finie 

La sémantique opérationnelle standard finie d'un programme Prolog a été introduite 
afin de décrire les résultats des calculs (finis) effectués par un interpréteur Prolog 
standard. Elle ne dépend pas de I'ordre des règles du programme mais elle dépend, en 
général, de I'ordre des atomes dans chaque règle. 

La sémantique opérationnelle invariante finie (8 11.4.4) est à la fois plus générale et 
plus homogène. Elle possède les mêmes propriétés d'invariance que la sémantique 
d'un interpréteur idéal : 

- par rapport à l'ordre des règles dans le programme 
- par rapport à l'ordre des atomes dans les buts et chaque corps des règles du 

programme. 
Elle a également une propriété "d'universalité" : 

- tout atome clos qu'elle définit donne lieu à un calcul fini quelque soit 
interpréteur Prolog utilisé et réciproquement. 

Ces deux propriétés sont bien sûr très liées. 
Les propriétés d'invariance laissent espérer qu'une traduction axiomatique de cette 
sémantique bénéficiera des mêmes propriétés d'homogénéïté. La propriété d'universalité 
montre que cette sémantique décrit un noyau commun à tout interpréteur. Elle paraît bien 
adaptée en particulier au cadre des bases de données pour lesquelles, les connaissances 
(faits et règles) doivent être gérées "en vrac" et non suivant un ordre arbitraire précis. 

IV.2.1 Définition de la traduction axiomatique invariante finie 

Nous donnons dans ce paragraphe, une caractérisation axiomatique Pf de la 
sémantique invariante finie d'un programme Prolog P, en utiiisant une méthode analogue 
à celle développée au paragraphe précédent. Nous montrons que ~ f ? o  (où Tf est 
l'opérateur de conséquence immédiate associé à Pf défini sur l'ensemble des 
interprétations de Herbrand du langage sous-jacent) représente exactement cette 
sémantique opérationnelle puis nous en tirons les conséquences en termes de correction et 
de complétude dans le cadre des modèles de Herbrand. Comme pour la sémantique 
standard finie, nous montrerons au chapitre VI que c'est dans le cadre de la Théorie 
Equationnelle de Clark que ce résultat a la signification logique la plus forte. 
Cette traduction s'exprime dans le langage dédoublé Ld. 

Remarque : Soit P un programme Prolog et :-L un but. 
Si tous les arbres SLD de P u {:-LI sont finis alors : 

- si l'un des arbres SLD de P u {:-LI contient la clause vide, tous la contiennent' 
et tout interpréteur Prolog trouve une réfutation pour P u (:-L). Nous dirons simplement 
dans ce cas que le but :- L réussit. 

- si l'un des arbres SLD de P u (:-LI est un arbre d'échecs finis, tous sont 
également des arbres d'échecs finis] et tout interpréteur Prolog donne un échec pour 
P u (:-LI. Nous dirons simplement dans ce cas que le but :- L échoue. 

l ~ o i r  les résultats de Apt et Van Emden au 5 11.4.1. 



Notations : Soit L = Al, A2, ... ,An une liste d'atomes. On définit : 

- IL]': = Al A A2 A... A A. et []': = Vrai. 

Lemme IV.6 : Soit X c Hd (base de Herbrand associée à Ld) et L une liste d'atomes 
clos : 

- [LI: est vrai dans X ssi ([LI? v [LI?) est vrai dam X 
- est vrai dans X implique que est vrai dans X 
- [LI: est vrai dans X implique que [LI; est vrai dans X .  

Démonstration : Immédiate par récurrence sur la longueur de L. 

Comme dans le paragraphe précédent, nous associons les formules suivantes à chaque 
règle C = p(t) :- L du programme : 

dans lesquelles les Yi sont les variables apparaissant dans les termes t; et les atomes de L et 
où les xi sont de nouvelles variables. 

Remarque : Nous utilisons à nouveau les mêmes notations que pour les sémantiques 
précédentes pour ne pas avoir à rajouter un indice supplémentaire. 

- Si Cl, C2, ... , Cp sont les règles de P dont le symbole de prédicat de tête est p, on 
considère les axiomes suivants (que l'on suppose quantifiés universellement) : 

- Si aucune règle de P n'admet le symbole p comme prédicat de tête, on considère 
l'axiome : 



Notation : Pfest la réunion de ces axiomes pour tout symbole de prédicat p du 
p*g"amme. 

Exemple IV.3 : Soit P le programme Prolog suivant : 

La traduction invariante finie de P est Pf : 

A(x) ¢= (x ;c a v A(a) v A'(a)) A Vrai A ((x = a A A(a)) v Vrai) 
A'(x) * (x ;c a v A'(a)) A Faux 
B + Vx((C(x) v Ct(x)) A (A(x) v A'(x))) A 3x(C(x) A A(x))  
B' e Vx((C(x) v C'(x)) A (A(x) v A'(x))) A 3x(Ct(x) A A'(x)) 

C'(x)  (= x ?t b 

D e= Vx((E v E')  A (A(x) v A'(x))) A 3x(E A A(x)) 
D ' e  Vx((E v E') A (A(x) v A'(x))) A (E' v A'(x)) 

Le premier axiome peut être simplifié en A(x) ¢= x ;c a v A(a) v A'(a) et le deuxième peut 
être supprimé. 

Notation : On note Tf l'opérateur de conséquence immédiate défini sur l'ensemble des 
interprétations de Herbrand du langage Ld associé à la traduction Pf. 

Exemple IV.3 (suite) : 

T ~ T ~  = {A(b), C(b), C'(a), ET) = plus petit point fixe de Tf = SSf u FF; 

Proposition IV.3 : Soit P un programme Prolog. 
a) Pf est un programme général positif. 
b) Tf est monotone. 
c) Pour tout ordinal a et tout atome clos A, les atomes A et A' ne peuvent pas appartenir 
simultanément h T ~ T ~ .  

Démonstration : 
a) Immédiat d'après la définition 1.24. 
b) En effet, Pf est un programme général positif et l'on peut appliquer la proposition 1.8. 
c) Supposons cette propriété fausse. 
Soit a le premier ordinal tel qu'il existe un atome clos A = p(s) tq A et A' appartiennent à 
T ~ T ~ .  



- a n'est pas un ordinal limite sinon, il existerait un ordinal P tel que A et A' 
appartiennent à TfTP. 
- a est un ordinal successeur : a = P + 1. 
Soient Cl, . . ., Cp les règles du programme de symbole de prédicat de tête p. 
Les formules [cJF A . . . A CF] (s) et [c: v ... v c$) sont vraies dans T~TP.  
Soit i E { 1 ,. . .,pl tel que c;(s) soit vrai dans Trip. 

D'après les défmitions de C; et cEF, si L = Al, A2,. . . , Aq est le corps de la règle Ci, il 

existe une substitution close o telle que et soient vrais dans T~TP.  
Comme par définition de a, pour tout entier j E ( 1,. . .,q), Ajo et A,'o n'appartiennent pas 
simultanément à T~?P, on obtient donc une contradiction. 

Nous montrons un lemme analogue au lemme IV.2. 

Lemme IV.7 : Soit C = p(t) :- L une règle d'un programme Prolog P, soit s un n-uplet 
de termes et soit X une interprétation de Herbrand de Ld. 

a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors, 
x b VCEF(S), x C VCF(S) et x b -3cS<s) 

b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec l'upg 8 alors, 
X C VCEF(s) O v[~e]~; ,  

x b VCF<S> O V[LBI: et 

X C 3CS(s) O ~[LB]~;.  

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme 11.1 en prenant pour formule F 
successivement : b]EF, [LI: et [LIS: qui sont des formules sans quantificateur. Il montre 
que les différentes formules citées dans le lemme sont des conséquences logiques de la 
CET(Ld) et sont donc en particulier vraies dans le modèle de la CET(Ld) associé à X 
(prop. 1.4). 

Comme pour la sémantique precédente, nous montrons que la sémantique 
opérationnelle invariante finie est ~f?'o-correcte, c.-à-d. : SSf u E TfTw. 

Cela signifie que pour tout programme Prolog P et tout atome clos A, si P u (:-A) 
donne lieu a un calcul fini pour tout interpréteur alors A ou A' est calculé par "chaînage 
avant" à partir de Pf. 

Définition IV.2 : Lu profondeur maximale d'un but G pour un programme Prolog 
P est la borne supérieure de l'ensemble des profondeurs des arbres SLD & P u {G).  



Remarque : D'après la définition précédente, il semble possible qu'un but dont tous les 
arbres SLD sont finis ait une profondeur maximale infinie. La proposition suivante 
montre qu'en fait, il n'en est rien. 

Proposition IV.4 : Si la profondeur maximale d'un but G pour un programme P est 
infinie alors P u {G) a un arbre SLD infini. 

Démonstration : En effet, si pour tout atome A de Gy la profondeur maximale des buts 
dérivés de G en sélectionnant A était finie, alors G serait également de profondeur 
maximale finie. Il existe donc au moins un atome A de G tel que la profondeur maximale 
d'un des buts dérivés de G en sélectionnant A soit infinie. Ceci montre par induction que 
G a un arbre SLD infini. 

Notation : Soit P un programme Prolog. On note SS: et F F ~  respectivement les succès 
finis et les échecs finis de profondeur maximale au plus égale à n. 

Lemme IV.8 : Soit P un programme Prolog et n un entier. 
Supposons que SS: u (FF:)' c TfTn. 
Pour tout but :- L de profondeur maximale pour P inférieure ou égale à n : 

a) v[L]: est vrai dans TfTn. 

b) Si :- L réussit, alors 3[Lls; est vrai dans TfTn. 

C )  Si :- L échouefiniment, alors v[L]~: est vrai dans TJn. 

Démonstration : Soit L = Al, A2, ... , Ag et G = :- L. 

a) Pour toute instance close G o  de G et tout i E {1, ...,q), le but :- Aio a également une 
profondeur maximale pour P inférieure ou égale à n. Comme par hypothèse, un des deux 
atomes Aio ou q'o appartient à Tf?n (puisque Aio E S S ~  ou Aio E FF?), la formule: 

(Alo v Aie) A ... A (Aga v 40) 
est vraie dans TfTn. 
Donc, v[L]: est vrai dans TfTn. 

b) Il existe une instance close G o  de G telle que Go réussisse quelle que soit la règle de 
sélection utilisée. La profondeur maximale de G o  est inférieure ou égale à n donc, pour 
i E 1 ,  , )  A E SS? . Par hypothèse, AiO E Tf?n et donc, 3[~]': est vrai dans 

~ f ? n .  

c) Toute instance close G o  de G échoue finiment quelle que soit la règle de sélection 
utilisée et a une profondeur maximale inférieure ou égale à n. Pour toute instance close 
G o  de Gy [LOI: est vrai dans ~ f ? n  et il existe i E {l,. .  .,q) tel que Aio échoue finiment 

quelle que soit la règle de sélection utilisée, c.-à-d. appartienne à FF: et donc à TfTn. Par 
conséquent, v[L]:~ est vrai dans TfTn. 

O 



Lemme W.9 : Soit P un programme Prolog. Pour tour entier n, 

Démonstration : (par récurrence sur n) 
C'est évident si n = O puisque tout est vide. 
Démontrons par exemple que ssn;' ç; Tf?(n+l) si la relation (1) est supposée vraie pour 
n. 
Soit p(t) E SS";' et soit C = p(s) :- L une règle de P. 
- Si t et s ne sont pas unifiables, alors CF(t) est vrai dans Tf?n d'après le lemme IV.7. 
- Si t et s sont unifiables, et si o = upg(t,s), alors 

. le but :- La a une profondeur maximale pour P inférieure ou égale à n et donc, 
d'après le lemme précédent, v [L~] ;  est vrai dans Tf?n. La formule CF(t) est par 

conséquent vraie dans TfTn (lemme IV.7). 
. si le but :- L o  réussit finiment (et ceci est le cas pour au moins une règle de P 

quelle que soit la règle de sélection utilisée), alors 3~01:~  est vrai dans TrTn et CS(t) est 

vraie dans Tf?n (lemme IV.7). 

En conclusion, si Ci, C2, ... , C,, sont les règles P dont le symbole de prédicat de tête est 
p, la formule : 

((c: A ... A CF) A (c: V ... V cp))(t) 
est vraie dans ~ f ' ? n  et p(t) E Tf'?(n+l). 

On démontre de manière analogue que (FF";')' c Tff  (n+l) si la relation (1) est vraie 
pour n. 

O 

Théorème IV.5 : Pour tout programme Prolog P, la sémantique opérationnelle 
invariante finie est ~~Tocorrec t e  pour la traduction axiomarique associée : 

Démonstration : En effet, si A est un atome clos appartenant à SSf (resp. FFf), il existe 
un entier n tel que A appartienne à S S ~  (resp. FF?) d'après la proposition IV.4 et l'on 
peut appliquer le lemme précédent. 

O 

Corollaire W.4 : Soit P un programme Prolog et n un entier. 
Pour tour but :- L de profondeur maximale pour P inférieure ou égale à n : 

a) V[L]; est vrai dans Tf?n. 

b) Si :- L réussir, alors 3[L]f est vrai dans ~ f î ' n .  

C) Si :- L échouefiniment, alors v[L]:~ est vrai dans Trfn. 



Démonstration : C'est l'énoncé du lemme IV.8 sans l'hypothèse SS; u (FE)' r T ~ T ~ ,  
démontrée dans le lemme IV.9. 

On déduit du Théorème IV.5 un résultat de correction de la sémantique opérationnelle 
standard finie pour l'axiomatique Pf". 
Théorème IV.6 : Soir P un programme Prolog et G = :- L un but de profondeur 
maximale finie. 
a) Si G réussit avec la réponse calculée o, alors PfR k V[LO]~:. 

b) Si G kchouefiniment alors, pH; k VL]?~. 

c)Dans fous les cas, pH; b VIL]:. 

Démonstration : 
a) Si G réussit avec la réponse calculée o (pour une règle de sélection) alors, pour toute 
substitution close r ,  le but :- LOT réussit (pour toute règle de sélection). 

Le lemme IV.9 montre alors que  LOT]:^ est vrai dans T ~ T U  donc dans le plus petit point 
fixe de Ti (qui est égal au plus petit modèle de Herbrand de Pf) puisque c'est une formule 
positive et que Tf est monotone. Par conséquent, que (~<n]y est conséquence logique de 

Pf". Ceci étant vrai pour toute substitution close r,  on a bien : pH; k v [Lo ]~ .  

b) Si G échoue finiment (quelle que soit la règle de sélection utilisée) alors, le lemme IV.9 
montre que v [ L ] ~  est vrai dans T ~ T u ,  donc aussi dans le plus petit modèle de Herbrand 

de Pr donc v [ L ] ~  est conséquence logique de PIF'. 
Démonstration analogue pour le c). 

Corollaire IV.5 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos. 
a)  Si A E SSf alors pHfer k A. 

b) Si A' E FFj alors pH: k A'. 

Démonstration : en effet, si A (resp. A') E SSf (resp. FF;), alors A (resp. A') E T ~ T U  
et donc aussi au plus petit modèle de Herbrand de Pf. 



Comme au 5 IV.1.3, nous montrons que la sémantique opérationnelle invariante 
finie est TfTw-complète, c.-à-d. : T~TCO E SSf u Ffl . 

Cela signifie que pour tout programme Prolog P et tout atome clos A, si A ou A' 
est calculé par "chaînage avant" à partir de Pf alors P u [:-A) donne lieu a un calcul fini 
pour tout interpréteur Prolog. 

Lemme IV.10 : Soit P un programme Prolog. Supposons que pour tour entier n il existe 
un entier d, tel que pour tout atome clos A : [A E T ~ T ~  ou A' E TfTn] implique que la 
profondeur maximale & :- A pour P soit inférieure ou kgale d d,. Alors, 

a) Pour toute suite finie d'atomes clos L, si IL]: est vrai dans Tftn  alors la profondeur 
maximale de :- L pour P est inférieure ou égale à qd,. 

b) Supposons qu'il existe un entier N tel que les profondeurs maximales de toutes les 
instances closes du but :- Lsoient inférieures ou égales à N .  Alors, la profondeur 
maximale de :- L pour P est inférieure ou égale à N.  

C )  Soit A un atome clos. Si pour toute règle B :- L de P telle que A et B soient unifiables 
avec o comme upg, ~ [ ~ o ] ; e s t  vrai dans  fin, alors la profondeur maximale de :- A 
pour P est inférieure ou égale à Mpd, + 1 où Mp est le nombre maximal d'atornesfigurant 
dans le corps d'une règle de P. 

Démonstration : 
a) [Ai ,  A2, ... , A~] :  est vrai dans Tf tn  implique que pour i E (1  ,..., q), Ai E Tf?n ou 

Ai E TfTn et donc que la profondeur maximale de :- Ai est inférieure ou égale à dn. Par 
conséquent, la profondeur maximale de :- Al, A2, ... , Aq est inférieure ou égale à 
qdn- 

b) Supposons que la conclusion soit fausse. Il suffit d'instancier une branche de longueur 
strictement supérieure à N pour obtenir une contradiction. 

c) Soit A un atome clos tel que pour toute règle B :- L de P telle que A et B soient 
unifiables avec o comme upg, V[LO]: soit vrai dans Tf?n. Les points a) et b) montrent 

que la profondeur maximale de :- Lo est inférieure ou égale à qdn où q est le nombre 
d'atomes de la liste L. Comme q I Mp, la profondeur maximale de :- A pour P est 
inférieure ou égale Mpd,+ 1 . 

Théorème IV.7 : Pour tout programme Prolog P, la sémantique opérationnelle 
invariante finie est ~ ~ ~ w c o r n p l é t e  pour la traduction axiomatique associée : 



Démonstration : Nous reprenons la démonstration du théorème IV.3. Nous 
démontrons plus précisément que si d, est la suite définie1 par la relation d,+l = Mpdn + 1 
où Mp est le nombre maximum d'atomes figurant dans le corps des règles de P et di = 1, 
alors [A E TfTn ou A' E Tf?n] implique que la profondeur maximale de :- A pour P est 
inférieure ou égale à d,. 
Soit n = 1. 
Les seules règles dont les têtes peuvent s'unifier avec A ont un corps vide. Le résultat est 
donc vrai dans ce cas. 
Supposons que la proposition soit vraie pour un entier n 2 1. 
Soit A un atome clos tel que A E TfT(n+l) ou A' E Tf?(n+l). Pour toute règle B :- L de 
P telle que A et B soient unifiables avec a comme upg, ~[Lcr]: ou V [ L ~ ] ~ ?  est vrai dans 

TfTn. Le lemme IV.6 montre alors que V[LO]: est vrai dans Tf,,Tn et le lemme IV.10 
montre que la profondeur maximale de :- A est alors inférieure ou égale à Mpdn + 1 = 

Le Théorème IV.7 montre donc qu'en un certain sens, la traduction axiomatique Pr,, est 
une caractérisation exacte de la sémantique invariantefinie d'un programme Prolog. Mais 
cette caractérisation n'est pas encore complète du point de vue de la logique (dans le cadre 
des modèles de Herbrand) puisqu'en général, T ~ T U  n'est pas le plus petit modèle de 
Herbrand de Pf. 

On peut néanmoins énoncer le résultat de complétude suivant : 

Théorème IV.8 : Si P est un programme pour lequel T~?U est le plus petit pointfixe de 
Tf, alors pour tout atome A clos, on a : 
a) A E S S ~  ssi pH? C A. 

b )  A' E FFi ssi pH? k A'. 

Démonstration : 
a) Si pH: b A, alors A E Tr?m puisque T ~ T U  est le plus petit modèle de Herbrand de Pr 

et donc A E SSf. 
b) De même, si b A', alors A' E Tf?w et donc A' E m. 

O 

Corollaire IV.6 : Si P est un programme sans variable locale (et en particulier, 
propositionnel pur) ou sans symbole de fonction, 
a) A E S S ~  ssi pH; C A. 

b) A' E FF; ssi pH; b A'. 

Démonstration : 
On montre au paragraphe N.3 que l'opérateur Tf associé à un programme sans variable 
locale est continu et donc, tel que TfTw est le plus petit point fixe de TI. 

l ~ o i r  aussi la définition 111.4, 



La base de Herbrand d'un programme sans symbole de fonction est finie donc, comme Tf 
est monotone, ~~ l '6 .1  est le plus petit point fixe de Tf. 
Pour ces programmes, pH? est donc une caractérisation axiomatique correcte et 
complète de leur sémantique opérationnelle invariante finie. 

Remarque : 
Comme au paragraphe précédent, l'exemple : 

montre que p: b VIL];~OU pH; k v[L]: n'implique pas que les arbres SLD du but 
:- L soient finis. En effet, pour tout terme clos t, le but :-p(t) échoue finiment et par 
contre, le but :- p(x) a un arbre SLD (standard) infini. 

On peut énoncer toutefois la proposition suivante qui servira par la suite : 

Proposition IV.5 : Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes. 
a )  S'il existe un entier n pour lequel ~ f t n  k v[L]:, alors tous les arbres SLD de :- L 
sontfinis de profondeur inférieure ou égale à qd, où q est le nombre d'atomes de L. 

b) S'il existe un entier n pour lequel ~ f ? n  k v[L]~: alors, tous les arbres SLD de :- L 
sont des arbres dëchecs finis de profondeur inférieure ou égale à qd,. 

c) Soit o une substitution des variables de L. Alors, si L contient assez de constantes 
n'apparaissant ni dans P,  ni dans Lo pour instancier les variables libres de Lo(une 
constante dflérentepor variable) et si PH;' k V[LCJ]~: A v [ L ] ~  alors les arbres SLD de 

:- L sontflnis et le but :- L a une réponse calculée 8 (quelle que soir la stratégie utilisée) 
telle que 8 5 o. 

Démonstration : 
a) Pour toute substitution close r des variables de L, on a : ~ f ? n  k br]:. Le théorème 
IV.7 et le lemme N.10 permettent alors de conclure. 
b) Le a) montre que les arbres SLD de :- L sont finis. Si un de ces arbre n'était pas un 
arbre d'échecs finis, il existerait une substitution close z des variables de L telle que le but 

:- Lr réussisse pour une stratégie particulière (et donc pour toutes). On aurait alors d'après 

le théorème IV.5 : TfTn k [LT]': ce qui contredit TfTn k V[L]~; d'après le lemme 
IV.6. 
c) Le a) montre que tous les arbres SLD de P u (:- L) est fini. Le théorème IV.7 montre 

que pour toute instanciation close Loz de L, le but :-Lm réussit. La remarque du 5 11.4.1 
permet alors de conclure. 



Remarque : Comme au paragraphe précédent : 
- le programme {p(a) et un langage L ne possédant que la constante 'a' montre que 
l'hypothèse sur le langage est indispensable. 

- le programme P { :- A(a) montre que dans le c), il est indispensable que 

v[L]:, c.-à-d. que le but :-L soit de profondeur maximale finie. 

En résumé, nous obtenons des résultats analogues à ceux du paragraphe précédent. La 
traduction axiomatique invariante finie Pf d'un programme Prolog P est optimale en ce 
sens que Tf?w représente exactement la sémantique opérationnelle invariante finie de P : 
c'est ce que nous avons appelé la Tf?u>-correction et la ~~?w-com~létude 
Pour les programmes sans variable locale ou sans symbole de fonction, le système 
d'axiomes pH;' constitue une caractérisation exacte de cette sémantique opérationnelle. 
Bien que limitée, cette classe de programmes recouvre quand même l'ensemble des 
programmes utilisés habituellement dans les bases de données. 
Mais les deux derniers problèmes, mentionnés au paragraphe 111.2, subsistent : 
- L'opérateur T~ n'est en générai pas continu et par conséquent T ~ T U  n'est pas un point 
fixe de Tf : il peut exister des conséquences atomiques de Pf qui ne sont pas "calculées". 
- La proposition IV.4 énonce des conditions encore plus resmctives dès lors que l'on veut 
un résultat de complétude prenant en compte un but quelconque (c.-à-d. pouvant contenir 
des variables). 
Encore une fois, nous venons au chapitre VI que ces difficultés disparaissent dans le 
cadre logique de la CET. 

IV.3. Continuité des opérateurs Te ,  Tst, Tfst et Tf pour les 
programmes sans variable locale. 

Les opérateurs Te, T,,, Tfst et Tf ne sont pas toujours continus. Ceci est dû à la 
présence de quantificateurs universels dans les corps des systèmes d'axiomes qui les 
définissent. En fait, il nous suffirait que les ensembles T ~ ?  a, TSt?w, T~,,? o et T ~ T W  
soient des points fixes de ces opérateurs et donc, des plus petits modèles de Herbrand des 
systèmes d'axiomes qui les définissent. Mais cela est également faux en général. 

Exemple N . 4  (pour les traductions standard finie et invariante finie) : 

Soit P le programme Prolog : 

Les traductions axiomatiques standard finie Pfst et invariante finie Pf de P sont : 



TfSifrn = TrTm = { P ' (F(a)), Q' (sn(a))) pour tout entier m 
n l m  n2l 

Par contre, si P est un programme Prolog dont les règles n'ont pas de variable locale1, les 
opérateurs Te, Tst, TfsL et Tf sont continus. 

Définition W.3 : On dit que la formule F d'un langage L vérifie la propriété C si : 
- pour toure partie dirigée X de 2H (ensemble des interprétations de Herbrand de L), 

si F est vraie dans U 1 alors il exisre J E X telle que F soit vraie dans J .  
IE X 

Lemme IV. l l  : Soir F une formule sans quantificateur. Alors la clôture existentielle de 
F vérifie la propriété C. 

Démonstration : Soit X une partie dirigée de 2 H  telle que U 1 b 3 F  et soit (xU) une 
IE X 

instanciation des variables libres de F par des termes clos telle que : U 1  k F(xU). 
IE X 

Il existe dans la forme normale disjonctive de F(xU) une conjonction de littéraux : 

Li A ... A L, vraie dans U 1. 
IE X 

Soient {Al, ...,A,) l'ensemble des littéraux positifs de {LI, . . .,LI. 
Pour tout entier i E { 1, . . .,n), il existe un élément Ii de X tel que Ii k Ai. 

Soit J = U Ii. Comme X est dirigée, J E X. 
i=l..n 

Pour j E {1, ..., m ) ,  

- si L, est négatif, J b L, puisque J c U 1 et que UI b L,. 
1€ X IE X 

- si L, est positif, alors J b L, puisque Ii c J. 
Donc, J LI A ... A Lm, soit J b F(xU) et encore : J b 3F. 

Lemme IV.12 : Soit G la formule close : 
V y ( t + s v F )  

où F est une fonnule sans quantificateur et t (resp. s )  est un n-uplet de termes (resp. de 
termes clos). On suppose de plus que toute les variables de G ont une occurrence dans t. 
Alors, G vérifie la propriété C. 



Démonstration : Soit X une partie dirigée de 2 H  telle que G soit vraie dans V 1. 
1€ X 

- Si t et s ne sont pas unifiables, alors pour toute interprétation de Herbrand J (et en 
particulier appartenant à X, J G (d'après le lemme II. 1). 

- Si t et s sont unifiables, soit 8 leur upg. Le lemme II. 1 montre que : 

V I  k G ssi U 1 k Fe (8 est une substitution close). 
IE X IE X 

l l l l &  

Le lemme IV.11 montre alors qu'il existe J E X tel que J k G. 
G vérifie bien la propriété C. 

8 
cl 

Lemme IV.13 : L'ensemble des formules vérifiant la propriété C est stable par 
conjonction et disjonction. 

Démonstration : Soient F et G deux formules closes vérifiant la propriété C. Soit X une 

partie dirigée de 2 H  telle que F A G soit vraie dans U 1. Alors, F et G sont toutes deux 
IE X 

vraies dans V 1. Soient JI et J2 deux éléments de X telles que F (resp. G) soit vraie dans 
IE X 

Ji (resp. J2). Alors, J = Ji u J2 appartient à X puisque X est dirigée. 

Comme Ji c J c V 1 et comme JI b F et V 1 b F, on en déduit que J k F. De 
IE X I €  X 

même, J b G et finalement J k F A G. 
Démonstration analogue pour F v G. 

O 

Théorème n7.9 : Si P est un programme Prolog sans variable locale, alors Ts, Te, TsL, 
TfsL et Tf sont continus. 

Démonstration : 
Soit T un des opérateurs précédents, associé au système d'axiomes Ax et soit X 

une partie dirigée de H. 
Il faut montrer que : 

T ( V  1) = V (T(1)). 
I E X  I E X  

- L'inclusion V (T(1)) c T ( U  1) est vraie puisque T est monotone. 
IE X I€  X 

- Démontrons l'inclusion inverse. 

Soit p(t) E T ( V  1). 
IE X 

p désigne ici un symbole de prédicat muni éventuellement d'un prime (') ou d'un caractère 
seconde ("). 

Il existe une instance d'axiome de Ax dont le corps F est vrai dans V 1. La 
I€  X 

formule F est une conjonction / disjonction de formules de la forme : 



- 3y(t = s A G) où G est une formule sans quantificateur, et l'on peut appliquer le 
lemme IV. 1 1. 

- Vy(t ?t s v G) où G est une formule sans quantificateur. Puisque P est sans 
variable locale, les variables y, apparaissent toutes dans les termes s et comme les termes t 
sokT4.s', il existe au plus une instanciation des variables y; par des termes clos pour 
laqjdlt?t n S. On peut donc appliquer le lemme IV.12. 

--. S. 

Le lemme IV.13 montre alors que F vérifie la propriété C et donc qu'il existe un élément J 

de X telle que F soit vraie dans J et donc tel que p(t) appartienne à T(J) c U (T(1)). 
IE X 

Conséquence : Si P est un programme sans variable locale, alors : 

Her 1 
pppf(Te) = TeTm = ppmP 0 

~ppf(Ts3 = TstTm = p p m ( ~ l f )  

pppfCTr,t) = ~ f s t T o  = ppm(p;;;) 
pppf(Tf) = T ~ T W  = p p m ( ~ H ~ ) .  

On en déduit les résultats déjd énoncés plus haut. Si P est un programme sans variable 
locale, alors : 

A E SSrst ssi pHf;: b A et A' E FF;, si pH;:k A'. 

pHer  k A et A' E FFi s s i  p H e r  b A'. f f 

Si de plus, P vérifie l'hypothèse H32, alors : 

A E SSst ssi pH:: k A et A' E FFiI s s i  pH e r  b A'. 
S t  

La classe des programmes Prolog sans variable locale est assez restreinte, du 
moins si l'on se réfère aux programmes écrits habituellement. Mentionnons néanmoins les 
résultats de Blair [Bla 871 et Maher [Mah 861 qui montrent que pour tout programme 
Prolog P, on peut construire de manière effective un programme Prolog Q sans variable 
locale tel que : 

SS(P) = S S (Q) et FF(P) = FF(Q). 

Il pourrait être intéressant de savoir si l'on peut obtenir un résultat analogue pour 
les sémantiques opérationnelles standard, standard finie et invariante finie. 

lpppf = plus petit point fixe et ppm = plus petit modèle. 
2voir p 54. 



Chapitre V : 

théorème complétude 

V. l  Introduction 

Ainsi que nous l'avons déjà vu, un des principaux problèmes qui se pose en 
programmation logique peut être formulé en ces termes : " établir une relation simple entre 
un ensemble défini d'un point de vue opérationnel et une partie de l'ensemble des 
formules conséquences d'un système d'axiomes associé au programme". 

La formulation de ce problème peut être simplifiée en ce qui nous concerne 
puisque les ensembles "opérationnels" que l'on étudie sont représentés par des parties de 
la base de Herbrand du langage sous-jacent au programme (ou des langages associés : Ld 
et Lt). On peut l'énoncer de la manière suivante : "associer un système d'axiomes à un 
programme dont l'ensemble des atomes clos conséquences soit égal à l'ensemble 
opérationnel étudié". 

Les résultats obtenus aux chapitres III et IV, ainsi d'ailleurs que les résultats 
antérieurs rappelés au chapitre II suggèrent un certain nombre de remarques : 

- les systèmes d'axiomes Ax associés aux programmes sont des programmes 
généraux positifs (à l'exception des complétés de Clark et de Fitting, mais les résultats 
de [Del 86, Ble 90, Gil 891 montrent que le premier est équivalent en un certain sens à un 
programme positif : la traduction SSI dédoublée; nous montrons un résultat du même type 
pour le complété de Fitting au chapitre VII). 

- si T est l'opérateur de conséquence immédiate associé défini sur les 
interprétations de Herbrand du langage sous-jacent, la sémantique opérationnelle étudiée 
est (presque) chaque fois1 représentée par ltitéré TTCO. 

- l'opérateur T est monotone mais en général, il n'est pas continu et par 
conséquent, TTCO n'est en général pas le plus petit point fixe de T ni le plus petit modèle 
de Herbrand de Ax. 

- si l'on limite la notion de modèles aux seuls modèles de Herbrand, on obtient des 
résultats de correction (les atomes clos définis par la sémantique opérationnelle sont 

lsauf pour la sémantique standard dans le cas général. 



conséquences de AxHer) mais pas de résultats de complétude (il existe des atomes clos 
conséquences qui ne sont pas retenus par la sémantique opérationnelle), sauf dans certains 
cas particuliers importants (les programmes sans variable locale ou sans symbole de 
fonction). 

- les résultats de complétude deviennent encore plus mauvais lorsque l'on essaie 
de prendre en compte des conséquences (ou des requêtes) plus générales (par exemple : 
des buts contenant des variables). 

Ces dernières remarques ne sont pas étonnantes dans la mesure où les systèmes 
d'axiomes associés Ax ne sont pas sous forme clausale, et que dans ce cas, la restriction 
aux modèles de Herbrand semble un peu arbitraire et n'a pas de sens logique très naturel. 

On rencontre des problèmes équivalents lorsque l'on essaie de rendre compte de la 
négation par l'dchec même en ne considérant que des programmes définis (que nous 
avons appelés programmes Prolog ici) et des interpréteurs idéaux (ne générant que des 
arbres SLD équitables). En effet, 

A E FF ssi A E H \ T ~  [ ~ m d  761 

et ~3-o n'est pas un point fvre de T, ni un modèle de PSI (voir 811.2.5). Ce problème a été 
résolu [Cla 78, Jaf 831 en abandonnant le cadre des modèles de Herbrand pour se placer 
dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark. Nous rappelons ces résultats : 

AE SS ssi A E Tf 6.1 ssi eF b A 

AE FF ssi A E  H\TLW ssi P:;: b - < A .  

Kunen a montré un résultat du même type dans [Kun 87a] reliant l'ensemble TTU 
à la notion de conséquence mvaluée dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark. 

Plus précisément, 

- si P est un programme normal (c'est-à-dire dont les règles sont de la forme A :- L 
où A est un atome et L une suite de littéraux positifs ou négatifs), si PFi1 est le complété de 
Fitting de P1 et si T est l'opérateur de conséquence immédiate associé à PFily alors pour 
tout atome clos A, on a : 

(où ici, la notion de conséquence logique est une notion mvaluée* et où le langage sous- 
jacent Lk est un langage de Kunen3) 

En fait, ce dernier résultat est un corollaire du théorème plus général suivant. Sous 
les mêmes hypothèses, si F est une formule close, on a : 

3 n t q T T n k ~  ssi e k , ~  

lvoir 5 Ii.5.5 et Définition V11.14 
2voir Dkfinition VI1.5 
3voir Définition 1.16 



Noue but dans ce chapitre est d'établir les résultats suivants : 

- si P est un programme général positif et si le langage sous-jacent est un langage 
de Kunen, alors pour toute formule positive close F, on a : 

3 n q ~ T n k ~  ssi P FF 
- En particulier, si A est un atome clos : 

A E T'TU ssi F E T  b A. 

Ce résultat permettra au chapitre VI d'obtenir des résultats de complétude 
satisfaisants pour les traductions axiomatiques standard, standard finie et invariante finie. 
Nous verrons également au chapitre VI1 qu'il a une interprétation naturelle en logique 
trivaluée et qu'il permet de retrouver comme corollaire le résultat de [Kun 87a]. 

V.2. Le Théorème de complétude 

V.2.1 Quelques éléments de la théorie des modèles 

La démonstration du théorème principal de ce chapitre utilise la notion de modèle 
saturé dont se sert d'ailleurs aussi Kunen dans sa démonstration. Nous rappelons dans ce 
paragraphe les définitions et résultats de théorie des modèles, en particulier concernant les 
ultraproduits (puisés dans "Mode1 Theory" de Chang et Keisler [Cha 731) dont nous 
avons besoin pour cette démonstration. Les nombres entre crochets désignent les numéros 
des pages de ce livre. 

Définition V . l  : [12, 371 Une théorie T est un ensemble de formules. Soit U un  
modèle du langage L. La théorie de U (notée Th(U)) est l'ensemble des formules de L 
vraies dans U. 

Définition V.2 : [78] Soit T une théorie et C(xl, ..., x,) un ensemble de formules. On 
dit que C(xl, ..., x,) est consistant avec T si T a un modèle qui réalise Cl. 

Proposition V.1 : [78] Soit T une théorie et C(xl, ..., x,) un ensemble de formules. 
C(xl, ..., x,) est consistant avec T ssi tout sous ensemble fini de Z est réalisé dans un 
modèle de T .  

Remarque : Cette proposition est une conséquence du théorème de compacité. 

Définition V.3 : [68] Soit U un modèle du langage L de domaine A et soit Y c A. On 
définit L y = L u {c,, ; y E Y )  or2 les cy sont de nouvelles constantes. U y est alors le 
modèle construit à partir de U en interprétant chaque constante cy par y. 

l voir la définition 1.1 



Définition V.4 : [164] Soit 1 un ensemble non vide et soit D c 2' (où 2' est l'ensemble 
des parties de 1). 
D est un filtre sur 1 ssi 

- I E  D 
- si X,Y E D alors XnY E D 
- s i x €  D,Y E 2 1 e t s i X c Y a l o r s Y ~  D 

On dit que D est unfiltre propre si de plus 0 e D (c.-h-d. D # 21). 

Définition V.5 : [166] D est un ultrafiltre sur 1 ssi 
- D est un filtre propre sur 1 
-pour toute partie X de 1, X E D OU IV( E D 

Définition V.6 : [201] Un filtre D est non clos par intersection dénombrable 

(countably incornplete) ssi il existe une partie dénombrable E de D tg (n E )  e D. 

Proposition V.2 : [201] Il existe des ulrrafilrres non clos par intersection dénombrable. 

Soit D un filtre propre sur 1 et pour tout i E 1, soit A; un ensemble non vide et soit 
C = IIiEI A;. 
On définit la relation -7, sur C par : 

f =D g ssi {i E 1; f(i) = g(i)] E D 

Proposition V.3 : [168] La relation  est une relation d'équivalence sur C. 

Notation : On note f~ la classe d'équivalence de f dans cette relation. 

Définition V.7 : On note n D A i  l'ensemble quotient C/=D. C'est ie produit réduit 
des Ai modulo D. Si D est un ultrafiltre, le produit réduit est appelé ultraproduit. Si de 
plus, tous les Ai sont identiques, ce produit réduit est appelé ul t rapuissance 
(ultrapower). 

Définition V.8 : [168] Soir L un langage du premier ordre, D un filtre propre sur 1, et 
pour tout i E 1, soit U; un modèle de L. On définit un nouveau modèle de L noté n D U i  

par -- 

- Le domaine du modèle est ~ D A ;  (où les Ai sont les domaines des interprétations 

- Soit p un symbole de prédicat n-aire. p est interprété par la relation P @nie par : 

P ( f l ~ ,  --., f n ~ )  ssi {i E 1; Pi(fl(i), ..., fn(i))) E D 
où Pi est l'interprétation de p dans Ui. 

- Soit f u n  symbole de fonction n-aire (n 2 1). f est interprété par la fonction F 
déjïnie par : 

F ( f l ~ ,  ..., f n ~ )  <Fi(fl(i), ..., fn(i)) ; i E I>p 



où Fi est l'interprétation dans Ui de la fonction F. 

- Soit c une constante de L. c est interprétée par l'élément 
C = <Ci ; i E I>D 

où Ci est l'interprétation de c dans Ui. 

Théorème V.l (Théorème fondamental sur les ultraproduits) : [170] 
Soit V l'ultraproduit nDU, de domaine V, et soit 1 l'ensemble des indices. Alors : 
- Pour tout terme t(xl, ..., x,) de L et tout n-uplet ( f l ~ ,  ..., f a )  E Vn, on a 

tv[flD, ..., f a ]  = <tui[fl(i), ..., fn(i)]; i E I>D 
où tu désigne l'interprétation de t dans le modèle U. 

- Pour toute formule F(xl, ..., x,) de L et tout n-uplet (flD, ..., f a )  E Vn, on a 
V k F[flD, ..., fnD] ssi {i E 1; Ui k F[fi(i), ..., fn(i)]) E D. 

- Pour tout énoncé clos F de L, on a 
V k ~ s s i  ( i E  l ;Ui  b ~ )  E D. 

Proposition V.4 : 11721 Soit U un modèle de L et soit n D U  une ultrapuissance de U. 
Alors U et n D U  sont des modèles équivalents, c.-d-d. que les formules de L vraies dans 
les deux modèles sont les mêmes. 

Définition V.9 : [96] Un modèle U de L de domaine A est o-saturé ssi pour toute 

partie finie Y de A, tout ensemble T(x) de formules de Ly consistant avec Th(Uy) est 

réalisé dans Uy. 

Théorème V.2 : 13051 Soit L un langage dénombrable du premier ordre et soit D un 
ultrafiltre non clos par intersection dénombrable sur un ensemble 1. Alors, pour toute 
famille (U,);, 1 de modèles de L, l'ultraproduit nDU, est osaturé. 

V.2.2 Dépliage d'une formule 

Soit L un langage du premier ordre avec égalité et P un programme général 
normalisé sur L. Le but de ce paragraphe est d'associer à toute formule F(x) de L une 
suite de formules équationnelles (F(x)),,, telle que pour tout pré-modèle N de la 

CET(L) et toute assignation (xb )  des variables x dans le domaine de N ,  F[a] soit vraie 
dans &l ssi F [ a ]  est vraie dans N .  Cette suite est définie de la manière suivante : 

1- Soit n un entier quelconque. 
Si F = (t = t') où t et t' sont des termes de L, alors F = F. 

l ~ o u s  rappelons que N, es1 le modèle de la CET&) associé à l'interprélation TnTn (voir 5 1.5 et 

Proposition 11.4). 



2- Si F = p(xl, ..., x,) où p est un symbole de prédicat m-aire (distinct de '=') de L, 
alors = Faux (ou a#a si a est une constante de L). 

3- Soit n un entier et supposons F définie pour toute formule de la forme t = t' où 
p(xi, ..., x,). On définit alors F pour toute formule F de L par application des règles 
suivantes : 

a) (TF)" = TF 
b) ( F v G ) n = F v G n  
c )  (FA G)" = F / \ G n  
d) (VxF)n = V x F  
e) (3xF)n = 3 x F  
f )  Pour toute substitution 8 des variables libres de F (telle qu'aucune variable de 

Im(8) ne soit une variable liée de F), (Fe)" = F 8  

4- Soit n un entier et supposons F définie pour toute formule F de L. 
Si F = p(xi, ..., x,) où p est un symbole de prédicat m-aire (distinct de '=') de L et si 
p(xl, ..., x,) ¢= G(xl, ..., x,) est l'axiome de P correspondant, on pose P+l= Gn. 

Exemple : 
Soit P le système composé du seul axiome : 

et soit F(x) = p(x) 

P ( x )  = Faux 

F1(x) = Vy(x # s(y) v Faux) 

F2(x) = Vy(x # ~ ( y )  v Vz(y z S(Z) v Faux)) 

Si le langage L ne contient que la constante 'O' et le symbole fonctionnel 's', F ( x )  est 
équivalente à la formule x = O v x = s(0) v ... v x = sn-'(0) dans le pré-modèle standard 
U de la CET(L). 

Remarque : Si F est une formule équationnelle, alors F = F pour tout entier n. 

Définition V.10 : On appelle la suite (F(x)),,, la suite des formules dépliées 
de F par rapport d P. 



Théorème V.2 : Soit P un programme général normalisé, F(x) une formule de L, n un 
entier, M. un pré-modèle de la CET(L) et [xkt] une assignation des variables x; dans 
UN' : 

YI,., k Fia] ssi M.k F [ a ]  

Démonstration : La démonstration se fait en 4 étapes. 

a) Le théorème est vrai pour toute formule équationnelle. En effet : 

~ b F [ ~ I  ssi F [ ~ I  
ssi ftb F [ a ]  puisque F = P. 

b) Si n=O, le théorème est vrai pour toute formule atomique. En effet, chaque membre de 
l'équivalence est faux. 

c) Si pour un entier n donné, le théorème est vrai pour toute de la forme p(xl, ..., xq), 
alors il est vrai pour cet entier n et toute formule F de L. 
La démonstration se fait par récurrence sur la complexité k de la formule F. 

Supposons que k=O. 
Si F est de la forme t = t', on applique le a). 
Si F(xl, ..., x,) est de la forme p(tl, ..., tg) où p est un symbole de prédicat de L alors 
soit 8 = (yi/ti, ..., yq/tq). 

F(xi, ..., x,) = p(yi, ..., yq)8 et donc F = (PO)" = pn8. 

% b Ra1 ssi fX C p[ti[aI, ..., ?@Il 
ssi mC pn[ti[a1, ..., tq[all 

ssi M. C pn8[a1 

ssi (pe)"[aI 

ssi C F I ~ I  

Supposons le théorème démontré pour toute formule de complexité k. Soit F une formule 
de complexité k+l. 

- S i F = l G ,  

% k F[al ssi G[a] est faux dans & 
s si Gn[a] est faux dans 

ssi ft k 7Gn[a]  

s si 7% k ( ~ G ) ~ [ a l  

s si rt k Pb1 

l 0 ù  uîY. est le domaine de m. 



ssi 
ssi 
ssi 
ssi 
ssi 
ssi 

FI.,, C (G v H)[al 
PI. b G i a ]  ou Ptn I=H[a] 
Pt b Gn[a] ou Pt II= Hn[a] 
Pt C  (Gn v Hn)[a] 

Pt b (G v H)n[a] 
7% b F [ a l  

-Démonstration analogue si F = G A H 

- Si F = VxG(x, xi, ..., x,), 
W k F[aI ssi 

ssi 
s si 
ssi 
ssi 
ssi 

PI. C  VxG[x, al 
pour tout p E W ,  FI.,, C G[P, a ]  
pour tout p E Un, YL b ~ ~ [ p ,  a ]  
f~ C V X G ~ [ X ,  a ]  

Pt k ( V ~ G ( x ) ) ~ [ a l  
Pt k F [ a l  

- Démonstration analogue si F = 3xG(x). 

d) Supposons le théorème démontré pour un entier n donné. Soit F = p(xl, ..., x,) et soit 
p(xl, ..., x,) e G(xl, ..., x,) l'axiome de P associé. 

%+I C F[aI ssi % b G[aI 
ssi ?t b Gn[al 
ssi YL b F + l [ a ] .  

Remarque : La suite des formules dépliées d'une formule par rapport à un programme 
général P permet d'exprimer par une formule équatiomelle la proposition : 

"la formule F est obtenue à la n-ième étape d'un "chaînage avant" effectué sur Pu. 

V.2.3 Construction d'un modèle saturé d'un programme général positif 

Exemple : Soit P un programme général positif normalisé. Nous construisons dans ce 
paragraphe un pré-modèle V de la CET(L) équivalent au pré-modèle standard U et o- 
saturé. C'est-à-dire : 

- pour toute formule close F de L, 
v C F  ssi u C F 

- si T(x) est une famille de formules équationnelles ayant x pour seule variable 
libre et si toute partie finie de T(x) est réalisée dans V alors, T(x) est réalisée dans V .  



Nous rappelons que l'on note Vn = P T n  pour tout entier n et V, = P T w .  Montrons sur 
un exemple en quoi ces propriétés de V permettent d'obtenir le résultat de complétude 
énoncé dans l'introduction. 

Soit P le programme composé du seul axiome : 

et soit F = Vxp(x). 
On suppose que L ne contient comme symboles fonctionnels que 's' (1-aire) et 'O' 
(cons tan te). 

Nous avons w que pn(x) est équivalente dans le pré-modèle standard U à la formule : 
x = O v x = s(0) v ... v x = sn-'(O). 

Pour tout entier n, 
u l= ,pn(sm(0)) pour m z n 

donc, 
U l= 1Vxp"(x) 

soit encore, 
u 'F ( ~ Q x P ( x ) ) ~  

et d'après le théorème V.2, 

un C ( ~ Q X P ( X ) ) .  

F est donc faux dans tous les L&,. 
Comme U, = Ip(sn(0)); n 2 O}, F est vraie dans U,. 
Comme U et V sont équivalents, on a : 

V b lpn(sm(0)) pour m 5 n. 

Soit T(x) la famille de formules {-~pn(x)},, ,. Pour toute partie finie A de o, 
{ T ~ * ( X ) ) ~ ~ ~  est réalisée dans V en prenant par exemple x = sq(0) où q = sup(A). 

La famille T(x) est donc réalisée dans V par un élément a. On a : 
V 'F ~ p n ( a )  pour tout entier n. 

Donc, par définition des formules dépliées, 
Vn k ~ p ( a )  pour tout entier n 

et par conséquent, 
V, t -p(a) et V, C l ~ x p ( x ) .  

F est fausse dans Va. 

11 suffira alors de montrer que V ,  est un modèle de PCET pour prouver que F n'est pas 
conséquence logique de PCET. Par contraposée, si F est conséquence logique de F E T ,  il 
existe un entier n pour lequel F est vraie dans K. c.-à-d. TT n. 

Donnons maintenant des défini bons et des démonstrations plus formelles. 



Nous supposons donné pour toute la suite du 5 V.2.3 un programme général positif 
normalisé P. 

On rappelle que U est le pré-modèle standard de la CET(L) et que pour tout entier n, U, 
est le modèle défini par l'interprétation T T ~  de L sur U. 

Notation : Soit D un ultrafiltre non clos par intersection dénombrable sur un ensemble 1. 
On pose V =  DU (où U est l'espace de Herbrand associé à L), V = n D U  et, pour tout 
entier n, V, = IID%. 

Lemme V.l : V est un modèle a-saturk & la CET(L). 

Démonstration : C'est une application du théorème V.2. 

Notation : On définit également un modèle V, de la CET(L) de la manière suivante : 
V, a pour domaine V, les constantes et les fonctions sont interprétées dans V, comme 
dans les V, (c'est-à-dire, comme dans V) et pour tout symbole de prédicat p m-aire 
(différent de '=') et tout m-uplet (flD, ..., fmD) E Vm : 

V ,  b p[flD, ..., fmol ssi il existe un entier n tq V. C p[fiD, ..., fmD] 

Lemme V.2 : V, V, (pour tout entier n) et V, sont des pré-modèles de la CET(L) 
équivalents à U. 

Démonstration : Les pré-modèles défini par chaque V, et par V ,  sont égaux à V et la 
proposition V.4 montre que V est équivalent à U. 

O 

Nous montrons, dans la proposition suivante, que la notation choisie pour V, est 
compatible avec la notation définie au 5 1.5. 

Proposition V.5 : Pour tout entier n, V, (resp. Va) est le modèle de la CET&) défini 
par (resp. TUTU). 

Démonstration : (par récurrence sur n) 

Soit p un symbole de prédicat m-aire, p(xi, ..., x,) e F(xl, ..., xm) l'axiome de P 
associé et (flD, ..., fmD) E V m .  

ssi 
ssi 
ssi 

{ i  E 1; UO C p(fl(i), ..., fm(i))l D 
0 E D (ce qui est faux) (puisque T?O = 0 )  

(piflD, ..., fmD) E (= 0). 



Supposons la propriété établie pour l'entier n. 

v n + l  b p [ f i ~ ,  - . - Y  f m ~ l  ssi fi E 1; h + l  k p(fl(i)Y fm(i))l E D 
ssi (i  E 1; U, b F(fl(i), ..., fm(i))) E D 
ssi V n  I= F[flD, ..., f m ~ ]  d'après le théorème 

fondamental des ultraproduits. 
ssi ( p ; f l ~ ,  ..., fmD) E TV(TVTn) 
ssi (p;flD, ..., f m ~ )  E ~ v T ( n + l )  

La première partie de la proposition est donc démontrée. 

v u  b  fi^, ..., f m ~ )  ssi il existe un entier n tq Vn b p[flD, ..., f m ~ ]  
ssi il existe un entier n tq (p;flD, ..., fd) E 'IVTn 

ssi ( p ; f l ~ ,  ..., f , ~ )  E P T u .  

Le théorème suivant décrit une propriété fondamentale du modèle V ,  

Théorème V.3 : Pour toute formule positive F ( x l ,  ..., x,) et  tour m-uple t  
(flD, ..., fmD) d'éléments de V : 

V, b F[f1o, ..., fmD] ssi il existe un entier n tq V, F[flD, ..., fmD]. 

Démonstration : (par récurrence sur la complexité de F). 

- Si F est une formule atomique de symbole de prédicat différent de '=', c'est vrai par 
définition de V ,  
- Si F est une formule équationnelle, c'est vrai parce que V ,  et V, (pour tout entier n) sont 
des pré-modèles équivalents de la CET&). 

- Soit F(xl, ..., x,) = G(xl, ..., x,) v H(xl, ..., x,) et soit (flD, ..., fmD) E Vm tq : 

v u  b F [ f l ~ ,  e e - 9  f m ~ l -  

Alors Vu b G[flD, ..., f m ~ ]  ou V, b H[f1o, ..., fmD]. En appliquant l'hypothèse de 
ré~~xTr2n~e, on voit donc qu'il existe un entier n tq Vn k F[flD, ..., fmD]. 

- De même si F(xl, ..., x,) = G(xl, ..., x,) A H(xl, ..., x,). 

- Soit F(xl, ..., x,) = 3xG(x, xl, ..., x,) et soit (flD, ..., fmD) E Vm tq : 

k F[flD, .-.Y fmD]. 
On a alors V ,  k 3xG[x, flD, ..., fmD] et il existe donc fD E V tq : 

vu C G [ ~ D ,   ID, -S . ,  f m ~ l .  
Par hypothèse de récurrence, on sait qu'il existe un entier n tq V, k= G[fD, flD, ..., fmD] 
et donc Vn b 3xG[x, flD, ..., fmD], soit finalement Vn k F[flD, .... fmD]. 



- Soit F(xi, ..., x,)= VXG(X, xi, ..., xm) et soit (fiD, ..., fmD) E Vm tq : 

V a  k F[fiD, a-., fxnD1. 
C'est ce cas (le plus difficile) qui nécessite la construction précedente de V, au moyen 
d'ultr~iltres. 
Supposons qu'il n'existe pas d'entier n pour lequel Vn k F[f1o, ..., fmD]. Pour tout 

entier n, il existe donc un élément fo, de V tq Vn b TG [fDn, flD, ..., fmD]. 

Soit (Hn(x, xi, ..., x,)),, la suite des formules dépliées de -G(x, xi, ..., x,). 

Comme TV est monotone et comme -43 est une formule négative', si n<p alors : 

Vp I= 1GIfop,  fi^, a.., f m ~ l  implique V, k l G [ f ~ p ,  f l ~ ,  ..., f m ~ l ,  
soit encore, 

v C  ID, ..., fmD] implique v C Hn[fop, fia, ..., fmD]. 

Soit Y = ( f lD,  ..., f m D )  et soient C I D ,  ..., c , ~  les constantes de Ly associée à 
f l D ,  ...> fmD2. 
Si A est une partie finie non vide de o ,  l'ensemble de formules 

(Hn(x, CID,  ..., cmD))nE A est donc réalisé dans Vy en prenant x = fDp où p = sup(A). 

La proposition V.1 montre alors que l'ensemble T(x) = (Hn[x, C I D ,  ..., cmD]InE , est 

consistant avec Th(Vy). 

Comme V est a-saturé (Théorème V.2), T(x) est réalisable dans Vy. C'est-à-dire qu'il 

existe fD E v tq v H n ( f ~ ,  fiD, ..., fmD) pour tout entier n. 

On a donc Vn b 7G(fD, fiD, ..., fmD) pour tout entier n. 

Or Va k G(fD, f1o, ..., fmD). Par hypothèse de récurrence, il existe donc un entier n 
pour lequel V, b G(fD, flD, ..., fmD), ce qui est contradictoire. 

Corollaire V. l  : Pour toute formule positive close F de L, F est vraie dans V, ssi il 
existe un entier n tg F soir vraie dans Vn. 

Démonstration : C'est un cas particulier du théorème précédent. 

Corollaire V.2 : Tt>?o est le plus petit point fixe de TV. V, est donc le plus petit 
modèle & F E T  d, pré-modèle V. 

]c.-à-d. la ntgation d'une formule positive (voir Définition 1.23 et hposition 1.9). 
2 Voir Définition V.3. 



Démonstration : 
Soit (p;flD, ..., fmD) E ~ v T ( o + l )  et soit p(xl, ..., xm) ¢= F ( X ~ ,  ..., x,) l'axiome de P 
associé. 
F[flD, ..., fmD] est vrai dans TVTo et comme F est une formule positive, on peut 
appliquer le théorème précédent. Il existe un entier n tq F[flD, ..., fd] soit vrai dans V,. 
On en déduit que (p;flD, ..., fmD) E TVT(n+i) c  TU. 

O 

Le théorème suivant énonce le résultat principal de ce chapitre. C'est un théorème de 
complétude en ce sens qu'il montre qu'un "chaînage avant" appliqué à un programme 
général positif P "donne" toute les conséquences positives du système d'axiomes S E T .  

Théorème V.4 : Soit P un programme général positif normalisé. Si F est une formule 
positive close de L et si F est une conséquence logique de S E T  alors il existe un entier n 
tel que F soit vraie dans TTn. 

Démonstration : Comme F est une conséquence logique de FET, F est vraie dans tous 
les modèles de F E T  et en particulier dans V,. On en déduit, par le théorème précédent 
qu'il existe un entier n tel que F soit vraie dans V,. Comme V, est équivalent à Un 
(proposition V.4), F est vraie dans Un, c'est-à-dire dans TTn. 

Remarque : Le fait que F soit une formule positive est indispensable, comme le montre 
l'exemple suivant. Soit P le programme général positif : 

'dx[p(x) e= 3y  (x=s(y) A p(y)) v x = al 
et soit F = P. 
On suppose que L ne contient que les deux symboles fonctionnels 'a' et 's'. 
Pour tout entier n, TTn = (p(sm(a)) ; O 5 m 5 n-1 1. 
La formule F est une conséquence logique de F E T  et F est fausse dans TTn pour tout 
entier n. 

Corollaire V.3 : Si A est un atome clos et si A est une conséquence logique de PCET 
alors A E T'ru. 

Démonstration : C'est un cas particulier du théorème précédent. 

Remarque : La réciproque est évidemment fausse dans le cas général comme le montre 
l'exemple suivant : 

P : A(a) e VxVy (x=y) et L ne contient que la constante a. 

A(a) E TTI et A(a) n'est pas une conséquence logique de P. 



Le théorème suivant montre que si Lk est un langage de Kunen, la réciproque est vraie. 

Théorème V.5 : Soit P un programme général positif normalisé.Si F est une formule 
positive close de LK et si LK est un langage & Kunen alors : 
F est une conséquence logique de F E T  ssi il existe un entier n tel que F soit vraie dans 
~ ? n .  

Démonstration : 
Soit Y% un modèle quelconque de P E T  et supposons que  ln b F, c.-à-d. Un b F. 
Le théorème V.2 montre que : U F c.-à-d. CET&) Fn puisque F est une 
fomule équationnelle de Lkl. 
Comme Y% est un modèle de W donc de la CET(L*), on a 21. k Fn. 
Le théorème V.2 montre alors que Y%. k F et comme pour tout entier n, T n f n  est 
contenu dans l'interprétation définie par 7% (puisque TM est monotone), et comme F est 
positive, on en déduit que 7% k F. 

Donc, Tfn k F implique FFT k F. 

Corollaire V.4 : Soit P un programme général positifnorrnalisé.Si LK est un langage de 
Kunen et si A est un atome clos alors : 

F m  b~ ssi A E ~ f w .  

Démonstration : C'est une conséquence immédiate du théorème précédent. 

Corollaire V.5 : Soit P un programme général positif normalisé. Si Lk est un langage 
de Kunen, alors pour toute fomule positive close F de L : 

F est vraie dans V a  ssi F est conséquence logique de F E T .  

(c.-à-d. V a  est un modèle générique de FET pour les formules positives ). 

Démonstration : 
Si F est conséquence logique de FET, F est évidemment vraie dans V ,  puisque c'est un 
modèle de Fm. 
Si F est vraie dans V,, il existe un entier n tel que F soit vraie dans ~ ? n .  Le théorème V.4 
montre alors que F est conséquence logique de PCET. 

O 



Remarques : Etant donné un programme général positif P, quel langage L considérer ? 

- le langage Lp défini par le programme P (c'est-à-dire ne contenant pas d'autres 
symboles de prédicat (autres que '=') et de fonctions que ceux ayant une occurrence dans 
P) peut sembler le plus naturel, mais la remarque précédente monûe que dans ce cas, 
l'opérateur de conséquence immédiate n'est plus un opérateur de déduction logique; c'est- 
à-dire que l'on peut avoir A E TTn sans que A soit une conséquence logique de P E T .  

- les langages de Kunen fournissent les propriktés logiques les plus fortes mais ils 
peuvent sembler quelque peu "démesurés". Encore que du point de vue de l'interrogation 
d'une base de donnée ou d'un programme Prolog, leur utilisation soit justifiée : tout 
symbole fonctionnel doit pouvoir être utilisé pour composer une requête. 

La question suivante se pose naturellement (et personne à notre connaissance n'y a 
répondue) : 

- Peut-on associer à P un langage L de manière "naturelle et effective" tel que : 
A E T f  n implique PCET k A et qui soit minimal (en un sens à préciser) ? 

Pour un tel langage, on aurait alors le théorème suivant : pour tout atome clos A, 
b A ssi il existe un entier n tel que A E TTn. 

Conclusion : Les théorèmes de complétude démontrés dans ce chapitre donnent un sens 
logique fort à des ensembles (les Tfn) qui par ailleurs ont une interprétation calculatoire 
très naturelle. En ce sens, ils permettent de mieux comprendre les rapports entre la logique 
et le calcul, dont nous parlions dans l'introduction. 
Notons cependant que la construction du modèle V ,  est hautement ineffective et que la 
démonstration du théorème V.3 ne nous fournit aucune intuition sur le "pourquoi" de cette 
adéquation (qui peut sembler un peu miraculeuse) entre les ensembles TTn et les 
conséquences positives de P E T .  

Ces théorèmes montrent1 également sans ambiguïté que le cadre logique de la Théorie 
Equationnelle de Clark est celui qui convient le mieux à la programmation logique 
contrairement à l'idée première qui assignait ce rôle aux modèles de Herbrand. 

leu confirment : les résultats de [Jaf 83, Kun 87,891 ont tous été obtenus dans ce cadre. 



Chapitre VI : 

Application aux sémantiques des 
programmes Prolog dans le -cadre de 
la CET. 

Nous avons vu au chapitre III que si l'on restreint les modèles des traductions 
axiomatiques standard, standard finie et invariante finie d'un programme Prolog P aux 
modèles de Herbrand, les sémantiques opérationnelles correspondantes sont correctes vis 
à vis de leur traduction. Par contre la complétude n'est vérifiée que sous une forme faible 
et à certaines conditions (très fones) sur le programme P. Nous montrons dans ce chapitre 
que si l'on se place dans le cadre de la théorie équationnelle de Clark les sémantiques 
opérationnelles standard, standard finie et invariante finie d'un programme Prolog P sont 
correctes et complètes vis à vis de leur traduction axiomatique (en conservant la condition 
H3 ou H i  dans le cas standard). Nous obtenons donc des résultats analogues à ceux de 
[Del 88a, Gil 89, Ble 901 (Théorème 11.6) qui sont eux mêmes une version "dédoublée" 
des résultats classiques de correction et de complétude de la résolution SLDNF appliquée 
aux programmes définis pour le complété de Clark de ces programmes (Théorème Ii.5). 

VI.1 Complétude dans le cadre de la CET@) 

Nous appliquons dans ce paragraphe le théorème de complétude démontré au chapitre 
précédent aux traductions axiomatiques standard, standard finie et invariante finie. 

Soit L un langage du premier ordre avec égalité. 

Théorème VI.l : Soit P un programme Prolog. 
CET Si une formule positive close F de Ld est consPquence logique & P::: (resp. P ), alors 

il existe un entier n pour lequel F est vraie dans T ~ , , T ~  (resp. T ~ T ~ ) .  
Si une formule positive close F de L, est conséquence logique de pC?, alors il existe un 

entier n pour lequel F est vraie dans ~ , ~ ? n .  



Démonstration : Puisque les traductions axiomatiques standard, standard finie et 
invariante finie d'un programme Prolog P sont des programmes généraux positifs 
normalisés, on peut appliquer le théorème V.4 qui fournit le résultat. 

O 

VI. l . l  La sémantique standard 

Rappelons tout d'abord les conditions H3 et H i  que nous avons énoncées au chapitre 
III. 

Soit P un programme Prolog. 

H 3  : Pour toute règle de P de corps L et pour route substitution o qui instancie les 
variables non locales de cette règle, si pour une substitution close z le but :- LGT réussit, 
alors le but :- Lo réussit également. 

H 5 : Pour tout but :- L et toute substitution close z des variables de L, si le but :- LT 
réussit alors le but :- L réussit avec une réponse calculée (standard) 8 telle que 8 I T. 

Rappel : Les notions de succès ou d'échec se réfèrent à un interpréteur standard (comme 
chaque fois qu'il est question de la sémantique opérationnelle standard). 

Théorème VI.2 : (Complétude de la sémantique opérationnelle standard pour la 
traduction ariomutique standard P T )  

Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes de L. 
a)  Si pC; b v[L]: alors l'arbre SLD standard de P u {:- L) estfini. 

b)  Si pCZT k c[L]~: alors l'arbre SLD standard de P u { :- L )  est un arbre d'échecs 
finis. 
c) On suppose de plus que P vérifie la condition H5. Alors, si o est une substitution des 
variables de L telle que k C[Lo]i, il existe une réponse calculée standard1 0 pour 

le but :- L telle que 8 2 o. 

Démonstration : 
a) D'après le théorème VI. 1, il existe un entier n tel que ~ , , ? n  b v [ L ] ~  et le corollaire 
III.4 permet de conclure. 
b) Démonstration analogue. 
C) Soit Li un sur-langage de L contenant une infinité de constantes et soit U1 le pré- 
modèle standard de la CET(Ll). 
Puisque tout modèle de PCET(L,) induit naturellement un modèle de sET(L), la formule 
v[L~]: est également conséquence logique de FE*(Ll). II existe donc, d'après le 

théorème VI. 1, un entier n pour lequel, ~y ;Tn  b v[L~]:. 

On a alors pe2)l) C[Lo]: et la proposition 111.3 montre alors que le but :- L a une 

réponse calculée standard 8 telle que 8 2 o. 

*c.-à-d. trouvée par un interpréteur standard. 



On a, en particulier, le résultat suivant : 

Corollaire VI.1 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L. 
a)  Si pc; b A" alors l'arbre SLD standard de P u (:- A) est fini, soit encore : 

A E SSfst u FFst. 
b) Si P': C A' alors A E FF~,. 

c) Si & p l u ,  P vér#e la condition Hj et si p z T  b A alors A E SS,,. 

Démonstration : 
a) Il existe un entier n tel que TSt?n b A". Comme v [ A ] ~  = A' v (A A A") et comme 

d'après la proposition 111.1, si T,,?n k A" alors T,? n A' v (A A A"). On en déduit 
que l'arbre SLD standard de P u (:- A) est fini. 
b) En effet, v[A]:: = A'. Il suffit d'appliquer la proposition précédente. 

c) Il existe un entier n tel que T,,?n k A et donc A E SSsI d'après le théorème III.4. 

Remarque : Nous ne sommes donc pas arrivé à associer à tout programme P un 
système d'axiome Ax pour lequel pour tout atome clos A : A E SS,, ssi Ax b A. Il est 
naturel de se demander si une telle traduction axiomatique existe. La réponse est oui. 

Soit P un programme Prolog. Il est possible d'écrire un programme Prolog Qp (en 
utilisant par exemple un interpréteur Prolog standard écrit en Prolog) tel que pour tout 
atome clos A, Qp u (:- A) ait une réfutation ssi A E SS,,. Pour un tel programme, on a 
donc : SS(Qp) : SS,,(P) et par conséquent, A r SS,, ssi k A. Mais le système 
d'axiome (QP)s1, même s'il peut être construit récursivement à partir de P, n'a pas de 
rapport syntaxique simple avec P. L'intérêt des traductions axiomatiques standard, 
standard finie et invariante finie réside dans le fait qu'elles expriment des propriétés 
calculatoires complexes "à peu de frais". 

VI.1.2 La sémantique standard finie 

Théorème VI.3 : (Complétude de la sémantique opérationnelle standard finie pour la 
traduction ~iomatique standard finie P Z )  

Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes & L. 
a) Si cy b V[L]& alors l'arbre SLD standurd de P u ( :- L) est fini. 

b) Si pcE; b V[L]:: alors l'arbre SLD standard de P u {:- L) est un arbre d'échecs 
finis. 
c) Si o est une substitution des variables de L telle que P CET fst b v[Lo]:: A V[L];[ alors 

l'arbre SLD standard de P u (:- L)  est fini et il existe une réponse calculée 8 pour :- L 
telle que 8 2 o. 

Démonstration : 
a) D'après le théorème VI. 1, il existe un entier n tel que Tf,,f n k v [LI:, et la 
proposition N.2 permet de conclure. 
b) Démonstration analogue. 
c) Le a) montre que l'arbre SLD standard de :- L est fini. 



Soit L1 un sur-langage de L contenant une infinité de constantes et soit Ui le pré-modèle 
standard de la CET(Ll). Comme dans le théorème VI.2, on montre qu'il existe un entier n 
tel que C iTn  C v~ol;:. on a alors pHe::br) C V[L~$; et la proposition 1v.2 montre 
alors qu'il existe une réponse calculée 8 pour :- L telle que 8 I o. 

On a, en particulier, le résultat suivant : 

Corollaire VI.2 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L. 
a) Si pCf? k A v A' alors l'arbre SLD standard de P u (:- A) estfini. 

b) Si pCf6T C A' alors A E m,. 
C) Si PZ: b A alors A E ssfSi. 
Démonstration : 
a) En effet, v[A]& = A v A' et l'on peut appliquer la proposition précédente. 

b) En effet, v[A]~: = A'. 

C) Si pCf? A alors pCfF k V[A];; A V[A]lt, donc A E SSfst. 

VI.1.3 La sémantique invariante finie 

Théorème VI.4 : (Complétude de la sémantique opérationnelle invariante finie pour la 
naducrion axiomatique invariante finie PT). 
Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes & L. 
a) Si pCf k v[L]: alors tour les arbres SLD & P u {:- L )  sonrfinis. 

b) Si pCFT k c[L]~: alors tous les arbres SLD de P u {:- L )  sont des arbres d'échecs 
finis. 
c) Si o est une subsritution des variables de L telle que pCf k V[Lo]f A v[L]: alors 

tous les arbres SLD de P u {:- L)  sontfinis et il existe une réponse calculée 8 pour :- L 
telle que 8 5 o. 

Démonstration : 
a) D'après le théorème V1.1, il existe un entier n tel que T ~ T ~  b v[L]: et la proposition 
IV.5 permet de conclure. 
b) Démonstration analogue. 
c) Le a) montre que tous les arbres SLD de :-L sont finis. 
Soit LI un sur-langage de L contenant une infinité de constantes et soit U1 le pré-modèle 
standard de la CET(Ll). Comme dans le théorème VI.2, on montre qu'il existe un entier n 

tel que T Y T ~  b v ~ o ] ~ : .  On a alors pHeriLi) b V [ ~ o ] f  et la proposition IV.5 montre 

alors qu'il existe une réponse calculée 8 pour :- L telle que 8 5 o. 

On a, en particulier, le résultat suivant : 



Corollaire VI.3 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L. 
a )  Si $7 b A v A' alors fous les arbres SLD de P {:- A )  sonffinis. 
b) Si pCY C A' alors A E FF~. 
C)  Si P? b A alors A E S S ~ .  

Demonstration : 
a) En effet, v[A]: = A v A' et l'on peut appliquer la proposition précédente. 

b) En effet, v[A]:~ = A'. 

C) Si b A alors $7 v[A]:~ A V[A]; donc A E SSf. 

Les résultats de complétude obtenus dans ce paragraphe sont tout à fait 
satisfaisants, au moins en ce qui concerne les sémantiques finies. Pour la sémantique 
standard, les conditions H3 et Hj (toujours aussi fortes qu'au paragraphe III!), entachent 
la généralité de ces résultats. 

Nous aurions pu énoncer (et démontrer) des résultats analogues pour les 
traductions axiomatiques Pssrd et Po. Mais la sémantique Pe ne présente pas un grand 
intérêt et la complétude de la sémantique opérationnelle d'un interpréteur idéal pour la 
traduction %& a déjà été démontrée directement dans [Ble 90, Gil891. 

Dans tous les cas, on peut constater que le cadre de la Théorie Equationnelle de 
Clark est beaucoup mieux adapté à ces sémantiques axiomatiques que celui des modèles 
de Herbrand. En particulier, il n'est plus nécessaire de faire d'hypothèses supplémentaires 
sur la continuité des opérateurs associés ni sur le langage sous-jacent comme c'était le cas 
dans les théorèmes 111.5, N.4 et TV.8 et les propositions III.3, IV.2 et IV.5.. 

Il reste, pour obtenir une caractérisation axiomatique correcte et complète, à 
prouver la correction des différentes sémantiques opérationnelles étudiées par rapport aux 
traductions axiomatiques associées lorsqu'on les considère dans le cadre de la CET. 

VI.2. Correction et complétude dans le cadre de la CET(Lk). 

Si l'on suppose que le langage sous-jacent des programmes Prolog considérés est 
un langage de Kunen Lk, le théorème V.5 permet d'établir immédiatement des résultats de 
correction . Comme par ailleurs, les résultats de complétude énoncés plus haut sont 
indépendants du langage sous-jacent au programme, nous établissons dans ce paragraphe 
que les traductions axiomatiques standard1, standard finie et invariante finie sont des 
caractérisations exactes des sémantiques opérationnelles correspondantes dans le cadre 
logique de la CET(Lk). 

I ~ v e c  une restriction importante dans ce cas. 



VI.2.1 La sémantique standard 

Théorème VI.5 : (Correction et complétude de la sémantique opérationnelle standard 
pour la traduction axiomatique standard pour un langage de Kunen). 
Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes de &. 
a) k v [ L ] ~  ssi l'arbre SLD standard de P u (:- L )  est fini. 

b) pC,f k v[L]:: ssi l'arbre SLD standard de P u (:- L )  est un arbre d'échecs 
finis. 
C )  S ~ o s o n s  de plus que P vérifie la condition H j  . 

cl) - Si O est une réponse calculée standard de :- L, dors $y b v [LOI ft. - - - - 

c2) - Si a est une substitution des variables de L telle que pC? b V[LO];, alors il 

existe une réponse calculée standard 8 pour :- L telle que 8 I o. 

Démonstration : Il suffit bien sur de prouver les parties SI des équivalences a) et b) et le 
point cl), puisque les autres points concernant la complétude ont été énoncés au 
paragraphe précédent. 
a) En effet, si l'arbre SLD standard de P u {:- L)  est fini de profondeur standard n alors, 
T,,?n b V[L]: (corollaire II1.2) et le théorème V.5 permet de conclure. 

b) De même, si l'arbre SLD standard de P u {:- L )  est un arbre d'échecs finis de 
profondeur standard n alors, T,,?'n k V[L];: et le théorème V.5 permet de conclure. 

cl) Si l'arbre SLD standard de P u (:- L )  est de profondeur standard n, alors pour toute 
substitution close z, l'arbre SLD standard de P u { :- Loz) est de profondeur standard 
inférieure ou égale à n. D'après le corollaire 111.2, T I= V [ ~ o ] f ,  et donc 

P'? b v [LG]: d'après le théorème V.5. 

Et, en particulier : 

Corollaire VI.4 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L. 
a) PT b A" ssi l'arbre SLD standard de P u {:- A) estfini (c.-d-d. A E SSfs, u FF,,). 
b) pc: C A' ssi A E FF,~. 

c) Si de plus, P vérijïe la condition H3, alors P CET ,, k A ssi A E SS,,. 

Démonstration : 
a) Si l'arbre SLD standard de P u (:- A)  est fini, alors pC? k v [ A ] ~  donc, il existe un 

entier n tel que T,,?n k v [ A ] ~  et comme v [ A ] ~  = A' v (A A A") et que si A' E ~ , , ? n  
CET AI'. alors A" E  in (proposition III.]), on en déduit que P ,, 

b) Immédiat puisque VL]~: = A'. 

c) Si A E SS,,, il existe un entier n tel que ~ , , ? n  b A donc p C F  b A. 



VI.2.2 La sémantique standard finie 

Théorème VI.6 : (Correction et complétude de la sémantique opérationnelle standard 
finie pour la traduction axiomatique standard finie pour un langage de Kunen). 
Soir P un programme Prolog et L une liste d'atomes de L. 

a) b VL];~ ssi l'arbre SLD standard de P u {:- L )  estfini. 

b) pC: b V[L];: ssi l'arbre SLD standard de P u (:- L)  est un arbre d'échecs 
finis. 
c l )  Si o est une réponse calculée du but :- L et si l'arbre SLD standard de P u (:- L)  est 
h i  dors c Q[LO]K A V[L];~. 
cz) Si o est une substitution des variables de L telle que PZ b v[L~]!: A V[L];~ alors 

l'arbre SLD standard du but :- L est fini et il existe une réponse calculée 8 pour :- L telle 
que 8 5 o. 

Démonstration : Il suffit de prouver les parties SI et le point cl). 
a) En effet, si l'arbre SLD standard de P u (:- L) est fini de profondeur n, le corollaire 
IV.4 montre que ~f , ,?n k= V[L];~ et le théorème V.5 permet de conclure. 

b) De même, si l'arbre SLD standard de P u (:- L ]  est un arbre d'échecs finis de 
profondeur n alors, ~f, ,Tn b vL]:~. 

c l )  Si l'arbre SLD standard de P u (:- L)  est fini de profondeur n, alors pour toute 
substitution close T, l'arbre SLD standard de P u (:- Loz) est de profondeur inférieure ou 
égale à n. D'après le corollaire IV.4, ~ ~ ~ ~ ? n  k V[LO]:~ et donc P fst k VLO]~;:. 

O 

Et, en particulier : 

Corollaire VI.5: Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L. 
a) b A v A' ssi l'arbre SLD standard de P u (:- A )  estjïni. 
b) A' ssi A E FFst. 

c) FEI= A ssi A E S S ~ ~ , .  

Démonstration : 
a) Si l'arbre SLD standard de :- A est fini, pcf? b v [ A ] ~  et v[A]& = A v A'. 

b) De même, v[A]:: = A'. 
C) De même, v [ A ] ~  = A. 



VI. 2.3 La sémantique invariante finie 

Théorème VI.7 : (Correction et complétude de la sémantique opérationnelle invariante 
finie pour la traduction axiomatique invariante finie pour un langage & Kunen). 
Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes de L. 
a) Pf b v[L]: ssi tous les arbres SLD de P u { :- L )  sont finis. 

b) pC? b V L ] ~  ssi tous les arbres SLD de P u (:- L )  sont des arbres d'échecs 
finis. 
cl)  Si o est une réponse calculée du but :- L et si tous les arbres SLD de P u {:- L )  sont 
finis alors pC? b V[LolS: A VL]:. 

c2) Si (T est une substitution des variables de L telle que P CET b V[LCF]~: A V[L] F alors 

tous les arbres SLD & P u (:- L)  sontfinis et il existe une réponse calculée 8 pour le but: 
:- L telle que 0 2 o. 

Démonstration : 
a) En effet, si :- L est de profondeur maximale n, ~ f ? n  b v[L]: (corollaire IV.4) et le 
théorème V.5 permet de conclure. 
b) De même, si tous les arbres SLD de P u {:- L )  sont des arbres d'échecs finis de 
profondeur maximale inférieure ou égale à n alors, ~ f ? n  k V[L]f. 

c) Si P u {:- L)  est de profondeur maximale n, alors pour toute substitution close 7, le 
but P u {:- LOT) est de profondeur inférieure ou égale à n donc d'après le corollaire IV.4, 
~ ~ ? ' n  k V&o]f et donc pC? b V [ ~ o ] f .  

Et, en particulier : 

Corollaire VI.6 : Soit P un progamme Prolog et A un atome clos de L. 
a) pc? b A v A' ssi tous les arbres SLD de :- L sont finis. 

b) PC? b A' ssi A cz FF~. 

C) pcY b A ssi A E S S ~ .  

Démonstration : 
a) Si tous les arbres SLD de :- L sont finis, p C P  b v[A]: et v[A]: = A v A'. 

b) De même, V[A]:~ = A'. 

cl)  De même, V[A]f = A. 



En conclusion, nous avons montré que les traductions axiomatiques standard, 
standard finie et invariante finie sont des caractérisations axiomatiques 
correctes et complètes des sémantiques opérationnelles de même nom dans 
le cadre de la CET(Lk) (sous réserve pour la sémantique standard que les 
programmes vérifient l'hypothèse H i  ou H3). 

VI.3. Correction (et complétude) dans le cadre de la CET&). 

V1.3.1 Introduction 

Nous avons déjà indiqué qu'il est naturel de considérer les langages de Kunen 
dans la mesure où un utilisateur d'une base de données ou d'un programme Prolog doit 
pouvoir utiliser n'importe quel symbole pour formuler ses requêtes. Néanmoins, les 
résultats de correction classiques (de la résolution SLDNF par rappon au complété de 
Clark [Cla 781, à la traduction dédoublée [Ble 90, Gil 891) ont été prouvés sans hypothèse 
supplémentaire sur le langage sous-jacent. 

Nous montrons dans ce paragraphe qu'il en est de même pour les sémantiques 
finies. 

Nous avons d'abord tenté de définir une classe générale P de programmes 
généraux positifs (contenant ceux que l'on considère ici) pour lesquels on aurait un tel 
résultat de correction (au moins pour certaines classes de formules Fp). Plus précisément, 
nous souhaitions un résultat du type : 
si P E P , si F E Fp et si n est un entier alors, 

 pin b F implique F E T  b F. 

Ce problème semble assez difficile et nous nous sommes rabattus sur des preuves 
adaptées à chaque traduction axiomatique finie]. 

Il semble probable que ces résultats de correction soient aussi vrais pour la 
sémantique standard mais nous n'avons pas tenté de le prouver en raison à la fois de la 
difficulté de ce type de démonsration et du fait que les résultats sont de tout façon partiels 
(nécessité de l'hypothèse H i  ou H3) et donc moins intéressants pour cette sémantique. 

Les démonstrations qui suivent étant assez longues et techniques, nous utilisons 
systématiquement les notations compactes définies au 5 n.2. 

VI.3.2. La sémantique standard finie 

On applique le lemme II. 1 dans les cas particuliers suivants : 

Lemme VI.1 : Soit C = p(t) :- L une règle d'un programme Prolog P où p est un 
prédicat n-aire et soit s un n-upler de termes. 

a)  Si les n-uplets t et s ne sontpas unifiables alors, 
E T & )  k VCEF(s), CET(L) k VCF(s) et CET(L) I= 4 C S ( s )  

lsans renoncer pour autant 5 essayer de trouver une preuve plus générale (et donc plus élégante). 



b) Si les n-uplets t et s sont unflables avec l'upg 8 alors, 
CET(L) C VCEF(S) O v[~e]:l,, 

CET(L) k VCF(S) o V[LB]& et 

CET(L) b 3 CS(s) o 3 [LB]::. 

Les deux lemmes suivants sont intuitivement évidents (pour une liste d'atomes clos L) si 
l'on donne : 
à &lit  le sens : l'arbre SLD standard de P u (:-L) est fini 

à IL]:: le sens : l'arbre SLD standard de P u (:-L) est un arbre d'échecs finis 

à ~i.];;le sens : l'arbre SLD standard de P u { :-L) est fini et contient la clause vide. 

Le fait qu'ils soient vrais contribue à montrer que cette intuition est fondée. 

Lemme VI.2 : Soient L et M deux listes d'atomes. On note L,M la juxtaposition de ces 
deux listes. Alors, 
a)  v([L,M]:, o [LI:: v ([LI;: A [MI:,)) est universellement valide 

b) v([L,M]~,) 3 Q([L];J est universellement valide. 

Démonstration : 
a) Par récurrence sur la longueur de la liste L. 
- C'est immédiat si L est la liste vide puisque []:!= Faux et [ ] E  = Vrai. 

- Supposons le résultat vrai pour toute liste L de longueur 5 n et soit L une liste de 
longueur n+l. On peut écrire L = [A], N où A est un atome. 

&,Ml;, = At V (A A [~.Mlr:,).  

t * ( r ~ , ~ i , F , -  A' v (A A ([NI:: v ( [NII :~  [MI;,)))) 
par hypothèse de récurrence. 

V([L,MI:, - A' v (A A   NI:^^ v (A A [ N I I : ~  [MIL,)) 
soit encore : 

v([L.MII:, o [LI:: v ([LIE A [MI:,)). 
b) On déduit du a) que : 

~([L~MI:,) * v(lL1:: v [LI;:) 

est universellement valide ce qui fournit la conclusion. 

Lemme VI.3 : Soit TZ un modèle de la CET(L) dans lequel pour tout atome A on a : 
M. 73(A A A'). A lors : 

a) pour toute liste d'atomes L : 
n b v[L]:, implique 22 C ~ ( [ L l ~ ~ o  4 ~ 1 s ; : ) .  



b) Si C est une r2gle de laforme p(t) :- L od p est un prédicat n-aire, si s est un n-uplet de 
ternes et si PL b VCF(s) alors rt b V(CEF(s) q lCSF(s)). 

Démonstration : 
a) Par récurrence sur la longueur de L. 
- Si L est la liste vide, c'est immédiat puisque []::= Faux et []:: = Vrai. 

- Soit L = [Al, ..., A,] avec p 2 1 et supposons le résultat démontré pour toute liste de 
longueur < p. 
Soit (xi, ..., xq) les variables de L et soit [xb] une assignation des variables de L dans 
PZ. 

Si fZ b &[xb] alors 32. b [~ ]Dx\a ]  et d'après l'hypothèse sur le modèle M., on a 

PZ b ~ A ~ [ x b ]  et donc PZ k l ~ ] ~ ~ [ x b ] .  

Sinon, comme 7% k V[L]:~, on a : 

rt b Ai [xb] et 7% k i A i  [xbl  . 
On en déduit que : 

b (LIE - oA2, ... 9 ~ , l f ~ ~ [ ~ ~ l  et 

32. k (ME o [Az, ..., ~ ~ l ~ ) [ x \ a l  
ce qui permet de conclure d'après l'hypothèse de récurrence. 

b) Soit {xl, ..., x,) l'ensemble des variables figurant dans les termes si, ti et dans la liste 
L et soit [xb] une assignation de ces variables dans n. 
Si 7% b (s t t)[xb] alors : 

Sinon : 

7% C CSF(s)[xbl 0 1LlI:7xbl 
et la partie a) permet de conclure. 

La démonstration de la proposition suivante est assez longue. Peut-être en existe t-il de 
plus simples ? Elle permet de montrer un résultat de correction concernant la finitude. 

Proposition VI.l : Soit P un programme Prolog, fi' un pré-modèle de la CET&) et 
soit N = pppf(~E'). Soit L une liste d'aromes. Si l'arbre SLD-standard de P u (:-L) est 

fini, alors k V[L];,. 

Démonstration : On démontre que si M. b T V [ L ] ~ ~ ,  alors le but :-L admet au moins 

un but dérivé (non vide) :-L' pour lequel M. != -IV[L'](:~, ce qui prouve, par induction, 
que l'arbre SLD standard de :-Lest infini. 



Soit L = [Al, ..., Ap], M = [A2, ..., Ap] et Al = p(s) où Al, ..., Ap sont des atomes, 
s = (SI, ..., s,.,) et p est un symbole de prédicat n-aire. 

Par définition, V[L]; = V(Ai v (Al A [M]:~)). 

Soient Cl, ..., Cq les q règles de P de prédicat de tête p. 

v(c:~(s) A ... A cEqF(s) J Ai) 
et 

v(c;(s) A ... A C;(S) A (cS:(s) v ... v cS;(s)) At) 

sont des instances d'axiomes de Pfstl et donc des conséquences logiques de Pf,,. Donc : 

est une conséquence logique de Pfsl. 

Soit i E {l , .  . .,q} et soit Ci = p(t) :- Li. 
- Si Al ne s'unifie pas avec la tête de Ci, alors : 

CET(L) b V(s + t v [Li]$ et en particulier N k- c:(s). 
(Lemme VI. 1) 

- Sinon, soit 8; l'upg des n-uplets s et t. 
D'après le lemme VI. 1, on a : 

CET(L) C V C ~ ( S )  o ~[Liei]:~. 

Nous pouvons remarquer que le but :- Liûi,MBi est le but dérivé de :- L obtenu en 
sélectionnant le premier atome de L et en choisissant la i-ème règle de P de prédicat de tête 
P. 
Supposons que pour toutes ces règles Ci, on ait YL b V [ L ~ ~ ~ , M B ~ ] : ~ .  On a alors a 

fortiori, N V[L~B~];, (lemme V1.2). 

Pour tout i E (1, ...,q), on adonc :Pt b VC~(S) .  
On en déduit que : 

F N k- V(C~(S)  A ... A cq(s)), et 

puisque N est un modèle de Pf,,. 

d'après le lemme V1.3. En effet, il existe un ordinal a tel que ~r,'la = p p p f ( ~ E )  et la 

proposition IV. 1 montre que pour tout ordinal a et tout atome A, on a : 

l ~ o n t  la définition générale se uouve au 5 IV. 1.1 



n'ta k -3(A A A'). Tfst 
Donc : 

E F Soit G = CE:@) A ... A C (s). 
On a donc : 

l= V(G v )' [L1Et). 

Soit (xl, ..., xq) les variables de L. 
Montrons que pour toute assignation [xb] de {xi, ..., xq) dans ?"L, on a : 

Ceci prouvera que 7% k 'd[~]rf; ce qui est contradictoire. 
On en déduira donc qu'il existe au moins une règle Ci de P avec la tête de laquelle A l  
s'unifie et pour laquelle Pt k T V [ L ~ B ~ , M ~ ~ ] ~ ~ ;  ce que l'on devait démontrer. 

Soit [xb] une assignation des variables de L dans 7%. 
Supposons que 7% k ~ [ ~ ] ; , [ x h ] .  
Soit Ci = p(t) :- Li. une règle de P et {yl, ..., yk} les variables des termes ti et de la liste 
Li. 
On peut supposer que les ensembles (xi ,  ..., x,) et {yl, ..., yk)  sont disjoints. 
- Si TZ b Vy I . . .yk(~ f t)[x\a] alors 

iz C ~E,~(s)[x\a].  

- Sinon, ?% k 3y 1...yk(s = t)[x\a]. Les n-uplets s et t sont donc unifiables (d'upg Bi). 
Soit [yb] une assignation dans 7% de (yl, ..., yk) telle que : 

Comme on a supposé que M. k v[L~B~,M~~]:~,  on a en particulier : 

Y% C [L ie i ,~e i l , f , [ xb l [y~ l  
soit, d'après le lemme VI.2 : 

Pt b ([L~J:; v ([Lieils A [ ~ e i l f F I ) ) [ ~ ~ l [ ~ ~ l .  
Le lemme Ii.2 montre que : 

rz t [ M ~ ~ I ~ ~ ~ X ~ I ~ Y ~ I  [~l :~[xbl  [YW 
soit : 

puisque les variables de M appartiennent à (xi, ..., %}. 
Par hypothèse, 

~ [ ~ l : ~ [ x b l  



donc 

C l [~e i l ,F , [xb l [~UJ l  
et donc 

n k [ ~ i e i l ~ ~ [ x ~ l [ ~ U J l .  
On en déduit que : 

YL b cEF(s)[x\a] 
et comme i est quelconque : 

?t C G[xb]. 
Finalement, 

M. b (G v M)[xbl 
ce qu'il fallait démontrer. 

Proposition V1.2 : Soit P un programme Prolog et :-L un but. Si l'arbre SLD standard 
de P u {:- L)  estfini alors : 

p:: l= v[L1rJt. 

Démonstration : Soit M. un modèle de pC;: de pré-modèle 7%' et soit N = pppf(~Et ' ) .  

On a N k v[L]: d'après la proposition précédente, et comme v[L]:, est une formule 

positive, on a aussi TZ C V[L];~ puisque M. est une expansion de N. 

El 

Lemme VI.4 : Soit P un programme Prolog et L = [A1, ..., A*] une liste d'atomes telle 
que le but :- L ait un arbre SLD standardfini et Al = p(s). Soient Cl, ..., Cq les règles de 

F P de prédicat de tête p. Alors, P:!: b v(c;(s) A .. . A Cq(s)). 

Démonstration : En effet, soit Ci = p(t) :- Li. Le lemme VI. 1 montre que si les n-uplets 
s et t ne sont pas unifiables alors : 

pff: C V C ~ ( S ) .  

Sinon, soit ei leur upg. Le même lemme montre que : 

P:: b vcy(s) - v r ~ e , i r J ~  
et la proposition précédent permet alors de conclure. 

Proposition VI.3 : Soit P un programme Prolog. Si le but :- L a un arbre SLD standard 
fini et réussit avec la réponse calculée 8, alors P;: b v [ L B ] ~ .  

Démonstration : Par récurrence sur la profondeur de :- L. 
Si la profondeur est nulle, L est la liste vide et le résultat est évident. 
Sinon, soit Al = p(s) le premier atome de L, M la liste telle que L = [Al],M et soient 
Cl, ..., Cq les règles de P de prédicat de tête p. 
Ona :  

P;: b V(C!(S) A ... A C;(S) A ( c ~ ( s )  v ... v Cs:(!?+)) a Al) 
mais également, d'après le lemme précédent : 



On en déduit que : 

Soit Ci = p(t) :- L, une règle qui permet d'obtenir la réponse calculée 8. On a : 

Soit 8i l'upg des n-uplets s et t et o une réponse calculée du but :- Liûi,MBi telle que 
L8 = Leio. 
Soient (yl,  ..., yk) les variables figurant dans les termes ti et la liste Li et (xl, ..., x,) 
les variables figurant dans les termes si (on suppose que ces deux ensembles sont 
disjoints). 
Ona:  

Supposons qu'il existe un modèle ?% de pCrfT tel que 7% k ~ v [ L B ] ~  et soit [xb] une 

assignation des variables xi satisfaisant l'équation associée à 8 et pour laquelle on a : 

n. b leelsi: [ X ~ I  
ou encore (d'après le lemme 11.2) 

n. C l [ ~ l s ; :  [xbl.  
Ona: 

7% C 12yi...yk(s = t A [LilJ: A [~];:)[xb] 
soit : 

b 13yl...yk(~ = t A [Li ,M]f9[~b]  
soit encore : 

Vyi...yk(s * t v l ( [ ~ i , ~ l ~ ~ ) [ x ~ l  
et d'après le lemme 11.2 : 

~yl...ykl([~iei,~~il~)[xb]. 

Mais d'autre part, par hypothèse de récurrence, on a : 
YL k VILieio,Mei~]f: 

et en particulier : 

ce qui est contradictoire. 
On en déduit que pour tout modèle ?% de e, on a : 

n. b vr~eif: 
soit encore : 



Proposition VI.4 : Soit P un programme Prolog. Si l'arbre SLD standard du but :- L 
est un arbre d'échecsfinis, alors P:: b VIL]::. 

Démonstration : soit Q le programme P u (A :- A )  où A est un symbole de prédicat ne 
figurant pas dans P et soit M le but :- L, A. Comme l'arbre SLD standard de ce but est 
fini, on a : 

QZ b  LAI:,. 
Mais on a également : 

~ [ L , A I ~ J ,   LI:: v ([LIE A 

d'où : 

Soit un pré-modèle de la CET(L). On vérifie aisement que pour tout ordinal a,  TE?^ 
b  AI:^ 
Donc, pppf(TE) b V[L]E:et comme V[L];;est une formule positive, pour tout modèle 

M.. de Q:: de pré-modèle M., on a YI '  V[L];~. Donc Q':: b V[L]:;. 
Et comme A ne figure pas dans cette formule : 

p:lf: t  LI;:. 

Les trois propositions précédentes établissent la correction de la sémantique 
opérationnelle standard finie pour la sémantique axiomatique standard 
finie dans le cadre de la CET. Nous résumons ces résultats dans le théorème 
suivant : 
Théorème VI.8 : Soit P un programme Prolog et :- L un but dont l'arbre SLD standard 
est fini. Alors, 

b )  Si ce but échouefiniment, alors P:: b v[L]:~. 

C )  S'il réussit avec la réponse calculée 0, alors PF b V[L~]%. 

Les théorèmes V1.3 et VI.8 répondent à la question posée dans l'introduction : 

"Les interpréteurs Prolog standard admettent une sémantique axiomatique : 
la traduction standard finie d'un programme P dans le cadre logique de la 
Théorie Equationnelle de Clark du langage sous-jacent à P". 

VI.3.2 La sémantique invariante finie 

On appliquera comme au paragraphe précédent le lemme 11.1 dans les cas particuliers 
suivants : 

Lemme VI.5 : Soit C = p(t) :- L une règle d'un programme Prolog P et soit s un n-upler 
de termes. 

a )  Si les n-uplets t et s ne sont pas un fiables alors, 
CET&) b VCEF(s), CET(L) k V CF(s) et  CET(L) I= 13CS(s) 



b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec lupg 8 alors, 

CET(L) k VCEF(s) o v [LOIE;, 
CET(L) b VCF(s) o v [LB]: et 

CET(L) k= 3CS(s) o 3 [L8lS;. 

Lemme VI.6 : Soient L et M deux listes d'atomes. On note L,M la juxtaposition de ces 
deux listes. Alors, 
a) v([L,M]: o MY v (LIT A ml!)) est universellement valide 

b)  V([L,M];) =+ v([L]!) est universellement valide. 

Démonstration : 
a) Par récurrence sur la longueur de la liste L. 
- C'est immédiat si L est la liste vide puisque [ ] y  = Faux et [lS: = Vrai. 

- Supposons le résultat vrai pour toute liste L de longueur 5 n et soit L une liste de 
longueur n+l. On peut écrire L = [A], N où A est un atome. 

par hypothèse de récurrence. 
Q(IL,MI: o A' v (A A [NIE:) v (A A [NIT A [Ml:)), 

soit encore : 

~([L,MI:- blf v ([LIS: A [MI:)). 

b) On déduit du a) que v(~,M]:) a v([L]~: v [LI':) est universellement valide, ce qui 
fournit la conclusion. 

Lemme VI.7 : Soient L, M et N trois listes d'atomes. Alors, 

a) v ([L,M,N] :) v([M] :) est universellement valide. 

Démonstration : Il suffit de remarquer que V([L,M,N]; o [M,L,N]: ) et d'appliquer 
le lemme précédent. 

Lemme VI.8 : Soit Ft un modèle de la CET(L) dans lequel pour tout atome A on a : 
Pt k d ( A  A A'). Alors : 

a) pour toute liste d'atomes L : 
n k v[L]: implique YL b V([L]f o i[LIS:). 



b) Si C est une règle de la forme p(t) :- L où p est un prédicat n-aire, si s est un n-uplet de 
termes et si Pt VCF(s) alors M. k V(CEF(s) o 7CSF(s)). 

Démonstration : 
a) Par récurrence sur la longueur de L. 
- Si L est la liste vide, c'est immédiat puisque [ ] y  = Faux et [lS[ = Vrai. 

- Soit L = [Al, ..., Ap] avec p 2 1 et supposons le résultat démontré pour toute liste de 
longueur < p. 
Soit {xi, ..., $1 les variables de L et soit [xb]  une assignation des variables de L dans 
Tt. 

Si Pt Ai[xb] alors M. k [~]~:[xb] et d'après l'hypothèse sur le modèle N ,  on a 

Tt b ~ A ~ [ x \ s ]  et donc 32 k ~ [ L ] f [ x b ] .  

Sinon, comme Tt k v[L]! : 

n b Al [xb] et Tt b 7Ai [xb].  
On en déduit que : 

7% k= (ME[ o [Az, ..., ~ ~ l ~ f ) [ x h l  
et : 

C (rLIS[ o [A29 - a - ,  ~p1~:)lxhl 
ce qui permet de conclure d'après l'hypothèse de récurrence. 

b) Soit {xl, ..., x,) l'ensemble des variables figurant dans les termes si, ti et dans la liste 
L et soit [xh] une assignation de ces variables dans 7%. 

Si 7% b (S f t)[xb] alors : 
n l= CEF(s)[x\a] 

et 

n C l c ~ ~ ( ~ ) [ ~ \ a ~ .  
Sinon : 

n C CEF(S)[X\~I o [LI~; [X~I  
et 

N != CsF(s)[xb] o [LlS:[xb] 
et la partie a) permet de conclure. 

Proposition VI.5 : Soir P un programme Prolog, N' un pré-modèle de la CET&) et 
soit Pt = pppf(~f).  Soir L une liste d'atomes. Si tous les arbres SLD de P u {:- L )  sont 

finis, alors Pt b v[L]~.  

Démonstration : On démontre que si b ~ V [ L ] ;  dors le but :- L admet au moins un 

but dérivt :- L' pour lequel 7% TV[L']:, ce qui prouvera par induction qu'un arbre 
SLD de :- L est infini. 



Soit L = [Al, ..., A,]. 
Si Pt b lV[l]: alors il existe k E (1,. ..,p) tel que l% k -tV(Ak v &). Soit Ar = 

p(s) où s = (sl, . .., h) et p est un symbole de prédicat n-aire. 

Soient Cl, ..., Cq les q règles de P de prédicat de tête p. 

sont des instances d'axiomes de Pf et donc des conséquences logiques de Pfl. Donc : 

est une conséquence logique de Pf. 

Soit i E (l, . .  .,q) et soit Ci = p(t) :- Li. 
- Si AL ne s'unifie pas avec la tête de Ci, alors CET&) b VC:(S) d'après le lemme V1.5 

et en particulier fi b VC:(S). 

- Sinon, soit ei l'upg des n-uplets s et t. 
D'après le lemme VI.5, on a : 

CET&) b VC~(S)  v[Liei]:. 

Supposons que pour tous les buts L' dérivés de L, on ait : M. I= v[L']:. Alors, 

d'après le lemme V1.7 on a aussi : 7% b \i[Liei]:. 

Pour tout i E ( 1 ,. . .,q), on a donc : 7% k VC:(S). On en déduit que : 

YL l= v(c:(s) A ... A c:(s)) et, 

puisque TZ est un modèle de Pf. 
PZ b V(CEF(S) O ,CSF(S)) 

d'après le lemme VL8. En effet, il existe un ordinal a tel que ~ 7 ' T a  = pppf (~y ' )  et la 

proposition TV.3 montre que pour tout ordinal a et tout atome A, on a : 

~f'Ta k 73(A A A'). 
Donc : 

n C v(cEF(s) A ... A cEqF(s) w -(cs;(s) v ... v cS;(~)) 
et en particulier : 

n b v((c:~(s) A ... A cE;(s)) v ( c ~ ( s )  v ... v cS{(s))) 
donc : 

I ~ o n t  la définition g6nérale se trouva au 5 1V.2.1. 





Soient (yl ,  ..., yk) les variables figurant dans les termes t; et la liste Li et (xl ,  ..., x,) 
les variables figurant dans les termes si (on suppose que ces deux ensembles sont 
disjoints). On a : 

b V X ~ . . . X ~ ( ~ Y ~ . . . Y ~ ( S  = t A 1~~1': A [MIT) [LI':). 

Supposons qu'il existe un modèle YL de pCY tel que Pt b -VILOIS: et soit [xb] une 

assignation des variables xi satisfaisant l'équation associée A à et pour laquelle on a : 
n l= lr~e~S: [ X ~ I  

ou encore (d'après le lemme 11.2) : 
n C l[L]f [xh].  

Ona: 
YL PZ 13yl...yk(s = t A [~i]': A M ? ~ ) [ X ~ ]  

soit : 
7% b ~ 3 y ~ - . . y ~ ( ~  = t A [L~,M]':)[x~] 

soit encore : 
Vyi...ylc(s * t v l([Li,Mlf ))[xbl 

et d'après le lemme 11.2 : 
V~~...~~~([L~O~,MB~]'~)[X~]. 

Mais d'autre part, par hypothèse de récurrence, on a : 
fZ b V[L~O~G,MB~CJ]~[ 

et en particulier : 
vyi . . . y k [ ~ i B i ~ , ~ B i ~ ] S : [ ~ b ]  

ce qui est contradictoire. 
On en déduit que pour tout modèle ?t de pCFT, on a ?% I= V[LB]~: soit encore 

p C 7  b v[LelS[. 

Proposition VI.8 : Soit P un programme Prolog et :-L un but. Si tous les arbres SLD 
de P u (:- L)  sont des arbres dfPchecsfinis alors, pCFT b v [ L ] ~ .  

Démonstration : Par récurrence sur la somme N des profondeurs des arbres SLD du 
but :- L (qui n'a qu'un nombre fini d'arbres SLD). 

Si N = O, aucun des atomes de L ne s'unifie avec aucune tête de règle du programme P. 
Pour tout atome A = p(s) de L, et toute règle de prédicat de tête p on a donc : 

pc? I= VCEF(s) et donc pCFT b VA'. 
On en déduit que PT b VL]?~. 

Supposons la propriété démontrée pour un entier N et supposons que la somme des 
profondeurs des arbres SLD de :-L soit égale à N+1. 
S'il est faux que P ~ : ~  I= v[LIE:, il existe un atome A = p(s) de L tel que 

Pf I= VA' soit taux. 



Soient Ci, ..., Cg les q règles de P de prédicat de tête p. 

P'? b v ( c ~ ~ ( s )  h ... h cE;(s) 3 A') 
donc il est faux que : 

pC? b V(C:~(S) A ... A cEqF(s)) 
et soit i tel que pCf VC;~(S) soit faux. La tête de Ci s'unifie avec A. Soit Bi l'upg et 

soit L, le corps de Ci. D'après le lemme VIS, il est faux que pCFT b v[L~B~]~;. 
La somme des profondeurs des arbres SLD du but L' dérivé de L en sélectionnant l'atome 
A et en appliquant la règle Ci est inférieure ou égale à N. Donc, d'après l'hypothèse de 
récurrence, p C F  C v[L']~; et en particulier : 

pcY VILiBilE: 
ce qui est contradictoire. On en conclut que : 

pCf l= v [L];~. 

Les trois propositions précédentes établissent la correction de la sémantique 
opérationnelle invariante finie pour la sémantique axiomatique invariante 
finie dans le cadre de la CET. Nous résumons ces résultats dans le théorème 
suivant : 

Théorème VI.9 : Soit P un programme Prolog et :- L un but. Si tous les arbres SLD de 
P u {:-LI sontfinis, alors : 

a) PT C VIL]:. 
b)  Si ce but échouefiniment, alors pCf b v [ L ] ~ .  

c )  S1il réussit avec la réponse calculée 8, alors p C F  C V[LB]~:. 

Nous avons vu que la sémantique invariante finie généralise, d'une certaine manière, la 
sémantique standard finie en cela qu'elle décrit le noyau commun effectivement calculable 
par tous les interpréteurs Prolog. Les théorèmes V1.4 et V1.9 montrent que : le noyau 
commun effectivement calculable par tous les interpréteurs Prolog admet 
une sémantique axiomatique : "la traduction invariante finie d 'un 
programme P dans le cadre logique de la Théorie Equationnelle de Clark 
du langage sous-jacent à Pl1. 

Le tableau ci-dessous récapitule l'essentiel des résultats obtenus dans les chapitres III, IV 
et VI. 





Chapitre VI1 : 

Logique trivaluée et dédoublement 
des symboles de prédicats 

Nous avons choisi de mener la présente étude des sémantiques axiomatiques de 
Prolog en utilisant une technique de dédoublement (et même de "détnplement" dans 
l'étude de la sémantique standard) des symboles de prédicats du langage sous-jacent au 
programme. Cette technique présente de multiples avantages : 

- elle permet de rester dans le cadre de la logique classique 
- les traductions axiomatiques que nous avons définies sont constituées de 

programmes généraux positifs et nous avons vu au chapitre V que ces systèmes 
d'axiomes ont des propriétés particulièrement intéressantes : monotonie de l'opérateur T 
de conséquence immédiate, caractérisation logique de l'itéré T T ~ ,  ... 

- de plus, cette technique s'est révélée suffisamment fine pour permettre 
d'exprimer les propriétés opérationnelles que nous avions choisies d'étudier. 

Ainsi que nous l'avons mentionné au 8 II.5.5, une autre approche possible de la 
sémantique des programmes logiques consiste à utiliser la logique trivaluéel [Fit 85, Del 
87b, Thi 90, Kun 87a, 891. Les résultats les plus généraux sur la complétude de la 
résolution SLDNF par rapport à un système d'axiomes ont été obtenus pour des 
axiomatiques trivaluées [Kun 8912. Cela n'est pas étonnant dans la mesure où, dans le cas 
général, les mécanismes de calcul utilisés en programmation logique ne permettent pas de 
déduire qu'une formule de la forme A v 1A est un théorème : ce qui est également à la 
base de la logique trivaluée. 

Ces deux approches sont évidemment très liées. En effet, un atome clos A peut 
recevoir en logique trivaluée trois valeurs de vérité relativement à une interprétation 
(trivaluée) du langage L : A est Vrai, A est Faux, A est Indéterminé. Ceci correspond aux 
cas suivants pour une interprétation (dédoublée) 1 de Ld : A appartient à 1, A' appartient à 
1, ni A, ni A' n'appartiennent à 1. 

l0n  utilise parfois aussi le terme de "logique partielle" : ceci exprime peut-être le souci de ne pas définir 
un nouveau formalisme "qui pourrait décourager le lecteur non spécialiste" [Bid 891. 
2 ~ .  Cemto a obtenu depuis des résultats comparables en utilisant la logique linéaire [Cer 901. 



Nous étudions systématiquement dans ce paragraphe, le lien entre ces deux 
approches. Cela nous permettra en particulier d'énoncer un théorème de complétude en 
logique trivaluée qui généralise le résultat de [Kun 87a]. Nous verrons également (dans 
un cas particulier important : celui des différents complétés d'un programme trivalué à 
têtes positives) que l'on peut identifier la "logique dédoublée" à une restriction de la 
logique trivaluCe : la logique trivaluée monotone, c'est-à-dire ne prenant en compte que les 
formules conséquences n'ayant pas d'autres occurrences de connecteurs que ceux de la 
logique bivaluée classique. 

Nous faisons de fréquentes références dans ce paragraphe aux travaux de Fitting 
Fi t  851 (qui a été un des premiers à envisager une sémantique en logique trivaluée pour 
les programmes logiques), à ceux de J-.P. Delahaye et de V. Thibau [Del 87a, 87b, 87c, 
88b, 90c, 90d, Thi 901 (dans lesquels on trouvera plus de précision sur les notions 
redéfinies ici) et à ceux de Kunen : le résultat principal que nous présentons ici est une 
généralisation du théorème de complétude démontré dans [Kun 87aJ. 

VII.l Traduction dédoublée - trivaluée 

Comme notre préoccupation majeure dans ce paragraphe est d'examiner les liens 
entre les approches dédoublées et trivaluées pour l'étude des sémantiques de Prolog et 
comme nous avons vu dans les chapitres précédents que l'on obtient les meilleurs 
résultats en se plaçant dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark, nous 
n'envisagerons que des modèles du langage L qui sont aussi des modèles de la CET&). 

Soit L un langage du premier ordre et TZ un pré-modèle de la CET(L). 
Nous rappelons que H n  est I'ensemble des (p; a l ,  ..., a,) où p est un symbole de 
prédicat n-aire de L et (a l ,  ..., h) est un n-uplet d'éléments du domaine UTt de 7%. 

Notation : Soit 1 une interprétation de L sur 7% (c'est-à-dire une partie de W).  
On note : 

7 1 = { ( ~ p ;  a l ,  ..., a,) ; (p; a l ,  ..., a,) E 1) et 

1' = ( (pl; a l ,  ..., a,); (p; a l ,  ..., a,) E 1). 

Définition VII.l : Soit TZ un pré-modèle de la CET&). On appelle interprétation 
trivaluée (ou partielle) de L sur PZ, toute partie 1 de H" u THM. tq : 

{(p; a l ,  ..., a , ) ;  (p; a l ,  ..., a n ) €  1 et ( ~ p ;  a l ,  ..., an)€ 1) = 0.  

Notation : On note Itx Z'ensemble des interprétations trivaluées de L sur PZ. 

Définition VII.2 : Soit TZ un pré-modéle de la CET&). On appelle interprétation 
dédoublée de L sur TZ, toute partie de IF u I-P' tq : 

{(p; a l ,  ..., an) ; (p; a l ,  ..., a,) E 1 et (p'; a l ,  ..., a,) E 1) = 0. 

Notation : On note IdN l'ensemble des interprétations dédoublées de L sur N. 



Remarque  : Ni I t n ,  ni Id" ne sont des treillis complets (lorsqu'on les munit de 
l'inclusion). Par exemple, ( {A),  {A') ) n'a pas de majorant. 

On introduit, comme dans [Del 87b, 88b, 90c, Thi 901, un nouveau symbole 'Contra' 
(pour désigner la contradiction) et on pose : 

1 c  = I tn  u {Contra) et 1d; = Id" v (Contra) 
la relation d'inclusion étant prolongée par : 

VI E I C ,  1 c Contra et VI E ~d;, 1 c Contra. 

1 c  et 1d2 munis de l'inclusion sont alors des treillis complets. 

Notation : On note d l'application : 
d : ItX ---> IdX 

1 ---> d(1) = {(p; a l ,  ..., a,) ; (p; a l ,  ..., a,) E H" n 1) u 
{(pl; al, -.., an) ; 4 p ;  al, ..., a n )  1). 

d est bijective. 

Cette application peut être prolongée en une bijection de 1 c  sur 1d; en posant : 
d(Contra) = Contra. 

d est alors un isomorphisme pour la structure de treillis. 

Notations : On note For&) (resp. For+&)) l'ensemble des formules (resp. formules 
positives1) du langage L. 

Soit F une formule de L. On suppose que les connecteurs figurant dans F sont parmi : 1 ,  
v et A. 

Notation : On note F+ la formule de For+(Ld) obtenue à partir de F par application itérée 
(et saturée) des règles suivantes : 

1 - r e m p l a c e r ~ ( P v Q ) p a r 1 P ~ ~ Q , - i ( P ~ Q ) p a . r 4 v ~ Q e t ~ ~ p a r P  
2- remplacer 7 3 P par V-i P et 7 'd P par 3 1 P 
3- remplacer 1 A par A' 

où P et Q sont des formules et A un atome de L de prédicat différent de '='. 

Remarque : On peut montrer que ce procédé définit bien une formule unique de Ld. 

Exemple VII.l : 
Soit F(x) = ~ ( x  = O v 3y(x = s(y) A p(y))). 

F+(x) = x z O A Vy(x # s(y) v pt(y))). 



On définit ainsi une application bijective de For(L) sur Fort(Ld) ([Del 87 b et 88a, Ble 90, 
Gil891). On peut étendre cette application aux ensembles de formules de L : 

si Ax c For&), Ax+ = (F+ / F E Ax) c FoP(Ld) 

Remarques : 
1- Si 8 est une substitution des variables libres de la formule F telle qu'aucune variable 
de h ( 8 )  ne soit liée dans F, alors (Fe)+ = (F+)0. 
2- Pour toute interprétation trivaluée 1 de Itn, d(1) = {L+ / L E 1). 

La notion de valeur de vérité d'une formule F relativement à une interprétation trivaluée 1 
de L sur un pr6-modèle Ft et à une assignation (xlkxl, ..., xm\am) des variables de F 
dans le domaine de M. est définie dans [Thi 901, 

Notation : Nous la noterons w1(F[a1, ..., am]). 

vvr est une application à valeurs dans (V, F, 1) où V désigne Vrai, F désigne Faux et 1 
désigne Indéterminé. 

Rappelons succinctement cette définition. 

- Si F est une formule équationnelle alors : 

vv~(Fia l ,  ..., am]) = V si Pt k F [ a l ,  ..., a,] 
F sinon 

- Si F(yi, ..., y,) = p(ti(y1, ..., y,), ..., h(yi, ..., ym)) est une formule atomique alors, 
V si (p ; t l ( a l ,  ..., a m ) ,  ..., t q ( a l ,  ..., a,)) E 1 

V V I ( F [ ~ I ,  - . s 9  am]) = F si ( ~ p ; t ~  ( a  l ,  ..., a m ) ,  ..., t q ( a l ,  ..., a,)) 1 
1 sinon. 

On définit ensuite la valeur de vérité d'une formule quelconque par induction sur la 
complexité de F. Le passage des quantificateurs se fait de manière standard. Le passage 
des connecteurs 1, A, v, -, H s'effectue selon les tables de vérité suivantes : 

$ 

A V F I  

V V F I  

I I F I  

v V F I  

F V F I  

* V F I  

V V F I  

F F F F  F V V V  

I V 1 1  

v v v v  

I V 1 1  

- ! 



Nous ne définissons ici que les valeurs de vérité des formules de For&), c'est-à-dire ne 
contenant que des occurrences de connecteurs bivalués. 

- 

Proposition VH.1 : Pour toute interprétation aivaluée 1 de L sur le pré-modèle N de la 
CET&), toute formule F(xl, ..., x,) de L et tous a l ,  ..., a, E UTt : 
- vv1(F[a1, ..., a,]) = V ssi d(1) I= F+[al ,  ..., a,] 
- vv1(F[a1, ..., a,]) = F ssi d(1) I= ( lF )+ [a l ,  ..., a,] 
- vv1(F[al,  ..., a,]) = 1 ssi d(1) I = ( T F + A ~ ( T F ) + ) [ ~ ~ ,  ..., a,] 

Démonstration : par récurrence sur la complexité de F. 

V F I  

V V F I  

F F V I  

- Si F est une formule équationnelle, 

vvr(F[al, ..., a,]) = V ssi N b F[a l ,  ..., a,] 
ssi N k F+[al, ..., a,] puisque F = F+ 
ssi d(1) t= F+[al ,  ..., a,] 

De même si vvr(F[al, ..., a,,,]) = F. 

I I I 1  

- Si F(yl, ..., y,) = p(tl(yl, ..., y,), ..., tq(yl, ..., Y,)) est une formule atomique, 
vvl(F[al, ..., am])  = V ssi ( P ; ~ ~ ( O L ~ ,  ..., a,), ..., $(a l ,  ..., a m ) )  E 1 

S S ~  (p;ti(ai,  ..., a m ) ,  ..., $(ai ,  ..., a,)) E d(I) 
ssi d(1) k Ff[a1,  ..., a,]. 

De même si vvI(F[al, ..., CY,,,]) = F ou 1. 

- S i F = T G ,  
vvl(F[al, ..., a,]) = 1 ssi vv1(G[al, ..., a m ] ) = I  

ssi d(I) b ( l ~ + ~ ~ ( ~ ~ ) + ) [ a ~ ,  ..., a m ]  
ssi d(I) t ( l ( l ~ ) + A l ~ + ) [ a ~  ,..., a,]. 

De même si w1(F[ai, ..., h l )  = V ou F. 

- S i F = G v H ,  

vv1(F[ai, ..., a,]) = F ssi vvl(G[al, ..., a,]) = F et w1(H[a1, ..., a,]) = F 
ssi d(1) k ( lG)+ [a l ,  ..., a,] et 

dg)  b ( lH)+ [a l ,  ..., a,] 
ssi t A ( - ~ ) + ) [ a ~ ,  ..., a,] 
ssi d(1) b ((TG A 7H)+)[a1, ..., am]  



ssi 
ssi 

Les autres cas se démontrent de manière analogue. 

Remarque : On peut également considérer cette proposition comme définissant la valeur 
de vérité d'une formule de L relativement à une interprétation trivaluée. Il suffit pour cela 
de s'assurer que F+ et (TF)+ ne peuvent pas être simultanément vraies dans une 
interprétation dédoublée. 

Proposition VII.2 : Pour tout pré-modèle M. de la CET(L), toute formule 
F(xl, ..., xm) de L et tous a l ,  ..., am E W ,  l'application 

w : ItX ---> (V, F, 1) 
1 ----> wI(F[al, ..., a,]) 

(où {V, F, 1) est muni de l'ordre : 1 < V et 1 < F) est monotone. 

Démonstration : Soient 1 et J deux interprétations trivaluées sur N telles que 1 c J. On 
a alors : d(1) c d(J). 
- Si wl(F[al, ..., a,]) = V, alors d(1) I = F + [ ~ ~  ,..., a,]. 
Comme F+ est positive, d(J) kF+[a1  ,..., a,] et donc w ~ ( F [ a , ,  ..., a,]) = V- 
- Démonstration analogue si vvI(F[al, ..., a,]) = F. 

Définition VII.3 : On appelle modèle trivalué d'une formule close F de L ,  
toute interprétation trivalude 1 de L telle que wl(F) = Vrai. 

Définition VII.4 : On appelle modèle dédoublé d'une formule close F de L, 
toute interprétation dédoublée de L qui est un modèle de F+ (dans Ld). 

Notation : On note CONS l'ensemble d'axiomes (V+A A A')) où A est un atome 
de L. 

Proposition VII.3 : Soit 1 une interprétation de Ld et soit F une formule close de L. 
Alors, 1 est un modèle dédoublé de F ssi 1 est un modèle (dans Ld) de F+ u CONS. 

Démonstration : En effet, une interprétation 1 de Ld est une interprétation dédoublée de 
L ssi 1 est un modèle de CONS. 

Proposition VII.4 : Soit F une formule close de L. La restriction de l'application d à 
l'ensemble des modèles trivalués de F est une bijection sur l'ensemble des modèles 
dédoublés de F+ (qui est égal à l'ensemble des modèles de F+ u CONS). 

Démonstration : Immédiat d'après les définitions précédentes. 



Définition VII.5 : Une formule close F  de L est une conséquence logique 
trivaluée d'un ensemble de formules Ax de L si tout modèle trivalué de Ax est un 
modèle nivalué de F. 

Notation : Ax kt F. 

Proposition VII.5 : Une formule close F  de L est une conséquence logique trivaluée 
d'un ensemble de formules Ax de L ssi F+ est conséquence logique de Ax+ u CONS. 

Démonstration : Les modèles de Ax+ u CONS sont les modèles dédoublés de Ax+ qui 
sont eux-mêmes les images par l'application d des modèles trivalués de Ax. La conclusion 
est donc une conséquence directe des propositions VII.3 et VII.4. 

O 

VII.2 Programmes trivalués 

Définition VII.6 : [Del 87b, 88b, 90c, Thi 901 Le connecteur trivalué t est défini, 
pour toute interprétation trivaluée 1, par la table de vérité suivante : 

Définition VII.7 : On appelle programme trivalué tout système d'axiomes P de la 
forme V(A t F) ou V(1A t F )  où A est un atome de L formé à partir d'un prédicat 
différent de '=' et F  une formule de L. 

V F I  

Remarque : Le quantificateur 'V' est souvent omis lorsqu'un programme trivalué est 
représenté sous forme de système. 

V V F F  

F V V V  

I V V V  

Comme dans le cas des programmes généraux (bivalués) (Cf II. 1.5), on peut montrer que 
l'on peut supposer, sans perte de généralité, qu'un programme trivalué est normalisé, 
c'est-à-dire que : 

- toute tête d'axiome de P est de la forme p(x1, ..., x,) ou ~ p ( x 1 ,  ..., x,) où p est 
un symbole de prédicat (distinct de '=') et où xi, ..., x, sont des variables de L 

- pour tout symbole de prédicat p (distinct de '='), le programme P contient 
exactement un axiome de tête p et un axiome de tête l p .  



Définition VII.8 : Etant donnés m formules Hl,  ..., Hm où chaque Hi est de la forme 
~ ( t ~ , ~ ~  ..., tn,i) t Fi (resp. -tp(ti,;, . . ., tn,i) t Fi) et p est un symbole de prédicat n-aire, 
on appelle forme normale de (Hl, . . ., Hm) la formule suivante : 

p(x1, ... ,xn) = G1 v ... v Gm (resp. -ip(xl, ..., x,) e= G1 v ... v G,) 

où Gi est la fonnule : 

où les Yi sont les variables libres figurant dans les termes tj,i et dans la formule Fi et où les 
xi sont de nouvelles variables. 

Proposition VI1.6 : Si HN., est la forme normale des formules Hl ,  . . ., Hm alors 
HNom et (Hl ,  . . ., Hm] sont équivalentes pour la CET(L) dans un sens trivalué, c'est-h- 
dire que pour tout pré-modèle 7% de la CET&) et toute interprétation 1 de L sur 7% : 

Démonstration : Soit un pré-modèle de la CET(L) et 1 une interprétation de L sur 7%. 
- Supposons que vv1(vHNom) = V. 

Soit i E ( 1,. ..,m) et supposons que vv1(Fi[Pi, ...,PPi]) = V où Pl ,  ...,PPi est une 

assignation des variables y 1, . . ., ypi dans 7%. 

On a alors : w~(Gi [ a i ,  ..., aJ) = V où a, = tj,i[Pl, . . . ,h i ]  et comme V V ~ ( ~ H ~ , , ~ )  = V, 

on a w ~ ( p [ a i ,  -..,anl> = V, soit vv~(p(tl,i, ..., tn,i)[Pl, ... ,PPJ) = V. 
On en déduit donc que vvI(VHi) = V et par conséquent, wI(VH1 A ... A VH,) = V. 

- Supposons que vvI(vHNom) = F. 
11 existe une assignation al ,..., a,, des variables xl, ..., x, telle que vvI(p[al, ...,a) # V 

et un entier i tel que, w1(3 y1 . ..3 yPi al = t1.i A ... A an = tn,i A Fi) = V. 

Soit pl, . . .,% une assignation des variables yl, . . ., ypi dans T t  pour laquelle on a : 

vvi(ai = ti,i[Pi, ...,PPJ A ...A an = tn,i[Pl, . ..,PpiI A Fi[Pi, .. .,PpiI) = V. 

On a donc vvi(p(ti,i, .. ., fn,i)[bi, . ..,PPil) f V et vv~(Fi[Pl, = V. 
On en déduit que wr(VHi) = F et donc vvl(VH1 A . . .A VH,) = F. 

- Ni VHNom, ni VHl A . . .A VH, ne peuvent prendre la valeur de vérité 1. 

Définition VII.9 : Soit P un programme trivalut. Soit PNorm le programme général 
f o d  d pam'r de P : 

- en remplaçant, pour tout symbole de prédicat p, tous les sous ensembles 
d'axiomes de P dont la tête est de la forme : p(tl, ...,t,,) (resp. -p(t1, ...,t,,)) par leur 
forme normale 



- en introduisant, pour tout symbole de prédicat p, l'axiome : 
V(p(x1, ..., x,,)) t Faux (resp. V(-tp(xl, ..., x,)) t Faux) 

si p (resp. l p )  nefigure en tête d'aucun axiome de P. 
PNom est le programme normalisé associé à P. 

Proposition VII.7 : Tout programme trivalué P est équivalent au programme normalisé 
associé PNom pour la CET&), c'est-à-dire que tout pré-modèle N de la CET(L) et toute 
interprétation 1 de L sur N ,  

VVI(P) = W I ( P N ~ A .  

Démonstration : Les axiomes de la forme V(p(xl, . . .,x,)) t Faux et V(lp(xl ,  . . .,x,)) 
t Faux sont vraies dans toute interprétation. Cette proposition est donc une conséquence 
immédiate de la proposition précédente. 

O 
Exemple : 

Soit P le programme mvalué : 

P N ~ ~  est égal à la clôture universelle de : 

pair(x) t x = O v 3y(x = s(y) A l p a i r ( y ) )  
~ p a i r ( x )  t 3y(x = s(y) A pair(y)) 
impair(x) t ~ p a i r ( x )  
~ impa i r (x )  t Faux 

Définition VII.10 : On appelle programme trivalué à têtes positives, tout système 
d'axiomes P de la forme p(xi, ..., x,) t F(xl, ..., x,) où p est un symbole de prédicat 
de L (diflérent de '=') et F une formule de L. On suppose de plus que P est normalisé c.- 
à-d. que pour tout symbole de prédicat p de L, P contient exactement un axiome de tête p. 

Notation : Pour tout programme trivalué P, on note P+ le système d'axiomes de L défini 
par : 

(Li t F) E P ssi (Li+ e= F+) E P+. 
Remarque : On définit ainsi une bijection de l'ensemble des programmes mvalués de L 
sur l'ensemble des programmes généraux positifs de Ld. 



Notations : Soit P un programme mvalué. 

1- On note, comme dans les chapitres précédents, F E T  = P u CET(L) et (P+)CET = 

P+ u CET(Ld). Comme dans les paragraphes précédents, on se limite aux interprétations 
de F E T  (resp. (P+)CET) qui sont des extensions de l'interprétation standard U de L (resp. 
de Ld). 

2- Si Y% est un pré-modèle de la CET(L), on note TG l'opt?ratew de conséquence 

immédiate trivalué associé à P défini sur les interprétations trivaluées de L sur 
(l'exposant N est omis lorsqu'il s'agit de l'interprétation standard U) et à valeurs dans 
12. 
Plus précisément : 

{(Li; a l ,  ..., a,) ; Li(xi. ..., x,) t F(xl, ..., x,) est un 
axiome de P et wr(F[al, ..., hl) = Vrai) si cet 
ensemble est une interprétation mvaluée de L 
Contra sinon. 

3- Si ?"L est un pré-modèle de la CET&), on note ~p~ l'opérateur de conséquence 

immédiate dédoublé associé à P défini sur les interprétations dédoublées de L sur 
(l'exposant N est omis lorsqu'il s'agit de l'interprétation standard U) et à valeurs dans 
1dE. 
Plus précisément : 

((Li+; al, ..., a,) ; Li(xl, ..., x,) e F(xl, ..., x,) est un 

axiome de P et 1 != Ff[a1, .... a,]) si cet 
ensemble est une interprétation dédoublée de L 

- - Contra sinon. 

Exemple : 

Soit P le programme trivalué : 

P+ est tgal à : 

Ona:  



car le deuxième axiome permet de déduire -ipair(s(0)) et {pair(O), pair(s(O)), lpair(s(0))) 
n'est pas une interprétation trivaluée. 

De même : 
TÇI,P( f pair(O), pair(s(0)) 1 = Contra 

Par contre : 
TP+( Ipair(O), pair(s(0)) 1 = f pair(O), pair(s(O)), pair'(s(O)), pair'(s(s(0))) 1 

Remarque : Pour toute interprétation dédoublée 1 de L, on a : 

~dlp(1) - - T ~ ( I )  si T ~ ( I )  E I ~ M  
- - Contra sinon 

où TE est l'opérateur de conséquence immédiate bivalué (classique) associé à Pi 

Proposition ~ 1 1 . 8  : Soit P un programme trivalué.  es opérateurs T$, et TG sont 
monotones. 

Démonstration : 

a) Soient 1 et J deux interprétations mvaluées telles que : 1 c J. 
M - Si Tt,p(I) = Contra, il existe deux axiomes de P : p(xl, ..., x,) t F(xl, ..., x,) et 

1p (x1 ,  ..., x,) t G(xi, ..., X m )  et a l ,  ..., a, E N tq w I ( F [ a l ,  ..., a,]) = Vrai et 
wI(G[al ,  ..., h l )  = Vrai. D'après la proposition VI1.2, on a également : 
vvj(F[al, ..., a,]) = Vrai et vvJ(G[ai, ..., a,]) = Vrai. 

Donc, T$(I) = Contra. 

- Si T ~ ( I )  t Contra, soit (Li; a l ,  ..., a,) E T$(I). Il existe un axiome de P dont le 

corps F vérifie w1(F[al, ..., h l )  = Vrai. D'après la proposition VII.2, on a également : 

vvi(F[al, ..., a,]) = Vrai. Donc, (Li; a l ,  ..., a,) E T ~ ( J )  et T$(I) c T$(J). 

b) Démonstration analogue pour TG. 

O 

Proposition VII.9 : Soit P un programme trivalué et 1 une interprétation trivaluée de L 
sur N . Alors, 



ssi 

ssi 

Démonstration : 
1 - ~G(d(1 ) )  = Contra 

ssi il existe deux axiomes de P : A(xl, ..., x,) e F(xl, ..., x,) et 
iA(x1, ..., x,) ¢= G(x1, ..., x,) et a l ,  ..., a, E ?"L tq 

vv1(F[a1, ..., a,]) = Vrai et w1(G[al, ..., a,]) = Vrai 
T$(I) = Contra 

~(T$(I)) = Contra 

2- TCp(d(1)) # Contra. 

Soit A un littéral de L et soit Li t F un axiome de P. 
Pour toute substitution 8, on a : 

A = Li8 ssi A+ = (Lie)+, soit 
A = Lie ssi A+ = Li+8 et 
wI(FB) = Vrai ssi vvd(l)((Fe)+) = Vrai. 

On en déduit que : 
A E T$(I) ssi A+ E ~dnp(d(1)) soit 

A+ E ~(T$(I)) ssi A+ E ~dlp(d(~)) .  

Proposition Vn.10 : Soit P un programme trivalué. Pour tout ordinal a, on a : 

d(T5Ta)  = ~dpfa. 

Démonstration : Par induction sur a .  

- Si a = O, ~(T$To) = d ( 0 )  = 0 = T ~ T o .  

Supposons la relation vérifiée pour tout ordinal P < a. 
- Si a est un ordinal successeur, soit j3 tel que a = B + 1. 

d(TFlpW = d ( ~ $ ( ~ F l p t ~ ) )  
- - T;(d(T$f p)) d'après la proposition V11.9 
- - T$(T$TP) d'après l'hypothèse de récurrence 
- -  a. 

- Si a est un ordinal limite, 

U d(~$Tp) d'après la défmition de l'application d 
$<a 

U TG?P d'après l'hypothèse de récurrence 
$<a 



Proposition VII.ll  : Soit P un programme trivalué et 1 une interprétation trivaluée de 
L sur le pré-modèle 7% de la CET&). Alors, 

1 est un modèle trivalué de F m  ssi T:(I) c 1 

ssi Tdnp(d(1))) c d(1) 
ssi d(1) est un modèle dédoublé de (P+)CET. 
ssi d(1) est un modèle de (P+)=ET u CONS. 

Démonstration : On peut supposer P normalisé. 
Soit p(xl, ..., x,) t F(xl, ..., x,) un axiome de P. 
1 est un modèle de cet axiome ssi pour tous a l ,  ..., a, E W ,  
vv1(F[a1, ..., a,]) = Vrai implique wr(p[al ,  ..., a,]) = Vrai c.-à-d. (p;al,  ..., a,) E 1. 

Et comme w1(F[a1, ..., a,]) = Vrai ssi (p; a i ,  ..., an)  E T$(I), on en déduit que 1 est 

un modèle de cet axiome ssi ~ 5 ' 1 )  c 1. 
La deuxième équivalence est immédiate d'après la proposition VII.9. 
Les deux dernières équivalences proviennent de la proposition V.4. 

Remarque : Les points fixes des opérateurs de conséquence immédiate sont des modèles 
ssi ils sont différents de Contra. 

Définition VII . l l  : Un programme trivalué P est consistant relativement à un 
pré-modèle Ft de la CET&) si PCET admet un modèle trivalué de pré-modèle Tt. 

Remarque : Il se peut qu'un programme soit consistant relativement à un pré-modèle et 
inconsistant relativement à un autre, comme le montre l'exemple suivant : 

A t 3 x  ( X  z a )  
Soit P le programme : 

T A  t a = a.  

Si 7% est le pré-modèle standard d'univers (a},  P est consistant et a pour plus petit modèle 

( 4 1  
Si 7% est le pré-modèle standard d'univers {a, b], P est inconsistant. 

On définira donc la consistance d'un programme de la manière suivante : 

Définition VII.12 : Un programme trivalué P est consistant s'il est consistant 
relativement d tous les pré-modèles de la CET(L). 

Remarque : Cette définition est très exigeante. 11 y a t-il moyen de l'affaiblir ? Est-il 
possible de caractériser simplement les programmes consistants ? Peut-on trouver une 
condition sur le langage L afin que la consistance d'un programme relativement au pré- 
modèle standard implique sa consistance ? 



Nous pensons que si le langage sous-jacent est un langage de Kunen, la consistance 
relativement au pré-modèle standard implique la consistance; mais nous ne sommes pas 
parvenu à démontrer cette conjecture. 
En fait, dans tous les cas que nous avons considéré dans cette étude, les programmes 
généraux positifs normalisés P+ considérés vérifient la propriété suivante : si P est le 
programme mvalué associé à P+ et si F (resp. G) est le corps de l'axiome qui définit 
p(x1, ..., Xn) (resp. 7 p ( x 1 ,  ..., x,)) dans P alors la formule -13 (F A G) est 
universellement valide (d'un point de vue bivalué classique). C'est ce que prouvent, dans 
un autre formalisme, les propositions 111.1, IV.l et IV.3 pour les traductions 
axiomatiques standard, standard finie et invariante finie d'un programme Prolog. Cette 
propriété implique la consistance du programme trivalué P. 

Proposition VII.12 : 
Soit P un programme trivalut consistant et TZ un pré-modèle de la CET&). Alors, 

a- Le plus petit point f i e  de TS est aussi le p l u  petit modèle de F E T  sur N. 

b- Le plus petit point f i e  de TE est kgal au p l u  petit point f i e  de T%. C'est le 

plus petit modèle dédoublé de (P+)CET sur TVC et également le plus petit modèle de 
(P+)CET u CONS sur 7%. 

Démonstration : 
a- Le plus petit point fixe de TZ est contenu dans tous les modèles de P sur fZ et il en 
existe puisque P est consistant. Ce plus petit point fixe est donc distinct de Contra : c'est 
le plus petit modèle. 
b- Immédiat d'après ce qui précède. 

Proposition VII.13 : Soir P un programme trivalué consistant. Alors, une formule 
close F de L est conséquence nivaluée de PCmssi F+ est conséquence logique de (P+)CFT. 
Autrement dit, 

F E T  F ssi (P+)CET C F+. 

Démonstration : La proposition VII.5 montre que : 
F m  b, F ssi (PICET u CONS I= F+. 

Si b F+ dors CONS b F+ puisque tout modèle de (P+)CET u CONS 
est un modèle de (P+)Cm. 
Réciproquement, supposons que (P+)CETu CONS k F+. Soit 1 un modèle de (P+)C" de 

pré-modèle TZ et soit J le plus petit point fixe de TG C'est un modèle de 

(P+)CET u CONS d'après la proposition précédente et J c 1. Donc, J b F+ et comme F+ 
est positive, 1 k F+. 



VII.3 Théorèmes de complétude en logique trivaluée 

La traduction "dédoublée-trivaluée" que nous avons définie précédemment nous 
permet maintenant d'énoncer des théorèmes de complétude en logique trivaluée 
comparables à ceux du chapitre V. 

Théorème VII.1 : Soir P un programme trivalué consistant et F une formule close de L. 
Alors, si F est une conséquence logique trivaluée de F E T ,  il existe un entier n tg : 

T,pTn l=, F. 

Démonstration : 
Comme F est conséquence logique mvaluée de F E T ,  la proposition précédente montre 
que F+ est une conséquence logique de (P+)CE*. 
D'après le théorème principal du paragraphe précédent, il existe un entier n pour lequel 
Tp+Tn b F+ soit TaPTn k F+ ou encore d ( ~ , ~ l n )  k F+ (prop. VII. 10) soit, d'après la 

proposition VI1.4, ~ , ~ r n  bt F. 

Remarque : Le fait que F soit une formule de L (c'est-à-dire ne comporte que des 
connecteurs bivalués : 7, A, v, ... ) est indispensable (pour les mêmes raisons qui 
rendent indispensable le fait que F soit une formule positive dans le théorème V.2). 

Exemple : Soit P le programme mvalué : 

i p(x) +- 3 y  (x=s(y) A p(y)) v x = a 
- -~p(x)  t Faux 

et soit F = Vx[p(x) t 3y (x=s(y) A p(y)) v x = a]. 

Pour tout entier n et tout pré-modèle YL de la CET(L), T$Tn = (p(sm(a)) ; O < m < n-1 1. 
P est consistant puisque T$?O est un modèle trivalue de F E T .  

La formule F est une conséquence logique de vET puisque c'est un axiome de P et F est 

fausse dans T $ T ~  pour tout entier n. 

Corollaire VIL1 : Soit P un programme trivalué consistant. Pour tout littéral clos L, si 
L est une conséquence logique trivaluée de Fm, alors L E T,~?o. 

Démonstration : C'est un cas particulier du théorème précédent. En effet, comme L est 
clos, s'il existe un entier n tel que TLpTn b, L, alors L E T ~ , ~ T o .  



Théorème VII.2 : Soit P un programme trivalué consistant et F une formule close de 
LK (ad LK est un langage de Kunen). Alors, F est une conséquence logique trivaluée de 

ssi il existe un entier n tg : 
TLp?n b, F. 

Démonstration : 
Soit n tq : ~ ~ ~ ? n  kt F. On a d(TLp?n) b F+d1après la proposition VI1.4, soit ~ ~ , ~ ? n  
b F+ (prop. VII.9) et encore TP+? n k F+. Comme L K ~  est un langage de Kunen, on a 
d'après le théorème VII.5, k F+ et donc a fortion, (P)CET u CONS b F+. La 
proposition VII.5 permet alors de conclure. 

O 

Corollaire VD.2 : Soit P un programme trivalué consistant sur un langage de Kunen 
LK. Pour tout littéral clos L, L est une conséquence logique trivaluée de F E T  ssi il existe 
un entier n tg : L E ~ , ~ f n .  Autrement dit : 

TLp?w = (L ; L est un littéral clos et F m  b, L )  . 

Démonstration : C'est un cas particulier du théorème précédent. 

Ces théorèmes de complétude suggèrent l'idée de concevoir des interpréteurs 
"trivalués" s'appliquant à des programmes plus généraux que ceux envisagés 
habituellement, et qui seraient corrects et complets par rapport à leur sémantique trivaluée. 

Définition VII.13 : Fitting a introduit en programmation logique dans [Fit 851 le 
connecteur d'équivalence trivaluée faible de Kleene que l'on note ici 'H', défini par la 
table & vérité suivante : 

Définition VII.14 : [Del 87b, 88b, 90c, Fit 85, Thi 901 
Soir P un programme nivalué. 
1- On définit le complété - 7 de P par : 

c o r n p ( ~ , P ) = P u ( - . ~ L t ~ F ; L t F ~  P) 



2- On définit le complété - H de Ppar : 
c o m p ( t , , P ) =  { L H F ; L ~ F E  P) 

Ce dernier complété est le complété de Fitting de P. 

Exemple : 

A t B  
Soit P le programme mvalué 

B t B  

1 A  t 1 B  
comp( , P) = B t B  

On peut remarquer que ces complétés ne sont pas équivalents d'un point de vue trivalué. 
L'interprétation trivaluée ( A )  est un modèle de comp( 1 , P) puisque aucun corps 
d'axiome n'est vrai dans cette interprétation. Et { A )  n'est pas un modèle du complété de 
Fitting puisque A et B n'ont pas la même valeur de vérité. 
Par contre, tout modèle de comp( H , P) est un modèle de comp( 1 , P) puisque si A et 
B ont les mêmes valeurs de vérité, A t B, TA t TB sont vraies. 
II n'y avait pas lieu d'introduire ces deux types de complétés en logique classique 
(bivaluée) en raison de l'équivalence : 

A m B  ssi ((A B) A (TA TB)) 

Définition VII.15 : Soit P un programme trivalué à têtes positives normalisé. Pour 
tout pré-modèle YL de la CET&), on définit l'opérateur de conséquence immédiate 
au sens de Fit ting, noté F: et defini sur les interprétations trivaluies de L sur N p a r  : 

F ~ ( I )  = { L ;  1 ,  . ) ; L(xl, ..., x,) t F(xl, ..., x,) est un axiome de P et 

vvI(F[al ,  ..., a,]) = Vrai) u 
{ ( 1 ;  a ,  . a )  ; L(xl, ..., x,) t F(xl, ..., x,) est un axiome de P et 

vv1(F[a1, ..., a,]) = Faux) 

Remarque : Pour les programmes mvalués à têtes positives "destinés" à être complétés, 
on peut adopter une convention de normalisation légèrement différente de celle de la 
définition VII.9 en ne conservant que les axiomes à tête positive; les autres n'apportent 
jamais aucune information. 

Exemple : On peut considérer que le programme normalisé de : 

{ A t B  est 
A t B  
B t Faux 



Proposition V11.14 [Del 87b, 88b, 90c, Thi 901 : Si P est un programme trivalué à 
têtes positives nonnalis6 alors, pour tour pré-modèle Ft de la CET(L) : 

M PL 
Tt.cornp(7,~) = F ~ P .  

Démonstration : Soit 1 une interprétation ttivaiuée sur Pt  et soit A un atome clos. 
- Si A E T ~ ~ ~ ~ , ~ ) ( I ) ,  il existe une instance d'axiome de P de corps F telie que vvi(F) = 

V. Donc, A E ~$1). 
M - Si TA E Tt,comp(-i,P)(I), il existe une instance d'axiome de P de corps F telle que 

wl(+) = V, soit wr(F) = F. Donc, TA E F$(I). 
L'inclusion inverse se montre de manière analogue. 

Remarque : Si P est un programme à tête positive, FLp est une application de I tn  vers 
Itn. Elle ne peut pas prendre la valeur Contra puisqu'il faudrait pour cela qu'il existe une 
interprétation 1 et une formule F pour laquelle wr(F) = F et wI(F) = V. 

Proposition VII.15 : Si P est un programme trivalué à têtes positives, le complété 
comp(7, P) est un programme trivalué consistant. 

Démonstration : En effet, pour tout pré-modèle Pt de la CET(L), T,,,?&~) = FLyp et 
d'après la remarque précédente, le plus petit point fixe de est un modèle de 
comp(7, P) sur 7%. 

Proposition VII.16 [Del 87b, 88b, 90c, Thi 901 : Soit P un programme rrivalué à têtes 
posin'ves et FZ un pré-modèle de la CET&). Alors, pour toute interprétation 1 & L sur : 

a- 1 est un modèle trivalué de comp( 1 , P)CET ssi F$(I) c 1. 

b- 1 est un modèle trivalué de comp( o , P)CET ssi F ~ ( I )  = 1. 

Démonstration : 
a- 1 est un modèle trivalué de comp( 1 , P) si et seulement si pour tout axiome de P de la 
forme p(x1, ..., x,) t F(x1, ..., x,) et tout n-uplet a l ,  ..., a, de Y% : 

w1(F[a1, ..., a,]) = V implique que (p; a l ,  ..., h) E 1 et 
vv~(-iF[al, ..., a,]) = V implique que ( lp ;  a l ,  ..., h) E 1. 
Cela revient exactement à dire que Tp(1) c 1. 

b- Démonstration analogue. 



Proposition VII.17 : Soit P un programme trivalué d têtes positives et N un pré- 
modèle de la CET(L). Alors, pour toute formule F de For(L) : 

comp( tt , P)CET b F ssi comp( 7 , P)CET I= F 
ssi comp( , p)+CET I= F+, 

Démonstration : 
Tout modèle de comp( t, , P)CET est un modèle de comp( 7 , P)Cm donc 

camp( 7 , P)CD b F implique camp( o , P ) ~ ~ ~  b F. 
Supposons maintenant que comp( t, , P) != F. 
Soit 1 un modèle de comp( 1 , P) sur N. 
Comme F:(I) c 1, on en déduit que la suite [F$]~(I) où a décrit les ordinaux est une 

suite décroissante d'interprétations de L sur N. Elle admet donc un point fixe J qui est un 
modèle de comp( H , P). 
On a donc J k F. 
On déduit donc de la monotonie de l'application w (Prop. VII.2) que 1 est un modèle de 
F. Donc, 

comp( tt , P)C" b F implique comp( 1 ,  P ) C ~  k F. 
La dernière équivalence est une application immédiate des propositions VII. 14 et VII. 15. 

O 

Remarque : La proposition précédente montre que, si les deux complétés comp( tt , P) 
et comp( 1 , P) sont différents d'un point de vue trivalué, par contre, si l'on se limite aux 
conséquences (au sens trivalué) des formules n'utilisant que des connecteurs 
bivalués, ces deux systèmes d'axiomes sont équivalents. 
Nous pensons développer cette remarque ultérieurement. Il nous semble que le cadre 
logique qui rend le mieux compte de la sémantique de Prolog peut être défini en 
"quotientant" la logique trivaluée par la relation d'équivalence : "deux formules F et G 
sont équivalentes ssi les formules monotones] conséquences (au sens trivalué) de l'une 
sont aussi conséquences de l'autre". Dans cette logique (trivaluée monotone ?), les 
complétés comp( H , P) et comp( 1 , P) d'un programme trivalué à têtes positives P 
seraient égaux. 

On peut maintenant retrouver le résultat de Kunen [Kun 87aJ. 

Théorème VII.3 : Soit P un programme trivalué à têtes positives. Alors, pour toute 
formule F de For(L) : 

si comp( u , P)CET k F alors il existe un entier n tel que F , ~ T ~  k F. 

Démonstration : Si comp( t, , P)CET b F alors comp( 1 , P)CET b F. 
Le théorème précédent montre alors qu'il existe un entier n pour lequel : 

T~cmp(y.~) Tn b F soit F , ~ T ~  k F. 

l ~ . - à - d .  pour lesquelles l'application vv est monotone. 



Théorème VII.4 : Si P un programme trivalué d têtes positives et si LK est un langage 
& Kunen alors, pour toute formule F de For(LK) : 

comp( o , P)CET b F ssi il existe un entier n tel que ~ , ~ r n  b F. 

Démonstration : Ce résultat résulte directement du théorème VII.2. 

VII.4 Complétude de la résolution SLDNF 

Kunen a démontré dans [Kun 891 un résultat de complétude de la résolution 
SLDNF pour les programmes et les buts normaux autorisés. 

Rappelons quelques définitions avant d'énoncer ce résultat. 

Définitions VII.13 : Soir L un langage du premier ordre. 
Un programme normal construit sur L est une suitefinie de règles de la forme : 

A :- Li, ..., L, (n 2 0) 
où A est un atome de L et Li, ..., L,, sont des littéraux (positifs ou négatifs) de L. 
Un but normal est représenté par : 

:- LI,  ..., (n 2 1) 
où LI, ..., L, sont des littéraux de L. 

Un programme normal est autorisé (allowed) si pour chaque règle R = A :- Li, ..., L, 
de P, toute variablefigurant dans R apparaît dans au moins un littéral positif Li de cette 
règle. 

Un but nonnal G = :- LI, ..., L,, est autorisé si toute variablefigurant dans G apparaft 
dans au moins un littéral positif L, de ce but. 

Remarque : Si P est un programme autorisé, les règles unités de P sont toutes de la 
forme A :- où A est un atome clos. 

Exemple : 

n'est pas un programme normal autorisé. 

par contre, en est un. 

Ne nous servant pas explicitement de la définition de la SLDNF, nous renvoyons 
à [Llo 871 pour cette définition (ou [Kun 891 pour une présentation particulièrement 
succincte). 



A tout programme normal P, on peut associer un programme mvalué Pl de la 
manière suivante : 

A : -L i  ,..., L,E P ssi 'd(A t L l ~ . . . ~ L , , ) ~  Pl. 

On peut également associer à tout programme normal P normalisé un programme 
dédoublé. Cette traduction a été définie dans [Gil 89, Ble 901 où elle est notée z(P*). 
Nous préférons la noter Pssrd par cohérence avec nos notations précédentes. Nous la 
définissons dans notre formalisme de la manière suivante : 

P S S I ~  = comp(1, Pt)+. 

Exemple : Soit P le programme 
A(x) :- B(x), l C ( x )  

Le résultat de complétude de [Kun 891 est le suivant : 

Théorème VII.5 : Soir P un programme normal autorisé, G = :- Li,  ..., L, un but 
normal autorisé et o une substitution des variables de G. 

- si cornp( C )  , PJCET CI (LIA ... A L)o alors o est une réponse calculée par la 
SLDNF pour P u ( G )  

- si comp( u , PL)CET k  LIA ... A l) alors P u { G )  a un arbre SLDNF 
dëchecs finis. 

Remarque : Les hypothèses sur le programme implique que dans le premier cas, o soit 
une substitution close. 

Nous pouvons déduire de ce théorème et de l'ensemble des résultats de ce chapitre un 
théorème de complétude de la SLDNF pour la traduction Pssrd d'un programme normal 
autorisé. 

Théorème VII.6 : Soit P un programme normal autorisé, G = :- Li, ..., L,, un but 
normal autorisé et o une substitution des variables de G. 

- si PssidCET k ( L ~ A  ... A &)+O alors a est une réponse calculée par la SLDNF 
pour P u ( G )  

- si PssidCET k 73(Llh ... A Ln)+ alors P u ( G J  a un arbre SLDNF d'échecs 
finis. 



Démonstration : 
En effet, si F est une formule close de L, on a : 

camp( * , pJCET b F ssi comp( -. , P,)eET k= F+ d'après la proposition 
VII.17, c'est-à-dire : 

camp( u , PJCET C F ssi P ~ ~ ~ ~ C ~  b F+. 
On peut donc appliquer le théorème VII.5. 

En conclusion : La technique de dédoublement des symboles de prédicats présente, en 
plus des avantages mentionnés dans l'introduction (rester dans le cadre de la logique 
classique, permettre des traductions axiomatiques sous forme de programmes généraux 
positifs ayant de bonnes propriétés, bonne expressivité) celui de rendre compte des 
résultats les plus intéressants obtenus en programmation logique dans le cadre de la 
logique trivaluée. 

Elle offre en particulier un outil permettant d'obtenir des caractérisations 
purement logiques de propriétés opérationnelles (et pas seulement des sémantiques de 
types ensemblistes) sans adopter pour autant une logique non classique nécessitant un 
investissement théorique important. 

Néanmoins, la logique mvaluée nous semble avoir une "sémantique apparente" 
plus satisfaisante que celle fournit par la technique de dédoublement : TA représente 
mieux et plus naturellement la négation de A que A'. La logique mvaluée peut être alors 
vue comme un cadre logique général dans lequel peut s'exprimer de manière élégante et 
uniforme tous les résultats obtenus par dédoublement des symboles de prédicats (sous 
réserve de propriétés de consistance). Nous avons déjà noté que d'autres logiques non 
classiques (la logique modale [Bal 901 ou la logique linéaire [Cer 901 par exemple) 
permettent également ce type d'approche. 



Perspectives 

Nous nous sommes proposé, au début de ce travail, d'étendre aux interpréteurs 
standards, les résultats sur la sémantique axiomatique des programmes Prolog pur évalués 
par des interpréteurs idéaux. Nous avons pour cela défini les sémantiques opérationnelles 
standard et standard finie d'un programme Prolog et décrit pour chacune d'elles une 
sémantique axiomatique associée. Nous avons montré que cette caractérisation 
axiomatique de la sémantique standard finie est correcte et complète. Ceci montre qu'il 
est possible de tenir compte des stratégies retenues lors de l'implémentation des 
interpréteurs Prolog standards sans pour autant quitter l'environnement théorique dans 
lequel les résultats classiques sur les interpréteurs idéaux ont été obtenus. Nous avons 
également défini la sémantique opérationnelle invariante finie d'un programme Prolog 
qui décrit un "noyau" calculable par tout interpréteur Prolog et nous en avons aussi donné 
une caractérisation axiomatique correcte et complète. 

Parmi les questions qui restent posées : 
- est-il possible d'obtenir une caractérisation axiomatique "simple", 

correcte et complète de la sémantique opérationnelle standard ? 
- plus généralement, étant donné un interpréteur Prolog quelconque défini 

par certaines stratégies, est-il possible de lui associer de manière simple et constructive 
une description axiomatique correcte et complète ? 

Une méthode générale associant une traduction axiomatique à un interpréteur 
permettrait d'unifier les démonstrations des chapitres III et IV. 

Les programmes Prolog que nous avons considérés sont purs en ce sens que les 
corps des clauses qui les composent ne contiennent ni littéraux négatifs, ni prédicats non 
logiques tels que CUT, VAR, ASSERT, etc. La question de savoir si les traductions 
axiomatiques que nous avons définies peuvent être étendues à des programmes plus 
généraux se pose naturellement. Elle est dans la lignée de la question initiale : prendre en 
compte les implémentations réelles des interpréteurs Prolog. 

Les sémantiques opérationnelles que nous avons envisagées sont décrites par des 
ensembles d'atomes clos. On peut détailler plus finement le comportement des 
interpréteurs Prolog à l'aide de sémantiques représentables par des ensembles d'atomes 
quelconques [Der 87, Fer 86, 87, Fa1 89a, 89b]. Est-il possible d'obtenir des résultats 
analogues à ceux de [Fal 89b] en tenant compte des implémentations particulières des 
interpréteurs Prolog ? 

Le théorème de complétude du chapitre V (et du chapitre VI1 sous sa forme 
trivaluée) a une portée qui dépasse largement les applications que nous en avons tirées. 



C'est un résultat qui relie les notions de formules calculables et de formules 
conséquences pour des classes générales de formules et de programmes dans le cadre 
de la Théorie Equatio~elle de Clark (qui constitue le cadre logique minimal qui autorise la 
procédure d'unification). Ce théorème montre que tout procédé de calcul consistant à 
effectuer un chaînage avant sur un programme général positif (resp. trivalué consistant) a 
une caractérisation logique (resp. en logique bivaluée) immédiate. On peut donc concevoir 
d'autres systèmes de programmation logique que Prolog, par exemple : un interpréteur 
trivalué fonctionnant en chaînage avant sur une partie d'un programme et utilisant la 
SLDNF sur un sous-programme autorisé ... Des extensions de la SLDNF ont été étudiées 
dans [Bar 88, Lug 881. 

D'autre part, une des conclusions de notre travail (et plus particulièrement du 
théorème de complétude) est que la Théorie Equationnelle de Clark représente le cadre 
logique le plus performant pour étudier la sémantique des programmes Prolog. Cette 
théorie a déjà été étudiée de manière très approfondie dans [Cla 78, Com 88, Kun 87a, 
87b, Mal 61, Mah 881 et il nous semble possible que les techniques utilisées dans ces 
travaux permettent d'unifier (et donc de simplifier) certaines démonstrations du chapitre 
VI. Une autre question se pose naturellement : peut-on généraliser ce théorème de 
complétude à d'autres classes de théories équationnelles (et à d'autres procédés de calculs 
que ceux basés sur l'unification) ? 

Les logiques trivaluées, linéaires, modales rendent bien comptent des problèmes 
rencontrés en programmation logique. Elles ont toutes par ailleurs une portée beaucoup 
plus générale. Nous avons établi au chapitre VI1 un lexique entre "technique de 
dédoublement des symboles de prédicats" et logique trivaluée et montré que pour ce qui 
est de l'application de la logique mvaluée à l'étude de la sémantique de Prolog, les deux 
approches sont équivalentes. Peut-on également "plonger" cette technique de 
dédoublement des symboles de prédicats dans les logiques linéaires et modales ? Ces 
logiques apportent-elles quelque chose de plus que cette technique (pour la sémantique de 
Prolog) ? Peut-on identifier la logique la mieux adaptée à la sémantique de Prolog ? 

Toutes ces questions définissent autant de prolongements possibles de notre 
travail. 
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TOWARDS THE STUDY OF AXIOMATIC SEMANTICS WITHIN LOGIC 
P R 0 G R A M . G  

The operational semantics of definite Prolog programs usually studied is suitable for 

"ideal" Prolog systems, that is which only generate fair SLD-trees and are provided with a 

breadth-first search rule. Hence, the very complete themical results obtained until now are 

not adapted to the usual standard Prolog Systems. We define new operational semantics 

adapted to standard Prolog systems or, more generally, which describe what can be 

computed whatever Prolog system is used. Next, we show that these semantics can be 

caracterized by means of systerns of axioms. These results constitute a more realistic 

version of classical results. In this work, we use a "predicates symbols doubling 

technique". We study the relationship between this technique and the three-valued logic. 

We prove completeness theorems in classical and three-valued logics for general classes 

of logic programs (including numerous axiomatic translations which occur in logic 

programming) in the frarnework of the Clark's Equational Theory. 



' 

La sémantique opbtionnelle des programmes Rolog (définis) la plus frkuem 

étudiée fait implicitement l'hypothbse que ces programmes sont évalués par 

interpréteurs idéaux (en largeur d'abord et équitables). En conséquence, les résui 

théoriques .très com lets qui ont cl&? obtenus jusqu'à présent ne s'appliquent pas 
,,LI-> { el! ,  ml*-, , ,  .- i*;,;.. . 

& f c  >{' . 
interpr&eiirs standard usuels. Nous définissons d e  nouvelles sémantiq -- . . 

opérationnelles, .adaptées aux interpréteurs standards ou plus g6néralement, diSGIiivant un 

noyau calculable quel que soit l'interpréteur envisagt. Nous montrons ensuite que ces 

sémantiques peuvent être caractérisées axiomatiquement. Ces résultats constituent donc 

une version plus réaliste et plus gknérale des résultats classiaues. Nous avons utilise, au - - 
,; .-y'!;:F? ; 

cours de cette étude, une technique de dédoublement des symboles de ô d ~  h6iiS""" ' 

avons étudié systématiquement les rapports avec la logique mvaluée. Nous avons 

également démontré des théorèmes de complétude en logiques biva1ué.e et trivaluée 

s'appliquant à des classes générales de programmes logiques (comprenant bon nombre 

des traductions axiomatiques rencontrées en programmation logique) dans le cadre de la 

Théorie Equationnelle de Clark. 
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