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Introduction

Les recherches sur la démonstration automatique de théorémes ont débutées dés
les années 30 avec les travaux de Herbrand [Her 30]. Elles se sont poursuivies a
l'intérieur de la logique mathématique jusqu'au moment oil, a la fin des années 60, les
progres de I'informatique (et plus particulierement, 'augmentation de la vitesse de calcul
et de la capacité mémoire des ordinateurs) ont permis d'implémenter efficacement les idées
dégagées lors de ces recherches ([Dav 60, Gilm 60, Pra 60, Rob 65]).

Le probléme initial de la programmation logique peut étre posé en ces termes :
concevoir un systéme informatique calculant automatiquement (et efficacement) les
conséquences (ol les conséquences ayant une forme donnée) d'un systéme d'axiomes; ce
systeme doit également permettre de décider si une formule est ou non conséquence de ce
systeme d'axiomes (au moins pour certains types de systémes d'axiomes puisque 1'on sait
que le probleéme de la décision du calcul des prédicats est indécidable).

Un tel systeme informatique constituerait un outil de programmation purement
déclarative. Kowalski [Kow 71] a remarqué qu'un algorithme est la réunion de deux
composantes disjointes :

- la partie logique qui énonce en quoi consiste le probleme 4 résoudre

- la partie controéle qui indique comment le résoudre.

Un langage de programmation purement déclarative doit alors "permettre au
programmeur de ne spécifier que le sens logique d'un algorithme, les aspects procéduraux
étant pris en charge automatiquement par le systéme de programmation logique" [Llo 87].

Prenant appui sur les travaux de Robinson sur la résolution, Colmerauer a créé
le langage Prolog ([Col 73]) dont le premier interpréteur a été implémenté en 1972 par
Roussel ([Col 73, Rou 75]).

L'idée a la base de Prolog est que la logique! a une interprétation procédurale et
peut €tre utilisée comme langage de programmation. Plus précisément :

- un programme Prolog est une conjonction de clauses définies (c'est-a-dire de
formules de la forme A & By A ...A By (n 2 0)) qui peuvent étre interprétées comme des
définitions de procédures

- un atome A peut €tre considéré comme une procédure qui indique en sortie si
A ou —A est conséquence logique du programme.

Depuis, de nombreux systémes n'utilisant qu'une partie des fonctionnalités de
Prolog (il est fréquent de ne considérer pour le traitement des Bases de Données que des
langages logiques sans symbole de fonction) ou au contraire, visant & étendre et 2
généraliser les formules a la base des programmes Prolog (en incorporant un module de
calcul algébrique, en admettant des littéraux négatifs dans les corps des clauses, en
permettant l'utilisation de "prédicats de contrdle”, ...) ont été développés. Mais la plupart
ont un noyau commun appelé Prolog pur.

La création de Prolog a ét€ le point de départ d'un nombre important de travaux
que l'on peut regrouper sous le théme : Etude de la sémantique du langage Prolog
ou plus généralement, Etude de Ia sémantique des langages a base de régles.

10u du moins une partie : 1a logique des clauses de Horn.



La sémantique de Prolog traite des problémes suivants :

- caractériser ce que calcule effectivement un interpréteur Prolog donné.

- caractériser ce que 1'on souhaite qu'un interpréteur Prolog calcule a
partir d'un programme donné (c'est-a-dire, caractériser le sens "intentionnel”
(intended meaning) d'un programme)

- définir des classes de programmes les plus générales possibles pour
lesquelles un interpréteur donné calcule effectivement ce que I'on en attend.

Cette définition est encore trés générale et regroupe des travaux trés divers suivant ce que
I'on entend par "caractériser”.

Citons en particulier, les travaux sur les sémantiques opérationnelles et
dénotationnelles de Prolog [Arb 87, Bil 88, Deb 87, Jon 84, Ric 89] dans lesquels
sont élaborées des structures mathématiques qui décrivent souvent de maniere trés précise
ce que calcule un interpréteur Prolog. Ces travaux peuvent s'appliquer aux problémes
d'implémentation, de définition de normes, aux liens avec d'autres langages de
programmation mais ces descriptions sont souvent tres éloignées de ce qui a motivé
initialement la création de Prolog : le lien conséquence logique - calcul effectf.

Nous avons choisi de placer notre travail dans le cadre plus restreint de la
sémantique logique et plus précisément, de la sémantique axiomatique de Prolog.
Nous pouvons alors préciser la définition ci-dessus.

La sémantique axiomatique de Prolog traite des problémes suivants : déterminer des
systemes d'axiomes dont les conséquences logiques (d'une certaine forme)
représentent :

- ce que calcule effectivement un interpréteur Prolog donné

- ce que I'on souhaite qu'un interpréteur Prolog calcule.

On peut noter un renversement par rapport au probléme initial posé par la programmation
logique : on cherchait a élaborer un syst¢me informatique devant calculer des
conséquences logiques et 1'on cherche maintenant a caractériser de mani€re logique ce que
calcule un systtme informatique existant. Mais il s'agit toujours d'approfondir les
rapports entre la logique et le calcul et ces études doivent permettre d'améliorer les
techniques de calcul existantes mais aussi de prendre en compte, d'un point de vue
logique, les difficultés réelles (capacité mémoire et vitesse de traitement limitées) liées &

I'implémentation.

Un assez grand nombre de travaux ont été consacrés a la sémantique axiomatique
des programmes définis (parmi les plus classiques, citons [Apt 82, Cla 78, Hil 74, Las
84, Llo 87]). Nous rappelons les principaux résultats déja obtenus et présentons un
exemple qui nous permettra d'exposer le sujet de notre travaill.

Soit P un programme Prolog (défini) ( Déf. I1.1).

Si 55{2 est le complété de Clark de P (§ I1.4) et si A est un atome clos. Alors :

11 es notations que nous utilisons ici sont définies avec précision dans le chapitre I1.
2 CET pour Clark's Equational Theory.



P = ssi unarbre SLD de racine :- A (§ IL.3) contient la
clause vide (et alors, tous la contiennent) [Apt 82]

- P%E{ =-A ssi  un arbre SLD équitable de racine :- A (§ I1.3) est
un arbre d'échecs fini (et alors, tous les arbres SLD

équitables sont aussi des arbres d'échecs fini) ([Cla
78, Jaf 83])

On conclut généralement de ces résultats que le complété de Clark d'un programme défini
est une caractérisation axiomatique exacte (correcte et compléte) de ce que calcule
un interpréteur Prolog.

Pourtant, considérons le programme propositionnel P suivant :

A:-A
{A
B:-A C

Le complété de Clark nglr de ce programme est le systéme d'axiomes :

A
Be AAC
-C

Les littéraux A et —B sont des conséquences logiques de P%EIT et pourtant un interpréteur
standard ne retournera jamais un succes pour le but :- A (car il bouclera sur la premiére
regle de P). 11 ne retournera pas non plus d'échec fini pour le but :- B pour la méme
raison.

En fait, les résultats énoncés plus haut ne s'appliquent qu'a des interpréteurs idéaux,
c'est-a-dire :

- qui explorent tous les noeuds des arbres SLD qu'ils engendrent. C'est le cas par
exemple s'ils sont dotés d'une stratégie d'exploration "en largeur d'abord"

- qui n'engendrent que des arbres SLD équitables.

Les interpréteurs standard sont dotés eux d'une stratégie d'exploration "en profondeur
d'abord” et ils engendrent des arbres SLD construits 4 l'aide de la régle qui consiste 2
sélectionner systématiquement le premier atome d'un but. L'exemple précédent montre
que ces arbres ne sont pas toujours équitables.

I peut paraitre un peu curieux que I'on se soit contenté de résultats théoriques ne
concernant que les interpréteurs idéaux. La quantité de mémoire nécessaire varie pourtant
de manicre exponentielle suivant qu'un arbre est exploré en "profondeur d'abord" ou en
"largeur d'abord", et il n'est pas envisageable pratiquement d'utiliser des interpréteurs
idéaux. Il y a 1a une difficulté réelle, liée au calcul, et qui doit étre prise en compte par la
programmation logique.

La non-équité des arbres SLD engendrés est par contre un inconvénient qui semble plus
1i€ a I'implémentation actuelle de Prolog que correspondre & un probléme insurmontable.
Les travaux de [Bek 86, Del 86, Jan 90] montrent qu'il est possible de concevoir des
"interpréteurs €quitables” moyennant une perte d'efficacité de I'ordre de 20%, ce qui est



assez raisonnable. Mais quoi qu'il en soit, ces interpréteurs ne sont pas couramment
répandus et il semble naturel d'essayer de décrire d'un point de vue logique les stratégies
de sélection d'un atome dans un but. Il est a noter d'ailleurs que ces stratégies de sélection
sont prises en compte dans bon nombre d'études sur les programmes normaux (c.-a-d.
avec des littéraux négatifs dans les corps des clauses); il est vrai que pour ce type de
programmes, la question est encore plus cruciale puisque la résolution SLDNF n'est
méme pas correcte (en général) lorsqu'un littéral négatif non clos est sélectionné.

Ce sont ces constatations qui nous ont amené a nous poser la question :

" les interpréteurs standards admettent-ils une sémantique axiomatique ? "

*
* %
L E JERBE A 2
* % %
*

Une grande partie de notre travail peut étre commentée a partir du schéma suivant :

Schéma 1 :

Programme Prolog : P (i)

Sémantique opérationnelle : Pg,, ()  Traduction axiomatique : P, (i)

PSE (vi)

(i) Les définitions permettant de décrire le fonctionnement des interpréteurs Prolog
sont données au chapitre II. Précisons que nous nous intéressons, au moins dans les six
premiers chapitres qu'a des programmes Prolog purs, c'est-a-dire dont les corps des
clauses ne contiennent que des atomes (de prédicat différent de '=") du langage du premier
ordre sous-jacent. En particulier, nous n'autorisons pas l'utilisation de la négation ni de
"prédicats" non logiques tels que : CUT, VAR, ASSERT, etc ...



(ii) La notion de sémantique opérationnelle correspond & la notion de propriétés
observables [Fal 89b], c'est-a-dire a la sélection de certaines propriéiés du comportement
opérationnels des programmes lorsqu'ils sont soumis & certains types d'interpréteurs.
Nous montrons dans le chapitre II que I'on peut définir au moins quatre sémantiques
opérationnelles pour un programme Prolog si I'on tient compte du mode d'implémentation
des interpréteurs. Toutes les sémantiques que nous envisageons dans ce travail peuvent
étre représentées par des ensembles d'atomes clos. D'autres sémantiques,
représentées par des classes d'équivalence d'ensembles d'atomes pouvant contenir des
variables, ont été étudiées par [Der 87, Fal 89a, 89b, Fer 86, Lev 90] dans le cas
d'interpréteurs idéaux. Nous prévoyons d'étendre nos travaux a ce type de sémantique
ultérieurement.

Les quatre sémantiques que nous considérons sont les suivantes :

a) La sémantique opérationnelle d'un interpréteur idéal est représentée par
les ensembles SS (Set of Success) et FF (Finite Failure set). Ce sont respectivement
les ensembles d'atomes clos pour lesquels un interpréteur idéal retourne un succés
(resp. un échec). L'exemple de programme donné ci-dessus montre qu'un atome de
SS (resp. de FF) peut ne pas retourner un succés (resp. un échec fini) pour un
interpréteur standard. Les résultats classiques ne portent que sur cette sémantique.

b) La sémantique opérationnelle d'un interpréteur standard est
représentée par les ensembles SS; (succeés standards) et FF, (échecs standards). Ce
sont respectivement les ensembles d'atomes clos pour lesquels un interpréteur
standard retourne un succes (resp. un échec).

Cette sémantique n'est pas entiérement satisfaisante d'un point de vue pratique dans
la mesure ot elle retient comme succes un atome pour lequel un interpréteur standard
retourne un succes puis boucle indéfiniment. Un tel atome n'est pas réutilisable
(sans précaution) pour définir d'autres prédicats, comme le montre I'exemple

suivant :
A Un interpréteur standard boucle
{A - A sur le but :-A
B :-A, C et sur le but :-B

Ceci nous conduit & définir 1a notion de succes standard fini.

c) La sémantique opérationnelle standard finie est représentée par les
ensembles SS¢ (succes standards finis) et FFg. Un succes standard fini est un
atome clos pour lequel un interpréteur standard retourne un succés puis s'arréte (au
bout d'un certain temps). Nous pensons que cette sémantique est la mieux adaptée,
d'un point de vue pratique, aux interpréteurs standards!.

d) La sémantique opérationnelle invariante finie est représentée par les
ensembles SS¢ (succes invariants finis) et FFy (échecs invariants finis). Ce sont
respectivement les ensembles d'atomes clos pour lesquels tout interpréteur retourne
un succes fini (resp. un échec fini). Cette sémantique est invariante par rapport a
I'ordre des régles dans le programme et par rapport a I'ordre des atomes dans
chaque clause. Elle parait bien adaptée aux calculs dans les bases de données dans la

1Sauf peut-étre, pour le traitement des processus infinis comme les systémes d'exploitations ...



mesure ol la réponse a une requéte ne doit pas dépendre de la maniére dont sont
gérés les faits et les regles dans ces bases.

Les résultats classiques de [Apt 82, Cla 78, Hil 74, Las 84, Jaf 83] montrent que la
sémantique opérationnelle idéale a une représentation axiomatique exacte. Nous nous
proposons de trouver des résultats analogues pour les trois autres sémantiques
opérationnelles.

Comme nous I'avons déja mentionné, de nombreux travaux ont €té publiés sur la
sémantique standard mais selon une approche dénotationnelle [Arb 87, Bil 88, Deb
87, Jon 84, Ric 89]. Cette sémantique a également été étudiée du point de vue de la
logique linéaire [Cer 89, 90, Reg 88] mais, & notre connaissance, uniquement pour
des programmes Prolog propositionnels!. La logique modale a aussi €t€ utilisée
pour décrire cette sémantique [Bal 90].

Le point de départ de notre travail est [Del 88a). Dans cet article, J.-P. Delahaye utilise
une technique de dédoublement des symboles de prédicats (d€ja utilisée dans des travaux
sur les paradoxes mathématiques et sémantiques [Fef 82, Gilm 74]) qui lui permet de
définir une traduction axiomatique des programmes Prolog qui constitue une
approximation de la sémantique opérationnelle standard. Nous donnons au chapitre III
une caractérisation d'une classe de programmes pour lesquels cette traduction axiomatique
représente exactement leur sémantique standard.

Le probléme qui consiste & déterminer une sémantique axiomatique équivalente a une
sémantique opérationnelle donnée peut étre décomposé en quatre étapes (voir schéma 1) :

(iii) La premiére étape consiste a définir des traductions axiomatiques Pa pour
chacune des trois sémantiques envisagées (au chapitre III pour la sémantique standard et
au chapitre IV pour les sémantiques standard finie et invariante finie) . Ces traductions se
présentent sous la forme de programmes généraux positifs (définis au chapitre I).
Leurs axiomes sont de la forme :

VA<F

ol A est un atome et F une formule positive d'un langage du premier ordre avec égalité
(c'est-a-dire dans laquelle le connecteur — ne peut s'appliquer qu'au prédicat '=").
A chacun de ces systémes d'axiomes, il est possible d'associer un opérateur de
conséquence immédiate monotone Tax défini sur le treillis des interprétations de
Herbrand du langage associé au programme (c.-a-d. les ensembles d'atomes clos).

(iv) Laseconde étape consiste a établir, pour chaque sémantique Poy, 1'égalité :
Pop = TaxTw.

ot Ta,Tw est 'ensemble obtenu par itération successive de l'opérateur Tax & partir de
I'ensemble vide. Ceci est fait au chapitre III pour la sémantique standard (pour une
certaine classe de programmes) et au chapitre IV pour les deux sémantiques finies (pour
tout programme). Cette égalité prouve d'une certaine maniére que la traduction Py est
"correcte et compléte”, mais pas encore au sens logique du terme. Nous désignerons

1Mais pouvant contenir des littéraux négatifs dans les corps des clauses.



l'inclusion Pop C TaxTo sous le terme de T sxTw-correction et l'inclusion inverse
TaxT® < Poy, sous celui de T 44 Tw-complétude.

(v) La troisiéme étape consiste & essayer de donner un sens logique a cette égalité
dans le cadre des modeles de Herbrand. Si le programme P utilise les symboles
fonctionnels et de prédicats d'un langage du premier ordre L, il semble trés naturel, au
moins du point de vue de la programmation logique, de chercher a limiter les
interprétations de Pax a celles dont le domaine est constitué par les atomes clos de L. Cette
restriction peut €tre axiomatisée et nous notons PHAi’ la réunion des axiomes de Pp, et de

ceux restreignant les interprétations de P4, aux interprétations de Herbrand de L (voir
chapitre I).

Nous n'obtenons malheureusement dans ce cadre logique que des résultats assez
décevants (voir chapitre III et IV). Plus précisément, P}j&’ n'est une caractérisation
axiomatique correcte et compléte de la sémantique opérationnelle correspondante que
lorsque Tax T est un plus petit point fixe de Tax (ce qui se produit quand Tay est
continu). C'est le cas pour les programmes propositionnels, pour les
programmes sans variable locale, pour les programmes sans occurrence
d'un symbole fonctionnel mais c'est faux dans le cas général (voir fin du chapitre
IV).

Nous retrouvons 12 en fait une situation comparable a celle que 1'on rencontre dans le cas
idéal. Si Tp est l'opérateur de conséquence immédiate usuel associé & un programme
défini P, l'ensemble Tplw n'est en général pas un point fixe de Tp (voir par exemple [Llo
87]). Le théoréme de complétude de la régle de négation par I'échec pour les programmes
définis [Jaf 83] n'a pas été obtenu dans le cadre des modeles de Herbrand, mais dans
celui de la Théorie Equationnelle de Clark.

Pour axiomatiser la restriction des interprétations de Ax aux modeles de la CET, il suffit
d'ajouter a Pa4 les axiomes restreignant les interprétations aux modeles de Herbrand de L
sauf un : I'axiome de cloture qui assure que les domaines des interprétations ne
contiennent pas d'autres éléments que les termes clos du langage L. Nous notons P(igr la
réunion de ces axiomes. Les modeles de la CET sont nettement plus complexes que les
modeles de Herbrand. En particulier, leur domaine peut contenir des éléments qui ne sont
la dénotation d'aucun terme du langage L (voir chapitre I).

(vi) La quatri¢me étape consiste donc a essayer de donner un sens logique 2 I'égalité
Pop = TaxTo dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark.

Avant de poursuivre dans cette voie, il nous faut faire un détour par la logique trivaluée, et
en particulier mentionner un théoréme €tabli par Kunen dans [Kun 87]. Dans ce résultat
(qu'il nous est impossible de détailler complétement ici : c'est fait au chapitre VII), Kunen
montre que pour certains types de programmes P (les programmes normaux), il est
possible de donner un sens logique fort a I'itéré FpTw ot F est un opérateur de
conséquence immédiate trivalué (I'opérateur de Fitting) si I'on se place a la fois dans le
cadre de la Théorie Equationnelle de Clark et dans le cadre de la logique
trivaluée.



Ce résultat nous a donné l'idée d'essayer de démontrer un résultat analogue mais
s'appliquant dans le cadre de la logique classique (bivaluée). Le théoréme que nous avons
obtenu est exposé au chapitre V. Il énonce que :
Si P est un programme général positif alors, pour toute formule positive close F,

siPET |=F alors il existe un entier n tel que TpTn = F

avec pour corollaire,

si A est un atome clos et siPCET k= A alors A e Tplo

De plus, si le langage L contient "suffisamment " de symboles de fonctions!, un résultat
de [Kun 87] permet d'obtenir les équivalences :

PCET |=F ssi il existe un entier n tel que Tp™n = F

PCET |= A gsi A e Tplo.

Ce théoreme peut alors étre appliqué a toutes les traductions axiomatiques que
nous avons définies (chapitre VI). Nous montrons que les traductions axiomatiques
standard, standard finie et invariante finie sont, dans le cadre de la CET,
des caractérisations correctes et complétes des sémantiques
opérationnelles correspondantes (avec une restriction importante en ce qui concerne
la sémantique standard).

Enongons, par exemple, un corollaire de ces résultats pour les sémantiques finies.

Soit P un programme Prolog et A un atome clos du langage sous-jacent.

a) PET = A v A" ssi I'arbre SLD standard de P U {:- A) est fini.
b) P k= A'ssi A € FF,,.

fst

c) Pcfftr '= A ssi A e SSg.

Soit P un programme Prolog et A un atome clos du langage sous-jacent.

a) PC]f':T = A v A'ssi tous les arbres SLD de P U {:- A} sont finis.
b) P°ET = A' 55i A € FFy.
c)PC%T|=AssiAe SSt.

1Plus précisément : si pour tout entier n, L contient une infinité de symboles de fonctions d'arité n. Nous
appelons langage de Kunen et nous notons Ly un tel langage

2Nous rappelons que nous avons utilisé une technique de dédoublement des symboles de prédicats pour
laquelle A' a pour sens intentionnel —A.



Ces résultats sont des corollaires immédiats du théoréme démontré au chapitre V si
le langage sous-jacent est un langage de Kunen. Mentionnons au passage qu'il est trés
naturel de considérer de tels langages en programmation logique dans la mesure ou
l'utilisateur d'un programme Prolog ou d'une base de données déductives doit pouvoir
utiliser tous les symboles fonctionnels qu'il désire pour formuler ses requétes.

Nous avons néanmoins également prouvés ces résultats sans aucune hypothése
supplémentaire sur le langage sous-jacent. Ces démonstrations, assez techniques,
occupent la majeure partie du chapitre VI.

*
* % »
* % % »
* * »
*

Nous pouvons donc répondre positivement a la question posée plus haut :

"La sémantique opérationnelle standard finie d'un programme Prolog P est équivalente a
< : : : CETw

la sémantique axiomatique P,

"La sémantique opérationnelle invariante finie d'un programme Prolog P est équivalente a

la sémantique axiomatique PC?T"

Le schéma 1 décrit la méthode que nous avons suivi au cours de ce travail. Il peut étre
redessiné différemment en tenant compte des résultats obtenus :

Schéma 2 :
P (Programme Prolog)
chainage arri€ére pour certains
types d'interpréteurs
P (Sémantique
Op opérationnelle)
Traduction '
axiomatique I _ lr;ducugn
sens logique CET iomatique
Tpdo <€ P, danslecadre
FET A ssi T. 1 de la Théorie
A =AsIA €Ty lo Equationnelle
de Clark
chainage avant

(Programme
1 Ax général
positif)
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- Les sémantiques opérationnelles Po,, considérées sont définies en prenant en compte un
interpréteur (ou une classe d'interpréteurs Prolog) fonctionnant en chainage arriére.

- La recherche d'une traduction axiomatique peut étre vue comme la recherche d'un
programme (général positif) Pa, qui calcule par "chainage avant" un ensemble T, T
égal a Pop,.

- Le théoréme du chapitre V venant alors donner (de maniére un peu miraculeuse) un sens
logique 2 TaxT®. Cest un théoréme de complétude en ce sens qu'il établit la
complétude d'un "chainage avant” pour une classe générale de programmes et de formules
conséquences par rapport a 'axiomatique Pih;r.

Deux constatations peuvent étre tirées des résultats précédents :

- Le théoréme de complétude confirme que le cadre de la Théorie Equationnelle de
Clark, qui peut sembler a priori moins naturel que celui des modeles de Herbrand, est le
mieux adapté a ces problemes de sémantiques axiomatiques.

- La technique de dédoublement des symboles de prédicats s'est révélée tres
performante. Tout en restant une technique exprimable dans la logique classique (ce qui
est un avantage important), elle est évidemment tres liée a la logique trivaluée puisqu'elle
permet de dissocier la valeur de vérité d'un atome de celle de sa négation.

*
* x »
* H N RN
* % *
*

Le chapitre VII ne se situe pas dans la lignée de la question posée plus haut. C'est
plutdt une annexe consacrée a I'étude des rapports entre la technique de dédoublement des
symboles de prédicats et la logique trivaluée. Nous établissons un "lexique" qui permet de
traduire des notions et résultats exprimés selon une des deux formes dans l'autre. Cela
nous permet, en particulier, d'énoncer un théoréme de complétude en logique
trivalué.

Un programme trivalué est un ensemble d'axiomes de la forme V(L « F) ou L est un
littéral (positif ou négatif) et F une formule quelconque bivaluée (c.-a-d. ne contenant que
des connecteurs bivalués de la logique classique) et ol le connecteur trivalué '«' a été
défini dans [Del 87c] par :

Faux si B est Vrai et A n'est pas Vrai

VW(A & B) = yrai sinon
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Si P est un programme trivalué consistant et si F est une formule close bivaluée alors :
PCET = F ssi il existe un entier n tel que TpTn = F

ou i=l signifie : "a pour conséquence au sens de la logique trivaluée".

Ce théoréme de complétude est trés général puisque la formule F est une formule
quelconque de la logique bivaluée classique. Il confirme donc que la logique trivaluée
constitue un cadre logique bien adapté a la programmation logique (comme l'avaient déja
montré les travaux de [Del 87c, Fit 85, Kun 87 et 89, Thi 90] entre autres).

Nous concluons le chapitre VII sur une traduction dédoublée du théoréme de complétude
de la résolution SLDNF pour les programmes (et les requétes) autorisées de [Kun 89].

Un théoréme équivalent a par ailleurs été démontré dans [Cer 90] en logique linéaire.
Cette traduction prolonge les résultats de [Ble 90, Gil 89] sur ce sujet.

Dépendance des chapitres

vl v 1 11

Remarques concernant la lecture de cette thése :

- Nous avons défini un nombre important de notations. Nous donnons en fin de mémoire
un index qui permet de retrouver leurs définitions.

- Les démonstrations concernant les trois sémantiques (standard, standard finie,
invariante finie) ont été rédigées de fagon a pouvoir étre lues indépendamment les unes
des autres. D'ou certaines redondances lorsqu'on lit les trois a la suite.

- Le chapitre III décrit le lien entre notre travail et I'article [Del 88a] ainsi que I'étude de la
sémantique standard (pour laquelle les résultats sont assez incomplets). Sa lecture n'est
pas indispensable & 1a compréhension de la suite.

- Les chapitres I, V et VII forment un ensemble indépendant.

- Un tableau récapitulatif (p 137) donne une vue d'ensemble sur les principales propriétés
des différentes sémantiques considérées ici.



Chapitre I :

Préliminaires logiques

Ce premier chapitre est destiné a définir les notions de logique dont nous nous
servirons par la suite et a en fixer les notations. Nous énongons également des résultats
classiques (sans démonstration) et d'autres plus spécifiques a notre travail (que nous
démontrons). On suppose connues les notions usuelles de logique du premier ordre (Cf
par exemple [Cha 73, Del 86, Pab 76, Yas 71]).

I.1 Généralités

Nous rappelons qu'un langage du premier ordre est défini par la donnée d'un
ensemble dénombrable Var de symboles de variables, d'un ensemble fini ou
dénombrable de symboles de fonctions (les constantes pourront €tre considérées comme
des fonctions d'arité 0) et d'un ensemble fini de symboles de prédicats. Un langage
du premier ordre avec égalité posséde '=" comme symbole de prédicat.

On suppose par la suite que les langages considérés contiennent au moins une
constante. Si L est un langage du premier ordre avec égalité contenant au moins une
constante a, on désigne par Vrai (resp. Faux) la formule a = a (resp. a # a).

On utilise le mot modéle d'un langage comme synonyme d'interprétation
(dans le sens usuel) de ce langage, le mot interprétation étant redéfini par la suite. Ceci
peut se justifier par le fait qu'une interprétation d'un langage est un modéle d'un ensemble
(vide) d'axiome de ce langage.

Notations :

Les langages du premier ordre seront dénotés par la lettre L éventuellement indicée.

Soit L un langage du premier ordre. On note L4 le langage possédant les mémes symboles
de fonctions (et donc de constantes) que L et qui, pour tout symbole de prédicat pde L,
posséde deux symboles de prédicats : p et p'. L4 est donc un sur-langage de L.

Si F est une formule de L dont les variables libres sont parmi {xj, ..., Xn} (ce que l'on
représente par la notation F(xy, ..., Xp)), et si U est un modele de L, la notation
u '= Fla;/xi, ..., an/Xp] (cu Y |= Flay, ..., ag] s'il n'y a pas d'ambiguité) signifie
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que la substitution (a;/x1, ..., ap/Xy,) des variables xi, ..., X, par des éléments ay, ..., a,
du domaine de W satisfait F dans U.

Soit £ un ensemble de formules de L dont les variables libres sont parmi {x;, ..., Xp} (ce
que l'on pourra représenter par X(Xy, ..., Xp)). La notation U '= X[ay, ..., ay) signifie
quepourtoutFe Z, U = Flay, ..., ap].

Si £ U {F} est un ensemble de formules closes de L, la notation =F signifie que F
est conséquence logique de X, c'est-a-dire que tout modele de X est un modele de F.

Si F est une formule de L, la cloture universelle (resp. existentielle) est notée VF
(resp. 3F).

Définition 1.1: Soit T un ensemble de formules de L dont les variables libres sont
parmi {X1i, ..., Xn} et soit W un modéle de L, on dit que W réalise T (ou que T est
satisfiable dans W) ssi il existe a,, ..., ap dans le domaine de Wl 1q
U = Slay, ..., a,].

L1.2 Treillis et opérateur

La structure algébrique de treillis a ét€ fréquemment utilisée en programmation
logique ([Apt 82], [Fit 86], [Gue 88], [Llo 87]). Nous rappelons quelques définitions et
résultats classiques.

Définition 1.2 : Un treillis complet est un ensemble ordonné (E, <) dont toute partie
X admet une borne inférieure (notée Inf(X)) et une borne supérieure (notée Sup(X)). On
note L (resp. T) la borne inférieure (resp. supérieure) de E.

Exemple : Soit A un ensemble et E = 24 I'ensemble des parties de A. Alors, (E, <) est

un treillis complet. Si X est une partie de E, alors Sup(X) = U x et Inf(X) = M x. On a
xeX xe X

doncL=CetT=A.

Définition 1.3 : Soir (E, <) un treillis complet et T : E ---> E, une application. On dit
que T est monotone si pour tous x,y € E, x <y implique T(x) < T(y). On peut définir
alors les puissances ordinales de T par :

-TTo=1

-TT(o+1) = T(TTar) pour tout ordinal o

-TTo = Sup{TTB ; B < o} pour tout ordinal limite c.

-Td0=T

- Td(a+1) = T(Tla) pour tour ordinal o

- Tdo = Inf{TIB ; B < a) pour tout ordinal limite .

Définition 1.4 : Soit E un treillis complet. Une partie X de E est dirigée (directed) si
pour tous éléments a et b de X, leur borne supérieure sup({a,b}) appartient a X.
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Définition LS : Soit (E, <) un treillis complet et T : E ---> E, une application. On dit
que T est continue si pour toute partie dirigée X de E, on a : T(sup(X)) = sup(T(X)).

Remarque : Toute application continue est monotone. La réciproque est fausse.

Définition 1.6 : Soir (E, <) un treillis complet et T : E ---> E, une application. On

appelle point fixe de T tout élément x de E tq T(x) = x. On note pppf(T) et pgpf(T)
respectivement les plus petit point fixe ez plus grand point fixe (s'ils existent) de
T.

On utilisera fréquemment les deux résultats suivants dus a2 Knaster [Kna 28] et Tarski
[Tar 55]. On peut également trouver leur démonstration dans ([Fit 86], [Gue 88], [Llo
87]).

PropoSition 1.1: Soit (E, £) un treillis complet et T : E ---> E, une application
monotone. Alors T a un plus petit point fixe et un plus grand point fixe. De plus, il existe
un plus petit ordinal o et un plus petit ordinal B tels que :

pppf(T) = TTa er pgpf(T) = TLPB.

Proposition 12 : Soit (E, <) un treillis complet et T : E ---> E, une application
continue. Alors :

pppf(T) = TTw.

1.3 Modeles de Herbrand

11 est souvent impliciterent admis en programmation logique que l'on restreint les
modeles du langage a une classe particuliere de modeles : les modéles de Herbrand.

Définitions 1.7 : Soit L un langage du premier ordre.

L'univers de Herbrand Ug (ou U s'il n'y a pas d'ambiguité) de L est I'ensemble de
tous les termes clos que l'on peut former avec les constantes (on rappelle que L est
supposé contenir au moins une constante) et les symboles de fonctions de L.

La base de Herbrand Hy (ou H s'il n'y a pas d'ambiguité) de L est l'ensemble de tous
les atomes clos qui peuvent étre formés avec les symboles de prédicats (sauf '=") de L.

Définition 1.8 : On appelle interprétation de Herbrand de L toute partie de H. Ce

sont les interprétations de L au sens classique du terme auxquelles on impose que :

- le domaine de l'interprétation soit U.

- les constantes de L soient interprétées par elles mémes

- les symboles de fonctions n-aire f soient interprétés par les fonctions de U™ a
valeurs dans U définies par :

(t1, ..., tg) > f(1y, ..., t).

- les symboles de prédicats n-aire p soient interprétés par les relations définies sur

Un par :
p(ty, ..., to) est vrai dans linterprétation si p(ty, ..., ty) lui appartient.
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Si 1 est une interprétation de Herbrand de L, il est donc équivalent d'écrire :
pty, ...ty e Ter1 = p(ty, ..., to).

Définition 1.9 : Soit S un ensemble de formules de L. Un modeéle de Herbrand de S
est une interprétation de Herbrand de L qui est un modeéle (au sens usuel) de S.

La restriction aux modeles de Herbrand peut €tre axiomatisée de la maniére suivante : soit
L' le sur-langage de L obtenu en lui adjoignant le symbole de prédicat '=' (s'il
n'appartenait pas déja a L). Les restrictions a L des modeles de L' des 9 axiomes suivants
sont les modeles de Herbrand de L (voir par exemple [She 87]).

Axiomes de la théorie de 1'égalité :

I-x=x
2-x=y=>y=x
3-x=yAy=z=x=12
4- pour tout symbole de fonction f d'arité n,
X1= Y1 A o A Xp= Y = (X1, .., Xp) = (Y1, ey Y0)
5- pour tout symbole de prédicat p d'arité n,
X1= Y1 A ... A Xp= Y = [p(X1, -.ey Xpn) = P(Y1s oo Yn))-

Interprétation libre des symboles de fonctions :

6- pour tous symboles de fonctions f et g distincts,
f(x1, <oy Xp) # (Y15 vor Ym)
7- pour tout symbole de fonction f,
f(X1, s Xn) = (Y15 «o0s Y0) = X1= Y1 A . A Xp= Yp

8- pour tout terme t comprenant la variable x et distinct de x,
t # X. (Axiome du test d'occurrence)

Axiome de cloture :

9-Vx(x=t V... vX=ty... ) ol les t; parcourent I'univers de Herbrand U.
Si le langage L contient des symboles fonctionnels d'arité 2 1 ou une infinité de

constantes, c'est une disjonction infinie. Ce n'est donc pas vraiment un axiome, au sens
strict du terme.

Remarques sur la théorie de I'égalité : Soit M un modele de la théorie de I'égalité
de domaine M et soit = l'interprétation dans M du prédicat '=". La relation =y est une

relation d'équivalence sur M (par les axiomes 1, 2 et 3). Soit M' I'ensemble quotient
M/=nm. Les interprétations des symboles fonctionnels et des prédicats "passent au

quotient” (grace aux axiomes 4 et 5). C'est-2-dire qu'a tout symbole fonctionnel f d'arité
n, on peut associer une fonction fa- de M'm & valeurs dans M' définie par :

fa (@i1/=m, ..., an/=m) = fm (a1, ..., an)/=M
(ot fpm est l'interprétation de f dans M.).
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De méme, & tout symbole de prédicat p d'arité n, on peut associer une relation py: définie
sur M™ par :

pm(@1/=M, ---» an/=M) ssi pm(ag, ..., ap).

Le modéle quotient M' ainsi défini est équivalent 8 M, c'est-a-dire qu'une formule close F
de L est satisfaite dans M ssi elle I'est dans M.

On peut donc construire, pour tout modele de la théorie de I'égalité, un modele équivalent
dans lequel le prédicat d'égalité est interprété comme l'identité. On se limitera
par la suite 8 des modeles ayant cette propriété. On les appelle parfois modeles
égalitaires ou normaux.

Notations : On note Her(L) l'ensemble constitué par ces 9 axiomes (ou schémas
d'axiomes). Les modeles de Her(L) sont exactement les modeles de Herbrand de L. Si Ax
est un ensemble de formules de L, on note AxHer = Ax U Her(L). Les modeles de AxHer
sont exactement les modeles de Herbrand de Ax.

Remarque : Si le langage L ne posséde aucune constante, il n'a aucun modéle de
Herbrand. C'est la raison pour laquelle on suppose par la suite que les langages
considérés en contiennent au moins une.

L'importance des modeéles de Herbrand apparait lorsque I'on s'intéresse a la satisfiabilité
d'ensembles de clauses :

Définition 1.10 : Un littéral esr un atome ou la négation d'un atome.

Définitions L.11 : Une clause est une formule de la forme :
Vxy...Vx, (Ly v... vLy)
ou chaque L; est un lintéral et ou les x; sont les variables apparaissant dans les littéraux L.
Une clause définie est une clause qui ne contient qu'un seul littéral positif.
Une clause unité est une clause définie qui ne contient aucun littéral négatif.
Une clause de Horn est une clause qui contient au plus un littéral positif.
Un but défini est une clause qui ne contient aucun littéral positif.
Un programme défini est un ensemble de clauses définies.

Théoreme 1.1 : Soit S un ensemble de clauses.
S a un modeéle ssi S a un modéle de Herbrand.
S est insatisfiable ssi S n'a pas de modéle de Herbrand.

Démonstration : voir [Llo 87] par exemple. O

Mais si I'on ne suppose plus que S est un ensemble de clauses, ce résultat est faux en
général comme le montre I'exemple suivant [Llo 87].

Soit S = {p(a), 3x = p(x)}. S n'a pas de modele de Herbrand si L ne contient que la
constante a. Et pourtant, S est satisfiable.

Les notions de "formule vraie dans tous les modeéles de Herbrand de S" et de "formule
vraie dans tous les modeles de S" ne coincident donc plus.
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En fait, la plupart des syst¢mes d'axiomes que nous aurons & considérer sont constitués
de formules non clausales et nous ne pourrons pas nous limiter aux modeles de Herbrand.
Un autre cadre tout aussi naturel en programmation logique et moins restrictif est constitué
par la Théorie Equationnelle de Clark [Cla 78].

I.4 Théorie équationnelle de Clark

On obtient la Théorie Equationnelle de Clark a partir des axiomes définissant les
modeles de Herbrand en supprimant 1'axiome de cloture.

Définition 1.12 [Cla 78] : On appelle Théorie Equationnelle de Clark du langage

L la théorie notée CET(L)!, obtenue en ajoutant éventuellement a L le symbole de
prédicat '=' et constituée par l'ensemble des axiomes (ou schémas d’axiomes) de la
théorie de l'égalité et de l'interprération libre des symboles de fonctions (Axiomes
numérotés de 1 a 8, §1.3).

Notation : Si Ax est un ensemble de formules de L, on note :
AxCET = Ax U CET(L).

Remarque : Les modeles de Herbrand de L (resp. de Ax) sont donc des modeles de la
CET(L) (resp. de AxCET). Mais les domaines des modeles de la CET(L) peuvent contenir

des €léments qui ne sont pas des dénotations de termes du langage L, ce qui est proscrit
pour les modéles de Herbrand par I'axiome de cloture.

Définitions 1.13 : Soit L un langage du premier ordre avec égalité, comprenant au
moins une constante et soit L' le sous-langage de L possédant les mémes constantes et
symboles fonctionnels que L mais dont le seul symbole de prédicat est'='.

On appelle pré-modele de la CET(L) rout modéle de la CET(L").

On appelle formule équationnelle de L toute formule de L'

Remarque : On utilise la notion de pré-modele lorsque l'on souhaite ne fixer que
I'interprétation des termes du langage et de 1'égalité a I'exception des autres prédicats.

Tout modele de la CET(L) définit de maniére canonique un pré-modele unique de la
CET(L).

Définition 1.14 : On appelle pré-modele standard de la CET(L), le pré-modéle

construit sur l'univers de Herbrand de L dans lequel, les fonctions et le prédicat '=' ont
leur interprétation canonique.

Notation : On notera U (ou U s'il n'y a pas d'ambiguité) le pré-modele standard de la
CET(L).

1pour Clark's Equational Theory.
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Définition 1.15 : Si ™M est un pré-modeéle de la CET(L), on note U™ le domaine de M.
et H™ I'ensemble {(p; a1, ..., Qp) ; oul p est un symbole de prédicat n-aire de L et ou
Q, ..., O, sont des éléments de U},

L'exposant M sera omis dans le cas du pré-modéle standard et l'ensemble H sera identifié
a la base de Herbrand de L c.-a-d. H = {p(1y, ..., t,) ou p est un symbole de prédicat n-
airedeL etonty, .., t,e U}

On peut montrer [Llo 87, ex 10, p 107] que tout pré-modele de la CET(L) contient une
copie isomorphe de U. On peut donc ne considérer que les pré-modeles de la CET(L) qui
sont des extensions de U.

Exemples :
1. Une situation classique en programmation logique [She 87] conduit a considérer
I'axiome Ax suivant :

Vx(p(x) < Jy(x = s(y) A p(y)))
ou le langage sous-jacent L ne contient qu'une seule constante 'a’ et 's' pour seul symbole
fonctionnel.

Le systéme Ax U {3xp(x)} n'a pas de modele de Herbrand.
En effet, soit M un modele de Herbrand et n le plus petit entier tel que :
M = p(sn(a))
L'axiome Ax montre alors que I'on devrait alors avoir :
M k= 3y(sn(a) = s(y) A py))
et comme s™(a) = s(y) implique que y =s™1(a) (etn=>1):
M = p(s™i(a)

ce qui est contradictoire.

Soit L le sur-langage de L obtenu en lui adjoignant une nouvelle constante 'c' et un
nouveau symbole fonctionnel 1-aire 'g'. Soit U™ l'ensemble quotient U;/=; ol Uj est
l'univers de Herbrand associé a L et ol = est la relation d'équivalence engendrée par les
égalités t = s(g(1)) pour tout terme t possédant une occurrence de 'c'.

L'interprétation standard des termes de L dans son univers de Herbrand se prolonge
naturellement & U et définit un pré-modeéle de la CET(L).

L' axiome du "test d'occurrence” : t # x est bien respecté puisqu'il ne s'applique qu'a des
termes de L, c'est-a-dire, ne contenant pas d'occurrence de 'c' ni de 'g'.

Si maintenant, on interprete dans M le prédicat p par la relation :

p(t) est vrai ssi t contient une occurrence de 'c',

on obtient un modele de Ax U {3xp(x)}.

On peut d'ailleurs remarquer que Ax U {3xp(x)} n'a pas de modeéle de Herbrand,
quelque soit le langage sous-jacent envisagé.

On voit bien sur cet exemple que le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark est trés
nettement moins restrictif que celui des modeles de Herbrand.
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2. On peut également remarquer que chaque fois que le langage initial L est plongé dans
un sur-langage L1, le plongement canonique de I'interprétation de Herbrand des symboles
fonctionnels de L a I'univers de Herbrand de L, fournit un pré-modele de 1a CET(L).

Remarque : Si le langage L est quelconque, la CET(L) n'est en général pas complete. 11
existe des formules équationnelles F de L indécidables (vraies dans un pré-modele de la
CET(L) et fausses dans un autre).

Exemple : Soit F la formule : Vxy(x = y).

F est vraie dans le pré-modele standard de la CET(L) si L ne contient qu'une constante et
fausse dans tout pré-modéle contenant au moins deux éléments.

Par contre, la CET(L) est compléte si le langage L contient suffisamment de symboles de
fonctions. Le résultat suivant est di 2 Kunen [Kun 87a].

Théoréme 1.2 : Si le langage L contient une infinité de symboles de fonctions d’arité n
pour tout entier n, alors la CET(L) est compléte. En particulier, une formule F est
conséquence de la CET(L) ssi elle est vraie dans son pré-modéle standard.

Définition 1.16 : On appelle par la suite langage de Kunen tout langage du premier
ordre vérifiant les hypothéses du théoréme précédent.

Notation : On notera généralement les langages de Kunen : Ly

Définition 1.17 : Soit M un pré-modeéle de la CET(L). On appelle interprétation de
L sur M route partie de H™.

Proposition 1.3 : L'ensemble des interprétations de L sur M. muni de la relation
d'inclusion forme un treillis complet.

Démonstration : Immédiat puisque I'ensemble des interprétations est égal a I'ensemble
des parties de H™.

O

Nous montrons dans la proposition suivante qu'une interprétation (suivant la définition
1.17) définit un modele de la CET(L) et réciproquement. Nous avons choisi de représenter
les interprétations de la CET(L) comme des parties de H™ de fagon a prolonger le
formalisme utilisé habituellement pour les modeles de Herbrand. Cela permettra en
particulier de définir la notion d'opérateur de conséquence immédiate sur I'ensemble des
interprétations de la CET(L) de maniére analogue a la définition classique souvent
restreinte aux interprétations de Herbrand.
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Proposition 1.4 : Soit L un langage du premier ordre, M un pré-modetle de la CET(L),
soit Modp I'ensemble des modeéles de la CET(L) de pré-modele M et soit Im I'ensemble
des interprétations de L sur M.
L'application :

Modpm -—> In

N > (P 0y, s @) ;N = plO, ey Gm])
est une bijection.

Notation : On notera M (ou plus simplement I, s'il n'y a pas d'ambiguité) le modele de
la CET(L) associé a l'interprétation 1.

Remarque : Soit Ax un ensemble de formules du langage L. Les univers de Herbrand de
AXCET et de la CET(L) sont les mémes. Comme on se limite aux modéles de la CET(L)
qui sont des extensions du pré-modéle standard U, on peut ne considérer que les
interprétations de AxCET qui sont des extensions de U.

1.S Programmes généraux

La notion de programme logique se réfere certains types d'axiomes dont les plus généraux
(du moins si I'on reste dans le cadre de la logique classique bivaluée) ont été désignés
dans [Llo 87] sous le terme de programmes généraux.

Définition 1.1.18 : On appelle programme général tout systéme fini d'axiomes P
de la forme V(A < F) ou A est un atome (dont le prédicat est distinct de '=") et F est une
formule d'un langage du premier ordre L. L'atome A est appelé 1a téte et la formule F le
corps de l'axiome V(A < F).

Lorsque l'on donnera des exemples de programmes généraux, le quantificateur V sera
souvent sous-entendu.

Les programmes définis (Cf définition 1.11) et les programmes normaux (dont les corps
sont des conjonctions de littéraux positifs ou négatifs) sont des cas particuliers de
programmes généraux.

Nous montrons dans les propositions suivantes que l'on peut supposer sans perte de
généralité qu'un programme général est normalisé, c'est-a-dire que :

- toute téte d'axiome de P est de la forme p(xy, ..., Xp) ol p est un symbole de
prédicat (distinct de '=") et ol Xy, ..., Xp sont des variables de L

- tout symbole de prédicat (distinct de '=") apparait en té€te d'une régle et d'une
seule.

Remarque : L'hypothése faite au paragraphe 1.1 selon laquelle un langage du premier
ordre ne contient qu'un nombre fini de symboles de prédicats garantit qu'un programme
général normalisé ne contient qu'un nombre fini d'axiomes.
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Définition 1.19 : Si P est un programme général normalisé et p un symbole de prédicat
de L, on appelle axiome définissant p le seul axiome de P dont le prédicat de téte est
p.

Définition 1.20 : Erant données m formules Hy, ..., Hy, ot chaque B, est de la forme
p(tii ..., tni) & F; et p est un symbole de prédicat n-aire, on appelle forme normale
des formules Hy, ..., By, la formule suivante :

p(X1, .- X)) =Gy v ...vGp
ou G; est la formule :

Ay 3ypX1=tiAAXn=thiAF

ou les y; sont les variables libres figurant dans les termes t;; et dans la formule F; et onl les
x; sont de nouvelles variables.

Proposition 1.5 : Si Hyorm est la forme normale des formules Hy, ..., Hy alors les
clétures universelles de Hnom €t de Hy A ...A Hp, sont équivalentes pour la CET(L),
c'est-a-dire que :

CET(L) = VHnom < VHi A ...A VH,.

Démonstration : Soit M un modele de la CET(L).
- Supposons que M |= VHNorm-
Soitie {1, ..., m} et supposons que :

M k= FiB1, ....By)
ou By, BP; est une assignation des variables y1, ..., yp, dans M.
On a alors :

™M '= Gi[(l1, ...,an]
ol o, = t;5[B1, ""BPi] et comme M est un modele de VHNorm,

M l= p[al’ --'san]
soit :

M = pw oo tadIB1 - Bpl)-

M est donc un modele de VH; et ceci étant vrai pour tout entieri € {1, ..., m}, M estun
modele de VH; A ...A VH,,,.

- Supposons que M =VH; A ...A VHp.
Soitie {1, ..., m}et a, ...,05 une assignation des variables xj, ...,x, telle que :
M l= Gi[og, ..., 0p].
On a alors :
M % 3 Y1 ...3 ¥p, U =4giA .. A0 =1piA F;.
Soit By, ...,Bp, une assignation des variables y1, ..., yp, dans M pour laquelle :

M F o) = ty,i{B1, “"Bpi] A oA O =t ...,ﬁpi] A Fi[B1, ”"Bpi]'
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Ona:
M = Pt o (B, - Bp)]
puisque M est un modele de VH; et donc :
M i= play, ...,04].
M est donc un modele de VHNom.

O

Définition 1.21 : Soit P un programme général. On appelle programme général
normalisé associé a P, le programme Pnorm formé a partir de P en remplagant tous les
sous-ensembles d'axiomes de P de méme prédicat de 1éte par leur forme normale et en
introduisant pour chaque prédicat p de L ne figurant pas en téte d'un axiome de P
I'axiome V (p(Xy, ...,X,)) < Faux.

Exemple : Soit P le programme :

p(a)
(s(x)) & p(x)

et supposons que le langage L contienne un autre prédicat 1-aire q.
Le programme général normalisé associé a P est alors le programme :

p(x) & x =a v Jy(x = s(y) A p(y))

P
Norm {q(x) & Faux

Proposition 1.6 : Soit P un programme général et Pnorm le programme général
normalisé associé a P. Alors P et Pnomm sont équivalents pour la CET(L), c'est-a-dire que

tout modéle de la CET(L) qui est un modéle de P est également un modéle de Pnorm, €t
réciproquement.

Démonstration : Les axiomes de la forme V(p(xy, ...,x,)) & Faux sont des tautologies.
Cette proposition est donc un corollaire de la proposition précédente.

O

Il est naturel en programmation logique d'associer 2 un programme général P un
opérateur Tp défini sur le treillis des interprétations de Herbrand du langage sous-jacent au
programme ([Apt 82, 88, Del 87b, 88, Emd 76, Fer 86, Fit 85, Jaf 83, Las 84, Llo 87,
Mah 86, Myc 84, She 87]). Informellement, si I est une interprétation de Herbrand, Tp(I)
est 'ensemble des atomes clos que I'on peut déduire du programme P en utilisant un et un
seul axiome de P a partir de 1. Cet opérateur est habituellement appelé "opérateur de
conséquence immédiate associé @ P". La notion de chainage avant peut alors étre
exprimée en itérant 'opérateur Tp & partir de l'interprétation vide :

Un atome clos A est déduit de P par chainage avant si et seulement si il existe un
entier n tel que A appartienne a (Tp)® (D).

Ou bien, en utilisant les notations définies au paragraphe 1.2 :
A est déduit de P par chainage avant ssi A € TpTw.
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On voit donc que I'ensemble TpTw a une signification opérationnelle naturelle.

Cette notion d'opérateur de conséquence immédiate a également €té €tendue au treillis des

interprétations de L sur un pré-modele de la CET(L) (voir par exemple [Llo 87]). Nous en
donnons la définition ci-dessous.

Définition 1.22 : Si M est un pré-modéle de la CET(L), on note T’;} (ou seulement T™
s'il n"y a pas d'ambiguité) V'opérateur de conséquence immédiate associé au
programme général normalisé P défini sur le treillis des interprétations de L sur M
(I'exposant M est omis lorsqu'il s'agit du pré-modéle standard W ). Cet opérateur est

défini par :

(p; &1, ..., Om) € TH(I) ssi p(X1, -..r Xm) & F(X1, ..., Xm) €St un axiome de P et
My = Flog, ...y O]

La notion de modele peut €tre caractérisée a l'aide de 'opérateur de conséquence
immédiate :

Proposition 1.7 : Soit P un programme général normalisé et soit 1 une interprétation de
L sur le pré-modéle M de la CET(L). Alors,
1 est un modélede P ssi TM(I)c L

Démonstration : Soit p(xy, ..., Xm) & F(x1, ..., Xm) un axiome de P.

I est un modele de cet axiome ssi pour tous o, ..., 0ty € U,

SiM; ‘= Floy, ..., o] alors Mg ‘= pla, ..., O] c.-a-d. (p; a1, ..., Oy) € L.

Et comme M, '= Fla, ..., 0] ssi (p; &, ..., ay) € TM(I), on en déduit que I est un
modele de cet axiome ssi M) c 1.

O

Notation : Soit P un programme général normalisé, M un pré-modele de la CET(L) et n
un entier. On notera M, le modele de 1a CET(L) associé a l'interprétation TMTn (voir
proposition 1.4).

Exemple : Soit P le programme :
{p(x) = x=av3Iyx=s(y) A p®y))
q(x) & Faux

et considérons l'opérateur de conséquence immédiate Tp défini sur le treillis des
interprétations standard.

TpTl = {p(a)} et donc U, '= p(a).

Les programmes généraux que nous étudierons par la suite ont une particularité
importante : le corps de leurs axiomes sont des formules positives, suivant la définition
que nous en donnons ci-dessous.



24

Définitions 1.23 :

i) On appelle formule positive de L, toute formule construite inductivement a partir des
régles suivantes :

a) F est une formule équationnelle de L
b) F est un atome

¢)F=G vHouF=GAHouG et H sont des formules positives.
d) F = VxG ou F = 3xG ou G est une formule positive.
ii) On appelle formule négative de L, toute formule ¥ 1q —F soit positive.

Exemple : x # a A Vy(x # s(y) v p(y)) est une formule positive.

Remarque : Une formule positive est donc une formule telle que le connecteur — ne
puisse s'appliquer (apres simplifications éventuelles) qu'au prédicat '='.

Définition 1.24 : Si les prémisses des axiomes d'un programme général P sont des
formules positives, on dit que P est un programme général positif.

La propriété des programmes généraux positifs qui nous servira le plus est que les
opérateurs de conséquences immédiates qui leur sont associés sont monotones, ainsi que
le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 1.8 : Soit M un pré-modéle de la CET(L)
a) Si F est une formule positive et si 1 et J sont deux interprétations de L sur M telles que :
1, alors:

My = Fimplique M; = F.
b) Si P est un programme général positif normalisé alors, l'opérateur de conséquence
immédiate T™ est monotone. En particulier, la suite (T Tn)pe o €57 Croissante.

Démonstration :
a) La démonstration est immédiate par récurrence sur la complexité de la formule F.

b) Soient I et J deux interprétations de L sur M telles que I < J. Il faut démontrer que
T™MA) < TP (J). Soit (p; Ay, ..., 0ty) € TT(I) et soit p(xy, ..., Xm) & F(X1, .oy Xm)
I'axiome de P correspondant.

OnaM; |= Fl[a,, ..., 0] et comme F est positive, M ; l= Fla4, ..., a;] d'ob l'on
déduit que (p; Ay, ..., 0y) € TH(QJ).

Comme TM 710 = @ < TMT1, on en déduit par récurrence sur n que la suite (TN Tn)ye
est croissante.

O

La monotonie de l'opérateur T™ a pour conséquence une propriété de "monotonie
logique"” : une formule positive déduite a4 une certaine étape du calcul est déduite
définitivement.
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Proposition 1.9 : Soit P un programme général normalisé. Si l'opérateur T™ est
monotone alors, pour tous les entiers m et n tels que m<n :
a) Si F est une formule positive alors :

Mn l= F implique M, }= F.
b) Si F est une formule négative alors :

M., = Fimplique M., = F.

Démonstration :

a) En effet, si T™ est monotone, TMTm < T™Tn. On peut donc appliquer la proposition
précédente.

b) [Mn = Fimplique que Mm = F] équivaut 2 [My = —F implique que M, = —F]
et —F est une formule positive. On peut donc appliquer le a).

O



Chapitre 1I :

Préliminaires a propos du langage
Prolog

Nous commengons par donner dans ce chapitre (§ 1, 2 et 3) les définitions
permettant de décrire le fonctionnement des interpréteurs Prolog. Elles concernent
essentiellement les notions d'unification et de résolution SLD. Nous montrons
ensuite (§ 4) qu'il est non seulement possible mais aussi trés naturel, si 1'on prend en
compte les implémentations réelles des interpréteurs Prolog, de définir d'autres
sémantiques opérationnelles pour un programme Prolog que celle envisagée
habituellement. Le but de ce travail étant de caractériser de maniére axiomatique ces
nouvelles sémantiques, nous concluons ce chapitre en rappelant les résultats (tres
classiques pour certains, moins pour d'autres) déja obtenus a ce sujet.

II.1 Programmes Prolog et langages du premier ordre

Les programmes logiques (et Prolog en particulier) sont souvent définis comme
des systemes d'axiomes d'un calcul des prédicats du premier ordre. La sémantique
procédurale qui leur est associée est pourtant souvent trés différente de leur sémantique
logique. Nous préférons, pour marquer cette différence, introduire les définitions
suivantes :

Définitions I1.1 : Soir L un langage du premier ordre.
Un programme Prolog est une suite finie de régles Prolog.
Une régle Prolog est une suite finie de la forme :

A:Bi,....,Bpn (020)
ou ":-' est un symbole n'appartenant pas au langage L et A, By, ..., By, sont des formules

atomiques (ou atomes) de L dont le prédicat est différent de '='.
Sin =0, larégle est simplement notée A et est appelée regle unité.
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Un but est une suite finie de la forme :
- By, .., By  (n20)

ou les B; sont des atomes dont le prédicat est différent de '='.

La définition que nous donnons correspond a ce qui est généralement appelé
"programme Prolog défini pur"”. En particulier, nous n'autorisons pas l'utilisation
du CUT, de la négation ni de prédicats "non logiques" tels VAR, ASSERT, ...

Définition I1.2 : On appelle variable locale d'une régle Prolog A :- By, ..., B, toute
variable figurant dans un des atomes By, ..., By, et ne figurant pas dans A.

Un programme Prolog sans variable locale est alors un programme Prolog dont
aucune régle ne posséde de variable locale.

I1.2 Unification

Nous rappelons quelques définitions et résultats sur la notion d'unification [Rob
65] qui est le mécanisme uniforme utilisé en programmation logique pour effectuer les
passages de parametres [Llo 87].

Soit L un langage du premier ordre. Notons Vi (resp. Tp) I'ensemble des variables (resp.
des termes) de L.

Définitions I1.3 : Une substitution est une application © : Vp ---> Ty dont le
domaine Dom(8) = {x / 6(x) # x}est fini.

On utilisera la notation 8 = (X1\r1, ..., Xp\rq) ot Dom(8) = {x,, ..., X4} et 1; = 6(Xx;) pour
ie {1, ..., n}.

On note Im(8) = 6(Dom(8)).

La substitution © est close si pour tout x € Dom(0), 6(x) est un terme clos.

La composition des substitutions est définie de maniére standard et induit un pré-ordre sur
I'ensemble des substitutions :

as<P ssi dy/B=ay
Si o < B on dit que a est plus générale que P.
Exemple : (x\s(y)) < (x\s2(a)).

Notation : Si E est une expression (c'est-a-dire un terme, une formule sans
quantificateur, une régle Prolog ou un n-uplet d'expressions) et si © est une substitution,
on note EB I'expression obtenue en remplagant simultanément les variables figurant dans
E par leur image par 6.
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Exemple : Si E = {p(s(x)), p(sX(y))} et si 8 = (x\s(a), y\a), alors EO = {p(s2(a))}.

Définition I1.4 : Soit E une expression. Une substitution © est une substitution de
renommage pourE si :

- B est @ valeurs dans Vi,

- 0 est injective

- (Var(E) \ Dom(0)) N Im(8) = @ ou Var(E) désigne l'ensemble des variables figurant
dans E.

Définition I1.5 : Deux expressions E et F sont des variantes s'il existe des
substitutions o et P telles que : Ea =F et Fp = E.

Dans ce cas, o (resp. B) est une substitution de renommage pour E (resp. pour F). On dit
également que les expressions E et F sont égales au renommage des variables prés. Ceci
définit une relation d'équivalence sur I'ensemble des expressions.

Exemples :
- p(x) et p(y) sont des vanantes
- p(x,x) et p(x,y) n'en sont pas

La notion d'unification a été définie par Herbrand [Her 30] et redécouverte par
Robinson [Rob 65].

Définition I1.6 : Deux expressions E et F sont unifiables s'il existe une substitution 0
telle que EO = FB. On dit alors que O est un unificateur de E et F. D'une maniére plus
générale, si S est un ensemble d'expressions, on appelle unificateur de S, toute
substitution 0 telle que SO soit un singleton. Si de plus, © est minimum (parmi les

unificateurs), on dit que 6 est un unificateur le plus général (upg len abrégé) de S.
Exemple : p(f(x), g(y)) et p(y, g(f(a)) sont unifiables et 6 = (x\a,y\f(a)) est un upg.

Les upg sont uniques modulo une substitution de renommage. Si 6 est un upg de S et si

o est un unificateur de S alors il existe une substitution P telle que o = 63 ([Llo 87] par
exemple).

L'algorithme d'unification défini dans [Rob 65, Llo 87] prend en entrée un ensemble fini
d'expressions simples (c'est-a-dire de termes ou d'atomes) et rend en sortie un upg si
I'ensemble est unifiable. Sinon, il mentionne que I'ensemble n'est pas unifiable. De plus,
si 8 est I'upg de l'ensemble d'expressions {Ei, ..., E;} fourni par l'algorithme
d'unification, l'ensemble Var(Im(0)) est contenu dans l'ensemble des variables des
expressions E,, ..., E;. Cest-a-dire que l'algorithme d'unification n'introduit pas de
nouvelles variables par rapport a celles figurant déja dans les expressions a unifier. Sauf
mention contraire, nous supposerons que tous les upg considérés vérifient cette propriété.

Clark a démontré [Cla 78] que la CET(L) est complete pour I'unification.

lou mgu en anglais, pour "most general unifier”
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Proposition IL.1: Soient E et F deux expressions simples d'un langage L.
a) Si E et F sont unifiables, alors CET(L) = 3(E = F).
b) Si E et F ne sont pas unifiables, alors CET(L) |= V(E # F).

Dans le cas ol E et F sont unifiables, on a méme le résultat plus précis suivant.

Proposition IL.2 : Soir 6 = (x;\rq, ..., X,\tn) l'upg de E et F calculé par I'algorithme
d'unification. Alors :

CET(L) k= V(E =F & X1=11 A ... A Xg=Ty).
Si I'on rapproche ce résultat du théoréme 1.2, on obtient :

Théoréme II.1 [Kun 87a) : Si Lk est un langage de Kunen, alors la CET(Ly) est
compléte et décidable.

C'est-a-dire qu'une formule équationnelle de Ly est conséquence logique de la CET(Ly)
ssi elle est vraie dans le pré-modeéle standard U de la CET(Ly) et qu'il existe un algorithme
permettant de décider si une formule équationnelle est vraie dans U.

Notations : Nous utiliserons fréquemment les notations suivantes afin de rendre
certaines démonstrations plus lisibles : si s (resp. t, resp. x, resp. a) désignent le n-uplet
de termes (s, ..., 8p) (resp. de termes (ty, ..., ty), resp. de variables (x3, ..., Xp), resp.

d'éléments (ay, ..., a;) du domaine d'un modele M de L), on note :
s=1tla formule sy =t A...A Sy =1y,
s#tlaformulesy#tyv...vsp#ty

[x\a] I'assignation dans M [x;\aj, ..., Xp\ap].
Nous utiliserons plusieurs fois les deux lemmes suivants :

Lemme I1.1 : Soient s et t deux n-uplets de termes et F une formule sans quantificateur.
Alors :
a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors,
CET(L) EV(s=tvF)
CET(L) =-3(s=tAF)
b) Si les n-uplets t er s sont unifiables avec l'upg 0 (calculé par I'algorithme d'unification)
alors,
CET(L) = V(s #tv F) & VF.
CET(L) k= 3(s =t A F) & 3F6.

Démonstration :
a) Puisque la CET(L) est compléte pour l'unification (Prop. 11.1),
CETL) = v(s=t)
et en particulier,
CET(L) k= V(s#t v F).
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On remarque que —3(s = t A F) est équivalent a V(s # t v —F) et I'on peut appliquer la
premiére partie.

b) Soit 8 = (x; \ 11, ..., Xp \ 1p) O les variables x; et celles des termes 1; figurent dans les
termes t; et s;. La proposition I1.2 montre que :
CET(L) E=V(s=tex=r)

On a également :

CETL) EVs#tvR & Vis=t=F
soit :

CETL) EVs#tvF) o V(ix=r=F)
et comme V(x = r = F) & VF0 est universellement valide, on en déduit que :

CET(L) E=V(s#tv F) & VF0.

La deuxiéme partie se montre de mani¢re analogue.

O

Lemme IL.2 : Soient s et t deux n-uplets de termes unifiables et soit 6 = (x1\ry, ...,
XpNp) leur upg (calculé par l'algorithme d'unification). Soit V = {X1, ..., Xq} un ensemble
de variables contenant les variables des termes s; et t; et soit [x\a] une assignation des
variables de V dans un pré-modéle M de la CET(L) telle que :

M k= (s =t)[x\a].
Alors :
a) Pour toute variable x;de V, on a : xj6[x\a] = a.
b) Plus généralement, pour toute expression simple (n-uplet de termes ou formule sans
quantificateur) E ne comportant que des variables de V,on a :

EO[x\a] = E[x\a] si E esr un terme ou un n-uplet de termes.
™M F= EO[x\a] & E[x\a] si E est une formule.

Démonstration :
a) Si x; € Dom(8), on a x;8 = x; et donc x;0[x\a] = a;.
Sinon, comme CET(L) |= V(s =t & X; =TI A...A Xp=T1p) et d'apres I'hypothése sur
l'assignation des variables de V, on a en particulier : M |= (x; =rplx\a], soit :

M = &xj=x9)xa]
et comme 1'égalité est interprétée dans M comme l'identité, on a bien :

Xje[X\a] = a;.

b) Immédiat d'apres le a) et la définition de E6.
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I1.3 Résolution SLD

La notion de résolution SLD! [Apt 82, Hil 74, Kow 71] est fondée sur le principe
de résolution de Robinson [Rob 65] appliqué aux clauses définies (c.-a-d. aux regles de la
forme de celles d'un programme Prolog).

Définition I1.7 : Soit P un programme Prolog, soit G = :- Ay, Ay, ..., Aqun but et
C =B :- By, Bs,..., Bhune variante d'une régle de P telle que C et G n'aient pas de
variable commune. Supposons que B et Ay, soient unifiables et soit © leur upg.

On dit que le but G' = :- (A1, Az, ..., Am-1> Biseeos Bny Apst, -y Ag)0 est dérivable a
partir de G en dérivant le m-iéme atome par la régle C, ce que l'on note par :

8 . GC"""E Gn abeC 6 - el...en.

Si Gy, est vide, on dit que la dérivation  réussit. On appelle une telle dérivation une
réfutation pour P U {Gg}. La restriction de 8 aux variables de G s'appelle alors une
réponse calculée pour P U {Gp}.

Si l'atome sélectionné dans Gy, ne s'unifie avec aucune téte de régle de P, on dit que la
dérivation & échoue.

Exemple : Soit P le programme Prolog
A(x) ;- Bx),Cx) C;
B(f(x)) :- B(x) C
B(a) Cs3
C(@a) Cs

Dans les dérivations suivantes, I'atome sélectionné est souligné€.
u
-AX) - > - B(x),C(x) -(}C-\?; -C@) - > &
3

est une dérivation réussie dont la réponse calculée est (x\a).

1pour résolution Linéaire avec fonction de Sélection appliquée aux clauses Définies.
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FAK) -S> SBm),.Coo BN py).che)

est une dérivation qui échoue.

Définition IL.8 : On appelle arbre de dérivation SLD de racine G pour le
programme P tout arbre dont les noeuds sont des couples (G,m) ou G est un but et m un
entier vérifiant :

1. la racine est (Gg,r)

2. 5i (G',m) est un fils de (G,m) alors G' est dérivable a partir de G en dérivant le
m-iéme atome de G par une régle de P.

3. pour toute régle permettant de dériver le m-iéme atome de G, le noeud (G,m) a
un fils correspondant; les différents fils étant ordonnés comme les régles utilisées pour les
obtenir.

Lorsque G est la liste vide, le couple (G,0) est noté & et appelé clause vide.

Nous supposerons dans la suite qu'un interpréteur Prolog (fonctionnant en
chainage arriere) peut étre déterminé par :

- une stratégie de choix des coefficients m (choix d'un atome dans chaque liste)
qui engendre certains arbres SLD.

- une stratégie de choix, a chaque noeud de l'arbre, de l'ordre des reégles du
programme avec les tétes desquelles s'unifie I'atome sélectionné.

- une stratégie d'exploration des arbres SLD déterminés précédemment.

Toute branche d'un arbre SLD de racine G pour le programme P dont la feuille terminale
est la clause vide détermine une réfutation pour P U {G}.

Définitions I1.9 :

Une dérivation SLD est équitable si elle échoue ou si, pour chacun de ses atomes A, une
version instanciée de A est choisie en un nombre fini d'étapes [Las 84].

Un arbre SLD est équitable si toute branche de I'arbre détermine une dérivation
équitable [Las 84].

On appelle arbre d'échecs finis tout arbre SLD fini ne contenant pas la clause vide.

Un interpréteur Prolog est équitable s'il n'engendre que des arbres SLD équitables.

Un interpréteur Prolog "en largeur d'abord" parcourt les arbres SLD qu'il engendre
"en largeur d'abord”.

Un interpréteur Prolog idéal est un interpréteur équitable et "en largeur d'abord” [Del
88a].

On appelle arbre SLD standard tout arbre SLD engendré par la stratégie de choix : m=1
(c.-a-d. dérivation du premier atome dans chaque liste), les fils de chaque noeud éiant
ordonnés comme les régles du programme [Del 88a].

Un interpréteur Prolog standard n'engendre que des arbres SLD standards et les
explore en "profondeur d'abord”.
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Exemple : Considérons a nouveau le programme ci-dessus. A chaque noeud des arbres
SLD ci-dessous, 'atome sélectionné a été€ souligné.

Ax)
Ci
B(x),C(x)
Bw),C(f(y) C@
C2/ \C4
B(2),C(f(f(2))) @

(7

est (le début d') un arbre SLD standard non équitable (si le deuxieme atome de chaque
noeud de la branche de gauche n'est jamais sélectionné).

B(x),C(x),D

CN3

B(y),C(f(y),D C(a).D

est un arbre SLD (non standard) d'échecs finis.

I1.4 Sémantiques opérationnelles d'un programme Prolog

On définit une sémantique opérationnelle d'un programme Prolog en
sélectionnant certaines propriétés de son comportement opérationnel lorsqu'il est soumis a
certains interpréteurs. On peut distinguer les sémantiques opérationnelles pouvant étre
représentées par des sous-ensembles de la base de Herbrand du langage sous-jacent au
programme (celles que nous définissons ci-aprés appartiennent toutes a cette catégorie)
d'autres s€émantiques plus riches représentées par des ensembles plus complexes. Par
exemple : I'ensemble des couples (A, 6) ol A est un atome (pas nécessairement clos) et 6
une réponse calculée pour le but :- A [Lev 88, 90, Fal §9a, 89b].
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Nous définissons ci-dessous quatre sémantiques opérationnelles d'un programme Prolog.

I1.4.1 La sémantique opérationnelle d'un interpréteur Prolog idéal

Clest la sémantique considérée habituellement. Soit P un programme Prolog.

- SS (Set of Success) est 'ensemble des atome clos A tels que P U {:- A} admette
une réfutation.

Un résultat important d'Apt et Van Emden [Apt 82] indique que :

Si l'un des arbres SLD de racine :-A contient la clause vide, alors tous la
contiennent.

SS est l'ensemble des atomes clos pour lesquels un interpréteur Prolog "en largeur
d'abord" retourne un succeés (c'est-a-dire, explore un noeud égal a la clause vide). Ceci
est vrai, plus généralement, de tout interpréteur explorant tous les noeuds des arbres SLD
qu'il engendre.

Remarque : Le résultat de [Apt 82] cité précédemment peut étre généralisé.

Soit L une liste d'atomes et ¢ une substitution des variables de L telle que pour toute
instanciation close Lot de Lo, P U {:-Lot} admette une réfutation. Alors si le langage
sous-jacent L contient suffisamment de constantes n'apparaissant pas dans P pour
instancier les variables libres de Lo (une constante différente par variable), P U {:-L} a
une réfutation de réponse calculée 6 moins générale que o, quelle que soit la régle de

sélection utilisée.
Ce résultat est un corollaire du Théoréeme d'indépendance de la régle de sélection [Llo 87).

- FF (Finite Failure set) est l'ensemble des atomes clos A tels que toute dérivation
équitable de racine :- A échoue.

Les résultats de [Emd 76, Las 84] montrent que :

FF est l'ensemble des atomes clos A pour lesquels un arbre SLD équitable de
racine :- A est un arbre d'échec finis. Et dans ce cas, tous les arbres SLD équitables de
racine :-A sont des arbres d'échecs finis.

FF l'ensemble des atomes clos pour lesquels un interpréteur Prolog équitable
retourne un échec (en un temps fini).

Les ensembles SS et FF décrivent la sémantique opérationnelle d'un interpréteur
Prolog idéal. Cette sémantique a été trés fréquemment étudiée [Apt 82, Cla 78, Emd
76, Jaf 83, Las 84, Llo 87]. Cest & elle que 1'on fait référence lorsque l'on parle de
sémantique "classique”.

I1.4.2 La sémantique opérationnelle d'un interpréteur Prolog standard

Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction, il n'est pas réaliste
d'envisager l'utilisation d'interpréteurs idéaux. L'exploration des arbres "en largeur
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d'abord" est trés coliteuse en occupation mémoire et parait donc particuliérement inadaptée
a un langage comme Prolog dont le mode de calcul consiste justement a engendrer des
arbres.

De fait, les interpréteurs Prolog standards utilisent une stratégie d'exploration en
"profondeur d'abord". De plus, le fait que ce soit toujours le premier atome du but
courant qui soit sélectionné a pour conséquence que les arbres SLD engendrés ne sont pas
toujours équitables.

Reprenons I'exemple donné dans I'introduction :

A:-A
{A
B:-A,C

Un interpréteur Prolog Standard ne retourne ni un succés pour le but :- A, ni un échec fini
pour le but :- B. 1l faut donc donner une autre définition de la sémantique opérationnelle
d'un interpréteur standard.

- SS; est l'ensemble des atomes clos A tels que l'arbre SLD standard de racine :-
A posséde une branche de succés, a gauche de laquelle toute branche est finie.

C'est I'ensemble des atomes clos pour lesquels un interpréteur Prolog standard
retourne un succes. On appelle SSg; I'ensemble des succes standards de P.

- FF, est l'ensemble des atomes clos A tels que l'arbre SLD standard de racine :-
A soit un arbre d'échecs finis.

Clest I'ensemble des atomes clos pour lesquels un interpréteur Prolog standard
retourne un échec. On appelle FFg I'ensemble des échecs standards finis de P.

Les ensembles SSg et FFg  décrivent la sémantique opérationnelle d'un
interpréteur Prolog standard. On a donné de cette sémantique des caractérisations
dénotationnelles [Arb 87, Bil 88, Deb 87, Jon 84, Ric 89], par point fixe [Fit 85] mais, a
notre connaissance, elle n'a été étudiée d'un point de vue axiomatique que dans [Bal 90,
Cer 89,90, Del 88a, Reg 8~} (voir § I.5).

11.4.3 La sémantique opérationnelle standard finie

La notion de succes standard n'est pas trés satisfaisante d'un point de vue
pratique. Considérons par exemple, le programme suivant :

A
{A:-A
B:-A,C

Pour un interpréteur standard, le but :-A donne un succés (et méme une infinité !)
et le programme boucle indéfiniment. Il est rarement souhaitable qu'un systéme
informatique boucle apres avoir donné une réponse (les processus infinis tels les systemes
d'exploitation étant une exception).
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De plus, ce prédicat n'est pas réutilisable : le programme boucle également sur le
but :- B et ne retourne pas un échec fini. Les seuls succes "fiables" sont donc les succés
standards finis que nous définissons maintenant.

- SS¢g est l'ensemble des atomes clos A tels que I'arbre SLD standard de racine :-
A soit fini et posséde une branche de succes.

On appelle SS¢g; 'ensemble des succes standards finis de P.

Les ensembles SSgs; et FFg, décrivent la sémantique opérationnelle finie d'un
interpréteur Prolog standard [Den 89]. On peut remarquer que deux programmes
Prolog qui ne se distinguent que par l'ordre de leurs régles ont la méme sémantique
standard finie.

I1.4.4 La sémantique opérationnelle invariante finie

Un des attraits de la sémantique opérationnelle idéale réside dans ses propriétés de
symétrie (ou d'invariance) :
- par rapport a l'ordre des régles dans le programme
- par rapport a I'ordre des atomes dans chaque clause

La sémantique que nous définissons maintenant posséde également ces bonnes
propriétés de symétrie ainsi qu'une propriété "d'universalité" par rapport aux interpréteurs
considérés.

- SSt est I'ensemble des atomes clos A tels que tous les arbres SLD de racine :- A
soient finis et possédent une branche de succés.

On appelle SS¢ 'ensemble des succes invariants finis de P.

- FFr est l'ensemble des atomes clos A tels que tous les arbres SLD de racine :- A
soient des arbres d'échecs finis.

On appelle FFg I'ensemble des échecs invariants finis de P.

Les ensembles SSt et FFy décrivent la sémantique opérationnelle invariante finie
d'un programme Prolog (indépendamment du choix d'un interpréteur) [Den 90a].

Cette sémantique représente en fait une intersection : SS¢ (resp. FFy) est 'ensemble des
atomes clos pour lesquels tout interpréteur retournera un succes (resp. un échec) fini.

Elle parait bien adaptée aux traitements dans les bases de données pour lesquelles on
s'attend a ce que la réponse & une requéte ne dépendent pas de la maniére dont sont gérés
les regles et les faits qui les composent.

Nous regrouperons souvent dans la suite sous le terme de sémantiques
opérationnelles finies les sémantiques standard finie et invariante finie.
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I1.4.5 Remarques

a) Mycroft a proposé dans [Myc 84] de classer les atomes clos A relativement a un
programme Prolog P suivant cinq familles :

1. Un arbre SLD pour P U (:-A} contient la clause vide (et par conséquent tous la
contiennent)

1.a - et tous les arbres SLD pour P U {:-A} sont finis.

1.b - et au moins un arbre SLD pour P U {:-A} est infini.
2. Aucun arbre SLD pour P U {:-A} ne contient la clause vide

2.a - et tous les arbres SLD pour P U {:-A} sont finis.

2.b - et tous les arbres SLD pour P L {:-A} sont infinis.

2.c - et certains arbres SLD pour P U {:-A} sont infinis, tandis que d'autres sont
finis.
Ces familles peuvent étre représentées au moyen de nos notations :

l.a <---> SS; 1.b <---> SS\ S&¢
2.a <---> FF; 2.b <--->H\ (FF U SS) 2.c <---> FF\FF;.

b) L'exemple suivant montre que tous les ensembles définis précédemment
peuvent étre différents.

Exemple :

(A SS¢= {B(b), D(b)}

A:-A §S¢ = {B(b), D(b), C}

B(a) :- B(a) SSsi= {B(b), D(b), C, A}

1 B(x) :- SS = {B(b), D(b), C, A, B(a)}

C :- D(x), B(x)

D(b) FFp= {D(a))

E:-A,G FF;, = {D(a), F}
\F :- G, A FF = {D(a), F, E}

Soit H I'ensemble des atomes clos du langage L sous-jacent a un programme Prolog P.
On obtient immédiatement a partir des définitions précédentes la chaine d'inclusion
suivante :

SS¢ <SSt © SSs: € SS € H\FF ¢ H\FF;, ¢ H\FF;

SS;; est en général distinct de SS car, en raison de la stratégie d'exploration en
"profondeur d'abord”, une branche de succes d'un arbre SLD standard peut ne pas étre
trouvée.

SS¢, est distinct de SSy, si SSg; contient un atome dont I'arbre SLD standard est
infini.

SSs est distinct de SSg; si SS¢s; contient un atome dont un arbre SLD est infini.
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FF;; est en général distinct de FF car un arbre SLD standard peut ne pas €tre
équitable.

FF; est distinct de FF;, si FFg, contient un atome dont un arbre SLD n'est pas
équitable.

¢) On peut supposer que l'ordre dans lequel sont utilisées les régles du programme
ne dépend que de I'ordre que l'on donne aux régles dans le programme. Dans ce cas, la
sémantique standard finie ne dépend pas de cet ordre, mais la réciproque est fausse. En

effet, il existe un programme Prolog P et un atome clos A tel que A € SS;, quelque soit

l'ordre des régles dans le programme P et tel que A € SSg. L'exemple le plus simple
illustrant cette situation que nous ayons trouvé est :

Exemple :

fA(a,x) - B(x’y’z)’ A(y’z) (Cl)
A(a,x) - C(x) (Cy)
A(b,x)

< B(a,a,b)

B(b,b,b)

C(a)

\C(b) :- C(b)

Si (Cy) est avant (Cy), la réfutation suivante pour :- A(a,a) est calculée par un interpréteur
standard :

- A(a,a) --> :- B(a,y,z), A(y,z) --> :- A(a,b) --> :- B(b,u,v), A(u,v) --> :- A(b,b) -->0

Si (Cy) est avant (C)), la réfutation suivante pour :- A(a,a) est calculée par un interpréteur
standard :

A(a,a) --->C@) >3
et 'arbre SLD standard de :- A(a,a) contient la dérivation infinie suivante :
A(a,a) ---> B(a,y,z), A(y,z) ---> A(a,b) ---> C(b) ---> C(b) ---> ...
Par conséquent, A(a,a) € SSg.

La sémantique standard finie possede une propriété "d'universalité" bien plus faible que la
sémantique invariante finie : SSg est I'ensemble des atomes clos pour lesquels tout
interpréteur sélectionnant le premier atome du but courant mais pouvant d chaque étape du
calcul utiliser les régles du programme dans un ordre quelconque retourne un succes fini.

d) Ces sémantiques finies peuvent paraitre trés restrictives. Ce n'est pourtant pas
le cas d'un point de vue pratique. En effet, étant donné la spécification d'un probléme, un
programmeur Prolog (il est vrai, n'écrivant que des programmes purs!) écrira un
programme pour lequel les ensembles SS et FF correspondent a la spécification et qui en
plus ne boucle pour aucune des requétes qui lui sont soumises (et c'est en cela que Prolog
ne peut pas étre considéré comme un langage entierement logique).
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C'est-a-dire que I'on cherche a écrire des programmes pour lesquels :
SS = SSg¢,, et FF = FF; (et, encore mieux SS = SSy).

Ces égalités assurent que le sens "intentionnel” classique du programme correspond a ce
qui est réellement calculé par les implémentations standard de Prolog. Les programmes
hiérarchiques (c.-2-d. sans définition récursive), mais d'une maniére plus générale, tous
les programmes pour lesquels il a été prouvé d'une maniére ou d'une autre que tous les
calculs sont finis vérifient ces égalités.

I1.S Sémantiques axiomatiques d'un programme Prolog

D'une maniere générale, les études sur la sémantique des langages a base de régles
(et donc Prolog en particulier) traitent des problémes suivants :

- caractériser de maniére logique des sémantiques opérationnelles.

- caractériser de maniére logique ce que l'on attend d'un systéme de
programmation logique, c'est-a-dire le sens souhaité ou intentionnel ("intended meaning")
d'un programme.

- trouver des classes de programmes les plus générales possibles pour lesquelles
un systeme de programmation calcule effectivement ce que 'on en attend.

Le sens le plus fort que l'on puisse donner & : "caractériser un ensemble de
maniére logique” est celui envisagé dans les études sur les sémantiques axiomatiques des
langages a base de regles : "associer un systéme d'axiomes 4 un programme dont
I'ensemble des formules conséquences (ou du moins, certaines classes de formules
conséquences) soit égal a I'ensemble étudié d'un point de vue opérationnel”.

Le probleme de l'adéquation d'une sémantique axiomatique a une sémantique
opérationnelle est classiquement décomposé en deux sous-problémes :

- la correction de la sémantique opérationnelle par rapport a la sémantique
axiomatique. C'est-a-dire, ce qui est calculé est-il conséquence du systéme d'axiomes
envisagé ?

- la complétude de la sémantique opérationnelle par rapport a la sémantique
axiomatique. Tout ce qui est conséquence peut-il étre calculé ?

On peut remarquer la dualité de ces notions : & une permutation des deux sémantiques
correspond une permutation des termes de correction et complétude. Mais la définition
que nous en avons donné correspond a l'usage.

Nous avons mentionné au chapitre I le fait qu'en programmation logique deux
"cadres logiques généraux" sont privilégiés : la restriction de la notion de modéle du

langage sous jacent L :

- aux seuls modeles de Herbrand de L.
- aux modeles de la théorie équationnelle de Clark de L.
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A chacun de ces cadres logiques correspond bien entendu des notions de
correction et de complétude différentes.

Nous aurons également besoin d'une notion plus faible : celle de correction et de

complétude par rapport & "I'itéré TTw" ol T est I'opérateur de conséquence immédiate
associé a un systéme d'axiomes.

Définition I1.10 : Soit L un langage du premier ordre, Pop un sous-ensemble de la

base de Herbrand de L représentant une "sémantique opérationnelle”, Pax un programme
général positif et Ty l'opérateur de conséquence immédiate associé a Py défini sur les
interprétations de Herbrand de P ax. Nous dirons que :

Poyp est TaxTw-correcte ssi Pop © TaxTo
erque :
Pop est TaxTw-complete ssi TaxTo < Pop.

Remarque :

La notion de T, Tw-correction implique en fait la correction par rapport a PHA‘;’ puisque
TaxTo est contenu dans tous les modeles de Herbrand de Pay.

Par contre, la notion de Ta, Tw-complétude n'est équivalente 2 la notion de complétude
par rapport a P}K que si TaxTw est un point fixe de Tax ce qui n'est pas vrai en général.

L'égalité Ta, T = Pop a la signification suivante : I'ensemble Pg,, peut €tre calculé par un
algorithme de "chainage avant" & partir du programme général positif Pay.
Elle prouve l'adéquation du syst¢éme d'axiomes Pa, et de la sémantique opérationnelle

étudiée mais elle ne constitue pas encore une caractérisation logique de cette adéquation.
Le schéma ci-dessous décrit la méthode que nous avons suivie dans cette these pour
caractériser axiomatiquement une sémantique opérationnelle Po,, : définir une traduction

Pay puis déterminer les propriéiés éventuelles de T ax T w-correction et T ax T@-complétude,
de PHAi’ -correction et Pie;-complétude etde P(fgr-corrcction et P(fg(r-complétude.

Programme Prolog : P (1)

Sémantique opérationnelie : F,, (2)  Traduction axiomatique : Py, (3)

Tlo@  PEE P
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Nous présentons maintenant les principaux systémes d'axiomes qui ont déja été associés a
un programme Prolog en rappelant pour chacun d'eux, les principaux résultats obtenus.
Nous utiliserons, a titre d'exemple, le programme Prolog P suivant :

A

A:-A

B(a)

C(x) :- A, B(s(y))

I1.5.1 La traduction clausale [Emd 76, Apt 82]

Cest.1a traduction la plus simple. Elle revient a remplacer dans le programme Prolog P le
symbole non logique ":-' par le symbole d'implication '«=", le symbole ',' par A puis a
supposer que chaque axiome ainsi obtenu est quantifié universellement. On notera Pg;
cette traduction (elle est notée Axq dans [Del 88a)).

Exemple :

A

A=A
Psy B(a)

C(x) & A A B(s(y))

Soit Tsy l'opérateur de conséquence immédiate associé a Psy. Tsy est monotone, continu.
Son plus petit point fixe (qui est égal 2 Ts;Tw) est aussi le plus petit modele de Herbrand
de Pg;j ainsi que 'ensemble SS. Pour tout atome clos A,on a :

AeSS ssii. Ae TgiTo  ssi Ps; = A.
Le théoréme II.1 permet de montrer les équivalences suivantes :
AeSS ssi PglkA  ssi PEFREA s PHTkA
Ces résultats peuvent étre précisés afin de tenir compte des réponses calculées :

Théoreme I1.2 : [Cla 78] Soit P un programme Prolog et :- L = :- Ay, ..., Ay un bur.

a) Si 6 est une réponse calculée pour P U {:-L}, alors V((A; A ... A A,)B) est
conséquence logique de Pg) (et aussi de chr et P'g‘;’).

b) S'il existe une substitution © des variables de L telle que V((A1 A ... A Ap)B) soir
conséquence logique de Ps; (ou de PCEIT ou PHS"i') alors il existe une réponse calculée ©

pour P U {:-L} moins générale que 9.

Cette traduction fournit donc une caractérisation axiomatique de I'ensemble des
succes d'un interpréteur "en largeur d'abord".
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11.5.2 Le programme complété de Clark [Cla 78]

Cette traduction axiomatique a été définie afin de rendre compte de la régle de négation par
I'échec. Selon cette régle, on peut déduire —A (ol A est un atome clos) d'un programme
Prolog P si l'interpréteur Prolog a retourné un échec pour P U {:-A}.

On construit cette traduction :

- en normalisant la traduction clausale de P
- en remplagant chaque symbole d'implication '<' par le symbole d'équivalence

| t

.
On obtient alors le systeme Pgg;

Notations : Pgg est noté Axy dans [Del 88a], PCET est noté comp(P) dans [Llo §7] et
Y SSI

CDB dans [She 87]).

Exemple :

A
Pssi {B(x) & x=a
C(x) & 3y(A A B(s(y)))

(si I'on suppose que le langage L ne contient que les trois symboles de prédicats A, B et
o).

Le plus petit modele de Herbrand de Psgj est SS. Le plus grand modele de Herbrand de
Pgsj est le plus grand point fixe de Tsj. FF est contenu dans son complémentaire; plus
précisément FF = H\Ts;d w. [Apt 82, Cla 78, Llo 87]. On a en fait le résultat plus fort
suivant [Jaf 83, Llo 87]:

Ae SS ssi P%EIT |=A
Ae FF ssi P‘gg{ ’=—‘A

qui est lui méme corollaire du :

Théoréme I1.3 [Cla 78, Jaf 83] : Soit P un programme Prolog et :- L = :- Ay, ..., Apun
but.

a) Si © est une réponse calculée pour P U {:-L}, alors V((Aj1 A ... A Ap)B) est
conséquence logique de Psgs; (et aussi de P%EIT et P'S'lgrl ).

b) S'il existe une substitution 8 des variables de L telle que ¥ ((Ay A ... A Ap)B) soit
conséquence logique de Pss; (ou de PG5] ou PRST) alors il existe une réponse calculée o
pour P L {:-L} moins générale que 6.

¢) La formule —3(A; A ... A A}) est conséquence logique de ng}‘ ssi tout arbre équitable

pour P L {:-L} est un arbre d’échec finis.
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Le programme complété de Clark fournit donc une caractérisation axiomatique de
la sémantique opérationnelle d'un interpréteur Prolog idéal.

I1.5.3 La traduction SSI dédoublée

Cette traduction, définie dans [Del 88a], utilise une technique de dédoublement des
symboles de prédicats qui a été reprise en programmation logique dans [Ble 90, Den 89,
Den 90a, Gil 89] mais qui avait également été utilisée dans 1'étude des paradoxes
sémantiques et logiques [Fef 82, Gilm 74]. Elle permet, comme les techniques reposant
sur la logique trivaluée, d'exprimer la négation par I'échec de maniére souvent plus
précise que ne le permet la logique classique (voir chapitre VII).

Notation : Soit L un langage du premier ordre. Rappelons que l'on note L4 le langage
possédant les mémes symboles de fonctions (et donc de constantes) que L et qui, pour
tout symbole de prédicat p de L, posséde deux symboles de prédicats : p et p'. On note Hy
la base de Herbrand associée a Lg.

Si E est un ensemble d'atomes clos de L, on note E' 'ensemble {A'/ A € E}.

La traduction SSI dédoublée d'un programme Prolog P se construit de la maniére
suivante :

- normaliser la traduction Pg)

N

- ajouter a chaque axiome de Psj de la forme : p(xy, ..., X5) & F l'axiome
réciproque p'(xy, ..., Xp) < F' ol F' est obtenue a partir de la formule F en remplagant :

- chaque symbole de prédicat p par p'
- chaque symbole = par #

- chaque symbole # par =

- chaque symbole A par v

- chaque symbole v par A

- chaque symbole V par 3

- chaque symbole 3 par V.

Notation : Pssiq

Exemple :

(A < Vrai

A' & Faux

B(x)«<= x=a

B'(x) & x# a

C(x) < Jy (A A B(s(y)))
“C'(x) & Vy (A" v B'(s(y)))
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soit apres simplification :

A

B(x) x=a
B'(x)=x=#a

C(x) < 3y (A A B(s(y)))
C'(x) & Vy (A" v B'(s(y)))

Remarque : si I'on substitue dans cette traduction — p & p' pour tout symbole de prédicat
p, on obtient un systéme d'axiomes équivalent a Pssy.

Soit Tss1q I'opérateur de conséquence immédiate associ€é a Pssig. Tssig €st monotone
(puisque Pssig est un programme général positif) mais non continu en général. Le plus
petit point fixe de Tssjq peut donc €tre différent de TssiaTo. I1 a été montré dans [Del 88a)
que :

a) TssigTw = SS U FF

b) ppm(Pssia) = SS U (H\ pgm(Pss1))' ot ppm (resp. pgm) désigne le plus petit
(resp. le plus grand) modéele de Herbrand.

Ces résultats ont été précisés dans [Ble 90, Gil 89] :

Théoreme I1.4 : Soir P un programme Prolog, A un atome clos et L = Ay, ..., Ajune
liste d'atomes.

a)
Ae SS ssi. PSER A
Ae FF ssi PN EA

b) Si 6 est une réponse calculée pour P L {:-L}, alors :

V((A} A ... A Ap)B) est conséquence logique de Pssq (et aussi de ngg et Psl‘ls?d).

¢) Si tout arbre équitable pour P U {:-L} est un arbre d'échecs finis, alors :

V(A Vv ..V A.) est conséquence logique de PS5y

ou P%E;rd désigne la théorie obtenue en ajoutant a Pssig l'ensemble des axiomes de la

CET(Ly).

La traduction SSI dédoublée fournit donc, d'une autre maniére que le complété de Clark,
une caractérisation axiomatique de la sémantique opérationnelle d'un
interpréteur Prolog idéal.
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I1.5.4 La traduction Py :

J.-P. Delahaye a proposé dans [Del 88a] une traduction axiomatique des
programmes Prolog qui approche leur sémantique opérationnelle standard. Cette
traduction utilise également la technique de dédoublement des prédicats. Elle s'effectue, a
partir d'un programme Prolog P, de 1a maniére suivante :

Notations :

SoitL = Ay, Ay, ..., Ap une liste d'atomes. On note :
- [L]g =AjAA AL AA, et []g = Vrai.
-LEF=A] v (A1 A [Ag, ., A et OF = Faux.
Siles A; sont des atomes clos, la sémantique souhaitée pour :

[L]ES, est : un interpréteur Prolog standard retourne un succes pour P U {:-L}.

[L]%F est : un interpréteur Prolog standard retourne un échec pour PuU {:-L}.

Exemple : (A1, AJEF = AL v (A A A))
A chaque regle C= p(t) :-L de P, ol t = (ty, ..., ty), on associe les formules
suivantes :

CS(x) = [Jy(x = t A [LIJ]
CEF(x) = [Vy(x # t v [L1})]

dans lesquelles les y; sont les variables apparaissant dans les termes t; et les atomes de la
liste L.

- 8i Cy, ..., C, sont les reégles de P dont le prédicat de téte est p, on considere les
axiomes suivants (que I'on suppose quantifiés universellement) :

p(x) & [Cf v (CElF A Cg) V..V (CElF A A Cf_fi A Cg)](x)
p'(x) & [CE]F A A CF;,F](X)

- Si aucune régle de P n'admet le symbole p comme prédicat de téte, on considére
I'axiome :

Vx p'(x)

Notation : Pg (noté Axg dans [Del 88a]) est la réunion de ces axiomes pour tout symbole
de prédicat p du programme.
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Le sens opérationnel souhaité pour Cis(t) (resp. CEiF(t)) est que la i-éme regle de P

conduise a un succeés (resp. a2 un échec) pour l'atome p(t) ob t = (t1, ... , t5). Le
systéme Py signifie alors que :

- p(t) donne un succes si
- la premiére régle donne un succes ou
- la premiére régle donne un échec et la deuxiéme un succeés ou

.............

- les p-1 premiéres régles donnent un échec et la p-ieme donne un succes.
- p(t) donne un échec si toutes les régles donnent un échec.

Exemple :

(A < Vrai v (Faux A A)
A' < Faux A A’
Bx) &= x=a
B(x)=x=#a
C(x) <= 3y (A A B(s(y)))
“C'(x) & Vy (A’ v (A A B'(s(y)))

soit apreés simplification

A

B(x) & x=a

B'(x) & x # a

C(x) & 3y (A A B(s(y)))

C'(x) = Vy (A" v (A A B'(s(y)))

Soit Tg l'opérateur de conséquence immédiate associé a Pg. Tg €st monotone (puisque Pg

est un programme général positif) mais non continu en général. Le plus petit point fixe de
Tg peut donc étre différent de ToTw. 1 a été montré dans [Del 88a] que :

SSg v FF, TeTw c SS U FF et que les inclusions sont strictes en général.

La traduction Pg fournit donc une approximation axiomatique de la sémantique
opérationnelle d'un interpréteur Prolog standard.
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I1.5.5 Les sémantiques axiomatiques de Prolog en logique trivaluée

L'introductien de la négation en programmation logique pose de nombreux
problémes. Le mécanisme du fonctionnement de Prolog (basé sur la résolution SLD) peut
étre généralisé de maniére a prendre en compte les programmes normaux (au sens de
Lloyd [Llo 87]), c'est-a-dire composés de régles dont le corps contient des littéraux
positifs ou négatifs. Il est alors basé sur la résolution SLDNF [Cla 78, Llo 87]. On
montre que la résolution SLDNF est correcte pour le complété de ClarK d'un
programme normal [Cla 78] mais la complétude par contre n'est vérifi€e que par une
classe trés restreinte de programmes (contenant les programmes hiérarchiques, c.-a-d.
sans regle récursive).

L'exemple suivant suggére une des principales raisons de cette inadéquation :

A:-B
A - =B
B :-B

Un interpréteur Prolog ne retournera pas un succes pour le but :-A alors que toute
traduction axiomatique "raisonnable” en logique classique doit permettre de déduire A. Le
recours a la logique trivaluée ou partielle (pour laquelle B v —B n'est pas un
théoréme logique) semble donc assez naturelle.

Inaugurée par Fitting [Fit 85], I'application de la logique trivaluée (ou partielle) &
la programmation logique a permis depuis d'obtenir des résultats de complétude de la
résolution SLDNF pour une classe assez générale de programmes normaux [Kun 87a,
89]. La traduction axiomatique la plus étudiée est le complété de Fitting d'un
programme normal obtenu en considérant le complété de Clark de ce programme puis en
substituant le connecteur d'équivalence trivalué faible de Kleene '&>' au connecteur

d'équivalence bivalué '&' (A < B est vrai dans une interprétation trivaluée ssi A et B ont
la méme valeur de vérité : Vrai, Faux ou Indéterminé). Nous mentionnons ces résultats a
la fin du chapitre VII. Notons également les nombreuses sémantiques basées sur la
logique trivaluée appliquées au traitement de la négation dans les bases de données
déductives [Bid 89].

Nous détaillons un peu plus 'approche trivaluée au chapitre VII.

En ce qui concerne les programmes Prolog que nous étudions ici (les programmes
définis [Llo 87]), les programmes complétés de Clark et de Fitting sont équivalents [Del
87b]. L'approche trivaluée n'apporte donc rien de plus a 'approche classique si I'on se
limite a I'étude de la sémantique opérationnelle "idéale” des programmes Prolog. A notre
connaissance, la logique trivaluée n'a jamais €té utilisée pour rendre compte des autres
sémantiques opérationnelles que nous avons définies. Nous montrons au chapitre VII que
I'approche utilisant la technique de dédoublement des symboles de prédicats peut €tre
représentée de maniére naturelle en logique trivaluée et que par conséquent, les traductions
axiomatiques "dédoublées” que nous donnons ont une traduction "trivaluée” immédiate.
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I1.5.6 Les sémantiques axiomatiques de Prolog en logique linéaire, en
logique modale et en logique intuitionniste )

La sémantique de Prolog a été étudiée du point de vue de la logique linéaire dans
[Reg 88], [Cer 89] et [Cer 90]. S. Cerrito a pris en compte la stratégie des interpréteurs
standard dans [Cer 89] et a obtenu une caractérisation correcte et compléte de la
sémantique opérationnelle standard pour des programmes Prolog normaux
propositionnels (c'est-a-dire sans variable). Dans [Cer 90], un résultat de complétude de
la SLDNF analogue a celui de [Kun 89] a été obtenu dans le cadre de la logique linéaire.
L'apport majeur de la Jogique linéaire réside dans le fait qu'elle posséde un systeme de
déduction qui fait encore défaut (en toute généralité) a la logique trivaluée (voir [Thi 90]).

Citons également les travaux de Ph. Balbiani [Bal 90] en logique modale dans
lesquels la stratégie standard des interpréteurs Prolog est prise en compte.

Enfin, la logique intuitionniste parait €tre également une approche possible
{She 85, 87] des sémantiques de Prolog mais nous n'avons connaissance d'aucune
publication se rapportant aux sémantiques opérationnelles définies icil.

17.-P JOUANNAUD a attiré mon attention sur le fait qu'en logique intuitionniste, la négation n'est pas
involutive (—A n'est pas équivalent 3 A). Elle ne semble donc pas pouvoir rendre compte de la régle de
1a négation par I'échec (——A réussit ssi —A échoue ssi A réussit).



Chapitre III :

La sémantique standard

Nous étudions dans ce chapitre la sémantique opérationnelle standard d'un
programme Prolog, définie au paragraphe I11.4.1. Nous commengons par analyser en quoi
la traduction axiomatique Pg proposée par J.-P. Delahaye [Del 88a] est insuffisante a
rendre compte de cette sémantique dans le cas général et nous en déduisons les
caractéristiques d'une classe de programmes pour lesquels cette traduction est satisfaisante
(§ IL.1).

Cette analyse nous a conduit & définir la notion de succes fini d'un interpréteur
standard et, grice a elle, a élaborer une nouvelle et meilleure approximation axiomatique
P, de la sémantique opérationnelle standard (1I1.2). Nous montrons que TSLT(D (ou Ty est
I'opérateur de conséquence immédiate associé a Py défini sur les interprétations de
Herbrand du langage sous-jacent a P) représente "au plus prés” cette sémantique puis
nous en tirons les conséquences en termes de correction et complétude dans le cadre des
modeles de Herbrand. En fait, des trois sémantiques que nous étudions, la sémantique
standard est celle pour laquelle les résultats sont les moins satisfaisants et il est possible de
lire directement le chapitre I'V.

On suppose dans tout ce paragraphe que la notion de succés ou d'échec fini se
réfere a un interpréteur Prolog Standard. On dira donc, étant donné un programme
P, qu'un but G échoue ssi l'arbre SLD standard pour P U {G} est un arbre d'échecs

finis, que G réussit ssi I'arbre SLD standard pour P U {G} a une branche de succés a la
gauche de laquelle ne se trouve aucune branche infinie et que G réussit finiment si G
réussit et si l'arbre SLD standard pour P U {G} est fini.

ITII.1 Programmes décrits par ToT ©

Cest la traduction Pg qui a constitué le point de départ du présent travail. Nous
commengons par donner une liste d'hypothéses suffisantes définissant une classe de
programmes pour lesquels 1'égalité SSg, U FFy, = TeTw est vraie.

Ce paragraphe sert donc a faire le lien entre les résultats contenus dans [Del 88a] et
les notions développées dans cette these. Il en explique la genése mais il n'apporte que
peu de résultats théoriques importants.
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ITL.1.1 Conditions nécessaires pour que SSg U FF& = TeT

Le programme suivant (voir [Del 88a]) donne un exemple pour lequel :

SSq U FFy = TeTw c SS U FF' = Tgga T,

I'inclusion étant stricte.

A(x) :- B(x), C(x)

B(x) :- B(x)
B(a)
B(c)
C(a)
C(b)
TssiaTo =SS U FF' = {A(a), B(a), C(a), C(b), A'(c), C'(c)}
(U () (S I
SS FF'
et ToTw =SSy, U FFY, = {C(a), C(b), C'(c)})
 SO— ) S
SSs¢ FFs

Mais dans de nombreux cas, l'inclusion de SS;, U FF;, dans TgTo est stricte.

Exemple IIL.1 :

A
A:-A
P {B(b)
C:- A,B(a)

(A < Vrai v (Faux A A)
A' & Faux A A’

4 B(x) &= x=b

B'(x) &x#b

C < A A B(a)

LC‘ < A'v (A A B'(a))

Ce systeme se simplifie en :

A

Bx) & x=b
B'(x)=x#b

C & A AB(a)

C' & A'v (A A B'(a))



S1

ToT1 = {A, B(b), B'(a)}
TeT2 =TgT1 U {C'} = TeTa pour tout ordinal & = 2.

Mais comme 1'arbre SLD-standard de :-A n'est pas fini, le but :-C n'échoue pas finiment
pour un interpréteur Prolog Standard.

C
A,B(a)
B(a) A,B(a)
échec / \
B(a) branche infinie
échec

SSq U FFg = { A, B(b), B'(a)} est strictement inclus dans TeTw = {A, B(b), B'(a), C'}

Remarque : On peut écrire un programme propositionnel pur qui a la méme propriét¢ :

A
{A:-A
C:-A,B

Définition IIL.1 : On dir qu'un programme P vérifie I'hypothése H si tout succés de P
pour un interpréteur Prolog Standard est un succés fini, c.-d-d. si

SSsi = SStq.

Remarque : 11 est en général impossible de décider si un programme P vérifie ou non
cette hypothese (voir § I11.3).

Exemple IIL.2:

A(y) :- Bx,y)
B(b,y)
B(a,y) :- C(a,y)

P C(a,a)
C(a,s(x)) :- C(a,x)
D(b)

E :- A(x), D(a)

On suppose que le langage L ne contient que les symboles fonctionnels 'a’, 'b' et 's".
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SSq = { A1), B(b,1), B(a,t), C(a,s"(a)), D(b) I n € o, t terme clos}
FF;, = {B(sn(1),t), C(b,1t), C(s"(t),t'), D(a), D(s(t)) I n 2 1, t et t' termes clos}

Nous n'écrivons qu'une partie de la traduction Pg de ce programme.

A(x) & 3y B(y,x)

B(x,y) & (x=b) v [(x#b) A (x=a) A C(a,y)]
D'(x) & x#b

E'< Vx (A'(x) v (A(x) A D'(a)))

Pg

Pour tout terme clos t, B(b,t) € TgT1 donc, pour tout terme clos t, A(t) € TgT2.
Comme D'(a) € TgT1, on en déduit que E' € ToT3. Et pourtant E ¢ FFg.

E
A(x),D(a)
B(y.x),D(a)
D(a) C(a,x),D(a)
x=s(X,)
D(a) C(a,x,),D(@)
échec / \
D(a) branche infinie

échec

L'inadéquation entre SSg U FFy et TeT(o provient ici du fait que pour tout terme

clos t, A(t) € SSq M TeT2 alors que la profondeur des arbres SLD standard des buts :-
A(1) n'est pas bornée.

sup (prof (arbre SLD (A(1)))) = +oo.

t terme clos

Pour toute substitution close ¢ du but :-A(x), D(a), le but :- (A(x),D(a))c échoue
pour un interpréteur standard, et pourtant, le but :- A(x), D(a) boucle indéfiniment.
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Exemple :
A(s(a)),D(a)

B(x,s(a)),D(a)

N

D(a) C(a,s(x)),D(a)
échec

D(a)

échec
Définition IIL.2 : On dit qu'un programme Prolog P vérifie I'hypothése H s'il vérifie
la propriéié suivante :

Pour toute régle de P de corps L et pour toute substitution close 6 qui instancie les
variables non locales de cette régle, si pour toute substitution close T des variables de LG
le bur :- Lot échoue pour un interpréteur standard alors le but :- Lo échoue également.

Autrement dit :

V(A :- L) € P, Vo substitution close tg Dom(c) = Var(A),
[Vt substitution 1q Lot soit clos :- Lot échouel = [:- Lo échoue]
Cette hypothese revient a exiger d'un programme P qu'il vérifie la propriété suivante pour
certains buts G : si toute les instances closes de G échouent finiment alors G échoue

finiment. Ce qui est raisonnable d'un point de vue logique, mais beaucoup moins d'un
point de vue opérationnel.

Remarque : Tout programme sans variable locale vérifie cette hypothése.

Exemple II1.3:

A - B(x)
P {B(a) :- B(a)
B(b)

Le systeme Pg associé est :

A & 3x B(x)

A' & Vx B'(x)

B(x) & (x=a A B(a)) v [(x#a v B'(a)) A (x=Db)]
B'(x) & (x#a v B'(a)) A (x#b)
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Soit, apres simplification :

A & 3x B(x)

A' & Vx B'(x)

B(x) & (x=a A B(a)) v (x=b)
B'(x) & (x#b) A B'(a)

TeT1 = {B(b)}, TeT2 = (B(b), A} =TgTaupourx 22 et A ¢ SS;.

A
B(x)
X=a Yb
B(a) @
B(a)
branche
infinie

Le but :- B(b) réussit alors que :- B(x) boucle.

Définition II1.3 : On dit qu'un programme P vérifie I'hypothése Hjz s'il vérifie la
propriété suivante :

Pour toute régle de P de corps L et pour toute substitution © qui instancie les
variables non locales de cette régle, si pour une substitution close t le but :- Lot réussit,
alors le but :- Lo réussit également.

Autrement dit :

V(A :- L) € P, Vo substitution close tqg Dom(0) = Var(A),
[31 substitution tq Lot soit clos et :- Lot réussisse] = [:- Lo réussit)

Remarques :
1. Un programme sans variable locale vérifie I'hypothése H3.
2. L'hypothése Hj est trés naturelle puisqu'elle revient a exiger d'un programme
qu'il vérifie 'axiome logique :
F(a) implique 3x F(x)
(si toutefois, 'on interpréte la requéte F(x) par 3x F(x)).
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3. Il est en général impossible de décider si un programme vérifie cette hypotheése
(voir § II1.3).

I11.1.2 Une classe de programmes pour lesquels TeTw = SSg U FF¢;

Nous montrons dans ce paragraphe que les conditions Hy, H; et Hj sont suffisantes a

assurer 'adéquation de TgTw et de la sémantique opérationnelle standard d'un programme
Prolog.

Lemme II1.1 : Soit C = p(t) :- L une régle d'un programme Prolog P, soit s un n-uplet
de termes et soit X une interprétation de Herbrand de L.
a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors,
X b= VCEF(s) et X = -3CSGs)
b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec l'upg © alors,
X k= VCEF(s) o VLI,
X =3C3(s) = 3[L615.

Démonstration : 11 suffit d'appliquer le lemme I1.1 en prenant pour formule F
successivement : [L]%F et [L]g qui sont des formules sans quantificateur. Il montre que les
différentes formules citées dans le lemme sont des conséquences logiques de la CET(Lg)
et sont donc en particulier vraies dans le modele de la CET(Lq) associ€ a X (prop. 1.4).

O

Théoreme IIL.1 : Si un programme P vérifie les conditions Hy, Hy et H3, alors

TQTO) = Sssl () FF;[.

Démonstration :

On sait que SS; U FFy < ToTw [Del 88a). Il reste 2 montrer I'inclusion inverse.
Montrons par récurrence sur n que TeTn c SS, U FFy, pour tout entier naturel n.

- Pour n = 0, c'est évident puisque TgT0 = @.
- Supposons l'inclusion €tablie pour un entier n.

Soit p un symbole de prédicat et soient Cy, ..., G, les régles de P de prédicat de t€te p.
1) Soit p(s) TeT(n+1) ol s est un n-uplet de termes clos.
Alors :
ToTn = [C3 vV (CEFACH v .. v (CEFACT A A CE A CDIE)
(voir définition de Pg § 11.5.4).
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Soitje {1,...,p} telque :
ToTn = (CEFACY A . A CET A CScs).

a) La formule CiH(s) est vraie dans TgTn pourie {1,...,j-1).
Cette formule peut s'écrire :

Vs#tv (A]VAIAAD V.. V(AT A A .. AAG AAY)
Dire que CEF (s) est vraie dans TeTn signifie que :

- p(s) n'est pas unifiable avec la téte de la régle C;
ou que
- I'unification est possible (soit ¢ I'upg associé) et que :
ToTn = V[ A} V(AL AAY V.. v (A1 A Ag .. A Ag1 A AD]C.
d'apres le lemme III.1.
Autrement dit, pour toute substitution close t dont le domaine contient les variables de
I'expression précédente,
TeTn FETA VAL AAY V..V (AL A Ay A Agy A AY]OT.

Soitk € {1,...,q) tel que (A; A Az ... A Ax.1 A A})OT soit vraie dans TeTn.

Par hypothése de récurrence, les buts :- A; OT, ..., - Ak.1 0T réussissent finiment
(puisque P vérifie I'hypotheése Hj), et le but :- Axot échoue finiment.

Donc le but :- (A}, Ag, ..., Ag)ot échoue finiment.

L'hypotheése H; montre alors que le but :- (A1, Ay, ..., Ag)o €choue.

La résolution de l'atome p(s) avec la regle C; échoue.

b) La formule CJS(S) est vraie dans TeTn.
Elle peut s'écrire sous la forme :
As=tA(ArAn..AAY)

L'unification de p(s) avec la téte de la j-eéme regle de P est possible. Soit ¢ I'upg associé.
ToTn E=3(A1 A ... A Ag)o
c.-a-d. qu'il existe une substitution close t dont le domaine contient les variables de
I'expression précédente telle que
ToTn = (A1 A ... A AgoT.
L'hypothése Hj assure alors que le but :- (Aj, Ay, ..., Ag)o réussit; la régle C;de P
donne un succes standard pour p(s) qui appartient donc a SSy;.

2) Soit p'(s) € ToT(n+1) ol s est un n-uplet de termes clos.
Alors [CF;F A C%F A A CEPF](S) est vraie dans TgTn donc, sous les hypothéses Hy, Ha

et Hj et d'apres ce qui précede, les p regles de P donnent un échec Prolog pour p'(s) qui
appartient donc a FFg,.

O
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Corollaire IIL1 :
1. Si un programme P sans variable locale, vérifie la condition Hy, alors :
TeTw = SSg U FFy.

2. Si un programme P propositionnel pur vérifie la condition Hy, alors :

pppf(Te) = TeTw = Sy L FFy:.
3. Si un programme P sans symbole de fonction vérifie les conditions Hy, H; et Hj
alors :

pppf(Te) = ToTw = S5 L FF,.

Démonstration :

1. En effet, les hypotheses H; et H3 sont vérifiées par tout programme sans variable
locale.

2. et 3. Pour tout atome A contenant une occurrence d'un symbole fonctionnel ne figurant
pas dans P, A' € TgT1 puisque A n'est unifiable avec aucune téte de régles de P. Et

comme les autres atomes sont en nombre fini, TgTw est le plus petit point fixe de T.

O

Remarque : Nous sommes donc parvenu a caractériser une classe de programmes
Prolog pour lesquels TgTw constitue une représentation de leur sémantique opérationnelle
standard. Ce résultat n'est pas tres satisfaisant pour au moins deux raisons :

1- Les conditions Hy, H2 et H3 sont des conditions trés fortes et en général indécidables
(nous le montrons au paragraphe 1I1.3 pour H; et H3).

2- Méme sous ces hypothéses, on n'obtient pas une caractérisation axiomatique (au moins
si I'on se limite aux modeles de Herbrand) puisque l'opérateur Tg n'est pas toujours
continu et que par conséquent T T n'est ni un point fixe de Tg ni un modele de Pg au
sens des modeles de Herbrand.

L'exemple I1I.1 montre bien en quoi la traduction Pg est insuffisamment précise et
suggere une idée permettant de I'améliorer : essayer de caractériser axiomatiquement la
notion de succes standard fini.

Plus précisément, considérons la régle : C :- A, B.
Alors que le systéme Pg tente d'exprimer :
" C échoue si [A échoue ou si [A réussit et B échouel]]",
il faut plutot arriver a exprimer :
" C échoue si [A échoue ou si [A réussit finiment et B échoue]]".

Clest cette idée que nous exploitons dans le paragraphe suivant.
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II1.2 La traduction axiomatique standard triple

II1.2.1 Définition de la traduction standard triple

De méme que la technique de dédoublement des symboles de prédicats a €té
introduite afin d'exprimer "directement"” la notion de négation par I'échec, nous utilisons
dans ce paragraphe une technique de "triplement" des symboles de prédicats afin
d'exprimer en plus la notion de finitude.

Plus précisément, soit L un langage du premier ordre. On note L, le langage
possédant les mémes symboles de fonctions (et donc de constantes) que L et qui, pour
tout symbole de prédicat p de L, possede trois symboles de prédicats : p, p' et p". L, est
donc un sur-langage de L (et de L4). On note H, la base de Herbrand associée a L.

Si E est un ensemble d'atomes clos de L, on note E" I'ensemble {A" /A € E}.
Si A est un atome clos, la sémantique souhaitée est :

pour A : un interpréteur Prolog standard retourne un succes pour P U {:- A}
pour A' : un interpréteur Prolog standard retourne un échec pour P U {:- A}
pour A" : lI'arbre SLD standard de P U {:- A} est fini.

Notations :
Soit L = Ay, Ay, ..., A, une liste d'atomes. On note :

-LI3=A1A A AL A AL et ]S = Vrai.

-ILEF= AL V(A A AT A (A, ., ARED) et 1FF = Faux.

-LIF = ALV ALAAT A [Ag, o, ARlD) et 1 = Vrai.
Siles Aj sont des atomes clos, la sémantique souhaitée pour :

[L]SS'l est : un interpréteur Prolog standard retourne un succes pour P U {:- L}
[L]Ef est : un interpréteur Prolog standard retourne un échec pour P U {:- L}
[L]F est : I'arbre SLD standard de P U {:- L} est fini.

Exemple II1.4 :
[A1, AEF = AL v (A] A AT A AY)

[A, AlE = AL v (A] AATA (AL V (A AAY)))
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Lemme II1.2 : Si X est une partie de H, et L une liste d'atomes clos,

a) [L]Is':f vrai dans X implique que [L] S}i est vrai dans X
b) [L), vrai dans X implique que ([L15 v [L1EF) est vrai dans X.

Démonstration : Immédiat par récurrence sur la longueur de L.

O

La traduction axiomatique standard triple d'un programme Prolog P s'effectue de
la maniere suivante :

A chaque regle C =p(t) :- L de P, on associe les formules suivantes :

CS(x)=[Fy(x = tA [L]3)]
CEF(x)= [Vy(x # t v [L]5))]
CF(x)= [Vy(x =t v [L)])]

dans lesquelles les y; sont les variables apparaissant dans les termes t; et les atomes de la
Liste L.

Remarque : Nous utilisons les mémes notations CS et CEF que pour la traduction Pg afin

de ne pas les surcharger par un indice supplémentaire. Nous ferons de méme pour les
deux sémantiques suivantes. Le contexte permet toujours de savoir de quelle formule il
s'agit.

-SiCy, ..., G, sont les regles de P dont le prédicat de téte est p, on considére les axiomes
suivants (que I'on suppose quantifiés universellement) :

pO) =[GV (CFACH v .. v (CF A A CE A CHIm)
P(x) & [CF A ... A CHI()
p'(x) & [Cl; A on A Cg](x)

- Si aucune régle de P n'admet le symbole p comme prédicat de téte, on considére les
axiomes :

Vx p'(x) et Vx p"(x).

Notation : Py, est la réunion de ces axiomes pour tout symbole de prédicat p du langage.
T est 'opérateur de conséquence immédiate associé a P défini sur les interprétations de
Herbrand de L.

Proposition III.1:
1. T, est monotone.

2. Pour toute partie X de H,, T((X) N Hyg € Te(X N Hy).
En particulier, pour tout ordinal o, TgTao " Hg c T T o,



60

3. A est un atome clos et o un ordinal.

a) SiA'e Ty Ta, alors A" € TyTa.
b) Si A" € Ty T, alors Ae Ty Taou A'e TyTa.
c) A et A' ne peuvent appartenir simultanément a Ty To

Démonstration :
1. En effet, P, est un programme général positif. On peut donc appliquer la proposition
LS.

2. En effet, Ty(X) € To(X U H") et

Tu(X) "Hyq € To(X U H") N Hg = Te(X N Ha)
puisque si I'on remplace tout atome A" par vrai dans la définition de p', on retrouve la
définition associée a Tg.

3. Soit A = p(s) un atome clos et soient Cy, ..., Cp, les régles de P de prédicat de téte p.
Nous montrons les propositions a) et b) par induction sur .
a) Soit A' e TyTa.
Supposons que pour tout ordinal B < o et tout atome clos B, si B' appartient & Ty T
alors B" appartient aussi a T, TP.
- Si o est un ordinal limite, il existe p < a tqg A' € Ty TP, donc A" € T, TP et comme Ty,
est monotone, A" € T Ta.
- Si o est un ordinal successeur, o= + 1 et:

ToTB = (CF A ... A CF(s).
Comme pour pour toute liste close L et toute partie X de H, :

si X b= L) alors X =[L]F (lemme I1L1)
on en déduit que pour tout entieri € {1,...,p},
si X k= CEF(s) alors X = Cl(s).

Done T B = [CE A ... A Cll(s) et A" € Ty Tor

b) Soit A" € Ty Ta.
Supposons que pour tout ordinal P < o et tout atome clos B, si B" appartient 2 T, TP
alors B ou B' appartiennent a Tg, TP.
- Si o est un ordinal limite, il existe P <o tq A" € T TP, donc A € T¢TBou A' €
T TB et comme Ty, est monotone, la méme propriété est vérifiée par ToTo.
- Si a est un ordinal successeur,o.=B +1et:

TuTB = [C] A ... A CEIGs).
SiTyTB k= [CEF A ... A CEF)(s), alors A' € Ty To.
Sinon, soit i le premier entier tel que CE (s) soit faux dans T, TP.
Soit C; la regle p(t) :- L. La formule CEiF(s) est donc de la forme :

[Vy(s# tv [LID]

Onadonc: TyTp = [By(s=tA —»[L]Ef)].
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Soit ¢ une substitution close des variables y;...yn, telle que :
TP k= (s = to A —[LoIED).

ToTB k= Lo} puisque A" € Ty Ta.
Comme pour pour toute liste close M et toute partie X de Hy, si [M]:[ vrai dans X alors
[M]Ef ou [M]SSt est vrai dans X (lemme II1.1), on en déduit que :

TR k= [LolS
et donc que
ToTB E=[CEF A ... A CEF A Cl)(s)

soit A € Ty To.

¢) Supposons cette propriété fausse. Soit o le premier ordinal tel qu'il existe un atome
clos A = p(s) tq A et A’ appartiennent 4 T, To..
- o ne peut pas €tre un ordinal limite (sinon, il ne serait pas le plus petit & vérifier cette
propriété).
- o est un ordinal successeur : ¢ = +1. On a alors :
TR = I(CF A .. A CEFi(s)

et

ToTB = [CEF A ... A CEF A C51(s) pour un entieri e {1,...,p}.
D'aprés les définitions de C5 et CEF

., si L est le corps de la regle C;, il existe une
substitution close G telle que [LG]E}: et [Lcs]ssl soient vrais dans TslTﬁ. Comme par
définition de o, pour tout entier j € {1,...,q}, A;0 et A/c n'appartiennent pas
simultanément & T T, on obtient donc une contradiction.

a

Exemple III.S :

La traduction Py de ce programme est :

(A & Vrai v (Faux A A)
A' & Faux A A’
A< Vraian (A'V(AAA")
B < Faux
Py 3 B'
B"
Ce=AAB
Ce A'V(AAA"ABY)
\C"= A'V(AAA"AB' v(B AB")))
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soit apres simplification :

(A
A"« A'V(AAA"
BI
QB
C&< AAB
Ce=A'vV(AAA"AB")

\C"<=A'"V(AAA"A(B' v (BAB")))

TsT1 = (A, B, B"} = Ty Ta pour tout ordinal ot > 1.
TeT1={A,B}  TeT2={(A, B, C} =TgTa pour tout ordinal o > 2.
SS« U FFg = {A, B'}.

On voit que sur cet exemple de programme qui ne vérifie pas I'hypothése H;
(A est un succes non fini), I'opérateur T, donne une meilleure description de
SS U FFg que Tg. Nous montrons dans les deux paragraphes suivants que ce résultat
est vrai dans le cas général.

Nous aurons besoin plusieurs fois du lemme suivant.

Lemme II1.3 : Soit C = p(t) :- L une régle d'un programme Prolog P, soit s un n-uplet
de termes et soit X une interprétation de Herbrand de L.

a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors,

X = VCEF(s), X E=VCF(s) er X = —-3CS(s)
b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec l'upg 6 alors,

X b= VCEF(s) < V[LO]EF

st?

X = VCF(s) o VLB et
X =305(s) & 3[L8)5.

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme II.1 en prenant pour formule F
successivement ; [L]l:‘f, [L]sF[ et [L]Ssl qui sont des formules sans quantificateur. Il montre
que les différentes formules citées dans le lemme sont des conséquences logiques de la
CET(L4) et sont donc en particulier vraies dans le modeéle de la CET(L ) associé a X
(prop. 1.4).

O

I11.2.2 TgTw-correction et PHe™. correction
st

Définitions II1.4 : Erant donné un programme Prolog P, la profondeur standard
d'un but G est :

- la profondeur de I'arbre SLD standard de G (c'est-a-dire la longueur de la plus
longue branche, un arbre réduit a sa racine étant de profondeur 0) si G échoue finiment.
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- la profondeur du sous-arbre situé @ gauche de la premiére branche de succés
(branche comprise) si G réussit.

Remarque : La profondeur standard d'un but G n'est donc définie que si G échoue
finiment ou réussit.

Notation : On note SS& (resp. SSfu, resp. FFg) les atomes de SSg (resp. SS¢q, resp.
FF) de profondeur standard au plus égale & n.

Lemme II1.4 : Si un but de profondeur standard n échoue, alors pour toute substitution
o, le but GO a une profondeur standard au plus égale a n et échoue.

Démonstration : En effet, I'arbre SLD standard de Go est isomorphe a un sous-arbre
de celui de G.

O

Lemme IIL.S : Si un but G de profondeur standard n réussit, alors il existe une
substitution © close telle que GO ait une profondeur standard au plus égale a n et
réussisse.

Démonstration : Si © est 'upg correspondant a la premiere branche de succes de G, il
suffit de prendre ¢ égale a 61 ol T est une substitution close de G6.

O

Lemme IIL.6 : Soit P un programme Prolog et n un entier.
On suppose que SS& U (FFQ)' U (SSf2)" U (FEL)" Ty Tn.
Pour tout but :- L de profondeur standard au plus égale a n :
a) si :- L réussit, alors 3[L] Ssl est vrai dans Ty Tn.
b) si :- L échoue, alors V[L]Ef est vrai dans T Tn.

c¢) si l'arbre SLD standard de P U {:- L} est fini, alors V[L] s‘: est vrai dans Ty Tn.

Démonstration : Soit L = [Aj, Ay, ..., A(]
La démonstration se fait par récurrence sur q.

- siq =0, c'est évident.
- Supposons le résultat démontré a l'ordre g-1 (q 21).

a) Il existe une substitution close 6 telle que :- Lo réussisse et ait une profondeur standard
au plus égale 2 n (lemme I11.4). A6 € T, Tn puisque A;Ge SS et par hypothese de
récurrence, {A,, ..., Aq]go est vrai dans T, Tn puisque :- (A2, ..., Ag)o réussit. Par
définition, [L]30 et par conséquent 3[L]S est vrai dans T, Tn.

b) Pour toute substitution close ©, le but :- Lo échoue, et a une profondeur standard
inférieure ou égale a n (lemme I11.4).
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- Si A6 échoue, alors A jC € T« Tn et par définition de [L]Ef,
[L15F6 est vrai dans TgTn.

- Si A0 réussit, alors A;0 € SSiy etdonc A;oe TgTnetAjc e Ty Tn.

Le but :- (A2, ..., Ag)0 échoue donc et A10 A Aj G A [Ag, ..., Aq]ElFG et par conséquent

[L1¥F6 est vrai dans T, Tn.
Ceci démontre que V[L]EF est vrai dans Ty Tn.

¢) Si le but :-L échoue alors, V[L]l;:lF est vrai dans Tg, Tn et d'apres le lemme II1.3, V[L]SFl
est vrai dans T, Tn.

Si :- L réussit finiment, alors pour toute substitution close o, le but :- Lo réussit finiment
ou échoue. S'il échoue, on est ramené au cas précédent. S'il réussit finiment, il en est
alors de méme de :- Ao et de :- (Ay, ..., Ag)o. Comme A;C et AJC appartiennent a
TslTn et d'aprés l'hypothése de récurrence, [A,, ..., Aq]sFlo est vrai dans T, Tn. Par

conséquent, V[L] s}'; est vrai dans T Tn.

O

Le résultat suivant prouve que les calculs d'un interpréteur standard appliqués a un
programme Prolog P sont T, Tw-corrects, c'est-a-dire qu'ils peuvent étre calculés par
"chalnage avant" a partir de la traduction axiomatique standard de P.

Théoréeme III.2:

SS U FF;, U FFy U SS¢y © Ty To.

Démonstration : On démontre par récurrence sur n, et en utilisant les résultats du lemme
I11.6 que

SSa U (FFL)' U (FED" U (SSf)" € TeTn. (1)

Si n=0, c'est évident puisque tous les ensembles ci-dessus sont vides.

Montrons par exemple que SS";'I1 c T, T(n+1) si 'on suppose l'inclusion (1) vérifiée
pour n.

Soit A = p(s) € SS":J. Il existe un entier j tel que la résolution de A avec les j-1
premiéres regles Cy, ..., C;.; de prédicat de téte p échouent et avec la j-eme regle C;
réussisse.

Soitie {1,...,j-1} et soit L; le corps de la regle C;.

- si A n'est pas unifiable avec la téte de C;j, alors : Ty Tn |= CEiF(s) d'apres le
lemme II1.3.

- si A lui est unifiable, avec la substitution ©, alors :- L; échoue et donc par le
lemme précédent, V[Lio]l;:f est vrai dans TqTn. Par conséquent : Teln |= CEiF(s)
d'apres le lemme II1.3.
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A est unifiable avec la t€te de la régle C; de corps L;, avec la substitution 6. Le but :- L;c
réussit et donc 3[L;0]5 est vrai dans TyTnet: Ty Tn = CS(s) d'apres le lemme I11.3.

En conclusion, [CFiF Al A Cfll: A CJS](S) est vraie dans T Tn et donc A € Ty T(n+1).

O

Corollaire I11.2 : Soit P un programme Prolog et n un entier.
Pour tout but :- L de profondeur standard au plus égale a n.

a) si :- L réussit, alors A[L)S est vrai dans Ty Tn.
b) si :- L échoue, alors V[L]l:‘f est vrai dans Ty, Tn.
c) si I'arbre SLD standard de P U {:- L} est fini, alors V[L] 5 est vrai dans Ty Tn.

Démonstration : C'est 'énoncé du lemme II1.6 sans I'hypothése :
SSq U (FEY' U (FFY)" L (SSi)" < Ty Tn. (1)
qui a été démontrée dans le théoreme I11.2.

On déduit du Théoréme II1.2 un résultat de correction de la sémantique opérationnelle

standard pour l'axiomatique P,

Théoreme II1.3 : Soit G = :- L un but.

a) Si G réussit avec la réponse calculée o, alors P}:‘f’ ;= V[Lo] SS[.
b) Si G échoue finiment alors, PR |= v[L]EF,

st

¢) Si l'arbre SLD standard de G est fini, alors PR = V[L]F.

Démonstration :

a) Si G réussit avec la réponse calculée o, alors pour toute substitution close 1, le but :-

Lot réussit. Le corollaire I11.2 montre alors que [LoT] ssl est vrai dans T T donc dans le

plus petit point fixe de Ty, (qui est égal au plus petit modele de Herbrand de Py,) puisque

c'est une formule positive et que Ty, est monotone et par conséquent, que [Lcs*t:]ssI est

conséquence logique de Plif’ . Ceci étant vrai pour toute substitution close T, on a bien :
P = v[Lg)S.

b) Si G échoue finiment alors, le corollaire IT1.2 montre que V[L]Ef est vrai dans T, T,

donc aussi dans le plus petit modele de Herbrand de Pg donc V[L]Esf est conséquence

logique de P’:etr

Démonstration analogue pour le ¢).

O
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Corollaire II1.3 : Soit A un atome clos.
a) Si A € SS;, alors PHS? = A.

b) Si A' € FFy alors P |= A,

c) Si A" € FFy U St alors PR = A",

Démonstration : Il suffit d'appliquer le théoréme II1.3.

I11.2.3 T, Tw-complétude et PHEr complétude

st -

Lemme IIL.7 : Soit le but :- L. S'il existe un entier N tel que pour toute substitution ¢

telle que la liste Lo soit close, le but :- Lo ait un arbre fini de profondeur standard
inférieure ou égale a N, alors :- L a également un arbre fini de profondeur standard
inférieure ou égale a N.

Démonstration : Supposons la conclusion fausse. Il suffit d'instancier une branche de
longueur supérieure 8 N pour obtenir une contradiction.

O

Définition II1.4 : Pour un programme Prolog P, on note Mp le nombre maximum
d'atomes figurant dans un corps d'une régle.

n_
Soitd,  ={gET siMp22
= n siMp=1
= ] si Mp = 0.

d,, vérifie la relation de récurrence d,, 41 = Mpd,, +1.

Lemme I11.8 : Supposons que pour tout atome A, si A" € Ty Tn alors le but :- A a un
arbre de profondeur standard inférieure ou égale a dy,.

Soit L une liste d'atomes telle que V[L] S‘: soit vrai dans Ty Tn.

Alors le but :- L a un arbre de profondeur standard inférieure ou égale a qd,, .

Démonstration : Soit L = A, A,, ..., Ag4.On montre ce lemme par récurrence sur q.

Siq =0, c'est évident.

Sinon, pour toute substitution © telle que Lo soit close, [Lo] s}z est vrai dans T, Tn.
-siAjoe Ty Tn, alors Ajc e TyTn et par hypothése, le but :- A;G a un arbre

SLD standard de profondeur standard inférieure ou égale 2 d;. Le but :- A;0 ne peut pas

réussir puisque sinon on aurait : A6 et A;6 € Ty Tn d'apres le théoreme I11.2.

Donc le but :- Lo échoue et a un arbre de profondeur standard inférieure ou égale a d,, .
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-si Ajo e T, Tn, alors A;6 et Ajoc € T, Tn. Le but :- A16 a un arbre de
profondeur standard inférieure ou égale a d, . [Ag, ..., Aq]sFlo est vrai dans Ty Tn.
L'hypothése de récurrence montre que :- (A, ..., Ag)C a un arbre de profondeur
standard inférieure ou égale a (g-1)d; .

Le but :- Lo a donc bien un arbre de profondeur standard inférieure ou égale a qd;, .

Le lemme IT1.7 montre alors que :- L a un arbre de profondeur standard inférieure
ou égale a qdp.
O

Remarque : Une des raisons de 1'échec de Tg & rendre compte exactement des succes et
des échecs pour un interpréteur standard provenait du fait que I'on pouvait avoir :

At e TeT2 pour tout terme clos t alors que la profondeur standard de l'arbre SLD
standard de A(t) était non bornée (voir exemple I11.2). La proposition suivante montre que
ce cas ne peut pas se produire avec l'opérateur Ty, L'appartenance d'un atome a T Tn
implique que son arbre SLD standard a une profondeur standard bornée en fonction de n.

Proposition II1.2 : Si A" € Ty Tn alors, le but :- A a un arbre fini de profondeur
standard inférieure ou égale a dy, .

Démonstration : On démontre cette proposition par récurrence sur n.

Sin = 1, les seules régles qui peuvent s'appliquer a A ont un corps vide. Le résultat est
donc vrai dans ce cas.

Supposons la proposition vraie pour l'entier n.

Soit A" € Ty T(n+1).

Supposons que A soit unifiable avec la téte de la i-eme reégle de corps L;, avec la
substitution ©. Alors V[LiG]SFl est vrai dans TslTn. L'hypothése de récurrence permet
d'appliquer le lemme II1.8.

Le but :- L;c a un arbre de profondeur standard ou €gale a qd, < Mpd;, et A a donc un
arbre de profondeur standard ou égale a Mpd, + 1 = dp41.

O

Corollaire I11.4 : Pour tout programme,
TaTw N H" = SS¢;, U FFL.

Démonstration : On a déja montré que SS¢, U FFy < TaTw n H".
L'inclusion inverse est une application immédiate de la proposition II1.2 puisque tout
atome dont I'arbre SLD standard est fini est soit un échec, soit un succés fini.

O

Remarque : Ce résultat montre que T, T caractérise exactement l'ensemble des échecs
et des succes finis d'un programme P soumis & un interpréteur Prolog Standard.
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En effet,
SSiu={AeHlAetA"e Ty Tw ) et
FFa={AeHIA e T, To ).

Exemple IIL.6 : Soit P le programme :
A
{A - A
C:-A,B
TyT1=(A,B,B"} =T, Ta pour tout ordinal o 2 1.

B est un échec fini.
A n'est pas un succes fini puisque A" ¢ T Tw.

Corollaire IIL.5 : Soit n un entier.
a) si V[L]SFl est vraie dans Ty Tn, alors le but :- L a un arbre fini de profondeur
standard inférieure ou égale a qd, ou q est le nombre d'atomes de la liste L.

b) si V[L]Ef est vraie dans Ty, Tn, alors le but :- L échoue finiment et a un arbre

fini de profondeur standard inférieure ou égale a qd, .

Démonstration : Evident d'apres le lemme II1.7 et la proposition précédente.

Théoreme II1.4 : Si un programme Prolog P vérifie I'hypothése Hs, alors
ToTo =SS U FFy, U FFy U SS¢..

Démonstration :
Montrons par récurrence sur n que ToTn c SS U FFg v FFg W SS4;.

Pour n =0, c'est évident.
Supposons l'inclusion établie pour un entier n.

1) Soit p(s) € TaT(n+1) ot s est un n-uplet de termes clos et soient Cy, ...,C;, les regles
de P de prédicat de téte p.

Alors: TyTn = [C3v (CEFAC) v .. v (CEF A . A CE A CHIs).

Soitje {1,...,p} tel que : Ty Tn '= [CEIF A A Cf']: A C‘j.‘](s).

a) CE-F(S) est vrai dans Ty, Tn pourie {1,...,j-1}. Cette formule peut s'écrire :
1
Vy(s#tv V[Li]Es]:)

ou les y; sont les variables apparaissant dans la téte de la régle C;.
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Le lemme IT1.3 montre que si CEiF(s) est vraie dans TslTn alors :

- p(s) n'est pas unifiable avec la téte de la i-€éme régle de P
ou:

- I'unification est possible (soit ¢ I'upg associé) et que V[Lio]Ef est vraie dans
Ty Tn. Le Corollaire ITI.5 montre alors que le but :- Lo échoue.

La reégle C;de P donne donc un échec standard pour I'atome p(s).

b) C?(s) est vrai dans T, Tn.
C?(s) peut s'écrire sous la forme :
dy(s=tA3[L;] sst) ou les y; sont les variables apparaissant dans la t€te de
C;.
L'atome p(s) et la téte de la regle C; sont unifiables. Soit ¢ la substitution associée.
ToTn E=3[L005
c.-a-d. qu'il existe une substitution T telle que L;07 soit close et :
ToTn = [Ljot)S.
D'apres I'hypothese de récurrence, le but :-L;o7 réussit et I'hypotheése Hj assure alors

que le but :- L;o réussit; la régle C;donne un succes standard pour p(s) qui appartient
donc a SSq,.

2) Soit p'(s) € T, T(n+1). Alors :

Ty Tn }= [CEIF A A CEPF](S)
donc, sous I'hypothése Hj et d'aprés ce qui précede, les regles de P de prédicat de téte p
donnent un échec Prolog pour p(s) et p'(s) appartient donc & FF,.

3) Soit p"(s) € Ty T(n+1). Alors :
TuTn EC] A . A CE.
Cli:(s) est vrai dans T, Tn pourie {1,...,p}.
La formule C]i:(s) peut s'écrire :
Vy(s#tv VL)

ol les y; sont les variables apparaissant dans la téte de C;.
Le lemme II1.3 montre que si C]i:(s) est vrai dans TgTn alors :

- p(s) n'est pas unifiable avec la téte de G;
ou:

- I'unification est possible (soit 6 I'upg associé) et que ‘v’[Lics]::l est vraie dans
ToTn. Le corollaire II1.5 montre alors que le but :- L;o a un arbre fini de profondeur
standard inférieure ou égale 3 Mpd,,.

La régle C; donne donc soit un échec, soit un succes fini pour l'atome p(s). Comme ceci
est vrai pour toutes les régles de P, p"(s) appartient donc & SS¢;, U FF,.

O
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Corollaire III.6 :
1. Si P est un programme sans variable locale,

TsTw = SSs U FFy U FFy U SSfy..
2. Si P est un programme propositionnel pur,
pPPf(Ts) = Ta T = SS5 LU FFy L FFgi U S,
3. Si P est un programme sans variable locale et sans symbole de fonction,
pppf(Ts) = T T = S8 L FFy U FFg U SSfse.

Démonstration :
1. En effet, les programmes sans variables locales vérifient I'hypothése Ha.
2. et 3. Pour tout atome A contenant une occurrence d'un symbole fonctionnel ne figurant

pas dans P, A' € T, T1 puisque A n'est unifiable avec aucune téte de régles de P. Et
comme les autres atomes sont en nombre fini, Tg, T est le plus petit point fixe de Tg;.

O

La condition H3 est donc suffisante pour qu'un programme soit décrit par T Tw. Ce
résultat est a rapprocher du théoreme III.1. Nous voyons que la traduction P, constitue

donc une meilleure approximation axiomatique de I'ensemble des succes et des échecs
finis d'un interpréteur Prolog Standard que Pg. Il n'en demeure pas moins que Hj est

indécidable et qu'en général, T Tw n'est pas le plus petit modele de Herbrand de P
On peut néanmoins énoncer le résultat de complétude suivant :

Théoreme II1.5 : Si P est un programme qui vérifie I'hypothése Hs (par exemple sans
variable locale) et pour lequel Ty Tw est le plus petit point fixe de Ty (par exemple sans
symbole de fonction), alors pour tout atome clos A,ona :

a) A e SSg sSi PHS‘i’ = A.

b) A'e FFg,  ssi PHsclr = A

c) A" e FFg U SS¢qy  ssi PPL‘? '= A"

Démonstration :

a) Si P = A, alors A € Ty Tw donc A e Sy

b) Si PH" |= A", alors A’ € TyTw donc A’ e FFi,.

c) Si P = A", alors A" € TyTw donc A" € FFy U SSg.

O

On montre au paragraphe IV.3 qu'un programme sans variable locale est tel que Ty, Tw est
le plus petit point fixe de Ty;.. Pour ces programmes, PH:!’ est donc une caractérisation
axiomatique correcte et complete de leur sémantique opérationnelle standard.

Il n'est pas possible d'avoir de résultats de complétude plus généraux. Par exemple, il est

faux que si PH:[' = VAo, alors le but :- A a une réponse calculée 1 telle que ¢ > 1.
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Contre-exemple : [Llo 87]
Soit P le programme {p(a)}. Si I'on suppose que le langage L ne contient que la constante
a alors P}:‘:' l= Vxp(x)o ol G est la substitution identité et la seule réponse calculée est T

= (x/a). On n'a évidemment pas ¢ 2 1.

On pourrait penser qu'il suffit que le langage sous-jacent L contienne suffisamment de
constantes pour que l'on puisse obtenir un résultat de complétude plus général, comme
c'est le cas pour la sémantique d'un interpréteur idéal. L'exemple suivant montre que ce
n'est pas le cas :

Soit P {1133 ((;; - B@) et L un langage quelconque contenant les constantes a et b.

P vérifie I'hypothése Hj et Ty, est continu puisque P ne contient pas de variables locales.
Soit 6 = (x\b). On a T T1 }= V(B(x)0) et pourtant, le but :- B(x) n'a pas de réponse
calculée standard!. Ceci provient du fait que I'hypothése 1! ; n'est pas encore assez forte.
Il faudrait la remplacer par Hj : pour tout but :- L et toute substitution close T des
variables de L, si le but :- Lt réussit alors le but :- L réussit avec une réponse calculée
(standard) O telle que 6 < 1. Sous cette hypothese, on peut démontrer le résultat suivant :

Proposition IIL.3 : Soit P un programme Prolog vérifiant I'hypothése H} et pour
lequel T To est un point fixe de Ty, L une liste d'atomes et 6 une substitution des
variables de L. Alors, si L contient assez de constantes n'apparaissant ni dans P ni dans
Lo pour instancier les variables libres de Lo et si P}:‘f’ = V[Lo] ssl alors le but :- L a une
réponse calculée standard © telle que 6 < ©.

Démonstration :

Comme P}‘:";’ i= V[Lo] SSI et comme T_“Tm est un point fixe de Ty, (et donc aussi un plus
petit modele de Herbrand de Pg), on a: ToTw |= V[Lc]ssl. Soient {0;}ic1 les réponses
calculées standards pour P U {:- L}. Supposons que pour tout i € I, 6; ne soit pas plus
générale que ©. Soit T une substitution close des variables de Lo par des constantes ne
figurant pas dans P. Le but :- Lot réussit d'aprés le théoréme II1.4 et aucune des réponses
6; n'est plus générale que o1 ce qui contredit I'hypothése Hj.

O

Par contre, méme si P vérifie les hypothéses de la proposition précédente,
pHe = V[L]Ef (resp. PHS";’ = VIL]F) n'implique pas que le but :- L échoue finiment
(resp. ait un arbre SLD standard fini). Il suffit pour s'en assurer de considérer le

programme suivant :

{p(s(x)) :- p(x)

l¢'est-a-dire calculée par un interpréteur standard.
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Quelque soit le langage L, on a P

H:" |= Vxp'(x) puisque pour tout terme clos t,

p(t) € FFg et I'arbre SLD standard de P U {:-p(x)} n'est pas un arbre d'échecs finis.

Rappelons néanmoins 1'énoncé du Corollaire II1.5 .

Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes.
a) S'il existe un entier n pour lequel T, Tn |= V[L]s}: alors, l'arbre SLD standard de

P U {:- L} est fini.
b) S'il existe un entier n pour lequel Ty Tn ‘= V[L]Ef alors, l'arbre SLD standard de
P U {:- L} est un arbre d'échec fini.

Pour résumer : La traduction axiomatique P"if’ réalise une meilleure approximation de la
sémantique opérationnelle standard que la traduction PHG”. Cette traduction est correcte et

compleéte pour les programmes sans variable locale et sans symbole de fonction mais dans
le cas général, trois "points noirs" subsistent :

1- Le fait que I'on ait obtenu un résultat de complétude limité (le théoréme III.4) pour une
classe partielle (et indécidable) de programmes : les sémantiques finies que nous €tudions
par la suite ne présentent pas le méme inconvénient.

2- Méme si le programme considéré P vérifie I'hypothése Hj3 (ou H3), la complétude
n'est obtenue qu'a certaines conditions sur le langage sous-jacent et surtout, sur la
continuité de 'opérateur de conséquence immédiate associ€.

3- Méme si l'opérateur Ty, est continu, nous n'obtenons des résultats de complétude
entiérement satisfaisants que pour des buts constitués d'atomes clos. Ces résultats se
généralisent assez mal a des buts contenant des variables.

Nous retrouverons ces deux derniers problemes lors de I'étude des sémantiques finies et
nous montrerons au chapitre VI qu'il est di au cadre choisi : la restriction de la notion de
modele aux seuls modéles de Herbrand. La solution a ce probléme consiste a se placer
dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark.

II1.3 Indécidabilité des hypotheéses Hj, H; et Hs.

Il est démontré dans [Llo 84] que pour toute fonction n-aire récursive partielle f, il
existe un programme Prolog Ps et un prédicat (n+1)-aire pr tel que le but :- pe(k, ... , kp,
x) ait pour réponse calculée x = k si et seulement si f(kj, ... , k) = k.

Il est facile de vérifier dans cette démonstration que pour tous les programmes P
ci-dessus, les réponses calculées par un interpréteur standard sont les mémes que celles
calculées par un interpréteur "en largeur d'abord et équitable”.

D'autre part, si L est un langage de programmation dans lequel il est possible de
calculer toutes les fonctions récursives partielles, il n'existe pas d'algorithme permettant
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de décider si un programme quelconque donné P de L boucle ou non pour une donnée d
(voir par exemple [Del 87d]).

Nous utiliserons ce résultat ici sous la forme suivante : il n'existe pas d'algorithme
permettant de décider si un but quelconque :- A (ou A est un atome clos) boucle ou non
pour un programme Prolog P soumis a un interpréteur Standard.

Proposition II1.4 : /] n'existe pas d'algorithme permettant de décider si un succés A
d'un programme Prolog P quelconque est un succeés fini.

Démonstration : Soit P un programme Prolog quelconque et A un atome clos. On
forme le programme P' défini a partir de P par :

B
P {g :- A ou B est un symbole de prédicat ne figurant pas dans P.

B est un succes de P'.

B est un succes fini de P' si et seulement si :- A ne boucle pas pour P.

Un algorithme permettant de décider si B est un succes fini de P' permettrait alors de
décider si A boucle ou non pour P. Un tel algorithme n'existe donc pas.

a

Proposition IILS : Il n'existe pas d'algorithme permettant de décider si, pour un
programme Prolog P et un corps de régle :- L de P, I'échec fini de toute instance close de
:- L implique l'échec fini de :- L (pour un interpréteur standard).

Démonstration : Soit P un programme Prolog défini par la suite de regles (Ry, ..., Rp).
Pour chaque régle R, on définit la régle R* par :

R = A(t) :- By(ty), ..., Bn(ty)
ssi
R+ = A(t,s(z)) :- Bi(t1,2), ..., Bp(ty,2)

ol z (resp. s) est une variable (resp. un symbole de fonction) n'apparaissant pas dans P.
Soit G le but :- By(ty), ..., By(ty). On définit le but G* par :- B;(t1,2), ..., Bn(tn,2).

Soit P* le programme (R;*, ..., Ry*, X :- G+, fail) ou X et fail sont deux nouveaux
symboles de prédicats O-aires.

« Pour toute instance close T des variables de G+, I'arbre SLD standard de P+ U {:- G*}
est fini. En effet, T instancie en particulier la nouvelle variable z et chaque application
d'une regle R* diminue d'une unité la hauteur de ce parametre.
On peut montrer que si zT = s®(a) ol a n'est pas une image de s et si M est la longueur
maximale des corps des régles de P alors, la profondeur de I'arbre SLD standard de P+ U
{:- A(t,s"(a))} est inférieure ou égale a d,, (cf définition II1.4).
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« Pour toute instance close T des variables de G*, P+ U {:- G™'1, fail} échoue finiment
(pour un interpréteur standard).

« P+ U {:- G, fail} échoue finiment ssi P+ U {:- G*} ne boucle pas.

» P+U {:- G*} ne boucle pas ssi P U {:- G} ne boucle pas. En effet, 1a nouvelle variable z
n'impose aucune contrainte.

» Un algorithme permettant de décider si P+ U {:- G*, fail} échoue finiment permettrait du
méme coup de décider si P U {:- G} boucle.

O
Proposition IIL.6 : Il n'existe pas d'algorithme permettant de décider si pour un
programme Prolog P et un corps de régle - Ay, ..., Apde P, le succés d'une instance
close de :- Ay, ..., Ay implique le succés de :- Ay, ..., Aq.

Démonstration : Soit P un programme, A un prédicat de P. Soient B et C deux
nouveaux symboles de prédicat, a et b deux nouvelles constantes et P' le programme
obtenu en adjoignant a P les regles :

C:- B(x)
{B(a) - A
B(b)

Le but :- B(b) réussit.

Le but :- B(x) réussit si et seulement si le programme P s'arréte pour :- A.

Un algorithme permettant de décider si le but :- B(x) réussit permettrait alors de décider si
le but :- A boucle ou non pour P.

O



Chapitre 1V :

Les sémantiques finies

IV.1. La sémantique standard finie

Des considérations opérationnelles (les seuls programmes pratiquement
admissibles sont ceux qui ne bouclent pas) et théoriques (le corollaire II1.3 montre que
I'axiomatique standard restreinte aux échecs et succés tous deux finis est satisfaisante)
nous ont conduits a définir la sémantique opérationnelle standard finie (§ 11.4.3) d'un
programme Prolog P et a tenter d'en donner une caractérisation axiomatique Pgg en
utilisant une méthode analogue a celle développée au chapitre précédent. Nous montrons
que Tg,, Tw (obt Ty, est I'opérateur de conséquence immédiate associ€ a Pg, défini sur les
interprétations de Herbrand du langage sous-jacent) représente exactement la sémantique
opérationnelle standard finie de P puis nous en tirons les conséquences en termes de
correction et de complétude dans le cadre des modéles de Herbrand. Nous montrerons au
chapitre VI que c'est dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark que ce résultat a la

signification logique la plus forte. Cette traduction s'exprime dans le langage dédoublé L4

(8 I.1).

1V.1.1 Définition de la traduction axiomatique standard finie

On suppose dans tout ce paragraphe que la notion de succés fini ou d'échec fini se
réfere a un interpréteur Prolog Standard. On dira donc, étant donné un programme

P, qu'un but G échoue ssi l'arbre SLD standard pour P U {G] est un arbre d'échecs

finis et que G réussit finiment ssi l'arbre SLD standard pour P U {G} est fini et
contient la clause vide.

Considérons un programme Prolog propositionnel dont les régles ayant pour symbole de
prédicat de téte A sont (dans cet ordre) :

A:-B,C
A:-D
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[:- A réussit finiment] ssi [(:- B, C réussit finiment et :- D est fini) ou (:- B, C échoue
finiment et :- D réussit finiment)]

ou, d'une maniere équivalente :

[:- A réussit finiment] ssi [(:- B, C et :- D sont finis) et (:- B, C réussit finiment ou :- D
réussit finiment)].

[:- A échoue finiment] ssi [:- B, C échoue finiment et :- D échoue finiment].
[:- B, Créussit finiment] ssi [:- B et :- C réussissent finiment].
[:- B, C échoue finiment] ssi [:- B échoue finiment ou (:- B réussit finiment et :- C échoue

finiment)].

La notion de but fini peut étre caractérisée par :
[:- A est fini] ssi [(:- B échoue finiment ou ( :- B réussit finiment et :- C est fini)) et (:- D
est fini)].

Cet exemple conduit a introduire les définitions suivantes.

Soit L = Ay, Ay, ..., Ap une liste d'atomes. On définit :

S = A1 A Az AL A Ay et [IFF = Vrai.

-ILIEF = Al v (A1 A [Ag, o, AnED) et IEF = Faux.

fst fst

“LIE = AV (AL A A, L AL ) et OF = Vrai,

fst

Siles A; sont des atomes clos, le sens souhaité de :

[L]fsf est : le but :- L réussit finiment (c.-a-d. 'arbre SLD standard pour P U {:-

L} est fini et contient la clause vide @)

[L]gest : le but :- L échoue finiment (c.-a-d. I'arbre SLD standard pour P U {:-

L} est un arbre d'échecs finis)

[L]f];l est : I'arbre SLD standard pour P U {:- L} est fini.
Exemple IV.1:

[A1 Azlfi= AL v (A1 A AY)

[A1, A2lf = AT v (AL A (A v AY)
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Lemme IV.1: Soit X ¢ Hy (base de Herbrand associée a L4) et soit L une liste d'atomes
clos.

[L)F est vrai dans X ssi (L1 v [LIEF) est vrai dans X.
Démonstration : Soit L = Ay, Ay, ..., Aq.
Ce lemme se démontre par récurrence sur q.
Si g =0, c'est évident puisque []f]:l et []?sf sont vrais (dans X).
Soit q 2 1 et supposons le résultat démontré pour toute liste de longueur q - 1.

- Supposons que [L]fI:l soit vrai dans X.
SiA} € X, alors [L]E est vrai dans X.
Sinon, Aj e X et [Ay, ..., Agl[ est vrai dans X.
Si [Ag, ..., Aq]EFest vrai dans X alors [L]Epest vrai dans X.

fst fst

Si [Az, ... , Aq) %sfest vrai dans X alors [L]fs}:est vrai dans X.

La réciproque se montre de maniére analogue.

On associe a toute regle C = p(t) :- L du programme les formules suivantes de L4:

CS(x) = [By(x=ta [L13H)]

fst

CEF(x) = [Vy(x = t v [LIEF)]

fst

CF(x)= [Vy(x# t v [L1])]

ol les y; sont les variables apparaissant dans les termes t; et les atomes de L et ot les x;
sont de nouvelles variables.

Remarque : Nous utilisons a nouveau les mémes notations que pour les traductions Pg et
P, afin de ne pas les alourdir par des indices supplémentaires.

- S8i Gy, Cy, ... ,Gp sont les régles de P dont le symbole de prédicat de téte est p, on
considere les axiomes suivants (que 'on suppose quantifiés universellement) :

px) &= (CEA.. A Cg) AV .. v CNX)
p'(x) &= (CEF A .. A CFi)F)(x)

- Si aucune régle de P n'admet le symbole p comme prédicat de téte, on considére
I'axiome :

Vx p'(x).

Notation : Pg, est la réunion de ces axiomes pour tout symbole de prédicat du langage.
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Exemple IV.2 : Soit P le programme Prolog :

A(a) :- A(a)
A(x)
B :- C(x), A(x)

La traduction standard finie de P est alors le systeme Py

Ax) <= (x#av A(a) v A'(a)) A Vrai A ((x =a A A(a)) v Vrai)
A'(x) & (x# av A'(a)) A Faux

B & Vx(C'(x) v (C(x) A A'(x)) v (C(x) A A(X))) A Ix(C(x) A A(X))
B' & Vx(C'(x) v (C(x) A A'(Xx)))

(C(x) &= x=Db
C(x)&ex#b
ﬁ D& Vx(E'vV((EAAX)V (EAAX))) AIXXE A AKX))

D'< Vx(E'v (E A A'(x)))
\E'

qui se simplifie en :

(A(x) & x#av A(a) v A'(a)

B & Vx(C'(x) v (C(x) A (A'(X) v A(x)))) A Ix(C(x) A A(x))
B' & Vx(C'(x) v (C(x) A A'(x)))

J Cx)=x=b

Cx)&x=#b

D & Vx(E'v (E A (A'(X) v A(X)))) A IX(E A A(X))

D' < Vx(E'v (E A A'(x)))
\E'

Notation : On note Ty, I'opérateur de conséquence immédiate associé a Py défini sur les

interprétations de Herbrand de L4. On omet la référence a P dans cette notation, le
contexte permettant de savoir de quel programme il s'agit.

Exemple IV.2 (suite) :

T T1 = {A(b), C(b), C'(a), E')
Tt T2 = Tt T1 U (B, D'} = plus petit point fixe de Tz = SSgq U FFE,

Proposition IV.1: Soit P un programme Prolog.

a) Pig est un programme général positif

b) Tg, est monotone

c¢) Pour tout ordinal o et tour atome clos A, les atomes A et A' ne peuvent pas appartenir

simultanément a Tgg T
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Démonstration :

a) Immédiat d'apres la définition 1.24.

b) En effet, Pr, est un programme général positf. On peut appliquer la proposition 1.8.

¢) Supposons cette propriété fausse. Soit o le premier ordinal tel qu'il existe un atome
clos A = p(s) tq A et A’ appartiennent a TiTa. Soient Ci, ..., Cqles regles de P de
prédicat de téte p.

- oo n'est pas un ordinal limite sinon, il existerait un ordinal B tel que A et A’
appartiennent a Ty, TB.

- o est un ordinal successeur: ot = + 1.

Les formules (CEIF A A CEqF)(s) et (C? V..V Cfl)(s) sont vraies dans T TP.

Soitie {1,...,q) tel que C?(s) soit vraie dans Ty, TP.

D'apres les définitions de Cf et CEiF, si L; est le corps de la regle C;, il existe une

substitution close G telle que [Lio]'fssf et [Lic]fsf soient vrais dans Tfs[TB.
On en déduit qu'il existe un atome B de L; tel que B et B' appartiennent simultanément a

Tt TP, ce qui est contradictoire.

O

Lemme IV.2 : Soit C = p(t) :- L une regle d'un programme Prolog P, soit s un n-uplet
de termes et soit X une interprétation de Herbrand de L.

a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors,
X = VCEFs), X =VCF(s) et X =-3CS(s)
b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec 'upg 6 alors,
"X k= VCEF(s) & V[LOJEF

fst®

X b= VCF(s) & VILO)F et
X b=3CS(s) e 3[LOF

fst*
Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme II.1 en prenant pour formule F
successivement : &]];;T, [L]f}:l et [L]fsf qui sont des formules sans quantificateur. Il montre
que les différentes formules citées dans le lemme sont des conséquences logiques de la
CET(Lg) et sont donc en particulier vraies dans le modele de la CET(L4) associé a X
(prop. 1.4).

O

Her

fst” correction

I1V.1.2 TfstTa)-correction et P

Nous commengons par montrer que la sémantique opérationnelle standard finie est
Tt Tw-correcte, c.-3-d. : SSg U FF < T To.

Cela signifie que pour tout programme Prolog P et tout atome clos A, si P U {:-A}
donne lieu a un calcul fini pour un interpréteur standard alors A ou A’ est calculé par

"chainage avant" & partir de P,
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Définition IV.1: Soit P un programme Prolog. La profondeur standard finie d'un
but G pour le programme P est la profondeur de I'arbre SLD standard de P L {G} (c’est-
a-dire la longueur de sa branche la plus longue) si celui-ci est fini.

Notation : Soit P un programme Prolog. On note SS{S\ et FFq, respectivement les succes
finis et les échecs finis standards de profondeur standard finie au plus égale a n.

Remarque : Nous commettons un abus de notation en notant de la méme manieére les
succes et €checs finis de profondeur szandard et standard finie. Ces notions sont pourtant
différentes, mais le contexte permet chaque fois de savoir desquelles il s'agit.

Lemme IV.3 : Soit P un programme Prolog et n un entier.
Supposons que : SSiq U (FFY)' < Te T
Pour tout but :- L de profondeur standard finie pour P inférieure ou égale an :

a) Si :- L réussit finiment, alors E[L]fssf est vrai dans Ti Th.

b) Si :- L échoue finiment, alors V[L]lf:‘sf est vrai dans Tgg Tn.
c) V[L]f’s:t est vrai dans T Tn

Démonstration : Soit L = A}, Ay, ..., A;. La démonstration se fait par récurrence sur
q.

- Clest évident siq = 0.
- Supposons que le résultat soit vrai pour g-1 (q 21), et soit G le but :- L.

a) Il existe une instance close Go de G telle que Go réussisse finiment. La profondeur
standard finie de Go pour P est inférieure ou égale 2 n. Comme A6 € SS¢i, par
hypothése A0 € Ty Tn et puisque :- (As, ..., Ag4)o réussit et a une profondeur standard
finie pour P inférieure ou égale a n, on peut déduire de I'hypothese de récurrence que

[As0, ..., Aqo]§s}f est vrai dans TfS{Tn. Par définition, [Lo]?sFl et aussi par conséquent

3[L)5F sont vrais dans T, Tn.

b) Toute instance close Go de G échoue et a une profondeur standard finie pour P
inférieure ou égale a n.

- Si A0 échoue, alors Ao € Tg,Tn et par définition, [Lo]ET est vrai dans Trg Tn.

- Si A0 réussit, alors A;6 € TiTn.

Le but :- (A, ... , Ag)C €choue et [Ar0, ..., Aqo]i}:est vrai dans Tg, Tn d'apres

EF EF

fel fo SONt vrais

I'hypotheése de récurrence. A;0 A [A20, ..., AqO]
dans Tfs[Tn.

Ceci montre que V[L]

et par conséquent [Lo]

EF

fo; €St vrai dans Tfs[Tn.

¢) Toute instance close Go de G échoue ou réussit et a une profondeur standard finie pour
P inférieure ou égale a n.
- S1 Go échoue, [Lc]g et donc [Lc]fl; sont vrais dans T, Tn (voir le lemme IV.1).
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- Si Go réussit alors, Ajc € Tan et, d'apres l'hypothése de récurrence,
[Aq0, ..., Aqo]f}; et par conséquent [L(S]f]:t sont vrais dans Tgg Tn.
On en déduit que ‘v’[L]f}s:I est vrai dans Tg, Tn.

Lemme IV.4 : Soit P un programme Prolog. Pour tout entier n,
SSfst U (FFg)' € TiTn ey

Démonstration : (par récurrence sur n)
C'est évident si n = 0 puisque tous les ensembles ci-dessus sont vides.

Démontrons par exemple que SS'};’: c T T(n+1) si la relation (1) est supposée vraie
pour n.

Soit p(t) € SSE et soit C= p(s) :- L une regle de P.
- Si t et s ne sont pas unifiables, alors CF(t) est vrai dans Ti T d'apres le lemme IV.2.
- Sit et s sont unifiables, et si 6 = upg(t, s), alors

. le but :- Lo a une profondeur standard finie pour P inférieure ou égale a n et
donc, d'aprés le lemme IV.3, V[Lc]fl; est vrai dans Ty, Tn. La formule CF(t) est par
conséquent vraie dans Teo Tn (lemme IV.2).

.si le but :- Lo réussit finiment (et ceci est le cas pour au moins une régle de P),

alors B[Lo]fssf est vrai dans T, Tn et CS(t) est vrai dans Te Tn.

En conclusion, si Cy, Cy, ... ,C, sont les régles P de prédicat de téte p, la formule :
((C’]: A A Cg) A (Cf VARRY Cf)))(t)
est vraie dans Tg, Tn et p(t) e TfstT(n+l).

On démontre de maniere analogue que (Fan‘;J)' c Tt T(n+1) si la relation (1) est
supposée vraie pour n.

Théoreme IV.1: Soir P un programme Prolog. La sémantique opérationnelle
standard finie est TfslT(o-correcte pour la traduction axiomatique associée.

SS L FFg TfstTCl)-

Démonstration : En effet, si A est un atome clos appartenant & SSg, (resp. FFyy), il
existe un entier n tel que A appartienne 2 SS(q (resp. FEQ) et I'on peut appliquer le lemme
précédent.

O

Corollaire IV.1: Soit P un programme Prolog et n un entier.
Pour tout but :- L de profondeur standard finie pour P inférieure ou égale an :

a) Si :- L réussit finiment, alors E[L]fs: est vrai dans Tg, Tn.

b) Si :- L échoue finiment, alors V[L]If:‘s}f est vrai dans Tg, Th.
c) ‘v’[L]f}:l est vrai dans Tg, Th.
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Démonstration :
C'est I'énoncé du lemme IV.3 sans I'hypothése : SSf;, U (FFq)' € Tio Tn qui a été
démontrée au lemme IV .4.

O

On déduit du Théoréme IV.1 un résultat de correction de la sémantique opérationnelle

. N . e
standard finie pour I'axiomatique P}gsl

Théoreme 1V.2 : Soit P un programme Prolog et G = :- L un but dont I'arbre SLD
standard est fini.

a) Si G réussit avec la réponse calculée o, alors fs1 = v[Lo)¥F i
b) Si G échoue finiment alors, Pi |= VL],
¢) Dans tous les cas, B = V[ L]fsl.

fst

Démonstration :

a) Si G réussit avec la réponse calculée o alors, pour toute substitution close T, le but :-
Lot réussit. Le corollaire IV.1 montre alors que [LCS’t]fsl est vrai dans Tr,, T donc dans le
plus petit point fixe de Ty (qui est égal au plus petit modeéle de Herbrand de Py, pu1sque

c'est une formule positive et que Ty est monotone. Par conséquent, [Lc‘t] )

Her
Pfsl *

Ceci €tant vrai pour toute substitution close T, on a bien : fsl }= V[Lc]fsl

conséquence logique de

b) Si G échoue finiment alors, le corollaire IV.1 montre que V[L]Ifisf est vrai dans Te, T,
donc aussi dans le plus petit modeéle de Herbrand de Py donc V[L ]fsl est conséquence
logique de PHer

Démonstration analogue pour le ¢).

Corollaire IV.2 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos.

a) Si A € SSg alors PR = A.

fst

b) Si A' € FFg, alors PHe = A

fst

Démonstration : En effet, V[A]fs! =Aet V[A]fsl A
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IV.1.3 Ty T w-complétude et P},‘:t’- complétude

Nous commengons par montrer que la sémantique opérationnelle standard finie est
Tes To-complete, c.-a-d. : Trg To < S U FFy, .

Cela signifie que pour tout programme Prolog P et tout atome clos A, si A ou A’
est calculé par "chainage avant” a partir de Py alors P U {:-A} donne lieu a un calcul fini
pour un interpréteur standard.

Lemme IV.5 : Soit P un programme Prolog. Supposons que pour tout entier n, il existe
un entier d, tel que pour tout atome clos A : [A € TigTnou A'e Tt Tn] implique que la
profondeur standard finie de :- A pour P est inférieure ou égale a d,,.

a) Pour toute suite finie d'atome clos L de longueur q, si [L]f}:l est vrai dans T Tn alors
la profondeur standard finie du but :- L pour P est inférieure ou égale a qd;,.

b) Supposons qu'il existe un entier N tel que les profondeurs standards finies de toute
instance close du but :- L soient inférieures ou égales a N.
Alors, la profondeur standard finie du but :- L pour P est inférieure ou égale a N.

c¢) Soit A un atome clos. Si pour toute régle B :- L de P telle que A et B soient unifiables
avec G comme upg, ‘v’[LG]fI:l est vrai dans T Tn, alors la profondeur standard finie du

but :- A pour P est inférieure ou égale a Mpd,, + 1 ou Mp est le nombre maximal d'atomes
figurant dans le corps d'une régle de P.

Démonstration : Soit L = Ay, Ay, ..., Aq.

a) Démontrons ce résultat par récurrence sur g.

Le résultat est évident siq = 1. Soitq = 2.

Si [Ay, Ag, ..., Aq]f}; est vrai dans TfslTn alors Ay e Tt Tn ou Al e TfS[Tn et dong, la

profondeur standard finie du but :- A; est inférieure ou égale dy,.
Si :- Aj échoue, alors la profondeur standard finie de :- A; est égale a la profondeur
standard finie de :-A1, Ay, ... , Agq qui est inférieure ou égale d,.

Si :- Aj réussit, alors Aj e TiTn (d'apres le lemme IV.4), A} ¢ Ti Tn (d'apres le
lemme IV.1) et donc [Ag, ..., Aq]f]:l est vrai dans TfstTn (d'apres la définition de [L]f‘;),

et la profondeur standard finie de :- A, ..., Aq est inférieure ou égale a (g-1)d,, d'apres
I'hypothese de récurrence.
En conclusion, la profondeur standard finie de :- Ay, Ay, ..., Aq est inférieure ou égale

qdn.

b) Supposons que la conclusion soit fausse. Il suffit d'instancier une branche de longueur
strictement supérieure a N pour obtenir une contradiction.

¢) Soit A un atome clos tel que pour toute régle B :- L de P telle que A et B soient
unifiables avec ¢ comme upg, V[Lo]f}; soit vrai dans T¢, Tn. Les lemmes précédents

montrent que la profondeur standard finie de :- Lo est inférieure ou égale 4 qd, ou g est le
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nombre d'atomes de la liste L. Comme q < Mp, la profondeur standard finie de :- A est
inférieure ou égale Mpd, +1.

O

Théoreme IV.3 : Pour tout programme Prolog P, la sémantique opérationnelle standard
finie est Tgy Tw-compléte pour la traduction axiomatique associée :

SStq U FFy = Tes T

Démonstration : Soit (dp)ne o la suite définie! par la relation dn41 = Mpd,, + 1 ol Mp est
le nombre maximum d'atomes figurant dans le corps des regles de P et d; = 1.

Nous montrons que si [A € Tg, Tn ou A' € Ty, Tn] alors la profondeur standard finie
de :- A pour P est inférieure ou égale a d,,.

Cela démontrera que Tr, T est contenu dans SSy, U FFS,.

Soitn = 1.

Les seules régles dont les tétes peuvent s'unifier avec A ont un corps vide. Le résultat est
donc vrai dans ce cas.

Supposons que la proposition soit vraie pour un entier n 2 1.

Soit A un atome clos tel que A € Tg T(n+1) ou A' € T T(n+1). Pour toute regle B :- L

EF

de P telle que A et B soient unifiables avec 6 comme upg, V[Lo]f]; ou V[Lo]¢ est vrai

fst
dans Tg, Tn. Le lemme IV.1 montre alors que V[Lc]f}; est vrai dans Tg Tn et le lemme
I'V.5 montre que la profondeur standard finie de :- A est inférieure ou égale a Mpd, + 1 =
dn+1 d'apres le lemme précédent.

O

Le Théoreme IV.3 montre donc qu'en un certain sens, la traduction axiomatique Py, est
une caractérisation exacte de la sémantique standard finie d'un programme Prolog. Mais
cette caractérisation n'est pas encore complete du point de vue de la logique (dans le cadre
des modeles de Herbrand) puisqu'en général, Ty, T n'est pas le plus petit modéle de
Herbrand de Pg,.

On peut néanmoins énoncer le résultat de complétude suivant :

Théoréme IV.4 : Si P est un programme pour lequel Tt T est le plus petit point fixe
de Ttg, alors pour tout atome A clos,ona :

g AeSSw ssi PHT A
b) A'eFF, ssi PI7E=A"

fst

1Voir aussi la définition I11.4
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Démonstration :
a) Si PH" |= A, alors A € Ty, Tw puisque T T est le plus petit modéle de Herbrand de

fst
Pg et donc A € SSgq.

b) De méme, si PAT = A", alors A' € Ty, T et donc A' € FF,,.
O

Corollaire 1V.3: Si P est un programme sans variable locale (et en particulier,
propositionnel pur) ou sans symbole de fonction,
a) A e SS¢, ssi PHT = A

fst
b) AeFF, ssi PiTl=al
Démonstration :
On montre au paragraphe IV.3 que 'opérateur Ty associé & un programme sans variable
locale est continu et donc, tel que T, Tw est le plus petit point fixe de Tgs,.
La base de Herbrand d'un programme sans symbole de fonction est finie donc, comme
Ti est monotone, Ty Tw est le plus petit point fixe de Tig.
Pour ces programmes, PHer est donc une caractérisation axiomatique correcte et

fst
compleéte de leur sémantique opérationnelle standard finie.

O

Remarque :
Comme au chapitre précédent, 'exemple :

P: p(s(x)) :- p(x)

fst fst
arbre SLD standard d'échecs finis (resp. fini). En effet, pour tout terme clos t, le but :-p(t)

échoue finiment et par contre, le but :- p(x) a un arbre SLD standard infini.

montre que P}flg = \'/[L]EF(resp. pHer | V[L]fl;) n'implique pas que le but :- L ait un

On peut énoncer toutefois la proposition suivante qui servira par la suite :

Proposition IV.2 : Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes.
a) S'il existe un entier n pour lequel Tt Tn i= V[L]fl; alors, l'arbre SLD standard pour

P U {:- L} est fini de profondeur inférieure ou égale a qd, ou q est le nombre d'atomes
de la liste L.
b) S'il existe un entier n pour lequel TesTn = VILIEF

P U {:- L} est un arbre d'échecs finis de profondeur inférieure ou égale a qd,.

alors, l'arbre SLD standard pour

c) Soit ¢ une substitution des variables de L. Alors, si L contient assez de constantes
n‘apparaissant pas ni dans P ni dans Lo pour instancier les variables libres de Lo (une

constante différente par variable) et si P}f*:[’ f= V[Lc]g N ‘v’[L]flzt alors le but :- L a un

arbre SLD standard fini et une réponse calculée 0 telle que 6 < G.

Démonstration :
a) Pour toute substitution close T des variables de L, on a : Teg Tn |= [L‘c]fl;. Le théoreme
IV.3 et le lemme IV.5 permettent alors de conclure.
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b) Le a) montre que l'arbre SLD standard de :- L est fini. Si ce n'était pas un arbre
d'échecs finis, il existerait une substitution close T des variables de L telle que le but :- Lt
réussisse. On aurait alors d'apreés le théoréme IV.2 : Tio Tn |== [Lt]?sf
T Tn = VILIEF d'apres le lemme TV.1.

c) Le a) montre que l'arbre SLD standard de P U {:- L} est fini. Le théoreme 1V .4

montre que pour toute instanciation close Lot de L, le but :-Lot réussit. La remarque du
§ 11.4.1 permet alors de conclure.

ce qui contredit

O

Remarques :
- Le programme {p(a) et un langage L ne possédant que la constante 'a' montre comme
dans le chapitre III que I'hypothése sur le langage est indispensable. En effet, si o est la

substitution identique, f:l’ |= V[p(x)c]?sf/\ V[p(x)]fl:l et le but :-p(x) n'admet pas de

réponse calculée plus générale que ©.

- Le programme P {/i\(ga)) - A) montre que dans le ¢), 'hypothese P& = V[p(x)]r’:[,

fst
c'est-a-dire le fait que I'arbre SLD standard de :- L soit fini, est indispensable.

En résumé, la traduction axiomatique standard finie Pg, est plus satisfaisante que la
traduction standard en ce sens que Ty, Tw représente exactement la sémantique
opérationnelle standard finie de tout programme Prolog P : c'est ce que nous avons
appelé la Tfslecorrection etla TfslTa)—complétude.

Pour les programmes sans variable locale ou sans symbole de fonction!, le systéeme
d'axiomes P}fls"f constitue une caractérisation axiomatique exacte de cette sémantique
opérationnelle.

Mais dans le cas général, les deux derniers probleémes, mentionnés au paragraphe I11.2,
subsistent :

- L'opérateur Tg n'est en général pas continu et par conséquent Tg T n'est pas un point
fixe de Tg, : 1l peut exister des conséquences atomiques de Pgg qui ne sont pas prises en
compte dans la sémantique opérationnelle standard finie.

- La proposition I'V.2 énonce des conditions encore plus restrictives des lors que 1'on veut
un résultat de complétude prenant en compte un but quelconque (c.-a-d. pouvant contenir
des variables).

Nous verrons au chapitre VI que ces difficultés disparaissent lorsque 1'on se place dans le
cadre logique de la Théorie Equationnelle de Clark.

1¢'est-a-dire pour les programmes utilisés généralement dans les bases de données
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IV.2. La sémantique invariante finie

La sémantique opérationnelle standard finie d'un programme Prolog a été introduite
afin de décrire les résultats des calculs (finis) effectués par un interpréteur Prolog
standard. Elle ne dépend pas de I'ordre des régles du programme mais elle dépend, en
général, de I'ordre des atomes dans chaque regle.

La sémantique opérationnelle invariante finie (§ I1.4.4) est a la fois plus générale et
plus homogene. Elle possede les mémes propriétés d'invariance que la sémantique
d'un interpréteur idéal :

- par rapport a l'ordre des régles dans le programme

- par rapport a l'ordre des atomes dans les buts et chaque corps des régles du
programme.

Elle a également une propriété "d'universalité" :

- tout atome clos qu'elle définit donne lieu a2 un calcul fini quelque soit

interpréteur Prolog utilisé et réciproquement.

Ces deux propriétés sont bien sir tres lies.

Les propriétés d'invariance laissent espérer qu'une traduction axiomatique de cette
sémantique bénéficiera des mémes propriétés d'homogénéité. La propriété d'universalité
montre que cette sémantique décrit un noyau commun a tout interpréteur. Elle parait bien
adaptée en particulier au cadre des bases de données pour lesquelles, les connaissances
(faits et régles) doivent €tre gérées "en vrac" et non suivant un ordre arbitraire précis.

IV.2.1 Définition de la traduction axiomatique invariante finie

Nous donnons dans ce paragraphe, une caractérisation axiomatique P¢ de la
sémantique invariante finie d'un programme Prolog P, en utilisant une méthode analogue
a celle développée au paragraphe précédent. Nous montrons que TfTw (ol Ty est
I'opérateur de conséquence immédiate associé a Py défini sur l'ensemble des
interprétations de Herbrand du langage sous-jacent) représente exactement cette
sémantique opérationnelle puis nous en tirons les conséquences en termes de correction et
de complétude dans le cadre des modeles de Herbrand. Comme pour la sémantique
standard finie, nous montrerons au chapitre VI que c'est dans le cadre de la Théorie
Equationnelle de Clark que ce résultat a la signification logique la plus forte.

Cette traduction s'exprime dans le langage dédoublé Lg.

Remarque : Soit P un programme Prolog et :-L un but.
Si tous les arbres SLD de P U {:-L} sont finis alors :

- si I'un des arbres SLD de P U {:-L} contient la clause vide, tous la contiennent!
et tout interpréteur Prolog trouve une réfutation pour P U {:-L}. Nous dirons simplement
dans ce cas que le but :- L réussit.

- si I'un des arbres SLD de P U {:-L} est un arbre d'échecs finis, tous sont
également des arbres d'échecs finis! et tout interpréteur Prolog donne un échec pour
P U {:-L}. Nous dirons simplement dans ce cas que le but :- L échoue.

1Voir les résultats de Apt et Van Emden au § 11.4.1.



88

Notations : SoitL = A;, A,, ... ,Ap une liste d'atomes. On définit :
SILF=A AA AL AA, et [IF = Vrai
-LE=A]VAD A AARY A et [If = Vrai.
-LEF=LE A v v AY et [IFF = Faux.

Lemme IV.6 : Soit X < Hy (base de Herbrand associée a L4) et L une liste d’atomes
clos :

- [L]]f: est vrai dans X ssi ([L]SfF v [L]EfF) estvrai dans X
- [L]EfF estvrai dans X implique que [L]EF

fst
- [L]}f: est vrai dans X implique que [L]f}s:l est vrai dans X.

est vrai dans X

Démonstration : Immédiate par récurrence sur la longueur de L.

Comme dans le paragraphe précédent, nous associons les formules suivantes a chaque
regle C = p(t) :- L du programme :

CS(x)= [By(x =t A [L1Y)]
CEF(x) = [Vy(x # t v [L]EF)]
CF(x)= [Vy(x =t v [L]D)]

dans lesquelles les y; sont les variables apparaissant dans les termes t; et les atomes de L et
ou les x; sont de nouvelles variables.

Remarque : Nous utilisons & nouveau les mémes notations que pour les s€émantiques
précédentes pour ne pas avoir a rajouter un indice supplémentaire.

- Si Cy, Cy, ..., Cp sont les regles de P dont le symbole de prédicat de t€te est p, on
considere les axiomes suivants (que 'on suppose quantifiés universellement) :

p(x) & ((C}; A A Cg) A (Cf V..V Cg))(x)
p'(x) = (CEIF A A CEPF)(X)

- Si aucune régle de P n'admet le symbole p comme prédicat de téte, on considere
l'axiome :

Vx p'(x).
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Notation : Prest la réunion de ces axiomes pour tout symbole de prédicat p du
programme.

Exemple I'V.3 : Soit P le programme Prolog suivant :

A(a) :- A(a)
A(x)
B :- C(x), A(x)

La traduction invariante finie de P est Ps:

fA(x) & (x#av A(a) v A'(a)) A Vrai A ((x =a A A(a)) v Vrai)
A'(x) & (x#av A'(a)) A Faux

B & Vx((C(x) v C'(x)) A (A(x) v A'(x))) A Ix(C(x) A A(x))

B' & Vx((C(x) v C'(x)) A (A(x) v A'(X))) A Ix(C'(x) A A'(X))
\C(x) = x=b

(C'(x) & Xx#b

D & VX((E v E) A (AX) v A'(X))) A Ix(E A A(x))

D' VX(EVE)YA (AX) Vv A'(X))) A (E v A'(x))
\E'

AL

A

Le premier axiome peut étre simplifié en A(x) & x # a v A(a) v A'(a) et le deuxi¢me peut
éwre supprimé.

Notation : On note T¢ 'opérateur de conséquence immédiate défini sur I'ensemble des
interprétations de Herbrand du langage L4 associ€ a la traduction Py.

Exemple IV.3 (suite) :
Tle = {A(b), C(b), C'(a), E'} = plus petit point fixe de Ty = SS; U FF¢

Proposition IV.3 : Soit P un programme Prolog.

a) Ps est un programme général positif.

b) Ts est monotone.

c) Pour tout ordinal o et tout atome clos A, les atomes A et A' ne peuvent pas appartenir

simultanément a TsTa.

Démonstration :

a) Immédiat d'apres la définition 1.24.

b) En effet, P est un programme général positif et 'on peut appliquer la proposition 1.8.
¢) Supposons cette propriété fausse.

Soit o le premier ordinal tel qu'il existe un atome clos A = p(s) tq A et A’ appartiennent &

TfT(X.
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— o n'est pas un ordinal limite sinon, il existerait un ordinal B tel que A et A’
appartiennent a T;Tp.

- o est un ordinal successeur : oo = 3 + 1.

Soient Cy, ..., C; les regles du programme de symbole de prédicat de téte p.

Les formules [CElF A A Ci}:](s) et [C‘;" V..V Cg](s) sont vraies dans TfTﬁ.

Soitie {1,...,p) tel que C3(s) soit vrai dans T¢Tp.

D'apres les définitions de CiS et CEiF, siL=Ay, Ay,..., Aqg est le corps de la regle C;, il
existe une substitution close ¢ telle que [Lcs]EfF et [Lc]sfp soient vrais dans T;T.

Comme par définition de a, pour tout entier j € {1,...,q}, A;o et A'c n'appartiennent pas
simultanément a T¢TP, on obtient donc une contradiction.

O

Nous montrons un lemme analogue au lemme IV.2.

Lemme IV.7 : Soit C = p(t) :- L une régle d'un programme Prolog P, soit s un n-uplet
de termes et soit X une interprétation de Herbrand de Lg.
a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors,
X = VCEF(s), X =VCFs) etX = —3CSGs)
b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec I'upg 6 alors,
X |= VCEF(s) < V[LO)EF,
X = VCFGs) & VILE) et
X =3C5(s) & 31615

Démonstration : Il suffit d'appliquer le lemme II.1 en prenant pour formule F
successivement : [L]EfF, &]? et [L]SfF qui sont des formules sans quantificateur. Il montre
que les différentes formules citées dans le lemme sont des conséquences logiques de la
CET(L4) et sont donc en particulier vraies dans le modele de la CET(L4) associé a X
(prop. 1.4).

O

IV.2.2 T¢Tw-correction et PH,"-correction.

Comme pour la sémantique précédente, nous montrons que la sémantique
opérationnelle invariante finie est T¢Tw-correcte, c.-a-d. : $S; U FF ¢ TiTw.
Cela signifie que pour tout programme Prolog P et tout atome clos A, si P U {:-A}

donne lieu a un calcul fini pour fout interpréteur alors A ou A' est calculé par "chainage
avant"  partir de Py.

Définition IV.2 : La profondeur maximale d'un but G pour un programme Prolog
P est la borne supérieure de l'ensemble des profondeurs des arbres SLD de P L {G}).
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Remarque : D'aprés la définition précédente, il semble possible qu'un but dont tous les
arbres SLD sont finis ait une profondeur maximale infinie. La proposition suivante
montre qu'en fait, il n'en est rien.

Proposition 1V.4 : Si la profondeur maximale d'un but G pour un programme P est
infinie alors P w {G} a un arbre SLD infini.

Démonstration : En effet, si pour tout atome A de G, la profondeur maximale des buts
dérivés de G en sélectionnant A était finie, alors G serait également de profondeur
maximale finie. Il existe donc au moins un atome A de G tel que la profondeur maximale
d'un des buts dérivés de G en sélectionnant A soit infinie. Ceci montre par induction que
G a un arbre SLD infini.

O

Notation : Soit P un programme Prolog. On note SST et FF{ respectivement les succes
finis et les échecs finis de profondeur maximale au plus égale a n.

Lemme IV.8 : Soit P un programme Prolog et n un entier.
Supposons que SST U (FFD)' < T¢Tn.
Pour tout but :- L de profondeur maximale pour P inférieure ou égale a n :

a) VLI est vrai dans T¢Tn.
b) Si :- Lréussit, alors (LY est vrai dans T¢Tn.
¢) Si :- L échoue finiment, alors V[LIEF est vrai dans T¢Tn.

Démonstration : Soit L = Ay, A, ... ,AgetG=:-L.

a) Pour toute instance close Gode Gettouti e {1,...,q}, le but :- A;0 a également une

profondeur maximale pour P inférieure ou égale @ n. Comme par hypothése, un des deux

atomes A;0 ou A'C appartient a T;Tn (puisque A;c € SST ou A;0 € FFY}), la formule:
(A16 vV A0) A ... A (A0 Vv AJO)

est vraie dans Ty Tn.

Donc, V|[L]} est vrai dans T¢Tn.

b) Il existe une instance close Go de G telle que Go réussisse quelle que soit la regle de
sélection utilisée. La profondeur maximale de Go est inférieure ou égale a n donc, pour
ie {1,...,9), Ajc e SST. Par hypothése, Ajc € TiTn et donc, 3[L]5F est vrai dans
Tan.

c¢) Toute instance close Go de G échoue finiment quelle que soit la régle de sélection
utilisée et a une profondeur maximale inférieure ou €gale a n. Pour toute instance close
Go de G, [Lc]}f: est vrai dans TfTn et il existe i € {1,...,q} tel que A;c échoue finiment
quelle que soit la regle de sélection utilisée, c.-a-d. appartienne 4 FF et donc 4 TyTn. Par
conséquent, \'/[L]EfF est vrai dans T;Tn.

a
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Lemme IV.9 : Soit P un programme Prolog. Pour tout entier n,
SSTu (FFD)' < TiTn (1)

Démonstration : (par récurrence sur n)
C'est évident si n = 0 puisque tout est vide.

Démontrons par exemple que SS”’E1 c T¢T(n+1) si la relation (1) est supposée vraie pour
n.
Soit p(t) € SS™' et soit C = p(s) :- L une régle de P.
- Si t et s ne sont pas unifiables, alors CF(t) est vrai dans T¢Tn d'apres le lemme IV.7.
- Si t et s sont unifiables, et si 6 = upg(t,s), alors

. le but :- Lo a une profondeur maximale pour P inférieure ou égale a n et donc,
d'apres le lemme précédent, V[Lo]]; est vrai dans T;Tn. La formule CF(t) est par
conséquent vraie dans T¢Tn (lemme IV.7).

.si le but :- Lo réussit finiment (et ceci est le cas pour au moins une regle de P
quelle que soit la régle de sélection utilisée), alors B[Lcs]sfF est vrai dans TiTn et CS(t) est
vraie dans T;Tn (lemme IV.7).

En conclusion, si Cq, Cs, ..., Cp sont les reégles P dont le symbole de prédicat de téte est
p, la formule :

((C}l: A A C};) A (C? V..V Cg))(t)
est vraie dans T¢Tn et p(t) € T(T(n+1).

On démontre de manigre analogue que (FF'f')' < T¢T(n+1) si la relation (1) est vraie
pour n.

O

Théoreme IV.5:Pour tout programme Prolog P, la sémantique opérationnelle
invariante finie est T¢Tw-correcte pour la raduction axiomatique associée :

SSfu FRc TfTw.

Démonstration : En effet, si A est un atome clos appartenant a SSy (resp. FFy), il existe

un entier n tel que A appartienne a SS§ (resp. FFT) d'aprés la proposition IV.4 et l'on
peut appliquer le lemme précédent.

O

Corollaire IV.4 : Soit P un programme Prolog et n un entier.
Pour tout but :- L de profondeur maximale pour P inférieure ou égale a n :

a) V[L)F est vrai dans T;Tn.
b) Si :- Lréussit, alors 3[L1 est vrai dans T¢Tn.
¢) Si :- L échoue finiment, alors \7’[L]EfF est vrai dans Tan.
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Démonstration : C'est I'énoncé du lemme IV.8 sans I'hypothése SST U (FFY)' < T¢Tn,
démontrée dans le lemme I'V.9.

O

On déduit du Théoréme IV.5 un résultat de correction de la sémantique opérationnelle
standard finie pour I'axiomatique PHF'.

Théoréme IV.6 : Soit P un programme Prolog et G = :- L un but de profondeur
maximale finie.

a) Si G réussit avec la réponse calculée o, alors Per’ l= V{Lo] SfF.
b) Si G échoue finiment alors, PHf’ = \'/[L]EfF.
¢) Dans tous les cas, Per’ k= V[L]I;.

Démonstration :

a) Si G réussit avec la réponse calculée G (pour une regle de sélection) alors, pour toute
substitution close T, le but :- Lot réussit (pour toute régle de sélection).

Le lemme IV.9 montre alors que [L<5‘t)sfF est vrai dans T(Tw donc dans le plus petit point
fixe de Ty (qui est égal au plus petit modele de Herbrand de Py) puisque c'est une formule
positive et que Tt est monotone. Par conséquent, que [Lcr‘t]sfF est conséquence logique de
Per’. Ceci étant vrai pour toute substitution close T, on a bien : PHF’ }= V[Lo] SfF.

b) Si G échoue finiment (quelle que soit la régle de sélection utilisée) alors, le lemme IV.9

montre que V[L]Efp est vrai dans T;Tw, donc aussi dans le plus petit modele de Herbrand

Her

de Prdonc \7’[L]EfF est conséquence logique de P

Démonstration analogue pour le c).

Corollaire IV.5 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos.
a)Si A e SS;alors P& = A

b) Si A' e FFialorsPH = A,

Démonstration : en effet, si A (resp. A') € SS¢ (resp. FFp), alors A (resp. A') € TTw
et donc aussi au plus petit modéle de Herbrand de Ps.

O
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IV.2.3 T¢Tw-complétude et P"f"-complétude.

Comme au § IV.1.3, nous montrons que la sémantique opérationnelle invariante
finie est TfT(o-compléte, c.-a-d. : TfTw c SS; U FF; .

Cela signifie que pour tout programme Prolog P et tout atome clos A, si A ou A'
est calculé par "chainage avant" a partir de Pralors P U {:-A} donne lieu a un calcul fini
pour tout interpréteur Prolog.

Lemme IV.10 : Soit P un programme Prolog. Supposons que pour tout entier n il existe
un entier dy tel que pour tout atome clos A : [A € Tan ouA'e Tan] implique que la
profondeur maximale de :- A pour P soit inférieure ou égale a dy,. Alors,

a) Pour toute suite finie d'atomes clos L, si [L]}f: est vrai dans T¢Tn alors la profondeur
maximale de :- L pour P est inférieure ou égale a qdp,.

b) Supposons qu'il existe un entier N tel que les profondeurs maximales de toutes les
instances closes du but :- L soient inférieures ou égales a N. Alors, la profondeur
maximale de :- L pour P est inférieure ou égale a N.

c) Soit A un atome clos. Si pour toute régle B :- L de P telle que A et B soient unifiables
avec G comme upg, V[Lo]?est vrai dans T¢Tn, alors la profondeur maximale de - A

pour P est inférieure ou égale a Mpd,, + 1 out Mp est le nombre maximal d'atomes figurant
dans le corps d'une régle de P.

Démonstration :

a) [Aq, Ao, ... ,Aq]}; est vrai dans T¢Tn implique que pouri € {1,...,q}, Aj€ T¢Tn ou
A e T¢Tn et donc que la profondeur maximale de :- A; est inférieure ou égale a d,. Par
conséquent, la profondeur maximale de :- A1, Ag, ..., Aq est inférieure ou égale a
qdy.

b) Supposons que la conclusion soit fausse. Il suffit d'instancier une branche de longueur
strictement supérieure a N pour obtenir une contradiction.

c¢) Soit A un atome clos tel que pour toute régle B :- L de P telle que A et B soient
unifiables avec ¢ comme upg, V[LG]l; soit vrai dans T¢Tn. Les points a) et b) montrent
que la profondeur maximale de :- Lo est inférieure ou égale a qd, ou q est le nombre

d'atomes de la liste L. Comme q < Mp, la profondeur maximale de :- A pour P est
inférieure ou égale Mpd,+1.

Théoreme IV.7 : Pour tout programme Prolog P, la sémantique opérationnelle
invariante finie est T¢Tw-compléte pour la traduction axiomatique associée :

SS;uU FF =T To.
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Démonstration : Nous reprenons la démonstration du théoréme IV.3. Nous
démontrons plus précisément que si dy, est la suite définie! par la relation dy41 = Mpd; + 1
ol Mp est le nombre maximum d'atomes figurant dans le corps des régles de Petd; = 1,
alors [A € TiTn ou A' e T¢Tn] implique que la profondeur maximale de :- A pour P est
inférieure ou égale a d;.

Soitn = 1.

Les seules régles dont les tétes peuvent s'unifier avec A ont un corps vide. Le résultat est
donc vrai dans ce cas.

Supposons que la proposition soit vraie pour un entier n 2 1.

Soit A un atome clos tel que A € TiT(n+1) ou A' € T¢T(n+1). Pour toute régle B :- L de
P telle que A et B soient unifiables avec 6 comme upg, V[Lo]};ou V[LG]F‘fF est vrai dans
T¢Tn. Le lemme IV.6 montre alors que V[LG]}; est vrai dans T Tn et le lemme IV.10
montre que la profondeur maximale de :- A est alors inférieure ou égale 8 Mpd,, + 1 =
dn+1»

O

Le Théoréme IV.7 montre donc qu'en un certain sens, la traduction axiomatique Py est
une caractérisation exacte de la sémantique invariante finie d'un programme Prolog. Mais
cette caractérisation n'est pas encore compléte du point de vue de la logique (dans le cadre

des modeles de Herbrand) puisqu'en général, TiTw n'est pas le plus petit modele de
Herbrand de Py.

On peut néanmoins énoncer le résultat de complétude suivant :

Théoréme IV.8 : Si P est un programme pour lequel T(Tw est le plus petit point fixe de
Tg, alors pour tout atome A clos, ona :

g AeSS; ssi P E=aA

b) AeFFR ssi Pl A.

Démonstration :
a) Si Per’ = A, alors A e T;Tw puisque T¢Tw est le plus petit modele de Herbrand de P¢
etdonc A € SS¢.
b) De méme, si PHIf’r ‘= A, alors A' € TsTw et donc A' € FF.
O

Corollaire IV.6 : Si P est un programme sans variable locale (er en particulier,
propositionnel pur) ou sans symbole de fonction,

@9 AeSS ssi PHT A
b) AeFE ssi P A

Démonstration :
On montre au paragraphe IV.3 que l'opérateur Ty associé a un programme sans variable

locale est continu et donc, tel que TrTw est le plus petit point fixe de Ty.

1Voir aussi la définition 111.4.
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La base de Herbrand d'un programme sans symbole de fonction est finie donc, comme Ty
est monotone, Ty Tw est le plus petit point fixe de Ts,

Pour ces programmes, Perr est donc une caractérisation axiomatique correcte et
compléte de leur sémantique opérationnelle invariante finie.

O

Remarque :
Comme au paragraphe précédent, I'exemple :

P {p(s(x)) :- p(x)

montre que P |= V[L1EF ou PH¢" |= W[L]E n'implique pas que les arbres SLD du but
:- L soient finis. En effet, pour tout terme clos t, le but :-p(t) échoue finiment et par
contre, le but :- p(x) a un arbre SLD (standard) infini.

On peut énoncer toutefois la proposition suivante qui servira par la suite :

Proposition IV.5 : Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes.
a) S'il existe un entier n pour lequel Tan |= V[L]F, alors tous les arbres SLD de :- L
sont finis de profondeur inférieure ou égale a qd, ou q est le nombre d'atomes de L.

b) S'il existe un entier n pour lequel T¢Tn l= V[L]EfF alors, tous les arbres SLD de :- L
sont des arbres d'échecs finis de profondeur inférieure ou égale a qdy,.

c) Soit 6 une substitution des variables de L. Alors, si L contient assez de constantes
n‘apparaissant ni dans P, ni dans LG pour instancier les variables libres de Lo(une
constante différente par variable) et si Per’ |= V[Lo] SfF A V[L]}; alors les arbres SLD de
:- L sont finis et le but :- L a une réponse calculée © (quelle que soit la siraiégie utilisée)
telle que 6 < G.

Démonstration :

a) Pour toute substitution close T des variablesde L, on a : TfTn |= [Lt]l;. Le théoréme
IV.7 et le lemme IV.10 permettent alors de conclure.

b) Le a) montre que les arbres SLD de :- L sont finis. Si un de ces arbre n'était pas un
arbre d'échecs finis, il existerait une substitution close t des variables de L telle que le but
:- Lt réussisse pour une stratégie particuliere (et donc pour toutes). On aurait alors d'aprés
le théoréme IV.5 : T¢Tn '= [L‘t]sfF ce qui contredit T¢Tn l= V[L]EfF d'apres le lemme
IV.6.

¢) Le a) montre que tous les arbres SLD de P U {:- L} est fini. Le théoréme IV.7 montre
que pour toute instanciation close Lot de L, le but :-Lot réussit. La remarque du § 11.4.1
permet alors de conclure.

O
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Remarque : Comme au paragraphe précédent :
- le programme {p(a) et un langage L ne possédant que la constante 'a’ montre que

I'hypothése sur le langage est indispensable.

- le programme P /},‘((%)) - A) montre que dans le c), il est indispensable que

Per’ = V[L]E, c.-a-d. que le but :-L soit de profondeur maximale finie.

En résumé, nous obtenons des résultats analogues a ceux du paragraphe précédent. La
traduction axiomatique invariante finie Pr d'un programme Prolog P est optimale en ce

sens que T;To représente exactement la sémantique opérationnelle invariante finie de P :
c'est ce que nous avons appelé la TfTw-correction et la T;Tw-complétude

Pour les programmes sans variable locale ou sans symbole de fonction, le systeme
d'axiomes PHF’ constitue une caractérisation exacte de cette sémantique opérationnelle.

Bien que limitée, cette classe de programmes recouvre quand méme l'ensemble des
programmes utilisés habituellement dans les bases de données.

Mais les deux derniers problémes, mentionnés au paragraphe II1.2, subsistent :

- L'opérateur Tg n'est en général pas continu et par conséquent T;Tw n'est pas un point
fixe de Ty : il peut exister des conséquences atomiques de Pg qui ne sont pas "calculées”.

- La proposition 1V.4 énonce des conditions encore plus restrictives des lors que I'on veut
un résultat de complétude prenant en compte un but quelconque (c.-a-d. pouvant contenir
des variables).

Encore une fois, nous verrons au chapitre VI que ces difficultés disparaissent dans le
cadre logique de la CET.

I1V.3. Continuité des opérateurs Tg, Tst, Tfst et Tf pour les
programmes sans variable locale.

Les opérateurs Tg, Ty, Ts €t Ty ne sont pas toujours continus. Ceci est di a la
présence de quantificateurs universels dans les corps des systémes d'axiomes qui les
définissent. En fait, il nous suffirait que les ensembles TeTw, T Tw, Ty To et TT o

soient des points fixes de ces opérateurs et donc, des plus petits modeles de Herbrand des
systémes d'axiomes qui les définissent. Mais cela est également faux en général.

Exemple IV.4 (pour les traductions standard finie et invariante finie) :

Soit P le programme Prolog :

P(s(x)) :- P(x)
Q(a) :- P(x)

Les traductions axiomatiques standard finie Py, et invariante finie Prde P sont :

P(x) & 3y(x = s(y) A P(y)) A Vy(x = s(y) v P(y) v P'(y))
P'(x) & Vy(x # s(y) v P'(y))

Q(x) & Iy(x =a A P(y)) A Vy(x #av P(y) v P'(y))
Q'(x) & Vy(x#av P(y))
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T T1=T(T1 = {P'(a), Q' (s"(a)))
n>1

Teo Tm = T;Tm = { P' (s"(a)), Q'(s"(a))} pour tout entier m
n<m n>1

ax
&’:TstT(D =TiTw= { P'(sn(a)), Q' (s7(a)))
" n>0 n>1

.

TesT(0+1) = TeT(@+1) = { P! (s"(a)), Q' (s"(a))} # Tio T
n>0 n>0

Par contre, si P est un programme Prolog dont les régles n'ont pas de variable locale!, les
opérateurs Tg, Ty, Tt et Ty sont continus.

Définition IV.3 : On dit que la formule F d'un langage L vérifie la propriété C si :
- pour toute partie dirigée X de 2H (ensemble des interprétations de Herbrand de L),

si F est vraie dans \U1 alors il existe ] € X telle que F soit vraie dans J.
IeX

Lemme IV.11 : Soit F une formule sans quantificateur. Alors la cléture existentielle de
F vérifie la propriéié C.

Démonstration : Soit X une partie dirigée de 2H telle que \U1 = 3F et soit (x\) une
IeX

instanciation des variables libres de F par des termes clos telle que : \U1 = F(x\t).
leX

Il existe dans la forme normale disjonctive de F(x\t) une conjonction de littéraux :

Li A ... ALy vraie dans U L
leX

Soient {A1, ...,Ap) I'ensemble des littéraux positifs de {L1, ...,.Ln}.
Pour tout entierie {1, ...,n}, il existe un élément I; de X tel que ; L= A;.
SoitJ = U I;. Comme X est dirigée, J € X.
i=l.n

Pourje {1,...,m},

- si L est négatif, J = L; puisque J ¢ UTet que \UI k= L;.

leX leX

- si L; est positif, alors J I= L; puisque I; c J.

Donc, J }= LiA...A Ly, soit] |= F(x\t) et encore : J |= 3JF.

Lemme IV.12 : Soit G la formule close :

Vy(tzsv F)
ou F est une formule sans quantificateur et t (resp. s) est un n-uplet de termes (resp. de
termes clos). On suppose de plus que toute les variables de G ont une occurrence dans t.
Alors, G vérifie la propriéié C.

1Voir définition 11.2.



99

Démonstration : Soit X une partie dirigée de 2H telle que G soit vraie dans UL
leX

- Si t et s ne sont pas unifiables, alors pour toute interprétation de Herbrand J (et en
particulier appartenant a X, J |= G (d'apres le lemme 11.1).
- Sit et s sont unifiables, soit 8 leur upg. Le lemme II.1 montre que :
\UI E=G ssi \UI =F8 (8 est une substitution close). @
IeX leX
Le lemme IV.11 montre alors qu'il existe J € X tel que J = G.
G vérifie bien la propriété C.

O

Lemme IV.13 : L'ensemble des formules vérifiant la propriété C est stable par
conjonction et disjonction.

Démonstration : Soient F et G deux formules closes vérifiant la propriété C. Soit X une

partie dirigée de 2H telle que F A G soit vraie dans U 1. Alors, F et G sont toutes deux
IeX

vraies dans H{I. Soient J; et J, deux éléments de X telles que F (resp. G) soit vraie dans
Jy (resp. Jz).eAlors, J =J; U J, appartient a X puisque X est dirigée.

Comme J1cJc IkeJXI et comme J; = Fet IkJXI = F, on en déduit que J = F. De
méme, ] =G et finalement ] =F A G. )

Démonstration analogue pour F v G.

O

Théoreme IV.9 : Si P est un programme Prolog sans variable locale, alors T, Tg, Tg,
Ty et Tg sont continus. '

Démonstration :

Soit T un des opérateurs précédents, associé au systeme d'axiomes Ax et soit X
une partie dirigée de H.

11 faut montrer que :

T = U (TA)).
IeX lIeX

- L'inclusion \U (T(@)) < TAJT) est vraie puisque T est monotone.
IeX IeX

- Démontrons l'inclusion inverse.
Soit p(t) € T(JTI).
leX

p désigne ici un symbole de prédicat muni éventuellement d'un prime (') ou d'un caractere
seconde (").

Il existe une instance d'axiome de Ax dont le corps F est vrai dans \_ 1. La
leX

formule F est une conjonction / disjonction de formules de la forme :
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- Jy(t =s A G) ou G est une formule sans quantificateur, et I'on peut appliquer le
lemme IV.11.

-Vy(t#sv G) ou G est une formule sans quantificateur. Puisque P est sans
variable locale, les variables y; apparaissent toutes dans les termes s et comme les termes t
sont clos, il existe au plus une instanciation des variables y; par des termes clos pour
laquelle t = s. On peut donc appliquer le lemme IV.12.

Le lemme IV.13 montre alors que F vérifie la propriété C et donc qu'il existe un élément J

de X telle que F soit vraie dans J et donc tel que p(t) appartienne a T(J) < \U (T(I)).
IeX
O

Conséquence : Si P est un programme sans variable locale, alors :

pppf(Te) = TeTw = ppm(PHeN)!
pppf(Ty) = Ty To = ppm(PHe)

st

pppf(Tss) = Trs T = ppm(P }:selr)

On en déduit les résultats déja énoncés plus haut. Si P est un programme sans variable
locale, alors :

Ae SSi ssi PHSTE= A er A'e FF, si PHSTE= A

fst

Ae SSt ssit PH"I= A e A e FR ssi PH¢" = A
Si de plus, P vérifie I'hypothése H3?, alors :

Ae SSy ssi PHTE= A o1 A'e FR, ssi PR AL

La classe des programmes Prolog sans variable locale est assez restreinte, du

moins si I'on se réfere aux programmes écrits habituellement. Mentionnons néanmoins les
résultats de Blair [Bla 87] et Maher [Mah 86] qui montrent que pour tout programme
Prolog P, on peut construire de maniére effective un programme Prolog Q sans variable
locale tel que :

SS(P) = SS(Q) et FF(P) = FF(Q).

Il pourrait €tre intéressant de savoir si 'on peut obtenir un résultat analogue pour
les sémantiques opérationnelles standard, standard finie et invariante finie.

1pppf = plus petit point fixe et ppm = plus petit modéle.
2voir p 54.



Chapitre V :

Un théoreme de complétude

V.1 Introduction

Ainsi que nous l'avons déja vu, un des principaux problémes qui se pose en
programmation logique peut étre formulé en ces termes : " établir une relation simple entre
un ensemble défini d'un point de vue opérationnel et une partie de I'ensemble des
formules conséquences d'un systéme d'axiomes associé au programme".

La formulation de ce probléme peut étre simplifiée en ce qui nous concerne
puisque les ensembles "opérationnels” que l'on étudie sont représentés par des parties de
la base de Herbrand du langage sous-jacent au programme (ou des langages associ€s : L4
et Ly). On peut 'énoncer de la maniére suivante : "associer un systéme d'axiomes a un
programme dont l'ensemble des atomes clos conséquences soit égal a l'ensemble
opérationne] étudi€".

Les résultats obtenus aux chapitres III et IV, ainsi d'ailleurs que les résultats
antérieurs rappelés au chapitre II suggérent un certain nombre de remarques :

- les systémes d'axiomes Ax associ€s aux programmes sont des programmes
généraux positifs (a I'exception des complétés de Clark et de Fitting, mais les résultats
de [Del 86, Ble 90, Gil 89] montrent que le premier est équivalent en un certain sens a un
programme positif : la traduction SSI dédoublée; nous montrons un résultat du méme type
pour le complété de Fitting au chapitre VII).

- si T est l'opérateur de conséquence immédiate associ€ défini sur les
interprétations de Herbrand du langage sous-jacent, la sémantique opérationnelle étudiée
est (presque) chaque fois! représentée par l'itéré TTw.

- I'opérateur T est monotone mais en général, il n'est pas continu et par
conséquent, TTw n'est en général pas le plus petit point fixe de T ni le plus petit modele
de Herbrand de Ax.

- si I'on limite la notion de modeles aux seuls modéles de Herbrand, on obtient des
résultats de correction (les atomes clos définis par la sémantique opérationnelle sont

lsauf pour la sémantique standard dans le cas général.
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conséquences de AxHer) mais pas de résultats de complétude (il existe des atomes clos
conséquences qui ne sont pas retenus par la sémantique opérationnelle), sauf dans certains
cas particuliers importants (les programmes sans variable locale ou sans symbole de
fonction).

- les résultats de complétude deviennent encore plus mauvais lorsque 1'on essaie
de prendre en compte des conséquences (ou des requétes) plus générales (par exemple :
des buts contenant des variables).

Ces derniéres remarques ne sont pas étonnantes dans la mesure ou les systémes
d'axiomes associés Ax ne sont pas sous forme clausale, et que dans ce cas, la restriction
aux modeles de Herbrand semble un peu arbitraire et n'a pas de sens logique trés naturel.

On rencontre des problémes équivalents lorsque I'on essaie de rendre compte de la
négation par l'échec méme en ne considérant que des programmes définis (que nous
avons appelés programmes Prolog ici) et des interpréteurs idéaux (ne générant que des
arbres SLD équitables). En effet,

A€ FFssi A e H\Tlw [Emd 76]

et Tdw n'est pas un point fixe de T, ni un modele de Pg; (voir §11.2.5). Ce probléme a été
résolu [Cla 78, Jaf 83] en abandonnant le cadre des modeles de Herbrand pour se placer
dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark. Nous rappelons ces résultats :

AeSS ssi AeTlo ssi PEI A
A€ FF ssi Ae H\Tlw ssi PCSE}T —A.

Kunen a montré un résultat du méme type dans [Kun 87a] reliant 'ensemble TTw
a la notion de conséquence trivaluée dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark.

Plus précisément,

- s1 P est un programme normal (c'est-a-dire dont les régles sont de la forme A :- L
ou A est un atome et L une suite de littéraux positifs ou négatifs), si P;, est le complété de
Fitting de P! et si T est 'opérateur de conséquence immédiate associé & P;, alors pour
tout atome clos A,ona:

AeTlo ssi PEIE=A

(ot ici, la notion de conséquence logique est une notion trivaluée? et ou le langage sous-
jacent Ly est un langage de Kunen3)

En fait, ce dernier résultat est un corollaire du théoreme plus général suivant. Sous
les mémes hypotheses, si F est une formule close, on a :

IntqTTn =F ssi P%E:I = F

lvoir § I1.5.5 et Définition VII.14
2yoir Définition VILS
3voir Définition 1.16
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Notre but dans ce chapitre est d'établir les résultats suivants :

- si P est un programme général positif et si le langage sous-jacent est un langage
de Kunen, alors pour toute formule positive close F,on a :

IngThhl=F ssi  PCET =F
- En particulier, si A est un atome clos :

AeTTw  ssi  PCET = A,

Ce résultat permettra au chapitre VI d'obtenir des résultats de complétude
satisfaisants pour les traductions axiomatiques standard, standard finie et invariante finie.
Nous verrons également au chapitre VII qu'il a une interprétation naturelle en logique
trivaluée et qu'il permet de retrouver comme corollaire le résultat de [Kun 87a].

V.2. Le Théoréme de complétude

V.2.1 Quelques éléments de la théorie des modeles

La démonstration du théoréme principal de ce chapitre utilise la notion de modele
saturé dont se sert d'ailleurs aussi Kunen dans sa démonstration. Nous rappelons dans ce
paragraphe les définitions et résultats de théorie des modeles, en particulier concernant les
ultraproduits (puisés dans "Model Theory” de Chang et Keisler [Cha 73]) dont nous
avons besoin pour cette démonstration. Les nombres entre crochets désignent les numéros
des pages de ce livre.

Définition V.1 : [12, 37] Une théorie T est un ensemble de formules. Soit W un
modéle du langage L. La théorie de U (notée Th(W)) est l'ensemble des formules de L
vraies dans U.

Définition V.2 : [78] Soit T une théorie et (X1, ..., Xn) un ensemble de formules. On
dit que X(Xy, ..., Xp) est consistant avec T si T a un modéle qui réalise X1.

Proposition V.1 : [78] Soit T une théorie et (x1, ..., Xp) un ensemble de formules.

2(X1, ..., Xn) est consistant avec T ssi tout sous ensemble fini de X est réalisé dans un
modéle de T.

Remarque : Cette proposition est une conséquence du théoréme de compacité.

Définition V.3 : [68] Soit W un modéle du langage L de domaine A et soit Y < A. On
définit Ly =L L {cy;y € Y} ou les cy sont de nouvelles constantes. Wy est alors le
modéle construit a partir de W en interprétant chaque constante cy par'y.

1Voir la définition 1.1
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Définition V.4 : [164] Soir I un ensemble non vide et soit D c 2! (ou 2! est I'ensemble
des parties de I).
D est un filtre sur I ssi

-1e D

-siX,Ye Dalors XnYe D
-siXeD,Ye 2letsiXcYalorsYe D

On dit que D est un filtre propre si de plus @ ¢ D (c.-a-d. D # 21).

Définition V.5 :[166] D esr un ultrafiltre sur I ssi
- D est un filtre propre sur 1

- pour toute partie X de 1, X € DoulNX € D

Définition V.6 : [201] Un filtre D est non clos par intersection dénombrable

(countably incomplete) ssi il existe une partie dénombrable Ede D tq (N E) ¢ D.
Proposition V.2 : [201] /] existe des ultrafiltres non clos par intersection dénombrable.

Soit D un filtre propre sur I et pour tout i € I, soit A; un ensemble non vide et soit
C= Hiel A;.
On définit la relation =p sur C par :

f=pgssi{ie;f(i)=g)}eD

Proposition V.3 : [168] La relation =p est une relation d'équivalence sur C.
Notation : On note fp la classe d'équivalence de f dans cette relation.

Définition V.7 :0n note IIpA; I'ensemble quotient C/=p. C'est le produit réduit
des Aj modulo D. Si D est un ultrafiltre, le produit réduit est appelé ultraproduit. Si de
plus, tous les A; sont identiques, ce produit réduit est appelé ultrapuissance
(ultrapower).

Définition V.8 : [168] Soir L un langage du premier ordre, D un filtre propre sur 1, et
pour tout i € 1, soit W; un modéle de L. On définit un nouveau modéle de L noté TIpU,;
par:

- Le domaine du modéle est TIpA; (oit les A; sont les domaines des interprétations
u,).

- Soit p un symbole de prédicat n-aire. p est interprété par la relation P définie par :
P(fip, ..., fap) ssi  {ie L Pi(fi(i), ..., fa())} € D
ou P; est l'interprération de p dans W;.

- Soit f un symbole de fonction n-aire (n 2 1). f est interpréié par la fonction F
définie par :
F(fip, ..., faD) = <Fi(f,(3), ..., fa(Q)) ;i € I>p
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ou F; est l'interprération dans W; de la fonction F.

- Soit ¢ une constante de L. c est interprétée par l'élément
C=<Ci;ie I>p
ou C; est l'interprétation de ¢ dans U,

Théoréme V.1 (Théoréme fondamental sur les ultraproduits) : [170]
Soit V l'ultraproduit T1pW; de domaine V, et soit 1 l'ensemble des indices. Alors :
- Pour tout terme t(X1, ..., Xp) de L et tout n-uplet (f1p, ..., fap) € V", ona
tp[fip, ..., fap] = <ty;[f1G), ..., fr@)); 1€ I>p
ou ty désigne l'interprétation de t dans le modéle U.

- Pour toute formule F(Xy, ..., Xp) de L et tout n-uplet (fip, ..., fop) € V9, 0n a
V = Fifip, ..., f.p] ssi {i e I W, = FIfiG), ..., fa()]) € D.

- Pour tout énoncé clos Fde L,ona
V E=Fssilie LU, =F) e D.

Proposition V.4 : [172] Soit W un modéle de L et soit TIpW une ulirapuissance de W.

Alors U et TIpU sont des modéles équivalents, c.-a-d. que les formules de L vraies dans
les deux modéles sont les mémes.

Définition V.9 : [96] Un modéle W de L de domaine A est w-saturé ssi pour toute
partie finie Y de A, tout ensemble T'(x) de formules de Ly consistant avec Th(Wy) est
réalisé dans Uy.

Théoréeme V.2 : [305] Soir L un langage dénombrable du premier ordre et soit D un
ultrafilire non clos par intersection dénombrable sur un ensemble 1. Alors, pour toute

famille (W,)ie 1 de modéles de L, l'ultraproduit TIpW; est w-saturé.

V.2.2 Dépliage d'une formule

Soit L un langage du premier ordre avec égalité et P un programme général
normalisé sur L. Le but de ce paragraphe est d'associer a toute formule F(x) de L une
suite de formules équationnelles (F?(x))ne » telle que pour tout pré-modele M de la
CET(L) et toute assignation (x\o) des variables x dans le domaine de M, F[a] soit vraie
dans M,! ssi F[a] est vraie dans M. Cette suite est définie de la maniere suivante :

1- Soit n un entier quelconque.
SiF=(t=1)oltett sontdestermes de L, alors Fn = F.

1Nous rappelons que M, est le modele de la CET(L) associé 2 l'interprétation T Tn (voir § 1.5 et
Proposition 11.4).
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2- Si F = p(x1, ..., Xm) ou p est un symbole de prédicat m-aire (distinct de '=") de L,
alors FO = Faux (ou a=a si a est une constante de L).

3- Soit n un entier et supposons F» définie pour toute formule de la forme t = t' ol

p(X1, ..., Xm). On définit alors F* pour toute formule F de L par application des régles
suivantes :

a) (wF)n= —Fn

b) FvGyr=FvGn

c)FAGIr=FrAGn

d) (VxF)n = VxFn

e) (3xF)n = IxFn

f) Pour toute substitution 6 des variables libres de F (telle qu'aucune variable de
Im(6) ne soit une variable liée de F), (FO)" = Fng

4- Soit n un entier et supposons F définie pour toute formule F de L.
Si F = p(xi, ..., xm) ol p est un symbole de prédicat m-aire (distinct de '=") de L et si
p(X1, ...y Xm) & G(x1, ..., Xp) est I'axiome de P correspondant, on pose Fn+l = Gn,

Exemple :
Soit P le systeme composé du seul axiome :

Vx(p(x) & Vy(x # s(y) v p(y))
et soit F(x) = p(x)
Fi(x) = Fanx
F!(x) = Vy(x # s(y) v Faux)
F2(x) = Vy(x # s(y) v Vz(y # s(z) v Faux))

Si le langage L ne contient que la constante '0' et le symbole fonctionnel 's', F1(x) est
€quivalente a la formule x =0 v x =s(0) v ... v x = s"1(0) dans le pré-modele standard
U de la CET(L).

Remarque : Si F est une formule équationnelle, alors F = F" pour tout entier n.

Définition V.10 : On appelle la suite (F*(X))ne o 1a suite des formules dépliées
de F par rapport a P.
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Théoréme V.2 : Soit P un programme général normalisé, F(x) une formule de L, n un

entier, M un pré-modéle de la CET(L) et [x\a] une assignation des variables x; dans
UMt

M, =Flo] ssi  MEP[a]

Démonstration : La démonstration se fait en 4 étapes.

a) Le théoréme est vrai pour toute formule équationnelle. En effet :
Mn = Flo] ssi M = Fla]
ssi ME Fr{a] puisque F =P,

b) Si n=0, le théoréme est vrai pour toute formule atomique. En effet, chaque membre de
I'équivalence est faux.

c) Si pour un entier n donné, le théoréme est vrai pour toute de la forme p(xy, ..., Xg),

alors il est vrai pour cet entier n et toute formule F de L.
La démonstration se fait par récurrence sur la complexité k de la formule F.

Supposons que k=0.

Si F est de la forme t =t', on applique le a).

Si F(xy, ..., Xp) est de la forme p(ty, ..., tgy) ol p est un symbole de prédicat de L alors
soit 6 = (y1/t1, ..., Yo/tg)-

F(x1, ..., Xm) = p(Y1, --., Yq)8 et donc F* = (p6)» = p"6.

M, = Fla) ssi M, = pltlal, .., tglal]
ssi M b= prlulal, ..., tglal]
ssi M k= pn6[o]
ssi M= (po)"[a]
ssi M= Frg]

Supposons le théoréeme démontré pour toute formule de complexité k. Soit F une formule
de complexité k+1.

-SiF=-G,
M, = Flo] ssi Gla] est faux dans M,
ssi Gn[a] est faux dans M.
ssi M = —Gr[a]
ssi M = (=G)"[a]
ssi M = P

104 UM est le domaine de M.
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-SiF=GVH,

M. = Flo] ssi. Mn E=(G v H)o]
ssi. My, b= Gla] ou M, |=Ha)
ssii MEGila] ou M |=Hnq]
ssi. M = (Gnv HY)[ao]
ssi. M = (GvH ]
ssi. M E=M[a)

-Démonstration analogue siF=G A H

- 8i F = VxG(X, X1, «r Xm)s

M, = Flo] ssii. M, = VxG[x, a]
ssi pourtout Pe UM, M, = G[B, a]
ssi pourtout Be UM, M = Gn[B, o]
ssi. M = VxGx, a)
ssi M = (YxGx))[a]
ssi. M =)

- Démonstration analogue si F = 3xG(x).

d) Supposons le théoréme démontré pour un entier n donné. Soit F = p(xy, ..., Xy,) €t soit
p(X1s ---» Xm) <= G(X1, ..., Xp) l'axiome de P associé.
M1 = Fla ssi Mn = Glo]
ssi M = Gn[a]
ssi M = Prl{a).
O

Remarque : La suite des formules dépliées d'une formule par rapport a un programme
général P permet d'exprimer par une formule équationnelle la proposition :

"la formule F est obtenue a la n-ieme étape d'un "chainage avant" effectué sur P".

V.2.3 Construction d'un modele saturé d'un programme général positif

Exemple : Soit P un programme général positif normalisé. Nous construisons dans ce
paragraphe un pré-modele V de la CET(L) équivalent au pré-modéle standard W et ®-
saturé. C'est-a-dire :
- pour toute formule close F de L,
VEF ssi. UEF
- si I'(x) est une famille de formules équationnelles ayant x pour seule variable
libre et si toute partie finie de I'(x) est réalisée dans V alors, I'(x) est réalisée dans V.
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Nous rappelons que 'on note Vy, = TV Tn pour tout entier n et V, = TV Tw. Montrons sur

un exemple en quoi ces propriétés de V permettent d'obtenir le résultat de complétude
énoncé dans l'introduction.

Soit P le programme composé du seul axiome :

Vx(p(x) &= Vy(x # s(y) v p(y))

et soit F = Vxp(x).

On suppose que L ne contient comme symboles fonctionnels que 's' (1-aire) et '0'
(constante).

Nous avons vu que p*(x) est équivalente dans le pré-modele standard U a la formule :
x=0vx=s0)v..vx=s"1(0).

Pour tout entier n,
u |= —p™(sm(0)) pour m2n
donc,

u |= = Vxph(x)
soit encore,

Uk (=Vxp(x))"
et d'apres le théoreme V.2,

U, &= (=vxp®x)).

F est donc faux dans tous les U,.
Comme U, = {p(s™(0)); n 2 0}, F est vraie dans U,
Comme U et V sont équivalents,on a :

V= —p™(s™(0)) pour m 2 n.

Soit I'(x) la famille de formules {—p"(X)}ne . Pour toute partie finie A de ©,
{—p"(X)}ne A est réalisée dans V en prenant par exemple x = s9(0) ou q = sup(A).

La famille I'(x) est donc réalisée dans I par un élément &.. On a :
| % '= —p"(Q) pour tout entier n.
Donc, par définition des formules dépliées,
Vo = —p(a) pour tout entier n
et par conséquent,
Vo ;= —p) etV != —Vxp(x).
F est fausse dans V,.

11 suffira alors de montrer que V, est un modele de PCET pour prouver que F n'est pas
conséquence logique de PCET, Par contraposée, si F est conséquence logique de PCET, i
existe un entier n pour lequel F est vraie dans Uy, c.-a-d. TTn.

Donnons maintenant des définidons et des démonstrations plus formelles.
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Nous supposons donné pour toute la suite du § V.2.3 un programme général positif
normalisé P.

On rappelle que W est le pré-modele standard de 1a CET(L) et que pour tout entier n, U,
est le modele défini par l'interprétation TTn de L sur U.

Notation : Soit D un ultrafiltre non clos par intersection dénombrable sur un ensemble 1.
On pose V =IIpU (o U est I'espace de Herbrand associé a L), V = IIpU et, pour tout
entier n, V, = [IpU,,.

Lemme V.1 :V est un modéle w-saturé de la CET(L).

Démonstration : C'est une application du théor¢me V.2.

Notation : On définit également un modele V, de la CET(L) de la maniére suivante :
V, a pour domaine V, les constantes et les fonctions sont interprétées dans IV, comme
dans les V, (c'est-a-dire, comme dans V) et pour tout symbole de prédicat p m-aire
(différent de '=") et tout m-uplet (fp, ..., fup) € VM :

Ve Eplfip, .... fmp] ssiil existe un entier n tq Vs, = plfip, ... fmp]

Lemme V.2 :V,V, (pour tout entier n) et V , sont des pré-modéles de la CET(L)
équivalents a U.

Démonstration : Les pré-modeles défini par chaque D et par V, sont égaux a V et la
proposition V.4 montre que V est équivalent a U.

O

Nous montrons, dans la proposition suivante, que la notation choisie pour P est
compatible avec la notation définie au § 1.5.

Proposition V.5 : Pour tout entier n, V,, (resp. V) est le modeéle de la CET(L) défini
par TYTn (resp. TV Tw).

Démonstration : (par récurrence sur n)

Soit p un symbole de prédicat m-aire, p(xy, ..., Xm) & F(xy, ..., X) I'axiome de P
associé et (fip, ..., fnp) € V™.

Sin=0:

Vo = plfip, -, fmb] ssi. {ie LUy = pfi(), ..., fm())) € D
ssi @ € D (ce qui est faux) (puisque TTO = @)
ssi. (p:fips .- fmp) € TVTO (= @).
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Supposons la propriété établie pour I'entier n.

Vo EpIfiD, o fmp]  ssi {i€ L Uny = pdi(@), ... fm@)} € D

ssi {ie LW, =F3E), ... fai)} € D

ssi. V, |= Flfip, ..., fmp] d'aprés le théoreme
fondamental des ultraproduits.

ssi (p;fips - fmD) € TV(TVTn)

ssi (P:fip, -.r fmp) € TV T(n+1)

La premi¢re partie de la proposition est donc démontrée.

Vo = pEib, .., fmb) ssi il existe un entierntq Vs &= plfip, ..., fmD)
ssi il existe un entier n tq (p;fip, ..., fup) €~ TVTn
ssi. (pfip, . fmp) e TV .
O

Le théoréme suivant décrit une propriété fondamentale du modele V.

Théoréme V.3 : Pour toute formule positive F(xi, ..., Xyn) et tout m-uplet
(fip, ..., fmp) d'éléments de V

Vo l= F[fip, ..., fmD] ssi il existe un entier n t1q V, ‘= Flfip, ..., fmD].
Démonstration : (par récurrence sur la complexité de F).

- Si F est une formule atomique de symbole de prédicat différent de '=', c'est vrai par
définition de V.

- Si F est une formule équationnelle, c'est vrai parce que V, et I, (pour tout entier n) sont
des pré-modeles équivalents de la CET(L).

- Soit F(x1, ..., Xpq) = G(X1, ..., Xp) vV H(xy, ..., Xm) et soit (fip, ..., fmp) € V™ tq:

Vo b= Flfip, .. fm)-
Alors D, ‘= Glfip, ..., fmp]l ou P, ‘= H[fip, ..., fmp]. En appliquant I'hypothése de
récurrence, on voit donc qu'il existe un entier n tq P |= F[fp, ..., fmD]-

- De méme si F(xy, ..., Xn) = G(X1, ..., Xn) A H(xy, ..., Xp).

- Soit F(xy, ..., Xm) = 3IxG(X, Xi, ..., Xp) et soit (fip, ..., fyp) € VM tq:
Vo &= Flfip, ... fmp].
OnaalorsV, i= 3IxG[x, fip, ..., fmp] et il existe donc fp e Vtq:
Vo = Glfp, fip, ... fmb].
Par hypothése de récurrence, on sait qu'il existe un entier ntq ¥, |== Glfp, fip, ..., fmD]
etdonc V, |= 3xGIx, fip, ..., fmp], soit finalement V', |= Flfip, ..., fmD].
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- Soit F(xy, ..., Xxm) = VXG(X, Xy, ..., Xp) €t soit (fip, ..., fmp) € V™ tq:

Vo = Flfip, ..., fmpl.
C'est ce cas (le plus difficile) qui nécessite la construction précédente de V, au moyen
d'ultrafiltres.

Supposons qu'il n'existe pas d'entier n pour lequel P l= F(fip, ..., fmp]. Pour tout
entier n, il existe donc un élément fp, de V tq Py ‘= —G[fpn, fiDs ---» fmD]-
Soit (H™(x, X1, ..., Xm))ne o 12 suite des formules dépliées de =G(x, X1, ..., Xm)-

Vo = =G[fpn, fiDs ..., fmp] ssi Y |= Ho[fpn, fiDs s fmp].

Comme TV est monotone et comme —G est une formule négativel, si n<p alors :

V, = —Glfpyp, fip, - fmp] implique V,, = =Glfpy, fip, - fmp],
soit encore,

V = HP[fpy, fip, ..., fmp] implique V = Hr[fpy, fip, ..., fmp).

Soit Y = {fip, ..., fmp} et soient c;p, ....cmp les constantes de Ly associée a
fip, ..., fmD2.

Si A est une partie finie non vide de ®, l'ensemble de formules
{Hn(x, 1D, ..., CmD) ) ne A €st donc réalisé dans Vy en prenant x = fp;, oll p = sup(A).

La proposition V.1 montre alors que I'ensemble I'(x) = {H"[X, ¢1p, ---s CmD] }ne w €5t
consistant avec Th(Pvy).

Comme D est w-saturé (Théoreme V.2), I'(x) est réalisable dans Vy. C'est-a-dire qu'il
existe fpe VigV }= H(fp, fip, ..., fmp) pour tout entier n.

On adonc P, l= -G(fp, fip, ..., fmD) pour tout entier n.

Orv, ’= G(fp, fip, ..., fmp). Par hypothese de récurrence, il existe donc un entier n
pour lequel ¥, I= G(fp, fip, .-, fmD), ce qui est contradictoire.

O

Corollaire V.1 : Pour toute formule positive close F de L, F est vraie dans V , ssi il
existe un entier n tq F soit vraie dans V.

Démonstration : C'est un cas particulier du théoréme précédent.

Corollaire V.2 : TYTw est le plus petit point fixe de TV. V , est donc le plus petir
modéle de PCET de pré-modéle V.

l¢.-a-d. la négation d'une formule positive (voir Définition 1.23 et Proposition 1.9).
2 Voir Définition V.3.
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Démonstration :

Soit (p;fip, ..., fmD) € TVT(w+1) et soit p(X1, ...y Xm) &= F(x1, ..., Xp) l'axiome de P
associé.

Ffip, ..., fmp] est vrai dans TVTw et comme F est une formule positive, on peut
appliquer le théoréme précédent. Il existe un entier n tq F[f;p, ..., fmp] soit vrai dans V.
On en déduit que (p;fip, ..., fmp) € TVT(n+1) c TVTw.

O

Le théoréme suivant énonce le résultat principal de ce chapitre. C'est un théoréme de
complétude en ce sens qu'il montre qu'un "chalnage avant” appliqué a un programme
général positif P "donne" toute les conséquences positives du systéme d'axiomes PCET.

Théoréeme V.4 : Soit P un programme général positif normalisé. Si F est une formule
positive close de L et si F est une conséquence logique de PCET alors il existe un entier n
tel que F soit vraie dans TTn.

Démonstration : Comme F est une conséquence logique de PCET, F est vraie dans tous
les modeles de PCET et en particulier dans V. On en déduit, par le théoréme précédent
qu'il existe un entier n tel que F soit vraie dans V,. Comme V,, est équivalent a U,
(proposition V.4), F est vraie dans WU, c'est-a-dire dans TTn.

O

Remarque : Le fait que F soit une formule positive est indispensable, comme le montre
I'exemple suivant. Soit P le programme général positif :

Vx[p(x) & Jy (x=s(y) A p(y)) v x = a]
et soit F=P.

On suppose que L ne contient que les deux symboles fonctionnels 'a"et 's'.

Pour tout entier n, TTn = {p(s™(a)) ; 0 S m <n-1}.

La formule F est une conséquence logique de PCET et F est fausse dans TTn pour tout
entier n.

Corollaire V.3 : Si A est un atome clos et si A est une conséquence logique de PCET
alors A e TTw.

Démonstration : C'est un cas particulier du théoreme précédent.

O

Remarque : La réciproque est évidemment fausse dans le cas général comme le montre
I'exemple suivant :

P: A(a) & VxVy (x=y) et L ne contient que la constante a.

A(a) € TT1 et A(a) n'est pas une conséquence logique de P.
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Le théoréme suivant montre que si Li est un langage de Kunen, la réciproque est vraie.

Théoreme V.5 : Soit P un programme général positif normalisé.Si F est une formule

positive close de Lk et si Lk est un langage de Kunen alors :
F est une conséquence logique de PCET ssi il existe un entier n tel que F soit vraie dans

TTn.

Démonstration :

Soit M un modéle quelconque de PCET et supposons que TTn = F, c.-a-d. U, = F.

Le théoreme V.2 montre que : U I= Fr c.-a-d. CET(Ly) |= Fn puisque F™ est une
formule équationnelle de Ly!.

Comme M est un modele de PCET donc de la CET(Ly),ona ™ = pn,

Le théoréme V.2 montre alors que M, |= F et comme pour tout entier n, TM Tn est
contenu dans l'interprétation définie par M (puisque T?? est monotone), et comme F est
positive, on en déduit que M l= F.

Donc, TTn =F implique PCET = F.
O

Corollaire V.4 : Soit P un programme général positif normalisé.Si L est un langage de
Kunen et si A est un atome clos alors :

PCET }=A sSi Ae TTo.

Démonstration : C'est une conséquence immédiate du théoréme précédent.

O

Corollaire V.5 : Soit P un programme général positif normalisé. Si Ly est un langage
de Kunen, alors pour toute formule positive close F de L :

F est vraie dans V, ssi F est conséquence logique de PCET,
(c.-a-d. V , est un modéle générique de PCET pour les formules positives ).

Démonstration :

Si F est conséquence logique de PCET, F est évidemment vraie dans V', puisque c'est un
modéle de PCET-

Si F est vraie dans V,, il existe un entier n tel que F soit vraie dans TTn. Le théoréme V.4
montre alors que F est conséquence logique de PCET,

O

1Voir le théoreme 1.2.
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Remarques : Etant donné un programme général positif P, quel langage L considérer ?

- le langage Lp défini par le programme P (c'est-a-dire ne contenant pas d'autres
symboles de prédicat (autres que '=') et de fonctions que ceux ayant une occurrence dans
P) peut sembler le plus naturel, mais la remarque précédente montre que dans ce cas,
I'opérateur de conséquence immeédiate n'est plus un opérateur de déduction logique; c'est-

a-dire que I'on peut avoir A € TTn sans que A soit une conséquence logique de PCET,

- les langages de Kunen fournissent les propriétés logiques les plus fortes mais ils
peuvent sembler quelque peu "démesurés”. Encore que du point de vue de l'interrogation
d'une base de donnée ou d'un programme Prolog, leur utilisation soit justifiée : tout
symbole fonctionnel doit pouvoir étre utilisé pour composer une requéte.

La question suivante se pose naturellement (et personne a notre connaissance n'y a
répondue) :

- Peut-on associer a P un langage L de maniére "naturelle et effective” tel que :
A € TTn implique PCET =Aet qui soit minimal (en un sens a préciser) ?

Pour un tel langage, on aurait alors le théoréme suivant : pour tout atome clos A,
PCET k= A ssi il existe un entier n tel que Ae TTn.

Conclusion : Les théorémes de complétude démontrés dans ce chapitre donnent un sens
logique fort a des ensembles (les TTn) qui par ailleurs ont une interprétation calculatoire
rés naturelle. En ce sens, ils permettent de mieux comprendre les rapports entre la logique
et le calcul, dont nous parlions dans l'introduction.

Notons cependant que la construction du modéle V, est hautement ineffective et que la
démonstration du théoréme V.3 ne nous fournit aucune intuition sur le "pourquoi” de cette
adéquation (qui peut sembler un peu miraculeuse) entre les ensembles TTn et les
conséquences positives de PCET,

Ces théorémes montrent! également sans ambiguité que le cadre logique de la Théorie
Equationnelle de Clark est celui qui convient le mieux a la programmation logique
contrairement a 1'idée premiére qui assignait ce role aux modeles de Herbrand.

lou confirment : les résultats de [Jaf 83, Kun 87, 89] ont tous été obtenus dans ce cadre.



Chapitre VI :

Application aux sémantiques des

programmes Prolog dans le cadre de
la CET.

Nous avons vu au chapitre III que si l'on restreint les modeles des traductions
axiomatiques standard, standard finie et invariante finie d'un programme Prolog P aux
modeles de Herbrand, les sémantiques opérationnelles correspondantes sont correctes vis
a vis de leur traduction. Par contre la complétude n'est vérifiée que sous une forme faible
et a certaines conditions (trés fortes) sur le programme P. Nous montrons dans ce chapitre
que si I'on se place dans le cadre de la théorie équationnelle de Clark les sémantiques
opérationnelles standard, standard finie et invariante finie d'un programme Prolog P sont
correctes et complétes vis a vis de leur traduction axiomatique (en conservant la condition
H3 ou Hj dans le cas standard). Nous obtenons donc des résultats analogues a ceux de
[Del 88a, Gil 89, Ble 90] (Théoréme I1.6) qui sont eux mémes une version "dédoublée”
des résultats classiques de correction et de complétude de la résolution SLDNF appliquée
aux programmes définis pour le complété de Clark de ces programmes (Théoreme I1.5).

VI.1 Complétude dans le cadre de la CET(L)

Nous appliquons dans ce paragraphe le théoréme de complétude démontré au chapitre
précédent aux traductions axiomatiques standard, standard finie et invariante finie.

Soit L un langage du premier ordre avec égalité.

Théoreme VI.1: Soit P un programme Prolog.

Si une formule positive close F de Ly est conséquence logique de pE!

e (resp. PC?T), alors

il existe un entier n pour lequel F est vraie dans Tg, Tn (resp. T¢Tn).

PC ET

1 » alors il existe un

Si une formule positive close F de L, est conséquence logique de
entier n pour lequel F est vraie dans Tg Tn.
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Démonstration : Puisque les traductions axiomatiques standard, standard finie et
invariante finie d'un programme Prolog P sont des programmes généraux positifs
normalisés, on peut appliquer le théoréme V.4 qui fournit le résultat.

O

VI.1.1 La sémantique standard

Rappelons tout d'abord les conditions H3 et H} que nous avons énoncées au chapitre
III.

Soit P un programme Prolog.

H3 : Pour toute régle de P de corps L et pour toute substitution G qui instancie les
variables non locales de cette régle, si pour une substitution close < le but :- Lot réussit,
alors le but :- LG réussit également.

HJ : Pour tout but :- L et toute substitution close T des variables de L, si le bur :- Lt
réussit alors le but :- L réussit avec une réponse calculée (standard) O telle que 6 < 1.

Rappel : Les notions de succes ou d'échec se réferent a un interpréteur standard (comme
chaque fois qu'il est question de la sémantique opérationnelle standard).

Théoreme V1.2 : (Complétude de la sémantique opérationnelle standard pour la
traduction axiomatique standard PCS}‘:T)

Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes de L.

a) Si P°ET k= V[L)F alors I'arbre SLD standard de P L {:- L) est fini.

b) Si PCElT I= V[L]l:‘f alors l'arbre SLD standard de P U {:- L} est un arbre d'échecs
finis.

¢) On suppose de plus que P vérifie la condition HY. Alors, si G est une substitution des
variables de L telle que PCSF{F '= V[Lo] Ssl il existe une réponse calculée standard® 6 pour

le but :- L telle que 6 £ ©.

Démonstration :
a) D'apres le théoréme VI.1, il existe un entier n tel que T, Tn l= V(L] :: et le corollaire

I11.4 permet de conclure.
b) Démonstration analogue.

c) Soit L un sur-langage de L contenant une infinité de constantes et soit U, le pré-
modele standard de la CET(L,).

Puisque tout modele de PCET()) induit naturellement un modele de PCET(), la formule
\2’[L<5]ssl est également conséquence logique de PCET(L ), 1 existe donc, d'apres le
théoréme V1.1, un entier n pour lequel, T Tn = V[Lo)3.

On a alors PHe’s({’x) = V[Lo]ssl et la proposition I11.3 montre alors que le but :- L a une
réponse calculée standard 9 telle que 8 < ©. 0O

I¢ -3-d. rouvée par un interpréteur standard.
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On a, en particulier, le résultat suivant :

Corollaire V1.1 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L.

a) Si PCEIT|= A" alors l'arbre SLD standard de P L {:- A} est fini, soit encore :
A € SS¢y U FFq,.

b) Si P°ET = A" alors A e FFy,

c) Si de plus, P vérifie la condition H3 et si PCsEtT ‘= A alors A € SSq,.

Démonstration :

a) Il existe un entier n tel que TgTn I= A". Comme V[A]s}i =A'"v (A A A") et comme
d'apres la proposition IIL.1, si T, Tn l= A" alors T, Tn ‘= A'v (A A A"). On en déduit
que I'arbre SLD standard de P U {:- A} est fini.

b) En effet, V[A]E{: = A'". 1l suffit d'appliquer la proposition précédente.

¢) Il existe un entier n tel que T, Tn = Aetdonc A e SS d'apres le théoreme I11.4.

Remarque : Nous ne sommes donc pas arrivé a associer & rout programme P un
systeme d'axiome Ax pour lequel pour tout atome clos A : A € SSq, ssi Ax = A Ilest
naturel de se demander si une telle traduction axiomatique existe. La réponse est oui.

Soit P un programme Prolog. Il est possible d'écrire un programme Prolog Qp (en
utilisant par exemple un interpréteur Prolog standard écrit en Prolog) tel que pour tout
atome clos A, Qp U {:- A} ait une réfutation ssi A € SSg. Pour un tel programme, on a

donc : SS(Qp) : SS4(P) et par conséquent, A € SSq, ssi (Qp)s; |= A. Mais le systéme
d'axiome (Qp)si, méme s'il peut étre construit récursivement a partir de P, n'a pas de
rapport syntaxique simple avec P. L'intérét des traductions axiomatiques standard,
standard finie et invariante finie réside dans le fait qu'elles expriment des propriétés
calculatoires complexes "a peu de frais".

VI.1.2 La sémantique standard finie

Théoréme V1.3 : (Complérude de la sémantique opérationnelle standard finie pour la

traduction axiomatique standard finie Pcfflr)

Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes de L.
a) SiPET = VILIE alors 'arbre SLD siandard de P U (:- L) est fini,

fst
b) Si PC{E{T |= V[L]ESF[ alors l'arbre SLD standard de P L {:- L} est un arbre d'échecs
finis.
PCET

c¢) Si © est une substitution des variables de L telle que st |== V[Lc]?sf A V[L]f}; alors

I'arbre SLD standard de P U {:- L} est fini et il existe une réponse calculée © pour :- L
telle que B < G.

Démonstration :
a) D'apres le théoreme VI.1, il existe un entier n tel que Ti Tn |= ‘v’[L]fI;l et la

proposition IV.2 permet de conclure.
b) Démonstration analogue.
¢) Le a) montre que l'arbre SLD standard de :- L est fini.
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Soit L un sur-langage de L contenant une infinité de constantes et soit U le pré-modele
standard de la CET(L ). Comme dans le théoréme V1.2, on montre qu'il existe un entier n
tel que T = V[Lo]SF. On a alors PHerL) = V[Lo)F et la proposition IV.2 montre

fst fst* fst fst
alors qu'il existe une réponse calculée 6 pour :- L telle que 8 < .

O

On a, en particulier, le résultat suivant :

Corollaire VL2 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L.
a) Si PCET = A v A’ alors I'arbre SLD standard de P L {:- A} est fini.

fst

b) Si PET k= A’ alors A e FFy,
c) Si PCfEtT l= A alors A € SS¢q.

Démonstration :

a) En effet, V[A]f’; = A v A'et I'on peut appliquer la proposition précédente.
b) En effet, V[ALEF = A",

¢) Si PEET k= A alors PEET = VIALSF A V(AL donc A € SSq.

fst fst fst

VI.1.3 La sémantique invariante finie

Théoreme V1.4 : (Complétude de la sémantique opérationnelle invariante finie pour la
traduction axiomatique invariante finie PCI;:T).

Soit P un programme Prolog et L une liste d’'atomes de L.

a) Si PC%T l= V[L]}; alors tous les arbres SLD de P L {:- L} sont finis.

b) Si PC%T ‘= V[L]EfF alors tous les arbres SLD de P L {:- L} sont des arbres d’échecs
finis.

c) Si G est une substitution des variables de L telle que PC’ET |= V[Lo]sfp A V[L]}; alors
tous les arbres SLD de P U {:- L} sont finis et il existe une réponse calculée 6 pour :- L
telle que © < ©.

Démonstration :

a) D'apres le théoréme V1.1, il existe un entier n tel que T¢Tn i= V[L]}; et la proposition
IV.5 permet de conclure.

b) Démonstration analogue.

¢) Le a) montre que tous les arbres SLD de :-L sont finis.

Soit L; un sur-langage de L contenant une infinité de constantes et soit U, le pré-modele
standard de la CET(L ;). Comme dans le théoréme VI.2, on montre qu'il existe un entier n
tel que T‘?‘Tn = V[Lo]sfF. On a alors PHe’?”x) = V[Lo]sfF et la proposition IV.5 montre
alors qu'il existe une réponse calculée 8 pour :- L telle que 8 < ©.

O

On a, en particulier, le résultat suivant :



120

Corollaire V1.3 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L.
a) Si PC%T F= A v A'alors tous les arbres SLD de P U {:- A} sont finis.

b) Si P°ET k= A" alors A € FF;.
¢) Si PET k= A alors A € SS;.

Démonstration :
a) En effet, V[A]f = A v A’ et l'on peut appliquer la proposition précédente.
b) En effet, V[A]EF = A",
¢) Si P°ET k= A alors P°ET |= V[A]F A V[AJF donc A € SS.
O

Les résultats de complétude obtenus dans ce paragraphe sont tout a fait
satisfaisants, au moins en ce qui concerne les sémantiques finies. Pour la sémantique
standard, les conditions H3 et H} (toujours aussi fortes qu'au paragraphe III!), entachent
la généralité de ces résultats.

Nous aurions pu énoncer (et démontrer) des résultats analogues pour les
traductions axiomatiques Pgssiq et Pg. Mais la sémantique Pg ne présente pas un grand
intérét et la complétude de la sémantique opérationnelle d'un interpréteur idéal pour la
traduction PSE], a déja été démontrée directement dans [Ble 90, Gil 89].

Dans tous les cas, on peut constater que le cadre de la Théorie Equationnelle de
Clark est beaucoup mieux adapté a ces sémantiques axiomatiques que celui des modeles
de Herbrand. En particulier, il n'est plus nécessaire de faire d'hypothéses supplémentaires
sur la continuité des opérateurs associés ni sur le langage sous-jacent comme c'était le cas
dans les théoremes II1.5, IV.4 et IV.§ et les propositions II1.3, IV.2 et IV.5..

Il reste, pour obtenir une caractérisation axiomatique correcte et compléte, a
prouver la correction des différentes sémantiques opérationnelles €tudiées par rapport aux
traductions axiomatiques associées lorsqu'on les considere dans le cadre de la CET.

VI1.2. Correction et complétude dans le cadre de la CET(Ly).

Sil'on suppose que le langage sous-jacent des programmes Prolog considérés est
un langage de Kunen Ly, le théoréme V.S permet d'établir immédiatement des résultats de
correction . Comme par ailleurs, les résultats de complétude énoncés plus haut sont
indépendants du langage sous-jacent au programme, nous €établissons dans ce paragraphe
que les traductions axiomatiques standard!, standard finie et invariante finie sont des
caractérisations exactes des sémantiques opérationnelles correspondantes dans le cadre

logique de 1a CET(Ly).

1 Avec une restriction importante dans ce cas.
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VI1.2.1 La sémantique standard

Théoréme VLS : (Correction et complétude de la sémantique opérationnelle standard
pour la traduction axiomatique standard pour un langage de Kunen).
Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes de Ly, .
aj PCSE:r F= V[L]SI'; ssi l'arbre SLD standard de P L {:- L} est fini.
b) PcﬁT |= V[L]Ef ssi l'arbre SLD standard de P © {:- L} est un arbre d'échecs
finis.
c) Supposons de plus que P vérifie la condition Hj.

cy) - Si © est une réponse calculée standard de :- L, alors chr ¥= V[LG]SS[.

c2) - Si © est une substitution des variables de L telle que PCST |= V[LG]SS[, alors il
existe une réponse calculée standard 0 pour :- L telle que 6 < G.

Démonstration : Il suffit bien sur de prouver les parties SI des équivalences a) et b) et le
point cy), puisque les autres points concernant la complétude ont ét€ €noncés au
paragraphe précédent.
a) En effet, si 'arbre SLD standard de P U {:- L} est fini de profondeur standard n alors,
ToTn = VL] SFt (corollaire IT1.2) et le théoréme V.5 permet de conclure.
b) De méme, si l'arbre SLD standard de P u {:- L} est un arbre d'échecs finis de
profondeur standard n alors, Ty Tn i= V[L]Ef et le théoréme V.5 permet de conclure.
c1) Si I'arbre SLD standard de P U {:- L} est de profondeur standard n, alors pour toute
substitution close 1, l'arbre SLD standard de P U {:- Lot} est de profondeur standard
inférieure ou égale an. D'aprés le corollaire II1.2, Ty Tn = V[LG]SSl et donc
PCET = V[Lo]$ d'apres le théoréme V.5,

O

Et, en particulier :

Corollaire V1.4 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L.

a) chr }== A" ssi l'arbre SLD standard de P O {:- A} est fini (c.-a-d. A € SS¢; U FFy)).
b) PET = A'ssi A € FFy.

c) Si de plus, P vérifie la condition Ha, alors PCsElT |= A ssi A e SSq,.

Démonstration :
a) Si l'arbre SLD standard de P U {:- A} est fini, alors P°ET = V[A]F donc, il existe un

st
entier n tel que T Tn = V[A]s}'; et comme V[A]f[ =A'V((AA A" etquesi A'e TyTn
alors A" € T, Tn (proposition II1.1), on en déduit que Pcs":lT i= A"
b) Immédiat puisque V[L]EF = A'.

¢) Si A € SSy, il existe un entier n tel que T, Tn l= A donc PCsE:r I= A.
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VI1.2.2 La sémantique standard finie

Théoréme V1.6 : (Correction et complétude de la sémantique opérationnelle standard
finie pour la traduction axiomatique standard finie pour un langage de Kunen).
Sozt Pun programme Prolog et L une liste d'atomes de L.
FE = V[L]fst ssi l'arbre SLD standard de P U {:- L) est fini.
PCETL= VILIEE ssi l'arbre SLD standard de P U {:- L} est un arbre d'échecs

fst

ﬁms.

c1) Si © est une réponse calculée du but - L et si l'arbre SLD standard de P L {:- L} est
fini alors Pcfzr F= ‘v’[Lcs]st A V[L]fl;.

C2) Si © est une substitution des variables de L telle que Pcfir = VILolSF fot A ‘v’[L]ffl alors
l'arbre SLD standard du but :- L est fini et il existe une réponse calculée © pour :- L telle

que 6 < 0.

Démonstration : Il suffit de prouver les parties SI et le point cy).
a) En effet, si l'arbre SLD standard de P U {:- L} est fini de profondeur n, le corollaire

IV.4 montre que Tgy Tn = VI[L] fsl et le théoréeme V.5 permet de conclure.

b) De méme, si l'arbre SLD standard de P U {:- L} est un arbre d'échecs finis de
profondeur n alors, T T l= V[L] for-

c1) Si l'arbre SLD standard de P U {:- L} est fini de profondeur n, alors pour toute
substitution close 1, I'arbre SLD standard de P U {:- Lot} est de profondeur inférieure ou
égale a n. D'apres le corollaire IV .4, T T l= VI Lc5]r , etdonc el '= V[Lcs]fs[

fst

O

Et, en particulier :

Corollaire VI.5: Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L.
a) PET A = AV A" ssi I'arbre SLD standard de P U {:- A) est fini.

b)Pfsl = A" ssi A e FFy.
fsl ET= A s5si A e SSist.

Démonstration :
a) Sil'arbre SLD standard de :- A est fini, P

b) De méme, V[A]E = A".
c) De méme, V[A]

ET=vialf etvialf =A v A

fst

SF_A

fst
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VI. 2.3 La sémantique invariante finie

Théoréme V1.7 : (Correction et complétude de la sémantique opérationnelle invariante
finie pour la traduction axiomatique invariante finie pour un langage de Kunen).

Soit P un programme Prolog et L une liste d'atomes de L.

a)PC‘fEr |= V[L]I; ssi tous les arbres SLD de P U {:- L} sont finis.

b) PC%T l= V[].,]Efp ssi tous les arbres SLD de P U {:- L} sont des arbres d'échecs
finis.

;) Si © est une réponse calculée du but :- L et si tous les arbres SLD de P U {:- L} sont
finis alors P°ET = V[Lo)15F A wILIE.

c2) Si © est une substitution des variables de L telle que PCET |= \7’[L(5]sfF A V[L]}f: alors
tous les arbres SLD de P U {:- L} sont finis et il existe une réponse calculée © pour le but:
:- L telle que 6 < ©.

Démonstration :
a) En effet, si :- L est de profondeur maximale n, T¢Tn }= V[L]I; (corollaire IV.4) et le
théoreme V.5 permet de conclure.
b) De méme, si tous les arbres SLD de P U {:- L} sont des arbres d'échecs finis de
profondeur maximale inférieure ou égale a n alors, T(Tn l= V[L]EfF.
¢) Si P U {:- L} est de profondeur maximale n, alors pour toute substitution close 1, le
but P U {:- Lot} est de profondeur inférieure ou égale 4 n donc d'aprés le corollaire 1V 4,
T¢Tn k= V(Lo et donc PET k= V(Lo

O

Et, en particulier :

Corollaire V1.6 : Soit P un programme Prolog et A un atome clos de L.
a) PET = A v A’ ssi tous les arbres SLD de :- L sont finis.

b) P°ET k= A'ssi A € FF;.
) PET = A ssiA e SSt.

Démonstration :
a) Si tous les arbres SLD de :- L sont finis, PC%T }= V[A]If: et V[A]F =AVA"

b) De méme, V[AJEF = A",
c1) De méme, V[A) = A.
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En conclusion, nous avons montré que les traductions axiomatiques standard,
standard finie et invariante finie sont des caractérisations axiomatiques
correctes et completes des sémantiques opérationnelles de méme nom dans
le cadre de la CET(Lg) (sous réserve pour la sémantique standard que les
programmes vérifient I'hypothése H3 ou H3).

VI.3. Correction (et complétude) dans le cadre de la CET(L).

VI1.3.1 Introduction

Nous avons déja indiqué qu'il est naturel de considérer les langages de Kunen
dans la mesure ou un utilisateur d'une base de données ou d'un programme Prolog doit
pouvoir utiliser n'importe quel symbole pour formuler ses requétes. Néanmoins, les
résultats de correction classiques (de la résolution SLDNF par rapport au complété de
Clark [Cla 78], a la traduction dédoublée [Ble 90, Gil 89]) ont été prouvés sans hypothése
supplémentaire sur le langage sous-jacent.

Nous montrons dans ce paragraphe qu'il en est de méme pour les sémantiques
finies.

Nous avons d'abord tenté de définir une classe générale P de programmes
généraux positifs (contenant ceux que 'on considére ici) pour lesquels on aurait un tel
résultat de correction (au moins pour certaines classes de formules Fp). Plus précisément,
nous souhaitions un résultat du type :

siPe P ,siFe Fpetsin est un entier alors,
TpTn =F implique PCET |= F.

Ce probleme semble assez difficile et nous nous sommes rabattus sur des preuves
adaptées a chaque traduction axiomatique finiel.

Il semble probable que ces résultats de correction soient aussi vrais pour la
sémantique standard mais nous n'avons pas tenté de le prouver en raison a la fois de la
difficulté de ce type de démonstration et du fait que les résultats sont de tout fagon partiels
(nécessité de I'hypothése H3 ou H3) et donc moins intéressants pour cette sémantique.

Les démonstrations qui suivent étant assez longues et techniques, nous utilisons
systématiquement les notations compactes définies au § I1.2.

VI1.3.2. La sémantique standard finie

On applique le lemme I1.1 dans les cas particuliers suivants :

Lemme VI.1: Soit C = p(t) :- L une régle d’'un programme Prolog P ou p est un
prédicat n-aire et soit s un n-uplet de termes.

a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors,
CET(L) k= VCEF(s), CET(L) = VCF(s) er CET(L) |=—=3C5(s)

lsans renoncer pour autant a essayer de trouver une preuve plus générale (et donc plus élégante).
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b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec l'upg © alors,
CET(L) = VCEF(s) & V[Le]fsl,
CET(L) k= VCFGs) & V[Le]fsl et
CET(L) k=3CS(s) < 3[LO)ST.

Les deux lemmes suivants sont intuitivement évidents (pour une liste d'atomes clos L) si
I'on donne :

a [L]fs[ le sens : l'arbre SLD standard de P U {:-L} est fini
a [L]fsl le sens : I'arbre SLD standard de P U {:-L} est un arbre d'échecs finis
a [L13F le sens : 'arbre SLD standard de P U {:-L} est fini et contient la clause vide.

Le fait qu'ils soient vrais contribue 2 montrer que cette intuition est fondée.

Lemme V1.2 : Soient L et M deux listes d’'atomes. On note LM la juxtaposition de ces
deux listes. Alors,

a) V([L, M]st & [L] fo Vv ([L]fsl A [M]f};)) est universellement valide
b) V([L,M]m) = V([L]fsl) est universellement valide.

Démonstration :
a) Par récurrence sur la longueur de la liste L.
- Clest immédiat si L est la liste vide puisque [15F = Faux et [I3 = Vrai.
- Supposons le résultat vrai pour toute liste L de longueur < n et soit L une liste de
longueur n+1. On peut écrire L = [A], N ol A est un atome.
LMIE =A v (A AINM).

VILMIE & A'v (A A (NEEV (NIEEA IMIED)))
par hypothese de récurrence.

V(LM & A'v (A A INIED v (A A NI A IMIE))

fst
soit encore :

V(LMI, & [LIEE v (LI A IMIE)).
b) On déduit du a) que :

V(ILM]5) = V(ILIE v [LIE)
est universellement valide ce qui fournit la conclusion.

O

Lemme V1.3 : Soit M un modéle de la CET(L) dans lequel pour tour atome A ona :
M = —3(A A A). Alors :

a) pour toute liste d'atomes L :
M = VL] implique M = V(ILIE & L)),
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b) Si C est une régle de la forme p(t) :- L ou p est un prédicat n-aire, si s est un n-uplet de
termes et siM = VCE(s) alors M = V (CEF(s) & —CSF(s)).

Démonstration :
a) Par récurrence sur la longueur de L.

- SiL est la liste vide, c'est immédiat puisque []EF

fst
- Soit L = [Ay, ..., Ap] avec p 2 1 et supposons le résultat démontré pour toute liste de
longueur < p.

Soit {xi, ..., Xq} les variables de L et soit [x\a] une assignation des variables de L dans
M.

= Faux et []?Sf = Vrai.

SiM k= Aj[x\a] alors M b= [L]EF{x\a] et d'aprés I'hypothése sur le modéle M., on a

fst

M l== —A;[x\a] etdonc M l= ﬂ[L]g[x\a].

Sinon, comme M L= V[L]f};, ona:
M = Ajxalet M = -Ajxal.
On en déduit que :
M =L o (A ., ApEDxa) et
M = LE e (A - ApliDIxa)
ce qui permet de conclure d'apres I'hypothese de récurrence.

b) Soit {x, ..., X4} I'ensemble des variables figurant dans les termes s;, t; et dans la liste
L et soit [x\a] une assignation de ces variables dans M.
SiM |= (s # t)[x\a] alors :

M = CEF(s)[x\a]

et
M = —CSFs)[x\a].
Sinon :
M = CEF(s)[x\a] & [L]FH[x\a]
et

M = CSF(s)[x\a] & [L]3F[x\a]

fst
et la partie a) permet de conclure.

La démonstration de la proposition suivante est assez longue. Peut-étre en existe t-il de
plus simples ? Elle permet de montrer un résultat de correction concernant la finitude.

Proposition V1.1 : Soit P un programme Prolog, M' un pré-modéle de la CET(L) et
soitM = pppf(Tg). Soit L une liste d'atomes. Si l'arbre SLD-standard de P U {:-L} est
fini, alors M |= V[L]f]';l.

Démonstration : On démontre que si M. }= -—.V[L]f‘;, alors le but :-L admet au moins
un but dérivé (non vide) :-L' pour lequel M l= —wV[L']fl;, ce qui prouve, par induction,
que l'arbre SLD standard de :-L est infini.
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Soit L = [Aq, ..., Ap], M = [Ag, ..., Ap] et A = p(s) ou Ay, ..., Ap sont des atomes,
s = (s1, ..., Sp) et p est un symbole de prédicat n-aire.

Par définition, V[L1E = V(A v (A1 A MIE)).
Soient Cy, ..., Cq les g régles de P de prédicat de téte p.
V(CE(s) A ... A CEI(s) = A])
V(Ci(s) A ... A CHE) A (C(S) v oo v C5(8)) = AY)
sont des instances d'axiomes de Pg! et donc des conséquences logiques de Pg. Donc :
V((CEFS) A .. A CEF() v (C(8) A .. A CES) A (CF(8) v oo v CF()) A IMI) = (L)
est une conséquence logique de Pgg,.

Soiti e {1,...,q} et soit C;= p(t) :- L;.
- Si A1 ne s'unifie pas avec la téte de C;, alors :

CET(L) k= V(s # t v [Li) ) et en particulier M = C(s).
(Lemme VI1.1)

- Sinon, soit 6; I'upg des n-uplets s et t.
D'apres le lemme VI.1,0ona:
CET(L) k= VvCE(s) & VL8,

Nous pouvons remarquer que le but :- Li6;,M6; est le but dérivé de :- L obtenu en
sélectionnant le premier atome de L et en choisissant la i-€éme régle de P de prédicat de téte
P-
Supposons que pour toutes ces regles C;, on ait M |= V[Liei,Mei]f}:l. On a alors a
fortiori, M = V[L;6;]F (lemme V1.2).
Pour toutie {1,...,q},onadonc: ™M ‘= VC};(S).
On en déduit que :

M = V(C(s) A ... A CEs), et

M = V(CE ) A ACEE) v (CT () v ... v C5 ) A IMIE) = [LIE)

puisque M est un modele de Pgg.

M b= V(CEF(s) & —CSF(s))

M

fs) €tla

d'aprés le lemme VI.3. En effet, il existe un ordinal o tel que T?:‘;Ta = pppf(T
proposition IV.1 montre que pour tout ordinal o et tout atome A, on a:

1Dont Ia définition générale se trouve au § IV.1.1.
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T Ta = -3(A A A).

Donc:
M = V() A . A CEF(s) & ~(CF(s) v ... v C5(s)).

Soit G = C§(s) A ... A CE1(s).
On adonc:
M E=VGv M) = L)),

Soit {x, ..., Xq) les variables de L.
Montrons que pour toute assignation [x\a] de {xy, ..., Xq} dans M, ona:

M G vMDxa).

Ceci prouvera que M = V[L]}; ce qui est contradictoire.
On en déduira donc qu'il existe au moins une regle C; de P avec la téte de laquelle A;

s'unifie et pour laquelle M. = ﬂV[Liei,Mei]f};; ce que l'on devait démontrer.

Soit [x\a] une assignation des variables de L dans M.
Supposons que M I= —|[M]f]:l[x\a].
Soit C; = p(t) :- L;. une regle de P et {y, ..., yx} les variables des termes t; et de la liste
L
On peut supposer que les ensembles {xj, ..., Xq} et {y1, ..., yk} sont disjoints.
-SiM = Vyi..yk(s # t)[x\a] alors
M = CEs)[x\a].

- Sinon, M F= Jyi...yk(s = t)[x\a]. Les n-uplets s et t sont donc unifiables (d'upg 6;).
Soit [y\b] une assignation dans M de {yi, ..., yx} telle que :

M b= (s = H)[x\a][y\b].
Comme on a supposé que M l= V[Liei,MOi]f};, on a en particulier :

M = [Li6:,M6;]F [x\a][y\b]

fst
soit, d'apres le lemme V1.2 :
M = (L6EE v (L83 A MBI F ) [xal[y\b].
Le lemme I1.2 montre que :
M = M8)f [xa)[y\b) & M1 [x\a][y\b]
soit :
M = M6 xallyb] o MIf [x\a]

puisque les variables de M appartiennent a {xj, ..., Xq}.
Par hypothése,

M =M [xa)
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donc

M = —[M6;)f [x\a][y\b]
et donc

M = L6 x\al[y\b].
On en déduit que :

M = C¥F(s)[x\a]
et comme i est quelconque :
M k= Glxal.
Finalement,
M b= (G v M)[x\a]
ce qu'il fallait démontrer.

Proposition V1.2 : Soit P un programme Prolog et :-L un but. Si I'arbre SLD standard
de P L {:- L} est fini alors :
PET = vLf.

fst

CET M
P fst fS[)-

OnaN = V[L]fl; d'apres la proposition précédente, et comme V[L]f}; est une formule

Démonstration : Soit M un modéle de de pré-modele M' et soit N = pppf(T

positive, on a aussi M = \7[L]f]:l puisque M est une expansion de N.

O

Lemme V1.4 : Soit P un programme Prolog et L = [Ay, ..., Ap) une liste d'atomes telle
que le but :- L ait un arbre SLD standard fini et Ay = p(s). Soient Cy, ..., Cq les régles de

P de prédicat de iése p. Alors, PE] = V(C(s) A ... A CE(s)).
Démonstration : En effet, soit C; = p(t) :- L;. Le lemme VI.1 montre que si les n-uplets
s et t ne sont pas unifiables alors :

PET = vCl(s).

fst
Sinon, soit 6; leur upg. Le méme lemme montre que :

PET k= vCis) o VLo [,

fst
et la proposition précédent permet alors de conclure.

Proposition V1.3 : Soit P un programme Prolog. Si le but :- L a un arbre SLD standard

fini et réussit avec la réponse calculée 8, alors PEET = VIL6JEE.

Démonstration : Par récurrence sur la profondeur de :- L.

Si la profondeur est nulle, L est la liste vide et le résultat est évident.

Sinon, soit A; = p(s) le premier atome de L, M la liste telle que L = [A;],M et soient
Ci, ..., Cq les regles de P de prédicat de téte p.

Ona:

PE EV(C©) A .. ACEE) A (CSFs) v ... v CST(5)) = AY)

fst
mais également, d'apres le lemme précédent :
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P = V(C(s) A ... A CE(s)).
On en déduit que :
PEN EvCes) v .. v CFs) = Ay

fst

et
PE = V(CT®) v .. v ) A IMIFE = [LIED).

fst

Soit C; = p(t) :- L; une regle qui permet d'obtenir la réponse calculée 6. On a :

PET = v(CSFs) A IMISF = [L13F).

fst
Soit 6; I'upg des n-uplets s et t et 6 une réponse calculée du but :- L;0;,M6; telle que
L8 =10;c.
Soient {yy, ..., yx} les variables figurant dans les termes t; et la liste L; et {x1, ..., X}
les variables figurant dans les termes s; (on suppose que ces deux ensembles sont
disjoints).
Ona:
PET = Vx . xm@yryils = t A [LISE A MIED = [L13).
ey . CET = :
Supposons qu'il existe un modele M de P, telque M ﬂ\?’[LG]fSl et soit [x\a] une
assignation des variables x; satisfaisant 1'équation associée a 6 et pour laquelle on a :

M = Lo
ou encore (d'apres le lemme I1.2)
M =L [xa).

" [x\a]

fst

Ona:
M b= —3ypyi(s = t A [LISF A MIH[x\a]
soit :
M = —3y1..yk6 = t A [LiMI3H[xa)
soit encore :
Vyl.yk(s#tv -ﬂ([L,,M]fs[))[X\a]
et d'apres le lemme I1.2 :

Vy1..yk—([Li6, MB35 [x\a).

Mais d'autre part, par hypothése de récurrence, on a :
M b= V[L#ioM8;0)SF
et en particulier :
...yx[L;6;0,M6; o] [x\a]
ce qui est contradictoire.

On en déduit que pour tout modele M de PeET ssona:
M = vLert
soit encore :
CET SF
P fst ’= V[Le]fsl'
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Proposition V1.4 : Soit P un programme ProIog Si I'arbre SLD standard du but :- L
est un arbre d'échecs finis, alors PG fot ET | V[L]fst

Démonstration : soit Q le programme P U {A :- A} ol A est un symbole de prédicat ne
figurant pas dans P et soit M le but :- L, A. Comme l'arbre SLD standard de ce but est
fini,on a:

A b= VILAIG,
Mais on a également :
VIL.Alg & V(ILIE v (LI A [AlR))
dou :
QE b= Vv AU A A5,

Soit M un pré-modele de la CET(L). On vérifie aisément que pour tout ordinal a, T?;Ta

Donc, pppf(T’f?l) = V[L] et comme V[L] est une formule positive, pour tout modele

M'de Q , de pré-modele M onaM l= V[L]fs[ Donc chir b= V[L]fsl

Et comme A ne figure pas dans cette formule

fst }—__ V[L] fst*

O

Les trois propositions précédentes €tablissent la correction de la sémantique
opérationnelle standard finie pour la sémantique axiomatique standard
finie dans le cadre de la CET. Nous résumons ces résultats dans le théoré¢me
suivant :

Théoréeme V1.8 : Soit P un programme Prolog et :- L un but dont l'arbre SLD standard
estfm Alors,

fst l= V[L]fst
b) Si ce but échoue finiment, alors PC o |= V[L]fS[

c¢) S'il réussit avec la réponse calculée 6, alors Pcfir }= V[LG] ft-

Les théoréemes V1.3 et V1.8 répondent a la question posée dans l'introduction :

"Les interpréteurs Prolog standard admettent une sémantique axiomatique :
la traduction standard finie d'un programme P dans le cadre logique de la
Théorie Equationnelle de Clark du langage sous-jacent a P".

VI1.3.2 La sémantique invariante finie

On appliquera comme au paragraphe précédent le lemme II.1 dans les cas particuliers
suivants :

Lemme VL5 : Soit C = p(t) :- L une régle d'un programme Prolog P et soit s un n-uplet
de termes.

a) Si les n-uplets t et s ne sont pas unifiables alors,
CET(L) k= VCEF(s), CET(L) k= VCF(s) et CET(L) |=—-3CS(s)
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b) Si les n-uplets t et s sont unifiables avec l'upg 8 alors,
CET(L) = VCEF(s) < V[LO]EF,
CET(L) = VCF(s) & V[LO er
CET(L) =3CS(s) & 3[L61% .

Lemme V1.6 : Soient L et M deux listes d’atomes. On note LM la juxtaposition de ces
deux listes. Alors,

a) V([L,M]lr: — [L]EfF v ([L]SfF A [M]}f:)) est universellement valide
b) VLMIE) = Y((LIY) est universellement valide.

Démonstration :
a) Par récurrence sur la longueur de la liste L.
- C'est immédiat si L est la liste vide puisque []EfF = Faux et []SfF = Vrai.

- Supposons le résultat vrai pour toute liste L de longueur < n et soit L une liste de
longueur n+1. On peut écrire L = [A], N ol A est un atome.

ILMIE=A"v (A A NM).
V(LM A'v (A A (INIEF v (INISF A IMTE))))

par hypothése de récurrence.
V(ILMIF & A'v (A A [NIED) v (A A INISF A [M]E)),
SOl1t encore .
V(LMIf & [LIFF v (L1 A (M.

b) On déduit du a) que ‘v’([L,M]};) = V([L]EfF v [L]SfF) est universellement valide, ce qui
fournit la conclusion.

O

Lemme V1.7 : Soient L, M et N trois listes d'atomes. Alors,
a) V([L,M,N]};) = V([M]}f:) est universellement valide.

Démonstration : Il suffit de remarquer que V([L,M,N]}; =S [M,L,N]}; ) et d'appliquer
le lemme précédent.
Lemme V1.8 : Soit M un modéle de la CET(L) dans lequel pour tout atome A on a :

M E=—3(A A A). Alors -

a) pour toute liste d'atomes L :
M = VLI implique M = V(LIEF & —[L%h).
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b) Si C est une régle de la forme p(t) :- L ou p est un prédicat n-aire, si s est un n-uplet de
termes et siM = VCF(s) alors M = V(CEF(s) < —CS¥(s)).

Démonstration :
a) Par récurrence sur la longueur de L.

- Si L est la liste vide, c'est immédiat puisque []EfF = Faux et []SfF = Vrai.

- Soit L = [Ay, ..., Ap] avec p 2 1 et supposons le résultat démontré pour toute liste de
longueur < p.

Soit {X1, ..., Xq} les variables de L et soit [x\a] une assignation des variables de L dans
M.

SiM l= Aj[x\a] alors M ‘= [L]EfF[x\a] et d'aprés I'hypothése sur le modele M, on a
M E=—A;[x\a] et donc M = —[LI¥[x\a).

Sinon, comme M |= V[L]}; :
M k= Ajlx\a) et M = —Aj[x\a).
On en déduit que :
M = (LT & (A, ., AT)xa]
et:
M = (LT o (A . Apl)IxN]
ce qui permet de conclure d'apres 'hypothese de récurrence.

b) Soit {x1, ..., xq} I'ensemble des variables figurant dans les termes s;, t; et dans la liste
L et soit [x\a] une assignation de ces variables dans M.

SiM = (s = t)[x\a] alors :
M = CEF(s)[x\a]

et
M = —CSF(s)(x\al.
Sinon :
M k= CEF(s)[x\a] & [LIEF[x\a)
et

M k= CSF(s)[x\a] & [L1¥[x\a)
et la partie a) permet de conclure.

O

Proposition V1.5 : Soit P un programme Prolog, M' un pré-modéle de la CET(L) et
soitM = pppf(TTfl'). Soit L une liste d’atomes. Si tous les arbres SLD de P U {:- L} sont
finis, alors M. = V[LIE.

Démonstration : On démontre que si™M % ﬂV[L]}; alors le but :- L admet au moins un

but dérivé :- L' pour lequel M = —VI[LTE, ce qui prouvera par induction qu'un arbre
SLD de :- L est infini.



134

Soit L = [Ay, ..., Apl.
SiM = -V[LIF alors il existe k € {1,...p) tel que M ==V (Ay v A). Soit Ay =
p(s) ou s = (sy, ..., $y) et p est un symbole de prédicat n-aire.

Soient Cy, ..., Cg les g regles de P de prédicat de téte p.
V(CEF(s) A ... A CEF(s) = A
V(CI($) A .. A CE(S) A (CSF(5) v ... v C5F(s)) = Ap)
sont des instances d'axiomes de P et donc des conséquences logiques de Psl. Donc :
VUCT® A . ACTS) v (C](9) A .. ACES) A (CTFO) v ... v CF()) = (A v A)
est une conséquence logique de Pr.

Soitie {1,...,q} et soit Cj=p(t) :- L;.

- Si Ag ne s'unifie pas avec la téte de C;, alors CET(L) P= VCI;(S) d'apres le lemme VI.5
et en particulier M = ‘v’Cf(s).

- Sinon, soit 6; 'upg des n-uplets s et t.

D'apres le lemme V1.5, 0n a:
CET(L) = vC(s) & VL6

Supposons que pour tous les buts L' dérivés de L, on ait : M |= V[L']];‘ Alors,
d'apres le lemme VI.7 on a aussi : M. l== V[Liei]];.
Pour toutie {1,....,q},onadonc: M }= VCiF(s). On en déduit que :

M = V() A A CE) e,
M E=V(CT6) A A CE ) v (€ ) v .. v CF(s)) = (A v AD)

puisque M est un modele de Py.

M = V(CEF(s) = —CSF(s))
d'apres le lemme VI1.8. En effet, il existe un ordinal o tel que TT}'TOL = pppf(TT}') et la
proposition IV.3 montre que pour tout ordinal o et tout atome A, on a :

THa = -3(A A A).
Donc :
M E=VCF©) A .. A CEs) & ~(CFs) v ... v CF(s))
et en particulier :
M E=V(CTE) A . A CEF@) v (€@ v ... v CFes)))
donc :

1Dont 1a définition générale se trouva au § IV.2.1.
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M = V(ALY A)

ce qui est contradictoire. O

Proposition VL.6 : Soit P un programme Prolog et :- L un but. Si tous les arbres SLD
de P U {:- L) sont finis, alors P°ET = vLIE.

Démonstration : Soit M un modéle de PC?T de pré-modele M' et soit N = pppf(T?}’).
OnaN |= V[L]}; d'apres la proposition précédente, et comme V[L]]f: est une formule
positive, on a aussi M = V[L]I; puisque M est une expansion de N.

O

Lemme VL9 : Soit P un programme Prolog et A un atome tel que tous les arbres SLD
de P U {:-A] soient finis et Ay = p(s). Soient Cy, ..., Cq les régles de P de prédicar de
téte p. Alors : PET |=/(Cl(s) A ... A CE(s)).

Démonstration : En effet, soit C; = p(t) :- L;. Le lemme VI.5 montre que si les n-uplets
s et t ne sont pas unifiables alors PCI;:T |= VC};(S). Sinon, soit 6; leur upg. Le méme
lemme montre que PC%T = VC};(S) o V[LGJE et la proposition précédente permet alors
de conclure.

O

Proposition V1.7 : Soit P un programme Prolog et soit :-L un but. Si tous les arbres
SLD de P U {:- L} sont finis et si le but :-L réussit avec la réponse calculée © alors,
PCET |= wiLeSF.

Démonstration : Par récurrence sur la profondeur de I'arbre SLD standard de :- L.

Si la profondeur est nulle, L est 1a liste vide et le résultat est évident.

Sinon, soit Aj = p(s) le premier atome de L, M la liste telle que L = [A;],M et soient
Ci1, ..., Cq les régles de P de prédicat de téte p.

Ona:

P = v(CEs) A .. ACE®) A (CTF9) v ... v CFis)) = A))
mais également, d'apres le lemme précédent :
PET = V(CS(s) A ... A CE(S)).
On en déduit que :
PE l=v(CFs) v .. v CFis) = A))
et:
PET = V(€ o) v ... v C3Fs) A IMITF = [LID).
Soit C; = p(t) :- L une régle qui permet d'obtenir la réponse calculée 8 en sélectionnant
A;.Ona:
PET = v (o) A MY = 15D,
Soit 6; l'upg des n-uplets s et t et 6 une réponse calculée du but :- L;0;,M6; telle que
L6 = LeiO'.
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Soient {y1, ..., yx} les variables figurant dans les termes t; et la liste L; et {x1, ..., X}
les variables figurant dans les termes s; (on suppose que ces deux ensembles sont
disjoints). On a:

PCIE:T = VX1..Xm(3y:1...yx(s =t A [Li]SfF A [M]SfF) = [L]SfF)-

Supposons qu'il existe un modéle M de PC%T tel que M l= —.‘v’[LG]SfF et soit [x\a] une
assignation des variables x; satisfaisant I'équation associée & 6 et pour laquelle on a :

M = -[L6)Y [x\a)
ou encore (d'apres le lemme I1.2) :

M =L [xa).
Ona:

M = —3y1.yi(s =t A [LSF A MIDxa)
soit :
M l= —3Jy;..yk(s =t A [Li,M]SfF)[X\a]
soit encore :
Vy1.yk(s # t v ~((Li,M]5))[x\a)
et d'apres le lemme 11.2 :
Vy1..yx=((Li8,M6;)%) [x\a).

Mais d'autre part, par hypothése de récurrence, on a :
M = V[Li8io,M6;01%F
et en particulier :
Vyi...yk[Li6io,M8;01% [x\a]
ce qui est contradictoire.
On en déduit que pour tout modele M de P°ET, on a M. |= V[LG]SfF soit encore
PET = viLe)ST.
O

Proposition VL8 : Soit P un programme Prolog et :-L un but. Si tous les arbres SLD
de P U {:- L} sont des arbres d'échecs finis alors, PC}fET |= V[L]EfF.

Démonstration : Par récurrence sur la somme N des profondeurs des arbres SLD du
but :- L (qui n'a qu'un nombre fini d'arbres SLD).

SiN =0, aucun des atomes de L ne s'unifie avec aucune téte de régle du programme P.
Pour tout atome A = p(s) de L, et toute regle de prédicat de téte p on a donc :
PCET |= VCEF(s) et donc PET k= VA",

On en déduit que PCIf"T = V[L]EfF.

Supposons la propriété démontrée pour un entier N et supposons que la somme des
profondeurs des arbres SLD de :-L soit égale a N+1.

S'il est faux que PCEfT |= V[L]EF, il existe un atome A = p(s) de L tel que
PCIf':T |= YV A' soit faux.
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Soient Cy, ..., Cq les g régles de P de prédicat de t€te p.

PET = V(CEF(s) A ... A CEF(s) = AY)
donc il est faux que :
P = v(CF(s) A ... A CEF(s))

et soit i tel que PC%T t= VCEiF(s) soit faux. La téte de C; s'unifie avec A. Soit 6; I'upg et
soit L; le corps de C;. D'apres le lemme VL5, il est faux que PC%T |= V[Liei]EfF.
La somme des profondeurs des arbres SLD du but L' dérivé de L en sélectionnant I'atome
A et en appliquant la régle C; est inférieure ou égale & N. Donc, d'aprés I'hypothese de
récurrence, Ple-:r |= V[L']EfF et en particulier :

POET |= v[L;6;EF
ce qui est contradictoire. On en conclut que :

P = vILIEF

Les trois propositions précédentes établissent la correction de la sémantique
opérationnelle invariante finie pour la sémantique axiomatique invariante
finie dans le cadre de la CET. Nous résumons ces résultats dans le théoreme
suivant :

Théoreme V1.9 : Soit P un programme Prolog et :- L un but. Si tous les arbres SLD de
P {:-L} sont finis, alors :

a) PET = v[L)E.

b) Si ce but échoue finiment, alors PC};‘T |== V[L]EfF.

¢) S'il réussit avec la réponse calculée 0, alors Pcrf-:r i= V[LG]SfF.

Nous avons vu que la sémantique invariante finie généralise, d'une certaine maniere, la
sémantique standard finie en cela qu'elle décrit le noyau commun effectivement calculable
par tous les interpréteurs Prolog. Les théoremes VI.4 et V1.9 montrent que : le noyau
commun effectivement calculable par tous les interpréteurs Prolog admet
une sémantique axiomatique : "la traduction invariante finie d'un
programme P dans le cadre logique de la Théorie Equationnelle de Clark
du langage sous-jacent a P".

Le tableau ci-dessous récapitule I'essentiel des résultats obtenus dans les chapitres III, IV
et VL.
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Chapitre VII :

Logique trivaluée et dédoublement
des symboles de prédicats

Nous avons choisi de mener la présente étude des sémantiques axiomatiques de
Prolog en utilisant une technique de dédoublement (et méme de "détriplement” dans
I'étude de la sémantique standard) des symboles de prédicats du langage sous-jacent au
programme. Cette technique présente de multiples avantages :

- elle permet de rester dans le cadre de la logique classique

- les traductions axiomatiques que nous avons définies sont constituées de
programmes généraux positifs et nous avons vu au chapitre V que ces systemes
d'axiomes ont des propriétés particuliérement intéressantes : monotonie de l'opérateur T
de conséquence immédiate, caractérisation logique de l'itéré TTow, ...

- de plus, cette technique s'est révélée suffisamment fine pour permettre
d'exprimer les propriétés opérationnelles que nous avions choisies d'étudier.

Ainsi que nous l'avons mentionné au § I1.5.5, une autre approche possible de la
sémantique des programmes logiques consiste a utiliser la logique trivaluée! [Fit 85, Del
87b, Thi 90, Kun 87a, 89]. Les résultats les plus généraux sur la complétude de la
résolution SLDNF par rapport & un systtme d'axiomes ont été obtenus pour des
axiomatiques trivaluées [Kun 89]2. Cela n'est pas étonnant dans la mesure ol, dans le cas
général, les mécanismes de calcul utilisés en programmation logique ne permettent pas de
déduire qu'une formule de la forme A v —A est un théoréme : ce qui est également 2 la
base de la logique trivaluée.

Ces deux approches sont évidemment trés liées. En effet, un atome clos A peut
recevoir en logique trivaluée trois valeurs de vérité relativement a une interprétation

(trivaluée) du langage L : A est Vrai, A est Faux, A est Indéterminé. Ceci correspond aux
cas suivants pour une interprétation (dédoublée) I de L4 : A appartient a I, A' appartient &
I, ni A, ni A" n'appartiennent a 1.

10n utilise parfois aussi le terme de "logique partielle” : ceci exprime peut-étre le souci de ne pas définir
un nouveau formalisme "qui pourrait décourager le lecteur non spécialiste” [Bid 89].
28. Cerrito a obtenu depuis des résultats comparables en utilisant la logique linéaire [Cer 90].



140

Nous étudions systématiquement dans ce paragraphe, le lien entre ces deux
approches. Cela nous permettra en particulier d'énoncer un théoréme de complétude en
logique trivaluée qui généralise le résultat de [Kun 87a]. Nous verrons également (dans
un cas particulier important : celui des différents complétés d'un programme trivalué a
tétes positives) que I'on peut identifier la "logique dédoublée" & une restriction de la
logique trivaluée : la logique trivaluée monotone, c'est-a-dire ne prenant en compte que les
formules conséquences n'ayant pas d'autres occurrences de connecteurs que ceux de la
logique bivaluée classique.

Nous faisons de fréquentes références dans ce paragraphe aux travaux de Fitting
[Fit 85] (qui a été un des premiers a envisager une sémantique en logique trivaluée pour
les programmes logiques), a ceux de J-.P. Delahaye et de V. Thibau [Del 87a, 87b, 87c,
88b, 90c, 90d, Thi 90] (dans lesquels on trouvera plus de précision sur les notions
redéfinies ici) et a ceux de Kunen : le résultat principal que nous présentons ici est une
généralisation du théoréme de complétude démontré dans [Kun 87a].

VII.1 Traduction dédoublée - trivaluée

Comme notre préoccupation majeure dans ce paragraphe est d'examiner les liens
entre les approches dédoublées et trivaluées pour 1'étude des sémantiques de Prolog et
comme nous avons vu dans les chapitres précédents que l'on obtient les meilleurs
résultats en se plagant dans le cadre de la Théorie Equationnelle de Clark, nous

n'envisagerons que des modeles du langage L qui sont aussi des modeles de la CET(L).

Soit L un langage du premier ordre et M un pré-modele de la CET(L).
Nous rappelons que H™ est I'ensemble des (p; @y, ..., @) ol p est un symbole de
prédicat n-aire de L et (o, ..., 0) est un n-uplet d'éléments du domaine U™ de M.

Notation : Soit I une interprétation de L sur M (c'est-a-dire une partie de H™).
On note :

= I={(=p; ay, ..., &ty) ; (p; &y, ..., &y) € I} et
I' = { (P Oy, wess Wi (D} Oy oo By) € T},

Définition VIL.1: Soit M un pré-modéle de la CET(L). On appelle interprétation
trivaluée (ou partielle) de L sur M., route partie 1 de H"* U —HM 1q :

{(p; ag, ., o) s (p; Oy, ey p) € I et (=p;ag,..,ay)e I} =3.
Notation : On note It 'ensemble des interprétations trivaluées de L sur M.

Définition VIL2 : Soit M un pré-modéle de la CET(L). On appelle interprétation
dédoublée de L sur M., route partie de HV OH™ g :
{(P; a1,y ) 5 (s @y, s ) € 1 et (P @y, ..., a) € 1) =,

Notation : On note 1d™ I'ensemble des interprétations dédoublées de L sur M.
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Remarque : Ni It™, ni Id™ ne sont des treillis complets (lorsqu'on les munit de
I'inclusion). Par exemple, {{A}, {A'}]} n'a pas de majorant.

On introduit, comme dans [Del 87b, 88b, 90c, Thi 90], un nouveau symbole 'Contra’
(pour désigner la contradiction) et on pose :

IT} =™ U {Contra} et Id2} =1d™ U {Contra)
la relation d'inclusion étant prolongée par :
Vie If}, 1c Contra et VIe Id%,1c Contra.

1T} et I&"* munis de l'inclusion sont alors des treillis complets.

Notation : On note d I'application :
d : IM->Id"

I -->d@ = {(p; Ay, .., 0) 5 (P; g, ooy ) € HY AT} U
{(p; a1, ..., ag) 5 = (p; 1, ..., Q) € 1)

d est bijective.
Cette application peut étre prolongée en une bijection de If:' sur Id{l en posant :

d(Contra) = Contra.
d est alors un isomorphisme pour la structure de treillis.

Notations : On note For(L) (resp. For*(L)) l'ensemble des formules (resp. formules
positives!) du langage L.

Soit F une formule de L. On suppose que les connecteurs figurant dans F sont parmi : —,
Vet A

Notation : On note F* 1a formule de Fort(Lg4) obtenue a partir de F par application itérée
(et saturée) des regles suivantes :

1- remplacer =( P v Q) par =P A= Q, =(P A Q) par =P v —Q et ——P par P.
2- remplacer -3 Ppar V-Pet-VPpar3 - P
3- remplacer — A par A’

ou P et Q sont des formules et A un atome de L de prédicat différent de '='.

Remarque : On peut montrer que ce procédé définit bien une formule unique de L.

Exemple VIL1 :
Soit F(x) = —(x =0 v Jy(x = s(y) A p(y))).
Frx)=x# 0 A Vy(x # s(y) v p'(y)).

IDéfinition 1.23
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On définit ainsi une application bijective de For(L) sur Fort(Lg) ([Del 87b et 88a, Ble 90,
Gil 89]). On peut étendre cette application aux ensembles de formules de L :
si Ax c For(L), Ax* = {F+/F € Ax} < Fort(Ly)

Remarques :

1- Si @ est une substitution des variables libres de la formule F telle qu'aucune variable
de Im(0) ne soit liée dans F, alors (FB)* = (F*)6.

2- Pour toute interprétation trivaluée I de It™, d(I) = {L*/L € I}.

La notion de valeur de vérité d'une formule F relativement  une interprétation trivaluée I
de L sur un pré-modele M et a une assignation (x;\a(y, ..., Xm\m) des variables de F
dans le domaine de M est définie dans [Thi 90].

Notation : Nous la noterons vvi(F[a, ..., 0m]).

vv] est une application a valeurs dans {V, F, I} ou V désigne Vrai, F désigne Faux et I
désigne Indéterminé.

Rappelons succinctement cette définition.
- Si F est une formule équationnelle alors :

vvi(Flay, ..., om]) ={¥ssiln{;ln = Flag, ..., o]

- Si F(y1, «oos Ym) = P1(Y1s -os Yim)s oes tq(¥1, ...» Ym)) est une formule atomique alors,

Vosi (psti(0ty, ooy Qpm), ..o, tg(a1, ..., 0p)) € 1
VIF[O, wooy Om]) = 9F si (= p3t1 (a1, ooy @m)y costq(@s ey Q) €
I sinon.

On définit ensuite la valeur de vérité d'une formule quelconque par induction sur la
complexité de F. Le passage des quantificateurs se fait de maniére standard. Le passage

des connecteurs —, A, v, =, & s'effectue selon les tables de vérité suivantes :

V| F|I Al V] F|I1 =|V|F|I
VIV]V]|v V]V|F[I V] V]| F|I
F|l|V/|F]|I F|F| F| F FlV]| V]|V
I v 1|1 I 11| F|1 I v 11]1
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<1V V)] F I —
VI V] F|I vIl F
F|F V]I F Vv
I 1 I I I I

Nous ne définissons ici que les valeurs de vérité des formules de For(L), c'est-a-dire ne
contenant que des occurrences de connecteurs bivalués.

Proposition VIL.1 : Pour toute interprération trivaluée 1 de L sur le pré-modéle M de la
CET(L), toute formule F(xy, ..., Xm) de L et tous ay, ..., 0 € UM :

- vwi(F[Og, ey 0m]) = V ssi d() = FHay, ..., ap)

- vwi(F[at, oy @m]) = F ssi d() |= (=F)*{ay, ..., o]

- vi(F[a, ooy dp]) =1 ssi d(I) [ =(=F*A=(=F)")[0,..., 0]

Démonstration : par récurrence sur la complexité de F.

- SiF est une formule équationnelle,

wWi(F[0, .o @)=V ssi M = Floy, ..., 0m]
ssi. M = F*oy, ..., 0] puisque F = F*
ssi. d() = Flay, ..., o]

De méme si vvi(F[ay, ..., ay]) = F.

- Si F(y1, oo Ym) = PA1(Y1L, wos Ym)s «oes tq(¥15 ---» Ym)) €st une formule atomique,
vi(Flay, ..., an) =V ssi (p;tl(al, ey )y eees tq((ll, v ) € 1
ssi (p;tl(al, ey Oy ooy tq((ll, vy 0)) € d(D)
ssi d() &= Fay, ..., anl.
De méme si vvi(Fla,y, ..., an]) =Fou L.

-SiF=—G,
vvi(Floay, ..., o)) =1 ssi vvi(Glay, ..., D) =1
ssi (@) =(=G+A~(=G)D[ay. ..., 0]
ssi d@) E=(=(=F)*A=F)[a,..., o]
De méme si vvi(F[ay, ..., 0m]) = VouF.

-SiF=G vH,
vvi(Flay, ..., om]) = F ssi vi(Glay, ..., am]) = Fet vwi(H[ay, ..., ap]) = F
ssi. () = (=G)*[ay, ..., o] et
d) = (=H)*[0, -y 0]
ssi. d() = (=G)* A (<=H))[ay, ..., 0]
ssi. d() = (=G A =H)H[ay, ..., 0]



144

ssi. d@d) &= (=(G v H)*[ay, ..., 0]
ssi. d{) = (=F)*[ay, ..., anl.

Les autres cas se démontrent de maniére analogue.

a

Remarque : On peut également considérer cette proposition comme définissant la valeur
de vérité d'une formule de L relativement a une interprétation trivaluée. Il suffit pour cela
de s'assurer que F* et (—=F)* ne peuvent pas étre simultanément vraies dans une
interprétation dédoublée.

Proposition VIIL.2 : Pour tout pré-modéle M de la CET(L), toute formule
F(x1, ..., Xm) de L et tous ay, ..., o € U™, I'application
v: It™M > (V, F I}
I ----> vi(Flog, ..., Am])
(ou {V, F, 1)} est muni de l'ordre : 1 <V et I < F) est monotone.

Démonstration : Soient I et J deux interprétations trivaluées sur M telles que I < J. On
a alors : d(I) < d(J).

- Si wi(Flaty, ., @m]) = V, alors d(I) =F*{ay,..., G

Comme F* est positive, d(J) F=F*[a,..., atm] et donc vi(E[aty, .., otm]) = V.

- Démonstration analogue si vvi(F[a, ..., ay]) = F.

O

Définition VIL3: On appelle modele trivalué d'une formule close F de L,
toute interprétation trivaluée 1 de L telle que vvi(F) = Vrai.

Définition VIIL.4 : On appelle modele dédoublé d'une formule close F de L,
toute interprétation dédoublée de L qui est un modéle de F+(dans Ly).

Notation : On note CONS l'ensemble d'axiomes {V—(A A A')} ol A est un atome
de L.

Proposition VIL3: Soit I une interprétation de L4 et soit F une formule close de L.
Alors, 1 est un modéle dédoublé de F ssi 1 est un modéle (dans L4) de F+ u CONS.

Démonstration : En effet, une interprétation I de L4 est une interprétation dédoublée de
L ssi I est un modele de CONS. O

Proposition VII4 : Soit F une formule close de L. La restriction de I'application d a
l'ensemble des modéles trivalués de F est une bijection sur l'ensemble des modéles

dédoublés de F* (qui est égal a I'ensemble des modéles de F* U CONS).

Démonstration : Immédiat d'apres les définitions précédentes. O
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Définition VILS : Une formule close F de L est une conséquence logique

trivaluée d'un ensemble de formules Ax de L si tout modéle trivalué de Ax est un
modéle trivalué de F.

Notation : Ax l=[ F.

Proposition VILS : Une formule close F de L est une conséquence logique trivaluée
d'un ensemble de formules Ax de L ssi F* est conséquence logique de Ax*w CONS.

Démonstration : Les modé¢les de Ax* U CONS sont les modeles dédoublés de Ax* qui
sont eux-mémes les images par 1'application d des modeles trivalués de Ax. La conclusion
est donc une conséquence directe des propositions VIL3 et VIL4,

O

VIL.2 Programmes trivalués

Définition VIL6 : [Del 87b, 88b, 90c, Thi 90] Le connecteur trivalué « est défini,
pour toute interprétation trivaluée 1, par la table de vérité suivante :

-1V | F|1I

V]IV FIF

Définition VIL.7 : On appelle programme trivalué rout systéme d'axiomes P de la
forme V(A « F) ou V(—A « F) ol A est un atome de L formé a partir d'un prédicat
différent de '=' et F une formule de L.

Remarque : Le quantificateur 'V’ est souvent omis lorsqu'un programme trivalué est
représenté sous forme de systéme.

Comme dans le cas des programmes généraux (bivalués) (Cf I.1.5), on peut montrer que
l'on peut supposer, sans perte de généralité, qu'un programme trivalué est normalisé,
c'est-a-dire que :

- toute téte d'axiome de P est de la forme p(x, ..., Xp) ou —p(Xy, ..., Xp) Ol p est
un symbole de prédicat (distinct de '=") et ol Xy, ..., X, sont des variables de L

- pour tout symbole de prédicat p (distinct de '="), le programme P contient
exactement un axiome de t€te p et un axiome de téte —p.
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Définition VIL8 : Erant donnés m formules Hy, ..., Hy, o chaque H; est de la forme
p(t1, -.., thi) < Fi (resp. =p(ty, ..., tn;) < F;) et p est un symbole de prédicat n-aire,
on appelle forme normale de {Hy, ..., Hy} la formule suivante :

P(X1, ....x,) &= G v ...v G, (resp. =p(X1, ....Xn) & Gy v ...v Gp)
ou G; est la formule :
dyr..3yp xi=tiA AX =t AF

ou les y; sont les variables libres figurant dans les termes t;; et dans la formule F; et ou les
X; sont de nouvelles variables.

Proposition VIL6 : Si Hnorm est la forme normale des formulés H,, ..., Hy alors
Hnom et {Hy, ..., Hy) sont équivalentes pour la CET(L) dans un sens trivalué, c'est-a-
dire que pour tout pré-modéle M de la CET(L) et toute interprétation 1 de L sur ™. :

vWi(VHNorm) = Vi(VHi A ...A VHp).

Démonstration : Soit M un pré-modele de la CET(L) et I une interprétation de L sur M.
- Supposons que vvi(YHNorm) = V.

Soitie {1,...,m} et supposons que vvi(F;[Bi, ""Bpi]) =V ol B, ...,BPi est une
assignation des variables yy, ..., ¥p, dans 1.

On a alors : vi(Gjlay, ...,an]) = V ob o = t;;[B1, ""Bpi] et comme vvi(VHNorm) = V,
on a vvi(p[a, ...,0n]) =V, soit vwi(p(tyi, ..., thi)[B1, ""Bpi]) =V.

On en déduit donc que vvi(VH;) = V et par conséquent, vvi(VH; A ...A VH) = V.

- Supposons que vvi(VHNom) = F.

Il existe une assignation a,...,0,, des variables xj, ...,x, telle que vvi(p[ay, ...,05]) 2 V

et un entier i tel que, vvi(3 y; ...3 Yp %1 =tiA . AQn=thiAF)=V.

Soit By, ...,Bp, une assignation des variables yj, ..., ¥p, dans M pour laquelle on a :
vvi(og = tyi[Br, -Bpl A oA 0y = tilBy, B A FBy, B = V.

On a donc vvi(p(tyi, ---» tni)[P1s ""Bpi]) # V et vvi(Fi[By, ""Bpi]) =W,

On en déduit que vvi(VH;) = Fetdonc vvi(VH; A ...A VH,)) = F.

- Ni VHNom, ni VH; A ...A VH, ne peuvent prendre la valeur de vérité 1.

O

Définition VILY : Soit P un programme trivalué. Soit Pnorm le programme général
formé a partir de P :

- en remplacant, pour tout symbole de prédicat p, tous les sous ensembles
d'axiomes de P dont la téte est de la forme : p(ty, ....t,) (resp. =p(ty, ...,t,)) par leur
forme normale
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- en introduisant, pour tout symbole de prédicat p, l'axiome :
V(p(Xy, ....X,)) ¢ Faux (resp. V(=p(x1, ...,X,)) < Faux)

si p (resp. —p) ne figure en téte d'aucun axiome de P.
PNorm €St le programme normalisé associé a P.

Proposition VIL7 : Tout programme trivalué P est équivalent au programme normalisé
associé Pnorm pour la CET(L), c'est-a-dire que tout pré-modéle M de la CET(L) et toute
interpréwation 1 de L sur M,

vi(P) = vwi(PNorm)-

Démonstration : Les axiomes de la forme V(p(xy, ...,X,)) ¢« Faux et V(=p(x1, ...,X,))

« Faux sont vraies dans toute interprétation. Cette proposition est donc une conséquence
immédiate de la proposition précédente.

O

Exemple :
Soit P le programme trivalué :

pair(0)

pair(s(x)) ¢« —pair(x)
—pair(s(x)) « pair(x)
impair(x) « —pair(x)

Pnorm €5t égal a la cloture universelle de :

pair(x) « x =0 v 3y(x = s(y) A —pair(y))
—pair(x) « Jy(x = s(y) A pair(y))
impair(x) ¢« —pair(x)

—impair(x) « Faux

Définition VIL.10 : On appelle programme trivalué a tétes positives, tout systeme
d'axiomes P de la forme p(Xy, ..., Xm) & F(x1, ..., Xm) oul p est un symbole de prédicat
de L (différent de '=") et F une formule de L. On suppose de plus que P est normalisé c -
a-d. que pour tout symbole de prédicat p de L, P contient exactement un axiome de téte p.

Notation : Pour tout programme trivalué P, on note P+ le systéme d'axiomes de L défini
par:

(Li « F) € Pssi(Lit &= F*) e P
Remarque : On définit ainsi une bijection de 'ensemble des programmes trivalués de L
sur l'ensemble des programmes généraux positifs de Lq.
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Notations : Soit P un programme trivalué.

1- On note, comme dans les chapitres précédents, PCET = P U CET(L) et (P*)CET =
P+ U CET(Ly). Comme dans les paragraphes précédents, on se limite aux interprétations
de PCET (resp. (P*)CET) qui sont des extensions de l'interprétation standard U de L (resp.
de Ld)

2- Si M est un pré-modele de la CET(L), on note Tl?}, l'opérateur de conséquence

immédiate trivalué associ€ a P défini sur les interprétations trivaluées de L sur M
(I'exposant M. est omis lorsqu'il s'agit de l'interprétation standard W) et a valeurs dans
It

Plus précisément :

{((Li; ay, ..., o) 5 Li(xy, ..., Xg) < F(xy, ..., Xy) €st un

T30
axiome de P et vvi(F[ay, ..., a,]) = Vrai} si cet

ensemble est une interprétation trivaluée de L
= Contra sinon.

3- SiM est un pré-modele de la CET(L), on note Td’ttp l'opérateur de conséquence
immédiate dédoublé associé a P défini sur les interprétations dédoublées de L sur M
(I'exposant M est omis lorsqu'il s'agit de l'interprétation standard W) et a valeurs dans
1d7t,

Plus précisément :

Ti%(D) = {{Li% @y, - O} s LilKy, ..., Bn) &= Xy, ..., %) 5T 00
axiome de Pet] i= FH{ 06, .5 O] ) S1 Cet
ensemble est une interprétation dédoublée de L
= Contra sinon.
Exemple :
Soit P le programme trivalué :

{pair(x) — x =0 v Iy =s(y) A npair(y))
—pair(x) « Jy(x = s(y) A pair(y))

Ptestégala:

{pair(x) « x =0 v 3y(x = s(y) A pair'(y))
pair'(x) « Jy(x = s(y) A pair(y))

Ona:

T.pT1 = T p(D) = {pair(0)) et T.pT2 = {pair(0), —pair(s(0)))
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TapT1 = Tap(@D) = {pair(0)} et TapT2 = {pair(0), pair'(s(0)))
T, p({pair(0), pair(s(0))} = Contra

car le deuxiéme axiome permet de déduire —pair(s(0)) et {pair(0), pair(s(0)), —pair(s(0))}
n'est pas une interprétation trivaluée.

De méme :
Tq p({pair(0), pair(s(0))} = Contra

Par contre :
Tp*({pair(0), pair(s(0))} = {pair(0), pair(s(0)), pair'(s(0)), pair'(s(s(0))))

Remarque : Pour toute interprétation dédoublée Ide L,on a :

T si Th(D e Id™
Contra sinon

T35

ou Tj;i est l'opérateur de conséquence immédiate bivalué (classique) associé a P*.

Proposition VILS : Soit P un programme rrivalué. Les opérateurs T?}, et T’P sont
monotones.

Démonstration :
a) Soient I et J deux interprétations trivaluées telles que : 1 c J.

- Si TM(I) Contra, il existe deux axiomes de P : p(xy, ..., Xm) < F(xq, ..., xp) et
=p(X1, ooy Xm) — G(X1, ooy Xp) €8 A1, oo, @ € M tq vvi(Floy, ..., ay]) = Vrai et
vi(G[ay, ..., 04]) = Vrai. D'apres la proposition VIL.2, on a également :
vvi(Flay, ..., ag]) = Vrai et vwi(G[ay, ..., 0tm]) = Vrai.

Donc, T{},(I) = Contra.

- Si T p(I) # Contra, soit (Li; oy, ..., 0p) € T p(D). 11 existe un axiome de P dont le
corps F vérifie vwi(Flay, ..., ap]) = Vrai. D' apres la proposition VII.2, on a également :
vvi(Flay, ..., an]) = Vrai. Donce, (Li; a4, ..., 0ty) € T p) et T p(D CT p(J).

b) Démonstration analogue pour Tﬁ,.

O

Proposition VIL9 : Soit P un programme trivalué et 1 une interprétation trivaluée de L
sur™M . Alors,

d(TTED) = TEHd@)).
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Démonstration :
1- Tg},(d(l)) = Contra

ssi il existe deux axiomes de P : A(xy, ..., Xm) < F(x3, ..., X)) et

—A(X1, w0y Xm) &= G(X1, ...y Xm) €L A, ..., A € M 1q
vvi(F[a, ..., an]) = Vrai et vwi(G[ay, ..., @m]) = Vrai
ssi ”(I) = Contra

ssi d(T p(D)) = Contra

2- TJ5(d(I)) # Contra.
Soit A un littéral de L et soit Li «— F un axiome de P.
Pour toute substitution 6, on a :

A =1Li0 ssi A+ = (Li6)*, soit

A =LifBssi At=Lit0 et

vvi(FB) = Vrai ssi vvqqy((FB)*) = Vrai.

On en déduit que :
A e TR ssi A* e Tih(d(D) soit
A*e d(TIHD) ssi A*e TIH(d(D).

Proposition VII.10 : Soit P un programme trivalué. Pour tout ordinal o, on a :
d(T 3Ty =T, Te.

Démonstration : Par induction sur o.

-Sia =0, d(TT510) = d(@) = @ =TI T0.

Supposons la relatlon vérifiée pour tout ordinal B < a.

- Si a est un ordinal successeur, soit B tel que .= + 1.

d(T]pTa) d(TIHTTETR))
= Tg‘;(d(T TB)) d'apres la proposition VII.9
= T?},(T TB) d'apres I'hypothése de récurrence
= T

- Si aest un ordinal limite,

d(T]Ta) d(\ T3TB)

B<a

= ) d(Tf},TB) d'apres la définition de l'application d
B<a !

- BL<{1 Tg},TB d'apres I'hypothése de récurrence

M
= Tl
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Proposition VIL.11 : Soit P un programme trivalué et 1 une interprétation trivaluée de
L sur le pré-modéle M de la CET(L). Alors,
1 est un modéle trivalué de PCET ssi T{},(I) cl

ssi Ts(d)) < d(@

ssi d() est un modéle dédoublé de (P+)CET.,

ssi d(l) est un modeéle de (P*)CET U CONS.

Démonstration : On peut supposer P normalisé.

Soit p(x1, ..., Xp) « F(xi, ..., X;) un axiome de P.

I est un modele de cet axiome ssi pour tous oy, ..., o, € UM,

vvi(F[ay, ..., 0p]) = Vrai implique vvi(p[aty, ..., 0q]) = Vrai c.-a-d. (p;ay, ...,0n) € 1.
Et comme vvi(F[ay, ..., o,]) = Vrai ssi (p; a4, ..., 0y) € Tf}(l), on en déduit que I est
un modele de cet axiome ssi T{},(I) cl

La deuxiéme équivalence est immédiate d'aprés la proposition VIL.9.
Les deux dernieres équivalences proviennent de la proposition V 4.

O

Remarque : Les points fixes des opérateurs de conséquence immédiate sont des modéles
ssi ils sont différents de Contra.

Définition VIL11 : Un programme irivalué P est consistant relativement a un
pré-modele M de la CET(L) si PCET admer un modéle trivalué de pré-modeéle M.

Remarque : 11 se peut qu'un programme soit consistant relativement a un pré-modele et
inconsistant relativement & un autre, comme le montre I'exemple suivant :

SoitPleprogramme:{A < Ix(x#a)
—A &« a-=a.

SiM est le pré-modele standard d'univers {a}, P est consistant et a pour plus petit modéle
(A}
SiM est le pré-modele standard d'univers {a, b}, P est inconsistant.

On définira donc la consistance d'un programme de la maniére suivante :

Définition VIL.12 : Un programme trivalué P est consistant s'il est consisiant
relativement a tous les pré-modéles de la CET(L).

Remarque : Cette définition est trés exigeante. 11 y a t-il moyen de I'affaiblir ? Est-il
possible de caractériser simplement les programmes consistants ? Peut-on trouver une

condition sur le langage L afin que la consistance d'un programme relativement au pré-
modele standard implique sa consistance ?
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Nous pensons que si le langage sous-jacent est un langage de Kunen, la consistance
relativement au pré-modele standard implique la consistance; mais nous ne sommes pas
parvenu a démontrer cette conjecture.

En fait, dans tous les cas que nous avons considéré dans cette étude, les programmes
généraux positifs normalisés P* considérés vérifient la propriété suivante : si P est le
programme trivalué associé a P+ et si F (resp. G) est le corps de I'axiome qui définit
p(X1, ..., Xp) (resp. =p(x1, ..., Xp)) dans P alors la formule —=3(F A G) est
universellement valide (d'un point de vue bivalué classique). C'est ce que prouvent, dans
un autre formalisme, les propositions III.1, IV.1 et IV.3 pour les traductions
axiomatiques standard, standard finie et invariante finie d'un programme Prolog. Cette
propriété implique la consistance du programme trivalué P.

Proposition VII.12 :
Soit P un programme trivalué consistant et M un pré-modéle de la CET(L). Alors,

a- Le plus petit point fixe de Tj:l‘, est aussi le plus petit modéle de PCET sur M.

b- Le plus petit point fixe de Tg}, est égal au plus petit point fixe de T}ﬂ. C'est le
plus petit modéle dédoublé de (P*)CET sur M er également le plus petit modéle de
(PHCET U CONS sur M.

Démonstration :
a- Le plus petit point fixe de TT}, est contenu dans tous les modeles de P sur M et il en

existe puisque P est consistant. Ce plus petit point fixe est donc distinct de Contra : c'est
le plus petit modele.
b- Immédiat d'apres ce qui précede.

O

Proposition VII.13: Soit P un programme trivalué consistant. Alors, une formule

close F de L est conséquence trivaluée de PCET ssi F* est conséquence logique de (P*)CET,
Autrement dit,

PCET = F ssi (P*)CET |=F~.

Démonstration : La proposition VII.5 montre que :
PCET = F ssi (PY)CETU CONS b= F+.

Si (P+)CET |= F+ alors (P+)CET U CONS k= F* puisque tout modéle de (P+)CET LU CONS
est un modele de (P*)CET.
Réciproquement, supposons que (P+)CET U CONS |= F+. Soit I un modéle de (P+)CET de
pré-modele M et soit J le plus petit point fixe de Tdﬁ,. C'est un modele de
(P*)CET U CONS d'apres la proposition précédente et J c I. Donc, J |= F* et comme F+
est positive, | i= Ft,

O
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VII.3 Théorémes de complétude en logique trivaluée

La traduction "dédoublée-trivaluée"” que nous avons définie précédemment nous
permet maintenant d'énoncer des théoremes de complétude en logique trivaluée
comparables a ceux du chapitre V.

Théoreme VIL.1 : Soit P un programme trivalué consistant et F une formule close de L.
Alors, si F est une conséquence logique trivaluée de PCET, il existe un entiern1q :

TLPTn P[ F.

Démonstration :

Comme F est conséquence logique trivaluée de PCET, la proposition précédente montre
que F* est une conséquence logique de (P+)CET,

D'apres le théoréme principal du paragraphe précédent, il existe un entier n pour lequel

Tp+Tn |=F* soit T,pTn b= F*ou encore d(T, Tn) k= F* (prop. VIL.10) soit, d'aprés la
proposition VI1.4, TL,an = F.
O

Remarque : Le fait que F soit une formule de L (c'est-a-dire ne comporte que des
connecteurs bivalués : —, A, v, ... ) est indispensable (pour les mémes raisons qui
rendent indispensable le fait que F soit une formule positive dans le théoréme V.2).

Exemple : Soit P le programme trivalué :
{p(x) — 3y x=s( Apy)vx=a
-p(x) « Faux
et soit F = Vx[p(x) « Ty (x=s(y) A p(y)) v x = a].

Pour tout entier n et tout pré-modele M de la CET(L), T{},Tn = {p(s™(@));0<m<n-1}.
P est consistant puisque TT},T(D est un modgle trivalué de PCET,

La formule F est une conséquence logique de PCET puisque c'est un axiome de P et F est
fausse dans TZ},Tn pour tout entier n.

Corollaire VIL1 : Soit P un programme trivalué consistant. Pour tout littéral clos L, si
L est une conséquence logique trivaluée de PCET, alors L € TLPT“)'

Démonstration : C'est un cas particulier du théoreme précédent. En effet, comme L est
clos, s'il existe un entier n tel que TLan |=[ L,alorsL e T, pT(n.

O
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Théoreme VIL.2 : Soit P un programme trivalué consistant et F une formule close de

Lk (ou Lk est un langage de Kunen). Alors, F est une conséquence logique trivaluée de
PCET §5i il existe un entier n g :
TLan l=l F.

Démonstration :

Soitntq: T,pTn k= F. On a d(T,,Tn) k= F*d'aprés la proposition VIL4,soit T,,Tn
=+ (prop. VIL.9) et encore Tp+Tn = F*. Comme £ xgq est un langage de Kunen, on a
d'apres le théoreme VILS, (P*)CET = F+ et donc a fortiori, (P*)CET U CONS = F*. La
proposition VIL.S permet alors de conclure.

O

Corollaire VIL.2 : Soit P un programme trivalué consistant sur un langage de Kunen
Lx. Pour tout littéral clos L, L est une conséquence logique trivaluée de PCET ssi il existe
unentierntq:L e TLan. Autrement dit :

T,pTw= (L; L est un linéral clos et PET = L).

Démonstration : C'est un cas particulier du théoréme précédent.

O

Ces théorémes de complétude suggerent 1'idée de concevoir des interpréteurs
"trivalués" s'appliquant a des programmes plus généraux que ceux envisagés
habituellement, et qui seraient corrects et complets par rapport a leur sémantique trivaluée.

Définition VIL.13 : Firting a introduit en programmation logique dans [Fit 85] le

connecteur d'équivalence trivaluée faible de Kleene que l'on note ici '&', défini par la
table de vérité suivante :

Définition VIL.14 : [Del 87b, 88b, 90c, Fit 85, Thi 90]
Soit P un programme trivalué.

1- On définit le complété - — de P par :
comp(—-,P)=PU{-L&«~F;L«Fe P}
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2- On définit le complété - < de P par :
comp(& ,P)={LeF;L«Fe P}
Ce dernier complété est le complété de Fitting de P.

Exemple :
Soit P le programme trivalué {A « B
B« B
A« B
Iy P) = - t <, P)= {
comp( ) B B e comp( ) Bo B

On peut remarquer que ces complétés ne sont pas équivalents d'un point de vue trivalué.
L'interprétation trivaluée {A} est un modele de comp( — , P) puisque aucun corps
d'axiome n'est vrai dans cette interprétation. Et {A} n'est pas un mode¢le du complété de
Fitting puisque A et B n'ont pas la méme valeur de vérité.

Par contre, tout modele de comp( <> , P) est un modele de comp( — , P) puisque si A et
B ont les mémes valeurs de vérité, A « B, ~A « —B sont vraies.

Il n'y avait pas lieu d'introduire ces deux types de complétés en logique classique
(bivaluée) en raison de I'équivalence :

AoB ssi ((A=B)A(=A=—-B))

Définition VIL.1S : Soit P un programme trivalué a tétes positives normalisé. Pour
tout pré-modéle M de la CET(L), on définit 'opérateur de conséquence immédiate
au sens de Fitting, noté F?}, et défini sur les interprétations trivaluées de L sur M par :

FI},(I) = {L; o9, ..., 0n);  L(x1, ..., Xp) & F(X1, ..., Xp) est un axiome de P et
vvi(F[oy, ..., ay]) = Vrai} v
{(=L; aq, ..., 0q) 5  L(x3, ..., Xp) & F(Xy, ..., Xy) est un axiome de P et
vvi(Flag, ..., 0,]) = Faux}

Remarque : Pour les programmes trivalués a t€tes positives "destinés"” a étre complétés,
on peut adopter une convention de normalisation légérement différente de celle de la
définition VIL.9 en ne conservant que les axiomes a té€te positive; les autres n'apportent
jamais aucune information.

Exemple : On peut considérer que le programme normalisé de :
A« B

{A«<B est {
B « Faux
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Proposition VII.14 [Del 87b, 88b, 90c, Thi 90] : Si P est un programme trivalué a
tétes positives normalisé alors, pour tout pré-modeéle M de la CET(L) :

TLcom P) = E)¢

Démonstration : Soit I une interprétation trivaluée sur M et soit A un atome clos.
-SiAe Tgcom’:( P)(I), il existe une instance d'axiome de P de corps F telle que vvy(F) =
V. Donc, A € F p(1).

-Si-A e Tt'comp(ﬁ‘p)(l), il existe une instance d'axiome de P de corps F telle que
wi(=F) = V, soit vw|(F) = F. Donc, A e Fl5(I).

L'inclusion inverse se montre de maniére analogue.

O

Remarque : Si P est un programme a téte positive, F, p est une application de 1™ vers

1", Elle ne peut pas prendre la valeur Contra puisqu'il faudrait pour cela qu'il existe une
interprétation I et une formule F pour laquelle vvi(F) = Fet vvi(F) = V.

Proposition VIL.15 : Si P est un programme trivalué a tétes positives, le compléié
comp(—, P) est un programme trivalué consistant.

Démonstration : En effet, pour tout pré-modele M de la CET(L), TLcomp( i p et
d'apres la remarque précédente, le plus petit point fixe de F p estun modele de

comp(—, P) sur M.
]

Proposition VII.16 [Del 87b, 88b, 90c, Thi 90] : Soit P un programme trivalué a iétes
positives et M un pré-modéle de la CET(L). Alors, pour toute interprétation 1 de L sur M. :

a- I est un modéle trivalué de comp( — , P)CET ssj FZ},(I) cl
b- 1 est un modele trivalué de comp( & , P)CET ssi F (1) =1.

Démonstration :

a- I est un modele trivalué de comp( —, P) si et seulement si pour tout axiome de P de la
forme p(xy, ..., Xm) < F(xi, ..., Xm) €t tout n-uplet a1, ..., o, de M. :

vvi(F[ay, ..., ayn]) = V implique que (p; a4, ..., 0m) € L et

vvi(=F[ay, ..., an]) = V implique que (—-p; Ay, ..., Om) € L

Cela revient exactement a dire que F{},(I) cl

b- Démonstration analogue.
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Proposition VIL.17 : Soit P un programme trivalué a tétes positives et M un pré-
modéle de la CET(L). Alors, pour toute formule F de For(L) :

comp(<>,P)CET = F ssi comp( — , P)CET |=F
ssi  comp( — , P)*CET |= F+.

Démonstration :
Tout modele de comp( ¢ , P)CET est un modele de comp( — , P)CET donc
comp( —, P)CET =F implique comp( <> , P)CET = F.
Supposons maintenant que comp( < , P) |= F.
Soit I un modéle de comp( —, P) sur M.
Comme F{},(I) c I, on en déduit que la suite [FLMP]“(I) ou o décrit les ordinaux est une
suite décroissante d'interprétations de L sur M. Elle admet donc un point fixe J qui est un
modeéle de comp( & , P).
Onadonc]J |== F.

On déduit donc de 1a monotonie de l'application vv (Prop. VII.2) que I est un modele de
F. Donc,

comp( ¢ , P)CET = F implique comp( —, P)CET |= F.
La demiére équivalence est une application immédiate des propositions VII.14 et VII.15.

O

Remarque : La proposition précédente montre que, si les deux complétés comp( < , P)
et comp( — , P) sont différents d'un point de vue trivalué, par contre, si I'on se limite aux
conséquences (au sens trivalué) des formules n'utilisant que des connecteurs
bivalués, ces deux systemes d'axiomes sont équivalents.

Nous pensons développer cette remarque ultérieurement. Il nous semble que le cadre
logique qui rend le mieux compte de la sémantique de Prolog peut étre défini en
"quotientant” la logique trivaluée par la relation d'équivalence : "deux formules F et G
sont équivalentes ssi les formules monotones! conséquences (au sens trivalué) de I'une
sont aussi conséquences de l'autre”. Dans cette logique (trivaluée monotone ?), les
complétés comp( <> , P) et comp( — , P) d'un programme trivalué a tétes positives P
seraient égaux.

On peut maintenant retrouver le résultat de Kunen [Kun 87a].

Théoreme VIL3 : Soit P un programme trivalué a téies positives. Alors, pour toute
formule F de For(L) :
si comp( & , P)CET = F alors il existe un entier n tel que FLPTn = F.

Démonstration : Si comp( «<» , P)CET = F alors comp( — , P)CET = F.
Le théoréme précédent montre alors qu'il existe un entier n pour lequel :

T yTn = Fsoit FpTn = F. O

t,comp(-,P

1C.-a-d. pour lesquelles I'application vv est monotone.
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Théoréme VIL4 : Si P un programme trivalué a tétes positives et si Lk est un langage
de Kunen alors, pour toute formule F de For(Lg) :
comp( < , P)CET l= F ssi il existe un entier n tel que FLPTn = F.

Démonstration : Ce résultat résulte directement du théoréeme VII.2.

VII.4 Complétude de la résolution SLDNF

Kunen a démontré dans [Kun 89] un résultat de complétude de la résolution
SLDNF pour les programmes et les buts normaux autorisés.
Rappelons quelques définitions avant d'énoncer ce résultat.

Définitions VIL.13 : Soit L un langage du premier ordre.
Un programme normal construit sur L est une suite finie de régles de la forme :
A:-Li .., L,(n20)
ou A est un atome de L et Ly, ..., L, sont des littéraux (positifs ou négatifs) de L.
Un but normal est représenté par :
te Logy s b0 2 1)
ouly, ..., L, sont des littéraux de L.

Un programme normal est autorisé (allowed) si pour chaque régle R = A :-L,, ..., L,
de P, toute variable figurant dans R apparait dans au moins un littéral positif L; de certe
regle.

Un but normal G = :- Ly, ..., L, est autorisé si route variable figurant dans G apparait
dans au moins un littéral positif L; de ce but.

Remarque : Si P est un programme autorisé, les régles unités de P sont toutes de la
forme A :- ol A est un atome clos.

Exemple :
{é‘ ((g')) N B(x), ~C(x) n'est pas un programme normal autorisé.

{A(x) - B(x), =C(x) par contre, en est un.

C(a) :-

Ne nous servant pas explicitement de la définition de la SLDNF, nous renvoyons
a [Llo 87] pour cette définition (ou [Kun 89] pour une présentation particuliérement
succincte).
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A tout programme normal P, on peut associer un programme trivalué P, de la
maniére suivante :

A:-Ly,..,LhyePssi VIAe«Lia..AL)e P,

On peut également associer & tout programme normal P normalisé un programme
dédoublé. Cette traduction a été définie dans [Gil 89, Ble 90] ou elle est notée T(P*).

Nous préférons la noter Pggsiq par cohérence avec nos notations précédentes. Nous la
définissons dans notre formalisme de la maniere suivante :

Pssig = comp(—, P+,

Exemple : Soit P le programme

{A(x) :- B(x), ~C(x)
C(a) :-

p ={A(x) «— B(x) A =C(x)
' lC(a)

A(x) & B(x) A C'(x)
A'(x) & B'(x) v C(x)
Cx)e=x=a
Cx)e=x=#a

Pssia=

Le résultat de complétude de [Kun 89] est le suivant :

Théoreme VILS : Soit P un programme normal autorisé, G = :- Ly, ..., Ly un but
normal autorisé et G une substitution des variables de G.

- si comp( ¢ , P))CET l=[ (LiA ...A Lp)o alors © est une réponse calculée par la
SLDNF pour P U {G}

- si comp( < , PYCET = —3(L,A ...A Ly) alors P U {G) a un arbre SLDNF
d'échecs finis.

Remarque : Les hypothéses sur le programme implique que dans le premier cas, G soit
une substitution close.

Nous pouvons déduire de ce théoreme et de I'ensemble des résultats de ce chapitre un
théoréme de complétude de la SLDNF pour la traduction Psgiq d'un programme normal
autorisé.

Théoréme VILG6 : Soit P un programme normal autorisé, G = :- Ly, ..., L, un but
normal autorisé et G une substitution des variables de G.

- 5i Psg1aCET = (LyA ...A Lo)*6 alors © est une réponse calculée par la SLDNF
pour P U {G}

- 5i Ps51CET = —3(L1A ...A Lp)* alors P U {G} a un arbre SLDNF d'échecs
finis.
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Démonstration :
En effet, si F est une formule close de L,on a :
comp( ¢ , P)CET = F ssi comp( -, P)*CET = F+ d'apres la proposition
VII.17, c'est-a-dire :
comp( &>, P)CET =F ssi PsgioCET = F+.
On peut donc appliquer le théoréme VIL.S.

En conclusion : La technique de dédoublement des symboles de prédicats présente, en
plus des avantages mentionnés dans l'introduction (rester dans le cadre de la logique
classique, permettre des traductions axiomatiques sous forme de programmes généraux
positifs ayant de bonnes propriétés, bonne expressivité) celui de rendre compte des
résultats les plus intéressants obtenus en programmation logique dans le cadre de la
logique trivaluée.

Elle offre en particulier un outil permettant d'obtenir des caractérisations
purement logiques de propriétés opérationnelles (et pas seulement des sémantiques de
types ensemblistes) sans adopter pour autant une logique non classique nécessitant un
investissement théorique important.

Néanmoins, la logique trivaluée nous semble avoir une "sémantique apparente"
plus satisfaisante que celle fournit par la technique de dédoublement : —A représente
mieux et plus naturellement la négation de A que A'. La logique trivaluée peut étre alors
vue comme un cadre logique général dans lequel peut s'exprimer de maniére élégante et
uniforme tous les résultats obtenus par dédoublement des symboles de prédicats (sous
réserve de propriétés de consistance). Nous avons déja noté que d'autres logiques non
classiques (la logique modale [Bal 90] ou la logique linéaire [Cer 90] par exemple)
permettent également ce type d'approche.



Perspectives

Nous nous sommes proposé, au début de ce travail, d'étendre aux interpréteurs
standards, les résultats sur la sémantique axiomatique des programmes Prolog pur évalués
par des interpréteurs idéaux. Nous avons pour cela défini les sémantiques opérationnelles
standard et standard finie d'un programme Prolog et décrit pour chacune d'elles une
sémantique axiomatique associée. Nous avons montré que cette caractérisation
axiomatique de la sémantique standard finie est correcte et compléte. Ceci montre qu'il
est possible de tenir compte des stratégies retenues lors de l'implémentation des
interpréteurs Prolog standards sans pour autant quitter I'environnement théorique dans
lequel les résultats classiques sur les interpréteurs idéaux ont été obtenus. Nous avons
également défini la sémantique opérationnelle invariante finie d'un programme Prolog
qui décrit un "noyau” calculable par tout interpréteur Prolog et nous en avons aussi donné
une caractérisation axiomatique correcte et compléte.

Parmi les questions qui restent posées :

- est-il possible d'obtenir une caractérisation axiomatique "simple",
correcte et complete de la sémantique opérationnelle standard ?

- plus généralement, étant donné un interpréteur Prolog quelconque défini
par certaines stratégies, est-il possible de lui associer de maniére simple et constructive
une description axiomatique correcte et complete ?

Une méthode générale associant une traduction axiomatique a un interpréteur
permettrait d'unifier les démonstrations des chapitres III et I'V.

Les programmes Prolog que nous avons considérés sont purs en ce sens que les
corps des clauses qui les composent ne contiennent ni littéraux négatifs, ni prédicats non
logiques tels que CUT, VAR, ASSERT, etc. La question de savoir si les traductions
axiomatiques que nous avons définies peuvent étre étendues a des programmes plus
généraux se pose naturellement. Elle est dans la lignée de la question initiale : prendre en
compte les implémentations réelles des interpréteurs Prolog.

Les sémantiques opérationnelles que nous avons envisagées sont décrites par des
ensembles d'atomes clos. On peut détailler plus finement le comportement des
interpréteurs Prolog a l'aide de sémantiques représentables par des ensembles d'atomes
quelconques [Der 87, Fer 86, 87, Fal 89a, 89b]. Est-il possible d'obtenir des résultats
analogues & ceux de [Fal 89b] en tenant compte des implémentations particuliéres des
interpréteurs Prolog ?

Le théoréme de complétude du chapitre V (et du chapitre VII sous sa forme
trivaluée) a une portée qui dépasse largement les applications que nous en avons tirées.
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C'est un résultat qui relie les notions de formules calculables et de formules
conséquences pour des classes générales de formules et de programmes dans le cadre
de la Théorie Equationnelle de Clark (qui constitue le cadre logique minimal qui autorise la
procédure d'unification). Ce théoréme montre que tout procédé de calcul consistant a
effectuer un chainage avant sur un programme général positif (resp. trivalué consistant) a
une caractérisation logique (resp. en logique trivaluée) immédiate. On peut donc concevoir
d'autres systémes de programmation logique que Prolog, par exemple : un interpréteur
trivalué fonctionnant en chainage avant sur une partie d'un programme et utilisant la
SLDNF sur un sous-programme autorisé ... Des extensions de 1a SLDNF ont été étudiées
dans [Bar 88, Lug 88].

D'autre part, une des conclusions de notre travail (et plus particuliérement du
théoreme de complétude) est que la Théorie Equationnelle de Clark représente le cadre
logique le plus performant pour étudier la sémantique des programmes Prolog. Cette
théorie a déja été étudiée de maniére tres approfondie dans [Cla 78, Com 88, Kun 87a,
87b, Mal 61, Mah 88] et il nous semble possible que les techniques utilisées dans ces
travaux permettent d'unifier (et donc de simplifier) certaines démonstrations du chapitre
VI. Une autre question se pose naturellement : peut-on généraliser ce théoréme de
complétude a d'autres classes de théories équationnelles (et a d'autres procédés de calculs
que ceux basés sur l'unification) ?

Les logiques trivaluées, linéaires, modales rendent bien comptent des problémes
rencontrés en programmation logique. Elles ont toutes par ailleurs une portée beaucoup
plus générale. Nous avons établi au chapitre VII un lexique entre "technique de
dédoublement des symboles de prédicats” et logique trivaluée et montré que pour ce qui
est de l'application de la logique trivaluée a I'étude de la sémantique de Prolog, les deux
approches sont équivalentes. Peut-on également "plonger" cette technique de
dédoublement des symboles de prédicats dans les logiques linéaires et modales ? Ces
logiques apportent-elles quelque chose de plus que cette technique (pour la sémantique de
Prolog) ? Peut-on identifier la logique la mieux adaptée a la sémantique de Prolog ?

Toutes ces questions définissent autant de prolongements possibles de notre
travail.



Bibliographie

[Apt 82] K. APT and M. VAN EMDEN, Contribution to the Theory of Logic
Programming, Journal of the Association for Computing Machinery, 29.3, 1982,
pp.- 841-862.

[Apt 88] K. APT, H. BLAIR, A. WALKER, Towards a Theory of Declarative
Knowledge in : J. Minker, ed., Fundation of Deductive Databases and Logic
Programming (Morgan Kaufman, Los Altos, (1988), pp. 89-142.

[Arb 87] B. ARBAB and D. M. BERRY, Operational and denotational semantics of
Prolog, J. Logic Programming 1987;4/309-329.

[Bal 90] P. BALBIANI, Une caractérisation modale de la sémantique des
programmes logiques avec négation, Thése de 1'Université de Toulouse, 1990.

[Bar 88] R. BARBUTI, P. MANCARELLA, D. PEDRESHI, F. TURINI, A
Transformational approach to Negation in Logic Programming, J. Logic Programming,
1990 : 8 : 201-228.

[Bek 86] Y. BEKKERS, B. CARRET, O. RIDOUX, O. UNGARO : MALI, A
memory with Real-Time Garbage Collector for Implementing Logic Programming
Languages, Proc. of the 3rd Symposium on Logic Programming, IEEE, Salt Lake City,
USA 86.

[Bid 89] N. BIDOIT, Negation in Rule-Based Database Language : A Survey,
These d'Etat, Université d'Orsay, 1989.

[Bil 88] M. BILLAUD, Simple Operational and Denotational Semantics for Prolog
with cut, Informatica 88, 1988.

[Ble 90] N. BLEUZEN-GUERNALEC, B. GIL, A semantical approach of an
Internal Rendering of the Negation in General Logic Programs, Department of
Mathematics and Computer Science, University of Aix-Marseille 1I, Rapport de
recherche.

[Bor 90] E. BORGER, A logical operational semantics of full Prolog, MFCS 90,
Lecture Notes in Computer Science, 452, Springer Verlag.

[Cer 89] S. CERRITO, Negation as Failure : A Linear Axiomatization, Rapport
Interne, LRI n° 434, Université Paris X.

[Cer 90] S. CERRITO, A linear Semantics for Allowed Logic Programs, IEEEE
pp- 219-227, 1990.

[Cha 73] C. C. CHANG, H.J. KEISLER, Model Theory, North-Holland,
Amsterdam, 1973.

[Cla 78] K. L. CLARK, Negation as Failure. Logic and Data Bases, H.
GALLAIRE and J. MINKER ed., Plenum Press, New-York, 1978, pp. 293-324.



164

[Col 73] A. COLMERAUER, H. KANQUI, P. ROUSSEL et R. PASERO, Un
systéme de communication Homme-Machine en Frangais, Groupe de Recherche en
Intelligence Artificielle, Univesité d' Aix-Marseille, 1973.

[Com 88] H. COMON, Upnification et disunification. Théorie et applications. Thése
de doctorat de I'Institut National Polytechnique deGrenoble (1988).

[Dav 60] M. DAVIS, H. PUTNAM, A Computing Procedure for Quantification
Theory,J. ACM 7 (1960), pp. 201-215.

[Deb 87] S.K. DEBRAY, P. MISHRA, Denotational and Operational Semantics for
Prolog, Formal Description for Programming Concept 111, IFIP, 1987.

[Del 86] J.-P. DELAHAYE, P. PARADINAS, Définitions de stratégies équitables
en programmation logique, Actes du séminaire de programmation logique de Trégastel,
1986, pp. 7-24.

[Del 87a] J.-P. DELAHAYE, Sémantique et complétude du chainage avant en calcul
propositionnel, Publication interne, IT n° 92, Université des Sciences et Techniques de
Lille, Flandres, Artois, Janvier 1987.

[Del 87b] J.-P. DELAHAYE, Programmation en logique trivaluée, Publication
interne, IT n°® 115, Université des Sciences et Techniques de Lille, Flandres, Artois,
Octobre 1987.

[Del 87c] J.-P. DELAHAYE, Chainage avant et calculs de modéles en logique
bivaluée et trivaluée, 7° journées sur les systemes experts, Avignon, 1987.

[Del 87d] J.-P. DELAHAYE, Outils logiques pour l'intelligence artificielle, Editions
Eyrolles, 1987.

[Del 88a] J.-P. DELAHAYE, Sémantique Logique et Dénotationnelle des
Interpréteurs Prolog, Informatique théorique et Applications, vol 22, n°1, 1988, pp. 3 -
42.

[Del 88b] J.-P. DELAHAYE, V. THIBAU, Logic programming and trivalued logic,
European Workshop on Logical Methods in Artificial Intelligence. JELIA 88, Roscoff 27-
30 Juin 1988, pp. 23-27.

[Del 90a] J.-P. DELAHAYE, F. DENIS, Operational Semantics of Standard
Prolog : an axiomatic approach, Actes du Séminaire de Programmation Logique de
Trégastel, 1990.

[Del 90b] J.-P. DELAHAYE, V. THIBAU, Optimal fixed points and logic
programming, Actes du séminaire de Programmation Logique du CNET 1990.

[Del 90c] J.-P. DELAHAYE, V. THIBAU, Programming in three-valued logic,
Theorical Computer Science, 1990, a paraitre.

[Den 89] F. DENIS, Approximations de la sémantique opérationnelle d'un
interpréteur Prolog Standard par des sémantiques axiomatiques, Rapport de recherche,
septembre 1989, LIFL, Bat. M3, USTL, 59655 Villeneuve d'Ascq, CEDEX.

[Den 90a] F. DENIS, J.-P. DELAHAYE, Is there an axiomatic semantics for
Standard pure Prolog ?, Rapport de recherche, mai 1990, LIFL, Bat. M3, USTL, 59655
Villeneuve d'Ascq, CEDEX a paraitre dans Theorical Computer Science.



165

[Den 90b] F. DENIS, J.-P. DELABHAYE, Unfolding, Procedural and Fixpoint
Semantics of Logic Programs, Rapport de Recherche, septembre 1990, IT n°® 192, LIFL,
Bat. M3, USTL, 59655 Villeneuve d'Ascq, CEDEX (ou Proceeding of STACS 91).

[Den 90c¢] F. DENIS, J.-P. DELAHAYE, Un théoréme de complétude. Applications
a la logique trivaluée et a la sémantique des langages a base de régles, Rapport de
Recherche, septembre 1990, IT n°® 191, LIFL, Bat. M3, USTL, 59655 Villeneuve
d'Ascq, CEDEX

[Der 87] P. DERANSART, G. FERRAND, Programmation en Logique avec
Négation : Présentation Formelle, INRIA-Université d'Orléans, Faculté des Sciences, BP
6759, 45067 ORLEANS Cédex 2.

[Emd 76] M. H. VAN EMDEN et R. A. KOWALSKI, The Semantics of Predicate
Logic as a Programming Language, Journal of the Association for Computing Machinery,
vol. 23-4, 1976, pp. 733-742.

[Fal 89a] M. FALASCHI, G. LEVI, M. MARTELLI, C. PALAMIDESI,
Declarative modeling of the operational behaviour of logic languages, Theorical Computer
Science 69, (1989), pp 289-318, North-Holland.

[Fal 89b] M. FALASCHI, G. LEVI, M. MARTELLI, C. PALAMIDESI, A model-
Theoretic Reconstruction of the Operational semantics of Logic Programs, Universita
degli studi di Pisa, Dipartimento di informatica, TR-32/89.

[Fef 82] S. FEFERMAN, Toward Useful Type-Free Theories, Journal of Symbolic
Logic, 1982.

[Fer 86] G. FERRAND, A Reconstruction of Logic Programming with Negation,
Laboratoire d'Informatique de la Faculté des Sciences d'Orléans (1986).

[Fer 87] G. FERRAND, Error diagnosis in Logic Programming, an Adaptation of
E. Y. Shapiro’s method, J. Logic Programming 1987:4:177-198.

[Fit 85] M. FITTING, A deterministic Prolog fixpoint semantics, The Journal of
Logic Programming, 1985 : 2, pp. 111-118.

[Fit 85] M. FITTING, A Kripke-Kleene semantics for logic programs, J. Logic
Programming, 4 (1985) pp. 295-312.

[Fit 86] M. FITTING, Notes on the Mathematical Aspects of Kripke's Theory of
Truth, Notre Dame Journal of Formal Logic, Volume 27, Number 1, January 1986.

[Gil 89] B. GIL, Complete extension of General Logic Programs, Proceeding of
the 8th Symposium on Mathematics and Computer Science, LNCS, Springer-Verlag.

[Gilm 60] P.C. GILMORE, A Proof Method for Quantification Theory, IBM ]. Res.
Develop. 4 (1960), pp. 28-35.

[Gilm 74} P.C. GILMORE, The consistency of partial set theory without
extensionality, Axiomatic Set Theory, Proc. symposia Pure Maths, Part II, Amer. Math.
Soc. 147-153.

[Gue 88] I. GUESSARIAN, Some fixpoint techniques in algebraic structures and
applications to computer science, Rapport LITP, Université Paris VII, 1988.



166

[Her 30] J. HERBRAND, Investigations in Proof Theory, in From Frege to Godel :
A Source Book in Mathematical Logic, 1879, 1931, van Heijenoort, J. (ed.), Harvard
University Press, Cambridge, Mass., 1967, pp. 525-581.

[Hil 74] R. HILL, Lush-resolution and its completeness, Depart. of Artificial
Intelligence, Univ. of Edinburgh, 1974.

[Jaf 83] J. JAFFAR, J.L. LASSEZ, L. LLOYD, Completeness of the negation as
failure rule, ICAI-83, Karlsruhe, 1983, pp500-506.

[Jan 90] S. JANOT, S. LE HUITOUZE, Definition of fair Prolog Interpreters and
implementation with MALI, Rapport de recherche IT n° 195, octobre 1990, LIFL, Bat.
M3, USTL, 59655 Villeneuve d'Ascq, CEDEX.

[Jon 84] N.D. JONES, A. MYCROFT, Stepwise Development of Operational and
Denotational Semantics for Prolog, International Symposium on Logic Programming,
1984.

[Jou 90] J.-P. JOUANNAUD, Syntactic Theories, MFCS 90, in Lectures Notes in
Computer Science 452, Springer Verlag.

[Kan 87] T. KANAMORI, K. HORIUCH]I, Construction of Logic programs Based
on Generalized Unfold/Fold Rules, Proc. 4th Int. Conf. on Logic Programming, The
MIT Press, Series in Logic Programming (1988).

[Kan 89] K. KANCHANASUT, P. STUCKEY, Eliminating negation from normal
logic programs, Department of Computer Science, University of Melbourne, Parkville
3052, Australia.

[Kna 28] B. KNASTER, Un théoréme sur les fonctions d'ensembles, Annales de la
Société Polonaise de Mathématiques, vol. 6 (1928), pp. 133-134.

[Kow 71] R. A. KOWALSKI, Predicate Logic as a Programming Language,
Information Processing 74, Stockholm, North Holland, 1974, pp. 569-574.

[Kun 87a] K. KUNEN, Negation in Logic Programming, Journal of Logic
Programming, 4, 1987, pp. 289-308.

[Kun 87b] K. KUNEN, Answer sets and Negation as Failure, Proc. 4th Int. Conf.
on Logic Programming, Melbourne, 1987.

[Kun 89] K. KUNEN, Signed Data Dependencies in Logic Programs, Journal of
Logic Programming, 7, 1989, pp. 231-245.

[Lan 90] T. LANGHOLM, What is a Horn Clause in Partial Logic, draft paper,
1990.

[Las 84] J.L. LASSEZ, M.J. MAHER, Closures and Fairness in Semantics of
Programming Logic, T.C.S., 29, 1984, pp. 167-184.

[Lev 90] G. LEVI, M. MARTELLI, C. PALAMIDESSI, Failure and Success made
Symmetric, Universita degli studi di Pisa, Dipartimento di informatica.

[Llo 87] J. LLOYD, Foundation of Logic Programming, Springer-Verlag, New-
York, Second Edition1987.



167

[Llo 87] J.W. LLOYD, J.C. SHEPHERDSON, Partial evaluation in Logic
Programming. Technical report CS-87-09, Dept. of Computer Science, University of
Bristol (1987).

[Lug 89] D. LUGIEZ, A Deduction Procedure for First Order Programs, in ICLP
1989, edited by G. LEVI and M. MARTELLI, The MIT Press, Cambridge,
Massachusetts, pp. 585-599.

{Mah 87] M.J. MAHER, Equivalences of Logic Programs, in : J. Minker, ed.,
Fundation of Deductive Databases and Logic Programming (Morgan Kaufman, Los
Altos, (1988), pp. 627-658.

[Mah 88] M.J. MAHER, Complete axiomatizations of the Algebras of Finite,
Rational and Infinite Trees, 3th LICS, Edinburgh, 1988.

[Mal 71] A.MAL'CEV, Axiomatisable Classes of Locally Free Algebras of Various
Types, in : The metamathematics of Algebraic Systems : Collected Papers chapter 23,
262-281, 1971.

[Mar §9] MAREK, The relationship between logic program semantics and non
monotonic reasoning, in ICLP 1989, edited by G. LEVI and M. MARTELLI, The MIT
Press, Cambridge, Massachusetts, pp. 600-620.

[Myc 84] A. MYCROFT, Logic programs and many-valued logic, Proc. first
STACS Conf., (Eds. M. Fontet and K. Mehlhorn), Lecture Notes in Computer Science
166, 1984, pp. 274-286.

[Pab 76] J.-F. PABION, Logique Mathématique, 1976, Hermann, Paris.

[Pra 60] D. PRAWITZ, An Improved Proof Procedure, Theoria 26 (1960), pp.
102-139.

[Prz 89] T. C. PRZYMUNSINSKI, Non-monotonic formalisms and logic
programming, in ICLP 1989, edited by G. LEVI and M. MARTELLI, The MIT Press,
Cambridge, Massachusetts, p655-674.

[Reg 88] L. REGNIER, Logique linéaire et Prolog, 7¢™e séminaire de
Programmation Logique de Trégastel, 1988.

[Ric 89] G. RICHARD, Contibution a la réalisation d'une spécification formelle
pour Prolog, These a 1'Université d'Orléans, 1989.

[Rob 65] J. A. ROBINSON, A Machine Oriented Logic Based on the Resolution
Principle, J. of A.CM,, vol. 12, 1965.

[Rou 75] P. ROUSSEL, PROLOG : Manuel de référence et d'utilisation, Groupe
d'Intelligence Artificielle, Aix-Marseille, 1975.

[She 84] J.C. SHEPHERDSON, Negation as Failure 1, J. of Logic Programming,
1984, 1, pp. 51-79.

{She 85] J.C. SHEPHERDSON, Negation as Failure 11, J. of Logic Programming,
1985, 1, pp. 185-202.

[She 87] J. C. SHEPHERDSON, Negation in logic programming, J. Minker,
editor, Foundations of Deductive Databases and Logic Programming, pp. 19-88, Morgan
Kaufmann, Los Altos, CA., 1897.



168

[Tar 55] A. TARSKI, A lattice-theoretical fixpoint Theorem and its applications,
Pacific Journal of Mathematics, vol. 5 (1955), pp. 285-309.

[Thi 90] V. THIBAU, Une logique trivaluée appliquée a la programmation logique,
These de 1'Université des Sciences et Techniques de Lille, Flandres, Artois, 1990.

[Yas 71] A. YASUHARA, Theory of recursive functions, Academic Press,
NewYork, 1971.



L, Ly
=
TTa, Tia

pppf, pepf
UL, U

H;,H

Her(L), AxHer
CET(L), AxCET
U, u

Un, HM

£x

™M

Ty, T, T

M.

Dom(6), Im(0)

upg
s=t, s#t, [x\a]

SS, FF

SSSIv FFSI
SS¢, SS¢, FFy
Ps;

Pssi

Pssiq

Py

L3, [LIEF

CS, CEF (pour Pg)

Ll’ Hl’ E“
S EF F
(L) LT, [Lg,

CS, CEF, CF (pour Py)

P

SSq., SSfi, FFq (pour la
profondeur standard)

H}

EF F
[L]fssll:’ [L] fst [L]fst
CS’ CEF, CF (pour PfSl)

12
12

13
14
14
14
16
17
17
18
19
20
23

23
27
28
29

31

34
35
36
41
42
43
45
45
45
51
53
54
58
58
59
59

63

71
76
77

SSf., FEL (pour la
profondeur standard finie)
¥, [y, g
CS, CEF, CF (pour Py)
Pg

SS}, FF} (pour la
profondeur maximale)
Ly, Uy

fo

IpA;, IIpU;

Vi Vo

I, 1d™

Contra

It 1d7

For(L), For+(L), F*
Ax*t

VVI

CONS

=

(_

M ™M
TL.P’ Td.P
«>

- comp(—, P), comp(«<, P)

Fip

arbre d'échecs finis
arbre de dérivation SLD
base de Herbrand

but

but autorisé

but défini

but normal

clause définie

clause unité

clause vide

complété de Fitting
complétude (TTw)
conséquence logique trivaluée
consistant

77
80

88
88
89
91

103
104
104
110
140
141

141

141
142
142
144
145
145
148
154
154

155

32
32
14
27
158
16
158
16
16
32
155
40
145
103



170

continu

correction (TTw)
dérivable

dérivation SLD

dirigée (partie)

échec invariant fini

échec standard fini
équitable

filtre

filtre non clos par intersection
dénombrable

formule équationnelle
formule négative

formule positive

formules dépliées
interprétation de Herbrand
interprétation dédoublée

interprétation sur un pré-modele

interprétation trivaluée
interpréteur idéal

interpréteur standard

langage de Kunen

littéral

modele de Herbrand

modele dédoublé

modele trivalué

monotone

opérateur de conséquence
immédiate

point fixe

pré-modele

pré-modele standard

produit réduit

profondeur maximale
profondeur standard
profondeur standard finie
programme autorisé
programme a tétes positives
programme défini
programme général
programme général normalisé
programme général positif
programme normal
programme Prolog
programme trivalué
programme trivalué consistant
programme trivalué normalisé
réfutation

14
40
31
31
13
36
35
32
104

104
17
24
24

106
14

140
19

140
32
32
19
16
15

144

144
13

23
14
17
17
104
90
62
80
158
147
16
20
22
24
158
26
145
151
146
31

réponse calculée

regle Prolog

regle unité

saturé (-)

substitution

substitution de renommage
succes invariant fini

succes standard

succes standard fini
théorie équationnelle de Clark
treillis complet
ultraproduit

ultrapuissance

unificateur

univers de Herbrand
variable locale

variantes

31
26
26
105
27
28
36
35
36
17
13
104
104
28
14
27
28



o0»6ALo24é

TOWARDS THE STUDY OF AXIOMATIC SEMANTICS WITHIN LOGIC
PROGRAMMING

The operational semantics of definite Prolog programs usually studied is suitable for
"ideal" Prolog systems, that is which only generate fair SLD-trees and are provided with a
breadth-first search rule. Hence, the very complete theorical results obtained until now are
not adapted to the usual standard Prolog Systems. We define new operational semantics
adapted to standard Prolog systems or, more generally, which describe what can be
computed whatever Prolog system is used. Next, we show that these semantics can be
caracterized by means of systems of axioms. These results constitute a more realistic
version of classical results. In this work, we use a "predicates symbols doubling
technique". We study the relationship between this technique and the three-valued logic.
We prove completeness theorems in classical and three-valued logics for general classes
of logic programs (including numerous axiomatic translations which occur in logic

programming) in the framework of the Clark's Equational Theory.



Résumé :

La sémantique opérationnelle des programmes Prolog (définis) la plus fréquemment
étudiée fait implicitement I'hypothése que ces programmes sont évalués par des
interpréteurs idéaux (en largeur d'abord et équitables). En conséquence, les résultats
théoriques trés complets qui ont été obtenus jusqu'a présent ne s'appliquent pas aux
interpréteurs standard usuels. Nous définissons de nouvelles sémantiques
o_pérgtionnelles, adaptées aux interpréteurs standards ou plus généralement, décrivant un
noyau calculable quel que soit I'interpréteur envisagé. Nous montrons ensuite que ces
sémantiques peuvent étre caractérisées axiomatiquement. Ces résultats constituent donc
une version plus réaliste et plus générale des résultats classiques. Nous avons utilisé, au
cours de cette étude, une technique de dédoublement des symboles de prédicats dont nous
avons étudié systématiquement les rapports avec la logique trivaluée. Nous avons
également démontré des théorémes de complétude en logiques bivaluée et trivaluée
s'appliquant a des classes générales de programmes logiques (comprenant bon nombre
des traductions axiomatiques rencontrées en programmation logique) dans le cadre de la

Théorie Equationnelle de Clark.
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