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A van t Propos 

Une partie de ce travail a été réalisée en commun avec J.L.Coquidé 
et l'approche globale est la même dans les deux thèses. 

La structure de I'introduction de cette thèse reflète cette 
collaboration. En effet, la partie générale de I'introduction et la partie 
relative au travail commun sur les automates à piles sont les mêmes 
dans les deux thèses. Par contre, les parties relatives à l'étude de 
fragments décidables en réécriture et à l'étude de certaines classes de 
systèmes de réécriture sont propres à cette thèse. 
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1 INTRODUCTION 

La réécriture est, à plusieurs titres, un paradigme bien connu de la 
programmation. En programmation fonctionnelle (comme LISP), un interprète 
peut être vu naturellement comme un système de réécriture; en programmation 
équationnelle (comme OBJ), la réécriture permet de calculer des représentants 
canoniques de types spécifiés par des équations; en programmation logico- 
fonctionnelle, elle intervient dans l'unification modulo par surréduction. Notre 
approche se situe en amont de la programmation. Notre but est de contribuer à 
mieux comprendre les structures algébriques complexes manipulées. Nous 
participons, en celà, à un courant récent de recherche (citons, parmi d'autres, 
R.V.Book et J.H.Ga1lier aux USA, M.Oyamaguchi au Japon, F.Otto et 
R.Treinen en Allemagne, K.Salomaa en Finlande, H.Comon en France,. ..). 

Nous commencerons, néanmoins, par introduire la notion de réécriture à 
travers la problématique classique des théories équationnelles avant de passer à 
l'aspect algébrique et de présenter nos propres résultats. 

********** 

L'idée de simplifier des axiomes équationnels est partout présente en 
algèbre. La réécriture formalise cette idée en remplaçant des égaux par des égaux 
plus simples. 

Dans le cadre des théories équationnelles, le résultat le plus célèbre, qui est 
une des bases du développement actuel de la réécriture, est le théorème de Knuth 
et Bendix ([KNBE70]). Il s'agit de vérifier si une égalité u=v donnée est 
conséquence d'un ensemble E d'équations données (axiomes). Pour celà, on 
oriente, selon un certain critère, les équations de E en règles de réécriture. On 
calcule alors les paires critiques, obtenues en réécrivant de deux façons 
différentes, qui se chevauchent, un membre gauche de règle. Si une paire critique 
n'est pas convergente, c'est-à-dire si les deux termes se réduisent en deux termes 
irréductibles distincts, une nouvelle règle est ajoutée, en orientant si possible la 
paire critique selon le critère préalablement choisi. Cette construction est 
récursive. Le succès de cet algorithme nécessite la propriété de terminaison du 
système de réécriture. 
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On obtient par cette procédure, lorsqu'elle converge, un système de 
réécriture convergent S (tout terme possède une forme normale unique pour S) 
qui fournit un algorithme de décision pour la théorie équationnelle d'ensemble 
d'axiomes E. 

Il suffit, en effet, pour prouver qu'une égalité u=v est conséquence des 
équations de E, de vérifier que les formes normales de u et v pour S sont égales. 

Un exemple algébrique classique est: 
à partir du système d'équations (E) suivant, 

O + x = x ;  
(-x) + x = O; 
(x + y) + z = x + (y + z); 

on oriente les règles de gauche à droite (en utilisant une notion de poids d'un 
arbre que nous ne détaillons pas ici) et on obtient le système de réécrinue 
convergent constitué des trois règles précédentes et des règles, 

(-XI + (x + y) + y; 
x + o + x ;  
-0 + O; 
-(-x)-+x; 
x + (-x) +O; 

x + ( (-XI + y) + y; 
-(x + y) -, (-y) + t-x). 

Cet algorithme fait émerger l'importance des propriétés de terminaison et de 
confluence en réécriture. 

Un système de réécriture est noethérien (termine) s'il n'existe pas de calcul 
infini. La terminaison est indécidable même dans le cas où les termes apparaissant 
dans les règles sont des arbres filiformes ([HULA78]) ou dans le cas où le 
système est composé d'une seule règle linéaire à gauche ([DAUC89]). Le 
problème de l'arrêt d'un système de réécriture de mots composé d'une seule règle 
reste ouvert. Une étude de synthèse recouvrant les problèmes de terminaison se 
trouve dans [DERS87]. 
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Un système de réécriture est confluent si, pour toute réécriture d'un terme 
de deux façons différentes, on peut réécrire ces deux termes en un même terme. 
La confluence est en général indécidable, même dans le cas où les termes 
apparaissant dans les règles sont des arbres filiformes ([BJWSl]); elle est 
décidable pour les systèmes de réécriture noethériens ([KNBE70], grâce au 
théorème de Newman [NEWM42])), et aussi pour les systèmes de réécriture clos 
(sans variables) même sans l'hypothèse de terminaison ([DATIM]). 

Les algorithmes de complétion ont été largement étudiés (L.Bachmair et 
N.Dershowitz [BADE86], N.Dershowitz [DERSSg] pour des articles de 
synthèse) et implantés (REVE [LESC83], FORMEL [FAGE84], KADS 
[STIC86], RRL [KAZH88]). Il existe cependant des systèmes de réécriture 
noethériens et non confluents qui ne peuvent être complétés en un nombre fini 
d'étapes ([KANA85]). 

Les notions de confluence et de terminaison ont été étendues à des sytèmes 
dont certaines égalités ne peuvent être orientées, comme la commutativité, des 
algorithmes de complétion, essentiellement dans le cas Associatif et Commutatif, 
ont été étudiés et implantés. Citons, entre autres, D.S.Lankford et 
A.M.Ballantyne [LABA77], G.Huet [HUET80], G.E.Peterson et M.E.Sticke1 
[PEST81], J.P.Jouannaud et  H.Kirchner [JOKI86], L.Bachmair e t  
N.Dershowitz [BADE87], H.Kirchner [KIRC85], C.Kirchner [KIRC85]. 

L'exemple précédent était tiré de la tradition algébrique. En programmation, 
on retrouve souvent des spécifications du type suivant: 

Soit C={O, SUCC, +, *, exp), C={O, succ) et F={+, *, exp) et soit (Et) le 
système d'équations défini par: 

+( O, x) = x; 
+( succ(x), y)  = succ( +( x, y)); 
*( O, x) = O 

*( succ(x), y) = +( *( x, y), y); 
exp( 0, y) = 1; 
exp ( succ(x), y) = *( exp( x, y), y). 
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Soit le système de réécriture S' obtenu en orientant les équations de la 
gauche vers la droite. Ce système de réécriture est noethérien et régulier (il est 
linéaire à gauche et sans paires critiques). En terme de spécification, on est dans le 
cas type entier avec les constructeurs O et succ (ensemble C) et la spécification E' 
est sufisamment complète par rapport à C, en ce sens que, tout terme clos peut 
être prouvé égal à un terme clos s'écrivant uniquement à l'aide des éléments de C. 
Ce caractère régulier est assez naturel en programmation, un cas particulier 
évident de cette situation étant la programmation fonctionnelle. 

Le système S' étant régulier et noethérien, on sait que dans ce cas, il est 
aussi confluent et, par conséquent, on dispose d'un calcul de formes normales 
permettant de vérifier la validité de toute égalité. Mais, on peut plus largement 
chercher à vérifier des formules dites du premier ordre comme: 

Vn>2, j! (x,y,z)#(O,O,O) xn + yn = zn.(théorème de Fermat) 

Cette formule amène à résoudre un problème ouvert, célèbre s'il en est, et 
illustre toute la différence de problématique entre la décidabilité d'une théorie 
équationnelle et la décidabilité d'une formule du premier ordre. 

Une formule du premier ordre est une formule qui s'écrit à l'aide des 
quantificateurs, des connecteurs logiques, d'opérateurs et de prédicats définis. 
Une théorie du premier ordre est dite décidable si on peut décider de la validité de 
toute formule du premier ordre pour cette théorie. 

Par exemple, l'arithmétique de Presburger (opérateurs O, succ et + avec 
leurs axiomes de définition et pour prédicat l'égalité) est décidable. Lorsqu'une 
théorie est décidable, le point de vue pessimiste est de dire "la théorie est pauvre"; 
le point de vue optimiste est de dire "on sait tout faire", mais en général, même si 
on sait tout faire, on a souvent des hiérarchies de complexité irréalistes avec des 
tours d'exponentielles. 

Mais, on sait également qu'une théorie est vite indécidable. Il suffit par 
exemple d'ajouter l'opérateur * et ses axiomes de définition à l'arithmétique de 
Presburger pour obtenir une théorie indécidable. 
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Lorsqu'une théorie est indécidable, on peut se demander ce qu'il en est 
pour un problème donné ou pour des fragments de la théorie (expressions d'une 
certaine forme). 

Nous avons, jusqu'à présent, toujours considéré des termes avec variables, 
nous allons maintenant montrer l'intérêt de considérer des termes clos, des 
substitutions closes. 

D'un point de vue sémantique, l'avantage est que l'on dispose alors d'une 
algèbre initiale dans le cas des théories équationnelles. On parle alors de la théorie 
inductive d'ensemble d'axiomes E. 

On définit la notion de confluence close à partir de la notion de confluence 
en se limitant aux termes clos. Il est évident qu'un système de réécriture confluent 
est confluent sur les termes clos. La confluence des systèmes de réécnture 
noethériens est décidable alors que la confluence sur les ternes clos des systèmes 
de réécriture noethériens est indécidable. 

Précisons sur l'exemple suivant ce qu'est un théorème inductif: 
C= {O, succ) et En= {succ(succ(O)) = O ) .  
Le théorème succ(succ(x)) = x n'est pas un théorème équationnel mais est 

un théorème inductif (on peut le prouver par une induction structurelle sur la 
structure des termes clos). 

Pour décider de la validité d'un théorème dans l'algèbre initiale, on utilise le 
principe de la preuve par induction sans induction (ou preuve par consistance). Il 
consiste à ajouter le théorème u=v à démontrer à l'ensemble E et à vérifier que les 
relations de congruence sur les termes clos définies par E, et, E auquel on a ajouté 
le théorème sont les mêmes. On peut prouver ce résultat en prouvant que E est 
confluent sur les termes clos et que les termes u et v peuvent se réécrire en un 
même terme pour toute substitution close ([MUSS80], [HUHU82], [GOGU80], 
[BACH88], [JOK086]). 
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Les substitutions closes ont donc des applications importantes. Dans ce 
domaine, on voit encore la nécessité d'apporter un éclairage algébrique à ces 
notions: par exemple, l'étude du point de vue algébrique de l'algorithme de 
décision de l'inductive réductibilité ([PLAI85]). 

Un autre domaine de recherche important de la théorie de la réécriture 
concerne les problèmes d'unification. Une application en est la réécnture 
équationnelle et la programmation dans des langages de type clausal auxquels on 
ajoute des équations. L'unification modulo AC est décidable, modulo AD, elle est 
indéciciable et modulo D, le problème est ouvert. 

Nous venons d'esquisser quelques champs d'étude de la réécriture du point 
de vue de la programmation. Nous avons rencontré au passage quelques 
problèmes ponctuels non résolus (terminaison d'une seule règle linéaire, 
unification modulo D) ou mal élucidés (inductive réductibilité, égalité d'un 
ensemble de formes normales à une sorte). Notre but est, rappelons le, de 
contribuer à une meilleure connaissance structurelle des arbres et de la réécriture 
dans les arbres, et de contribuer ainsi à élaborer des outils pour la réécriture en 
programmation. 

Pour conforter notre démarche, rappelons deux outils structurels célèbres 
sous-jacents à la structure d'arbre: le théorème de Kruskal ([KRUS60]) et les 
automates de Rabin ([RABI69]) et citons quelques résultats récents, autres que les 
nôtres, obtenus à partir de cette approche "automates et langages". 

Le théorème de Kruskal, qui dit que de toute suite d'arbres on peut extraire 
une sous-suite croissante pour une certaine notion d'ordre sur les arbres, est à la 
base de nombreux résultats et concepts sur la terminaison des systèmes de 
réécriture ([DERS87],[DEJ090]). 
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Un deuxième résultat fondamental est le théorème de Rabin [RABI69], 
[RABI77])qui est une mine de résultats de décisions. On trouvera dans 
[THOM901 une présentation de ce théorème ainsi que de nombreuses 
applications. 

On comprend donc pourquoi l'approche structurelle des problèmes liés à la 
théorie de la réécriture s'est récemment développée et a amené de nombreux 
résultats. Parmi ces travaux citons les études de: 

A.I.Maltcev ([MALC7 1 ]), M.J.Maher ([MAHE88]), H.Comon 
([COM088, 89,90]), sur une axiomatisation des algèbres d'arbres et les résultats 
de décidabilité associés; 

R.V.Book & all, D.Kapur, P.Narendran, F.Otto sur les systèmes de Thue 
avec de nombreux résultats de décidabilité induits sur les systèmes de réécriture 
([KN090], [N AOTBO]); 

R.V.Book et J.H.Gallier ([BOGA85]), K.Salomaa ([SAL088]) sur les 
systèmes de réécriture et les automates à piles d'arbres; 

M.Oyamaguchi [OYAM87, 901 sur différentes classes de systèmes de 
réécriture (en particulier clos et clos à droite). 

Pour les résultats de l'équipe de Lille, citons, en ce qui concerne la 
réécriture, la décidabilité de la confluence close ([DATI85]), la décidabilité de la 
réécriture close (résultat généralisant le précédent [DATI90]), la décidabilité de la 
terminaison de la surréduction itérée en tête ([LEBE88], [DEVI90]), la 
décidabilité de la terminaison équitable des systèmes de réécriture clos [TIS089], 
qui font le pendant à l'indécidabilité de savoir si un système d'équations fini 
préserve la reconnaissabilité ([CDT89]) et la simulation d'une machine de Turing 
par une seule règle linéaire à gauche ([DAUC89]). 

La notion d'automate fini d'arbres et de forêt reconnaissable est centrale 
dans nos travaux. 

Nous rappelons que les automates finis d'arbres (J.W.Thatcher [THAT67], 
W.S.Brainerd [BRAI69]) sont, exprimés en un autre vocabulaire, des définitions 
de sortes. 
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Nous illustrons cette remarque sur l'exemple suivant: 
Soit la sorte ListeEntier définie par: 

O : + Nat. 
succ : Nat -+ Nat. 

A : + ListeEntier 
suiv : Nat x ListeEntier -+ ListeEntier 

Un terme t de la sorte ListeEntier a pour configuration : 

A la sorte ListeEntier est associée la forêt reconnaissable F reconnue 
par l'automate A=(t,Q,Qf ,R) avec Q = {q . q ListE }; Q f = (q ListE 1 et 

R = { O + q N a t  ;succ j qNat ; ' a 9  ListE ; suiv + q }. 
1 / \  ListE 
q Nat qNat ListE 

Cette remarque, trop souvent méconnue, a des applications importantes. 
Par exemple, H.Comon dans (COM090J remarque qu'une signature avec sortes 
ordonnées peut être considérée comme un automate ascendant d'arbres. L'auteur 
propose un ensemble de règles de transformation correct, complet, qui termine 
pour les formules du premier ordre dont les atomes sont, soit des équations entre 
termes, soit de la forme t~ s ou s est une sorte (c'est-à-dire une forêt 
reconnaissable). Dans la preuve, sont utilisées les propriétés de clôture booléenne 
de la classe des forêts reconnaissables et la décidabilité du vide. 

Les automates d'arbres ont donc un intérêt, tant par des applications 
éventuelles d'un point de vue programmation, que par les algorithmes connus 
permettant de résoudre des problèmes de décision en réécriture. 

********** 
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Nous présentons maintenant le travail propre à cette thèse. Nous rappelons 
que la seconde partie de la thèse est commune avec la thèse de J.L.Coquidé. 

Nos principaux résultats sont: 

1) Nous étudions les problèmes de décidabilité sur les systèmes de 
réécriture et les forêts reconnaissables. En particulier, nous étudions la propriété 
(P): Pour toute forêt reconnaissable F, l'ensemble des formes normales des 
termes de F pour S est reconnaissable. Nous prouvons l'indécidabilité de cette 

propriété. 

2) Soit un ensemble E d'équations pour lequel il existe un système & 
réécriture S convergent, satisfaisant la propriété (P) (i.e. l'ensemble des formes 
normales pour S des termes de toute forêt reconnaissable est reconnaissable), et 
vérifiant LE = ;S. NOUS prouvons que le fragment existentiel de théorie des 
algèbres de termes clos modulo la congruence générée par un ensemble E 
d'équations vérifiant ces propriétés est indécidable. Nous présentons cependant 
un algorithme de décision pour une classe de formules linéaires closes. 

3) Nous montrons que le problème d'accessibilité est décidable pour les 
systèmes de réécriture clos modulo la commutativité (complexité polynomiale), 
est indécidable modulo l'associativité et décidable dans le cas associatif et 
commutatif (avec toute la complexité du problème d'accessibilité pour les réseaux 
de Pétri). Nous n'avons pu établir ce dernier résultat que moyennant certaines 
restrictions sur la configuration des termes. 

4) Nous définissons la propriété suivante: un système de réécnture S 
possède la propriété trfsi et seulement si, pour tout membre droit r-l(t i,...,tn) de 
règle de S avec 1 lettre d'arité n, pour toute substitution close et irréductible a 
(pour S), alors, pour tout i, o(ti) est irréductible. Nous démontrons que, à tout 
système de réécriture linéaire et convergent S possédant la propriété trf, on peut 
associer un automate à piles déterministe qui calcule les formes normales pour S. 
Ce résultat permet d'éclairer et de généraliser les études antérieures sur les liens 
entre systèmes de réécriture et automates à piles (R.V.Book et J.H. Gallier dans 
[BOGA85] et K. Salomaa dans [SAL088]). 



Introduction Page 10 

Reprenons, par le détail, ces différents résultats. 

Le point de départ de la première partie de ce travail était d'étudier des 
extensions de systèmes de réécriture clos. Ces extensions consistent à considérer 
ces systèmes en présence d'opérateurs commutatifs, associatifs ou associatifs et 
commutatifs. 

Le problème étudié était le problème d'accessibilité pour ce type de 
systèmes. Etant donné un système de réécriture S, le problème d'accessibilité du 
premier ordre est: étant donnés deux termes clos t et t', t peut-il se réécrire en t' 
par S? 

Ce problème est indécidable pour les systèmes de réécriture (généraux) 
mais décidable pour les systèmes de réécriture clos ([DAT185], [DEGI89]). 

Dans cette étude une propriété importante se met en évidence: la 
préservation de la reconnaissabilité. Un système de réécriture préserve la 
reconnaissabilité si, pour toute forêt reconnaissable F, l'ensemble S(F) des 
réductions de termes de F par S est reconnaissable. En effet, la décidabilité du 
problème d'accessibilité se déduit de façon immédiate de cette propriété. De plus, 
si on dispose d'un algorithme effectif de construction d'un automate associé à 
S(F), on en déduit un algorithme pour la résolution du problème d'accessibilité. 

Nous avons également rappelé dans la première partie de l'introduction 
qu'une sorte est un automate d'arbres. Nous nous sommes donc également 
intéressés aux résultats généraux de décidabilité liant les systèmes de réécriture et 
les forêts reconnaissables. 

Le plan et les résultats obtenus dans la première partie sont les suivants: 

Dans la section 3.2, nous étudions les liens entre réécriture et 
recomaissabilité. Nous étudions les différents problèmes de décision qui peuvent 
être étudiés quant à la préservation de la reconnaissabilité par un système de 
réécriture. Il n'est pas surprenant que la plupart des résultats soient des résultats 
d'indécidabilité. 
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Nous prouvons, en particulier, que le problème suivant est indécidable: 
Donnée: système de réécriture S 
Question: Pour toute forêt reconnaissable F, I'ensemble S!(F) des formes 
normales des termes de F pour S est reconnaissable. 

Notons également que certains des problèmes posés restent ouverts. En 
particulier: décider si I'ensemble IRR(S) des termes clos irréductibles pour un 
système de réécriture S est reconnaissable. 

Dans la section 3.3, nous étudions (des fragments) de théorie des algèbres 
de termes clos modulo certaines congruences LE engendrées par un ensemble 
d'équations. Des travaux connexes sont les résultats de décidabilité obtenus par 
H.Comon dans [COM088] et d'indécidabilité de R.Treinen dans [TREI90]. 

R.Treinen propose un méthode générale de preuve pour établir 
I'indécidabilité de théories du premier ordre (l'idée est de coder le problème de 
Post dans une formule du premier ordre d'une théorie pour un modèle donné). 
Par cette méthode, l'auteur prouve I'indécidabilité du C3-fragment de théorie des 
algèbres de termes clos dans le cas AC et du &-fragment dans le cas A. 

H.Comon montre la décidabilité du Cl-fragment dans le cas AC. A partir 
des résultats de [COM088], on peut déduire la décidabilité des théorie des 
algèbres de termes clos modulo des congruences LE engendrées par un ensemble 
d'équations closes. 

Pour notre part, nous considérons des ensembles d'équations E pour 
lesquels il existe un système de réécriture S convergent, vérifiant LE = GS e t  
satisfaisant la propriété (P) suivante: I'ensemble des formes nomales pour S des 
termes de toute forêt reconnaissable est reconnaissable. 

Nous prouvons que le fragment existentiel de théorie des algèbres de 
termes clos modulo la congruence générée par un ensemble E d'équations 
vérifiant ces propriétés est indécidable. 
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Nous présentons cependant un algorithme de décision pour une classe de 
formules linéaires closes, étendant, en celà, un résultat de R.V.Book [BOOK83], 
du cas des mots au cas des arbres. Nous montrons comment ce résultat peut être 
étendu aux algèbres avec sortes ordonnées. Nous généralisons ce résultat à des 
systèmes de réécriture équationnels. 

Dans la section 4, nous étudions différents problèmes de décidabilité pour 
certaines classes de systèmes de réécriture. 

Dans la section 4.1, nous présentons et prouvons l'algorithme de 
compilation d'un système de réécriture clos implanté dans le logiciel VALERIAN. 
C'est-à-dire que nous présentons l'algorithme de construction d'un transducteur 
d'arbres V associé à un système de réécriture clos R tel que la transformation 
associée à V soit égale à la relation de réécriture engendrée par R. 

D~fsérents problèmes d'accessibilité du second ordre sont, par exemple: 
étant donné un système de réécriture clos S, étant données deux forêts 
reconnaissables F et F', existe-t-il un terme de F qui se réécrit en un terme de F' 
par S? L'ensemble des transformés des termes de F par S est-il inclus dans F'? ... 

Nous présentons également l'algorithme associant à un automate 
reconnaissant une forêt reconnaissable F et au système de réécriture clos compilé, 
l'automate reconnaissant l'ensemble S(F) des réductions des termes de F par S. 
C'est cet algorithme qui est implanté dans VALERIAN et qui permet de résoudre 
les problèmes d'accessibilité du premier ordre et du second ordre associé à un 
système de réécriture clos. 

La section 4.2 a pour but de s'intéresser à des systèmes de réécriiure clos 
modulo la commutativité. Nous prouvons que la reconnaissabilité est préservée et 
que les problèmes d'accessibilité, la terminaison modulo sont décidables. De 
plus, la confluence est décidable, sous l'hypothèse de terminaison modulo, ce 
résultat étant une conséquence immédiate des résultats généraux sur les systèmes 
de réécriture équationnels ([JOKI86]). 

Par contre, restent posées la question de la décidabilité de la confluence 
sans cette hypothèse de terminaison modulo, et, de façon plus générale, la 
décidabilité de la réécriture close commutative au sens de M.Dauchet et S.Tison 
pour la réécriture close ([DATI90]). 
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C'est-à-dire la décidabilité de la théorie du premier ordre où les prédicats 
sont +s, 3 s ,  pour tout S système de réécriture clos modulo la commutativité, les 
variables étant des termes. Ce résultat aurait, en effet, pour conséquence, par 
exemple: la décidabilité de l'équivalence de tels systèmes, la décidabilité de la 
confluence ... Il semble, cependant, que de nouveaux outils soient à mettre en 
oeuvre pour essayer d'obtenir un tel résultat, les techniques de codage canonique 
par automates finis ne s'appliquant plus dans le cas modulo la commutativité. 

Dans la section 4.3, nous montrons que, pour les systèmes de réécriture 
clos modulo l'asssociativité, les résultats deviennent des résultats d'indécidabilité 
en prouvant les problèmes équivalents aux mêmes problèmes sur les mots. 

Dans la section 4.4 (respectivement 4 .3 ,  nous obtenons un résultat partiel 
de décidabilité du problème d'accessibilité pour les systèmes de réécriture clos 
modulo la commutativité et l'associativité (respectivement l'associativité, la 
commutativité et I'idempotence). 

Dans la section 4.6, nous étudions les systèmes de réécriture monadiques. 
Un système de réécriture est dit monadique si les membres gauches de règle sont 
de hauteur supérieure ou égale à 1 et les membres droits sont une constante, une 
variable, ou de la forme b(y 1 ,...,y,) où, pour tout i, Yi est une variable. La 
reconnaissabiiite est préservée dans le cas linéaire à droite ([SAL088]) et nous 
prouvons que la terminaison et la confluence sont décidables dans le cas linéaire à 
droite. Ces résultats ont été prouvés indépendamment par K.Salomaa qui  a de 
plus prouvé que la terminaison est indécidable dans le cas non linéaire à droite. 

La seconde partie de la thèse est la présentation d'un travail qui a été réalisé 
à l'occasion de la venue de S.Vàgvolgyi à Lille. Cette partie est commune à cette 
thèse et à la thèse de J.L.Coquidé. 

Nous étudions dans cette partie les liens entre les automates à piles d'arbres 
et les systèmes de réécriture. 
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Nous poursuivons, en cela, une étude commencée par R.V.Book et J.H. 
Gallier dans [BOGA85] et K. Salomaa dans [SAL088]. Les automates à piles 
d'arbres peuvent être considérés comme le point de vue algorithmique de 
problèmes spécifiés à l'aide de certains systèmes de réécriture. On peut alors 
parler de compilation d'un système de réécriture à l'aide d'automates à piles 
d'arbres. 

Plus précisément, R.V. Book, J.H. Gallier et K. Salomaa ont montré que 
l'on pouvait associer, à tout système de réécriture monadique linéaire et 
convergent S, un automate à piles déterministe d'arbres qui calcule les formes 
normales pour S. 

L'originalité du travail présenté ici est que nous mettons en évidence 
l'intérêt d'une nouvelle propriété des systèmes de réécriture: la propriété trf (pour 
"tail reduction free"). 

Un système de réécriture S possède la propriété tf si et seulement si, pour 
tout membre droit r=l(tl, ..., t,) de règle de S avec 1 lettre d'arité n, pour toute 
substitution close et irréductible o (pour S), alors, pour tout i, o(ti) est 
irréductible. C'est-à-dire, pour tout membre droit r de règle de S, pour toute 
substitution close irréductible (pour S) O ,  le terme o(r) n'est réductible par S 
qu'en tête. 

Nous démontrons que, à tout système de réécriture linéaire et convergent S 
possédant la propriété trf, on peut associer un automate à piles déterministe qui 
calcule les formes normales pour S. Les systèmes de réécriture monadiques 
possèdent, de façon évidente, la propriété trf; les résultats précédemment 
démontrés sont alors des cas particuliers des résultats que nous obtenons. 

Dans la section 5.1, nous comparons les différentes définitions possibles 
d'automates à piles ascendants d'arbres en fonction de l'arité des états, de la 
profondeur des termes dépilés et de la forme des règles. Nous montrons 
l'équivalence des différentes définitions. 
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Nous définissons également la notion de déterminisme associé de la façon 
suivante: un automate à piles est déterministe si le système de réécriture 
(définissant les règles) est linéaire à gauche et sans paire critique. Nous montrons, 
dans le cas déterministe, l'équivalence des différentes définitions. 

Dans la section 5.2, nous introduisons la propriété trf. Nous montrons que 
la classe des systèmes de réécriture possédant cette propriété est large (contient, 
par exemple, la classe des systèmes de réécriture monadiques). Nous prouvons 
que l'on peut simuler une machine de Türing à l'aide d'un système de réécriture 
ayant cette propriété. 

Nous démontrons la décidabilité de la propriété trf en utilisant la décidabilité 
de l'inductive réductibilité ([PLAI85]). 

Nous associons à tout système de réécriture S possédant la propriété trf un 
automate à piles d'arbres qui calcule les formes normales des termes clos pour S. 
Nous précisons les relations entre la linéarité du système de réécriture et la 
nécessité d'un contrôle pour l'automate à piles, en effet, dans le cas linéaire à 
gauche, l'automate à piles associé est déterministe, et, dans le cas non linéaire à 
gauche, il est nécessaire d'introduire un contrôle ("priorité à la réduction") dans 
l'automate à piles. 

Dans la section 5.3, nous étudions les systèmes de réécriture possédant la 
propriété trf et les automates à piles d'arbres du point de vue théorie des langages 
(d'arbres). Un système de réécriture est semi-monadique si tout membre droit de 
règle a pour configuration r=l(yi, ...,y,) avec 1 lettre d'arité n et, pour tout i, Y i  est 
une variable ou un terme clos. Nous étendons un résultat de K. Salomaa 
([SAL088]) sur la préservation de la reconnaissabilité des systèmes de réécriture 
monadiques aux systèmes de réécriture semi-monadiques. 
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Citons quelques prolongements et perspectives à ce travail. 

Ponctuellement, des problèmes de décidabilité sont laissés ouverts. 

Par exemple, dans la première partie, le problème (difficile) de décider si un 
système de réécriture S est tel que IRR(S), ensemble des termes clos irréductibles 
pour S, est reconnaissable. 

De même, dans l'étude des classes de systèmes de réécriture, certains 
problèmes ont été laissés non résolus tels, par exemple, la décidabilité de la 
confluence des systèmes de réécriture monadiques, la décidabilité de la confluence 
close des systèmes de réécriture monadiques linéaires. 

D'une part, H.Comon montre que la décidabité de la "théorie des arbres" 
(au sens de H.Comon, A.I.Mal'cev, M.J.Maher) demeure quand on la fait 
modulo un système d'équations closes ([COM088]) ou sur des algèbres sortées 
([COM090]). 

D'autre part, nous montrons, d'une certaine façon, que ces résultats ne 
s'étendent pas, même si la reconnaissabilité est préservée. Cependant, nous 
obtenons un résultat de décision pour une sous-classe de formules linéaires. La 
recherche de nouveaux fragments décidables pour les théories des algèbres de 
termes clos modulo des congruences engendrées par des ensembles d'équations 
est à poursuivre. 

D'une façon générale, nous comptons développer nos efforts dans une 
double perspective: mieux connaître la structure de classes de systèmes de 
réécriture et de classes de problèmes; trouver des algorithmes de transformation 
(de "compilation") de ces systèmes. 

Nous allons développer, avec nos méthodes, l'étude de fragments de 
théories décidables (éventuellement sous des hypothèses indécidables), la 
combinaison modulaire de celles-ci, une généralisation et un éclaircissement des 
problèmes liés à l'inductive réductibilité. 
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2.1 Termes et Substitutions 

2.1.1 Termes 

Z est un alphabet fini gradué si et seulement si chaque élément b 
de Z a une arité unique dans l'ensemble des entiers naturels notée r(b). 

Les éléments d'arité O sont appelés les constantes. Nous supposons que 
Z contient toujours une constante. Pour tout entier positif n, Zn désigne 
le sous-ensemble de C qui contient tous les éléments d'arité n. 

Soit X un ensemble dénombrable de variables. L'ensemble Tc(X) des 
arbres (ou termes) sur E U X  est défini comme étant le plus petit 

ensemble pour lequel: 
i) X c Tc(X) 
ii) b(t1, ... ,tn) E TC(X), pour tout b E Zn avec n20 et t l ,  ..., tn E TL(X) 

Posons Xn={x1 , . . . ,  xn) pour tout entier positif n. TZ(Xn)  est 
l'ensemble des arbres sur C u X n .  L'ensemble TC(@), noté Tz, est 

l'ensemble des arbres clos sur Z. 

L'ensemble des variables apparaissant dans t est noté V(t). 

Un arbre t est linéaire si et seulement si aucune variable 
n'apparait deux fois dans t. 

La racine d'un arbre t=c(tl, ... , tn) est le symbole c situé en son 
sommet, une feuille est un symbole d'arité O apparaissant dans t (c'est 
une constante ou une variable). 

Une occurrence dans un arbre est une position dans l'arbre. Elle 
peut être déterminée par une suite d'entiers positifs (notation de 
Dewey) donnant le chemin permettant d'aller de la racine au symbole 
situé à la position considérée. L'ensemble des occurrences d'un arbre 
est notée O(t). Nous notons t/p le terme situé à I'occurrence p. 
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La hauteur h(t) (ou profondeur) d'un arbre t correspond à la 
longueur de sa plus grande branche dans t. La taille //t// d'un arbre est le 
nombre de noeuds que contient I'arbre. La frontière fr(t) d'un arbre est 
le mot constitué de ses feuilles. La largeur d'un arbre est le nombre de 
feuilles de I'arbre. Elle est notée largeur(t). Nous définissons l'ensemble 
Sub(t) comme l'ensemble des sous-arbres d'un arbre t et Chemin(t) 
désigne l'ensemble de toutes les chaînes de symboles de Z qui 

apparaissent le long d'un chemin allant de la racine de I'arbre t jusqu'à 
une feuille. 

Elles sont définies de la façon suivante: 
i) si t E C O U X  alors h(t) = 0, fr(t) = t, lltll = 1, Sub(t) = {t), 

Chemin(t) = {t) 
ii) si t = b(t1, . . . ,tn) avec n21, b E Zn et t l  , . . . tn E Tx(X) alors 

h(t) = 1 + max({h(ti) 1 ISi ln)) ,  

n 
S ~ b ( t )  = {t) u ( u Sub(ti) ) 

i= 1 

Exemple: Voir figure 2.1 .l. 

Un sous-terme propre de t est un élément de Sub(t) distinct de t. 



-- 
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Figure 2.1 .l. 

tl = c E TZ(X) 
t 2 =  C Tz(X) 

t 3=  b ETy 
/ \ I 
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t n'est pas linéaire, et t3 sont linéaires;.\/ (t,)={x,y); V (t2)={x,y,z}; 

; h(tl)=5; lit, l /  = 9; f r (tl) = xyax; largeur(tl) = 4; 

; lC\ 
est un arbre 3-normalisé 
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Un contexte c est un terme de Tc(Xn) tel que chaque variable 

apparaît exactement une fois dans c et nous notons c(t1 ,..., tn) le 
résultat de la substitution de chaque xi par un terme ti. 

Soit t un terme et p une position de t, le contexte c associé à p 
dans t est le terme c défini par t=c(ttp). c(u) désigne alors le terme 
obtenu en substituant u à ttp à l'occurrence p dans t. 

La troncature d'un arbre à la profondeur k est notée tronc(t,k). Elle 
est définie de la  façon suivante: Pour toute occurrence p d e  
O(tronc(t,k)), soit Ipl = k et tronc(t,k)tp est élément de X, soit /pl < k et 
la racine de tronc(t,k)lp est égale à la racine de ttp et de plus si 
tronc(t,k) est un élément de Tc(X,) alors fr(tronc(t,k))~ C*xlC* ... xnZ*. 

Exemple: Voir figure 2.1.1. 

Un arbre k-normalisé est un arbre linéaire de hauteur k tel que les 
variables soient ordonnées et apparaissent toutes à la profondeur k et 
tel que les opérateurs apparaissent à un niveau inférieur à k .  
Formellement, un arbre k-normalisé (k entier positif) est un arbre 
linéaire de Tz(Xn) tel que pour toute occurrence p de O(t) soit /pl = k et 

ttp est un élément de X soit [pl c k et la racine de ttp est un élément de E 
et de plus f r ( t ) ~  C*xlC* ... xnC*.  

Exemple: Voir figure 2.1.1. 
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2.1.2 Substi tut ions 

Une substitution a est une application de X dans TI;(X) distincte de 
l'identité pour un nombre fini de variables, on note o={x l+s l ,  ..., xn+sn). 
Le domaine D(o) d'une substitution o est l'ensemble des variables qui 

n'ont pas pour image elle-même. 
Une substitution o s'étend en une application de Tx(X) dans lui- 

même par: pour tout f de Zn, pour tous termes t ~ ,  ..., tn de TI;(X), 
o(f(t1 ,..., tn)) = f(o(tl ), ..., o(tn)). Nous confondons toujours, dans les 
notations, une substitution et son extension. 

Une substitution close o est telle que toute variable de D(o) a son 
image qui est un terme clos de TC. 

Un terme t filtre un terme t' si i l  existe une substitution o telle 
que o(t)=t1. La relation ainsi définie est une relation de préordre, et la 

relation d'équivalence associée correspond à l'égalité des termes 
rnodulo un renommage des variables. Nous utiliserons toujours, sans le 
repréciser, le fait que nous travaillons modulo un renommage des 
variables. 

Deux termes t et t' sont unifiables si il existe une substitution o 
telle que o(t)=o(tl). 

La composit ion des substi tut ions est la composition des 
applications. 

o est plus générale que z si et seulement si il existe une 
substitution p telle que p O o = r. Cette relation est une relation de 
préordre. Quels que soient les termes t et t', il existe un unificateur le 

plus général de t et t' ([PLOT72]). 
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Figure 2.1.2. 

a Y 
o2 = { x p , y  -+- a) est close et % ( t )  

a 
ic\ 
b 1 /"\ 
a b b 

I I 
a a 

G 3 = { X +  p 
I Y  - - 3 x 1  

y '  -3 p l  
b 

I 
x a 

X 
u3 est l'unificateur le plus général de t et t'; 03(t)=03 ( t ' )  Y\ 
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2.2  Langages d'arbres 

2.2.1 Grammai res  

Une grammaire algébrique d'arbres G est un quadruplet G=(C.,V,Ao,R) où: 
C est un alphabet gradué fini (de symboles terminaux); 

V est un alphabet gradué fini (de variables); 
A0 est I'axiome et appartient à Vo (non terminal d'arité 0) et 
R un ensemble fini de règles de production I+r avec I=B(xl ,...,xn) 

où B appartenant à V est d'arité n, et, r est un terme de Tcuv(Xn). 

On définit, de façon usuelle, la relation +G comme la relation de 
réécriture +p, sur TZuv(X) et sa clôture réflexive et transitive est 4~ 
Le langage L(G) généré par G est L(G)={ t~ TE / A0 %G t). Un langage est 
a lgéb r i que  (ou à contexte libre) si et seulement si il existe une 
grammaire algébrique qui l'engendre. 

Une grammaire régulière d'arbres G est un quadruplet G=(C,W,Ao,R) où: 
C est un alphabet gradué fini (de symboles terminaux); 

W est un alphabet fini de symboles d'arité O (variables); 
A0 est l'axiome et appartient à W et 
R un ensemble fini de règles de production I+r ,avec I=BE W et r 

est un terme de Tzuw. 

Un langage est régulier si et seulement si il existe une grammaire 
régulière qui l'engendre. 

Exemple: Voir figure 2.2.2.a. 

Pour de plus amples développements sur les grammaires 
régulières, se reporter à [BRA169], [GEST84], sur les grammaires 
algébriques, voir [ARDA76], [ARDA78], [LEGU80]. 
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2 .2 .2  Automates et forêts reconnaissables 

Un automate ascendant d'arbres A est un quadruplet A=(Z,Q,Qf, R) 
où: C est un alphabet fini gradué; 

Q est un ensemble fini d'états d'arité 0; 
Qf est un sous ensemble de Q (ensemble des états finaux) et 
R est un ensemble fini de règles de l'une des deux configurations 

suivantes: 
(i) f(q1 ,..., qn)+q avec f~ Cl f d'arité n, q l ,  ..., qn dans Q; 
(ii) q+q' avec q,q' dans Q (&-règles). 

R est un système de réécriture sur Tc,~, -+A est la relation de 
réécriture -+ R .  

Un automate est déterministe s'il n'existe pas deux règles de type 
(i) ayant même partie gauche et s'il n'existe pas de règles de type (ii) 
(&-règles). 

Le langage d'arbres reconnu par A est L(A)={t€ TC / t i~ q, qe Qf). 

Un langage d'arbres (une forêt) F est reconnaissable s'il existe un 
automate ascendant A tel que L(A)=F. On appelle Rec la classe des 
langages d'arbres reconnaissables. 

Exemples: Voir figure 2.2.2.a. Dans l'introduction, nous présentons un 
exemple de forêt reconnaissable pour rappeler le lien existant entre la 
notion de "sorte" et de forêt reconnaissable, et, dans la figure 2.2.2.b un 
automate associé à la notion de signature avec sortes ordonnées. 

Soit A un automate ascendant d'arbres, il existe un automate 
ascendant sans &-règles tel que L(B)=L(A) et il existe un automate 
ascendant deterministe (i.e sans &-règles et n'ayant pas deux règles 

avec le même membre gauche) C tel que L(C)=L(A). 

La classe Rec des langages d'arbres reconnaissables est close par 
union, intersection et complémentation. On peut décider si un langage 
d'arbres reconnaissable est vide, l'inclusion, l'égalité de langages 
d'arbres reconnaissables. 
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F est reconnu par I'automate ascendant déterministe A={Z,Q,Qf ,R} avec 
Q = {q, qpair 8 q,,,} ; Q t  = {q} et 

F est reconnu par I'automate descendant déterministe B={E,Q,Q ,R} avec 

F est engendrée par la grammaire régulière G=(E,W,A,,R) avec 

La classe Rec des langages reconnaissables (reconnus par 
automates ascendants d'arbres) est égale à la classe des langages 
réguliers (engendrés par grammaire régulière). 

Un automate descendant d'arbres est un quadruplet A=(C,Q,Qi,R) OU: 
C est un alphabet fini gradué, 

Q un ensemble fini d'états d'arité 1, 
Qi un sous ensemble de Q (ensemble d'états initiaux) et 
R un ensemble fini de règles de l'une des deux configurations 

suivantes: 
( i )  q[f(xi ,..., xn)]+f(qi, [x i ]  ,... ,qi,[xn]) avec @O, qi, ,... .qi, dans Q; 

(ii) q(x)+ql(x) avec q,q' dans Q (€-règles). 
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Le langage d'arbres reconnu par A est L(A)={t€ TI; 1 q[t] GA t, q~ Qi) 

Un automate descendant d'arbres est déterministe s'il n'existe pas 
deux règles de type (i) de même partie gauche et s'il n'existe pas de 
règles de type (ii). 

La classe des langages reconnus par automates descendants 
d'arbres est égale à Rec mais, il n'existe pas d'algorithme de réduction 
du non-déterminisme pour les automates descendants d'arbres, en effet, 
si on considère la forêt F={ f(a,b), f(b,a)), qui est finie et donc 
évidemment reconnaissable, elle ne peut être reconnue par automate 
déterministe descendant d'arbres. 

Fiaure 2.2.2.b 

Soit la signature avec sortes ordonnées définie par: 

les constantes O et A ,  les opérateurs succ d'arité 1 et suiv d'arité 2, 
les trois sortes Nat, ListeEntier et ListeEntierNonVide, 

O : + Nat. 
succ : Nat -+ Nat. 

A : + ListeEntier. 
suiv : Nat x ListeEntier + ListeEntierNonVide. et 

ListeEntierNonVide < ListeEntier. 

A cette signature est associée l'automate A=(C,Q,Q, ,R) avec 

= {q Nat ListE ' q LENV 1 =Q, e t  

= { O +qNa,;succ+qN,t qListE W B  
I List 

Nat Nat q ~ i s t ~  

Pour de plus amples développements, voir [GEST84]. 



Préliminaires Page 27 

2.2.3  Transducteurs d'arbres 

Les transducteurs d'arbres sont une généralisation des 
transducteurs de mots. Un livre de synthèse sur les transductions est 
[BERS79]. 

Un transducteur descendant d'arbres (tda) est un quintuplet 
T=(C,A,Q,I,R) avec: 

C et A alphabets gradués finis; 

Q ensemble fini d'états (alphabet distingué, lettres d'arité 1); 
I ensemble des états initiaux ( 1  est inclus dans Q) et 
R ensemble de règles de réécriture de la forme: 
q[c(xi ,...,xn)I+t(qii [xii],..-,9ip[xipI), CE Zn, t (~ i i  , .-. ,xip)~ T ~ o ( n )  

Exemple: voir figure 2.2.3.a 

On note +T la relation de réécriture associée à R et AT sa cloture 

réflexive et transitive. La transformation associée à T est 
r(T)={(t,tt)/te TE, t ' ~  Ta, 3 q ~  1 tel que q ( t ) 4 ~  t'). 

Figure 2.2.3.a 

Exemple de transducteur descendant d'arbres: 

Soit C={a,g,fj avec a, g et f d'arités respectives O, 1 et 2. 

Soit T=(C,A,Q,I,R) avec L A ,  Q={q,qq), I={q} et R défini par 
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Un transducteur ascendant d'arbres (taa) est un quintuplet 
U=(C,A,Q,J,R) avec 

Ç et A alphabets gradués finis; 

Q ensemble fini d'états (alphabet distingué, lettres d'arité 1 ); 
J ensemble des états finaux (J est inclus dans Q) et 
R ensemble de règles de réécriture de la forme: 
c(ql [x i ] , . . - ,qn[xnl )+~[ t (x j i  l...l~jp)l, CE Zn, t~ T A ( X ~ ) -  

On note -+u la relation de réécriture associée à R et AU sa cloture 

réflexive et transitive. La transformation associée à U est 
r(U)={(t,t l) / t~ TE, t ' ~  TA, 3 q ~  J tel que t 4  u q(tl)). 

Exemple: voir figure 2.2.3.b. 

Figure 2.2.3.b. 

Exemple de transducteur ascendant d'arbres: 

Soit C={a,g,h,f) avec a, g, h et f d'arités respectives 0, 1, 1 et 2. 

Soit U=(E,A,Q,J,R) avec C=A, Q={q,qf), J={qf) et R défini par 

U n'est pas linéaire, on peut remarquer que l'image de la forêt 
reconnaissable F={h(gn(a)) 1 n20) est U(F)={f(gn(a),gn(a)) / n a )  qui n'est 
pas une forêt reconnaissable. 

Un transducteur descendant T (respectivement transducteur 
ascendant U) est l inéaire si et seulement si, pour toute règle de R, 
t(xi1 ,...,xip) (respectivement t(xj1,. ..,xip)) est linéaire. 
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La classe des forêts reconnaissables est close par transducteurs 
l i n é a i r e s ,  c'est-à-dire, pour tout transducteur (ascendant ou 
descendant) linéaire T et toute forêt reconnaissable F, l'ensemble 
T(F)={tt/te F et ( t , t ' )~  r(T)) est une forêt reconnaissable. 

La classe des forêts reconnaissables est close par  inverse de 
t ransducteurs,  c'est-à-dire, pour tout transducteur (ascendant ou 
descendant) T et toute forêt reconnaissable F, l'ensemble T- l (F)={ t ' / t~  F 
et ( t ' , t )~ r(T)) est une forêt reconnaissable. 

Les classes de transducteurs ascendants linéaires et de 
transducteurs descendants linéaires complets sont closes par 
composition. 

Pour de plus amples développements, se reporter à [ENGE75], 
[GE ST841. 



Préliminaires Page 30 

2 .3  Systèmes de réécriture 

Les notations et définition utilisées dans cette partie sont, pour 
la plupart, celles de [DEJOSO]. 

2.3.1 Résultats généraux 

Un systeme de réécriture S est un ensemble de couples de termes. 
On note, en général, S={ l j  + ri 1 li, ri E TI;(X), V(rj) c V(lj), ie 1). Dans 

toute notre étude, nous ne considérerons que le cas I fini. 

+ s est la relation de réécriture induite par SI c'est-à-dire, la 

clôture de la relation S par application au contexte et substitution. Soit 
encore, t + S  t' si et seulement si il existe une occurence p de t, une 
règle I+r de S et une substitution o tels que t ~ ~ = o ( I )  et tq=c(o(r)), où c 
désigne le contexte associé à p dans t. 4 s  est la clôture réflexive et 
transitive de S. 

Etant donnés un système de réécriture S et une relation d'ordre 
sur S, nous définissons la relation de réécriture 10 induite par S 
respectant < par t +ils,< t' 'si et seulement si t se réécrit en t' par S à 
une occurence p de t telle que aucune règle de S ne soit applicable en 
dessous de p et qu'il n'existe aucune règle supérieure pour < applicable à 
cette occurence p. Si la relation d'ordre est vide, cette relation est la 
relation de réécriture 10 (par valeur) induite par S. Dans le cas d'un 
ordre total, on retrouve la définition de R.V.Book et J.H.Gallier dans 
[BOGA85]. Cette définition nous sera utile dans la partie 5, lors de la 
construction d'un automate à piles associé à un systeme de réécriture. 

Un terme t est irréductible pour S si il n'existe pas de t' tel que 
t+s t'. Nous notons IRR(S) l'ensemble des termes irréductibles pour S. 

Un terme t' est une forme normale de t pour S si t 4 s  t' et 

t ' ~  IRR(S), dans ce cas, nous noterons t AS t'. 
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Nous notons S(t) I'ensemble des réductions d'un terme t par S et 
S!(t) I'ensemble des formes normales d'un terme t pour S. Formellement, 
S(t)={tl€ Tc(X) / t 4 s  t'} et S!(t)=S(t)nlRR(S). 

Une substitution o est irréductible pour S si, pour tout x de D(o), 
le terme o(x) est irréductible pour S. 

Un systeme de réécriture clos est tel que tous les membres 
gauches et droits de règles sont des termes clos ([ROSE73]). 

Un système de réécriture est linéaire (respectivement linéaire à 
gauche, linéaire à droite) si tous les termes apparaissant dans les 
membres gauches et droits (respectivement les membres gauches, les 
membres droits) de règles sont linéaires. 

Un système de réécriture est noethér ien s'il n'existe pas de 
séquence infinie de réduction. 

Un système de réécriture S est Church-Rosser si AS c O SC, 
confluent si S: O 4 s c ;S O s;. Ces deux notions sont équivalentes 

([NEW M421). 

Un système de réécriture est dit convergent s'il est confluent et 
noethérien. 

Si I+ r et s+t sont deux règles avec des ensembles de variables 

distincts, p une occurence de s tel que sip ne soit pas réduit à une 
variable, et o un unificateur le plus général de slp et de 1, alors le 
couple (u,v), avec u=o(t) et v=o(c)(o(r)) où c désigne le contexte associé 

à p dans s, est une paire critique obtenue à partir de ces deux règles. On 
note cp(S) I'ensemble des paires critiques des règles de S. 

En utilisant le lemme du diamant ([NEWM42]) et le lemme sur les 
paires critiques ([KNBE70]), on prouve alors qu'un systeme de réécriture 
noethérien S est confluent si et seulement si cp(S) c ;s O s;. 
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Figure 2.3.1. 

Exemple de systeme de réécriture clos 

Soit C={a,b,g,h,f) avec a et b d'arité 0, g et h d'arité 1 et f d'arité 2 

Exemple de système de réécriture régulier 

Soit C={O,inf,succ} où O est d'arité 0, succ d'arité 1 et inf d'arité 2 

S o i t S = {  i n f  succ ; 
/ \ 

i n f - 3 0  - i n f  - 3 0 1  
I 

SUCC SUCC 
/ \ 

X O 
'/ \ 

I / O X 
I 

X Y X Y 

S est linéaire et sans paires critiques. 

Exemple de systeme sans paire critique et non confluent 

Soit C={a,b,c,g,f) où a,b,c sont d'arité 0, g d'arité 1 et f d'arité 2 

S o i t S = {  f - + - a .  f + b  ; c - + g  } 
/ \ 

X X X g 
'/ \ I 

C 
l 

X 

S ne termine pas en raison de la règle c+g(c), 

c n'a pas de forme normale pour S, 
I 

le terme f(c,c) en a deux, en effet f --!-+ a e t  f -+ b .  
Y \  

C C C C 
/ \ 

Remarque: Sans l'hypothèse de terminaison, un système de réécriture 
peut être sans paires critiques et être non confluent (un exemple tire de 
[HUET801 est donné dans la figure 2.3.1). Cependant, un système de 
réécriture régul ier  (linéaire à gauche et sans paires critiques) est 
confluent ([HUET80]) ,ceci, même sans I'hypothèse de terminaison. Cette 
remarque sera utilisée, dans la section 5, pour définir la notion de 
déterminisme associé à un automate à piles d'arbres. 
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Un système de réécriture est confluent sur les termes clos si la 
propriété de confluence restreinte aux termes clos est vérifiée. Un 
système de réécriture confluent est confluent sur les termes clos. 

2.3.2 Systèmes de réécriture modulo 

Nous utilisons, en général, les notations et définitions utilisées 
dans [DEJOSO] et [JOK186]. 

Soit R un système de réécriture sur Tz(X) et E un ensemble 
d'équations sur TE(X). 

La relation R/E. 

La relation R/E simule la relation induite par R sur l'ensemble des 
classe d'équivalence définies par la relation de congruence AE. 

Définition 1 : + R / E  = O +R O E .  C'est-à-dire que t -, RIE t' si et 

seulement si il existe un terme u, un terme v, une occurence p de u, un 
contexte c, une règle I-+ r de R ,  une substitution o tels que: t & E u, 
u=c(o(l)), v=c(o(r)) et v GE t'. 

Les notions usuelles de terminaison, de propriété Church-Rosser, 
de confluence, de forme normale s'étendent de façon naturelle à la 
relation R/E. 

Définition 2: R termine modulo E si et seulement si RIE termine, c'est 
à-dire R termine modulo E s'il n'existe pas de séquence infinie de la 
forme: to A t'o +R t l  t'l ... tn A E ttn +R tn+l ... 

On peut remarquer que pour que R termine modulo E, les équations 
de E doivent être complètes (toute variable qui occure dans un membre 
doit occurer dans l'autre) et il ne doit pas y avoir d'équations dont un 
membre soit réduit à une variable et l'autre soit non linéaire en cette 
variable ( par exemple x=f(x,x)). 
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Déf in i t ion  3: 
R est Church-Rosser modulo E si et seulement si RIE est Church-Rosser, 
c'est-à-dire si et seulement si R,E c GRIE O t ; ~  O R/E;, 
c'est à dire encore si et seulement si, pour tout t,t' de Tc(X), on a: 

( G R U E  t') 3 (3t1, t ' l ~ T ~ ( x ) ,  t >RIE t l ,  t' ;RIE t ' l  et t l  L E  t ' l ) .  

Déf in i t ion  4: 
R est confluent modulo E si et seulement si RIE est confluent, 
c'est à dire si et seulement si O GRIE c O t ; ~  O RIE;, 

c'est à dire encore si et seulement si, pour tout t, t l  ,t2 de Tc(X), on a: 
(t; RIE t l  et t; RIE t2) ( 3 t ' , t " ~  TC(X), t l  RIE trl t2 4 RIE t" et t' A E t"). 

On prouve sans difficultés, comme dans le cas d'un système de 
réécriture, que ces deux propriétés sont équivalentes. 

Soit A un ensemble d'équations. On partitionne A en R et E en 
plaçant dans R les règles (obtenues par orientation des équations) qui 
assurent la terminaison. 

Si R termine modulo E et si R est confluent modulo E alors s AA t 
si et seulement si s et t ont leurs formes normales pour la relation RIE 
qui sont équivalentes pour la congruence AE. 

On obtient donc un algorithme de décision pour la théorie 
équationnelle ayant pour ensemble d'axiomes A si les deux conditions 
suivantes sont vérifiées: II faut que l'équivalence modulo E soit 
décidable et que la RIE réductibilité soit décidable. 

Mais, même lorsque ces deux conditions sont vérifiées, 
l'utilisation de la relation RIE se révèle inefficace dès que les classes 
d'équivalence modulo E sont grandes (même finies), en effet, il faut à 
chaque pas de réécriture, parcourir la classe d'équivalence jusqu'à 
trouver un terme qui soit réductible par RI s'il existe. 

L'idée est donc d'introduire une relation RE plus faible vérifiant 
RcREcRlE. Je ne m'intéresse ici qu'à la relation RE=R,E introduite dans 

[PEST81]. 
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La relation R, E. 

Définition 5: t +R,E  t' si et seulement si il existe une occurence p de 
t, une règle I-t r de R, une substitution a tels que a(l) 4 E t lp et 

tV=c(o(r)), où c désigne le contexte associé a p dans t. 

La R,E réductibilité est décidable si on dispose d'un algorithme de 
filtrage modulo E. La relation R,E vérifie R c R,E c RIE. 

Exemple 1: ~=-f\,c} ;E=C=pf\ = / f \ }  

f est irréductible pour R f -> c et f , -  c . 
/ \  7 \ I3.c / \ R/C 
b a b a b a 

Exemple 2: R={ f -> c ) ;E=AC-{ f 
/ \  

a 
-/ \=/ f \ ; / f \  =/ 

/ f \  

x Y Y  jf\ z x 

f est irréductible pour R.; f -> c . 
/ \  / \  RAC 

/ f \  

b 

a b a / f \  b 

f est irréductible pour R. et R,AC; 
/ \  /f \-WAC /f \ 

/f\ / f \  /f\ /f\ 

C C 

a b C b a b C b 

Le but est toujours d'obtenir un algorithme de décision pour une 
théorie équationnelle ayant pour ensemble d'axiomes A partitionné en R 
et E. La relation de réécriture +R,E est plus faible (en g6néral) que la 
relation +RIE. II faut donc définir une propriété Church-Rosser associée 

à cette relation qui soit plus forte de façon à faire coïncider les formes 
normales calculées par ces deux relations. 
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Déf in i t ion  6 :  
R, E est Church-Rosser modulo E si ARvE c ;R,E O oE 0 R,E;. 

c'est à dire encore si et seulement si, pour tout t,t' de Tc(X), on a: 

( t t ; ~ " ~  t') * ( 3 t 1 , t ' l ~  Tz(X), t ;R,E t i ,  t' ;R,E t ' i  et t i  & E  t ' i ) .  

Lorsque la relation R termine modulo E (c'est-à-dire R/E termine), 
cette propriété est démontrée équivalente à deux propriétés locales de 
la relation R,E.  

Déf in i t ion  7: R,E est localement confluent avec E modulo R si et 
seulement si R,E+ O +R c ;R,~ O &E O R,E; 

R,E est localement cohérent modulo E si et seulement 
si R,E+ 0 HE c ;R,E 0 LE 0 R , E L  

Théorème 1 : [JOK186] Si R termine modulo E, R,E est Church-Rosser 
modulo E si et seulement si R,E est localement confluent modulo E avec 
R et R,E est localement cohérent modulo E. 

Nous supposons maintenant qu'il existe un algorithme fini et 
complet d'unification pour E. 

Déf in i t ion 8: Soit E un ensemble d'équations et R un système de 
réécriture sur Tc(X). L'ensemble c p ~ ( R )  des paires critiques de R modulo 

E est l'ensemble des couples (u,v) défini par: 
*! Soit g+d et I -+ r  deux règles de R (avec des ensembles de 

variables disjoints), soit p une occurence de g (gtp n'est pas réduit à 
une variable), soit o un unificateur le plus général modulo E tel que 
<r(g)lp =E o(l), soit g=c(gip), u=o(d) et v=o(c)(cr(r)). 

*/ Soit s=t une équation de E et I+r une règle de RI  soit p une 

occurence de s (slp sous-terme propre de s non réduit à une variable), 
soit o un unificateur le plus général modulo E vérifiant o(s) lp =E o( l ) ,  
soit S=C(S/~) ,  u=o(t) et v=o(c) ( ~ ( r ) ) .  

Théorème 2: [JOK186] Si R termine modulo E et s'il existe un 
algorithme fini et complet d'unification pour =E alors R,E est Church- 
Rosser modulo E si et seulement si les ensembles c p ~ ( R )  et e x ~ ( R )  est 
contenu dans AR,E O AE O R,E&-. 



Préliminaires Page 37 

Les preuves des théorèmes 1 et 2 peuvent être trouvées dans 
[JOK186]. Ces résultats sont des généralisations des résultats obtenus 
par G.Huet ([HUET80], cas des systèmes de réécriture linéaires à gauche) 
et &Peterson et M.Stickel ([PEST81], équations linéaires). Ces résultats 
sont à la base des algorithmes de complétion en réécriture 
équationnelle (en particulier pour le cas AC). 
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3 FORETS RECONNAISSABLES ET SYSTEMES DE REECRITURE 

3 .1  Motivat ions de  cette étude 

Dans toute cette section, étant donnés une forêt reconnaissable F 
et un système de réécriture SI on note IRR(S) I'ensemble des termes 
clos irréductibles pour SI S(F) I'ensemble des transformés des termes 
de F par S et S!(F)=S(F)nlRR(S) I'ensemble des formes normales des 
termes de F pour S. 

Citons tout d'abord le résultat suivant. 

Propositiorz: Pour tout système de réécriture S linéaire à gauche, l'ensemble 
IRR(S) des termes irréductibles pour S est une forêt reconnaissable. 

Une preuve de ce résultat peut être trouvée dans [BOGA85]. L'idée 
de la preuve est que l'on peut, dans le cas d'un système de réécriture 
linéaire à gauche, caractériser par un ensemble fini d'arbres le fait 
d'être unifiable ou pas avec un membre gauche de règle. 

Signalons également la preuve de Z.Fülop and S.Vàgvolgyi [FUVA891 
dans laquelle les auteurs don nent une caractérisation des ensembles de 
termes qui sont formes irréductibles d'un système de réécriture 
linéaire à gauche comme langages reconnus par une certaine classe 
d'automates. 

Ce résultat s'étend, sans difficultés, au cas d'algèbres sortées en 
utilisant la clôture de la classe des forêts reconnaissables par les 
opérations booléennes et la définition de sortes en termes d'automates 
d'arbres. 

Pour les applications éventuelles de ce travail, nous rappelons les 
liens entre sortes et forêts reconnaissables et montrons comment cette 
remarque s'applique pour résoudre le problème de l'inductive 
réductibilité dans le cas linéaire. 
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Fait: Il y a identité erttre la notion d'algèbre avec sortes ordonnées et celle 
d'automate fini d'arbres. 

Différentes illustrations de ce fait ont été faites dans 
l'introduction et les préliminaires. Une justification du fait peut être 
trouvée dans [COM090]. 

Fai t :  Le "point de vue" théorie des automates nous donne, de façon 
immédiate, un algorithme pour tester l'inductive réductibilité d'un terme linéaire 
dans le cas des systèmes de réécriture linéaires à gauche. 

- Cet algorithme s'adapte au cas sorté 
- Pnr- préconlpilation du système de réécriture, on obtient un algorithme 

lilzérzire elî tenzpx ]>CI?- r-(~ppor-t ull ternze linéaire t. 

Preuve:  Soit S un système de réécriture linéaire à gauche, soit t un 
terme, t est inductivement réductible pour S si et seulement si, pour 
toute substitution close o, o(t) est réductible pour S. 

Phase 1: Précompilation du problème. 

donnée: Système de réécriture linéaire à gauche S. 

étape 7: Pour toute règle li+ r i  de S, on construit l'automate 

reconnaissant la forêt reconnaissable Fi des termes contenant au moins 
une occurrence de li (c'est-à-dire des termes réductibles par la règle 
considérée. 

étape 2: On construit I'automate reconnaissant t'union des forêts 
Fi précédemment définies (clôture par union de REC). On obtient ainsi un 
automate reconnaissant la forêt RED(S) des termes réductibles par S. 

étape 3: Dans le cas d'algèbres sortées, on considère alors 1' 
intersection avec les automates de vérification de sortes. 



Forêts reconnaissables et systèmes de réécriture Page 40 

étape 4 :  On rend alors déterministe l 'automate obtenu 
(compilation du problème). Nous appelons A I'automate déterministe 
obtenu reconnaissant RED(S). 
Finphase 1. 

Phase 2: Inductive réductibilité d'un terme linéaire t pour S. 

donnée: Soit t=t(xl,. ..,xn) un terme linéaire, 

étape 1: Soit l'ensemble F(t) des termes t(t1, ..., tn), pour tous 
t1 ,... , tn  de Tx .  Le terme t étant linéaire, F(t) est une forêt 

reconnaissable en utilisant la propriété de clôture de la classe des 
forêts reconnaissables par substitution. On construit donc un automate 
A(t) associé à t qui, de plus, est de taille linéaire par rapport à t (il 
suffit de reconnaître t, la construction est immédiate par automate 
descendant). 

Rappelons également que ce résultat est faux pour t non linéaire, 
il suffit, en effet, de considérer l'exemple suivant: 

Exemple: C={f,g,a) avec f,g et a d'arités respectives 2, 1 et O. Soit le 

terme t=f(x,x), l'ensemble F(t) des termes de la forme f(tV,t') n'est pas 
reconnaissable. 

étape 2: t est alors inductivement réductible par rapport à S si et 
seulement si F(t) est inclus dans RED(S) ,  soit encore, si et seulement 

si, F(t)n RËD(S)=a, ce qui peut être décidé en temps linéaire par rapport 
à t. 
D Finpreuvefait. 

Nous rappelons que le cas général a été prouvé décidable par 
D.A.Plaisted ([PLA185]) et que différents algorithmes ont été donnés par 
D.Kapur, P.Narendran & H.Zhang (avec une étude de complexité, [KNZ87]), 
par H.Comon ([COM088]), par E.Kounalis ([KOUNSO]). 
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Nous nous intéresserons également à l'étude de la conservation de 
la reconnaissabilité par un système de réécriture. 

Définition: Un système de réécriture préserve la reconnaissabilité si et 
seulement si pour toute forêt reconnaissable F, l'ensemble S(F) des 
transformés des termes de F par S est une forêt reconnaissable. 

B.Courcelle [COUR891 a mis en évidence l'importance de cette 
propriété, pour les congruences engendrées par un ensemble d'équations 
El dans l'étude des parties reconnaissables des algèbres libres Tc(X)/,E. 

Cette propriété est également importante pour la résolution des 
différents problèmes d'accessibilité. 

Définition: Soit S un système de réécriture, le problème d'accessibilité du 
prenziel-ordre est: étant donné deux termes clos t et t', peut-on réécrire t en t' 
par S. 

Défin ifiorî : Différents problèmes d'accessibilité du second ordre sont: étant 
donné deux forêts reconnaissables F et F', l'ensemble S(F) des transformés 
des termes de F par S est-il inclus dans F'?, existe-t-il un terme de F qui se 
transforme en un  terme de F' par S? ... 

En effet, si S préserve la reconnaissabilité, on en déduit des 
algorithmes pour la résolution des différents problèmes d'accessibilité 
en utilisant les algorithmes classiques sur les forêts reconnaissables 
(clôture de REC par les opérations booléennes et décision du vide). 

Une dernière application importante de ce type d'étude est le 
résultat obtenu par M.Dauchet et S.Tison. Ils ont en effet prouvé que la 
théorie de la réécriture close est décidable. L'idée de la preuve de ce 
résultat est de coder de façon canonique la transformation associée à 
un système de réécriture clos par une relation définissable par 
automates finis (voir [DATIgO]). 
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Dans la section 3.2, nous étudions la décidabilité des différentes 
questions que l'on peut se poser sur le lien entre systèmes de réécriture 
et forêts reconnaissables (préservation de la reconnaissabilité par un 
ensemble d'équations, par un système de réécriture convergent,...). Les 
problèmes traités peuvent être considérés d'un point de vue 
programmation en remplaçant forêt reconnaissable par sorte. 

Dans la section 3.3, nous étudions (des fragments) de théorie des 
algèbres de termes clos modulo des congruences engendrées par des 
ensembles d'équations. Nous considérons des ensembles d'équations E 
pour lesquels il existe un système de réécriture convergent S, vérifiant 
&S =AE, et, tels que les ensembles de formes normales des termes de 

toute forêt reconnaissable soient encore reconnaissables. 
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3 . 2  Résultats généraux de décidabilité 

Q I :  D~nnde:  système de réécriture S. 

Qucsti0~7i: pour toute forêt reconnaissable F, S(F) est reconnaissable. 

L%&sultat: Ce problème est indécidable. 

Preuve: Ce résultat a été prouvé par S.Tison dans (CDT891. On peut 
remarquer que cette preuve est faite dans le cas d'une relation de 
congruence et donc pour un système de réécriture non noethérien. Le 
même problème reste posé en prenant pour donnée un système de 
réécriture convergent. 

Q2: D O E ~ T ~ ~ :  système de réécriture S et une forêt reconnaissable F. 

QEA.S~!OX: S(F) est reconnaissable. 

R~SKFIC~: Ce pro hlènze est indécida ble. 

Preuve: La construction utilisée par S.Tison convient également dans ce 
cas. (voir [C DT89J). 

Q3: ~ ~ ~ c ~ & k r  système de réécriture S confluent noethérien. 

Qa,asticx: pour toute forêt reconnaissable F, S!(F) est reconnaissable. 

REs,:!?c:: Ce prohlènze est indécidable. 

Preuve: Soit l = { l  ,..., n) et Z un alphabet. Soit @ et y deux morphismes de 
I* dans Z*.  Le problème de Post PCP=(C,n,$,y) correspondant est 
l'existence d'un mot m dans I+ tel que $(m)=y(m). De façon classique I et 
Ç peuvent être mis en correspondance avec des alphabets unaires que 
nous noterons également 1 et C. 

Soit A=luEu{#,O,a,$,§,A,B,C,D) où # et O sont des nouvelles 
lettres d'arité 0, $ et 5 des nouvelles lettres d'arité 2, A, B, C et D de 
nouvelles lettres d'arité 4. Pour tout mot m, nous notons 61 l'image 
miroir de m. Soit R le système de réécriture linéaire défini par les 
méta-règles de la figure 3.2.a. 



Forêts reconnaissables et systèmes de rkécriture Page 44 

Figure 3.2.a 
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Nous construisons, à partir de R, le système de réécriture S. Le 
but de cette construction est que tout terme de sommet A, B, C ou D qui 
ne filtre pas un membre gauche de règle de R se réécrive en O par S. 
Cette construction est possible car R est linéaire à gauche. Nous ne 
donnons ici que les règles de S de racine A, en effet, on définit 
facilement, par la même méthode, toutes les autres règles de S. 

A(l(x1, ..., xn),x,y,z)+O, VIE A, I;t# et I#a. 
A(a(x),I(xl,..., xn),y,z)+O, VIEA, I#$. 
A(a(x),y,l(xl ,..., xn),z)+O, VIEA, 1 4 .  
A(a(x),y,z,l(xl ,..., xn))+O, VIEA, 1 4 .  

A(a()o,$(l(xi ,...,x n),y),$(z,t) ,$(xl,y'))+O, VIE A, If#. 
A(a(x),$(y,z),$(l(xl , . . . ,  xn),t),$(x1,y'))+O, VIE A, If#. 
A ( ~ ( x ) ~ $ ( # , ~ ( x I  ,...,x n)),$(#,y),$(x1,y'))+0, VIE A ,  I E  1. 
A(a(x),$(#, i(y)) ,$(#,t(xl  ,..., xn)),$(x',yl))-+O, Vie 1 ,  h(t)<h(O(i)) et t ne filtre 
pas O(i)(x). 
A(#,I(xi ,..., x ~ ) , x , ~ ) + O ,  VIEA, l#$. 
A(#,x,1(x1 ,..., xn),y)+0, VIEA, l#$. 
A(#,X,Y, I (X~ ,..., xn))+0, VIE A, l#$. 

A(#,$(l(xi ,..., xn),x),$(y,z),$(x',yl))+O, VIE A, If#. 
A(#,$(X,Y),$(~(XI ,...,x n),z),$(x1,y'))+0, VIE A, l##. 

S est donc constitué des règles de R, des règles précédemment 
définies et on définit, de plus, dans S les règles suivantes: i(O)+O, pour 
tout i de 1; I(O)-+ O, pour tout 1 de Z ;  a(O)-+ O; $(O,x)+O; $(x,O)+ O ;  

§(O,x)+ O; §(x,O)+ O. Par cette construction, nous obtenons un système 
de réécriture S qui est linéaire à gauche 

Idée intuitive des  définitions de R et S:  L'idée de la construction de R 
est la suivante: Partant d'un arbre de racine A, les règles 1 et 2 
permettent de vérifier l'égalité d'un mot u et de O(m), en recopiant les 
images miroir des mots u et m. Les règles 3 et 4 vérifient l'égalité de u 
et de ~ ( m )  en restaurant la configuration initiale avec un arbre de 

racine C. On peut alors revenir sur un arbre de racine A par la règle 5 en 
dupliquant un a. Dans ces conditions, on pourra générer à partir de an(#), 
un arbre de la forme $(an(#),an(#)) pour sortir des reconnaissables. 
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Mais, il nous faut obtenir le résultat pour toute forêt 
reconnaissable F. Le but de la construction de S est d'envoyer tout 
terme ne satisfaisant pas les conditions précédentes sur 0. Les règles 6 
à 10 de R ont été ajoutées pour supprimer d'éventuels phénomènes de 
non reconnaissabilité parasites (la boucle constituée par l'application 
des règles 1 à 5 n'étant pas réalisée en totalité). 

Fait 1: S est noethérien. 

Preuve:  Toutes les règles sont strictement décroissantes en taille 
(nombre de noeuds) à l'exception des règles 1 à 5 de R. Pour ces règles, 
on ne peut avoir un cycle que lorsqu'on passe par deux termes t et t' de 
même sommet A en appliquant, dans l'ordre, les règles 1, 2, 3, 4 et 5. Un 
tel cycle fait décroitre strictement le nombre de a sur la branche la 
plus à gauche du terme t, ce qui assure la terminaison dans ce cas.O 

Fait 2: S est confluent. 

Preuve: S est noethérien donc il suffit de prouver que pour toute paire 
critique (u,v), on a u 4 s  O SC v. Soit I+ r et g+d les deux règles de 
réécriture (avec des ensembles de variables distincts), soit O 

I'occurence de g et o l'unificateur le plus général de glo et de 1, on pose 
u=o(d) et v=o(c) .o(r) avec g=c(gtp). 

Cas d'une paire critique où g a pour racine A, BI C ou D et I+r 
l'une des règles i(O)+O ,...,§( O,x)+O. En examinant cas par cas, on peut 
prouver que, pour toute paire critique (u,v) associée, on a u 4 s  O S& v. 

Exemple: Considérons la règle 1 de R et la règle i(O)+O. On obtient 

~=B(a(x)l$(i(#)lO)l$(~~i)(#)lz),$(tlu)) et v=A(a(x),$(#,O),$(#,~(i)(z)),$(t,u)). 
On a u+sO par la règle B(a(x),$(y,O),$(z,t),$(u,v))+O et v+sO par la règle 
A(a(x),$(#,o) ,$(#ly) ,$(u,v))+o.  

Cas d'une paire critique où les deux règles ont pour membre 
gauche un terme de racine A, BI C ou D. 
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Le système de réécriture R est sans paire critique donc il 
suffit d'étudier le cas de deux règles de S qui ne sont pas dans R et le 
cas d'une règle de R avec une règle de S qui n'est pas dans R. 

Ici encore, une étude de tous les cas permet de prouver que 
pour toute paire critique (u,v), on a u 4 s  O SC v. 

Exemple: Règle 2 de R et la règle A ( a ( x l ) , B ( x 2 , x ~ , x 4 , x ~ ) , x ~ , x ~ ) + 0  de S. 

On obtient u=O et v=A(a(xl ),B(a(x),$(i(y),z),$(@7i)(t) ,u )$ (vw) )  X X )  et 
v+sO par la même règle de S. 

Fait3: Soit (P):  Pour toute forêt reconnaissable F,  l'ensemble S!(F) des 
formes nornzales des termes de F pour S est reconnaissable. 
S satisfait ( P )  si et seulement si le problènze de Post n'a pas de solution. 

Preuve: 
Preuve de a: Supposons que PCP possède une solution et considérons la 

forêt reconnaissable F définie comme suit: 
F={ A( an(#), $(#,u(#)), $(#O(#)), $(#,#)) 1 UE 1+, VE C*, n>O ). 
Soit t=A( an(#), $(#Au(#)), $(#,v(#)), $(#,#)) un terme de F, déterminons la 
forme normale de t pour S. 

premier cas: v=Q>(u) et v=Y(u). Nous avons alors: 

t 4 s  t l=B(  an(#), $(E(#) I L  #) $(?(#),#), $(#,#)) en utilisant les règles 1 et 2 
de R car v=O(u). 

t l  4 s  t2=C( an(#), $(#,u(#)), $(#,v(#)), $(#,#)) en utilisant les règles 3 et 4 
de R car v=Y(u) . 
t2 s tg=A( an-1 (#) ,  $(#, u(#)), $(#,v(#)), $(a(#) ,a(#))) en utilisant la règle 
5 de R. 
Soit n-1=0, on peut alors appliquer la règle 6 de R, soit n-1>0, on peut 
alors réitérer cette réécriture. On obtient donc que, dans ce cas, t 4 s  
D(u(#),v(#),a"#),an(#)). Comme, de plus, u appartient à I+ et v à Z*, en 
utilisant les règles 7, 8, 9 et 10 de R, nous obtenons t 4 s  §(an(#),an(#)). 
Le terme §(an(#),an(#)) est donc la forme normale de t pour le système 
de réécriture S. 
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deuxième cas: v#Q>(u) ou v#Y (u). Par construction du système de 

réécriture S, on ne pourra effacer un a sur la branche la plus à gauche de 
t que si v=Q>(u) et v=Y(u). t se réécrit donc en un terme de racine A, B ou 

C qui n'est filtré par aucune des règles 1, 2, 3, 4 ou 5 de R, par 
construction de S, ce terme se réécrira donc en O, et donc, t 4 s  0. 

PCP ayant une solution, nous avons S!(F)={O)u{§(an(#),an(#)) 1 n>O) qui 
n'est pas une forêt reconnaissable.Ofinpreuve de a. 

Preuve de ¢=: Nous supposons donc que PCP n'a pas de solution. 

Soit F une forêt reconnaissable, on peut décomposer F en une 
union disjointe de forêts reconnaissables par F=FOUFABCDUFI où: 

Fo désigne I'ensemble des termes de F contenant au moins une 
occurrence de O, 
FABCD l'ensemble des termes de F ne contenant aucune occurrence de O 
mais contenant au moins une occurence de A, B, C ou D et 
F' l'ensemble des termes de F sans occurence de O, A, B, C et D. 

Fol FABC D et F' sont des forêts reconnaissables (F est 
reconnaissable et clôture par intersection). S!(Fo)={O), en effet, pour 
tout terme t ayant en feuillage un O, t se réécrit en O en utilisant les 
règles de S-R. Donc S!(Fo) est reconnaissable. S!(F')=F' car tout terme de 
F' est irréductible pour S donc S!(F1) est reconnaissable. II nous reste 
donc à montrer que S!(FABCD) est reconnaissable. 

Soit F une forêt reconnaissable telle que tout terme de F ne 
contient aucune occurence de O et au moins une occurence de A, B, C ou 
D. Nous allons étudier la forme normale d'un terme t de F de racine A, B, 
C et D. Nous rappelons que si l'on réécrit un terme t de racine A, B, C ou 
Dl si ce terme est en forme normale pour R, alors, par construction de S, 
ce terme se réécrit en O par S. 

Cas 1:  t est de racine A, soit t=A(tl ,t2,t3,t4). 
Cas 1.1: tic a'(#), on a alors t 4 s  O. 
Cas 1.2: t l ~  a+(#), par définition de S, on ne peut réécrire t en un terme 
de racine A par des réécritures à I'occurence E que si PCP a une solution, 
donc, dans ce cas, nous avons encore t 4 s  0. 
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Cas 1.3: t l =# ,  si t=A(#,$(#,u),$(#,v),$(p,q)) alors t+s D(u,v,p,q), si, de 
plus, UE I*(#) et VE C*(#)  alors D(u,v,p,q) 4 s  §(p,q). Dans tous les autres 
cas, par définition de S, on a t 4 s  0. 

Conclusion du cas 1 :  Si t est un arbre de racine A, si 
t=A(#,$(#,u),$(#,v),$(p,q)) avec UE l*(#) et v€Z*(#)  alors t 4 s  §(p,q) et 
dans tous les autres cas, on a t 4 s  O. 

Cas 2: t est de racine B, en faisant une étude cas par cas, on 
montre que si t=B(a(#) ,$(%I (#) ,m2(#)),$(~i(#),u2(#)),$(p,q)) avec m i  et m2 
dans 1*, u l  et u2 dans C*, u2=Q(m2) et u l u 2 = Y ( m l m 2 )  alors t 1 s  
§(a(p),a(q)) et dans tous les autres cas, on a t 4 s  0. 

Cas 3: t est de racine C, deux cas peuvent se produire: si 
t=C(a(#),$(m~ (#) ,m2(#)) ,$(~1 (#),~2(#)),$(p,q)) avec m i  et mz dans I*, u i  et 
u2 dans X* tels que u l  = Y ( m l )  alors t 4 s  §(a(p),a(q)) et dans tous les 
autres cas, on a t 4 s  O. 

Cas 4: t est de racine Dl si t=D(m(#),u(#),p,q) avec m dans I* et 
u dans ;r* alors t 4 s  §(p,q) et dans tous les autres cas, on a t AS 0. 

Soit F une forêt reconnaissable telle que tout terme de F ne 
contient aucune occurence de O et au moins une occurence de A, B, C ou 
D. On peut construire un automate déterministe M=(A,QM,QM~,RM) tel que 
il existe des ensembles d'états QI et Qz tels que: V ~ E  I * ( # ) ,  (t ?M q) si et 
seulement si ( q ~  QI) et v t ~  C*(#), (t 4~ q) si et seulement si ( q ~  Qx). On 
construit un automate N=(L~,QN,QN~,RN) reconnaissant S!(F). L'ensemble 

des règles RN de N est constitué des règles définies ci-dessous: 

- La règle O+qo, qo est un nouvel état. 

- Toutes les règles de RM dont le membre gauche a une racine 
différente de A, B, C et D. 

- Pour les règles dont le membre gauche est de racine A: 
Si, dans M, on a une règle A(q#,ql ,qz,qs)+q avec # + ~ q #  telle qu'il existe 

des états q', q", q4, qg tels que $(q#,qf)-+ q l  et q ' ~  Q 1 ,  $(q#,qU)-+ q2 et 
q " ~  Qz, $(q4,qg)+q3 alors on définit dans N la règle $(q4,qs)+q. 



Forêts reconnaissables et systèmes de réécriture Page 50 

Dans tous les autres cas, on définit dans N la règle qo+q pour 
toute règle A(q l Iq2,q3,q4)+q ne vérifiant pas les hypothèses 

précédentes. 

- Pour les règles dont le membre gauche est de racine B: 
Si, dans Ml on a une règle B(ql,q2,q3,q4)+q avec a(#) AM q l  telle qu'il 

existe des états qi,q'i,ql,q'z,q5,q6 vérifiant $(qi,q1i)+q2 et q i , q ' i ~  QI, 
$(qz,qtz)+q3 et q r , q ' p ~  Qz, $(q~,q6)+q4 tels qu'il existe des mots f i 1  (#) 

et m2(#) dans I*(#), CI(#) et u2(#) dans C*(#) avec fil(#) AM qi, m2(#) AM 
q'i, 61 (#)  4~ q ~ ,  up(#) 1 M q ' ~ ,  u2=0(m2) et u l  u2=\Y(ml m2) alors on 
définit dans N les règles a(q5)+ q'5 , a(q6)+ q'6, S(q'5 ,q'6)+ q où q'5,qk 
sont de nouveaux états. 

Dans tous les autres cas, on définit dans N la règle qo+q pour 
toute règle B(q1 ,q2 ,q3 ,q4)+ q ne vérifiant pas les hypothèses 
orécédentes. 

La construction est identique pour les règles dont le membre 
gauche est de racine C et Dl il suffit d'adapter cette construction aux 
cas 3 et 4 précédemment étudiés. 

Cette construction définit QN et RN. Si Fit0 et si il existe une 
règle l(qlIq2,q3,q4)+q avec I égal à A, B ou C ou I égal à D avec q2 
n'appartenant pas à QI ou q3 n'appartenant pas à Qc telle qu'un état final 
soit accessible à partir d'une configuration contenant l'état q alors O 
appartient à S!(F) et donc on pose Q ~ f = Q ~ f u { q o ) ,  sinon on pose Q~ f=Qu f .  

On peut alors montrer que S!(F)=L(N).Li 

Q4: Donnbo: système de réécriture S et une forêt reconnaissable F .  

Q ~ e s t i m :  S!(F) est reconnaissable. 

R&sac!tat: Ce problème est indécida ble. 

Preuve: Nous utilisons les mêmes notations que dans la preuve 
précédente. Soit A =  Iu2u(#,#',e,s,$,b,c,d) où #,#',e sont des nouvelles 

lettres d'arité 0, s,$ des nouvelles lettres d'arité 1 et b,c,d des 
nouvelles lettres d'arité 2. 

. - .%.. . r -- f ?"l 1 -. 
r- 
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Soit S le système de réécriture sur TA défini dans la figure 
3.2 et soit F la forêt reconnaissable F={ $(m(#)) 1 r n ~  l+ ). 

Le système de réécriture S est linéaire et sans paire critique 
donc S est confluent (voir [HUETBO]). On peut également vérifier que S 
est noethérien. 
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Soit un terme t=$(m(#)) de F. Seule la règle 1 peut être 
appliquée et t se réécrit en tl=$(m(b(#',#')). Pour ce terme t l ,  on ne peut 

appliquer que la règle 2 tant que toutes les lettres de I du mot m n'ont 
pas été réécrites. t l  se réécrit donc en t2=$(b(@(m) (#'),y(m) (#'))). 

Premier cas:@(m) et ~ ( m )  sont égaux, dans ce cas, en utilisant 
les règles 3 et 5, t2 se réécrit en $(sP(c(#',#'))) où p désigne la longueur 
de $(m), puis par les règles 9 et 10 en $(d(sP(e),sP(e))) qui est 

irréductible pour S. 

Deuxième cas: @(m) et y(m) sont distincts, alors par I'une des 

règles 4, 6, 7 ou 8, un O sera engendré et le terme pourra alors être 
réduit par les règles 11 et 12 en O qui est irréductible pour S. 
On montre ainsi que les termes irréductibles pour S que l'on peut 
obtenir à partir des termes de F sont donc sous I'une de ces deux 
formes. Réciproquement ces termes sont irréductibles pour S et peuvent 
être obtenus comme réductions par S des termes de F. 

Donc S!(F) = {$(d(sP(e),sP(e))) l @(m)=y(m) et I@(m)l=p} u {O}. 

Si le problème de Post PCP n'a pas de solcition, alors S!(F)={O} 
qui est reconnaissable. 

Réciproquement, si le problème de Post PCP a une solution 
alors S!(F) = {$(d(sP(e) ,sP(e))) 1 p~ l} u {O} avec I non fini (si m est 

solution alors mk est solution pour tout k entier) et donc S!(F) n'est pas 
reconnaissable. 

On en déduit donc que S!(F) est reconnaissable si et seulement 
si le problème de Post n'a pas de solution.O 

Nous aurions pu utiliser pour cette preuve le système de 
réécriture S défini dans la preuve du problème Q3 et la forêt 
reconnaissable F utilisée pour la preuve de la première implication dans 
cette même preuve. Nous avons préféré présenter une construction plus 
simple. 
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Q5: D ~ n ~ b e :  systènze de réécriture S.  

Q U C S P ~ C ~ :  IRR(S) est reconnaissable. 

R&sxl!rzt: Ce problème est ouvert. 

Notons que d'après la proposition citée dans la Section 3.1, le 
problème ne se pose que dans le cas d'un système de réécriture non 
linéaire à gauche. La résolution de ce problème (difficile) est à faire, 
car dans le cas où IRR(S) est reconnaissable, on peut en déduire un 
algorithme pour tester l'inductive réductibilité d'un terme linéaire t. 

Q6: Do~nhOe: hon.zonzol-phisme @ et une forêt reconnaissable F. 

Q M C S P ~ K :  @(F)  est reconnaissable. 

Résdtce: Ce problème est ouvert. 

Rappelons qu'un homomorphisme l inéaire conserve la 
reconnaissabilité, donc que le problème n'est consistant que pour les 
homomorphismes non linéaires. 

On peut noter le résultat suivant qui lie les questions Q5 et Q6. 

Proposition: La décidabilité de Q6 implique la décidabilité de Q5 

Preuve: 
Soit S={ li -+ ri / i~ 1 ,  l i , r i ~  Tx(X)) un système de réécriture sur TE. 
Pour toute règle li -+ ri de S, on associe une nouvelle lettre ai 

ayant pour arité le nombre de variables occurant dans li. 
On considère l'alphabet gradué A =  C u A avec A={ai 1 i~ I ) et le 

morphisme @ de TA dans TE dont la restriction à I; est l'identité et défini 
sur A par Q(ai(x1 , . . . , ~ ~ ( ~ ~ ) ) ) = l i .  

Soit l'ensemble F des arbres de TA qui contiennent au moins une 
occurence d'une lettre de A. F est de façon évidente une forêt 
reconnaissable de TA. De plus @(F) est l'ensemble des arbres de Tc qui 
sont réductibles par S. 

Si on peut décider Q6, on peut décider si @(F) est reconnaissable, 
on peut donc décider si le complémentaire de @(F) dans TL, qui n'est 
autre que IRR(S), est reconnaissable par S.3 
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II n'est pas surprenant que la plupart des résultats généraux sur la 
conservation de la reconnaissabilité par des systèmes de réécriture 
soient indécidables. Mais, si on sait qu'un système de réécriture 
préserve la reconnaissabilité, on peut en déduire des résultats de 
décidabilité (par exemple les problèmes d'accessibilité). Nous allons 
voir une autre illustration de cette remarque dans la section 3.3. 

Nous terminons cette section en mentionnant des travaux voisins 
de cette étude. 

Kucherov ([KUCHSOI) étudie les systèmes de réécriture dont 
l'ensemble des termes clos irréductibles est reconnaissable et montre 
qu'on peut trouver un système de réécriture équivalent linéaire 
(équivalent au sens du calcul des formes normales). 

M.Dauchet et S.Tison ([DATISOb]) étudient les homomorphismes 
quasi-alphabétiques (les variables sont à la profondeur 1) conservant la 
reconnaissabilité avec des résultats de réduction de la non-linéarité. 
Les automates définis par B.Bogaert et S.Tison ([BOGASO]) devraient 
permettre de décider si un morphisme quasi-alphabétique préserve la 
reconnaissabilité, avec pour application, pour certaines classes de 
systèmes de réécriture, un résultat de décision pour la 
reconnaissabilité de l'ensemble des termes clos irréductibles. 
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3.3 Fragment de théorie décidable 

3.3.1 Définit ion des formules 

Soit C un alphabet gradué et X un ensemble de variables. 
Les termes sont les constantes (termes de Tc) et les termes de 

Tco() 
Les formules atomiques sont de la forme t E t' avec t et t' termes. 
Les connecteurs sont les connecteurs usuels V,  A ,  . 
Les quantificateurs sont les quantificateurs usuels V et 3. 

Nous considérons le sous ensemble FLin des formules closes de 
cette théorie, défini de la façon suivante: 

Une formule de FLin a pour forme prénexe (QI XI) ...( QN XN) F(x1 ,..., XN) 
avec Qi=V ou Qi=3 qui satisfait les propriétés (i), (ii) et (iii) suivantes: 

(i) Pour tout terme t (non clos) apparaissant dans FI soit toutes 
les variables occurant dans t sont quantifiées universellement (t est 
dit universel), soit elles sont quantifiées de façon existentielle (t est 
dit existentiel). 

(ii) Pour toute formule atomique t=t' apparaissant dans FI tous les 
quantificateurs relatifs aux variables occurant dans t précèdent les 
quantificateurs relatifs aux variables occurant dans t' ou l'inverse. 

(iii) F est linéaire c'est-à-dire que F ne contient pas deux fois la 
même variable, c'est-à-dire encore que tous les termes sont linéaires, 
une même variable ne peut apparaitre de part et d'autre du prédicat = et 

ne peut apparaitre dans deux formules atomiques distinctes. 

Exemple: 
Soit C={O,s,+,*} avec +, d'arité 2, s d'arité 1, O d'arité 0. 

Vx 3y +(x,s(s(O))) = +(y,s(O)) appartient à FLin. 
Vx 3y 3z *(x,x) r +(*(y,y),*(z,z)) n'appartient pas à FLin. 
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Notons que cette définition est légèrement différente de celle 
utilisée par R.V.Book dans [BOOK83]. En effet, l'auteur partitionne 
l'ensemble X en deux-sous ensembles XE et Xu de variables 
existentielles et universelles, mais dans ce cas, on est obligé de se 
restreindre à des formules ne faisant pas intervenir la négation. 

3.3.2 Interprétation et val idité des formules 

Etant donné un ensemble d'équations E, nous allons donner une 
interprétation des formules définies précédemment. 

Chaque variable x prend ses valeurs dans son domaine D(x) qui est 
une forêt reconnaissable. 

Le symbole = est interprété comme &E ou =E. 

Les connecteurs sont interprétés de façon usuelle. 

Selon cette interprétation, une formule de FLin est vraie ou fausse 
si pour des substitutions closes associées aux variables dans leur 
domaine, la propriété est vraie ou fausse pour les termes de Tz ainsi  
obtenus pour =E. 

3.3.3 Décidabilité des formules linéaires 

Tlréorènze 1: Soit (P ) :  Pour toute forêt reconnaissable F, l'ensemble S!(F) 
des fornzes ~zornznles des termes de F pour S est reconnaissable. 
Soit E un ensemble d'équations, si il existe un système de réécriture S tel que: 

* (*) = HE 
(**) S est confluent et noethérien 
(***) S satisjait ( P )  

Alors il existe un algorithme qui, ayant pour donnée une formule de FLin arrête 
et répond si cette formule est vraie ou fausse pour l'interprétation définie 
nrécédemment. 

Preuve: Soit t=t(xi ,..., xp) un terme linéaire de Tz(X). En effet, les termes 

apparaissant dans une formule de FLin sont linéaires. 
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On définit D(t) par D(t)={t(tl ,..., tp) l t1 E D(x1) ,... ,tp€ D(xp)}, c'est-à- 

dire D(t) est l'ensemble des termes obtenus en substituant à chaque 
variable un terme clos de son domaine. Si t est un terme clos, on pose 
D(t)={t). 

S!(D(t)) désigne, avec nos notations, I'ensemble des formes 
normales pour S des termes de D(t). 

Pour tout terme t, D(t) est une forêt reconnaissable (t est linéaire 
et clôture par substitution) et donc S!(D(t)) est reconnaissable 
(hypothèse (*** ) ) .  

Considérons une formule de FLin. Par les transformations 
usuelles, on peut faire passer le connecteur le plus à l'intérieur des 
formules, c'est-à-dire devant les formules atomiques. De plus, comme F 
est linéaire on peut distribuer, en respectant I1ordre,les quantificateurs 
V et 3 de telle façon que la formule soit équivalente à une conjonction 
et disjonction de formules (QI XI) . . . (  Qn xn) f OU (QI x i )  ...( Qn xn) ~f 

vérifiant les hypothèses (i) et (ii) avec f atomique linéaire. 

Nous allons considérer les différents cas possibles pour une 
formule de la forme (QI XI) ...( Qn xn) f vérifiant les hypothèses (i) et (ii) 
avec f atomique linéaire: 

(1): t = t' où t et t' sont des termes clos. 
(2): (3 y1) ...( 3yp) t(yl ,...,yp) = t' , où t est existentiel et t' est clos. 
(3): (V xl) ...( Vx,) t(x1, ..., xn) E t' , où t est universel et t' est clos. 

(4): (3y i ) . . . (3yp)  (3yi)...(3yil)  YI,..., yp)=t'(yiI...,yP l ) ,  t et t' 
ex is tent ie ls  

(5): (V XI) ...- (Vxn) ( V X ~ )  ...( Vxfil) t(x1 ,..., xn)=t '(xi  ,..., V X ~ I ) ,  t et t' 
universels. 

(6): (V x l  )...(Vx,) ( 3 ~ 1 )  ...( 3yp)  t(x1 ,..., xn)=tl(yl  ,... ,yp) , où t est 
universel et t' existentiel. 

(7): ( 3 ~ 1 )  . . . (  3yp)  (V XI) ...( Vxn )  t(x1 ,..., xn).t'(yl ,..., Yp) , OÙ t est 
universel et t' existentiel. 
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Cas (1) :  II correspond au problème du mot décidable grâce à 
l'existence de S vérifiant les propriétés (*) et (**). 

Cas (2) et (3): 11s peuvent être considérés comme cas particuliers 
des cas (4) et (5) 

Cas (4): la formule est vraie pour I'interprétation considérée si et 
seulement si il existe un terme de D(t) (c'est-à-dire une substitution 
close pour t dans son domaine) et un terme de D(t') équivalents pour <;E 

, donc pour As (hypothèse (*)) et qui ont donc même forme normale pour 

S (hypothèse(**)). La formule est donc vraie pour I'interprétation 
considérée si et seulement si S!(D(t))nS!(D(tt)) z 0. Or la classe des 

forêts reconnaissables est close par intersection, on peut décider si 
une forêt reconnaissable est vide. 

Cas(5): la formule est vraie pour I'interprétation considérée si et 
seulement si tout terme de D(t) est équivalent pour & E  à tout terme de 

D(t') donc, d'après les hypotheses (*) et (**) si et seulement si S!(D(t)) 
et S!(D(t1)) sont égaux et réduits à un singleton. Ces deux ensembles 
sont reconnaissables, on peut décider de l'égalité de deux forêts 
reconnaissables, on peut décider si une forêt reconnaissable est réduite 
à un singleton. 

Cas(6): la formule est vraie pour I'interprétation considérée si et 
seulement si S!(D(t)) est inclus dans S!(D(tl)) d'où le résultat, l'inclusion 
d'une forêt reconnaissable dans une autre étant décidable. 

cas(7): la formule est vraie pour I'interprétation considérée si et 
seulement si S!(D(t)) est inclus dans S!(D(tl)) et S!(D(t)) est réduit à un 
singleton d'où le résultat. 

On peut déduire de cette étude le même résultat pour une formule 
de la forme QI x i  #.. . ,Qn xn, I f  vérifiant les hypotheses (i) et (ii) avec f 

atomique linéaire en remarquant qu'elles sont équivalentes à des 
négations de formules étudiées précédemment.0 
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Notons que dans les hypothèses de ce théorème 1, la propriété 
(*"), c'est-à-dire la propriété (P) est vérifiée par tout système de 
réécriture S satisfaisant les propriétés (iv) et (v) suivantes: 

(iv) IRR(S) est reconnaissable 
(v) S préserve la reconnaissabilité, c'est-à-dire, pour toute forêt 

reconnaissable F, l'ensemble S(F) est une forêt reconnaissable. 
II suffit, en effet, de remarquer que S!(F)=S(F)nlRR(S) et d'utiliser 

la clôture de REC par intersection. Rappelons également que la propriété 
(iv) est vérifiée par tout système de réécriture linéaire à gauche 
(proposition de la section 3.1) et que nous verrons dans les sections 4 
et 5 des exemples de systèmes de réécriture qui préservent la 
reconnaissabilité (propriété (v)), citons les systèmes de réécriture 
clos, monadiques linéaires à droite et semi-monadiques linéaires à 
droite. 

Notons également que les hypothèses ( *  et (*") sont, en 
général, indécidables pour un système de réécriture mais que, si on les 
suppose vérifiées, on obtient un résultat de décidabilité. 

T11éorè11ze 2: Soit A un elzsenible d'équations, si il existe un ensemble 
d'équations E et i i ~ z  système de réécriture R tels que 

* * * * 
( i )  -A = -RUE = +RIE u wE. 
(ii) R noetherien et Church-Rosser modulo E. 
(iii) Pour toute forêt reconnaissable F, RIE!(F) ensemble des formes 

normales des termes de F pour RIE est reconnaissable. 
(iv) Les classes de congruence modulo E sont reconnaissables. 
Alors il existe un algorithme qui, ayant pour donnée une formule de FLin 

arrête et répond si cette formule est vraie ou fausse pour l'interprétation définie 
précédemment pour =A. 

Preuve: La preuve se calque sur celle du théorème précédent en utilisant 
RIE en lieu et place de R. Les classes d'équivalence pour E sont 
reconnaissables (propriété (iv)), ce qui implique la décision de l'égalité 
entre R/E!(t) avec la classe de congruence d'un terme modulo E.0 
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Remarque: Cette preuve peut être étendue aux algèbres avec sortes 
ordonnées. II suffit d'introduire dans la définition de notre logique les 
formules atomiques de la forme tes  pour exprimer la bonne formation 

des termes. En effet, il suffit alors de considérer, dans la preuve, 
l'intersection de D(t) avec la forêt reconnaissable des termes bien 
formés de sorte s (ou son complément pour tés) en lieu et place de D(t). 

Cas des formules non l inéaires 

Nous allons montrer que les résultats de décidabilité de la section 
3.3.3 ne sont valables que sous l'hypothèse (forte) linéaire pour les 
formules. 

Théorème 3: Soit (P):  Pour toute forêt reconnaissable F ,  l'ensemble S!(F) 
des formes nornîales des termes de F pour S est reconnaissable. 
Soit E itn enseinhle d'éqrcations, pour lequel il existe un système de réécriture S 

* tel que: (*) AS = HE 
(*:*:) S est confluent et nnetlzérien 
(d:'b *) S satisfait ( P )  

Le fragment eristeiztiel de théorie des algèbres de termes clos modulo la 
congruence engendrée par un ensemble E d'équations satisfaisant les 
conditions précédentes est indécidable. 

Preuve: Soit I={l ,..., n) et Z un alphabet que nous considérons comme des 
alphabets unaires. Soit A= IuZu{O,f,#,$) où O et f sont des lettres d'arité 
O et #,$ d'arité 2 (O,f,#,$ n'appartiennent ni à 1, ni à C). Soit PCP le 
problème de Post PCP=(C,n,$,v). Soit S le système de réécriture sur TA 
obtenu en orientant les règles de l'ensemble d'équations de la figure 
3.3.4 de gauche à droite. 
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Fiaure 3.3.4 

L'ensemble E satisfait les conditions du théorème 3. 
En effet, AS = bE donc (') est vérifiée; 
S est noethérien, S est linéaire gauche et sans paire critique donc S est 
confluent donc (**) est satisfaite; 
S est linéaire gauche donc IRR(S) est une forêt reconnaissable 
(Proposition de  la section 3.1) d'où (iv) et S préserve la 
reconnaissabilité (S est un système de réécriture monadique, voir 
section 4.6) d'où (v), et donc (***) est également vérifiée. 

Soit la formule 3x 3y ( # ( ( x ) )  = #(i(x),y) ) .  

Fait: Cette formule est vraie pour l'interprétation considérée de E si et 

seulement s i  le problème de Post PCP a une solution. 

Preuvefait :  Cette formule est vraie pour I'interprétation considérée si 
il existe i de 1, t et t' de TA tels que #(i(t),tl)=E$(i(t),t') et donc tels que 
ces deux termes aient même forme normale pour S. Si t n'appartient pas 
à l'(O) ou si t' n'appartient pas à E'(O), on ne pourra pas effacer la 
racine des termes #(i(t),t1) et $(i(t),tl), et donc, ces termes ne pourront 
pas avoir même forme normale pour S. Donc, cette formule est vraie 
pour I'interprétation considérée si il existe un mot m de I+ et un mot u 
de C* tel que #(m(O),u(O)) =E $(m(O),u(O)) et donc tels que #(m(O),u(O)) 
et $(m(O),u(O)) ont même forme normale pour S. Ceci ne peut être 
vérifié que si l'on peut appliquer les règles 3 et 4 du système de 
réécriture S. On en déduit donc que #(m(O),u(O)) A S  #(0,0) et que 
$(m(O),u(O)) 5 s  $(0,0) par les règles 1 et 2 et donc que @(m)=u et y(m)=u 
c'est à dire encore que PCP a une solution. La réciproque est 
évidente.0 Finpreuvefait. 
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Remarque 1 :  On obtient un résultat identique en utilisant 
l'interprétation de la section 3.3.3 en associant aux variables x et y des 
domaines reconnaissables et en considérant la formule: 

3x,3y, #(x,y) = $(xly) avec D(~)=TI~{O]-{O} et D(Y)=TL~{O}. 

Remarque 2: On obtient également le même résultat avec le système de 
réécriture S défini comme précédemment, 5 une nouvelle lettre d'arité 
2, T = A u { § } .  S est un système de réécriture sur Tr qui vérifie les 
hypothèses du théorème 3. On considère alors la formule: 

3x1 gy, §(#(xly)l$(xly)) = §(f'f) avec D~)o=Tlu{o}-IOj et D(y)=TLu{o}. 
O Finpreuvethéoreme3. 

On déduit de ce résultat I'indécidabilité de la E-unification sortée 
pour une théorie E telle qu'il existe un système de réécriture confluent 
,noethérien, adéquat pour E dont les ensembles de formes normales sont 
reconnaissables. Ce résultat est à mettre en correspondance avec le 
résultat de A.Bockmayr ([BOCK87]). 
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4 ETUDE DE CLASSES DE SYSTEMES DE REECRITURE 

Nous étudions, dans cette partie différents problèmes de décision 
(accessibilité, terminaison, confluence) pour certaines classes de 
systèmes de réécriture. Les résultats obtenus sont regroupés dans la 
section 4.7. 

4 .1  Systèmes de réécriture clos 

4.1.1 Transducteurs d'arbres clos 

Déf in itiorz : Un transducteur d'arbres clos (gtt pour ground tree transducer) 

est un couple V=(A,B)  d'automates ascendants d'arbres. Soit 

A=(-C,QA,QA~,RA) et B=(C,QB,QB~,RB), la transformation associée à V est 

l'ensemble r(V)= ((t,tl) 1 t~ Tz, t ' ~ T r ,  ~SET~~(Q,,Q~) tel que t SA s t') 
c'est à dire encore: 

r(V) est l'ensemble des couples (t,tl) de termes de Tz tels que 

avec c, contexte commun, appartient à Tr(Xn) et, pour tout j, tj, tVj 

appartiennent à TE, ij appartient à QAnQB. 

On peut remarquer que dans cette définition les ensembles Q A ~  et 
Q B ~  ne jouent aucun rôle et donc on pourra les choisir égaux à l'ensemble 
vide. Par contre on peut noter l'importance des états de Q A ~ Q B ,  ces 
états sont appelés états interfaces. 

Exemple: Un exemple de gtt associé à un système de réécriture clos est 
donné dans la figure 4.1. 
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La classe des transformations associées aux gtt est close par 
inverse, composition, itération. Pour I'union, on a la propriété suivante: 
soit V1 =(A1 ,BI ) et V2=(A2,B2) deux gtt tels que les ensembles d'états 
utilisés pour V1 et V2 soient disjoints et V le gtt obtenu en prenant 
l'union des états et I'union des règles, on a r(V)'=(r(Vl)ur(V2))'. Les 

preuves de ces résultats peuvent être trouvées dans [DAT185]. 

4.1.2 Compilation d'un systbme de réécriture clos 

Proposition 1: Pour tout système de réécriture clos R,  il existe un 
transducteur clos d'arbres V tel que r(V) = GR . 

Preuve: 
Nous allons donc ici prouver que étant donné un système de 

réécriture clos R, on peut construire un transducteur clos V=(A,B) tel 
que, quels que soient les termes t et t', t 4 ~  t' si et seulement si il 
existe un terme s de TLU(QAnQ~) tel que t & A  s ~é t'. 

Pour cela, on construit d'abord un gtt U=(G,D) tel que +R=r(U) et 
donc tel que 4 ~ = ( r ( U ) ) * .  

Ensuite on construit V tel que r(V)=(r(U))*=) R , le principe de 
cette construction est de créer des &-transitions qui vont permettre de 

supprimer les phases de génération-effacement de sous-termes 
identiques qui se produisent lorsque t se réécrit en t' par R. 

Le plan de la preuve est le suivant: dans une première partie, nous 
donnons la construction de V et prouvons l'arrêt de cette construction; 
dans une seconde partie, nous prouvons trois lemmes puis l'égalité 
entre r(V) et 4 R par double inclusion. La construction de V est illustrée 
par deux exemples dans la figure 4.1. 

Preuve de la proposition 1. 

Partie 1: Construction de V 

Soit R={lj + rj / Ij,ij E TL, j~ J, J fini} un système de réécriture 

clos. 
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Pour chaque règle 1, + rj de RI on construit un gtt Uj=(Gj, Dj) avec 
Gj=(ZIQjl0, Rj) et Dj=(Z,Q1jI0 ,R1j) automates ascendants déterministes 
tels que QjnQ4j={ij}, Ij 1 G j  i j  et rj 1 Dj ij .On impose, en 0 ~ t f e .  que les 

ensembles d'états utilisés pour deux règles distinctes soient disjoints. 

On considère alors le gtt U=(G,D) défini par G=(C,QG,~ ,RG) ,  
D=(Z,QD,~,RD) avec QG=~,~J Qj , QD=~,uJ Q'j , RG=,YJ Rj et RD=,& RJ. 

Exemple: voir figure 4.1. 

On peut maintenant construire le gtt V=(A,B) avec A=(Z,QA,~,RA) et 
B=(Z,QB,~,RB) grâce à l'algorithme suivant: 

début 
% l é r e  étape: création de l'ensemble E des &-transitions% 
E=O 

fant aue on peut trouver des états q,q1,q1 ,..., qn,q ' l  ,... ,q', tels que 
f(q'l ,.-.,q'n)+D q', f(ql ,...,qn)+G q, q ' l q ~  q l  q ' n q ~  qn 

faire ajouter la règle q'+ q dans E 
fin tant que 
%2ème étape: construction de Volo 

QA=QG; QB=QD; RA=RG; RB=RD; 
pour toute règle q'+ q dans E 

a q ' ~  Q A ~ Q B  et q~ Q A ~ Q B  alors ajouter q'+ q à RA et q+ q' à RB 
f i n s i  

q ' ~  QAnQB, q~ QA et qst QB alors ajouter q'+ q à RA finSi 
d q ' ~  QB, q'e QA et q~ Q A ~ Q B  alors ajouter q+ q' à Rp finsi 

fin nour 
fin 

Exemple: voir figure 4.1. 

Cet algorithme termine car les ensembles RG, RD et QDXQG sont des 
ensembles finis et que l'ensemble E est inclus dans Q D ~ Q G .  L'algorithme 
a été décomposé en deux étapes pour une plus grande lisibilité de la 
preuve. 
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Partie 2: Justification de l'égalité 4 R =r(V) 

Lemme 1: 4~ =(r(U))*=(,yJ r(Uj))' 

preuve lemme 1: Ce résultat est une conséquence de la propriété des 
transformations associées aux gtt sur l'union, des définitions de Uj et 
U. La preuve se fait sans difficulté par doubles inclusions en utilisant 
les propriétés des clôtures réflexive et transitive.OFin preuve lemme 1. 

Lemme 2: Si i l  existe t de Tz tel que t 4  G q et t l  D q' alors q'+q 
appartient à E. 

preuve lemme 2: La preuve se fait par induction sur la structure des 
termes 
Si t = a ~  Co(lettres de C d'arité 0) et si a 4 ~  q et a 3 ~  q9(hypothèse) alors 
a+G q et a+D q' car G et D sont sans €-transitions, de plus a 4 ~  a donc 
q'+ q appartient à E. 
Si t=f(tl ,..., tn) et f(t l  ,..., t n ) i  G q et f(t1 ,..., t n ) 4  D q' (hypothèse) alors 
f(t1 ,..., t n ) * ~  f (q~, . . . ,qn)+~ q et f(t1 ,..., t n ) A ~  f(q'l,...,q'n)+~ q'. 
De plus, pour tout i, t i 4 ~  qi et $4 D q'i donc par hypothèse d'induction 
q'j+qi appartient à E. 
donc f(q1 ,..., q n ) + ~  q ,f(q11 ,..., q'")-+ D q' et pour tout i, q ' i4  E qi et donc 
d'après les règles de construction de E, la règle q'+q appartient à E. 
O Fin preuve lemme 2. 

Lemme 3: Pour toute règle q'+q de E, on a q' (DG AG)' q 

Preuve lemme 3: Preuve par récurrence sur le nombre de règles dans E 
Si E = 0 ,  la première règle créée dans E l'est nécessairement par 
l'existence d'un terme a de Zo tel que a+G q et a+D q' et donc q' ~t a +G 

q et donc q' (DC %G)* q. 
Si la propriété est vraie pour les n règles de E, montrons que la 

propriét6 est encore vraie pour la n+léme. Cette regle est créée par 
f(q1 ,...,qn)+~ q , f(q'l,.. .,qqn)+ D q' et pour tout i, q ' i * ~  qi donc en utilisant 
l'hypothèse de récurrence et la propriété des clôtures réflexives et 
transitives, pour tout i l  q'i ( ~ 4  4 G)* qi de plus q' D+ f(q'1 ,...,q'"), 
f(q1 ,...,qn) +G q , et donc q' (DL AG)* q. O Fin preuve lemme 3. 
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Preuve de l'inclusion % R c r(V): 

nous noterons 1-R la réécriture en n pas par R. 
r(V) 2 J-+R par définition de r(V) 

r(V) 1 =r(U) par définition de U et construction de V 
Supposons que 5 R c r(V), soit t et t' tels que t D+~+R t', soit u de TL 
tel que t -n+ R u + R t' , par hypothèse de récurrence, il existe un 

contexte c tel que 
t=c(tl , . . . , t n )4~  s=c(il ,...,in) ~4 u=c(ul ,..., un)=ul(l) -+R t'=ul(r) avec pour 
tout j, ij état de Q A ~ Q B  et I+r la règle utilisée pour la réecriture de u 

en t'. Plusieurs cas sont à étudier: 

Cas 7: Si I n'a aucun des üj comme sous-terme et si I n'est sous- 
terme d'aucun des Uj, le résultat est immédiat car + R c r(V), c'est-à- 

dire on peut déterminer un contexte c' tel que 
t = ~ ' ( t l  ,..., t n , t n + l ) 4 ~  s'=c'(il ,... ,in,in+l) BI t'=c1(t'1, ..., tln+1). 

Cas 2: 1 possède I'un des Uj comme sous-terme (la preuve s'étend 
facilement au cas ou I possède plusieurs üj comme sous-termes) 
t=c ( t i  ,.,t j,.,tn)4A s i  , i , , i n )  B U=C(U~ , . .U~, . ,U~)=C' (U~ ,.,I..,u~)-+R 
C U  , . , r , . , u )= t  avec I=lf(u,). La règle I--+ r est une règle de R donc par 
construction de V, il existe un état interface i tel que I-IA i gf r, de 
plus I=l'(uj) donc u j 4 A  q. Or nous avons aussi u j 4 ~  ij (en utilisant la 

réécriture de t en u) donc en utilisant le lemme 2, il existe une règle 
i,+q dans E et donc dans RA. On peut en déduire que I8(ij)4A i et 
t = ~ ( t l  ,.,tj,. , t n ) 4  A s=c(il , . , i j , . , i n )4~  c'(il ... i,.,in) ~f c ' (u~  ,. .r,..un)=t' donc 
(t, t ' ) ~  r ( V )  . 

Cas 3: 1 est sous terme de I'un des üj, la preuve se fait de façon 
identique en utilisant une règle de la forme i+q' dans RB. 
Ce qui prouve donc par récurrence que AR c r(V). 

C3 Fin preuve Iére inclusion. 
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Preuve de l'inclusion r(V) c 4 R : 

Nous savons que 4~ = (r(U))* (lemme 1)'  nous allons donc 
démontrer que r(V) c (r(U))*, c'est à dire démontrer que si il existe s 
de T C U ( ~ A n ~ B )  tel que t % ~  s B& t' alors t ( 4 ~  DG)* t' . 

Le problème se pose pour les règles de RA qui ne sont pas dans RG 
et pour les règles de RB qui ne sont pas dans RD, c'est-à-dire pour les E- 

transitions obtenues dans E. 
La preuve se fait par récurrence sur le nombre d'utilisations des 

&-transitions et utilise le lemme 3, en effet pour une règle de la forme 
i+q dans RA, on a i (gf  A G ) *  q et pour une règle de la forme i+q' dans 
RB on a q' (of AG)* i , soit encore, i ( 6 4  AD)* q'. 

Cl Fin preuve de la 2ème inclusion. 
O Fin preuve proposition 1. 
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Fiaure 4.1 

Exemple 1: Soit C={a,b,c,f,g} avec a,b,c,f,g d'arités respectives 0,0,0,1,1 
Soit le système de réécriture clos 
R={l: a + f(b); 2: b+ g(c); 3: f(g(c)) + g(a) }. 

G1: a + il D l :  b + q'1 , f(q81)+ il 
G2: b + i2 Dz: c + q'2 , g(q12)+i2 
G3: c +q1 g(q1)-+ q2 , f(q2)+ i3 D3: a -9 q13 , g(q13)+i3 
On a ainsi construit U=(G,D) avec RG=RG~uRG~uRG~ et RD=RD~uRD~uRD~. 

On obtient E={ q13+ il (a+G i l , a+g 9'3) 
q'1+ i2 ( b + ~ i 2 , b - , ~ q ' l )  
q12+ 91 (C+G 41 , c+D q'2) 
i 2 4  q2 (g(ql )+G q2 1 g(q12)+D i2 1 q'2 +E q l )  
i l +  i3 ( f ( q 2 ) + ~  i3 , f(q'l)+D i l  , q ' l + ~  i2 +E q2) 1. 

et on définit V=(A,B) en posant: 
RA=RG u { i2+ q2 , il+ i3) et RB=RD u { i l+  q'3 , i2+ q'l , i3+ il). 
Avec R , a 4~ g(a). 
Avec U, a+G i l  gf f(b) 4 G f(i2) g f  f(g(c)) 4~ i3 ~f g(a). 
Avec V , a 4~ ig ~f g(a). Les nouvelles règles créées permettent de 
supprimer les phases de génération-effacement. 

Exemple 2: Soit C={a,b,f,g) avec a,b,f,g d'arités respectives 0,0,1,2. 

Soit le système de réécriture clos 
R={ l :  g(a,b)+ g(b,a); 2: a+ f(a); 3: f(a)+ a}. 

G i :  a+ q i  , b-, q2 , g(q1 ,q2)+ i l  D i :  b-+ q'i , a+q'2 , g(q'i,q'e)+ii 
G2: a+ i2 D2 : a+ q'3 , f(q13)+ i2 

G3: a+ q3 , f(qs)+ i3 D3: a+ i3 

On obtient alors RA=RG u { i3-+ q l ,  i3+ q3, i3+ i2, i2+ i 3 )  avec 
RG=RGIURG~URG~ et RB= RD u{ i2+ q'2 , i2+ q'3 , i3+ i2 , i2+ i 3 )  avec 
RD=RD~ uRD~uRD~. 

Avec R , g(f3(a),b) 4~ g(b,f2(a)) 
Avec VI g( f3 (a ) ,b )A~ i l  BC g(b,f2(a)). 
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4.1.3 Les systémes de réécriture clos préservent la 
reconnaissabil ité 

Proposition 2: Quel que soit le système de réécriture clos R et la forêt 
reconnaissable FI l'ensemble R(F) des transformés des termes de F par R est 
une forêt reconnaissable. 

Preuve proposition 2: 

Soit R un système de réécriture clos et soit V le gtt tel que 4~ = 

r(V), soit F une forêt reconnaissable, nous avons R(F)={t1e Tc / 3 te F ,  
t 4  R t') soit encore R(F)={tl€ TL / 3 t ~  FI ( t , t ' )~  r(V)}. Soit A = ( Z I Q ~ , 0  ,RA), 
B=(C,QB,@, RB)  tels que V=(A,B) et M=(Z,QM ,QM~,RM)  un automate 
déterministe reconnaissant F. On suppose que les ensembles QB et QM 
sont disjoints. 

Soit C=(Z,Qc ,Qcfl Rc) défini par Qc=QBuQM, Qc f=Q~f ,  RC=RBURMWR' où 
R1={i+ q I i~ QAnQB, q~ QM, 3 s ~  TL t.q s 3 ~  i et s 4 ~  q}. On peut construire 
Rc  car les ensembles {SI s 3 ~  i ) et {SI s i  M q) sont reconnaissables 
donc on peut décider si leur intersection est non vide. 

Fait: L(C)=R(F). 

Preuve de c: 

Montrons d'abord que { t ' ~  TL / 3 t ~  FI ( t , t ' )~  r(V)} = R(F) c L(C). 
Soit t' tel que ( t , t ' )~  r(V) et t~ F 
Soit encore F3t=c(ti ,..., t n ) % ~  c(i1 ,..., in) B& c(t'1 ,..., ttn)=t' 
On a t'=c(tf1 ,..., t f n ) 4 c  c(i1 ,...,in) en utilisant les règles de RB 

c i  , . . . , i n ) 4  ( 1  l...lqn) en utilisant les règles de R1(en 
effet pour tout j , t j l  A ij par hypothèse et t j ' t ~  qj car t appartient à F et 
est donc reconnu par M et donc la règle i,+q, appartient à R') 

c(qi ,...,qn)+c q et q ~ Q c f = Q ~ f  par les règles 
de RM (en effet, pour tout j, t j 4 ~  qj et t=c(tl ,..., tn) appartient à F donc 
est reconnu par M). 
t' est reconnu par Cl c'est à dire t ' ~  L(C). 
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Preuve de 2: 

Soit tle L(C),soit encore t ' A c  q~Qcf .  
Si tous les états sont dans QM, alors t'e F et donc t'e R(F). 

Si il existe des états de QB, alors nécessairement, par construction de 
R c ,  il faut utiliser des règles de R' et donc nécessairement la 
reconnaissance peut se mettre sous la forme 
t'=c(t11 , . . . , t 1n )4~  c(i1 ,...,in) en utilisant les règles de RB, 

c(i1 ,..., i n ) 4 ç  c(q1 ,..., qn) en utilisant les règles de R', 
c(q1 ,...,qn) AC q et q~ Q c f - Q ~ f  par les règles de 

RM. 
donc t'=c(tll ,..., t t n ) 4 ~  c(il ,..., in) ( l ) ,  de plus, 
il existe t l  ,..., tn tels que c(t 1 ,..., tn)e F et c(t 1 ,..., tn)4,q c(i1, ..., in) (Z), en 
effet, pour tout j, on a une règle ij+qj dans R', donc par définition de R', 
il existe tj tel que t j 4  M qj et t j 4  A qj donc c(t 1 ,..., t n ) A ~  c(i1 ,..., in)et 
c(t 1 ,..., tn)e F car c(t 1 ,..., t n ) 4  M c(q1, ..., q n ) 4 ~ q  avec q appartenant à 

Qcr=Q~r. 
Par (1) et (2), nous déduisons que (t,tl)appartient à r(V) avec t 
appartenant à F, donc t' appartient à R(F). 
Q Fin preuve proposition 2. 

4 . 1 . 4  Applications et conclusion 

Une autre preuve de la proposition 1 peut être trouvée dans 
[DAT185]. L'intérêt de la construction donnée dans le paragraphe 4.1.2 
est que l'algorithme présenté est celui qui est implanté dans VALERIAN 
([DADE89]). La compilation du système de réécriture clos et sa 
complexité sont étudiées dans [DEG189]. 

Le résultat donné dans la proposition 2 peut, lui aussi, être obtenu 
comme une conséquence des résultats généraux de reconnaissabilité 
obtenus dans [DAT185]. Nous en donnons ici une preuve directe, en effet, 
ayant pour donnée le gtt associé à R et un automate reconnaissant F, 
nous construisons un automate reconnaissant R(F). Cette construction 
fournit donc un algorithme pour la résolution des problèmes 
d'accessibilité du premier et du second ordre pour les systèmes de 
réécriture clos. Ces algorithmes sont implantés dans VALERIAN et 
étudiés dans (DEG1891, [COG190]. 
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L'étude des systèmes de réécriture clos est close. En effet, après 
l'obtention de nombreux résultats partiels (confluence [DAT185], 
[DHTL87], [OYAM87], probleme du mot [KOZE77], probleme d'accessibilité 
[DEG189], [OYAM86]), M.Dauchet et S.Tison ([DATISO]) ont prouvé que la 
théorie de la réécriture close est décidable. De plus, la terminaison 
([HULA78]), la terminaison équitable ([TIS089]) sont décidables. 

D'autre part, la complétion d'un système de réécriture clos est 
étudiée dans [SNYD89]. Dans cet article, E.W.Snyder fournit un 
algorithme en nlogn que permet de générer un système de réécriture 
convergent à partir d'un ensemble d'équations closes. 

La réécriture close peut avoir des applications intéressantes car 
on peut parfois ramener des preuves à des équations closes [GRS87]. 

II nous reste à poursuivre et parfaire l'implantation de VALERIAN 
et à étudier les applications éventuelles de ce logiciel en remarquant 
que du résultat sur la décidabilité de la réécriture close, on peut 
déduire le même résultat pour la théorie des systèmes de réécriture 
séparés multisortés. Un système de réécriture est séparé si les 
ensembles de variables occurant dans les membres gauches et droits 
d'un même règle sont distincts et sorté si toutes les variables sont 
sortées. 



Etude de classes de systèmes de réécriture Page 73 

4 . 2  Systèmes de  réécri ture c los  rnodulo la commutativité 

Soit R un système de réécriture clos, soit f une lettre d'arité 2 de 
C., soit C={ f(x,y) + f(y,x)) et soit S le système de réécriture RuC. 

Proposition 1: 

Il existe un système de réécriture clos Rc tel que SS = %RC O %. 

Preuve: 
Soit R = {I + r / 1, r E Tz ). Soit R C  le système de réécriture clos 

défini par Rc = { u -+ r / I+ r E R et u =C I j  donc obtenu à partir de  R en 

prenant pour membre gauche u de règle tout terme équivalent à I modulo 
C. On peut remarquer que la relation de réécriture + R C  est égale à la 
relation + R,C. L'inclusion de la relation % RC O &C dans AS est évidente. 

Montrons par induction sur la longueur de la réécriture l'inclusion 
inverse. 

Le résultat est évident si la réécriture par S est de longueur O ou 
1. 

Supposons le résultat vrai pour une réécriture de longueur n et 
considérons deux termes t et t' de T2 tel que t 4 s  t' par une dérivation 
de longueur n+ l .  

Par hypothèse d'induction, nous avons: t *+RC u h c  V-+S t'. 

Si la réécriture de v en t' se fait à l'aide d'un règle de Cl nous 
obtenons immédiatement la décomposition souhaitée. 

Si la réécriture de v en t' se fait par une règle de R, nous avons 
t RC u 3~ V+R t'. Soit I+ r la règle de R utilisée, il existe un contexte 
c tel que v=c(l) et tt=c(r). u AC v=c(l) donc c(l)=v AC c'(l')=u avec c(x) et 

c'(x), I et 1' équivalents modulo C. II existe, par construction, la  règle 
I'+ r dans Rc et par conséquent, nous avons c'(l')=u + ~c cV(r). Les 
contextes c et c' étant équivalents modulo Cl c 1 ( r ) 4 c  c(r)=tl et donc 
t 3 R C  ct(r) 4~ t' ce qui nous donne la décomposition s0uhaitée.O 
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Propositioil 2: S préserve la reconnaissabilité. 

Preuve: Ce résultat est une conséquence de la proposition 1. En effet, de 
cette proposition, nous déduisons l'égalité entre S(F) et C(Rc(F)). De 
plus, les systèmes de réécriture Rc et C préservent la reconnaissabilité 
car Rc est un système de réécriture clos et C est un système de 
réécriture monadique (voir section 4.6, on pourrait également 
construire un transducteur linéaire ascendant pour 4~ ) .O 

Une application de ce résultat est que les différents problèmes 
d'accessibilité pour les systèmes de réécriture clos modulo la 
commutativité sont décidables. On pourrait réaliser la compilation d'un 
tel système de réécriture en composant un transducteur d'arbre clos 
(compilation de Rc) et un transducteur linéaire ascendant (compilation 
de C). 

Proposition 3: Ln ternlirinisorl durz systènze de réécriture clos modulo la 
conzmirtntii)ité est déciricrble. La confluence est décidable quand le système de 
réécritlire clos ternzijze nzodrllo C. 

Preuve: 
R termine modulo C si et seulement si Rc termine d'après la 

décomposition donnée dans la proposition 1. Rc est un systeme de 
réécriture clos et la terminaison d'un système de réécriture clos est 
décidable ([HULA78]). 

Le systeme de réécriture S=RuC est confluent si et seulement si 

W e s t  Church-Rosser modulo C. On prouve ce résultat en utilisant la 
décomposition de la proposition 1. 

Si R termine modulo C, on peut alors utiliser les résultats connus 
de la réécriture équationnelle pour la décidabilité de la confluence. II 
suffit, en effet, de vérifier les conditions données dans le théorème 2 
de la section 2.3.2. On peut également utiliser les résultats obtenus par 
G.Huet ([HUET80]) car R est un système de réécriture clos et donc est 
linéaire à gauche et C est linéaire.3 
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Tous les résultats donnés dans ce paragraphe 4.2 s'étendent sans 
difficulté aux cas de plusieurs opérateurs commutatifs et également au 
cas où l'on considère des règles de permutation sur un opérateur, c'est- 
à-dire aux cas de règles de la forme f(x1 ,..., x,)+f(x,(l), ..., x,(n)) où a est 

une permutation de [1 ,n]. 

Le problème de la décidabilté de la confluence de tels systémes, 
sans l'hypothèse de terminaison, reste posé, et, de façon plus générale, 
le problème de la décidabilité de la réécriture close commutative, au 
sens de M.Dauchet et S.Tison dans [DATISO] pour la réécriture close, 
reste posé. c'est-à-dire la décidabilité de toute formule du premier 
ordre où les variables sont les termes et les prédicats +s,  4 s  pour tout 

S système de réécriture clos modulo la commutativité. On peut 
remarquer que les méthodes utilisées (codage canonique et 
reconnaissable de la transformation) ne s'appliquent plus dans le cas 
considéré ici. Ce problème reste donc à étudier. 
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4 . 3  Systèmes de réécriture clos modulo I'associativité 

Soit R un système de réécriture clos, soit f une lettre d'arité 2 de 
E, soit A={f(f(x,y),z)+ f(x,f(y,z)); f(x,f(y,z))+ f(f(x,y),z)) et soit S le 
système de réécriture RUA. 

Considérons sur l'alphabet C={f,a,b) avec f d'arité 2, a et b d'arité 

O le cas où le système de réécriture R est vide et donc le cas S-A. Soit 
la forêt reconnaissable définie dans la figure 4.3, S(F) est alors 
l'ensemble des arbres de Tz tels que le feuillage soit égal à l'ensemble 
des mots de la forme anbn avec n strictement positif. F engendrée par 
une grammaire régulière est une forêt reconnaissable, par contre S(F) 
n'est pas reconnaissable. Nous pouvons donc conclure que, en général, la 
reconnaissabilité n'est pas préservée pour un système de réécriture 
clos modulo I'associativité. 

FIGURE 4.3 

Soit la forêt F engendrée par la grammaire régulière 

La reconnaissabilité n'étant en général pas préservée, le problème 
d'accessibilité ne peut se résoudre comme précédemment. Nous allons 
en fait prouver que le problème d'accessibilité du premier ordre est 
indécidable pour les systèmes de réécriture clos modulo I'associativité. 
Pour obtenir ce résultat, nous prouvons que l'on peut simuler un 
système de réécriture de mots par un système de réécriture clos 
modulo I'associativité. 
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Soit r un alphabet fini et W un système de réécriture (fini) sur T' 
tels que les membres gauches et droits de toute règle de W ne soient 
pas réduits au mot vide. Soit C l'alphabet gradué obtenu en ajoutant à r 
un opérateur binaire f. A tout mot u de T+, on associe le terme tu de TZ 
défini par: si lu l=l ,  tu=u ; si Iu(>1 et u=al ... an, tu=f(al ,f( ..., f(an-1 ,an)...)). 
Soit R le système de réécriture clos défini de la façon suivante: 
R={tu+tv 1 u+v E W ). Soit S=RuA. Soit t et t' deux termes de Tc. 

Fait:(<f>(t) -i;,wcp(t')) ( t 4 ~  t ' ) .  

Preuve: Notons que t & A  t' si et seulement si Q>(t)=@(tl). Ce résultat est 

une conséquence directe de I'associativité de l'opérateur f et de la 
définition de I: ( f est le seul symbole d'arité non nulle de C ). 

Preuve de e: Si t +S t' par une règle de A, nous avons <f>(t)=Q>(tt). 
Si t + S  t' par la règle t, -+ t, de RI alors t=c(tu), tV=c(tv), il existe deux 

mots w et w' de r* tels que @(t)=wuwl et Q>(t')=wvw' et, par conséquent, 
nous obtenons @(t) -+w @(t'). Nous en déduisons par récurence la preuve 

de cette implication. 

Preuve de a:  Si O(t) + w  Q>(tl) par la règle u + v de W, il existe deux 
termes t l  et t ' l  de Tz et un contexte c tels que t l  =c( tu ) ,  t ' l  =c(t,), 
0 ( t l  )=O (t), Q> (t'1) =Q> (t '). En utilisant la remarque préliminaire, nous 
avons t & A  t l  et t ' l  4~ t' ( t et t l ,  t' et t ' l  ont même feuillage ). Nous 
obtenons donc que t t l  + R t ' l  4 A tl, soit encore t 4 s t'. Par 

récurrence, nous en déduisons donc la seconde implication.0 

De ce résultat, nous pouvons déduire: 

Proposition: Les diflérents problèmes d'accessibilité, la terminaison, la 
confluence des systèmes de réécriture clos modulo l'associativité sont 
indécidables. 

Preuve:  Les problèmes correspondants sont en effet indécidables pour 
les systèmes de réécriture de mots (la restriction sur le mot vide ne 
changeant pas le résultat).3 
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4 . 4  Systèmes de réécr i ture c los  modu lo  l a  commutat iv i té  e t  
I ' a s s o c i a t i v i t é  

Soit R un système de réécriture clos, soit f une lettre d'arité 2 de 
E l  soit AC={f(x,y)+f(y,x); f(f(x,y),z)+f(x,f(y,z)); f(x,f(y,z))+f(f(x,y),z)} 
et soit S le système de réécriture RuAC.  

Soit F la forêt reconnaissable définie dans la figure 4.3, soit R 
vide et donc S=AC, on a alors S(F)={ t € T Z  1 10(t)la = IO(t)lb ) qui n'est pas 
une forêt reconnaissable et, donc, en général: 

Un système de réécriture clos modulo I'associativité et la 
commutativité ne préserve pas la reconnaissabilité. 

Nous avons étudié le problème d'accessibilité du premier ordre 
pour les systèmes de réécriture clos modulo AC. Nous avons obtenu des 
résultats partiels de décidabilité en nous limitant à des termes tels 
que I'opérateur associatif et commutatif f n'apparaît qu'au sommet de 
l'arbre, ceci pour les termes t et t' pour lesquels on veut résoudre le 
problème d'accessibilité, mais aussi pour les règles du système de 
réécriture dans lesquelles I'opérateur f apparait. Formellement: 

soit TfL={t=tf(tl ,... ,tn) / t f ~  T{fj(X) et V ~ E  [1 ,n], t i ~  TL). 
soit R= RXuRf  avec RI={ I+ r / 1,rs Tr-{f)) et Rf={l+ r II. Ttrl le TZl rE TfZ}. 

R est donc partitionné en deux systèmes, l'un Rr correspond à 
l'ensemble des règles de R où I'opérateur f n'apparaît pas, l'autre Rf est 
constitué des règles où f apparaît. 

On peut également remarquer que la condition I n'appartient pas à 
TL pour les règles de Rf a pour but d'éviter de  générer des termes 

contenant I'opérateur f à partir de termes n'en contenant pas. 

Exemple: Voir figure 4.4.a. 
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Figure 4.4.a 

On définit G={a,b,c}; D={a,b,g(a)}; Sub={a,b,c,g(a)}. 

On construit le système de réécriture FI on obtient: 

Lemme 1: II existe un système de réécriture clos F sur Ttz tel que 

i s  = O %F"AC O % R E .  

Preuve: L'intérêt de ce lemme est de décomposer la réécriture par S en 
séparant les réécritures closes par RI; sur les sous-termes clos ne 

contenant pas I'opérateur f des réécritures sur des sous-termes 
contenant l'opérateur f. 

Construction de F: 
Soit t = t f ( t t  , . . .  , tn )  un terme de T fc -  T c ,  on lui associe 

Sub( t )={ t l  ,..., tn} et Sub(t)={t} si t appartient à Tc. 
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On définit G comme I'union des Sub(l) et D comme I'union des 
Sub(r) pour toute règle I+r de Ri, rappelons que nous ne considérons que 

des systèmes de réécriture finis. 
On définit F={ f(u,w)+f(v,w) 1 WE G u D ,  UE D, VE G et u AR, v} u Rf. 

Le sous-terme w n'est introduit que dans le but d'obtenir des règles 
dans F qui ont toutes la même configuration (toujours un opérateur f au 
sommet). La construction de F est effective car les ensembles G et D 
sont des ensembles finis et le problème d'accessibilité pour le système 
de réécriture clos RE est décidable. 

Preuve de sr :  les réécritures par les règles créées peuvent, par 
définition être simulées par des réécritures par Rz, d'où le résultat. 

Preuve de c: La preuve se fait par récurrence sur la longueur de la 
réécriture. Le résultat est évident pour une réécriture de longueur O et 
1. Supposons le résultat vrai pour toute dérivation de longueur au plus n. 
Considérons une dérivation d'un terme t en un terme t' de longueur n+l  
par S. En utilisant l'hypothèse de récurrence, nous obtenons: 

t t l  +F"AC t2 & R ~  tg + S  t'. 

Premier cas: La réécriture de tg en t' se fait à I'aide d'une règle de 
RE, le résultat est immédiat. 

Deuxième cas: La réécriture de tg en t' s,e fait à I'aide d'une règle 
de AC. Par définition de RE (règles closes ne faisant pas intervenir 
l'opérateur f), les règles de AC cornmutent avec les règles de Rc, par 

conséquent, la réécriture peut se décomposer sous la forme souhaitée. 

Troisième cas: La réécriture de t3 en t' se fait à I'aide d'une règle 
de Rf. Nous avons donc: t t l  %F"AC t2 13 + R ~  t'. 

Soit I+ r la règle de Rf utilisée et c le contexte associé à la 

réécriture de tg en t'. Nous avons donc t3=c(l), t9=c(r), nous avons aussi 
t2=c(u), le contexte ne pouvant pas être modifié dans la réécriture de t2 
en t3 par des règles de Rz. 
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I contient l'opérateur f par définition de Rf, u et I sont donc de la 
forme u=l f (u l  ,...,un)! 1=lf(l1 ,...,ln) avec ui et li dans TE pour tout i. Les 
règles de RE ne contenant pas f, nous avons, pour tout i, üi li. 

Si Ui est un élément de D (sous-terme de Tz d'un membre droit de 

règle ) ,  la réécriture de üi en li peut se faire à partir de t2 en utilisant 
des règles de F-Rf, par construction de F. 

Si ui n'est pas un élément de  D, Ui n'a pas été modifié par la 
réécriture de t l  en t2, alors, il existe un sous-terme ti de  Tx de 
t=tf(tl ,..., tn) tel que ti 4 R~ Ui et comme üi li, nous avons ti li. 

La réécriture de ti en li peut donc être faite avant toute 
utilisation de règle de FuAC.  II existe donc des termes t ' l ,  t'2 et t'3 tels 
que nous ayons: t ' 7 ' ~ ~  t' l  &F"AC t12 - + R ~  t'3 SR= t' d'où nous déduisons la 

décomposition souhaitée.3 

Nous allons utiliser cette décomposition pour prouver la 
décidabilité du problème d'accessibilité du premier ordre pour S dans 
Tfc.  Nous allons, dans un premier temps nous intéresser au problème 
d'accessibilité pour le système de réécriture F u A C  qui sera noté FAC et 

prouver ce problème équivalent au problème d'accessibilité pour un 
réseau de Pétri en codant la réécriture par FAC sur des termes de Tfc en 
une réécriture dans les mots modulo la commutation totale. 

Soit Sub=GuD={ul ,... ]um) (Sub est l'ensemble des sous-termes de Tc 
qui apparaissent dans les règles de RI), soit r = { x l ,  ..., xm) un alphabet en 
bijection avec Sub. 

Sur r*, on définit la relation = par mem' si et seulement si, pour 
toute lettre x de r, Imlx=lmVlx où ]mlx désigne le nombre d'occurences de 
la lettre x dans m. La relation = est une relation d'équivalence sur T* 

compatible avec la concaténation. 

Un représentant canonique d'une classe d'équivalence est de la 
forme xy:..xm où pour tout i, Yi désigne le nombre d'occurences de la 

lettre Xi. 
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A tout terme t= t f ( t l  ,. . . , t n )  de T fz ,  on associe la classe 
d'équivalence C(t) de T',. de représentant canonique xy: ... xy? où Yi 

désigne le nombre d'occurences du terme Ui de Sub dans ( t l ,  ..., tn) et le 
multi-ensemble N(t) constitué des ti qui ne sont pas dans Sub. A toute 
règle 1-r de FI on associe la règle C(I)+C(r) et à F correspond donc un 
système de réécriture C(F) sur Tt/=. 

Exemple: Voir figure 4.4.b. 

Figure 4.4.b 

F ={I : f  ->c ; 2 : f  
/ \  

, \ f  ; 3; 4; 5; 6 )  

/ f \  

a c b 

a b a b  
Les règles 3, 4, 5 ,  6 permettent de réécrire g(a) en a. 

A F A c  
t '=  f par les règles 2,4,1,2,4 et 
/ \  

tj f ' a  b 

les règles de AC 

Soit r={x,y,z,t) en bijection avec Sub={a,b,c,g(a)) 

On a C(t)=xyz, ~( t )={d ,d) ,  c(t ')=xy2 , N(t1)={d,d} 
2 2 2 On construit C(F)={1 :x 2y-+z;2:yz+y t;3:xt+x ;4:yt+xy;5:zt+xz;6:t +xt}  

On a C(t) 2+> C(t') (par les règles 2,4,1 ,2,4 de C(F)) et N(t)=N(t8). 
C(F)  

Lemme 2: Pour tous termes t et t' de Ttx, on a: 
(i): (t 4 FAC t') m ( C(t) &C(F) C(t') et N(t)=N(tV) ) 
(ii): On peut décider si t 4 F A C  t', c'est-à-dire le problème 
d'accessibilité du premier ordre pour FAC dans Tfx est décidable. 

Preuve: 
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Preuve de (i): Remarquons, tout d'abord, que t AAC t' si et seulement si 

C(t)=C(tt) et N(t)=N(tV). 
Si t se réécrit en t' par la règle I-+ r de F, nous avons N(t)=N(tV) et 

par construction de C(t), C(t') et C(F), C(t) se réécrit en C(t') par la 
règle ( ) C ( r ) .  Nous en déduisons, par récurrence la première 

implication. 

Si t et t' sont tels que C(t)+ c ( ~ ) C ( t ' )  par la régle C(I)-+ C(r) et 

N(t)=N(tt), il existe un terme t l  =c(l), un terme t11=c(r) qui vérifient de 
plus C(t)=C(tl) et N(t)=N(tl), C(t1)=C(tIl) et N(t')=N(tt1) et donc d'après 
la remarque initiale t & A C  t l  =c(l) et c(r)=t91  AC t' et donc t ~ F A C  t'. Par 

récurrence, nous pouvons déduire de ce résultat la seconde 
impIication.Li Finpreuve(;). 

Preuve(;;):  Etant donné deux termes t et t' de Tfc, on peut construire 

C(t), C(tl), N(t) et N(t'). N(t) et N(t') sont finis donc l'égalité entre N(t) 
et N(t') est décidable. Le problème se ramène donc à la décidabilité du 
problème d'accessibilité pour C (F) dans T*/=. Au système de réécriture 

C(F), on associe le réseau de Pétri défini de la façon suivante: 
Ensemble de places: P={pl ,...,pm} en bijection avec T. 
Ensemble de transitions: T={t1 ,..., tq} en bijection avec C(F). 
Matrices de transition Pré et Post définies par: Pré(pj,t i)=li j  et 
P O S ~  (pj,t i)=ii j  avec li+ ri règle de C(F) associée à la transition ti de T, 
li= x'il.. .x'im rn ' ri= x";. . . x'm". 

Exemple: Voir figure 4.4.c. 

A chaque classe d'équivalence de  représentant canonique 

w=xY:,..xy~, on associe le vecteur v(w) de Nm défini par v(w)(i)=yi. 

Décider si la classe d'équivalence de représentant canonique w 
peut se réécrire en la classe d'équivalence de représentant w' est 
équivalent au problème de décider si le vecteur v(w') est accessible 
pour le réseau de Pétri P avec le marquage initial v(w). Le problème 
d'accessibilité pour les réseaux de Pétri est décidable ( [KOSA82], 
[MAYR84] ), on en déduit donc la décidabilité pour C(F) dans T*/, et donc 
la décidabilité du problème d'accessibilité pour FAC dans Tfc. 
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Figure 4.4.c. 

Soit T={x,y,z,t). 
Soit C(F)={l :x2y+ z; 2:yz+y2t; 3:xt jxn;  4:yt+xy; 5:zt+xz; 6:t2+xt}. 
Soit P={p1 ,p2,p3,p4) en bijection avec T. 
On peut simplifier les règles 3,4,5,6 en 3:t+x. Soit t l  ,te,ts associées 

aux règles 1,2 et 3 de C(F). Nous obtenons le réseau de Pétri de 
marquage initial une marque dans les places pl,p2 et p3 correspondant à 
la classe de représentant xyz associée à l'arbre t de la figure 4.4.b. 

On peut remarquer que les deux problèmes d'accessibilité ( pour 
les réseaux de Pétri et pour un système de réécriture dans Te/, ) sont 

équivalents ( on peut associer à tout réseau de Pétri un système de 
réécriture de cette forme, [SCHW85]) .0Fin preuve(ii). 
O Fin preuve lemme 2. 

Proposition: Le problème d'accessibilité pour un système de réécriture clos 
R modulo la commutativité et l'associativité d'un opérateur f est décidable dans 

Tfz. 

Preuve: Soit t et t' deux termes de Tfc, soit S=RuAC avec R=RfuRz, le 

problème est donc de décider si t peut se réécrire en t' par S. 

Premier cas: teTc . Si t'e Tc, alors le probleme se ramène à décider 
si t peut se réécrire en t' par le système de réécriture clos R, probleme 
connu décidable. Si tteTc, t ne peut se réécrire en t' par S, en effet, par 
définition de Rf, nous interdisons la génération de termes contenant 
l'opérateur f à partir de termes n'en contenant pas. 
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Deuxième cas: t=tf(ti ,..., tn)€ Tlz-Tz avec tfs T{f}(X) et, pour tout i, 
tic Tc. Nous utilisons la décomposition trouvée dans le lemme 1, par 

conséquent, t se réécrit en t' par S si et seulement si il existe deux 
termes u et v de Tfc tels que: t u ~ F A C  v t'. 

Soit t=tf(tl, ..., tn)eTfc, nous définissons l'ensemble F(t) par: 
F ( t )= { t f ( ~ l  ,...,un)€ Ttz 1 si RL(ti)nSub=O, ui=ti 1 

si Rc( t i ) r iS~b={ml  ,..., mj}, U ~ E  {ti, m l  ,...,mi} }. 
L'idée de cette définition est que chaque ti peut se réécrire en des sous- 
termes de Tz qui pourront, ou pas, être réécrits par FAC, rappelons, en 
effet, que Sub est l'ensemble des sous-termes de Tc qui apparaissent 

dans les règles de F. F(t) est donc défini de façon à décrire toutes ces 
possibilités. Rc est un système de réécriture clos, par conséquent, pour 
tout i, Rx(ti) est une forêt reconnaissable, de plus, Sub est un ensemble 
fini, on peut donc effectivement construire, pour tout il l'ensemble 
Rc( t i )nSub.  La construction de F(t) est donc effective. De façon 
symétrique, nous pouvons définir F-'(t) en utilisant la relation R r t  

Fait: (t 4 s t') o  U TE F(t), ~ T ' E  F-'(t'), T ~ F A C  T' et il existe une 
bijection f de N(T) dans N(T1) telle que, pour tout 
u de N(T), u ^ t ~ ,  f(u)) 

La  preuve du fait est sans difficultés, elle utilise la 
décomposition du lemme 1 et la définition des ensembles F(t) et F-'(t'). 
Ces ensembles sont finis, le problème d'accessibilité pour FAC est 
décidable (lemme 2), de plus, pour tout T et T', les ensembles N(T) et 
N(T1) sont finis, le problème d'accessibilité pour RE est décidable, par 
conséquent, l'existence de la bijection f est elle aussi décidable, d'où le 
résu1tat.O 
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4 . 5  Systèmes de  réécr i ture c los modulo la  commutativité, 
I 'associativité e t  I ' idempotence 

Soit R un système de réécriture clos, soit f une lettre d'arité 2 de 
z, soit ACI={f(x,y)-+ f(ylx); f(f(x,y),z)+ f(x,f(y,z)); f(x,f(y,z))+f(f(x,y) 32); 

f(x,x)+x; f(x,y)+ f(f(x,x),y)) et soit S le système de réécriture R u  AC 1.  

Nous utilisons les mêmes notations que dans le cas AC. Soit 
TfL={t=tf(tl ,... ,t,) / t f ~  T{f}(X) et Vit [l ,n], t i ~  TZ} et soit R= RzuRf  avec 
Rc={ I-+ r / I,r€ TL-{f}} et Rf={l+ r /IE TfL, Ic Tel rc Tfz}. 

La seconde règle permettant de définir I'idempotence de 
I'opérateur f a été modifiée ( f(x,y)+f(f(x,x),y) à la place de x+f(x,x) ) 
pour préserver la configuration des arbres de Tfx. 
Nous noterons i l  : f(x,x)+x et i2: f(x,y)+f(f(x,x) ,y). 

Soit Z={a,b,g,f) avec a et b d'arité 0, g d'arité 1 et f d'arité 2. 

Soit F={ f(gn(a),b) / nrO }, soit R réduit à l'ensemble vide et donc on 
considère S=ACI. F est une forêt reconnaissable, la forêt S(F) est : 
S(F) = { tf(t1 ,... ,tp) 1 t f ~  T{f}(X), 3 2 0 ,  (Vi,ti=b OU ti=g"(a)) et 

(3j,k,tj=b,tk=gn(a) }. 

La forêt S(F) ainsi obtenue n'est pas reconnaissable. En général: 
Un système de réécriture clos modulo I'associativité, la commutativité 
et I'idempotence ne préserve pas la reconnaissabilité. 

Nous avons étudié le problème d'accessibilité du premier ordre 
pour ces systèmes de réécriture et avons obtenu des résultats partiels 
de décidabilité en considérant les mêmes restrictions que pour le cas 
AC. 

Nous avons également prouvé que si les règles d'associativité, de 
commutativité et d'idempotence ne peuvent s'appliquer qu'à un nombre 
fini de termes (plus précisément, on ne peut dupliquer, commuter que 
les termes de l'ensemble Sub), la reconnaissabilité est préservée en se 
limitant à des termes où l'opérateur f apparaît au sommet de l'arbre. 

Exemple: Voir figure 4.5,a. 
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Lemmel:  II existe un système de réécriture clos F sur Tfz tel que 

AS = %iZ O O S F ~ A C ~  O '-'R= O %il. 

Le but de ce lemme, comme dans le cas AC, est de décomposer la 
réécriture par S en séparant les réécritures closes par Rz sur les sous- 
termes clos ne contenant pas l'opérateur f des réécritures sur des sous- 
termes contenant l'opérateur f pour pouvoir coder la réécriture par 
FvACl  en une réécriture dans les mots. 

Preuve: La construction de F est identique à la construction faite dans 
le cas AC. Par la même démonstration que dans le cas AC, nous 
obtenons: t %s t' si et seulement si il existe des arbres t l  et t2 tels que 
t -f R Zu { i l  ,ip) t l  4 F V A C I  12 4 R x u { i l  ,i2) t'. Le système de réécriture 
R c u { i l  ,i2} vérifie: RLu{i l  ,i2} = A i 2  O JR~O Sil. En effet, si u se réécrit 

en u' par Rc et u' est copié par i2, on peut d'abord copier u et réécrire 
ensuite chacune des copies en u' par FIz, la propriété symétrique pour 

l'effacement par i l  et les propriétés de i l  et i2 donnent le résultat. 
Donc il existe des arbres t ' l  , t'2, t l  , t2, t"1 , t"2 de TfI; tels que: 
t i i 2  t ' l  -$ R z  t'2 A i l  t l  4 FuACl  t2 Ai2 t"1 4 R z  t"2 A i l  t' d'où la 

décomposition ann0ncée.U 

Nous allons coder la réécriture par le système de réécriture FuACl  
(noté FACI). Nous utilisons les mêmes notations pour les ensembles M et 
r que dans le cas AC. 

Sur r*, on définit la relation = par: m=m' si et seulement si, pour 
toute lettre x de r ,  lrn1,>0 si et seulement si lm'1,>0. La relation = est 

une relation d'équivalence compatible avec la concaténation. Un 
représentant canonique d'une classe d'équivalence est de la forme 

xy! ... x y ,  où pour tout i, yi vaut O (xi n'occure dans aucun mot de la 

classe) ou 1 (xi occure dans tout mot de la classe avec un nombre 
quelconque d'occurences). 

A tout terme t= t f ( t l  ,. . . , tn )  de Tfc,  on associe la classe 
d'équivalence C(t) de T*,' de représentant canonique xY: ... xy; où Yi vaut 

O si le terme üi de Sub n'apparaît pas dans ( t l  ,. .. , tn) et 1 sinon et 
l'ensemble N(t) constitué des ti qui ne sont pas dans Sub. 
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A toute règle l+r de F, on associe l'ensemble de règles défini de la 

façon suivante: soit = ( I I  , l n )  et r r  , , r P )  on définit les règles 
Ir+ r r  avec Ir=C(I) et r r=  xY: ... XY: OÙ yi=l si ujc { r l  , . . . , rp}, yi=O si 

ü je { r l  ,..., r p } v { l l  ,...,ln}, yi=O OU 1 si Uis { r i  ,. . . ,rp} et UiE { I l  ,...,ln}. La 
définition de r r  est telle que si un terme u de Sub apparaît en membre 
gauche d'une règle et pas en membre droit ( troisième cas), on peut, soit 
appliquer la règle et effacer u (cas yi=O), soit copier u puis appliquer la 
règle (cas yi=l). A F correspond donc un système de réécriture C(F) sur 

Exemple: Voir figure 4.5.a. 

Lemme 2: Pour tous termes t et t' de Tfz, on a: 
(i): (t 'r, FACI t') e ( C(t) ~ c ( F )  C(t') et N(t)=N(tl) ) 
(ii): On peut décider si t 4 F A C I  t', c'est-à-dire le problème 
d'accessibilité du premier ordre pour FACl dans Ttz est décidable. 

Preuve : 

Preuve de (i): Remarquons, tout d'abord, que, pour t et t' dans Tfc, on a: 
(t ~ A C I  t') rn ( C(t)=C(t1) et N(t)=N(tV) ). 

Si t se réécrit en t' par la règle I-+ r de F telle que tout terme de 

Sub apparaissant dans I apparaît aussi dans R, alors C(t) se réécrit en 
C(tl) par la règle C(I)+C(r) dans C(F). 

Si t se réécrit en t' par la règle I+ r de F, C(t) se réécrit en C(tl) 
par la règle Ir-+rr de C(F) définie de la façon suivante: pour tout terme 
üi de Sub qui apparaît dans I et pas dans R, si t=c ( l )+~  tl=c(r) avec un 

contexte c tel que üi apparaît dans c, on prend la règle telle que yi=l (ui 
apparaît encore dans t') et si üi n'apparaît pas dans c, on prend la règle 
telle que yi=O (ui n'occure plus dans t ) .  On peut en déduire, par 
récurence, la première implication. 

Si t et t' sont tels que C(t)+ C(t') par la règle Ir+ r r  de C(F) et 

N(t)=N(tl) alors il existe un terme t l  =c(l), un terme t ' l  =c(r) tels que 
C(tl)=C(t), C(t'l)=C(t'), N(tl)=N(t), N(t11)=N(t') et donc tels que: 
t ~ A C I  t l  = c ( l ) + ~  t'l =c(r) ~ A C I  t'. On en déduit par récurence la seconde 

implication d'où le résultat ann0ncé.Q finpreuve(i) 
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Figure 4.5.a 

Exemple de sdr S: Rc={ 1:g(a)+ a ) 

Rf={ 2:f(a,b)+ c 1 
3:f(c1b)+ g(g(a)) 1 

ACI={ 4:f(x,y)+ f(y,x) 1 
5:f(f(x,y),z)-+ f(x,f(y,z)) ) 
6:f(x,f(y,z))-+ f(f(x,y),z) ) 
7:f(x1x)+ x 1 
8:f(x,y)-, f(fo(,x),y) 1 

R=RfuR= et S=RuACI 

Ensemble Sub et sdr F : Sub={a,b,c,g(g(a))), on a g(g(a) )%~ a et donc 
F=Rfu{f(u,g(g(a)))+ f(u,a) 1 UE Sub). 

Ensemble X et sdr C(F) : X={xl ,x2,x3,xq} alphabet en bijection avec M et 
on définit C(F) comme l'ensemble de règles: 
X l  x2+ x3lxlx3lx2x3lxlx2x3 (règle 2) 
x2x3+ x4lx2x4lx3x4lx2x3x4 (règle 3) 
X l  X 4 + X l  (règle de F) 
x2x4+x2xl(x2xl x4 ( " " ) 
x3x4+x3XlIx3x1 x4  ( " " 1 
x4 +x4x1 ( " " ). 

illustration du lemme 2: 

Soit t l  =f( f(alb), f (  d, f(g(g(a)),d))). On a C ( ~ I ) = X ~ X ~ X ~ ,  N(tl)={d). 
Soit t2=f( f(c,c),f(d,d)). On a C(t2)=xg, N(t~)={d) .  

On peut remarquer que t l 4 ~ ~ ~ ~  t2 et vérifier que C( t1 )q  C(F)  C(t2) et 
N(tl)=N(t2)={d). 
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Preuve de (ii): Etant donné t et t', on peut construire C(t), C(t8), N(t) et 
N(t'). L'égalité entre les ensembles finis N(t) et N(t') est décidable. On 
peut décider si C(t) se réécrit en C(t') par C(F), il suffit de construire 
un automate d'états fini dont les états sont les représentants 
canoniques de X*/E, les transitions représentent l'action des règles de 

C(F) sur ces représentants et I'état initial est C(t). II suffit alors de 
décider si l'état C(t') est accessible pour l'automate ainsi construit.0 

Proposition 1 : Le problème d'accessibilité pour un système de réécriture 
clos modulo la commutativité, l'associativité et l'idernpotence d'un opérateur f 
dans Tfz est décidable. 

Preuve: Soit t et t' deux termes de Tfc, d'après le lemme 1, t se réécrit 
en t' par S si et seulement si il existe t ' l  , t12, t l  , t2, t'Il et t"2 de Tfx 
tels que: t Ai2 t'y 4 RL t'2 '.'il t l  4 F"AC~ t2 Ai2 t"1 4 R= t1'2 Ail t'. 

Soit t=tf(tl , . .. ,tn)€ Tf):, nous définissons I'ensemble F(t) comme 
I'ensemble des arbres Tf(u1 ,...,UN) de Tfx où I'ensemble des üi est 
construit de la façon suivante: si Rz ( t i ) nSu  b = 0 ,  on ajoute uk=ti à 
I'ensemble, si R ~ ( t i ) n S u b = { m l ,  ..., mj}, on ajoute un sous-ensemble non 
vide de { m i ,  .. . ,mj }u{ t i }  à I'ensemble. On définit de façon symétrique 
I'ensemble F-'(t) en utilisant la relation R,+. 

Fait:  (t 4 s t')= ( il existe T de F(t) et T' de F-1 (t') tels que 

(i) ~ ( T ) ~ C ( F )  C(T') et 
(ii) il existe une relation 0 dans N(T)xN(T1) telle que 

Dom(@)=N(T), Im(0)=N(T1) et V ( u , v ) ~ 0 ,  u AR, v) 

Preuve du fait: La condition (i) est nécessaire pour les termes de Sub 
obtenus après les réécritures par i2 et par Rc, la condition (ii) est 

nécessaire pour les termes qui ne sont pas dans Sub. 
Preuve de e: Conséquence du lemme 2 et de la définition de F(T) et 

F-1 (Tt). 
Preuve de a: Soit t=tf(t l ,..., tn), pour chaque sous terme ti, en 

utilisant la décomposition du lemme 1, on peut le copier par la règle i2 

puis réécrire chacune des copies en utilisant Rc, on peut alors obtenir 

des termes de Sub ou non. 
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Pour ceux de Sub, en utilisant le lemme 2, il suffit de considérer 
les sous ensembles de Rc(ti)nSub (ensembles finis car Sub est fini). 

Pour ceux qui ne sont pas dans Sub, par construction de F(t), il 
existe un terme T qui possède ti comme sous terme. Si ti n'appartient 
pas à Sub, ti appartient à N(t) et on peut alors vérifier que ti peut se 
réécrire par i2 et RE en certains sous termes t'i de t' en utilisant (ii). Si 

ti appartient à Sub, par définition de C(F), il existe une réécriture par 
C(F) telle que yi=l et donc ti est un sous terme d'un T' de F-l(t '), la 
construction de F-l(t ') permet de vérifier que ti se réécrit en certains 
sous termes t'i de t'. On a les mêmes propriétés pour t' et F-l(t '), on 
peut alors vérifier cas par cas que l'on peut construire T et T' vérifiant 
les propriétés (i) et (ii) à partir des termes t et t'.O Fin preuve fait. 

F(t) et F- l ( t ' )  sont des ensembles finis, il existe un nombre fini de 
relations dans N(T)xN(Tt) car N(T) et N(T1) sont finis, le problème 
d'accessibilité pour Rc est décidable nous permettent de conclure au 

résultat ann0ncé.Q 

Nous allons maintenant prouver que, en se restreignant toujours à 
l'ensemble T ,  la reconnaissabilité est préservée si on considère 

l'associativité, commutativité et idempotence sur un nombre fini de 
termes. L'idée étant d'éliminer le problème des sous termes de la forme 
gn(a) dans l'exemple donné au début de cette section 4.5. On peut 
également remarquer que cette démarche est sans intérêt dans le cas 
associatif commutatif. Nous reprenons les notations utilisées pour 
Rx,Rf,R et Sub={ul ,..., u,). 

Nous définissons un nouveau système de réécriture AC1 comme 
suit: ACI=y {rl(ui), ..., rg(ui)} avec, pour tout üi de M, 

r l  ( ~ i ) :  o(ui,x)-+o(x,ui) 12(Ui): c~(x ,u~)+o(u~,x)  

r3(ui): o(o(x,~i),Y)+o(x,o(ui,Y)) r4(ui): o(x,o(ui,~))+o(o(x,~i),Y) 
r~ (u i ) :  o(o(x,Y),ui)+o(x,o(Y,ui)) rs(ui): o(x,o(Y,ui))+o(o(x,Y),ui) 
r7(ui): o(ui,ui)+ ui r8(ui): o(x,ui)+o(x,o(ui,ui)) 

Soit S le système de réécriture RUACI. Nous allons comme 

précédemment décomposer la réécriture par S. 
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Lemmel ' :  II existe un système de réécriture clos F sur Tfz tel que 
%S = 3~~ O ~ F ~ A C ~  O 

Preuve:  Identique à la preuve du lemme 1 de cette section 4.5. La 
décomposition de la réécriture est ici simplifiée car, par définition de 
S, on ne peut dupliquer que les termes de Sub.0 

Lemme 2': Pour tous termes t et t' de Tfc, on a: 
(i): (t 3 FACI t') u ( C(t) %c(F) C(t') et N'(t)=N1(t') ). 
(ii): On peut décider si C(t) ~ c ( F )  C(t8). 

Preuve: T,=,T4/, et C sont définis comme précédemment. 
Pour tout t de T,(C), N'(t) est le p-uplet de sous termes de t qui ne 

sont pas dans Sub, i.e si t=t,(tj , . . . ,  t n ) ,  gl(t)=(til , . . . ,  t ip) avec 
( t i  ,. ..,tn)=(ti ,.., til ,..,ti2 ,..., tip, ..,tn)et Vis { i l  ,..., ip), tie SU b et Vie { i l  ,..., ip), 

t i ~  Sub. 

L'égalité N'(t1 )=N1(t2) est donc ici une égalité de n-uplets ordonnés 
en effet les termes de TE-Sub ne peuvent commuter entre eux. La preuve 
est identique à la preuve du lemme 2. De même, pour (ii).Q 

Lemme 3 : Si F est une forêt reconnaissable incluse dans Tfx alors 

FACI(F) est reconnaissable. 

Preuve: Soit F une forêt reconnaissable incluse dans Tfx et A un 

automate ascendant déterministe reconnaissant F. 
On construit un automate ascendant déterministe B qui reconnait F 

et tel que, pour tout t de F, si t=tf(tl, ..., tn) et { t l  ,..., tn)nSub=U alors t 4 ~  
(q,U) avec (q,U) final dans B. La construction est sans difficultés, il 
suffit de particulariser les termes de Sub (Sub est fini) et de 
mémoriser dans la reconnaissance l'ensemble des termes de M 
rencontrés. Pour celà, on construit d'abord les règles sur C-{f) de telle 
façon que pour tout u de Sub, u 4 ~  (q,{u)) avec UAA q et pour tout t de 
Tc-M, t 4 ~  (q,0)  avec t i ~  q ,puis les règles avec o en prenant 
~ ( ( 9 1  ,Ul  ),(q2,U2))+o(q,Ul uU2) avec o(q1 ,q2)+q dans A. Les états finaux 
sont de la forme (q,U) avec UE P(M) et q final dans A. 
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On a alors F=UE'+(M) FU avec Fu forêt reconnaissable reconnue par 

l'automate BU dont les règles sont celles de B et les états finaux tous 
les états finaux de B de la forme (q,U) (Fu est I'ensemble des termes de 
F qui ont comme sous termes dans M l'ensemble U). 

On a FACI(F) = FACI( ,,vo,Fu) = uEv<M) FACI(Fu). II suffit donc de 

démontrer que, pour tout U de P(M), la forêt FU est reconnaissable (la 
classe des forêts reconnaissables est close par union). 

Soit U un sous-ensemble de M, on peut déterminer tous les sous- 
ensembles V de M tels que C ( U ) ~ C ( F )  C(V). On a alors FACI(Fu) qui est 

égal à la réunion des Fv pour tous les sous-ensembles V de Sub tels que 
C(U)+C(F)C(V) avec F v = { t ' ~  Tfz/ C(t1)=C(V) et 3 t ~  FU t.q N'(t)=N1(t')}. Ceci 
se prouve de façon immédiate en utilisant le lemme 2. 11 suffit donc de 
démontrer que pour tout V sous-ensemble de Sub, I'ensemble Fv est  
reconnaissable. 

Soit donc U un sous ensemble de M, Fu la forêt reconnaissable 
correspondante, V un sous ensemble de M tel que C(U)ic(F)C(V) avec 
Fv={~ 'E TfC/ C(tV)=C(V) et 3 t ~  Fu t.q N1(t)=N'(t')}. 

Pour démontrer que Fv est reconnaissable, nous allons démontrer 
que Fv peut être obtenue à partir de Fu par composition de transductions 
linéaires et d' inverse de transductions. Intuitivement, par une première 
transduction, nous allons effacer les termes de U, par une seconde 
générer tous les termes de V une fois et une seule, puis générer un 
nombre quelconque d'éléments de V ( ceci est illustré dans la figure 
4.5.b). 
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Fiaure 4.5.b 

Transdu teur Uu 1 Transd ! cteur 
invers UV t 

Transducteur TV 

Illustration de la transformation définie par les transducteurs UU, TV et 
de l'inverse de UU avec U={ul, UZ ,U~) ,  V={vl ,v2), Nt(t)=N'(t')=(tl ,tz). 

Soit u un élément de M. 
Soit Uu le transducteur linéaire ascendant défini par: 
# est une lettre d'arité O n'appartenant pas à Z (le terme t est effacé). 
Les règles de l'automate ascendant déterministe Sub tel que UAM q, et 
pour tout t de Tc, distinct de u, t 4 ~  q avec q#qu. 

f(qu[x~],q[xp]) + qf[x2] pour tout q distinct de qu et q# 
f(q[xi],qu[x2]) + qf[xl] pour tout q distinct de qu et q# 
f(q[xi],q'[x2]) + qf[o(xl,x2)] pour q et q' distincts de qu et q# 
f(9u[x11,9u[x21) + qu[x11 1 q#[#l 
Les états finaux sont qf et q# . 
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Soit Tu le transducteur linéaire complet descendant 
suivante: 
# est une lettre d'arité O n'appartenant pas à C. 

qu[f(xl J2)I -+ f(su[x1l,sulx21) I f(q[x119qu[x21). 
su[#] -+ u. 
qu[l(xi ,.-.,xn>l + o(u, l (q [x l  l,-.-,q[xnl)) I o( l (q [x l  I t  

qtf(x1 J 2 ) I  -+ f(q[x1l,q[x21). 
q[I(xl ,...,x n)] + I(q[xiI,.-.,q[xn]), z. 
L'état initial est qu. 

défini de la façon 

..,q[xnI),u), 'd c. 

Soit W={u1 ,..., up}. Soit Uw= Uul O.... U u ~ l  La classe des transducteurs 

ascendants linéaires est close par composition donc Uw est un 
tranducteur ascendant linéaire. Soit Tw =Tu O .  ..oT P La classe des 

transducteurs descendants linéaires complets est c lose par 
composition donc Tw est un transducteur descendant linéaire. 

On a alors Fv=Uv-1 ( TV( Uu( F))). La preuve se fait par double inclusion. 
Les transducteurs (ascendants et descendants) linéaires préservent la 
reconnaissabilité, la classe des forêts reconnaissables est close par 
inverse de transducteur, donc Fv est une forêt reconnaissab1e.D 

Proposition 4 : La reconnaissabilité est préservée par S dans Tfz. 

Preuve proposition 4 : D'après le résultat du lemme 1, on a, pour toute 
forêt reconnaissable F incluse dans Tfz, S(F)=Rx( FACI( Rx( F))). Rc est un 

système de réécriture clos donc la reconnaissabilité est préservée, de 
même FACl préserve la reconnaissabilité, d'après le lemme 3, d'où le 
résul tat .0 
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4 . 6  Systèmes de réécriture monadiques 

Définition: Un système de réécriture monadique de mots S est tel que le 
membre droit de toute règle de S est réduit à une lettre ou égal au mot vide. 

Les systèmes de réécriture monadiques de mots ont été largement 
étudiés (dans le cadre des systèmes de Thue, se reporter a [BOOK871 
pour un article de synthèse). Nous mettons ici simplement en évidence 
le résultat qui nous intéresse, dans le cadre de cette étude. 

Proposition 1:  ([BEN069], [BERS79], [BJW81]) Pour tout système de 
réécriture monadique (de mots) et tout langage régulier L, lénsemble S*(L) des 
réductions des mots de L par S est régulier. 

R.V.Book et J.H.Gallier ont défini une notion de système de 
réécriture monadique d'arbre de la façon suivante: tout membre gauche 
de règle est de hauteur supérieure ou égale à 1 et tout membre droit de 
hauteur inférieure ou égale à 1. Nous préférons adopter la définition 
plus restrictive suivante: 

Définition: Un système de réécriture monadique est un système de réécriture 
S tel que pour toute règle l+r de S, la hauteur h(1) du membre gauche est 
supérieure ou égale à 1 et le membre droit r est une constante, ou une variable, 
ou de la forme b(y1, ...,yn) avec, pour tout i, Yi est une variable. 

Nous définissons également la notion de système de réécriture 
semi-monadique par: 

Définit ion Un système de réécriture semi-monadique est un système de 
réécriture S tel que pour toute règle l+r de S, la hauteur h(1) du membre gauche 
est supérieure ou égale à 1 et le membre droit r est une constante, ou une 
variable, ou de la forme b(y1, ...,yn) avec, pour tout i, y; est une variable ou un 
terme clos. 

Les systèmes de réécriture monadiques (au sens de Book et 
Gallier) sont alors un cas particulier de systèmes semi-monadiques. 
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Dans [BOGA85], les auteurs prouvent que l'on peut calculer les 
formes normales d'un système de réécriture monadique linéaire et 
confluent à l'aide d'un automate à pile d'arbres. Nous verrons d'ailleurs 
une généralisation de ce résultat à une classe plus large de systèmes de 
réécriture dans la partie 5. 

Un résultat identique à celui de la proposition 1 a été montré pour 
les systemes de réécriture monadiques d'arbres par K.Salomaa. 

Proposition 2:([SAL088]) Les systèmes de réécriture monadiques linéaires 
à droite préservent la reconnaissabilité. 

Nous déduisons de ce résultat que les différents problèmes 
d'accessibilité pour les systemes de réécriture monadiques linéaires à 
droite sont décidables. 

Notons également que ce résultat est étendu aux systèmes de 
réécriture semi-monadiques linéaires à droite dans la partie 5. 

Nous allons, dans cette section, étudier la décidabilité de la 
terminaison et de la confluence des systèmes de réécriture monadiques. 

Nous prouvons que la terminaison et la confluence sont décidables 
pour les systèmes de réécriture monadiques linéaires à droite. Ces 
résultats ont été prouvés indépendamment par K.Salomaa qui a de plus 
prouvé que la terminaison des systèmes de réécriture monadiques non 
linéaires à droite est indécidable. Le problème de la confluence reste 
posé dans le cas non linéaire droit. 

Proposition 3: La terminaison des systèmes de réécriture monadiques 
linéaires à droite est décidable. 

Preuve: 
Soit S un système de réécriture monadique linéaire à droite sur 

Tcoq 
Pour toute règle I+r de S telle que h(l)>l ou h(l)=l et h(r)=O, la 

hauteur de l'arbre diminue strictement lorsqu'on réduit en utilisant une 
telle règle. 
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Soit I+r une règle de S telle que h(l)=h(r)=l. La règle est donc de 
la forme I=a(xl, ..., xn)+b(xil, ..., xip)=r avec a. Zn, bs Zp et V(r)cV(I). La 

règle considérée est linéaire à droite (hypothèse) donc la taille de 
l'arbre diminue strictement si V(r)cV(I) et V(r)#V(I) ou si V(r)=V(I) et I 

est non linéaire lorsqu'on réduit par S en utilisant une telle règle. 
* S Q ~  T I'ensemble des règles du système de réécriture S ne 

vérifiant .aucune des conditions définies précédemment. S est 
monadique et linéaire à droite donc T est I'ensemble des règles de la 
forme I=a(xi ,..., xn)+ b(x,(1 ), ... , x o ) ) = r  avec as Zn, be Zn et o est une 
permutation de [1 ,n]. 

Fait: (S ne termine pas) - ( 3 ( l + r ) ~  T, r AT  1). 

Preuve du fait: 
e= est évident. 
preuve de =+: Supposons donc que le système de réécriture S ne 

termine pas. II existe donc une réduction infinie to+st l  +st2+ S . . .  à 
partir d'un terme to de Tc(X). 

D'après l'étude préliminaire, il existe donc un entier k tel que, à 
partir de cet entier k, toutes les règles utilisées appartiennent à 
I'ensemble T. Soit t=tk+~tk+l  +T..., pour tout i supérieur ou égal à k, la 

taille de ti est égale à la taille de t. 
Supposons que, pour toute règle I+r de t, r ne peut être réécrit en 

I par T. On montre, facilement, par induction sur la structure des 
termes, que, pour tout terme t, il ne peut exister de calcul infini par 
T.0 fin preuve fait. 

La propriété ( 3(1+r)~ T, r ?T 1) est décidable donc la terminaison 

est décidable. 
Qfin preuve proposition 3. 

Proposition 4: La confluence des systèmes de réécriture monadiques 
linéaires à droite est décidable. 

Preuve: Nous allons pour démontrer ce résultat utiliser les résultats 
sur la confluence pour les systèmes de réécriture modulo des ensembles 
d'équations. Les résultats utilisés peuvent être trouvés dans [JOK186] et 
[PEST81]. Ils sont également rappelés dans la Section 2.3.2. - . .?  - . 
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Soit S un système de réécriture monadique linéaire à droite sur 
Tc(X). Soit R et SE les systèmes de réécriture définis par: 
SE=( I+r / (I-+~)E T et r A T  1) et R=S-SE. Soit E l'ensemble d'équations 
défini de la façon suivante: E={ I=r / ( I j r ) ~  SE ). 

Lemme 1: ( i) :&=GRUE. 
(ii): 4 s  = ARJE u AE. 
(iii): E = &SE. 

Preuve lemme 1 :  Les trois propriétés (i), (ii) et (iii) se vérifient de 
façon immédiate en utilisant les définitions de R, SE, E et de la relation 
  RIE.^ 

Lemme 2: Le système de réécriture R termine modulo E. 

Preuve lemme 2: La preuve se déduit facilement de la preuve de la 
décidabilité de la terminaison d'un système de réécriture monadique 
linéaire à droite, de la définition de SE et E et du lemme 1. En effet, SE 
contient toutes les règles de S pour lesquelles on pouvait avoir un 
calcul infini.0 

Lemme 3: S est confluent si et seulement si R,E est Church-Rosser 
modulo E. 

Preuvelemme3: On montre que S est confluent si et seulement si R est 
Church-Rosser modulo E de façon immédiate en utilisant les définitions 
et le lemme 1. II nous faut donc montrer que R est Church-Rosser 
modulo E si et seulement si R,E est Church-Rosser modulo E. 

Rappelons les définitions: 
(R est Church-Rosser modulo E) ( A R U ~  c O &E O RIE; ). 
(R,E est Church-Rosser modulo E) o ( AR"E c ~ R . E  o &E o R,E; ). 

Par définition de la relation -+ R,E (incluse dans +RIE), on a 
toujours l'implication: R,E Church-Rosser modulo E implique R Church- 
Rosser modulo E. Il nous reste donc à prouver que, dans le cas 
particulier qui nous intéresse, l'implication inverse est vraie. 
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Pour celà , nous allons démontrer le fait suivant: 

Fait: 4 RIE = O LE. 

Preuye fait: 
-~'hclusion de GRIE o AE dans est évidente. 

Démontrons donc l'inclusion inverse. Soit t et t' tels que t +RIE t', 
nous avons donc t AE t l  +R t2 AE t'. On a donc t l -  cl(o(l)), t2- c l(o(r))  
pour une règle I+r de R, une occurence p de t1 et c l  contexte associé à p 

dans t l  . 
Les termes t et t l  sont équivalents modulo El les règles de E sont 

des règles de permutation, on a donc O(tl)=O(t), on peut donc montrer 
qu'il existe un contexte c tel que t=c(u) avec c A E  c i  et u A E o(l). On 

peut donc en déduire que t=c(u) + R , E  c(o(r)) et donc nous obtenons la 
décomposition: t=c(u) +R,E c(o(r)) uE c i  (o(r))=t2 AE t'. 

On en déduit par récurrence le résultat annoncé.Ofinpreuvefait. 

Remarque: R est E-compatible au sens de [PEST81]. 

Pour terminer la preuve de la proposition 4, il nous reste à 
remarquer qu'il existe un algorithme fini et complet d'unification pour 
la théorie E, E étant un ensemble d'équations de la forme 
a(x1 ,..., xn)=b(xo( i  ),. .. ,x,(~)) ([HUETBO], [PEST81]) et d'utiliser le 
théorème 2 ([JOK186]) rappelé dans la section 2.3.2., le nombre de paires 
critiques étant fini. 
O Finpreuveproposition4. 

Signalons enfin que la confluence close des systèmes de 
réécriture monadiques a été étudiée par D. Kapur, P. Narendran et F. Otto 
dans [KN090]. Les auteurs prouvent que la confluence close est 
indécidable dans les cas non linéaire droit et non linéaire gauche. Le 
problème n'est pas résolu dans le cas linéaire (droit et gauche). 
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4 . 7  Résultats de cette section 

Nous présentons ici un résumé des différents résultats obtenus. 
Présentons, tout d'abord, les différents résultats pour les problèmes 
d'accessibilité et la préservation de la reconnaissabilité. 

La terminaison des systèmes clos modulo la commutativité est 
décidable, la confluence est décidable, sous cette hypothèse de 
terminaison. 

La terminaison des systèmes clos modulo I'associativité est 
indécidable. 

La terminaison et la confluence des systèmes de réécriture 
monadiques linéaires à droite sont décidables. 
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AUTOMATES A PILES ET CALCUL DE FORMES NORMALES 

5 .1  Automates B piles d'arbres 

Les automates à piles d'arbres sont une généralisation, au cas des 
arbres, des automates à piles de mots. Une classe d'automates à piles 
descendants a été définie et étudiée par 1. Guessarian dans [GUES831 et 
ascendants par K.M.Schimpf et J.H. Gallier dans [GASC85] et [SCH182]. 

Dans les deux cas, les auteurs ont défini des classes d'automates 
à piles d'arbres telles que la classe des langages reconnus soit 
exactement la classe des langages algébriques d'arbres. Nous ne nous 
intéressons ici qu'aux automates à piles ascendants d'arbres. 

Nous comparons dans cette partie les différentes définitions 
possibles pour les automates ascendants à piles d'arbres. 

Une définition d'automate à piles d'arbres doit correspondre, dans 
le cas des arbres filiformes, à la définition des automates à piles dans 
les mots. Lorsqu'on veut généraliser la définition utilisée dans les mots 
au cas des arbres, deux problèmes se posent: le premier concerne la 
hauteur des termes dépilés, le second concerne I'arité des états. 

Une règle de transition, dans le cas des mots, est de la forme: 
(q,a,a)+(q',B) où q, q' sont des états, a est une lettre de I'alphabet 
d'entrée ou le mot vide, a est une lettre de I'alphabet de pile et p un mot 

sur I'alphabet de pile. Dans le mouvement associé à cette transition, a 
est lu, le sommet de pile a est dépilé et on empile le mot B. II est facile 
de voir que I'on peut généraliser cette définition en prenant pour a un 

mot de I'alphabet de pile (c'est-à-dire encore que I'on peut lire dans la 
pile à une profondeur bornée) sans modifier la puissance de l'automate à 
pile ainsi défini. L'idée de la construction est de dépiler lettre par 
lettre à l'aide d' &-règles en mémorisant, dans les états, le mot dépilé. 

La situation est toute différente dans le cas des arbres comme 
l'illustre l'exemple suivant: 
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Soit I'E-règle q(b(b(x,y),z))+q'(c(x,y,z) associée à un automate à 
piles d'arbres où q, q' sont des états, b, c des lettres de I'alphabet 
(gradué) de pile et x, y et z des variables. Si on impose que les états 
soient d'arité 1, cette règle ne pourra être simulée par des règles d'un 
automate à piles pour lequel on ne peut dépiler que le sommet de pile 
(c'est à dire à la profondeur 1). En effet, lorsque l'on dépile le premier 
b, les états ayant pour arité 1, on perd l'information sur l'un de ses deux 
sous-arbres. L'idée est donc d'introduire des états avec arité. En effet, 
reprenons l'exemple précédent et introduisons un nouvel état q" d'arité 
2, la règle pourra alors être simulée à l'aide des deux règles suivantes: 
q(boby))+q"(x,y) et q"(b(x,y),z)+q'(c(x,y,z)). 

Nous donnons donc ici les différentes définitions possibles en 
fonction de la profondeur des termes dépilés et de I'arité des états. 

Nous montrons l'équivalence des différentes définitions: 
automates à piles d'arbres avec arité quelconque pour les états et 
profondeur quelconque pour les termes dépilés, avec arité 1 et 
profondeur quelconque, arité quelconque et profondeur 1 pour les termes 
dépilés. 

Une autre option est d'utiliser la définition de R.V. Book et J.H. 
Gallier, J.H. Gallier et K.M. Schimpf, K.Salomaa (voir [BOGA85], 
[GASC85], [SAL088]). 

Cette définition utilise deux types de règles: des règles de lecture 
(read-rules) qui permettent de lire une lettre de I'alphabet d'entrée en 
empilant une lettre de I'alphabet de pile au sommet de l'arbre et des 
règles de réécriture de la pile (reduce-rules) plutôt que des règles qui 
lisent et réduisent en même temps. 

Nous prouvons que cette définition est équivalente aux 
précédentes comme l'illustre l'exemple suivant: 

la règle a(q1 ( ~ ~ ) , . . . ~ q ~ ( u ~ ) ) + q ( u )  avec a d'arité n, pour tout i, Ui 

terme de Tr(X) où r est I'alphabet de pile sera simulée par la règle de 
lecture (read-rule) a(q1 (XI) ,. ..,qn(xn))+q'(a'(xl ,. ..,xn)) avec q' nouvel état 
et a' nouvelle lettre de r et la règle de réduction (reduce-rule) 

q'(a'(u1 ,...,u n)>+q(u). 
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Nous définissons également la notion de déterminisme associé à 
un automate à piles. Un automate à piles est déterministe si l'ensemble 
des règles de réécriture associé est linéaire à gauche et sans paires 
critiques. En effet, le système de réécriture associé est alors confluent 
([HUET80]), ceci n'étant vrai que dans le cas linéaire à gauche. Nous 
démontrons que les différentes définitions sont encore équivalentes 
dans le cas déterministe. 

5.1.1 Définitions des automates B piles 

Définition 1: Un automate à piles ascendant d'arbres (tpda pour tree 
pushdown automaton) est un quintuplet T=(Z, T, Q, Qf, R) où: 

C est un alphabet gradué fini d'entrée. 
r est un alphabet gradué fini de pile. 
Q est un ensemble gradué fini d'états. 
Qf, inclus dans Ql  (états d'arité l), ensemble d'états finaux. 
R est un système de réécriture fini sur TLuruQ dont les règles ont l'une des 

deux configurations suivantes: 
règles standard: 

U= ~(q1(~1i,.-.~~1n~),...,qm(~rni,--.,~rnn~)) + q(ui,.-.,un) avec a ~ x m ,  qiE Q, ni 
est l'arité de qi, n est l'arité de q, Ui),UkE Tr(X) pour j=l ,...,ni, i=l  ,..., m, 
k=l ,..., n, les ensembles de variables V(uij) sont disjoints. 

&-règles: 
q(u1, ..., un) + q'(ut1, ..., LI'..) avec q, q' dans Q d'arité n et nt, ui,u'j€ Tr(X) 
pour i= l ,  ..., n, j= l ,  ..., n'. 

Soit T un automate à piles d'arbres, on définit: 

Une configuration est un terme c de TZ,~,Q tel que chemin(c) est 
inclus dans C*QT+US*. 

La relation + T est la relation de réécriture + R restreinte à 
l'ensemble des configurations de T. Un mouvement élémentaire de 
l'automate à pile T est donc défini par c+ TC' si c, c' sont des 
configurations de T et c + ~ c ' .  
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La relation AT est la clôture réflexive et transitive de +T.  

Une configuration initiale est un terme c=t de Tc. 

Soit ~ = t o ( q l  (UI 1 ,... ,UI nl)' ..., qm(um1 ,..., umnm)) une configuration de T 
obtenue à partir de la configuration initiale t=to(tl ,... ,tm), alors t l  ,... ,tm 
ont été lus, la ihme tête de lecture est dans l'état qi d'arité ni avec pour 
arbres de pile associés ui l  ,. .. ,uini. 

Une configuration finale est un terme c=q(v) où q est un état final 
et v un arbre de pile dans Tr. 

La tranformation associée à T est l'ensemble T(T) défini par: 
i ( ~ ) = { t , t ' ) ~  TZxTr/ t GT q(tl), q ~ Q f  }. 

T et T' sont équivalents (noté T=T') si et seulement si T(T) = T(T') 

L'arité maximale des états de Q est appelée le rang de T et notée 
rang(T). La hauteur maximale des arbres de piles (appartenant à Tr(X)) 

apparaissant dans les membres gauches de règles de R est appelée la 
profondeur de T et notée prof(T). 

Nous définissons et notons TPDA-, TPDA,., TPDA+k, TPDA,k les 
classes d'automates à piles ascendants d'arbres vérifiant 
respectivement: rang et profondeur quelconques, rang n et profondeur 
quelconque, rang quelconque et profondeur k, rang n et profondeur k. 

Exemple: Nous illustrons dans la figure 5.1 les définitions précédentes 
dans le cas d'un automate à piles d'arbres appartenant à la classe 
TPDAl*  définie ci dessus. 
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Figure 5.1. 
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Illustration des définitions pour un automate de TPDAi* 

Proposition 1 : Pour tout automate à piles T dans TPDA **, il existe un 
automate T' dans TPDAl * tel que T=T. 

Preuve: Soit T=(X,T,Q,Qf,R) un automate à piles ascendant d'arbres 
appartenant a la classe TPDA-. Nous construisons un automate à piles 
T' équivalent appartenant à la classe TPDAl* comme suit: 
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A tout état q d'arité n supérieure ou égale à 2, on associe un 
nouvel état qn d'arité 1. On obtient ainsi un ensemble d'états Q'1. Nous 
posons Q'=QouQl uQ'1. 

On ajoute à l'alphabet de pile r de nouvelles lettres d'arité k, pour 

tout k supérieur ou égal à 2 et inférieur ou égal au rang de T. 
Formellement, T1=Tu{<#,k> / 2 I k 5 rang(T)). 

Pour tout terme q(u1,. ..,un) avec n supérieur ou égal à 2 
apparaissant dans un membre gauche ou droit de règle de R, on lui 
substitue qn(c#,n>(ul, ..., un)). On obtient ainsi un nouvel ensemble de 
règles de réécriture R'. 

Soit T'=(C,T',Q',Qf,R1). Par construction, T' est un automate qui 

appartient à la classe TPDA1. (tous les états sont maintenant d'arité 
maximale 1). La preuve de l'équivalence des automates T et T', c'est-à- 
dire de l'égalité 7(T)=7(T1), est sans difficultés: 

A toute configuration c=to(ql ( u l l ,  ..., ulnl) ,..., qm(um1, ..., u m n m  on 

associe la configuration c' de T' obtenue en substituant à tout terme 
qi(ui1 ,..., Uini) le terme qini(<#,ni>(uil ,..., uini)) si ni est supérieur OU égal à 
2. 

On démontre alors que, pour toutes configurations c l  et c;r de T et 
leurs configurations associées C'A et c'2 de T', on a l'équivalence 
suivante: CI +T c2 si et seulement si c'1 +T$ ~ ' 2 .  

De plus, à toute configuration initiale t de T, on associe la 
configuration initiale t de T' et les configurations finales de T et T' 
sont les mêmes car Qf=Q'f et, dans la construction, les états d'arité 1 
ont été laissés inchangés.O 

On peut remarquer, dans la construction utilisée dans la preuve de 
la proposition 1, que si T appartient à la classe TPDAnk, alors T' 
appartient à la classe TPDAlk+1. 

Proposition 2: Pour tout automate à piles T dans TPDA*], il existe un 
automate T' dans TPDA12 tel que T=T'. 

Preuve: Ce résultat est une conséquence de la proposition 1. 
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Proposition 3: Pour tout automate à piles T dans TPDAI *, il existe un 
automate T' dans TPDAI~  tel que T C  

Preuve: Soit T=(Ç,T,Q,Qf,R) un automate à piles ascendant d'arbres 

appartenant à la classe TPDAy. Nous construisons un automate à piles 
T'=(~,T,Q',Q'f, R') équivalent de la classe TPDA.1 comme suit: 

L'ensemble des états Q' de T' contient Q. L'ensemble des états 
finaux Q'f de T' est égal à Qf. 

Nous construisons de nouveaux 6tats dans l'ensemble Q' et le 
système de réécriture R' de la façon suivante: 

Soit un terme q(u) apparaissant dans un membre gauche de règle de R tel 
que la profondeur de u soit supérieure ou égale à 2. Illustrons, tout 
d'abord, sur un exemple, la construction faite. L'idée intuitive étant de 
descendre niveau par niveau, en vérifiant l'égalité du terme avec u et en 
mémorisant tous les sous-arbres utiles. 

Exemple: Soit le terme q(u)=q(c(x,b(y,b(a,z)),t) apparaissant dans un 
membre gauche de règle de R, on définit les nouveaux états q l ,  q2, q3 et 
q4 et les règles suivantes: 

q(c(x1 ,~2,x3)) q l  (XI 1~21x3) 
q l  (xl,b(x2,x3),x4) q20(11x21x3,x4) 
q2(xl ,x21b(x3,x4)lx5) + q3(xl ,x2,x31x41x5) 
q3(xl l ~ 2 1 a 1 ~ 3 1 ~ 4 )  q4(xl , x ~ , x J , x ~ )  

Formellement, pour q(u) vérifiant les conditions précédentes, on 
introduit les états et les règles suivantes: 

Si U=I(UI , ..., um), on ajoute à R' la règle q(l(x1, ..., xm))-iql (x i  ,..., xm) . 

Soit k un entier supérieur ou égal à 1 et soit tronc(u,k)=uk, la 
troncature à la profondeur k de u dont nous rappelons la définition: Pour 
toute occurrence p dans O(uk), soit Iplck et les symboles occurant à 
l'occurrence p de uk et u sont égaux, soit Ipl=k et uklps XI de plus si uk 
appartient à TL(Xm), f r ( u k ) ~ T * x ~ T *  ... x m r * .  
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Pour tout entier k supérieur ou égal à 1 et inférieur à la 
profondeur de u, considérons les termes uk et uk+1 avec 
U ~ + I  = ~ k ( l ~  (XI 1 ,...,XI nl) ,..., lp(xp1 ,...,xpnp) dans Tz(Xm) (remarquons que Ij 
peut être une lettre d'arité 0). On définit alors la  règle 
qk(y1 ,..., yg)+qk+l (XI ,..., x,) telle que yi=Ij(xji ,..., xjnj) OU yi=Xn (xn est une 

variable occurant dans uk). Une borne supérieure pour I'arité des 
nouveaux états créés est la largeur de u. 

Cette construction est faite pour tous les termes q(u) occurant 
dans un membre gauche avec la profondeur de u supérieure ou égale à 2. 
Pour deux termes distincts, on introduit de nouveaux ensembles d'états 
disjoints. 

Pour chaque &-règle q(u)+q'(ul) de RI si la profondeur de u est 
inférieure ou égale à 1, on ajoute la règle q(u)+q'(ul) dans R', sinon, on 
ajoute la règle qh(,)(xi, ,..., xi,)+qt(u') dans R' , OÙ (xi, ,..., xi,,) désigne le n- 

uplet de variables obtenu en renommant les variables de u dans l'ordre 
du feuillage et en respectant les égalités éventuelles. Une telle règle 
sera dite de type (*). 

Exemple: Soit I'E-règle q( c(x, b(y,x), a(y)) ) +q'(ut), on définit, comme 

précédemment, les nouveaux états q1 et q2 et les règles: 
q(c(xl 9x21~3)) q l  O(l,x2,~3) 7 

q l  ( x l  ,b(x2,~3),a(x4)) -i q2(x1 , x 2 , ~ 3 1 ~ 4 ) .  
On définit alors la règle de type (*) par: 

q2N.1 ,x2,x1 J2 )  + q'(u'). 

De plus, soit a(q1 (ul), ...,qm( um))+q'(ul) une règle standard de T, on 

substitue à chaque sous-terme qi(ui) tel que la profondeur h(ui) de üi est 
supérieure ou égale à 2 le sous-terme qh(,j)(xi,, ..., xini) défini comme 

dans le cas précédent. La règle ainsi définie est ajoutée à R'. Une telle 
règle sera dite de type (**). 

La construction de T' étant faite, il nous reste à prouver que les 
automates obtenus sont équivalents, soit encore l'égalité T(T)=T(T'). 
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Si c et c' sont deux configurations de T telles que C+T cl, c et c' 
sont deux configurations de T' et on montre, sans difficultés, que 
c i T c ' ,  par construction de R'. On peut donc en déduire, par récurrence, 
que T(T) est inclus dans T(T'). 

Réciproquement, montrons que %(Tt) est inclus dans T ( T ) .  
Considérons la réduction par T' d'un terme t de TL (configuration 
initiale) en un terme q(t') avec q état final de T' et t' terme de Tri 
(configuration finale). t est, de façon évidente, une configuration 
initiale de Tl q(tl) est une configuration finale de T, en effet, les 
alphabets de piles de T et T' sont les mêmes, et, par construction de R', 
les membres droits de règles de R' de type (*) ou (") ne contiennent 
que des états de Q, donc lors de l'application de la dernière règle, q est 
bien un état de T. 

Nous allons, pour conclure, prouver le lemme technique suivant: 
Lemme: Soit c et c' deux configurations de Tl si c Gr c' en utilisant 
n règles de type (*) ou (**) alors c AT c' en utilisant n règles de R. 

Preuvelemme: La preuve se fait par récurrence sur n. 
Pour n= l ,  comme l'ensemble des états créés est disjoint de 

l'ensemble Q et comme c' est une configuration de T, on ne peut que 
simuler une règle de R et donc, C+T cl. 

Soit 1-122 et supposons la propriété vraie jusqu'à n-1. Considérons 
deux configurations c et c' de T telles que c AT# c' avec n utilisations de 

règles de type (*) ou ("). Considérons la première application d'une 
règle r de type (*) ou ("), nous avons donc: c AT* c l  AT' c2 AT'  cl. 

Cas 7: Si c2 est une configuration de T, alors C+TC2 (cas n-1) et il 

suffit d'appliquer l'hypothèse de récurrence à la réduction de c2 en c'. 
Cas 2: Si c2 n'est pas une configuration de Tl les applications des 

règles de T' permettant d'appliquer la règle r sont indépendantes des 
applications des autres règles, ceci par construction de T', en effet, les 
ensembles d'états créés pour deux termes distincts sont disjoints. 
Donc, il existe une configuration c'3 de T' et une configuration c j  de T 
teiies que: c ir c'3 ATe cg i T l  cp. II suffit alors d'utiliser le même 

raisonnement que dans le cas 1. Finpreuve1emme.O 
FinpreuvepropositionO 
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Nous avons donc prouvé l'équivalence entre les classes TPDA-, 
TPDA j e ,  TPDA.1 et TPDA12. La classe la plus utilisée est la classe 
TPDA1.. Nous allons maintenant rappeler la définition des automates à 
piles ascendants d'arbres de R.V.Book, J.H.Gallier et K.M .Schimpf. Dans 
cette définition, les règles de lecture ("read-rules") n'autorisent pas de 
modification des arbres de pile. 

Définition 2: Un automate à piles ascendant d'arbres read-reduce (noté 

tpdan) est un quintuplet A=(Z,r,Q,Qf,R) où: 
I: est un alphabet gradué fini d'entrée. 

r est un alphabet gradué fini de pile. 
Q est un ensemble fini d'états d'arité 1. 
Qf, inclus dans Q, ensemble d'états finaux. 

R est un système de réécriture fini sur TzuruQ dont les règles ont l'une des 

deux configurations suivantes: 
Règles de lecture ("read rules"): 

a(qi(x i),...,qk(xk)) -t @(xi,. ..,xk)) avec as zk, ka, qis Q, xi. X,  i=l ,...,k, 
B. Tk. 

Règles de réduction ("reduce rules", "tree stack update rules"): 

q(1) + q'(r) avec q ,q '~  Q, 1,r~ Tr(X). 

Nous notons TPDArr la classe des automates à piles ascendants 
read-reduce. On peut remarquer que cette classe est une sous-classe de 
la classe TPDA1.. 

Les définitions précédentes de l'ensemble des configurations, de 
configuration initiale, de configuration finale, de mouvement 
élémentaire, de transformation associée à A s'appliquent donc à tout 
automate A de la classe TPDArr. 

Proposition 4: Pour tout automate à piles T de la classe TPDAl*, il existe un 
automate à piles A de la classe TPDAn tel que T =A. 
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Preuve: Soit T=(E,T,Q,Qf,R) un automate de la classe TPDA1.. Nous 
construisons l'automate équivalent A=(Z,T',Q1,Q'f, R') de la classe TPDArr 

comme suit: 

Remarquons, tout d'abord, que Q peut contenir des états d'arité 0. 
On considère donc un nouveau symbole 1 (correspondant au symbole de 
pile vide), et, à tout état q d'arité 0, on associe un nouvel état q l  d'arité 

1. On remplace alors toute occurrence d'un état q d'arité O par le terme 

q1 (1). 

Pour toute règle standard r: a(q1 (u l ) ,  ...,qm( um)) + q(u) de Tl on 

définit un nouvel état qr, une nouvelle lettre ïk et les nouvelles règles 

suivantes: a(q1 (XI), ...,qm( xm)) + qr(tt(x1 ,... ,xm)) (règle de lecture, "read- 

rulew) et qr(ü(u1,. ..,um)) +q(u) (règle de réduction, "reduce-rulew). 

On définit F' comme l'union de r et des nouvelles lettres créées, Q' 
comme l'union de Q et de I'ensemble des nouveaux états, Q'f est égal à Qf 
et R' est la réunion de I'ensemble des e-règles de R et de I'ensemble des 

nouvelles règles. A appartient bien à la classe TPDArr et on vérifie 
facilement l'égalité entre z(T) et T(A). LI 

5.1.2 Automates à pi les déterministes 

Nous allons maintenant définir la notion de déterminisme associé 
à un automate à piles ascendant d'arbres. 

Nous restreignons notre définition au cas d'automates à piles dont 
I'ensemble R de règles de réécriture est linéaire à gauche. En effet, nous 
dirons qu'un automate est déterministe si I'ensemble R est sans paires 
critiques et, dans le cas où R est linéaire à gauche, on peut en déduire 
que la relation +R est confluente (voir [HUET801 pour le résultat et pour 

un exemple de système de réécriture sans paires critiques et non 
confluent). 



. Automates à piles et calcul & formes normales Page 1 1 3 

Définition 3: Un automate à piles T=(C,T,Q,Qf,R) ascendant d'arbres est 
déterministe si le système de réécriture R est linéaire à gauche et sans paires 
critiques. 

Nous notons DTPDA-, DTPDAl*, DTPDA.1 et DTPDArr les classes 
d'automates à piles ascendants déterministes d'arbres associées aux 
classes définies précédemment. Nous prouvons que l'équivalence des 
différentes classes est encore vraie pour les classes déterministes 
correspondantes. 

Propositionl': Pour tout automate à piles T dans DTPDA**, il existe un 
automate T' dans DTPDAI* tel que T=T. 

Preuve:  II est facile de vérifier que, dans la construction de T' faite 
dans la preuve de la proposition 1, si R est linéaire à gauche et sans 
paires critiques, R' vérifie les mêmes propriétés.0 

Proposition 2 ': Pour tout automate à piles T dans DTPDA *], il existe un 
automate T' dans DTPDAI2 tel que T=Tr. 

Preuve: Ce résultat est une conséquence de la proposition l '.O 

Pour les preuves des deux dernières propositions, nous démontrons 
tout d'abord un lemme technique. 

Lemme: Soit T un automate à piles déterministe ascendant d'arbres 
de la classe DTPDAl*, il existe un automate T' de DTPDAlr équivalent 
à T et vérifiant la propriété (P) suivante: 

(P): pour tous états q et q', pour tous arbres de piles u et v de 
Tr(X), si q(u) apparaît dans un membre gauche d'une règle standard et 
q'(v) apparaît dans un membre gauche de règle ( standard ou E-), alors 
on a l'équivalence (q=q ')a (u=v). 

Preuve: 
Remarquons, tout d'abord, que la propriété (P) n'est pas en général 

vérifiée par un automate déterministe. 
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En effet, considérons deux règles standard dont les membres 
gauches respectifs sont b(q(u),ql (u l  )) et b(qz(uz),q(v)). Ces deux règles 
ne définissent pas de paire critique pour le système de réécriture même 
dans le cas où u et v sont unifiables. 

Un autre exemple est de considérer une règle standard et une E- 

règle de membres gauches respectifs b(q(u),ql (u l ) )  et q(v), si u et v 
sont distincts et non unifiables, ces deux règles n'induisent pas de paire 
crit ique. 

Nous verrons dans les démonstrations des propositions 3' et 4' que 
nous avons besoin de cette propriété (P) pour que les constructions des 
automates équivalents préservent le déterminisme. 

Soit un état q et soit L(q) l'ensemble des arbres de piles u de Tr(X) 
tels que q(u) occure dans un membre gauche de règle standard ou d'e- 
règle. Soit k(q) = max{ h ( ~ )  / u E L(q) ) + 1. Soit K = max{k(q) 1 q~ Q). 

Pour tout arbre K-normalisé t, on définit un nouvel état qt et on 
définit I'ensemble de règles q(t)+qt(t), pour tout q de Q. 

Pour toute &-règle q(u)+ql(u'), pour tout arbre K-normalisé t tel 
qu'il existe une substitution o vérifiant o(u)=t, on définit la règle 
qt(t)+ ql(t'), avec t'=o(ul). 

Pour toute règle standard a(q1 (u l ) ,  ...,qm( um)) + q(u) de R, pour 
tous arbres K-normalisés t l  ,..., tm tels qu'il existe une substitution o 
vé r i f i an t  o ( u i) = t i l  pour tout i. on déf in i t  l a  règle 
a(qti (tl)l...lqtm(tm))+9(t), avec t=o(u)- 

Q' est la réunion de Q et de I'ensemble des états qt associés aux 
arbres de Tr(X,K). Q'f est égal à Qf. R' est la réunion des ensembles de 

règles ainsi construites. On vérifie aisément que l'automate T' 
appartient à la classe TPDAl* et que le déterminisme de T est préservé 
dans la construction de T'. De plus, T' satisfait la propriété (P), en 
effet, considérant la propriété (P), le seul cas à considérer est 
q(u)=qt(t) et q'(v)=qtl(t') et l'équivalence demandée est bien vérifiée. En 
effet, qt=qtl si et seulement si t-t'. L'équivalence des automates T et T' 
se vérifie par double inclusion.O 

. 
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Proposition 3': Pour tout automate à piles T dans DTPDAl*, il existe un 
automate T'dans DTPDA*] tel que T=T'. 

Preuve: Soit T=(Z,T,Q,Qf,R) un automate à piles ascendant d'arbres 
appartenant à la classe DTPDAy. Nous pouvons supposer, d'après le 
lemme 2, que T satisfait la propriété (P). 

Nous construisons un automate à piles T'=(C,T,Q',QtfIR') équivalent 

de la classe DTPDA.1 par la même construction que celle utilisée dans 
la preuve de la proposition 3. 

On peut vérifier que cette construction n'induit pas de nouvelles 
paires critiques à l'exception du cas des règles de la  forme 
q(l(x1 ,..., xm) )+q l  ( x i  ,..., xm) avec u=l(u1 ,.. .,um), q(u) occure dans un 
membre gauche de règle de R et la profondeur h(u) de u est supérieure ou 
égale à 2. 

Soit q un état et soit L(q) I'ensemble des arbres de pile u tel que 
q(u) apparaît en membre gauche d'une règle de R. En utilisant la 
propriété (P), on ne peut avoir deux termes q(u) et q(v), avec u et v 
distincts, que dans le cas où ils apparaissent tous les deux en membre 
gauche d'&-règles de R. Mais, dans ce cas, l'automate T étant 

déterministe, deux termes distincts de L(q) ne sont pas unifiables ( on 
aurait en effet une paire critique entre deux &-règles de T). 

On simule les règles de la même façon que dans la preuve de la 
proposition 3, mais, on introduit de plus un ordre total sur les éléments 

de L(q). D'après les remarques précédentes, une et une seule de ces 
simulations peut mener à un succès. On ajoute donc de nouvelles règles 
de façon à ce que les simulations se fassent en respectant l'ordre total 
imposé à l'ensemble L(q) et, de plus, que lorsqu'une simulation échoue, 
on réinitialise I'arbre en cours de traitement pour essayer de 
reconnaître l'arbre suivant en respectant I'ordre sur L(q). Nous ne 
détaillons pas ici les règles correspondant à cette partie de la 
construction. 

Par cette construction, nous obtenons un automate déterministe 
de la classe DTPDA.1. La preuve de l'équivalence entre T et T' est 
identique à la preuve de la proposition 3.0 
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Proposition 4': Pour tout automate à piles T de la classe DTPDAl*, il existe 
un automate à piles A de la classe DTPDArr tel que T =A. 

Preuve: Soit T=(C,T,Q,Qf,R) un automate de la classe DTPDA1+ possédant 
la propriété (P) (lemme). Nous construisons l'automate A=(Z,Tb,Q',Q'f,R') 

équivalent à T de la classe TPDArr comme dans la proposition 4. 
Montrons que A est déterministe. 

II est clair que R' est linéaire à gauche car R est linéaire à gauche. 
Montrons donc que R' est sans paire critique. 

Cas 1: II est évident que la construction de A n'induit pas de 
nouvelles paires critiques entre deux règles de réduction ("reduce- 
rulesw). 

Cas 2: Considérons maintenant le cas d'un règle de réduction 
("reduce-rule") et d'une règle de lecture ("read-rule"). 

Cas 2.1: Soit a(q1 (x i )  ,..., qm(xm)) + qr(O((x1 ,..., xm)) une règle 
de lecture de A (déduite de la règle standard a(qq (uq), ...,qm( um)) + q'(u) 
de T) et q(v)+qN(v') une règle de réduction de A. T est déterministe 

donc, pour tout i, q(v) et qi(ui) ne sont pas unifiables, et donc, pour tout 
i, on a soit q;tqi, soit q=qi avec v et üi non unifiables. En utilisant la 
propriété (P), le deuxième cas ne peut se produire donc, pour tout i, q 
est différent de qi, donc on n'a pas de paires critiques entre deux règles 
de ce type. 

Cas 2.2: Si on considère maintenant une règle de lecture et 

une règle de réduction de la forme qr(k(u1, ..., um))+q(u). Ces deux règles 

ne peuvent induire de paire critique car la nouvelle lettre & ne peut, par 

construction de A, apparaître en membre gauche d'une règle de lecture. 

Cas 3: Le cas de deux règles de lecture se résoud exactement 
comme le cas 2.1 en utilisant le déterminisme de T et la propriété (P).O 

La définition du déterminisme pour le cas des automates de la 
classe TPDArr correspond exactement à la définition du déterminisme 
donné par R.V.Book et J.H.Gallier dans [BOGA85]. Dans la suite de cette 
section 5, sauf mention contraire, nous considérerons toujours des 
automates à piles appartenant aux classes TPDArr ou DTPDArr. 
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5 . 2  Calcul de formes normales 

Nous définissons dans cette partie la notion de système de 
réécriture trf (pour tail reduction free). 

Dans la section 5.2.1, nous donnons la définition de la propriété 
trf et montrons que la classe des systèmes de réécriture trf est large. 
Elle contient, en particulier, les systèmes de réécriture monadiques. 

Nous prouvons que pour tout systeme de réécriture semi- 
monadique convergent, on peut trouver un système de réécriture semi- 
monadique équivalent ayant la propriété trf et démontrons que l'on peut 
simuler une machine de Türing par un système de réécriture trf. 

Dans la section 5.2.2, nous démontrons que cette propriété est 
décidable. Pour prouver ce résultat, nous utilisons la décidabilité de 
l'inductive réductibilité (D.A.Plaisted). 

Dans la section 5.2.3, le théorème 1 permet d'associer, à tout 
système de réécriture trf et convergent, un automate à piles ascendant 
d'arbres avec priorité à la réduction (on ne peut appliquer une règle de 
lecture que lorsqu'on ne peut utiliser aucune règle de réduction) qui 
calcule les formes normales. Dans le cas où le système de réécriture, 
vérifiant les mêmes hypothèses, est, de plus, linéaire à gauche, la 
notion de priorité devient inutile et le théorème 2 permet d'associer à 
tout systeme de réécriture trf, convergent et linéaire à gauche un 
automate à piles ascendant d'arbres et déterministe qui calcule les 
formes normales. 

Nous rappelons que +i,s,< est la relation de réécriture 10 induite 

par S respectant c. Par cette relation, on réécrit un terme à une 
occurence O si aucune règle n'est applicable en dessous de cette 
occurence et s'il n'existe pas de règle plus grande selon c applicable à 
cette occurence o. 

On étend cette définition aux automates à piles d'arbres et nous 
notons -?'<A la relation de réécriture 10 induite par R selon un ordre < sur 

R, où R désigne l'ensemble des règles de A. 
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Cette définition nous permet de décrire formellement la 
transformation respectant la stratégie "priorité à la réduction" pour un 
automate à piles ascendant d'arbres. 

5.2.1 La propriété trf 

Nous introduisons la propriété trf à l'aide des deux exemples 
suivants. 

Exemple 1: Soit Z={a,b,c,$) avec a,b et c d'arité 1 et $ d'arité 0. 

Soit le système de réécriture S réduit à une seule règle défini par: 

Soit I'automate à piles A=(X,T,Q,Qf,R) tel que Z=T, Q=Qf={q) et 

A appartient à la classe TPDArr. Considérons le terme t=aaacbb$ 
de TL (les parenthèses ont été omises). Les différentes réductions du 
terme t par I'automate A (non déterministe) ainsi défini sont: 

~ A A  q(t) (on lit sans réduire), 
t 4 ~  q(aacb$) (on applique une fois la règle de réduction), 

t 4 ~  q(ac$) (priorité à la réduction sur la lecture). 

Les arbres de piles ainsi obtenus sont donc les différentes 
réductions du terme t par le système de réécriture S. 
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Si on impose, de plus, que la transformation par A se fasse en 
respectant la priorité à la réduction (on ne peut appliquer une règle de 
lecture que lorsqu'aucune règle de réduction n'est applicable, c'est-à- 
dire que les quatre premières règles sont inférieures à la cinquième 
pour c ) ,  on obtient alors t 4 , ~  q(ac$) et donc l'arbre de pile obtenu dans 

ce cas est la forme normale de t pour le système de réécriture S. 

Exemple 2: Soit X={a,b,$) avec a et b d'arités 1 et $ d'arité 0. 

Soit le systeme de réécriture S défini par: 

Soit l'automate à piles A=(C,T,Q,Qf,R) tel que C=T, Q=Qf={q) et R est 
défini comme précédemment par les règles de lecture de $, a et b et la 
règle de type "reduce": q(a(b(x)))+q(b(a(x))). 

On impose, en outre, la stratégie priorité à la réduction, si on 
considère le terme t=aabb$, on obtient t 3 , ~  aq(abb$) par les règles de 
lecture, aq(abb$)+,~ aq(bab$) par la règle de type "reduce". On peut 
alors remarquer que I'on ne pourra pas calculer la forme normale du 
terme t pour le systeme de réécriture S. 

En effet, on obtient t 4 , ~  q(baab$) et l'arbre de pile baab$ n'est 
pas la forme normale de t, cette forme normale étant baba$. 

La différence entre les systèmes de réécriture considérés dans 
ces deux exemples est que, si I'on considère le membre droit b(a(x)) de 
la règle de l'exemple 2, il existe une substitution close irréductible o 
telle que o(a(x)) soit réductible par S. II suffit, en effet, de considérer 
la substitution o={x+ b). 

Définition: Soit S un système de réécriture, S possède la propriété rrf (pour 
tail reduction free) si, pour toute règle l+r de S avec r =b(rl, ..., r,) et b lettre 
d'arité n, pour toute substitution close irréductible o, alors, pour tout i, l<i<n, 
on a  ri) irréductible pour S. 



- 
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Remarque: Nous ne considérons que des systèmes de réécriture pour 
lesquels il existe au moins une substitution close irréductible. Par 
exemple, nous interdisons que le membre gauche d'une règle de S soit 
réduit à une variable. 

Exemples:  Le système de réécriture défini dans l'exemple 1 de la 
section 5.2.1 possede de façon évidente la propriété trf. Par contre, 
celui de l'exemple 2 de la même section ne possede pas la propriété trf 
en considérant la substitution close irréductible o={x+b). 

5.2.2 Exemples de systemes trf 

Exemple 7: Systèmes de réécriture monadiques. 

Définition: Un système de réécriture est monadique si, pour toute règle l+r 
de S, la hauteur du membre gauche 1 est supérieure ou égale à 1 et le membre 
droit r est une constante, une variable, ou de la forme b(yl, ...,y,) avec b d'arité 
n et, pour tout i, Yi est une variable. 

Proposition 1: tout système de réécriture monadique a la propriété .f. 

Preuve: La preuve est évidente car h(r)<l .O 

Exemple 2: Systèmes de réécriture semi-monadiques. 

Définition: Un système de réécriture est semi-monadique si, pour toute règle 
l+r de S, la hauteur du membre gauche est supérieure ou égale à 1 et le 
membre droit r est, soit une variable, soit de la forme b(yi, ...,y,) avec b d'arité 
n et, pour tout i , Yi est une variable ou un terne clos. 

On remarquera que les systèmes de réécriture monadiques et les 
systèmes de réécriture clos sont des cas particuliers de systemes de 
réécriture semi-monadiques. 
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Proposition 2: Considérons un système de réécriture S semi-rnonadique et 
convergent. Il existe un système de réécriture semi-monadique et convergent S' 
équivalent à S tel que S' posséde la propriété trf. 

Preuve: Nous remplaçons chaque terme clos apparaissant dans une 
partie droite de règle par sa forme normale pour S.O 

Exemple 3: Simulation d'une machine de Turing. 

Nous pouvons identifier toute machine de Turing à un automate à 
piles de la classe TPDA1,2, que l'on peut également considérer comme 
un système de réécriture trf, de la façon suivante: 

Nous mettons en correspondance les chaînes de caractères et les 
arbres monadiques et utilisons les nouveaux symboles $ et #(x) pour 
délimiter les réécritures. 

Le mot d'entrée t de Z* est identifié à l'arbre #t'$ sur un alphabet 
C'. L'alphabet de pile C est distinct de C', C' est une copie de C (nous 

notons a' la copie de a). Le mot de sortie u est identifié à #u$. Nous 
notons At le miroir de t; s, s' sont des états spéciaux, sf est I'état final. 

"règles de lecture" : 
$ + s($); 
als(x)+ s(ax) pour toute lettre a' de C'; 

#s(x) + qi(T(#(x),$)) (qi est I'état initial de la machine de Turing) 

"règles de réécriture" : 
A chaque état q de la machine de Turing on associe I'état q d'arité 

1 du tpda. 
A chaque règle r de la machine de Turing (q,a) + (ql,b,droite) nous 

associons les règles du tpda: 

q(T(a(x),~) + q(ur(b(x),y)), 
q(ur(x,c(y)))+ ql(T(c(x),y)), Pour tout c de C; 

A chaque règle de la machine de Turing (q,*) + (q',b*) (extension 
de la bande), nous associons les règles du tpda q(T(#(x), y)) + 
q'(T(b(x) ,#(Y))); 

A chaque règle de la machine de Turing (qla) + (qt1b,gauche), nous 
associons la règle du tpda q(T(a(x),y)) + q8(T(x,b(y))); 
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A chaque état final qf de la machine de Turing, nous associons un 
mouvement final du tpda qui remonte I'état final en utilisant les règles 
suivantes: 
qf(T(a(x),y) + s'(T(x,a(y))), pour tout a de C, 
sl(T(a(x),y) + sl(T(x,a(y))), pour tout a de Z, 

~'(T($,Y) + sf(#(y))- 

Théorème 1: Nous pouvons simuler toute machine de Turing par un système 
de réécriture t?f associé à un TPDAn . 

Preuve:. Grâce aux règles de lecture, I'arbre #t'$ est transformé en 
I'arbre 

La simulation ne peut commencer qu'après l'apparition de I'état qi 
au sommet de I'arbre; les règles de réécriture données ci-dessus 
simulent les différents mouvements d'une machine de Turing; à tout 
état final de la machine correspondent des réécritures amenant dans 
I'état final sr. Aussi on vérifie qu'à partir d'une donnée At , nous 
obtenons Au par la machine de Turing si et seulement si #t'$ > sf(#u$) 
pour le tpda. 

De plus, l'ensemble des règles que nous avons défini est un 
système de réécriture trf.O 
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5.2.3 La propriété trf est décidable 

Théorème: La propriété S e s t  décidable. 

Preuve : 
Nous rappelons, tout d'abord, quelques définitions. 

Un terme t de Tz(X) est inductivement réductible pour S si et 
seulement si toutes ses instances closes o(t) dans Tc sont réductibles 
pour S. 

Une substitution a est inductivement réductible pour S si et 
seulement si $(o(xl), ..., o(xn)) est inductivement réductible pour S avec 
D(o)={xl, ..., xn} et $ comme nouveau symbole (c'est à dire si et seulement 
si pour toute substitution close 6, il existe x dans D(o) tel que 6(o(x))  

soit réductible pour S). 

Soit W un sous-ensemble de V, nous notons a/w la substitution 
dont le domaine est l'intersection du domaine D(o) et de W, elle sera 
appelée restriction de o à W. 

La décidabilité de la propriété trf pour un système de réécriture 
fini S correspond à la décidabilité de la propriété P(t): "pour toute 
substitution close irréductible o, o(t) est irréductible", étant donné que 

le nombre de règles et donc de termes ri est fini. Pour prouver la 
décidabilité de P(t), il est équivalent de prouver la décidabilité de P1(t), 
la négation de P(t). Propriété P'(t): "il existe une substitution close 
irréductible o telle que o(t) est réductible". 

Pour celà, nous allons prouver le résultat suivant: 

Lemme: II existe une substitution close irréductible a pour laquelle 
o(t) est réductible si et seulement s'il existe une partie gauche 1 de 

règle de R et un sous-terme t' (différent d'une variable) de t tels que 1 
et t' soient unifiables par un unificateur le plus général a: o ' / v ( t t )  

n'étant pas inductivement réductible. 
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Preuve : 
Preuve de a: 
Supposons que o(t) soit reductible pour la substitution close 

irréductible o. II existe donc une décomposition t = tn.t' avec t' non 
réduit à une variable telle que a(tl) = 02(1) pour une partie gauche I de 
règle de R et pour une substitution o2 .  t' et I étant unifiables, 
considérons l'unificateur le plus général a '  de t' et I vérifiant donc 
aV(t')=a'(l). 

Nous pouvons alors distinguer deux cas: 
Premier cas: o' est une substitution close. 

Dans ce cas ~ / v ( ~ l ) = o ' / v ( ~ l )  (i.e. o(t')=o1(t')). Si o'/v(tl) était reductible 
alors o le serait aussi ce qui contredit I'affirmation que o est 

irréductible. 
Deuxième cas: o' est une substitution non close. 

Considérons la substitution o n  telle que o(t') = on(o'(t')) et o/v(tl)= 

aU(o'/v(t')). 
Si o ' / ~ ( ~ a )  était inductivement reductible, alors pour la substitution 
close ou, o " (o ' / ~ (~ l ) )  serait reductible ce qui contredit I'affirmation que 
o est irréductible. Donc o'jv(tl) n'est pas inductivement reductible. 

Preuve de ¢=: 

Inversement, supposons qu'il existe une partie gauche I de règle de 
R et un sous-terme t' (différent d'une variable) de t tels que I et t' 
soient unifiables par un unificateur le plus général o', o'/v(tl) n'étant 

pas inductivement réductible. 
Nous distinguons à nouveau deux cas: 

Premier cas: o' est une substitution close. 
Comme o'~v(~w) est irréductible, pour toute variable xi de V(t'), ~ ' ( x i )  est 
irréductible. 

Deuxième cas: o' est une substitution non close. 
II existe une substitution close ou telle que o " ( o ' / ~ ( ~ ~ ) )  soit irreductible. 
Pour toute variable xi de V(t'), oU(o'(xi)) est irréductible. 
Dans les deux cas, nous définissons la substitution a de la façon 
suivante: ~ ( x i )  = ~ " ( ~ ' ( x i ) )  ( ~ ' ( x j )  dans le premier cas) pour tout xi. V(tl) 
et o(y) = ty pour tout y de V(t)-V(t') où ty est un terme clos irreductible 
arbitraire. II est évident que o est une substitution close et irréductible 
et que o(t) est réductib1e.O 
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En utilisant ce lemme et la décidabilité de l'inductive 
réductibilité ([PLA185]), nous en déduisons la décidabilité de P'(t), d'où 
la décidabilité de P(t) et donc la décidabilité de la propriété trf.Q 

5.2.4 Calcul des formes normales d'un système trf 

Dans cette partie, nous allons associer, à tout systeme de 
réécriture possédant la propriété trf, un automate à piles ascendant 
d'arbres. 

Dans les propositions 1 et 2, nous démontrons qu'il existe un 
automate à piles avec priorité (cas général), déterministe (cas linéaire 
à gauche) qui calcule les formes normales pour le systeme de réécriture 
pour la relation de réécriture 10 induite par S. 

Avec l'hypothèse supplémentaire que S est convergent, on déduit 
de ces résultats les deux théorèmes principaux de cette section relatifs 
au calcul des formes normales d'un systeme de réécriture trf 
convergent. 

Proposition 1: Pour tout système de réécriture S possédant la propriété trf, il 
existe un automte à piles ascendant d'arbres A = (z,r,Q,Qf,R) et un ordre < sur 
R tels que l'équivalence (*) suivante soit vér8ée: 

(*): ( t %,s t' et t'€IRR(S) ) o ( t 9, q(t7 et qsQf)  . 

Preuve: Soit S un systeme de réécriture sur Tc(X) possédant la propriété 

trf. Nous définissons, tout d'abord, A et <. 
A=(Z,r,Q,Qf,R) avec T=Z, Q={q, q'), Qf={q) et R constitué des règles 

des trois types suivants: 
(i): q(l) + q(r), pour toute règle l+r de S. 
(ii): q(x) + q'(x). 
(iii): b(q1(x1) ,..., qP(xk)) + q(b(x1, ..., xk)), pour tout b de Zk. 

Les règles de type (i) et (ii) sont les règles de réduction ("reduce- 
rules") de A, les règles de type (iii) sont les règles de lecture ("read- 
rules") de A. 

La relation d'ordre < sur R est une relation d'ordre partiel définie 
par: (q(x) + q'(x)) < (q(l) + q(r)) , pour toute règle q(l) + q(r) de R. 
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Intuitivement, l'ordre < est défini pour que, dans la transformation 
par A, on n'applique une règle de lecture (de type (iii)) que lorsque les 
arbres de piles correspondants sont irréductibles pour les règles de 
réduction (de type (i) et (ii)), c'est-à-dire encore lorsque ces arbres de 
pile sont irréductibles pour le système de réécriture S. 

Preuve de a: Nous prouvons pour celà l'implication suivante: 

(**): Pour to dans TL(Xn), t i  ,..., tn, ~1 ,...,un dans Tx, 
S i (1) t=to(tl ,..., tn) Gi,S u = ~ o ( u ~  ,..., un), et 

(2) Pour tout i de [I,n], ti Ails üi et la racine de ti est réécrite, 

alors il existe une configuration c de A vérifiant: 
(a) t G<A c=to(qi (u~),....qn(un))~ 
(b) si üi est irréductible pour S, alors qi=ql, 
(c) si üi est réductible pour SI alors qi=q, 
(d) si üi est réductible pour S et ~ i = b ( v l  ,...,vk) avec b dans Ck et 

v i  ,..., vk dans TZ, alors, pour tout j de [1 ,k], vj est irréductible pour S. 

Preuve de ("): La preuve se fait par induction sur la 
longueur p de la dérivation t Ails u. 

Pour p=O, c=t est la configuration vérifiant les propriétés. 
Soit p un entier supérieur ou égal à 1, et supposons (**) prouvée 

pour des dérivations de longueur inférieure à p. Considérons une 

dérivation: t=to(tl ,..., tn) (5' Ii,s u=to(ul ,...,un) +i,S u'. Par hypothèse 

d'induction, il existe une configuration c de A associée à t et u vérifiant 
les hypothèses (a), (b), (c) et (d). Nous distinguons deux cas: 

Premier cas: La réécriture de u en u' se fait à une occurence O 

n'appartenant pas à O(t0). Donc, nous réécrivons un sous-terme de l'un 
des üi: ~ = t o ( ~ i  ,..., ~i ,..., un) +ils ~ ' = t o ( ~ i  ,..., U; ,..., un) avec la règle I+r de R. 

Soit c=to(ql ( ~ 1 )  ,...,qi( ~ i ) , .  . .,qn(un)) la configuration de A associée à t et u. 
Comme üi est réductible pour S, qi=q et, de plus, si üi = b(v1, ..., vk), alors, 
pour tout j de [l,k], vj est irréductible pour S. Donc la réécriture se fait 
à une occurence O telle que ü/o=üi. Nous avons donc ~ / ~ = ~ i = o ( l ) ,  
~ ' /~=u;=o(r)  avec o qui est une substitution close et irréductible pour S. 
Par définition de A, il existe une règle q(l)+q(r) dans R (associée à la 
règle I+r de S) et donc c + < A  cl=to(ql(ul) ,  ...,q( uj), ...,q"( un)) par 
définition de +,A. 
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Si ~ ' i  est réductible pour SI I'état correspondant est bien I'état q 
et, de plus, si u/ = b ,  , v )  alors, pour tout j de [Ils], v; est 
irréductible pour S car o est une substitution close et irréductible pour 

S et S possède la propriété trf. Dans ce cas, la configuration c' vérifie 
les propriétés (a), (b), (c) et (d). 

Si u'i est irréductible pour S, alors, aucune règle de type (i) n'est 
applicable à I'occurence O pour la configuration c', donc on peut 
appliquer la règle de type (ii), donc c' +<A c"=to(qi (u i  ),. ..,q'(u9,..., qn(un)) 

et cm vérifie les conditions (a), (b), (c) et (d). 

Deuxième cas: La réécriture de u en u' par S se fait à une 
occurence O appartenant à O(t0). Nous avons donc: 
u = ~ o ( u ~  ,..., un) = UO(UI ,..., ui- l ,~',uj+1 ,...,un) avec U' = u,(lJi ,..., uj), U +ils VI 

v=uo(ui, ..., ui.1 ,~ ' ,~ j+ l . . . . ,  un) et u' = o(l), v' = o(r) pour une règle I+r de R. 

Par définition de la relation de réécriture 10 engendrée par SI tout 
sous terme propre de u' est irréductible pour S et donc, en particulier, 
tous les états associés aux arbres de pile üi, ..., üj, pour la configuration 
c, sont égaux à q'. Soit le sous terme de c dont la racine est à 
I'occurence O, nous avons clo= u;(q'(ui),..,q'(uj)). Pour tout symbole dans 

u'o distinct de la racine de u'o, on peut appliquer une règle de lecture, on 
obtient alors q(w) avec w sous-terme propre de u', et donc, w est 
irréductible pour S, donc, on ne peut, à chaque étape, qu'appliquer la 
règle de type (ii). Donc, par induction sur la structure du terme, on peut 
montrer que: 
CIO &<A q(u') et c ><A C'=UO(~I ( u i  ),...,qi-i (u i - i ) ,9 (~ ' )~q j+ i  (~ j+ i ) , . . . ,qn(~n) ) .  

Par le même raisonnement que dans le premier cas, la 
configuration c' ou la configuration cn (selon que v' soit réductible par S 
ou pas) vérifie les propriétés (a), (b), (c) et (d). 

O finpreuve(*')  
Supposons maintenant que t +ils t' and t ' ~  IRR(S). II existe une 

décomposition t=to(tl ,..., tn) avec to dans Tc(Xn) telle que, pour tout i de 
[1 ,n], ti i i , ~  üi et t'=to(ul ,...,un). En utilisant l'implication (*'), il existe 
une configuration c=to(q'(ul), ... ,ql(un)) de A telle que t 4 , ~ ~  et c 3 , ~  q'(tl). 

Ofinpreuve de q .  
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Preuve de .-: Pour celà, nous prouvons l'implication suivante: 

(***): Pour to dans Tc(Xn), t l  ,..., tn, x i  ,..., xn dans Tc, si 

t=to(ti ,..-,t n) 4 <A c= t~ (q i  (x i  ),...,qn(xn)) , alors 
(a) si qi=q', alors K i  est irréductible pour S, 
(b) si qi=q et xizb(u1 ,..., uk) avec b dans Xk et v1 ,..., vk dans Tx, alors, pour 
tout j de [1 ,k], uj est irreductible pour S, 
(c) f i i , ~  b(xi,-..,xn). 

Preuve de ("'): La preuve se fait par induction sur la 
longueur p du calcul. 

Pour p=O, la propriété est vérifiée. 
Soit p un entier supérieur ou égal à 1, et supposons (***) vérifiée 

pour tout calcul de longueur inférieure à p. Considérons un calcul: 
t (p;l )<A c=t0(qi(ni), ...,qn(nn)) +<A cl. Nous distinguons trois cas: 

Premier cas: La règle appliquée à l'étape p est de type (i). 
Donc un sous-terme qi(xi) est réécrit en qi(x'i) avec qi=q pour un certain 
i et une règle q(l)+q(r) (associée à la règle I+r de S) de R. 
Donc, dans cette étape du calcul, nous ne modifions que le iéme arbre de 
pile et n'introduisons pas de nouvelle occurence de l'état q'. II suffit 
donc de prouver que si a/=b'(u{ ,..., o;)  alors, pour tout j de [1 ,ml, uj est 

irréductible pour S. 
Soit o la substitution utilisée pour réécrire qi(xi) en q i (~ ' i ) ,  nous 

avons o(l) = xi et donc, par hypothèse d'induction, o est une substitution 
close irréductible pour S (tout sous-terme propre de ni  est irréductible 
pour S). De plus o(r)= aj et donc, S possédant la propriété trf, nous en 
déduisons que pour tout j de [1 ,ml, uj est irreductible pour S. 

Deuxième cas: La règle appliquée à l'étape p est de type (ii). 
II existe donc i tel que q ( ~ i )  est transformé en q'(xi). Par définition de 
+<A et de <, aucune règle de type (i) ne peut être appliquée au sous- 
terme q(xi), ce qui signifie que xi est irréductible pour S. 
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Troisième cas: La règle appliquée à l'étape p est de type (iii). 
Donc, un sous-terme de la forme b(q'(~i), ...,q'( Xi+k)) avec b dans Ck est 
réécrit en q(b(~i , . .  . ,tri+k)). Par hypothèse d'induction, tous les sous- 
termes Xi, ..., Xi+k sont irréductibles pour S. 

Nous avons donc prouvé, par induction, que la configuration c' 
vérifie (a) et (b). La démonstration de (c) par induction ne présente 
aucune difficu1té.O finpreuvee. 
O finpreuveproposition 1. 

Nous allons maintenant considérer le cas d'un systeme de 
réécriture S linéaire à gauche possédant la propriété trf tel que S soit 
muni d'une relation d'ordre total et prouver que, dans ce cas, on peut 
calculer les formes normales pour la relation de réécriture 10 induite 
par S en respectant c à l'aide d'un automate à piles ascendant et 
déterministe. 

Proposition 2: Pour tout système de réécriture S linéaire à gauche possédant 
la propriété trjf et pour tout ordre total < sur S,  il existe un automate à piles 
déterministe ascendant d'arbres B=(z,r,Q,Qf,R) tel que: 

( t  t' et t'gIRR(S) ) o ( t %B q(t') et q€Qf). 

Preuve: Soit S un systeme de réécriture linéaire à gauche possédant la 
propriété trf. Soit c un ordre total sur S. Soit k = max{h(l)/ I+r€ S)+1 et 
Tc(X,k) l'ensemble des arbres k-normalisés. 

Nous définissons B=(C,T,Q,Qf,R) comme suit: 
r=z, 
Q={s) u {qt t. Tco(,k)) 1 

Qf={qt 1 t n'est pas unifiable avec un membre gauche de règle de S), 
R est l'ensemble des règles des trois types suivants: 

(i): q(t)+qt(t), pour tout t de Tz(X,k). 
(ii): qt(l)+q(r), pour tout qt n'appartenant pas à Qfu{q}, avec I+r la 

plus grande règle pour < telle que I filtre t. 
(iii): b(q1 (xi), ...,qn( xn)) + q(b(x1 ,..., xn)) avec b dans Ck et, pour tout 

i de [1 ,n], qi appartient à Qf. 
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Les règles de type (i) et (ii) sont les règles de réduction (reduce- 
rules") de B, les règles de type (iii) sont les règles de lecture ("read- 
rules") de B. 

B est déterministe car R est linéaire à gauche et sans paires 
critiques. La preuve de I'bquivalence annoncée se fait exactement de la 
même façon que pour la proposition 1. 

Intuitivement, 
les règles de type (i) permettent de mémoriser dans l'état le 

sous-arbre de pile à une profondeur k; 
les regles de type (ii) permettent de réécrire les arbres de 

pile par S en respectant l'ordre < sur S. Les états de Qf correspondent à 
l'état q' de la proposition 1, c'est-à-dire que les sous-arbres de piles 
correspondants sont irréductibles pour S; 

les règles de type (iii) permettent de lire un nouveau 
symbole de l'alphabet d'entrée tout en vérifiant que les sous arbres de 
piles correspondants sont irréductibles pour S.O 

Remarque importante: La construction faite n'est valable que pour un 
système de réécriture linéaire à gauche. En effet, dans le cas non 
linéaire à gauche, on ne peut pas exprimer avec un nombre fini d'états 
ou un nombre fini d'arbres (les états qt ou les arbres t de Tx(X,k)) qu'un 
terme est unifiable ou pas avec un membre gauche de règle, en effet, on 
doit tester une égalité de sous-termes à une profondeur non bornée. 

Nous ajoutons maintenant l'hypothèse convergent (noethérien et 
confluent) et donc la stratégie de réécriture utilisée pour le système de 
réécriture S n'importe pas sur le résultat, la forme normale d'un terme 
étant unique. Les deux théorèmes principaux sont donc: 

Théorème 1: Pour tout système de réécriture S convergent possédant la 
propriété trf, il existe un automate à piles ascendant d'arbres A=(Z,r,Q,Qf,R) et 
un ordre < sur R tel que: ( t l->s t' et t'€IRR(S) ) o ( t Sd q(t3 et qeQf). 

Théorème 2: Pour tout système de réécriture S linéaire à gauche convergent 
possédant la propriété S, il existe un automate à piles déterministe ascendant 

d'arbres B=(Z,ryQ,Qf,R) t. q: ( t t' et t'cIRR(S) ) o ( t SB q(t3 et qsQf). 
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5 .3  Automates à piles d'arbres et langages d'arbres 

5.3.1 Systémes de réecri ture semi-rnonadiques et 
langages reconnaissables 

Nous prouvons dans cette partie que la reconnaissabilité est 
préservée pour les systèmes de réécriture semi-monadiques. Ce 
résultat généralise le résultat de K. Salomaa ([SAL088]) obtenu pour les 
systèmes de réécriture rnonadiques et le même résultat pour les 
systémes de réécriture clos ([DAT185],[COG190]). 

Nous considérons un système de réécriture S et un langage 
reconnaissable d'arbres L; nous rappelons que S(L) désigne I'ensemble 
des réductions des termes de I'ensemble L par le système de réécriture 
S, i.e S(L)={ t' / t Gs t' et t~ L} .  

Théorème: Pour tout système de réécriture semi-monadique linéaire S et tout 
langage reconnaissable d'arbres L, S(L) est reconnaissable. 

Preuve: Considérons un automate ascendant d'arbres A = (C,Q,Qf,R) 

complètement spécifié tel que L(A) = L. 
Soit S un système de réécriture semi-monadique linéaire, c'est à 

dire tel que pour toute règle I+r de S, h(l)>l et r est soit une variable 
( r ~  X) soit un arbre du type b(y1, . . .,yk) OU b est un élément de Ck, Yi  est 
une variable (Yi€ X) ou un terme clos (Yi€ Tc), pour tout i de [1 ,k]. 

Nous notons Sub I'ensemble de tous les sous-termes clos des 
parties droites de règles de S et des termes clos Yi. 

Nous utilisons le nouveau symbole # lors de la définition des états 
permettant de reconnaître S(L) lorsque nous rencontrons un arbre 
n'appartenant pas à I'ensemble Sub. 

Nous notons Q I'ensemble des états utilisés lors de la 
reconnaissance de S*(L). II est défini par: 

b={(q.p) E Qx(Subu{#)) I soit p=# et (3rs Tr): r ;A q avec re Sub 
soit p E Sub et p G A q  1 
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Nous définissons, par induction, les ensembles Ri de règles de la 
façon suivante: 

Ro= {~ ( (~ I  .~l)~.-.~(qn~Pn))+(q,P) 1 Zn, (ql ,pl ),.-.,(q,,~~),(q,P) E 0, 
~ ( 9 1  ,... ,qn)+q~ R, 
Pz  PI ,.-.,~n) si  PI l . . . l~n )~  Sub 

# sinon 

1 
Pour tout i,izl, RiZRi-iuNi avec 

Ni={o((qi ,~i), . . . ,(q,~~,))+(q,P)l (qi ~P i ) lmm- ,  (q,.P,)l E Ql 
GE En, I(xî ,...,x k) +  YI ,...,yn)~ S, 

Comme Qx(Subu{#)) et R sont des ensembles finis il existe un 
entier naturel ko tel que Rk = Rko pour tout k 2 ko. 

Nous pouvons maintenant définir l'automate B = ( z , Q ~ , O ~ , R ~ ~ )  tel 

que Q = 6n(Qfx(Subu{#))). Nous allons démontrer que L(B) = S(L). 

Considérons un terme t de Tc et u un élément de dom(t); nous 
dirons que le noeud u est réécrit par utilisation d'une Ri-règle propre 
avec O s i s ko, si la règle appliquée en u est un élément de Ri-Ri-1. 

Si j, O<j<ko, est le maximum des i tels que des Ri-règles propres 
ont été appliquées lors du calcul C et si w > O est le nombre 
d'applications de Ri-règles propres lors de C alors nous dirons que C a 
un (j,w)-calcul. 

De plus nous dirons que C est un j-calcul, si C est un (j,w)-calcul 
pour un w>O donné. 
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Soit t un élément de L(B) et C un (j,w)-calcul de B sur t, O s j s ko, 
w > 0. 

(i) si j = O alors t~ L 
(ii) Prenons j > O et w 2 2. De par la définition de Ni nous savons 

qu'il existe un arbre t' tel que t' + S  t et il existe un (j,w-1)-calcul de B 

sur t'. 
(iii) Prenons j > O et w = 1. De par la définition de Ni nous savons 

qu'il existe un arbre t' tel que t' +S  t et il existe un (j-1 ,wl)-calcul de B 
sur t'. 

Par conséquent il existe un arbre to et un entier naturel wo (21 ) 
tels que t o i s  t et il existe un (0,wo)-calcul de B sur to. Nous avons to E 
L et donc t~ S(L). 

Réciproquement, s'il existe un i-calcul sur t et si t + S  t' alors il 
existe un j-calcul sur t' avec j s sup(i+l ,kg). Puisque L est inclus dans 

L(B), S(L) est inclus dans L(B). 
Nous avons donc L(B) = S(L) et, par conséquent, S(L) est un langage 

reconnaissable.0 

Remarque:  Ce résultat est évidemment faux si S n'est pas linéaire à 
droite; il suffit de considérer le systeme de réécriture réduit à la règle 
f(x)+g(x,x) et le langage reconnaissable d'arbres L= fa*$. 

Nous conjecturons que le résultat reste valable dans le cas d'un 
systeme de réécriture linéaire à droite. La preuve précédente ne s'étend 
pas de façon immédiate au cas non linéaire à gauche, en effet, il faut 
dans la construction de B déterminiser les automates définis à chaque 
étape, ce qui complique singulièrement la preuve de terminaison de la 
construction. 
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5.3.2 Automates b piles d'arbres et langages algébriques 

Soit A=(L,T,Q,Qf,R) un automate à piles, on peut définir le langage 
reconnu par A par états finaux ou par pile vide. 

Lf(A) = { t~ TS 1 t iA q(tl) et te Qf ) est le langage reconnu par états 
finaux de A. 

Le(A)={ te Tz 1 t i A q ( l )  } où l est le symbole de pile vide, 
symbole distingué de T. 

On peut montrer que ces deux définitions sont équivalentes pour 
les classes considérées. Nous avons montré (théorème 1, section 5.2.2) 
que toute machine de Turing pouvait être simulée par un automate à 
piles de la classe TPDA1,2, on montrerait facilement le même résultat 
pour la classe TPDA2,l. 

Considérons maintenant la classe TPDArr. K.M.Schimpf et 
J.H.Gallier ont défini une sous-classe de TPDArr associée à la classe 
des langages algébriques ([GASC85], [SCHi82]). Le principe de la 
construction est le suivant: l'automate possède un seul état q, le 
système de réécriture R est obtenu de la façon suivante : 

A toute règle I+r de la grammaire algébrique G, avec I=B(xl, ..., x,) 
où B appartenant à V est d'arité n, et, r est un terme de TLUv(Xn), on 
associe la règle de réécriture monadique q(r)+q(l). 

Notons que pour la règle q(r)+q(l) ainsi définie, l'ensemble des 
variables du membre droit n'est pas nécessairement inclus dans 
l'ensemble des variables du membre gauche. Nous avons toujours 
supposé cette condition vérifiée, donc, par le même raisonnement, nous 
obtiendrions le même résultat mais uniquement en nous limitant au cas 
complet (toute variable apparaissant dans I apparaît dans r) et strict (r 
n'est pas réduit à une variable). Ce cas correspond à un algorithme non 
déterministe linéaire d'analyse. 
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Une classe intéressante à étudier, du point de vue théorie des 
langages d'arbres, est la classe TPDA11 des automates à piles d'arbres 
dont les états ont pour arité 1 et tels que la profondeur des arbres de 
piles dépilés est au maximum 1. 

Nous conjecturons que la classe des langages reconnus est une 
sous-classe des langages algébriques et que dans cette classe, un arbre 
d'entrée peut être analysé en temps linéaire. 
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Titre & la Mse: Reco~aissabilité et fragments dkidables en réécriture; automates à pilas et 
calcul de fcnmes normales. 

Résumé en français: 

La réécnture est, à plusieurs titres (programmation fonctionnelle, logico-fonctionnelle, 
équationnelle), un paradigme de la programmation. Notre approche se situe en amont de la 
programmation et a pour but de contribuer B une meilleure connaissance des arbres et de la 
réécriture dans les arbres. Nous utilisons, en particulier, la théorie des automates d'arbres. Les 
résultats principaux de notre travail sont les suivants: 

1) Nous étudions les problèmes de décidabilité sur les systèmes de réécriture et les 
forêts reconnaissables. En particulier, nous étudions la propriété (P): Pour toute forêt 
reconnaissable, l'ensemble des formes nomales des termes de F pour S est reconnaissable. 
Nous prouvons i'indécidabilité de cette propriété. 

2) Nous prouvons 1' indécidabilité du fragment existentiel de thCone des algèbres de 
termes clos qbotientk par une relation de congruence définie par un ensemble d'équations E, 
lorsqu'il existe un système de réécriture S complet pour E et satisfaisant (P). Nous prouvons, 
cependant, la décidabilité pour une classe de formules linéaires closes. 1.r ;.g+~;-$. ~jyjp 

W(, , J , ,  A, 2) Nous montrons que le problème d'accessibilité est dtcidable pour les systèmes de' ' 
réécriture clos modulo la commutativité (complexité polynomiale), est indécidable modulo 
l'associativité et décidable (résultat partiel) dans le cas associatif et commutatif (équivalent au 
problème d'accessibilité pour les réseaux de Pétri). 

3) Nous introduisons une notion qui permet d'éclairer et de généraliser les études 
antérieures sur les liens entre systèmes de réécriture et automates à piles. 

Mots ciés: Automates finis, reconnaissabilité, réécriture, accessibilité, termes clos, théories 
Cgalitahs, automates B piles. 
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