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Introduction 

Dans cette étude, nous proposons une extension des reconnaisseurs d'arbres, en 

incluant la possibilité de tester si deux arbres frères sont égaux. Cette nouvelle 

définition d'automates permet de manipuler des termes non-linéaires, en imposant 

des égalités ou des différences parmi les sous-termes. On distingue principalement 

deux definitions d'automates, ou plus exactement deux stratégies dans l'application 

des règles de dérivation. Nous nous intéressons aux deux classes d'ensembles d'arbres 

obtenues et établissons leurs principales propriétés. 

N'allons pas plus avant sans présenter d'abord les notions de base (arbres, forêts, 

reconnaissabilité, morphismes, non-linéarité) puis le cadre dans lequel nous nous 

situons, les résultats déja connus, les propriétés de décision qui nous intéressent. Ce 

sera l'occasion de justifier les choix que nous avons faits, la raison pour laquelle les 

tests interviennent entre arbres frères, et de présenter quelques autres voies possibles. 

Un arbre est une structure assez naturelle, d'ailleurs employée très communément 

dans des domaines divers pour représenter des informations. (arbre généalogique, or- 

ganisation administrative, énumération de possibilités, calcul à effectuer, . . .). C'est 

une structure néanmoins assez puissante, essentielle dans tous les aspects de l'infor- 

matique. Un arbre est donc un objet que l'on peut fabriquer à partir de "matériaux 

de base" qui sont , d'une part des valeurs -ou des objets qu'il est impossible de 

décomposer-, et d'autre part des opérateurs -ou encore des objets réclamant plu- 

sieurs composantes-, Ces notions de valeur et d' opérateur sont rassemblées en une 

seule : celle de lettre graduée, que l'on appelle encore lettre avec arité. L'arité in- 

dique le nombre de successeurs. Une valeur est donc une lettre d'arité nuile, alors 

que l'opérateur possède plusieurs successeurs. 

L'opération de construction d'un arbre s'appelle concaténation. Elle consiste à 
prendre deux termes, et à considérer l'un comme successeur de l'autre, à "greffer" 

un arbre sous un autre. L'arité désigne le nombre d'objets que l'on peut concaténer 

sous un noeud. 

Sont appelés termes clos les arbres dont toutes les branches se terminent par un terne 
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de arité nulle (on ne peut plus rien leur ajouter). Quand certaines branches sont non 

achevées, on leur associe un nom de variable. La concaténation revient donc à faire 

correspondre un terme à une variable. 

Un terme est dit linéaire si chaque variable apparaît sur au plus une branche. 

Concrètement cela signifie que l'on peut concaténer "n'importe quoi, n'importe 

où" (sous réserve, bien-sûr, de respecter les arités). Si au contraire une même va- 

riable figure plusieurs fois, le terme est non-linéaire, la concaténation fera apparaître 

nécessairement plusieurs sous-arbres identiques. 

Le vocabulaire que nous employons est hérité des arbres rencontrés communément : 

des arbres généalogiques nous avons gardé les termes de père et de fils pour désigner 

des lettres concaténées; à cause des arbres au sens botanique, nous parlons de feuille 

pour désigner les lettres de arité O et de forêt pour des ensembles d'arbres. C'est 

donc un vocabulaire hybride (venant à la fois de la botanique et de la généalogie, 

c'est normal...). 

Les arbres que nous avons cités sont finis, mais la définition peut être étendue à 

des arbres infinis, c'est à dire possédant au moins une branche infinie. Les arbres 

auxquels nous nous intéressons ici sont tous finis. 

D'un point-de-vue plus mathématique, l'ensemble des arbres clos formés sur un alpha- 

bet gradué fini (ensemble de lettres graduées) forme une algèbre. C'est une algèbre 

initiale. 

Si une forêt est un ensemble d'arbres, une classe de forêts est un ensemble de forêts 

qui se distinguent par des propriétés communes. 

La classe la plus étudiée est celle des forêts reconnaissables (ou encore rationnelles), 

nommée REC. Une forêt rationnelle peut être désignée par une expression rationnelle 

d'arbres. Elle peut aussi être reconnue par un automate d'arbres, c'est à dire que 

l'on dispose d'une classe simple d'algorithmes permettant de décider si un arbre 

donné appartient ou non à la forêt. Les automates d'arbres peuvent être ascendants 

ou descendants, suivant le sens de la reconnaissance (à partir des feuilles ou de la 

racine). 

Comme exemple de forêt reconnaissable, citons notamment les arbres de dérivation 

d'une grammaire algébrique (de mots, cette fois). 

Si l'ensemble des arbres est une algèbre, la classe des forêts reconnaissables est, elle, 

à rapprocher de celle d' "algèbre sortée". On peut coder le typage d'expressions par 

un automate ascendant d'arbres. 
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Nous avons présenté la non-linéarité en disant qu'une même variable figurait plusieurs 

fois sur les branches d'un terme non clos. On dit encore que la torsion qui est associée 

est non-injective. Par concaténation avec des termes non-linéaires, on obtient des 

arbres contenant des sous-arbres égaux. 

La non-linéarité est rencontrée fréquemment en programmation logique. Quand in- 

tervient la non-linéarité, il y a souvent perte de "bonnes propriétésn. Abordée sous 

l'angle des systèmes de réécriture, l'existence d'un ancêtre commun est polynomiale 

dans le cas d'un système linéaire gauche, clos à droite, elle est indécidable dans le 

cas général (O yamagushi); l'induct ive-réduct ibili té* est polynomiale dans le cas des 

systèmes de réécritures linéaire à gauche (J.P. Jouannaud, E. Kounalis), mais expo- 

nentielle dans le cas général (D. Plaisted, D. Kapur). 

On peut aborder la non-linéarité en se donnant des outils de manipulation des égalités 

de termes, qui constituent un "symptôme" de la non-linéarité. Des outils ont ainsi 

été présentés par M.J. Mahler, ou par H. Comon, qui étudient l'axiomatisation des 

algèbres d'arbres et proposent des résultats de décision. 

Pour notre part, nous nous sommes dotés d'un outil prenant en compte directement 

les égalités, en introduisant dans les règles de transition des automates ascendants, 

les tests entre arbres frères. 

Se posent alors deux questions : pourquoi utiliser des automates, et pourquoi faire 

des tests entre frères ? 

Les automates sont des outils assez simples, mais qui ont permis de prouver des 

résultats assez complexes de fqon claire. Ils sont notamment intéressants pour peu 

que les familles qu'ils engendrent soient closes par opérations booléennes et que l'on 

dispose d'un algorithme de décision du vide. Nous pensons là, par exemple, à la 

décision de l'inductive-réductibilité qui peut se ramener à décider si une forêt est vide, 

après avoir fait quelques opérations booléennes, dont un passage au complémentaire. 

Ce qui nous amène à répondre à la deuxième question : pourquoi l'égalité entre 

frères seulement ? Il s'agissait avant tout de préserver les propriétés que nous venons 

de citer, la clôture booléenne, la décidabilité du vide. Or nous disposons en cela 

de plusieurs repères. L'idée d'ajouter des tests d'égalités de sous-termes dans des 

automates a été introduite par M. Dauchet et J. Mongy en 1981. Les tests portaient 

alors sur des termes "cousins", chaque règle ne comparant que des cousins "pas trop 

* Etant donné un système de réécriture, un terme est inductivement-réductible si toutes 

ses instances closes sont réductibles 
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éloignés", situés à une profondeur bornée en-dessous de la lettre courante. Dans la 

classe ainsi obtenue, appelée RATEG, la propriété du vide est indécidable. Si chaque 

règle ne compare que des cousins à profondeur bornée, on en arrive pourtant à lier 

entre-eux des sous arbres arbitrairement éloignés, par des comparaisons de proche en 

proche. Ce phénomème de "chevauchement d'égalités" permet, par exemple, de coder 

le problème de Post (chaque niveau de l'arbre supporte deux séquences de mots, les 

égalités permettent de vérifier la cohérence entre deux niveaux successifs -les mêmes 

séquences s'allongent-, en haut de l'arbre l'égalité est testée). 

Notons aussi, que ce chevauchement a permis de montrer la puissance des morphismes 

non-linéaires : l'image par morphismes non-linéaires et opérations booléennes des 

reconnaissables est l'ensemble des récursivement énumérables, alors qu'en prenant des 

morphismes linéaires on reste dans les reconnaissables. J.Mongy a ainsi établi qu'il 

suffit de très peu d'opérations pour engendrer la totalité de la classe des récursivement 

énumérables. Toute forêt F (r.e.) s'exprime comme F = ~ ( $ 1  (Ri ) n 4 2  (R2)), où $1 

et 4 2  sont des morphismes complets. La même technique de propagation d'égalités 

permet de simuler des dérivations de grammaires d'arbres. 

Il convenait donc d'empêcher absolument ce chevauchement. A ces fins, deux voies, 

au moins, sont possibles : 

On peut restreindre le nombre de tests, tout en comparant des sous-termes cousins. 

On autorise alors des imbrications d'égalités, mais de façon bornée. 

Une autre voie (c'est celle que nous avons suivie ici) consiste à comparer seulement 

les fils de la lettre courante. De cette manière chaque arbre n'est comparé qu'à 

des arbres du même niveau que lui, et le chevauchement non borné est évité. 

Notons que W. Thomas suggérait récemment de modifier la nature du test et de 

regarder si un fils est sous-arbre d'un autre fils. Cela pourrait constituer encore une 

autre voie. 

Dans le premier chapitre, nous donnons la définition formelle des arbres et des au- 

tomates ascendants d'arbres. Quelques exemples de forêts reconnaissables y sont 

décrits, ainsi que deux exemples de forêts RATEG : l'un, simple, pennet de se fa- 

miliariser avec le mécanisme de ces automates. Le deuxième exemple est le codage 

du problème de Post, afin d'illustrer la relation entre recouvrement de conditions et 

indécidabili t é. 

Les automates que nous définissons peuvent être présentés sous deux formes : l'une 
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"sympathiquen, l'autre plus technique. Dans ce premier chapitre nous donnons des 

exemples, introduits d'abord sous leur forme "sympathique", et nous définissons en- 

suite les descriptions, terme plus technique mais qui nous servira tout au long des 

preuves. 

Pour exprimer une condition d'égalité entre éléments, l'idée la plus naturelle est de 

construire une formule dont le prédicat est celui de l'égalité de termes. Mais cette 

simplicité d'expression peut être interprétée de différentes manières; si on se donne 

deux règles : 

b(q, q) - q' quand les deux sous-termes sont égaux. 

{b(9,9) - 9 
Il peut y avoir ambiguïté sur la deuxième règle : s'applique-t-elle aussi quand les 

termes #1 et #2 sont égaux, ou est-elle réservée au cas où #1 # #2 ? 
Tranchons, et considérons que la règle 2 peut s'appliquer même en cas d'égalité des 

sous-arbres; pour imposer une différence il faudra alors l'exprimer explicitement. 

Nous proposons alors deux types d'automates : 

1) les conditions portent uniquement sur des égalités (les formules ne connaissent pas 

le prédicat "non"). Nous avons alors da i r e  à des automates capables d'imposer 

des égalités, mais pas des différences. 

2) les formules peuvent utiliser la négation. Il est alors possible d'imposer une 

différence entre sous-arbres. 

Dans le premier cas, on reconnaîtra par exemple des forêts comme : 

- Les arbres binaires bien équilibrés, (avec une seule étiquette sur les noeuds de 

l'arbre). 

- Les arbres tels qu'il existe au moins deux "b" en-dessous desquels les sous-arbres 

sont égaux. 

Par contre il sera impossible de reconnaître : 

- Les arbres binaires non équilibrés. 

- Les arbres binaires équilibrés, mais dont les noeuds peuvent porter des étiquettes 

variées. 
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L'égalité "de forme", n'est obtenue que dans le cas où les étiquettes sont identiques 

et où une égalité de forme est synonyme d'une égalité de termes. 

Dans la reconnaissance d'un arbre, il est toujours possible de ne pas tenir compte 

d'une égalité, donc aucune différence d'arbres ne peut être imposée. 

Il y a, dans ce cas, coïncidence avec les termes engendrés par des algèbres à signature 

non-linéaire, plus habituellement représentées par des DAG. 

Dans le deuxième type d'automates, il est possible d'imposer une différence entre 

sous-arbres. On pourra, cette fois, reconnaître les arbres binaires déséquilibrés, à une 

seule étiquette; par contre, bien sûr, toujours pas les arbres équilibrés mais portant 

des étiquettes diverses. 

On sort alors des algèbres à signature non-linéaire. 

La suite du chapitre 1 est consacrée à la présentation des descriptions d'égalité. Les 

descriptions d'égalité constituent un système fini et "normalisé" pour exprimer toutes 

les conditions d'égalité existant à l'intérieur d'un n-uple d'éléments. 

Cette notion "technique" permettra de remplacer les formules telles que celles que 

nous venons de voir et, en outre, de donner une syntaxe unique pour les deux types 

d'automates. Par contre, au niveau sémantique, nous introduirons deux comporte- 

ments (deux façons d'appliquer les règles) pour cette syntaxe unique. 

Le chapitre 2 est consacré à l'étude des forêts reconnues par notre première 

classe d'automate. Nous les définissons comme étant des automates à descriptions 

d'égalités, munis d'une stratégie à contrôle faible. Le contrôle faible consiste à ne 

pas imposer la reconnaissance d'une égalité, d'où la coïncidence avec le cas où les 

conditions sont exprimées par des formules ne connaissant pas la négation. 

La classe de forêts obtenue étant ressemblante à REC, mais comportant, en plus, des 

égalités entre sous-arbres, nous avons utilisé le nom de REC, 
Cette classe de forêts est stable par les opérations d'union et d'intersection. Elle ne 

l'est pas par complémentation, l'exemple des arbres équilibrés exposé un peu plus 

haut, en permet la preuve. Il n'est d'ailleurs pas possible de parler de déterminisme, 

puisque le type même de stratégie consiste à laisser le choix entre reconnaître une 

égalité ou ne pas la reconnaître. 

Nous montrons que la classe reconnue coïncide avec la clôture de REC par morphisme 

alphabétique. 

Dans la 3ème partie, nous étudions les automates munis d'une stratégie de contrôle 



fort : on impose de reconnaître toutes les égalités de sous-arbres. Par défaut, cer- 

taines règles ne sont donc accessibles qu'en cas de différence 

C'est une stratégie qui permettra de définir des automates réellement déterministes, 

et donc de prouver que la classe (nommée REC#) est fermée pour la complémentation. 

Elle contient strictement la classe REC, et elle est close par union et intersection. 

Afin d'établir des résultats de décision, il sera nécessaire de compter le nombre 

d'arbres atteignant un état. Il ne suffit pas que tous les états en partie gauche 

d'une règle soient accessibles pour pouvoir décider si il existe un arbre "transitant" 

par cette règle. Il faut qu'il y en ait suffisamment pour satisfaire éventuellement 

une condition de différence. Nous donnons donc des outils d'évaluation du nombre 

d'arbres atteignant chaque état, ce qui nous permet de construire un algorithme de 

décision du vide. 

Ce résultat établi, nous donnons un exemple d'application sur un problème 

d'inductive-réductibilité. 

L'algorithme de décision du vide est de complexité polynomiale pour un automate 

déterministe. Dans le cas général des automates à tests non déterministes la propriété 

"du vide" est NP-dure. 

Dans le dernier chapitre, nous nous attachons à caractériser les différentes classes 

de forêts que nous avons évoquées. Nous définissons une relation sur les états de 

l'automate. Intuitivement, quand deux états sont en relation, c'est que l'un peut être 

obtenu à la place de l'autre par un arbre qui présente "quelques égalités de plus". 

Cette relation nous permet d'établir des conditions suffisantes pour les automates 

à stratégie forte reconnaissant des éléments de REC , de REG'= et de la clôture 

booléenne de REG'=. Il est ensuite possible de montrer que REC# n'est pas la 

simple clôture booléenne de REC,, et qu'il existe encore un fossé entre ces deux 

classes. 

Nous avons montré que les propriétés de décision du vide ou de la finitude sont 

décidables, il faut aussi s'interroger sur les propriétés d'appartenance à la classe REC 

ou à la classe REC=, (c'est-à-dire l'existence d'un automate classique équivalent, ou 

celle d'un automate s'exprimant sans différences), qui le sont peut-être aussi. Les 

caractérisations définies au chapitre 4 peuvent constituer un moyen (entre autres) 

d'aborder ces problèmes. 

Il serait également intéressant d'étudier si la propriété du vide reste décidable dans 

le cas où l'on s'autorise à comparer des arbres situés plus profondément, mais à une 

même profondeur (des termes cousins, en quelque sorte). Pour coder le problème de 



Introduction 

Post dans les Rateg, on utilise des règles avec des comparaisons entre des arbres à 

des profondeurs différentes, de même que pour obtenir la classe des récursivement 

énumérables à partir des reconnaissables, J. Mongy utilise des morphismes dupliquant 

des variables sur deux niveaux distincts. Ces techniques permettent ainsi d'engendrer 

des contraintes sur toute la hauteur d'un arbre, quelle qu'elle soit. Si l'on se borne à 

interdire les comparaisons entre des termes dont les positions seraient à des hauteurs 

distinctes, peut-être la décision du vide est-elle préservée. 
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Chapitre 1: Généralités 

1. 1 Alphabet gradué, arbres 

On appelle alphabet gradué, un ensemble de couples (symbole, arité), l'arité étant 

un entier positif ou nul. 

Exemple 

C = {a, b ,  c ,  +, -, -) 
O 0 0  2 2 1 

Nous ne nous intéresserons qu'aux alphabets gradués finis. 

Ci désigne le sous-ensemble de C constitué par les termes de arité i. 

Les arbres sont formés par concaténation des éléments de C, et éventuellement de 

variables (ou possèdent des branches non terminées, associées à une torsion). 

T(Ç), désigne l'ensemble des arbres "bien formés" sur l'alphabet C et n variables 

X I , .  . . , x,. exemple : +(a, -(xl, +(XI,  -(x2)))) est un arbre de T(C):! 

T(E)o désigne donc l'ensemble des arbres sans variable, encore appelés termes clos. 

La hauteur d'un arbre est la longueur de la plus grande branche. La hauteur peut 

être définie récursivement par : 

h(t) = O si t E Co 

h(a(tl,. . . ,t,)) = 1 + maz{h(ti)li 5 n) 

1. 2 Automates ascendants d'arbres 

Un automate ascendant d'arbres est défini par la donnée d'un quadruplet (C, Q, F, R) 
dans lequel : 

C est un alphabet gradué fini. 

Q est un ensemble fini d'états, pouvant être considérés comme des symboles de 

arité 1. 

F E Q est un ensemble d'états terminaux. 

R SU Ci x QI+', un ensemble de règles. 
i 

Notation : la règle (a, ql , . . . , q,, q)  sera presque toujours notée (a(qi , . . . , q, )+q) 

La partie gauche d'une règle désigne la lettre et les n états situés à gauche de la 

flèche. La partie gauche représente les "conditions initiales" et la partie droite le 
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"résultat" d'application de la règle. Ce vocabulaire sera retenu et adapté ensuite 

pour les automates à tests. 

Transit ions 

La sémantique des automates ascendants d'arbres est définie par les règles de 

dérivation : 

Soient t et t', deux arbres de T(C U Q), 
t se dérive en t', (noté t -, t') si : 

t = u(a(qi(ti), . . . , qn(tn)), t' = u(q(a(t1,. . . , tn) ) )  avec 

( a , q i , . - - , q n , ~ )  E R 

Les arbres reconnus par un automate sont les arbres clos , tels que l'état atteint à 

la racine de l'arbre est un état terminal : 

t est reconnu par A e 3q E F, t 5 q(t), 

où "A" désigne la clôture réflexive et transitive de "4" 

Une règle peut être apliquée si l'ensemble des états apparaissant en partie gauche 

apparaissent sous la lettre. On "remonte" ensuite en insérant l'état "d'arrivée" au- 

dessus de la lettre, d'où l'appellation d'automate ascendant. 

Les termes "ascendants" ou "descendants" sont cependant sujets à caution, puis- 

qu'ils font référence à la représentation graphique que l'on prend pour un arbre. 

Nous représentons toujours un arbre avec la racine en haut et les feuilles en bas (cou- 

tume bizarre, il est vrai). 

Précisons donc que le terme ascendant est, pour nous, équivalent à "frontier-to-root", 

et désigne le sens allant des feuilles vers la racine. 

Sont définis, parallèlement, des automates descendants (root-to-frontier) d'arbres, où 

l'état au-dessus de la lettre est l'état de départ, et où l'on insère ensuite n états 

en-dessous de la lettre où s'effectue la transition. 

Classe de forêts reconnues 

La classe des forêts reconnues est la même pour les automates ascendants et descen- 

dants, cette classe de forêts reconnues est notée REC. 

Les automates descendants n'intervenant pas dans le cadre de ce travail, nous n'y 

reviendrons pas davantage. 
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Déterminisme 
Un automate ascendant est dit déterministe si deux règles distinctes ont des parties 

gauches distinctes (i.e. pour des conditions initiales fixées, il existe au plus un état 

d'arrivée). Si cette condition est réalisée, aucun choix n'intervient dans l'application 

des règles. 

Exemples 
1- 

Le premier exemple représente le typage d'expressions. 

Il s'agira de reconnaître toutes les expressions manipulant un type numérique et des 

valeurs logiques. Les opérateurs et les constantes sont définis par l'alphabet gradué : 

C = {vrai, f a u x , r ~ , .  . . r n ,  +, *, =, <, 1 ,  V, A )  
O O 0  0 2 2 2 2 1 2 2  

Les deux types manipulés seront les deux états de l'automate : 

Q = {Num, Bool) 

Les règles de l'automate vont nous permettre de préciser les types des valeurs 

vrai, faux, (ri)1<,<, - - et les types (paramètre et résultat) des opérateurs. 

vrai+Bool f aux+Bool 

r i -+Num 

+(Num, Num)+Num * (Num, Num)+Num 

= (Num, Num)+Bool < (Num, Num)tBool 

1 (Bool)+ Bo01 

V(Boo1, Bool)+Bool A (Bool, Booz)+ Bo01 

Enfin, le choix des états terminaux détermine les expressions reconnues : Si Num 

et Bo01 sont terminaux, toutes les expressions respectant le typage seront reconnues, 

quelque soit le type de leur résultat. 

Cet exemple permet d'illustrer la correspondance entre forêts reconnaissables et 

algèbres sortées, la signature de l'algèbre étant représentée par les états et règles 

de l'automate. 

2- 

Voici un deuxième exemple d'automates d'arbres, permettant de calculer le nombre 



Chapitre 1 : Généralités 

Nombre de Strahler d'un arbre 

Le nombre de Strahler peut être défini par induction de la façon suivante : 

Strahler(feui1le) = O 

Strahler(b(t1, tz)) = mas (Strahler(t 1 ) )  Strahler(tz)), si Strahler(tl) # Strahler(tz) 

1 + Stral-iler(t;), sinon. 

Ce nombre est, par exemple, celui des registres nécessaires pour calculer une expres- 

sion arithmétique (nous supposerons que l'addition est la seule opération). 

Posons C = {xi , .  . . , ~ n ,  +) 
O O 2 

Les états sont les nombres de Strahler inférieurs à une valeur k fixée : {O, 1 , .  . . , k) 
Quant aux règles, elles codent. le calcul : 

xi-O 

+(i, j)+mar(i, j )  pour i # j 
+(i, i)+i + 1 pour iik 

En prenant F = [l, kt], kt 5 k les arbres reconnus représentent les expressions dont 

le nombre de Strahler est inférieur ou égal à kt 

1.2. 1 Quelques propriétés de la classe REC 

Pour toute forêt F E REC, il existe un automate ascendant d'arbres déterministe 

reconnaissant F. 

La propriété " 3 3 A )  = 0" est décidable. 
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La propriété ".F(A) = 0" est décidable. 

La classe REC est close pour les opérations booléennes, ainsi que par morphisme 

linéaire d'arbres. 

REC est close par morphisme inverse (même non-linéaire). 

La clôture de REC par morphisme d'arbres et intersection est l'ensemble de forêts 

récursivement énurnérables. 

Toute forêt récursivement énumérable peut être définie par ~ ( $ 1  (RI) n $2(R2))) où 

RI et Rz sont des forêts reconnaissables. 

1.2. 2 Définition des morphismes d'arbres 

Soient C et C', deux alphabets gradués. Un morphisme d'arbres 9 de T ( C )  dans 

T(C1) est l'extension, compatible avec la concaténation, d'une application qui, à toute 

lettre a de C, associe : 

- t E T ( C 1 ) m  
- une fonction T, : [l , ml + [l , n] (où n est la arité de a). 

La fonction T représente la torsion appliquée dans l'arbre image aux variables libres 

de la lettre graduée a. 

Exemple : 

C = {ü, a),  lettres respectivement de mité O et 1. 

C' = { ü , a , b ) ,  da arité 0, 1 , 2; 

L'image par 4 du "langage" a*ü est la forêt de tous les arbres de forme équilibrée, 

dont chaque branche est un mot de (ba)*à.Cet exemple permet de constater que 

I'image par un morphisme d'une forêt reconnaissable n'est pas nécessairement 

reconnaissable. 



Chapitre 1: Généralités 

1-2. 3 Morphismes particuliers 

Un morphisme d'arbres sera dit linéaire si, pour toute lettre a de C, 7, est injective. 

Donc aucune des variables de a n'apparaît plusieurs fois dans 4(a). 

Un morphisme d'arbres est dit complet si, pour toute lettre a de C, T, est surjective. 

Toutes les variables de a se retrouvent dans l'image de a. 

Un morphisme strict est tel que l'image de toute lettre contient au moins une lettre. 

Enfin, un morphisme d'arbres est dit alphabétique (au sens strict) si toute lettre 

de C possède une image appartenant à C'; on dit qu'il est alphabétique au sens large 

si l'image de a est une lettre ou une variable. 

Exemples : 

4(a(x)) = a(.) d(b(x1, ~ 2 ) )  = a(b(x1, ~ 1 ) )  

n'est ni linéaire (xi apparaît deux fois à droite), ni complet (x2 n'apparaît pas), ni 

alphabétique (l'image de b est un arbre de hauteur 1) 

4(a(x)) = b(x, x) 4 ( b ( ~ 1 ' ~ 2 > >  = a(x1) 
4 est alphabétique, mais n'est ni linéaire, ni complet. 

+(a(.)) = a(.) 4 ( b ( ~ l ,  ~ 2 ) )  = a(x2) 
4 est alphabétique, linéaire, non complet 

4(.(.)) = a(.(.)) 4(b(xl, 5 2 ) )  = b(x2, 51) 
4 est linéaire et complet; il n'est pas alphabétique. 

4(a(x) = b(x, x) 4(b(x1,22)) = x2 
4 est alphabétique (au sens large : il est effaçant sur a), non-linéaire. 
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Image de REC par morphismes non-linéaires 

La propriété de non-linéarité pourrait paraître un peu anodine. Il n'en est rien. 

Les morphismes non-linéaires permettent d'obtenir des forêts très complexes, même 

appliqués de façon restreinte. 

Nous présentons ici un résultat établi par J. Mongy [Mon 811, prouvant qu'il est 

possible d'obtenir toute forêt récursivement énumérable à partir des reconnaissables, 

en combinant 3 morphismes et une intersection. 

Ce résultat s'énonce précisément par : 

Pour toute forêt récursivement énumérable F, il existe Ri et R2, deux forêts re- 

connaissables, 4l et $2, deux morphismes complets et injectifs, et .rr un morphisme 

alphabétique linéaire non complet, tels que : 

F = ~ ( 4 1  (Ri)  n 42(RZ)) 

On pourra se reporter à la Thèse de J.Mongy [Mon 811 pour consulter la preuve 

complète de cette proposition, mais nous donnons ci-dessous une idée de la principale 

construction, qui éclaire le mécanisme de propagation de contraintes. 

L'idée générale est de simuler dans $i(Rl) n 42(R2) les dérivations d'une grammaire 

d'arbres, et d'obtenir des arbres de la forme : #(t, hist), où t est un arbre engendré 

par la grammaire et hist, l'historique des dérivations qui ont permis de l'engendrer. 

Le morphisme .rr efface ensuite l'historique et la racine, de façon à obtenir dans 

T ( ~ ~ ( R ~ )  n 42(R2)) l'ensemble des arbres engendrés par la grammaire. Sachant que 

toute forêt récursivement énumérable peut être engendrée par une grammaire d'arbres 

[ArDa 781, elle pourra donc également être obtenue par cet te construction. 

Nous décrirons le codage d'un partie du problème : la construction, pour une 

règle de dérivation reg donnée, de RI,  Rz, $1, 4 2 ,  .rr de manière à obtenir la forêt 

{#(tt,t) 1 t+tl par application de reg) 

Posons reg = (le f t+right) où le f t et right sont des arbres, bien entendu. 

Si t donne t', alors il existe u et ( v ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  tels que t = u(left(vl,. . . ,v,))  et 

t' = u(right(v1, . . . , v,)) 

Dans la forêt Ri, on code, en quelque sorte, la position dans t et t t  du sous-arbre à 
transformer : c'est à dire l'endroit de u où se fait la greffe de le f t dans t et de right 

dans t'. Ce qui revient à exprimer les différentes décompositions de l'arbre, jusqu'à 

trouver en tête la partie gauche de la règle. 
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Cette position est indiquée par une suite de choix de sous-arbres à des profondeurs 

croissantes, par exemple : 2ème branche sous la racine, puis lère dans ce sous-arbre, 

puis 3 ème, ... etc 

De façon rigoureuse, maintenant : 

Pour chaque lettre de a, on construit les lettres a', où i est un entier entre 1 et n, qui 

indique la branche où se fera la dérivation. 

Sous la lettre ai, on trouve les branches inchangées représentant les contextes gauches 

et droits :gl . . . gi-1 et di+l,. . . d,; on trouve le sous-arbre à la position i tel qu'il est 

avant (1) et après ( r )  application de la règle; une dernière branche, enfin', permet de 

lier ensemble ces noeuds 5; (peigne). 

îii est donc de arité n + 2 si a est de arité n. 

On crée aussi une lettre p, dont la arité m est le nombre de variables de le f t  et de 

rig ht. 

La forêt reconnaissable Ri aura donc la forme : 

. . . "(gi ,. . - 5  gi-1) 1, r, di+l, . . . dn, (hl ,  (g; . . . , g:,-, , Il, TI,. . . (. . . P(vI, . . . , v,))))) 

Les arbres dk, gk, gi, d i , .  . . , 1, r, 1') r l , .  . . , V I , .  . . , v,,, sont des arbres quelconques 

définis sur l'alphabet C U V. Il va de soi que nous n'avons ici codé qu'une suc- 

cession de sous-arbres censée représenter le chemin d'accès (i, i', . . .) au sous-arbre 

transformé, mais ni la cohérence de ce chemin, ni celle entre 1 et r n'est assurée. Ce 

serait évidemment impossible dans une forêt reconnaissable, mais la vérification sera 

effectuée par application des morphismes et de l'intersection. 

Définissons donc le morphisme 41 qui sera appliqué à RI. Il laissera identiques toutes 

les lettres de C, et transformera uniquement les lettres ai ,  par : 

#(a(xl,. . . , xi-1, $1, xi+l , . . . , xn), #(xr, y,  XI),  XI 9 . .  xi-I zr, xi+l,. . - 7  2,)) 

Et la lettre p par 

Le morphisme non linéaire crée un arbre portant de part et d'autre d'une branche 

centrale étiquetée par des #, des sous-arbres "presque identiques", distingués seule- 

ment par la branche devant être transformée par la règle (le f t j r igh t ) .  

La duplication a permis d'imposer les mêmes contextes avant et après la dérivation. 
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Simulation d 'une règle de grammaire d 'arbres 
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Cependant la cohérence de la dérivation n'est pas encore assurée : chaque "tronçon" 

de l'arbre (deux # successifs) code une étape de la décomposition et la recomposition 

correspondante, mais l'enchaînement entre ces étapes n'est pas vérifiée. 

Remarquons cependant que le sous-arbre où se déroule la dérivation a été dupliqué : 

il figure sous deux # consécutifs (le (2p)ième et le (2p+l)ième) : une fois dans son 

contexte, une fois en dehors, directement sous le #. 
C'est ici qu'intervient l'utilisation des chevauchements d'égalités. Si l'on parvient 

à imposer au sous-arbre sorti du contexte d'être égal au sous-arbre avec contexte 

qui se trouve immédiatement en-dessous, on vérifie la cohérence entre deux étapes 

successives, jusqu'à l'extrémité (le #'), où l'on est assuré de trouver une application 

correcte de la règle de dérivation. (le ft(vl, . . . , v,) et right(vl, . . . , u,)) 

On va prendre l'intersection entre la forêt dl (Ri) et une forêt qui impose des égalités 

"décalées", portant sur le (2p+l)ième # et le (2p+2)ième. 

D'où le choix de la forêt R2 et du morphisme 4 2 .  

R2 est simplement une forêt de la forme : 

à laquelle on applique le morphisme : 

d2(@(x, Y, 2))  = #(x, Y' 2) 

h (# (x ,  Y ,  z)) = #(x, #(x, Y ' z ) , ~ )  

dz(#'(x, Y))  = #(x, #'(x' Y ) ,  Y)  
La lettre de tête assure le décalage, ensuite on trouve des égalités deux par deux. 

L'intersection avec di(R1) ne 'conserve que les arbres représentant une application 

correcte de la règle (le f t+rig ht). Deux arbres en vis-à-vis sont les deux situations 
7' avant" et "après" application de la règle. En-dessous, on trouve la totalité de 

l'"histoire" de la transformation. 

Il ne reste plus ensuite qu'à oublier l'histoire (on sait que c'est dangereux), et ne 

conserver que le résultat. C'est le rôle du morphisme T ,  qui efface la branche centrale 

du # : .rr(#(x,y,z) = # ( v )  

Nous ne donnons que cette version allégée de la construction, non parce que c'est la 

mode, mais parce qu'elle suffit pour convaincre que l'on peut de la même manière 

coder l'enchaînement correct de plusieurs règles (la méthode est exactement la même 

mais à un niveau supérieur) et ensuite effacer l'historique, pour ne conserver que 
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l'arbre engendré par la grammaire. 

1. 4 Automates à t es ts  d'égalité 

Dans un reconnaisseur d'arbre classique, seuls interviennent dans les règles les états 

atteints en dessous (pour les automates ascendants) ou au-dessus (pour les automates 

descendants) du noeud où s'applique la règle. Dans le cas d'un automate ascendant, 

par exemple, les "conditions initiales" sont constituées uniquement par la lettre et 

les états apparaissant en dessous de cette lettre. 

Les automates à test sont des automates ascendants dans les règles desquels figurent, 

en plus, une condition utilisant la comparaison de sous-arbres du noeud considéré. 

Cette comparaison peut prendre différentes formes, suivant l'endroit où se situent les 

sous-arbres comparés : 

- elle peut ne comparer que les sous-arbres immédiats de la lettre courante : c'est-à- 

dire comparer des sous-arbres pris à profondeur O. Ce sera le cas pour les automates 

que nous étudions dans ce travail. 

- la comparaison peut, au contraire, se faire entre des sous-arbres situés plus pro- 

fondément. On peut encore faire une distinction entre le cas où les arbres comparés 

se situent à la même distance (profondeur) du noeud considéré et celui où les sous- 

arbres sont situés n'importe où, éventuellement à des profondeurs différentes. 

1.4. 1 Les Rateg : un exemple de comparaisons à profon- 
deur bornée 

Les automates (ou classes reconnues, les deux termes sont confondus) RATEG ont 

été développés par J. Mongy. 

Un RATEG est un automate ascendant à tests. Chaque règle est pourvue d'une 

condition d'application, qui peut être représentée par un arbre fini (et non clos, en 

général). Ce terme non clos peut être également non linéaire (une même variable 

peut y figurer plusieurs fois). Cet "arbre-condition" (ce terme n'est pas employé par 

J.Mongy, mais il représente assez bien la nature de la condition) indique donc la forme 

du sous-arbre initial apparaissant en-dessous du noeud courant. S'il est non-linéaire, 

alors certains sous-arbres doivent être égaux pour que la règle puisse s'appliquer. 
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La classe de forêts RATEG contient (strictement) la classe REC, puisqu'en prenant 

des arbres-conditions linéaires et réduits à la seule lettre courante, on retrouve un 

automate ascendant habituel. 

Les comparaisons se font à des profondeurs bornées, bien évidemment, puisque les 

conditions sont des arbres finis. La borne de profondeur est alors donnée, pour 

l'automate, par la hauteur maximale des conditions. 

Voyons un exemple d'automate "RATEG" : 

ü+e 

a(e)-+e 

b(e, e)+el 

b(e, el)+e', avec la condition b(a(xl ), b(xl, x2)) 

Cette dernière règle s'applique donc en un b en-dessous duquel le sous-arbre initial 

est sous la forme : b(a(xl ), b(xl, x2)) 

Examinons la forêt reconnue : elle contient par exemple 

b(aP.6, aq.ü), b(ap+' .a, b(aP.6, aq .~)) ,  b ( a ~ + ~  .a, b(aP.6, aq .~)) ) ,  . . . 
D'une manière générale, on prouve que les arbres sont sous la forme : 

où p, q, i sont des entiers positifs quelconques. 

Cet exemple appelle une réflexion : si, au niveau de chaque règle, le test d'égalités ne 

porte que sur des arbres à profondeur bornée, il est cependant impossible de borner 

la distance entre des sous-arbres liés par la condition d'égalité. On a ici un exemple 

de ce genre de situations : le nombre de "a" de la branche linéaire (mot sur a*.ü) 

la plus haute dans l'arbre est lié au nombre de "a" de celle qui apparaît le plus 

bas dans l'arbre, et ce quelle que soit la hauteur de l'arbre. Cette contrainte a pu 

être propagée sur toute la hauteur par les chevauchements entre "arbres-conditions", 

d'une application de la règle à une autre. En effet, si l'on opére une unification entre 

deux conditions successives, on obtient : 

où la variable xl apparaît 3 fois, à 3 hauteurs distinctes. 

Cette propagation des contraintes d'égalités est, intuitivement, la raison pour laquelle 

la propriété du vide est indécidable sur les automates RATEG. 
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Nous donnons, pour bien convaincre de ce résultat, le codage à l'aide des automates 

RATEG du problème de Post, dont on sait qu'il est indécidable. 

Etant donnée une suite finie de mots (wi)) - <;<, - , on peut construire un automate (de 

mots) reconnaissant toutes les séquences d'éléments de cette suite. Cet automate 

comprendra un état initial et final q, tel que q t wi = q, pour tout i 5 n (les autres 

états ont peu d'importance dans la suite, nous supposerons simplement cet automate 

correctement const mi t ) . 
Il est "transformé" en automate d'arbres en ajoutant, par exemple, une' feuille ü et 

une règle ü+q. 

Pour deux suites finies de mots ( ~ i ) l ~ i l ~  et ( w ~ ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ ,  ayant même longueur le 

problème de Post admet une solution si et seulement si il existe deux séquences 

égales : 
I I  1 wil .wi2.. . . .a,, = wil .wi2.. . . .wi m 2 1 m 

Nous le codons dans un automate RATEG incluant : 

- Deux automates construits suivant la méthode précédente, reconnaissant les 

séquences de mots des deux suites ( w ~ ) ~  et ( w ~ ~ ) ~ < ~ < ~ ,  et utilisant des ensembles 

d'états disjoints (on notera q et q' les états atteints par les séquences de mots w et 

w1 respectivement). 

- Une lettre $, de arité 3 et les règles : 

$(q, base, q)-+central adbase 

$(q, central, ql)+central cond : $(wi(~l)$(zl)  Y, XZ), w:(x~)) 

$(q, central, ql)+ f inal cond : $(z, y ,  z )  

Cet automate reconnaît une forêt d'arbres dont les branches latérales sont des 

séquences de mots de la suite ( w ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  à gauche et de ( w ~ ~ ) ~ ~ ~ < ~  à droite. 

Chaque transition permet de vérifier que les éléments sont pris au même rang i dans 

chacune des deux suites finies. 

Le chevauchement des contraintes d'égalités assure que cette propriété est vérifiée à 
chaque niveau de l'arbre. 

Enfin, une règle permet de tester si les deux branches latérales les plus hautes sont 

égales. 

Il y a donc une solution au problème de Post si et seulement si l'automate reconnaft 

une forêt non vide. Décider du vide pour un automate RATEG permettrait donc de 
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décider si le problème de Post admet une solution. 

Remarque : Il existe d'autres façons de prouver l'indécidabilité du vide dans les 

RATEG. J.Mongy se ramène, elle, à son autre résultat prouvant que toute forêt 

récursivement énumérable s'exprime comme ~ ( q 5 ~ ( R i )  n 42(R2)) (que nous avons 

décrit plus haut). Les mécanismes utilisés sont du même ordre. Nous avons utilisé 

ici le codage direct du problème de Post car il permet de comprendre que c'est le 

chevauchement des contraintes d'égalités, qui dans un automate, engendre des forêts 

trop complexes. 

Nous nous sommes donc attachés à empêcher cette propagation dans les automates 

que nous avons étudiés. 

1.4. 2 Comparaisons entre fils 

C'est le cas que nous développons dans cette thèse. Nous définirons plusieurs classes 

d'automates, se différenciant entre-elles par la façon dont sont testées les égalités et 

la façon dont on utilise les tests. Pour illustrer dès à présent cette variété dans les 

comportements d'automates, nous donnons succintement deux exemples, sans poser 

les définitions de manière très rigoureuse. 

1. 5 Premiers exemples 

1.5. 1 Avec des formules contenant des égalités 

Les conditions sont exprimées au moyen de formules construites à l'aide du prédicat 

d'égalité, de la conjonction et de la disjonction. 

Par exemple : 

a(ql, . . . , q ~ ) + q q  u a n d # l = # 2 ~ ( # 3 = # 4 ~ # 3 = # 5 )  

où #i désigne le i-ème fils du noeud étiqueté par a. 

Comportement : Une règle peut s'appliquer dès lors que la condition est vérifiée. 

La forêt constituée par les arbres équilibrés construits à partir du symbole b de arité 

2 et du symbole ü de arité O est reconnue par l'automate suivant : 

a + q  

b(q7 9 )  -, puits 
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Seuls les arbres bien équilibrés sont acceptés 

b(q,q)  -, q quand #1 = #2 
q est, bien-sûr, ét.at terminal. 

La règle en b vérifie simplement qu'il y a égalté entre fils à chaque noeud, sinon la 

transition n'est pas définie. 

11 est naturel de s'intéresser aussi au complémentaire de la forêt que nous venons 

de définir, et de s'interroger sur la reconnaissance de tous les arbres constitués de b 

(arité 2) et de a (arité 1) qui présentent, en un point quelconque, un déséquilibre de 

forme. 

Pour construire une règle en b qui laisse passer les arbres en cas de différence mais pas 

en cas d'égalité, les formules que nous utilisons ici sont insuffisantes : il nous faudrait 

pouvoir exprimer la différence entre fils. Il s'avère donc impossible de reconnaître les 

arbres déséquilibrés à l'aide de l'outil exposé ici. 

Dans notre deuxième exemple d'automates à tests, nous ajoutons la négation dans 

les formules . 

1.5. 2 avec les négatioils eil plus ... 
La formule exprimant la condition est construite à l'aide de l'égalité, la conjonction, 

la disjonction, et la négation. 

On peut donc interdire l'utilisation d'une règle dans le cas d'une égalié entre sous- 

arbres. 

Cette fois il est possible de reconnaître les arbres déséquilibrés. Voici un aut.omate 
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convenable : 

a - t q  

b(9'9) -' 9 

b(9,9) -' 9f quand 1 (#1 = #2) 

b(9f + 9s 

b(93 9s) + 9f 

b ( ~ f  ' 9f) -' Qf 

11 reconnaît le complémentaire de la forêt citée plus haut. 

Reconnaissance des arbres déséquilibrés 

1. 6 Les descriptions d'égalités 

Dans le cas général d'une lettre de arité n, nous aurons besoin, pour écrire les dif- 

férentes règles concernant cette lettre, de pouvoir exprimer les cas qui peuvent se 

présenter, du point de vue des égalités entre sous-arbres. Dans les deux exemples 

exposés précédemment nous asrons utilisé des formules logiques, ce qui est de loin 

le moyen le plus naturel (?) et le plus ha.bitue1 pour exprimer ces conditions. Cette 

représentation possède cependant quelques inconvénients : tout d'abord il n'y a pas 

unicité de la formule pour exprimer une même condition, ensuite on peut formuler 

des conditions "incohérentes", c'est-à-dire impossible à réaliser. 

Ces deux inconvénients sont peu importants, à priori, pour la définition d'un exemple, 

on ne construira en général pas de règles avec une condition du style : 
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"(#l = #2) A (#1 # #2)". 

Il est cependant préférable d'éliminer ces cas gênants pour la définition formelle des 

automates et pour leur manipulation. 

Nous nous placerons donc dans un système fini de descripteurs d'égalités cohérent et 

dans lequel une condition possède une expression unique. Ce qui pourrait revenir à 

se placer dans le cadre des formes normales conjonctives de formules n'utilisant que 

l'égalité, et dans lesquelles chaque égalité :"#i = #j" figurerait au plus une fois, 

(tout cela modulo la commutativité). 

Il est équivalent de considérer, par exemple, l'ensemble de arrangements (avec remise) 

de n éléments pris parmi n. 

Ou encore une classe d'applications de [l, n] dans Bi modulo l'équivalence r: 

f = g ( f  (i) = f ( j )  - d i )  = g(j)) 

Peu importe, en fait, la représentation personnelle que l'on se fait d'une descrip- 

tion cohérente des égalités qui peuvent exister au sein d'un n-uples d'éléments. La 

définition que nous retiendrons est celle-ci (encore équivalente à celles que nous ve- 

nons de citer) : 

Une description des égalités dans un n-uple d'éléments est une partition de [1, n]. 

Les entiers entre 1 et n désignent une position dans le n-uple. Si deux positions sont 

dans la même partie, alors les deux éléments correspondant doivent être égaux. 

Exemple : 

Soient 3 éléments X I , X ~ , X ~ .  la propriété d'égalité que nous noterons ((1'31, (2))  
sera vérifiée quand xi = 2 3  

1.6. 1 Définitions 

On appelle description d'égalités sur n éléments une partition de 11, n] 

On note ED, l'ensemble des descriptions d'égalités sur n éléments, et EDn,rn l'en- 

semble des descriptions d'égalité de cardinal m, sur n éléments. 

Cet ensemble ED, désigne les descriptions de n-uples où sont représentées m valeurs 

distinctes. 

On pose EDO = {LOI 

Nous définissons deux propriétés distinctes d'une description vis-à-vis d'un n-uple 
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d'éléments : 

(d est valide pour ( x ~ ) ~ ~ ~ < ~ )  (VX E d,Vz, j E X, xi = zj )  

(d est exacte pour 

# 

(d est valide pour ( ~ ~ ) ~ ~ i ~ n  et VX # Y E d,i E X, j E Y , x ~  f z j )  

1.6. 2 Ordre sur les descriptions d'égalités 

Pour chaque n, on peut définir sur ED, une relation d'ordre (partiel) <, de la façon 

suivante : 

d 5, d' (d est moins précise que d') (VX E d, 3Y E d', X 5 Y) 

ED,, muni de cette relation est un treillis, et l'on notera An, l'opération "plus petit 

majorant". L'ensemble des singletons, le plus petit élément, sera noté 1,. 

1.6. 3 Propriétés: 

1) In est valide pour tout n-uple. 

2) Si vérifient d et d 2 d', alors (X i)iSn vérifient d'. 

3) (~ i ) i<n  vérifient d et vérifient d' si et seulement si ils vérifient dAn d' 

4) Pour un n-uple donné, la description exacte est la plus précise des descriptions 

valides. 

Le A, représente donc le "et" sur les conditions, et In = {{i) li E 11, n]) le "vrai" 

Par la suite nous noterons 5 au lieu de Sn, A au lieu de A, et I au lieu de In, 

puisqu'il n'y a pas d'ambiguïté possible. 
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1.6. 4 Exemples 

Dans l'ensemble ED3, considérons la description dl = {{1,2), (3)) 

dl est valide et exacte pour a, a, b, elle est valide pour a, a,  a 

d2 = ((11, (2)' (3)) est valide pour a, a, b, et pour a, a, a 

d2 5 dl, elle est moins précise que dl 

d2 = 1 3  que l'on note plus simplement I 
d3 = ((11, (2,311 et d2 sont incomparables. d3 A d2 = {{1,2,3)) est valide pour les 

. . 
3-uples pour lesquels dl est valide et d2 est valide. 

Par exemple dl A dz est valide pour b, b, b (c'en est même une description exacte). 

dl A d2 = T3 que l'on note T 

T n'est valide que pour les n-uples dont tous les éléments sont identiques. 



Chapitre 2 

Stratégie à contrôle faible 
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2. 1 Définitions et exemples 

2.1. 1 Automates à tests d'égalité entre fils 

Un automate à tests d'égalités entre fils sera défini par un quadruplet : 

C , un alphabet gradué 

Q, un ensemble fini d'états 

F, un ensemble d'états terminaux, sous-ensemble de Q 
R, un ensemble fini de règles. R CU Ci x ED, x Qi+' 

i 

Notation 

Les règles seront généralement notées : (a(ql , . . . , qn)[q+q) où d désigne la descrip- 

tion d'égalité. 

2.1. 2 Transitions : stratégie à contrôle faible 

Soit A, un automate, soient t,t '  E T(C)o. t se dérive en t', (noté t -+ t') si et 

seulement si : 

3a E En, 3~ E T(C)i, 3ti,t2, ..., tn E T(Co) 

3(a(q1, . . , qn)[+q) E R 
t = u(a(qi(tl), ~2(t2), .  . ., qn(tn))) t' = u(q(a(-ti 7 .  . ., tn))) 
et d est valide pour (ti)lgjSn. 

Cette définition "sémantique" de l'automate sera qualifiée de stratégie à contrôle 

faible, dans la mesure où le contrôle effectué laisse, en général, une liberté dans le 

choix de la règle à appliquer : plusieurs descriptions d'égalités peuvent être valides 

pour un même n-uple, et donc plusieurs règles peuvent être "utilisables". 

Notation 

5 désigne la clôture réflexive et transitive de 4. 
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2.1. 3 Quelques définitions 

Un arbre t de T(&) sera dit reconnu par l'automate si 39 E F, tel que t A q ( t ) .  

Nous dirons que deux règles ont même profil si elles sont définies sur la même lettre 

et ont les mêmes états de départ. Elles diffèrent par leur decription d'égalités ou 

l'état d'arrivée. 

On dira qu'elles ont même partie gauche quand elles ont le même profil et la même 

description d'égalité (i.e. elles ne diffèrent que par l'état d'arrivée) 

Un automate est dit complet si pour toute lettre a, pour tout n-uple ql ,  . . . , qn (où 

n est la arité de a), pour toute description d E EDn, il existe une règle de partie 

gauche a(qi, . . . , q n ) [ q -  

Propriété. 

A tout automate à tests d'égalités, on peut associer un automate complet 

reconnaissant, par stratégie à contrôle faible, la même forêt. 

La complétion se fait de la même manière que pour les automates d'arbres classiques, 

en ajoutant un état puits, ét,at d'arrivée pour toutes les transitions non définies 

précédemment. Etant donné le caractère non déterministe de 17automat,e, la forêt 

reconnue n'est pas modifiée. 

Exemples 

rl et r2 ont même profil, mais pas même partie gauche. 

rl et r3 ont même partie gauche, donc même profil. 

rq n'a pas le même profil que rl , ni 7-2 ni r~ 
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2.1. 4 Classe de forêts recoililues : REC, 

On notera REC,, la famille des forêts reconnues par des automates à tests, par 

stratégie à contrôle faible. 

Exeinple 
Nous allons compléter l'automate cité dans le chapitre de généralit,és, qui calculait le 

nombre de StraSiler d'un arbre. 

Si l'on se réfère à I'interprét,ation en termes de registres de calculs, on peut affiner 

l'évaluation en remarquant que x + x ne nécessite pas de registre supplémentaire, 

puisque l'opération peut se faire par décalage du registre contenant x. 

ATom bres de Strahler réduits : exemples de parcours possibles 

Ce qui nous amène donc à ajouter une règle dans l'automate : 

+(i, 9[{{l ,~}}]-+j  
Que l'on pourra exprimer également (voir section suivante) par 

+(il i)[#l = #2]+i 

ce qui signifie simplement que les d e u i  branches doivent être égales. 

Remarquons bien que l'automate est devenu non-déterministe. 

L'arbre +(sl, XI) peut atteindre aussi bien 1 que O 

Cependant la forêt reconnue en prenant Fin = [ l ,  k'] comprendra tous les arbres 

pou~.ant utilser moins de k' regist,res, en utilisant le décalage. 
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On peut aussi se poser la question de l'utilité de faire figurer la règle 

+(i, j)[#l = #2]+max(i, j) quand i # j 
La forêt reconnue serait exactement la même. 

Nous verrons un peu plus loin qu'il est toujours possible de se priver de telles règles 

(les automates seront alors dits normalisés). 

Cependant, dans le cas général, on ne peut pas faire de suppression pure et simple 

de ces règles et, contrairement à ce qui se passe ici, il faut souvent créer de nouvelles 

règles "normales" avant la suppression des autres. 

2. 2 Expression des conditions à l'aide de formules 

Dans l'introduction, nous donnions succintement une définition d'automate à tests, 

dans lequel les conditions seraient exprimées par des formules construites à l'aide de 

l'égalité, de la conjonction et de la disjonction. 

Cette formulation est équivalente à la définition d'automates donnée en section 2.1, 

où les règles utilisent des descriptions d'égalités et non des formules. 

Nous avons expliqué au chapitre 1 la raison de l'utilisation des descriptions, raison 

essentiellement technique, ainsi que la nécessité de disposer d'un système fini de 

conditions. Afin de pouvoir utiliser indifféremment l'une ou l'autre des formulations, 

nous donnons une définition rigoureuse d'automates utilisant des formules, et nous 

en prouvons l'équivalence avec la précédente. 

Définition 
Tout automate à contrôle faible peut être exprimé par un quadruplet : 

C ,  alphabet gradué. 

Q, ensemble fini d'états 

F, ensemble d'états terminaux 

îZ  ensemble de règles, inclus dans U Ci x F=,i x Qi+' 
i 

Où F=,i désigne l'ensemble de formules sur i variables, utilisant égalité, conjonction 

et disjonction. 

Exemple 
#1 = #2 A #2 = #4 indique que les éléments de numéro 1, 2 et 4 doivent être égaux. 
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Transit ions 
Les transitions se définissent comme suit : 

t + t' si et seulement si : 

3a E Cn, 3u T(C)n, 3t1, tz, ... tn E T(C)o 

3(a,f,qï, . . . ,qn,q) E 

t = u(a (~ l ( t ï ) ,  q2(t2), . . , ~n(tn)))  t' = u(q(~(t1,.  - tn))) 
et f ( t l , .  . . , t n )  est vraie. 

Equivalence des deux définitions 
Montrons que les deux définitions sont équivalent es. 

Pour toute formule f de F=,i, il existe un sous-ensemble Df dans EDi qui vérifie 

f (XI , .  . . , x,) est vraie (3d E Df),  d est valide pour xl ,  . . . , x, 

Considérons maintenant un automate A or,ures dont les conditions sont exprimées 

par des formules. On construit un automate équivalent AdescriPtions avec les mêmes 

ensembles d'états. Ses règles seront définies en associant à toute règle r de A f,r,u~,, 

de la forme : 

r = a(qi, . . . , q,) -+ q [quand f ( t l ,  . . . , t,) est vraie] 

l'ensemble des règles : 

{(a(qi, . - qn)[q-+q)Id E Df)  

De cette manière, la règle r peut s'appliquer en un noeud si et seulement si l'une des 

règles ainsi construites peut s'appliquer. 

Inversement, à toute description d, on peut associer la formule conjonctive: 

cette formule est vraie pour (t;)l siln si et seulement si d est valide pour (t;)I l'ln 

Donc, pour un automate Adesc~iptions on peut construire un automate Aformules en 

remplaçant chaque description par la formule conjonctive équivalente. 

Exemples 
A la description {{1,2), {3,4,5)), on fait correspondre la formule 

#1 = #2 A #3 = #4 A #4 = #5, qui représente la même condition. 
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A la formule #1 = #2 V #2 = #3 V #1 = #3, on associe plusieurs descriptions (on 

considère qu'il n'y a que 3 variables) 

{{1'21' {31}' {{l' 31, Pl}' {{11, {2, 311, {{1,2'311 
Remarque : la dernière description est inutile pour ce type d'automate : si les 3 

variables sont égales, alors l'une quelconque des 3 autres decriptions est valide. 

Voici l'automate à descriptions qui reconnaît la forêt constituée par les abres 

équilibrés, sur l'alphabet C = {a,  a, b )  
O 1 2  

Il s'agit d'une traduction de l'automate donné en exemple au chapitre 1. 

L'ensemble de règles : 

Remarque : On omettra parfois le [Il pour écrire plus simplement profil-état 

d 'arrivée 

2. 3 Contrôle faible et déterminisme 

Du fait de la stratégie à contrôle faible, le non-déterminisme peut prendre deux 

formes. 

Considérons un arbre a(ql (t l) ,  . . . , q,(t,)). 

Pour choisir la règle à appliquer il faut : 

- Choisir une partie gauche q l , .  . . ,q,,d, où d est une description valide pour 

t l ,  . . . , t,. Un choix est donc possible entre plusieurs descriptions. 

- Choisir une règle possédant cet te descript ion. Plusieurs peuvent exister, comme 

dans le cas des automates classiques. 

Eliminer cette deuxième cause de non déterminisme, n'est donc pas éliminer le choix 

entre plusieurs règles. 

Dans le cas des automates de mots, ou des automates d'arbres classiques, il y a 

coïncidence entre le sen. habituel du mot déterminisme et "pour une partie gauche 

donnée, il existe au plus une règle". 
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Ce n'est pas le cas pour la stratégie à contrôle faible des automates à tests d'égalités. 

Aussi, ne parlerons-nous pas de déterminisme pour désigner cette propriété, mais 

plutôt de pseudo-déterminisme. 

Exemple 

Si un automate comprend les règles : 

b(q, q)[#l = #2l-q 
q9' q)[l1-+q1 

et si l'on considère b( t ,  t )  avec t q, on a le choix entre utiliser la règle étiquetée par 

[#1 = #2], ou celle étiquetée par [Il. 

Définition. 

Un automate est dit pseudo-déterministe si pour toute partie gauche p, 

il existe au plus une règle. 

Exemple 

Un automate comprenant les règles : 

n'est pas pseudo-déterministe, on peut obtenir deux états distincts avec des règles 

ayant même partie gauche. 

Proposition. 

Pour tout automate à contrôle faible, il existe un automate à contrôle faible 

pseudo-détenninist e reconnaissant la même forêt. 

2.3. 2 Algorithme de pseudo-déterminisation 

Soit A un automate à contrôle faible. L'automate A, pseudo-déterministe, sera défini 

sur le même alphabet gradué. Les ensembles d'états et les règles en sont définis de 

la manière suivante : 
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Qo + { X  lx = {qlj. E Co, ( a  + q )  E R)} 

720 + {(al[Tl + X)IX = {ql(a[ll  + q) E RI} 
i t O  

répéter : 
i c i + l  

Qi + Q i - 1 ~  

{XI 3a E Zn, 3(Xi)i<i<n dans Qi-l,3d E EDn,  

X = {!713(qi)l<i<n, qk E Xk,  (a(qi - .  . ' qn)[q+q) E R) 
1 

Ri + Ri-lu 
{(.(XI . . Xn)[4+X)  1 
a E En' (Xi)i<i<n dans Qi-1,  d E EDn,  

X = {ql3(qi)i<i<n dans Q ' q k  E Xk ,  

( ~ ( Q I ' . . .  ' qn ) [q+q)  E R 

1 
I 1 - 
jusqu'à ce que Qi = Qi-1 et Ri = Ri-l 

Preuve de l'équivalence des deux automates 

1- Nous prouvons par récurrence sur la hauteur de l'arbre que 

Si t est de hauteur O ,  t est une lettre de Co. 

t 5 {ql(t+q) E 721 
A 

(Construction de Ro) 

Supposons la propriété vraie pour un arbre de hauteur n, et considérons t de 

hauteur n+l 

Posons t = a(t1,. . . , t n )  où n est la arité de la racine de t. 
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* 
3(Xi)l 3d E ED. valide pour t l ,  . . . , t., 3(a(X1, . . . , X,)[q+X) E 7Z 

* 
3(Xi)lSiin, 3d E ED, valide POUT tl , . . . , t,, 

- E X, 3(5?i)i<i<n, qi E Xi, ( ~ ( q i , .  . . , q,)[q-tq) E 'R [construction] 

- Vqi E Xi, ti *t A qi [hyp. récurrence] 

C'est évidemment vrai pour un arbre de hauteur nulle. 

Si t = a(tl, . . . , t,) *t q, alors, il existe 91,. . . , q, et une description d valide pour 
A 

t l , .  . . , tn  tels que ti *t qi et (a(q1,. . . ,q,)[q+q) E 
A 

Si la propriété est vérifiée pour chaque sous-arbre ti, (ti j Xi, q, E Xi), la 
A 

méthode de construction nous assure de l'existence d'une règle 

(a(Xl, . . . ,X,)[q+X),  où q E X si qi E Xi 

2.3. 3 Egalités d'arbres , égalités d'états 

Quand on construit une automate à tests, il est assez rare que l'on construise des 

règles imposant une égalité entre des branches atteignant des états différents, du type 

b(q1, qs)[quand #1 = #2]+q) 
C'est pourtant tout à fait possible au regard de la définition que nous avons donnée 

en début de chapitre. 

Il se trouve qu'il est intéressant (et simplificateur) dans certaines preuves de pouvoir 

supposer que les égalités ne sont imposées que sur des sous-arbres pouvant atteindre 

un état identique. 
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Définition. 

Un automate A d'ensemble de règles R est dit normalisé si 

(a(q1,. . ., qn)[q+q) E R d est valide pour (qi)i<i<n 

En général, un automate ne peut pas être complet et normalisé (sauf si toutes les 

lettres sont de arité 1, ou s'il n'y a qu'un seul état). Nous introduisons une nouvelle 

définition, celle d'automates "les plus complets possibles", tout en étant normalisés. 

Définition. 

Un automate est dit normalisé-complet si pour toute lettre a, tout n-uple 

q l ,  . . . , q,, toute description d E ED, valide pour ql, . . . , q,, il existe une 

règle de partie gauche a(ql, . . . , q,)[q. 

Proposition. 

Toute forêt de REC,, peut être reconnue par un automate normalisé. 

Preuve 

Pour prouver la proposition, nous améliorons l'algorithme de pseudo- déterminisation. 

Cette fois-ci, un état rassemblera l'ensemble des choix possibles dans l'automate de 

départ, même avec des descriptions distinctes. 

Cette même construction nous permettra dans le chapitre suivant de montrer qu'il 

est possible de se ramener à un automate totalement déterministe (à stratégie forte). 
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Qo + {XI33 E Co, X = {q 1 (ü[l]+q) E R)) 
720 + {(ül[l] + x)lx = {qI(a+q) E 
i t O  

répéter : 
1 i t i + l  

I 1 - - - 
jusqu'à ce que Q; = Qi-1 et Ri = Ri-1 

Q + Q i  

R + R i  

ii t %! \ {(&(XI, . . . , Xn)[dl+X)I d non valide pour Xi, . . . , Xn) 

F + { X l X n F # 0 )  

Equivalence des automates 

NOUS montrons que l'automate A = (C, Q, F,R) reconnaît la même forêt que A 

La preuve se fait exactement de la même manière que pour la pseudo- 

déterminisat ion. 

La preuve se fait encore par récurrence. La propriété est évidente pour les lettres 

de arité 0. Si on la suppose vraie jusqu'à la hauteur n, et si l'on considère un 

arbre a(tl , . . . , tn)  de hauteur n+l,  on montre que la propriété est encore vraie, 

en considérant la description exacte des t i .  Sur cette description exacte des sous- 

arbres est définie une règle vers un état rassemblant toutes les possibilités de 

l'automate de départ. 
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3- Il est alors possible d'éliminer les règles imposant une égalité sur des branches 

portant des états différents, car si un arbre t peut atteindre deux états q et q', 

alors il peut atteindre dans le nouvel automate un état qui contient q et q'. 

2.3. 4 Automates à tests pour REC 

Proposition. 

REC= contient R E C  

Preuve : soit une forêt reconnaissable F, reconnue par un automate A = (C, Q, F, 72). 

La forêt reconnue par A est également reconnue par : 

A= = (C, Q, F, R=) où R= = {(a(qi . . . , qn)[l]+q))(a(qi,. . . ,q,) + q) E R). 
A, est muni de la stratégie de transitions à contrôle faible. L'automate avec tests A= 

ne contient que des règles utilisant la description I, il n'y a donc aucune différence 

sémantique entre cet automate et l'automate de départ. 

2. 4 Propriétés booléennes de REC, 

2.4. 1 Clôture par union 

Proposition. 

La famille REC, est close par union. 

Preuve 

Soient F E REC, et F' E REC, reconnues respectivement par les automates A = 

(C, Q, Fin, 72) et A' = (Cr ,  Q', Fin', a'). L'union de ces deux forêts sera reconnue 

par l'automate union de A et A', c'est à dire que si, bien-sûr, Q et Q7 sont disjoints, 

F U F' sera reconnue par (C, Q U Q', Fin U Fin', R U RI). 
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2.4. 2 Clôture par intersection 

Proposition. 

La famille REC, est close par intersection. 

Preuve 

Nous construisons l'automate produit. 

Soit F reconnue par A = (C,Q,, F in ,R)  et F' par A' = (C,Q, Fin ,R))  (si les 

alphabets sont différents, on peut se limiter à l'intersection des deux). 

L'automate A x At = (C, Q x Q', Fin  x Fin', R x )  reconnaît A x A'. 
Pour construire l'ensemble de règles Rx on fait deux à deux le produit des règles des 

automates A et A'. La règle "produit" portera la description "et" des descriptions 

des deux règles composantes. Ce qui nous donne la définition : 

RX = {(a((qi, q3), - - .  (qn,  qR) ) l [d~  d'] + (q, q')) 1 (a(qï,. . qn)[d+q)  E R, 
(a(qtl . - ~ '~) [d ' ]+q) '  E R' 

1 

Montrons que : 

(t = q(t) et t 2 qt(t)) (=, (t = (q' qt)(t)) 
A A x  

- la propriété est trivialement vraie quand t est une lettre de arité 0. 

- Supposons-la vraie pour un arbre de hauteur n et considérons 

t = a(tl ,  . . . , t,) de hauteur n+l. t se dérive en q(t) (dans A) et en q'(t) (dans A') 
si et seulement si 

3q1,. . . , qn dans Q et q l , .  . . ,qL dans Q' tels que 

. pour tout i, ti .1* qi(ti), ti 5 q:(ti) 
A A 

3r = (a(q1,. . . , qn) [q+q)  E R, 3' = (a(qt1 , . . . , q',)[dt]-tq)' E R' avec d et d', 
deux descriptions valides pour (ti)lliln. 

La propriété est supposée vraie pour les t i ,  donc t *, q(t) et t *, qt(t) si et seule- 
A A' 

ment si 

ti .1* (ni) <~:)(t) et 3(a((qi, q:), (qn, q;))l[dA dl] + (q, q ' ) )  dans R x  
Ax 

Et 

(d et d' sont valides pour (ti)ilisn) (d \ d' est valide pour (ti)isiln) 

Exemple 
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Un premier automate reconnaît la forêt dont les arbres possèdent un a au dessus d'un 

c dont les deux premières branches sont égales. 

Le deuxième est similaire, mais reconnaît les arbres ayant un a au-dessus d'un c dont 

les deux dernières branches sont égales. 

Ri : 
a+q 

~ ( 9 ,  ~9 9 ) [ l I 4 q  

c(q,  q,  q ) [ { { l ,  21, {3111+q= 

4% )+!If 
c(e1, e2, e 3 ) [ l ] + q j  si q j  apparaît dans e l ,  ez, es 

R2 : 

a+q 

c(q,  9 ,  q ) [ ~ ] + q  

c(q,  9 ,  q ) [ { { l ) ,  {2,3>]+q= 

"(q=)-'qf 

c (e l , e2 ,e3)[1]+qj  si q j  appxaît dans el ,ez ,e3 

Dans l'automate produit on trouvera notamment les règles ü+(q, q )  

c((q7 q)' ((2, q)' ( q ,  q>)[lI-+(q' q )  

~ ( ( q ,  q ) ,  ( q ,  q ) ,  ( q7  q ) ) [ { { l 7  21, { ~ I I I + ( ~ = ,  q )  

c((q9 Q) '  (Q' QI'  (Q' q ) ) [ { { 1 ) ,  {2,31>1+(q, q=) 

c((a,  q ) ,  ( 9 ,  q ) ,  ( q ,  q ) ) [ { l ,  2,3)1+(q=, q=) 

a((q=, q))+(qf 7 q )  

"((cl' q=))-'(q, ~ f )  

Ainsi que toutes les règles comprenant en partie gauche les états 

2.4. 3 Complémentation 

Proposition. 

REC, n'est pas fermée par complémentation. 
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Preuve 

Rappelons (exemple cité en introduction) que REC, contient la forêt Bequi l  définie 

par tous les arbres bien équilibrés construits sur une lettre de arité O (a )  et une lettre 

de arité 2 (b). Nous montrons que le complémentaire de cette forêt n'appartient pas 

à REC, 

Supposons que l'automate A = (C, Q, Fin, R) reconnaît Bde8equil = T(C)o - Bequil. 

Pour tout arbre t ,  il existe q tel que t f q, puisque qu'un arbre équilibré peut 

toujours être greffé sur un autre pour former un arbre déséquilibré, donc reconnu. 

On appeile t i , l'arbre équilibré de profondeur i, et Q(t i ), l'ensemble des états atteints 

par ti. 

Pour chaque i, et chaque j avec i # j, b(ti, t j )  est reconnu, b(ti, t i )  ne l'est pas, donc 

3q E Q ( t i )  \ Q(tj), 3q1 E Q(tj) \ Q(ti), b(q, ql)+qf, qf E Fin. 

Les états étant en nombre fini, mais non les arbres équilibrés, il existe un état qo 

atteint par une infinité d'arbres équilibrés. Soit No = {ilti *t qo). 

Nous allons montrer que l'on peut construire une suite infinie d'états distincts (qk)k>o - 

et d'ensembles infinis Nk = {ilVkt 5 k ,  ti = q p  ). 

Supposons la suite définie jusqu'au rang k fixé. Soit ik tel que ik E Nk, et X k  = 

Q(tik), les états atteints par tik. Remarquons que pour tout kt  5 k,  qkr  E Xk. 

On pose Nt = Nk \ {ik) 

NI; est, par hypothèse de récurrence, infini; Nt l'est également. Pour chaque i E Nt,  

b(tik, t i )  est reconnu. 

On pose Yk = {qtl 3i E Nt, 3q E Xk, 3q1 E Fin,  ti = ql, b(q,ql)+qf} 
Yk ne pouvant être infini, il comprend au moins un état q k + l  atteint par une infinité 

d'arbres ti, i E N i .  On pose Nk+l = {ili E N i ,  ti 5 q k + l ) ,  ensemble infini. 

D'autre part Yk tl Xk = 0, sinon il y aurait des arbres équilibrés reconnus. 

chnme {9krlkt 5 k) Xk, qk+l # Q:, k1 < .. 
On pourrait ainsi construire une suite infinie d'états distincts. 
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2. 5 Stabilité par morphisme alphabétique 

La définition des morphismes d'arbres a été donnée dans le premier chapitre. Nous 

considérerons maintenant des morphismes alphabétiques (l'image d'une lettre est une 

lettre) non nécessairement linéaires ni complets. Ces morphismes font apparaître ou 

disparaître la non linéarité immédiatement en-dessous d'une lettre. Nous montrons 

qu'il y a coïncidence entre les forêts reconnues par nos automates et les images par 

morphismes alphabétiques des forêts reconnaissables. 

2.5. 1 Morphismes stricts 

Proposition. 

La famille REC, est close par  morphisme alphabétique strict. 

Preuve 

Soit F, une forêt reconnue par l'automate A = (C, Q, Fin, R) et 4 : T(C) -+ T(C1), 

un morphisme alphabétique d'arbres. 

Nous supposerons l'automate A complètement accessible. (pour tout état, il existe 

un arbre l'atteignant) 

d(F) sera reconnue par l'automate A4 défini sur Cl par : 

Q+ = Q 
Fin+ = Fin 

124 = {(+(a)(qra(l), . qra<m>)[7.6]+q)l(a(qi,. .. 9 qn)[6]-+q) E R I  

La forêt reconnue par l'automate A+ sera notée F' 

- si t est de hauteur nulle, alors t = ü E Co; il existe (3, [l]-+q) E R et 

(d(a>)[ll-+q> E Rd 

- supposons la propriété vraie pour une hauteur n. Soit t = a(t1,. . . , t,) de 

hauteur n+i .  

t 2 n(t) =, 

3(a(qr, . . , q,)[dj+q) E c R, 
d est valide pour (ti)l<i<n, et Vi 5 n,ti  > A pi 

=+ 
Y(d(a)(t,(l), . . . tr(,))[.r.d]-+q) E Re, 7.d est valide pour (tr(i))i5i<, - 
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avec, d'après l'hypothèse de récurrence : 4(ti) f qi 
A# * 

Donc si t est reconnu par A, $(t) est reconnu par A4, 4(F)  E F' 

2) (t' f q) * (3t E T(u), +(t) = t', t 2 q) 
AI 

- t'=a1 est une lettre de arité 0. 

( a t [ l ] 4q )  E 'Rqi * 3(a(ql, - .  qn)[q-tq) E R, 4(a) = a' 
A est supposé complètement accessible, et donc 3t = ~ ( ( t ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ )  se dérivant 

en q. 4(t) = ü1 

- t' = at(ti ,  . . . t i )  de hauteur n+l ,  la propriété étant supposée vraie jusqu'à la 

hauteur n. 

d' est valide pour t t l ,  . . . , t tn ,  * 1 t: 4 q, 
A+ 

3(a(q1,. . . , qn)[+q) E R, +(a) = a', 7.d = dl, Vi 5 m,qT(i) = qi 

t: = q,(i, * 
A,  

pour chaque i entre 1 et n, l'automate étant complètement accessible, 

Si, de plus, i E s([l ,  ml), alors, d'après l'hypothèse de récurrence, 3ti,ti = A 

2.5. 2 Image de REC 

Proposition. 
REC, est l'image de REC par morphisme alphabétique. 

Corollaire. 
REC= est la clôture de R E C  par union, intersection et morphisme al- 

phabétique strict. 
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Preuve 

Une forêt F de la famille REC=, reconnue par A = (C, Q, Fin, a). Soit l'automate 

ascendant classique A', défini de la façon suivante : 

- Et = U El,, El, = {(a, d)la E Cm, d E ED,,,} 
nZ0 

- Qt = Q Fin' = Fin  

et le morphisme 4, qui à (a,d), de arité n, associe a, de arité m, avec la surjection d 

de [l, ml dans [l, n] : à tout élément de ED,,, on associe une application de [l, n] 

d- [l,ml). 
Pour prouver que F = 4(F1), on se ramène à la preuve précédente en remarquant que 

l'automate A' peut être assimilé à un automate à tests dont toutes les descriptions 

d'égalité seraient 1. En lui appliquant alors la construction décrite à la section 

précedente, on obtient l'automate A. 

2.5. 3 Morphismes effaçants 

Définition. 

Nous appellerons morphisme gommant, un morphisme d 'arbres tel que 

l'image de toute lettre est soit une variable, soit la lettre elle-même, avec la 

torsion identité. 

La définition est légèrement différente de celle de morphisme "effaçant " , puisque l'on 

impose à un morphisme gommant d'être égal à l'identité sur les lettres non effacées. 

Lemme. 
Tout morphisme alphabétique se décompose en un morphisme alphabétique 

strict et un morphisme gommant. 

Pour établir la clôture par morphisme alphabétique, il nous a paru plus clair d'uti- 

liser la décomposition d'un morphisme alphabétique quelconque en un morphisme 

gommant et un morphisme alphabétique strict éventuellement non linéaire. 

La décomposition d'un morphisme quelconque 4 peut se faire de la façon suivante : 

- si 6(a(x1, . . . , xn)) = U ( X ~ ~ )  . . . , xi, ), on choisit la décomposition : 

41(a(xl .. 5,)) =  XI 3 . .  xn) et 42(a(~ï  , . - , xn)) = u ( ~ i ,  9 . .  . )  Xi,) 
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- si $(a(xl,. . . , x,)) = X i ,  dors +l(a(xl,.  . . , x,)) = X i  

Proposition. 

REC, est stable par morphisme gommant 

Corollaire. 

REC, est la clôture de R E C  par morphisme alphabétique (au sens large) 

Preuve de la proposition 

A = (C, Q, F, R) est un automate reconnaissant une forêt F 
Pour chaque état q E Q, on construit l'ensemble des états q' tels que soit q' = q, soit 

il existe un arbre u, avec u(ql, . . . , q,) q, +(u(xl,. . . ,xn) )  = x,,et q' = qi 

Nous notons Rempl(q) cet ensemble. 

L'automate A' reconnaissant l'image de F que nous construisons possède les mêmes 

états que A. 

Pour l'ensemble des états terminaux, on prend : 

F' = U Rempl(q) 
QEF 

et pour les règles de transition : 

{(a(qll 7 .  - .  7 q1n)[4-iq> I (491 7 .  . ,  qn)[cil-tq) E R7 
q: E Rempl(q,), d valide pour qt l ,  . . . , qtn)  

La dernière condition assure que, quand q est "impliqué" dans une égalité, on a choisi 

le même remplaçant pour chaque occurrence. 

2.5. 4 Morphismes inverses 

Proposition. 

La classe REC, n'est pas stable par morphisme alphabétique inverse 

Preuve 

Considérons C{b, a,  a, a )  et C' = {b, a ,  ü) 
2 1 1 0  2 1 0  

et un morphisme 4, identité sur b et ü, et tel que l'image de a et de a est a. 

L'image inverse par 4 de {b(a* .a, a* .a) 1 les deux branches sont égales) est l'ensemble 

des arbres dont les branches, constituées de a et a, sont nécessairement de longueurs 

égales. Cet ensemble ne peut clairement pas être reconnu par les automates que nous 

avons définis. 
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Stratégie à contrôle fort 
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3. 1 Définitions 

Les automates de la classe REC= présentent un non-déterminisme en raison de la 

possiblité de choisir entre une règle "forte", c'est à dire reconnaissant une relation 

d'égalité forte entre les sous-arbres, et des règles plus faibles (de descriptions moins 

précises) mais également valides. 

D'autre part, la classe des forêts reconnues n'est pas close par complémentaire. D'une 

façon informelle, c'est également dû à la possibilité d'utiliser une règle moins forte, 

quand elle existe. 

Dans ce chapitre nous choisissons une autre stratégie dans l'application des règles 

de l'automate, la finalité étant de pouvoir doter les automates d'un comportement 

déterministe, et d'obtenir une classe de forêts close par complémentaire. Nous ob- 

tiendrons des automates capables d'imposer des différences entre sous-arbres. 

3.1. 1 Stratégie &contrôle fort 

Un arbre t est reconnu par stratégie à contrôle fort, par un automate à tests 

d'égalités si et seulement si il existe un état final q tel que t 5 q(t), où 5 désigne la 

clôture réflexive et transitive de +: 

(t+tt) ¢=j 

3u E T(C)i, 3a E En, 3(ti)ililn E T ( ~ ) o ,  

34 et ( q i ) ~ < i ~ n  E Q 
3(a(q1, . . . , q,)[d]+q) E R tels que 

t = ~(a(q i ( t i ) , .  . qn(tn))), t t  = u(q(a(ti,. . - 7  tn))) 
d est valide pour (ti)lSiln 

V(a(q1,. . . , qn)[d']+qt) E R, d' > d, alors dt non valide pour t l ,  . . . , t n  

C'est à dire que pour un profil donné, on ne peut appliquer qu'une des règles, dont 

la description d'égalités est de précision maximale. 

3.1. 2 Complétion 

La définition d'un automate complet est indépendante de la stratégie choisie. Par 

contre la méthode de complétion est différente. On ne peut ajouter simplement une 

règle menant à un état puits, puisque cette règle est susceptible d'être appliquée en 

remplacement d'une autre, de description moins précise. 

Il faut, ici, traiter les règles non de façon isolée, mais en considérant globalement 
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toutes les règles ayant même profil. 

Noto~m Rajq, ,...,qn = {(a(ql . . - 9  qn)[q+q)Id E EDn, Q E Q) 
et EDa,q1 ,...,p., = {dld figure dans ,..., gn ) a  

Les états qu'aurait pu atteindre un arbre a(tl, . . . , t,) tel que d est la description 

exacte de t 1, . . . , tn,  sont tous les états figurant en partie droite de règles des descrip- 

tions d', où d' est un minorant maximal de d. 

L'ensemble Ra,q1 ,...,qn va alors être complété par : 

((a(q1 9 .  . ., qn)[q+q) 1 I(a(q1,. . . , qn)[dl]+q) E Ra,q, ,..., q,, d' est un minorant maxi- 
mal de d dans l'ensemble ED,,ql ,..., qn ) 

Un état puits est ajouté pour les descriptions minimales : 

{(a(qi 7 , qn)[dI+~uits) I Pd' E EDa,q1,...,q, d' 5 d )  

Propriété. 
Pour un automate complet, de stratégie à contrôle fort, les règles pouvant 

s'appliquer à un arbre a( t l , .  . . , t,) sont les règles portant la description 

exacte de t l , .  . . , t n  

3.1. 3 Expression des conditions à l'aide de formules 

Comme dans les cas des automates à stratégie faible, on peut exprimer les conditions 

à l'aide de formules dont les variables désignent les fils directs de la lettre. Ces 

expressions peuvent utiliser la conjonction, la disjonction et la négation, donc peuvent 

exprimer la différence entre sous-arbres. 

L'équivalence entre les deux formulations se montre à partir d'une construction tout 

à fait analogue à celle décrite dans le chapitre précédent à propos des formules ne 

contenant pas de négation : Chaque formule f peut être exprimée "en extension", 

c'est à dire qu'on lui associe un ensemble fini de descriptions correspondant à toutes 

les combinaisons d'arbres validant la formule : 

Ef = {dl(d est valide pou. ( ~ ~ ) ~ ~ i ~ n  f (tl , . . . , t,) est vraie) 

Pour toute règle r de formule f ,  d'un automate Af,,,,~,,, on construit les règles à 

53 
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descriptions 

Mais il faut, cette fois, compléter 72, par : 

pour tenir compte de ce que les formules contiennent des négations. Si un n- 

uple d'arbres ne respecte pas ces "négations d'égalité", il faut lui fournir une règle 

adéquate, menant à un état puits. 

De cette manière la stratégie à contrôle fort qui impose de tenir compte de toutes les 

égalités, force à utiliser cette règle. 

L'opération inverse, associant un automate à formules à un automate à descriptions 

est plus délicate que dans le cas de la stratégie faible. Nous supposerons que l'auto- 

mate AdescriPtions est complet. 

Cette supposition est indispensable pour que la construction ci-dessous soit valable. 

On peut alors transformer chaque règle à description en une règle à formule. La 

formule associée à une description d sera la formule conjonctive : 

Exemples 
Nous donnons un exemple de transformation d'un automate dont les conditions sont 

exprimées par des descriptions en son équivalent utilisant des formules. 

Nous écrirons les règles concernant une lettre c de arité 3 et un seul état q en partie 

gauche. 

Si les règles sont les suivantes : 

(1) ~ ( 9 ,  9, q)[{l, 2, 3>1+9j 

(2) ~(9997 9)[{1, 21, {311+9 

(3) c(q,q, q)[{l)7 (2) {3>1+qf 
Il faut ajouter, pour que l'automate soit complet : 

(4) c(q,q, q)[{l1, (2, 3)1+qf 

( 5 )  49,  9, q)[{l, 31, ~211-39j 

(6) c(q,q, q)[{l), {2,311+qj 

La condition de la règle 1 est transformée en #1 = #2 A #1 = #3 A #2 = #3 
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Celle de la règle 2 en 

# 1 = # 2 A # 2 # # 3 A # 1 # # 3  

Pour la règle 3 

# 1 # # 2 A # 1 # # 3 A # 2 #  #3 
On voit l'importance de considérer un automate complet. Si on se limite aux tra- 

ductions des règles 1, 2 et 3, aucune transition n'est prévue dans le cas où #2 = #3, 

tous deux différents de #3, alors que dans l'automate à descriptions on peut utiliser 

la règle 3 pour un tel cas de figure. 

Pour l'automate à formules, il faut donc compléter par les traductions des règles 4, 

5 et 6. 

Nous donnons l'ecriture de l'automate avec descriptions qui reconnaît les forêts 

d'arbres-déséquilibrés sur les trois lettres graduées {a ,  a, b )  
0 1 2  

Les règles de l'automate : 

a[ll+q 

a(q>[ll+q 

) [ l I - t ~ f  
b(q, q)[l]+qf en raison de l'existence de la règle suivante, celle-ci n'est applicable 

que si les sous-arbres sont distincts 
b(q7 q)[{{l'211l-tq 

b(q, qf ) [ l l + q f  

b(qf 7 q)[lI+qf 

b(qf 7 qf )[ll+qf 

3.1. 4 REC+ : classe reconnue 

Définition. 
On notera RECZ la famille des forêts reconnues par stratégie forte, par un 

automate à tests. 
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3. 2 Déterminisme 

Définition. 
Un automate à test est dit déterministe pour la stratégie forte si et 

seulement si pour toute partie gauche a,  q ~ ,  . . . , q,, [dj 
- II existe au plus une règle dans R 
- Pour toute d' E ED,, si il existe une règle de partie gauche 

a, q l ,  . . . , qn, [dl], dors il existe une règle de partie gauche 

a,qi,---,qn,[d.Adt] 

Cette définition assure un vrai déterminisme dans la reconnaissance d'un arbre : pour 

chaque n-uple d'arbres ( t  i)l - ci<, - et chaque n-uple d'états ( Q ~ ) ~ ~ ~ ~ ~ ~  on peut trouver 

une règle unique de description maximale (au sens de la précision). 

Proposition. 

Pour toute forêt F reconnue pax stratégie forte, il existe un automate 

déterministe A tel que F soit reconnue par A muni de la stratégie forte. 

3.2. 1 Algorithme de déterminisation 

On suppose que A est un automate complet reconnaissant F. L'algorithme de 

déterminisat ion est identique à celui de pseudedéterminisat ion développé au cha- 

pitre précédent. 
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répéter : 
1 i t i + l  

I 1 - - 
jusqu'à ce que Qi = Qiq1  et Ri = Ri-, 
Q t  Qi 

R + Ri 
7? t f i  \ { ( a ( X i ,  . . . , X,)[dj-tX)I d non valide pour X i , .  . . , X n )  
F ~ { X I X ~ F # @ )  

Preuve 

Soit t ,  un arbre défini sur T ( C ) ,  et X ,  un état de Q, nous allons montrer que : 

( X  = {qlt 2 q ( t ) ) )  - ( t  2 X ( t ) )  
- si t  = ü est de hauteur nulle, Ro contient une seule règle ( ü [ l ] - + X )  où X est 

l'ensemble des états pouvant être atteints par ü dans A. 
- On suppose la propriété vraie pour une hauteur n et on pose t  = a(tl , . . . , t , ) ,  
supposé de hauteur n+l.  

d désignera la description exacte de t l ,  . . . , tn  
On remarquera que l'automate A est également un automate complet. 

(appliquant l'hypothèse de récurrence) 

ti = Xi = {qilti 2 q i } ,  
A 

( . (Xi ,  . . . , X n ) [ + + X )  E 2, 
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L'ensemble des états terminaux est constitué par les ensembles contenant un état 

terminal de l'automate de départ. 

La forêt reconnue est donc la même. 

3.2. 2 Algorithme de complétion-déterminisat ion 

Il est possible de réaliser en une seule opération la déterminisation et la complétion 

d'un automate. L'algorithme est alors le suivant 

&O +- {XI36 E Co,X = {ql (ü[l]+q) ER)  
Ro +- { ( ~ [ ~ ] - - + x ) l ü  E CO,X = {ql q E x,(Ü[L]+~)  E R) 
i t O  

Répéter : 

i t i + l  

Qi + Qi-1 Ri + Ri-l 
Pour tout a dans C, tout (Xi)l<i<n dans Q;-1, tout d dans EDn 

faire 

x +- {ql 

3(qi) i<iIn,  3d' L d,qi E Xi, 

( ~ ( ~ 1 7  . . qn)[dl]+q) E R, 
Pd", d' < d" 5 d, (a(ql, . . . , qn)[d"]+ql') E R 

fait 
- - 

J u s ~ u ' ~  ce que Qi = Qi-i et Ri = Ri-i 
Q t Q i  R t R i  
Fin t {XIX n Fin # 0 )  

Nous ne développons pas la preuve qui est assez ressemblante à celle que nous venons 
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de voir. 

3.2. 3 Automates normalisés 

La définition des automates normalisés et des normalisés-complets a été donnée au 

chapitre précédent. 

Proposition. 

Toute forêt F, reconnue par stratégie forte, pourra être reconnue par un 

automate détenniniste et normalisé-complet, c'est à dire : 

Va E En, V(qi)ï<iin E Q, Vd E EDn, 
il existe une règle (unique) (a(ql, . . . , q,)[dj+q) si et seulement si d est valide 

Pour (qi)i j i < n  

Preuve 

Soit A, un automate déterministe reconnaissant une forêt F. La normalisation de 

l'automate déterministe est simple : elle revient à supprimer toutes les règles 

(a(ql , . . . , q,)[q+q) telles que d n'est pas valide pour ql ,  . . . , q,. Ces règles im- 

posent, pour s'appliquer, l'existence d'un arbre t atteignant deux états distincts ce 

qui, dans un automate déterministe, est impossible. 

On remarquera que dans le cas de la classe REC, la normalisation demandait une 

construction plus complexe, puisque nous n'avions pas d'automates déterministes. 

L'algorithme de normalisation que nous avions donné consistait, sans le dire, à const- 

ruire un automate qu'on aurait pu aisément rendre déterministe, si on l'avait de 

surcroît muni de la stratégie forte. Il donnait la construction de base permettant 

de prouver que REC, est inclus dans RECZ et que tous ses éléments peuvent être 

reconnus par un automate déterministe normalisé. 

3.2. 4 Inclusion de REC= 

Proposition. 

RECz contient R E G .  
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Preuve 

Tout d'abord, il est bien évident qu'un automate donné reconnaît, dans le cas général, 

des forêts différentes suivant qu'on le dote d'un comportement à stratégie forte ou 

faible. 

Considérant une forêt F de REC,, reconnue par un automate A (stratégie faible), 

nous pouvons construire un automate A non-déterministe, à stratégie forte, recon- 

naissant F. 
On complète l'ensemble de règles 72 en permettant, pour chaque description, d'at- 

teindre tous les états qui pouvaient l'être dans A en utilisant une règle de même 

profil, mais de description moins précise. 

Cet automate est complet. 

On montre alors que (t q b t q)  
A A 

Pour les lettres de arité 0, la stratégie ne joue aucun rôle. 

Si l'on suppose la proprété vraie pour une hauteur n, examinons les états atteints 

par a(tl, . . . , tn )  (d désigne la description exacte des ti)  : t 2 q 

3d' E EDn valide pour f i , .  . . , i n ,  3(qi)iSiln, 

(.(pl 7 .  . ., qn)[d1]+q) E R, ti 2 qi 

3. 3 Propriétés de clôture booléenne 

3.3. 1 Par union et intersection 

Proposition. 

La famille RECZ est close par union et par intersection. 
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Preuve 

La preuve de la stabilité par union et intersection se fait par un produit d'automates. 

Soient F et F', deux forêts de RECZ,  reconnues respectivement par les automates 

A = (C, Q, Fin, R), et A' = (C, QI, Fin', RI) 

A et A' seront supposés être déterministes et normalisés-complet S. 

Les automates "produit" Au et An sont définis par : 

Q u = Q n = Q x Q t  

RU = Rn = {(a(q~,qi ) , . . -  (qn,qL))[dj+(q,qt))I 

( a ( ~ l  . . . , qn)[dj+q) E R, (a(qtl - .  qtn)[dj+q') E RI)) 

Finu = Q x Fin' U Fin x Q' 
Finn = Fin x Fin' 

Les automates étant supposés normalisés-complets, on est assuré de l'existence d'une 

règle pour chaque n-uple d'états et chaque description (si la description est valide 

pour le n-uple d'états). Le déterminisme nous permet de ne faire le produit que de 

règles portant la même description, le produit d'automates est donc plus simple que 

dans le cas des automates non déterministes, ou à stratégie faible. 

Pour tout arbre t, t + (q, q') dans l'automate produit si et seulement si t + q dans 

A, et t + q' dans A'. A fortiori, par clôture transitive et reflexive, 

t I, (q,ql) a t = (q,qt) (t -f, q et t -f, q') 
Au An A A' 

3.3. 2 Clôture par complémentation 

Proposition. 

La famiiie RECz est close par complémentaire. 

Nous avons montré qu'il était toujours possible de prendre des automates déterministes 

et normalisés, donc complets. Pour tout arbre t de Co, il existe donc un unique état 

q tel que t q(t). Comme dans tous les cas de reconnaisseurs déterministes et 
A 

complets, en définissant Fin' = Q - Fin, on obtient un automate reconnaissant le 

complément aire. 
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3. 4 Compter les arbres 

Dans les algorithmes suivants, nous aurons besoin de compter les arbres susceptibles 

d'atteindre un état donné. 

Nous avons des règles qui imposent des différences. Or, pour satisfaire ces différences, 

il faut disposer de suffisamment de "candidats". On peut très bien construire la règle 

ü+q comme seule règle dont q est partie droite, et ensuite imposer par une règle 

(b(q, q)[#l # #2] + . . .) une différence entre des arbres atteignant q, mais cette 

condition ne sera jamais satisfaite, faute de l'existence de suffisamment d'arbres at- 

teignant q. 

Pour pouvoir décider du vide, on ne peut se contenter de savoir si un état est acces- 

sible, il est nécessaire d'avoir une indication sur le nombre d'arbres qui l'atteignent. 

Ce sera l'objet de la section suivante, mais précisons que ce comptage est également 

indispensable pour construire un automate reconnaissant l'image par morphisme d'un 

élément de RECZ 

Nous présentons donc un certain nombre de définitions et de propriétés dont l'objet 

est de simplifier l'écriture des comptages effectués par la suite. 

3.4. 1 Description réduite 

Définition. 

Soit d, une description appartenant à ED,, et Pos, un ensemble d'indices de 

[l, n]. On appellera description réduite aux positions de Pos l'ensemble 

~ /Pos  = {p n POS lp E d,p n POS # 0), 
donc la "projection" de d sur un certain nombre de positions. 

Nous nous servirons des descriptions réduites pour séparer, dans une règle, les 

diiérentes parties d'une description, suivant l'état concerné. 

Définition. 

Soit (qi)lsisn, un n-uple d'états, d, une description appartenant à ED,, 
et q, un état apparaissant dans le n-uple. Nous appellerons description 

réduite à q relativement au  n-uple ql, . . . , q,, la description d réduite 

à l'ensemble des positions de q à 1 'intérieur du n-uple. 

Notation : 

La description d réduite à q, relativement au n-uple 91,. . . , q, sera généralement 
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notée 

d/q = d/Pos(q), où Pos(q) = {ilq; = q) 

Dans cette notation simplifiée le n-uple n'apparaît pas. Ii n'y aura, en principe, pas 

d'ambiguïté sur le n-uple que l'on considère. 

3.4. 2 Cas des automates normalisés 

Nous considèrerons toujours que nous avons affaire à des automates déterministes 

normalisés. Dans ce cadre : 

- la description d est toujours valide pour le n-uple d'états 

- la description exacte des sous-arbres t l ,  . . . , t, est inférieure à celle de q l ,  . . . , q, 

Chaque partie de la description désigne différentes positions d'un même état. Une 

description réduite est alors un sous-ensemble de la description globale. 

On a, de plus, 

d = U d/q 
q, état du n-uple 

Il en ressort la propriété suivante : 

Propriété. 

Soit d, une description, et (qi)lsisn, un n-uple d'états. Soient n éléments 

x 1, . . . , X, , dont la desc~ip tion exacte est inférieure à celle des qi (qi # q j + 
xi  # xj) 

d est une description valide (resp. la plus précise parmi les éléments de ED,) 
pour (X  i ) l  - <i<,  - si et seulement si pour chaque état q du n-uple, d/q est une 

description valide (resp. la plus précise p- les réductions des éléments de 

ED,) pour les éléments situés aux positions Pos(q). 

Ces propriétés justifient que nous nous intéressions séparément aux arbres atteignant 

des états différents. 

Nous supposerons donc maintenant que les descriptions sont liées à des règles "ho- 

mogènes à gauche", c'est à dire dont tous les états en partie gauche sont identiques. (si 

tel n'était pas le cas, il faudrait considérer toutes les descriptions réduites). Chacun 

des points développés ci-dessous peut être transposé pour des descriptions réduites. 
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Etant donnés une description d, le cardinal de d, noté Id(, vérifie notamment : 

Propriété. 
Si d est la description la plus précise de X I , .  . . , x,, dors figurent parmi les 

xi au moins Id1 valeurs distinctes. 

De cette propriété, en somme triviale, retenons trois conséquences. 

Si r = (a(q, q, . . . ,q)[cIl-+q1), alors 

- Il faudra que , au minimum, Id1 sous-arbres distincts atteignent q pour que d puisse 

être la description la plus précise et que la règle r puisse s'appliquer. 

- Si (dl sous-arbres distincts tl , . . . , t ld l  atteignent q, alors la règle r concerne Id[! 

arbres, obtenus en permutant les valeurs t 1, . . . , t l d l  

(ces de& propriétés servent pour décider si un état est accessible). 

- Si un arbre t possède (dl antécédents distincts pour un morphisme 4, alors on peut 

construire un n-uple d'antécédents de t ,  tel que d est la description la plus précise 

 POU^ t l ,  tn.  

Inversement, on peut définir l'ensemble des descriptions susceptibles d'être les plus 

précises pour X I ,  . . . , x, quand k valeurs distinctes figurent parmi xi, . . . , x, . Nous 

noterons cet ensemble : 

Desc(k) = {dld E ED,, Id1 = k) 

Ainsi, si T est la description la plus précise de XI ,  . . . , x,, (i.e. ils sont tous égaux), et 

si x est l'image de k valeurs distinctes (pour nous il-s'agira d'image par morphisme), 

alors pour toute description d supérieure (ou égale) à un élément de Desc(k), on peut 

construire un n-uple d'antécédents de x, dont d est la description la plus précise. 

Il faut généraliser cette propriété : si d est la description la plus précise pour 

21, . . . , x, , et si chaque xi est l'image de k valeurs distinctes, alors pour toute des- 

cription d' comprise (au sens large) entre d et un élément de Descd(n), il existe un 

n-uple d'antécédents de X I ,  . . . , x, dont d' est la description la plus précise. 

Avec Descd(k) = {dl( d' 5 d, Vp E d, p contient au  plus k parties de d') 

Remarque : Desc(k) = DescT(k) 
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3. 5 Problèmes de décision 

Nous présentons les solutions pour deux problèmes de décision : les problèmes du 

vide et de la finitude d'une forêt reconnue par l'un de nos automates. 

3.5. 1 La forêt reconnue est-elle vide ? 

Proposition. 
Pour tout automate à tests A, la propriété ".F(A) = 0 " est décidable. 

F(A) désigne la forêt reconnue par stratégie à contrôle fort. 

Nous supposerons l'automate A déterministe. 
Pour les autres cas (forêt reconnue par stratégie faible ou automate non-déterministe) 

nous avons donné les constructions permettant de se ramener à un automate 

déterministe muni de la stratégie à contrôle fort. 

Nous développerons donc un algorithme pour les automates déterministes, et nous 

étudierons ensuite la complexité dans le cas général. 

Dans le cas d'automates ascendants classiques, une règle peut être satisfaite si et seu- 

lement si tous ses états en partie gauche sont accessibles. L'algorithme de décision 

du vide, ou encore de décision d'accessibilité d'un état, consiste donc à construire les 

ensembles d'états accessibles, jusqu'à stabilisation. 

Dans l'algorithme que nous construisons ici, il faudra faire intervenir le nombre 

d'arbres pouvant accéder à q. En effet, une règle ne peut pas être satisfaite si le 

nombre d'arbres atteignant q est insuffisant. C'est le cas quand cette règle "impose" 

une diiérence entre certains fils. Nous retrouvons ici une notion que nous avons déjà 

introduite dans la section précédente, à savoir le nombre minimum d'arbres devant 

atteindre q, en dessous duquel une description donnée ne peut être "la plus précise". 

Nous supposerons que l'automate est déterministe et normalisé, puisqu'il existe une 

méthode de déterminisation et de complétion. Cette supposition n'est, bien sûr, pas 

sans conséquence pour la complexité de l'algorithme. Celui qui est développé ici est 

linéaire par rapport au nombre d'états, ce qui ne saurait être le cas sur des automates 

non-déterministes. Notons que l'algorithme de déterminisation est, comme dans le 

cas des automates classiques, exponentiel. 
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Rappelons que, relativement à un n-uple d'états (qi)iSilnt on peut définir la des- 

cription d réduite à q, comme l'ensemble des parties dans lesquelles une position de 

q est présente. Pour une règle r de description d, la quantité Id/ql représentera le 

nombre d'états devant atteindre q, pour pouvoir construire un n-uple d'arbres dont 

d/q serait la description exacte. On peut donc énoncer : 

3.5. 2 Quelques lemmes techniques 

Lemme. 
Une règle r, de description d est satisfaite si et seulement si chaque état 

apparaissant en partie gauche est atteint par au moins Idlql arbres distincts. 

Nous compterons donc les arbres, mais heureusement de façon bornée ... 
Lemme. 

Soit amax, l'&té maximale de l'alphabet C, si un état est accessible par au 

moins amax arbres distincts, dors pour toute description, on peut construire 

un k-uple de ces arbres dont d/q est la description exacte. 

En &et d est de cardinal maximal amas, ainsi donc que toutes ses réductions. 

Pour pouvoir compter les arbres, il manque encore un outil : si une règle est accessible, 

combien d'arbres "produit -ellev ? 

Là encore, étudions les différentes descriptions réduites : 

- Si un état est atteint par moins de Id/q( arbres, il n'existe aucun k-uple de description 

exacte d/q. 

- S'il est atteint par plus de Id/pl arbres (soit n), on peut construire A!'", le nombre 

d'arrangements de (dlql éléments pris parmi n. 

Notation 

Pour toute règle r, de description d, et dont la partie gauche concerne 1 états distincts, 

91,. . . , qi. Nous noterons : 
Id191 l Prodr(nl,. . . , ni) = n A,, 

le nombre de productions de r quand ql est atteint par ni arbres. 

Lemme. 
Si Prodp(nl,. . . ,nl)  # O, et si 3j,n, > amax alors Prodr(nl,. . . ,ni) 2 
amas. 

Idlql Il suffit de remarquer que Id/ql 5 amax et donc A,,,, > amax 
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Lemme. 
Si Prod,(nl,. . . , nr)  # O, alors Prodr(ni, . . . ni)O, où n'i = min(ni, amax) 

Ce lemme découle du précedent. Si l'un des n j  atteint ou dépasse amax, alors Prod, 

est soit nulle, soit 2 amax 

Pour déterminer si une règle produit au moins un arbre, il faut donc établir le comp- 

tage jusqu'à amax. 

3.5. 3 Algorithme de décision 

Soit A = (C, Q, Fin, R), un automate déterministe. L'algorithme qui suit permet de 

déterminer si A reconnaît par stratégie à contrôle fort une forêt vide. 

nombre: désignera le nombre d'arbres de hauteur au plus (i-1), pouvant atteindre 

l'état q 

Pour tout état q, nombre: t O 

i t O  

Répéter 
e t i + l  

Pour tout état q 

nombre: t O 

Pour toute règle r, d'état d'arrivée q : 

nombre: t min( amax, nombre: + Prodr(nombrehl,. . . , nombre;;') ) 
Jusqu'à ce que, pour tout q, nombre: = nombre:-' 

ou 39 E Fin, nombre: # O 

si Vq E Fin, nombreq = O, alors F ( A )  = 0 
sinon 3 ( A )  # 0 

fsi 

Preuve de I'algorit hme 
1) nombre: est le minimum de am= et du nombre d'arbres de hauteur au plus (i-1) 

atteignant q. 

Nous considérons une lettre de arité nulle comme ayant une hauteur nulle. La pro- 

priété est donc vraie pour i=l,  à la première exécution, ne peuvent avoir une pro- 

duction, que les règles n'ayant pas d'états en partie gauche. 
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On suppose cette propriété vraie au rang n. Le nombre d'arbres de hauteur n at- 

teignant q est égal au nombre de productions des règles dont il est partie droite, à 

partir des arbres de hauteur n-1. L'algorithme énumère toutes les règles possibles et 

calcule leur production, Prod,. 

Cette production est ajoutée à nombre:, à concurrence de amas. 

2) L'algorithme s'arrête : le nombre d'exécution de la boucle externe est borné 

grossièrement (cf. plus loin) par amas x IQI, celui de la boucle interne par le nombre 

de règles. Il est donc linéaire par rapport au nombre d'états x nombre de règles 

3) Nous avons montré que s'il existe un 1-uple nl,  . . . nt tel que Prodq(nl,. . . , nl) = 

amas, alors il existe un 1-uple n t l , .  . . ntr tel que nti 5 amax, et assurant également 

une production de amax arbres. 

Corollaire. 
Pour un automate déterministe, la propriété ".F(A) = 0" est polynomiale. 

On peut affiner la limite (amax x /QI) que nous indiquions pour le nombre d'exécut,ion 

de la boucle externe. L'algorithme s'arrête après au plus 1 + amax x (IQI - 1) 

exécutions. 

En effet, à chaque exécution de la boucle (sauf éventuellemnt pour la dernière), l'un 

des nombre: est incrémenté. S'il est fait 1 + amaz x (/QI - 1) exécutions, alors soit 

nombre', f O pour tout q, soit aucun nombre n'a été incrémenté lors de la dernière 

exécution. Dans tous les cas, il y a arrêt. 

La complexité maximale de l'algorithme est donc donnée par 

IR1 x (1 + amas x (IQI - 1)) 
Corollaire. 

Si 3 ( A )  # 0, alors il existe t E F, tel que hauteur(t) 5 amax x (IQI - 1) 

Nous avons montré que nombre: représentait le nombre d'arbres de hauteur i - 1, 

atteignant q, puis que i pouvait être limité à 1 + amas x ((91 - 1) 

Il s'agit de la plus petite borne que nous puissions fournir. Il existe des automates, 

tels que le plus petit arbre reconnu est de cette hauteur. 

Exemple 
C = { f , t , o , m , @ )  

0 1 1  1 3  

Q = {qt qo qrn r final) 
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amax x ( IQI - 1) = 9 

Les règles de l'automate : 

k t  

t(qm)+qt 

~ ( q t  )+qo 

m(qo)+qm 

Q(qrn,qrn, qm)[#I # #2 A #2 # #3 A #1# #3]+ final 

les arbres atteignant q, sont les éléments de (mot)*moF 

Pour satisfaire la condition de la dernière règle, il faut 3 éléments distincts atteignant 

qm, donc l'un aura nécessairement la hauteur 8 (motmotmoq. 

L'un des plus petits arbres reconnu sera : 

@(motmotmof, motmot, moq, de hauteur 9. 

Il y a là une différence avec les automates classiques, où le plus petit arbre reconnu 

est au plus de hauteur IQ 1 - 1 

Remarquons enfin que la forêt de notre exemple reconnaît 6 arbres (3!) de hauteur 

9, obtenus par permutation des sous-arbres. 

3.5. 4 Exemple d'application à l'inductive réductibilité 

L'exemple que nous citons est emprunté à H. Comon [Com 901. Il s'agit de considérer 

le problème de l'inductive réductibilité pour le système de réécriture suivant : 

Rappelons qu'un terme t est inductivement réductible pour un système R si et seu- 

lement si chacune de ses instances closes est réductible par R. 

Termes clos réductibles 
Il nous est possible de construire un automate reconnaissant l'ensemble des termes 

clos réductibles. 

q, est l'état atteint par tout arbre réductible. Il sera le seul état terminal. 

Au sommet des arbres non-réductibles, on trouvera les états : 
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qo atteint immédiatement au dessus des feuilles 

qh atteint par s(0) 

ql atteint au-dessus d'un p 

qz au-dessus d'un s 

q3 au-dessus d'un + 

On obtient l'automate 

o+qo 

s(qo)-*qO s(qO)+qr 

~ ( q l  )+qr s(q2)*q2 S ( Q ~ ) + Q Z  

s(qr)+qr 

P(QO)+QI P ( Q ; ) - ) Q ~  

P(QI)+QI P ( Q ~ ) + Q ~  P ( Q ~ ) + Q ~  

~ ( q r ) + q r  

+(qr, q)+qr + (91 qr)+qr 

+ ( Q I  1 q)+qr + ( 9 ,  ~ i ) + q r  pour tout q 

+ (QO q)+qr + ( Q ,  qo)+qr 

+(gr,  q r ) [ # l  # #2]+qr 

+ ( q ,  d[#l # #2I+q3 9 # q r , q # q r  

+ ( 6  q)I# l  = #2l+qr- pour tout q 

+ ( Q ,  q1)+93 q # q', q et q' différents de qo, q l ,  et qr 

Pour décider si un terme u est inductivement réductible, on modifie l'automate, de 

manière à reconnaftre l'ensemble des arbres réductibles de la forme u(t l ,  . . . , t *), que 

nous appellerons R e d ,  

u est inductivement réductible si 

R e d ,  = Tu = { ~ ( t ] ,  . . . , tn)lti E T ( C ) o )  

donc si T, n ( T ( C )  - Red,) est vide. 

Reprenons l'exemple fourni par H. Comon : soit à étudier l'inductive réductibilité de 

u = x + y  
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Un automate reconnaissant Red, est obtenu en : 

- remplaçant chaque qr apparaissant au-dessus d'un + par gr+ 

- dupliquant toutes les règles où gr+ apparaît en partie gauche, et substituant gr+ à 
gr (à gauche) 

gr+ devient seul état final. 

L'automate auquel nous avons affaire est déterministe : une seule des règles comporte 

un test : nous avons explicitement interdit d'atteindre l'état qs en cas d'égalité de 

sous-arbres. Il est, de plus, complet. 

En prenant {go, qh , ql  , qz '93, gr) comme ensemble d'états terminaux, on définit un 

automate reconnaissant le complément aire. 

Il reste encore à prendre l'intersection avec Tu, c'est à dire à n'accepter que les arbres 

commençant par un +. 
Ce peut être fait, en remarquant que (t = qfIqs) @ t = +(x, y)  

En prenant q3 comme seul état terminal, on reconnaît donc la forêt T,n(T(C)- Red,) 

On obtient l'automate 

+(gr, q)+qr+ + (Q, qr)+qr+ 

1 pour tout q 
+ (gr+ 9 q)dqr+ + (9, qr+)+qr+ 

+ (91 q)+qr+ + (9, QI )+gr+ 

+ (90 9 q)+qr+ + (9, qo)+qr+ 

+(gr, qr)[#l # #2]+qr+ 

+ (gr+ 9 gr+ ) [#l#  #2]+qr+ 

+ (97 q)[#l # #2]+q3 Q # qr,q #gr+ 

+ (9) ~ ) [ # 1  = #2]+qr+ pour tout q 
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Avec Fin  = {q2, q3 ) 

Nous pouvons maintenant lui appliquer l'algorithme de décison du vide 

Nous noterons ni au lieu de nombre: qui figure dans l'algorithme. Chaque étape de 

l'algorithme nécessite de consulter les 68 règles que comprend notre automate. (NB : 
l'algorithme de décision du vide que nous avons présenté peut être rendu plus efficace 

dans certains cas, mais sans changer la borne maximale). 

Nous obtenons le résultat ci-dessous : 

Etape 1 : 

n o  = 1 

Etape 2 : 

n o = 1  n h = 1  n l = l  n , + = 1  

Etape 3 : 

n o = 1  n b = 1  n l = 1  n , + = 2  n , = 2  

Etape 4 : 
1 n o = 1  n o = l  n l = l  n ,+=2  n , = 2  

L'algorithme s'arrête donc là. Ni qs, ni qz ne sont atteints. La forêt reconnue est 

vide, et u= x+y est inductivement réductible. 

3.5. 5 Complexité dans le cas général 

Proposition. 

Dans le cas général d'un automate non-déterministe, la propriété " 3 ( A )  = 
0 " est NP-dure. 

Nous pouvons y réduire le problème de la satisfiabilité des expressions booléennes. 

Soit une expression booléenne Ex(z1, . . . , x,). Nous lui associons un automate sur 

l'alphabet : 

C = {Vrai, Faux, xi, .. . , x,, V, A, 1, @ } 
O O 1 1 2 2 1 n + 2  

L'idée est d'associer à chaque expression booléenne Ex un automate qui reconnaît 

les arbres @(tEz . . . , tEz) (n+2 fois tE,), où t E ,  est la représentation arborescente 
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usuelle de l'expression Ex, munie d'une valuat ion correcte (chaque ext rérni t é de 

branche est constituée d'une variable xi munie de sa valuation, une valeur (Vrai, 

Faux) qui est la feuille). 

Si t ~ =  figure n+2 fois en dessous de @, c'est parce que chaque exemplaire subit une 

partie du contrôle : pour l'un, on vérifie que l'arbre représente bien l'expression 

booléenne Ex; pour le deuxième, on vérifie que la valuation donne bien pour résultat 

"Vrai"; les n derniers exemplaires servent à contrôler la cohérence de la valuation, 

c'est à dire à vérifier que tous les exemplaires d'un xi donné se sont bien vu affecter 

la même valeur. 

Chacun de ces contrôles, pris individuellement, peut être fait par un automate ascen- 

dant classique, dont la complexité est polynomiale par rapport à l'expression donnée. 

A la racine, nous ajoutons la lettre @, munie d'une règle qui vérifie qu'il y a égalité 

entre les sous-arbres, et que c'est bien le même arbre qui a répondu à chacune des 

vérifications. 

De cette manière, si il existe un arbre t ~ ,  : 

- qui représente l'expresion Ex 

- dont la valuation est cohérente 

- dont l'évaluation vaut Vrai 

alors l'expression booléenne Ex est satisfiable. 

Voici de façon plus précise quelles seront les règles de l'automate associé à Ex: 

Vrai + v Faux -t f 

x i )  + i ~ i ( f )  -t f i  

x ~ ( v )  + E j  xi(f) + é j  

1 (vi) + Ui  1 (fi) + fi 
V(vi,vi)+Ui V(f i>f i )+f i  

A (viyui) + Ui A (fi'fi) + fi 

V (Ui, Ei) + U i  V (Ei, Ui) + U i  

V (fi'ei) -+ f i  V (Gy fi) + fi 
V (ui, ~ j )  + puits V (fi, fj)  + puits 

V (fi, ~ j )  + puits V (Ui, fi) + puits 

V(ui,fi)+puits V(fi,vi)+puitS 

A (vi, f i)  + puits A (fi, vi)  + puits 
(i # j )  

Règles vérifiant la cohérence de 

la valuation : 

L'état ui (resp fi)  est atteint par 

les arbres dans lesquels tous les 

xi sont associés à la valeur nvrai" 

(resp. " Fauxn) 

E i  est atteint par les arbres ne 

comportant pas de valuation pour 

la variable xi 
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@ 

v v v v v 

x y x  z x y x  z x y x  z x y x  z x y x  z 

I  I I  l  I  I I  l I  I I  I I  I l  I  I  I I  I 
VraiFau x Vrai Vrai \rraiFaux \'rai \'rai \'rai Faux\'rai \'rai VraiFaux l'rai l'rai \JraiFaux \'rai \'rai 

Exp(x.y,z) = ( x ~ y ) v  (XA z) \raluation x-vrai, y-faux, x=vrai 

Exemple d'un parcouis de I'automate prouvant que Exp(x,y,z) est sarisfiable 

Sa tisfia bilité des expressions booléennes 

z ~ ( v )  + ü z i ( f )  + f 
l ( ü )  + f l(f) -+ ü 

v (f,f) -, f v ( J , ü )  + ü 

v (ü, f) + ü V (ü, 0 )  -, ü 

~ ( f , f ) - r f  h(f '@)+f 
A ( ü , f ) - r  f A ( ü , Ü ) + Ü  

Calcul de la valeur de l'expres- 

sion 

Il ne manque plus que les règles permettant de vérifier qu'un arbre représente l'es- 

pression booléenne Ex. La constructjon d'un automa.te reconnaissant une expression 
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booléenne est très classique. Nous donnons ci-dessous un algorithme qui construit un 

ensemble d'états et un ensemble de règles, qui viendront s'ajouter aux états et règles 

déjà cités. 

L'algorithme de construction de l'automate peut être donné par : 

Q + { Q E ~ )  
Compléter (Ex, qEz) 

où compléter s'écrit de la façon suivante : 
Compléter (Expression, qw) 

Si Expression = xl: alors 

72 U { ~ k ( ~ )  + qw,xk(f) + q w )  

sinonsi Expression = 1 (Expression') alors 

Q +QU{qw.1) 
R + R u  { l ( q w . 1 )  + qw} 
compléter (Expression', qw.l) 

sinonsi Expression = ~(Expressionl ,  Expression2) alors 

Q Q U {qw.l, qw.2) 

R R  U (v(qw.1, qw.2)  + q w )  
compléter (Expressionl, qw.l) compléter (Expression2, qw.2) 

sinon - - Expression = ~(Expressionl ,  Expression2) 

Q +- Q U {qw.lr qw.2) 

R + R U (A(qw.1 ,  qw.2)  + q w )  
compléter (Expressionl, qw.l) compléter (Expression2, qw.2) 

I fsi 

Et, enfin, les règles de tête permettant de vérifier que le même arbre a atteint : 

- l'état Q E ~  sur la première branche, il représente l'expression Ex, 

- l'état fi sur la deuxième, l'évaluation donne "vrai", 

- soit vi, soit fi sur la (i+l)ième branche pour la cohérence. 

@ ( Q E ~ ~ ,  ü, QI, .  . . , an)[#l = #2 = . = #(n + 2)] + final 

où ai peut être soit vi, soit fi 

Toutes les règles non écrites donnent l'état puits. 
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Il existe donc une valuation correcte de Ex  si et seulement si il existe un arbre reconnu 

par notre automate. 

3.5. 6 Finitude d'une forêt reconnue 

Proposition. 

Pour un automate à tests A, la propriété "F(A) est finie" est décidable. 

Nous montrerons la propriété dans le cas où l'automate A est déterministe, et muni de 

la stratégie forte. Les autres cas peuvent s'y ramener (de manière non polynomiale. ..) 
par les algorithmes de déterminisation. 

Nous supposerons donc toujours que A est déterministe. 

Comme dans le cas d'un automate d'arbres classiques, on réduit le problème à la 

recherche d'arbres tels qu'un même état est atteint deux fois sur une branche. 

Proposition. 

Fq (A) est infini si et seulement si 

3u E T(C)o, 3v E T(C)l, h(v) # O, 3w E T(C)l, 3q' E Q 
21 ': q', v.u *, q', W.V.U ': q 

A A A 

Proposition (équivalente). 

Fq(A) est infini si et seulement si 

3u E T(C)o, 
36 E T(C)n, h(6) # O, u non sous-arbre de 6 

36 E T(C)nr, 6(u,. . . , u)  non sous-arbre de 2U 

3q' E Q 
u 2 q" q u ,  . . . , u) 2 q', 6(6(u,.  . . , u), . . . , 6(u,. . . , u)) 2 q 

L'équivalence des deux propositions est sans difficulté : i7 est obtenu à partir de v 

en remplaçant chaque occurrence de u par une variable. De même pour obtenir W à 

partir de w ,  on enlève les occurrences de 6(u,. . . , u) 

Preuve 

Dans le sens "F,,(A) infini j il existe un état atteint deux fois sur la même branche", 

la preuve est triviale, la hauteur des arbres ne pouvant être bornée. 



Chapitre 3: Stratégie à contrôle fort 

Posons uo = u, ui+1 = 6(ui,. . . , u,) pour i > O. 
Nous d o n s  montrer que pour tout i, ui 5 q'. 

A 

Remarquons tout d'abord que u n'étant pas sous-arbre de 8, mais étant sous-arbre 

de u; pour tout i, aucun des ui n'est sous-arbre de 8. 

La propriété "ui 5 q'" est vraie pour uo et ul. Supposons la vraie jusqu'à un k fixé, 
A 

k 2 1. 
Soient fl et f2, deux sous-arbres de 6, contenant éventuellement des variables. 

f l ( ~ k , .  . . , UI) = f2 (~k ,  . . . , Uk) f l(~k-1, .  . . , Uk-1)  = fZ(~k-l , . .  ., ut-1) 

est évident, ut n'apparait pas dans 8, donc il n'apparait ni dans f l ,  ni dans f2. Il en 

va de même pour uk-1 

Comme uk = O ( U ~ - ~  ,..., U L - ~ )  et = 6(uk ,..., uk), les mêmes situations 

d'égalités ou de différences de sous-arbres existent dans uk et dans uk+i. 

D'autre part, d'après l'hypothèse de récurrence, 
* 1 uk-1 5 q' et uk = i i ( ~ ~ - ~ ,  . . . , uk-1) 2 q', donc u*+l = ii(uk,. . . , u t )  ;; q 

A A 

On a construit une suite infinie d'arbres distincts (h(6) # O), atteignant q'. 

L'argument de preuve utilisé dans la récurrence peut également s'appliquer à 

2Zr(u1,. . . , U I )  et 2Zr(ui,. . . ui). 

On retrouve les mêmes situations d'égalités et de différences, pour les sous-arbres 

dont la racine se trouve dans 6. 

ul et u, atteignant le même état q', W(ui, . . . , ui) 2 9. 

Algorithme de décision 
Par rapport à l'algorithme de décision du vide, on ajoute pour chaque état un en- 

semble de taille maximale amax, contenant les "successeurs" de chaque état. 

Successeurs(q) = {q113v, u u 5 q, v.u q'} 
Les états seront associés à nombre: E [O, amax]. Dès lors qu'un état est atteint deux 

fois sur une même branche, la forêt qui l'atteint est infinie. 

On marque donc les états par une valeur logique : in f ini(q) 
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Pour tout état q, nombre: t O Successeurs(q) + 0 
i t 1 

Répéter 
1 Pour tout état q 

Pour toute règle r, d'état d'arrivée q 
( x t Prod,(nombre:;', . . . , nombre:;') 

1 1 nombre: + min( amax, z ) 
si x # O alors 

Pour q', en partie gauche, 
si in f ini(ql) ou q' = q alors marquer-in f ini(q); 

sinon-si q' E Successeurs(q) alors marquer-in f ini(ql); 

sinon Successeurs(q') c Successeurs(ql) U Successeurs(q) u {q) ; 

. - 

Jusqu'à ce que, pour tout q, nombre; = nombre;-' 

ou 3q E Fin,  in f ini(q) 

F(A) est infinie si et seulement si 39 E Fin, in f ini(q) 

avec 
marquer-in f ini(q) 

Si 1 in f ini(q) alors 

in f ini(q) t vrai 

nombre; t amax 

Pour q' E Successeurs(q) : marquer-in f ini(ql) I fai 

Preuve 

Si 1 in f nombre: représente le nombre d'arbres de hauteur plus petite que i, 
atteignant l'état q. 

Si in f ini(q), il existe u, v, w ,  il existe un état q' tel que u atteint q', v.u atteint q', 

w.v.u atteint q 

Cette propriété est invariante dans l'algorithme. La première partie de l'assertion 

est identique à celle développée pour la preuve de l'algorithme de décision du vide. 

On remarque aisément que si nombre: est un nombre entre O et amax, le calcul est 

identique à celui fait dans l'algorithme de décision du vide. 

Successeurs(q) est l'ensemble des états atteints par les arbres de hauteur au plus i, 
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tel que l'un des sous-arbres atteint q. Le marquage nombre fi c infini intervient dès 

lors qu'un arbre de hauteur i atteint q, et que l'un de ses sous-arbres atteint q, ou un 

état q' avec in f ini(ql) vrai. 

L'algorithme s'arrête, on peut, très grossièrement, borner le nombre d'exécutions par 

3 x 1 Q 1. Remarquons qu'il accélère la décision du vide, en permet tant de tenir compte 

de états atteints deux fois sur une même branche (au détriment de la complexité 

spat ide). 

Reprenons l'exemple 

Il suffit alors de savoir que f < qt et tmof 5 qt pour conclure que la forêt reconnue 

est non vide, et même infinie. 

3. 6 Morphismes alphabétiques d'arbres 

La notion de morphismes d'arbres a été définie au chapitre précédent. Ici aussi, nous 

nous intéresserons aux morphismes alphabétiques, non nécessairement linéaires ni 

complets, qui conserveront la famille REG'+. 

3.6. 1 Stabilité de RECf 

la famille REC+ est stable par morphisme alphabétique strict 

Pour une forêt F appartenant à REG'+ et un morphisme alphabétique 4, l'automate 

reconnaissant +(F) sera construit à partir d'un automate déterministe normalisé 

reconnaissant F. 

Construisons tout d'abord l'ensemble de règles suivant : 

Les règles définies de cette manière sont insuffisantes pour permettre de reconnaître 

#(F). Le problème provient de la non-injectivité du morphisme : telles quelles, ces 
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règles imposent des différences là où le morphisme peut les avoir effacées. Voici un 

exemple : 

la forêt F est l'ensemble des arbres b((a + a)*ü, (a + a)*ü) dont les deux branches 

sont différentes. 

F E REG'+, elle est reconnue par l'automate : 

a-+q a(q)-+!? a(q)-+q 

b(q,q)[#l # #21-+9f b(9, q)[#l = #21-+puits 

le morphisme 4 conservera toutes les lettres, sauf a qui sera transformé en a. 

La méthode de construction de 72; donne exactement les mêmes règles que dans 

l'automate de départ, sauf la règle a(q)+q qui n'existe plus. 

L'automate ainsi construit rejet te donc, par exemple b(aü, aü) qui, pourtant, est 

l'image par 4 de b(oü, aü) et devrait donc être reconnu. 

Il est possible de distinguer le cas des arbres qui peuvent être l'image par le mor- 

phisme de plusieurs éléments distincts. Un marquage des états est possible quand la 

règle utilisée est issue de plusieurs règles de l'automate de départ : 

dans notre exemple, la règle 

(a(q>-+q> 
est issue de (a(q)+q) et de (a(q)+q) . 
On peut donc assurer un marquage de q, après utilisation de cette règle. 

Cette information n'est cependant pas encore suffisante. Soit la forêt 

~ ( ( a  + a)*ü,  ( a  + a)*ü, (a + a)*ü), 

où les trois branches sont différentes deux à deux. 

Il faut distinguer le cas de b(aü, aü, aü) qui ne peut être l'image d'un arbre de F, 
puisque seulement aü et aü  ont pour image aü. Le marquage simple est donc insuf- 

fisant, il faudra, pour chaque état, compter le nombre d'images réciproques pour les 

arbres qui l'atteignent. Le comptage peut s'arrêter à l'arité maximale de C. 

Exemple : 

a(q1)-+q2 a(q2 )-+qrn 

c(ql, q l ,  ql)[{l), (2)' {3)]-q c(ql, q l ,  ql)[autres descriptions]-+puits 
2 2 2  4 9  )[{1), (2)' (3)I-tqf c(q2, q2, q2)[autres descriptions]~puits 

c(qm, qm, qm)[toutes descriptions]+q 

3.6. 2 Construction d9un automate reconnaissant d ( F )  

Avant de décrire l'algorithme de construction, nous précisons la méthode de comptage 

présentée informellement. 
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Comptage 

Pour cette construction, chaque état de l'automate de départ sera associé à un facteur, 

qui représentera le nombre d'antécédents par r$ de chaque arbre atteignant cet état. 

On se limitera au facteur amax, arité maximale de l'alphabet C. 

Rappelons et étendons les définitions et propriétés établis en 3.4. Nous avions no- 

t amment défini 

Descd(k) = {d'Id1 5 d,Vp E d,p contient au plus k ~artiesded!) 

Si d est supposée être la description d'une règle homogène (un seul état en partie 

gauche) d'un automate normalisé, alors on a la propriété : 

Si d est la description la plus précise d'un n-uple xi, et si chaque xi est l'image de 

k valeurs distinctes, dors il existe pour toute description d' E Descd(k) un n-uple 

d'antécédents de XI, .  . . , x,, dont d' est la description exacte. 

Soit d, une partition, dl un élément de Descd(k), et X I , .  . . , x, un n-uple dont d est 

la description exacte. Déterminons le nombre de n-uples xIl, . . . , XI, dont d' est la 

description exacte et tels l'image de xtl ,  . . . , xtn est 21,. . . , xn 

Chaque élément p de d correspond à une valeur du n-uple. p contient ip parties de dl, 

avec ip :' k. Il faut donc trouver ip valeurs distinctes dont les images sont identiques. 

Il y a donc k!/ip! façons de choisir ces ip valeurs (de façon ordonnée). 

Ce choix doit se faire pour chaque élément de la partition d. Le nombre de n-uples 
1 x 1, . . . , XI, convenables est donc 

Nous noterons M ~ l t ~ , ~ l ( k )  cette quantité. 

Il reste encore à généraliser ces notions pour les règles non homogènes à gauche. II 

faut alors faire intervenir toutes les descriptions réduites, pour chaque état q présent 

dans le n-uple. Nous noterons 

D'autre part nous supposons disposer de nombre, pour chaque état q de l'automate 

de départ. Ce calcul peut avoir été effectué par un algorithme tel que celui de décision, 

que nous avons décrit . 
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Algorithme 
Soit un automate A = (C, Q, Fin, R), reconnaissant une forêt F, Il sera supposé 

normalisé et déterministe. Nous construisons un automate A = (C' , Q, Fin, R )  re- 

connaissant 4(F) .  
Ses états seront des éléments de Q x 11, amax], et seront notés qZ 

(Voir figure) 

Preuve 

1) La propriété 

i5q9' 1 , .  . . z  $(uk) = t ,  tk 2 9 

est invariante dans l'algorithme. 

i désigne le nombre d'exécutions de la boucle intermédiaire (la plus petite boucle 

construisant une règle). Ai est l'automate tel qu'il est construit à la i eme exécution 

de la boucle. 

Chaque arbre atteignant qt  est l'image par le morphisme 4 de x arbres (exacte- 

ment) qui atteignent q. 

La preuve de l'invariance de la propriété découle des propositions et lemmes tech- 

niques établis dans les sections précedentes. La boucle interne construit une règle 

(~(91,  . qn)[dt]+q">. 
Soit t = a(t l , .  . . , t,), un arbre atteignant qZ par la dernière règle construite. 

Chaque tk est l'image de ik  arbres atteignant q k .  

On note eY1,. . . , e p  les différentes valeurs des états ql1,  . . . , q?. 

d est une description valide de t l ,  . . . , t,. D'après la propriété énoncée en fin de 

section 3.4.2, t l  , . . . , t, sont les images de M ~ l t ~ . ~ . j ( y ~ ,  . . . , yp) n-uples il,. . . , in, 
dont 7.d est une description exacte. 

Enfin chaque n-uple & , . . . , correspond à plusieurs m-uples, si 1,011 tient compte 

des branches effacées (il faut alors tenir compte du produit des nombres d'arbres 

sur ces branches effacées). 

Le nombre d'arbres "convenables" dont t est l'image est donc calculée dans x. t 

est l'image de x arbres atteignant q dans l'automate de départ. 
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Répéter 
k t k + 1  

Pour toute partie gauche a', q f l , .  . . , qnn , [dl telle que 

a' E C',, d E ED,, q:', . . . ,qnn E Q k - 1  

d est valide pour 9:' , . . . , q tn  

On note eyl,. . . , e p  les valeurs des états présents en partie gauche. .faire 

3 4 - 0  
Pour toute règle r = (a(ql, . . . , q,.,,) [dl +Q) telle que 

d ( a )  = a' 

Qi = qr(i) 

d E D ~ ~ ~ , . J ( Y I , .  . . , ~ p )  
faire 

x x + Multd,,.r(yi,. . . , yp) x n nombrei 
Q sur branche effacée 

1 tait 

x t min(x, amax) 

Si x # O alors 
1 &k + Q k  u {qZ} 
I 7zk + nk u {a(q;l,. . . , qnn )[4+qzi 
fsi 

fait 

Jusqu'à ce que Qk = Qk-1 et Rk = Rk-l 
Q + Qk 

R t R k  
F + {QEIQ E FI 

Algon'thme de construction 

La propriété se montre par une récurrence sur la hauteur de l'arbre. 

Elle est évidemment vraie pour les feuilles, la première exécution de la boucle 

principale construisant toutes les règles sur des lettres de arité nulle, par simple 
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renommage de la lettre. 

Si la propriété est vraie pour des sous-arbres d'une hauteur h fixée, et si t = 

a(tl, . . . ,t,) est un arbre de hauteur h + 1, chaque sous-arbre tk atteint un état 

qk, et q5(t k )  atteint un état qk. Dans l'algorithme, il est alors construit une règle 

avec d' 5 7.d. 

telle que d' est valide pour les images +(t,(l)), . . . ,4(t,(,)) 

donc l'arbre $(t) atteint l'état qt 

3.6. 3 Morphismes effaçants 

Proposition. 

REC# est stable par morphismes gornrnants. 

Corollaire. 

RECp est stable par morphismes alphabétiques (au sens large) 

Comme dans le chapitre précédent, nous décomposons un morphisme alphabétique 

quelconque en un morphisme alphabétique strict et un morphisme gommant. 

Preuve de la proposition 

Nous considèrerons une forêt reconnue par un automate A = (C,Q, F i n , R )  
déterministe, normalisé-complet . 

Soit a, une lettre telle que d(a(xl,. . . ,xn))  = x i ,  et.r, une règle (a(qi,. . . , q,)[d+e). 

Soient t et t' = q5(t), où t est un arbre atteignant e, tel que que la règle dernière règle 

utilisée est r 

t' est l'image par 4 de Prod,(nombreP,, . . . , nombreim)/nombreqi arbres distincts 

utilisant la règle r à la racine. 

(41,. . . , Q, sont les valeurs distinctes des états q ~ ,  . . . , q,) 

Pour deux états q et e, on définit l'ensemble 

'R(q, e) = {r = (~(91 ,  - . qn)[q+e) E R, q = qi, 4(a(zl,. - 7  zn)) = xi) 

Puis le quantités : 

Substo(q, e) = O si q # e, 1 sinon. 
Substl(q, e) = 
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min(ama~,  Subst0(q, e) + ~ r E n ( q , e )  (nombre#, , . . . , nombregm)/nombrep) 
Et pour i > 1 : 

Substi(q, e) = min(amax, Substi-' (q, e) + XII Substi-' (q, q') x Substi-l (q', e)) 

Substi(q,e) est une suite finie, puisque croissante et bornée par amax. Notons 
Subst*(q, e) sa limite. 

Su bst*(q, e) représente pour chaque arbre u atteignant q, le nombre d'arbres v.u, tels 

que v.u e, +(v.u) = u (jusqu'à amax). 
A 

Les états de l'automate A' qui reconnaît 4 ( F )  seront 

Q' = Q x [O, amax] 

Fin' = Fin  x [l, amax] 

et les règles 

R'{(a(qfl 3 - . ., qEn)[4+ez) I(a(qi . . ., qn)[dl]+q) E R ,  
x = MuZtd,di (YI, . . . , ym) x Subst*(q, e)) YI,.  . . , y, sont les valeurs des xi  pour les 

vitleurs distinctes QI,  . . . , qm parmi ql, . . . , q, 

Prouvons que : 

(t est l'image par 4 de x arbres atteignant q ) 6 t' 2 qz 

ü ne peut être l'image que d'arbres de la forme u.ü 

Pour chaque état e, on connaît par Subst*(q, e) le nombre d'arbres v.6 tels que v.6 
- atteint e, et g5(v.ü) = a 

( ü [ ~ ] + q )  E R (ü[l]+eZ) E RI, a: = Subst*(q, e) 

Si la propriété est vraie pour une hauteur fixée, considérons t = a(t1,. . . , tn). 

t ne peut être l'image que d'arbres de la forme v.a.(ul , . . . , un), avec 4 ( ~ i )  = ti 

(ti > qj et (a(q;l,. . . , q:n)[d)+e) E R' 
d est la description exacte de t l ,  . . . , t, 
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3Subst*(q,e) arbres v.t, d(v.t) = t ,  v.t 5 
A 

3xi arbres ui, 4 ( ~ i )  = ti) U i  5 qi 
A 

3d1, ( t l , .  . . , t,) est l'image de M ~ l t d , d l ( ~ l , .  . . , x,) ( t ~ ,  . . . , t i )  dont d est la descrip- 

tion exacte. 

* 
32 arbres v.a(ui, . . . ,un),  v.a(u1,. . . , un )  5 e, q%(v.a(ui,. . . ,un)) = t 

A 

Ce qui démontre la propriété au rang supérieur. 

En prenant Fin' = Fin x [l,amax], on reconnaît donc l'image par 4 de la forêt 

reconnue par A. 

3.6. 4 Morphismes inverses 

Proposition. 

RECZ n'est pas stable par  morphisme alphabétique inverse. 

Preuve 

Elle est identique à celle développée dans le chapitre 2 à propos de la classe REG'=. 
On considère le même contre-exemple permettant d'engendrer par morphisme inverse 

une forêts d'arbres dont les branches sont de même longueur, mais dont les étiquettes 

sont différentes. 



Chapitre 4 

Relations entre les classes 
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4. 1 Relation induite par les règles sur les états 

4.1. 1 Compatibilité avec les règles : définition 

Soit un automate à test A. Une relation Rel, définie sur l'ensemble de ses états sera 

dite compatible avec 72 si: 

si V(a(qi 9 . .  qn)[d3+q) E R V(a(qtl'. . . qIn)[d]+q') E R 
telles que d 5 d' et qi Rqti, 

on a qRq1. 

4.1. 2 Relation induite 

On appelle relation induite par R sur Q, la plus petite relation réflexive et compatible 

avec R. Cette relation sera notée VA 

Construction de la relation induite 

Il convient de justifier l'existence d'une plus petite relation compatible. On construit 

la clôture compatible comme on construit la clôture transitive. 

Re1 t I d  
Répéter 

Rell {(q, ql)l 

3(a(qi ' . . . 1 qn)[dj49) E R' 3(a(qt1,. . . ' qtn)[d']+qt) E 
avec d 5 d' et q, Re1 q: 

1 
Rel t Rel' 

jusqu'à stabilisation. 

V A t  Re1 

"toute relation réflexive et compatible avec R contient Rel" est invariant dans la 

boucle de l'algorithme. 

D'autre part, si l'on suppose l'existence de deux relation minimales, l'intersection des 

dew est encore une relation compatible. Il y a donc unicité de la relation minimale. 
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4.1. 3 Une propriété de VA 

Cette propriété se montre par récurrence sur la hauteur de l'arbre u : 

- si u est une lettre, c'est la définition d'une relation compatible avec R qui nous 

donne le résultat. 

- si la propriété est vraie au rang n, et si u = (a(ul, . . . , u, ) ) ,  on applique.l'hypothèse 

à chaque état qi et q"i atteint par ui. 

q VA q1 à cause des deux règles qui sont définies pour a : (a(&, . . . , ~,) [d j+q)  et 

( a ( 4  7 .  . ., <rn)[dj+g')  

4. 2 Une caractérisation de REC ... 
Proposition. 

Une forêt F appartient à REC si et seulement si il existe un automate à 

tests complet A tel que : 

A reconnaît F par stratégie forte, 

VA est la relation identité. 

Preuve 

Si F E REC, notons A,,, l'automate qui la reconnaît. On construit aisément un 

automate à tests en prenant chaque règle de Ades, et en la "décorant" par toutes les 

descriptions possibles. 

R t e a t a  = { ( a ( q ~  7 .  - - , qn)[dj+q) I(a(qi - . - qn)+q) E R,  d E EDn) 
L'automate At,,ta aura les mêmes états que A,,, 

La relation identité, plus petite relation réflexive, est ici compatible avec les règles 

de l'automate : deux règles ayant même profil ont même état d'arrivée. 

Réciproquement, si A est un automate vérifiant VA= Id, dors toutes les règles ayant 

même profil ont aussi même partie droite, de manière évidente. Et si toutes les règles 

de même profil ont même état d'arrivée, l'automate est équivalent à un automate 

classique, reconnaissant une forêt rationnelle. 
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4. 3 ... et une caractérisation de REG'= 

Proposition. 

Un forêt F appartient à REC, si et seulement si il existe un automate à 
tests déterministe et complet A tel que : 

A reconnaît F par stratégie forte 

VA est une relation sans circuit. 

q E Fin et q VA q1 + q1 E Fin 

On rappelle qu'une relation sans circuit est telle que sa clôture transitive est anti- 

symétrique. 

La proposition sera montrée par les deux propositions suivantes. 

4.3. 1 Automates "déterminisés" 

Si A est un automate obtenu par déterminisation d'un automate à stratégie faible, 

alors VA est une relation sans circuit. 

Le reconnaisseur par stratégie forte d'une forêt de F= peut être construit par 

déterminisation. Nous allons montrer que cet automate est bien celui qui vérifie 

les propriétés énoncées dans la proposition : La relation VA étant plus petite que la 

relation d'inclusion entre les ensembles d'états. 

Rappelons l'algorithme de normalisation développé au chapitre 2. 
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Qo 6 {XI36 E Co, X = {q 1 (ü[L]+q) E 72)) 
Ro {(ül[Ll -, X)IX = {ql(a+q) E 72)) 

répéter : 
Qi t Qi-IU 

{XI 3a E Zn, 3(Xi)iSiSn dans Qi-i73d E EDn, 
X = {q13(qi)iIi<n, q k  E Xk, 3d' 5 d, (a(q1,. . . ,qn)[dl]+q) E R) 

I 1 
jusqu'à ce que Qi = et Ri = Ri-1 

Q t Qi 

R t Ri 
R + \ {(a(Xl,. . . , X,)[dJtX)I d non valide pour Xi , .  . . , Xn)  

F t { X l X n ~ # 0 )  

Cet algorithme représente, de fait, une déterminisation de l'automate. Si nous mu- 

nissons le résultat de la stratégie à contrôle fort, la forêt reconnue est encore la même. 

Considérons la relation d'inclusion entre les états de l'automate. elle est, bien-sûr, 

réflexive, transitive, antisymétrique. Toute relation plus petite sera sans circuit. 

Vérifions qu'elle est compatible avec les règles de l'automate : 

Soit deux règles : (a(X1, . . . , Xn)[dJ+X) et (a(Xfl ,  . . . , X1,)[d']+X') telles que 

Xi c x; 
Les ensembles X et X' ont été construits de la façon suivante : 
X t {q13(qi)i SiIn, 36 < d, qi E Xi, (a(qi . . ., qn)[b]+q) E R } 

Pour tout état q de X , 3(a(ql,. . . ,q,)[S]+q) avec 

qi E Xi c Xi et 6 5 d < - d' 
Donc q E X' 
L'inclusion est donc compatible avec les règles de l'automate. 

Fin est constitué par les ensembles qui contiennent un état terminal de l'automate 
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de départ. La propriété X E Fin est donc conservée par l'inclusion. 

La relation VA, plus petite que la relation d'inclusion, est donc sans circuit et elle 

conserve l'appartenance d'un état à l'ensemble Fin. 

4.3. 2 Proposition 

Dans un automate complet, si VA est une relation sans circuit, et si (q E Fin, q VA 
q' =+ q' E Fin) alors A reconnaît la même forêt que s'il était doté de la stratégie à 
contrôle faible 

Tout d'abord la forêt reconnue par stratégie forte est incluse dans celle reconnue par 

le même automate muni de l'autre stratégie, puisque dans l'un on oblige à utiliser la 

description la plus précise, alors que dans l'autre il suffit d'une description valide. Ce 

résultat est d'ailleurs vrai pour tout automate, indépendamment de la relation VA. 

D'autre part, si un arbre atteint par stratégie faible des états qu'il n'atteint pas par 

stratégie forte, c'est en utilisant des règles dont les descriptions sont moins précises. 

Or si l'on utilise une règle dont la description est moins précise, on atteint une état 

lié par la relation VA. 
Si l'état atteint par stratégie forte n'est pas terminal, les autres ne le seront donc pas 

non plus. 

Nous montrons cette propriété par récurrence sur la hauteur de l'arbre. 

Remarquons d'abord que si l'automate est déterministe pour la stratégie forte, il est 

pseudo-déterministe pour la stratégie faible. Le choix entre plusieurs règles n'existe 

donc que pour des règles de descriptions différentes. 

1) pour un arbre de hauteur nulle, un seul état est donc atteint par stratégie faible 

(pseudo-déterminisme), le même que pour la stratégie forte. 

2) Si la propriété est vraie pour un arbre de hauteur n. 

Soit t = a(ti , .  . . , tn) ,  Posons qi l'état atteint par chaque t;, pour la stratégie 

forte. 

Pour tout n-uple ( Q ' ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  d'états atteints par (ti)l<i<n - - pour l'autre stratégie, 

on a donc q: VA qi. 

Soit q, état atteint par t (str. forte) et q' atteint par t par str. faible. Alors il 

existe deux règles : 

(~(91,  qn ) [4+q) et ( ~ ( 9 '  1 , - . ., q' n)[4+q)', 
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telles que d' 5 d, puisque d est la description le plus précise des t i ,  et q: VA q;. 

Donc q' VA q 

Tout état atteint par stratégie faible est donc plus "faible" (au sens de VA) que celui 

atteint par stratégie forte !... 
Comme q' E Fin  et q' 5 q + q E Fin, tout arbre reconnu par stratégie faible est 

aussi reconnu par stratégie forte. 

La famille REC, peut donc être définie comme l'ensemble des forêts reconnues selon 

la stratégie forte, par un automate déterministe, dont VA est une relation sans circuit 

qui conserve l'appartenance à Fin  

4. 4 . La clôture booléenne de REC, 

Proposition. 

Tou te forêt appartient à la clôture booléenne de REC, si et seulement si il 

existe un automate à tests déterministe complet A, qui reconnaît F selon la 

stratégie forte, et tel que VA est une relation sans circuit 

Preuve 

A) Sens direct : Nous montrons que la propriété "VA est une relation sans circuit" 

est conservée par produit d'automates et par passage au complémentaire. 

C'est trivial pour le passage au complémentaire, puisque cette opération ne concerne 

que la définition de Fin. (Il s'agit d'automates déterministes) 

Concernant le produit d'automates, on peut se reporter au chapitre 3, pour trouver 

la construction. 

Sur Q x Q', on définit la relation d'ordre : 

(QI, qi) C (92'9;) si et seulement si ql VA q 2  et qi VA! q; 
Cette relation est compatible avec les règles : 

Pour tout couple de règles de l'automate produit : 

~ ( ( Q I ,  ~ 3 ,  . . . (qn, qn))[d+(q, q'), 

a ( (q~,&), .  .. 1 (qn, $n))[4+(97$) 

Il existe respectivement dans A et A' les deux couples de règles : 

( a b ,  - .  . y  qn)[4+q) (a(q1, - - 5 @n)[Jl+q) 

(~(q ' , ,  . . q1n)[4+q') ( 4 %  7 . .  - 3  Qn)[d']+Q') 
Si (qi, 9:) C (Q i ,  3) pour tout i et d 5 dl, alors 
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qi VA g; et VA' 3 donc q VA ij et q' VA f 

puis (9' 9') C (il' $1 

La propriété "V est une relation sans circuit" est conservée par produit et 

complémentaire. Donc toute forêt appartenant à la clôture boolénne de REC, admet 

un reconnaisseur par stratégie forte, dont la relation V est une relation sans circuit. 

B) Inversement, tout automate A dont la relation VA est antisymétrique reconnaît 

un élément de REC, : 

Pour tout état final q, Aq désignera un automate ayant les mêmes états et mêmes 

règles que A, mais avec q comme seul état final. 

Comme F(A) = U F(Aq), et que chaque automate Aq possède évidemment la 
qEFin 

même relation VA ( puisque seuls les états terminaux different), on peut réduire le 

problème et supposer que A possède un seul état final q f .  

Asup désignera l'automate obtenu en prenant comme terminaux tous les états 

supérieurs à q j  : Finsup = {qlqf V> q )  

Asup reconnaît un élément de REC,, d'après la proposition 4.3 
On construit également Fin i i f  = Q \ {qlq V> q f )  

q E Fini;  et q < q' + q' E Fininf  L'automate correspondant reconnaît donc aussi 

une forêt de REC, 
et l'automate A;,j reconnaît la forêt complémentaire. 

Il nous reste à remarquer que : 

R(A) = R(Asup) n R(Ain f )  

Ces deux automates ayant mêmes règles et mêmes états, l'intersection est faite en 

prenant simplement l'intersection des ensembles d'états terminaux, c'est à dire ici le 

singleton {qf ) 
Tout automate dont la relation V est sans circuit reconnaît donc un élément de la 

clôture booléenne de REC= 

4. 5 Entre la clôture booléenne de REC= et RECf 

Proposition. 

REC# n'est pas la clôture booléenne de la famille REC, 
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La preuve est faite en exhibant une forêt de REC# qui ne peut être reconnue par un 

automate dont la relation V est antisymétrique. 

Considérons les arbres suivants : les extrémités de branches sont des mots de a*ü et 

à "la base" on trouve des c, lettre de mité 3. 

Parmi ces arbres, on sélectionnera ceux qui possèdent au moins un c dont les deux 

premiers fils sont identiques, mais différents du troisième. Peu importe la place où 

se trouve ce c. 

Cette forêt appartient à REG'#, elle est reconnue, par exemple, par l'automate ü + qo 

La relation V définie sur cet automate n'est évidemment pas antisymétrique, puisque 

Qnf V Qf V Qnf 

c(~l,qZ, ~3)[dcorrecte] -) 9 f 

~ ( ~ 1 , q 2  ~3)[dsup] + qn f 

Montrons qu'on ne peut supprimer l'antisymétrie. 

si !? f n'apparaît pas parmi 91, q2,93 

Soit A, un automate déterministe quelconque reconnaissant F, nous supposerons que 

c(ql, '22, q3)[4  + qf ssi q j  apparaît parmi q l ,  q 2 ,  q g ;  d quelconque 

la relation V définie sur ses états est antisymétrique. 

Appelons qo l'état atteint par les mots a*ü. Nous pouvons supposer cet état unique, 

dans la mesure où il n'intervient que dans les extrémités des branches d'arbres et 

qu'il ne peut se retrouver après avoir rencontré un c, et cela quel que soit l'automate 

A choisi. 

Il doit nécéssairement exister trois règles : 

~ ( Q o ,  QO' qo)[dinf] + QI 

C(QO , QO qo)[dcorrecte] + Q2 

c(q0 9 QO, QO )[dsup] -) 43 
Avec ql  V q2 V q3 , états qui doivent, pour respecter l'antisymétrie, être distincts 

deux à deux (ils ne peuvent être confondus car q2  est terminal, et non les deux autres). 
Ecrivons maintenant l'ensemble des règles faisant intervenir ces trois états: 
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enfin, 

c(q31q39 qt)[din j] + 431 

~ ( 9 3  43 7 ~a)[~correcte] 4 43'2 

~(937 937 q3)[daup] + 433 

Nous en déduisons les relations suivantes : 

q l l  V 912 V 913 V 923 V 933 

avec q l l  # q12 # 913 # 923 # 933 

(ils sont, en alternance, terminaux et non- terminaux) 

Pour respecter l'antisymétrie, ils doivent donc être tous distincts. En considérant les 

règles faisant intervenir ces 5 nouveaux états, on montrerait alors de la même façon 

l'existence de 7, puis 9 ,etc,...états distincts. 

D'une manière générale, on montre donc que l'on peut construire un ensemble d'états 
- Ej = {qWlw - lk.û. .3 '-k-1,~ = O, 1,2 k < i) 

tous distincts, tels que 

qlk.1.3i-'-1 v Qik.2.3i-k-1 v Q 1 k . ~ . 3 i - k - 1  v q 1 k - 1 . 1 . 3 i - k  

On a donc vérifié cette propriété pour i= l  (et 2). Si elle est vraie pour un rang n 

fixé, on considère les règles définies sur les états de. En : 
c(qw, qw, ~w)[dinf] + q w . 1  

c(qw, qw qw)[dcorrecte] + qw.2 

~(qw qw qw)[dsup] qw.3 

Ce qui nous donne, pour l'état q l n  les relations : qln .l V qln.2 V qln.3 tous distincts 

puisque qln.2 est terminal et non les autres. Remarquons d'ailleurs que les seuls états 

terminaux sont ceux donc l'indice contient un "2", qui représente l'utilisation de la 

règle de dcorrecte 

Les autres relations viennent en considérant que si qw V qw, et qw # qw, , c'est encore 
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La propriété est montrée, et il faudrait donc une infinité d'états pour construire un 

automate reconnaissant F et dont la relation V soit antisymétrique. 
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Dans la classe des ensembles rationnels d'arbres, les automates permettent de dm 
t'l 

l'appartenance d'un terme. Ils sont assimilables à une signature dans les algèbra g: 
ini t ides. / ,  

1 '  
Nous proposons une extension des automates d'arbres, en ajoutant à chaque dg. mc, --_ _ 
condition portant sur les égalités entre termes frères. 1 
Nous définissons deux classes d'automates. Dans la première, les règles ne peuvent i q p m  
que des égalités, pas de différences. La classe des forêts reconnues coïncide dors avek ce@- 
des algèbres à signature non-linéaire. 

Une deuxième classe, strictement plus large, est obtenue en permettant d'imposer des 
différences. Il s'agit alors d'une algèbre de Boole, close par morphismes alphabétiques 
d'arbres. Nous prouvons que chaque forêt peut être reconnue par un automate à tests 
déterministe, et que l'on peut décider si la forêt reconnue par un automate à tests est vide. 
La propriété du vide est NP-dure dans le cas général. Nous donnons un algorithme de 
complexité polynomiale dans le cas où les automates sont déterministes. , 
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