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RESUME 

La modélisation de la réponse des structures marines soumises aux efforts cy- 
cliques de la houle est un élément important pour la sécurité et la fiabilité de ce type 
d'ouvrage. La méthode des éléments finis constitue un outil analytique puissant pour 
répondre à ce besoin. Toutefois, la capacité prédictive de cette méthode dépend en 
grande partie de la connaissance du comportement mécanique des géomatériaux qui 
constituent la fondation de la structure. Ainsi, le développement des modèles de com- 
portement pour géomatériaux est un des aspects les plus actifs de la recherche actuelle. 
Le présent travail constitue une contribution dans ce sens, à savoir la construction d'un 
nouveau modèle de comportement des matériaux granulaires sous sollicitations non- 
monotones. 

Dans la première partie, à la suite d'une analyse détaillée des résultats expérimen- 
taux, un modèle élastoplastique isotrope a été formulé pour le comportement des 
matériaux granulaires sous chargement monotone. Ensuite, en adaptant le concept 
de mémoire discrète, la méthode de "Bounding Surface" et la méthode de l'écrouissage 
cinématique ont été intégrées dans le modèle pour décrire, par l'une ou par l'autre, le 
comportement des matériaux sous chargements non-monotones complexes. 

La deuxième partie est consacrée à la procédure de l'identification des paramètres 
pour le modèle proposé. L'effet de chaque paramètre a été étudié d'une façon précise. 
Une méthode de détermination des paramètres illustrée avec un exemple est également 
présentée en détail. Par la suite, la validation du modèle sur chemins homogènes 
est rapportée dans ses grandes lignes, suivie de l'examen de la capacité prédictive du 
modèle sur une large gamme d'essais au laboratoire. Une attention particulière est ac- 
cordée à l'aspect du chargement complexe (cyclique, avec rotation des axes principaux 
de contraintes). Les performances du schéma de "Bounding Surface" et du schéma de 
l'écrouissage cinématique à mémoire discrète sont également examinées et comparées. 

La dernière partie s'ouvre sur l'implantation du modèle proposé dans le logiciel 
d'éléments finis FONDOF et la calibration du modèle sur quelques expérimentations de 
fondation réalisées dans le cadre du groupe Validation du GRECO CNRS Géomatériaux. 

Mots-clés: modèle rhéologique, Plasticité, Ecrouissage Cinématique, Surface limite, 
Anisotropie, Chargement cyclique, Rotation des axes principaux, Validation, Eléments 
finis, Matériaux granulaires. 



ABSTRACT 

The modelling of the response of earth structures and foundations subjected to 
complex loading conditions due to earthquake, wind, trafic and sea wave actions is 

' 

an important element for ensure safety and reliability. The finite-element method is a 
powerful analytical technique to meet this need. However, the accuracy and efficiency 
of predictions using this methode depends greatly on the knowledge of the stress-strain 
relations for soils. Then, the development of constitutive models has been one of the 
most active research areas. The present work is a contribution in this field. It contains 
three parts. 

In the first part, an elasto-plastic model based on classical plasticity framework 
has been initially developed in order to describe the behaviour of granular soils under 
monotonie loading. The formulation uses two hardening mechanisms. The most im- 
portant part of the plastic strains is described by means of a shear yield surface and a 
non-associated flow rule. The other part of the plastic strains is produced by a volu- 
metric yield surface and an associated flow rule. By introducing a discrete memory, the 
extension to generalized loading condition is fulfilled by using respectively a kinematic 
hardening concept and a bounding surface concept, so that plastic behaviour for cyclic 
loading and induced anisotropy for a rotation of principal stress axes loading can be 
described. 

In the second part, the identification procedure of the model parameters is pre- 
sented in detail. Each parameter is well studied: its role and its physical meaning as 
well as the method of its determination with an example of demonstration. A sensi- 
tivity analysis of the parameters is also realized. 

The predictive capacity of the proposed model under uniform stress condition is 
then exarnined in detail using experimental tests with complex loading programs under 
drained and undrained conditions. A special attention is devoted to the modelling of 
sand behaviour for non-monotonic loading conditions: for example, the prediction for 
cyclic circular stress paths in the triaxial plane which develop a continuous rotation of 
the direction of the stress increment, the prediction for cyclic circular stress paths in 
the deviatoric plane which produce a permutation of three principal stress directions 
and the predition for cyclic circular stress paths in the shear stress plane which induce 
a pure continuous rotation of the principal stress axes. The response of the model 
to  a great number of cycles is also examined, with detailed comparison between the 
kinematic hardening approach and the bounding surface approach. 

In the final part, the model is introduced into the finite-element computational 
code FONDOF and is further tested against shallow foundation experimentations. 

Key words: Constitutive model, Plasticity, Kinematic hardening, Bounding Sur- 
face, Anisotropy, Cyclic loading, Rotation of principal stress directions, Finit elements, 
Granular materials. 



Introduction 

La modélisation de la réponse des structures marines soumises aux efforts cy- 
cliques de la houle est un élément important de la sécurité et de la fiabilité de ce 
type d'ouvrage. La méthode des éléments finis constitue un outil analytique puissant 
pour répondre à ce besoin. Toutefois, la capacité prédictive de cette méthode dépend 
en grande partie de la connaissance du comportement mécanique des géomatériaux 
qui constituent la fondation de la structure. Ainsi, le développement des modèles de 
comportement pour géomatériaux est un des aspects les plus actifs de la recherche 
actuelle. 

A l'Institut Ff.ançais du Pétrole, le modèle élastoplastique CYCLADE a été 
développé, dans le passé, pour le comportement des sols sous chargement cyclique et 
intégré dans le programme FONDOF, rendant ainsi possible des études d'ingéniérie. 
La mise au point d'un logiciel de validation automatisée des modèles rhéologiques VA- 
LOIS a permis de circonscrire de façon précise les performances de ce modèle: alors 
que le comportement qualitatif des sols est assez bien décrit, il est, en général, im- 
possible de modéliser quantitativement à la fois des essais drainés et non-drainés avec 
un jeu de paramètres unique et, cela est, bien sûr, très gênant pour réaliser l'analyse 
du comportement transitoire (processus de consolidation des sols) des fondations. Les 
expériences acquises montrent qu'il serait nécessaire (et possible) d'améliorer les ca- 
pacités prédictives de ce modèle. Le présent travail constitue une contribution dans ce 
sens, à savoir la construction d'un nouveau modèle de comportement des matériaux 
granulaires sous sollicitations non-monotones, avec une formulation relativement sim- 
ple. L'objectif est de pouvoir décrire le comportement des matériaux granulaires sous 
chargements complexes avec un jeu de paramètres unique, aisément déterminé à partir 
d'essais simples en laboratoire. 

Dans la première partie, nous nous sommes attachés à mettre en place les hy- 
pothèses nécessaires et le cadre théorique global, dans lequel se situe l'ensemble de 
notre démarche (chapitre 1). Puis, à la suite d'une analyse détaillée des résultats 
expérimentaux, un modèle élastoplastique isotrope a été formulé, dans les chapitres 
2 et 9, pour le comportement des matériaux granulaires sous chargement monotone. 
Dans le chapitre 4, en adaptant le concept de mémoire discrète, la méthode de "Bound- 
ing Surface" et la méthode de l'écrouissage cinématique sont intégrées dans le modèle 
pour décrire, par l'une ou par l'autre, le comportement des matériaux sous chargements 
complexes (cyclique, avec rotation des axes principaux de contraintes). Les équations 
du modèle développé sont rassemblées dans le chapitre 5. 



La deuxième partie est consacrée à la procédure de l'identification des paramètres 
pour le modèle proposé (chapitre 6). L'effet de chaque paramètre a été étudié d'une 
façon précise. Une méthode de détermination des paramètres illustrée avec un exemple 
est également présentée en détail. 

Par la suite, la validation du modèle sur chemins homogènes est rapportée dans 
ses grandes lignes ( le  chapitre 79, suivie de l'examen de la capacité prédictive du modèle 
sur quatre matériaux granulaires en conditions aussi bien drainée que non-drainée, tout 
en distinguant bien les essais de calage, sur lesquels les paramètres seront déterminés, 
des essais de vérification sur lesquels le modèle sera validé. Pour ces derniers, une atten- 
tion particulière est accordée à l'aspect du chargement non-monotone complexe: par 
exemple, les chemins de contrainte, circulaire dans le plan triaxial au cours duquel 
la direction de contrainte ne coincide pas avec celle de l'incrément de contrainte, 
circulaire dans le plan déviatorique au cours duquel il y a une permutation entre 
trois directions de contraintes principales, et enfin, circulaire dans le plan de cisaille- 
ment au cours duquel il y a une rotation continue des axes de contraintes principales. 
Les capacités prédictives de l'approche de "Bounding Surface" et de l'approche de 
l'écrouissage cinématique à mémoire discrète sont également examinées et comparées. 

La dernière partie de ce travail s'ouvre sur l'introduction du modèle dans le logi- 
ciel d'éléments finis FONDOF et la calibration du modèle sur quelques expérimentations 
de fondation réalisées dans le cadre du groupe Validation du GRECO CNRS Géomatériaux 
(chapitre 8). 



NOTATION 

Contraintes et déformations 

- composante du tenseur de contrainte 
- premier invariant de contraintes 
- composante du tenseur de contrainte déviatoire 
- deuxième invariant de contraint es déviatoires 
- troisième invariant de contraintes déviatoires 
- angle de Lode dans le plan déviatorique 

- contraintes principales 
- déviateur de contrainte pour un essai triaxial 
- composante du tenseur de déformation 
- déformation volumique 
- composante du tenseur de déformation déviatoire 
- deuxième invariant de déformation déviatoire 
- symbole de Kronecker 





Première Partie 

Construction d'un modèle 





Chapitre 1 

Cadre de travail 

1.1 Hypothèses de travail 
D'une manière générale, le modèle de comportement d'un matériau est une rela- 

tion incrémentale qui permet d'exprimer les efforts intérieurs en fonction des grandeurs 
cinématiques qui décrivent la déformation du milieu. En mécanique des géomatériaux, 
on sait qu'il doit refléter l'histoire antérieure des contraintes et déformations subies par 
le matériau et représenter son comportement depuis les déformations réversibles jusqu'à 
la rupture. De plus, pour être commodément utilisable, ce modèle doit faire intervenir 
un nombre restreint de paramètres facilement déterminables par des essais réalisables 
en laboratoire. En conséquence, la construction d'un tel modèle se fera évidemment à 
partir de l'étude des résultats expérimentaux. L'explication des phénomènes observés 
sera recherchée en utilisant des méthodes d'analyse pour déterminer les mécanismes 
prépondérants mis en jeu et ainsi choisir les variables représentatives de l'état du 
matériau. 

L'expérience montre qu'un matériau granulaire a un comportement fortement 
non linéaire et que cet te non-linéarité se manifeste dès le début du chargement, isotrope 
ou déviatorique. Pour modéliser ce comportement, on fait les hypothèses simplificatri- 
ces suivantes: 

1. La déformation subie par le matériau reste faible, de sorte que l'hypothèse des 
petites pertubations s'applique. 

2. Le matériau a un comportement non-visqueux: la vitesse de sollicitation est sans 
influence sur la réponse du matériau. 

3. Le matériau est isotrope: l'orientation initiale des grains est sans effet sur le 
mécanisme de déformation du matériau. Ceci signifie que les dépôts des sables 
naturels in-situ ou reconstitués au laboratoire développent une anisotropie ini- 
tiale (inhérente) négligeable. Cependant, un intérêt particulier sera porté au 
développement de l'anisotropie (induite) due au chargement non-monotone puisque 
l'expérience montre qu'elle provoque de très grandes variations différentielles de 
la rigidité du sable. 



4. Le modèle de comportement utilisé considère ce matériau comme élastoplastique. 
La déformation plastique est due à l'activation de mécanismes de plastification 
mis en évidence expérimentalement. Le modèle est écrit en contrainte effective, 
en admettant la loi de Terzaghi. 

1.2 Théorie de l'élastoplasticité 

1.2.1 Rappel sur l'élastoplasticité à simple potentiel 

La théorie classique de l'élastoplast icit é a été développée primitivement à par- 
tir d'expériences faites sur les métaux, dans lesquels la partition des incréments de 
déformations totales d~~ en déformations réversibles (élastiques) de:, et irréversibles 
(plastiques) de; est justifiée par la nature des phénomènes physiques et l'hypothèse 
des déformations infinitésimales: 

Les incréments de déformation élastique defj et de contrainte daij sont liés par 
l'intermédiaire du tenseur d'élasticité Dfjkl : 

La notion de surface de charge permet de préciser quand les déformations plas- 
tiques derj se produisent. Cette éventualité dépend de la position de la contrainte 
a;j dans l'espace des contraintes ainsi que de la direction de l'incrément de contrainte 
daij. En outre, pour traduire l'évolution de la surface de charge f au cours de la sol- 
licitation, cette surface est dépendante de l'histoire antérieure par l'intermédiaire d'un 
certain nombre de paramètres d'écrouissage K qui sont associés, d'une façon ou d'une 
autre, aux déformations plastiques antérieures. Ainsi, l'expression analytique de cette 
surface peut s'écrire: 

Lorsque la contrainte actuelle est située sur la surface de charge et a tendance 
à sortir de cette surface, le matériau est à l'état plastique. On calcule les déformations 
plastiques à partir de relations d'écoulement: 

où $;j  précise la direction de déformation plastique et X est le multiplicateur plastique 
qui fixe la norme de déformation plastique. S>;j est quelquefois le gradient d'une fonc- 
tion dérivable g (appelée souvent "potentiel plastique). Dans la suite on utilise aussi 
la notation S>, = ag/du,. 

Un matériau élastoplastique est dit non-associé lorsque d f /dai j  = dg/da;j. 
Dans le cas contraire, on dit que la loi d'écoulement est associée. 

La coïncidence entre a f /auij = d g / d ~ ; ~  est liée au postulat de Drucker (1951) 
qui implique: 



1. que la surface de charge f soit convexe; 

2. que l'incrément de déformation plastique soit normal à la surface de charge en 
un point régulier ou se situe dans le cône des normales extérieures en un point 
singulier. 

Pour définir complètement la relation constitutive, il faut alors calculer le multi- 
plicateur plastique A, soit en fonction de de;j pour le processus de déformation imposée, 
soit en fonction de daàj  pour le processus de contrainte imposée. Ceci se fait par appli- 
cation de la condition de consistance df = O qui indique que l'état de contrainte doit 
rester sur la surface du charge (f = O )  au cours de chargement. 

En fonction de l'incrément de contrainte daàj  : 

où h, est le module plastique 

Cette relation ne s'applique qu'à un matériau à écrouissage positif ( h ,  >_ 0). 

En fonction de l'incrément de déformation totale deij : 

Cette relation s'appliquera à un matériau à écrouissage positif (h ,  2 0 )  ou 
négatif (h ,  < 0) .  

1.2.2 Elastoplasticité à plusieurs mécanismes 

L'extension de la théorie de l'élastoplasticité à plusieurs mécanismes a été étudiée 
par Koîter (1960) et étendue par Mandel (1965) au cas des mécanismes dépendants. 

Soit mad, l'ensemble de mécanismes admissibles pour un matériau spécifique, on 
dit que le mécanisme m (m E madm) est caractérisé par une surface de charge f,(a , K )  

et un potentiel plastique g,: 



1. Si fm  < O ou f m  = O et dfm 1 0, le mécanisme m est inactif, et Am = O; 

2. Si fm = O et dfm > O, le mécanisme m est actif, puis Am 2 0. 

Soit mact (maCt E madm) l'ensemble des mécanismes actifs, l'incrément de déformation 
plastique totale est la somme de mact termes: 

L'application de la condition de consistance dfm = O s'écrit: 

Ceci conduit à un système de mact équations: 

C { C A m n  An = F m )  

avec 

et 

afm a g n  afm 86 a g n  Amn = -D:jklG - --- 
au; j a~ aapq 

La complexité du système ci-dessus dépend de la loi d'écoulement choisie (as- 
sociée ou non), ainsi que du degré de couplage entre les différents mécanismes, à 
savoir du choix des paramètres d'écrouissage de chaque mécanisme. Les paramètres 
d'écrouissage /cm attachés au mécanisme m, peuvent dépendre de la plastification de 
tous les mécanismes actifs mact ou uniquement de la plastification du mécanisme m 
(écrouissage indépendant): entre ces deux cas extrêmes, il existe de nombreuses pos- 
sibilités, dont la justification est guidée par l'analyse du comportement mécanique du 
matériau. 

Ainsi, l'écriture d'un modèle élastoplastique comprend les étapes suivantes: 

le choix des mécanismes de plastification. 

Pour chaque mécanisme: 

- le choix d'une surface de charge; 

- le choix de paramètres d'écrouissage et de leurs règles d'évolution; 

- le choix d'une relation d'écoulement. 



Chapitre 2 

Ru~ture et surface de ru~ture 

Présentation générale 
Pour les matériaux ductiles (géomatériaux non-cohérents), la rupture correspond 

généralement à l'apparition de la plasticité parfaite. 

En pratique, il est difficile d'obtenir la plasticité parfaite car on observe une 
localisation au cours d'un processus de grandes déformations. Par exemple, pour un 
essai triaxial drainé en déformation imposée sur des sables denses ou des argiles forte- 
ment consolidées, la courbe déviateur-déformation exhibe un pic très marqué suivi d'un 
palier. Ce phénomène est dû, à notre avis, à la naissance d'hétérogénéités locales dans 
l'échantillon et l'on a ainsi une fausse valeur de la plasticité parfaite. 

Dans ce cas, pour un état homogène de l'échantillon, la valeur de la résistance 
maximale lors d'essais triaxiaux drainés correspond plus à un état de rupture qu'à un 
état de plasticité parfaite, et, le critère de rupture doit être défini dans l'espace des 
contraintes par une surface qui marque l'enveloppe des résistances maximales obtenues 
quelles que soient les conditions de chargement. 

Pour les matériaux granulaires, l'utilisation d'un critère de rupture isotrope est 
devenu commune grâce aux travaux de Coulomb, Mohr, Drucker et Prager. La condi- 
tion d'isotropie suppose que le critère est une fonction des contraintes principales ou 
des invariants de contraintes. Cependant, la forme d'un tel critère pour des matériaux 
généralement déformés de façon anisotrope continue de faire l'objet d'investigations 
expérimentales. La question essentielle porte sur l'influence de l'anisotropie initiale, de 
l'anisotropie induite et du chargement non-monotone sur la forme de critère de rupture. 

Rôle 
cliques 

l'anisot ropie des sollicitations 

Suivant les idées de Casagrande et Carillo (1944)' on peut distinguer, pour les 
sables, deux types d'anisotropie: l'anisotropie initiale et l'anisotropie induite. 



2.2.1 Anisotropie initiale 
Les sables, sédimentés dans le champ de la pesanteur ou préparés par dépôt en 

laboratoire, possèdent une anisotropie initiale d'axe vertical qui peut s'observer sur 
divers chemins de sollicitations. 

Yamada et Ishihara ont effectué des essais sur du sable de Fuji River, en con- 
ditions drainée (1979) et non drainée (1981) à l'aide d'une presse tri-dimensionnelle. 
Ils ont remarqué que, même si le comportement est fortement anisotrope aux faibles 
déviateurs de contrainte, plus la déformation est grande, moins l'effet de l'anisotropie 
initiale se fait sentir. Sur la figure 2.l(a), on remarque que le niveau de contrainte 
( ~ , , ~ / p ' )  est indépendant du secteur dans lequel se trouve l'angle de Lode 8 (c'est-à- 
dire que ce soit 0' 5 8 5 60' ou 60' 5 8 5 120' ou 120' 5 8 5 180') et qu'il est 
déterminé uniquement par la valeur bu (bu = (a2 - a3)/(ai - a3)). Ceci indique que la 
rupture se produit dans l'échantillon toujours au même niveau de contrainte, comme 
dans un échantillon isotrope, que les essais soient réalisés dans les conditions ZC ou 
YC. Ce fait est également obtenu (figure 2.l(b)) si les incréments de déformation à 
la rupture sont symétriquement orientés par rapport aux directions XE et ETC, ce qui 
signifie que l'effet de l'anisotropie initiale a disparu lorsque l'échantillon a subi une 
grande déformation au voisinage de la rupture. 

Une autre étude comparable, qui arrive à la même conclusion, a été réalisée par 
Ochiai et Lade (1983) sur un sable sec avec chemins de contrainte bu = const. Les di- 
rections des incréments de déformation à la rupture sont respectivement projetées dans 
le plan triaxial (figure 2.2(a)) et dans le plan déviatorique (figure 2.2(b)) avec la surface 
de rupture de Lade (1977). On voit que les directions de incréments de déformation 
dans le plan triaxial sont presque parallèles pour des états de contrainte proches, même 
si ces derniers appartiennent à des secteurs différents. Dans le plan déviatorique, ces 
directions respectent pratiquement les symétries ternaires par rapport aux axes de 
contraintes projetés, ce qui a été déjà obtenu sur un échantillon isotrope. 

2.2.2 Anisotropie induite 

Un sable, même isotrope à l'état vierge, perd toute de suite son isotropie à 
la suite d'une histoire de chargement en déformation. Le processus de déformation 
irréversible crée une anisotropie qui peut avoir une forte influence sur le comportement 
mécanique du matériau. Cela a été mis en évidence dans de nombreux travaux. 

Arthur et al (1980) ont présenté une étude de l'anisotropie induite effectuée 
dans une cellule de cisaillement directionnel qui permet d'imposer à un échantillon 
orthotrope une déformation plane dans la direction z et les contraintes a,, a,, a,,. A 
partir d'un échantillon initialement isotrope, ils ont progressivement éloigné la direc- 
tion de la contrainte principale majeure de l'axe d'anisotropie induite créée par un 
chargement précédent. Ils ont remarqué que cette anisotropie induite n'influe pas de 
manière significative sur l'angle de frottement (4) à la résistance maximale du sable. 

Des essais réalisés par Lanier (1987) sur le sable d'Hostun à l'aide d'une presse 
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Figure 2.1 - Essais de Yarnada (1979) sur des échantillons anisotropes: (a) le niveau de 
contrainte à la contractance maximale et à la rupture; 
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Figure 2.2 - Essais de Ochiai (1983) sur des échantillons anisotropes. Direction des 
déformations incrémentales: (a) dans le plan triaxial; (b) dans le plan déviatorique. 
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tri-dimensionnelle ont conduit aux même conclusions: "la surface limite est peu mo- 
difiée" vis-à-vis de l'anisotropie induite. 

Symes et al (1988) ont exploré, avec l'appareil au cylindre creux, l'effet de la 
rotation continue de la contrainte principale sur un sable moyennement lâche testé en 
condition drainée. La figure 2.3(a) montre une comparaison entre les essais effectués 
avec une rotation de contrainte principale de 0' à 45' initiée à différents niveaux de 
déviateur (LR1 et LR3) et un essai où la rotation est constante à 45' (L4). On remar- 
que que, après un chargement à 45'' la réponse des essais LR1 et LR3 rejoint celle de 
l'essai L4. Ceci indique que l'anisotropie induite par la rotation de contrainte princi- 
pale n'a pratiquement pas de conséquence sur le comportement du sable au voisinage 
de la rupture. Ce résultat est également obtenu par une autre comparaison (figure 
2.3(b)) dans laquelle la contrainte principale (LR5) tourne jusqu'à la rupture. Ces ob- 
servations ont corroboré des constatations antérieures lors d'une étude du même type 
en condition non drainée (Symes et al, 1984). 

2.2.3 Traitement de l'anisotropie 
En fait, on peut estimer que l'anisotropie initiale est de type induit, en ce sens 

qu'elle est associée à des déformations résiduelles (permanentes) créées par l'application 
d'un certain mode de préchargement lors de la fabrication d'un échantillon. Si on est 
capable d'associer à l'anisotropie initiale du matériau, l'existence d'une déformation 
plastique initiale correspondante, générée durant sa fabrication, il n'est pas nécessaire 
de distinguer l'anisotropie initiale de l'anisotropie induite. 

2.2.4 Effet de cycles 
Par ailleurs, il est généralement connu que la densification avec les cycles mo- 

difie la résistance maximale du matériau. Par exemple, des essais triaxiaux alternés, à 
déformation imposée en condition drainée avec des cycles dans le domaine contractant, 
mettent en évidence une augmentation du déviateur de contrainte maximal en com- 
pression et en extension à chaque cycle, ce qui implique probablement que la surface 
de rupture évolue de façon isotrope avec la densification du matériau. 

2.2.5 Résumé de discussions 
En ce qui concerne la rupture, à partir des expériences évoquées ci-dessus, 

l'utilisation d'un critère de rupture isotrope paraît raisonnable pour les matériaux 
granulaires à condition de prendre en compte, de façon dissociée, l'effet cyclique. Ceci 
sera détaillé plus loin. 
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Figure 2.3 - Essais drainés à rotations des axes principaux (Symes et al, 1988): 
(a) la comparaison entre l'essai L4 et les essais LR1 et LR3; 

(b) la comparaison entre l'essai L4 et l'essai LR5. 



2.3 Forme du critère de rupture 

2.3.1 Critères de base 
Les critères de rupture les plus connus pour les sols sont ceux de Tresca, de 

Drucker-Prager et de Mohr-Coulomb. On peut écrire dans l'espace des contraintes 
principales (al > a 2  > 03) les critère de 
Tresca: 

Drucker-Prager 

Mohr-Coulomb 
al - a3 = sin $ . (al + 03) 

Leurs surfaces de rupture sont coniques et l'intersection avec le plan déviatorique 
a la forme respectivement d'un hexagone régulier (Tresca), d'un cercle (DruckerPrager) 
et d'un hexagone irrégulier (figure 2,4(a)). La trissectrice constitue l'axe de ces surfaces. 

Pour les sables, Bishop (1966) a constaté que les critères de Tresca et DruckerPrager 
sont incapables de représenter le comportement du matériau sans cohésion. En fait, si 
on trace la valeur de Q en compression et extension triaxiales en fonction du paramètre 
a, utilisé dans ces deux critères (Roscoe, 1958)) sur la figure 2.4(b), on peut voir que 
la r?lation entre $ et o pour la compression est presque linéaire (approximativement 
Q = 25a). Par contre, la valeur de $ en extension, prédite par ces deux critères, diverge 
rapidement de celle en compression et devient égale à 90' (i.e. 01/03 = co) lorsque 
o = 1.5. L'angle de frottement en compression triaxiale pour lequel les deux critères 
sont tangents au plan de coordonnée Dl D2D3 est 36.9' (i.e. a = 1.5). Pour un angle de 
frottement en compression plus élevé (Q = 40° par exemple), les états de contrainte à 
proximité de l'extension triaxiale dans les deux critères sont en-dehors des lignes Dl D2 
etc, et se situent dans l'espace des contraintes effectives négatives (figure 2.4(a)), ce 
qui, bien sûr, n'a pas de sens pour les matériaux sans cohésion. De plus, même pour 
les angles de frottement en compression triaxiale inférieurs à 36.g0, ces deux critères 
ne permet tent pas de modéliser correctement les essais tri-dimensionnels. 

Le critère de Mohr-Coulomb, introduit primitivement dans la théorie de la plas- 
ticité par Drucker et Prager (1952) et testé expérimentalement par Kirkpatrick (1957)) 
apparaît plus apte à décrire la rupture du matériau granulaire sur chemin de contrainte 
en compression triaxiale. La forme du critère en fonction de l'angle de fro ement dans 
le plan déviatorique est illustrée sur la figure 2.4(c). Du fait que la contra' te principale ,X intermédiaire (a2) n'intervient pas directement dans sa formulation, c critère possède 
des points singuliers qui compliquent mat hémat iquement la modélisation. En outre, 
des essais triaxiaux en extension ont montré que les angles de frottement obtenus sont 
généralement supérieurs à ceux en compression. Par ailleurs, des essais en déformation 
plane donnent également des angles de frottement plus élevés (de l'ordre de 3O à 5' 
plus grands, d'après Rowe (1971)) que ceux en compression triaxiale. 
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Figure 2.4 - (a) Représentation des critères de base dans l'espace de contraintes 
(Bishop, 1966). (b) Variation de l'angle de frottement dans les critères de lkesca et 

de Drucker-Prager. (c) Formes du critère de Mohr-Coulomb pour trois angles de 
frottement différents. 
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Figure 2.5 - Formes de la surface de rupture (a) dans le plan triaxial, 
(b) dans le plan déviatorique (d'après Lade'(1973)). 

(c) Variation de l'angle de frottement en fonction de bu 
(compression triaxiale: bu = O, extension triaxiale: b, = 1) 



2.3.2 Critères évolués 

Des progrès considérables ont été réalisés au cours de ces dernières décades sur la 
forme du critère de rupture aussi bien au niveau expérimental que théorique (Green et 
Bishop, 1969; Sutherland et Mesdary, 1969; Goldscheider et Gudehus, 1973; Matsuoka 
et al, 1974; Reades et Green, 1976; Arthur et al, 1976; Ergun, 1981; Yamada et 
Ishihara, 1979,1981; etc). Ils ont permis une meilleure connaissance du comportement 
des sols sous différentes conditions expérimentales et surtout offert des évaluations 
plus correctes de l'influence de divers paramètres. La plupart de ces essais ont été 
effectués à l'aide d'un appareil tri-dimensionnel cubique qui permet d'étudier le rôle 
de la contrainte principale intermédiaire (a2) sur la résistance maximale des sols et 
de préciser la forme de la surface de rupture dans le plan déviatorique. L'influence 
de 02 peut être représentée par la valeur bu (O 5 bu 5 1) (Habib, 1953). La valeur 
bu = O correspond à la compression triaxiale et bu = 1 désigne l'extension triaxiale. 
Les conclusions de ces essais sont bien représentées par les résultats expérimentaux de 
Lade (1973) que nous utilisons comme référence principale: 

La surface de rupture n'est pas anguleuse dans le plan déviatorique. Elle a 
une forme convexe et continue qui est proche d'un triangle (figure 2.5(b)). Ceci 
implique qu'il existe une dépendance de 4 avec a2. D'une manière générale, 
l'angle de frottement 4 augmente rapidement au voisinage de la compression 
triaxiale et jusqu'à une valeur de bu correspondant à la déformation plane (bu = 
0.22 dans les essais de Lade et même pratiquement jusqu'à bu = 0.5 dans les 
autres essais). Quand bu continue à croître, les résultats sont assez dispersés. On 
obtient généralement une décroissance de 4 plus ou moins forte lorsque bu est 
dans la fourchette 0.5 et 0.7, puis, faible jusqu'à bu = 1 (figure 2.5(c)). 

L'angle de frottement est une fonction décroissante à la fois de l'indice des vides 
initial e et de la contrainte moyenne p. Ceci implique que la surface de rupture 
a une allure plus ou moins incurvée dans le plan contenant l'axe hydrostatique 
suivant la densité initiale (figure 2.5(a)). Pour un matériau donné et une con- 
trainte moyenne donnée, l'angle de frottement en compression triaxiale et l'indice 
des vides initial e sont reliés avec une précision raisonnable par l'approximation 
empirique (Caquot et Kérisel, 1966): 

e tan q5 = constante 

Deux critères de rupture intéressants ont été proposés par Lade (1977) et par 
Matsuoka (1974, 1976). L'expression du critère de Lade est: 

avec 
Il = al + 4 2  + 03 I3 = a1 . 0 2  - 03 

où m et fp sont deux paramètres. Le critère de Matsuoka s'exprime par: 

( 4 2  - ~ 3 ) ~  (03 - (61 - ~ 2 ) ~  + + 2 = tan $t, 
4 2 0 3  4361 61 6 2  



où $t, est l'angle de cisaillement pour l'essai en compression triaxiaie dans le "plan 
mobilisé spatial". La comparaison de ces critères, dans le plan déviatorique, avec celle 
de Mohr-Coulomb est illustrée sur la figure 2.6. 

Bien que les tracés de ces deux critères soient plus ou moins semblables dans le 
plan déviatorique et que les tests de justification pour les départager soient difficiles à 
effectuer, le critère de Lade, à notre avis, est plus proche de la réalité du fait qu'il fait 
dépendre la résistance du sol de la contrainte effective moyenne. 

Figure 2.6 - Comparaison entre les critères de Mohr-Coulomb, de Matsuoka et de Lade. 



2.3.3 Critère de rupture proposé 

Le critère de rupture retenu dans notre étude pour le matériau non cohérent 
est d'un type proche du critère de Lade. Il est d'une forme conique courbée dont 
l'axe coincide avec la trissectrice de l'espace des contraintes principales. La surface de 
rupture, dont l'intersection dans le plan déviatorique est illustrée par la figure 3.8(a), 
est caractérisée par l'équation suivante: 

avec 
X j  = - p   COS(^^) ~r = JM' 

où p,,j est la pression de référence. L'exposant m est une constante positive qui produit 
une légère courbure de la surface de rupture dans le plan triaxial, et 4j est l'angle de 
frottement à la rupture correspondant à l'essai triaxial en compression drainée. La 
dépendance de la contrainte principale intermédiaire est introduite à l'aide de l'angle 
de Lode 6. 

L'avantage de cette forme convexe du critère réside dans le fait qu'elle donne une 
liaison explicite entre l'angle de frottement et l'état de rupture du matériau, comme 
dans le critère de Mohr-Coulomb. On pourra vérifier que, dans ce critère, l'angle de 
frottement en compression est différent de l'angle en extension, ce qui s'accorde bien 
avec la majorité des résultats expérimentaux, La courbure de la surface (pre f /p )"  
permet de tenir compte du fait que la résistance du matériau est influencée par la 
contrainte moyenne. 



Chapitre 3 

Chargement monotone: les 
mécanismes de plast ificat ion 

3.1 Paramètres d'écrouissage et mécanismes de plas- 
t ificat ion 

Entre l'état de déformation réversible (élasticité des très petites déformations) et 
l'état de rupture, un matériau granulaire se déforme continument de façon irréversible 
(plasticité). Il est donc nécessaire de définir l'ensemble des mécanismes de déformation 
irréversible qui décrivent le processus de dissipation d'énergie. Celui-ci dépend de 
l'histoire du chargement ce qui implique l'existence d'une mémoire du matériau. C'est 
par le choix des paramètres d'écrouissage qui représentent cette mémoire que l'on décrit 
plus ou moins finement les phénomènes physiques observés. 

3.1.1 Paramètres d'écrouissage 

Le choix des paramètres d'écrouissage, qui peuvent être considérés comme des 
variables cachées du matériau, n'est pas facile dans la mesure où les résultats expérimentaux 
usuels en terme de contrainte-déformation ne les révèlent pas de manière directe. Il 
n'existe pas non plus de méthode objective pour choisir la nature des paramètres 
d'écrouissage les plus représentatifs du comportement irréversible du géomatériau: ce 
choix est plutôt un mélange d'intuition, d'expérience et de pragmatisme. 

Certains modélisateurs préfèrent lier les paramètres d'écrouissage à la microstruc- 
ture des matériaux, comme la densité dans le cas isotrope ou l'orientation des grains 
et de leurs plans de contact dans le cas anisotrope. La difficulté majeure en ce qui 
concerne l'identification microstructurelle tient au fait qu'il faut choisir d'abord les 
paramètres d'écrouissage représentatifs de l'état microscopique du matériau. Cette 
caractérisation de l'état reste encore, malgré de nombreuses tentatives, une question 
largement ouverte. Par ailleurs, ces paramètres d'écrouissage ne peuvent être quan- 
tifiés que par des procédures expérimentales particulières et il est encore difficile de 
relier explicitement l'évolution de ces paramètres à la relation contrainte-déformation 
macroscopique qui constitue notre objectif final. 



Nous retenons dans cette étude l'approche macrostructurelle. Elle introduit des 
paramètres d'écrouissage que 1,011 peut estimer à partir des résultats expérimentaux 
en contrainte-déformation et tels que leurs lois d'évolution réflètent globalement 17effet 
des modifications de la microstructure. Par exemple, l'évolution de la déformatmion 
volumique plastique peut être considérée comme une mesure moyenne du déplacement 
relatif des grains. De la même manière, la déformation déviatorique plastique reflète 
probablement de manière moyenne les glissements des grains conduisant à des change- 
ments d'orientation: elle peut ainsi servir pour décrire l'anisotropie induite. 

3.1.2 Mécanismes de plastification 
Un bon modèle de comportement du sol doit décrire avec suffisamment de 

réalisme les divers aspects rhéologiques du matériau étudié (non-linéarité du processus 
de déformation, en particulier la dilatance; effets des chemins de sollicitations parcou- 
rus, en particulier la dépendance directionnelle ...) et admettre une forme relativement 
simple pour être utilisable numériquement dans des programmes de calcul. 

Les modèles à un seul mécanisme, généralement de type Cam-Clay, qui possèdent 
une surface de charge fermée (figure 3.l(b)), permettent d'effectuer aisément des cal- 
culs incrémentaux. Cependant, pour des chemins à contrainte effective moyenne p 
croissante et déviateur q décroissant, à partir d'un niveau de contrainte q l p  élevé 
préalablement atteint, la réponse de ces modèles est élastique dans la mesure où ces 
chemins de sollicitation sont situés à l'intérieur de la surface de charge. Ceci contredit 
les résultats expérimentaux qui indiquent, lors de ces chemins, une production tout à 
fait significative de déformation volumique plastique accompagnée par une variation 
très faible de déformation déviatorique plastique. Pour pallier ce défaut, il faudrait, 
comme l'ont suggéré Davis et al (1978) ou Desai et al (1983), adopter des surfaces de 
charge du type représenté en figure 3.2. Evidemment, l'expression analytique de ce 
nouveau type de surface (qui doit être convexe) est forcément très complexe. 

Cependant, un autre défaut apparaît également lorsque l'on cherche à traduire 
correctement le comportement du sol en un point dans différentes directions de solli- 
citation. L'imperfection la plus critique &'un modèle à un seul mécanisme (quel qu'il 
soit) est que la direction de dep. est insensible aux changements de direction de la sol- 

!' 
licitation, ce qui n'est pas réaliste vis à vis du comportement du sol. 

Pour décrire avec précision la sensibilité aux changements de direction de la 
sollicitation, il faut prendre en compte des variables significatives présentant une in- 
terprétation physique précise basée sur les principaux mécanismes de déformation du 
matériau granulaire, plus ou moins actifs suivant la direction de contrainte. Une ap- 
proche possible consiste à faire appel au schéma multi-mécanismes comme le modèle de 
Lade (1977)' le modèle de Vermeer (1978), le modèle CYCLADE (Aubry et al, 1982; 
Lassoudière et al 1982) et le modèle de Cambou (1988). 

Le principal avantage conceptuel du schéma multi-mécanismes réside dans le 
fait qu'il possède le caractère non-linéaire à la direction de sollicitation en contrainte. 
En effet, ce caractère non-linéaire est dû au fait bien connu que la déformation plas- 



Figure 3.1 - Forme des surfaces de charge dans le modèle 
(a) Dmcker, Gibson et Henkel (1957), 

(b) Cam-Clay (1968) 

Figure 3.2 - Forme de la surface de charge suggérée par Davis (1978). 



tique résulte de l'activation de plusieurs mécanismes de plastification. Le croisement 
de plusieurs surfaces de charge, chacune d'elles attachée à un mécanisme différent, crée 
une singularité au point de contrainte actuel où le nombre des mécanismes activés 
dépend de la direction de sollicitation. D'un point de vue théorique, plus le nombre 
de mécanismes est élevé, plus le modèle est sensible à la direction de sollicitation, 
mais aussi, plus la complexité du modèle croît, ce qui se traduit concrètement par 
une augmentation du nombre de paramètres nécessaires au fonctionnement du modèle 
et surtout une augmentation importante du temps de calcul. L'expérience acquise 
dans des modélisations antérieures (Lassoudière et Meimon, 1986) et des résultats de 
l'étude qualitative (Tan, 1990) nous permettent de proposer un modèle dont la struc- 
ture à deux mécanismes constitue, à notre avis, un compromis assez satisfaisant sur le 
plan de l'implémentation numérique et de la capacité prédictive. 

Dans ce qui suit nous exposons, à la suite d'une analyse détaillée des résultats 
expérimentaux, les équations constitutives des deux mécanismes de plastification, l'un 
déviatorique et l'autre volumique. Par hypothèse, les paramètres d'écrouissage dans ces 
deux mécanismes sont indépendants, c'est-à-dire que la plastification d'un mécanisme 
n'a pas de conséquence directe sur l'autre. 

3.2 Mécanisme déviatorique 

3.2.1 Surface de charge 

Base de travail 

Au niveau de la modélisation, on sait qu'une des difficultés majeures réside dans 
la dilatance excessive prédite par les modèles basées directement sur le critère de type 
Mohr-Coulomb associé. Drucker et al (1957) ont permis de franchir cet obstacle par la 
modification de la surface conique de plasticité parfaite (ou pyramidale comme le critère 
de Mohr-Coulomb) en une surface convexe de type fermé ("cap") écrouissable (figure 
3.l(a)): ceci permet d'obtenir une contractance volumique par application de la règle 
de normalité. Une deuxième amélioration est l'utilisation de la densité actuelle comme 
variable d'état pour définir des "cap" surfaces successives. Ce modèle à écrouissage 
isotrope constitue une présentation plus réaliste du comportement des sols, bien que 
les résultats expérimentaux (Henkel, 1958) montrent que sa structure est encore trop 
simple pour décrire correctement les essais triaxiaux. Cependant, ces idées ont permis 
l'émergence des modèles sous le concept de l'état critique de 1'Ecole de Cambridge. 

Le modèle Cam-Clay a été proposé par Roscoe et ses collègues (1968) en faisant 
l'hypothèse que la surface de charge (figure 3.l(b)) coïncide avec le potentiel plastique 
par application de la règle de normalité. La définition de cette surface est purement 
théorique et ne repose pas sur des résultats expérimentaux probants. On suppose 
l'existence d'un état de contrainte correspondant à une variation de volume nulle à l'état 
de plasticité parfaite: c'est l'état critique, qui est à l'origine d'une quantité considérable 
de travaux. L'application de ce modèle montre que le comportement des sables est 
mal décrit. En particulier, pour des petites contraintes isotropes initiales, l'expérience 



montre que les chemins de contrainte non-drainés sur du sable lâche traversent toujours 
la ligne de l'état critique M et poursuivent une remontée plus ou moins incurvée au 
voisinage de la ligne d'état critique, suivant la densité initiale. Les modèles de type 
Cam-Clay ne peuvent pas reproduire ce phénomène. 

Il s'est donc révélé nécessaire, d'étudier le comportement du matériau à partir 
d'essais, simples dans un premier temps, afin de reconnaître les propriétés du matériau 
et d'en déduire la nature des paramètres d'écrouissage et la forme de la surface de 
charge pour obtenir une réponse réaliste pour des sollicitations monotones, et enfin, de 
les appliquer à des sollicitations complexes pour mettre en évidence les approximations 
postulées. 

Interprétation expérimentale 

Le matériau granulaire se comporte comme un assemblage de particules solides 
de sorte que les déformations proviennent alors essentiellement de la modification 
de la structure granulaire. Le serrage et le désenchevêtrement des grains sont deux 
mécanismes fondamentaux des déformations irréversibles. Ces mécanismes étant as- 
sociés au glissement relatif de particules en contact, il semble que des variables d'état 
fondamentales soient les variables de déformation qui décrivent la position relative des 
particules en contact sous la contrainte de cisaillement. En outre, le modèle Cam- 
Clay fait intervenir un élément important: l'énergie dissipée à l'état de rupture est 
associée à la déformation déviatorique plastique. Ce point est confirmé par toutes les 
expériences qui montrent que la modification géométrique n'est importante que lorsque 
la contrainte moyenne p et le déviateur de contrainte q sont tous deux élevés, de sorte 
que la déformation déviatorique est importante. 

Ces idées ont été vérifiées pour la première fois par Tatsuoka et Ishihara (1974) 
en effectuant une succession de chemins triaxiaux en condition drainée sur le sable de 
Fuji River pour déterminer les contours des surfaces de charge suivant une méthode 
proposée par Poorooshasb et al (1967). Ils sont arrivés à la conclusion que les surfaces 
de charge ont une forme incurvée dans le plan p - q et qu'elles pourraient s'approcher 
des courbes d'isovaleurs de déformation déviatorique (figure 3.3). Ces courbes sont 
indépendantes de l'indice de vides initial et, évidemment, ne sont fonction que des in- 
variants de contrainte p et q. On remarque que des surfaces de charge définies par ces 
courbes sont beaucoup plus aplaties sur l'axe hydrostatique que celles de type Cam- 
Clay. Pour les faibles valeurs du rapport qlp, l'allure de ces surfaces est extrapolée: 
elles passent par l'origine en accord avec l'absence de cohésion du matériau testé. 

Toujours avec la même méthode, mais dans une autre série d'essais plus com- 
pliqués, Tatsuoka et Molenkamp (1983) ont retrouvé la même forme de surface de 
charge (figure 3.4). Ceci établit non seulement la répétabilité de la forme de la sur- 
face de charge mais également la validité de cette forme pour le matériau granulaire. 
Ces résultats ont été retrouvés par d'autres chercheurs. Dans des essais à chargement 
contrôlé, Miura et al (1984) ont utilisé six chemins de contrainte différents aussi bien 
en compression qu'en extension sur le sable de Toyoura: la figure 3.5 montre une analo- 
gie très forte avec les expériences de Tatsuoka, surtout dans la partie où la contrainte 



Figure 3.3 - Allure des surfaces de charge d'isodéformations déviatoriques pour le sable 
(a) lâche, (b) dense, (c) moyen (Tatsuoka et Ishihara, 1974) 
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Figure 3.4 - Essais triaxiaux de Tatsuoka et Molenkamp (1983) 



Figure 3.5 - Essais triaxiaux de Miura (1984): (a) Schéma de chargement; 
(b) Allure des surfaces de charge 
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Figure 3.6 - Essai de Lade (1988): (a) l'allure de surface de charge; 
(b) et (c) les courbes expérimentales 



moyenne est moins importante. Lade et al (1988) ont effectué plus récemment des 
essais sur du sable fin silicaté (figure 3.6) aboutissant à la même forme de surface de 
charge avec une légère courbure vers l'axe hydrostastique. 

Considérons maintenant le cas tri-dimensionnel (al > 0 2  > a3), il est évident 
que la contrainte principale intermédiaire a une influence sur la forme de surface de 
charge. En effet, les essais de Yamada (1979) sont caractérisés par des chemins de 
contraintes radiaux b, = const dans le plan déviatorique tout en gardant la contrainte 
moyenne constante. Ce sont des chemins de contrainte purement déviatorique qui 
permet tent d'accentuer l'effet de distorsion. L'ensemble des résultats (figure 2.1 (b)) 
montre l'évolution de la déformation déviatorique tout au long des différents chemins 
de sollicitation. La forme est proche de cercles pour les faibles isodéformations ce 
qui indique une certaine indépendance vis à vis de la contrainte intermédiaire 02. 
Mais, plus les isodéformations sont grandes, plus l'influence de a2 croît. Les courbes 
d'isodéformations se différencient jusqu'au moment où elles rejoignent la surface de 
rupture. 

Les mêmes résultats ont été également observés par Lanier (1987) qui a ef- 
fectué des essais sur des échantillons initialement isotropes de sable d7Hostun. La 
partie gauche de la figure 3.7 caractérise les réponses d'un échantillon isotrope sous 
un chargement primaire tandis que la partie droite donne les réponses obtenues pour 
des échantillons à anisotropie induite par un préchargement de compression dans la 
direction 2: on voit qu'elles conservent la même forme qu'à "gauche" mais qu'elles 
sont décalées dans le sens de la première charge. Il s'agit là un écrouissage de type 
cinématique que l'on va traiter dans un chapitre correspondant. 

Surface de charge proposée 

Les expériences citées ci-dessus évoquent une analogie entre la forme de la surface 
de rupture proposée et celle de la surface de charge tracée par les expérimentateurs 
dans le plan aussi bien triaxial que déviatorique (tout au moins pour les déformations 
élévées). Cela nous permet, donc, de supposer que la surface de charge du mécanisme 
déviatorique a une forme semblable à celle.de la surface de rupture et que cette surface 
évolue suivant un écrouissage isotrope dû aux déformations plastiques. L'expression 
analytique de cette surface (figure 3.8(a),(b)) peut s'écrire: 

1 
fd = (3 J~)! - 1.5/.df[cos(-arc cos ~ f ) ] - '  . p . (pTef /p)" ~ ( € 7 ~ )  = 0 

3 

Les expériences ci-dessus montrent également que la déformation déviatorique 
plastique c: a une importance prédominante pour déterminer la réponse du matériau 
sableux sous chargement monotone. Cette dépendance peut être approximativement 
exprimée par des fonctions différentes (Prévost et al, 1978; Hujeux, 1979; Ghaboussi 
et Momen, 1982; etc). Parmi les tentatives analytiques différentes, nous étudions 
seulement celle dont le formalisme mathématique reste simple: il s'agit de l'approche 
la plus ancienne, mais encore largement utilisée, qui consiste à ajuster la courbe q - r i  
par une fonction hyperbolique. Cette approche a été proposée pour la première fois par 
Kondner et Zelasko (1963), et a été incorporée dans le modèle élastique non-linéaire 
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Figure 3.7 - Lignes iw-déformations déviatoriques (Lanier, 1987) 
dans des essais à l'appareil triaxial vrai 



Figure 3.8 - Modèle proposé: Trace de la surface de charge déviatorique 
dans (a) le plan déviatonque, (b) le plan tr ieal .  

(c) Trace de la surface de charge volumique 



de Duncan et Chang (1970). Elle est aussi utilisée pour interpréter certains résultats 
expérimentaux. Par exemple, Vermeer (1978) a adapté cette approche à son modèle 
élastoplastique en utilisant une fonction hyperbolique du rapport de contrainte qlp et 
de la déformation déviatorique €9. La modélisation montre que son modèle donne des 
prédictions en bon accord avec les résultats expérimentaux de l'essai triaxial (Vermeer, 
1982). 

Dans le cas actuel, nous modifions la fonction hyperbolique originale de Kondner 
et l'écrivons, dans un premier temps sous l'expression suivante: 

avec 

où le paramètre a0 est une constante positive pour le matériau spécifié et p, la contrainte 
effective moyenne initiale (ou la contrainte de confinement dans les essais triaxiaux). 
Le terme ao(p,/pTef) permet de prendre en compte l'effet de la contrainte moyenne 
initiale sur la modélisation du mécanisme (augmentation de la raideur initiale). 

Modélisation du phénomène du radoucissement 

Nous constatons que, grâce à cette fonction, l'écrouissage sera en conséquence 
toujours positif, et que la surface de charge peut approcher asymptotiquement, sans 
jamais la dépasser, la surface de rupture de sorte qu'un radoucissement est exclu de la 
modélisation. 

En fait, on sait que les matériaux granulaires peuvent exhiber un comportement 
de radoucissement très net pour les sables denses. Dans un article récent qui présente 
une synthèse bibliographique, Reed et al (1984) ont établi que le radoucissement 
n'est pas une vraie propriété du matériau, mais qu'il représente plutôt un comporte- 
ment fragmentaire du matériau non-homogène qui subit des restrictions aux limites 
géométriques. Par exemple, l'analyse détaillée effectuée par Drescher et Vardoulakis 
(1982) sur le caractère radoucissant des résultats expérimentaux précises obtenus par 
Deman en 1975, a abouti aux conclusions suivantes: le radoucissement observé lors de 
tests triaxiaux (figure 3.9) est dû principalement à des effets géométriques; l'utilisation 
d'échantillons d'élancement modéré, de pair avec des disques de contact non lubrifiés 
conduit à une surévaluation de l'angle apparent de frottement et à une conception 
erronée du radoucissement dû aux déformations non-uniformes. En fait, l'examen de 
résultats expérimentaux sur des essais très soignés en compression t riaxiale (Het t ler et 
Vardoulakis, 1984) montre que le radoucissement observé lors de ces essais est tellement 
petit qu'il peut être raisonnablement négligé pour une application pratique. 

Amélioration de la fonction d'écrouissage K pour le phénomène de densifi- 
cation sous chargement non-monotone 

L'introduction de y(€;) décrit un écrouissage à mémoire fonction de la déformation 
plastique cumulée. Elle n'est en bon accord quantitatif avec les expériences que pour 
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Figure 3.9 - (a) Courbes expérimentales des essais triaxiaux sur le sable dense. 
Champs de déformation correspondant avec (b) des disques de contact lubrifiés, 

(c) des disques de contact non-lubrifiés (Deman (1975), d'après Drescher et 
Vardoulakis (1982)) 

Figure 3.10 - Essai triaxial cyclique drainé à déformation imposée (Mohkarn 1984) 



une déformation croissant de façon monotone: le domaine élastique se modifie progres- 
sivement par dilatation. Quelle que soit l'histoire préalable, la valeur limite de y ( r i )  est 
unique. Cette propriété peut être mise en défaut pour un chargement non-monotone. 
Par exemple, on peut imaginer un chargement cyclique en déformation imposée dont 
un certain nombre de cycles (ou seulement le premier cycle si la sollicitation est assez 
grande) aboutit y(€:) + 1: dès lors, la taille de la surface de charge reste constante 
et il est clair qu'il sera impossible de décrire l'effet d'amélioration de la résistance sous 
cycles que l'on observe expérimentalement dans certains essais en condition drainée 
triaxiale même si l'on généralise le modèle à l'écrouissage cinématique. En fait, ce type 
d'essai (figure 3.10) met en évidence une densification progressive qui aboutit à cette 
augmentation de résistance: elle doit donc intervenir dans l'expression de la surface de 
charge à travers la fonction K. comme cela a déjà été réalisé dans le modèle CYCLADE 
(Lassoudière, 1984). 

Une façon simple et directe d'introduire cet effet consiste à incorporer la déformation 
volumique plastique E: comme deuxième paramètre d'écrouissage: 

où eV n'est associé qu'à la plastification du mécanisme déviatorique. 

Dans l'approche proposée ci-dessus, l'effet de la combinaison de ces deux mémoires 
(déformation déviatorique plastique et déformation volumique plastique) est introduit 
de manière très simple, mais elle présente l'intérêt de permettre une modélisation 
de l'effet des chargements non-monotones. Pour un chargement monotone, l'examen 
mathématique de la nouvelle forme de K. peut s'interpréter comme suit: 

Pour une faible déformation (hypothèse de travail), la grandeur de r: est 
négligeable vis à vis de y, en particulier pour le sable lâche. On obtient 
ainsi, pour le chargement monotone, une combinaison légère de l'écrouissage 
déviatorique (prédominant) et de l'écrouissage volumique (secondaire dans 
ce mécanisme) qui permettra une bonne représentation du comportement 
en condition aussi bien drainée que non drainée, ce qui n'était pas le cas en 
utilisant le modèle CY CLADE (Lassoudière, 1984). 

Par ailleurs, on voit que la possibilité de modéliser le phénonème de radoucisse- 
ment sous chargement monotone est maintenant incluse uniquement grace à la présence 
de l'écrouissage volumique, surtout pour le sable dense dont la rupture est généralement 
accompagnée d'une dilatance très forte ($ est fortement négatif). 
Evidemment , nous considérons que cette modélisation du radoucissement est purement 
formelle. 

3.2.2 Relation d'écoulement 
Caractère non-associé des relations d'écoulement pour les matériaux gran- 
ulaires 

Le fait que, pour les sols, une relation d'écoulement soit non-associée, s'appuie 
sur les observations expérimentales. Dans une étude de l'influence des chemins de con- 



traintes sur la réponse du sable, un comportement non-associé a été dejà obtenu par 
Lade et Duncan (1973). L'expérience de Miura et al (1984) montre que, même pour 
un faible rapport de contrainte qlp, le sable exhibe un comportement non-associé. 

Il est intéressant de citer, à cet effet, la démonstration de Lade et al (1987) qui 
ont effectué des essais drainés triaxiaux sur le sable de Monterey numéro O (figure 3.11). 
Après un essai triaxial en compression à un certain niveau de déviateur de contrainte 
(al - 03) ( A -  B), le chemin de chargement en contrainte est progressivement poursuivi 
en diminuant à la fois le déviateur (al - a3) et la contrainte de confinement (a3) jusqu'à 
la rupture (B - C) (figure 3.11(b)). L'existence d'un écrouissage plastique au long du 
chemin de contrainte est nette sur la courbe déformation-contrainte (figure 3.11(a)). 
Puisque la surface de charge s'agrandit afin qu'une déformation plastique puisse se 
produire, elle doit être plus raide que la direction du chemin de contrainte B - C. Si 
elle était moins raide de façon, par exemple, à être perpendiculaire à l'incrément de 
déformation ce qui indiquerait un écrouissage associé, le point C serait à l'intérieur 
de la surface de charge définie par le point B, ce qui correspondrait à une décharge 
de B à C, qui est évidemment contredit par l'apparition de déformations plastiques 
(figure 3.11(a)). En conséquence, la surface de charge est certainement plus raide que 
le chemin de contrainte B - C. Les vecteurs de l'incrément de déformation mesurés 
dans chaque essai au long du chemin B - C sont presque parallèles. Les angles 8 
entre la direction positive de l'incrément de déformation et la direction de contrainte 
dans ces essais sont illustrés dans le tableau de la figure 3.1 1(c). La valeur de 8 varie 
entre 101.7' et 109.5', soit de 11.7' à 19.5' de plus qu'un angle 90' qui correspond à 
l'hypothèse de normalité. 

Quant à l'essai non drainé, un recours à l'analyse de la direction de l'incrément 
de déformation dans le plan p - q aboutit également au rejet de la règle de normalité. 
Dans un tel essai, la variation de volume est nulle ce qui suppose que l'incrément 
de déformation volumique totale est normal à l'axe hydrostatique partout au cours 
du chargement. Comme le montre la figure 3.12, une compression volumique est Ca- 
ractérisée par un incrément de déformation dirigé dans le sens positif de l'axe hydro- 
statique et, dans le cas contraire, une dilatance volumique correspond à un vecteur 
dirigé vers l'origine des coordonnées. Le' fait que la pression interstitielle augmente 
tout le temps montre que la déformation plastique se produit tout au long du chemin 
de contrainte effective. La surface de charge s'agrandit (déformation volumique plas- 
tique négative), ce qui nécessite que la surface ait une inclinaison relative par rapport 
au chemin de contrainte effective. Sans perte de la généralité, en supposant, par exem- 
ple, que le coefficient de Poisson soit nul, d'après la théorie d'élasticité (loi de Hooke), 
la direction de l'incrément de déformation élastique est parallèle à celle de l'incrément 
de contrainte ou au chemin de contrainte effective dans le plan triaxial. La direction 
de l'incrément de déformation plastique peut être déduite de celle de la déformation 
totale et de la déformation élastique. On peut remarquer clairement (figure 3.12) 
qu'un écrouissage non-associatif règne aux points B et C quelque soit la grandeur de 
l'incrément de déformation totale ou élastique. Les mêmes arguments peuvent être 
aussi avancés aux points D, E et F, pour lesquels le niveau de contrainte devient plus 
élevé au fur et à mesure qu'on approche de la rupture. Même si l'on suppose que 



TEST No. SPI 
HID * 2.6 

DECREASING STRESSES 
AND INCREASING 

STRESS-PATH FOR 
CONVENTION AL 

HYDROSTATIC AXlS 

Figure 3.1 1 - Essai de Lade (1987): (a) Courbes expérimentales; (b) Chemin de 
contrainte poursuivi et direction de déformation plastique mesurée; 

(c) Tableau des angles û entre la direction de l'incrément de déformation et la 
direction de l'incrément de contrainte. 

TABLE .-Resuits of Stress Path Tests with Decreaslng Stresses on Fine Slllca 
Sand (1.0 kg/cm2 = 98 kN/m2) 

Test 
num- 
ber 
(1) 

SP2 
SP3 
SP4 
SP5 
SP6 
sP7 
SP8 

H / D  
(2) 

2.65 
1.0 
2.65 
2.65 
2.65 
2.65 
2.65 

e 

(3) 

0.591 
0.568 
0.582 
0.582 
0.580 
0.580 
0.580 

(ut - 
u3)mx 

(kg/cm2) 
(4) 

0.97 
0.99 
0.98 
0.98 
0.98 
0.86 
0.72 

S et 
(nt - 
UJ), 

(5) 

0.97 
0.93 
0.95 
0.92 
0.94 
0.86 
0.75 

o j ~  
(kg/crn2) 

(6) 

0.281 
0.254 
0.275 
0.253 
0.254 
0.209 
0.173 

6' 
(masured) 
(degrees) 

(7) 

38.4 
40.0 
39.1 
40.0 
39.7 
39.6 
40.0 

6' 
(adjusted 

r = 0.580) 
(degrees) 

(8) 

38.9 
39.4 
39.2 
40.1 
39.7 
39.6 
40.0 

a ( r i )  

(degrees) 
(9) 

116.2 
112.2 
117.5 
112.8 
116.8 
109.5 
115.2 

p (i) 
(degrees) 

(10) 

220.9 
218.2 
219.2 
219.0 
219.4 
219.0 
218.6 

8 

(degrees) 
(11) 

104.7 
106.0 
101.7 
106.2 
102.6 
109.5 
103.4 



l'incrément de déformation élastique est nul au point F, situé dans la partie de grande 
dilatance plastique, l'incrément de déformation plastique devient perpendiculaire à 
l'axe hydrostatique, et, dans ce cas, on aurait éventuellement une surface de potentiel 
plastique parallèle à l'axe hydrostatique, qui est, de toute fqon,  différente de la surface 
de charge. 

Retour sur le postulat de Drucker 

Les conséquences de ces résultats sont intéressantes à analyser sur le plan 
théorique. 

La condition de stabilité postulée par Drucker (1951,1956,1959) revient aux deux 
règles suivantes exprimées en terme de travail plastique: 

où a;j et orj sont situées respectivement sur et à l'intérieur de la surface de charge et 
l'incrément de contrainte da,, à partir de ajj, induit la déformation plastique de;j. 

La première inéquation implique que la surface de charge soit convexe et la 
deuxième définit la condition de stabilité des matériaux. Si cette dernière est vérifiée 
quelque soit la direction de da;j, c'est-à-dire si la loi d'écoulement est associée, le 
matériau est inconditionellement stable. Sinon, le matériau sera stable pour d2 W, 2 O 
et instable pour d2 Wp < O. Ainsi, le postulat de Drucker nécessite une intégration 
d'une loi d'écoulement associée pour assurer un comportement stable des matériaux 
quelque soit le chemin de contrainte. 

Cependant, ce postulat n'est qu'une condition suffisante pour la stabilité des 
matériaux (Mroz, 1963; Mandel, 1964). Par exemple, les essais de Lade, présentés 
ci-dessus, montrent qu'en condition drainée, le matériau se comporte de manière sta- 
ble jusqu'à la rupture, bien que la loi d'écoulement soit non-associée. Par contre, 
l'instabilité a été obtenue en condition non drainée sur le même sable (Lade et al, 
1988) avant la rupture. Cela montre bien que, pour les matériaux granulaires, le pos- 
tulat de Drucker n'est pas applicable. 

Potentiels plastiques de base 

Compte tenu des remarques précédentes, la déformation plastique est obtenue 
par l'intermédiaire d'une relation d'écoulement non-associée: 

où X est le multiplicateur plastique indépendant du temps, qui définit l'amplitude de 
l'incrément de déformation plastique. 



Figure 3.12 - Evaluation de l'allure de surface de charge et de potentiel plastique 
pour le chemin de contrainte non-drainé 
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Figure 3.13 - Direction de déformations plastiques (a) dans le plan triaxial (Arnold et 
Mitchell, 1973), (b) dans le plan déviatorique (Lade, 1973) 



Une des lois d'écoulement les plus anciennes pour les sables et encore largement 
utilisée vient de la théorie "contrainte-dilatance" proposée par Rowe (1962): 

où R = al/a3 est le niveau de contrainte, une constante et D un rapport de 
déformations: -2de3/del N -2dgldG. La formule exprime tout simplement une 
relation bien établie empiriquement: le sable se comporte de façon contractante ou 
dilatante selon que le niveau de contrainte est inférieur ou supérieur à une certaine 
valeur K .  

La valeur de K est liée à l'angle de frottement +,, à volume constant par 
l'expression: 

1 + sin 4, 
K =  

1 - sin 4, 

Cette expression donne une modélisation excellente dans le cas des sables pour 
le chemin de chargement en compression et extension triaxiale, et, elle peut facilement 
s'appliquer aux problèmes en déformation plane avec un changement de la valeur de K .  
Cependant, il n'est pas facile de la généraliser aux chemins de contrainte quelconques. 
Vermeer (1978) a proposé une approche possible en intégrant la théorie dans son modèle 
pour calculer le chargement du sol dans un oedomètre et le comportement sous un 
chargement à la fois vertical et horizontal d'un réservoir fondé sur un sol sableux. 

L'autre voie intéressante, qui constitue l'origine d'un nombre considérable de 
travaux, est la loi d'écoulement du modèle Cam-Clay (Schofield et al, 1968). Mis à 
part sa simplicité évidente, l'avantage conceptuel du Cam-Clay se situe dans le fait que 
la loi d'écoulement est dérivée de considérations physiques concernant la dissipation de 
l'énergie par le travail plastique Wp. La théorie du Cam-Clay fait l'hypothèse suivante: 

Le travail plastique dissipé dWp au cours d'un incrément de déformation 
plastique (de:, dei) par l'état de contrainte (p, q) est égal au travail plastique 
dissipé au cours d'une déformation incrémentale (0, dei) par la contrainte 
(p, q = Mp) située sur la ligne d'état critique : 

11 est alors possible d'exprimer le rapport de:/dei en fon,&on du rapport q/p: 

dP a g a g  dg 2 = -1- = -- 
d 4  a~ 09 dp 

En intégrant cette relation, on obtient un potentiel plastique g (figure 3.l(b)): 



Ce concept intéressant est utilisé dans les modèles de Roscoe et Burland (1968), 
de Nova et Wood (1979)' de Zienkiewicz et al (1985). Il convient de citer que les 
modèles sont en général élaborés pour le cas de la sollicitation en symétrie axiale où 
deux composantes de contrainte sont égales. Les vérifications concernent donc souvent 
l'essai triaxial. Ce type de chargement étant rare dans le domaine de la géomécanique 
où on rencontre plutôt des états de contrainte tri-dimensionnels (al # 02 # as), le 
problème est de généraliser ce concept aux chemins de contrainte tri-dimensionnels. 

Les quelques résultats expériment aux disponibles concernent en majorité les 
chemins triaxiaux et peuvent a priori être considérés en faveur de la forme du potentiel 
plastique de type Cam-Clay. Les expériences sur des sables de Arnold et Mitchell (1973) 
ont indiqué que, dans le plan triaxial, le potentiel plastique est en forme d'amande dont 
le coin pointu se situe dans l'axe hydrostatique (figure 3.13(a)), ce qui est en bon ac- 
cord avec celui de Cam-Clay. 

Il est à noter que l'introduction de M est nettement basée sur l'observation 
expérimentale. En effet, une des caractéristiques principales bien connue qui différencient 
les géomatériaux des métaux est l'importance de la déformation volumique qui se ma- 
nifeste surtout sur des chemins de cisaillement. La vitesse de déformation volumique 
dépend de façon essentielle de la contrainte moyenne initiale (p,) et du niveau de con- 
trainte exprimée par le rapport (qlp) (Roscoe et al, 1958). Les expériences effectuées 
en conditions drainée et non drainée sur les sables font apparaître l'existence dans le 
plan p - q de deux lignes passant par l'origine qui séparent le domaine des contraintes 
admissibles en deux parties correspondant à deux réponses du matériau différentes. 
Elles sont liées au concept de l'état caractéristique (Habib et Luong, 1978). 

Le concept de l'état caractéristique permet de définir un état par un niveau 
de contrainte (qlp) correspondant au passage de la contractance à la dilatance lors 
d'essais triaxiaux. Cet état sépare deux types de comportement: contractant (domaine 
subcaractéristique) et dilatant (domaine surcaractéristique) existant ou non suivant la 
densité initiale et la contrainte de confinement du matériau. 11 peut se situer dans le 
domaine des faibles déformations bien avant la rupture. Il peut également être utilisé 
pour l'étude des sols sous chargement cyclique, car il permet de délimiter un domaine 
où l'effet des cycles, quel que soit le chemin de contrainte, est contractant. 

Le concept de l'état caractéristique présente un avantage important: sa détermination 
expérimentale, d'après Habib et Luong, est directe et donc facile, alors que pour 
l'état critique, elle est par extrapolation et donc délicate. De plus, tant les résultats 
expérimentaux que les analyses théoriques récents montrent que, pour le sable dense, 
l'échantillon ne peut pas approcher l'état critique suivant une déformation globalement 
homogène (Het ter et Vardoulakis, 1984). 

Bien que le concept de l'état caractéristique, mis en évidence et formulé de façon 
très claire sur un chemin triaxial à contrainte de confinement constante, se soit révélé 
vérifié par divers autres chemins de contrainte dans le plan triaxial (par exemple: des 
essais à p constante), un seuil entre contractance et dilatance est-il encore confirmé 
lorsque le chargement suit d'autres chemins dans l'espace tri-dimensionnel ? 



Les essais de torsion confirment le concept de l'état caractéristique (Shahrour, 
1988). D'une façon générale, les différents résultats expériment aux montrent que, quels 
que soient des chemins de contrainte suivis, l'état caractéristique se définit toujours par 
le niveau de contrainte correspondant à l'état de dilatance nulle (de, = 0). 

Potentiel plastique proposé 

En se basant sur ces résultats, nous proposons une relation d'écoulement qui 
constitue une extension de l'expression du Cam-Clay: 

où est une constante positive permettant de contrôler la dilatance du modèle. M(6) 
est une fonction de l'angle de Lode, qui permet de tenir compte de l'influence de la 
contrainte intermédiaire, et sa valeur pour 6 = O0 peut être définie à partir de l'essai 
t riaxial en compression drainée. 

Quant à la forme précise de M(6), les essais de Lade et Duncan (1973) et Gold- 
scheider (1973) montrent qu'au voisinage de la rupture, les incréments de déformation 
plastique, projetés dans le plan déviatorique (figures 2.l(b), 2.2(b) et 3.13(b)), sont 
normaux à une surface de forme plus ou moins semblable à celle de la surface de rup- 
ture, même si l'hypothèse de normalité n'est pas vérifiée dans un plan contenant l'axe 
hydrostatique (figure 2.2(a)). Ce phénomène est mis en évidence plus clairement dans 
les essais de Yamada, qui indiquent que la variation de M(6) dans le plan déviatorique 
(appelée la contractance maximale dans le figure 2.l(a),(b)) suit une forme très proche 
celle de la rupture. Ainsi, nous recourrons à l'hypothèse que M(6) est la même fonction 
que celle utilisée dans la surface de rupture: 

1 
M(8)  = 1 . 5 ~ ~  (cos(-arc cos x,))-' 

3 

avec 
xg = -a cos(36) - p, = J- 

dans lesquelles 

( 4  + 213 1 + sin 4, kg = 
Ag Ag = 1 - sin 4, 

où 4, est l'angle de frottement correspondant à l'état caractéristique dans un essai 
t raxial en compression drainée. 

Quant au paramètre d'écrouissage y, son évolution est donnée par: 

à partir d'une valeur initiale yo, correspondant à un domaine élastique. 
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3.3 Mécanisme volumique 

3.3.1 Analyse de l'expérience 

Le fait que le mécanisme déviatorique possède un domaine élastique ouvert 
dans la direction de l'axe hydrostatique peut être mis en défaut sur certains chemins 
de chargement, par exemple, dans le cas d'un chargement isotrope. Il faut donc un 
mécanisme supplémentaire, nommé mécanisme volumique, dans lequel une surface de 
charge de type "cap" est intégrée de façon à fermer le domaine élastique dans la direc- 
t ion de l'axe hydrostatique. 

L'incorporation d'une "cap" surface ne contredit pas les expériences de Tatsuoka 
et Ishihara (1974) évoquées ci-dessus: ils ont constaté que l'emploi exclusif d'une série 
des surfaces de charge coniques ne pouvaient pas expliquer la variation de volume lors 
des essais. Ils ont obtenu une production de déformation volumique due simplement à 
une augmentation la contrainte moyenne p tout en gardant le déviateur q constant. 

3.3.2 Surface de charge 

En ce qui concerne la forme de surface de charge dans le mécanisme volumique, 
La nécessité de prendre une surface de charge qui croise perpendiculairement l'axe hy- 
drostatique p est non seulement exigée par tous les résultats des essais isotropes sur un 
matériau initialement isotrope, mais, également, pour des raisons de continuité (sup- 
posons qu'on ait deux petites perturbations initiées d'un même point situé sur l'axe 
p et presque parallèles à l'axe p, l'une en compression et l'autre en extension, on doit 
avoir deux réponses proches). 

Les expériences (par exemple, Rowe 1971) montrent que les déformations pro- 
duites sous chargement isotrope peuvent être modélisées correctement par une fonction 
puissance de la contrainte effective moyenne p (figure 3.8(c)): 

où l'exposant ,û, d'après Lade (1977), vaut entre 0.12 et 0.74 (valeur moyenne 0.47). 
a est un autre paramètre du modèle. E: est la production de déformation volumique 
propre à ce mécanisme. 

3.3.3 Relation d'écoulement 

Une relation d'écoulement associée semble suffisante pour ce mécanisme unidi- 
ment ionnel: 



3.4 Elasticité 

3.4.1 Rôle de l'élasticité 
L'existence d'un domaine purement élastique pour les sols n'est pas bien établie 

par l'expérience. Les résultats des essais répétés indiquent souvent que le coefficient 
de Poisson v est supérieur à 0.5 (Allen et Thompson, 1974; Brown et Hyde, 1975)' 
ce qui est incompatible avec la théorie de l'élasticité isotrope. Il est aussi discutable 
qu'on puisse caractériser telle ou telle portion de la réponse des sols comme purement 
élastique car, à part d'autres difficultés, des déformations irréversibles apparaissent 
même après que le matériau a subi un trajet de contrainte fermé de longueur très 
petite. 

Cependant, la déformation élastique ne peut pas être négligée au niveau de la 
formulation d'un modèle basé sur la théorie de l'élastoplasticité, en particulier lorsque 
l'on analyse des essais non drainés. Quoique nettement très petite par rapport à la 
déformation plastique, la présence de la partie élastique est nécessaire pour inverser 
la matrice élastoplastique. Ainsi, l'introduction d'une loi d'élasticité s'avère essentielle 
dans le cadre d'une modélisation élastoplastique. 

La forme incrémentale d'une loi d'élasticité pour un matériau isotrope s'écrit 

avec 
2 

= ( K  - 3G)sijski + G(6;k6jr + sirsjr) 
où K est le module volumique et G le module de cisaillement. Ces constantes sont 
données par les relations: 

où E est le module d'Young et v le coefficient de Poisson. 

3.4.2 Elasticité non-linéaire adoptée 
Les considérations théoriques et expérimentales montrent que le module tangen- 

tiel initial peut s'exprimer par une fonction de puissance de la contrainte de confinement 
a3 initialement isotrope (Janbu, 1963; Lade, 1977): 

La présence de la contrainte principale mineure a3 en valeur absolue n'est ap- 
plicable qu'à certaines conditions expérimentales, et elle est difficile à justifier pour un 
chargement quelconque. Ainsi, nous écrivons la formulation sous la forme de contrainte 
moyenne comme suit: 



où Eo est un paramètre qui s'évalue à partir la pente initiale de courbe q - el de l'essai 
triaxial en compression drainée et n est un exposant déterminant le taux de variation 
de Eo en p. Ces coefficients sont sans dimension. Par exemple, selon les résultats d'un 
grand nombre d'essais, Janbu (1963) a trouvé que la valeur de n se situe entre 0.35 et 
0.55 pour des sables de porosité de 35 à 50%. 

Il reste à déterminer l'autre paramètre élastique v. Suivant la considération 
théorique concernant le travail élastique $ a i j e i j  > O pour un chargement de contrainte 
quelconque, les relations entre K, G et E, v exposée plus haut donnent une limite de 
variation pour le coefficient de Poisson v : -1 < v _< 0.5. En pratique, le coefficient 
de Poisson pour les sols est limité dans la fourchette de O à 0.5. 

Dans les applications pratiques, on admet généralement que le coefficient de 
Poisson v reste invariable pour un indice de vide donné. Cette hypothèse est, en effet, 
soutenue par beaucoup d'essais (Rowe, 1971; El Hosri, 1984). 

Le principal avantage de l'approche adoptée réside dans sa simplicité d'utilisation. 
Cependant, il est possible de montrer que cette approche peut conduire à une violation 
du principe de conservation de l'énergie (Zytynski et al, 1978) : pour un chemin de 
contrainte ou de déformation fermé, l'approche peut dissiper ou générer l'énergie sui- 
vant le sens trigonométrique ou antitrigonométrique. Ceci est tout à fait classique pour 
des modèles de type hypoélastique (Chen, 1985). Pour remédier à ce défaut, on pourra 
exprimer le module élastique E en fonction de p et q (Lade et al, 1987) comme dans 
le modèle de Cambou (1988). Mais dans ce cas, on aura plus de paramètres élastiques 
dont la détermination sera délicate. 





Chapitre 4 

Généralisation du modèle au cas du 
chargement non-monot one 

4.1 Chargements non-monotones et écrouissage 

Dans le cas du chargement non-monotone, qui est celui que l'on rencontre tou- 
jours pour les structures pétrolières, les modèles élastoplastiques à écrouissage isotrope 
se révèlent inefficaces, puisqu'un déchargement -rechargement est toujours élastique 
tant que le point actuel de contrainte reste à l'intérieur de la surface de charge, ce qui 
est manifestement contredit par l'expérience. 

4.1.1 Chargements cycliques irrotationnels 

Considérons le cas où les sollicitations sont des cycles de déchargement et recharge- 
ment consécutifs, les résultats expérimentaux mettent en évidence des déformations 
plastiques considérables, en particulier pour un grand nombre de cycles (fatigue cy- 
clique). Dans le cas non-drainé, cela se traduit, pour les matériaux contractants, 
par une augmentation de la pression interstitielle qui diminue considérablement la 
résistance effective, jusqu'à la liquéfaction. Il est évident que les modèles à écrouissage 
isotrope ne peuvent pas décrire ces phénomènes lorsque les cycles ont lieu à l'intérieur 
de la surface de charge dans le domaine contractant, ce qui conduit à une surévaluation 
dangereuse de la résistance des matériaux. 

4.1.2 Sollicitations cycliques rot at ionnelles 

Dans le cas de la rotation des directions principales de contraintes, le matériau 
subit une sollicitation qui ne peut être pris en compte que de manière élastique par un 
modèle à écrouissage isotrope (sans production de déformation plastique), ce qui est 
évidement contredit par l'observation expérimentale. 

On insistera ici sur l'effet de la rotation cyclique des directions principales de 
contraintes, à partir des travaux de Ishihara et al (1983, 1986) et Wong et al (1986). 

Dans les essais cycliques de Ishihara, la contrainte de cisaillement a,h et la 



différence de contrainte (a, - ah)/2 (différence entre la contrainte axiale et la con- 
trainte horizontale) varient périodiquement de sorte que l'on obtient une rotation 
circulaire des axes de contraintes principales d'angle ,û tout en gardant constante 
l'amplitude du déviateur de contrainte principale (al - a3)/2. Les résultats de ces 
essais indiquent clairement une déformation plastique importante traduite soit par 
l'accumulation de contractance (déformation volumique) dans le cas drainé (figure 
4.l(a)), soit par l'augmentation progressive de la pression interstitielle dans le cas non 
drainé (figure 4.l(b)). 

4.2 Principes de modélisation 
Comme cela a été montré par Lassoudière (1984) et confirmé par des travaux 

récents, les observations expériment ales révèlent : 

l'existence d'une mémoire discrète du chargement maximal subi par 
le matériau. 

Par exemple, les essais répétés à diverses amplitudes en condition drainée (Mohkam 
1983) montrent un écrouissage plastique important au cours du cyclage, de telle 
sorte que les cycles conservent presque la même allure en se décalant le long 
de l'axe de €1 (figure 4.2). Si après plusieurs cycles à déviateur constant, on 
augmente le déviateur maximal, il apparaît une virage brutal dans la courbe 
déviateur-déformation: la pente diminue nettement au passage d'une valeur 
proche du déviateur maximal subi dans les cycles précédents. En revanche, les 
cycles suivants gardent une allure plus régulière semblable aux cycles précédents 
avec une pente plus raide vers le haut du cycle. 

Pour les essais drainés alternés autour de l'état isotrope (figure 3.10 et figure 
4.3)' on observe un phénomène similaire. 

Il y a donc un phénomène de mémoire discrète qui peut être caractérisé par 
l'intensité maximale de la contrainte subie dans le passé. Il sera effacé par une 
intensité de contrainte supérieure qui devient à son tour caractéristique de la 
mémoire. De plus, ce type de mémoire discrète évolue probablement de façon 

i 
1 isotrope (surface). L'évolution de cette surface crée des déformations plastiques 
l 
i importantes comme dans le cas d'un écrouissage isotrope. Par contre, le retour 
I 
l vers l'intérieur de cette surface produit également des déformations plastiques 

mais d'amplitude relativement faible. 

l'importance du module plastique. 

Comme on l'a vu dans les exemples ci-dessus, un modèle doit prédire des rigidités 
(liées au module plastique) très différentes suivant le type de sollicitations du 
matériau. Le choix des paramètres d'écrouissage et de leurs règles d'évolution 
permet de définir la forme du module plastique quand on applique la condition 
de consistance. Le module plastique est donc fondamental pour la modélisation, 
compte tenu qu'une description réussie de l'effet cyclique consiste essentiellement 
à modéliser correctement la variation de la rigidité. 
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Figure 4.1 - Essais cycliques à rotation circulaire des axes de contrainte principale 
avec déviateur de contrainte principale (al - a3) constant: (a) en condition drainée 

(Ishihara, 1986), (b) en condition non-drainée (Ishihara, 1983) 
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Figure 4.2 - Essai répété 
drainé (Mohkam, 1983) 

Figure 4.3 - Essai alterné 
drainé (Mohkam, 1983) 



Dans le cas d'un modèle élastoplastique, on a déjà montré que, en charge plas- 
tique (f = O et df 2 0) 

où h, est le module plastique. 

Dans le cas du déchargement, on pourra modéliser l'accumulation des déformations 
irréversibles de deux façons: 

1. En postulant une relation donnant une déformation irréversible incrémentale du 
même type qu'en régime de charge plastique, c'est à dire, en évaluant directement 
un module plastique h, par une loi d'interpolation, fonction du module plastique 
correspondant aux mécanismes isotropes. C'est la méthode dite de "Bounding 
surface". 

2. En incorporant un écrouissage cinématique, ici à mémoire discrète, qui per- 
met de rester en permanence dans le cadre de l'élastoplasticité et qui définit 
hdirectement la mesure du module plastique. 

Ces deux méthodes, utilisées dans un cadre de formulation unique, sont développées 
ci-dessous. 

4.3 Méthode de "Bounding Surface'' 

4.3.1 Principe de la méthode 

Ce concept a été initié par Mroz (1967) avec la notion de champ de modules 
plastiques. La variation des modules plastique h, est discrète et associée à des surfaces 
emboîtées les unes dans les autres. L'évolution de celles-ci est réglée dans la direction 
ar+i - a, où al+l est la contrainte sur la surface Z + 1 telle que la normale en ce point 
soit identique à la normale à la surface 1 au point de contrainte actuel a. Cette règle 
n'est facile à formuler que pour des surfaces d'équation simple (cercle, ellipse). De 
plus, pour avoir une règle d'évolution précise, il faut mémoriser un grand nombre de 
surfaces, ce qui n'est pas commode et voire même prohibitif au niveau informatique. 

De ce fait, un modèle à deux surfaces (Mroz et al, 1979) utilisant un concept 
appellé "Bounding Surface" (Dafalias et Popov, 1976) a été proposé. Il permet de 
prendre en compte les irréversibiliés de déformation du matériau à l'intérieur de la 
surface de charge limite. 

La procédure de calcul pour ce type de modèles est la suivante: 

La surface de charge f, définie dans les mécanismes isotropes est con- 
sidérée maintenant comme une surface limite (" bounding surface"). Elle 
délimite la frontière entre deux parties dans l'espace de contraintes. La par- 
tie extérieure est associée aux états vierges du matériau qui n'ont pas été 



atteints par l'histoire de chargement antérieure (le radoucissement cyclique 
est exclu). Le mouvement de la bounding surface n'a lieu que lorsque l'état 
de contrainte actuel se trouve sur la surface (f, = O) et que l'écoulement a 
lieu dans la direction extérieure à la surface. 

Lorsque le chargement a lieu à l'intérieur de la surface, le matériau se 
plastifie progressivement et la déformation plastique est calculée par la 
formule: 

Pour chaque point de contrainte à l'intérieur de la surface, il y a un point 
unique correspondant nommé point conjugué üij situé sur la bounding sur- 
face suivant la direction prédéfinie par une certaine règle. Une mesure de 
distance entre le point actuel et le point conjugué est utilisée pour cal- 
culer le module plastique actuel h, en terme du module plastique au point 
conjugué HP suivant une loi d'interpolation. n k l  et Eij sont des tenseurs 
unitaires que l'on définit ci-dessous. 

De façon à rendre la cinématique compatible avec la théorie de plasticité clas- 
sique, la formulation analytique de la loi d'interpolation utilisée doit vérifier certaines 
conditions: quand le point de contrainte quitte la bounding surface et rentre vers 
l'intérieur, le module plastique correspondant doit avoir une très grande valeur pour 
assurer la condition de continuité au changement de zone. Par contre, lorsque le point 
de contrainte rejoint la bounding surface, on doit retrouver le module sur la surface par 
une égalité algébrique h, = HP. Entre ces deux extrémités, la cohérence de l'approche 
impose que le module plastique varie de façon continue en vérifiant toujours h, 2 HP. 

4.3.2 Démarche adoptée 

Dans ce qui suit on applique cette démarche à chaque mécanisme isotrope (Tan, 
1989; Meimon et Tan, 1989). 

Le mécanisme déviatorique 

Dans le cas où il y a une inversion du sens de chargement pour le mécanisme 
déviatorique fd < O, la déformation plastique associée à ce mécanisme est évaluée 
d'après l'expression suivante: 

où n;j est un tenseur unité normal à la bounding surface fd au point conjugué : 

et Eij, qui définit la direction de déformation plastique, est un tenseur unité dans la 
direction de l'écoulement anisotrope &jd/da;j: 



Figure 4.4 - Illustration schématique de l'approche de "Bounding Surface" 
dans le plan a - p 



De façon à simplifier l'écriture, on définit également un tenseur unitaire a;j à 
partir de la contrainte a;j tel que : 

Pour un nouvel incrément de contrainte da;j, la relation d'écoulement anisotrope 
Zjd/duG est choisie de façon à correspondre à la relation d'écoulement isotrope agd/daij, 
définie dans la section précédente, lorsque la contrainte actuelle a' = a + da se situe à 
nouveau sur la bounding surface fd. Ainsi, on utilise les expressions suivantes: 

avec 

I où on calcule -ailj de la même manière que a, en remplacant a;j par aij. 

Remarquons que, lorsque a;j est dans la direction diagonale de l'espace de con- 
t raintes principales: 

on aura la relation suivante: 
agd a g d  --- - 
daij da, 

ce qui assure une transition continue du changement de formule utilisée. 

Le point conjugué a, se situe sur la bounding surface suivant la direction de 
l'incrément de contrainte et on peut l'évaluer en résolvant l'équation fd(a +pda , K )  = 
0, p étant le multiplicateur d'interpolation. 

Il reste à définir la loi d'interpolation qui est l'élément fondamental dans le 
concept de "Bounding Surface". Nous adoptons la forme suivante: 












































































































































































































































































































