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INTRODUCTION GENERALE



Les travaux présentés dans ce mémoire concemnent l'étude de la commande

optimale ou quasi-optimale des systémes non linéaires discrets.

Bien que ce type d'étude ait déja fait I'objet de nombreux travaux et publications,
les problemes de la synthése des systémes non linéaires sont loin d'€tre complétement

résolus.

La dénomination ''systéme non linéaire’’ rassemble en fait des systemes
extrémement divers, et véritablement hétérogénes, ayant peu de points communs dans leur
comportement. Il en résulte qu'il n'existe pas, jusqu'a présent, de théorie d'ensemble des

systémes non linéaires si tant est qu'il soit possible d'en élaborer une.

Nous nous sommes efforcé, de notre part, de trouver une méthode facilement
utilisable de détermination de la loi de commande des syste¢mes non linéaires affines en la

commande.

L'idée de base de nos travaux vient du principe de la représentation d'un élément

non linéaire par une série infinie.

L'étude utilise la théorie de 'analyse matricielle dont nous avons rappelé€ les
notations et propriétés essentielles dans le début du premier chapitre, la fin de ce chapitre
étant consacrée i la présentation de certains résultats nouveaux indispensables a la compré-

hension des chapitres suivants.

L'utilisation du développement en série infinie d'une fonction analytique, en vue
de la résolution des problémes de synthése des systemes non linéaires, permet de générer
une suite d'équations itératives avec lesquelles nous pouvons déterminer une loi de
commande quasi-optimale, c'est-a-dire approchant la commande optimale avec une

précision satisfaisante, décrite sous forme d'une expression analytique du vecteur d'état.



Les travaux présentés comportent trois parties concernant :
- le cas non linéaire scalaire,
- le cas bilinéaire vectoriel,
- le cas non linéaire vectoriel.

(le critére A minimiser étant de type quadratique).

L'étude nécessite un raisonnement délicat et des calculs complexes, mais les
résultats obtenus s'expriment simplement. En effet, mise A part 1a premiére équation qui est
de type Riccati, les autres relations mises en ceuvre sont des équations aux différences du
premier ordre. La résolution de ces équations est donc tres facile, et lorsque les solutions
convergent, elles le font gén€ralement apres le deuxiéme ou le troisiéme pas de calcul ; une
condition de convergence est proposée dans ce mémoire.

Une étude de la stabilité du systéme bouclé est présentée dans le cas scalaire, dans
le chapitre II, et nous avons proposé une méthode de détermination d'une estimation du
domaine de stabilité. Nous avons constaté que, pour le systéme scalaire, la condition de
stabilit¢ du systtme bouclé obtenu est identique a la condition de convergence des
récurrences servant a déterminer les solutions du probléme.

Divers exemples sont présentés afin d'illustrer la mise en ceuvre de ces méthodes et
de mettre en évidence leurs principales caractéristiques.

Au début du chapitre II, nous avons montré pourquoi nous avons choisi pour le
calcul, la méthode des multiplicateurs de Lagrange plutét que la programmation
dynamique, alors que celle-ci donne une condition nécessaire et suffisante d'optimum
global.

Dans le début du chapitre III, nous avons proposé un contre-exemple mettant en
évidence une différence de propriété caractéristique fondamentale de 'Hamiltonien pour
les processus continus et pour les systémes discrets. Cela nous a obligé a développer nos
travaux a partir des équations adjointes.

Le quatrieme chapitre généralise au cas non linéaire vectoriel, les travaux qui
viennent d'étre présentés dans le cas scalaire.

Deux annexes sont consacrées aux démonstrations des formules des deux derniers
chapitres.
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INTROD TION A L'ANALY MATRICI LE
ET QUELQUES RESULTATS NOUVEAUX




L1 - INTRODUCTION

Les fonctions a valeur matricielle telles que les puissances de matrices, les
polynomes de matrices, les séries infinies de matrices, ..., sont de plus en plus largement
étudiées [ BEL60 ] [ PEAG65 ] [ FRA64 | [ BRE78 | [ VET 73 ] et sont appliquées parfai-

tement dans les domaines suivants :

- analyse des systemes,

- recherche de conditions nécessaires et suffisantes d'optimali-
sation,

- calcul numérique d'optimalisation des systémes,

- analyse de sensibilité, et

- commande automatique par retour d'état [ ATH68 | [ BAR73 ]
[BRE78 ] [ DUG67 ] [ HAR76 ] [ MUL72 |.

Avec le développement et l'approfondissement de I'étude des systémes
complexes, les fonctions a valeur matricielle deviennent des outils de plus en plus utilisés.
Pourtant, les notions de base concernant ces fonctions et la théorie d'analyse matricielle ne

se trouvent généralement pas dans les cours de mathématiques.
Le travail présenté dans ce mémoire, est fondé sur I'application des méthodes
d'analyse matricielle a la recherche de la commande optimale ou quasi-optimale des

systémes non linéaires.

Les notions utilisées sont :

le produit de Kronecker,

les puissances de matrices,

les dérivées d'ordre multiple de matrice, et

les séries infinies de puissances de Kronecker de matrices et leurs

propriétés.

A partir de ces notions, nous avons établi diverses formules utilisées dans les

différents chapitres.



Nous allons, dans un premier temps, présenter dans ce chapitre, les notions et les

propriétés fondamentales des fonctions & valeur matricielle.

12 - NOTIONS ESSENTIELLES

Dans ce chapitre, nous désignons, suivant les conventions usuelles, les matrices

par des lettres majuscules, les vecteurs et les scalaires par des lettres minuscules.

Lorsque 1'étude le nécessitera, les dimensions des matrices seront indiquées par

desindices.

Exemple :

Une matrice A, de dimension pxq, peut étre désignée par ses éléments, par ses

colonnes ou par ses lignes, respectivement comme suit :

A ={aij} ]
pxq j»=1,...,q

ou: les ajj i=1,..,p;j=1,...,q) sontdes éléments de A,

les A.j (j=1,...,q) sont des colonnes de A, et
lesA; (i=1,...,p)deslignes de A.



D'abord, nous introduisons quelques notions utilisées :

I - matrice unité de dimension q,
q
ell; - vecteur de dimension p, dont tous les éléments sont nuls sauf le ki®me égal 3 1,
kl - - . Pa e 1212
E = - matrice de dimension pxq, dont tous les éléments sont nuls sauf 1'élément de la
pxq ; . - . .
kitme Jigne et de la 1€me colonne qui est égal 4 1,
T
ki k, 1
E = ep( eq)
pxq
T désigne la transposition d'une matrice,
pxq
qu P

- matrice de permutation de dimension pqx pq qui consiste en qxp sous-matrices de
dimension pxq,

. jt=1,....,q
Pxq A ijy .
Exp = ( E ) i

J1

E11§E2l ngxl
pxq  :pxq ipxq
12
E 12 E P2
pxq pxq
-
g 14 E P4
pxq



L il=1,...,p
pxq xq A ij| .
Epra— Ebxa & ( E ) :
1)

j»=1,...,q

gl g 12; g 14
Pxq  :pxq pxq
E 21 E 2q
_ pPxq : pxq
g P1 E P4
pPxq pPxq
Pxq . . TP
prqest une matrice de dimension p<xq-.
Exemple :
i [ 1to:i00:00
gll: g2: g3 00:10:00
3x2 3x2  13x2 ! 3x2 00:00:10
Ejy3=| -t RSOV BSOS =} o Beeseeres P
12: 2! _ 32 01:00:00
352 352 42 00:01:00
X - 00:00:01
tandis que :
10:01
: y 00:00
EM B 00:00
2 : :
Eyo=] EZIE2 || 10i01
3x2  : 3x2 00:00
3x2 1 3x2 | 00:00
10:01
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Dans la suite, nous utiliserons les définitions suivantes :
Définition 1.1 :

Le produit de Kroneckerde A et B noté par A®B est défini par :
pPxq  sxt

(1.1) A®B=

ol ajj (i=1,...,p;j=1,...,q) sont des éléments de A.
A ®B est une matrice de dimension psxqt.

Ainsi, nous pouvons introduire la notion de la puissance de Kronecker d'une

matrice.

Laki®me puissance de matrice A est :

(1.2) AlklA A@A®..® A (kfacteurs)
et:

INUE-S Alll A o
Définition 1.2

La représentation en colonne de la matrice A notée par csA est un vecteur de

X
dimensionpqgx1. pxq
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(1.3) CSA=]...:%

ou les vecteurs A j (j=1,...,q) sont des colonnes de A.

Q '& 050 l 3 :
La représentation en ligne de la matrice A notée par rsA est un vecteur de
X
dimension 1xpgq. P
A : : :
(1.4) I'SA= [Al. S A2. E veo : Ap.]

dans laquelle les A; (i=1,...,p) sont des lignes de A.

Exemple :

Soit :

ai; a2
A =] apn ap
3x2

431 a3z
on a, d'apres (1.3)et (1.4):
a11
21
a3]

CsA= a TSA={ aj] ap2 a2; ax az a32]
12
an»n
a32
- -
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Définition 1.4 :

La dérivée de la matrice A par rapport 2 un scalaire b notée Dy A est définie
px

comme :
da:: il=l,...,p
(1.5) D, A ’é{—ib‘-l}

i”=1,...,q

Dy A est une matrice de la méme dimension que A.

Définition 1

Ladérivée delafonction a valeur matricielle A delamatrice B parrapporta

. . pxq SXt
B notée Dy A (B) est définie par :
DbuA Dy, 12A Dbl tA
5Db21A DbztA
(1.6) DgAB) 8 . UUUUUUUR SUUURRRIOE SUURORRIOS
sl st

ou bij(i= 1,...,s;j=1,...,t) sont les éléments de B.

Dg A (B) est une matrice de dimension sp x tq.
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L3 - PROPRIETES PRINCIPALES

T -1
pxq| " _[.pxa)™" qxv)
(1.7) (qup) ‘(qup) '(prq
T qxp
(1.8a) (rs A ) =csAT=(prq)csA
pxq
Pyt iT
(1.8b) rsA =Y e’ A |le ®I
pxq j=1P pxq\P q
T T qxp
(1.9a) (cs A ) =r1sA =rsA(prq)
pPxq
q : .
(1.9b) csA =3 (e’®1 A e’
pxq j=1\{p P/pxqq
(1.10) cs{ A X }=(I®A)ch
pxs sxt t
(1.11) es{ X B }=(8T ®I)ch
sxt txq
(1.12) (1@ A )csIg=cs(A. I) csA
4 pxq
(1.12) est un cas particulier de (1.11)
(1.13) es{ A X B}=(BT®A)csx

pxs sxt txq
(1.14) (AeB) =ATeBT

-1
(1.15) (A@B) =A"1®B-! (siA-letB-lexistent)
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Le produit de Kronecker n'est généralement pas commutatif.

(1.16) B® A= (E‘s’:;) (A®B) (E;);?)
sxt pxq
(1.17) (A.B)e(c.D)=(A®C).(B®D)
pxq qxu $Xt txv

Cette propriété importante est appelée la régle du produit mixté.

Deux cas particuliers sont a noter :

(1.18) A®(Cc.D)=(A.1)e(C
pPxq q

pxq Sxt txv sxt

. D )=(AeC). ((11®D)

(1@ z ). A=(1® z ).(A®1)
P nxl PXxq p x1 pxq

(1.19)
=(I. A)®e( z .1)=A®z
P pxq nxl
(1.20) (A+H)®(B+R)=A®B+A®R+H®B+H®R
Y[n+1]=(y[v]®l®y[n-v]).y
sx1 S
(1.21)
=(I®y[n]).y=(y[n]®1).y
S S
(1.22) (DgA) =D 1 A

(1233 D, { F.G }=(DgF)(18G)+(18F)(DsG)
sxt PXu uxq t S
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D, { F®G }=(DyF)®G+

sxt DPxdq uxv

(1.24)
(10Ep2) ((D56) oF ) (10
Si A est une matrice constante :
(1.25a) D, (A.Y)=(18A)D,Y
ax1 Pxq axl n
C iculier -
(1.25b) D X =csl,
(1.25¢) D, (A X )=(I®8A)csI=csA
nxl nx1 n n
Si Q est une matrice constante :
(1.26) D, (x"QX)=(Q+Q")X

nxl nxn

Ladémonstration des propriétés précédentes s'effectue par simple développement

des deux membres des égalités concernées.

L4 - PROPRIETES SPECIALES

Soit une matrice de structure suivante :

G (X)2[Gy. X i GyX i ..:GpX]

gxm gqxn nx1l
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avec :

nous avons :

(1.27) G(X)=[Gy: .. Gn] (1®X)
rs(}l

(1.28) GT(x)=| "] (1e%)
....... a
rsGp

* Démonstration de (1.27) :

[Gi: ... Gn] (;@X)

.............................

= [(j,1 Gm] ...... ....... ....... ...... m blocs
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* Démonstration de (1.28) :

Enposant :

rsGi=[Gy i Gy ¢ -

1xn 1xn

ot 0 est un vecteur nul de méme dimension que X, ce qui corrobore (1.27).

gt ] (t=1..,m)

1xn

. At . . . .
ot G;j estlai®™ ligne de la sous-matrice G,. Il vient :

1xn
rsGl
|- (ex)=
rsGp 1
(—- q blocs —%
. X:0 0 \
1: a1 1NN I IR SO e,
Gl G2. : Gq ......
................................ 0 X 0
Gl Gy g | b i
' 0:0 X )
1 1
G X Gg. X T
............................ (G1X)
= = ... t =G (X)
: : T
m .............. m (Gmx)
G X qu‘X

q blocs
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(1.28) est donc vérifiée.

(1.29) LI l-ﬁ (10E%% @ ) (csI@X[1 th
dqffl =0 a 371 4 1-v)
1 1
(Remarque : E{y o= Eq,’:;‘=(11 1= 1)
q

Nous démontrerons (1.29) par itération : il est facile de montrer que pouri=1,
I'équation (1.29)est satisfaite. Nous commengons donc pari= 2. Lorsquei=2, selon (1.24),

nous avons :

ax?] gx

dX dX®X+(I®quq)(csI®X)

—(csI®X) (I®E (csI®X)

qxq

(cs‘Il®X) (1®quq) (csI@X)

1
-[(1eEiyen)+ (108ie 1)] (esiox)
q

1
= 169 o 1o x[2-1]
3 (oile 1) (e x)

(1.29)est vérifiée pour i=2.

Supposons que la (1.29) soit vérifi€e pour i=n-1 ; autrement dit que I'égalité

suivante soit satisfaite :

[n-1] n-2
X - 2 (I®E3:?<q 1 ). (esi®x(m2])
dX =0 q(n-2-v) q



*919[dw0o 159 uonIENSUOWP B

‘U =110d 991JLIPA 1S3 (67°T) AITP-B-159,0

b (a-1-w)P b_0=4
A:-ix ®Is2) (1 ®>wmwm®3 m__u
b - b 0=A
b 0" bx({.uyb ?m& o b
((ujx @152) Tgm.mvmvmﬁv ("1 e"ymEen) T } =

b oP b pmyp D
((rruyX ®182) (1 ®:-5aém®3+

A>~5v p_0=4
([ JyX 8159) ( o ywael) X -
b b b b
([ro]X ©15?) (T ®A”.mv%am®5+
?-Ns_g oD% ad
{ (- .mx@:ovT@A >wncm®HZ w

b
bx(y-u\b
([1-u x®:o::.m__vmwcm®$+

- b 0=A
A>N5 bx b °

X e[ ((5u] x®:ov ( ® aémE:NMu
b bx(y-uyb. D XP
(1-u)
([1-u1X ®I59) A:-swxcmmifx@ —
XP _XP

~N®:-£x? C [uXP

: u=11nod ‘ouop NS U [

lmﬁl
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L5 - CONCLUSION

Nous avons rappelé, au cours de ce chapitre, un certain nombre de notations

concernant les fonctions a valeurs matricielles comme :

- le produit de Kronecker,
- les puissances de Kronecker,

les dérivées d'ordre multiple de matrice,

les série infinies de puissance de Kronecker de matrices,

en indiquant leurs propriétés, ces notations étant mises en ceuvre dans toute la suite du

travail présenté.

Trois formules, qui sont constamment utilisées dans le suite du mémoire, ont été

établies dans leur forme la plus générale.
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IL1 - INTRODUCTION

A l'égard des systémes non linéaires, il n'existe pas encore de méthode ayant la
généralité et la puissance de celle mise en ceuvre pour les systémes linéaires, concernant la

détermination de la commande optimale.

Les systémes linéaires forment un ensemble relativement homogene, tandis que la
dénomination de systémes non linéaires s'applique a des systémes extrémement divers et

qui n'ont A peu prés rien de commun.

Cela entraine la conséquence suivante : alors que les méthodes applicables aux
systémes linéaires possédent une unité remarquable, on ne saurait parler de méthode
générale applicable aux systémes non linéaires. Au point de vue technique, il y a des
méthodes d'approche de classes particuliéres de problémes non linéaires, maisiln'y a pas de

théorie d'ensemble des systémes non linéaires.

Depuis environ 20 ans, 1'étude des méthodes de linéarisation des systémes non
linéaires a connu des progrés rapides [KRE73] [BAUSS] [LEJ8S] [HUMS3 ]
[FLI8S] [REB85] [REB84] [MON83] [MEY8 ]. La linéarisation conduit
généralement 4 un systéme soit représenté par un modele linéaire avec une précision
acceptable tant que les variables varient dans certains intervalles [ ART 73 | [ BAU 86 |
[ LEJ 85 ], soit possédant, souvent localement, le méme comportement qu'un systeme
linéaire [ HUN 83 ] [ MON 83 ].

L'étude approfondie des travaux précédents [VET 73] [ROTS88 ], nous a
conduit & introduire les "séries de puissances” dans la recherche de commandes optimales
des systémes non linéaires. Cette idée, sans aucun doute classique, nous a permis d'obtenir
une expression analytique de la commande optimale. Cette expression s'exprime en série de
puissances des variables d'état. Les coefficients de cette série sont donnés par un ensemble
d'équations récursives et itératives, de résolution aisée en temps réel. Avec ces équations de
récurrence, nous pouvons avoir une commande quasi-optimale qui peut approcher la

commande optimale avec une précision satisfaisante.
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Dans la suite, nous avons étudi€ la stabilit€ des systémes bouclés, déterminé une
condition suffisante de stabilité des systtmes en boucle fermée et nous donnons une
méthode pour déterminer le domaine de la stabilité. Pour clarifier la présentation et éviter
que la complexité du formalisme ne masque les raisonnements utilisés, nous exposons notre
travail en trois parties qui concernent respectivement les systémes non linéaires scalaires,

les systémes bilin€aires vectoriels et les sytemes non linéaires vectoriels.

IL2 - POINT DE DEPART

Nous savons que la programmation dynamique conduit a résoudre les problémes

de commande optimale 2 partir d'une équation de récurrence de la forme :

gk (Xy) =f{1jin {Me(Xe U) + 811 (Xie1) } (k=N-1,...,0)
k

Avec la condition finale gy (X)), cette équation de récurrence constitue une

condition nécessaire et suffisante d'optimalité globale. Ceci, par opposition aux résultats

obtenus par la théorie des multiplicateurs de Lagrange qui ne fournit qu'une condition

nécessaire d'optimalité locale. La programmation dynamique s'avere particulierement bien

adaptée a la recherche numérique de la commande optimale ; mais, par contre, sa mise en

ceuvre rend difficile 'obtention d'une solution analytique.
Considérons le systeme suivant :
(2.1) Xee1=F (X ) +G(Xy). Uy
ou: X € Rest le vecteur d'état,
Uy € RMest le vecteur de commande,

F(.) et G(.) sont deux fonctions analytiques du vecteur d'état.

N . N 7 * o o . N
Le probleme consiste & trouver une séquence de commande uy qui minimise le

critere quadratique :
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N-1
(2.2) =-§ 2 (X5 QXy+UxRUy)

avec: Q=20,R>0,QetR : matrices symétriques.
D'apres le principe d'optimalité, nous avons I'équation de récurrence :
. 1 T T
(2.3) gk(xk)-‘-%m{; (X QX+ UgRUp ) + g1 (Xie1) }
k
avec: gN(XN) =0; gx(Xy) est le revenu optimal associ€ a Xy.

A linstant N-1,ona:

(24)gN1(XN1) Ifjmn{ (XNlQXN1+UN1RUN1)+gN(XN)}
N-1

Quand il n'y a pas de contrainte sur Uy, l'optimalisation du membre droit de (2.4),
par rapport a Un. 1, conduita :
RUpn.1 =0 donc UK.1 =0
En portant cette valeur dans (2.4), nous avons :

gn-1(Xn-1) =% Xg:-lQXN-l

A linstant N-2, 1l vient :

gn-2(Xn2) =

(2.5) =[‘Jmn{ (XNzQXN2+UN2RUN2)+gN1(XN1)}

=m1n{ (XNzQXN2+UN2RUN2)+—Z QZ}

oi: Z=F(XN.2)+G(XN.2)Un.2
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Avec la méthode précédente, nous obtenons :
* -1
(2.6) Uno=-(R+G'QG) G'QF

En remplagant (2.6) dans (2.5), nous pouvons obtenir le revenu optimal
Gn.2 (XN-2). Nous constatons que la complexité de Gn_x (XN.x) augmente trés vite
avec l'indice k, ce qui rend difficile I'obtention d'une solution analytique définissant U .

Pour cette raison, nous avons choisi une méthode de détermination de la

commande utilisant le principe du maximum.

I1.3 - DETERMINATION ITERATIVE DES COEFFICIENTS P, (k

Pour pouvoir déterminer de fagon itérative les coefficients Pg (k), nous

transformons le modeéle (2.1) non linéaire affine en la commande en :

= [i] & (il
Xk+1= X FiXy '+ ¥ G Xy
i=1 j=0

ouF; et G; sont obtenus 2 partir du développement en série de Taylor des fonctions F (.),
et G (.), au voisinage de zéro. La seule condition pour que cette forme existe est que

les fonctionsF (.), et G (.), soient C*.

Pour simplifier la présentation de la méthode, nous nous limiterons dans ce

chapitre, aux systémes scalaires.

Considérons le systéme suivant :

(2.7) Xpe1= Y a;Xg+ S (ij’K) ug
i=1 j=0
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ol Vke N, Xge R est la variable d'état, et ug € R la commande,

aj, bj (i=1,...,90;j=0,..., ) sont des coefficients constants.

Le probléme de commande optimale discret consiste alors 4 déterminer la

séquence [ug ] (ke IN) qui minimise :

(2.8) =% Z (qX%(+ru%(), qz20, r>0

Sans perte de généralité, nous pouvons poser r=1 qui conduit au Hamiltonien

suivant :
Al 2. 2 hnd i - j
(2.9) H:E(qXK-PuK)-!')»K_'_I z aiXK+Z (ijK)uK
i=1 j=0
ou Agqe1€ R est le vecteur adjoint.

En annulant la dérivée de H par rapport & uy, nous avons :

(2.10) ug=-( X bjXk). Ag,;
j=0

Les équations adjointes sont les suivantes :

(2.11) XKk+1= Z alXK+ E (b XK) ug
i=1 j=0
(2.12) A=Ak, 211 a; X! +z (j. b XK D ug [+ qxx
1=

Avec les conditions terminales, les équations (2.10), (2.11)et (2.12)déterminent
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théoriquement A . comme une fonction de X i ; mais I'extraction de cette fonction est trés
difficile et généralement impossible. Aussi, nous allons chercher une solution en

développant Ak, en série infinie de puissance X :

(2.13) Ake1= Y Ps(k) Xk
s=1

En remplagant (2.10)dans (2.11) et (2.12), nous avons :

%) i o J 2
(2.14) Xge1= Y 2 Xk - ( Zo bjXk) Ak
i=1 j=

oo ) i-1 oo . ii1 oo .
(2.15) A=Ak, g .le.aiXk -(.Zoj.ij'i( )(.ZoijJK)lK+l +qXg
1= J= =

En remplagant (2.13)dans (2.14) et (2.15), il vient :

oo . oo . .2 )
(2.16) Xge1= Y, aiXg- (2 b;Xk) (T Po(k)Xk)
i=1 j=0 s=1

o0 o0 o0 . -_1
S Po(k-1)Xic.q= (3 P(k)Xk) [ 3 i aiXk
s=1 s=1 i=1

(2.17)
(ﬁ i bixk ) ( v b Xk ) ( v Ps(k)xi)]me
j:O j=0 s=1

En portant I'expression de X g définie en (2.16) dans (2.17), et égalisant les coeffi-
cients des mémes puissances de X . des deux membreg de l'identité précédente, nous

obtenons un groupe d'équations récurrentes permettant une détermination itérative des
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coefficients Py (k) (s=1, 2, ...):

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Py (k)= (a;Py(k+1)+q) (ar-bgP1 (k) ) =B,

P, (k) = (a;Pp(k+1) +2a;Py (k+1)-bob P (k+1) ).

. (al-bgpl(k) )2+(a1P1(k+1)+q).

2 2
. (a2-bgP2(k) -2bgby Py (k) ) =By01+B e,

Po(k)=a B +By( X ajo)+
i,j=1
i+j=s

s
+B3 ( i ng_l aiajocg)+ .+ B0y
i+j+g=s

s-1 s-1

og=ag- 2 ( z bibj)-Ps-t(k'l)
(=0  i.j=0
i+j=t

s s-1 s-1
Bo=2 i.aiPgip1()-] Tibob( T PiIP(K))+
i=1 t=1

i.j=1
t+i+j=s+1
s-1 s-1
Swein (L RORW)]
1_]=1 l,[:l

i<j i+j+l+t=s+1
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et:

La résolution des équations (2.18) est un probléme complexe mais classique.
Avec les conditions finales P ( N), nous avons une détermination itérative des coefficients
Ps(N' 1), seey Ps(o) (S = 1 ,2,... ).

En fait, la premiére équation de (2.18) est I'équation de Riccati correspondant
au systéme linéarisé. Il est facile de trouver la solution P (k) avec P;(k+ 1) donné
(k=N-1,...,0). En remplagant les P;(k), P;(k+1) dans la seconde équation de
(2.18), on obtient une équation aux différences d'ordre 1 enP, (k) et Po(k+1). SiP,(N)
est donné, on peut trouver facilement de proche en proche, P (N - 1),..., P, (0).

Nous pouvons ainsi déterminer facilement les coefficients Pg(k) (s=1,2,...;

k=N-1,N-2,...,0), ainsi que la séquence de commande u (k).

IL4 - CAS HORIZON INFINI

Nous étudions maintenant le cas important pour la commande optimale avec

critere quadratique correspondant a I'horizon infini.

Il convient de réécrire (2.18) sous la forme suivante :
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/ Pl(k)=(alpl(k+1)"'Q)(al‘bgpl(k))

2 2, 11
Py(k)=ajo,(1+bgB;) Pp(k+1)+

+(1+628,) " [ B, (op-b3P2(K) )+

(2.21) )
+0uy (Bz-ale(k+1))] =a'y Py(k+1)+B',

Pi(k)=a' Pg(k+1)+P

ou:
' S 2 -1
(2.22a) o =aja;(1+bgB;)
, -1

B =(1+b(2)B1) [Bl (as+b%Ps(k))+

(2.22b)

+B, (2 °‘i°‘j)+"'+(B8'alps(k+l))ai]
i,j=1
i+j=s

o5 et B sont indépendants respectivement de Py (k) et Pg(k + 1), ce qui donne

une forme algébrique pour P (k) et facilite I'étude de convergence.
Comme nous l'avons mentionné dans le paragraphe précédent, la premicre
équation de (2.21) correspond a I'équation de Riccati associée au systeme linéaire décrit

ici par :

Xg+1 = a1 Xg+boug
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En vertu de la théorie concernant la solution de I'équation de Riccati, si la paire
(a1,bg) est commandable et si la paire (c,a;) est observable (q= c2), les solutions
de la premiére équation de (2.21) convergent vers une constante notée P ; lorsque K tend

vers - oo, ¢'est-a-dire :
lim Pl(k) =P1
k—-o

Substituant P aux P (k) et P; (k+1), la premiére équation de (2.21) devient

une équation algébrique du second degré a uneinconnue. Cette équation peut s'écrire sous la

forme :
2
(2.23a) ' P1=(a1P1+q)(a~1-b0P1)
ou
(2.23b) alb%P%+(b(2)q-a%+l)Pl-a1q=0

Avec lacondition q 20, il existe toujours deux racines réelles et nous choisissons

pour valeur de P, celle qui est positive.

RemplagantP; (k) et Py (k +1) par P dans la seconde équation de (2.21), celle-
ci devient une équation aux différences du premier degré en P, (k) et Po(k+1). Si

| a5 | < 1, il existe une constante P, satisfaisanta :

lim Py(k) =Py

k- -0
qui est définie par :
B2

l-az

Py=

De la m€me mani¢re, on peut définir successivement P3, Py, ...,P¢_; en
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remplagant respectivement :
Pi(k),P1(k+1);Py(k),Pa(k+1); ... ;Pg_1(k),Ps 1 (k+1)

apparaissant dans l'équation générale (2.21) par les valeurs ci-dessus, cette équation

devient :
(2.24) Ps(k)=ay Pg(k+1)+B;
avec les oLg, B constants.
De méme, si | ag | < 1, Pg(k) converge vers une limite notée Py :
lim Pg(k)=Pg

k- -oc0

qui est définie par :

En effet, sous les hypothéses a1 #0, bg#0etq>0, | o | <1 est toujours vérifié

et P (k) converge vers une constante finie. On en déduit la proposition suivante :

2 by

Théoreme 2.1 :

Si le triplet (ay, by, c) (c2=q) est stabilisable/détectable, la solution Pg(k) de

(2.21) converge vers une constante finie Pg(s =1, 2, 3, ...) si I'horizon tend vers l'infini.

Preuye :

La supposition (a1, b, ¢) stabilisable/détectable implique : by 0 et g >0.
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Deux cas sont & envisager :
lerCas:ap=0

D'aprés (2.19), (2.20)et (2.23a),0ona:

s
al(al'bgpl)
1+b(2)(a1P1+q)

-1
o, =a1a§(1+b%]31) =

2 S
a;(a;-bgP s+1
11(21 OPII) =(a1-b%P1)
+b0

a;-boPy

Pour satisfaire | o | < 1, il est nécessaire et suffisant d'avoir :

Ial-b%P1|<1
Selon (2.23a),ona:
P
(2.25) aj-bip= — 1 =1
a1Pitq 54 4

P,

ou P est la racine de I'équation (2.23b)donnée par :

2
Pz (af-b(z)q-l)ﬂ/(a%-b%q-l) +4aiboq

1 > (a1¢0;b0¢0)
2a1bg

d'ou :
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2
q 2a1bgq

a1 +=—= a1+
2
(2-03q-1)+ Y (2-bdq- 1)+ 4abdq

Py

2 2
2a63q [ (a3-03a-1) -y (22-b3q-1)"+4sbq ]

=a;+
2 2
(2i-65a-1) -[(a}-bga-1) +4aibjq ]

2
(@ege) eV (Bevdar 1) -ead
281

(2.25)devient donc :

2a1

al-b(2)P1= >
‘ (a.%+b(2)+1)+v7(a%+b(2)q+l) _4a3

1
2,2 ,\/ 2.2 2 2
(a1+b0q+1 . (a1+b0q+1) -4 aj
231 ) 281

Enremarquant :

2 2
(a3+bgq+1) -4a’=(al-bjq-1) +4ajb5q>0

ilvient :

2 2 2 2 2
aij+bpg+1 aj+bpg+1
(.ﬂ___) >1 SOit _1__(_)&_ >1

231 2a1
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Etudions maintenant la valeurde a - b% P;:

|2a1|

2
[a,-bgPy|=

2
(a%+b(2)q+1)+'\[(a%+b(2)q+l) -4a}

1 <1

2
[a;-bgP, | < —
I aj+bgq+1

231

2émeCas:ayj=0
On a immédiatement, selon (2.23a), Py=0;donc :
la;-b3Pyl=0<1
d'ou le Théoréme 1.

Enreportantles Pg(s=1, 2, ...) dans les équations (2.21), on obtient un ensemble

d'équations algébriques itératives :

P1=(a1P1+q)(a1-b(2)P1)

E3
Py= Bz*
(2.26) 1-a;
%
P = Ps
1-o

oulesca :,B : (s=2, 3, ...)sontdéfinies parleremplacementde Py (k),P5 (k), ..., Pg.; (k)

par leurs limites Py, P5, ..., Pg_1.
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ILS - STABILITE DES SYSTEMES BOUCLES
ET DETERMINATION DU DOMAINE DE STABILITE

Au début de ce chapitre, nous avons donné l'équation (2.7) comme modé¢le
de systeme non linéaire. En pratique, nous effectuons une troncature des sommations, ce

qui conduit au modele approché :

n i m J
(2.27) Xk+1= Z a; Xy + Z ijkuk
i=1 j=0

Nous prenons également la commande sous la forme :

U;,s=-('§0bjxf.() (ilPix{()
j= i=

Pour des raisons de généralité, nous avons choisi des ordres de troncature
différents.

En la reportant dans (2.27), le syst¢tme bouclé devient un systéme polynomial

régi par la récurrence :

(2.28) Xir1= £ (X ) = (C1+CoXg# ...+ Cy Xy 1) X,

( C1=a1-b(2)P1

Cyp= a2-2b0b1P1-b(2)P2

(2.29) C3=a3-(2b0b2+b%)1’1-(2b0b1)P2'b(2)P3

j=0 i=0

) V. V-j
\ Cy=ay-Y ¥ (biby j.i)P;



- 138 -

Nous savons que la stabilité d'un systéme non linéaire n'est souvent valable que
dans un domaine donné des valeurs initiales de I'état. Dans ce paragraphe, nous donnerons
une condition suffisante pour la stabilité du syst¢me bouclé (2.28) et une méthode de
détermination du domaine de stabilité.

Considérons le polyndme de coefficients C; (i=1, 2, ..., v) de (2.28):

(2.30) P=C;+Cy X +...+C,xV!
11 vient le théoréme :
Theorem 2.2 :

S'il existe une constante positive A, qui définit un ensemble noté Q, :
(2.31) Q,={x||x|<a}
tel que V xe Q,, la condition suivante est vérifiée :

(2.32) |P]=|C1+CyX+...+Cyx¥1|cC<1

Le systtme (2.28) est asymptotiquement stable quel que soit Xpe Q,, et

I'ensemble Q , est appelé le domaine de stabilité du systéme (2.28).
Preuve :
La démonstration de ce théoréme est évidente. En effet, si X, € Q,,0na:
X1 = |P(Xg) . Xie] < | Xi]

et la suite Xy converge vers zéro.
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La détermination du domaine de stabilité vis 2 vis des conditions initiales du

systéme (2.28), conduit a rechercher la constante A du Théoréme 2.2.

Pour cela, nous réécrivons (2.32)comme suit :
(2.33a) P.=C;-1+CyX+...+CyxV1<0
(2.33b) P,=C;+1+CyX+...+CyxV1>0

11 est évident que si I'inégalité :
(2.34) |C1|=|a1-b(2)P1|<1
est vérifiée, il existe indubitablement une constante A et un ensemble Q , défini par (2.31)
et pour tous les X e Q,, les inégalités (2.33) seront satisfaites. Autrement dit, selon le
Théoréme 2.1, si le triplet (aj, bg, ¢) est stabilisable/ détectable, le systeme (2.28) est
asymptotiquement stable. Cela implique que la convergence de Py (k=1, 2, ...) assure la

stabilité du systeme bouclé.

La détermination du domaine de stabilité, ou de la constante A, s'effectue en deux

étapes :

1) Sil'inégalité (2.34) est satisfaite, trouver les racines des polynbmes P_et P, .

2) Choisir comme A la racine dont le module est le plus petit.

Cette méthode est illustrée sur les figures suivantes :



‘ P-’P+

C1+1

ot AN
>

AN
\\
B A

Figure 2.1

4P.P,

>\C1+1

+A

Y.
?+1
¢

-A 2/ p,
1

=B

/%

Figure 2.2




- 41 -

T~
-
A /

Figure 2.3

Dans les figures 2.1 et 2.2, le module de C; est inférieur & 1. Il existe donc une
constante A qui définit une zone ombrée, dans laquelle (2.33a) et (2.33b) sont
satisfaites simultanément pour tout X. Dans la figure 2.1, la racine de P_ détermine la

valeur de A, tandis que dans la figure 2.2, 1a valeur de A est définie par la racine de P, .

Par contre, dans le cas de la figure 2.3, le module de C est supérieur a 1, donc il
n'existe pas de voisinage de l'origine dans lequel on puisse trouver une valeur initiale de
variable d'état X, vérifiant en méme temps les inégalités (2.33a) et (2.33b). Dans ce
cas 13, le systtme (2.28) est instable, mais le théoréme 2.2 ne donne qu'une condition

suffisante et ne permet pas de conclure lorsque | C; | = 1.

IL6 - EXEMPLE D'APPLICATION
IL6.1 - Calcul de P
Nous avons maintenant deux méthodes pour calculer P (s =1, 2, ...). C'est-a-dire

la méthode itérative et la méthode directe qui s'appliquent respectivement aux équations
(2.21) et (2.26).
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Ve ., # .
ws  Méthode itérative :

Les équations (2.21) sont des équations de récurrence, quand Pg(k+1) sont
données comme les valeurs initiales, on peut calculer P (k) progressivement. Puisque nous
avons pris la solution d'équation (2.23) comme P, les solutions P (k) (s=2,3,...)
convergent donc rapidement comme le montre 1'exemple suivant.

Exemple2.1 :
Soit le systeme :

3 .2 .
(2.35) Xk+1= 2, aiXi+ > ijf(uk
i=1 j=0

et le critere de performance :

J=; ) (qX%+rU12() q=0,5 r=1
k=0

Nous avons fixé€ les ordres de troncature An=3,m=2,s =5, avec :

a;=14 a,=0,8 a3=-0,5 a;=0 pouri>3
bgp=2 b;=-12 by =0,6 bj=0 pourj>2

. . % . e
La commande quasi-optimale u},  sera doncici :

uy s=-(bo+ b1 Xy +by X2 ) (P Xy+PyXg+P3Xi+PyXy+PsXy)

D'aprés (2.23), nous avons obtenu P =0,2727. Pour le calcul des termes Py,
s=2, ..., 5. Prenons les valeurs initiales pour l'algorithme (2.21) :

P,(0)=-3 P3(0)=2 P4(0)=-4 P5(0) =3
Nous pouvons calculer Pg(k) (s =2, ...,5) (k=-1,-2,...) avec les équations

(2.21). Les résultats sont présentés dans le tableau 2.1 ci-apres. Les valeurs de P sont
les limites de Pg(k), quand k — -oo.
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k P, (k) P3(k) P4(k) Ps(k)
0 -3 2 -4 3
-1 0,3350226 0,1903408 -0,0676053 0,1395434
-2 04336591 0,1737888 -0,0564823 0,1370413
-3 04365764 0,1736374 -0,0564509 0,1370391
-4 0,4366627 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-5 0,4366652 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-6 0,4366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-7 0,4366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-8 04366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-9 0,4366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-10 0,4366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
Tableau 2.1

Nous constatons, dans cet exemple, que P, (k) converge vers sa valeur limite dés
le 6¢me pas ; P (k) et P4 (k) sont convergents apres la 42me pas et P5 (k) prend sa limite
aprés le 3¢me pas,

Le tableau 2.2 montre que les valeurs initiales n'exercent pas une grande influence

sur la convergence de P (k).



k P, (k) P (k) P4(k) Ps (k)
0 10 -15 20 -25
-1 0,7195103 0,0348512 0,0002801 0,1150508
-2 04450307 0,1723666 -0,0562903 0,1370199
-3 04369127 0,1736244 -0,0564503 0,1370391
-4 0,4366726 0,1736359 -0,0564508 0,1370391
-5 0,4366655 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-6 04366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-7 04366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-8 0,4366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-9 0,4366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
-10 0,4366653 0,1736360 -0,0564508 0,1370391
Tableau 2.2

La simulation montre également que plus s est grand, plus Py (k) converge

rapidement. Cette conclusion est illustrée dans la figure 2.4. |

P(k) Ps5(k)

P4 (k)

> k

Figure 2.4
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Aussi est-elle compréhensible par simple analyse. En fait, (2.22a) nous a donné

le coefficient de Pg(k- 1) comme suit :

' s 2, 11
ag =aja;(1+bgBy)

dans lequel les facteurs a; et (1 + b(z) By ! sont des constantes.
Or, nous avons déja démontré dans la preuve du théoréme 2.1 que :
lay|<1
11 en résulte donc :
| gpnl < | a5l (s =2,3,...; uest un entier positif)
Cela confirme a nouveau la conclusion précédente.
Exemple2.2 :

Considérons encore le systeéme de 'exemple 2.1, mais prenons cette fois, by = 0.

Cela conduit P (k) & étre divergent (voir tableau 2.3).
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k P, (k) P3(k) ) (1241(3?13) Ps(k)
0 10 -15 0 0
-1 27,84 678976,13 0,0554383 410234,5
-2 76,79296 3287388,5 0,353599 3499109,9
-3 211,11988 13307865 1,9571785 26756909
-4 579,71296 51802529 10581614 0,202 E+09
-5 1591,1324 0,200 E+09 56,965898 0,152 E+10
-6 4366,4672 0,768 E+09 30643171 0,114 E+11
-7 11981,986 0295 E+10 1648,1187 0,862E+11
-8 . 32878,969 0,113 E+11 8864,0335 0,649 E+12
-9 90220,292 0435 E+11 47672,955 0489 E+13
-10 247564,88 0,167 E+12 256396,65 0,368 E+14
Tableau 2.3

Ce résultat confirme la conclusion du théoré¢me 2.1, par la simulation.

-  Méthode directe :

Leséquations (2.26) sontdes équations algébriques aveclesquelles on peut obtenir

P (k) directement. Nous présentons ci-apres, les étapes du calcul de P¢(k) avec (2.26).

IS o

Calculer P avec (2.23b).

Reporter P dans (2.22) pour calculer o ’; et 3
Calculer P4 d'apres (2.26).

Reporter P, et P, dans (2.22) pour trouver a’; et B ’;
Revenir aux (2.26) afin de calculer P3.

Et ainsi de suite, entre (2.22) et (2.26) pour obtenir tous les Py.
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Exemple2.3 :

Prenons A nouveau le systéme de I'exemple 2.1. Cette fois, nous calculons P avec
la méthode directe comme indiquée ci-dessus. Nous obtenons les limites de Pg(k)
suivantes :

P, =0,2726869 P, =04366726 P3=0,1736386 P4 =-0,0564565 Ps5 =0,1370388

Elles sont identiques avec les solutions convergentes du probléme de

I'exemple 2.1.
IL6.2 - Détermination de la zone stable du systeéme fermé
Exemple 2.4 :

Etant donné un systéme dynamique discret décrit par équation aux différences :

5 . 5 :
(2.36) Xk+1= Z aiXL+ Z ijf(uk
i=1 j=0

Le critére est de :

1=1' ¥ (gxi+ru)
2 k=0

a; =25 ap =3 az = 1,6 ag =06 a5 =05
bg =25 by =14 by =18 b3 =12 bg =038 bs =05
q=05 r=1
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Nous avons immédiatement, avec la méthode directe précédente :
P, =0,3589020 P, =0,0829601 P3=-0,4218355 P4 =-0,2186004 P5=0,1317776

A partir de ces valeurs, on obtient la commande quasi-optimale suivante :

5 . 5 .
Ug,s=-( 'Zo bjXk) ( _Zl PiX)
1= 1=

En la reportant dans le syst¢me (2.36), nous obtenons un systéme en boucle

fermée :

(2.37) Xk+1=(C1+C2Xk+...+C5Xi) Xk

¢ =02568622 ¢, =-0,0308151 c3=-02778157 c4=0,047579 c5 =1,1096681

Ces C(s=1,2,...,5) nous permettent d'obtenir, en fonction de (2.33), deux

polyndmes :
P_ =-0,7431378 - 0,0308151 X - 0,2778157 X2 + 0,047579 X 3+ 1,1096681 X 4
P, = 12568622 -0,0308151 X -0,2778157 X 2 + 0,047579 X3 + 1,1096681 X *

Prenons ici l'intervalle [ - 5, + 5 ]. Lorsque X varie dans cet intervalle, nous

obtenons les trajectoires de P _ et de P, comme le montre la figure 2.5.
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P
A
50
25 4

P.

/ P,
0 S » X
-0,9802867 0,9723746
Figure 2.5

Nous donnons de plus, dans le tableau 2.4, les racines des polyndmes P_ etP .

Racinesde P_ Racinesde P
0,9723746 0,7606219 + 0,679842 i
-0,0174823 + 0,8380121 i 0,7606219 - 0,679842 i
-0,0174823 - 0,8380121 i - 0,7820603 + 0,6904350 i
-0,9802867 - 0,7820603 - 0,6904350 i
Tableau 2.4

LepolyndmeP . ne posseéde pasderacineréelle ; celacorrespond ala trajectoire de
P, qui se trouve toujours au-dessus de 1'axe des abscisses, alors que la trajectoire de P _ se
croise avec l'axe des abscisses, et les deux points d'intersection sont respectivement :

X1 =-0,9802867 X9 =0,9723746

D'apres la méthode présentée dans le paragraphe I1.5, nous savons qu'il existe,
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pour le systéme (2.37), une zone stable définie par I'ensemble suivant :
A={Xo|| Xo|= 09723746 }

Etant donné 1'état initial X des valeurs différentes, les trajectoires d'état sont

présentées dans le tableau 2.5 et dans la figure 2.6.

k| X(k) | Xp(k) | X3(k) | Xq(k) | Xs(k) | Xg(k)
0 038 0,95 097 0,9723745 0,9723746 0,9723747
1 | 04266309 0,8754096 0,9616386 0,9723743 0,9723746 0,972375
2 | 0,0996636 0,6133028 0,924687 09723734 0,9723746 0.9723767
3 | 0,0250343 0,1848734 0,7764816 0,9723692 0,9723746 0,9723842
4 | 0,0064067 0,0449736 0,381323 0,97235 0,9723746 09724182
S | 0,0016443 0,0114648 0,0880152 0,972263 0,9723746 0,972573
6 | 0,0004223 0,0029404 0,0221884 0,9718677 0,9723746 0,9732766
7 | 0,0001085 0,000755 0,0056812 0,9700738 0,9723746 0,9764813
8 | 0,0000279 0,0001939 0,0014582 0,9619706 0,9723746 0,9911991
9 | 0,0000072 0,0000498 0,0003745 0,9261291 0,9723746 1,0613973
10 | 0,0000018 0,0000128 0,0000962 0,7818257 0,9723746 14609088
11 | 0,472 E-06 0,0000033 0,0000247 03911443 0,9723746 7,0442815
12 | 0,121 E-06 | 0,844 E-06 0,0000063 0,0904037 0,9723746 19267,926
13| 0,312E-07 | 0,217 E-06 0,0000016 0,0227741 0,9723746

14 | 0,800E-08 0,557 E-07 0419 E-06 0,0058306 0,9723746

15 | 0,206 E-08 0,143 E-07 | 0,I08 E-06 0,0014965 0,9723746

16 | 0,528E-09 0367E-08 | 0276 E-07 0,0003843 0,9723746

17 | 0,136 E-09 0,944 E-09 0,710 E-08 0,0000987 0,9723746

18 | 0,348E-10 0,242 E-09 0,182 E-08 0,0000254 0,9723746

19 | 0,895E-11 0,623 E-10 0,468 E-09 0,0000065 0,9723746

20 | 0,230E-11 0,160 E-10 0,120 E-09 0,0000017 0,9723746

Tableau 2.5
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X;(k)
A
X6
0,9723746 3
5
&~ X3
Xs
X4
X1
K
o >

Figure 2.6

IL7 - CONCLUSION

S'il est vrai que la programmation dynamique offre une condition nécessaire et
suffisante d'optimalité globale, nous avons démontré dans la premiére partie de ce chapitre,
qu'avec cette méthode, il n'est généralement pas possible de définir simplement une
approche de lacommande optimale des systemes non linéaires sous forme d'une expression
analytique de I'état. Ceci nous a conduit a utiliser la méthode des multiplicateurs de

Lagrange.

Dans le cas des systémes non linéaires scalaires, nous avons obtenu des équations
récurrentes avec lesquelles nous pouvons déterminer une loi de commande qausi-optimale

d'un processus dans le cas d'un critére quadratique.

Nous avons proposé une condition suffisante de convergence des solutions de ces
équations. Et enfin, nous avons étudié la stabilité des systeémes bouclés selon 1a loi obtenue,
et nous avons indiqué comment déterminer le domaine de stabilité. Il s'avére que la
condition de stabilité des systemes bouclés s'identifie a la condition de convergence des

solutions des équations définie précédemment.
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IIL1 - POSITION DU PROBLEME

Pour les systémes non linéaires discrets, 1a détermination précise de la commande

optimale est encore un probléme.

Dans le cas continu, F. Rotella et G. Dauphin-Tanguy [ ROT 88 ] ont proposé une
expression analytique du retour d'état pour lacommande optimale avec critére quadratique
en utilisant le produit de Kronecker ; leur travail s'appuyant sur 'équation de Hamilton-

Jacobi.

Dans ce chapitre, nous montrerons d'abord une différence théorique fondamentale
entre les systémes continus et les systemes discrets. La méthode d'analyse matricielle est
ensuite utilisée afin de déterminer la commande optimale des systémes bilinéaires et nous
conduit A un algorithme avec lequel la loi de commande s'exprime par une série vectorielle
infinie en fonction du vecteur d'état. Cet algorithme peut facilement €tre utilisé€ en temps

réel.

1.2 - DIFFERENCE FONDAMENTALE ENTRE
SYSTEMES CONTINUS ET SYSTEMES DISCRETS

Il est connu, pour les systtmes a temps continu et stationnaires, que le
Hamiltonien reste constant le long d'une trajectoire optimale. De plus, dans le casoul'un au
moins des instants terminaux est libre, le Hamiltonien s'annule. Dans le paragraphe suivant,
nous allons montrer, avec un contre-exemple, que cette conclusion n'est plus valable pour

les syst¢mes discrets.

IIL.2.1 - Rappel de résultats essentiels sur les systémes continus

Etant donné le systéme suivant :

(3.1) X(t)=f(X,U,t)



ou: X e R est le vecteur d'état,
U e RMest le vecteur d'entrée,
f est une fonction vectorielle de dimension n,

t est le temps dans l'intervalle [ tg,tq ].

et le critére de performance :

t
(3.2) J =min j fo(X,U,t)dt+g(X(t1),t1)

to

On a le Hamiltonien :

H(X,U,At)=-fo(X,U,t) +AT £(X,U,1)
ou: A € R" est le vecteur adjoint.
En vertu du principe du minimum, s'il existe la commande optimale U™ (t)et

la trajectoire optimale X* (t), il existe une variable adjointe A* (t) correspondante qui

satisfait aux équations adjointes :

(3.3) - ~ X (t) _oH
oA
(3.4) A(1)=-H1
0X

Reportant U* = g dans 'Hamiltonien, il vient :

H=H(X,A,t) soit

OHN\T . ,9H\T: 9H
(3.5) %Iti=(§) X+(é—i) k+—at—
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11 vient pour la solution optimale, d'apreés (3.3) et (3.4) :

dHNT . ,9HNT: 0HN\'T 8H ,9H\T 9H _
() (G »=G) 7 (G &

On a donc, le long de la trajectoire optimale :

( 3. 6) g_Ii = a_I-l
dt ot
Soit, pour le systéme stationnaire :
dH
3.7 =
(3.7) ”

Autrement dit, pour le systéme stationnaire, ' Hamiltonien est une constante. Dans

le cas ou l'instant final est libre, la condition de transversalité a l'instant final s'écrit :
(3.8) He =28 _0
(11)

Des relations (3.7) et (3.8), il résulte bien H = 0 pour la solution optimale.

II1.2.2 - Cas des systémes discrets

Dans ce paragraphe, nous donnons un contre-exemple qui montre que 1'égalité

(3.7) n'est plus vérifiée pour les syst€mes discrets.



- 57 -

Considérons le systéme suivant :

(3.9) Xk+1=0,5 X+ Uy Xo=3

et le critere de performance :

1T (2, 2
(3.10) I=2 [k§=’,0(Uk+Xk)]

L'Hamiltonien s'écrit donc :

1 722 o2
Hy=-2 (Uk+Xi) + M1 Xkt

Dans le cas sans contrainte, I'annulation de la dérivée de Hy par rapport a Uy

impliquerait :
(3.11) Ug=2Ags1
Les équations adjointes s'écrivent donc :
(3.12) Ap=-X+0,5 }"‘k+1
(3.13) Xk+1=0,5 X+ Uy
D'otl, en reportant (3.11) dans (3.13) :

(3.14) Xk+1=0,5 X+ Ay g

Combinant (3.12) et (3.14),0na:
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(3.153) Xk+1=‘0,5 Kk+ 1,25 lk'l'l
ou

Remplagant (3.15) dans les deux membres de (3.14), nous obtenons :

L'équation (3.16) fournit, avec la connaissance de Xg=3 et A4 =0=Us,

les résultats présentés dans le tableau 3.1.

k Xk Uk Hy
0 3 -0,7966 -5,3776
1 0,7035 -0,1862 -0,2956
2 0,1655 -0,0414 -0,0163
3 0,0414 0

Tableau 3.1

Ceci indique que la propriété fondamentale d'avoir un Hamiltonien pour le cas
continu stationnaire a horizon non fixé vérifiant (3.7) n'est plus valable dans le cas

discret.

Ce fait nous a obligé a utiliser le principe du minimum au lieu de I'équation de

Hamilton - Jacobi, méthode qui rend le calcul plus difficile.
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IIL3 - EQUATIONS RECURRENTES
DEFINISSANT LA LOIDE LA COMMANDE

Considérons le systeme suivant :
(3.17a) Xk+1=FXk+G(Xk)Uk
ou: Xy € Rest le vecteur d'état,

Uy € RMest le vecteur de commande,

F € R 99 est une matrice constante.
et:

(3.17b) G (Xg)=Gg+G,(Xy)

avec: Gge RY*™ une matrice constante, et

G (Xg) une fonction matricielle de Xy définie par :
(3.17¢) Gl(Xk)=[G11Xk Glka]

expression dans laquelle les G ;€ R9*9(i=1, ..., m) sont des matrices constantes.

Le probléme consiste 4 déterminer la séquence de commande { Uy } qui minimise

le critére :
- T T
(3.18) J=1 3 (XkQXy+UgRUy)
2 ¢=0
ou: Q € R9*9 est une matrice symétrique et non négative,

R € R9*™ est une matrice symétrique positive.



L'Hamiltonien de ce probléme de commande optimale est donc :
k T T T
H =%(XkQXk+UkRUk)+Ph4(FX&+G(X&)Uk)
ou: Pi.1€ R est le vecteur adjoint.

Selon (1.24a), (1.25) nous avons des équations adjointes :

' 3G (X
(3.19) Py=Hx =QXk+FTPk+1+(I®PE+1)‘——_—1( ) Ug
. q Xy
(3.20) Xiks1=Hp,, =F X+ G (Xi) Uy

En I'absence de contrainte et en annulant :

K T
Hy, =RUg+G (Xg)Pyyy

nous obtenons la commande :

* - T
(3.21) Ug=-R 'G (Xg) Pyy1

Considérons maintenant 'équation (3.19) dans laquelle :

9G(Xy) =[3(G11Xk) : a(Glka)]
Xy 0X, ¢ ¢ 0X

D'apres (1.24c¢), il vient :

G (Xg)

3.22
(3.22) X

=[csG11§ csGlm]
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En reportant (3.22) dans (3.19),0na:
Py= QXk+FTPk+1+(£®PE+1)[CSGII CSGlm] Uk
=QXk+FTPk+1+[((I]®PE+I)CSGII (£®PE+1)CSG1m] Uk
Il vient, d'apres (1.10):

Pi= QXy+F Ppyy+ [CS(PLl Gi1) CS(F'I’<r+1 Glm)] Uk

ol les Prl{“ Gi; (i=1, ..., m) sontdes vecteurs lignes.

On adonc :

T T : : AT
Py= QXy+F Pyt [Gn Prer: oo 1 Gip Pk+1] Ug

Selon (1.26), il vient :

Pr= QXy+F Piyp+ [G?l G'{m] (}n®Pk+1) U

En reportant (3.21) dans la relation ci-dessus, nous obtenons :

T T : 1 T -1 T
Py= QXg+F Pk+1‘[G11 Glm](‘{]®Pk+1) R "GoPk+1
(3.23)

- [G?l Gle] ('{‘@’Pkn) R'G{ Pysi
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En fait, les équations (3.19) et (3.20) définissent une fonction Py, 1 de Xy,
mais malheureusement, il n'est pas toujours possible de trouver cette solution sous forme
analytique. Supposons que Py, ; soit une fonction analytique, nous pouvons donc la

développer en série infinie de puissance de Kronecker comme suit :

(3.24) Prs1= § P,(k) Xl[:]

t=1

oulesP,(k) (t=1,2,...) sont des matrices constantes de dimension convenable.

Etudions les termes de (3.24) :

S -1 .. T
(;®Pk+l)R GoPyy1 et (;®PR+I)R G1(Xk) Pxs1

Nous nous proposons d'établir les résultats suivants :

(;®Pk+1)R‘1Gng+1=

(3.25a) -
-3 3 {[(r"aD)er](ri(x)op,()) X"}
1= 1=
et.
(,I,,®Pk+1) RG] (Xy) Pyyr=

I‘SG”

(3.25b) =3 X {[(R-l P pel].
el S B q
rsGim

.(pi(k)®£®pj(k))xf*j”]}
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Les démonstrations de (3.25a) et de (3.25b) sont présentées dans I'Annexe I.

Enreportant (3.27a),(3.27a) et (3.27a) dans(3.27a), aprés un certain rangement

(cf Annexe I), nous avons :

(3.26) Py= f Bixl[:]
i=1
ou
(3.27a) B,=Q+F Py(k)
gi=FTpi(k)-[G}'l Gfm] { ((R'ng)®(Il).
_ rsGq
i-1 al e
(3.27b) (2 P()er (k) +[(RT] i [er].
j=1 15G 1

[:é (Pj(k)®£®Pi-j-l(k))]}

(i=2,3, ... eten supposant de plus P (k) =0).
Considérons maintenant I'équation (3.20). D'aprés (3.21), nous avons :

1,.T
Xk+1=FXg-G (X )R G (Xy) Pyyy

En reportant (3.24) dans la relation précédente et en remplagant k par k-1, nous

obtenons :

Xk=FXp1- Y G(Xe)R'G (Xp ) P(k-1 )Xl[:-]l

t=1



Des relations (3.27b), G(Xk.1) =Go + G 1(Xk.1), (1.26) et (1.27), il vient :

Xy =FXy.1- z {GOR Gap,(k-1)xM +

+G1(,¥,®Xk-l)R-IGgPt(k'1)Xl[clll*'

+GoR YT (18 Xy ) Py (k-1 )x£‘]1+
q

[t]

+Gl(’£®xk_1)R'1 (I®Xk1)P(k 1) Xp

De la méme fagon, nous obtenons I'expression suivante (cf le raisonnement de

(3.28)dans I'Annexe I) :
fi]
(3.28) Xg= 2 o, X
i=1
ou:
-1,.T
(3.29a) a,;=F-GgR "GgP;(k-1)
I'SG“
{GOR GoPi(k-1)+[Gor™| T |+
I'SGlm
-1,.T
(3.29b) +G, ((R G0)®}1)]'(Pi-1(k‘1)®(11)+
I'SG“
s (& o] (rate o) )
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(i=2,3,...;Py(k-1) =0).

En reportant (3.24), (3.28) dans les deux membres de (3.26), on obtient une
identité dela variable d'état X _;. En égalisantles coefficients de méme puissance de X .,
nous obtenons une suite d'équations aux différences permettantune déterminationde Pg (k)

suivant les relations :

Pi(k-1)=(Q+F P;(k)).

-1,T
.(F-GoR"GgP;(k-1))=B,0,

[2]
Py(k-1)=By0; +B;a,
(3.30) :
Ps(k-1)=|31as+[32[ Y ail®ai2]+
11,12=1
i1+i2=S
[s]
+B3[ Y ai1®ai2®ai3]+...+|33a1
il,iz,i3=l
i1 +ip+ig=s

Nous constatons que (3.30) a a peu pres la méme forme que (2.18), mais les
produits des nombres scalaires intervenant dans (2.18) sont remplacés par des produits
de Kronecker, puisque maintenant, les «; sont des matrices de dimension qx q!
(i=1,2,...).

Il s'agit ici d'un probléme a temps inverse. Avec la connaissance des valeurs aux

limites P;(0) (i=1, 2, ...), nous pouvons calculer P;(-1), P;(-2), ..., successivement.



L4 - CASHORIZON INFINI

La suite d'équations (3.30) peut s'écire sous une forme explicite :

-1
Pi(k-1)=(1+B,GoR'Gg) F P (k)F+
q

-1
- T T
+(1+B,GoR'Gy) QF=BF Py(k)F+y,
q

-1 2
Po(k-1)=(1+B,;GoR'Gy) FTpy(k)al
q

) 1. (2] .
+(£+5100R1Gg) (B, +By03)=

(2]
=BF Py(k)a; +7,
[3] « [3]
(3.31) 1’3(1<-1)=[3FTP3(k)oz1 +B[B3a1 +

* [3]
+B,(0,®a,+ a2®a1)+Bla3] =BFTP3(k)a1 +9Y,

Ps(k-l)=BFTPs(k)QES]+ﬁ{Bla:+ﬁ2[ 2 “i1®°‘iz]+

i1,ip=1
ij+ig=s
« [s]
+[33[ py “i1®°‘i2®“i3]+~-+ﬁs°‘1 } =
il,iz,i3=1
ij+ig+ig=s

[s]
=BFTPS(k)oc1 + Y

ou:

1.7y
(3.32a) B=(1+B,GoR Gy)
q
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rs(}11
o=y oax 63, ey { [aor”| 5
l'SGlm
(3.32b) +G ((R'ng)QD(Il): .(Ps-l(k-1)®(11)+
rsGqy ]
+ Gl[(R'l )®I].(Ps_2(k-l)® 1) }
--------- q 2
1sGim 4
(% ne contient pas Pg(k-1)),
B=B,-FRy(k)=-[GT1 - | 6T ] { ((R7Go)eD).
: I'SG“
s- 1 FT
e { (3 B0er0)+[(RY| 7T el ]
j=1 rsGlm a

£ (oegera)])

(B% ne comprend plus Pg(k)),et:

(3.32d) Y,=BQF

%*
YS=B{B1as+B2[ Z ai1®ai2]+
igig=1
ij+ip=s
(3.32¢)

+B3[ Y ai1®ai2®ai3]+...+ﬁ;a£s]}

iy,ig,iz=1
ij+ig+ig=s
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v, est donc une constante par rapport & P (k-1) et Pg (k). De fait, 1a premiére
équation de (3.31) est une équation de Riccati. Nous savons que si la paire (F, G) est
commandable et si 1a paire (C, F) est observable (Q = CT C), la solution de cette équation
converge vers une constante notée P | qui est une matrice définie positive. Si les hypothéses
de commandabilité et d'observabilité sur (F, G ) et (C, F) sontrespectivement remplacées
par des hypothéses de stabilifé et de détectabilité, on peut montrer que la matrice P | devient
définie non négative [ LAR 77 ].

Enreportant P | dans la deuxi¢me équation de (3.31), nous obtenons une équation
aux différences de premier ordre de P, (k-1) et de P, (k). Nous constatons dans cette
-1
équation, qu'en plus du méme coefficient de P (k) soit ( I+B,Gy R! Gg) F, qui
q

permet a P, (k) d'avoir la méme tendance de convergence que P (k), P, (k) posséde un

(2]

1 - Dans le paragraphe I1.4, nous avons montré larelation f ot [ < 1,

(2]
1

postmultiplicateur o

il en résulte que la postmultiplicateur a”, "~ accélére la convergence de P, (k). C'est-a-dire

que si P5 (k) est convergent quand k tend vers - oo, P5 (k) convergera plus rapidement.

Il en est de méme pour la variable P (k) ; son postmultiplicateur (X[ls] lui

permet de converger plus vite que les variables précédentes.
Un simple exemple peut étre utilisé pour mieux comprendre.
Exemple3.1 :
Soit l'équaﬁon de récurrence :
P (k)=A.P (k-1).C31+C
ou:

0,8 0,9 o 0,1 02
0,6 0,45 0,5 0,12
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P (k) est une matrice carrée de dimension 2
Al =14
ICl =05

Il .1l signifie la norme scalaire d'une matrice

Si la valeur P4 (0) est donnée, on peut calculer Pg(-1), P(-2), ... L'évolution
des normes de P (k) est présentée dans la figure 3.1.

Nk
+
N1
N2
N3
< N4
N5
0 > k
Figure 3.1

Ainsi, nous remarquons que :

>  Py(k)divergeenraisonde JAl} > 1
> Py (k) converge pour s > 1

>  Pg.1(k) converge plus rapidement que P (k)
Nous pouvons maintenant résumer 1'analyse ci-dessus par le théoréme suivant :
Théoréme 3.1 :

Si la paire (F,Ggp) est commandable et si la paire (C,F) est observable

(Q=CTC), les solutions des équations (3.31) sont convergentes. Plus I'indice s est grand,
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plus P (k) converge rapidement.

Soit P¢la solution convergente de P (k). Elle s'écrit :
P,= lim Pg(k) (s=1,2,...)

k—-o

IS - SYSTEME EN BOUCLE FERMEE

A partir de ces Pg, selon (3.31), nous obtenons la commande optimale en série

infinie de vecteur d'état :

Up(Xy) =-R" (Go+ Gy (Xy) )T[El pixl[(i]] =

(3.33)
-1 > T i T i
=-R [Z (GOPiX][(]]+G1(Xk)Pin[(1])]
i=1
Selon (1.27), nous obtenons :
rsGu
* -1 ko T L N (N :
Up(Xy)=-R ¥ (GOPin[cl]+ : (I®Xk)PiXkl])=
SN q
I'SGlm
(3.34) rsG11
| ST L N [CIE S
1=1 1sGp
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ou:

En reportant (3.34) dans (3.17a), il vient :

Xen=F X 5 (Gov @1 (%) YR (V1 X4 vp  x{11)
s=
D’aprés (1.27),0na:

Xk+l=FXk' 2 (GO+G1(,},®X1‘))R-I'
s=1
. (Vl,s X‘[(S]+V2,s Xl[(s+1])

=FX- 3 { GoR'Gap x4
s=1
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Compte tenu de la relation (3.35), on a respectivement :

( GI(I®Xk)R GoPxL¥=

< TSGll
4 =G1{(R """""" )®I}(P ®I)X[s+1]

\ rsGlm
et:

. r -

( ' rsGp,

" rsGim
rsGyp; ]

4 -G, { (R-l ..... )®I } (P ® I )X[s+2]
\ rsGlm

D'ou la relation :

Xy+1=F Xy~ 2 {GOR GoP, x[s]

..........

+[G0R-l ..... ;o +Gl((R‘1G3)®(11)].(ps®(ll)xl[(s+1]+

+Gl[(R'1 """ P )®}1](PS®:2)X‘[(S+2] }
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Xge1= { F-GoR ' GgP; } Xy

..........

(3.35) - 1sGipy

l'SGll
ro [(RY T e (pio 1) }
.......... q 2
rsGim 4
- [s]
=2 CsXy
s=1
ou:
(3.36a) C;=F-GoR'GgP,

et:
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..........

(3.36b) +Gy ((R'105)®£)](Ps-1®}l)+

(s=2,3, ..., eten supposant Py =0).
En effet, il est suffisant, en pratique, de tronquer U} (Xy).

11 en résulte une commande quasi-optimale définie par la relation suivante :
1 8
(3.37) Ui (X )=-R"'Y (Vl,txl[(‘]+v2,t Xl[(t”])
t=1
qui donne (3.35) sous la forme :

s+2 [1]

Xk+1= 2 C, Xk
=1

Soit, tout simplement :

o [t]
(3.38) Xk+1= 2, Cp X
t=1

En apparence, la relation (3.38) prend la méme forme que la relation (2.30),
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mais (3.38) est un polynéme de Xy en puissance de Kronecker. A l'aide de la formule

(1.21), larelation (3.38) peut se réécrire comme suit :

Xk+F=C1Xk+C2(Xk®I)Xk+H.+
q

(3.39)
res(xPen) X =A (X, s) Xi
q

A(Xy,s)=Ci+Ca(X®1) +... + C (XL o)
q ) q

qui est une matrice carrée d'ordre q dont les €léments sont des polyndmes de Xy.
Généralement, comme une condition suffisante, si || A(X s) | <1, le systeme
en boucle fermée (3.39) converge. Mais pour le syst¢me vectoriel, il est difficile de

déterminer le domaine de stabilité. Pour cela, nous conseillons d'utiliser la méthode
présentée dans [ BOR72 ] [ BOR76 ].

ITL.6 - ! TI

IL6.1 - Calcul de P
Exemple3.2 :

Envisageons maintenant le systéme bilinéaire décrit par I'équation suivante :

(3.40) X1 =F X+ G (X ) Uy
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ou: X est le vecteur d'état d'ordre 2,
Uy est le vecteur de commande d'ordre 2.

1,2 2,3
F= G (Xk)=Go+G1(Xy)
3,2 -4,2
84 576 :
Go= G1(Xk) =[G11Xk i G12Xx ]
-11,04 3,6

et:

-2,0 45 32 2,1

Gi=[Gn Gy |=
24 -1,6 -2,4 34

Le probléme consiste i trouver la séquence de commande { Uy } qui minimise

le critére quadratique :

o T T
J=% > (XcQXg+UxRUg)
k=0
avec :
12 0 0,5 0
Q = R=
0 2 0 1,2

Comme il est indispensable d'avoir des P pour obtenir { Uy }, dans cet exemple,
nous nous concentrons donc sur le calcul de P (s=1,2,...). En vertu de la premiére

équation de (3.31), nous avons la solution convergée :
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0,0564926 - 0,0080094
0,0497952 -0,0217486

En la reportant dans la deuxiéme équation de (3.31), nous obtenons P, (k)
présenté dans le tableau 3.2.

k P, (k)

-0,0199191 -0,0623309 0,0036110 - 0,0020865
-1

-0,0079180 -0,0359203 - 0,0052916 0,0031339

-0,0200247 -0,0623076 0,0036375 -0,0020923
-2

- 0,0079869 -0,0359085 -0,0052743 0,0031310

-0,0200248 -0,0623076 0,0036375 -0,0020923
-3

- 0,0079869 - 0,0359085 -0,0052743 0,0031310

-0,0200248 -0,0623076 0,0036375 -0,0020923
-4

- 0,0079869 -0,0359085 -0,0052743 0,0031310

- 0,0200248 -0,0623076 0,0036375 -0,0020923
-5

- 0,0079869 -0,0359085 -0,0052743 0,0031310

Tableau 3.2

Nous constatons sur ce tableau, qu'il n'y a pas de différence entre les valeurs de
P, (k) lorsque k = 2 et k = 3. Prenons P, ( 5) comme la solution convergée de P; (k) et
remplagons P;, P, dans la troisidme équation de (3.31), nous avons P3(k)
(k=0,1,2,...). Ainsi de suite, nous avons progressivement les P4(k), Ps(k), ...
Au lieu d'exposer toutes les valeurs numériques de P (k), nous donnons dans le
tableau 3.3, les normesde P (k) (s =1, 2, ..., 5), avec lesquelles nous voyons I'évolution
de P (k).
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k Normesde Pg(k) (s=1,2,...,5)
-1 0,0780714 | 0,0750101 | 0,0607543 | 0,0478703 | 0,0362508
-2 0,0780714 | 0,0750212 | 0,0608022 | 0,0479295 | 0,0362987
-3 0,0780714 | 0,0750212 | 0,0608022 | 0,0479295 | 0,0362987
-4 0,0780714 | 0,0750212 | 0,0608022 | 0,0479295 | 0,0362987
-5 0,0780714 | 0,0750212 | 0,0608022 | 0,0479295 | 0,0362987
Tableau 3.3

Le résultat montre qu'apres k = 2, P4 (k) converge vers sa limite. La simulation
montre aussi que G exerce une influence importante sur la convergence de P (k). Généra-

lement, plus la norme de G est grande, plus les P (k) convergent rapidement.

Prenons par exemple :

3,1 2,1

-4,1 1,3

dont la norme (= 5,64) est plus petite que celle de G précédente ; les normes de P (k)

présentées dans le tableau 3.4 montrent que P (k) converge apres le troisi¢me pas.

Lorsque les normes de F et de G, augmentent, la convergence de Pg(k) se

détériore.
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k Normesde Pg(k) (s=1,2,...,5)
-1 02814784 | 0,6363171 0,6623152 0,689583 0,357189
-2 02814784 | 0,6394005 | 0,7526214 0,246439 0,33332
-3 02814784 | 0,6394227 | 0,7529214 0,247902 0,337738
-4 02814784 | 0,6394227 | 0,7529223 0,247907 0,337753
-5 02814784 | 0,6394227 | 0,7529223 0,247907 0337753
Tableau 3.4
II1.6.2 - Détermination de la loj de commande
Exempl

Considérons encore le systéme (3.40) mais avec :

5,6 3,84
-7,36 24

Gg'=

A partir des solutions convergées des équations (3.31) P, essayons a présent

de trouver la loi de commande { Uy } . Prenons dans la relation (3.34) :

-0,3
0,25

s=5 .X0=

nous avons :

5
9] (Xk) =- R-IEI (Vl,l XIE:I]"' Vo Xl[cwl])
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Vl,t—

En reportant ce U(Xy) dans le systtme (3.17a), nous obtenons le vecteur
d'état X, 1 et ainsi le critére de performance J. Les résultats sont donnés respectivement

dans les tableaux 3.5, 3.6 et 3.7. Au point de vue du critére J, nous conseillons de

prendre s = 3.

k Lacommande Ug(k) (s=1,2,...,,5)

1 -0,1538752 |-0,1276505 |-0,1372175 |-0,1311708 |-0,1336351
0,2680717 | 0,2178513 | 02139852 0,2181163 | 0,2171993

2 -0,1856436 0,0390901 |-0,0141439 0,0159310 0,0021222
0,0759305 | -0,0226426 0,0391014 | - 0,0026865 0,0130905

3 -0,1384326 | -0,0007791 0,0007517 | -0,00025%4 0,0001575
0,1679996 | -0,0012194 0,0025817 0,0000020 0,0009573

4 -0,0984118 | -0,0000065 0,0000264 0,0000036 0,0000114
0,0142038 | - 0,0000943 0,0001897 | - 0,0000030 0,0000686

5 -0,0479924 | - 0,0000013 0,0000023 |- 0,925 E-07 0,818 E-06
0,0635996 | - 0,0000066 | 0,0000135 |-0,168 E-06 | 0,0000049

6 -0,0121625 |-0,771 E-07 | 0,160E-06 |-0,111 E-08 0,586 E-07
0,0091212 |-0,477 E-06 0,969 E-06 |-0,128 E-07 0,352 E-06

7 -0,0002336 |-0,572 E-08 0,116 E-07 \|-0,167 E-09 0,419 E-08
0,0006041 |- 0,341 E-07 | 0,693 E-07 {-0,903 E-09 0,252 E-07

8 0,0000102 |- 0406 E-09 | 0,827 E-09 |-0,105 E-10 0,300 E-09
0,0000411 |-0,244 E-08 0,496 E-08 |-0,648 E-10 0,180 E-08

Tableau 3.5
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La variable d'état Xg(k) (s=1,2,...,5)
0,0006483 0,0217438 | -0,0614986 | -0,0031401 | -0,0243136
0,3591065 | -0,0626545 0,0031258 | -0,0317497 | -0,0144932
-0,1636453 0,0026267 | -0,0050424 0,0001349 | -0,0018110
0,2413638 0,0026476 | -0,0036361 0,0005597 | -0,0010900
0,0301712 0,0001738 | -0,0003567 0,0000036 | -0,0001301
0,1963480 0,0000880 | -0,0002059 | -0,0000054 | -0,0000786
-0,0825448 0,0000127 | -0,0000257 0,352 E-06 | -0,0000093
0,0625305 0,0000079 | -0,0000157 0,332 E-06 | -0,0000056
- 0,0096440 0,902 E-06 | -0,0000018 0,237 E-07 | - 0,667 E-06
0,0195221 0,541 E-06 | -0,0000011 0,124 E-07 | -0,403 E-06
- 0,0009672 0,646 E-07 | -0,131 E-06 0,172 E-08 |-0477 E-07
0,0000310 0391 E-07 |-0,794 E-07 0,107 E-08 | -0,288 E-07
- 0,0000797 0,463 E-08 |-0,941 E-08 0,123 E-09 |-0,342 E-08
- 0,0000544 0,279 E-08 | -0,568 E-08 0,737 E-10 | - 0,206 E-08
-567,11916 0,0331120 | -0,0673429 0,0008794 | -0,0244464
- 328,98313 0,0200069 | - 0,0406875 0,0005321 | -0,0147697
x 1,0 E-08

Tableau 3.6




-82 -

k Le critére de performance Jg(k) (s=1,2,...,5)
0,1779946 0,0367584 0,0344600 0,0338602 0,0333346
0,2643941 0,0374592 0,0354558 0,0339283 0,0334417
0,3252180 | 0,0374603 | 0,0354601 | 0,0339284 | 0,0334423
0,3357586 | 0,0374603 | 0,0354601 | 0,0339284 | 0,0334423
0,3391982 | 0,0374603 | 0,0354601 | 0,0339284 | 0,0334423
0,3392857 0,0374603 0,0354601 0,0339284 0,0334423
0,3392859 0,0374603 0,0354601 0,0339284 0,0334423
0,3392859 | 0,0374603 | 0,0354601 | 0,0339284 | 0,0334423

Tableau 3.7

IIL.6.3 - Stabilité du systeéme en boucle fermée
Exemple 3.4 :

Prenons a nouveau le systéme (3.40). Au lieu de chercher la séquence de la
commande { Uy}, nous calculons directement dans cet exemple, la variable d'état du
systtme en boucle fermée Xy, selon la relation (3.39) et €tudions I'évolution de

X+ 1¢n fonction de la valeur initiale X .

Les résultats illustrés dans les figures 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5 confirment que, lorsque

la norme de A (X ¢) de (3.39) est inférieure a 1, X, | converge.
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N I
| [
I |
| I
| |
| |
| I
| |
| |
| J
l (0,0) I
| l
| I
S S ._,'
Figure 3.2
1,278 0,0502542 - 0,0260436
A ( Xk,s) =
-0,32 0,1073542 - 0,0852119
Norme de A (X ¢) =0,1479487
I R
I (0,00 |
| |
| |
l |
[ |
| |
| I
I |
! |
! |
I |
e e e e e e e e e e e e e e e e )

Figure 3.3
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-1,2 0,1195602 0,1965498

A( Xk,s) =
0,4 0,0838878  0,0688567

Normede A (X ;) =0,2522574

r— 1 - 1
| |
| |
l (0,0) I
| |
I I
| |
| |
| I
I |
| |
[ [
e— R I
Figure 3.4
-0,6 0,1036110  0,0692926
A(Xyg )=
0,9 0,0674473  0,0252919

Normede A (X ) =0,1432484
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(0,0)

e

Figure 3.5

-0,5 0,1004543 0,0566974
XO = A ( Xk,s) =
0,88 0,0645319 0,0181066

Normede A (X ) =0,1326861

Enrevanche, si | A(Xg o) | >1, Xg4; diverge comme le montre le résultat

suivant :
- 0,95 0,5863829 0,9810934
Xpo= A( Xk,s) =
-0,85 0,2650311 0,3304890
- 22997052
Normede A ( Xy ) = 1,2177421 X(5)=

- 7749022,2
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1.7 - CONCLUSION

Au début de ce chapitre, nous avons montré un exemple mettant en évidence une
différence entre processus continus et processus discrets concernant une propriété

fondamentale du Hamiltonien.

En effet si, pour les systémes stationnaires a temps continu, le Hamiltonien reste
constant, il n'en est pas de méme dans le cas discret. Cette différence nous a forcé a
développer notre étude a partir des équations adjointes, compliquant nettement la résolution
du probléme posé comparativement au cas continu. Cependant, pour les systémes
bilinéaires vectoriels, nous avons établi les équations itératives permettant de déterminer la
loi de commande. La commande obtenue est en fait quasi-optimale, mais elle peut

approcher la commande optimale effective avec la précision désirée.

Des exemples, présentés a la fin de ce chapitre, montrent la convergence rapide des

solutions des équations itératives et la stabilité des systémes bouclés.



CHAPITRE 1V



MMAND ASI-OPTIMA DE YSTEME
NON-LINEAIR VECTORIEL
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IV.1 - POSITION DU PROBLEME

Les modeles de processus étudiés se présentent sous la forme non linéaire

suivante :
(4.1) Xps1=F (X)) +G (Xy). Uy
ol:  Xye R estle vecteur d'état,

Uy € R™! est le vecteur de commande.

(4.2) F(Xg)= 3 FiXo
i=1

F; : matrice constante de dimension qx qi.

(4.3a) G (Xi)=[G1(X) § G2(Xi) | - | Gm(Xi) |
et
(4.3b) G:(X)= 3 Gyx)!
j=0
(t=1,2,...,m),

G j : matrice constante de dimension qx gJ.

Comme précédemment, le crittre de performance s'écrit sous la forme

quadratique :

(4.4) I=

N | —

N-1

T T
Y (XxQXy+UgRUy)
k=0



Dans laquelle Q est une matrice constante symétrique non négative d'ordre g x q
et R est une matrice constante symétrique positive de dimension mx m. De méme que
dans les chapitres II et ITI, le probléme consiste & déterminer la séquence des commandes
optimales { Uy} qui minimise le critére (4.4) compte-tenu des contraintes égalités
(4.1),pourk=1,2,...,N-1.

IV.2 - LOIDE LA COMMANDE OPTIMALE
Le Hamiltonien s'écrit :
1 T T, T
H=2 (XkQXk+QkRQk)+Pk+1(F(Xk) +G (X)) Uy)
ol: Py, e RI*!estle vecteur adjoint.

Le minimum a lieu lorsque la dérivée du Hamiltonien par rapport 4 Uy

s'annule :
T
RUk+G (Xk)Pk+1=O
ce qui donne :
-1 T
(4.5) Ug=-R G (Xg)Pys1

soit les équations adjointes :

(4.6) Xie1=F (X)) +G (Xy) Uy
et
T oF (Xyx) 9G(Xy)
4.7 P,=0QX I®P U
(4.7) k=Q k+(q k+1)[ X, + X, k]
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Afin de ne pas alourdir I'exposé, la démonstration des résultats est reportée

dans 'annexe I1.

Nous donnons donc les résultats de (4.6) et de (4.7) comme suit :

(4.8) Xg= Z o, X[“]
“‘—
ol
a,=Fy- 3 { y [Guii -} Gmi]-
t=1 ,j-O
(4.9) i+j=pu-t
rsGu
.[(R-l ......... )@I]}(P(k 1)@ )
......... giti

(h=1,2,...;Py(k-1) =0).

(4.10) Py = Z B, Xy x ik
avec .
(4.11) 31=Q+F'lrpl(k)

(4.12) [3u e (Bu,l Py, 2)(e ®I )
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ou:
pop-1 i-1 T
(4.13) Bui=Y rs (EF; Pi(k))
i=1l t=1 v=0
B opopopoi-l
(4.14) Buo=2 X X ¥ X rs(E.G)
i=1 j=0 s=1 t=1 v=0
avec
- gd"xd
(4.15) E=E ® I
: qli-1-v)
G=1 ®{ [l Gr.
qi
(4.16) rsG”
[(R'1 U Der ] } (18P®P,)
185G p; ¢

En reportant l'expression de Xy définie par I'équation (4.8) dans la relation
(4.10) définissant Py, on obtient, en identifiant les termes de méme puissance de Xy_q,un

ensemble d'équations de récurrence relativant les valeurs des Pg (k) :
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Pl(k-1)=(Q+FFfP1(k)) {Fl-[Glog Gmo]-
I'SGIO
R e } =Biay
rsGmo
(2]

Py(k-1)=By0; +B;a,
(4.17)

[s] s-1

Ps(k-1)=B o, +B2[ Y ail®ai2]+
iy,ig=1
i1+i2=s

s-1
+B3[ > ai1®ai2®ai3]+...+ﬁlas
i1,ig,iz=1
i1+i2+i3=s

IvV.3 - COMPATIBILITE DES RESULTATS
ENTRE LES SYSTEMES BILINEAIRES ET NON LINEAIRES

Le modele bilinéaire (3.17a) est un cas particulier du modele non linéaire (4.1)
aveci=1, j =0, 1. Par conséquent, le résultat (4.17) doit étre compatible avec la relation
(3.30).

Au lien de montrer la compatibilité de (4.17) avec (3.30), nous pouvons indiquer
également la compatibilité des Bu de (4.12), des oy de (4.9) avec respectivement

les B; de (3.27) etles a; de (3.29). Etudions d'abord les relations (4.11) et (4.12).

Bde(4.11) est évidemment identique a B | de (3.27a). Prenons maintenant, pour

BuetBy 1, By, de (4.13) et de (4.14),i=1, j=0, 1. Dans ce cas, selon la relation
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i+ t=W+ 1, nous avons tout de suite t = |, il vient ainsi :

Bu,1=0

Le méme raisonnement conduit 2 :

Bu,2=18 { [GL G',l;,l] ((R'ng)®(II).

.[Eps(k-1)®pu_s(k_l)]+
s=1

(4.18) I'SGll

+[Gf1 Gﬁl] [(R" T Der ]
n-2

.[2 g@Ps(k-l)G’Pu_s(k-l)]}
s=1

Enreportant §,, 1, B, o ci-dessusdans B, il vient:

q
B,=F1Py(k)- Y e

w=149

.{rs[[GTl Ggl] ((R'ng)®(Il).

(4.19)

-1
[uz Po(k)®P, (k) ]+[ (R

s=1

n-2
X rtoeera]]} (570 1)
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En utilisant la formule [ VET 73 ] :

rs! {rs A } A= 2 e(rsA)(e ®I)

1xpq Pxq g=

ona:
T T : 0 T -1.T
By=F1Pu(k)-[G11: ... i Gm1] ((R GO)®(11).
H'l rsGll
gl
IS r0er 0] [ |7 her].
s=1 rsGml '
pu-2
[Z p(k)e18P, (k)] ]
s=1 v q
Nous retrouvons ainsi la correspondance de B, avec (3.27b) en remplagant F,
parF. )

Examinons maintenant le parameétre oy de (4.9) aux conditions:i=1,j=0, 1,

il vient d'apres (4.9) :

a;=F-GoR ' GoPy(k-1)

et:
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=-{G.r'6IP, (k-1
o, =- 0 0 u( -1)+

.........

(avec: u=2,3,...;Py(k-1) =0)

Ces résultats s'ajustent évidement a (3.29). Ainsi, nous pouvons conclure, en
fonction du résultat ci-dessus, que les équations (4.17) sont compatibles avec les

équations (3.30).

IV.4 - CALCUL DE P (k)

Afin de mettre en pratique le calcul de Pg(k), les équations (4.17) peuvent
se modifier en forme plus explicite. Nous constatons tout d'abord, d'apres (4.3b), que

Gqo(T=1, 2,...,m) est un vecteur colonne de dimension q ; ainsi :

[G10§ Gmo] et
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peuvent s'écrire respectivement G et G};. Gy est une matrice de dimension qx m, Gg

signifie la transposée de G, d'oti :

a;=F;-GoR 'GP (k-1)

Nous obtenons donc les équations de récurrence de P (k), telle que :

-1
-1 ,T T
Pl(k-1)=[(Il+BlGoR Go] F1Py(k)Fy+

+[ I+ B,GoR ' Gg ]-1 QF;

=BF P (k)F;+pBQF,
(4.20) [2] . [2]
Py(k-1)=BF{Py(k)a; +B[Brof+By0 |
' [s]
Py(k-1)=BF P(k)a, +
[s]
+B{B1a:+B2[ Y ai1®ai2]+ﬁsa1 }
ig,ip=1
i1+i2=S
ol :

-1
(4.21) B=[ I+ﬁIGOR'ng]
q
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* s-1 s-1 . .
o = Fg- 2 [Giii..:Gmi].

t=1 jj=

i+j=s-1-t

(4.22) I'SGlj

Y T

L | per T [rene 1 -
15Gpyj

=a +GoR GoPs(k-1)

Nous pouvons constater que si nous remplagons dans 1'équation (4.20), la valeur

a§ par la relation (4.22) définie en fonction de o ¢, nous retrouvons I'équation (4.17).

(4.20) est une série d'équations itératives. Prenons comme exemple, la S 2me

-équation ; pour calculer P (k- 1) a partir de P (k), nous avons besoin également des :
Py(k-1), Py(k), Pa(k-1), Py(k), ..., Pg.1(k-1), Pg g (k)
comprisdans o ¢, B (t=1,2,...,s-1).
D'ailleurs, nous remarquons que dans le calul de Pg(k), nous utilisons a.

Apres avoir déterminé P¢(k-1), calculons tout de suite oy d'aprés (4.22) qui sert &
calculer les Py, ; (k-1), Pg,2(k-1), ...

IV.S - CAS HORIZON INFINI

La premiére équation de (4.20) et premiére équation de (3.31) sont similaires.
Ce sont des équations de Riccati qui correspondent respectivement aux systemes lin€arisés
de (3.17a) et (4.1).
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La méme théorie indiquée dans les chapitres II et III nous confirme que si la
paire (F, Gg) est commandable et si la paire (C, F) est observable (CTC =Q) alors
la solution de la premiére équation de (4.20) converge vers une constante appelée P

quand k tend vers - oo, c'est-a-dire :

lim P,;(k)=P,
k-0
En remplagant P (k-1), P; (k) par P dans la premiére équation de (4.20), celle-

ci devient une équation de Riccati algébre comme suit :

(4.23) P,=(Q+F1P;) (F;1-GoR'GyPy)

Il n'est pas évident de résoudre 1'équation (4.23). En vue de trouver la solution
P 4, nous préférons utiliser la premi¢re équation de récurrence de (4.20), mais sa solution
doit vérifier en méme temps l'équation (4.23). Ainsi, nous pouvons utiliser (4.23)

pour savoir 2 quel instant la valeur de P (k-1) sera acceptable comme solution P .

Enremplagant P (k-1), P (k) par P dans la deuxi¢me équation de (4.20), celle-
ci devient une équation aux différences de P, (k-1), P, (k) du premier ordre. A présent,
nous pouvons répéter le raisonnement sur la convergence de Pg(k) et généraliser la

conclusion du § I11.4 2 1a convergence de P (k) de (4.20).
Théoréme 4.1 :

Si la paire (F;, Gg) est commandable et si la paire (C,F) est observable

(CTC =Q), les solutions de (4.20) convergent vers des matrices constantes :

(4.24) lim Pg(k)=Pg (s=1,2,...)

k—-)-oo

Plus l'indice s est grand, plus P4 (k) converge rapidement.

Cela confirme encore une fois, tant pour le syst¢tme bilinéaire que pour le
systeme non linéaire, que la convergence de P (k) ne dépend que du systéme linéarisé
défini par (F,, Go).
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IV.6 - DETERMINATION DE LA COMMANDE

A partir de P de (4.24), (cf (I1.5), Annexe II), nous avons :

Pyy1= 21 P Xy
t=

En la reportant dans (4.5), on obtient :

Up=-R'Y GT(X) P X,

Compte-tenu (1.27), il vient :

* 12 &=
Ug=-R Y ¥
j=0 t=1

(4.25)-

t=1

.........

[t]

3

(1ex,) [ (rx)e1]
[(PtX][(t])®Xl[(j]]
[(px,Dye(1x)]

[j+t]
(Pt® Jj ) lejﬂ
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En tronquant U;, nous obtenons la commande quasi-optimale comme suit :

(4.26) Ug=-R" Y Y, (Pt®I )x[’“]

En pratique, c'est plutdt 'équation (4.26) qui sert & calculer la commande. De
toute fagon, quand s tend vers l'infini, Ui s'approche de la commande optimale U; avec

toute la précision désirée.

IvV.7 - SYSTEME EN BOUCLE FERMEE

On tronque la relation (4.1) en forme suivante :

[i] [J] : [i]
Xk+1—2 FiXe '+ Z [Gyx i ... ijXkJ ] Uk
i=1 j=0
Compte-tenu la relation (1.26), il vient :
(i] : (il
Xk+1—2FX +Z [Glj ij](r}l®x )Uk

i=1

En reportant (4.26) dans 1'équation précédente, nous obtenons :

n : n n n . .
Xie1= 2, Fixl[(‘]- 3 [Giji . Gmj]-
i=1 J=0 s=0 t=1
[] I'SGIS
j R [s+t]
[Goxty et o1] (o1 )
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Soit, en tenant compte de I'équation (1.17) :

Xk+1= ZFX[I] ﬁ i i [Glj ij]-
i=1 j=0 s=0 t=1
rsGg . :
_1 ....:.-.. J+S+t
L@ el e 1)
rsGps

1 (R Gg)®<11] (P1®£)} XE]

+{F ;0 Eo tzl [Giei . | Gme ]
jHs+t=1

. [ (R-l ......... ) ®1 ] (Pt@’ slﬂ )} X[_]+S+[]

Co=F-3 3 3 [Guio iG]
j=0 s=0 t=1 ’
j¥s+t=1

(4.27)

.[(R'l ......... )®I] (P® slﬂ) ZCIX[T]
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ou
n n n . .
Ci=F ‘EZ 2 X [Glt§ Gmt]‘
j=0 s=0 t=1
jHs+i=t
(4.28)
rsGg
alee
[ (R ......... )®Ij] (Pt® SI+_])
rsGpg
Selon la formule (1.20), nous avons :
S [t-1]
(4.29) Xk+1= z C't (Xk ®£ )szA(Xk,n )Xk
1=1
avec :
S [z-1]
(4.30) A(Xen)=2 Co (X ®c11)
T=1

Avec la méthode présentée dans [ BOR 72 | et [ BOR 76 ], nous pouvons étudier

la stabilité et déterminer le domaine de stabilité des systeémes bouclés (4.30).
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Iv.8 - CONCLUSION

Nous avons généralisé dans ce dernier chapitre, la méthode présentée dans le

chapitre précédent, en l'étendant aux systémes non linéaires vectoriels.
Ainsi, nous avons complétement défini une méthode itérative de détermination de
la commande optimale ou quasi-optimale des systémes non linéaires. Cette méthode est

fondée sur la détermination d'une suite d'équations itératives.

La résolution de ces équations est facile et il apparait, sur les exemples étudiés,

que les solutions convergent, en général, rapidement.

Les résultats obtenus ont été validés dans le cas de modeles bilinéaires.



CONCLUSION GENERALE
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Notre recherche de commandes optimales ou quasi-optimales de systemes non
linéaires a temps discret a été fondée sur la mise en ceuvre de séries infinies de puissances

de Kronecker.

L'utilisation de cette notation a permis 1'élaboration d'un ensemble de relations
de récurrence permettant la détermination, dans le cas d'un critére quadratique, d'une
commande quasi-optimale en structure bouclée par retour d'état exprimé sous forme

d'une expression analytique.

Seule la premiére des relations obtenues est de Riccati, les relations suivantes étant

des équations aux différences du premier ordre de résolution simple.

La commande quasi-optimale obtenue peut approcher la commande optimale
avec la précision souhaitée puisqu'il suffit de continuer le développement définissant le

retour d'état.

L'étude de la stabilité du systeme bouclé a été enticrement effectuée dans le cas
scalaire. La résolution des problemes de stabilité et la définition a priori de l'ordre de
troncature & adopter dans le cas vectoriel sont en cours, et nous envisageons 1'approche a

partir des techniques de majoration développées par P. Borne et J.C. Gentina.

Nous avons également l'intention de développer une méthode itérative de modéli-
sation des systé¢mes non linéaires fondée sur les travaux présentés dans ce mémoire, en vue
de permettre une mise en ceuvre simplifiée de la commande en temps réel des processus

non linéaires.
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1.1 - Démonstration de la relation (3.252a)

D'apres (1.16), nous avons :

1T -1 .T
(L ®Pr1 )R GoPryy = (L ®Pyy ) (R7GpPyy ®1)
-1.T
= (R GoPyy1) ®Pyyg

-1 . T
= (R G0Pk+1 )®((11-Pk+1)

=[(R-1Gg)® (11 ](Pk+l ® Pyy1)

d'ol, selon (3.24):

=[(rR7Gg)e | ][.21 '21(Pi<k>x1£”)®<Pj<k>x£” )]
1=1)]=

-3

[(rR7Gg)e L] (Pick) ® Py(x) ) x(™!
i=1j=1

(3.25a) est donc démontrée.
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1.2 - Démonstration de la relation (3.25b)

D'aprés (1.27), nous avons:

-1.,T
(1 ® Pyi1)R7G1 (Xg) Pra

1sGyy
nee — 1
= (1l ®@P) R (g ® Xk)Pra
s Gy,

-1
= (IIn®Pk+1) R

d'ou, d'aprés (1.16):
s Gy,
(rIn ® Py ) R ( Pye1 ® Xy)
IS Gll
B
=(§1®Pk+l)[(R (Pk+1®Xk)_)®1]
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IS Gll
Y P
= [R ( Pypr ® Xy) ]®Pk+1
IS Gll
e -
=[R (Pk+l®xk)]®(é~Pk+l )
IS Gll
By
=[(R )®(Il](Pk+l®Xk®Pk+l)

En remplagant (3.24) dans la relation précédente, il vient:

om0 xihe (Ixoecroox’h ]
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I'SGll
-2 X [(='] Del]
i=1j=1"— -
1sG;
J(croe Hxi* e (roox’ ]
I'SGll
-2 X {[(r'| " Del
i=1j=1 "~ e
I'SCJln,1

| G ler;o)x(t

D'ou la relation (3.25b).

1.3 - Démonstration de la relation (3.26)
En reportant (3.24) (3.25a) et (3.25b) dans (3.23), nous avons:

- T t
Py = QX+ Y FT P (k)xL -

t=1
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-3 3 (611 ...: Gim 1 ((R7G)®] ) (Pick)® Pj(i0)) X -
i=lj=1
I'SGll
-3 ¥ [61 Glm]((R1 )®<I])
i=1j=1 TN
1sG
(Pl ® L@ pj(i)) X[
= {Q+FTpy (k) }x}!
T -
+ {FTPz(k) -[Gi1i...:Gim] ((Rng)@(I1 ) szl(k)} xgHs
T -
+ {FTP3(k) -Gy ... G],T,]((RIGOT)@(I1 ).
s Gy
(PLIO® Py (k) +Po () ® P (k) + (R el

(Pi)@leP, (k) } xp’!
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=Y Bxi'!

i=1

C'est donc la relation (3.26).

1.4 - Démonstration de la relation (3.28)

X=FXg1— > {Go R™ G P (k-D XL+ G ((R" Gy )®c11)+

a1 T [
={F—G0R GOPl(k-l)} Xk -

t=1

+Gg R ] ® (Il)x,[(_‘;“”+

+6;((RY + De : )(P(kn® L) x{(};Z]}
q

1]
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.................. ( Pl(k-1)® CIl )

a1 T -1
-{ GoR Gy P,(k-1)+Gg R

+6; ((R'6p )®CII)(P1(k-1)® ! )}x,[fl]

+G1((R-1 ........ ......... )@é)(pl(k_l)@) 12)})(][(_31]
q

D'ou la relation (3.28).
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Démonstration de la relation (4.10)

Reprenons la relation (4.7) :

(IL1)  Py=QXyp+ (L ®Pk)(8F(X“) +8G(X“)Uk)

O Xy
D'aprés (1.24a), nous avons tout d'abord :
SF(X & .Z FiXi ') [ll
Ky 121 -3 loF
0X i Xk i=1 ka

D'ou, selon (1.28):

OF(Xy) = I I qxq I [i-1]
X, l;( ®F)[Z( ®E q(i_l_v))(csq®xk )]

(IL.2) —Z Z(I®F)(I®Eq"q ® !

[ oli-1]
i=tv=0 1 q(i'l'v))(csq®Xk )

3G(X)
85X,

pour le terme de (II.1), il vient, compte tenu de (4.3):
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G(X)=[G1(Xp) | Ga(Xp) ;- L G (Xp)]
_ [ZGIJ(X[J] ZG J(X[J] szJ(X[J])]
-3 [Glj(Xl[cj]) Goy(xU) .} Gj(xED]
i=0

Nous avons ainsi:

- 25 [j]
3G dXi Xk
(xk)=2 (I®G“) (] 1®Gn)) 5
oxg j=1 dXj - dXy

Il vient d'aprés (1.26):

X oo [jl
aG(k)=2:PI®G”)§ (I®GmQ]( ﬁ;k)

axk j-_-l q

).

I®GIJ) ( ®ij):|

{I@[(I@quq ® I(j-l-v)
v=0 . q

.(csé@X,E"”)] }

i1

\'%
I o1 . I loEd*d g I
[( ®GIJ) E(q@GmJ)]{méa[(qébla ®q(j-1-v))'

.(csgl®x,£3-”)]}
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En reportant (4.5), (I1.2) et (II.3) dans (II.1), nous obtenons :

w j-1 v
_ I T I ) I axq I
Py QXk+j§1vz=:o(q®Pk+l)(q®F‘)(q®E ®q(j°1"')).

. = jcl
(esloxf -5 5 (lerlo|(1@Gy): .. (] #Ga))|
j=1v=0

\Y i-1 1T
{20 (Gosme s, otoxt ) ebTsun.

En remarquant (1.17), nous avons:

o j-1 A%
Pk=QXk +z 12 {(Il®[(P;£+l Fl)( quq ®qI(j-l-V))]}.

j=1lv=0
. oo j-1
,(cs(Il®X1[<J h-3 % [é@(PEHGlj)g il ® (PkeiGmj) |.
j=1v=0 ‘
\% .
-{él@[(é ® ET4 @ I(j_l_v))(csé®xLJ"])] }R'IGT(Xk)Pm
q
(IL4) = QXy+ Py 1-Py2

oo j-1 v j
P j§1 vgo { '@ [( Py Fi)(ET 9 @ q(j_l_v))] (csq@Xk )

oo j-1
Pro= X 2 [(Il®(PE+1G1j)§ 5(11®(PE+1GmJ) ]
j=1v=0

v i-1 -1.T
Ao [Ges e | ) (slext )] reTm,
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En tenant compte de (1.27), on obtient :

. l'SGlj
c'(xo=3% [ |(lexi')
I1 vient la relation :
R T R T
Z 2 )y [q®(Pk+1Gli)E Eq®(Pk+1Gmi) 1.
=1 j=0v=0

{ lo[(lae¥ e . 1 ) (slext’ ”)]}

( II‘S ) .R-l ........ ......... (‘Iq® x][(] ])Pk+l

De l'égalité :

(sloxti)=a(loxi ™)

il résulte alors :

Pri= 3 Z {I®[(Pk+1 F)(EYY ® (llv))]}cs(h@x[l )

i=1lv=0

D'aprés (1.10), il résulte de cette relation :
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o i-1 v .
s $ e [0R r(# 0o 1 D] oxi )
i=lv=0 q

Il découle alors des relations (1.13) et (1.14), la valeur suivante de
Pri:

Pei= 3 i‘Zl loxT T xq g I
k1= [(q(g)Xk ) ® (Pt Fi) ] es( E ® (i-l-v))
i=lv=0 q

En posant:

(-]

(IL6) Pra= > PlkOXg!
t=1

ou Pi(k) est une matrice constante de dimension gxq! et en
reportant cette expression dans Py 1, il vient :

o o0 i-1 I T“il] T“] T qqu I
Pk'1=i§1 E’l vgo [( q® K )8 (% Pt(k)Fi)]CS(E ? g ))

Soit, d'aprés (1.17):

(11.7)

oo oo

i-1 T[i+t-1] T % v
Pa=X X 2 {(exi H[Le(rltor)] Jes(e¥ Ve
q q

i=lt=1v=0

. T
o o0 i-1 [i+t-1] \Y
XX {[;i@)(P;r(k)Fi)](cIl@XE )} cs(ET* 4 ®q§ i-l-v))

i=lt=1v=20
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Un raisonnement semblable a partir de Py 5, nous permet
d'obtenir la relation :

(11.8)
G
Pk,2=1§1j§0s§=:1t§1v§0{ qi®[ [Gl i o Gm i]((R ........ ......... )®q )
IS ij
" T \Y
°(;j® P, ® Pt)](cll@, xi[(l+J+s+t-1 ])} cs( E1 g q( i-Il-v) )

I1 convient maintenant d'éliminer le terme transposé des
expressions définissant Pk,l et Py 7. Dans le raisonnement qui suit

sur Py 1 et Py 5, nous adopterons une notation simplifiée qui

-~
a~

consiste simplement a omettre les symboles de sommation A , Il
vient 1'écriture :

[i+t-1]
l ) ] cs( ¥4 @ 1 )

Pea= [(LOFP(k))e® Q®xE it
q q

. T V
I [i+t-1] 1 T . 9 q I
z(q®Xk )[qi®(Pt(k)Fl)]°S(E ®q(i-1-v>)

En réécrivant Pk,l encore une fois a l'aide de (1.10), on obtient :

. T v
P lext ™ e [(plUOR)(E¥ Ve 1 1]
q
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T
Soit, en notant : cs A=(|rs AT)T et (Egﬁ) = Eg:g

1'écriture :

. T v
el st [ (550 1) 0T
q

g4 @ 1 Fip(k)J(Texi+t 1)
I‘S[( (i-l-V)) 1 q k

Nous remarquons, en effet, que le terme :

v ' .
s [ (%9 @ Ei_l_v))F;rPt(k)](é@x{(‘“'”)
q

est un vecteur de ligne d'ordre g, d'ou:

v .
Pramos {rs [ (E¥Te 1 yElp(k)I(lex{i* 1) |

q( i-1-v
Selon la formule :
A _ ej I ej
CS 1xq —jil( q®q)A q [ Vet 73]

On a:
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S v . S
Py = i}eq{rs[( Ve [ )ER(R) J(Jexi™ ”)°q}
§= q

I li+t-11ye' _ 1€’ [i+t-1]
(q®xk )q-(q.q)®xk

S .
_e [i+t-1]
=4 ® X
S .
(€ I [i+¢t-1]
"( q ®q(i+t-1))x

En insérant cette expression dans Py 1, il vient:

S v s .
Pa= 36 {rs [(E4"9e I YFPG)](Felxi™ ! }

Le méme raisonnement conduit a la définition suivante de Py 7, a
partir de (II.8):

(0] (0] ..
[itj+s+t-1]
Pyo= EC © E. -
k2 | 9 rs (EG) ( q ® (i+j+s+t-1)) Xk

v
(1L.9) E=(Eq"q®1, )
(i-1-v)
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10y 6=le{[Grii...iGml(®"| " |Del)(eror)}
q ................. ' q

En reportant les expressions obtenues pour Py 1, Pg 2 dans la
relation (II.4), on obtient pour Py :

oo oo

Pe-Qxr 3 5 3 3 ¢ rs(EF Pt<k))(e (m)) el

i=1lt=1j=1v= 0

oo 00 o0 ) i-1 ® o
g § 2;‘ 2 X i eq rs( E.G )("'q ®q1(1ﬂ+s+“) gLl ]

Py peut étre réécrit sous forme d'une série infinie de puissances
de Kronecker de Xy :

Py = {Q+F{ Py(k) }xi

+{ agle;’(rs (F3Py(k) )+ 15 (EPIE] Py(k) ) +1s (ET pz(k))‘_;

-rs([Gflg ... :6m1]1[((R"Go) ®(11)P[,2](k)])(eq‘°® 1(2)) }x,[(“
q

+

Soit, en utilisant la formule :

A i e’ (rsA)(eqw®qI) [Vet73]
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I vient pour le deuxiéme terme ci-dessus :

{ 0g,le(;”(rs (F2 P(k) )+rs (E¥9F; Py(k))-
-TIS [[G'{‘l §G$1]((R-l Gg)@cll)PEZ](k)])(e(;)(g 1(2))
q

+m221e‘;)(rs(F¥ P»_;(k)))(eqm®;(2)) }x{(z]

={FTP2(1<)+ i eqm(rs(FgPl(k))+rs(Eq"qF§P1(k)) -
w=1 .

-rs([GTI §G:,1]((R'1 G§)®é)pgzl(k))(eqw® (12))},(1[(2]
q

Il en résulte donc l'expression de Py :

Py = {Q+F] Py(k) Jxg

+{F'f Pyk)+ Y eqw[rs(F;Pl(k))HS(qungPl(k))‘

w=1
-rs([GT1: ... §G£1]((R'ng)®(Il)P[12](k))](eqm® 1(2))}xL2]
q
+
(IL11) -3 B Xi"]
p=1

ou :
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(IL12) B;=Q+F; Py (k)
! i
- I
(IL13) By = % % (Bui—Bu2)( °q®qu)
et :
p-li-1 Vi
(IL14) B = i > Y s[(E* el YE pi)]
i=1t=1v =1 q( i-1-v)
i+t = g+l

(IL15) | Bu,2=iiiii§ rs (E.G)

i=1 ]=0 S=1t=lv=0

i+j+s+t = p+1

ot E et G sont présentés respectivement dans les relations (II.9) et
(I1.10).

I1.2 - Démonstration de la relation (4.8)

N

Revenons maintenant a 1'équation (4.6), en utilisant la relation
(1.27), nous obtenons :

[i], - . . [i]
xk+l=iFi xkl +2 [GliE ... Gnpj (Iil@Xk YUy
i=0

i=1
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L'application des (4.5) et (I1I.6) a l'équation précédente, conduit
alors a l'expression :

(-~ [i] 0 o0 o0 ) ] [i]
xk+1"—'21:“i Xk +2 Z Z[Gli; EGmi](rL@xk ).
i=1 i=0j=0t=1
I'SGIJ
al - s | . t
R e <L) p, (0xkt
En posant:
I'SGIJ
. . T , .
y=[Grii ... :GmiJ(L®x IR (‘é@xl[(” P,(k)xg"]
15Gpy

il vient donc pour la derniére partie de l'expression définissant y:

(|I ®X}(J])Pt(k)xl[(”=(Pt(k)xl[(t])®xl[(”

q
= (P xi e (Lxid ')
q

= ( P,(k)® ;j)xgﬂ]
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ISGlj
y_ [Gll Gml (I®x[i])R1 ........ ......... (P (k)®1j)x[1+t]
rsGmJ q
Il résulte alors de I'équation (1.17) l'expression
rSGlj
y=[G1i: ..o ] [(RY] (P (e ) o]
15Gp |
I'SGlj
= [G1i: ... Gmi] [(RT] (P[(k)® ) ¢ e (L]
15Gpp
rSGIJ
=[G1i§--~§Gmi][(R-1 ........ - (P(k)@’ ) [JM)@I]
‘ 158G |
I'S(}lJ
=[G1i§ Gml] [(R-l ...... ......... )® Il](Pl(k)® ) [1+j+1]
S

Il vient donc:
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Xen= 2, BXE-Y Y [Giii ... :Gmi]-

i=1 i=lt=1
1s Gy
Y . .
(G O RN
.I:g”é;;nj. q
rSGIO
Soitnotant [ Gyg i ... :Gpo]=Go et compte-tenude| - |=Gg ona:
18 G
ATy 1]
Xks1={F1 - GoR™ Gg } X
rSGll
N L 1.T
e -(eor?| Lo om][(R16]) 61 ).

AT 2
-(Pl(k)®é)‘GOR Gopz(k)}xl[( ]
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. éGm2]°

-GOR'IG§P3(1<)}XL3]

(1IL.14)

- (1]
=::Z (xuixku
=1

Expression dans laquelle :

(IL.15)

ap,=Fu‘2: i,j=0 [Glig---éGmi].
t=1 sj=pn-t
rSGlj
1l —
(R PeD]eoe L)
1sGp d d

Po(k-1)=0
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En prenant k-1 au lieu de k dans (II.14) et (IL.15) il vient:

(1L16) Xe =Y o, XE4!
et

(11.17)

=

i+j=p-t
I'SGlj
.((R'l )®Ii)](Pt(k-1)®Ii+j)
1sGpy q q
( p=12 ... Po(k-1)=0 )

En reportant I'expression de Xy définie par I'équation (I1.16), dans
la relation (I1.9) définissant Py et en égalant l'expression de Py a

celle définie par (I1.6), on obtient, en identifiant les termes de
méme puissance de Xy un ensemble d'équations de récurrence

relativant les valeurs des Pg( k ) comme (4.17).
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RESUME

Les notations et propriétés essentielles relatives @ l'analyse matricielle et a
I'application des séries infinies de Kronecker sont présentées en début de mémoire,
permettant l'établissement d'un ensemble de relations vectorielles qui sont utilisées

dans la suite du mémoire.

Une synthése, avec recherche de la commande quasi-optimale en structure
bouclée sous forme analytique explicite du vecteur état, est alors proposée pour les
systémes non linéaires a temps discret. La méthode conduit a définir la solution du
probléme par résolution d'un ensemble d'équations récurrestes qui sont explicitées

dans le cas d'un critére quadratique.

L'estimation du domaine de stabilité d;: systeme initial bouclé par la commande

quasi-optimale obtenue est présentée dans le cas scalaire.

MOTS - CLES

Systémes non linéaires

Systémes discrets

Commande optimale

1

Série infinie de Kronecker

Critére quadratique

Stabilité



