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I N T R O D U C T I O N  G E N E R A L E  



Les travaux présentés dans ce mémoire concernent l'étude de la commande 

optimale ou quasi-optimale des systèmes non linéaires discrets. 

Bien que ce type d'étude ait déjà fait l'objet de nombreux travaux et publications, 

les problèmes de la synthèse des systèmes non linéaires sont loin d'être complétement 

résolus. 

La dénomination "systéme non linéaire" rassemble en fait des systèmes 

extrêmement divers, et véritablement hétérogènes, ayant peu de points communs dans leur 

comportement. Il en résulte qu'il n'existe pas, jusqu'à présent, de théorie d'ensemble des 

systèmes non linéaires si tant est qu'il soit possible d'en élaborer une. 

Nous nous sommes efforcé, de notre part, de trouver une méthode facilement 

utilisable de détermination de la loi de commande des systèmes non linéaires affines en la 

commande. 

L'idée de base de nos travaux vient du principe de la représentation d'un élément 

non linéaire par une série infinie. 

L'étude utilise la théorie de l'analyse matricielle dont nous avons rappelé les 

notations et propriétés essentielles dans le début du premier chapitre, la fin de ce chapitre 

étant consacrée à la présentation de certains résultats nouveaux indispensables à la compré- 

hension des chapitres suivants. 

L'utilisation du développement en série infinie d'une fonction analytique, en vue 

de la résolution des problèmes de synthèse des systèmes non linéaires, permet de générer 

une suite d'équations itératives avec lesquelles nous pouvons déterminer une loi de 

commande quasi-optimale, c'est-à-dire approchant la commande optimale avec une 

précision satisfaisante, décrite sous forme d'une expression analytique du vecteur d'état. 



Les travaux présentés comportent trois parties concernant : 

- le cas non linéaire scalaire, 
- le cas bilinéaire vectoriel, 
- le cas non linéaire vectoriel. 

(le critère à minimiser étant de type quadratique). 

L'étude nécessite un raisonnement délicat et des calculs complexes, mais les 

résultats obtenus s'expriment simplement. En effet, mise à part la première équation qui est 

de type Riccati, les autres relations mises en œuvre sont des équations aux différences du 

premier ordre. La résolution de ces équations est donc très facile, et lorsque les solutions 

convergent, elles le font généralement après le deuxième ou le troisième pas de calcul ; une 

condition de convergence est proposée dans ce mémoire. 

Une étude de la stabilité du système bouclé est présentée dans le cas scalaire, dans 

le chapitre II, et nous avons proposé une méthode de détermination d'une estimation du 

domaine de stabilité. Nous avons constaté que, pour le système scalaire, la condition de 

stabilité du système bouclé obtenu est identique à la condition de convergence des 

récurrences servant à déterminer les solutions du problème. 

Divers exemples sont présentés afin d'illustrer la mise en œuvre de ces méthodes et 

de mettre en évidence leurs principales caractéristiques. 

Au début du chapitre II, nous avons montré pourquoi nous avons choisi pour le 

calcul, la méthode des multiplicateurs de Lagrange plutôt que la programmation 

dynamique, alors que celle-ci donne une condition nécessaire et suffisante d'optimum 

global. 

Dans le début du chapitre III, nous avons proposé un contre-exemple mettant en 

évidence une différence de propriété caractéristique fondamentale de 1'Hamiltonien pour 

les processus continus et pour les systèmes discrets. Cela nous a obligé à développer nos 

travaux à partir des équations adjointes. 

Le quatrième chapitre généralise au cas non linéaire vectoriel, les travaux qui 

viennent d'être présentés dans le cas scalaire. 

Deux annexes sont consacrées aux démonstrations des formules des deux derniers 

chapitres. 



C H A P I T R E  I 



I N T R O D U C T I O N  A  L ' A N A L Y S E  M A T R I C I E L L E  

F T  Q U E L Q U E S  R E S U L T A T S  N O U V E A U X  



Les fonctions à valeur matricielle telles que les puissances de mamces, les 

polynomes de matrices, les séries infinies de matrices, . . ., sont de plus en plus largement 

étudiées [ BEL 60 ] [ PEA 65 ] [FRA 64 ] [ BRE 78 ] [ VET 73 ] et sont appliquées parfai- 

tement dans les domaines suivants : 

- analyse des systèmes, 

- recherche de conditions nécessaires et suffisantes d'optimali- 

sation, 

- calcul numérique d'optimalisation des systèmes, 

- analyse de sensibilité, et 

- commande automatique par retour d'état [ATH 68 ] [ BAR 73 ] 

[ B R E ~ ~ ]  [ D U G ~ ~ ]  [ H M  7 6 1  [ M U L ~ ~ ] .  

Avec le développement et l'approfondissement de l'étude des systèmes 

complexes, les fonctions à valeur matricielle deviennent des outils de plus en plus utilisés. 

Pourtant, les notions de base concernant ces fonctions et la théorie d'analyse matricielle ne 

se trouvent généralement pas dans les cours de mathématiques. 

Le travail présenté dans ce mémoire, est fondé sur l'application des méthodes 

d'analyse matricielle à la recherche de la commande optimale ou quasi-optimale des 

systèmes non linéaires. 

Les notions utilisées sont : 

- le produit de Kronecker, 

- les puissances de mamces, 

- les dérivées d'ordre multiple de matrice, et 

- les séries infinies de puissances de Kronecker de matrices et leurs 

propriétés. 

A partir de ces notions, nous avons établi diverses formules utilisées dans les 

différents chapitres. 



Nous allons, dans un premier temps, présenter dans ce chapitre, les notions et les 

propriétés fondamentales des fonctions à valeur matricielle. 

Dans ce chapitre, nous désignons, suivant les conventions usuelles, les matrices 

par des lettres majuscules, les vecteurs et les scalaires par des lettres minuscules. 

Lorsque l'étude le nécessitera, les dimensions des matrices seront indiquées par 

des indices. 

Une matrice A, de dimension p x q, peut être désignée par ses éléments, par ses 

colonnes ou par ses lignes, respectivement comme suit : 

A l .  

...... 

où : les aij (i = 1, . . ., p ; j = 1, . . ., q) sont des éléments de A, 

les A. (j = 1, . . ., q) sont des colonnes de A, et 

lesAi. ( i =  1, ..., p)deslignesdeA. 



D'abord, nous introduisons quelques notions utilisées : 

1 - matrice unité de dimension q, 
9  

e i  - vecteur de dimension p, dont tous les éléments sont nuls sauf le k i h e  égal à 1, 

E k1 - matrice de dimension p x q, dont tous les éléments sont nuls sauf l'élément de la 

kième ligne et de la lième colonne qui est égal à 1, 

T désigne la transposition d'une matrice, 

- matrice de permutation de dimension pqx pqqui consiste en qxp sous-matrices de E q x ~  
dimension px q, 

11:  21: : pxl E i E  : ... i E 



EP : 9 est une matrice de dimension q2. 

43YWwil: 

tandis que : 



Dans la suite, nous utiliserons les définitions suivantes : 

Le produit de Kronecker de A et B noté par A 8 B est défini par : 
pxq sxt 

A 8 B est une matrice de dimension p s x q t . 

Ainsi, nous pouvons introduire la notion de la puissance de Kronecker d'une 

matrice. 

La kième puissance de matrice A est : 

A [ ~ ] ! A O A O  ... @ A  (kfacteurs) 

Définition 1.2 : 

La représentation en colonne de la matrice A notée par csA est un vecteur de 

dimension p qx 1. PX9 



où les vecteurs A.  (j= 1,. . . ,q) sont des colonnes de A. 

3: 

La représentation en ligne de la matrice A notée par rsA est un vecteur de 

dimension 1 x pq . Pxq 

(1.4) r s ~ 4  [ A , .  A2. ... A, . ]  

dans laquelle les Ai. (i= 1,. . . ,p) sont des lignes de A. 

~xemule  : 

Soit : 

on a, d'après (1.3) et (1.4) : 



Qéfinition 1.4 : 

comme : 

(1.5) 

La dérivée de la mairice A par rapport à un scalaire b notée DbA est définie 
Pxq 

DbA est une matrice de la même dimension que A. 

Définition 1.5 : 

La dérivée de la fonction à valeur matricielle A de la matrice B par rapport à 
PX9 SX t 

B notée DB A (B ) est définie par : 

où bij (i = 1,. .. ,s ; j = 1,. .. ,t) sont les éléments de B. 

Dg A(B ) est une matrice de dimension sp x tq. 



pxq j = l p  p x q \ p  Q /  

C S {  A X ] = ( I @ A ) C S X  
p x s  s x t  t  

C S  x B ] = ( B ~ B I ) C S X  
s x t  t x q  S 

(1.12) est un cas particulier de (1. i l )  

(1.13) C S {  A x B ] = ( B ~ ~ A ) ~ S X  
p x s  s x t  txq  



Le produit de Kronecker n'est généralement pas commutatif. 

B Q A = (E::;) ( A Q B )  ( E E ~ )  
s x t  pxq  

( A  . B ) B (  c . D ) = ( A B C ) .  ( B B D )  
Pxq qxu s x t  t x v  

Cette propriété importante est appelée la règle du produit mixté. 

Deux cas particuliers sont à noter : 

a A B (  c . D ) = (  A . I ) B (  c . D ) = ( A B c ) . ( I B D )  
p x q  s x t  t x v  Pxq q  s x t  t x v  9  

i ( ~ e  z ) .  A = ( I @  ) . (  A B I )  P n x l  p x q  p  n x l  PXq 
(1.19) 

( 1  A  ) @ (  z  . l ) = A B z  
P PXq n x l  

(1.23) D~ { F . G J = ( D ~ F ) ( I o G ) + ( I B F ) ( D ~ G )  
SXt pxu  uxq  t S 



{ F a G } = ( D , F ) @ G +  
p x q  u x v  

Si A est une matrice constante : 

Cas oa~culrex : . . 

D~ ( A .  nxl x n  
) = ( I @ A ) C S I = C S A  n  

n x  1  

Si Q est une matrice constante : 

(1.26) D (xT Q x ) = ( Q + Q ~ ) x  
n x l  n x n  

Ladémonstration des propriétés précédentes s'effectue par simple développement 

des deux membres des égalités concernées. 

Soit une mamce de structure suivante : 

G ( X )  h [ Gl . X GîX ... G,X ] 
q x m  qxn n x l  ' 



avec : 

nous avons : 

* Démonstration de (1.2 7) : 

i m blocs 



où O est un vecteur nul de même dimension que X, ce qui corrobore ( 1.27). 

* Démonstration de (1 .28)  : 

En posant : 

lxn lxn lxn 

t 
où G i .  est la i* ligne de la sous-matrice G . Il vient : 

lxn 

<- q blocs -> 

c q blocs 



( 1.28) est donc vérifiée. 

9x1 I x q -  (Remarque: ElXq=Eqx l -1  ; 1 =1)  
q0 

Nous démontrerons (1.29) par itération : il est facile de montrer que pour i = 1, 

l'équation (1.29)est satisfaite. Nous commençons donc pari = 2. Lorsque i = 2, selon (1.24), 

nous avons : 

(1.29) est vérifiée pour i = 2. 

Supposons que la (1.29) soit vérifiée pour i=  n- 1 ; autrement dit que l'égalité 

suivante soit satisfaite : 





Nous avons rappelé, au cours de ce chapitre, un certain nombre de notations 

concernant les fonctions à valeurs matricielles comme : 

- le produit de Kronecker, 

- les puissances de Kronecker, 

- les dérivées d'ordre multiple de matrice, 

- les série infinies de puissance de Kronecker de mamces, 

en indiquant leurs propriétés, ces notations étant mises en œuvre dans toute la suite du 

travail présenté. 

Trois formules, qui sont constamment utilisées dans le suite du mémoire, ont été 

établies dans leur forme la plus générale. 



C H A P I T R E  I I  



A L G O R I T H M E  I T E R A T I F  D E  D E T E R M I N A T I O N  

B P F  

D E S  S Y S T E M E S  N O N  L I N E A I R E S  S C A L A I R E S  

E T  L A  S T A B I L I T E  D U  S Y S T E M E  B O U C L E  



A l'égard des systèmes non linéaires, il n'existe pas encore de méthode ayant la 

généralité et la puissance de celle mise en œuvre pour les systèmes linéaires, concernant la 

détermination de la commande optimale. 

Les systèmes linéaires forment un ensemble relativement homogène, tandis que la 

dénomination de systèmes non linéaires s'applique à des systèmes extrêmement divers et 

qui n'ont à peu près rien de commun. 

Cela entraîne la conséquence suivante : alors que les méthodes applicables aux 

systèmes linéaires possèdent une unité remarquable, on ne saurait parler de méthode 

générale applicable aux systèmes non linéaires. Au point de vue technique, il y a des 

méthodes d'approche de classes particulières de problèmes non linéaires, mais il n'y a pas de 

théorie d'ensemble des systèmes non linéaires. 

Depuis environ 20 ans, l'étude des méthodes de linéarisation des systèmes non 

linéaires a connu des progrès rapides [KRE 73 ] [ BAU 861 [LEI 85 ] [HUM 83 ] 

[ F U  85 ] [ REB 85 ] [ REB 84 ] [MON 83 ] [ MEY 84 1. La linéarisahon conduit 

généralement à un système soit représenté par un modèle linéaire avec une précision 

acceptable tant que les variables varient dans certains intervalles [ART 731 [BAU86] 

[ = 8 5 ] ,  soit possédant, souvent localement, le même comportement qu'un système 

linéaire [ HUN 83 ] [MON 83 1. 

L'étude approfondie des travaux précédents [ VET 73 ] [ ROT 881, nous a 

conduit à introduire les "séries de puissances" dans la recherche de commandes optimales 

des systèmes non linéaires. Cette idée, sans aucun doute classique, nous a permis d'obtenir 

une expression analytique de la commande optimale. Cette expression s'exprime en série de 

puissances des variables d'état. Les coefficients de cette série sont donnés par un ensemble 

d'équations récursives et itératives, de résolution aisée en temps réel. Avec ces équations de 

récurrence, nous pouvons avoir une commande quasi-optimale qui peut approcher la 

commande optimale avec une précision satisfaisante. 



Dans la suite, nous avons étudié la stabilité des systèmes bouclés, déterminé une 

condition suffisante de stabilité des systèmes en boucle fermée et nous donnons une 

méthode pour déterminer le domaine de la stabilité. Pour clarifier la présentation et éviter 

que la complexité du formalisme ne masque les raisonnements utilisés, nous exposons notre 

travail en trois parties qui concernent respectivement les systèmes non linéaires scalaires, 

les systèmes bilinéaires vectoriels et les sytèmes non linéaires vectoriels. 

Nous savons que la programmation dynamique conduit à résoudre les problèmes 

de commande optimale à partir d'une équation de récurrence de la forme : 

Avec la condition finale g~ (XN), cette équation de récurrence constitue une 

condition nécessaire et suffisante d'optimalité globale. Ceci, par opposition aux résultats 

obtenus par la théorie des multiplicateurs de Lagrange qui ne fournit qu'une condition 

nécessaire d'optimalité locale. La programmation dynamique s'avère particulièrement bien 

adaptée à la recherche numérique de la commande optimale ; mais, par contre, sa mise en 

œuvre rend difficile l'obtention d'une solution analytique. 

Considérons le système suivant : 

où : X E %q est le vecteur d'état, 

U E 32 est le vecteur de commande, 

F(.)  et G ( . )  sont deux fonctions analytiques du vecteur d'état. 

Le problème consiste à trouver une séquence de commande u qui minimise le 

critère quadratique : 



avec : Q 2 O, R > 0, Q et R : matrices symétriques. 

D'après le principe d'optimalité, nous avons l'équation de récurrence : 

(2.3) g k ( ~ k ) = m i n  { a  ( ~ ~ ~ ~ ~ + ~ : ~ ~ k ) + g k + l ( ~ k + l )  } 
Uk 

avec : g~ (XN) = O ; gk (X k) est le revenu optimal associé à X k. 

Quand il n'y a pas de contrainte sur U k, l'optimalisation du membre droit de (2.4), 

par rapport à UN_ 1, conduit à : 

RUN-i  = O  donc = O  

En portant cette valeur dans (2.4), nous avons : 

A l'instant N -2, il vient : 



- 26 - 

Avec la méthode précédente, nous obtenons : 

En remplaçant (2.6) dans (2.5), nous pouvons obtenir le revenu optimal 

GN-2 (XN-2). Nous constatons que la complexité de GN-k (XN- k) augmente très vite 

avec l'indice k, ce qui rend difficile l'obtention d'une solution analytique définissant U K. 

Pour cette raison, nous avons choisi une méthode de détermination de la 

commande utilisant le principe du maximum. 

11.3 - DETERMINATION ITERATIVE DES COEFFICIENTS P, (k) 

Pour pouvoir déterminer de façon itérative les coefficients P, (k) ,  nous 

transformons le modèle (2.1) non linéaire affine en la commande en : 

où Fi et Gj  sont obtenus il partir du développement en série de Taylor des fonctions F ( . ) , 
et G (.), au voisinage de zéro. La seule condition pour que cette forme existe est que , 

les fonctions F ( .) , et G ( . ) , soient Cm. 

Pour simplifier la présentation de la méthode, nous nous limiterons dans ce 

chapitre, aux systèmes scalaires. 

Considérons le système suivant : 



V k e IN, X K E 9? est la variable d'état, et u K E 9? la commande, 

ai, bj ( i = l ,  ..., -;j=O ,..., ~)sontdescoefficientsconstants. 

Le problème de commande optimale discret consiste alors à déterminer la 

séquence [ u~ ] (k E N) qui minimise : 

Sans perte de généralité, nous pouvons poser r = 1 qui conduit au Hamiltonien 

suivant : 

où hK+1 E 9? est le vecteur adjoint. 

En annulant la dérivée de H par rapport à UK, nous avons : 

Les équations adjointes sont les suivantes : 

(2.12) 
i-1 " 

i . a iXK + z  (j. b j x k 1 ) U K  + q X K  
i=l j =O 1 

Avec les conditions terminales, les équations (2.1 O), (2.1 1)et (2.12) déterminent 



théoriquement hK+1 comme une fonction de X K ; mais l'extraction de cette fonction est très 

difficile et genéralement impossible. Aussi, nous allons chercher une solution en 

développant hK+1 en série infinie de puissance X K  : 

En remplaçant (2.10)dans (2.ii)et (2.121 nous avons : 

En remplaçant (2.13)dans (2.14) et (2. ls), il vient : 

En portant l'expression de X K  définie en (2.16) dans (2.17), et égalisant les coeffi- 

cients des mêmes puissances de X K . ~  des deux membre2 de l'identité précédente, nous 

obtenons un groupe d'équations récurrentes permettant une détermination itérative des 





La résolution des équations (2.18) est un problème complexe mais classique. 

Avec les conditions finales P, ( N), nous avons une détermination itérative des coefficients 

Ps (N-  1), ..., Ps(0) (S  = 1 ,2  ,... ). 

En fait, la première équation de (2.18) est l'équation de Riccati correspondant 

au système linéarisé. Il est facile de trouver la solution P 1 (k) avec P l  (k+  1) donné 

( k = N - 1 ,  ..., O). En remplaçant les Pl(k),  P l ( k + l )  dans la seconde équation de 

(2.18X on obtient une équation aux différences d'ordre 1 en P2 ( k) et P2 (k + 1). Si P2 ( N) 

est donné, on peut trouver facilement de proche en proche, P2 ( N - 1) ,. . . , P 2 (0). 

Nous pouvons ainsi déterminer facilement les coefficients P, (k) (s = 1,2, . . . ; 
k = N - 1, N -2, . . ., O), ainsi que la séquence de commande u ( k). 

11.4 - HORIZON INFINI 

Nous étudions maintenant le cas important pour la commande optimale avec 

critère quadratique correspondant à l'horizon infini. 

Il convient de réécrire (2.18) sous la forme suivante : 



a; et fl; sont indépendants respectivement de P, ( k) et P , ( k + l), ce qui donne 

une forme algébrique pour P, (k) et facilite l'étude de convergence. 

Comme nous l'avons mentionné dans le paragraphe précédent, la première 

équation de (2.21) correspond à l'équation de Riccati associée au système linéaire décrit 

ici par : 
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En vertu de la théorie concernant la solution de l'équation de Riccati, si la paire 

(a l ,  bo) est commandable et si la paire (c, al) est observable (q =c2), les solutions 

de la première équation de (2.21) convergent vers une constante notée P 1 lorsque K tend 

vers - 00, c'est-à-dire : 

Substituant P 1 aux P 1 (k) et P 1 (k  + l), la première équation de (2.21) devient 

une équation algébrique du second degré à une inconnue. Cette équation peut s'écrire sous la 

forme : 

Avec la condition q 10,  il existe toujours deux racines réelles et nous choisissons 

pour valeur de P 1, celle qui est positive. 

Remplaçant P 1 (k)  et P 1 ( k + 1) par P 1 dans la seconde équation de (2.2 l), celle- 

ci devient une équation aux différences du premier degré en P2 (k)  et P2 (k  + 1). Si 

1 a2 1 < 1, il existe une constante P2 satisfaisant à : 

qui est définie par : 

De la même manière, on peut définir successivement P P4, . . . , Ps- 1 en 



remplaçant respectivement : 

apparaissant dans l'équation générale (2.21) par les valeurs ci-dessus, cette équation 

devient : 

avec les a S, J3 S constants. 

De même, si 1 a 1 < 1, P  , ( k )  converge vers une limite notée P  , : 

lirn P s ( k ) = P s  
k + - m  

qui est définie par : 

En effet, sous les hypothèses al  #O, bo# O et q> O, 1 a; 1 < 1 est toujours vérifié 

et P, ( k )  converge vers une constante finie. On en déduit la proposition suivante : 

Théorème 2.1 : 

Si le triplet (al, bo, c) (c2=q) est stabilisable/détectable, la solution P, ( k )  de 

(2.2 1) converge vers une constante finie P, (s = 1,2,3, . . . ) si l'horizon tend vers l'infini. 

Preuve : 

La supposition (al, bO, c) stabilisable/détectable implique : bo # O et q >O. 



Deux cas sont à envisager : 

l e r  Cas: al #O 

D'après (2.19), (2.20)et (2.23al on a : 

Pour satisfaire ) a; 1 < 1, il est nécessaire et suffisant d'avoir : 

où P 1 est la racine de l'équation (2.23 b) donnée par : 

d'où : 



(2.25) devient donc : 

En remarquant : ' 

il vient : 

2 2  2 2 
( a i + i r P + l > 2  > l  soit a l + b o q +  1 1 > l  



2 Etudions maintenant la valeur de al - bo P 1 : 

2ème Cas : al = O 

On a immédiatement, selon (2.23 a ), P 1 = O ; donc : 

d'où le Théorème 1. 

En reportant les P,(s = 1,2, . . .) dans les équations (2.211 on obtient un ensemble 

d'équations algébriques itératives : 

o ù l e s a ~ , P ~  (s=2,3,  ...) sontdéfinie~parlerernp1acernentdeP~ (k),P2(k), ..., P , - l ( k )  

par leurs limites P 1 , P2, . . ., P, - 1 . 



Au début de ce chapitre, nous avons donné l'équation (2.7) comme modèle 

de système non linéaire. En pratique, nous effectuons une troncature des sommations, ce 

qui conduit au modèle approché : 

Nous prenons également la commande sous la forme : 

Pour des raisons de généralité, nous avons choisi des ordres de troncature 

différents. 

En la reportant dans (2.27), le système bouclé devient un système polynomial 

régi par la récurrence : 

v v - j  
C v = a v -  (bibV-j-i)pj 

j=O i=O 



Nous savons que la stabilité d'un système non linéaire n'est souvent valable que 

dans un domaine donné des valeurs initiales de l'état. Dans ce paragraphe, nous donnerons 

une condition suffisante pour la stabilité du système bouclé (2.28) et une méthode de 

détermination du domaine de stabilité. 

Considérons le polynôme de coefficients Ci (i = 1,2, . . ., v) de (2.28) : 

Il vient le théorème : 

S'il existe une constante positive A, qui définit un ensemble noté Cla : 

tel que V x E il a, la condition suivante est vérifiée : 

Le système (2.28) est asymptotiquement stable quel que soit Xo E Ra,  et 

l'ensemble LIa est appelé le domaine de stabilité du système (2.28). 

Preuve : 

La démonstration de ce théorème est évidente. En effet, si Xk E Q a, on a : 

et la suite X converge vers zéro. 



La détermination du domaine de stabilité vis à vis des conditions initiales du 

système (2.28), conduit à rechercher la constante A du Théorème 2.2. 

Pour cela, nous réécrivons (2.3 2) comme suit : 

Il est évident que si l'inégalité : 

est vérifiée, il existe indubitablement une constante A et un ensemble Li ,défini par (2.3 1) 

et pour tous les X E  Q ,  les inégalités (2.33) seront satisfaites. Autrement dit, selon le 

Théorème 2.1, si le mplet (al, bo, c) est stabilisable/ détectable, le système (2.28) est 

asymptotiquement stable. Cela implique que la convergence de Pk (k  = 1,2, . . . ) assure la 

stabilité du système bouclé. 

La détermination du domaine de stabilité, ou de Ia constante A, s'effectue en deux 

étapes : 

1) Si l'inégalité (2.34) est satisfaite, trouver les racines des polynômes P et P+ . 
2) Choisir comme A la racine dont le module est le plus petit. 

Cette méthode est illustrée sur les figures suivantes : 



Figure 2.1 

4 P _ , P +  

Figure 2.2 



Figure 2.3 

Dans les figures 2.1 et 2.2, le module de C 1 est inférieur à 1. Il existe donc une 

constanteA qui définit une zone ombrée, dans laquelle (2.33a) et (2.33b) sont 

satisfaites simultanément pour tout X. Dans la figure 2.1, la racine de P_ détermine la 

valeur de A, tandis que dans la figure 2.2, la valeur de A est définie par la racine de P+ . 

Par contre, dans le cas de la figure 2.3, le module de C 1 est supérieur à 1, donc il 

n'existe pas de voisinage de l'origine dans lequel on puisse trouver une valeur initiale de 

variable d'état Xo, vérifiant en même temps les inégalités (2.33a) et (2.33 b) . Dans ce 

cas là, le système (2.28) est instable, mais le théorème 2.2 ne donne qu'une condition 

suffisante et ne permet pas de conclure lorsque 1 C 1 1 = 1. 

Nous avons maintenant deux méthodes pour calculer P, (s = 1,2, . . .). C'est-à-dire 

la méthode itérative et la méthode directe qui s'appliquent respectivement aux équations 

(2.21) et (2.26). 



Les équations (2.21) sont des équations de récurrence, quand P, ( k  + 1) sont 

données comme les valeurs initiales, on peut calculer P , ( k) progressivement. Puisque nous 

avons pris la solution d'équation (2.23) comme P 1, les solutions P, (k) (s =2,3, . . .) 
convergent donc rapidement comme le montre l'exemple suivant. 

Exemvle 2.1 : 

Soit le système : 

et le critère de performance : 

Nous avons fixé les ordres de troncature à n = 3, m = 2, s = 5, avec : 

al = 1,4 a2 = 0,8 a3 = - 0,5 ai=O pouri>3 

bo=2  b1 = -  1,2 b = 0,6 bj  = O pour j > 2 

La commande quasi-optimale u t  , , sera donc ici : 

D'après (2.23), nous avons obtenu P = 0,2727. Pour le calcul des termes P, , 

s =2, . . ., 5. Prenons les valeurs initiales pour l'algorithme (2.2 1) : 

NouspouvonscalculerP,(k) (s=2, ..., 5) ( k =  - 1, - 2, ...) avec les équations 

(2.21). Les résultats sont présentés dans le tableau 2.1 ci-après. Les valeurs de P, sont 

les limites de P, (k), quand k -, -m. 



Tableau 2.1 

Nous constatons, dans cet exemple, que P2 ( k) converge vers sa valeur limite dès 

le 6ème pas ; P ( k) et P4 ( k) sont convergents après la 4 h e  pas et P ( k) prend sa limite 

après le 3hepas. 

Le tableau 2.2 montre que les valeurs initiales n'exercent pas une grande influence 

sur la convergence de P, ( k) . 



Tableau 23 

La simulation montre également que plus s est grand, plus P, (k) converge 

rapidement. Cette conciusion est illustrée dans la figure 2.4, 



Aussi est-elle compréhensible par simple analyse. En fait, (2.22a) nous a donné 

le coefficient de P, (k-  1) comme suit : 

2 -1 
dans lequel les facteurs al  et ( 1 + bo B 1) sont des constantes. 

Or, nous avons déjà démontré dans la preuve du théorème 2.1 que : 

Il en résulte donc : 

Ia',+,I<IaiI (s=2,3,  ...; uestunentierpositif) 

Cela confirme à nouveau la conclusion précédente. 

Considérons encore le système de l'exemple 2.1, mais prenons cette fois, bo = 0. 

Cela conduit P, ( k) à être divergent (voir tableau 2.3). 



Tableau 2.3 

Ce résultat confirme la conclusion du théorème 2.1, par la simulation. 

Méthode directe : 

Les équations (2.26) sont des équations algébriques avec lesquelles on peut obtenir 

P, ( k )  directement. Nous présentons ci-après, les étapes du calcul de P, ( k )  avec (2.26).  

1. Calculer P 1 avec (2.23b). 

2. Reporter P 1 dans (2.22) pour calculer a S et P S. 
3. Calculer P2 d'après (2.26).  

4. ReporterP 1 et P2 dans (2.22) pour trouver a ; et P ;. 
5. Revenir aux (2.26) afin de calculer P 3 .  

6. Et ainsi de suite, entre (2.22) et (2.26) pour obtenir tous les P, 



Prenons à nouveau le système de l'exemple 2.1. Cette fois, nous calculons P, avec 

la méthode directe comme indiquée ci-dessus. Nous obtenons les limites de P, ( k )  

suivantes : 

Elles sont identiques avec les solutions convergentes du problème de 

l'exemple 2.1. 

Etant donné un système dynamique discret décrit par équation aux différences : 

Le critère est de : 



Nous avons immédiatement, avec la méthode directe précédente : 

P l  =0,3589020 P2=0,082%01 P3 =-0,4218355 P4=-0,2186004 Pg ~0,1317776 

A partir de ces valeurs, on obtient la commande quasi-optimale suivante : 

En la reportant dans le système (2.36), nous obtenons un système en boucle 

fermée : 

Ces Cs (s = 1,2, . . ., 5) nous permettent d'obtenir, en fonction de (2.33), deux 

polynômes : 

P- = - 0,7431378 - 0,0308151 X- 0,2778157 x2 + 0,047579 x3 + 1,1096681 x4 

Prenons ici l'intervalle [ - 5 , + 5 1. Lorsque X varie dans cet intervalle, nous 

obtenons les trajectoires de P- et de P., comme le montre la figure 2.5. 



Figure 2.5 

Nous donnons de plus, dans le tableau 2.4, les racines des polynômes P- et P+ . 

Tableau 2.4 

Racines de Pm 

0,9723746 

- 0,0174823 + 0,8380121 i 

- 0,0174823 - 0,8380121 i 

- 0,9802867 

Le polynôme P+ ne possède pas de racine réelle ; cela correspond à la trajectoire de 

P+ qui se trouve toujours au-dessus de l'axe des abscisses, alors que la trajectoire de P- se 

croise avec l'axe des abscisses, et les deux points d'intersection sont respectivement : 

Racines de P+ 

0,760621 9 + 0,679842 i 

0,76062 19 - 0,679842 i 

- 0,7820603 + 0,6904350 i 

- 0,7820603 - 0,6904350 i 

D'après la méthode présentée dans le paragraphe 11.5, nous savons qu'il existe, 



pour le système (2.371 une zone stable définie par l'ensemble suivant : 

Etant donné l'état initial Xo des valeurs différentes, les trajectoires d'état sont 

présentées dans le tableau 2.5 et dans la figure 2.6. 

Tableau 2.5 

xfj (k) 

09723747 

0,972375 

0,9723767 

0,9723842 

0,97241 82 

0,972573 

0,9732766 

09764813 

09911991 

1,061 3973 

1,4609088 

7,0442815 

19267,926 

k 

O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

13 
14 
15 
16 

17 
18 
19 
20 

X,(k) 

0.8 

0,4266309 

0,0996636 

0,0250343 

0,0064067 

0,0016443 

0,0004223 

0,0001085 

0,0000279 

0,0000072 

0,0000018 

0,472E-06 

0,121 E-06 

0,312 E-07 

0,800 E-08 

0,206E-08 

0.528 E-O9 

0,136 E-09 

0,348 E-IO 

0,895 E-II 

0,230 E-II 

x 2  (k) 

0,95 

0,8754096 

0,6133028 

0,1848734 

0,0449736 

0,0114648 

0,0029404 

0,000755 

0,0001939 

0,0000498 

0,0000128 

0,0000033 

0,844 E-O6 

021 7 E-06 

O ,557 E-07 

0,143E-07 

0,367 E-O8 

0,944 E-09 

0,242 E-09 

0,623 E-1 O 

0,160 E-IO . 

x 3  (k) 

097 

09616386 

0,924687 

0,7764816 

0,381323 

0,0880152 

0,0221884 

0,0056812 

0,0014.582 

0,0003745 

0,0000962 

0,0000247 

0,0000063 

0,0000016 

0,419 E-06 

0,108E-06 

0,276 E-O7 

0,710 E-08 

0,182 E-08 

0,468 E-09 

0,120 E-O9 

x 4  (k) 

0,9723745 

0,9723743 

0,9723734 

0,9723692 

0,97235 

0,972263 

0,9718677 

09700738 

0,9619706 

0,9261291 

0,7818257 

0,3911443 

0,0904037 

0,0227741 

0,0058306 

0,0014965 

0,0003843 

0,0000987 

0,0000254 

0,0000065 

0,0000017 

x5 (k) 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 

0,9723746 



Figure 2.6 

11.7 - CONCLUSION 

S'il est vrai que la programmation dynamique offre une condition nécessaire et 

suffisante d'optimalité globale, nous avons démontré dans la première partie de ce chapitre, 

qu'avec cette méthode, il n'est généralement pas possible de définir simplement une 

approche de lacommande optimale des systémes non linéaires sous forme d'une expression 

analytique de l'état. Ceci nous a conduit à utiliser la méthode des multiplicateurs de 

Lagrange. 

Dans le cas des systèmes non linéaires scalaires, nous avons obtenu des équations 

récurrentes avec lesquelles nous pouvons déterminer une loi de commande qausi-optimale 

d'un processus dans le cas d'un critère quadratique. 

Nous avons proposé une condition suffisante de convergence des solutions de ces 

équations. Et enfin, nous avons étudié la stabilité des systèmes bouclés selon la loi obtenue, 

et nous avons indiqué comment déterminer le domaine de stabilité. Il s'avère que la 

condition de stabilité des systèmes bouclés s'identifie à la condition de convergence des 

solutions des équations définie précédemment. 



C H A P I T R E  I I I  



C O M M A N D E  Q U A S I - O P T I M A L E  D E S  S Y S T E M E S  

B ~ L ~ N E A I R E S  V E C T O R I E L S  A  T E M P S  D I S C R E T  



Pour les systèmes non linéaires discrets, la détermination précise de la commande 

optimale est encore un problème. 

Dans le cas continu, F. Rotella et G. Dauphin-Tanguy [ ROT 881 ont proposé une 

expression analytique du retour d'état pour la commande optimale avec critère quadratique 

en utilisant le produit de Kronecker ; leur travail s'appuyant sur l'équation de Harnilton- 

Jacobi. 

Dans ce chapitre, nous montrerons d'abord une différence théorique fondamentale 

entre les systèmes continus et les systèmes discrets. La méthode d'analyse matricielle est 

ensuite utilisée afin de déterminer la commande optimale des systèmes bilinéaires et nous 

conduit B un algorithme avec lequel la loi de commande s'exprime par une série vectorielle 

infinie en fonction du vecteur d'état. Cet algorithme peut facilement être utilisé en temps 

réel. 

Il est connu, pour les systèmes à temps continu et stationnaires, que le 

Harniltonien reste constant le long d'une trajectoire optimale. De plus, dans le cas où l'un au 

moins des instants terminaux est libre, le Hamiltonien s'annule. Dans le paragraphe suivant, 

nous allons montrer, avec un contre-exemple, que cette conclusion n'est plus valable pour 

les systèmes discrets. 

III.2.1 - -1 de rés- essentiels sur les svstèmes continu 

Etant donné le système suivant : 

(3.1)  x ( t )  = f ( x , u , t )  



où : X E 3 est le vecteur d'état, 

U E 3 est le vecteur d'entrée, 

f est  une fonction vectorielle de dimension n, 

t est  le temps dans l'intervalle [ t0,  t i  1. 

et le critère de performance : 

On a le Hamiltonien : 

où : h E 3 est le vecteur adjoint. 

En vertu du principe du minimum, s'il existe la commande optimale U* ( t )  et 

la trajectoire optimale X * ( t ), il existe une variable adjointe h* ( t ) correspondante qui 

satisfait aux équations adjointes : 

a H  x ( t )  =- 
a h  

Reportant U* = g dans llHamiltonien, il vient : 

H = H  ( ~ , h , t )  soit 



Il vient pour la solution optimale, d'après (3.3) et (3.4) : 

On a donc, le long de la trajectoire optimale : 

Soit, pour le système stationnaire : 

Autrement dit, pour le système stationnaire, l'Harniltonien est une constante. Dans 

le cas où l'instant final est libre, la condition de transversalité à l'instant final s'écrit : 

Des relations (3.7) et (3.8), il résulte bien H = O pour la solution optimale. 

III.2.2 - Cas 7 

Dans ce paragraphe, nous donnons un contre-exemple qui montre que l'égalité 

(3.7) n'est plus vérifiée pour les systèmes discrets. 



Considérons le système suivant : 

(3.9) x k + l = o , 5 x k + u k  X 0 = 3  

et le critère de performance : 

L'Hamiltonien s'écrit donc : 

Dans le cas sans contrainte, l'annulation de la dérivée de Hk par rapport à Uk 

impliquerait : 

Uk = hk+ 1 

Les équations adjointes s'écrivent donc : 

h k = - X k + 0 , 5  h k + i  

X k + l  = 0,5  X k +  Uk 

D'où, en reportant (3.11) dans (3.13) : 

X k + l = 0 , 5  X k + h k + ]  

Combinant (3.12) et (3.14), on a : 



Remplaçant (3.15) dans les deux membres de (3.14), nous obtenons : 

L'équation (3.16) fournit, avec la connaissance de Xo = 3 et h4 = O = U 3, 

les résultats présentés dans le tableau 3.1. 

Tableau 3.1 

Ceci indique que la propriété fondamentale d'avoir un Hamiltonien pour le cas 

continu stationnaire à horizon non fixé vérifiant (3.7) n'est plus valable dans le cas 

discret. 

Ce fait nous a obligé à utiliser le principe du minimum au lieu de l'équation de 

Hamilton- Jacobi, méthode qui rend le calcul plus difficile. 



Considérons le système suivant : 

où : Xk E %q est le vecteur d'état, 

U E 32 est le vecteur de commande, 

F E %qxq est une matrice constante. 

avec : Go E %qxm une mairice constante, et 

G 1 (Xk) une fonction matricielle de Xk définie par : 

expression dans laquelle les G li  E %qxq ( i  = 1, . . ., m) sont des matrices constantes. 

Le problème consiste à déterminer la séquence de commande { U k } qui minimise 

le critère : 

où : Q E %qxq est une matrice symétrique et non négative, 

R E %qxm est une matrice symétrique positive. 



L'Hamiltonien de ce problème de commande optimale est donc : 

T 
H ~ = '  2 ( x ~ Q x ~ + u ~ R u ~ ) + P ~ + ~  ( F X ~ + G  (xk) uk) 

où : P k+ E 3 qX est le vecteur adjoint. 

Selon (1.24a), (1.25) nous avons des équations adjointes : 

En l'absence de contrainte et en annulant : 

nous obtenons la commande : 

1 T 
(3.21) u ~ = - R -  G ( X k ) P k + 1  

Considérons maintenant l'équation (3.19) dans laquelle : 

D'après (1.24c), il vient : 



Enreportant (3.22) dans (3.19),0n a :  

11 vient, d'après (1.10) : 

T où les P k+ G 1 i (i = 1, . . . , m) sont des vecteurs lignes. 

On a donc : 

Selon (1.26), il vient : 

En reportant (3.21) dans la relation ci-dessus, nous obtenons : 



En fait, les équations (3.19) et (3.20) définissent une fonction Pk+l de Xi, 

mais malheureusement, il n'est pas toujours possible de trouver cette solution sous forme 

analytique. Supposons que Pk+l soit une fonction analytique, nous pouvons donc la 

ddvelopper en série infinie de puissance de Kronecker comme suit : 

où les Pt  (k) (t = 1,2, . . .) sont des mamces constantes de dimension convenable. 

Etudions les termes de (3.24) : 

Nous nous proposons d'établir les résultats suivants : 



Les démonstrations de (3.25a) et de (3.25 b) sont présentées dans 1'Annexe 1. 

Enreportant (3.27a), (3.27a) et (3.27a) dans(3.27a), après un certainrangement 

(cf Annexe 1), nous avons : 

( i  = 2,3, . . . et en supposant de plus Po (k )  = 0). 

Considérons maintenant l'équation (3.20). D'après (3.2 l ) ,  nous avons : 

En reportant (3.24) dans la relation précédente et en remplaçant k par k-  1, nous 

obtenons : 
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Desrelations (3.27b), G(Xk.1) =GO+G1(Xk-l) ,  (1.26) et (1.27),ilvient : 

De la même façon, nous obtenons l'expression suivante (cf le raisonnement de 

(3.28) dans l'Annexe 1) : 



En reportant (3.24), (3.28) dans les deux membres de (3.26), on obtient une 

identité de lavariable d'état Xk_ 1. En égalisant les coefficients de même puissance de X 1, 

nous obtenons une suite d'équations aux différences permettant une détermination de P, ( k ) 

suivant les relations : 

Nous constatons que (3.30) a à peu près la même fonne que (2.18), mais les 

produits des nombres scalaires intervenant dans (2.18) sont remplacés par des produits 

de Kronecker, puisque maintenant, les ai sont des matrices de dimension q x qi 

(i = 1,2, ...). 

Il s'agit ici d'un problème à temps inverse. Avec la connaissance des valeurs aux 

limites Pi ( O) (i = 1,2, . . . ) , nous pouvons calculer Pi ( - 1 ) , Pi ( - 2 ), . . . , successivement. 



III.4 - CAS H O W m  

La suite d'6quations (3.30) peut s'écire sous une forme explicite : 



(a', ne contient   as PS(k-1)) ,  

(p', ne comprend plus ~ , ( k ) ) , e t :  



y, est donc une constante par rapport à P, ( k- 1) et P, (k). De fait, la première 

équation de (3.3 1) est une équation de Riccati. Nous savons que si la paire (F, Go) est 

commandable et si la paire (C, F)  est observable (Q = CTC), la solution de cette équation 

converge vers une constante notée P 1 qui est une mamce définie positive. Si les hypothèses 

de comrnandabilité et d'observabilité sur (F, GO) et (C, F)  sontrespectivement remplacées 

par des hypothèses de stabilité et de détectabilité, on peut montrer que la matrice P 1 devient 

définie non négative [LAR 771. 

En reportant P 1 dans la deuxième équation de (3.3 1), nous obtenons une équation 

aux différences de premier ordre de P2 (k-  1) et de P2(k). Nous constatons dans cette 

1 T - l  équation, qu'en plus du même coefficient de P 1 (k)  soit ( 1 + P Go R- Go ) F ~ ,  qui 
9 

permet à P2 (k) d'avoir la même tendance de convergence que P 1 ( k), P ( k) possède un 

postmultiplicateur a [:1. Dans le paragraphe 11.4, nous avons montré la relation 1 a 1 1 < 1, 

il en résulte que la postmultiplicateur a [:' accélère la convergence de PZ ( k). C'est-à-dire 

que si P2 (k) est convergent quand k tend vers - -, Pl (k) convergera plus rapidement. 

Il en est de même pour la variable P, ( k) ; son postmultiplicateur a?' lui 

permet de converger plus vite que les variables précédentes. 

Un simple exemple peut être utilisé pour mieux comprendre. 

Soit l'équation de récurrence : 



P, ( k)  est une matrice carrée de dimension 2 

IIA U = 1,4 

II C II = 03 

II . II signifie la norme scalaire d'une matrice 

Si la valeur P, ( 0) est donnée, on peut calculer P, ( - 1 ), P, ( -2), . . . L'évolution 

des normes de P, (k )  est présentée dans la figure 3.1. 

Figure 3.1 

Ainsi, nous remarquons que : 

Pl(k)divergeenraisondeIIA)I > 1 

P, ( k )  converge pour s > 1 

P,, ( k )  converge plus rapidement que P, (k)  

Nous pouvons maintenant résumer l'analyse ci-dessus par le théorème suivant : 

Théorème 3.1 : 

Si la paire (F, GO) est commandable et si la paire (C, F)  est observable 

(Q = CTC), les solutions des équations (3.31) sont convergentes. Plus l'indice s est grand, 



plus P, ( k) converge rapidement. 

Soit P, la solution convergente de P, (k). Elle s'écrit : 

A partir de ces P,, selon (3.3 1) , nous obtenons la commande optimale en série 

infinie de vecteur d'état : 

Selon (1.27), nous obtenons : 



En reportant (3.3 4) dans (3.17 a) ,  il vient : 

D'après (1.27), on a : 



Compte tenu de la relation (3.351 on a respectivement : 

D'où la relation : 





( s  = 2,3, ..., et en supposant Po = 0). 

En effet, il est suffisant, en pratique, de tronquer U; (Xk). 

Il en résulte une commande quasi-optimale définie par la relation suivante : 

qui donne (3.3 5) sous la forme : 

Soit, tout simplement : 

En apparence, la relation (3.38) prend la même forme que la relation (2.30), 



mais (3.38) est un polynôme de Xk en puissance de Kronecker. A l'aide de la formule 

(1.2 l), la relation (3.38) peut se réécrire comme suit : 

qui est une matrice carrée d'ordre q dont les éléments sont des polynômes de Xk. 

Généralement, comme une condition suffisante, si 1) A(X k,s) II c 1, le système 

en boucle fermée (3.39) converge. Mais pour le système vectoriel, il est difficile de 

déterminer le domaine de stabilité. Pour cela, nous conseillons d'utiliser la méthode 

présentée dans [ BOR 72 ] [ BOR 76 1. 

111.6 - U E M P L E  D'APPJ,TCATTON 

111.6.1 - m u 1  de es 

Exemvle 3.2 : 

Envisageons maintenant le système bilinéaire décrit par l'équation suivante : 

x k + i = ~ x r + ~  ( ~ k ) ~ k  



où : Xk est le vecteur d'état d'ordre 2, 

U est le vecteur de commande d'ordre 2. 

Le problème consiste à trouver la séquence de commande { Ur} qui minimise 

le critère quadratique : 

avec : 

Comme il est indispensable d'avoir des P, pour obtenir { U }, dans cet exemple, 

nous nous concentrons donc sur le calcul de P, (s = 1,2, . . .). En vertu de la première 

équation de (3.31), nous avons la solution convergée : 



En la reportant dans la deuxième équation de (3.31), nous obtenons P2(k)  

présenté dans le tableau 3.2. 

Tableau 3.2 

Nous constatons sur ce tableau, qu'il n'y a pas de différence entre les valeurs de 

P2  (k)  lorsque k = 2 et k = 3. Prenons P2 (5) comme la solution convergée de P2 (k)  et 

remplaçons P 1 , P2 dans la troisième équation de (3.3 1 ), nous avons P3 ( k )  

(k = 0, 1,2, . . .). Ainsi de suite, nous avons progressivement les P4 (k), P5 (k),  . .. 
Au lieu d'exposer toutes les valeurs numériques de P,(k), nous donnons dans le 

tableau 3.3, les normes de P, ( k) (s = 1,2, . . ., 5), avec lesquelles nous voyons l'évolution 

deP,(k). 



Tableau 3.3 

Le résultat montre qu'après k = 2, P, (k) converge vers sa limite. La simulation 

montre aussi que GO exerce une influence importante sur la convergence de P, ( k). Généra- 

lement, plus la norme de Go est grande, plus les P, (k)  convergent rapidement. 

Prenons par exemple : 

dont la norme (= 5,64) est plus petite que celle de Go précédente ; les normes de P, ( k )  

présentées dans le tableau 3.4 montrent que P, (k) converge après le troisième pas. 

Lorsque les normes de F et de G 1 augmentent, la convergence de P, ( k )  se 

détériore. 



Tableau 3.4 

111.6.2 - Détermination de la loi de CO- 
. . 

Exemvle 3.3 : 

Considérons encore le système (3.40) mais avec : 

A partir des solutions convergées des équations (3 .3  1) P, , essayons à présent 

de trouver la loi de commande { U ) . Prenons dans la relation (3.34) : 

nous avons : 



En reportant ce U(Xk) dans le système (3.17a), nous obtenons le vecteur 

d'état Xk+ 1 et ainsi le critére de performance J. Les résultats sont donnés respectivement 

dans les tableaux 3.5, 3.6 et 3.7. Au point de vue du critère J, nous conseillons de 

prendre s = 3. 

Tableau 3.5 

k 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

LacommandeU,(k) ( s=1 ,2  ,..., 5) 

- 0,1336351 
0,2171 993 

0,0021222 
0,0130905 

0,0001575 
0,0009573 

0,00001 14 
0,0000686 

0,818 E-06 
0,0000049 

0,586 E-07 
0,352 E-06 

0,419 E-08 
0,252 E-07 

0,300 E-09 
0,180 E-08 

- 0,131 1708 
0,2181 163 

0,015931 O 
- 0,0026865 

- 0,0002594 
0,0000020 

0,0000036 
- 0,0000030 

- 0,925 E-07 
- 0,168 E-06 

- 0,111 E-08 
- 0,128 E-07 

- 0,167 E-09 
- 0,903 E-09 

- 0,105 E-IO 
- 0,648 E-10 

- 0,13721 75 
021 39852 

- 0,0141439 
0,0391014 

0,000751 7 
0,002581 7 

0,0000264 
0,0001 897 

0,0000023 
0,0000135 

0,160 E-06 
0,969 E-06 

0,116 E-07 
0,693 E-07 

0,827 E-09 
0,496 E-08 

- 0,1538752 
0,268071 7 

- 0,1856436 
0,0759305 

- 0,1384326 
0,1679996 

- 0,09841 18 
0,0142038 

- 0,0479924 
0,0635996 

- 0,0121625 
0,0091212 

- 0,0002336 
0,0006041 

0,0000102 
0,000041 1 

- 0,1276505 
0,217851 3 

0,0390901 
- 0,0226426 

- 0,0007791 
- 0,00121 94 

- 0,0000065 
- 0,0000943 

- 0,0000013 
- 0,0000066 

- 0,771 E-07 
- 0,477 E-06 

- 0,572 E-08 
- 0,341 E-07 

- 0,406 E-09 
- 0,244 E-08 



Tableau 3.6 

k 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

La variable d'état X, (k) (s = 1,2, ..., 5) 

- 0,0243136 
- 0,0144932 

- 0,001 81 10 
- 0,001 0900 

- 0,0001301 
- 0,0000786 

- 0,0000093 
- 0,0000056 

- 0,667 E-06 
- 0,403 E-06 

- 0,477 E-07 
- 0,288 E-07 

- 0,342 E-08 
- 0,206 E-08 

- 0,0244464 
- 0,0147697 

0,0006483 
0,3591065 

- 0,1636453 
0,2413638 

0,0301 712 
0,1963480 

- 0,0825448 
0,0625305 

- 0,0096440 
0,0195221 

- 0,0009672 
0,0000310 

- 0,0000797 
- 0,0000544 

- 567,11916 
- 328,98313 

x 1,O E-08 

0,021 7438 
- 0,0626545 

0,0026267 
0,0026476 

0,0001 738 
0,0000880 

0,0000127 
0,0000079 

0,902 E-06 
0541 E-06 

0,646 E-07 
0,391 E-07 

0,463 E-08 
0,279 E-08 

0,0331 120 
1 0,0200069 

- 0,0614986 
0,0031258 

- 0,0050424 
- 0,0036361 

- 0,0003567 
- 0,0002059 

- 0,0000257 
- 0,0000157 

- 0,0000018 
- 0,000001 1 

- 0,131 E-06 
- 0,794 E-07 

- 0,941 E-08 
- 0,568 E-08 

- 0,0673429 
1 - 0,0406875 

- 0,0031401 
- 0,031 7497 

0,0001349 
0,0005597 

0,0000036 
- 0,0000054 

0,352 E-06 
0,332 E-06 

0,237 E-07 
0,124 E-07 

0,172 E-08 
0,107 E-08 

0,123 E-09 
0,737 E-1 O 

0,0008794 
1 0,0005321 1 



Tableau 3.7 

k 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

111.6.3 - -me en boucle f e r a  .. . 

Exemvle 3.4 : 

Le critère de performance Js (k) (s = 1,2, ..., 5 )  

Prenons à nouveau le système (3.40). Au lieu de chercher la séquence de la 

commande { Uk), nous calculons directement dans cet exemple, la variable d'état du 

système en boucle fermée Xk+ 1 selon la relation (3.39) et étudions l'évolution de 

X k+ 1 en fonction de la valeur initiale X O. 

Les résultats illustrés dans les figures 3.2,3.3,3.4 et 3.5 confirment que, lorsque 

la norme de A (X  k ,) de (3.39) est inférieure à 1, Xk+ 1 converge. 

0,0333346 

0,03344 17 

0,0334423 

0,0334423 

0,0334423 

0,0334423 

0,0334423 

0,0334423 

0,0338602 

0,0339283 

0,0339284 

0,0339284 

0,0339284 

0,0339284 

0,0339284 

0,0339284 

0,1779946 

0,2643941 

0,32521 80 

0,3357586 

0,3391 982 

0,3392857 

0,3392859 

0,3392859 

0,0367584 

0,0374592 

0,0374603 

0,0374603 

0,0374603 

0,0374603 

0,0374603 

0,0374603 

0,0344600 

0,0354558 

0,0354601 

0,0354601 

0,0354601 

0,0354601 

0,0354601 

0,0354601 



Figure 3.2 

Norme de A ( Xk ,) = 0,1479487 

CI -  

Figure 3.3 



Norme de A ( Xk, s) = 0,2522574 

Figure 3.4 

Norme de A (Xk,s) = 0,1432484 



Figure 3.5 

En revanche, si II A ( X  kVs) 11 > 1, Xk+ 1 diverge comme le montre le résultat 

suivant : 



Au début de ce chapitre, nous avons montré un exemple mettant en évidence une 

différence entre processus continus et processus discrets concernant une propriété 

fondamentale du Hamiltonien. 

En effet si, pour les systèmes stationnaires à temps continu, le Hamiltonien reste 

constant, il n'en est pas de même dans le cas discret. Cette différence nous a forcé à 

développer notre étude à partir des équations adjointes, compliquant nettement la résolution 

du problème posé comparativement au cas continu. Cependant, pour les systèmes 

bilinéaires vectoriels, nous avons établi les équations itératives permettant de déterminer la 

loi de commande. La commande obtenue est en fait quasi-optimale, mais elle peut 

approcher la commande optimale effective avec la précision désirée. 

Des exemples, présentés à la fin de ce chapitre, montrent laconvergence rapide des 

solutions des équations itératives et la stabilité des systèmes bouclés. 



C H A P I T R E  I V  



C O M M A N D E  Q U A S I - O P T I M A L E  D E S  S Y S T E M E S  

N O N - L I N E A I R E S  V E C T O R I E L S  



Les modhles de processus étudiés se présentent sous la forme non linéaire 

suivante : 

où : X E cRqx est le vecteur d'état, 

U E cRmX l est le vecteur de commande. 

F : mamce constante de dimension q x qi . 

(T = 1,2, .. ., m), 

G, : matrice constante de dimension q x qJ. 

Comme précédemment, le critère de performance s'écrit sous la forme 

quadratique : 



Dans laquelle Q est une matrice constante symémque non négative d'ordre q x q 

et R est une mamce constante symétrique positive de dimension mx m. De même que 

dans les chapitres II et III, le problème consiste à déterminer la séquence des commandes 

optimales { U ) qui minimise le critère (4.4) compte-tenu des contraintes égalités 

(4.1),pourk= 1,2, ..., N-1. 

IV.2 - J IO1 DE J ,A COMMANDE OPTIMA1 ,F, 

Le Hamiltonien s'écrit : 

H=' 2 ( ~ L Q X ~ + Q L R Q ~ ) + P : + ~ ( F  (xk) + G  (xk)uk) 

où : Pk+l E %qx est le vecteur adjoint. 

Le minimum a lieu lorsque la dérivée du Hamiltonien par rapport à Uk 

s'annule : 

ce qui donne : 

(4.5) 

soit les équations adjointes : 

(4.6) x k + l = ~ ( x k ) + ~ ( x k ) u k  

et 



Afin de ne pas alourdir l'exposé, la démonstration des résultats est reportée 

dans l'annexe II. 

Nous donnons donc les résultats de (4.6) et de (4.7) comme suit : 

(4.10) 

avec : 

(4.11) 



avec : 

(4.15) 

En reportant l'expression de Xk définie par l'équation (4.8) dans la relation 

(4.10) définissant Pk, on obtient, en identifiant les termes de même puissance de Xk.l, un 

ensemble d'équations de récurrence relativant les valeurs des P, (k )  : 



Le modèle bilinéaire (3.17~) est un cas particulier du modèle non linéaire (4.1) 

avec i = 1, j = 0, 1. Par conséquent, le résultat (4.17) doit être compatible avec la relation 

(3.30). 

Au lieu de montrer la compatibilité de (4.17) avec (3.30), nous pouvons indiquer 

également la compatibilité des P p  de (4.12), des ap  de (4.9) avec respectivement 

les Pi  de (3.27) et les ai de (3.29). Etudions d'abord les relations (4.11) et (4.12). 

p 1 de (4.11) est évidemment identique à P 1 de (3.27a). Prenons maintenant, pour 

p, et Pp, l ,  Pp,2 de (4.13) et de (4.14), i = 1, j =O,  1. Dans ce cas, selon la relation 



i + t = p + 1, nous avons tout de suite t = p, il vient ainsi : 

Bc,i = O  

Le même raisonnement conduit à : 

En reportant Be, 1 ,  p c, ci-dessus dans P p, il vient : 



En utilisant la formule [ VET 73 ] : 

o n a :  

Nous retrouvons ainsi la correspondance de pp avec (3.27b) en remplaçant F 1 

par F. 

Examinons maintenant le param2h.e al, de (4.9) aux conditions : i = 1, j = O, 1, 

il vient d'après (4.9) : 



(avec : p= 2,3, ... ; Po(k-1) = O )  

Ces résultats s'ajustent évidement à (3.29). Ainsi, nous pouvons conclure, en 

fonction du résultat ci-dessus, que les équations (4.17) sont compatibles avec les 

équations (3.30). 

Afin de mettre en pratique le calcul de P,(k), les équations (4.17) peuvent 

se modifier en forme plus explicite. Nous constatons tout d'abord, d'après (4.3b), que 

GTO ( I = 1, 2, . . ., m) est un vecteur colonne de dimension q ; ainsi : 



peuvent s'écrire respectivement Go et 0 0 .  GO est une matrice de dimension q x  m, G: 

signifie la transposée de Go, d'où : 

-1  T a l = F 1 - G o R  G o P l ( k -  1) 

Nous obtenons donc les équations de récurrence de Ps ( k),  telle que : 



Nous pouvons constater que si nous remplaçons dans l'équation (4.20), la valeur 

a par la relation (4.22) définie en fonction de a , ,  nous retrouvons l'équation (4.17). 

(4.20) est une série d'équations itératives. Prenons comme exemple, la S ième 

équation ; pour calculer P, (k- 1) à partir de P, (k), nous avons besoin également des : 

compris dans a,, p, (z = 1,2, ..., s - 1). 

D'ailleurs, nous remarquons que dans le calul de Ps (k), nous utilisons a*, . 
Après avoir déterminé P, (k-  1), calculons tout de suite a s  d'après (4.22) qui sert à 

calculer les Ps+ (k-1), Ps+s(k-l) ,  ... 

La première équation de (4.20) et première équation de (3.31) sont similaires. 

Ce sont des équations de Riccati qui correspondent respectivement aux systèmes linéarisés 

de (3.17a) et (4.1). 



La même théorie indiquée dans les chapitres II et III nous confme que si la 

paire (F i ,  G o )  est commandable et si la paire (C, F)  est observable (CTC = Q)  alors 

la solution de la première équation de (4.20) converge vers une constante appelée P 1 

quand k tend vers - -, c'est-à-dire : 

lim P l ( k ) = P 1  
k-+-oo 

En remplaçant P 1 (k-  l), P 1 (k )  par P 1 dans la première équation de (4.20) ,celle- 

ci devient une équation de Riccati algèbre comme suit : 

Il n'est pas évident de résoudre l'équation (4.23). En vue de trouver la solution 

P 1, nous préférons utiliser la première équation de récurrence de (4.20), mais sa solution 

doit vérifier en même temps l'équation (4.23). Ainsi, nous pouvons utiliser (4.23) 

pour savoir à quel instant la valeur de P 1 (k  - 1) sera acceptable comme solution P 1 . 

En remplaçant P 1 ( k- l) ,  P 1 (k) par P dans la deuxième équation de (4.20), celle- 

ci devient une équation aux différences de P2 ( k- l) ,  P2 ( k) du premier ordre. A présent, 

nous pouvons répéter le raisonnement sur la convergence de P, (k)  et généraliser la 

conclusion du 8 111.4 B la convergence de P, ( k) de (4.20). 

Théorème 4.1 : 

Si la paire (FI ,  Go) est commandable et si la paire (C, F I )  est observable 

(CT C = Q), les solutions de (4.20) convergent vers des matrices constantes : 

lim P , ( k ) = P ,  ( s =  1 , 2  ,...) 
k + - m  

Plus l'indice s est grand, plus P, (k)  converge rapidement. 

Cela confme encore une fois, tant pour le système bilinéaire que pour le 

système non linéaire, que la convergence de P, (k)  ne dépend que du système linéarisé 

défini par ( F  l, Go). 



ApartirdeP,de (4.24), (cf ( I I . ~ ) ,  Annexe II), nous avons : 

En la reportant dans (4.5), on obtient : 

Compte-tenu ( l .27) ,  il vient : 

A l'aide de la formule (1.17), on a : 



En tronquant ut, nous obtenons la commande quasi-optimale comme suit : 

En pratique, c'est plutôt l'équation (4.26) qui sert 2 calculer la commande. De 

toute fa~on,  quand s tend vers l'infini, U L  s'approche de la commande optimale U; avec 

toute la précision désirée. 

IV.7 - SYSTEm EN BOUCLE FE- 

On tronque la relation (4.1) en fome suivante : 

Compte-tenu la relation (1.26), il vient : 

En reportant (4.26) dans l'équation précédente, nous obtenons : 



Soit, en tenant compte de l'équation (1.17) : 

i 
n n n  

j=O s=O t=l  
j+s+t=2 

(4.27) 

. . . . . . . . .  

. . . . . . . . .  



n n n  
C2=F2 - x  [ G ~ ~  ... G m t ] .  

j=O s=O t=l 
j+s+t=2 

(4.28) 

. . . . . o . . .  

Selon la formule ( 1.2 O), nous avons : 

(4.29) 

avec : 

Avec la méthode présentée dans [BOR 72 ] et [BOR 76 1, nous pouvons étudier 

la stabilité et déterminer le domaine de stabilité des systèmes bouclés (4.30). 



Nous avons généralisé dans ce dernier chapitre, la méthode présentée dans le 

chapitre précédent, en l'étendant aux systèmes non linéaires vectoriels. 

Ainsi, nous avons compléternent défini une méthode itérative de détermination de 

la commande optimale ou quasi-optimale des systèmes non linéaires. Cette méthode est 

fondée sur la détermination d'une suite d'équations itératives. 

La résolution de ces équations est facile et il apparaît, sur les exemples étudiés, 

que les solutions convergent, en général, rapidement. 

Les résultats obtenus ont été validés dans le cas de modèles bilinéaires. 



C O N C L U S I O N  G E N E R A L E  



Notre recherche de commandes optimales ou quasi-optimales de systèmes non 

linéaires à temps discret a été fondée sur la mise en œuvre de séries infinies de puissances 

de Kronecker. 

L'utilisation de cette notation a pennis l'élaboration d'un ensemble de relations 

de récurrence permettant la détermination, dans le cas d'un critère quadratique, d'une 

commande quasi-optimale en structure bouclée par retour d'état exprimé sous forme 

d'une expression analytique. 

Seule la première des relations obtenues est de Riccati, les relations suivantes étant 

des équations aux différences du premier ordre de résolution simple. 

La commande quasi-optimale obtenue peut approcher la commande optimale 

avec la précision souhaitée puisqu'il suffit de continuer le développement définissant le 

retour d'état. 

L'étude de la stabilité du système bouclé a été entièrement effectuée dans le cas 

scalaire. La résolution des problèmes de stabilité et la définition a priori de l'ordre de 

troncature à adopter dans le cas vectoriel sont en cours, et nous envisageons l'approche à 

partir des techniques de majoration développées par P. Borne et J.C. Gentina. 

Nous avons également l'intention de développer une méthode itérative de modéli- 

sation des systèmes non linéaires fondée sur les travaux présentés dans ce mémoire, en vue 

de permettre une mise en œuvre simplifiée de la commande en temps réel des processus 

non linéaires. 



A N N E X E  I 



1.1 - Démonstration de la relation (3.25a) 

D'après (1.16), nous avons : 

I -1 T -1 T 
( , @ P k + l  ) R  GOPk+l  ' (:@pk+l ) (R G ~ P ~ + ~ @  1 )  

-1 T 
= ( R Go P k + l )  @ Pk+l  

-1 T 
= ( R  G ~ P k + l  ) @ ( ; - p k + l )  

d'où, selon (3.24) : 

(3.25a) est donc démontrée. 



1.2 - Démonstration de la relation (3.2513) 

D'après (1.27), nous avons : 

-1 T 
( : @ ~ k + l ) ~  Gl (Xk)Pk+l  

= ( A  0 Pk+l) R-] 

d'où, d'après (1.16) : 



En remplaçant (3.24) dans la relation précédente, il vient : 



D'où la relation (3.25b). 

1.3 - Démonstration de la relation (3.26) 

En reportant (3.24) (3.25a) et (3.25b) dans (3.23), nous avons : 



w o o  T -1 T i i+j 1 - - Z Z [ G T l  i S . .  i G l m ]  ((R G O ) @ '  )( P i ( k ) O P j ( k ) ) X k  
i = l j = l  9 



C'est donc la relation (3.26). 

1.4 - Démonstration de la relation (3.28) 



D'où la relation (3.28). 



A N N E X E  I I  



Démonstration de la relation (4.10) 

Reprenons la relation (4.7) : 

D'après (1.24a), nous avons tout d'abord : 

D'où, selon (1.28) : 

pour le terme W X k )  de (II.l), il vient, compte tenu de (4.3) : 
6Xk 



Nous avons ainsi : 

Il vient d'après (1.26) : 



En reportant (4.9,  (11.2) et (11.3) dans (II.l), nous obtenons : 

En remarquant (1.17), nous avons : 



En tenant compte de (1.27), on obtient : 

Il vient la relation : 

De l'égalité : 

L i - I l ) =  C F ( ~ g X t i - l l )  ( c s I @ ~ ,  
9 9 

il résulte alors : 

D'après (1.10), il résulte de cette relation : 



Il découle alors des relations (1.13) et (1.14), la valeur suivante de 
P k , l  : 

En posant : 

( 11.6 ) 

où Pt(k) est une matrice constante de dimension qxqt et en 
reportant cette expression dans Pk 1 ,  il vient : 

9 

Soit, d'après (1.17) : 



Un raisonnement semblable à partir de  Pk,2, nous permet 
d'obtenir la relation : 

Il  convient maintenant d'éliminer le terme transposé des 
expressions définissant Pk 1 et Pk 2. Dans le raisonnement qui suit 
sur Pk 1 et Pk 2, nous adopterons une notation simplifiée qui 

consiste simplement à omettre les symboles de sommation Â , Il 
vient l'écriture : 

En réécrivant Pk 1 encore une fois à l'aide de (1.10), on obtient : 



Soit, en notant : 

l'écriture : 

Nous remarquons, en  effet, que le terme : 

est un vecteur de ligne d'ordre q, d'où : 

Selon la formule : 



En insérant cette expression dans Pk 1, il vient : 

Le même raisonnement conduit à la définition suivante de Pk 2 ,  à 

partir de (11.8) : 



En reportant les expressions obtenues pour Pk, 1 ,  Pk,2 dans la 
relation (II.4), on obtient pour Pk : 

Pk peut être réécrit sous forme d'une série infinie de puissances 
de Kronecker de Xk : 

Soit, en utilisant la formule : 

[Vet 73 ] 



Il vient pour l e  deuxième terme ci-dessus : 

Il en résulte donc l'expression de Pk : 



où E et G sont présentés respectivement dans les relations (11.9) et 
(1.10). 

11.2 - Démonstration de la relation (4.8) 

Revenons maintenant à l'équation (4.6), en utilisant la relation 
(1.27), nous obtenons : 



L'application des (4.5) et (11.6) à l'équation précédente, conduit 
alors à l'expression : 

En posant : 

il vient donc pour la dernière partie de l'expression définissant y : 

d'où : 



Il résulte alors de l'équation (1.17) l'expression : 

Il vient donc : 



.................. 

. . . .  : G ,  O ] = G~ et compte-tenu de Soit notant [ G : 
[rsG:]= .................. ln i n  : 

rs G m  0 



Expression dans laquelle : 



En prenant k-1 au lieu de k dans (11.14) et (11.15) il vient : 

En reportant l'expression de Xk y définie par l'équation (II.16), dans 
la relation (11.9) définissant Pk et en égalant l'expression de Pk à 
celle définie par (11.6), on obtient, en identifiant les termes de 
même puissance de Xk Y un ensemble d'équations de récurrence 
relativant les valeurs des Ps( k ) comme (4.17). 
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RESUME 

1 
* ,  

Les notations et propriétés essentielles relatives d l'analyse matricielle? I 4 . $ 
L_L 

l'application des séries infinies de Kronecker sont présentées en début de mémoire, ' "a 
permettant l'établissement d'un ensemble de relations vectorielles qui sont utilisées 

dans la suite du mémoire. 

Une synthèse, avec recherche de la commande quasi-optimale en structure 

bouclée sous fonne analytique explicite du vecteur état, est alors proposée pour les 

systémes non linéaires à temps discret. La méthode conduit d définir la solution du 

problème par résolution d'un ensemble d'équations récurrer.tes qui sont explicitées 

dans le cas d'un critère quadratique; 

L'estimation du domaine de srabilité di: système inirial bouclé par la commande 

quasi-optimale obtenue est présentée dans le cas scalaire. 

MOTS - CLES 

- Systèmes non lintaires 

- Systèmes discrets 

- C o m n d e  optimale 

- Série infinie de Kronecker 

- Critère quadratique 

- Stabilité 


