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INTRODUCTION 

Soit LOG = ((Sn)/ limn,+, Sn = S et limn,+,(S,+l - S)/(Sn - S)  = 1). Une 

suite de LOG est appelée suite à convergence logarithmique ou plus brièvement suite lo- 

garit hmique. 

Des suites ou des séries à convergence logarithmique apparaissent dans de nom- 

breux problèmes d'Analyse Numérique : sommations de séries, calcul intégral, intégration 

d'équations différentielles, problèmes aux limites. 

Parmi les premiers travaux sur les suites logarithmiques, citons : LUBKIN [23], WYNN 

[35], BREZINSKI [5], LEVIN [20]. 

SMITH et FORD [33] en 1979 comparent numériquement l'efficacité de plusieurs 

transformations sur diverses suites logarithmiques. 

En 1980, DELAHAYE et GERMAIN-BONNE (131 démontrent qu'il ne peut exister 

un algorithme universel capable d'accélérer la convergence de toutes les suites logarithmi- 

ques. Par conséquent toute étude d'accélération de la convergence logarithmique n e  peut  

concerner que des sous-ensembles de LOG. On est donc amené à préciser différentes 

familles de suites logarithmiques, avant de construire des algorithmes d'accélération 

adaptés. 

KOWALEWSKI [19] en 1981, définit et étudie quelques sous-ensembles de LOG. 

On trouvera dans [4, 30, 29, 3, 28, 9, 21, 34, 10, 26, 151 d'autres travaux relatifs à la 

convergence logarit hrnique . 

~n '1989 ,  MASOS [25] étudie le choix de la suite auxiliaire du E-algorithme en fonction 

du développement asymptotique de la suite dont on veut accélérer la convergence. 



2 

Cette thèse développe une idée de SABLONNIERE [28] consistant à modi f ier ,  com-  

parer et combiner  des algori thmes exis tants  pour accélérer la convergence de quelques sous- 

ensembles de LOG. 

On donne également quelques applications à divers problèmes d'Analyse Numérique. 

Nous considérons d'une part les suites (Sn) de la forme 

où f est une fonction suffisamment différentiable et d'autre part les suites dont le dévelop- 

pement asymptotique de l'erreur s'écrit : 

a, > 0, B, constant ou polynôme en logn. Pour ces suites nous étudions le @-algorithme [4], 

le d2-algorithme [5] itéré, des modifications du A2 d' Aitken [Il itéré et de l'~-algorithrne[3t,u. 
Nr,,,, ;k , j ,c ,n .~ ,  c-csz : ,~  A,, c ~ * n b , r > - , b ~ ~ i +  du. LL2 . i 'A. tr iu*  rncd.+.;' ut QI- c c \ < j ~ .  . thma . 

Ces différents algori thmes permet tent non seulement d'accélérer la convergence des 

suites considérées mais aussi de donner une estimation asymptotique de l'erreur. Dans 

certains cas, on obtient même un encadrement de la limite. 

Toutes nos démonstrations sont ramenées à des développements de calcul formel. 

Considérons par exemple la transformation définie par la première colonne paire de 1 '~ -  

algorithme et notons-la E* . 

Pour toute suite (x,), cette transformation peut s'écrire : 

avec N = Arn+, et E = -AS,. 

- Si (x,) est u n e  sui te  de point  f i e ,  x,+l = f(xn), on pose x, = x .  On a alors : 



On définit ainsi une fonction e2(x) dont on peut étudier le développement en série 

formelle de la variable x, par une technique que nous appelerons la technique du point fixe. 

- Si (x,), de limite nulle, a un développement asymptotique tel que Zn = g($), on pose : 

avec f (x) = x/(l  + 2). 

On définit aussi dans ce cas une fonction ez(x) différente de la précédente, dont on 

peut étudier le développement par une technique qui sera appelée celle du développement 

explicite. 

La thèse est divisée en six chapitres. 

Dans le Premier Chapitre,  nous faisons des rappels et fixons les notations. Nous 

définissons des sous-ensembles de LOG, notés LOGFp et contenant des suites du type : 

Sn+1 = S n  + a,+l(Sn - S)'+' + O ((Sn - S)P+2) , 

pour lequelles nous donnons des développements asymptotiques plus précis. Nous présen- 

tons aussi le schéma général du A2 d'Aitken modifié et de l'e-algorithme modifié. 

Dans le Deuxième Chapitre,  nous nous proposons d'accélérer la convergence des 

suites générales de LOGFp définies précédemment. Les algorithmes étudiés sont : 1 '~ -  

algorithme modifié, le A2 modifié itéré, le O2 itéré et le &algorithme. Il est évident que 

des renseignements plus précis sur une suite permettent une meilleure accélération de sa 

convergence. Nous considérons donc aux troisième et quatrième chapitres, certains 

sous-ensembles de LOGFI et LOGF2 pour lesquels nous présentons des algorithmes 

appropriés. 

Nous utilisons, pour les démonstrations de ces chapitres, la technique du point fixe 

définie plus haut. 



Dans divers problèmes d'Analyse Numérique, la solution s est approchée par les 

termes d'une suite (s,). Quand le développement asymptotique de l'erreur en = s, - s est 

semblable à celui d'une suite de LOGF,, il suffit d'appliquer les algorithmes des chapitres 

précédents. Le but du cinquième chapitre est de considérer des développements autres 

que ceux apparaissant dans LOGF'. Il s'agit essentiellement des suites (en) du type : 

Tous les algorithmes proposés dans les chapitres précédents supposent connus les réels p 

et 8 définis plus haut. 

Nous étudions au sixième chapitre des estimations de ces réels en développant 

des idées de BJORSTAD, DAHLQUIST, GROSSE [8]. Les démonstrations de ces deux 

chapitres utilisent la technique du développement explici te. 

Certains  résultat,^ de cette thèse sont publiés dans [31, 321. 



CHAPITRE 1 
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CHAPITRE 1 

O - Introduction 

Nous donnons ci-dessous des rappels, définitions et notations. A la fin du chapitre on 

trouvera des résultats de calcul formel utilisés dans les démonstrations ultérieures. 

1. Suites presque équivalentes 

On dira que deux suites (un) et (un) de limite nulle, sont presque équivalentes ssi il 

existe un entier no et un réel A non nul trb que U n  - un, pour tout YI 2 no. On notera 

alors un ~ - l .  un. 

2 - Définition de A, et LOGF, 

Rappelons les définitions données par SABLONNIERE [28]. Soit A, l'ensemble des 

fonctions f admettant le développement suivant au voisinage de O : 

f ( X I  = x + C aP+ixp+', p E N*, < O. 
i > l  

Soit 

L O G 4  = {(xn) /xn+~ = f(xn), f E A,, lim xn = 0). 
n++m 

Rappelons maintenant quelques propriétés des sui tes de LOGF, 

Théorème 1.1. : ( i )  V(xn) E LOGF,, x. n-"~ . 
(ii) LOGF, c LOGSF 

" '-' = limn,+, w, = 1) . OÙ LOCSF = {(sn)/ limn,+, sz-s 
(tii) Toute suite d e  LOGF, est monotone (strictement) à pa~tir d'un certain rang. 



Démonstration. 

(i) Cf. [12] 

(ii), (iii) Cf. [19] 

3 - Développements asymptotiques des suites de LOGF,. 

Définition des sous-classes de A, et LOGF, pour p = 1,2 [28] 

D'après DE BRUIJN [12, chap. 81 pour chaque fonction f de A,, il existe une unique 

fonction 

vérifiant l'équation fonctionnelle : 

Définissons, pour toute fonction f ,  f n  par : 

et pour tout n 2 1, f n  = f ~ f , - ~ .  En posant xo = a: et xn = f ( ~ , - ~ )  = f,(x), la relation 

(2) donne 

1CI(xn) = $(fn(x)) = n + $(x). 

Les coefficients de $ sont alors calculés explicitement, ce qui permet de déterminer 

les développements asymptotiques des suites de LOGFp, pour tout p f N*. Nous donnons 

ci-dessous les résultats précis pour p = 1,2 [28]. 

Théorème 1.2. : Soit f E A l ,  f (x)  = x + xi>2 aiXi. O n  a : - 

avec 

On définit : 

I A: = {f E AI/CO # O) et LOGF; = {(x,)/ f E A;) 

A:' = {f f Al/co = O) et LOGF," = {(x,)/ f E A:) 



(i) Si (x , )  E LOGF;, alors le développement asymptotique d e  (2,) est d e  la forme . 

(22) Si (x , )  E LOGF;', on a : 

Remarque. Le coefficient co de $ est important puisque de sa présence dépend l'existence 

de logarithmes dans le développement asymptotique de la suite. 

Exemple l . f ( x )  = x  - x2 ,  ( f  E A i )  

1 1  13 3 
$ ( x )  = x-' + logx + -x + -x2  + -x + . . . 

2 3 36 

Exemple 2. f ( x )  = x  - x2  + x 3 , ( f  E A f )  

Théorème 1.3. : Soit f E A2 ,  f ( 2 )  = x  + C a i x i ,  on a a1013 : 
i23 

où CO = 312 + aq/oi - a5/ai. 

On définit les sous-ensembles : 

A: = { f  E A 2 / f  impaire CO # O )  et LOGF: = { ( z , ) / f  E A i )  

A:' = { f E A 2 /  f impaire et co = 0)etLOGFS" = { (x , ) /  f E Ag') 
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(i) Si ( x , )  E LOGF;, on a le développement asymptotique : 

(ii) Si ( 2 , )  E LOGFS', on a le  d.a. : 

(iii) Si (2,) E LOGF;", on a le d.a. : 

- 1  12 sn = aln  + a4n-3/2 + a9n-'I2 + . . . 

Exemple 3 : f ( x )  = x - x3 + x 4 ,  (f E A;) 

1 - 2  1 3 1 2  
$ ( x )  = - x  + z-' + 410gz - - x  - -x + . . . 

2 2 8 
x ,  = (2,)-'1' + (2n)-' - (logn + 2 - 4$(xo)  - 1 0 ~ 2 ) n - ~ / ~ / 8 &  + . . . 

Exemple 4 : f ( x )  = sin x ,  (f E Ag) 

Exemple 5 : f ( x )  = x - x 3  + ? x 5 ,  ( f  E Ag') 

4 - Rappel des algorithmes 

Au Au Pour toute suite ( u n )  nous notons R[un] = où A u ,  = - un et 

A 2 u n  =  AU^+^ - Au,. 



Le A2 d'Aitken transforme (un )  en 

Il existe plusieurs autres formes de cet algorithme. En voici deux : 

b )  La trans format ion O2 [5] 

Le O2 transforme une suite (un )  en la suite (2,) définie par : 

Afin d'éviter toute confusion avec les algorithmes 8 et O2 itéré définis plus loin, nous 

noterons dorénavant 

ê(un) = @2(un)- 

c )  é-a lgor i thme 15'6, 41 

Pour une suite ( u n )  donnée, on pose : 

( n )  (n+l) (n+i) puis pour tout k > O : E ~ + ~  = 6k-1  + [ck - E t ) ] - 1 ,  vn E N. 

On en déduit que 

E Z L 2  = E2*+ l )  + 1/A 



Pour une suite ( u n )  vérifiant : 

( u  = lim u n )  
n-++oo 

le E-algorithme s'écrit : 

e )  p-algorithme [4] 

Soit ( u n )  une suite. 

(x , )  étant une suite auxiliaire. 

Pour une suite ( u n ) ,  le 8-algorithme est défini de la façon suivante : 

g )  Itération d'algorithmes. 



Soit 7 une transformation et soit (un) une suite. 

Posons u t )  = un,Vn E N et u n )  = 7(uf- '))vn E N,Vk E N*. 

( k )  On dira que la suite (un ) est la k-ième itération de la transformation 7 appliquée à (un). 

5. Accélération de la convergence 

Soient (2,) une suite de limite nulle et T une transformation. Si (2,) a un 

développement asymptotique du type xn = g(x) - a x a ,  on dit que T accélère la con- 

vergence de (x,) ssi 

6. Résultats de calcul formel [9, 271 

Les démonstrations des théorèmes d'accélération de la convergence que nous ferons 

utilisent deux principes : la récurrence et les développements de fonctions composées. 

Voici les résultats dont nous nous servirons : 

a )  Les po lynômes  de  Bell 

Ce sont des polynômes à une ou plusieurs variables définis par : 

n, k entiers tels que 1 5 k 5 n. 

La sommation a lieu pour chaque groupe d'entiers naturels ci vérifiant 

Exemples. 



Les ( nX ) designent les coefficients binomiaux. Par convention ( ) = O s i k > n .  

b) Développement de gof 

Soient f ( x )  = Ci>]  aixi et g ( ~ )  = p i X i .  Posons g ~ f ( ~ )  = Ci>l y i ~ i  - - 

les Bn,k désignant les polynômes de Bell. Plus explicitement, 

Y n  = Pria; + P n - i ( n  - 1 ) 0 ; - ~ ~ . 2  

+(n - 2)Pn-2  [a;-3a3 + f(n - 3)a;-*a;] 

+(n - 3)Pn-3  + (n - 4)a;-5a2a3 + f (n - 4 ) ( n  - 5 ) c ~ ; - ~ a i ]  

1 n-6 2 +(n, - 4)Pn-4  [a;-5a5 + (n - 5 ) ( ~ ; - ~ o z a 4  + ?al a 3 )  



Si f 2 ( x )  = f  o f ( x )  = En>, anxn ,  on obtient a ,  en remplaçant dans y,, Pi par a i  

pour tout i. Donnons les expressions de y, et a ,  pour 1 5 n 5 7, dans le cas où al = 1 ; 

c'est le cas qui sera le plus courant puisque pour les suites de point fixe considérées, 

f ( ~ )  = X + + . . . 

C )  D é v e l o p p e m e n t  d e  [l/ f ( x ) lm  = [f ( x ) ] - ~  

Soit f ( x )  = x + cr2x2 + a3x3 + . . . ( a 1  = 1).  

2 avec u  = u2x + 0132 + . = j ( x ) .  

Mais ( 1  +u)-" = 1 + C .  3 21 ( - l ) j  



On peut calculer g(f(x)) en appliquant la formule du paragraphe précédent, ce qui 

donne 

Donnons quelques expressions de y, pour m = 1. 

d )  Développement d e  [f (x)] 

Un calcul analogue à celui du paragraphe précédent permet d'écrire 



e) Développement d e  g(x/l + x) et g(x/l+ 22) 

g(x/1+ x) = C Y n x n  et g(x/i + 2s) = C b,xn. 
i l 1  nll 

On obtient y, et 6, en appliquant la formule de Faa Di Bruno respectivement à 

Donnons les premières expressions de y, et 6, : 



CHAPITRE II 

ALGORITHMES GENERAUX POUR (x,) E LOGFp 
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C H A P I T R E  II 

ALGORITHMES GENERAUX POUR (x,) E LOGF, 

O. Introduct ion 

Notre principal objectif est maintenant de construire des algorithmes permettant 

d'accélérer la convergence des suites de LOGFp et d'estimer les vitesses de convergence 

des suites obtenues. 

Il existe dans la littérature [25, 29, 2, 5, 20, 23, 21 divers algorithmes accélérant les 

suites du type LOGFp. Nos algorithmes sont des modifications de 1'~-algorithme et du A2 

d'Ait ken itéré, le aî2-algorithme et le @-algorit hrne. 

Par définition, les suites de LOGFp sont de limite nulle. Mais les algorithmes 

considérés s'adaptent à des suites de limite non nulle puisqu'ils ont la propriété de 

translativité. 

1. &-algorithme modifié 

A partir de l'&-algorithme, nous définissons un nouvel algorithme de la façon suivante : 

pour toute suite (2,) : 

(n) NOUS noterons E ~ ( x , )  = tk . 

La 'suite (AL) est une suite auxiliaire qui ne dépend que de la classe de la suite (x,). 



On en déduit que : 

ALGORITHME 1 

( n )  (,+il A2k+1 
'2k+2 = ' 2 k  + - A '  

V k  E N,Vn E N ,  

où A = M-' + N-' + Eel avec 

Remarque 

Les suites ( A k )  et (Af, sont liées par la relation 

Nous adoptons le principe suivant pour toutes les démonstrations concernant l'&-algorithme 

modifié : 

appliqué au nième terme de toute suite ( x n )  de LOGF,, l'Algorithme 1 donne, en 

posant 

x = x,, xn+~  = f (x), 

où A = M-' + N-' + E-l avec 

et j 2 =  fof .  



Théorème 2.1 : L a  convergence de tou te  su i t e  ( 2 , )  de LOGFp peut être accélérée 

par l 'A lgor i thme 1 avec : 

Plus  préc isément ,  pour t ou t  k E IV, ( E ~ ~ + ~ ( X , ) )  converge plus v i te  que ( ~ 2 k ( x n ) )  e t  

E 2 k ( x n )  ¢j x;+l n - ( k + l ) l p .  

D e  plus, 3i Ù l'étape k ,  & 2 k - 2 ( ~ n )  e t  ~ ~ ~ ( 2 , )  a d m e t t e n t  des d.a. d e  t ype  : & 2 k - 2 ( ~ n )  = 

C4:x; e t  E ~ x ( x ~ )  = C Bi307 avec B i  # O , B ~ + I  # 0 e t  Bt+2 # 0,  al or^ ~ 2 k + 2 ( ~ n )  

i 2 k  i 2 k + i  

 EX;+^ avec 

Démonstration. D 'après le principe défini précédemment, il s'agit de montrer que 

Démontrons-le par récurrence. 

On vérifie facilement que ~ ~ ( 2 )  x 2 .  

Supposons 

et montrons que c 2 k + 2 ( x )  ~j x k + l .  

Pour des raisons de commodité nous poserons : 



Les résultats de calcul formel (chap. 1, paragraphe 6) nous permettent d'écrire : 

On en déduit : 



M-1 = - l r, +... 
A z k - ~ f l L z  

N-1 - - 1 
A 2 k f l k + i ( k + l ) @ p ~ k + ~  (l + CY=l + ' ' 

,y-1 - - - 1  
A2kBk+l ( k + 1 ) o p z k + p  (' + Ct=l  T i x i )  + ' ' 

Les Di (resp. T i )  s'obtiennent en fonction des di (resp. t i )  par le calcul formel. 

Par exemple, 

Dl = -dl 7 D~ = -d2 + d: 

T l = - t l  , T2 = - t2  + t : .  

Mais di = Ti Vi = 1,. . . , p -  2, C ~ X  

On en déduit 

On peut prendre par exemple 
A2k = -L k+l . 

A2k+l = k + p  

On a alors & 2 k + 2 ( ~ )  = exk+2 + . . . avec 



Les calculs donnent : 

En reprenant f (x) = 3 + Ci>l a p + i ~ ' + ~  (rappelons que la démonstration a été faite 

pour f (x) = x + Ci>O O L ~ + ~ X P + ~  ), on a : 

De plus, 

Remarque 

Pour que la démonstration précédente soit complète, il faut démontrer que E # O, pour 

tout p > 1. Pour p = 1, dans [31], nous avons explicitement E en fonction de n et des a,, 

ce qui montre bien que E # 0. 

La relation de récurrence sur E ,  devrait pouvoir permettre dans les autres cas, un 

calcul similaire. Même si E était nul, cela ne contredirait pas le fait qu'il y a accélération 

de la convergence, au sens où nous l'avons défini (cf. chap . 1, paragraphe 5). 

2. A2 modifié itéré 

Soit (2,) une suite. On sait que le A2 d9Aitken appliqué à (x.) peut s'écrire 



Si  (x , )  est une suite de point fixe telle que z,+l = f (x ,) ,  alors : 

(on rappelle que f i  = f o f ) .  

A chaque étape, on applique cet algorithme à une suite ( u n )  supposée de la forme 

u n  = g(x,). On a alors U,+I = g(xn+l) = go f ( xn )  et un+2 = gof i (xn) .  

On pose alors x ,  = x pour simplifier. 

Au départ g = Id. 

('-') = g ( x )  = T ~ - ~ ( X )  et r k ( ~ )  = b k ~ g ( x )  + bkrk- l ( j ( x ) )  avec A l'étape k, x ,  

On obtient ainsi l'algorithme du A2 modifié itéré qui s'écrit 

ALGORITHME 2 

La suite ( B k )  est une suite qui ne dépend que de la classe de la suite (x,) .  

L'Algorithme 2 est dû à SABLONNIERE [28]. 

Théorème 2.2 : Soit (x,)  E LOGFp ; l'Algorithme 2 avec 

accélère la convergence d e  (2,). 

(k+l))  (k) Plus précisément, pour tout k E N, ( x n  converge plus vite que ( x n  ) et x i k )  t~ 
,-&-(k+l)lp. 

( k )  - De plus, si à l'étape k ,  x l )  admet un d.o. du type xn - BiX,, Où  # 0, 
(k+l) alors x n 6 ~ i + ~  avec 



Démonstrat ion : similaire à celle du théorème 2.1. 

3. Op-algorithme i téré  

SABLONNIERE (281 a défini l'algorithme suivant : 

ALGORITHME 3. 

Pour toute suite (x,), 

&(xn) = x,,Vn E N, 
A h 

et pour tout k > 1, O>t(xn) = O(Ot-i (2,)) où I(un) = un+1 + - V,)AU,+~  AU,+^ - 
Av,) pour toute suite (u,), avec 

On applique l'Algorithme 3 à une suite (un) supposée de la forme un = g(x,). Et on 

pose x, = x pour simplifier. 

L'Algorithme 3 peut alors s'écrire : 

au départ g = I d  

à l'étape k, 

g(x) = Bk-1(x) et h ( x )  = êg(x) 

avec 

On rappelle que 69 a été défini au paragraphe précédent. 

Ce principe sera utilisé pour toutes les démonstrations concernant le 02-algorithme 

itéré. 



Theorème 2.3 : Pour toute suite ( x n )  E LOGFp, ( 6 k + l ( x n ) )  converge plus vite pue 

( ê k ( x n ) )  e t  

e k ( x , )  @ xi+' t) n-(k+l ) lp  , v k  E N. 

De plus, si à l'étape k ,  e k ( x n )  admet  un d.a. du  type 9 k ( x n )  = xi>k+l / l ; x ; ,  avec 

Bk+l # O, alors 
A k+2 e k + l ( x n )  0 5 ,  , 

avec 

Démonstration 

D'après le principe défini précédemment, il s'agit de montrer que e k ( x )  a 

x k + l ,  Vk EN. 

Raisonnons par récurrence. 

On vérifie facilement que el ( x )  a x 2 .  

Supposons que êk( . r )  = g ( x )  = Ci,,+, - / l ix i  et montrons que ê k + l ( x )  a x * + ~ .  

Nous supposons que 

La démonstration du théorème 2.1 nous permet d'écrire 

avec 



Les résultats de calcul formel donnent 

avec 
r Q p + l  k + 2 b k + 2  t ]  = - +-- 

o p  k + 1 b k + l  
et 

Dl = OP+' k + 2 P k + 2  

o p  k + l B k + i  

On a ainsi e k + ] ( x )  - & x k + ~ ,  avec 

P k + 2  - b k + 2  
8 = P k + 2  - P k + l  + b k + ~  

P ~ + I  - b k + i  P k + i  - b k + i  

Les calculs donnent : 

8 = ~ 0 a 2 P k + l  

( k  + l ) ( k  + 2 )  
s ip  = 2 .  

En reprenant f ( x )  = x + Ci , ]  Q ~ + ~ X P + ' ,  on a : - 

4. @-algorit hme 

En posant x = x,, le 8-algorithme ( P . l O )  peut s'écrire : 

Ce principe sera utilisé dans toutes les démonstrations concernant le @-algorithme. 



Théorème 2.4 : Pour toute suite (x,) E LOGFp, (e2kS2(xn)) converge plus vite 

que (8zk(xn)), 'dk E N. De plus 82k(xn) # x;+' o n-(k+l)lp, 'dk E N. 

Démonstration 

D'après le principe défini précédemment, il s'agit de démontrer, par récurrence, que 

eZk(x) xkS1, v k  E N. 

On vérifie aisément que 02(x) x2 et O3(2) 2-1-P. SUPPOSOnS 

Les résultats de Calcul formel (chap. 1, paragraphe 6) donnent : 

Posons 

1 1 --- - C ~ , , X " - ~ - P  
(f (x)) k+p x k + ~  n2p-1 



- 
b p - 1  - b p - 1  - b p - 1  

bp = - P p  bp = bP 

b 2 p - 3  = b 2 p  - 3  
b 2 p - 2  = ~ : - l  - ~ 2 p - 2  bbp -2  = ( b 2 p - 2 ) a  - b ~ p - 2  

La notation ( b 2 , - 2 ) .  signifie que dans l'expression de b2p-2 ,  ai est remplacé par ai(P.19). 

Mais comme bi = b: Vi = p - 1, .  . . ,2p - 3, 

Les calculs donnent 

le calcul de N dans la démonstration du thérème 2.1 donne : 

On en déduit que 



Remarque : La complication des calculs ne nous a pas permis de donner la partie 

principale pour le &algorithme. 

5. Conclusion 

Nous venons de généraliser les résultats de SABLONNIERE [ 28 1, puisque p n'est 

plus limité à 1 ou 2. 

Nous avons aussi considéré deux nouveau algorithmes, l'e-algorithme modifié que 

nous avons défini et le 6-algorithme. 

Il y a très peu de résultats théoriques sur le &algorithme, encore moins en ce qui 

concerne les suites logarithmiques. Le théorème 2.4 mérite donc d'être souligné. 

Les quatre algorithmes donnent les mêmes résultats (asymptotiquement). De plus, les 

parties principales des suites transformées par 1'6-algorithme modifié et le A2 d'Aitken 

modifié sont très semblables. 

Nous verrons plus loin, que pour des valeurs particulières de p, il est possible d'encadrer 

la limite. 



CHAPITRE III 

ETUDE DES SOUS-CLASSES DE LOGF,, = A i  r , 
PAR LE n2 D'AITKEN MODIFIÉ ITÉRÉ, 

LE Oz-ALGORITHME ITÉRÉ, 

L'&-ALGORITHME MODIFIE ET LE 0-ALGORITHME. 
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CHAPITRE III 

ETUDE DES SOUS-CLASSES DE LOGF,, p = ,,2, 

PAR LE D~AITKEN MODIFIÉ ITÉRÉ, 

LE 82-ALGORITHME ITÉRÉ, 

L'&-ALGORITHME MODIFIE ET LE 8-ALGORITHME. 

O. Introduction 

Les quatre algori thmes généraux du chapitre précédent répondent à notre objectif. 

Mais on peut obtenir des résultats plus précis sur la vitesse de convergence en considèrant 

les sous-classes de LOGFp, p = 1,2. 

1. €-algorithme modifié 

Théorème 3.1 : Pour toute suite (2,) E LOGFp,p = 1,2, en appliquant 

l'Algorithme 1, V k  E N, ( ~ ~ ~ ~ ~ ( 2 , ) )  converge plw vite que ( E ~ ~ ( x ~ ) ) .  

( i )  Pour (xn) E LOGG(p = 1,2), 

De plu8 cZk(xn) e=) s;+' +=+ n - ( k + l ) I ~ , ~ k  E N. 

- ( ii) POUT (2,) E LOGF; , 



( iii) Pour ( x , )  E LOGFil, 

A-1 = O, A2k = 1 / ( 2 k  4- l ) ,  A2kS1 = 2 k  + 3 ,  V k  E N. 

De plus, E 2 k ( x n )  x i k S 1  (j n-(2k+1)12 , \dk  E N. 

( iv) Pour (x,) E LOGFS", 

4 k+5 ~ 2 k + 2 ( x n )  & Z n  

avec 

Démonstration 

(i) Théorème 2 . 1 ,  p = 1 pour LOGF; et p = 2 pour LOGF;. 



(ii) On vérifie facilement que E ~ ( X )  x 3 .  

Supposons 

Les résultats de calcul formel donnent 

' ?2k+1 = P 2 k + 1  

?2k+2  = P 2 k + 2  + ( 2 k  + 1 ) P Z k S 1 Q 2  
?2k+3  = &k+3 + ( 2 k  + 2)a2P2k+2 + ( 2 k  + l ) ( k  + l )oiP2k+1 
?2k+4 = P 2 k + 4  + ( 2 k  + 3)a2PZkS3 + ( 2 k  + 3 ) ( k  + 1 ) Q i P 2 k + 2  

+ ( 2 k  + 1 ) 4 2 k + 1 [ ~ 4  + 9 ( 2 k  + 5)aq] 
?2k+5  = P 2 k + 5  + ( 2 k  + 4 ) ~ ~ p ~ ~ + ~  + ( 2 k  + 3 ) ( k  + 2 ) C Y i ~ 2 k + 3  

( 2 k + l  ( k + 3  3 + ( 2 k  + 2 ) P 2 k + 2 [ a 4  + 3 )a2]  + ( 2 k  + 1 ) P 2 k + 1  [ ~ ~ + ~ ~ a ~ a ~  
L +%(2k2 + 9k + l ) ]  

On en déduit : 



On a alors : 

avec 

on peut alors choisir : 

Par ailleurs u = O, donc € 2 k + 2  ( x )  - ~ 3 ~ ~ ' ~ .  

Les calculs donnent 

(iii) 11 est facile de démontrer que : si f est impaire, alors & 2 k  est impaire, pour tout k E N. 

Supposons & 2 k ( x )  = Ci>2k+1 Piri. 

Le calcul donne 

et si on choisit 



alors E ~ ~ + ~ ( X )  x2k+3, ce qui achève la démonstration. 

(iv) On sait que E ~ ( x )  x5. Supposons 

D'après la démonstration précédente &2k  est impaire. Les résultats de calcul formel 

donnent : 

On en déduit : 



On a alors : 

avec 

On peut alors choisir : 

Par ailleurs, u = -* - (4k + l)a3, donc 

c Z ~ + ~ ( X )  c t 4  

Les calculs donnent : 

2. A2 modifié itéré 



Théorème 3.2 : POUT toute suite (x,)  E LOGFp(p = 1,2),  en appliquant 
( k )  l'Algorithme 2, (1. ) converge plus vite que ( x f - l ) ) ,  POUT tout k E N * .  

( i )  Pour (x , )  E LOGFP(p = 1,2),  B k  = ( k  + p)/k,Vk E N. 

Si (x , )  E LOGF;, 

Si (x , )  E LOGF;, 

(ii) Pour (x,)  E LOGF;', B k  = 2k/(2k - 1)Vk E N ; et x") n t, x2*+' n a n-2k-1.  

(*+') - bx2+3, avec : De plus si x ik )  = ~ i > 2 k + l  p,xk, 0 1 0 ~ 8  Z n  - 

(iii) Pour (x,) E LOGF;', B k  = (2k+  1 ) / ( 2 k -  l ) ,Vk  E N .  

De plus xik) - z2k+1 n - n-(2k+1)/2. 

(iv) Pour (s,) E LOGF;", B k  = (4k-1)/(4k-3),Vk E N et x ik )  (j Z 4 k + l  n - jj(4k+l)/2. 

( k S 1 )  De plus si x i k )  = xi>4k+1 @ i x i i  alor8 xn - - 6 ~ 4 , ~ + ~ ,  avec : 

- De plus si x n )  = B i t ; ,  alors xik+') - 6 ~ ' , ~ + ~ ,  avec : 



Remarque  

Les résultats (i) et (iii) sont énoncés sans démonstration dans 1281 par SABLON- 

NIERE. 

Démonstrat ion 

(i) Il suffit d'appliquer le théorème 2.2 avec p = 1 (resp. p = 2). 

(ii), (iii), (iv) : Démonstrations similaires à celle du théorème 2.2. 

3. 02-algorithme i téré  

Théorème 3.3 Pour toute suite (xn) E LOGFp(p = 1,2), (Bk(zn)) converge plus 

vite pue (8k-l(xn)), Vk  $ 1. 

( i )  Pour (x,) f LOGFi, 

( i i )  Pour (x,) E LOGFS, 

(iii)  Pour (x,) E LOGF,", 

De plus si êk(xn) = Ci>2k+l P~x;, alor3 B k + l ( ~ n )  -. B x ~ , * + ~ ,  avec : 

( iv)  Pour (x,) E LOGFS', 



De plus si 8k(xn) = Ci24k+1 Bixnj alors 8k+l(xn) .- 8 ~ $ + ~ ,  avec : 

Remarque  

Les résultats (i), (ii) et (iv) sont énoncés sans démonstration dans [28] par SABLON- 

NIERE. 

Démonstration. 

(i) Théorème 2.3, p = 1. 

(ii) Théorème 2.3, p = 2. 

(ii), (iv), (v) : démonstrations similaires à celle du théorème 2.3. 

4. 8-algorit h m e  

Théorème 3.4 Pour toute suite (x,) E LOGFp, p = 1,2,(82k+2(xn)) conveTge plus 

vite que (g2k(xn)), Vk E N. 

( i )  Pour (5,) E LOGF'(p = 1,2), 

(ii) Pour (x,) E LOGF'(p = 1,2), 

(iti) Pour (x,) f LOGF;", 



Démonstration 

(i) Théorème 2.4, p = l ,2 .  

(ii), (iii) : Démonstrations similaires à celle du théorème 2.4. 

5.  Remarques 

a )  On sait que la première étape (colonnes paires) de l'e-algorithme n'est rien d'autre que 

le A2 d'Aitken. Cette propriété se conserve avec la modification de ces deux algorithmes. 

b) Pour (x,) E LOGF;, lorsque co < O, les suites données par le A2 modifié itéré sont 

alternées par étape. On a ainsi un encadrement de la limite d'une étape à l'autre. Quand 

co > 0, c'est le e2 itéré qui vérifie cette propriété. 

Ceci est un corollaire des théorèmes 3.2 et 3.3. 

c )  En choisissant x, = n pour suite auxiliaire dans le p-algorithme, on a : 

(i) pour (Sn) f LOGE',", coïncidence entre l'&-algorithme modifié et le p-algorithme ; 

(ii) pour (Sn) f LOGFl,e2 = pz. 

6. Conclusion 

Les quatre algorithmes donnent aussi les mêmes résultats (asymptotiquement) pour 

les sous-classes de LOGFp. A l'aide des parties principales on démontre que pour LOGF:, 

les suites transformées par 1'~-algorithme modifié et le A2 d'Aitken modifié itéré ont le 

même signe. Il en est sûrement de même pour LOGFp en général. 



CHAPITRE N 

COMBINAISON A2 MODIFIÉ ET e2 
POUR LES SOUS-CLASSES D E  LOGF,, p = 172 
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CHAPITRE IV 

COMBINAISON A2 MODIFIÉ ET 82 

POUR LES SOUS-CLASSES DE LOGF,, p = 132 

O. Introduction 

Pour chacune des sous-classes étudiées au chapitre 3, le A2 modifié itéré et le $2 

i téré donnent des résultats semblables. D'où l'idée naturelle de les combiner pour accélérer 

encore la convergence. 

1. Combinaison A2 modifié et O2 pour ( x , )  E LOGF,, p = 1 ,2  

SABLONNIERE [28] a d é h i  l'algorithme suivant : 

pour toute suite ( x , ) ,  

ALGORITHME 4 

x ( . O ) = s ,  v n ~ ~ e t p o u r k > ~ , n ~ ~ ,  

Les suites ( c k ) ,  ( - y k )  et ( A  k )  dépendent de k et p. 

( k )  ( k )  ( k - 1 ) )  Pour chaque valeur de k, (y, ) et (2, ) sont les transformées respectives de ( x ,  

par le A2 modifié et le ~ ~ - a l ~ o r i t L m e .  



Il faut remarquer qu'il ne s'agit pas d'une simple combinaison. En effet, on n'a pas 

utilisé séparément le A2 modifié itéré et le 82 itéré pour les combiner. Dans toute la suite 

toute combinaison du A2 modifié et du 8 2  sera celle de l'Algorithme 4. 

Théorème 4.1 : Soit ( x . )  E LOGF,,,p = 1'2. En appliquant l'Algorithme 4 ,  ( x n ) )  

converge plus vite pue ( x L k - l ) ) ,  pour tout k 2 1. 

( k )  ,, x2k+l n - ( 2 k + 1 ) / p  
Zn n  

(ii) Pour ( x , )  E LOGFi', 

z ( k )  - z4k+1 - n-(2k+l /2 )  
n n 

(iv) Pour ( x n )  E LOGF;", 



Remarque 

Les résultats (i) et (iii) sont énoncés sans démonstration dans [28] par SABLON- 

N I E R , .  

Démonstration 

(ii) Soit (2,) une suite de point fixe telle que : 

Le A2 d'Aitken appliqué à (x,) peut s'écrire : 

avec A = N - l  + E-l 

où N  = fi(.,) - f (xn )  et E = x ,  - f(xn).  

Quant au A2 d'Aitken modifié, il peut s'écrire : 

On définit ainsi une fonction 6' par : 

avec A = N - l  + E - l .  

Où N = f2(x)- f (x )e t  E = x -  f(x). 

Notons zk(xn) la suite issue de la combinaison à l'étape k. 

26'(2)+e(z) On vérifie que zl(x) = 3 x4. 



3 k + 4  Pour tout k 2 1, supposons z k ( x )  x3k+1  et montrons que zk+1(x) x . 

- A2 modifié 

Le A2 modifié appliqué à zk(x , )  peut s'écrire 

avec A = N-' + E-' 

0; hT = ~ k ( f 2 ( ~ ) )  - z k ( f  (x)) et E = z k ( x )  - % k ( f  (x)). 

Posons 

Les résultats de calcul formel donnent : 

On obtient 

avec 



Les simplifications donnent 

avec 

On en déduit que 

Déterminons le coefficient de x3k+3 dans 6 z k ( x ) .  Soit E ce coefficient. On déterminera 

plutôt le terne de e dépendant de ,û3. 

E = 7 3 k + 3  - P ~ ( D ?  - 03) 

-D avec On sait que D j  = (3k+27,2 



On obtient 

On a alors E = 2  
( 3 k + 1 ) ( 3 k + 2 ) p 3 '  

- Thêta2 ( 8 2 )  

Posons 8 ( x )  = B 2 ( z k ( x ) ) .  

avec II4 = Gzk(f (x)) - 6 z k ( x ) .  

1 3 k + 2  Posons 6 Z k ( x )  = y\x3k+1 + y 9  + y3x3k+3  + . . .. 
On sait que 

Les résultats de calcul formel donnent : 



45 

3k+2 E t ê ( x ) = [ ~ 3 ~ + 2 - P l ( ~ - ~ ) ] ~  + [ ? ' 3 k + 3 - 8 1 ( v - q + p ~ - ~ u ) ] z ~ ~ + ~ + . . ,  

avec 

Les calculs donnent d(r)  x3k+3. 

Reste à déterminer le coefficient de s3k+3 dans ê(x). Soit O ce coefficient. on 

déterminera le terme de O dépendant de B3. 

On obtient après simplification, 



On trouve alors que 

D'où la combinaison 

(iv) Les notations sont les mêmes que celles utilisées pour (ii). 

Avec Bi = 3 on obtient z 1 ( 2 )  = 4"'(")+e(z) t) x 7 ,  6' étant le A2 modifié avec le 
5 

coefficient B 1 .  

Montrons que z k ( x )  xSkt2 ,  Vk 2 1 .  

A2 modifié. 

Posons z k ( x )  = P l x S k S 2  + ,92x5kS4 + P3x5k+6 + P 4 x S k S 8  + . . .. 

Les résultats de calcul formel donnent : 

A5k+2 = Pl 

A 5 ~ + 4  = PZ + &(5k  + 2 ) a 3  
k k + 6  = P 3  + 2P2(5k + 4 ) a 3  + 2 P l a i ( 5 k  + 2 ) ( 5 k  + 4 )  
A5k+8 = + 8 3 ( 5 k  + 6 ) ~ 3  + 2 @ 3 ( ~ 3 ( 5 k  + 4 ) ( 5 k  + 6 )  

+Pi [207(5k + 2) + ( 5 k  + 2)a3[15  + t ( 5 k  + 1 ) ( 5 k  + g)]] . 
On obtient 



- thêta 2 (O2) 

Les calculs donnent e(x) a z5k+6 

Et la combinaison est 

En fait Z k + ] ( l )  x5k+8 car Zk+]  est impaire. 

(i), (iii) Démonstrations similaires à celle de (ii). 

2. Résultats numériques 

Tous les essais numériques ont été faits sur l'odinateur DPS8 - MULTICS (BULL) du 

C.I.T.I. de l'université de Lille Flandres- Artois. 

Les réels sont en double précision avec 16 chiffres décimaux. 

Nous avons expérimenté des suites appartenant ou se ramenant à chaque sous-classe 

de LOGFp, p = 1'2 ,  par les algorithmes suivants : 

€-algori thme général (chap. 2)' E -algorit hme modifié pour la sous-classe, A2 d'Ait ken 

modifié itéré, O2 itéré, @-algorithme (chap. 3) et combinaison AZ modifié et 6z. 

Pour les suites de limite non nulle nous avons imprimé les suites d'erreur pour les 

transformations. Le premier terme de chaque suite a été choisi pour une convergence lente. 

D'autres valeurs donnent des résultats plus performants, mais très vite instables. Ceci est 

illustré aux pages 5 3 et 5 8. 

Les deux premiers algorithmes permettent de voir pour LOGFi', LOGF;' et LOGF;", 

l'utilité d'un algorithme approprié. 
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3. Conclusion 

L'algorithme de combinaison (Algorithme 4) est tout à fait efficace numériquement, 

mais plus vite instable. 

Les résultats donnés par l'€-algorithme modifié et le A2 d'Aitken modifié itéré sont 

pratiquement identiques ; cela n'a rien d'étonnant puisqu'on a démontré au chapitre 2 que 

les parties principales des suites transformées par ces deux algorithmes sont très semblables. 

De plus, ces résultats sont meilleurs que ceux du û2 itéré, lesquels sont meilleurs que 

ceux du 9-algorithme. 

La propriété d'encadrement énoncée pour LOGFi, à la page 38, se vérifie numérique- 

ment. 



CHAPITRE V 

APPLICATION A DIVERS PROBLÉMES D'ANALYSE NUMÉRIQUE. 
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CHAPITRE V 

O. Introduction 

Dans divers problèmes d'Analyse Numérique, la solution S est approchée par les 

termes d'une suite (S,). 

Dans certains cas, on peut déterminer le développement asymptotique de l'erreur 

en = Sn - S. 

Pour les suites (Sn) dont l'erreur a un développement asymptotique du type LOGF, 

(chap. 1. paragraphe 2)' il suffit d'appliquer les algorithmes appropriés des chapitres 3 et 

4. 

Par exemple, pour la série Sn = Cy=l l / i 2 ,  le développement asymptotique de (en) 

est du type LOGFY. 

D'autres exemples sont développés dans ce chapitre. Nous proposons aussi des al- 

gorithmes pour des suites dont le développement asymptotique de l'erreur n'est pas du 

type LOGF,. Ces suites apparaissent dans de sommations, intégrations approchées ou 

résolutions d'équations différentielles [24, 171. 

1. Etude des suites du type : 

Théorème 5.1 : O n  peut accélérer la convergence des suites (Sn) telles que 



P 1 S n - S = -  P 2  P 3  +- 
. ~ I P + =  + . - , p  E R+ - {O, 11, Vi ,  Bi E R. 

par l'Algorithme 1 avec : 

A2k = l / ( k  + 1 )  
A2k+i = k + p + 1 vk E 

= O  

Plus précisément, V k  E N ,  (cZk+2(Sn))  converge p l u  vite que ( c Z k ( S n ) )  et 

Démonstration 

Posons x n  = $ + & + + ... 
1 Si x = nïTp, alors xn  = g ( x )  avec 

P - 1 1 ~  = C a i x i  f ( x )  = x ( 1 +  ) 

Montrons, par récurrence sur k ,  que 

Les résultats de calcul formel (chap. 1, paragraphe 6) nous permettent d'écrire : 



Posons 

Les résultats de calcul formel donnent : 

Comme di = t ,  Vz = 1,. . . , p  - 1, on a : 



On en déduit donc que 

Supposons maintenant 

et montrons que E ? ~ + ~ ( x )  * x k + 2 .  

Ici g ( 2 )  = C i > k + l  - /3ixi. 

En posant 

les résultats de calcul formel donnent : 



mais t' = di pour i = 1,. . . , p -  1, 

ce qui donne 

Et après calcul, 

On en déduit que 

et E ~ ~ + ~ ( x )  +j xk+*. 

Théorème 5.2 : Soit ( S n )  une suite telle que : 

Pl S n - S = -  P 2  B 3  +-+- 
n , l / P  n , 2 / ~  n , 3 / p  

+ .  . . , p  E R+ - { O ;  1) 

L'Algorithme 2, avec Bk = ( k  + p ) / k , V k  > 1, accélère la convergence d e  ( Sn ) .  

( k )  Plus précisément, pour tout k  E N, ( x ! , ~ + ~ ) )  converge plus vite que ( x ,  ) et 



Démonstration 

Similaire à celle du théorème 5.1. 

Applications aux séries : 

Pour les séries dont le terme général est une fonction de n  suffisamment différentiable, 

la formule de sommation d'Euler-Maclaurin donne un développement asymptotique : 

considérons la suite ( S n )  définie par : 

Si f admet dans [m; n] une dérivée (2r + 1) ième continue par morceaux, on a : 

n r B 
( n )  - f ( 2h - ' ) (m) )  + Rr 

h= 1 

où Rr est le reste dont une majoration est : 

et B, les nombres de Bernouilli. Cf DIEUDONNE [14] 

La convergence d'une telle série est donc accélérée par les algorithmes des théorèmes 

5.1 et 5.2 avec p = 1 /(a - 1). On peut encore améliorer les résultats de ces deux théorèmes 

en étudiant les suit,es de type : 



cr réel, a > 1. 

Nous supposerons que pl = O, pour avoir une régularité. On a alors le théorème 

suivant : 

Théorème 5.3 : Soit ( S n )  une suite telle que 

8 > O,  p; E W, Vi ; Po # 0. 

I/ 'Algorithme 1 avec : 

accélère la convergence d e  ( S n ) .  Plus précisément, Vk E N ,  ( E ~ ~ + ~ ( S ~ ) )  converge plus vite 

Démonstration 

B Posons tn = $(Po  + 4 + n: + . . .). s i  x = $, dors tn = g(x)  avec 

i l i  f ( x )  = x ( - 1 )  - x et f 2  = f o f .  
i21 

I 

Posons 90 f ( 3 )  = C7iXi et g0f2(x)  = Aixi- 
i2e 



Les résultats de calcul formel donnent : 

ce qui conduit à : 

avec 

On a alors 

On en déduit que Al = y et 

Supposons maintenant 



et montrons que ~ 2 k + 2 ( x )  * 5 2k+0+2 

Les résultats de calcul formel donnent : 

Les calculs donnent : 

On en déduit que 

et E ~ ~ + ~ ( x )  x2k+e+2 ce qui achève la démonstration. 

Remarque 

Nous verrons au chapitre suivant des algorithmes permettant d'estimer 8. 

2. Etude des suites du type 



b 

I = f (x)dx 

où f est une fonction suffisamment dérivable sur [a, b] et la suite ( S n )  définie par les 

formules des trapèzes : 

hn 
Sn = - [ f ( a )  + 2 f ( x 1 ) +  . . .  +2f ( xn - i )  + f ( b ) ] ,  pour n  1 2 ;  2  

avec hn = -" n et r ,  = a + ih,Vi 2 1. 

On démontre, voir [ I l ] ,  que ( S n )  converge vers I .  Et une généralisation de la formule 

d'Euler-Maclaurin donne [24] : 

On peut alors appliquer à ( S n )  les algorithmes des théorèmes 5.1 et 5.2 avec p = 112. 

Rappelons ces résultats que nous complét,ons. 

Théorème 5.4 : L'Algorithme 1 avec : 

accélère la convergence de ( S n )  définie par la formule des trapèzes. 

Plus précisément, pour tout k E W, (€2k+Z(Sn)) converge plus vite que ( cZk (Sn ) )  et 

€Zk(Sn) - I n-2k-2. De ~ 1 ~ 3 ,  POUT tout k E W, S i  - I " cik(Sn - I ) ~ ~  et 

€2*(Sn) - I  = ci(Sn - 1);) alors 
i22kS.2 



Démonstration 

Il suffit d'appliquer le théorème 5.1 avec p = 112. Une démonstration complète s'avère 

nécessaire pour le résultat complémentaire. 

Posons X n  = Sn - I = Ei2i  @ 2 i n - 2 i .  

Si x = ', dors x n  = g ( x )  avec 

On obtient dors E ~ ( X )  ¢j x 4 .  

Supposons = CilZk cix i  et E ~ I ( X )  = Ci22k+2 c i x i .  

Nous reprenons les notations du premier paragraphe du deuxième chapitre. 

Les résultats de calcul formel nous permettent d'écrire : 



On obtient, 

avec m = ( D 2  - T 2 ) / ( D l  - T l )  et 

n = D3 - T3 - (2k + 2)~2A2kc2k+2 
Di - Ti A z L - I c ~ ~ ( D I  - T i )  ' 

On a immédiatement Dl - Tl = 2k + 3, ce qui donne 

A2k = 1 / ( k  + 1 )  
{-42i+1 = (2k + 3)/2. 

C Z k  3 De plus, m = 2(k + 1 )  - -. On en déduit que 



avec E = Y2k+4 - c2k+2(m2 - n) .  

Le calcul donne alors 

Théorème 5.5 : L'Algor i thme 2 avec Bk = ( 2 k  + 1 ) / 2 k ,  Vk  2 1 ,  accélère la 

convergence de  ( Sn ) .  

( k )  P lus  préc isément ,  pour t ou t  k E N ,  converge plus v i te  que ( x ,  ) e t  

- I - n-2k-2* 
n 

D e  p h s ,  pour t ou t  k E IV, s i  x?) - I = c i ( S n  - I ) ' ,  alors 

avec 

Démonstration 

Similaire à celle du théorème 5.4. 

Théorème 5.6 P o u r  tou t  k E N ,  ( g k + l ( s n ) )  converge plus vite pue ( e k ( s n ) )  e t  

D e  plus, pour t ou t  en t ier  k ,  s i  

alors  ê k + l ( ~ n )  - I - B ( s ,  - I)2k+4 avec 



Démonstration 

Reprenons les notations utilisées lors des démonstrations des théorèmes 5.4 et 2.3.  

Démontrons par récurrence que : 

On vérifie facilement que el ( x )  w x 4 .  

Supposons que ê k ( x )  = ~ i > 2 k + 2  c ix i  = g ( ~ ) .  

La démonstration du théorème 5.4 nous permet d'écrire : 

avec : 

2 k + 2  q =- ( 1  + rn'x + n'x2) + . . . 
2k + 3 

1 

avec 

{ 

' b 2 k + 2  = ~ k + 3 C 2 k + 2  

2kS2 1 
b 2 k + 3  = - 2 k + 3 C 2 k + 2  + 2 k + 3 C 2 k + 3  

2 k  5 
b2k+4  = & ~ 2 k + 4  - c z k + 3  + f ( k  + l ) ( l O k  + 1 7 ) ~ ~ ~ + ~  

2 
- 1 Cz1+3 

\ 2 ( k + 1 ) ( 2 k + 3 )  c z t + 2  ' 

Les résultats de calcul formel donnent : 



1 1 1 1 m = -- 
2k + 2  (t'l +Dl) 7-t = - 

2 k + 2  
(ta + D2 + t i D i )  

Les calculs donnent alors 

Bg(z) ̂- 4z2k+2 avec : 

Théorème 5.7 : Pour tout k  f N, (02k+2(Sn) )  converge plu8 vite que (02k(Sn) )  et  

Démonstration 

Similaire à celle du théorème 5.4. 

Les résultats des théorèmes 5.4 à 5.7 peuvent être améliorés par : 

Théorème 5.8 : L'Algorithme 4 avec 

accélère la convergence de ( S n ) .  



Déinonstration. 

A chaque étape k ,  nous allons appliquer à ( x , )  telle que x ,  = 9 + 9 + 9 + . . ., le 

A2 d'Aitken modifié et le $2-algorithme, afin de les combiner. 

1 Posons x  = ;. 

A chaque étape k ,  on dispose de z k ( x ) .  Le A2 modifié appliqué à zk peut s'écrire 

Bk 
6 ' r k ( x )  = ~ ( f  ( x ) )  + a 

où f ( r )  = et A = N-' + E-' avec 

Le &-algorithme appliqué à 2 k  s'écrit : 

où 6 a k  désigne le A2 d'Aitken normal appliqué à z k  et M = 6 z k (  f ( x ) )  - 6 t k ( x ) .  
A 

. Z k + ] ( x )  est alors la combinaison de 6 ' z k ( z )  et $ ( x ) .  

3k+5 Supposons z k ( x )  x 3 k S 2  et montrons que f k + ] ( x )  e x  . 

Posons 

Les résutlats de calcul formel'donnent 



avec 

On obtient alors : 

alors S t z k ( x )  a x 3 k + 4 .  Si Bk = 3 k + 2 >  

Il reste à déterminer le coefficient E de x3k+4 dans b t z k ( x ) .  

Le calcul donne 

Posons maintenant 

Les résultats de calcul formel nous permet tent d'écrire : 



Les calculs donnent alors 

Et si on désigne par O le coefficient de x3k+4 dans &x), on a : 

La combinaison est donc 

ce qui termine la démonstration. 

- Etude  d u  E-algorithme pour  les suites d u  type  : 

Posons gi(n) = -&. 
On constate, avec les premiers calculs, que (E:")) ne converge pas plus vite que (E:")) 

Le E-algorithme n'est donc pas efficient pour cette suite. Nous allons plutôt étudier 

l'itération de la première étape du E-algorithme. 

( k )  Désignons par (Tn ) (chap. 1, paragraphe 4g) les suites ainsi obtenues. Rappelons 

que (TA')) = (E!")) = première étape du E-algorithme. 
" .. 

On a le théorème suivant : 



Théorème 5.9 : L 'algorithme 

( TA0) = Sn (suite definie par la formule des trapezes) 

( k )  accélère la convergence de  ( S , ) .  Plus précisément, pour tout k > 1 ,  (Tn ) converge plus 
( ' - 1 ) )  et TL*) - 1 ¢=, n - k - 3 .  vite que (Tn 

Démonstration : 

L'algorithme va être appliqué à ( x , )  telle que xn = $j + 5 + 9 + . . . 
1 En posant x n  = g ( ; )  et x = i, on a : 

Et l'application de la première étape du E-algorithme à T ( ~ - ' )  peut s'écirre, avec 
1 .  gk(n) = 

Démontrons, par récurrence sur k, que 

Il est facile de vérifier que T ( ' ) ( x )  x 4 .  

Supposons T("-')(x) = C ,!?;xi. 
i>k+2 

Posons 



D'après les résultats de calcul formel, 

et le calcul donne T ( ~ ) ( x )  xk+3. 

Conclusion. 

Nous disposons donc de plusieurs algorithmes pour le calcul d'intégrales de fonctions 

suffisamment différentiables. 

Les quatre premiers donnent les mêmes résultats (asymptotiquement). Quant à 

l'algorithme de combinaison (théorème 5.8)' c'est le plus efficace. 

Nous ferons plus loin des comparaisons avec d'autres méthodes. 

3. Etude des suites du type : 

Considérons l'intégrale singulière du type 

1 = 1' avec g(0) s 0- 

En posant j(x) = 9, on peut définir la suite (Sn) (cf. paragraphe 2). 

On a [24] : 

On peut alors calculer I en accélèrant la convergence de (S,). D'où le théorème 

suivant : 

Theorème 5.10 : L'Algorithme 1 avec : 



accélère la convergence d e  ( S n ) .  

Plus précisément, pour tout k E N ,  ( E ~ ~ + ~ ( S ~ ) )  converge plus vite que ( & 2 k ( S n ) )  et 

c Z k ( S n )  - I o n - f  ( 2 k + 1 ) .  

Démonstrat ion : 

Nous allons appliquer l'&-algorithme modifié à la suite ( 3 , )  telle que 2, = + 
P3n-3/2 + @5n-5/2 + . . . + /34n-2 + P6n-3 + . . . 

Reprenons le formalisme adopté lors de la démonstration de théorème 5.1, avec 

Démontrons, par récurrence sur k, que 

Comme A-1 = O et A. = 1, A = N-' + E-l 

Posons gof ( x )  = Ci>1 Y ~ X '  et g o f 2 ( x )  = A i x i .  - 
Les résultats de calcul formel donnent : 



On obtient alors = -9 [1+ (F - 4) 5 2 1  + . . .. 
On en déduit que Al = 3 et ~ ~ ( 5 )  e x 2 .  

Supposons maintenant que 

Posons 

Les résultats de calcul formel donnent : 

X 2 k - 1  = a 
X z k  = b  

A2k+l  = C - a ( 2 k  - 1 )  
X Z k S 2  = d - 2kb 
X Z k + 3  = e - ( 2 k  + 1 ) c  + ( 2 k  - 1 )  [$ + ( k  - l ) ]  a .  

Le calcul donne 



ce qui termine la démonstration. 

4. Calcul d'intégrales singulières du type 

0; f (x )  = .*>f(O) = f ( l )  = 0. 

Soit (Sn)  la suitse définie au paragraphe 2. On a [24] : 

C'est à dire que (Sn - 1) f LOGF;" et les algorithmes étudiés pour cette classe (chap. 

3 et 4) permettent le calcul de telles intégrales. 

5. Résultats numériques. 

a) Séries 

Nous avons d'abord considéré les séries suivantes : 

Le développement asymptotique de l'erreur de (1) et (2)' via la formule d'Euler 

Maclaurin, est du type LOGF':. Celui de (3) est du type LOGF;". Quant au dévelop- 

pement asymptotique de l'erreur de (4)' il est semblable à celui des suites étudiées au 

chap. 5, paragraphe 2. 

Pour ces quatres séries, nous avons appliqué 1'~-algorithme modifié (ou le A2 modifié 

itéré) et l'algorithme de combinaison. 

Ensuite, pour diverses séries, dont plusieurs de Riemann, nous avons expérimenté 

l'algorithme du thérème 5.3. , 



A.C. MATOS [25] a étudié l'application du E-algorithme à diverses familles de suite 

dont le développement asymptotique de l'erreur (ou quelques termes de ce développement) 

est connu. On verra, à la page 101, une comparaison avec un de nos algorithmes. Nous 

n'avons imprimé que les suites d'erreur pour les transformations. 







T h < c . ~ r n r  3. A 

~ . Q 2 1 6 ç 1 7 8 ? 1 4 7 ~ 2 3 2 D - ~ 2  
! l . 3 5 ! 3 5 4 3 6 1 ~ 1 5 2 9 9 8 0 0 - 3 3  
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b )  Calcul intégral 

(i) Calcul d'intégrales de fonction suffisamment différentiables 

Les algorithmes des théorèmes 5.4 et 5.8 ont été appliqués pour le calcul de 

l'intégrale 

On trouvera, dans [4, 291, des algorithmes plus performants. Mais ceux que 

nous avons proposés au chapitre 5 ont un double intérêt : ils donnent des suites 

aternativement croissantes et décroissantes d'une étape à la suivante, ce qui permet 

un encadrmeent de la valeur de l'intégrale ; de plus ces algorithmes nécessitent 

beaucoup moins d'évaluations de fonctions. 

(ii) Calcul d'intégrales singulières. 

Pour certains types d'intégrales singulières, KAHANER [18] propose l'appli- 

cation de I'E-algorihtme à la suite (Sn) définie au chap. 5, paragraphe 2, avec 
h , - - F.  b - a  Considérons l'intégrale 

avec f(0)  = f(1) = O. 

Nous avons vu au chapitre 5, paragraphe 4 que l'on pouvait appliquer, pour 

le calcul de 1, les algorithmes de LOGF;". Nous avons donc expérimenté les 

algorihtmes des théorèmes 3.2 et 4.1. 

La méthode de KAHANER est légèrement meilleure que le A2 modifié itéré 

avec les mêmes remarques que précédemment sur les évaluations de fonctions et 

l'encadrement de la valeur de l'intégrale. Nous avons aussi essayé l'algorithme du 

thérème 5.10 pour l'intégrale 

Dans tous les exemples, seules sont présentées les suites d'erreur pour les 

transformations. 









Nous avons démontré dans la première partie de cette thèse que l'&-algorithme 

modifié, le A2 d'Aitken modifié itéré, le 82-algorithme itéré et le 8-algorithme 

donnent les mêmes résultats (asymptotiquement) pour les suites de point fixe. 

Le deuxième paragraphe de ce chapitre nous permet d'afffirmer que cette 
1 propriété reste vraie pour les suites dont l'erreur est une fonction en ;. 



CHAPITRE VI 

DETERMINATION DE LA CLASSE D'UNE SUITE. 



107 

CHAPITRE VI 

DETERMINATION DE LA CLASSE D'UNE SUITE. 

O. Introduction 

Les suites que nous avons étudiées jusqu'ici sont de deux types : 

Mais nous avons montré, chapitre 1 théorème 1, qu'une suite de type (1) 

vérifie (2). Dans la suite de ce chapitre, on considère seulement les suites de type 

(2). 

Le réel p est important à double titre : il détermine la classe de la suite et 

intervient dans les algorihtmes d'accélération que nous avons proposés. 

- Il est donc nécessaire de déterminer un procédé pour estimer p. 

1. Détermination de la classe d'une suite 

BJORSTAD, DAHLQUIST, GROSSE [8], ont démontré les théorèmes suiv- 

ants : 
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Théorème 6.1 : Soit (Sn)  une suite convergeant vers S et telle que 

Alors la suite (Tn) telle que Tn = 
A S  n s  

O &  V S n  = Sn - Sn-', 
1 converge vers --. 

l+* 

P 

D e  plus, T, = -1 + n-2(co + cln-l + c2n-2 + . . .). 
P 

Théorème 6.2 : Soit (Sn)  une suite réelle telle que : 

Alors l'algorithme : 

accélère la convergence de (x, (*-')) vers -'. Plus précisément, pour tout k E N ,  
P 

Remarques : Le théorème 6.1 donne la limite de la suite (Tn) tandis que le 

théorème 6.2 accélère la convergence de cette suite. 

En pratique le théorème 6.2 permet donc d'estimer p. Mais les résultats, 

comme nous le verrons au chapitre suivant, ne sont pas toujours très bons. 

Le théorème suivant propose un algorithme plus efficace. 

Théorème 6.3 : Soit (Sn)  une suite réelle telle que : 

L 'algorit hrne : 



I et pour k > 1 et n E N, 

(k) 2 y ~ ) + ( 3 k - l ) r ~ )  1 Z n =  3k+l  9 

1 (k-i)) vers  -- accélère la convergence de  (x, 
P ' 

D e  plus, pour t ou t  k E N ,  

Démonstration. 

Similaire à celle du thérème 5.8. 

Signalons maintenant un résultat intéressant : A.M. LITOVSKY, dans sa thèse, [22, 

chapitre 21, a démontré le théorème suivant : 

Théorème 6.4 : So i t  (Sn) u n e  suite convergente d o n t  les erreurs en = Sn - S 

vér i f ien t  : 

k 
en+l = en - anen, avec lim an # 0. 

n++m 

S o i t  (Th) la sui te  déf inie ,  pour t o u t  n, par : 

[ml désigne la partie entaèr'e de  m. 

Alors  lim TL = 2-h  où h = ( k  - 1)-'. 
n-rw 

En appliquant ce théorème à une suite 



Conclusion 

Nous disposons donc de quatre algorithmes pour l'estimation de p ; le plus 

efficace est celui de théorème 6.3. 

2. Résultats numériques 

Nous avons appliqué les algorihtmes des théorèmes 6.2 et 6.3 à diverses séries. 

En réalité nous n'avons testé que l'efficacité théorique de ces algorithmes. Les 

suites imprimées sont les suites d'erreur. 
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Nous disposons donc de quatre algorithmes pour l'estimation de p ; le plus 

efficace est celui du théorème 6.3 

Les méthodes de contrôle d'erreur proposées par BREZINSKI [4] permettent 

en pratique de déterminer p. 



REFERENCES 



CONCLUSION 

Pour une suit,e (2,) de point. fixe ou non, vérifiant 

nous avons divers algorithmes capables d'en accélérer la convergence. 

L'algorihtme le plus efficace est 1'Algorihtme 4. Mais pour les suites de point 

fixe, cet algorithme exige plus que la connaissance de p. Il faudrait donc un moyen 

complémentaire à l'estimation de p pour le rendre opérationnel dans ces cas. 

Une constante de nos travaux est le fait que les Algorithmes 1, 2 et 3 et le 

8-algorithme donnent les mêmes résultats pour toutes les familles de LOG que 

nous avons considérées. 

L'&-algorithme modifié et le O-algorithme n'ont pas été combinés car une telle 

combinaison ne peut être que linéaire, donc moins efficace que l'Algorithme 4 (p. 

39). 
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ACCELERATION DE LA CONVERGENCE 
DE CERTAINS SOUS-ENSEMBLE 
DE SUITES LOGARITHMIQUES. 

Soit LOG l'ensemble des suites à convergence logarithmique. Il ne peut exister 

un algorithme capable d'accélérer la convergence de toutes les suites de LOG. Nous 

définissons des sous-ensembles de LOG et proposons divers algorithmes qui, non 

seulement accélèrent la convergence des suites considérées, mais surtout estiment 

l'erreur. 

Nous présentons aussi des algorithmes permettant de déterminer la classe 

d'une suite appartenant à l'un de ces sous-ensembles, afin de lui appliquer des 

algori t hmes adaptés. 

Une étude numérique détaillée illustre nos algorithmes qui s'appliquent aussi 

à divers problèmes d'Analyse Numérique : sommations de séries, calcul intégral, 

intégrations d'équations différentielles, problèmes aux limites. 
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