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INTRODUCTION

suite de LOG est appelée suite d convergence logarithmigue ou plus brievement suite lo-

garithmique.

Des suites ou des séries a convergence logarithmique apparaissent dans de nom-
breux problémes d’Analyse Numérique : sommations de séries, calcul intégral, intégration

d’équations différentielles, problémes aux limites.

Parmi les premiers travaux sur les suites logarithmiques, citons : LUBKIN [23], WYNN
[35), BREZINSKI [5], LEVIN [20].

SMITH et FORD [33] en 1979 comparent numériquement ’efficacité de plusieurs

transformations sur diverses suites logarithmiques.

En 1980, DELAHAYE et GERMAIN-BONNE [13] démontrent qu’il ne peut exister
un algorithme universel capable d’accélérer la convergence de toutes les suites logarithmi-
ques. Par conséquent toute étude d’accélération de la convergence logarithmique ne peut
concerner que des sous-ensembles de LOG. On est donc amené a préciser différentes
familles de suites logarithmiques, avant de construire des algorithmes d’accélération

adaptés.
KOWALEWSKI [19] en 1981, définit et étudie quelques sous-ensembles de LOG.

On trouvera dans [4, 30, 29, 3, 28, 9, 21, 34, 10, 26, 15] d’autres travaux relatifs a la

convergence logarithmique.

En 1989, MATOS [25] étudie le choix de la suite auxiliaire du E-algorithme en fonction

du développement asymptotique de la suite dont on veut accélérer la convergence.
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Cette thése développe une idée de SABLONNIERE (28] consistant & modifier, com-
parer et combiner des algorithmes ezistants pour accélérer la convergence de quelques sous-

ensembles de LOG.
On donne également quelques applications a divers problémes d’Analyse Numérique.

Nous considérons d’une part les suites (S,,) de la forme

Sn+1 = f(Sn)

ou f est une fonction suffisamment différentiable et d’autre part les suites dont le dévelop-

pement asymptotique de ’erreur s’écrit :

Ip = Eﬁiﬁm

a; > 0, 3, constant ou polyndéme en logn. Pour ces suites nous étudions le §-algorithme [4],
le 65-algorithme [5] itéré, des modifications du A? d’Aitken [1] itéré et de ’c-algorithme[se,y)

L . .
Mous 2bFudicnd vty des cewmbine scns dw Az A’ Alewen mod.$.2 «k aw -yt me .
2 -3

Ces différents algorithmes permettent non seulement d’accélérer la convergence des
suites considérées mais aussi de donner une estimation asymptotique de l’erreur. Dans

certains cas, on obtient méme un encadrement de la limite.

Toutes nos démonstrations sont ramenées a des développements de calcul formel.
Considérons par exemple la transformation définie par la premiére colonne paire de l'e-

algorithme et notons-la €.

Pour toute suite (z,), cette transformation peut s’écrire :
ezn)=2Tas1+1/AA = N 14 E™!

avec N = Az,4, et E= —Az,.

- Si (z,) est une suite de point fide, ,41 = f(z,), on pose z, = z. On a alors :



Tnt1 = f(2),Zny2 = fof(z) = fo(z), N = fa(z) — f(z),E =z — f(z)

On définit ainsi une fonction €2(z) dont on peut étudier le développement en série

formelle de la variable z, par une technique que nous appelerons la technique du point fize.

- Si (zy), de limite nulle, @ un développement asymptotique tel que z, = g(1), on pose :
= l/n,xn = g(x)axn-{—l = gOf(.’B),:L‘,H.z = gsz(:C)

avec f(z) = z/(1 + z).

On définit aussi dans ce cas une fonction e;(z) différente de la précédente, dont on
peut étudier le développement par une technique qui sera appelée celle du développement

explicite.
La thése est divisée en six chapitres.

Dans le Premier Chapitre, nous faisons des rappels et fixons les notations. Nous

définissons des sous-ensembles de LOG, notés LOGF} et contenant des suites du type :
Sn+1= Sn + aps1(Sn = S + 0 (S = 5*?),

pour lequelles nous donnons des développements asymptotiques plus précis. Nous présen-

tons aussi le schéma général du A? d’Aitken modifié et de I’c-algorithme modifié.

Dans le Deuxiéme Chapitre, nous nous proposons d’accélérer la convergence des
suites générales de LOGF, définies précédemment. Les algorithmes étudiés sont : l’e-
algorithme modifié, le A? modifié itéré, le 6, itéré et le 6-algorithme. Il est évident que
des renseignements plus précis sur une suite permettent une meilleure accélération de sa
convergence. Nous considérons donc aux troisieme et quatriéme chapitres, certains
sous-ensembles de LOGF, et LOGF, pour lesquels nous présentons des algorithmes

approprieés.

Nous utilisons, pour les démonstrations de ces chapitres, la technique du point fixe

définie plus haut.
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Dans divers problemes d’Analyse Numérique, la solution s est approchée par les
termes d’une suite (sp). Quand le développement asymptotique de l'erreur e, = s, — s est
semblable a celui d’une suite de LOGF,, il suffit d’appliquer les algorithmes des chapitres
précédents. Le but du cinquiéme chapitre est de considérer des développements autres

que ceux apparaissant dans LOGF,. Il s’agit essentiellement des suites (e,) du type :

en=n"") fin™",6> 0,6 #0.

i>0

Tous les algorithmes proposés dans les chapitres précédents supposent connus les réels p
et 8 définis plus haut.

Nous étudions au sixieéme chapitre des estimations de ces réels en développant
des 1dées de BJORSTAD, DAHLQUIST, GROSSE [8]. Les démonstrations de ces deux

chapitres utilisent la technique du développement explicite.

Certains résultats de cette theése sont publiés dans [31, 32].



CHAPITRE 1

RAPPELS - DEFINITIONS - NOTATIONS
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CHAPITRE 1

RAPPELS - DEFINITIONS - NOTATIONS

0 - Introduction

Nous donnons ci-dessous des rappels, définitions et notations. A la fin du chapitre on

trouvera des résultats de calcul formel utilisés dans les démonstrations ultérieures.

1. Suites presque équivalentes

On dira que deux suites (u,) et (vy,) de limite nulle, sont presque équivalentes ssi il
existe un entier ng et un réel A non nul ves que up ~ vy, pour tout n > ng. On notera

alors u,, <= v,.
2 - Définition de 4, et LOGF,
Rappelons les définitions données par SABLONNIERE [28]. Soit A, I'ensemble des

fonctions f admettant le développement suivant au voisinage de 0 :

fz)=z+ Zap+ixp+i’ pe€ N a4 <0
i>1
Soit
LOGF, = {(zn)/2n41 = f(zn), f € Ap, lim zn=0}.

Rappelons maintenant quelques propriétés des suites de LOGF,
Théoréme 1.1. : (i) ¥(z.) € LOGF,,z, <> n~1/?
(i) LOGF, C LOGSF

ot LOGSF = {(S,,)/limn_..+°o e g I 1} .

111) Toute suite de LOGF, est monotone (strictement) d partir d’un certain rang.
P p g



Démonstration.
(i) Cf. [12]
(i1), (i) Cf. [19]

3 - Développements asymptotiques des suites de LOGF,.
Définition des sous-classes de A, et LOGF, pour p = 1,2 [28]

D’apres DE BRUILJIN [12, chap. 8] pour chaque fonction f de 4,, il existe une unique

fonction :

P
P(z) = ngz’i+cologx+2c,~z" (1)
=1

i>1

vérifiant I’équation fonctionnelle :
Y(f(z)) =1+ ¢¥(z) (2)
Définissons, pour toute fonction f, f, par :
fo=1d

et pour tout n 2 1, f, = fofn,_;. En posant zq = z et 2, = f(z,-1) = fo(z), la relation
(2) donne
Y(zn) = P(falz)) = n 4+ 9¥(z).

Les coefficients de 9 sont alors calculés explicitement, ce qui permet de déterminer
les développements asymptotiques des suites de LOGF), pour tout p € N*. Nous donnons

ci-dessous les résultats précis pour p = 1,2 [28].
Théoréme 1.2.: Soit f € Ay, f(z)=2+ ) ;5, a;z. On a:
¥(z) =diz"  +cologz + c1z + coz? + ...

avec
co=1—az/al.
On définit :
; A} ={f € Ai/co # 0} et LOGF| = {(z,.)/f € A}
AY ={f € Ai/co =0} et LOGFY' = {(z,)/f € A}
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(1) Si (zn) € LOGF], alors le développement asymptotique de (z,) est de la forme :

T, = ain~! + (alogn + az)n™? + (as(logn)? + aslogn + ag)n=™3 + ...

(i1) Si (z,) € LOGF], on a :

-1 -2 -3 —4
Ip=a1n  +azn “4+agn "+ apn  +...

Remarque. Le coefficient ¢ de ) est important puisque de sa présence dépend l'existence

de logarithmes dans le développement asymptotique de la suite.

Exemple 1.f(z) =z — 22, (f € A))

1
w(x)=x_1+109$+-2-$+%x2+%—g-x3+...

et
To,=n"t- n"z(logn + ¥(zp))

417 [(logn)? + (26(ze) = Dlogn + (a0 - w(o) + 5] + ...

Exemple 2. f(z) =z — 22+ 2%,(f € AY)
pz)=z 1 —z—2? -3+ ...

et
Tn=n"" —(zo)n 2+ (v zo) = Dn 3 + ..

Théoréme 1.3. : Soit f € Ay, f(z)=z + Za,'z", on a alors :
i>3
Y(z) =dz™ 2 + dyz™! 4 cologz + 1z + ozt + ...
ot co=3/2+ al/al — as/al.
On définit les sous-ensembles :
A, = {f € Az/as #0et co # 0} et LOGF; = {(z,)/f € A3}

Ay = {f € A;/f impaire ¢y # 0} et LOGF) = {(z,)/f € A}}
Y = {f € A2/ f impaire et ¢ = 0}etLOGF," = {(z,)/f € A}'}
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(1) Si(zn) € LOGF;, on a le développement asymptotique :
tn=ain"Y? +an" + (aslogn + a.;)n'3/2 + (aslogn + ae)n_2 +...
(11) $i (zn) € LOGF}, on ale d.a. :
zp=ain" 2 4 an! + (azlogn + a4)n_3/2 + (a7(logn)2 + aglogn + ag)n‘5/2 + ...

(i) Si (z5,) € LOGF}', onale d.a. :

Ty = aln'”2 + a4n'3/2 + agn's/2 +...

Exemple 3 : f(z)=z —z3+2*, (f € 4)

1 1
¢(g:) = Ex-z —;-:1:“l <+ Eloga: -— g:c - %:c2 + ...

zp = (20)"Y% 4 (2n)7 = (logn + 2 — 4¢(z0) ~ log2)n"3/2 /82 + ...

Exemple 4 : f(z)=sinz,(f € A}

6 9
=322 4 =1 24...
Y(z) =3z +5 ogz + T050° +
1 1 1 1 1
Tn ::(-3—7’),) ]/2—(-3-17,) 3/2(ﬁlogn+gd)(xo)— i—alOg3)+
Exemple 5 : f(z) =z — 23+ 325 (f € AY")
_1 2 1,

Y(z) = 52 22 +...

Tp=(20)"12 —p(zo)(2n) 32 4+ ...

4 - Rappel des algorithmes
a) Le A? d’Aitken [1, 4]

Pour toute suite (u,) nous notons Rlu,] = -A-"—’KiA-ui‘—’ﬁ’-l ou Au, = uUpqy — u, et
7

A2un = Aun+1 - Aun.



Le A? d’Aitken transforme (u,) en
Sup = uny1 — Rlun).

Il existe plusieurs autres formes de cet algorithme. En voici deux :

(Auy)? 1
ATy S OUn=tanit T
n Aupq - Du,

6un = un'—

b) La transformation 6, [5]
Le 6, transforme une suite (u,) en la suite (z,,) définie par :

Uy — Up4

1— Abug
A“'n-i-l

Zn = 02(“11) = Upy1 +

Afin d’éviter toute confusion avec les algorithmes 6 et 6, itéré définis plus loin, nous

noterons dorénavant

O(un) = b(us).

¢) e-algorithme [36, 4]
Pour une suite (u,) donnée, on pose :
e(fl) =0et e(()") =tUun , Vn e N;
puis pour tout k > 0 : Ei'_?l = Einjl]) + [Einﬂ) - ei"’]-l, Vn € N.

On en déduit que

n+1
ESira = €3y ‘+1/a
ouA=M"14N"14+E-1 avec:

=& T &2
W= e e
(n) (n+1)

E=¢y —ey

’

d) E-algorithme [7, 16]
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Pour une suite (u,) vérifiant :

Un = Ut agr(n) + o+ arge(n) o

(u= n}irfooun)

le F-algorithme s’écrit :

( E{"M=u, VneN
91():11') = gi(n),n € N,7 € N*
(n+1) ra(n) (n) (n+1)
\ EM gk—l,kEk,:l - gk'-l-l,kEk—l
ko= (n+1) _ (n)
k=1,k — 9k-1,k
{ VkeN*etneN
ot (nt1) (1) _ (n) (n+1)
n n n n
(n) _ 9k—1,k9k—-1,i 7 9k-1k9k-1,i
Iki = (tl) _ (™

Ik-1,k — Gk-1,k
ke N*neNi=k+1,k+2,...

e) p-algorithme [4]

Soit (uy) une suite.
P = 0,p0" = un,¥n €N,

+1 n —én
pir-lq-)l = Pi'.l.l )+ :(kn+k1"§'7l ZS

-pkn’
neN,keN.

(zn) étant une suite auxiliaire.
f) 6-algorithme [4]

Pour une suite (u,), le §-algorithme est défini de la fagon suivante :

6 =0,6{" = u,,¥neN

(n+1)
(n) _ pn+1) , A8y
et 040 =05 '+ Al
L= 2
2k+41

Gren = 0500 + 1657 — 6317, ¥ k € N

g) Itération d’algorithmes.



11

Soit 7 une transformation et soit (up) une suite.

Posons u) = Un,Vn € N et utH = T(us,k_]))‘v’n € N,Vk € N*.
On dira que la suite (uszk)) est la k-iéme itération de la transformation 7 appliquée a (uy).
5. Accélération de la convergence

Soient (z,) une suite de limite nulle et T une transformation. Si (z,) a un
développement asymptotique du type z, = g(z) ~ az®, on dit que T accélere la con-

vergence de (z,) ssi

T(z) ~ Bzlavec b > a.

6. Résultats de calcul formel [9, 27)

Les démonstrations des théoremes d’accélération de la convergence que nous ferons

utilisent deux principes : la récurrence et les développements de fonctions composées.
Voici les résultats dont nous nous servirons :
a) Les polynémes de Bell

Ce sont des polynomes & une ou plusieurs variables définis par :

— n! Cc . C2
Bn,k(xlyx% o ,zn—k+1) - 261!62! SN (1')01 (2')C2 .o .xl .’L’2 e

n, k entiers tels que 1 < k < n.

La sommation a lieu pour chaque groupe d’entiers naturels ¢; vérifiant

a+c+cez+...=k
c1+2c24+3c3+...=n

Exemples.

Bpn(z1) = 27

Bpn-1(z1,22) = (g) 27 2z,

Brn-2(21,22,73) = (g) 2723 + 3 (Z) 2773
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By n-3(z1,22,23,24) = (Z) z;“4:c4 + 10 (g) x?"sxg:cg + 15’(2) ™ 6:c,f}
By n-4(z1,22,23,24,25) = (g) x;"5x5 + 15 (g) z;”sxgu + 10 (g) z;‘_ﬁxg
+105 (771) :1:;’_7:7:§:r3 + 105 (g) a:;'_s:c‘é
Bpn-s(z1,22,23,24,Z5,26) = (g) 27 %26 + 35 (1,;) 27 " z3zy + 21 (7,;) z7 "
z275 + 280 (g) 2P 8z,22 + 210 (8) 7 822e,

+1260 (g) 7 %3z + 945 (10) D105,

Les (Z) désignent les coefficients binomiaux. Par convention (Z) =0si k> n.

b) Développement de gof

Soient f(z) =3 ;5, a;zt et g(z) = L1 Biz*. Posons gof(z) = X yix?

= Z E!BiBn k(ay,2ag,...,(n =k + Dlap_k+1),
T k=1

les By, ; désignant les polynomes de Bell. Plus explicitement,
Tn = Bnal + Bn_a(n —1)af?ay

+(n—2)Bn-z [al %03 + 3(n — 3)a] ]

+(n = 3)Bn—z [a] a4 + (n — 4)a Pazas + 1(n - 4)(n — 5)a]® a3]
+(n — 4)Bn-s [a] *as + (n = 5)(a] "*azaq + 0] ~%a})

+3(n = 5)(n - 6)a]"adas + (n - 5)(n — 6)(n — T)a7~%a3]

@3
+(n —5)Bn—s [al “Cag + (n — 6)(azay + azas)al’

+3(n - 6)(n - (asad + adar)a]~

+1(n - 6)(n = T)(n - 8)al"adas

+135(n = 6)(n — T)(n — 8)(n — 9)a] °aj]

+(n —6)Bns (@] a7 + (n = T)(azas + aras + 3ad)a}™*
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+(n = T)(n - 8)(2a} + Ladas + arazas)al®
= 7o = 8)n = 8)ofad + Jofou)al ™
+3(n=7)(n-8)(n—-9)(n—10)a; Hada;

+755(n = T)(n = 8)(n ~ 9)(n — 10)(n — 11)a}~*2a§]

Si fa(x) = fof(z) = 3,5, anz", on obtient a, en remplagant dans v,, 8; par o;
pour tout z. Donnons les expressions de v, et a, pour 1 < n <7, dans le cas o a; =1 ;
c’est le cas qui sera le plus courant puisque pour les suites de point fixe considérées,

f(z) =z 4+ app 2Pt 4 ...

(11 = B

v2 = Praa+ B

13 = Praz+2Ba; + B3

Y4 = Prag+ P2(2a3 + ad) + 3Fzaz + By

vs = [Pras+2B82(aq + azaz) + 3P3(as + a3) + 4Bsaz2 + Bs

Y6 = Bras + B2(2as + azay + a?) + B3(3ay + 6azaz + a3)

+84(4a3 + 603) + 5Ps0a + Be

vr = Prag+2B5(ag + azas + azay) + 3B3(as + 2aza4 + a3 + alaz)
< +Bs(4ay + 120203 + 4a3) + 585(az + 2a3) + 68caz + B

a = 1 .

as = 202

az = 203+ 2a3

ag = 204 + 50120(3 + Otg

as = 2as+ 6aray + 50303 + 30’%

as = 2a¢+ Tazas+ 8alas + Tazal + adaz + Tazay

ar = 207+ 8ajas+ 12akes + 200304 + 8azas + 3ad + 3a2a?
\ +4a? + 4ada,

c) Développement de [1/f(z)]™ = [f(z)]™™

Soit f(z) =z + azz?+ azz3+...(a; =1).
@)™ =z""(1+u)™

avec u = a2 + azr’i 4. = f(:c)

Mais (1+u) ™™ =1+ Ejzl("l)j (m — 14y

m-—1

)uj= 1+ g(u).
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On & alors [f(2)] ™™ = 2=™(1 + g(f(2)).

On peut calculer g( f(z)) en appliquant la formule du paragraphe précédent, ce qui

donne

[f@)]™ =271+ ynz").

n>1

Donnons quelques expressions de v, pour m = 1.

(M1
72
73
Y4

) B e

Ve

Y7

Sim=2

([ [

non

oo

—a
—a3 + a%

—ay4 + 202&3 - Clg

—as + 20204 + o3 — 30a3 + af

—ag + 2(azas + azay) — 3(aday + a20?) + dada; — a
—a7 + 2(aza6 + azas) + af — 3alas — 6azazay — a3
+4aday + 6alal ~ badas + af

—ag + 2(aza7 + azas + agas) — 3(adas + 2aza3a5 + azal)
+4(adas + 3adazay + azal) ~ 5(abay + 2a3a?)

+6asa3 — a}

-—202

—203 + 30(%

—20'4 + 60203 - 40/3

—2as + 6aza4 + 303 — 12023 + 504

—2a6 + 6(az0s + azay) — 12(aday + @za?) + 20ada; — 603

—3012

—3a3 + 6a§

—3(14 + 120/2&3 - 1003

—3as + 120,04 + 6a3 — 3001%0(3 + 15a5

—3a6 + 12(aza5 + azay) — 30(aday + aza?) + 60adas — 2103

d) Développement de [f(z)|™

Un calcul analogue a celui du paragraphe précédent permet d’écrire

[f@)™ =2™(1+ ) Ymz"™)

n2>1
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Sim=2
(7 = 2(!2
T2 = 2a3 + o
] = 204 + 20203
T4 = 205 + 20004 + a3
5 = 2a6 + 2a0a5 + 20304
L 76 = 207+ 2006 + 20305 + a2
Sim=3
M = 3a,
Y2 = 3a3 + 33
Y3 = 3a4 + 6aga3 + a%
Y4 = 3(15 + 60/204 + 30’;’; + 30%03
vs = 3ag+ 6azas + 6azay + 3alay + 3azal

e) Développement de g(z/1 + z) et g(z/1 + 2z)
Si g(z) = 2521 iz’
g(z/1+z)= Z'ynx" et g(z/1 4 2z) = Z dnz™.

21 n>1

On obtient 7, et é, en appliquant la formule de Faa Di Bruno respectivement &

Bi et a; = (—1)i_1
et
Bieta; = (—1)"12i”1.

Donnons les premiéres expressions de vy, et 8, :

11 = B
Y2 = B2 — B
Y3 = B3 — 28 + B
Y4 = By — 363 + 3B — B
5 = PBs — 4By + 683 — 4P, + P
b = B
6 = B2 - 2B
by = B3 — 4B + 4p
by = Py — 683 + 128, - 8B
6s = Bs — 8B6s + 24B3 — 326, + 166
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CHAPITRE 11

ALGORITHMES GENERAUX POUR (z,) € LOGF,

0. Introduction

Notre principal objectif est maintenant de construire des algorithmes permettant
d’accélérer la convergence des suites de LOGF'p et d’estimer les vitesses de convergence

des suites obtenues.

Il existe dans la littérature [25, 29, 2, 5, 20, 23, 2] divers algorithmes accélérant les
suites du type LOGFp. Nos algorithmes sont des modifications de I’e-algorithme et du A?
d’Aitken itéré, le 8,-algorithme et le f-algorithme.

Par définition, les suites de LOGFp sont de limite nulle. Mais les algorithmes
considérés s’adaptent a des suites de limite non nulle puisqu’ils ont la propriété de

translativité.
1. e-algorithme modifié
A partir de l’e-algorithme, nous définissons un nouvel algorithme de la fagon suivante :

pour toute suite (z,) :

€(n]) = 0, Egn) = zmvn €N
evih = i) + AL8elV) Yk € N,vn €N

Nous noterons ex(z,) = ein).

La suite (A}) est une suite auxiliaire qui ne dépend que de la classe de la suite (z,).
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On en déduit que :

ALGORITHME 1

nt1) A
Gl +TxT VkeNwneN
ot A=M"1+ N1+ E~? avec
M = Apolefy™ -G
N = A2kA5§’]':+1)
EFE = —AQkA&:g,,:).

Remarque

Les suites (Ag) et (A} sont liées par la relation

Agki1d2k = =5
Nous adoptons le principe suivant pour toutes les démonstrations concernant I’e-algorithme
modifié :

appliqué au niéme terme de toute suite (z,) de LOGF,, 'Algorithme 1 donne, en

posant

T =Tn, Tn+1 =f(~’5),

€ak42(z) = e2x(f(2)) + Aun

A

oM A=M"14+N"14+E-! avec

M= Azk..l[&zk(f(x)) - 52k-2(f2(z))]
N = Agilea(fa(z)) — e2e(f(2)))]
E = Asilear(z) — ean(f(2)))]

et fo = fof.
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Théoréme 2.1 : La convergence de toute suite (z,,) de LOGFp peut étre accélérée

par U’Algorithme 1 avec :

A1 = 0
Agk = 1/(k + 1)
VkeN
Aky1 = k+p+1

Plus précisément, pour tout k € N, (€9x42(x5)) converge plus vite que (e2x(zn)) et

eqk(2y) <=kt = n—(k+1)/p,

De plus, si ¢ Uétape k, eqx—2(zn) et e2x(z,) admettent des d.a. de type : £2x—2(zn) =
Y Bizy et ear(zn) = D Pizh, avec B # 0,Fk1 # 0 et fryz # 0, alors ezpia(za) ~
i>k i>k+1
exkt? avec

e = 1-p Brsa + Br+1 [ap+2 Bi+1
(k+D)(k+p+1)"" T k+tp+1lapn  (k+p)Bi)’
sip#1et
_ Bt B+ .
€—k+2 _azco+(k+l)ﬂ§c sip=1.

Démonstration. D’aprés le principe défini précédemment, il s’agit de montrer que

ek(z) <= 21 VkeN.

Démontrons-le par récurrence.
On vérifie facilement que e,(z) <= z2.

Supposons

€2k—2(z) == z*
k() =< *¥?

et montrons que e2x42(z) <= z**2.

Pour des raisons de commodité nous poserons :
f(.’t) =z + E ap+,':z:p+'
i>0

fa(z) = fof(x) =z + ) _ apyiz?™

i>0
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Posons eax_s(z) = Zﬂfrz", e(z) = Z ﬂa‘z",

i>k i>k+1

en(f(@)= Y vzen(falx))= Y. Az

i>k+1 i>k+1

Les résultats de calcul formel (chap. 1, paragraphe 6) nous permettent d'écrire :

( ap = 2a,
ap41 = 2ap41
sip# 24
ap—2 = 2025
azp_1 = 2a2p-1 + pa
\ azp = 202;, + (2]) + l)apap.H
[ Yk+1 = Bis1
Ye+2 = Br+2
TYk4p-1 = ﬂk+p—1
Yk+p-1 = ﬁk+p—1
Yik+p = PBrtp+ Bry1(k + l)ap
J Yetp+1 = Brapt1 + Brtr(k + Dopta + ap(k + 2)Biq2

Yk4+2p-2 = ...

Yet2p—1 = Brrop—1 + Brpap(k +p) + Bryp-1(k + p ~ lap_1+
Br4p—2(k +p—2)apia+ ... + fry1a2p_1(k + 1)
ﬂk+1a2——k(k2+])

P
Ye+zp = DBikt2p + Brapr10p(k +p+ 1) + Brapapri(k+p) + ...+
Bry3(k + 3)azp_2 + ﬂk+’:(k + 1)[ezp + kapapia]+
{ Brta(k + 2)[azp_1 + a2 &f2]

On en déduit :

= —Azk_lﬂ;cxk +...

Agk(Mktp = Yrap)e* P14+ TP diz') +
A2k(Brtp — Veap)zF P14+ 37 tiz') +
Aktp = Thtp = Brp1(k + 1)ay

Br+p — Tk+p = —Prs1(k + 1)a,

SIS
I
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M = —p et

NTo= A'zkﬂkﬂ(kh-l)cx,,::kﬂ7 (1 + Ef=1 D,’l") +..
-1 = -1 » .

E - Az Be41(k+1)apz*+? (1 + Zi:l Tix') +..

Les D; (resp. T;) s’obtiennent en fonction des d; (resp. t;) par le calcul formel.
Par exemple,
D, = —d, , Dy, =—dy+d?
Ti=—-t; Ty = —ty + 2.
Mais d; = T; Vi=1,...,p—2, car

Ak+2p—2 = Yk+2p—2

Ak4p+1 = Vhk+p+1
dy =

= dy—2 =
ooy p—2
Ak4p = Vh4p Ak+p = Ye+p
= ﬂk+p+l — Yk+p+1 t,_ o= ﬁk+2p—2 ~ Yk+2p-2
— ,' .. , p— -— .
Br+p — Yr+p Bk+p — Vk+p
_ Dy_1-Tp1 Dy T — 1
A= Azkﬂk+1(k+l)0p1‘k+l (1 + Dpo1-Tp T A2k—lﬂzxk
_ Dy_1—=Tp-1 1+ ( D=1, A Bigi(ktl)op T
Azk Be4r(k+1)aprF+1 Dp_1-Tpo1  (Dp-1-Tp-1)A2e-15;

Dy1 = Tpo1=—(k+play

1 _AnBen (kD)o k1 [1 n ( Dp-Tp Azkﬂk+1(k+1)) x
A k+p ' (k+p)ap  (k+p)Azk-1B; :
On en déduit L
+p
AsrA = —
2kA2k+1 = 777
On peut prendre par exemple
Ak = &5
A1 =k+p

On a alors e2p42(z) = ex*+2 + ... avec
D, -T, _ Br+1 ]
(k+plap  (k+p)(k+p—1)B;
D, —T, =ty —dy+2ds(dp_y — tp_y)
29k42p — Ak42p — Bik+2p

Br+1(k + 1)a,

€ = k42 — Br+1 [

t,—d, =
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Les calculs donnent :

2-p Br+1 (Otp+1 Bk+1 ) .
= 2
CEEAkT D T h 5\, TGrp-DA) P

_ ﬂk-&—l ﬁk+1 P
et e = m —a2c0+m-;: Slp—2.

En reprenant f(z) = 2 + Y ,5, ap+ic?** (rappelons que la démonstration a été faite

pour f(z) =z 4 3 ;5o ap+ic?t’), ona:

Ak = 53
Vp e N* .
Akv1=k+p+1
De plus,
1-p Br+1 [ap+2 Bi+1 ]
€= + + ,
Fr G+ 40 T p o1 Loy T (64 (5,
sip#1let
_ Brna Br+1
T rrz T T g,
sip=1.
Remarque

Pour que la démonstration précédente soit complete, il faut démontrer que ¢ # 0, pour
tout p > 1. Pour p = 1, dans [31], nous avons explicitement ¢ en fonction de n et des a;,

ce qui montre bien que ¢ # 0.

La relation de récurrence sur €, devrait pouvoir permettre dans les autres cas, un
calcul similaire. Méme si ¢ était nul, cela ne contredirait pas le fait qu’il y a accélération

de la convergence, au sens ou nous ’avons défini (cf. chap . 1, paragraphe 5).
2. A? modifié itéré
Soit (z,) une suite. On sait que le A? d’Aitken appliqué a (z,) peut s’écrire

(Az,)?
Az,

6(zn) =2z, —
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Si (z,) est une suite de point fixe telle que z,41 = f(z,), alors :

-z — (f(xn)-xn)z
6(1'11)"‘ " f2(xn)-2f($n)+$n

(on rappelle que f, = fof).

A chaque étape, on applique cet algorithme a une suite (u,) supposée de la forme
Up = g(z,). On a alors upy; = g(Tns1) = gof(z,) €t uprs = gofo(zy,).
On pose alors r, = ¢ pour simplifier.

Au départ g = Id.

(k-1) _

A Yétape k, zn ' = g(x) = ri—1(z) et ri(z) = brbg(z) + biri—1(f(z)) avec

(gof(z) — g(z))?
gofa(z) — 2gof(z) + g(z)’

65(z) = () -

On obtient ainsi ’algorithme du A? modifié itéré qui s’écrit :
ALGORITHME 2

{ x(o) ?Vk €N
® = 287D — ByR[z¥V)Vk e N*,vn e N.

La suite (B}) est une suite qui ne dépend que de la classe de la suite (z,).

L’Algorithme 2 est da 8 SABLONNIERE [28].

Théoréme 2.2 : Soit (z,) € LOGFp ; I’Algorithme 2 avec

k
Bk=—:3,k21,

accélére la convergence de (z,,).

(k)

Plus précisément, pour tout k € N (3:("+ )) converge plus vite que (z )) et 25, <>

De plus, si a ’étape k, 2 admet un d.a. du type 2P = Ei_>_k+1 Bizi, ot Bry1 #0,

(k+1)

alors o ') ~ 6zkt? avec

1 Opt2
6= k+1)=2E
(k+1)(k+p+1) (k+ )Otp+1

Br+1+ (1 —p)Br4a2| sip#1
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et
coa2Bk41 .
= — ——>= =1,
k.+-2 Slp

Démonstration : similaire & celle du théoréme 2.1.
3. 6;-algorithme itéré

SABLONNIERE (28] a défini ’algorithme suivant :
ALGORITHME 3.

Pour toute suite (z,),

éo(:c,,) =2Z,,Vn €N,

et pour tout k > 1, ék(zn) = é(ék_l(zn)) ou é(un) = Unt1 + (Unt1 = Vn)AUns1/(Aupyr —

Av,) pour toute suite (u,), avec

Vn = Uny1 — Rlug).

On applique ’Algorithme 3 & une suite (u,) supposée de la forme u, = g(z,). Et on
pose =, = z pour simplifier.

L’Algorithme 3 peut alors s’écrire :

e au départ g = Id

e a l'étape k,

g(z) = ék_l(x) et ék(:c) = ég(:c)

avec

!

: = gof(z) - &
bg9(z) = gof(z) p

p' = gof(z) - bg(z)
i _ (8g)of(z) — bg(z)
gofa(z) — gof(z)

On rappelle que g a été défini au paragraphe précédent.

Ce principe sera utilisé pour toutes les démonstrations concernant le #,-algorithme

itéré.
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Theoréme 2.3 : Pour toute suite (z,) € LOGFYp, (Bk41(zn)) converge plus vite que
(ék(xn)) et

~

Oi(zy) = 5t = n~*HD/P . vk e N

De plus, si ¢ Uétape k, 6i(z,) admet un d.a. du type bi(zn) = Zi2k+1 Biz}, avec

Br+1 # 0, alors

ék+1($n) ~ é$£+2,

avec
1 Qp+2

“GanrerD (Y

6= P22 Brs1 + (1 — p)Br+2| »
Qp+1

sip#1 etG:&%”)—E%sipzl.

Démonstration

D’aprés le principe défini précédemment, il s’agit de montrer que 9k(z) =
¥l Vke N
Raisonnons par récurrence.
On vérifie facilement que 6;(z) <= z2.
2

Supposons que ék(r) =g(2) = ivkt1 Biz* et montrons que ék+1(1) = k2,

Nous supposons que
flz)=z+ Zap+,'a:”+".
i>0

La démonstration du théoréme 2.1 nous permet d’écrire

bg(z) = Z bz’

i>k+1

avec

p—1
bkt = 555 Bk
bikt2

_ (k4+1)Biy1 ap4a p’+kp—k—2p+2 .
= e T G Prt2
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Les résultats de calcul formel donnent :
P = 00f(2) = 60(2) = (Bas = bes)a* 1+ Ga ity
Br+1 — by
o1 9)0f(@) = bg(a)
gofi(z) — gof(z)

g = Prrimben [1 - ——b”j‘b (t) + Dl)x] +...
Br+1 Bi+1 — b1

avec

o= Gt k4 2biys
=
Qp k +1 bk+l
et
D, = - 2et1 k+2Biyo

Qp k+1 :Bk-f-l

p' k+1 { [ﬂk+2 —bryo | biya(t) + Dl)] }
q' B Br+1 — bk41 Br+1 — bkt *

On a ainsi 654 ;(z) ~ §2*+2

. —b b
6 = Brt2 — B4 [ﬂk“ k+2 + kil (t) + D, )] .
Bi41 —bk+1  Br+1 — br4r

, avec

Les calculs donnent :

6=— | ,
(k+1)(k+p) ap (k+1)2(k+p)ﬂk+2, sip#

et 8
i Co2Pk+1 .
6= sip=2.
k+)(k+2) P
En reprenant f(z) =z + 5,5, apt:iz?T, ona:
i— —Br+1 Qp+2 p—1

(k+1)(k+p+1)ap (k+1)2(k+p+1)ﬂk+2a sip#1

j . _CoarfBi C o —
etG—mT)(—k—%)mp—l.

4. f-algorithme

En posant z = z,, le -algorithme (P.10) peut s’écrire :
0—1(1') = 0,00(1‘) =z

O2k+2(z) = O21(f(2)) + O21(f2(x)) — O2i(f(2))

P" = b2k41(f(2)) — b2k11(2)
q" = 83k41(f2(2)) — b2x41(f(2))
b2k+1(2) = b25-1(f(2)) + [62x(f(2)) — b2e(2)] ™

Ce principe sera utilisé dans toutes les démonstrations concernant le 6-algorithme.
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Théoréme 2.4 : Pour toute suite (z,) € LOGFp, (62k42(z,)) converge plus vite
que (62k(7,)), Yk € N. De plus 03(z,,) <= 2t «= n=G+D/P yi ¢ N,

Démonstration

D’apres le principe défini précédemment, il s’agit de démontrer, par récurrence, que
611(z) <= ¥+, VkeN.

On vérifie aisément que 63(z) <= 22 et 3(z) <= z~1~?. Supposons

by1(z) = !

et

92k+1(1') ~ .’l)k+p.

n 1 1

pr=4 ((f(x))"*" - xkﬂ)

. 11

v ‘A(m(z))w (f(w))"“’)
(f(z)**? = gk <1+ > unw")

n>p-~1

Les résultats de Calcul formel (chap. 1, paragraphe 6) donnent :

pp-1 = (k + pla,
tp = (k + plaps

paop-3 = (k + p)az,_2
H2p—2 = (k + plazy_1 + Jo2(k+ p)(k+p—1).

Posons

1 n—k—
T~ 7w = L e

n>p-1
et

1 ! n—k—p
(fo())F+? (f(-‘r) = 2 b

n>p-—-1

on a:
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bp_1 = ~Hp-1 (b1 = bp—1
! —
bp = ~Hp bP - bp
byp_z = , “Har-3 p-3 = bop_3
b2P—2 = ﬂp-1 - U2p-2 \ 12p—-2 = (b2p—2)a - bZP—2

La notation (bz,_2), signifie que dans ’expression de bzp_2, a; est remplacé par a;(P.19).

p'' = Ab,_yz71 k(1 + LR S YRS +Pﬁ’-_—2-:c”_l+...)
bp—l bp 1 bp 1

!

b b! b!
R e g
pP—

Mais comme b; = b, Vi=p-1,...,2p-3,

bop_
AL
q bp—l bp 1
Les calculs donnent
l—p - = —(k+ 1)apzP~! +..
q"

Si on pose 84x(z) = En2k+1 anz™,

O2x(f(z)) = z Tnz" et 62k(f2(z)) = Z Anz®,

n>k+1 n>k+1

le calcul de N dans la démonstration du théréme 2.1 donne :

O2x(f2(2)) — 62(f(2)) = (Mktp — Thtp)z*HP(1 + Z diz')

i>1

ou

Aktp = Th4p = arg1(k + D)oy

On en déduit que
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k+2

Orki2(z) <=z et O2x43(z) <= g~k-r-1,

Remarque : La complication des calculs ne nous a pas permis de donner la partie

principale pour le §-algorithme.
5. Conclusion

Nous venons de généraliser les résultats d¢ SABLONNIERE [ 28 ], puisque p n’est

plus limité a 1 ou 2.

Nous avons aussi considéré deux nouveaux algorithmes, ’e-algorithme modifié que
, -

nous avons défini et le §-algorithme.

Il y a trés peu de résultats théoriques sur le f-algorithme, encore moins en ce qui

concerne les suites logarithmiques. Le théoréme 2.4 mérite donc d’étre souligné.

Les quatre algorithmes donnent les mémes résultats (asymptotiquement ). De plus, les
parties principales des suites transformées par ’e-algorithme modifié et le A% d’Aitken

modifié sont trés semblables.

Nous verrons plus loin, que pour des valeurs particulieres de p, il est possible d’encadrer

la limite.



CHAPITRE III

ETUDE DES SOUS-CLASSES DE LOGF,, p=4,12,
PAR LE A? D’AITKEN MODIFIE ITERE,
LE 6,-ALGORITHME ITERE,
L’.-ALGORITHME MODIFIE ET LE §-ALGORITHME.
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CHAPITRE III

ETUDE DES SOUS-CLASSES DE LOGF,, p= 4,2,
PAR LE A? D’AITKEN MODIFIE ITERE,
LE 6,-ALGORITHME ITERE,
L’.-ALGORITHME MODIFIE ET LE 6-ALGORITHME.

0. Introduction

Les quatre algorithmes généraux du chapitre précédent répondent a notre objectif.
Mais on peut obtenir des résultats plus précis sur la vitesse de convergence en considérant

les sous-classes de LOGFp, p=1,2.

1. e-algorithme modifié

Théoréme 3.1 : Pour toute suite (z,) € LOGFp,p = 1,2, en appliquant
UAlgorithme 1, Vk € N, (e9k42(r)) converge plus vite que (e2x(Tn)).

( i) Pour (z,) € LOGF,(p = 1,2),
A_] = O,Azk = 1/(k + 1),A2k+1 == k +p+ 1,Vk € N

De plus e2x(zn) <= zkt! <= n~*+1)/? vk ¢ N.

- ( #) Pour (z,,) € LOGF],

A_y =0, As = 1/(2k +1), Aggy; = 2k +2,Vk € N;
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et
£2k(Tq) €= 22! = p~ (k1) vk ¢ N.

De plus st eqx_s(z,) ~ ﬂ;k_lzf,k‘l et ex(zy,) = Zi22k+1 Bizt, alors €2k4+2(ZTpn) ~

2k+3

Exy, avec

= B2k+3 3 1 Bhis  Baun ay
(k+1)(2k+1) (2k+1)2fakt1 k+1 |a

/ng+l
sk(k+ 1By,

1
- g(k:’ +k+ e)ag]

+

( iii) Pour (z,) € LOGFY,

A_l = 0, Agk = 1/(2k + 1),A2k+1 = 2k + 3,Vk S N
De plus, egp(z,) &= 2251 = n~(2k+1)/2 yf ¢ N,

( ) Pour (z,) € LOGF,",

A= 0, A = 1/(4](? + 1),A2k+1 = 4k +3,Vk € N;

et £2k(2q) &= iFT! = n~UKD/2 yp e N

De plus 31 e3k_o(x,) ~ By, _37iF =3 et epp(zy) = Ei_>_4k+1 Bizi, alors

62k+2(zn) ~ Ezik-*'s

avec
e = 8 ﬂ _ 4 ﬂzkia
= @EFNEEF3) P4k T TEFD)? Bar s
Bar+ 1 2 2 1 B ’
4 Bus [4% — 1(16k? + 8k + 57)a? + 2 Bz:_;]
Démonstration

(i) Théoréme 2.1, p = 1 pour LOGFj et p =2 pour LOGF3.
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(1i) On vérifie facilement que e5(z) < z3.

Supposons

€2k—2(z) = Z 5,{33'.

i>2k—1
et

621;(:2): Z ﬂ,':ci.

i>2k+1

Les résultats de calcul forme] donnent :

(

J

Y2k+1
Y2k+2
Y2k+3
4 Y2k+4

Y2k+5

A2k41
A2k42
A2k+3
A2k+4

A2k+5

= ﬂ2k+1

= Bok+2 + (2k + 1)Bakt109

= Bakts + (2k + 2)arfarqa + (2k + 1)(k + 1)a2Bory

= Bak+s + (2k + 3)@2faiys + (2k + 3)(k + 1)a2Bakts

+(2k + 1)Boks1][ag + -3’5(216 + 5)al]

= Pakts + (2k + )2 forts + (2k + 3)(k + 2)aBoxss

+(2k + 2)Bokt2]ay + (—Z'ﬂﬁ(—"ﬁlagl + (2k + 1)Baks1]ast2k020y

kal 012
+=2(2k* + 9k + 1))

= Bok41

= Bokt+2 + 2(2k + 1)B2k11

= Pak+s + 2(2k + 2)a2B2k42 + 4(k + 1)(2k + DaBarsr
= Bok+a + 2(2k + 3)012523k+3 +4(k + 1)(2k + 3)a2Bak+2

+2Bok1(2k + 1)]ag + %(sk2 + 20k + 9)]

= Bak+s + 202k + 4)012,323k+4 + 42k + 3)(k + 2)a2Bsk43

+2(2k + 2)Boksolas + -(;—2(8k2 + 28k + 21)]

+2(2k + 1)B2kt1]es + (4k + 3)azay + L1(8K3 + 36k2 + 40k + 12)ad).

On en déduit :

M= —Azk—lﬂék_lmzk'l +...
N = (2k + 1)azfort+140:2®**?(1 + mz + nz? + rz®) + . ..
= —(2k + 1)azfor+142:2”* (1 + pz 4 g2 + 52%) + . ..



32

ou

o A2k+3 — Y2k+3 " Aok4a — V2k+4
(2k + 1)aB2k+1 (2k + 1)azfB2k+1
p= Y2k+3 — 52k+3 g= Y2k+4 — B2k+4
(2k + 1)azB2k+1 (2k + 1)azB2k+1
e A2k45 — V2k+5 o= 2kts =~ Bak+s
(2k + V)azB2i+1 (2k + 1)a2Bak+1
On a alors :
1 A2k + 1
1 _ Au(@k+ Dazfen 22 11 —uz 4+ (u? —t)2?) + ...
A p—m
avec
- m?—n—p?4ygq tzv_(2k+1)01252k+1-42k
p—m ’ (P - m)AZk—l,Bék_l
et
o= —r +2mn — m® + s — 2pq + p®
= s
on peut alors choisir :
{ Ak = 5y
Agk41 =2k +2

Par ailleurs u = 0, donc €9542(z) ~ ez
Les calculs donnent :

Bak+s 1 5§k+2 Bak41 [9_4 1

_ _ Briia
k+1)(2k+1) (2k+1)? Baxs1  k+1 |a; 6

k2 +k 2 .
(k* + k+6)a; +4k(k+1)ﬂ§k_1

€

(i1i) Il est facile de démontrer que : si f est impaire, alors ¢ est impaire, pour tout k£ € N.

Supposons e2x(z) = Eizzk-u Biz.
Le calcul donne

2k +1
2% + 3A2kA2k+1 gl g

E2k+2(z) = Bak41 |1 -

et si on thoisit
1

Aze = 577

et A2k+1 = 2k + 3,
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alors £2x42(7) < z2k+3 ce qui achéve la démonstration.

(iv) On sait que e2(z) <= z°. Supposons

62);_2(13) = Z ::l:i

1>4k-3

et

en(z)= Y P’
i>4k+1

D’aprés la démonstration précédente e, est impaire. Les résultats de calcul formel

donnent :

Yak+1 = Pak+1

Yak4s = Bak+s + (4k + Dasfar41

Yak+5 = Pak+s + (4k + 3)asfak+s + 3(4k + 1)(4k + 3)adBar+1

Yak+r = Bak+r + (4k + B)asfarss + 5(4k + 3)(4k + 5)adBak+s

ﬁ {4k + 1)Bapgsfor + 24k +8)od]

Yakt+o = Bakto + (4k + T)azBaryr + 3(4k + 5)(4k + T)a?Bsks
+(4k + 3)ﬂ4k+3[a7 + %(2}6 + 1)(4k + 10)&%]

L +(4k + 1)Bak+1]ag + dkasar + %(16]62 + 60k + 11)a}]

( Ak+1 = Bak+1
Aak+3 = Pak+s + 2(4k + Va3 Bak+1
Mk+s = Bakts +2(4k + 3)asBak+s + 2(4k + 1)(4k + 3)ad Bak+1
Ak+r = Baktr + 2(4k + 5)azPBak+s + 2(4k + 3)(4k + 5)alBak+3
4 +(4k + 1)Bsk41[2a7 + 3(64k% + 128k + 45)ad]
Ask+o = Bakto +2(4k + TasParyr + 2(4k + 5)(4k + 7)ol Baks
+(4k + 3)Bar+32ar + $(64k? + 129k + 125)a3)
+(4k + 1)ﬂ4k+1 [209 + 2(8k + 5)0307 '
( +35(512k° + 1920k2 + 1792k + 435)a}]

On en déduit :

M = —Ay_1Bhp_sz** 3 4.,
N = (4k + 1)a3ﬁ4k+1A2km4k+3(1 +mz?+nzt +rzb + .. J)
E=—-(4k+ 1)a364k+1A2kz“+3(1 +pz?+ gzt +s2%4..))

ou :
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m = Adk+5 = Yak+5
(4k + 1)azPar+1

_ Yak+5 — Bak+s
P= (4k + 1)a3Bsr+1

.o Adk+9 = Yak+9
(4k + 1)asBak+1

On a alors :
1 Ask(4k + 1)azBak+1 gk 2 2 4
= = - ¥ L —uz? + (v - )] + ...
avec
- m?—n—p*4gq e (4k + 1)azBars1A42k
p—m ’ (p—m)Azk-1B44_3

—r+2mn—m3+s—2pg+p?
p-m '

et v =

On peut alors choisir :

— )\4k+7 = Yak+7
(4k + 1)aszPar41
Yak+7 — PBak+7

1= (4k + DasBak+1

Yak+9 — Bak+o

s = )
(4k + 1)asfak+1

{Azk =1/(4k+1)
Agky1 =4k +3

Par ailleurs, u = —%:—:—ﬁ —~ (4k + 1)a3, donc

Ezk+2(z) ~ €T

Les calculs donnent :

8

£

Bak+1 01 1 2
Parirjor 26p2 4 gk
t b+ 30ta, gUok T8

2. A? modifié itéré

4k+5

4 [

= W@k + D)(dk+ 3)34“5 " (4k+ 1)? Baxsr

1 Barn

T)a? —_—.
Nt E T,
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Théoréme 3.2 : Pour toute suite (mn) € LOGFp(p = 1,2), en appliquant
I’Algorithme 2, (ms, )) converge plus vite que ( 2 )), pour tout k € N*,

( 1) Pour (zn) € LOGF;(p =1,2), By = (k + p)/k,Vk € N.
Si (z,) € LOGF,

mg‘) <~ z,’i’“ <= nk1
ck 1
az (k4 1)Ink+1’

Si (z,) € LOGF},

1 —(k+1)/2

W = ¥ =

(i) Pour (z,) € LOGF}', By = 2k/(2k — 1)Wk € N ; et 23 «= g2k oy p=2k=1

k+1
(k) (k+1) _ 51,21k+3

De plus 1 x5 Z!)Zk-{—l Bizt, alors zy, , avec :
Bak+3 1 Bhgs  BPusras 1., 2
- - Yl kie)ad).
(E+1)(2k+1) (2k+1)? Bapy k+1[a2 6( +k +6)aa]

(111) Pour (z,) € LOGFy, By = (2k +1)/(2k — 1),Vk € N.
De plus ) = g2kl = = (2R41)/2

() Pour (z,) € LOGFY" (4k—1)/(4k——3) Vk € Netzl) = g4k+1 e plak+1)/2,

(k)

k+1
De plus s1 25, = Zz>4k+1 Bizt, alors z¥T) = 624545 guec

_ 8Bak+s 4 Biiis | Buktr [, oz 1. .2
b= (4k +1)(4k 4+ 3)  (4k + 1)2? Byr1 +4k+3 4 (16k + 8k + 57)a3| .

(K k+1
De plus si 25 = D iakt1 Bizi, alors 2V = = ézik+5 avec :

8B4k+s 4 Bikss  Bak: [4a 1

= - 16k% + 8k + 57
@E+ )(2k+3) @k T 17 Barss T 4k +3 | "oy GLIOF +8ES )“3]
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Remarque

Les résultats (i) et (iii) sont énoncés sans démonstration dans [28] par SABLON-
NIERE.

Démonstration

(1) 11 suffit d’appliquer le théoréme 2.2 avec p = 1 (resp. p = 2).

(i), (111), (iv) : Démonstrations similaires a celle du théoréme 2.2.

3. 6;-algorithme itéré

Théoréme 3.3 Pour toute suite (z,) € LOGFp(p = 1,2), (8i(zn)) converge plus
vite que (fx_1(zn)), Vk > 1.

(i) Pour (z,) € LOGFY],

bp(zn) = 25! = n~

~— (o) Vk € N
(k + 1)(k!)2aonkt+1’ '

k-1

(it) Pour (z,) € LOGF;,

Or(zy) <= o5t = n~ D2 L e N.

(i1z) Pour (z,) € LOGFY,

Oi(zn) = 22k «—= n~2-! vk e N,

De plus 31 Gi(z,) = D i>ok+1 Bizt, alors Gyy(zg) ~ 022%+3 qvec :

5_ =28 2 B 28 1/1.2 2
6= (k+1)(§7:+31)2 + (2k+1)3 ﬂ::i: - (k+1)2(k2421+1) %‘: - e(k +k +6)‘12]'

(iv) Pour (z,) € LOGFY',

Oi(zn) = 22k = n~CFD/2 vk e N

(v) Pour (z,) € LOGF}",
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Or(zg) e 2iF! = n~ D2 i e N,

De plus si Ox(z,) = Zi24k+l Bizi, alors Oryy(zy) ~ Gz4F+S, avec :

—3204k+45 + 16 Biiys
@k +3) @k + 1) T 4k +1)° Barss
44541 a7

1
- 4= — Z(16k* + 8k + 57)a?| .
@ET )@k 13) |Yas gLk 8k +5T)as

6=

Remarque

Les résultats (i), (ii) et (iv) sont énoncés sans démonstration dans [28] par SABLON-
NIERE.

Démonstration.

(1) Théoréme 2.3, p = 1.

(ii) Théoreme 2.3, p = 2.

(ii), (iv), (v) : démonstrations similaires a celle du théoreme 2.3.

4. 6-algorithme

Théoréeme 3.4 Pour toute suite (z,) € LOGFp, p =1,2,(62k+2(zx)) converge plus
vite que (02x(zn)), Yk € N.

(i) Pour (z,) € LOGF,(p = 1,2),

by1(75) = 2kt = n~+1/P i c N,

(ii) Pour (z,) € LOGF)(p = 1,2),

b2x(zn) = 22! = n~(3¥+D/P vk ¢ N,

(iii) Pour (z,,) € LOGF}",

byk(zy) < 2! = n~ (#5412 ¢ N,
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Démonstration

(1) Théoréme 24, p=1,2.

(i1), (iil) : Démonstrations similaires a celle du théoréme 2.4.
5. Remarques

a) On sait que la premiére étape (colonnes paires) de 1’e-algorithme n’est rien d’autre que
p & q

le A? d’Aitken. Cette propriété se conserve avec la modification de ces deux algorithmes.

b) Pour (z,) € LOGF], lorsque ¢y < 0, les suites données par le A? modifié itéré sont
alternées par étape. On a ainsi un encadrement de la limite d’une étape & ’autre. Quand

co > 0, C’est le 6, itéré qui vérifie cette propriété.
Ceci est un corollaire des théorémes 3.2 et 3.3.
c¢) En choisissant z, = n pour suite auxiliaire dans le p-algorithme, on a :
(i) pour (Sn) € LOGFY', coincidence entre ’¢c-algorithme modifié et le p-algorithme ;
(i1) pour (S,) € LOGF;,e; = p,.
6. Conclusion

Les quatre algorithmes donnent aussi les mémes résultats (asymptotiquement) pour
les sous-classes de LOGFp. A l'aide des parties principales on démontre que pour LOGF},
les suites transformées par ’e-algorithme modifié et le A? d’Aitken modifié itéré ont le

meéme signe. Il en est siirement de méme pour LOGFp en général.



CHAPITRE IV

COMBINAISON A? MODIFIE ET 6,
POUR LES SOUS-CLASSES DE LOGF,, p=1,2
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CHAPITRE 1V

COMBINAISON A? MODIFIE ET 6,
POUR LES SOUS-CLASSES DE LOGF,,p=1,2

0. Introduction

Pour chacune des sous-classes étudiées au chapitre 3, le A? modifié itéré et le 8,
itéré donnent des résultats semblables. D’ou I'idée naturelle de les combiner pour accélérer

encore la convergence.

1. Combinaison A? modifié et 6, pour (z,) € LOGF,, p=1,2
SABLONNIERE [28] a défini I’algorithme suivant :

pour toute suite (z,),

ALGORITHME 4

29 =z, Yn € Net pour k > 1, n € N,

uP =250 ~ Rz )
A9 = Bzt )

S W)

Les suites (ck), (7x) et (Ax) dépendent de k et p.

Pour chaque valeur de &, (yf,k)) et (z,(,k)) sont les transformées respectives de (a:g,k—l))

par le A? modifié et le §;-algorithme.
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Il faut remarquer qu’il ne s’agit pas d’'une simple combinaison. En effet, on n’a pas
utilisé séparément le A? modifié itéré et le 6, itéré pour les combiner. Dans toute la suite

toute combinaison du A? modifié et du 6, sera celle de I’Algorithme 4.

Théoréme 4.1 : Soit (z,) € LOGF,,p=1,2. En appliquant I’Algorithme /, (a:ﬁ,k))

converge plus vite que (:cs,k_l)), pour tout k > 1.

(1) Pour (z,) € LOGF,(p = 1,2),

ek =2k+p—1)/(2k = 1),vx =1/2k, Ay = (2k — 1)/2k,Vk > 1

et
2 g 220+ oy = (@R41)/p,
(i1) Pour (z,) € LOGFY',
ck = (3k —1)/(3k — 2),v& = 2/3k, \x = (3k — 2)/3k,Vk > 1
et
xﬁ,"> — :cf,k'*'] > n~3k-1
(1) Pour (z,) € LOGF},
ck = (4k = 1)/(4k — 3), vk = 2/(4k — 1), \x = (4k — 3)/(4k — 1),Vk > 1

et

¥ = gt = (kD)

(iv) Pour (z,) € LOGF}",

cr = (5k = 1)/(5k — 3), 7% = 4/(5k + 1), \g = (5k — 3)/(5k + 1),k > 1
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et

335:“ — zik+2 <« n~(k+2)/2

Remarque

Les résultats (i) et (iii) sont énoncés sans démonstration dans [28] par SABLON-
NIERE.

Démonstration

(ii) Soit (z,) une suite de point fixe telle que :

Tty = f(zn),Yn € N

Le A% d’Aitken appliqué & (z,) peut s’écrire :

avec A= N-1 4 E-!
ou N = fo(z,) ~ f(zy) et E =z, — f(z,).

uant au A? d’Aitken modifié, il peut s’écrire :
P

By
8(zn) = Tn41 + N
On définit ainsi une fonction 6’ par :
By
' — Lk
(z) = f(z) + 2

avec A= N-!+ E-L
Ou N = fo(z) — f(z) et E =z — f(z).
Notons zx(zy) la suite issue de la combinaison a ’étape k.

On vérifie que z,(z) = Mlsﬁiﬂ <« zt.
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Pour tout k > 1, supposons zx(z) <= z3¥*! et montrons que 2x41(z) <= z3%+4,
- A? modifié

Le A? modifié appliqué & zx(z,) peut s’écrire

#ax(z) = 2u(f(2) + 2

avec A=N"14 E-1

ot N = z(fa(2)) - 2u(f(2)) et E = zx(z) — z(f(x)).

Posons

zk( )= ﬁ 13k+1 +,B .’E3k+2+ﬂ .’E3k+3 +5 x3k+4 + ...

(fz))= Y ma'etz(fa(z))= Y Al

t>3k+1 t>3k+1

Les résultats de calcul formel donnent :

Ysk+1 =B
Yakt+2 = B2 + Braa(3k + 1)

Yak+3s = B3 + Bra2(3k +2) + B1as(3k +1) + 3k(32k+1) 2]
Yak4+s = B4+ Baaz(3k +3) + Bz (3k +2) + ——ﬁ—““ 3k+1) 2]
+B1[aq(3k + 1) + 3k(3k + 1)azas + msk_lz 3

Ask+1 = B

Askt2 = B2+ 2B102(3k +1)

)‘3k+3 = ﬂ3 + 2,32&2(3]&7 + 2) + B] [4&%(3k + 1) + 6k(3k + l)ag]

Askss = Ba + 2Bsaz(3k + 3) + B2[4a3(3k + 2) + 2(3k + 1)(3k + 2)a?]
+81[(2a4 + 6a3)(3k + 1) + 24k(3k + 1)a3 + $(3k + 1)3k(3k — 1)a3].

On obtient

1

A= BBk T D)oo lex

-ny)z + D,z? 4+ D3z +.. ]

avec
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e; = Y3k+3 — B3 ey = Y3k+4 — Ba
Braz(3k +1) Braa(3k +1)
ny = A3k43 — Y3k+3 ny = A3k+4 — V3k+4
ﬂ102(3k -+ 1) 3102(3’6 + 1)
_ A3k+5 — Y3k+s _ _Y3k+5 = Ps

2 2
n3 D; =ny—ny —ej +ea.

T Braz(3k+1) = Praa(3k +1)

Les simplifications donnent

1 BiBk+1) 54y B2 'y '\ o

avec

et

D;
D= ——u———
3 (3k + 2)02
On en déduit que
k
P = gk :? et 6z} (z) <= z3k+3,

Déterminons le coefficient de z3¥+2 dans 6z4(x). Soit € ce coefficient. On déterminera

plutot le terme de ¢ dépendant de 3.

€ = y3x43 — fa(Dy? — DY)

-D

——
Grina; avec

On sait que Dj =

D3 =e€e3 ~ N3+ 6? - Tl? + 2n1n2 - 26162.



44

On obtient

, B
Dy = -E':l — (3k + 1)ay,
e _3:0 (3k +2)(3k + 3)B;

S AN TSV A

o, _ (34 3)(3k + 2)Baa

e 283k +1)

et
D. = 3k(3k + 3)azfs
P AR+
On a alors ¢ = Wﬁ«"_kﬁ_)ﬂ:"'
- Théta, (62)
Posons §(z) = 6,(zx(z)).
. ze(f(x)) — dzi(z
ba) = sl f(a)) - ELED D)
- N
avec M = éz4(f(z)) — 8zk(2).
Posons 6zk(x) = y)z3F 1 4 yhe®F+2 4 yfa®*+3 4
On sait que
(- IBI
17342
y, = Ba Braa(3k + 1)
273k +2 3k+2

Posons 62k(f(2)) = 2i53k41 wez".

Les résultats de calcul formel donnent :

W3k+1 = Y1,
wak+2 = ¥ + y1a2(3k + 1)

et
3k(3k + 1)

5 ag].

w3k+3 = Y3 + Yae2(3k +2) + yifas(38k + 1) +
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Et 6(z) = [ysk+2 — B1(u — p)|z¥**2 + [yarts — Bi(v — g + p? — pu)ja+2 4

;= 3kH3 Y3 j= W3k+4 = Y4 1 _W3k+5 — Ys
yra2(3k + 1) yia2(3k + 1) yiaz(3k + 1)
__Gktomiati) (3 +2uib+])
T RGk+ 1) 1= "B Bk +1)
Y18k +2)(c+bi+aj+ k')
T Bi(3k +1)

a=-—ng

b=nf—n2

c=—-n3+2nny - ni’
_ (v3k+2 = y2)(Bk +2) v = (v3k+3 — y3)(3k +2)
P1(3k +1) - B1(3k +1)
et
¢ = (P3kea — ya)(3k +2)
B1(3k + 1)

Les calculs donnent 6(z) <= £3*+3.

Reste & déterminer le coefficient de z3%+3 dans 6(z). Soit O ce coefficient. on

déterminera le terme de O dépendant de 3.

O = vakt3 — P1(v — g + p* — pu)

On obtient apres simplification,

. (3k+3)(3k +4)8s __ 2B3(3k+3)
TG+ Ek+2)8 1T TRk +1)2(3k+2)
et

- 9k(k +1)
T BBk + )3k +2)
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On trouve alors que

—4
Oz(%+&ﬁ&k+mﬂ*

D’ou la combinaison

26'(zx) + (3k + 1)d(zx)

et zpq1(7) <= 23k,
(iv) Les notations sont les mémes que celles utilisées pour (i1).

Avec By = 3 on obtient z;(z) = w &= z7, § étant le A? modifié avec le

coefficient B;.
Montrons que zx(z) < z%%+2, Yk > 1.
A? modifié.
Posons zx(z) = B125k+2 4 B,3k+4 | 5. 25k+6 4 g ,5k+8 4
Les résultats de calcul formel donnent :

((Ysk+2 = P
Ysk+a = P2+ P1(5k + 2)as

2

{ vskrs = B3+ Ba(5k + 4)as + 25 (5k + 2)(5k + 4)
2

Ysk+s = By + B3(5k + 6)az + ’9—3231(5k +4)(5k + 6)

g +B1lan(5k +2) + ZB(5k + 2)(5k + 1)(5k + 9)]
A516-{—2 = :31
Ask+4 = Bo + B1(5k + 2)e;

Ask+e6 = B3 + 2B2(5k + 4)as + 28103 (5k + 2)(5k + 4)
A5k+g = ﬂ4 + ﬂ3(5k + 6)03 + 2ﬂ3a§(5k + 4)(5k + 6)
+B1 [2a(5k +2) + (5k + 2)a3[15 + 4(5k + 1)(5k + 9)]] .

On obtient

5k + 4
B*‘5k+2

et
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§'2(z) = £+,

- théta ; (6;)

y 2B y 2
, _ 2(5k +8)Bs
Y= "Bk + 4)2

Les calculs donnent §(z) <= 3%+,

Et la combinaison est

Zk+1(I) - 46’(1) +51(C'5-t ;’ 2)9(‘7:) — O(.’t5k+7).

En fait zx41(z) <= £5%*® car 2341 est impaire.
(i), (i1i) Démonstrations similaires & celle de (ii).
2. Résultats numériques

Tous les essais numériques ont été faits sur I'odinateur DPS8 - MULTICS (BULL) du
C.I.T.L. de I'Université de Lille Flandres-Artois.

Les réels sont en double précision avec 16 chiffres décimaux.

Nous avons expérimenté des suites appartenant ou se ramenant a chaque sous-classe

de LOGFp, p = 1,2, par les algorithmes suivants :

e-algorithme général (chap. 2), e-algorithme modifié pour la sous-classe, A? d’Aitken
modifié itéré, 8, itéré, f-algorithme (chap. 3) et combinaison A? modifié et 6.

Pour les suites de limite non nulle nous avons imprimé les suites d’erreur pour les
transformations. Le premier terme de chaque suite a été choisi pour une convergence lente.
D’autres valeurs donnent des résultats plus performants, mais trés vite instables. Ceci est
illustré aux pages S%et 58.

Les deux premiers algorithmes permettent de voir pour LOGFY', LOGF;' et LOGF}",
I’utilité d’un algorithme approprié.
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3. Conclusion

L’algorithme de combinaison (Algorithme 4) est tout a fait efficace numériquement,

mais plus vite instable.

Les résultats donnés par ’c-algorithme modifié et le A? d’Aitken modifié itéré sont
pratiquement identiques ; cela n’a rien d’étonnant puisqu’on a démontré au chapitre 2 que

les parties principales des suites transformées par ces deux algorithmes sont trés semblables.

De plus, ces résultats sont meilleurs que ceux du 6, itéré, lesquels sont meilleurs que
ceux du f-algorithme.

La propriété d’encadrement énoncée pour LOGF], a la page 38, se vérifie numérique-

ment.
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CHAPITRE V

APPLICATION A DIVERS PROBLEMES D’ANALYSE NUMERIQUE.

0. Introduction

Dans divers problemes d’Analyse Numérique, la solution S est approchée par les

termes d’une suite (Sy).

Dans certains cas, on peut déterminer le développement asymptotique de l’erreur

en=S,—S.

Pour les suites (S,) dont 'erreur a un développement asymptotique du type LOGF,
(chap. 1. paragraphe 2), il suffit d’appliquer les algorithmes appropriés des chapitres 3 et
4.

Par exemple, pour la série S, = Y_I_, 1/:2, le développement asymptotique de (en)
est du type LOGFY'.

D’autres exemples sont développés dans ce chapitre. Nous proposons aussi des al-
gorithmes pour des suites dont le développement asymptotique de ’erreur n’est pas du
type LOGF,. Ces suites apparaissent dans de sommations, intégrations approchées ou

résolutions d’équations différentielles [24, 17].

1. Etude des suites du type :

_ B B2 B3

LS V7 n2/p  n3/p

+---,P€R+‘—{0,1}

Théoréme 5.1 : On peut accélérer la convergence des suites (Sp,) telles que
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s_ BB, B

Y n2/p n3/p

S, — +...,p€R, —{0,1},V3,8; € R.

par U'Algorithme 1 avec :

A2k =1/(k+1)
A2k+1=k+p+1 VkGN
A_] =0

Plus précisément, Vk € N, (€2442(Sn)) converge plus vite que (e2x(Sy)) et

€2k(Sp) — § <= n~k+1)/p,

Démonstration

— 2
Posonsxn—;g}-;+;%;+n3p+...

Siz = —, alors 7, = g(z) avec

g(z) = Zﬂ,-x‘

i>1

et Tni1 = gof(z),znt2 = gofz(z) ol

fz)=z(1+2zP)" /P = Zaimi

1>1
et
fa(z) = z(1 + 227)7VP = Zaix‘.
1>1

Montrons, par récurrence sur k, que

en(z) <= 2 Vk e N.

Les résultats de calcul formel (chap. 1, paragraphe 6) nous permettent d’écrire :



( a; = 1
ag=az=...a,=0
—_ 1
Qpt+1 = —3
{ Opy2 = Qpy3 = . .].+= Qa2p = 0
X2p+1 = 2—p§3
Q2p42 = Qop43 = ... = Q3p = 0
— _(+4p)(+2p)
\ Q3p+1 = — 65
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( a; = 1
a2=a3=...=ap=0
Gp+1 = 20p41
4 ap+2=a,,+3=...=az,,=0
azp+1 = 402p41
G2pt+2 = Q2p43 = ... = a3, =0
t azp+1 = 8azpy1.

Ainsi f(z) = 7 + ap12Pt! + @gpi12P T 4 gy 2P 4L

Posons

gof(z) =) viz'

i>1

gofa(z) = Z Azt

Les résultats de calcul formel donnent :

( 1 =B
Y2 = f2
7p=Bp

S Tp+1 = Bp+1 + Brap4r
Yp+2 = Bp+2 + 2820541

Y2p = )82}7 + Pﬁpap+1
\ Yop+1 = Bopt1 + Brazp4r

.

i>1

( AL = p
A2 = fBy
’\p=ﬁp

Ap+1 = Bps1 + 26810541
Apt+2 = Bpt2 +4B20p41

/\2p = ﬂ2p + 2Pﬁpap+1

\ A2pt1 = Bopi1 +4B1a2p41.

N = gofs(z) — gof(z) = Prapt1zP T 1+ diz + ... + dpzP +...),
E =g(z) - gof(z) = —Brapp1z?T (1 + tiz + ...+ tpz? +...).

Comme d; = t;

Vi=1,...,p—1,0na:
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On en déduit donc que

A;=p+1

et

gq(z) < z°.
Supposons maintenant
62k(:z) = Z ﬂ,’.’ti
i>k+1

et montrons que €x42(T) < k2,

Iei g(z) = Zigkﬂ Biz'.

En posant

gof(z)= Y ma'

t>k+1
et
gofa(z)= > Adal,
t>k+1
les résultats de calcul formel donnent :
Y41 = ﬂk+1
Tk+2 = Bit2
Yk+p = Bitp
$ Yetp+1 = Brap+1 + (k +1)Brs10p41
Yk+p+2 = Bryp+2 T (k +2)Brt+2ap+2
Yk+2p = Bry2p + (k + P)Brapp41

: k
| veazpt1s = Brtzpts + (k + DBesrazpn + 285D 102



69

N = Azk(k‘ -+ 1)Bk+1a’p+1l‘k+p+l(1 + d,l + ...+ d;,.’l?p + .. )
E = —Ag(k + 1)Brg10p01 2" PP L + 8] + ...+ 2P + ..

mais t' =d] pourt=1,...,p-1,

ce qui donne

(t, — d,)z?

N-l14E 1=
Azk(k + 1)Bry10pprzktrtl
Et apres calcul,
1 k+1
= Ay —— gkt
A 2 rpt1
On en déduit que
Ak = 535
Ags1=k+p+1

et €2k+2(.’r) <~ zk+2,

Théoréme 5.2 : Soit (S,) une suite telle que :

B B2 Bs

Sn— 5= meyr Ry iy

+...,P€R+—{O;1}

L’Algorithme 2, avec By = (k + p)/k,Vk > 1, accélére la convergence de (S,).

Plus précisément, pour tout k € N, (:zzs,k“)) converge plus vite que (xs,k)) et

28 _ S ey n= (413,
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Démonstration
Similaire a celle du théoréme 5.1.
Applications aux séries :

Pour les séries dont le terme général est une fonction de n suffisamment différentiable,

la formule de sommation d’Euler-Maclaurin donne un développement asymptotique :

considérons la suite (S,) définie par :

Sp = 2": f(k), m<n.
k=m

Si f admet dans [m;n] une dérivée (2r + 1) iéme continue par morceaux, on a :

Sn= /m f(t)dt + -;-(f<m> + f(n)) + g‘"”h“l%(ﬂ“-”(n) = f@*=D(m)) + R,

ou R, est le reste dont une majoration est :

R < S [ permpa

et B,, les nombres de Bernouilli. Cf. DIEUDONNE [14]

. . ’ . 1 rd
Ainsi, pour la série E — |, @ réel et « > 1,0n a
?

i>1
aj as as ay4
Sn— 8= a—1+_a+ a+1 a+3
n n n n
a’® a®
+ + +...

net+s | a7

o Sp=3 1, & etS=limy .o Sn.

1=
La convergence d’une telle série est donc accélérée par les algorithmes des théoremes

5.1 et 5.2 avec p = 1/(a —1). On peut encore améliorer les résultats de ces deux théorémes

en étudiant les suites de type :

1 Br , B2, Ba, Bs
a1 B0+-;+;2-+-n_4+$+'” )

Tpn =
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a réel, a > 1.

Nous supposerons que f; = 0, pour avoir une régularité. On a alors le théoreme

suivant :

Théoréeme 5.3 : Soit (S,) une suite telle que

SN

n

1
Sn—5=;;(ﬁo+

8>0,Bi€R, Vi; By #0.

L’Algorithme I avec :

(A, = 0
Ay = 1
o=
<
A = 2k1+9'
VE>1
L A2k+1 = 2k+6+1

accélére la convergence de (Sy). Plus précisément, Vk € N, (e2x42(Sn)) converge plus vite
que (e2k(Sp)) et

52k(Sn) -S&<= n=2k=9,

Démonstration

Posons z, = = (80 + ;‘%’; + ﬁ—i +...).Siz =2, alors z, = g(z) avec

g(z) = z? Z Baiz?.

i>0

Tnt+1 = gof(z) et o4z = gofa(x) avec

f(z) = Y (-1 et fy = fof.
i>1
Posons gof(z) = nyi:c‘ et gofa(z) =354 Azt
i>6
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Les résultats de calcul formel donnent :

16 = Bo
Yo+1 = —00 .
vor2 =B+ L4,
Yoss = —2B2 — 6, — LD 3,

Ag = ﬂo
Aoy1 = —200
Aoy2 = B2 +20(6 +1)b
Ao43 = —402 — 268, — _40(0+13)(o+z> By
ce qui conduit a :
]V-1 =_._1.__ [1—m.’r+(m2—n)z2+
0ﬂ0$0+1 ce
et
1
-1 _ 9 0
E 8Bz [1—uz +(u® —v)z® +.. ]
avec
Jé+2 A0+2 Y6+3 — /\9+3
m= ————, n = ,
650 65,
B v 764
650 680
On a alors

1 65
A 6+1

(1 -6z +...).

On en déduit que A; = &g—l- et

e2(z) = 512,

Supposons maintenant
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e2k(z) = az¥¥FH0 4 pg2RFOF g 2k+0+2 4 gp2kHod3

et montrons que £;49(z) <= g2F+0+2,

Posons g(z) = e2x(z), gof(z) = Ei22k+o viz', gofz(z) = Zi22k+o Az,

Les résultats de calcul formel donnent :

Y2k4+6 = Q
Y2k+6+1 =b—a(2k+8)
Yek+6+2 = c—b(2k+9+1)+a(2k+9)2_k-!~2_9ﬂ

Yok+o43 =d — c(2k+ 6 + 2) + b(2k + 6 + 1)2kte42
—a(2k + 6)[2k + 6 + (2k+0—1)6(2k+9_2)]

A2k+6 =a
)\2k+9+1 = b - 2a(2k + 9)
Aokvor2 = c— 2b(2k + 6+ 1) + 2a(2k + §) 2kLi+L
)\2k+9+3 =d—26(2k+0+2)+2b(2k+0+ 1x2ﬁ+0+2)
~4a(2k + 0)[4k + 20 + (2k+0—1)3(2k+6—2)]

Les calculs donnent :

1 —a(2k+6)

b
—_— = 2k+6 s
AT ohrgrit  DH(=(2k+))r+..].

On en déduit que
1

Aw =502
Aky1=2k+60+1

et egx42(z) <= 22%+9+2 ce qui acheve la démonstration.
Remarque

Nous verrons au chapitre suivant des algorithmes permettant d’estimer 6.

2. Etude des suites du type
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I= /abf(z)dx

ou f est une fonction suffisamment dérivable sur [a,b] et la suite (S,) définie par les

formules des trapezes :

51 = 2H(f(@) + 1)

Sp = }%n[f(a) +2f(z1)+ ...+ 2f(zn-1) + f(b)], pour n > 2;

avec h, = b;“ et x;=a+1h,V1 > 1.

On démontre, voir [11], que (S,) converge vers I. Et une généralisation de la formule

d’Euler-Maclaurin donne [24] :

Ba  Bs  Be
Sn—1=m+‘7?+;ﬁ+.-.

On peut alors appliquer a (S, ) les algorithmes des théorémes 5.1 et 5.2 avec p = 1/2.

Rappelons ces résultats que nous complétons.

Théoreme 5.4 : L’Algorithme 1 avec :

A_1 =0

Ay =1/(k+1)

Vk € N,
A2k+1 = (2k + 3)/2

accélére la convergence de (Sy) définie par la formule des trapézes.

Plus précisément, pour tout k € N, (e2k42(Sn)) converge plus vite que (e2x(S,)) et

€21(Sn) — I <> n=2%-2. De plus, pour tout k € N, si £95_2(Sn) — I ~ ¢}, (Sn — )% et

€(Sn)—I = Z ¢i(Sn — I)}, alors
i>2k+2

€2k42(Sn) — I ~ &(Sp — )24

avec
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= C2k+4 2k + 1c _ Cokt3 + ety
(k+1)(2k+3) 12 "7 4k ¥ 1)%con40  (2k + 1)(2k + 3)ch, |
Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoréme 5.1 avec p = 1/2. Une démonstration compléte s’avere

nécessaire pour le résultat complémentaire.
— — .y =21
Posons z, =5, -I = 221 Bain =%

Siz =1, alors z, = g(z) avec

g(z) = z 52i$2i

i>1

et

Tpi1 = gOf($),$n+2 = gsz(.’l?)

ou

flx)=z/1+2)=) o’

1>1

fa(z) = Z a;zt.

i>1
On obtient alors £5(z) <= z*.

L _ L
Supposons €9k _o(z) = Eizzk ciz' et eqx(z) = Ei_>_2k+2 c;z'.
Nous reprenons les notations du premier paragraphe du deuxiéme chapitre.

Les résultats de calcul formel nous permettent d’écrire :
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Y2k+2 = C2k+2

Yok+3 = Cak+43 + (2k 4+ 2)azcok42

Yok+d = Caktsa + (2k + 3)azczits + (2k + 2)c2i42[as + —i-a 2]

Yok+5 = Cok45 + (Qk + 4)c2k+4a2 + (2k‘ + 3)c2k+3[a3 + (k + 1)02]

< +Czk+2(2k + 2)[04 + (2k + 1)&203 + k(2k+1) 3]

Yok+6 = C2k46 + (2k + 8)azcorys + cor44(2k + 4)[03 + 24347]
+cok+3(2k + 3)[ag + (2k + 2)aza3 + M a3
+eaks2(2k + 2)[as + 2Etlad + (2K + 1)a2a4 + k(2k + 1)aas

L n k(2k+112(2k—1)a%]

M= —Azk_lclzk.’rzk + ...
N = (2k + 2)02A2k62k+2$2k+3(1 + Z d,':ri)

121
E = —(2k + 2)02A2k€2k+2$2k+3(1 + Zt,‘.’l‘i)
121

1 :

Nl = 1 Dz’
(2k + 2)02A2k62k+21‘2k+3( * ; =)

-1 .

E—l — 1 P |
(2}6 + 2)&2A2k02k+2.’£2k+3( t ; Tiz )

On obtient

1 _ @k +2)ardakcaktr akto 2 2
A~ D.-T, 1= ma+(m®—n)z’]+

avecm = (Dy — T3)/(Dy — Ty) et

_ D3 -T3 (2k+2)azAzkc2r+2

" D1 -Ty  Agg-1ch (D1 —Th)

On a immédiatement D; — T} = 2k + 3, ce qui donne

{ Ak =1/(k +1)
A2k+1 = (2k + 3)/2

De plus, m = 2(k + 1) — 22£2. On en déduit que

C2k+

52k+2($) ~ £z2k+4
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2
avec € = Y2k44 — Co2k+2(mMm* — n).

Le calcul donne alors

_ C2k+4 _2k+ L k43 N 4¢3k 42
(k+D@k+3) 12 T 4k + D2cores | (2k + 1)(2k + 3)chy

3

Théoréeme 5.5 : L’Algorithme 2 avec By = (2k + 1)/2k, Vk > 1, accélére la
convergence de (Sp,).

glk+1))

Plus précisément, pour tout k € N, (z converge plus vite que (zslk)) et

B - I = n=2-2,

De plus, pour tout k € N, si 25 — I = Ei22k+2 ¢i(Sn — I, alors

g — I~ §(S, — I)?kH

avec

Cok+4 -—2k+1ck _ okt
(K+1)(2k+3) 12 27 4k + 1)2corrq

Démonstration

Similaire a celle du théoreme 5.4.

Théoréme 5.6 Pour tout k € N, (6141(Sn)) converge plus vite que (0x(Sy,)) et

0(Sn) — I &> n~2k-2,

De plus, pour tout entier k, st

ék(Sn) —-I= Z Ci(Sn - I)ia
i>2k+2

alors 0141(Sn) — I ~ 8(S, — I)2k+ guec
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_ C2k44 2k+1 S Cors |
(k+1)2(2k+3) " 12(k+1) 27 4k + D3corge

6 =

Démonstration

Reprenons les notations utilisées lors des démonstrations des théorémes 5.4 et 2.3.

Démontrons par récurrence que :

On vérifie facilement que 6,(z) < z*.

Supposons que Gk(:r,) = Zi22k+2 Cili = g(z).

La démonstration du théoréme 5.4 nous permet d’écrire :

bg(z) = Z bz

i>2k+2
avec :
(b g
2k+2 T 2%33C2k+2
2k+2 1
bok4s = —ﬁgczkn + FE3C2k+3

bok+s = (22—kﬁ%rczk+4 — cakys + g(k + 1)(10k + 17)czk42

_ 1 c§k+a
\ 2(k+1)(2k+3) Cok42

Les résultats de calcul formel donnent :

2k +2

p= 2k+3c2k+2x2k+2(1+ua:+v:c2)+...
2k +2

' _ ] 1.2

q -—2k+3(1+mz+nx )+...

avec :
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- (2k + 3)(v2k+3 — b2k43)

(2k + 2)Cgk+2
_ (2K + 3)(v2k+4 — bak+d)
(2k + 2)62k+2
" _ !
m' = 2k+2(t1 4Dy n'= o 2(t2+D2+t Dy)
’ _2](3 + 3 C2k+3 3
V72 4+ 2chk42 5(2k +3)

g _(k+2)2k+5)canes  k+2  Chiss
2T (k+1)(2k+3) cakp2 20k +1)26%,,,

_ 3(k + 2)(2](? + 3) Czk+3 + 1

—(k + 2)(2k + 3)(10k + 25).
SE11)  oprep GOk T 22+ 3)(10k +25)
Les calculs donnent alors
fg(z) ~ z2F+2 avec :
p C2k+4 2k+1 Cok+3

=TIk TR+ D T LT Deaaras

Théoréme 5.7 : Pour tout k € N, (62k42(Sn)) converge plus vite que (62x(Sn)) et

621(Sy) — I &= n~2F2,

Démonstration
Similaire & celle du théoréeme 5.4.

Les résultats des théoremes 5.4 a 5.7 peuvent étre améliorés par :

Théoréme 5.8 : L’Algorithme 4 avec

ck =3k/(3k — 1), vk = 2/(B8k + 1), A\ = (3k = 1)/(3k + 1),Vk > 1,

accélere la convergence de (S,).

Plus précisément, pour tout k € N, (z +1)) converge plus vite que (z(k)) ot
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e®) — [ == n3%-2,

Démonstration.

A chaque étape k, nous allons appliquer a (z,) telle que z,, = %ﬁ- + % +8 4+ .. le

&
n

A? d’Aitken modifié et le §;-algorithme, afin de les combiner.

Posons r =

3=

A chaque étape k, on dispose de zx(z). Le A? modifié¢ appliqué a z; peut s’écrire

§2x(x) = 24(7(2)) + 2

ol f(z) = 5 et A= N~1 4+ E~! avec

z

N = zx(fa(z)) — z:(f(z))
E = zi(z) - zx(f(z))

Le 6,-algorithme appliqué a z; s’écrit :

2k(f(2)) — é24(2)

b(z) = zx(f(a)) - 1 M
N

 ou bz; désigne le A? d’Aitken normal appliqué & z; et M = §zx(f(z)) — 6z4(2).

zk+1(z) est alors la combinaison de §'zx(z) et 4(z).

3k+5

Supposons zk(z) <= z3¥*? et montrons que zx41(z) <> =
Posons
Zk(.‘l:) =am3k+2 + ﬂ$3k+3 +7x3k+4 + )\$3k+5 +,_“:3k+6 + /\'13k+7 o
zr(f(2)) Z viz' et zx(fa(z)) = Z iz

1>3k+2 123k+2

Les résutlats de calcul formel ‘donnent :
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[(Y3k+2 =@
T3k+3 = B+ a3k + 2)as

vskes =7+ B3k +3)az +a [ag(3k +2) + SAELEk o7
Yakes = A+ (3k+4)az + 8 [(3k + 3)ag + LD 7]
+a [(3k + 2)ay + (3k + 2)(3k + 1)ozas + M%inl—)ag}

E =a(3k +2)z3**3(1 + az + be? + ca® + dz* + .. .)
N =—a(3k+2)z3**3(1 + mz + nz? +..))

avec

a= Y = Y3k+4 - A— Y3k+5

a(3k +2) a3k + 2)

c= K — Y3k+6 — Al — Y3k+7

a(3k +2) a(3k + 2)

_ Y3k+4 — A3k+4 o = J3k4s = A3k+5
a3k + 2) a3k + 2)

On obtient alors :

1 a(3k+2) 4.4, a?—b-—m?+n
A= " Tars © Ot Tgrgs o)

Si By = %%_%’ alors 'z (z) <= 2%+,

Il reste & déterminer le coefficient ¢ de z3**4 dans §'zi(z).

Le calcul donne

‘= GrroEk+s) T

Posons maintenant

_ 3k+2 3k+3
62k(2) = Yar22> ¥ + yapgaz® P+

et

Sz(f(z)) = ) wiz'.

i>3k+2

Les résultats de calcul formel nous permettent d’écrire :
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W3k+2 = Y3k+42
w3k+3 = Ysk+3 — (3k + 2)yszk+2

W3k+s = Y3k+a — (3k + 3)y3k+3 + yak+2 [3k +2+ W} :

Les calculs donnent alors

(z) = 2.

Et si on désigne par O le coefficient de z3¥** dans é(:c), ona:

0= — +
T (Bk+2)23Bk+3)
La combinaison est donc
_ 28'zk(z) + (3k + 2)é(x) 3k+5
2k+1(x)'— 3k+4 — 9

ce qui termine la démonstration.

- Etude du E-algorithme pour les suites du type :

Bz  Bs B

$n=;§+ﬁ+’ﬁ;+---

Posons gi(n) = mors

On constate, avec les premiers calculs, que (Eé")) ne converge pas plus vite que (Ef"))

Le E-algorithme n’est donc pas efficient pour cette suite. Nous allons plutét étudier

'itération de la premiére étape du F-algorithme.

Désignons par (T,(,k)) (chap. 1, paragraphe 4g) les suites ainsi obtenues. Rappelons
que (TM) = (E™) = premiére étape du E-algorithme.

On a le théoréme suivant :
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Théoréme 5.9 : L’algorithme

T = 8, (suite definie par la formule des trapezes)
T = 2ot [(n+1)28n4 — n*Sn)
k (n+1 k+2T'(‘k—1)_nk+2T£k—l)
T = )(n+1§il¥7—n*+’ Wk > 2

accélére la convergence de (Sy). Plus précisément, pour tout k > 1, (T,(,k)) converge plus
vite que (T,(,k_l)) et TSF) — T <= n=k-3,

Démonstration :
L’algorithme va étre appliqué a (z,) telle que z, = -g%- + % + %‘fg +...

En posant z, = g(%)etz=21 ona:

TO(z) = g(x).

Et lapplication de la premiére étape du E-algorithme a T(¥~1) peut s’écirre, avec

gr(n) = oz :

LR TR=1)(g) - TR=D(f(z))

fk+2(.’t) 1
rk+2

T®)(z)

Démontrons, par récurrence sur k, que

TH®(2) <= 213,

Il est facile de vérifier que T()(z) <= z*.
Supposons T*-1(z) = Z Biz'.
i>k+2

Posons

)= ) vt

i>k+2
et

fk+3(l')= Z )\,'.’L‘i.

i>k+3
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D’aprés les résultats de calcul formel,

Yk42 = 1 )\k s = 1
Ye+s = —(k+2) {,\k+ = —(k+3)
Vets = k+2+3(k+1)(k+2) +e

et le calcul donne T (z) <= *+3.
Conclusion.

Nous disposons donc de plusieurs algorithmes pour le calcul d’intégrales de fonctions

suffisamment différentiables.

Les quatre premiers donnent les mémes résultats (asymptotiquement). Quant a

lalgorithme de combinaison (théoréme 5.8), c’est le plus efficace.

Nous ferons plus loin des comparaisons avec d’autres méthodes.

3. Etude des suites du type :

o= B2 4 Ban 3 4 Ben S 4 B 4 fen ™+

Considérons 'intégrale singuliere du type

_ [ ) T, avec
I-—/O \/Ed , g(0) # 0.

En posant f(z)= %%2, on peut définir la suite (S,) (cf. paragraphe 2).

On a [24] :

Sp—IT=p8n"Y2 48032 4 Bsn™32 4 . 4+ Bn" P+ Ben 3+ ...

On peut alors calculer I en accélérant la convergence de (S,). D’olu le théoreme

suivant :

Theoréme 5.10 : L’Algorithme 1 avec :

A,
Az = k11

]
o

A1 =2k +3
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accélére la convergence de (S,).

Plus précisément, pour tout k € N, (€2x+2(Sn)) converge plus vite que (e2x(Syn)) et
€2k(Sp) = I <= n—3(2k+1),

Démonstration :

Nous allons appliquer ’e-algorithme modifié & la suite (z,) telle que z, = fin~1/% +
Bsn=3? 4 Bsn=5/2 4 4 B2+ Ben 3 + ...

Reprenons le formalisme adopté lors de la démonstration de théoréme 5.1, avec

v I/l‘ﬁ,gu) =D Braz™ ) Bz,

i>1 i>2

et

Comme A_; =0et Ag=1, A=N-14E"!

N = gofy(z) — gof(z)
E = g(z) - gof(z).

Posons gof(z) = 22,5, vzt et gofa(z) = 2>t Azt

Les résultats de calcul formel donnent :

z: = gl Yo = "2554 + 563
vs =P — % - Y= —reﬁl + 353
< Y4 = :§4 5
s = §b— %3 + Bin T2 4 Ban =32 4 fn /24 —=Bs+ B
{ e F BanT 4+ Ben T3 + ... 2
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et

(A =p1
)\2 = 0
Az =3B

§ M =Py
As = %51 - 383+ Bs
Ae = —4fB4+ Bs

Az =“%51+353—555+ﬂ7-

On obtient alors % = -% [1 + (iﬂ@l_:z - %) :c2] +...

On en déduit que A; = 3 et £5(z) < z2.

Supposons maintenant que

€2k_a(1) & 2?1

et

e2k(z) = e2x—2(f(7)) + IS

A

Posons

eak—2(z) = az® 71 4 bx?*F 4 cx® ! 4 deP T 4?3 4

e—2(f(2))= Y me'etenoa(fa(z) =Y Ao’

i>2k—1 i>2k—1

Les résultats de calcul formel donnent :

Y2k-1 = a
Yok  =b
Yok+1 =c— 3(2k—1)
Yok42 =d—kb
Yokts =e—3(2k+ D)+ (2k-1)[2+1(k-1)]a
k-1 =a
Ak =D
/\2k+1 =Cc- a(2k - 1)
/\2k+2 = d - 2kb
A2k+3 =e—(2k+1)c+(2k—1) [%-*—(k—l)] a.

Le calcul donne



87

1

A_.=k1t -0 =
2k-1 =2k + 1et Aggp = 75—,

ce qui termine la démonstration.

4. Calcul d’intégrales singuliéres du type

I= /01 f(z)dz

oh f(2) = s £(0) = (1) =0
Soit (Sy,) la suite définie au paragraphe 2. On a [24] :

S, —I=an Y24 an%?4 asn™% + ...
C’est & dire que (S, —I) € LOGF}" et les algorithmes étudiés pour cette classe (chap.
3 et 4) permettent le calcul de telles intégrales.
5. Résultats numériques.
a) Séries

Nous avons d’abord considéré les séries suivantes :
(1) Sp=Yrl,3-ILn(n) (2) Sa=Y_,%

(3) Sn = 2?:] :-l\z (4) S'n = Z?:l 1%

- Le développement asymptotique de l'erreur de (1) et (2), via la formule d’Euler
Maclaurin, est du type LOGF']. Celui de (3) est du type LOGF;". Quant au dévelop-
pement asymptotique de lerreur de (4), il est semblable a celui des suites étudiées au

chap. 5, paragraphe 2.

Pour ces quatres séries, nous avons appliqué I’e-algorithme modifié (ou le A? modifié

itéré) et I’algorithme de combinaison.

Ensuite, pour diverses séries, dont plusieurs de Riemann, nous avons expérimenté

lalgorithme du théreme 5.3.
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A.C. MATOS [25] a étudié ’application du E-algorithme a diverses familles de suite
dont le développement asymptotique de ’erreur (ou quelques termes de ce développement)
est connu. On verra, a la page 101, une comparaison avec un de nos algorithmes. Nous

n’avons imprimé que les suites d’erreur pour les transformations.
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0.10000000000000000+01 |

0.80685281944005470+00
0.73472104466522360+00
0.69703897221344270+00
0.67389542089923300+00
0.65824053077194500400
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-0.29422835052355270-03
-0.14721364413187610-03
-0.82467296953180710-04
-0.50467422202473070-04
-0.33017892970199510-04
-0.22741855310296390-04
-0.16312826295916340-04
-0.12090850470977580-04
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b) Calcul intégral
(i) Calcul d’intégrales de fonction sufisamment différentiables

Les algorithmes des théoremes 5.4 et 5.8 ont été appliqués pour le calcul de

I:/1 dzr_
0 1+.’E

On trouvera, dans [4, 29], des algorithmes plus performants. Mais ceux que

P’intégrale

nous avons proposés au chapitre 5 ont un double intérét : ils donnent des suites
aternativement croissantes et décroissantes d’une étape a la suivante, ce qui permet
un encadrmeent de la valeur de l'intégrale ; de plus ces algorithmes nécessitent

beaucoup moins d’évaluations de fonctions.
(ii) Calcul d’intégrales singuliéres.

Pour certains types d’intégrales singuliéres, KAHANER [18] propose ’appli-
cation de I'e-algorihtme a la suite (S,) définie au chap. 5, paragraphe 2, avec

h, = %ﬁ Considérons 'intégrale

1

I=/0 fla)dz, f(z) = —es
avec f(0) = f(1) =0.

Nous avons vu au chapitre 5, paragraphe 4 que 'on pouvait appliquer, pour
le calcul de I, les algorithmes de LOGF),". Nous avons donc expérimenté les

algorihtmes des théoremes 3.2 et 4.1.

La méthode de KAHANER est légérement meilleure que le A% modifié itéré
avec les mémes remarques que précédemment sur les évaluations de fonctions et
I’encadrement de la valeur de I'intégrale. Nous avons aussi essayé 1’algorithme du

théréme 5.10 pour l'intégrale

1=/01 de V.

Dans tous les exemples, seules sont présentées les suites d’erreur pour les

transformations.
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6 -CONCLUSION

Nous avons démontré dans la premiére partie de cette thése que I’e-algorithme
modifié, le A? d’Aitken modifié itéré, le 6,-algorithme itéré et le f-algorithme

donnent les mémes résultats (asymptotiquement) pour les suites de point fixe.

Le deuxiéme paragraphe de ce chapitre nous permet d’afffirmer que cette

1

propriété reste vraie pour les suites dont I'erreur est une fonction en <.



CHAPITRE VI

DETERMINATION DE LA CLASSE D’UNE SUITE.
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CHAPITRE VI

DETERMINATION DE LA CLASSE D’UNE SUITE.

0. Introduction

Les suites que nous avons étudiées jusqu’ici sont de deux types :

(1) Sn41 = Sn + ap41(Sn — S)kP*! +0((Sn — S)P*?)

ou

(2) Sp— 8 «=n~l/P

Mais nous avons montré, chapitre 1 théoreme 1, qu’une suite de type (1
P q yP

vérifie (2). Dans la suite de ce chapitre, on considére seulement les suites de type
(2).
Le réel p est important a double titre : il détermine la classe de la suite et

intervient dans les algorihtmes d’accélération que nous avons proposés.
Il est donc nécessaire de déterminer un procédé pour estimer p.
1. Détermination de la classe d’une suite

BJORSTAD, DAHLQUIST, GROSSE (8], ont démontré les théoremes suiv-

ants :
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Théoréme 6.1 : Soit (S,) une suite convergeant vers S et telle que

Spn—S= n‘l/p(co +eant4+enT?4+..),p€ R:.

Alors la suite (T) telle que T, = 1 + F}g_j ou VS, = Sp — Sn-1,
AE,,—VE,,

CONVETGE VETS — % .

De plus, T,, = —% +n72(co+cin "+ cpn=? 4..)).

Théoréme 6.2 : Soit (S,) une suite réelle telle que :

Sn—8=0(n""?)peRs.
Alors l'algorithme :

2 =14 g Ve N
AS5n—V5n

k k— k—
:cgl) = mgl_Hl) - —”;',th [zsl 1)} WV >1,

accélére la convergence de (z&"‘”) vers —%. Plus précisément, pour tout k € N,
1
k —2k—
2B = ——I—) + O(n™2%"2),

Remarques : Le théoreme 6.1 donne la limite de la suite (T,) tandis que le

théoreme 6.2 accélere la convergence de cette suite.

En pratique le théoreme 6.2 permet donc d’estimer p. Mais les résultats,

comme nous le verrons au chapitre suivant, ne sont pas toujours trés bons.

Le théoréme suivant propose un algorithme plus efficace.

Théoréme 6.3 : Soit (S,) une suite réelle telle que :

Sn—S<>n"? peRy.

L’algorithme
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(. (0) 1
n =1 ,V N
* A EEE)

etpourk >letn €N,

.

k k-1 k-1
ySu ) = m£1+1 = _313511‘2 [w% )]

zslk) = é(z%k_l))

28 = 2P +@k-1)H
\ n 3k+1 J
accélére la convergence de (xsqk—l)) vers ——-11;.

De plus, pour tout k € N,

z(9) = —% +O(n=3%-2),

Démonstration.

Similaire a celle du théréme 5.8.

Signalons maintenant un résultat intéressant : A.M. LITOVSKY, dans sa these, [22,

chapitre 2], a démontré le théoréme suivant :

Théoréme 6.4 : Soit (S,) une suite convergente dont les erreurs e, = S, — S

vérifient :

€nt1 = €p — a,,efl, avec n_lirfooan # 0.

Soit (T)) la suite définie, pour tout n, par :

Sn = Sin/2

T! = .
Sin/2} = Sin/a)

[m] désigne la partie entiér‘e de m.

Alors lim T, =2"" ot h = (k- 1)1,

n—oo

En appliquant ce théoréme & une suite
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Conclusion

Nous disposons donc de quatre algorithmes pour 'estimation de p ; le plus

efficace est celui de théoreme 6.3.
2. Résultats numériques
Nous avons appliqué les algorihtmes des théorémes 6.2 et 6.3 a diverses séries.

En réalité nous n’avons testé que l’efficacité théorique de ces algorithmes. Les

suites imprimées sont les suites d’erreur.
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3 -CONCLUSION

Nous disposons donc de quatre algorithmes pour l’estimation de p ; le plus

efficace est celui du théoreme 6.3

Les méthodes de contrdle d’erreur proposées par BREZINSKI [4] permettent

en pratique de déterminer p.
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CONCLUSION

Pour une suite (z,) de point fixe ou non, vérifiant

T, ~An"?,pe R,

nous avons divers algorithmes capables d’en accélérer la convergence.

L’algorihtme le plus efficace est I’Algorihtme 4. Mais pour les suites de point
fixe, cet algorithme exige plus que la connaissance de p. Il faudrait donc un moyen

complémentaire a l’estimation de p pour le rendre opérationnel dans ces cas.

Une constante de nos travaux est le fait que les Algorithmes 1, 2 et 3 et le
f-algorithme donnent les mémes résultats pour toutes les familles de LOG que

nous avons considérées.

L’e-algorithme modifié et le 8-algorithme n’ont pas été combinés car une telle
g g p

combinaison ne peut étre que linéaire, donc moins efficace que I’Algorithme 4 (p.
39).
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ACCELERATION DE LA CONVERGENCE
DE CERTAINS SOUS-ENSEMBLE
DE SUITES LOGARITHMIQUES.

Soit LOG l’ensemble des suites a convergence logarithmique. Il ne peut exister
un algorithme capable d’accélérer la convergence de toutes les suites de LOG. Nous
définissons des sous-ensembles de LOG et proposons divers algorithmes qui, non
seulement accélerent la convergence des suites considérées, mais surtout estiment

Perreur.

Nous présentons aussi des algorithmes permettant de déterminer la classe
d’une suite appartenant a 'un de ces sous-ensembles, afin de lui appliquer des

algorithmes adaptés.

Une étude numérique détaillée illustre nos algorithmes qui s’appliquent aussi
a divers problemes d’Analyse Numeérique : sommations de séries, calcul intégral,

intégrations d’équations différentielles, problemes aux limites.

MOTS-CLES

Accélération de la convergence
Convergence logarithmique
Intégrales

Séries.






