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NOTATIONS

E :  Module d'Young

v :  Coefficient de Poisson

F :  Force de volume

c :  Tenseur de contrainte

€ :  Tenseur de déformation

3, i :  Symbole de Kroeneker

u > Vecteur déplacement

T :  Tenseur surfacique

n : normale a une surface T’
F,;=6(M-P)e; : charge concentrée dans la direction i
O6(M-P) : Distribution de Dirac

‘uij*(M,P) :  Déplacement au point M dans la direction j di a une charge unitaire dans

la direction i

T;*(M,P) :  Tension au point M dans ladirection j due & une charge unitaire au point
P dirigée dans la direction i

Cj . terme libre dépendant de la régularit€ du contour T
A : fonction d'Airy

i : nombre imaginaire tel que 12 =—1

z=Xx+1y :  variable complexe du plan (x, y)

z=x—1y : conjuguéde z

0(2), y(z) :  fonctions analytiques de la variable z

T :  Discontinuité de contrainte
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A*

Discontinuité de déplacement

Discontinuité normale
Discontinuité tangentielle
Partie gauche d'un domaine
Partie droite d'un domaine

Angle ouverture d'une discontinuité fissure circulaire

Coefficients de linéarisation d'une série de Fourier

Coefficient de position des noeuds des éléments circulaires
Coordonnée du noeud plus

Coordonnée du noeud moins

Energie d'avancement de fissure

Energie d'avancement critique de fissure
Facteurs d'intensité de contraintes

Facteur d'intensité de contrainte critique en mode 1

Energie spécifique de surface du matériau

Coefficient de frottement entre levres de fissure

Angle de branchement de la fissure

Angle fait entre la fissure principale et 'axe x
Surface du domaine ot les contraintes sont imposées
Surface du domaine ou les déplacements sont imposés

Tension surfacique imposée sur St

Déplacement impos€ sur la partie

Fonction quadratique
Une solution du probléme d'optimisation
Points admissibles

La direction admissible

Vecteur des Multiplicateurs de Lagrange

Notations
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Pour la résolution des problémes en Génie-Civil et en Mécanique, trois
principaux types de méthodes numériques se sont développées: €léments finis, différences
finies et intégrales de fronti¢re. Il est souvent opposé la méthode des éléments finis a la
méthode des intégrales de frontiere : vitesse de résolution, précision, facilité d'utilisation

Il nous semble cependant que ces deux techniques numériques ont chacune leur
domaine d'application privilégié : la méthode des intégrales de fronti¢re est
particulierement performante pour résoudre les problémes linéaires avec discontinuités de
matiere, alors que la méthode des éléments finis (ou différences finies) est bien adaptée
pour résoudre les problémes non lin€aires.

Dans le cas des roches et des travaux en massif rocheux, les calculs
d'avant-projet peuvent étre réalisés en supposant un comportement linéaire. De méme, le
développement des fractures s'effectue en premiére approximation en considérant un
comportement €lastique. Une approche importante adoptée par plusieurs auteurs est de
considérer un contact avec frottement du type Coulomb sur les 1¢vres des discontinuités.
Ce type de probleme peut étre modélisé en utilisant les méthodes intégrales de frontiére.
Une application importante concerne le probleme de simulation de la propagation de
fissures avec frottement. Ce type de probleme a été traité surtout en mode de traction
(ouverture des fissures). Les études en mode mixte avec prise en compte du frottement
sont plus rares.

La formulation de la méthode des équations intgerales en coordonnées
cartésiennes a été étendue aux probleémes tridimensionnels (Cruse (1969), Bui (1978),
Lachat (1975)). Mais cette formulation n'a pas été appliquée a la propagation des fissures
au mode mixte. Parmi les méthodes intégrales de frontiére, la méthode des discontinuités
de déplacement s'est avérée trés adéquate pour étudier le probleme de la fissuration
(champ de contraintes en bout de fissure, propagation) dans les matériaux. Cette méthode
a été introduite en premier par Crouch (1976) pour les problemes €lastiques plans. Depuis,
elle a bénéficié de nombreux développements et a été étendue aux probléemes
tridimensionnels par Wiles et al (1984). Dans le travail original de Crouch, la discontinuité
de déplacement a €té€ supposée constante. Crawford et al (1982) ont pu développer des
éléments d'ordre supérieur, mais les formules obtenues ont abouti & des intégrales
difficiles a calculer.

Une voie tres intéressante s'est dégagée en considérant la formulation de la
méthode en champ complexe. L'école soviétique est 1'une des premiéres a faire cette
formulation (Parton (1984) et Panasyuk et al (1977)) grice aux travaux de Muskhelishvili.
Un effort important a été consacré au développement de la méthode des discontinuités de
déplacement en champ complexe (Bouhaddane (1987)). Notre travail s'inscrit dans ce
cadre. Notre but est de développer des éléments de discontinuité plus performants et
d'appliquer la méthode pour traiter le probléme de la propagation des fissures.

Dans le premier chapitre, un rappel de la méthode des équations intégrales de
frontiere est fait. Le premier chapitre s'achéve sur une présentation de la méthode des
discontinuités (discontinuité de déplacement, discontinuité de contrainte) en champ
complexe.

Dans le deuxiéme chapitre, nous faisons une formulation de la méthode des
discontinuités de déplacement spécialement en coordonnées polaires. Ceci facilitera le
travail de développement d'éléments circulaires. La fin du chapitre est consacrée au
développement d'éléments circulaires A deux noeuds.
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Le chapitre trois est consacré a la mise en oeuvre numérique de la méthode des
discontinuités, en particulier pour le cas de 1'élément circulaire a deux noeuds. Nous
faisons ensuite une étude comparative des résultats obtenus avec des éléments circulaires a
deux noeuds et des éléments droits & deux noeuds.

Dans le cas des éléments développés auparavant, des incompatibilités de
déplacement apparaissent en bout d'élément. Le chapitre quatre traite de la résolution de ce
probleme. La solution proposée consiste 2 la mise en oeuvre d'un élément spécial en bout
de fissure, que nous appelons "élément dégénéré circulaire”. Cela nous permet d'assurer
la continuité du déplacement en bout d'élément. Nous terminons ce chapitre avec des
exemples de cas de fissures circulaires en milieu infini.

Nous terminons le mémoire par un chapitre d'application de la méthode des
discontinuités de déplacement en champ complexe a 1'étude de la propagation des fissures
en mode mixte avec prise en compte des conditions de contact. Un algorithme
d'optimisation quadratique développé par Miguez (1990) et un algorithme de surrelaxation
ont été introduit dans notre code de calcul de propagation utilisant les éléments droits 2 un
et deux nceuds. Une étude comparative est faite entre ces deux algorithmes.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION AUX METHODES
INTEGRALES DE FRONTIERE

Chapitre 1 - Introduction aux méthodes intégrales de frontiere



1.1

Le comportement linéaire €élastique est généralement supposé, dans une premiére
approche, pour l'analyse des contraintes en Génie Civil ou en Génie Mécanique. Dans ce
cadre, une méthode performante pour résoudre les problemes est la méthode de fronti¢re
(B.E.M. : Boundary Element Method).

L'existence de solution a une équation intégrale, expression d'un probléme aux
limites dans le cadre de la théorie des potentiels a été tout d'abord démontrée par Fredholm
(1903). La discrétisation de la frontiere pour résoudre 1'équation intégrale, pour des
problémes a potentiels, a été utilisée en premier par Jawson (1963) et Sym (1963) avec
I'avénement des ordinateurs. La formulation de la méthode directe dans sa forme actuelle a
été présentée en premier par Rizzo (1967).La méthode a été exploitée numériquement en
3-D surtout par Cruse (1969, 1971) et Lachat (1975, 1976). De méme, la méthode a été
étendue aux phénomenes thermoélastiques par Rizzo (1977) et permet d'étudier les
problémes d'interfaces (Marchina (1989), Selvadurai (1989)). Les domaines d'application
de cette méthode sont donc assez larges pour intéresser les chercheurs. Cette formulation

semble bénéficier d'un plus grand intérét par rapport 4 la méthode des discontinuités de
déplacement.

Dans ce qui suit, nous effectuerons un rappel des formulations directe et indirecte
pour la résolution des problémes d'élastostatique. Ensuite, nous restreindrons 1'étude aux
problemes plans, et une approche indirecte sera établie en champ complexe. La méthode
dite des discontinuités de déplacement sera alors introduite.

METHODE DIRECTE

1.1.1 EQUATIONS DE BASE DE L'ELASTOSTATIQUE
(COORDONNEES CARTESIENNES)

Rappelons tout d'abord les équations d'équilibre qui doivent €tre satisfaites en
tout point du domaine :

(1.1) St F, =0

avec G composantes du tenseur des contraintes, et Fj composantes des forces de
volume.

Les relations contraintes-déformations sont :
1.2 =
(1.2) oy =X gy Sij + 21 g

avec &, composantes du tenseur linéarisé des déformations €, et A ety les
coefficients de Lamé.

Les composantes du tenseur de déformation s'expriment i l'aide des
composantes u; du déplacement par :

(13) 1 |9y, auj
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_)
Rappelons enfin que le vecteur contrainte T appliquéen M sur une surface T,
—_—
de normale n s'écrit :

- - -
(1.4 a) TM,n) =0 .n
ou en composantes :

(1.4 b) T. = .. n,

Remplagons les relations 1.2 et 1.3 dans I'équation d'équilibre 1.1 ; on obtient
I'équation de Lamé-Navier :

- -

5 -
(1.5) (A+2p) graddiv u—protu + F =0

1.1.2 SOLUTION FONDAMENTALE

La formulation intégrale requiert la solution d'un probléme correspondant a un
domaine infini chargé par une force unitaire concentrée. Cette solution due a Kelvin est
connue sous le nom de solution fondamentale, car correspond a la solution fondamentale
au sens des distributions.

La solution fondamentale de I'équation (1.5) est obtenue en recherchant une
solution particuliére de 'équation (1.5) en posant une distribution de charges concentrées
-
unitaires F* égale a:

(1.6) F¥X=0(M - P) ¢
appliquée au point P, dans la direction € .

__ Pour un champ de déplacement virtuel u*, il est possible d'écrire a partir des
équations d'équilibre :

G... u* dV + F. u*dv =0
jj 1 11

Nous déduisons le théoréme des travaux virtuels qui s'écrit :

- - - -
T M,n) udl + F u

aVv v \Y
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En utilisant les symétries des tenseurs de contraintes, nous avons donc :

22, 5 - - - - - - -5

TM,n) u* dI' + F u*x dV = T*M,n) u dI' + F*u dV

relation qui correspond au théoréme de Maxwell-Betti.

Utilisons cette relation pour les deux champs suivants :

_)
u déplacement
ler cham 2 . . -
P T(M,n) vecteur tension au point M de normale n
_)
|[F force de volume

(U..* déplacement du point M dans la direction j
di a une force unitaire selon i
2e champ {7t * tension au point M dans la direction j

due a une force unitaire selon 1

[F;*= 8(M-P) force volumique (probleme de Kelvin)

S(M-P) est la distribution de Dirac.

) En prenant successivement les forces dans les trois directions de l'espace, le
déplacement en un point M quelconque du domaine s'écrira :

(1.7) u* = UX (M, P) ¢

Dans cette expression "'uij* (M, P) représente le déplacementen M dans la

direction j lorsqu'une charge unitaire est appliquée au point P dans la direction 1.
Les expressions explicites des solutions fondamentales pour un probléme de Kelvin sont
données comme suit (Cruse (1969), Dominguez (1987)) :

d
(1.8) U P, M= — [(3—4\:) 5. + — a_r}
ij 161 1t (1-v) r 0 0x; dx

1

pour un probleme 3-D et par:

1 ar or
(1.9) U*P,M)= — |: 3—4v)In —395.. + :|
i (M) 87 1 (1-v) r Goain +9 ox; Ox;
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pour des problémes en déformation plane. Dans les deux équations précédentes

r = r(P,M) représente ladistance entre P et M (figure 1.1) et v le coefficient de
Poisson.

M

Figure 1.1

Domaine V avec P intérieur

A partir de ces relations, les contraintes peuvent étre calculées au point P, et
s'exprimeront par :

(1.10) Oy = Sy B M) ¢,

Le noyau S;; peut étre calculé a partir des relations 1.2 et 1.3. Ainsi le vecteur

- -
contrainte  T(M, n) pourra prendre la forme :

(1.11) Tj* = Tij*(P, M) e,

avee !

1

o or or or or
1.12 R - - . -n —
( ) T‘J 8,1;(1_\,) r2 { T |:(1 2v) 8]] +3 &l &J] +[1-2v] |ir\ a;} nJ aXi ]}

pour les problemes 3-D et :

1 or ar or or or
(113) TH= - — [ 1-2v) &, +2 }+ 1-2v]ln =~——n —
) 4n (1-v) 1? { on (=29) Y o, &_J [ hn ETJ Jaxi

pour les problémes en déformation plane.

., Pourunchamp de déplacement virtuel u* , il est possible d'écrire 2 partir des
€quations d'équilibre :

Chapitre 1 - Introduction aux méthodes intégrales de frontiére -8



J c.. u* dV + J F. u* dVv=0
1),] 1 1 1
v

v

1.1.3 IDENTITE DE SOMIGLIANA

Reprenons le théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti. Soit donc deux états

- 5 T Ta ok o . .
¢lastostatiques [0,€,u, F] et [0 ,e ,u , F ] définis dans un domaine V borné

par une frontiere ' ; Nous rappelons le théoréme de Maxwell-Betti vu précédemment et
valable pour les milieux €lastiques linéaires qui s'écrit :

-

- S * -
(1.14) TM,n)u dl + Fu dV =
v
—)t *

- -

—
T MM, n) u dI' + F

_)
u dv

r v
Nous allons préciser maintenant 1'état " * ". Supposons que le domaine V soit

une partie du domaine infini dans lequel une force unitaire est appliquée au point P

intérieur & V (solution fondamentale). Les contraintes et déplacement ainsi obtenus
définissent I'état " * ",

Supposons que la force unitaire soit appliquée dans la direction i, c'est-a-dire
F*; = 3(M-P)e; . Alors :

=S 3

(1.15) F udv=| FEM) uM) dVM) = | 8(M-P) §; u; dV

v A \%
= I d(M-P) sij uj(M) dV(M) = u,(P)
v
et I'expression (1.14) devient pour un point P intérieurde V:

(1.16) u(P) + 'Tij(M,P) uj(M) d'M) =

UMP) TM) dTM) + | F(M) U MP) dQM)

Tr r

Chapitre 1 - Introduction aux méthodes intégrales de frontiére -9



expression qui s'appelle identité de Somigliana. Lorsque les forces de volume sont nulles,
ce que nous supposerons tout au long de ce travail, I'identité précédente devient :

(1.17) u(P) = UAMP) T(M) dTM) - | T (MP) u(M) dT(M)

1.1.4 ECRITURE DES CONDITIONS AUX LIMITES

L'expression 1.17 ne peut étre utilisée que dans la mesure ol les fonctions  U;;

et T; sont parfaitement définies. Pour arriver 2 la connaissance de celles-ci, il reste a

appliquer les comjitions aux limites, c'est-a-dire lorsque P appartient a la fronticre.
Dans ce cas, les intégrales sont singulieres, et il est nécessaire de passer 2 la limite.
Celles-ci sont intégrées au sens des valeurs principales de Cauchy (figure 1.2).

M
Figure 1.2

Domaine V avec P sur le contour

Dans le cas plan, il est montré (Dominguez (1982)) que pour P appartenanta T

Cij(P) u(P) = "uij(M,P) T,(M) dI'Mm) - 'Tij(M,P) u(M) dI'(M)

r
O U Cj estun terme libre qui dépend de la régularité du contour.

Cj = 1/2 pour P appartenant A un contour régulier
= 0 pour P extérieur au domaine V
i 1 : . 2 2]
2(1-v) (0,-¢,) + > (sin2 ¢, - sin 2 ¢,) sin” ¢, —sin” ¢,
1
 4n(l-v) 1
.2 .2 . .

sin” ¢, - sin” 0, 21-v) (¢)l-¢2)—7(sm2 0, - sin’ 6,)

Chapitre 1 - Introduction aux méthodes intégrales de frontiére - 10 -



1.2

pour un coin défini par la figure (1.3).

y 4

Vo b2

o X

Figure 1.3

Domaine V présentant un coin

" Pour le cas 3-D, on trouvera dans le livre de Hartman des résultats pour
différentes configurations géométriques.

METHODE INDIRECTE

L'idendité de Somigliana, connue comme une représentation intégrale directe,
donne.les déplacements a l'intérieur du domaine 2 partir des conditions appliquées en
contraintes ou en déplacements. Il y a une autre représentation ou les déplacements (ou
contraintes) sont €crits en fonction d'une certaine quantité qui n'est, ni les déplacements

gpé).liqués, ni les contraintes appliquées. Ces méthodes sont appelées "méthodes
indirectes".

Supposons que le probléme 2 résoudre soit un probléme intérieur (figure 1.4 a).

Figure 1.4

Domaine fini VG : probleme intérieur

é‘ng_deame VG sera le domaine réel occupé par la structure. L'état élastique sera alors
éfini

- - :
G G . . .
par [0, u ”]. Soit n lanormale extérieure au domaine V°. Définissons le domaine VP
comme €tant le complémentaire de VG. Pour ce domaine, la solution élastique est :

Chapitre 1 - Introduction aux méthodes intégrales de fronti¢re - 11 -



Figure 1.5
Domaine infini vD : Probleme extérieur

Appliquons maintenant le théoréme de réciprocité entre létat "D" et la solution
fondamentale, lorsque la charge concentrée est a lintérieur de VG

(1.20) 0=\ U, MP) M) drM) = | T (MP) UP(M) dT(M)
r r

En soustrayant (1.20) de (1.17), on obtient :

(1.21) W)= | U, MP) [T (M) - T;(M)] dT(M)

r

+ 1T, IMP) (M) — w O] ATV

La solution dans le domaine "D" peut étre choisie arbitrairement. sqpposgnsﬂpar
exemple qu'a la frontiére les déplacements soient les mémes dans les domaines G" et
"D" (continuité des déplacements).

- -

G D
u M) =u M) MeTl

A -G -

D .
Ennotant T=T (M)-T (M), ‘équation (1.24) devient:

(1.22) u(P) = "'uij (M,P) T(M) dI'M)

r

Chapitre 1 - Introduction aux méthodes intégrales de fronti¢re -12 -



Ceci peut €tre interprété de la fagon suivante : le déplacement en un point intérieur

de VG peut étre obtenu par la somme de ceux dus aux charges TdI' appliquées sur T,

lorsque V© est considéré comme une partie du domaine infini. La représentation (1.22)
est connue sous le nom de potentiel de simple couche de densité T . Cette méthode est
connue sous le nom de méthode des charges fictives (Crouch et Starfield, 1983).

Supposons maintenant que sur le frontiere I' les contraintes soient les mémes :

-G - -D -

T Mpn)=T (M) MeT

A oD -6
alors,enpostant u=u —u , l'équation (1.21) devient :

(1.23) uP)= | TMP) §M) dTM)
T

~ Cette représentation est connue sous le nom de potentiel de double couche avec la
densit¢ @ . Cette méthode a été introduite en premier par Crouch (1976) sous le nom de
méthode des discontinuités de déplacement.

1.3 PROBLEME PLAN EN ELASTICITE. PASSAGE EN CHAMP
COMPLEXE

) Dans ce qui suit, nous allons formuler la méthode des discontinuités de
déplacement en champ complexe. L'intérét de la formulation en champ complexe réside
dans. la facilité a obtenir des solutions analytiques. Cet intérét se trouve aussi dans son
app11951mon a I'étude de problémes de propagation de fissures. L'utilisation de potentiels de
dguxxemc couche en équations intégrales peut amener a définir des discontinuités de
depli}cqment (Bui (1977); Bui et Amestoy (1983)). Mais cette formulation n'a pas été
mence Jusqu'a I'étude de la propagation de fissures en mode mixte. Cela est peut étre dii a
la filfflcullé a adapter cette méthode 2 ce type de probléme. Mais il faut souligner tout de
meme que cette méthode a l'avantage d'étre étendue aux problémes tridimensionnels, ce
qui n'est pas le cas de la formulation en champ complexe. En champ complexe, les
relations fondamentales de 1'élasticité plane sont exprimées au moyen des potentiels

complexes ¢(z) et (z) qui sont des fonctions analytiques dont les valeurs en tout point
du domaine étudi¢ sont définies par une intégrale de Cauchy dans le plan complexe le long
dl} contour sur lequel les conditions aux limites sont connues. Nous allons maintenant
développer la méthode indirecte en recherchant des solutions élémentaires correspondant,
soit, a des déplacements discontinus, soit, & des contraintes discontinues appliquées sur
un arc de longueur finie dans un plan infini. Ce travail est di 4 Bouhaddane (1987).

1.3.1 CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS EN CHAMP COMPLEXE

. 'Un.e méthode classique de résolution de probléeme de 1'élasticité plane est basée
sur I'utilisation des fonctions d'Airy A.
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4 4
4 ‘2 0 A 0
Va = 4+2 >+ 4=O
ox ox” dy ady

Une premiere solution générale de 1'équation biharmonique ci-dessus fut donnée par
Goursat en 1898 sous la forme suivante :

A (xy) = Re [z ¢(2) + h(2)]

A (X,y) %(2 oz) + z &(—z)+ h(z) + W))

Cette solution de base a été développée et appliquée & de nombreux problémes
plan par Kolosov et surtout Muskhelishvili (1963).

Cette solution rameéne donc la résolution de 1'équation biharmonique 2 la
recherche de deux fonctions analytiques dans une région V du plan (0, x, y) avec des
conditions imposées.

Les contraintes s'expriment par les dérivées de la fonction d'Airy par :

G, = A yy ny = - A xy ny = Ay
ou
: , 9 (A, +iA,)
cxx+10xy=ﬂ,yy+ﬂ,xy="1§;, ”x Yy
0 .
— 1 —_ 1 = + &% L2
Opy =10, = A + 1%,y = 5 Ay +1,)
Par I'équation ( ),ona:
Ay +1 A, =02 + 20 + Y@
ou y(z) = h'(z)

Par deux dérivations, on aboutit 2

O, +i0, = 0@ + 0@ -z ¢'@) - V(@)

Sy ~ 10, = 0@ + 0@ + 2 0"@ + V(@

Dans ces calculs, nous avons utilisé les relations :
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Pour calculer les déplacements, on utilise les relations contraintes déformations.

Si nous posons le vecteur déplacement D(z,z) sous la forme :

D(z,2) = u, (xy) + iuy (x.y)

Nous avons 2 un déplacement rigide pres :

24 Dz D) = 241 (u, +iuy) = G- 4) 6@ — 6@ — Y()

Donc, en €lasticité plane, 1'état de contraintes et déplacement peut étre défini a

l'aide des potentiels complexes ¢(z) et y(z). Les relations ci-dessus peuvent étre écrites

sous forme compacte et sont connues comme étant les relations de Kolosov-Mukhelishvili
et que nous €crivons sous la forme :

c_+06,=2 [¢'(z) + ¢'(z)] = 4Re [¢' (2)]

xx yy
(1.24) G = O, —2i0, =—2[2¢"@® + Y@

XX

2u (u, + iuy) =k ¢@z) -z ¢'(z) — y(z) =2u D

ou k=3-4v en déformation planes
3-v )
k= — en contraintes planes
1+v

Nous pouvons donc déduire les contraintes et déplacements en explicitant les
parties réelles et imaginaires des relations ci-dessus.

1.3.2  CONDITIONS AUX LIMITES SUR UN SEGMENT PLACE SUR
L'AXE REEL

En coordonnées cartésiennes, les solutions élémentaires sont recherchées en
appliquant des conditions aux limites sur un segment placé sur I'axe réel (figure 1.5). Le
parcours de ce segment et de Y'axe x, dans le sens de I'axe x, définit une partie "G" et
une partie "D" du plan z. Il est classiquement utilisé le changement de fonction pour les
problemes de domaine infini (Milne-Tomson (1968), Muskhelishvili (1963)) :

y 'Y
"G'!
__( 77/ + — ) >
-a - ‘a X
"D'l
Figure 1.6

Discontinuité de déplacement centrée sur I'axe x
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(1.25) Q@) =~26¢'@ - v@

Passons maintenant aux conditions aux limites. Si z tend vers X,

(x € ]-aaf) ducdté G précédemment défini, z tend vers le méme point mais du
coté D.

Ainsi, les conditions en contraintes s'écrivent :

0°x) - QPx)

6, - i0, )% )

(1.26)

(0, — i6,)° () = ¢°(x) - Q)

eten déplacement :

G G D
2uD7(x) =k ¢ (x) + Q (x)
(1.27)

2 DPry — 1 oD G
D) =k ¢ ) + Q (x)

En combinant ces relations, nous obtenons les formules de Plemelj du probléme.
Pour le probleme uniquement en contrainte, NoOus aurons :
1 ] L] D
(1.282) (0,, = 16,)° - (5,, — i, )° =(¢' + D° () - @ + D°(®)
. G _ D:'—Q'Gx+ '—Q')D(x)
(1.28 b) (©,, io, )" + (o, —ic, )" =(¢ ) (x) + (¢

Pour le probleme uniquement en déplacement, les formules de Plemelj sont :

(1.29) 20 (D°-D°) = ko - O° (0 - k 6 - V°x)
(1.29b) 2uD%+DP) = ko + Q° ) + k ¢ + VX

1.3.3 METHODE DES DISCONTINUITES

La théorie des potentiels complexes permet, a partir des conditions aux limites en
contraintes, ou en déplacement ou mixtes de déterminer les potentiels complexes en
résolvant les équations de Plemelj. Pour construire la méthode intégrale, il est nécessaire
de rechercher des solutions sin gulieres ou élémentaires correspondant & des conditions aux

limites discontinues dans le sens "G" par rapport & "D". Il peut y avoir deux types de
discontinuité :

1°9) une d‘isconqnuité de contrainte notée T
2° une discontinuité de déplacement notée D
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Selon ce que nous venons de dire :

T=+THw = (0,, - i5,)° ®) = (6, - i5,)°(%)

(1.30)

A

D = ®° - DY) )

Par la suite on aura recours au changement de repére pour traduire 1'influence
d'une discontinuité qui a une orientation quelconque. Connaissant les potentiels ¢ et y,
solutions du probléme dans le repere (0, x, y), on pourra calculer les contraintes et

déplacements dans un repere (0', x', y') défini par la rotation 6 = (x, x") (figure 1.4) a
l'aide des relations suivantes :

X
y
6
—p
o) X
Figure 1.7

Discontinuité disposée arbitrairement dans le plan

Opx * Oy = O, + O

G, — Oy = 2i Cpp = © (o

. -i8 .
Ue + dug =e (u, + iuy)

A A
. Danslesvaleursde T ou D interviendront un certain nombre de parameétres qui
serviront de parametres de linéarisation du probleéme.

_Pour résoudre un probleéme réel, intérieur ou extérieur, borné par un contour C
ou plusieurs contours, on procédera de la maniére suivante. (On supposera que la
structure occupe la partie gauche, ce qui définit le sens de parcours du contour).

lere étape

Discrétisation du contour en un certain nombre de segments. Chaque segment est
alors considéré comme une fissure en milieu infini (figure 1.8)
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Figure 1.8

Discrétisation des contours du domaine

2¢éme étape

Application sur chaque élément de la solution élémentaire et sommation.

3éme étape

Calcul des paramétres de linéarisation par fixation 2 la frontiére en un certain
nombre de points appelés points nodaux.

La solution générale est donc une superposition des solutigns é[émentaires. Lcs
parametres de linéarisation étant déterminés, il est possible de connaitre 1'€tat de contrainte
ou de déplacement en tout point du domaine par les relations (1.26).

1.3.4 DIFFERENTS TYPES DE SOLUTIONS. EQUATIONS DE
PLEMEL)

Pour construire la solution élémentaire, il est nécessajre de faire intervenir une
discontinuité ; A partir de (1.33) et des équations de Plemelj (1.31) et (1.32), on peut

s'apercevoir qu'il est possible de construire cinq solutions.

Solution 1 - Probleme mixte avec discontinuité de déplacement et
continuité de contrainte,

Dans cette solution :

D(x) # 0 '}(x) # 0 x e J-aal

ce qui utilise les équations de Plemelj (1.31a) et (1.32a) quideviennent :
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0=+ % - @ + P

(1.34) x€]-aa [
A G D
2uD(x) =(k ¢ — D°x) -~ (k ¢ — Q) (x)
Solution 2 - Probléme mixte avec discontinuité de contrainte et continuité
de déplacement.

Dans ce cas :

IS(x) =0 Tx) # 0

Les €quations de Plemelj sont alors :

To=0 + °w - @ + 2)° (9

(1.35) xe lJ-aa [
0 =k ¢ - %) - k ¢ - QP

Cette méthode s'apparente 2 la méthode dite "des charges fictives".
Solution 3 - Probléeme en déplacement avec discontinuité de déplacement.

Dans ce cas  D(x) # 0, mais nous devons utiliser la de\uxu‘:me rcéatlon eDn
déplacement de Plemelj (1.32 b). Il reste donc a faire une hypothése sur DS + DD.
Toutes les hypotheses peuvent étre valables ; cependant, il est nécessaire ’d.e trouver 'les
solutions élémentaires les moins lourdes possibles afin que le calcul numérique qU} s'en
suivra prenne le moins de temps machine possible. L'hypothése par Bouhaddane est :

®% + DP) (x) = 0

Ainsi ;

24 D0 = (k ¢ - D) - k ¢ — D00

(1.36) xel-aa [
0 =k o+ Q%) + k ¢ + Q°x)

Solution 4 - Probléeme en contrainte avec discontinuité de contrainte

Cette solution est la solution duale de la solution 3 en déplacement avec les
mémes remarques. On peut adopter les équations de Plemelj suivantes :
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Tx) =0 + Q)°x) - (0 + Q)P ®

(1.37) x € ]-aa [
0 = (0'- %) + (¢'- °X)

Solution 5 - Probleme mixte avec discontinuité de contrainte et de
déplacement

A A
Dans ce dernier cas, nous aurons T(x) # et Dx)#0 et:

Tx) =@ + )% x - @ + ° ®
(1.38)

24 DX) = (k & - %) - k ¢ - VPx)

Cette derniere solution généralise en fait les solutions 1 et 2.

1.4 CONCILUSION

Ce chapitre a été consacré A une étude bibliographique sur les méthodes intégrales
de fronti¢re. La premitre partie a été consacrée a la méthode obtenue a partir des identtés
de Somigliana. Cette formulation peut exprimer des discontinuités de déplacement. Mais
cela reste difficile de I'appliquer 2 la propagation des fissures en mode mixte.

La deuxie¢me partie est consacrée i I'écriture en champ complexe de la méthode
des équations intégrales grice i l'intégrale de Cauchy. Cette écriture est trés souple pour
exprimer les discontinuités de déplacement de différentes formes et de plusieurs ordres.
Par conséquent, elle peut étre étendue a 1'étude de la propagation. Nous adopterons donc

cette formulation pour les développements d'éléments de discontinuité et 'application a la
propagation de fissures.
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CHAPITRE 2

SOLUTION FONDAMENTALE
POUR UN ELEMENT CIRCULAIRE
A DEUX NOEUDS

Chapitre 2 - Solution fondamentale pour un élément
circulaire & deux noeuds
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1.1

Pour traiter le cas de corps élastiques présentant des coupures ou non, le
probleme de la discrétisation du contour se pose de deux manigres essenticlles. On se
heurte, d'une part, a la difficulté pour définir la forme de 1'élément de dlS(ErCtlsatIOI,l qui
€pouse le mieux la frontiere du domaine a étudier et, d'autre part, a trouver logd{e adéquat
de I'élément, c'est-a-dire le nombre de noeuds. 11 faut donc trouver des éléments de
discrétisation qui ne compliquent pas trop les calculs et avec lesquels on peut escompter
une bonne précision des résultats. Dans ce qui a précédé, nous avons présenté la
formulation de la méthode des discontinuités en champ complexe. Dans le présent
chapitre, nous allons travailler sur des contours circulaires et présenter les avantages de
cette formulation. Pour cela, les équations de Kolosov-Muskhelishvili seront réécrites en
coordonnées polaires. Nous allons développer en détail les calculs pour un €lément
circulaire & deux noeuds. On remarquera la simplicité des solutions obtenues par
l'intermédiaire des intégrales de Cauchy par rapport a celles obtenues en coordonnées
cartésiennes pour un élément linéaire du méme ordre (Crawford (1982)).

CONDITIONS AUX LIMITES - EQUATIONS DE PLEMELJ

Nous allons chercher les solutions élémentaires pour un contour circulaire. Pour
cela, considérons une coupure en arc de cercles d'extrémités a,; eta, et de rayons a
dans un milieu infini. Nous définissons ainsi deux domaines appelés "G" et "D".La
coupure est placée symétriquement (F ig. 2.1) par rapport 3 I'axe y pour deux raisons :

* lorsque o tend vers zéro, on doit retrouver la solution antérieure développée
pour un arc rectiligne (Bouhaddane (1987)). o B

* tout autre position dans le plan crée des difficultés numériques lices a
I'écriture des fonctions multiformes (Bouhaddane (1987)).

Pour le contour ci-apres, il est utile de travailler en coordonnées polaires. Les
€quations de Kolosov-Muskhelishvili deviennent alors :

a
\/ /
a4 s 2
\ 7/
\ /7
\apa
"%
\{/ >
0 X
Figure 2.1

Arc circulaire d'ouverture 2 o,
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O, + Oy =2[0(2) + 0]

2.1) S, - O, -2ic, =- 262 [z ¢"(@2) + V(@)

Ir

2u(u, +iu)=2uD = ¢ ko) - 20'(2) - W(@)]

Le vecteur contrainte o, + i Org intervenant en condition de contrainte sur la

coupure s'écrira en fonctionde ¢(z) et W(z):

y'(z)

N| N

(2.2) G, +i0 = 0(2) + ¢'(2) - z ¢"(2) -

En supposant une continuité de contrainte et une discontinuité du déplacement

lors du passage du bord "G" au bord "D" de la coupure, nous pouvons écrire les
conditions aux limites de la maniére suivante :

G D g .
(6. +ic ) -(c _+ic ) =0 continuité de contraintes
Ir r@ Ir 10

(2.3)

D . . -’ ’
2p(u +iu e)G ® - 2p(u +ivy) ©= 2],1(DG - DD) () =2uD(t) discontinuité de déplacement

avec t un point courant du contour, tel que :

<
_ — 4+
—2 (XSO_.2

)
t=ae

Nous pouvons donc définir le vecteur discontinuité de déplacement par

. G . D ‘D
(24) D(t) =(ur + lue) - (ur + 1u9) =Dr + 1 0
ol

D,=u’ - u®  Discontinuité radiale (ou normale)

G D ) e . ,
Dezue - ue Discontinuité tangentielle (ou tangente)
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2.2

EQUATIONS DE PLEMELJ

Nous allons construire les équations homogénes ou non de Plemelj que nous

saurons résoudre. Pour cela, reprenons les équations (2.1) d'oii I'on peut déduire les
relations suivantes :

O, +ic  =0'(2) + $'(2) - z ¢"(2) - ; ;v(z—)

(2.5)
2u(u, +iu)= % k ¢@z) - z &T(—z_) - ¥'(2)]
28 _ Z i Z
car e =— et e ==
z
(2.6) X+iY=-i{¢(2)+z d'(z2)+ \;f_(—z_)]:f
L'expression de la résultante sur l'arc  a, a, estdonc:
(2.6) X+iY =-i[¢(z) +z ¢'(z) + \—lf_(;_)]:f

Les fonctions ¢(z) et w(z) sont analytiques dans tout le plan sauf sur la
coupure. Remarquons que si nous prenons un point z (z € "G") que nous faisons tendre

vers un point de la fronti¢re t=ae® | le point z ne tend pas vers le méme point, ni du
coté "G", ni du c6té "D" alors que le point a%/z y tend puisque z Z = a2 . En
conséquence, nous allons faire un prolongement analytique a travers la frontieére. Dans

I'équation précédente (2.5), si nous supposons que les fonctions ¢' et ' sont
définies pour z , nous allons remplacer z par a%/z ,et enposant X + 1Y =0, nous

obtenons une fonction Q (Bouhaddane (1987)) définie par :

a2 a2 R
(27) Q T =- ? ¢'(Z)+ W(Z)

z

Ainsi, si Q et ¢ sont connues, nous pouvons calculer  par:

- 2 2
(2.8) ¥(@) =—[Q(a?)+a7 ¢'(z)}
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En dérivant (2.8), nous aurons :
z

a2 - a2 a2 a2
(2.9) v'(2) == Q'( )+7 0'(z) - - ¢"(2)
z z

Les équations (2.5) exprimées en fonctionde ¢ et Q deviennent :

2 2 2 _ a2
c,,+ic =92+ ¢'@) [1 - -a—_] z' ¢"(2) (1 - a—J- 3—_ Q (7)

A A YA 7z

z a2 32
2u (o +iu) =— | ko@ +¢'(2) | z-— [+ Q| —
z z

Si nous passons a la limite, z tendravers t=aei® etpour ze "G" il vient
que a%z € "D" (Fig.2.2) et par suite :

(2.10)

) G g D
(o”+1or9) =¢" -Q

. D p G
(o”+1cr9) =¢" -Q

.G _ e, G C
2u (u, +iuy) =e [ko +Q ]

. D -0 b G
2u(ur+1ue) =¢ (k¢ +Q ]

D'apres les équations ci-dessus, nous pouvons écrire les deux équations de
Plemelj suivantes correspondant aux conditions aux limites définies auparavant :

0 +Q)°¢-@0+Q)Y=0
(2.11)

ko-9°%-ko-QP=2uD@)e"
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I1.3

Figure 2.2

Passage 2 la limite sur le contour circulaire

SOLUTION GENERALE

Pour avoir la forme de la solution, nous devons considérer le comportement de

d(z) et y(z)pour z=0 ol ¢(z) est holomorphe mais ol l'on sait que £2(z) peut
avoir un pdle du second ordre alors qu'a I'infini les deux fonctions sont holomorphes.
Pour déterminer la forme générale des potentiels complexes, nous suppo'§er9ns que les
contraintes, les rotations ainsi que les résultantes a 1'infini sont nulles. L'intégration de
'équation homogene donne donc :

(2.12) ')+ Q@) =A

Soit en intégrant et en supposant la constante d'intégration nulle pour que les
déplacements soient nuls a l'infini :

(2.13) 0(z) + Qz) = Az

De la méme facon, avec les hypothéses citées ci-dessus, I'intégration de
1'équation non homogene conduit a :
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K e D()
(2.14) ko) -Qz)=Bz+— -z
1T

|

dt

Donc 2 partir des relations  (2.13) et (2.14), nous pouvons déterminer les
potentiels complexes ¢(z) et £(z) par:

0(z) = L (A +B)z+1z)

k+1)
(2.15) Qz)y=Az-¢2)
82 "
M e D(1)
(z2) = ————
@ ink+1) (t-2)

2.4 DETERMINATION DES COEFFICIENTS

Nous avons supposé plus haut que les contraintes 2 l'infini sont nulles, ce qui
implique que  ¢'(z) tend vers zéro ; ceci impose donc que :

A+B=0

Donc :

®(2) =1(2)
De méme ¢'(z) €tant holomorphe a l'origine, nous avons :
(2.16) P@=0_+a z+0")
En utilisant la premiére équation de (2.15), nous avons :

(2.17) ¢0'(0) = o = I'(0)

Avec I'hypothése des contraintes nulles 2 l'infini, Q'(z) 2 la forme suivante :

Bl 1
(2.18) Q@) =B +—+0(=)
o Z 22

De I'équation (2.9), nous déduisons pour W'(z), le développement suivant :
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2 B
1
V@ =2 @ +B) 5 -

z
y'(z) étant holomorphe a I'origine, il s'ensuit les conditions :
o+ B =0 et Bl =0

Par conséquent, nous avons :

Q'(z) = - o+ 0 (iz)

A

Nous pouvons donc déduire de la deuxieme équation de (2.15) etde (2.17),
les résultats suivants :

A=Q‘(oo)=—0to= -T0)=A

Et par conséquent, les potentiels complexes ont la forme suivante :

o(z) = 1(z)
(2.20)
Qz) == [z I'0) + I(2)]
avece .
82 e
I(z) = H ?—D(—t) dt
i m(k+1) (t-2)

2.5 SOLUTION POUR UN ELEMENT CIRCULAIRE A DEUX
NOEUDS

Nous allons développer les fonctions potentielles ¢ et €2 pour un élément
ciruclaire a deux noeuds. Pour cela, nous considérons un milieu infini affaibli par une
coupure, qu'on appelera désormais fissure circulaire, centrée sur l'axe x =0 derayon a
et douverture 20 dont les extrémités sont désignées par a; et a, (Fig. 2.3). Surla
fissure a, et a, sont imposés un champ de contrainte continu et un champ de

déplacement discontinu. Avec ces conditions, on retrouve les conditions aux limites
explicitées par les équations de Plemelj suivantes :
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@+ -+ =0
.21

ko-Q°%-(ko-Q) =2u D@ ¢

ou la discontinuité est telle que :

D(1) =
0 ailleurs

La détermination des potentiels ¢ et €, donc de la solution du probleme
dépendra du choix de la forme qu'on donnera 2 la discontinuité D(t). Puisque nous
travaillons sur des contours circulaires, ce choix sera de telle mani¢re a faciliter
l'intégration et a satisfaire automatiquement a I'équilibre du probléme intérieur et obtenir

une solution vérifiant I'équilibre élastique. Dans ces conditions, nous proposons pour la
discontinuité le développement suivant :

yA

(-) (+)

Ao
x
>

0 X

Figure 2.3
Elément circulaire & deux nocuds
N N
(2.22) D(t) = 80 + 8 sin (2n6) + z B_ cos (2n6)

n=1 n=1

Les coefficients complexes & et B sont des parametres de lin€arisation
comme pour les €léments linéaires (Bouhaddane (1987)) ; nous nous limiterons & un terme

constant et un terme antisymétrique en 6 pour les éléments a deux noeuds donc nous
proposons :
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(2.23) D()=8 +8 sin (26)

Bouhaddane [1987] a utilisé les termes en [, pour définir la discontinuité,
mais dans ce cas on aboutit & un syst¢me sous-déterminé puisque si :

(2.24) D(t) = 80 + [31 cos (20)

Nous avons au noeud (-) :

n
i(— + o)
2

D'(®=D (e )=80+B10052(%+a)=80—B1cos(2koc)

alors qu'au noeud (+) :

n
i(——o)

+ 2 n s _
D'()=D(ae )=E§o+[31cos2(—2-oc)—ES0 Blcos(ZXa)
En conséquence:

D'()=D(®)=8 —B cos2ra) e C

On voit bien qu'on tombe sur un systéme sous-déterminé qu'on ne peut
résoudre. Nous retiendrons donc pour la suite 'équation (2.23) afin de définir la
discontinuité, et nous développerons les calculs pour cet élément.

I1.3.1 DETERMINATION DES POTENTIELS

Pour faciliter I'intégration, réécrivons la discontinuité (2.23) sous la forme
suivante:

2i9 -2i0
—-¢€

D(t) = 80 + 51 sin (26) = 50 +3, 5

Dans ces conditions, ¢(z) est défini par (voir 2.20) :

. 2 b . 2 G20 200
€ € -
@ in(k+l)[ 2 “ e J tz) © ' 2
1

al a
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L'intégrale ci-dessus est ramenée par rapport & t =¢%/a. L'intégrale devient :

a a) a
n t £ t

= _ —  dt- —d
= (k+1) % | awn 2i 2’ (t-2) 0 e

4 a

Le calcul de ces intégrales ne pose aucun probléme d'ou l'intérét de la méthode.
Nous aboutissons a l'expression finale de  ¢(z) en fonction des parameétres de
linéarisation, inconnus du probleme 8, 3, :

Z-a

V!
(z)=——— [(a,-a)+zLog—18 +
¢ ink+)a 2 ! z-a; " o
3 3 2 2
H - - 2 228 L, Hp-ay 4] -3
3 i tz . + z —+ z~ — Log ]81
in(k+1) a : 2ai ! ! ' 2%
B a H a -3
= [- — Log —+— Log 18
ink+1) % a z-a;" 1

Pour le calcul de ¢'(0) , nous nous heurtons a un probléme puisque le dernier

terme en 8, présente une indétermination en z = 0. Un développement limité au

voisinage de zéro du dernier terme en §, que nous appelerons par f(z) donne :

H a/l 1
f(z) = - —=-=
® 2i(k+1){21 (af agj}

2 2

1 2, H -9 al 1}

0@ = ——— Log—8_+ w55 ]8
im(ctha o a ° 2in(k+1){2a3i 2‘(2 2) :

Donc ;

Ayant 0(z) et ¢'(z), Q(z) est parfaitement défini.
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I1.5.2 CALCUL DES CONTRAINTES ET DES DEPLACEMENTS

Pour le calcul des contraintes et des déplacements, nous reprenons les équations
de Kolosov-Muskhelishvili ou on injectera les potentiels complexes qui ont été trouvés
auparavant. Nous aurons donc :

O, + G, =2[0@) + ¢'@)]

O, ~Op—2C =+ e [z 0"(2) + ¥'(2)]

60

20 (u, +iu) =™ [k 6(2) - 2 ¢'(2) - Y(@)]

Rappelons les équations donnant y(z) en fonctionde ¢ et Q:

SECIE
V@ =-| (= |+ 6@

et la dérivée ;

1 a2 _' a2 a2 L] a2 "
W(Z)=?Q 1 +?¢(Z)'7¢(Z)
comme :

Q(z) =- 2 ¢'0) - 6(2)

Nous avons donc pour y(z) et y'(z) les expressions suivantes :
2 (.2 2
a“ a a”
w<z)=-[- — 0O - ¢(;)+ z—¢(z)]
€t
2 2 2 2

a o a a "
V(@) =-— 9'0) - 5 6(2) + 5 ¢'(2) - — ¢"(2)
z z

z

Les relations de Kolosov-Muskhelishvili deviennent :
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G, +0, =2 [0(2) + ¢'(2)]

. ol (- a%) a2 a2 g2
(2.25) O, -Gy + 20 =-2¢ [ z--z—)q)(z)+7¢(z)-?¢(z)--27¢(0)]
-i0 ( az\ a2 a2 -
24 (u, +iug) =e [k 2)-|z-—|9'(2) - ‘I{—J' 5 ¢'(0)]
.\ z) z

Le calcul des contraintes est complet en dérivant ¢'(z), ce qui nous donne pour

K 1 1 1 1
") = ) ) + )
¥ in(k+1)a[ (Z'az z‘al) z[(z-a2)2+(z-a1)2)] °

2(a,-a,) -
1 [ ay-a, +(z 2a)LogZ )

2in k+D)L 2'i 2 z-2

¢"(2):

3. )
a’i Z' i
622 2a )/ 1 1 2 a 1 1 2a a,

H o5t (z-az_z-a)+ T 5700 5+ 5 +—;L0ga— 81
ai z'i 1 a i (z -2)" (z-ay vl 1

Les contraintes et les déplacements sont donc bien définis par ce systéme
d'équations. En identifiant les parties réelles et imaginaires, nous avons :

' 2 2 2 2
( o =2Re[¢@)]-Re {e“’ [(z a;) 0@+ 0@ -5 0@ -5 ¢'(0)]}
YA Z VA

2 2 2

, 2
® o =2Re[§(@]+Re {ez"’ [(z : a;)d'(z) + % 0'(2) 33 0'(@)- % ¢'<0>]}

. 2 2 2 2
© o, =Im {ez“’ [(z : a;ja)"(z) + 2—2 0'(2) - 32- 0'@) - 35 ¢'<0)}}

(2.26)

1 -i0 a? - a?) a? -
) u=>-Reqe k¢(2)-(2-—]¢'(2)-¢[—)-—¢'(0)
2 z 2) 2
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1 -i0 .':12 VR 82 a2 W
(e u,=—Imse | ko@)-|z-— [¢'@)-¢ — |- — ¢'(0)
0 2“ - - yA
z z

Im désigne la partie imaginaire de la quantité entre crochets

et Re désigne la partie réelle de la quantité entre crochets

2.5.3 CONSTRUCTION DU SYSTEME D'EQUATIONS

Nous avons développé jusqu'a présent la discontinuité de déplacement par
rapport aux deux termes de linéarisation 8, et &, qui constituent jusqu'a maintenant les

inconnues de notre probléme. Les potentiels complexes ¢'(z) etc. ... s'expriment en

fonction des parametres 6, et 8,. Nous pouvons donc avec les équations (2.26 a et ¢)
construire un systéme d'équations a résoudre par rapport 2 d, et 8, en prenant comme
conditions aux limites (0 +i0g) (2.2). Mais plutdt que de construire ce systeme en

d, et 8, qui ne présente pas d'intérét particulier, nous allons faire intervenir les

discontinuités de déplacement normales et tangentielles (Pour les détails des calculs, voir
Annexe 1). Pour cela, nous considérons de nouveau la discontinuité de déplacement sous
la forme :

D(t) =8 +6 sin20
0 1

et faisons intervenir les discontinuités normales D, et tangentielles Dg en chaque noeud
(voir figures 2.3).

Aunoeud (-):

D(t)=3_ +8, sin’ (% +a)=8 -8 sin 2ha) =D, +iD,
o 1

Aunoecud (4) :

s

. Mt Lt
5 aj—80+815m(27ta)-Dr+1De

D'(t) = 80 + 81 sin 2 (
Donc:
@, +D;) +i (D +D})

80- 2
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2.6

5 _(D:-D;)+i(D;-D;))
1 2sin(QA o)

Nous pouvons donc traiter notre probleme en travaillant directement sur les
discontinuités de déplacement en injectant celles-ci dans les équations citées ci-dessus.
Nous obtenons alors un systeme d'équations ol nous faisons intervenir les discontinuités
de déplacement comme inconnues du probléme.

CONCLUSION

Dans ce chapitre, la méthode des discontinuités de déplacement en champ
complexe a été exprimé€e en coordonnées polaires. Cela nous a facilité la tiche pour la
formulation de cette méthode sur des contours circulaires. Nous avons pu remarquer la
souplesse de cette méthode pour développer des éléments circulaires de plusieurs ordres.
En application, nous avons développé les solutions qui nous ont permis de construire des
éléments circulaires a deux noeuds. Ces éléments sont caractérisés par les discontinuités
de déplacement normale et tangentielle sur chaque noeud et constituent les inconnues du
probleme a discrétiser.
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CHAPITRE 3

MISE EN OEUVRE NUMERIQUE DE LA
METHODE

ETUDE COMPARATIVE ENTRE ELEMENTS
DROITS ET CIRCULAIRES A DEUX NOEUDS
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3.1

Dans ce chapitre, nous allons aborder la mise en oeuvre de la méthode des
discontinuités de déplacement pour les éléments circulaires et droits a deux noeuds en vue
de les introduire dans un programme de calcul. Nous verrons comment exprimer des
changements de repere en champ complexe pour des discontinuités disposées
arbitrairement dans le milieu et résoudre le probléme des symétries qui se poseront. Par la
suite, a travers des exemples, nous nous proposons de faire une étude comparative entre
les éléments droits et circulaires 4 deux noeuds. En couplant les deux types d'éléments sur
une méme discrétisation, nous verrons l'avantage que nous pourrons avoir avec cette
opération.

ELEMENTS CIRCULAIRES
3.1.1 CHANGEMENT DE REPERE

Pour rendre opérationnelle la méthode, il est maintenant nécessaire de construire
la matrice d'influence. Cette construction impose de calculer en chaque point nodal,
I'influence de toutes les discontinuités de déplacement. Rappelons que le calcul des
contraintes et déplacements s'effectue dans les repéres locaux (Oj, Xj, yj), i=1, N, dans

lesquels sont appliquées les discontinuités D,

Prenons l'exemple de la figure 3.1 ; Calculons les contraintes et les
déplacements aux points nodaux sur l'arc dans le repere  (0,/xy, yi) (repere "influé) dus
a la discontinuité¢ de déplacement placée sur l'arc du repere (0; x;, y;) (repere

“influent"). Il faut donc exprimer, d'une part, des rotations de repére, d'autre part, des
translations sachant que l'origine du repére est au centre de l'arc de cercle.

En champ complexe, le changement de repeére en coordonnées polaires s'obtient
d'une manigre tres simple :

0” + 699 = Gxx + oyy

- 2i9 .
(3.1) G, -0, 20 =€ (0, -0, -2i0,)

. -i0 .
u +iug=e (ux+1uy)

avec 0 l'angle entre (0, x) et (O, xj).

Notons z,;* et z,~ les coordonnées dans le repére (Oj, Xj, yj) des noeuds
k* et k- surl'arc dans le repere (0 /%y, y)).

Notons z et z; respectivement les coordonnées ds entres des repéres 0y
et 0; par rapport a un repere absolu (0/X, Y).
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Figure 3.1

Changement de reperes pour des discontinuités disposées arbitrairement

9] i(e) - 6))
(3.2) Z=(z-z) e +z, e © )

avec z* les coordonnées dans le repére (Oy/xy, yx) dunoeud + (z,, respectivement
du noeud -). Paramétrons maintenant la position des points nodaux dans le repere (0y/x,,

y) parlangle A, o, (A, position des points nodaux, o demi-arc). Ainsi :
iAo
(3.3) Zy=iae * X

avec a, rayonde larc "k".

Donc, les coordonnées dans le repere 0; des points nodaux k* et k- sont
exprimées par les relations suivantes :

. 0, iAoy (8 - 6))
zkj—(zk-zj)e +1ace e
et par suite :
-0, AdA o i(8, -8)
- ] : k 7k k™ )
= (zk- zj) e +1a e e
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Ces relations introduites dans (3.1) permettent de calculer les contraintes ou
déplacement aux points nodaux k* et k- dans le repére (0, x;, y;) . Pour appliquer les

conditions aux limites aux points nodaux, il faut se replacer dans le repére local (1, ny)
aux points nodaux k* et k- .Enappliquant (3.1), nous aurons au point k*:

* J +J [ et vt ]
(csnn)k + (<rn)k =2| D'(z,) + D'(z;)
e 2i(0,- 0.+ A, ;) [_* ]
G (@) (o), Aoy =-2e E T x 7,07 () +v'(5y)

nn k
-i(8y - ej + }‘k ak)l:

2u[(u“)k +1(u[ )k] =-1¢ k(D(ij) - ij ¢ (ij) - W(zkj)

et au point k™ :

o vealoesy )

(0,0, +(06) =200'(5) + ¢y

o S . 210, -0.- A -a) | ) )
(35  (o,) -(5), -2i(c,) =-2 et x[zkj cp"(zkj)wr(zkj)]

nn k
-i(8) - ej- A o) [

PR : : ]
2”[(“n)k + l(ul)k] =-ie k 0(z) - 75 0'(z5) - W(z)

avec (om)’k, (Gn)"k, (Gm)J » (up ), (u)) respectivement les composantes du tenseur de

contrainte et du vecteur déplacement dans le repére local de I'arc k dues a la discontinuité
placée sur l'arc j.

Les conditons aux limites peuvent se mettre sous la forme du systéme
d'équations suivant :

. . ot
(0,,), *+i(0,) =2 Re[0'(z)] + [zkj 0" (zg;) + \v'(z’;j)]

et:
J L

(Op), *+1(0,) =2Re [0'())] +[' (0" + w‘(z;p]

Pour simplifier I'€criture, nous ne fairons pas apparaitre les signes (+) et (-)
dans les équations qui suivront.En faisant la somme sur toutes les discontinuités j=1, N;
ou N est le nombre total des discontinuités, nous obtenons le syst¢me d'équations
algébriques suivant :

N N
(0,,), +i(5,) =2 2R (7] + X [7,0"(7) + V(7]

. j=1 j=1
soIt :
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N N

(6,,), = 2 2Re [0’z + ZRe[sz¢"(sz)+\y(sz)]
j=1 =1
et:

O, = 2 Inlz, 0"z + V'(z)]

En explicitant les fonctions ¢ et y par rapport aux discontinuités de
déplacement (expressions développées au chapitre 2), nous pouvons ramener le systéme
d'équations précédent sous la forme :

N
- nt - nn - nt + nn +
Oy, = El (AL @+ AT (D)) + AT, (D)) + AT, (D))

N
E[A“‘ (D)+A“" (D)+Anl (D)+A"2+(D )]

N

(©,).. E[A“ (D)+A‘" (D)+A" (O} )+A“‘ (D;)])
j=1

N
S, ) = Z (AL @D+ AL 0+ A, ©]);+ AT, D))
J

ol Ay, ... seront appelés les coefficients d'influence. L'écriture matricielle du systéme
ci-dessus est mise sous la forme :

c_, Al Al Al Al D,
(5- _ Anl Ann Anl Ann D;1
in Alt Am Au Ann D[+
om . Anl Ann Anl Ann D +
+ n
(¢]
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3.1.2 INFLUENCE DE L'ELEMENT SUR LUI-MEME (PROBLEMES DE
MULTIFORMITE)

Il reste a calculer les éléments diagonaux de la matrice d'influence, c'est-a-dire
l'influence de 1'élément sur lui-méme. Ceci est possible en faisant le calcul des coefficients
d'influence pour z =z, + et z =z, -. Ces coefficients méritent une attention particuli¢re
car le probléme réside dans I'étude de la multiformité des fonctions logarithmiques. Nous

rappelons que nous avons dans les fonctions ¢ et y a définir les logarithmes L; et L,
suivant :

Z-

L1=Logz_::11

et
(22 A

Log

Y
\ Z J

Si nous considérons l'arc a; a; centré sur l'axe y (figure 3.2), il nous faudra

calculer les fonctions L, etL, pour ze "G" . Nousrappelons quesi z € "G", alors
2

a "

— € "D".

z

O X

Figure 3.2

Multiformité sur la coupure circulaire aj ap
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Du fait que l'ordinateur travaille dans le domaine ]-x, [ , nous aurons comme
résultat :

y A

L1=LogG=Log +i[Arg(z-a)-Arg(z-2a))]

z-a,
R /.6 G
=Log R_2 +1(61 -92) ; 0<9, <=,

Le résultat de l'ordinateur sera donc pour L, :

R G
L, =Log" = Log (R—; )+i(91 - Gz)zLogG

or, nous voulons :

D z _ a’ a’
L,=Log” =Log >— |+ Arg| —-a, |- Arg| — - a,
a z z

KZ-al

R, ' D
=LogR—2-+1Arg (6, -6,)

avec .
D G
61 =€)1 -2

Donc :

R
L2=LogD=Log}T;+i(91-62-27t)

Nous devons donc imposer chaque fois que 1'on se trouve sur l'arc k :

L=LogG—Log(EJ-i(6 6.)
1 R, 1° V2

L,= LogD= LogG -2n

Donc pour l'influence de 1'élément sur lui-méme, il suffit de transformer les
fonctions comme ci-dessus et cela a chaque noeud de 1'élément k.
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3.1.2 RESOLUTION DE PROBLEMES POSSEDANT DES SYMETRIES

Dans le cas de structures possédant des syméries de chargement par rapport a 1

ou 2 axes, il est possible de réduire considérablement (par 22 ou 42) la taille de la matrice
d'influence.

Nous allons montrer le principe de calcul dans le cas de 1a double symétrie par

rapport aux axes X et Y (figure 3.3). La structure de I'équation de résolution du probléme
est alors :

DL [A Ay Ay ] [P

1 2

Dl | | A A Ay Ay (D],
Dl | | Ay Ay Ay Ay (Dl
(D], Apn A Ay Ay [D],

avec la notation [ ], indiquant le calcul dans le quadrant i. Du fait de la double symétrie,

les conditions aux limites sont les mémes dans les 4 quadrants, c'est-a-dire que les
sous-colonnes [ ]; du membre de gauche de I'équation (3.4) sont toutes identiques. De la

méme fagon [D]; correspondant a toutes les discontinuités de déplacement du quadrant i

garde une valeur semblable dans chaque quadrant en rangeant les [D]; de fagon a garder
les symétries.

O 2

Cadran I

Figure 3.3

Probléme de double symétrie pour les éléments circulaires a 2 noeuds
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Ces constatations conduisent au fait que le systéme se réduit a I'unique équation :

3.7 [1,=(A )[D] +(A )DL +(A )[D], +(A )[D],

[D], [D]; et [D]ls peuvent s'exprimer en fonction de [D]; al'aide des symétries ;
(Ayy) correspond a l'influence des discontinuités du quadrant 1 sur lui-méme, il reste a

exprimer les matrices d'influence des discontinuités des quadrants 2, 3 et 4 sur le quadrant
1 pour réduire le systeme (3.6 ) a:

(3.9) [1,=A) D],

Expression de [D];, [D]3, [D]l; en fonction de [D],

(3.10a) D), = O} (D, == (Dy;;
Dy = (D) (DY, =~ DY;,

pour les discontinuités du quadrant 2 et par :

(3.10b) D = @y (DYj3 = - DY)
(Dn);S = (Dn)jl (Dl)}3 == (Dl)}x

pour les discontinuités du quadrant 3, et enfin par :

(3.10c) (Dn);i = (Dn)}l (D:);t =~ (Dx)}l
D= DY} DY,y =~ DY)

pour les discontinuités du quadrant 4.

Matrice d'influence A

Pour construire les €léments de cette matrice, reprenons l'exposé effectué
au paragraphe précédent. Calculons I'effet de toutes les discontinuités sur un point nodal
K,* (ou K;-). Celui-ci est donné par les relations (3.5).

L'influence de tous les €léments du quadrant 1 sur ce point nodal sera donc
égale a:
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3.2

O, + (O, = 2[¢'(zkj> + ?p'(—z;j')]
- . - 2i(8, - 6:- Ay )
G (O - (0, ) -2 (0, ) =-2¢ "

i@y - 8- Ay ot ) [

x [7;0"(;) + ¥'(7;)]

2u @+l |=-ie K 0(%) - 74 0'(z)) - w(z'k)]
1 1 ) ) ) )

L'influence de tous les éléments du quadrant 2 sur K, sera obtenue en
substituant dans (3.11) Xj; par - Xj; = Xj,, Yj; gardant la méme valeur, c'est-2-dire
Zj, par —Zj et 6j; par—86j; = 0j,.

De la méme fagon, l'influence de tous les éléments du quadrant 3 sur K;
sera calculée en substituant dans (3.11) Xj, par — Xj; = Xj3, Yj; par—Yj; = Yjs,
c'est-a-dire Zj, par—Zj; et 0j; par 06j,+mn = 6j;.

Enfin, I'influence de tous les éléments du quadrant 4 sur K, sera calculée
en substituant dans (3.11) Yj; par—Xj, = Yjs, Yj; gardant l]a méme valeur,
c'est-a-dire Zj; par —Zj, et 6j; par ® —6j, = 0j,.

Enfin, pour construire la matrice A, il suffira de tenir compte des relations
(3.10).

Cas des simples symétries

Les simples symétries sont un cas particulier de ce que nous venons de traiter.
Par exemple, la symétrie par rapport 3 X sera obtenue en ne tenant compte que des
relations entre les indices 1 et 4.

ELEMENTS LINEAIRES

Les solutions pour les éléments linéaires d'ordre deux ont été développés par
Bouhaddane (1987). Pour une discontinuité rectiligne, le choix proposé pour la
discontinuité D(t) est sous forme d'un polynéme du premier degré donné par :

D) =oat+p
avec oo et P des coefficients de linéarisation complexe et :

-a<t<a

ou a estlademi-longueur de I'¥l1ément.
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Les relations de changement de repéres et la symétrie se traitent de la méme
maniére que précédemment, sauf que dans le cas présent, le repére de 1'élément se trouve
confondu avec le centre de I'élément. Nous apportons dans ce qui suit la résolution du

probléme de symétrie. Suivant la figure 3.4, nous avons :

Figure 3.4

Changement de repére et probleme de symétrie pour les éléments droits a 2 noeuds

repere influent (0}, X, y;)
repere influé (o, Xy, Yi)-
Les centres des €léments sont définis par :
zx = (X i)
zj= (X} ¥))
I nous faut trouver les coordonnées z*= z;+ et z = z,; des noeuds (+) et
(-) dans le repére - influent soit :
0. i(0,-8,)

+ 'ij +
.=(z, -2z
Zy (7, zJ) e +z/xk i

ou z*/x,y, sontlescoordonnées du noeud (+) dans ( oy, Xy, y,) définis par :
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A : paramétres de position du noeud
ak :  demilongueur de 'élément k

-i0. (6, -0.) .
Donc z;j =(z-z) ¢ Tena® e ¥ et par suite
;0.

- i(6,-6.)
z;=(@ez)e 1= e * )

Le probléme de symétrie ne présente aucune difficulté et s'obtient de la méme
maniére que précédemment puisque les éléments en question présentent les mémes
similitudes.

3.3 ORGANIGRAMME GENERAL

Nous avons les éléments nécessaires pour définir le probléme qu'on se propose
de résoudre. Nous pouvons donc discrétiser le milieu a étudier avec ses conditions aux
limites, remplir la matrice des coefficients d'influence et résoudre le systéme d'équations.
L'organigramme suivant présente les étapes a suivre pour construire le programme de
calcul qui nous permettra de résoudre nos problémes. Le programme mis au point permet
de discrétiser le domaine avec des éléments circulaires, des éléments droits a deux noeuds.
Nous pouvons de méme combiner les deux types d'éléments pour une meilleure approche
de la géométrie du domaine afin d'améliorer les résultats. La premiére phase de
l'algorithme ci-dessous (figure 3.5) concerne l'introduction des données. L'étape suivante
fait intervenir la discrétisation par éléments droits et par la discrétisation avec des éléments
circulaires avec les conditions aux limites. Une fois la discrétisation terminée, la matrice
des coefficients d'influence est remplie. On peut alors procéder a la résolution du systeme
d'équation dont les inconnues du probléme sont les discontinuités de déplacement. Une
fois le systéme d'équations résolu, on peut calculer les contraintes et déplacements sur le
contour. A la fin, nous pouvons calculer les contraintes et déplacements en des points
choisis du domaine a étudier.
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Entrée des données

Discrétisation par ¢1éments droits

‘ Discrétisation par ¢1éments circulaires

Remplissage de la matrice des coefficients
d'influence

Résolution

Vérification des conditions aux
limites

Calcul des contraintes ct déplace-
ments dans le milicu

Impression des résultats

Figure 3.5
Organigramme général de discrétisation et résolution avec éléments circulaires
et droits a deux noeuds
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3.4

EXEMPLES

Dans ce paragraphe, a travers une série d'exemples, nous nous proposons de faire
une étude comparative entre les éléments droits et les él€éments circulaires & deux noeuds.
Pour I'élément droit a deux noeuds, Bouhaddane (1987) trouve que la position optimale
des noeuds de 1'élément se trouve 3 Aa=% V2/2a de part et d'autre du centre de
I'élément de longueur 2a (figure 3.6). Pour notre part, nous trouvons pour 1'élément
circulaire que la position du point nodal a pour coefficient A = 0,65, c'esta-dire que les
coordonnées des noeuds dans le repere de 1'élément sont :

n
i(—+ 0,65 o)
2 .

n

i(— - 0,65 o)
2

Z =a ¢ et z =ae

ol a et o sontrespectivement le rayon et la demi-ouverture de 1'élément arc de cercle
(figure 3.7).

Contour réel

Elément de discrétisation

Figure 3.6

Discrétisation par élément droit

Contour réel

Elément de
discrétisation

Figure 3.7

Discrétisation par élément circulaire
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3.4.1 TUNNEL SOUS PRESSION UNIFORME.

Le premier exemple concerne une cavité circulaire de rayon R dans un milieu
infini et soumise  une pression intérieure uniforme P. Vu la configuration de la géométrie
et du chargement, le probleme a été traité en double symétrie (symétrie par rapport aux
axes x et y). Le quart de cercle a été discrétisé avec 5 €léments de discrétisation
circulaires ou droits a deux noeuds (figure 38 a). La comparaison des deux discrétisations
est faite sur les erreurs relatives E(%) obtenues sur les contraintes G, et Ogg calculées
sur I'axe x aux points 1/R, ol l'origine de r est prise en 0. Les figures (3.8 b, ¢)
représentent donc E(%) en fonction de r1/R. Pour ce type de probleme, les éléments
circulaires donnent exactement la solution analytique, alors que les éléments droits
présentent des perturbations principalement pres du contour. Remarquons que ce type de
chargement privilégie la discrétisation en éléments circulaires puisque la pression p ne
provoque que de l'expansion radiale sans distorsion. Ceci explique en partie, pour cet
exemple les résultats obtenus a 'avantage des éléments circulaires.

y i

X

M(r, 6)

Figure 3.8 a

Cavité circulaire sous pression uniforme
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2 § éléments droits a 2nceuds
* § éléments circulaires a 2 neuds

E(%) 20

15

10

o o o o o o o o o o /R
0 to———o—To—o—To—o—1o—o¢ r

Figure 3.8 b

Erreur relative sur les contraintes O, en fonction de r/R

E(%) 20
) C g0
15 1
10 1
5-
(fo—\o—o—o—o—0o—0o—0o—o—»
.5 -
-10 Y T v T M T Y T v r/R

Figure 3.8 ¢

Errcurs relatives sur les contraintes Cgg cn fonction de /R

3.4.2 CAVITE CIRCULAIRE CHARGEE SUR UN SECTEUR

L'exemple précédent nous a montré l'efficacité des éléments circulaires. Mais
du fait du chargement radial uniforme sur le contour, nous ne pouvons conclure
définitivement. Nous avons donc procédé, dans les exemples suivants, au chargement de
la cavité circulaire de rayon R avec une pression p sur un secteur d'ouverture o < 7/2
pour un quart de cercle discrétisé€ afin de faire intervenir de la distorsion (figure 3.9 a). Le
quart de cercle est discrétis€ avec 6 éléments. Trois éléments sont disposés sur l'arc
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d:ouvenure o ou agit la pression p et le reste des €léments sur la partie non chargée
d'ouverture 7/2 - a . Le premier cas correspond a8 o« = 60°. Le calcul d'erreurs
relatives sur les contraintes E(%) est effectué sur les points se trouvant sur l'axe x
(figures 3.9 b, c). Le deuxiéme cas de chargement correspond a une ouverture o = 45°
(figure 3.10 a). Le calcul d'erreurs relatives sur les contraintes est effectué sur 'axe x et
sur des points se trouvant sur 1'axe orienté a 45° par rapport a I'axe x (figures 3.10 b, ¢)

Globalement les précisions sont équivalentes pour ces exemples avec un avantage p01;r lé
calcul sur 'axe incliné a 45° pour les éléments circulaires. Il faut souligner que les
contraintes Cgg présentent beaucoup de perturbations sur l'axe x, ce qui explique que le
calcul d'erreus sur cet axe reste tres délicat et dans certains cas n'a pas beaucoup de sens.

y 4 M(r, 6)

Figure 3.9a

Cavité circulaire chargée sur un secteur d'ouverture o = 60°

o] 6 éléments droits a 2 neeuds
L 6 éléments circulaires a 2 nceuds

E(%) 20

10 1

r/'R

_10 Y v
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Figure3.9b

Errcurs relatives E(%) sur les contraintes Gy, calculées sur I'axe x en fonction de r/R
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y f M(r, 6)

45°

Figure 3.10 a

Cavité circulaire chargé sur un secteur d'ouverture o = 45°

a 6 éléments droits 3 2 nceuds
® 6 éléments circulaires & 2 nceuds

E(%) 4
. S,
2 -
. ]
0
-1 " \9—0—4»19—9——5—9—9—%’
) . — —— — r/R

1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Figure 3.10 b

Erreurs relatives E(%) sur les contraintes srr calculées sur 'axe x en fonction de /R

Chapitre_lll - Mise en oeuvre de la méthode - Etude comparative
€ntre €léments droits et circulaires a deux noeuds

. 53 .



E(%) 30

-20 v T Y T v T v T M l‘/R

Figure 3.10 ¢

Erreurs relatives E(%) sur les contraintes Opg calculées sur I'axe x en fonction de 1/R

8 6 éléments droits 2 2 neuds
g 6 éléments circulaires a 2 neeuds

E(%) 10
%xx [0 yy

r/'R

-10 v .
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Figure 3.10d

Erreurs relatives E(%) sur o,, et Oyy calculées sur I'axe orienté a 45° en fonction de /R
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S e—

E(%) 1

-3 T T v Y v T v T v r/R
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Figure 3.10 e

Erreurs relatives E(%) sur Oxy calculées sur l'axe orienté a 45° en fonction de r/R

3.4.3 DISQUE CIRCULAIRE CHARGE SUR UN SECTEUR (ESSAI
BRESILIEN)

Cet exemple correspond au probléme intérieur des exemples précédents. Il
concerne un disque circulaire plein de rayon R chargé sur un secteur. En double
symétrie, le quart de cercle est discrétisé avec 8 éléments circulaires ou droits. La pression
de chargement p agit sur un secteur d'ouverture o = 10° a partir de l'axe vertical. La
partie restante n'est pas chargée (figure 3.11 a). Le calcul des contraintes et des erreurs
relatives correspondantes est menée sur l'axe y. Les figures 3.11 b, ¢ nous montrent les
courbes des contraintes théoriques et calculées numériquement par des discrétisations
d'éléments circulaires et droits.En premiére remarque, nous pouvons dire que
globalement, les résultats sont équivalents et semblent proches des valeurs analytiques
(Henry (1988)). Mais les figures 3.11 d, e qui représentent les erreurs relatives sur les
courbes précédentes permettent de montrer certaines différences. Il est nécessaire de
remarquer que les contraintes tangentielles s'annulent en un certain point comme le montre
la figure (3.11 b). Il est donc normal que le calcul d'erreur proche de ce point soit perturbé
(ce qui est équivalent a un point trés proche du contour).
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4

o M(r, 6)

80°

Figure 3.11 a

Disque plein chargé sur un secteur d'ouverture a = 10°

rr '0’2

.1,4r.r,.,.,.r/R
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure 3.11 b

Comparaison des contraintes O calculées sur I'axe y par rapport 2 la solution analytique
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8  Solution théorique
® 8 éléments circulaires

B8 8 éléments droits
Goo| 0,2

josoBfosBaBongg,
-0,0

-0,2 1 |

0,4 -

L

-0,6 7

-0,8

'1,0 M T M 1 M T v T Y I‘/R
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure 3.11 ¢

Comparaison des contraintes Ggg calculées sur 'axe y par rapport 2 la solution analytique

8 8 éléments droits a 2 neeuds
] 8 éléments circulaires a 2 neeuds

E(%) 30
(0]
h rr
20 -
10 A
0
']0 v L v L v T v T Y l‘/R

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure 3.11d

Erreurs rclatives sur les contraintes O calculées sur l'axe y
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E(%) 30
] 00

20 1
10

0-1

-10

-20 1

-30 M T M T v T v T Y l'/R
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure3.11e

Erreurs relatives sur les contraintes Ggg calculées sur l'axe 'y

3.44 PLAQUE PERCEE D'UN TROU CIRCULAIRE SOUS
COMPRESSION UNI OU BIAXIALE

Les exemples précédents ont mis en évidence le probleme de I'influence du type
de chargement. Pour les exemples trait€s dans ce paragraphe, nous considérons une
plaque infinie percée d'un trou circulaire de rayon R et soumise a une compression uni
ou biaxiale a I'infini. Pour des raisons de symétrie, nous discrétisons uniquement un quart
du cercle avec 5 éléments circulaires ou droits. La plaque est chargée selon I'axe x par
P, =P et selon l'axe y par P, =k P (figure 3.12 a). Le premier cas de chargement
correspond & k = 0, c'est-a- -diré & une compression uniaxiale selon x. Sur cet axe, les
contraintes tangentes s'annulent en un certain point. Le calcul d'erreurs relatives sera donc
perturbé au voisinage de ce point. Pour ce cas, nous présentons les résultats sous forme
de rapports ©,/p et Oge/p (figures 3.12 b, ¢). Sur ces figures, les résultats semblent
équivalents et ne présentent pas de différence.

Le deuxiéme cas de chargement correspond & k = 1, c'est-a-dire a une
compression isotrope. Nous retrouvons la méme réaction des €léments circulaires que
pour le cas du tunnel sous pression uniforme, puisque les chargements sont équivalents.
Les éléments circulaires donnent donc la solution analytique pour ce cas. Par contre, les
erreurs relatives sur les contraintes obtenues avec les éléments droits s'accentuent, et ce
d'autant plus que les points de calculs sont preés du contour ; ce que nous pouvons
remarquer sur les figures 3.12 d, e. Le troisi¢me cas de chargement correspond a k = 2.
Donc sur l'axe x, nous avons un chargement P, =P, et selon l'axe y, nous avons
un chargement Py = 2P. Nous présentons ci-dessous le calcul d'erreurs relatives obtenues
sur les contraintés O, €t Ogq calculées sur I'axe x (figure 3.12 f, g). Nous avons
toujours une perturbation des valeurs des erreurs du moment que le contour n'est pas
chargé. En comparant les résultats, nous pouvons remarquer un certain avantage pour les
éléments circulaires.
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-
- Px
-

0 R 7> x

Figure 3.12 a

Plaque infinie percée d'un trou de rayon R sous chargement biaxial Py et Py

B  Solution théorique
) 5 éléments circulaires a 2 neeuds
a 5 éléments droits a 2 neeuds

0,1 1 E

-0,5 Y T T T T T A T v r/'R

Figure 3.12 b

Variation de o /p calculée sur I'axe x en fonctionde /R pour P, =P et F’y =0
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o
00| 0,95 1 g
Px T
0,55 1 g
0,35 1 g
0,15 8 .
4 [- | B .
-0,05 Y T v T v T Y l- A r/R
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
Figure 3.12 ¢
Variation de 6gg/p calculée surI'axe x en fonctionde 1/R pour P, =P et Py =0
g  5éléments droits 2 neeuds
®  5éléments circulaires 2 2 neeuds
E(% 20
(%) o
rr
15
10
5 -

r/'R

o
3
L

K
P 3

p
p

E
4

1

P

Figure 3.12d

Erreurs relatives sur 6 /p calculées sur I'axe x en fonction de 1/R pour P, = Py =P
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E(%) 10
8-. 00

-2 v T T T v T v T v r/R
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Figure 3.12 ¢

Erreurs relatives sur gg/p calculées sur I'axe x en fonction de /R pour P, = Py =P

B 5 éléments droits a 2 neeuds
® § éléments circulaires a 2 neeuds

E(%) 40

E

30 1

20 7

10 -

-10 v T v T v T M T v I'/R

Figure 3.12 f

Erreurs relatives sur 6 calcules sur Faxe x en fonctionde /R pour P, =Pet Py =2P
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E(%) 0,0

P

0,5

-1,0 7

-1,5 -

2,0 — r/R
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Figure3.12 g

Erreurs relatives sur 6gg calculée sur I'axe x en fonction de /R pour P, =Pet Py =2P

3.4.5 TROU HYPOTROCHOIDAL A 4 COTES

Jusqu'a présent, nous avons traité des configurations circulaires. Dans le cas ou
il y a présence de contours droits dans la structure, nous sommes obligés d'utiliser des
éléments droits. L'exemple ci-dessous représente un trou hypotrochoidal a quatre c6tés et
quatre coins circulaires. Nous avons donc des contours rectilignes et circulaires a
discrétiser. Il nous semble intéressant de coupler donc des éléments de discrétisation droits
a des éléments circulaires a deux noeuds. La figure 3.13 a représente donc un trou
hypotrochoidal formé de quatre ctés de dimension 2R et de 4 quarts de cercles de rayon
R et soumis a une pression uniforme p. Vu la double symétrie du probleme, le quart du
contour est discrétisé.

Chaque contour rectiligne est discrétisé par un élément droit a deux noeuds. La
comparaison se fera donc en variant le type d'éléments sur la partie circulaire. Pour garder
une géométrie discrétisée cohérente avec le probleme, nous avons placé un minimum de
deux éléments droits sur le contour circulaire que nous comparons a une discrétisation
obtenue avec un, puis deux éléments circulaires & deux noeuds. Ne disposant pas de
solution analytique pour ce probléme, la comparaison se fera sur une solution approximée
obtenue en faisant un calcul avec une discrétisation de 100 éléments droits. Nous ferons
les comparaisons en nous basant sur les résultats obtenus avec cette discrétisation, mais
nous éviterons de faire un calcul d'erreur. Les calculs des contraintes sont menés sur les
points se trouvant sur la droite d'inclinaison 8 = 45° par rapport a I'axe x. Les résultats
des contraintes illustrés par les figures 3.10 b, ¢ nous montrent la variation de (0, O,
O,y)/p en fonction de r/R ou l'origine de r est prise a partir du contour circulaite.
Nous remarquons déja qu'avec un seul élément circulaire sur le quart de cercle, nous
avons une meilleure solution par rapport a la discrétisation avec deux éléments droits
(figures 3.13 b, ¢). Avec deux éléments circulaires, nous pouvons affirmer que les
résultats sont nettement satisfaisants (figures 3.13 d, e). Cet exemple nous montre l'intérét
du couplage des €léments pour obtenir la meilleure solution a moindre prix.
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Figure 3.13 a

Trou hypotrochoidal a 4 cotés et 4 quarts de cercles soumis a une pression uniforme p

Solution approximée
4 éléments droits
2 éléments droits+1 circulaire

O xx,0 yy
P

o]
®
-]
1,00 T
0,80 -
0,607 o
0,40-. e
0,20 -
0,00
0,00

r/R

T M ¥ v T v T

0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure 3.13 b

Variation de (Gy,/P, oyy/P) dans la direction 6 =45°
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1,4

1,2 7

1,0 1

L

0,81
]
0,6 7

0,4 7

0,2 v , y— v T v T v r’'R
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure 3.13 ¢

Variation de (oxy/P) dans la direction 0 =45°

8  Solution approximée
® 4 éléments droits

(] 2 éléments droits+2 circulaires

1,00 T+
; o c
XXs Yy

P

0,80

0,601 o
0,40 -

0,20 1

0,00 +—T—— 71— /R
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure 3.13 d

Variation de (04, /P, oyy/P) dans la direction 6 =45°
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0,2 M I M 1 M T Y T Y I'/R
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure 3.13 ¢

Variation de (cxy/P) dans la direction 6 =45°

3.5 CONCLUSION

Nous avons développé dans ce chapitre les solutions fondamentales pour un
élément circulaire a deux noeuds et construit un programme de calcul prenant en compte
des éléments de discrétisation droits et circulaires. Nous avons vu que les expressions
analytiques correspondantes a l'élément circulaire ont nécessité de nombreux
développements analytiques, ce qui a posé des difficultés a leur programmation. De
I'étude comparative des deux éléments, il s'est dégagé dans certains cas une amélioration
des résultats, mais dans I'ensemble, les résultats sont assez semblables. Dans le cas de
contours quelconques, nous avons montré que le couplage des €éléments droits et
circulaires améliore nettement les résultats. Nous pensons que les discrétisations obtenues
avec ces types d'éléments constituent un bon outil pour traiter des problémes élastiques
plans.
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CHAPITRE 4

DEVELOPPEMENT D'ELEMENTS
CIRCULAIRES DEGENERES |
(ELEMENTS BOUT DE FISSURE CIRCULAIRES)
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En mécanique de la rupture, une bonne précision dans le calcul des contraintes au
voisinage de la téte de fissure est nécessaire pour bien calculer les coefficients d'intensité
de contrainte. Or, dans les discontinuités de déplacement définies précédemment, on
remarque qu'en bout d'élément les déplacements ne sont pas continus. Dans ce cas, on
peut s'attendre a une forte concentration de contraintes en téte de fissure. Pour respecter la
continuité des déplacements et tenir compte de la singularité des contraintes, on se propose
de définir un élément circulaire dont la discontinuité de déplacement sera nulle en bout
d'élément. Une premiére approche a été déja proposée (Belkacemi (1988)). Dans la suite
de ce chapitre, on reprendra le méme schéma de raisonnement concernant 1'élément
circulaire a deux noeuds.

SOLUTION POUR UN ELEMENT CIRCULAIRE DEGENERE

Nous allons considérer deux éléments qui prennent en compte la singularité des
contraintes au voisinage de la téte de la fissure. Ce cas a été traité par Crouch (1983) en

coordonnées cartésiennes et par Bouhaddane (1987) en champ complexe dans le cas
d'éléments linéaires.

Nous allons étendre les résultats précédents au cas des contours circulaires.
Considérons un arc de cercle a; a, centré a l'origine. Nous allons développer les

solutions fondamentales correspondant a une discontinuité de déplacement nulle en a,
(fig. 4.1) et a une discontinuité de déplacement nulle en a,; (fig. 4.2).

Choisissons la discontinuité de déplacement sous la forme :

4.1) D(t)=50 /az-t

dans le premier cas :

4.2) D(t) = 8'0 t-a

dans le deuxi¢me cas, avec 9§, &', paramétres complexes de linéarisation, t = aei®,

n2-a £6<m/2+o et a rayondelarc.

Avec ces deux formes de discontinuité de déplacement, il est facile de déduire les
expressions des potentiels complexes par simple intégration. Les conditions aux limites,
les équations de Plemelj, ainsi que le changement de fonctions suivent exactement les
mémes formes que les éléments circulaires a deux noeuds.
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Figure 4.1

Elément circulaire dégénéré 1
(Déplacement continu en a3)
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Figure 4.2

Elément circulaire dégénéré 2
(Déplacement continu en aj)

4.2 DETERMINATICON DES POTENTIELS CONMIPLEXES

D'apres le deuxi€éme chapitre, nous pouvons déduire les potentiels complexes
dans le cas de la discontinuité fermée en a, par:
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a2

LA 2 e
" eleD(t) . " e 80 /a,-t .
m(k+1) vz im(k+1) rz

a) |

(43) 0,(2)=

L'intégrale se calcule aisément en opérant le changement de variable u = Va2t
et nous obtenons :

-z - /a,a 2( a-a)3
(2 faza - farz Log J Ve L, 279

in(k+1) \/a2_z +\/a2-a1 3

/a,z- [a,a
(44) +2(a,-2) /az-al+(/a2-z)3 Log i 2 } o

VETRIVES

0 ()=

(o]

Dans le cas de la discontinuité fermée en a, , nous avons :
2
1 '
m e 0o,  /ta i

in(k+1) t-z

4

(4.5) 0,(2) =

Le changement de variable opéré est cette fois u= vt — a, etnousobtenons :

vV 73 -/ 4 N 2

H 3
(z) = — {2a, /a,a, +a z-a, Lo = (/a,-a))
0,(z mkaDa ! 278 *a, /73 Log Jza+ Jaa 3 274
z-a, - -a
(4.6) +2z-a) JSaya, +(za,) Log\/ Y ) &,

/ z-al + /az-al

Pour pouvoir exprimer les potentiels complexes ¢,(z) et ¢,(z) en fonction des

discontinuités de déplacement qui seront les inconnues de notre probléme, nous devons
éliminer les parametres de linéarisation 3, et &', des équations (4.4) et (4.6).

Pour la discontinuité s'annulant au point a, , nous avons au point nodal :

A A i(;+ka) A A / i(;+la) /—1);
D(t)=D(a e )= Dr+1De= 80 aae = 80 a-iae

d'ou :
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ol A estle parametre de position du point nodal. Pour la discontinuité nulle en a;, nous
avons également au point nodal :

T
A A i(‘z‘ +)a) A A 1(; +Aa) .
D(t)=D(ae )=Dr+iD9=80 ae - a, =80 iae —-a,
D'ou
A A
D +iD
o, =
iAo

Pour assurer la symétrie de la position des noeuds, nous devons avoir :
A=-— A ; A20

Pour définir complétement les différentes équations précédentes, il suffit d'avoir
les dérivées de ¢ (z).

« pour la discontinuité s'annulant en a, les dérivées sont :

H ) \/az VA 3y /-

¢'(2) = ) 2 —
1 in(k+1)a Z/azz /azl+/a2a (z-a,) VAL
-_\/g‘ \/azz-\/a’lal (azz)\/aza1 | D, +1D,
2 —
S @7 Jayiae®
¢"(2) = s i ‘/a"’z' /a2a1 a4 /a9 &2/@
1 inkDa| 4(a,-2) /2,2 \/32 2 + [aya, 2(z-a)) (z-ay) (Z—a1)2
> Log Var - Jan 3 S (az'al)] D, +iDg

+ + -
2(a,-z) a2 )
Sz Szt Saa T (za) /oy ia 6™
/a.- D +iD
/a, Log /— 2% +2 [faya %
17t(k+1)a \/{2 + \/ﬁ / a - ia eika
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« pour la discontinuité qui s'annule en a; nous avons :

\ H 34 VAL RRVALY 2 B RVAL A
¢5(2) = Log Yyt 2/ a,-a,
ink+)a | 2 /z-a, Jza, + /a,a %

\/zal fazal (zal)\/aZal D, +iDy

* 7 z-2, Lo (za,) .
ﬁ -a; + /az-al ia e-l Aot —a,
o (2) = ) 4 Log v Ty -/ 8y . AR AL
2 intc+Da | 4(-a,) \/z-—al J7a + Jaya, 2(z-a,)(z-a,) (z-a2)2
.\ 3 \/ AR +3\/a2al (a2'al)\/a’2al D, +iD,
4 Z'al /z a + /a3 2o (z-2)" ia e - a;

/— f /a2al Dr+iDe

/ .-l
az+ /azal 1a¢€ —al

L0 =
920 = in (k+1)

INFLUENCE DE L°'ELEMENT SUR LUI-MEME (PROBLEMES
MULTIFORMITE)

Il s'agit dans ce paragraphe de trouver l'influence de 1'élément sur lui-méme.
Cela pose le probléme de multiformité. Vu la similitude des fonctions multiformes, nous
nous proposons d'étudier ce probleme en nous inspirant du cas de figure d'une coupure
droite.

Etudions la fonction :

Jz+a - /2
Jz+a+ /2

Pour cela, considérons une coupure droite représentée sur la figure 4.3. Elle
partage le plan xy endomaine "G" pour y > 0, et en domaine "D" pour y < 0.

H(z) = Log

Chapitre 4 - Développement d'éléments circulaires dégénérés
(Eléments bout de fissure circulaires) - 71 -




"D"

Figure 4.3

Coupure comprise entre —V2a et V2a

Nous pouvons remarquer que pour z € "G", alors ze "D".

Posons Z= /z + a.

D'apres la figure ci-dessus, nous avons :

Jz+a — /Z—a =P eiel

=
0,
ﬁ+a - /2a =p,e
Donc :
Jz+a—-J2a Py
H(z) = Log = Log — + i(Bl—Bz)

Jz+a+ J2a P,y

a) pour z € "G" — xe ]-a,a[ ; (x=Re(z)

Nous avons :

0<J/z+a < 2a

et
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D'ou :
,/z+a—/2_au=p1ei“= - p,
J z+a -/ 2a = P, e = Py

D=

etdonc:

V2a - Jz+a

G Pr .
H'(z) = Log — + i(6,-6,) = Log +1im

Py J2a+ Jz+a

a) pour z € "D" — xe]-a,al

Nous avons :

0</z+a <V 2a

ct

\/z+a—/£=p1 "= - p,

(D=
\/z+a—\/2a=pzezin= Py

Donc :

V2 - Jz+a

D Pr | .
H(z)-—-Log——l(Gl—Gz):Log —-in

p2 v+ Jz+a

Finalement :

HD(z) = H%2) - 2in

Dans le cas concernant 'é1ément circulaire dégénéré, nous avons :

/Z—al+ /az—al

H(z) = Log
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Par analogie aux calculs précédents, nous pouvons déduire que :
D G )
H (z) = H'(z) - 2in
Pour le contour circulaire, nous avons remarqué que si z € "G", alors
a2
— € "D" . De ce fait, nous avons :
z

D G
06 =0 + 2n

Donc :

G D
9 0

€

Donc au niveau de la programmation, il faut faire intervenir la correction suivante
en posant :

4.4 EXEMPLES NUMERIQUES

Dans le but d'illustrer les résultats des éléments circulaires dégénérés, nous
considérons deux exemples de fissures circulaires disposées dans un milieu infini rapporté
au repere (0, x, y). La fissure est définie par un arc circulaire de rayon R et d'ouverture

2o centré sur l'axe y etd'origine (. Nous allons comparer une discrétisation obtenue

avec 6 éléments circulaires avec une autre obtenue avec quatre éléments circulaires et deux
éléments circulaires dégénérés en chaque bout de fissure (fig. 4.4).

Les résultats des discrétisations ci-dessus sont 2 comparer a ceux obtenus avec
une discrétisation de 60 éléments circulaires. Cela nous semble suffisant pour avoir un
élément de comparaison.

Les comparaisons se feront sur les résultats des discontinuités normales D, et

tangentielles D et les déplacements normaux u, ettangentiels ug surles levres des
fissures.
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Figure 4.4

Fissure circulaire discrétisée en milieu infini

4.4.1 FISSURE EN MILIEU INFINI SOUS TRACTION UNIAXIALE

Le premier exemple concemne une fissure circulaire en milieu infini de rayon

R =100 mm et d'ouverture 2o = 30°. La fissure est soumise a une traction uniaxiale
P, =100 MPa selon l'axe y (fig. 4.5). Le module d"Young E est pris égal a 25 000

MPa et le coefficient de Poisson v égal & 0,25. Les deux discrétisations

4442’444

EERER

Figure 4.5

Fissure circulaire soumise a une traction uniaxiale
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auparavant sont comparées. Sur la figure (4.5 a) sont tracées les discontinuités normales
D, en fonction de l'ouverture angulaire de la fissure centrée par rapport a 'axe y. Nous

Dn (mm)
4,5
] s & * 60 éléments
3,5- *......._.... ..-.--..""* ® 4circ+2deg
+ 6 circulaires
+ +
2,5 '..
1,57,
0,5 N 1 M I T T T M a (0)

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figure 4.5 a

Discontinuité normale Dy, en fonction de l'abscisse curviligne o

nous intéressons particuliérement aux bouts des fissures. Dans la zone centrale, les
résultats sont équivalents. Aux bouts des fissures par contre, les résultats des
discontinuités normales donn€s par les éléments dégénérés sont satisfaisants. Ceci montre
que ces éléments peuvent bien simuler le comportement des fissures en mode 1 (mode de
traction). Nous pouvons faire les mémes remarques en ce qui concerne les déplacements
normaux u, (figure 4.5b).

Un (mm)

25

1 g.....2 60 éléments
2,07 g ! ® dcir+2deg

' B 6 circulaires
1,59 m -
1,0
0,57
0,0 T T T T T v T v T - a (0)

-1 -10 -5 0 5 10 15

Figure4.5b

Déplacement normal Uy en fonction de 1'abscisse curviligne o
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La figure (4.5 c¢) représente les discontinuités tangentielles D, en fonction de

l'angle d'ouverture a par rapport a l'axe y. Dans ce cas, les résultats sont moins
performants. Ceci peut €tre di a la dissymétrie inhérente a I'élément dégénéré.

Ds (mm)

0,6 o

1 .77 -2 * 60 éléments
047 - ® 4cir+2deg
021 . *+ 6 circulaires
0,0
-0,2 .
-0,4 1
-0,6 T T T YT T T ? a (°)

-1 -10 -5 0 5 10 15

Figured4.S5c

Discontinuité tangenticlle Dg en fonction de 'abscisse curviligne o

Les déplacements tangentiels étant liés aux discontinuités, les mémes remarques
peuvent étre faites sur Ug comme le montre la figure 4.5 d.

Us (mm)

1,0

_ 60 éléments
[ Ta ® 4cir +2deg

05 - 8 6 circulaires
‘a..
0,0 1 )
- .un.
-0,5 - "9,
[ ]

-1,0 v v T 171 T 7 1 Y a ()
-1 -10 -5 0 5 10 15

Figured4.5d

Déplacement normal Ug en fonction de 1'abscisse curviligne o
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442 FISSURE CIRCULAIRE EN MILIEU INFINI SOUS TRACTION
BIAXIALE

Le deuxiéme exemple est consacré a la méme configuration de fissure mais
soumis a une traction biaxiale a l'infini P, = P, =100 MPa (fig. 4.6). Sur les figures

444:444

bk b h )

150 | -15°,7

EERER.

Figure 4.6

Fissure circulaire en double traction en milicu infini
Sur les figures (4.6 a, b, c, d) sont tracées respectivement les discontinuités
normales D, les déplacements normaux U, les discontinuités tangentielles D; et les

déplacements tangentiels U en fonction de l'angle d'ouverture o de la fissure
circulaire. Les résultats que nous obtenons sont similaires a ceux précédemment obtenus.

Dn (mm)
4,5
8 3 * 60éléments
i .0 T # ® 4cir + 2deg
33 + 6 circulaires
.+
2,51 Y
1,5
095 v T v T v | v T v T v o (0)

-1 -10 -5 0 5 10 15

Figure 4.6 a

Discontinuité normale Dy, en fonction de I'abscisse curviligne o

Chapitre 4 - Développement d'éléments circulaires dégénérés
(Eléments bout de fissure circulaires) - 78 -



Un (mm)

60 éléments
¢ 4circ+2deg
+ 6 circulaires

o ()

60 éléments
® 4cir+2deg
+ 6 circulaires

a (%)

2,5
+ +
R I
2,0 ;. P
1,507 + . +
¢ .
1,04
0,5 ! T T
-1 -10 0 10
Figure4.6 b
Déplacement normal Up, en fonction de I'abscisse curviligne o
Ds (mm)

el R S

0.2- *

0,17

0,0 -

0,1 - ..
-0,2 7 "*.

r ® +
-0,3 , ; ——]
-15 -10 0 10
Figured.6 ¢

Discontinuité tangentielle Dg en fonction de I'abscisse curviligne o

Chapitre 4 - Développement d'éléments circulaires dégénérés

(Eléments bout de fissure circulaires)

. 79.



4.5

Us (mm)

0,75 r
T % 60 éléments
0,50 1 4 cir + 2 deg
1 L . .
. + 6 circulaires
0,25 - ..
P ’-.
0,00 )
L '...
-0,25 .
] %,
0507 SEN
-0,75 ——rr——7 a ()

-1§  -10 -5 0 5 10 15

Figure 4.6 d

Déplacement tangentiel Ug en fonction de I'abscisse curviligne o

CONCLUSION

Sur les €éléments circulaires vus aux chapitres 2 et 3, les déplacements sont
discontinus en bout d'éléments. Deux éléments circulaires dégénérés (bouts de fissure
circulaires) ont été développés afin de respecter la continuité du déplacement en ces points.
De tels éléments ont nécessité des développements analytiques assez importants. Une étude
comparative a été€ effectuée entre les éléments circulaires a un noeud et les éléments
dégénérés sur des cas de fissures circulaires. Nous nous sommes intéressés
particuli¢rement au point en bout de fissures.

Les cas testés ont montré que les éléments dégénérés améliorent nettement les
résultats des discontinuités normales, et par conséquent les déplacements normaux en bout
de fissure. Cela signifie que ces éléments peuvent permettre de bien simuler des problemes
en mode 1 (mode de traction). Par contre, en ce qui concerne les discontinuités et les
déplacements tangentiels, les résultats sont moins performants. Ceci peut étre dii & la forme
dissymétrique de I'€lément dégénéré.
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CHAPITRE 5§

APPLICATION DE LA METHODE DES
DISCONTINUITES DE DEPLACEMENT
A LA PROPAGATION DES FISSURES
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L'étude menée a la fin de ce mémoire a pour but l'application de 1a méthode des
discontinuités de déplacement pour la simulation de la propagation des fissures. Nous
nous bornerons a 'étude des problemes d'élasticité plane.

Pour la prise en compte de défauts évolutifs dans les matériaux, la mécanique de
la rupture est un outil adéquat. L'outil de la mécanique de la rupture est illustré par
I'utilisation du critére de Griffith. Le but est d'arriver a2 une analyse numérique du
processus de propagation de fissure. Pour cela, nous allons modéliser les fissures avec
des éléments de discontinuité droits 2 un ou deux noeuds. Nous avons choixi deux
algorithmes de résolution numériques pour traiter le probleme de propagation avec
frottement. Le premier est un algorithme classique de surrelaxation et le second est un
algorithme d'optimisation quadratique avec contraintes linéaires.

CRITERES DE RUPTURE

En mécanique de la rupture, le but de la formulation d'un critére est de pouvoir

définir les conditions d'initialisation et de propagation de fissures. On admet pour cela que
la rupture est obtenue par propagation d'un défaut majeur.

Deux approches sont essentiellement utilisées en mécanique de la rupture pour
étudier les défauts évolutifs. La premiére analyse le champ de contrainte qui peut étre
intense et qui se concentre en téte de fissure. C'est 'approche par les facteurs d'intensité
de contrainte (dite théorie locale), qui renseigne sur les gradients de contrainte en téte des
fissures. LLa deuxiéme approche fait un bilan de I'énergie dissipée au cours de la rupture.
Elle est due a Griffith (1924) qui a béti la théorie de la rupture fragile en traction.

5.1.1 MODES DE RUPTURE - FACTEURS D'INTENSITE DES
CONTRAINTES

En mécanique de la rupture, on distingue différents modes. Le criteére qui en
découle caractérise la rupture localement puisqu'on s'intéresse au champ de contrainte en
téte de fissure. Cette approche est trés répandue en métallurgie. La modélisation de la
fissure caractérisant la rupture consiste a prendre en compte une discontinuité de matiére
La méthode des €quations intégrales a ét€ appliquée a I'analyse du champ de contrainte en
3-D au voisinage d'une fissure (Cruse et al (1971)), mais sans considérer la propagation.
Les sollicitations extérieures sont décomposées en 3 modes de ruptures selon Irwin (1957)
et sont définies par rapport au plan de la discontinuité :

1) Le mode I est associ€ a une sollicitation de traction perpendiculaire au plan de
la fissure. C'est le mode d'ouverture considéré comme étant le plus important
en mécanique de la rupture fragile.

2) Le mode II correspond a une sollicitation de cisaillement dans le plan de la
fissure et dont la direction de glissement est perpendiculaire au front de la
fissure (Mode de cisaillement - plan).

3) Le mode III correspond a une sollicitation de cisaillement parallele au plan de

la fissure et dont I'action est paralléle au front de la fissure (Mode de torsion -
antiplan).
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Figure 5.1

Définition des modes fondamentaux de propagation de fissure

a) Mode 1 b) Mode I ¢) Mode II1
Traction Cisaillement Torsion

En mécanique de la rupture ol I'on suppose la préexistence de fissures dans le
matériau, la connaissance de la distribution des contraintes en bout est une base nécessaire
pour étudier leur comportement. On s'intéresse au champ de contrainte en bout de fissure.
Soit le repere orthonormé (M, x,y, z) ou M est un point du front de la fissure et tel que
le plan (x, z) contienne le plan de la fissure (figure 5.2). Dans ce repere, pour un point

du plan xy situé a une distance r du point M tel que (Mx, MP) =0, Irwin montre
que quelque soit la sollicitation extérieure les composantes du tenseur élastique des
contraintes s'écrivent :

Figure 5.2
Définition du repere (M, r, 8) cn bout de fissure
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K, 6 i o
c_ = cos = | 1 —sin = sin —
xx /_—an 2 | 2
K, 0 —1 .8
6 = —— coS = | 1 +sin = sin —
yy /-2-7rr 2 2
K, o 0 30
0 = —— sin = cos — Cos —
2
Y J 2rr 2
Ky @
g = sSin —
2
e J 2nr
K3 0
o, = cos

7]

I8

et pour les déplacements :

K [t [
u,= — [ — |cos— (x—cos6)
2uy 2m L 2
5 TS (e cost)
u, = — [ — |sin— (x-cos
Yoo L 2
avec :
E
u: =
2(1+v)
k=3-4v
3-v
k=—o
1+v

3] K, @ [ 6 36
- sin — 2+c057cos—

2 ] 2nr 2

3] K, 6 e 36
+ sin — coS = COS —

21 Jomr 2 2 2
K, 0 0 36

+ ——— cOoSs — l—sm7s1n7

J 2nr 2

K, 0 T
+— | sin—= (k+cos@+2) —
2u - 2 2n
K2 0
-— cos~2-(k+cose—2) —
2u - 2n

|

module de cisaillement du matériau

en contrainte plane

en déformation plane

Les facteurs d'intensité de contrainte caractérisent l'intensité de la singularité du
champ de contrainte a la pointe de la fissure. D'aprés les expressions des déplacements

ci-dessus, nous pouvons écrire :

Dn=uy(r,7t) - uy(r) -t =K

r k+1

2%

n

1
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T k+1
D,=u (r,7) - u(@,-m =K, [— —
2w KU

On voit bien que le facteur d'intensité de contrainte K, est proportionnel a la
discontinuité normale D, alors que K, est proportionnel a la discontinuité tangentielle
D,. La méthode des discontinuités de déplacement peut €tre ainsi mise a profit pour obtenir
les facteurs d'intensité de contrainte. Le critére d'initiation de la propagation est établi en
considérant un facteur d'intensité critique, K;. pour le mode 1. En mode 1,ily a

amorgage de la propagation dés que K atteint K. Le critére s'écrit donc :
K, 2 K,

L'approche par facteur d'intensité de contrainte est inadéquate dés qu'on est en

mode mixte. L'approche énergétique que nous allons présenter est de ce point de vue plus
réaliste.

5.1.2 CRITERE DE GRIFFITH

Griffith (1924) a émis I'hypothése que la propagation d'une fissure absorbe de
I'énergie. Cette énergie est analogue, selon Griffith, a 'énergie de surface de fluide et

appelée énergie de surface 7. Pour déterminer la contrainte de traction nécessaire pour
propager de fagon stable la fissure, c'est-a-dire sans formation d'énergie cinétique,
Griffith écrit que la variation d'énergie de déformation élastique et la variation d'énergie
potentielle des forces appliquées dans un accroissement infinitésimal de la fissure d'aire

dA est €gal a I'énergie absorbée 2y dA par la création de nouvelles surfaces. Griffith
n'a traité que le probléme de la rupture fragile en traction. D'autres modeles ont été
développés pour tenir compte de phénomenes tels que la dissipation par déformation
plastique (Irwin et Orowan, 1948-1950) ou les forces de cohésion atomique (Baremblatt,
1962). Pour notre cas, nous utiliserons le critére de Griffith ; En compression, nous
ferons intervenir le frottement entre les levres des fissures.

Nous donnons ci-dessous un bref rappel pour établir ce critére, et pour cela,
considérons un solide fissure S. Pour un accroissement de la surface de fissure d'aire
dA, la conservation de I'énergie totale est (voir figure 5.4)

dwlolal = dwélas + dwcxl + d\Ns + d\Ncin =0

dW,, : variation de I'énergie de déformation élastique

dW,,, : variation du travail des forces extérieures

dW, : variation de I'énergie dissipée dans la séparation = 2ydA
dW,, : variationde Inergie cinétique.

L'amorgage de la propagation s'obtient par augmentation de la surface de la
fissure. En négligeant le terme di a I'énergie cinétique, la définition du taux de restitution
d'énergie est donnée par :
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G=—87 Wetast ¥ Werd = — oA

et le début de propagation se traduit par :
G=2y
La propagation sera donc physiquement réalisable lorsque G sera supérieure a
2y ce qui constitue le critere de Griffith pour la propagation de la fissure :
G>2y=G,

G, : énergie critique d'avancement de la fissure.

Désque G est supérieure a 2y, une partie de I'énergie disponible sert a rompre

les liaisons et I'exces (G — 2y) est transformé en énergie cinétique ou se dissipe dans la
séparation de nouvelles surfaces de discontinuité.

Le comportement ultérieur de la fissure telle que :

G>2y
dépendra du signe de 0G/dA.

A charge constante si G est telleque :

oG
5K<0

alors, il n'y a pas d'accroissement d'énergie cinétique. La rupture est dite stable ou
contrdlée. Par contre, si G est telle que :

dG
EX>O

la rupture sera instable. L'exces d'énergie est transformé totalement en €nergie cinétique
s'il n'y a pas d'autres facteurs de dissipation. On parlera de rupture non contrdlée. 1l faut
signaler que le phénomene de stabilité-instabilit€ n'est pas une caractéristique intrinséque
du matériau, mais dépend de la géométrie et des conditions aux limites du probléme traité.

5.1.3 CRITERE DE BRANCHEMENT - RELATION ENTRE G et K|

Au critére de Gniffith, on associe un critére de branchement, Ce critére consiste a

rechercher pour une configuration de fissure donnée, l'orientation de branchement o
pour laquelle I'énergie G est maximale (figure 5.3).

La condition de branchement est :
o= a’branch

G

— =0 & G=G_,
(52)
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5.2

x branch

Figure 5.3

Définition de I'angle et critere de branchement de la fissure

Irwin (1959) a purelier G au facteur d'intensité de contraintes K, par la
relation:

o 2 2
=— (K + K) a=1-v en déformation plane
7E 1 2

a=1 en contrainte plane

On ne peut utiliser ces relations que dans le seul cas ou la fissure se propage dans
sa propre direction. Des que la fissure se branche, ces relations ne sont plus valables car
les valeurs de K; et K, dépendent alors de la configuration a venir.

APPLICATION A LA PROPAGATION DE FISSURES

Au cours du processus de fissuration, nous devons connaitre a tout moment le
type de conditions aux limites a imposer sur les levres des fissures pour poursuivre le

calcul. Selon les cas de sollicitation, les lévres des fissures peuvent s'écarter, venir en
contact ou glisser.

5.2.1 CONDITIONS SUR LES LEVRES DE LA FISSURE

Lorsque la fissure est sollicitée en traction, celle-ci s'ouvre et, en absence de
pression, les contraintes normales et tangentielles s'annulent :
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Ti=oijnj=0 =

Le probléme devient plus délicat lorsqu'on a une sollicitation de compression.

Dans ce cas, nous formulons les deux hypothéses H1 et H2 suivantes:

H1 : La contrainte normale de compression sur une fissure fermée correspond a celle
du cas d'un milieu élastique continu.

H2 : Dans le cas d'une fissure en compression, on ne peut avoir d'interpénétration de
la matiére.
La seconde hypothese revient a dire que la discontinuité normale ne peut €tre

négative :

D, >0

Lorsque les levres des fissures viennent en contact 'une contre l'autre, le

frottement est mobilisé. Dans ce cas, en supposant un frottement lisse de type Coulomb,
nous avons les conditions de liaisons suivantes :

avec o, < 0 pour la compression.

1

si

ct

coefficient de frottement entre les deux lévres de la fissure.

Le cas du glissement se produit lorsque nous avons les conditions suivantes :
lol>plel alos lol=p lo,l
D,=0 ; D, quelconque (fermeture avec glissement)

o, . D, 2 0 (glissement dans le méme sens que o)

Les conditions ci-dessus sont couramment utilisées en mécanique des roches (Bui

(1978), Sanchez-Palancia (1982)).

5.2.2 CALCUL NUMERIQUE DE L'ENERGIE G

Le calcul numérique du taux de restitution d'énergie s'obtient en appliquant le

théoréme des travaux virtuels. Considérons deux états d'équilibre trés proches ou la
fissure de longueur A subit un accroissement virtuel dA pas nécessairement dans la
méme direction que la fissure initiale (figure 5.4).
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Sur la partie S, le solide est soumis & une force surfacique T9. Sur la partie
complémentaire S, le déplacement uy est impos€. Par application du théoréme des
travaux virtuels, on démontre (Bui (1978)) que :

1 du 1 dT
T ds

da—A ——2’ llda—AdS

Figure 54

Croissance virtuelle de la fissure

Pour notre cas particulier, nous continuerons 2 travailler en contrainte imposée,
ce qui nous ramene a définir G par:

1 T du
2 d dA
ST

G= ds

Le calcul numérique de G se fera donc en discrétisant l'intégrale ci-dessus en
- - -
faisant la somme des produits T. (u, — u,) sur chaque segment de discrétisation et en

prenant dA = Al (pour une unité d'épaisseur). Sur les segments de la fissure, on fera
intervenir les discontinuités normale et tangentielle D, et D, pour tenir compte du travail
correspondant aux deux lévres de la fissure.

L'avantage de la méthode des discontinuités de déplacement pour le calculde G
réside dans le fait que la matrice pour le calcul A 1'étape 2 est obtenue en ajoutant des lignes
et des colonnes a celle obtenue a 1'étape 1. Ces lignes et ces colonnes correspondent aux
coefficients d'influence des éléments propagés.
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5.3

5.4

RESOLUTION

Du fait de l'introduction des conditions de Coulomb et de non interpénétration
entre les surfaces en contact des fissures, notre probleme devient non linéaire. Pour le
résoudre, nous avons adopté deux algorithmes de résolution. Le premier qui est un
algorithme classique itératif de Gauss-Seidel et que nous avons introduit dans un code
utilisant les éléments droits a un noeud. Le deuxi¢me, développé au Laboratoire par
Miguez (1990) est un algorithme d'optimisation quadratique que nous avons introduit
dans notre code de propagation utilisant des éléments linéaires a deux noeuds pour étudier
la propagation.

OPTIMISATION QUADRATIQUE AVEC DES CONTRAINTES

LINEAIRES

5.4.1 INTRODUCTION A L'OPTIMISATION : LES CONDITIONS
D'OPTIMALITE

Le probléme le plus simple de minimisation (ou maximisation) est celui d'une
fonction f d'une variable réelle :

5. min  f(x)

x € R

Si f est deux fois continuement différentiable, et si un minimum local x*
existe, les conditions suivantes sont vérifiées sur x* :

f(x*¥)=0
(5.2)
et " (x*)20
Ces deux conditions sont nécessaires. Les conditions suffisantes sont :
f(x¥)=0
(5.3) { et
' (x*)>0

Dans le cas d'une fonction F(x) avec x € R" le probléme se transforme en :
min

X € fﬁn F(x)
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Les conditions suffisantes pour que le minimum x(¥*) existe sont :

[TFx* || =0
(5.4)
E" (x*) estdéfinite positive
Dans le cas d'une fonction quadratique F définie par :
T L
(5.5) F(x)=H X +5 X G x
[ X ] [hy) (811 - - - Bin]
avec x=| . H=| . et G=
_xn_ Lhn- L gnl ttt gnn -
ou C estun vecteur constant et G est constante et symétrique. Les conditions suffisantes
s'écrivent :
Gx*=-H
(5.6)

G définie positive
x* est solution du systeme d'équations donné par la premiére relation.
Dans le cas ou 'on impose a la fonction F(x) des contraintes linéaires de la
forme :
4

aTx-B:O a=

le probléme devient un probléme d'optimisation avec contraintes linéaires d'égalité. De
fagon plus générale, on peut écrire :

(min F(x) (a)

X € R

(5.7) 3
assujetti a

A A

(Ax=Db (b)
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lai-éme ligne de la matrice mxn A seranoté AiT etcontient les coefficients de la
i-€me contrainte linéaire :

AT N a
4 x =§; x; +...+§,_ x =b.

Une solution x* du probleme d'optimisation doit vérifier A x* =b . Si t

lignes de A sont linéairement indépendantes, les contraintes enlevent t degrés de liberté
pour le choix de x*.

A

Considérons deux points admissibles x et x, c'est-a-dire qui vérifient les conditions
A A A A A A

Ax=b et Ax=b.Ledéplacement du point x au point x représenté par P.
A A A

(5.8) A(-x)=A P=0

Tout vecteur vérifiant la relation précédente est appel€ une direction admissible

par rapport aux contraintes d'égalité (5.7 b). Un pas quelconque dans la direction P ne
viole pas les contraintes puisque :

A A A A A

(5.9 Ax+aP)=A x=b V «a

Il existe aussi une base de vecteurs pour le sous espace de dimension n -t qui
vérifient (5.8).

Soit Z la matrice dont les colonnes forment une telle base. Nous avons ;

A
AZ=0
Les coefficients des lignes de A forment une base d'un espace de dimension t.

N

Figure §.5
Conditions d'égalité : x) +x9 =1
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Les conditions suffisantes pour que le probleme d'optimisation (5.7) ait une
solution x* sont:

A A
atAx*=>
(5.10) b:Z" F(x*) =0

c:Z' F"(x*) . Z est définie positive

Le vecteur ZT F'(x*) est appelé le gradient projeté. La condition (5.10 b)

A
équivaut a dire que le gradient F'(x*) est une combinaison linéaire des lignes de A.
C'est-a-dire :

AT
(5.11) F(x*)=A .A*

pour un vecteur A* appelé vecteur des multiplicateurs de Lagrange. Les

A

multiplicateurs de Lagrange sont uniques si, et seulement si, les lignesde A sont
linéairement indépendantes.

Dans le cas ou les contraintes linéaires correspondent a la condition :

aIT

aTx-BZO a=

LA ]

On est en présence d'une contrainte linéaire d'inégalité.

Le probléme d'optimisation est donc :

min  F(x) (a)
xe R"
(5.12) assujetti a
A A
Ax2b (b)
A A

avec A et b définis de la méme fagon que dans le cas des contraintes d'égalité. Si une
contrainte i vérifie :

T A
aix=bi

Chapitre 5 - Application de la méthode des discontinuités
de déplacement a la propagation des fissures -93 -



elle est appelée une contrainte saturée.Une contrainte est dite satisfaite si elle est saturée ou

T A
a x >b,

Soit A' les t contraintes saturées au point x*. Les conditions suffisantes pour
que x* soit minimum avec des contraintes lin€aires d'inégalité sont :

( A A A A
Ax* 2 b avec A'x*=D'

A
(5.13) 1ZT F'(x*)=0 ouéquivalent F' (x*)= AT A
A>0 Q=1 ..t

(ZT F" (x*)Z définie positive
A

ol Z est lamatrice dont les vecteurs colonne sont orthogonaux aux lignes de A', c'est-a-dire :

A
(5.14) AZ =0

X_ |

2
AN
\N
AN
AN
\
™
¢
/)y .
S —
N\
O N X,
AN
\
Figure 5.6

Conditions d'inégalité : x; +x2 2 1
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N\
AN
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N

158

8
Iy
N\
AN -
0 A AN x1
AN
N\

Figure 5.6

Conditions d'inégalité : x; + x2 2 1

5.4.2 LA RECHERCHE DE L'OPTIMUM AVEC CONTRAINTES
LINEAIRES D'INEGALITE DANS LE CAS D'UNE FONCTION
QUADRATIQUE

Sur la figure 5.7, nous allons donner l'interprétation géométrique des conditions
d'optimalité pour les contraintes linéaires d'inégalité. Soit aj et aj les vecteurs lignes

associés aux contraintes I et II respectivement. Les vecteurs aj et aj; sont
perpendiculaires aux droites des contraintes.

Sur le point 1, le gradient g, n'est pas collinéaire & aj (g; # aj A). Donc le

point 1 n'est pas un minimum. Au point 2 le gradient g, est collin€aire & a; (g, =a;A)
mais il existe une direction admissible ou la valeur de F est inférieure a celle de F surle

point 2.Donc F n'est pas minimum sur 2. En conséquence A est négatif sur ce point
et pour trouver le minimum, nous devons quitter la contrainte 1 dans une direction

admissible. L'inverse est aussi vrai, si A est négatif sur le point 2 donc ce point n'est
pas minimum.
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F(x) 1
croissante

A

A

mi KZA\ mi \ i \ \

—
minimum x1
Figure 5.7

Conditions d'optimalité

Sur le point 3, le gradient est colinéaire & ap , et il n'y a pas dans les directions
admissibles ot F soit inférieur a sa valeur en 3. Donc 3 est le minimum. En

conséquence A est positif. Inversement, si sur le point 1 A est positif, il est le
minimum.

Soit la fonction quadratique :

1
F(x):HTx+— X' G x

2

(5.15)

gx)=Fx)=H' +G x

Nous allons résoudre le probleme d'optimisation :

min F(x)
(5.16) xe R

A A A

Ax2b Ae Mlxn)
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Avant d'aborder la résolution du probleme ci-dessus, nous allons le résoudre
dans le cas des contraintes d'égalité. C'est-a-dire :
min F(x)

(5.17) xe R
A A

Ax=b
Les conditions suffisantes d'optimalité sont :

A
. *) = ', *Y — T*
(5.18) a-ZAg(X) AO Sagxv=A A
b:Ax*=0b

avee !

Soit un point X vérifiant les contraintes d'égalité. Nous avons :

gx)= CT+Gx
et g(x*)=C' +G x*
(5.19) (x*) - g(x) = G(x*-x)=GP

ou P estle déplacementde X al'optimum x*. Pour que ce déplacement soit admissible
vis-a-vis des contraintes, nous avons vu que P doit vérifier :

A

(5.20) AP=0

en remplagant 5.18 a par 5.19, nous avons :

AT
(5.21) A A -gx)=GP

Nous déduisons le systeme d'équations :

AT
GP-A A =-gkx)

AP =0

AT
R RMREL
A 0 0
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ol les inconnues sont les composantes du déplacement P et les multiplicateurs de
Lagrange A*.La solutionde 5.17 est donnée par :

x*=x+P
x* vérifie la relation 5.18 bcar x la vérifie et P est une direction admissible.

Pour le cas des contraintes du probléme avec contraintes d'inégalité 5.16, nous
considérons un point de départ x qui sature un nombre t' <t de contraintes linéaires.
Clest-a-dire :

A A
ou A'estune matrice t' x n extraite de A. Nous allons supposer que les lignesde A' sont
sont linéairement indépendantes, ce qui n'enléve pas sa généralité a la suite de la
résolution.

A
On appelle I' 'ensemble des indices de A dont les contraintes ont ét€ saturées par X,

L'ensemble I, représentera celui des indices non saturés par x,,.

A
Nous allons chercher le minimum pour les contraintes A'. C'est-a-dire résoudre :

G AT [Po] _ [-g(xo)]
A )" 0

A 0
mais la solution ne sera pas comme dans le cas des contraintes d'égalité :
X, =X, +P,

parce qu'l faut que le déplacement de x, & x; soit aussi admissible par rapport a
I'ensemble des contraintes dont I'indice appartient 2 I,. Autrement dit, il faut que le
déplacement ne viole pas les contraintes non saturées. La distance du point x, ala
contrainte non saturée la plus proche dans la direction P, est une borne supérieure du

déplacement. Pour cela, il est nécessaire d'introduire un coefficient o nous permettant de
rester dans la zone admissible. Le déplacement se fera dans la direction P, admissible par
rapport aux contraintes saturées. On peut exprimer ce déplacement par :

x1=xo+0LP0

On doit réactualiser I'ensemble des contraintes saturées par x;. L'estimation des
multiplicateurs de Lagrange pour x; va nous permettre d'éliminer certaines contraintes
(celles pour lesquelles les multiplicateurs sont négatifs). Cela va nous donner une nouvelle

A

matrice de contraintes A “, et ainsi de suite, jusqu'a avoir les conditions d'optimalité. A la
fin, nous aurons un ensemble I* des contraintes saturées pour lesquelles les
multiplicateurs de Lagrange sont positifs : '

k*i>0 ie I*
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Exemple : Sur l'exemple suivant, on verra le schéma de résolution du probléme avec
les contraintes linéaires I, Il et III :

Figure 5.8

Schéma de résolution avec contraintes linéaires

Prenons comme point initial x,, l'intersection des contraintes I et II. Sur x_, la
matrice des contraintes est :
A a
, I
A

ou al et all sont les vecteurs lignes associé€s aux contraintes I et II. On va calculer les

ol A,y et A, sontassociés a I et Il respectivement. A;, <0, donc on élimine I, car
il existe un minimum pour F dans une direction admissible.

A’ devient A" = [ap]. Sur aj, on va chercher le minimum, c'est-a-dire qu'on
va résoudre :

R NE
/'; o|LA 0

ou g, =gx,)=F(xp).
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On ne peut pas franchir la contrainte III. Donc le point admissible dans la
direction P, est le point x,, intersection des deux contraintes Il et III :

xl=x°+(xP0

Sur x; les contraintes saturées sont II et II1.

A A ay
A" devient A" =
am
On va calculer en x; les multiplicateurs de Lagrange associés a ces contraintes.

Sur x;, le multiplicateur de Lagrange A = associé 2 la contrainte II est négatif puisqu'il

existe des valeurs inférieures dans des directions admissibles. En conséquence, on doit
éliminer la contrainte II. La matrice de contrainte A™ devient ;

A AV
A" - A =[ag]

On résout le systéme :

G AIVT l:pl]
AV -A

-8 (Xl)]
A o LA

0

1
—

et la solution du probléeme est donnée par :

X . =X2=Xl+pl

min

L'algorithme général de résolution est le suivant :
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( Recherche du point initial X, ) -1-

\&_/

(Construction de la matrice des contraintessaturées

|

Calcul des multiplicateurs de Lagrange -3-

oui

( X solution )

C Calculde « ) -6-
( X=Xy+ af ) -7-

l Ajouter la contrainte saturée par x 1)

Etape suivante :

remplacer 0 par le numéro de 'étape
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Dans cet algorithme, plusieurs points restent encore a développer. Les procédures
1 et 2 seront détaillées au paragraphe 5.3 pour le cas des milieux fissurés modélisés
avec les discontinuités de déplacement. Nous allons décrire la méthode utilisée pour le
calcul des multiplicateurs de Lagrange (procédure 3).

A
A Tétape Kk, nous avons une matrice des contraintes lin€aires A, le point x

et le gradient g = g(x,) = F'(xy). On démontre (Pchenitchny et Daniline (1977) que les
multiplicateurs de Lagrange sont donnés par la résolution du syst¢eme d'équations suivant :

A A A
AK AKT 3 Zak &

Pour le calculde «a (procédure 6), la méthode utilisée est la suivante (Gill et al
(1982) : Pour simplifier la notation, enlevons momentanément les indices k des quantités

associées a l'itération courante. Considérons un pas de longueur o >0 dans la direction
P. Par définition un pas quelconque sur P ne changera rien aux contraintes saturées. En
revanche, nous devons rester dans la zone admissible vis-a-vis des contraintes non

saturées. C'est-a-dire que pour une contrainte non saturée i (i € I), nous devons vérifier
que :

Soit a}nx+0La;rP2bi iel

si a,T P 2 0 lacontrainte ne sera jamais saturée quelque soit la valeur de o(> 0). Mais
si T P <0, il existe une valeur critique ¥, de a tel que la contrainte i soit saturée :

T T
a; x+Y.a P=b,

d'ol Y= —— iel

Donc, nous allons calculer I'ensemble des valeurs ¥, :

b T

T4 X . T
Y,={——— iel eta P<0

a P

1

et la longueur o du pas dans la direction P sera :
o = min (y,, 1)

Nous allons appliquer 1'ensemble de ces procédures a la modélisation avec les
discontinuités de déplacement d'un milieu fissuré.
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S.5 APPLICATION DE L'OPTIMISATION QUADRATIQUE AVEC
CONTRAINTES LINEAIRES D'INEGALITE A LA PROPAGATION

DES [FISSURES.

On utilisera 1a méthode des discontinuités des déplacements en champ complexe
avec des éléments droits a deux noeuds pour la résolution de ce probleme. La formulation
de la résolution du syst¢me d'équations sera tout de méme modifiée. En effet, il y a
équivalence entre la résolution du systeme :

CD=B

et la recherche du minimum de la fonction quadratique suivante :
1 2
FD)=~ || CD-B ]

On peut présenter F sous la forme :
1 T
F(D)=-2—[CD-B] . [CD-B]

F(D) = 1 DT cT-B"}[CD-B]

o =

D 'c’cp-BTCD-DTC"B+BTB]

D'cTcp-B"CD- (D) .B+BTB]

0| —

1

D'c'cp-B"cD-B"CcD)" + BT B]

N

mais BTCD est un scalaire donc [BT CD]T =[BT CD] d'ou :

1 1
FD) = D' ¢’ cp -BTCD+7BTB

La quantit¢ BT B étant indépendante de D, donc le probléme 2 résoudre est :

1
min F(D) = = D' c'cp-BTeD

n

De R

Donc, dans le cas de l'optimisation quadratique, développée au paragraphe
52, G=CTC et HT=-BTC.
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La fissure décrite au paragraphe 5.3 sera représentée par des discontinuités de
déplacements. Les levres de la fissure correspondent a la limite "G" et "D" des
discontinuités. Physiquement, on doit donc imposer des restrictions aux valeurs des
discontinuités normales D, et tangentielles D, sur la fissure. Ces restrictions sont

données par les conditions aux limites imposées sur les levres de la fissure et exprimées au
paragraphe 5.3. Nous allons de cette fagons construire la matrice des contraintes lin€aires

On notera D le vecteur colonne des discontinuités normales et tangentielles.
Nous allons considérer que les discontinuités sur la fissure sont indicées par i.

a. Lesdiscontinuités normales sur la fissure doivent €tre positives ou nulles :

Vi € Fissure = D (i) 20 (pas d'interpé€nétration)
la contrainte lin€aire a; correspondant a cette condition s'exprime par :

ai D20

ou 3,;T=[00 .. 1 ... 00] le terme unité correspondant a la discontinuité
normale de I'élément i de la fissure. C'est une contrainte linéaire d'inégalité.

b. Si la fissure est ouverte (c'est-a-dire D, > 0) alors les contraintes sur
I'élément i de la fissure sont nulles. Ceci s'exprime sous la forme suivante :

NDD

2. CG,j) DG) =0

=1

ou NDD représente le nombre total de discontinuités de déplacement du
probleme modélisé. (C(i, j) représente I'élément de la ligne i et la colonne j
de la matrice du coefficient d'influence. La contrainte linéaire s'exprime dans
ce cas par :

a;r=[ci1 C2 - Cinopl

est une contrainte d'égalité.

c. Dans le cas ol il n'y a pas de glissement, les discontinuités tangentielles Dt
de la fissure doivent étre nulles (conditions de Coulomb). Ceci s'exprime par

Vi e Fissure D, @@)=0
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la contrainte linéaire est :

aiTD=0

a, =0 ... 1 ..0]

le terme unité correspondant 2 la discontinuité tangentielle de I'élément 1 de
la fissure.

Nous sommes maintenant en mesure de construire 1a matrice des contraintes
linéaires A. Le probléme a résoudre est donc un probléme d'optimisation
quadratique avec des contraintes linéaires d'égalité et inégalité :

( 1

min p'c’cp-BTCD
NDD

T De 9(

avec les contraintes sur la fissure

A A

L(AD2b

Nous appliquons l'algorithme développé en 5.2 pour trouver la solution de ce
probléme.

Cet algorithme a €été introduit dans le code de calcul utilisant des éléments
linéaires a deux noeuds pour €tudier la propagation. La structure générale du programme
de propagation est résumée sur la figure ci-dessous :
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Entrée des données

Discrétisation du milieu

d'influence

|Calcul de la matrice des coefficients

Calcul des contraintes et déplacements en des
points choisis du milieu

I‘nl.roduclion de la fissure principale

Gauss-Seidel

Résolution

Optimisation quadratique

Tests de vérif icalion4

Calcul de I'énergic de référence

=

Introduction du segment & propager

A Résolution

Tests de vérification

Calcul de I'énergie potentielle pour la direction o
'\ Calculde G (o)

Recherche du maximum des énergies G calculées
Recherche de l'orientation correspondante

Ca)
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5.6

EXEMPLES NUMERIQUES

Pour la discrétisation des fissures, nous avons adopté des éléments linéaires a un
ou deux noeuds que nous avons décidé de comparer. Nous avons considéré trois
exemples. Le premier concerne une fissure en milieu infini sous traction uniaxiale. Le
deuxiéme porte sur une ﬁssure sous compression en ne considérant que le mode II pur. Le

troisieme exemple est consacré a I'étude de la propagation en mode mixte sous chargement
de compression.

5.6.1 FISSURE EN TRACTION

Le premier exemple concerne la recherche de la direction de propagation de
fissure en traction. La propagation en traction a été étudiée en milieu anisotropc par Morel
(1987). Nous avons choisi de commencer par ce cas pour montrer qu'aucun probleme ne
se pose des quiil s'agit de traction puisque les conditions A imposer sont trés simples. En
ouverture, il suffit juste d'annuler les contraintes sur les levres de la fissure. Cet exemple
constitue donc un test de validation préliminaire, d'autant plus que nous avons a notre
disposition des résultats analytiques donnés par Sih (1968), ce qui n'est pas le cas en
compression. La figure ci-dessous donne les directions de propagation pour différentes
orientations d'une fissure en traction uniaxiale en milieu infini. La fissure a été discrétisée
avec 50 éléments a un noeud ou 25 éléments & deux noeuds. Les résultats sont équivalents
pour ces deux discrétisations en ce qui concerne cet exemple.

0)

Figure 5.10 a

Fissure en traction uniaxiale en milieu infini
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Q Résultats analytiques (SITH 1968)
®  Résultats numériques

Figure 5.10 b

Direction de propagation en fonction de l'inclinaison
de la fissure principale

5.6.2 FISSURE EN MODE II PUR

Nous abordons maintenant le probléme de fissure en compression. Peu d'études
numériques ont ét€ menées pour le cas de propagation de fissure en mode mixte. Nous
pouvons citer les travaux de Cornet (1977) et la these de Kondo (1989) qui ont utilisé la
méthode de discontinuités de déplacement en compression. Mais, en 'absence de résultats
analytiques en mode mixte, des questions subsistent quant a la validité de certains résultats
numériques. Nous pouvons citer les relations analytiques de Steiff (1984) dans le cas du
mode mixte. Nous verrons dans le paragraphe suivant la comparaison obtenue avec les
résultats numériques. Nous avons introduit les éléments d'ordre supérieur (€léments a
deux noeuds), et changé l'algortihme de résolution (optimisation quadratique) pour traiter
la propagation, pour voir les différences au niveau de la quantité et de la qualité des
résultats par rapport aux €léments a un noeud. Nous verrons ce qu'on peut en conclure.

Dans le cas ol nous supposons un prolongement virtuel de la fissure dans sa
propre direction, c'est-a-dire en mode II pur, il nous est possible de déduire le taux
d'énergic G analytiquement griace aux formules d'Irwin en facteur d'intensité de
contrainte et aux formules de Lino (1980). C'est le seul cas ot nous pouvons déduire des
résultats analytiques. Dans la figure 5.11 a ci-dessous, nous avons donc traité une fissure
en compression pour différentes orientations en utilisant les deux algorithmes et les deux
discrétisations. La fissure a été discrétisée avec 40 éléments droits a deux noeuds
comparée a une discrétisation équivalente avec 80 éléments droits a un noeud.

Kondo (1989) a traité ce cas avec un algorithme itératif et a abouti aux mémes
résultats. A partir des courbes de la figure 5.11b, nous pouvons conclure que les résultats
restent équivalents pour les deux algorithmes et les deux discrétisations (un ou deux
noeuds). Toutefois, il faut souligner que ce cas de figure correspond au cas particulier du
mode II pur, ce qui peut expliquer les similitudes des résultats.
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o

Figure 5.11 a

Fissure en compression uniaxiale en milicu infini

G(10°%j/m?)

0,25 s Eléments a 2 neuds
o Eléments a 1 necud
a  Eléments a 2 nceuds

0,20 o Eléments a 1 necud

0,15 .

] 60

0,10 1

0,05

0,00 aa— T T H

0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Figure 5.11b

Variationde G pour différentes valeurs de p

Pour le cas des fissures ci-dessus, nous avons fait une étude de l'orientation la
plus défavorable pour [ =0,7. La figure 5.11 ¢ montre la variation de I'énergie G pour

différents angles B. L'inclinaison B_, la plus défavorable est obtenue pour l'énergie G

maximum. Pour p = 0,7, nous trouvons pour B_. = 62,5°. Nous allons donc adopter,

max —

pour l'exemple suivant, l'inclinaison B = 60°.
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Figure 5.11 ¢

Recherche de I'inclinaison la plus défavorable de la fissure principale pour p = 0.7

5.6.3 PROPAGATION SOUS COMPRESSION

Le probléme devient trés délicat dés que la fissure se branche. Dans ce cas,
plusieurs mécanismes peuvent étre simultanément mis en jeu puisqu'on peut avoir sur la
fissure des éléments qui s'ouvrent ou des éléments en contact avec frottement. Le
deuxieme exemple du paragraphe précédent a montré que l'inclinaison la plus défavorable
de la fissure est de 60°. Nous présentons donc dans ce qui suit la recherche de la direction
de la propagation pour cette configuration de fissure. Pour ce cas, les énergies subissent
un écart important, allant du simple au double, c'est un point important a noter, mais
s'agissant du maximum, c'est-a-dire de la direction de propagation, nous constatons que
les deux courbes donnent approximativement le méme angle de branchement. La partie
principale de la fissure a ét€ discrétisée de la méme fagon que l'exemple précédent.
L'élément propagé est obtenu avec un seul élément de discontinuité.

Les études analytiques qui ont ét€ menées en mode mixte sont dues a Steiff.
D'apres les travaux de Cotterel et Rice (1980) et Hussain M.A. et al (1974), il a éié établi
des formules de facteurs d'intensité de contrainte en mode mixte. L'étude comparative
(Figure 5.12 ¢) faite par Kondo (1989) illustre la différence entre 1'étude numérique et les
résultats des formules de Steiff. On observe qu'au-dela de 30°, les deux courbes ne

concordent plus. Le figure ci-dessous représente I'énergie réduite G, = GE/(x 62 1)

pour une fissure sous compression uniaxiale. Ceci traduit encore le fait qu'en mode mixte,
il reste encore des résultats & confirmer.
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Figure 5.12 a

Branchement de fissure en compression uniaxiale

o] Element droit 2 1 nceud avec surrelaxation
Element droit 2 2 neuds avec optimisation

G(10 6 J/m 2) 0,16

0,14 1

0,12 -
0,10 -
-(
0,08 ———— 6°
0 20 40 60 80
Figure 5.12b

Vanationde G en fonction de l'angle 8 pour B = 60° et u=0.7
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5.7

G (E-3)

140
a  Steiff
®  numéri
120 1
100 1
80 1
[o]
60 1 0

0 20 40 60 80 100

Figure S.12 ¢
Comparaison entre les calculs numériques et analytiques (Kondo - Steiff)
Milieu infini - Variation de Gy en fonction de l'angle o

DISCUSSIONS - CONCLUSIONS

Ce chapitre a permis d'utiliser la méthode des discontinuités de déplacement en
champ complexe a la propagation des fissures. Les éléments droits a un et deux noeuds
ont été utilisés pour discrétiser ces fissures. L'algorithme de surrelaxation et
d'optimisation quadratique ont été utilisés pour la résolution du systeéme d'équation. Les
cas de propagation en traction et en mode mixte sous compression ont été€ €tudi€s. Si le cas
de la propagation en traction n'a pas posé de problemes vu la simplicité de la sollicitation
et des conditions imposées sur les éléments, il n'en est pas de méme pour le cas de la
propagation en compression. Pour le cas de la compression avec mode I pur et fermeture
totale des discontinuités, la méthode est optimale. Il n'y a pas de différence entre les
résultats obtenus avec une discrétisation a un ou deux noeuds. De méme, les différents
algorithmes n'influent pas. Ce cas de sollicitation est analogue au probléme de contact
entre solides. C'est un des intéréts de la méthode pour traiter ce type de problemes. Il y a
par contre certains problemes qui apparaissent lorsque la fissure se branche sous
compression. Ce probleme est illustré par la différence des énergies G obtenues avec les
discrétisations a un et deux noeuds. Si, au niveau de la qualité des résultats il y a
concordance, au niveau de la quantité la différence atteinte n'est pas négligeable. Cette
différence peut €tre expliquée par la complexité du mécanisme de propagation qui se
traduit sur les éléments de discrétisation. C'est I'un des problemes de la méthode des
discontinuités de déplacements, et ceci concerne encore plus les éléments a deux noeuds.
En effet, dans le cas du mode mixte, des éléments de discrétisation sont fermés alors que
d'autres sont ouverts. Dans la zone de branchement se pose un probléme de continuité des
déplacements. Prenons l'exemple de I'élément a deux noeuds. Lorsque 1'élément propagé
est ouvert du fait de configuration de 1'é1ément, les deux noeuds qui se trouvent sur cet
élément se séparent. Ceci explique en partie la différence d'énergie. Avec cette ouverture,
du fait que la résolution se fait par discontinuité de déplacement, nous n'avons pas de
condition de continuité de déplacement entre les points A-A' et B-B' (voir figure 5.13
a). Il nous faut avoir la configuration de la propagation comme indiqué sur la figure 5.13
b. Le probleme majeur en ce qui concerne cette méthode dans le cas particulier de la
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propagation en mode mixte est d'obtenir la compatibilité du déplacement au niveau de la
zone de branchement.

A’ B'
A 4/ B'
Figure 5.13 a

Incompatibilité des déplacements entre A-A' et B-B' lors de la propagation

A=A' B=B'

Figure 5.13 b

Continuité des déplacements nécessaire entre  A-A' et B-B' lors de la propagation
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L'objectif du présent travail, en premier lieu, est d'obtenir des développements
numériques et analytiques dans le cadre de la méthode des discontinuités de déplacement. Cette
méthode, bien adaptée 2 la modé€lisation des fissures a été appliquée par la suite a la propagation
des fissures en mode mixte avec frottement.

Une étude bibliographique a €t€ consacrée aux méthodes intégrales de frontiére. Elle a
montré notamment la possibilité d'exprimer les discontinuités de déplacement aussi bien en
coordonnées cartésiennes qu'en champ complexe. Dans ce travail, notre choix s'est porté sur
1'écriture en champ complexe vu la souplesse qu'offre cette formulation.

Des solutions analytiques ont €t€ abordées et ont notamment permis le développement
d'éléments circulaires A deux noeuds. Ces solutions ont nécessité d'importants développements
analytiques. Un code de calcul a ét€ mis au point et permet d'utiliser ces éléments pour traiter
des contours circulaires. Une étude comparative entre les €léments circulaires et droits a €té
menée sur des domaines a contours circulaires. Elle a montré que les résultats dans ces cas sont
équivalents. Afin de traiter des configurations plus générales, nous avons effectué un couplage
entre les deux types d'éléments. Cette procédure a permis d'améliorer sensiblement les résultats.

Nous avons remarqué que les éléments circulaires présentent des discontinuités de
déplacement en bout d'élément. Nous avons donc traité ce probléme en faisant respecter la
continuité du déplacement en ces points. Nous avons développé deux €éléments circulaires
dégénérés (bout de fissure circulaire). Ils ont nécessité des développements analytiques
importants. Ces €léments ont €t€ comparés aux €léments circulaires 3 un noeud sur des fissures
en milieu infini. Les exemples traités montrent que les €léments dégénérés améliorent
sensiblement le discontinuité normale, et par conséquent, la précision des déplacements
normaux des levres de fissures. Cela signifie que ces éléments sont bien adaptés pour traiter le
probleme des fissures en mode 1 (mode de traction). Par contre, en ce qui concerne les
discontinuités et déplacements tangentiels, les résultats sont moins performants. Ceci peut étre
di a la forme dissymétrique de I'élément dégénéré.

Le dernier chapitre a €té consacré a 1'application de la méthode des discontinuités de
déplacement a la propagation des fissures en mode mixte avec frottement. Le code de calcul mis
au point pour €tudier la propagation utilise les algorithmes d'optimisation quadratique, et de
surrelaxation comme techniques de résolution. Il utilise les éléments de discontinuités droits & un
et deux nceuds pour la discrétisation des fissures. Dans le cas de la traction (mode 1), les
résultats sont satisfaisants pour les deux algorithmes. C'est aussi le cas sous sollicitation de
compression lorsque la fissure se propage dans son propre plan (mode 2 pur). Par contre, nous
avons remarqué une différence numérique au niveau de I'énergie G entre les deux algorithmes

lorsque la fissure se branche sous compression, mais qualitativement les résultats restent
concordants.

La méthode des discontinuités de déplacement offre encore des domaines d'étude.
Elle peut éure étendue par exemple au milieux stratifiés et traiter le comportement d'une fissure
au voisinage d'un interface. Elle peut étre appliquée aussi pour traiter le probléme de contact. Au

niveau de la propagation,-le branchement peut étre étudié en faisant intervenir un élément coin a
chaque étape de propagation.
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ANNEXE A

CALCUL DES CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS
ELEMENT CIRCULAIRE A DEUX NOEUDS

Annexe A - Calcul des contraintes et déplacements - A-1
Elément circulaire 2 deux noeuds



Nous donnons dans ce qui suit les détails des calculs pour aboutir aux expressions des
contraintes et des déplacements et qui nous permettent de calculer les coefficients d'influences
pour obtenir la matrice d'influence. Les contraintes et les déplacements sont donnés aux moyens
de potentiels complexes par les équations suivantes:

. 2 2 2 __ 2
o, =2Re[¢'@) - Re {6216[ z- a?)(i)"(z) +200-S o= ¢'(0)]}
A z z

T 2 2 2 _ 2
G, =2Re ¢'2)] +Re {ez“’ (2- a;)cb"(z) +Zo@-5 0w- 5 ¢'(O)]}
Z z z

2 2 2 _ 2
o, =Im {e“’ (@ 3) 0@+ 0 - 5 6) - ¢"(0)1}

) 2 2 2 ____
20, =R, {c"" [k6() - @ =) 0'(2) - (=) - — ¢'<0>}

z Z

;] 82 T 82 a2 -
2 ug=Im e k6@ - (2- =) §(2) - §'(=) - — ¢'(0)

Z Z

ou Re et Im représentent les parties réelles et imaginaires.

Introduisons les notations suivantes :

z-
N LA
in (k+1) a -3 -3 z2-3

2 2
_ H [%‘%
D oarnk+nadl 2

(z-ay) 1 1
A +2z(ay-a)) +22° Log az+z3( - )

Z'al

ol ™
0q
| &
]
| &
)
N
)
Ry
+
| »
—
fo—
]
[
~—
| S |

u
$_
27t(k+1)[z a z Z-3; 1z

Ve _ a’ 2 2 z z
By=——1<(z-—) - - +
ink+1)a z [Z'az 2-3) (7. (z-al)z]

Annexe A - Calcul des contraintes et déplacements - A2 -
Elément circulaire & deux noeuds



) gz-a1 z2(z-a,) z(z-a,)) Og?i_l
2 [2a, - a,) (z-ay 2
- a 9} 6 6 1 1
}31__..L{z._[———1+—E Log—a2+i(—- )
amk+D U 2L 2 @ E-a) 3 zeay zoa
3
z 1 1 2a a -8 1 1
+—( 5+ 2)-—3Log—2+—3L0g ‘%( i
N z-a," (z-a) z 1 5 z-a, ,2z-3 z-3
2
- g _— - + - > "
2az* az a Z-a; 2 2-3) Z-3; 2572 a7 A &)
i az-a22 a2(52-§1)z
C =-———|Log +
in(k+1) 2

a“-a;z (az-a_lzz)(az-a_l1 z)

2 2 — —
P -— - - 2 -_—
pa -2 28,-3) (33 22 a-a,z
“73 k+0Z2 L 220z \Z &) P, -
T z a a” -az
2z @-a) z° 2
+ —';3' '? + —Iﬁga—
z (az-z_il z) (az-f_ll zZ) a !
1 Z2-3 al-az g a’
D,=—|k(a,-a)+zLog -Log - +
2in(k+1)a -3 - 2 = 2 _ =
2 2 2 2 2
1 |k@-2) kz(@-a) k' (m-2) k7 23
Dl= 3 + + + Og
4k + 1) 33 242 a3 a3 z-3,
2
2 -
ka 1 ka Z-3 a2-a217 2(ay-23) (a3 2z (a,-a))z
+—Jlog—-—Log - + o -
(a -azz)(a -alz)

Annexe A - Calcul des contraintes et déplacements - A3
Elément circulaire a deux noeuds



a z a a’-a,z
1 a2 Tz a, - 2 TTTTTaL
E=-—u-— (z-—) Log a2+ IR Log—2
2in(k+1)a z z2-3 - - - - 2 3
z-a, z-a,
2 2
2\|a -a Z(a. - a 2 T A,
1 _ a -a z(a,-a;) 3 z-a
E =- (z-—) 2 1+2 2 h + z Log 2
an(k+1) z 2a3 a3 a3 z-a,
+z3 1 1 a L a?  a L z- a/ 1 1
JEN B J—z 8a T C °gz-a1‘7(___'_ )
z-a2 z-al z z z 2-32 z-al ]

Avec les notations précédentes et en faisant intervenir les parametres de linéarisation 8,

et 8, (chapitre 2), nous aurons :

2i0 e

o _=2Re [A080+A181]—Rc{e [Bo 8,+B,;8 -C,8 - C 81]}
_ 2i0 5 P

o%—ZRe [A080+A181]+Re{e [BOSO+BISI—C°50—C181]}
_ {2i6[B 5 e X

c =Im]e 00+ B8, -C.8 -C; 3

u, = Re {e'“’[Do 8,+D;8 ~E 5 -E, 51]}

i6 - =
Uy = Im{e [Do 50+D1 81 —E0 80— E 51]}

Annexe A - Calcul des contraintes et déplacements - A4 -
Elément circulaire a deux noeuds



Nous pouvons ramener le systéme d'équations par rapport aux discontinuités de
déplacement en se rappelant (chapitre 2) que :

(D;+Dj)+i(D;)+D’;)
d = et
0 2
5 _(D;‘-D;)+i(D;-D;)

! 2 sin (2 A )

En posant S =2 sin (2 A o), nous avons :

AO Al - A0 Al + AO Al . AO Al +]
6”=2Re|:(7+§)Dr +(7--S—)Dr +1(7+§)D9+1(T-—S—]D9

R 2i6 B°+B1 Co C1 D-+(Bo B1+Co+cl D'
Rele || —+g g5 |t g st )

Annexe A - Calcul des contraintes et déplacements - A5 -
Elément circulaire a deux noeuds



D D, E E D D, E E
. o 1 o 1 - o 1 o 1 +
{[+1(7+§+7 *?)%“(7'?‘7'?)‘%

(D, Dy E, E D, D, E, E
_ -i0 0 1 S0 F1).. o 1 o 1)+
“e—Re{e [(7*?'7'?)‘3:*(7'?*7*?)1)

{I: . Do Dl Eo El . . Do Do Eo E1 +}}
+l(7+§+7+§)D6+1(7-—§'7-§)D9

En faisant les développements nécessaires, nous aboutissons, tous calculs effectué€s

aux contraintes et déplacements sous la forme :

=Re|?2 A°+i 29(B°+Bl S C‘) D
I N I It G R T A | e

| Ao Al Bo BI C C1
o +
+Re_2—2— 5 —cos29 ?—§+7+§ De

+1 2(A°+Al)+ 26 BO+Bl+C°+Cl D,
S R R b S T2 ?) 0
[ A A B B ¢ )

[} 1 o 1 o] 1 +
+ImL-2(7-§)+COSZO{7—§-T-§ _DO

(Ao Al Bo Bl Co C]
069=Re|:2 7+§)+C0529[?+§'7'§ Dr

Ao A1 Bo Bl Co Clil
+
+ Re _2(—2—-§)+00829 (—f-§+7+§ Dr

Annexe A - Calcul des contraintes et déplacements
Elément circulaire a deux noeuds

2

[ B B B
Re| sin 20 | -2 + -2 G D. +Re| sin 26
+ C_Sln 7+§+7+§ 9+ €| Sin 2

— B, B¢ c B, B, C, C
. o 1 * ™ } . o 1 o ™1 +
+ImLSII‘129(—2-+*S—-7-—J:]Dr +Im[51n29(—-§+7+?)]Dr

- A6



Im| sin 26 B°+B1 S Sl [ 20 (2 B‘+C°+C1)}D’“
-m_Sln ? §‘7“'§ r'm sin 7-§' 7- § .

I Z(Ao Al) 28 BO Bl Co Cl D
- Im 7"'? + COS ?+§+§—+—S— 0

Ao A1 B0 Bl Co C1 +
-Im 2(7-§)+C0526£?"—S—-—7-—S— D6

[ B B c c B. B, C, C
1
- Re| sin 26 —0+—+——°+—l D’ -Re[sin29 o2 ]D+
L 2 S o 6

Bo B1 Co Cl] . [ Bo Bl Co
0r9=Im|:c0529( —-—-—) D+ Im cos26(7-§+—2—+
Re | sin 26 B°+B° “ Sl Relsin26 B°—B1+C°+C1 D’
+ Re | sin -2— §""2—'§ . €| sin ? —_ 7 -§ .

o 1 ) 1 _ 0o 1 0 1 +
*Re [“’“‘{;*?*7*?]% +Re[°0529[—2"§'7"s' Dy

I in 20 Bo Bl Co Cl D I in 20 Bo B1 Co Cl D+
-1m| sin ?+§-7-§ e- mi sin ?_§-7-§ 0

D, D, E E D, D, E,Z E,
ur=Re[c056(—°+—l-—°-J)]D;+Re[cose(._°-_l+._°+_)]D+

vl 0
~—
—_
>}
%

w»

2 S 28§

D D, E,Z E D D, E 6 E ]
. o) 1 o 1 R . o 1 o 1 +
*‘m[s‘“"(T*?'T?)JDr ”‘“[S‘“"(T?*“-f*?) D

Annexe A - Calcul des contraintes et déplacements - A7

Elément circulaire a deux noeuds



[ Do Dl Eo El] - |: Do
-Im cose(7+§+7+-s—) Dy —1Im cose(—z—

2

2

[ D, D, E, El] _ [ D,
+ Re cose(—2—+§+-2—+§) D6+Re cose(—

D D, E E D D, E E
-Re[sine(—23+-s—l-—"--—l)]n;-Re[sine(-‘f-—l+-i’+—‘)]n*

2

[' D, D, E, El]_ [ D,
+Im sme(7+§+7+§) D9+Im sme(T

Annexe A - Calcul des contraintes et déplacements
Elément circulaire a deux noeuds

[}
2

D, D, E E D
u9=1m[ cose(—23+—s—l-—°-—l)]D;+Im[cose(—°-

S 2 S

D1+Eo
S 2

E, .
+ 3 D,
T

_I_)_I._E’_E)]D’“
S 2 S 0

- A8



ANNEXE B

CALCUL DES CONTRAINTES ET DEPLACEMENTS
ELEMENTS CIRCULAIRES DEGENERES

Annexe 2 - Calcul des contraintes et déplacements '
Eléments circulaires dégénérés - B- 1-



Nous donnons dans cette annexe les détails des calculs des contraintes et déplacements
pour les éléments circulaires dégénérés. Les relations de Kolosov-Muskhelishvili obtenues pour

une rotation des axes d'angles 6 sont exprimées comme suit :

o, +G, =2[0/2) + $(2)]

ol (L 2 o2 222\ a2
o”-oee-2ior6=—2e [(z~7)¢"(z)+?¢'(z)-?(D'(?)--z“b'(())

2N\ ____ 2 a2
u +iug=e’ [k¢<z>-(z-—]¢(z) ¢[ J+—¢'(0>]
2 ) 2

En identifiant les parties réelles et imaginaires des expressions ci-dessus, les contraintes
et les déplacements sont :

ol (- a2 a2 2-(a2) a?
o, =2Re[¢'(2)] - Re e” (Z';)¢"(z)+-—¢(z)-—¢( )-7(;)'(0)
VA

2i0 2 2 2. (2) a?

0'99=2Re [¢'(2)] + Re e” (z-—)¢"(z)+_¢(z)-_¢ (_)_7(1,'(0)
=1 2i0 (— 82) " a2 , a2-'(a2) a2 ,

c  =Imje z-— ¢(z)+?¢(z)-7¢ ~ _E-‘D(O)

2 (

-0 a

ur=Re{e {W(Z)-{Z'TJ@(z)-fb

z

2 (a \ a2 ]
u9=1m{e l:k(p(z)-(z-——J(b(z) o — [+— ¢'(0) }
Z )z |

Les potentiels complexes s'exprimant en fonction des coefficients de linérarisation 80

N1 | By

7
+

| ®o
©:
~~
e

L J

[ ]

ou &', posons pour plus de facilité d'écriture les notations suivantes :

K L) \/azz'\/az'al_ VAN al_
ink+aln /az'z \/az z+ /5 a (z-a)

A= a4-q

Annexe 2 - Calcul des contraintes et déplacements
Eléments circulaires dégénérés - B- 2-



z - fay-a, (ay-2) /az-al}

Voo

[2/—-7__Log

B=. Ha . 4 /a2 z-/a,- 4 BV ax- 2o
inmk+1)z"| 2 /a2-z /a2 z +/a,-a (2-2)

/a,z-z-\/az-al_(a2-z)\/a2-al

Ja-z+ [a,-a @ -2)

+(2_a_2) H 4 \/azz‘\/az al_ /22
Z)ink+1a 4(%_2)\/32—2 /a2-2+/a2 2(z-a))(z-2a,)

azJaz-al 3 /az z -/a- a1+3/az-a1 (a,-2) /2y- 2
(z-a)) 4/_a2-z Y ozt faa T D Gy

3
{——2— /a,-z Log

Ha |: " Log\/g-\/az-al
w2 [T ey e

’ — —
Ka 52 a, - afz - /a,-a a2 /a,-2,

C-=-
i (k + 1 ~—,_-——~——— 77
in(k+1)2° » 2 a,- 27 + /—a2 a (a%/z- al))

——— 3 /:2_ /az-az/E-m (52-a2/z)\/:12—-?1_1
-2 -2 -5 a,-a’/z Log - -,
[a,-dz + fa,-a, (a; -a"/2)

oS A a)}
J - Z+\/a2'al

ku
D= {-Za2 /a,-2a,-a, /a,-z Log

intk+1)

Annexe 2 - Calcul des contraintes et déplacements
Eléments circulaires dégénérés
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/it /o]

3
+2(a,-2) Sa,-a +(/a,-2z) Log
{ VO RNVESY

3
2_
[a,-afz- fa,-a, 2(/a,-a,;)
238, /a,-a; -3, a2a/zLog " azl+ 2 1

k+1 / _ 3
m( ) az-az/z+ /a,-a

{ azJ / a} \/32‘32/2'\/ a; - a
+2)a,-— a,-a, + -
z /a2-a2/2+ /a,-a,

+a— {/ Log/g- az-a1+2 a,-a
SR VORNCE

2

a -
E={z-—]A

z

Avec les notations ci-dessus, nous pouvons mettre en évidence les coefficients de

linéarisation 80 comme suit :
2i0 =
o =2Re[A8]-Re{e |:BS—C6 ]}
Ir o] 0 [»]

G, =2Re[A8]+Re {em [B 5 -C 80]}

C .= Im {em [B 80 -C éo]}

ur=Re{e'i9[D8 —EES ]}
o] o]

ue=Im {e'ie[D 80'5_80]}

Annexe 2 - Calcul des contraintes et déplacements
Eléments circulaires dégénérés - B- 4-



Les inconnues du probléme étant les discontinuités de déplacement, nous les faisons
intervenir par la relation :

D, +iD,

d = —l D _ D
T A D
a,-iae
avec :
1 1
H . i
a,-iae
Donc

|

A A
°”=2Re[ﬁDr+lﬁD9]_Re cos29(

C ) B C
-— |D,-sin20| —+— De
i H g
B C ) B C
+icos20| —+ — De+1sin29 ———1D
H - H 5| °
H H

A B C ) B ) C
6 =Rell2-—-¢c0s26—+cos20— |D +|sin28 — +sin20 — |[D
rr H H _ r q _ 6
H H

Annexe 2 - Calcul des contraintes et déplacements
Eléments circulaires dégénérés - B- 5-



A A B C A B C
+1|2 —=-c0s20 —~-cos20 — |D _+1i|-sin20 — +5sin 20 — |D
H H H 0 H H r

A C ) B ) C
6”=Re[2—-cos26 + cos 26 — ]Dr+Re sin 20 — + sin 20 — De
H H q

@]

A B B ) C
—Im|2—~-c0s20 ——cos 20 — |D_—Im| - sin 20 — +sin 26 — | D,
H H }—{ 0 H

00 H H 0

H
A B B B ) C
o =Re|2+— +cos20 ——cos 26 — D -Re sin 20 — +sin 26 — | D
H i
H
A B B] B . _C
—Im 2—H—+c0829—+cos29— D_ -Im| sin 20 — —sin 26 — Dr
H H | b H i

H

B C B C
o =Im|cos26 ——-cos206— |D +Re| sin 20 — —sin 20 — |D
re H b ¢ H ﬁ r

B C B C
+Im|-sin26 —-sin20 — |D_+Re| cos 20 — +cos 20 — D
H i 6 H i 6

D E . D
u =Re COSGH- cos® — | D +Re sm9§+sm6— De

H H

OD E ) D )
~Im]| cos ﬁ+cose— D9+Im 51n6H+5m6— D,

H

H 0

H
D E
ue—Im cosO——--cosO D, +Im|sin® = +sin® — | D
H

D E D @ E
+Re coseﬁ+cose— D, —Re sin9H+sm6— D,

H H

Annexe 2 - Calcul des contraintes et déplacements
Eléments circulaires dégénérés

- B- 6-



Pour la discontinuité s'annulant en al, il suffit de remplacer dans les expressions
précédentes les fonctions notées comme suit :

K { G| /z a - \/az’al a, / 24-3 }
+ +2/a,-3,
2

A=
in(k+1)a /_1 /Z a, + /2,2, (z-a,)
z-a,- -a ( )/
+iﬂL0g\/ 1 \/a2 1 Z-3 -
2 (z-a,)
/Z-a1+/az-a1
: Ha { 4 VAR TRV SE N VLR
B'= Log + ) +2/a,-2a
in(k+1)2°| 2 /7 a, /z a, +/a,-a (2-3,

Z'al

[+i \/Z a - /az‘a1 (Z‘a1)\/a2‘al
2 /z a, + /az-a1 (z-ay)

+(2_2) K [ 4, \/Z a - /az'al 43, /-9

ink+Dal| 4- al)/—a; /z 2+ /a1 T2Gap-a)

CIRVAL ) R 3 Jz-a,- \/32 a 3\/ a,-a; (a,-23)) /a,-3

- + Log

(2-82)2 4/z-a, [z-a,+ fa,-a 2(z-a2)_ (2-32)2

uaffm

11t(k+1) f m
279

Ha 3 \/ &z - 4 -V al -8 T —
MERVALY)
imk+1) 2| —m—= /—
2/ -, P-a + Sun @28

2 /a,-a

3 /2_ /a/z a, - /a,- a1 (@%z - a,) /a2 a,
> a’/z-a, Log
./a/z a +./a,-a (a/z‘az)

Annexe 2 - Calcul des contraintes et déplacements
Eléments circulaires dégénérés - B-7-




in(tk+1)a

k
D’=.—u{2a1 /a,-a, +a /z-a Log

\/Z‘al -

Jz-a, + Sa,-a

\/Z ) '\/az‘al

+2(z-23) Ja,-a, +(/z- al) Log

z-a, + /a,-a

[dfz-a, - fa,-3, 2
+
[ &z-a, + [a,-a

/a/z a - /a,-a,

H [ -
23, fa,-a +a, a2/z-al Log

ink+1)a

Z

+2[-§-a1]m+( [ a’fz - 31)

17t(k+1)z / m

2

a -
E' = (z- —)A'

z

Annexe 2 - Calcul des contraintes et déplacements
Eléments circulaires dégénérés

a2_

4

2 3
"3— (\/ a2'al)

3
k) (\/ 32'31)

- B- 8-
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