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Introduction Géndraie 

Depuis longtemps déjà l'ingénieur automaticien utilise des 
calculateurs pour l'analyse et la synthèse des lois de commande. Les 
outils logiciels d'aide à la conception des boucles de commande, 
véritable CAO pour l'automatique, ne peuvent donc que continuer à 
se développer et à s'affiner [Barraud, 19891, [Gentil, 19861, 
[Bennani, 19901. 

Ces outils doivent permettre de résoudre plusieurs types 
de problèmes tels que la simulation, la simplification de modèles, 
le calcul de commandes ou encore l'optimisation. Toutefois, 
l'utilisation des outils de CAO n'est pas toujours simple sur le plan 
informatique. 

Dans le cadre d'un projet de réalisation d'un systeme à 
base de connaissances, d'aide à la simplification de modèles, 
utilisant des techniques d'Intelligence Artificielle (IA) associées à 
un langage de représentation centrée objet [Bouayad, 19881, les 
travaux présentés dans ce mémoire constituent une contribution à 
la définition de l'expertise au point de vue de la simplification de 
modèles et du d6veloppement des outils de synthèse nécessaires à 
l'élaboration de la base de connaissances. 

Le premier chapitre est une synthèse bibliographique des 
différentes techniques de réduction des systèmes continus 
linéaires stationnaires modélisés par une matrice de transfert ou 
une équation d'état. Des critères de choix d'une méthode de 
simplification sont définis pour mieux guider l'utilisateur dans sa 
démarche. 

Le deuxième chapitre, par une analyse numérique et 
graphique, traite plus particulièrement de l'identification des 
dynamiques, nécessaire à tout découplage ou réduction. Sans calcul 
des valeurs propres ni des vecteurs propres, cette identification 
est réalisée par des méthodes géométriques permettant ainsi un 
étiquetage des dynamiques du système étudié. L'introduction d'une 
nouvelle méthode, associée aux cercles de Gershgorin, permet par 
un changement de base diagonal optimal, de mieux localiser les 
valeurs propres de la matrice d'état du systeme. Là aussi, des 
critères de choix portant sur le bon ou le mauvais conditionnement 
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d'une matrice sont établis. Lorsqu'ils sont vérifiés, ces critères 
nous renseignent sur l'utilisation directe des méthodes 
géométriques de mise en évidence des dynamiques. 

Bans le troisième chapitre, nous proposons trois méthodes 
qui, par une transformation linéaire, permettent la 
bloc-diagonalisation de la matrice d'état du système, quel que soit 
son conditionnement, tout en regroupant dans chaque bloc les 
dynamiques considérées. Cette technique est basée sur le calcul de 
la signature de matrice et ne nécessite pas non plus la connaissance 
du spectre de celle-ci. Des critères de mesure de la séparabilité des 
sous systemes lent et rapide fournissent des renseignements sur la 
meilleure méthode à adopter. 

Dans la dernière partie de ce mémoire, des exemples 
d'application permettent une mise en seuvre pratique de ces travaux 
et conduisent à l'élaboration d'heuristiques pour le choix d'une 
méthode de simplification, tenant compte des caractéristiques 
physiques du système étudié. 
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SIMPLIFICATION DE MODELES 





Chapitre 1 

1 - Introduction 

Compte tenu des moyens de calcul théoriques et matériels 
(support informatique en particulier) actuellement disponibles 
ainsi que de la modélisation systématique des processus 
industriels, la tendance est de modéliser de manière aussi fine que 
possible les phénomènes observés ce qui conduit généralement à des 
représentations de grande dimension peu faciles à analyser et trop 
complexes pour la synthèse d'une loi de commande. D'où le désir de 
simplifier les représentations obtenues pour des raisons d'ordre 
pratique etlou économique. 

Dans ce sens, un important travail a été fait sur les 
méthodes de réduction, [Bertrand, 1976, 19851, [Benrejeb, 19861, 
[Bosley, 19721, [Decoster, 1976-a,b,c], [Jamshidi, 1981], [Kokotovic, 
1976, 1980, 19821, [Warwick, 19841. Les applications vont de la 
simulation permettant de donner les tendances d'évolution du 
systeme complexe à l'élaboration des commandes simplifiées. 

Le but est de remplacer un modèle d'ordre n représentant le 
système donné (Z) par un modèle réduit (CS d'ordre m e n 

conservant les propriétés dominantes du systeme initial. Pour 
mesurer la qualité de l'approximation on considère soit les 
caractéristiques du vecteur erreur de sortie E = y - yR , soit celles 

du vecteur erreur d'état, entre les deux modèles pour une même 
entrée standard (impulsion, échelon, ...) 

De très nombreuses méthodes de réduction ont été 
proposées, nous étudierons le cas des modèles d'état linéaires 
stationnaires multivariables en présentant tout d'abord de manière 
unifiée celles qui nous paraissent les plus significatives. 

II - Structure des svstemes dvnamiaues 

11.1 - Généralités 

On appelle système dynamique un ensemble physique 
susceptible d'évoluer en fonction du temps. II est généralement 
caractérisé par la nature des signaux qui interviennent dans sa 



description : 

- si le temps est une variable continue, il est dit continu 
- si le temps est une variable discrète, il est dit discret. 

Le modèle mathématique d'un système réel, doit 
représenter l'évolution des sorties pour des entrées u et un horizon 
donnes. 

Ces relations mathématiques entre sorties y et entrées u 
qui traduisent le principe de causalité et les lois physiques sont 
généralement représentées par des équations de fonctionnement de 
type différentiel (systèmes d'équations différentielles, équation 
d'état) ou fréquentiel (matrice de transfert) dans le cas linéaire 
stationnaire. 

Par la suite nous utiliserons indifféremment l'appellation 
système pour désigner le système réel ou son modèle mathématique. 

11.2 - mésen ta t i on  des svstèmes dvnamiques Irneai 
. , .  res 

. I 11.2.1 - Par une é a u m n  differentielle 

La mise en équation d'un système physique conduit souvent 
à des relations du type : 

( r i )  
où yi est l a  dérivée d'ordre r i  de Iasor t ie  Y i  , i = 1 ,  ..., q 

(ki ) 
uj est  l a  dérivée d'ordre k j  de l'entrée u, , j = 1 , ..., p 

r i  , k, étant des entiers positifs. 

Dans le cas monovariable (1.1) est réduite à la forme : 



relation qui, dans le cas linéaire, peut être écrite sous la forme : 

(1.3) y ahy 
(r -  h) I=k 

= C b l u  
(k-1) 

avec ao*O 

11.2.2 - Par une matrice de transfert 

La relation (1.1) se traduit par un certain nombre de 
transmittances entre les entrées uj pour j = 1, ..., p et les sorties yi 
pour i = 1, ..., q du processus. L'ensemble de ces transmittances 
constitue la matrice de transfert H(p) de dimension qxp et (1.1) 
devient alors sous la forme : 

avec 

où V i, j, Hij(p) est une fraction rationnelle dépendant de la variable 

de Laplace p telle que le degré du numérateur soit inférieur ou égal 
à celui du dénominateur. 

Dans le cas monovariable (1.4) sera le rapport de deux 
polynômes en p : 



9 b, p 
k - j  

N(p) j-0 (1.5) F(p)=-= avec ao#O e t k s q  
D(P) i~ a-i  

11.2.3 - par une éaudon d e u  1 '  

a - Qéfinition du vecteur d etai I ' 

La résolution des relations mathématiques entre sorties et 
entrées permettant de déterminer d'une maniere unique la valeur 
des sorties pour tout t 2 6, nécessite en plus de la connaissance de 

la valeur des entrées pour t 2 6, celle d'un minimum de variables à 
l'instant to. Ces variables sont appelées variables d'état. Elles 
peuvent être considérées comme les composantes d'un vecteur, 
appelé vecteur d'état, appartenant à un espace vectoriel Rn (ou Cn) 
appelé espace d'état. 

Nous pouvons dire que, à chaque instant, le vecteur d'état 
représente la mémoire minimale du passé nécessaire pour pouvoir 
prédire le comportement futur d'un système. 

Notons que les variables d'état peuvent avoir un sens 
physique ou non et que le vecteur d'état correspondant à un système 
n'est pas unique et dépend de la base dans laquelle il est représenté. 

b - Eguation d'état 

Une classe très importante de processus physiques peut 
être représentée par un modèle mathématique du type 1 
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Cette classe comprend des systemes linéaires et non 
linéaires; De plus, la distinction entre systemes monovariables et 
multivariables n'est pas formellement nécessaire. 

Cette représentation est appelée équation d'état sous forme 
dijjiérentielle. Elle a l'avantage d'avoir apporté une unité dans l'étude de 
ces systèmes, tout comme la notion de fonction de transfert l'avait 
apportée dans l'étude des systèmes dont le comportement était 
décrit par des équations différentielles linéaires. 

II est évident qu'un système peut être représenté par 
différentes équations ayant la même structure que (1.6) mais où les 
vecteurs d'état sont différents. Généralement, le choix du vecteur 
d'état sera guidé par la simplicité des équations, par la 
signification physique des composantes du vecteur d'état, et par le 
but poursuivi. 

Tout au long de cette étude, nous considérerons les 
systèmes linéaires stationnaires continus déterministes modélisés 
par une équation d'état du type : 

dont l'évolution est donnée par : 

où x est le vecteur état, x E Rn 
x, est le vecteur état initial 

A est la matrice d'évolution du système, A E Rnxn 
B ll n de commande, B E Rnxp 

C n IV d'observation, C E RqXn 



e t  @ est la fonction de transition, définie ici par : 

Cette représentation est couramment utilisée car elle 
permet de reprendre les résultats usuels de l'algèbre des matrices. 

11.3 - N H  ilité 

Ayant choisi pour la représentation d'un systeme un 
vecteur d'état et son équation d'évolution, on peut se poser a priori 
deux importantes questions à propos des propriétes de ce modèle. 

- Peut-on déterminer une commande admissible le transférant 
d'un état arbitraire x, = x(to) à un autre état arbitraire x, = x(t,) 3 

- Peut-on déterminer I'état initial x, = x(to) à partir d'une 

observation des sorties sur un intervalle de temps [t, , t,] 3 

11.3.1 - Qualité 

On appelera systèmes duaux les systèmes définis 
respectivement par les équations : 

Un systeme (C) est dit commandable si, étant donné un 
instant quelconque t, et deux états quelconques x, et x,, il est 

possible de trouver un instant t, (t, 2 t,) et une commande 

admissible u(t) sur l'intervalle de temps [t, , t,], transférant le 
système (Z) de I'état x, à l'instant t, à I'état x, à l'instant t,. 
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Une condition nécessaire et suffisante pour que (E) soit 
commandable est que : 

soit non singulière. 

Pour un système linéaire stationnaire, cette relation se 
traduit par : 

11.3.3 - Observab 
. .  . dite 

Un système (Z) est dit observable si, étant donné un 
instant quelconque t,, il existe un instant t, (t, 2 t,) tel que 
l'observation de y(t) et la connaissance de u(t) sur l'intervalle de 
temps [t, , t,] permettent de déterminer l'état initial x(t,). 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un système 
soit observable est que son dual soit commandable. 

Pour un système linéaire stationnaire : 

III - Méthodes de sim~lification de modèles 

111.1 - Classification des principales méthodes de réduction 

La simplification d'un système peut être classée en trois 
catégories : 

- simplification de structure 



Chapitre 1 

- décomposition spatiale 
- réduction de dimensionnalité 

La simplification de structure consiste à remplacer un 
modèle par un autre représenté par des équations plus simples ou 
plus faciles à traiter. Ainsi, il est habituel d'etudier un systeme non 
linéaire au voisinage d'un point de fonctionnement, donc de 
linéariser le modèle correspondant. Suivant le problème posé, il 
peut être intéressant de remplacer un système d'équations aux 
dérivées partielles par des équations différentielles ordinaires, ou 
des équations différentielles par des équations de récurrence. 

La notion de décomposition spatiale consiste à 
partitionner le système initial en deux ou plusieurs sous-systèmes, 
à traiter et résoudre les problèmes sur ces derniers tels que la 
réalisation des unités de commandes locales, et ensuite à 
coordonner l'ensemble pour avoir une commande globale. 

Cependant, c'est la notion de réduction de dimensionnalité 
qui a suscité un regain d'intérêt ces dernières années. 

Les méthodes de simplification peuvent être regroupées en 
deux classes : 

- les méthodes qui conservent les modes dominants ou les 
composantes d'état les plus significatives du système initial. 

- la réduction optimale : le modèle réduit est, d'une certaine 
manikre, une approximation optimale du modèle initial sans tenir 
compte a priori des modes dominants ni des principales 
composantes d'état du systeme initial. 

Ces méthodes opèrent toutes sur deux types de modèles : 
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111.2 - Approximation de m u c e s  de transfert 

Du fait que toutes les méthodes ne sont pas applicables 
aux systèmes multivariables, nous traiterons le cas monovariable 
et nous le signalerons lorsqu'on peut généraliser aux systèmes 
multivariables. 

Toutes les méthodes reposent sur le même principe de 
base : la fonction de transfert réduite possède 2m paramètres parmi 
les 2n du système global. 

Les modèles réduits obtenus par ces méthodes possèdent 
de bonnes qualités statiques mais peuvent poser des problèmes de 
stabilité. 

111.2.1 - A~~roximat ion de Padé [Binder, 19781 

L'approximation de Padé d'une fonction de transfert F(p) 
est une fraction rationnelle : 

dont le développement en série de Taylor autour de p = O est le 
même que celui de F(p) jusqu'à l'ordre m + k. 

Les coefficients ai et bi sont obtenus par résolution du 

système d'équation : 
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En général, on fixe a, ou b, = 1. 

La méthode se généralise simplement au cas multivariable. 
Les algorithmes de calcul des coefficients sont donnés dans 
[Shamash, 1974, 1 975-a, b]. 

- Si les modèles, initial et réduit, sont stables, l'erreur 
statique entre eux est nulle pour toute entrée de la forme : 

- Le modèle réduit peut être instable pour un modèle initial 
stable. De même, un modèle instable peut conduire à un approximant 
stable. 

111.2.2 - Approximation par les momenk 

Le moment de réponse impulsionnelle d'ordre r d'un 
système de réponse impulsionnelle f(t) se définit comme suit : 

Les moments sont liés aux coefficients du développement 
en série de la fonction de transfert F(p). On peut écrire : 
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La fonction de transfert qui permet d'obtenir les m+k 
premiers moments de F(p) est donc son approximant de Padé. 

Les systèmes multivariables ont été considérés par Zakian 
[Zaklan , 1 9731. 

Exemple : Soit le systeme d'ordre 4 défini par la fonction de 
transfert : 

le modèle réduit d'ordre 2, noté F2(p), obtenu en calculant les 
moments est : 

111.2.3 - Paramètres de Markov 

est le développement de F(p) pour p = W, les coefficients b, sont 

appelés paramètres de Markov. 

L'identification par le modèle réduit de quelques 
paramètres de Markov du systeme initial permet : 

- d'obtenir une meilleure qualité du transitoire 
- de mieux reproduire les qualités de stabilité du modèle 

initial qu'un approximant de Padé, mais sans qu'on puisse garantir la 
stabilité (resp. l'instabilité) pour un modèle initial stable (resp. 
instable). 
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111.2.4 - Méthode mod& 

Elle consiste en la décomposition en éléments simples de 
la fonction de transfert du système. Le modèle réduit est obtenu en 
conservant dans cette décomposition m modes choisis a priori, avec 
les résidus associés. 

L'inconvénient est qu'elle nécessite le calcul des modes et 
des résidus. De plus l'ordre du système réduit ne peut pas toujours 
être fixé par l'utilisateur, puisque les modes sont conservés avec 
leur multiplicité. 

Cette méthode est intéressante quand le système se 
présente déjà sous forme factorisée : 

où : F,(p) est la fonction de transfert des actionneurs 
F,(p) est la fonction de transfert du processus 

F~(P)  n n des capteurs. 

111.2.5 - Fractions continues 

1- forme de Caue - r 

Les coefficients hli sont les premiers termes de la division 

de polynômes suivant les puissances décroissantes. Le modèle 
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reduit s'obtient simplement par troncature de la décomposition. 

Les coefficients hi sont les premiers termes de la division 
de polynômes suivant les puissances croissantes. Le modèle reduit 
s'obtient simplement par troncature de la décomposition. 

a m  forme de C a ~ f ~ l  [Goldman, 19771 

Le calcul des paramètres est donné dans [Shieh, 19741. 

L'extension de la méthode au cas multivariable est 
possible lorsque le nombre d'entrées est égal au nombre de sorties. 
La matrice de transfert est alors décomposée sous la forme 
suivante [Chen, 19741 : 

L'algorithme de réduction est très simple mais nécessite 
une légère modification pour être applicable lorsque certains Hi 
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sont nuls. 

Chuang, [Chuang, 19701 a proposé la décomposition 
suivante : 

les hi  et h', étant obtenus en divisant alternativement suivant les 

puissances croissantes et décroissantes. 

Le modèle réduit obtenu en tronquant à l'ordre m cette 
décomposition possède m moments et m paramètres de Markov 
identiques à ceux de F(p). 

La connaissance des modes dominants n'est pas 
indispensable dans la définition du modèle réduit. 

La stabilité du modèle réduit n'est pas garantie même si le 
système initial est stable. Ceci est dû au fait que les coefficients 
du dénominateur du modèle réduit dépendent des coefficients du 
numérateur et dénominateur du système initial. 

Exemple : en reprenant l'exemple d'ordre 4 précédent, on obtient le 
modèle réduit d'ordre 2, noté F,(p), en utilisant : 
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la lbe forme de Cauer : 

so i t  

la 2he forme : 

la 34me forme : 

I 
1 + p +  

12 1 1 - + - + -  
P z :  
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On peut remarquer que le modèle réduit obtenu par la l"'e méthode 
est instable. 

Cette méthode utilise la décomposition suivante 

F(p) = Pi I i n Fj(p) 1 avec pi constants 

1 
F~(P) = pour j = 2, ..., n 

1 

Le modèle réduit à l'ordre m s'obtient en imposant aj = O 

pour j > m et pi = O pour i > m. Le calcul des coefficients aj et pi est 
donné dans [Hutton, 19751. 

Le modèle réduit obtenu est une approximation de F(p) 
autour de p = m. Pour se ramener autour de p = O, on utilise la 
transformation réciproque : 
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- Si le modèle initial est stable, tout modèle réduit sera stable 
par construction, la réciproque n'est pas en général vérifiée. - Le systeme réduit tend vers le système initial au sens des 
énergies de réponse impulsionnelle quand son ordre croît. 

- Les pôles et les zéros du système réduit tendent vers les 
pôles et les zéros du systeme initial quand son ordre croît. 

- Le modèle réduit d'ordre m identifie les m premiers moments 
de F(P). - La méthode est applicable aux systèmes multivariables. On 
détermine d'abord le dénominateur commun de toutes les fonctions 
de transfert composant la matrice de transfert puis on applique la 
méthode de Routh à chaque composante de la matrice de transfert. 

Exemple : le modèle réduit de l'exemple précédent obtenu par la 
méthode de Routh est : 

111.2.7 - Conclusion 

Ces méthodes sont très bien adaptées au calcul numérique, 
ce qui explique leur attrait. Cependant, elles ont l'inconvénient 
d'être mal adaptées aux problèmes de commande, et de poser dans 
certains cas des problèmes de stabilité des modèles réduits. 

111.3 - Approximation du vecteur d et& 1 ' 

Considérons le système dynamique linéaire (X) d'ordre n 
représenté par l'équation (1.7). Le problème de simplification 
consiste à déterminer un modèle réduit : 
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d'ordre m e n dont le vecteur d'état soit une bonne appro~imation de m 
composantes jugées suffisamment représentatives, selon un critère 
qui reste à définir [Lastman, 19841, [Rao, 1981, 19831, [Skelton, 
1980, 19821, [Syrcos, 19831, [Therapos, 19841, [Zhao, 1 9811, du 
vecteur d'état initial lorsque la même excitation u est appliquée. Le 
choix de ces m composantes est relativement aisé lorsque les 
variables d'état ont un sens physique. 

Ainsi posé, le problème de réduction montre bien 
l'importance des choix de l'entrée, de la structure du modèle réduit 
et du critère utilisé pour mesurer la qualité de l'approximation sur 
le résultat final. 

Les principales méthodes reposent sur un même principe 
consistant à projeter le vecteur d'état sur un sous-espace 
particulier choisi a priori. La représentation initiale est modifiée 
par un changement de base, différent suivant les méthodes, de façon 
à obtenir une nouvelle représentation, et le nouveau vecteur état 
est tronqué. 

111.3.1 - Méthode des composantes principales [Skelton, 
1980-1 9821 

Elle consiste à rechercher les composantes d'état qui 
interviennent de manière significative dans une fonction coût 
donnée a priori, et à ne retenir que celles-ci dans le modèle réduit. 

A!LmaE:  simple à mettre en œuvre. 

Inconvénients : ne conserve pas nécessairement la stabilité 
ne conserve pas le gain statique. 

111.3.2 - Méthode de svmétrisation interne [Moore, 19811, 
[Pernebo, 19821 

a - Généralités 

Considérons le système (C) continu linéaire supposé stable 
commandable et observable. Les grammians de commandabilité WC 
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et d'observabilité W, sont définis par : 

W C  et W, sont des matrices symétriques semi-définies positives et 

vérifient les propriétés suivantes : 

- WC et W, ne sont pas invariants par un changement de base P, 
en effet : 

CV 

T 
Y T 

alors W, = P-' W, [P-'1 e t  W, = P W, P 

- WC (resp. W,) est solution de l'équation de Lyapunov : 

I I 

(a) A W c + W c A  = - B B  
T T 

(resp. (b) A '  W,+ W,A = -c' C) 

Les grammians sont liés aux propriétés de commandabilité 
et d'observabilité du modèle (E) : 

- Le système décrit par (E) est complètement commandable 
(resp. observable) si et seulement si la matrice WC (resp. W,) est 
non singulière. 

- Les valeurs propres de WC (resp. W,) sont interprétées comme 
des mesures de degré de commandabilité (resp. observabilité) et par 
conséquent caractérisent l'importance de chaque composante de 
l'état du (Z) relativement au comportement des entrées-sorties du 
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système. 

. . 
b - Simplification 

Elle consiste à rechercher les composantes d'état les plus 
fortement commandables et observables. Pour cela on détermine le 
changement de base T : x + x* qui égalise, tout en les 
diagonalisant, les matrices WC et W, de la manière suivante : 

avec 

Qn organise les composantes du vecteur état pour avoir : 

On remarque que la matrice T diagonalise le produit WcWo.  

L'expression de T s'obtient aisément à partir de la décomposition en 
valeurs singulières de W,Wo . 

m n 
Lorsque o, >> a,,, ou ai >> ai l e  modèle réduit qui 

i= l  i=m+l 

reflète la partie la plus observable et commandable du système est 
simplement défini par : 

avec P = [Im O] 
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La matrice de sortie peut cependant être déterminée d'une 
autre manière, le choix précédent ne correspondant a aucune 
procédure d'optimisation. 

d - Conclusion 

Cette méthode présente un certain nombre d'avantages en 
particulier sur le plan numérique : des algorithmes tres 
performants existent pour résoudre les équations de Lyapunov (1.1 5) 
associées à WC et W, et pour diagonaliser des matrices symétriques. 
De plus le modèle réduit obtenu est toujours stable. 

111.3.3 - Méthodes modales 

Davison [Davison, 1966, 19681, a développé une méthode 
( l tn  dthode de Davison) basée sur l'analyse modale en vue de trouver 
un modèle d'ordre réduit. Cependant, sa méthode n'assure pas la 
conservation du gain statique dans le modèle réduit. 

Des communications entre Davison et C hidambara 
[Chidambara, 1967-a,b,c] ont permis d'établir des modifications de 
la méthode initiale de Davison et ont donné lieu à : 

- la ldn méthode IIé ChzXamGara 
- la 21mt méthode de Cliidambara 
- la 11" méthoIIé de Davison modifiée. 

Davison a proposé, par la suite, sa 2ème méthode modifiée 
basée sur l'annulation de l'erreur statique en prenant une entrée à la 
fois. En même temps, Marshall, [Marshall, 19661, a développé une 
technique de réduction qui permet de conserver les propriétés en 
régime permanent du modèle initial. Fossard, [Fossard, 19701, a 
apporté une modification de la méthode initiale de Davison lui 
permettant de conserver le gain statique dans le modèle réduit, et a 
montré que l'avantage du modèle de Davison résidait dans 
l'excitation correcte des modes conservés dans le vecteur d'état 
réduit. 
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Dans sa comparaison de ces différentes techniques, 
Wilson, [Wilson, 19741, a montré que la ldre méthode de Chidambara 
était équivalente à la ldre méthode modifiée de Davison et la 28me 
méthode de Chidambara équivalente à celle de Marshall. 

Litz, [Litz, 19811, a établi une méthode modale basée sur 
l'optimisation de l'intégrale du carré de l'erreur entre les variables 
d'état dominantes des deux modèles initial et réduit. 

Considérons le système (Z) modélisé par l'équation (1.7). 
Supposons que x, = O et que la matrice d'état A soit diagonalisable. 

Dans la base modale, nous avons : 

avec 

A, (resp. A,) est supposée contenir les m (resp. n-m) valeurs 

propres dominantes (resp. non dominantes) de A. 

La démarche consiste à négliger les n-m modes associés à 
4. Cependant, la façon avec laquelle le système réduit est 
déterminé, varie d'une méthode à une autre. En effet les hypothèses 
sur le rôle des valeurs propres non dominantes sont différentes 
selon les méthodes : 

- pour Davison : z2 = O 

- pour Chidambara : z, = -A2-1G2u 



Autrement dit, Davison néglige totalement les pôles non 
dominants alors que Chidambara en conserve le gain statique. 

Le tableau suivant [Bonvin, 19821 contient un résumé des 
résultats de ces différentes techniques, sauf celle de Litz, et les 
propriétés qu'elles engendrent. Sachant que le modèle réduit s'écrit 
sous la forme (Annexe 1) : 

avec une relation permettant de déduire xN (composante rapide 

négligée) à partir de x, et de u : 

x%= A2(x,+ BNu 

nous avons : 

-1 
avec R = H21 Hl 1 Hl2 - H22 

*R 

a, 

0, 

*Y 

Y 

~ ~ ( 0 )  

~ ~ ( 0 )  

Gain s ta t ique 

Davison 

~ i i  A I  

HllGl 

O 

- 1  
H21 Hl1 

0 

O 

O 

Non 

lère modi f i  ee 
de Davison 

HI r A 1 Hi! 
- 1 

H11G1+AqH12h2 G2 

- 1  
-H12A2 G2 

-1 
H21 Hi1 

- 1  
Rh2 G2 

- 1 
-H12A2 62 U(O) 

- 1  
-H22A2 G2 U(O) 

Oui 

Fossard 

- 1 
Hi1 A I  Hi1 

- I 
H I I G I + A ~ H ~ ~ ~ ~  62 

- 1 
-H12A2 62 

- 1  
H21 Hl1 

- 1 
R A 2  62 

O 

- 1 
R h 2  G2 U(O) 

Oui 

Marshal l  

HII Ar 

- 1 
H11G1+AqH12h2 G2 

O 

- 1 
Hz1 Hl1 

- 1 
Ra2 G2 

O 

- 1 
R A z  G2 U(O) 

Oui 
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- Dans le cas d'une entrée constante, les méthodes de 
Fossard et de Marshall sont équivalentes dans le sens où les 
modèles réduits sont identiques. 

- Elles s'adaptent généralement très bien quand les 
variables d'état retenues dans le modèle réduit sont bien choisies. 
Cependant, elles induisent des conditions initiales non nulles pour 
la composante rapide. Ceci peut être, dans certains cas, un 
inconvénient. 

- Des difficultés numériques peuvent apparaître pour 
certaines de ces méthodes : cas où on a des valeurs propres nulles 
ou multiples, des singularités pour certaines matrices ou même 
dans le cas de système instable. 

- Ces méthodes ne disposent pas de critère pour la mesure 
de qualité d'approximation. De plus, elles ne considèrent que l'état 
du système et non les sorties. 

II est difficile pour l'utilisateur de choisir parmi ces 
différentes techniques de réduction sachant qu'une technique 
particulière peut très bien être adaptée à un problème donné et ne 
pas l'être pour un autre. 

111.3.4 - Méthode d'aaréaation [Bertrand, 19851 

Cette approche repose tout simplement sur la mise sous 
forme modale ou de Jordan de la matrice d'état. Elle a l'avantage 
d'unifier un certain nombre de méthodes modales présentées comme 
distinctes dans la littérature : ainsi le classement des modes par 
ordre d'importance des valeurs propres permet de retrouver les 
méthodes dites de modes dominants. Cependant ce classement peut 
se faire selon d'autres critères : 

- conservation de certaines propriétés du régime asymptotique 
[Michailesco, 19791 
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- choix optimal des modes basé sur l'hypothèse de non 
observabilité des modes conservés dans le vecteur erreur de sortie 
[Commault, 1978, 19811 

- d'ordre énergétique, qui peuvent prendre en compte la nature 
des entrées. 

Les méthodes de type agrégation semblent être celles qui 
présentent les meilleures garanties pour le calcul d'une commande 
simplifiée. 

L'agrégation consiste à imposer l'existence d'une 
application linéaire entre l'état x et l'état xRl caractérisée par 

xR = L x, L étant de rang plein. L'existence de L implique alors les 

relations : 

de sorte que AR doit nécessairement conserver m valeurs propres de 

A. 

Plusieurs degrés de liberté apparaissent pour définir un 
modèle agrégé : 

choix de la dimension m 
choix des valeurs propres retenues dans AR 

choix de la matrice de sortie Cr 

Le choix des modes est l'étape la plus importante. II peut 
être effectué à partir de la notion d'énergie associée à chaque mode 
durant le régime transitoire en réponse à une entrée test : sont 
retenus les modes dont l'énergie est la plus importante, sous 
réserve que ceux de dynamique et d'énergie voisines, mais 
d'influence opposée, aient été éliminés du classement des modes. 
Bans certains cas, un choix complémentaire est effectué en tenant 
compte du régime permanent en réponse à un échelon. Cette méthode 
de choix des modes permet de fixer à la fois les modes et la 
dimension d'un bon modèle agrégé. Pour cela on utilise un critère 
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d'arrêt défini par : 

~ m = l /  
Energie des modes 6limin6s 

Energie des modes conserv6s 

Une fois les modes sélectionnés, la matrice de sortie CR 
est déterminée par une minimisation du critère portant sur les 
erreurs entre les sorties du système et celles du modèle : 

- Le système agrégé conserve m modes du systeme initial. 
- La paire (AR,BR) est commandable si (A,B) est 

eommandable et L de rang maximum. 

111.3.5 - Méthode des perturbations sinaulieres 

Supposons que le système initial puisse s'écrire sous la 
forme suivante, dite singulièrement pertur6ée, faisant apparaître un 
petit paramètre & 

où x, E Wm, x2 E R n - m  regroupent respectivement les composantes 

lentes et rapides et u E R P .  

Le paramètre E, [Dauphin-Tanguy, 1983, 19861, permet de 
normaliser les termes de la matrice d'état et peut être défini par : 
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t - t o  
E = , t o  étant l ' instant i n i t i a l  e t  E E  ] O ,  11 

Z 

t et z sont les échelles de temps associées respectivement aux 
variables lentes et rapides. 

Le mouvement de x, est essentiellement lent alors que x2 
est la superposition de transitoires rapides et d'un mouvement 
quasi permanent lent. En posant E = O, si la partie rapide est stable 
et A,, non singulière, nous obtenons le système lent réduit défini 

par : 

xl,(0) = xl(0) alors qu'en général x2,(0) # ~ ~ ( 0 )  

- 1 

avec ) B,=B1- A12A22B2 

\ C,=C, - c ~ A ; ~ A ~ ~  

Les transitoires rapides sont obtenus par : 

et sont caractérisés par l'équation dite de couche limite : 
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Cette équation ne représente l'évolution des transitoires 
rapides que dans le domaine de couche limite défini en temps dilaté 
'T = (t - tO)/&. 

La variable rapide x2, doit vérifier une condition de 

convergence 

Le système global (1.18) peut donc être approché par le 
système suivant : 

La difficulté principale de cette approche est de faire 
apparaître le petit paramètre E dans le système (1.7) de façon à le 
mettre sous la forme (1.1 8). 

111.4 - Conclusion 

D'une manière générale, il faut souligner que chacune de 
ces méthodes cherche à choisir l'ordre du modèle réduit et a obtenir 
un modèle stable lorsque le modèle initial est lui-même stable. 

Toutes ces méthodes retiennent dans une base donnée les 
m premières composantes du vecteur d'état modifié, il est clair que 
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nous avons toujours x R  = P T-' x où T est la matrice de changement 

de base et P est la matrice de troncature du vecteur d'état. Ceci ne 
pose aucun problème lorsque l'on souhaite utiliser le modèle réduit 
pour la conception d'une commande sous-optimale du modèle initial. 

II faut, bien sûr, toujours conserver dans le modèle réduit 
les variables instables. 

I V  - Critéres de choix d'une méthode de réduction 

. , 
IV.1 - Existence d'une mesure de qualite du modèle rédu't I 

Les méthodes associées à la minimisation d'un critère sont 
intéressantes d'une part parce que le modèle obtenu est optimal, 
mais surtout parce que la valeur normalisée du critère permet de 
juger de la qualité du modèle réduit et de déterminer un ordre de 
réduction raisonnable. 

II est souhaitable, lorsqu'un tel critère existe, que le 
modèle réduit d'ordre m tende de façon monotone vers le modèle 
initial quand m tend vers n. 

IV .2  - Conservation des ~ r o ~ r i e t e s  de stabilite 
. e  , . .  , 

II est fondamental que la réduition d'un modèle stable 
conduise à un modèle stable. De même, un modèle instable doit 
produire un modèle instable, il est également très souhaitable que 
les modes instables soient les mêmes. 

IV .3  - Performances 

IV.3.1 - De tvpe su ique 

La conservation du gain statique est une caractéristique 
intéressante d'un bon modèle réduit. 

IV.3.2 - De tvpe dvnamiaue 

Asservir une grandeur de sortie y à une entrée u, c'est 
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réaliser un système tel qu'on ait y E u de quelque soit la variation 
de I'entrée (problème de rapidité et de poursuite). 

Asservir une grandeur de sortie y à une entrée u, c'est 
réaliser un système tel qu'on ait y s u quelques soient les 
perturbations extérieures qui interviennent (problème de 
robustesse). 

IV.4 - Variation des performa 
. . 

nces en fonction de I'entrée 

En général, il importe assez peu à l'utilisateur d'un modèle 
réduit que celui-ci soit optimal pour une entrée particulière, dans 
la mesure où il ne peut préciser I'entrée qui lui sera appliquée; il 
espère de bonnes performances pour des entrées quelconques. 

IV.5 - Volume de calcul 

II faut savoir que les méthodes de type agrégation 
nécessitent le calcul des valeurs propres et vecteurs propres d'une 
matrice d'ordre n. II est bien des cas où un modèle réduit obtenu 
très simplement par une méthode de fractions continues sera 
suffisant. 

IV.6 - Conservation des modes dominantç 

II est nécessaire de conserver dans le modèle réduit les 
propriétés dominantes du modèle initial, en accord avec le domaine 
fréquentiel ou temporel concerné. 

IV.7 - Sianification phvsique du modèle redu , . 
i t 

Le problème de la signification physique du modèle réduit 
est lié au choix des composantes d'état les plus significatives du 
système initial. Ainsi, si l'on veut conserver cette propriété on ne 
peut effectuer que des changements de base diagonals pour 
l'identification de ces composantes. 



IV.8 - Bg~licabilité en multivariable 

Si, dans un système monovariable, il est parfois possible, 
par des considérations physiques, d'effectuer une simplification de 
modèle, pour les systèmes multivariables, non découplés, ceci peut 
être difficile notamment car la simplification entraîne une 
variation de structure algébrique. 

V - Méthodes analvtiaues de mise en évidence des dvnamiaues 

ème à doub V.1 - Définitions d'un svst le échelle de temps 
[Dauphin-Tanguy, 19851 

Définition 1 : Un système linéaire stationnaire caractérisé par 
l'équation (1.7) -possède la propriété de double échelle des temps s'il 
peut être décomposé en deux sous-systèmes : 

n 1 n 2 

avec x l e R  , x 2 € R  e t  n=n l+n2  

Si on suppose, comme Chow [Chow, 19761, que le système 
initial est stable et que les valeurs propres sont telles que 
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A 2t 
alors, l a  relation (1.21 ) indique une décroissance vers zéro de e plus - 

A lt 
rapide que celle de e 

Toute matrice carrée A munie d'une norme Euclidienne 
1 1 . 1 1 vérifie [cf. chapitre II] la relation : 

et si A-' existe, 

Cette propriété permet d'en déduire une nouvelle 
définition. 

Définition ;) : Le système (I.7), décomposé sous forme (1.20) 
possède la propriété de double échelle des temps si : 

Dans le cas des systèmes linéaires l'existence de plusieurs 
échelles de temps et des sous-systèmes associés peut être mise en 
évidence par les méthodes classiques de transformation modale et 
de bloc-diagonalisation [Fossard, 1980, 19821, [Shieh, 19821. 

Le système (1.7) décomposé en : 
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correspondant à une partition, pour l'instant arbitraire, du vecteur 
d'état initial peut être bloc-triangularisé par la transformation r 

le modèle obtenu après transformation est : 

avec 
(1.26) R1(L)=AZ1-  L A 1 1 + A 2 2 L -  L A 1 2 L  

S'il existe une matrice L telle que R1 (L) = O alors le 
système (1.25) est bloc-triangularisé [O'Malley, 19821, [Kokotovic, 
1 9751. 

La transformation : 

permet d'obtenir le système sous la forme : 



chapitre I 

avec - 
(1.30) R 2 ( M ) = A l 2 - A i ~ + ~ A 2  

S'il existe une matrice M solution de l'équation R2(M) = 0, 

le système (1.29) apparaît alors sous forme bloc-diagonale (1.20). 

La transformation globale est définie par : 

(1032) [:il=[ L ' 1-LM 

la transformation inverse sera donc : 

L'existence et le calcul de la solution des équations 
R1(L) = O et R2(M) = O ont été étudiés par de nombreux auteurs en 

particulier par [Kokotovic, 19751, [Chow, 19761, [Magni, 19811, 
[Avramovic, 1 9791, [Anderson, 19781, [Phillips, 19821. 

Si les valeurs propres de la matrice globale A sont 
distinctes, il existe toujours une matrice L satisfaisant RI (L) = O et 
R2(M) = 0. 

De fait, il est possible de calculer la matrice L de manière 
àceque les  valeurs propres retenues dans A 1  e t  A 2  soient deux 
ensembles disjoints et complémentaires C,, C2 du spectre initial de 
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la matrice A. 

Plusieurs méthodes de détermination de L existent : leur 
validité et la précision des résultats dépendent de la séparation 
plus ou moins marqu6e des modes et de la connaissance a priori des 
variables lentes et des variables rapides. 

V.3 - Méthodes de détermination des matrices L et M 

V.3.1 - Çalcul des suites L k a M k  

Une première approche proposée par [Kokotovic, 19751, 
appliquée par [Chow, 19761, consiste à définir une suite : 

qui converge vers une racine réelle bornée de (1.26) si les conditions 
suivantes sont réalisées : 

La matrice L, est alors utilisée comme une approximation 

de L à l'ordre O(&), ce qui conduit au systeme suivant, déduit de 
(1.27) : 

De même la solution M de l'équation R2(M) = O peut être 
calculée par la récurrence : 
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ce qui donne : 

V.3.2 - Çalcul des valeurs propres et des vecteurs propres 

Supposons que les valeurs propres de A sont distinctes et 
soit VI la matrice des vecteurs propres associés aux n1 modes 

lents. En partitionnant V, en [VI, V2,1T avec V1 E W n l x n l  et 

V 2 1 E Rn-n1xn1 , et en supposant VI, inversible, alors une solution L 

est obtenue pour : 

Cette matrice est indépendante du calibrage des vecteurs 
propres, mais a l'inconvénient de demander le calcul des valeurs 
propres et des vecteurs propres. 

V.3.3 - /4laorithmes de calcul de L [Magni, 19811 

Une méthode algébrique fait appel à la décomposition d'un 
espace vectoriel par rapport à deux polynômes premiers entre eux. 

Si y est un polynôme annulateur de A, y,, y, deux 

polynômes tels que y = y 1 y 2 ,  y1 étant le polynôme caractéristique 
associé aux modes que l'on veut séparer, soit : 

On peut montrer qu'il existe une permutation des états telle que S 
soit inversible. On a alors L = - T S-l. 
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L'inconvénient de cette approche est que la matrice [S TlT 
doit être en principe calculée à partir des vecteurs propres 
gén6ralisés. II est toutefois possible de s'affranchir de cette 
contrainte et d'éviter de plus toute inversion de matrice en 
procédant simplement à des combinaisons linéaires sur les colonnes 
d'une matrice élargie de dimensions 2nxn définie par 

comme l'a montré Magni, [Magni, 19811. L'algorithme qui en résulte 
s'avère intéressant non seulement au plan de la rapidité de calcul 
mais par le fait qu'il donne une solution L de norme minimale. 

V I  - Conclusion 

Nous avons établi une classification des principales 
méthodes de réduction actuellement en usage. Nous avons ensuite 
fait une étude des qualités qui peuvent être demandées à un modèle 
réduit ce qui nous a amené à définir des critères de choix d'une fionne 
méthode adaptée aux besoins spécifiques. 

Les méthodes basées sur la minimisation de l'erreur entre 
variables de sorties ou d'état fournissent une bonne approximation 
d'un système de grande dimension. Seulement pour obtenir un 
modèle réduit optimal le temps de calcul est excessif. 

Les méthodes modales nécessitent le calcul des valeurs et 
des vecteurs propres, ce qui est souvent très difficile. Si cela peut 
être réalisé, le modèle réduit est obtenu simplement à condition de 
savoir quelles valeurs propres retenir dans le modèle réduit. 

Les méthodes de fractions continues, des moments et de 
Padé ne nécessitent pas le calcul des pôles de la fonction de 
transfert, mais elles peuvent produire un modèle réduit instable 
même si le système initial est stable. En plus on ne peut effectuer 
une mesure de la qualité de l'approximation qu'à posteriori, 
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contrairement aux méthodes mettant en œuvre des techniques 
d'optimisation. II est à noter aussi que la méthode des fractions 
continues ne peut être appliquée qu'à des systèmes dont le nombre 
des sorties est égale à celui des entrées. 





Chapitre II 

METHODES GEOMETNQUES DE 
MISE EN EVIDENCE DES 

DYNAMIQUES D'UN SYSTEME 
MULTI-ECHELLES D E  TEMPS 





Chapitre II 

1 - In t roduct ion  

Lorsqu'on veut absolument conserver dans le modèle réduit 
la signification physique des variables d'état lors de la réduction 
d'un système (C) caractérisé par l'équation (I.7), l'identification des 
variables lentes et des variables rapides ne doit pas se faire par le 
calcul des valeurs propres etlou des vecteurs propres, parce que 
cela ne permet pas un étiquetage des composantes d'état. Les 
méthodes suivantes, fondées sur le tracé des cercles de Gershgorin 
associes à la matrice d'état A du système, localise les modes 
dynamiques dans le plan complexe et leur associe la variable d'état 
correspondante. Le but est de localiser le plus finement possible les 
valeurs propres de la matrice d'état A afin de faire apparaître, 
lorsque c'est possible, deux ou plusieurs domaines du plan complexe 
6 n'ayant pas de points communs. 

La difficulté réside dans la recherche d'une matrice de 
conditionnement D diagonale qui permettrait une telle localisation. 
Ce problème est étudié dans ce chapitre et deux algorithmes très 
efficaces dont un donne la matrice de calibrage, sont proposés. 

II - Rappels sur les normes de matrices carrées 

Récapitulons les définitions et quelques propriétés des 
principales normes sur les espaces de vecteurs et de matrices 
carrées, [Gantmacher, 1966-a,b], [Bakhvalov, 19761. 

11.1 - Normes de vecteurs 

La norme de vecteurs sur R Q s t  une fonction 1 1 . 1  1 v: Rn + R 
qui satisfait les axiomes : 
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Les normes de vecteurs les plus usuelles sont : 

- Norme 1 : 

- M r m e  2 (norme Euclidienne) 

-Norme 00 o (norme du maximum ou de Chebyshev) 

Toutes ces normes ne sont que des cas particuliers de la 
famille des normes de Holder définies par : 

11.2 - Normes matricielles 

Si I'espace vectoriel est muni de la norme 1 1 x 1 1 ,, ia norme 
qui lui est associée dans I'espace des matrices A est : 

Les normes qui sont associées aux normes vectorielles 
dans I'espace des matrices sont : 
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n  
(11.2) l l ~ l l l  = max lai ,l : somme en ligne 

l o j l n  i = l  

- Norme _E! : 

(11.3) IIAII 2 = max Ihil 
1 l i l n  

- Norme = : 

n  
(11.4) IIAll - = max C lai jl : somme en colonne 

l l iSn  j = l  

- Norme de Frobenius : 

- Une norme est dite consistante si elle vérifie : 

IIABII < II A II II BII 
- La norme 2 et celle de Frobenius sont invariantes par une 

transformation orthogonale. 

- Pour toutes les normes précédentes nous avons : 
[Williams, 19851 

~;;IIA l l q < I I ~  Il,<t,ll~ II, 



où bq sont donnés dans la table suivante : 

Table 11.1 

III - Çritères de réaularité des matrices carrées 

Dans tout ce qui suit, nous considèrerons la matrice carrée 
A d'ordre n, A = (aij) Posons : 

II y a une implication logique entre les propriétés de 
diagonale dominance et de régularité des matrices (utile pour la 
mise en œuvre des méthodes géométriques de mise en évidence des 
dynamiques d'un système) qui s'écrit : 

Diagonale dominance * Xégulière 

qu'on peut écrire sous la forme négative : 

Non régulière * Non diagonale dominance 

Les critères de régularité d'une matrice carrée sont plus 
souples à mettre en œuvre que ceux de la diagonale dominance et 
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permettent une localisation plus fine des valeurs propres de la 
matrice. Nous allons donc les utiliser comme des critères de choix 
pour l'utilisation des méthodes géométriques. 

111.1 - Théorème de Hadamard [Parodi, 19521 

La matrice A est à diagonale dominante si 1 

111.2 - Theoremes dlOstrowsk 
, . i [Parodi, 19521 

111.2.1 - la théorème 

La matrice A est régulière si, étant donné le paramètre 
réel a satisfaisant la double inégalité O 5 a 5 1, nous avons : 

Pour a = 0 et a = 1 nous obtenons les inégalités (11.5) et 
(11.6) de Hadamard. 

111.2.2 - 2- théorème 

Etant donnée la matrice A, en posant : 

si avec O 5 a 5 1, nous avons pour tout couple d'indices distincts 
i e t j :  

la matrice A est régulière. 
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111.2.3 - 3- théorème 

Des conditions suffisantes pour que la matrice A soit 
régulière, sont : 

laiil > 1 

lai j l<m pour (i, j - 1, ..., n e t j  c i )  

a i j l < ~ p o u r ( i , j  = l,..., n e t  > i )  

avec O < m  < M  e t  < 
M 

(1 + ml" (I + M)" 

111.2.4 - Autre théorème dlOstrowski 

Etant donnée une matrice carrée, B = (bi,), régulière d'ordre 

n, si l'on ajoute aux bij de petites quantités cij formant une matrice 
carrée de même ordre C = (cij), deux conditions suffisantes pour que 
la matrice A = B + C soit régulière sont : 

les Pi, étant les éléments de la matrice inverse B-' de B. 
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111.3 - G-matrice ou condition 

# .  . .  
efinition : 

Toute matrice A telle que 1 ai, 1 > Gi pour i = 1, --., n où : 

(II. 1 3) 

n-1 

Gn = C Janj/ bL 
j = 1  lai jI 

est appelée G-matrice ou matrice de Gudkov. 

er9r>riété: 

Toute matrice vérifiant ces n conditions est non singulière 
[Chambat, 19711. 

111.4 - H-matrice 

Définition : 

La matrice A est dite H-matrice si la matrice de Jacobi : 



(II. 1 4) 

a1 2 -- 
s a s  

a l  1 

. * 

associée à A existe et est telle que [Chambat, 19711 : 

avec la notation : 1 M 1 = ( 1 mij 1 ) si M = (mi,) 

p(M) = rayon spectral de M. 

Pour replacer ces travaux dans un cadre général : 1 1 M 1 1 < 1 
est une condition suffisante pour que la matrice [1 - Ml soit 
régulière [Korganoff, 1961, 19671. 

En effet, considérons la matrice A telle que l'on ait : aii t O 

pour i = 1, ..., n. Posons A = B + C avec 

B étant non singulière, on a : 

(11.17) A=B( I+B- 'C )= ( I+CBml )B  



Si 1 I M ~  1 < 1 avec 

alors on a une condition suffisante de régularité pour A. 

La classe des H-matrices contient celle des G-matrices 
qui contient celle des matrices à diagonale dominante [Chambat, 
19711. 

La condition G s'écrit : 

Q Ù  Ji et J, sont les matrices triangulaires respectivement 
inférieure et supérieure de J, matrice de Jacobi associée à A 
[Odiard, 19711. 

Les trois propositions suivantes sont équivalentes 
[Chambat, 19711 : 

(a) A est une H-matrice. 

(b) II existe une matrice diagonale régulière Dl telle que 
D,-'AD, soit à diagonale dominante. 

(c)  II existe une matrice diagonale régulière D2 telle que 

D,-IAD, soit une G-matrice. 
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I V  - Localisation des valeurs Dropres d'une matrice carrée dans C 

Tout théorème de régularité sur les matrices correspond à 
un théorème de localisation de valeurs propres. Le plus ancien est 
dû à Gershgorin. 

Si est une valeur propre de A, la matrice [A - XI] n'est pas 
régulière, donc elle n'est pas à diagonale dominante : 

IV.1 - Méthode aénérale : les cercles de Gershaorin 

Théorème : 

Les valeurs propres de A se trouvent dans le domaine 9, du 

plan complexe formé par la réunion des régions intérieures aux n 
circonférences d'équations : 
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et aussi dans le domaine D2 du plan complexe formé par la réunion 
des régions intérieures aux n circonférences d'équations : 

où Pi et Qi sont donnés par les relations (II. 1 ). 

D = D ,  n D2 définit la région du plan où se situent les 

valeurs propres de A. 

IV.2 - Polvnômes de matrice 

Les résultats que donne la méthode de Gershgorin peuvent 
Qtre complétés comme suit : 

Soit un polynôme f(z); on sait qu'étant donnée la matrice A 
de valeurs propres hi (i = 1 , ... , n), la matrice f(A) a pour valeurs 

propres f(hi) (i = 1 , ... 9 n). 

Par un choix convenable de f(z), la méthode de Gershgorin, 
appliquée à la matrice f(A), peut conduire à une localisation 
meilleure que celle qui résulte de son application à la matrice A 
elle-même. 

IV.3 - Theoreme de Rrauer 
, . 

Etant donnée la matrice A, si pour i (1 5 i 5 n), on a : 

pour tout j # i, le cercle d'équation 1 z - a,, 1 = Pi contient une et une 

seule valeur propre de A. 

La condition (11.23) implique que le domaine défini par 
1 z - aiil 5 Pi n'a aucun point commun avec les domaines définis par 
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1 z - a,, 1 r P, pour j + i; j = 1, ..., n. 

IV.4 - Une variante de la méthode aenerale I ,  

- 

Considérons une matrice D diagonale régulière d'ordre n 
d'éléments di (i = 1, ..., n), la matrice AD = D-'AD possède les mêmes 

valeurs propres que A. Compte tenu des égalités (11.21) de 
Gershgorin, le domaine des valeurs propres de A est formé par la 
réunion des régions intérieures aux n circonférences d'équations : 

En utilisant l'inégalité de Holder, ce domaine peut aussi 
être défini par la réunion des n nouvelles circonférences : 

p et q étant des paramètres positifs tels que 

En désignant par Mi le module maximum des éléments non 
diagonaux de la ligne i de A, nous avons : 
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soit en faisant : p = -, q = 1; les relations (11.25) s'écrivent 

IV.5 - l h  méthode d'Ostrowsu 

Le 1 théorème dlOstrowski montre que les valeurs 
propres de A se situent dans le domaine formé par la réunion des - 

régions circulaires définies par les inégalités : 

IV.6 - 2- méthode d'Ostrowski 

Etant donnés n nombres positifs k,, k2, ..., kn satisfaisant à 
la relation : 

et deux nombres positifs p et q tels que : 

les valeurs propres de la matrice A se situent dans le domaine 9, 

formé par la réunion des régions intérieures aux n circonférences 
d'équations : 



Nous avons raisonné sur les lignes de la matrice A; en 
travaillant sur les colonnes, on obtient des relations analogues 
définissant un nouveau domaine D2. 

D = Dl rr D, définit la région du plan où se situent les 
valeurs propres de la matrice A. En jouant sur les valeurs de p et q 
et sur celles des quantités ki (i = 1, ..., n), nous pourrons tenter de 
réduire les dimensions de cette région. 

Notons qu'en faisant dans (II.28), q = =, p = 1, nous 
retrouvons les égalités (11.21) de Gershgorin. 

Si Mi est, suivant que I'on considère Dl ou D2, le module 

maximum des éléments non diagonaux de la ligne ou de la colonne de 
rang i de A et si I'on pose q = =, p = 1, (11.28) devient [Parodi, 19591: 

IV.7 - Méthode de Fan & Hsffman 

Etant donnés la matrice A et deux nombres positifs p et q 
tels que : 

- + - =  1 1 1  
P 9 

si I'on peut trouver un nombre positif a tel que : 



alors les valeurs propres de A se situent dans le domaine formé par 
la réunion des régions intérieures aux n circonférences d'équations : 

En faisant tendre p vers l'infini, q tend vers 1 et I'on 
obtient la proposition suivante : 

Etant donnée la matrice A, si I'on peut trouver un nombre 
positif a tel que : 

Mi étant le module maximum des éléments non diagonaux de la ligne 

de rang i de A, alors les valeurs propres de A se situent dans le 
domaine formé par la réunion des régions intérieures aux n 
circonférences d'équations : 



Elle repose sur le critère de régularité (11.10). Si A est une 
matrice dont les éléments satisfont aux Inégalités : 

alors ses valeurs propres se situent dans le domaine formé par la 
reunion des n circonférences d'équations : 

IV.9 - Réaions de Gudkov 

Si Â. est une valeur propre de A, la matrice [A - XI] n'est pas 
régulière, donc ce n'est pas une G-matrice et donc : 

IV.10 - Ovales de Cassini 

Les n valeurs propres de A se trouvent dans le domaine Dl 

du plan complexe formé par la réunion des régions intérieures aux 
n(n-1)/2 ovales de Cassini O(aii, a,,, Pi, Pi) definies par : 

et aussi dans le domaine D2 du plan complexe formé par la réunion 

des régions intérieures aux n(n-1)/2 ovales de Cassini définies par : 

où Pi et Qi sont donnés par les relations (11.1). 
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9 = 9, n D2 définit la région du plan où se situent les 

valeurs propres de A. 

- Les ovales de Cassini donnent une meilleure localisation des 
valeurs propres que celle obtenue par les cercles de Gershgorin 
mais perdent leur principale caractéristique : la simplicité. 

- L'ovale de Cassini O(aii, a,, Pi, Pi) se trouve dans l'un des deux 
cercles d'équations : 

- Si a,, = ajj, l'ovale de Cassini O(aii, ajj, Pi, Pi) dégénère en la 

circonférence d'équation : 

V - e g ~ l i c a t i o n  à I'identification des dvnamiaue~  

Nous allons maintenant appliquer ces méthodes 
géométriques à I'identification des dynamiques d'un système. Deux 
cas peuvent se présenter : 

- la matrice d'état est bien conditionnée 
- la matrice d'état est mal conditionnée. 

V.l - Matrice d etat b 1 ' ien conditionnée 

L'application des méthodes géométriques dans le cas d'une 
matrice bien conditionnée permet de conclure directement à la 
séparation des dynamiques. 

V. l . l  - Théorème [Dauphin-Tanguy, 19831 

Si les cercles Ci (a,, , Ri) et C, (a,, , R,) sont tels que : 
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l ai, - akk l >> (Ri + R,), v i E J et v k E avec J n 5 = 0 alors la 
matrice A possède deux ensembles séparés de valeurs propres de 
modules très différents. 

Le taux de séparation dépend du rapport : 

Ri 9 Rk 
(11.37) E = max pour i € J e t  k~ 

Iaii - akkl 

qui doit être inférieur à 1. 

Les cercles de Gershgorin associés à A apparaissent sur la 
figure suivante : 

Remarque : La valeur de E dépend du conditionnement de A. 

Cette méthode ne permet de conclure que si la matrice A 
est à diagonale dominante, ou du moins partiellement, ce qui est 
rarement le cas. II faut donc effectuer un calibrage des termes hors 
diagonaux afin de minimiser les rayons des cercles par un 
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changement de base diagonal. 

V.1.2 - [Chow, 19761 

Soit la matrice d'état 

Cette matrice n'est pas à diagonale dominante. Les cercles 
de Gershgorin associés à A sont : 

Fiaure 11.4 

La figure (11.4) ne fait pas apparaître de secteurs disjoints 
du plan complexe. II va donc falloir effectuer un calibrage de la 
matrice A. Mais la question qui se pose est : comment choisir la 
matrice de changement de base diagonale ? En réalité il n'y a aucune 
règle pour le choix de cette matrice. Nous proposons donc de 
chercher la matrice de calibrage qui permet de minimiser tous les 
rayons des cercles de Gershgorin associés à A. 
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1 '  . . 
V.2 - m i c e  d etat mal conditionnds 

. .  . . . .  
V.2.1 - Jviini~ation de la norme infinie d'une matrice 

Williams [Wiiliams, 19851 a proposé un algorithme qui 
permet de minimiser la norme infinie d'une matrice carrée d'ordre n. 
Le fait de minimiser la norme infinie d'une matrice ne permet en 
aucun cas de minimiser les rayons des cercles de Gershgorin. Nous 
verrons par la suite comment utiliser cet algorithme pour 
minimiser tous les rayons. 

Remaraue : 1  1  A 1  1 ,  = ( 1 AT 1  1, ce qui montre que la minimisation de 

1  1 A 1  1, donnera le même résultat que la minimisation de 1  1  A 1 1 , 
pour le rayon spectral. 

Si h est une valeur propre de A alors elle satisfait 
l'inégalité : 

où 1  1 . 1  1 est l'une des normes citées précédemment. Un problème 
intéressant serait d'étudier comment varie le domaine défini par 
(11.38). On constate, d'après la table (11.1), que certaines normes 
fournissent un domaine plus étroit que d'autres. En particulier pour 
la norme - (resp. norme 1) : 1 1  A 1  1, (resp. 1  1 A 1 1  ,) est le rayon du 
plus petit cercle centré en zéro contenant tous les cercles de 
Gershgorin de A dont les rayons ont été calculés suivant les lignes 
(resp. colonnes). 
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\ Cercles de  ersh ha or in de A / 

Fiaure 11.5 

. . 
a - m i c e  irreductible 

Définition : 

Une matrice A est dite irréductible s'il n'existe pas de 
matrice de permutation P telle que : 

Lemme: 

Pour A irréductible, AD = D-'AD a sa norme - minimale si 

et seulement si toutes ses lignes ont la même somme en module. 



Princi~e de la méthode : 

Si la somme des modules des éléments de la ligne i est 
maximale, aucune opération n'est effectuée. 

Sinon, on cherche 

avec O a di a 1 augmentant ainsi la somme des modules des éléments 

de la ligne i et réduisant les sommes des modules maximales de 
façon à avoir l'égalité. 

Si m est l'indice de la ligne dont la somme des modules des 
éléments est maximale, di est solution de l'équation : 

Lemme: 

L'équation (11.40) a une solution di unique telle que 

O a di 5 1. En plus di = 1 si et seulement si : 
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b - Alaorithme : 

étape 1 : faire A, = A 
D = 1" 

étape 2 : pour k = 0, 1, 2, ... 
2.1) pour i = 1, 2, ..., n 

2.1.1) trouver ml indice de la lere ligne de A, 
dont la somme des modules des éléments 
est maximale et pour laquelle 1 a 1 est 

maximum. 
2.1.2) calculer di, O < di < 1, solution de (11.40) 
2.1.3) pourj = 1, 2, ..., n 

si j+i alors aij = aij l di 

aji = aji * di 

2.2) D = D * diag(di) 

Ak+l = Ak 
2.3)sipaur i = I l 2 , . . . , n  o n a  d i > l - E  pour & < c l  

alors Aw =Ak+,, Fin. 
sinon étape 2. 

Lemme: 

Donc pour E =+ O, Aw est calibrée dans le'sens du Lemme 1. 

(1 - 2 ~ )  I I A ~ I  1, < R~ s 1 I A ~ I  1, pour i = I, 2, ..., n 

Ri étant la somme en ligne des modules des éléments de A,. 

Exempte : Si on minimise la norme infinie de la matrice A donnée 
dans l'exemple précédent par l'algorithme de Williams, on obtient : 



La matrice de calibrage correspondante est : 

Les cercles de Gershgorin associés à A,,,, sont : 

5 
nxc des r e e b  

Fiaure II. 6 

On voit bien que la minimisation de la norme infinie de la 
matrice A ne permet en aucun cas le découplage des dynamiques. 
Cependant, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, 
cet algorithme appliqué différemment nous permettra de mieux 
localiser les valeurs propres de la matrice. 



- 
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V.2.2 - Jviinimisation des ravons des cercles de Gershaoriq 
S . .  . 

II s'agit de trouver une matrice diagonale régulière D = (di), 
i = 1, ..., n, optimale qui minimise le critère : 

Le fait de minimiser ce critère permet de minimiser les 
rayons des cercles de Gershgorin associés à la matrice d'état A du 
systdme (X). 

(11.41) J m z t / l a i j l  91 pour a =  1,  2, ... 

Cette méthode peut présenter un inconvénient, en effet la 
valeur de ce critère peut correspondre à un minimum local et donc 
les rayons des cercles de Gershgorin associes à A, = D-l AD peuvent 

i=1  J=I  

ne pas être minima, et en plus le calcul peut s'avérer fastidieux. 

d i 

b - méthode de minimisation des ravom 
. . a  

Considérons la matrice d'état A du système (X). A peut être 
réécrite sous la forme : A = B + C où B et C sont données par (11.1 6). 

Le but est de trouver une matrice diagonale D régulière 
telle que les rayons des cercles de Gershgorin associés à D-'A D 
soient égaux. Pour cela, nous allons appliquer l'algorithme de 
Williams à la matrice des termes hors diagonaux C. 

Nous avons donc C, = D-'CD avec 1 1 C, 1 1, minimale. 

La matrice AH = B + Cw est telle que les rayons des cercles 
qui lui sont associées sont minima. En plus, nous avons : 

en effet 
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B 6tant diagonale, on a B = D-IBD et donc 

Exemple  : Reprenons l'exemple cité ci-dessus et appliquons 
l'algorithme de minimisation des termes hors diagonaux il la 

. - matrice A. 

La matrice obtenue est : 

La matrice de calibrage correspondante est : 



Les cercles de Gershgorin associés à AH sont : 

z 
fixe des reets 

Nous avons ainsi minimisé les rayons des cercles de 
Gershgorin associés à la matrice A. Nous avons ainsi mis en 
évidence plusieurs dynamiques pour ce système. 

c - 2- méthode de minimisation des ravona 
. . .  . 

Cette méthode permet d'obtenir une localisation encore 
meilleure que celle obtenue par la lere méthode, mais elle ne permet 
pas la détermination de la matrice de calibrage. 

Nous avons vu que pour minimiser les rayons des cercles de 
Gershgorin associés à A, il suffisait de les rendre égaux 
[Algorithme de Williams + lbe méthode]. En nous basant sur le 
même principe que celui de l'algorithme de Williams, et sachant que 
les valeurs propres de la matrice A sont situées dans les domaines 
intérieurs aux circonférences d'équations : 

i et m étant les indices des rayons qu'on cherche à rendre égaux, 
nous chercherons donc à avoir : 



s o i t  

ce qui nous amène a résoudre l'équation : 

a 
avec x = l d i l  

L'équation (11.44) a une solution X  unique telle que : 
O < X I 1 .  

Exemple : L'application de cette méthode a l'exemple précédent pour 
a = 15 conduit à : 

z 
I x c  des r e e l s  
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V I  - Conclusion 

Nous avons exposé un certains nombre de méthodes 
géométriques de localisation des valeurs propres d'une matrice 
carrée; des méthodes qui nous permettront d'effectuer la séparation 
des dynamiques du système tout en conservant le sens physique de 
ses composantes d'état. Auparavant, nous avons cité différents 
critères de régularité; des critères qui pourront, dans le cas d'une 
matrice bien conditionnée, être des critères de choix pour 
l'utilisation des méthodes géométriques pour la mise en évidence 
des dynamiques d'un système. En plus, lorsque la matrice n'est pas 
bien conditionnee, nous avons établi deux méthodes, basées sur la 
minimisation de la norme infinie d'une matrice, permettant 
d'effectuer une localisation très fine du spectre de la matrice. 

Dans le chapitre suivant, nous exposons une technique de 
bloc-diagonalisation lorsque la matrice est mal conditionnée et que 
nous ne pouvons pas conclure par les méthodes géométriques. 





Chapitre III 

BLOC-DIAGONALISATION PAR LA 
SIGNATURE D'UNE MATRICE 
CARREE D'UN SYSTEME A 

ECHELLES DE TEMPS MULTIPLES 
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1 - Introduction 

Les méthodes géométriques de mise en évidence des 
dynamiques ne sont applicables que dans la mesure où elles font 
apparaître une séparation nette des domaines contenant les valeurs 
propres de la matrice d'état du système. Dans le cas contraire, il 
est nécessaire d'effectuer un changement de base non diagonal pour 
rendre la matrice d'état bloc-diagonale. 

La bloc-diagonalisation de la matrice d'état A du système 
(Z) représente par I'équation (I.7), peut être réalisée à travers la 
fonction signature de matrice dont une des caractéristiques principale 
est la préservation des valeurs et vecteurs propres de la matrice 
init iale. 

Dans ce chapitre, nous présentons une technique de 
séparation des valeurs propres de la matrice d'état A relativement 
à un secteur du plan complexe défini par : 

- un intervalle 9 = ]a,, a,[, 
- une couronne C(O,r,R) définie par deux cercles centrés en zéro 

de rayons respectifs r et R, 
sans pour autant calculer les valeurs propres de la matrice A. 

Nous développons aussi une technique de 
bloc-diagonalisation de la matrice A en accord avec les 
caractéristiques de son spectre. Chaque bloc contiendra les valeurs 
propres de A situées dans un domaine spécifique de 6. 

II - Quelaues définitions 

Considérons le système (X) défini par l'équation d'état 
(1.7). Le comportement transitoire de ce système dépendait de la 
localisation des valeurs propres de la matrice d'état A. 

Généralement, celles-ci sont classées en deux groupes : 

- valeurs propres dominantes : lentes ou instables 
- valeurs propres non dominantes : rapides et stables 



En réalité la définition des valeurs propres stables 
dominantes (resp. non dominantes) est encore ambigüe. En effet 
deux définitions peuvent être retenues : les dynamiques dominantes 
Ai de la matrice d'état A du système (X) sont celles : 

- qui sont proches de l'axe imaginaire !Qe(hi) proche de zéro 

- qui ont un module relativement petit =, I A i I  proche de zéro. 

Les définitions suivantes présentent les différents cas 
possibles. 

Les dynamiques non dominantes d'un système continu (X) 
stable sont telles que !Qe(hi) I r c O tandis que les dynamiques 

dominantes sont telles que Ke(hi) > r. 

Si la distribution spectrale du système n'est pas connue, le 
réel r peut être choisi comme la moyenne arithmétique des valeurs 
propres de la matrice A [Shieh, 1984-a, 19861: 

(III. 1 ) 

Nous introduisons une nouvelle définition : les dynamiques 
non dominantes d'un système continu stable (Ç) sont telles que 
O < p < 1 hi 1 tandis que les dynamiques dominantes sont telles que 

lhil 2 ~ -  

Si la distribution spectrale du système n'est pas connue, le 
réel p peut être choisi comme la moyenne géométrique des valeurs 
propres de A : 
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11.3 - Definition 3 
, .  . .  [Shieh, 19861 

Les dynamiques dominantes d'un système (Z) sont les 
valeurs propres de A situées dans le secteur défini par le cercle 
centré en zéro de rayon p et le secteur angulaire d'angle 8 : 

ure 111.1 

avec 

où r, est défini dans (111.1) 

r est la  moyenne géométrique des valeurs propres de [A - r J,..]. 



III - Sianature d'une matrice carrée 

Des applications de la fonction signature de matrice ont été 
proposées par Beavers et Denman [Beavers, 1973, 19741, [Benman, 
19763, [Shieh, 1983, 1984-a,b,c]. La fonction signature de matrice est 
un outil très important pour la decomposition spectrale puisqu'elle 
fournit des renseignements sur le spectre de la matrice même 
quand on ne connait pas ses vecteurs et ses valeurs propres. 

111.1 - m r e  d'une matrice carrée 

111.1.1 - Fonction siane d'une variable complexe 

La fonction scalaire signe d'une variabLi complexe z telle que 
# O est définie par : 

+1 quand Ke(z) > O 
signe(z) = - 1 quand Ke(z) < O 

Nous observons que le signe est une fonction non linéaire 
qui transforme le demi plan complexe 6+ (resp. 6-) en +1 (resp. en 
-1). 

Cette définition est restrictive dans le sens où elle n'est 
pas définie lorsque Re(z) = O. Nous allons donc l'étendre par 
signe(z) = O quand Ke(z) = 0. 

111.1.2 - Cas d'une variable matricielle 

a - fonction de matrice 

Une matrice carrée A, d'ordre n, peut être écrite sous la 
forme : 

A = M A M-' 

où M est la matrice des vecteurs propres de A et A est la matrice 
canonique de Jordan : 





1 sur 

. - 
avec la n flRtw f (A)  = M f(A) M-' 

avec 

, .  . .  
e f i n i t i o ~  : Si on note 

i notée : A, 

où pour chaque 

forme [Denman, 
(III. 7 )  

OU pour chaque i = (1 ,..., k) 
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(III. 8) 

car 

alors la signature de A sera définie par : 

Pro~r iétés : A étant une matrice non singulière et ne contenant pas 
de valeurs propres imaginaires pures, 

* A, est une matrice diagonale dont les éléments sont des 

1 et des -1. A, est en général, à cause de la base dans laquelle est 

calculée la matrice des vecteurs propres M, non diagonale composée 

de termes différents de 1 et -1. On a toujours A , ~  4 In : identité 

de rang n. 

où p,  (resp. q ) est le nombre de valeurs propres de A à partie réelle 
positive (resp. négative). 



Exemple : Considérons la matrice 

la matrice contenant les valeurs propres de R est : 

et les vecteurs propres associés à ces valeurs propres sont : 

l'application de la fonction signe à chaque valeur propre de R donne : 

d'où la signature de R (111.9) : 

2 
Nous avons bien R, = I, et trace (R,) = 0 
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111.1.3 - -cul de la s i a w r e  d'une matrice carrée 

Un des algorithmes itératifs donnés dans la littérature 
[Denman, 1976, 19811, [Howland, 19831, [Shieh, 19861 pour le calcul 
de la signature d'une matrice carrée A ne contenant pas de 
singularités à l'origine ni de valeurs propres imaginaires pures, 
consiste à calculer la suite : 

Si + Si 
(111.10) Si+l= avec S o = A  

2 

La signature de A est obtenue par : 

Critère d'arrêt : Am2 + In [Howland, 19831. 

Les singularités précédemment énoncées peuvent être 
évitées en effectuant une translation du spectre de A par rapport à 
zéro. 

Le sens de la translation est définie par le signe de E. 

Ceci nous amène à définir la sgnature généralisée de A. 

111.2 - Sianature aénéralisée d'une matrice carrée 

Supposons que la matrice A soit singulière ou contenant 
des valeurs propres imaginaires pures. 
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Considérons E E R et A, = [A + E In] et A, = [A - e In] tels que 
A, et A, ne contiennent pas de singularités à l'origine ni de valeurs 
propres imaginaires pures. 

La signature généralisée de A est donnée par : 

Exemple : Considérons la matrice singulière G ayant pour valeurs 
propres (1, -1, i, -i, O), i étant le nombre complexe tel que i 2  = -1. 

La signature généralisée de G est : 

111.3 - Proiecteurs Drspres [Denman, 1981 ] 

Le domaine spectral o(A) peut être décomposé en quatre 
sous-espaces : pbsitif, négatif, nul et imaginaire. Les projecteurs 
propres sont donc définis de façon à couvrir le spectre entier de A. 
Ils sont notés : T +, T', TI, T O avec : 

T+ : le projecteur de o(A) sur C+, !&e(hi) > O 

T -  : le projecteur de o(A) sur G-,  !&e(hi) < O 

PI : le projecteur de o(A) sur l'axe imaginaire, Ke(Xi) = O ; Jm(Xi) + O 

: le projecteur de o(A) sur I'origine du plan complexe, hi = O 



*T++T~+T~+T~=I,, 
* T + T - = O ... (orthogonaux deux à deux) 
* T + T + = T + ... (idempotence) 

* A+ = A T + = T + A : projection de o(A) sur C+ 
* A' = A 1)- = T - A : projection de o(A) sur G' 
* AI = A T1 = T1 A : projection de o(A) sur l'axe imaginaire 
* A0 = A 4 = T O A = O : projection de o(A) en zéro 
* A = A + + A - + A ' + A O  

o(A+) = o(A) tel que Ke(hi) > O 

o(A-) = o(A) tel que Re@,) c O 

o(A1) = o(A) tel que Ke(hi) = O et Jm(hi) t O 

o(AO) = o(A) tel que hi = O 

f i e m a r u  : !?? O n'est pas forcement nulle. 

111.3.2 - Calcul des projecteurs proDres 

(I I I .  1 4) 
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+ 9 9 

r : contour fermé dans G contenant o(A) n C 

: contour fermé dans C- contenant o(A) n C- 

Les valeurs propres des projecteurs propres de A sont des 
O et des 1 avec les mêmes vecteurs propres que pour A. 

Exempte : Les projecteurs propres de la matrice G sont : 

En plus, nous avons : 

trace(T +) = 1 e t  rang(T9) = 1 
trace(T ') = 1 e t  rang ( T  -) = 1 
 trace(^ I) = 2 e t  rang (TI)  = 2 
 trace(^ O )  = 1 

ce qui correspond bien au spectre de G. 
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111.4 - Lpcalisaon du spectre de A dans un intervalle 
. . 

9 = la, ,a2[ 

Nous allons localiser les valeurs propres de A situées dans 
le domaine I, délimité par l'intervalle J et calculer leur nombre. 

Fiaure 111.2 

111.4.1 - W r e  dans I intervalle 9'  9 

Nous introduisons une nouvelle définition de la signature 
d'une matrice A dans un intervalle J = ]a, ,a2[ qui nous permettra de 
déterminer des domaines ne contenant pas de valeurs propres de la 
matrice et sera utilisée dans l'algorithme 1. 

A - a  1 
s i  al < a 2 i 0  : A~~~ = [ 2 d , - [ ~ - a i ~ n ] ~  

2 

( ln .  15) s i  O S a l  <a2 : A-1g = 
[A - a l  14- - [A - a,lnIrn 

2 

s i a 1 1 0 1 a 2 :  A d y = A - -  
[A - a1 In]_ + [A - a21.1~ 

2 



où p ,  (resp. q) est le nombre de valeurs propres de A dans 
l'intervalle ]a, ,a2[ à partie réelle positive (resp. négative). 

111.4.2 - Nombre de valeurs DroDres de A dans j' 

Le nombre de valeurs propres de A situées dans le domaine 
D défini par l'intervalle J = ]a, ,a2[ est : 

111.5 - Localisation du s~ectre de A a I interieur d'une cou 
. . . '. . . 

ronne 

Nous allons localiser les valeurs propres de A situées dans 
le domaine 1, délimité par les cercles C(0,r) et C(O,R), O 2 r c R 2 W, 

puis calculer leur nombre. 

-(A - a2 I,,)~~ trace 

111.5.1 - Sianature de A par rap~ort à un cercle ~ ( 0 , p )  

(III. 1 6) n = - - 
2 

-(A - a, I,,) 00 - - trace 

p .  . .  
a - Definit ion 

Considérons la fonction de variable complexe 

a z +  fl 
(III. 1 7) ti(z) = 

6z+ o 

où z, a, fl, 6 et o sont des nombres complexes tels que ao - P6 # O. 

La fonction de variable matricielle correspondante est : 

- 1 
(III.  1 8) h(A) = (UA + PI,) (SA + 01,) avec de t (SA + 01,) t O 
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b - Sianature de A par rapport au cercle C(0,p) 

Sachant que O I p 5 = et que C(0,p) est le cercle centré en 
zéro de rayon p. En prenant a = 6 = 1, Q = -p et o = p et en supposant 
que h(A) ne contient pas de singularités à l'origine ni de valeurs 
propres imaginaires pures alors la signature de A par rapport au 
cercle C(0,p) est : 

En effet la fonction bilinéaire de variable complexe : 

transforme le cercle C(0,p) en l'axe imaginaire, l'intérieur (resp. 
l'extérieur) de C(0,p) en demi-plan gauche (resp. droit) du plan 
complexe. 

où p, (resp. q)  est le nombre de valeurs propres de A à I'extérieur 
(resp. l'intérieur) du cercle C(0,p). 

111.5.2 - Sianature de A dans la couronne C(O,r,R) 

Nous introduisons une définition de la signature d'une 
matrice à l'intérieur d'une couronne qui va nous permettre de définir 
des domaines ne contenant pas de valeurs propres de la matrice et 
sera utilisée dans l'algorithme 2. 

Supposons que O 5 r < R 5 00 et que 



La signature de A dans C(O,r,R) : 

Fiaure 111.3 
est : 

111.5.3 - Nombre de valeurs oropres de A dans C(O,r,R) 

Le nombre de valeurs propres de A situées dans la couronne 
C(O,r,R) est : 



t race ( A , , ~  (o,o,e+ol) = nombre de valeurs propres nulles de A. 

IV.1 - p . . étermination de la matrice de chanaement de base 

Etant donné la matrice d'état A d'un système (E), 
représenté par l'équation (1.7, il est possible, par une 
t rans fo rmat ion  l inéai re,  de l'écrire sous forme diagonale par blocs 
tout en s'imposant les sous-ensembles des valeurs propres que l'on 
veut retrouver dans chacun des blocs diagonaux. 

me : [Denman, 19761 

Si la matrice A possède n, (resp. ne = n - n,) valeurs 
propres à partie réelle positive ou nulle (resp. négative), alors A 
peut être mise sous forme bloc-diagonale : 

par un changement de base de matrice : 

avec : 

A, contenant les n, valeurs propres de A à partie réelle positive ou 

nulle 
A2 contenant les n2 valeurs propres de A à partie réelle négative. 

Remarque : Si, par des permutations de lignes et de colonnes, nous 
écrivons A de façon à ce que les n, premiers éléments de la 

diagonales de A, soient tous positifs, alors la matrice F sera non 
singulière. 



Supposons que la matrice d'état A possède, p valeurs 
propres à partie réelle positive ou nulle et q valeurs propres à 
partie reelle strictement negative. Supposons en plus que ces q 
valeurs propres forment deux sous-ensembles disjoints de 
dimension n, et n,. Nous allons donc les identifier, effectuer des 

permutations pour regrouper les dynamiques correspondantes à ces 
sous-ensembles et enfin bloc-diagonaliser la matrice d'état A. Le 
système sera alors décomposé en deux sous-systèmes : lent et 
instable de dimension p+nl et rapide de dimension n2. 

Jusqu'à présent la seule contrainte imposée est que ces 
sous-ensembles soient disjoints et aucune hypothese n'a été faite, 
tant sur les propriétés de l'ensemble global que sur les dimensions 
respectives de la partition effectuée. 

IV.2.1 - Blgorithme 1 (utilisation de la définition (I I I .  1)) 

Notations : 

Ap : matrice carrée d'ordre p telle que Re(&) 2 O (i = 1, ..., p) 

A, : matrice carrée d'ordre q telle que Ke(hi) < O (i = 1, ..., q) 

Iaq 
: moyenne arithmétique des valeurs propres de Aq (111.1) 

Aqd = Aq - F 1 
aq q 

D, = diag(A-) 

D 2  = diag[(A,C,),l 

(111.23) Pl est la matrice de permutation telle que : 
- les p premiers éléments de Dl soient positifs 

- les q derniers éléments de D, soient négatifs. 

(111.24) P, est la matrice de permutation telle que : 
- les n, premiers éléments de D, soient positifs 
- les n, derniers éléments de !D, soient négatifs. 



ALGORITHME 1 

déterminer Pl 
comme i ndi qué (111.23) 

I 

A = A  
O 

1 

ou imaginaires pures ? 

déterminer E C O  tel que 

trace (A,, ]&O[ ) = O  

I 

A t A -  &In 
i 

L I 

cal cul er A, 

. I 
+ 

calcul er T pour 
l a  matrice A 

I 

q = n -  p 



Chapitre ï ï l  

trace (Aq) 
r aq = 

9 

1 calculer (A,,)_ 1 
+ 1 calculer I pour 1 1 l a  matrice A, I 

nl = rang r-7J-l 
dét er mi ner P2 

comme i ndi qué (111.24) 
I 



Chapitre ïïï 

Si nous avons k sous-ensembles disjoints de dynamiques et 
si nous voulons décomposer le système initial en k sous-systèmes 
alors il faut recommencer l'étape 2 pour chaque bloc et pour chaque 
sous-bloc de Aq jusqu'à en avoir k. 

IV.2.2 - Alaorithme 2 (utilisation de la définition (111.2) ou 
(III. 3)) 

Notations : 

A, : matrice carrée d'ordre p telle que !Qe(%) 2 O (i = 1, ..., p) 

A, : matrice carrée d'ordre q telle que !Qe(Xi) < O (i = 1, ..., q) 

rq : moyenne géométrique des valeurs propres de A, si I'on 
considère la définition (III.2), ou alors la moyenne telle qu'elle a été 
définie dans (111.3) si I'on considère la définition 3. 

Aq=lc : signature de A, par rapport au cercle C(O.r,) 
D2 = diag(Aq&) 

(111.25) P, est la matrice de permutation telle que : 
- les n, premiers éléments de D, soient négatifs 
- les n, derniers éléments de D, soient positifs. 



( ALGORITHME 2 ) 

I 
I 

1 

Valeurs propres de A nulles 
ou imaginaires pures ? 

déterminer E C O  tel que 

1 
t race (A-, ]&O[ ) = O  

I 
L 

A c A -  e I ,  

I 

cal cul er A, 
. 

I 

cal cul er T+ pour 
l a  matrice A 

1 

p = rang (P+) 
q = n -  p 

déterminer Pl 
comme i ndi qué (111.23) 



Chapitre Iïï 

dét ermi ner P2 



Chapitre IH 

Si nous avons k sous-ensembles disjoints de dynamiques et 
si nous voulons décomposer le système initial en k sous-systèmes 
alors il faut recommencer l'étape 2 pour chaque bloc et pour chaque 
sous-bloc de A, jusqu'à en avoir k. 

IV.3 - Critères de sé~arabi l ia  

Nous introduisons ici de nouveaux critères de séparabilité 
relatifs aux algorithmes précédents. Ils permettent la mesure de la 
qualité de la séparation effectuée lors de la bloc-diagonalisation. 

IV.3.1 - Méthode utilisant r, 

Etant donne la matrice d'état A d'un système caractérisé 
par l'équation (1.9). S'il existe a,, a,, Pl  et p, E R tels que : 

voisin de 1 t e l  que : 
P2 - Pl 

(III. 2 6) A - a, I,)_] - trace A - a, I,)_] = O 

 trace[(^ - p l  I,)_] - trace 

alors le système peut être décomposé en deux sous-systèmes de 
dynamiques très différentes. 

a,, a,, pl  et P, sont définis dans la figure 111.4 
n étant l'ordre de la matrice A. 
D l  est le domaine contenant les dynamiques rapides et 

stables 
D, est le domaine contenant les dynamiques lentes ou 

instables 



--- 

Chapitre IH 

Fiaure 111.4 

Etant donné la matrice d'état A d'un système caractérisé 
par l'équation (1.7). S'il existe p l  et p, E W + tels que : 

j P I  P 1  
(III. 27) 

alors le système peut être décomposé en deux sous-systèmes de 
dynamiques très différentes. 



Chapitre ïïI 

Pour calculer p ,  et p 2 ,  on peut utiliser l'algorithme de 
Williams [Cf. chapitre I I ]  pour les deux blocs de la matrice A, : 

V - Conclusion 

Basée sur les propriétés de la signature généralisée de 
matrice, nous avons introduit une nouvelle définition de la 
signature d'une matrice par rapport à un intervalle, puis par rapport 
à une couronne, dont l'intérêt est tenir compte des modes complexes 
dont Ipe(h) CC Jm(h), nous permettant ainsi de déterminer des 
domaines ne contenant pas de valeurs propres de la matrice d'état. 
Nous avons aussi établi deux algorithmes de bloc-diagonalisation 
basés sur deux définitions différentes des dynamiques dominantes 
d'un système caractérisé par son équation d'état. Comme nous allons 
le voir dans les exemples du chapitre suivant, les sous-systèmes 
obtenus par ces trois définitions peuvent être ou ne pas être 
identiques. Nous ne pouvons pas dire a priori quelle définition 
donnerait le meilleur découplage, d'où la nécessité d'introduire une 
mesure de la qualité de séparabilité de ces sous-systèmes (111.26) 
pour la définition (111.1) et (111.27) pour les définitions (111.2) et 
(III. 3). 

Nous avons proposé dans ce chapitre des méthodes 
nouvelles de bloc-diagonalisation de la matrice d'état d'un système 
multi-échelle de temps, par calcul de matrices de changement de 
base reposant sur la définition de la signature de matrice. 



Chapitre IV 

EXEMPLES D'APPLICATION 





chapitre nr 

Dans ce chapitre sont exposés cinq exemples d'application 
des méthodes données dans les chapitres précédents. Les méthodes 
du chapitre III, complétées de celles du chapitre II, sont comparées 
avec d'autres méthodes de localisation des dynamiques et de 
bloc-diagonalisation tirées de la littérature. Ces exemples 
présentent des caractéristiques différentes au point de vue taille 
et au niveau de l'ordre de grandeur des modes du systeme. 

A titre d'information, et pour chaque exemple, nous 
donnons les valeurs propres de la matrice d'état. Le système réduit 
obtenu est souvent comparé avec celui obtenu par la méthode 
proposée par l'auteur de chaque exemple. Finalement, pour chaque 
méthode, un tableau récapitulatif résume les résultats obtenus pour 
tous les exemples. Nous calculons aussi la valeur du critère de 
séparabilité (111.26) ou (111.27) des dynamiques. 

On constate que le système réduit dépend de la définition 
adoptée pour les dynamiques dominantes du systeme initial. 

Notation : 

A : la matrice d'état 
H : la matrice de changement de base 
A, : la matrice d'état bloc-diagonalisée. 

1 - Exemple 1 : [Chow, 19761 

Considérons le générateur de vapeur de Chow cité dans le 
chapitre II et dont la matrice d'état est : 

Les valeurs propres de A sont (-0.1542 f 0.1494i ; -1.9697 
f 0.143i ; -5.0318) 



Chapitre IV 

Les conditions (1.34) de mise en évidence de la propriété de 
double échelle de temps n'étant pas satisfaites, Chow réordonne les 
lignes et les colonnes de A en effectuant des permutations de 
matrice : 

La matrice obtenue est : 

Les conditions (1.34) ne sont toujours pas satisfaites, il 
effectue un calibrage de matrice : 

Notons que le choix de la matrice de calibrage nécessite 
une bonne connaissance du système et surtout beaucoup 
d'expérience. La matrice obtenue est alors : 

A, = SA, S-' = 

et vérifie (1.34) 



Chapitre lv 

Le système bloc diagonalisé sous forme (1.20) est alors : 

La valeur du critère (1.22) relative à A, est donnée plus 

loin dans le tableau récapitulatif. 

1.1 - Alaorithme 1 

définition 1 : (m.1) 

durée du calcul : 25 s 

La matrice d'état obtenue sous forme bloc-diagonale est : 

Les sous systèmes lent et rapide sont de dimension 2 et 3. 

définition 2 : (111.2) 

durée du calcul r 25 s 



Chapitre N 

On remarque que la matrice bloc-diagonale obtenue par 
l'algorithme 2 - définition 2 est identique à celle obtenue par 
l'algorithme 1. 

définition 3 : (ITI.3) 

durée du calcul : 27 s 

L'utilisation de la définition 3 permet le découplage du 
système initial en deux sous systèmes de dimension respective 4 et 
1 .  



Chapitre IV 

Tableau r é c a p i t u w  : 

II - Exemple 2 : [Hickin, 19801 

Exemple de C h o w  

Déf i  ni ti on 1 

Définition 2 

Déf i  ni tio n 3 

C h 0 ~  

Les valeurs propres de A sont (-0.2042 ; -0.4652 f 9.3538i. 
; -13.541 I 376.33i ; -37.482 ; -46.342) 

Utilisant des techniques d'agrégation, Hickin conserve les 
3 premières valeurs propres dans son modèle réduit. 

ordre de A [ 

2 

2 

4 

2 

Nous traitons cet exemple parce que le module des parties 
imaginaires de certaines valeurs propres est très grand par rapport 
à celui de la partie réelle; ce qui pose le problème de choix entre 
les definitions et qui se traduit par la question : faut-t-il retenir 
ces valeurs propres dans le modèle réduit ? 

ordre de A, 

3 

3 

1 

3 

& 

O .3544 

0.1 651 

0.4267 

0.1 966 
- 



Chapitre W 

définition i 

durée du calcul : 54 s 

colonnes 1 a 5 

colonnes 6 a 7 

11.2 - Alaorithrne 2 

durée du calcul : 43 s 



Chapitre IV 

colonnes 6 a 7 

définition 3 

durée du calcul : 47 s 



Chapitre ïV 

A, = 
colonnes 1 a 5 

colonnes 6 a 7 

Tableau récapitulatif : 

Tableau 2 

III - E x e m ~ l e  3 : [Kando, 19881 

& 

0.51 52 

O -275 1 

0.1 294 

Hi ck i  n 

Déf i  ni t i o n  1 

Dé f i  n i t i o n  2 

Déf i  n i t i o n  3 

Le modèle considéré par Kando est celui d'un réacteur et 
dont la matrice d'état est : 

o r d r e  de Al 

5 

3 

5 

o r d r e  de A, 

2 

4 

2 



Les valeurs propres de A sont (-0.1985 ; -5.0317 ; 
-52.4626 ; -64.9933 ; -94.9318) 

Ce modèle a été traité par plusieurs auteurs [Kando, 19881, 
cependant les conditions de séparabilite (1.22) et (1.34) ne sont pas 
satisfaites par des permutations ou des calibrages; ou même quand 
elles le sont, les valeurs propres du modèle réduit n'approchent pas 
celles du modèle initial. 

définition 1 

durée du calcul : 29 s 

111.2 - Alaorithme 2 

définition 2 

durée du calcul : 25 s 



durée du calcul : 29 s 



Tableau 3 

Kando 

Définit ion 1 

Définit ion 2 

Définit ion 3 

I V  - Exemple 4 : [Magni, 19811 

On considère une chaudière de matrice A : 

ordre  de Al 

2 

2 

2 

A = 
colonnes 1 a 6 

colonnes 7 a 9 

ordre de A, 

3 

3 

3 

et de valeurs propres : {O ; -0.0105 + 0.0012i ; -0.102 ; -0.2366 ; 
-0.3209 : -2.9405 ; -3.6362 + 0.9361i) 

& 

0.0976 

0.4986 

0.0976 



-- 

Chapitre W 

L'intérêt de cet exemple est de montrer la validité de nos 
méthodes sur des modèles de grande dimension et de pouvoir 
comparer nos résultats avec ceux obtenu par Magni. 

durée du calcul : 1 mn 2 s 

H = 
co lonnes  1 a 5 

co lonnes  6 a 9 



Chapitre IV 

A, = 

colonnes 1 a 5 

colonnes 6 a 9 

définition 2 

durée du calcul : 1 mn 



Chapitre W 

H = 
colonnes 1 a 5 

colonnes 6 a 9 

colonnes 6 a 9 

définition 3 

durée du calcul : 1 mn 2 s 



H = 
colonnes 1 a 5 

colonnes 6 a 9 

colonnes 6 a 9 



Chapitre IV 

colonnes 6 a 1 1  



chapitre IV 

colonnes 6 a 10 

colonne 1 1  

durée du calcul : 1 mn 16 s 

colonnes 1 a 6 



Chapitre IV 

c o l o n n e s  7 a 11 

A, = 

c o l o n n e s  1 a 5 

! 0 .002  - 
! 0.0003 - 
! 0 .  - 
! 0 -  - 
! 0.2663 - 
! 0 .  - 
! 0 .  - 
! - 0.3250-13 - 
! 0.1690-14 
! - 
! 0 .  

CO tonnes 

c o l o n n e  11 



Chapitre N 

durée du calcul : 1 mn 13 s 

H J  
co lonnes  1 a 5 

co lonnes  6 a 11 

AB = 

co lonnes  1 a 5 



Chapitre IV 

c o l o n n e s  6 a 10 

c o l o n n e  1 1  

Tableau réca~itulatif : 

Tableau 6 

V I  - C o m ~ a r a i s o n  

V I . l  - plaorithme 1 

Nous remarquons que l'utilisation de la définition 1 donne 

E 

0.26 15 

O .3735 

0.3555 

Mishra 

Définition 1 

Définition 2 

Défi nit ion 3 

ordre de Al 

8 

6 

8 

ordre de A, 

3 

5 

3 



des résultats satisfaisants surtout pour l'exemple de Magni alors 
que pour celui de Mishra, le découplage n'est pas très bon. En effet, 
d'aprés (III.26), plus & est proche de 1, meilleur est le découplage. 

Exemple de : ordre de AI ordre de A, ]a1 , aS[ IPI,P2[ & =  
a2 - al 

P z -  P l  

Chow 2 3 1-1 - 9 ,  -0.16 [ 1-5-05 ,-0.14[ O .3544 

Hickin 5 2 1-37.4 , -1  3.6[ 1-46-4 , -0.21 0.51 52 

Kando 2 3 1-52.3 , -5.02[ 1-95 , - 0.18 [ 0.4986 

. - 
Magni 6 3 1-2.93,-0.33[ 1-3.64,0.01[ 0.71 23 

Mishra 8 3 1-2.82 ,-1.005[ 1-6.94 , O [  0.261 5 

Tableau 7 

Les résultats obtenus par l'utilisation de la définition 2 
montrent bien que celle-ci peut très bien être appliquée tant pour 
les systèmes de petite taille que pour ceux de grande taille. 

Nous pouvons conclure directement à partir de A, pour les 

exemples de Chow et Kando alors que pour les autres l'application 
de l'algorithme de Williams aux deux blocs de la matrice AB permet 

d'affiner le calcul de E. 



chapitre IV 

VI.2.2 - Définition 3 

Les résultats obtenus par la définition 3 sont aussi 
comparables à ceux du tableau 2. Remarquons que dans ce cas aussi 
les dimensions des sous systèmes lent et rapide sont pour certains 
exemples identiques à ceux obtenus par la définition 2, et 
identiques à ceux obtenus par la définition 1 pour les autres. 



Chapitre N 

V I 1  - Conclusion 

Exemple de : 

Chow 

Hickin 

Kando 

Magni 

Mishra 
C 

Les méthodes exposées dans le chapitre III complétées par 
ceux du chapitre II constituent donc une bonne méthode de 
bloc-diagonalisation surtout qu'elles ne nécessitent pas le calcul 
des valeurs propres et des vecteurs propres de la matrice d'état du 
système étudié. En plus, le temps de calcul est tout à fait 
acceptable et ne dépend pas de la dimension de la matrice d'état. 

La discussion reste ouverte sur le fait de privilégier les 
modes oscillants à Partie imaginaire prépondérante auquel cas il 
faut utiliser la définition (111.1) ou alors tenir compte seulement 
des modules des modes et utiliser la définition (111.2) ou (111.3). 

ordre de 
A, 

4 

5 

2 

6 

8 

ordre de 
A" 

1 

2 

3 

3 

3 

E1=1I A r  IcIIA~-'IC 
1.1 861 

1.041 

0.1 409 

9.2235 10 

0.3764 

( A  ) -  c2 = ~ ~ ~ f ~ l l ~ l l  T,,, 'Ilm 
O ,4267 

0.1 295 

0.1 41 1 

0.1 708 

0.5473 

E3 = 1 1 ~ ~ ~ l l ~  (A, )w II -! II 
O .4267 

0.1 294 

0.0976 

0.1 125 

0.3555 





CONCLUSION GENERALE 





Conclusion Géntrale 

Une étude comparative de différentes méthodes de 
réduction a été réalisée dont le but était d'établir des critères de 
choix parmi celles-ci. Ces critères permettent à l'utilisateur de 
mieux choisir la méthode appropriée au cas étudié. 

Pour aider à la modélisation d'un systeme sous forme 
singulièrement perturbé, nous avons introduit plusieurs méthodes 
géométriques de localisation des valeurs propres qui permettent de 
sélectionner les dynamiques dominantes et non dominantes et de 
leur associer des variables d'état lentes et rapides. Ces méthodes 
sont complétées par un algorithme de détermination de la matrice 
de calibrage optimale permettant ainsi une meilleure localisation 
des valeurs propres. Par leur simplicité d'application et de mise en 
œuvre, une extension à une classe de systèmes non linéaire peut 
être envisagée. 

Dans le but de généraliser certains résultats relatifs aux 
systèmes singulièrement perturbés linéaires et stationnaires, une 
méthode de bloc-diagonalisation de matrices, basée sur le calcul de 
la signature de matrice, a été proposée. Des algorithmes nouveaux 
permettant de mettre en œuvre ces méthodes ont été exposés. 

Ces algorithmes possèdent l'avantage de s'affranchir du 
calcul des valeurs propres de la matrice à bloc-diagonaliser. Un 
autre intérêt de ces algorithmes est la conservation du spectre 
initial de la matrice. En plus, les dynamiques instables sont 
automatiquement conservées dans le sous systeme lent. 
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ANNEXES 





A N N E X E  1 

Soit le système modélisé par l'équation : 

La transformation : 
x = H z  

permet d'écrire le système dans la base modale sous la forme : 

L'hypothèse simplificatrice faite par Chidambara : 

ce qui conduit à : 

et par conséquent : 





A N N E X E  

Soit h une valeur propre de A, le système : 

admet un ensemble de solutions non nulles x,, ..., x,. 

Soient x, et x,, les solutions de plus grand module. 

Supposons 1 x, 1 > 1 x 1 , les équations de rang r et s s'écrivent : 

Si xs = 0, alors xj = O pour tout j t r, il en résulte, compte 

tenu de la première équation, h = a,, si x, # O. Ainsi h se trouve dans 
l'ovale d'équation : 

la relation est donc établie pour x, = O. 

Supposons maintenant x, # O. Par multiplication, les 
équations donnent : 

d'où : 
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II en résulte que la valeur propre h se trouve dans le 
domaine défini par : 

Nous remarquons que la courbe définie par : 

IZ - aii(lz - aj = pi Pi 

est symétrique par rapport à la médiatrice du bipoint d'affixes 
(aii,ajj) . 

2 

De plus, suivant l e  signe de - 1 , l'ovale se déforme suivant 
4Pi Pi 

les figures (A.II.1); (A.II.2); (A.II.3) [Moreigne, 19841.. 
2 

(aii - a, j) 
L'expression appraît dans l e  discriminant de l'équation qui 

4Pi Pj 
fournit les solutions en cordonnées polaires. 

L'ovale englobe les deux foyers aii et a,. La distance 
séparant le foyer aii de l'extrémité du contour portée par l'axe 

horizontal la plus proche est : 

La distance avec I'extrémité la plus éloignée est : 
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fiaure A.II.l 

Les formules correspondant à l'autre foyer ajj sont 
identiques, compte tenu de la symétrie des indices. 

L'ovale se sépare en deux tracés qui n'ont plus qu'un point 
commun, le milieu de (aii,aii) : 

fiaure A.II.2 

183  



Nous définissons comme précédemment deux distances : 

L'ovale se décompose en deux figures disjointes : 

fiaure A.II.3 

Deux distances, figurant sur le dessin sont importantes 
pour caractériser les deux "yeux" : 
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A N N E X E  14 

Soit la matrice carrée A, d'ordre n, contenant n, valeurs 
propres à partie réelle positive et n, = n - n, valeurs propres à 
partie réelle négative, nous pouvons l'écrire sous la forme : 

A, (resp. A,) est le bloc de Jordan associé aux n, (resp. n,) 
valeurs propres positives (resp. négatives) de A, M étant la matrice 
constituée par les vecteurs propres associés aux valeurs propres de 
A. 

En calculant la signature de A, nous avons : 

où 1, (resp. 1,) est la matrice Identité d'ordre n, (resp. n,). 

Posons 
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Supposons que W,, et W22 soient inversibles, nous avons : 

avec 

et les valeurs propres de A, (resp. A,) = n, (resp. n,) valeurs propres 

de A telles que xe(hi) > O (resp. < O) pour i = 1, ..., nl (resp. n2). 

La matrice W étant non singulière par définition, il existe 
toujours une matrice de permutation P telle que W',, et W',;! soient 
non singulières [Denman, 19761 avec 



Dam Ce cadre f in projet de réalisation dirn système d base de connaissances, da&& b Ga 
simpl$cation P modèlés, utilisant des techniques d'lnteliigence Artruielïé (IA) associées b un 
Gangage de représentation centrée o6jet, les travaw preisentks cifrns ce mkmoire constituent une 
contri6ution rZ la defLnition de Ceayeriise au point de vue de ià simpliflcatwn dé na&k et du 
diivebppement des outih de synthèse nécessaires à CéGabmtion rii! Ga base de connaissances. 

Ce dmoire comporte) dam Ca première partie, une synthèse GiGliographique des 
diffétentar $:chniques de réduction des systèmes continus Maires stationnaires nddi!lisés par 
une matrice de transfert ou une équation d'ktat. Des critères de chok d'une méthode di 
simpûfcatim sont dkfinis pour mieqguider Cutifisateur dam sa &mur&. 

La Pluçième partie, par une andyse numérique e t  graphique, traite plus particulièrement 
de Cidéntification des dynamiques, nécessaire à tout diicoupfage ou réduction. Sans calcul des 
valeurs propres ni des vecteurs propres, cette idéntification est réalisée par &s mkthoda 
gkomét%ues permettant ainsi un étiqlcetage des dynamiques du système étudik. L'introduction 
dunc nouveUe méthode, associée au;\: cercles de Gerskorin, permet par un changement de base 
diqgod optinai, de mieu;\: bcduer CRF valeurs propres de la matrice d'dtat du système. Ld aussi, 
LIRI critères dé c-portant sur le 60n ou le mauvais conditionnement dune matrice sont étdlis. 
Lorsquïb sont vérifiks, ces critères nous renseipnt sur Cutiiiisatwn directe des méthudès 
gkométriques di mise en évidence h dynamiqw. 

Dans Ca troisième partie, nous proposons trois méthodes qui, par une transformation 
linéaire, permettent la 6bc-diapalisation de la matrice détat du système, quel que soit son 
conditionnement, tout en regroupant dans chaque 6loc les dynamiques considérées. Cette 
technique est basée sur Ce calcul d i  Ca signature de matrice et  ne nécessite pas non plus Ga 
connaissance du spectre de celle-ci. /DRr critères (ié mesure de la sépara6ilité des sous systèmes lent 
et rapide fournissent des renseignements sur la meilleure méthode à adopter. Des exemples 
d'applition permettent une mise en œuvre pratique P ces t m v a q  et conduisent d Céla6omtimi 
d'heuristiques pour le & d'une méthode de sirnpCiJication, tenant compte dBr caractéristiquw 
physiques du systkme étudié. 




