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INTRODUCTION 

Dans le monde de la programmation, la distinction est souvent faite entre les langages dits non 
typés et les langages dits typés. Panni les premiers, on peut citer Lisp et Prolog et parmi les 
seconds Pascal et ML. Cette distinction s'accompagne en fait d'une distinction plus 
fondamentale, celle faite entre les langages ne permettant la vérification des types que dans la 
phase d'exécution d'un programme et les langages permettant la vérification des types dans la 
phase de compilation. Cette distinction dans les langages de programmation semble néanmoins 
n'être plus d'actualité avec l'apparition ou plutôt l'effort de popularisation de nouveaux 
systèmes tels que Nuprl [Constable 861 ou PX [Hayashi 871. Le langage de ces systèmes a en 
effet internalisé l'autre phase potentielle pour une vérification des types et qui est la phase du 
développement et de la conception même d'un programme. Pour comprendre l'intérêt des types 
dans cette phase, il faut considérer la notion de type d'un point de vue méthodologique. Un 
langage qui permet de détecter plus ou moins d'erreurs de programmation au moment de la 
compilation plutôt qu'au moment de l'exécution le fait grâce à sa structure de types plus ou 
moins riche. Si les erreurs de programmation ainsi détectées couvrent aussi une partie des 
erreurs logiques dans la conception d'un programme par rapport à sa spécification, on voit que 
la structure de types dans un langage se présente aussi comme un support pour la bonne 
organisation du développement d'un programme correct. 

A ce niveau logique de la conception d'un programme, on ne peut pas mieux espérer que la 
notion de type puisse coincider avec la notion de formule ou proposition logique. Cette 
identification entre types et propositions est donnée de façon précise pour le Â-calcul par le 

principe de proposition comme type tcnoncé par l'isomorphisme de Cuq-Howard moward, 
BO]. Ce principe est B la base de la théorie des types de Martin-Lof qui forme la logique du 
système Nuprl. On retrouve k dane principe sous une auta forme à travers l'interprétation de 
réalisabilité dans le système PX. 

La conception de la partie logique de ces systèmes est basée sur des systèmes formels pour les 
mathématiques constructives. Un système formel pour la logique constructive se présente aussi 



comme un langage de programmation de haut niveau wmme cela a été largement discuté par des 
informaticiens et des logiciens en termes de relations entre la logique et la calculabilité. Dans ce 
langage les programmes sont écrits sous forme de preuves décrivant leur spécification. Ceci 
correspond au principe de preuve comme programme (sous-jacent au principe de proposition 
comme type) qui énonce que d'une preuve constructive de la formule Vx:s.3y:t.+(x7y) 

décrivant une spécification, l'algorithme (dans un langage donne) d'une fonction totale f 
vérifiant Vx:s.@(x,f(x)) peut être extrait. Ainsi, la preuve constructive fournit en plus de la 

fonction f, la correction de celle-ci par rapport à la spécification et sa terminaison (f étant totale), 
autrement dit, sa d o n  totale. 

Dans ce contexte ci, notre travail a consisté à élaborer un système formel constructif HA(DT) 
qui offre, tout en gardant une simplicité dans l'utilisation, la possibilité de synthttiser à partir de 
preuves des programmes non triviaux. Les types de données y sont définies de façon simple et 
précise à l'aide de la notion d'algèbre de termes. Les preuves sont dérivées dans un système de 
déduction naturelle et les programmes extraits seront lisibles dans un langage de programmation 
connu (le langage CAML). L'intérêt particulier que nous avons porté dans ce travail à la 
récursion nous a conduit à définir à un niveau sémantique une certaine classe effective de 
relations bien fondées. La nouveauté dans cette définition est l'utilisation de la notion de cpo et 
de domaine effectif. L'effort a ét6 porté sur une présentation simple du système formel à tous 
les niveaux (syntaxique, sémantique et opérationnel) et une présentation simple des concepts 
(preuves et réalisabilité). Le souci de pouvoir extraire des programmes lisibles et proches de la 
réalité nous a amené à définir une réaiisabilité appropriée à cela (la réaiisabilité IT). 

Plan du travail: 

Le premier chapitre commence par une présentation brève de l'arithmétique de Heyting HA 
comme premier exemple d'un système formel pour la formalisation des mathématiques 
constructives et comme introduction au système HA@T) qui en sera une extension. Cette 
présentation est suivie de la description du h-calcul qui nous servira de représentation pour une 

partie de l'ensemble des termes de HA, la reprdsentation de l'autre partie étant assurée par 
rajout dans le système de nouvelles constantes et de nouveaux axiomes. On muvera alors dans 
le %-calcul une fodisat ion de la notion de l'exécution d'un terme (programme) par la règle de 
&réduction et dans le Â-calcul typé simple, une formalisation de la normalisation forte pour une 

certaine classe de fonctions récursives. Pour tenir compte fannellement du wncept fondamental 
de preuve en mathématiques constnictives nous présentons une version de la déduction 
naturelle de Prawitz pour la représentation des preuves et leur dérivation dans le système HA. 



Nous citerons alors quelques propriétés de son système de règles et en particulier la propriété de 
la normalisation forte. Celle ci nous mènera ensuite, en comparaison avec la normalisation forte 
du h-calcul typé à l'introduction de l'isomorphisme de Curry-Howard. Nous présenterons la 

théorie des types de Martin-lof comme illustration plus générale de cet isomorphisme qui aura 
Cté illustré auparavant sur la logique implicationnelle mais aussi comme second exemple d'un 
système pour la formalisation des mathématiques constructives. Sans donner l'ensemble des 
règles de la théorie, nous décrirons ses différents types de jugements et de règles. Nous 
donnerons ensuite un exemple de dérivation d'une construction (preuve) dans ce système. Le 

fait que la théorie des types de Martin-lof puisse être utilisé comme un langage de 
programmation fonctionnel muni d'une structure de types très riche ne va pas sans difficultés 
pratiques. Une première difficulté tient à son pouvoir expressif limité par rapport aux autres 
langages de programmation tels que ML du fait que parmi les différentes formes de récursion 
qui existent seule la récursion primitive s'y exprime. Pour pouvoir y définir certaines fonctions 
récursives générales (et totales), des artifices s'imposent. Une technique que nous décrirons et 
qui reste plutôt fidèle à l'aspect logique de la théorie est la construction dans la thbrie de 
nouveaux opérateurs de récursion comme conséquence à la construction de nouvelles relations 
bien fondées. Une seconde difficulté est liée à la présence dans les programmes de la théorie de 
plus d'information qu'il n'est nécessaire à leur exécution. Ce surplus d'information ayant trait 

uniquement à la conviction qu'apporte le programme, vu en tant que preuve, sur sa propre 
correction. A ces deux difficultés, des éléments de réponse seront proposés dans un autre 
wntexte en guise de conclusion de ce chapitre et comme introduction aux chapitres II et IV. 

tre II; 

Ce chapitre commence par une introduction aux preuves constructives en précisant le sens 
wnstructif des différents connecteurs logiques. Ces précisions serviront à la présentation de la 
notion de réalisabilité qui est une interprétation injectant une partie de la métathbrie dans la 

théone ainsi interprétée mais aussi mettant en évidence les relations qui existent entre la théorie 
de la logique intuitioniste et la théorie de la récursion générale, se présentant ainsi à la fois 
comme un outil sémantique et comme un outil opérationnel. Ce dernier caractère de la 
réalisabilité nous intéressera plus particulièrement A travers une version de la réalisabilité 
modifiée donnée pour le système HA et qui sera étendue ensuite au système HA@T). Nous 
Ctablirons pour cette réalisabilité la propriété du type unique pour les réaiisants. Cette propriété 
est nécessaire à la preuve de la consistance de la réalisabilité qui dit que toute foxmule prouvable 
dans HA est prouvablement réalisée dans HA. La preuve de la consistance de la réaiisabilité est 
essentielle pour la compilation des preuves puisque c'est elle qui détermine l'algorithme du 
compilateur dont le rôle est à la fois de vérifier la conection d'une preuve et d'en extraire 
simultanément et systèmatiquement un programme. Un exemple simple illustrera cet aspect de 



la réalisabilité et posera le problème de l'efficacité des programmes ainsi synthétisés. Une 
discussion des différentes origines de l'inefficacité de ces programmes nous conduira à une 
redéfinition de la réalisabilité en la raffinant par rapport à une propriété syntaxique (Harrop) des 
formules pour éviter l'introduction dans les termes réalisants d'une information sans intérêt 
calculatoire. Sans donner la preuve complète de la consistance de cette nouvelle réalisabilité qui 
suit la même démarche que la preuve de la consistance de la première réalisabilité, nous 
illustrerons en conclusion son fonctionnement en tant que compilateur optimisé en reprenant 
i'exemple ci-dessus. 

Dans ce chapitre, sera présenté le système HA@T) qui est une extension de l'arithmétique de 
Heyting des types finis où les types de base seront des types de données axiomatiques, 
essentiellement au sens de Bohm et Berarducci. Pour cela, nous commençons par définir la 
structure d'algébre de termes multisorte dont les sortes serviront à l'interprétation des types de 
données. Nous y décrirons le principe de la récurrence stmcturelle dans sa version générale 
pour le spécialiser ensuite au sortes. Ce principe servira alors dans sa version spécialisée à 

interpréter de façon précise le schéma de récurrence sur les types de données dans HA@T). 
Nous ferons remarquer alors que les schémas de récurrence ainsi interprétés sont des outils peu 
pratiques pour établir certaines propriétés de types de données. D'autres schémas de récurrence 
calqués sur le schéma de récurrence bien fondée général devraient être plus ou moins naturel 
selon le choix de la relation bien fondée. Après ces quelques considérations d'ordre 
sémantique, nous donnerons la description fomelle du système HA@T) en définissant ses 
types et ses termes et en donnant ses axiomes et ses règles d'inférence. Dans la définition des 

types de données les destructeurs (sélécteurs) seront précisés tout comme les constructeurs par 
rapport auxquels ils devront vMier certains axiomes. Les termes de HA@T) sont les termes 
d'un h-calcul typé étendu avec des constantes et des axiomes correspondant à ces constantes. 

Ainsi par exemple, pour chaque schéma de récurrence relatif à un type de données, nous aurons 
dans le calcul un récurseur approprié. Nous donnerons ensuite la dérivation dans ce système de 
quelques théorèmes de base concernant les objets d'un type de données. L'adaptation à. 

HA@T) de la réalisabilité raffinée vue pour HA se fait sans difficulté et pour établir sa 
consistance, nous ne traiterons que la règle de récurrence sur un type de données, toutes choses 
égales par ailleurs. Nous aborderons ensuite la sCmantique opérationnelle des termes de 
HA@T) en défuiissant ses termes normaux et ses règles de réduction. Nous verrons alors que 
le système HA(DT) posséde la propriété de la normalisation forte. Cette propriété nous sera 
utile en particulier lors de la description d'une implantation de HA@T) au dernier chapitre. 

Nous poursuivons ce chapitre par la description fcmneile d'une sémantique denotationnelle pour 
HA@T) selon les motivations du début du chapitre. Nous y préciserons une interprétation 



naïve des types de données, des types, des termes et des formules dans la théorie classique des 
ensembles et de la logique. Nous y établirons ensuite la consistance de la prouvabilité dans 
HA(DT) par rapport à cette interprétation. Un exemple de dérivation dans HA@T) conclura ce 
chapitre. 

Ce chapitre est consacré à la caractérisation d'une classe effective de relations bien fondées en 
tant que domaine effectif dans la théorie des cpo's. Les cpo's fournissent un outil théorique 
pour l'étude des langages typés et en particulier le l-calcul typé [Scott, 761 grâce à leur 

propriété de clôture par le produit et l'exponentiation continue. Du fait que d'un point de vue 
réalisation sur machine ces interprétations doivent être calculables, une classe de cpo's 
particuliers appelés domaines calculables est définie pgli, 751, [Comyn, 821. Un élément d'un 
domaine calculable est défini en tant que sup d'une chaîne croissante effective d'éléments d'une 
base effective. Les éléments de la base ainsi utilisés constituent des approximants pour 
l'élément engendré. La classe des domaines calculables posséde la même propriété de clôture 
que la classe des cpo's. Ces remarques constituent notre motivation essentielle demère la 
caractérisation que nous donnerons pour une classe de relations bien fondées. Après avoir 
identifié l'ensemble des relations bien fondées finies aux relations acycliques finies, nous 
définirons une relation d'ordre partiel sur cet ensemble qui permettera, par passage au sup des 
chaînes croissantes d'engendrer toutes les relations bien fondées de type d'ordre o formant 

ainsi un cpo. Nous donnerons ensuite une version effective de ce cpo qui en fera un domaine 
effectif. Un autre résultat de ce chapitre donné au paragraphe 8 est, même si le rapport 
sémantique avec les paragraphes précédents n'est pas encore clair pour nous, le traitement dans 
HA@T) de la récurrence B l'aide d'une variante effective de la règle de récurrence. Ce 

traitement entrainera l'extension des termes et des axiomes de HA@T) et fera apparaître l'aspect 
sous-jacent de la récursion par rapport à la récurrence, un aspect qui semble impossible à mettre 
en évidence de façon générale dans la théorie des types [Paulson, 86al. 

Ce dernier chapitre traite dans un premier paragraphe la synthèse de la fonction Quicksort. 
Nous y décrivons d'abord la spécification logique du problème à l'aide d'axiomes qui reflètent 
la sémantique opérationnelle de la fonction à developper. Nous donnons ensuite la dérivation et 
la réalisabilité dans HA(DT) d'une règle de récurrence appelée course of values (c.o.v.) qui 
interviendra de deux façons différentes dans la dérivation de deux preuves différentes pour 
notre spécification. La première preuve utilise la règle C.O.V. de façon constructive dans la 
mesure où la fonction générée est donnée par son réalisant dors que la seconde l'utilise de 



façon purement logique puisqu'elle s'en sert comme justification de la bonne fondation d'une 
relation qui est plus proche de la conception de Quicksort que de la structure des données. On 
reconnaîtra alors dans la fonction résultant de la réalisabilité de cette dernière preuve la fonction 
Quicksort habituelle. 
Le second paragraphe décrit une implantation plus ou moins restrictive du système HA@T) 
réalisée dans le métalangage CAML. Ce système se présentera comme un langage de 
programmation où un programme commence d'abord par la déclaration respective de types de 
données, de relations présupposées bien fondées et des axiomes présupposés valides. Ces 
déclarations seront alors suivies par la preuve de la spécification selon une syntaxe que l'on 
precisera. Nous présenterons ensuite le vérificateur de preuves comme un ensemble de 
fonctions spécialisées pour la vérification de l'application correcte d'une règle d'inférence. Le 
vérificateur de preuve aura pour effet secondaire la construction d'un terme réalisant la formule 
prouvée. Pour cela, nous décrirons la représentation interne des différents objets du système à 

l'aide des types concrets de CAML. L'evaluation des termes du langage sera confiée à 
l'interpréteur CAML par une traduction cohérente des termes de HAOT) en termes CAML. Les 
annexes qui suivent ce chapitre apportent plus de détails sur cette implantation. 



CHAPITRE 1 

SYSTEMES FORMELS POUR LES 
MATHEMATIQUES CONSTRUCTIVES 



SYSTEMES FORMELS POUR LES MATHEMATIQUES 
CONSTRUCTIVES 

L'arithmétique de Heyting HA proelstra, 731 est un système formel servant de support à la 
preuve de certains théorèmes sur les entiers naturels. Elle est aussi appelée arithmétique des 
types finis du fait que les termes de ce système sont typés dans une structure de types simple 
disant que N est un type et si o et z sont des types alors o+z est un type. Parmi les axiomes de 

HA on trouve les propriétés de base sur les entiers, les axiomes de la logique des prédicats 
intuitioniste et éventuellement les axiomes de Peano concernant les opérations d'addition et de 
multiplication sur les entiers naturels. Nous y trouvons aussi des axiomes permettant la 
déf~ t ion  par récursion primitive des fonctions: 

Ces axiomes comme nous le verrons définirons la sémantique opérationnelle d'une famille de 
constantes Rs en fonction du type de f, g et x et assureront que Rs(g,h,x) est la fonction f 
définie par le schéma cidessus (voir annexes). 
Parmi les règles de HA, nous trouvons les régles de la logique intuitioniste plus la règle de 
récurrence pour toutes les formules. HA est assez puissant pour formaliser la plupart des 
preuves intuitives concernant des objets finis ou ayant une description finie en utilisant les 
techniques de codage de Godel. 
Les termes de HA sont définis à partir des éléments du type de base N à l'aide de l'opérateur 
d'abstraction h. Il existe aussi une version de HA qui utilise des combinateurs pour la 



construction de ses termes. Dans le système étendu HA@T) que nous proposons au chapitre 
IV, nous aurons une famille de types de bases qui seront interprétés par les sortes des algèbres 
libres et les termes seront les expressions d'un h-calcul typé simple. Nous allons donc 
présenter ici le h-calcul typé simple de façon générale c.à.d. en partant d'une famille de types de 
base donnée. Mais avant, nous introduisons brièvement le h-calcul pure. 

Ce calcul décrit de façon naturelle la définition et l'application des fonctions indépendamment de 
leurs domaines: un terme de la forme hx.t représente la fonction qui appliquée au terme a prend 

la valeur t où on a remplacé x par a et une expression de la forme tlt2 représente l'application de 
la fonction représentée par ti à l'argument représenté par t2. Les termes du calcul sont définis à 
l'aide des symboles (,), .,h d'une part et de symboles de variables et de constantes d'autre part. 

Définition: 
(i) les symboles de variables et de constantes sont des h-termes. 
(ii) Si t est un Â-terme et x un symbole de variable alors k . t  est un Â-terme. 
(iii) Si ti et t2 sont des h-termes alors (tlt2) est un A-terme. 

Les parenthèses n'apparaissent pas toujours dans la pratique avec la convention que 
l'application va de gauche à droite: tltztg = ((tlt2)tg). Si, étant donné un terme t et une variable 
x, il existe un sous terme de t de la forme k.e,  toute occurrence de x dans e est dite liée et toute 

occurrence de x dans t qui n'est pas liée est dite libre. Deux termes qui ne différent que par le 
nom des variables liées sont égaux. Le h-calcul simule l'exécution d'un programme par un 
processus appelé ~dduction: 

tl[t2 1 x] dénote le terme obtenu en substituant t2 à toutes les occurrences libres de x dans ti  et 
en renommant éventuellement les variables liées de tl pour que les variables libres de t2 le 
demeurent après substitution. La $-réduction consiste alors B remplacer dans un terme t une 
expression de la fonne @.tl)t2 par tl[t2 1 XI. 

On peut donner une définition plus formelle de la substitution tl[t2 / x]. Cette définition se fait 
par récurrence sur le terne tl comme suit (y et z dénotent des variables quelconques différentes 
de la variable x, c une constante quelconque, E est l'égalité syntaxique): 

i) si ti = x alors tl[t2/x] -= t2, 



Ü)s i t l=y  alors t1P2 1 XI E y, 
Üi) si tl = c alors t1[t2 / XI rn C, 
iv) si t 1 = 1z.t alors tl[t2 1 x] = Âw.(t[w/z] [t2 / x]) où w est une nouvelle variable, 
v) si tl  E t t' alors t1[t2 / XI 5 (th2 / XI t'[t2 / XI), 

Quand on veut tenir compte du renommage de façon plus formelle (clause iv) d'autres 
représentations des h-termes utiles pour l'implantation s'imposent. Parmi ces représentations 

abstraites la notation de N. de Bruijn est sûrement la plus pratique [Huet, 881. La défmition de 
la substitution se fait de façon analogue pour les expressions d'autres systèmes tels que la 
théorie des types, la déduction naturelle ...p aulson 86b] 

Différents modèles ont été définis pour le 1-calcul pure [Barendregt 811 dont l'interprétation 
n'est pas évidente du fait que ce calcul ne possède pas une structure de types, par exemple le h- 

terme t dans (t t) ne peut pas être interprété par une fonction de la théorie des ensembles puisque 
t doit appartenir à son domaine de définition. Une autre conséquence de cette absence de 
structure de types est que ce calcul n'a pas la propriété de terminaison puisque le processus de 
B-réduction peut être appliqué un nombre infini de fois sans aboutir sur une forme normale 
c.à.d. un terme invariant par rapport à la $-reduction, par exemple: (hx.xx)(hx.xx). Ceci 
justifie l'intérêt de définir un h-calcul typé simple qui possèdera de bonnes propriétés telle que 

la terminaison. La contrepartie de ceci est qu'on ne pourra représenter dans ce calcul que des 
fonctions récursives totales alors que le h-calcul pure permet de représenter exactement 

l'ensemble des fonctions récursives partielles. 

Les types simples reflètent la structure intuitive des ensembles construits en tant qu'éspaces de 
fonctions, c.à.d. des ensembles de fonctions avec domaine et codomaine donnés. 

Ils sont construits à partir d'une famille de types de base qui dénotent des ensembles déjà 
connus et pour deux types déjà construits on construit le type qui dénote l'ensemble des 
fonctions de l'ensemble dénoté par le premier type vers l'ensemble dénoté par le second type. 
Les types simples constituent l'ensemble de tous les types obtenus en appliquant ce processus 
un nombre fini de fois. Le h-calcul typé simple est obtenu en imposant les types simples au h- 

calcul pure. A toute variable on affecte un type, l'interprétation de cette affectation étant que la 
variable ainsi typée doit décrire uniquement l'ensemble dénoté par ce type. L'ensemble des h- 

termes fonnés par application est restreint en exigeant dans une application que le type de 
l'argument soit égal au type représentant le domaine de la fonction appliquée. Un terme se verra 

alors affecter un type qui sera déterminé inductivement ià partir de ses sous texmes. On retrouve 
là une analogie avec la structure de types dans des langages de programmation typés tels que 



Pascal: toute variable est déclarée avec un type et la déclaration d'une fonction précise 
l'ensemble des valeurs (type des paramètres formels) éventuelles pour les arguments et le type 

du résultat . l'appel B une fonction n'étant coirect que si le type des paramètres effectifs 
correspond au type des pararn8tres formels. 

Soit une famille de type de bases, 
(i) un type de base est un type simple 
(ii) si a et z sont des types simples alors o+z est un type simple. 

Pour tout type simple on suppose l'existence d'un nombre infini de variables de ce type et toute 
variable a un type unique. Les termes du X-calcul typé simple sont donnés inductivement: 
(i) une variable de type o est un terme de type o 
(ii) si t est un terme de type z et x une variable de type a alors Âx.t est un terme de type o+z 
(iii) si t i  est un terme de type o+z et t2 un terme de type a alors (titz) est un terme de type z. 

Pour la preuve formelle des théorèmes en logique intuitioniste on trouve d'une part les systèmes 
axiomatiques: Spector, Godel ... et les systèmes non axiomatiques d'autre part: calcul des 
séquents, dtduction naturelle ... [Troelstra, 731 Les premiers utilisent peu de mécanismes pour 
l'inférence: il y a toute une famille d'axiomes mais peu de règles d'inférence alors que les 
deuxièmes reposent sur une famille de règles d'inférence spécialisées pour chaque constante 
logique. Nous avons choisi pour la représentation des preuves dans notre système l'utilisation 
des mécanismes donnés pat le système de déduction naturelle de Prawitz [Prawitz, 651 pour sa 
simplicité syntaxique et son aspect très naturel par rapport au calcul des séquents. En effet ce 
système offie une structure de données pour la représentation des preuves qui se compare 
directement au raisonnement naturel et fait de ces représentations de vrais objets 
"démonstration" . Le calcul des séquents serait, lui, plutôt un système permettant la 
manipulation de ces objets et tient donc plus h l'implantation d'un système de vérification de 
preuves ou de démonstration de théorèmes (voir chapitre VI). Les systèmes de preuves cités ci- 
dessus ont tous la même puissance, c.à.d. permettent de prouver exactement les mêmes 
théorèmes. Nous allons présenter ici le système de déduction naturelle pour un langage du 
premier ordre où les termes sont ceux défuiis dans la section Â-calcul typé simple. Ce système 



de déduction sera repris tel quel pour notre système puisqu'alors la seule différence par rapport 
à ce contexte est qu'on aura précisé l'ensemble des types de base. 

On part de la constante propositionnelle faux et d'une liste de symboles de prédicats: Pi, 
P2 ... d'arité donnée pour définir inductivement l'ensemble des formules: 

(i) faux est une formule. 
(ii) si tl, ..., tn sont des termes et P un symbole de prédicat d'arité n alors P(t1, ..., tn) est une 
formule. 
(iii) si Fi et F2 sont des formules alors F ~ A F ~ ,  FlvF2, F ~ J F ~  sont des formules. 
(iv) si x est une variable de type s et F une formule alors Vx:s.F et 3x:s.F sont des formules. 

La notion de variable libre, variable Iiée et formule close est analogue à celle des 1-termes, les 
opérateurs "liant" une vdable étant ici V et 3. 

Une preuve dans le système de déduction naturelle se présente comme un arbre dont les nœuds 
sont étiquetés par des formules et le nom des règles d'inférence impliquées. Cet arbre 
représente l'historique d'un argument logique: il enregistre les applications des règles 
d'inférence qui mènent des hypothèses de l'argument à sa conclusion. Les feuilles d'un arbre 
peuvent être des axiomes, des suppositions (formules supposées vraies) ou des lemmes 
(auxquels on pourra substituer leur arbre de preuves). La validité de la conclusion d'une preuve 
en déduction naturelle dépendra de la validité des axiomes aux feuilles et des suppositions sauf 
celles qui sont déchargées . En effet certaines règles vont décharger des suppositions pour dire 
que leur conclusion n'en dépend plus. C'est typiquement le cas pour l'introduction de *: 

Cette règle dit qu'on peut inférer A*B de B et précise en plus que Sensemble des suppositions 
dont dépend A*B est le même que celui de B privé de la supposition (éventuelle) A. 

La fome générale d'une règle d'inférence est: 
[A 11.. .....[ An] 

Pi Pn 



L'ensemble des suppositions ouvertes de Q, c.à.d les suppositions non déchargées, est calculé 
inductivement en disant que c'est la réunion des ensembles Ei où Ei est l'ensemble des 
suppositions non déchargées de Pi privé de Ai. 

4-1 Rèeles d'inférence: 

Ces règles sont spécialisées pour les connecteurs logiques: pour chaque constante logique, il 
existe une règle ou deux pour son introduction et une règle ou deux pour son élimination. La 
notion de substitution est analogue à celle du Â-calcul typé. 

[Pl [Q I  
P Q PvQ R R 

remarques: 
Les expressions du genre t:s dans les prémisses des règles doivent être vues comme des méta- 
prédicats décidables qu'on omettra souvent de préciser dans les dérivations de preuves. 
L'application des règles V-1 et 3-E n'est valide que si les conditions suivantes sont satisfaites: 
Pour V-1, x ne doit pas être libre dans les suppositions de P. 



Pour 3-E, xg ne doit pas être libre dans des suppositions de R autres que P[xdxl ni apparaître 

dans R. 

Une propriété du système de déduction naturelle est que toute preuve d'une formule F admet 
une forme normale, c.à.d. qu'il existe une procédure qui associe à toute les preuves de F une 
même preuve (preuve normale) de la formule F. Cette preuve est obtenue d'une preuve 
quelconque de F par un processus qui consiste à y supprimer certaines redondances éventuelles 
dans les dérivations. Ce processus de normalisation est basé sur un ensemble de règles de 
transformations, dites règles de réductions, qui vont par applications successives diminuer la 
redondance dans une preuve jusqu'à la normaliser, c.à.d. jusqu'à ce que aucune règle de 
réduction ne puisse être appliquée, et ceci en un nombre fini de pas. Une autre propriété du 
système de déduction naturelle est que pour amver à la forme normale d'une preuve, l'ordre 
dans lequel les règles de réductions sont appliquées n'est pas pertinent. C'est la propriété dite 
de normalisation forte. Ainsi les différentes procédures de normalisation qu'on peut imaginer 
vont se distinguer les unes des autres par le choix systématique des séquences de réductions 
qu'ils suiveront pour aboutir à la forme normale d'une preuve. 

Le fait que la preuve II2 soit le résultat de l'application d'une règle de réduction à une preuve 
ni ou qu'elle soit le résultat d'une suite finie d'applications de règles de réductions sera noté 
respectivement ri1 red l ï2  ou ri1 red* ri2. 

Nous allons donner dans ce qui suit les règles de réductions de Prawitz. Ces règles de 
réductions, quand elles sont appliquées à un arbre de preuve, consistent à transformer ses sous 
arbres qui vérifient certaines configurations données par la partie gauche des règles en des sous 

arbres plus 'compacts' donnés par la partie droite des règles. Ces règles de réductions 
reviennent pour la plupart à supprimer dans les preuves tout ce qui est dérivation inutile et à 

réarranger l'arbre de preuve en conséquence.Une dérivation inutile se traduit de façon 
ponctuelle par l'introduction d'une constante logique suivie de son élimination. 

A1 A2 1 A2 
P Q  p Q 

- 1  --------- A l  A-1 -------- A2 

PA Q red P 9 PA Q Q 
---------- A-E -------- 

P  Q 



v-réduc tion: 

Al Al 
P [Pl [QI P [PI [Ql 

v-1 -------- A2 A3 Al v-1 --------- A2 A3 Al 
PvQ R R red P , PvQ R R red P 

A et A(t/x) dans P(t/x) dénotent respectivement la substitution de la dérivation A1 aux 
suppositions ouvertes P dans la dérivation A2 et la substitution dans les formules P apparaissant 



Sous certaines conditions sur les axiomes utilisés dans les preuves [Goad, 801 la normalisation 
peut servir à extraire de façon uniforme (effective) de la preuve d'une formule de la forme 
3y.+(x,y) le y0 vérifiant +(xo,yo) pour un xo donné et peut servir, en ceci, comme outil pour 

l'exécution des preuves. Nous nous y intéresseront surtout dans le contexte de l'optimisation 
des programmes dans le chapitre Compilation de preuves. 

S Le arinciDe de Co- 
. . . . 

Cité aussi sous le nom d'isomorphisme de Curry-Howard, ce principe est à la base des 
systèmes fonnels tels que Automath, théorie des types et calcul des constmctions. Nous 
expliquons ce principe comme suit: 
Toute proposition logique peut représenter un type. En effet, la preuve formelle d'une 
proposition étant un objet mathématique, l'ensemble des preuves d'une proposition forme un 
certain type dénoté par cette proposition (i.e. dont le nom est cette proposition). Inversement, 
un type peut représenter une proposition, celle qui dit que ce type n'est pas vide et dont une 
preuve constructive passerait alors par l'exhibition d'un objet de ce type. Par exemple: 
type N i il existe un entier. 

Ceci conduit à une double interprétation des expressions de la forme usuelle a:A. Une telle 
expression peut être lue des deux façons: 
- a est un objet de type A, 
- a est une preuve de la proposition A. 
Sous-jacent à ce principe est le principe de preuve comme programme identifiant les preuves 
d'une proposition aux algorithmes représentés par les termes du type correspondant. 
Par exemple, en mathématiques const.ctives une preuve de P a Q  est une méthode pour 

prouver Q à partir d'une preuve quelconque de P et donc P a Q  peut être identifiée au type 

P + Q  des fonctions totales du type P dans le type Q. 

L'identification ne s'arrête pas là puisque même les opérations élémentaires dans la preuve 
d'une proposition A s'identifient aux opérations élémentaires dans la construction des termes de 
type A. Ceci est particulièrement vrai pour le Â-calcul typé simple (sans produit) comparé à la 
déduction naturelle pour une logique implicationnelle (i.e. où est la seule opération logique) : 

Si on considère d'une part le hernie e[x]:Q (Q vu en tant que type) avec x de type P pour seule 
variable libre et d'autre part une preuve II de Q (Q vu en tant que formule) avec pour seule 

supposition ouverte la formule P, on remarque qu'on est en présence de deux constructions 
incomplètes. Dans le premier cas e n'aura une dénotation concrète (une valeur) que quand une 
valeur (v) y aura été substituée à x. De même, dans le second cas, P n'établira la validité de Q 
que quand une preuve (A) de P y aura été substituée aux occurrences de la supposition ouverte 



P. Les deux méthodes menant respectivement à la valeur de e, étant donnée une valeur pour x, 
et à la validité de Q, étant donnée une preuve pour P sont représentées par les deux abstractions: 

L'application des deux méthodes ainsi dbites est donnée respectivement par l'opération 
d'application du Â-calcul et la règle d'élimination de 3 en déduction naturelle: 

Xl est facile de vérifier à partir de ces analogies que l'analogue du processus de $-conversion du 
Â-calcul est le processus de normalisation de la déduction naturelle donnée dans ce cas 
particulier par la seule &gle de réduction pour * (voir cidessus). 

La théorie des types que nous ailons aborder de façon sommaire dans la section suivante illustre 
de façon plus complète cette identification du principe 'proposition comme type'. 

Cette théurie [Martin-lof, 841 est donnée par un système formel qui permet d'exprimer des 
jugements portés sur des expressions bien formées. Un jugement a l'une des quatre formes 
suivantes (p, q, P, Q sont des expressions du système ): 

ptype 
p :P  
p = q : P  
P = Q  
Le premier jugement se lit: P est un type (ou Pest une proposition). Le second jugement se lit: 
l'objet p est de type P (ou p prouve la proposition P). Le troisième jugement se lit: dans le type 
P les objets p et q sont Cgaux (ou p et q prouve la même proposition P). Le dernier jugement se 
lit: les types Pet Q sont égaux (ou P est Q expriment la même proposition logique). 



La théorie des types repose sur une théone d'expressions qui, à travers un ensemble de règles 
formelles, précise comment les expressions représentant les types et les objets dans les 
jugements peuvent être construites . Ces règles qui manipulent uniquement des jugements ont la 
particularité d'être explicites dans leur écriture dans ce sens qu'elles s'expliquent de par elles 
mêmes, que leur syntaxe reflète leur sémantique. Le tableau qui suit résume la correspondance 
entre type et formule. La premi6re colonne contient les types de Martin-Lof dont la formule 
correspondante figure dans la deuxième colonne. La troisième colonne donne pour chaque 
forme de type un exemple de jugement. Le nom des types décrits est, dans l'ordre: espace de 
fonctions, produit cartésien, somme disjointe, espace de fonctions dépendantes et somme 
dépendante. 

Les types de base de la théorie sont: N (dénotant les entiers) et No, ..., &,...(dénotant les 
segments initiaux de N). Le type No, appelé le type vide est aussi noté 0. La théorie admet 

aussi une hiérarchie d'univers de types: Ul, ..., Uk, ... où U1 est l'univers des types dits 'petits' 
et dont l'expression n'implique pas des types univers. Ces univers apparaissent dans les 
jugements comme des types (e.g. N:Ul). 

L 

W 

p + Q  

PxQ 

P + Q  
iIx:P.Q(x) 

Xx:P.Q(x) 

La négation n'est pas un concept primitif de la théorie des types (comme dans la logique 
constructive), elle est définie B l'aide du type vide: -9 = P+0. Ceci signifie qu'une preuve de 
-9 est une méthode (fonction) pour construire un objet de type 0 à partir d'un objet de type P. 

Comme il serait absurde de construire un objet de type vide, ceci implique qu'il est absurde de 
construire un objet de type P. Un exemple de négation (en termes logiques) dérivable dans la 
théorie des types serait: hf. f 0 : 4 : U i . A .  Ainsi hf. f 0 prouve que les petits types de la 
théorie ne sont pas tous dérivables. En effet c'est bien une fonction qui à tout fi lXkU1.A (f est 
une fonction qui associe à tout petit type A un objet de type A) associe l'objet hypothétique f 0 
de type 0. 

proposition 

p*Q 

P h Q  

P v Q  
Vx:P.Q(x) 

3x:P.Q(x) 

exemple de jugement 

hx.(hy.x) : A+(B+A) 

b.(x,x) : A+(AxA) 

b.inl(x) : A+(A+B) 

U.(b .x)  : IIA:Ui.A+A 

(N,O) : ZA:Ui.A 



6-1 Le svstème de règles de la thécrie; 

Nous décrivons ici l'essentiel des règles sur lesquelles repose la théone des types de Martin-lof 
(voir annexes). On y trouve des règles d'égalité (réfléxivité, symétrie, transitivité), des règles 
de substitution et des règles relatives aux constructeurs de types données toutes dans le style de 
la déduction naturelle. Pour chaque constructeur de type, il existe quatre types de règles: 
- une règle de formation précisant le paramétrage du constructeur de type par d'autres types, 
- des règles d'introduction précisant la construction des éléments du type construit, 
- des règles d'élimination (en général une) précisant la manière de raisonner et de définir des 
fonctions sur les éléments du type construit. 
- des règles d'égalité qui précisent, quand elles sont vues comme des ri?gles de réécriture, 
l'évaluation des formes non canoniques vers une forme canonique. 

L'ensemble des constructeurs de types décrits dans le tableau ci-dessus n'est pas exhaustif. En 
effet la théorie des types de Martin-Lof est une théorie ouverte et peut être étendue par d'autres 
constructeurs de types. Il suffit pour cela d'en préciser les différentes règles décrites ci-dessus. 
En guise d'exemple, considérons la formalisation dans la théorie du type des listes finies 
d'objets d'un type A quelconque (le type des listes n'y est pas inclus à l'origine): 

règle de formation: 

A m  
----------- 
list(A) type 

règles d'introduction: 

règle d'élimination: 



règles d'égalité: 

Dans les trois dernières règles z dénote l'abstraction ha.hl.&.z(a, 1, h). 

6 2  L'axiome du choix: 

La théorie des types, en tant que système logique, est plus riche que les théories de la logique 
intuitioniste traditionnelles. Elle permet aux propositions d'exprimer des propriétés sur des 
preuves au même titre que des propriétés sur des objets de base. D'autre part sa règle 
d'élimination pour la somme dépendante correspond à la version forte de l'élimination de 
l'existentielle par opposition à celle de la déduction naturelle dite élimination faible. Ceci permet 
par exemple de prouver dans la théorie l'axiome du choix: 

Dans le cas où B ne dépend pas de x, la version logique de (AC) a la forme plus familière: 
Vx:A.3y:B.C(x,y) * 3f:A+B.Vx:A.C(x, f(x)/y). 

Nous allons donner maintenant la preuve de (AC) dans la théorie des types comme un exemple 
de dérivation dans ce système mais aussi pour illustrer la stratégie "avant" dans une preuve à 

comparer à la stratégie ''arrière" du second exemple plus bas. 

p u v e  de (AC): 
Soit: 

A m  
B(x)type [x:Al 

C(x,y) type rx : A, y : B(x)l 



supposons: (O) z : lh:A.Xy:B(x).C(x,y) 
par ll-élimination on a: (1) z(x) : Xy:B(x).C(x,y) 
la règle Célimination permet la dérivation des deux jugements: 

(2) W(z(x)) : B(x) [X : A] 
(3) p1(z(x)) : C(x, Po(z(x))/y) [x : Al 

par n-introduction on a: (4) f : llx:A.B(x) (en posant f=-Âx.pg(z(x)) ) 

par P-égalité on a: (5 )  (f x) = po(z(x)) : B [X : A] 
par substitution on a: (6) C(X, f(x)/y) = C(X, ~~(z(x))/Y) 
et en reprenant (3): (7) pi(z(x)) : C(x, (f x)/Y) [x : Al 
par II-introduction on a: (8) g : C(x, (f x)/y) (en posant ~ h . p i ( z ( x ) )  ) 
par Cintroduction on a: (9) (f, g) : Ef:Tuc:A.B(x) .Px:A C(x, f(x)/y) 
La supposition (0) est déchargée par lï-introduction dont la conclusion fournit la preuve de 

i'axiome du choix: 
Xz.(f,g) : lh: A.Xy:B(x).C(x,y) -, Zf:llx:A.B(x) .Px: A C(x, f(x)/y) 

Le principe de proposition comme type sur lequel repose la théorie des types pose,par son 
identification des preuves aux programmes, deux problèmes pratiques du point de vue 
programmation que nous allons aborder dans les deux paragraphes suivants. 

Un défaut de la théorie des types quand elle est vue comme un langage de programmation 
(fonctionnel) par rapport à d'autres langages fonctionnels est l'inexistence, dans son système de 
règles, de règles pour la récursion générale. En effet la seule forme de récursion qui y soit 
autorisée est la récursion primitive. Toutefois certaines fonctions non récursives primitives 
peuvent être définies dans la théorie en utilisant la récursion primitive d'ordre supérieur, 
autrement dit ces fonctions peuvent être définies comme des fonctionnelles récursives 
primitives, par exemple: la fonction d'Ackermann [NordstTom, 19811 et la fonction Quicksort 
[Smith, 19831 et de façon plus générale toutes les fonctions récursives prouvablement totales 
dans l'arithmétique du premier ordre. L'inconvénient de cette technique est son manque de 
naturel par rapport aux définitions habituelles d'une fonction récursive générale. La dérivation 
de la fonction Quicksort donnée dans le dernier chapitre illustre ceci (même si cette fonction est 
obtenue sous une approche différente que celle de la théorie des types, la première preuve 
donnée reprend l'essentiel de la construction de Smith). 



7-1 Construction d'odrateurs de récursion: 

Une seconde façon d'attaquer le problème est, comme le fait Paulson [Paulson 1986a1, 
d'ajouter à la théorie une règle pour la récurrence bien fondée (noethérienne) et la règle de 
récursion caspondante (ce sont en fait des schémas de règles): 

récurrence bien fondée: 

récursion bien fondée: 

(il est facile de voir à travers les prémisses que la variable liée 1 dans la conclusion est de type 
x'< x) 

On dira alors qu'une relation c est bien fondée si et seulement si ses règles de récurrence et de 
récursion sont prouvées dans la théorie: pour chacune des deux règles on doit prouver dans la 
théorie sa conclusion à partir de ses hypothèses. Le constructeur wfrec figurant dans les deux 
règles est l'opérateur de récursion qui pour chaque s (dépendant de c ) définit une construction 
wf telle que wf(a):P(a) [a: A]. 

De nouvelles relations définies à l'aide de relations prouvées bien fondées peuvent être 
prouvées bien fondées de cette manière et la construction de leur récurseur résultant de cette 
preuve fera appel aux récurseurs des relations bien fondées de départ. Comme exemple de telles 
relations, on peut citer les relations définies comme: 

- sous relation d'une relation bien fondée, 
- clôture transitive d'une relation bien fondée, 
- Mage inverse d'une relation bien fondée, 
- produit lexicographique de deux relations bien fondées. 



7-2 La récurrence et la récursion par rapprt à la clôture transitive d'une relation bien fondée: 

Nous allons donner ici la preuve de la bonne fondation d'une relation c' définie comme la 
clôture transitive d'une relation bien fondée < sur un type A, c.&d. par les jugements: 

Co : nxl.nx. X'CX + (Z~:A.X'C+~ YCX) + x1<+x 

c l  : nxl.nx. xwx + X'CX + ( Z Y : A . X ~ ~ Y  YCX) 
où cg et c l  dénotent des constructions (connues), (la partie logique de ces deux jugements 
correspond B la formule Vxl.Vx. x ' e x  ea x'<x v (3y:A.x'ey A ycx) 

La preuve de la validité de la règle de récmnce  et de la règle de récursion que nous allons 
donner suit la strategie "anière". En logique cette strategie revient à prouver le but en essayant 
de prouver ses sous buts, par exemple, pour prouver AAB, il suffit de prouver A et B. En 

théone des types, cette stratégie revient à exhiber un élément du type but en essayant d'exhiber 
des éléments des ses sous buts, par exemple, pour avoir une construction c:AxB, il suffit 
d'avoir deux constructions a : A, b : B et prendre c=(a, b). Pour les règles utilisées ci-dessous 
et les constantes introduites voir annexes. 

preuve de la règle de récurrence pour c+: 
Soit P(x) type [x : A] et l'abréviation Q(x)=lx':A.x'<+ x+P(x'). 
Nous cherchons une construction *(a) : P(a) [a : A] sachant que s+ : m:A. Q(x)+P(x). 

Une telle construction peut être (s+ a) q(a) : P(a) avec q(a) : Q(a). 
Nous cherchons maintenant une construction q(a) : Q(a) [a : A] sachant que c est bien fondée. 
Une telle construction peut être wf(a)drec(s,a) obtenue par récurrence sur a par rapport à c: 

Nous cherchons maintenant une construction s: lk:A. (ny:A.yoc+Q(y))+Q(x), c.8.d. une 
construction s(x,i):Q(x) [x:A, i:IIy:A.y<x+Q(y)]. Or Q(x)=nx':A.x'<+ x+P(x9), donc s(x,i) 
peut être kx'.kl+.s'(x,i) avec sl(x,i) : P(x1) [x:A, i:ny:A.y<x+Q(y), x':A, 1+: x'<+ x] . 
Nous cherchons maintenant sl(x,i) en supposant que 1+: x'<+ x, or par definition de d, nous 
avons: ((ci x)x')l+ : x'oc + (Zy:A. x ' e y  x y-). Nous allons alors essayer de chercher sl(x,i) 

en appliquant la règle +-élimination sur ce demier jugement. Ceci nous conduit à la recherche de 
deux constructions: 
sl(1): P(x') [ x:A, i:Ily:A.ya-+Q(y), xl:A, 1: x'c x] et 
s2(u): P(x1) [ x:A, i:iIy:A.ycx+Q(y), xl:A, u : Zy:A. x ' e y  x ycx]. 



Pour la première, ses suppositions permettent de déduire ((i x') 1): Q(xl) qui avec l'hypothèse 
s+ : nx:A. Q(x)-+P(x) permet de déduire: ((s+ x') ((i x') 1)) : P(x') sous les mêmes 

suppositions. 
Pour la seconde, la supposition u :Xy:A. x ' e y  x ycx permet d'inférer y: A, 1+: x 'ey ,  1: ycx 
(avec y=pou) qui à l'aide des autres suppositions permet d'inférer ((i y) 1) : Q(y). Or 

Q(y)=Ilx':A.x'c+ y+P(xf) ce qui pennet d'inférer (((i y) 1) x') 1+ : P(x') sous les mêmes 

suppositions. 
Nous obtenons alors pour st(x,i) la construction: 

D(((ci x)x')l+, hl.((s+ x') ((i x') O), hu.(((i pou) poplu) x') piplu 1, 
remarque: 
nous avons aussi : (q(x) x') 1+ = (s+ x') q(x') et (q(x) x') 1 = (q(y) x') pl plu, respectivement 
dans le premier et le second cas. Cette remarque servira dans la preuve de la récursion. 
Pour s(x,i), nous avons la construction: 
hx'.hl+.D(((cl x)x')l+,hl.((s+ x') ((i x') l)), hu.(((i pou) 1) x') 1+ ), 

pour q(a), la construction: 
wfrec(hx.hi.hx'.hl+.D(((cl x)x')l+, hl.(@+ x') ((i x') l)), hu.(((i pou) 1) x') l+ ), a) 

et finalement pour *(a), la constmction: 
(s+ a) wfrec(hx. hi. Lx'. hl+.D(((cl x)x')l+, hl.((s+ x') ((i x') l)), Xu.(((i pou) 1) x') 1+ ), a) 

Nous voulons prouver l'égalité: 
wf+(a)= (s+ a) hx.Âl+.wf+(x) : P(a) 
En fait, c'est le jugement r : &+(a)= (s+ a) hx.hl+.wf+(x) : P(a) qui est dérivé dans la théorie 

des types. Dans ce qui suit, la pame consmiction des jugements est omise délibérément puisque 
l'on connait la construction du jugement but dont la partie logique est une égalité. Sachant que 
wf+(a)=(s+ a) q(a), il suffit de dériver q(a)=hx.hl+.wf+(x):Q(x) [a:A], soit encore: 
ni+:x'c+a.(q(a) x') l+ =wf+(xl) : P(xl) [a:A, xl:A]. On peut essayer de prouver cette égalité par 

récurrence sur a par rapport à c Pour cela, il suffit de prouver : 
(q(x) x') 1+=Wf+(x1) : P(x') 
[x:A,x':A,x'<+x,IIy:A.(ycx+(nl+:x'<+y.(q(y) x') 1+=wf+(xg) : P(xl))] 
ce qui peut être fait en appliquant la règle +-élimination sur x'ot + (Xy:A. x ' e y  x ycx) 

(impliqué par la supposition x ' & c  explicitée). Ceci nous conduit à dériver les deux égalités: 
(q(x)x')l+=wf+(x'):P(x') 
[x:A,x':A,x'or,IIy:A.(ycx+(nl+:x'<+y.(q(y)x')l+=wf+(x'):P(x'))] 

(q(x)x')l+=wf+(x'):P(x') 
[x:A,x':A,I;y:A.x'<+yxy~y:A.(y~x+(~l+:x'<+y.(q(y)x')l+=wf+(x~):P(x'))] 



Or la remarque ci-dessus permet de réécrire ces deux égalités sous les mêmes suppositions 
comme: 
(s+ x') q(x') = wf+(x') qui découle de la définition de wf+. 
(q(y) x') piplu = wf+(x') qui découle de l'hypothèse de récurrence car piplu c x. 

Le second problème qui se pose à la vue d'une preuve wmme un programme est la présence 
parfois dans les programmes ainsi synthétisés de certaines constructions qui n'ont aucun intérêt 
calculatoire. Le rôle de telles constructions se limite à justifier l'application de certaines règles 
d'inférences, logiques ou non logiques. C'est le cas pour la règle CI (en termes logiques 3-1) : 

a:A b:B(a) 
2-1 ..................... 

(a, b) : Cx:A.B(x) 

qui sert à prouver l'existence d'un programme de type A (pour la spécification A) répondant à 
la propriété exprimée par B(a). Cette preuve qui passe par la construction d'un programme a : A 
et d'une preuve b : B(a), fournit dans sa conclusion les deux constructions (a, b). Or souvent 
seul nous intéresse le programme a, b n'ayant été construit que pour la preuve de la correction 
de a par rapport à la spécification B(a). Ceci est typiquement le cas quand B(a) est le type 
kgalité. Pour remédier à ceci, la théorie peut être étendue par un nouveau constructeur de types 
[Constable, 831, le constructeur sous type (XE A I B(x) ) dont la règle d'introduction s'écrit: 

Nous traiterons des deux aspects ci-dessus, la récursion générale et l'information calculatoire 
dans un système de programmation par preuves basé non pas sur le principe de proposition 
w m e  type mais sur l'interprétation de réalisabilité qui apporte une certaine souplesse dans le 

traitement de la récursion générale par rapport à la notion de proposition comme type. Ceci 
s'explique par le fait que les réalisants et les fomules sont séparés et la relation qui existe entre 
eux et qui est exprimée par la réalisabilité est définie de façon externe alors que dans la théorie 
des types les termes et les types ne sont pas séparés, chaque terme étant lié au moment de son 
introduction à un type dans un jugement. Cette séparation permet par exemple d'étendre le 
langage par de nouvelles constantes et de l'augmenter par des axiomes correspondant à ces 

constantes pour la réaiisabilité de nouveaux schémas d'récurrence. Une souplesse est également 
apport& dans le traitement de l'information utile pour le calcul. En effet, nous verrons dans le 



chapitre suivant qu'en faisant attention ài la définition des réalisants par rapport aux formules 
qu'ils réalisent, on peut éviter l'introduction de termes sans contenu calculatoire dans la 
construction des programmes réalisant une formule lors de sa preuve. 



CHAPITRE II 

COMPILATION DE PREUVES 



COMPILATION DE PREUVES 

1 Preuves c m  

Les mathématiques constructives connaissent plusieurs écoles: Brouwer, Marcov, Kleene, 
Bishop ... Nous n'allons pas considérer ici les points de désaccord entre ces écoles mais plutôt 
considérer dans la mesure du possible leur terrain d'entente sur le concept particulier de preuve 
constmctive en logique dite intuitioniste pour introduire par la suite la notion de réalisibilité. 

D'un point de vue constructif, une assertion mathématique n'est jamais vraie ou fausse à priori. 
Elle n'a de sens que si nous savons ce qui doit être fait pour la prouver. Ceci exclut en 
particulier l'utilisation dans les preuves d'un raisonnement par l'absurde. Ainsi l'assertion 
existentielle 3x.A(x) signifie que nous pouvons trouver x explicitement et prouver A(x). C'est 

là un principe fondamental des mathématiques constnictives disant que nous ne pouvons 
affmer qu'une assemon $ est vraje que si nous en possédons une preuve [Beeson, 851. Par 

preuve, nous entendons ici une preuve informelle, c.h.d. nous ne nous plaçons pas 
nécessairement dans un système formel donné. Toutefois, cette preuve même informelle va 

avoir une certaine structure par rapport aux connecteurs logiques que nous allons décrire en 

considérant le sens de ces connecteurs logiques. 

(i) Sens de A: 

Une preuve de M consiste en une preuve de A et une preuve de B. 
Ainsi on peut imaginer une preuve p de AAB comme étant un couple (r,s) où r prouve A et s 

prouve B. 

(ii) Sens de +: 
Nous dirons que q est une preuve de A+B si nous pouvons en extraire une opération effective 

p qui transforme une preuve quelconque de A en une preuve de B. 
Ainsi q prouve A+B ssi pour toute preuve r de A, p(r) prouve B, p étant une opération obtenue 

de q. 



(iii) Sens de v: 

Une preuve de AvB consiste en une preuve de A ou une preuve de B. 
Ainsi on peut imaginer une preuve p de A comme un couple (x,q) tel que si x=O alors q prouve 
A sinon q prouve B. 

Au niveau des quantificateurs logiques, certains constructivistes donnent un sens à la 
quantification non liée, d'autres n'admettent que la quantification liée. Nous souscrivons au 
point de vue de ces derniers pour dire que la quantification n'a de sens que si on quantifie sur 
un ensemble déjà défini. 

(iv) Sens de 3 x ~  S.A(x): 
Une preuve constructive de 3 x ~  S.A(x) consiste à préciser un XOE S pour lequel on prouve 

A(xo). 
Ainsi on peut imaginer une preuve p de 3 x ~  S.A(x) comme étant un couple (xo,q) où X* S et q 

est une preuve de A(xg). 

(v) Sens de VXE S.A(x): 
Comme pour l'implication on dira que q est une preuve constructive de VXE S.A(x) si on peut 
en extraire une opération effective p qui associe à chaque XE S une preuve p(x) de A(x). 

Remarques: 

1) Si dans (ii) (resp. (v)) nous forcions ladite preuve q de A+B (resp.Vx~ S.A(x)) à être 
l'opération p nous obtiendrions la version constructive de Kleene pour + (resp. V). c'est cette 

version qui semira dans la définition de la réalisabiité récursive. 

2) Nous avons simplifié dans (iv) et (v) le vrai sens constructif de V et 3 en supposant qu'on 
sait recomaître par nature que XE S. Le vrai sens constructif aurait exigé en plus une preuve de 
XE S pour compléter (iv) et (v). La théorie des types de Martin-lof vue au chapitre 1 rend 

compte, par exemple, de ceci. 

L'interprétation de réalisabilité est une interprétation qui va mettre en évidence le lien profond 
qui existe entre la théone de la logique intuitioniste et la théorie de la &ursion générale. Ce lien 
est fondé sur le fait que les deux théories traitent, toutes les deux de méthodes dites 
constructives ou encore effectives Il(leene, 731. 



C'est Kleene qui a mis au point la première interprétation de réalisabilité (d'autres versions ont 
suivi) pour répondre à une conjecture qu'il s'était posé lui même et qui était la suivante: 
Etant donné un système formel de la logique intuitioniste qui couvre au moins la théorie des 
nombres (par exemple l'arithmétique de Heyting). Si une formule close (c.à.d. sans variables 
libres) Vxe N . 3 y ~  N.A(x,y) est prouvable dans ce système alors il existe une fonction 

récursive générale (ou %définissable) telle que pour tout XE N A(x,cp(x)) est vraie. 

L'interprétation visée va devoir donc donner un sens non seulement aux variables (théorie des 
modèles classique) mais aussi aux connecteurs logiques. 
Illustrons l'idée de base de cette interprétation sur des exemples: 
A la lumière de ce que nous avons vu à la section précédente, un intuitioniste voit demère 
rassertion existentielle 3xe N.A(x) une information cachée qui est l'assertion plus complète 
A(xg) pour un certain xg. De même l'assertion AvB serait une information incomplète si on ne 

fournissait pas l'information qui complète A (si c'est l'information à compléter) ou 
l'information qui complète B (sinon). 

A partir de là, il est naturel de penser que toute assertion de notre système formel est 
incomplète. Prenons maintenant l'assertion Vxe N.A(x). L'information qui la compléterait 

serait une méthode qui pour tout x donne l'information complétant A(x) (puisque la preuve 
constructive de Vxe N.A(x) selon Kleene comme évoqué dans la section précédente est une 
méthode qui fournit pour tout XE N une preuve constructive de A(x)) 

C'est à ce point là qu'on va faire un premier appel aux fonctions récursives générales: 
l'ensemble des formules de la théorie étant dénombrable, on peut imaginer que l'information 
complétant une assertion soit codée par un entier. 

L'information complétant Vxe N.A(x) va rester cohérente avec cette idée de codage. En effet 

cette information étant une méthode effective associant à un entier x un autre entier y qui est le 
code de l'information complétant A(x), elle est d'après la thèse de Church une fonction 
récursive générale donc pouvant être codée par un entier: son nombre de Godel. 

De même l'interprétation donnée à une preuve de A+B étant une méthode effective qui associe 

à n'importe quelie information complétant A (un nombre a) une information cornplétant B (un 
nombre b) serait une fonction récursive générale. 

De façon générale, la réalisabilité est une interprétation d'une thCorie formelle L dans un sous 
système de L ou un autre système formel. L'idée de base est la définition d'une relation entre 
objets mathématiques x d'une certaine nature et formules logiques de L telle que si x I + (x 



réalise la formule @), alors x est un code pour l'information qui permet la construction (ou 
preuve ou encore vérification) de +. 
Les logiciens se sont servi de l'interprétation de la réalisabilité pour prouver la cohérence de 
certains schémas (par exemple, l'axiome du choix) dans une théorie où ils ne sont pas 
prouvables ou encore pour établir la non prouvabilité en logique intuitioniste de certaines 
fmules  prouvables en logique classique. 
Les informatitiens, quant à eux se sont intéressés plus au fait que cette interprétation permettait 
l'extraction du contenu calculatoire d'une preuve wnsmctive. Ceci permettait de considérer la 
logique constructive comme un langage de programmation de haut niveau dont l'interprétation 
de réalisabilité était l'interpréteur ou le compilateur, les programmes écrits dans ce langage étant 
les preuves formelles qui y sont dérivées. 
L'idée B retenir est que tout théorème revient à la fin à dire que certains calculs auront certains 
résultats, i.e. tout théorème a un sens numérique. Toute preuve constructive peut être compilée 
pour produire une procédure qui réalisera les calculs en question: par exemple, la preuve 
constructive de V X , ~ : N ~ . ~ ~ , ~ : N Z .  y 4  v ( x=q.y+r A rcy) donnera une procédure numérique 

calculant le quotient et le reste de la division d'un entier par un autre entier non nul. 

Nous allons donner la définition générale de l'interprétation de réalisabilité pour une théorie 
logique L où sont supposées définies l'opération du couple ( , ) et les constantes pg, pl 
vérifiant les axiomes pg((x,y))=x, po((x,y))=y et (pgu,piu)=u. A chaque formule A de L sera 
associée une autre formule e g A ( l'objet e réalise la formule A). Les vanables libres de celle ci 
étant celles de A plus éventuellement e qui n'apparait pas dans A. 
Définition: 
e 1 A I A , pour A atomique vrai, e arbitraire. 
e ~ A ~ B = p o e ~ A ~ p l e g B ,  
e f  AvB = @Oe=û*plegA) A @0e+O=ple~ B). 

e g A*B = tlx.(x A=xx g B), 
e 1 VX~.A(X) = VxS(ex A(x)), 
e L ~ X ~ A ( X )  = pie g A m ) ,  
faux n'est réalisé par aucun objet. Ii s'ensuit que e -iA E Vq(,(q g A)) (q décrit l'ensemble 

des texmes de la théorie). 
Cette interprétation peut être spécialisée en spécifiant un modèle pour l'interprétation des objets 
réalisants . Si ceux ci sont interprétés par des fonctions récursives partielles, par exemple, on 
obtient la réalisabilité dcursive de Kleene. Plusieurs interprétations ont été définies pour 
différents système et différents buts. La réalisabilité modifié nous intéresse particulièrement. 



2-2 RéalisabiIité modifiée 

Une définition de réalisabilité qui est naturelle pour la théorie des types finis HA est celle dite 
réalisabilité modifiée donnée par Kreisel [Troelstra, 731 et où les objets réalisants sont des 
objets de type fini qui appartiennent au même système HA et leur interprétation se fait dans le 
modèle des opérations héréditairement récursives (HRO). Nous donnons la défmition de la 
réalisabilité modifiée. Elle se fait par récurrence sur la complexité logique des formules: 

1- xN rn A A . pour A atomique, la seule valeur possible pour xN est #. un entier donné. 
2 - ~ ~ ~ ~ g l h A r \ B z p O x m ~ ~ ~ l x ~ ~ ,  

3- xNxsxb  AvB = ( ~ 0 x 4  A p ~ p  lx A) v @Ox& A p lp lx B). 
4- xS3t m A+B = Vy.@ A*xy a B), 
5- x s j t  rnr Vys.A@) r Vy(xy A@)), 
6- xsxt rnr 3xS.A(x) E plx g-g A@Ox), 

2-2-1 Pro~riété du t p e  uniaue pour les dalisants: 

Si une formule de HA est réalisée alors tous ses réalisants ont le même type fini, c.à.d. 
si x* rnr P et y= P alors o-t. 
Pour la peuve de cette propriété nous allons définir une fonction T qui associe à toute formule 
de HA (un élément de FORMULE) un type fini de HA (un élément de TYPE). 
T est définie inductivement: 

T(faux) = N, 
T(A) = N pour tout prédicat atomique, 
T(AA3) = T(A)xT(B), 
T(AvB) = NxT(A)xT(B), 
T(A*B) = T(A)+T(B), 
T@xTA(x)) = mT(A)y 
T(VxO.A(x)) = o+T(A). 

preuve : 
Pour prouver la pmpriété il suffit de montrer que si e* rnr P alors o=T(P). Ceci est établi par 

récurrence sur la complexité de P à l'aide de la définition de la réalisibilité modifiée: 
Pour toute formule atomique A, x* mr A =B o =N=T(A) par déhition de mr et de T. 

Supposons la propriété vraie pour A et B. 
Si ew' mr AAB alors pge mr A et pie mr B avec pge:a et pie:% donc o=T(A) et 2=T(B) et 
~z=T(A)xT(B)=T(AAB). 



Si eNxa7 mr AvB alors pge=O * pople mr A avec pgp1e:o donc o=T(A), de même 2=T(B) et 
donc e est de type Nxoxz=NxT(A)xT(B)=T(AvB). 
Si ea-YL mr A*B alors Vx.(x mr A ex mr B) mais o=T(A) et ex est de type T(B) soit 
z=T(B) et o+z=T(A)+T(B)=T(A+B). 
Si e m  mr 3x.A(x) alors pie mr A m )  et donc pie et de type 2=T(A) et e est de type 
aT(A)=T@x.A(x)). 
Si eo+Z mr Vx.A(x) alors Vx.(ex mr A(x)), donc ex:2=T(A) et e est de type 
a+z=o+T(A)=T(Vx.A(x)). 

Le caractère "compilateur" de l'interprétation de réalisabilité découle essentiellement de sa 
preuve de consistance : 

2-3 consistance de la dalisabilité 

Soit ï' un ensemble de formules réalisées dans HA. Si HA I- A, alors A est mr-réalisée dans 

HA. Autrement dit, il existe un terme t de HA pour lequel on peut prouver t mr A dans HA. 

La preuve se fait par récurrence sur la complexité (donc sur la construction) des preuves. Nous 
devons vérifier que chaque axiome de HA est réalisé et que si les hypothèses des règles 
d'inférence sont réalisées, alors les conclusions le sont aussi. Pour cela nous avons repris les 
règles de la déduction naturelle données dans le premier chapitre. Nous donnons la preuve sous 
fome d'arbres de la déduction naturelle où une dérivation étiquetée par * résume une dérivation 
utilisant les axiomes de HA (e.g. ~(u ,v)=u)  et les dérivations étiquetées par def et hyp référent 
respectivement à la définition de la réalisabilité ci-dessus et aux hypothèses ci-dessous sur la 
réalisabilité des prémisses des règles d'inférences: 

(A-I) u g g P e t v m Q  
(A-E) u ~ P A Q  

(v-I) u P pour la première règle et v Q pour la seconde. 

(v-E) u rnr PvQ, si x a P alors v[x] C et si y m Q alors w[y] C. 
(-1) si x P alors t[x] mr Q. 

(*E) x mr P et t PaQ. 

(V-1) t m r p  
(V-E) u Vx:A.P(x) et t : A 

(3-1) u mr P(t) 
(3-E) v gx 3xA.~(x) et si u P(a) alors w(a,u) m ~ :  R. 

Le seul axiome de HA est t=t qui est un prédicat atomique et donc est réalisé par #. 



comme pour la première règle de A-E, on obtient plu P pour la seconde. 

* -,-- ---- ----- --- - - 
po(O,u,z)=O pop1(tt,u,z) mr P 

/,-I------------------------------------ 

po(O,u,z)=o~popl(tt,~,z) mr p 
v-I------------------------------------- 

(O,u,z) mh PvQ u m b Q  
v-I------------ 

avec r = if pou then v[pgplu/x] else w[plplu/x] 

comme pour la première règle de v-1, on obtient (l,u,z) mr FVQ pour la seconde par exemple. 



En ce qui concerne la règle de récurrence, nos hypothèses sont: a mr P(0) et v(u,x) mr P(Sx) en 
supposant que u mr P(x). On prouve alors par récurrence que R(a,v,z) mr A(z) avec z libre, R 
étant le récurseur de type T(P)+(T(P)+N+T(P))-+N+T(P). En effet, les axiomes de R 

donnent: a=R(a,v,O) et v(R(a,v,x),x)=R(a,v,Sx), donc en supposant R(a,v,x) mr A(x), on a 
par hypothèse R(a,v,Sx) mr A(Sx). On peut alors appliquer la règle de récurrence: 

Dans ce qui suit, notre intérêt porte particulièrement sur la preuve constructive des théorèmes de 
la fome Vx:o.3y:s.$(x,y) qui spécifie le programme. Un terme t réalise une telle formule ssi 
Vx:o.t(x) mr 3y:s.$(x,y), soit encore Vx:o.plt(x) mr $(x,pot(x)). Or nous sommes en quête 
d'un terme f:o+s (le programme) v6rifiant Vx:o.$(x,f(x)). Nous y serions arrivés (ce serait à 

quelque chose prés le terme t) si nous étions sûrs que ( pit(x) mr $(x,pot(x)) ) $(x,pot(x)). 

Or, en général ceci n'est pas vérifié. Pour que ce le soit il suffit de modifier la définition de la 
réalisabilité mr de façon à assurer l'implication ci-dessus à chaque pas de la dérivation dans la 
preuve de t(x) mr 3y:z.@(x,y). La modification porte uniquement sur les clauses 2,4,6 de la 

définition de mr et qui deviement (en appelant mq la nouvelle réalisabdité): 

2- x O j 7  ma A*B E Vy.((y ma A A A)*xy ggl B), 

4- xm7 a 3xqA(x) E p 1 x mg A@Ox) A A@Ox), a 

6 - x N x m m A v B  + ( p o x = O ~ @ O p l x ~ A  A A ) ) v @ ~ x # O A @ ~ ~ ~ X ~ B  A B)). 

Ceci assure alors l'implication voulue. On prouve facilement, comme pour mr, que mq est 
cohérente avec la prouvabilité dans HA. 



En ce qui nous concerne, le fait que xa mr A soit obtenu comme conséquence à la preuve de A 
et non en prouvant directement xa mr A rend la définition de mq redondante dans ce contexte 
particulier. En effet à chaque pas de la dérivation, si A est la formule dérivée nous avons A et 
xa mr A qui viennent de pair. Et il est important de noter que la seule façon pour nous de dire 

que xa mr A est de prouver A et de construire le terme xa selon la preuve du théorème de la 
consistance. 
Ainsi xo-)Z mr A*B définie par Vy.(y A *xy B) sous entend 

Vy.((y mr A A A)a(xy rnr B A B)) A A a B  qui implique Vy.((y rnr A A A)*(xy B )). 
De même xOXZ mr 3xo.A(x) définie par plx mA@Ox) sous entend 

plx A o x )  A A@Ox) A 3xqA(x). 

Enfin xNx0x7111L AvB définie par @ox=tt A pop lx  111~ A) v @ox=ff A p 1 p 1 x B ) sous 
entend @Ox=tt A poplx a A A A) v @Ox& A plplx a B A B) A (AvB) qui implique @Ox=O 
A poplx mr A A A) v @Ox=#O A plplx grg B A B). 

Donc, dans notre contexte, la mr réalisabilité implique la mq réalisabilité. Nous en déduisons 
donc que le terme t du début du paragraphe est te1 que pour tout x de type o : 
pit(x) mr $(x,pot(x)) * $(x,pot(x)). Comme en plus, le terme t construit vérifie: 

b'x:o.pit(x) mr $(x,pgt(x)), on a V X : ~ .  $(x,pgt(x)) et donc le programme f:o+z recherché est: 

Nous illustrons tout de suite le fonctionnement de la réalisabilité en tant que compilateur sur un 
exemple simple mais assez significatif pour montrer comment la construction des réalisants se 
fait de façon systématique parall5lement à la construction de la preuve mais aussi pour soulever 
les problémes pratiques surtout liés à l'efficacité des programmes extraits (réalisants) que pose 
cette approche de la programmation logique. 
Nous nous proposons de prouver le théorème: 
(1) ~ x ~ ~ ~ ~ . x = ~ . P ~ Y + P ~ Y  A (PY~=O v ply=l) 

que nous ~ v o n s  tout de suite pour une meilleure lisibilité (et du théorème et des réalisants) 
Comme: 

(2) VxN.3(q,r)NxN.x=2,q+r A (1=0 v r=l). 

Il aurait pu être écrit de façon plus correcte wmme: 
(3) VxN.3qN.3rN.x=2,q+r A (14 v r=l), 

mais l'arbre de preuve pour cette version de notre théorème serait plus complexe en taille que 
celui que nous allons dériver pour (2) car il y a deux occurrences de 3. 
Pour la définition des opérations + et. sur les entiers nous faisons appel aux axiomes de Peano 



de la théorie des nombres: 

Les réalisants pour ces axiomes purement négatifs sont wnstniits de façon triviale sur simple 
lecture de ces axiomes - souvenons nous qu'une fonnule atomique vraie est réalisée par #-. 

Ainsi le terme LN.# est un réalisant pour les axiomes 1) et 2) et le t a m  kxN.XyN.# un 

réaiisant pour 3) et 4). 

Nous poserons dans la dérivation de la preuve $(x,q,r)= x=2.q+r~(dvr=l) .  

La preuve se fait par récurrence sur la variable x. On fera donc appel à la règle de récurrence sur 
N ind pour prouver la formule 3(q,r).x=2.q+r~(r=ûvr=l) où x est libre: 

Preuve du cas de base no: 



Preuve du pas de rtkurrence ni: 

A-1 

# # 

x = W m  [wll 
Peano - Peano - 

Z # # # 

[Mx,sos~)l bD=ol Sx=2qo+Sro Srp2  

A-E -- Peano - subst 

# # # # 

x=24O+r0 S r p l  Sx=2q0+2 O 

Peano --- v-1 - Peano ---- v-1 - 
# (ff,#,v) # (tt,u,#) 
Sx=2qg+Sro Sro=OvSro=l Sx=2Sqg+O 0=0v0=1 

Ainsi l'arbre de preuve complet avec réaiisants s'écrit: 

no nl 
ind 

R b ,  ((0,0), (#,(ff,#))), if mpipiw then ((pmw,Spimw).(#.(K#))) else ((Smw,O),(#,(ff.#))) 

%q,r).$(x,q,r) 

v-1 

Le programme recherché est donc: 



Ce programme est peu lisible et encore moins efficace. Nous allons voir dans ce qui suit 
comment l'extraction de programmes ainsi illustrée peut être optimisée. 

Si on s'intéresse aux réalisants des formules d'un point de vue calculatoire, c.à.d. dans le but 
de les exécuter, la question de l'optimisation du réalisant (du code) se pose inévitablement. 
Cette optimisation consiste d'une part à évaluer le réalisant partiellement, c.àLd. en réduisant ses 
radicaux (voir sémantique opérationnelle chap.IiI, 55) même quand il ne sont pas clos quand 
c'est possible et d'autre part à nettoyer son code en révisant sa structure pour n'en retenir que 
l'information nécessaire à son exécution. L'évaluation partielle d'un réalisant extrait d'une 
preuve correspond à la normalisation de celle-ci [Takayarna, 881. Toutefois, cette optimisation 
par normalisation ou évaluation partielle est plutôt liée à la manière dont est dérivée la preuve 
qu'à la définition d l'interprétation qui peut être améliorée pour générer un code efficace. 

4-1 Oneines de l'inefficacité: 

Nous avons distingué deux raisons à la présence dans le code de ce que l'on peut appeler une 
information sans intérêt calculatoire. La première raison vient du fait que les termes réalisants 
sont typés et par conséquent le choix des réalisants dans la définition de la réalisabilité mr tient 
compte de la cohérence des types. C'est le cas en particulier pour la disjonction. Dans la 
définition de mr le terme pouvant réaliser PvQ est un triplet (b,x,y) de type NxT(P)xT(Q) tel 
que (b=O A x mr P) v (t#O A y mr Q). Donc, selon la valeur de b, seule une valeur des deux 

valeurs dénotées par x et y est pertinente. Ainsi le contenu calculatoire de (b,x,y) pourrait être 
renfermé dans un couple (b,z) tel que (b=O A z mr P) v (W A z mr Q). Malheureusement on 

ne peut pas typer $ priori un tel objet dans HA où z est susceptible d'avoir deux types différents 
selon la valeur de b. D'autre part on perd la propriété du type unique pour les réalisants de AvB 

nécessaire dans la preuve de la consistance de la réalisabilité. Le fait que la représentation en 

triplet soit coûteuse en temps apparait lors de l'exécution d'un réalisant obtenu lors de 
l'application d'une v-E: 



où nous sommes obligés d'appliquer deux projections pour accéder à la composante pertinente 
dans le triplet u. Une représentation en couple du réalisant u aurait donné comme réalisant pour 
la conclusion R: if pou then v@lu/x) else w(plu/y). On gagne donc le temps de l'application 

d'une projection, gain qui devient significatif lorsque ce réalisant est appelé à s'exécuter 
plusieurs fois, dans un récurseur par exemple, comme sur l'exemple précédent. L'intérêt de 
typer les termes vient essentiellement du fait que ceci assure une terminaison pour la réduction 
de ces termes (la contrepartie est que le pouvoir expressif du langage est réduit) mais les types 
n'ont aucun rôle au moment de l'éxécution. Ainsi on peut imaginer une représentation plus 
efficace des réalisants qui ne respecte pas toujours les rSgles de typage comme ci-dessus mais 
qui doit être cohérente avec les réalisants qu'elle représente au niveau opérationnel. 

La seconde raison qui fait qu'un terme réalisant peut ne pas être efficace est une raison plus 
générale. Elle correspond au fait que l'algorithme d'extraction donné par la définition de la 
réalisabilité et sa consistance est un algorithme général et ne tient pas compte des propriétés 
particulières que peuvent présenter des formules différentes de même constante logique 
principale et qui peuvent simplifier l'écriture du réalisant et par conséquent optimiser son 
exécution. Ces propriétés sont purement syntaxiques et concernent essentiellement les parties 
"Harrop" d'une formule, notion que nous allons aborder maintenant: 

Définition: 
L'ensemble H des formules de harrop est défmi inductivement par: 
i) les formules atomiques sont dans H. 
ü) Si A et B sont dans H alors AAB, Vx.A(x) sont dans H. 
iii) Si A est une formuie quelconque et B est dans H alors A=sB est dans H. 

Ce que ces formules présentent de particulier au niveau de leurs dalisants éventuels est le fait 
que ces réalisants n'ont aucun rôle opérationnel. Ces réalisants ont par exemple des formes 
telles que (#,#), Lx.Ly.#, Âx.Ly.#, Lx.(#, hz.(#,#)) ... etc et on voudrait bien les éviter dans la 

réaiisabilité des formules. La propriété syntaxique Harrop pour une formule A (notée H(A)) est 
une propriété décidable.Nous revoyons maintenant la définition de la réalisabilité modifiée à la 
lumière de ce que nous avons dit sur le rôle purement formel du réalisant #. Nous avons 

identifié dans la définition ci-dessus une formule atomique vraie ii la formule exprimant sa 
réalisabilité par la clause # mr A E A pour A atomique vraie. Nous allons raffiner la définition 

de la réalisabilité mr pour faire en sorte que toute foxmule de Harrop soit réalisée par # pour 
exprimer le fait que le contenu calculatoire d'une telle formule est vide. Cette définition plus fine 
de la réalisabilité se fait en considérant le caractére Harrop ou non des composantes d'une 
formule dans sa constmction. 



4-2 Définition d'une réalisabilité raffmée: IT. 

La défmition de rr va se faire, comme pour mr, par récurrence sur la complexité de la foxmule: 
1- # n A = A  pour A vérifiant H(A), 

2- (i) x * r r A ~ B  = A  A ( x n B )  
(ii) x c r r M  = ( x r r A ) ~ B  
(iii) xm=nAr\B = w n A  ~ p l x r r B  

pour A, B vérifiant H(A), -HP) 
pour A, B vérifiant -iH(A), H P )  
pour A,B vérifiant lH(A),  d ( B )  

3- (i) xB rr AvB = ( x = t t ~ A )  A (x=ff*B) pour A, B vérifiant H(A), H P )  
(iv) x B x ~  H AvB = @gx=tt=spix H A) A @gx=ff*B) pour A, B vérifiant -iH(A), H P )  
(fi) xBxcrr AvB = @gx=tt*A) A @gx=ff*plx rr B) pour A, B vérifiant H(A), d ( B )  
(iv) x B ~ ~ T  rr AvB = @OX=tt*poplx IT A) A @OX=ff~p~plx  IT B) 

pour A, B vérifiant -iH(A), -H(B) 
4- (i) xTrrA+B = x r r B  pour B vérifiant lH(B)  

(ii) xa+= rr A+B = Vy .(y rr A q x y  rr B) pour A, B vérifiant -tH(A), TH(B) 

5- xb+T rr Vyb.A(y) = Vy.xy IT A(y) 
6- (i) xbx= rr 3y.A(y) = plx rr A@Ox) 

(ii) xb IT 3y.A(y) = A(x) 

pour A vérifiant lH(A) 
pour A vM1ant lH(A)  
pour A vkifiant H(A) 

4-2-1 Pro~riété du uniaue: 

Comme la réalisabilité mr, la réalisabilité rr vérifie la propriét~? du type unique. La preuve se fait 
comme pour mr en définissant une fonction T' qui associe à toute formule de HA un élément de 
FORMULE) un type fini de HA (un élément de TYPE). 
T est défuiie inductivement: 
T'(A) = N pour toute formule de Harrop, 
T'(AAB) = T'(B), 

T(AAB) = T'(A), 
T'(AAB) = T'(A)xT'(B), 
T(AvB) = N, 
T'(AvB) = NxT'(A), 
T'(AvB) = NxT'(B), 
T'(AvB) = NxT'(A)xT'(B), 
T'(A*B) = T'(B), 
T(A*B) = T(A)+T1(B), 

T'(VxS.A(x)) = s+T1(A), 

pour A, B vérifiant H(A), -HP)  
pour A, B vérifiant -iH(A), H P )  
pour A, B vérifiant -iH(A), -iH(B) 
pour A, B vérifiant H(A), H P )  
pour A, B vénfiant -iH(A), H P )  
pour A, B vérifiant H(A), -iH(B) 
pour A, B vérifiant -iH(A), lH(B)  
pour A, B vérifiant H(A), 
pour A, B vérifiant --H(A), yH(B) 
pour A vérifiant lH(A),  



pour A vérifiant -H(A), 
pour A vérifiant H(A). 

4-2-2 Consistance de rr: 

Soit un ensemble de formules réalisées dans HA. Si HA 1- A, alas A est rr-réalisée dans HA. 

preuve: 

La preuve peut se faire de deux façons: La première façon consiste B faire une récurrence sur la 
complexité des formules pour prouver 3xa(HA 1- x rr A) ¢= 3yl(HA 1- y7 mr A) et de 

conclure sachant que mr est consistante. La deuxième façon consiste à prouver directement la 
consistance de rr, comme fait pour mr, par récurrence sur la complexité des preuves. Cette 
façon a l'avantage de montrer le fonctionnement du compilateur de preuves. Nous devons 
vérifier que chaque axiome de HA est réalisé et que si les hypothèses des règles d'inférence 
sont réalisées, alors les conclusions le sont aussi. La preuve étant essentiellement la même que 
celle pour mr, nous ne donnons ici qu'un réalisant pour la conclusion d'une règle facile à 

vérifier par rapport aux réalisants de ses prémisses. 

ças H(P1. H(0): 

A-1 ------------- A-E --------- --------- 
# ~ P A Q  # E L ~  #I lQ 

[#aP l  [#EIQI 
#f rP  # I ~ Q  u a PvQ VER w a R  

v-1 -------- --------- v-E --------- -------------- - ---- --- 
tt a PvQ ff a PvQ if u then v else w ER 

remarque: dans v-E les termes v,w ont le même .type Tm). Il est donc correct de les passer 

comme arguments à la constante fonctionnelle if-then-else de type B+T(R)+T(R)+T(R). 

[# rr Pl 
#aQ # = P  #nP=sQ 

- 1  -------- =$-E --------------- 
#Il P*Q #rrQ 
[x: A] 

# a Pb)  # a VXA.P(X) t: A 
y-1 -------- Q-E .................... 

# EL vxA.p(x) # E P(t) 



ças H(P). -iH(O); 

remarque: dans v-1, x est un objet arbitraire quelconque de type T'(Q) et dans v-E les termes 
v,w ont le même type T'(R). Il est donc correct de les passer comme argument à la constante 
fonctionnelle if-then-else de type B+T(R)+T'(R)+T'(R).. 



remarque: dans v-1 x est un objet arbitraire quelconque de type T'(P) et dans v-E les termes 

v,w ont le même type T@). Il est donc correct de les passer comme argument à la constante 
fonctinnelle if-then-else de type B+T(R)+T'(R)+T'(R).. 

[x: A] 
t lx P(x) u H vxA.p(x) t: A 

1 --------- E -------------------- 
hx. t IT VXA.P(X) ut rr: P(t) 

[W H P(a)l 
II 31 P(t/x) t lx ~x*.P(x) u n c 

3-1 ----------------- 3-E --- -------- ----------- ---- - 
(t, U) rL 3xA.~(x) dpot/a,p 1t/w) n: c 

Ind ------ --- -------- ----- ....................... 
R(a,v,z) Il- P(z) 

cas -H(P), IH(Q): 

remarque: dans v-1 x et y sont des objets arbitraires quelconques de types respectifs T'(P), 
T'(Q) et dans v-E les termes v,w ont le même type T'(R). 11 est donc correct de les passer 

comme argument à la constante fonctionnelle if-then-else de type B+T'(R)+T'(R)+T1(R). 



4-2-3 L'exemple révisé: 

Nous revenons maintenant à la preuve du thbr5me de l'exemple de la division d'un entier par 
deux pour l'interpréter à l'aide de n: 

Preuve du cas de base no: 

Peano- v-1 

# a 
0=2.0+0 O=ovo=l 

A-1 

a 
b 2 . M  A --1 



Preuve du pas de récurrence ni: 

A-1 

# # 

x=m+rg [TF11 

h o  - Peano - 
Z # # # 

[M~,90so)l i@I Sx=2qpSrg S-2 

A-E Pean~ - S U ~ S ~  

# # # # 

x=~qgerg S r ~ l  Sx=2qo+2 W) 

Peano - -  V-1 - Peano ------ V-1 - 

Et l'arbre de preuve complet avec réalisants s'écrit: 

no 
-- 

Rïx, ((0.0). a), if p i ~  ben (@Opow.S~ipow).a) else ( (SFOPO~.O)~~)I  



CHAPITRE III 

LE SYSTEME HA(DT) 



LE SYSTEME HA(DT) 

En vue d'obtenir un système plus riche que HA qui se limite à l'arithmétique nous modifions la 
définition des types finis. En fait la seule modification concerne la classe des types de base 
(réduite au type N): Les types de base seront les types de données. Notre définition des types 
de données est essentiellement celle de Bohm pohm, 851 . Par type de données on entend un 
ensemble dont on a une certaine idée de la structure interne de ses objets (N, les listes, les 
arbres,...). La notion mathématique qui nous servira alors à l'interprétation des types de 
données est la notion d'algébre multisorte (ou encore hétérogène) et d'algébre de Peano. On 
remarquera par exemple que la définition de N dans HA revient à celle de l'algèbre de Peano 
<N,O,S>. 

L'algèbre de Peano est le triplet N=cN,O,S> qui satisfait aux axiomes: 

Pl: Vx E N.Sx# O. 

P2: Vx,y E N Sx=Sy ax=y .  

P3: QG cN.[[O E G A Vx.[x E G a S x  E G]] *G=NJ. 

Ici 0, constante, et S, fonction injective, sont les générateurs de N. 

Remarques: 
N est isomorphe à l'algèbre de termes az,O,X> où Tz est l'ensemble des termes sur X={O,S): 
TL={O,SO,SSO ......, SnO ,... ). 
N n'a pas de sous algèbre non triviale. 

Ces remarques serviront aux généralisations suivantes [Gottwald, 721 : 

Une alg2bre de Peano généralisée est un triplet: 
ki i 

Az=<Tz, A, (fi )i E I> où A est un ensemble d'atomes, ((f ))ie une famille de fonctions 

générateurs d'arité ki. 

Chaque fi:(T'=P +Tz satisfait aux axiomes de Peano généralisés: 



P3': Cl(A)=Tz. 
ki 

Où Cl(A) est la clôture de A par les opérations (fi )i E 1 . 
On a en particulier la proposition: 

L'algèbre de termes (ou algèbre absolument libre) est une algèbre de Peano généralisée. 

Une telle algèbre de termes est totalement non commutative i.e satisfait B l'axiome 
supplémentaire suivant: 

P4':Vi j V a ~  (TZ)ki.tlk (Tx3(j.fi(a)=fj(b)*i=j. 

Autrement dit deux termes ne sont Ligaux que s'ils sont identiques. 
Une autre généralisation consiste B étendre les axiomes de Peano aux algèbres de termes 
multisortes définies sur une famille (finie) de sortes. 

Un type de données dénotera alors le domaine (carrier) d'une sorte dans une algèbre multisorte 
absolument libre dont i'ensemble des générateurs -domaines atomiques et constructeurs- est 
fini. Les domaines atomiques peuvent être des paramètres dbnotant d'autres types de données. 

Définition: 

Une algèbre de ternes (multisorte) est donnée par une signature C-(S, const, constr) où: 

- S est un ensemble de symboles qu'on appelle les sortes, 

- const est une réunion finie d'ensembles consts (SE S) disjoints deux à deux où consts est un 
ensemble fmi de symboles qu'on appelle les constantes de la sorte s, 

- constr, ensemble disjoints de const, est une réunion finie d'ensembles cons&$ disjoints deux 
h deux où est un ensemble fuii de symboles qu'on appelle les constructeurs d'arité 
w+s (W étant un mot non vide Mt sur S). 

Les ensembles As des termes de la sorte s sont définis inductivement et simultanément comme 
Ctant les plus petits ensembles vérifiant: 

1- consts c AS, 

2-Pour tout constructeur f~ constr tel que f: si ... Sn+ s si t i ~  A tnE As, alors 

f(t1, ..., tn)€ As. 

L'ensemble Az des termes de l'algèbre de signature &(S, const, constr) est donné par la 
réunion des ensembles de termes As: AL = us, SA,. 



remarque: Le fait que dans la définition, d'une part const et constr sont disjoints et d'autre part 
les parties consts de const sont disjoints deux à deux et les parties constr,,, de constr sont 
disjoints deux à deux entraîne que les ensembles de termes As sont disjoints deux à deux. 

L'axiome P3 est le schéma de récurrence finie (sur N) que l'on &rit habituellement sous la 
forme [G(O)~Vx.[G(x)~G(Sx)]]=rtrx.G(x). 

Pour un nombre quelconque de générateurs, on a une fome de récurrence structurelle: 
ki 

[Vae A.G(~)AVXV~.[G(X~)A ... /\G(xki)*G(f. (x))]]*Vx.G(x), x, ki-@et <xl,..,xki>. 
1 

Nous allons discuter ici de la récurrence dans les algèbres multisartes. 

La généralisation du principe de la récurrence structurelle aux algèbres multisortes qu'on trouve 
dans la littérature [Ehrig, 851 s'énonce: 

J3inci~e de l'récurrence structurelle générale: 

Soit Ar l'ensemble des termes d'une algèbre de signature &(S, const, constr) et P un prédicat 
défini sur les termes te AL. Si les conditions IG-1, IG-2 suivantes sont satisfaites alors 
Vte Az.P(t) est vrai: 

IG-1 P(t) est vrai pour tout te const, 

IG-2 pour tout terme f(t1, ..., tn)e Ar, (fe constr), si P( t1)~ ... AP(~,) est vrai alors P(f(t1, ..., tn)) 

est vrai. 

Preuve: 

Nous allons prouver ce principe à l'aide de l'récurrence sur les entiers. Pour tout terme te Ar, on 

désigne par N(t) le nombre d'occurrences de symboles de constantes et de constructeurs dans t. 
Pour tout entier n, on désigne par Q(n) le prédicat Vte AL. N(t)ln+l*P(t). 

Supposons que les conditions IG-1 et IG-2 sont satisfaites et montrons que V ~ E  Ar.P(t) est 
vrai. Pour cela, on montre que Vne N.Q(n) par récmnce sur n: 

-n=& 

Si N(t)=l alors te const or la condition IG-1 dit que P(t) est vrai pour tout te const, d'où Q(0) 

vrai. 

-n>O: 

Soit t tel que N(t)ln+l, 



si N(t)ln par hypothèse de récurrence P(t) est vrai, 

si N(t)=n+l, n étant non nul, t est un terme composé donc de la forme f(t1, ..., tk) ( f ~  constr), or 
N(ti)Ln (Ili&) et par hypothèse d'récurrence P(ti) est vrai. La condition IG-2 entraîne que 

P(f(t 1 ,...,a) est vrai, d'où Q(n) est vrai. 

Ainsi, on a montré que Vne N.Q(n) est vrai, donc Vte Ax.Q(N(t)) est vrai, ce qui est la même 
chose que Vte Az.P(t). 

Ce principe fait au fond abstraction du type des termes de l'alg2bre vis à vis de la propriété à 

prouver A l'aide de ce principe. En effet celle-ci doit être commune ii tous les termes de l'algèbre 
quelque soit leur sorte - e.g. propriCté syntaxique telle que le parenthèsage correct des termes. 
Ce principe s'avère inadéquat d'un point de vue syntaxique par rapport au système que nous 
proposons et où la quantification doit porter sur un type de donnée et donc au niveau de 
l'interprétation doit porter sur une sorte. 

Nous allons donner dans ce qui suit un principe dit d'récurrence s t rumUe spécidisée. 

. . 
e l'récurrence sdc~aluée: 

Soit As l'ensemble des termes de la sorte s d'une algèbre de signature Z=(S, const, constr). 
Pour chaque fe  constr tel que fisi ... sn+s, on désigne par rec(f) l'ensemble des indices 
{rl, ..., rpJ tel que Sri=s (1%~). Soit P un prédicat défini sur les termes te As. Si les conditions 
IS-1, IS-2, IS-3 suivantes sont satisfaites alors Vte As.P(t) est vrai: 

IS-1 P(t) est vrai pour tout te consts, 

IS-2 pour tout teme f(tl,.-.,te)€ As (fe constr) tel que rec(f)=D, P(f(t1, ..., tn)) est vrai. 

IS-3 pour tout terme f(t1 ,..., tn)€ As (fe constr) tel que rec(f)= {ri ,..., rp) , si P( t r i )~  ... A P ( ~ ~ )  

est vrai dors P(f(t1, ..., tn)) est vrai. 

preuve: 

Nous allons prouver ce principe à l'aide de l'récurrence structurelle généde: 

Soit Q(t) le prédicat défini sur les termes t E AL par: Q(t) r te As*P(t). On montre que 
t l t ~  Ar.Q(t) est vrai. Pour cela, on vérifie les conditions IG-1, IG-2: 

(IG-1) Q(t) est vrai pour tout t~ const. En effet, si te As alors te consts et IS-1 entraîne P(t) 

vrai. 

(IG-2) Soit f(t1, ..., tn)€ AL (fe constr). Supposons Q(t1)~ ... AQ(~,) est vrai: 

si rec(f)=0, IS-2 entraîne P(f(t1, ..., t,)) est vrai donc Q(f(t1, ..., tn)) est vrai, 

si rec(f)=(ri, ..., rp) alors Q(t1)~ ... ~ Q ( t ~ ) o Q ( t , i ) h . . . ~ Q ( t ~ ~ ) ,  en effet pour i r  {rl ,..., rp), 
Q(ti) est vrai car tic As (les ensembles As étant disjoints, d'après la remarque ci-dessus). 



D'autre part Q(tri)eP(tri) (ll i lp) car tri€ As et IS-3 entraîne P(f(t1 ,..., tn)) est vrai, donc 

Q(f(t1, ..., tn)) est vrai. 

Ainsi V ~ E  Ar.Q(t) est vrai. Cette assertion entraîne Vte A,.Q(t) est vrai car A@=, or pour tout 
t~ As Q(t)=P(t), d'où Vtc As.P(t) est vrai. 

Ce principe, bien qu'il perd de la généralité du principe de dcurrence, est donc mieux approprié 
B l'interprétation de la récurrence dans le système HA(DT) supposé étendre HA qu'on se 
propose de construire et où la quantification porte sur les types de données. 

Néanmoins, ces schémas de récurrence n'expriment qu'une récurrence bien particulière mais 
naturelle pour les algèbres de termes, celle relative à l'ordre induit par les générateurs. Elles ne 
permettent de dériver facilement que des preuves de théorèmes concernant directement la 
structure des objets d'un type de données (e.g. longueur d'une liste, concaténation de deux 
listes...). D'autres théorèmes qui, à travers certains axiomes, concernent plus une stratégie de 
raisonnement que la structure des objets d'un type de données sont difficilement dérivables à 

i'aide de ces seules règles. Toutefois le choix judicieux d'une relation entre les objets de ce type 
de données permet de réduire la complexité de la preuve (c.f. exemple du Quicksort). Cette 
relation d'ordre est choisie de façon à ce qu'elle exprime l'aspect décomposition du problème en 
sous problémes dans le raisonnement et, pour une terminaison effective de la fonction à définir, 
doit être bien fondée, c.&d ne doit pas admettre de chaînes descendantes xl>x2> .... infinies. 

De plus nous sommes concernés dans notre système par des relations effectives dans le sens où 
on doit disposer d'une procédure effective qui fournit pour chaque objet ses prédécesseurs 
immédiats quand ils existent . 

Le schCma général de la récurrence par rapport à une relation bien fondée c s'écrit: 

3-1 Définition des types de données et leur introduction dans HAmT): 

Nous allons dans ce qui suit décrire formellement, de façon syntaxique, l'introduction d'un 
type de données dans notre système qu'on notera HA@T). 



Les types de données précisent la structure interne des objets de base. La description d'un type 
de données décrit essentiellement la construction des objets de ce type. Du fait que ces objets 
peuvent être, lors de la définition de fonctions ou de prédicats opérant sur eux, sujets 
6ventuellement à des décompositions, il serait naturel de préciser de façon abstraite lors de 
l'introduction d'un type de données les moyens de sélectionner les composantes d'un objet 
construit. Nous décrivons syntaxiquement l'introduction d'un type de données à l'aide de la 
notation BNF comme suit: 

*::=ait-nom>=cdt-conso I dt-camp> I d t c o n s o  ait-camp> 

cdtconso désigne une liste fuiie de constantes non vide: 

dt-cons~::=<conso ( ,<const>)*. 

cdt-camp> dCsigne une partition du type de données défini. Chaque objet de la partition 
caractérise un ensemble d'objets composés de ce type de données qui ont le même constructeur 
principal: 

cdt-comp>::=<comp> ( ,<camp>) * 
<comp>::=<constn ( <sel>:<sdt-nom> ( ,<sel>:<sdt-nom> ] *) 

cdt-nom>::=cideno 

<conso::=Uden~ 

<constn::=udenu 

<sel>::=cideno 

csdt-nom>::=udeno 

La variable cideno m m a i t  un identificateur (objet de la classe DENT) 

&-nom> désigne le nom du type de données, <consu une constante (générique) et <constr> 
un constructeur. Dans <sel>:<sdt-nom>, <sel> désigne le sélecteur d'une composante d'un 
objet composé et csdt-nom> désigne le type de la composante sélectionnée par <sel>. La 
récursion simple et la récursion mutuelle sont autorisées dans la définition des types de 
données. 

Exemples de types de données: 

bool = <ff, to, le type des booléens, 

N = dl, suc@red:N)>, le type des entiers naturels, 

list = ail, cons(hd:N, tl:list)>, le type des listes d'entiers naturels. 

Soit DT la classe des objets syntaxiques décrits par les règles ci dessus. 

Pour un objet z de DT, on désignera par 

nom(%), l'identificateur reconnu par dt-nom> dans la définition de z, 

const(z), i'ensemble des identificateurs reconnus par <cons0 dans la défmition de z. 
constr(z), l'ensemble des identificateurs reconnus par <consa> dans la définition de z. 



sdt-nom(%), l'ensemble des identificateurs reconnus par csdt-nom> dans la définition de z. 

On définit quelques prédicats décidables: 

Soit r une partie finie de DT et z un élément de DT. 

dist(r) désigne le prédicat décidable disant si tous les identificateurs des objets de r reconnus 

par les variables <cons0 et <consa> sont distincts deux B deux. 

new(T,z) désigne le prédicat décidable disant si nom(z) est distinct de nom(o) quelque soit 
l'objet o de T. 

close) désigne le prédicat décidable disant si tous les sous types d'un type de données z de T 
sont dans r, i.e. u 6 ~  r. sdt-nom(s) E (nom(@, GE T). 

3-2 Définition d'un environnement de tv~es de données et de son introduction dans HA(DT): 

Nous définissons formellement la foxmation d'un environnement de types de données (objet de 
la classe Env) et d'un environnement clos de types de données contenant le type de données des 
booléens B = bool=cff, tu (objet de la classe C-Env cidesous) comme suit: 

5:DT dist(zl 

(t): Env 

r:Env z:DT new(r.z) dist(r.Q 

Tu(%): Env 

Dans toute la suite nous identifierons z à nom(%) dans un environnement clos de types de 

données. 

3-3 Définition des e s  dans HA(DT): 

Ils sont définis par IappoIt à un envhnnement clos ï de types de données. 

L'ensemble TYPE(T) des types de HA@T) dans l'environnement r est le plus petit ensemble 

vérifiant: 



(i) Si dt est dans r alors dt est dans TYPE0 

(ii) Si s et t sont dans TYPEO alors sxt est dans TYPE(T) 

(iii) Si s et t sont dans T Y P E 0  alors s+t est dans TYPE@') 

Ainsi TYPE0 est la clôture de r pour le produit et l'exponentiation. 

3-4 Définition des tennes avec leur twes dans HAIDT): 

Pour tout type dans T Y P E 0  on suppose l'existence d'un nombre infini de variables de ce type 

et toute variable a un type unique. 

Les ensembles TERMEs(T) des termes de type s dans l'environnement ï sont définis 

simultanément et inductivement comme étant les plus petits ensembles verifiant: 

(i) Une variable de type s est dans TERME,O 

(ii) Pour tout type de données dt dans TYPEO: 
* * * 

si dt = < C l  ,..., cm, fl  ,..., fn> OÙ f i  " fj(sel]i:dtli ,..., se1ki:dtki) 

- Ci€ TERMEdtm (1 I i I n) 

- si el€ TERMEdtliO, ..., ek€ TERMEdtki(r) alors fi(e1, ...,ek) E TERMEdt O (1 5 i I n) 

- si eE TERMEdt(T) alors is-ci(e)~ TERMEbol (T) (1SiI m) et is-fi(e)~ TERMEboo* (T) 
(lliln) 

- si eE TERMEdtO alors ~elj(e)E TERMEdtji (1 I i I n) (1 5 j 5 k) 

(üi) Si el est dans T E m O  et e2 est dans TE-O alors (el,ed est dans TERME,tO 

(iv) Si e est dans TERMEs, t0 alors pge est dans TERME, O et ple est dans TERMEt O 

(v) Si x est une variable de type s et eeTERMEtO alors Âx.e E 

(vi) Si el est dans TE-+@') et e2 est dans TERME&') alors (el eZ) est dans TERMEtO 

(vii) si b est TERMEhlO, el dans TERMEtO, e2 dans TERMEtO alors if b then el else e2 
est dans TERMEtO 



(viii) Pour tout type de donnkes dt et tout type t dans 'I"YPE(T): 
* * * 

si dt = < C l  ,..., Cm, fl  ,..., fn> OD f i  fi(sel1i:dtli ,..., seIki:dtki) 

Pour chaque objet f de constr(dt) , soit rec(f) l'ensemble des indices k des sélecteurs selk de f 

si ui est un terme de type t (1 5 i 5 m) 

si vi est un teme de type dt+t quand rec(fi)=0 (1 5 i I n )  

si vi est un terme de type dt+ti+ ...+ tp+t avec ti* quand card(rec(fi))=p (15 i 5 n) 

si w est un terme de type dt, 

alors Rdt,t(u 1, ..., um,vl ,..., v,,w) est dans TERMEt(r) . 

3-5 Les formules dans HA(DT): 

foxmules atorniaues: 

Ce sont d'abord toutes les expressions de la fome t=s pour deux termes t et s de même type et 
la constante faux. 

De nouvelles formules atomiques peuvent être introduites dans le système en tant que prédicats 
atomiques vérifiant certains axiomes. 

Exemples: 

L'axiome sort(ni1,nil) disant que ni1 est la liste triée de ni1 est une formule atomique. 

La formule atomique somme(x, y, z) disant que l'entier z est la somme des deux entiers x et y et 
vérifiant les axiomes: 

L'ensemble FORMULE des formules de HA@T) est alors défmi par: 

(i) Les formules atomiques appartiennent à FORMULE 

(ii) Si R,B appartiennent à FORMULE alors AAB, AvB, AaB,  VxS.A, 3xS.A appartiennent à 

FORMULE 



Les expressions A w B  et -, A sont réspéctivement des abréviations pour les formules 
A ~ B A B ~ A  et A-faux. 

Pour tout type de données dt dans TYPE(T): 
* * * 

si dt = C Cl, .... Cm, f l  ...., fn> OÙ f i  - fi(sel1j:dtli ,..., selki:dtki) 

................................. 
if is-fn(w) îhen en else z 

où 
.... ei ~i(f(w1, wn)) si =(fi)=@, (OS i 9) 

.... Ci 5 vi (f(w1, wn)) & 6 t ~ ~ w r i  ...Rdt,tuvwrp si rec(f)={rl, ...,rP) (01 i ln) 

et z est une vanable quelconque de type t. 

Remarque: Les axiomes sont des règles d'inférence particulières (section suivante) . Ce sont 
des règles qui n'ont pas de prémisses. 

3-7 Les &les d'inférence dans HAIDT): 

L'ensemble des règles d'inférence de HAOT) dans un environnement clos de types de 
données î comprend les règles d'inférence logiques et non logiques vues dans HA, les règles 



d'inférence non logiques vues dans l'introduction des ternes de HA@T) auxquelles on ajoute 
les familles de règles non logiques suivantes: 

- Règles sur l'égalité et la substitution: 

el =e2 m l )  
subst ---------- 

- Pour tout type de données dt dans TYPE(T): 
* * * 

si dt = < cl ,..., cm, f l  ,..., fn> OÙ f i  fi(sel1i:dtli ,..., Se1ki:dtki) 

Ci=Cj i#j 
------------ 

faux 

ci=fj(elj, ..., ekj) 

faux 

fi(e1i ,..., eki)=fj(elj ,..., ekj) 
------------------------ i#j 

faux 

remarque: les trois premières familles de règles peuvent être remplacées par la seule règle: 

tt=ff 
---- 
faux 

au niveau du type de données bool et h l'aide de laquelle eues peuvent êm dérivées à l'aide des 
axiomes de HA@T). 



- la famille de règles d'récurrence suivante: 

A tout type de données dt dans T, on associe une règle d'récurrence dont on donne la méthode 

de construction effective: 

Pour chaque constante c, on désigne par ind-c(x) la formule is-c(x)=tt avec x:dt. 

Pour chaque objet f(seli:dti, ....., selp:dtp) de comp(z) et toute formule P(x) avec x:dt: 

Soit rec(f) l'ensemble des indices k des sélecteurs selk de f vbrifiant selk:dt, on définit la 
farmule: 

ind-f(P,x) a is-f(x)=tt si rec(f)= 0, 

ind-f(P,x) 6 is-f(x)=tt A P(selri (x)) A ..... A P(selrp(x)) si rec(f)=(ri, ..., rp) 

La règle de l'*nce sur dt s'écrit alors: 

Ainsi la règle de l'récurrence sur le type de données N= 4, suc@red:N)> s'écrit: 

La correction de la famille des règles d'récurrence ainsi définies pour un environnement ï est 

facile à établir à l'aide de l'récurrence structurelle spécialisée pour les sortes vue ci-dessus, en 
interprétant un type de données par une sorte dans une algèbre libre (voir sémantique 
dénotatiome~e). 

Nous esquissons ici la dérivation à l'aide des règles d'inférence décrites ci-dessus de quelques 
théorèmes de base concernant les types de données: 

(i) Soit dt dans T, c dans const(dt) et f dans constr(dt): 

Vx:dt.is-c(x)=tt v is-c(x)=ff 

Vx:dt.is-f(x)=tt v is-f(x)=ff 



(ii) Pour tout objet dt dans r, si const(dt)=(cl,. . .,cm), constr(dt)=(fl,. . .,fn)alors: 

Vx:dt.(i~-cl(x)=tt v . . . v is-cm(x)=tt v is-fl(x)=tt v . . . v is-fn(x)=tt) 

(iii) Pour tout objet z dans r, si dt=nom(z) on a: 

pour tout couple d'objets distincts fi  et f2 dans constr(z),: 

Vx:dt. 7 (is-fi(x) = tt A is-f2(x) = tt) 

pour tout couple d'objets distincts ci et c2 dans const(z): 

Vx:dt. 7 (is-ci(x) = tt A is-c2(x) = tt) 

pour tout objet c dans const(z) et tout objet f dans constr(z): 

Vx:dt. -r (is-c(x) = tt A is-f(x) = tt) 

preuve: 

les trois premières preuves (i) (Ü) se font en appliquant la règle dt-ind en prenant respectivement 
pour P(x): 

P(x)= is-c(x)=tt v is-c(x)=ff 

P(x)= is-f(x)=tt v is-f(x)=ff 

P(x)E (is-cl(x)=tt v . . . v is-c(x)=tt v is-f(x)=tt v . . . v is-f(x)=tt) 

et en appliquant dans la preuve de l'hypothèse de dt-ind une suite d'éliminations de v et 
d'éliminations de A adéquates pour l'introduction de P(x). Les règles A-E appliquées serviront 

exclusivement à l'élimination des éventuels P(selik(x)) dans ind-f(P,x). 

Par exemple la preuve de (ii) pour le type de donnks N= <O, suc@red:N)> s'écrit: 

Pour les trois dernières preuves (iii), il s'agit de montrer que la formule niée implique faux, on 
utilise pour cela les règles de l'égalité dans les types de données (étiquetés dans l'exemple qui 
suit par *), par exemple pour Vx:dt. 7 (is-fl(x) = tt A is-f2(x)= tt): 



(is-fi(x) = tt A is-f2(x) = tt) 

is-f 1 (x)=tt (is-fi(x) = tt A is-f2(x) = tt) 
* ----,--- -- A-E ----------- ------------------ 

is-fz(x)=ff is-f2(x)=tt 
subst -- ----- - ---- -------------------------- 

tt = ff 
* , , , - ,, - 

faux 
1 -1 ------------------------ 

1 (is-f i(x) = tt A is-fz(x)=tt) 

Vx:dt. 7 (is-fl(x) = tt A is-f2(x) = tt) 

4 Réaiisabilité raffinée dans HAIDT): 

La définition de la réalisabilité raffinée pour HA(DT) dans un environnement clos r de types de 

données demeure essentiellement la même que celle donnée pour HA. Les seules différences 
qui existent sont des différences formelles: 

Dans HA, #, tt et ff étaient des éléments arbitraires mais fixes de N. Dans HA@T), # sera 
l'unique élément d'un type de données particulier #=<#> et qu'on supposera toujours exister 
dans r, tt et ff sont les Cléments du type de données bool qui existe par définition dans T. 

Ceci implique une redéfinition en conséquence des clauses 3(i), 3(ii), 3(iii) et 3(iv) de la 
définiton de rr pour HA: 

3- (i) x b l  rr AvB = (x=tt*A) A (x=ff=~B) 

pour A, B vérif~ant H(A), H(B) 
(iv) xbOO1 rr AvB = (WX=tt*plx rr A) A @Ox=ff*B) 

pour A, B vkifiant *(A), H(B) 
(iii) x b l  x n AvB = @gx=ttaA) A @gx=ffaplx n B) 

pour A, B vérifiant H(A), d ( B )  
(iv) xbOO1 a rr AvB = @gx=tt=qopyx rr A) A @gx=ff*poplx n B) 

pour A, B vérifiit -iH(A), -iH(B) 

La réalisabdité raffinée rr pour HA@T) posséde la propriété du type unique et est consistante 
avec la prouvabilité. La preuve de ces deux résultats est essentiellement la même que celle 
donnée pour la réalisabilité rr dans HA en tenant compte des différences formelles ci-dessus. 



Nous ne considérerons ici que la preuve de la consistance de rr au niveau de la règle de * * 
l'récurrence dans un type de donntes dt=<cl,  .... cm ,f ,..., fn  > où 

Mais d'abord nous donnons les réalisants selon K pour les quelques formules prouvées ci 
dessus: 

(i) Soit dt dans ï, c dans const(dt) et f dans constr(dt): 

Vx:dt.is-c(x)=tt v is-c(x)=ff est Misée par Âx.isc(x): dtjbool 

Vx:dt.is-f(x)=tt v is-f(x)=ff est réalisée par Âx.is-f(x): dtjbool 

(ii) Pour tout objet dt dans r, si const(dt)={cl,. . .,cm), constr(dt)={fi,. . .,fn): 

Vx:dt.(is-cl(x)=tt v . . . v is-cm(x)=tt v is-fi(x)=tt v . . . v is-fn(x)=tt) 

est réalisée par 

hx.(is-c~(x),..,is-cm(x),is-fl(x),..,is-fn~~(x)): d t + b ~ ~ l l x . . x b ~ ~ l ~ + ~ , l  où b001i r bol. 

(iii) Pour tout objet dt dans r: 
pour tout couple d'objets distincts fi et f;! dans constr(dt),: 

Vx:dt. 1 (is-fl(x) = tt A is-f2(x) = tt) étant une formule de Harrop est réalisée par # 

pour tout couple d'objets distincts cl et c2 dans const(dt): 

Vx:dt. -i (is-cl(x) = tt A is-c2(x) = tt) étant une formule de Harrop est réalisée par # 

pour tout objet c dans const(z) et tout objet f dans constr(dt): 

Vx:dt. 1 (is-c(x) = tt A is-f(x) = tt) étant une formule de Harrop est réalisée par # 

Les termes réalisants d o ~ t s  ci dessus découlent directement de la définition de la réalisabilitC rr 
et sont faciles à vérifier. 

4-1 Consistance de rr Dar raDyrt à dt-ind: 

(ind-c i(x) V. ... v ind-cm(x) v ind-f l(P,x) v .... v ind-fn(P,x)) 

P(x) 
................................................................ 

Vx:dt.P(x) 

Nous devons construire un réalisant pour la conclusion de cette règle à partir de ses prémisses. 
Pour cela, nous allons réxkrke de façon plus explicite et plus utilisable ces prémisses. On notera 



hyp-ind l'hypothèse d'récurrence (ind-ci(x) v....v ind-cm(x) v ind-fl(P,x) v .... v ind- 
fn(P,x)) pour laquelle nous allons appliquer une succession d'éliminations v-E notée 

informellement: 

# # el en 

(ind-ci (x)) .... (ind-cm(x)) (ind-fi (P,x)) .... (ind-fn(P,x))) 
v-I------- v-1 v-I-------- v-I--------- 

hyp-ind hyp-ind hyp-ind hyp-ind 

Les termes #, ei, ui, rj et r au dessus des occurrences de certaines formules repr6sentent leurs 
réalisants assurés par hypothèse d'récurrence dans la preuve de la consistance de n. 

Les termes ei et ei (qui désigne une suite de tennes éventuellement vide) sont tels que: 

e i 4  si m(fi)4 et ei est vide 

ei=(eirl ,...,eh) si rec(fi)= {ri ,...,rp) avec eifj n P(selifj(x)) et ei=êifi ..... eyp 

Il est alors facile de vérifier B l'aide de ces hypothèses en appliquant la règle dt-ind que 
V~:dt.Rd~,~uvx n P(x) sachant que: 

if is-c,(x) then um else 
if is-f l(x) then el else 



Nous illustrerons la preuve par récurrence dans un type de données et l'extraction d'un 

programme 
de cette preuve sur un exemple simple qui consiste B synthétiser la fonction cats qui concaténe 
une liste donnée s à une liste quelconque. Un exemple plus avancé est donné au chapitre IV. 

Soit A un type de données quelconque et IF ai l ,  cons(hd:A, tl:L)> le type des listes sur A. 

Soit la formule atomique ~a t~(xL,~L)  disant que la liste y est le résultat de la concaténation de la 

liste s à la liste x et définie par les axiomes: 

Ai = cats(nii,s) 

A2 = ~ a ~ x ~ c a t ~ ( x , ~ ) ~ a t ~ ( c o n s ( a , x ) ,  cons(a,y)) 

Ces deux axiomes sont tous les deux réalisés par #. 

On prouve ~xL3~L.cat~(x,y): 

remarque: la fonction cat qui concaténe deux listes quelconques peut être obtenue de façon 
triviale en remplaçant dans la smcation et la preuve cidessus le prédicat binaire cats(x,y) par 



le prédicat ternaire cat(s,x,y) et en terminant la preuve par une V-introduction pour conclure sur 
la nouvelle spécification ~sLVxL3~~.ca t~(x ,~) .  

2-1 Les ternes nmaux de H A O ;  

Un terme de HA@T) est dit normal si aucun de ses sous termes n'est de la forme: 

f )  (1 S i  5 n) avec f(sell:dtl, ..., seln:dtn) qui est dans wmp(dt) et dt dans r 
po(e 19e2) 

p1(er,e2) 

(hx.e 1)e2 

if tt then el else e2 

if ff then el else e2 

Rdt,tuvw avec w=c et c dans const(dt) ou ef(w1, ...., wn) et f(sell:dti, ..., seln:dtn) dans 
comp(dt) (dt dansr). 

Une règle de réduction est notée u >> v pour dire que le texme u se réduit en v. u >>* v dénote une 
suite de réductions partant de u à v. L'ensemble des règles de réduction dans HA(DT) est donné 

PX 

if ff then el else g n e2 

Rdt,tuvci ui, (OS i Sm) 

Rdt , t~~f i (~ l , . . . , ~k )  % vi(f(w1, ..., wn)) si =c(fi)=@, (w i ln) 

Rdt,tuvfi(w 1 ,...,w k) » vi R d t , t ~ ~ ~ r l  ...Rdt,tuvwrp si =c(f)={rl ,...,r p )  (W i Sn) 

Nous allons dans ce qui suit énoncer un théorème de normalisation forte pour le système 

HA@T) par rapport aux règles de réductions ci dessus. Il existe plusieurs preuves de ce 
théorème pour le kalcul typé simple et d'autres systèmes tel que le système T de Godel (Tait, 



Girard,..). L'une des plus élégantes est celle donnée par Girard et où il est défini une propriété 
dite de réductibilité qui parait plus forte que la propriété de la normalisation forte. En prouvant 
d'une part qu'un terme du système qui est réductible est fortement nomalisable et d'autre part 
que tous les ternes du syst&me sont réductibles, on conclut à la normalisation forte pour tous 
les termes du système. Nous adapterons cette preuve pour le système HA@T). 

5-3 Définition des termes fortement nonnalisables et des temies réductibles: 

l)Un terme de HA@T) est dit fortement nonnalisable ssi il n'existe pas de suite infinie de 
réductions pour ce terme. FN est l'ensemble des termes fortement normalisables de HA@T). 
Si e est un tenne fortement nonnalisable, N(e) est le plus grand nombre de réductions pouvant 
mener à une foxme normale. 
exemple: tous les termes normaux sont fortement normalisables et en particulier toutes les 
variables. Pour un tel terme e, N(e)=O. 

2) Les ensembles It I des termes réùuctibles de HA@T) de type t sont définis simultanément par 
récurrence sur la structure des types: 
(i) Si t est un type de base, t~ î, alors e E It l ssi ee FN 
(ii) Sie est de type sxt alors ee lsxt I ssi p o e ~  Isl et pie€ It I 
(iii) Si e est de type s+t alors ec Is+t I ssi VVE 1sl .e~~ It 1 

l'ensemble RED des termes réductibles de HA@T) est la réunion des ensembles It 1, t variant 
dans TYPE (l'ensemble des types de HA@T)). 

5-4 Dreuve de la m~ri.4té de la normalisation forte: 

Soit e un terme de type t dans HA@T), 
1) Si e est dans It I alors e est dans FN, 
2) Si e n'est ni de la forme (el,e2) ni de la forme hx.e et si le résultat de toute réduction en un 

pas de e est dans It I alors e est dans It 1, 
3) Si e est une variable a lm  e est dans It 1, 
4) Si e~ It I et ew' alors e ' ~  It 1. 

Preuve: 
Ia preuve se fait par récurrence sur le type T de e: 

(i) T=~E î, 
1) par définition, e E It I ssi ee FN, 



2) si pour tout e' tel que e»e', e' est dans It 1, donc dans FN, alors e est dans FN car s'il 
existait une suite infinie de réductions pour e, ex '»  ..., alors on aurait e x '  et une suite infinie 
de réductions pour e', contradiction, donc ec It 1. 

3) si e est une variable ee FN car e est normal donc ec It 1. 
4) soit ee It 1, alors eEFN. Si e»e' alors ~ ' E F N  car s'il existait une suite infinie de 

réductions pour e', e'>pe"» ..., dors on aurait e»e'»e"..qui est une suite infinie de réductions 
pour e, contradiction, donc e ' ~  FN, soit e ' ~  It 1. 

(ii)z=sxt, 
1) si e~ lsxt I dors p g e ~  Isl donc p g e ~  FN. S'il existait une suite infinie de réductions 

pour e, il en existerait une pour pge, contradiction, donc e~ FN. 
2) Supposons pour tout e' tel que e»e', e' E lsxt 1. Si e ' ~  lsxt I alors pgec Isl, or les seules 

réductions en un pas pour pge sont de la forme pge»pge~ Isl avec e»e' (car e n'est pas de la 
forme (el,e2)), donc p g e ~  Isl. Même raisonnement pour pee It 1, donc eE lsxt 1. 

3) Il découle de 2) que si e est une variable alors e qui est normal, donc ne se réduit pas, 
est dans lsxt 1. 

4) Soit eE lsxt 1, alors p o e ~  Isl et pie€ It 1. Si e»e' alors pge»pge' est une réduction en un 
pas pour pge donc W'E Isl. même chose pour peE It 1, donc e ' ~  lsxt 1. 

(iii)z=s+t, 
1) Soit x une variable de type s, XE Isl (d'après 3). Si eE Is+t I alors ex€ It I donc 

ex€ FN. S'il existait une suite infinie de réductions pour e, il en existerait une pour ex, 
contradiction, donc eE FN. 

2) Supposons pour tout e' tel que e»e', e ' ~  ls+t I c.8.d. pour tout VE Isl, e've It 1. Soit 
VE IsJ donc VE FN. Ceci justifie un raisonnement par indiction sur l'entier N(v): 

n=O, 
dans ce cas v est normal et les seules réductions en un pas possibles pour ev sont de la forme ev 
» e'v avec e x '  (car n'est pas de la forme hx.el) or e ' v ~  It I donc evc It 1. 

n a ,  
dans ce cas les seules réductions en un pas pour e sont de rune des deux formes: 
ev B e t €  It I 
ev » e v ' ~  It I car V'E IsI (d'après 4) et N(v')<N(v), 
donc evE It 1, d'où eE Is+t 1. 

3) Il découle de 2) que si e est une variable alors e qui est normal, donc ne se réduit pas, 
est dans Is+t I 

4) Soit e E Is+t 1. Si e x '  alors e ' ~  Is+t I car pour tout v dans Isl e'v est le résultat d'une 
réduction en un pas pour ev (evkv), or evE It I et donc e ' v ~  It 1, d'où e ' ~  Is+t 1. 



Soit e[x] un terme de HA@T) dans un environnement r de types de données dont les seules 

variables libres sont, au plus x=xl, ...an. Le terme e[ghr], résultat de la substitution ii x dans e 
de ternes g=gi, ...,gn de type approprié vérifie: 

g~ RED e[g/x]~ RED 

La preuve se fait par nhmence sur le teme e: 

(i) e=xi 
g E RED e[g/~]=gi E RED. 

(ii) e x ,  avec CE const(dt) et d t ~  r 
c:dt est normal , dt est un type de base donc CE RED et e[ghr]x~ RED. 

(iii) e=f(tl, ..., tn) avec f(sell:dti, ..., seln:dtn)€ comp(dt) et d t ~  T. 
dt étant un type de base, il faut montrer que f(t1, ..., tn)€FN. 

Par hypothèse de récurrence tl[ghr]:dtl, ..., tn[g/x]:dtn sont dans RED, donc dans FN, or 
N(f(t1,. ..,tn)[g/xl)=N(tl[g/xl)+..+N(tn[g/xl),donc f(ti,...,tn)[ghrl~ FN et 
f(t1, ..., tn)[g/x]€ RED. 

(iv) e=seli el avec f(sell:dtl, ..., seln:dtn)E comp(dt) et d t ~  T. 
e est de type dti qui est un type de base, il faut donc montrer que seli el[g/x]c FN. 
Par hypothèse d'récurrence el[g/x]~ RED, donc ei[g/x]~ FN. Il est alors facile de voir que 

N(e[g/x])=N(ei[g/x])+l ou N(e[g/x])=N(ei[g/x]), selon que la forme normale de ei[g/x] 
dans dt est de la forme f(t1, ..., tn) ou non, et donc eeFN. 

(v) &f b then el else e2 
Par hypothèse d'récurrence b[g/x],el[ghr],e2[glx] sont dans RED donc dans FN. Ceci justifie 
le raisonnement par kurrence sur n=N(b[g/x])+N(el[ghr])+N(e~[fiI) suivant: 
n=O, 
b[g/x], el[g/x], e2[g/x] sont normaux. Il n'y a que deux formes de réduction en un pas 

possibles pour e. Elles correspondent aux cas b=tt ou b=ff. Si b=tt alors e[g,x] » el et si b=ff 
alors e[g/x] » es. Dans les deux cas le résultat est dans RED, donc e[g/x]~ RED, 



n#O, 

Il y a cinq formes de réduction en un pas possibles pour e[ghr]: 
e[g/x]»el (b==tt)etel~RED 

e[g/x] » e2 (b=ff) et e 2 ~  RED 
e[g/x] » if b' then el[@] else e~[gEx] avec b[@] » b', mais 
N(b')+N(el [g/x])+N(e2[g/x])cn, donc if b' then el[&] else e2[g/x]~ RED 

e[@] » if b[ghir] then e'l else e2[g/x] avec el[@] » e'i, mais 
N(b[g/x])+N(e'i)+N(e2[g/x])ui, donc if b[g/x] then e'l else e2[g/x]~ RED 

e[@] n if b[@] then el[g/x] else e'2 avec e2[g/x] » e'2, mais 
N(b[g/x])+N(el[g/x])+N(e'2)ui, donc if b[g/x] then ei[g/x] else e ' 2 ~  RED 

Dans tous les cas le résultat de la réduction en un pas est dans RED donc e[g/xl~ RED d'après 

le lemme. 

(vi) e=Qt,tuvw avec U = U ~  ,..., um; v=vl, ..., vn; w:dt 
Pour un terme e, la notation g cidessous est une abbréviation pour e[g,x]. 
Par hypothèse d'récurrence yi (1 SiSm), 5 (1 SiSn), w sont dans RED, donc dans FN. 

Ceci justifie un raisonnement par récurrence sur l'entier: 
n=N(gl)+..+Nh)+N(vl)+..+N(~)+N(w)+S&) où S(w) est le nombre de symboles de la 
forme normale de w diminué de 1: 
n=O, 

les B, xj, w sont normaux et S(w)=û. 11 y a dors une seule forme de réduction en un pas 
possible pour g. Elle correspond au cas où est une constante C ~ E  const(dt) auquel cas on a: 
5;» UE RED. 

n+O, 
g » e' avec e'=Qt,a9yw et ~ '=~l, . . ,yi ' , . .h  et &»>&' (1liSt-n) 
g » e' avec eY=RdSa y' 4y et y9=xl,..,yj',..,h et yi»yi' (1SiSn) 
g » e' avec e'=Rdktll y w' et » w'. 
Dans tous les cas ci-dessus, e' est tel que N(e')<N(e), d'où e ' ~  RED par hypothèse 

d'récurrence sur n. 
g >P & si -i (llilm) 

n ~0 si ~ = f i @ l ,  ...,=) et iec(fi)=0, (OS i Sn) 

g » yi Rdt,d y ~1 ... Rdt,a y ~ r p  si x&i(wl,...,& et re~(fi)=(ri, ..., rp) (ûS i Sn) 

Dans tous les cas cidessus, p se réduit en un terme réductible par hypothèse d'récurrence sur la 
dductibilité. 

(vii) e==ge' 

par hypothèse d'récurrence: g~ RED e e'[g/x]~ RED or e'[g/x] est de type produit et par 
définition de RED * pg(e'[g/x])=pge'[g/x]~ RED. 



(viii) e=peY 
même raisonnement que dans (ii) 

(ix) e=(e1 Ye2) 
On doit prouver pge[g/x]~ RED et ple[g/x]~ RED. 
Par hypothèse d'récurrence el [@JE RED et e2[@]~ RED, donc el [@JE FN et e2[g/x]~ FN. 

Ceci justifie un raisonnement par récurrence sur l'entier n=N(el[g/x])+N(e2[g/x]): 
n=O, 

dans ce cas el[g/x] et e2[g/x] sont normaux et la seule réduction en un pas possible pour 
pge[g/x] est pge[g/x] » el[g/x] E RED et donc pge[g/x]~ RED d'après le lemme. 
n#O, 

dans ce cas pge[g/x] a trois formes de réduction en un pas possibles: 

pw[g/xI » e1[g/xle RED 
w[g/xI » W(eylYe2)[g/x1 E RED car N(e'r[g/xI)+N(e2[g/xl) < n 
pw[g/xI * Po(e1,e'2)[g/xl E RED car N(e1[g/x1)+N(eY2[g/xl) < n 
d'où, d'après le lemme, pge[g/x]~ RED 
même raisonnement pour la preuve de ple[g/x]~ RED. 

(XI e=e1e2, 
Par hypothèse d'récurrence el[g/x]~ RED et e2[g/x]~ RED et par définition de RED, 

(el [glxl)(e~Eghrl)=(e ie2)[ghiil~ RED. 

(xi) e=hy .el , 
On doit prouver que pour tout VE RED de type approprié e[g/x]v~ RED. 
Par hypothèse d'récurrence el[g/x,v/y]~ REDcFN pour tout g,v E REDcFN. Ceci justifie un 

raisonnement par récurrence sur l'entier n=N(ei[g/x,v/yl)+N(v): 

n=O, 
dans ce cas el[g/xJ et v sont normaux et la seule réduction en un pas possible pour e[g/x]v est: 
(ky.ei[g/x])v » el[g/x,v/y] E RED et donc, d'après le lemme, e[g/x]v~ RED, 

n a ,  
On a dans ce cas trois formes de réductions en un pas possibles pour e[g/x]: 

(ky.e1[g/xI)v » elrgEK'vl~l €RED 
(ky.el [g/x])v » (hy.el ')v avec el[g/x] » el ' or N(e1 ')+N(v)ui donc (ky.el')v E RED 
(hy.el[g/x])v » (hy.el[g/x])v' avec v»v' or N(e1 [g/x])+N(v')ai donc (hy.el[g/xl)v ' E RED 
et donc d'après le lemme (hy.el[g/x])v~ RED. 



théarème: 
Tous les termes de HA@T) sont fortement normalisables. 

Preuve: 
Ceci découle du fait qu'en vertu de la dernière proposition tout terne est réductible, quitte à 

prendre dans la substitution pour les gi les variables libres xi qui sont bien réductibles d'après le 
lemme. Or tout tenne rçductible est fortement normalisable, toujours d'après le lemme. 

5-5 Les valeurs de HA(DT); 

L'intérêt concret du fait que le système de règles de réductions possède la propriété de la 
normalisation forte est que dans une implantation, la stratégie suivie pour l'évaluation d'un 
terme en sa forme normale n'est pas pertinente. Ceci nous permet par exemple d'utiliser 
l'interpréteur d'un langage qui existe et dont les règles de réduction sont cohérentes avec celles 
de notre syst&me pour l'évaluation de ses termes dans un envbnnement lui aussi cohérent et 
ceci sans connaissance détaillée de sa stratégie d'évaluation. Nous vemons dans le dernier 
chapitre par exemple comment nous pouvons évaluer un terme de HA@T) en utilisant 
l'interpréteur CAML par une traduction de ce terme et de son environnement en un terme et un 
environnement CAML qui les simulent. Toutefois, il faut remarquer que la définition des termes 
nonnaux ci dessus est trop idéaliste dans la mesure où une abstraction n'est pas considérée 
comme étant une valeur, ce qui est plus naturel et plus proche de la réalité des langages de 
programmation fonctionnels. En effet il n'est pas nécessaire de faire des réductions à l'intérieur 
d'une abstraction quand on sait que le sens réellement opérationnel de la fonction qu'elle 
représente réside dans son application à un terme et que cette application est représentée par un 
terme réductible. Ceci dit la Wuction B l'intérieur d'une abstraction peut servir B l'optimisation 
de son corps mais œci relève d'une technique générale dans la bansfonnation des programmes 
qui est i'évaluation partielle [Consel, 881 et que nous voulons distinguer de la conception naïve 
de l'évaluation d'un programme qui de plus est un terme clos. 

Les remarques ci-dessus nous conduisent donner une autre définition des termes nmaux que 
nous appellerons les valeurs pour hiter la confusion. 

Les valeurs: 
Si c et f désignent une constante et un constructeur dans un type de données, l'ensemble VAL 
des valeurs de HA@Tj est le sous ensemble de TERMEr défini inductivement par les clauses: 

(i) CEVAL 

(ii) k .e  E VAL quelque soit l'expression e dans TERME 



(iii) si el ,..., eke VAL alors f(e1, ... ,ek)e VAL 
(iv) si e 1 , e 2 ~  VAL alors (el ,e2)~ VAL 

Ii est facile de vérifier qu'en raison de la clause (ii), deux valeurs distinctes peuvent dénoter un 
même objet ou autrement dit avoir la même forme normale et que, en revanche, si deux valeurs 
sont construites sans appliquer la clause (ii) et si elles sont distinctes alors elles dénotent deux 
objets distincts. 11 est facile de vérifier aussi que la forme n o d e  d'un terme clos quelconque 
est une valeur. Ainsi en vertu du théorème de la normalisation forte tout terme clos a au moins 
une valeur. 

6-1 Intemrétation des types de données: 

Les types de données d'un environnement clos I' vont être interprétés à l'aide d'algèbres de 

tennes multisortes augmentées par un élément particulier error qui d a  à interpréter certains 
termes conçus comme incorrects (par exemle pred(0) pour les entiers). La définition de 
l'interprétation se fait de façon inductive et simultanée pour les types de données: * * * 
Un type de données dt=< Cl, ..., Cm. fl..... fn> (où f i  E fi(sel1i:dtli ...., se1ki:dtki)) est 

interprété par le domaine [dt]=Adtu ( error ) de la sorte & de l'algèbre de tennes associée à 

l'algèbre multisorte: 

<Ç~:&Y.., h:dL fl:&ll..&lk+dk...y L:&nl..dtnk+a> 
exemple: le type de données bool est interprété par le domaine (a ff, error) de la sorte bool 
dans l'algèbre <fl:bool. ffibool>. 

6-2 Interprétation des types: 

L'interprétation des types se fait de façon inductive, le cas de base étant l'interprétation des 
types de données ci-dessus. Les domaines d'interprétation Adt ( d t ~  ï) des types de données 

sont considérés ici en tant qu'ensembles dans la théorie classique des ensembles. 
Nous notons [t] l'objet qui interprète le type t. 
[dt] = Adtu(error) pour tout dt E ï 

[sxt] = ( (a,b) : a€ [s], b~ [t] ) , (l'élkment (emYcrror) est identifié à emr  etc ...) 
fs-1 = App([sly[tl) (l'élément hx.error est identifié à error etc ...) 



6-3 Interprétation des termes: 

La sémantique des termes est donnée relativement à un environnement, celui-ci étant une 
fonction totale quelconque p de l'ensemble des variables de tout type Var vers la réunion des 
domaines d'interprétation des types D a % , ~ y p ~ ( r )  [t] vérifiant si XE Var est de type t alors 

p(xk hl. 
Si p est un environnement, on notera p[v/x] le nouvel environnement obtenu partir de p en 

forçant sa valeur h v pour x, toutes choses égales par ailleurs. 
Nous notons I[e]lp la valeur dans D qui interprète e par rapport 2t l'environnement p. 

La définition de l'interprétation se fait de façon inductive sur les texmes: 
I [x] lp = p(x) pour une variable x 
I[c]lp = pour tout ci€ const(dt), dtc r 
I[f(ei, ..., ek)]lp = error si I[ei]lp=emr avec (O 5 i S k), f(l[el]l p,...,l[ek]lp) sinon, pour tout 
f~ consir(dt), d t ~  r 
I[(el,e2111p = (I[e111p,l[e211p) 
I[pge]lp = a si I[e]lp = (qb) 

I[pie]lp = b si I[e]lp = (qb) 
IIXx.e]lp = f~ App([s],[t]) telle que Va€ [~].f(a)=l[e]l~[~~] 

Re1 dip = I[elllp (I[allp) 
I[is-f(e)]lp= p si I[e]lp = f(a1, ...,ad, ff sinon 
I[seli e]lp = ai si I[e]lp = f(a1, ..., ak) , error sinon 

(l[e]lp si I[b]lp = a 
I[if,btheneielsee2]lp= 

~i[e]iP si I[b]ip = ff 

l[R(u l,-..,~,,~l,...,vn,~)llp = G(l[w]lp) où GE App([dt],[t]) est défini comme suit: 

G (error)=emr 

G o  = l[uJlp 
G&(ai,-..,ak>) = l[viIlp (fi(al,...,ak)) si rec&)=0 

G(fi(ai,...,ak)) = ((.--(l[vi llpG(si))....)(G(aQ)) (fj(al,...,ak)) si ~c(t)={ri,...,r~) 
On montre que G ainsi définie est bien une application de [dt] vers [t]: 
[dt] = &tu{error). Comme G(error)=error, il suffit de prouver que G est définie pour tout a 

dans hl. La preuve se fait en utilisant le principe de l'récurrence structurelle spécialisée 
6noncée au début & ce chapitre.Soit DG(a) le prédicat disant que G est défini pour le terme a de 

Adt. 
DL) est vraie (IliSm) par défmition de G (G&)=l[uJlp E [t] ) 

si rec(t;)= alors D~((fi(al,...,ak)) est vrai par définition de G (G&(al, ..., ak)) = I[vi]Ip 

@(al,...&))) car l[vi]lp est une application, 



si rec(fi)={ri, ..., rp} alors en supposant DG(ar1), .... Dc(aQ) vrais, D~((fi(a1, ..., ak)) est vrai 
aussi par définition de G -G(&(ai,...,ak)) = (( ...( l[vj ]IpG(arl)) ....) (G(aw)) &(al, ..., ak))- car le 
résultat de (( ...( l[vi ]IpG(arl)) ....)( G(aQ)) ne peut être qu'une application totale, 
en appliquant maintenant le principe de l'récurrence structurelle, on conclut que va€ Adt.DG(a). 

Lemme de substitunon pour r . . l lb: 
Si el[x] est un terme où x est une variable libre de type t et g est un terme de type t alors: 

~[el[ez/xll~p=~[ell~pl où pi = p[@e20plxl 

La preuve de ce lemme peut se faire par récurrence sur le terme el comme nous le ferons pour la 
preuve de l'analogue de ce lemme pour l'interprétation des formules ci-dessous et où 
l'récurrence porte sur une fcmnule. 

6-5 Interprétation classique des formules: 

Nous donnons ici une sémantique pour les formules de H A 0  qui est définie dans la logique 
classique. L'intérêt d'une telle interprétation est de montrer que les règles d'inférence de 
HA@T) sont cohérentes avec la logique de tous les jours (logique Tarskienne, plus 
convaincante que constructive). 
Nous notons Ip(F) l'interprétation de la formule F par rapport 3î l'environnement p. 

L'interprétation des formules se fait de façon inductive sur les formules. 

Une formule F de HA(DT) est dite valide ssi Ip(F)=T quelque soit l'environnement p. 

5-6 consistance de la pmuvabilité dans HA(DT) par rapport I'intmrétation: 

Thédrne: 
Si une formule F est prouvable dans HA@T) alors F est valide. 



La preuve de ce théorème va se faire par récurrence sur la complexité de la preuve de manière 
analogue à la preuve de la consistance de la prouvabilité par rapport à l'interprétation de 
réalisabilité. Nous devons donc prouver d'une part que les axiomes de HA@T) sont valides et 
d'autre part que iï chaque fois que les prémisses d'une règle d'inférence sont supposées valides 
sa conclusion est valide. Nous ne donnerons ici la preuve que pour quelques axiomes et règles 
d'inférence typiques. Toutefois, nous aurons besoin dans certains cas de la preuve du lemme 
suivant: 

Lemme de substitution pour b: 
Pour mute formule F[x] où x est une variable libre de type t et tout terme e de type t: . 

b(F[e/xl) = Ip iO où pi = p[[kilplxl 

Preuve du lemme: 
La preuve va se faire par récurrence sur la formule F: 

cas d'une f o n d e  atomique: 
b(F(el[e/x], ..., en[e/x]))=F(l[el[e/x]]I p,...,i[ en[e/x]]Ip)=F(l[ei]l pl,...,l[en]lpl) d'après le lemme 
de substitution pour I[ IIp or F(l[elJlpl, ..., l[en]ipi)=Ipi(F(ei, ..., %)) d'où: 

Ip(F(ei[e/xl ,...,e n[e/xl))=Ipr(F(ei,...,en)). 

- cas de l'égalité: comme pour la formule atomique. 
- cas FlAF2: 

b((FihFZ)ielxl)=b(Fi [ehrlhF2Eelxl)=b(Fi [elxl)~I~(FZ[e/xl) 
or par hypothèse d'récurrence bFl[e/x]) = Ipl(Fi) et b(Fi[e/x]) = bl(Fl) d'où: 

$((Fl*2)[elxl) = bi(Fl)~Ipi(F2) = b1(F1*2). 
- Les cas FivF2, F13F2 et -iF sont similaires au cas F~AF~. 
- cas Vy:t.F: 

Ip(Vy:t.F[e/x]) = Va€ [tl-(error).Ip[~l(F[e/x]) or par hypothèse d'récurrence Ip[a/yl(F[e/x]) = 

b2O avecp2ep[a/y] [riei~plx] mais les variables x et y étant distinctes (l'une libre, l'autre liée), 
on a aussi ~2=p[[iel]~/x][a/y] = pi[a/y], d'où Ip(Vy:t.F[e/x]) = Va€ [ t ] - ( e r r~ r ) . I~~[~~] (F )  = 

Ip10'y:t.F). 
- Le cas 3x:t.F est similaire au cas Vy:tF. 

Preuve du théorème: 
- pgalit6: 
On doit montrer que Ip((Âx.el)e2=el[e2/xJ) = T c.à.d. par définition de Ip 
I[(Xx.el)e2]lp=l[el[e~x]]lp or I[(Xx.el)e2]lp=l[Xx.el]~(l[e2]lp) et si x:s, el: t, e2:s IIXx.ei]lp est 
une application f~ App([s],[t]) teiie que Va€ [~].f(a)=l[el]l~[~~] donc, comme I[e2]Ipe [SI, on 

a f(~ie211p)=l[eillpi avec PI =~[[iezOplxl 



d'où, d'apr8s le lemme de substitution, I[~.el)e2]lp=f(l[e21~p)=l[e~llp~=l[e~[e~x]]lp. 

- règle A-1: 
preuve immédiate, nos hypothèses étant: Ip(Fi)=T et Ip(fi)=T or $(Fi A F ~ )  = Ip(F1)~Ip(FZ). 

- règle A-E: 
preuve immédiate pour les deux éliminations gauche et droite, ~ ~ ) t r e  hypothèse étant: b(Fl~F2) 

or b(F1*2) = Ip(Fi)~b(F2). 

-règle v-1: 

preuve immédiate, notre hypoth8se étant soit Ip(Fl)=T soit b(F2)=T (selon élimination gauche 
ou droite) or Ip(FlvF2) = b(Fl)vIp(F2). 

-règle v-E: 
nos hypothèses sont: Ip(FlvF2) =T, Ip(Fi)qIp(C) et Ip(F2)+Ip(C). Les deux dernières 
implications entraînent Ip Ip(Fl)vIp(FZ)*(C) or Ip(FlvF2) = Ip(Fl)vIp(FZ)=T d'où $(C)=T. 

- règle -1: 
preuve immédiate, notre hypothhe étant Ip(Fl)==+$(F2)=T or b(Fi==+F2) = b(F1)*Ip(F2). 

-règle *E: 
preuve immédiate, nos hypothéses étant Ip(Fl*F2)=T et Ip(F1)=T or Ip(F1*F2) = 

b(Fl)-..Q(F2) 
d'où IP(e)=T. 

- règle V-1: 

nos hypothèse sont I[x]lp~ ft] et Ip(F[x])=T quelque soit l'environnement p, or Ip(Vx: t.F) = 

Va€ ft].IPrab](F) d'où Ip(Vx:t.F) = Vaé [t].T = T. 

- règle V-E: 

nos hypothèses sont Ip(Vx:t.F)=T, I[el]lp~ [tl et on doit montrer que b(F[e/x])=T: 
b(vx:t.F) = va€ [t].Ip[dxj@) c m  l[eljEp~ [d on a bi O = T  avec pl = p[[lel]~x] or d'après 

le lemme de substitution Ip(F[ehr]) = blO=T. 

- règle 3-1: 
nos hypothèses sont [lellp~ [t] et b(F[e/x])=T or d'après le lemme de substitution b(F[e/x]) = 

Ipl(F) où pl = p[[iei3p/x] d'où b(3x:t.F) = 3 a ~  [t].I,-,[&](F)=T (on prend a=[iellp). 



-règle 3-E: 
nos hypothèses sont: Ip(3x:t.F)=T et [lxollp~ [ t ] ~ I ~ ( F [ x d x ] ) ~ 1 ~ ( C )  qui se r6écnt d'après le 
lemme de substitution comme [lxilp le [t]hIp I(F)* Ip(C) avec p 1 = p [[lxollp/x] or 
b@x:t.F)=3a~ [t].I,,[&]m, soit a0 un tel a: Ip[ao/x~(F)=T. Comme ces hypothèses sont valides 
pour tout environnement, prenons p =p2 avec p2 = p [ d q ] ,  p 1 devient pl =p[&xo) [[I~coflplx] 
c.&d. pl=p[@x]. Ainsi l'hypothèse b(3x:t.F) entraîne [ixiIpl~ [t]hIpl(F) d'où par la seconde 
hypothèse $2(C)=T or xg n'est pas une variable libre de C donc b2(C)=Ip(C)=T. 

- règle dt-ind: 
nos hypothèses sont: b(hyp-ind(x)) a Ip(F(x))=T et [ i ~ l ] ~ ~  [dt] 
où b(hyp-ind(x))~&(ind-ci(x)) v...v b(ind-cm(x)) v b(ind-fl(F,x)) v ... v Ip(ind-fn(F,x))) 
et nous devons montrer que b(Vx:dt.F) =T c.&d. Va€ [dtl-(error) .Ip[a/xl(F)=T. Nous allons 

utiliser le principe de l'récurrence structurelle spécialisée sur A& pour prouver ce fait: 
Pour tout ç i ~  Adt b[cfi~(F(x))=T , en effet: 

Ip~i/x~(hyp-ind(x))=Ip~~X~(ind-~i(x)) (les autres composantes de la disjonction sont fausses), 
donc: 
Ip~i/x~(hyp-ind(x)) = I p ~ x ] ( i ~ - ~ ( ~ ) = t t )  = [lis-c(x)Dp [ci/x~=u = T car [lx Dp [ci/x] -+. Ainsi, 
l'interprétation des hypothèses de dt-ind devient dans ce cas Tdp[s;'jx](F(x)) qui est la même 
chose que Ip~~1(F(x))=T. 

Pour tout fi(ai,...,an)~ Adt bb(al ,...,an)/ xl(F(x))=T, en effet: 
-si rec(&)=0: 

Ip[~i(ai, ..., an)/x] (hyp-ind(x))=Ip [fi(ai . n x  f (les autres composantes de la 
disjonction sont fausses), donc: 

Iplfi(a1 ,... ,an)/x] (hyp-ind(x))= b @(ai ,...,an) 1x1 (is-f(x)=tt) = Ili~-f(~)Ilp &(al ,... p)/x~=It = T car 
[lxl]p~i(~l ,...~)/xl= &(al ,...,an), d'où Ip[fi(al,...,an)/x] (hyp-ind(x))=T. Ainsi, l'interprétation des 
hypothèses de dt-ind devient dans ce cas T~Ip~(al,.. .m)/X](F(~)) qui est la même chose que 

bb(a1, ...,an) /x](F(x))=T. 
-si rec(fi)=(rl, ..., rp) : 

Ip~fi(al, ..., an)/x](fiyp-ind(x))=Ipgi(a. n ) x ]  (les autres composantes de la 
disjonction sont fausses), donc: 

b ~ ( a ï  ,..m)/xlOiYP"d(x)) = T$~fi(al ,... p)/xl(F(selri (~)))~.--+lfi(al ,...,an) /xlP(~elrp(X))) 
or d'après le lemme de substitution et l'hypothèse d'récurrence: 

b~(ai,..,an)/x~(F(selrj(x))) = b(F(wlfi(fi(ai,.-.,h))) = b(F(arj))) = Iprarj /x](F(x)) = T (lsjsp), 
d'où: 
Ip[fi(al ,... m)/x~(hyp-ind(x)) = T. L'application du principe de l'récmnce spécialisée permet de 
conclure à Va€ [dt].I,-,ta](F)=T, c.à.d. Ip(Vx:dt.F) =T. 



CHAPITRE IV 

UNE CLASSE EFFECTIVE DE 
RELATIONS BIEN FONDEES 



UNE CLASSE EFFECTIVE DE RELATIONS BIEN FONDEES 

Le résultat de ce chapitre est la caractérisation d'une classe de relations bien fondées effectives 
en tant que domaine effectif. Ceci fournira alors un support mathématique pour la sémantique 
de certaines relations bien fondées et des opérations sur ces relations. 

Dans ce qui suit A désigne un ensemble dénombrable, c l'inclusion ensembliste et E une 

relation d'ordre que l'on définira. 

Définition 1.1 : 
Une relation R sur A est une partie de AXA. 
Champ(R) designe l'ensemble po(R)upi(R) où po et pi sont la première et la seconde 

projection de R sur A. 

- Wfuiition 1.2: 
Une relation R sur A est bien fondée si et seulement si il n'existe pas de chaîne descendante 
infinie dans A: {(ai+l,ai)) ic N c R. 

Définition 1.3: 

Une relation R sur A est acyclique si il n'existe pas de chaîne finie ((ai+1,ai))icn avec apa,. 
c.&.d. vn>O .V{(ai+1,ai))icn C R .  W#an. 



En général une relation bien fondée n'est pas transitive et donc ne définit pas nécessairement un 
ordre. Elle ne doit pas posséder d'éléments réflexifs ni d'éléments symétriques et de façon plus 
générale, ne doit pas présenter de cycle. Ceci nous conduit dans le cas particulier des relations 
finies à identifier les relations acycliques aux relations bien fondées, ce qui est faux en général. 

Soit RF l'ensemble des relations finies sur A, RAF l'ensemble des relations acycliques finies 
sur A et RBFF l'ensemble des relations finies bien fondées sur A. 

M~osition 2.1; 

RBFF = RAF. 

Preuve: 
Soit BE RF, si Be RAF alors Be  RBFF. 
En effet, si Be RAF, il existerait alors dans B une chaîne ((ai+i,ai))io avec @=an qui 

permettrait la construction d'une chaîne descendante infinie (&+l,M)iEn avec 
brai m d  n. Donc RBFFcRAF. 
Si Be  RBFF alors Be  RAF. 
En effet, si Be RBFF, il existerait alors dans B une chaîne descendante infinie ((ai+l,ai))iE N . 
Mais B étant fmie 3 j , k ~  N.jck et (aj+l ,aj)=(ak+ 1 ,ak) et donc ((ai+l ,ai)) jsid, est telle que aj=ak. 
D'où B e  RAF. Donc RAFcRBFF. 

Ainsi RBFF=RAF. 

3 Rewons bien fondées de t v ~ e  d'ordre w 

Nous allons construire dans cette section une classe de relations bien fondées de type d'ordre 
o. Pour cela, nous définissons une relation d'ordre partiel sur l'ensemble RBFF des relations 

bien fondées (3.5) à l'aide d'une suite d'ensembles (3.2). Ensuite nous considérons la clôture 
Bo de RBFF par le sup des chaînes croissantes par rapport à cette relation (3.7) pour constater 
que Bo caractérise l'ensemble des relations bien fondées de type o (3.1). 

Soit R E RF. 
Nous complètons R par l'ensemble des couples (Lx) quand x est un élément minimal pour R, 
c.&d. il n'existe pas dans R des couples dont la seconde projection est x. I est un symbole 

spécial qui n'appartient pas à A qui ne sert qu' à marquer les Cléments minimaux d'une relation 

finie de façon effective. 



Dans toute la suite RF désignera l'ensemble des relations bien fondées finies ainsi complètées. 

Définition 3.1 : 
Soit R E RF. 
Pour (y,x) E R on défmit l'ensemble P ((y,x)) des prédécesseurs de x pour R comme : 

P((y,x))= ((z,y') E R : O+,~)E R 1 

remarque: Cette définition assure que pour tout (y ,x)~ R, P((y,x))=0 ssi y = l  soit encore ssi x 

est minimal pour R. 

péfmition 3.2; 
Soit R E RF. 

On définit pour R les deux suites (Ii(R))ic N et (Ji(R))ic N par: 

) b ( ~ > = 0  
) ~i+i(R)= { (Y,X)E R : P((Y,x))c Ii(R) 1 

) ~o(R)=10(~)  
) ~ i +  i (R)=I~+ i (~)-1i(R) (-: le moins ensembliste) 

remarque: ViE N. Ii(R)di+ i(R). 

Soit RE RF. 

Pour tout i E N, Uk<i Ik(R)=L&<i Jk(R). 

Preuve: 
Pour i=û: L&d Ik(R)*<i Jk(R)=D. 

Supposons l'égalité vraie pour i. 

VL<i+l Ik(R)=L&ci Ik(R)u Ii(R) = -ci Ik(R)uIi-l @)uJi(R) 
-%ci &(R)uJi(R)=~kei Jk(R)uJi(R)=~k<i+l Jk(R). 

Soit RE RF. . 

RE RBFF @ R = a E  N Ik(R)=wE N Jk(R). 

Preuve: 
Soit RE RBFF. 



Par définition de Ik(R) on a Ik(R)cR pour tout k~ N et donc -EN Ik(R)cR. 
soit I = v ~ € N  Ik(R) et (Y~,x~)E R. (Y~,x~)(E 1 a 3(yj+l,Xj+l)€ P((yi,xi)).(yi+l,xi+l)e 1 car sinon 

P((yi,xi))d*3k.P((yi,xi))cIk(R) et (yi,xi)~ Ik(R)cI. 

(yi+l J i+ l  )E P((~i ,~i))*(xi+l ,~i)~ 
Ainsi (yi,xi)e 1 3(~ i+ l ,x i+ i )~  P((yi,xi)).(yi+ 1 ,xi+î)e 1 et (xi+l ,xi)€ R. 
Cette implication permet d'exhiber une chaîne infinie descendante dans R, d'où une 
contradiction. 
Soit RE RF une relation non bien fondée et {(ai+i,ai))ia avec W a n  une chaîne cyclique de R. 
(a1,a.o) Q 1 car sinon   al,^)^ Jk(R) pour un certain k et (an+l,an)=(al,ag)~ Jr(R) avec k'dc or 

les Ji(R) sont disjoints deux B deux, d'où une contradiction. 

péfinition 3.5: 
On définit la relation c sur RBFF par: 
V Ri,Rj E RBFF RicRj Vk€ N. Jk(Ri)CJk(Rj). 

la relation E ddfinit un orch partiel sur RBFF. 

Preuve: 
Immédiate. 

o~osition 3.7: 
Soit (Ri)iEN une chaîne croissante par rapport à E. 

R=sup {Ri) iE N = uie N Ri est une relation bien fondée. 

Preuve: 
Pour (~,x)E Ri, l'ensemble d é f d  dans définition 1 sera noté Pi((y,x)). 

Supposons qu'il existe une chaîne descendante infinie {(xi+i,xi))ie N. 
(xi+l ,xi)€ R 3 3ki.(xi+l,xi)€ Rki * 3mi.(xi+l,xi)~ Jmi(R&). 

(xi+2,~i+l)~ R -4 gki+l . (~i+2,~i+l)~ Rki+l -4 3mi+l.(xi+2~xi+l)~ Jmi+l(Rki+l). 
Si R ~ i ~ R k i + l  aiors (xi+ ï ,xi)~ Jmi(Rki)a(xi+ 1 ,xi)€ Jmi(Rki+ 11, 
or (xi+2,xi+l) E Pki+l((xi+l~xi))= ( (z,Y') E Rki+l : (Y:X)E Rki+l) 
et @i+l ,xi)€ Jrni(Rki+l)*(xi+l ,xi)€ Irni(Rki+l)a(xi+2rxi+l)~ J(mi)-1 (Rki+l), 
c.h.d. (xi+2,xi+l)~ Jmi+l (Rki+l) avec mi+l<mi. 
Le même raisonnement vaut si i & + l c R ~ .  

Ainsi l'existence d'une chaîne descendante infinie permettrait d'exhiber une chaîne descendante 

infinie d'entiers mg>ml>m2 .... dans N muni de l'ordre naturel et qui est bien fondé, ce qui est 

absurde. 



Soit Bo la clôture de RBFF par le sup des chaînes croissantes. 
Nous allons montrer un résultat de complétude: 
Bo est l'ensemble de toutes les relations bien fondées de type o. 

wfmition 3.8: 
Soit R une relation bien fondée sur A complètée par les éléments minimaux (Lx) comme au 

paragraphe 3.1. On définit les deux suites: 

On dira que R est de type o si R-*,E N( Jk@)). 

Soit R une relation bien fondée de type o sur A. 
RE%@. 

Preuve: 
Soit R une relation bien fondée de type o sur A. 

Nous allons construire une chaîne de relations bien fondées finies (Bn)"€ N croissante par 
rapport E et teiie que R=sup (Bn) nE N. 

Pour chaque Ji@) défini ci-dessus, nous allons construire une suite croissante d'ensembles 
finis (S*)~€N telle que Ji ( R ) q E  N(SiJr) et qui vérifiera certaines propriétés. 

Nous défuiissons d'abord ces suites pour JO@) et Ji@) comme: 
J 0 ( R ) = m E  N (SOJ~) avec Vke N.So& , 
Jl(R)={ (y,x)e R : y=l)* N{S 1 ~ r )  avec {S 13  )kE N une suite croissante quelconque mais 
fixe d'ensembles finis telle que Ji@) = VLE N( S 1&). 

S U ~ ~ O S O ~ S  la suite ( S ~ J ) ~ N  ~0nstniite pour Ji@), i > 0. 
Pour chaque Si j on définit l'ensemble Ki j=((y,x)~ Ji+l(R):3ze A.(z,y)~ Si j ) . 
Notons que Ji (R)=uj€ N (Ki j)  . 
Soit { L i , j * ) k , ~  une suite croissante d'ensembles finis telle que Ki j =Q€ ~ ( L i i * ) .  
On définit la suite (Si+lJr)kE N piàï: Si+l&=uj&(Li j&) . 



On a ~ ~ N ( S ~ + ~ J ~ } = V ~ ~ N U ~ ~ { ~ J J ( } = U ~ ~ N Q ~ N ( ~ J J ~ ) ~ ~ E N ( K ~ J ) = I ~ + ~ ( R ) -  
Soit B m = U h  {Si,m). 

Bm étant une partie finie de R qui est bien fondée est une relation finie bien fondée: 
Bm€ RBFF. 

On montre que ' d k ~  N.Jk (Bm)=Skm et Ik(Bm)=Ik(R)nBm: 

Ceci est facile à vérifier pour k=û et k=l .  

Supposons les deux égalités vraies pour k a .  

On montre que Jk+l @m)=Sk+l,m et Ik+l@m)=Ik+l(R)mm: 

-Jk+l (Bm)cSk+l,m. 
Jk+l(Bm)=( (Y ,XIE Bm! Pm(@ , x ) ) c u i d r (  Ji(Bm) - uSk( J i (Bm)  1. 
D'après l'hypothèse de récurrence, ceci se réécrit comme: 
Jk+l(Bm)=((Y,x)~ Bm: P r n ( ( y , x ) ) c u i ~ {  Si,m) - ui lk{Si ,m) .  
soit (Y ,X)E Jk+ï (Brn). 
(Y,X)E Bm-u i~k{S i ,m)=  u & m {  Si,m)-~ilk(Si,m)=ukeilm(Si,m). 
Ainsi (Y,X)E avec k a .  

-Sk+l ,mdk+l(Bm).  
Soit (Y,X)E Sk+ 1 ,m. 
(Y,X)E Bm = U ~ E  N (Ji(Brn)) 3 donc (Y,~)E Jio(Bm) 9 iOf N- 
ïi existe donc un @,y) dans Ji0-l(Bm). 

(Y,X)E S k + l , m d k + l ( R ) n B m -  
(Z,Y)E Ik(R)nBm=Ik(Bm)=uiSk {Ji@m) 1. 
Comme les Ji(Bm) sont disjoints, nécessairement b1Sic. D'autre part si b-la 
alors (z,Y)E JiO(Bm)=SiO,rn par hypothèse. Or Sio,mnSk+ 1 ,mrO pou b<k+ 1. 

Donc io=k+l et (y& Jk+l(Bm). 

Les deux inclusions prouvées impliquent S k + l e J k + l ( B m ) .  

*uve de k + i  (Bm)=k+i(R)&: 
Ik+l (R)mm"uiSk+l  (si,m )=u&k+l{ Ji(Bm) )=Ik+l (Bmh 

Ainsi, on a bien Bk@k+l car Ji(Bk)=Sj~r-i c Jj(Bk+l)=Si~r+l-i pou ilk et 

Ji(Bk)=a c Ji(Bk+l). 

La classe Bo est suffisamment riche pour couvrir une bonne partie de relations bien fondées sur 

les types de données. Nous y reviendrons. Mais d'abord, nous allons voir que cette classe 



permet de construire d'autres classes de relations bien fondées de type d'ordre supérieur. 
Plusieurs stratbgies de construction peuvent être mises en oeuvre. Nous allons en présenter 
deux qu'il conviendra de comparer par la suite. 

4 w o n s  fondées de fXpe d'ordre 

soit BE BO. 

Soit Ai un ensemble dénombrable. 
Soit 8 l'ensemble des parties 8 telies que 8 c champ(B)xA . 

Nous allons définir une nouvelle classe de relations Botl B partir de Bo: 

Soit 8 E 8(B). 
Nous définissons la relation b(B,B)=Buû sur AouAi. 
Soit Bwl l'ensemble des relations ainsi définies sur b u A l .  

Boni=  BE BOUOE 0 ( ~ )  ( b(B8) 1. 

Exprimons cette consmiction d'une nouvelle classe de relations Bwl 2 partir d'une autre Bo 
par la relation: Boni= C(B,Ai). 
Etant donné un ensemble dénombrable A2, nous pouvons par la même construction définir une 
nouvelle classe de relations Bw2= C(Bwi,A1) sur AouAiuA2. 

Nous généralisons: 
Etant donné une suite d'ensembles dénombrables {Ai] i€~,  la construction C permet de définir 
une suite de classes de relations BWp sur uspAi : (Bonk)kE N où B W ~ + ~ = C  (B wk,Ak+ 1). 

Vke N. 

Nous décrivons formellement la construction de BM+~ B partir de Bwk: 
Soit BE B w  -ensemble de relations sur -Ai- 

Soit 8 l'ensemble des parties 8 telles que 0 c champ(B)xAk+l. 
Soit 0 E €9(B). 
Nous définissons la relation b(B,B)=BuG(B) sur  US+^ Ai. 

Botk+l est l'ensemble des relations ainsi définies sur ~ + l A i :  

Botk+i= VBE ~ o + k u e ~  q~){b(B,e) 1. 

Preuve: 
Soit k~ N. 



V B E B ~ ~ + ~  (B), définie ci-dessus, 8(B) posséde un élément nul &@)=a . 
Ainsi VBEBCO+~{~(B,E(B)) 1 c VBE B C O + ~ U ~ E  e ( ~ )  Ib(B,&(B))) = B ~ k + i .  
Or b(B,&(B))=Bu@=B. 

Donc c)BEBo+~I~(B,E(B)))=vBEBw+~(B et B w k ~ % ~ + k + l .  

Nous avons défini une suite ( B w k ) k E ~  de classes de relations Botk sur  USA^. 
Le paramètre de la définition est la suite d'ensembles dénombrables {Ak)kE N . 
Nous allons poser une condition suffisante sur ce paramètre pour caractériser une nouvelle 
classe de relations bien fondées. 

On suppose les ensembles Ai disjoints deux B deux. 

Jmnme 4.2: 
Soit k~ N. 

Soit Bf=b(B,O) une relation de B @k+l. 

V(~,X)E BI. (Z,Y)E B'J (Z,Y)E B. 

Preuve: 
Soit (y ,x)~ B'. 

(z ,y)~  B'J(z,~)E B v @,y)€ 0. 
Supposons (z ,y)~  8. Comme 8cchamp(B)xAk+l on a (z,y)€ 8*y€ Ak+l. 
Or Q,x)E B'=s(Y,x)E B v (~,x)E 8 

et (y$)€ B*ye champ@) 
et (J,X)E 8 c champ(B)xAk+l=$ y€ champ(B). 
Mais ~ h a m p ( B ) ~ ~ m A i .  
Ainsi on a y€  USA^ et y€ Ak+l or u S A i n A k + l G .  
Donc (z,y)e 0 et (Z,Y)E B. 

Soit k~ N. 

VBE BM. B est bien fondée. 

Preuve: 
La p'opriété est vraie pour ka. 
Supposons la vraie pour k 2 0. 
Soit Bt=b(B,O) une relation de B @k+l. 

Supposons l'existence dans B' d'une chaîne kfi111ie: ( (xi+l ,Xi)) iE N C B'. 
On a pour tout i dans N: (~i+l,xi)€ B' et (xi+2,xi+l)~ B'. 



Donc d'après le lemme Vie N.(x~+zx~+~)E B. 
Ainsi on a une chaîne infinie {(xi+~xi+l))i~ N c B. 
Or BE BOtk est bien fondée. Absurde. Donc B' est bien fondée. 

Promsition 4.4: 

B * E ~ B e  est une classe de relations bien fondées. 

Preuve: 
Immédiate car BE B*3k~ N.BE Bock. 

Nous dons maintenant discuter la condition posée sur les Ai et qui parait sévére: 
les Ai sont disjoints deux à deux. 
Dans la construction de B à partir de RBFF, l'idée était d'enrichir les relations de RBFF, à 
travers la relation E, plutôt en largeur par passage au sup des chaînes croissantes dans ce sens 

que quand on passait au sup, l'arbre des prédécesseurs ap(x) d'un objet x pur la relation 
construite pouvait avoir une largueur infinie mais avait une hauteur finie, c.à.d. un noeud 
pouvait avoir un nombre infini de fils: 

Toutefois, en général, une relation de Bu n'a pas une hauteur finie, c.à.d. on pourrait trouver 
un objet dans cette relation dont l'arbre des prédécesseurs a une hauteur -finie- aussi longue 
qu'on veut. Ceci vient du fait que Bw est de type o. 
La construction de Boti permettait d'avoir certaines relations dont les objets pouvaient avoir 
un arbre de prédécesseurs de hauteur o: Buwi est de type ciw 1. 

La condition AonA1=0 permet d'éviter, dans la construction d'une nouvelle relation, 

d'introduire un cycle pour préserver la propriété bien fondée de la relation. En effet x ne doit 
pas être dans ap(x) sinon on a un cycle or la relation x +? ap(x) est en général indécidable, ap(x) 
pouvant être infini. Si la condition A p A i = 0  n'était pas posée ii faut accompagner les x d'une 
preuve p(x) de x e ap(x). A ce moment là, plutôt que de considérer les ensembles Ag et Al on 
doit considérer les ensembles {(x, p(x)): XE Ao] et 
{(x, p(x)): XE Ai) qui sont nécessairement disjoints. 
C'est là une part de la sémantique de notre condition m i = @ ,  l'autre part étant le fait que 
lors du passage de Bo à Bi on passe du type d'ordre o à wl. 

Nous allons maintenant présenter une construction plus rapide que C. 

Pour cette construction on ne décrira formellement que le premier pas. 
Bw étant construit sur A, on le note Bw(Ao). 
Soit BOE B w(A~). 

Soit Ai un ensemble dénombrable tel que - 1 4 .  

Soit Bw(Al). 



Soit B(B0,Bl) l'ensemble des parties de champ(Bo)xchamp(Bi) et 8~ 8(Bo,Bl). 
Nous défmissons la relation b(B0,B 1 ,B)=BouB luB. 
Cette relation est bien fondée. La preuve de ceci est similaire à celle de la proposition --. 
Soit Ri l'ensemble des relations ainsi définies sur W A i .  

Ri= ~ B O E  BCO(AO)UB~ E B ~ ( A I ) U ~ E  ~ (BO,B  1) ( b(Bo,B i,e) 1. 
Appelons cette construction Co. 

Cette même construction permet d'obtenir une suite de classes de relations bien fondées 
(Q)kE N comme ci-dessus pour la suite {Bk) kE N avec la construction C. 
C' a les mêmes propri6tés que C: 
Vie N.RicRi+l et Rwi ,~{Ri)  est une relation bien fondée. La preuve de 'ceci se fait comme 

pour C. 
Ainsi d'autres classes pourront être défmies par la même construction à partir de R et ainsi de 

suite. 

Proposition 4.5: 

~2Wr.al. 

Preuve: 

B~O=WE NB o t k .  

Soit BE 82w. 3 k ~  N.BE BWk. 

B=b(Bk-i,6k)=Bk-luûk avec Bk-IE Bwk-l et 0k c champ(Bk,l)xAk . 
En réitérant, on a: 
B = B ~ u ( u ~ ~ { B ~ ) )  avec Bkw Ba et Bi c ~hamp(Bi-l)xAi C(--1 (Ak))xAi. 

La rapidit6 de la construction C' par rapport à C apparait dans le fait que en un seul pas i.e. la 
construction de Rl à partir de Rg on obtient la classe 82" qui, dans C est obtenue sur o pas. 

En plus, dans cette construction, on part avec seulement deux ensembles disjoints Ag et Ai 
alors que la construction C nécessitait une suite (Ai)iEN d'ensembles disjoints deux à deux. 

5 m u r e  de d o m a i n e  effectifour &ù 

Nous allons voir maintenant que, dans l'hypothèse où A est r.e. (Ba,s) présente une stnicture 

de domaine. 
Ceci nous permettera alors d'utiliser les résultats concemants les domaines effectifs. 

Rappelons d'abord les définitions de base de la théorie des domaines. 



Soit D un ensemble muni d'une relation d'ordre partiel S. 

Wfinition 5.1: 
Un ensemble Rd> est dit dirigé dans D ssi toute partie finie de R est majorée: 
Vel , e 2 ~  R.3e3~ R. elce3 A e2~;eg. 

péfinition 5.2: 
@,E) est un cpo (ordre partiel complet) ssi toute partie dirigée de D admet un plus petit 

majorant (un sup). 

Qéfinition 5.3: 
Un élément d d'un cpo @,E est finitaire ssi pour toute partie dirigée R d :  
dcsup R * 3 c ~  R.dcc. 

.Définition 5.4: 
Un sous ensemble R d  forme une base le cpo @,c) ssi VxeD.3ScR. S est dirigé et x=sup 

R. 
La base est dite finitaire quand elle est égale l'ensemble des éléments finitaires de D. 
Un domaine qui possé.de une base finitaire est dit finitaire. 

péfinition 5.5: 
Un domaine est un cpo @,c) dont l'ensemble des éléments finitaire est énumérable. 

Dans ce qui suit (QG) désignera un domaine finitaire effectif dont la base finitaire B est 
tnumérée par v:N+B. 

péfmition 5.6: 
D est un domaine effectif si sa base finitaire est effective c.à.d: 
(i) Le prédicat 3k. v(i)m(k)~v(j)m(k) est récursif en i et j. 
(ii) La relation v(k)=sup (v(i),v(j)) est récursive en i j et k. 

JXfinition 5.7: 
Un blément XE D est dit calculable si l'ensemble des indices (i:v(i)cx) est récursivement 
tnumérable (r.e.), ce qui équivaut aussi à dire qu'il existe un r.e. WzcN tel que v(Wa soit une 
chaîne croissante avec x=sup (v(WZ)). 

Nous revenons maintenant à (Bo,~) et nous étendons la définition de à tous les éléments de 

Bo de la façon suivante: 



Tout élément b de Bo peut s'écrire comme le sup d'une chaîne croissante (bi) iE N~RBFF:  

b=sup (bi) iE N. 

On a alors pour b=sup (bi) i~ N et b'=sup { b'i)iE N dans Bo: 
bçb' ssi V ~ E  N 3 j ~  N.bi~bJ. 

(B est un cpo de base fini taire RBFF. 

Preuve: 
Soit R une partie dirigée de Bo. 
Chaque élément de R s'écrit comme le sup d'une chaîne croissante de RBFF. Il est facile de 
vérifier que l'ensemble R' obtenu en remplaçant dans R chaque élément par ses approximants 
finitaires est dirigé et que si sup(R') existe alors sup(R) existe et sup(R)=sup(R1). 
sup(R') existe. En effet R'cRBFF est dénombrable (RBFF l'est car A est dénombrable). 

Soit alors R'= (fi) iE N. On définit par récurrence la suite croissante (ci) k N par: 
co=r'o 
C ~ = S U ~  {co ,.... ci,r'i) . 
Il est facile de vérifier alors que la chaîne (ci)iE N cRBFF est croissante et que sup (RI)= 

sup(ci)icN E B o .  
Tout élément de RBFF est finitaire: 
Soit de RBFF et R une partie dirigée de D telle que d~sup(R), sup(R)~ Bo s'écrit comme le 
sup d'une chaîne croissante (ci) iE N et d comme le sup d'une chaîne croissante {di) iE N 

cRBFF avec di=d pour tout i. Donc sup (di)ie N ~ s u p  (ci) ic N et 3 k ~  N. dçck par définition 
de S. 

RBFF est une base finitaire pour B @: 

C'est immediat car tout élément de Bo s'écrit comme le sup d'une chaîne croissante de RBFF, 
or toute chaîne croissante est une partie dirigée. 
Tout élément de RBFF étant finitaire, RBFF est une base finitaire pour Bo. 

Dans ce qui suit A désigne un ensemble r.e. 

e 5.9; 
Soit RF l'ensemble des relations finies sur A et RE RF. 

Le prédicat acyclique(R) disant si R est acyclique ou non est décidable. 



Preuve: 
11 suffit de calculer l'ensemble des chaînes descendantes de longueur I card(R)+l pour chaque 
élément de R. Cet ensemble est fini. R est acyclique ssi cet ensemble contient une chaîne de 
longueur card(R)+l. 

m s i t i o n  5.10: 
(Bo,c) est un domaine. 

Preuve: 
L'ensemble A étant r.e., l'ensemble des AXA l'est. 
L'ensemble des parties finies d'un r.e. étant r.e. RF (ensemble des parties de AXA) l'est. 
Soit v une énumération de RF. 

Le prédicat acyclique étant décidable la procédure: 
pour ie N 
faire si acyclique(v(i)) alors sortir v(i) 

fui-pour. 
est une procédure effective qui énumére RBFF (=RAF). 
Ainsi RBFF est récursivement énumérable et (Bo,ç;) est un domaine. 

Soit vo une énumération de RBFF. 

Promsition 5.1 1: 
(Bas) est un domaine effectif. 

preuve: 
(i) Le prédicat P(i j) = 3 k ~  N.vo(i)~vo(k)~v~(i)YO(k) 

i 3 k ~  N.Vn€ N.Jn(~o(i))dn(~o(k))rJn(vO(j))dn(vo(k)) 
est équivalent au prédicat déciclable Q(i j) = Vm,l~ N. mit1 a Jm(~o(i))nJi(~o(i))=0. 
En effet, supposons P(i,j) vrai. Soit XE Jm(vo(i))nJ1(vo(i)) dors XE Jm(vo(k))nTl(v00<)) 

et donc m=l. 
Inversement, supposons Q(i j) vrai et considérons la relation fmie R=vo(i)W). Cette relation 

est bien fondée: 
On montre par récurrence que: Vnc N. I,(R)=In(vo(i))uIn(vo(j)). 

L'égalité est vraie pour n=O. Supposons la vraie pour n. 
In+l(R)={ (Y,X)E R:p~((y,x))dnCR)I. Or P~((y,x))=Pi((y,x))uPj((~,x)). 
Donc In+l(R)=( (Y,X)E R:Pi((y,x))dn(R) Iu ( (Y ,XIE R:Pj((y ,x))cIn(R) I 
Et d'après l'hypothèse: 

In+l (R)=In+i (vo(i))uIn+i (vo(i)) 



U{ (Y,X)E ~~( i ) :P i ( (~ ,x ) )dn(v~( i )>  )u( (~,x)E ~~(j):Pj((Y,x))dn(vo(i))). 
Soit I={ (Y,X)E vo(i):Pi((y,x))dn(v~(j)) 1. 
On a IcIn+1 (vo(i)). En effet, soit (Y,X)E ICVo(i)=ukE N (Jk(vo(i))), (y,x)€ J~o(vo(~))  avec 

ml. 3z~A.(z ,y)~  Jko-l(vo(i)). Or (z,y)~ Pi((y,x))dn(vo0)) et donc, puisque Q(i j) vrai, kg- 
1 9 .  D'où (Y,X)E Jk~(~o(i))cIn+l(~o(i)). 

De même on a { (Y,x)E ~(j):Pj((y,x))dn(~~(i)) 1 d n + l  (VOQ)). 
Donc In+1 @)=In+ i(vo(i))uI,+i (~00)). 
-) ( W) ) -(R) ( Ik(vo(i)) )u WQ~(R){I~(VO(~)) ) 
Or card(vo(i)),card(vo(i))Scard(R) et vo(i),vo(j)~ RBFF. Donc 

-(RI {Ik(R) ) =vo(i)wo(j)=R et RE RBFF. 
Ainsi 3 k ~  N.vo(k)=R et R est telle que vo(i)~hvo(j)sR, d'où P(ij). 

(ii) La relation v00<)=sup{vo(i),vo(j)) est récursive en i j et k. 

En effet, il suffit de voir que si P(ij) alors sup{vo(i),vo(j))= vo(i)vvo(j) dont la preuve est 

immédiate. 

Nous allons voir maintenant que l'ensemble des relations récursivement énumérables 
prouvables de type w (donc bien fondées ) dans un système intuitioniste quelconque du premier 
ordre (par exemple HA) est inclu dans l'ensemble des éléments calculables de B 
CALC(B,,E). 
La définition de type d'ordre pour une relation R fait appel à la notion de hauteur d'un élément 
de R. 
La hauteur de XE R est un ordinal défini de façon naturelle par: 
ht(x)= sup{ht(y)+l: y€ P(x) ) 
Le type d'ordre de la relation R est alors l'ordinal sup{ht(x)+l:x~ R). 

Une relation r.e. R (énumérée par 9) est dite prouvable de type o dans un système intuitioniste 

SI ssi nous pouvons dériver dans ce système une preuve pour la formule: 
(1) Vie N.3n~ N.ht(cp(i))=n. 

Ceci suppose alors deux choses: 
- La relation R (ou sa fonction d'énumération) est définissable dans la théorie SI. 
- La fonction ht (associée B R) est défdsable dans la théorie SI. 
Si ceci est vérifié, la preuve constructive de (1) se traduit par la définition effective d'une 
fonction récursive f :N+N telle que N.ht(cp(i))=f(n). Ce qui fait de la fonction ht une 

fonction récursive totale qui, appliquée h i, calcule la hauteur de l'élément d'indice i de la 
relation R. 



Prowsition 6.1: 
Soit SI un système intuitioniste où R, une relation r.e., et ht la fonction hauteur associée sont 
définissables. Si R est prouvable de type o dans SI alors RE CALC(Bw,ç;). 

Preuve: 
D'après ce que nous venons de voir pour une telle relation f=ht O cp est une fonction récursive 

totale. Elie va nous permettre d'énumérer les Jk(R): 
Jk(R)=~k,o ,..... akj ,... est énuméré par l'algorithme: 
j t 0  
Pour iE N faire 

si k=f(i) alors 

ak j  +- cp(i); 
j t j+l 

finsi 
Les Jk(R) étant r.e. la construction des Bi tels que R=sup{Bi) donnée dans la preuve de la 
proposition 3.7 devient effective. 
En effet Jk(R) étant récursivement énumérable et Si,j étant fini l'ensemble 
K~~={(Y,x)E J~+~(R) :~zE  A.(z,Y)E Si j)est récursivement énumérable. 

A partir de là il est facile de voir que les ensembles finis Si$ de la preuve, et par conséquent les 
ensembles fmis Bk, sont calculables et qu'on peut donc énumérer. 

Soit A un ensemble dénombrable. Un schéma de récurrence sur A sert à prouver qu'une 
propriété est vraie pour tous les éléments de A. Il est définit par rapport à une relation < sur A 
qui, pour que le schéma de dcurrence soit cohérent, doit être bien fondée. 
L'écriture générale de ce schéma est: 

Tel quel ce schéma n'est pas effectif dans la mesure où on n'y lit pas une méthode de calcul des 
X' tels que x'<x. 
Nous allons donner une variante effective de ce schéma pour une relation de B,(A). 
Soit BE &,(A). Le schéma de récurrence que nous allons associer à B ne sera valide que sur 
champ(B)cA . c.&d. en réécrivant (1): 



Nous n'aurons une écriture semblable à (1) que quand champ(B)=A. 
Ainsi (2) présente une restriction par rapport à (l), puisque (1) tient compte panni les Cléments 
minimaux (i.e. les X'E A tels que Vxe A -i(xor') ) des Cléments isolés par rapport à < (i.e. les 
X'E A tels que VXE A ~(xcx'vx'<x)).  Or c'est un fait que ces éléments minimaux 

n'interviennent pas dans la récurrence proprement dite par rapport à B: la propriété P doit être 
prouvée pour ces éléments h part et supposer qu'elle y soit vraie n'intervient pas dans 
l'hypothèse de récurrence. C'est pour cela que nous allons nous intéresser dans la suite plus 
particulièrement aux relations de Bo(A) qui sont totales sur A c.à.d. les relations B telles que 
champ(B)=A. Nous noteront BTw(A) l'ensemble des relations de Bo(A) prouvées totales sur 
l'ensemble A (relation totale, à ne pas confondre avec ordre total). 

Pour une version effective de (2) nous revenons à la construction d'une relation B de Bw(A) de 
la section 3 pour constater que cette construction fait de B un ensemble récursivement 
énurnérable mais aussi des ensembles og@) et cri@) définis par: 

ao(B)=I1(B) 
a1@)=ui~r Ik(B) 
GO@) est l'ensemble des Cléments minimaux de B et ai(B) le complément de oo(B) dans B. 
Soit x E champ(ol(l3)). B étant récursivement énumérable, l'ensemble 
{YE champ@): (y,x)~ B} est récursivement énumérable et non vide. Il peut donc être énuméré 
par une fonction récursive totale eg :  N+champ(B). A partir de là on peut définir une fonction 
récursive totale 9 ~ :  champ(B)+N+champ(B)u(I) telle que e ~ ( x , i ) = e ~ , ~ ( i )  si x 
E pg(champ(ol(J3))) et e~(x,i)=L sinon. 
Il est important de noter que pour un XE champ(B) le prédicat XE champ(ol(l3)) est décidable. 
En effet les deux ensembles pg(charnp(ol(l3))) et champ(og(B)) étant récursivement énumérable 

et disjoints il suffit de les énumérer pour décider à quel ensemble x appartient. 
Nous pouvons maintenant n%crire le schéma (2) pour B dans BTw(A) comme: 

[ ViE N. P(~B(x,~)) [XE A]] 

P(x) 
------------------------ 

VXE A.P(x) 



Soit ce une relation sur s définie dans HA@T) à l'aide d'une fonction 8:Nxs-+s par la formule: 
y q x  = 3i:N.y =8(x,i) 

Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre dans le cadre de la récursion générale dans la 
théorie des types, nous dirons que la relation q est bien fondée si et seulement si la règle: 

est valide dans HA@T), c.à.d. si et seulement si la règle suivante l'est: 

La seule différence avec ce que nous avons vu dans la théorie des types est que ici, la règle de la 
récursion découlera systèmatiquement de la règle de récmnce à l'aide de la réaiisabilité. 

Dans le but d'avoir une notation uniforme pour le réalisant des conclusions des différentes 
règles de récurrence qui sont prouvées dans le système, l'ensemble des termes de H A 0  est 
enrichi par les temes définis par la clause suivante: 

Pour tout couple de types finis s,t, tout couple de ternes 8:s+N+s, v:((N+t)+s)+t et pour 

tout élément x de s, si est prouvée bien fondée dans HA(DT) alors Re[v,x] est un terme de 

HA@T) de type t. 

De même l'ensemble des axiomes de HA@T) est augmenté par les axiomes: 

Pour tout couple de types finis s,t , tout couple de termes B:s-+N+s, v:((N+t)+s)+t et pour 

tout élément x de s, si Q[v,x] est un terme de HA@T) alors: 

Re[v,x] = v(hi.Rg[v,8(x,i)] ,x) 

La sémantique dénotationnelle (voir le paragraphe 6 du chapitre IV) du terme Rg[v,x] est 
donnée par son inteqdtation IIRg[v,x]]lp dans la théorie des ensembles et qui est telle que: 



IIRg[v,x]]lp = G(l[x]lp) où GE App([s],[t]) est définie wmme suit: 
pour tout a€ [SI, G(a) = I[v]lp(G', a) où G'E App([N],[s]) est l'application définie par: 

G'(k)= G(1[e11p(a, k)) 

L'existence et l'unicité d'une telle application G découle du fait que la règle de récurrence ayant 
6té prouvée implique la validité dans lqinte@tation de la formule: 
Vae [s].[Vke [NI. P(l[B]lp(a, k))*P(a)] =>Va€ [s].P(a) 

Nous allons utiliser cette formule pour montrer que G ainsi défrnie est bien une application de 
[SI vers [t]: 
Soit DG(a) le prédicat disant que G est définie pour le terme a de [SI. 
Soit ae [s] et supposons que pour tout ke [NI D~(1[0]i~(a, k)) est vraie. Ceci implique que G' 

dans l'égalité définissant G est bien une application de [NI dans [s] et par conséquent G(a) est 
bien défini donc DG(a) est vrai. On en conclut d'aprks la formule que Va€ [s].D~(a). Ainsi G 
est bien une application. 

çonsistance de rr mur û-ind: 

Notre hypothèse est : v(u,x) rr P(x) si u rr Vi:N.P(B(x,i)). 

et on prouve à l'aide de la règle B-ind que t/x:s.Rg[v,x] rr P(x): 

Supposons Vi:N.&[v,B(x,i)] rr P(B(x,i)) soit encore @i.Rg[v,B(x,i)]) Vi:N.P(B(i,x)), alors 
v(hi.Re[v,B(x,i)],x) rr P(x) par hypothèse. Soit encore,Re[v,x] rr P(x) en venu de l'axiome. 
On conclut par 8-ind que Vx:s.Rg[v,x] rr P(x). 

remarque: dans le cas où la règle de récurrence sur un type s B prouver peut s'écrire sous la 
forme: 

on écrira le récurseur dans le réalisant de la conclusion sous la fornie: 

Re[ul,...,um,v,xl, 

et les axiomes cmespondant sous forme d'un seul axiome: 

Re[ul, ..., u~,v,x] = if x=al then ui else 



Dans l'implantation (chap. V), le réalisant kx.Re[ul, ..., um,v,x] de la conclusion de la règle 8- 

ind ci-dessus pour une relation bien fondée < et représenté par R[c, ui, ..., u,, v], la relation c 
(supposée bien fondée) étant précisée par l'ensemble de ses éléments minimaux et sa fonction 
prédécesseur. 



CHAPITRE V 

EXEMPLES ET IMPLANTATION 



EXEMPLES ET IMPLANTATION 

Dans ce paragraphe, nous allons donner deux exemples de dérivation de la fonction Quicksort 
dans HA@T) augmenté par des axiomes qui expriment la logique même de cette fonction de tri. 
Soit A un type de données muni d'un certain ordre total <: AxA+bool. La spécification du 

problème du tri d'une liste d'éléments de A (selon l'ordre croissant, par exemple, dans toute la 
suite) consiste à écrire la formule: 

Vx:L.3y:L.sort(x,y) avec L=dl:L, cons(hd:A, tl:L)> 

Cette formule dit que toute liste x peut être triée en une liste y. Le prédicat sort(x, y) peut être 
explici té comme la conjonction: ord(y)~perm(x, y) et davantage en explicitant les prédicats 

ord(y) et perm(x,y) disant respectivement que la liste y est ordonnée et que y est une 
permutation de la liste x. Nous proposons une autre façon d'expliciter le prédicat sort(x,y) qui 
tient plus à la stratégie du programmeur pour la définition de la fonction de tri qu'au sens 
mathématique de ce qu'est une liste triée qui met toutes les stratégies de preuve sur le même 
pied d'égalité. En effet, c'est la stratégie suivie par le programmeur pour la preuve de la 
spécification qui détermine le type d'exécution de la fonction souhaité, par exemple: Quicksort, 
Bubble-sort, Merge-sort ... Dans le but de dériver la fonction Quicksort, nous proposons 

d'expliciter le prédicat sort(x,y) en augmentant le système HA@T) par des axiomes exprimant 
la logique même de cette fonction qui se résume comme suit: Quicksort est une fonction qui trie 
une liste non vide 1 en la partitionnant en deux listes. La première contient les éléments 
inf6rieurs à hd(x) et la seconde, les éléments supérieurs ou Cgaux à hd(l). Quicksart trie ensuite 
récursivement ces deux sous listes. 
Il est clair que ces axiomes ne doivent pas avoir de contenu calculatoire (qui n'est pas extrait, 
autrement que par une preuve) et sont donc tous réalisés par #. En l'occurrence nous avons les 
deux axiomes (az est une abréviation pour cons(a,z)): 
Al  e sort(ni1,nil) 
A2 = VaAxLyLzL. sort(inf(a,x),y)*(sort(sup(a,x), z)*sort(a.x,cat(y,a.z))) 



Les ternes infiA+L+L et sup:A+L+L sont les fonctions de filtrage nécessaires au 

partitionnement d'une liste et définies par: 
inf E Âal.R(ni1, hx.hy.if hd(x)ca then hd(x).y else y, 1) 
sup = m.R(nil, hx.hy.if hd(x)ca then y else hd(x).y, 1) 
Le terme cat:L+L+L est la fonction de concaténation de deux listes définie par: 
cat = ksl.R(s, Xx.Xy.hd(x).y, 1) 

Ces ternes sont plus lisibles en réécrivant le récurseur R en utilisant sa définition, par exemple 
inf(aJ) vérifie l'égalité: 
inf(a,l) = if l=nil then ni1 

clse if hd(l)<a then hdO).inf(a,ti(l)) else inf(a,tl(l)) 

1-1 Le schéma de récurrence course of values: 

Les deux exemples de dérivation de Quicksort que nous allons donner utilisent un schéma de 
récurrence sur les listes dit course-of-values dont l'analogue a été introduit par Jan Smith 
[Smith, 831 pour la théone des types. Ce schéma s'écrit: 

Les fonctions di sont donc, d'après les prémisses de cette règle, des termes de type AxL+L qui 

au couple (a,x) associent une liste di(a,x) de longueur inférieure ou égale à x. Pour éviter 
d'avoir des termes encombrants, on ne va considérer ici qu'une fonction d, la généralisation 
étant ensuite immédiate. 
Nous nous proposons d'abord de prouver la consistance de ce schéma. On doit donc construire 
un réalisant pour la conclusion, t rr P(I), à partir des hypothèses suivantes sur les prémisses de 
la règle et leurs réalisans: 
Hi= P(ni1) et c rrH1, 
H2= P(d(a,x))*P(a.x) et Âc.g(a,x,e) rr H2 

Cette construction va découler de la preuve de la validité de cette r&gle de récurrence dans 
HA@T) en vertu du théorème de consistance pour la réalisabilité K. Rappelons que la fonnule 
length(di(a,x))clength(x) est negative, donc réalisée quand elle est valide par #. Pour la preuve 
de la conclusion P(x), nous allons d'abord prouver le lemme : 



Une fois prouvé et par conséquent réalisé par un terme t, ce lemme permettra de prouver P(x) 
comme suit: 

t 
Vp:N.F(p) 

(Q-E)* ---------- 
t (lengùi(x)) # 
F(length(x)) Vx:N.xlx 

Q-E -------------------------- Q-E ----------------- 
t 0ength(x)) 1 # 

length(x)Slength(x)*P(x) length(x)Slength(x) 

remarque: comme dans toute la suite, sur chaque formule d'un arbre de preuve, on a Ccrit son 
réalisant qui découle de la preuve de la consistance de la réalisabilité. 
Nous allons utiliser dans la preuve de Vp:N.F(p) deux lemmes dont nous ne donnons pas la 

preuve qui n'est pas pemnente, ces lemmes étant de contenu calculatoire nul. Ces lemmes sont: 

La preuve de Vp:N.F@) se fait par récurrence sur n en utilisant la règle N-ind: 

preuve du cas de base: 
Li 

'd-E---- 
# # 

[length(l)SO] length(l)l(hl=nil 



preuve du pas de récurrence: 

En appliquant la règle N-ind, nous obtenons le réalisant t de Vp:N.F@): 

Xp.R~(hl.c, Xn.hu.Xx.R~(c, Xa.hx.Xv.g(a,x,u(d(a,x))), x), p) 
Vp:N.F(p) 

et le réalisant t(length(x))x de la conclusion P(x) du schéma C.O.V. s'écrit: 
RN(c, h.ku.hx.R~(c, Â.a.Xx.Â.v.g(a,x,u(d(a,x))),x), length(x)) x 
La généralisation du réalisant dans le cas de plusieurs fonctions di (llilk) donne: 
R~(xl.c, h.Xu.hx.R~(c, b.hx.Xv.g(a,x,u(d] (a,x)) ,..., u(dk(a,x)))), x), length(x)) x 

L'utilisation du schéma C.O.V. ainsi prouvé dans la première derivation pour la spécification 
V x:L.3y:L.sort(x7y) du Quicksort donne, en posant P(x) a 3y:L. sort(x,y ) et l'abréviation 
A'2-s~rt(inf(a,x), y )~(sort(sup(a,x), z)*sort(a.x,cat (y ,a.z))): 



RN(hl.nil, 
h.hu.hx.RL(nil, hl.hv.cat(u(inf(hd(l),tl(l))), hd(l).u(sup(hd(l),t.l(l)))), x), 

Les axiomes Ai  et A2 ci-dessus expriment de façon naturelle et très lisible la logique même du 
Quicksort et font apparaître une relation bien fondée naturelle pour la conception top-down du 

Quicksort qui est définie par: 
-Un seul petit élément: nil, 
-Chaque liste non nulle a deux prédécesseurs: 
O(a.1, l)=inf(a,l) et O(a.1, 2)=sup(a,l). 

La preuve de la bonne fondation de la relation qj sur le type L définie par: 
y q a.x = 3i:N.O(a.l, i) ou encore y q a x  = y=inf(a,x)vy=sup(a,x) se fait en prouvant la 



qui se réécrit dans notre cas en: 

Or cette règle n'est qu'une instance du schéma C.O.V. cidessus en remarquant que les fonctions 
inf et sup vérifient bien, comme pour la première dérivation la prémisse de la règle C.O.V. 

portant sur la longueur des listes. Ceci donne donc une preuve de la règle 8-ind que nous 

utilisons dans la seconde dérivation de la spécification de Quicksort comme suit: 

[sort(sup(a,s), y)] sort(sup(a,s),y)~sort(a.s,cat(x,a. y )) 

Ainsi alors que dans le premier exemple la règle c.0.v. a servi à la preuve de la spécification 
aussi bien qu'à la constmction du programme par sa réalisabilité, dans le second exemple elle 



n'aura eu qu'un rôle purement logique puisqu'elle n'aura servi qu'à prouver un nouvelle règle 
de récurrence bien fondée telle que nous l'avons défmie en général au chapitre précédent et dont 
le réalisant de la conclusion a été donné indépendamment du contenu calculatoire de sa preuve. 
La fonction ainsi obtenue offie une meilleure lisibilité et une meilleur efficacité que la première. 
En effet l'axiome mespondant au récurseur Re donne ici: 

La sémantique dénotatio~elle que nous avons donnée à la fin du chapitre précédent interprète le 
terme Rg[nil, Âuv.cat(v,a.u), x] par Q(l[x]lp) où QE App(L],[LI) est définie comme suit: 
pour tout 1€ [LI, 

Q(nil)=nil. 

Q(a.1) = ~[~~tl~p(Q(~[i~f(~l)I~P,~-Q(~[~~p(~yl)l~p~ ) 

La fonction Q ainsi définie correspond bien à notre compréhension de la fonction Quicksort. 

Le langage CAML fait partie de la famille ML même s'il s'en distingue par certains aspects tant 
sur le plan syntaxique que sur le plan sémantique [Cousineau, 871 dans la mesure où le noyau 
fonctionnel de ces langages demeure essentiellement le même. Ces langages ont surtout joué le 
rôle de méta-langage dans l'implantation de certains système de preuves tels que LCF, Nuprl, 
Calcul des constructions, Isabelle .... Ayant utilisé CAML pour notre implantation, ce langage 
est notre référence dans la description qui suit. 

Ce langage est caractérisé par son style de programmation essentiellement fonctionnel et ses 
mécanismes pour le typage polymorphe et automatique des expressions et le traitement des 
exceptions . Ceci apporte une souplesse évidente dans la programmation. La structure de types 
du langage est donnée par des constructeurs de types qui sont le produit, l'exponentiation et le 
constructeur des listes avec au départ un certain nombre de types de base tels que les entiers 
(num), les chaînes de caractères (string) ... et la possibilité pour l'utilisateur de définir de 
nouveaux types de données en précisant les constructeurs de leurs objets (types concrets). 
L'inférence automatique des types lors du développement d'un programme dispense le 
programmeur d'une déclaration explicite des types et aide au développement correct du 
progmmme par les messages d'erreurs retournes par le vérificateur de types B la rencontre d'une 
expression mal typée. Le traitement des exceptions consiste essentiellement à appeler une 

seconde fonction lors d'un échec dans l'exécution d'une première fonction avec la possibilité 



pour le programmeur de provoquer l'échec par programme (fail()). Par exemple, l'évaluation de 
l'expression CAML el  ? e;! retourne la valeur de el quand ce n'est pas un échec sinon la valeur 
de g. Un tel mécanisme est par exemple très utile dans l'écriture de certaines fonctions appelées 
tactiques et servant à la recherche ou à la transformation de preuves [Constable, 861. 

En dehors du langage proprement dit, le système CAML offre la possibilité pratique de 
développer des compilateurs de façon très descriptive. En effet, la tâche du concepteur est 
ramenée dans ce contexte B décrire les règles de grammaire précisant la syntaxe du langage 
(syntaxe concrète) dans le style BNF accompagnée chacune d'une action sémantique précisant 
le code B générer lors de son application (syntaxe abstraite). Reste alors au concepteur de 
développer un interpréteur qui donnera un sens opérationnel au code ainsi généré. La possibilité 
par ailleurs de pouvoir générer du code relevant de la syntaxe abstraite même du langage CAML 
peut profiter à ce développement. 

Notre implantation d'un compilateur de preuves s'est faite B l'aide de ces outils pratiques en 
ignorant l'aspect efficacité pour un tel compilateur. Les compilateurs ainsi conçus ne sont pas 
en général efficaces du fait que les techniques utilisées dans leur développement sont des 
techniques générales et systématiques qui ne tiennent pas compte des propriétés propres à un 
iangage donné et qui y permettent une optimisation du code à générer. 

Nous décrivons dans ce chapiire l'implantation d'un compilateur de preuves basé sur le système 
formel HA@T) décrit dans les chapitres précéùents. 

3-1 svntaxe; 

Nous allons décrire formellement et de façon progressive dans ce qui suit le langage de 
programmation par sa grammaire syntaxique. Pour cela, nous utilisons la notation BNF où 
pour distinguer les mots teminaux des non temiinaux, ceux ci sont entourés de c >. 

Un programme écrit dans œ langage est composé de quatre parties logiques selon le schéma: 
cpro&-> ::= def-types> def-relations> def-axiomes> <preuve> 

- La première partie est une partie de définition de types de données qui consiste en une suite de 
déclarations de types de données selon les règles de grammaires suivantes: 

def-dt > ::= l data-types: <du (I,<du)* 



où les règles de grammaire définissant < d o  sont données dans le paragraphe 3-1 du chapitre 
III. 
A partir des types de données ainsi définis, les termes du langage sont donnés par la grammaire: 

<terme> ::= u d e n o  I udeno(<tenne> (,<terme>)*) 
I (<terme>, <terme>) I fst <terme> I snd <terme> 
1 if derme> then etenne> else derme> 
I R(udeno, <ideno, <te- (,<tenm)*, ~ e r n ~ ( , < t e ~ ) * )  
I R(udeno,<tenm (,<te-) *, <ternu) 
1 fun udeno  . <terme> I <terme> <teme> 

1 ( <terme>) 

Les formules du langage sont, elles, alors données par: 
<formule> ::= udeno  I udeno(<terme> (,etexme>)*) I <terme> = denne> 

I <formule> A dormule> I <formule> v <formule> I <formule>* formule> 

I al1 udenu  : <type> . <formule> I exist udeno: <type>. <formule> 
où <type> réfère aux types finis du langage par: 

<type> ::= udeno  I <type> * <type> I <type> -> <type> 

- La seconde partie est une partie de définition de relations sur un type de données. Ces 
relations sont supposées être bien fondées. La syntaxe que nous avons choisi pour cette partie 
est restrictive, elle permet la définition d'une relation par la donnée de l'ensemble de ses 
éléments minimaux et l'ensemble des prédécesseurs d'une variable x de ce type de données, à 
supposer que tous les éléments non minimaux de ce type de données ont le même nombre de 
prédécesseurs. La syntaxe de cette partie de définition est donnée par les règles de grammaire 
suivantes: 

<clef-relations> ::= I w.f-relations: <rel-nom>=(dnimaux>) & (<prédécesseurs>) 
<rd-nom ::= udeno  

uninimauo ::= derme-kt> 
<prédécesseurs> ::= <terme- lis^ 
emme-ko:: <terme> ( , derme>)* 

où -nom> donne le nom de la relation définie. 

- La troisième partie consiste en une suite d'axiomes que se donne l'utilisateur pour la 
dérivation de la preuve. Ces axiomes, comme nous l'avons vu, doivent être donnés par des 
formules de Harrop décrites par les règles de grammaire: 
<harrop-formule> ::= cterme>=<teme> I udeno  I udent>(cterme> (l,<terme>)*) 

I <hmpPformule> A charropPformule> I domule> a charropPformule> 

I ailàdeno : <type>. <harropPformule> 



- La dernière partie contient le corps de programme proprement dit et consiste en une preuve 
dérivée en déduction naturelle. La transformation 7 d'un arbre de preuve écrit sur papier en un 
arbre de preuve (qui n'en est plus vraiment un) reconnu par le langage suit le schéma général: 

n ........ n, (T(ni), 
7( nom ---------- 1 - - ........ 

F 'Tmn) ) nom 1- F 

le cas de base pour cette transformation Ctant la transformation d'une supposition ou la 
transformation d'un axiome domks respectivement par: T([A])= assume: A, T(A)= axiom: A. 
Par exemple, l'arbre de preuve: 

se transforme en: 
( (assume: A =>-II- A=>A, 
assume: (A=>A)=>A) =>-E 1- A) =>-1 1- ((A=>A)=>A)=>A 

La syntaxe générale d'un arbre de preuve est donnée par les règles de grammaire: 

cpreuve> ::= { <preuve> ) 

1 assume: <formule> I axiome: champ-formule> 
I .preuve> subst 1- <formule> 
I cpreuve>, <preuve> A-1 1- domule> I cpreuve> A-E 1- <formule> 
1 <preuve> v-1 I- donnule> 1 qreuve>, <preuve>, cpreuve> v-E 1- domule> 
I <preuve> -1 1- domule> I qreuve> , <preuve> *E 1- <foxmule> 

I cpreuve> ail-1 1- <formule> I <preuve> ail-E 1- donnule> 
I <preuve> exist-II- <formule> I cpreuve>, <preuve> exist-E 1- dormule> 
I <preuve> (,cpreuve>)* udenwind 1: <formule> 



Il est clair que ces règles de grammaire permettent uniquement la reconnaissance de la bonne 
structure d'un arbre de preuve. La correction de la preuve, quant à elle, sera établie par le 
vérificateur de preuves que nous allons décrire. 

3-2 Le vérificateur de preuves: 

La vérification qu'une preuve est correcte en déduction naturelle consiste à vérifier la bonne 
application d'une règle d'inférence à tout point de la dérivation. La vérification de la bonne 
application d'une règle d'inférence nécessite la connaissance: 
- des prémisses et de la conclusion de la règle ainsi appliquée, 
- de l'ensemble des suppositions faites dans la dérivation de chacune des prémisses. Ceci, du 
fait que d'une part l'ensemble des suppositions d'une prémisse est susceptible, lors de 
l'application d'une règle d'inférence, d'être réduit (supposition déchargée) ou réuni aux 
ensembles des suppositions d'autres prémisses (A-1, par exemple) pour avoir l'ensemble des 

suppositions de la conclusion et d'autre part du fait que ces ensembles sont nécessaires pour 
vérifier si la condition sur les variables est satisfaite dans l'application éventuelle des règles (V- 
I, 3-E, dt-ind). Ceci nous conduit à définir le vérificateur de preuves comme un ensemble de 

fonctions sp6dalisées pour la vérification de l'application correcte d'une règle d'inférence. 

Nous voulons dans noire implantation que le vérificateur de preuves ait pour effet secondaire, 
lors de la vérification d'une preuve, la construction d'un terme réalisant la formule prouvée 
(celui donné par la preuve de la consistance de rr). Nous avons vu dans la preuve de la 
consistance de la réalisabilité K comment construire de façon systématique un réalisant de la 
conclusion d'une règle d'inférence en fonction des réalisants de ses prémisses et du caractère 
H m p  de la conclusion. Ainsi nous allons définir les fonctions de vérification de façon à ce 

qu'elles calculent le réalisant de la conclusion de la règle associée en cas de succès de la 
vérification. Pour cela, nous avons besoin de définir une structure de données pour la 
représentation interne des objets syntaxiques décrits cidessus. 

3-3 La représentation interne; 

La représentation interne sera faite selon la philosophie du langage CAML en décrivant à l'aide 
des types concrets une syntaxe abstraite correspondant b la syntaxe concrète ci-dessus de ces 
objets (voir annexes). Nous résumerons cette correspondance ci-dessous en notant a* la 
syntaxe abstraite (représentation interne) de l'objet syntaxique a. Le cas de base pour cette 

correspondance présentée de façon inductive est le cas où l'objet syntaxique a est un 
identificateur (une chaîne de caractéres nconnue par udeno) et pour lequel on a d=a 



- Types de données: 
syntaxe concrète: 
dt-nom=<cl, ..., Cn, f ~ ( s e 1 ~ ~ : d t l ~  ,..., selkll:dtkll), ..., fn(selln:dtln ,..., selknn:dtknn)> 
syntaxe abstraite: 
(dt-nom, 

[c1,...,cml, 
[(fi ,[ (sel11,dtl l),...,(seIkil,dtk~ l)]) (fn,[ (selln,dtln),...,(se1knn,dth)l) 1 ) 

- Environnement de types de données: 

syntaxe concrète: 
types dtl, ..., dtn 
syntaxe abstraite: 

[dtl* ;...; dtn*] 

- Type produit et type fléche: 
syntaxe concrète: 

tl * t2, tl+t2 

syntaxe abstraite: 

prod(t1, t2), arrow(t1, t2) 

- Termes: 
x désigne un identificateur, 
syntaxe concrète: 
X 

f(ei,...,e2) 
a 
ff 

(e 1 ,e2) 
fst e 
snd e 
if b then el else e2 
fun x. e 

el e2 

syntaxe abstraite: 
X 

Fun-Cons (f, [el*; ... ;en*]) 
Bool m e  
Bool false 

~(ei*,e2*) 
Fst e* 
Snd e* 
Case (b*,ei*,e2*) 
Fun (el*, e2*) 

Appl y (el * ,e2*) 

- Formules: 
x et P désignent des identificateurs, 
syntaxe concrète: syntaxe abstraite: 
P predrp; n I 



l'(el ,...,e2) Pred (P, [el*; ...; en*]) 
FI A F ~  And (Fi321 
F1vF2 or (Fl'F2) 
Fl*F2 Imp (FI 'F2) 
ail x:tF Al1 ((x,t*), F*) 
exist x:t.F Exist ((x,t*), F*) 

3-4 S-uents réalisés et fonctions de vérification: 

Nous sommes maintenant en mesure de préciser une structure de données pour les arguments 
d'une fonction de vMication pour une règle d'inférence. Pour une telle fonction, l'argument 
correspondant à la conclusion de la règle d'inférence aura la structure abstraite d'une formule et 
les arguments correspondant à ses prémisses auront, eux, la structure d'un séquent réalisé où 
par séquent réalisé pour une prémisse, nous entendons l'objet composé de cette prémisse avec 
son réalisant et de l'ensemble de ses suppositions avec leurs (présupposés) réalisants. Ceci 
nous conduit à définir la structure d'un séquent réalisé pour une formule F dérivée sous les 
suppositions Al, ..., An comme: 

Du fait que dans la dérivation d'une preuve seule est pertinente pour nous l'information retenue 
par les séquents réalisés des prémisses dans tout ce que peuvent représenter les preuves 
complètes des prémisses comme information, ces séquents réalisés représentent au même 
temps pour nous la syntaxe abstraite d'une preuve. 

Les fonctions de vérification d'une règie: 

Pour vérifier l'application correcte d'une règle d'inférence: 

on fait appel à la fonction nom* (lll*,......,Il~ F) qui retourne le séquent réalisé n*=(hyp, 

(F*, r)) quand l'application est correcte ou un message d'erreur dans le cas con& où hyp et r 
* sont calculés à partir de leurs analogues dans lll*,......,lln . 



est verifiée par or-e ( II1 , II2,II3, F) 

3-5 L'évaluation des termes du langm 

Les termes du langage HA(DT) définissent à travers leurs règles de réduction un langage de 
programmation fonctionnel. Ce langage de programmation, appelons le LP, se présente comme 
un langage typé simple étendu avec des constantes (constructeurs, alternatives, rkurseurs ...) 
où les types de base précisent une structure pour leurs éléments canoniques. 

Dans le but de l'évaluation effective d'un terme en sa forme canonique, nous allons définir une 
traduction (en tant qu'opérateur noté caml) des objets de ce langage (type de données, types et 
termes) dans le langage CAML dont on prouvera par la suite la cohérence par rapport à .la 
réduction des termes. Nous noterons dans ce qui suit par e»e' la réduction dans le langage LP 
(si e et e' sont des termes du langage LP) et par e»»eY la réduction dans le langage CAML (si e 
et e' sont des termes de CAML). 

traduction des types de données; 

Soit ï un environnement clos de types de données dans LP. Sa traduction carnlo dans CAML 
consiste à associer à chaque type de donnees de r : 
dt-nom=<cl, ..., Cn, fl(selyl:dtll, ..., selk1 1:dtkl l), ..., fn(selln:dtln ,..., selknn:dkn)> 
la déclaration d'un type concret : 
type dt-nom = cl 1...1 cm 

1 f i  of dtil &...&dtkll 
................ 

I fn of dtln &...&dtknn ;; 

et la déclaration pour chaque constructeur fi d'une fonction: 
let is-fi = function fj(x1 ,...JE) -> m e  

- -> false ;; 
de type dt-nom -> bool, 
et des fonctions associées à ses sélecteurs: 
let ~elij = function fi(~l,..,Xj,..,Xki) -> X 

- -> failwith ("erreur'? ;; 
de type dt-nom -> dt-nom 



duction des termes 

x désigne une variable et c , f, sel désignent une constante, un constructeur et un selecteur dans 
un type de données. La traduction des termes de LP en termes de CAML est donnée par la 
transfamation caml définie par le tableau: 

G caml(e) 
X X 

tt true 
ff false 
C 

f(ei,...,ek) 
is-c(e) 
is-f(e) 

sel(e) 
(e 1 ,e2) 
fst (e) 
snd(e) 
fun x.e 

(el) (e2) 
if b then el else e2 

t, ~l,...,~m,~~,...,vn,xI 

C 

f(caml(el), .... caml(ek)) 
cami(e) = c 
is-f(caml(e)) 
sel(caml(e)) 

(cd(e i> ,  caml(e2)) 
fst (caml(e)) 
snd(cd(e)) 
function x -> caml(e) 

(cd(e1)) (cd(e2)) 
if c d ( b )  then caml(e1) else caml(e2) 
(let rec f= function 

où ei désigne une suite de termes éventuellement vide telle que: si =(fi)=@, ei est vide et si 

... r e ~ ( f i ) = ( r ~ l , . . . ~ ~ ~ ) ,  ei=~aml(v~) x f(seinl (x)) f(selmp(x)). 

NP, uï,...,um,vl (let let rec f= function 

x -> if x=cg then caml(u1) else 
................................. 

if x=cm then caml(um) else 
if is-fl(x) then v(f(Ol(x)), ..., f(On(x)), x) 

la relation p étant donnée par p=(cl, ..., cm) & (01(x),. ... On(x)). 

Ii est faciie de vérifier que la transformation caml est une injection. On notera c d - 1  la fonction 
inverse de carnl définie sur caml(LP). 



La traduction des termes de LP en tennes CAML ainsi décrite passe, dans notre implantation 
par leur représentation abstraite (voir fonction traduire dans annexes). A la représentation 
abstraite d'un terme e de LP est associé un objet de type string dans CAML représentant 
concrètement l'expression caml(e). 

exemple: 

#letr=(R 
(Ip", [(Id "s")], 
(Fm 
((Id "v"), 
( ~ P P ~ Y  

(Fun 
(( Id "y"), 

Fun-Cons 
((Id "cons"), [(Fun-Cons (( Id "hd"), [(Id "x")])); (Id "y")])))), 
(Id "v"))))))) 

Value r = - : term 

# traduire(r);; 
"let rec f = function x -> if x=nil then s 

else ((function v -> 
((function y -> cons (( hd x), y) )) v)) 
(f((tl(x))))) in fi;" 

: string 

Le vérificateur de types de CAML infère automatiquement un type pour chaque expression. Du 
fait qu'il n'y a pas de déclaration de types explicite à donner par le programeu, des variables 
de type interviennent dans cette inférence de types. Le vérificateur de types accomplit sa tâche 
par rapport à un environnement de types qui associe à chaque identificateur libre dans une 
expression un type (ou une variable de type). Il consiste à vérifier selon un algorithme 
d'unification m e r ,  781 si les types inférés pour les sous expressions d'une expression sont 
compatibles entre eux, la contrainte principale à respecter ii ce niveau étant que le type de 
l'argument effectif d'une fonction est le même que celui de son argument formel. 
L'environnement de types est éventuellement modifié lors de cette verification quand le schéma 
de type pour une variable gagne en structure pour dpondre aux contraintes rencontrées. 

Il est facile de vérifier que le bon typage d'une expression e dans LP est conditionné par le bon 
typage de sa traduction dans CAML. Aussi le vérificateur de type de CAML peut être utilisé 
pour la vkification des types daps LP. 



3-5-4 L'evaluation des ex~ressions par CAML: 

Cette évaluation est par défaut une évaluation par valeur, c.à.d. les radicaux sont calculés de 
l'intérieur vers l'extérieur. Aucun calcul n'est fait à l'intérieur d'une abstraction. Les termes de 
la forme function x ->e sont considérés comme des valeurs, appelées fermetures. La définition 
des valeurs dans CAML est cohérente avec notre défmition des valeurs dans LP (chap. ID, 5-5) 
par rapport à la traduction cidessus. En effet la traduction d'une valeur de LP est une valeur de 
CAML et si la traduction d'un teme e de LP est une valeur de CAML alors e est une valeur. De 
même les règles de réduction de CAML sont cohérentes avec les règles de réduction de LP, 
c.à.d. si e et e' sont des termes de LP alors e»e' ssi caml(e) »» caml(el) et d'autre part si 
caml(e) »» e'l alors e" est dans caml(LP). 

On définit un interpréteur E V A h  pour LP à l'aide de l'interpréteur EVALCAML de CAML par: 

Ii est facile de vérifier d'après ce qui a été dit ci-dessus que la définition de EVAL est correcte, 
c.&d. qu'on a: 

e »* caml - l (EV~(caml (e ) ) )  et ~aml-l(EV&~(caml(e)))~ VAL. 



CONCLUSION 



CONCLUSION 

Il existe plusieurs systèmes de développement de preuves qui servent en même temps de 
langage de programmation en offrant la possibilité d'extraire des programmes à partir de 
preuves. Pour cela ils utilisent l'une des deux notions abordées dans ce travail, la notion de 
proposition comme type ou celle de rklisabilité. L'isomorphisme qui est à la base de la 
première notion permet la représentation par un terme de toute l'information apportée par la 
preuve d'une formule, celle ci représentant alors un type pour ce terme. On perd cet 
isomorphisme au niveau de l'interprétation de réalisabiiité rr telle que nous l'avons définie pour 
deux raisons. D'abord parce que les termes réalisants ne représentent qu'une partie de 
l'information d'une preuve, celle au contenu calculatoire. Ainsi par exemple la preuve d'une 
formule de Harrop méne au seul réalisant # (le programme) quelque soit cette preuve. Ensuite, 
parce que un terme peut réaliser une formule (spécifiant un programme) sans que celle ci soit 
prouvable, par exemple l'axiome du choix. Ces deux raisons justifient l'avantage de la 
réalisabilité par rapport l'isomorphisme de Cuny-Howard dans l'obtention des programmes à 

partir de preuves dans notre système mais aussi dans d'autres systèmes tels que le calcul des 
constructions [Paulin-Mohring, 19891. Une interprétation des formules comme types est 
néanmoins possible au niveau de la réalisabilité en interprétant une clause de la forme e rr F 

comme e appartient au type représenté par F et qui a été Wsé dans la preuve de la propriéd du 
type unique pour les réalisants (chap. II) h l'aide de la transfoxmation T'. Cette interprétation 
permet par exemple d'éviter dans notre implantation une vMfication des types pour les termes 
réalisants extraits lors de la vérification d'une preuve. 

/ 

Parmi les systèmes formels qui utilisent une notion de réalisabilité de façon fondamentale pour 

la synthbse de programmes, deux systbmes sont rapportes dans la littérature, le système QI de 
Sato [Sato, 85][Sato, 86][Takayama,88] et le système PX de Hayashi. 



QJ est un système constructif basé sur une logique intuitioniste pouvant traiter formellement les 
fonctions partielles. Dans ce système il n'y a pas de distinction qui soit faite entre les termes et 
les formules. Dans une structure de types qui inclut les types récursifs, des objets appelées 
formes sont utilisées à la fois comme formules et comme termes. La preuve d'une forme 
conclut sur sa validité quand elle est vue comme formule et à son existence (convergence) 
quand elle est vue comme terme. Le calcul d'un terme y est conçu comme un effort à prouver 
son égalité à un terme canonique (sa valeur) sous réserve de convergence de même que la 
preuve d'une foxmule y est conçue comme un effort à prouver son égalité au terme canonique () 
représentant la valeur de vérité vrai. Par conséquence l'implantation d'un interpréteur pour 
i'exécution automatique des programmes est équivalente à l'implantation d'un démonstrateur de 
théorèmes automatique. L'aspect formule d'une forme peut servir à la spécification d'un 
programme. La réalisabilité utilisée pour l'extraction d'un programme à partir d'une preuve de 
sa spécification est une version de la q-réalisabilité inspirée de celle utilisée dans PX. Une voie 
explorée dans QJ est la possibilité d'y représenter des processus pouvant s'exécuter en parallèle 
et communiquer entre eux. Par exemple l'exécution du programme m b  (sa preuve) où a et b 

n'ont pas d'occurrence de variable libre en commun peut être ramenée à l'exécution en parallèle 
des programmes a et b. La preuve d'un programme de la forme gx.a(x)~b(x), en revanche ne 

permet pas ce parallélisme au niveau des programmes a(x) et b(x) à cause de la variable partagée 
X. 

PX (Program extractor) est un système constructif basé lui aussi sur une logique des termes 
partiels et a pour objectif principal l'extraction pratique et efficace des programmes B partir de 
preuves. En ceci, il est certainement le plus avancé des systèmes existant pour plusieurs 
raisons. Le langage utilisé pour la description des algorithmes est Lisp qui est formalisé de 
façon pratique dans le langage même du système. Grâce à sa logique, PX peut raisonner sur la 
terminaison des programmes. Pour que PX soit plus proche de la réalité des langages de 
programmation traditionnels qui expriment plusieurs formes de récursion, il y est défini une 
forme de récurrence appelée récunrence conditionnelle générale (CiG) qui représente différentes 
formes de récursion naturelles. Cette récurrence est utilisée en deux temps pour l'obtention d'un 
programme correct répondant à une spécification Vx:D.3y.A(x,y). Le programmeur décrit 

d'abord un schéma de récursion général dont le programme souhaité en serait une instance. La 
CIG-récurrence est alors utilisée une première fois pour la =présentation de la récursion voulue 
dans la définition d'un sous domaine Di du domaine de quantification D pour lequel on prouve 
Vx:Di.3y.A(x,y) à l'aide d'une seconde utilisation de la CIG-récurrence. Un programme f 
vérifiant Vx:Di.A(x,f(x)) est alors extrait de cette preuve à l'aide de l'interprétation de la 

réalisabilité @x-réalisabilité, une variante de la q-réalisabilité). Pour établir la correction 
(terminaison) de f par q p O r t  au domaine D, on prouve alors que Dit D. Ainsi, la preuve de la 



terminaison de f sur D se voit séparée du reste de la preuve qui foumit le programme. Le rôle de 
cette preuve est de convaincre de la terminaison de f sans aucun apport calculatoire, la formule 
Ctant pour ainsi dire de même nature que les formules de Hmop. En guise d'illustration de ceci 
et sans entrer dans le détail technique de la t h M e  de PX, nous allons décrire la dérivation selon 
cette méthode de la fonction d'Ackermann qui s'écrit dans le style Lisp comme: 

Pour la définition des domaines qui sont les classes au sens de PX, celui-ci offre la possibilité 
d'utiliser un certain type de définitions récursives (la récursion positive) à l'aide de la CIG- 
récurrence. Par exemple le graphe de la fonction Ack est défini en PX par la classe: 

La définition du sous domaine Dl tel que nous l'avons décrit cidessus donne ici: 

( (x,y,z):A et (x,y):Di se présentent donc comme des prédicats booléens d'appartenance). 
La spécification de f s'écrit: Vx:N.Vy:N.3z:N.(x,y,z):A 
Par applications successives des règles (V-E), (3-E) et (3-1), la CIG-récurrence sur Di permet 
de conclure B la f m u l e  V(x,y):Di.3z:N.(x,y,z):A. Le réalisant calculé lors de cette preuve est 

à quelques optimisations prés la fonction f cidessus. Pour teminer la preuve de la spécification 
de f on prouve Vx:N.Vy:N.(x,y):Dl par une double récurrence sur N. 

Que donnerait notre mCthodologie et noue vdante de la récurrence bien fondée pour cet 
exemple? Nous devons donner la spécification de f à l'aide d'axiomes de Harrop: 



La relation bien fondée < naturelle pour cette spécification est donnée par l'ensemble des 
éléments minimaux: ((O,y), y:N) et les axiomes: 

Prouver que cette relation est bien fondée revient & prouver la validité de la règle de récurrence 
sur le type NxN: 

Cette preuve se fait par récurrence par rapport à l'ordre lexicographique sur NxN. 
Du fait qu'un élément de NxN peut avoir wl prédécesseurs nous allons numéroter ceux-ci par 

des couples. 
Une fonction prédécesseur O((x+ 1 ,y), (i j)) pour cette relation serait une fonction telle que: 

La preuve de la formule V(x,y):NxN.3z:N.A((x,y),z) est facilement dérivable selon le schéma 

réaiisé suivant: 



= if x=O then y+l 

else if y 4  then h[v,(x-l,l)] 

else (hi.Re[v,(x-1 ,i)]) Re[v,(x,y- 1)] 

= i f x 4  then y+l 

else if y=O then h[v,(x- 1 , 1 )] 

else Re[v,(x,Re[v,(x+ 1 ,y- 1 )l)l 

Au niveau de la sémantique opérationnelle cette dernière tgalité est obtenue par une évaluation 
partielle qui optimise le d e  généré. 

Ainsi cet exemple montre que l'on peut générer par notre méthode, comme dans PX, des 
fonctions récursives imbriquées [Tait, 611 qui ne sont pas récursives primitives. 

En guise de conclusion pour ce travail, on fera remarquer que les axiomes de spécification que 
nous avons donné pour les fonctions de Quicksort et Ackennann peuvent à quelques 
modifications près être exécutés directement par un système tel que Rolog. Un tel système se 
distingue des système tels que le notre par son utilisation de l'appareil logique pour extraire de 
la description logique d'un problème les moyens de calcul qui permettent de le résoudre. 

Pour chaque instance individuelle d'un problème (exprimé par une formule), Prolog recherche 
une preuve spécifique. Cette preuve fournit la solution où elle aura calculé directement elle 
même le résultat désiré. Par exemple, pour répondre au problème du PGCD de deux entiers x, 
y, Rolog tentera de prouver pour chaque instance du couple x,y, par exemple 6 9  l'existence 
d'un tel entier (3) grâce à son mécanisme général d'inférence bas? sur la règle du modus ponens 
(a -E)  et le mécanisme de résolution. L'approche que nous avons suivi, elle, consiste à 

exiraire à partir d'une preuve générale, un algorithme général qui répond h toute une classe 
d'instances du problème traité. Ainsi, on y prouvera que pour tout couple d'entiers x,y, il existe 
un FGCD, pour qu'en soit extrait une fonction calculant le FGCD de deux entiers quelconques. 
L'avantage dans cette approche est qu'en plus de sa correction totale, la méthode de calcul 
obtenue (l'algorithme) est déterministe. 
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ANNNEXES ET PROGRAMMES 
D'IMPLANTATION 



Annexes 1 

Nous donnons ici une description de HA utilisant l'opérateur Â dans la définition de ses 

temes et la déduction naturelle dans la définition de ses règles logiques piller, 801. 

La structure de types T est définie inductivement par les deux clauses: 
1) NET. 
2) s,t E T  sxt, s+t E T. 

Vocabulaire de HA; 

Ii est formé de: 
1) connecteurs logiques: A, v, +, V, 3, faux. 

2) symboles 1, ., ( , 1,. 
3) un symbole de prédicat binaire = (égalité). 
4) symboles de prédicat A,B,F, P, Q, ... 
5) variables xS, ys ...p our chaque type SET (notées aussi x:s, y:s ..., le type en exposant étant 

souvent omis) . 
6) deux constantes ON (zéro) et sN-IN (fonction successeur) pour la définition des entiers. 
7) constantes telies que: 
p ~ :  sxt+s, pi: sxt +t pour tout s, t ET (première et seconde projections) 
R, : s+(s+N+s)+N+s pour tout s E T  (récurseurs typés). 

Les ensembles Tm, des termes de type s sont définis simultanément et inductivement comme 
Ctant les plus petits ensembles vérifimt: 

1) toutes les constantes et les variables de type s sont dans Tm,. 

2) si el est dans Tm, et e2 est dans Tmt alors (el,e2) est dans Tmst. 

3) si x est une variable de type s et e un terme dans Tmt alors hx.e est dans Tms+. 

4) si el est dans Tms+ et e2 est dans Tms alors (el e2) est dans Tmt. 
L'ensemble Tm des termes de HA est alors Tm=usE T Tm,. 



La constante propositionnelle faux et les expressions de la forme el=e2 sont dites formules 
atomiques. L'ensemble Fm des formules de HA est alors défini par les clauses: 
1) les fomules atomiques appartiennent à Fm. 
2) si A, B €Fm alors Si A,B appartiennent & Fm alors AAB, AvB, A*B, Vxs.A, 3xS.A, 7 

A appartiennent à Fm. 

Ce sont celles de la logique des prédicats intuitioniste (chap.1, $4-1) plus les règles suivantes: 

el  = e2 el = e2 e2 = eg 
----- --------- ....................... pour l'égalité. 

e = e  e2 = el el = eg 

cl =e2 F(e1) 
subst --------------- pour la substitution dans une formule. 

O=Se el- Sel=Se2 
----- ------------ ---------- 
faux Sel=Se2 e=e 

et une règle de récurrence pour toutes les formules du langage: 

E 
F(O) F(Se) 

ind ----------- ---- 
Re) 

où a ne doit pas appmAtre dans une supposition de F(Se) autre que F(e). 

ornes de HA: 

(hx.el[x]) e2 = el[e2/x] après renommage éventuel. 

PO@ i ,e2)=e 1, pi (e 1 ,e2)=e2 
R~(c,v,O)=c, Rs(c,v,Se)=v(Rs(c,v,e), el. 



Annexe II 

" orie des tvoes de - 

Règles d'égalité: 
a :A a=b : A a=b:A b=c:A a :  A A=B ------ ------- ---------------- ----------- 

a=a : A b=a:A a=c : A a : B  

*A A=B A=B B=C a=b: A A=B ------- ------- ------------- ------------- 
A=A B=A A=C a=b : B 

Régles de substitution: 
a=c : A B(x)=D(x) (x:A) a=c : A b(x)=d(x) : B(x) (x : A) .............................. .......................................... 

B (a)=D(c) b(a)=d(c) : B(a) 
ll-régles: 

type A type B(x) (x : A) A=C B(x)=D(x) (x : A) 

type fi:A.B(x) Tu(:A.B(x)=Tu(:C.D(x) 

Ax.b(x) a =b(a) : B(a) L.(C X)=C : llx:A.B(x) 
C-régles: 

type A type B(x) (x : A) A=C B(x)=D(x) (x : A) 
Cfom. ---------------------- ------------------------ 

type Zx:A.B(x) Sx:A.B(x)=Xx:C.D(x) 

a : A b(a) : B(a) a=c : A b=d : B(a) 
Cintro. ------------------ ------------------------- 

(a,b) : 22x:A.B (a,b)=(c,d) : L;x:A.B(x) 



îypeA typeB A=C B=D ------------ ----------- 
type A+B A+B=B+D 

typeA a : A  b : A  A=C a=c:A b=d:A ------------------ ........................... 
type I(A,a,b) I(A,a,b)=I(C,c,d) 



Remarques: 

Nous n'avons pas besoin d'expliquer le sens des constantes 1, r, E, D, R, leur sémantique 
Ctant fournie ci-dessus par les régles qui les utilisent. 
r sext de ttmoin pour la preuve dans la thCorie d'une Cgaiité quelconque. 

Souvent dans le cas de E, une abréviation est utilisée pour la définition des projections: 
~ ( c )  = E(c, kx.Xy.x) 

p1(c) = E(c, kx.ky.y) 
pour lesquelles on peut vérifier pg((a,b))=a et pl ((a,b))=b. 



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(******Derivation de la preuve pour la specification de la concatenation*******) 
(*******de la liste s a une liste quelconque al1 x:L.exist y:L.cat(x,y)********) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

<<types N=<ZerO,S~c(pred:N)>; L=<nil,cons(hd:N,tl:L)>; 
relations p={nil} & {tl(x)}; 
equations x=cons(hd(x),tl(x)); 
{ 
{axiom: cat(ni1,s) exist-II- exist y:L.cat(nil,y)) - 
{assume: exist y:L.cat(tl(x),y), 
{assume: cat(tl(x),y), 
{axiom: al1 a:N.all 1:L.all y:L.(cat(l,y) => cat (cons(a,l),cons(a,y))) 
all-El - al1 1:L.all y:L. (cat(1,y) => cat(cons(hd(x) (1) ,cons(hd(x) ,y))) 
all-El- al1 y:L. (cat(tl(x),y) => cat(cons(hd(x),t1(x)),cons(hd(x),y))) 
all-El- cat(tl(x),y) => cat(cons(hd(x),tl(x)),cons(hd(x),y))~ 
=>-El -cat(cons(hd(x) ,tl(x)) ,cons(hd(x) ,y)) 
exist-11-exist y:L.cat(cons(hd(x),tl(x)),y)) 
exist-E 1 -exist y:L. cat(cons(hd(x) ,tl(x) ) ,y) 
subst x-1- exist y:L.cat(x,y)) 

p-ind) - al1 x:L.exist y:L.cat(x, y) 1 >>; ; 

(**************Le programme extrait sous sa syntaxe abstraite: ***************)  

R ("pl', [(Id "s")], 
( Fun 
((Id "Vrll"), 
(APP~Y 

( ( Fun 
((Id "Y"), 

( Fun-Cons 
((Id "cons"),[(Fun-Cons ((Id "hd"),[(Id "x")])); (Id "y")])))), 

(Id "Vrll"))))))) : term 

"(let rec f = function 
x ->if x=nil then s 

else ((function Vrll - >  
((function y - >  (cons ((hd (x )),y )))Vrll ) )  

(f((t1 (X )))))in f);;" 
: string 



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(*******Extraction de la fonction Quicksort a partir de sa specification*******) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

let cons=function (x,y)->x::y;; 
let inf=function (a,x)->filter (fun y->a>y) x;; 
let sup=function (a,x)->filter (fun y->a<y) x;; 
let cat= function (x,y)->append x y;; 
let x=[3;2;1;5;2;9;78;546;0;1];; 
let nil= [ 1 ; ; 

(******Derivation d'une preuve pour la formule al1 x:L.exist y:L.tri(x,y)******) 

<<types N=<zero,suc(pred:N)>; L=<nil,cons(hd:N,tl:L)>; 
relations p=(nil) & {inf(hd(x),tl(x)),sup(hd(x),tl(x))); 
equations x=cons(hd(x),tl(x)); 
{ {axiom: tri(ni1,nil) exist-II- exist y:l.tri(nil,y)) - 
{assume: exist y:L.tri(inf(hd(x),tl(x)),y), 
{assume: exist y:L.tri(sup(hd(x),tl(x)),y), 
{assume: tri(sup(hd(x),tl(x)),z), 
{assume: tri(inf(hd(x),tl(x)),Y)I 
{axiom: al1 x:L.all y:L.all z:L. 

tri(inf(hd(x)~tl(x)),y)=>tri(sup(hd(x),tl(x)),z)=~ 
tri(x,cat(y,cons(hd(x),z))) 

all-El- al1 y:L.all z:L. 
tri(inf(hd(x),tl(x)),y)=>tri(sup(hd(x),tl(x)),z)=~ 

tri(x,cat(y,cons(hd(x),z)))) 
all-E\ - al1 z:L. 

tri(inf(hd(x),tl(x)),y)=>tri(sup(hd(x),tl(x))~~)=~ 
tri(x,cat(y,cons(hd(x),z))) 

all-El - 
tri(inf(hd(x),tl(x)),y)=>tri(sup(hd(x),tl(~))~z)=~ 

tri(x,cat(y,cons(hd(x),z))) 
1 
=>-El- tri(sup(hd(x),tl(x)),z)=~tri(x,cat(y,cons(hd(x),z)))~ 
=>-El- tri(x,cat(y,cons(hd(x) ,z))) 

exist-II- exist y:L.tri(x,y) 
) exist-El - exist y:L.tri(x,y) 

1 exist-El - exist y:L.tri(x,y)) 
p-ind 1 - al1 x:L.exist y:L.tri(x,y)l>>; ; 
(****Le resultat de l'extraction est le terme realisant la preuve. Il est*****) 
(******************donne dans ça syntaxe abstraite:***************************) 

(R 
("p",[(Id "nil")], 

( Fun 
((Id "Vrl"), 

( Fun 
((Id "Vr2"), 

( APP~Y 
( ( Fun 
((Id "Y"), 

( APP~Y 
( (Fun 
((Id "Z"), 

( Fun-Cons 
((Id "cat"), 
[(Id "y"); 

( Fun-Cons 
((~d "cons"), 



[(Fun-Cons ((Id "hdW),[(Id "xW)l)); (Id "z")I))l)))), 
(Id nVr2")))))1 

(Id "Vrl"))))))))) : 
term 

(******La traduction de ce realisant en un terme CAML operationnellement ****** )  
(****************equivalent, en vue de son execution donne:********************) 

"(let rec f = function 
x ->if x=nil then ni1 

else (((function Vrl - >  
(function Vr2 - >  
((function y - >  
((function z - >  
(cat (Y ,(cons ((hd (x )),z )))))Vr2 ))Vrl 1 ) )  
(f((inf ((hd (x )),(tl (x ) ) ) ) ) ) )  

(f((sup ((hd (x )),(tl (x )))))))in f);;" 
: string 



grammar for programs proof-checker = 
delimitor 
string is "\"" 
comment is " % "  

, 
precedences 
left Literal " 1 - " ; 
right Literal "=> "; 
right Literal "/\\"; 
right Literal "\\/Il; 
right Literal "all" ; 
right Literal "exist"; 

rule entry session = 
parse Literal "types"; defdt P-1; 

Literal "relations"; def-relations P-2; 
Literal "equations'; def-axiomes P-3; 
proof P-4 
- >  result:= (P-l;P-2;P-3;P-4) 

and def-dt = 

parse - >  sort-env 
1 sort dt; Literal "; "; def-dt Dl 

- >  sort-env := dt: : !sort-env 

and sort = 
parse IDENT dt-nom; Literal "=" .  , Literal " < " .  , cons dt-corps; Literal " > "  

- >  (dt-nom,dt-corps) 

and cons = 

parse IDENT nom - >  ([nom],[]) 
1 IDENT nom; Literal " ( "; idlist nom-list; Literal " ) " 

- >  ([],[Id nom,nom-list]) 
( IDENT nom; Literal " , " ; cons dt-corps 

- >  (Id nom::fst dt-corps,snd dt-corps) 
1 IDENT nom; Literal " ( "; idlist nom-list; Literal " )  "; 

Literal ","; cons dt-corps 
- >  (fst dt-corps,(Id nom, nom-1ist)::snd dt-corps) 

and idlist = 
parse IDENT noml; Literal ":"; IDENT nom2 - >  [(noml,nom2)] 

1 IDENT noml; Literal ":"; IDENT nom2; 
Literal ","; idlist nom-list - >  (noml,nom2)::nom-list 

(**************declaration des relations supposees bien fondees***************) 

and def-relations = 
parse - >  relenv 

1 rel rbf; Literal ";"; de£-relations Dl 
- >  relenv := rbf::!rel-env 

and rel - 
parse IDENT nom; Literal "=" ;  

Literal " ( " ;  term-list min; 
Literal " ) " ;  Literal " & " ;  

Literal " ( " ;  term-list pred; 
Literal " ) "  - >  (nom,min,pred) 

(***********declaration des equations servant dans les substitutions**********) 



and defaxiomes = 
parse - >  eq-list 

1 IDENT mem_g; 
Literal "=It ; term mem-d; Literal " ; " ; defaxiomes Dl 
- >  eq-list := (Id mem_g,mem_d)::!eq-list 

(**************Les regles definissant la structure d'une preuve***************) 

and entry proof = 
parse Literal " { " ;  proof p; Literal " ) "  - >  p 
(*suppose* ) 1 Literal "assume" ; Literal " : "; 

form F 
- >  let e=nvar() in (([F,eJ,[]),F,e) 

(*axiome* ) 1 Literal "axiom" ; Literal " : " ; 
form F 
- >  if harrop(F) then (([],[]),F,Id "diese") 
else failwith("harrop axiom") 

(*subst*) 1 proof p; Literal "subst"; IDENT nom; 
Literal " - " Literal 1 - "; form F 
- >  substitute (Id nom,p,F) 

( 1 - 1  1 proof pl; Literal ", "; proof p2; Literal "/\\"; 
Literal ' - ". , Literal "1 " ; Literal " 1 - " ; form F 
- >  and-i (pl,p2,F) 

(*/\-E*) 1 proof p; Literal "/\\"; Literal "-"; 

Literal "E" ; Literal " 1 - " ; form F 
- >  and-e (p,F) 

( 1 - 1  ( proof p; Literal "\\/"; Literal " -  "; 
Literal "1"; Literal " 1 - " .  , form F 
- >  or-i (p,F) 

(*\/-E*) 1 proof pl; Literal ", "; proof p2; Literal ", "; proof p3; 
Literal "\\/"; Literal " - "; Literal "Eu; Literal " 1 - " ; form F 
- >  o r e  (P~,P~,P~,F) 

(*=>-1*) 1 proof p; Literal "=>"- , Literal " -  "; 
Literal " 1 " ; Literal " 1 - " , - form F 
- >  hp-i (P,F) 

(*=>-E*) 1 proof pl; Literal ", "; proof p2; Literal "=>"; 
Literal - " , . Literal "EN; Literal '$1-"; form F 
- >  impe (pl1p2,F) 

(*all-1*) 1 proof p; Literal "all"; Literal " -  "; 
Literal "1"; Literal " 1 - " , form F 
- >  all-i (p,F) 

(*all-E*) 1 proof p; Literal "all"; Literal "-"; 

Literal "Eu; Literal " ( - " .  , form F 
- >  alle (p,F) 

(*exist-1*) 1 proof p; Literal "exist"; Literal " -  "; 
Literal "1 " ; Literal " ( - "; form F 

- >  exist-i (pl F) 
(*exist-E*) 1 proof pl; Literal ","; proof p2; Literal "exist"; 

Literal "-"; Literal "EN; Literal "1-"; form F 
- >  exist-e (pl1p2,F) 

(*p-ind*) 1 proof-list p-list; Literal " - " -  , proof p; IDENT nom; 
Literal " - ". , Literal "indu ; Literal " ( - "  , . form F 
- >  indgroof (nom,F,p,p-list) 

and proof-list = 

parse proof p - >  [pl 
1 proof p; Literal ", "; proof-list p-liçt - >  p: :p - liçt 





(**********decharger une liste d'un elment et reunir deux listes**************) 

let disch A = filter (fun X - >  not (~=fst x)) 
and disch-x x= filter (fun y - >  not (y=x)) 
and al1 A B = A @ filter (fun X - >  not(mem x A)) B;; 
#use "dei-types";; 

let eq-list=ref[Id "zzz",Id 'zzz"];; 
let rel-env=ref["zzz",[Id "zzz"],[Id "zzz"]];; 
let sort-env=ref["zzz",[Id "zzzM],[Id "zzz",[("zzz","zzz")]]];; 
let varenv=[];; 
#use "inst"; ; 
#use "indu;; 

(*********decharger une liste des instances d'une formule et inversement*******) 

let disch2 x A= filter (fun X - >  if (can (image(Id(fst x))) (A,fst(X))) then 
let t=image(Id(fst x)) (A,fst(X)) in 

not(instance(Id(fst x)) t (A, fst(X))) 
else true);; 

let disch3 x A= filter (fun X - >  if (can (hage(Id(fst x))) (A,fst(X))) then 
let t=image(Id(fst x ) )  (A,fst(X)) in 

(instance(Id(fst x)) t (A, fst(X))) 
else false) ; ; 

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(***********fonctions de verification et de realisation des preuves************) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

let substitute= 
fun (x,(hA,A,rA),B) - >  let t=(assoc x !eq-list) ? failwith "subst incorrecte" in 

if instance x t (B,A) then (hA,B,rA) 
else failwith "subst incorrecte 2" 

1- - >  failwith "substitution" 

(****************verifie et realise l'application de regle subst***************) 

and and-i = 
fun ((hA,A,rA),(hB,B,rB),And(C,D)) - >  

if (A=C & B=D) 
then ((al1 (fst hA) (fst hB), al1 (snd hA) (snd hB)), And(A,B), 

if harrop(A) then rB 
else if harrop(B) then rB 

else P(rA,rB)) 
else failwith "and introduction" 
1- ->  failwith "and introduction" 

(**************verifie et realise l'application de la regle /\-I***************) 

and and-e = 
fun ((h,And(A,B),r),C) - >  

if A=C then (h,C,if harrop(A) then Id("videN) 
else if harrop(B) then r 

else (Fst r)) 
else if B=C then (h,C,if harrop(B) then Id("videM) 

else if harrop(A) then r 
else (Snd r)) 

else failwith "and elhination" 
1-  - >  failwith "and elhination" 

(**************verifie et realise l'application de la regle /\-E***************) 



and or-i = 

fun ((h,A,r),Or(B,C)) - >  
if A=B then (h,Or(B,C), if harrop(A) then (Bool true) 

else P(Boo1 true'r)) 
else if A=C then (h,Or(B,C),if harrop(B) then (Bool false) 

else P(Boo1 false'r)) 
else failwith "or introduction" 

) - - >  failwith "or introduction" 

(**************verifie et realise l'application de la regle \/-E***************) 

and ore= 
fun ((h,Or(A,B)lr)l(hCICIrC)I(hDIDIrD),E) - >  

if (C=E 6 D=E) 
then ((al1 (fst h) (al1 (disch A (fst hC)) (disch B (fst hD))), 

al1 (snd h) (al1 (snd hC) (snd hD))), 
E 1 

if harrop(A) then if harrop(B) then 
Case (r, rC, rD) 

else Case (Fst r, 
rC 

Apply(Fun(assoc A (fst hC),rD),Snd r)) 
else if harrop(B) then 

Case (Fst r, 
Apply(Fun(assoc A (fst hC),rC),Snd r), 

rD 
else Case (Fst r, 

Apply(Fun(assoc A (fst hC),rC),Snd r), 
Apply(Fun(assoc A (fst hC),rD),Snd r))) 

else failwith "or elimination" 

1 - - >  failwith "or elimination" 

(**************verifie et realise l'application de la regle \/-E***************) 

and imp-i = 

fun ((h,B,r),Imp(A,C)) - >  
if B=C then ((disch A (fst h),snd h), 

Imp(A1B), 
if harrop(B) then (Id "vide") 
else if harrop(A) then r 

else Fun(assoc A (fst h),r)) 
else failwith "implies introduction" 

1 - - > f ailwith " implies introduction" 

(*************verifie et realise l'application de la regle =>-I****************) 

and imp_e = 

fun ((NlAlrl),(h2~Imp(C,B)rr2),D) - >  
if (A=C & B=D) 
then ((al1 (fst hl) (fst h2), al1 (snd hl) (snd h2)), 

B 1 

if harrop(B) then (Id "vide") 
else if harrop(A) then r2 

else Apply(r2,rl)) 
else failwith "implies elimination" 
1 -  - >  failwith "hplies elhination" 

(*************verifie et realise l'application de la regle =>-E****************) 

and all-i = 
fun ((h,B,r), All(x,C)) - >  

if B=C 



then if assoc (Id (fst x)) (snd h) = (snd x) 
then (((fst h),disch-x (Id (fst x),snd x) (snd h)), 

All(x1C) I 
if harrop(B) then (Id "vide") 
else 
Fun(1d (fst x),r)) 

else failwith "al1 introduction" 
else failwith 'al1 introduction" 

1- - > failwith "al1 introduction" 

(************verifie et realise l'application de la regle all-I****************) 

and alle = 
fun ((hlAll(~lB)l~)lC) - >  

let t=image(Id(fst x)) (B,C) in 
if instance (Id (fst x)) t (BIC) 
then (hl 

c 1 
if harrop(B) then (Id "vide") 
else Apply(r1t)) 

else failwith "al1 elhination" 
1 -  - >  failwith "al1 elhination" 

(*************verifie et realise l'application de la regle all-E***************) 

and exist-i = 

fun ((hlB1r), Exist(x,C)) - >  
let t=hage(Id(fst x)) (C,B) in 
if instance (Id (fst x)) t (CIB) then (hl 

Exist(x,C), 
if harrop(B) then t 
else P(tlr)) 

else failwith "exist introduction" 
1- - >  failwith "exist introduction" 

(*************verifie et realise l'application de la regle exist-I*************) 

and exist-e = 

fun ((h,Exi~t(z,B)~r),(hC~C~rC)~D) - >  
if C=D 
then let d2=(disch2 z) B (fst hC) and d3=(disch3 z) B (fst hC) in 
((al1 (fst h) d2,all (snd h) (snd hC)), 

Cllet t=hage(Id(fst z)) (Blfst(hd(d3))) in 
if harrop(B) then 

A~ply(Fun(t~rC)~r) 
else 

Apply(Apply(Fun(t,Fun(assoc B (fst hC),rC)), Fst r), Snd r)) 
else failwith "exist elhinationl" 
1-- > f ailwith "exist elhination3 " 

(*************verifie et realise l'application de la regle exist-E*************) . . 
I l  



(************fonctions pour reconnaitre une instance d'un terme ************ )  
(************************par rapport a une variable****************************) 

let rec tuple = function X::t - >  if t=[] then x else P(x,tuple t);; 

let image-2 z= imagea-z where rec image2-z= 
fun (P(tl,t2),P(sl,s2)) - >  if tl=sl then image2_z(t2,s2) 

else imagea-z(t1,sl) 
1 ( ~ s t  tl,~st t2) - >  image2-z(tl,t2) 
1 (Snd t1,Snd t2) - >  image2-z(tl,t2) 
1 ( Fun-Cons (Id x, tl) , Fun-Cons (Id y , t2) j - >  

if x=y then image2-z(tuple(tl),tuple(t2)) 
else failwith "instance incorrecte O" 

1 (A~~l~(tl~t2) lA~~l~(ç1,ç2) ->  if tl-sl then image2_z(t2,s2) 
else image2-z(t1,sl) 

1 (Fun (tl,t2) ,Fun(sl,s2)) - >  if tl=sl then image2_z(t2,s2) 
else image2-z(t1,sl) 

) (Case(tl,t2,t3),Case(sl~s2,s3)) - >  if tl=sl then if t2=s2 then image2_z(t3,~3) 
else image2_z(t2,s2) 

else image2-z(t1,sl) 
1 (Id xlt) - >  if z=Id x then t 

else failwith "instance incorrecte:termes 1" 

1 - - >  failwith "instance incorrecte:termes 2";; 

(********distingue la variable presupposee d'instance dans un terme************) 

let instance-2 z t=instancea-zt where rec instance2-zt- 
fun (P(tl,t2),P(sl,s2)) - >  if instance2-zt(t1,sl) then instance2-zt(t2,~2) 

else false 
( (Fst t1,Fst t2) - >  instance2_zt(tl,t2) 
1 (Snd t1,Snd t2) - >  instance2-zt(tl't2) 
1 (Fun-Cons(1d x,tl), Fun-Cons(1d y,t2)) - >  

if xPy then in~tance2-zt(tuple(tl)~tuple(t2)) 
else false 

1 (Apply (tl, t2) ,Apply (SI , s2) ) - > if tl-sl then instance2-zt (t2, s2) 
else false 

( (Fun(tl,t2) ,Fun(sl,ç2)) ->  if tl-sl then instance2-~t(t2,~2) 
else false 

1 (Case(tlIt2,t3) ,Case(slIs2,s3))-> 
if instance2-zt(t1,sl) then if instance2-zt(t2,~2) then instance2-zt(t3,s3) 

else false 
else false 

1 (Id x,Y) - >  if z=Id x then y=t 
else y-Id x 

1 (Num XtY) - >  y=Nm x 
- >  y=Bool x 

- - >  false;; 

let rec find-t = 

fun (hl::tl1h2::t2,z) - >  if hl=h2 then find-t (tlIt2,z) 
else image-2 z (hllh2) 

- >  Z 
- >  failwith "instance incorrecte 2";; 

let image z= image-z where rec image-z= 
fun (And(A,B),And(C,D)) - >  if A=B then image-z (B,D) 

else image-z (A,B) 
1 (Or(A,B) ,Or(C,D) - >  if A-C then image-z (B,D) 

else image-z (A,C) 



1 (ImP(A,B)/ImP(C/D)) - >  if A=C then image-Z(B,D) 
else image-z(A,C) 

1 (All(x,A) /A~~(YIB) - >  if x=y then image-z(A,B) 
else failwith "x#yN 

1 (Exist(x,A) ,Exist(y,B) ) - >  if x=y then image-z(A,B) 
else failwith "x#yn 

1 (Pred(A,ll) ,Pred(B,12)) - >  if A=B then find-t(ll,l2,z) 
else failwith "instance incorrecte 3 "  

1 - - >  failwith "instance incorrecte 4";; 

(********distingue la variable presupposee d'instance dans une formule*********) 

let rec subst= 
fun (hl::tlth2::t2,z,t) - >  if instance-2 z t (hl,h2) then subst(tl,t2,z,t) 

else failwith "instance incorrecte 5" 
1 ( 1 1  , [ l  ,z,t) - >  true 
1 - - >  failwith 'instance incorrecte 6";; 

let instance z t= instance-zt where rec instance-zt= 
fun (And(A,B),And(C,D)) - >  if instance-zt(A,C) then instance-zt(B,D) 

else false 
1 (Or(A,B) ,Or(CID) - >  if instance-zt(A,C) then instance-zt(B,D) 

else false 
1 (Imp(AtB) ,Imp(C,D) ) - >  if instance-zt(A,C) then instance-zt(B,D) 

else false 
1 (All(x,A) ,AJ-l(y,B) - >  if x=y then instance-zt(A,B) 

else failwith "x#yn 
( (Exist(x,A) ,Exist(y,~) ) - >  if x=y then instance-zt(A,B) 

else failwith "x#yW 
( (Pred(A,ll) ,Pred(B,l2) ) - >  if (A=B & subst(ll,l2,z,t)) then true 

else failwith "instance incorrecte 7" 
1 - - >  failwith "instance incorrecte 8 " ; ;  



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(*********************realisabilite de l'induction*****************************) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
let test-l= 
fun (All(z,A),(h,B,r))-,let x=Id(fst z) in 

let t=(image x (A,B)) in 
instance x t (A,B);; 

let test-2 p= test2-p where rec testa-p= 
fun (All(z,A)/(hh,hB1hr)::1) - >  let x=Id(fst z) in 

let t=image x (A,hB) in 
if mem t (fst p) 
then if instance x t (A,hB) 

then test2-p(All(z,A),l) 
else false 

else false 
1 (All(zlA), []) - >  true; ; 

let ind-hyp p A x= 
fun X - >  if (can (image x) (A,fst X)) 

then let t= image x (A,fst X) in 
if mem t (snd p) 
then instance x t (Alfst X) 
else false 

else f alse; ; 

let step r= step-r where rec step-r= 
fun (h::t) - >  Fun(h,step-r t) 

1 1 1  - >  r;; 

(*****La fonction indgroof verifie la regle d'induction a l'aide des**********) 
(********fonctions ci-dessus et la realise. La fonction step sert a ***********)  
(*****************construire une absraction imbriquee**************************) 

let ind-proof= 
fun (rel,All(z,A),(h,B,r),lp) - >  
print-string(re1); 
if (can (assoc rel) !relenv) then 
let p=(assoc rel !relenv) in 
let x=Id(fst z) in 
if test-1 (All(z,A),(h,B,r)) 
then if test-2 p (All(z,A),lp) 

then let ll=filter (ind-hyp p A x) (fst h) ? failwith "filt ind-proof" in 
let 12=map ((curry (image x)) A) (map fst 11) in 
let 13=(map snd 11) in 
if 12=(snd p) 
then ((subtract(all(make-set(flat(map fst (map fst lp))))(fst h)) 11, 

disch-x (x,snd z) (snd h) ) , 
All(zlA) 1 
R(rel,(map snd (map snd lp)), (step r)13)) 

else failwith "hypotheses d'induction erronees" 
else failwith "schema d'induction erronel" 

else failwith "schema d'induction errone2" 
else failwith "relation inconnue";; 



(*********Traduction d'un environnement HA(DT) en un environnement CAML ******* )  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

let couple x =fun y - >  (x,y);; 
(**********************traduction des types de donnees*************************) 
let rec tr-dtl = function 

[Id const] - >  const 
1 (1d const): :il - >  consth" 1 "~tr-dtl(l1);; 

let rec tr-dt3 = function 
[(sel, dt)] - >  dt 
I(se1, dt)::13 - >  dtAW & "Atr_dt3(13);; 

let rec tr-dt2 = function 
[(Id constr), 131 - >  constrn" of "Atrbt3(13) 

( ((Id constr), 13) : :12 - >  constrh" of "~tr-dt3(13)~*[ "Atr-dt2(12);; 

let trdt = function 
("zzz", [Id "zzz"], [Id "ZZZ", [("zzz", "zzz")]])->"" 

/ (nom, 11, 12) - >  ("typeVAnomA"="Atr-dtl(1l)A"; ; " )  

1 (nom, [] , 12) - >  ( "type"AnomAN="Atr-dt2(12)Am; ; " )  

1 (nom, 11, 12) - >  ("type"~n0m~"="~tr-dtl(ll)~tr-dt2(12)~~;; Il);; 

let dt-env = map tr-dt !sort-env;; 

let rec tr2 = function 
[ l  - >  "1' 

1 [al - >  a 
1 (h::t) - >  h hW," Atr2(t);; 

(**************traduction des elements minimaux d'une relation****************) 
let trmin g = tr-g where rec tr-g= 
fun [] - >  failwith "recursion erronee" 

([hl - >  "if x="Ag(fst(h))Anthen "~g(snd(h))~"else " 
1 (h: :t) - >  "if x="Ag(fst(h) )AVthen "Ag(snd(h))AMelse "Atr-g(t); ; 

(****************construction d'une application mriquee*********************) 
let step2 g rtr= step2-grtr where rec step2-grtr- 
fun 

[] - >  failwith "recursion erronee" 
1 [pl - >  "("ArtrA1'(f ("Ag(p)AN)))" 
1 (p: :t) - >  "("Astep2-grtr(t)AN(f (ItAg(p)h")))";; 

(**************************traduction des termes******************************) 
let rec tr = 

f unction 
Id(x) - >  x A '  ' 
I~ool(x) - >  string-of-bool(x)AW " 
l~um (x) - >  string-of-num(x)A1' " 
I~ase (b, el, e2) - >  "(wA"if "A(tr(b))ANthen HA(tr(el))A1lelse UA(tr(e2))A")'' 
I~(e1, e2) - >  "("A(tr(el))A","A(tr(e2))Aw)1t 
I~st(e) - >  'fst "A(tr(e)) 
I~nd(e) - >  "snd "A(tr(e)) 
l~un(x,e) - >  "("A"function "A(tr(x))~"-> "A(tr(e))AW)" 
 un-~ons(f, lt) - >  "("A(tr(f ))Aw("A(tr2(map tr lt))~")~~~")" 
I ~ ~ ~ l ~ ( e l , e 2 )  - >  "("Atr(el)Atr(e2)AW)" 
I~(re1, ell, r) - >  
let l=(assoc rel !relenv) in 
let lm=fst 1 in 
let lp=rev(snd 1) in 
let lmr=((map2 couple) lm) el1 in 



"( le t  rec f = function 
x ->"/\( ( lx-min tr) Imr)A((step2 tr )  ( t r ( r ) )  1p)Awin f ) ; ; " ; ;  



1' <Yb:., 
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3nRE: 
TYPES P E  DONNEES ET RECURRENCE BIEN FONDEE DANS UN SYSTEME DE' - - -  
PROGRAMMATION PAR PREUVES. 

Un système de programmation par preuves est présenté. Nous définissons un système 
formel supposé étendre l'arithmétique de Heyting en tenant compte des types de donnees 
interprétés % l'aide d'algèbres de termes. La preuve formelle d'une formule spécifiant un 
programme permet la construction systématique ii partir d'une preuve d'un programme % 
l'aide de l'interprétation de réalisabilité. Nous raffinons la définition classique d'une telle 
interprétation par rapport à une propriété syntaxique des formules. Cette nouvelle 
interprétation permet par rapport à la première l'extraction de programmes relativement 
efficaces dans la mesure où les réalisants ne retiennent d'me preuve que l'information 
calculatoire en ignorant l'iiifomlation qui ne sert qu'à justifier les dérivations. La récurrence 
dans les preuves cruciale dans la synthèse des programmes récursifs est traitde par une 
variante effective de la régle de récurrence bien fondée. A un niveau sémantique, une classe 
de relations biens fondées est définie en tant que domaine effectif dans la théorie des 
domaines. La description de l'implantation d'un compilateur de preuves est donnée dans le 
langage CAML de I'INRIA. Des exemples non triviaux illustrent de façon agréable cette 
approche à la programmation correcte. 

MoTs: 
Programmation par preuves, réalisabilité, types de données, relations bien fondées, 
récurrence bien fondée, Théorie des types. 


