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INTRODUCTION

Dans le monde de la programmation, la distinction est souvent faite entre les langages dits non
typés et les langages dits typés. Parmi les premiers, on peut citer Lisp et Prolog et parmi les
seconds Pascal et ML. Cette distinction s'accompagne en fait d'une distinction plus
fondamentale, celle faite entre les langages ne permettant la vérification des types que dans la
phase d'exécution d'un programme et les langages permettant la vérification des types dans la
phase de compilation. Cette distinction dans les langages de programmation semble néanmoins
n'étre plus d'actualité avec l'apparition ou plutdt l'effort de popularisation de nouveaux
systemes tels que Nuprl [Constable 86] ou PX [Hayashi 87]. Le langage de ces systémes a en
effet internalisé€ I'autre phase potentielle pour une vérification des types et qui est la phase du
développement et de la conception méme d'un programme. Pour comprendre 1'intérét des types
dans cette phase, il faut considérer la notion de type d'un point de vue méthodologique. Un
langage qui permet de détecter plus ou moins d'erreurs de programmation au moment de la
compilation plut6t qu'au moment de 'exécution le fait grace a sa structure de types plus ou
moins riche. Si les erreurs de programmation ainsi détectées couvrent aussi une partie des
erreurs logiques dans la conception d'un programme par rapport a sa spécification, on voit que
la structure de types dans un langage se présente aussi comme un support pour la bonne
organisation du développement d'un programme correct.

A ce niveau logique de la conception d'un programme, on ne peut pas mieux espérer que la
notion de type puisse coincider avec la notion de formule ou proposition logique. Cette
identification entre types et propositions est donnée de fagon précise pour le A-calcul par le
principe de proposition comme type énoncé par l'isomorphisme de Curry-Howard [Howard,
80]. Ce principe est & la base de la théorie des types de Martin-Lof qui forme la logique du
systéme Nuprl. On retrouve le méme principe sous une autre forme 2 travers l'interprétation de
réalisabilité dans le syst¢me PX.

La conception de la partie logique de ces systemes est basé€e sur des systémes formels pour les
mathématiques constructives. Un systéme formel pour la logique constructive se présente aussi



comme un langage de programmation de haut niveau comme cela a ét€ largement discuté par des
informaticiens et des logiciens en termes de relations entre la logique et la calculabilité. Dans ce
langage les programmes sont écrits sous forme de preuves décrivant leur spécification. Ceci
correspond au principe de preuve comme programme (sous-jacent au principe de proposition
comme type) qui énonce que d'une preuve constructive de la formule Vx:s.3y:t.¢(x,y)
décrivant une spécification, 1'algorithme (dans un langage donné€) d'une fonction totale f
vérifiant Vx:s.9(x,f(x)) peut étre extrait. Ainsi, la preuve constructive fournit en plus de la
fonction f, la correction de celle-ci par rapport 2 la spécification et sa terminaison (f étant totale),
autrement dit, sa correction totale.

Dans ce contexte ci, notre travail a consisté & €laborer un systéme formel constructif HA(DT)
qui offre, tout en gardant une simplicité€ dans l'utilisation, 1a possibilité de synthétiser & partir de
preuves des programmes non triviaux. Les types de données y sont définies de fagon simple et
précise a I’aide de 1a notion d’algebre de termes. Les preuves sont dérivées dans un systéme de
déduction naturelle et les programmes extraits seront lisibles dans un langage de programmation
connu (le langage CAML). L’intérét particulier que nous avons porté dans ce travail a la
récursion nous a conduit & définir & un niveau sémantique une certaine classe effective de
relations bien fondées. La nouveauté dans cette définition est 1’utilisation de la notion de cpo et
de domaine effectif. L'effort a été porté sur une présentation simple du syst¢me formel a tous
les niveaux (syntaxique, sémantique et opérationnel) et une présentation simple des concepts
(preuves et réalisabilité). Le souci de pouvoir extraire des programmes lisibles et proches de la
réalité nous a amené a définir une réalisabilité appropriée a cela (la réalisabilité rr).

Plan du travail:

Chapitre I

Le premier chapitre commence par une présentation bréve de l'arithmétique de Heyting HA
comme premier exemple d'un systeéme formel pour la formalisation des mathématiques
constructives et comme introduction au syst¢tme HA(DT) qui en sera une extension. Cette
présentation est suivie de la description du A-calcul qui nous servira de représentation pour une
partie de I'ensemble des termes de HA, la représentation de l'autre partie étant assurée par
I'ajout dans le systéme de nouvelles constantes et de nouveaux axiomes. On trouvera alors dans
le A-calcul une formalisation de la notion de I'exécution d'un terme (programme) par la régle de
B-réduction et dans le A-calcul typé simple, une formalisation de la normalisation forte pour une
certaine classe de fonctions récursives. Pour tenir compte formellement du concept fondamental
de preuve en mathématiques constructives nous présentons une version de la déduction
naturelle de Prawitz pour la représentation des preuves et leur dérivation dans le syst¢tme HA.



Nous citerons alors quelques propriétés de son systéme de régles et en particulier la propriété de
la normalisation forte. Celle ci nous ménera ensuite, en comparaison avec la normalisation forte
du A-calcul typé a I'introduction de l'isomorphisme de Curry-Howard. Nous présenterons la
théorie des types de Martin-16f comme illustration plus générale de cet isomorphisme qui aura
été illustré auparavant sur la logique implicationnelle mais aussi comme second exemple d'un
systéme pour la formalisation des mathématiques constructives. Sans donner l'ensemble des
régles de la théorie, nous décrirons ses différents types de jugements et de régles. Nous
donnerons ensuite un exemple de dérivation d'une construction (preuve) dans ce syst¢me. Le
fait que la théorie des types de Martin-16f puisse étre utilis€é comme un langage de
programmation fonctionnel muni d'une structure de types tres riche ne va pas sans difficultés
pratiques. Une premitre difficulté tient & son pouvoir expressif limit€ par rapport aux autres
langages de programmation tels que ML du fait que parmi les différentes formes de récursion
qui existent seule la récursion primitive s'y exprime. Pour pouvoir y définir certaines fonctions
récursives générales (et totales), des artifices s'imposent. Une technique que nous décrirons et
qui reste plutdt fideéle a 1'aspect logique de la théorie est la construction dans la théorie de
nouveaux opérateurs de récursion comme conséquence 2 la construction de nouvelles relations
bien fondées. Une seconde difficulté est liée a la présence dans les programmes de la théorie de
plus d'information qu'il n'est nécessaire a leur exécution. Ce surplus d’information ayant trait
uniquement & la conviction qu'apporte le programme, vu en tant que preuve, sur sa propre
correction. A ces deux difficultés, des €léments de réponse seront proposés dans un autre
contexte en guise de conclusion de ce chapitre et comme introduction aux chapitres H et IV.

Chapitre II;

Ce chapitre commence par une introduction aux preuves constructives en précisant le sens
constructif des différents connecteurs logiques. Ces précisions serviront a la présentation de la
notion de réalisabilité qui est une interprétation injectant une partie de la métathéorie dans la
théorie ainsi interprétée mais aussi mettant en évidence les relations qui existent entre la théorie
de la logique intuitioniste et la théorie de la récursion générale, se présentant ainsi a la fois
comme un outil sémantique et comme un outil opérationnel. Ce dernier caractére de la
réalisabilité nous intéressera plus particuliérement a travers une version de la réalisabilité
modifiée donnée pour le systéme HA et qui sera étendue ensuite au systéme HA(DT). Nous
établirons pour cette réalisabilité la propriété du type unique pour les réalisants. Cette propriété
est nécessaire 2 la preuve de la consistance de la réalisabilité qui dit que toute formule prouvable
dans HA est prouvablement réalisée dans HA. La preuve de la consistance de la réalisabilité est
essentielle pour la compilation des preuves puisque c'est elle qui détermine I'algorithme du
compilateur dont le role est a la fois de vérifier la correction d'une preuve et d'en extraire
simultanément et systématiquement un programme. Un exemple simple illustrera cet aspect de



la réalisabilité et posera le probléme de l'efficacité des programmes ainsi synthétisés. Une
discussion des différentes origines de l'inefficacité de ces programmes nous conduira a une
redéfinition de la réalisabilité en la raffinant par rapport 4 une propriété syntaxique (Harrop) des
formules pour éviter l'introduction dans les termes réalisants d'une information sans intérét
calculatoire. Sans donner la preuve compléte de la consistance de cette nouvelle réalisabilité qui
suit la méme démarche que la preuve de la consistance de la premiere réalisabilité, nous
illustrerons en conclusion son fonctionnement en tant que compilateur optimisé en reprenant
I'exemple ci-dessus.

Chapitre IIL

Dans ce chapitre, sera présenté le syst¢tme HA(DT) qui est une extension de I'arithmétique de
Heyting des types finis ol les types de base seront des types de données axiomatiques,
essentiellement au sens de Bohm et Berarducci. Pour cela, nous commengons par définir la
structure d'algébre de termes multisorte dont les sortes serviront a l'interprétation des types de
données. Nous y décrirons le principe de la récurrence structurelle dans sa version générale
pour le spécialiser ensuite au sortes. Ce principe servira alors dans sa version spécialisée a
interpréter de fagon précise le schéma de récurrence sur les types de données dans HA(DT).
Nous ferons remarquer alors que les schémas de récurrence ainsi interprétés sont des outils peu
pratiques pour établir certaines propri€tés de types de données. D'autres schémas de récurrence
calqués sur le schéma de récurrence bien fondée général devraient €tre plus ou moins naturel
selon le choix de la relation bien fondée. Aprés ces quelques considérations d'ordre
sémantique, nous donnerons la description formelle du syst¢tme HA(DT) en définissant ses
types et ses termes et en donnant ses axiomes et ses régles d'inférence. Dans la définition des
types de données les destructeurs (sélécteurs) seront précisés tout comme les constructeurs par
rapport auxquels ils devront vérifier certains axiomes. Les termes de HA(DT) sont les termes
d'un A-calcul typé étendu avec des constantes et des axiomes correspondant A ces constantes.
Ainsi par exemple, pour chaque schéma de récurrence relatif & un type de données, nous aurons
dans le calcul un récurseur approprié. Nous donnerons ensuite la dérivation dans ce systéme de
quelques théorémes de base concernant les objets d'un type de données. L'adaptation a
HA(DT) de la réalisabilité raffinée vue pour HA se fait sans difficulté et pour établir sa
consistance, nous ne traiterons que la regle de récurrence sur un type de données, toutes choses
égales par ailleurs. Nous aborderons ensuite la sémantique opérationnelle des termes de
HA(DT) en définissant ses termes normaux et ses régles de réduction. Nous verrons alors que
le systtme HA(DT) posséde la propriété de la normalisation forte. Cette propriété nous sera
utile en particulier lors de la description d'une implantation de HA(DT) au dernier chapitre.
Nous poursuivons ce chapitre par la description formelle d'une sémantique dénotationnelle pour
HA(T) selon les motivations du début du chapitre. Nous y préciserons une interprétation



naive des types de données, des types, des termes et des formules dans la théorie classique des
ensembles et de 1a logique. Nous y établirons ensuite la consistance de la prouvabilité dans
HA(DT) par rapport i cette interprétation. Un exemple de dérivation dans HA(DT) conclura ce
chapitre.

Chapitre IV:

Ce chapitre est consacré 2 la caractérisation d'une classe effective de relations bien fondées en
tant que domaine effectif dans la théorie des cpo's. Les cpo's fournissent un outil théorique
pour 1'étude des langages typés et en particulier le A-calcul typé [Scott, 76] grice a leur
propriété de cloture par le produit et I'exponentiation continue. Du fait que d'un point de vue
réalisation sur machine ces interprétations doivent étre calculables, une classe de cpo's
particuliers appelés domaines calculables est définie [Egli, 75], [Comyn, 82]. Un élément d'un
domaine calculable est défini en tant que sup d'une chaine croissante effective d'éléments d'une
base effective. Les €léments de la base ainsi utilisés constituent des approximants pour
I'élément engendré. La classe des domaines calculables posséde la méme propriété de cl6ture
que la classe des cpo's. Ces remarques constituent notre motivation essentielle derriére la
caractérisation que nous donnerons pour une classe de relations bien fondées. Aprés avoir
identifi€ I'ensemble des relations bien fondées finies aux relations acycliques finies, nous
définirons une relation d'ordre partiel sur cet ensemble qui permettera, par passage au sup des
chaines croissantes d'engendrer toutes les relations bien fondées de type d'ordre @ formant
ainsi un cpo. Nous donnerons ensuite une version effective de ce cpo qui en fera un domaine
effectif. Un autre résultat de ce chapitre donné au paragraphe 8 est, méme si le rapport
sémantique avec les paragraphes précédents n'est pas encore clair pour nous, le traitement dans
HA(DT) de la récurrence a l'aide d'une variante effective de la régle de récurrence. Ce
traitement entrainera l'extension des termes et des axiomes de HA(DT) et fera apparaitre l'aspect
sous-jacent de la récursion par rapport & la récurrence, un aspect qui semble impossible & mettre
en évidence de fagon générale dans la théorie des types [Paulson, 86a).

Chapitre V:

Ce demnier chapitre traite dans un premier paragraphe la synthése de la fonction Quicksort.
Nous y décrivons d'abord la spécification logique du probléme a 1'aide d'axiomes qui reflétent
la sémantique opérationnelle de la fonction a developper. Nous donnons ensuite la dérivation et
la réalisabilité dans HA(DT) d'une régle de récurrence appelée course of values (c.0.v.) qui
interviendra de deux fagons différentes dans la dérivation de deux preuves différentes pour
notre spécification. La premitre preuve utilise la régle c.o.v. de fagon constructive dans la
mesure ou la fonction générée est donnée par son réalisant alors que la seconde l'utilise de
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fagon purement logique puisqu'elle s’en sert comme justification de 1a bonne fondation d'une
relation qui est plus proche de la conception de Quicksort que de la structure des données. On
reconnaitra alors dans la fonction résultant de 1a réalisabilité de cette derniére preuve la fonction
Quicksort habituelle.

Le second paragraphe décrit une implantation plus ou moins restrictive du systtme HA(DT)
réalisée dans le métalangage CAML. Ce systéme se présentera comme un langage de
programmation ol un programme commence d'abord par la déclaration respective de types de
données, de relations présupposées bien fondées et des axiomes présupposés valides. Ces
déclarations seront alors suivies par la preuve de la spécification selon une syntaxe que 'on
precisera. Nous présenterons ensuite le vérificateur de preuves comme un ensemble de
fonctions spécialisées pour la vérification de l'application correcte d'une regle d'inférence. Le
vérificateur de preuve aura pour effet secondaire la construction d'un terme réalisant la formule
prouvée. Pour cela, nous décrirons la représentation interne des différents objets du systéme a
I'aide des types concrets de CAML. L'evaluation des termes du langage sera confiée 2
l'interpréteur CAML par une traduction cohérente des termes de HA(DT) en termes CAML. Les
annexes qui suivent ce chapitre apportent plus de détails sur cette implantation.

11



- CHAPITRE 1

SYSTEMES FORMELS POUR LES
MATHEMATIQUES CONSTRUCTIVES
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SYSTEMES FORMELS POUR LES MATHEMATIQUES
CONSTRUCTIVES

1 L'arithméti e Hevti

L'arithmétique de Heyting HA [Troelstra, 73] est un systéme formel servant de support a la
preuve de certains théorémes sur les entiers naturels. Elle est aussi appelée arithmétique des
types finis du fait que les termes de ce systéme sont typés dans une structure de types simple
disant que N est un type et si © et T sont des types alors G—1 est un type. Parmi les axiomes de
HA on trouve les propriétés de base sur les entiers, les axiomes de la logique des prédicats
intuitioniste et éventuellement les axiomes de Peano concernant les opérations d'addition et de
mulltiplication sur les entiers naturels. Nous y trouvons aussi des axiomes permettant la
définition par récursion primitive des fonctions:

f(x,0)=g(x)
f(x,n+1)=h(x,n,f(x,n)),

Ces axiomes comme nous le verrons définirons la sémantique opérationnelle d'une famille de
constantes Rg en fonction du type de f, g et x et assureront que Rg(g,h,x) est la fonction f
définie par le schéma ci-dessus (voir annexes).

Parmi les régles de HA, nous trouvons les régles de la logique intuitioniste plus la régle de
récurrence pour toutes les formules. HA est assez puissant pour formaliser la plupart des
preuves intuitives concernant des objets finis ou ayant une description finie en utilisant les
techniques de codage de Godel.

Les termes de HA sont définis 2 partir des éléments du type de base N a 1'aide de l'opérateur
d'abstraction A. Il existe aussi une version de HA qui utilise des combinateurs pour la
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construction de ses termes. Dans le syst¢me étendu HA(DT) que nous proposons au chapitre
IV, nous aurons une famille de types de bases qui seront interprétés par les sortes des algébres
libres et les termes seront les expressions d'un A-calcul typé simple. Nous allons donc
présenter ici le A-calcul typé simple de fagon générale c.a.d. en partant d'une famille de types de
base donnée. Mais avant, nous introduisons brieévement le A-calcul pure.

2 A-calcul pure,

Ce calcul décrit de fagon naturelle la définition et I'application des fonctions indépendamment de
leurs domaines: un terme de la forme Ax.t représente la fonction qui appliquée au terme a prend
1a valeur t ol on a remplac€ x par a et une expression de la forme t;jt2 représente 'application de
la fonction représentée par t1 A I'argument représenté par tp. Les termes du calcul sont définis a
l'aide des symboles (,), .,A d'une part et de symboles de variables et de constantes d'autre part.

Définition:

(i) les symboles de variables et de constantes sont des A-termes.

(ii) Si t est un A-terme et x un symbole de variable alors Ax.t est un A-terme.
(iii) Si t; et t2 sont des A-termes alors (tjt2) est un A-terme.

Les parenthéses n'apparaissent pas toujours dans la pratique avec la convention que
I'application va de gauche a droite: tjtat3 = ((t1t2)t3). Si, étant donné un terme t et une variable
x, il existe un sous terme de t de la forme Ax.e, toute occurrence de x dans e est dite liée et toute
occurrence de x dans t qui n'est pas li€e est dite libre. Deux termes qui ne différent que par le
nom des variables liées sont égaux. Le A-calcul simule I'exécution d'un programme par un
processus appelé B-réduction:

21 substitution et B-réduction:

t1[t2 / x] dénote le terme obtenu en substituant t a toutes les occurrences libres de x dans t; et
en renommant éventuellement les variables li€es de t; pour que les variables libres de t2 Ie
demeurent aprés substitution. La B-réduction consiste alors & remplacer dans un terme t une
expression de la forme (Ax.t))t2 par t3{ta / x].

On peut donner une définition plus formelle de la substitution tj[t2 / x]. Cette définition se fait
par récurrence sur le terme t; comme suit (y et z dénotent des variables quelconques différentes

de la variable x, c une constante quelconque, = est I'égalité syntaxique):

i) siyy=x alors tit2/x] = to,
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ii) sity =y alors tifta/x] = vy,

li)sitj=c alors tift2/x}= ¢,
iv)sity =Az.t alors tiltz / x] = Aw.(t{w/z] [t2/ x]) ou w est une nouvelle variable,
v) sity=tt alors tifta/x] = (t[t2/x] ’[t2/x]),

Quand on veut tenir compte du renommage de fagon plus formelle (clause iv) d'autres
représentations des A-termes utiles pour l'implantation s'imposent. Parmi ces représentations
abstraites la notation de N. de Bruijn est siirement la plus pratique [Huet, 88]. La définition de
la substitution se fait de fagon analogue pour les expressions d'autres systémes tels que la
théorie des types, la déduction naturelle...[Paulson 86b]

Différents modeles ont été définis pour le A-calcul pure [Barendregt 81] dont I'interprétation
n'est pas évidente du fait que ce calcul ne posseéde pas une structure de types, par exemple le A-
terme t dans (t t) ne peut pas €tre interprété par une fonction de la théorie des ensembles puisque
t doit appartenir & son domaine de définition. Une autre conséquence de cette absence de
structure de types est que ce calcul n'a pas la propriété de terminaison puisque le processus de
B-réduction peut étre appliqué un nombre infini de fois sans aboutir sur une forme normale
c.2.d. un terme invariant par rapport a la B-reduction, par exemple: (Ax.xx)(Ax.xx). Ceci
justifie 1'intérét de définir un A-calcul typé simple qui possédera de bonnes propriétés telle que
la terminaison. La contrepartie de ceci est qu'on ne pourra représenter dans ce calcul que des
fonctions récursives totales alors que le A-calcul pure permet de représenter exactement
I'ensemble des fonctions récursives partielles.

3 Le A calcul typé

Les types simples reflétent la structure intuitive des ensembles construits en tant qu'éspaces de
fonctions, c.a.d. des ensembles de fonctions avec domaine et codomaine donnés.

Ils sont construits a partir d'une famille de types de base qui dénotent des ensembles déja
connus et pour deux types déja construits on construit le type qui dénote 'ensemble des
fonctions de 'ensemble dénoté par le premier type vers I'ensemble dénoté par le second type.
Les types simples constituent l'ensemble de tous les types obtenus en appliquant ce processus
un nombre fini de fois. Le A-calcul typé simple est obtenu en imposant les types simples au A-
calcul pure. A toute variable on affecte un type, l'interprétation de cette affectation étant que la
variable ainsi typée doit décrire uniquement I'ensemble dénoté par ce type. L'ensemble des A-
termes formés par application est restreint en exigeant dans une application que le type de
I’argument soit égal au type représentant le domaine de la fonction appliquée. Un terme se verra
alors affecter un type qui sera déterminé inductivement a partir de ses sous termes. On retrouve
1a une analogie avec la structure de types dans des langages de programmation typés tels que
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Pascal: toute variable est déclarée avec un type et la déclaration d'une fonction précise
I'ensemble des valeurs (type des paramétres formels) éventuelles pour les arguments et le type
du résultat . L'appel 2 une fonction n'étant correct que si le type des paramétres effectifs
correspond au type des parametres formels.

Soit une famille de type de bases,

(i) un type de base est un type simple
(ii) si o et T sont des types simples alors G—1 est un type simple.

Pour tout type simple on suppose l'existence d'un nombre infini de variables de ce type et toute
variable a un type unique. Les termes du A-calcul typé simple sont donnés inductivement:
(i) une variable de type © est un terme de type ©

(ii) si t est un terme de type T et x une variable de type © alors Ax.t est un terme de type 651
(iii) si t; est un terme de type 6—1 et t2 un terme de type O alors (tit2) est un terme de type 7.

4 _Déduction naturelle:

Pour la preuve formelle des théorémes en logique intuitioniste on trouve d'une part les systemes
axiomatiques: Spector, Godel...et les systtmes non axiomatiques d'autre part: calcul des
séquents, déduction naturelle...[Troelstra, 73] Les premiers utilisent peu de mécanismes pour
lI'inférence: il y a toute une famille d'axiomes mais peu de régles d'inférence alors que les
deuxiémes reposent sur une famille de régles d'inférence spécialisées pour chaque constante
logique. Nous avons choisi pour la représentation des preuves dans notre systéme l'utilisation
des mécanismes donnés par le systéme de déduction naturelle de Prawitz [Prawitz, 65] pour sa
simplicité syntaxique et son aspect trés naturel par rapport au calcul des séquents. En effet ce
systeme offre une structure de données pour la représentation des prcui'cs qui se compare
directement au raisonnement naturel et fait de ces représentations de vrais objets
“"démonstration” . Le calcul des séquents serait, lui, plutét un syst¢me permettant la
manipulation de ces objets et tient donc plus & I'implantation d'un syst¢me de vérification de
preuves ou de démonstration de théorémes (voir chapitre VI). Les syst¢émes de preuves cités ci-
dessus ont tous la méme puissance, c.i.d. permettent de prouver exactement les mémes
théorémes. Nous allons présenter ici le systtme de déduction naturelle pour un langage du
premier ordre ol les termes sont ceux définis dans la section A-calcul typé simple. Ce syst¢me
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de déduction sera repris tel quel pour notre systéme puisqu'alors la seule différence par rapport
2 ce contexte est qu'on aura précisé I'ensemble des types de base.

On part de la constante propositionnelle faux et d'une liste de symboles de prédicats: Py,
P,...d"arité donnée pour définir inductivement I'ensemble des formules:

(i) faux est une formule.

(ii) si ty,....,tn sont des termes et P un symbole de prédicat d'arité n alors P(tj,...,tn) est une
formule.

(iii) si F et F> sont des formules alors F1AF2, F1vF2, F1=F> sont des formules.

(iv) si x est une variable de type s et F une formule alors Vx:s.F et 3x:s.F sont des formules.

La notion de variable libre, variable liée et formule close est analogue 2 celle des A-termes, les
opérateurs "liant” une variable étant ici V et 3.

Une preuve dans le systéme de déduction naturelle se présente comme un arbre dont les nceuds
sont étiquetés par des formules et le nom des régles d'inférence impliquées. Cet arbre
représente 1'historique d'un argument logique: il enregistre les applications des régles
d'inférence qui ménent des hypothéses de l'argument & sa conclusion. Les feuilles d'un arbre
peuvent étre des axiomes, des suppositions (formules supposées vraies) ou des lemmes
(auxquels on pourra substituer leur arbre de preuves). La validité de la conclusion d'une preuve
en déduction naturelle dépendra de la validité des axiomes aux feuilles et des suppositions sauf
celles qui sont déchargées . En effet certaines regles vont décharger des suppositions pour dire
que leur conclusion n'en dépend plus. C'est typiquement le cas pour l'introduction de =:

[A]

Cette régle dit qu'on peut inférer A=B de B et précise en plus que I'ensemble des suppositions
dont dépend A=>B est le méme que celui de B privé de la supposition (éventuelle) A.
La forme générale d'une reégle d'inférence est:

[A]....... [An]
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L'ensemble des suppositions ouvertes de Q, c.4.d les suppositions non déchargées, est calculé
inductivement en disant que c'est 1a réunion des ensembles E; ou E; est I'ensemble des
suppositions non déchargées de P; privé de A;.

Ces régles sont spécialis€es pour les connecteurs logiques: pour chaque constante logique, il
existe une régle ou deux pour son introduction et une régle ou deux pour son €élimination. La
notion de substitution est analogue 2 celle du A-calcul typé.

P Q PAQ PAQ
Al e AE e e
PAQ P Q
[P] [Q]
1 Q PPQ R R
V28 QR  — v-E
PvQ PvQ R
[P]
Q P P=Q
e B =-E
P=Q Q
P Vx:s.P ts
V-l e V-E
Vx:s.P P[t/x]
[ Plxg/x]]
P[tx] ts Ix:s.P R
= B (P - 3-E
Ix:s.P R
remarques:

Les expressions du genre t:s dans les prémisses des régles doivent étre vues comme des méta-
prédicats décidables qu'on omettra souvent de préciser dans les dérivations de preuves.
L'application des régles V-I et 3-E n'est valide que si les conditions suivantes sont satisfaites:
Pour V-1, x ne doit pas étre libre dans les suppositions de P.
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Pour 3-E, xg ne doit pas étre libre dans des suppositions de R autres que P[x¢/x] ni apparaitre
dans R.

Une propriété du syst¢éme de déduction naturelle est que toute preuve d'une formule F admet
une forme normale, c.2.d. qu'il existe une procédure qui associe a toute les preuves de F une
méme preuve (preuve normale) de la formule F. Cette preuve est obtenue d'une preuve
quelconque de F par un processus qui consiste 3 y supprimer certaines redondances éventuelles
dans les dérivations. Ce processus de normalisation est basé sur un ensemble de régles de
transformations, dites régles de réductions, qui vont par applications successives diminuer la
redondance dans une preuve jusqu'a la normaliser, c.2.d. jusqu'a ce que aucune regle de
réduction ne puisse étre appliquée, et ceci en un nombre fini de pas. Une autre propriété€ du
systéme de déduction naturelle est que pour arriver a la forme normale d'une preuve, l'ordre
dans lequel les régles de réductions sont appliquées n'est pas pertinent. C'est la propriété dite
de normalisation forte. Ainsi les différentes procédures de normalisation qu'on peut imaginer
vont se distinguer les unes des autres par le choix systématique des séquences de réductions
qu'ils suiveront pour aboutir a la forme normale d'une preuve.

Le fait que 1a preuve I3 soit le résultat de l'application d'une régle de réduction & une preuve
IT; ou qu'elle soit le résultat d'une suite finie d'applications de régles de réductions sera noté
respectivement IT; red I3 ou ITj red” I

Nous allons donner dans ce qui suit les régles de réductions de Prawitz. Ces régles de
réductions, quand elles sont appliquées a un arbre de preuve, consistent & transformer ses sous
arbres qui vérifient certaines configurations données par la partie gauche des reégles en des sous
arbres plus ‘compacts' donnés par la partie droite des régles. Ces régles de réductions
reviennent pour la plupart 3 supprimer dans les preuves tout ce qui est dérivation inutile et &
réarranger l'arbre de preuve en conséquence.Une dérivation inutile se traduit de fagon
ponctuelle par l'introduction d'une constante logique suivie de son €limination.

.2 Régles de réductions:
A-réduction;
A Ay Ay A2
P Q P Q
F N B Ay A1 o Az
PAQ red P , PAQ red Q
AE e AE e
Q
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v-réduction:

A
P [P] [Q]
vl eeeeeeees Ay A3 Ay v-1
PvQ R R red P ,
v-E Ay v-E
R R
=-réduction:
[P]
Az
Q
A =20 e
P P=Q A1/[P)
=-E red Ay
Q Q
V-réduction:
[ x:s])
A
P(x)
V-] eemmmeee
Vx:is.P(x) ts
V-E red A(t/x)
P(1) P(/x)
3-réduction:
A
P(t/x) t:s [P}
= G Ay
Ixis.P(x) R A1/P(t/x)
3-E red A
R R
Remarque:
Ay/IP] A(t/x)

Ay et A(t/x) dans P(t/x) dénotent respectivement la substitution de la dérivation Aj aux
suppositions ouvertes P dans la dérivation Aj et la substitution dans les formules P apparaissant

dansAdetax.
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Sous certaines conditions sur les axiomes utilisés dans les preuves [Goad, 80] la normalisation
peut servir a extraire de fagon uniforme (effective) de la preuve d'une formule de la forme
3y.0(x,y) le yo vérifiant ¢(xg,yo) pour un xg donné et peut servir, en ceci, comme outil pour
I'exécution des preuves. Nous nous y intéresseront surtout dans le contexte de l'optimisation
des programmes dans le chapitre Compilation de preuves.

5 Le princie d i tvpe:

Cité aussi sous le nom d’isomorphisme de Curry-Howard, ce principe est & la base des
systemes formels tels que Automath, théorie des types et calcul des constructions. Nous
expliquons ce principe comme suit:

Toute proposition logique peut représenter un type. En effet, la preuve formelle d’une
proposition étant un objet mathématique, I’ensemble des preuves d’une proposition forme un
certain type dénoté par cette proposition (i.e. dont le nom est cette proposition). Inversement,
un type peut représenter une proposition, celle qui dit que ce type n’est pas vide et dont une
preuve constructive passerait alors par I’exhibition d’un objet de ce type. Par exemple:

type N = il existe un entier.

Ceci conduit a une double interprétation des expressions de la forme usuelle a:A. Une telle
expression peut tre lue des deux fagons:

- a est un objet de type A,

- a est une preuve de la proposition A.

Sous-jacent A ce principe est le principe de preuve comme programme identifiant les preuves
d’une proposition aux algorithmes représentés par les termes du type correspondant.

Par exemple, en mathématiques constructives une preuve de P=>Q est une méthode pour
prouver Q 2 partir d'une preuve quelconque de P et donc P=>Q peut €tre identifiée au type
P—Q des fonctions totales du type P dans le type Q.

L’identification ne s’arréte pas 12 puisque méme les opérations élémentaires dans la preuve
d’une proposition A s’identifient aux opérations €lémentaires dans la construction des termes de
type A. Ceci est particuliérement vrai pour le A-calcul typé simple (sans produit) comparé€ a la
déduction naturelle pour une logique implicationnelle (i.e. ot = est la seule opération logique) :

Si on considére d’une part le A-terme e[x]:Q (Q vu en tant que type) avec x de type P pour seule
variable libre et d’autre part une preuve Il de Q (Q vu en tant que formule) avec pour seule
supposition ouverte la formule P, on remarque qu’on est en présence de deux constructions
incomplétes. Dans le premier cas e n’aura une dénotation concréte (une valeur) que quand une
valeur (v) y aura été substituée a x. De méme, dans le second cas, P n’établira la validité de Q
que quand une preuve (A) de P y aura €t€ substituée aux occurrences de la supposition ouverte
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P. Les deux méthodes menant respectivement 2 la valeur de e, €tant donnée une valeur pour x,
et 4 la validité de Q, étant donnée une preuve pour P sont représentées par les deux abstractions:

L’application des deux méthodes ainsi décrites est donnée respectivement par I’opération
d’application du A-calcul et 1a régle d’élimination de = en déduction naturelle:

[P]
I1
Q
A =1 e
P P=Q
(Axe)v et =-E
Q

I est facile de vérifier 2 partir de ces analogies que 1’analogue du processus de B-conversion du
A-calcul est le processus de normalisation de la déduction naturelle donnée dans ce cas
particulier par la seule régle de réduction pour = (voir ci-dessus).

La théorie des types que nous allons aborder de fagon sommaire dans la section suivante illustre
de fagon plus compléte cette identification du principe ‘proposition comme type’.

6 Théorie des e Martin-Lof:

Cette théorie [Martin-16f, 84] est donnée par un syst¢me formel qui permet d’exprimer des
jugements portés sur des expressions bien formées. Un jugement a 1’une des quatre formes
suivantes (p, q, P, Q sont des expressions du systéme ):

P type

p:P

p=q:P

P=Q

Le premier jugement se lit: P est un type (ou P est une proposition). Le second jugement se lit:
I’objet p est de type P (ou p prouve la proposition P). Le troisi¢éme jugement se lit: dans le type
P les objets p et q sont égaux (ou p et q prouve la méme proposition P). Le dernier jugement se
lit: les types P et Q sont égaux (ou P est Q expriment la méme proposition logique).
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La théorie des types repose sur une théorie d’expressions qui, 3 travers un ensemble de régles
formelles, précise comment les expressions représentant les types et les objets dans les
jugements peuvent étre construites . Ces régles qui manipulent uniquement des jugements ont la
particularité d’étre explicites dans leur écriture dans ce sens qu’elles s’expliquent de par elles
mémes, que leur syntaxe refléte leur sémantique. Le tableau qui suit résume la correspondance
entre type et formule. La premiére colonne contient les types de Martin-Lof dont la formule
correspondante figure dans la deuxieéme colonne. La troisi¢tme colonne donne pour chaque
forme de type un exemple de jugement. Le nom des types décrits est, dans l'ordre: espace de
fonctions, produit cartésien, somme disjointe, espace de fonctions dépendantes et somme
dépendante.

type proposition exemple de jugement
P-Q P=Q Ax.(Ay.x) : A>(B—>A)
PxQ PAQ AX.(%,x) : A= (AxA)
P+Q PvQ Ax.inl(x) : A—(A+B)
ITx:P.Q(x) Vx:P.Q(x) AA.(Ax.x) : TIA:U1.ADA
Zx:P.Q(x) Ix:P.Q(x) (N,0): ZA:U.A

Les types de base de la théorie sont: N (dénotant les entiers) et Ny,..., Nk,...(dénotant les
segments initiaux de N). Le type Np, appelé le type vide est aussi noté &. La théorie admet
- aussi une hiérarchie d’univers de types: Uy,...,Ug,...olt Uy est I’univers des types dits ‘petits’
et dont I’expression n’implique pas des types univers. Ces univers apparaissent dans les
jugements comme des types (e.g. N:Uj).

La négation n’est pas un concept primitif de la théorie des types (comme dans la logique
constructive), elle est définie & I’aide du type vide: —P = P—. Ceci signifie qu’une preuve de
—P est une méthode (fonction) pour construire un objet de type & a partir d’un objet de type P.
Comme il serait absurde de construire un objet de type vide, ceci implique qu’il est absurde de
construire un objet de type P. Un exemple de négation (en termes logiques) dérivable dans la
théorie des types serait: Af. f @ : —I1A:U}.A. Ainsi Af. f & prouve que les petits types de la
théorie ne sont pas tous dérivables. En effet c’est bien une fonction qui a tout f: TTA:U1.A (f est
une fonction qui associe a tout petit type A un objet de type A) associe I’objet hypothétique f &
de type .
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Nous décrivons ici I'essentiel des régles sur lesquelles repose la théorie des types de Martin-16f
(voir annexes). On y trouve des régles d'égalité (réfléxivité, symétrie, transitivité), des régles
de substitution et des régles relatives aux constructeurs de types données toutes dans le style de
1a déduction naturelle. Pour chaque constructeur de type, il existe quatre types de régles:

- une régle de formation précisant le paramétrage du constructeur de type par d'autres types,

- des régles d'introduction précisant la construction des €léments du type construit,

- des régles d'élimination (en général une) précisant la mani¢re de raisonner et de définir des
fonctions sur les éléments du type construit.

- des regles d'égalité qui précisent, quand elles sont vues comme des régles de réécriture,
I'évaluation des formes non canoniques vers une forme canonique.

L'ensemble des constructeurs de types décrits dans le tableau ci-dessus n'est pas exhaustif. En
effet 1a théorie des types de Martin-Lof est une théorie ouverte et peut étre étendue par d'autres
constructeurs de types. Il suffit pour cela d'en préciser les différentes régles décrites ci-dessus.
En guise d'exemple, considérons la formalisation dans la théorie du type des listes finies
d'objets d’un type A quelconque (le type des listes n'y est pas inclus 2 l'origine):

regle de formation:

list(A) type
régles d'introduction:
A type a:A 1:list(A)

nil : list(A) cons(a,l) : list(A)

regle d'élimination:

[a:A; 1:list(A); h:PQ)]
x : list(A) y : P(nil) z(a,1,h) : P(cons(a,l))

listrec(x, y, 2) : P(x)
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régles d'égalité:

[a:A; 1:list(A); h:PQ)]
y : P(nil) z(a,1h) : P(cons(a,l))

listrec(nil, y, z)=y : P(nil)

[a:A; 1:list(A); h:PQ)]
a:A 1:list(A) y:P(nil) z(a,l,h) : P(cons(a,l))

listrec(cons(a,)), y, z)=z(a,l listrec(l,y,z)) : P(cons(a, 1))

Dans les trois derniéres régles z dénote l'abstraction Aa.Al.Ah.z(a, 1, h).

6-2 1 .'axiome du choix:

La théorie des types, en tant que systéme logique, est plus riche que les théories de la logique
intuitioniste traditionnelles. Elle permet aux propositions d'exprimer des propriétés sur des
preuves au méme titre que des propriétés sur des objets de base. D'autre part sa régle
d'élimination pour la somme dépendante correspond 2 la version forte de 1'élimination de
I'existentielle par opposition a celle de la déduction naturelle dite €limination faible. Ceci permet
par exemple de prouver dans la théorie I'axiome du choix:

IIx:A.Zy:B(x).C(x,y) — Zf:IIx:A.B(x) .Px:A C(x, f(x)/y) (AC)

Dans le cas ou B ne dépend pas de x, 1a version logique de (AC) a 1a forme plus familiére:
Vx:A.3y:B.C(x,y) = If:A—>B.Vx:A.C(x, f(x)/y).

Nous allons donner maintenant la preuve de (AC) dans la théorie des types comme un exemple
de dérivation dans ce systéme mais aussi pour illustrer la stratégie "avant" dans une preuve 2
comparer a la stratégie "arriere” du second exemple plus bas.

preuve de (AC):

Soit:

A type

B(x) type [x:A]
Cix.y)type [x:A,y:Bx)]
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supposons: (0) z : TIx:A.Zy:B(x).C(x,y)

par I-€limination on a: (1) z(x) : Zy:B(x).C(x,y)
la regle 2-€limination permet la dérivation des deux jugements:
(2) po(z(x)) : B(x) [x:A]
(3) p1(z(x)) : Cx, po(X))fy) [x : A]
par Il-introduction on a: @ f:TIx:AB(x) (en posant f=Ax.po(z(x)) )
par P-€galité¢ on a: (S) (fx) =po(z(x)): B [x:A]
par substitution on a: (6) C(x, f(x)/y) = C(x, po(z(x))/y)
et en reprenant (3): D p1(z(x)) : Cx, £ x)ly) [x:A]
par Il-introduction on a: (8) g: C(x, (fx)/y) (en posant g=Ax.p1(z(x)) )
par Z-introduction on a: © (f, g) : Zf:I1x:A.B(x) .Px:A C(x, f(x)/y)

La supposition (0) est déchargée par Il-introduction dont la conclusion fournit la preuve de

I'axiome du choix:
Az(f,g) : IIx:A.Zy:B(x).C(x,y) = Zf:IIx:A.B(x) .Px:A C(x, f(x)/y)

Le principe de proposition comme type sur lequel repose la théorie des types pose,par son
identification des preuves aux programmes, deux problémes pratiques du point de vue
programmation que nous allons aborder dans les deux paragraphes suivants.

7 La récursion générale:

Un défaut de la théorie des types quand elle est vue comme un langage de programmation
(fonctionnel) par rapport & d'autres langages fonctionnels est l'inexistence, dans son systéme de
regles, de régles pour la récursion générale. En effet la seule forme de récursion qui y soit
autorisée est la récursion primitive. Toutefois certaines fonctions non récursives primitives
peuvent étre définies dans la théorie en utilisant Ia récursion primitive d'ordre supérieur,
autrement dit ces fonctions peuvent étre définies comme des fonctionnelles récursives
Pprimitives, par exemple: la fonction d'Ackermann [Nordstrom, 1981] et 1a fonction Quicksort
[Smith, 1983] et de fagon plus générale toutes les fonctions récursives prouvablement totales
dans l'arithmétique du premier ordre. L'inconvénient de cette technique est son manque de
naturel par rapport aux définitions habituelles d'une fonction récursive générale. La dérivation
de 1a fonction Quicksort donnée dans le dernier chapitre illustre ceci (méme si cette fonction est
obtenue sous une approche différente que celle de la théorie des types, la premiére preuve
donnée reprend I'essentiel de la construction de Smith).
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- n ion d'opérateurs de r ion:
Une seconde fagon d'attaquer le probleme est, comme le fait Paulson [Paulson 1986a],
d'ajouter 2 la théorie une régle pour la récurrence bien fondée (noethérienne) et la régle de
récursion correspondante (ce sont en fait des schémas de regles):

récurrence bien fondée:

a:A s:IIx:A. TIx"A.x'< x—=P(x")—->P(x)

wfrec(s,a) : P(a)

récursion bien fondée:

a:A  s:IIx:A. JIx:Ax'< x=Px")—=P(x)

wfrec(s,a)=((s a) Ax.Al.wfrec(s,x)) : P(a)

(il est facile de voir 2 travers les prémisses que la variable liée 1 dans la conclusion est de type
x'< x)

On dira alors qu'une relation < est bien fondée si et seulement si ses régles de récurrence et de
récursion sont prouvées dans la théorie: pour chacune des deux régles on doit prouver dans la
théorie sa conclusion A partir de ses hypotheses. Le constructeur wfrec figurant dans les deux
régles est 'opérateur de récursion qui pour chaque s (dépendant de < ) définit une construction
wf telle que wf(a):P(a) [a:A].

De nouvelles relations définies a 1'aide de relations prouvées bien fondées peuvent €tre
prouvées bien fondées de cette maniére et la construction de leur récurseur résultant de cette
preuve fera appel aux récurseurs des relations bien fondées de départ. Comme exemple de telles
relations, on peut citer les relations définies comme:

- sous relation d'une relation bien fondée,

- cl6ture transitive d'une relation bien fondée,

- image inverse d'une relation bien fondée,

- produit lexicographique de deux relations bien fondées.
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Nous allons donner ici la preuve de la bonne fondation d'une relation <* définie comme la
cloture transitive d'une relation bien fondée < sur un type A, c.2.d. par les jugements:

co : IIx'IIx. x'<x + (Zy:A.x'<ty x y<x) = x'<tx

cy : IIx'IIx. x'<tx = x'<x + Cy:A.x'<ty x y<x)
ol cg et cj dénotent des constructions (connues), (la partie logique de ces deux jugements
correspond 2 la formule Vx'.Vx. x'<*x &= x'<x v @y:A.x'<ty A y<x)

La preuve de la validité de la régle de récurrence et de la régle de récursion que nous allons
donner suit la stratégie "arri¢re”. En logique cette stratégie revient 2 prouver le but en essayant
de prouver ses sous buts, par exemple, pour prouver AAB, il suffit de prouver A et B. En
théorie des types, cette stratégie revient a exhiber un €lément du type but en essayant d’exhiber
des éléments des ses sous buts, par exemple, pour avoir une construction c:AxB, il suffit
d'avoir deux constructions a : A, b : B et prendre c=(a, b). Pour les regles utilisées ci-dessous
et les constantes introduites voir annexes.

preuve de la regle de récurrence pour <*:

Soit P(x) type [x : A] et I'abréviation Q(x)=IIx":A.x'<* x—>P(x").

Nous cherchons une construction wf*(a) : P(a) [a : A] sachant que st : IIx:A. Q(x)—P(x).
Une telle construction peut étre (s a) q(a) : P(a) avec q(a) : Q(a).

Nous cherchons maintenant une construction q(a) : Q(a) [a : A] sachant que < est bien fondée.
Une telle construction peut étre wf(a)=wfrec(s,a) obtenue par récurrence sur a par rapport 2 <:

a:A  s:IIx:A. (IIy:A.y<x—Q(y)—Q(x)
wi(a) : Q(a)

Nous cherchons maintenant une construction s: Ilx:A. (TIly:A.y<x-Q(y))—2Q(x), c.a.d. une
construction s(x,i):Q(x) [x:A, i:Ily:A.y<x—Q(y)]. Or Q(x)=I1x":A x'<* x—>P(x’), donc s(x,i)
peut étre Ax'Al*.s'(x,i) avec s'(x,i) : P(x") [x:A, ©.ITy:A.y<x—=Q(y), x"A, 1*: x'<t x] .

Nous cherchons maintenant s'(x,i) en supposant que 1*: x'<* x, or par définition de <*, nous
avons: ((c1 x)x)I* : x'<x + Xy:A. x'<*y x y<x). Nous allons alors essayer de chercher s'(x,i)
en appliquant la régle +-€limination sur ce demier jugement. Ceci nous conduit 2 1a recherche de
deux constructions:

s1(): P(x) [ x:A, i:Tly:A.y<x—Q(y), x":A, I: x'<x] et

s2(u): P(x") [ x:A, i:I1y:A.y<x—Q(y), XA, u : Zy:A. x'<ty x y<x].
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Pour la premiére, ses suppositions permettent de déduire (i x") 1): Q(x") qui avec I'hypothese
st : TIx:A. Q(x)—=P(x) permet de déduire: ((s* x) (i x) 1)) : P(x") sous les mémes
suppositions.

Pour la seconde, la supposition u :Zy:A. x'<ty x y<x permet d'inférer y: A, I*: x'<ty, I: y<x
(avec y=pou) qui i l'aide des autres suppositions permet d'inférer (i y) 1) : Q(y). Or
Q(y)=Ilx":A.x'<* y=P(x") ce qui permet d'inférer (((i y) 1) x’) I* : P(x') sous les mémes
suppositions.

Nous obtenons alors pour s'(x,i) la construction:

D(((c1 x)x)I*, AL((s* x") ((i x") 1)), Au.(((i pou) pop1v) X) P1p1u ),

remarque:

nous avons aussi : (g(x) x') I* = (s* x") q(x") et (q(x) x') 1 = (q(y) x") p1p1u, respectivement
dans le premier et le second cas. Cette remarque servira dans la preuve de la récursion.

Pour s(x,1), nous avons la construction:

Ax" A+ D(((c1 x)xHHAL((s x") (G x") 1), Au.((G pou) D) x) I+ ),

pour q(a), la construction:

wfrec(Ax.ALAx . Al*.D(((c1 x)x)*, AL((s* x) (( x") 1)), Au.((G pow) I) x") I*), a)

et finalement pour wf*(a), la construction:

(s* a) wirec(Ax.AMLAX . AlI*.D(((c) x)x)IT, AL((s* x) (( x") D), Au.((G pou) ) x) 1¥), a)

preuve de la récursion:

Nous voulons prouver 1'égalité:

wi*(a)= (s* a) Ax.Al*.wi*(x) : P(a)

En fait, c'est le jugement r ;: wi+(a)= (s+ a) Ax.Al*.wf+(x) : P(a) qui est dérivé€ dans la théorie
des types. Dans ce qui suit, la partie construction des jugements est omise délibérément puisque
1'on connait la construction du jugement but dont la partie logique est une égalité. Sachant que
wit(a)=(s* a) q(a), il suffit de dériver q(a)=Ax.Al*.wf*(x):Q(x) [a:A], soit encore:
IMi*:x'<*ta.(q(a) x) I+ =wf+(x") : P(x") [a:A, x":A]. On peut essayer de prouver cette égalité par
récurrence sur a par rapport & <. Pour cela, il suffit de prouver :

(@) x") It=wf+(x") : P(x")

[x:A,x"Ax'<x,Iy: A (y<x—=T1*:x'<ty.(q(y) x') F=wfH(x") : P(x"))]

ce qui peut étre fait en appliquant la régle +-€limination sur x'<x + (Zy:A. x'<ty x y<x)
(impliqué par la supposition x'<*x explicitée). Ceci nous conduit a dériver les deux égalités:
(qx)x"F=wi+(x"):P(x")

[x:Ax"A x'<x,ITy:A.(y<x—=I1H:x' <ty (q(y)x)Nr=wf+(x"):P(x"))]

(qx)x"H+=wf*+(x"):P(x")
[x:Ax"A,Zy:Ax'<tyxy<x,J1y:A.(y<x—=(I11*:x'<*y. (q(y)x ) r=wi+(x"):P(x"))]
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Or la remarque ci-dessus permet de réécrire ces deux égalités sous les mémes suppositions
comme:

(s* x") q(x") = wf+(x") qui découle de la définition de wf*.

(q(y) x") p1p1u = wf*(x") qui découle de I'hypothése de récurrence car pjpju < x.

Le second probléme qui se pose 2 la vue d'une preuve comme un programme est la présence
parfois dans les programmes ainsi synthétisés de certaines constructions qui n'ont aucun intérét
calculatoire. Le role de telles constructions se limite 2 justifier I'application de certaines régles
d'inférences, logiques ou non logiques. C'est e cas pour la régle Z-I (en termes logiques 3-I) :

a:A b:B(a)
Z-1

(a, b) : Zx:A.B(x)

qui sert & prouver l'existence d'un programme de type A (pour la spécification A) répondant 2
1a propriét€ exprimée par B(a). Cette preuve qui passe par la construction d'un programme a : A
et d'une preuve b : B(a), fournit dans sa conclusion les deux constructions (a, b). Or souvent
seul nous intéresse le programme a, b n'ayant été construit que pour la preuve de la correction
de a par rapport a la spécification B(a). Ceci est typiquement le cas quand B(a) est le type
égalité. Pour remédier & ceci, la théorie peut étre étendue par un nouveau constructeur de types
[Constable, 83], le constructeur sous type {xe A | B(x)} dont la régle d'introduction s'écrit:

a: {x:AlB(x)}

Nous traiterons des deux aspects ci-dessus, la récursion générale et 1’'information calculatoire
dans un syst¢me de programmation par preuves basé non pas sur le principe de proposition
comme type mais sur I'interprétation de réalisabilité qui apporte une certaine souplesse dans le
traitement de la récursion générale par rapport a la notion de proposition comme type. Ceci
s’explique par le fait que les réalisants et les formules sont séparés et la relation qui existe entre
eux et qui est exprimée par la réalisabilité est définie de fagon externe alors que dans la théorie
des types les termes et les types ne sont pas séparés, chaque terme étant lié au moment de son
introduction a un type dans un jugement. Cette séparation permet par exemple d’étendre le
langage par de nouvelles constantes et de 1’augmenter par des axiomes correspondant a ces
constantes pour la réalisabilité de nouveaux schémas d’récurrence. Une souplesse est également
apportée dans le traitement de 1’information utile pour le calcul. En 'cffet, nous verrons dans le
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chapitre suivant qu’en faisant attention a la définition des réalisants par rapport aux formules
qu’ils réalisent, on peut éviter I'introduction de termes sans contenu calculatoire dans la
construction des programmes réalisant une formule lors de sa preuve.
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CHAPITRE 1I
COMPILATION DE PREUVES
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COMPILATION DE PREUVES

1 Preuves constructives:

Les mathématiques constructives connaissent plusieurs écoles: Brouwer, Marcov, Kleene,
Bishop... Nous n'allons pas considérer ici les points de désaccord entre ces écoles mais plutdt
considérer dans la mesure du possible leur terrain d'entente sur le concept particulier de preuve
constructive en logique dite intuitioniste pour introduire par la suite la notion de réalisabilité.

D'un point de vue constructif, une assertion mathématique n’est jamais vraie ou fausse a priori.
Elle n'a de sens que si nous savons ce qui doit étre fait pour la prouver. Ceci exclut en
particulier I’utilisation dans les preuves d’un raisonnement par 1’absurde. Ainsi I’assertion
existentielle 3x.A(x) signifie que nous pouvons trouver x explicitement et prouver A(x). Cest
12 un principe fondamental des mathématiques constructives disant que nous ne pouvons
affirmer qu'une assertion ¢ est vraie que si nous en possédons une preuve [Beeson, 85). Par
preuve, nous entendons ici une preuve informelle, c.a.d. nous ne nous placons pas
nécessairement dans un systéme formel donné. Toutefois, cette preuve méme informelle va
avoir une certaine structure par rapport aux connecteurs logiques que nous allons décrire en
considérant le sens de ces connecteurs logiques.

(i) Sens de A:

Une preuve de AAB consiste en une preuve de A et une preuve de B.

Ainsi on peut imaginer une preuve p de AAB comme étant un couple (r,s) ol r prouve A et s
prouve B.

(ii) Sens de —:
Nous dirons que q est une preuve de A—B si nous pouvons en extraire une opération effective

p qui transforme une preuve quelconque de A en une preuve de B.
Ainsi q prouve A-B ssi pour toute preuve r de A, p(r) prouve B, p étant une opération obtenue

de q.
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(iii) Sens de v:

Une preuve de AvB consiste en une preuve de A ou une preuve de B.

Ainsi on peut imaginer une preuve p de A comme un couple (x,q) tel que si x=0 alors q prouve
A sinon g prouve B.

Au niveau des quantificateurs logiques, certains constructivistes donnent un sens 2 la
quantification non liée, d'autres n'admettent que la quantification li€e. Nous souscrivons au
point de vue de ces derniers pour dire que la quantification n'a de sens que si on quantifie sur
un ensemble déja défini.

(iv) Sens de 3xe S.A(x):
Une preuve constructive de Ixe S.A(x) consiste & préciser un xoe S pour lequel on prouve

A(xp).
Ainsi on peut imaginer une preuve p de 3xe S.A(x) comme étant un couple (xg,q) ol xpe S et g

est une preuve de A(xg).

(v) Sens de Vxe S.A(x):
Comme pour l'implication on dira que g est une preuve constructive de Vxe S.A(x) si on peut
en extraire une opération effective p qui associe a chaque xe S une preuve p(x) de A(x).

Remarques:

1) Si dans (ii) (resp. (v)) nous forcions ladite preuve q de A—B (resp.Vxe S.A(x)) a étre
I'opération p nous obtiendrions la version constructive de Kleene pour — (resp. V). c'est cette
version qui servira dans la définition de la réalisabilité récursive.

2) Nous avons simplifié dans (iv) et (v) le vrai sens constructif de V et 3 en supposant qu'on
sait reconnaitre par nature que x€ S. Le vrai sens constructif aurait exigé en plus une preuve de
xe S pour compléter (iv) et (v). La théorie des types de Martin-16f vue au chapitre I rend

compte, par exemple, de ceci.

2 Réalisabilité:

L'interprétation de réalisabilité est une interprétation qui va mettre en évidence le lien profond
qui existe entre la théorie de la logique intuitioniste et la théorie de la récursion générale. Ce lien
est fondé sur le fait que les deux théories traitent, toutes les deux de méthodes dites
constructives ou encore effectives [Kleene, 73].
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Clest Kleene qui a mis au point la premiére interprétation de réalisabilité (d'autres versions ont
suivi) pour répondre & une conjecture qu'il s'était posé lui méme et qui €tait la suivante:

Etant donn€ un syst¢me formel de la logique intuitioniste qui couvre au moins la théorie des
nombres (par exemple 1'arithmétique de Heyting). Si une formule close (c.2.d. sans variables
libres) VxeN.3ye N.A(x,y) est prouvable dans ce systeéme alors il existe une fonction
récursive générale (ou A-définissable) @ telle que pour tout xe N A(x,(x)) est vraie.
L'interprétation visée va devoir donc donner un sens non seulement aux variables (théorie des
modeles classique) mais aussi aux connecteurs logiques.

Ilustrons 1'idée de base de cette interprétation sur des exemples:

A la lumitre de ce que nous avons vu 2 la section précédente, un intuitioniste voit derriére
I'assertion existentielle 3xe N.A(x) une information cachée qui est I'assertion plus compléte
A(xq) pour un certain xg. De méme l'assertion AvB serait une information incompléte si on ne
fournissait pas l'information qui compléte A (si c'est l'information & compléter) ou
I'information qui compléte B (sinon).

A partir de 13, il est naturel de penser que toute assertion de notre syst¢eme formel est
incompléte. Prenons maintenant 'assertion Vxe N.A(x). L'information qui la compléterait
serait une méthode qui pour tout x donne l'information complétant A(x) (puisque la preuve
constructive de Vxe N.A(x) selon Kleene comme évoqué dans la section précédente est une
méthode qui fournit pour tout xe N une preuve constructive de A(x))

C'est 2 ce point 1a qu'on va faire un premier appel aux fonctions récursives générales:
I'ensemble des formules de la théorie étant dénombrable, on peut imaginer que l'information
complétant une assertion soit codée par un entier.

L'information complétant Vxe N.A(x) va rester cohérente avec cette idée de codage. En effet
cette information étant une méthode effective associant & un entier x un autre entier y qui est le
code de l'information complétant A(x), elle est d'aprés la these de Church une fonction
récursive générale donc pouvant étre codée par un entier: son nombre de Godel.

De méme l'interprétation donnée & une preuve de A—B étant une méthode effective qui associe
a n'importe quelle information complétant A (un nombre a) une information complétant B (un
nombre b) serait une fonction récursive générale.

De fagon générale, la réalisabilité est une interprétation d'une théorie formelle L dans un sous

systeme de L ou un autre systeme formel. L'idée de base est la définition d'une relation entre
objets mathématiques x d'une certaine nature et formules logiques de L telle que si x £ ¢ (x
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réalise la formule ¢), alors x est un code pour l'information qui permet la construction (ou
preuve ou encore vérification) de ¢.

Les logiciens se sont servi de l'interprétation de la réalisabilité pour prouver la cohérence de
certains schémas (par exemple, 1'axiome du choix) dans une théorie ol ils ne sont pas
prouvables ou encore pour établir la non prouvabilité en logique intuitioniste de certaines
formules prouvables en logique classique.

Les informatitiens, quant 2 eux se sont intéressés plus au fait que cette interprétation permettait
I'extraction du contenu calculatoire d'une preuve constructive. Ceci permettait de considérer la
logique constructive comme un langage de programmation de haut niveau dont I'interprétation
de réalisabilité était I'interpréteur ou le compilateur, les programmes écrits dans ce langage €tant
les preuves formelles qui y sont dérivées.

L'idée & retenir est que tout théoréme revient 2 la fin a dire que certains calculs auront certains
résultats, i.e. tout théoréme a un sens numérique. Toute preuve constructive peut étre compilée
pour produire une procédure qui réalisera les calculs en question: par exemple, la preuve
constructive de Vx,y:N2.3q,r:N2. y=0 v ( x=q.y+r A r<y) donnera une procédure numérique
calculant le quotient et le reste de la division d'un entier par un autre entier non nul.

2-1 Réalisabilité générale

Nous allons donner la définition générale de l'interprétation de réalisabilité pour une théorie
logique L ol sont supposées définies l'opération du couple (, ) et les constantes po, pi
vérifiant les axiomes po((x,y))=x, po((X,y))=y et (pou,piu)=u. A chaque formule A de L sera
associée une autre formule er A ( I'objet e réalise 1a formule A). Les variables libres de celle ci
étant celles de A plus éventuellement e qui n'apparait pas dans A.

Définition:

er A=A, pour A atomique vrai, e arbitraire.

erAAB=poer A AplerB,

er AvB = (ppe=0=pie1 A) A (poe#0=>pier B).

er A=B=Vx.(xr A=ex1B),

e VxS.A(x) = VxS(ex 1 Ax)),

e13xS.A(x) =p1e 1 A(poe),

faux n'est réalis€ par aucun objet. Il s'ensuit que e 1 —A = Vq(—(q r A)) (q décrit I'ensemble
des termes de la théorie). ,

Cette interprétation peut étre spécialisée en spécifiant un modele pour l'interprétation des objets
réalisants . Si ceux ci sont interprétés par des fonctions récursives partielles, par exemple, on
obtient la réalisabilité récursive de Kleene. Plusieurs interprétations ont ét€ définies pour
différents systéme et différents buts. La réalisabilité modifi€ nous intéresse particuliérement.
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-2 isabilit

Une définition de réalisabilité qui est naturelle pour la théorie des types finis HA est celle dite
réalisabilité modifiée donnée par Kreisel [Troelstra, 73] et ol les objets réalisants sont des
objets de type fini qui appartiennent au méme systéme HA et leur interprétation se fait dans le
modele des opérations héréditairement récursives (HRO). Nous donnons la définition de la
réalisabilité¢ modifiée. Elle se fait par récurrence sur la complexité logique des formules:

1-xNmr A=A, pour A atomique, la seule valeur possible pour xN est #, un entier donné.
2- xSXt mr AAB =pox mr A A pix mr B,

3- xNxsxtmr AVB = (Pox=0 A pop1x mr A) v (pox#0 A p1p1x mr B).

4- x5t mr A-B = Vy.(y mr A=xy mr B),

5- xSt mr VyS.A(y) = Vy(xy mr A(y)),

6- xSXt mr 3xS.A(x) = p1x mr A(pox),

-2-1 Propriéié nigue ] alisants:

Si une formule de HA est réalisée alors tous ses réalisants ont le méme type fini, c.a.d.
si x% mr P et y® mr P alors 6=t.

Pour la preuve de cette propriété nous allons définir une fonction T qui associe a toute formule
de HA (un élément de FORMULE) un type fini de HA (un élément de TYPE).

T est définie inductivement:

T(faux) = N,

T(A) = N pour tout prédicat atomique,
T(AAB) = T(A)xT(B),

T(AvB) = NxT(A)xT(B),

T(A=B) = T(A)-T(B),
T(Ex%.A(x)) = oxT(A),

T(Vx9.A(x)) = 65T(A).

preuve :

Pour prouver la propriét€ il suffit de montrer que si €¢ mr P alors 0=T(P). Ceci est établi par
récurrence sur la complexité de P 2 l'aide de la définition de la réalisabilité modifiée:

Pour toute formule atomique A, x mr A = ¢ =N=T(A) par définition de mr et de T.
Supposons la propriété vraie pour A et B.

Si 9% mr AAB alors poe mr A et pje mr B avec poe:0 et pie:t donc 6=T(A) et ==T(B) et
ox1=T(A)XT(B)=T(AAB).
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Si eNxoxT mr AVB alors poe=0 = pop1e mr A avec popie:6 donc 6=T(A), de méme 1=T(B) et
donc e est de type Nxoxt=NxT(A)xT(B)=T(AvB).

Si e mr A=B alors Vx.(x mr A = ex mr B) mais 6=T(A) et ex est de type T(B) soit
1=T(B) et 631=T(A)-T(B)=T(A—B).

Si %% mr 3x.A(x) alors pye mr A(poe) et donc pie et de type T=T(A) et e est de type
oxT(A)=T(3@x.A(x)).

Si €T mr Vx.A(x) alors Vx.(ex mr A(x)), donc ex:t=T(A) et ¢ est de type
0-)1=0->T(A)=T(Vx.A(X)).

Le caractere "compilateur” de l'interprétation de réalisabilité découle essentiellement de sa
preuve de consistance :

2-3 consistance de la réalisabilité

Soit I" un ensemble de formules réalisées dans HA. Si HA |- A, alors A est mr-réalisée dans
HA. Autrement dit, il existe un terme t de HA pour lequel on peut prouver t mr A dans HA.

La preuve se fait par récurrence sur la complexité (donc sur la construction) des preuves. Nous
devons vérifier que chaque axiome de HA est réalisé et que si les hypothéses des regles
d'inférence sont réalisées, alors les conclusions le sont aussi. Pour cela nous avons repris les
regles de la déduction naturelle données dans le premier chapitre. Nous donnons la preuve sous
forme d'arbres de la déduction naturelle oii une dérivation étiquetée par * résume une dérivation
utilisant les axiomes de HA (e.g. po(u,v)=u) et les dérivations étiquetées par def et hyp référent
respectivement a la définition de la réalisabilité ci-dessus et aux hypothéses ci-dessous sur la
réalisabilité des prémisses des régles d'inférences:

(A-D) umrPetvmrQ

(A-E) umrPAQ

(v-I) upmr P pour la premiére regle et v mr Q pour la seconde.

(v-E) umrPvQ, si x mr P alors v[x] mr C et si y mr Q alors wly] mr C.
(=-1) sixmrP alors t[x] mr Q.

(=-E)xmr Pett mr P=Q.

V) tmrP

(V-E) upr Vx:AP(x)ett: A

G-D umrPQ®)

G-E) vmr3xAP(x) et si u mr P(a) alors w(a,u) mr R.

Le seul axiome de HA est t=t qui est un prédicat atomique et donc est réalisé par #.
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»)

umr P vir Q umr PAQ
* * def
po(wv)mrP  pi(u,v) mrQ poumr P Apvmr Q
A-l A-E
(u,v) mr PAQ pou mr P

comme pour la premiére régle de A-E, on obtient pju mr P pour la seconde.

™)
umr P [pou=0Apop1u mIP] [pou#0Apipiu mr
Ql
* AT A-1
po(O,u,z)=0  popi(tt,u,z) mr P pop1u mzP piprumrQ
A-1 hyp -------—---- hyp --------------
po(0,u,2)=0Apop1 (tt,u,z) mr P vlpopiwx]mrR  wlpipjwx] mr R
v-I * *
(O,u,z) mr PvQ umr PvQ rorR rmrR
. v-1
avec r = if pou then v[pgp1w/x] else wipip1wx] r mrR

comme pour la premiére régle de v-I, on obtient (1,u,z) mr PvQ pour la seconde par exemple.

=)
[x mr P]
hyp -------- -
tix] mr Q t mr P=Q
S def
(Ax.)x mr Q xmrP Vy.(y mr A=ty mr B)
/2% — V-E
Ax.t mr P=Q txmrQ
™)
t mr P(x) u mr VxA P(x)
R e — def ------c-mmcemmeeen
(Ax.t)x mr P(x) VyQuymr A(y)) t:A
V-1 V-E
Ax.t mr VxA P(x) ut r P(t)
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u mr P(t) v mr 3xA.P(x)
LR — def
p1(t,u) mr P(poe) p1(v) mr P(pov)
o R hyp
tu mr 3xA.P(x) wlpot/a,p1t/u] mr R

En ce qui concerne la regle de récurrence, nos hypotheses sont: a mr P(0) et v(u,x) mr P(Sx) en
supposant que u mr P(x). On prouve alors par récurrence que R(a,v,z) mr A(z) avec z libre, R
étant le récurseur de type T(P)—(T(P)>N-T(P))-»N-T(P). En effet, les axiomes de R
donnent: a=R(a,v,0) et v(R(a,v,x),x)=R(a,v,Sx), donc en supposant R(a,v,x) mr A(x), on a
par hypothése R(a,v,Sx) mr A(Sx). On peut alors appliquer la regle de récurrence:

[R(a,v,x) mr P(x)]
R(a,v,0) mr A(0) R(a,v,Sx) mr P(Sx)
ind

R(a,v,z) mr P(z)
3_L'extraction des programmes & partir de preuves
3.1 La q-réalisabilité:

Dans ce qui suit, notre intérét porte particulierement sur la pi'euve constructive des théorémes de
la forme Vx:0.3y:1.0(x,y) qui spécifie le programme. Un terme t réalise une telle formule ssi
Vx:0.t(x) mr 3y:1.0(x,y), soit encore Vx:G.p1t(x) mr ¢(x,pot(x)). Or nous sommes en quéte
d'un terme f:0-7 (le programme) vérifiant Vx:6.9(x,f(x)). Nous y serions arrivés (ce serait &
quelque chose prés le terme t) si nous étions siirs que ( pyt(x) mr ¢(x,pot(x)) ) = ¢(x,pot(x)).
Or, en général ceci n'est pas vérifié. Pour que ce le soit il suffit de modifier la définition de la
réalisabilité mr de fagon a assurer 1l'implication ci-dessus 2 chaque pas de la dérivation dans la
preuve de t(x) mr 3y:1.6(x,y). La modification porte uniquement sur les clauses 2,4,6 de la
définition de mr et qui deviennent (en appelant mq la nouvelle réalisabilit€):

2- x0Tmg A=B = Vy.((y mg A A A)=xy mg B),
4- xOXT mq 3x0.A(x) = p1x mg A(POx) A A(POx), °
6- xNXOXT g AVB = (pox=0 A(Pop1xmg A A A)) v (p0x20A(P1p1x mq B A B)).

Ceci assure alors l'implication voulue. On prouve facilement, comme pour mr, que mq est
cohérente avec la prouvabilité dans HA.
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En ce qui nous concermne, le fait que x® mr A soit obtenu comme conséquence 2 la preuve de A
et non en prouvant directement xC mr A rend la définition de mq redondante dans ce contexte
particulier. En effet & chaque pas de la dérivation, si A est la formule dérivée nous avons A et
x% mr A qui viennent de pair. Et il est important de noter que la seule fagon pour nous de dire
que x% mr A est de prouver A et de construire le terme x© selon la preuve du théoréme de la
consistance.
Ainsi x0T mr A=>B définie par Vy.(y mr A =xy mr B) sous entend
Vy.((y mr A A A)=(xy mr B A B)) A A=B qui implique Vy.((y mr A A A)=>(xy mr B )).
De méme xOXT mr 3x0.A(x) définie par p1x mr A(pox) sous entend
p1x mr A(pox) A A(pgx) A 3xC.A(x).
Enfin xNXOXTmr AvB définie par (pox=tt A pgp1x mr A) v (pox=ff A p1p1x mr B ) sous
entend (pox=tt A pop1x mr A A A) v (pox=0 A p1p1x mr B A B) A (AvB) qui implique (pox=0
Apop1xmr A A A) v (pox=20 A p1p1x mr B A B).
Donc, dans notre contexte, la mr réalisabilité¢ implique la mq réalisabilit€. Nous en déduisons
donc que le terme t du début du paragraphe est tel que pour tout x de type 6 :

pi1t(x) mr ¢(x,pot(x)) = ¢(x,pot(x)). Comme en plus, le terme t construit vérifie:
Vx:0.p1t(x) mr ¢(x,pot(x)), on a Vx:0. ¢(x,pot(x)) et donc le programme f:G—-T recherché est:

f=Ax%.pot(x)
2L ilateur de la isabilit€ sur un exemple:

Nous illustrons tout de suite le fonctionnement de la réalisabilité en tant que compilateur sur un
exemple simple mais assez significatif pour montrer comment la construction des réalisants se
fait de fagon systématique parall¢lement 2 la construction de la preuve mais aussi pour soulever
les problémes pratiques surtout liés a l'efficacité des programmes extraits (réalisants) que pose
cette approche de la programmation logique.

Nous nous proposons de prouver le théoréme:

(1) VxN3yNx=2.poy+p1y A (py1=0 v p1y=1)

que nous réécrivons tout de suite pour une meilleure lisibilité (et du théoréme et des réalisants)
comme:

(2) VxN.3(q,H)NxN x=2.q+r A (r=0 v r=1).

11 aurait pu étre écrit de fagon plus correcte comme:

(3) VxN3gN3Nx=2.g+r A (=0 v r=1),

mais l'arbre de preuve pour cette version de notre théoréme serait plus complexe en taille que
celui que nous allons dériver pour (2) car il y a deux occurrences de 3.

Pour la définition des opérations + et . sur les entiers nous faisons appel aux axiomes de Peano

41



de 1a théorie des nombres:

1) Va.a+0=0

2) Va.a.0=0

3) Va.Vb.a+Sb=S(a+b)
4) Va.Vb.a.Sb=a.b+a

Les réalisants pour ces axiomes purement négatifs sont construits de fagon triviale sur simple
lecture de ces axiomes - souvenons nous qu'une formule atomique vraie est réalisée par #-.
Ainsi le terme AxN.# est un réalisant pour les axiomes 1) et 2) et le terme AxN.AyN.# un

réalisant pour 3) et 4).
Preuve de VxN.3(q,)N*N.x=2.g+r A (r=0 v r=1).
Nous poserons dans la dérivation de la preuve ¢(x,q,r)= x=2.q+rA(r=0vr=1).

La preuve se fait par récurrence sur la variable x. On fera donc appel 2 la regie de récurrence sur
N ind pour prouver la formule 3(q,r).x=2.q+rA(r=0vr=1) ol x est libre:

HO Hl
ind
3(q,1).¢(x,q.7)
V-1
VvxN.3(q,)N*N.¢(x,q,r)
Preuve du cas de base [To:
# #
0=0 0=0
Peano - vl
# (t#,v)
0=2.0+0 0=0v 0=1
A-1 |
(CX(E X))
0=2.0+0 A 0=0v0=1
3-1

0.0), (#,(t,#,v)))
3(q.1):N.¢(0,q.1)
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Preuve du pas de récurrence I1j:

z

{¢&(x.q0.r0)]
A-1
# #
x=2g0+10 [ro=1]
Peano Peano ——
z # # #
[¢(x.q00)]  [ro=0] Sx=2q0+Srp  Sro=2
AE Peano subst
# # # #
x=2q0+10 Srp=1 Sx=2qp+2 0=0
Peano v-l Peano - - V] —
# (ff.#,v) # (tt,u,#)
Sx=2qq+Srg Srg=0vSrp=1 Sx=28qg+0 0=0v0=1
A-l A-1
z (#,(fL.4,v)) (#,(1t,u.%))
[¢(x,q0.10)] Sx=2qg+Srg A Srp=0vSrp=1 S$x=2S8qp+0 A 0=0v0=1
A-E 31 3-1
p1z ((q0.Sro).(#.(ff4.v)) ((S90.0).(#,(tL,u #)))
10=0 v rig=1 _'-.I(q,r):Nz.Sx=2q+r Ar=0vr=l 3(q.r) :N2.Sx=2q+r Ar=0vr=1
v-E
w if pop1z then ((qo.Sro).(#.(fT.#,v))) else ((Sqo.0).(#.(tL.u.#)))
B@):N2Z.4(x,q.)] 3(qr):N2.6(Sx,q.5)

3-E

if pop1p1w then ((Popow,Sp1pow.(#,(ff.#,v))) else ((Spopow.0,(#,(ff.#,v)))
3(q.r):N2.4(Sx,q.)

Ainsi I'arbre de preuve complet avec réalisants s'écrit:
ITo I

ind

RIx, ((0,0), (#,(fE.4))), if pop1p1w then ((PoPOW,SP1POW).(#,(1L,#))) else ((Spopow.0).(#.(E1.#)))
3(q.1).¢(x,q,1)
V-1
AxR[x, ((0,0), (#,(f£,#))), Aw.if pop1p1w then ((Popow.Sp1Pow).(#.(t1.#))) else ((Spopow.0).(#,(fF.#)))
VXN.E(q,r)NXN-¢(x9Q7r)

Le programme recherché est donc:
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Ax.pORIx, ((0,0), (#,(ff#))), Aw.if pop1p1w then ((POPOW,SP1POW).(#.(11,#))) else ((Spopow,0).(#,(ff.#))

Ce programme est peu lisible et encore moins efficace. Nous allons voir dans ce qui suit
comment I’extraction de programmes ainsi illustrée peut €tre optimisée.

4 Optimisation de l'interprétati

Si on s'intéresse aux réalisants des formules d'un point de vue calculatoire, c.3.d. dans le but
de les exécuter, la question de l'optimisation du réalisant (du code) se pose inévitablement.
Cette optimisation consiste d'une part a évaluer le réalisant partiellement, c.2.d. en réduisant ses
radicaux (voir sémantique opérationnelle chap.III, §5) méme quand il ne sont pas clos quand
c'est possible et d'autre part & nettoyer son code en révisant sa structure pour n'en retenir que
I'information nécessaire A son exécution. L'évaluation partielle d'un réalisant extrait d'une
preuve correspond 2 la normalisation de celle-ci [Takayama, 88]. Toutefois, cette optimisation
par normalisation ou évaluation partielle est plutot li€e a la maniére dont est dérivée la preuve
qu’a la définition d I’interprétation qui peut étre améliorée pour générer un code efficace.

4-1 Origines de l'inefficacité:

Nous avons distingué deux raisons 2 la présence dans le code de ce que 1'on peut appeler une
information sans intérét calculatoire. La premiére raison vient du fait que les termes réalisants
sont typés et par conséquent le choix des réalisants dans la définition de la réalisabilité mr tient
compte de la cohérence des types. C'est le cas en particulier pour la disjonction. Dans la
définition de mr le terme pouvant réaliser PvQ est un triplet (b,x,y) de type NxT(P)xT(Q) tel
que (b=0 A x mr P) v (b#0 A y mr Q). Donc, selon la valeur de b, seule une valeur des deux
valeurs dénotées par x et y est pertinente. Ainsi le contenu calculatoire de (b,x,y) pourrait étre
renfermé dans un couple (b,z) tel que (b=0 A zmr P) v (b=0 A z mr Q). Malheureusement on
ne peut pas typer a priori un tel objet dans HA o z est susceptible d'avoir deux types différents
selon la valeur de b. D'autre part on perd la propriété du type unique pour les réalisants de AvB
nécessaire dans la preuve de la consistance de la réalisabilité. Le fait que la représentation en
triplet soit cofiteuse en temps apparait lors de I'exécution d'un réalisant obtenu lors de
I'application d'une v-E:

[x mr P] [ymr Q]
umr PvQ vmr R wmr R
v-E

if pou then v(pop1u/x) else w(pipiufy) mrR
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ol nous sommes obligés d'appliquer deux projections pour accéder a la composante pertinente
dans le triplet u. Une représentation en couple du réalisant u aurait donné comme réalisant pour
la conclusion R: if pgu then v(pju/x) else w(pju/y). On gagne donc le temps de I'application
d'une projection, gain qui devient significatif lorsque ce réalisant est appelé€ a s'exécuter
plusieurs fois, dans un récurseur par exemple, comme sur l'exemple précédent. L'intérét de
typer les termes vient essentiellement du fait que ceci assure une terminaison pour la réduction
de ces termes (ia contrepartie est que le pouvoir expressif du langage est réduit) mais les types
n'ont aucun rdle au moment de 1'éxécution. Ainsi on peut imaginer une représentation plus
efficace des réalisants qui ne respecte pas toujours les régles de typage comme ci-dessus mais
qui doit étre cohérente avec les réalisants qu'elle représente au niveau op€rationnel.

La seconde raison qui fait qu'un terme réalisant peut ne pas étre efficace est une raison plus
générale. Elle correspond au fait que 1'algorithme d'extraction donné par la définition de la
réalisabilité et sa consistance est un algorithme général et ne tient pas compte des propriétés
particuliéres que peuvent présenter des formules différentes de méme constante logique
principale et qui peuvent simplifier I'écriture du réalisant et par conséquent optimiser son
exécution. Ces propriétés sont purement syntaxiques et concernent essentiellement les parties
"Harrop" d'une formule, notion que nous allons aborder maintenant:

Définition:
L'ensemble H des formules de harrop est défini inductivement par:

1) les formules atomiques sont dans H.
ii) Si A et B sont dans H alors AAB, Vx.A(x) sont dans H.
iii) Si A est une formule quelconque et B est dans H alors A=>B est dans H.

Ce que ces formules présentent de particulier au niveau de leurs réalisants éventuels est le fait
que ces réalisants n’ont aucun rdle opérationnel. Ces réalisants ont par exemple des formes
telles que (#,#), Ax.Ay#, Ax.Ay.#, Ax.(#, Az.(#,#))...etc et on voudrait bien les éviter dans la
réalisabilité des formules. La propriété syntaxique Harrop pour une formule A (notée H(A)) est
une propriété décidable.Nous revoyons maintenant la définition de la réalisabilité modifiée 3 1a
lumitre de ce que nous avons dit sur le role purement formel du réalisant #. Nous avons
identifié dans la définition ci-dessus une formule atomique vraie 3 la formule exprimant sa
réalisabilité par la clause # mr A = A pour A atomique vraie. Nous allons raffiner la définition
de la réalisabilité mr pour faire en sorte que toute formule de Hai'rop soit réalisée par # pour
exprimer le fait que le contenu calculatoire d'une telle formule est vide. Cette définition plus fine
de la réalisabilité se fait en considérant le caractére Harrop ou non des composantes d'une
formule dans sa construction.
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4-2 Définition d'

isabilité raffinée: 1.

La définition de rr va se faire, comme pour mr, par récurrence sur la complexité de la formule:

1- #mA=A
2-(i) xr AAB=A A(xmTB)
() xSr AAB=(x1rA)AB
(iii) xO%Trr AAB =poxr A Apix1rB

3- (i) xB 1T AVB = (x=tt=>A) A (x=ff=B)

pour A vérifiant H(A),
pour A, B vérifiant H(A), ~H(B)
pour A, B vérifiant ~H(A), H(B)
pour A,B vérifiant ~H(A), —H(B)

pour A, B vérifiant H(A), H(B)

(iv) xBx0 1 AVB = (pox=tt=>p1x It A) A (pox=ff=>B) pour A, B vérifiant ~H(A), H(B)
(iii)) xBXO 1 AVB = (pgx=tt=>A) A (pox=ff=p1x rr B) pour A, B vérifiant H(A), —~H(B)
(iv) xBXOxT it AVB = (pgx=tt=>pop1X 1T A) A (pox=ff=>pop1x 1T B)

4- () xTrrA->B=x1mrB

(ii) x°2Tr A—B = Vy.(y ir A=xy 1T B)

5- x0T VyS.A(y) = Vy.xy r A(y)
6- (i) xO%T rr 3y.A(y) = p1x 1T A(pox)
(i) x% 1r Jy.A(y) = A(x)

4-2-1 Propriété du type unigue:

pour A, B vérifiant -H(A), -H(B)
pour B vérifiant ~H(B)
pour A, B vérifiant -H(A), —H(B)

pour A vérifiant ~H(A)
pour A vérifiant —=H(A)
pour A vérifiant H(A)

Comme la réalisabilité mr, la réalisabilité rr vérifie 1a propriété€ du type unique. La preuve se fait
comme pour mr en définissant une fonction T' qui associe a toute formule de HA un élément de
FORMULE) un type fini de HA (un élément de TYPE).

T est définie inductivement:
T'(A) = N pour toute formule de Harrop,
T'(AAB) =T'(B),

T'(AAB) = T'(A),

T'(AAB) = T'(A)xT'(B),
T'(AvB) =N,

T'(AvB) = NxT'(A),
T'(AvB) = NxT'(B),
T'(AvB) = NxT'(A)xT'(B),
T'(A=B) = T'(B),
T'(A=B) = T(A)-T'(B),
T'(VxS.A(x)) = s-T'(A),
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pour A, B vérifiant H(A), —H(B)
pour A, B vérifiant mH(A), H(B)
pour A, B vérifiant -H(A), =H(B)
pour A, B vérifiant H(A), H(B)
pour A, B vérifiant —=H(A), H(B)
pour A, B vérifiant H(A), ~H(B)
pour A, B vérifiant ~H(A), ~H(B)
pour A, B vérifiant H(A), -H(B)
pour A, B vérifiant -H(A), —~H(B)
pour A vérifiant —H(A),



T'(3xS.A(x)) = sxT'(A), pour A vérifiant ~H(A),
T'(3xS.A(X)) = s, pour A vérifiant H(A).

4-2- nsistan T
Soit un ensemble de formules réalisées dans HA. Si HA |- A, alors A est rr-réalisée dans HA.

Preuve:

La preuve peut se faire de deux fagons: La premiere fagon consiste 2 faire une récurrence sur la
complexité des formules pour prouver 3xS(HA I- x 11 A) &= Jy*(HA |- y* mr A) et de
conclure sachant que mr est consistante. La deuxi¢éme fagon consiste 2 prouver directement la
consistance de rr, comme fait pour mr, par récurrence sur la complexité des preuves. Cette
fagon a l'avantage de montrer le fonctionnement du compilateur de preuves. Nous devons
vérifier que chaque axiome de HA est réalis€ et que si les hypothéses des régles d'inférence
sont réalisées, alors les conclusions le sont aussi. La preuve étant essentiellement 1a méme que
celle pour mr, nous ne donnons ici qu'un réalisant pour la conclusion d'une régle facile a
vérifier par rapport aux réalisants de ses prémisses.

H(P). H
#xP #1rQ #PAQ #rPAQ
Al e AE e e
#mrPAQ #xP #mQ
#oP] #xQl
#ox P #rQ urPvQ virR woR
vl e e v-E
ttr PvQ ff r PvQ ifuthenvelse wrR

remarque: dans v-E les termes v,w ont le méme type T'(R). Il est donc correct de les passer
comme arguments 2 la constante fonctionnelle if_then_else de type BoT'(R)->T' (R)»T'(R).

(#xP]
#rQ #oP #aP=Q

) R =-E

#x P=Q #rQ

[x: A]

# 1T P(x) #oVxAPRX) t A
V-l e—eeeee- V-E

# 1 VxAP(x) # 11 P(t)
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(# o P(a)]

# 1T P(Y/x) t rr 3xA P(x) urrC
I B R 3-E
tr IxAP(x) ua)x C
[# 1z P(x)]
# 11 P(0) # 11 P(Sx)
#1aP(z)
#xP vxQ urr PAQ urr PAQ
Al e AE e e -
v PAQ #P urrQ
#oP] [yoQl
#rxP urrQ urr PvQ virR wR
v-1 v-E
(tt,x) r PvQ (ff, u) r PvQ if pou then v else w(piu/y) TR

remarque: dans v-], x est un objet arbitraire quelconque de type T'(Q) et dans v-E les termes
v,w ont le méme type T'(R). Il est donc correct de les passer comme argument 2 la constante
fonctionnelle if_then_else de type BoT'(R)-T'(R)-T'(R)..

[(#mxP]
txQ #rP tr P=Q
=] e =-E
tr P=Q trQ
cas HP), H(O):
upgP #oQ urrPAQ ugPAQ
Al e AE e el
urPAQ urrP #xQ
[xxP] #xQl
urrP #rQ ' v PvQ virR woR
v-1 v-E .
(tt,urPvQ (x)rPvQ if pou then v(p1uw/x) else w Ir R
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remarque: dans v-I x est un objet arbitraire quelconque de type T'(P) et dans v-E les termes
v,w ont le méme type T'(R). Il est donc correct de les passer comme argument 2 la constante
fonctinnelle if_then_else de type BT'(R)-T'R)-T'(R)..

[xmxP]
#rQ xaP #oxP=0Q
=1 e =-E
#aP=Q #xQ
[x: A]
tr P(x) urr VxA.P(x) tA
V-l e V-E
Ax.t i VxA P(x) utr P(1)
[w Iz P(a)]
urr P(t/x) tr BxA.P(x) uxC
= B 3-E
(t, u) I IxAP(x) u(pot/a,p1t/w) ir C
[R(a,v,x) T P(x)]
R(a,v,0) rr P(0) R(a,v,Sx) rr P(Sx)
Ind
R(,v,z) T P(z)
cas -H(P), -H(Q):
upP v Q urrPAQ urr PAQ
A-1 AE s el
@Vv)ITPAQ poumrP plumQ
[xoP) yxQl
urr P urrQ urr PvQ virR wrrR
v-1 v-E

(ttu) xPvQ (ff,v) rPvQ if pou then v(p1u/x) else w(p1ufy) ;R

remarque: dans v-I x et y sont des objets arbitraires quelconques de types respectifs T'(P),
T'(Q) et dans v-E les termes v,w ont le méme type T'(R). Il est donc correct de les passer
comme argument 2 la constante fonctionnelle if_then_else de type BoT'(R)->T'(R)->T'(R).
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[xxP]
trQ xaP taP=Q
=1 e =-E
Ax.tr P=Q xrQ

4-2-3 1'exemple révisé:

Nous revenons maintenant 2 la preuve du théoréme de 'exemple de la division d'un entier par
deux pour l'interpréter  1'aide de rr:

Preuve du cas de base [Tg:

0=2.0+0 A 0=0v0=1

((0,0).,tr)
3(q.r):N.¢(0,q.1)
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Preuve du pas de récurrence [1;:

#
{&(x,q0.10)]
~-1
# #
x=2q0+rQ [ro=1]
Peano Peano -—-—
z # # #
(&(x,q0.10)] fro=0] Sx=2q0+Srp  Srp=2
AE Peano subst
# # # #
x=2q0+1Q Sro=1 Sx=2qo+2 0=0
Peano vl Peano v-1
# # # tt
Sx=2qg+Srp Srg=0vSrg=1 Sx=2Sqp+0 0=0v0=1
A-l A-l
z ff 1t
[$(x,q0.10)] Sx=2qo+Srp A Srg=0vSrp=1 $x=28q0+0 A 0=0v0=1
A-E 3 ' 3-1
z ((g0.Sro).ff) ((Sq0.,0).u0)
rg=0vrg=l  3(q.):N2.Sx=2q+r A r=Ovr=1 3(q.r):N2.Sx=2q+1 A r=Ovr=1
v-E
w if z then ((qo.Sro).ff) else ((Sqo.0),u)
B@n)N24(x,q)) 3(q5):N2.(Sx.9.0)
3-E
if pyw then ((popow,Sp1pow).ff) else ((Spopo.0).f1)
3(q,n):N2.4(Sx.q,1)
Et l'arbre de preuve complet avec réalisants s'écrit:
ITo In
Ind
R[x, ((0,0), ), if pyw then ((popow.Sp1pow).tt) else ((Spopow.0).ff)]
3(q.1).¢(x,q.1)
V-1
Ax.R[x, ((0,0), &), if pyw then ((popow,Sp1pow),it) else ((Spopow.0).f)]
vxN.3(q,r)NN.¢(x,q,r)
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CHAPITRE 111
LE SYSTEME HA(DT)
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LE SYSTEME HA(DT)

En vue d'obtenir un systéme plus riche que HA qui se limite & l'arithmétique nous modifions la
définition des types finis. En fait la seule modification concerne la classe des types de base
(réduite au type N): Les types de base seront les types de données. Notre définition des types
de données est essentiellement celle de Bohm [Bohm, 85] . Par type de données on entend un
ensemble dont on a une certaine idée de la structure interne de ses objets (N, les listes, les
arbres,...). La notion mathématique qui nous servira alors a l'interprétation des types de
données est la notion d'algébre multisorte (ou encore hétérogene) et d'algébre de Peano. On
remarquera par exemple que la définition de N dans HA revient  celle de 'algébre de Peano
<N,0,S>.

L'algébre de Peano est le triplet N=<N,0,S> qui satisfait aux axiomes:

P1: Vx € N.Sx= 0.

P2: Vx,y € N Sx=Sy =x=y.

P3: VG cN.[[0 € G A Vx.[x € G =Sx e G]] =G=N].

Ici 0, constante, et S, fonction injective, sont les générateurs de N.

Remarques: v
N est isomorphe 2 l'algébre de termes <T3,0,Z> ot Ty est I'ensemble des termes sur £={0,5}:

Tx={0,50,SS0......,510,...}.
N n'a pas de sous algébre non triviale.

Ces remarques serviront aux généralisations suivantes [Gottwald, 72] :
Une algebre de Peano généralisée est un triplet:

kl .
Az=<Ts, A, (fi )i e > ou A est un ensemble d'atomes, ((fli‘ 1))iel une famille de fonctions

générateurs d'arité kj.
Chaque fj:(T v)Ki —Ty satisfait aux axiomes de Peano généralisés:
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Ki
Pl Vae AViVx},.,xn a #fi l(xi,..,xki).

P2": Va,b e (To)K fj(a)=fi(b) =a=b.
P3": CI(A)=Ts.

ki
Ot ClI(A) est la cloture de A par les opérations (fi Yiel.

On a en particulier la proposition:

L'algébre de termes (ou algebre absolument libre) est une algébre de Peano généralisée.

Une telle algébre de termes est totalement non commutative i.e satisfait 3 1'axiome
supplémentaire suivant:

P4':Vi jVae (T)k..Vbe (Tr)ki fi(a)=fj(b)=si=.

Autrement dit deux termes ne sont égaux que s'ils sont identiques.
Une autre généralisation consiste a étendre les axiomes de Peano aux algébres de termes
multisortes définies sur une famille (finie) de sortes.

Un type de données dénotera alors le domaine (carrier) d'une sorte dans une algébre multisorte
absolument libre dont I'ensemble des générateurs -domaines atomiques et constructeurs- est
fini. Les domaines atomiques peuvent étre des parametres dénotant d'autres types de données.

1 Les ajgébres de termes,

Définition:

Une algebre de termes (multisorte) est donnée par une signature Z=(S, const, constr) ou:

- S est un ensemble de symboles qu’on appelle les sortes,

- const est une réunion finie d’ensembles constg (s€ S) disjoints deux a deux ol constg est un
ensemble fini de symboles qu’on appelle les constantes de la sorte s,

- constr, ensemble disjoints de const, est une réunion finie d’ensembles constry s disjoints deux

a deux ol constry s est un ensemble fini de symboles qu’on appelle les constructeurs d’arité
w—>s (w étant un mot non vide écrit sur S).

Les ensembles Ag des termes de la sorte s sont définis inductivement et simultanément comme
étant les plus petits ensembles vérifiant:

1- consts C Ag,

2-Pour tout constructeur fe constr tel que f: sj...sp—>s si tj€ Agy,..., th€ Agpalors
f(t1,....tn)€ As.

L’ensemble Ay des termes de 1’algebre de signature X=(S, const, constr) est donné par la
réunion des ensembles de termes Ag: Ay = Uge SAg.
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remarque: Le fait que dans la définition, d’une part const et constr sont disjoints et d’autre part
les parties constg de const sont disjoints deux 2 deux et les parties constry s de constr sont
disjoints deux 2 deux entraine que les ensembles de termes A sont disjoints deux a deux.

2 La récurrence dans une algébre de termes.

L'axiome P3 est le schéma de récurrence finie (sur N) que l'on écrit habituellement sous la
forme [G(0)AVx.[G(x)=G(Sx)]]=>Vx.G(x). '

Pour un nombre quelconque de générateurs, on a une forme de récurrence structurelle:

[Vae A.G(a)AVxVi.[G(x])A.. AG(xk,)=>G(f (x))]]=>Vx G(x), x, kj-uplet <x1 _xk;>.

Nous allons discuter ici de la récurrence dans les algébres multisortes.

La généralisation du principe de la récurrence structurelle aux algeébres multisortes qu'on trouve
dans la littérature [Ehrig, 85] s'énonce:

incipe de 'récurren lle gén

Soit Az ’ensemble des termes d’une algébre de signature Z=(S, const, constr) et P un prédicat
défini sur les termes te Ax. Si les conditions IG-1, IG-2 suivantes sont satisfaites alors
Vte Az.P(t) est vrai:

IG-1 P(t) est vrai pour tout te const,

1G-2 pour tout terme f(t],...,tn)e Az (fe constr), si P(t1)A...AP(ty) est vrai alors P(f(t;,...,tn))
est vrai.

Preuve:

Nous allons prouver ce principe a 1’aide de I’récurrence sur les entiers. Pour tout terme te Ay on

désigne par N(t) le nombre d'occurrences de symboles de constantes et de constructeurs dans t.
Pour tout entier n, on désigne par Q(n) le prédicat Vte Az. N(t)<n+1=>P(t).

Supposons que les conditions IG-1 et IG-2 sont satisfaites et montrons que Vte Ax.P(t) est
vrai. Pour cela, on montre que Vne N.Q(n) par récurrence sur n:

-n=0:

Si N(t)=1 alors te const or la condition IG-1 dit que P(t) est vrai pour tout te const, d'ou Q(0)
vrai. ‘

-n>0:

Soit t tel que N(t)<n+1,
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si N(t)<n par hypothése de récurrence P(t) est vrai,

si N(t)=n+1, n étant non nul, t est un terme composé donc de la forme f(ty,...,tx) (fe constr), or
N(t)<n (1<i<k) et par hypothése d’récurrence P(t;) est vrai. La condition IG-2 entraine que
P(f(ty,...,t)) est vrai, d’oll Q(n) est vrai.

Ainsi, on a montré que Vne N.Q(n) est vrai, donc Vie Az.Q(N(t)) est vrai, ce qui est la méme
chose que Vte Az.P(t).

Ce principe fait au fond abstraction du type des termes de l'algebre vis 2 vis de la propriété a
prouver 2 l'aide de ce principe. En effet celle-ci doit étre commune 2 tous les termes de l'algebre
quelque soit leur sorte - e.g. propriété syntaxique telle que le parenthesage correct des termes.
Ce principe s'avére inadéquat d’un point de vue syntaxique par rapport au systéme que nous
proposons et ol la quantification doit porter sur un type de donnée et donc au niveau de
I’interprétation doit porter sur une sorte.

Nous allons donner dans ce qui suit un principe dit d’récurrence structurelle spécialisée.

Principe de I'récurren lle spécialisée:

Soit Ag I’ensemble des termes de la sorte s d’une algébre de signature X=(S, const, constr).
Pour chaque fe constr tel que f:s1...sp—s, on désigne par rec(f) I’ensemble des indices
{r1,...Tp} tel que syi=s (1<i<p). Soit P un prédicat défini sur les termes te As. Si les conditions
IS-1, 1S-2, IS-3 suivantes sont satisfaites alors Vte Ag.P(t) est vrai:

IS-1 P(t) est vrai pour tout te consts,

1S-2 pour tout terme f(t3,...,tn)€ As (fe constr) tel que rec(f)=3, P(f(ty,...,tn)) est vrai.

IS-3 pour tout terme f(ty,...,tn)€ A (fe constr) tel que rec(f)={ry,...,rp}, si P(tr))A...AP(trp)
est vrai alors P(f(ti,...,tp)) est vrai.

preuve:

Nous allons prouver ce principe a I’aide de I’'récurrence structurelle générale:

Soit Q(t) le prédicat défini sur les termes t € Ay par: Q(t) = te Ag=>P(t). On montre que
Vte As.Q(t) est vrai. Pour cela, on vérifie les conditions IG-1, IG-2:

(IG-1) Q(t) est vrai pour tout te const. En effet, si te Ag alors te constg et IS-1 entraine P(t)
vrai.

(G-2) Soit f(t3,...,tn)e Az (fe constr). Supposons Q(t1)A...AQ(ty) est vrai:

si rec(f)=0, 1S-2 entraine P(f(ty,...,t)) est vrai donc Q(f(ty,...,ts)) est vrai,

si rec(f)={ry,...,rp} alors Q(t1)A...AQ(tn)=Q(tr1)A...AQ(trp), en effet pour i {r1,..00mp),
Q(t;) est vrai car tjg Ag (les ensembles Ag étant disjoints, d'aprés la remarque ci-dessus).
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D’autre part Q(t;;))<=>P(tr;) (1<i<p) car trije A et IS-3 entraine P(f(ty,...,tn)) est vrai, donc
Q(f(t1,...,tn)) est vrai.

Ainsi Vte Az.Q(t) est vrai. Cette assertion entraine Ve A5.Q(t) est vrai car A;CAr, or pour tout
te Ag Q(t)=P(t), d'oli Vte Ag.P(t) est vrai.

Ce principe, bien qu'il perd de la généralité du principe de récurrence, est donc mieux approprié
a l'interprétation de la récurrence dans le systtme HA(DT) supposé étendre HA qu'on se
propose de construire et ol 1a quantification porte sur les types de données.

Néanmoins, ces schémas de récurrence n'expriment qu'une récurrence bien particuli¢re mais
naturelle pour les algébres de termes, celle relative a I'ordre induit par les générateurs. Elles ne
permettent de dériver facilement que des preuves de théorémes concernant directement la
structure des objets d'un type de données (e.g. longueur d'une liste, concaténation de deux
listes...). D'autres théorémes qui, a travers certains axiomes, concernent plus une stratégie de
raisonnement que la structure des objets d'un type de données sont difficilement dérivables 2
l'aide de ces seules régles. Toutefois le choix judicieux d'une relation entre les objets de ce type
de données permet de réduire la complexité de la preuve (c.f. exemple du Quicksort). Cette
relation d'ordre est choisie de fagon a ce qu'elle exprime 'aspect décomposition du probléme en
sous problémes dans le raisonnement et, pour une terminaison effective de la fonction & définir,
doit étre bien fondée, c.a.d ne doit pas admettre de chaines descendantes x]1>x2>.... infinies.
De plus nous sommes concernés dans notre systéme par des relations effectives dans le sens ol
on doit disposer d'une procédure effective qui fournit pour chaque objet ses prédécesseurs
immédiats quand ils existent .

Le schéma général de la récurrence par rapport & une relation bien fondée < s'écrit:

Vx[[Vy.y<x=P(y)]=P(x)]

<-ind

P(z)

3 Le systéme HAMDT),

-1 Définition de; t leur i tion dans

Nous allons dans ce qui suit décrire formellement, de fagon syntaxique, l'introduction d'un
type de données dans notre systéme qu'on notera HA(DT).
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Les types de données précisent la structure interne des objets de base. La description d'un type
de données décrit essentiellement la construction des objets de ce type. Du fait que ces objets
peuvent étre, lors de la définition de fonctions ou de prédicats opérant sur eux, sujets
éventuellement & des décompositions, il serait naturel de préciser de fagon abstraite lors de
I'introduction d'un type de données les moyens de sélectionner les composantes d'un objet
construit. Nous décrivons syntaxiquement 1l'introduction d'un type de données a l'aide de la
notation BNF comme suit:

<dt>::=<dt-nom>=<dt-const> | <dt-comp> | <dt-const> <dt-comp>
<dt-const> désigne une liste finie de constantes non vide:
<dt-const>::=<const> { .<const>}".

<dt-comp> désigne une partition du type de données défini. Chaque objet de la partition
caractérise un ensemble d'objets composés de ce type de données qui ont le méme constructeur

principal:

<dt-comp>::=<comp> { ,<comp>}*

<comp>::=<constr> ( <sel>:<sdt-nom>{ ,<sel>:<sdt-nom>}")
<dt-nom>::=<ident>

<const>::=<ident>

<constr>::=<ident>

<sel>::=<ident>

<sdt-nom>::=<ident>

La variable <ident> reconnait un identificateur (objet de la classe IDENT)

<dt-nom> désigne le nom du type de données, <const> une constante (générique) et <constr>
un constructeur. Dans <sel>:<sdt-nom>, <sel> désigne le sélecteur d'une composante d'un
objet composé et <sdt-nom> désigne le type de la composante sélectionnée par <sel>. La
récursion simple et la récursion mutuelle sont autorisées dans la définition des types de
données.

Exemples de types de données:

bool = <ff, 1>, le type des booléens,

N = <0, suc(pred:N)>, le type des entiers naturels,

list = <nil, cons(hd:N, tl:list)>,  le type des listes d'entiers naturels.

Soit DT la classe des objets syntaxiques décrits par les régles ci dessus.

Pour un objet T de DT, on désignera par:

nom(7), l'identificateur reconnu par <dt-nom> dans la définition de 1,

const(t), I'ensemble des identificateurs reconnus par <const> dans la définition de 1.
constr(t), I'ensemble des identificateurs reconnus par <constr> dans la définition de 1.
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sdt-nom(t), I'ensemble des identificateurs reconnus par <sdt-nom> dans la définition de 7.

On définit quelques prédicats décidables:

Soit I" une partie finie de DT et © un élément de DT.

dist(I") désigne le prédicat décidable disant si tous les identificateurs des objets de I" reconnus
par les variables <const> et <constr> sont distincts deux & deux.

new(I",t) désigne le prédicat décidable disant si nom(t) est distinct de nom(G) quelque soit
l'objet o deT.

clos(I") désigne le prédicat décidable disant si tous les sous types d'un type de données Tde I'
sont dans T, i.e. Uger sdt-nom(s) € {nom(c), ceT’}.

-2 Définition d'un environnemen s de donn t de son introduction dans HA :

Nous définissons formellement la formation d'un environnement de types de données (objet de

la classe Env) et d'un environnement clos de types de données contenant le type de données des
booléens B = bool=<ff, tt> (objet de la classe C-Env ci-desous) comme suit:

1.DT dist(t)
{t}: Env

‘Env_1T:DT n
I'u{t}: Env

‘Env_clo
I:C-Env

Dans toute la suite nous identifierons T 3 nom(t) dans un environnement clos de types de
données.

3-3 Définition des types dans HAMDT):
IIs sont définis par rapport 4 un environnement clos I' de types de données.

L'ensemble TYPE(T) des types de HA(DT) dans I'environnement I' est le plus petit ensemble
vérifiant:
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(i) Si dt est dans I'" alors dt est dans TYPE(T)

(ii) Si s et t sont dans TYPE(I') alors sxt est dans TYPE(I)

(iii) Si s et t sont dans TYPE(') alors s—t est dans TYPE(I)

Ainsi TYPE(T) est la cloture de I pour le produit et 'exponentiation.

-4 nition Vi HA

Pour tout type dans TYPE(T") on suppose l'existence d'un nombre infini de variables de ce type
et toute variable a un type unique.

Les ensembles TERMEg(I') des termes de type s dans l'environnement I" sont définis
simultanément et inductivement comme étant les plus petits ensembles verifiant:

(i) Une variable de type s est dans TERME(I")

(ii) Pour tout type de données dt dans TYPE(T):

* * *
si dt =<cjy,..., Cm, fl yoees fn> ou fi = fij(selyj:dtyj,...,selki:dtki)

- cie TERMEg(@) (1 £i<n)

- si eje TERMEq;1;(I),...,ex€ TERME4ui(T") alors fi(ey,....,ek)e TERMEg (I)) (1 £i<n)

- si ee TERME (I') alors is-cj(e)e TERMEjpgo1 I') (1<i< m) et is-fj(e)e TERMEjpgo1 (I')
(1<i<n) |

- si ee TERMEgy(T) alors selj(e)e TERMEq; (1<i<n) (1<j<k)

(iii) Si ej est dans TERMEg(T") et 3 est dans TERME,(I') alors (ej,e2) est dans TERMEg(I)
(iv) Si e est dans TERMEgy ((I") alors pge est dans TERME; (T') et pje est dans TERME, (')
(v) Si x est une variable de type s et ee TERME((T") alors Ax.c € TERME;_y(I)

(vi) Si e est dans TERME; (') et e2 est dans TERME () alors (e e3) est dans TERME(T)

(vii) si b est TERMEpooi(I), €1 dans TERME(T), e2 dans TERME(I') alors if b then e else e3
est dans TERME(I")
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(viii) Pour tout type de données dt et tout type t dans TYPE(I'):
% * %
si dt = < cy,..., Cm, fl youes £ ol fi = fi(selyj:dtyj,...,selki:dtki)

Pour chaque objet f de constr(dt) , soit rec(f) I’ensemble des indices k des sélecteurs sely de f
‘vérifiant sely:dt,

siyjestuntermede typet (1 <i<m)
si vj est un terme de type dt—t quand rec(f;)=2 (1<i<n)
si vj est un terme de type dt—t;—...—tp—t avec ti=t quand card(rec(f))=p (1<i<n)
si w est un terme de type dt,
alors Rqyg ((u1,...,Um,V1,...,vn,W) est dans TERME(T) .

3-5 Les formules dans HA(DT):

rmul migues:

Ce sont d’abord toutes les expressions de la forme t=s pour deux termes t et s de méme type et
la constante faux.

De nouvelles formules atomiques peuvent étre introduites dans le systéme en tant que prédicats
atomiques vérifiant certains axiomes.

Exemples:
L’axiome sort(nil,nil) disant que nil est la liste triée de nil est une formule atomique.

La formule atomique somme(x, y, z) disant que I’entier z est la somme des deux entiers x et y et
vérifiant les axiomes:

Vx:N.somme(x, 0, x)

Vx,y,z:N.somme(x, y, z) = somme(x, suc(y), suc(z)).

L'ensemble FORMULE des formules de HA(DT) est alors défini par:
(i) Les formules atomiques appartiennent 8 FORMULE

(ii) Si A,B appartiennent 8 FORMULE alors AAB, AvB, A=»B, VxS.A, 3xS.A appartiennent &
FORMULE
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Les expressions A<>B et - A sont réspéctivement des abréviations pour les formules
A=BAB=>A et A=)faux.

Pour tout type de données dt dans TYPE(I):
%* * *

si  dt=<cy,.s O, fphe, £> 00 fi = fi(selyj:dtyj,....selki:dtxi)

- is-cj(e)=tt & e=C

- is-fi(fi(e1,....ex))=tt,

- is-fi(fj(e1,...e))=ff (i#))
- is-fj(cj)=ff, is-ci(fj)=ff

- po((er.e2)) =¢€1
- pi((er,e2)) =e2
- (poe.p1e) =¢

-ifttthenej else ez = ¢
-if ffthene;elseer =€y

- Rgsuvw = if is-c1(w) then uj else
if is~-cpm(w) then up, else
if is-fj(w) then e else

.................................

if is-fp(w) then e, else z
ol
ei = vi(f(wi,...,wn)) si rec(f)=0, (0<i<n)
¢i = vj (f(wy,...,wn)) Raguvwr . Raguvwe,  sirec(f)={r,...1p}  (0<i<n)
et z est une variable quelconque de type t.

Remarque: Les axiomes sont des régles d’inférence particuliéres (section suivante) . Ce sont
des regles qui n’ont pas de prémisses.

- les d'inférence HA

L’ensemble des régles d’inférence de HA(DT) dans un environnement clos de types de
données I comprend les régles d’inférence logiques et non logiques vues dans HA, les régles
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d’inférence non logiques vues dans I’introduction des termes de HA(DT) auxquelles on ajoute
les familles de régles non logiques suivantes:

- Regles sur I'égalité et la substitution:

€1=¢€2 €1=¢€2 €2 =¢€3
e=¢ e2=¢] e1=¢€3
e1=¢2 F(e1)
subst --—-evenaee -
F(e2)
- Pour tout type de données dt dans TYPE(I):
* * *

si dt =< C1,...s Cm» fl,..., fn> ol fi = fi(selyj:dtiis,...,selki:dtki)

- - -

fi(e1i,....eki)=fj(e1j,.--+€kj)

i#j
faux

fi(e1is---.eki)=fi(€ 1i5..-,€ ki)

(1<j<k)
€ji=e’ji

remarque: les trois premiéres familles de régles peuvent étre remplacées par la seule régle:

u=ff

faux

au niveau du type de données bool et & 1’aide de laquelle elles peuvent étre dérivées a 1’aide des
axiomes de HA(DT).
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- 1a famille de régles d’récurrence suivante:

A tout type de données dt dans I, on associe une régle d’récurrence dont on donne la méthode
de construction effective:

Pour chaque constante c, on désigne par ind-c(x) la formule is-c(x)=tt avec x:dt.

Pour chaque objet f(selj:dty,.....,selp:dtp) de comp(t) et toute formule P(x) avec x:dt:

Soit rec(f) I’ensemble des indices k des sélecteurs sely de f vérifiant sely:dt, on définit la
formule:

ind-f(P,x) = is-f(x)=tt si rec(f)=O,

ind-f(P,x) = is-f(x)=tt A P(selr1(x)) A .....A P(selyp(x)) si rec(f)={ry,...,1p}

La régle de I'récurrence sur dt s’écrit alors:

(ind-c1(x) v....v ind-cp(x) v ind-f1(P,x) v .... v ind-f(P,x))
P(x)
dt-ind

Vx:dt.P(x)

Ainsi la régle de I’récurrence sur le type de données N= <0, suc(pred:N)> s’écrit:

(is-0(x)=tt v (is-suc(x)=tt A P(pred(x))))

P(x)
N-ind

Vx:N.P(x)

La correction de la famille des régles d’récurrence ainsi définies pour un environnement I est
facile a établir A 1’aide de I’récurrence structurelle spécialisée pour les sortes vue ci-dessus, en
interprétant un type de données par une sorte dans une algébre libre (voir sémantique
dénotationnelle).

3:5 Quelques théorbmes:

Nous esquissons ici la dérivation 2 1’aide des régles d’inférence décrites ci-dessus de quelques
théoremes de base concernant les types de données:

(i) Soit dt dans I", ¢ dans const(dt) et f dans constr(dt):
Vx:dt.is-c(x)=tt v is-c(x)=ff
Vx:dt.is-f(x)=tt v is-f(x)=ff
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(ii) Pour tout objet dt dans T, si const(dt)={cy,. . ..cm}, constr(dt)={fy,. . ..fp}alors:

Vx:dt.(is-ci(x)=tt v ... vis-cp(X)=tt vis-fi(x)=tt v . .. v is-fp(x)=tt)

(iii) Pour tout objet T dans I', si dt=nom(t) on a:

pour tout couple d’objets distincts fj et f2 dans constr(t),:
Vx:dt. - (s-f1ix) = tt A is-fa(x) = tt)

pour tout couple d’objets distincts c) et ca dans const(t):
Vx:dt. = (is-c(x) = tt A is-C2(X) = tt)

pour tout objet ¢ dans const(t) et tout objet f dans constr(t):
Vx:dt. — (is-c(x) = tt A is-f(x) =tt)

preuve:

les trois premiéres preuves (i) (ii) se font en appliquant la régle dt-ind en prenant respectivement
pour P(x):

P(x)= is-c(x)=tt v is-c(x)=ff

P(x)=is-f(x)=tt v is-f(x)=ff

P(x)= (is-ci(x)=tt v ... vis-c(x)=tt v is-f(x)=tt v ... v is-f(x)=tt)

et en appliquant dans la preuve de I’hypothése de dt-ind une suite d’€liminations de v et
d'éliminations de A adéquates pour l'introduction de P(x). Les reégles A—E appliquées serviront
exclusivement 2 I’élimination des éventuels P(seljk(x)) dans ind-f(P,x).

Par exemple la preuve de (ii) pour le type de données N= <0, suc(pred:N)> s’écrit:

(is-suc(x)=tt A P(pred(x)))

A-E

(is-0(x)=tt) is-suc(x)=tt

v-1 v-I

(is-0(x)=tt v (is-suc(x)=tt A P(pred(x))) is-O(x)=ttvis-suc(x)=tt is-0(x)=ttvis-suc(x)=tt
v-E

1s-0(x)=ttvis-suc(x)=tt

N-ind -
Vx:N.is-0(x)=ttvis-suc(x)=tt

Pour les trois derniéres preuves (iii), il s’agit de montrer que la formule niée implique faux, on
utilise pour cela les régles de 1’égalité dans les types de données (étiquetés dans I'exemple qui
suit par *), par exemple pour Vx:dt. — (is-f1(x) = tt A is-f2(x)= tt):
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(is-fi(x) = tt A is-fo(x) =1t)

A-E
is-f1(x)=tt (s-f1(x) =tt A is-fo(x) = tt)
¥ oo AE
is-fa(x)=ff is-fo(x)=tt
subst
tt=ff
¥ e
faux
--I

= (is-f1(x) = tt A is-fo(x)=tt)
V-1

Vx:dt. = (is-f1(x) = tt A i1s-f2(x) = tt)
4 Réalisabilité raffiné HA

La définition de la réalisabilité raffinée pour HA(DT) dans un environnement clos I de types de
données demeure essentiellement la méme que celle donnée pour HA. Les seules différences
qui existent sont des différences formelles:

Dans HA, #, tt et ff étaient des éléments arbitraires mais fixes de N. Dans HA(DT), # sera
I’unique élément d’un type de données particulier #=<#> et qu’on supposera toujours exister
dans T, tt et ff sont les éléments du type de données bool qui existe par définition dans T".

Ceci implique une redéfinition en conséquence des clauses 3(i), 3(ii), 3(ii) et 3(iv) de la
définition de rr pour HA:

3- (i) xbool rr AVB = (x=tt=>A) A (x=ff=>B)
pour A, B vérifiant H(A), H(B)
(iv) xbool X6 1 AVB = (pox=tt=>p1x T A) A (pox=ff=>B)
pour A, B vérifiant ~H(A), H(B)
(iii) xbool X 0 rr AVB = (pox=tt=>A) A (pox=ff=>px 1 B)
pour A, B vérifiant H(A), —~H(B)
(iv) xboo! X0 X T rr AVB = (pox=tt=>pop1x It A) A (pox=ff=>pop1x 1 B)
pour A, B vérifiant ~H(A), ~H(B)

La réalisabilité raffinée rr pour HA(DT) posséde la propriété du type unique et est consistante

avec la prouvabilité. La preuve de ces deux résultats est essentiellement la méme que celle
donnée pour la réalisabilité rr dans HA en tenant compte des différences formelles ci-dessus.
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Nous ne considérerons ici que la preuve de la consistance de 1T au niveau de la régle de
* *
I'récurrence dans un type de données dt=<cy,...,Cm,f l"“’fn > ol

*
f ;=fi(seli:dtyi,...,selki:dti).

Mais d’abord nous donnons les réalisants selon 1 pour les quelques formules prouvées ci
dessus:

(i) Soit dt dans I, ¢ dans const(dt) et f dans constr(dt):
Vx:dt.is-c(x)=tt v is-c(x)=ff est réalisée par Ax.is-c(x): dt—bool
Vx:dt.is-f(x)=tt v is-f(x)=ff est réalisée par Ax.is-f(x): dt—bool

(ii) Pour tout objet dt dans T, si const(dt)={cy,. . ..cm}, constr(dt)={f1,. . ..fa}:
Vx:dt.(is-ci(x)=tt v... vis-cm(X)=tt v is-fi(X)=tt v . .. v is-fp(x)=tt)
est réalisée par:
Ax.(is-c1(x),..,is-cm(X),is-f1 (x),..,i5-fp-1(X)): dt—=bool1x..xboolm+p-1 Ol bool; = bool.

(iii) Pour tout objet dt dans I':
pour tout couple d’objets distincts f; et f2 dans constr(dt),:

Vx:dt. — (is-f1(x) = tt A is-fo(x) = tt) étant une formule de Harrop est réalisée par #
pour tout couple d’objets distincts cj et ¢ dans const(dt):

Vx:dt. - (is-c1(x) = tt A is-c2(x) = tt) étant une formule de Harrop est réalisée par #
pour tout objet ¢ dans const(t) et tout objet f dans constr(dt):

Vx:dt. = (is-c(x) =tt Ais-f(x) =tt)  étant une formule de Harrop est réalisée par #

Les termes réalisants donnés ci dessus découlent directement de la définition de la réalisabilité rr
et sont faciles a vérifier.

4-1 Consistance de 1t -ind:
(ind-c1(x) Vv....v ind-cy(x) Vv ind-fi(P,x) Vv .... v ind-f;(P,x))

P(x)
dt-ind

Vx:dt.P(x)

Nous devons construire un réalisant pour la conclusion de cette régle a partir de ses prémisses.
Pour cela, nous allons réécrire de fagon plus explicite et plus utilisable ces prémisses. On notera
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hyp-ind I’hypothése d’récurrence (ind-cj(x) v....v ind-cm(x) v ind-f1(P,x) v .... v ind-
fa(P,x)) pour laquelle nous allons appliquer une succession d’éliminations v-E notée

informellement:
# # €1 €n
(ind-cj(x)) .... (ind-cp(x)) (ind-fi(P,x)) .... (ind-fa(P,x)))
v-leeeeeeeo v-1 v-1 v-l--—eemene
hyp-ind hyp-ind hyp-ind hyp-ind
ug{x] um[x] rife1,x] Tnlen,x]
(hyp-ind)  P(x) P(x) P(x) P(x)
(v-E)*
T
P(x)
dt-ind
Vx:dt.P(x)

Les termes #, ¢j, uj, Tj et r au dessus des occurrences de certaines formules représentent leurs
réalisants assurés par hypothése d’récurrence dans la preuve de la consistance de .

Les termes ¢; et €; (qui désigne une suite de termes éventuellement vide) sont tels que:
ei=H# sirec(f})=J et ¢; est vide
ei=(€ir1,....Cirp) Si rec(fj)={r1,...,rp} avec ejs; r P(selirj(x)) et ej=eir1,....Cirp

11 est alors facile de vérifier & 1’aide de ces hypotheéses en appliquant la régle dt-ind que
Vx:dt.Rgeuvx r P(x) sachant que:

Rat uvx = if is-c1(x) then u; else

ooooooooooooooooooooooooooooooooo

if is-cm(x) then up else
if is-f1(x) then e; else

.................................

if is-fp(x) then ey else z.

68



Exemple:

Nous illustrerons la preuve par récurrence dans un type de données et l'extraction d'un
programme

de cette preuve sur un exemple simple qui consiste & synthétiser la fonction catg qui concaténe
une liste donnée s & une liste quelconque. Un exemple plus avancé est donné au chapitre IV.

Soit A un type de données quelconque et L= <nil, cons(hd:A, tl:L)> le type des listes sur A.
Soit la formule atomique catg(xL,yL) disant que la liste y est le résultat de la concaténation de la
liste s a la liste x et définie par les axiomes:

A1 = catg(nil,s)

Ar= VanLyL.cats(x,y)mats(cons(a,x), cons(a,y))

Ces deux axiomes sont tous les deux réalisés par #.

On prouve VxLEIyL.cats(x,y):

#
A
(V-E)* -
# #
[cats(lyo)] cats(l,yp)=>catg(cons(a,l),cons(a,yo))
=-E
#
catg(cons(a,l),cons(a,yq))
3-I
# u cons(a,yo)
A [EyL.cats(Ly)] JyL catg(cons(a,)),y)
3-I------ 3-E
) cons(a,u)
JyL.catg(nil,y) 3yL catg(cons(a,).y)

L-ind

RL(s, Au.cons(hd(u),tl(u)), x)

Jy.cats(x,y)
V-1

Ax.RL_(s, Au.cons(hd(u),tl(u)), x)
VxLEIyL.cats(x,y)

remarque: la fonction cat qui concaténe deux listes quelconques peut étre obtenue de fagon
triviale en remplagant dans la spécification et la preuve ci-dessus le prédicat binaire cats(x,y) par
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le prédicat ternaire cat(s,x,y) et en terminant la preuve par une V-introduction pour conclure sur
1a nouvelle spécification VsLvxL3yL catg(x,y).

S Sémanti srationnelle de HADT):

Un terme de HA(DT) est dit normal si aucun de ses sous termes n'est de la forme:
seli(f(x1,-..Xp)) (1 <i<n) avec f(selj:dty,...,selq:dty) qui est dans comp(dt) et dtdans T’
po(e1.e2)

pi(e1.€2)

(Ax.eq)ez

if tt then e; else €2

if ff then e else e2

Rgiuvw avec w=c et ¢ dans const(dt) ou t=f(wji,....,wp) et f(selj:dty,...,selp:dty) dans
comp(dt) (dtdansT).

- reglesder ion HA

Une régle de réduction est notée u » v pour dire que le terme u se réduit en v. u »* v dénote une
suite de réductions partant de u 3 v. L'ensemble des régles de réduction dans HA(DT) est donné
par:

seli(f(t,....,tp)) » &

po(e1.€2) » €1

pi(e1.€2) » €2

(Ax.e1)e2 » e1ez/x]

ifttthenejelseex » €1

if ff then e else ex » €2

Rapuvce » uj, (0<i<sm)

Rgy uvfi(wy,...,wk) » vi(f(wy,...,wn)) si rec(f))=0, (0<i<n)

Ra uvfi(wi,...,wk) » vi Rgruvwr . Raavwy,  si rec(f)=(n,....1p} (0<is<n)

Nous allons dans ce qui suit énoncer un théoréme de normalisation forte pour le systéme

HA(DT) par rapport aux régles de réductions ci dessus. I existe plusieurs preuves de ce
théoréme pour le A-calcul typé simple et d’autres systtmes tel que le systéme T de Godel (Tait,
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Girard,..). L’une des plus €élégantes est celle donnée par Girard et ou il est défini une propriété
dite de réductibilité qui parait plus forte que la propriété de la normalisation forte. En prouvant
d’une part qu’un terme du systeme qui est réductible est fortement normalisable et d’autre part
que tous les termes du systéme sont réductibles, on conclut & la normalisation forte pour tous
les termes du systéme. Nous adapterons cette preuve pour le systtme HA(DT).

- nition ntn i ibl

1)Un terme de HA(DT) est dit fortement normalisable ssi il n’existe pas de suite infinie de
réductions pour ce terme. FN est I’ensemble des termes fortement normalisables de HA(DT).

Si e est un terme fortement normalisable, N(e) est le plus grand nombre de réductions pouvant
mener & une forme normale.

exemple: tous les termes normaux sont fortement normalisables et en particulier toutes les
variables. Pour un tel terme e, N(e)=0.

2) Les ensembles It | des termes réductibles de HA(DT) de type t sont définis simultanément par
récurrence sur la structure des types:

(i) Si test un type de base, teI', alors e e lt | ssi ee FN

(ii) Si e est de type sxt alors eeIsxt | ssi ppee sl et pieeit|

(iii) Si e est de type st alors eels—t | ssi Vvelsl.evelt|

'ensemble RED des termes réductibles de HA(DT) est la réunion des ensembles It |, t variant
dans TYPE (I’ensemble des types de HA(DT)).

5-4 preuve de 1a propriéié de 1a normalisation forte:
Lemme:

Soit € un terme de type t dans HA(DT),
1) Sie est dans It | alors e est dans FN,
2) Si e n’est ni de 1a forme (e1,e2) ni de la forme Ax.e et si le résultat de toute réduction en un
pasdeeestdansit!alors e estdans It |,

3) Si e est une variable alors e est dans [t |,
4)Siecltletere’ alorse’eltl.

Preuve:

Ia preuve se fait par récurrence sur le type tdee:

@) t=teT,
1) par définition, e €t | ssi ee FN,
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2) si pour tout e’ tel que e»e’, €’ est dans It |, donc dans FN, alors e est dans FN car s’il
existait une suite infinie de réductions pour e, e»e’»..., alors on aurait e»e’ et une suite infinie
de réductions pour €’, contradiction, donc e lt |.

3) si e est une variable ee FN car e est normal donc et |

4) soit eelt |, alors ee FN. Si e»e’ alors e’e FN car s’il existait une snite infinie de
réductions pour e’, €’»e’’»..., alors on aurait e»e’»¢’’..qui est une suite infinie de réductions
pour e, contradiction, donc e’e FN, soit e’eltl.

(ii)T=sxt,

1) si eelsxt | alors pgeeIs! donc ppee FN. S’il existait une suite infinie de réductions
pour ¢, il en existerait une pour poe, contradiction, donc ee FN.

2) Supposons pour tout €’ tel que e»e’, €’ elsxt |. Si e'elsxt | alors poeelsl, or les seules
réductions en un pas pour pge sont de la forme pge»poee Isl avec e»e’ (car e n'est pas de la
forme (e},€2)), donc poeelsl. Méme raisonnement pour peelt |, donc eelsxt I.

3) I découle de 2) que si e est une variable alors e qui est normal, donc ne se réduit pas,
est dans Isxt I,

4) Soit eeIsxt |, alors poeels! et pjeelt |. Si e»e’ alors poe»ppe’ est une réduction en un
pas pour poe donc poe’€ Isl. méme chose pour peelt |, donc e'eIsxt I

(iii)t=s-t,

1) Soit x une variable de type s, xelsl (d'aprés 3). Si eeIs—t | alors exe It | donc
exe FN. §’il existait une suite infinie de réductions pour e, il en existerait une pour ex,
contradiction, donc e FN.

2) Supposons pour tout €’ tel que e»e’, e’e ls—t | c.a.d. pour tout velsl, e’velt . Soit
ve sl donc ve FN. Ceci justifie un raisonnement par indiction sur 1’entier N(v):
n=0,
dans ce cas v est normal et les seules réductions en un pas possibles pour ev sont de la forme ev
» e'v avec e»e’ (car n’est pas de la forme Ax.e;) or e’velt| donc eveltl.
n=0,
dans ce cas les seules réductions en un pas pour e sont de 'une des deux formes:
ev»e'veltl
ev » ev’eltl car v’elsl (d'apres 4) et N(v')<N(v),
donc eveltl, d’olt eels—t |

3) 1l découle de 2) que si € est une variable alors e qui est normal, donc ne se réduit pas,
est dans Is—t |

4) Soit e els—t |. Si e»e’ alors e’els—t | car pour tout v dans Isl e’v est le résultat d’une
réduction en un pas pour ev (ev»e’v), or eve lt | etdonc e’velt |, d’ou e’els—t |.
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Soit e[x] un terme de HA(DT) dans un environnement I" de types de données dont les seules
variables libres sont, au plus x=x1,...,Xp. Le terme e[g/x], résultat de la substitution 2 x dans e
de termes g=g1,...,gn de type approprié vérifie:

geRED = e[g/]eRED

Preuve:
La preuve se fait par récurrence sur le terme e:

() e=xj
g € RED = e[g/x]=gi € RED.

(ii) e=c, avec ce const(dt) et dteT"
c:dt est normal , dt est un type de base donc ce RED et e[g/x]=ce RED.

(iii) e=f(ty,...,tn) avec f(selj:dty,...,selp:dty)e comp(dt) et dteT.

dt étant un type de base, il faut montrer que f(t),...,tn)e FN.

Par hypothése de récurrence ti[g/x]:dty,...,tn[g/x]:dtn sont dans RED, donc dans FN, or
N(f(t1,...,tn)[g/x])=N(t1[g/x])+..+N(tn[g/x]),donc f(t1,...,tn)[g/x]e FN et
f(t1,...,tn)[g/x1€ RED.

(iv) e=sel; e1 avec f(sely:dty,...,selp:dtg)e comp(dt) et dte T,

¢ est de type dt; qui est un type de base, il faut donc montrer que sel; ej[g/x]e FN.

Par hypothése d’récurrence ej[g/x]e RED, donc e)[g/x]e FN. I est alors facile de voir que
N(e[g/x])=N(e1[g/x])+1 ou N(e[g/x])=N(e1[g/x]), selon que la forme normale de e;[g/x]
dans dt est de la forme £(t;....,tz) Ou non, et donc ee FN.

(v)e=if bthenej else e2

Par hypothese d’récurrence b[g/x],e1[g/x],e2[g/x] sont dans RED donc dans FN. Ceci justifie
le raisonnement par récurrence sur n=N(b[g/x])+N(e1[g/x])+N(e2[g/x]) suivant:

n=0,

bg/x], e1[g/x], ez[g/x] sont normaux. Il n'y a que deux formes de réduction en un pas
possibles pour e. Elles correspondent aux cas b=tt ou b=ff. Si b=tt alors e[g/x] » e et si b=ff
alors efg/x] » e2. Dans les deux cas le résultat est dans RED, donc e[g/x]e RED,
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n=0,

11 y a cing formes de réduction en un pas possibles pour e[g/x]:

elg/x]»e1 (b=tt)etejeRED

e[g/x] »e2  (b=ff) et e2e RED

e[g/x] » if b’ then ej[g/x] else ez[g/x] avec b[g/x] » b’, mais
N(b’)+N(e1l[g/x])+N(ez[g/x])<n, donc if b’ then e;[g/x] else e2[g/x]e RED

e[g/x] » if b[g/x] then e’1 else ez[g/x] avec ej[g/x] » €’1, mais

N(b[g/x])+N(e’1)+N(e2[g/x])<n, donc if b[g/x] then e*; else ez[g/x]e RED

efg/x] » if b[g/x] then ej[g/x] else e’ avec ez[g/x] » e’2, mais
N(b[g/x])+N(e1[g/x])+N(e’2)<n, donc if b[g/x] then e1[g/x] else e’2e RED

Dans tous les cas le résultat de 1a réduction en un pas est dans RED donc e[g/x}e RED d’apres

le lemme.

(vi) e=Rgi uvw avec u=uy,...,um; v=vi,...,vp; w:dt

Pour un terme e, la notation ¢ ci-dessous est une abbréviation pour e[g/x].

Par hypotheése d’récurrence y; (1<iSm), vj (1<i<n), w sont dans RED, donc dans FN.

Ceci justifie un raisonnement par récurrence sur ’entier:
n=N(uj)+..+Nup)+N(v))+..+N(¥p)+N(w)+S(w) oll S(w) est le nombre de symboles de la
forme normale de w diminué de 1:

n=0,

les uj, vj, w sont normaux et S(w)=0. 11 y a alors une seule forme de réduction en un pas
possible pour ¢. Elle correspond au cas ol w est une constante cxe const(dt) auquel cas on a:
€» uxe RED.

n#0,

e » €’ avec e’'=Raq i’y w et W’=u1,..,0i",...um €t Bpy;”  (1<i<m)

¢ » ¢’ avec e’=Rqiil ¥’ W et Y’=V1,..,.¥is..,¥m €t vi»yi’  (1<i<n)

er»e’avece’=Rpuyw etw » w’.

Dans tous les cas ci-dessus, e’ est tel que N(e’)<N(e), d’oit e’e RED par hypothése
d’récurrence sur n.

€ » 1j si w=c; (1<€i<m)

e » vi(w) si w=fi(wi,....wx) et rec(fp)=, (0<i<n)

€»YiRa, ¥ wr1 .Rat,l ¥ Wrp si w=fi(wy,....wx) et rec(fi)=(ry,....,p}  (0<i<n)
Dans tous les cas ci-dessus, ¢ se réduit en un terme réductible par hypothése d’récurrence sur la
réductibilité.

(vii) e=poe’

par hypotheése d’récurrence: ge RED = ¢’[g/x]e RED or e’[g/x] est de type produit et par
définition de RED = po(e’[g/x])=poe’[g/x]e RED.
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(viii) e=pe’
méme raisonnement que dans (ii)

(ix) e=(e1.€2)

On doit prouver poe[g/x]Je RED et pie[g/x]e RED.

Par hypotheése d’récurrence ej[g/x]e RED et ex{g/x]e RED, donc ej[g/x]e FN et ex[g/x]e FN.
Ceci justifie un raisonnement par récurrence sur 1’entier n=N(e;[g/x])+N(e2[g/x]):

n=0,

dans ce cas e1[g/x] et e2[g/x] sont normaux et la seule réduction en un pas possible pour
poelg/x] est poel[g/x] » ej[g/x] € RED et donc poe[g/x]e RED d'aprés le lemme.

n#0,

dans ce cas poe[g/x] a trois formes de réduction en un pas possibles:

poelg/x] » e1(g/x]e RED |

poelg/x] » po(e’1,e2)[g/x] € RED car N(e’1{g/x])+N(e2(g/x]) <n

poel[g/x] » po(e1.e72)[g/x] e RED car N(e1[g/x])+N(e’2[g/x]) <n

d’oi, d'apres le lemme, poe[g/x]e RED

méme raisonnement pour la preuve de pie[g/x]e RED.

(x) e=eje,
Par hypothése d’récurrence e1[g/x]e RED et e2[g/x]e RED et par définition de RED,

(e1lg/x])(e2fg/x])=(e1e2)[g/x]e RED.

(xi) e=Ay.ej,

On doit prouver que pour tout ve RED de type appropri€ e[g/x]Jve RED.

Par hypothése d’récurrence ej[g/x,v/y]le REDCFN pour tout g,v € REDCFN. Ceci justifie un
raisonnement par récurrence sur I’entier n=N(e1[g/x,v/y])+N(v):

n=0,

dans ce cas €)[g/x] et v sont normaux et la seule réduction en un pas possible pour e[g/x]v est:
(Ay.e1lg/x])v » ey[g/x,v/y] e RED et donc, d'apres le lemme, e[g/x]Jve RED,

n=0, '

On a dans ce cas trois formes de réductions en un pas possibles pour e[g/x]:

(Ay-e1lg/xDv » e1[g/x,v/y] e RED

(Ay.e1lg/x])v » (Ay.e1’)v avec ej[g/x] » €1’ or N(e1’)+N(v)<n donc (Ay.e)’)v € RED
(Ay.eilg/x)v » (Ay.e1lg/x])v’ avec v»v’ or N(ej[g/x])+N(v’)<n donc (Ay.e1[g/x])v’ € RED
et donc d'aprés le lemme (Ay.ej[g/x])ve RED.
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Teme:
Tous les termes de HA(DT) sont fortement normalisables.

Preuve:

Ceci découle du fait qu'en vertu de la derniére proposition tout terme est réductible, quitte a
prendre dans la substitution pour les gj les variables libres x; qui sont bien réductibles d'apres le
lemme. Or tout terme réductible est fortement normalisable, toujours d'apres le lemme.

- A HA

L'intérét concret du fait que le systtme de régles de réductions posséde la propriété de la
normalisation forte est que dans une implantation, la stratégie suivie pour 1'évaluation d'un
terme en sa forme normale n'est pas pertinente. Ceci nous permet par exemple d'utiliser
'interpréteur d'un langage qui existe et dont les reégles de réduction sont cohérentes avec celles
de notre systeme pour l'évaluation de ses termes dans un environnement lui aussi cohérent et
ceci sans connaissance détaillée de sa stratégie d'évaluation. Nous verrons dans le dernier
chapitre par exemple comment nous pouvons évaluer un terme de HA(DT) en utilisant
I'interpréteur CAML par une traduction de ce terme et de son environnement en un terme et un
environnement CAML qui les simulent. Toutefois, il faut remarquer que la définition des termes
normaux ci dessus est trop idéaliste dans la mesure ou une abstraction n'est pas considérée
comme étant une valeur, ce qui est plus naturel et plus proche de la réalité des langages de
programmation fonctionnels. En effet il n'est pas nécessaire de faire des réductions a l'intérieur
d'une abstraction quand on sait que le sens réellement opérationnel de la fonction qu'elle
représente réside dans son application a un terme et que cette application est représentée par un
terme réductible. Ceci dit la réduction a l'intérieur d'une abstraction peut servir a l'optimisation
de son corps mais ceci reléve d'une technique générale dans la transformation des programmes
qui est I'évaluation partielle [Consel, 88] et que nous voulons distinguer de la conception naive
de I'évaluation d'un programme qui de plus est un terme clos.

Les remarques ci-dessus nous conduisent 2 donner une autre définition des termes normaux que
nous appellerons les valeurs pour éviter la confusion.

Les valeurs:
Si ¢ et f désignent une constante et un constructeur dans un type de données, I'ensemble VAL
des valeurs de HA(DT) est le sous ensemble de TERMET défini inductivement par les clauses:

(i) ce VAL
(ii) Ax.e € VAL quelque soit l'expression e dans TERME
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(iii) si ey,...,exe VAL alors f(ey,...,.ex)e VAL
(iv) si ej,e2e VAL alors (ej,e2)e VAL

11 est facile de vérifier qu'en raison de la clause (ii), deux valeurs distinctes peuvent dénoter un
méme objet ou autrement dit avoir la méme forme normale et que, en revanche, si deux valeurs
sont construites sans appliquer la clause (ii) et si elles sont distinctes alors elles dénotent deux
objets distincts. 1 est facile de vérifier aussi que la forme normale d'un terme clos quelconque
est une valeur. Ainsi en vertu du théoréme de la normalisation forte tout terme clos a au moins
une valeur.

6 Sé N iénotati 1 HADT)
1In tion nnées:

Les types de données d’un environnement clos I vont étre interprétés a 1’aide d'algébres de
termes multisortes augmentées par un élément particulier error qui servira a interpréter certains
termes congus comme incorrects (par exemle pred(0) pour les entiers). La définition de
Pinterprétation se fait de fagon inductive et*simulta‘x‘lée pour lcs types de données:

Un type de données dt=< cj,..., cm, f 15 f,> (od f i = fi(selyj:dtyj,...,selki:dtki)) est

interprété par le domaine [dt]=Ag{error} de la sorte dt de I’algebre de termes associée &
I’algébre multisorte:

<c1:dt,.., em:dt, f1:dt13..dtix—4dt..., fnidtn1. dtnk—dt>
exemple: le type de données bool est interprété par le domaine {{t, ff, error} de la sorte bool
dans I’algebre <tt:bool, ff:bool>.

2 Int ion des types:

L’interprétation des types se fait de fagon inductive, le cas de base étant I’interprétation des
types de données ci-dessus. Les domaines d’interprétation Ag; (dte I') des types de données
sont considérés ici en tant qu’ensembles dans la théorie classique des ensembles.

Nous notons [t] I’objet qui interpréte le type t.

[dt] = Agpo{error} pourtoutdtel

[sxt] = {(a,b) : ae[s], be[t]}, (1'élément (error,error) est identifié€ & error etc...)

[s—t] = App([sl.[t]) (I'élément Ax.error est identifié a error etc...)
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§-3 Interprétation des termes:

La sémantique des termes est donnée relativement 4 un environnement, celui-ci étant une
fonction totale quelconque p de I’ensemble des variables de tout type Var vers la réunion des
domaines d’interprétation des types D=Ure TYPE(I) [t] vérifiant si xe Var est de type t alors
p(x)e[t].

Si p est un environnement, on notera p[v/x] le nouvel environnement obtenu & partir de p en
forgant sa valeur 2 v pour x, toutes choses égales par ailleurs.
Nous notons I[e]lp 1a valeur dans D qui interpréte e par rapport a ’environnement p.
La définition de I’interprétation se fait de fagon inductive sur les termes:
I[x])lp =p(x) pour une variable x
llclp=ci pour tout cje const(dt), dteT”
I[f(e1,...,ex)]lp = error si i[ej]lp=error avec (0 <i<k), f(I[e11lp,....![ex]lp) sinon, pour tout
fe constr(dt), dte T’ '
Il(e1,e2)]lp = (le1llp,le2]lp)
Ipoellp = assile]lp = (a,b)
I[p1ellp =bsille]lp = (a,b)
IfAx.e]lp = fe App([s],[1]) telle que Vae [s].f(a)=I[e]lpa/x]
lfex e2llp = fexllp (lezllp)
I{is-f(e)}lp= 1t si I[e]lp = f(a),...,ak), £f sinon
I[sel; e]lp = aj si I[e]lp = £(ay,...,ax) , error sinon
(I[ellp si I[bllp = tt
I[if b then e; else e2]lp = {
ULellp si I[bJl, = £F

I[R(u1,...,um,v1,...,vn,w)]lp = G(I[w]lp) ot Ge App([dt},[t]) est défini comme suit:
G(error)=error

G(cd =1[uilp

G(fi(ai,...,ax)) = Ivillp (fi(ay,...,ax)) si rec(f;)=0

G(fi(a1,...,ax)) = ((...([vi JpG(an))....)(G(arp)) (fi(ar,....ax))  si rec(fi)={ri,....1p}

On montre que G ainsi définie est bien une application de [dt] vers [t]:

[dt] = Ageu{error}. Comme G(error)=error, il suffit de prouver que G est définie pour tout a
dans Ag:. La preuve se fait en utilisant le principe de 1'récurrence structurelle spécialisée
énoncée au début de ce chapitre.Soit Dg(a) le prédicat disant que G est défini pour le terme a de

Adr.
D(g;) est vraie (1<i<m) par définition de G (Gep)=lluillp €l1])

si rec(fi)= alors Dg((fi(a1,...,ax)) est vrai par définition de G (G(fi(ay,...,ax)) = I[villp
(fi(ay,...,ax))) car I[villy est une application,
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si rec(fj)={ry,....Tp} alors en supposant DG(ar1),....DG(arp) vrais, Dg((fi(a1,...,ak)) est vrai
aussi par définition de G -G(fi(ai,...,ax)) = ((...(I[vi JlpG(an))....)(G(arp)) (fi(ai,....ax))- car le
résultat de ((...([vi pG(ar1))....(G(arp)) ne peut étre qu’une application totale,

en appliquant maintenant le principe de I’récurrence structurelle, on conclut que Vae Ag.Dg(a).

6-4 Lemme de substitution pour [l ]p:

Si e[x] est un terme oil x est une variable libre de type t et €2 est un terme de type t alors:
I[exfez/x]]lp=l[e1]lp1 ol p1 = pllie2llp/x]

La preuve de ce lemme peut se faire par récurrence sur le terme e comme nous le ferons pour la
preuve de I’analogue de ce lemme pour I'interprétation des formules ci-dessous et ou
I’récurrence porte sur une formule.

Interprétation classigu f les:

Nous donnons ici une sémantique pour les formules de HA(DT) qui est définie dans la logique
classique. L’intérét d’une telle interprétation est de montrer que les régles d’inférence de
HA(DT) sont cohérentes avec la logique de tous les jours (logique Tarskienne, plus
convaincante que constructive).

Nous notons Io(F) I'interprétation de la formule F par rapport & I’environnement p.
L’interprétation des formules se fait de fagon inductive sur les formules.

Ip(faux)=F .

Ip(e1=e2) =[e1)lp=lle2llp
Ly(F(e1,....en))=F([e1llp.....l[enllp)
Lp(F1AF2) = Ip(F1)ALp(F2)
Ly(F1vF2) = Ip(F1)vIp(F2)
Iy(F1=F2) = I (F1)=Ip(F2)
Ip(Vx:LF) = Vae [t).pa/x)(F)
Io@x:tF) = Jae [t].Ip[a/x)(F)
Ipy(=F) =—lp(F)

Une formule F de HA(DT) est dite valide ssi I(F)=T quelque soit ’environnement p.

9

6 consistanc ility ar int tion:

Théoreme:
Si une formule F est prouvable dans HA(DT) alors F est valide.
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La preuve de ce théoréme va se faire par récurrence sur la complexité de la preuve de manicre
analogue 2 la preuve de la consistance de la prouvabilité par rapport a I’interprétation de
réalisabilité. Nous devons donc prouver d’une part que les axiomes de HA(DT) sont valides et
d’autre part que A chaque fois que les prémisses d’une régle d’inférence sont supposées valides
sa conclusion est valide. Nous ne donnerons ici la preuve que pour quelques axiomes et régles
d’inférence typiques. Toutefois, nous aurons besoin dans certains cas de la preuve du lemme
suivant:

Lemme de substitution pour Ip:
Pour toute formule F[x] ol x est une variable libre de type t et tout terme e de type t:
Ip(Fle/x]) =Ipy(F)  oi p1 = pllellp/x]

Preuve du lemme:
La preuve va se faire par récurrence sur la formule F:

cas d’une formule atomique:

L (F(e1le/x],....enle/x]))=F([e1[e/x1]lp,....\[enle/x]]lp)=F(l[e1]lp1,....|[€nlIp1) d'apres le lemme

de substitution pour If Tp or E(i[e1)lp1,..../[en)lp1)=Ip1(F(€]1,....€n)) d’0l:
Iy(F(e1le/x],....enle/x]))=Ip1(F(€1,....,€n))-

- cas de I’égalité: comme pour la formule atomique.

- cas FiAFa:

L ((F1AF)[e/xD=Lp(F1[e/x]aF2le/x])=Ip(F1le/xAlp(Fale/x])

or par hypothése d’récurrence Ip(File/x]) = Ipi(F1) et Ip(File/x]) = Ip1(Fy) d’od:
Iy(F1AR)[e/x]) = Ipn(F)ALp1(F2) = Ip1 (F1AF2).

- Les cas FjvF,, F1=F3 et —F sont similaires au cas F1AF».

- cas Vy:tF:

Ip(V y:t.F[e/x]) = Vae [t]-{error} Ip[asy)(Fle/x]) or par hypothése d’récurrence Ipfa/y)(F [e/x]) =

I52(F) avecpa=pla/y] [fiellp/x] mais les variables x et y étant distinctes (I’'une libre, I’autre liée),

on a aussi p2=p[lielp/x](a/y] = pilaly], d’olt Ip(Vy:tF[e/x]) = Vae[t]-{error}.Ip1[apy1(F) =

L1(Vy:tF).

- Le cas 3x:LF est similaire au cas Vy:tF.

Preuve du théoreme:

- B-égalité:

On doit montrer que Ip ((Ax.e1)ez=eylea/x]) = T c.2.d. par définition de Ip
I[(Ax.e1)e2llp=l{e1[e2/x]]lp or I[(Ax.e1)e2]lp=I[Ax.e1}ip(I[e2]lp) et si x:s, e1:t, e2:s I[Ax.e1]lp est
une application fe App([s],[t]) telle que Vae [s].f(a)=I[e1]lp[ax] donC, cOmme l[czjlpe [s], on
a f(l[e2)lp)=[e1)lp1 avec p1=plie2lp/x]
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d’ou, d'aprés le lemme de substitution, I[(Xx.el)ez]lp=f(l[e2]Ip)=l[e1]Ip1=l[c1[e2/x]]lp.

-regle A-I:
preuve immédiate, nos hypothéses étant: I(F1)=T et Ip(F2)=T or I(F1AF2) = I, (F)Alp (F2).

- regle A-E:
preuve immédiate pour les deux €liminations gauche et droite, notre hypothese étant: Io(F1AF2)
or I(F1AF2) = Ip(F1)AIp(F2).

-regle v-I:
preuve immédiate, notre hypothése étant soit I(F1)=T soit Io(F2)=T (selon élimination gauche
ou droite) or Ip(F1vF2) = L(F)vIp(F2).

-regle v-E:
nos hypotheses sont: Ip(F1vF2) =T, Io(F1)=15(C) et Ip(F2)=1p(C). Les deux derniéres
implications entrainent Iy I (F1)VIp(F2)=(C) or Ip(F1vF2) = Ip(F DVIp(F2)=T d’odt I,(C)=T.

-régle =-I.
preuve immédiate, notre hypothese étant I5(F1)=1p(F2)=T or I (F1=F2) = Ip(F1)=>1p(F2).

-régle =-E:

preuve immédiate, nos hypothéses étant Ip(F1=>F2)=T et I (F1)=T or [p(F1=>F2) =
I(F1)=1p(F2)

d’oll I,(F2)=T.

- regle V-I:
nos hypothese sont I[x]ipe [t] et I(F[x])=T quelque soit I’environnement p, or Ip(Vx:t.F) =
Vae [t].Ipfap)(F) d’olt Ip(Vx:t.F) = Vae[t].T = T.

- régle V-E:

nos hypotheses sont Ip(Vx:t.F)=T, I[e1]lp€ [t] et on doit montrer que Ly(Fle/x])=T:

Ip(Vx:tF) = Vae [t].Ip[ax)(F) comme l[eg]lpe [t on a L1(F)=T avec p1 = pllellp/x] or d'apres
le lemme de substitution Ip(Fle/x]) = Ip;(F)=T.

-regle 3-I:

nos hypothéses sont [lellpe [t] et Io(F[e/x])=T or d'apres le lemme de substitution I,(F[e/x]) =
Ip1(F) ob p1 = plileNp/x] d’olt Ip(3x:t.F) = Jae [t).Ip[ax)(F)=T (on prend a=[lellp).
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-régle 3-E:

nos hypothéses sont: I,(3x:t.F)=T et [ixglpe [t]Alp(F[xo/x])=>1p(C) qui se réécrit d'aprés le
lemme de substitution comme [Ixi]p1€ [t]Alp1(F)=1p(C) avec py = plilxollp/x] or
Ly @x:t.F)=3ae [t].Io[a/x)(F), soit ag un tel a: Ip[a0/x)(F)=T. Comme ces hypothéses sont valides
pour tout environnement, prenons p =p2 avec p2 = plag/xgl, p1 devient py=p[ag/xo]{lixpilp/x]
c.a.d. p1=plag/x]. Ainsi I'hypothese I,(Ix:t.F) entraine [ixNp;& [t]ALp1(F) d’ol par la seconde
hypothese Ip2(C)=T or xg n’est pas une variable libre de C donc Ip2(C)=15(C)=T.

- regle dt-ind:

nos hypothéses sont: Ip(hyp-ind(x)) = Ip(F(x))=T et [x/Jpe [dt]

ot Ip(hyp-ind(x))=(Ip(ind-c1(x)) v...v Ip(ind-cm(x)) v Ip(ind-f1(F,x)) v ...v I(ind-fn(F,x)))
et nous devons montrer que Ip(Vx:dt.F) =T c.4.d. Vae [dt]-{error)}.Ip[a/x)(F)=T. Nous allons
utiliser le principe de I'récurrence structurelle spécialisée sur Ag, pour prouver ce fait:

Pour tout gie Agy, Ip[cix)(F(x))=T , en effet:

Ioicixy(hyp-ind(x))=Ip[ci/x)(ind-cj(x)) (les autres composantes de la disjonction sont fausses),
donc:

Iocix)(hyp-ind(x)) = Ip[cisx)(is-c(x)=tt) = [lis-c(X)llpcix)=tt = T car [xlp[ci/x] =Ci. Ainsi,
Pinterprétation des hypothéses de dt-ind devient dans ce cas T=Ipcyx)(F(x)) qui est 1]a méme
chose que Ipcix)(F(x))=T.

Pour tout fj(aj,...,an)e Ag bifi(al,....anyx)(F(x))=T, en effet:

-si rec(f;)=0:

Ipifical,....an)/x]C(hyp-ind(x))=Ip(fi(al,...,an)/x}(ind-f(F,x)) (les autres composantes de la
disjonction sont fausses), donc:

Ipfi(al,....an)yx) (hyp-ind(x))= Lpifi(al,...an)x)(is-f(x)=tt) = flis-f(x)ilpfi(al,....an)x)=tt = T car
[x1p[fi(al,...an)/x}= fi(a,...,an), d’0l1 Ip[fi(al,... an)/x1(hyp-ind(x))=T. Ainsi, I’interprétation des
hypothéses de dt-ind devient dans ce cas T=Ip(fi(al,....an)/x)(F(x)) qui est la m&éme chose que
Lolfical,....an)x)(F(x))=T.

-si rec(fj)={ry,...,rp}:

Ipifi(al,...,an)/x)(hyp-ind(x))=Ip(fi(al,....an)/x) (ind-f(F,x)) (les autres composantes de la
disjonction sont fausses), donc:

bifi(al,... an)yx)(hyp-ind(x)) = TALp[fi(al,...,an)x) (F(selr1 (X)))A...Alp[fi(al,....an)/x) F(selrp(X)))

or d'aprés le lemme de substitution et I’hypothése d’récurrence:

oifi(al,...an)x)(F(selyj(x))) = Lp(F(selsj(fi(ai,...,an))) = Ip(F(ar;))) = Ipfarj x)(F(x)) = T (1<j<p),
d’ot:

Iofi(al,....an)yx)(hyp-ind(x)) = T. L’application du principe de I’récurrence spécialis€e permet de
conclure & Vae [dt].Ip[ax)(F)=T, c.a.d. I(Vx:dtF) =T.

82



CHAPITRE 1V

UNE CLASSE EFFECTIVE DE
RELATIONS BIEN FONDEES
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UNE CLASSE EFFECTIVE DE RELATIONS BIEN FONDEES

Le résultat de ce chapitre est la caractérisation d'une classe de relations bien fondées effectives
en tant que domaine effectif. Ceci fournira alors un support mathématique pour la sémantique
de certaines relations bien fondées et des opérations sur ces relations.

Dans ce qui suit A désigne un ensemble dénombrable, c I'inclusion ensembliste et £ une
relation d'ordre que 'on définira.

1_Définiti

Définition 1.1:
Une relation R sur A est une partie de AxA.
Champ(R) designe l'ensemble po(R)Upi(R) oit pg et p1 sont la premicre et la seconde

projection de R sur A.

- Définition 1.2; _
Une relation R sur A est bien fondée si et seulement si il n'existe pas de chaine descendante
infinie dans A: {(aj+1,3))}ieN CR.

Définition 1.3:
Une relation R sur A est acyclique si il n'existe pas de chaine finie {(aj+1,a;)}i<n avec ap=ap.
cad. Vn>0 .V {(aj+1.ai)}icn € R . ag #a; .
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2 Relations bien fondées fini

En général une relation bien fondée n'est pas transitive et donc ne définit pas nécessairement un
ordre. Elle ne doit pas posséder d'éléments réflexifs ni d'éléments symétriques et de fagon plus
générale, ne doit pas présenter de cycle. Ceci nous conduit dans le cas particulier des relations
finies a identifier les relations acycliques aux relations bien fond€es, ce qui est faux en général.

Soit RF I'ensemble des relations finies sur A, RAF I'ensemble des relations acycliques finies
sur A et RBFF I'ensemble des relations finies bien fondées sur A.

RBFF = RAF.

Preuve:

Soit Be RF, si B¢ RAF alors B& RBFF.

En effet, si Be RAF, il existerait alors dans B une chaine {(aj+1,3i)}i<n avec ap=ap qui
permettrait la construction d'une chaine descendante infinie {(bj+1,b;)}ien avec

bi=aj mod n. Donc RBFFCRAF.

Si Be RBFF alors B¢ RAF.

En effet, si Be RBFF, il existerait alors dans B une chaine descendante infinie {(a;j+1,3i)}ieN -
Mais B étant finie 3j,ke N.j<k et (aj+1,8j)=(ak+1,2K) et donc {(aj+1,a) }j<ick est telle que aj=a.
D'oli B¢ RAF. Donc RAFCRBFF.

Ainsi RBFF=RAF.

3 Relations bien fondées de f yord

Nous allons construire dans cette section une classe de relations bien fondées de type d'ordre
. Pour cela, nous définissons une relation d'ordre partiel sur I'ensemble RBFF des relations
bien fondées (3.5) a I'aide d'une suite d'ensembles (3.2). Ensuite nous considérons la cloture
B, de RBFF par le sup des chaines croissantes par rapport 2 cette relation (3.7) pour constater
que B, caractérise 'ensemble des relations bien fondées de type w (3.1).

Soit R eRF.

Nous completons R par I'ensemble des couples (1,x) quand x est un €lément minimal pour R,
c.a.d. il n'existe pas dans R des couples dont la seconde projection est x. L est un symbole
spécial qui n'appartient pas & A qui ne sert qu' @ marquer les éléments minimaux d'une relation
finie de fagon effective.
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Dans toute la suite RF désignera l'ensemble des relations bien fondées finies ainsi complétées.

Définition 3.1:
Soit R e RF.
Pour (y,x) € R on définit I'ensemble P ((y,x)) des prédécesseurs de x pour R comme :

P((y.,x))= {(z,y') eR: (y',x)eR}.

remarque: Cette définition assure que pour tout (y,x)e R, P((y,x))= ssi y=L1 soit encore ssi x
est minimal pour R.

Définition 3.2:
Soit R e RF.

On définit pour R les deux suites (Ii(R))ieN et (Ji(R))je N par:
JIoR)=2
i+ 1R)= {(y.x)eR : P((y,x))c Li(R)}

JIo®R)=Io(R)
\Ji+1(R)=Ii+1(R)—Ii(R) (-: le moins ensembliste)

remarque: Vie N. i(R)cI;;+1(R).

Proposition 3.3:
Soit ReRF.
Pour tout i € N, Uk« Ix(R)=Uk<i Jx(R).

Preuve:

Pour i=0: Uk« Ix(R)=k<i ik(R)=D.

Supposons I'égalité vraie pour i.

Uk<it+1 Ik(R)=Uk<i IRV Li(R) = Uk<i Ik(R)VLi.1 R)VI;(R)
=Uk<i I(R)UJi(R)=\Ukai Jk(R)VJi(R)=Uk<is1 JKk(R).

Proposition 3.4:
Soit ReRE.
Re RBFF & R=\geN Ik(R)=\keN Jk(R).

Preuve:
Soit Re RBFF.
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Par définition de Ix(R) on a Ix(R)CR pour tout ke N et donc Uke N Ik(R)cR.

Soit I=Ugke N Ik(R) et (yi.xi)€R. (yi,xi)e I = 3(yi+1,xXi+1)€ P((Yi-xi))-(yi+1.Xi+1)€ I car sinon
P((yi,xD)cI=3k.P((y;,xi))CIk(R) et (y;,xj)e Ik(R)CI.

(yi+1,Xi+1)€ P((yi,xi))=>(Xi+1,X1)€ R.

Ainsi (yi,x)€ I = 3(yi+1.xi+ D€ P(yi,x0).(Yis 1.Xis1)€ I €t (Xis1.X1)€ R.

Cette implication permet d'exhiber une chaine infinie descendante dans R, d'ou une
contradiction.

Soit Re RF une relation non bien fondée et {(a;+1,3i) }i<n avec ag=ap une chaine cyclique de R.
(a1,a0) €I car sinon (aj,ap)e Jx(R) pour un certain k et (an+1,an)=(a1,a0)€ Jx'(R) avec k'<k or
les Ji(R) sont disjoints deux & deux, d'oli une contradiction.

Définition 3.5:
On définit la relation ¢ sur RBFF par:

V Ri,Rje RBFF RjcRj= Vke N. Jx(Ri)Ik(Rj).

Proposition 3.6:
la relation ¢ définit un ordre partiel sur RBFF.

Preuve;
Immédiate.

Proposition 3.7:
Soit (Rj)ieN une chaine croissante par rapport & C.
=sup {Rj}ieN = UieN R| est une relation bien fondée.

Preuve:

Pour (y,x)e R;, 'ensemble défini dans définition 1 sera noté Pi((y,x)).

Supposons qu'il existe une chaine descendante infinie {(Xj4+1,Xi)}ieN-

(Xi+1,xi)€ R = 3ki.(Xj+1.X1)€ Rki = 3m;.(Xj+1,Xi)€ Imi(Rki)-

(xi+2,Xi+1)€ R = 3ki41.(xj42,Xi+ 1€ Rki+1 = Imjs1.(Xi+2,Xi+1)€ Imi+ 1(Rki+ 1)-

Si RkiCRyi+1 alors (Xit+1,X)€ Imi(Rki)=(Xi+1,X)€ Imi(Rki+1),

or (xj+2,Xi+1) € Pri+1((Xi+1,X))= {(z,y) €Rki+1 : (y'X)€ Rii+1)

et (Xi+1,X)€ Jmi(Rki+1)=>(Xi+1,X{)€ Imi(Rki+1)=>(Xi+2,Xi+1)€ J(mi)-1(Rki+1),

c.a.d. (Xi+2:Xi+1)€ Jmi+1(Rki+1) avec mj;1<m;.

Le méme raisonnement vaut si Rxi+ 1SRk -

Ainsi I'existence d'une chaine descendante infinie permettrait d'exhiber une chaine descendante
infinie d'entiers mg>m}>m).... dans N muni de I'ordre naturel et qui est bien fondé, ce qui est
absurde.
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Soit B, 1a cloture de RBFF par le sup des chaines croissantes.
Nous allons montrer un résultat de complétude:
B, est I'ensemble de toutes les relations bien fondées de type .

Soit R une relation bien fondée sur A complétée par les €léments minimaux (1,x) comme au
paragraphe 3.1. On définit les deux suites:

JIo®R)=2
\i+1R)= {(y.x)e R : P((y.x))c kR)).

)Io(R)=2
Vis1(R)=L+1(R)-Ii(R).

On dira que R est de type @ si R=UkeN{Jk(R)}.

Proposition 3.9:
Soit R une relation bien fondée de type @ sur A.
ReB -

Preuve:

Soit R une relation bien fondée de type o sur A.

Nous allons construire une chaine de relations bien fondées finies {Bp}neN Croissante par
rapport a ¢ et telle que R=sup{Bp}neN.

Pour chaque Jj(R) défini ci-dessus, nous allons construire une suite croissante d'’ensembles
finis {Six)keN telle que J; (R)=\xeN{Sik} et qui vérifiera certaines propriétés.

Nous définissons d'abord ces suites pour Jo(R) et J1(R) comme:

Jo(R)=F=UxeN{Sox} avec Vke N.Sox =0,

J1(R)={(y,x)eR : y=L)=xeN{S1k) avec {S1x JkeN une suite croissante quelconque mais
fixe d'ensembles finis telle que J1(R) = UkeN{S1k].

Supposons la suite {SjjljeN construite pour Ji(R), i>0.

Pour chaque S; j on définit I'ensemble K; F~{:x)eTi+1R):3ze A.(z,y)e Si il
Notons que Ji (R)=UjeN {Kij;}.

Soit {Ljjk)keN une suite croissante d’ensembles finis telle que Kjj =UkeN{Lijx}-
On définit la suite {Si+1x)xeN par: Si+1x=Ujk{Lijx}-
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On a UgeN{ Si+1,x ) =Uke NUjsk (Lijk )} =Uje NUke N(Li jx } =Vje N{Kj )} =Tis1(R).
Soit Bp=Uigm{Sim}-

B étant une partie finie de R qui est bien fondée est une relation finie bien fondée:
Bme RBFF.

On montre que Vke N.Jx (Bm)=Sk m ¢t Ik(Bm)=Ix(R)"Bm:
Ceci est facile & vérifier pour k=0 et k=1.

Supposons les deux €galités vraies pour k<m.
On montre que Jk+1 (Bm)=Sk+1,m €t Ik+1(Bm)=Ik+1(R)NBm:

~Jk+1 Bm)TSk+1,m-

Jk+1(Bm)={(y,x)€ Bm! Pm((y,X))cVi<k {Ji(Bm)} - Vik {Ji(Bm)}.
D'apres I'hypothése de récurrence, ceci se réécrit comme:
Jk+1Bm)={(y,x)€ Bm: Pm((y,x))cVisk{Sim}} - Vik{Sim}.
Soit (y,x)eJk+1 (Bm)-

(y.x)€ Bm-Vigk{Sim}= Viem{Sim}-Visk{Si,m}=Uk<icm{Sim}.
Ainsi (y,x)e Sjo,m avec k<ig<m.

-Sk+1,mk+1(Bm).
Soit (y,x)€ Sk+1,m-
(y-x)e Bm = Uie N{Ji(Bm)}, donc (y,x)e Jio(Bm) , ipe N.
11 existe donc un (z,y) dans Jig-1(Bm).
(y:x)€ Sk+1,mTk+1(R)NBm.
(z,y)e KR)NBm=Ik(Bm)=Uik {Ji(Bm) }.
Comme les Ji(Bm) sont disjoints, nécessairement ig-1<k. D'autre part si ig-1<k
alors (z,y)e Jio(Bm)=Si0,m par hypothése. Or Sj0,mNSk+1,m=2 pour ig<k+1.
Donc ig=k+1 et (y,x)€ Jx+1(Bm).
Les deux inclusions prouvées impliquent Sk 1,m=Jk+1(Bm).
Preuve de Ix+1(Bm)=Ik+1(R)NBm:
I+ 1(R)NBm=Uick+1{Si,m} =Vi<k+1{Ji(Bm) }=Ik+1(Bm).

Ainsi, on a bien BxCBy4 car Ji(Br)=Six-i  Ji(Bk+1)=Si k+1-i pour i<k et
Ji(Bw=90 c Ji(Bk+1).

La classe B est suffisamment riche pour couvrir une bonne partie de relations bien fondées sur
les types de données. Nous y reviendrons. Mais d'abord, nous allons voir que cette classe
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permet de construire d'autres classes de relations bien fondées de type d'ordre supérieur.
Plusieurs stratégies de construction peuvent étre mises en oeuvre. Nous allons en présenter
deux qu'il conviendra de comparer par la suite.

4 Relations bien fondées de tvpe d'ord éri

soit Be Bg).
Soit A un ensemble dénombrable.
Soit © I'ensemble des parties 0 telles que 6 < champ(B)xA .

Nous allons définir une nouvelle classe de relations By4] & partir de B¢,

Soit © € ©(B).

Nous définissons la relation b(B,0)=BUB0 sur AgUA].

Soit B+ 1 'ensemble des relations ainsi définies sur AgUA].
Bw+1= UBeBaWee 8(B){b(B,0)}.

Exprimons cette construction d'une nouvelle classe de relations By+1 & partir d'une autre B,
par la relation: B+1=C(B,A1).

Etant donné un ensemble dénombrable A2, nous pouvons par la méme construction définir une
nouvelle classe de relations By+2= C(Bu+1,A1) sur AgUAJUA).

Nous généralisons:

Etant donné une suite d'ensembles dénombrables {A;}ie N, 1a construction C permet de définir
une suite de classes de relations B+p sur UigpAj : {Bw+k)keN 0 B o+k+1=CB w+k,Ak+1)s

Vke N.

Nous décrivons formellement la construction de By1x+1 4 partir de Bk

Soit Be B,k -ensemble de relations sur UjckAj-

Soit © I'ensemble des parties 0 telles que 6 © champ(B)xAg41.

Soit 6 € ©(B).

Nous définissons la relation b(B,0)=BUG(0) sur Uick+1A;.

B u+k+1 est I'ensemble des relations ainsi définies sur Uj<k+1Ai:

B w+k+1= UBe Bar+kVoe 8(B){ b(B.9)}.

Proposition 4.1:
VkeN.B (,)+kCﬁ o+k+1.

Preuve:
Soit ke N.
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VBe Byik+1 (B), définie ci-dessus, ©(B) posséde un élément nul e(B)=3 .
Ainsi UBeBo+k{b(B,E(B))} € UBeBu+koe 6B){b(B.E(B)))=Bw+k+1.
Or b(B,e(B))=BU=B.

Donc UBe so+k{b(B.€(B))}=UBe Ba+k{B}=Buik et BorkBoik+1-

Nous avons défini une suite {By+k}xe N de classes de relations Bk sur Uik Aj.

Le parametre de la définition est la suite d'ensembles dénombrables {Ax }keN -

Nous allons poser une condition suffisante sur ce paramétre pour caractériser une nouvelle
classe de relations bien fondées.

On suppose les ensembles A; disjoints deux & deux.

Lemme 4.2:
Soit ke N.

Soit B'=b(B,0) une relation de B y+k+1.
V(y,x)eB'. (z,y)e B'= (z,y)e B.

Preuve:

Soit (y,x)eB'.

(z,y)e B'=(z,y)e B v (z,y)e 0.

Supposons (z,y)e 6. Comme 8cchamp(B)xAk+] on a (z,y)e 0=>ye Ak41.
Or (v,x)e B'=(y,x)eB v (y,x)e 0

et (y,x)e B=>ye champ(B)

et (y,x)e 6 c champ(B)xAg.1 = ye champ(B).

Mais champ(B)CUj<kAj.

Ainsi on a ye UjckAj et ye Ax41 or UikAiNAk+1=0.

Donc (z,y)e 6 et (z,y)e B.

Proposition 4.3:
Soit ke N.

VBe B+k. B est bien fondée.

Preuve:

La propriété est vraie pour k=0.

Supposons la vraie pour k 2 0.

Soit B'=b(B,6) une relation de B y+k+1-

Supposons 'existence dans B' d'une chaine infinie: {(xj+1,Xi)}ieN € B".
On a pour tout i dans N: (xj+1,Xi)€ B' et (xj+2,Xj+1)€B".
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Donc d'aprés le lemme Vie N.(xj+2,Xj+1)€ B.
Ainsi on a une chaine infinie {(Xj+2,Xj+1)}ieN € B.
Or Be By est bien fondée. Absurde. Donc B' est bien fondée.

Proposition 4.4:
B=Uxe NBu+k est une classe de relations bien fondées.

Preuve:

Immédiate car Be B=>3ke N.Be B4k

Nous allons maintenant discuter la condition posée sur les A; et qui parait sévére:

les Aj sont disjoints deux a deux.

Dans la construction de B A partir de RBFF, l'idée était d'enrichir les relations de RBFF, a
travers la relation C, plutt en largeur par passage au sup des chaines croissantes dans ce sens
que quand on passait au sup, l'arbre des prédécesseurs ap(x) d'un objet x pur la relation
construite pouvait avoir une largueur infinie mais avait une hauteur finie, c.a.d. un noeud
pouvait avoir un nombre infini de fils:

Toutefois, en général, une relation de B, n'a pas une hauteur finie, c.2.d. on pourrait trouver
un objet dans cette relation dont l'arbre des prédécesseurs a une hauteur -finie- aussi longue
qu'on veut. Ceci vient du fait que B, est de type .

La construction de By, permettait d'avoir certaines relations dont les objets pouvaient avoir
un arbre de prédécesseurs de hauteur @: B4 est de type w+1.

La condition AgNnA 1= permet d'éviter, dans la construction d'une nouvelle relation,
d'introduire un cycle pour préserver la propri€té bien fondée de la relation. En effet x ne doit
pas étre dans ap(x) sinon on a un cycle or la relation x  ap(x) est en général indécidable, ap(x)
pouvant étre infini. Si la condition AgNA1=(J n'était pas posée il faut accompagner les x d'une
preuve p(x) de x ¢ ap(x). A ce moment 13, plut6t que de considérer les ensembles Ag et Aj on
doit considérer les ensembles {(x, p(x)): x€ Ap} et

{(x, p(x)): xe A1} qui sont nécessairement disjoints.

Clest 12 une part de la sémantique de notre condition ApNA 1=, l'autre part étant le fait que
lors du passage de Bg 2 B) on passe du type d'ordre 2 @+1.

Nous allons maintenant présenter une construction plus rapide que C.
Pour cette construction on ne décrira formellement que le premier pas.
B, étant construit sur A, on le note B,(Ag).

Soit Boe B(Ag).

Soit Aj un ensemble dénombrable tel que AgpNA1=D.

Soit Bie By(A)).
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Soit 8(B,B1) 'ensemble des parties de champ(Bg)xchamp(B1) et 6 ©(Bg,B)).

Nous définissons la relation b(Bg,B1,8)=BguBU0.

Cette relation est bien fondée. La preuve de ceci est similaire a celle de la proposition --.

Soit R I'ensemble des relations ainsi définies sur AgUA].

R 1= UBOe Bu(A0)VBle Bu(A1)Voe 8(B0,B1){ b(B0,B1,8) }.

Appelons cette construction C'.

Cette méme construction permet d'obtenir une suite de classes de relations bien fondées
{Rx }xe N comme ci-dessus pour la suite {Bx}ke N avec la construction C.

C' a les m€mes propriétés que C:

Vie N.RjcRj41 et R=Uje N{R;} est une relation bien fondée. La preuve de ceci se fait comme
pour C.

Ainsi d'autres classes pourront étre définies par 1a méme construction 2 partir de R et ainsi de
suite.

Proposition 4.5:
By R 1.

Preuve:

B20=Uke NBok.

Soit Be By, Ike N.Be B k.

B=b(Bx-1,6k)=Bk-1\0k avec Bx.1€ By+k-1 et Ox < champ(Bg.1)xAk .

En réitérant, on a:

B=Bo\(U1<i<k{6i}) avec Byoe B et 6; € champ(Bj-1)xA;j C(Uk<i-1{ Ak })XA.

La rapidité de la construction C' par rapport 2 C apparait dans le fait que en un seul pas i.e. la
construction de R a partir de R on obtient la classe B2, qui, dans C est obtenue sur  pas.

En plus, dans cette construction, on part avec seulement deux ensembles disjoints Ag et Aj
alors que la construction C nécessitait une suite { A; }je N d'ensembles disjoints deux a deux.

s Une st e domaine effectif B

Nous allons voir maintenant que, dans 'hypothése ol A est r.e. (B,,<) présente une structure

de domaine.
Ceci nous permettera alors d'utiliser les résultats concernants les domaines effectifs.
Rappelons d'abord les définitions de base de la théorie des domaines.
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Soit D un ensemble muni d'une relation d'ordre partiel C.

Définition 5.1:
Un ensemble RcD est dit dirigé dans D ssi toute partie finie de R est majorée:
Vei,e2e R.3e3eR. ejce3 A exces.

Définition 5.2:
(D,C) est un cpo (ordre partiel complet) ssi toute partie dirigée de D admet un plus petit

majorant (un sup).

Définition 5.3:
Un €lément d d'un cpo (D,< est finitaire ssi pour toute partie dirigée RcD:
dcsup R = 3ceR.dcc.

Définition 5.4:
Un sous ensemble RcD forme une base le cpo (D,g) ssi Vxe D.3ScR. S est dirigé et x=sup

R.
La base est dite finitaire quand elle est égale a I'ensemble des éléments finitaires de D.
Un domaine qui posséde une base finitaire est dit finitaire.

Définition 5.5:
Un domaine est un cpo (D,<) dont I'ensemble des €léments finitaire est énumérable.

Dans ce qui suit (D,g) désignera un domaine finitaire effectif dont la base finitaire B est
énumérée par V:N—B.

Définition 5.6:

D est un domaine effectif si sa base finitaire est effective c..d.:
(i) Le prédicat 3k. v(i)cv(k)Av(j)cv(k) est récursif en i et j.
(ii) La relation v(k)=sup{v(i),v(j)} est récursive en i,j et k.

Définition 5.7: ‘
Un élément xe D est dit calculable si I'ensemble des indices {i:v(i)cx) est récursivement
énumérable (r.e.), ce qui équivaut aussi a dire qu'il existe un r.e. W N tel que v(W3) soit une

chaine croissante avec x=sup{v(W5)}.

Nous revenons maintenant 3 (B,,<) et nous étendons la définition de < & tous les éléments de
B, de 1a fagon suivante:
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Tout élément b de B, peut s'écrire comme le sup d'une chaine croissante {b;j}ie NCRBFF:
b=sup{bij}ieN-

On a alors pour b=sup({b;}ieN et b'=sup{b'i}ieN dans B,:

bcb' ssi Vie Ndje N.bicb’j.

(B.C) est un cpo de base finitaire RBFF.

Preuve:

Soit R une partie dirigée de By,.

Chaque €élément de R s'écrit comme le sup d'une chaine croissante de RBFF. 1l est facile de
vérifier que l'ensemble R’ obtenu en remplagant dans R chaque élément par ses approximants
finitaires est dirigé et que si sup(R') existe alors sup(R) existe et sup(R)=sup(R’).

sup(R") existe. En effet R'cRBFF est dénombrable (RBFF l'est car A est dénombrable).

Soit alors R'={r'j}je N. On définit par récurrence la suite croissante {cj}icN par:

CO=T0

ci=sup{co,....Ci,I'i} -

11 est facile de vérifier alors que la chaine {cj}ic N CRBFF est croissante et que sup (R')=
sup(cilieN € By .

Tout élément de RBFF est finitaire:

Soit de RBFF et R une partie dirigée de D telle que d<sup(R), sup(R)e B, s'écrit comme le
sup d'une chaine croissante {c;j}ie N CRBFF et d comme le sup d'une chaine croissante{d;}icN
cRBFF avec dj=d pour tout i. Donc sup{d;}ie N csup{ci}ieN et 3ke N. dcck par définition
de C.

RBFF est une base finitaire pour B,

C'est immédiat car tout élément de B, s'écrit comme le sup d'une chaine croissante de RBFF,
or toute chaine croissante est une partie dirigée.

Tout élément de RBFF étant finitaire, RBFF est une base finitaire pour By,.

Dans ce qui suit A désigne un ensemble r.e.

Lemme 5.9:
Soit RF l'ensemble des relations finies sur A et ReRF.
Le prédicat acyclique(R) disant si R est acyclique ou non est décidable.
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Preuve:

11 suffit de calculer I'ensemble des chaines descendantes de longueur < card(R)+1 pour chaque
é1ément de R. Cet ensemble est fini. R est acyclique ssi cet ensemble contient une chaine de
longueur card(R)+1.

(B.<) est un domaine.

Preuve:

L'ensemble A étant r.e., I'ensemble des AxA l'est.

L'ensemble des parties finies d'un r.e. étant r.e. RF (ensemble des parties de AxA) l'est.
Soit v une énumération de RF.

Le prédicat acyclique étant décidable la procédure:

pour ieN

faire si acyclique(v(i)) alors sortir V(i)

fin_pour.

est une procédure effective qui énumére RBFF (=RAF).

Ainsi RBFF est récursivement énumérable et (B,,<) est un domaine.

Soit vg une énumération de RBFF.

Proposition 5.11:

(B .<) est un domaine effectif.

preuve:
(i) Le prédicat P(i,j) = 3ke N.vo(i)cvolk)Avo(lcvo(k)
= Jke N.Vne N.Jy(vo(i))n(vok)AIn(vo())Tn(vok))
est équivalent au prédicat décidable Q(i,j) = Vm,le N. m#l = Jm(vo@i))J1(vo())=2.
En effet, supposons P(i,j) vrai. Soit xe Jm(vo(i))Ji(vo()) alors xe Im(vok))Ji(vo(k))
et donc m=l.
Inversement, supposons Q(i,j) vrai et considérons la relation finie R=vo(i)uvo(j). Cette relation
est bien fondée:
On montre par récurrence que: Vne N. In(R)=In(vo(i))Uln(vo()).
L'égalité est vraie pour n=0. Supposons la vraie pour n.
In+1(R)={(y,x)e R:PR((y,X))In(R)}. Or PR((y,x))=Pi((y,x))IP;((y,x)).
Donc In+1(R)={(y,x)e R:Pi((y,x))In(R) }U{(y.x)e R:Pj((y,x))<In(R)}.
Et d'aprés 'hypothése:
In+1(R)=In+1(vo(i))In+1(vo())
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V{(y.x)e vo(i):Pi((y,x))In(vo()) JU{ (y,x)e Vo():Pi((y,x))In(vo(i)) ).
Soit I={(y,x)e vo(i):Pi((y,x))<In(v0())}-
On a IcIp,1(vo(i)). En effet, soit (y,x)e Icvo(i)=Uke N{Jx(Vo(i))}, (y.x)e Jxo(vo(i)) avec
ko>1. 3ze A.(z,y)€ Jxo-1(vo()). Or (z,y)e Pi((y,x))In(vo()) et donc, puisque Q(,j) vrai, ko-
1<n. D'oll (y,x)€ Jxo(Vo(i))CIn+1(vo()).
De méme on a {(y,x)e v(j):Pj((y,x))In(vo(i))} n+1(vo()).
Donc In+1(R)=In+1(vo()Vln+1(vo())-
Ukscard®) { I(R) }=Ukcard(R) {Ik(Vo(3)) } \escard®) { Ik(Vo () ) -
Or card(vo(i)),card(vo(j))scard(R) et vo(i),vo(j)e RBFF. Donc
Uk<cardR) {Ik(R) }=vo(i)ovo(j)=R et Re RBFF. .
Ainsi Jke N.vg(k)=R et R est telle que vo(i)cRAV()SR, d'od P(i,j).
(ii) La relation vo(k)=sup{vo(i),vo(j)} est récursive en ij et k.
En effet, il suffit de voir que si P(i,j) alors sup{vo(i),vo(j) }= vo(i)Uvo(j) dont la preuve est
immédiate.

6 Relations prouvables de type w

Nous allons voir maintenant que l'ensemble des relations récursivement énumérables
prouvables de type w (donc bien fondées ) dans un systéme intuitioniste quelconque du premier
ordre (par exemple HA) est inclu dans l'ensemble des éléments calculables de B
CALC(B.0).

La définition de type d'ordre pour une relation R fait appel & la notion de hauteur d'un élément
de R.

La hauteur de xe R est un ordinal défini de fagon naturelle par:

ht(x)= sup{ht(y)+1: ye P(x)}

Le type d'ordre de la relation R est alors l'ordinal sup{ht(x)+1:xeR}.

Une relation r.e. R (énumérée par o) est dite prouvable de type ® dans un systéme intuitioniste
S1 ssi nous pouvons dériver dans ce systéme une preuve pour la formule:

(1) Vie N.3ne N.ht(¢(i))=n.

Ceci suppose alors deux choses:

- La relation R (ou sa fonction d'énumération) est définissable dans la théorie SI.

- La fonction ht (associée & R) est définissable dans la théorie SI.

Si ceci est vérifié, la preuve constructive de (1) se traduit par la définition effective d'une
fonction récursive f :N—N telle que Vie N.ht(@(i))=f(n). Ce qui fait de la fonction ht une
fonction récursive totale qui, appliquée 2 i, calcule la hauteur de I'élément d'indice i de la
relation R.
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ition 6.1:
Soit SI un systéme intuitioniste ol R, une relation r.e., et ht la fonction hauteur associée sont
définissables. Si R est prouvable de type w dans SI alors Re CALC(B,,C).

@
Preuve: 'Le

D'aprés ce que nous venons de voir pour une telle relation f=ht o ¢ est une fonction récursive
totale. Elle va nous permettre d'énumérer les Jx(R):
Jk(R)=0k 0,.....0k j,... €5t énuméré par 'algorithme:
j<0
Pour ie N faire

si k=f(i) alors

Ok j ¢« ¢();

jej+l

finsi
Les Jx(R) étant r.e. la construction des B; tels que R=sup{B;} donnée dans la preuve de la
proposition 3.7 devient effective.
En effet Jx(R) étant récursivement énumérable et Sj; étant fini 1'ensemble
Kjj={(y.x)e Ji+1(R):3ze A.(z,y)e Sj j} est récursivement énumérable.
A partir de 12 il est facile de voir que les ensembles finis Sjx de la preuve, et par conséquent les
ensembles finis By, sont calculables et qu'on peut donc énumérer.

Z Induction de tyvpe ®

Soit A un ensemble dénombrable. Un schéma de récurrence sur A sert & prouver qu'une
propriété est vraie pour tous les éléments de A. Il est définit par rapport a une relation < sur A
qui, pour que le schéma de récurrence soit cohérent, doit étre bien fondée.

L'écriture générale de ce schéma est:

Vxe A ((Vx'e A. x'<x=P(x"))=P(x))

(1)
Vxe A.P(x)

Tel quel ce schéma n'est pas effectif dans la mesure ol on n'y lit pas une méthode de calcul des
x' tels que x'<x.

Nous allons donner une variante effective de ce schéma pour une relation de B (A).

Soit Be B,(A). Le schéma de récurrence que nous allons associer a2 B ne sera valide que sur
champ(B)cA . c.a.d. en réécrivant (1):
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Vxe champ(B) ((Vx'e champ(B). (x',x)e B=P(x"))=P(x))
@

Vxe champ(B).P(x)

Nous n'aurons une écriture semblable a (1) que quand champ(B)=A.

Ainsi (2) présente une restriction par rapport a (1), puisque (1) tient compte parmi les €léments
minimaux (i.e. les x'e A tels que Vxe A —~(x<x") ) des éléments isolés par rapport a < (i.e. les
x'e A tels que Vxe A —(x<x'vx'<x)). Or c'est un fait que ces éléments minimaux
n'interviennent pas dans la récurrence proprement dite par rapport 2 B: la propriété P doit étre
prouvée pour ces éléments & part et supposer qu'elle y soit vraie n'intervient pas dans
I'hypotheése de récurrence. C'est pour cela que nous allons nous intéresser dans la suite plus
particulierement aux relations de B,(A) qui sont totales sur A c.2.d. les relations B telles que
champ(B)=A. Nous noteront BT (A) l'ensemble des relations de B(A) prouvées totales sur
I'ensemble A (relation totale, d ne pas confondre avec ordre total).

Pour une version effective de (2) nous revenons a la construction d'une relation B de B, (A) de
la section 3 pour constater que cette construction fait de B un ensemble récursivement
énumérable mais aussi des ensembles 6p(B) et 6)(B) définis par:

Go(B)=I1(B) |

01(B)=Ui1 Ik(B)

60(B) est I'ensemble des €léments minimaux de B et 61(B) le complément de 6g(B) dans B.
Soit x e champ(c1(B)). B étant récursivement énumérable, I'ensemble

{ye champ(B): (y,x)e B} est récursivement énumérable et non vide. 1l peut donc étre énuméré
par une fonction récursive totale 6x g: N—champ(B). A partir de 14 on peut définir une fonction
récursive totale 6p: champ(B)—>N—champ(B)u{l]} telle que 8p(x,i)=0x B(i) si x
€ po(champ(c1(B))) et Op(x,i)=1 sinon.

11 est important de noter que pour un xe champ(B) le prédicat xe champ(c;(B)) est décidable.
En effet les deux ensembles po(champ(c1(B))) et champ(cp(B)) étant récursivement énumérable
et disjoints il suffit de les énumérer pour décider a quel ensemble x appartient.

Nous pouvons maintenant réécrire le schéma (2) pour B dans BT ,(A) comme:

[ VieN. P(6p(x,1)) [xe A]]
P(x)

Vxe A.P(x)
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8 La ré implique Ia récursi

Soit <g une relation sur s définie dans HA(DT) 2 l'aide d'une fonction 0:Nxs-3s par la formule:
y<gx = Ji:N.y =0(x,i)

Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre dans le cadre de la récursion générale dans la
théorie des types, nous dirons que la relation <g est bien fondée si et seulement si la régle:

Vx:s. (Vx':s.x'<gx—=P(x"))-P(x)

<g-ind
Vx:s.P(x)

est valide dans HA(DT), c.a.d. si et seulement si la régle suivante l'est:
[ Vi:N. P(8(x,1))]

P(x)
0-ind

Vx:s.P(x)

La seule différence avec ce que nous avons vu dans la théorie des types est que ici, la régle de la
récursion découlera systématiquement de la régle de récurrence a l'aide de la réalisabilité.

Dans le but d'avoir une notation uniforme pour le réalisant des conclusions des différentes
régles de récurrence qui sont prouvées dans le systeéme, l'ensemble des termes de HA(DT) est
enrichi par les termes définis par la clause suivante:

Pour tout couple de types finis s,t, tout couple de termes 6:5—N-3s, v:((N—-t)—s)—t et pour
tout élément x de s, si <g est prouvée bien fondée dans HA(DT) alors Rg[v,x] est un terme de

HA(DT) de type t

De méme l'ensemble des axiomes de HA(DT) est augmenté par les axiomes:

Pour tout couple de types finis s,t , tout couple de termes 0:s—>N—-3s, v:((N—t)—s)—t et pour
tout €lément x de s, si Rg[v,x] est un terme de HA(DT) alors:

Ro[v,x] = v(ALRg[v,0(x,i)],x)

La sémantique dénotationnelle (voir le paragraphe 6 du chapitre IV) du terme Rg[v,x] est
donnée par son interprétation I[Rg[v,x]]lp dans la théorie des ensembles et qui est telle que:
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I[Ro[v.x]1lp = G(i[x]lp) ot Ge App([s],[t]) est définie comme suit:

pour tout a€ [s], G(a) = I[v]lp(G', a) ol G'e App(IN],[s]) est I'application définie par:

G'(k)= G(I[6]lp(a, k))

L'existence et I'unicité d'une telle application G découle du fait que la régle de récurrence ayant
été prouvée implique la validité dans l'interprétation de la formule:

Vae [s].[Vke [N]. P(I[8]ly(a, k))=P(a)] =>Vae[s].P(a)

Nous allons utiliser cette formule pour montrer que G ainsi définie est bien une application de
[s] vers [t]:

Soit Dg(a) le prédicat disant que G est définie pour le terme a de [s].

Soit ae[s] et supposons que pour tout ke [N] DG(1[6]lp(a, k)) est vraie. Ceci implique que G'
dans l'égalité définissant G est bien une application de [N] dans [s] et par conséquent G(a) est
bien défini donc Dg(a) est vrai. On en conclut d'aprés la formule que Vae [s].Dg(a). Ainsi G
est bien une application.

nsistanc T r 8-ind:

Notre hypothése est : v(u,x) rr P(x) si u 1t Vi:N.P(8(x,i)).

et on prouve a l'aide de la regle 6-ind que Vx:s.Rg[v,x] ir P(x):

Supposons Vi:N.Rg[v,0(x,i)] rr P(0(x,i)) soit encore (Ai.Rg[v,0(x,1)]) &r Vi:N.P(8(i,x)), alors
v(Ai.Rg[v,0(x,i)],x) rr P(x) par hypothése. Soit encore,Rg[v,x] rr P(x) en vertu de I'axiome.
On conclut par 8-ind que Vx:s.Rg[v,x] rr P(x).

remarque: dans le cas ol la régle de récurrence sur un type s & prouver peut s'écrire sous la
forme:

[P(6(x,1)),...,P(8(x,n))]
P(al)7---9 P(am) P(X)
0-ind

Vx:s.P(x)
on écrira le récurseur dans le réalisant de 1a conclusion sous la forme:
Rgluy,...;um,v,x],
et les axiomes correspondant sous forme d'un seul axiome:
Re[uy,...,um,v,Xx] = if x=a) then uj else
if x=ap, then up, else
v(Ro[u1,...,um,v,0(x,1],....Rg[u1,...,um,v,0(x,n)], x)
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Dans l'implantation (chap. V), le réalisant Ax.Rg[uj,...,um,v,x] de la conclusion de la régle 6-
ind ci-dessus pour une relation bien fondée < et représenté par R[<, ujy,..., up, v], la relation <
(supposée bien fondée) étant précisée par I'ensemble de ses €léments minimaux et sa fonction
prédécesseur.
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CHAPITRE V
EXEMPLES ET IMPLANTATION
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EXEMPLES ET IMPLANTATION

1 Synthése de la fonction Ouicksort

Dans ce paragraphe, nous allons donner deux exemples de dérivation de la fonction Quicksort
dans HA(DT) augmenté par des axiomes qui expriment la logique méme de cette fonction de tri.
Soit A un type de données muni d'un certain ordre total <: AxA—bool. La spécification du
probleéme du tri d'une liste d'éléments de A (selon l'ordre croissant, par exemple, dans toute la
suite) consiste & écrire 1a formule:

Vx:L.3y:L.sort(x,y) avec L=<nil:L, cons(hd:A, tl:L)>

Cette formule dit que toute liste x peut étre triée en une liste y. Le prédicat sort(x, y) peut étre
explicité comme la conjonction: ord(y)Aperm(x, y) et davantage en explicitant les prédicats
ord(y) et perm(x,y) disant respectivement que la liste y est ordonnée et que y est une
permixtation de la liste x. Nous proposons une autre fagon d'expliciter le prédicat sort(x,y) qui
tient plus 2 la stratégie du programmeur pour la définition de la fonction de tri qu'au sens
mathématique de ce qu'est une liste triée qui met toutes les stratégies de preuve sur le méme
pied d'égalité. En effet, c'est la stratégie suivie par le programmeur pour la preuve de la
spécification qui détermine le type d'exécution de la fonction souhaité, par exemple: Quicksort,
Bubble-sort, Merge-sort ... Dans le but de dériver la fonction Quicksort, nous proposons
d'expliciter le prédicat sort(x,y) en augmentant le systtme HA(DT) par des axiomes exprimant
la logique méme de cette fonction qui se résume comme suit: Quicksort est une fonction qui trie
une liste non vide 1 en la partitionnant en deux listes. La premiére contient les éléments
inférieurs 2 hd(x) et la seconde, les éléments supérieurs ou égaux 2 hd(l). Quicksort trie ensuite
récursivement ces deux sous listes.

11 est clair que ces axiomes ne doivent pas avoir de contenu calculatoire (qui n'est pas extrait,
autrement que par une preuve) et sont donc tous réalisés par #. En I'occurrence nous avons les
deux axiomes (a.z est une abréviation pour cons(a,z)):

A1 = sort(nil,nil)

Aj = VaAxLyLzL, sort(inf(a,x),y)=>(sort(sup(a,x), z)=ssort(a.x,cat(y,a.z)))
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Les termes inf:A—L—L et supA—L—L sont les fonctions de filtrage nécessaires au
partiionnement d'une liste et définies par:
inf = Aal R(nil, Ax.Ay.if hd(x)<a then hd(x).y else y, 1)
sup = Aal.R(nil, Ax.Ay.if hd(x)<a then y else hd(x).y, 1)
Le terme cat:L—L—L est 1a fonction de concaténation de deux listes définie par:
cat = AsL.R(s, Ax.Ay.hd(x).y, 1)
Ces termes sont plus lisibles en réécrivant le récurseur R en utilisant sa définition, par exemple
inf(a,]) vérifie I'égalité: ‘
inf(a,]) = if I=nil then nil
clse if hd(l)<a then hd(l).inf(a,tl(1)) else inf(a,ti(1))

- héma n f val

Les deux exemples de dérivation de Quicksort que nous allons donner utilisent un schéma de
récurrence sur les listes dit course-of-values dont I'analogue a €té introduit par Jan Smith
[Smith, 83] pour la théorie des types. Ce schéma s'écrit:

[a:A, x:L, P(d1(ax)), ... , P(dk(a,x)) ]

P(nil) P(a.x) length(dj(a,x))<length(x) (1<i<k)
c.o.v.

P(x)

Les fonctions d;j sont donc, d'apres les prémisses de cette régle, des termes de type AxL—L qui
au couple (a,x) associent une liste dj(a,x) de longueur inférieure ou égale A x. Pour éviter
d'avoir des termes encombrants, on ne va considérer ici qu'une fonction d, la généralisation
étant ensuite immédiate.

Nous nous proposons d'abord de prouver la consistance de ce schéma. On doit donc construire
un réalisant pour la conclusion, t rr P(1), & partir des hypothéses suivantes sur les prémisses de
la regle et leurs réalisants:

H;= P(nil) et cmr Hy,

H>= P(d(a,x))=>P(a.x) et Ae.g(a,x.e) rr Hp

Cette construction va découler de la preuve de la validité de cette régle de récurrence dans
HA(DT) en vertu du théoréme de consistance pour la réalisabilité rr. Rappelons que la formule
length(dj(a,x))<length(x) est négative, donc réalisée quand elle est valide par #. Pour la preuve
de 1a conclusion P(x), nous allons d'abord prouver le lemme :

Vp:N.F(p)=Vp:N.VI:L.length()<p=>P(l).
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Une fois prouvé et par conséquent réalisé par un terme t, ce lemme permettra de prouver P(x)

comme suit:
t
Vp:N.F(p)
(V-E)* --eomeee-
t (Jength(x)) #
F(length(x)) Vx:N.x<x
V-E V-E
t (length(x)) 1 #
length(x)<length(x)=>P(x) length(x)<length(x)
=-E
t (ength(x)) x

P(x)

remarque: comme dans toute la suite, sur chaque formule d'un arbre de preuve, on a écrit son
réalisant qui découle de la preuve de la consistance de la réalisabilité.

Nous allons utiliser dans la preuve de Vp:N.F(p) deux lemmes dont nous ne donnons pas la
preuve qui n'est pas pertinente, ces lemmes étant de contenu calculatoire nul. Ces lemmes sont:
L = VIL .length(1)<0=>1=nil

Ly = Va:A.VI:.L.Vn:N.length(a.l)Ssuc(n)=>length(d(a.l))sn

La preuve de Vp:N.F(p) se fait par récurrence sur n en utilisant la régle N-ind:

preuve du cas de base:
L

V-E----
# #
[ength@)<0] length(l)<O=sl=nil

=-E

# c

1=nil P(nil)

subst

C

P()
N, QU

C
length(1)<0=>P()

V-1

Alc
VI:Llength(1)<O=P()
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preuve du pas de récurrence:

#
L2
(V-E)* ---ommme
u # #
[F(n)] length(a.x)<suc(n)=length(d(a,x))<n [length(a.x)<suc(n)]
(V-E)* - =-E
u(d(a,x)) #
length(d(a,x))<n=>P(d(a,x)) length(d(a,x))<n
=-E
u(d(a,x)) Ae.g(ax.e)
P(d(a,x)) Hj
=-E
C g(avx ,U(d(a,X)))
Hj P(a.x)
e R =-1
c g(a,x,u(d(a,x)))
length(nil)<suc(n)=>P(nil) length(a.x)<suc(n)=P(a.x)
L-ind

ALR] (c, Aa.Ax.Av.g(a,x,u(d(a,x))), 1)
F(suc(n))

En appliquant la régle N-ind, nous obtenons le réalisant t de Vp:N.F(p):

u
[F(n)]

Alc ALRL(c, Aa.Ax.Av.g(a,x,u(d(a,x))), 1)

F(0) F(suc(n))

N-ind

Ap.RN(ALc, An.Au.Ax.Rp(c, Aa.Ax.Av.g(a,x,u(d(a,x))), Xx), p)
Vp:N.F(p)

et le réalisant t(length(x))x de la conclusion P(x) du schéma c.o.v. s'écrit:

RN(c, An.Au.Ax.RL(c, Aa.Ax.Av.g(a,x,u(d(a,x))),x), length(x)) x

La généralisation du réalisant dans le cas de plusieurs fonctions d; (1<i<k) donne:
RN(ALc, An.Au.Ax.Rp(c, Aa.Ax.Av.g(a,x,u(d;(a,x)),..., u(dk(a,x)))), x), length(x)) x

1-2 Une premig¢re dérivation:
L'utilisation du schéma c.o.v. ainsi prouv€ dans la premiére dérivation pour la spécification

Vx:L.3y:L.sort(x,y) du Quicksort donne, en posant P(x) = Jy:L.sort(x,y) et l'abréviation
A'z=sort(inf(a,x),y)=>(sort(sup(a,x), z)=>sort(a.x,cat(y,a.z))):
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Az
(V-E)* -
# #
[sort(inf(a,x),y)] A
=-E
# #
[sort(sup(a,x), z)]  sort(sup(a,x),z)=>sort(a.x,cat(y,a.z))
=-E
) #
sort(a.x,cat(y,a.z))
3-1
u cat(y, a.z)
[P(sup(a,x))] P(a.x)
3-E :
\ cat(y, a.u)
[P(inf(a,x))] P(a.x)
3-E
nil cat(v, a.u)
P(nil) P(a.x)
C.0.V.
RN(ALnil,

An.Au.Ax.Rp (nil, ALAv.cat(u(inf(hd(1),t1(1))), hd(1).u(sup(hd(1),tl(1)))), x),

length(x)) x
P(x)

Les axiomes Aj et A ci-dessus expriment de fagon naturelle et trés lisible la logique méme du
Quicksort et font apparaitre une relation bien fondée naturelle pour la conception top-down du
Quicksort qui est définie par:

-Un seul petit élément: nil,

-Chaque liste non nulle a deux prédécesseurs:

6(a.l, 1)=inf(a,]) et 6(a.l, 2)=sup(a,l).

La preuve de 1a bonne fondation de la relation <g sur le type L définie par:

y <g a.x = 3i:N.0(a.], i) ou encore y <g a.x = y=inf(a,x)vy=sup(a,x) se fait en prouvant la
régle:

[ Vi:N. P(8(x,i))]
P(x)

6-ind
Vx:s.P(x)
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qui se réécrit dans notre cas en:

[ P(inf(a,1)), P(sup(a,1))]
P(nil) P(x)

0-ind
Vx:s.P(x)

Or cette régle n'est qu'une instance du schéma c.o.v. ci-dessus en remarquant que les fonctions
inf et sup vérifient bien, comme pour la premitre dérivation la prémisse de la régle c.o.v.
portant sur la longueur des listes. Ceci donne donc une preuve de la régle 6-ind que nous
utilisons dans la seconde dérivation de la spécification de Quicksort comme suit:

#
Az
(420 =) J—
# #
[sort(inf(a,s),y)] A2
=-E
# #
[sort(sup(a,s),y)] sort(sup(a,s),y)=>sort(a.s,cat(x,a.y))
=-E
#
sort(a.s,cat(x,a.y))
31
u cat(x,a.y)
ByL.sort(sup(a,s),y)]  Jyl.sort(a.s,y)
3-E
) \ cat(x,a.u)
A [ByL.sort(inf(a,s),y)] ByL.sort(a.s,y)
31 - - 3E
nil cat(v,a.u)
[Byl.sort(nil,y)] JyL sort(a.s,y)
6-ind
Rg[nil, Avu.cat(v,a.u), x]
3yL.sort(x,y)

V-1
Ax.Rg[nil, Avu.cat(v,a.u), x]
vxL3yL sort(x,y)

Ainsi alors que dans le premier exemple la régle c.o.v. a servi & la preuve de la spécification
aussi bien qu'a la construction du programme par sa réalisabilité, dans le second exemple elle
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n'aura eu qu'un role purement logique puisqu'elle n'aura servi qu'a prouver un nouvelle régle
de récurrence bien fondée telle que nous I'avons définie en général au chapitre précédent et dont
le réalisant de la conclusion a été donné indépendamment du contenu calculatoire de sa preuve.
La fonction ainsi obtenue offre une meilleure lisibilité et une meilleur efficacité que la premiére.
En effet I'axiome correspondant au récurseur Rg donne ici:

Rg[nil, Avu.cat(v,a.u), x] = if x=nil then nil
else cat(Rg[nil, Avu.cat(v,a.u),inf(a,x)],
Rg[nil, Avu.cat(v,a.u),a.sup(a,x)] )

La sémantique dénotationnelle que nous avons donnée  la fin du chapitre précédent interpréte le
terme Rg[nil, Auv.cat(v,a.u), x] par Q(l[x]lp) o Qe App([L},[L]) est définie comme suit:

pour tout le [L],

Q(nil )= nil.

Q(a.l) = [cat]lp(Q(I[inf(a,D]ip,a.QUI[sup(a,D]lp) )

La fonction Q ainsi définie correspond bien 2 notre compréhension de la fonction Quicksort.

2 Le systeme CAML

Le langage CAML fait partie de la famille ML méme s'il s'en distingue par certains aspects tant
sur le plan syntaxique que sur le plan sémantique [Cousineau, 87] dans la mesure oii le noyau
fonctionnel de ces langages demeure essentiellement le méme. Ces langages ont surtout joué le
role de méta-langage dans l'implantation de certains systéme de preuves tels que LCF, Nuprl,
Calcul des constructions, Isabelle....Ayant utilis¢é CAML pour notre implantation, ce langage
est notre référence dans la description qui suit.

Ce langage est caractérisé par son style de programmation essentiellement fonctionnel et ses
mécanismes pour le typage polymorphe et automatique des expressions et le traitement des
exceptions . Ceci apporte une souplesse évidente dans la programmation. La structure de types
du langage est donnée par des constructeurs de types qui sont le produit, I'exponentiation et le
constructeur des listes avec au départ un certain nombre de types de base tels que les entiers
(num), les chaines de caractéres (string)... et la possibilité pour I'utilisateur de définir de
nouveaux types de données en précisant les constructeurs de leurs objets (types concrets).
L'inférence automatique des types lors du développement d'un programme dispense le
programmeur d'une déclaration explicite des types et aide au développement correct du
programme par les messages d'erreurs retournés par le vérificateur de types a la rencontre d'une
expression mal typée. Le traitement des exceptions consiste essentiellement & appeler une
seconde fonction lors d'un échec dans I'exécution d'une premiére fonction avec la possibilité

111



pour le programmeur de provoquer 1'échec par programme (fail()). Par exemple, I'évaluation de
I'expression CAML e} ? 3 retourne la valeur de e quand ce n'est pas un échec sinon la valeur
de e2. Un tel mécanisme est par exemple trés utile dans I'écriture de certaines fonctions appelées
tactiques et servant  la recherche ou 2 la transformation de preuves [Constable, 86].

En dehors du langage proprement dit, le syst¢tme CAML offre la possibilité pratique de
développer des compilateurs de fagon trés descriptive. En effet, la tiche du concepteur est
ramenée dans ce contexte & décrire les régles de grammaire précisant la syntaxe du langage
(syntaxe concrete) dans le style BNF accompagnée chacune d'une action sémantique précisant
le code a générer lors de son application (syntaxe abstraite). Reste alors au concepteur de
développer un interpréteur qui donnera un sens opérationnel au code ainsi généré. La possibilité
par ailleurs de pouvoir générer du code relevant de la syntaxe abstraite méme du langage CAML
peut profiter a ce développement.

Notre implantation d'un compilateur de preuves s'est faite a 1'aide de ces outils pratiques en
ignorant l'aspect efficacité pour un tel compilateur. Les compilateurs ainsi congus ne sont pas
en général efficaces du fait que les techniques utilisées dans leur développement sont des
techniques générales et systématiques qui ne tiennent pas compte des propriétés propres a un
langage donné et qui y permettent une optimisation du code a générer.

3 Implantation
Nous décrivons dans ce chapitre 1’implantation d’un compilateur de preuves basé sur le systéme
formel HA(DT) décrit dans les chapitres précédents.

-1 taxe:

Nous allons décrire formellement et de fagon progressive dans ce qui suit le langage de
programmation par sa grammaire syntaxique. Pour cela, nous utilisons la notation BNF ou
pour distinguer les mots terminaux des non terminaux, ceux ci sont entourés de < >.

Un programme écrit dans ce langage est composé de quatre parties logiques selon le schéma:
<programme> ::= <def_types> <def_relations> <def_axiomes> <preuve>

- La premitre partie est une partie de définition de types de données qui consiste en une suite de

déclarations de types de données selon les régles de grammaires suivantes:
<def_dt > ::= | data_types: <d> {l,<dt>}*
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ol les regles de grammaire définissant <dt> sont données dans le paragraphe 3-1 du chapitre
II1.
A partir des types de données ainsi définis, les termes du langage sont donnés par la grammaire:
<terme> ::= <ident> | <ident>(<terme> {,<terme>}*)

| (<terme>, <terme>) | fst <terme> | snd <terme>

| if <terme> then <terme> else <terme>

| R(<ident>, <ident>, <term> {,<term>}*, <term>{,<term>}")

| R(<ident>,<term> {,<term>}*, <term>)

| fun <ident> . <terme> | <terme> <terme>

| ( <terme>)

Les formules du langage sont, elles, alors données par:
<formule> ::= <ident> | <ident>(<terme> {,<terme>}") | <terme> = <terme>
| <formule> A <formule> | <formule> v <formule> | <formule>=> formule>
| all <ident> : <type> . <formule> | exist <ident>: <type> . <formule>
ol <type> réfere aux types finis du langage par:

<type> ::= <ident> | <type> = <type> | <type> -> <type>

- La seconde partie est une partie de définition de relations sur un type de données. Ces
relations sont supposées étre bien fondées. La syntaxe que nous avons choisi pour cette partie
est restrictive, elle permet la définition d’une relation par la donnée de I’ensemble de ses
éléments minimaux et I’ensemble des prédécesseurs d’une variable x de ce type de données, a
supposer que tous les éléments non minimaux de ce type de données ont le méme nombre de
prédécesseurs. La syntaxe de cette partie de définition est donnée par les regles de grammaire
suivantes:

<def _relations> ::= | w.f_relations: <rel_nom>={<minimaux>} & {<prédécesseurs>}

<rel_nom> ::= <ident>

<minimaux> ::= <terme_list>

<prédécesseurs> ::= <terme_list>

<terme_list>:: <terme> {,<terme>}*
ol <rel_nom> donne le nom de la relation définie.

- La troisi®me partie consiste en une suite d’axiomes que se donne 1’utilisateur pour la
dérivation de la preuve. Ces axiomes, comme nous 1’avons vu, doivent étre donnés par des
formules de Harrop décrites par les régles de grammaire:
<harrop_formule> ::= <terme>=<terme> | <ident> | <ident>(<terme> {l,<terme>}"*)
| <harrop_formule> A <harrop_formule> | <formule> = <harrop_formule>
| ali<ident> : <type> . <harrop_formule>
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- La derniére partie contient le corps de programme proprement dit et consiste en une preuve
dérivée en déduction naturelle. La transformation T d’un arbre de preuve écrit sur papier en un
arbre de preuve (qui n’en est plus vraiment un) reconnu par le langage suit le schéma général:

H] ........ nn [T(nl),

F TdI,) ) nomI-F

=
2
B
|
|
|
|
"

le cas de base pour cette transformation étant la transformation d’une supposition ou la
transformation d’un axiome données respectivement par: T([A])= assume: A, T(A)= axiom: A.
Par exemple, 1’arbre de preuve:

[A]

=] e

A=>A [(A=>A)=>A)]
=>-E

A
=>-]
((A=>A)=>A)=>A

se transforme en:

{{assume: A =>-11- A=>A,
assume: (A=>A)=>A} =>-E |- A} =>-1I- (A=>A)=>A)=>A

La syntaxe générale d’un arbre de preuve est donnée par les reégles de grammaire:

<preuve> ::= { <preuve> }
| assume: <formule> | axiome: <harrop-formule>
| <preuve> subst |- <formule>
| <preuve> , <preuve> A-I |- <formule> | <preuve> A-E I- <formule>
| <preuve> v-11- <formule> | <preuve>, <preuve>, <preuve> V-E |- <formule>
| <preuve> =-1 |- <formule> | <preuve> , <preuve> =3-E |- <formule>
| <preuve> all-I |- <formule> | <preuve> all-E |- <formule>
| <preuve> exist-11- <formule> | <preuve> , <preuve> exist-E |- <formule>
| <preuve> {,<preuve>}* <ident>-ind |- <formule>
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11 est clair que ces régles de grammaire permettent uniquement la reconnaissance de la bonne
structure d’un arbre de preuve. La correction de la preuve, quant 2 elle, sera établie par le
vérificateur de preuves que nous allons décrire.

3-2 Le vérificateur de preuves:

La vérification qu’une preuve est correcte en déduction naturelle consiste a vérifier la bonne
application d’une régle d’inférence 2 tout point de la dérivation. La vérification de la bonne
application d’une régle d’inférence nécessite la connaissance:

- des prémisses et de la conclusion de la régle ainsi appliquée,

- de I’ensemble des suppositions faites dans la dérivation de chacune des prémisses. Ceci, du
fait que d’une part I’ensemble des suppositions d’une prémisse est susceptible, lors de
I’application d’une régle d’inférence, d’étre réduit (supposition déchargée) ou réuni aux
ensembles des suppositions d’autres prémisses (A-I, par exemple) pour avoir I’ensemble des
suppositions de la conclusion et d’autre part du fait que ces ensembles sont nécessaires pour
vérifier si la condition sur les variables est satisfaite dans 1’application éventuelle des regles (V-
I, 3-E, dt-ind). Ceci nous conduit a définir le vérificateur de preuves comme un ensemble de
fonctions spécialisées pour la vérification de 1’application correcte d’une régle d’inférence.

Nous voulons dans notre implantation que le vérificateur de preuves ait pour effet secondaire,
lors de la vérification d’une preuve, la construction d'un terme réalisant la formule prouvée
(celui donné par la preuve de la consistance de 1r). Nous avons vu dans la preuve de la
consistance de la réalisabilité rr comment construire de fagon systématique un réalisant de la
conclusion d’une régle d’inférence en fonction des réalisants de ses prémisses et du caractére
Harrop de la conclusion. Ainsi nous allons définir les fonctions de vérification de fagon a ce
qu’elles calculent le réalisant de la conclusion de la régle associ€e en cas de succes de la
vérification. Pour cela, nous avons besoin de définir une structure de données pour la
représentation interne des objets syntaxiques décrits ci-dessus.

- ntation in :

La représentation interne sera faite selon la philosophie du langage CAML en décrivant a I'aide
des types concrets une syntaxe abstraite correspondant a la syntaxe concréte ci-dessus de ces
objets (voir annexes). Nous résumerons cette correspondance ci-dessous en notant o’ la
syntaxe abstraite (représentation interne) de ’objet syntaxique a. Le cas de base pour cette
correspondance présentée de fagon inductive est le cas ou 1’objet syntaxique o est un
~ identificateur (une chaine de caractéres reconnue par <ident>) et pour lequel on a o*=ct.
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- Types de données:

syntaxe concrete:

dt_nom=<cj,..., cn, f1(sel1:dt11,....,s€lk11:dtk11), -...fn(selin:dtin,....S€lknn dtknn)>
syntaxe abstraite:

(dt_nom,

[c1,....€m],

[(f1 [ (sel11,dt11)s..s(s€lk11,dtk11)]) 55 (Fns (S€l1n,Atin)s-.,(SElknn,Atknn)]) 1)

- Environnement de types de données:
syntaxe concrete:

types dt,...,.dtn

syntaxe abstraite:

[dt1*;...; dtp*]

- Type produit et type fléche:
syntaxe concrete:

t1 = 1, 11O

syntaxe abstraite:

prod(t, t2), arrow(ty, t2)

- Termes:

x désigne un identificateur,

syntaxe concrete: syntaxe abstraite:
X x

f(e1,...,e2) Fun-Cons (f, [e1*;...;en"])
t Bool true

ff Bool false
(e1,€2) P(e1"e2")

fste Fste*

snd e Snd ¢*

if b then e else e2 Case (b*,e1*,e2")
funx.e Fun (e1*, &2%)
e1€2 Apply (e1" ,62%)
- Formules:

x et P désignent des identificateurs,
syntaxe concréte: syntaxe abstraite:
| Pred[P; [] ]
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P(ey,...,€2) Pred (P, [e1*;...;en"])

FiAFy And (F1,F2)

FivF, Or (F1,F2)

F1=F; Imp (F1,F2)

all x:tF All (x,t%), F*)

exist x:t.F Exist ((x,t*), F*)
-4 Séquen is fonctions de vérification:

Nous sommes maintenant en mesure de préciser une structure de données pour les arguments
d’une fonction de vérification pour une régle d’inférence. Pour une telle fonction, I’argument
correspondant 2 la conclusion de la reégle d’inférence aura la structure abstraite d’une formule et
les arguments correspondant a ses prémisses auront, eux, la structure d’un séquent réalisé ou
par séquent réalisé pour une prémisse, nous entendons 1’objet composé de cette prémisse avec
son réalisant et de I’ensemble de ses suppositions avec leurs (présupposés) réalisants. Ceci
nous conduit & définir la structure d’un séquent réalisé pour une formule F dérivée sous les
suppositions Aj,...,Ap comme:

([(A1,TA1);...;(AnTAR)], (F1))
Du fait que dans la dérivation d’une preuve seule est pertinente pour nous I’information retenue
par les séquents réalisés des prémisses dans tout ce que peuvent représenter les preuves

complétes des prémisses comme information, ces séquents réalisés représentent au méme
temps pour nous la syntaxe abstraite d’une preuve.

Les fonctions de vérification d’une regle:

Pour vérifier I’application correcte d’une regle d'inférence:

nom ----------—---
F

on fait appel 2 la fonction nom* (f1;*,.......TIy* JF*) qui retourne le séquent réalisé IT*=(hyp,

(F*, 1)) quand I’application est correcte ou un message d’erreur dans le cas contraire ol hypetr
sont calculés 2 partir de leurs analogues dans ITp",.......IIp" .
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Exemple:

II; Il II3
V-E  cooeeeeee est vérifiée par or_e (I1;,I12, 113, F)

Les termes du langage HA(DT) définissent 3 travers leurs régles de réduction un langage de
programmation fonctionnel. Ce langage de programmation, appelons le LP, se présente comme
un langage typé simple étendu avec des constantes (constructeurs, alternatives, récurseurs...)
ot les types de base précisent une structure pour leurs €léments canoniques.

Dans le but de ’évaluation effective d’un terme en sa forme canonique, nous allons définir une
traduction (en tant qu’opérateur noté€ caml) des objets de ce langage (type de données, types et
termes) dans le 1aﬂgage CAML dont on prouvera par la suite la cohérence par rapport a la
réduction des termes. Nous noterons dans ce qui suit par e»e’ la réduction dans le langage LP
(si e et e’ sont des termes du langage LP) et par e»»e’ 1a réduction dans le langage CAML (sie
et e’ sont des termes de CAML).

Soit I" un environnement clos de types de données dans LP. Sa traduction caml(I") dans CAML
consiste 3 associer a chaque type de donnéesdeI :
dt_nom=<cjy,..., cp, f1(sel11:dt11,...,s€lk11:dtk11), --.fn(selin:dtin,...,S€lknn:dtknn)>
la déclaration d’un type concret :
type dt_nom=cjl..lcm
| f1 of dt1; &...&dtk11
| fy of dtin &...&dtyknn 3
et la déclaration pour chaque constructeur fj d’une fonction:
let is_f; = function fj(x},...,Xki) -> true
_ ->false;;
de type dt_nom -> bool,
et des fonctions associées a ses sélecteurs:
let seljj = function fi(x1,..,X;s--,Xki) -> X
_-> failwith (“erreur”) ;;
de type dt_nom -> dt_nom.
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3-5-2 traduction des termes:

x désigne une variable et ¢, f, sel désignent une constante, un constructeur et un selecteur dans
un type de données. La traduction des termes de LP en termes de CAML est donnée par la
transformation caml définie par le tableau:

[ caml(e)
x
it true
ff false
c c
f(eq,...,.€k) f(caml(ey),...,caml(ex))
is-c(e) caml(e) =c¢
is-f(e) is-f(caml(e))
sel(e) sel(camli(e))
(e1.€2) (caml(e1), caml(e2))
fst (e) fst (cami(e))
snd(e) snd(caml(e))
fun x.e function x -> caml(e)
(e1) (e2) (caml(er)) (caml(e2))
if b then ey else e if caml(b) then caml(e)) else caml(er)
R[dt, t, uy,...,um,V1,...,Vn, X} (et rec f= function

x -> if x=cq then caml(u;) else
if x=Cmy then caml(um) else
if is-f1(x) then e

if is-fp(x) then €q N X
ol e; désigne une suite de termes éventuellement vide telle que: si rec(f;))=0, e; est vide et si
rec(f)={rn1,....Tnp}, €j=caml(vp) x f(selmi (x))...f(selmp(x)).

R[p, uvi,...,um,v] (let let rec f= function

x -> if x=cq then caml(u;) else

if x=c, then caml(up,) else
if is-f1(x) then v(f(01(x)),..., f(On(x)), X)
1a relation p étant donnée par p=(cy,....cm} & {61(x),..., On(x)}.

1l est facile de vérifier que la transformation caml est une injection. On notera caml-! la fonction
inverse de caml définie sur cami(LP).
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La traduction des termes de LP en termes CAML ainsi décrite passe, dans notre implantation
par leur représentation abstraite (voir fonction traduire dans annexes). A la représentation
abstraite d’un terme e de LP est associé un objet de type string dans CAML représentant
concrétement 1’expression caml(e).

exemple:
#letr=(R
C'p", [(d "sM)],
(Fun
(dd "v"),
(apply
((Fun
((1d "y"),
(Fun_Cons

((d "cons"), [(Fun_Cons ((Id "hd"), [(Id "x")D); (1d "y")1)))),

dd "v"mm)
Valuer=-:term

# traduire(r);;
"let rec f = function x -> if x=nil then s
else ((functionv ->
((function y -> cons (( hd x), y) )) v))

. @) in £33"
: string

Le vérificateur de types de CAML infere automatiquement un type pour chaque expression. Du
fait qu'il n'y a pas de déclaration de types explicite & donner par le programmeur, des variables
de type interviennent dans cette inférence de types. Le vérificateur de types accomplit sa tiche
par rapport 3 un environnement de types qui associe & chaque identificateur libre dans une
expression un type (ou une variable de type). Il consiste & vérifier selon un algorithme
d'unification [Milner, 78] si les types inférés pour les sous expressions d'une expression sont
compatibles entre eux, 1a contrainte principale & respecter & ce niveau étant que le type de
l'argument effectif d'une fonction est le méme que celui de son argument formel.
L'environnement de types est éventuellement modifié lors de cette vérification quand le schéma
de type pour une variable gagne en structure pour répondre aux contraintes rencontrées.

Il est facile de vérifier que le bon typage d'une expression e dans LP est conditionné par le bon
typage de sa traduction dans CAML. Aussi le vérificateur de type de CAML peut étre utilisé
pour la vérification des types dans LP.
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-5-4 L'evaluation des ex ion AML:

Cette évaluation est par défaut une évaluation par valeur, c.a.d. les radicaux sont calculés de
I'intérieur vers l'extérieur. Aucun calcul n'est fait a l'intérieur d'une abstraction. Les termes de
la forme function x ->e sont considérés comme des valeurs, appelées fermetures. La définition
des valeurs dans CAML est cohérente avec notre définition des valeurs dans LP (chap. III, 5-5)
par rapport a la traduction ci-dessus. En effet la traduction d'une valeur de LP est une valeur de
CAML et si la traduction d'un terme e de LP est une valeur de CAML alors e est une valeur. De
méme les régles de réduction de CAML sont cohérentes avec les régles de réduction de LP,
c.A.d. si e et ¢’ sont des termes de LP alors e»e' ssi caml(e) »» caml(e') et d'autre part si
caml(e) »» " alors " est dans caml(LP).

On définit un interpréteur EVAL p pour LP a 'aide de I'interpréteur EVALcaM1. de CAML par:

EVAL, p(e) = cam!'/(EVALcamL(caml(e)))

11 est facile de vérifier d'apres ce qui a été dit ci-dessus que la définition de EVAL est correcte,
c.ad. qu'on a:

e »* caml'l(EVALcamp(caml(e))) et camll(EVALcam(caml(e)))e VAL.
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CONCLUSION

Il existe plusieurs systémes de développement de preuves qui servent en méme temps de
langage de programmation en offrant la possibilité d'extraire des programmes 2 partir de
preuves. Pour cela ils utilisent I'une des deux notions abordées dans ce travail, la notion de
proposition comme type ou celle de réalisabilité. L'isomorphisme qui est a la base de la
premiére notion permet la représentation par un terme de toute l'information apportée par la
preuve d'une formule, celle ci représentant alors un type pour ce terme. On perd cet
isomorphisme au niveau de I'interprétation de réalisabilité rr telle que nous l'avons définie pour
deux raisons. D'abord parce que les termes réalisants ne représentent qu'une partie de
I'information d'une preuve, celle au contenu calculatoire. Ainsi par exemple la preuve d’une
formule de Harrop méne au seul réalisant # (le programme) quelque soit cette preuve. Ensuite,
parce que un terme peut réaliser une formule (spécifiant un programme) sans que celle ci soit
prouvable, par exemple I’axiome du choix. Ces deux raisons justifient I'avantage de la
réalisabilité par rapport 2 I'isomorphisme de Curry-Howard dans 1'obtention des programmes a
partir de preuves dans notre systéme mais aussi dans d’autres systeémes tels que le calcul des
constructions [Paulin-Mohring, 1989]. Une interprétation des formules comme types est
néanmoins possible au niveau de la réalisabilité en interprétant une clause de la forme e r F
comme e appartient au type représenté par F et qui a été précisé dans la preuve de la propriété du
type unique pour les réalisants (chap. II) a I'aide de la ransformation T'. Cette interprétation
permet par exemple d'éviter dans notre implantation une vérification des types pour les termes
réalisants extraits lors de la vérification d'une preuve.
/

Parmi les systémes formels qui utilisent une notion de réalisabilité de fagon fondamentale pour
la synthése de programmes, deux systémes sont rapportés dans la littérature, le systetme QJ de
Sato [Sato, 85][Sato, 86][Takayama,88] et le systtme PX de Hayashi.
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QJ est un systéme constructif basé sur une logique intuitioniste pouvant traiter formellement les
fonctions partielles. Dans ce systéme il n'y a pas de distinction qui soit faite entre les termes et
les formules. Dans une structure de types qui inclut les types récursifs, des objets appelées
formes sont utilisées 2 la fois comme formules et comme termes. La preuve d'une forme
conclut sur sa validité quand elle est vue comme formule et 2 son existence (convergence)
quand elle est vue comme terme. Le calcul d'un terme y est congu comme un effort  prouver
son égalité 3 un terme canonique (sa valeur) sous réserve de convergence de méme que la
preuve d'une formule y est congue comme un effort & prouver son égalité au terme canonique ()
représentant la valeur de vérité vrai. Par conséquence I'implantation d'un interpréteur pour
I'exécution automatique des programmes est équivalente 2 I'implantation d'un démonstrateur de
théorémes automatique. L'aspect formule d'une forme peut servir & la spécification d'un
programme. La réalisabilité utilisée pour l'extraction d'un programme & partir d'une preuve de
sa spécification est une version de la g-réalisabilité inspirée de celle utilisée dans PX. Une voie
explorée dans QJ est la possibilité d'y représenter des processus pouvant s'exécuter en paralléle
et communiquer entre eux. Par exemple 'exécution du programme aab (sa preuve) ot a et b
n'ont pas d'occurrence de variable libre en commun peut €tre ramenée a l'exécution en paralléle
des programmes a et b. La preuve d'un programme de la forme 3x.a(x)Ab(x), en revanche ne
permet pas ce parallélisme au niveau des programmes a(x) et b(x) & cause de la variable partagée
X.

PX (Program eXtractor) est un systéme constructif basé lui aussi sur une logique des termes
partiels et a pour objectif principal I'extraction pratique et efficace des programmes 2 partir de
preuves. En ceci, il est certainement le plus avancé des systémes existant pour plusieurs
raisons. Le langage utilis€ pour la description des algorithmes est Lisp qui est formalisé de
fagon pratique dans le langage méme du systéme. Grace a sa logique, PX peut raisonner sur la
terminaison des programmes. Pour que PX soit plus proche de Ia réalité des langages de
programmation traditionnels qui expriment plusieurs formes de récursion, il y est défini une
forme de récurrence appelée récurrence conditionnelle générale (CIG) qui représente différentes
formes de récursion naturelles. Cette récurrence est utilisée en deux temps pour 'obtention d'un
programme correct répondant 3 une spécification Vx:D.3y.A(x,y). Le programmeur décrit
d'abord un schéma de récursion général dont le programme souhaité en serait une instance. La
CIG-récurrence est alors utilisée une premiére fois pour la représentation de la récursion voulue
dans la définition d'un sous domaine D; du domaine de quantification D pour lequel on prouve
Vx:Dj1.3y.A(x,y) & l'aide d'une seconde utilisation de la CIG-récurrence. Un programme f
vérifiant Vx:D1.A(x,f(x)) est alors extrait de cette preuve a l'aide de l'interprétation de la
réalisabilité (px-réalisabilité, une variante de la g-réalisabilit€). Pour établir la correction
(terminaison) de f par rapport au domaine D, on prouve alors que D1 D. Ainsi, la preuve de la
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terminaison de f sur D se voit séparée du reste de la preuve qui fournit le programme. Le rdle de
cette preuve est de convaincre de la terminaison de f sans aucun apport calculatoire, la formule
étant pour ainsi dire de méme nature que les formules de Harrop. En guise d'illustration de ceci
et sans entrer dans le détail technique de la théorie de PX, nous allons décrire la dérivation selon
cette méthode de la fonction d'Ackermann qui s'écrit dans le style Lisp comme:

Ack(x,y)=cond(equal(x,0), suc(y);
equal(y,0), f(prd(x),1);
t, f(prd(x),f(x,prd(y))) )

Pour la définition des domaines qui sont les classes au sens de PX, celui-ci offre la possibilité
d'utiliser un certain type de définitions récursives (la récursion positive) a 'aide de la CIG-
récurrence. Par exemple le graphe de la fonction Ack est défini en PX par la classe:

deCIG (x,y,z):A = equal(x,0)— suc(y)=z;
equal(y,0) = (prd(x),1,2):A;
t — Jz:N.( (x,prd(y),z1):A A (prd(x),21,2):A )

La définition du sous domaine D tel que nous 'avons décrit ci-dessus donne ici:

deCIG (x,y):Dj= equal(x,0) = T,

equal(y,0) = (prd(x),y):Di
t = (x,prd(y)):D, Vy:N.(prd(x),y):D1

((x,y,2):A et (x,y):D; se présentent donc comme des prédicats booléens d’appartenance).

La spécification de f s'écrit: Vx:N.Vy:N.3z:N.(x,y,2):A

Par applications successives des régles (V-E), (3-E) et (3-1), la CIG-récurrence sur D} permet
de conclure 2 la formule V(x,y):D1.3z:N.(x,y,z):A. Le réalisant calculé lors de cette preuve est
a quelques optimisations prés la fonction f ci-dessus. Pour terminer la preuve de la spécification
de f on prouve Vx:N.Vy:N.(x,y):D; par une double récurrence sur N.

Que donnerait notre méthodologie et notre variante de la récurrence bien fondée pour cet
exemple? Nous devons donner la spécification de f a l'aide d'axiomes de Harrop:

Vy:N.A((0,y),y+1)

Vx,y,z2N.A((x,1),z)=>A(x+1,y,z)
Vx,Y,Z,t:N.A((x+1,y),00AA((x,1),2) = A((x+1,y+1),2)
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La relation bien fondée < naturelle pour cette spécification est donnée par l'ensemble des
€éléments minimaux: {(0,y), y:N} et les axiomes:

Vx:N.(x,1) < (x+1,0)
Vx,y:N.(x+1, y) < (x+1,y+1)
Vx,y,t:N.(x,t) < (x+1,y+1)

Prouver que cette relation est bien fondée revient a prouver la validité de la regle de récurrence
sur le type NxN:

(P((x,1))) ( P((x+1,y)), VEN.P((x,1)) )
P((0.y)) P((x+1,0)) P((x+1,y+1))
<-ind

V(x,y):NxN.P((x,y))

Cette preuve se fait par récurrence par rapport a I'ordre lexicographique sur NxN.
Du fait qu'un élément de NxN peut avoir w+1 prédécesseurs nous allons numéroter ceux-ci par

des couples.
Une fonction prédécesseur 8((x+1,y), (i,j)) pour cette relation serait une fonction telle que:

0((x+1,0), G,1)) = (x,1)
6((x+1,y+1), (i,2)) = (x+1, y)
0((x+1,y+1), (i,3)) = (x,D)

La preuve de la formule V(x,y):NxN.3z:N.A((x,y),z) est facilement dérivable selon le schéma
réalisé suivant:

a b u
BzN.A((x,1),2)) (Gz:N.A((x+1,y),z), Vt:N.3z:N.A((x,1),Z) )
y+1 a u(b)
3z:N.A((0,y),z) 3Jz:N.A((x+1,0),z) 3z:N.A ((x+1,y+1),z)
<-ind
A(x,y)-Re[v,(x,y)]

V(x,y):NxN.3z:N.A((x,y),2)

Ro[v,(x,y)] = if x=0 then y+1 else v(Aji.Rg[v,0((x,y),(1,j)].(x,y))
=if x=0 then y+1
else if y=0 then Rg[v,8((x,0),(,1))]
else (Ai.Rg[v,0((x,y),(1,3))]) Relv,8((x,y),(1,2))]
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= if x=0 then y+1
else if y=0 then Rg[v,(x-1,1)]
else (Ai.Rg[v,(x-1,1)]) Rg[v,(x,y-1)]
= if x=0 then y+1
else if y=0 then Rg[v,(x-1,1)]
else Rg[v,(x,Rg[v,(x+1,y-1)])]
Au niveau de la sémantique opérationnelle cette derniére €galité est obtenue par une évaluation
partielle qui optimise le code généré.

En posant f((x,y))=Re[v,(x,y)]
f((x,y))= if x=0 then y+1
else if y=0 then f((x-1,1))
else f((x-1, f((x,y-1))

Ainsi cet exemple montre que l'on peut générer par notre méthode, comme dans PX, des
fonctions récursives imbriquées [Tait, 61] qui ne sont pas récursives primitives.

En guise de conclusion pour ce travail, on fera remarquer que les axiomes de spécification que
nous avons donné pour les fonctions de Quicksort et Ackermann peuvent & quelques
modifications prés étre exécutés directement par un systéme tel que Prolog. Un tel systéme se
distingue des systeéme tels que le notre par son utilisation de I'appareil logique pour extraire de
Ia description logique d'un probléme les moyens de calcul qui permettent de le résoudre.

Pour chaque instance individuelle d'un probléme (exprimé par une formule), Prolog recherche
une preuve spécifique. Cette preuve fournit la solution ot elle aura calculé directement elle
méme le résultat désiré. Par exemple, pour répondre au probléme du PGCD de deux entiers x,
y, Prolog tentera de prouver pour chaque instance du couple x,y, par exemple 6,9 J'existence
d'un tel entier (3) grice & son mécanisme général d'inférence basé sur la regle du modus ponens
(=-E) et le mécanisme de résolution. L'approche que nous avons suivi, elle, consiste a
extraire & partir d'une preuve générale, un algorithme général qui répond a toute une classe
d'instances du probléme traité. Ainsi, on y prouvera que pour tout couple d'entiers x,y, il existe
un PGCD, pour qu'en soit extrait une fonction calculant le PGCD de deux entiers quelconques.
L'avantage dans cette approche est qu'en plus de sa correction totale, la méthode de calcul
obtenue (I'algorithme) est déterministe.
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Annexes 1

Description du 1 HA:

Nous donnons ici une description de HA utilisant l'opérateur A dans la définition de ses
termes et la déduction naturelle dans la définition de ses régles logiques [Diller, 80].

Structure de types T:

La structure de types T est définie inductivement par les deux clauses:
1) NeT.
2)s,teT=>sxt,soteT.

YVocabulaire de HA:

11 est formé de:

1) connecteurs logiques: A, v, =, V, 3, faux.

2) symboles A, ., (, ),.

3) un symbole de prédicat binaire = (égalité).

4) symboles de prédicat A,B,F, P, Q, ...

5) variables xS, yS...pour chaque type se T (notées aussi x:s, y:s..., e type en exposant €tant

souvent omis) . 4
6) deux constantes ON (zéro) et SN—N (fonction successeur) pour la définition des entiers.
7) constantes telles que:

Po: SXt—s, p1: sxt 5t pour tout s, t € T (premigre et seconde projections)
Rg : s—(s—N—s)—->N->s pour tout s € T (récurseurs typés).

Termes de HA:

Les ensembles Tmg des termes de type s sont définis simultanément et inductivement comme
étant les plus petits ensembles vérifiant: ‘

1) toutes les constantes et les variables de type s sont dans Tms.

2) si e] est dans Tmyg et e est dans Tmy alors (e1,e7) est dans Tmgy,.

3) si x est une variable de type s et e un terme dans Tmy alors Ax.e est dans Tms_s¢.

4) si e] est dans Tmg_y et €3 est dans Tmg alors (e) e2) est dans Tmy.

L'ensemble Tm des termes de HA est alors Tm=\Uge T Tm.
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Formules de HA:

La constante propositionnelle faux et les expressions de la forme ej=e2 sont dites formules
atomiques. L'ensemble Fm des formules de HA est alors défini par les clauses:

1) les formules atomiques appartiennent 3 Fm.
2) si A, B € Fm alors Si A,B appartiennent 2 Fm alors AAB, AvB, A=B, Vx5.A, 3xS.A, -

A appartiennent 3 Fm.

Ce sont celles de 1a logique des prédicats intuitioniste (chap.], §4-1) plus les régles suivantes:

e1=¢e3 e1=¢€2 e2=¢€3
- et pour I'égalité.
e=e ey =¢j e1=¢e3
e1=e2 F(ey)
subst ------emomeeeee- pour la substitution dans une formule.
F(e2)
0=Se e;=e» Sej=Sep
faux  Sej=Sez e=¢

et une régle de récurrence pour toutes les formules du langage:

[ Fe)]
FQO)  F(Se)
ind

F(e)
oll a ne doit pas apparaitre dans une supposition de F(Se) autre que F(e).

Axiomes de HA:
(Ax.e1[x]) e2 = e1fea/x] aprés renommage éventuel.

pole1.e2)=¢1, pile1,e2)=c2
Rs(C,V,O)=C, RS(C,V’SC)=V(RS(C’V’C)9 C).
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Annexe II

L 2 le réeles de Ia théorie des t Je Martin-Lof:
Régles d'égalité:
a:A a=b: A a=b: A b=c:A a:A A=
a=a:A bwa:;\- a=Cc: A a:B
type A A=B A=B B= a=b:A A=B
A=A B=A  A=C " a=b:B
Régles de substitution:
a=c:A B®Xx)=D(x) (x:A) a=Cc: A b(x)=d(x) : B(x) (x:A)
B(a)=D(c) b(a)=d(c) : B(a)
Il-régles:
type A type B(x) (x: A) A=C BXx)=D(x) (x:A)
I1-form.
type Ilx:A.B(x) Ix:A.B(x)=IIx:C.D(x)
b(x):Bx) (x:A) b(x)=d(x) : B(x) (x:A)
I1-intro.
Ax.b(x) : IIx:A.B Ax.b(x) : IIx:A.B
c:TIx:AB(x) a:A c=f:TIx:A.B(x) a=d:A
I1-élim.
ca:B(a) ca=fd:B(a)
a:A b(x):Bx)(x:A) c: Ix:A.B(x)
IT-€galité
Ax.b(x) a =b(a) : B(a) Ax.(c x)=c : IIx:A.B(x)
Z-régles:
type A type B(x) (x: A) A=C B(x)=D(x) (x:A)
Z-form.
type Zx:A.B(x) Zx:A.B(x)=Zx:C.D(x)
a:A ba): BQ@) a=Cc: A b=d : B(a)
Z-intro.
(a,b): Zx:A.B (a,b)=(c,d) : Zx:A.B(x)
c:Zx:AB(x) d(x,y):C((xy)) (x:A,y:B®X))
Z-€lim,

E(c.d): C(c)
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T-égalité

+-régles

+-form.

+-intro.

+-€lim.

+égalité

I-régles:

I-form.

I-intro.

I-€lim.

I-galité

c=e: Zx:A.B(x) d(x,y)=f(x,y): C((x,y)) (x:A,y:B(x))

E(c,d)=E((e.f)) : C(c)
a:A b:B(a) d(x,y):C((xy)) (x:A,y:B(x))

E((a,b),d)=d(a,b) : C((a,b))

type A typeB A=C B=D

type A+B A+B=B+D
a:A a=C:A b:B b=d:A
i(a) : A+B i@=(): A*B  j(b):A+B  j(b)=j(d): A+B
c:A+B dx) : Ci(x)) (x:A) e(¥): CG(y)) (y:B)
D(c,d.e) : C(c)

c=f: A+B  d(x)=g(x): C(i(x)) (x:A) e(y)=h(y): C((¥)) (¢v:B)
D(c.d,e)=D(f,g.,h) : C(c)

a:A dix):CG(x)) (x:A) e(y) : CG) (y:B)
D(i(a),d,e)=e(b) : C(c)

b:B d(x):CG((x)) (x:A) e(y) : CG(y)) (y:B)
D(j(a),d,e)=e(b) : C(c)

typeA a:A b:A A=C a=c:A b=d:A
type I(A,a,b) 1(A,a,b)=I(C,c,d)
a= a=b: A
r:I(Aab) r=r : I(C.c.d)
c:I(A,ab) c:I(A,ab) d:C(r) c=e:I(A,a,b) d=f:C(r)
a=b: A J(c,d): C(c) J(c,d)=J(e,f) : C(c)
a=b: A d:C(r)

J@r.d)=d: C(r)
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Ni-régles
Nk-form.

Nix-intro.

Ni-€lim.

Nx-€galité
successeur
N-régles
N-form.

N-intro.

N-€lim.

N-€galité

Remarques:

type Nk Nk=Nk
m: Nk (m=0,....k-1)
c:Nxd:C0) cm:Cm) (m=0,....,k-1)

m=m : Nx (m=0,....k-1)

Rx(c,c0,..-,6k-1) : C(c)
c=d:Nx cm=dn:Cm) (m=0,....k-1)
Rx(c,co,...,ck-1)=Rk(d,do,...,dk-1) : C(c)

cm: C(m) (m=0,...,k-1)
Rk (m.,co,-..,.Ck-1)=cm : C(c)
x:N |

I(N,suc(x),0)=Ng

type N N=N

a:N a=b:N
O0:N 0=0:N

suc(a) : N suc(a)=suc(b) : N
c:N d:C0) e(xy):Cx) (x:N, y:C(x))

R(cd,e) : C(c)
c=f:N d=g:C0) dx,y)=e(x,y):Cx") (x:N,y:C(x))
R(cd.e)=R(f,g.,h) : C(c)
e(x,y) : C(suc(x)) (x:N,y:C(x))
R(0,d,e)=d : C(0)
a:N d:C0) e(x,y) : C(suc(x)) (x:N,y:C(x))
R(suc(a),d,e)=e(a, R(a,d,e)) : C(0)

d:C0)

Nous n’avons pas besoin d’expliquer le sens des constantes I, r, E, D, R, leur sémantique
étant fournie ci-dessus par les régles qui les utilisent.

r sert de témoin pour la preuve dans la théorie d’une égalité quelconque.

Souvent dans le cas de E, une abréviation est utilisée pour la définition des projections:

po(c) = E(c, Ax.Ay.x)

Pi1(c) = E(c, Ax.Ay.y)
pour lesquelles on peut vérifier po((a,b))=a et p1((a,b))=b.
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(*********i***i****************************************************************)
(***xx*Derivation de la preuve pour la specification de la concatenation*****xx)

(****xxxde la liste s a une liste quelcongue all x:L.exist y:L.cat(x,y)******xx)
(********************************************************t*********************)

<<types N=<zero,suc{pred:N)>; L=<nil,cons(hd:N,tl1:L)>;
relations p={nil} & {tl(x)};

equations x=cons(hd(x),tl(x));

{

{axiom: cat(nil,s) exist-I|- exist y:L.cat(nil,y)} -
{assume: exist y:L.cat(tl(x),Y).,

{assume: cat(tl(x),y).,
{axiom: all a:N.all 1:L.all y:L.(cat(l,y) => cat (cons(a,l),cons(a,y)))

all-E|- all 1:L.all y:L.(cat(l,y) => cat(cons(hd(x),1),cons(hd(x),y)))
all-EI- all y:L.(cat(tl(x),y) => cat(cons(hd(x),tl(x)),cons(hd(x),y}))
all-E|- cat(tl(x),y) => cat(cons(hd(x),tl(x)),cons(hd(x),y))}
=>-E|-cat(cons(hd(x),tl(x)),cons(hd(x),y))
exist-Il-exist y:L.cat(cons(hd(x),tl(x)),y)}
exist-EI-exist y:L. cat(cons(hd(x),tl(x)),y)
subst x-|- exist y:L.cat(x,y)}
p-indl- all x:L.exist y:L.cat(x,y))} >>;;

(***xtx*kxxxxx%x*x2Le programme extrait sous sa syntaxe abstraite: ****xxkkkaxxkaxd)

R (llpl!,[(Id llsll)]’
(Fun
((I4 "vrii"y,

(Apply
((Fun

((Id "yll)/

(Fun_Cons

((Id "cons"),[(Fun_Cons ((Id "hd"),[(Id "x")])); (I4d "¥")1)))),
(Id "Vrll”))))))) : term

(***xxkrdkkrkxxkkkkxrktxx**Sa traduction en CAML: ***kxxkxddr kA kkhdkxrkkxFhhAk*)

"(let rec £ = function
x ->if x=nil then s
else ((function Vrll -»>
((function y -> (cons ((hd (x )),y )))vrlil ))

(£((t1 (x )))))in £); ;"
string
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(******************************************************************************)

(****+*x*Extraction de la fonction Quicksort a partir de sa specification**xx*x*xx)
(******************************************************************************)

let cons=function (x,y)->xX::Y¥:;

let inf=function (a,x)->filter (fun y->a>y) x;;
let sup=function (a,x)->filter (fun y->a<y) x;;
let cat= function (x,y)->append X Y;;

let x={3;2;1;5;2;9;78;546;0;1];;

let nil={];;

(******Derivation d’une preuve pour la formule all x:L.exist y:L.tri(x,y)**#***+)

<<types N=<zero,suc(pred:N)>; L=<nil,cons(hd:N,tl:L)>;
relations p={nil} & {inf(hd(x),tl(x)),sup(hd(x),tl(x))};
equations x=cons{hd(x),tl(x));
{ {axiom: tri(nil,nil) exist-I|- exist y:L.tri(nil,y)} -
{assume: exist y:L.tri(inf(hd(x),tl(x)),¥),
{assume: exist y:L.tri(sup(hd(x),tl(x)),y¥).,
{assume: tri(sup(hd(x),tl(x)),2).,
{assume: tri(inf(hd(x).,tl(x)),Y).
{axiom: all x:L.all y:L.all z:L.
tri(inf(hd(x),tl(x)),y)=>tri(sup(hd(x),tl(x)),2)=>
tri(x,cat(y,cons(hd(x),z)))
all-E|- all y:L.all z:L.
tri(inf(hd(x),tl(x)),y)=>tri(sup(hd(x),tl(x)),z)=>
tri(x,cat(y,cons(hd(x),z)))
all-E|- all z:L.
tri(inf(hd(x),tl(x)),y)=>tri(sup(hd(x),tl(x)),z)=>
tri(x,cat(y,cons(hd(x),z)))
all-E|~
tri(inf(hd(x),tl(x)),y)=>tri(sup(hd(x),tl(x)),z)=>
tri(x,cat(y,cons(hd(x),z)))

=>—E|- tri(sup(hd(x),tl(x)),z)=>tri(x,cat(y,cons(hd(x),z)))}
=>-E[- tri(x,cat(y,cons(hd(x),z)))
exist-I]- exist y:L.tri(x,y)
} exist-EI- exist y:L.tri(x,y)
} exist-E|- exist y:L.tri(x,y)}
p-ind ]- all x:L.exist y:L.tri(x,y)}>>;;

(****Le resultat de l’extraction est le terme realisant la preuve. Il est****%*)
(******************donne dans sa syntaxe abstraite:*t*************************)

(R
("p",[(I& "nil") ],
(Fun
(¢(Id "vr1"),
(Fun
((I4a "vx2"),
(2pply
((Fun
((Id "y"),
(Apply
{ (Fun
((Id "z"),
(Fun_Cons
((Id "cat"),
[(Ia "y");
(Fun_Cons
((Id "cons"),
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[(Fun_Cons ((Id "hd"),[(Id "x")])); (Id "2")1))1)))),
(Id *Vr2"))))), '
(Id "Vr1l")))) )
term

(******La traduction de ce realisant en un terme CAML operationnellement ****%x)
(***t************equivalent, en vue de son execution donne:¥¥*xxxxxxkkkxkxxrkxx %)

"(let rec £ = function
x ->if x=nil then nil
else (((function Vrl -»>
(function vVr2 -»>
{(function y ->
((function z ->
(cat (y ,(cons ((hd (x )),z )))))Vx2 ))Vrl )))
(£((inf ((hd (x )),(t1l (x )))))))
(£((sup ((hd (x )),(tl (x ))))))in £);;"
: string
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grammar for programs proof_checker =
delimitor
string is "\""
comment is "%"
precedences
left Literal "|-";
right Literal "=>";
right Literal "/\\":
right Literal "\\/";
right Literal "all";
right Literal "exist";

rule entry session =
parse Literal "types"; def_dt P_1;
Literal "relations"; def_relations P_2;
Literal “equations”; def_axiomes P_3;
proof P_4
-> result:= (P_1;P_2;P_3;P_4)

(**xxxxxxxrxxxsxxxxrrdeclaration des types de AONnees***** ;x4 s XXX XXXXXXXXXXX XK )

and def_dt =
parse -> sort_env
| sort dt; Literal ";"; def_dt D1
-> sort_env := 4dt::!sort_env
and sort =
parse IDENT dt_nom; Literal "="; Literal "<"; cons dt_corps; Literal ">"

-> (dt_nom,dt_corps)

and cons =
parse IDENT nom -> ([nom],[])

| IDENT nom; Literal “("; idlist nom_list; Literal ")"
-> ([],[Id nom,nom_list])

l IDENT nom; Literal ","; cons dt_corps
-> (Id nom::fst dt_corps,snd dt_corps)

| IDENT nom; Literal "("; idlist nom list; Literal ")";
Literal ","; cons dt corps
-> (fst dt_corps, (Id nom, nom_list)::snd dt_corps)

and idlist =

parse IDENT noml; Literal ":"; IDENT nom2 -> [(noml,nom2)]
| IDENT noml; Literal ":"; IDENT nom2;
Literal *,"; idlist nom_list -> (noml,nom2)::nom_list

(*rxxxxxxxxxtrrdeclaration des relations supposees bien fondeesk****xx*xkxx*xs*)

and def relations =
parse -> rel_env
| rel rbf; Literal ";"; def_relations D1
-> rel_env := rbf::!rel_env

and rel =
parse IDENT nom; Literal "=";
Literal "{"; term list min;
Literal "}"; Literal "&":
Literal "{"; term list pred;
Literal "}" -> (nom,min,pred)

(**xxxxxxr*xdeclaration des equations servant dans les substitutions***x*x*x#*xx3%)
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and def_ axiomes =
parse -> eq_list
| IDENT mem g;
Literal "=" ; term mem _d; Literal ";"; def_axiomes D1
-> eq_list := (Id mem_g,mem _d)::l!eq_list

(**xxxxxxxxxrx*x*xlos regles definissant la structure d’une preuver**kkx*rxkkxkdx)

and entry proof =
parse Literal "{"; proof p; Literal "}" -> p
(*suppose*)| Literal "assume" ; Literal ":";
form F
-> let e=nvar() in (([F,el,[])),F,e)
(*axiomex*) | Literal Yaxiom"; Literal ":";
form F
-> if harrop(F) then (([],{]),F,Id "diese")
else failwith("harrop axiom")

(*subst*) [ proof p; Literal "subst"; IDENT nom;
Literal "-"; Literal "|-"; form F
-> substitute (Id nom,p,F)

(*/\-1I%*) ] proof pl; Literal ","; proof p2; Literal "/ \\":
Literal "-"; Literal "I"; Literal "l'"; form F
-> and_i (pl,p2,F)

(*/\-E*) | proof p; Literal "/\\"; Literal "-";
Literal "E"; Literal "|~"; form F
-> and_e (p,F)

(*\/-1I*) | proof p; Literal "\\/"; Literal "-";
Literal "I"; Literal "I-"; form F
-> or_i (p/F)

(*\/-E*) | proof pl; Literal ","; proof p2; Literal ","; proof p3;
Literal "\\/"; Literal "-"; Literal "E"; Literal "|-"; form F
-> or_e (pl,p2,p3,F)

(*=>-1%) | proof p; Literal "=>"; Literal "-";
Literal "I"; Literal "|-"; form F
-> imp_i (p,F)

(*=>-E%) | proof pl; Literal ","; proof p2; Literal "=>";
Literal *-"; Literal "E"; Literal "|-"; form F
-> imp_e (pl,p2,F)

(*all-Ix*) | proof p; Literal "all"; Literal "-";
Literal "I"; Literal "I-"; form F
-> all_i (p,F)

(*all-E*) | proof p; Literal "all"; Literal "-";
Literal "E"; Literal "|-"; form F

-> all_e (p,F)
(*exist-I*)| proof p; Literal "exist"; Literal "-";
Literal *"I”; Literal "|-"; form F
-> exist_i (p,F)
(*exist-E*)l proof pl; Literal ","; proof p2; Literal "exist";

Literal "-"; Literal "E"; Literal "|-"; form F
-> exist_e (pl,p2,F)
(*p-ind*) I proof_list p_list; Literal "-"; proof p; IDENT nom;
Literal "-"; Literal "ind"; Literal "|-"; form F

-> ind_proof (nom,F,p,p_list)
and proof_list =
parse proof p -> [p]
| proof p; Literal ","; proof_list p_list -> p::p list
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and entry form =
parse IDENT nom; Literal "("; args_list e_list; Literal ")" -> Pred (nom,e_list)
| form F1; Literal "/\\"; form F2 -> And (F1,F2)

| form F1; Literal "\\/"; form F2 -> Or (F1,F2)
| form Fl1l; Literal "=>"; form F2 -> Imp (F1,F2)
| Literal "all"; IDENT x; Literal ":"; finite_type t;

Literal "."; form F -> All ((x,t),F)
| Literal "exist"; IDENT x; Literal ":"; finite type t;

Literal "."; form F -> Exist ((x,t),F)
| Literal "("; form F; Literal ")" -> F

and finite_type = parse IDENT t -> t
| finite type tl1; Literal "*"; finite_type t2 -> Prod(tl,t2)
| finite_type tl; Literal "->"; finite_ type t2 -> Arrow(tl,t2)

and args_list =
parse -> []
| term list e list -> e list

(FEXEXRRXRKAXRR XXX R KRR R A XA AR gyNtaxe desS LeImes **rr A XAk AR ARKRARR XXX XXX AR R NI %)

and entry term =
parse IDENT x -> Id x

IDENT x ; Literal "("; args_list 1; Literal ")" -> Fun_Cons(Id x,1)

Literal "tt" -> Bool true

Literal "ff" -> Bool false

Literal "("; term el; Literal ",";

term e2; Literal ")" -> P (el,e2)

Literal "fst"; term e -> Pst e

Literal "snd"; term e -> 8nd e

Literal "if"; term b; Literal "then"; term el; .

Literal "else"; term e2 -> Case (b,el,e2
)

Literal "fun" ; IDENT x; Literal "."; term e -> Fun (Id x,e)

Literal "("; term el; Literal ")";

Literal "("; term e2; Literal ")" -> Apply (el,e2)

| Literal "("; term e; Literal ")" -> e

and term list =
parse term e -> [e]
| term e; Literal *,"; term list e_list
-> e::e_list
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(****xxxxrxdecharger une liste d’un element et reunir deux listes*****x*xi¥*xxxxx)

let disch A = filter (fun X -> not (A=fst X))

and disch_x x= filter (fun y -> not (y=x))

and all A B = A @ filter (fun X -> not(mem X A)) B;;
#use "def_types";;

(**xxxxxxxxxrrxxrrxxxxxInitialisation des environnements* ¥k xx X XA XXX XX XXX XXX X %% )

let eq_list~ref(Id “zzz",Id "zzz"];;

let rel_env=ref([“zzz",[Id "zzz"],[Id "zzz"]}];:

let sort_env=ref["zzz",[{Id “"zzz"],[Id "zzz",[("zz2z","zz2")]]]);;
let var_env=[];;

#use "inst";;

$use "ind";;

(****xx***decharger une liste des instances d’une formule et inversement*#*x*xx)

let disch2 x A= filter (fun X -> if (can (image(Id(fst x))) (A,fst(X))) then
“let t=image(Id(fst x)) (A,fst(X)) in
not(instance(Id(fst x)) t (A, fst(X)))
else true);;

let disch3 x A= filter (fun X -> if (can (image(Id(fst x))) (A,fst(X))) then
let t=image(Id(fst x)) (&,fst(X)) in
(instance(Id(fst x)) t (&, fst(X)))
else false);;

(**************************************i***************************************)

(***xx*xxx2x*xfonctions de verification et de realisation des preuves***k*xkxk*xi*x)
(******************************************************************************)

let substitute=
fun (x,(hA,A,r2),B) -> let t=(assoc x !eq_list) ? failwith "subst incorrecte” in
if instance x t (B,A) then (hA,B,r3a)
else failwith "subst incorrecte 2"
| -> failwith "substitution"

(***xxxxxxxxxxxrxiverifie et realise l’application de regle subst***x*x*d*xkdxkxk*rx)

and and_i =
fun ((hA,A,r2d),(hB,B,rB),And(C,D)) ->
if (A=C & B=D)
then ((all (fst hAa) (fst hB), all (snd hA) (snd hB)), And(A,B),
if harrop(A) then rB
else if harrop(B) then rB
else P(rA,rB))
else failwith "and introduction'
| _ -> failwith "and introduction"

(**xxxxxxrxxtxryverifie et realise l’application de la regle /\-I***xxkkkkxkxxxxx)

and and_e =
fun ((h,And(a,B),r),C) ->

if A=C then (h,C,if harrop(A) then Id("vide")

else if harrop(B) then r
else (Fst r))
else if B=C then (h,C,if harrop(B) then Id("vide")
else if harrop(A) then r
else (Snd r))
else failwith "and elimination"
|_ -> failwith "and elimination"

(***x*xxxxxsxxryerifie et realise l’application de la regle /\-Br*#x**xkxxxxskxx)
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and or_i =
fun ((h,A,r),0x(B,C)) ->
if A=B then (h,0r(B,C), if harrop(2) then (Boocl true)
else P(Bool true,r))
else if A=C then (h,0r(B,C),if harrop(B) then (Bool false)
else P(Bool false,r))
else failwith "or introduction"
|_ -> failwith "or introduction"

(*xrxxxxxxxsxxxxyerifie et realise 1l’application de la regle \/-E***xxxxkxdxaxadx)

and or_e=
fun ((h,0xr(aA,B),r),(hC,C,xC),(hD,D,xD),E) ->
if (C=E & D=E) :
then ((all (fst h) (all (disch A (fst hC)) (disch B (fst hD))),
all (snd h) (all (snd hC) (snd hD))),
E,
if harrop(A) then if harrop(B) then
Case (r, xC, rD)
else Case (Fst r,
xC,
Apply(Fun(assoc A (fst hC),xrD),Snd r))
else if harrop(B) then
Case (Fst r,
Apply(Fun(assoc A (fst hC),rC),Snd r),
rD)
else Case (Fst r,
Apply(Fun(assoc A (fst hC),xC),Snd r),
Apply(Fun(assoc A (fst hC),rD),Snd r)))
else failwith "or elimination®
| . _ > failwith "or elimination"

(****xxxxx*xx*xxx2yerifie et realise l’application de la regle \/-E**xtxkkkxxitkk)

and imp i =
fun ((h,B,r),Imp(A,C)) ->
if B=C then ((disch A (fst h),snd h),
Imp(A,B),
if harrop(B) then (Id "vide")
else if harrop(Z) then r
else Fun(assoc A (fst h),r))
else failwith "implies introduction"
|_ -> failwith "implies introduction"

(***xxxxxxxxxxyverifie et realise l’application de la regle =>-I***xaxxkxxrxrxxxt)

and imp_e =
fun ((hl,a,rl1), (h2,Imp(C,B),xr2),D) ->
if (A=C & B=D)
then ((all (fst hl) (fst h2), all (snd hl) (snd h2)),
B,
if harrop(B) then (Id "vide")
else if harrop(A) then r2
else Apply(r2,rl))
else failwith "implies elimination”
|~ -> failwith "implies elimination"

(***x*xxxxxsxxxyerifie et realise l’application de la regle =>-Ex*saxkkkdkdkkkrk)

and all i =
fun ((h,B,xr), 2al1ll(x,C)) ->
if B=C
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then if assoc (Id (fst x)) (snd h) = (snd x)
then (((fst h),disch_x (Id4 (fst x),snd x) (snd h)),
All(x,C),
if harrop(B) then (Id "“vide")
else
Fun(Id (fst x),r))
else failwith "all introduction”
else failwith "all introduction"
| _ -> failwith "all introduction"

(**xxxsxxxx*xriverifie et realise l’application de la regle all-T****x*kkxxkxikkx)

and all_e =
fun ((h,All(x,B),xr),C) ->
let t=image(Id(fst x)) (B,C) in
if instance (Id (fst x)) t (B,C)
then (h,
c,
if harrop(B) then (Id "vide")
else Apply(r,t))
else failwith "all elimination"
|  -> failwith "all elimination"

(*x*xxxxxxrxxxxyerifie et realise l’application de la regle all-Ex**xxxxxxxxkxx)

and exist_i =
fun ((h,B,r), Exist(x,C)) ->
let t=image(Id(fst x)) (C,B) in
if instance (Id (fst x)) t (C,B) then (h,
Exist(x,C),
if harrop(B) then t
else P(t,r))
else failwith "exist introduction"
| _ -> failwith “exist introduction"

(**xxxxxx*rxrxverifie et realise l’application de la regle exist-I****x***kxx%xx)

and exist_e =
fun ((h,EBExist(z,B),r),(hC,C,xC),D) ->
if C=D
then let d2=(disch2 z) B (fst hC) and d3=(disch3 z) B (fst hC) in
((all (fst h) d2,all (snd h) (snd hC)),
C,let t=image(Id(fst z)) (B,fst(hd(d3))) in
if harrop(B) then
Apply(Fun(t,xC),r)
else
2pply(Apply(Fun(t,Fun(assoc B (fst hC),rC)), Fst r), Snd r))
else failwith "exist eliminationl™”
| -> failwith *exist elimination3"
(***xxrxrxxxrryverifie et realise l’application de la regle exist-Exx*xxxitxkxskid)

..
t 7
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(****xxxxx*xxfonctions pour reconnaitre une instance d’un terme ***%xxkkkxkxx)
(R*REXKRARFAXARXX A XXX XXX XIDAY rapport a Une variabler* A x*kxxkk sk kXA kXX XX AXNA XK )

let rec tuple = function x::t -> if t=[] then x else P(x,tuple t);;

let image_2 z= image2_z where rec image2_z=

fun (P(tl,t2),P(sl,s2)) -> if tl=sl then image2_z(t2,s2)
else image2_z(tl,sl)

| (Fst t1,Fst t2) -> image2_z(tl,t2)

| (snd t1,Snd t2) -> image2_z(tl,t2)

‘(Fun_Cons(Id x, tl1), Fun _Cons(Id y, t2)) ->
if x=y then image2_z(tuple(tl),tuple(t2))
else failwith "instance incorrecte 0"

| (apply(tl,t2),2apply(sl,s2)) -> if tl=sl then image2_z(t2,s2)
else image2_z(tl,sl)
I(Fun (tl,t2),Fun(sl,s2)) -> if tl=s1 then image2 z(t2,s2)

else image2_ z(tl,sl)
| (case(tl,t2,t3),Case(sl,s2,s3)) -> if tl=sl then if t2=s2 then image2_z(t3,s3)
else image2_ 2z(t2,s2)
. else image2_z(tl,sl)
| (1d x,t) -> if z=Id x then t
else failwith "instance incorrecte:termes 1"
| _ -> failwith "instance incorrecte:termes 2";;

(****x**x*Jistingue la variable presupposee d’instance dans un terme***xxk*xkkkxx)

let instance_2 z t=instance2_zt where rec instance2_zt=
fun (P(tl,t2),P(sl,s2)) -> if instance2_zt(tl,sl) then instance2 zt(t2,s2)
else false
| (Fst t1,Fst t2) -> instance2_zt(tl,t2)
| (sna t1,8nd t2) -> instance2_zt(tl,t2)
I(Fun_Cons(Id %x,tl), Fun_Cons(Id y,t2)) ->
if x=y then instance2_zt(tuple(tl),tuple(t2))
else false
| (2pply (t1,t2),Apply(sl,s2)) -> if tl=sl then instance2_zt(t2,s2)
else false
l(Fun(tl,tZ),Fun(sl,sZ)) -> if tl=sl1 then instance2_zt(t2,s2)
else false
l(Case(tl,tZ,t3),Case(sl,s2,s3))->
if instance2_zt(tl,sl) then if instance2_zt(t2,s2) then instance2_zt(t3,s3)
else false
else false

(18 x,v) -> if 2=Id x then y=t
else y=Id x

| (Num x,y) -> y=Num x

|(Bool X,Y) -> y=Bool x

| -> false;;

(**xxrxxkxxxrxrxryverifie 1l’instantiation pour deux termes****kkxkkkrrxkdxkkkkk %)

let rec find t =

fun (hl::t1,h2::t2,2) -> if hl=h2 then find_t (t1,t2,2)
else image_2 z (hl,h2)

ety 11,2y -> 2z

-> failwith "instance incorrecte 2";;

let image z= image_z where rec image_z=

fun (And(A,B),And(C,D)) -> if A=B then image 2z (B,D)
else image_z (A,B)

| (or(a,B),0r(C,D)) -> if A=C then image_z (B,D)
else image_z (A,C)
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| ¢Imp(A,B),Imp(C,D)) -> if A=C then image_z(B,D)
else image_z(A,C)
| (a11(x,3),A11(y,B)) -> if x=y then image_z(A,B)
else failwith "x#y"
| (Bxist(x,A),Exist(y,B)) -> if x=y then image_z(Aa,B)
else failwith "x#y"

| (Pred(a,11) ,Pred(B,12)) -> if A=B then find_t(11,12,

z)

else failwith "instance incorrecte 3"
| _ -> failwith "instance incorrecte 4";;

(***x*xxxdistingue la variable presupposee d’'instance dans une formule**x*xxx%x)

let rec subst=

fun (hl::t1,h2::t2,2,t) -> if instance_2 z t (hl,h2) then subst(tl,t2,z,t)
else failwith "instance incorrecte 5"

[¢(11,01,2,%) -> true

-> failwith "instance incorrecte 6";;

let instance z t= instance zt where rec instance_zt=
fun (And(A,B),And(C,D)) -> if instance_2zt(A,C) then
else false

| (oxr(a,B),0r(C,D)) -> if instance zt(A,C) then
else false
| (Imp(A,B),Imp(C,D)) -> if instance_zt(A,C) then

else false

instance_zt(B,D)
instance_zt(B,D)

instance_zt(B,D)

| (a11(x,A),All(y,B)) -> if x=y then instance_zt(A,B)

else failwith "x#y"

|(Exist(x,A),Exist(y,B)) -> if x=y then instance_zt(A,B)

else failwith "x#y"

| (Pred(a,11),Pred(B,12)) -> if (A=B & subst(1l1,12,z,t)) then true
else failwith "instance incorrecte 7"
| -> failwith "instance incorrecte 8";;

(***xxxxkx3x*xxxrrverifie linstanciation pour deux formules**x*xx*xxxrrxkr*xxxXX%)
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(********'k*******'k*************************************************************)
(X*kkxkxKERARRREEXR*A**realisabilite de 1/inAUCLION* ¥ XX XXX XA AKX AR AR AR RN R AR XA AR AKX
(*******************************'k**********************************************)
let test_1=
fun (All(z,A),(h,B,r))->let x=Id(fst z) in

let t=(image x (A,B)) in

instance x t (A,B);;

let test_2 p= test2 p where rec test2 p=
fun (All(z,A),(hh,hB,hr)::1) -> let x=Id(fst z) in
let t=image x (A,hB) in
if mem t (fst p)
then if instance x t (A,hB)
then test2 p(All(z,A),1)
else false
else false
| (All(z,2),[1) -> true;;

let ind_hyp p A x=
fun X -> if (can (image x) (A,fst X))
then let t= image x (A,fst X) in
if mem t (snd p)
then instance x t (A,fst X)
else false
else false;;

let step r= step_r where rec step_r=
fun (h::t) -> Fun(h,step_r t)
[ty -> x;;

(****xLa fonction ind_proof verifie la regle d’induction a l’aide des*****xxxx%x)
(***x*xxxx*kfonctions ci-dessus et la realise. La fonction step sert a **xxx*xxxxx)
(***rxkk*xx%kkxx*r**construire une absraction imbriquee*****xx*xkkxkdkkk kXX XAk k%)

let ind_proof=

fun (rel,All(z,2),(h,B,xr),1lp) ->

print_string(rel);

if (can (assoc rel) !rel_env) then

let p=(assoc rel !rel_env) in

let x=Id(fst z) in

if test_1 (All(z,2),(h,B,r))

then if test_2 p (211(z,3),1lp)

then let ll=filter (ind_hyp p A x) (fst h) ? failwith "filt ind-proof" in
let 12=map ((curry (image X)) A) (map fst 11) in ‘
let 13=(map snd 1ll1l) in
if 12=(snd p)
then ((subtract(all(make_set(flat(map fst (map fst 1lp))))(fst h)) 11,
disch_x (x,snd z) (snd h)),
all(z,a),
R(rel, (map snd (map snd 1lp)), (step r)l3))
else failwith "hypotheses d’induction erronees"
else failwith "schema d’induction erronel’
else failwith "schema d’induction errone2"
else failwith "relation inconnue";;
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(******************************************************************************)

(*****x**x*Traduction d’un environnement HA(DT) en un environnement CAML **x*xxxx*)
(******************************************************************************)

let couple x =fun y -> (x,Y);:
(**********************traduction des types de donnees*************************)
let rec tr_dtl = function

[Id const) -> const

I(Id const)::11 -> constA"|"Atr_dtl(11);;

let rec tr_dt3 = function
[(sel, dt)] -> dt
| (sel, dat)::13 -> atA" & “"Atr_dt3(13);;

let rec tr_dt2 = function
[(Id constr), 13] -> constrAr” of "Atr 4t3(13)
|((Id constr), 13)::12 -> constra" of “Atr_dt3(13)A"|"Atr_dt2(12);;

let tr_dt = function
("zzz",[Id "zzz"},[1d "zzz",[("2zzz","zzz")]]))->""
l(nom, 11, 12) -> ("type"AnomA"="Atr dtl(1l1l)A";;")
|(nom, [1, 12) -> (“"type"AnomA"="Atr dt2(l2)A";;")
I(nom, 11, 12) -> ("type"AnomA"="Atr dtl(ll)Atr_dt2(12)A";;");;

let 4t_env = map tr_dt !sort_env;;

let rec tr2 = function
[y -» -
|tal -> a
[(h::t) -> h A", " Atr2(t);;

(****x+xxxxxx*x*xtraduction des elements minimaux d’une relation***xkxkxkxkkkkk*kx)
let tr_min g = tr_g where rec tr g=
fun [] -> failwith "recursion erronee”

[[h] -> "if x="Ag(fst(h))A"then "Ag(snd(h))r"else "

| (h::t) -> "if x="Ag(fst(h))A"then "Ag(snd(h))Ar"else "Atr_g(t);;

(*xxxrxxxxxaxxxxrdconstruction d’une application imbriquee******kakkkkkkkrkdknok)
let step2 g rtr= step2_grtr where rec step2_grtr=
fun
[1] -> failwith "recursion erronee"
| [p] -> "("ArtrA"(£("Ag(p)A")))"
| (p::t) -> "("Astep2_grtr(t)A"(£("Ag(P)A")))";;

(**xxxXRXXXIFR KX *rrR*rxxrtraduction des termes* * Ak *rkxd Ak AR Rk F AR AR KRR IR * AKX )

let rec tr =

function

I4(x) -> xa" "

Bool(x) -> string_of_ bool(x)A" "

Num (x) -> string_of num(x)s" "

Case (b, el, e2) -> "("A"if "A(tr(b))A"then "A(tr(el))A"else "A(tr(e2))r")"
P(el, e2) -> "("A(tx(el))A","A(tr(e2))A")"

Fst(e) -> "fst "A(tr(e))

Snd(e) -> "snd "A(tr(e))

Fun(x,e) -> "("A"function "A(tr(x))A"-> "A(txr(e))Ar")"
Fun_Cons(f, 1t) -> "("A(tr(f))A"("A(tr2(map tr 1t))A")"A")"
Apply(el,e2) -> "("Atr(el)Atr(e2)»")"

R(rel, ell, r) ->

let l=(assoc rel !rel _env) in

let lm=fst 1 in

let lp=rev(snd 1) in

let lmr=((map2 couple) 1lm) ell in

sk



x(-}:’-t—/\f?z f = function
r_min tr)
1mr
YA {(step2 tr) (tr(
r(r)) 1p)r"i
in £);;";;

/\/ )i'“‘;l/\
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TITRE :
TYPES DE DONNEES ET RECURRENCE BIEN FONDEE DANS UN SYSTEME DE
PROGRAMMATION PAR PREUVES.

RESUME :

Un systéme de programmation par preuves est présenté. Nous définissons un systeéme
formel supposé étendre l'arithmétique de Heyting en tenant compte des types de données
interprétés a l'aide d'algébres de termes. La preuve formelle d'une formule spécifiant un
programme permet la construction systématique a partir d’une preuve d'un programme 2
l'aide de l'interprétation de réalisabilité. Nous raffinons la définition classique d'une telle
interprétation par rapport a une propriété syntaxique des formules. Cette nouvelle
interprétation permet par rapport a la premiére l'extraction de programmes relativement
efficaces dans la mesure ou les réalisants ne retiennent d'une preuve que l'information
calculatoire en ignorant l'information qui ne sert qu'a justifier les dérivations. La récurrence
dans les preuves cruciale dans la synthése des programmes récursifs est traitée par une
variante effective de la régle de récurrence bien fondée. A un niveau sémantique, une classe
de relations biens fondées est définie en tant que domaine effectif dans la théorie des
domaines. La description de I'implantation d'un compilateur de preuves est donnée dans le
langage CAML de I’'INRIA. Des exemples non triviaux illustrent de fagon agréable cette
approche a la programmation correcte.

MOTS CLES :
Programmation par preuves, réalisabilité, types de données, relations bien fondées,
récurrence bien fondée, Théorie des types.




