
4 s4o 
4 4  

N o  d'ordre : 503 

THESE DE DOCTORAT 

présentée à 

1 'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE FLAMDRES ARTOIS 

pour obtenir l e  t i t r e  

Docteur en Mécanique 

par 

,Pli chel RABERANTO 

Spécial i t é  : Flécanique des Fluides. 

"PHENOMENES DE REFLEXION DANS LES ONDES PLANETAIRES 

EN ATMOSPHERE NON ISOTHERFIE" . 

Soutenue l e  16 Février 1990. 

Membres du Jury : 

Prési dent e t  rapporteur : M. R.  ZEYTOUNIAN, Professeur à 1 'U.S.T.L.Flandres Artois. 

Rapporteur : M. H .  TEITELBAUFI, Directeur de Recherches au C.N.R.S., 
Ecole Polytechnique. 

Membres : !,W. ?:A. BOIS, Professeur à 1 'U.S.T.L. Flandres Artois. 

A. DYFIENT, Professeur à 1 'U.S.T.L. Flandres Artois. 

S. GODTS, Martre de Conférences à 1 'E.N.S.1 .II.E.V. Valenciennes. 



" A La m é m a h  de. m a  patent6 " . 



Je dédie c m e  t h a e  : 



III 

REMERCIEMENTS 

Je tiens à remercier Monsieur le Professeur R. ZEYTOUNIAN qui 

a accepté de juger ce travail et de le jury de cette thèse. 

Que Monsieur H. TEITELBAUM, Directeur de Recherches au C.N.R.S. 

qui a apporté son jugement à ce travail accepte mes sincères remerciements. 

Ma profonde reconnaissance va à mon Directeur de thèse Monsieur le 

Professeur P.A. BOIS. Pour ses conseils, sa disponibilité et ses encoura- 

gements, qu'il reçoit ici mes modestes remerciements. 

Ma gratitude va également à Messieurs A. DYMENT, Professeur, 

S. GODTS, Maître de Conférences qui ont au jury de cette thèse. 

Je remercie également tous mes collègues du Laboratoire de 

Mécanique de Lille de leur amabilité et de leurs encouragements. 

Enfin, je remercie Madame F. PETIAUX pour la rapidité, l'amabilité 

et l'efficacité avec lesquelles elle a assuré la frappe de ce manuscrit 

ainsi que toutes les personnes qui ont participé la réalisation matérielle 

de ce travail. 



PHENOMENES DE REFLEXION DANS LES ONDES 

PLANETAI RES EN ATMDSPHERE NON ISOTHERrlE , 



TABLE DES MATIERES 

LISTE DES NOTATIONS PRINCIPALES ......................................... 
INTRODUCTION ............................................................ 
RAPPEL DES EQUATIONS DE DEPART ......................................... 

PREMIERE PARTIE : 

ETUDE DES ONDES PLANETAIRES INSTATIONNAIRES DANS Lit MILIEU 

.............................................................. AU REPOS 

1.. Premier  c h a p i t r e  : Modél i sa t ion  .................................... 
1.a.. Ecoulement de base  ........................................... 
1.b.. Approximation de Boussinesq .................................. 
1.c.. L i n é a r i s a t i o n  ................................................ 
1.d.. Modèle de Boussinesq r é s u l t a n t  ............................... 

II.. Deuxième c h a p i t r e  : Résolu t ions  ................................... 
1I.A.. Réso lu t ion  d e l ' é q u a t i o n  r a d i a l e  ............................. 

1I.A.a.- S o l u t i o n  e x t é r i e u r e  p a r  l a  M f ~ n o d e  des 

E c h e l l e s  M u l t i p l e s  (M.E .M. ) ....................... 
1I.A.b.- S o l u t i o n  i n t é r i e u r e  ............................... 
1I.A.c.- Raccords .......................................... 



......... 1I.B.. Résolution de l'équation azimutale lorslue ~ ~ 7 ~ 4 4 4  34 

1I.B.a.- Solution propre de l'équation ?'ordre 

O en ''/& ......................................... 34 

II . B . b .- Solution asymptotique extérieure lorsque v\ 

est élevé .......................................... 35 

1I.B.c.- Solution intérieure ................................ 37 

1I.B.d.. Raccords ........................................... 39 

1I.B.e.- Solution particulière de lféqu.tion d'ordre 1 

en */lb ............................................ 42 

CONCLUSION DE LA PREMIERE PARTIE ....................................... 44 

DEUXIEME PARTIE : 

ETUDE DES ONDES PLAïWTAIRES STATIONNAIRES DANS UN MILIEU EN MOUVEMENT .. 45 

1.. Premier chapitre : Modélisation ................................... 46 

1.a.. Conditions de l'étude ....................................... 46 

.......................................... 1.b.. Ecoulement de base 47 

1.c.. Linéarisation ............................................... 51 

1.d.. Modèle obtenu ............................................... 53 

II.- Deuxième chapitre : Etude du cas particulier cÙ 

PO* + 2aOp = O ......................................... 57 

1I.a.. Equations différentielles résultantes ..................... 57 

1I.b.. Etudes et conclusions ..................................... 58 



III.- Troisième chapi t re  : Etude du cas où JI. ( j j  e s t  va r i ab le  

............................... e t  que ~c~ 44 12 A(?)\ 59 

1 I I . A . -  Etude des ondes de grande fréquence Gar rapport  

........................................ 60 

III.A.1.- Equationç d i f f é r e n t i e l l e s  r é su l t an te s  ......... 60 

III .A.2.-  Etude du voisinage du point c r i t i q u e  

dé f in i  pa r  (3,) = O ......................... 61 

.................................... III.A.3.- Conclusion 62 

III . B .. Etude des cas où 0 x $ pc r rn = A e t  de 

O % z Vz pour m r 2  . . . . . S . . . . . . . . . . . . . . .  03 

. ... III .B. 1 - Etude du cas où 0 S f n/3 pour VM = 4 63 

I I I . B . 2 . - E t u d e d u c a s o ù  Q N  +, v2 p o u r v v \ = 2  ... 66 

III.B.3.- Conclusion .................................... 68 

1 I I . C . -  Etude du cas où l a  per turbat ion  r e l a t i v e  de press ion  

ne dépend plus  de l a  longitude '4 (m = O) ............. 68 

III.C.1.- Equations r ég i s san t  l e  problème ............... 68 

III.C.2.. Etudes des équations d 'ordre 0 en Mo ..... 71 

III.C.2.a.- Solut ion  extér ieure  de l ' équa t ion  

r a d i a l e  ........................... 72 

III .C.2.b.-  Solution i n t é r  eure de l ' équat ion  

r a d i a l e  .......................... 74 

III . C . 2. c .- Solut ion  extér'  oure de 1 'équation 

......................... azimutale 75 

III .C.2.d.-  Solut ion  in t é r i eu re  de l ' équa t ion  

azimutale ......................... 78 



III.C.3.- Solution p a r t i c u l i è r e  de l ' équat ion  d 'ordre 1 en M o  .... 81 

III.C.3.a.- Rela t ion  v é r i f i é e  par 'L'équation d 'ordre  0 

en H o  ...................................... 82 

III.C.3.b.- Détermination de l a  so lu t ion  p a r t i c u l i è r e  .... 82 
..................... III .C.3.c.-  Détermination de AO(<)  84 

111.C.4.- Raccords des so lu t ions  de l ' équa t ion  d 'ordre 0 en M o  . . 85 

III.C.5.- Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  86 

................................... IV.. Quatrième chapi t re  : Perspectives 87 

1V.A.. Que peut-on f a i r e  lorsque  RG* * l2 ( 5 )  \ ' ....... 87 
. . .  1V.B.. Cas où l a  v i t e s se  de base a  pour composantes (U,.V,.O) 89 

CONCLUSION DE LA DEUXIEPE PARTIE ......................................... 90 

...................................................... COTJCLUSION GENERALE 91 

ANNEXES .................................................................. 94-115 

QUELQUES ORDRES DE GRANDEURS DES PARAiE3TRES SANS DI SNSIONS .............. 116 

BIBLIOGRAPHIE ............................................................ 118 



LISTE DES NOTATIONS PRINCIPALZS 

(% 8 t *) : coordonnées d'un point  M du .ni l ieu dans un repère 

sphérique. 

t : désigne l e  temps. 

: l ' a l t i t u d e  d'un point  Y mesu Ge à p a r t i r  de l a  surface  

de l a  Terre.  

Cho : rayon moyen de l a  Terre.  

\ 00 )*O) : l a t i t u d e  e t  longitude l i é e s  . ù point  d 'observation.  

: press ion ,  masse volumique e t  température au point  

d 'observation.  

: constantes des gaz p a r f a i t s .  

% : coe f f i c i en t  de l a  chaleur spéci f ique  à press ion  constante.  

: i n t e n s i t é  de l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  pesanteur.  

: vecteur r o t a t i o n  de l a  Terre.  

Ho : longueur d'onde carac tér i s t iq l i -  v e r t i c a l e .  

Lo : longueur d'onde c a r a c t é r i s t i q -  - hor izonta le .  

Uo : v i t e s se  ca rac t é r i s t i que .  

6 ' W ~ / ~ o  : paramètre hydrostat ique.  

b = : paramètre de forme. 

ko= u o / ~ d b  : nombre de Rossby. 

Ho = UQ/+ : nombre de Mach. 
O 

F r U o / G O  : nombre de Froude. 

B o  $HO/QTO : nombre de Boussinesq. 



( p)  el^) : pression,  masse volumique e t  température 
du milieu.  

(y, & , T ~ )  : pression,  masse volumique e t  température de l 'écoulement 

de base.  

perturbations r e l a t i v e s  de l a  pression,  de l a  masse 

volumique e t  de l a  température. 

(u, @, w) : composantes de l a  v i t e s s e  UI) dans l e  repère sphérique 

tu4, VA, w,) : perturbations respectives de ( U , \I , w ) . 

a4 : v i t e s se  de 1'6coulement de ba?? .  

: var iable  ca rac té r i san t  1 ' évol. ' ion r ad ia l e  (va r i ab le  

ex té r i eu re ) .  

= : var iable  l e n t e .  

y = (t) : var iable  rapide.  

Y3 
= (nsd&!)(3-ao): var iable  in t é r i eu re .  

'% di 

sin8 ; thv : var iable  ca rac té r i san t  l ' évo lu t ion  azimutale 



INTRODUCTION 

Dans l e  cadre de l a  modélisation des écoulements atmosphériques, 

on é tudie  dans l e  présent  mémoire l e s  ondes p l ané ta i r e s .  Ces ondes sont 

des ondes de g rav i t é  in ternes  s e  propageant dans l 'a tmosphère,  e t  dont 

l ' é c h e l l e  ca rac t é r i s t i que  hor izonta le  (pa r  exemple l a  longueur d'onde) e s t  

du même ordre  de grandeur que l e  rayon de l a  Terre .  I l  n ' e s t  donc plus 

poss ib le  pour de t e l l e s  ondes de négl iger  l a  ro tona i t é  de ce l l e - c i .  

L ' influence de l ' inhomogénéité du mi l i eu  i opara î t  dans ces phénomènes, 

d'une p a r t  directement dans l a  s t r a t i f i c a t i o n  du mi l ieu  en a l t i t u d e ,  mais 

d ' au t r e  p a r t  également dans l e  couplage des e f f e t s  de c e t t e  s t r a t i f i c a t i o n  

avec ceux des forces  de Cor io l i s  : l a  s t r a t i f i c a t i ,  i du mi l ieu  possède en 

e f f e t  une symétrie sphérique,  t and i s  quelaforce de Cor io l i s ,  qui  e s t  perpendi- 

cu la i r e  à l ' axe  de ro t a t ion  Nord-Sud ne possède qu'une symétrie de révolution.  

Des études concernant l ' i n t e r a c t i o n  de ces deux influences ont é t é  

proposées depuis p lus i eu r s  années notamment pa r  LONGUET-HIGGINS [ I l ,  à l ' a i d e  

d'une modélisation heur i s t i que ,  e t  BLAMONT e t  TEITELBAUM [2] ,  pour l e s  marées 

atmosphériques, avec des équations r é e l l e s ,  mais uniquement dans l e  cas i so-  

therme e t  pour un mi l i eu  au repos. LINDZEN ( C h ] ,  [31 ) ,  en 1971, a é tudié  ces 

phénomènes dans l e  cadre de l 'approximation du p lan  en in t roduisant  un 

écoulement de base zonal ,  t and i s  que BOYD, en 1978, a examiné l e s  e f f e t s  d'un 

écoulement de base méridional en s e  plaçant  dans l e  cadre de l 'approximation 

''du plan If " ( [23],  [24] ) . En 3981, HOSKINS e t  KAROLY 1251 ont t r a v a i l l é  

s u r  l a  réponse due à l 'échauffement e t  à l ' e x i s t e n c e  d'un r e l i e f .  Quelques 

années p lus  t a r d ,  ( 1 9 8 7 ) ~  SASHEGYI e t  GEILER [26] ont exploré numériquement 

l e s  e f f e t s  dûs à l a  chaleur.  En 1983, YANAI e t  LU [ >7] ont  i s o l é  expérimen- 

talement des ondes   la né ta ires à une a l t i t u d e  déterminée. ~ r è s  

récemment, ( 1989), ZHANG e t  WEBSTER [28] ont  u t i l i s é  l e s  équations l i n é a r i s é e s  

des eaux peu profondes pour montrer l ' ex i s t ence  de5 ondes piégées équator ia les .  

Le bénéfice de l a  formulation d'équations en eau pe-i profonde ne semble pas 

avoi r  é t é  exploi té  à fond dans l ' a r t i c l e  de ZMNG e t  WEBSTER, ceux-ci s e  

contentant  d'une éc r i&l inéa r i sée .  

Le but du présent  t r a v a i l  e s t  de présenter  une étude théorique de 

ce couplage dans l e  cas des équations e f f ec t ives  des écoulements géophysiques 

e t  dans un mi l ieu  s t r a t i f i é  en température. 

La descr ip t ion  l a  plus simple des ondes ~ l z n é t a i r e s  do i t  conserver 

dans l e  modèle : ( i )  l a  pesanteur,  ces ondes sont  en e f f e t  des ondes de 

g rav i t é ;  ( i i) l a  ro tond i t é  de l a  Terre : c ' e s t  c e t t e  p ropr i é t é  qui dé f in i t  



la caractéristique "planétaire" des ondes en questian. Dans ce contexte il 

n'est pas possible de négliger la rotation de la Terre, que l'on doit 

conserver comme troisième caractéristique du phénomène. Ainsi le système 
' 1  - minimum" doit être celui de la mécanique des fluides pesants, dans un 

système de coordonnées sphériques, le fluide pouvar5 être un fluide parfait. 

Rendre adimensionnelles ces équations nécessite l'utilisation d'un 

système curviligne ( X , , ),  lié à la sphère terrestre et défini 

par : 

% 4o (? -yo )  -00 , 

où ( C , 8 , 9 ) représentent respectivement l'altitude, la latitude et la 

longitude; ( B o ,  -Po ) sont une latitude et une longitude liées au point 

d'observation et est le rayon moyen de la Terre. 

Dans les équations adimensionnées, apparaissent des nombres sans 

dimensions qui, selon leur ordre de grandeur, nous conduiront aux développements 

asymptotiques nécessaires pour formuler notre théorie. 

Pour former ces équations on peut suivre soit la modélisation de 

PEDLOSKY [ 5 ]  ou plus simplement celle proposée par 7EYTOUNIAN [61. Cette 
modélisation introduit un paramètre 5 (capital poilr ce qui suit) qui est 

le paramètre hydrostatique du problème. concrètement, HO étant une 

longueur d'onde caractéristique verticale et LO L, le longueur d'onde 

caractéristique horizontale du phénomène étudié, & est le nombre Mo/Lo. 

Dans la description que l'on utilise par la suite, tous les développe- 

ments sont arrêtés à l'ordre O en E : cette deszription est l'approximation 

hydrostatique et correspond à l'étude des phénomène; dites "d'ondes longues". 

La première partie de ce travail est consacrée à l'étude des ondes 

planétaires instationnaires linéarisées dans un milieu au repos. Pour cela 

on se proposera une solution de base qui sera le rF,os. Cette solution de 

base définit un état de référence. On étudiera alors les perturbations de cet 

état de référence en linéarisant le système du départ autour de celui-ci. 



En se plaçant dans le cadre asymptotique de l'approximation de Boussinesq : 

no L4-i  , 00 dL 4 , et HO 'Z Bo (où H o  est le nombre de Mach 

et 60 le nombre de ~oussinesq) on obtiendra l'équation aux dérivées 
partielles, à variables séparables, régissant 1' évolution des perturbations 

de la pression. 

On étudiera alors séparément l'évolution radiale et l'évolution 

azimutale des perturbations. Il s'avèrera alors qu'il peut exister, théorique- 

ment, des niveaux de réflexion d'ondes par rapport à l'altitude mais également 

des niveaux de réflexion azimutaux. Une conséquence de l'existence de ces 

derniers est la possibilité d'existence d'ondes piegées dans des bandes 

équatoriales de latitudes déterminées. 

La deuxième partie de ce travail consistel, à étudier les ondes 

planétaires stationnaires linéarisées dans un mili~u en mouvement "circulaire". 

Du fait du cisaillement des écoulements par rapport à 1' alti':ude, ces ondes 

ne se déduisent pas des précédentes par une simple rotation d'axe et changement 

d'observateur, et il convient de prendre quelques précautions. La linéarisation 

du système de départ, sous l'hypothèse de stationnarité, autour d'un écoulement 

de base qui seraficoulement "quasi-circulaire uniforme" par rapport à y et 

sous l'approximation de Boussinesq, nous donnera l'équation aux dérivées 

partielles, régissant l'évolution des perturbations de pression. 

Cette équation, sous certaines conditions, peut être étudiée théori- 

quement par la méthode de séparation de variables. De l'étude de cette équation, 

il est alors possible de dégager quelques propriétés de ces ondes. 

Il faudrait, d'une manière ou d'une autre, préciser qu'à travers les 

quelques exemples traités, on met qualitativement eii évidence des propriétés 

qui existent pour les écoulements plus généraux : ô nsi il serait intéressant 

d'étudier par voie numérique, les solutions des équations considérées dans 

des cas moins académiques, de manière à voir si l'on retrouve les mêmes 

phénomènes. 



RAPPEL DES EOUATIONS DE DEPART 

L'étude qui s u i t  concerne un modèle purement théorique. On suppose que : 

a )  La Terre e s t  une sphère de centre A , de rayon moyen a, , en ro ta t ion  

uniforme autour de l ' axe  des pôles.  

b )  L ' a i r  e s t  un gaz pa r fa i t  sec ,  compressible, d ' indice adiabatique 7f , non 

visqueux e t  non conducteur de chaleur. 

c )  L'observateur étudie l e  mouvement au voisinage  un point  il de l a  Terre. 

Le repère l i é  à l 'observateur e s t  non ga l i l éen ,  e t  dans ce repère,  suivant 

l'approximation classique de l a  Météorologie (voir  [ 5 ] ) ,  l e s  forces exté- 

r i eu rs  se  réduisent à l a  pesanteur, à l a  force Le Coriol is ,  e t  éventuelle- 

ment à l'échauffement que l ' o n  a négligé dans t ,  it ce qui s u i t .  
3 Le vecteur-rotation de l a  Terre , dir igé  suivant l ' axe  des pôles 

4 
(du Sud vers l e  Nord), e s t  por té  par un vecteur m i t a i r e  Z de t e l l e  so r te  

-> 
que fi = \fi] S3> e t  qu'un repère orthonormé d i r e c t ,  l u i  e s t  associé 

( X , y , E ) .  Ce repère e s t  un repère absolu (voir  f igure  1 ) .  
-3 

L'accélération de l a  pesanteur, 9 , e s t  dirigée vers  l e  centre de 

l a  Terre. E l l e  e s t  portée par l e  vecteur un i t a i re  &3 de t e l l e  so r te  que 

-'- -' + - - %K' e s t  qu'un repère non gal i léen ( A , L , , e )  l u i  e s t  associé.  

Du f a i t  de l a  sphér ic i té  de l a  Terre,  on chois i ra  comme repère mobile l e  

repère sphérique ( A , , 0 , ) 02 e s t  l ' a l t i t u d e  mesurée à p a r t i r  

de A , 

: l a  l a t i t u d e  1 

: l a  longitude. 

Les autres axes des repères sont d i r igés  r-lon l a  figure ci-après : 

Les équations du mouvement du f lu ide  sont l e s  équations d'Euler 

pour une atmosphère l i b r e  en u t i l i s a n t  l e  système ae coordonnées sphériques 

( % , 6 , ) .  Ces équations sont [51 : 



Figure 1 



où : 

( , W , Vd ) sont les composantes de la vitesse 2 dans le repère mobile. 
( T , e , ) sont respectivement la température, la masse volumique 

et la pression du milieu. 

4 , Cft, sont des constantes thermodynam~ques. 

( , , ) et ( , , î,) sont des fonctions de W. , 8  ,'e 
et -t . 

Dans ces équations, les opérateurs d_ et Biw z' prennent 

les expressions suivantes : dt 

Introduisons maintenant le système de coordonnées curvilignes lié 

à la sphère terrestre suivant : 

où ( f o  , 80 ) sont la longitude et la latitude Liées au point d'observation. 
On définit ainsi les variables adimensionrges suivantes : 



Mc est une longueur d'onde caractéristique verticale. 

Lo une longueur d'onde caractéristique horizontale. 

U o  une vitesse caractéristique. 

& = ' ~ / b  : paramètre hydrostatique. 

$ =  : paramètre de forme liant la longueur caractéristique horizontale 

et le rayon de la Terre. 

, co , To désignent les variables thermodynamiques du point 

d' observation. 

En portant les expressions de ces variables adimensionnées dans le 

système ( 1 )  et en supprimant les barres on obtient le système (3). 



où les expressions de d et d i v Z  sont : 

d t  



Dans ce système apparaissent les nombres caractéristiques suivants : 

&-. U O / !  nombre de Rossby qui caractérise l'effet de la force de Coriolis. 

b;~dG: nombre de Mach qui caractérise les effets de compressibilit8. 
eo 

F:~w/G: nombre de Froude caractérisant l'effet re la pesanteur. 

Approximation hydrostatique. Dans le système (3) or; fait b = O , les autres 
paramètres étant fixés. Les équations limites ains' obtenues sont donc : 

Ces équations peuvent être déduites du système d'équations formé 

par ZEYTOUNIAN dans 161. 



Dans ce système, lorsqu 'on  f a i t  6- O c'est-à-dire Q 'Y Qo 

(approximation d i t e  du Ifplan t angen tv ) ,  on retrouvt l e  système d 'équation,  

que l ' o n  a  u t i l i s é e s  pour é t u d i e r  l e s  ondes de Boussinesq sous l ' e f f e t  de 

l a  force  de Cor io l i s  ( v o i r ,  p a r  exemple ou [8]). 

Afin de f a c i l i t e r  l a  s u i t e  on u t i l i s e r a  l e  système ( '$ , O ,  f )  02 

l ' o n  a  remplacé 1 par  s a  va leur  en fonction d~ e t  '3 par  s a  >= % 'JCS 
valeur  en fonct ion  de 2 . Ainsi  not re  système de départ  e s t  : 

39 
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PREMIERE PARTIE 

De ce système ( 5 ) , nous a l lons  é tud ie r  tans c e t t e  ~ r e m i è r e  

p a r t i e  l e s  ondes p l ané ta i r e s  i n s t a t ionna i r e s  l i n é a r w  dans un mi l ieu  

au repos. 



CHAPITRE 1 

MODELISATION 

1 .a.- Ecoulement de base 

On s e  propose comme écoulement de base ,  l 'écoulement de v i t e s s e  

n u l l e ,  de var iables  thermodynamiques , f, , 7- . 
Lorsque v =  w = O  , l e s  équations de l a  conservation de l a  

quan t i t é  du mouvement e t  c e l l e  du gaz p a r f a i t  nous montrent que 

eo3 , 7- sont des fonct ions  de 
T". 

3 : ?&= qw.5); epo= est%> ; 

T s  = 7- Ca) . 
En in t roduisant  l a  va r i ab le  : 

où B" = vn: F- a 
e s t  l e  nombre de Boussinesq [ g ] ;  

( 5  ) v é r i f i e n t  a lo r s  l e  système suivant  : 
p q l ,  e-c319 

Cet écoulement de base e s t  donc no t r e  é t a t  de référence  e t  on veut 

é tud ie r  l e s  per turbat ions  de c e t  é t a t  de référence .  Afin de f a c i l i t e r  not re  

étude,  on i n t r o d u i t  l e s  va r i ab le s  thermodynamiques ( t , 5 , e , 9 ) , 
w < t , 3 ,  û , Y 1, d( t , 3 , e , y  > d é f i n i e s p a r  : 



On remarque que fl , W , f ne sont ?litres que l e s  perturbations 

re la t ives  par rapport à l ' é t a t  de base de l a  pression, de l a  masse volumique 

e t  de l a  température. 

En introduisant ces nouvelles variables thermoàynamiques dans l e  

système ( 5 ) on obtient un nouveau système : 



1 .b .- Approximation de Boussinesq 
Une des hypothèses fondamentales de la théorie asymptotique des 

écoulements atmosphériques est que le nombre de Ma<,h HO est petit devant 
l'unité. L'écoulement limite est donc un écoulement quasi-incompressible à 

condition que Bo C L i  . Un cas se présente lorsque Bo et H 0 

tendent vers zéro simultanément, mais de telle sorte que le rapport 

(voir, par exemple 191 ou [IO]) 

Le fait que M o  est petit devant l'unité nécessite les développements 

de ( M .  , AT , W ) et de ( K , w , ) sous les formes respectives : 

où les f~ (no) sont des fonctions de jauge qui tendent vers zéro lorsque 

kt tend vers zéro. 

En portant ces expressions dans le système ( 6 )  et en appliquant le 

principe de la moindre dégénérescence on obtient : 

En introduisant ces valeurs dans le systè!iie ( 6 ) celui-ci prend 

la forme : 





1.c.- Linéar isa t ion  

Le repos &* = O* z W+ = K* = W* = O-* = O e s t  de 

évidente une so lu t ion  p a r t i c u l i è r e  de (7). On peut Ionc l i n é a r i s e r  l e  système 

autour  de c e t t e  so lu t ion .  S i  nous désignons p a r  7 l e  paramètre de l i n é a r i -  

s a t i o n ,  nous pouvons chercher des développements des per turbat ions  sous l a  

forme : 

2 e s t  un p e t i t  paramètre ca rac t é r i s an t  l lampl i t i .  .e des per turbat ions .  

On p o r t e  maintenant ces expressions dans 1- système ( 7 )  en ne 

conservant que l e s  termes d 'ordre 1 en 3 e t  ceux d 'ordre i n f é r i e u r  ou 

éga l  à 1 en Ho . On abou t i t a lo r s  au système l inéx, re  suivant : 



1.d.- Modèle de Boussinesq r é su l t an t  

Cherchons maintenant des so lu t ions  pér iodi  lues en longitude -f' 
e t  en temps t: (c 'es t -à-d i re  des so lu t ions  tranforriables en s é r i e  de F o u r i e r ) .  

Pour t o u t e  fonction 3 ( t , 3 , e , -f ) ,  on a a l o r s  

; ( ~ t + v n Y )  

J 

où e t  W son t ,  s o i t  des inconnues, s o i t  des données selon l e  problème 

envisagé ( 5  = a,, $4 , M/4 , , wq , VA ) .  

Le système (8 )  devient a lo r s  : 



h 

Pour l a  s u i t e  on prendra = b . 
Le système (9) e s t  un système l i n é a i r e  de s i x  équations à s i x  

inconnues. On peut donc l e  rédui re  à une équation ' une inconnue. En prenant 

n , , par  exemple, comme inconnue p r inc ipa le ,  ce11 e-ci do i t  v é r i f i e r  l 'équa- 

t i o n  suivant  

[*] : Pour l e  ca l cu l ,  v o i r  annexe A. 



où l ' o n  a posé : 

4 ) - (2 + 4 % )  : c a r r é  de i a  fréquence de ~ r u r t - v a ï s Z l X ,  
'"T-lt) % df 

Ti* e s t  une fonction de a , qui  dépend naturellement de Y 
L'équation ( 1 0 )  e s t  une équation aux dérivées p a r t i e l l e s  à var iables  

séparables .  Cela nous amène à chercher n~ ( 3, Y , n o ,  P o )  sous l a  forme 

d'une somme de produi ts  de deux fonctions Q,., ~ 3 ,  V,) e t  T, C y ,  P,) . 

En por tant  a lo r s  c e t t e  expression ( 1 1 )  de R A  ( 3 , , , &,) 
dans l ' équat ion  ( I O ) ,  on ob t i en t  deux éq~ations d i f f é r e n t i e l l e s  : l ' u n e ,  par  

rapport  à 3 , concerne l ' é v o l u t i o n  r ad ia l e  de l a  per turbat ion  de p re s s ion ,  

e t  l ' a u t r e ,  par rapport  à , concerne son évolution azimutale.  

Ces équations s ' éc r iven t  : 



où - '/A* e s t  une constante de sépara t ion  qu'on peut cho i s i r  pos i t i ve  ou 

négat ive .  Nous l ' avons  choisie négat ive .  La ra ison e s t  que s i  e l l e  e s t  

négat ive ,  on peut obteni r  un développement de Ts,, ( F>, Q,) en une somme de 

polynômes de Legendre, e t  qu'une t e l l e  somme e s t  convergente sous des 

condit ions assez l a r g e .  

Remarque 

Rappelons que l ' équat ion  (13) n ' e s t  au t r e  que l ' équa t ion  de Laplace 

pour l e s  marées atmosphériques ( v o i r ,  pa r  exemple, [ I I ] ) .  



CHAPITRE 2 

RESOLUTIONS 

II .A.- Résolution de 1' équation r ad ia l e  

On s e  propose t o u t  d'abord de résoudre 1 '6quation ( 1 2 ) .  

1I.A.a.- Solut ion  ex té r i eu re  par l a  méthode des éche l l e s  mult iples 

(M.E.M.) 

H o  é t a n t  un p e t i t  paramètre, on résout  i c i  une équation 

d i f f é r e n t i e l l e  à coe f f i c i en t s  lentement va r i ab le s .  La méthode e s t  c lass ique ,  

e t  peut ê t r e  trouvée par exemple dans [12] ou [ 131. 

On i n t r o d u i t  l e s  va r i ab le s  
e t  7 déf in i e s  de l a  façon suivante : 

f = "05 qui pour Mo p e t i t ,  e s t  une var iable  l e n t e ,  

= Y (1) e s t  une var iable  r ap ide .  

no 
L'idée de l a  M.E.M. e s t  de remplacer une snction .l'une va r i ab le  

fi(% ,H~ )  par une fonction de deux var iables  indéperdantes iT (7, W, h o )  . 
La condit ion à r e spec te r  est quel ors que{,^ sont tous deux fonction de a y 

de manière à ce que (?(a) , tb) 1%) m(a,tto). Cela s e  produit  sur  

l a  courbe d téquat ion  = A(<) . Cette condit io,  d'une p a r t  e t  l t a r b i t r a i r e  
n o  

l a i s s é  à l a  fonction q(f) d ' au t r e  p a r t ,  déterminent (en  pr inc ipe)  , l a  

va r i a t ion  de n par  rapport  à ses  deux arguments a i n s i  qde l a  courbe 

elle-même. (Pour p lus  de préc is ions ,  voi r  LI21 ou '131).  

On développe également 4, [3, Hg) sous l a  forme suivante : 



En in t roduisant  c e t t e  expression de 4- C 3 ,  Ho\ , a i n s i  que c e l l e  

de e t  dans l ' équa t ion  (12) ,  on ob t i en t  l e s  équations su ivantes ,  
d?bl dz, se lon l e u r  ordre  en Pi o tu]  : 

a )  à l ' o r d r e  0 en Fi3 

b )  à l ' o r d r e  1 en M o  . 

L'équation ( 14) e s t  une équation à coeff ic 'en ts  co17stants par rapport  

à l a  va r i ab le  . On peut 5onc en chercher l a  so lu t ion  sous l a  forme : 

où UJ ne dépend pas de y . Du f a i t  de l ' a r b i t r a i r e  de l a  fonction \Q 1 , 
on ne r e s t r e i n t  pas l a  en supposant que W e s t  cons tant ,  donc en 

f a i t ,  éga l  à 1 .  C 'est  c e t t e  hypothèse qui  imposera pxr l a  s u i t e  l e  choix de 

P(3) . 

%)  Voir annexe B. 

"Les primes indiquent une dér iva t ion  par rapport  2 



En portant l'expression ( 16) dans l'équation d'ordre O en Mc CA*)  

on obtient l'équation que doit vérifier y(() : 

ce qui nous donne les expressions de y(<) suivantes : 

A/% 

= J ) lorsque F(< 1 i 0 , 

Comme on a pu déterminer 'et<) on connait alors comment la 
variable <Y varie en fonction de et de n o  . 

V 

En portant l'expression de %,oh() dans l'équation d'ordre 1 en no, 
on a ensuite : 

Une solution particulière de cette équatio est de la forme : 



Afin d'éviter la présence de termes sécul ires dans la solution 

de l'équation d'ordre 1 en Mo lorsque \Y tend vers l'infini, il est 

nécessaire d'annuler A ( 5 )  . Ceci nous donne l'équation différentielle 
que doit vérifier A e t ? )  . Cette équation est : 

On obtient alors A- (-7) 

Connaissant Ao(9) et Y C i  on connait donc totalement 

R,.,~ tq-, f ) par la relation ( 16) . 



Remarque su r  l a  fonct ion  r(f ) - 
Notons que nous avons p r i s  f (i) comme une fonction quelconque 

ayant l ' a l l u r e  suivante : 

Ce qui nous a  permis d ' ob ten i r  l e s  expressions de y($) e t  de 

supposer pour l a  s u i t e  q u ' i l  peut e x i s t e r  une a l t i t u d e  f o t e l l e  que 

( )  = O . Cette a l t i t u d e  e s t  déf in ie  par  (f.) = O . 

1 I . A . b . -  Solution i n t é r i e u r e  

En tenant compte de c e t t e  remarque, l a  qu a t ion  qui  s e  pose ensui te  

e s t  : que s e  passe-t- i l  l o r s  du passage à ce point  10 où r(<)  s lannuie  

e t  change de signe ? 

Etudions a l o r s  l e  voisinage de en s u ~ p o s a n t  ( 3 )  r égu l i e r .  

On développe a i n s i  r(<) en s é r i e  de Taylor au v i s inage  de fo  , e t  on a  : 



Pour f i x e r  l e s  idées ,  on suppose que dm 4 O . 
df Portons l ' express ion  de P($) dans l ' équat ion  (12 ) ,  on a a lo r s  : 

Afin de déc r i r e  l e  voisinage du point  fo , on i n t r o d u i t  maintenant 

une va r i ab le  i n t é r i e u r e  (va r i ab le  loca l e )  dé f in i e  par  [+l : 

L'équation r a d i a l e  devient  a lo r s  : 

y 3  
On résou% c e t t e  équation,  en négligeant 10s  termes en hw . La 

h 
fonction RU (3  ,kte) e s t  donc remplacée par  une fonction R, ( 5 )  e t  

en opérant  l e  changement de fonction suivant.. 

Un raccordement asymptotique peut j u s t i f i e r  explici tement que s i  l ' o n  pose 

d 



on a a lo r s  : 

On e s t  i c i  en présence d'un problème de r -,kt tournant autour d'une 

s i n g u l a r i t é .  Ce problème a é t é  é tudié  par  NAYFEH I l 2 1  : il s u f f i t  d ' e f f ec tue r  

un changement de fonction en posant : 

b 

L'équation que doi t  v é r i f i e r  R-O 

On f a i t  ensu i t e  l e  changement de var iable  su ivant  : 

L'équation ( 2 3 )  devient : 

qui n ' e s t  au t r e  qu'une équation de Bessel d 'ordre y =  f */S. On ob t i en t  a lo r s  : 



où A4 et AL sont des constantes, non déterminées à ce stade. 

On sait aussi que et x-M(a) peuvent se mcttre 

sous la forme de combinaisons des dérivées des fonctions d'Airy (voir, [IL]) 

où Ai.'(-$') et ~i'(- 5) sont les dérivées ~~spectives de A i  (-a) A 

et Bi(-$) . 
En revenant à l'expression de Q,,,, ($1 déduite de la relation 

(21) on a 

où O, = A, - Ai. et ba = A,+ AL ; a.( et ba sont des constantes. 

On sait aussi que lorsque est grand A ( t 0 - ont 

les comportements asymptotiques suivants (voir, par exempl~, [ 141 )  : 

Ces comportements asymptotiques nous seront utiles pour le paragraphe 



Remarque 

On v i e n t  de v o i r  que l e  p o i n t  Io où C(lo) s ' a n n u l e  e t  change de 

s i g n e  n ' a  pas l e  comportement d ' u n  p o i n t  t o u r n a n t  l a s s i q u e .  

En e f f e t  un p o i n t  t o u r n a n t  c l a s s i q u e  e s t  d é f i n i  dans une équa t ion  

de l a  forme : 

comme un po in t  $0 où JL(ao) s ' a n n u l e  e t  change de s i g n e  t a n d i s  que 

4 C 50) e s t  r é g u l i e r .  Dans l e  c a s  p r é s e n t  l o r s q u e  5 t 3, 1 a  fonc t ion  

q(2) n ' e s t  pas  r é g u l i è r e  ( v o i r  équa t ion  ( 1 2 ) ) .  Après quelques t r a n s f o r -  
h 

mations ( v o i r  paragraphe II.A.b), on c o n s t a t e  mêmr l o r s q u r  3 t e n d  v e r s  O 
h CS= 3- qo) l e s  c o e f f i c i e n t s  de %.,oc%) t e n d e n t  v e r s  l ' i n f i n i  

( v o i r  équa t ion  ( 22) ) . 

1I.A.c.-  Raccordements 

Le raccord  des s o l u t i o n s  e x t é r i e u r e s  avec l e s  s o l u t i o n s  i n t é r i e u r e s  

s e  f a i t  p a r  l e  p r i n c i p e  c l a s s i q u e  de VAN DYKE [13], d i t  des "développements 

asymptot iques raccordés" .  

11 s ' a g i t  i c i  de r a c c o r d e r  l e s  s o l u t i o n s  données p a r  l a  r e l a t i o n  (16)  

e t  c e l l e s  données p a r  l a  r e l a t i o n  ( 2 6 ) .  

Les s o l u t i o n s  données p a r  l a  r e l a t i o n  (16 '  s o n t  : 



et = Qj) et que YL (5 ) 
n o  

KI , 11% , L 4  , LL sont des constantes à déterminer. 

La solution obtenue par la relation (26 est : 

En utilisant les comportements asymptotiques (27) de A C 1 ( - $ j  
et de 6 i t C -  <) lorsque est grand on a : 

Maintenant, cherchons un développement de Qw, O (q, y) au voisinage 
de l=F. 

Au voisinage de Io on a : 

f 4  = 9, - 

OU encore 

On obtient alors. 4 : 

avec 



Le développement de Ao(3 1 au  vo is inage  de f = io nous donne : 

Ains i  l e  développement de Q-,, ,,<) e s t  ( 3 7 : 

*/6 
'6 

où on a posé ~ ( $ 0 )  = n. Y(@ h? 
~2' ( 3 0 )  

P a r  i d e n t i f i c a t i o n  des r e l a t i o n s  (28) e t  ( 2 9 )  on o b t i e n t  des 

r e l a t i o n s  e n t r e  ( a,, b4 ) e t  ( K., , KL ) .  



Remarque 

L'équation ( 2 3 )  peut auss i  s e  mettre sous l a  forme d'une équation 

de Bessel  à argument complexe en posant 

- rCI 
d'ordre = *, 2/> . Ainsi Rnc \a) s ' é c r i r a  comr, combinaison de 12, (-1 a 3 

De l a  même façon que on pei:t raccorder c e t t e  so lu t ion  

i n t é r i e u r e  avec l a  so lu t ion  ex té r i eu re  obtenue lorsque 1 - 10 4 O . On ob t i en t  

a i n s i  des r e l a t ions  e n t r e  l e s  constantes ( h4 , At , Ln, , L t  ) qui sont  

analogues aux r e l a t ions  ( 30 ) . 

II .B .- Résolution de l ' équa t ion  azimutale 

Rappelons que l 'gquat ion  azimutale (13) n ' e s t  a u t r e  que l ' équa t ion  

de Laplace pour l e s  marées atmosphériques. 11 ne s ' a g i t  pas i c i  de chercher 

l e s  so lu t ions  de c e t t e  équation (pour ce l a  on peut consul ter  [15] ou [ 381 ) 

mais de t rouver  une so lu t ion  asymptotique simple.  -1 e s t  pc~ss ib l e  d 'obteni r  

de t e l l e s  solr,,".ions pour une force  de Cor io l i s  f a i b l e ,  c 'est-à-dire lorsque 

l e  nombre de Rossby (lo e s t  grand devant l ' u n i t é  ( Po 77 h) . 
On suppose donc T e t  6 f ixés  e t  que br SQ, e s t  auss i  grand q;ie 

Ro . 
Lorsque Roi .S i  l ' équat ion  qui r é g i t  l ' évo lu t ion  azimutale devient  



Pour c e t t e  équation go4 é t a n t  p e t i t  on cherche un développement 

de T'* ( y ,  &) de l a  forme : 

On obt ient  a l o r s  l e s  équations suivantes : 

a )  à l ' o r d r e  O en AIR, . 

b) à l ' o r d r e  1 en A /  QO . 

4 
1I.B.a.- Solution propre de l ' équat ion  d 'ordre  O en /QU 

On cho i s i t  l a  constante C?,, de t e l l e  s o r t e  que : 

L'équation (32) devient  a l o r s  l ' équat ion  le Legendre. La solu t ion  

TWo(y) s ' é c r i t  a lo r s  : 

vy 
où?* tt>) sont i e s  fonctions associées  de Legendr~ e t  PW l e s  

polynômes de Legendre de degré v\ ( v o i r  [ 371 ) . 
La solu t ion  ( y )  e s t  non constante uniquement lorsque h7 W . 

Lorsque c e t t e  i n é g a l i t é  e s t  v é r i f i é e ,  il e s t  possi 'lle de considérer l e  cas 

où v\ e s t  grand. C'est  pour c e l a  que l ' o n  va chercher une solu t ion  "extérieure" 

pour n grand. 



1I.B.b.- Solution asymptotique extér ieure  lorsque m e s t  é levé  [12]. 

Nous posons 

W C U C A \  , 

e t  nous cherchons une so lu t ion  de l ' équa t ion  (32) 4 'ordre 0 en A/ao 

pour grand. On ef fec tue  un changement de va r i ab le  

y =  4kv. 

L'équation d 'ordre O en vap, devient a l î r s  : 

où MI)= % . 
A 

On cherche maintenant TRO(V,W',X) sous l a  forme suivante  : 

où $ (v, 1 .) se  développe comme s u i t  : - 

En posant l ' express ion  de 7t.1~ (\/, m', A) dans l ' équa t ion  (35) 

on o b t i e n t  a l o r s  l e s  équations su ivantes ,  selon l e  r degré en A 

a) à l ' o r d r e  A L  .. 

x )  Voir annexe C. Les  rimes indiquent une dér iva t ion  pa r  rappor t  à V 



b) à l'ordre : 

( 3 7 )  2 +/CU) -0  +' (VI + f)v) v)= O 
4 

 équation ( 3 6 )  nous donne les expressior: de w) qui sont : 

En utilisant l'équation ( 3 7 )  on obtient les expressions de ~ J V )  . 
Ces expressions sont : 

et U sont des constantes non déterminées à ce stade 



Ainsi l e s  expressions de THO (VI wl,  A )  sont : 

Remarque 

Cette analyse des fonctions associées de Legendre, qui peut p a r a î t r e  

un peu technique, e s t ,  en f a i t ,  c lass ique  [ 171. E l l e  permet de déterminer l e u r  

comportement asymptotique lorsque l ' i n d i c e  Y e s t  élevée.  

1I.B.c.- Solution i n t é r i e u r e  

L'équation ( 3 5 )  montre que l o r s q u ' i l  e x i s .  e un \je t e l l e  

l e  coe f f i c i en t  de Tu\o [v, ~ ' 5  A )  s 'annule. Vo e s t  donc un point  s i n g u l i e r  

e t  il e x i s t e  lorsque A 7 . 
Etudions a l o r s  l e  voisinage de Vo en e*-fectuant un développement 

de Taylor de )h V au  voisinage de ce lu i -c i .  On a : 



donc 

En remplaçant tvvo lh par leur valeur, on a : 
chaVo 

On porte ensuite cette expression de +*\/ dans lléquation ( 3 5 ) ,  

il en résulte que : 

et lorsqu'on pose 

cette équation devient l'équation d'Airy : 

La solution générale de cette équation est donc : 



où ( O. , b ) son t  des constantes e t  l e s  A i  (c \ e t  Bi (? ') son t  

l e s  fonctions d 'Airy de première e t  seconde espèce : on s a i t  que ces fonct ions  
N 

ont un comportement o s c i l l a t o i r e  lorsque  V tend Iers  -sJ e t  un compor- 
c, 

tement apériodique lorsque J tend  vers  + Ou [ 1 ' 1.  
L 'ex is tence  d'un point  Vo t e l  que \k'Vo = A ' * u ~  

7 s i g n i f i e  

q u ' i l  e x i s t e  une l a t i t u d e  Bo (+l-,Vo= %\MBo) t e l l e  que c e t t e  équation 

a i t  l i e u .  Le comportement de 0 O e s t  donc ce lu i  : ' u n  point  tournant  azimutal.. 

1I.B.d.- Raccordements 

Par l e  même pr inc ipe  qlue c e l u i  du paragraphe II .A.c on peut  raccorder 

l e s  so lu t ions  données par  (38)  à c e l l e s  données par  l a  r e l a t i o n  ( 4 1 ) .  

~ ' a ~ r è s  (38 )  on a dans l a  région ex t é r i eu re  : 

Q4(v)i \ l t b 1 ~ - ~ + i ~ )  d~ 

avec 

4. CV) 
= j ( A  - V - ) d~ 



Au voisinage de V o  t e l  que +Lzv, z A - wf2 (*nt= -1 A 

ce qui  nous donne 

U 

Ainsi  au  voisinage de Vu , l e s  développements de T % b  ( V  1 A )  
son t  : 

lorsque  V 7 J O  ; 

lorsque V C Vo . 



I 11 
Les constantes (U 4 ,  v , ) -, y* e t  ( K : , u ' / , ) = ~ L  . 

On u t i l i s e  pour l e s  so lu t ions  i n t é r i e u r e s ,  l e s  développements asymptotiques 

des fonctions d 'Airy suivants : 
U 

Lorsque V tend vers  -oo (vLV,) : 

Par l a  r e l a t i o n  (41) on obt ient  a l o r s  : 

hr 

Lorsque b tend vers + 00 ( v > vo) , on a  : 

a i n s i  par  l a  même r e l a t i o n  ( 4 1 ) on a  : 

On i d e n t i f i e  maintenant l e s  r e l a t ions  (42' avec ( L 5 )  e t  (43)  avec 

(44); on obt ient  a l o r s  l e s  r e l a t i o n s  ent re  .\ , b , u:, K Y ,  U: ,u; suivantes : 



h/2 

a - b  = ( r x n )  i. [k: - KI[ ) 

[2 t kvoJV6 

L'élimination de 6 et b entre les rt ,ations (46) et (47) nous 

donne les relations entre U: , K: , Li: , y'; sui zntes : 

'+ 
II .B.e .- Solution particulière de l'équation d'ordre 1 en*/& 

Cette équation est une équation non homog'ne pour laquelle l'équation 

homogène associée est la même que l'équation d'ordr, O ec A / ~ ,  . C'est pour 
cela que la recherche d'une solution peut conduire à des singularités. 

Pour obtenir cette solution particulière, on utilise la méthode 

de variation de la constante. On cherche alors TaA ( Y )  sous la forme : 

o.> T-~(E>)  est la solution de l'équation d'ordre 0 en 4 / ~ e .  

L'équation que vérifie U ( y )  est alors (*) 

(*)  Les primes indiquent une dérivation par rappor , à f . 



On f a i t  maintenant un changement de fonct ions  en in t roduisant  

CCy) Par : 

en supposant 1-e Q . 
C ( y )  v é r i f i e  a l o r s  l ' équat ion  : 

En in tégrant  une f o i s  par rapport  à on a : 

où A e s t  une constante.  On en déduit  a lo r s  ) e t  y )  par : 

Ainsi on a r r i v e  à cons t ru i r e  l a  so lu t ion  p a r t i c u l i è r e  de l ' équa t ion  

d 'ordre 1 en par  l a  r e l a t i o n  (49). 



CONCLUSIOIT DE LA PREMIERE PARTIE 

On a  étudié dans ce t t e  première p a r t i e  l e ;  ondes planéta i res  ins ta-  

t ionnaires  l inéar isées  dans un milieu au. repos. 

L'étude de l a  perturbation de pression nous a  fourni une équation 

aux dérivées p a r t i e l l e s  à variables séparables. La ~ r e m i è r e  équation d i f f i -  

r e n t i e i l e  qui e s t  une équation à coeff ic ients  lentement variables r é g i t  

l ' évo lu t ion  radia le  des perturbations; tandis  que l a  deuxième, qui e s t  égale- 

ment une équation à coeff ic ients  var iables ,  r é g i t  ; évolution azimutale. 

En ce qui concerne l 'équat ion rad ia le ,  e ' l e  montre l ' ex i s t ence  

éventuelle des points tournants (O  qui peuvent ê t r e  in terprétés  comme 

des niveaux d ' a l t i tude  de réflexion ou d'absorption [ l B ] .  D'un côté de ces 

points ,  l e s  perturbations sont o s c i l l a t o i r e s ,  de 1' tutre côté,  e l l e s  sont 

apériodiques (c 'est-à-dire amorties brutalement). Ce phénomène e s t  l e  même que 

ce lu i  que l ' o n  obt ient  pour l e s  ondes de gravi té  en repère car tés ien,  gali léen 

ou non ga l i l éen .  

Pour l a  deuxième équation, e l l e  montre l ' ex i s t ence  des points-l imites 

en l a t i t u d e  dont l e  comportement e s t  qualitativement analogue à celui  des points 

tournants radiaux. 
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DEUXIEME PARTIE 

ETUDE DES ONDES PLANETAI RES STATI ONFiAI RES 

LINEARISEES DANS UN MIL IEU  EN MOUVEMENT. 



CHAPITRE 1 

MODELISATION 

I . a . . -  Conditions de l ' é t u d e  

Dans c e t t e  p a r t i e  nous a l lons  é tud ie r  l e s  ondes s t a t ionna i r e s  dans 

un courant dont on e s s a i e  q u ' i l  s o i t  l a  version "aC.tptée" à l a  présente 

descr ip t ion ,  des écoulements c i s a i l l é s  c lass iques .  

Le système déduit  du système ( 5 )  que l ' o n  u t i l i s e r a  e s t  maintenant : 



1 .b .- Ecoulement de base 

On s e  propose comme écoulement de base ,  "l'écoulement uniforme 
II 

p a r  rapport  à ? déf in i  pa r  : 

Cet écoulement de base v é r i f i e  l e  s y s t b ~  : 

Pour avoir  une idée s u r  l a  v i tesse  Ueo (8,131 on peut u t i l i s e r  

l ' é t u d e  que l ' o n  a f a i t e  pour l'écoulement in s t a t ionna i re  au repos. 

Pour ce la  on considère : une masse d ' a i r  50 at tachée  à un repère 
7' 

mobile ( n , L , T, X' ) se  d é p l a ~ a n t  avec une v i t e s s e  U, (.Q,%) ; un 

repère f i x e  ( t-t' , x' , T ,  e).  Un observateur f i x é  su r  l e  repère mobile 

consta te  que l e  repère f i x e  ( H' , x' ,a , !e> s ' é ~ c i g n e  de iui avec une 

v i t e s s e  - U.o (8 ,s)  . 
n 

Comme LI, ne dépend pas de +f donc l ' a r c  W H '  a comme 

valeur 

qu i ,  pour l e s  var iables  adimensionnées, donne : 

La question qili s e  pose a lo r s  e s t  ; que R u t  représenter  l e  terme 



Comme ou 50 s u i t  un p a r a l l è l e ,  on e s t  amené à considérer 

ce mouvement comme un mouvement c i r c u l a i r e  presque ,mi forme. S i  JJ- Ce,%) 
e s t  s a  v i t e s s e  angula i re  on a : 

s o i t  en var iables  adimensionnées 

- 
18 3) = s - ~ ~ ~ Q - ? Z ~ ~  (e,a 1 , 

en prenant J% ' uc . - 
On consta te  a l o r s  que 6__-0(813) re; ~ é s e n t e  l a  v i t e s se  

angulaire (9,  3 )  . -0 

I 
devient a l o r s  

y'= q - -ri. pt3)T . 

On por te  maintenant l ' express ion  de (Q,3) (en  enlevant l e s  b a r r e s )  

dans l e  système (56). On ob t i en t  l e  système suivant  : 



On f a i t  maintenant l e s  changements de var iables  : 

avec r "i(bpl F - ~  . 

Le système précédent devient : 

a .  
On c h o i s i t  maintenant '(i = J \ ~ ' Q  LL 4 

L bQo 
. Ce choix e s t  

judicieux cai- pour l e s  écoulements atmosphériques no e s t  p e t i t .  En 

conséquence l e s  termes en Id sont toujours  négl igeables .  Ce choix nous 

permet de df velopper (y ,? ) en s é r i e  de Taylor, a i n s i  que tWtYl7 1 
e t  7- (7 , 1 ) . On a a lo r s  : 

En por t an t  l e s  expressions de 

dans l e  systène (57) on a : 



Lorsque l ' o n  néglige totalement l e s  termes en , ce système 

devient  : 

La première équ~i t ion  e s t  une équation du ,econd degré à c o e f f i c i e n t s  

cons tants  p a r  rappor t  à y . Cela nous montre que & ('9, 3 ) e s t  une fonction 

de uniquement (2- ( ? , i l  = -ni . ($ ) ) . 
S i  on s e  donne a l o r s  2, ( on en déduit  ensui te t - (3)  , L(l) e t  &(fj. 1 1) 

ON CHOISIRA DONC COMME ECOULEMENT DE BASE, LIECOU:.EMENT CIRC'ILAIRE 

QUASI-UNIFOEtE DEFINI PAR : 

(s) Les primes indiquent  une dér iva t ion  p a r  rapport  à . f 



On étudiera alors pour la suite les perturbations de cet état de 

base. 

1.c.- Linéarisation 

On se place dans le cadre de l'approximation de Boussinesq et on 

linéarise le système (54) autour Cie l'écoulement de base défini précédemment. 

On cherche alors les développements, supposés uniformément valables 

de ( U  , N , w )  et de ( T , f , T ) sous la forme suivante : 



où : (i)  ( U . 4 ,  W A , W ~  ) sont des perturbations de v i t esse .  

(ii ) In,, w r ,  c4) sont des perturbations re la t ives ,  respectives 

de l a  pression, de l a  masse volumique, de l a  température. 

(iii) 1 e s t  un p e t i t  paramètre caractér isant  l 'amplitude des 

perturbations (paramètre de l inéar i sa t ion)  . 

En introduisant ces expressions dans l e  système (54)  e t  en ne 

conservant dans l e s  équations que l e s  termes &'ortire 1 en 7 e t  ceux 

d'ordre infér ieur  ou égal à 1 en Ho , on obt ient  l e  système l inéa i re  

siiivant : 



1 .d.- Modèle obtenu 

On cherche maintenant des so lu t ions  p é r i i  l iques  en Y . Toute 
~ 

fonction 4. ( '6 , S , l ) aura  l a  forme : 

4 ;wce 

J 

e t  pa r  commodité nous supprimons l e  A dans l e s  formules. Ainsi on a : 



Afin de ne pas a lou rd i r  l e s  no ta t ions  on é c r i r a  : 

Après ces changements de nota t ions  on retourne au système ( 6 3 ) .  

On e s t  en présence de s i x  équations à s i x  inconnues, que l ' o n  peut r édu i r e  

à une seu le  équation à une inconnue. Choisissons,  pa r  exemple, comme inconnue 

p r inc ipa le  f i  . L'équation aux dérivées p a r t i e l l e s  v é r i f i é e  par  fit e s t  

a lo r s  [*] : 

a) Pour l e  ca l cu l  voi r  annexe D.  





La quant i té  r ( ~ )  désigne l e  ca r ré  de l a  fréquence de 

Brunt-Valsala. 

On peut retrouver ce modèle d'équations a u  dérivées p a r t i e l l e s  

dans [ l g ] .  

La résolut ion "anzlytique" de l ' équat ion (62)  e s t  t r è s  d i f f i c i l e .  

Néanmoins s i  l ' o n  veut mettre en évidence l ' inf l i lence  de l a  force  de Cor io l is ,  

on peut envisager des cas s impl i f i é s ,  e t  parmi ceux-ci l e s  t r o i s  cas suivants : 

a )  l e  cas  où a- e s t  constant  e t  v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  Q < ~  ., 2 &=O . 
Ce cas élimine une s ingu la r i t é  dans l e s  dénominateurs des f r ac t ions  A($,B) 
e t c . . .  . Concrètement, ce l a  revient  à éliminer.  l ' é tude  des points  de 

réf lexion en a l t i t u d e  où l a  fréquence des ondes e s t  l a  fréquence de Cor io l is  

du mi l ieu  [ T l .  L'étude de ce cas f e r a  l ' o b j e t  de notre deuxième chap i t r e .  

b) Le cas où & (< ) n ' e s t  plus constant mais v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  

G~ 44 1 2&(i)\ . Cette i n é g a l i t é  permet d'envisager des s impl i f ica t ions  

dans l e s  équations,  e t  l ' é tude  de ce cas s e r a  not re  t ro is ième chapi t re .  

C )  Le cas où * ) &(j) \ . Ce dernier cas n ' e s t  pas considéré 

dans ce qui s u i t ,  mais il fau t  souligner que c ' e s t  l ' 6 tude  de ce cas qui 

pour ra i t  permettre l a  généra l isa t ion  aux ondes p lanéta i res  des "e f fe t s  de 

Coriolis" m i s  en évidence pour l e  cas plan [ T l .  On donnera quelques indicat ions  

en ce qui concerne ce cas dans l e  quatrième chapi t re .  



CHAPITRE 2 

ETUDE DU CAS PARTICULIER OÙ Ra> EST - 
CONSTANT ET YERIFIE LA RELATION 

PO* + ZSL- = O 

Ce cas n'est pas nécessairement réaliste, mais analytiquement il 

simplifie les équations. 

1I.a.- Equations différentielles résultantes 

Dans ce cas le modèle réduit associé à l'équation (62) est : 

C'est une équation à variables séparables. On cherche alors 

sous la forme : 



En portant l 'expression (64) de n+Cb, 0, HO) dans l 'équat ion 

(63) on obt ient  l e s  équations d i f fé ren t i e l l e s  suivantes (vo i r ,  par exemple, 

1191) : 

où - e s t  une constante de séparation des variables e t  Y(1): rli! 
e s t  l e  paramètre de Scorer. & 

L'équation (65) gouverne l 'évolut ion des perturbations par rapport 

à l ' a l t i t u d e  tandis  que l 'équation (66) ,  l e u r  évolution azimutale. 

II .b .- Etudes e t  conclusions 

L'étude de ces deux équations revient  à ce qu'on a  effectué dans 

l a  première p a r t i e  car  l ' équat ion (65) e s t  analogüe à i ' é ~ u a t i o n  (12) en 

remplaçant f ($) par fi e t  l ' équat ion (66) e s t  l a  même que (32)  

après avoir posé y = ~ ; v \  Q .*C 

Ainsi l e s  solutions sont l e s  mêmes que ce qu'on a  eu dans l a  première 

p a r t i e .  I l  en e s t  de même pour l e s  conclusions. 



CHAPITRE 3 

ETUDE DU CAS OU ( f  ) EST YARIABLE 

ET VERIFIE LIINEGALITE R C ~  4 4  12 IL($\\ 

Lorsque 1' on néglige Po* devant 1 2 J2-o ((1 \ , 1' équation 

rédui te  associée  à l ' équa t ion  ( 6 2 )  s ' é c r i t  : 

05 y c 5 \  e s t  l e  paramètre de Scorer correspondant e t  où l e s  expressions 

de ~ ' ( f , e )  e t  de E ' { I , ~ )  sont c e l l e s  de b(5,B) e t  de ~ ( 3 , e )  
rédui tes  au cas où Q g  A 4 4  \ 2a.,,(\) \. 

Le problème des points s ingu l i e r s  s e  pose l o r s q u ' i l  e x i s t e  
O 

t e l  que 5i@Qo = M\/Z . Cela nous obl ige  à envisager l e s  cas où : 

( i )  \NI 7) \ 25 ic l%\ t  2 : c ' e s t  l e  cas des onCles de grande 

fréquence pa r  rapport  à . 

(ii) il e x i s t e  un 90 t e l  que 5 h b g  = : ceci  correspond 

à des ondes de f a i b l e  fréquence. On é tud ie ra  l e  cas où Q N, + n/3 pour 

b n  = 4 e t  l e  cas où 9, ?-, ï'i/2 pour wi = 2 . 



(iii) Le cas où m- O : l a  perturbation re la t ive  de l a  pression 

ne dépend pas de l a  longitude . 
L'étude 6e ces t r o i s  cas formera l a  s u i t e  de notre t r a v a i l .  

1 I I . A . -  Etude des ondes de grande fréquence par rapport  à (~19 2) 

II .A. 1 .- Equations d i f fé ren t i e l l e s  résul tantes  

Dans ce cas ,  l 'équation (67) s e  rédui t  à : 

C'est  une équation à variables séparables e t  s i  l ' on  pose : 

on obt ient  a lo r s  l e s  équations d i f fé ren t i e l l e s  suivantes : 



où - '/k\, est la constante de séparation supposée négative. 

L'équation (69) régit l'évolution radiale tandis que l'équation (70) 

gouverne l'évolution azimutale. 

La résolution de ces deux équations se ramène à l'étude que l'on a 

faite dans le chapitre 2 de la première partie. Nour n'allons donc pas le 

refaire. Nous avons eu:soit des fonctions oscillatoire ou apériodique pour 

l'équation (69) tandis que pour l'équation ( 7 0 )  on obtient les polynômes de 

Legendre en posant 6'4, = 4 

t 2  * H (H* 411 

II .A .2  .- Etude du voisinage du point critique < o défini par 
1 

A m  ($0) = O (voir, par exemple, [201 ou [21 ] ) .  

On constate pour l'équation radiale (69) que lorsqu'il existe une 

altitude jo où a9 (jc) est nul le paramètre de Scorer Y ( $ )  tend vers 

l'infini. Il est donc nécessaire d'étudier le voisinage de cette altitude. 

Pour cela, on développe & (1 ) au voisinage de 3 en série 

de Taylor. On obtient : 

On porte cette expression de ( 5 )  dans l'équation d'crdre O 

en Ho de (69). On a alors : 

02 r(fO~~~~hn(d&@~cst le nombre de Richardson local et oÙ on a 

posé 5 %  . d i  
Lorsque Q; > A / 4  (condition classique de Richardson pour qu'il 

n'y ait pas apparition d'instabilité), la solution de (71 )  s'écrit : 



où ,= G Z / 2  e t  ( a , b )  sont  des cons tantes .  

Lorsque 5 tend vers O , nAr (5) e t  w tendent vers  O 

t and i s  que a, e t  V4 tendent vers  l ' i n f i n i  ca r  l e s  expressions rédui tes  

de A A ~  , c 4  , W, sont  ( Q,"' LL \ 2 ~ s ( . i )  \ , W S ~ Z )  : 

Le point  e s t  aonc un point  c r i t i q u e  1201. Il sépare deux zones 

d'écoulements d i f f é r e n t e s .  En ce po in t ,  l ' i n f l u e n c e  de l a  v i s c o s i t é  e t  c e l l e  

des termes non l i n é a i r e s  y sont  importantes. En f a i t  l a  v i t e s s e  de l ' écoule-  

ment l i n é a r i s é  non visqueux é t an t  i n f i n i e ,  on peut s ' a t t e n d r e ,  2 l a  vo i r  s o i t  

s t a b i l i s é e ,  s o i t  des t ab i l i s ée  par  l e s  termes non l i n é a i r e s  cumulés. L' influence 

de l a  v i scos i t é  d o i t ,  en tou t  é t a t  de cause, s t a b i l i s e r  l 'écoulement au vois i -  

nage de ce point .  

I I . A . 3 . -  Conclusion 

En plus des conclusions qu'on a  eu dans l a  première p a r t i e ,  on 

v i en t  de montrer l ' e x i s t e n c e  d'un point  c r i t i q u e  f o  déf in i  pa r  &(la) = O 

qui sépare deux zones d'écoulements d i f f é ren t s  e t  où l e s  e f f e t s  de l a  

v i s c o s i t é  e t  des termes l i n é a i r e s  sont  prépondérantes. 



1II.B.- Etude des cas où 6 2 .*, n/3 pour w z  4 e t  de 

8 ?+n/2poww=2. 

Dans l e s  deux cas on a s;M'~ = % / 4  e t  l ' équa t ion  ( 6 7 )  

e s t  s ingu l i è re  au voisinage de ces po in t s .  Pour é tud ie r  l e s  voisinages de 

ces po in t s  il e s t  i n u t i l e  de conserver l e s  termes en flo c a r ,  rappelons-le, 

l a  t héo r i e  des Êcoulements atmosphériques suppose que l e  nombre de Mach ho 

e s t  t r è s  p e t i t  devant l ' u n i t é .  Les termes O I H o )  , qui  sont  r é g u l i e r s ,  

ne jouent aucim r ô l e  au voisinage d'un point  déterminé. 

Lorsque l ' o n  négl ige  totalement l e s  termes en Mo dans l ' équa t ion  

r édu i t e  déduite de l ' é q u a t i o n  (67) on peut à nouveau séparer  l e s  va r i ab le s ,  

de s o r t e  que l ' o n  ob t i en t  deux 6q.uations d i f f é r e n t i e l l e s  : l ' une  concernant 

1'6voPdtion r ad ia l e  des per turbat ions  ; 1 'au t r e ,  l e u r  évolution azimutale. 

Ce qui  nous i n t é r e s s e  i c i  e s t  l e  comportement de l ' équat ion  

a.zirnutale lorsque l'cm e s t  au  voisinage d'une l a t i t u d e  Q O  t e l l e  que 

si,, eo = 3 M/Z . Cette équation aziniutale s ' é c r i t  : 

0-2 ~ / b , -  e s t  l a  constante de sépara t icn .  

I I I . B . l . - E t u d e d u c a s o ù  b % * I  p o u r W = s  . 
Lorsque h z  , l ' équa t ion  (72)  devient : 



Afin de v i s u a l i s e r  ce qui  s e  passe lorsque Q Xt , mettons 

c e t t e  équation sous l a  forme : 

Pour ce la  on i n t r o d u i t  une fonction nt@) déf in i e  pa r  : 

L'équation que do i t  v é r i f i e r  n ce) e s t  donc (i) : 

On f a i t  maintenant l e  changement de var iable  ( c f .  l è r e  p a r t i e )  : 

( 3 )  Pour l e s  ca lculs  vo i r  annexe E .  



On aboutit ainsi à ~'Equation : 

où on a posé 

On constate ici que lorsque e * n/3 ( c'est-à-dire th% (C: 94 ) , 
la fonction F (II, Chn) tend vers l'infini d'où la singularité. Il s'agit de 

voir comment se comporte l'équation (75) lorsqu'il existe une latitude Vo 

telle que .)hvc %'A/r . 
Pour cela on fait un développement de Taylor de +hv au voisinage 

de Vo . On a : 

En portant cette expression de %V dans l'équation (751, on a : 

Si l'on irztroduit la variable complexe V'  définie par : 

t 
V = i (v-VC) , 

1 
on obtient l'équation *?'ri V suivante : 



 équation ( 7 7 )  peut s e  mettre sous l a  forme d'une équation de 

Bessel en in t roduisant  l a  nouvelle fonction n' (v') . 

Ainsi on ob t i en t  l ' équa t ion  : 

dont l a  so lu t ion  e s t  : 

nt("') r A 34('J')+ 8 3 - 4  (y') > 

où J A  (VI) e t  3,, (v') sont l e s  fonctions de Bessel d 'ordre  

+ 1 e t  A ,  B sont  des constantes.  - 

III.B.2.- Etude du cas où 9 % 2 R/.L pour W= 2 

Lorsque \M= 2 , l ' équa t ion  (72) devient : 

On y i n t r o d u i t  l a  nouvelle va r i ab le  V déf in i e  p a r  : 

v = s;b%e , 

on a  a i n s i  : 



On cons ta te  i c i  que lorsque  Q (4 4 K/z , V prennent l e s  
valeurs f 1 e t  l ' exp re s s ion  ~ I ( 4 - v ~ )  tend  vers  l ' i n f i n  d'où l a  néces s i t é  

d ' é tud ie r  l e s  voisinages des poin ts  V = %  4 . 
Pour c e l a  on pose a lo r s  : 

h 
Lorsque V tend vers 1 ,  V tend vers  O e t ,  

A 
A - - - -z L ( A + E ) lorsque < e s t  vo i s in  

4 -  2v -va a? Z 

 équation (83) devient a l o r s  : 

/v 
En y in t rodu i san t  l a  nouvelle va r i ab l e  V déf in ie  pa r  : 

c e t t e  équation devient  : 

Cet te  équation peut ,  une f o i s  de p lus ,  s e  met t re  sous forme &'une - 
équation de Bessel en y in t roduisant  l a  nouvelle fonction nht (7) d é f i n i e  
par  : 



on obtient ainsi l'équation : 

dont La solution est : 

où 33,t ($1 et x3,&?) sont les fonctions de Bessel d'ordre t 3, 
2 

et A, B soat. des constantes. 

III.B.3.- Conclusion 

- v 3  On vient de montrer que la singularité correspondant à 0 = *  
n'est qu'apparente. Le cas des points 0 = t n / 2  , s'il apparaît comme plus 
singülier a été traité en posant ùirectement \N\ '-2. . Ainsi on a trouvé que 
& 
n4t LY) se comporte comme la combinaison des fonctions ce Ressel d'ordre 

f )/t . Une 6tuÜ.e similaire a été faite\..,. Brillouin [22] en 1932 au 

voisinage de 80 telle que $;-Qu= 2 u R ~  . La conclusion est que, si 
analytiquement l'écriture de la solution est différente, qualitativement 

leur comportement n'est pas réellement singulier. 

III .C .- Etude du cas où la variation relative de pression ne dépend plus de 
la longitude 9 km = 0 )  . 

III.C.1.- Equations régissant le problème 

Lorsque % i4 0 , 1 'équation ( 6 7 )  se réduit à J : 
--- 

"Les primes indiquent m e  dérivation par rapport à i " 
(*) Pour les calculs, voir annexe F 



où l ' o n  a i n t r o d u i t  une nouvelle foïlction c49 déf in i e  par  : 

q4t 13, t3) = f l~da tQ)  

Dans c e t t e  équation,  on f a i t  l e s  changements de var iables  su ivants  : 

Pour l a  va r i ab le  azimutale ,imQ=t\\\l y 

Pou-? l a  ~ r a r i  ab le  r a d i a l e ,  on i n t r o d u i t  : 

(i) l a  var iable  l e n t e  l = H o b  9 

i i i j  l a  var iable  rapide Y = h y(?) , où (7 )  es t  une fonction que 
no 

l ' o n  déterminera ultérieurement.  

On ob t i en t  a inu i  ï léquatio:l  suivaqte [SI : 

ii.1 Les primes indiquent une dér iva t ion  par rapporz b 1 . Pour l e s  cal.culs, 

voi r  anr,exe G. 



On se propose mairiLenant le développement suivant : 

En introduisant ce développement de R,, dans l'équation (85), 

on obtient les équatcons suivantes : 

a) à l'ordre 0 en Mc 

- - a'n. lu.l,,,, - 
'Sti) ,Y* 

C'est une équation a-ux dérivées partielles, homogène et à variables 

s6par8bles ; 



b) à l'ordre 1 en Yu 

C'est une équation aux dérivées partielles non homogène.L'équation 

homogène correspondante est la même que l'équation d'ordre O en M o  

vérifiée par no Cv, j , ~ )  . Si on connait alors no LW, <,VI il nous reste 

pour cette équation à cherche une solution particulière. La solution générale 

sera donc la somme d'un terne de même forme que no C y , f , v )  et de la 
solution particulière. 

III .C.2.- Etude des équations d'ordre O en M O  

Comme c'est une équation aux dérivées partielles à variables 

séparables, 0 Lw, 3, y) peut être cherché sous la forme : 



En portant cette expression ( 88) de no C\Y, 3 , V ) dans 1 'équation 

(861, on obtient les deux équations différentielles suivantes : 

c'est l'équation radiale; 

est l'équation azimutale. 

Dans cette équation A/l\, désigne la constante de séparation 

et elle est choisie positive pour les mgmes raisons que la constante */hW 
de la première partie (chapitre 1 ) . 

III.C.2.a.- Solution extérieure de l'équation radiale 

L'équation radiale (89) se résout sans difficulté majeure par 

la M.E.M. (c'est pour cela d'ailleurs que l'on a introduit les variables 

rapide et lente < ) -  
Comme l'équation (89) est une équation à coefficients constants 

par rapport à , on peut chercher fi,,. ) sous la forme : 



En portant cette expression de nor{'Y,f,v) dans l'équation (89), 

on obtient la relation que doit vérifier q ( 5 )  , dons la variation de 

par rapport à 1. Cette relation est : 

ce qui nous donne y ( 3 )  : 

Dans l'expression de Bor LW, ( \ , * Q ( 5 )  sera à déterminer 

ultérieurement. Pour obtenir ces expressions de y ( 5 )  on a supposé que 

est une fonction quelconque ayant l'allure suivante : 



III.C.2.b.- Solution intérieure de l'équation radiale 

L'équation radiale correspondant à l'équation (89) s'écrit : 

Il s'agit ici de chercher la solution de cette équation au 

voisinage d'une altitude fo  telle que 3 ( $ 0 )  est nulle. On effectue 

un développement de Taylor de Y(1)  au voisinage de 7, . On a alors : 

On porte maintenant cette expression de 3(3) dans l'équation 
(92). On obtient l'équation d'Airy : 

où l'on a posé : 

La solution est alors : 

où les AL [%> et Bi (5) sont les fonctions d'Airy de première et 
seconde espèce; (a,b) sont des constantes. 



II.C.2.c.- Solution extérieure de l'équation azimutale 

L'équation azimutale est : 

où l'on a posé A z * / $ ~  et P i  A r  8 A 2  . 
Comme dans la première partie on cherche maintenant une solution 

de cette équation lorsque est grand. Prenons alors ç[ot (v) sous la 

forme : 

avec : 

En portant l'expression deaok(vl puis le développement de 

@(v, A) dans l'équation (94), on obtient en ordonnant les termes suivant 

les puissances de , les équations suivantes ( % )  : 

( 8 )  Pour les calculs voir annexe H. 
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En A il en résulte que : 

2 Connaissant $ ( y )  à partir de l'équation en * , on obtient 
aïors par : 

où Y est une constante. 

De l'équation (96) en , on obtient les expressions de 

Ho Cr) . Ces expressions sont : 



Connaissant maintenant *,, (v) on a les exp~essions de q4 (y) : 

Lorsque ~ + W V  + A-4"' ) > O :  
4 Az 

où UA est une constante. 

* - a"': 
Lorsque ( +L'V + - ) c O : 

4 A2 

où w est une constante. 

Connaissant ge(v> et g4&) on obtient les expressions de 
fiottgi)L) à l'aide de la relation (95) : 

Lorsque ( ~ P v  + -) - Pt 7 O : 
4 AZ 

et que U: et Y': sont des constantes. 
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Lorsque ()hl\ + d ) 4 0 , l'expression de fl ot{v , k) 
est : 4 xa 

où on a posé : 

I I  
a\ U, sont des constantes. 

III.C.2.d.- Solution intérieure de l'équation azimutale. 

On a vu précédemment que lorsque l'expression(tha\l * - 
A -  %A2 aL) 

est positive, la perturbation de pression iloC\i, A) a un 

comportement oscillatoire et lorsque celle-ci est négative elle a un 

comportement apériodique. On cherche maintenant comment se comporte 

l'équation (94) au voisinage d'une latitude vo racine de l'équation : 

La figure suivante montre la variation et l'existence de cette 

latitu de Vo . 



Courbe représentant  en fonc t ion  de 6'1\,,. 



La f igu re  montre que l a  l a t i t u d e  déf in ie  pa r  Vo e x i s t e  

quelque s o i t  ts'h-b O . 
Etudions maintenant l e  voisinage de Vo . Pour c e l a  on e f f ec tue  

un développement en s é r i e  de Taylor de \\\\/ . 

Ce qui nous donne : 

On por te  maintenant c e t t e  expression de th2\l dans 1 'équation (94) , 
a i n s i  on ob t i en t  l ' équa t ion  d'Airy : 

ave c ;; [ r ~ ~ - i l a v o ) ~ ' ~  I v - V o )  . 
* bV0 1 *" 

Ainsi l a  so lu t ion  r(,t (V ) e s t  formée par  l e s  fonctions 

d'Airy. 

où l e s  A i  C G )  e t  t (G) sont l e s  fonctions d'Airy de première e t  seconde 

espèce,  e t  ( a , b )  sont  des constantes.  



III.C.3.- Solution particulière de l'équation d'ordre 1 en M e  . 

On rappelle ici que l'équation d'ordre 1 en Ho est : 

où on a remplacé 170 (V W )  par son expression Ao(l)  e W+ARY, A )  

et où les primes désignent les dérivations des fonctions par rapport à leurs 

arguments respectifs. 

On cherche maintenant une solution particulière I"I ., Lw, j, v ) 
sous la forme : 

Al(>) et A% ( 3  \ seront choisies de telle sorte que l'on puisse 

déterminer CCV) . 



III .C.3.a.-  Relat ion v é r i f i é e  pa r  l ' équat ion  d 'ordre  0 en H b . 

Avant de poursuivre c e t t e  recherche de so lu t ion  p a r t i c u l i è r e ,  

é t ab l i s sons  une r e l a t i o n  qui  nous s e r a  u t i l e  e t  qui  e s t  déduite de l ' équa t ion  

d 'ordre  O en H u  . On a v a i t  : 

En por tant  c e t t e  expression de no 3 1 vt A )  dans l ' équa t ion  

d 'ordre O en on ob t i en t  l a  r e l a t i o n  suivante ( % )  : 

C'es t  une équation d i f f é r e n t i e l l e  pour ~ ( 5 )  e t  5 X) que 

l ' o n  a u r a i t  pu  u t i l i s e r  pour déterminer 3 ( 3 )  e t  9 (v, 1) . 

III .C.3.b.-  Détermination de l a  so lu t ion  p a r t i c u l i è r e  

On por te  donc l ' exp res s ion  ( 103) de 8 4 (q, 5 , A )  dans 

l ' équa t ion  d 'ordre  1 en Mg . On abou t i t  5 l ' équa t ion  suivante ,  en s impl i f i an t  

w+A S W ,  XI 
par  e e t  en tenant  compte de l a  r e l a t i o n  (104) ( s r )  : 

( s )  Les primes indiquent une dér iva t ion  p a r  rapports  à l e u r s  arguments success i f s .  

(**) Les primes indiquent une dér iva t ion  pa r  rapport  à l e u r s  arguments r e s p e c t i f s .  

Pour l e s  ca l cu l s ,  vo i r  annexe 1. 



On choisit maintenant AI (1) et AL (3  ) : 

ce choix nous permet d'éliminer le premier terme du premier membre avec le 

premier terme du second membre; 

- - d t $ ?  913) A ~ I )  A 4 3 1  - . Ce choix nous fait simplifier 
4 4 3 ) 3 C 5 )  

les coefficients des deux deux? ?mes termes. 



Après ces choix, l'équation que doit vérifier F tv) est de : 

En intégrant (s) cette équation, on obtient : 

F (v) = - +Cf v - , 

Connaissant A4 ( 5 )  , A+(() et F(v) on peut donc construire 

la solution particulière de l'équation d'ordre 1 en Ho par la relation 

(103). Remarquons que cette solution présente une sécularité lorsque tend 

vers l'infini. 

III .C .3 .c .- Détermination de Ao [f)_ 

Afin d'avoir une solution particulière régulière, il faut éliminer 

les termes en Y e y ' A  4cv1*' ce qui nous impose alannuler A* (5 ) . On 
obtient ainsi l'équation que doit vérifier A,(() . Cette équation est : 

On a alors 

. 

(+) Voir annexe 3. 



Connaissant Ao(4) on ob t i en t  (Y,i) par  l a  r e l a t i o n  (91 ) . 
Notons que l e  procédé de r é so lu t ion  de l ' équa t ion  d 'ordre  1 en 

h o  e s t  o r i g i n a l  car  cec i  nous a  permis de t rouver  une so lu t ion  p a r t i c u l i è r e  

de no t r e  équation qui e s t  t o u t  de même une équation aux dérivées p a r t i e l l e s  non 

homogène. 

111.c.4.- Raccords des so lu t ions  de l ' équat ion  d 'ordre O en Ho. 

Pour l ' évo lu t ion  r a d i a l e ,  a i n s i  que pour l ' évo lu t ion  azimutale,  

l e s  raccords des so lu t ions  i n t é r i e u r e s  avec l e s  so lu t ions  ex té r i eu res  s e  font  

se lon  l e  pr inc ipe  de Van Dyke. 

A une var iable  ex té r i eu re  W , on f a i t  correspondre une va r i ab le  
N 

i n t é r i e u r e  ; s i  W, e s t  l e  po in t  tournant  ( r a d i a l  ou az imuta l ) ,  l e s  

raccords s e  fon t  comme s u i t  : 

j im (so lu t ions  ex té r i eu res )  = Ji- ( so lu t ions  i n t é r i e u r e s  ) . 
W 4 Wb', N 

W 3 2 0 0  



CONCLUSION 

Hormis l e s  conclusions que l ' o n  a formulé dans l a  première p a r t i e ,  

e t ,  qui  sont  va lables  auss i  i c i ,  on v i en t  de montrer que pour é t u d i e r  l e s  

ondes qui  s e  propagent su ivant  l a  l a t i t u d e  e t  l ' a l t i t u d e  on peut u t i l i s e r  l a  

méthode de sépara t ion  de var iables  à condit ion de développer l a  fonction 

inconnue par  rapport  au  nombre de Mach Mo , développement systématique en 

dynamique de l 'atmosphère. On ob t i en t  a l o r s  deux équations aux dérivées 

p a r t i e l l e s  : l a  première, une équation homogène à var iablesséparables ;  l a  

deuxième, une équation non homogène, L'équation homogène s e  t r a i t e  de l a  même 

façon que ce que l ' o n  a f a i t  dans l a  I è r e  p a r t i e  (Chapitre 2 ) .  Une so lu t ion  

p a r t i c u l i è r e  de l ' équa t ion  non homogène e s t  obtenue en u t i l i s a n t  simultanément 

l a  M.E.M. e t  l a  méthode d'approximation de Green-Liouville. 



CHAPITRE 4 

PERSPECTIVES 

1V.a.- Que peut-on f a i r e  lorsque R 1 4  ,.) \ 2 fi- C f )  \ ? 

Lorsque 0 -  e s t  t r è s  grand devant \ ?  &(j ) \ l e  modèle 

d 'équation (62)  devient  : 

avec 



En revenant au système de coordonnées curvilignes ( %  , y . a )  
et en faisant l'approximation "du plan tangent", on retrouve le modèle 

d'équation ( x )  avec lequel on a étudié les ondes de gravité avec effet de la 

force de Coriolis [71 : 

( x )  Voir annexe K. 



avec Q: = P C - / , { ~ ~ ,  e t  ~ ' t  8% + 4' où k e t  Q sont l e s  nombres 

d'ondes respectivement suivant 3L e t  3 -  
On vient de voir que l e  modèle (107)pourrait ê t r e  considéré comme 

un modèle assez général. L'étude de ce modèle pourrait  permettre l a  générali-  

sa t ion aux ondes planéta i res  des "effe ts  de Coriolis" mis en évidence dans l e  

cas plan. 

La méthode analytique actuel le  ne nous permet pas de résoudre ce 

modèle d'équations; il s e r a i t  nécessaire d 'effectuer  une résolution numérique. 

Une t e l l e  résolution s e r a i t  de tou te  manière indispensable pour l 'é tude de 

d i s t r ibu t ions  de vent e t  de température plus r é a l i s t e s .  

IV .b . - Ecoulement de base de di rect ion quelconque 

Il e s t  c l a i r  que quand on a p r i s  une vi tesse  de base de composante 

( U w  ( 0 , 5 ) ;  0 ; o ) on a choisi  une vi tesse  de di rect ion idéale .  En 

r é a l i t é ,  il faudrait  considérer une vi tesse  de composante (Us , \la, 0 ) af in  

d 'é tudier  un cas plus r é a l i s t e  ( v o i r  remarque précédente). 



CONCLUSION DE LA DEUXIEME PARTIE 

. 
On retrouve globalement dans cette 2eme partie les mêmes 

conclusions concernant les points tournants radiaux et azimutaux que dans 

la lère partie. On a toutefois montré également l'existence d'un point 

critique défini par O et des points singuliers apparents 

tels que les points de latitude Qo déterminés par Sii*Qo = Z M/z . 
On a pu constater aussi l'efficacité de la méthode de développement 

asymptotique dans l'étude des écoulements atmosphériques. 



CONCLUSION GENERALE 

 étude qui précède concerne les ondes planétaires linéarisées 

dans un milieu atmosphérique (gaz parfait) non isotherme. Cela nous a conduit 

à des équations aux dérivées partielles dont nous avons cherché systématiquement 

dans quelles conditions on pouvait les résoudre par la méthode de séparation 

de variables. On a obtenu alors deux équations différentielles : l'une 

concernant l'évolution radiale des perturbations ; l'autre, leur évolution 

azimut ale. 

L'équation radiale qui est une équation linéaire à coefficients 

lentement variables se résout par la méthode des Echelles Multiples (M.E.M.); 

tandis que l'équation azimutale qui est une équation linéaire à coefficients 

variables admet des solutions asymptotiques que l'on obtient en utilisant la 

méthode d'approximation de Green-Liouville, 

Ces solutions dites, "extérieures", se comportent soit corne 

des fonctions oscillatoires, soit comme des fonctions apériodiques (à  amortisse- 

ment rapide). La méthode utilisée a mis en 6vidence l'éventualité de la 

traversée des points tournants (azimutaux ou radiaux) lorsqu'il y a passage de 

l'un des deux régimes à l'autre. 

En étudiant les voisinages de ces points tournants on a obtenu des 

solutions qui sont : soient des combinaisons des fonctions d'Airy de première 

et seconde espèce; soient des combinaisons des fonctions de Bessel d'ordre 

U = ?  . Ces solutions sont les solutions ''intérieures". Cette permanence 
provient essentiellement de ce qu'il s'agit d'équations du second ordre. On 

pourrait trouver des comportements différents (fonctions de Weber) si les 

points tournants séparaient deux zones à même type d'écoulements (annulation 

des coefficients sans changement de signe, par exemple). 

Par le principe de Van Dyke, les solutions extérieures se 

raccordent sans problème majeur aux solutions intérieures. Ces raccords 

permettent de déterminer les constantes arbitraires des développements 

intérieurs en fonction ries caractéristiques des solutions extérieures. 



On en conclut  d o r s  que ces points  tournants peuvent ê t r e  

i n t e r p r é t é s  comme des points  de r é f l ex ion  ou d 'absorption des ondes [12].  

Les zones de so lu t ions  apériodiques é t a n t  des zones à amortissement rapide ,  

l 'onde  e s t  évanescente ( e t  donc inex i s t an te )  en dehors du voisinage immédiat 

des po in t s  tournants .  Pour l e s  zones de réf lexion d'ondes, t ou t  ce passe 

comme s i  l 'onde  inc idente  de phase i L ( .  . .) s e  r é f l é c h i t  pa r  une onde de 

phase - i ~ (  . . . ) . 

Pour l e  poin t  tournant r a d i a l  f o  , t ou t  s e  passe  comme s ' i l  

d iv i se  l a  région en deux zones. Dans l a  zone où 7 'r yc on a  des ondes de 

phase i e t  . i Y  e t  t o u t  s e  passe comme s i  l 'onde  de l a   forme^,&^ s e  

r é f l é c h i t  pa r  l 'onde  de l a  forme V2e  . Dans l a  zone -j<fo , s i  on 

c h o i s i t  L4 = O , on a  des ondes évanescentes. 

Par t icul ièrement ,  l e s  poin ts  tournants azimutaux s e  trouvent sur  

des p a r a l l è l e s  de l a t i t u d e s  opposées 0 e t  - g o  . Tout s e  passe a lo r s  que 

s i  l 'onde de phase i L  (8 )  se  r é f l é c h i t  à l a  rencontre du p a r a l l è l e  de 

l a t i t u d e  00 par  une onde de phase - i LLQ) . Cet te  onde ae phase - i LCQ) 
se  r é f l é c h i r a  à son tou r  à l a  rencontre du p a r a l l è l e  de l a t i t u d e - g o  . On 

ob t i en t  a i n s i  des "ondes piégées" en l a t i t u d e .  



Lorsqu ' i l  e x i s t e  simultanément des points  tournants  azimutaux 

e t  radiaux, on peut ob ten i r  "des ondes piégées,  disposées en couronne". Ces 

zones d'ondes l o r s q u ' e l l e s  ex i s t en t  sont t ou jou r s  équator ia les .  P lus ieurs  

configurations peuvent ê t r e  imaginées, su ivant  l e  nombre de zéros du paramètre 

de Scorer. 

L'étude présentée i c i  a é t é  rendue poss ib le  grâce à l ' e x i s t e n c e  

des o u t i l s  mathématiques, théoriques a c t u e l s ,  à savoir  : l a  méthode des p e t i t e s  

per turbat ions ;  l a  méthode de développements asymptotiques raccordés, l a  méthode 

des échel les  mul t ip l e s ,  e t c .  .. Ces o u t i l s  seront  p lus  complets e t  e f f i caces  

s i  l ' o n  y a joute  l e s  o u t i l s  numériques ac tue l s .  Ainsi ,  nous ser ions  s a t i s f a i t  

s i  l ' é t u d e  théorique que l ' o n  a ef fec tué  é t a i t  j u s t i f i é e  numériquement. 
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Annexe A 

Le système (9) e s t  composé de s i x  équations à s i x  inconnues. 

On peut l e s  rédui re  à une seule  équation en r+ . 

De l a  t ro is ième e t  l a  quatrième équations du système (9 )  on t i r e  

U, e t  en fonctions de r1+ e t  de 3 L 4  . On a a l o r s  : 
3e 

2 
ib-TLpT,{5) s b e n ,  + ~ S U Q . T ~ ( ~ ~ Q  3& 

w4 z s e  
7 . 7 .  Y W Q  ( O .  Pa -s~M'B)  

p e s  deux dernières  équations,  on ob t i en t  une r e l a t i o n  e n t r e  \iy4 

e t  n4 avec se s  dér ivées .  Cette r e l a t i o n  nous permettra d ' avo i r  W ,, en 

fonction de n4 e t  2 a  : 

'3 

De l a  première équation e t  de l a  cinquième on t i r e  W4 en 

fonction de n, e t  de 3 9  : 

'1 



En p o r t a n t  l e s  expressions de A&,, A%4, W4 e t  W A  dans 

l a  deuxième équation e t  en négligeant  l e s  termes d 'ordre  supér ieur  ou égal  

à 2 en n o  nous avons : 

On s i m p l i f i e  pa r  i T-u) e t  on mul t i p l i e  l e  r é s u l t a t  par  P , 
on a r r i v e  a l o r s  : 7 



On pose enfin : 

q z c.0 , 
b;ne--p , 

on obtient l'équation (10). 



ANNEXE B 

On veut résoudre l'équation ( 1 2 )  par la méthode des échelles 

multiples. Pour cela on introduit alors les variables : 

lente l ' H ~ >  > 

rapide Y = Lq(1) 7 
H o  

et le développement asymptotique de Qr< [a, ne) suivant : 

Tout d'abord, on cherche & et d l  , en considérant 
d% et \Y comme des variables indépendantes. 

En introduisant l'expression de 4 , celle de , ainsi 
a 9  

que le développement de Q, Cq, <, M.) dansdmtéquation ( 1 2 )  on a : 



Ainsi selon leur ordre en H 0 on obtient successivement : 

a) à l'ordre O en Ho : 

b) à l'ordre 1 en H o  : 

rn 
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ANNEXE C 

On veut résoudre l'équation (35) par la méthode d'approximation 

de ~reen-Liouville (voir L I T ] ) ,  on cherche al ors-.-\^ (v,m,h) sous la forme : 

Pour cela on a : 

On porte l'expression de 4% ( ~ 9  %,A) et celle de 
d v  r 

ho {v, \M, A) dans 1' équation (35) on a alors : 

où w' = . 
On développe maintenant 8 (v, X) sous la forme : 

ceci nous donne : 



On introduit maintenant les expressions de ~ " ( V , I )  et 

A dans l'équation précédente on arrive à : 

I 
En égalant à O , les termes de degré et ceux de degré A 

on obtient les équations suivantes : 

a) à l'ordre A 2 

f i )  à l'ordre 



ANNEXE D 

On u t i l i s e  l e  système (61 ) .  Ce système e s t  formé de s i x  

équations à s i x  inconnues. On peut l e s  rédui re  à une équation à une inconnue. 

Prenons par  exemple n4 . Pour c e l a  on cherchera W4 , U, , u4 e t  W a en 

fonctions de i f n  e t  de ses  dér ivées .  

De l a  cinquième e t  de l a  sixième équations du système (61 ) , on 

élimine e t  on ob t i en t  W, en fonctions de % e t  de 2 3  . On a a l o r s  : 

= \  

w,, = irnnp.ct) {-T-, (~)~A + ( v A ' N ~ ~ .  

7s ni) =a O 1 
On por t e  c e t t e  expression de W4 dans l a  t ro is ième équation e t  

en ne gardant que l e s  termes d 'ordre  i n f é r i e u r  ou égal  à 1 en ho on a l a  

nouvelle équation : 

De c e t t e  équation e t  de l a  quatrième équation du système (611, 

on ob t i en t  a, , W4 en fonctions de n4 , de 3114 e t  de . Ces 

= a  3 e 
expressions de 11, e t  Vq sont : 



La première et la cinquième équations du système (63) nous 

donnent l'expression de W4 en fonctions de n4 et de 31f4 . 
b 



On porte maintenant les expressions de 4 , ,W., , W1 e t  Wa 

dans la deuxième équation du système (61). On obtient ainsi l'équation (62), 

en ne conservant que les termes d'ordre inférieur ou égal 8 1 en no et après 
une simplification par (5) . 



ANNEXE E 

 idée est de mettre l'équation azimutale réduite (73) lorsque 

liH = 1 sous la forme : 

Cette équation est : 

Il est d'abord nécessaire d'éliminer le deuxième coefficient de 

d fl&l@I en introduisant la nouvelle fonction m(e) définie par : - 
dQ 

Cherchons donc dn.t (QI et d a n,t (p) . on a : 

4s  dvl 



On por te  l e s  expressions de 4'"ae) de 4-1~) 
de' d B  

e t  de ïï,t ( Q )  dans l ' équa t ion  précédente. Celle-ci devient  a lo r s  : 

En f a i s a n t  l e  changement de var iable  : 

on ob t i en t  l ' équat ion  ( 7 5 ) .  



ANNEXE F 

Lorsque l a  va r i a t ion  de pression ne dépend plus  de l a  longitude \4 , 
l ' équa t ion  r é su l t an te ,  t i r é e  de l ' équa t ion  (67)  est  de : 

On i n t r o d u i t  maintenant l a  nouvelle fonction n 4 q déf in ie  

par  : 

3% aliL et a 3  . Pour c e l a  on cherche 31i" , - , ,- , 
On a a l o r s  : a e z  



On porte alors ces expressions dans l'équation précédente, 

et on obtient ainsi l'équation (84). 



ANNEXE G 

On utilise simultanément la méthode des échelles multiples 

et celle de l'approximation de Green-Liouville. On fait alors les changements 

de variables : 

On cherche donc les expressions des opérateurs 3 - 
2 3 ; a h e t 2  .,na: 

SB ,ez 3330 

On porte alors ces expressions dans l'gquation (84) on obtient 

l'équation (85). 



ANNEXE H 

On cherche une solution de l'équation (94) sous la forme : 

On porte l'expression de ~ ' ' ~ t t ( v , ~ )  et de celle de n O t ( ~ , 3  
dans l'équation (94). On obtient alors : d V L  

On développe maintenant (Y, A)  sous la forme : 

A 7 
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ce qui e n t r a i n e  : 

'2 
En p o r t a n t  l e s  express ions  de 5 (V, A) e t  c e l l e s  de # " ( y , ~ )  

dans l ' é q u a t i o n  précédente ,  on o b t i e n t  l e s  é q u a t i o n s  ( 9 6 )  e t  ( 9 7 ) .  



ANNEXE 1 

On cherche l a  so lu t ion  p a r t i c u l i è r e  n* ( W , ~ , V )  sous l a  forme : 

Tout d'abord on a : 



3% 3% 
En por tant  l e s  expressions de 3V' ' de 3yt dans 

l ' équa t ion  (102) t o u t  en tenant compte de l a  r e l a t i o n  (104), on ob t i en t  

l ' équa t ion  ( 105). 



ANNEXE J 

On veut résoudre l ' équa t ion  : 

Cette équation peut s e  mettre sous l a  forme 

OU encore 

On in tègre  une f o i s  pa r  rapport  à V on a : 

où on a posé : 
Irx 5 C V , ~ )  

dV . 



t r  * tv,*) 
En s impl i f i an t  par  e on ob t i en t  : 

d'où 



ANNEXE K 

Du modèle d'équation ( 107), on veut déduire le modèle d'équation 

utilisé dans l'étude des ondes de Boussinesq avec effet de la force de 

Coriolis 181. - - 
Pour cela on retourne au système de coordonnées curvilignes X , Y  : 

Ceci nous donne : 

On se place maintenant au voisinage de ceo et 80 : 

y .u, V O +  %creoQoZ , 
@ % g o +  S T  . 

Lorsque ~ L L  4 on peut chercher des solutions - 
en et 5 . Ceci revient à remplacer par ~ - ' c a ~ o  % et 2- 

De 
par i Y 4  4 où & et P sont les nombres d'onde respectivement 

suivant et 5 . 
On aboutit ainsi à l'équation (108) en prenant les précautions : 

(i) de simplifier par a m  ( 3 )  ; (ii) de remplacer b ' 4 c h 0 ~  a- C j  ) 
par U e ( q \  ; avant d'effectuer le passage à la limite b 3  0 . 
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QUELQUES ORDRES DE GRANDEURS DES PARALIETRES SANS DIMENSIONS 

Lorsque H o  atteint la valeur 10000 m (10 km) 00 est voisin 

de l'unité. La présente approximation (approximation de ~oussines~) est valable 

jusqu'à un HO de l'ordre de 1000 m à 2000 m. 

Nombre de Mach H o  % uo 
b 

z 
Ceci montre que les termes en n o  sont toujours négligeables 

dans la théorie des écoulements atmosphériques. 



Calcul du c o e f f i c i e n t  de y : 
1 

Le choix qu'on a  f a i t  à l a  page 51 e s t  bon. 
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PERTWATIONS SINGLaIERES 

METHODE DES EGISULES MULTIPLb 

POINTS TOUrnANTS. 

Dans le  cadre de la md8lisation asymptotique des Ccoulements atmospheriques, 
on Ctudie la  propagation des on& planetaires dans un milieu à t W r a t u r e  non constante. 
Ces ondes sont dcs ondes de 'gravite se propageant dans 1 'atmosphSre, dont l a  longueur 
d'ondscaracteristiquo hor-irontale es t  du siBiPe ordre de grandeur que le  rayon de la Terre. 
On ne peut donc pl ut n8g1 iger la rotondi t hde  'cetk:e+. 

i' fnflusnce de llfnhomog&n€ttt! du tullleu apparalt dam ces ondes, d'une part, 
directement par la stratification du milieu; d'autre part, par le' couplag; des effets 
le celle-ci avec les effets de la force de Co+blis. 

En tenant conpte de ces proprietes et en se plagnt  dans le cadre de 1 'approxi- 
ination de Boussinesq, on construit un mdèle asymptotique pour la description de ces 
ondes e t  oh montre qu'il peut axfster des niveaux de rëflexfan suivant l 'alt i tude e t  
ks points-limites en latitude dont l e  comportenient est ~qutitftatiwment analagi 

Une cons&quence de cette d e ~ n i & k  pmpridt& es t  que l'on peut o b t e * i m  ( 

mlns thhriqwnrent, *des ondes pf€g&esu entre deux zones de latitodes dete 
S ' i l  existe simultan-nt des nimaux de réflexion ar4mutaux e t  radiaux, on 
se former, une configuration d'ondes "en couronne". Une telle zone lorsqu'el 
es t  toujours Bquatori ale. 

1 

< .  




