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( {L, Q,T) : pression, masse volumique et température
du milieu.
(’F»' eao.T‘b) : pression, masse volumique et température de 1'écoulement
de base.
(n) w , 6’) : perturbations relatives de la pression, de la masse
volumique et de la température.
. - ~ s s
(u, ar, W) : composantes de la vitesse U dans le repére sphérique.
(u“ Vi, W4) : perturbations respectives de (U , V ,wW ).
(2 =0 : vitesse de 1'écoulement de basa.
‘b : variable caractérisant 1'évoli-ion radiale (variable

extérieure).

ﬁ = Bos: Ho7a : variable lente.
y = A ¢ Lﬁ\ : variable rapide.
Ag,
';\,a = (_.Qd k )(‘5-35) variable intérieure.
V\

swmb = IJ’—‘ YhV . variable caractérisant 1'évolution aszimutale.



INTRODUCTION

Dans le cadre de la modélisation des écoulements atmosphériques,
on étudie dans le présent mémoire les ondes planétaires. Ces ondes sont
des ondes de gravité internes se propageant dans 1'atmosph@re, et dont
1'Echelle caractéristique horizontale (par exemple la longueur d'onde) est
du méme ordre de grandeur que le rayon de la Terre. Il n'est donc plus
possible pour de telles ondes de négliger la rotondité de celle-ci.

L'influence de 1'inhomogénité du milieu =pparaft dans ces phénoménes,
d'une part directement dans la stratification du milieu en altitude, mais
d'autre part également dans le couplage des effets de cette stratification
avec ceux des forces de Coriolis : la stratificatica du milieu posséde en
effet une symétrie sphérique, tandis:quelaforce de Coriolis, qui est perpendi-
culaire & 1l'axe de rotation Nord-Sud ne posséde qu'une symétrie de révolution.

Des études concernant 1'interaction de ces deux influences ont &té
proposées depuis plusieurs années notamment par LONGUET-HIGGINS [1], & 1l'aide
d'une modélisation heuristique, et BLAMONT et TEITELBAUM [2], pour les marées
atmosphériques, avec des &quations rfelles, mais uniquement dans le cas iso-
therme et pour un milieu au repos. LINDZEN ([41, [31), en 1971, a étudié ces
phénoménes dans le cadre de l'approximation du plan P en introduisant un
Ecoulement de base zonal, tandis que BOYD, en 1978, a examiné les effets d'un
&coulement de base méridional en se plagant dans le cadre de 1'approximation
"qu plan ¥ " ([23]1, [24]). En 1981, HOSKINS et KAROLY [25] ont travaillé
sur la réponse due & 1l'€chauffement et 3 l'existence d'un relief. Quelques
années plus tard, (1987), SASHEGYT et GEILER [26] ont exploré numériguement
les effets dfis 4 la chaleur. En 1983, YANATI et LU [ ’7] ont isolé expérimen-
talement des ondes plandtaires piégées & une altitude déterminée. Trés
récemment, (1989), ZHANG et WEBSTER [28] ont utilisé les équations lindarisées
des eaux peu profondes pour montrer l'existence de:c ondes piégées équatoriales.
Le bénéfice de la formulation d'€quations en eau pe1 profonde ne semble pas
avoir 8té exploité i fond dans 1'article de ZHANG et WEBSTER, ceux-ci se
contentant d'une écrif@linéarisée.

Le but du présent travail est de présenter une étude théorique de
ce couplage dans le cas des &quations effectives des écoulements géophysiques
et dans un milieu stratifié en température.

La description la plus simple des ondes planétaires doit conserver
dans le modéle : (i) 1la pesanteur, ces ondes sont en effet des ondes de

gravité; (ii) la rotondité de la Terre : c'est cette propriété qui définit



la caractéristique "planétaire' des ondes en question. Dans ce contexte il
n'est pas possible de négliger la rotation de la Terre, que 1l'on doit
conserver comme troisiéme caractéristique du phénomdne. Ainsi le systdme
"minimum" doit 8tre celul de la mécanique des fluides pesants, dans un
systéme de coordonnées sphériques, le fluide pouvart &tre un fluide parfait.
Rendre adimensionnelles ces équations nécessite 1l'utilisation d'un

P

systéme curviligne ( 2= , 4 % ), 1i& & 1la sphére terrestre et défini

par :
2 = ao (P-%) wsbe |
y = 0o (0-8)
= X - &g

3

ol (n , B ,€ ) représentent respectivement 1l'altitude, la latitude et la
longitude; (Bo, o ) sont une latitude et une longitude lides au point
d'observation et Qe est le rayon moyen de la Terre.

Dans les &quations adimensionnées, apparaissent des nombres sans
dimensions qui, selon leur ordre de grandeur, nous conduiront aux développements
asymptotiques nécessaires pour formuler notre théorie.

Pour former ces &quations on peut suivre soit la modélisation de
PEDLOSKY [5] ou plus simplement celle proposée par ZEYTOUNIAN [6]. Cette
modélisation introduit un paramdtre & (capital pour ce qui suit) qui est
le paramdtre hydrostatique du probldme. Concrdtement, Ho &tant une
longueur d'onde caractéristique verticale et Lo u.ie longueur d'onde
caractéristique horizontale du phénoméne étudié, & est le nombre Ro/|, .

Dans la description que 1l'on utilise par la suite, tous les développe-
ments sont arrétés & l'ordre O en € : cette description est 1'approximation
hydrostatique et correspond & 1'€tude des phénoméne: dites "d'ondes longues'.

La premisre partie de ce travail est consacrée & 1'€tude des ondes
planétaires instationnaires linarisfes dans un milieu au repos. Pour cela
on se proposera une solution de base qul sera le renos. Cette solution de
base définit un état de référence. On &tudiera alors les perturbations de cet

&tat de référence en linfarisant le systdme du départ autour de celui~ci.



En se plagant dans le cadre asymptotique de 1'approximation de Boussinesq :
Mo 424 , Bo << A | et Mo ® Bo (ol Mo est le nombre de Mach
et Bo le nombre de Boussinesq) on obtiendra 1'éguation aux dérivées
partielles, 4 varisbles séparables, régissant 1'évolution des perturbations
de la pression.

On étudiera alors séparément 1'évolution radiale et 1'évolution
azimutale des perturbations. Il s'avérera alors qu'il peut exister, théorique-
ment, des niveaux de réflexion d'ondes par rapport & 1l'altitude mais &galement
des niveaux de réflexion azimutaux. Une conséquence de 1l'existence de ces
derniers est la possibilité d'existence d'ondes piégfes dans des bandes
équatoriales de latitudes déterminées.

La deuxiéme partie de ce travail consister: & &tudier les ondes

planétaires stationnaires linfarisées dans un milieu en mouvement "circulaire”.

L

Du fait du cisaillement des écoulements par rapport 4 1'altitude, ces ondes

ne se déduisent pas des précédentes par une simple rotation d'axe et changement
d'observateur, et il convient de prendre quelques précautions. La linéarisation
du systéme de départ, sous l'hypothése de stationnarité, autour d'un écoulement
de base qui seraf%coulement "quasi-circulaire uniforme" par rapport & € et
sous 1l'approximation de Boussinesq, nous donnera 1'équation aux dérivées
partielles, régissant 1'évolution des perturbations de pression.

Cette &quation, sous certaines conditions, peut &tre &tudie théori-
quement par la méthode de séparation de variables. De 1'étude de cette &quation,
il est alors possible de dégager quelques propriétés de ces ondes.

I1 faudrait, d'une maniére ou d'une autre, préciser gqu'd travers les
quelques exemples traités, on met qualitativement en évidence des propriétés
qui existent pour les écoulements plus généraux : 2 nsi 11 serait intéressant
d'étudier par voie numérique, les solutions des E&quations considérées dans
des cas moins académiques, de manidre & voir si 1l'on retrouve les mémes

phénomdnes .



RAPPEL DES EQUATIONS DE DEPART

L'&tude qui sult concerne un modéle purement théorique. On suppose gue :

a) La Terre est une sphére de centre A , de rayon moyen Ao , en rotation
uniforme autour de l'axe des pdles.

b) L'air est un gaz parfait sec, compressible, d'indice adiabatique ¥ , non
visqueux et non conducteur de chaleur.

c) L'observateur étudie le mouvement au voisinage «'un point ™M de la Terre.
Le repére 1ié & 1'observateur est non galiléen, et dans ce repdre, sulvant
1'approximation classique de la MBtéorologie (voir [5]), les forces exté-
rieurs se réduisent 3 la pesanteur, 4 la force ue Coriolis, et éventuelle-
ment 4 1'échauffement que l'on a négligé dans tc it ce qui suit.

Le vecteur-rotation de la Terre_'{?. , dirigé suivant 1'axe des pdles
(du Sud vers le Nord), est porté par un vecteur unitaire F  de telle sorte
que = 2 et qu'un repére orthonormé direct, lui est associé
(X ,¥ , 2). Ce repére est un repdre absolu (voir figure 1).

L'accélération de la pesanteur, '%; , est dirigée vers le centre de

Py e s |
la Terre. Elle est portée par le vecteur unitaire L de telle sorte que
3

< .. - -> . .y
§:— %K‘ est gqu'un repdre non galiléen ( A , L, 3> £2) 1ui est associé.
Du fait de la sphéricité de la Terre, on choisira comme repére mobile le
repdre sphérique ( A, JL, © | € ) ol ¥ est 1'altitude mesurée 3 partir
de A

>

& : 1la latitude)

- : 1a longitude.

Les autres axes des repfres sont dirigés s-lon la figure ci-aprés.:

Les équations du mouvement du fluide sont les équations d'Euler
pour une atmosph@re libre en utilisant le systéme de coordonnées sphériques
(r. , ©, *f ). Cces équations sont [5]



(1)

[

'Pi
> -
Il
\\ [
(:" —
g - - \
\
R
A e 5
] v b4
\f [}
X

Figure 1
Tu = ReT
dae . pdivi =0
dt
du 4+ uw _ 9_\_}:1'%9 -2 Q rsinb +22weos® ¥ A 3-4"-‘-:'-0
4t vy oy Creeesd 2
4% ., vw . ulte® + 2-2usimO + A2 = O
dat r L2 Er >0
dw - (ulavd) | 2 QunessO + A 2 V. q = o

>r

dt T

Coo dT - 4 dan -
L‘vdb i



ol :
(M , &r , W ) sont les composantes de la vitesse 1t dans le repére mobile.

(T , ¢, 1\4) sont respectivement la tempfrature, la masse volumique
et la pression du milieu.

Q s Cru sont des constantes thermodynamiques.

(b , 0, W )et (T, p ,‘P,)sontaesfonctionsae v ,8 ¢

et t .

Dans ces équations, les opérateurs d et div I prennent
les expressions suivantes : dt

d - 2 o4 A 2 . Y2 w2 )

dt 2t et DY re 20 K
et

divld = owy 2w 4 A 2 (vesB)+ A 2Du .
. R reess® 360 ressd 2%

Introduisons maintenant le systéme de coordonnfes curvilignes 1ié

3 la sphére terrestre suivant :

(2) <% = G (9-90)

ot ( €o , O ) sont 1a longitude et la latitude iifes au point d'observation.

On d8finit ainsi les variables adimensionrZes suivantes



£ 2 e = $eenBo (-6
Lo
Q = M = o (9-90 g
Q=2 )5
B
o
T oz Koz A+Ed3
ao
T o= avee = Lo
t % TR
oz M VA o= N 3 W= W .
Ue Uo

“ul
1l
-
[})

est une longueur d'onde caractéristique verticale.

Lo

une longueur d'onde caractéristique horizoutale.
Ue

une vitesse caractéristique.

E=Yo/l,: paramétre hydrostatique.

$= \34\0 paramdtre de forme liant la longueur caractéristique horizontale
et le rayon de la Terre.

Te s o » Yo désignent les variables thermodynamiques du point
d'observation.

En portant les expressions de ces variables adimensionnées dans le
systéme (1) et en supprimant les barres on obtient le systdme (3)



(4= €T
df + Cdivd =0
at
du 4 tSuw - 5‘4\5’*%9. -_ﬁ__(\)’bing- E.mgw)
ak (A+ €82 (A+€82)  Ro
(3)
-+ A eo3Bo A n) -0
Mo essb e(ues-s) e
dv ., ESww ., Suitab suwmb, 1 -0
] (4+esz) (M.gs%\ Ro 'Mclaf("'“}) 3y
ttdw - E5(uket) . tuwnf A4 Yo 4 F20
dt ( A+ £8a) Ro  ofef 09
d
T ot )
“—
ol les expressions de d_ et  divil sont :
dt

A = 2 a4 _ueesbo 2 e 2 e w2
at St (A-»ES*Q:.@»G V% Llu-ts'h) 32 '3%
ALz OW . 2Ebw & A Jo _ $tab vf_A—Qb_QEEE.

>3 (M-is-a) U+ esy) :xA (+ €89 (M»E.&A) e O%



Dans ce systéme apparaissent les nombres caractéristiques suivants

Ro= Ugﬁuﬂ& nombre de Rossby qui caractérise l'effet de la force de Coriolis

kh;“eﬁl!xf: nombre de Mach qui caractérise les effets de compressibilité.
€o

F:UO/dg o: nombre de Froude caractérisant l'effet ue la pesanteur.

Approximation hydrostatigue. Dans le systéme (3) on fait &€ = ©

, les autres
paramétres &tant fix8s. Les &quations limites ains’ obtenues sont donec

(1

¥ e div® =0

Q. D—lﬁ-
(v’b

l

T Suu-f%Q - Um0 . ecsBo A

4. =0

o
P

Ro 1*13' fc°¢(; 2
(1) dv , Suta® + usin® . A0
| at 2 Ro € o
A

Ces Equations peuvent &tre déduites du systdme d'équations formé
par ZEYTOUNIAN dans [6].
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Dans ce systlme, lorsqulon fait &= 0 clest-d-dire © ¥ Go
(approximation dite du "plan tangent"), on retrouve le systéme d'équation,
que l'on a utilisées pour &tudier les ondes de Boussinesg sous l'effet de
la force de Coriolis (voir, par exemple [7] ou [81).

Afin de faciliter la suite on utilisera le systéme ( N ,0,%) o
1'on a remplacé %"x. par sa valeur en fonction de 31;? et -%:S par sa

valeur en fonction de ?_é . Ainsi notre systdme de départ est :
4

a¢ « Qe\iuﬁ?‘-o

dt

é_l_.L - Suwvta© - vaAind + $ __:‘__') - O
at a Ro FHEeos® P _::‘:'—e

(5) dv ., $uttaD + wusin® . _$ 20 = O
T S T

sl
N 3
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PREMIERE PARTIE

De ce systéme ( © ) , nous allons &tudier lans cette premidre

partie les ondes planftaires instationnaires linfarisées dans un milieu

au repos.



CHAPITRE 1

MODELISATION

I.a.- Ecoulement de base

On se propose comme &coulement de base, 1'écoulement de vitesse
nulle, de variables thermodynamigues foo s Coo » Teo
Lorsque uz v= w=o , les &quations de la conservation de la
guantité du mouvement et celle du gaz parfait nous montrent gue Ao 5
an y YTeo sont des fonctions de -é . 4‘\,_0-_ ‘P.g(-;a); Cac= €°° an) 5
Tao = Teo (’a) .

En introduisant la variable :
1'.‘. Bo-s )

-l
ol Bo= *Wp F est le nombre de Boussinesq [9]; .?,cq), f“’ (ﬁ) .

Too (i) vérifient alors le systdme suivant :

1=(3) = o) T (%)

dpe(f) + f_(f)=©
o5

Cet &coulement de base est donc notre &tat de référence et on veut
étudier les perturbations de cet &tat de référence. Afin de faciliter notre
étude, on introduit les variables thermodynamiques T ( € , 3, e ,f ),
wik,=~,0e,% ), ot » % > & ¢ ) dfinies par :

M (t,,0, €)= A(E,%,6,¢) - o (%) o
=)




1k

w(t,%,©, %)= €1t,%,6, %) —€o(f) -

Utt,s,g,f) - TLC)B'G;f) ‘Tw(ﬁ\ - O

On remarque que T , W & ne sont autres que les perturbations
relatives par rapport & 1'état de base de la pression, de la masse volumique

et de la température.
En introduisant ces nouvelles variables thermodynamiques dans le

systdme ( S ) on obtient un nouveau systdme :

-
A=z w+ 0 « W&

dw 4+ (W) div = (W) Bo ()n- aT g«,))
a4t df  'Te(3)

(UJ-H) [4_15 - suurﬁg -~ vsinBl + Slw({) 20 _=zo0
dt Ro | e eesd 2°F

(wu)[e\w + Su,f%B + .usmg + ST-»({) 2T = o
Ro | My ®

?_(_T __&.Q_Lw«—A}O":-O

2y Tol)
4 a0 _(z-d_A__dr ...Bo‘-".‘:.’.‘.-\—MJL-:O»
(6%4) 4t ~ (T+4) &t df 4 Te(s)



I.b.~ Approximation de Boussinesq

Une des hypothéses fondamentales de la théorie asymptotique des
&coulements atmosphériques est que le nombre de Mach Mo est petit devant
1'unité. L'écoulement limite est donc un écoulement quasi-incompressible &
condition que Bo <€4 . Un cas privilégié se présente lorsque Bo et Mo

tendent vers zéro simultanément, mais de telle sorte que le rapport

Bz Be ow.

i 10
Mo (voir, par exemple [9] ou [10])

Le fait que Mo est petit devant 1'unité nécessite les développements

de (M., ¥, W)etde (T ,w , 0) sous les formes respectives

— 2
w= w* o= $4 (Ho) @
a -
vz A w = gz. (Ho) W
-
wz mw* 0= Q&(Ho}g )
ol les g;_ (.Ho} sont des fonctions de jauge qui tendent vers zéro lorsque

Mo tend vers zéro.
En portant ces expressions dans le systime (6) et en appliquant le

principe de la moindre dégénérescence on obtient

‘gt Lﬂo) = H:,' Y g,_ (ro) = Ho Y {% U‘to) = Mo

En introduisant ces valeurs dans le systéme ( ¢ ) celui-ci prend

la forme



w* + 0 = M (U¥- w"‘O’*)

div LT ~Mgd dw* ., w* divn®
dt

-8 (a+ au(ﬂ) w4 o)
Teols) el§

du® sum"h(\e- uing . $Te(§) op=
at Ro Yessb 20

= - How*) du*_ %u‘u‘%za - U AnB
dt ’ Ro

-

auv™* %12911."1-& ufanb | gTe() 20
a4t o - 26

= -Mow® { dv¥ 5139;4,"2-1- u¥smb
dC P

Te)20°_ 80" = B How* 0°
>

d0" 8 Jva dWin(ws: ¢
_;_E -\m{";{i-\- a1 }W‘- -“oiw’%- ("__’(_‘.\3%‘}4-0(“:)



a7
I.c.— Linéarisation

»

- e . « _ - o
Le repos 4¥= ofzw¥ = Mz W*=z 0 =0 est de manidre
€vidente une solution particulidre de (7). On peut ionc lindariser le systime
autour de cette solution. Si nous désignons par 7 le paramdtre de linfari-

sation, nous pouvons chercher des développements des perturbations sous la
forme :

u*s = ?u,. +7",u_,_+‘..-.
o = 7L}q+»}"m,‘+~--—---
<«

w = 7w4+»]‘w-,.+

717,,-!-71'7,_-1- - - -

€
*
[

7w4+7"w7'+- ..

’
2

»

v

0/' = ?D’-, +710‘L+

Z est un petit paramétre caractérisant 1l'amplituie des perturbations

On porte maintenant ces expressions dans 1= systéme (7) en ne
conservant que les termes d'ordre 1 en ?

Bgal 3 1 en HMp

’

et ceux d'ordre inférieur ou
On aboutit alors au systéme linfa.re suivant

(8) MW, 5 2 (UessB) + % s
XN o8B Y6 eot® °
Fal
N ——HodRwu _ B

e =)
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DWa YA ein8 %TaeSj) oW, =0
) o1 Ro Teorn© DY
ﬁ WA 4 B ANE L $To () aita -0

>t Ro ~ -8

To (§) 2Wa - &, =0

A
3y 04 X+ g_ F-A . dTm‘j) W4= o LT-Als 'D(T»‘\
2 ‘L“) ~ e\f ~ St

I.4.- Moddle de Boussinesg résultant

Cherchons maintenant des solutions périodiques en longitude €
et en temps £ (c'est-3-dire des solutions tranformables en série de Fourier).

Pour toute fonction %( t ., 3 © , ), on a alors

HTE+wm¢)
%(t,za,e,‘?) = %4("3,9) e

oi ¥ et WA sont, soit des inconnues, soit des donnfes selon le problime
envisagé ("3= MgV, wa, Ty ,wy , 04,

Le systéme (8) devient alors



wa (% 8) + O4(q,6) = Mo M, (2,6)

IVA(B,3) + 22 (Uilq,B)eonb) + LEW u,(a,B
D9 3) m@ae(d%' ) 29X ) 45)

=- nogis‘wd% 9) - _? m(/\-\- d'\‘;(ﬂ) W, L'B'g)}

P T U, 8) - UA(R,B)aink 4 LEW Too(5) Ma(2,B) = O
Yy «3)% —x (§) Taly

v & Ay ('5\9) * )-1'4L'73|g)._a_0..- %—\-::_K(i) 'ﬂi L"A\Q):b
%

© Tt ~ E O3 1 8)=
T (7)%(%,9) (q,8)=0

\ ' ) B-A N al A = Ai%H -A) Y
. WM)+T..,L1)(~6 TSRy ) ATl M (y,6)

”~~
Pour ls suite on prendra = 4. |

Le systéme (9) est un systéme linéaire de six &quations 3 six

inconnues. On peut donc le réduire & une équation 7 une inconnue. En prenant

n 4 o Par exemple, comme inconnue principale, celle-ci doit vérifier 1'équa-
tion suivant

LY 9 - ol A _ aT érﬁ 2{T4
:(1){ 25 - el U 6 SR %
(10)

3 ss>§ i) - =t - () o,
o gzt’l ‘3\) (1 \9)({ \-") ( q \J‘) )

[*] : Pour le calcul, voir annexe A.



20

oli 1l'on a posé :

M(5)=

k""‘ 4 ¥ ﬁ_\) : carré de la fréquence de Brunt-Vaisilid,

g - “‘Qo )
‘) = SI'V\B )}

T4 est une fonction de '5 , qui dépend naturellement de ‘.’
L'8quation (10) est une équation aux dérivées partielles a varlables
séparables. Cela nous amdne 3 chercher W4 (73 s Vo Mo, Re ) sous la forme

d'une somme de produits de deux fonctions R, va,hc,) et Ta (v D_o) .
-

(11) v, L-51 ‘u,\—(o'p_q) = Z& >3 K"é,“o) T LP,Qo) .
n=

En portant alors cette expression (11) de (T4( 3,V Ho , Bo)
dans 1'équation (10), on obtient deux équbions différentielles : 1l'une, par
rapport & 3, , concerne 1'évolution radiale de la perturbation de pression,
et l'autre, par rapport & rJ , concerne son évolution azimutale.

Ces équations s'écrivent

d’Q“(_’la,“o\ * m Q“ LQA'HO)
k3

(12) a3 Hn

< Mo

(4= AT=($)) + 2~ dPOV | dRulx, 10
T<() ag) P9 af ::;5“ J
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(13) dp

ol - f/kv\ est une constante de séparation qu'on peut choisir positive ou
négative. Nous l'avons choisie négative. La raison est que si elle est
négative, on peut obtenir un développement de-ru,(‘;,acb en une somme de
polyndmes de Legendre, et qu'une telle somme est convergente sous des

conditions assez large.

Remarque
Rappelons que 1'€quation (13) n'est autre que 1'équation de Laplace

pour les marées atmosphériques (voir, par exemple, [11]).
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CHAPITRE 2

RESOLUTIONS

IT.A.- Résolution de 1'équation radiale

On se proposé tout d'abord de résoudre 1'dquation (12).

II.A.a.— Solution extérieure par la méthode des échelles multiples

(M.E.M.)

Mo €tant un petit paramétre, on résout iecl une &quation
différentielle 4 coefficients lentement variables. La méthode est classique,
et peut &tre trouvée par exemple dans [12] ou [13].

On introduit les variables Y et T définies de la fagon suivante :
ﬁ: ﬂp-;) qui pour Mg petit, est une variable lente,
et
Wz A Y(‘S est une variable rapide.
o .

L'idée de la M.E.M. est de remplacer une ‘onction 4'une variable
ﬂ'('ﬁlho) par une fonction de deux variables indéperdantes W (%, W, Mo).
La condition & respecter estque lorsqugﬁ,\l’ sont tous deux fonction de %y,
de manidre & ce que W (1), W(’B) ‘Ho)‘-';ﬂha‘ﬂo). Cela se produit sur
la courbe d'équation W = -'-':-o'f(ﬂ . Cette conditior d'une part et l'arbitraire
laissé 3 la fonction “€(f) d'autre part, déterminent (en principe), la
variation de (1 par rapport 3 ses deux arguments ainsi que la courbe
elle-méme. (Pour plus de précisions, voir [12] ou 1131).

On développe €galement R4~ LS‘ oY) sous la forme suivante :

(>0 L’a\ HO) = Q“L\\J)itﬂ‘?) = Q\Mo Lw!i:: + Ho va\L\V,f)* e
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En introduisant cette expression de Ru (ye H,,\ , ainsi que celle

de 4% et 2 dans 1'équation {12), on obtient les équations suivantes,

P ]
selor:aleur orc'l.?'e en ™o "_13:

a) 3 1'ordre O en Yo |

(1) €7(5) ey » Hibeuctwg)=0
oyl hu

b) & 1l'ordre 1 en Mo .

€] 2 a:;twﬂ * EL. Ru (¥, )

(15)

A - AT<lq)) + cl__(i_ 1) (1) aum,m)

~207(5) L Ruo L¥4)
3”('31

L'équation (14) est une Bquation & coefficients constants par rapport

3 la variable Y . On peut donc en chercher la solution sous la forme :

w W

(16) Runo L\")T) = A"“) e )

ol W ne dépend pas de W . Du fait de l'arbitraire de la fonction ~ (?\ ,
on ne restreint pas la généralité en supposant que tJ est constant, donc en

fait, égal 4 1. C'est cette hypothdse qui imposera par la suite le choix de

T

*) Voir annexe B.

"Les primes indiquent une dérivation par rapport ii ",
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En portant l'expression (16) dans 1'&quation d'ordre 0 en Mo (ARW)

on obtient 1'8quation que doit vérifier (%)

' 2]
*g) v ML = o
(5 ) Do )
ce qui nous donne les expressions de ‘f(*ﬂ suivantes :

A/‘
f(ﬁ\ =L (ﬂl‘.) c\i lorsque (4} > o )
A
et
Aa
IR s ('_:\i‘_’.) a7 o T(g)<o
“
Comme on a pu déterminer €(§) on connait alors comment la
variable W varie en fonction de ')a et de Mo,

En portant l'expression de Qnot\i’,ﬂ dans 1'équation d'ordre 1 en Mp,

on a ensuite :

*"(1) ?%%L‘V.ﬂ ~ ‘:iﬂ‘zmb\’.ﬂ
w

(17)

=l 2= (4- dT=0) + A 4 gy - €0) [Ao(sy- LT Aols)) Aoty)
[[M)U a1 “vm‘*;?'] ) (ﬂ] (5)-21(6) Ao ls)) Aol

Une solution particulidre de cette &quatior est de 1la forme :

QV\A‘\' = A(‘) L\Je,"\’
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= A A (an drety o A am] ) - ¢ ]AOU
A Uw“ ATy A af} (1) ") | A<b)

- LX({)AL()

Afin d'éviter la présence de termes sécul:ires dans la solution
de 1'équation d'ordre 1 en Mo  lorsque W tend vers 1'infini, il est
nécessaire d'annuler A (7} - Ceci nous donne 1'Equation différentielle

que doit vérifier Ao (j] . Cette équation est :

- F_ (A- am=(9)) + L A0 I¥74) - €1(1)
1

Aolf)= 2 (D Aols) -
Tao(ﬁ) ds V(ﬂ) di

On obtient alors Ae Lﬁ\
A
‘2

w)
rs | e W

Ao(ﬂ =

Connaissant Ao(‘;) et \eﬁi) on connait done totalement

Ruweo (‘-\”ﬁ) par la relation (16).
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Remarque sur la fonction PL'S )

Notons que nous avons pris \"(ﬁ\ comme une fonction quelconque

ayant 1l'allure suivante

T

r(5)

Ce qui nous a permis d'obtenir les expressions de \f($) et de
supposer pour la suite qu'il peut exister une altitude fo telle que

‘f'(‘{o) = O . Cette altitude est définie par P(io) =0

IT.A.b.- Solution intérieure

En tenant compte de cette remarque, la qu stion qui se pose ensuite
est : que se passe-t-il lors du passage 3 ce point To ot () s'annule
et change de signe ?

Etudions alors le voisinage de To en supposant F(f) régulier.

On développe ainsi r'(i) en série de Taylor au v isinage de To , et on a :

= 01+ (5-7)dV D) o ... = Mo (z-2)4llie
M) = P(f) (‘ff)_d(?i_ Mo (3 w_;l%.h....
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Pour fixer les idées, on suppose que J:‘_gii\ <0 .
Portons 1l'expression de "(1) dans 1'équation (12), on a alors :

AZQ“SS““‘Q - ‘B.‘:‘.-Uy“"‘*gg-( - 0)?\—‘169)&\'\\.5’"°)
dat (% %) A’S i v <

(19)

z Mo {2 (- dT=()) } <Bulnohd .
T (4) o dfh

Afin de décrire le voisinage du point To , on introduit maintenant

une variable intérieure (variable locale) définie par [#]

Al

B (&) o

L'équation radiale devient alors :

';a\“o) “ % Ru \%f“o} = O (“0153 .

AR (M)~ A AR
(20) —— = _';A_
ast ? 3
. 3
On résoul cette équation, en négligeant les termes en Me . La

fonetion R L”S ,Ho) est donc remplacée par une fonction Ree (g\ et

en opérant le changement de fonction suivant:

*) Un raccordement asymptotique peut justifier explicitement gue si 1'on pose
A
o = A - k-“;m&)
%_:Aﬂo(-,é‘?’) , alors & /y ot A-( “ _j_?_ .
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(21) Rv\oc-‘,a\ = \T§ Ruo (';;B) D)

on a alors :

A
L A 4 \ Ry, (X)) = ©
@ ARe@ « (§ - ) PR
!

On est ici en présence d'un probldme de p>int tournant autour d'une
singularité. Ce probléme a &t8 &tudié par NAYFEH [12] : il suffit d'effectuer

un changement de fonction en posant :
~ ~
Ruo () = V3 Rue(R)

~
L'équation que doit vérifier Rwe L"%) est alors :

d"&\/ ) A QJ ) A-2 R’\/C\):O-
(23) A 20 ()~ - 3——7?2&'5 (3 7~'i‘> “o\e
d%" "b dfz b
On fait ensuite le changement de variable suivant :
~ro. o2 n ’b/z.
37 3%
L'‘équation (23) devient :
~ . N ~ ~
S (5) + A ARxe(§)r (4= )R (§)=0
(2b) % X Y

A%
qui n'est autre qu'une &quation de Bessel d'ordre V= ¥ /3. On obtient alors :

(25) QV\Q L%) = A1 -S'l../,b &%) A A-)_ 3-1/3(%) )
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ol A4 et A, sont des constantes, non déterminées 3 ce stade.
On sait aussi que '51/_5 L’g) et -S'l/b (~§\ peuvent se mettre

sous la forme de combinaisons des dérivées des fonctions d'Airy (voir, [1L4]).

e I VAR - e

@) = % %- VALER) L'(_%SX ’

fop! AQ’L-%B et B (- %7 sont les dérivées yespectives de AL {—%)
et BL (—-':S )

En revenant i 1l'expression de Rwe Q%\ déduite de la relation
(21) on a

(26) Qv\o(’:la\ = =

N3 %Qd_ﬁ A‘L'(—%) *546’;’(‘%)% )

ol &4, = A‘-A-,_ et \34_': ALvAy 3 o, et \34 sont des constantes.
On sait aussi gue lorsque 3 est grand A {,'(_’.s') et B (—%\ ont

les comportements asymptotiques suivants (voir, par exemple, [14])

AL.(‘%) ~ “-ML',SM" [Wkg*'“;‘") “+ ‘.;;V\(%-\-Y}q)]

Mo~ My

BU(_%\ x 0 ) [siv\(?’;«»v\/‘_‘)-m(%a-%).] )

.
~ L wt
ol ”a - /3% .
Ces comportements asymptotiques nous seront utiles pour le paragraphe

suivant.
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Remarque
On vient de voir que le point io ol “(ip‘) s'annule et change de

signe n'a pas le comportement d'un point tournant -lassique.
En effet un point tournant classique est défini dans une équation

de la forme :

w" » (RYW = ﬁ?(-é)\Nl ,

comme un point Yo ol L1 {2o) s'annule et change de signe tandis que
(30) est régulier. Dans le cas présent lorsque 3= 3o la fonction
Q.L%ﬂ n'est pas réguliére (voir &quation (12)). Aprds quelques transfor-
mations (voir paragraphe IT.A.b), on constate méme lorsque ﬁg tend vers O
L%: 3~ 40) les coefficients de Rwo L%) tendent vers 1'infini

(voir équation (22)).

IT.A.c.- Raccordements

Le raccord des solutions extérieures avec les solutions intérieures
se fait par le principe classique de VAN DYKE [13], dit des "développements
asymptotiques raccordés”.

Il s'agit ieci de raccorder les solutions donnfes par la relation (16)
et celles donnfes par la relation ( 26).

Les solutions données par la relation (16 sont

VW4 -l
2wo U"‘.nﬁ): A°(ﬁ) K4 € +|4,_€_ ) %7%
et
v, -\,
Ruo (Y, ) = Ao(f) < L. € + L,€e , §<1°
1 My
. . ) et J5) = P
ol Y, = _:1_;.‘? (§) que als) ‘ng) dﬁ

(V]



A,t

1
et Y, = %‘_o *fz(.‘) et que ‘ez(s):s \-%‘ﬁ}) e\'{ .

Wy, ¥q , Ly , Ly sont des constantes 3 déterminer.

La solution obtenue par la relation (26, est :
Qwo(‘g\ = E %o«,‘ﬁ AL’(—%\ * \’4 BL’("%))} .
2

oo . . “
En utilisant les comportements asymptotiques (27) ae AL {- '6\
et de U (-~ %) lorsque /4; est grand on a :

~Yy

(28) RQwo (%) ~, \[?_: n-‘lz % (—ﬁqr\n) m(‘%’*%)*(b‘-ﬁa‘bsi"l‘g‘%)

Maintenant, cherchons un développement de Rwup qu,ﬂ au voisinage

de §=T°'

Au voigsinage de 10 on &

o 2 (%é)wj;(i-io)%dﬁ \

ou encore

.

"
L
c
i
w e
=
[]
| S
u &
S w
\_——‘
,\
o
3

On obtient alors. ¥4

H
avec
o = S
o



(29)

oll on a posé faﬁo) =
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Le développement de Ao(i) au voisinage de ‘i = To nous donne :

A,’.S 1o;‘-j-
.5 © Tm“) A AIL‘

Ao({) = ( °) € X %

s}

Teo (§0)

Ainsi le développement de Rue (‘-}',ﬂ) est (1 b4 103

Ruo L'*',T) = G(ib)’;bh‘ [(ugﬂldw’.s“fo + L&\L1 %4 BAW\ -} }

x \(Karky)pinte —Lkl(,-ut)m‘f,g bihS
HHy o

A .“IG A
s N.,) h ’“’_
<t (§9)

Par identification des relations (28) et (29) on obtient des

relations entre (@,, by ) et ( Wy , Ky ).

(30)

o
-
W

~Er" 6 i (arke) 08 B2 4 (Ui sin e X
L P

Ho

g
K
"

e

A/ . .
\E. ah (—,(t‘o) (14*‘4:) sinfo . Lk\(,\-\ll)m‘gg_‘k
3 o
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Remarque

L'équation (23) peut aussi se mettre sous la forme d'une &quation

de Bessel 4 argument complexe en posant

4%
~ V'S
na = Z ‘b
3 )
- . o~ ~ - . . - -~
d'ordre V=% ¥y . Ainsi Ruo (13) s'Berira comm- combinaison de 1,_/1(3)
t Ay
€ 1"'73 L%3
~ .
= A, ) « A “‘X
Rwo (03) 4 ’st"a) 2 _\._1/5('5 .
De la méme fagon que précédemment, on peut raccorder cette solution
intérieure avec la solution extérieure obtenue lorsque T-To £ © . On obtient

ainsi des relations entre les constantes (A4 Ay, La , Lo ) qui sont

analogues aux relations (30).

II.B.- Résolution de 1'équation azimutale

Rappelons que 1'équation azimutale (13) n'est autre que 1'équation
de Laplace pour les marées atmosphériques. Il ne s'agit pas ici de chercher
les solutions de cette équation (pour cela on peut consulter [15] ou [18] )
mais de trouver une solution :'a.symptotique simple. "1 est possible d'obtenir
de telles solw'ions pour une force de Coriolis faible, c'est—3-dire lorsque
le nombre de Rossby WRo est grand devant 1'unité ( Qe »74).

On suppose done W et & fixés et que 6: SR, est aussi grand que
o

Lorsque Ro®» A 1'équation qui régit 1'évolution azimutale devient

2 [(np) dlslpes) - B Tatpe)- 2 Talpi
‘r’(( £ o Gop) T TR )
(31)

._tr_z.Tv\L Re) = O .
* o, ee)
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Pour cette équation Ro* étant petit on cherche un développement

de Tw (‘,'D.O) de la forme :
-‘V\( Ro "'-T\Ao()""A—'TVML)“"‘"
v ) v Q¢ v
On obtient alors les &quations suivantes

a) & 1'ordre © en ARy .

T
() & (u-y*) e\.T_uz(vs) -2 Tue(p) ¢ T Tz,
dy dy (-pY) "

b) & 1'ordre 1 en A Qo .

(33 2 [(apt) dTualpd | - 2 Torp) ¢ T Tualp) = B Twoly) -
dp EYY (4-‘:‘) S b

II.B.a.- Solution propre de 1'équation d'ordre O en Mao

On choisit la constante k“ de telle sorte que :

2
r_ - V\(\n«-a\) .
sthy

L'équation (32) devient alors 1'équation e Legendre. La solution

Tv\o(p) s'écrit alors
YL v
() Taolp) = Patlpd = (4-pY) e jq@ ,
‘J

ol ?\:‘“ﬂ sont les fonctions associées de Legendre et Pu L‘.‘O les
polyndmes de Legendre de degré W (voir [17]).

La solution Tv.o(‘a) est non constante uniquement lorsque w>w .
Lorsque cette inégalité est vérifiée, 11 est possihle de considérer le cas

ol W est grand. C'est pour cela que l'on va chercher une solution "extérieure"

pour W grand.
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I1.B.b.- Solution asymptotique extérieure lorsque w  est élevé [12].

Nous posons

Atz v (vaay ,

et nous cherchons une solution de 1l'équation (32) 4'ordre O en *a

pour A grand. On effectue un changement de variable

‘): iwv.

L'équation d'ordre O en A/n.o devient alonrs
(35) ATwo (V,m'A) = A* | {WV - (4 -W\"'\-} Twe(N,w, Ay = O ;
avt J

!
ol w= W

A . ' .
On cherche maintenant Tv\o(\l,vu,«\) sous la forme suivante :

A B viay
)
TV\OLV,W\“\X = & 3
ol § (V,A\ se développe comme suit :

L LI e AR

En posant 1'expression de Vwe (v, w', A) dans 1'équation (35)

on obtient alors les €quations suivantes, selon le r degré en A

a) 4 1'ordre AY -

(36) %;2@‘) - (-\W‘V - A-\-W\"‘-) =0 .

%) Voir annexe C, Les primes indiquent une dérivation par rapport & V .



b) & 1l'ordre M\

s "
(37) €L C‘\jl(\l) %4(\1} * %b(v) =0

L'équation (36) nous donne les expression: de §° ) qui. sont :

A/,L
- 9 -A '2 V 2 - » ‘2
Zh(v) * (*\1 V-Aswm ) a Qorsﬁue (AW - Aa wm )> lo}

et

Mo
& (V) =% (—*\r\’Vﬁ-A-w")dV —on.st\ue AWV -aawmryc o0,

En utilisant 1'équation (37) on obtient les expressions de &4(\/} .
Ces expressions sont :

- L Ka Yornaue (Ah2y-4+wW2Y 5 g
- R [4WV o as | Vu e )79,

et

- Ka o AWv-Aaw't) <o
L=ty e )

v, et W, sont des constantes non détermindes & ce stade.



(38) #

Remarque
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Ainsi les expressions de Yweo (Vyw'; A)  sont

A

3 [v-ne i

Tuo(Vim' 3) = A forn
\«o( | Al ) Y_-HA"V _ ’\+Wt"' A/q Q‘ue
!
Q.\.\,“‘-V_.A-\-\M") >0 }
b
4{'\5(“-\'\\"V~m") av
TV\O k\’! m'r A3= k>

[a-thiv-w? Y4 ‘QOM"\“&

(kh"'V-'\*vW"z) <0 .

Cette analyse des fonctions associfes de Legendre, qui peut paraitre

un peu technique, est, en fait, classique [17]. Elle permet de déterminer leur

comportement asymptotique lorsque 1l'indice v est 8levée.

IT.B.c.- Solution intérieure

L'équation (35) montre que lorsqu'il exis‘e wn Vo telle

X
'“’\'Vo - A=W y
,\2_
le coefficient de TYwo (V,w'yA) s'annule. Vo est donc un point singulier

et il existe lorsque A » WA

Etudions alors le voisinage de VYo en e“fectuant un développement

de Taylor de ¥WV au voisinage de celui-ci. On a :
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YV % thvp + 2 (V-Vo) ¥ - )
C—»\"'Vp

done

IV Y Vo &+ 2 (V"VO)"’\'\VO dae- o
C.\\"Vo

En remplacant ‘\'\'\1‘\/0 X .:- par leur valeur, on a :

Vo

A ———

+\,\tv % A- V.L\:l‘_ 3 LW\" :\VOLV—VQ)'\- vay e
A A

On porte ensuite cette expression de %WV  dans 1'équation (35),

il en résulte que :

(39) dLTV\D (V,M,X) - Z(V-Va) \N\l "'\‘\Vo T\Aotv‘\m\‘t\}= (@] )
avt

et lorsqu'on pose
Vv = (1mm\-hVo) (v-Vo) 3

cette équation devient 1'équation d'Airy :
2z ~ vl g
(40) A*Two (V) - V Two(V) =0 .
&~
av

La solution générale de cette équation est donc :
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3 TweV) = & ALY) *+bBL (V)

ol (& ,% ) sont des constantes et les A{,(Q'\: et R ((7.) sont
les fonctions d'Airy de premidre et seconde espdce : on sait gue ces fonctions
s
ont un comportement oscillatoire lorsque V tend vers - °® et un compor-
~

tement apéricdigue lorsque V  tend vers 4« [1!7].
a
L'existence d'un point Vs tel que tW'Vp = A- -"3-;—;,_ signifie
qu'il existe une latitude B¢ (*WVo = S\V\QO) telle que cette équation

ait lieu. Le comportement de Qo est donc celui ¢ 'un point tournant azimutal.

II.B.d.— Raccordements

Par le méme principe que celui du paragraphe II.A.c on peut raccorder
les solutions données par (38) & celles données par la relation (b1).

D'aprés (38) on a dans la région extérieure :

Pors qu ¢ (Hhiv-aawm®) >0 (Vove) o
A ! > é‘w} -4 §A )
T"\°(V|W"yn = n s € sy e :
Y_b\/\’-V— As v“lzl /ey

et

eovse\»&e (AWV-a e wm) <o (vave)

A , WERY e:it\@,ws
Tuo (vimia) = K, € 4 K ,
wo (Viwm'|AY [A_*w.v_w\'ﬁ‘/‘l 2 2
ny 2

®, (v = SU\«"V- Aew'?) T av

avec

g, S(*""“V‘“"‘)A't v
2
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Au voisinage de Vo tel que tWilvg = A.w'? (M,: V_EL) )

A My ~3/7_
By % (2wt ‘S(v-vox av=2 77,
A

ce qui nous donne

'v.b/;_
- 2 \ ¥
ARy = 2 )
et
»
, i R Y ¥
@ LV)':: Lzm l‘»\\vo) (\]Q_V)e\v - g—-’\ ),
2
PR V2%
-~ .2 .
AR ) x -2V
Ainsi au voisinage de Vo , les développements de Two (V,A)
sont :
~d kY
A T & [ v /2
- l.‘ - —
— ~ A/L ~ 4 3 " e 3
(k2)  TmolV,)) = A va KAl ™ VM,
(3
[2‘«4\1"'\4\/:&
lorsque V 9 Vo R
et .
=Y ~1’/
A ~ H A
IR S \-V) k\t;nt'{)m(-?.\l )
(b3) Twolhid) = o= o Y
(2w AV 1

ailu-ud)sinlgy )

lorsque V < Vo
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’ ’
Les constantes (Wa,W%'3) = ¥, et (%o, “'r.) = W,

On utilise pour les solutions intérieures, les développements asymptotiques

des fonctions d'Airy suivants

Lorsque V  tend vers -eo (V‘Vo)
A
~ -4 ~\T H . ""5/;
ALV) X N ‘(-V) S\\A(-%V -\-‘_"ﬁ)

My

~ T ~3ll
L~ -\ -2 )
BLEW) ¥ WV) e ( 'gv ""';;)

Par la relation (41) on obtient alors

. My, T Q”,z t\ s bees (_1. Q'B/:_n) .
ey Lo¥) % 070N asin(-3V + ) R

A
Lorsque V  tend vers t+eo (v> Vo) , ona :

~ S/
~ oA e =%V
ACIV) x4t v €
2
g, AV
Lo~ Moy M= 3
BL(V) » nCV = )
ainsi par la méme relation (41) on a :
~ ~%
v ‘;L_;V !
Al -
~ oMy - L o 2 -~ \:
(15)  Two(¥) = W "V 2€ = ~

On identifie maintenant les relations (42’ avee (L5) et (L3) avec

. . “
(Ll); on obtient alors les relations entre & , Y% s \L',‘, \4'(' , \L'.,_ sM, sulvantes

A7t At
{1 w? \-\\Vo-yle

(u6) _ A"/L “A,'L \L,A
[_:l \M"H«VOIV(’
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et
1 1Y) A/ ,
axb = AR V2 (o w?)
Y_2W\1'"‘\Vo_3‘vb
(47) ¢
l,l
b= _tom) Ly -x4 )
A - - ¢
[lvnl*'k\/o}

L'élimination de e« et ©®  entre les reiations (46) et (47) nous

. I o ’ ] -
donne les relations entre Wy , K,, %, , ‘Ll suivantes

[
w/, = \\% (A-L) ) + (A+i)uf]
(48) J
. "
Y = VE{ (AR, + (A-L)¥h
y
~

II.B.e.- Solution particuliére de 1'8quation d'ordre 1 en Yoo

Cette &quation est une &quation non homogine pour laguelle 1'équation
homogéne associée est la méme que 1'équation d'ordr: © en A, . C'est pour
cela que la recherche d'une solution peut conduire 3 des singularités.

Pour obtenir cette solution particulidre, on utilise la méthode

de variation de la constante. On cherche alors Tw, “ﬂ sous la forme

(49) Taap) = (W) Twely) )

ol  Twe ) est la solution de 1l'équation d'ordre © en VRo.
L'équation que vérifie K(‘J) est alors (%)

(%) Les primes indiquent une dérivation par rappor. 3 v



43

4
(50) (- P )T\o\o(‘:) v’ (‘,) ‘2 % -z) .\:v:“p V“nowﬂl\c W

= Y Twol(yp) -
A 3
On fait maintenant un changement de fonctions en introduisant

C(V) par :

(51) |<'L‘a) = LW )

en supposant TV\O\‘J) +0O |

C(yv) vérifie alors 1'&quation :

T
(52) g [“'\’l) C(V"] T R T WD)
dp
En intégrant une fois par rapport & v on a :
- 2
(53) (-ph) elpy = % S'\'“., (Mdp + A
ol AN est une constante. On en déduit alors CLV) et \LL‘)) par :

W () = L 4
v jnom v

~

insi i i i rticulidre de 1'équation
Ainsi on arrive a counstruire la solution particul

d'ordre 1 en M/Re par la relation (L49).
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CONCLUSION DE LA PREMIERE PARTIE

On a étudié dans cette premidre partie les ondes planétaires insta—
tionnaires linéarisées dans un milieu au repos.

L'étude de la perturbation de pression nous a fourni une Zquation
aux dérivées partielles & variables séparables. La premidre &quation diffé-
rentielle qui est une équation 3 coefficients lentement variables régit
1tévolution radiale des perturbations; tandis que la deuxidme, qui est &gale-
ment une équation & coefficients variables, régit 1 évolution azimutale.

En ce qui concerne 1'équation radiale, elle montre 1l'existence
&ventuelle des points tournants o qul peuvent &tre interprétés comme
des niveaux d'altitude de réflexion ou d'absorption [18]. D'un cSté de ces
points, les perturbations sont oscillatoires, de l'autre c6té, elles sont
apériodiques (c'est-a-dire amorties brutalement). Ce phénomdne est le méme que
celui gue 1l'on obtient pour les ondes de gravité en repére cartésien, galiléen
ou non galiléen.

Pour la deuxidme &quation, elle montre 1l'existence des points—limites
en latitude dont le comportement est qualitativement analogue 4 celui des points

tournants radiaux.
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DEUXIEME PARTIE

ETUDE DES ONDES PLANETAIRES STATIONNAIRES

LINEARISEES DANS UN MILIEU EN MOUVEMENT.
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CHAPITRE 1

MODELISATION

I.a.— Conditions de 1'étude

Dans cette partie nous allons é&tudier les ondes stationnaires dans

un courant dont on essale qu'il soit la version "adnptée" 2 la présente
description, des Bcoulements cisaillds classiques

Le systéme d8duit du systdme (5) que l'on utilisera est maintenant

(p-

du 2€ , suX.waf +(’X’J_V_V+ 5 2 (vesp)s 2 3"“_3 °
cen O°F 20 'yé

3y cesd 26 cesd

S_‘:‘. MU, Sudu ,  wiu SuuT%Q usnl 5 24 =0

cen® O 30 Y Ro  Wlwmb @ O
(54) {

Y R T SV?.‘_’.WW?_\I.A-%u’\'eAe«-usmB... M=o

¢on0 9 20 7 Ro  atif 50

A 2 -

o ’bﬁb

A S o1 ST w'ﬂl_ﬂ_ﬁ_&‘&u W S I WI
—Ly,e 2% % ml g lew T 5%
N
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I.b.- Ecoulement de base

On se propose comme &coulement de base, "l'€coulement uniforme

~ " P s .
par rapport a < déefinl par :

Wz (Ue(03)10,0) ) = Lo (02); T=T=(812) 5 €= (o(003) -

Cet écoulement de base vérifie le systeéme

1 (8%) = €L(83) T=(8)3)
u: U (8,7) 2B - =iy e
(55) StapUs (63) + U~ (8 1“\5‘30 T L(ea) ~8
_j_______ dLLe(8,3) + F-t=0
’%ﬂ:faokg),é\ 3%
~

Pour avoir une idée sur la vitesse Weo {9,5) on peut utiliser
1'étude que 1l'on a faite pour 1'écoulement instationnaire au repos.
Pour cela on considére : une masse d'air So attachfe & un repére

-

il =Y
mobile (VW , L , 3 , ¥ ) se déplacant avec une vitesse Uuo (_9,'53 5 un

repére fixe ( 8 3 -’L? 5 31 " 9;,;). Un observateur fixé sur le repére mobile
constate que le repére fixe (h' ,T.\ ,S\ R ©) s'élcigne de lui avec une
vitesse = Ueo (B,'la) . N

Comme Ua (©,3) ne dépend pas de ~ donc l'arc HHM' a comme

valeur
I}
P
MH = - Ue(8,23)t = reor® f - reoht >
qui, pour les variables adimensionnées, donne

/= € - sU=(b) e .
cor®

La question qui se pose alors est : que p@ut représenter le terme

$ U (©,7) .
cer®
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Comme Y\ ou So suit un paralldle, on est amené & considérer
ce mouvement comme un mouvement circulaire presque uniforme. Si _D“LG,I))

est sa vitesse angulaire on a :

U (0,3) = rees® N (0,3) )
soit en variables adimensionnées
EQLE;‘Q = 5 'ees® ML (ev"ﬁ) )

en prenant Lg = Ue

Lo —_
On constate alors que 9% UO(_S,%) re; résente la vitesse
angulaire (oo (e,3Y) . cesP

h g ! devient alors

s <. Fe(8)E -

On porte maintenant 1'expression de Uw (§,%3) (en enlevant les barres)

dans le systéme (56). On obtient le systdme suivant :

r
3
AL (03) ¥ L= (O : p=(8,3) =0
Ro ML corBrind gy »8
(56) ; U= (63 » FP =0
¢ ¥niea(en) on

o (8,3) = €.(83) T (6,3)
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On fait maintenant les changements de variables

T .
-i = Mo 51028
1%R0

‘\':. ?:c:\-:B avec We = “‘h; F-z

Le systéme précédent devient

-
b + Reo (€ ,()+ 2fee (¥, 5)= ©
= (%,5) -Q-E:W 1) TRl (19) -f-{(‘?ﬁ)
(57)
J 2o (D) 4 € (§,5) =0
>3
£ (51)= 0L T (%1)

T -
On choisit maintenant ‘? = Mo 5?0 << A . Ce choix est
18Rc
judicieux car pour les &coulements atmosphériques WMo est petit. En

T . . .
conséquence les termes en WMo sont toujours négligeables. Ce choix nous

permet de développer 1:-;("1,1) en série de Taylor, ainsi que C’o(ﬂ'ﬁ )
etTQ(‘ﬁ,i) . On a alors :

£~ (5:1)
?ao (ﬁ'ﬁ)

i

P=(1) + F (v -
CI RACIAE

Teo (F11) = Teel§) * FTAY

En portant les expressions de

A= (- €08 1 1) To (1)
dans le systlme (57) on a :
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N (%,3) + -%:(“i.i) *

$ XM+0(~1§]-.O
TR L €aly)

59§ dfue(P 4 fu(f)+ O(P =0
49

feo3) = €o) T=(9)+ o)

Lorsque l'on néglige totalement les termes en T , ce systime

devient :

-’

AL =D - 2 4D z o
o ¥Ro ,‘\_Lo“)

(59) ) dpe(4) + fu(§) =O
Ty

1o 1) = €l ) T=(5)

La premidre équation est une &quation du cecond degré & coefficients
constants par rapport a \? . Cela nous montre que .fleo (%, ﬁ) est une fonction
de i uniquement ( Sleo (“l,ﬁ) = Ne(§) ).

Si on se donne alors,“\..a(‘) on en d&duit ensuitef(4) > Te(f) et u(f}

ON CHOISIRA DONC COMME ECOULEMENT DE BASE, L'ECOULEMENT CIRCULAIRE
QUAST-UNIFORME DEFINI PAR :

(¥) Les primes indiquent une dérivation par rapport & 1
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Uo (0,§)= $'cos® 02 (%)
A= (81) = q=(%)

T (8,732 Too(9)

R (8,1) = € ()

On étudiera alors pour la suite les perturbations de cet &tat de
base.

I.c.— Linéarisation

On se place dans le cadre de 1l'approximation de Boussinesq et on

linéarise le systlme (5h) autour de 1'8coulement de base défini précédemment

On cherche alors les développements, supposés uniformément valables
de (M, Ar,w) et de ( T, s 6 > T ) sous la forme suivante

AL (?B\(ar\?)

1

$ ' conD Nwo Lﬂ) + ;) M—.‘(%'Q, ‘?)1-
"'&"3'9"?)

"

/ w”q ('5,9,1”) +..
w(4,8%)

n

7VV4(:5‘€%‘V) ...
1(3,8,%)

Py L4+ gHeMg,000 - |
€(3.6,%)

Iy

€ () Lo yMowi(n,69 ]

14,69 = T({)L 4+ yHo 0i(30,9)+ ] ,
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~

ol : (i) (M., IU"A,Wq) sont des perturbations de vitesse.

(ii) L“‘\\ wWa, ©4) sont des perturbations relatives, respectives

de la pression, de la masse volumique, de la température.

(iii) est un petit paramétre caractérisant 1'amplitude des

perturbations (paramdtre de linfarisation).

En introduisant ces expressions dans le systdme (54) et en ne
conservant dans les &quations que les termes d'ordre 1 en 7 et ceux
d'ordre inférieur ou &gal & 1 en Mo , on obtient le systéme linfaire

suivant :
d

Wy (2,0, ¥y + 0L (3,8,%) = Mo Ty, §7)

a (4,0, 9) + 2 (140(q,6 ¢)eer)t B dma(q,0%
3%(%’ ) mBaB"‘%)) )c-eseve&‘))

= Mo {(A+ dT=(8 ) W4 (0,8,%) _ aa(g) 204 a0, %)
ds )T-o(ﬂqy 03

Rolg) 2 (389) - (Lo +25019) >0 Vi3 8,%)

* T Al (q.0,€) = 57 Mo con dtmlr) wa (4,6,¢)
Feon® 2P di

| e 3;\%(5,93) {4 2Rl B8 iy Y)

+ 5T‘°1§) 2119 (%,B,’“P) =0
¥ 26
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?,“_ﬁ ,Q "L— 0’( 991‘9 '-'-O
3 L% 'f) Te-() } )

(60) [ -,;. . GL_L_)];"'\(:?.B‘?) = .n...m% g} ('SB .f)

+ T-Atn, 204 (%,e,?)
> 3%
~
I.d.- Modéle obtenu ‘ ‘
On cherche maintenant des solutions péricliques en \f . Toute
fonction g,\ ( 73 , 8 , ) aura 1a forme : o

ws

£y 0,0) = f('s»e)e  ) 

et par commodité nous supprimons le A dans les formules. Ainsi on a :

1T
Wi(7y0) * Ou(q,8) = Mo “«L'}, oy
')_\CLA- ‘B +» ___ _ [} ‘\.Sm ) ‘, .
3 (%:®) T Qm "4(3.9)) + hee “«t‘g 9).. )
Hoi (A+ Gﬂ“(ﬂ) ____['5.9) - ‘W"Q“’Lﬂ w‘(%;e)}
4 T~ -
(61) im Qe (§) M«(?S,B) - (T:-: 1%\&3) 28 v, ('5’6)'
+ ' Swa Tm“) {T, (%‘5)7. Mo 5'4(.»9 a9<(5) Wy («5.‘9)
sesad d |

b 20 (§) 7 13, B) *(t .2 Jz.»(ﬁ)) swmB wq (46)

- e ——d™

+ s‘:(ﬂ 204 (.5 8) =



5k

?EL! ( ‘9) -2 CI;L ‘B) =0

{‘L:i . i‘:ﬁ.\] wal1,8) . im.nﬁ(ﬁ)‘- By« 12 "v“«w”ﬂ
T4 ) M

Afin de ne pas alourdir les notations on écrira :
saln8) = 444 T, (4,0 = M
Wy (2,0) = Va Oalny,®) = 04

wa

Wi (3,8) 7 Wa Wa(ay€)

Aprés ces changements de notations on retourne au systéme (61).
On est en présence de six 8quations & six inconnues, que 1'on peut réduire

4 une seule &guation & une inconnue. Choisissons, par exemple, comme inconnue

~
a
1é

principale W, . L'équation aux dérivées partielles vérifiée par T, est

alors [x%] :

cRm(Q) MM - SA(5,8)) A 2 (o0 2] -,
Q) o wBre 36 o

\ 2%
BT

(62)
v SC[5,0) fia = Mo sl) % Dg,8) e & €15, 0) LI ,
“ v“) 9} 3%79

%) Pour le calcul voir annexe D.
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avec A (ﬁ, Q) = N~ “’ "
—wal, () + (& w»m) 5’0

Bog) = A2 ( A )
ces® 20 | -wlal () + (‘;;m-ocs))‘s-'n‘e

¢(5,0) = (_*_ +z,) A(%)®)

Qo.ﬂ«»(ﬁ)

D(g,e) = FV‘) + G(ﬁ,g) . "‘(ﬂ\e)

EL8) = (({,8) AwBend 48 (s)

47

)

ot F(ﬂ:A dﬂ.m__A_M__L(A'm))
2-4) 4‘1 tY) 49 Tay 43

6 (4,9) =§"‘1* (n:,-o..u) ”)(""-‘5'"‘19)} A(3,8) °—‘d—"%"—;(‘)) )

H(56) = (E‘_a»znaa(q)) bmBesst B(4,0) e%:ﬁ) .
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La quantité F(i\ désigne le carré de la fréquence de
Brunt-VaIs&léd.

On peut retrouver ce modéle d'dquations aux dérivées partielles
dans [19].

La résolution "analytique" de 1'€quation (62) est trds difficile.
Néanmoins si 1l'on veut mettre en évidence 1'influence de la force de Coriolis,

on peut envisager des cas simplififs, et parmi ceux-ci les trois cas suivants :
b g

a) le cas ol ~fles est constant et vérifie la relation RJ“*?--Q«;"‘O .
Ce cas élimine une singularit® dans les dfnominateurs des fractions A({,B)
etec... . Concrétement, cela revient 3 €liminer. 1'étude des points de

réflexion en altitude oll la fréquence des ondes est la fréquence de Coriolis

du milieu [7]. L'étude de ce cas fera 1'objet de notre deuxidme chapitre.

b) Le cas ol .n-eo(i) n'est plus constant mais vérifie la relation
&;‘ L4 l?__g_““)\ . Cette inégalité permet d'envisager des simplifications

dans les &quations, et 1'8tude de ce cas sera notre troisilme chapitre.

e¢) Le cas ol st ‘2' 'Q""(ﬁ)\ . Ce dernier cas n'est pas considéré
dans ce qui suit, mais il faut souligner que c'est 1'étude de ce cas qui

pourrait permettre la généralisation aux ondes planétaires des "effets de

Coriolis™ mis en évidence pour le cas plan [7l. On donnera quelques indications

en ce qui concerne ce cas dans le quatridme chapitre.
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CHAPITRE 2

ETUDE DU CAS PARTICULIER Oh Lo EST

CONSTANT ET VERIFIE LA RELATION

;4-\'157_-0':0

Ce cas n'est pas nécessairement réaliste, mais analytiquement il

simplifie les équations.

II.a.~ Equations différentielles résultantes

Dans ce cas le modéle réduit associé a 1'équation (62) est :

2
~fl= PRa o 21 )4 9 (emo s}~ W o,
%) oqa’- v lean® 20 1) cert®

.

L3
z -“o-_“::.{__‘__ dP(s) & 4 (4~ dl=s)) { aMa

RIS ) 410 ) o

C'est une équation & variables séparables. On cherche alors Wa

sous la forme :

(64) nALeé,e,m) = Tie (30 Me) Maele) o
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En portant 1'expression (64) de Tht:), B,Ho) dans 1'équation
(63) on obtient les &quations différentielles suivantes (voir, par exemple,

[19])

65) A, (3 M) + S M (aMe)=Moyl ANl ¢ A (1o aveioy] dller (o
(65) a’b«;’r(’é ° o acly ) o A‘i L) a5 P Gy ))

(66) A @ (ensd dflacl®)) - m, le) + L‘-“«,Qe) =0
cexd db 4ae s’ sl y

ol = “/k“ est une constante de séparation des variables et :f(ﬁ): Ej‘i)

est le paramdtre de Scorer.

L'équation {65) gouverne 1'évolution des perturbations par rapport

da l'altitude tandis que 1'équation (66), leur &volution azimutale.

I1.b.- Ftudes et conclusions

L'étude de ces deux &quations revient 4 ce qu'on a effectué dans
la premidre partie car 1'équation (€5) est analogue 4 1'€guation (12) en
remplagant T(¢) par S_Lj_\_ et 1'équation (66) est la méme que {32)
aprés avoir posé p= sM@ wmt

Ainsi les solutions sont les mémes que ce qu'on a eu dans la premiére

partie. Il en est de méme pour les conclusions.
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CHAPITRE 3

ETUDE DU CAS OU ~eo({)  EST VARIABLE

ET VERIFIE L'INEGALITE Re * << |2 Qu(s)\

Lorsque 1'on néglige Rg* devant |2 2 ki)\ , 1'8quation

réduite associée A 1'équation (62) s'éerit :

2
_A o4 _ ke : ST _ \tgg*. g simbeard ) 204
24) I (-m"‘-»h%m‘@) 29t (—m"+l-|siva‘9) 28
(67)
2wl gei D5,0)5MA o E' 921a
(__vg_ + Im +8sin® )“4:_& (T RLL I K\Q)-——-—
0 Cwtiusin®) Sl >y Bl
ol b Lﬁ) est le paramétre de Scorer correspondant et ol les expressions

de b'(i,e) et de E'(ﬁ'g) sont celles de D(ﬂ,&) et de E\ﬁ.e.\
réduites au cas ol o A <L< \2.&1@(‘) \

Le probléme des points singuliers se pose lorsgu'il existe aw G°

tel que 5““g°._ w2 - Cela nous oblige 4 envisager les cas ol :

(i) wa % \25\\/\9\: 2 : c'est le cas des ondes de grande

~

fréquence par rapport & ~f

(ii) 11 existe un Qo tel que swBy = W/ . ceci correspond
4 des ondes de faible fréguence. On &tudiera le cas ol 6, x + n/3 pour

m z=A et lecas ol By % +W/2 pour =2 .
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(iii) Le cas oll w= O : la perturbation relative de la pression
ne dépend pas de la longitude ¢

L'étude de ces trois cas formera la suite de notre travail.

IIT.A.- Etude des ondes de grande Tréquence par rapport & ¥ (wm 2)

I1.A.1.- Equations différentielles résultantes

Dans ce cas, l'8quation (67) se réduit i :

2L 2 (03 ) - W2 @, -afialc wl ota,
cesB 20 28 col® sg(g‘) 3,3'!.

- Mowm! ) A dll§) « 4 _ (4- dTo(i) ) | ona
W) r) 9 Telg) 49 3_% '

C'est une &quation & variables séparables et si 1'on pose :

n4 L's, 9,“0) - “4( (},ho) W‘IELG‘) )

on obtient alors les &quations différentielles suivantes :

(69 )  aclyHds 3 Wye(a,te)= Mod dMli) L 4 (- ATeie)) Ay (31
d%t wik,, ¥ ] df ‘.Taz“) _;;u) dy ) >}

3 -
(1) 2 & (eas dflac(®}) - - W, 10) + (é—e‘-z) fletd) = O
cornl 40 Y ) cal® "
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ol - A/k“ est la constante de séparation supposde négative.

L'équation (64) régit 1'évolution radiale tandis que 1'équation (70)
gouverne l'évolution azimutale.

La résolution de ces deux équations se ramdne i 1'étude que l'on a
faite dans le chapitre 2 de la premiére partie. Nous n'allons donc pas le
refaire. Nous avons euisoit des fonctions oscillatoire ou apériodique pour
1'éguation (69) tandis que pour 1'8quation (70) on obtient les polyndmes de

Legendre en posant S f. = see—— .

Ren (wu)]

IT.A.2.~ Etude du voisinage du point critique fo défini par
T

Moo (19) 20 (voir, par exemple, [20] ou [21]).

On constate pour 1'dquation radiale (69) que lorsqu’il existe une
altitude ?c ol ~fle (10') est nul le paramétre de Scorer 3({) tend vers
1'infini. I1 est donc nécessaire d'étudier le voisinage de cette altitude.

Pour cela, on développe —fleo (§) au voisinage de 10 en série

de Taylor. On obtient

Do ($) N e lfe) ¥ (§-To)DLelid +--. X H, (-3.3‘,).,\9.,(‘.,3,,...
df 7

On porte cette expression de ~flee (ﬁ) dans 1'&quation d'crdre ©

en Mg de (69). On a ajors :

A ¢ BMam o
c\';a"

2
oll Riz ia)/"*no“ (d.__ﬁ)) est le nombre de Richardson local et ol on a
posé -5 3-3o -

Lorsque R¢ 3 AJey (condition classique de Richardson pour qu'il

n'y ait pas apparition d'instabilité), la solution de (71) s'écrit :



Mae (F) =3 U"’a\"*bidq y

ol W& N40 ;- /2. et (a,b) sont des constantes.
Lorsque 3 tend vers O ’ \'\4‘,(‘3) et w4 tendent vers O
tandis que m, et v, tendent vers 1l'infini car les expressions réduites

de ma, Ny, W, sont { Re*c¢ 129x(5) ), wmm2) :

sma = T@ g, 4 Oney
v, % __ ‘8T=() ofia + O(My)

T w cue_n.,.(ﬂ 28

wy, % il Tols) oma 4 oW .
) 29

Le point 1° est done un point critique [20]. I1 sépare deux zones
d'écoulements différentes. En ce point, 1l'influence de la viscosité et celle
des termes non lindaires y sont importantes. En fait la vitesse de 1'écoule-
ment lindaris& non visqueux étant infinie, on peut s'attendre, & la voir soit
stabilisée, soit destabilisée par les termes non linéaires cumulés. L'influence
de la viscosité doit, en tout &tat de cause, stabiliser 1l'écoulement au voisi-

nage de ce point.

I1.A.3.- Conclusion

En plus des conclusions qu'on a eu dans la premiére partie, on
vient de montrer l'existence d'un point critique fo défini par Naje) = O
qui sépare deux zones d'écoulements différents et ol les effets de la

viscosité et des termes linfaires sont prépondérantes.



63

ITI.B.- Ftude des cas ou D % + N/a pour wat 4 et de
B2 * % pourwm=2,

Dans les deux cas on a $wwa'® = W\q’/l-\ et 1'équation (67)
est singuliére au voisinage de ces points. Pour étudier les voisinages de
ces points il est inutile de conserver les termes en Mg car, rappelons-le,
la théorie des écoulements atmosphériques suppose que le nombre de Mach Mg
est trés petit devant 1'unité. Les termes O(Ho) , qui sont réguliers,
ne jouent aucun rdle au voisinage d'un point déterminé.

Lorsque 1l'on néglige totalement les termes en ™Mo dans 1‘'@quation
réduite déduite de 1'équation (67) on peut & nouveau séparer les variables,
de sorte que l'on obtient deux équations différentielles : 1'une concernant
1'évolution radiale des perturbations; 1l'autre, leur &volution azimutale.

Ce qui nous intéresse ici est le comportement de 1l'équation
azimutale lorsque l'on est au voisinage d'une latitude ®o telle que

SinBo = * W/2 . Cette &quation azimutale s'écrit

dify (8) _ {t‘ag * 8 s1mb ces® Al @
dot RVLTS TR T 4o

1 1 2 :
) . Iwa x Bsin'® . - + Asivi “At\e) = 0O

-+ - ——

)
cottd -y Hsintd ha

ol A/k“ est la constante de séparaticn.

II1.B.1.- Ftude du cas od B 2 % Wa pour M= A |

Lorsque wa= A , 1'équation (72) devient



6k

Ay (e) - §t%e+ BsmOees® } dflyy (o)

s -A 4+ 1 5WD 4%
(73)
A I N 2(A+4sm?0) | -4 4uswm'® sﬂwte)‘-'- o.
o0 44 usinD by

Afin de visualiser ce qui se passe lorsque © X4 ﬂ/3 , mettons

cette équation sous la forme :

a2 g} » F(v,sthy) ... =0
av?

Pour cela on introduit une fonction WX(®) définie par :

My (6) = \l—MNs?v’\‘Q x (L(8)

L'8quation que doit vérifier T (@Y est donc (%) :

e_\i\:(_LQ) _ \;%9 an(e 4+ J- 4 . -4 4 450
agt as st @ i

(74)
4 26(A-2508) - 325IW'B (A~ sin*0) fife) =o0.

(_ Aa R S:\A\e)z

On fait maintenant le changement de variable (cf. 18re partie) :

SwnB = Wy .

(%) Pour les calculs voir annexe E.
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On aboutit ainsi & 1'équation :

(75) ‘."."_“il‘i‘ - Fv,$h) (v = 0
av

~ P
ol on a posé

e

3
Lo+ MAWIV) ¢ faoabhiy) 32tV Atk
Fv,sh)= (-4+u&w~v)1- (4-thPv) z [ )-328WV[a-1hv)

(-2« u&\r\‘v}z

On constate ici que lorsque © & ¥ M/3  (crtest-3-dire WV % '\/H ),
la fonction F(V, 6*ha) tend vers 1'infini d'ol la singularité. Il s'agit de
voir comment se comporte l'égquation (75) lorsqu'il existe une latitude Vo
telle que ‘\"'\Vu NEAfy

Pour cela on fait un développement de Taylor de WY au voisinage
de Vo . Ona:

PV % Vo + (V-Vo) {A-¥WVe) ~ - ..
En portant cette expression de YAV aans 1'équation (75), on a :

- AT | (4 XA )wv) = o.
avt (V-Vey

Si 1'on introduit la variable complexe v’ @érinie par :

vie Lv-ve)

’

on obtient 1'équation #a V suivante :

’5 1]
argwhy o+ (4 ""/5—)“ W) =o

(17 ; vt
av't
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L'équation (77) peut se mettre sous la forme d'une équation de

Bessel en introduissnt la nouvelle fonction V' (V') .

Sty

(78) n(v) = Nvooaivy)

Ainsi on obtient 1'éguation :

2w’ A AWWY + (A=A YWMV)= o,
(79) 40 (v) 4 A A% 2
av'? v’ oav N

dont la solution est :

nv') = A TWNV)+ BIANY

ol Ta LV') et -S,.A (V') sont les fonctions de Bessel d'ordre

+ 1 et A, B sont des constantes.

ITI.B.2.- Etude du cas o 8 ¥ * Wy pour m=2

Lorsque wa= 2 , 1'équation (72) devient :

(o) LTarl® 4 tad A - | 23vsnE) . ueadB{ g, () =o.
ae? a0 Y P,

On y introduit la nouvelle variable V d&finie par :

v = S\Z\Ae ]
on a ainsi :
2
(81) arfigm - {28*vY . 8 lgiwvizo .

s (2 -vt)? sth,



67

On constate ici que lorsque © ~ % /2, v prennent les
valeurs + 1 et l'expression Al(a-v’-) tend vers 1'infin d'oll 1la nécessité
d'étudier les voisinages des points V=% A4 .

Pour cela on pose alors

Aﬂ
N T oAy

A
Lorsque V  tend vers 1, V tend vers O et,

A s ~
A= TA_~",(, A (A -~V ) lorsque WV est voisin
(ANY) 2y -\t AV
dge O
L'éguation (81) devient alors
(52) drflelVy . ) 2 ., oy Tae (V)z0 .

fok ™ L
A
En y introduisant la nouvelle variable V  définie par :

’\7: ll,(/\ )

$

7!

cette &quation devient

(83) d”:tbLV) + (A~ .:2-:_) MeW)= 0o .
*
av \Y

Cette équation peut, une fois de plus, se mettre sous forme d'une
o
équation de Bessel en y introduisant la nouvelle fonetion “At (’\}') définie

par :

s —— L g
e W) = V¥ @)
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on obtient ainsi l1'équation :

[ ™) % ~o -
(5 i) AW 4+ A QT s (4 - )@ =0
av Y 4y v

dont la solution est

~o ~ ~r
e V) = A‘Ss,l(v) * E’I-s/l(v) b

A
ol -5311 LV) et 13/1 (_\7) sont les fonctions de Bessel d'ordre }/l

et A, B sont des constantes.

ITT.B.3.- Conclusion

On vient de montrer que la singularité correspondant &3 © =% W/
n'est qu'apparente. Le cas des points 8=+t W/2 , s'il apparait comme plus
singulier a &té traité en posant directement wa=2 | Ainsi on a trouvd que

ﬁ\:t () se comporte comme la combinaison des fonctions de Bessel d'ordre
+ B/2 . Une étude similaire a été faite‘:c.z Brillouin [22] en 1932 au
voisinage de B» telle que smBu= % YR | 15 conclusion est que, si
analytiquement 1l'écriture de la solution est différente, qualitativement

leur comportement n'est pas réellement singulier.

III.C.- Etude du cas ou la variation relative de pression ne dépend plus de

la longitude ~ {wa= 0)

IIT.C.1.- BEquations régissant le probléme

Lorsque w = O , 1l'équation (67) se réduit & ¢\

"Les primes indiquent une dérivation par rapport 3 T "

(%) Pour les calculs, voir annexe F.
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S 1 PPN A D (a0 Maa _ 2080 1,
(9 a%‘l L ew® | con B 20 FY?) PRRY)

=-He i Pl o« 2 (- T;li))} Afa_ 251 carb 9Mlaa
3(9) fBY Tl kY S (f) 25D '3-339 )

ol 1'on a introduit une nouvelle fonction (\ia définie par :

Mae L2, 8) = 20 Maa(3:0) -

Dans cette &quation, on fait les changements de variables suivants
Pour la variable azimutale stwBziWW ,

Pour la variable radiale, on introduit
(i) la variable lente 1:'101& ,

(ii) 1a variable rapide Y = -:T f(f') , ol ‘f(ﬁ) est une fonection que
o
1'on déterminera ultdrieurement.

On obtient ainsi 1'équation suivante [¥]
q

[*] Les primes indiquent une dérivation par rapport a 7 . Pour les calculs,

voir annexe G.
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-2 ¢) 10 42 A -
2 ": - Mg _ 2 (2- AWV W.q
$(5) ow RV FPRRTLIY) BEPVEY Auy

(85)

= Mo ) w"(4) 2Mam 4 2€'4) 2 Wan _ (T_‘ls_\,»._‘__\A-T-'am)*" M
:S(s){ VSY Y LT W) AR I3

L2o(f) YWV oy

On se propose maintenant le développement suivant :

-~ —Q-:tai']\ ‘f'“\ 2iMMae g

g (W 1.Y, Ho) = “OL\V,ﬁ,V) ~ Hom(“\’,‘,v)-@ RN

En introduisant ce développement de W, dans 1'équation (85),

on obtient les &quations suivantes :

a) 4 l'ordre O en Mo .

- ‘f__i_" ) —__.91“" Lw'ilv., = s’ ! ?.—-Pln (.\'P) iiV)
36 ow? WY [(a-AWY) ovt

(86)
- ’;_(1:_*.‘.'.‘.‘.’.) ﬂoL‘V.i,V) = O
Awy

C'est une équation aux dérivées partielles, homogéne et 2 variables

séparables;
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b) 4 l'ordre 1 en My

gl A (LI YO R I -l FY T RY)
O % WY | (a-1WV) vt

- 2(A-0V) qaw,{, W) 0 = A Y ey ofe(w
PERYY i %) W 'o_t\—’k Al

x 2'(5) 2 o (w4, V) - (‘"—(‘-‘ . L(«-Tio(s)a\"(f)ﬂ:(*m.\r)
:><['N P(j) To lf) Yy

4 o) Q) 20 (%5, V)
20(§) WY  OWON

C'est une équation aux dérivées partielles non homogéne.L'é&quation
homogéne  correspondante est la méme que l'équation d'ordre © en Mo
vérifiée par W, U\’,f\V) . 51 on connait alors Mo (W, €,Vv) il nous reste
pour cette équation & cherche une solution particulidre. La solution générale
sera donc la somme d'un terme de méme forme que Wo (WY, i‘v') et de la

solution particuliére.

III.C.2.- Etude des équations d'ordre O en MO

Comme c'est une équation aux dérivées partielles & variables

séparables, N o (_\\I,i'v) peut &tre cherché sous la forme :



T2

(88) Tio(w,5,v) = Worl¥,§) - Mg (V) -

En portant cette expression (88) de Mo ((\¥, 3 V) dans 1'équation

(86), on obtient les deux &quations différentielles suivantes

(89) %) N oW, 9) - 'S_LS). Tor(W,)=0,
‘3\\"1' Hn

c'est 1'équation radiale;

(90) S:MetlV) 9.(,\-%\«“\13( 2 AW 4 AWV-a ) Wok (V) =0
avt AWV 'y,

est 1'8quation azimutale.
Dans cette &quation A\, désigne la constante de séparation
et elle est choisie positive pour les mémes raisons que la constante AW\

de la premiére partie (chapitre 1).

III.C.2.a.~ Solution extérieure de 1'&quation radiale

L'éguation radiale (89) se résout sans difficulté majeure par
la M.E.M. (c'est pour cela d'ailleurs que l'on a introduit les variables
rapide W et lente 1 ).

Comme 1'équation (89) est une &quation & coefficients constants

par rapport & W , on peut chercher (g (.W,f) sous la forme :

.

(on) Torl\g) = AO(T) eV
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En portant cette expression de ﬂo\—L‘V,{,V) dans 1'équation (9'3),
on obtient la relation que doit vérifier *f(s\ , done la variation de ¥

par rapport & ‘ Cette relation est :

<2 - 3(9) = o,
(1) %

ce qui nous donne ?(‘)

A/L

€(s) = * (?é%) d( QOMW\‘e \ski)>° )

et
1

y,
“(g) = i (‘ﬂﬁ)di Qoue\ue T{) <0
ha

Dans 1l'expression de Tow (v, 1\/ A QL{S sera a déterminer
ultérieurement. Pour obtenir ces expressions de \{(ﬁ) on a supposé que
S Cﬁ 3y est une fonction quelcongue ayant 1'allure suivante :
A3 236)

f«\ K o 3




h

III.C.2.b.— Solution intérieure de 1'équation radiale

-~

L'équation radiale correspondant & 1'équation (89) s'€crit :

d"ﬂo\‘t-la\ - i(_‘)..“ofk,";): o .

(92)
d‘hl \l\v,
I1 s'agit ici de chercher la solution de cette &quation au
voisinage d'une altitude fo telle que % (10) est nulle. On effectue

un développement de Taylor de ‘S(?) au voisinage de {p . On a alors :

‘f(ﬁ) f(fo) “'“ 1°) d—ﬁ{\"'% H"L}‘%o) ‘%(?@"”" .

On porte maintenant cette expression de *g(ﬂ dans 1'équation

(92). On obtient 1'8quation d'Airy :

A ) - % Wor(R) = ©

A oy (% b) Y )
agt

ol 1'on a posé :

§= ( :«: e\su.o\) (5"‘3°)

La solution est alors :

Fee (3) = @ ALY A B BLEY

ol les AL L?S\ et B ('g) sont les fonctions d'Airy de premiére et -

seconde espdce; (a,b) sont des constantes.
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II.C.2.c.- Solution extérieure de 1'@quation azimutale

L'équation azimutale est :

AN e (W) mzu-»fwv\(mv», -4 1- 2% (\Weum*)) ot )
avt Wy
(9k)

= O
ol l'on a posé ,\:J\sm et A= Aa gAl R

Comme dans la premiére partie on cherche maintenant une solution
de cette équation lorsque A est grand. Prenons alors “o\: Q\l') sous la

forme :

AR ()
(95) Wor (V,A) = € )

avec

2§>(v,>«\ = @DLV) *-.i‘__c-ébﬂ*--- .
A A

En portant 1'expression de ot (N, ) puis le développement de
Q(\I A\ dans 1'€guation (94), on obtient en ordonnant les termes suivant

les puissances de ,\ , les équations suivantes (%)

En /\z on a :

(96)

By + ulatiew (Ww (4- az))(ﬂm ) ) o .
(4

vy TN y A"

(%) Pour les calculs voir annexe H.
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En A il en résulte que :

(97) @:(v) + 1@;(‘4) §>4(v) = 0

Connaissant §°LV) d partir de 1'équation en at , on obtient
alors Q—\L\'\ par :

@ L“): \.o .___’i_..
(98) 4 % \ §°(V)\A/z s

ol W est une constante.

T . .
De 1'équation (96) en A » on obtient les expressions de

&c (¥} . Ces expressions sont :

AI‘L A

1
V. N
-l A [y a+ A-A") (’(K‘v.;‘ {2+ & ‘\ dv . 9
qo(\l) 2 3 (Y ;‘-“v‘ k ( o ) _:t_AT ) MWUQ

(WY + U-K’z\) >o -

LAt
. Mt A/‘l
G =va L (40 eE) s (128) 4y, fonsque
- ARV 4t B ’ A
AWV + (A-2™) <o
.

P



7
Connalssant malntenant §° (V) on a les expressions de 4.4 (v) :

N/,
Lorsque (AWlV 4 'ﬁ.—})7 o :
waAr

- = L
3, v 03[ -3 {&w (4“11 [mv»f m:;z\]

ol YA est une constante.

Lorsque (-\\;\1\/ > A__A_i)< o .
4\

V) - Lo e
§( 1 " [;k‘v (4-a"t) a™) "" [x\,{‘w (A+ &™) MY|™
S\N

“uat Tua
ol “q est une constante.

Connaissant §°L‘l§ et §-,\ (¥) on obtient les expressions de
fiot (V,)) & 1'aide de la relation (95) :

N2,
Lorsque ('\\«1V* ﬂ"_é_’_'.) > O
PN

2L AL(Y) _2U L)
’ n
(99) ﬁot(\/\x\- Rl :" k1€ s
[ [W‘v-\- (a-80 V4, (.ﬂ\"\u 4-\-4"1]“’“
sy HX” L)t
ol on a posé :
[y h/'l a,
4,
Liv)= J_"_(mv + .¢.) [ tWrv + ‘L) dv
shy 4 At

et que \4,,‘ et K'L‘ sont des constantes.
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h/t
Lorsque (.“\'lv + A;q‘;_{.) £ O » l'expression de WV ,)>

est :

M) , -2\
1) ]
(100) Mok (V;A) = “y € v M. €
2 Y 2y (A- oMY M4 Ry T
ol S e T
PN LP N
ol on a posé :
My A
nw) = |2 (-wv-(«-a*\),‘kwlvfm_e_’*)) AV et ae
JARY Bt hzt

'
\Cz e} \{: sont des constantes.

III.C.2.d.~ Solution intérieure de 1'équation azimutale.

L)
On a vu précédemment que lorsque l'expression('\\a"\l + -A—E‘-%—L)
est positive, la perturbation de pression Wo(ViA) a un
comportement oscillatoire et lorsque celle-ci est négative elle a un
comportement apériodique. On cherche maintenant comment se comporte

1'équation (9%) au voisinage d'une latitude Vp racine de 1'dquation :
2 "’t)
ANV y(A-2) =~
Lyt

La figure suivante montre la variation et l'existence de cette
latitu de Vo



A}

rs ‘\\‘\IV [7)
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Courbe représentant YWV, en fonction de Szk“.

ey, = - ar e ek
n|sth,,
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La figure montre que la latitude définie par Vo existe
quelque soit $thyY ©
Etudions maintenant le voisinage de Yo . Pour cela on effectue

un développement en série de Taylor de thV .
WY % AWVe + (V- Ve (A-AWVo) 4 ...
Ce qui nous donne :

MY % AWy, r 2 AUVo (A-4WWe) (v-vg) & - .. &

On porte maintenant cette expression de kWY dans 1'Bquation (9h),

ainsi on obtient 1'équation d'Airy :

a ~ ~
(101) d"not:l.ﬂ - N WDEL\') = O 3
avt
s L "y
v = L(a-tWV)a ™t LV"VO) .
tuVve

Ainsi la solution ot LV\ est formée par les fonctions

avec

d'Airy.

notLv) = AALLV) +\b Bi.W) )

ol les AL(V) et B LLQ’) sont les fonctions d'Airy de premidre et seconde

espéce, et (a,b) sont des constantes.
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IIT.C.3.- Solution particulidre de 1'équation d'ordre 1 en Me

On rappelle ici que 1'éguation d'ordre 1 en Mg est :

= (g ) - BT WIS 1t P\ K
S {OMETL nawy | la-aky) oy

- LAY i) Lo A ) Aofg) + 2¢1s) Algy)
thry $(4)

(102)

_ i[l'_(i)_ A -'\'.:(s))}*r'“]Ao(s)

e T=()
, , wa A $(v)
+ RaITEIAE) ) B | ) ,
% Quo (4 Ty )
\v+:\§(_v,\\

ol on a remplacé Vle (V1$) W) par son expression Ao(ﬁ) e
et oll les primes désignent les dérivations des fonctions par rapport & leurs
arguments respectifs.

On cherche maintenant une solution particuliére (T, (v, 1 V)

sous la forme :

Wa A lva)
(103) Ta(w 1,V)= iA,\(“ Y « A,.“)V(v)i e

Ad(§) et A, 5\ seront choisies de telle sorte que 1'on puisse
déterminer € (V)
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IIT.C.3.a.- Relation v8rifiée par 1'équation d'ordre 0 enM™Mo .

Avant de poursuivre cette recherche de solution particuliére,
€tablissons une relation qui nous sera utile et qui est déduite de 1'équation

dtordre © en Me . On avait :

wald (v
To(w, §,2,Vv) = Aoclf) € .

En portant cette expression de Do (Y, §, V) A)  dans 1'équation

d'ordre O en Mg on obtient la relation suivante (%)

'/ L4 2
_ _flzls) ) Sz X*(_v,)) N\ § (V\t\\ - 2 (A-‘\\\"V') -

(1oh) $(4) atWwy (A= ¥wev) vy )

C'est une équation différentielle pour ‘f(‘l) et §(\l, \) que
l'on aurait pu utiliser pour déterminer “€{4) et § {vy 39

IITI.C.3.b.~ Détermination de la solution particulidre

On porte donc 1'expression (103) de Wa (M, g, V, l) dans

1'équation d'ordre 1 en Mg . On aboutit & 1'équation suivante, en simplifiant

wed (V)N
par e et en tenant compte de la relation (104) (xx)

~

(¥) Les primes indiquent une dérivation par rapports 3 leurs arguments successifs.
(*%) Les primes indiquent une dérivation par rapport i leurs arguments respectifs.

Pour les calculs, voir annexe I.
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D Ay - SO S 4 2 By oIFD
$() niwwia-ty) | avt

(105)

- A S ) Ao §) * 20(4) Ao (5) - 15

$(8) ™s)

A (A-Ta) ey A
= 1)§ (§)Aelf)

+ _.(2-;0($\ ‘fl(ﬁj Ao(?) A § ’(V'X)
2. Qeoly) AWy

On choisit maintenant As(fyet A, (%) :

Adg) = - = % F(§) Ao () + 2¥() AL ()

a+'(4)
- {r"(s) + A (- 'r..,(ﬂ)}‘f(v Ao(j)}
r‘(g) T l§)

ce choix nous permet d'éliminer le premier terme du premier membre avec le

premier terme du second membre,

’ 7
A"(‘)) = -Q”(i) ?(S)A*’“) . Ce choix nous fait simplifier
s (4) ¥(5)

les coefficients des deux deuxicmes termes.
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Aprés ces choix, 1'équation que doit vérifier F(V) est de :

(106) AF(v) :’) + 2A §I(V»X)‘\F.;LVV) z - % AWV [4- W) gy .
av

En intégrant (¥) cette équation, on obtient :

F = - A v~ L
™ g i jgﬂm WV

213(v))
L) = 2J(A-H‘~v) (4-3thv) e

~
ou

Connaissant Ay (‘ﬂ , Al(j) et F(Y) on peut donc construire
la solution particuliére de 1'équation d'ordre 1 en Mg par la relation
(103). Remarquons que cette solution présente une sdcularité lorsque W tend

vers 1'infini.

ITII.C.3.c.~ Détermination de Ae (1)

Afin d'avoir une iolution particuliére régulidre, il faut &liminer
& A v, A . .
les termes en W Q,V 2 ce qui nous impose d'annuler A, (ﬁ) . On

obtient ainsi 1'équation que doit vérifier A (s) . Cette &quation est :

L) - 4 (o . T i-(A-T-ém)}
%—‘é))‘f,‘% ?f?) ) T=0)

On a alors A _éi
r{s) & j Tol1)
A°(§) = | &

<(5) T (4)

(%) Voir annexe J.
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Connaissant Ao(ﬂ on obtient Mo (W, {) par la relation (91).

Notons que le procédé de résolution de 1l'équation d'ordre 1 en
Mo est original car ceci nous a permis de trouver une solution particulidre
de notre &quation qui est tout de méme une équation aux dérivées partielles non

homogéne.

TII.C.4.- Raccords des solutions de 1'équation d'ordre O cn Mg.

Pour 1'évolution radiale, ainsi que pour l'évolution azimutale,
les raccords des solutions intérieures avec les solubtions extérieures se font
selon le principe de Van Dyke.

A une variable extérieure W , on fait correspondre une variable
intérieure CG ; si Wp est le point tournant (radial ou azimutal), les

raccords se font comme suit

$ima (solutions extérieures)= $iwn  (solutions intérieures).

N
w-»wog Wt oo



86

CONCLUSION

Hormis les conclusions que 1'on a formulé dans la premiére partie,
et, qui sont valables aussi ici, on vient de montrer que pour &tudier les
ondes qui se propagent suivant la latitude et 1l'altitude on peut utiliser 1la
méthode de séparation de variables 3 condition de développer la fonction
inconnue par rapport au nombre de Mach Me , développement systématique en
dynamique de 1'atmosphére. On obtlent alors deux équations aux dérivées
partielles : la premilre, une équation homogéne 3 variablesséparables; la
deuxiéme, une équation non homogéne, L'équation homogéne se traite de la méme
fagon que ce gue 1l'on a fait dans la I8re partie (Chapitre 2). Une solution
particuliére de 1'équation non homogéne est obtenue en utilisant simultanément

la M.E.M. et la méthode d'approximation de Green-Liouville.
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CHAPITRE 4

PERSPECTIVES

IV.a.- Que peut-on faire lorsque Re . > 12 NRa(g)) ?

Lorsque Qo" est trds grand devant \2 'Q"‘(‘i )lle moddle
d'équation (62) devient :

-Ref) LMs - SA(0) { 2D (ef2a). mIq,
‘1(1) 351 cexb 20 20 cor'd

(o) + $'®(£,0) %

2B T4~ Qeotlq) cosD2Wa | 4 Sz(.(a‘-‘s) T,
Ro 20

T Mo Dulf) % D(48) 2a. » E°(g,8) 220
T‘(ﬂ 3:}) 3559

avec A,(ile) = ‘-n”(‘)

- "L_D_ (‘) + 5\\:;;9 7
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8,0z A 2 ( 4 ) )
cesd 30 | -winl sn'®
W ()¢ =

C5.00= ®S' A'(5.9)

DU(5.8) = F(f) * ©'(5.8) ~ V(5.0 ,

v

£"(4,8) C(5,8) »imbessd AdLuw(x)

a9 )

Ro

(5,0 = \\M‘ S k:iﬂ@)} A (5,6) dBm(s)
<41

\-\'(i‘B): Aswmb cos® B'“'Q) QN (4)
Qe <

En revenant au systdme de coordonndes curvilignes (2, 4,13 )
et en faisant 1'approximation "du plan tangent", on retrouve le modele
atdquation (%) avec lequel on a 8tudié les ondes de gravité avec effet de la

force de Coriolis [T] :

(%) Voir annexe K.
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d'fl. - NPO(Q) W,
L 2442 A
ay Fuwnr )

(108)

= Mo} 2 Vg v (a-dln(g)) e (L-'M;U*(i))_f'_ olldotg){ @i«
P} o ) dp (o Bulgelty Lol b ;3—

avee R = Ro/51nB, et Ntz k"-\-Ql o K et 0 sont les nombres
d'ondes respectivement suivant 9 et Y

On vient de voir que le mod&le (107)pourrait &tre considéré comme
un moddle assez général. L'édtude de ce moddle pourrait permettre la générali-
sation aux ondes planédtaires des "effets de Coriolis" mis en évidence dans le
cas plan.

La méthode analytique actuelle ne nous permet pas de résoudre ce
moddle d'équations; il serait nécessaire d'effectuer une résolution numérigue.
Une telle résolution serait de toute manidre indispensable pour 1'étude de

distributions de vent et de température plus réalistes.

IV.b.- Ecoulement de base de direction guelconque

I1 est clair que quand on a pris une vitesse de base de composante
(Meeo (B , 3 ); © ; © ) on a choisi une vitesse de direction idéale. En
réalité, il faudrait considérer une vitesse de composante (Uew , Vo, @ ) afin

d'étudier un cas plus réaliste (voir remarque précédente).
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CONCLUSION DE LA DEUXIEME PARTIE

On retrouve globalement dans cette o8nme partie les mémes
conclusions concernant les points tournants radiaux et azimutaux que dans
la 1ére partie. On a toutefois montré également 1'existence d'un point
eritique io @éfini par..n..o(ﬁ,)—.z © et des points singuliers apparents
tels que les points de latitude Oo déterminfs par 8iwGe = % W/, .
On a pu constater aussi 1'efficacité de la méthode de développement

asymptotique dans 1'étude des &coulements atmosphériques.
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CONCLUSION GENERALE

L'étude qui précédde concerne les ondes planftaires linfarisées
dans un milieu atmosphérique (gaz parfait) non isotherme. Cela nous a conduit
& des équations aux dérivées partielles dont nous avons cherché systématiquement
dans quelles conditions on pouvait les résoudre par la méthode de séparation
de variables. On a obtenu alors deux équations différentielles : 1'une
concernant 1'évolution radiale des perturbations; 1'autre, leur évolution

azimutale.

L'8guation radiale qui est une équation linéaire 3 coefficients
lentement variables se résout par la méthode des Echelles Multiples (M.E.M.);
tandis que 1'équation azimutale qui est une &quation lindaire 3 coefficients
variables admet des solutions asymptotiques que 1'on obtient en utilisant la

méthode d'approximation de Green-Liouville.

Ces solutions dites, "extérieures", se comportent soit  comme
des fonctions oscillatoires, soit comme des fonctions apériodiques (& amortisse-
ment rapide). La méthode utilisée a mis en évidence 1'éventualité de la
traversée des points tournants (azimutaux ou radiaux) lorsqu'il y a passage de

1'un des deux régimes & 1'autre.

En &tudiant les voisinages de ces points tournants on a obtenu des
solutions gui sont : soient des combinaisons des fonctions d'Airy de premiére
et seconde espdce; solent des combinaisons des fonctions de Bessel d'ordre

U= ¥ 3/q . Ces solutions sont les solutions "intérieures". Cette permanence
provient essentiellement de ce qu'il s'agit d'équations du second ordre. On
pourrait trouver des comportements différents (fonctions de Weber) si les
points tournants séparaient deux zones i méme type d'écoulements (annulation

des coefficients sans changement de signe, par exemple).

Par le principe de Van Dyke, les solutions extérieures se
raccordent sans probléme majeur aux solutions intérieures. Ces raccords
permettent de déterminer les constantes arbitraires des développements

intérieurs en fonction des caractéristiques des solutions extérieures.
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On en conclut alors gue ces points tournants peuvent &tre
interprétés comme des points de réflexion ou d'absorption des ondes [12].
Les zones de solutions apéricdiques étant des zones & amortissement rapide,
1'onde est &vanescente (et donc inexistante) en dehors du voisinage immédiat
des points tournants. Pour les zones de réflexion d'ondes, tout ce passe
comme si l'onde incidente de phase iL(...) se réfiéchit par une onde de

phase —iL(...).

Pour le point tournant radial fo , tout se passe comme s'il

divise la région en deux zones. Dans la zone ol <'77., on a des ondes de

\‘I
phase L™ et LY et tout se passe comme si 1'onde de la forme¥, e’ e

réfléchit par l'onde de la forme W, e-b\v . Dans la zone 1< To , 81 on

choisit Ly = © , on a des ondes &vanescentes.

\'\((’M‘

Particuliférement, les points tournants azimutaux se trouvent sur
des paralldles de latitudes opposées B¢ et~ 8o . Tout se passe alors que
si 1'onde de phase LL (@) se réfiéchit & la rencontre du paralléle de
latitude Qo par une onde de phase — AL(B) . Cette onde de phase -iLe

se réfléchira 3 son tour & la rencontre du paralldle de latitude-@p . On

obtient ainsi des "ondes piégfes" en latitude.
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©o

>t q(u aYeur

-8o

Lorsqu'il existe simultanément des points tournants azimutaux

et radiaux, on peut obtenir "des ondes piégées, disposées en couronne”. Ces

zones d'ondes lorsqu'elles existent sont toujours équatoriales. Plusieurs
configurations peuvent &tre imaginfes, suivant le nombre de z8ros du paramdtre

de Scorer.

L'étude présentée ici a été rendue possible grice 4 1'existence
des outils mathématiques, thforiques actuels, 3 savoir : la méthode des petites
perturbations; la méthode de développements asymptotiques raccordés, la méthode
des &chelles multiples, etc... Ces outils seront plus complets et efficaces
si 1'on y ajoute les outils numériques actuels. Ainsi, nous serions satisfait

si 1'étude théorique que 1l'on a effectud &tait justifiée numfriquement.
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Annexe A

Le systdme (Q) est composé de six équations & six inconnues.
On peut les réduire 3 une seule équation en W4 .

De la troisilme et la quatridme Zquations du systime (9) on tire
en fonctions de fT, et de 2A8a
286

U, et A . On a alors

q‘ N
s,z TReSMTo) My + S0 Teo(g)corOsine g

Yeonb (T'Rs- sin'e)

. . . 2
oy, = LEwaRo Vo (§) SMO T, & LETRG T ({)emd %—

Xeer® TRt - si\a"'O)

Pes deux dernidres équations, on obtient une relation entre w4

et My avec ses dérivées. Cette relation nous permettra d'avoir W, en

fonction de T4 et A

>3

W3

A
N - - \¥0o" 2%
N'Ho&("& AR Tve(” "5_:;'

+ % [ aeh o dTels)
T\ b ¥ as

De la premiére &quation et de la cinguiéme on tire Wy en
fonction de T, et de L)

)

- LALEN
Wy = BMoTia - Te(q\ 550
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En portant les expressions de Ay, Ay, Wi et w, dans
la deuxime &quation et en négligeant les termes d'ordre supérieur ou &gal

3 2 en Mo nous avons :

AN Tao¢) 204 _ 1§ Mo A- Qd'\'-o!j) RLICR _at L‘]) ElEY
Q) g Tl (g EH) o o

. LT@(\)S"'G'QC} 2( econd ?_(_r:)_ Lu'StmlkéTuﬁ) M,

—Ss
¥ conb 50 | TlR5-sin'® 50 ¥ esst (T3 SQMQD)

_ iR 8 T (g) ( Ts v sint G)
X (‘- Ro - s‘V\"B)

On simplifie par 1 T-on) et on multiplie le résultat par O

on arrive alors :

I ) 9. nb{_n__(,‘.. AT=(g) ) A 40D ) ot
T (4)

Tl | oar ag Y <f )y

s ReRl) A2 (_od  ogy . m?
cetB90  Tinl-<inB 20 m"e(u'i&b-sm)

_m_(8iel .+ sine) n,
TRo (TR) - sin'e)?
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On pose enfin :
‘g: TQRo
mnB = N

on obtient 1'équation (10).
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ANNEXE B

On veut résoudre 1'é&quation (12) par la méthode des échelles

multiples. Pour cels on introduit alors les variables :

lente 1 = H°’§ 3y

rapide ¥ = Hio. ‘(({0) 1

et le développement asymptotique gfnéralisé de R, L";\“°\ suivant

R (o He) = Qu (W, Ho) = ol §) + HoRu, (wé)r -0

Tout d'abord, on cherche @ et At , en considérant i

4 2
et W comme des variables indépendante:.B d%

4 = ~e'(g) 2> +» Mo 2
5% )

dt w3y 21 4 Mo )D—""-“"m.?:.__ + 0(wn}).
da? (‘)a‘l”' “ oY >V )

En introduisant l'expression de a , celle de &- , ainsi
Xp *

—

4
que le développement de Quw (WY, i’ Ho) dansal'équation (12) on a :
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) LRuo (9 + Mo ¥ Hg) NRulb) + LUf) goiwg)
ay oyl A

+ Yo P({) Q“‘W'ﬂ ¥ m%‘f"(e‘) ‘Lﬂggw,jnw'u) M Ruol5)
,Q‘“ >VW¥Y 9?3‘*’

S Moy A aflf) 4 A (a- dTw(ﬂ)}“f'( ) 2u0(¥,9)
) 49 () 49 1 oW

+ 0 n3)

Ainsi selon leur ordre en WM o on obtient successivement :

a) & 1'ordre O en Ho :

\f,t“) DZQ“SL“}") * %zlav\o(_\\’,i) = O ('“'))
>WY "

b) & 1'ordre 1 en Mo

2 2R lW$) + _F_U_)._ R W =Jd| 2 ~aTeolq)
R ey
15

4 A AT T ) - P )] 2Rl ) - 2'(() B Ruo ()
TR K%T‘Pg BT
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ANNEXE C

On veut résoudre 1l'éguation (35) par la méthode d'approximation

de Green-Liouville (voir [171), on cherche alors o LV,\M'A) sous la forme :

> FLv)
Ty\o (V‘ VV\‘ A) = .
Pour cela on a :
o 2Fwn) o A3
A Two (MmN = A §(va) € * qu (wy)e .

avt

On porte 1l'expression de J"T\:_Q vViwm)

et celle de
4av
Two (v, wa, A\ dans 1'équation (35) on a alors :

Al ¥2(V,)J v .\@”(v,.k) + AT % A ’}\n"\{-.w;"'k: o,

ol W\"—' W‘/A

On développe maintenant & (V\ X\ sous la forme :

& vay= oy = ‘}AM T

A
cecli nous donne :

’ ’
@:LV‘XX}\‘: &oLV) + _A:_ ¥ALV)+ Sy

-]

©n(v;)‘)z ?;t (v) + _:__ ?o(v) -%;(v)-y <y

-

v % 3w A E WA -

¥
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3 . . > z
On 1ntroduit maintenant les expressions de § ‘(V, \) et

Q'Z U,.\) dans 1l'équation précédente on arrive & :
' -1 " n
' 2| A- Ay
\2 @0 ™) + 22 §°(v) QA(V) + A @otv) x A [ Wiy-w ]

+ 0()\) = o

- N - 2 ~
En 2galant & O , les termes de degré A et ceux de degre,\

on obtient les équations suivantes :

N 1
o) & l'ordre M\

JE'ZLV) - (AWV- 4r i) T o

14

B) & 1l'ordre XM

zc’}g;(v) l’f:(v) + @ZM =0 .
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ANNEXE D

On utilise le systéme (61). Ce systdme est formé de six
gquations 4 six inconnues. On peut les réduire & une équation & une inconnue.
Prenons par exemple “A . Pour cela on cherchera W, |, A)(‘ s W, et Q4 en
fonctions de Wy et de ses dérivées.

De la cinquilme et de la sixidme équations du systéme (61), on

élimine U4 et on obtient w4 en fonctions de Wa et de 2%A . On a alors

¥

Wy = AWM e (§) 1-T~(1\'£l.~. S LRIV
¥ (1) 23 ¥

On porte cette expression de W dans la trolsidme équation et
en ne gardant que les termes d'ordre inférieur ou égal 3 1 en Mo on a la

nouvelle &quation :

Awa -ﬂ.oo“\U-A - (—’t{b-\-ﬁ..ﬂ.-g(ﬁ))ﬁv\elr_‘ + LS‘:«T\;‘;\ ) i ,
(413

= twlo T (s) canB RNeo(f) d2o(f) 2Ma

4% (‘“) dT 2 ,X

De cette Bquation et de la quatridme &quation du systdme (61),

on obtient ary , ¥ en fonctions de Wy , de AfMa et de 204 | Ces
b} > 6
expressions de M, et V4 sont '5
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$To(4) {"“1'“-“(1) M - (-é’—a- 2.51-.\1)) siv BeosB ?;T_‘_a_ﬁ
(]

¥ esr {- wml g ) + (-:l_o+ 151..,(1))19\\«"9}

Mt (4) To (4) Mo ear® Aoy DMa
dg D%

x%i‘(ﬂi wmife (1) + ( +7..n¢,(1)) sh\‘e}

et

\$W\'Rh)§ A 42 0u(g)) SMB T, ~ ﬂ«h)m'?___}

0

4 =

imto | +20000)) T [4) corf 51nB e (3) Ao (g
e iy

S T) % wion () ¢ (L +20.0) va\"'O}

La premifre et la cinquidme &quations du systéme (61) nous

donnent 1'expression de tayy en fonctions de T4 et de 2Wa
Y

W, = - Yeo(4) '3_‘?__“ + Mo Ny
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On porte maintenant les expressions de Aka , Ay , W1 et gy
dans la deuxiéme équation du systéme {(61). On obtient ainsi 1'équation (62),
en ne conservant que les termes d'ordre inférieur ou &gal 2 1 en Mp et aprés

une simplification par Aw Ve (§)
~
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ANNEXE E

L'idée est de mettre 1'équation azimutale réduite (73) lorsgue
wmz4 sous 1a forme :

dt . +Feh).. =0
dyv?

Cette équation est :

ALMap16) - | Lqb + 2riubend | A, 1p)
apt ~Axusiwb YY)

AL '1(4-\-1]5““1‘91 + A ansinie) Me(B) =
o0 - A+ Bsintd S‘\A.\

I1 est d'abord nécessaire d'éliminer le deuxiéme coefficient de

d M4tl6) en introduisant la nouvelle fonction W(G) définie par :

40

Ma 18) = \)—A-rqs{v{"@ T(e) .

Cherchons donc < fTat (©) et d"“qt!g') . 0n a :
A0 de*

Afla(e) = HsimBer® [i(0)+ V-1sbsire QATLO) ,
as q-h-ﬂlsiw‘e b

A (0) - V434t 42T(0) & E2in0ewsb gan
L8
ae 48! N-4+usinb <6
4 v 831u0 - AL 5B
(-2 su i)/

(0

4

T (o)
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dtllak(b)
On porte les expressions de -Zéﬁ:—'('e , de d_;n_gkLs)

et de Wye (B) dans 1'équation précédente. Celle-ci devient alors :

dTROY _te0dWW® 4 )- A 4 (-A+hsiB)
: k) — —_—n
49 ab Y S,

¢ ( A=25m'0 - 32 51?0 w20 )

Tey=0
(-Aaay 5{“"-9)7-

En faisant le changement de variable :

s Bz thv y

on obtient 1'dquation (75).
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ANNEXE F

Lorsque la variation de pression ne dépend plus de la longitude \¢ ,

1'équation résultante, tirée de 1'équation (67) est de :

S TR L ?-A_Q_(m(—)_i’_“_ﬂ-Zwt%o Afla ...aﬁa}

-CS-G\ oqb\ Lol [eend o0 20 28

s -Ho {_4__ drlf) + A (- dT=(g))
ef) d¢ =0 43

4+ N6 4 Aﬁe.(ﬂ}gii_d_\_
asivd o) A |23

- A dleolq) con® 9%T4
o 1) "\ﬁ a.5iwb '_).6')9
On introduit maintenant la nouvelle fonction T4 e définie

par :

MaT 5ub Taa

1§ L ¥y == 1
Pour cela on cherche 204 2 M4 , A , Ala ot ﬂ";._
k5
On a alors : 3'% '3% 3‘5’36 26 20
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Ma = s b 22Maa
'DQB ‘3‘3 )

2ETLA - gimD A Maa

3%1. a) .BL

T4 = conl AUra 4 5inh 2 Mua )
1):;)(9 ﬁ>?§ T)i)’)(;
MaA = con b ﬂ,‘e‘ + smb Mia
26 26
PMa z-5inB Tag + 2 endd 2Wira x s1u® Mg |
20! 6

20

On porte alors ces expressions dans 1'8quation précédente,
et on obtient ainsi 1'équation (8k4).
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ANNEXE G

On utilise simultanément la méthode des &chelles multiples

et celle de 1'approximation de Green~Liouville. On fait alors les changements

de variables :

mab = H\V )

I = My
- AP .
Y= Yo (ﬁ )

On cherche donc les expressions des opérateurs e

2 Ef;_ et :2:& . On a:

—

30 4pt 2990

2 D+ 2 )
'a'é (ﬂ) v >~ )
1
) 2 " ? 1
2= ey 2 med Wi 2 v 2 T o)

:’PLY

2. = _co8® o 5
2b A=tLW2y DY
conB 2. = 20 3
26 oV
A o A D .

R IR IV

On porte alors ces expressions dans 1'équation (84) on obtient

1'équation (85).
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ANNEXE H

On cherche une solution de 1'édquation (94) sous la forme :

A%(Vyk)
“ab (,V\ A) = e .

On calcule alors dBot(A) et il_"gst\’;n .
av avt

A §(V)*)
Aflot (V,)) - by &'(V,)n) e
a3V
\ >s§(v,x')
atflot (v,A) = (A $v, )+ P ’(v,k)) e .
avt

On porte l'expression de 6"'“"‘?("1'\\ et de celle de T\gt(v‘ ))

. . . avi
dans 1'équation (94). On obtient alors :

AT B (v, + A §(v))

+ u AT iy, (A-A"z)) (thev + (4+8%) )= o
Awry 4yt 4 2

On développe maintenant q (V, )) sous la forme :

Fwa) = P+ A B )+



ce qui entraine :

»

§'(v,3)

NORNPEE O

& (v,)

Bl » 2 XU PN

o= B LB .

’
Fn portant les expressions de § Z(V,A3 et celles de Q"(v,.\)

dans 1'équation précédente, on obtient les &quations (96) et (97).
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ANNEXE I

On cherche la solution particulidre (T4 UV,‘,V) sous la forme :

W+)§(V\X3
R 1Y) T (AN Y + Aa() FI| @

Tout d'abord on a :

wed A
24 = §A4 (5) + [AA(ﬂW*Az(ﬂFLVS]}E ,
VY
2 WeaD(v,\)
e %“‘(ﬂ f[ANY oA, Lﬁ)F(Vﬂi e ,
d

. weAGW)
2M { AGHEM + LAY A, mF(v)]WV")lf— )
WV dav

P iwy SEW [, )k () PO )
4av

Nt

+ 22 i"(vv\) 4.(1) "-‘-E\%ﬂ

wad @ (Vt)*)

* [A‘q)‘\’*A,tﬂF(v)"]f\z ‘F‘(V.:\Bg e .
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. S04 (A
En portant les expressions de —_'.\V" , de _"',3‘,1 dans

1'équation (102) tout en tenant compte de la relation (104), on obtient
1'équation (105).
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ANNEXE J

On veut résoudre 1'dquation :
q

AU 20 FON) SEW = - BA ALV (aAY) (N .
avt 4V I

Cette équation peut se mettre sous la forme

A & (Vr“ ’
A4 @.1 AFM) - - A (J.H\V (4-thtv)x2) E’(V,X)) )
e 23 §(v))) 4y TV g

ou encore

W) ' 2)%(\';}‘)
d ( eu@(v af( ) =- L {nw (A-1Wv)x2n @(v,x)}c .
v dv g>

On intégre une fois par rapport & WV on a :

B () w &
é g )

aqv:.%{mquw0€ -t
av 5

ol on a posé : ug(",&)
L{v)= SLJ (a-thtv)(4- athv) e 4V .
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A $(v)d)

En simplifiant par € on obtient :

AfM - - A |t (a-thtv) - LW )
a s X I

- A Wy - L(v) av
Flv) = g:[* v jez'§4>(v,\) ]
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ANNEXE K

Du modéle d'équation (107), on veut déduire le moddle d'dquation

utilisé dans 1'étude des ondes de Boussinesq avec effet de la force de
Coriolis [8].

- -
Pour cela on retourne au systéme de coordonnées curvilignes X , \3

X = A corBo (-P) ,
$

1‘3 = $“ (9"90) -

Ceci nous donne

On se place maintenant au voisinage de ‘eo et ©p

O % Bo + STS.

Lorsque 9444 on peut chercher des solutions périodiques

= . . ~ -4
en % et . Ceci revient & remplacer WA par 5 "eonBo 2;. et 2=

26
par ¢80 4 o & et

sont les nombres d'onde respectivement
suivant ® et 93
On aboutit ainsi & 1'équation (108) en prenant les précautions
(i) de simplifier par ~flee (‘i) 3 (ii) de remplacer %" YcernBo Sfleo ('1)
par Uee{{) ; avant d'effectuer le passage & la limite $>0.
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QUELQUES ORDRES DE GRANDEURS DES PARAMETRES SANS DIMENSIONS

Co % 350 w.s*
w7 o MmH

q % 8,34 w. 57t

Nombre de Boussinesg e = “‘%“°
2
Co
Wo (w) 100 200 300 500 1000 1500 2000
Bo 0,011 0,022 0,033 0,05 0,112 0,168 0,22

Lorsque Vo

atteint la valeur 10000 m (10 km) Bo est voisin
de 1'unité. La présente approximation (approximation de Boussinesq) est valable
jusqu'd un Wo de l'ordre de 1000 m & 2000 m.

Nombre de Mach

Mo = Uo
Co
Uo (w4 10 20 30 Lo 50 60 80
Mo 0,02 0,05 0,08 0,114 0,1k 0,17 0,22
"o b.107" 2,5.10 3 |6,4.1073 1,3.107% 1,9.10 % 2,9.10'2 4.8.107°
2
Ceci montre que les termes en Mo

sont toujours négligeables
dans la théorie des &coulements atmosphériques.



1y

Calcul du coefficient de %

= ﬂ;- sint8 )
25Ro
N = 0,%. A07Y vad. o 1
3

QD = G,'b. A0 wy
Uo(ms?) 10 20 30 50 50 60
r\‘!.
°/$l2° 0,036 0,07 0,108 0,144 :,188 0,216

Le choix qu'on a fait & la page 51 est bon.
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MOTS CLES

ONDES PLANETAIRES
APPROXIMATION DE BOUSSINESQ
MODELISATION ASYMPTOTIQUE
PERTURBATIONS SINGULIERES
METHODE DES ECHELLES MULTIPLES
POINTS TOURNANTS.

RESUME

X M
Dans le cadre de la modélisation asymntotique des &coulements atmosphériques,
on &tudie la propagation des ondes planétaires dans un milieu & température non constante.
Ces ondes sont des ondes de gravité se propageant dans 1'atmosphare, dont la longueur
d'ondes caractéristique horizontale est du méme ordre de grandeur que le rayon de la Terre.
On ne peut donc plus négliger la rotondité:.de 'celle<ci.
L'influence de 1'inhomogénéité du milieu apparaft dans ces ondes, d'une part,
directement par la stratification du milieu; d'autre part, par le couplage des effets
de celle-ci avec les effets de la force de Corfolis.
En tenant compte de ces propriétés et en se plagant dans le cadrg de 1'approxi-
mation de Boussinesq, on construit un mod2le asymototique pour la description de ces
ondes et on montre qu'il peut exister des niveaux de réflexion suivant 1'altitude et
des points-limites en latitude dont le comportement est :quatitativement analogue.
Une cons&quence de cette derniére propri&té est que 1'on peut obtenir, tout au
moins théoriquement, "des ondes piégées" entre deux zones de latitudes déterminées.
S$'il existe simultanément des niveaux de réflexion azimutaux et radiaux, on peut voir
se former, une configuration d'ondes "en couronne". Une telle zone lorsqu'elle existe,
est toujours équatoriale.





